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Introduction

A THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS est & la base d’une partie notable des

développements théoriques de la physique du vingtiéme siécle. Le modéle
qui décrit toutes les interactions fondamentales a 1’échelle microscopique, en
dehors de la gravitation, est une théorie quantique des champs. De fagon
plus surprenante, la théorie quantique des champs a permis de comprendre
les propriétés macroscopiques singuliéres d'une large classe de transitions de
phase au voisinage de la transition.

Cependant, a la différence de la mécanique newtonienne ou quantique non
relativiste, la théorie quantique des champs dans sa formulation la plus im-
médiate conduit a de graves difficultés conceptuelles a4 cause de ’apparition
d’infinis dans le calcul des observables physiques. Le probléme des infinis a
d’abord été résolu de fagon empirique par une méthode appelée renormalisa-
tion. Cette méthode n’a trouvé une interprétation satisfaisante que plus tard,
dans le cadre du groupe de renormalisation. Le probléme des infinis a ainsi
été relié a un phénomeéne inattendu, le non-découplage des différentes échelles
de physique.

C’est dans le cadre de la physique statistique et des transitions de phase
continues que la discussion de ces problémes conceptuels est la plus simple.
Cet ouvrage tente donc d’introduire de fagon élémentaire les notions de limite
continue et d’universalité dans les systémes aléatoires & un grand nombre
de degrés de liberté. Nous insisterons sur I'importance des mesures gaus-
siennes et leurs relations avec 'approximation de champ moyen et la théorie
de Landau. Nous montrerons que les approximations quasi-gaussiennes ou de
champ moyen ne peuvent pas décrire correctement les transitions de phase.
Nous attribuerons cette difficulté au couplage d’échelles de physique trés dif-
férentes, alors méme que les interactions sont locales, c’est-a-dire a courte
portée. Pour analyser ce probléme, un concept nouveau est nécessaire : le
groupe de renormalisation, dont les points fixes permettent de comprendre
P'universalité de la physique & grande distance au-dcla du champ moyen.

Les arguments de groupe de renormalisation conduisent alors a 'idée que
les corrélations a grande distance prés de la température de transition peuvent
étre décrites par des théories statistiques locales des champs, formellement des
théories quantiques des champs en temps imaginaire.
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Cet ouvrage, issue de srois années d’enseignement a 'université Paris 7,
est organisé de la maniére suivante.

Au chapitre 1, nous commengons par une courte introduction semi-
historique, qui essaie de décrire I’évolution des idées depuis les premiers pas
de la théorie quantique des champs [1-4] jusqu’a I'application des méthodes
de groupe de renormalisation & la théorie des transitions de phase.

Dans le chapitre 2, nous avons rassemblé un certain nombre de résultats
techniques sur les fonctions génératrices, les mesures gaussiennes et la méthode
du col qui sont indispensables pour la compréhension de 'ouvrage.

Le chapitre 3 aborde plusieurs sujets essentiels de 'ouvrage : les notions
de limite continue et d’universalité, a travers les exemples du théoréme de la
limite centrale et de la marche au hasard. Nous montrons que 'universalité a
comme origine 'hypothése de faible déviation de la valeur moyenne des dis-
tributions de probabilité, ce qui se traduit par une hypothése de localité de la
marche au hasard. Dans les deux cas, la propriété d’universalité se traduit par
I’apparition de distributions gaussiennes asymptotiques. Nous montrons alors,
qu’au-dela du calcul direct, I'universalité peut aussi se comprendre comme
résultant de points fixes de transformations agissant sur Pespace des distri-
butions de probabilité. Cela nous permettra, déja a travers ces exemples trés
simples, d’introduire le langage du groupe de renormalisation. Enfin, D'exis-
tence de limites continues. conduit naturellement a décrire les processus en
terme d’intégrales de chemin.

Dans lc chapitre 4, nous abordons le sujet principal de Pouvrage, 'étude de
systémes de la physique statistique classique, a travers I'exemple de modéles
uni-dimensionnels. Cela nous permet d’introduire le langage de la physique
statistique, comme les fonctions de corrélation, la limite thermodynamique,
la longueur de corrélation... Méme si les systémes uni-dimensionnels avec in-
teractions de courte portée n’ont pas de transition de phase, il est possible de
définir une limite continue au voisinage de la température nulle. De plus, dans
le cas d’interactions & portée finie, ces modéles peuvent étre résolues exacte-
ment par la méthode de le. matrice de transfert, ce qui en fait des exemples
pédagogiques intéressants.

La limite continue des modéles uni-dimensionnels conduit, de nouveau a
des intégrales de chemin, dont nous discutons quelques propriétés au chapitre 5
(pour plus de détails voir, par exemple, la réf. [5]).

Au chapitre 6, nous définissons des systémes statistiques plus généraux,
en dimension d’espace arbitraire. Par commodité, nous utilisons le langage
ferromagnétique méme si, i travers les propriétés d’universalité, les résultats
qui seront obtenus dans la suite de l'ouvrage s’appliquent a des systémes
statistiques plus généraux. Au-dela des fonctions de corrélation générales et
connexes (dont nous rappelons les propriétés de décroissance ou propriété
d’amas), que nous avons déja définies dans les chapitres précédents, nous
introduisons les fonctions de vertex, qui sont liées au potentiel thermody-
namique. Energie libre et potentiel thermodynamique, comme fonctions de
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corrélation connexes et fonctions de vertex, sont reliés par une transformation
de Legendre dont nous étudions quelques propriétés.

Le chapitre 7 est dédié a la notion de transitions de phase, une notion
qui est loin d’étre triviale dans la mesure ou une transition de phase ne peut
étre engendrée que par l'interaction d’un nombre infini de degrés de liberté.
Nous commengcons par résoudre exactement un modeéle dans la limite ou le
nombre de dimensions de I'espace tend vers I'infini. Un tel modéle exhibe une
transition de phase de type quasi-gaussien ou de champ moyen, comme nous
le verrons plus loin. Ensuite, nous discutons de 'existence de transitions de
phase en fonction de la dimension d’espace. Nous insistons sur la différence
entre modéles avec symétries discrétes et continues en dimension deux.

Au chapitre &, nous examinons en détail les propriétés universelles des
transitions de phases dans les approximations quasi-gaussienne ou de champ
moyen. Nous étudions les singularités des fonctions thermodynamiques au
point, de transition ainsi que le comportement a grande distance de la fonc-
tion & deux points. Nous résumons les propriétés d’universalité sous la forme
de la théorie de Landau [6]. Nous soulignons les particularités des modéles
avec symétrie continue a basse température dues a 'apparition de modes de
Goldstone. Enfin, nous évaluons les corrections au modéle quasi-gaussien et
montrons que 'approximation quasi-gaussienne n’est cohérente qu’en dimen-
sion d’espace supérieure a 4 (nous inspirant de la présentation dans [7]). Nous
mentionnons l'existence possible de points tricritiques.

Au chapitre 9, nous introduisons la notion générale de groupe de renor-
malisation {4] dans lesprit de 'ouvrage [8]. Nous étudions le role des points
fixes et leurs propriétés de stabilité. Nous exhibons un point fixe particulier,
le point fixe gaussien qui est stable en dimension supérieure a 4. Nous identi-
fions la perturbation principale au point fixe gaussien en dimension < 4. Nous
discutons la possibilité d’identifier un point fixe non-gaussien au voisinage de
la dimension 4.

Au chapitre 10, nous montrons qu’avec les hypothéses formulées au cha-
pitre 9, il est possible de trouver, en effet, un point fixe non-gaussien en
dimension d = 4 — ¢ [9], a la fois dans des modéles avec symeétries de réflexion
et de rotation. Nous introduisons briévement les méthodes de théorie des
champs [10,11] que nous reprenons dans les chapitres suivants. Enfin, nous
présentons une sélection de résultats numériques concernant des exposants
critiques et certains rapports universels d’amplitude [12-16].

Le chapitre 11 contient une discussion générale des équations de groupe de
renormalisation, et des propriétés des points fixes correspondants, de toute une
classe de modéles qui possédent des symétries plus générales que les groupes
de réflexion et rotation considérés auparavant, généralisant quelque peu les
résultats présentés dans [7,17]. En particulier, une intéressante conjecture,
reliant décroissance des fonctions de corrélation et stabilité des points fixes,
émerge ainsi.
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Avec le chapitre 12, commence une présentation plus systématique des mé-
thodes de théorie des champs. Au-dela de la simple généralisation de méthodes
perturbatives déja présentées dans les chapitres précédents, plusieurs concepts
nouveaux sont introduits comme le développement en nombre de boucles, le
prolongement et la régularisation dimensionnels [18].

Muni de ces outils techniques, nous pouvons alors justifier, au chapitre 13,
les équations de groupe de renormalisation asymptotique de la théorie des
champs [3, 19-23]. Des propriétés génerales d’universalité s’en déduisent, ainsi
que le calcul de quantités universelles en puissances de la déviation e =4 — d
& la dimension 4.

La théorie des champs avec symétrie de rotation de type O(N) peut étre
résolue dans la limite N — o0, comme nous le montrons au chapitre 14.
Toutes les propriétés universelles démontrées dans le cadre du développement
en £ peuvent alors étre démontrées, & dimension fixée, dans le cadre d’un
développement en 1/N [24-33].

Dans les modéles avec symétrie continue, la phase de basse température est
dominée a grande distance par I'interaction de modes de Goldstone (de masse
nulle). Cette interaction est décrite par le modéle o non-linéaire. Son étude,
par le groupe de renormalisation, permet de généraliser les lois d’échelles de
la théorie critique & la transition a toute la phase de bassc température et
d’étudier les propriétés des transitions de phase au voisinage de la dimen-
sion 2 [34-37].

Le groupe de renormalisation de la théorie quantique des champs est un
groupe de renormalisation asymptotique qui est basé sur I’hypothése que le
point fixe pertinent est proche du point fixe gaussien. Dés l'origine, des formes
plus générales du groupe de renormalisation ne nécessitant pas une telle hypo-
these [38-40] ont été proposées. Elles prennent la forme d’équations fonction-
nelles qui décrivent 1'évolution de l'interaction effective, mais qui sont d’un
maniement beaucoup plus difficile que les équations issues de la théorie des
champs. Cependant, dans une période récente, elles ont inspiré divers schémas
d’approximations différents des développements perturbatifs de la théorie des
champs [41]. Pour des raisons a la fois pédagogiques et, donc, pratiques, il
nous a paru utile de les décrire dans cet ouvrage.

Enfin, les appendices rassemblent différentes considérations techniques
utiles pour la compréhension du texte, ou quelques développements supplé-
mentaires.
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Chapitre 1

Théorie quantique des champs
et groupe de renormalisation

ANS UNE COMPREHENSION MINIMALE des théories quantique ou statistique
S(reliées par le passage au temps imaginaire) des champs, les fondements
théoriques d’une partie notable de la physique du vingtiéme siécle demeurent
incompréhensibles.

En effet, la théorie des champs, dans des incarnations variées, décrit toute
la physique des interactions fondamentales a [’échelle microscopique, les pro-
priétés singulieres des transitions de phase (liquide-vapeur, ferromagnétiques,
superfluide, mélanges binaires...) au voisinage du point de transition, les pro-
priétés des gaz quantiques dilués au-dela du modéle de la condensation de
Bosc—Einstein, les propriétés statistiques des longues chaines polymériques
(comme de la marche au hasard avec auto-évitement sur réseau), de la perco-
lation...

En fait, la théorie quantique des champs offre, jusqu’a présent, le cadre
le plus fécond dans lequel il est possible d’étudier des systémes physiques
qui sont caractérisés par une interaction forte entre un nombre trés grand de
degrés de liberté.

Cependant, dés l'origine, la théorie quantique des champs a été confron-
tée & un probléme inattendu, le probléme des infinis. La plupart des calculs
de processus physiques conduisait & des résultats infinis. Une recette empi-
rique, la renormalisation, a finalement été découverte. Elle a permis de dé-
duire d’expressions divergentes des prédictions finies. Elle n’aurait guére été
convaincante si les prédictions n’avaient pas été confirmées avec une précision
croissante par 'expérience. Un concept nouveau, le groupe de renormalisa-
tion issu de la théorie quantique des champs, mais dont la signification n’a
été complétement appréciée que dans le cadre plus général des transitions de
phase, a conduit, plus tard, & une interprétation satisfaisante de Dorigine et
du role des théories quantiques des champs renormalisables et du processus
de renormalisation.



2 Transitions de phase et groupe de renormalisation

Ce premier chapitre essaie de donner un bref apercu historique des origines
et du développement de la théorie quantique des champs, de 'évolution des
idées sur les notions de reriormalisation et groupe de renormalisation qui ont
conduit & notre vision présente.

Cette histoire a deux aspects, I'un trés directement lié a la théorie des
interactions fondamentales qui décrit les phénomeénes physiques a 1’échelle mi-
croscopique, 'autre a la compréhension des transitions de phase de la physique
macroscopique et leurs propriétés d’universalité. Le fait que deux domaines
de la physique aussi différents aient nécessité le développement des mémes
concepts est extrémement surprenant. C’est un des charmes de I'étude de la
physigue que de telles relations puissent parfois émerger.

Quelques jalons utiles :

1925 Heisenberg jette les bases de la Mécanique Quantique, sous la forme de
la mécanique des matrices.

1926 Schrodinger publie sa célébre équation qui fonde la Mécanique Quan-
tique sur la solution d’une équation d’onde non-relativiste. Comme la théorie
de la relativité était déja bien établie quand la mécanique quantique fut décou-
verte, cela peut surprendre. En fait, pour des raisons accidentelles, le spectre
de 'atome d’hydrogéne est plus mal reproduit par une équation d’onde rela-
tiviste sans spin!, 'équation de Klein-Gordon (1926), que par I’équation de
Schrédinger non-relativiste.

1928 Dirac introduit une équation d’onde relativiste tenant compte du spin
1/2 de I'électron, qui conduit & des résultats en bien meilleur accord avec le
spectre de 'atome d’hydrogéne, et ceci ouvre la voie & une théorie quantique
relativiste. Dans les deux ans qui suivent, Heisenberg et Pauli établissent,
dans une série d’articles, les principes généraux de la théorie quantique des
champs.

1934 Premier caleul correct d’électrodynamique quantique (Weisskopf) et
confirmation de l’existence de divergences, appelées ultraviolettes (car dues,
dans ce calcul, aux photoas de trés courtes longueurs d’onde).

1937 Landau publie sa théorie générale des transitions de phase.
1944 Solution exacte du modele d’Ising en dimension 2 par Onsager.

1947 Mesure du déplacement de Lamb (ou Lambshift) et accord avec les
prédictions de I'électrodyaamique quantique aprés compensation des infinis.

1947-1949 Développement d’'une méthode empirique générale pour élimi-
ner les divergences appelée renormalisation (Feynman, Schwinger, Tomonaga,
Dyson...).

IMoment cinétique intrinséque des particules, qui prend des valeurs demi-entiéres (fermions)
ou entiéres (bosons) en unité .
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1954 Yang et Mills propose une généralisation des équations de Maxwell
au cas de symétries de jauge non-abéliennes (associées a des groupes non
commutatifs).

1954-1956 Découverte d’une propriété formelle de la Théorie Quantique des
Champs liée a U'existence d’un groupe de renormalisation dont la signification
profonde est imparfaitement comprise (Peterman—Stiickelberg, Gell-Mann—
Low, Bogoliubov-Shirkov).

1967—-1975 Le Modéle Standard, une théorie quantique des champs renorma-
lisable basée sur les notions de symétrie de jauge non-abélienne et de symétrie
brisée spontanément, est construite. Elle décrit de fagon précise toutes les in-
teractions fondamentales, sauf la gravitation.

1971-1972 Aprés un travail précurseur de Kadanoff (1966), Wilson,
Wegner... développent un concept plus général de groupe de renormalisation
qui inclut celui de la théorie des champs dans certaines limites, et qui ex-
plique les propriétés d’universalité des transitions de phase continues (liquide—
vapeur, hélium superfluide, systémes ferromagnétiques) ou des chemins aléa-
toires auto-évitants.

1972-1975 Plusieurs groupes, en particulier Brézin, Le Guillou et Zinn-
Justin, développent de puissantes techniques de théorie quantique des champs
qui permettent de démontrer les propriétés d’universalité des phénoménes cri-
tiques et de calculer les quantités universelles.

1973 Politzer, Gross—Wilczek établissent, par des arguments de groupe de re-
normalisation, la propriété de liberté asymptotique d’une classe de théories de
jauge non-abéliennes, ce qui permet d’expliquer le comportement de particule
libre des quarks a l'intérieur des nucléons.

1975-1976 Des informations supplémentaires sur les propriétés universelles
des transitions de phase sont déduites de I’étude du modéle o non linéaire et
du développement en d — 2 (Polyakov, Brézin-Zinn-Justin).

1977 A la suite d’une proposition de Parisi, Nickel calcule les coefficients du
développement en séries des fonctions du groupe de renormalisation, par des
méthodes de théorie des champs jusqu & un ordre élevé. Le Guillou et Zinn-
Justin en déduisent les premiéres estimations précises des exposants critiques
dans les transitions de phase.

1.1 L’électrodynamique quantique : une théorie
quantique des champs

1'électrodynamique quantique (QED) décrit, dans un cadre quantique et
relativiste, les interactions entre toutes les particules électriquement char-
gées et le champ électromagnétique. L’électrodynamique quantique n’est pas
une théorie de particules individualisées, comme la mécanique quantique non-
relativiste, mais une Théorie Quantique des Champs. En effet, c’est aussi une
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extension quantique d’une théorie des champs classique relativiste : I'élec-
tromagnétisme dans laquelle les variables dynamiques sont des champs, les
champs électrique et magnétique. Par ailleurs, la découverte du fait qu’au
champ électromagnétique est associé une particule de masse nulle et de spin
un, le photon, a conduit & postuler que toutes les particules sont également
des manifestations de champs quantiques.

Or une telle théorie se distingue radicalement d’une théorie de particules
en ce sens que les champs ont un nombre infini de degrés de liberté. En effet, un
point matériel de la mécanique classique a trois degrés de liberté; il est défini
par ses trois coordonnées cartésiennes. Par contraste, un champ est défini par
sa valeur en chaque point d’espace, ce qui représente un nombre infini de
données. La non conservation du nombre de particules dans les collisions de
particules & haute énergie est une manifestation de cette propriété.

Par ailleurs, les théories des champs qui apparaissent dans la physique
microscopique ont une propriété de localité, une notion qui généralise la notion
de particule ponctuelle. Elles n’ont pas de structure de courte distance.

Le nombre infini de degrés de liberté et la localité expliquent que la théorie
quantique des champs puisse avoir des propriétés quelque peu « exotiques ».

Symétries de jauge. Dans ce qui suit, il sera beaucoup question de symé-
trie de jauge et de théories de jauge comme 'Electrodynamique Quantique.
En mécanique quantique non-relativiste, en présence d’un champ magnétique,
Pinvariance de jauge correspond simplement a la possibilité d’ajouter un terme
de gradient au potentiel vecteur sans changer les équations du mouvement. En
mécanique quantique non-relativiste, la physique ne change pas si 'on multi-
plie la fonction d’onde par une phase e? (correspondant & une transformation
du groupe abélien U(1)). Dans le cas d’une particule chargée, en présence
d’un champ magnétique, on observe une symétrie beaucoup plus grande, une
symétrie de jauge : on peut changer la phase de la fonction d’onde en chaque
point d’espace indépendamment :

P(z) - 9 y(a),

en modifiant de fagcon corrélée le potentiel vecteur.

A la différence d’une symétrie ordinaire qui correspond & faire une trans-
formation globale sur toutes les variables dynamiques, une symétrie de jauge
correspondant alors & des transformations indépendantes en tout point d’es-
pace, voire d’espace—temps. Imposer une symétrie de jauge est un principe
dynamique qui engendre des interactions, au lieu simplement de les relier
entre elles comme une symétrie ordinaire ou globale. Pour rendre une théorie
invariante de jauge, il est nécessaire d’introduire un potentiel vecteur couplé
de facon universelle & toutes les particules chargées. En théorie relativiste, ce
potentiel vecteur prend la forme d’un champ dit de jauge correspondant a une
particule de spin un, le photon dans le cas de I’électrodynamique quantique.

Unités en théorie quantique relativiste. Les phénomeénes que nous décrivons
ci-dessous apparaissent dans une limite relativiste et trés quantique. Il est alors
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physiquement raisonnable de prendre la vitesse de la lumiére ¢ et la constante
de Planck A comme unités. Ainsi, dans une théorie relativiste les échelles de
masse M, impulsion {(ou quantité de mouvement) p et énergie E peuvent étre
reliées a travers la vitesse de la lumiére c :

E =pc= M,

et donc exprimées dans une unité commune comme Pélectron-volt (eV). Aussi,
parle-t-on de fagon équivalente de grande impulsion ou grande énergie.

Par ailleurs, dans une théorie quantique, I'unité d’impulsion p (ou quantité
de mouvement) peut étre reliée a l'unité de distance £ par la constante de
Planck :

pl=nh.

Ainsi, les expériences faites a haute énergie sondent-elles les propriétés de la
matiére a courte distance.

1.2 L’électrodynamique quantique
et le probléme des infinis

A la fin des années vingt, aprés la découverte de I’équation de Dirac,
tout était en place pour la construction d’une théorie quantique et relati-
viste, permettant une description précise des interactions électromagnétiques
entre protons et électrons. Cette théorie, dont les principes furent établis par
Heisenberg et Pauli (1929-1930) était une théorie des champs et non une théo-
rie de particules individualisées, car la découverte que le champ électromagné-
tique pouvait se manifester sous forme de particules (les photons) suggérait
que, de facon plus générale, toutes les particules étaient des manifestations de
Pexistence sous-jacente de champs.

Peu aprés les travaux de Heisenberg et Pauli, Oppenheimer et Waller
(1930) publicrent indépendamment le calcul de Peffet du champ de photons
sur la propagation de 1’¢lectron, au premier ordre dans la constante de struc-
ture fine, une constante sans dimension qui caractérise U'intensité de la force
électromagnétique,

?
a~4ﬂ_hcwl/137, (1.1)
otl e est la charge de 1’électron définie a partir du potentiel de Coulomb écrit
e? /4w R. Comme cette constante est numériquement petite (une phrase qui a
un sens car ¢’est une quantité sans dimension), un calcul au premier ordre est
significatif.

Une des motivations pour un tel calcul était de déterminer les corrections
a la masse de I'électron en électrodynamique quantique et de résoudre ainsi
le puzzle du modéle classique de I’électron. En théorie relativiste, la masse
d’une particule est proportionnelle & son énergie au repos. Elle inclut donc des
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termes d’énergie potentielle. Or il était bien connu que le « modéle classique »
de Délectron comme une sphére chargée de rayon R conduisait & un résultat
qui tendait vers l'infini comme e?/R quand on prenait la limite de rayon
nul. On pouvait espérer que la mécanique quantique, qui est une théorie de
fonctions d’onde, allait guérir ce probléme engendré par la nature ponctuelle
de Iélectron.

Toutefois, les premiers résultats se révélérent tout a fait décevants. Non
seulement la contribution a la masse était infinie, mais elle divergeait plus
fortement que dans le modéle classique : introduisant une borne Ac? sur
I’énergie du photon, (ceci est équivalent & modifier la théorie a courte dis-
tance R = hi/cA), on trouvait une divergence quadratique A? « 1/R?%. En
fait, il fut bient6ét découvert que ces résultats étaient erronés. En effet, les
calculs perturbatifs avec les outils de ['époque étaient laborieux. On utilisait
des méthodes de calcul non explicitement relativiste; le role des « trous »
de la théorie de Dirac (prédits étre des anti-électrons ou positrons en 1931
et expérimentalement découverts en 1932) était peu clair, et I'invariance de
jauge créait un probléme supplémentaire. Il fallut attendre 1934 pour que
soit publié le résultat correct dans un article de Weisskopf (non sans qu’une
derniére erreur ait été remarquée par Furry). Le processus physique respon-
sable de cette contribution était un processus typique de la théorie quantique
des champs : I’émission et la réabsorption par un électron d’énergie-impulsion
(ou quadri-impulsion) ¢ d’un photon virtuel (en pointillé sur la figure 1.1) de
quadri-impulsion k, comme représenté par le diagramme de Feynman de la
figure 1.1 (une représentation imaginée par Feynman des années plus tard).

F1G. 1.1 — Contribution & la propagation de I’électron : le photon est en pointillé,
I’électron en trait plein.

Le résultat était a la fois plus favorable et profondément inquiétant. La
contribution & la masse était toujours infinie, quoique la divergence quadra-
tique ait été remplacée Dar une divergence logarithmique beaucoup moins
sévere : o

dMQED = —B%mln(ch/h) )

ou m est la masse de Iélectron.

La divergence résulte de la nécessité de sommer sur les photons virtuels
de quadri-impulsion arbitrairement élevée (4 cause de I'absence de structure
a courte distance) d’ou le dénomination de divergence ultra-violette. De plus,
& cause de la conservation des probabilités, tous les processus contribuent de
facon additive.
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Ainsi, la théorie quantique des champs (TQC) conduisait & un résultat
moins singulier que le modéle classique. Néanmoins, le probléme des infinis
n’était pas résolu et aucune modification simple ne pouvait étre trouvée pour
sauver la théorie quantique des champs.

De plus, ces divergences acquirent méme une signification beaucoup plus
profonde, semblant une conséquence inévitable de la localité (les particules
sont ponctuelles, avec interactions de contact) et de 'unitarité (conservation
des probabilités). Or, il paraissait trés difficile d’imaginer une théorie relati-
viste cohérente avec des particules non ponctuelles.

Le probléme était donc trés profond et touchait a ’essence méme de la
théorie. La QED était une théorie incompléte, mais il semblait difficile de la
modifier sans sacrifier quelque principe physique fondamental. 1l était possible
de rendre la théorie finie en abandonnant 'unitarité, et donc la conservation
des probabilités (comme ce fut proposé par Dirac (1942)), mais les consé-
quences physiques étaient difficilement acceptables. Ce que nous appelons
maintenant régularisation de Pauli—Villars, une procédure ad hoc et tempo-
raire pour rendre la théorie finie avant renormalisation (voir plus loin), est
de cette nature. Il paraissait encore plus difficile de Pincorporer dans une ex-
tension relativiste non-locale (ce qui correspondrait a donner une structure
interne aux particules), quoiqu’en 1938 Heisenberg ait proposé I'introduction
d’une longueur fondamentale. En fait, il a fallu attendre les années quatre-
vingt pour voir apparaitre des candidats possibles sous le nom de théories de
super-cordes.

La crise était si sérieuse que Wheeler (1937) et Heisenberg (1943) propo-
sérent d’abandonner complétement la théorie quantique des champs au profit
d’une théorie d’observables physiques, en fait les données de collision entre
particules : la théorie de la matrice S, une idée qui eut son heure de gloire
dans les années soixante dans la théorie des Interactions Fortes (celles qui
engendrent les forces nucléaires).

Les infinis et le probléme des bosons scalaires chargés. Dans le méme
temps, des physiciens plus pragmatiques calculaient d’autres quantités phy-
siques, explorant la forme et la nature de ces infinis. Je veux juste mentionner
ici un autre article important de Weisskopf (1939) dans lequel I'auteur montre
que les divergences logarithmiques persistent a tous les ordres de la théorie
des perturbations, c’est-a-dire du développement en puissances de «. Mais
il remarque aussi que dans le cas de particules de spin nul (ou scalaires)
chargées, la situation est bien pire : les divergences sont quadratiques ce qui
est désastreux. En effet, si les divergences sont supprimées par un facteur
de coupure (ou cut-off) A = h/Re lié a quelque nouvelle physique et que
A/m n’est pas trop grand (et pour quelque temps, 100 MeV qui est la por-
tée des forces nucléaires semblait un candidat raisonnable), alors le produit
aln(A/m) reste petit : une divergence logarithmique produit des corrections
incalculables, mais néanmoins petites, ce qui n’est plus le cas pour des di-
vergences quadratiques. Ceci pouvait étre pris comme une indication que des
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particules scalaires chargées ne pouvaient étre considérées comme fondamen-
tales.

Notons que ce probléme est plus que jamais d’actualité puisque le Modéle
Standard qui décrit avec précision tous les processus physiques entre par-
ticules jusqu’aux énergies les plus élevées accessibles dans les accélérateurs,
contient une particule scalaire (c’est-a-dire sans spin), le boson de Higgs, et
est maintenant appelé le probléme de [’ajustage fin ou de la hiérarchie. En
effet, pour compenser les infinis, il faut ajuster un paramétre de la théorie
initiale avec une précision liée au rapport de la masse de la particule scalaire
et du cut-off, ce qui n’est pas naturel. Ce probléme est devenu particuliére-
ment sévére depuis que nous avons pris conscience que des échelles de masse
aussi grande que 10> (masse d’unification) ou 10'% GeV (masse de Planck)
peuvent étre impliquées. 11 est une des motivations principales pour 'intro-
duction de la Supersymétrie (une symétrie qui, de fagon trés surprenante, relie
des bosons a des fermions). La découverte expérimentale du boson de Higgs
et la compréhension de s2s propriétés sont parmi les enjeux majeurs de la
nouvelle génération d’accélérateurs comme le Large Hadron Collider ou LHC
actuellement en construction au CERN prés de Genéve.

1.3 Meéthode de renormalisation

Calculant nombre de quantités physiques différentes, les physiciens no-
térent que bien que beaicoup de quantités physiques étaient divergentes,
¢’étaient toujours les mémes termes divergents qui apparaissaient. On pouvait
donc trouver des combinaisons qui étaient finies (Weisskopf 1936). Toutefois,
la signification physique d 'une telle propriété, la compensation des infinis, était
totalement obscure. En réalité, en ’absence de toute compréhension profonde
du probléme, peu de progrés était possible.

Chagque fois que les physiciens sont confrontés a de telles difficultés concep-
tuelles, la réponse ne peut venir que de 'expérience.

Ainsi, en 1947 Lamb et Retheford mesurérent avec précision la séparation
entre les niveaux 2s;/92p, /2 de 'atome d’hydrogéne, tandis que le groupe de
Rabi 4 Columbia mesurait le moment magnétique anormal de I’électron. De
fagon assez remarquable, I fut possible d’organiser le calcul du déplacement de
Lamb de telle sorte que les infinis se compensent (premier calcul approché par
Bethe) et le résultat se trouva étre en trés bon accord avec 'expérience. Peu
de temps aprés, Schwinger obtint le terme dominant du moment magnétique
anormal de V'électron.

Ces résultats entrainérent d’extraordinaires développements théoriques
(un travail antérieur de Kramers sur la renormalisation de masse de I’électron
classique étendu se révéla important pour généraliser 1'idée de compensation
des infinis par soustracticn, & I'idée de renormalisation). En 1949 Dyson, s’ap-
puyant sur les travaux de Feynman, Schwinger et Tomonaga, donna la pre-
miére preuve de la compensation des infinis 4 tous les ordres de la théorie



1. Théorie quantique des champs et groupe de renormalisation 9

des perturbations. Ce qui fut alors baptisée théorie de la renormalisation
conduisait en QED a des résultats finis pour toutes les observables physiques.

L’idée est la suivante : on commence avec une théorie appelée nue qui dé-
pend de parameétres comme la masse nue mgq et la charge nue ey de Uélectron
(les masse et charge en I'absence d’interactions), ou, ce qui est équivalent,
la constante de structure fine nue ag = €3/4rhe. On introduit, de plus, une
échelle de coupure des grandes impulsions cA, appelée cut-off (ce qui corres-
pond & modifier de facon quelque peu arbitraire et non-physique la théorie a
une trés courte distance d’ordre i/cA). On calcule alors les valeurs physiques
(C’est-a-dire, celles qu’on mesure), appelées renormalisées, des mémes quan-
tités (comme la charge observée e, et donc la constante de structure fine «v et
la masse physique m) en fonction des paramétres nus et du cut-off :

a=ag — Bead In(A/mg) + -,
m=mg — v moaIn{ACy /mg) + -

B2, v1 et C1 sont trois constantes numériques. On inverse ces relations, expri-
mant maintenant les quantités nues en fonction des quantités renormalisées.
Dans cette substitution on échange par exemple la constante nue «q avec la
constante physique ou renormalisée o comme paramétre de développement :

ap = a + Bocd® In(A/m)+ -,
mo = m+ vy maln(ACy/m)+---.

On exprime ensuite toute autre obscrvable (c’est-a-dire, toute autre quantité
mesurable), initialement calculée en termes des paramétres nus, en termes de
ces quantités physiques ou renormalisées. De fagon trés surprenante, quand on
prend la limite du cut-off A infini, toutes les observables physiques ont alors
une limite finie.

Cette procédure, a priori un peu étrange, la renormalisation, a permis
et permet toujours des calculs de précision croissante en QED, dont Paccord
avec l'expérience démontre de facon absolument convaincante que la TQC
renormalisée est le formalisime adéquat pour décrire 1'électrodynamique au
niveau quantique (c’est méme le domaine de la physique ou Vaccord entre
théorie et expérience a été vérifié avec le plus de précision).

De plus, la théorie de la renormalisation a conduit au concept trés im-
portant de théories renormalisables. Seul un nombre limité de théories des
champs conduit a des résultats finis par cette procédure. Ceci contraint donc
fortement la structure des théories possibles.

Notons, enfin, que pendant plus de quinze ans les progrés théoriques
avaient été bloqués par le probléme des divergences en TQC. Pourtant, une
fois que Vexpérience commenga a procurer des informations décisives, en deux
ans un cadre complet et cohérent pour des calculs perturbatifs fut développé.
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L’énigme de la renormalisation. Quoiqu’il fut maintenant évident que la
QED était la théorie correcte, la procédure de renormalisation permettant
d’obtenir des réponses finies restait une énigme pour nombre de théoriciens.
La signification de la recette de renormalisation, et donc des paramétres nus
restait obscure. Beaucoup d’efforts furent alors consacrés a essayer de sur-
monter cette faiblesse conceptuelle fondamentale. Plusieurs types de solutions
furent proposés :

(i) Le probléme était lit & la théorie des perturbations et une sommation
correcte du développement en puissance de « ferait disparaitre le pro-
bléme. Quelque peu relié & cette démarche, (i) fut le développement de
ce qui fut appelé la TQC Axiomatique qui essayait d’extraire des résul-
tats rigoureux et non-perturbatifs des principes généraux sur lesquels la
TQC était basée.

(i1) Le probléme était de nature mathématique : la procédure qui engendrait
le développement renormalisé devait étre modifiée pour éviter I'introduc-
tion de divergences non-physiques et pour engendrer automatiquement
des quantités finies. La théorie nue initiale avec ses paramétres (nus) in-
finis n’avait simplerient pas de signification physique. La ligne de pen-
sée (ii) conduisit au formalisme BPHZ (Bogoliubov, Parasiuk, Hepp,
Zimmerman), et finalement au travail d’Epstein-Glaser, ot le probléme
des divergences dans l'espace des positions (plutdt que l'espace des im-
pulsions) était réduit au probléme mathématique d'une définition cor-
recte de produits de distributions singuliéres. Les efforts correspondants
furent trés efficaces pour clarifier les principes de calculs perturbatifs,
mais aussi pour déguiser le probléme des divergences de telle maniére
qu’il semblait n’aveir jamais existé.

(iii) Finalement, le cut-off avait un sens physique et était engendré par des
interactions supplémentaires, non-descriptibles par la TQC. Un candidat
favori, jusqu’a la fin des années soixante, fut I'Interaction Forte (le cut-
off étant procuré par la portée des forces nucléaires). Il restait alors
a comprendre le sens de la renormalisation, qui pouvait s’interpréter
comme une certaine insensibilité des observables physiques 4 la structure
de la théorie & courte distance.

Ce dernier point de vue est le plus proche du point de vue moderne,
quoique le cut-off nécessaire ne soit bien siir plus procuré par les Interactions
Fortes.

1.4 Théorie quantique des champs et groupe
de renormalisation

Au milieu des années cinquante, il fut noté par plusieurs groupes, en par-
ticulier Peterman—Stiickelberg (1953), Gell-Mann-Low (1954) et Bogoliubov—
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Shirkov (1955-1956), que dans la limite d'une QED réduite aux photons et a
des électrons de masse nulle, le développement perturbatif renormalisé avait
une propriété formelle curieuse, conséquence directe du processus de renor-
malisation lui-méme.

Dans une théorie massive, la charge renormalisée caractérise U'interaction
électrique de particules au repos (la force de Coulomb). Cette définition de-
vient inopérante pour des particules de masse nulle qui se propagent toujours
a la vitesse de la lumiére. 1l devient alors nécessaire d’introduire une échelle
de masse (ou d’énergie, on d’impulsion) u arbitraire pour définir la charge
e renormalisée : elle est liée a l'intensité de la force électromagnétique me-
surée dans des collisions d'une impulsion d’ordre cu. On peut appeler cette
charge renormalisée la charge effective & I'échelle u. Toutefois, comme cette
masse u est arbitraire, on peut trouver d’autres couples {€’, 1’} qui donne les
mémes résultats physiques. L’ensemble des transformations des paramétres
physiques, associées a ces changements d’échelle de masse, et nécessaires pour
maintenir les résultats physiques inchangés, fut appelé groupe de renormali-
sation (GR). Faisant un changement d’échelle infinitésimal, on peut décrire
la variation (ou le flot) de la charge effective par une équation différentielle :

P = 8(a(n). Ala) = Ga® + 0. (1.2)

ou la fonction 3(«r) peut étre obtenue & partir de développements perturbatifs
en puissances de a.

Meéme dans une théorie massive, il est possible d’introduire cette défini-
tion. La charge effective a alors Uinterprétation physique suivante. A grande
distance, 'intensité de la force électromagnétique ne varie pas et a une valeur
qu’on peut mesurer A travers la force de Coulomb. Toutefois, a des distances
plus petites que la longueur d’onde 7i/mc associée a une particule (on ex-
plore en quelque sorte « lintérieur » de la particule), on observe des effets
d’écrantage ou d’anti-écrantage. Ce qui est remarquable c¢’est que ces effets,
évidemment de courte distance, sont aussi liés a la renormalisation.

Comme la préoccupation principale était le probléme des divergences de
grande impulsion en TQC, Gell-Mann et Low essayérent d’utiliser le GR pour
étudier le comportement de la charge nue a grand cut-off. La charge nue
peut en effet s’'interpréter comme la charge effective a Péchelle du cut-off.
Si la fonction G(a) avait eu un zéro avec une pente négative, ce zéro aurait
été la limite finie & cut-off infini de la charge nue, au-dela de la théorie des
perturbations.

Malheureusement, la QED est une théorie libre & grande distance (J2 > 0),
ce qui signifie que la charge effective décroit a faible impulsion, et réciproque-
ment, croit & grande impulsion jusqu’a ce que le développement perturbatif de
la fonction @ ne soit plus valable. Cette variation est vérifiée expérimentale-
ment puisque la valeur de o, mesurée prés de la masse du boson intermédiaire
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des Interactions Faibles Z vers 100 GeV, est environ 4 % plus grande que la
valeur mesurée a basse énergie.

Il est frappant de constater que si ces auteurs n’avaient pas insisté pour
prendre la limite du cut-oT infini, ils auraient été conduits & des conclusions
plus intéressantes.

Notons encore quelques spéculations relides : Landau et Pomeranchuk
(1955) remarquerent que si, dans le calcul de la propagation de I'électron
dans le champ électromagnétique, on somme les termes dominants & grande
impulsion & chaque ordre, on prédit V'existence d’une particule de masse M :

M o m el/Pa

Cette particule aurait malheureusement, des propriétés physiquement inaccep-
tables, conduisant a des violations de la conservation des probabilités, et fut
donc appelée « fantome » de Landau. Pour Landau, ¢’était le signe de quelque
incohérence de la QED, quoique sans conséquence physique immédiate, parce
que « est si petit que cet état non-physique a une masse de I'ordre de 10%° GeV.
Bogoliubov et Shirkov montrérent alors correctement que ce résultat corres-
pondait & résoudre 'équation de GR (1.2) a 'ordre dominant, dans la limite
de faible charge effective. Comme la charge effective devenait grande a grande
impulsion, la théorie des perturbations n’était pas crédible dans ce régime de
grande masse. Il est amusant de noter que dans le point de vue moderne, nous
croyons que l'intuition de Landau était fondamentalement correcte, méme si
son argument était quelque peu naif dans sa formulation initiale.

1.5 Le triomphe de la théorie quantique
des champs : le Modéle Standard

La théorie quantique des champs dans les années soizante. Aprés le
triomphe de la QED, les années soixante furent des années difficiles pour
la TQC. La situation peut étre décrite de la maniére suivante :

Il restait trois problémes essentiels a résoudre correspondant aux trois
autres interactions connues :

(i) Les Interactions Faibles étaient décrites par la théorie des champs non re-
normalisable de Fermi (Feynman—Gell-Mann). Puisque le couplage était
faible, et U'interaction de type interaction entre courants, un peu comme
en électrodynamique quand on ne quantifie pas le photon, il était conce-
vable que cette théorie faut, en quelque sorte, 'approximation dominante
a une théorie du genre QED, mais avec au moins deux photons chargés
et trés lourds (masse de Uordre de 100 GeV), parce que l'interaction
apparaissait essentiellement comme ponctuelle.
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Des théories des champs classiques, appelées théories de jauge non-
abéliennes, c’est-a-dire des théories ol les interactions sont engendrées
par un principe de symétrie généralisé appelé symétrie de jauge, avaient
bien été construites. Elles généralisaient la QED au cas de « photons »
chargés (Yang—Mills 1954). Mais d’une part, leur quantification posait
des problémes nouveaux et difficiles. DY’autre part, une autre difficulté
venait de ce que les théories de jauge ont une forte tendance a produire
des particules de masse nulle, comme le photon. Ainsi, quelques théo-
riciens essayaient a la fois de quantifier ces théories des champs et de
trouver les moyens d’engendrer des termes de masse, dans le cadre de
théories renormalisables.

(ii) Beaucoup pensaient, en revanche, que le cas de la TQC était désespéré
dans la physique des Interactions Fortes : parce que les interactions
étaient trop fortes, un calcul perturbatif n’avait pas de sens. Une théo-
rie des observables physiques, appelée théorie de la matrice S, paraissait
le cadre adéquat pour décrire cette physique, et la localité stricte de-
vait sans doute étre abandonnée. On peut d’ailleurs noter une premiére
incarnation de la théorie des Cordes dans ce contexte.

(iii) Enfin, la force gravitationnelle étant extrémement faible 4 courte dis-
tance, il n’y avait pas d’urgence immédiate a s’occuper de la gravitation
quantique, et la solution de ce probléme d’impact expérimental incertain
pouvait attendre.

Le triomphe de la TQC renormalisable. Vers la fin des années soixante, la
situation évolua trés rapidement. On trouva enfin une méthode pour quanti-
fier les théories de jauge non-abéliennes (Faddeev—Popov, De Witt 1967). On
put démontrer que ces nouvelles théories étaient renormalisables ('t Hooft,
't Hooft—Veltman, Slavnov, Taylor, Lee-Zinn-Justin, Becchi- Rouet—Stora,
Zinn-Justin 1971-1975), méme dans une phase de symétrie brisée spontané-
ment qui permettait de donner des masses non nulles aux particules de jauge
correspondantes (le mécanisme de Higgs, Brout-Englert, Guralnik-Hagen—
Kibble 1964). Ces développements permirent de construire une version quan-
tique d’'un modele pour les Interactions Faibles basé sur une symétrie de jauge,
qui avait été proposé auparavant { Weinberg 1967, Salam 1968) et qui unifiait,
dans une certaine mesure, 'électromagnétisme et 'interaction faible. Ses pré-
dictions devaient étre rapidement confirmées par I'expérience.

Dans la situation trés confuse des Interactions Fortes, la solution vint
comme souvent dans de tels cas de 'expérience. Les expériences de Diffusion
Profondément Inélastique faites au SLAC (Stanford), qui sondaient Uinté-
rieur des protons et neutrons, révélérent que ces hadrons étaient composés
de particules ponctuelles quasi libres, appelées initialement partons et fina-
lement identifiées avec les quarks, ces entités mathématiques qui avaient été
introduites pour décrire de facon simple le spectre des particules ayant des
interactions fortes et ses symétries.
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Pour comprendre ce pkénomeéne particulier, on fit appel aux idées de GR
dans une version modernisée (Callan, Symanzik 1970) valable aussi pour les
théories massives. Cependant, le phénoméne resta quelque temps mystérieux
jusqu’a ce qu’une théorie des champs qui ait la propriété de liberté asympto-
tique puisse &tre trouvée, ¢’est-a-dire, une théorie dans laquelle les interactions
effectives deviennent faibles a trés courte distance {par contraste avec la QED)
de fagon a expliquer les résultats du SLAC. Finalement, les mémes progrés
théoriques dans la quantification des théories de jauge non-abéliennes qui
avaient permis de modélisar les Interactions Faibles, permirent de construire
une théorie de I'Interaction Forte : la ChromoDynamique Quantique (QCD).
En effet, les théories de jauge non-abéliennes, avec un nombre limité de fer-
mions, sont asymptotiquement libres (Gross-Wilczek, Politzer 1973). A la dif-
féerence de la QED, le premier coefficient s de la fonction § pour la charge
forte est alors négatif. La faiblesse des interactions entre quarks & courte dis-
tance devient une conséquence par la décroissance de la charge forte effective.

Ainsi, autour de 1973--1974, un modéle complet de TQC pour toutes les
interactions fondamentales sauf la gravitation fut proposé, maintenant appelé
le Modeéle Standard. Ce modéle a survécu avec un succés croissant 4 plus de
vingt-cing ans de tests expérimentaux, a part quelques modifications mineures
récentes nécessitées par les masses non-nulles et les oscillations de neutrinos.
Ce fut le triomphe de toutes les idées basées sur le concept de TQC renorma-
lisable.

Commie conséquence, il devenait tentant de conclure, qu’en quelque sorte,
une nouvelle loi de la nature avait été découverte : toutes les interactions
peuvent étre décrites par des TQC renormalisables et par la théorie des per-
turbations renormalisée. Le probléme des divergences avait & cette époque
été si bien camouflé, que pour beaucoup de physiciens ce n’était plus un réel
souci.

Un probléme potentiel restant était ce que Weinberg appelait la condi-
tion de protection asymptotique (asymptotic safety) : l'existence de points
fixes de grande impulsion du GR, dans le formalisme de I’équation (1.2) des
solutions de

Bla) =0, avec [('(a) <0,

semblait nécessaire pour la cohérence & toute échelle d’une TQC (Voption
déja considérée par Gell-Mann et Low). Les théories des champs asymptoti-
quement libres partagent bien sir cette propriété, mais les champs scalaires
(comme requis par le mécanisme de Higgs) ont tendance & détruire la liberté
asymptotique.

Enfin, il restait a inscrire la gravitation quantique dans ce cadre renorma-
lisable, et ceci devint le but de beaucoup d’études théoriques dans les années
qui suivirent. L’échec, jusqu’a présent, de ce programme a conduit a 'intro-
duction de la théorie des cordes.



1. Théorie quantique des champs et groupe de renormalisation 15

1.6 Phénoménes critiques : d’autres infinis

La théorie de phénomeénes critiques a comme objet la description des tran-
sitions de phase continues ou du second ordre dans les systémes macrosco-
piques. Des exemples simples sont fournis par les transition liquide-vapeur,
de séparation dans les mélanges binaires, de I’hélium superfluide, les transi-
tions magnétiques. Le modéle sur réseau le plus simple qui exhibe une telle
transition est le fameux modéle d’Ising.

Ces transitions sont caractérisées par des comportements collectifs a
grande échelle a la température de transition (la température critique 7).
Par exemple la longueur de corrélation, qui caractérise ’échelle de distance
sur laquelle des comportements collectifs sont observés, devient infinie. Prés
de T,, ces systémes font donc apparaitre deux échelles de longueur trés diffe-
rentes, une échelle microscopique liée a la taille des atomes, la maille du cristal
ou la portée des forces, et une autre engendrée dynamiquement, la longueur
de corrélation. A cette nouvelle échelle est associée une physique de longue
distance ou macroscopique non-triviale.

On s’attend alors 4 ce que cette physique, prés de la température cri-
tique, puisse faire I'objet d’une description macroscopique, ne faisant inter-
venir qu'un petit nombre de paramétres adaptés a cette échelle, sans réfé-
rence explicite aux parameétres microscopiques initiaux. Cette idée conduit a
la Théorie du Champ Moyen (TCM) et dans sa forme la plus générale & la
théorie de Landau des Phénomenes Critiques (1937). Une telle théorie peut
aussi étre qualifiée de quasi-gaussienne, en ce sens qu’elle suppose implicite-
ment que les corrélations entre variables aléatoires & 1’échelle microscopique
peuvent étre traitées de fagon perturbative, et donc les valeurs moyennes
macroscopiques suivent des lois quasi-gaussiennes, comme le théoréme de la
limite centrale des probabilités nous Penseigne.

Parmi les prédictions les plus simples et les plus solides d’une telle théorie,
on trouve l'universalité des comportements singuliers des quantités thermo-
dynamiques quand on s’approche de T, : par exemple la longueur de corréla-
tion £ diverge toujours comme (T — T.)~'/2, Paimantation spontanée s’annule
comme (T, — T)Y/2..., ces propriétés étant indépendantes de la dimension de
Pespace, de la symétrie du systéme, et bien siir des détails de la dynamique
microscopique.

Aussi, les physiciens furent-ils trés surpris quand quelques expériences ainsi
que des calculs de systémes-modéle de mécanique statistique sur réseau com-
mencérent 4 mettre en doute les prédictions de la TCM. Un coup supplémen-
taire & la TCM fut porté par la solution exacte du modéle d’Ising a deux
dimensions par Onsager (1944) qui confirma les calculs numériques sur réseau
correspondant. Dans les années suivantes, les preuves empiriques s’accumu-
lérent, montrant que les Phénoménes Critiques en deux et trois dimensions
d’espace ne pouvaient pas étre décrits quantitativement par la TCM. En fait,
on trouva que le comportement critique variait avec la dimension d’espace
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ainsi qu’avec d’autres prcpriétés générales des modéles. Néanmoins, il sem-
blait aussi qu'une certaire universalité survivait, mais d’une étendue plus
limitée. Quelques propriétés spécifiques paraissaient importantes, mais pas
tous les détails de la dynamique microscopique.

Le non-découplage des échelles. Pour comprendre combien le probléme
était profond, il faut preadre conscience que cette situation n’avait jamais
été confrontée auparavant. En effet, 'ingrédient principal de la théorie de
Landau est 'hypothése que, comme d’habitude en physique, les phénoménes
qui correspondent a des échelles de distance trop différentes se découplent.

Ilustrons cette idée par un exemple classique trés simple. A un niveau
naif, on obtient 7, la période du pendule, & un facteur numérique prés, par
analyse dimensionnelle,

T x\{/g,

ol £ est la longueur du pendule et g est ’accélération de la pesanteur. En réa-
lité, dans cet argument se cache une hypothése physique essentielle : & savoir
qu’on peut oublier la structure atomique interne du pendule, la taille de la
terre ou la distance terre soleil. Ces échelles de distance n’interviennent pas
parce que beaucoup trop petites ou trop grandes par rapport a ’échelle du
pendule. On s’attend & ce qu’elles donnent des corrections de 'ordre du rap-
port A = (petite échelle/grande échelle) et donc négligeables avec une bonne
approximation. Bien sir, il existe des fonctions mathématiques qui ne sont
pas trés petites méme quand le rapport A est petit telles que 1/1n A. Mais ces
fonctions sont singuliéres et, la nature étant bonne fille, elle ne met pas en
général des singularités la ou cela n’est pas indispensable.

De méme, en mécanique Newtonienne, pour décrire le mouvement plané-
taire on peut oublier dans une trés bonne approximation, a la fois les autres
étoiles et la taille du solzil et des planétes, qui peuvent étre remplacés par
des objets ponctuels. De la méme maniére encore, en mécanique quantique
non-relativiste, on peut ignorer la structure interne du proton, et obtenir les
niveaux d’énergies de 'atome d’hydrogéne avec une excellente précision.

L’échec de la théorie du champ moyen démontre, au contraire, que ceci
n’est plus généralement vrai pour les Phénoménes Critiques, une situation
inattendue et totalement nouvelle. En fait, si 'on essaye de calculer des cor-
rections a la théorie du champ moyen, on trouve des divergences quand la
température s’approche de la température critique. Ces divergences font in-
tervenir le rapport de la longueur de corrélation et de ’échelle microscopique,
une situation réminiscente de la physique des particules, a ceci prés que dans
linterprétation conventionnelle de la théorie des champs, c’est 1'échelle micro-
scopique qu’on veut faire tendre vers zéro, alors qu’ici c’est ’échelle macro-
scopique (la longueur de corrélation) qui tend vers Vinfini.

Les divergences rencontrées dans la théorie des champs de la physique
des particules et la théorie des phénoménes critiques ont, en fait, une origine
commune : le non-découplage des différentes échelles de physiques. Les infinis
apparaissent quand on essaye d’ignorer comme on en a ’habitude, et comme
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il est généralement justifié, 'existence d'une échelle de physique ou les lois de
la physique sont trés différentes.

On aurait pu craindre, dans ces conditions, que la physique macroscopique
soit sensible & toute la structure de courte distance, que les phénomeénes a
grande distance dépendent de la dynamique microscopique détaillée et donc
soient essentiellement imprédictibles. La survivance d'une universalité, méme
réduite, était encore plus surprenante. Pour comprendre toutes ces observa-
tions, un nouveau cadre conceptuel devait évidemment étre inventé.

1.7 Le groupe de renormalisation
de Kadanoff-Wilson

En 1966, Kadanoff proposa une méthode pour attaquer ce probléme :
calculer les observables physiques de fagon récursive en sommant d’abord sur
les degrés de liberté de courte distance. On obtient ainsi une suite de modéles
effectifs qui ont tous les mémes propri¢tés de longue distance. Comme lui,
nous allons illustrer U'idée par le modéle d’Ising, mais avec un point de vue
plus général.

Un exemple : le modéle d’Ising. Le modéle d’Ising est un modéle de mé-
canique statistique sur réseau. A chaque site ¢ du réseau est associée une
variable aléatoire S; qui ne peut prendre que les valeurs +1, un spin « clas-
sique ». Les quantités thermodynamiques sont obtcnues en moyennant sur
toutes les configurations de spins avec un poids de Boltzmann e (5/T oy
T est la température, a la maille du réseau, et H,(.5) une énergie de configu-
ration correspondant a une interaction de courte portée (par exemple, seuls
les spins proches voisins sur le réseau sont couplés).
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F1G. 1.2 - Reéseau initial et réseau de maille double.

Les transitions de phase n’apparaissent que dans la limite de volume in-
fini, appelée limite thermodynamique. Bien sir, en général on ne sait pas
calculer les moyennes exactement. Mais on voudrait au moins comprendre les
propriétés d’universalité.
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1’idée alors est de sommer sur les spins S; & moyenne sur un sous-réseau
de maille 2a fixée. Par exemple, sur un réseau carré on regroupe les spins sur
des carrés disjoints et fixe la moyenne sur chaque carré (figure 1.2). Apres
cette sommation, la fonction de partition est donnée en sommant sur des
configurations de ces spins moyens (qui prennent plus de deux valeurs) sur
un réseau de maille double. A ces spins correspondent une nouvelle énergie
de configuration Ho.(S) appelée interaction effective a I'échelle 2a. On peut
itérer cette transformation,

H2”'a(S> =T [HQ"'*la(S)] ) (1.3)

aussi longtemps que la maille du réseau reste petite comparée a la longueur de
corrélation, c’est-a-dire 'échelle des phénoménes macroscopiques qu’on veut
décrire. Si I'application répétée de cette transformation produit une interac-
tion effective dont la forme asymptotique est indépendante dans une large
mesure de l'interaction initiale, on peut comprendre l'universalité restante.
De telles interactions apparaitront comme points fives ou surfaces fizes de la
transformation 7 :

H*(S) T Hono(S), H*(S)=T[H*(S)].

Ce fut Wilson (1971) qui transforma une idée a l'origine un peu vague, en
un cadre précis et opérationnel, unifiant finalement le groupe de renormalisa-
tion de Kadanoff et celui de la théorie quantique des champs. Ceci conduisit
a une compréhension de I'universalité, comme conséquence de 'existence de
points fixes de longue dissance du groupe de renormalisation général. Il devint
possible de développer des méthodes de calcul précises des quantités univer-
selles, avec 'aide de techniques déja partiellement préexistantes de la théorie
quantique des champs (Brézin-Le Guillou—Zinn-Justin 1973).

Limite continue et théorie gquantique des champs. La premiére étape
consiste a comprendre que l'itération (1.3) conduit asymptotiquement a une
théorie des champs dans ’espace continu.

Il est clair que dans le modéle d’Ising, aprés de nombreuses itérations, la
variable de spin effective, qui est une moyenne locale d’un grand nombre de
spins, prend essentiellement un continuum de valeurs. De méme, la taille du
réseau initial devient de plus en plus petite par rapport a la maille du réseau
itéré. On peut donc remplacer la variable de spin effective par un champ
continu S(z) de 'espace continu. La somme sur les spins devient une intégrale
sur les champs, ou intézrale fonctionnelle, (généralisation de l'intégrale de
chemin) formellement analogue a celle qui permet de calculer les observables
physiques en théorie quantique des champs, mais avec une interaction de forme
beaucoup plus générale,

Le point fixe gaussien. Une propriété qui devient alors apparente est que
le modéle gaussien est un point fixe du GR (ce qui est en rapport direct
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avec le théoréme de la limite centrale de la théorie des probabilités). A la
température critique, dans la limite de grande distance, il prend la forme
d’une théorie quantique de champs (scalaires) libres et sans masses au sens
de la théorie des interactions fondamentales. Par ailleurs, le modéle gaussien
faiblement perturbé reproduit tous les résultats connus de la TCM.

Une analyse plus fine montre cependant qu'un développement perturbatif
systématique autour du modéle gaussien contient des contributions infinies,
att moins en dimensions d’espace plus petites que quatre. Le modéle gaussien
correspond a un point fixe instable du groupe de renormalisation. En outre,
les termes les plus singuliers sont engendrés par une TQC renormalisable dont
il reste a étudier les propriétés a longue distance. Ce qui est frappant dans
cette approche, c’est 'apparition naturelle d’une TQC renormalisable comme
théorie effective pour décrire la physique de grande distance des phénoménes
critiques. Le groupe de renormalisation de la TQC apparait alors comme une
forme limite du groupe de renormalisation général a la Wilson—Kadanoff.

11 devient alors difficile de résister a la tentation d’appliquer les idées issues
de la physique statistique des transitions de phase a la TQC qui décrit la
physique des interactions fondamentales.

1.8 Théories quantiques des champs effectives

La condition que les interactions fondamentales devaient étre décrites par
des théories renormalisables a été un des principes de base dans la construction
du Modeéle Standard. Du succés de ce programme, il pouvait étre conclu que
le principe de renormalisabilité était une nouvelle loi de la nature. Ceci impli-
quait évidemment que toutes les interactions incluant la gravitation devaient
étre descriptibles par de telles théories. L'incapacité d’exhiber une version re-
normalisable de la théorie de la gravitation quantique a donc jeté un doute
sur le programme lui-méme. En effet, si le Modéle Standard et ses extensions
naturelles possibles n’étaient que des théories approchées, il devenait difficile
de comprendre pourquoi elles devaient obéir & un principe aussi abstrait.

La théorie des phénoménes critiques, et Papparition naturelle de théories
des champs renormalisables, a conduit & une interprétation beaucoup plus
simple et plausible. On peut maintenant imaginer que les interactions fon-
damentales sont décrites a I’échelle microscopique (bien sir microscopique,
comme la longueur de Planck, par rapport aux échelles de distance actuelle-
ment accessibles), ou & trés grande énergie, par une théorie finie qui n’a pas la
nature locale d’une théorie quantique des champs. Bien que cette théorie ne
fasse intervenir qu’une échelle microscopique, pour des raisons qui restent &
comprendre, elle engendre, par 'effet coopératif d'un grand nombre de degrés
de liberté, une physique de grande distance avec interactions entre particules
de trés faible masse. Dans les phénomeénes critiques, c’est 'expérimentateur
qui ajuste la température & sa valeur critique pour faire diverger la longueur
de corrélation. Dans la physique des interactions fondamentales, ceci doit se
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produire naturellement, sinon on est confronté au fameux probléme de I’ajus-
tage fin. Comme la masse de Planck est au moins de 'ordre de 10'2 fois la
masse de la particule de Higgs, dont 'existence est conjecturée par le Modéle
Standard, il faudrait qu'un paramétre de la théorie soit par accident proche
de sa valeur critique avec une précision analogue.

Quelques mécanismes possibles sont connus, qui engendrent des particules
de masse nulle, les symétries brisées spontanément avec bosons scalaires dit
de Goldstone, les particules au coeur des interactions de jauge tel le photon, la
symétrie chirale qui produit des fermions de masse nulle (mais aucun schéma
n’est actuellement établi).

Alors, comme conséquence de Pexistence d’un point fixe de longue dis-
tance, la physique de basse énergie de faible masse ot de longue distance, peut
étre décrite par une théorie des champs effective. Cette théorie des champs
est munie naturellement d’un cut-off, réflexion de la structure microscopique
initiale, et contient toutes les interactions locales permises par le contenu
en champs et les symétries. Si la théorie des champs libres (c’est-a-dire la
TCM) n’est pas une trop mauvaise approximation (le point fixe est suffisam-
ment proche du point fixe gaussien), les interactions peuvent étre classées
par la dimension des couplages correspondants. Ainsi, les interactions de type
non-renormalisables, qui apparaissent dans la présentation traditionnelle de
la TQC comme trés dangereuses, sont automatiquement supprimées par des
puissances du cut-off (c’est sans doute le cas de la gravitation d’Einstein).
Les interactions renormalisables qui sont sans dimension n’évoluent que trés
lentement (logarithmiquement) avec 1'échelle et survivent a longue distance.
Ce sont elles qui déterminent la physique & basse énergie. Les interactions
super-renormalisables (ceci inclut aussi les termes de masse), qu’on juge inof-
fensives dans la présentation conventionnelle de la TQC car elles engendrent
le moins de divergences, doivent étre naturellement absentes ou trés faibles
car elles croissent a longue distance. La théorie nue est alors une version de la
théorie effective dans laguelle toutes les interactions non-renormalisables ont
déja été négligées. Elle n’a nul besoin d’étre physiquement cohérente a trés
courte distance ou elle ne constitue plus une approximation valable, et oi on
peut la modifier de facon largement arbitraire pour la rendre finie.

Bien stir, cette interprétation n’a aucune influence sur la maniére dont
les calculs perturbatifs sont effectués, et on pourrait donc se demander si le
probléme n’est pas de nature quasi philosophique. Pas tout a fait!

Nous avons mentionné ci-dessus, que prendre la théorie nue au sérieux,
conduit, en particulier, a confronter le probléme de P'ajustage fin des masses
des particules scalaires (ceci s’applique donc au boson de Higgs) et donc force
a chercher des solutions (supersymeétrie, état lié de fermions plus fondamen-
taux 7).

Cette interprétation résout le probléme de la trivialité : des interactions
renormalisées décroissant logarithmiquement avec le cut-off sont acceptables
parce que le cut-off est fini. Reprenons I'exemple de la QED et utilisons
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I'argument de Gell-Mann-Low en sens inverse. A charge nue maintenant fixée,
la charge effective a la masse p tend vers zéro comme 1/1In(A/u), ce qui est
acceptable pour toute valeur raisonnable du cut-off A si p est de 'ordre de
grandeur de la masse de 1’électron. Ceci peut méme expliquer la faible valeur
de la constante de structure fine.

Elle suggére la possibilité de découverte d’interactions de type non renor-
malisables, bien qu’elles soient a priori trés faibles. Un mécanisme possible
est le suivant. Dans les phénomeénes critiques, on peut trouver des situations
dans lesquels la théorie réduite aux interactions renormalisables a plus de sy-
métrie que la théorie compléte (la symétrie cubique du réseau conduit a une
symétrie de rotation a grande distance). Alors de trés petites violations de sy-
métries pourraient étre le signe d’interactions non-renormalisables (et comme
nous l'avons déja mentionné la gravitation quantique est déja peut-étre un
exemple).

Ainsi, ce point de vue moderne, profondément basé sur le groupe de re-
normalisation et la notion d’intensité des interactions effectives qui dépendent
de I’échelle d’observation, non seulement procure une image plus cohérente de
la théorie quantique des champs, mais également un cadre dans lequel de
nouveaux phénomeénes physiques peuvent étre discutés.

Il implique aussi que les théories quantiques des champs sont des structures
temporaires. A cause du couplage essentiel de la physique & des échelles trés
différentes, les théories des champs renormalisables ont une cohérence limitée
a la physique des basses énergies (ou de longue distance). On parle de théo-
ries des champs effectives, approximations d’une théorie plus fondamentale
de nature radicalement différente mais 4 ce jour inconnue.






Chapitre 2

Valeurs moyennes gaussiennes.
Méthode du col

ANS CET OUVRAGE, nous ferons un grand usage des intégrales et valeurs
Dmoyennes gaussiennes. Elles apparaissent naturellement en théorie des
probabilités parce que les moyennes d’un grand nombre de variables aléa-
toires indépendantes obéissent a des lois gaussiennes. En physique, dans la
théorie des transitions de phase et phénoménes critiques, des considérations
quelque peu analogues conduisent au modéle quasi-gaussien dont on vérifie
qu'il reproduit tous les résultats de 'approximation de champ moyen ou de
la théorie de Landau. Nous rappelons donc quelques résultats mathématiques
indispensables pour la suite de 'exposé.

Pour des raisons techniques, il est commode d’introduire d’abord la notion
de fonction génératrice des moments d’'une distribution de probabilité. Nous
calculons ensuite des intégrales gaussiennes et démontrons le théoréme de
Wick pour des valeurs moyennes gaussiennes, un résultat simple mais d'un
grand intérét pratique.

La méthode du col est une méthode d’évaluation asymptotique, dans cer-
taines limites, d’intégrales réelles ou complexes. Elle conduit & des calculs de
valeurs moyennes gaussiennes, ce qui explique sa place dans ce chapitre. De
plus, la méthode du col nous sera directement utile par la suite.

Soulignons, enfin, que tous les résultats que nous établissons ici s'ap-
pliquent a des intégrales impliquant un nombre arbitraire de variables et se
généralisent donc a la limite ot ce nombre devient infini, comme dans les
intégrales de chemin ou intégrales de champs.

Notation. Dans ce qui suit, nous utilisons des caractéres gras pour indiquer
des matrices ou des vecteurs, et les caractéres italiques correspondants, munis
d’indice, pour indiquer les éléments de matrice ou les composantes de vecteurs.
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2.1 Fonction génératrice

Soit Q(x1,T2,...,T,) une mesure positive ou une distribution de proba-
bilité normalisée, définie dans tout R™. Par la suite, nous notons

(F) = / d"z F(x)Q(x) ,

ou d"z =[]}, dx;, la valeur moyenne d’une fonction F(x). Par définition,
() =1.

Il est commode d’introduire la transformée de Fourier de la distribution,
qui est aussi une fonction génératrice de ses moments. Ici, nous considérons
une classe particuliere de distributions dont les transformées de Fourier sont
des fonctions analytiques qui sont définies méme pour des arguments imagi-
naires. Nous définissons a ors

Z(b) = (eP™) = /d"xQ(x) eP* o b-x= ibixi (2.1)

avec b réel. L’avantage de considérer cette fonction plutét que la transformée
de Fourier est que l'intégrant est encore une mesure positive.

La fonction Z(b) est alors une fonction génératrice des moments de la
distribution, c’est-a-dire des valeurs moyennes de mondémes. En effet, on re-
connait, aprés développement de 'intégrant en puissances des variables by, la

série
o] n

1
Z(b) = Zﬁ > babes o bk (T Tk ) -
=0 ki,k2,...,ke=1
Les valeurs moyennes peuvent donc étre obtenues en dérivant la fonction Z(b)
par rapport a ses arguments. Dérivant les deux membres de I’équation (2.1)
par rapport a bg, on obtient

0
—-Z(b) = /d”azxk eP > O(x). (2.2)
b,
Dérivant de fagon répétée et prenant la limite b = 0, on trouve donc

g 0 0
<x1€1xk’2 e ‘Uk‘{> - I:abkl aka T abk[ Z(b):l

Cette notion de fonctior. génératrice est trés utile et sera étendue en sec-
tion 5.1.1 & la limite ou l2 nombre de variables est infini.

(2.3)

b=0

2.2 Valeurs moyennes gaussiennes.
Théoréme de Wick

A cause, en particulier, du théoréme de la limite centrale, les distribu-
tions de probabilités gaissiennes jouent un role important en théorie des
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probabilités comme en physique. De plus, elles ont des propriétés algébriques
remarquables que nous rappelons maintenant. Méme si nous ne démontrons
ces propriétés que pour des intégrales réelles, la plupart des résultats se géné-
ralisent aussi a des intégrales gaussiennes complexes.

2.2.1 Intégrales gaussiennes paires

L’intégrale gaussienne

T

Z(A) = / e |~ S Loy (24)

2, =1

converge si la matrice A d’éléments A;; est une matrice symétrique réelle po-
sitive (et donc toutes ses valeurs propres sont strictement positives). Diverses
méthodes permettent alors de démontrer

Z(A) = (2m)?(det A)7V/2. (2.5)

Nous ne démontrons ici ce résultat que pour des matrices réelles, mais comme
I'expression (2.5) est une fonction algébrique des coefficients de la matrice, elle
se généralise a des intégrales complexes, avec une détermination appropriée
de la racine carrée.

Démonstration. 1.)intégrale simple se calcule aisément. Pour a > 0,

+o0 5
/ dz e /2 = \/2x/a. (2.6)

—0Q

Plus généralement, la matrice symétrique réelle A dans l'intégrale (2.4) peut
atre diagonalisée par une transformation orthogonale, et donc étre écrite

A =0DO", (2.7)
ot la matrice O est orthogonale et la matrice D d’éléments D;; diagonale :
OTO:]_, Dij:aiéij, a; > 0.
Changeons alors de variables, x — y, dans Pintégrale (2.4) :
T
T; = ZOijyj = ZQT@A”'ZL'J' = Z x,iOikakOjkan = Zaiy? .
J=1 1,3 i,k i

Le jacobien de la transformation est | det O} = 1. L’intégrale se factorise alors

Z(A) = H/dyi e/
-1

Comme les valeurs propres a; de la matrice A sont positives, chaque intégrale
converge et se déduit du résultat (2.6). En conséquence,

Z(A) = 2m)" 2 (a1as . .. a,) "2 = (27)V % (det A)7V2.
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2.2.2 Intégrale gaussienne générale

Considérons maintenant ’intégrale gaussienne générale

Z(A, b) = /dnx exp | — Z %.’L’Z‘Aij.’ﬂj —+ Z biIi . (28)
i=1

i, j=1

Pour calculer Z(A,b), on cherche le minimum de la forme quadratique :

P n n n
§ 1 § E
b— §I171'Aijl'j - biIl‘ = Aijj — bk =0.
T R : .
i, =1 i=1 j=1

Introduisant la matrice inverse
A=A"1
on peut écrire la solution

xTr; = Z Ai]'bj . (29)

Apreés le changement de variables z; — y; ou

2=y Nyby+yi, (2.10)
Ji=1
Pintégrale devient
T n
Z(Ab)=exp | Y 3biAb; /d"y exp | — > udyy | (211)
i,5=1 i,j=1

Le changement de variables a réduit le calcul a Pintégrale (2.4). On en déduit

Z(A,b) = (21)"2 (det A) P exp | D IbiA b ) (2.12)
i,j=1

Remarque. L’intégrale gaussienne a une propriété remarquable : si 'on
intégre exponentielle d'une forme quadratique sur un sous-ensemble de va-
riables, le vésultat est encore Pexponentielle d'une forme quadratique. Cette
stabilité structurale explique la stabilité des distributions de probabilité gaus-
siennes et est reliée également a certaines propriétés de l'oscillateur harmo-
nique qui vont &tre discutées en section 5.1.2.
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2.2.3 Valeurs moyennes gaussiennes et théoréme
de Wick

Quand la matrice A est réelle positive, la fonction gaussienne peut étre
considérée comme une mesure positive sur R™ ou une distribution de proba-
bilité. La valeur moyenne d’une fonction des variables x; est donnée par

n

(F(x)) EN/d”a:F(x) exp | — Z 1w Ay |, (2.13)

Q=1
ou la normalisation AV est choisie de telle sorte que (1) =1 :
N =Z7HA,0) = (2r) /2 (det A)/? .

La fonction
Z(A,b)/Z(A,0) = (eP*) | (2.14)

ot Z(A,b) est la fonction (2.8), est alors une fonction génératrice des mo-
ments de la distribution, c’est-a-dire des valeurs moyennes gaussiennes de
mondmes (c¢f. section 2.1). Les valeurs moyennes peuvent donc étre obtenues
en dérivant 'expression (2.14) par rapport aux variables b; :

a 0 d
k) = (2m) 72 (det A)Y? S ——Z(A
<‘rk1 T, xkf> ( 7T) ( € ) 8bk1 (9bk2 (‘9ka ( ab) bo
et, remplacant Z(A,b) par son expression explicite (2.12),
a a =
(T, ... xp,) = o B P _]Zlab.iAijbj : (2.15)
ha= b=0

De fagon générale, si F(x) est une série entiére dans lensemble des va-
riables x;, sa valeur moyenne est donnée par 1'identité

(F(x)) =({F (%) exp Z 1biAijb; : (2.16)

b=0

Théoréme de Wick. 1’identité (2.15) conduit au théoréme de Wick. Chaque
fois qu'une dérivée agit sur 'exponentielle du membre de droite, elle en-
gendre un facteur b. Une autre dérivée devra agir ultérieurement sur ce
facteur, sinon le terme correspondant s’annulera dans la limite b = 0. On
en conclut que la moyenne du produit xg, ...z, avec le poids gaussien
exp(—3 > %iAijz;)/ Z(A,0) est obtenue de la maniére suivante : on consi-
deére tous les appariements possibles des indices k1,...,k¢ (¢ doit donc étre
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pair). A chaque paire k,k,, on associe 'élément Ay, k, de le matrice A = AL
Alors,

<~17k1 ...;l‘]w> = E A"Cl’lkl’z "'Ak”’zflk”e y (2.17)
tous les appariements
possibles P de {ky...k¢}

= E (Thp Thpy ) - AThp, Thp, ) - (2.18)
tous les appariements
possibles P de {k1...k¢}

Les équations (2.17, 2.18) sont des propriétés caractéristiques de toute me-
sure gaussienne centrée ({x;) = 0). Elles sont connues sous le nom de théoréme
de Wick et sont, dans une forme adaptée a la mécanique quantique ou a la
théorie quantique des champs, la base de la théorie des perturbations. La sim-
plicité du résultat ne doit cependant pas cacher sa grande importance pratique.
Notons aussi que la démonstration est purement algébrique et s’étend donc
aux matrices A complexes de déterminant non-nul. Seule Vinterprétation des
fonctions gaussiennes comme mesure ou distribution de probabilité disparait
alors.

Ezemples. On trouve successivement

<xi1miz> = Ailiz ’
<xi1 xi2$i:3xi4> = Ailiz Ai3i4 + Aiﬂg Ai2i4 + Ail’L};Aigiz .

Plus généralement, la valeur moyenne d’un produit de 2p variables est la
somme de (2p — 1)(2p — 3)...5 x 3 x 1 termes distincts.

2.3 Mesure gaussienne perturbée.
Contributions connexes

Méme dans les cas favorables ou le théoréme de la limite centrale s’ap-
plique, la mesure gaussienne n’est qu’une distribution limite. Il est donc né-
cessaire d’étudier l'effet de corrections a la distribution gaussienne.

2.3.1 Maesure gaussienne perturbée

Nous considérons une distribution plus générale normalisée e =4 /Z(})
ot la fonction A(x, A) est la somme d’une partie quadratique et d'un polynéme
AV (x) dans les variables z; :

1 n
Alx2) =5 > widijz; + AV (x), (2.19)
i,j=1
le paramétre X > 0 caractérisant ’amplitude de la déviation a la distribution
gaussienne, le polynome V' étant choisi tel que les intégrales convergent.
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La normalisation Z(\) est donnée par l'intégrale
Z(\) = /d% e AN (2.20)

Cette intégrale peut étre calculée en développant l'intégrant en série formelle
de X et en intégrant terme & terme :

G (‘/\)k n k
= Z i d%z V*(x)exp Z QxZAUx]
k=0

t,j=1

0 3k
0)2( ]j!) (VFx)), , (2.21)
k=0

ou (e), signifie valeur moyenne avec la mesure gaussienne définie par I'équa-
tion (2.13). Chaque terme du développement, qui est la valeur moyenne
gaussienne d’un polynéme, peut alors se calculer au moyen du théoréme de
Wick (2.17).

Utilisant I’équation (2.16) avec F = e Y on en déduit aussi une repré-
sentation formelle de la normalisation (2.20) :

Z(N)/2(0) = exp[ AV( )} Zi:% L (2.22)

b=0

Ezemple. Considérons la perturbation
1 n
VX =4 > af (2.23)
i=1
A Yordre A?, on trouve (AA = 1)
1
Z(\)/Z(0)=1-— EAZ (zl)y + 4, ZZ o, OO
= IAZA” + 128)\22A ZA

Y (FAuld gAY+ ﬁA;‘j) OO, (2.24)

i,J

Une vérification simple des facteurs est obtenue en spécialisant au cas d’une
seule variable. Alors,

Z(N)/Z2(0) =1 - Ix+ £X2 + 0(N%).
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2.3.2 Contributions connexes

On remarque que les deux premiers termes de I'expression (2.24) s’expo-
nentient de telle sorte que In Z n’a plus que des termes connezes, ¢’est-a-dire
des termes qui ne peuvent pas se factoriser en un produit de sommes :

InZ(\) —In2(0) = gAY AL+ XY (FAsA;A% + £AL) +O0().
i 2,7
(2.25)
Discutons alors cette notion de contribution connexe plus en détail.

En particulier, la prop-iété de connexité des contributions a In Z est une
propriété générale. Pour le démontrer, dans le calcul de la valeur moyenne
gaussienne <Vk (x)>, nous distinguons les contributions du théoréme de Wick
qui contiennent des appariements entre tous les k facteurs V(x), de toutes
les autres qui peuvent se factoriser dans des produits de valeurs moyennes de
puissances de V(x) plus petites que k. Nous utilisons, ci-dessous, 'indice ¢
pour indiquer la partie connexe d’une valeur moyenne. Dans ces conditions,
par exemple,

Ve = (V). (V200) = (V260), + (V)2
(VA)) = (V3E)), +3(V2(0), (V) + (V2.
De fagon générale, 4 l'ordre k, on trouve
4 (VE(x)) = & <V’“(x)>C + termes non connexes .
Un terme non connexe est un produit de la forme
(VR x) (VR60)), (VR (), ki+ke+eky =k,

avec un poids 1/k! venant du développement de ’exponentielle, multiplié par
un facteur combinatoire correspondant a toutes les fagons de regrouper k
objets en sous-ensembles de k; + ko + --- + k, objets, si tous les k; sont
distincts. On trouve

1K
K7 kol k!l kalkal. Kyl

Si m puissances k; sont égales, il faut diviser par un facteur combinatoire
supplémentaire 1/m! car ie méme terme a été compté m! fois.
On remarque alors que le développement perturbatif peut étre écrit

, (2.26)

[+

o N ok
W) =mZ(\) =mZ(0)+ Y - (V¥(x))
— k!

confirmant la généralité de la compensation observée dans I'expression (2.25).
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2.4 Diagrammes de Feynman

A chaque contribution perturbative engendrée par le théoréme de Wick,
il est possible d’associer un graphe appelé diagramme de Feynman. Chaque
monéme contribuant a une perturbation V(x) est représenté par un point (un
vertex) d’oti partent un nombre de lignes égal au degré du mondéme (cf. fi-
gure 2.1), et chaque appariement est représenté par une ligne joignant les
vertex auxquels appartiennent les variables correspondantes.

FI1G. 2.1 — Diagramme de Feynman : vertex z* de 'exemple (2.23).

Nous venons d’introduire la notion de contribution connexe. A cette no-
tion correspond une propriété des graphes. Une contribution connexe est une
contribution correspondant & un diagramme connexe. Dans Pexemple (2.23),
les contributions connexes a la normalisation (2.20), c’est-a-dire les contribu-
tions & In Z(\), sont représentées sur les figures 2.2 et 2.3.

Fi¢. 2.2 — Diagramme de Feynman : contribution <:c4>0 de Vordre X dans
P'exemple (2.23).

F1G. 2.3 — Diagrammes de Feynman : contributions connexes provenant de <J:fac;1> o
de I'ordre A\* dans I’exemple (2.23).

Comme V(x) est un polynéme homogéne de degré 4, des vertex partent
quatre lignes. Le diagramme de la figure 2.2 a un vertex dont les quatre
lignes qui en sortent sont reliées deux & deux. Les deux diagrammes de la
sur lesquels portent des sommations dans les expressions (2.24). Dans la suite,
nous n’expliciterons plus ces indices muets.
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2.5 Valeurs moyennes. Fonction génératrice.
Cumulants

Les moments de la distribution e=40% /Z(X\) ou A(x,)) est le poly-
nome (2.19),

AxA) = Y dziAya; + AV (x),

i,j=1

c’est-a-dire les valeurs moyennes (z;, Z;, ... ;) que, en analogie avec la phy-
sique statistique, nous appellerons aussi fonctions & ¢ points, sont données par
le rapport

<x7;1-'1:i2 . 'x’i1{>,\ = Z_l()\)zil’iz...ig ()\)7 (2278,)

Ziin i (A) = /d"m Ziy Xy -+ Xy, €Xp [—A(X, A)] (2.27b)

2.5.1 La fonction 4 deux points

La fonction & deux poiats (x;, 7;,), implique le calcul de I'intégrale
2\ = [ iz, exp Al V).

Dans exemple (2.23) a 'ordre A%, on trouve

Zin N/ Z(0) = Dis — 3100 Y (@) — 33D Au Ay,

i
A2 A2

+ A7 Z (10, Dii, AL Ay + 50,0, A
4,3
100085, A5 85l g5) + O?).
Dans le rapport des deux séries
<Ii1$i2>>\ = Zi4 ()‘)/Z(A)v
les termes non connexes disparaissent et on obtient
(@ Ti) 5y = Digiy — 32D Dty AiiBii, + A2 (201850, A A5
i Y]
FEAG D AT A+ AN AL ALY + O3, (2.28)

Les diagrammes de Feynman correspondant aux contributions d’ordre 1 et A
sont représentés sur la figure 2.4.
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1] i3

21 2

(a) (b)

FI1G. 2.4 — La fonction a 2 points : contributions d’ordre 1 et A.

N
u
(c) (d) (e)

F1G. 2.5 — La fonction & 2 points : contributions d’ordre A\2.

Les diagrammes de la figure 2.5 représentent les trois contributions suc-
cessives d’ordre \2.

Justifions, par exemple, le facteur 1/6 devant le diagramme (e). Dévelop-
pant Vexponentielle au second ordre, nous devons calculer la valeur moyenne
gaussienne de

1
W ; <xi1 xizw?x?.% 7

que nous obtenons par le théoréme de Wick.

D’abord, x;, peut étre apparié & un facteur z dans le produit x?x?; il
y a huit choix équivalents et un des deux vertex est distingué. Ensuite, x;,
doit étre apparié avec un facteur r du vertex restant : quatre choix. Les
facteurs 2% restants dans les deux vertex peuvent étre appariés de toutes
les fagons possibles : 3! possibilités équivalentes. Prenant en compte tous les

facteurs, on trouve

11 1
><8><4><3!:6~

2 (a1)?
Soulignons aussi que le facteur 1/6, qui est attaché au diagramme, a une inter-
prétation en termes des isomorphismes du graphe. 1l s’interpréte comme ['in-
verse du nombre 3! de permutations qui échangent les trois lignes qui joignent
les deux vertex. Il existe des expressions générales qui relient les facteurs qui
apparaissent devant chaque diagramme aux symétries du graphe.
De méme, on pourrait calculer la fonction & quatre points, c’est-a-dire
les valeurs moyennes des monoémes de degré quatre. On trouverait un grand
nombre de contributions. Mais les résultats se simplifient notablement si ’on
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calcule directement les cumulants de la distribution. Pour cela, il est com-
mode de définir d’abord une fonction génératrice des moments ou des valeurs
moyennes <:1:Z-1xi2 . 'xip>>\‘

2.5.2 Fonctions génératrices. Cumulants

Nous introduisons maintenant la fonction
Z(b,A\) = /d”z exp[—A(x,\) + b x|, (2.29)

qui généralise la fonction (2.8) de exemple gaussien. Elle est proportionnelle
a la fonction génératrice des valeurs moyennes gaussiennes (2.27a) (cf. sec-
tion 2.1)

() = Z(b,N)/Z())

qui généralise la fonction (2.14). En dérivant, on trouve

g 0 0
i1 Lo e L5 =z"! — . —Z(b, A 2.
<37 1‘,r 2 z k>)\ ()\> abh abw abw ( ):| b—o ( 30)
Nous introduisons maintenant la fonction
W(b,A) =1nZ(b,\). (2.31)

Dans Vinterprétation probabiliste, W(b,A) est la fonction génératrice des
cumulants de la distribution. Comme conséquence de 1'équation (2.26), le
développement perturbatif des cumulants est beaucoup plus simple puisqu’il
ne contient que des contributions connexes. En particulier, toutes les contri-
butions & la normalisation (2.24) ne peuvent apparaitre que dans W(0, A).
Notons, enfin, que dans le cas gaussien W(b) se réduit a une forme quadra-
tique en b.

Remarqgue. Dans le cadre de la physique statistique, les cumulants

0 |9 9 9
RECRICA 6b“ 8b1~2 ab

b

b=0

Wi(b, A)}

ig
sont appelés fonctions de corrélation connexes & ¢ points.

Ezemples. Développant la relation (2.31) en puissances de b, on trouve
que les fonctions a4 un point sont identiques

1
Wi( ) = (i) 5
Pour la fonction a deux points, on trouve

W = (@i ti,)y — @)y () y = (@i — (@0))) @i — @a),))y - (2.32)
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C’est donc la fonction & deux points de variables auxquelles leur valeur
moyenne a ét€ soustraite.
Dans le cas d’une perturbation paire V(x) = V(—x), comme dans
Pexemple (2.23),
(2
WiliQ - <$i1xi2>z\ ’
4)
Wi(ligi3i4 = <xilxi2 mixxi4>,\ - <Ii1$i2>,\ <$i3 $i4>)\ - <xi1xis>,\ <17i21'i4>,\

- <‘ri1xi4 >)\ <mi3 Liy >/\ :
La fonction connexe a quatre points, qui s’annule exactement pour une mesure

gaussienne, donne une premiére évaluation de I’écart & la mesure gaussienne.
Dans Pexemple (2.23), on trouve alors a I'ordre A? (cf. figure 2.6) :

4
Wi = = D AL ALiAL D+ 3N A AL A A AL
i i,7
F AN AN ALGAT NS T AN A A A
i3 4J

-+ %)\2 Z (AiiAiinliAiszinguj +3 termes) + O(/\B) . (233)
4.J
L’alternance de signe dans tous les développements de I'exemple (2.23) refléte
Palternance de signe dans le développement de I'exponentielle exp[—Az?].

i3Xi4
() (8) (h)

FIG. 2.6 — Diagrammes de Feynman : fonction a 4 points connexe. Contributions
d’ordre X et A? dans I'exemple (2.23).

2.6 Meéthode du col

Pour évaluer certaines intégrales de contour dans le domaine complexe,
on peut parfois utiliser la méthode du col, qui réduit leur évaluation & une
somme (infinie) d’intégrales gaussiennes.

Nous décrivons d’abord la méthode dans le cas d’une intégrale simple
réelle puis complexe. Nous généralisons ensuite & un nombre quelconque de
variables.
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2.6.1 Intégrale réelle

Considérons V'intégrale
b
I(\) = / dz e~ 4@/ (2.34)
a

on la fonction A(z) est une fonction réelle, analytique dans un voisinage du
segment (a,b), et A un peramétre positif. Nous voulons évaluer cette inté-
grale dans la limite A — 04. Dans cette limite, Vintégrale est dominée par
les maxima de l'intégrant et donc les minima de A(x). Deux cas peuvent se
présenter :

(i) Le minimum de A(z) correspond & un bord du domaine d’intégration.
On développe alors A(x) au voisinage du minimum et on intégre. Ce
n’est pas le cas qui nous intéresse ici.

(ii) La fonction A(x) a un, ou plusieurs minima sur 'intervalle (a,b). Les
minima correspondent a des points . caractérisés par

A,(-rc) =0,

ou génériquement A" (x.) > 0 (les cas ou A”(x,) = 0 exigent une ana-
lyse séparée). Pour des raisons qui apparaitront plus tard, ces points
sont appelés des cols (¢f. exemple (ii)). S’il y a plusieurs solutions, la
contribution dominante est donnée par le minimum absolu de A(x).

Par ailleurs, si nous régligeons des corrections d’ordre exp[—const./A],
nous pouvons restreindre I'intégration & un voisinage fini (z. — ¢, 2. + ¢) de
T, Mais avec € arbitrairement petit. En effet, les contributions hors de cet

intervalle sont bornées par
(b . a) efA”(g:,.)sQ/Q)\’
ou nous avons utilisé la condition € <« 1 de sorte que
Alx) — Aze) ~ 147 (2,) (& — z.)°

Plus précisément, le domaine qui contribue est d’ordre v/A. Il est donc com-
mode de changer de variables :

x sy = (x—x)/VA
Le développement de la fonction A s’écrit alors

A(@) /A = Al A+ L2 A" (me) + BVAA (20)y® + HAAD (z0)yt + O(X32).
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On voit, qu’a 'ordre dominant, il suffit de garder le terme quadratique. Cela
ramene le calcul & une intégrale gaussienne sur un intervalle fini :
e/VA )
IO ~ \/XQAAm)/A/ dy e A" @2
—e/VX

Dans cette intégrale, on peut alors intégrer sur [—oo, +00]. En effet, les contri-
butions pour |y| > &/ VA sont de nouveau exponentiellement négligeables. On
est ramené i une intégrale gaussienne usuelle et donc

T(A) ~ /27N JA" (2,) e~ A/ (2.35)

Pour calculer les corrections d’ordre supérieur, on développe l'intégrant en
b
puissances de A et on intégre terme & terme. Posant

T(N) = /2r N A (x) e~ A2 7()),

on trouve, par exemple, a I'ordre suivant

JA) =1- %A(“ (y*) + e (¥°) +0(\?)

2 x 62
A A2 A(4) )

ol (e} signifie valeur moyenne gaussienne.

Remarques.

(1) La méthode du col engendre un développement formel en puissances

de A :
TN =1+ Ik,
k=1

qui, en général, diverge pour toute valeur du paramétre de développe-
ment. Néanmoins, la série est utile parce que, pour A\ assez petit, on
peut démontrer que les sommes partielles satisfont

K
I >0,{Mk}: VEKet0y <A<\ }j(A)~ZJk)\k§MK/\K“,

k=0

ol les coefficients M}, croissent génériquement comme k!. Une telle sé-
rie est appelée série asymptotique. A X fixé, si K est choisi tel que la
borne soit minimale, la fonction est déterminée & une erreur d’ordre
exp[—const./A] prés. Notons qu’une telle borne peut étre étendue & un
secteur du plan complexe A, [Arg A| < 6.

La divergence de la série se comprend aisément : si 'on change le signe
de A dans l'intégrale, le maximum de 'intégrant devient un minimum,
et le col ne peut plus donner la contribution dominante & l'intégrale.



38 Transitions de phase et groupe de renormalisation

(il) Souvent les intégrales ont la forme plus générale
I(\) = / dz p(z) e 4@/

Alors, pourvu que ln p(x) soit analytique au col, il n’est pas nécessaire
de prendre en compte le facteur p(z) dans I’équation du col. En effet, ce
facteur induirait une modification d’ordre x — x. de la position du col,
solution de

A (ze) (@ — 20) ~ A () / p(26)

et, done, d’ordre A alors que la contribution & l'intégrale vient d’une
région d’ordre v/A beaucoup plus grande que ce déplacement.

On peut donc développer toutes les expressions autour de la solution de
A’(xz) = 0. A l'ordre dominant, on trouve

IN) ~ V210N JA () pla.) e~ AT/

Pour illustrer la méthode, r.ous appliquons maintenant & deux exemples clas-
siques, une représentation de la fonction I' qui généralise n! a4 des arguments
réels et complexes, et une intégrale donnant la fonction B(a, 5) qui est un
rapport de fonctions T'.

FEremples.

i) L’évaluation asymptotique de la fonction
Y
00
I'(s) = / dra®~te ™,
Jo

pour s — 400 est une application classique de la méthode du col. Pour
s non entier, 'intégrant est singulier & £ = 0, mais la contribution du
voisinage de 'origine est négligeable dans cette limite et donc la méthode
du col peut s’appliquer.

L’intégrale n’a pas, telle quelle, la forme canonique (2.34) mais un chan-
gement de variable linéaire la lui donne : z = (s — 1)/, et on pose
s —1=1/A Alors,

o0
I(s =(s— 1)5'1/ dx e~ (@—Inz)/x
0

et donc A(x) =z — loz. La position du col est donnée par
Alz)=1-1/z=0 = x,=1.

La dérivée seconde au col est A”(z.) = 1. Le résultat a I'ordre dominant
est donc

I(s) ~ V2r(s—1)""Y2el=% w Vogs /2675, (2.36)

800

une expression aussi appelée formule de Stirling.
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(if)

La méthode du col complexe, que nous expliquons plus loin, permet
d’étendre ce résultat a4 s complexe avec |args| < 7.

Evaluons l'intégrale

+o0 7
F(n,a)z/ ——dz, a>1,
o (I+ax)n
pour n — 400 par valeurs entiéres.

L’intégrant est une fonction holomorphe dans un voisinage du contour
et a directement la forme adaptée a la méthode du col.

On peut récrire l'intégrant

l.'fl

Trge = @ = A =ah(l+z) -

L’équation du col est donnée par

o 1 1
—— = L= ——

:1+:r T o—1

Al(z)=0

Lia dérivée seconde au col est donnée par

W)= 1 _(a=D’

(14 xze)? a2 o

On en déduit I'évaluation asymptotique

2o 1/2
~ 1[(a—1) In(a—1)—aln a]
F(n,a) <—n( 1)3> el @ o (2.37)

n-—-+o00 o —

La fonction F(n,«) peut s’exprimer en termes des fonctions I' (cf. exer-
cice précédent) et B, définie ci-dessous, par

F(na) = B(la—1)n—1n+1) = I(a— 1);(;;))F(n+ 1)

L’application de la formule de Stirling redonne alors 'évaluation (2.37).

2.6.2 Intégrale de contour complexe

Considérons l'intégrale

I(\) = 7{ dz e~ 4@/, (2.38)
C
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ol A(z) est une fonction analytique de la variable complexe x et A un para-
métre réel positif. Le contour C va du point a au point b du plan complexe, et
est contenu dans le domaine d’holomorphie de A. Comme cas limite, on peut
considérer la situation ou les points a et b s’éloignent & I'infini dans le plan
complexe.

On veut évaluer l'intégrale pour A — 04. On pourrait penser a priori que
I'intégrale est encore dominée par les points ou le module de Pintégrant est
maximum et donc la partie réelle de A(z) est minimum. Cependant, la contri-
bution du voisinage de tels points peut se compenser parce que la phase varie
rapidement (un argument qui conduit a la méthode de la phase stationnaire).

La méthode du col consiste a déformer le contour C de toutes les maniéres
possibles dans le domaine d’holomorphie de A (sans évidemment franchir de
singularité ce qui changerait la valeur de l'intégrale) de fagon a ce que le
module maximum de l'intégrant soit minimum, c¢’est & dire que le minimum
de Re A(x) sur le contour soit maximum.

S’il est possible de déformer le contour C en un contour équivalent sur
lequel Re A(z) est monotone, alors l'intégrale est dominée par une des extré-
mités du contour. Dans le cas contraire, la partie réelle passe par un minimum.
Sur le contour optimal, le minimum ne peut étre dii qu’a une singularité de la
fonction ou enfin, et c¢’est la situation qui nous intéresse ici, & un point régulier
ou la dérivée de A s’annule :

Al(z)=0.

La structure de lintégrant se comprend mieux si l'on se souvient que les
courbes ReA et Im A constant forment deux ensembles de courbes bi-
orthogonales. Les seuls points doubles de ces courbes sont des singularités
ou des cols. En effet, développons la fonction au voisinage de z. :

‘4/l<x6)'(u2 *7)2)7

Alz)—Alze) ~ 2A"(2.) (2 — 2.)® = RelA(z)—A(z.)] ~

1
2
ou les coordonnées réelles u, v sont définies par

u+tiv = (¢ — z,)etAreA (/2

Au voisinage du col, on peut choisir le contour déformé pour qu’il suive une
courbe Im A constant, localement v = 0, et donc la phase de I'intégrant reste
constante : il n’y a plus de compensations. L’intégrale est dominée, a des
contributions plus petites que toute puissance de A prés, par le voisinage
du col. Le reste de 'argument et du calcul sont les mémes que dans le cas
réel précédent, 'intégrale gaussienne réelle étant remplacée par une intégrale
gaussienne complexe ce qui oblige a préciser la détermination de la racine
carrée dans ’expression (2.6).

La notion de col. Justifions ici 'appellation méthode du col. Pour cela, il
faut examiner le module de Pintégrant ou la fonction Re[A(z) — A(x.)], dans
le plan complexe au voisinage du col z = z.. Aprés une rotation, dans les co-
ordonnées u, v, les courbes de module constant de I'intégrant sont localement
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les courbes u? — v? constant, c’est-a-dire des hyperboles équilatéres. Celle qui

passe par le col, dégénére en deux droites, et c¢’est le seul point ou les courbes
se croisent (cf. figure 2.7). Le module de 'intégrant a donc une structure de
col dans un sens topographique.

Fi1G. 2.7 — Courbes de niveaux du module de Pintégrant dans le voisinage du col
T = Te.

Ezxemple. Les polynémes de Hermite, qui sont liés aux fonctions propres
de loscillateur harmonique, ont une représentation intégrale de la forme

, 1 [ dp 2
Y — on/2() 1/2_~ pr—p~/4
Hala) = 23t i) 2 f st
ou C est un contour fermé simple contenant l'origine & son intérieur et par-
couru dans le sens positif.

Nous nous proposons d’évaluer le polynéme P,(z) = H,(zv2n) pour
n — oo et z réel fixé par la méthode du col. Les polynomes H,(z) étant
pairs ou impairs,

Hp(—z) = (-1)"Hn(2),
nous pouvons donc nous restreindre & z > 0.

L’intégrant est une fonction méromorphe avec comme seule singularité un
pole multiple & p = 0. Pour ramener 'intégrale a la forme standard de la
méthode du col, il est commode de poser p = sv/2n, ce qui conduit a

_ 172 1 ds o, pe? /2
P,(z)=(nIn"" ™ -—Q —— g msETnS .
)= (R o f
Posons
A(s) =1s* — 25z +Ins.
Les cols sont donnés par

A(s)=s5=-22+1/s=0 = sy =z+V2> -1
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Par ailleurs,

, !
A'(s) =1 <

11 faut alors distinguer les deux cas 0 < z < let z > 1 (z = 1 exige un
traitement spécial).

(i) z > 1. Il est commode de poser z = cosh § avec § > 0. Alors,
S+ =et? - A(Si)Z—%ei%ie—l, A//(Si)=1—e¢2o .

En déplacant le contour, il est simple de se convaincre que le col pertinent
est s_ car le contour au voisinage du col est paralléle a I’axe imaginaire
et donc A” doit étre négatif. Tenant compte du facteur supplémentaire
1/s dans l'intégrant, on conclut

(2n)~1/4

Pn(z) n—o< ﬂ-(]_ Ae—29)

exp [sn(e™® +1) + nd] ,

ou la formule de Stirling (2.36) a été utilisée.

(ii) |z| < 1. Au contraire, dans ce cas les deux cols, qui sont complexes
conjugués, contribuent. Posant z = cos 8, on trouve

sy =60 A(sy) = —%eim +i0 1, A'(sy)=1—-eF20
On conclut
9 —-1/4 )
P,(z) ~ —L: exp [4n(e*® +1) — nif] + conjugué complexe.

n—oo , /71'(1 _ 821'0)
2.7 Meéthode du col a plusieurs variables. Calcul
des fonctions génératrices
Nous généralisons maintenant la méthode du col aux cas de plusieurs

variables, une généralisation qui, techniquement, n’est pas complétement
triviale.

2.7.1 Meéthode du col

Counsidérons Pintégrale générale sur n variables

I(/\):/d":r exp {—%A(ml,...,mn) , (2.39)

o, pour simplifier, nous supposons que la fonction A est entiére dans toutes
les variables et que P'intégration porte sur tout R™.
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Dans la limite A — 04, 'intégrale est dominée par les cols solutions de

%A(ml,xg,...,:rn) =0 Vi. (2.40)
Dans le cas ou il existe plusieurs cols, il faut classer les cols par la valeur de
Re A. Le col dominant sera souvent celui qui correspond a Re A minimurm.
Toutefois, tous les cols ne contribuent pas nécessairement et il faut procéder
par déformation du domaine d’intégration initial. Dans le cas de plusieurs
variables, il peut ne pas étre simple de reconnaitre quels cols contribuent.

Pour calculer la contribution dominante du col x¢, nous changeons de
variables, posant

x=x°+yVA.
Nous développons alors A(x) en puissances de A (et donc de y) :
1 1 1 9?2 A(x°)
—Alzy, ..., xn) = —AXY) + = ——yy; + Rly) 2.41
avec o .
Ak/2-1 0" A(x°)
— T 2.49
R(y) kzg ' ; 12 ) ax“ . a.r“ y y k ( )

Aprés le changement de variables, le terme quadratique en y est indépendant
de A. L’intégrale devient

n/2 o~ AN | gn PA(x)
I(A) =A""e d™y exp *5 G0, vy — R(y)| . (243)

Nous développons alors I'intégrant en puissances de v/A : a chaque ordre, le
calcul se raméne & une valeur moyenne gaussienne de polynémes. A 1'ordre
dominant, on trouve

—1/2

I(N) ~ (2w [det A?)] e A/ (2.44)

ou Aém est la matrice des dérivées partielles secondes au col :

2.7.2 Calcul des fonction génératrices

Nous introduisons la fonction génératrice

Z(b,)) = / d"z exp {_i (A(x)— b x)} , (2.45)
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ol A(x) est maintenant ure fonction réguliére des z;. Définissons
N =1/Z(0,N).

La fonction Z(b,A) a la ‘orme générale (2.29), et est proportionnelle a la
fonction génératrice des moments de la distribution A e~ A/
Les valeurs moyennes de polynémes avec le poids N e~ A)/A

(ThyThy « - Thy) = N/ A"z T, Ty - . g, € AN (2.46)

sont reliées aux dérivées de Z par (cf. équation (2.30)) :

o o 0
Oby, Obx,  Oby,

(Thy Ty -+ Thy) = AN { Z(b)}

b=0

Méthode du col. Calculons les contributions des deux premiers ordres de
la méthode du col a l'intégrale (2.45). L’équation du col est

04

bi o 81‘i

Vi (2.47)

Nous développons A(x) autour du col x°, comme expliqué en section 2.6, et
utilisons le résultat (2.44) :

—1/2 1
Z(b,\) ~ (27\)"/? [detA,g2>] exp [--(A(XC)_b.xC) ,
A—0 A
avec aQA
¢ lis Oz, 0z,

(2.48)

X=X

Introduisons maintenant W(b), la fonction génératrice des cumulants de
la distribution qui sont aussi les fonctions de corrélation connexes (équa-
tion (2.31)), avec une normalisation commode,

W(b,\) = Aln Z(b, \).

Utilisant le résultat (2.44) et I'identité (A.7) : Indet M = trIn M, valable pour
toute matrice M, on trouve

W(b,\) = —A(x°) + b x° + InAIn(2rA) — IAtrln AP + O(A\?).  (2.49)
Puisque

o 8 9
Dbk, Ob,  Obx,

<$k1mk2 . .1‘1W>c =1

’

b, A)} b=0

les dérivées successives du développement (2.49) par rapport a b (se rappelant
que x,. est une fonction de b a travers I’équation (2.47)), calculées a b = 0,
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fournissent le développement des fonctions de corrélation connexes. A 'ordre
dominant, par exemple,

() = 27 + O(A),

(zizs), = NAP]G + 0,

ott ALY est la matrice (2.48).

Exercices

Exercice 2.1. Soient deux variables aléatoires x, y corrélées dont on suppose
la loi de probabilité gaussienne. On trouve les cing valeurs moyennes suivantes

(@)= () =0, (®)=a, (zy)=b, (¥*)=c.

En déduire les valeurs moyennes (z?), (zy), (22y?), (zy®), (z*y*).

Quelles conditions doivent satisfaire les coeflicients a, b, ¢ pour pouvoir étre
les valeurs moyennes correspondantes ?

Quelle est la distribution gaussienne qui conduit a ces valeurs dans le cas
particulier ac — b% =17

Solution. Les valeurs moyennes sont, respectivement,
3a%, 3ab, ac+2b%, 15bc?, 6¢° + Gbac.

Comme clairement a,c > 0, la condition pour que la matrice

ab
A =
(5)
soit positive se réduit a det A = ac — b2 > 0.
La distribution correspondante dans le cas ac —b% = 1 est

1 o~ (ca®—2bey+ay®)/2
2T

Exercice 2.2. Soient trois variables aléatoires x, ¥, z corrélées dont on sup-
pose la loi de probabilité gaussienne. On trouve les neuf valeurs moyennes
suivantes

(@) =y =()=0, () =(y*")=(*) =qa,
zz) = (zy) = c.

/\
)
s
i
S8
—~

En déduire, en fonctions de a,b, ¢, les valeurs moyennes <x4>, <I6>, <1’3y>,

(x?y?), (zyz).
Quelle est pour a = 2,b = 1 et ¢ = 0, la distribution gaussienne qui conduit
a ces valeurs?
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Solution.
<x4> = 3a?, <x6> ~ 1503, (2%y) = 3ab, (z%?) = a2 + 22,
(xyz) = ac+ 2bc.

Pour a = 2,b = 1 et ¢ = 0, la distribution gaussienne qui conduit a ces

valeurs est
exp [-—— (4;17 + dy* + 322 4xy)} .

Exercice 2.3. Démonstration du résultat (2.5) par méthode itérative. Le dé-

terminant d’une matrice complexe quelconque A™ n x n, d’éléments Ag?)
peut étre calculé de facon récursive en soustrayant a toutes les lignes un mul-
tiple de la derniére ligne de fagon & annuler la derniére colonne (supposant

AS{;L) # 0, sinon il faut prendre une autre ligne et colonne). Cette méthode
conduit & la relation entre déterminants

det A = A" det A1),
ot A("~1 est une matrice (n — 1) x (n — 1) d’éléments

AP = A1 Al A A

e ij=1..n—1. (2.50)

nn

Utiliser le résultat de l'intégrale simple

+oo .
/ dp e=as/2+be _\ [370 b /%

— o
pour retrouver Uexpression (2.5).

Solution. Nous considérons maintenant l'intégrale (2.4). Nous intégrons sur la
variable z, (supposant Re Ay, > 0), utilisant le résultat (2.6) :

/dxn exp ( nnm — n Z Amml> = ,/ i: :Elxj

L’intégrale gaussienne restante devient une intégrale sur n — 1 variables :

n—1 n—1
e
nn i=1 -

1, =1

Comparant avec l'identité (2.50), nous remarquons que nous somines en train
de calculer 1/+/det A. Nous concluons

Z(A) = (2m)™?*(det A)~V/2, (2.51)
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Exercice 2.4. Evaluer par la méthode du col la fonction de Bessel modifiée

L,(.I?) 1 / do eiu@ erccosé’7

T or

(= Ju(iz)) avec v > 0 entier, pour x — +o0.
Solution. L'intégrale a la forme canonique pour I’application de la méthode du
col (x = 1/)), et Pintégrant est une fonction entiére. Pour trouver la position

du col, on peut omettre le facteur e*?,
Les cols sont alors donnés par

sind=0=6=0 (modn).

Pour z — +00, le col dominant est § = 0. Nous développons au voisinage du
col
xcosh =z — 26% + ix@‘l +0(6%).

La région contribuant & I'intégrale est d’ordre 8 = O(1/,/z). Donc

1 o0 ’ 2
I(z) = — ez/ doe? e==/2 (1 4 Lxg") + O(e” /2?)

S or o0

L . 1+1_4V2+0 1
- Venz 8z x?) )’

Exercice 2.5. Evaluer par la méthode du col la fonction de Bessel

1 Ky

— de el cos 6
27 ’

Jo(l‘)

-7

pour z réel tendant vers +oc.
Solution. Les cols sont les mémes que dans 'exercice précédent :
sind=0=6=0 (modn).

Tous les cols contribuent, 8 = 0 et les moitiés de § = =7, qui par périodicité
reconstitue un col complet.
Nous développons 'intégrant au voisinage du col § =0 :

i el /+6 d6 e-—ix92/2
2 ’

—E&

Pour prendre le col suivant la ligne de phase constante, il faut poser
g =e /g

La contribution du col devient

__];_ eiI—iW/4 /dS e—rc32/2 _ 1 eia:vz'ﬂ'/él ]
2w 2mr
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Le deuxiéme col donne la contribution complexe conjuguée. On trouve donc

Jo(r) e \/—%cos(x —7/4).

Exercice 2.6. Evaluer par la méthode du col, pour z — oo, la fonction de
Bessel de troisiéme espéce

1 o0
K, (z) = -2—/ dt ¥~ Le 2(t+1/1)/2 (2.52)
0
Solution. Posons
A(t) = Bt +1/1).
Le col . est donné par
Al)=31-1/t2)=0 = t.=1.

Alors,
At =1/2 =1,
On en conclut
K, (3) ~ (n/22)Y%e% .

z—400

Exercice 2.7. Evaluer par la méthode du col I'intégrale

1 +7/2 ]
In(s) = o / B df (cos )" b tanh s
-

en fonction du parameétre réel s dans la limite n — oco. On remarquera que la
fonction est réelle.

Solution. Introduisons la fonction
A(f) = —iftanhs —Incosé.

La fonction est holomorpte sauf aux points # = 7/2 mod (7). La position des
cols est donnée par

A'(6) = —itanhs +tan6 = 0.

et au col
1

cosh? s

A"(0) =1 +tan?0 =1 — tan’s =
L’équation a comme solution

8=is+mr, mez.
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On en déduit
A(8) = —i(is+mm)tanh s—Ilncoshs—imn = Re A(f) = stanhs—Incoshs.

Pour tous les cols, l'intégrant a donc le méme module, mais par déformation
de contour, on vérifie que seul le col m = 0 contribue. Donc,

1
In(S) ~ %(Cosh s)n+1 e s tanh s '

Exercice 2.8. Adapter la méthode du col au calcul de l'intégrale

- (‘T/Q)V " in 2uercc030
= ﬁr(uH/Q)/o d9(sin 6)™ e

pour x — 400, ol cette expression généralise la fonction de Bessel modifiée
définie dans 'exercice (2.4) a des valeurs complexes Rev > —1/2.

1, (x)

Solution. Pour x — 400, l'intégrale est dominée par le voisinage de # = 0. On
peut donc développer l'intégrant :

/ d@(Sin 9)21/ efccos@
0 - ]
= e"'/ do o (1 — $v6* + La6*) e 12 L0(e* [z 15/2)
0

= eI/ ds (25)" 712 (1 — Zus + Las?) e7™ +O(e” JaV /2
0

. 1 — 412 1
:2V71/2I‘ 1/2 —v—1/2 \x 1 ol = .
(v+1/2)x et ——+0{ 5

On vérifie que ce résultat conduit & une estimation de la fonction I, qui est
le prolongement de 'expression obtenue dans 'exercice 2.4.






Chapitre 3

Universalité et limite continue

OUS ABORDONS MAINTENANT deux des sujets principaux de cet ouvrage,

les questions liées d’universalité et de limite continue macroscopique dans
des systémes aléatoires.

Nous allons d’abord expliquer les notions d’universalité et de limite conti-
nue a Paide d’exemples classiques simples, le théoréme de la limite centrale
de la théorie des probabilités et les propriétés de la marche au hasard sur
réseau. Dans les deux cas, nous nous intéressons a des propriétés collectives
impliquant un nombre infini de variables aléatoires.

Ces exemples ont en commun la caractéristique suivante : ce sont des
processus aléatoires déterminés par des lois de probabilité dont les déviations
par rapport a la valeur moyenne décroissent rapidement avec l'écart.

Ils différent en ce sens que la marche au hasard est basée sur une structure
spatiale qui n’existe pas dans le théoréme de la limite centrale.

De T'étude de ces premiers exemples émergera 'importance des distribu-
tions gaussiennes, ce qui justifiera les développements du chapitre 2. Nous
montrerons, par ailleurs, que ces lois gaussiennes sont des points fixes attrac-
teurs de certaines transformations sur les distributions qui ont pour effet de
diminuer le nombre de variables aléatoires. Ce sont la de premiéres applica-
tions, particuliérement simples, de 1'idée de groupe de renormalisation.

Enfin, dans le contexte de la marche au hasard, a l'existence d’une limite
continue est associée Papparition d’intégrales de chemin.

3.1 Théoréme de la limite centrale
des probabilités

La théorie élémentaire des probabilités nous fournit un premier exemple
d’universalité : le théoréme de la limite centrale, dont nous démontrons ici
une version forte avec des hypothéses assez restrictives, mais bien adaptées
aux problémes que nous voulons étudier par la suite.
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Considérons une variable aléatoire réelle g caractérisée par une distribution
de probabilité p(q) > 0.

Nous choisissons, pour des raisons de simplicité technique, p(g) d’une des
deux classes qui seront utiles par la suite :

(i) p(q) est une fonction (et non une distribution) positive, dérivable par
morceaux & dérivée sommable.

(il) p(g) est une distribution discréte, ¢ ne prenant que des valeurs entiéres.

De plus, dans les deux cas, nous supposons p(q) bornée a décroissance ex-
ponentielle, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes positives M et u telles que

olg) < Me 4 >0, (3.1)

Dans ces conditions, les grandes valeurs de |¢| sont trés peu probables.

Avec ces hypothéses (trés restrictives du seul point de vue du théoréme
de la limite centrale), on démontre que la distribution asymptotique de la va-
leur moyenne de n variables aléatoires indépendantes de méme distribution p,
quand n — oo, est une distribution gaussienne.

3.1.1 Transformation de Fourier

Nous considérons d’abord la situation ou la distribution p(g) est une fonc-
tion positive, dérivable par morceaux & dérivée sommable,

/ dq 10/ (g)] < o0, (3.2)

et & variation bornée & cause de la positivité et de la condition de normalisation

Jdap(e) = 1.
Nous notons (f) la valeur moyenne d’une fonction f(q) :

+oo +o0o
() = / dap(@fla), (1) = / dgp(q) = 1. (3.3)

0 —00

Pour démontrer le théoréme, il est commode d’introduire la transformée de
Fourier (k) de la fonction p(g), qui est aussi une fonction génératrice des
moments de la distribution, ainsi que la fonction w(k) = ln (k) qui est la
fonction génératrice des cumulants.

Transformée de Fourier. La transformée de Fourier

T or

k) = / dg &% p(q) = plg) = / dk e 5k)  (3.4)
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de la distribution p(g) satisfait (* note ici la conjugaison complexe)

ﬁ*(k) :ﬁ(fk)v ﬁ(k:O) =1, |p~(k)‘ <1,

et de plus, avec nos hypothéses, |5(k)| = 1 n’est possible que pour k£ = 0.
Avec la borne (3.1), 'intégrale définissant p(k) converge aussi pour k com-
plexe dans le domaine
[Imk| < p.

De plus, la fonction p(k) est dérivable dans cette bande et est donc
holomorphe.

Les transformées de Fourier analytiques dans une bande de cette forme
correspondent aux distributions a décroissance exponentielle. Cette propriété
illustre la dualité entre décroissance asymptotique d’une fonction et régularité
de sa transformée de Fourier. Elle jouera un réle trés important dans notre
étude de I'universalité et de la limite continue.

En particulier, p(k) admet un développement en série de Taylor convergent
pour |k| < p. Elle est également la fonction génératrice des moments de la
distribution p(q) puisque

sy =1+ Sl e
p=1

avec
2M

@)= [dapta). | <

Enfin, les propriétés de dérivabilitée de p(q) et les hypothéses (3.2) en-
trainent que (k) décroit comme 1/k pour |k| — oc.
Il est également commode d’introduire la fonction

w(k) =Inp(k) =Y (’i)pw,,kp, (3.5)

p=1

(notons w* (k) = w(—k)) qui est une fonction génératrice des cumulants de la
distribution :

wr=(g), we={(q") = (@), ws={(¢")=3() () +2((a)..
La fonction w satisfait
w(0) =0, Rew(k) <0pourk #0.
Notons que le coefficient ws, qui peut aussi s’écrire
wy = {(q—{g))*) 20,

(le carré de I'écart quadratique moyen) est positif, sauf pour une distribution
certaine que nous avons exclu; que dans le cas d’'une distribution gaussienne
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tous les cumulants w,, avec p > 2 sont nuls puisque p(k) est aussi une fonction
gaussienne.

La fonction analytique w(k) a comme singularités les singularités de p(k)
et ses zéros. Comme (0) = 1, il existe un cercle centré & V'origine, sans zéro,
dans lequel w(k) est analytique.

3.1.2 Théoréme de la limite centrale et conséquences

On considére maintenant n variables aléatoires indépendantes ¢; avec la
méme distribution p(g), o1 n tirages de la méme variable (mais physiquement
c’est la premiére situation qui nous intéresse).

Distribution de la sormme de n variables. Nous partons de la remarque
suivante : si @1 et Q2 sont deux variables aléatoires indépendantes de distri-
butions p; et po respectivement, la somme @ = @1+ Q2 a comme distribution

Rmnz/ﬁam@WMQ—Q»

La distribution de la somme de n variables est donnée par

Pu@Q) =({q+ga++a.) avec » ¢=Q
=1

La distribution P,,; de n + 1 variables peut étre déduite de la distribution
P, de n variables et de la distribution p de la derniére variable. Elle satisfait
donc équation de récurrence

n+1
Po1(@Q) ={q1 + @2+ +qu+qny1) avec ZCJ@' =Q
i=1

:/HQMQHMQAQW (3.6)

Cette équation de convolution prend une forme algébrique aprés transforma-
tion de Fourier. Posant

on trouve
et donc

On en déduit

1 o = 1 .
P(Q) =5~ [ dk kR p (k) = > / dk etkQrnwlk) (3.8)
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La fonction P, (k) décroit donc comme 1/|k[” pour |k| — oo, de sorte que
Pn(Q) est n — 1 fois dérivable.

Distribution asymptotique. Comme Rew(k) < 0 pour k # 0, la contribu-
tion du voisinage de k& = 0 domine 'intégrale (3.8). Dans la limite n — oo,
on peut donc restreindre l'intégrale & un voisinage |k| < ¢, &€ > 0 mals ar-
bitrairement petit, négligeant des corrections décroissant exponentiellement
en n. Comme dans la méthode du col, on peut donc remplacer la fonction
analytique w(k) par les premiers termes de son développement en série de
Taylor (3.5) :

P.(Q) = % /dk exp (iQk — inwik — tnwok® + O(K*)) . (3.9)

L’intégrale gaussienne donne

1 2
Po(Q) = —m—==—= e~MQ/m—w) /20 (1 4 (1 /n)), 3.10
(@) = Zom=c (1+001/n) (3.10)

ol nous avons négligé des termes décroissant exponentiellement en n.
A Q fixé, la probabilité tend exponentiellement vers zéro pour tout wy # 0.
En revanche, la variable aléatoire @ = (g1 +qa-+- - +4gn)/n, valeur moyenne
des n variables, a comme distribution asymptotique

Ra(Q) = nPa(n@) ~ e @i, (3.11)

La moyenne de n variables est donc une variable aléatoire qui tend vers une
valeur certaine qui est la valeur moyenne
1 T
(@ == {a) = (a) = wr. (3.12)

n
i=1

Enfin, la variable aléatoire

X = (}qui—wl) Vi, (3.13)

et done (X) = 0, a comme distribution limite la distribution gaussienne

1
Lo(X) = VP (nwy + X /1) ~ ——= e X /202

27‘('11}2

Universalité. La distribution asymptotique de la moyenne de n variables
indépendantes de valeur moyenne nulle est une distribution gaussienne,
indépendamment de la distribution initiale (dans une certaine classe); en



56 Transitions de phase et groupe de renormalisation

particulier, elle ne dépend que du seul paramétre wa = ((q — {¢))?). Cette in-
dépendance dans la distribution initiale est un premier exemple d’universalité.
Elle traduit une propriété collective d’un nombre infini de variables aléatoires
non corrélées.

11 est facile de calculer les corrections & ce résultat asymptotique. Siws # 0,
la correction principale est d’ordre n=1/2 et on trouve

e—X2/2u2

e [ wxn o (1]

Les cumulants w > 2 caractérisent alors I'approche a la distribution
»

gaussienne limite, le premier cumulant non-nul donnant la correction domi-

nante. Ils modifient la gaussienne par des corrections relatives polynomiales.

Ln(X) =

Remarques.

(i) Comme des termes décroissants exponentiellement avec n ont été négli-
gés, numériquement la forme asymptotique gaussienne n’est une bonne
approximation pour n grand mais fini que si

Xl vn pour n>>»1.

(ii) Seule une fonction affine, avec des coefficients dépendant explicitement
de n, de la somme des n variables aléatoires initiales admet une dis-
tribution asymptotique. La transformation affine (3.13) est un premier
exemple de renormalisation.

3.1.3 Remarques diverses

Meéthode du col. De la représentation (3.8), on déduit la représentation de
la distribution de la valeur moyenne Q@ = > g;/n :

Ra(Q) = 2’; / dk ein@k+nwlk) (3.14)

Comme w(k) est une fonction analytique, cette intégrale peut se calculer, pour
n — oo, par la méthode du col. L’équation du col est

w'(k) +1Q = 0.

La méthode du col ne peut étre justifiée que si le col est dans un voisinage de
l'origine. Dans ce cas, on obtient

n in nw

La combinaison iQk + w(k), ou k est solution de 'équation de col, est pro-
portionnelle & la transformée de Legendre de w (¢f. section 6.1.2).
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Si le col est asymptotiquement proche de 'origine, on peut développer w.
L’équation de col devient

—iwy — wok +iQ = O(k?) = k=1i(Q — wy)/wa + O((Q — wl)Q).

Substituant dans 'expression (3.15), on retrouve 1'évaluation (3.11).

Cumulants de la distribution. La transformée R, (k) de la distribution
R, (Q) se déduit de I'expression (3.14) en changeant k en k/n. On obtient

Ry (k) = emwik/n) (3.16)

Les cumulants de la distribution R, (Q) se déduisent donc simplement des
cumulants (3.5) de la distribution p(g),

~ —1)P
NADESY ( pl!) I T

p=1

Cette expression montre que, pour n — oo, tous les cumulants de R,,(Q)) avec
p > 1 tendent vers zéro, ce qui correspond a la propriété que la valeur moyenne
Q = (Q) devient certaine. Notons que le comportement des moments de la
distribution R,, est beaucoup moins simple.

De méme, la représentation de Fourier de la distribution L,(X) peut
s’écrire

Lo(X) = Q—f / dk et (N Vitme) gnuth)

Apres le changement de variable k = ky/n, on reconnait la transformée de

Fourier L, (x) de L,(X) :

_ . Looe, (5 wy
In L, (k) = nw(k/vn) + iwi1ky/n = 7571}2&9 + TR w3

Y.
(%) %_,{4_‘_...

+ ;
4 n

et donc la fonction génératrice des cumulants de la distribution de X. Les
cumulants convergent vers les cumulants d’une distribution gaussienne uni-
verselle. Les moments se déduisant des cumulants de fagon algébrique, la méme
propriété s’applique aux moments. Soulignons que cette convergence se déduit
d’hypothéses plus faibles.

Exemples et contre-exemples.

(i) La distribution uniforme sur le segment [—1,+1] et nulle en dehors du
segment,

pla) = 3(sgn(q + 1) —sgn(g— 1)), = (¢ =0, (¢*) =3,
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(iii)
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(sgn est la fonction signe) est centrée en zéro, et satisfait aux hypotheses
du théoréme de la l'mite centrale. Sa transformée de Fourier est
__sink

vt
p) =5 [ da e -
2 )

Développons la fonction génératrice des cumulants

w(k) = In(sink/k) = -%kQ - ﬁkél + O(k%).

Le coefficient de k% caractérise la déviation principale a la distribu-
tion gaussienne asymptotique. Cet exemple montre bien que la forme
gaussienne n’est pas une bonne approximation pour |X| > \/n ou la
distribution exacte s’annule.

La distribution
plg) = sue 9, geR,
satisfait également aux hypotheéses. Sa transformée de Fourier est
2

k) = k—gij? = wk) = —k2/pu2 + k*/2u + O(KS).

En revanche, la distribution

1 1

= R
p(q) 1T g€ R,

fournit un exemple d’une distribution qui ne satisfait pas aux conditions
du théoréme de la limite centrale, méme dans sa forme la plus faible.
Elle n’a pas de second moment puisque l'intégrale f q°p(q)dq diverge.
Sa transformée de Fourier

plk) =3,
n’est pas dérivable a k = 0. Nous remarquons
[Blk/n)]" = 5",

et donc R(Q) = p(Q). Cette distribution est la distribution asympto-
tique d’une autre classe d’universalité.

3.1.4 Variables aléatoires a valeurs entiéres

Le théoréme de la limite centrale se généralise au cas d'une variable aléa-
toire qui ne prend que des valeurs entiéres. Les intégrales sont remplacées par
des sommes et les transformées de Fourier deviennent des séries de Fourier.

Soit ¢ une variable aléatoire entiére dont la loi de probabilité p(q) > 0
satisfait de nouveau la borne exponentielle (3.1).
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On introduit alors la série de Fourier convergente

pky = Se % pg),  pla) = o / dk e (),

- 21
g€Z -

et la fonction w(k) = In p(k).
Avec la borne (3.1), la fonction p(k) périodique, de période 27, est aussi
holomorphe dans la bande |Im k| < p.
Par ailleurs,
Ak <1.

En général, dans I'intervalle —7 < k < m, le maximum p(k) = 1 n’est atteint
que pour k = 0 sauf si p(q) n’est différent de zéro que sur un sous-ensemble
de la forme

g=a-+mb avec a,b fixésetb>1, meZ.

Un exemple trés simple de cette situation avec a =1, b = 2 est

plqg) =3 pour g==1.

Nous excluons cette situation dans un premier temps, et la commenterons
plus loin.

Dans ces conditions, la série de Fourier a les propriétés qui permettent de
démontrer le théoréme de la limite centrale.

La distribution de la somme de n variables indépendantes,

P@= > [lel@) avec ZQi:Qy

g1:92;---» qn€Z 1

satisfait la forme discréte de 1'équation de récurrence (3.6) :

Poii(Q) = Y p(Q)Pa(Q - Q). (3.17)

Q€L
La série de Fourier correspondante
Puk) = S e *1 Py(q), Pula) = o / " dk o9 B, (k).
a€Z
satisfait & I'équation de récurrence
Paii(k) = k) Pa(k),

et donc
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En représentation de Fourier, on est ramené a la situation analogue a celle
considérée en section 3.1.2. La variable aléatoire {(q1 + g2 + - -~ -+ ¢n )/ tend
vers une valeur certaine, la moyenne wq = {g).

Les cumulants de la distribution de la variable aléatoire

X = (% > ai- u)1> Vv, (3.18)

tendent vers les cumulants d’une distribution gaussienne universelle caracté-
risée par le paramétre wo.

Soulignons, cependant, que la distribution L,(X) n’a pas de limite au
sens des fonctions, puisqu’elle n’est non nulle que sur un ensemble discret. En
revanche, au sens des mesures, le caractére discret initial n’est pas important
et dans la limite n — oo, on trouve la méme limite gaussienne.

Du point de vue physique, on peut interpréter X comme une variable ma-
croscopique, moyenne d'un grand nombre de variables microscopiques, qui
n’est mesurée qu’avec une précision finie AX. D’une part, le concept de
convergence au sens des mesures est alors approprié. Par ailleurs, dés que
1/4/n > AX, le caractére discret des variables g ne joue plus de role. Nous
pouvons alors considérer X comme une variable continue. Nous introduisons
donc la notion de limite continue, la fonction continue vers laquelle les points
de L,(X) convergent. La distribution gaussienne, considérée comme une fone-
tion continue, est la limite continue de L, (X).

Eremple.

s/2  pour g =41
plq) =
1—s pourg=0

avec 0 < s < 1. Alors,
plk)y=1—s+scosk

varie entre 1 et 1 — 2s et n’a module 1 que pour k = 0. On en déduit
w(k) =In(l — s+ scosk) = —%skz + 378(s — 3)k1 4+ O(K®).
La distribution gaussienrne limite est alors

1 o2
Loo(X) = —= e X/

Autres mazrima. Repranons I'exemple précédent dans la limite s = 1. Dans
ce cas, p(k) = cosk atteint son module maximum pour les deux valeurs de
k = 0 et k = 7. Ceci refléte la propriété que, suivant la parité de n, seules
les valeurs paires ou impaires de n ont une probabilité non nulle. Cependant,
en calculant des moyennss de fonctions continues avec la mesure Ly (X), on
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vérifie que les autres maxima qui engendrent des contributions oscillatoires,
ne contribuent pas. Plus précisément,

+7
L,(X)= %—f dk (cos k)" XV

-7

Vi [t Ak e~k /2+ikX VR

~ Y
21 J_ o

x [14 (1) (e XV p(k) + X T (k) )|
~ 5 /_ ket rzrn 1+ (e YR Ok + NV ok

o A(t) est la fonction saut : 6(f) = 1 pour t > 0, 8(¢t) = 0 pour ¢t < 0. On
observe que les deux contributions supplémentaires oscillent avec X avec une
période 2/,/n et ont donc, pour n — oo, une valeur moyenne nulle sur un
intervalle fini.

Cette analyse se généralise A tout autre maximum.

3.2 Universalité et points fixes
de transformations

Nous démontrons maintenant la propriété d’universalité, & savoir 'exis-
tence d’une distribution gaussienne limite indépendante de la distribution ini-
tiale, de facon trés différente. Il va étre simple de supposer que nous partons
de n = 2™ variables indépendantes. Nous moyennons alors ces variables deux
par deux de fagon itérative, diminuant le nombre de variables d’un facteur
deux & chaque itération.

Ceci constitue un premier exemple trés simple de application des mé-
thodes de groupe de renormalisation a la démonstration de propriétés d’uni-
versalité. Par ailleurs, cet exemple va nous permettre de définir un langage
adapté.

La distribution de la somme de deux variables aléatoires indépendantes de
méme distribution p est obtenue par la transformation

(7pl(q) = /dq’p(q’)p(q —q').

Nous combinons cette transformation avec une renormalisation de la somme
de parameétre 1/A, A > 0, ce qui conduit & la transformation

[Tap)(q) = A / dq’ p(q')p(Ag — ¢').

Par exemple, A = 1 correspond a la somme et A = 2 & la moyenne des deux
variables initiales.
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Sur la distribution p(q), cette transformation a une forme un peu compli-
quée mais sur la fonction w(k) (définie par 'équation (3.5)) elle devient une
application linéaire. En effet, introduisant la représentation de Fourier (3.4),
on obtient

A o ,

Tl(a) = o [ iy 0O g ).

L’intégrale sur ¢’ donne 278(ky — k2). Intégrant sur ko, changeant k1 = k/A,
on trouve

Tapll) = 5 / dk e 2(k/X) = [Tp)(k) = 7*(k/N).

En termes de w(k) = In plk), la transformation s’écrit simplement
(o] (k) = 2w(k/A).

Cette transformation linéaire a une propriété importante pour ce qui suit :
elle est indépendante de m. Dans le langage des systémes dynamiques, son ap-
plication répétée engendrs une dynamique de type markovienne stationnaire
ou invariante par translation du temps. Notre but est d’étudier les propriétés
de la transformation itérée 7, pour m — oo en fonction de la valeur de A.

3.2.1 Situation générique

Une distribution asymptotique est nécessairement un point fixe de cette
transformation. Elle correspond donc a une fonction w. (k) (ou la notation .
n’est pas reliée a la conjugaison complexe) qui satisfait

(Tow. (k) = 2w, (k/X) = w. (k).

Pour la classe de distributions étudiées dans ce chapitre, les fonctions w(k)

sont régulieres 4 k = 0. On développe donc w, (k) en puissances de k, posant

(w(0) =0)

(—ik)*
£

wi (k) = —twrk — %kaQ + Z wy .
¢=3

A Pordre k, on trouve I’éguation
le/)\ = w7 .

Dans la situation générique wy # 0, cette équation implique A = 2 et donc,
identifiant les termes de degré plus élevés,

27 —wp = we =0 pour £ > 1.

Donc,
wy (k) = —twik.
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Les points fixes forment une famille & un paramétre w;, qui peut étre absorbé
(si wy # 0) dans une normalisation de la variable aléatoire ¢.

Le choix A = 2 correspond & calculer la distribution asymptotique de la
moyenne. Comme attendu, les points fixes correspondent alors & des distribu-
tions certaines ¢ = (¢) = w;. En effet,

1 ikg—iw
pela) = 5 [k 4 5l ),

ou 6 est la distribution de Dirac.

Convergence et stabilité du point fixre. On peut maintenant étudier la
convergence d’une distribution initiale quelconque vers ce point fixe.

Pour une transformation non linéaire générale, il est souvent impossible
de faire une analyse globale. On ne peut alors que linéariser la transformation
au voisinage du point fixe et faire une étude locale.

Ici, cela n’est pas nécessaire puisque la transformation est linéaire. Posons

w(k) = w, (k) + Sw(k).

Alors,
Tww = Thws + Thow = w, + T ow.

Puisque 0w est une fonction réguliére, on peut la développer en série de
Taylor :

sy = 3 TR 5,

]
—

Alors,

[Taow](k) = 26w(k/\) = 2 Z (—Zg)eﬂ(sw@.
=1 :

Sur cette expression, on observe que les fonctions k¢, ou £ est un entier po-
sitif, sont les vecteurs propres de la transformation 7, et les valeurs propres
correspondantes sont

T =22"¢=217% (3.19)

Dans la mesure ou & chaque itération le nombre de variables est divisé par
deux, on peut relier les valeurs propres au comportement en fonction du
nombre initial n de variables. On définit 1’exposant associé

le=lnt/In2=1-1¢.
Aprés m itérations, la composante dw, est multipliée par n!~¢. En effet,
r]:\mké — 2m(1—£)k£ — nl—éké.

Le comportement pour n — oo des composantes de dw sur les vecteurs propres
dépend donc du signe de 1 — £.



64 Transitions de phase et groupe de renormalisation

Examinons les différentes valeurs de £ :

(i2=1= m =1, 1 = 0. Si on ajoute un terme dw proportionnel au
vecteur propre k£ & w.(k), dw(k) = —idw1 k, on change

wy — wy + dwy .

et donc de point fixe. Remarquons que ce changement peut s’interpréter
comme une simple transformation linéaire sur & et donc sur la variable
aléatoire q.

De fagon générale, l'existence d’un vecteur propre associé a la valeur
propre 7 = 1, et donc | = 0, est la conséquence de l'existence d’une
famille & un parameétre de points fixes. En effet, soit « un tel paramétre
et supposons que, quel que soit «,

Tw(a) =w(a),
et que w(a) soit une fonction dérivable de a. Alors,
a_w - Ow
da O

Dans le langage du groupe de renormalisation, que nous discuterons de
facon plus générale au chapitre 9 dans le cadre de la physique statistique,
une perturbation propre correspondant & la valeur propre 1, et donc a
un exposant nul, est appelé marginale.

(ii) £>2= 1 =2'"¢< 1,1, < 0. La composante de dw sur un tel vecteur
propre tend vers zéro quand n ou m — oc.

Dans le langage du groupe de renormalisation, de tels vecteurs, qui cor-
respondent & des valeurs propres plus petites en module que 1, et donc
a des exposants négatifs (ou plus généralement a partie réelle négative),
sont appelés inessentiels (irrelevant en anglais).

L’universalité dans ce formalisme est liée & la propriété que tous les
vecteurs propres, sauf un nombre fini, sont inessentiels.

Dimension de la variable aléatoire. A la variable aléatoire qui a une
distribution limite, on peut attacher une dimension d, définie par

dg=InA/In2. (3.20)

Ici on trouve dg = 1.

3.2.2 Distribution centrée

Pour une distribution centrée, w; = 0, la premiére équation est triviale-
ment satisfaite, et on peus développer a l'ordre suivant. A U'ordre k2, on trouve
alors I’équation

Wo = 2’(1]2/)\2.
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Puisque ws est strictement positif, sauf pour une distribution certaine qui est
un cas particulier de la situation précédente et que nous excluons maintenant,
’équation implique A = v/2. De nouveau, les coefficients w, s’annulent pour
£ > 2 et les points fixes sont de la forme

w*(k) = —%w2k2.
On trouve donc la distribution gaussienne

1
V2Twsy

Comme dans la transformation 7, le nombre n de variables est divisé par
deux, cette valeur de la renormalisation A correspond au facteur \/n dans la

transformation (3.13). On peut attribuer a la variable aléatoire la dimension
(définie en (3.20))

1 ikq—wq k? /2 —q% /2w
p*(q):—/dkelq k2 o4 /2w
27

dy=InA/In2=1.

Stabilité du point fize. La valeur de A et donc la transformation 7, étant
déterminées, il est facile d’étudier de nouveau la stabilité du point fixe. Posons

wik) = w. (k) + dw(k),
et cherchons les vecteurs et valeurs propres de la transformation
[Ty6w](k) = 26w(k/V2) = Téw(k).
Les vecteurs propres sont évidemment toujours de la forme
Swk) =kb = 7, =21792
En termes du nombre n de variables, cette valeur correspond a des exposants
le=Int¢/In2=1-4/2.
Examinons les différents cas :

W lb=1=>m = V2, 1l = % Ceci correspond & une direction d’instabilité,
une composante sur tel vecteur tend vers l'infini quand m — oo.

Dans le langage du groupe de renormalisation, une perturbation cor-
respondant & un exposant [ positif est appelée essentielle (relevant en
anglais). Chaque itération augmente son amplitude et donc une telle
perturbation éloigne du point fixe.

Ce résultat a ici une interprétation simple : une perturbation linéaire
en k viole la condition w; = 0 et les transformations et points fixes
pertinents sont ceux étudiés en section 3.2.1.
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(il £=2= 7 =1, I3 =0.Unevaleur propre nulle caractérise une pertur-
bation marginale. Ici, cette perturbation ne fait que modifier la valeur
de ws. Ceci peut de nouveau s’interpréter comme une transformation
linéaire sur la variable aléatoire.

(i) £>2= 71 =24 <1, [, =1-£/2<0. Enfin, toutes les pertur-
bations £ > 2 correspondent & des directions stables en ce sens que leur
amplitude tend vers zéro quand m — oo et sont inessentielles.

Remarques.

(i) Dans les cas ci-dessus, les perturbations marginales correspondent a de
simples changements de normalisation de la variable aléatoire. Dans
nombre de problémes, cette normalisation ne joue aucun role. On peut
alors considérer que tous les points fixes correspondant & des norma-
lisations différentes ne doivent pas étre distingués. Dans ce cas, il n’y
a qu'un point fixe, et la perturbation correspondant a la valeur propre
nulle n’est plus aprelée marginale mais redondante, en ce sens qu’elle
ne change qu’une normalisation de toute fagon arbitraire.

(ii) En changeant la valeur de A, il est facile de trouver aussi des points fixes
de la forme |k|*, 0 < o < 2 (o > 2 est exclu car le coefficient de k2
est strictement positif). Mais ces points fixes ne sont plus des fonctions
régulieres de k et correspondent a des distributions moins concentrées
autour de la valeur moyenne. En particulier, ces distributions n’ont pas
de second moment (g?).

Dans le langage du groupe de renormalisation, elles correspondent a
d’autres classes d’universalité, c’est-a-dire d’ensembles de distributions
qui convergent vers ces points fixes.

Variables aléatoires entiéres. Dans ce cas, la fonction initiale w(k) est une
fonction périodique de période 27. A chaque itération, la période est multipliée
par A, et les valeurs possioles de la variable aléatoire g sont divisées par A. Le
point fixe w, (k) correspond & une fonction qui n'est plus périodique et donc
une variable aléatoire ¢ prenant des valeurs réelles. Cela refléte la propriété
qu’il n’y a convergence qu’en mesure.

3.3 Marche au hasard et mouvement brownien

Nous considérons ma:ntenant un processus stochastique, une marche au
hasard, en temps discrets. d’abord dans R?, ensuite sur le réseau Z¢ des points
de coordonnées entiéres.

Un tel processus est spécifié par une distribution de probabilité Py au
temps initial n = 0 et une densité de probabilité de transition p(q,q’) du
point g’ vers le point q que nous supposons indépendante du temps n.
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Ces conditions définissent une chaine de Markov, un processus markovien,
en ce sens que le déplacement au temps n ne dépend que de la position au
temps n mais pas des positions aux temps antérieurs, et homogéne ou sta-
tionnaire, ¢’est-a-dire invariant par translation du temps.

Notre but est de montrer, d’abord dans le continu, ensuite sur le réseau,
qu’asymptotiquement dans le temps, pour la classe des marches au hasard
locales, une notion que nous définirons plus loin, on retrouve de nouveau des
lois asymptotiques gaussiennes universelles.

Cela nous permettra d’introduire aussi les notions de limite continue et
d’intégrale de chemin.

3.3.1 Marche dans ’espace continu

Terminologie. Dans ce qui suit, pour ne pas alourdir le langage, nous par-
lerons souvent de probabilités alors qu’il s’agit de densités de probabiliteé.

Soit P,(q) la probabilité pour un marcheur d’étre au point q au temps n.
Pour une chaine de Markov stationnaire, la distribution de probabilité P, (q)
satisfait & I’équation d’évolution ou de récurrence

Pryi(q) = / &g’ p(a, ) Pale),  pland) >0, (3.21)

(appelée aussi équation maitresse) du type Chapman-Kolmogorov. La conser-
vation des probabilités implique la condition

/ddq pla,q') =1. (3.22)
On vérifie alors, en intégrant I’équation (3.21) sur q,
[darint@ = [dari@= [don@-1. G2

De facon générale, l'itération de ’équation (3.21) conduit &

P,.(q) i/ddqo d%q1 ... d%u—1 p(d, An—1) - - - p(az, 91)p(a1, 90) Po(qo).-
(3.24)

3.3.2 Invariance par translation et localité

Symétries de translation. Nous avons déja supposé que la marche est in-
variante par translation du temps en choisissant p indépendant de n. Nous
supposons maintenant, de plus, que la probabilité de transition est invariante
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par translation d’espace et donc
pla,d) = pla —q). (3.25)

Dans ces conditions, I’équation de récurrence prend la forme d'une équation
de convolution :

Prii(a) = / g’ p(q — ) Palel), (3.26)

généralisation de I’équation (3.6).

Localité. Nous ne considérons que des fonctions de transition qui généra-
lisent les distributions de la section 3.1, c’est-a-dire dérivables par morceaux
et & variation bornée pour chaque variable, et satisfaisant une propriété de
décroissance exponentielle appelée ici localité, a cause de 'interprétation de
marche au hasard : qualitativement, les grands déplacements ont une proba-
bilité trés faible. Plus précisément, nous supposons donc que les probabilités
de transition p(q) satisfont une borne du type (3.1),

plq) < Me #al M >0, (3.27)

De plus, nous supposons que la distribution initiale Py(q) est aussi locale,
c’est-a-dire satisfait la méme borne exponentielle, du moins pour |q| assez
grand :

Py(q) < Me #al pour |¢| > R. (3.28)

Comme cas limite, nous admettrons des distributions certaines de la forme
Po(@) = 5 (q — ).

o1l 6@ est la distribution de Dirac a d dimensions.

Représentation de Fourier. L’équation (3.26) est une équation de convolu-
tion qui se simplifie aprés transformation de Fourier. Nous introduisons donc

Po(k) = / dlg e Py(q), (3.29)

qui est aussi une fonction génératrice des moments de la distribution P,(q).
La reéalité de P,(q) et la condition (3.23) entrainent

P*(k) = B,(~k), P,(k=0)=1.

De méme, nous introduisons
509 = [ dig e pla) (3.30)

qui est aussi une fonction génératrice des moments de la distribution p(q).
Avec la notation

(f(a)) = /ddq f@)p(q), (3.31)
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le développement en puissances de k peut s’écrire

i) = Z Bakin - Ki (Gngi @) (3.32)

{=0 11422, y00

La réalité de p(q) et la condition (3.22) entrainent
p*(k) = p(=k), p(0)=1.
Prenant le module de I'équation (3.30), on trouve la borne
) <1 (3.33)

De plus, la borne n’est atteinte qu’a l'origine k = 0. Enfin, la condition de
décroissance (3.27) implique que la fonction p(k) est une fonction analytique
holomorphe dans | Imk| < p.

Vecteurs et valeurs propres. Notons que la représentation de Fourier (3.30)
peut se récrire

/ddq/ p(q o q/) e—ik.q' _ ﬁ(k) ekik.q, (334)

et donc les fonctions =9 et (k) peuvent étre considérées comme les vec-
teurs propres et valeurs propres, respectivement, de p considéré comme un
opérateur intégral. L’opérateur a un spectre continu et la condition (3.33)
est en accord avec 'analyse plus générale de la section 3.4.1, mais pour des
raisons un peu différentes : les modules des vecteurs propres ne sont pas in-
tégrables. En particulier, le vecteur propre correspondant & la valeur la plus
grande gk = 0) = 1 est P(q) = 1 dont I'intégrale sur q n’existe pas. Avec
I’hypothése d’invariance par translation, la distribution P,(q) ne converge pas
vers une distribution asymptotique.

3.3.3 Fonction génératrice des cumulants
11 est aussi commode d’introduire la fonction
wik) =lnpk) = w'k) =w(-k), w(0)=0, (3.35)

fonction génératrice des cumulants de p(q). La régularité de 5 et la condition
p(0) = 1 impliquent que w(k) a un développement régulier a k = 0. Posant

w(k) = —iw k- Z w P kaky + O(EP)
ab—'

et identifiant les coeflicients du développement de w avec les moments de la
distribution p(q), on obtient la relation (2.32) :

wl = ((ga — (aa)) (@ — (@) -
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La matrice w(?) est définie positive, sauf pour une distribution certaine que
nous excluons. En effet, pour tout vecteur |X| =1,

2
3 X)X, = < [Z Xa(ga— <qa>)} > >0,
a,b a

comme valeur moyenne d’une quantité strictement positive.
La décroissance de Py ot Py(0) = 1 implique que In Py(k) est holomorphe
a k = 0. Nous posons aussi

In By(k) = —iqq - k + O([k[?),

ou qp est la position moyenne initiale.

3.3.4 Marche au hasard : comportement asymptotique

En termes des composantes de Fourier, I'équation (3.26) prend la forme

Pria(k) = (k)P (k) = Pu(k) = 7" (k) Py (k).
Par conséquent,

Pala) = g7 [ A% € 0O A K) (3.36)

Nous cherchons maintenant a déterminer le comportement asymptotique de
la distribution P,(q) pour n — 0.

Avec les hypothéses satisfaites par Py et p, le comportement asymptotique
se déduit d’arguments trés proches de ceux qui conduisent au théoréme de la

limite centrale. Pour n — oo, U'intégrale (3.36) est dominée par un voisinage
d’ordre 1//n de k = 0 et donc

Pn(q) ~

d
/ddk’ exp |iq-k —iqe -k — inwD .k — g Z wc(l%)kakb

a,b=1

1
(27)?

1 1 .
- o |- S0
a,

(27n)4/2v/det w®)

avec
Q=q-qo—nw.
La distribution n’a pas de limite puisque elle tend vers zéro en tout point,
mais seulement un compcrtement asymptotique.
De nouveau, les termes négligés sont de deux types, des corrections multi-
plicatives d’ordre 1/+/n et des corrections additives décroissant exponentiel-
lement avec n.
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La probabilité de trouver le marcheur est centrée autour de la trajectoire
rectiligne uniforme
qn = qo + nw'?,
et w(1) a donc une interprétation de vitesse moyenne.
La variable aléatoire qui caractérise la déviation par rapport 4 la trajectoire
moyenne,

X=Qvn,

a une distribution gaussienne asymptotique universelle :

1 1
) e T aatw®

1 -
L.(X exp ~§ZXQ[W<2)]ab1Xb . (337)
a,b

Seule I'interprétation est ici un peu différente de celle du théoréme de la
limite centrale, car n est une variable de temps. Ce résultat implique que la
déviation moyenne par rapport a la trajectoire moyenne augmente comme
la racine carrée du temps. C’est une propriété caractéristique du mouvement
brownien.

3.3.5 Limite du temps continu

Pour simplifier la discussion, nous supposons maintenant p(q) = p(—q) et
donc w; = 0, et nous faisons un changement affine de coordonnées tel que

ol we est un nombre positif.
La distribution gaussienne limite prend la forme

1

e—q2/2nw2 )
(2mnwg)4/2

Pu(q) ~

En faisant un changement d’échelle de temps, on peut définir par continuité
un processus de diffusion ou mouvement brownien associé en temps continu.
Soit t et & deux réels positifs et n entier tel que

n=[t/e], (3.38)

ou [e] dénote la partie entiére. On prend alors la limite £ — 0 & ¢ fixé et donc
n — 0.

Si le temps t est mesuré avec une précision finie At, dés que At > ¢,
le temps peut &tre considéré comme une variable continue pour toutes les
fonctions continues du temps.

On fait aussi un changement d’échelle de distance

q=x/\e. (3.39)



72 Transitions de phase et groupe de renormalisation

Comme la fonction gaussienne est continue, la distribution asymptotique
prend la forme

]. 2
—d/2 —x“/2twa
g~ P.(q) o o(t,x) = —————(2 Fs) 2 e X 2wz (3.40)

(Le changement de variables sur q entraine un changement de normalisation.)
Cette distribution est solution de I’équation aux dérivées partielles

0
égﬂ(t, x) = 2w, V2II(t, ), (3.41)

qui a la forme d'une équation de diffusion ou équation de la chaleur. Dans
la limite n — oo, et dans des variables macroscopiques adaptées, on obtient
donc un processus aléatoire qui peut entiérement étre décrit dans un temps
continu.

La distribution asymptotique II(¢,x) conduit & la loi d’échelle caractéris-
tique du mouvement brownien. Les moments de la distribution satisfont

(x*) = /ddxXQmH(t,x) o ™. (3.42)

La variable x/v/ a donc des moments indépendants du temps. Comme 'in-
dique aussi le changemen: (3.39), on peut donc attribuer au vecteur x une
dimension 1/2 en unité de temps (ce qui correspond aussi & attribuer au
chemin brownien une dimension de Hausdorf deux).

3.3.6 Corrections a la limite continue

11 est simple d’étudier comment des perturbations a la distribution gaus-
sienne limite décroissent avec ¢.
Nous choisissons une condition aux limites certaine,

Py(q) = 6“(q — o),

ot 69 (q) est la distribution de Dirac. Alors, (équation (3.36))

P.(q) = /ddk eikcagnulk)

1
(2m)

Nous supposons toujours que p(q) est pair et que nous avons choisi un systéme
de coordonnées tel que le développement de la fonction réguliére w(k), définie
n (3.35), en puissances de k s’écrive

’U)(k) ——d}zk + Z Z “’ il .. 'ki,» .

r=311,.
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Aprés le changement d’échelle (3.38, 3.39), ce qui sur les variables de Fourier
correspond & k = k+/¢, on trouve

nw(k) = tw(k),

W2 9 2—-1 e .
w(k) = T + Z{{r/ Z Wi, B - K
r=3 B1yeenyt
On voit que les contributions décroissent d’autant plus vite que les puissances
de k sont élevées quand € = t/n tend vers zéro.
Dans la limite continue, la distribution prend la forme

1 -
II(t, x) = 2y /ddmevm-x etw(s)

Dérivant par rapport au temps t, on vérifie que II(¢,x) satisfait a ’équation

aux dérivées partielles linéaire

9 _ | W22 r/2-1 e 9 9
8tH<t’X)_ 2!Vx 25 Z w II(¢, x),

gl et 81'1'1 3%‘,.

V1 yerarly

utilisant la propriété que la multiplication par « de la transformée de Fourier
correspond a la dérivation de la fonction par rapport a z.

Dans ce développement, les contributions qui contiennent le plus de dé-
rivées, tendent le plus vite vers zéro, puisque chaque dérivée supplémentaire
est affectée d’un facteur /e

3.3.7 Marche au hasard sur réseau

Le plus souvent les marches au hasard sont formulées sur un réseau. Nous
considérons donc le réseau a d dimensions formé par les points de coordonnées

entieres q = (q1, . .., 44d)-

Soit alors P,(q) la probabilité pour le marcheur d’étre au point q au
temps n. La probabilité P,(q) satisfait '’équation de récurrence (3.21) ou les
intégrales sont remplacées par des sommes :

Popa(@) = Y pla,d)Pa(d)- (3.43)
qlezd
La conservation des probabilités implique les conditions
S R(@=1, Y plad)=1= Y Pyqg) =1. (3.44)
qczZd q€ezd q€eZ4

De plus, nous supposons que le processus est ergodique, c’est-a-dire qu’il existe
une probabilité non nulle de relier deux points arbitraires du réseau.

Symétries. Nous nous limitons de nouveau aux probabilités de transition
invariantes par translation d’espace, et donc

pla,q) = pla—q). (3.45)
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Alors, 'équation de récurrence prend la forme d’une équation de convolution

Pupi(@) = Y pla—d)Pu(d),

q/ ezd

généralisation de ’équation (3.17).

De plus, nous supposons que les probabilités de transition p(q) possédent
les symétries du réseau correspondant a des transformations linéaires de type
isométrie, c’est-a-dire qu’elles sont invariantes par le groupe cubique, un
groupe fini & 279d! éléments engendré par les transpositions et la réflexion

Qs G qd) = PG G Girts e qa) Vi
{p(q1 Git1s Gir - qd) = @1y s Qi Qi 1s- - > Q) (3.46)

p(—q1,--.,q4) = p(—=q1,- -, 4d)-

Le groupe cubique est un sous-groupe du groupe orthogonal O(d) (rotations—
réflexions dans RY). 11 admet le groupe symétrique ou groupe des permutations
¢ — (p(; engendré par les transpositions, ainsi que toutes les réflexions
g; — —q; comme sous-groupes. Par exemple, pour le réseau carré, son action
sur un point (g1, ¢2) enger.dre les huit éléments

(€1q1,€2q2) et (e2g2,€1q1),
avec €1 = 1, eo = £1.
Toutes les directions sur le réseau sont donc équivalentes.

Localité. Nous nous restreignons aux probabilités de transition p(q) ayant
une propriété de localité, ¢’est-a-dire satisfaisant une borne du type (3.27) :

pla) < Me 9l M, pu>0.

Ceci comprend I'exemple classique ot les seuls déplacements possibles corres-
pondent aux voisins sur le réseau.

De plus, nous supposons aussi que la distribution initiale Py(q) est locale,
¢’est-a-dire satisfait 4 la méme borne exponentielle :

Py(q) < MeHal,
Un cas particulier est une position de départ certaine q = qg, et donc

Po(q) = 6‘1Q() .

Avec ces hypothéses, on démontre que dans la limite asymptotique n — oo,
la variable aléatoire X = (q—qg)/+/n, ott qo dépend de la distribution initiale
au temps n = 0, a de nouveau une distribution asymptotique gaussienne
donnée par

1 2
L'X)= —— ¢ X/2uz, 3.47
N ) (2ﬂ_w2)d/2 ( )
ol wo dépend de la probabilité de transition. La démonstration du résultat
découle d’une généralisation simple de la méthode utilisée en section 3.3.4.
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3.3.8 Séries de Fourier

Dans le cas d’une probabilité de transition invariante par translation, la
distribution P, (q) peut se calculer par transformation de Fourier. Nous posons

Po(k) = Y e 9P, (q) = Pi(k) = Pu(-k), Pu(k=0)=1, (3.48)
qEZ?

ainsi que

plk) =Y e ®9p(q) = p7(k)=p(-k), p0)=1, (3.49)
A

ou les propriétés (3.44, 3.45) ont été utilisées. Les fonctions P, et p sont des
fonctions périodiques des composantes k; du vecteur k, et ces composantes
peuvent donc étre restreintes & —m < k; < m (un domaine appelé en physique
une zone de Brillouin).

Prenant le module de I’équation de définition, on trouve la borne

A <1, (3.50)

Si dans la zone de Brillouin, la borne est atteinte pour k # 0, les contributions
asymptotiques dues & ces autres maxima ont un comportement oscillatoire et
s’annulent en moyenne (¢f. la discussion en fin de section 3.1.4). Nous ne
considérons dans la suite que le maximum a k = 0.

La borne exponentielle (3.27) implique de nouveau que la fonction p(k)
est une fonction analytique holomorphe dans | Imk| < u. Posons

pk) = "™ = w (k) = w(—k), w(0)=0. (3.51)

La régularité de p et la condition p(0) = 1 impliquent alors que w(k) a un
développement convergent a k = 0.

On vérifie que, parce que k- q a la forme d’un produit scalaire, la fonction
p(k) est invariante par le groupe des transformations (3.46) appliquées au
vecteur k. La symétrie (3.46) entraine que la fonction (k) est symétrique et
paire dans toutes les composantes du vecteur k et, en particulier, réelle. Aucun
terme impair en k ne peut étre pair dans toutes les composantes du vecteur.
Un seul terme quadratique est symétrique, le carré scalaire du vecteur. La
fonction w(k) admet un développement en série de Taylor & k = 0, que nous
paramétrons comme

w(k) = —wk?/24 O(k*), wy >0, (3.52)

la positivité de w, résultant de l'inégalité (3.50).
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3.3.9 Comportement asymptotique. Limite continue

Apreés transformation de Fourier, 'équation (3.43) s’écrit
Payi(k) = () Pa(k) = Pa(k) = 5" (k)Fy(k).
Par conséquent,

1

Py(q) = L

/ A9k etk a 57 (k) Py (k). (3.53)

Pour n — oo, lintégrale (3.53) est dominée par les valeurs maximales de
[p(k)| et, comme expliqué en section 3.1.4, seul le voisinage du maximum a
k = 0 contribue au sens des mesures. A cause de la forme (3.52) de w(k), pour
k — 0, seules les valeurs de k d’ordre 1//n contribuent a 'intégrale (3.53).
Nous pouvons donc négliger les termes d’ordre k* dans w(k).

De plus, avec I'hypothése (3.28) In Py(k), out Py(k) est la série de Fourier
associée A la distribution initiale, est réguliére et nous posons

Py(k) = exp [—ik - qo + O(k*)] ,

ou qg est la position initiale moyenne. Les termes d’ordre k% ou plus sont
négligeables.

Pour les mémes raisons que dans la méthode du col, dans la limite n — oo,
on peut intégrer dans (3.53), dans 'approximation gaussienne, sur toutes les
valeurs de k réelles sans restriction a une période (la zone de Brillouin). On
en déduit la forme asymptotique

Pn(q) ~

(_q_—;‘lo)i} . (3.54)

/ (2mwen)4/2 exp {* 2wan

Nous sommes ramenés a une situation trés semblable a celle de la section 3.3.2.
Pour n — oo, la probabilité P,(q) prend une forme gaussienne universelle qui,
de nouveau, ne dépend que de propriétés générales de la fonction de transition
pla—dq').

Remarques.

(i) De méme que dans le cas du théoréme de la limite centrale des probabi-
lités discuté en section 3.1.4, la convergence vers la loi gaussienne n’est
valable qu’au sens das mesures.

(ii) La distribution asymptotique a une symétrie de rotation — elle ne dé-
pend que du module du vecteur q — qp — et admet donc un groupe
de symeétrie plus grand que la fonction de transition p(q) qui n’a que la
symétrie du réseau.

(iii) Cette forme gaussienne asymptotique est valable pour des temps grands
et pour des distances |q| < n.
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Limite continue. Nous changeons maintenant d’échelles de temps et de
distance,
t=ne, x=(q-qVE, (3.55)

et prenons une limite ¢ — 0 & ¢ et x fixés, et donc n = O(1/¢) (plus précise-
ment, n et les composantes de q — qqg sont les parties entiéres des expressions
correspondantes).

Comme nous 'avons déja noté, si les variables macroscopiques t et x sont
mesurées avec une précision finie, du point de vue de toute fonction continue,
elles peuvent étre considérées comme des variables continues. La distribu-
tion asymptotique, définie pour toute variable réelle par continuité, prend la
forme (3.40) :

_ 1 —x2/2wat .
II{t,x) = —__—_(27rw2t)d/2 e . (3.56)
Le temps t et les coordonnées x sont les variables qui décrivent, a 1'échelle
macroscopique, le mouvement brownien engendré par la dynamique microsco-
pique sur réseau (3.43). L'universalité a permis de définir une limite continue,
dans la mesure ou la structure de réseau et les détails du processus élémentaire
ont disparu.

Enfin, la distribution (3.56) est solution de I'équation (3.41), une équation

du type diffusion ou de la chaleur isotrope dans I’espace continu R?,
% = L, ViII(t,x).

Exemple. On peut vérifier les propriétés démontrées dans cette section
sur exemple de la marche au hasard avec déplacements limités aux proches
voisins sur le réseau. Dans cet exemple, p(q) s’annule sauf si q = te,, ot e,
est le vecteur unitaire dans la direction ¢ = 1, ..., d. Dans ce dernier cas, p(q)
vaut 1/2d. Alors,

d d
~ 1 —ik-e, ikee,\ _ 1 _ 2 4
p(k):%;(e +e )_E;cosku = w(k) = —k*/2d + O(k*),

ol k, sont les composantes du vecteur k. Prenons comme condition initiale
un point de départ certain q = 0 et donc

Py(q) = bq0 = Pok)=1.

De nouveau, p(k) a un autre maximum dans la zone de Brillouin, correspon-
dant & k1 = ko = -+ = kg = m. Mais ce maximum ne contribue pas au sens
de la convergence en mesure. Dans ces conditions, la distribution asympto-
tique est

d\Y?* .,
= (1) e,
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3.3.10 Dilatation de I’échelle des temps et points fixes

Si T'on ne s’intéresse gu’aux propriétés asymptotiques de P,(q) pour
n — 00, on peut généraliser la stratégie utilisée en section 3.2 dans le cadre
du théoréme de la limite centrale pour justifier directement les propriétés
d’universalité.

Ici, 'idée naturelle est de faire un changement d’échelle de temps d’un
facteur deux. Autrement dit, on part de n = 2™, et on remplace a chaque
itération p par Tp :

(ToYa—d)= > pla—qa")p@" —dq).
q// EZ(i
Ceci correspond en transformée de Fourier a la transformation

(Tw)(k) = 2w(k).

Développant en puissances de k, on vérifie qu’une telle transformation n’a,
avec nos hypothéses, qu'un point fixe trivial w(k) = 0. Mais I'étude 3.2 a
montré qu'une plus grande classe de points fixes devient accessible si la trans-
formation est combinée avec une renormalisation de ’échelle de distances,
q — Aq, avec A > 0. Nous considérons donc la transformation

(Thw)(k) = 2w(k/\).
Remarquons, & nouveau, qu’a chaque itération, les périodes des fonctions w(k)
dans chaque composante k; sont multipliées par A, ce qui du point de vue de
Iensemble des valeurs des variables q, correspond & un réseau dont le pas a
été divisé par A.
Les points fixes w, de cette transformation sont solutions de
2wy (k/A) = wa (k).
Avec la condition de symétrie cubique (équation (3.52))
we(k) = —Iuwok? + O(k%).
Pour k| — 0, I'équation de point fixe entraine

21112//\2 = w2,

qui n’a de solution non-triviale que pour A = v/2. Alors, les coefficients des
termes de degré plus élevés s’annulent. On trouve les points fixes

w, (k) = —Lwak?,

qui correspondent & des probabilités de transition gaussienne.
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Suivant 'exemple de la section 3.2 dans le cas des distributions a va-
leurs moyennes nulles, on peut alors étudier la stabilité du point fixe, et le
taux de décroissance des perturbations dans le temps. La discussion est trés
semblable, la seule différence notable étant que les vecteurs propres sont des
polynémes homogenes pairs de d variables, invariants par le groupe cubique.
Par exemple, en dehors du terme marginal associé & un changement de wo, les
termes inessentiels les plus importants sont des polyndmes de degré quatre

> kL ()

Enfin, comme & une transformation d’échelle d’un facteur 2 du temps corres-
pond une transformation d’échelle d’un facteur v/2 des distances, on en déduit
la loi d’échelle (3.42), |x| o< v/t, qui peut étre interprétée comme attribuant
une dimension 1/2 en unité de temps a la variable de position.

Les deux propriétés asymptotiques essentielles de la marche au hasard,
convergence vers une distribution gaussienne et loi d’échelle sont donc repro-
duites par cette analyse de type groupe de renormalisation.

3.4 Marche au hasard : remarques
complémentaires

Pour compléter cette étude, nous faisons des remarques générales sur
les chaines de Markov stationnaires, dans 'esprit du théoréme de Perron—
Frobenius. Dans cette section, nous supposons que le processus est ergodique
et apériodique, ce qui est réalisé, par exemple par la condition p(q,q’) > 0
pour toute paire q,q’.

3.4.1 Distribution asymptotique

Asymptotiquement pour n — oo, le comportement de P,(q) solution des
équations (3.21) ou (3.43) dépend des valeurs propres de module le plus grand
de p(q,q’) considéré comme opérateur. Nous nous plagons dans le cas du
réseau, et donc de I'équation (3.43), mais la généralisation & ’espace continu
est simple.

Les vecteurs propres V et valeurs propres r de p satisfont I’équation

> pla,d)V(d) =rV(q). (3.57)

q/ cR4

Sommant sur q et utilisant la condition (3.44), on en déduit

Y Vid)y=r) Via),

q/ ERd' qER‘l
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pourvu que la somme converge. Si, de plus, la somme ne s’annule pas, la valeur
propre r = 1. Passant aux valeurs absolues, on trouve I'inégalité

> pla,d)V(d) > Ir| [V(a)l

q’ER’l

et, donc, sommant sur q, si la somme converge,

STVl =i Y Vi),

geR4 geERY

ce qui entraine |r| < 1. Si |r| = 1, |V(q)| est une distribution stationnaire.
De plus, V(q) doit avoir une phase constante et peut donc étre choisi positif.
Done, seule la valeur propre r = 1 a module 1 et la solution stationnaire de
Péquation est la limite asymptotique de P, pour n — 00, avec une convergence
exponentielle.

Dans le cas des fonctions de transition invariantes par translation, la condi-
tion de sommabilité n’est pas satisfaite, ce qui explique les différences de com-
portement.

3.4.2 Equilibre détaillé

Bien que cela ne soit pas utile dans ce chapitre, mais dans le but d’un
rapprochement avec le chapitre 4, nous présentons briévement une classe
de processus aléatoires qui satisfont une condition d’équilibre détaillé. Cette
condition s’exprime en termes de la probabilité de transition p(q, q') par une
relation entre un processus et le processus inverse :

p(q,d)Poc(a’) = p(d’, a) Poo(a), (3.58)
ou P, est une distribution de probabilité

Po() >0, /dquoo<q> ~1.

Intégrant 'équation (3.58) sur q’ et utilisant la condition (3.22), on obtient

Prol(q) = / A’ pl(a, o) Poo ().

La distribution Py (q) est donc la distribution asymptotique du proces-
sus (3.21) quand n — oc.

Si Pso(q) est strictement positif, ce qui par exemple est impliqué par la
condition p(q,q’) > 0, on peut définir

T(a,q") = P"*(q)p(q,a)PY?(d) = T(d, q),

qui correspond & un opérateur symétrique réel. Avec quelques conditions tech-
niques faibles supplémentaires, cet opérateur a un spectre discret réel et joue
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le réle de la matrice de transfert de la section 4.1.2, le temps du processus
aléatoire devenant I'espace du modéle statistique sur réseau.

Dans 'exemple invariant par translation de la section 3.3.2, la condition
d’équilibre détaillé est formellement satisfaite si p(q) = p(—q), mais alors la
fonction P, = 1 n’est pas normalisable. Cependant, le spectre de p reste réel.

3.5 Mouvement brownien et intégrale
de chemin
Si nous ne nous intéressons qu’a la distribution asymptotique, dont nous
avons montré qu’elle est indépendante de la probabilité de transition initiale,

nous pouvons l'obtenir, dans la limite continue, & partir de probabilités de
transition gaussiennes de la forme (nous supposons l'invariance par rotation)

1

— —a?/2uwy
p(a) (2rwg)dZ

Dans le cas d’une position initiale certaine q = qo = 0, l'itération de I’équation
de récurrence (3.43) conduit alors a (équation (3.24))

1
T3 /ddq1 ds ... d%,_1 e S(a0az,an) (3.59)

Pp(a) = e

avec q, = q et

(e —qe1)®
S(qo, a2, -+, an) = ZT
=1

Introduisons les variables de temps macroscopiques
=40, T,=ne=t,
et un chemin x(7) continu, linéaire par morceaux, (figure 3.1)

T —T¢—1
Te — Te—1

x(1) = Ve |qe1 +

(qe — (M—l):| pour o_1 < 7 < 70

On vérifie que S peut alors s’écrire (avec la notation x(7) = dx/dr)
1 L. 2
S(x(r)) = — [ (x(r))7dr, (3.60)
21,U2 0

avec les conditions aux limites

De plus,

n—1
d —-8(x) .
Frla) = (27Tw2 d/Q / (H (27wse) d/2> ¢ ’ (3.61)
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Fia. 3.1 — Un chemin contribuant a l'intégrale (3.59) (d = 1) avec z; = z(7%).

Dans la limite continue € -» 0, n — oo avec t fixé, I'expression (3.61) devient
une représentation de la distribution de la limite continue

H(t,x) ~ 5_d/2pn (q)

sous forme d’une intégrale de chemin, que nous notons symboliquement
I(t,x) = / [dx(r)] e=SCD) (3.62)

ou [|dx(7)] veut dire somme sur tous les chemins continus qui vont de l'origine
au temps 7 = 0 & x au teraps t. Les trajectoires qui contribuent a l’'intégrale
de chemin correspondent eu mouvement brownien, une marche au hasard en
temps et espace continus. Cette représentation du mouvement brownien par
intégrale de chemin, initialement introduite par Wiener, est donc aussi appelée
intégrale de Wiener.

Calcul de Uintégrale de chemin. Nous avons introduit la notion formelle
d’intégrale de chemin. On pourrait craindre que son calcul nécessite un retour
a sa définition comme limite d’intégrales avec des temps discrets. Heureuse-
ment ce n’est pas le cas. 1’intégrale de chemin peut étre calculée sans faire
référence au processus limite, & une normalisation globale prés. Cest ce que
nous montrons maintenant,.

Pour calculer I'intégrale, nous changeons de variables (une translation pour
chaque temps 7 qui doit étre considéré comme un index a valeurs continues) :

x(1) = (1) = x(1) — £(7),
ot f(7) est la solution de I’équation variationnelle

=0 & %x(r)=0
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satisfaisant aux conditions aux limites x(0) = 0, x(¢) = x. Elle correspond au
mouvement rectiligne uniforme qui joint ’origine au point x, dans le temps ¢ :

f(ry=x7/t.

Au sens du changement de variables, f(7) doit étre considéré comme un en-
semble de constantes paramétré par la variable 7. Comme le changement de
variables est une translation, le jacobien est égal & 1.

Le chemin r(7) satisfait alors aux conditions aux limites

r(0) =r(t) =0.
La translation conduit a
2 ¢ t
S= 2—;—2 {XT + 2/0 dre(7) -x/t+/0 (I"(T))QdT:I .

Le terme linéaire en r s’intégre explicitement et s’annule & cause des conditions
aux limites. On en déduit

I(t,x) = N e % /2wt

ou la normalisation A est donnée par I'intégrale de chemin

N = /[dr(T)] e’s(”,

avec r(0) = r(t) = 0. Cette normalisation ne peut pas étre calculée dans
le continu, mais ne dépend plus de x et est donc une fonction de ¢ qui est
déterminée par la conservation des probabilités.

L’intégrale de chemin permet donc de calculer la distribution de probabilité
dans la limite du continu, par des méthodes du continu.

Remarque importante.

(i) La notation x semble suggérer que les chemins contribuant a 'intégrale
de chemin sont dérivables. Il n’en est rien. Dans la limite du continu,
nous savons que

(i) =x(7)) = [ da'(e — 217 = ). x =) = wafr — 7|

Nous voyons que les chemins typiques sont continus puisque le membre
de gauche s’annule pour 7 — 7’. En revanche, pour calculer la moyenne
de la dérivée au carr¢, il faut diviser par (1 — 7/)? et faire tendre 7
vers 7'. Le membre de droite diverge alors. Les chemins typiques du
mouvement brownien sont continus mais pas dérivables ; ils ne satisfont
qu’une condition de Holder d’ordre 1/2 :

[x(r) — x(r")| = Ol —7'|'/?),
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Néanmoins, la notation x est utile car les chemins qui donnent les contri-
butions dominantes & 'intégrale de chemin sont dans un voisinage des
chemins dérivables.

(i1) Comme l'expression (3.61) le montre, dans le symbole [dz(7)] est cachée
une normalisation indépendante de la trajectoire, mais dont il est difficile
de tenir compte dans la limite continue. C’est pourquoi on calcule, en
général, le rapport de 'intégrale de chemin et d’une intégrale de chemin
de référence dont le résultat est connu.

Exercices

Exercice 3.1. On considére une marche au hasard markovienne sur un ré-
seatt carré bidimensionnel. A chaque pas de temps, le marcheur, soit reste
immobile avec probabilité 1 — s, soit se déplace d’une maille de réseau dans
une des quatre directions possibles avec la méme probabilité s/4, 000 < s < 1.
Enfin, au temps n = 0 le marcheur est au point q = 0.

Trouver la distribution asymptotique de la position du marcheur aprés n
pas quand n — oo.

Solution. 1’étude générale a montré que la distribution asymptotique est sim-
plement reliée a la série de Fourier associée & la probabilité de transition

p(k) =1—s+ Lscosks + Lscosks.

Alors,
w(k) = pk) = —1s (ki +k3) + O(k*).

On en déduit la distribution gaussienne asymptotique (¢ = |q|)

Ry (q) ~ et
s

Exercice 3.2. On considdre une marche au hasard markovienne sur un ré-
seau cubique, c’est-a-dire dans Z*. A chaque pas le marcheur, soit reste im-
mobile avec probabilité 1 -~ s, soit se déplace d’une maille de réseau dans une
des six directions possibles avec la méme probabilité s/6, ou 0 < s < 1. Enfin,
au temps n = 0 le marcheur est au point q = 0.

Trouver la distribution asymptotique de la position du marcheur aprés n
pas quand n — oo.

Solution. La série de Fourier associée & la probabilité de transition est main-
tenant
plk) =1— s+ zscosk; + 3scosks + 3scosks.

Alors,
w(k) =Inpk) = —Ls (ki + k5 +k3) + O(k*).
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On en déduit la distribution gaussienne asymptotique

3/2
3 .
Rulg) ~ ( ) o=34"/2ms.

2mns

Exercice 3.3. Etudier la stabilité locale du point fixe gaussien, correspon-
dant a la loi de probabilité

_1_ e_q2/2

palq) = VT

par la méthode de la section 3.2, mais appliquée directement a Péquation

[Tapl(a) = A / dq'p(q’)p(Ag — ¢'). (3.63)

On déterminera d’abord la valeur de A pour laquelle la loi de probabilité
gaussienne pg est un point fixe de 7).

Posant p = pg + 0p, on développera I’équation (3.63) au premier ordre en
dp. On montrera que les vecteurs propres de Popérateur linéaire agissant sur
dp sont de la forme

pp(q) = (diq)ppc(qx p>0.

On en déduira les valeurs propres associées.

Solution : quelques éléments. On retrouve A = /2. On linéarise 'équation.
On note que la conservation des probabilités entraine

1:/dqp(q):/dQ[pG+5p(q)]:1+/dq5p(q) = /dqép(q)zo-

Posant
[To(pc + 6p)] = pa + L3p + O (6p]%) ,

ou 'action de l'opérateur linéaire £ sur une fonction §p est donnée par

£50)(g) = 27 / d¢’ pa(d)sp(a — 4,

on vérifie que les vecteurs propres de £ ont la forme proposée en intégrant un
certain nombre de fois par parties.

Exercice 3.4. Marche au hasard sur le cercle. Pour exhiber les propriétés
asymptotiques quelques peu différentes de la marche au hasard sur des va-
riétés compactes, on se propose d’étudier la marche au hasard sur le cercle.
On suppose toujours l'invariance par translation. La marche au hasard est
alors spécifiée par une fonction de transition p(q — ¢') ot ¢ et ¢’ sont deux
angles correspondant aux positions sur le cercle. La fonction p(g) est, de plus,
supposée périodique et continue. Déterminer la distribution asymptotique de
la position du marcheur partant de ¢ = 0 au temps n = 0.
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Solution. A cause de I'invariance par translation, I’équation d’évolution est en-
core une convolution, qui se simplifie en transformée de Fourier. Mais, comme
la fonction p(q) est périodique et continue, elle admet un développement en

séries de Fourier :
o~
p(g) = e fe
LeZ
avec

1 [t »
pe=5- / dq " p(q),
-7

et donc
po=1/2m, |pe|l <1/2r pour £#0.

Donc au temps n, la distribution de la position du marcheur s’écrit

Poq) =0

[45Y/

Pour n — o0, la somme converge exponentiellement vers la contribution £ = 0
et donc

1
P = —
ce qui est la distribution uniforme sur le cercle.
La valeur maximum de |j;| pour £ # 0, qui donne la correction dominante,

définit un temps
1
T=max———,
e#0  In|pel
caractérisant la décroissance exponentielle des corrections, appelé temps de
relazation.

Exercice 3.5. On considére un processus markovien avec, comme fonction
de transition dans ’espace: continu, la fonction gaussienne

p(g,q') = \/12—7r exp [—1(q — Ag)?],

o A est un parameétre réel avec |A| < 1.

Montrer que p(q, ¢') satisfait a la condition d’équilibre détaillée (3.58). En
déduire la distribution asvmptotique au temps n quand n — oo. Associer a
p(q,q") un opérateur symétrique réel comme expliqué en section 3.4.2. Pour
déterminer les valeurs propres de lopérateur p de module inférieur & 1, on
pourra alors utiliser les résultats de la section 4.6.1.

Solution. Le rapport p(q,¢’)/p(¢, q) se factorise en un rapport de deux fonc-
tions de ¢ et ¢’ qui correspondent & des distributions normalisables. On en
déduit (équation (3.58)) la distribution asymptotique

Poola) = V(1= 22)/2me (1X007/2,
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On introduit alors 'opérateur symétrique réel qui a le méme spectre que p
(cf. section 3.4.2) :

T(g,¢) = exp [— 31+ M) (¢ + %) + Mgd'] .

1
Var
Pour A > 0, on peut poser A = e~? # > 0, et aprés une transformation linéaire
sur g, ¢’ on retrouve l'expression (4.32) et donc les valeurs propres sont

T = e ko , k>0.
Le cas A < 0 s'obtient par exemple en posant A = —e~? et le spectre est
Tk = (—1)k€_k0

k>0.

3

Plus directement, on pourra étudier 'action de p sur les fonctions

Le résultat est alors obtenu par des intégrations par parties successives.






Chapitre 4

Mécanique statistique classique :
une dimension

ANS CE CHAPITRE, nous placant dans le cadre de la mécanique statis-

tique classique, nous discutons des modeéles sur réseau unidimensionnel.
Bien que du point de vue de la physique, certains des modéles que nous allons
décrire soient quelque peu artificiels, ils ont une utilité pratique en tant que
versions simplifiées de modéles a plusieurs dimensions d’espace et nous rap-
prochent donc peu a peu de la physique que nous voulons étudier. Par ailleurs,
leur étude va nous permettre d’introduire un certain nombre de définitions et
concepts nécessaires pour la suite.

Ces modéles sont définis de la maniére suivante. A chaque site du réseau,
nous associons une ou plusieurs variables aléatoires a valeurs réelles. Les mo-
déles sont alors spécifiés par un poids de Boltzmann, c¢’est-a-dire une mesure
de probabilité fonction de I'ensemble de ces variables aléatoires.

Les quantités qui nous intéressent sont la fonction de partition et sur-
tout les fonctions de corrélation qui sont les valeurs moyennes de produits de
variables aléatoires en des sites différents.

De nouveau, la notion de localité, dont nous donnerons une définition plus
précise dans les chapitres suivants, joue un réle essentiel : les corrélations
directes entre sites différents induites par le poids de Boltzmann doivent dé-
croitre suffisamment vite avec la distance.

Dans ce chapitre, nous étudions I'exemple local le plus simple : celui de
modéles qui ne comportent que des interactions de proches voisins sur le
réseau. Pour de tels modéles, les fonctions de corrélation peuvent étre calculées
par un formalisme de matrice de transfert.

Nous présentons donc d’abord quelques propriétés générales des matrices
de transfert dans le cadre de modéles unidimensionnels. Nous nous servons
de ce formalisme pour établir certaines propriétés des fonctions de corré-
lation, comme la limite thermodynamique ou limite de volume infini, le
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comportement & grande distance de la fonction a deux points, et introdui-
sons la notion trés importante de longueur de corrélation.

Les fonctions de corrélation connexes, cumulants de la distribution, jouent
un role particulierement important. En effet, ces fonctions décroissent a grande
distance, une propriété appelée propriété d’amas.

Nous appliquons le formalisme de matrice de transfert a 'exemple d’un
poids de Boltzmann gaussien, que nous étudions en détail. Nous calculons
la fonction de partition et les fonctions de corrélation explicitement. Nous
observons que, dans la limite de basse température, la longueur de corrélation
tend vers Uinfini, ce qui permet de définir & nouveau une limite continue.

Nous montrons que les résultats de la limite continue peuvent étre re-
produits directement en résolvant une équation aux dérivées partielles dans
laquelle toute trace de la structure initiale de réseau a disparu.

Enfin, nous exhibons une classe un peu plus générale de modéles qui ont
la méme propriété : longueur de corrélation qui diverge et limite continue.

4.1 Interactions de proches voisins. Matrice
de transfert

Nous considérons le réseau unidimensionnel des points de coordonnées
entiéres de la droite réelle. A chaque point k € Z du réseau sont attachées une
ou plusieurs variables réelles g (par exemple, la déviation d’une particule de
sa position d’équilibre). Dans ce qui suit, nous nous limitons & une variable
réelle par site, mais la généralisation & plusieurs variables est simple.

Nous définissons d’abord un systéme sur un réseau fini de taille n,
k € [0,n], imposant par commodité des conditions aux limites périodiques :
¢n. = qo, ce qui donne au réseau une structure de cercle et permet de construire
une suite de modéles invariants par translation. Mais notre but est d’étudier
la limite de taille infinie n — oo, appelée aussi dans ce contexte limite ther-
modynamique.

Le modéle statistique est alors spécifié par un poids statistique (une dis-
tribution de probabilité) que nous écrivons sous la forme particuliére

pn(@) =¢ D /Z, . q={g} R, (4.1)

ou Z, est une normalisation, appelée fonction de partition, qui est déterminée

par la condition
/ (H d%) pula) =1,
k=1

Z, = / (H qu> e Snl@), (4.2)
k=1

et donc
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On peut se demander pourquoi singulariser une normalisation qui n’est pas
une quantité physique. La raison de son utilité est la suivante : les dérivées lo-
garithmiques de la fonction de partition par rapport aux différents paramétres
dont elle dépend (comme la température) sont elles des valeurs moyennes et
donc des quantités physiques.

4.1.1 Interactions de proches voisins

La fonction S,(q) peut souvent étre écrite comme la somme de termes a
un site w(g) qui spécifient la distribution des variables ¢ en 1’absence d’in-
teraction, et d’une énergie d’interaction &,(q) qui corrélent les sites :

n
Sula) = Y wia) + =Y (43)
k=1
le parametre T étant physiquement la température.

Pour un systéme invariant par translation sur le réseau, £,(q) est inva-
riant dans la substitution ¢; — ¢;41. Par ailleurs, 'interaction est locale si la
corrélation directe entre deux sites décroit suffisamment vite avec la distance.
Les interactions de la forme

5n(CI>:ZE(Qkan+lz-~-7q1c+m)y m>07
k=1

avec la convention qx = qi si k = k' (mod n), sont appelées interactions de
portée finie et fournissent un exemple d’interactions locales. C’est d’ailleurs
une telle forme particuliére de 'interaction qui donne son sens & la notion de
réseau et distingue la position & d’un simple index décrivant un ensemble de
n variables.

L’exemple particulier que nous étudions ici en détail est l'interaction de
proches voisins m = 1 o chaque variable g; n’est directement corrélée qu’aux
variables attachées aux sites voisins sur le réseau. Dans ce cas, la fonction
Sn(q) prend la forme particuliére

Snlq) = Z S(qr-1, %), (4.4)
k=1

avec S(q",q") = S(q',q").
Nous supposons, de plus, S(g,q’) continue par morceaux et, pour assurer
la convergence des intégrales, nous imposons

S(a:q") > gl +14')), n>0. (4.5)

Cette restriction est un peu forte, mais commode pour les systémes que nous
voulons étudier.

Remarque. Avec 'hypothése (4.4), la fonction de partition est donnée par
une expression assez semblable a la distribution de probabilité (3.24), aux
conditions aux limites périodiques prés.
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4.1.2 Matrice de transfert et fonction de partition

Pour discuter la physique des modéles statistiques classiques sur réseau
dans le cas d’interactions de proches voisins, un outil se révéle particuliérement
utile : la matrice de transfert.

Notons que le formalisme de la matrice de transfert, que nous allons in-
troduire, se généralise a des systémes statistiques classiques sur réseau en di-
mension d’espace arbitraire, avec interaction de portée finie (avec un nombre
fini de sites directement corrélés).

Nous introduisons 'opérateur T associé au noyau symétrique réel

ot

[T)(¢",q') = e 5. (4.6)
L’opérateur T est appelé la matrice de transfert du modéle statistique. Cette
dénomination provient des exemples ou la variable ¢ ne prend qu'un nombre
fini de valeurs et donc T est une matrice.

Dans cette représentation, le produit de deux opérateurs O, et Os repré-
sentés par les noyaux O1(q’, q) et O2(¢’, ¢) prend la forme

Kbom¢ﬂw:/dwox¢nwouw@y (4.7)

La trace est définie par

trO = /dq@(q,q), (4.8)

une définition dont on vérifie en la combinant avec la régle de produit (4.7),
qu’elle satisfait bien la condition cyclique tr O20; = tr 010s.

On vérifie alors qu’avec la borne (4.5), les traces de toutes les puissances
de T existent.

Fonction de partition. Avec ces définitions, la fonction de partition (4.2)
peut s’exprimer en terme de la matrice de transfert par (go = gn)

Z, = / H qu[T](qk_l,qk) =trT". (4.9)
k=1

4.1.3 Espace de Hilbert et matrice de transfert

Pour la suite, il est commode d’introduire un espace de Hilbert auxi-
liaire H : il s’agit ici de I’espace vectoriel réel normé des fonctions de carré
sommable d’une variable réelle g. Le produit scalaire de deux fonctions f,g
est défini par

mwzéwﬂmm.

Le formalisme d’espaces ce Hilbert (mais en général complexes) joue un role
central dans la construction de la mécanique quantique. L’étude de la matrice
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de transfert qui suit, s’inspire directement des méthodes de la mécanique
quantique.
La matrice de transfert agit alors sur les fonctions par

[T¢)(q) = /dQ’ (T(q, ¢ )¥(q).

De l'existence de tr T* on déduit que, si f appartient a H,
ITFI < 1717 (te T2,

et donc T f est de carré sommable et, de plus, I'opérateur T est borné dans H.
L’opérateur T est symétrique réel. Il est diagonalisable dans H, son spectre
est réel et ses vecteurs propres réels et orthogonaux. Comme la trace de T?
est fini, le spectre est, de plus, discret et les valeurs propres ont zéro comme
seul point d’accumulation.
Dans la suite, nous notons ¢,,(g) les vecteurs propres réels, normalisés de
T, associés aux valeurs propres (toutes réelles ) 70 > |71| > |m2|. .. :

ﬁMM@w%WPmm@7/®mU—L

Enfin, [T "} peut alors s’exprimer comme une combinaison linéaire de
) q,q P
projecteurs sur les valeurs propres sous la forme

=Y mu(@u(d). (4.10)
v=0

La fonction de partition peut aussi s’exprimer en terme des valeurs propres
{(équation (4.9)) :

Z, =trT" = Z . (4.11)
Opérateur position. Pour I'étude des fonctions de corrélation, il est utile

d’introduire également l'opérateur (non borné) Q, analogue de l'opérateur
position en mécanique quantique, qui agit par multiplication :

[Qul(a) = q¥le) = [QT)(q.¢) =q[T)(g.q). (4.12)
Introduisant le noyau de I'identité §(q — ¢'),
[ daste" - 000.4) = 0",

o 6(gq) est la distribution de Dirac, on peut écrire le noyau correspondant &
Q sous la forme

[Ql(q.¢') = q6(g—q').
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4.2 Fonctions de corrélation

Fonctions de corrélation : définition. Nous définissons maintenant les fonc-
tions de corrélation des variables gi. Dans la suite, la notation (e)  signifiera
valeur moyenne de e par rapport au poids statistique e=5» /Z,,. Avec cette no-
tation, nous définissons la fonction de corrélation a p points comme le moment
de la distribution (go = ¢y.),

n
<q1g1qe2 . qu>n = Z;l / <H dqs> Qe qe, - - - G, e~ Sn(a) (4.13)

s=1

4.2.1 Fonction a un point

La fonction a un point, qui est la valeur moyenne de g¢, est donnée par

n
(qe),, = erl/ (H dqs> gee™ 59,
s=1

L’intégrale peut se récrire

n n—1 n—1
/ (H dqs> gee S = /dQe QZ/dQn 1T das JTITN(gs, gs40)
s=1

s=0+1 s=¢£

£—1 ¢
x /HdQSH[TJ(Qs—th).
s=1 s=1

Intégrant sur toutes les variables sauf ¢,, on trouve

Zolad)y = [ daead T (ac )
Introduisant maintenant I'opérateur (4.12), on remarque

[QT](qfa q@) = qZ[T](q& qg)a
et donc

2, (ae), = [ dan QT 000

L’intégrale restante donne la trace du produit d’opérateurs (équation (4.8)).
La fonction & un point s’écrit donc

(@), = tr T"Q/ tr T* . (4.14)

Invariance par transiation. L’expression (4.14) montre que la valeur
moyenne est indépendante du point £. C’est en fait une conséquence directe
de deux propriétés : la matrice de transfert est indépendante des points sur le
réseau ; nous avons choisi des conditions aux limites périodiques qui ont donné
au réseau une structure de cercle. Ceci induit une invariance par translation
sur le réseau.
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4.2.2 Fonction de corrélation a p points

La fonction de corrélation & deux points, valeur moyenne du produit des
valeurs de ¢ en deux points £1, ¢y du réseau, est définie par

n
<qelqé2>n = Znﬂl/ (H dqs) qe,qe, e;sn(q) .
s=1

La fonction Z (51, £2) est symétrique dans 'échange ¢1 < £5. Supposons par
exemple €5 > £;. La méthode utilisée pour la fonction a un point permet alors
d’établir la relation

(@e,ae,),, = tr QT#~0 QT et/ grpm, (4.15)

De nouveau, comme conséquence de I'invariance par translation, la fonction a
deux points ne dépend que de la distance entre les deux points sur le réseau.
Plus généralement, si nous supposons les points ordonneés ¢, <l <... <4,

(90,9, - 42,), = /(H dqs> .40, - - - qr, €59

—tr QT %1 Q... T* QT4 QT %+ /tr T™ (4.16)

Fonction génératrice. Comme nous l'avons fait dans le chapitre 2, il est
utile d’introduire la fonction génératrice des fonctions de corrélation

Z Z bélbfg cobe, (g e, - qe,), = <epobgqg>

p= 0 V2N
(4.17)
Elle est proportionnelle a la fonction de partition d’un systéme ou un terme
linéaire en ¢, différent en chaque site, a été rajouté.

4.3 Limite thermodynamique

Nous évaluons maintenant la fonction de partition et les fonctions de cor-
rélation dans la limite de volume infini, appelée, dans ce contexte, limite
thermodynamique. A une dimension d’espace, le volume se réduit a la taille n
du réseau.

4.3.1 La fonction de partition

La limite thermodynamique fait intervenir directement le spectre et les
vecteurs propres de lopérateur T dans l'espace H des fonctions de carré
sommable.
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Valeur propre dominante de la matrice de transfert. Pour les systémes
unidimensionnels que nous étudions ici, on démontre que 7y, la valeur propre
de module maximum de T, est positive et non dégénérée ou simple, et que
o(q) est une fonction de signe constant, qu'on peut donc choisir positive (cf.
appendice B.1).

Limite thermodynamigue. Pour n — oo, la fonction de partition, exprimée
en termes des valeurs propres de la matrice de transfert (équation (4.11)), est
dominée par la valeur propre de module maximum 7y et donc

Zn o~ Ty
T—00
La quantité
Wp=ThZ,, (4.18)

ot, dans le contexte de la physique statistique, T est la température et W,
Uénergie libre, est donc asymptotiquement proportionnelle a la longueur n et
Wy /n, la densité d’énergie libre, a une limite finie :

lim lVV =Tln7. (4.19)
n—o0 1
Pour une grande classe de systémes de physique statistique a plusieurs di-
mensions d’espace qui satisfont & la propriété d’amas (cf. section 4.4), cette
propriété se généralise : dans la limite thermodynamique, 1'énergie libre est
proportionnelle au volume. De fagon plus directe, cette propriété est une consé-
quence de la portée finie des interactions.
Dans ce qui suit, nous omettrons en général le facteur de proportionnalité
T, nécessaire & I'interprétation physique, mais qui ne joue le plus souvent
aucun role pour les questions que nous voulons étudier.

4.3.2 Fonction a un point

Nous utilisons maintenant lexpression (4.14) pour évaluer la valeur
moyenne de ¢g. Dans la lircite thermodynamique n — oo, la matrice T™ est do-
minée par ses valeurs propres les plus grandes. Alors, du développement (4.10)
on déduit

T")(a.q), =_r5olalbola’) +O(T)
et donce

trQT"’Z n:oorgl/dqug(q).

La valeur moyenne de g a une limite finie donnée par

(@)= Jim 5 QT e = [ daqui(a)



4. Mécanique statistique classique : une dimension 97

Brisure spontanée de symétrie. En général, la valeur moyenne {(gs) ne joue
pas de role particulier puisqu’il suffit de faire la translation

qe — qp = qe — {qe)

pour la supprimer. Ce n’est que si une valeur de ¢ est privilégiée que la situa-
tion est différente. Par exemple, si le systéme est invariant dans la réflexion
q — —gq, une valeur moyenne non-nulle a un sens de brisure spontanée de
symétrie (¢f. chapitre 7).

Cette situation se rencontre si l'interaction satisfait

S(q¢",q¢")y=S(-4",—¢) = [TI(¢",¢) = [TI(—¢", —4").

A une dimension, avec interaction de proches voisins (ou de courte portée), une
telle brisure spontanée de symétrie est impossible. I.’argument est le suivant :
pour que

(ae) = / dqqv2(g)

soit différent de zéro, il faut que la fonction 1g(q) ne soit pas symétrique,
¢’est-a-dire ne soit ni paire ni impaire. La valeur propre 74 est alors dégénérée
(ici double) car ’état symétrique 1o(—g) est un vecteur propre indépendant :

To = /dqdq’ Yo(g) T, )vo(q) = /dqdq’ Yo(=¢)TI(q", O)vo(—q)-

Or, avec les hypothéses de ce chapitre, on peut démontrer qu’a une dimension,
la valeur propre Ty est non dégénérée (cf. appendice B.1).

Comme la symétrie de réflexion ne peut pas étre brisée spontanément, une
transition de phase avec ordre est impossible.

4.3.3 Fonction a deux points et longueur de corrélation

Limite thermodynamique. Pour la fonction & deux points, avec le méme
argument on trouve

(ge,q6,) = ﬁ/de(I'wo(Q)[QT"Q‘“Q](q,Q')wo(Q')- (4.20)

To

Comportement & longue distance. Examinons maintenant le comportement
de la fonction & deux points & grande distance ¢ = {1 — £2| — oo (supposant
pour simplicité |m2| < |r1]). Utilisant le développement (4.10),

T(a.¢) = bo(@e(d) + v (alin(@) + O(F),

on obtient
{qeqo) = (@)° + A}(11 /70)" + O ((12/70)")
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avec

A= / dq q 1 (q)o(a).

Le terme dominant est une constante, le carré de la valeur moyenne de g.
Comme noté plus haut, il peut étre éliminé en redéfinissant les variables gy, :

QG — q = q — {Q)

ainsi que
Q=Q-(q.

La fonction a deux points de g’ décroit alors exponentiellement pour ¢ — oo
(supposant A; # 0, sinon il faut prendre le terme suivant) :

(abg0) = (@ = (2))(q0 — {a))) = AT(11/70)" + O ((m2/70)") -

De facon générale, on caractérise cette décroissance par la longueur de corré-
lation

= lim —————. 4.21
$= TRl (4.21)

On trouve ici
£ =In(ro/m1). (4.22)

Limite continue. Supposons que la matrice de transfert dépende d’un para-
métre tel que, pour une certaine valeur de ce paramétre, la longueur de corré-
lation tende vers 'infini. Alors, comme nous le montrons explicitement dans
I'exemple gaussien, il est possible de définir une limite continue, et les fonc-
tions de corrélation de la limite continue peuvent étre calculées a partir d’une
équation aux dérivées partielles ou d’une intégrale de chemin (¢f. chapitre 5).

4.4 Fonctions connexes et propriété d’amas

De fagon générale, l'expression (4.16) montre que la fonction & p points a
comme limite thermodynamique (pour 1 < £y < --- < £p)

(ae.qe, - -qe,) = /dq dq" ¥0(9)[0)(g,9")%0(d), (4.23)

fp—t,
To

avec

0 = QT4 41 TH4QTe4q.

La question que nous avons examinée dans le cas de la fonction & deux points
se pose de facon plus générale : identifier la combinaison qui décroit a grande
distance et caractériser la décroissance des corrélations quand la longueur de
corrélation est finie.
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Nous avons montré en section 4.3.3 que c’est la fonction a deux points des
variables auxquelles leur valeur moyenne a été soustraite,

(g6, — (qe1)) (qey — <q£2>)> = (q6:9¢,) — (96,) {922)

qui décrolt a4 grande distance. La combinaison ainsi obtenue, qui est le
deuxiéme cumulant de la distribution, est aussi appelée fonction & deuz points
conneze et sera notée

<q€1q€2>c = <q€1q22> - <q51> <q32> ’

Cette propriété se généralise aux cumulants de degré plus élevé. Par exemple,
il est simple de le vérifier pour la fonction a trois points. Le cumulant de degré
trois ou fonction de corrélation connexe & trois points, est donné par

<Qe1q£2%> = <qe1> <q€2> <q53> + <ql1 q[2>c <q£3> + <qlzq&>c <qél> + <q€3QZ1>C <q£2>
+ <q€1q€2(I£3>c .

Utilisant les expressions explicites (4.23), on vérifie que (qs, ge,qe,), décroit
exponentiellement quand ¢y — ¢1| ou |¢5 — #5| tendent vers l'infini.

Plus généralement, utilisant les techniques de la section 2.5.2, on introduit
une fonction génératrice des cumulants,

W(b) = In Z(b), (4.24)

ou Z(b) est la limite thermodynamique de la fonction génératrice (4.17). Elle
est par définition la fonction génératrice des fonctions de corrélation connexes :

(0]

1

Wb) =3~ Y bebe--be, (a0 ae,), -
p=0 P 21,82,...,8,

Notons qu’elle est aussi ’énergie libre d’un systéme ou un terme couplé
linéairement & g, différent en chaque site, a été ajouté a Iénergie de confi-
guration.

Propriété d’amas. Ce sont les fonctions de corrélation connexes qui ont
des propriétés de décroissance & grande distance. Elles s’expriment sous forme
d’une propriété dite d’amas (cluster en anglais).

Notons <q51Qg2 ...qu>c la fonction & p points connexe. Séparons alors les
p points £1,£s, ..., %, en deux sous-ensembles non vides disjoints I et J. Ap-
pelons distance entre ces deux sous-ensembles de points la quantité

D= min |€l - £]|
L€l ;e
Alors,
Dlgnoo <q51 ey - - - qu>c =0. (425)
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Avec les hypothéses de ce chapitre, on peut montrer plus précisément que la
fonction de corrélation décroit au moins comme e~ /¢, on € est la longueur
de corrélation (4.22).

Ce résultat est valable pour des systémes statistiques plus généraux que
ceux étudiés ici. La démonstration a partir de la forme explicite (4.23) est
assez semblable & 'argument combinatoire 2.3.2.

4.4.1 Variable moyenne et limite thermodynamique

Il est instructif d’étudier le comportement des moments de la variable

aléatoire moyenne
1 n
Q= n ;;1 qe

dans la limite thermodynamique n — oo.
D’abord, par invariance par translation,

(@) =(q),, -

Le second moment est li¢ a la fonction & deux points, et donc a deux points
connexe, en effet,

(@), = Y lantedn = = 3 a0t = (% + =3 (laoar)),

n
01,0, 0=01—62 ¢

Dans la limite thermodynamique, la fonction a deux points connexe décroit
exponentiellement pour |[¢| — oo d’une fagon déterminée par la longueur de
corrélation. Si la longueur de corrélation est finie, la somme sur £ converge.
Le second cumulant de la distribution de @ tend alors vers zéro :

Q= (@), ~ L (qoqe), -

Nn—oon
4

De facon plus générale, considérons la fonction génératrice des sommes
b
Zn(b) = ("),

Comparant aux expressions (4.1), (4.2), (4.4), on vérifie que Z,(b) s’exprime
en terme de la fonction ce partition Z,(b) associée & la fonction

S(q,q';b) = S(q,q') — 3bla + q)

par

Zn(b> - Zn(b)/zn(o)

Pour |b] assez petit toute 'analyse de la limite thermodynamique est valable,
et donc asymptotiquement

InZ,(b) ~ nW(b),

n—oo
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ou la fonction W (b) est reliée a la fonction génératrice des fonctions de corré-
lation connexes (4.24) par

W (b) = W(be = b)/n..

De plus, cette équation relie les coeflicients du développement en puissances
de b & des sommes de fonctions de corrélation connexes. La propriété d’amas
entraine, au moins si la longueur de corrélation est finie, que toutes les sommes
convergent sauf une qui correspond & 'invariance par translation et donne le
facteur n. La fonction W(b) est donc développable & b = 0. On trouve des
résultats tout a fait analogues a ceux du théoréme de la limite centrale (cf.
équation (3.8) avec la correspondance b = ik). Quand la longueur de corréla-
tion est finie, les moments de la moyenne des variables gy, ont le comportement
prédit par le théoréme de la limite centrale, bien que les variables gy ne soient
pas indépendantes. Ce résultat indique que des comportements collectifs im-
pliquant de fortes corrélations ne peuvent se produire que quand la longueur
de corrélation tend vers Uinfini.

4.5 Modéles statistiques : exemples simples

Avant d’aborder le cas gaussien, que nous étudions en détail, nous illustrons
I’analyse précédente par quelques exemples simples.

(i) Température infinie ou variables indépendantes. Considérons l'expres-
sion (4.3). Quand l'énergie de configuration £ est nulle ou la tempéra-
ture 7" infinie, les variables en des sites différents sont indépendantes.
La matrice de transfert se factorise :

[T)(q.q') = e @2 e ld)/,

et prend la forme d’un projecteur sur le vecteur e “(@/2 Done la valeur
propre correspondant a ce vecteur est positive et toutes les autres valeurs
propres s’annulent. De facon peu surprenante, la longueur de corrélation
est nulle.

(it) Systemes invariants per translation. La limite opposée correspond &
prendre S(q,q’) de la forme

S(¢,q') = E(¢ — ¢)/T,
ou E(g) est une fonction paire.

Nous reconnaissons alors une version de la marche au hasard étudiée
en section 3.3, & une dimension dans l'espace continu, la matrice de
transfert jouant le role de la probabilité de transition. Dans cet exemple,

la borne (4.5) n’est pas satisfaite et nous la remplacons par

E(q) > plal-
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La matrice de transfert se diagonalise par transformée de Fourier :

Tl(ag) = [ dk o1 1),
avec )

k) = = [ ag e/

) = 5= [ da

La matrice de transfert a donc un spectre continu avec valeurs propres
7(k). La limite thermodynamique est dominée par le voisinage de k = 0.
La longueur de corrélation est infinie. On peut alors définir une limite
continue qui est directement reliée au mouvement brownien de la sec-
tion 3.3.1. Dans ce probléme, le temps est remplacé par la position sur
le réseau et la probabilité de saut par la matrice de transfert.

Limite de basse température. Considérons maintenant 'exemple
S(a.¢') = 3(a— ¢)?/T + 5 (w(a) +w(d)),
ou T est physiquernent proportionnel & la température et la fonction

w(q) est une fonction réguliére (par exemple un polynéme) positive avec
un minimum unique & ¢ = qo

w(@) = swa(a = 90)* + 0 (¢~ @)*).

Pour T — 0, la configuration dominante a la fonction de partition cor-
respond a tous les ¢ égaux. La fonction & p points se réduit a

("), = /dqqp e—nw(q) // dg e—nwla)

Alors, pour n — oc. seul le voisinage de la configuration ¢ = ¢ contribue
et (gP),, — qi. Pour le calcul des fonctions connexes, on peut introduire
la fonction génératrice

Z(b) = ()
La limite n — oo reléve de la méthode du col. On peut donc approximer
w(q) par swa(g — gn)*. La fonction génératrice est donnée par

Zn(b) o /dq e—nwz(q—q(;)2/2+bq x ebq()+b2/2nw2‘

et donc la fonction génératrice des fonctions connexes par
W, (b) = bgo + b /2nws,

un résultat analogue au théoréme de la limite centrale. En particulier,
puisque la fonction 4 deux points est constante, la longueur de corréla-
tion est infinie ce qui se comprend puisque 'énergie de configuration est
dominée par le terme invariant par translation.

Enfin, pour étudier le voisinage de T' = 0, on peut aussi remplacer w(q)

par 'approximation quadratique. On est alors conduit & une distribution
gaussienne que nous discutons maintenant.
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4.6 Le modéle gaussien

Nous étudions maintenant de fagon détaillée 'exemple d’un poids de Boltz-
mann gaussien correspondant a une fonction (4.3) quadratique.

A chaque point k € Z du réseau est attachée une variable réelle z; (par
exemple, la déviation d’une particule de son point d’équilibre) et un poids
statistique

pule) = oS0 )z,

ol nous choisissons la fonction S, (x) de la forme particuliere

J 1
Sn(z) = [ﬁ (zp — zp_1) + §w2xi , w,J>0. (4.26)
k

Dans linterprétation physique, le paramétre positif 1" est la température, la
constante J caractérise l'intensité de l'interaction entre proches voisins et w
caractérise la distribution pour T = +00, qui peut étre engendrée par un
potentiel harmonique V(z) = %w2x2 correspondant & une force de rappel a
Péquilibre.

D’aprés 'analyse de la section 4.5, on s’attend & ce que les comportements
collectifs apparaissent a basse température, ol la corrélation entre points voi-
sins est la plus forte. En effet, pour T — 0, la configuration dominante est
obtenue en minimisant I’énergie et correspond & tous les xj égaux.

Il est commode de changer de normalisation, posant

2
wy/w?+4T]J’

et d’introduire le paramétre > 0 défini par

Tr = A\ avec A=

cosh® = 1 +w?T/27, (4.27)

qui est proportionnel a VT pour T — 0 :
6 Y T/J.

Dans ces nouvelles variables, la fonction S, (équation (4.3)) devient

n

Su(@) = S(qe,qx1) (4.28)
k=1

avec, dans la notation (4.4),

1
S(q.q) = 2 4+ ¢'*) coshf — 2¢¢'] . 4.29
(4.0) = 5= [(@" +d") qq'] (4.29)
Nous calculons d’abord les quantités qui nous intéressent pour un réseau fini
k € [0,n], imposant des conditions aux limites périodiques : g, = go, et
étudions ensuite la limite du systéme infini, n — oo.
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Pour simplifier les expressions, il est aussi commode de changer la norma-
lisation de la fonction de partition et d’écrire la densité de probabilité

(Q) - 1 1
Prid) = Z(n,0) (27 sinh §)"/2

e~ Sn(@), (4.30)

ou la fonction de partitioa est alors donnée par

-~ . dg exn [—
Z(n’9>"/<1£11 m) p[ Sn(q)] (4.31)

4.6.1 Matrice de transfert gaussienne : propriétés
algébriques

La matrice de transfert T est maintenant associée au noyau (pour plus de
détails ¢f. section 4.1.2) :

T)(g.q') =~ exp | —
CU = rsnhe ¥ | 2sinho

L’opérateur T est symétrique réel. Le noyau [T|(q, ¢') satisfait la borne (4.5)
et donc toutes les traces des puissances de T existent. Son spectre est discret,
réel et borné, et ses vecteurs propres sont orthogonaux.

De plus, on vérifie que T est positif (¢f. aussi section 4.8). En effet, utilisant
I'identité

((q2 +¢'*) cosh @ — 2qq') . (4.32)

1 ; ’ 2 s 1 N2 .
— | dp ePla—a) P sinh6/2 _ e—{a—d)7/2 smh97 4.33
27 / P v 2w sinh 6 ( )

on trouve, pour toute fonction f de l'espace de Hilbert H,

2

(f Tf) — _1_ /dp e—p2 sinh §/2 /dq etPq e—tanh(9/2)q2/2 f(q) >0
b 27r .

Ses valeurs propres sont donc positives.

Dans ce qui suit, nous utilisons directement les notations et résultats de la
section 4.3. En particulier, nous notons 1, les vecteurs propres de T corres-
pondant aux valeurs propres 7,. Nous introduisons aussi 'opérateur position
Q, défini par Péquation (4.12), et qui agit de facon multiplicative sur les fonc-
tions de l'espace de Hilbert :

[Qvl(g) = qv(a).

Pour des raisons qui serout explicitées plus loin, les vecteurs et valeurs propres
de T peuvent étre déterminés par une méthode algébrique inspirée de la so-
lution de l'oscillateur harmonique quantique.
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Opérateurs d’annihilation et de création. Dans le langage de la mécanique
quantique, 'opérateur Q est 'opérateur position. Il est utile d’introduire aussi
lopérateur D, proportionnel a 'opérateur impulsion P de la mécanique quan-
tique, qui agit sur le sous-ensemble dense des vecteurs différentiables de 'es-
pace de Hilbert par

. dy

D@ =5 (134)

On vérifie la relation de commutation (avec la notation [U, V] = UV — VU)
D.Q =1,

ou 1 est I'opérateur identité. Utilisant la notation T pour indiquer la conju-
gaison hermitienne avec la définition pour tout opérateur O :

(f,0g) = (O'f,9),

on remarque que

Q=Qf, b=-D', T=T"
Par exemple,
(1D9) = [ daf(@g'@) ~~ [ da'(@9(a) = (D).
On définit alors deux opérateurs
= (D+Q)/v3, Al=(-D+Q)/V2, (4.35)

appelés respectivement, dans le langage quantique, opérateurs d’annihilation
et de création. Réciproquement,

Q=(A+ANV2 (4.36)
Le commutateur de A et At est
A AT =1. (4.37)

Matrice de transfert et opérateurs A, A'. Utilisant la forme expli-
cite (4.32), on vérifie d’abord ’équation

a —0 a /
— > — — T =0.
{aq tg+e <a ; q)} [T](g,4") =0
Faisant alors agir les opérateurs AT et TA sur un vecteur i arbitraire, on
obtient
0
vaATi(o) = [ af (5 +0) (Tiaauta)
= "’/dq (g (q - —) [T](q.q")

- / dg' [T)(q.¢) (aa, +q ) w(g) = v2e [TAY)(g),

I
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aprés une intégration par parties. On en déduit les relations de commutation

AT =e TA = AT =¢'TAT (4.38)

4.6.2 Matrice de transfert. Vecteurs et valeurs propres

Les relations de commutation (4.38) permettent de déterminer le spectre
et les vecteurs propres de la matrice de transfert.
Si ¢, est le vecteur propre de T associé a la valeur propre 7,

ATy, =1, Aly, = TATY, .

Donc, si ATy, ne s'annule pas et est de carré sommable, A4, est aussi un
vecteur propre, associé a la valeur propre e %7, <1,

Montrons que la premiére condition est toujours satisfaite. L’équation
ATy = 0 s'écrit expliciternent

—9'(q) + qi(q) = 0.
La solution est .
b(q) x et /2,

qui n’est pas de carré sommable. Il n’existe donc pas de vecteur ¢ dans H tel
que ATy = 0.
Le méme raisonnement, appliqué & A, donne

ATy, =7, Ay, =e P TAY, .

Donc, si Ay, est de carré sommable et ne s’annule pas, Ay, est aussi un
vecteur propre, associé & la valeur propre € 7, > 7,.

Mais comme l'opérateur T est borné, il existe nécessairement une valeur
propre maximum 7. Le vecteur propre correspondant vy est donc tel que

Ay =0. (4.39)
Explicitant ’équation (4.39), on trouve 1’équation différentielle

¥6(q) + qibo(g) =0,
dont la solution ,
tolg) e 9 /2
est bien de carré sommable.
On en déduit que les vecteurs

v
wu S8 (AT) 1/107
dont on vérifie qu'ils sons bien normalisables, sont les vecteurs propres de T

associés aux valeurs propres

o =e .
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Calculant la trace de T de deux facons différentes, on trouve enfin

tr'l = /dq [T](Q7q) 281nh(9/2 ZTV = —_—6’ .

On en déduit les valeurs propres

T, =e W20 5, (4.40)

Opérateur hamiltonien. 1’opérateur
H=A'A+] (4.41)

est analogue a 'opérateur hamiltonien de I'oscillateur harmonique en méca-
nique quantique (dans un systéme d’unité ou la constante de Planck A = 1
et avec fréquence unité). Il commute avec la matrice de transfert puisque
(relations (4.38))

ATAT =e P A'TA = TATA |

et a donc les mémes vecteurs propres. Pour déterminer les valeurs propres
correspondantes, on fait agir ATA sur un vecteur propre :

ATA(AT)4hp .

Commutant I'opérateur A systématiquement avec les opérateurs Af placés
a sa droite au moyen de la relation (4.37), et utilisant finalement I’équa-
tion (4.39), on en déduit

Hy, = (v + )iy (4.42)

De ces valeurs propres, on déduit alors la relation entre matrice de transfert
et hamiltonien quantique
T =exp (—6H). (4.43)

Enfin, notons que H, exprimé en termes des opérateurs Q et D, s’écrit

H=-1D%+1°Q?. (4.44)

4.6.3 Fonction de partition. Fonctions de corrélation
Fonction de partition. La fonction de partition peut s’écrire (section 4.1.2) :

e—no/2

—nb(v
Z(n,0) =tr'T" = Ze no(v+1/2) — g

(4.45)

Fonctions de corrélation. Comme la mesure est gaussienne, il suffit de
calculer les fonctions 4 un et deux points, les autres s’obtenant par le théoréme

de Wick.
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Le calcul explicite repose sur quelques identités simples. D’abord, utilisant
les relations de commutation (4.38) et la cyclicité de la trace, on trouve

tr T"A™ = tr T"AT™ =0 pour m > 0.
Avec les mémes ingrédients, on obtient
tr AATT" = e tr ATAT™,

La relation de commutation (4.37) permet alors d’en déduire

trAtA T = tr T™.

ent

Fonction a un point. La relation (4.36) entraine que la fonction & un point
est proportionnelle &

tr QT™ o tr(A + AHYT" =0.
C’est un résultat qui déccule, en fait, directement de la symétrie [T)(g,q’) =
[Tl(~q, ")
Fonction & deux points. La fonction & deux points est donnée par (équa-

tion (4.15))
{q0qs),, = tr T QTG tr T .

Utilisant ’équation (4.45), la relation (4.36) et les relations de commuta-
tion (4.38), on obtient le résultat explicite

1 cosh((n/2 — [£])0)
2 sinh(n8/2)

(qoqe),, = (4.46)

Limite thermodynamique. Dans la limite thermodynamique n — oo (cf.
section 4.3), la fonction de partition (4.45) se comporte comme

Z(n,0) ~e /2,

et donc la densité d’énergie libre (définie par I’équation (4.18)) W/n a une
limite finie : T 0

im lVV =—InZ=-T--
n 2

n—oo N
Dans la limite de basse température T — 0, la relation (4.27) entrainent

0 ~w+/T/J et donc
lim lW ~ —%wT\/T/J.

n-—00 1

De méme, la fonction & deux points devient

(qoqe) = 2e 740 (4.47)
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Comportement a grande distance. L’expression (4.47) montre que la fonc-
tion & deux points décroit exponentiellement i grande distance. On caractérise
cette décroissance par la longueur de corrélation (définie en (4.21))

£— 1 14 1 1
= lim — = ==,
t—oo In(l{qoqe))) In(ro/m1) 6
en accord avec le résultat général (4.22) et le spectre (4.40). Pour T — 0,
c’est-a-dire a basse température,

et donc la longueur de corrélation diverge.
Par ailleurs,

S {g0ge) = 57—

" 2tanh(6/2)
et donc la distribution R, (Q) de la variable moyenne Q = ), g¢/n tend vers
la gaussienne (section 4.4.1)

R.(Q) ~ y/ntanh(8/2)/m o—ntanh(6/2)Q*

4.7 Modéle gaussien : limite continue

Puisque pour 8 — 0 la longueur de corrélation diverge, nous introduisons
la longueur macroscopique 3 = nf et prenons la limiten — 00,8 — 0and =3
fixé. Ceci correspond & fixer la longueur du systéme en unités de longueur de
corrélation, en effet n ~ S¢. Cette limite est appelée limite continue, dans la
mesure ol pour les quantités définies a I’échelle de la longueur de corrélation,
toute trace du réseau initial a disparu.

En réalité, dans le modéle gaussien toutes les fonctions ont déja sur le
réseau leur forme du continu. Ainsi, de 'équation (4.45) on déduit

o5/

Z(n,0) = Z(8) Z(n, 0). (4.48)

= - = lim
1—e B 90, nb=4 fixe

4.7.1 Limite continue et hamiltonien quantique

Larelation (4.43) entre I'opérateur hamiltonien de 'oscillateur harmonique
quantique (4.44) et la matrice de transfert montre de méme que

T — e PH = lim .
6—0, no=p fixé

La fonction de partition dans la limite continue s’écrit alors

Z(B) = tre PH (4.49)
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De facon assez remarquable, la fonction tre™H, qui coincide avec la limite
continue de la fonction de partition classique, est aussi la fonction de par-
tition quantique associée a l'opérateur hamiltonien H. Dans I'interprétation
quantique, § devient Uinverse de la température dans un systéme d’unités ou
la constante de Boltzmann kg = 1 et la constante de Planck 4 est aussi égale
al.

Enfin, en terme de la variable de position macroscopique t = £0, £ € Z, la
fonction & deux points (4.46) s’écrit

_ Leosh(5/2— [t]).

((0)a(t)) = 3 sinh(3/2)

(4.50)

Elle est donc égale a sa limite quand @ — 0, £ — oo avec t = £0 fixé, une
limite qui correspond de nouveau a fixer la distance entre les deux points en
unités de longueur de corrélation : £ ~ t€.

Ainsi, fonction de partition et fonctions de corrélation ont une limite dans
laquelle toute trace du réseau initial a disparu, appelée donc limite continue.
Une telle limite continue n’a pu étre définie que parce qu’il existe une limite
dans laquelle la longueur de corrélation tend vers ’infini.

Enfin, dans la limite continue, la matrice de transfert, exprimée en terme
de 'hamiltonien quantique, T'(3) = e~PH 4 une interprétation quantique :
elle est la matrice densité a Péquilibre thermique a la température 1/3 qui
sert & calculer les valeurs moyennes thermiques. L’équation

0

%T(ﬁ) = —HT(5),

écrite en termes de noyaux dans la représentation ot I'opérateur Q (lopé-
rateur position de la mécanique quantique) agit par multiplication, prend la
forme d’une équation aux dérivées partielles (cf. équation (4.44)) :

0
0B
avec la condition aux limites

[T(0)}(¢,4") = d(q — ¢').

C’est une équation de Schrodinger en « temps » imaginaire (en fait une équa-
tion de type diffusion ou chaleur).

M) =5 (- +0°) TONad) @)

Divergence de la longueur de corrélation et limite continue. Nous venons de
mettre en évidence le premier exemple de limite continue associée a la diver-
gence de la longueur de corrélation. L’existence d’une limite continue implique
des propriétés d’universalité. Dans la limite ¢ — 0 (ici basse température),
les propriétés macroscopiques du modéle statistique sont indépendantes de la
forme détaillée de la matrice de transfert. Nous aurions pu compliquer quelque
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peu l'interaction de proches voisins et la distribution en chaque site et obtenir
la méme limite continue. Enfin, le résultat s’exprime en fonction de la solution
d’une équation de diffusion dans ’espace continu dans laquelle toute trace du
réseau initial a disparu.

Limite thermodynamique. Dans la limite continue, la limite § — oo cor-
respond & la limite thermodynamique du modéle statistique classique et donc

1 1
Jim FIn2(8) =3
C’est aussl la limite de température nulle du modéle quantique. Dans cette
limite, la fonction de partition quantique est dominée par la valeur propre
la plus petite, c’est-a-dire ’énergie de I’état fondamental de I'hamiltonien
quantique. L’étude de la limite thermodynamique du systéme classique est
donc reliée a I'étude du fondamental du systéme quantique.
Dans cette limite, la fonction & deux points se réduit &

(a(t)q(0)) = g7 1. (4.52)

Mécaniques statistiques classique et gquantique. Nous avons trouvé, dans
la limite continue, une relation entre mécanique statistique quantique a zéro
dimension (une seule particule) et mécanique statistique classique a une di-
mension. En effet, dans la limite § — 0, nf = § fixé, la fonction de partition
classique tend, a une normalisation triviale prés, vers la fonction de partition
d’une particule quantique. Ce type de relation n’est pas particulier 4 I'exemple
gaussien, s'étend & certaines fonctions de corrélation et se généralise aux di-
mensions supérieures : la mécanique statistique quantique 4 d — 1 dimensions
d’espace a des liens, dans la limite de basse température, avec la mécanique
statistique classique a d dimensions. Ainsi, dans cet ouvrage, nous nous inté-
ressons surtout & la mécanique statistique classique, mais son étude dans la
limite continue conduit a des résultats transposables & la théorie quantique.

4.7.2 Décimation et limite continue

Considérons de nouveau la matrice de transfert [T](g, ¢') (équation (4.32)).
De la représentation (4.43), on déduit

T(O)T(¢') =T+,

ou T(6) est Vopérateur de noyau [T)(g,¢’) et paramétre 6, un résultat qu’on
peut aussi vérifier directement par calcul explicite.

Pour calculer la fonction de partition, on peut alors utiliser une meéthode
dite de décimation qui consiste a regrouper les sites du réseau deux par deux
de facon itérative. C’est 'analogue, pour ce probléme, des transformations
discutées en section 3.2. Ceci induit sur toute matrice de transfert, la trans-

formation
T+ T2,
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Dans le cas gaussien, puisque
T?(6) = T(26),

le paramétre 8 se transforme en 26 et 'itération de la transformation conduit
donc a la suite T, (9) = T(2™9).
Un point fixe doit satisfaire

T(20) = T(0),

ce qui n’a que la solution 6 = 0 et donc T = 1 (laissant de coté le point fixe de
sites indépendants § = oo avec longueur de corrélation nulle). C’est la situa-
tion limite de température nulle ol toutes les variables aléatoires sont égales et
la longueur de corrélation infinie, que nous avons discutée dans I'exemple (iii)
de la section 4.5.

Notons maintenant que pour # > 0 la longueur de corrélation, qui est finie,
est divisée par deux a chaque itération et tend donc vers zéro. Les itérations
éloignent du point fixe qui correspond & une longueur de corrélation infinie et
le parameétre 8 est done associé a une direction d’instabilité, c’est-a-dire a une
perturbation essentielle.

Cependant, une universalité réduite au seul point § = 0 est d’un inté-
rét physique limité. Or nous avons montré qu’il existait une limite continue
possédant des propriétés d’universalité. Montrons comment retrouver, dans
ce contexte, cette universalité asymptotique dans le voisinage d’un point fixe,
ici pour 0 < f < 1, par une démarche qui va jouer un réle important dans la
suite de cet ouvrage.

L’idée est d’itérer la transformation m fois tel que 2 > 1, mais 278 <« 1,
c’est-a-dire que la longueur de corrélation aprés m itérations soit encore grande
par rapport & la maille du réseau. Une facon de réaliser cette situation est de
diviser # par deux a chaque itération et donc de multiplier par deux la longueur
de corrélation initiale. Ceci correspond & la transformation combinée

T (6) — Tri1(8) = T2m(9/2)a (4.53)

et donc T, (0) = T(6).

Cette transformation est telle que la longueur de corrélation du systéme
transformé reste constante, mais diverge dans I’échelle du réseau initial.

Dans le modeéle gaussien, la transformation (4.53) est une identité. Ceci
refléte la propriété que méme sur le réseau, dans ce modéle, les perturbations
inessentielles sont absentes.

Cette facon d’ajuster 'amplitude initiale d’une perturbation essentielle de
telle sorte que 'amplitude itérée reste finie, a un analogue en théorie statis-
tique ou quantique des champs, on elle prend la forme d’une renormalisation
de masse. L’équivalent de I'universalité asymptotique que nous venons de dé-
finir sera alors l'universalité dans le domaine critique (¢f. section 9.4.4).
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4.8 Modéles plus généraux : limite continue

Les résultats obtenus dans le cas gaussien se généralisent & la classe par-
ticuliere des fonctions (dans la représentation (4.4))

S(q',q) = (¢ — ¢)*/2e + 3eV(q) + 3V (¢), (4.54)

ou V(g) > 0 est, par exemple, un polynome et le paramétre ¢, qui joue le role
de VT dans exemple gaussien, tend vers zéro.
Nous définissons la matrice de transfert par

(T1(¢',q) = \/%

La fonction de partition (toujours avec conditions aux limites périodiques
Go = gn) est donnée par

e~Sldha) (4.55)

Zple)y =trTT.
En utilisant, en particulier, I'identité (4.33), on peut montrer que 'opérateur

T peut aussi s’exprimer en terme des opérateurs (4.12, 4.34). On trouve

T = e_EV(Q)/Q 65]52/2 eV5V<Q>/2’

ou encore
_ A 2
T =UU!, U=eV(Q/2eD/4

ce qui montre aussi que V'opérateur T est positif.
La trace de T est finie si V(g) tend vers l'infini assez vite pour |¢| — oc.

En effet,
trT = /dq (T](q.q) = /dq emeVi@)

Donc la somme des valeurs propres 73, de T (qui sont positives) est bornée,

U“T:Z’fk<00 = 7 0,
— o
k

ce qui entraine que les valeurs propres s’accumulent & zéro.

Limite continue ¢ — 0. Puisque T est positif, on peut définir 'opéra-
teur hermitien InT (il a les mémes vecteurs propres que T et comme valeurs
propres In 7).

Pour ¢ — 0, T tend vers 'opérateur identité, et donc In'T — 0. Pour obte-
nir le comportement dominant de In T, il suffit d’estimer T — 1. Développant
le produit, on trouve

T-1=-¢[-4D?+V(Q)] +O(?). (4.56)
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On en déduit

1 . R
H=lim-InT=-{D’+V(Q) =T= e fHHOE)
e—0 ¢
L’opérateur H est I’hamiltonien quantique d’une particule de masse unité,
soumise au potentiel V{g) (dans un systéme d’unité ou /i = 1). Dans la limite
e — 0 a ne = 3 fixé, on trouve donc

Z(B) =tre PH

De nouveau, la fonction de partition classique, dans la limite continue, tend
vers la fonction de partition quantique d’un systéme & une seule particule.
Dans la limite thermodynamique,

1
W= lim =In2Z(8) = —E,
g 2 1o (B) 0

et donc la densité d’énergie libre classique est proportionnelle a 'énergie Ey
du fondamental quantique.
Cette limite continue est associée a la divergence de la longueur de corré-
lation &. En effet
¢ =ln(r/m) ~ e(Ey — Ep),

ou Fy < E; sont les deux valeurs propres les plus petites de H.
De nouveau, la limite continue peut étre atteinte par une généralisation de
la transformation (4.53) utilisée dans le cas gaussien. Le choix naturel ici est

Ton(e) = Toa(e) = T2 (2/2).  Tole) = T(e),

qui, asymptotiquement, correspond a une longueur de corrélation constante
dans le modéle transform2. Techniquement, cette transformation correspond
aussi & la formule de Trotter e® = limmgoo(eA/ mym - Litération de cette
transformation supprime les corrections inessentielles puisque dans le déve-
loppement de InT en puissances de ¢, les coefficients des termes de degré
supérieur a un tendent tous vers zéro :

lim T,,(¢) = e cH

m-—00

Enfin, nous aurions pu construire une matrice de transfert sans corrections
inessentielles, comme dans le cas gaussien, en résolvant ’équation

0

8—€T(5) = —-HT(e),

qui en termes de noyau s’exprime comme une équation aux dérivées partielles :

2
SETENa ) = (5 V@) TN

Soulignons que puisqu’a chaque hamiltonien quantique est associée une limite
continue, le point fixe T == 1 a un nombre infini de perturbations essentielles.
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Exercices

Exercice 4.1. Le segment. Nous considérons une fonction S(q — ¢’) (équa-
tion (4.4)) de la forme
S(a.q')=la—dl/T,
oll ¢ varie sur le segment [—1,1] et T un parameétre positif qui, du point de
vue physique, s’interpréte comme la température.
Les vecteurs propres ¢¥/(q) de la matrice de transfert correspondant a une
valeur 7 satisfont alors

+1
/ dg ™19 1T (g’ = 7h(a). (4.57)
-1

(i) Déterminer les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice de trans-
fert. On pourra penser a dériver 1’équation.

(i1} En déduire la longueur de corrélation. Que peux-t-on dire de la limite
T-07

Solution. Les vecteurs propres sont des fonctions paires ou impaires.
Dérivant une premiere fois 'équation (4.57), on trouve

+1
/ g san(q — )™ VT () = Tru(g),

ou sgn(q) est la fonction signe de ¢ : sgn(g > 0) =1, sgn(q < 0) = —1.
Pour ¢ = +1, on peut relier les valeurs de la dérivée et de la fonction. On
trouve

g=1: $()=-T¥a), q=-1: ¢(-1)=T¢(-1). (458)

Dérivant a nouveau et utilisant ’équation (4.57), on obtient l'équation
différentielle

—2Ty(q) + T¥(q) = 7T*¢"(q).

Il est commode de poser

o2 1 2T

—-_— s = T = .
Tr 12 1+ k212
Les solutions satisfaisant aux conditions aux limites (4.58) sont

¥4(q) =coskq avec kTtank =1,
Y_(q) =sinkq avec tank=—kT.

Combinant les deux équations, on trouve la condition spectrale

2kT

tan(?k) = ——I_—kaﬁ .
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La situation intéressante est T — 0 ou les corrélations sont les plus grandes.
Alors (m entier positif),

2T

1 2 =
k=smr(1-T)+0(T"), m>0, = Tm*l_ﬂm

+O(T*).

On en déduit la longueur de corrélation

: 1 4
5 In{rp/m) 37272

La longueur de corrélation tend vers U'infini pour T — 0. Le spectre complet
de —InT dans cette limite prend la forme

—In(7, /2T) ~ (m —1)*x*T? /4.

La divergence de la longueur de corrélation permet de définir une limite conti-
nue et une intégrale de chemin de type marche au hasard, mais avec des
conditions de réflexion sur deux parois situées a ¢ = +1.

Exercice 4.2. Le cercle. Nous considérons maintenant la situation o la va-
riable aléatoire ¢ appartient & un cercle de rayon 1 et la matrice de transfert
est une fonetion périodique définie par

S(q,q") = —cos(q¢ —¢')/T.

(i) Déterminer les vecteurs propres et valeurs propres de la matrice de trans-
fert.

(ii) En déduire la longueur de corrélation. Que peux-t-on dire de la limite
T—07

(iil) Dans ce contexte, il n’est pas naturel de considérer les fonctions de corréla-
tion de la variable ¢ qui n’est définie que modulo 27. On calculera donc les
valeurs moyennes des produits de fonctions périodiques et pour un ou deux
points, d’abord & taille finie, ensuite dans la limite thermodynamique.

Solution. Les fonctions propres sont de la forme €9 /1/27 avec v entier. En
effet, ces fonctions diagonalisent la matrice de transfert :

+7

+
L dg dql eiuq—-iy’q' ecos(q—q’)/T = Sy dg etve ecosq/T
2 J . . ,
et donc les valeurs propres sont
+m .
To=7, = | dge® e VT —2x],(1/T).

-7

La matrice de transfert peut alors s’écrire

1 e
[T](Q1ql) - %Zﬂ/eu(q q)-



4. Mécanique statistique classique : une dimension 117

Dans la limite ' — 0, les valeurs propres peuvent étre calculées par la méthode
du col. On trouve (¢f. exercice 2.4)

T, = \/ﬁel/T (e—T(u2~1/4)/2 +O(T2)) =7 (e—T1/2/2 +O(T2)> )

(ii) Dans la limite de basse température T — 0, la longueur de corrélation

(équation (4.22)),
1 2

¢ In(ro/71) T
diverge. On peut alors définir une limite continue qui correspond aussi au
mouvement brownien sur le cercle.
Enfin, notons que le spectre asymptotique est le spectre exact d’une autre
matrice de transfert sur le cercle qui peut s’écrire

(! 71'2
[Tl(g.q') = Y emle-awamm’/2r,
meZ

Alors,

+7 2m+1)w _ )
/ dq ezuq[T q’ Z/ d(] eta—q /2T

-7 mezZ 2m—1)m

= / dg ev~ a*/2T _ VorTe TV /2

(iii) L'invariance par translation implique d’une part
<€iiw> =0

et d’autre part que la seule fonction a deux points non nulle est (e? e~ ),
Utilisant I'expression (4.15), on trouve (¢ = |¢; — £5|)

ZP3(4) = Z,;ltr 'Q Tf ¢~1Q ¢

.7 ! . . 7 s
dgdq’ E /‘T:’—f e’ (9-9") oiq Tf et (¢ —q) g—iq

v,v’

-z z it
Dans la limite thermodynamique,

ZO(0) = (11 /1)t = e/

Exercice 4.3. Le modéle d’Ising : une dimension. Dans le cas du modeéle
d’Ising & une dimension avec interaction de proches voisins, et en présence
d’un champ magnétique h, la fonction de partition s’écrit

Z= Y ep[-5E(S), (459)

{Si=%1}
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avec l'énergie d’interaction

£
E(S) == JSiSiy1—hSi, J>0. (4.60)

i=1

Résoudre ce modeéle par la méthode de la matrice de transfert. Calculer 1’éner-
gie libre et la longueur de corrélation.

Solution. La matrice de transfert est une matrice 2 x 2 qui peut étre écrite
[T](S', S} = exp [B(JSS" + 3h(S + S'))], (4.61)

ou les éléments de matrice correspondent aux valeurs 1 de S et 5.

La limite thermodynaraique correspond & faire tendre ¢ vers I'infini. La
fonction de partition est reliée a la plus grande valeur propre de la matrice de
transfert. Les deux valeurs propres sont

Ty = e/ {cosh(,@h) + \/sinh2(ﬁh) + e—‘mﬂ :

La densité d’énergie libre est donc

W=p38J+In [cosh(,é'h) + sinhQ(ﬁh) + e—4,8JJ ]

La longueur de corrélation est elle liée au rapport des deux valeurs propres
(les plus grandes, mais il ©’y a que deux)

(sinh2 Oh + e_45‘]) 12
cosh gh

&l =In(ry /7 ) = 2tanh " (4.62)

La longueur de corrélation ne diverge qu'en champ nul, a température nulle :
€8, h — 0) o 15,

Exercice 4.4. Le modéle O(v) : une dimension. Dans le cas du modéle de
spins avec symétrie O(v) et interaction de proches voisins, la fonction de
partition & une dimension peut s’écrire

2, - / TT 8. 6(S2 — 1) exp [-5£(S) . (4.63)
(S appartient & la sphére S,_1) avec une énergie d’interaction
‘
EB)=-J) Si Siy1, J>0. (4.64)
i=1

Trouver les deux valeurs propres dominantes de la matrice de transfert a basse
température.
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Solution. La matrice de transfert correspond maintenant au noyau (posant
v=0J)
[T|(S",8) = "5,

avec comme mesure d’intégration la mesure uniforme sur la sphére 82 = 1.

Pour toute matrice de transfert fonction uniquement du produit scalaire
S .8/, les vecteurs propres se déduisent de considérations purement géomé-
triques. Ils sont liés aux représentations irréductibles du groupe O(v) qui sont
des tenseurs symétriques avec toutes les traces partielles nulles construits avec
le vecteur S. Le vecteur propre correspondant a la valeur la plus grande est
invariant par le groupe O(r) et est donc une constante. La valeur propre
correspondante est

2mv/271/2 /Tr 2 9 /2. 1-v/2
= = [ de(sing)r 2 e = (2m) 20 2T, (),
r(Lv—1) Jo /

oucosf =S -8 et I,(v) est une fonction de Bessel modifiée (généralisée & v
non entier).

Pour v — oo, cette intégrale s’évalue par la méthode du col légérement
adaptée (exercices 2.4, 2.8). On trouve

o\ (D72
T0(v) ~ (2—> e [1 - (v —1)(v—3)/v+0(1/v")].

v

La seconde valeur propre correspond & un vecteur propre proportionnel au
vecteur S. On en déduit la valeur propre

oqv/2-1/2
L(d(v-1))
=7 [1 - %(V —1)/v+ 0(1/”2)} :

n(v) = / df(sin )" 2 cos fe? ¢ = 7} (v)
0

Cela permet d’obtenir le comportement de la longueur de corrélation :

v
gv:oo 2(v —1) '

Exercice 4.5. Modéle gaussien. Dans le cas du modéle gaussien, la fonction
de partition est donnée par une intégrale gaussienne qui peut donc étre cal-
culée directement. Pour ce caleul, il est suggéré de commencer par trouver les
valeurs propres de la matrice associée a la forme quadratique (4.28).

Solution. L'intégrale (4.31) est gaussienne. Appelant A;; la matrice telle que
I’expression (4.28) s’écrive

1 n
S,(q) = E :A-- 0
(@) QSinhGij:1 1 4i9
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on trouve
Z(n,0) = (det A)~1/2.

On peut calculer le déterminant comme produit des valeurs propres A de la
matrice A. L’équation aux valeurs propres s’écrit

a oS
ZAjqu = sinh Qﬁ = 2coshfg; — gj41 — Gj—1 = Ay ,
k=1 J

avec la condition g, = ¢o. A cause de la symétrie de translation sur le réseau
avec conditions aux limites périodiques, les vecteurs propres sont de la forme
g; = r* o la constante r satisfait " =1 et

A=2cosh@ —r —r L

2wl /n

Le paramétre r est une racine de l'unité, r = e , et donc

A =2(coshf — cos(2nl/n)), 0<{L<n.

On en déduit la fonction de partition

n—1 —-1/2
Z(n,0) = H 2(cosh @ — cos(2ml/n)) . (4.65)
£=0

Il est possible de calculer le produit explicitement. Utilisant la paramétrisa-
tion (4.27), on trouve l'identité

n—1
H 2(cosh @ — cos(274/n)) = 2 (coshn — 1) = 4sinh?(nf/2).
£=0

(On compare les racines et la normalisation des deux polynomes dans la va-
riable cosh §.) On retrouve alors la forme explicite (4.45) de Z(n, 9).



Chapitre 5

Limite continue et intégrale
de chemin

OUS AVONS ETUDIE AU CHAPITRE 4 des modéles sur réseau a une dimen-
Nsi()n. Nous avons montré, en section 4.7, dans le cadre du modéle gaussien,
que dans la limite ou la longueur de corrélation diverge, il est possible de défi-
nir une limite continue 4 condition de ne considérer que des quantités définies
a une échelle de distance proportionnelle & la longueur de corrélation. Les
quantités caractéristiques de la limite continue peuvent alors étre calculées
dans un formalisme de type mécanique quantique, dans lequel toute trace de
la structure du réseau initial a disparu.

Par exemple, la fonction de partition associée a la fonction (4.28) converge,
dans la limite 8 — 0, nf = 3 fixé, vers une fonction de partition quantique.

Enfin, nous avons montré que 'exemple gaussien peut étre généralisé et
que pour toute une classe de matrices de transfert une limite continue peut
étre définie. Cette limite continue a également une interprétation en terme de
fonction de partition quantique.

Nous montrons maintenant que, comme dans le cas de la marche au ha-
sard, on peut associer a la limite continue une intégrale de chemin qui gé-
néralise l'intégrale de chemin (3.62) du mouvement brownien. Nous étudions
d’abord I'exemple gaussien qui est plus simple, et ensuite le cas général. 1l
n’est cependant pas dans Uesprit de cet ouvrage de discuter de facon détaillée
les intégrales de chemin, et le lecteur intéressé est renvoyé a la littérature
spécialisée.

5.1 Intégrale de chemin gaussienne

La fonction de partition du modéle gaussien sur un réseau unidimen-
sionnel de longueur n, avec condition aux limites périodiques, peut sécrire
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(équation (4.31))

2.0 = [ ] g expl-5(n.0,)

i1 V2msinh6

(gn = qo) avec

8‘:71,9,(1 ZS Qk, qk— 1 (51)
k=1
et (équation (4.29))
1 2 /2 _ !
S(g,q) = 5sinh @ [(q +¢'%) cosh 8 2qq] . (5.2)

Dans la méme limite 8 — 0, S(n, 0, q) se réduit a

S(n,G,q)NZ[———<qk 5 3 + 50
k=1

On associe alors aux positions & sur le réseau, les valeurs d’'une coordonnée
continue t avec
th =Kk0, t,=n0=03.

Remarquons que si # — 0 4 t = k@ fixé, alors k est proportionnel a £ = 1/6,
c’est-a-dire que les positions t; sur le réseau sont proportionnelles a la longueur
de corrélation.

On introduit aussi la fonction

q(t) = qe—1+ (g — qr—1) (t —tr_1)/0 pour tr_q1 <t <tg,

qui interpole linéairement entre les points ¢, comme dans P'exemple de la
figure 3.1.
Les deux identités suivantes :

1 o (ak —gu-1)* “Qk 1)

2 e S
k=1

ainsi que, pour § — 0,

n B
0 ai~ [ e,
k=1 0

permettent de prendre la limite formelle du continu, 8 — 0, nf = 3 fixé. On
trouve alors

I5]
Sol)= lm . S(n6.q) = / at [32(0) + 3] . (53)

60, nf=p4 fixé
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La fonction de partition est alors donnée par 'intégrale de chemin gaussienne

()=, lm L Z000) = [ldalesl-Sol@] (54
6—0, nf=3 fixé

avec q(0) = q(3) (conditions aux limites périodiques), ou la notation [[dg(t)]

signifie somme sur tous les chemins.

La quantité Sp(g) qui est proportionnelle a 'action classique d’un oscilla-
teur harmonique en temps imaginaire, est aussi appelée, dans le cadre de la
physique quantique, action euclidienne. L’intégrale de chemin est aussi direc-
tement associée a hamiltonien quantique (4.44).

Cette représentation par intégrale de chemin se généralise au noyau associé
al'opérateur statistique e~”H pour des hamiltoniens quantiques plus généraux
du type considéré en section 4.8.

Remargue. Ici, comme dans exemple de l'intégrale de chemin (3.62), la
notation ¢ pourrait laisser supposer que les chemins contribuant a I'intégrale
de chemin sont dérivables. Pour les mémes raisons il n’en est rien. Pour 8 — 0,
les chemins typiques qui contribuent satisfont

at+6) — a(t)*/9 = O(1),

comme les chemins browniens. En particulier, [dq(t)] ne représente pas une
mesure sur les chemins. Le facteur exp[fé [ 42 fait partie de la mesure et
spécifie 'espace des chemins qui contribuent a U'intégrale.

Néanmoins, la notation est utile car les chemins qui donnent les contribu-
tions dominantes a l'intégrale de chemin sont dans un voisinage de chemins
classiques qui eux sont dérivables.

5.1.1 Fonctionnelle génératrice. Dérivée fonctionnelle

Comme dans le cas des variables discrétes, pour discuter les propriétés algé-
briques des fonctions de corrélation, il est utile d’introduire les concepts de
fonctionnelle génératrice, généralisation de la fonction génératrice introduite
en section 2.1, et de dérivée fonctionnelle.

Fonctionnelle génératrice. Nous introduisons d’abord la notion de fonc-
tion génératrice (appelée aussi dans ce contexte fonctionnelle génératrice) des
fonctions de corrélations.

Soit {F)(ty, ... ,tn)}, m=0,1,..., une suite de fonctions symétrigues de
leurs arguments. Nous introduisons une nouvelle fonction d’une variable f(t)
et considérons la série formelle en f suivante :

F(f) = ;%/dtl...dtnF(")(th...7tn)f(t1)...f(tn). (5.5)

On appelle F(f) fonctionnelle génératrice de la suite des fonctions F' (n),
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En fait, nous admettrons pour les F™ plus généralement aussi des distri-
butions. Dans ce cas, la fonction f(t) doit appartenir & la classe des fonctions
test correspondante, et donc étre considérée implicitement comme continue
ou méme indéfiniment différentiable.

Par la suite, nous calculerons des fonctions de corrélation de la forme

Z(n)(tl’ s 7tn) = <q(tl) e -Q(tn» 5

o q(t) est la valeur de ls fonction aléatoire g au point ¢, et (o) veut dire
valeur moyenne. Nous introduirons alors la fonction génératrice des fonctions
de corrélation

2(f) = Z‘B%/ dty . Aty 2Oty ) (1) - ()

=30 [t dta o) gt F(8) - ()
n=0

_ <exp { / dt q(t) f(t)} > (5.6)

Dérivée fonctionnelle. Pour calculer une fonction F(® a partir de F(f),
nous avons alors besoin de la notion de dérivée fonctionnelle, notée dans cet
ouvrage 6/ f(t).

La dérivée fonctionnelle est définie par les propriétés qu’elle satisfait aux
régles algébriques habituelles de toute dérivation :

J

0 é
W[fl(f)Jrfz(f)] = mfl(f)erfz(f% .
) 5 ’
0] F1(£)F(f)] = fl(f)me(f) + fQ(f)W}—l(f)
et de plus, pour toute fonction G(t),
é
@m/dt(}(t)f(t) = G(u), (5.8)

la dérivée de F(f), par exemple, est

IEPTTR e  | (n+1)
5f<u)55(f) nz_%m/dtl...dtnF (Ut ..t f(B) - ftn). (5.9)

En dérivant alors p fois et en prenant la limite f = 0, on trouve

F® (ty, . 1) = { (H 5f((sti)> ]:}

f=0
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Remargue. Ce formalisme s’étend aussi & la situation ou les F() ne sont
plus des fonctions mais généralement des distributions. Par exemple,

)
Wﬂt) = 6(u — 1),
0 df(t) 8 d [
of(u) dt af(u)dt/d“5(t ()
d

ou (t) est la fonction (plus exactement distribution) de Dirac.

Ainsi, il est possible d’obtenir les équations du mouvement classique d’une
théorie lagrangienne en annulant la dérivée fonctionnelle de I'action. C’est une
maniére de rendre algébrique le calcul des variations.

Considérons, par exemple, 'action, intégrale du lagrangien,

s = [ &t [3a0)" - v(a)].

Sa dérivée fonctionnelle est

S .d , - . /
m = /dt {‘I(t)ECS(t -7y -V (q(t))z)(t — 7)} =—g(r) -V (q(T))

L’équation 65 /dq(7) = 0 est donc I'équation du mouvement classique.

5.1.2 Fonctions de corrélations gaussiennes

En section 5.1, nous avons introduit la notion formelle d’intégrale de che-
min. En section 2.2, nous avons montré que l'intégrale gaussienne avec un
terme linéaire était une fonction génératrice de valeurs moyennes de poly-
nomes avec poids gaussien. Nous généralisons maintenant cette méthode a
I'intégrale de chemin.

Il est commode de remplacer U'intervalle [0, 8] par [—3/2, 3/2], ce qui cor-
respond & une simple translation sur le temps, ¢ — ¢t — 3/2, mais ce qui rend
la limite thermodynamique plus transparente.

Nous considérons donc 'intégrale de chemin

Zo(b,5) = / [dg(t)] expl—Sa(g,b)] (5.10)
q(B8/2)=q(-8/2)
avec @/2
Sc(g:b) = / 0 + 360 b0a). (5.11)

La fonction Zg (b, 3) est une fonctionnelle de b(t), fonction génératrice des
fonctions de corrélation (généralisant la fonction génératrice (2.1)). En effet,
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si 'on applique P'identité (la définition de la dérivée fonctionnelle a été donnée
en section 5.1.1)

6bft1) exp U dtb(t>q(t)} =q(t1)exp U dtb(t)q(t)} ,

a l'intégrale de chemin (5.10), on obtient

]
Za(o,68)y= [ [d t —-8a (q,b)],
i 260.9) = [l attexn =S )
et, plus généralement, par dérivations successives,

I 555209 = [ 1aato)] [Lat)exo[~Scta.0))
j=1" =

La limite b = 0 est donc proportionnelle a la fonction a p points.

5.1.3 Calcul de l'intégrale gaussienne

Généralisant le calcul du mouvement brownien, nous montrons mainte-
nant que Vintégrale de chemin gaussienne (5.10) peut étre calculée sans faire
référence a la limite d’un processus discret, 4 une normalisation prés.

Pour éliminer le terme linéaire en g dans Sg(g, b), nous faisons le change-
ment de variables (translation pour tout temps t) :

o(t) — r(t) = q(t) — qc(t),

ol la fonction ¢.(t) satisfait aux conditions aux limites

2.(8/2) = q(=B/2) = r(8/2) =r(-5/2), (5.12)
et va étre déterminée ci-dessous. Alors,
B/2
Sa(:b) = Solr) + Salaeb) + [ () + (Bt~ b (e
—-8/2
Nous intégrons par parties le terme linéaire en 7 :
8/2 8/2
[ it = 1379812 - - 8/200 /2 - [ atr(vile).

—B/2 —-B/2

Tenant compte des conditions (5.12), nous notons que le terme linéaire en r
s’annule si la fonction ¢.(t) est la solution de ’équation différentielle

—Ge(t) + qc(t) = b(t),

avec les conditions aux limites (5.12) et ¢.(3/2) = G.(—5/2).
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La solution peut s’écrire

B/2
q.(t) = /5/2 At — w)b(u)du, (5.13)

ot la fonction A(t) est aussi solution de I'équation
—A(t) + At) = 6(t)
(0 est la fonction de Dirac) avec les conditions aux limites périodiques
A(B/2) =A(=5/2), A(B/2)=A(-p/2).
L’équation (5.13) est 'analogue continu de I'équation (2.9) et le noyau At —u)
est l'inverse de l'opérateur différentiel —d? + 1 avec conditions aux limites
périodiques.
La solution de I'équation différentielle est

A(#) cosh(B/2 — [¢]), (5.14)

1
T2 sinh(5/2)

ol 'on reconnait la fonction & deux points (4.50).
On en déduit alors

3/2
Salaet) = [ RO+ 320 b0

B3/2
- / dt o(t) [~ Ldu(t) + Lao(t) — b(1)]

—8/2
1 B2 1 [P/
-2 / dt o (1)b() = — / dtdu b(E)A(t — u)b(w).
—3/2 —B/2

L’intégrale résiduelle
N:/ [dr(t)] exp[—So(r)],
r(8/2)=r(-8/2)

ol Sy est la fonction (5.3), ne peut pas étre évaluée complétement dans le
continu (¢f. aussi la discussion de la section 3.5). Cependant, nous savons
qu’elle ne dépend que de 5 et est égale a la fonction de partition Zy(3) de
Poscillateur harmonique (équations (4.48) et (4.49)). Done,

Za(b, B) = Zo(p) e Se 0

1 [8/2
= Zo(B) exp [5/ dudvA(v — u)b(v)b(u)} . (5.15)
-B/2
Limite thermodynamique. La fonction A(¢) se simplifie dans la limite ther-
modynamique, c’est-a-dire quand § — oo. On trouve alors

A) = Lot = L /+Ood e (5.16)
“2° T ML '

— 00



128 Transitions de phase et groupe de renormalisation

5.2 Corrélations gaussiennes. Théoréme
de Wick

Dérivant deux fois l'expression (5.15), on trouve la fonction de corrélation
& deux points

2
(a(B)aw)) = Z51(9) mzc;(b, B =At-w.  (517)

b=0

En général,

HSb((Stj) Za(b,5) Z/[dq] [Tat)|exp-Sole)]  (5.184)
7=t b=0 J=

— 20(8) {a(tr)altz) ... alty)) - (5.18b)

Remplacant dans le membre de gauche de 1'équation (5.18b) Zg (b, 3) par le
résultat explicite (5.15), oa obtient

(ltn)att) atty) = T 0o |5 [ auavalo - o)
g=1 "

b=0

Chaque dérivée fonctionnelle, quand elle agit sur ’exponentielle de la forme
quadratique, fait apparaitre un nouveau facteur b :

5
3b(t1)

exp B—/dudv Al u)b(v)b(u)} — /du1 Al — un)b(ur)
X exp B /du dv A(v — u)b(v)b(u)| .

Théoréme de Wick. Les arguments de la section 2.2 s’appliquent alors de
nouveau. Les seuls termes qui survivent dans la limite b = 0 correspondent
a des appariements de toutes les dérivées fonctionnelles. On retrouve la pro-
priété générale de la mesure gaussienne : toutes les fonctions de corrélation
s'expriment en termes de la fonction & deux points d’une maniére spécifiée
par le théoréme de Wick :

(q(t1)q(t2) .. - qlte)) = > Altp, —tp,)...Altp, . —tp,)

tous les appariements
possibles P de {1,2,...4}

= Z <q(tP1)Q(tP2)> cee <q(tP271)Q(tPg)> :

tous les appariements
possibles P de {1,2,...¢}

(5.19)
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5.3 Mesure gaussienne perturbée

Dans différentes situations, nous serons amenés a étudier 'effet d’une
perturbation sur une mesure gaussienne. Par ailleurs, nous avons indiqué
en section 4.8 comment des limites continues plus générales pouvaient étre
engendrées.

Ainsi, la fonction de partition avec conditions aux limites périodiques,
correspondant dans la limite continue a ’hamiltonien quantique

H=1P>+ 1Q*+ W(Q), (5.20)
est donnée par I'intégrale de chemin
B/2 ) )
20) = [lageey~ [ B0+ S0 Vi) a5
—8/2

avec ¢(—3/2) = q(3/2).

Dans ce qui suit, nous supposons que la perturbation
Vilg) = Z vnq"
n=1

est un polyndme de la variable ¢, méme si certains résultats se généralisent
au cas de toute fonction développable en puissances de gq.

L’intégrant (5.21) peut étre développé en puissances de Vi(q), ce qui
conduit &

RN <U ‘“Vl(q(“)m

k=0

0

1k
—y ! ]:') /dtldtg...dtk Vila(t) - Vila(te)), -
k=0 ’

ot (), signifie moyenne par rapport a la mesure gaussienne e~ /Z, (équa-
tion (5.3)) avec condition aux limites périodiques. Les arguments donnés en
section 2.2 s’appliquent immeédiatement ici aussi. Si Vi(q) est un polynome, les
termes successifs du développement peuvent étre calculés systématiquement
en utilisant le théoréme de Wick (2.18) sous la forme (5.19). Ceci fournit la
base de la théorie des perturbations.

Remarque. 11 est possible de donner une justification perturbative de I'inté-
grale de chemin (5.21) en prenant la limite continue, ordre par ordre, dans
le développement perturbatif discret. La fonction a deux points gaussienne
et le théoréme de Wick étant identiques, il suffit de montrer que les sommes
convergent vers des intégrales.
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Développement perturbatif et minimum du potentiel. L'intégrale de chemin
ne dépend en réalité que de la somme

Vig) = 39° + Vi(g), (5.22)

appelée potentiel dans le contexte quantique. A toute décomposition d’une
fonction V{q) en une somme d’un terme quadratique et d’un reste Vi(g) est as-
socié un développement perturbatif. Toutefois, 'intégrant est maximum dans
le voisinage des chemins qui minimisent ’action. Clairement, les fonctions pé-
riodiques qui minimisent l'action sont les fonctions constantes ¢(t) = gy, pour
minimiser le terme [ ¢?, dont la valeur gy minimise le potentiel V' (g) et donc

V'(go) =0, V"(q0) > 0.
La décomposition optimale consiste alors & poser

V(g) = V(go) + $V"(q0) (a — q0)* + Vi(q).

Des problémes particuliers sont associés a la dégénérescence du minimum du
potentiel V{(g).

Fonctions de corrélation.

Les fonctions de corrélation ont un développement perturbatif analogue a
la fonction de partition. Par exemple, le développement de la fonction a deux
points peut s’écrire

(a(D)a(u)) = % [<q<t>q<u>>o - [ ar ta®ataita))y + 3+

Le développement des fonctions de corrélation peut aussi se déduire du déve-
loppement de la fonction génératrice correspondant & la mesure gaussienne
perturbée. Cela conduit 4 développer directement 'intégrale de chemin

Z(b,6) = / [dg(t)] exp|-S(a. b)], (5.23)
q(B/2)=q(-B/2)
avec ﬁ/z
sav) = | B0V (a0) ~ b0 (5.24)

De nouveau, la fonction

W(b, 8) = In Z(b, 5)

engendre les fonctions de corrélation connexes qui ont des propriétés d’amas
(section 4.4) dans la limite thermodynamique § — oo.
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5.4 Calculs perturbatifs : exemples
Nous considérons la distribution e=5(®) /Z ou
8/2 1
S(q) = dt | 3¢°(t) + 3¢°(1) + [ A¢" ()] (5.25)
~3/2 4

et Z est la fonction de partition :

Z(B,)) = / dg]exp[~S(q)] .

Nous choisissons de nouveau des conditions aux limites périodiques.

Comme application du théoréeme de Wick, nous calculons les premiers
termes du développement en puissances du paramétre A de la fonction de
partition et des fonctions & deux et quatre points.

5.4.1 Fonction de partition

L’algébre est la méme qu’en section 2.3. Appliquant le théoréme de Wick
a l'ordre A, on trouve (cf. expression (2.24) et figure 2.2)

Z(B,7) = Z0(8) [1 = (A/24) x 3 x BA*(0)] + O(X?)

- QsThl(g_/7) [1 = 3(A/32) (cotanh®(5/2))] + O (A?),

ou nous avons utilisé 'expression (5.14) de la fonction & deux points
gaussienne.

Dans la limite thermodynamique, on peut négliger les termes qui dé-
croissent exponentiellement pour 3 — oo et lexpression se simplifie
beaucoup :

Z(B,2) =e P2 (1 - L)) + o2,

En particulier,

. 1 1
Jim, BW(B, N 3 InZ(8,\) = -1 — EX+0(N\?).

A Tordre suivant, on trouve (c¢f. expression (2.24)) :

B/2
Z(3.0/20(0) = 1~ PAGA¥0) + NP A0) + ona%0) [ sy
/2
B/2
+ 41—8>\2ﬁ/ dt A*(t) + 0 (X%, (5.26)
—5/2

ol la périodicité de A(t) a été utilisée.
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Dans le logarithme, les termes non connexes, qui se comportent comme 32
pour 3 — oo, se compensent. On trouve (c¢f. expression (2.25) et figure 2.3)

W(B,A) = InZ(8,A)
8/2
= Wo(B) — tABA%(0) + & BA*A%(0) / dt A2(t)
—B/2

B/2

+ %)\zﬁ/ dt AY(t) + 0 (X%),
—8/2

ou Wo(8) = In Z4(3).

Pour 3 — oo, on peut remplacer la fonction A par sa forme asympto-
tique (5.16) car les corrections sont exponentiellement petites. De plus, on
peut intégrer sur t € (—oo, +00) avec, & nouveau, des erreurs exponentielles
car A(t) décroit exponentiellement pour ¢ — oo. On trouve

1
ﬁlim wa, A) = =3 — EX+ 2N+ O(N).

5.4.2 Fonctions de corrélation

Fonction & deuz points. Nous calculons maintenant la fonction a deux
points (q(t)q(u)}, correspondant a la mesure spécifiée par la fonction (5.25),
a lordre A2, et dans la limite 3 — oo. Nous faisons le calcul avec les mémes
conditions aux limites périodiques.

L’algébre est la méme qu’en section 2.5.1.

Ordre A. Le développement a Yordre A peut s’écrire
Z3(t,u) = (a(t)g(u)),

_2(3.0) [ :
= B w g [ ar(aat )| + 000,

ou la fonction de partition Z(8, ) a été calculée a cet ordre plus haut et A(t)
est donnée en (5.14).

L’application du théoréme de Wick et la compensation des termes non
connexes dans le rapport conduit au développement & l'ordre A de I'expres-
sion (2.28), la matrice A étant remplacée par la fonction A(t) et les sommes
étant remplacées par des intégrales :

8/2
An1112 —— A(tl - tz), Z s /ﬁ/zd’r.
- _
On en déduit (cf. aussi figure 2.4)

8/2
Z3(t,u) = At — u) — IAA(0) / dr At — T)A(T — u) + O(N\?).
~8/2
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Dans la limite 8 — oo, utilisant la forme (5.16) de A, on trouve
ZD(tu) = e 1 - LN+ |t — u])] + O(N?). (5.27)
On a montré de fagon générale en section 4.3.3, qu’a grande distance

ZA(tu) ~  AeTltTul/E

[t—u| o0
On en déduit la variation de la longueur de corrélation :
=1+ 3A+0(N).
On conclut que la fonction a deux points peut, & cet ordre, s’écrire
Z@(tu) =11 - e ltu/E L0,

Représentation de Fourier. A cet ordre, la fonction a deux points a une
transformée de Fourier simple, semblable & la fonction gaussienne :

7P (k) :/dt e~ Z2(1,0) = +0O(N?). (5.28)

K2+ 1/€2
Ordre N2, L’ordre A2 peut aussi se déduire directement de l'expres-

sion (2.28). On trouve (cf. figure 2.5)

B/2
/ » dry dry [LA2(0)A(E — 71)A(r2 — 71)A(72 — 1) + LA0)A () A(t — 71)

XA(U - Tl) + éA(f - Tl)AS(TQ — Tl)A(TQ - u)] .

Dans la limite 8 — oo, il est commode de passer directement a la représenta-
tion de Fourier :

IA%(0) (s2+ 1) + %A(O)/dT A7) (k2 +1)°
+1(r*+ 1);2 / dr e T A3(7)
— L W) T S () T )T (2 9)
Le développement prend alors la forme

. 1 /4 A2/16
(), — 10,2
E e e A TR VA G A

K241
k24+9

>+Ou%.

On démontre, de facon générale, que la fonction a deux points peut s’écrire
comme une somine de poles simples en x2 avec résidus positifs et que la somme
des résidus est égale a 1. Ici, on vérifie

1= X/512  A%/512

(2 3
Z()(/{>— e m2+9+0()\ ),
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avec

E2=14+I - ZXN 100N = ¢ =1+3x- 5N+ 0.

Fonction & quatre points connexe. La forme de la fonction & quatre points
connexe se déduit en particulier de I'expression (2.33). On trouve (¢f. aussi
figure 2.6)

W& (1, to, b, t4) = —)\/ A7 Aty = 7)A(ts — 7)A(ts — T)A(ts — 7)

%)\2 /dT1 dTQ {AQ(Tl — 7’2) [A(tl — 7'1>A(t2 — Tl)A(tg - TQ)A(t4 — Tg)

+

+ (t1—71) (tg—Tl AA( 2~T2)A(t477'2)

—‘rA(tl*—Tl) ( 4\T1)A(t2—Tg)A(t3—Tg)}

-I-A(O)A(Tl — TQ) [A(t] — Tl)A(tQ — TQ)A(tg — TQ)A(t4 — TQ) + 3 termes]}
O(X®). (5.29)

Les intégrales peuvent se calculer explicitement, mais une expression plus
intéressante est obtenue en passant en représentation de Fourier. Comme la
fonction W# (t1,ta,t3,14) est invariante par translation, elle est déterminée
par sa valeur & t4 = 0. On pose alors

WM)(/il, Ko, K3, I{4> = /dtl dtz dtg ei(ﬂlt1+'{2t2+5313) VV(LI) (tl, tz, t3, 0),

(5.30)
ou la variable k4 = —k1 — K3 — K3 a été introduite de facon & restaurer la
symétrie entre les quatre ooints (¢f. section 6.2.2). On trouve alors

1

W (51, ko, K3, Ka) =
(ks koo ) = F e S R F ) (RS + 1)

X {)\ + $A? K ! + + ! )
2 (k1 +k2)2+4  (k1+k3)2+4 (K1 +ke)2+4

1 1 1 1 1 .
= O(N\3). 5.31
+2(n%+1+n§+1+n§+1+m3+1>”+ (%) (5:31)

Les quatre derniers termes combinés avec le terme d’ordre A ont comme effet
de remplacer x2 + 1 par #2 + 1/£2 dans les dénominateurs.

Exercices

Exercice 5.1. On considére la mesure associée & la fonction

B8/2
S(q) = /75/2 dt [%42(1:) + %QQ(t) + My@3(t) + %,\2(14(15)] ,



5. Limite continue et intégrale de chemin 135

ol < est une constante arbitraire. Déterminer I’énergie libre, par unité de
longueur, dans la limite thermodynamique (qui est 'opposée de l'énergie du
fondamental de 'hamiltonien quantique correspondant) & I'ordre A2,

Solution. )
ma 3 InZ(8) = —3 — §(3—117")A* + O(\*).

Exercice 5.2. Déterminer ’énergie libre, par unité de longueur, dans la li-
mite thermodynamique a l'ordre A pour

8/2
St = [ de [§0) + b + Ma°(0)].
—B8/2

Solution. ]

lim —InZ(8) = —1 - LA+ 0.

B—oo B
Exercice 5.3. Méme question avec

o 1.2 1.2 1 2\2
s = [ arl3ate + a0+ e,
—3/2

ol q dénote le vecteur & deux composantes g1, ¢2 et g2 son carré scalaire.

Solution. )
ﬂlim 3 InZ(B) = —1—X/24+0(\?).






Chapitre 6

Systémes ferromagnétiques.
Corrélations

OUS GENERALISONS MAINTENANT un certain nombre de concepts et d’ou-

tils que nous avons développés dans les chapitres précédents a des modéles
de physique statistique classique (c’est-a-dire non quantique) plus généraux,
en particulier, en dimension d’espace arbitraire.

Le concept de fonctions (ou fonctionnelles) génératrices de fonctions de
corrélation sera de nouveau trés utile. Ce chapitre contient done quelques
rappels techniques sur différents types de fonctions de corrélation et les fonc-
tions génératrices correspondantes.

En section 4.4, nous avons déja mentionné que les fonctions de corrélation
connexes, en une dimension d’espace pour des systémes avec interactions de
portée finie, ont une propriété d’amas. Cette propriété se généralise, en di-
mension arbitraire, pour des systémes avec interactions de courte portée (une
notion que nous expliciterons plus loin).

Pour étudier les transitions de phase, il est particuliérement utile d’in-
troduire le potentiel thermodynamique, transformé de Legendre de 1'énergie
libre. Rappelons que la relation entre lagrangien et hamiltonien en mécanique
classique a aussi la forme d’une transformation de Legendre. La relation par
transformation de Legendre entre énergie libre et potentiel thermodynamique
se généralise dans une relation entre fonction génératrice des fonctions de
corrélation connexes et fonction génératrice des fonctions de vertex. Les fonc-
tions de vertex qui, du point de vue des diagrammes de Feynman sont une
ligne irréductible, sont aussi appelées en théorie quantique des champs fone-
tions 1PI (pour une particule irréductible). Les transformées de Fourier de
ces fonctions ont de meilleures propriétés de régularité que les fonctions de
corrélations connexes dont elles se déduisent, ce qui en fait des objets d’étude
privilégiés.
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Enfin, nous examinons les relations entre transformée de Legendre et mé-
thode du col. Nous calculons les premiers termes du développement des fone-
tions de vertex a deux et quatre points dans un exemple simple.

A partir de ce chapitre, nous adoptons, par commodité, un langage ferro-
magnétique, méme si de nombreux systémes physiques auxquels ces considé-
rations s’appliquent aussi. n’ont rien de magnétique.

6.1 Systémes ferromagnétiques : définition

Nous considérons des modéles statistiques définis sur réseau, nous limitant
au réseau Z¢ des points de coordonnées entiéres (la généralisation des réseaux
carré et cubique) de 'espace & d dimensions. Ce réseau peut physiquement
représenter un cristal, mais il peut étre aussi un outil technique dans des
situations ou il est utile d’approximer 'espace continu par un réseau.

A chaque sommet (ou site) du réseau sont associées une ou plusieurs va-
riables aléatoires réelles, appelées maintenant spins (mais non quantiques) et
notées S; on 'indice ¢ caractérise un site du réseau et est une écriture symbo-
lique pour les d coordonnées entiéres :

iz=(n1y,ne,...,ng), Ny E€Z.

Nous notons £(S) 'énergie d’interaction des spins en champ nul, 3 'inverse
de la température et p(S) la distribution de spin (normalisée) qui pondeére les
configurations de spin en chaque site.

L’énergie d’interaction contient des termes qui corrélent les spins des dif-
férents sites. Nous supposons que les interactions sont a courte portée ou
locales, une notion que nous préciserons plus tard, mais dont les interactions
de proches voisins fournissent ’exemple le plus simple. Par ailleurs, nous sup-
posons I'énergie d’interacsion invariante par translation sur le réseau.

Nous commencons par définir des systémes sur le sous-ensemble fini C du
réseau Z¢ (que nous appelons cube dans ce qui suit indépendamment de la
dimension d d’espace) des points de coordonnées entiéres

0<n, <L, for1<u<d, LeZ.

Le nombre de points de C /le volume) est donc Q = L%. De plus, sauf indication
explicite contraire, nous supposons des conditions aux limites périodigues dans
toutes les directions de sorte que 'invariance par translation est préservée pour
L fini.

Dans ce qui suit, toutes les expressions sont écrites pour une variable par
site du réseau mais la généralisation a plusieurs variables est simple.

La fonction de partition, dans un champ magnétique uniforme H/3 et
pour un cube C de € sites, s’écrit alors

Zo(H) = / (H p(Si)dSZ-) exp {—55(5) +H Z Sz} . (6.1)

ieC
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Nous supposons que le poids statistique est tel que la fonction de partition
existe, pour un volume §? fini, pour toute valeur de H. Alors, la fonction de
partition Zq(H) est une fonction entiére de H.

Les valeurs moyennes des fonctions de spin sont données par

(®(S))q = ZLQ/ (H p(Si)dSi> ®(S) exp [—55(5) + HZSi

ieC

?

ou valeur moyenne (o), signifie valeur moyenne dans un volume Q.

Remarque. On peut se demander pourquoi attacher une importance par-
ticuliere a la fonction de partition qui n’est qu’une normalisation du poids
statistique 7 En réalité, si Zq n’a pas de signification statistique, ses dérivées
logarithmiques par rapport a tous les paramétres dont elle dépend sont des
valeurs moyennes, comme la section suivante va Uillustrer.

6.1.1 Distribution de spin moyen et énergie libre

Sur un réseau fini & © sites, les moments de la distribution du spin moyen

sur le réseau .
=3 S, (6.2)
ieC
correspondant a la fonction de partition (6.1), sont donnés par
0" Zq(H)

La valeur moyenne (o), est 'aimantation.

Nous avons supposé 'invariance par translation sur le réseau infini. De
plus, dans le cas d’un cube C avec conditions aux limites périodiques, I'in-
variance par translation est préservée sur le réseau fini, et donc la valeur
moyenne {S;) est indépendante du site ¢. On en déduit

(o= g5 3 (Sshq = (Siba ¥i.
jec
L’énergie libre par unité de volume Wq (H) correspondante (notre définition de
Pénergie libre différe des définitions usuelles, ici et plus tard, par un facteur de
température en général sans importance pour les questions que nous étudions)
est définie par

1
Wao(H) = ) In Zq(H). (6.3)
A cause de la positivité de la fonction de partition, la fonction Wq (H) est aussi

indéfiniment différentiable sur un réseau fini. Elle est une fonction génératrice
des cumulants ({¢™)¢) de la distribution du spin moyen. On vérifie

n _ - " WalH)
(<U >Q)conn. - Ql (aH)n

conn.

(6.4)
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En particulier,
OWq(H)
(@)a = ((9)a) conn. = “oH

Positivité. Comme nous avons déja montré, la dérivée seconde
0°Wq/(0H)?, proportionnelle au second cumulant de la distribution de spin
moyen, est strictement positive. En effet, la dérivée seconde peut étre écrite

PWa (o e Oz it 020\
(aH)g B é]jfg = 1Zﬂl(H)(aH;é -0 1<291(H)a—;>
= (0~ (0)a)") - (6.5)

La dérivée seconde ne s’annule que pour une valeur de ¢ certaine, situation
triviale que nous excluons.

6.1.2 Transformation de Legendre

Comme nous le montrons dans I’étude des transitions de phase, au cha-
pitre 7, il est plus commode de travailler a aimantation fixée qu’a champ
magnétique fixé. Cela correspond & passer de I'énergie libre au potentiel ther-
modynamique G(M). Les deux fonctions W (H) et G(M) sont reliées par une
transformation de Legendre, une transformation qui sera discutée de fagon
plus générale en section 6.3.

Le concept de transfcrmée de Legendre apparait aussi dans d’autres do-
maines de la mécanique statistique, ou plus généralement de la physique,
comme en mécanique analytique ou elle relie hamiltonien et lagrangien. Les
variables conjuguées sont alors le vecteur vitesse ¢(t) et le vecteur moment
conjuguée p(t) (impulsion dans les cas les plus simples) :

£4:0) + Hip.a) = p0ilt), p(O) = o
q,q p.q pit)qit), p 34(1)

Transformation de Legendre : définition globale. Soit W(H) une fonction

de H, partout définie et admettant une dérivée seconde continue et strictement

positive. On appelle transformée de Legendre de W(H), la fonction G(M),
définie de la maniére suivante

W(H) +G(M)=HM, (6.6a)
oW (H)
M= (6.6b)

Avec les hypothéses sur la dérivée seconde

OH _ (OMNTT (Gt N
oM\ 0H - \(0H)?
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existe. La transformation est alors involutive. En effet, la premiére relation
entraine

og(M) .. OH 0 |
ot =1+ oar o, (M~ W)

L’équation (6.6b) entraine alors que le deuxiéme terme s’annule. Ainsi,

_aG(M)
Y

(6.7)

Par ailleurs, dérivant I’équation (6.6b) par rapport & M et utilisant I'équa-
tion (6.7), on trouve
2 2
oW o6 _ (6.8)
(0H)2 (OM)?
La dérivée seconde de G(M) est donc aussi continue positive.

Dans son domaine de définition, la transformation de Legendre est bijective
puisque la fonction W/(H ) est croissante et continue. Notouns, cependant, qu’a
la différence de W (H), la fonction G(M) n’est pas nécessairement définie pour
toute valeur de M mais comme W’(H) est continue, le domaine de définition
est connexe.

Stationnarité. Une propriété algébrique importante de la transformation
de Legendre est la suivante : supposons que W (H) dépende de fagon dérivable
d’un parameétre . Alors,

oG (M 0
) - 2 [ av - w)]

OW(H) OH 0

5. "oz 9m |

HM ~ W(H))

et donc a cause de (6.6b)

OW (H) . IG(M)
Oe de

=0. (6.9)
En particulier, supposons que W (H) soit développable 4 € =0 :
W(H) = Wo(H) +eW1(H) + O(e).

Soient Go(M) la transformée de Legendre de Wy(H) et H(O (M) sa dérivée.
Alors,
G(M) = Go(M) — W1 (HO(M)).

Application. Dans le probléme qui nous intéresse, la variable M est la
valeur moyenne du spin, ou aimantation :

M = (o).
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La fonction G(M) est la densité de potentiel thermodynamique. A volume fini,
Iénergie libre W(H) est une fonction réguliére et ’équation (6.5) implique
que sa dérivée seconde est positive. La transformation de Legendre est définie
globalement et inversible.

Limite thermodynamigue. Dans le cas d’interactions locales, dans la limite
du volume € infini (ou limite thermodynamique) : C — Z¢, la densité d’énergie
libre W(H) a une limite finie, une propriété qui généralise le résultat obtenu
a4 une dimension. De la relation (6.4) entre cumulants et dérivées de W(H),
on conclut, en particulier, que le spin moyen tend vers une valeur certaine
(¢(H)). De plus, pour les distributions et valeurs de H pour lesquelles la
dérivée seconde de W(H) est finie, les cumulants de la distribution de ¢ ont
le comportement prédit par le théoréme centrale, méme si les spins ne sont
pas des variables indépendantes.

Nous avons vu (section 4.4.1) que pour n = 2 cette condition est satisfaite
si la longueur de corrélation est finie et nous verrons que cette propriété se
généralise.

Cette question a un rapport direct avec 'inversibilité de la transformation
de Legendre et est intimement liée au problémes de transitions de phase. Si
en effet la dérivée seconde de W (H) diverge pour certaines valeurs de H (ce
qui implique, en particulier, que la longueur de corrélation diverge), G” (M)
s'annule et la relation (6.7)

OG(M)

H==5

n’a plus nécessairement une solution unique en M.

Une autre situation peut étre réalisée o la dérivée de W(H) a des dis-
continuités, et le domaine de définition de G(M) n’est pas connexe. Alors la
transformation de Legendre n’est plus bijective : c’est la situation réalisée
dans les systémes ayant une transition de phase, dans la région a plusieurs
phases.

6.1.3 Distribution du spin moyen et potentiel
thermodynamique

La distribution Ra(co) du spin moyen (6.2) est la transformée de Fourier
de la valeur moyenne de exp[—ik )", S;] (¢f. section 3.1) :

Rq(o) = % /dk gthslo <e_ik2is">.

Cette valeur moyenne est obtenue directement & partir de W (H) par prolon-
gement analytique :

<e—ikZ, s,> _ Zél(H)eQWQ(H—ik) _
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Donc,

0 . ,
RQ(O’) = %251(H>/dk eﬂ[10k+Wsz(H—zk)] )

Dans la limite thermodynamique £ — oo, Wq(H) tend vers une limite finie
W(H) qui reste analytique, au moins si la longueur de corrélation reste finie.
L’intégrale peut donc se calculer par la méthode du col (section 2.6). Le col
est donné par I’équation

o =W'(H —ik).

L’équation a une solution au moins pour ¢ et H suffisamment petits. A Pordre
dominant, la distribution Rq(o) peut alors s’écrire

0 1/2 . .
~ —1 QHo Q—(H—ik)o+W(H—ik)]
Ralo) \~ 2o (H) (sz"(H - @k)) ©e '

Comparant ces expressions avec les équations (7.3, 7.13, 7.14), on en déduit

Ro(o) ~ ZoYH)VQG(0)/2r eOHo=G(a)] (6.10)

Q—00

une relation asymptotique entre potentiel thermodynamique et distribution
de spin moyen. Notons, cependant, que cette relation n’est valable que dans
le domaine de définition de G(o), une subtilité importante dans le cas de
transitions de phase.

Dans la limite thermodynamique, la valeur de o tend vers une valeur
certaine qui est l'aimantation A, minimum absolu de Ho — G(o) et donc
solution de

H=¢G(M).

Si la dérivée seconde G”(M), qui est toujours non négative, ne s’annule pas,
la distribution peut étre approximée par la distribution gaussienne

Ro(o) ~ /QG"(M)]2m e 9" D=2, (6.11)

et o se comporte comme une moyenne de variables aléatoires indépendantes.
Nous verrons que cette condition est réalisée si la longueur de corrélation est
finie. Les exceptions & ce comportement, longueur de corrélation infinie, cols
multiples, sont toutes liées & Pexistence d’une transition de phase.

6.2 Fonctions de corrélation. Représentation
de Fourier

Nous considérons a nouveau la fonction de partition Z(H) d'un systéme
ferromagnétique classique du type défini en section 6.1 (équation (6.1)), mais
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en champ magnétique variable, c¢’est-a-dire, dont "amplitude varie de site en
site :

. (6.12)

1eC ieC

Z(H) = / (H p<Si)dSi) exp {—55(5) + ZHiSi

Nous supposons que le poids statistique est tel que la fonction de partition
existe pour toute valeur de H.

La fonction de partition Z(H) est une fonction génératrice des fonctions
de corrélation de spins en champ variable. En effet,

0" Z(H)

. : y = 71
(Si, S, ... 8,y =2 (H)aHilaHiz,..aHi

i

Dans ce qui suit, nous ne considérons que des fonctions de corrélation en
champ uniforme, qui correspondent & la limite H; = H et, en particulier, en
champ nul, H; = 0.

6.2.1 Fonctions connexes et propriété d’amas

L’énergie libre associce W(H) (nous rappelons que notre définition de
I'énergie libre différe par un facteur de température des définitions usuelles) :

W(H) = In Z(H)

est alors la fonction génératrice des fonctions de corrélation connexes (cf.
section 4.4)

B I"W(H)
connexe a}]“af]’i2 ...0H;

W(n) (H) = <Si1ASY7;2 . Siu,>

i142...0n
n | H=H

En champ constant, la fonction W(H) differe de la fonction W (H ) définie en
section 6.1 par un facteur de volume.

Propriété d’amas. Nous considérons maintenant la fonction & n points

n . . . N .
connexe Wi(li;”i", n > 1 dans la limite thermodynamique, c’est-a-dire de
volume infini : ¢ — Z¢. Nous séparons les points i;,42,...,1, en deux sous-

ensembles disjoints non vides E, E’. Nous définissons la distance D entre ces
sous-ensembles par

D= min [|i—4|,

i€E, i EE
ot nous avons noté |t —1’' la distance entre les points ¢ et i’. Alors, la fonction
de corrélation tend vers zéro quand la séparation D tend vers I'infini :
lim W\ . =0,
D—oo

i112...0n,
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En Pabsence de transition de phase, ou bien dans la phase de haute tempé-
rature au-dessus de la transition de phase, la décroissance est exponentielle
quand la séparation tend vers 'infini : on appelle longueur de corrélation I'in-
verse £ du plus petit taux de décroissance. En terme de la fonction a deux

points connexe,
1 In| {S;S;
~ =max lim -—L—@—' (6.13)
3 li—i]—e0 i —J
Dans un systéme statistique avec transition de phase, a la température de
transition et dans la région & plusieurs phases, la décroissance peut n'étre
qu’algébrique.
Quand la longueur de corrélation £ est finie, il découle de la définition (6.2),
de I'équation (6.5) et de l'invariance par translation sur le réseau, que

1 ,
W//(H) = Q Z <Si5j>conn. - Z <‘5i5j>conn. < 00.
47 7

Quand la longueur de corrélation est finie, la dérivée seconde W (H) est donc
finie.

La propriété de décroissance exponentielle se généralise & toutes les fonc-
tions de corrélation connexes. Dans le cas d'interaction de portée finie, pour
lesquelles une matrice de transfert peut étre définie, la représentation (4.16)
se généralise et forme de nouveau une base pour une démonstration.

6.2.2 Invariance par translation et représentation
de Fourier
Dans ce qui suit, nous supposons que la limite thermodynamique a été
prise. Par ailleurs, nous notons maintenant par xi,2,... € Z¢ les points
sur le réseau d-dimensionnel. Nous utilisons explicitement 'invariance par
translation du modéle statistique, ce qui implique que pour tout a € Z4, la
fonction de corrélation connexe & n points satisfait

W(")(ml +d,. ..,k +a)= W(”>(331, ce )
Nous introduisons sa transformée de Fourier
n
F™ (i, ... pn) = Z W (zy,...,2,) exp inj~pj ,
T1,...,2,C%4% j=1

ot la fonction F™ est périodique dans toutes les composantes des vecteurs p;.
Utilisant I'invariance par translation, nous prenons comme arguments
et y; = T; — Tp pour j < n:

W(n)(ml7x27 .. 7171):%,(”)(:1“1_1‘713 e 7x71~lﬁxn70):W(n)(y17 s 7yn~170)'
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Apreés ce changement de variables, la somme devient

Fpiop) =Y Y W0, y0-1,0)

Tn YlyenrYn—1
n—1 n
X exp iZyj -pj+imn~2pj
j=1 j=1
Au sens des distributions
> e = 2r5(9),

ncZ

ol dans ce cas, §(8) est la distribution de Dirac sur le cercle, concentrée a
6 = 0 mod (27).
En d dimensions,

Z el — (27)45D(P) avec P = Zpi,

z, €LY

ou la fonction 6% signifie pour chaque composante P, de P,que P, =0
mod (27).

Nous factorisons alors la distribution de Dirac 5 (py +po +- -+ +py), qui
est donc une conséquence directe de I'invariance par translation, et posons

F(n) (ph v 7pﬂ) = (27T)d5(d) <Zpl> W(Tl) (pla s 7pn>a

i=1

ol la fonction

W(n)(p177pn) Z W(n)(xl,...,xn_l,O)exp ZZIJPJ

T1,eesTh—1
(6.14)
n’est définie que sur la surface >, p; = 0.
Comme un point est fixé, la fonction connexe W(”)(O,:rg ..., Tpn) décroit
quand z; tend vers l'infird et W™ (p1,-..,pn) a des propriétés de régularité

dans les variables p;.
Enfin, la relation entre fonction & n points et sa transformée de Fourier
peut se récrire

(2m)?6(@ <Zpi) W™ (p1,p2,. .. pn)

=1 /

|

Z W(”)(xl,xg,...,xn ) exp ij ;|- (6.15)

T1,L2,---3Tn
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Terminologie. Par la suite, par référence au formalisme quantique, nous
appellerons souvent impulsions les arguments p; des transformées de Fourier.

Représentation de Fourier et énergie libre en champ uniforme. Considérons
d’abord un cube périodique C contenant ! points. Dans ces notations, la
fonction génératrice Wo(H) se développe sous la forme

yeeey

En champ uniforme H, grace a l'invariance par translation, ’expression de-
vient

Wa(H) = i i Z WS (@, ..., zn)

!
e
o
H'Il
=22 S w0 pe1,0)
n=0 Y15esYn— 1,80 €C
o H”
R 2Ty W s, g 1,0).
n=0 Yn—1€C

Dans la limite © — oo, si les sommes convergent, utilisant la définition (6.14),
on obtient

W(H) = lim Wo(H)/Q = f: T:lW(m(o, ..,0). (6.16)

6.3 Transformation de Legendre et fonctions
de vertex

Il est utile de généraliser la transformation de Legendre au cas du champ
magnétique ou de 'aimantation variable spatialement et, donc, de définir la
transformée de Legendre pour un nombre quelconque de variables. Cela per-
met, en particulier, de définir des fonctions de corrélation généralisées appelées
fonctions de vertex qui jouent un role technique important en théorie statis-
tique ou quantique des champs & cause de leurs propriétés de régularité.

6.3.1 Transformation de Legendre : généralisation

Soit W(H) une fonction des variables H;, partout définie et admettant des
dérivées partielles secondes continues et telle que la matrice

o*wW

(2) _

ij
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soit définie positive :

ZXWl H)X; >0 vX avec |X|=1.

On appelle transformée de Legendre de W(H), la fonction I'(M) définie par
les relations suivantes :

W(H) + (M) =Y H;M,, (6.17a)
vy = 2. (617

On vérifie immédiatement que cette transformation est involutive: En effet,
la premiére relation entraine (9H/OM est défini)

T (M) 0H, 0
— H. v 1 —
o, T — OM; OH, [Z}H’““ W(H)

Utilisant (6.17b), on trouve que le deuxiéme terme s’annule. Donc,

O (M)

H, =
OM,

(6.18)

Notons cependant qu’a la difféerence de W(H), la fonction I'(M) n’est pas
nécessairement définie pour toute valeur de M. En revanche, & cause de la
continuité des dérivées premiéres, le domaine de définition est simplement
connexe.

De la transformation de Legendre, on déduit une relation entre dérivées
secondes. Dérivant 1'équation (6.17b) par rapport & M; et utilisant I'équa-
tion (6.18), on trouve

Z o2 sy
8H aH,c OM,OM; K

(6.19)

La matrice des dérivées secondes de I'(M) est donc aussi définie positive.

Stationnarité. La propriété algébrique (6.9) de la transformation de
Legendre se généralise sans difficulté. Supposons que W(H) dépende de fagon
dérivable d’un parameétre €. Alors,

OW(H) N or'(M)
Oe Oe

=0. (6.20)

Inversibilité. La transformation de Legendre, dans son domaine de défini-
tion, est toujours bijective. Cette propriété est vraie localement & cause de la
positivité de la matrice des dérivées secondes.
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Pour la démontrer globalement, nous supposons que deux valeurs H et
H’ correspondent a la méme valeur de M. Nous introduisons l'interpolation
linéaire

H(t)=H+i(H —H) = M(H(1) = M(H(®0)).

Considérons alors la fonction

Sa dérivée est donnée par

()= Ly\ggf—)) (H' —H), = > M,;(H(t)) (H - H), .

H i

Elle satisfait donc

La dérivée seconde

OW(H(1))

o"(t) =S (H! - H, H —H;) >0

® zzj:( : i) OH,0H; ( 3)
est positive puisque la matrice est positive. La fonction ®'(t) est donc une
fonction strictement croissante et la condition ®' (1) = ®'(0) ne peut pas étre
satisfaite.

Physique statistiqgue. Sur un réseau fini, toutes les hypotheéses précédentes
sont satisfaites. La fonction W(H) est indéfiniment différentiable. Par ailleurs,

OWH) 1 02
oH,  Z(H)0H,

et donc

OPW(H) 9?2 92 92

- = -1 —_— -2 —_—
OH,0H, z (H)aHz-aHj 2 W5E om,

(2) —
WL ) =

Utilisant la définition (6.12), on trouve que la fonction & deux points connexe
peut étre écrite (cf. aussi la relation (2.32) et la section 3.3.3)

W2 (H) = ((S; — (S) (S5 — (5))) +

ou valeur moyenne (o) signifie valeur moyenne en présence du champ H;.
Prenant la valeur moyenne de cette matrice symétrique dans un vecteur X;
non-nul, on trouve

ZXXWQ)H) <[ZX S, — (S }>zo, (6.21)

%3
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I’égalité n’étant possible que pour une valeur de S certaine, situation triviale
que nous excluons. La matrice Wi(jQ)(H) est donc définie positive, ce qui équi-
vaut & dire que toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

Limite thermodynamique. Dans la limite thermodynamique, la question
de l'inversibilité devient plus subtile et est intimement liée & 'existence de
transitions de phase. En effet, Wi(jz) (H) peut avoir des valeurs propres qui
s’accumulent & l'infini pour certaines valeurs de H. Ceci correspond a un
point de transition de phase. Dans ces conditions, 92T'(M)/9M;0M; peut
avoir des valeurs propres nulles et la relation (6.18)

AT (M)

Hi: aMz 3

n’est plus localement inversible.

Une autre situation peut étre réalisée ot les dérivées partielles de W(H)
ont des discontinuités. Alors, la transformation de Legendre n’est plus bijec-
tive : ¢’est la situation réalisée dans les systémes ayant une transition de phase
dans la région a plusieurs phases.

6.3.2 Fonctions de vertex

Les coefficients du développement du potentiel thermodynamique en puis-
sances de l'aimantation locale M (z),

F(M):Z% > TW(zy,2g,. . ) M(z1)M(22) .. M(z,), (6.22)
n=0

L1,T25.-3Tn

sont appelés fonctions de vertex ou fonctions de corrélation I-irréductibles
(pour des raisons qui seront précisées dans le chapitre 12).

Dans des modéles a interactions de courte portée (c’est-a-dire les modéles
statistiques qui nous intéressent), ces fonctions ont de meilleures propriétés
de décroissance que les fenctions de corrélation connexes et done, pour des
systémes invariants par translation, leurs transformées de Fourier

n n
(2m)46 (ZPZ) ) (p1,-.»Pn) = Z F(m(xl, ey Tp ) XD injpj
i=1 j=1

L1y,
(6.23)
ont de meilleures propriétés de régularité.

Fonctions & deux points. Dans un systéme invariant par translation,
appliquant la relation (6.14) au cas n = 2, on trouve

W3 (p) = > W (0,z)e?, (6.24)

ou le deuxiéme argument —p est généralement omis.
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La condition de positivité devient simplement
W@ (p) > 0.
De méme,

T®(p) => "T®(0,z)e"?. (6.25)

La relation entre les transformées de Fourier est alors algébrique :
W I (p) =1. (6.26)

Remarque. Cette propriété se généralise a la fonction a n points. Dans un
systéme invariant par translation, en représentation de Fourier, les relations
entre fonctions connexes et fonctions de vertex n’impliquent aucune intégra-
tion.

Potentiel thermodynamique en champ uniforme et représentation de
Fourier. Utilisant les arguments de la section 6.2.2, qui ont conduit a la re-
présentation (6.16), on relie la densité de potentiel thermodynamique et la
représentation de Fourier :

G(M) =Y %—nf(m (0,...,0). (6.27)
n=0

6.3.3 Modéle gaussien

Considérons la fonction de partition donnée par I'intégrale gaussienne

Z(H) = / (l;[ds,) exp

1
H(8) = 3 Z S;;5:S; 5 (6.28)
2%

—H(S) + ZHiSiJ

avec

ou la matrice &;; est définie positive. Alors,

WED) ~ W(0) = n(2(H)/2(0)) = DOUACRIN:

On en déduit 'aimantation locale

HW(H) .
= B, :Z[G l]inj = Hi:ZGij]\/[j'

J J

M;

Enfin, le potentiel thermodynamique est donné par

(M) = —W(0) + % S MG M;.

&7
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La transformée de Legendre d’une forme quadratique est aussi une forme
quadratique. De plus, ['(M) est directement relié a la forme quadratique (6.28)
qui apparait dans l'intégrale initiale, a une constante additive prés. En effet,

T'(M) = ~W(0) + H(M).

Invariance par translation. Dans un systéme invariant par translation et
en champ uniforme H; = H, Paimantation est uniforme. De plus, pour un
cube C dans Z¢ de volume €, avec conditions aux limites périodiques

Gij = 6(.’E1 - .13]‘),
la densité de potentiel thermodynamique est alors

G(M) = GT(M) =G(0) ~ 5o 3 (o —a)M? = G(0) + 5 3 &(x)M?.
x,z'€C zreC

Si la somme sur x converge, on peut prendre la limite du volume infini. In-
troduisant la transformée de Fourier de la fonction &(x),

Sk) =) e*&(x),

on peut récrire 'expression

G(M) = G(0) + & (0) M. (6.29)

6.4 Transformation de Legendre et méthode
du col

La relation entre transformation de Legendre et méthode du col explique
en partie le role important joué par le potentiel thermodynamique.
Considérons la fonction de partition dans un champ externe H,,

Z(H)z/(HdS,) e~ HSIHL, HiS:

ou H, comme fonction des variables S;, a des propriétés d’analyticité telles
que la méthode du col soit applicable au calcul de 'intégrale.
Les cols sont donnés par (¢f. section 2.7.2)
OH
H, = 2%, 6.30
"0S; (6-30)
Nous supposons que I’équation a une solution unique. L’ordre dominant est
obtenu en remplagant S dans I'intégrant par sa valeur au col. On trouve

W(H) = Wo(H) = ~H(S) + ) H,Si,
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ol S est une fonction de H a travers 'équation du col (6.30). Nous observons
que la relation entre H et W est une transformation de Legendre. Par ailleurs,
oW
~ OH;

M; = S;(H)

et donc,
(M) =To(M) = H(M).

Le deuxiéme ordre de la méthode du col est ensuite donné par l'intégration
gaussienne (équation (2.49)). Négligeant les facteurs 2w, on obtient

Utilisant la propriété de stationnarité (6.20), on en déduit

1 O?H(M)

- — l —_————— .
DiM) =3 rln 53am,

(6.31)
Appliquée a 'exemple gaussien, la méthode du col est évidemment exacte.

Plus généralement, les fonctionnelles W(H) et I'(M) peuvent étre dévelop-
pées a tous les ordres de la méthode du col :

W(H) =Y We(H), T(M)=> T¢(M).
£=0 =0

Nous verrons en section 12.4 que, du point de vue des diagrammes de Feyn-
man, ¢ compte alors le nombre de boucles des diagrammes.

6.5 Fonctions de vertex & deux et quatre points

Nous avons exhibé la relation entre fonction a deux points connexe et
fonction de vertex a deux points. Etablissons, comme un exercice qui sera
utile pour la suite, la relation entre fonctions & quatre points dans le cas de
distributions de spin invariantes par la réflexion S; — —.S5;.

On part de Videntité établie précédemment

> °T o'W _ o
—~ OM;OMy 0HxOH; 7"

On dérive par rapport & M,

0,

5 5T W, o°T W 0T
— OM,OM;0My, OHyOH,; &= OM;0My OH OHROH; OMp My
(6.32)
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ol nous avons de nouveau utilisé

L’identité (6.32) peut étre récrite

3 9°T

9T . FPW I
OM;, OM;,0M,;, 5, OH;, 0H, 0H;, -2 OM;, 0M;,

(6.33)

Introduisons la notation

@ otw
wiista  9H, OH;,0Hy 0Hy, |y
(4) o'T

niists — N OM,,0My,0My, | ,_y

Nous dérivons & nouveau (6.33) par rapport & M et nous prenons la limite
M = 0. A cause de la symétrie de réflexion, les fonctions de corrélation en
champ nul d’un nombre impair de spins s’annulent dans la phase symétrique.
Nous utilisons ici cette propriété pour la fonction a trois points. Nous en
déduisons

4
(4) _ (4 (2)
Pi1i2i3i4 - Z lejzj:sj4 H Fikjk: ) (6'34)
J1,d2.33.74 k=1

ou de fagon équivalente

4
(4) _ (4) (2)
Wj1j2j3j4 - Z I11’11'21'32'4 H Wikjk :
k=1

11,12,13,14
L’identité générale, incluant une fonction & trois points non triviale, a une
représentation graphique donnée par la figure 12.4 en section 12.1.

FExemple. En section 2.5, nous avons calculé le développement perturbatif
a ’ordre A? des fonctions de corrélation & deux et quatre points connexes avec
le poids e="(*) /2 on

kel n
1
H(z) = E iziAjz; + E)\ E ;. (6.35)
i,j=1 Toi=1

Nous 'avons exprimé en termes de la fonction a deux points A de la limite
p
gaussienne, inverse de la matrice A d’éléments A” :

A=A""
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L’application de I'identité (6.34) aux développements perturbatifs (2.28, 2.33)
des fonctions & deux et quatre points conduit a

2
r'(ilzz = Ailh + %/\&ﬂz Aixh - >‘ 1112 11] Z AJJ + IA?IZQ =+ O()‘s)
4
Fglzﬂgu = >‘5¢1i25i1i35i1i4 - A2 1112 Zd"‘kA?llg %A25i1i35i214A12114
- %AQ(SZM&MMW +0(\?). (6.36)

On note que dans les fonctions de vertex tous les diagrammes de Feynman
un-réductibles, c’est-a-dire qui peuvent étre rendus non connexes en coupant
une seule ligne, ont disparu (figures 2.4, 2.5, 2.6).

Si les indices représentent les sites d'un réseau cubique auxquels nous
associons des coordonnées x et si nous supposons l'invariance par translation,

Ay = Az() —2()) = Ay = A(2() —2(5)),
ces équations peuvent se récrire
T3 (z) = A(z) + INd(z)A(0)
— 22 (%5(:5)&0) DAy + éA3(x)> + OV ;
r@ (@1, @2, 23, 24) = A6(x1 — 22)0(x1 — 23)0(21 — T4)
— IN%(zy — @2)0(23 — Ta) AP (21 — 23)
_ %)\2(5($1 — x3)0(x2 — I4)A2(I1 — :L'4>
- %/\25(1‘1 —z4)6(x2 — .Tg)AQ(:L'l —Z9) + O()\B) .(6.37)

Introduisant la représentation de Fourier de la fonction a deux points gaus-
sienne,

1

M) = s [d'pe PTAD) AW = i [ e G

et donc, }
A(p)A(p) =1

(les composantes du vecteur p varie sur un intervalle 27), on peut récrire ce
développement en représentation de Fourier

T3 (p) = A(p) + 300 — 1X20B(0) — IX*C(p) + O(N?), (6.38a)

T (p1, pa,p3,pa) = A — 102 [B(p1 + p2) + B(p1 + ps) + B(p1 + p4)]
+0(\?), (6.38b)
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avec
(6.39a)
KA(p — k), (6.39b)
d?ky A% A(k1)A(k2)A(p — ky — ko). (6.39¢)
Exercices

Exercice 6.1. Méthode du col et développement perturbatif. Retrouver les
contributions aux fonctions de vertex & deux et quatre points d’ordre A et A%,
respectivement, dans le développement (6.36) en développant en puissances
de A Pexpression (6.31), obtenue par la méthode du col.

Solution. Dans I'exemple (6.35), 'expression (6.31) s’écrit

1 6‘2H( )

1
I1(M) = S trln = ~trln (Ai; + 3AM25;) .

OM;OM; oM; 2

Comme trin = In det,

trlInAB =trlnAtrlnB = trin(A+B)=trlnA +trln(1 + BA™Y).

Donc,
I(M)—T1(0) = $trin (1 + $AK),
avec (AA =1)
Kij = M7 A
Utilisant
trin(l + 10K) = I tr K - 17 r K? + O(\%),
on obtient

Ti(M) = T1(0) = $AD " MPA,; — 22> MPAYMZ + O(A%).

Dérivant deux puis quatre fois par rapport a M;, on retrouve, dans la limite
M; = 0, les contributions d’ordre A & T'® et A2 a T™) dans (6.36) :

82T
dM;, OM;,
94T,
OM;, OM;,0M,,0M,,

1
'2_>\Ai1i1 6i1’i2 9
M=0

142 2 1432 2
‘_—2')\ 6i1i25i314A §>\ 5117;361'914A

1113 1114

M=0

1 2 2
>‘ 1114 lzlJAzlzg'



Chapitre 7

Transitions de phase : généralités
et exemples

VANT D’ABORDER L'ETUDE des propriétés des transitions de phase conti-
Anues ou du second ordre dans le cadre de la mécanique statistique clas-
sique, nous voulons d’abord rappeler quelques subtilités de la notion générale
de transition de phase. Pour ce qui suit, il est utile, mais pas indispensable,
de connaitre la phénoménologie élémentaire des transitions de phase dans des
systémes simples comme les systémes liquide—vapeur ou les systémes magné-
tiques.

Une premiére remarque importante est que les transitions de phase ne sont
possibles que dans des systémes de volume infini, c’est-a-dire des systémes
ayant un nombre infini de degrés de liberté. Ceci montre déja que le concept
de transitions de phase n’est pas en soi quelque chose d’évident.

Les modéles que nous examinerons, et qui exhibent des transitions de
phase, ont la propriété suivante : suivant la valeur d’un paramétre de controle,
en général la température, le systéme peut étre dans une région a une ou au
contraire & plusieurs phases. Ces phases se distinguent par des sensibilités
différentes aux conditions aux limites. La région a une seule phase ne garde
pas trace de la maniére spécifique dont la limite thermodynamique, c’est-a-
dire de volume infini, est atteinte. Il n’en est pas de méme dans la région a
plusieurs phases on, par exemple, certaines fonctions de corrélation dépendent
de la fagon dont la limite thermodynamique est prise. Chaque limite distincte
correspond & une phase.

Pour les modéles simples que nous allons étudier, il est possible de trou-
ver des observables locales dont les valeurs discriminent entre les différentes
phases. On appelle une telle observable paramétre d’ordre. Par exemple, le
spin est un paramétre d’ordre pour les transitions ferromagnétiques.

De plus, dans ces modéles, la transition de phase est associée a une brisure
spontanée de symétrie. Par exemple, le poids statistique du modéle d’Ising
ne change pas quand on change le signe de tous les spins. On s’attend donc
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a ce que la valeur moyenne du spin soit nulle. Cependant, si 'on ajoute a
Iénergie d’interaction un terme qui brise explicitement la symétrie du systéme
(un terme de champ magnétique pour un systéme ferromagnétique), qu'on
prend la limite de volume infini et qu’on fait tendre ensuite 'amplitude du
terme de brisure vers zéro, deux cas peuvent se présenter : dans la région
de paramétre & une phase unique, la symétrie est restaurée en ce sens que
toutes les fonctions de corrélation ont la symétrie du modéle ; dans la région
de brisure de symétrie spontanée au contraire, la limite thermodynamique et
la limite de brisure nulle ne commutent pas. Dans le cas des spins, on trouve
une valeur moyenne du spin non-nulle, ¢’est-a-dire une aimantation spontanée.
Le signe de I'aimantation spontanée dépend du signe du champ magnétique
qui tend vers zéro.

Une autre caractérisation simple et assez générale d’une transition de phase
est dynamique. On appelle ici espace de configuration I’ensemble des confi-
gurations possibles d’un systéme. Par exemple, si nous considérons le modeéle
d’Ising, un modéle de spins classiques sur réseau ol chaque spin ne peut
prendre que deux valeurs, alors 'espace de configuration pour 2 spins est un
ensemble de 29 éléments.

Considérons alors une dynamique aléatoire ou déterministe dans ’espace
de configurations qui admet, comme distribution asymptotique (on parle aussi
de distribution d’équilibre), le poids de Boltzmann d’un modéle exhibant une
transition de phase. Un exemple d’une telle dynamique est I’équation d’évolu-
tion (3.21) de la marche au hasard qui conduit & une distribution gaussienne
(mais qui n’exhibe pas de transition de phase). Les transitions que nous allons
considérer ont alors le caractére suivant : aussi longtemps que le volume du
systéme est fini, tout élément de 'espace de configuration a une probabilité
non nulle d’étre atteint au cours de I'évolution temporelle et ceci, quelle que
soit la température (si le systéme n’est pas discret comme dans le modeéle
d’Ising, tout élément doit étre remplacé par un élément de volume de 'espace
de configuration aussi petit soit-il) et quel que soit le point de départ. On dit
que le systéme est ergodigue. Si le systéme converge alors vers un état d’équi-
libre thermodynamique, ¢’est-a-dire une distribution de probabilité invariante
par la dynamique, les moyennes temporelles tendent vers les moyennes cal-
culées en sommant sur toutes les configurations de 'espace de configuration
avec le poids de Boltzmann.

En revanche, dans la limite du volume infini (& densité fixée pour un sys-
teme de particules), suivart les valeurs de la température, le systéme peut soit
rester ergodique, ou au contraire subir une brisure d’ergodicité. Dans ce der-
nier cas, Vespace de configuration se décompose en sous-ensembles disjoints.
Quand le systéme est préparé initialement dans un de ces sous-ensembles, il
y reste. Par exemple, pour un systéme de type Ising en dessous de la tem-
pérature critique, les deux sous-ensembles correspondent aux deux valeurs
opposées de 'aimantation spontanée.
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Notre but est d’analyser le comportement des quantités thermodyna-
miques au voisinage d’une transition, en particulier leurs singularités comme
fonctions de la température. Nous avons déja souligné le role de la longueur
de corrélation. Les transitions qui vont nous intéresser plus particuliérement
sont celles pour laquelle la longueur de corrélation diverge a la transition.

Toutefois, avant de discuter les transitions de phase par des méthodes
plus élaborées, nous illustrons certains aspects élémentaires des propriétés
générales décrites ci-dessus en étudiant le comportement de certains systémes
ferromagnétiques simples sur réseau.

Nous commencons ’étude des transitions de phase par un modéle simple,
mais un peu pathologique, correspondant suivant l'interprétation a une limite
de dimension d’espace infinie ou de forces a longue portée. Ce modéle peut
étre résolu par des méthodes élémentaires et présente une transition de phase
de type champ moyen ayant certaines propriétés du modéle quasi-gaussien,
comme on le verra par la suite.

Nous mettons en évidence les propriétés universelles des comportements
des quantités thermodynamiques a la transition (appelés comportements cri-
tiques).

Nous examinons ensuite les propriétés d’un systéme ferromagnétique avec
interactions de proches voisins et dimension d’espace fixé. Un tel systéme n’ad-
met pas en général de solution exacte. Cependant, des arguments de basse et
haute température (qui peuvent étre rendus rigoureux) permettent de montrer
de fagon convaincante, dans la limite du volume infini, l’existence de transi-
tions de phase dans des systémes de type Ising, c’est-a-dire avec une symétrie
de réflexion.

Dans le cas d’interactions de proches voisins, une matrice de transfert peut
étre définie. La limite thermodynamique (de volume infini) est alors dominée
par la valeur propre la plus grande de la matrice. La possibilité d’une transition
de phase est reliée a la divergence de la longueur de corrélation, et donc & une
valeur propre dominante dégénérée (multiple).

Le modéle d’Ising est un exemple caractéristique des modéles avec symé-
tries discrétes, c’est-a-dire correspondant & des groupes finis. Une conclusion
importante qui se dégage des arguments intuitifs (mais qui peuvent étre ren-
dus rigoureux) que nous présentons, est la suivante : les transitions de phase
avec interactions de courte portée et brisure spontanée de symétrie, qui nous
intéressent particulierement, ne sont possibles qu’a partir de la dimension 2
pour les brisures de symétrie correspondant a des groupes discrets et 3 pour
des groupes continus.

Modeles ferromagnétiques de type Ising. Les exemples que nous étudions
dans ce chapitre appartiennent de nouveau a la classe des modéles ferroma-
gnétiques classiques introduits au chapitre 6. A chaque site du réseau cubique
sont attachées des variables aléatoires (réelles) ou spins classiques S;, ou l'in-
dice 1 caractérise le site du réseau (i est une écriture symbolique pour les d
coordonnées entiéres, c'est-a-dire un élément de Z9).
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Nous considérons le poids statistique, ou poids de Boltzmann,

2 \(H) (H p(&)) exp {55(5) + HZ Si} ;

ou 3 est l'inverse de la température et le champ magnétique H inclut un
facteur de température 3H — H. p(S) est la distribution de spin (normalisée)
en chaque site et £(S) est 1'énergie d’interaction des spins en champ nul. Enfin,
Z(H) est la fonction de partition (cf. expression (6.1))

Z(H) = / (H p(S’Z-)dSi> exp {~B€(S) +H Z sl} . (7.1)

De plus, nous supposons maintenant,

(i) que le modéle en champ nul a une symétrie de réflexion Zo, et donc
E(S) = £(—8) ainsi que p(S) = p(—9),

(i) que la distribution de spin p(S) décroit, pour |S| — oo, plus vite qu’une
gaussienne :

/ p(8NYdS' < Ke #5" 41>0, a>2. (7.2)
S

Plus loin dans ce chapitre, en section 7.5.2, nous généralisons 'analyse & des
systémes ou le spin est un vecteur & v composantes et le groupe de symétrie
Zs est remplacé par le groupe orthogonal O(v) des rotations-réflexions de
I’espace & v dimensions.

7.1 Température infinie ou spins indépendants

Pour mettre en oeuvre les concepts théoriques précédents, établir un en-
semble de notations et quelques propriétés élémentaires, nous considérons
d’abord un modeéle a température infinie (3 = 0) ou sans interaction. Nous
sommes alors ramenés 4 un ensemble de spins indépendants et donc & une
situation analogue au théoréme de la limite centrale (section 3.1), mais dans
un cadre plus spécifique.

7.1.1 Modéle a un site

La fonction de partition du modéle & un site est

z(h) = /ds p(s)es, 2(0)=1. (7.3)
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Elle est obtenue a partir de la transformée de Fourier de la distribution de
spin par prolongement analytique h — ih (cf. aussi section 2.1). Elle est une
fonction génératrice des moments de la distribution en champ h.

Par exemple, pour le modéle d’Ising ou s ne prend que deux valeurs,
s = %1, avec probabilité 1/2, on trouve

z(h) = coshh.

La condition de décroissance (7.2) implique que I'intégrale converge pour tout
h réel ou complexe et la fonction z(h) est donc entiére. Elle est paire, a cause
de la symétrie s — —s de la distribution, et positive pour & réel. De plus,

2'(h) = /ds p(s)ses = /dsp(s)ssinh(sh) = hz'(h) >0.

La fonction z(h) est croissante pour h > 0 et décroissante pour h < 0.
Enfin, la borne (7.2) implique que I'intégrale

K(\) = /ds p(s)erlsl”
converge pour A < u. Dong,

2(h) = /dsp(s) AMsl” g Als| " bhs < K(A)H{la}xe—x\s|"+|hus|

< K(A)exp (Const. \h|°‘/(°‘_1)) (74)
Puisque o > 2, on trouve 'inégalité
af(a—1) < 2.
La fonction génératrice des cumulants
A(h) =Inz(h) (7.5)

est paire et, puisque z(h) est strictement positive, holomorphe dans un voi-
sinage de l'axe réel. Sa dérivée est impaire et s’annule & A = 0. De plus, la
remarque (6.5) implique A” (k) > 0 et la fonction A(h) est donc convexe. Elle
est croissante pour h > 0.

Enfin, comme conséquence de la condition (7.2), pour une grande classe
de distributions p(s), la variable aléatoire s tend vers une valeur certaine s(h)
quand |h| — oo et A”(h), le second cumulant en champ, tend donc vers zéro :

lim A”(h) = 0. (7.6)

|R|—o0

Nous nous limiterons a cette classe par la suite.
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Pour ce qui suit, nous paramétrons le développement de A a ~ = 0 sous
la forme as
— 24P p2p
Ah) =Y 2p!h . ag>0. (7.7)
p=1
La valeur m = A’(h) est Paimantation en champ h.
En plus de ces fonctions déja introduites en section 3.1, nous définissons

aussi la transformée de Legendre B(m) de A(h) par
B(m) + A(h) = mh, m = A'(h). (7.8)
Dans l'exemple du modéle d’Ising (s = +1), on trouve
B(m) = (14 m)In(l +m) + (1 —m)In(1 —m). (7.9)

La fonction B(m) est paire. L’aimantation m a le signe de h.
La relation (6.8) implique

B"(m) = 1/A"(h). (7.10)

Parce que A(h) est une fonction convexe de h, B(m) est aussi convexe. Elle est
analytique dans un voisinage de 'origine. Nous pouvons donc la paramétrer
sous la forme ;
- Z2p o 2p

B(m)=>_ 5l by > 0. (7.11)

p=1

Les coeflicients b, sont reliés aux coefficients (7.7) du développement de A(h).
Par exemple,

bQZl/ag, b4:fa4/a§.
Dans le modéle d’Ising, on trouve
by =1, bs=2.

Enfin, la condition (7.6) entraine soit que |m/| est borné soit que B(m) croit
plus vite que m? pour |m| — oo.

7.1.2 Spins indépendants

Fonction de partition. En 'absence d’interactions (£ = 0), ou pour 3 =0
(c’est-a-dire a température infinie), la fonction de partition (7.1) se calcule
immeédiatement :

Zo(H) = / (Hp(sndsi) exp (HZ&-) = / Hd&p(&-)ef’sf
= ds; p(S;) e = (2(H))™, (7.12)
1/ ()

o1  est le nombre de sites et z(h) la fonction (7.3).
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Energie libre. La densité d’énergie libre est alors

Wo(H) = % In Zo(H) = A(H), (7.13)

ol A(h) est définie en (7.5). L'aimantation s’en déduit :
]' !
M =53 (S) = A'(H).

Potentiel thermodynamique. La densité de potentiel thermodynamique,
transformeée de Legendre de Wo(H), est donnée par

Go(M)=MH —Wy(H) avec M =Wj(H), (7.14)
et donc, Go(M) = B(M) (définition (7.8)).

Distribution du spin moyen et potentiel thermodynamique. En sec-
tion 6.1.3, nous avons relié la distribution Rg du spin moyen ¢ sur le réseau au
potentiel thermodynamique, sous '’hypothése de régularité de 1'énergie libre
et du potentiel thermodynamique. Ces hypothéses sont toujours vérifiées en
volume fini, et aussi pour des spins indépendants. La fonction B”(M) est
toujours positive. L’application de I’évaluation asymptotique (6.11) donne ici

RQ(U)QN QBH(M)/QT( eiQB”UW)(O—]W)z/Q’

— 00

ol M est I'aimantation. En champ nul, M = 0 et la largeur de la gaussienne
est liée & B”(0) = bs.

7.2 Transitions de phase en dimension infinie

Il existe un modéle simple, mais un peu pathologique, qui peut étre ré-
solu exactement. Dans ce modéle, tous les spins sont couplés deux a deux. Ce
modeéle a deux interprétations. A dimension d’espace finie, c’est un modéle
avec des interactions de portée infinie, c’est-a-dire trés différentes de celles
qui nous intéressent réellement. Mais il peut aussi étre interprété comme un
modeéle avec des interactions de proches voisins, dans une limite ou la dimen-
sion de 'espace tend vers Uinfini. En effet, & dimension infinie, un site sur un
réseau cubique a un nombre infini de voisins.

Dans ce modéle, chaque spin est soumis & Paction d’un nombre infini
d’autres spins. Cette interaction peut étre remplacée par 'action d’'un champ
magnétique moyen, et dans un tel modéle, 'approximation dite de champ
moyen est exacte.

Le modeéle. L’énergie d’interaction, en champ nul, du modéle est donnée

par

Q
BES) = —5 D S5, (7.15)

4,j=1
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ou le paramétre v est proportionnel & 3, 'inverse de la température. Nous
choisissons v > 0, ce qui favorise des spins de méme signe : on dit que inter-
action est ferromagnétique.

Dans ce modéle, la distribution spatiale des spins ne joue aucun role de
sorte que nous les numérotons simplement i = 1,...,{Q. Par ailleurs, parce
que le nombre de termes qui couplent les spins est d’ordre Q2, pour que la
limite thermodynamique existe, il faut diviser I'interaction par un facteur €.

Nous supposons une distribution de spin en chaque site paire, p(S) =
p(—9), normalisée, et qui a toutes les propriétés décrites en section 7.1, en
particulier, qui décroit plus vite qu’une gaussienne pour |S| — oo.

Comume la distribution spatiale des spins ne joue aucun réle, la seule quan-
tité physique intéressante est la fonction de partition dans un champ magné-
tique externe H que nous allons calculer exactement dans la limite thermo-
dynamique ©Q — oo.

7.2.1 Distribution de spin moyen. Fonctions
thermodynamiques

L’énergie d’interaction (7.15) peut aussi s’écrire

BE(S) = —— (Zs)g.

Introduisons alors le spin moyen sur le réseau

o= éZSi. (7.16)

La fonction

Ro(o) = Qe /(Hp >5<QJ~ZZ:SZ-> (7.17)

est, & une normalisation prés, la distribution du spin moyen o.
Il est possible d’intégrer sur les spins en passant en transformée de Fourier
comme dans le cas du théoréme de la limite centrale (représentation (3.8)).

On utilise
(m-Zs) /dkexp[zk@a—ZSﬂ

Introduisant la transformée (7.3) de la distribution et son logarithme (équa-
tion (7.5)),

) :/dsp(s)e/\s, AN = Inz()),
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on en déduit la représentation
R ove2 Qliko+A(—ik)]
Ro(o) = 5. € v dk e . (7.18)
T

Dans la limite thermodynamique 2 — oo, cette intégrale se calcule par la
méthode du col. Le col est donné par

o= A'(—ik).
A Tordre dominant de la méthode du col, et utilisant la définition (7.8) avec
h = —ik, m = o et la relation (7.10), on trouve
Roa(o) ~ /QB"(0)/2mexp [9(002 — B(0))] . (7.19)
Posant
G(o) = B(o) — vo?, (7.20)

on peut récrire 'expression
Ra(o) ~ /QB"(0)/2mexp [-QG(0)] . (7.21)

Fonctions thermodynamiques. La fonction de partition en champ est définie
par

Q
Zo(H,v) = / (H p(Si)dSi> exp [—BE(S) + HZSi . (7.22)
i i=1
Utilisant 'équation (7.17), on vérifie alors qu'elle est donnée par
ZME@z/MRM@&“, (7.23)

et donc, pour 2 — oo,

Za(H,v) ~ /dU\/QB”(U)/QW eQUHo=Glo)]

Pour Q — oo, lintégrale se calcule aussi par la méthode du col. A lordre
dominant, dans le cas d'un seul col dominant, la densité d’énergie libre est
donnée par

1
W(H,v) = ngnoo a In Zo(H,v) = Ho — G(0) (7.24)

avec

H =G'(0). (7.25)
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Cette expression a naturellement la forme d’une transformée de Legendre.
La valeur moyenne M du spin, ou aimantation, est alors (utilisant I'équa-
tion (7.25))

1 _ OW(H,v)

M= () = 5 3 (8 = =22 = o(H). (7.26)

La densité de potentiel thermodynamique s’en déduit immédiatement :

G(M,v) = HM — W(H,v) = —vM? + B(M) = G(M). (7.27)
L’aimantation M est aussi solution de
_ 99 _ /
H= A 2vM + B'(M), (7.28)

une relation appelée équation d’état.

Nous analysons maintenant les solutions de I’équation de col (7.25) et
discutons leur interprétation physique, en fonction des deux paramétres v
et H.

7.2.2 Limites de basse et haute température

La nature des cols est liée au signe de la dérivée seconde
G" () = B" (o) — 2.

La fonction B” (o) est positive, continue et, avec nos hypothéses, tend vers
Vinfini quand |o| — oo.

Haute température. Pour v — 0, ¢’est-a-dire a haute température du point
de vue physique, et plus précisément pour

v <min $B"(0),
a

la dérivée seconde G” (o) est toujours positive et 'équation de col a une solu-
tion unique, qui correspond au maximum de l'intégrant.

Pour H = 0, elle se réduit a la solution triviale ¢ = 0. Pour H — 0, la
position du col, et donc P'aimantation M, deviennent (dans la paramétrisa-
tion (7.11))

M=c(H)= H + O(H?Y).

bQ—QU

qui s’annulent donc en champ nul. Notons que les limites H — 0 et ! — o0
commutent.

Basse température. En champ nul, H = 0, la solution ¢ = 0 correspond a
un maximum local de l'intégrant aussi longtemps que

v <V, Ue=baf2,
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mais, pour v > v, la dérivée seconde devient négative & o = 0 et cette solution
correspond & un minimum. En revanche, pour |o| — oo, B”(o) tend vers
I'infini et la dérivée seconde est toujours positive. Ainsi, pour v > v., G"(c)
a au moins un zéro et comme c’est une fonction paire elle en a au moins
deux. Une paire de zéros opposés correspond a un maximum de Pintégrant. Il
y a deux cols dominants dégénérés +o. qui donnent la méme contribution a
W(0,v).

Pour H # 0, les deux solutions o, sont déplacées, mais le point essentiel
est que les deux cols ne sont plus & la méme hauteur aussi petit que soit |H|.
Pour © — o0, un seul col contribue et I'on trouve une aimantation induite
non nulle. Prenant ensuite la limite H — 0, on trouve

oW (H
lim M = (Si) = lim lim 2V ULY)

H—0 H—0Q—00 OH = signe (H) lUCI )

Cette fois, les limites ne commutent plus puisque les limites prises dans 'ordre
inverse conduisent & une valeur nulle par symétrie.

Les conditions physiques du probléme privilégient le résultat non trivial :
en effet le point symétrique est 'équivalent d’un point d’équilibre instable
en mécanique rationnelle. N'importe quelle brisure de symétrie, aussi faible
soit-elle, induit une des deux solutions non-nulles.

Ce modéle présente donc une transition de phase qui a lieu pour une valeur
de v < v, entre une situation avec une phase unique et symétrique, et une
situation & deux phases différentes symétriques 'une de Pautre. On parle,
dans ce dernier cas, de brisure spontanée de symétrie.

Notons que dans cette situation, la densité de potentiel thermodynamique
G(M,v) donnée par I'équation (7.27), n’est apparemment pas convexe, en
contradiction avec les résultats généraux (6.5, 6.8). En réalité, elle n’est pas
définie pour les valeurs de M telles que G”(M) < 0. En effet,

oM W

on ~ pEe "

Par conséquent, on a toujours |M(H)| > |o¢| et les valeurs intermédiaires
|M| < |M(0)| ne peuvent pas étre atteintes.

7.2.3 Distribution du spin moyen et transition de phase

Nous examinons maintenant, de facon plus détaillée, les propriétés ther-
modynamiques en champ magnétique nul.

L’analyse des cols se réduit alors a4 'étude de la fonction Rq, qui est
proportionnelle & la distribution du spin moyen o, sous la forme asympto-

tique (7.21) :
Ro(o) ~ VQB"(0) /21 exp [-QG(0)],

et donc de la fonction G(o).
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G(o) T>1T:

FI1G. 7.1 — Potentiel therrnodynamique : transition de phase du premier ordre.

Dans la limite thermodynamique, 'aimantation spontanée M est donnée
par les minima absolus de G(o) (équation (7.26)), dont il faut déterminer la
position quand la température, et donc v, varie.

Transition de phase du premier ordre. La propriété (7.6) implique que
pour |o| assez grand, G(o) est une fonction croissante. Pour v faible {c’est-
a~dire & haute température), vo? est négligeable et le membre de droite de
l'équation (7.20) est convexe. Le minimum de G(o) est o = 0; aimantation
s’annule. En général, quand v croit, on rencontre une valeur de v pour laquelle
d’autres minima locaux apparaissent qui ensuite deviendront des minima ab-
solus de G(o). Quand cela arrive, la valeur de 'aimantation M saute de fagon
discontinue de zéro & une valeur finie correspondant a ces nouveaux minima
absolus. Le systéme subit une transition de phase du premier ordre. Les fluc-
tuations autour du col sont gouvernées par la valeur de la dérivée seconde du
potentiel au minimum. Dans cette situation, la dérivée seconde est strictement
positive.

Bien que les transitions de phase du premier ordre soient communes, elles
ne nous intéressent pas particuliérement ici. En méme temps, ’approximation
de champ moyen ou modsale quasi-gaussien (chapitre 8, et plus particuliére-
ment la section 8.10) qui partage nombre de propriétés avec ce modéle en di-
mension infinie, donne une description qualitative satisfaisante de la physique.

Transition de phase continue ou du second ordre. Au contraire, si aucun
minimum absolu n’apparait & une distance finie de l'origine, finalement a une
température critique 7, correspondant & la valeur

ve = $B"(0) = 1by (7.29)

de v, Porigine cesse d’étre un minimum de G, et au dessous de cette tempéra-
ture, deux minima s’éloignent contintiment de l'origine. Puisque 'aimantation
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G(o) T>T.

T < T,
\ o

F1G. 7.2 - Potentiel thermodynamique : transition de phase du second ordre.

reste continue a v, la transition de phase est appelée continue ou du second
ordre.
C’est la situation que nous analysons systématiquement maintenant.
Notons qu’a la transition, la distribution de spin moyen se comporte
comme e_Qb4"4/24, ce qui implique by > 0, et qui est différent du comporte-
ment d’une somme de variables indépendantes. La corrélation entre un nombre
infini de spins joue donc un réle crucial.

Remarque. En champ nul, dans une situation de transition continue, exac-
tement a la transition, la méthode du col simple ne s’applique plus puisque
la fonction G(o) est d’ordre o*. Mais ceci n’affecte, pour Q — oo, que les
corrections aux fonctions thermodynamiques et non I'ordre dominant.

7.3 Universalité en dimension infinie

Nous examinons maintenant le comportement de quelques quantités ther-
modynamiques importantes quand la température T s’approche de T, c’est-
a-dire v s’approche de v, dans le cas d’une transition continue. Nous verrons
plus tard que les résultats universels obtenus, dans le cadre de ces modéles en
dimension infinie, sont identiques & ceux obtenus dans le cadre de la théorie
du champ moyen ou du modéle quasi-gaussien.

1’aimantation tend vers zéro pour 7' — T, et H — 0. Dans cette limite,
nous pouvons donc développer G(M,v) (équation (7.27)), qui comme B(M)
est une fonction réguliére paire, en séries de Taylor en M. Dans la paramétri-
sation (7.11),

bo b4

G(M,v) = —vM? + 5M‘Z + EM4 4o (7.30)
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La convexité de B(M) implique que by est positif. Le paramétre by est aussi
génériquement positif, parce que nous avons supposé qu’aucune transition du
premier ordre n’a eu lieu & des températures plus élevées (la limite by = 0
mais avec bg > 0 demande une analyse particuliére et correspond 4 un point
dit tricritique).

Pour v proche de v, et un champ magnétique appliqué H uniforme et
faible, les premiers termes contribuant a 'équation d’état (7.28) sont

H = 2{v. — v)M + 3b4M° + O (M) . (7.31)
Aimantation spontanée. En champ nul, 'équation d’état se réduit a

dG(M)
oM

Pour v > v, mais |v —v.] < 1, cette équation a deux solutions
M~ +[12(v — vc)/bdl/2 pour |v—wv.| — 0, (7.32)

qui sont les deux valeurs possibles de I'aimantation spontanée. A la tempéra-
ture critique 7, 'aimantation a donc un comportement en loi de puissances
universel :

Mo (T, ~T)? avec 8=1/2, (7.33)
ou la valeur 8 = % de l'exposant magnétique est la valeur quasi-gaussienne
ou de champ moyen (aussi classique) de ’exposant.

Susceptibilité magnétigue. L'inverse de la susceptibilité magnétique x
(c’est-a-dire la réponse de I'aimantation a un changement de champ magné-
tique) est donnée par

B aM\~'  oH
X = (a—ﬁ) = o3f = 2(ve = v) + 3baM? + O(M?).

En champ nul, on trouve

X: (ve — ) T>T,,

2
(7.34)
x_ =4(v—uv,) T<T,.,

ol Péquation (7.32) a été utilisée en dessous de T,. La susceptibilité magneé-
tique diverge donc & T, avec des exposants de susceptibilité magnétique v, v’

universels B
X+'VC+(T—TC) ’Ya 7:17

X~ C_(T.—T)™, ~ =1,

et le rapport des amplitudes des singularités a la valeur universelle

(7.35)

C,/C_=2. (7.36)
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Equation d’état. Revenons a 'équation générale (7.31). A T, (v = v.) pour
H — 0, on trouve
H o M3, (7.37)

On caractérise, plus généralement, le comportement de H a T, pour M — 0
par 'exposant critique ¢ :
H o M°. (7.38)

Ici,
6=3, (7.39)
qui est la valeur universelle quasi-gaussienne ou de champ moyen (aussi clas-
sique) de P'exposant.
Plus généralement, pour H,T — T, — 0 et donc M — 0, aprés un chan-
gement de normalisation de champ magnétique, température et aimantation,
I’équation d’état peut étre mise sous une forme d’échelle universelle,

H =M f(T - T)M™Y?), (7.40)

ce qui signifie que le rapport H/M? n’est pas fonction des variables T' et M
indépendamment, mais seulement de la combinaison (T — T,)/M/?,
La fonction f(z) peut se mettre sous la forme

fl@)=1+z. (7.41)

La valeur x = —1, ott H s’annule avec M non nul, correspond & la courbe de
coexistence dans la région a deux phases, et redonne I'aimantation spontanée.

Chaleur spécifique. En champ nul, la dérivée par rapport a 8 (I'inverse de la
température) de la densité d’énergie libre donne I’énergie moyenne. Comme v
est proportionnel & 5, on peut dériver par rapport & v (un changement d’unité
de température). Nous avons démontré (équation (6.9)) pour tout paramétre,
et donc cela s’applique a v, la relation

0G(M) , OW (H)

=0.
v v
On en déduit oW
oW(H) = M*(H = 0).
M a—o

On trouve qu’au dessus de T, 'énergie moyenne s’annule et qu’au dessous de
T, elle est proportionnelle au carré de aimantation spontanée. La dérivée de
I’énergie moyenne par rapport a la température est la chaleur spécifique C.
Calculant la dérivée par rapport & v a v, on obtient un résultat proportionnel
a la chaleur spécifique. Utilisant 'expression (7.32), on trouve

CT > Top)=0, C(T—To)=12/by. (7.42)

Dans ce modéle, comme dans I'approximation de champ moyen, la chaleur
spécifique a donc une discontinuité a T, dont la valeur n’est pas universelle.
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Remarques.

(i) D’autres modéles peuvent étre résolus en dimension infinie par la méme
méthode. Par exemple, le spin peut &tre un vecteur dans RV et le mo-
dele invariant par les transformations du groupe orthogonal O(N) des
rotations—réflexion de 'espace & N dimensions. On vérifie que la plupart
des propriétés d’universalité reste inchangée. En dimension infinie, les
propriétés universelles dépendent peu du groupe de symétrie.

(ii) Plus généralement, on peut définir des modeéles avec interactions de
portée finie en dimension d'espace d et calculer les quantités thermo-
dynamiques sous forme d’un développement en 1/d. Les corrections au
modeéle d = oo ne modifient pas les quantités universelles.

7.4 Transformations, points fixes et universalité

Comme nous l'avons déja fait aux chapitres 3 et 4, nous associons main-
tenant les propriétés d’universalité aux points fixes d’une transformation.
Comme toutes les propriétés des modéles sont déterminées par la densité de
potentiel thermodynamique G(M ), nous pouvons exprimer la transformation
sur G directement. Nous procédons de la maniére suivante, nous regroupons
les spins deux par deux, et pour chaque paire, nous intégrons sur un spin,
la moyenne des deux étant fixée. Nous utilisons la représentation (7.18) qui
exprime la distribution de spin moyen en termes d’une intégrale correspon-
dant & un modeéle de spins indépendants. Nous avons déja noté que, dans ce
cas, la fonction génératrice des cumulants avait une transformation simple (cf.
section 3.2). Ici, on trouve

T: Q—Q/2, ve2u, A(h)— 24(h/2).

La transformée de Legendre B(M) de A est alors multipliée par un facteur 2.
On en déduit la transformée du potentiel thermodynamique

(TG(M) = 2G(M).

Comme en section 3.2, nous combinons cette décimation du nombre de va-
riables aléatoires avec une renormalisation de I'aimantation : M — (M, et la
transformation générale devient

[TG)(M) =2G(CM).
I’équation de point fixe est donc

G. (M) = 2G.(CM).

Point fize gaussien. Comme la fonction G(M) est holomorphe & M = 0,
elle est développable en série de Taylor. Identifiant les coefficients de M?,
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on trouve

v —ba/2 =2(v — by/2)¢2.
Pour v # v, = ba/2 et choisissant ¢ = 1/\/5, on trouve le point fixe

Gu(M) = (by/2 — v)M?2.

La distribution de spin correspondant a ce point fixe est une distribution
gaussienne, qui est une limite singuliére des distributions que nous avons sup-
posées. Par ailleurs, le point fixe n’est pertinent que pour v < v., domaine ot
Paimantation spontanée s’annule.

Ce point fixe est stable en ce sens que le coefficient by, du terme d’ordre
M?P est multiplié par 2'=P < 1 pour p > 1.

Point fize a la température critique. Pour v = v, il faut développer jusqu’a

'ordre 4 et pour ¢ = 2-1/4 on trouve le point fixe
G(M) = ba ppa
(M) =M

Notons que dans les deux cas ¢ < 1, ce qui permet de comprendre pourquoi
le point fixe correspond au premier terme du développement en puissances
de M.

Le coeflicient by, devient
Tbyy, = 2177/ 2py,,.
De I'analyse de stabilité, on conclut donc :
() Un terme en M? est lié & une perturbation essentielle.
(ii) Un terme en M? est lié 4 des perturbations redondantes.
(iii) Tous les autres termes correspondent a des perturbations inessentielles.

Par ailleurs, si nous interprétons le systéme comme un modeéle de spin en
dimension d avec interactions de portée infinie, alors le nombre de spins est
proportionnel & L¢ oul L caractérise la dimension linéaire du réseau. Diviser le
nombre de spins par deux correspond a diviser L par 21/¢. Il est alors commode
d’exprimer le comportement des différentes variables en inverse d’unité de
longueur (pour que la dimension des variables essentielles soit positive). Dans
cette unité, 'aimantation a une dimension d/4 et v — v, a dimension d/2.

Universalité dans le domaine critique. Suivant une stratégie qui a déja été
utilisée en section 4.7.2, il est possible d’établir des propriétés d’universalité
asymptotique dans un voisinage infinitésimal du point fixe, appelé domaine
critique, de la maniére suivante. On modifie la transformation 7 en renorma-
lisant la différence

v— v, — (v —1v.)/V2.
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Cela. correspond a faire tendre la valeur initiale de v — v, vers zéro. Dans ces
conditions, le coefficient de M? garde une valeur fixe alors que les coeflicients
des termes inessentiels tendent vers zéro. Asymptotiquement,

by

G(M) = (v, — v)M? + T

4

M*,

c’est-a-dire une combinaison linéaire des termes de dimension d. Ceci conclut
I’analyse pour H = 0.

Transformation en champ H # 0. Il faut rajouter a 'énergie libre le terme
HM qui devient 2(HM et donc

TH=2CH =2%H.

Le champ magnétique est donc une perturbation essentielle. Il a une dimension
3d/4. De nouveau, pour que le terme de champ magnétique ait une limite finie,
il faut renormaliser H en H273/* ce qui correspond a faire tendre le champ
magnétique initial vers zéro.

Enfin, prenant en compte les dimensions de H,v — v, M, on vérifie que
la propriété d’échelle (7.40) de I’équation d’état s’interpréte comme la consé-
quence d’une analyse dimensionnelle.

7.5 Interactions de portée finie en dimension
finie

Nous examinons maintenant le probléme des transitions de phases pour des
modéles avec interactions de portée finie en dimension d’espace fini. Comme
les modeéles ne peuvent plus, en général, étre résolus exactement, nous utilisons
d’abord des arguments de basse et haute température pour établir I'existence
de transitions et en déduire quelques unes de leurs propriétés.

Nous considérons d’abord un systéme sur le réseau fini C appartenant a
7% des points r de coordonnées entiéres, défini par

reC & 0<r,eZ<L, p=1,....d.

1l est commode de choisir des conditions aux limites périodiques dans les d
dimensions, ce qui, pour les systémes invariants par translation d’espace qui
seront étudiés, préserve l'invariance par translation sur le réseau fini.

Pour illustrer le formaiisme par un exemple concret, nous considérons des
modéles de spins avec une interaction de proches voisins sur le réseau, mais
les résultats obtenus seront plus généralement valables pour tout systéme
avec interactions de portée finie. Un résultat trés important, qui émerge de
lanalyse heuristique qui suit, est 'importance des groupes de symeétries et,
en particulier, de leur caractére discret ou continu.
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7.5.1 Symétries discrétes : le modéle d’Ising

Comme exemple de modéle avec symétrie discréte, nous étudions le modéle
d’Ising, ou les spins ne prennent que les valeurs -1, avec une interaction
de proches voisins sur le réseau. Ce modéle a une symétrie de réflexion Z,,
correspondant a changer le signe de tous les spins : § — —§. Les résultats que
nous obtiendrons seront plus généralement valables pour tout modéle ayant
une symétrie de réflexion et des interactions de portée finie, et représentatifs
des modéles avec symétries discrétes.

La fonction de partition en champ nul du modeéle d’Ising en d dimensions
avec interaction de proches voisins (en anglais nearest neighbours : n.n.) s’écrit

2= ¥ eo(s T sse) (7.43)

{Sr — :tl} r,r'n.n.€C

ou 0, l'inverse de la température, inclut aussi un facteur caractérisant I'in-
tensité de l'interaction supposée ferromagnétique et € est le nombre de sites
dans C : Q = L?. Le nombre de configurations de spin est alors 2.

Dans les deux limites de haute et basse température, il est possible d’éva-
luer la distribution du spin moyen o = »_,.S;/Q dans la limite thermodyna-
mique.

Distribution de spin moyen : haute température. Dans la limite de haute
température (8 — 0), les spins deviennent des variables indépendantes. La
distribution de spin moyen obéit donc au théoréme de la limite centrale et
a une forme gaussienne asymptotique centrée autour de ¢ = 0, une situa-
tion décrite en section 7.1.2. Pour Q = oo, 0 = 0 est une valeur certaine et
I’aimantation en champ nul est nulle.

Basse température. Comme le nombre de configurations total est 29, a
basse température (§ — oo), la distribution de spin moyen est dominée
par ’énergie d’interaction. Les deux configurations les plus probables cor-
respondent a tous les spins alignés S; = S = +1. Pour que dans la limite
! — oo, le spin moyen ait une distribution qui ne soit pas réduite 4 o = +1,
il faut qu’il existe des configurations avec des spins + et — occupant chacun
une proportion finie du volume Q = L? qui aient une probabilité non nulle.
Supposons que les spins + soient majoritaires. La probabilité relative d’une
configuration du type représenté en figure 7.3 pour la dimension 2, par rapport
a la probabilité des configurations avec spins alignés, est, a basse température,
de l'ordre de N e™ P2 ol AE est la différence d’énergie d’interaction et A le
nombre de configurations correspondant.

Par rapport a la configuration de référence avec tous les spins égaux a +1,
la probabilité d'un domaine de spins —1 est proportionnelle & e~2%4 on A
est la mesure de la frontiére du domaine. A d dimensions, un domaine de
frontiere minimale est une sphére. Si nous appelons £ son rayon, la mesure de
la frontiére est d’ordre £4£971 (3, est I'aire de la sphére Sy_1) et la probabilite
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F1G. 7.3 — Domaine de spins — dans un environnement de spins + pour d = 2.

est d’ordre N (¢) e~ 2B Par ailleurs, on peut vérifier que le nombre de
configurations N(¢) est borné par e ot K est une constante, de sorte
que pour 3 suffisamment grand, le terme d’énergie domine toujours.

Dans la limite thermodynamique, pour que le spin moyen correspondant
soit inférieur a 1, il faut que £/L reste finie. Les conclusions sont donc :

(i) Pour d = 1, la probabilité de |o| < 1 reste finie et aucune transition de
phase n’est possible.

(i) Au contraire, pour d > 1, la probabilité de |o| < 1 tend vers zéro pour
L — oo et donc, a basse température la distribution se réduit & o = £1.
C’est une situation que nous avons déja examinée dans le cas du modele
en dimension infinie. Elle correspond & une région & deux phases avec
aimantation spontanée non-nulle. En effet, ’'ajout d’un terme de champ
magnétique change I’énergie de +H LY et favorise une des deux configu-
rations aussi petit que soit H. La distribution limite est concentrée sur
une seule valeur de o qui est 'aimantation spontanée.

Clairement, dans la limite du volume infini, il n’y a pas de prolongement
analytique possible entre une phase unique a haute température et une région
a deux phases a basse température, et donc les quantités thermodynamiques
doivent avoir au moins une singularité en 5 4 une valeur finie 3..

7.5.2 Symeétries continues : 'exemple du groupe
orthogonal

Nous discutons maintenant briévement une famille de modéles & symé-
trie continue, pour exhiber quelques différences importantes avec le cas des
symétries discrétes.

Nous considérons de nouveau un systéme de spins classiques, mais ou les
spins S, sont des vecteurs & v composantes de longueur unité, qui ont des
interactions a deux spins ferromagnétiques de proches voisins. La fonction de
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partition prend la forme

Z(8) = / (H ds: 6 (S7 - 1)> exp [~BE(S)], (7.44)
ol nous choisissons 1’énergie de configuration

ES8)=- ) S-Sy

r,r'n.n.

Le modéle a alors une symétrie continue correspondant au groupe orthogo-
nal O(v) des rotations—réflexions de ’espace a v dimensions agissant sur les
vecteurs S,. Nous considérons, ci-dessous, v arbitraire et sans lien avec la
dimension d de ’espace.

A haute température (8 — 0), comme dans le cas du modele d’Ising, le
modéle tend vers un systémes de spins indépendants ¢t le spin moyen a une
distribution limite donnée par le théoréme de la limite centrale. En particulier,
Paimantation spontanée est nulle.

A basse température, de nouveau la distribution du spin moyen est domi-
née par les configurations d’énergie minimale, ¢’est-a-dire tous les spins alignés
dans une direction déterminée et donc |o| = 1. Pour que les configurations
avec |or| < 1 alent une probabilité non-nulle dans la limite thermodynamique,
il faut trouver des configurations de spin qui interpolent entre deux directions
de spin. La différence essentielle avec le cas de la symétrie discréte est qu’il est
possible d’interpoler entre deux directions asymptotiques différentes, d’angle
relatif ¢, en faisant tourner les spins d’un angle «/f entre sites adjacents.
Ceci doit étre contrasté avec le cas d’une symétrie discréte, ou la transition se
passe entre deux sites (ou plus généralement un nombre fini de sites) seule-
ment. Considérant donc une sphére centrée en r = 0 et appelant 6(r = |r|)
I’angle des spins dans le plan formé par les directions des spins initiale et
finale, on peut prendre

6(r)=ar/t, 0<r<{.

Pour ¢ grand, la variation du produit scalaire S; - S; entre spins adjacents est
proportionnel a 1 — cos(86(r)) oc a?/¢2(67)%. La variation totale de I'énergie
de configuration est donc proportionnelle &

Q072 x4t = 2ed2,

Pour que le spin moyen soit modifié, il faut de nouveau que dans la limite du
volume infini L — oo, le rapport £/L reste fini. On en conclut :

(1) Pour d < 2, la variation d’énergie reste finie, et donc la distribution de
spin moyen a un support non trivial dans la sphére de rayon unité. En
conséquence, méme & basse température 'aimantation spontanée reste
nulle.
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(ii) En revanche, en dimension d > 2, 4 basse température, la distribution
de spin se réduit a la sphére || = 1. De nouveau, un terme de champ
magnétique arbitrairement faible sélectionne une direction de spin et
détermine une aimantation spontanée.

7.6 Modéle d’Ising : matrice de transfert

Dans le but d’analyser de fagon plus détaillée ce probléme de transition de
phase, nous étudions de nouveau le modéle d’Ising avec interactions de proches
voisins, mais avec un formalisme de matrice de transfert. Nous considérons
d’abord le modéle sur un réseau fini dans lequel, en dimension d > 1, nous
distinguons une direction que nous appelons direction de temps par commo-
dité, quand aucune confusion n’est possible. Le réseau correspond alors aux
points de coordonnées entiéres r = (¢, p), avec

0<t<t, 0<p, <L pourl <pu<d-—1.

Il est commode de prendre des conditions aux limites périodiques dans les
d — 1 dimensions transverses.

7.6.1 DMatrice de transfert

Lorsque les interactions sont de portée finie, il est possible d’introduire
le formalisme de matrice de transfert, que nous avons déja discuté en sec-
tion 4.1.2 dans le cas particulier de modéles statistiques a une seule dimension
d’espace.

Nous définissons la matrice de transfert dans la direction de temps. En
terme de la matrice de transfert T qui fait passer du temps ¢ au temps ¢ + 1,
la fonction de partition, en dimension d arbitraire, avec condition aux limites
périodiques dans la direction de temps, peut alors s’écrire

Z(¢,L) = tr T¢. (7.45)

Nous supposons 'interaction isotrope ce qui permet de choisir une matrice de
transfert symétrique.

Dans 'exemple du modéle d’'Ising & d dimensions avec interactions de
proches voisins (en anglais nearest neighbours, n.n.) dont la fonction de parti-
tion est donnée par I'expression (7.43), les éléments de la matrice de transfert
correspondante sont

[T](S’,S):exp{ﬂ<25p52+% Z (spsp,+s;,s;,)>}, (7.46)

ou p est la position sur le réseau transverse & d — 1 dimensions et S repré-
sente 'ensemble des spins du réseau transverse. Un vecteur est associé & une
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distribution de spins dans ’espace transverse qui a d — 1 dimensions. Pour un
réseau de taille transverse L, Pespace vectoriel est donc de dimension 2L*!

Symétrie Zo. Le modele d’Ising est caractérisé par une symétrie discréte
Zs, une réflexion, correspondant a changer le signe de tous les spins. Agissant
sur 'espace vectoriel précédent, la réflexion est représentée par une matrice P,
dont les éléments de matrice, dans la notation (7.46), sont

P|(§,8) = H 8s,,-s - (7.47)

Elle satisfait P? = 1 et ses valeurs propres sont +1.
La matrice P commute avec la matrice de transfert,

[TaP] =0,

et donc P et T peuvent étre diagonalisés simultanément. Les vecteurs propres
de T peuvent aussi étre choisis vecteurs propres de P.

Notons 74 p les valeurs propres de T correspondant aux vecteurs propres
Y1 n tels que

Piyrn=2Vsn, TVYrn=7en¥+n.

La fonction de partition peut alors s’écrire

204, L,B3) = Z (i +7i). (7.48)

Il est utile pour la discussion qui suit d’introduire aussi la fonction de partition
avec conditions aux limites anti-périodiques dans la direction de temps

Zo(6,L,B) = PT => (rf, —7L ). (7.49)

—n
n=0

Parameétre d’ordre. Le spin S, au site o du réseau transverse est un para-
métre d’ordre, en ce sens que dans la région ou plusieurs phases coexistent,
sa valeur moyenne discrimine entre les phases. En effet, la matrice corres-
pondante S, dont les éléments de matrice entre deux configurations de spin
sont

S.1(S',8) = S5 [ [ 8,5, (7.50)

est impaire par réflexion :

P-IS,P = -S,. (7.51)
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Limite L fini, £ — oo. Aussi longtemps que la dimension transverse du
réseau reste finie, 'analyse générale de la section 4.1.2 reste valable. Le vecteur
propre unique de la matrice de transfert associé a la plus grande valeur propre
est symétrique

Pyio=1v10-

En eflet, le vecteur propre ¢4 o a toutes ses composantes positives et 'équa-
tion (7.47) montre que P ne change pas le signe des vecteurs de base.
En conséquence, la valeur moyenne du spin est nulle :

(S) = (¥4,0,So¥s 0) = = (4,0, PT'Se Py 0) = —(¥04,0,S6%+,0) = 0.
(7.52)
La symétrie S — —S n’est brisée & aucune température.
De plus, aucun croisenent de niveaux ne peut se produire et I'énergie libre
W, qui dans la limite £ — oo est donnée par :

W~ flinty, o, (7.53)

est une fonction réguliére de la température T' = 1/8 pour T > 0. On conclut
de cette analyse que, dans un modéle de spin avec interactions de portée finie
et symétrie de réflexion, aucune transition de phase n’est possible méme sans
brisure de symétrie; ’énergie libre est une fonction réguliére de la tempéra-
ture, et la longueur de corrélation & ne peut diverger qu’a température nulle.
Ces résultats se généralisent & toutes les interactions de courte portée.

7.6.2 Limite de dimension transverse infinie : transitions
de phase

Quand la dimension transverse L tend vers l'infini, de nouveaux phéno-
meénes peuvent se produire qu’une analyse des limites de haute et basse tem-
pératures met en évidence.

Haute température. A haute température (3 — 0), les spins sur des sites
differents se découplent. A température infinie, les spins deviennent des va-
riables indépendantes ; tous les éléments de matrice de T deviennent égaux
et T devient un projecteur sur le vecteur propre ¢y qui a des composantes
égales sur toutes les configurations de spin. Toutes les valeurs propres sauf une
s’annulent. La longueur corrélation est donc nulle également. Ces propriétés
sont indépendantes du volume et donc les résultats précédents restent vrais
méme pour L infini. A haute température, on trouve, comme attendu, une
phase désordonnée ou (S) = 0 et la symétrie de réflexion n’est pas brisée.

Basse température. A basse température, c’est-a-dire pour § — oo, les
contributions dominantes & la fonction de partition correspondent aux deux
configurations ou tous les spins sont égaux soit a +1, soit & —1:

Sp=5=+4+1 Vr.
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On en déduit -
Z(¢,L,3) = tr Tf ~ 2P46L7 (7.54)

ot le facteur 2 correspond aux deux configurations.

A basse température, les contributions dominantes a la fonction de parti-
tion avec conditions aux limites anti-périodiques (7.49) correspondent a une
région avec spins +1 séparée de spins —1. Par rapport aux contributions uni-
formes qui dominent Z(¢, L, 3), la variation d’énergie est proportionnelle a
laire de la surface qui sépare les deux régions. L’aire minimale est une surface
plane t = t5 avec 1 < tg < £. Le rapport Z,/Z est alors

trPT¢  Z,(¢,L,B) o peBLA

"D = Fe T Z0 L) ’

(7.55)

ou le facteur £ correspond a toutes les positions possibles de la surface de
séparation.

Pour ¢/ — o0, les fonctions de partitions sont dominées par les valeurs
propres les plus grandes de la matrice de transfert. [’expression (7.54) montre
que deux valeurs propres dominent la somme (7.48). Comme Z,(¢, L, 3) est
plus petit que Z(¢, L, 3), ces deux valeurs propres sont asymptotiquement
égales et correspondent & des vecteurs propres pair et impair. Ainsi,

Za(éwLaﬂ) ~ T—{-,O - TE,U X

0 L) = 7.56
"L = Z0 L e +7l, (7.56)
En terme de la longueur de corrélation &, = 1/In(71 o/7_ o),

TH0 1 o 1 ,

T—,0 £r,—o0 &1,
et donc /

P6, L) ~ —— ~ pe BT
G~ 5
On en déduit que
£ ~ %eﬂqu . (7.57)

Partant des configurations ou tous les spins sont alignés, et prenant en compte
des configurations ot un nombre fini de spins a été retourné, on peut ensuite
obtenir les valeurs et vecteurs propres comme un développement de basse
température. Mais les comportements ne sont pas modifiés qualitativement.

Transitions de phase. Pour L fini, la longueur de corrélation £, ne diverge
qu’a température nulle, comme & une dimension. Toute transition de phase
est impossible.

En revanche, pour d > 1, a température suffisamment basse fixée, la lon-
gueur de corrélation diverge dans la limite L — oo, et la valeur propre maxi-
male de la matrice de transfert est double. La limite thermodynamique dépend
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alors des conditions aux limites. En particulier, une brisure infinitésimale de
symétrie sélectionne non pas un vecteur propre pair mais un des vecteurs
propres correspondant & des spins alignés. Dans ce cas, 'aimantation est dif-
férente de zéro. Les deux phases possibles correspondent aux deux valeurs
possibles opposées de 'aimantation spontanée.

Dans la limite du volume infini, les fonctions thermodynamiques doivent
avoir au moins une singularité a une valeur finie 5. de § qui sépare une
région & une phase & haute température et 4 une région a deux phases & basse
température.

Notons que la longueur de corrélation &7, n’a de sens qu’en volume fini. En
effet, elle suppose qu’on moyenne sur toutes les configurations possibles. Or si
le systéme se trouve dans une des phases de symétrie brisée (une phase pure),
on doit calculer la fonction de partition en ne sommant que sur une partie des
configurations, les configurations d’aimantation de signe donné. La divergence
de &1, est un précurseur de la propriété que la fonction de corrélation a deux
spins en volume infini ne tend plus vers zéro a grande distance, mais vers le
carré de 'aimantation spontanée.

Remarques

(i) Cette analyse de la limite du volume infini est qualitativement correcte
dans toute la phase de basse température. A ., la situation change ; un
nombre infini de valeurs propres s’accumule & la méme valeur 74 ¢.

(i) Nous avons vu que le rapport (7.55) fournit un critére de brisure sponta-
née de symétrie. Cette analyse peut étre généralisée 4 d’autres groupes
de symétrie. On cousidére alors le rapport

tr R T

r(¢,L) = Tt

(7.58)

ol R est un élément du groupe de symétrie.

Dans la phase symétrique, le vecteur propre dominant de la matrice de
transfert est invariant par les transformations du groupe de symétrie et, donc,
(¢ =00, L)=1.

Au contraire, si la symétrie est brisée spontanément, R échange les vec-
teurs propres dégénérés et donc r(¢ = oo, L) s’annule dans la limite du volume
infini L — oc.

Une autre limite de ce rapport, 7(L, L) pour L — o0, est intéressante. Elle
correspond 4 la limite thermodynamique qui est prise en faisant tendre toutes
les dimensions vers l'infini de la méme maniére. On est alors ramené a calcu-
ler le rapport de deux fonctions de partition sur un réseau a d dimensions de
dimension linéaire L avec des conditions aux limites différentes : le dénomi-
nateur correspond a des conditions aux limites périodiques dans la direction
de temps, le numérateur correspond a des conditions aux deux bords qui dif-
ferent par des transformations du groupe de symétrie. Dans des systémes de
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type Ising, le seul élément du groupe est la réflexion P et, donc, ces conditions
aux limites sont anti-périodiques. Cette limite fournit, & basse température,
un critére direct de brisure spontanée de symétrie. La probabilité est alors
d’ordre

trPTL N e’ﬁLd*l

r(L,L) = oTL

(7.59)

7.7 Symétries continues et matrice de transfert

Nous discutons de nouveau la famille de modéles avec symétrie orthogo-
nale introduite en section 7.5.2, pour montrer comment les différences entre
symétries continues et discrétes se manifestent dans le cadre du formalisme
de la matrice de transfert.

Nous considérons les systémes de spins classiques dont la fonction de par-
tition est donnée par 'expression (7.44). Les spins S, sont des vecteurs & v
composantes de longueur unité qui ont des interactions a deux spins ferroma-
gnétiques de proches voisins.

Ces modéles ont une symétrie continue correspondant au groupe orthogo-
nal O(v) des rotations-réflexions de 'espace & v dimensions.

Matrice de transfert. Ici aussi, nous pouvons écrire la fonction de partition
(7.44) en fonction d’une matrice de transfert T, dont les éléments sont

[T)(S',S) = exp {ﬂ(Z S,-S, + % Z (S, Sy +8),- Sfo,)”, (7.60)
P 0, p' n.n.

ol p est la position dans espace transverse & d — 1 dimensions.

A haute température (8 — 0), comme dans le cas du modéle d’Ising, le
vecteur propre de la matrice de transfert correspondant a la valeur propre
maximale a des composantes uniformes sur toutes les configurations et est
donc invariant par les transformations du groupe orthogonal O(v).

Pour discuter la phase de basse température, instruit par ’exemple du mo-
deéle d’Ising, nous introduisons la généralisation du rapport (7.55). L’opération
de symétrie est ici une rotation R(«) d’angle o. Nous définissons

Z(a, ¢, L, 8) = tr R(a)T* (7.61)

avec un choix de conditions aux limites périodiques dans toutes les directions
transverses. Nous examinons le comportement du rapport

Z{e, ¢, L, 5)

r(a, ¢, L) = Z(0,0,L,8)

(7.62)

pour 3 >> 1 dans la limite L — oco.
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La fonction de partition Z(«, ¢, L, 3) est la fonction de partition sur un
réseau a d dimensions, avec conditions aux limites modifiées dans la direction
de temps ou l'on impose

Si=t,p - St=0,p = COS 1. (7.63)

A basse température, les configurations d’énergie minimale correspondent a
prendre tous les spins alignés dans d—1 dimensions, et tournant d’un angle o/¢
entre deux sites adjacents le long de 'axe de temps. Ceci doit étre contrasté
avec le cas d’une symétrie discréte, ou la transition entre les configurations
imposées par les conditions aux limites se passe entre deux sites (ou plus
généralement un nombre fini de sites) seulement.

La variation d’énergie AE due a la rotation est alors

AE = £ x L1 x [cos (a/f) — 1] (7.64)

et donc
(e, £, L) oc exp [BCL (cos (a/€) — 1)] .

Pour £ > 1, on peut développer
r(a.f,L) ocexp [-38L% 7 a?/¢] . (7.65)

Ce résultat est le méme que pour un modeéle O(v) a une dimension, & basse
température, avec 3+ SLA7L L’exercice 4.4 présente le calcul de la longueur
de corrélation correspondante. On trouve ici

/BLd_l

RN

(7.66)

Un calcul équivalent consiste & remplacer, a4 basse température, tous les spins
S, et les spins S|, dans la matrice de transfert par deux spins constants. Le
résultat est de nouveau la matrice de transfert du modeéle unidimensionnel,
avec une interaction 8 — BL41,

Ce résultat semble indiquer, de nouveau, que la longueur de corrélation
diverge a partir de la dimension 2, comme dans le cas discret. Ce résultat
n’est correct qu’en dimension plus grande que 2.

En dimension 2, I'estimation prédit que la longueur de corrélation croit
comme L, c’est-a-dire que £,/ L reste constant. C’est un cas assez subtil ot les
fluctuations autour des configurations constantes influent sur le calcul méme
4 basse température et qui doit étre étudié avec des arguments plus fins. En
fait, ce résultat n’est valable que pour v = 2 (cas ou le groupe des rotations
SO(2) est abélien). Pour v > 2 la longueur de corrélation ne diverge qu’a
température nulle.

Par ailleurs, méme pour v = 2, bien que la longueur de corrélation di-
verge, parce que £ /L reste fini, 'aimantation spontanée dans la phase de
basse température est nulle, {S) = 0, et la symétrie O(2) n’est pas brisée.
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On trouve une phase de basse température caractérisée par une décroissance
algébrique des fonctions de corrélations connexes (phase dite de Kosterlitz—
Thouless). Ainsi qu'un argument de type ergodique le suggére, pour que la
valeur moyenne du spin soit différente de zéro, il faut que &, /L — oo pour
L — o0.

Remarque. Comme critére de brisure de symétrie, on peut aussi utiliser le
rapport des fonctions de partition (7.65) pour £ = L. On trouve

r(a, L, L) x exp [—%ﬁLd_Qaﬂ . (7.67)

Ainsi, dans le cas d’une symétrie continue, il est plus facile de passer d'un
minimum de ’énergie a un autre. Cette propriété a comme conséquence directe
qu’il est plus difficile de briser la symétrie et que des modes de Goldstone
apparaissent dans la phase de symétrie brisée (voir section 7.8). Pour d < 2,
r(a, L, L) a une limite finie et la symétrie n’est jamais brisée. Ce résultat,
pour lequel nous avons donné des arguments heuristiques, peut étre démontré
rigoureusement (théoréeme de Mermin—Wagner—Coleman).

Pour d > 2 au contraire, la symétrie est brisée a basse température. [l
existe une température finie 7., o une transition de phase a lieu.

7.8 Symétries continues et modes de Goldstone

Si la variable initiale de spin S, est un vecteur & v composantes, et si a la
fois I'interaction et la distribution de spin ont une symeétrie continue (associée
a un groupe de Lie compact), 'existence de plusieurs fonctions et longueurs de
corrélation quand l'aimantation est différente de zéro, induit quelques proprié-
tés nouvelles. En particulier, en champ nul, & toute température au dessous
de T, certaines longueurs de corrélation, associées a des modes appelés modes
de Goldstone, divergent.

Nous illustrons de nouveau ces remarques par ’exemple de modéles ayant
une symétrie orthogonale O(v) (v > 1).

Modes de Goldstone : symétrie O(v). La symétrie orthogonale O(r) im-
plique que la densité de potentiel thermodynamique G(M) en champ uniforme
n’est qu'une fonction du carré du vecteur aimantation, et donc peut s’écrire
(IM[ = M)

G(M) = G(M?/2).

En conséquence, la relation entre composantes H, et M, du champ magné-
tique et de 'aimantation, respectivement, prend la forme

H, = M,G'(M?/2), (7.68)

et donc en module
H| = H = MG'(M?/2). (7.69)



186 Transitions de phase et groupe de renormalisation

La fonction a deux points connexe est maintenant une matrice

2
W =) = (Salr) S5 conn. -
La fonction de vertex, inverse de la fonction a deux points, en représentation
de Fourier, 4 argument nul, est donnée par (cf. équation (6.27))
= (2) %G

—0) — M ML (A2 e
P =0) = 5 = MallsG (M2)2) + 605G/ (M?/2).  (7.70)

La matrice fffﬁ)(k = 0) a deux sous-espaces propres correspondant au vecteur
M, et aux v — 1 vecteurs X, orthogonaux a M, :

DTDO)M: = Mo [MPG"(M?/2) + G/ (M°/2)]

B
S I0)Xe = XaG/(M?/2).
B

Notant les valeurs propres f£2)’ f‘(T2 ), respectivement, on trouve

t20) = M2G"(M?)2) + G'(M?)2), (7.71)
r20) =6'(M?)2) = H/M, (7.72)

ot nous avons utilisé ’équation (7.69) dans (7.72).

Les valeurs propres de la fonction & deux point connexe W@ (k = 0) sont
les inverses de celles de T'?). La valeur propre transverse de la fonction 4 deux
points connexe a argument nul est donc

Wi (k=0) = [fg”(k = 0)] . (7.73)

Modes de Goldstone. Au dessus de T, I'aimantation s’annule linéairement
en H et la fonction & deux points a une limite finie pour H — 0. En revanche,
en dessous de T, quand H tend vers zéro, M tend vers l'aimantation spon-
tanée qui est non nulle, et donc la fonction a deux points transverse diverge.
Ceci implique la divergence de la longueur de corrélation transverse corres-
pondant & v — 1 modes appelés modes de Goldstone (des particules de masse
nulle au sens de la théorie des interactions fondamentales).

Autre argument. Ce résultat peut aussi étre obtenu de la maniére suivante.
En champ nul, au-dessous de T, 'aimantation est non nulle alors que le poten-
tiel est symétrique. Si un vecteur M correspond &4 un minimum, tout vecteur
déduit de M par une rotation (une transformation orthogonale), correspond
aussi & un minimum. Cela entraine que le potentiel thermodynamique, par
symétrie, a une sphére de minima |M| = M. Une rotation infinitésimale cor-
respond & I’addition & M d’un vecteur tangent a la sphére et donc orthogonal
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a M. Appelant X un tel vecteur, |X| < 1, et développant la condition d’ex-
tremum au premier ordre en X, on obtient la condition

Y (M +X) I*G(M)
M ,0M;

X53=0.

On retrouve les v — 1 vecteurs propres de valeur propre nulle, correspondant
aux modes de Goldstone.

Note mathématique. De facon plus générale, considérons un modéle ayant
une symétrie correspondant & un groupe continu (groupe de Lie) &, et tel que
cette symétrie soit brisée spontanément par une valeur moyenne non-nulle M
du paramétre d’ordre. Soit § le sous-groupe de & qui laisse le vecteur M in-
variant (le groupe de symétrie résiduel). Dans 'exemple précédent, & = O(v)
et § = O(v —1). Enfin, soit g le nombre de générateurs de P’algébre de Lie de
& et h celui de $. Une généralisation simple de I'argument précédent montre
qu'il existe g — h modes de Goldstone, associés aux générateurs de & qui ne
sont pas dans $. Dans 'exemple orthogonal,

g=3v(v-1), h=3v-1)v-2) = g-h=v—1.

Exercices

Exercice 7.1. Modéle avec symétrie orthogonale en dimension infinie. Gé-
néraliser I’étude de la section 7.2 & un modéle avec des spins S appartenant de
nouveau a la sphére S, _1 avec la méme distribution isotrope qu’en section 7.7,
mais avec I’énergie d’interaction invariante par le groupe O(v),

Q
v
S =g 2 88 v 0,
et un terme de champ magnétique
H-) S,
i

On introduira la distribution de spin moyen &, un vecteur & v composantes.

Solution. Quelques éléments. En termes du spin moyen o,
—BE(S) = Qua?.

La distribution de spin moyen est proportionnelle a

Q\" ; ;
RQ(O’) — (%) eraz/duk eQ[zk-o‘+A(~zk)]7
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ot A(h) = In z(h) est énergie libre du modéle & un site, déduit de la fonction
de partition & un site

2 v/2—1/2 T
z(h = |h|) = i )/0 df (sin §)* 2 efeos?

r(z(v-1)

Pour 2 — oo, cette intégrale peut étre calculée par la méthode du col. Le col
est donné par

o =kA'(—ik)/k.
Le résultat s’exprime de nouveau en terme de la transformée de Legendre de
la fonction A.



Chapitre 8

Approximation quasi-gaussienne :
universalité, dimension critique

ANS CE CHAPITRE, nous poursuivons 1'étude des transitions de phase dans

des systémes avec interactions de courte portée commencée dans le cha-
pitre 7. Nous utilisons encore la terminologie des systémes ferromagnétiques,
ce qui n’est partiellement qu’une restriction de langage. En effet, comme consé-
quence de la propriété d’universalité des phénoménes critiques, une propriété
que nous allons décrire et analyser, les résultats que nous allons obtenir s’ap-
pliquent a de nombreux autres systémes physiques qui n’ont rien de magné-
tiques, comime la transition liquide-vapeur, les transitions de séparation des
mélanges binaires, la transition superfluide de I'hélium etc. A cette liste, il
convient d’ajouter un probléme qui ne semble pas, a premiére vue, relever
des phénoménes critiques, les propriétés statistiques des polymeéres, ou du
point de vue théorique, des chemins aléatoires sur réseau, sans intersection ou
auto-évitant (SAW ou self-avoiding walk).

Pour des raisons que nous avons déja évoquées, nous ne nous intéressons
qu’aux transitions de phase du second ordre, au voisinage de la température
de transition. Pour ces transitions, la longueur de corrélation, qui caracté-
rise la décroissance & grande distance des fonctions de corrélation connexes,
diverge au point de transition (la température critique par exemple). Ainsi,
une échelle de distance, grande par rapport a ’échelle des longueurs microsco-
piques (portée des forces, maille de réseau), est engendrée dynamiquement.
Alors, une physique macroscopique ou de grande distance apparait qui a des
propriétés d’universalité, c’est-a-dire des propriétés indépendantes, dans une
large mesure, des détails des interactions microscopiques.

Nous avons déja montré qu’aussi longtemps que la longueur de corrélation
reste finie, ¢’est-a-dire dans la phase de haute température, les quantités ma-
croscopiques, comme 'aimantation moyenne, ont le comportement prédit par
le théoréme de la limite centrale. A volume infini, elles tendent vers des valeurs
certaines avec des fluctuations gaussiennes. Ce résultat se comprend dans la
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mesure ou les degrés de liberté microscopiques peuvent étre remplacés par
des spins moyens indépendants, attachés a des volumes ayant la longueur de
corrélation comme dimension linéaire. Dans un premier temps, nous étudions
donc les propriétés des modéles gaussiens.

A la température de transition T, et en dessous de T,, ces arguments ne
sont plus valables. Néanmoins, on peut se demander si la mesure gaussienne
asymptotique peut étre simplement remplacée par une mesure gaussienne
perturbée, c’est-a-dire si les corrélations résiduelles entre des spins moyens
peuvent étre traitées perturbativement. Une telle approximation peut étre
qualifiée de quasi-gaussienne. L’approximation quasi-gaussienne prédit des
propriétés de longue distance remarquablement universelles, indépendantes
dans une large mesure de la géométrie, de la dimension d’espace, ... Pour les
quantités homogeénes, elles coincident avec celles du modéle en dimension in-
finie que nous avons étudié en section 7.2. Cependant, 'approximation quasi-
gaussienne prédit que le comportement singulier des fonctions de corrélation
pour T — T, et en faible champ est également universel.

Dans la premiére partic de cette étude, nous nous limitons a des modéles
avec symétrie discréte. Cependant, en dessous de T, ou en champ magné-
tique, les modeéles avec symétries continues ont des propriétés particuliéres,
dues en particulier a apparition de modes de Goldstone, qui nécessitent une
discussion spéciale {cf. section 7.8).

Un calcul systématique des corrections a 'approximation quasi-gaussienne
permet de vérifier sa cohérence et son domaine de validité. Mous mettons ainsi
en évidence le role de la dimension 4, qui sépare les dimensions supérieures,
ou 'approximation est justifiée, des dimensions inférieures oi elle ne peut pas
étre valable.

La description la plus ancienne et la plus simple des transitions de phase
est la théorie du champ moyen (TCM). On suppose que l'infinité de degrés
de liberté microscopiques peut étre remplacée par un petit nombre de degrés
de liberté macroscopiques, les effets résiduels pouvant étre traités de fagon
perturbative. I’approximation de champ moyen peut étre qualifiée de quasi-
gaussienne, en ce sens qu’elle prédit les mémes résultats universels. L’approxi-
mation de champ moyen peut étre introduite par plusieurs méthodes : somma-
tion partielle du développement de haute température, principe variationnel,
ordre dominant de la méthode du col. Cette derniére méthode permet de cal-
culer les corrections & I'approximation de champ moyen et donc de discuter
son domaine de validité, qui, en effet, est le méme que celui de approximation
quasi-gaussienne.

Systémes ferromagnétiques de type Ising. Nous considérons de nouveau
un systéme de spins classiques S; sur le réseau d-dimensionnel des points de
coordonnées entiéres, i dénotant un site du réseau. Nous imaginons que les
spins classiques sont en réalité des spins moyens dans un volume physique
grand a l'échelle des interactions microscopiques (ce qui justifie le caractére
classique), mais petit a l'échelle des phénomeénes que nous voulons étudier.
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Ceci conduit 4 admettre aussi des spins ayant une distribution continue méme
si la distribution initiale est discréte. Par ailleurs, nous supposons que les spins
fluctuent peu autour de S = 0 et donc que la distribution de spin p(S), en
chaque site, satisfait les conditions de la section 7.1 et décroit, pour |S| — oo,
plus vite qu'une gaussienne (condition (7.2)). Nous supposons enfin que le
systéme a une symeétrie de réflexion (de type Ising) S+ —S. La distribution
de spin est donc paire, p(.S) = p(—S5). Nous choisissons une interaction a deux
spins ferromagnétique qui généralise celle des exemples (7.22) et (7.43), de la
forme

—BE(S) = VijS:iS;, (8.1)
5

caractérisée par une matrice V;; 4 éléments positifs, invariante par translation,
de courte portée (une notion qui est définie ci-dessous).

La fonction de partition (6.12), dans un champ magnétique local H; qui
brise la symétrie explicitement, s’écrit alors

Z(H):/ (Hp(Si)dSi> exp [—[35(5)+2Hi5i}, (8.2)

oll, de nouveau, H inclut un facteur § = 1/7.

Grace a la condition de décroissance (7.2), la fonction de partition est
définie, au moins dans un volume fini, pour toute interaction de paires (8.1)
et toute température.

8.1 Interactions & deux spins de courte portée

Dans le modeéle 7.2, 'espace ne joue aucun role, l'interaction ayant une
portée infinie. Les systémes que nous voulons étudier, en revanche, ont des
interactions & courte portée, une notion que nous précisons ici dans le cas
d’interactions & deux spius, et dont nous décrivons quelques propriétés.

Nous ne considérons que des interactions de paires dites ferromagnétiques,
c’est-a-dire telles que Vi; = Vj; > 0. Nous supposons aussi que les interactions
sont invariantes par translation, c’est-a-dire

‘/ij = V(I‘i '-I‘j) = V(I‘j —I‘i) 2 O,

on r; et r; sont les vecteurs joignant les sites i et j a 'origine.

Enfin, nous appelons, par définition, interactions de courte portée des in-
teractions & décroissance exponentielle. Pour Vinteraction & deux spins, ceci
implique

V)< Me ™l x>0. (8.3)

Il est commode d’introduire le paramétre

v=>Y V(r)>0, (8.4)
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qui est proportionnel 4 3, 'inverse de la température (dans ce qui suit, nous
caractériserons la température par la valeur de 1/v) et la fonction

Ulr)=Vi(r)/v. (8.5)

Nous supposons que U(r) satisfait la condition d’ergodicité de la classe des
probabilités de saut de la marche au hasard (section 3.3.7). Avec cette condi-
tion, le minimum de I’énergie d’interaction est obtenue pour des spins tous
de méme signe. Enfin, nous nous limitons & des potentiels ayant la symétrie
cubique du réseau (définie en (3.46)), parce que c’est plus simple. Le poten-
tiel normalisé, c’est-a-dire la fonction U(r), appartient donc a la classe des
probabilités de saut 3.3.7.

Toutefois, ’hypothése de symétrie cubique n’est pas essentielle ; la symétrie
par réflection V{(r) = V{(—r) suffit puisque, dans la limite continue, il est
toujours possible de faire des transformations linéaires sur les coordonnées.

L’interaction étant invariante par translation, il est naturel d’introduire
les transformées de Fourier

V(k)=vU(k) =Y V(r)exp(ik 1). (8.6)

rezd

La fonction V(k) est paire et périodique dans toutes les composantes k,, du
vecteur k. On peut donc restreindre ces composantes a ce qu’on appelle une
zone de Brillouin : |k, | < 7. Le vecteur k est parfois appelé vecteur impulsion
en analogie avec la mécanique quantique ou position et impulsion sont duaux
dans la transformation de Fourier.

La condition de courte portée (8.3) implique que les transformées de
Fourier V(k) et U(k) sont holomorphes pour |Imk| < x. La positivité des
coefficients V;; entraine, de plus,

K)|< > Ur)=U@0)=1. (8.7)

rezd
La fonction U(k) admet alors, pour k — 0, un développement de la forme
Uk)=1-a’k*+0 (k') (8.8)
ot k? est le carré de la longueur du vecteur k, et a une constante positive.

Exemple : interaction de proches voisins. Une interaction de proches voi-
sins sur le réseau est un exemple d’une interaction de courte portée. Appelant
e, les d vecteurs unitaires correspondant aux liens du réseau, nous pouvons
Pécrire

d
v

2d u:l

Orie, +0r—e,)
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ot § est ici le symbole de Kronecker. La transformée de Fourier V (k) est alors

V(k) = Z Vir)exp (tk - r) = 5% Z lexp (ik - e,) + exp (—ik - e,)]

rezd H
S
= Z cosk, ,
pu=1
ol k;, sont les composantes du vecteurs k.
Pour |k| — 0,
. R
Uk)=1- = 4 O(K).
() 2d+u:124d+ (Fy)

Développement de haute température. 11 est possible de calculer la fonction
de partition et les fonctions de corrélation en développant 'expression (8.2) en
puissances de l'interaction V;; et en évaluant les termes successifs (dévelop-
pement de haute température). Le développement s’exprime en fonction des
moments de la distribution locale (section 7.1),

sty == a1 (g ) (. (59)

Comme dans le cas des perturbations a la mesure gaussienne, I’énergie libre a
un développement plus stmple que la fonction de partition car les contributions
« non conmnexes » se compensent :

W) = Wo(H) = 3" Vi (1) (83)+ 5 3 VigVia (S:8,880),+-++ (8.10)

4,4:k1

ou par exemple,

D Vi Vi (SiSiSkSi). = Y VijViu [(SiS;S6S1) — (SiS;) (SkSp)] -
bkl 3.k,
Dans la différence, tous les termes avec les quatre indices 1, j, k, [ différents se
compensent. Cette propriété est liée a 'extensivité de I’énergie libre.

Le développement de haute température diverge a la température critique
ou les fonctions thermodynamiques sont singuliéres. A condition d’étre ca-
pable de calculer assez de termes du développement, on peut 'utiliser, com-
biné avec des méthodes numériques d’analyse de séries (méthode de rapports,
extrapolation par table de Neville et ses généralisations, approximants de Padé
logarithmiques, approximants différentiels,...) pour obtenir des informations
numériques sur le comportement critique.

Remarque. 1l est techniquement commode, dans le cadre du développe-
ment de haute température comme de 'approximation de champ moyen (cf.
section 8.10), de supposer que V;; s’annule (par invariance par translation Vj;
est indépendant du site ), une telle contribution a un site pouvant étre incluse
dans la mesure p(S).



194 Transitions de phase et groupe de renormalisation

8.2 Le modéle gaussien : la fonction
a4 deux points

Considérons d’abord les systémes ferromagnétiques dans la phase désor-
donnée T > T,. Parce que la longueur de corrélation est alors finie, comme
nous I'avons déja indiqué en section 6.1.3 on s’attend & pouvoir décrire leurs
propriétés macroscopiques en termes de spins classiques o;, qui sont déja des
moyennes des spins microscopiques dans des petits volumes. On s’attend, de
plus, dans lesprit du théoréme de la limite centrale, & ce que les fluctuations
des spins o solent faibles et que leur distribution soit en premiére approxi-
mation gaussienne. Cette idée nous conduit au modéle gaussien que nous
présentons maintenant.

Une mise en oeuvre formelle et plus précise de cette idée sera présentée en
section 8.10.

Modeéle gaussien. Comme dans la phase désordonnée, les spins fluctuent
autour d’une valeur moyenne nulle par symétrie ¢ — —¢, une distribution
gaussienne en chaque site a la forme

plo) = 671’2‘72/27 b > 0.

[’interaction & deux spins de type (8.1} est directement quadratique. Elle peut
étre considérée comme le premier terme d’un développement en puissances
de 0. Avec cette interaction, la fonction de partition gaussienne s’écrit

ZH) = /Hdoi exp [*H(a) + ZHiG'Z' ) (8.11)
ou .
H(o) = 5 Zz]: Gijoioj, Gy = bady — 2Vyy (8.12)

et V;; a la forme discutée en section 8.1. En particulier, &;; ne dépend que
de r; —rj, ol ry, r; sont les positions des sites i et j :

Gij = G(I‘i — I'j),

Le modéle n’est défini que si la matrice &;; est définie positive. Dans la limite
thermodynamique, les valeurs propres de la matrice & prennent la forme d’un
spectre continu donné par la transformée de Fourier

S(k) =Y e*kre(r).
T
En effet, cette équation peut étre récrite comme une équation aux valeurs

propres (cf. équation (3.34)),
S(k)elkr = Z ek TS(r —1).

r
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Avec les définitions (8.5) et (8.6), on trouve
S(k) = by — 20U k), (8.13)
et a cause de la borne (8.7), la condition de positivité est done
%bg =u, > 0. (8.14)

Comme nous le verrons, cette condition implique que la longueur de corré-
lation est finie, ce qui est cohérent avec les hypothéses qui ont conduit au
modéle gaussien.

Nous pouvons alors utiliser les résultats de la section 6.3.3. Le potentiel
thermodynamique est simplement

(M) =T(0) + %"l S ME - VMM, . (8.15)
z 2,7

8.2.1 Quantités homogénes

En champ magnétique uniforme H; = H, 'aimantation M est uniforme.
La fonction ['(M) est alors proportionnelle au nombre de sites €1, et nous
posons

QHI(M) —T(0)] = G(M) = §(by — 20)M?, (8.16)

ot la définition (8.4) a été utilisée.
La distribution du spin moyen ¢ = }, S;/€Q est gaussienne et est don-

née par
Ro(o) = \/(bs — 20)/2r efo=(ba=2v)o%/2 (8.17)

On retrouve la valeur particuliére (8.14) : v, = by/2. Pour v < v, G(M) est
minimum & M = 0, et donc 'aimantation s’annule en champ nul :

M= <Ui>H=O =0.

La phase de haute température est une phase désordonnée.
Pour v = v,, 'aimantation est indéterminée et & plus basse température,
le modéle n’a plus de sens car la distribution Rg (o) n’est pas sommable.
L’équation d’état est linéaire :

H=G(M)=(v.—v)M.

La susceptibilité magnétique, qui est la dérivée de I'aimantation par rapport
au champ magnétique, prend la forme

oM
XhaH_UC—U
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La susceptibilité magnétique diverge donc pour v = v, qui peut étre interprété
comme un point de transition correspondant & une température critique 7.
Le comportement

x o (T - Tc)ilv

coincide avec celui obtenu en champ nul dans le modéle en dimension infinie
en section 7.3.

On ne s’attend, en général, a une telle divergence qu’en champ nul mais,
dans le modéle gaussien, Ia susceptibilité ne dépend pas du champ appliqué.

8.2.2 Fonction a deux points

La fonction & deux points en champ nul, pour v < v,

9*W(H
Ay = (0305) = (9i95) conn. = —3H.3(H,)
2 J IH=0

est I'inverse de la matrice & (équation (8.12)) :
Z A Grj = 6i5 -
k

A cause de P'invariance par translation, a la fois &;; et A;; ne dépendent que
de r; —r;, ol r;,r; sont les positions des sites 7 et j. L'équation précédente
est donc une équation de convolution qui devient simple aprés transformation
de Fourier. La transformée de Fourier

-~ . d . ~
Ak) =Y e*TA@W) & A@r)= / Zgw—];de‘“"rA(k)

est l'inverse de la transformée de Fourier (8.13) :

Alk) = 67Hk) = [bg - QV(k)] - (8.18)

Pour v < v, le dénominateur ne s’annule pas dans un voisinage de l'axe
réel. La fonction A(k) reste donc analytique dans une bande et la fonction
A(r) décroit exponentiellement pour |r| — oo, confirmant que la longueur de
corrélation est finie.

En revanche, pour v = v, (c’est-a-dire & la température de transition
T = T.), le dénominateur se comporte pour |k| — 0 comme (utilisant la
parameétrisation (8.8))

(1 = U(k)) = 2v.a*k? + O(k*).

D’ailleurs, c’est le seul point ou le dénominateur peut s’annuler (& cause de la
borne (8.7)). La longueur de corrélation est infinie, ce qui est cohérent avec
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une interprétation de ce point comme correspondant a une température de
transition. La fonction A(k) est singuliére,

A D

(k) ok D =1/2v.a% (8.19)

et cela conduit & une décroissance algébrique de A(r) pour d > 2.
Pour d = 2 et v = v,, 'intégrale

A(r) = ( 27102 / d%k e= T A(k)

diverge & k = 0 et donc le modéle gaussien ne peut pas décrire le point de
transition T = T, en dimension 2.

8.2.3 Le comportement critique

Bien que certaines propriétés du point de transition v = v, soient un peu
pathologiques, examinons le comportement de la fonction & deux points,

A(r) = (—271—)(1 / A4k e NT A(K),

pour d > 2, au point critique v = v, quand A — +o0. Le calcul explicite
de Pintégrale est présenté en section 8.4.3, mais le comportement peut étre
obtenu par des arguments simples.

Aprés le changement k — k/A, l'intégrale devient

1

A(Ar) = By

)\Q‘d/ddk e” kT ATZA(Kk/)N),

ol maintenant les composantes k,, du vecteur k varient dans lintervalle
—Am <k, < AT

A cause de la régularité de A(k) pour k # 0, on peut prendre la limite
A — oo dans l'intégrant et les bornes d’intégration et, donc,

DU
~ e [ e .
a—oo (2m)4 2uea® | k2

A(Ar)

Comme le dénominateur est maintenant invariant par rotation, dans cette
limite, A(r) n’est fonction que de r = |r|. On en déduit

1

x
r=|r|—o00 pd—2

A(r)

(8.20)

La. fonction & deux points a une décroissance algébrique et donc la longueur
de corrélation est infinie.
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De plus, asymptotiquement, A(r) a une symétrie de rotation O(d) (celle
de l'espace continu), plus étendue que les symétries discrétes du réseau (une
propriété analogue a été obtenue pour la marche au hasard en section 3.3.9).

On montrera que dans des modéles plus généraux, la transformée de
Fourier de la fonction a deux points se comporte, & la température critique
T =T, pour r — 00, commnie

Afr) o 1/rd=2Hm, (8.21)

Ir|—o0
ce qui correspond, par les mémes arguments, au comportement
A(k) X 1/k%7m, (8.22)
Iei, des formes (8.19) ou (8.20) de la fonction & deux points, on déduit
n=20, (8.23)

qui est la valeur gaussienne ou classique de 'exposant 7.

8.2.4 Domaine critique

Pour v < v, mais v, —v — 0 et k d’ordre (v, — ¢)1/2 (le domaine critique),
le terme dominant de 1/A(k) est

20, — 20U (k) = 2(ve — v) 4 2v.02k* + Ok, (v — vo)k?), (8.24)

et donc

Afk) ~ L (ve — v+ vea®k?)

A cause du développement (8.8), dans cette limite, A(k) a encore une symétrie
de rotation O(d), plus étendue que les symétries du réseau.

De plus, dans cette limite, la fonction & deux points a une forme
d’Ornstein—Zernike ou de champ libre (voir section 8.4).

On en déduit que Alr) décroit exponentiellement (équations (8.40)
et (8.42)) avec le comportement asymptotique :

1
VN ey

A(r e /¢,

ot la longueur de corrélation diverge pour T — T, comme

£ ~ a(l —vju) V2o (T - T.)" V2

VU,

Dans une grande classe de modéles, on trouve
§T) o« (T -T)™", (8.25)

et v =1/2 est la valeur gaussienne de I’exposant de corrélation.
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Dans le cadre restreint de la théorie gaussienne sur réseau, nous avons
obtenu des comportements universels de la fonction & deux points & grande
distance a T, et prés de T, quand la longueur de corrélation est grande par
rapport & ’échelle microscopique, ainsi que la singularité universelle de la
longueur de corrélation.

Tous les comportements universels ainsi obtenus sont également ceux
qu’on retrouvera dans Iapproximation quasi-gaussienne (section 8.5), qu’on
déduit des hypothéses générales de la théorie de Landau (section 8.7), ou qui
apparaissent trés généralement dans I’approximation de champ moyen (sec-
tion 8.10).

8.3 Modéle gaussien et marche au hasard
Montrons, a titre d’exercice et parce qu'une telle propriété a des généra-
lisations, comment la fonction a deux points gaussienne peut étre reliée & un

processus de marche au hasard, tel qu'il est défini en section 3.3.7.
Nous partons de ’expression (8.18) :

A(k) = [zuc - sz(k)] -

que nous développons en puissances de v :

< 1 e—=/v\" ~n
Ak) = %7;(;) U™ (k). (8.26)

Inversant la représentation (8.6), nous exprimons maintenant U(k) en terme
de sa transformée de Fourier :

Uk)= > e " U().
rezd

Alors,

A 1 = v " —tk-(ri+---+r
A(k):2vcz<z> > Ulry).. . Ulry)emtelrtoto,

n=0 1se-05Fnm

Nous introduisons maintenant un point initial qo arbitraire sur le réseau et
changeons de variables, posant

rp=qr— -1, 1<£€<n.

L’expression devient

Alk) = — > <1> S Ul — o). Ulgn = qn1)e” 900,

2v v
¢ n=0 ¢ q1,---,9n

(8.27)
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Nous avons déja noté que la fonction U(r) a toutes les propriétés des fonctions
de saut de la marche au hasard invariante par translation. Définissons alors
le processus correspondant (équation (3.43)) par 'équation d’évolution

Po(@) = Y Ud —a)Pa1(a),

q/EZd

ou P,(q) est la probabilité pour le marcheur d’étre au point q au temps n
avec comme point de départ q¢ au temps 0.
L’itération de cette équation donne

Pa@ = > U@—an-1)U(dn-1 — an-2)...Ulas — qo).

a1,--9n—2,9n -1

L’expression (8.27) peut donc s'écrire (q, +— q)

(o9}

n=0

Le coefficient de v™ est donc une fonction génératrice des moments de la
distribution au temps n. De fagon générale, le comportement de la distribution

P.(q) pour n — co est lié & la singularité de A(k), comme fonction de v, la
plus proche de l'origine. Ici, comparant avec U'expression (8.26), on obtient

directement ~ .
U™ (k) =Y Po(q)e k(om0
q

On peut ensuite développer en puissances de k. Par exemple, le second mo-
ment est le coefficient de k2 :

na®k? = 23" Pa(a) (k- (a - a0)’
q

et donc,
3" Pa(a)(a — do)ala — do)s = 2na%das.
q

Nous retrouvons, comme nous Pavons déja démontré, que la distribution
asymptotique de q — qq est isotrope et (q — qg)? croit en moyenne linéai-
rement avec le temps.

8.4 Modéle gaussien et intégrale de champ
Au chapitre 5, nous avons montré que les propriétés de longue distance de

modéles sur réseau unidimensionnel, peuvent étre décrites, quand la longueur
de corrélation diverge, par une intégrale de chemin. En dimension arbitraire,
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les propriétés universelles du modéle gaussien sur réseau peuvent étre déduites
d’une théorie statistique des champs (qui remplacent les configurations de
spin) dans I’espace continu et isotrope.

Soient o(z) un champ dans l'espace continu a d dimensions R et H(x)
un champ magnétique arbitraire.

Nous considérons U'intégrale de champ, ou intégrale fonctionnelle, gaus-
sienne

Z(H) = /[da(x)} exp Ii_H<U) +/dd:v o(x)H(m)}
avec

H(o) = 1/ddav [i (0 cf(ac))2 + m202(m)] (8.29)
2 o '

et la notation 8, = 8/dx,, o m > 0 est un parameétre lié a la déviation a la
température critique, comme nous le vérifions plus loin. La fonctionnelle H (o)
est souvent appelée hamiltonien dans ce contexte (une dénomination emprun-
tée a la théorie statistique des gaz classiques).

Lintégrale de champ généralise &4 d dimensions l'intégrale de chemin, et le
symbole [do(z)] signifie qu’on intégre sur tous les champs o(z).

Dans le cadre de la théorie quantique des champs qui décrit les interac-
tions fondamentales & I’échelle microscopique, le cas gaussien correspond a
une théorie de champs libres. La forme quadratique dans les champs (8.29)
est alors appelée action euclidienne et le paramétre m est la masse de la
particule associée au champ o.

Comme dans le cas du réseau, quand cela s’avére nécessaire, nous défi-
nissons la limite de volume infini ou thermodynamique en partant d’un cube
avec des conditions aux limites périodiques.

8.4.1 Maximum de l'intégrant et fonction a deux points

Le calcul de l'intégrale gaussienne est une généralisation simple du calcul
de I'intégrale de chemin (5.11). On cherche d’abord le maximum de I'intégrant
et donc le minimum de

H(o,H) = H(o) — /ddx o(x)H(x). (8.30)
Pour cela on pose
o(x) = o.(x) + e(x), (8.31)

ou la fonction o.(z) est déterminée par la condition que le terme linéaire en
€ s’annule :

d
—/dd;r: {Z 0u0e(2)0,e(x) + mPoc(z)e(x)| + /ddxe(a:)H(x) =0.

pu=1
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On intégre le terme linéaire en d,e(x) par parties (par rapport a x,) :

Z/d z 0poc(T)0ue(x Z/ddats 200(3:),

parce que les termes tout intégrés s’annulent a cause des conditions aux limites
périodiques. On trouve alors ’équation

(=V3 +m?)o.(x) = H(z),

ol Vg est le laplacien & d dimensions :
. 2
B Z au‘
1
La solution peut s’écrire

oc(x) = /ddz Az —y)H(y),

o A(z — y) est aussi la fonction & deux points gaussienne en champ nul
(équations (2.9, 2.17)) :

(0(@)o(Y)) o = A(T —¥)-
Elle satisfait
(=V2 +m)A(z) = 69 (x),

ot 6 est la distribution de Dirac, comme on le vérifie en appliquant —V2 +m?
a o.. Cette équation se résout par transformation de Fourier. Dans la limite
du volume infini, on trouve

Az) = / d% e A(k) (8.32)
(271'
avec .
A(k) = — 8.33
() = s (5.33)
comme on le vérifie en appliquant —V2 + m? a A(z fddk e T —

(2m)?6@ ().
Enfin, la fonctionnelle (8.30) pour ¢ = o, aprés une intégration par par-
ties, prend la forme

H(oe, H) = /ddx oo(x) [-1VE+ im? — H(z)]| oc(z)
_ _i / dz oy (z) H(z)

_ 1 / dz dy H(z)A(z — y)H(y). (8.34)

&
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8.4.2 Intégration gaussienne

On fait maintenant le changement de variable (8.31), o(z) — ¢(z). La
fonctionnelle (8.30) devient

H(o, H) = H(oe, H) + H(e),

et donc
Z(H) = e MlowH) /{de(m)]e_ﬁ(e) :

L’intégrale gaussienne résiduelle sur ¢(z) donne une normalisation,

2(0) = / (de(z)] ™),

indépendante de H, et qui ne peut étre évaluée entiérement qu’en remplagant
le continu par un réseau (cf. aussi la discussion des sections 3.5 et 5.1.3).

La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation connexes est donc
(équation (8.34))

W(H)=1lnZ(H)=W(0)+ % /ddx d?y H(x)A(z — y)H(y). (8.35)

En champ uniforme, la densité d’énergie libre devient
W(H) = (W(H) - W(0)) /volume

-2

= 1H2/dd:r,A(x) = 1H2A(0) = LH? /m?,
d’ou l'on déduit la densité de potentiel thermodynamique
G(M) = Im*M*. (8.36)

Comparant ces expressions avec la partie asymptotique universelle des ex-
pressions sur réseau, par exemple G(M) avec 'expression (8.16), on identifie
le paramétre m? :

m? ~ 2v, —v) x T —T,. (8.37)

8.4.3 Calcul explicite de la fonction & deux points

Nous calculons maintenant la fonction & deux points dans 'espace continu
explicitement.
A T, il faut évaluer

< 1 1 . ider ddk. e—tkr
309 = 5+ M) = g [ atk B = f 05 S
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Pour calculer cette intégrale, nous utilisons 'identité

1 o
ﬁzo dt e

L’intégrale sur k devient alors gaussienne. Aprés intégration,

1 > dt —T2/4t
A(I‘) = W/O 'im e .
Aprés le changement de variables u = 72 /4t, l'intégration sur u donne

2d‘2

a2 - 1 (8.38)

rd—2

Alr) =

Pour la fonction 1/(k? +m?), la stratégie est la méme. On trouve alors

1 © dt s ) 2 om\ 4271
- b et/ Atemty 2 [ 2l
Alr) = (47r)d/2/0 td/2e = [ < " > Ki_g/2(mr),

(8.39)
ou K, (r) est une fonction de Bessel de troisiéme espéce (¢f. définition (2.52)).
Pour z — +oo, K,(2) peut étre évaluée par la méthode du col (cf. exer-
cice 2.6). On en déduit

1 /md=1)/2 g—mr
M0,z 5n(5) e (8.40)
La constante £ = 1/m, qui caractérise la décroissance exponentielle de la

fonction & deux points, est la longueur de corrélation.

Remarque. Pour avoir une idée de la classe des champs typiques qui contri-
buent a 'intégrale fonctionnelle, on peut évaluer la fonction a4 deux points dans
la limite des points coincidents :

242 1

(0(x)oly)) ~ Alx—y,m=0)= r(d/2-1)

x—y|—0 (4m)d/2 x —y[d-2

On voit que cette classe de fonctions est si singuliére que la valeur moyenne
de 0?(x) diverge, et ce d’autant plus vite que la dimension d’espace d est plus
grande. Cette singularité de la mesure gaussienne correspondant au hamilto-
nien (8.29) ne manquera pas de poser des problémes par la suite.

Pour d = 2, le comportement prend la forme

1
—— In(m|x — y|).

(o(x)oly) |x—;|—>0 2
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8.4.4 Réseau et limite continue

Nous étudions maintenant comment, quand la longueur de corrélation tend
vers I'infini, la fonction 4 deux points sur le réseau converge, a4 grande distance,
vers la fonction du continu.

A T, la fonction sur le réseau s’écrit

1 ddg  e~ikr
Ar) = 5 /wmgw B v~ T 7 (8.41)

d oo )
_ }/ d’k eﬂ-k.r/ gt e—tlve V()
2 Jik,j<n (2m)0 0

Si nous restreignons I'intégrale sur ¢ a un intervalle fini ¢ < ¢yax, la fonction
tinax -
/ dt etV o)
0

est analytique dans une bande et suivant I'analyse de la section A.5.2, sa
transformée de Fourier décroit exponentiellement pour |r|] — oo. Donc le
voisinage de t = oo, qui engendre la singularité & k = 0, donne la contribution
dominante & grande distance. On se retrouve alors dans la situation de la
méthode du col. Le col se trouve a k = 0. On développe donc v, — V(k) pour
k — 0, et le terme dominant est proportionnel & k2. De plus, on peut intégrer
sans restriction sur k. On retrouve donc le résultat du continu (8.38).

L’analyse se généralise a la situation |v —v.| < 1. Apres le changement de
variables k = (1 — v/v.)"/?Kk’ /a et donc (équation (8.24))

2ve — 20U (k) = 2(ve — v)(1 + k%) + O ((ve — v)?),

I'intégrale (8.41) devient

1 d?k e—tkr/g
A ~ (1— ¢ dﬂ_l—«/ —_— 8.42
=), 2, (L= v/ve) 2vcad Jig, 1<n (2m)F 1+ K2 (842
oll nous avons posé
A=mall—v/v) V2, E=a(l —v/v)" V2 (8.43)

Quand v — v, la borne A — oo et on peut donc intégrer sans restrictions sur
les composantes du vecteur k. Le calcul devient alors identique au calcul du
continu et £ s’'identifie bien & la longueur de corrélation.

8.5 Approximation quasi-gaussienne

En dessous du point de transition, le modéle gaussien n’est certainement
plus valable puisque la forme quadratique (8.12) n’est plus positive et donc
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lintégrale gaussienne (8.11) n’est plus définie. On remarque aussi que la dis-
tribution du spin moyen, dans cette limite quadratique, n’est plus sommable.

Cependant, méme dans le cadre du théoréme de la limite centrale, la
distribution gaussienne n’est qu’asymptotique. L’analyse du modéle gaussien
montre qu’en dessous du point de transition, les corrections a la distribution
gaussienne, c’est-a-dire les termes de degré plus élevé dans la distribution
effective de spin, méme s’ils sont petits, ne peuvent plus étre négligés.

Nous montrons ici que la méthode du col conduit naturellement & une
approximation quasi-gaussienne qui reproduit, a 'ordre dominant, les résul-
tats du modéle en dimension infinie. Cependant, a la différence du modéle
en dimension infinie, elle permet également d’étudier le comportement des
fonctions de corrélation a la transition.

Modele effectif. Pour aller au-dela du modéle gaussien, nous considérons
donc une distribution en chaque site plus générale,

ou, suivant Panalyse en fin de section 7.1.2 (cf. équation (6.10)), nous choi-
sissons une fonction B(o) de la forme (7.11), qui est le potentiel thermody-
namique d’un modéle & un site. Nous avons montré qu’une telle fonction est
analytique et nous paramétrons son développement & o = 0, sous la forme

b
Blo) =S 257 b, >0. (8.44)
2p!
p=1
Nous supposons aussi by > 0 puisque nous voulons étudier des transitions
continues.
La fonction génératrice des fonctions de corrélation s’écrit alors

Z(H) = / (H da¢> exp {—H(o) + Z Hial] , (8.45)

ot Phamiltonien H (o) prend la forme

H(o) = — Z Vijoi0; + Z B(c;). (8.46)

Approzimation quasi-gaussienne. Comme l'intégrale (8.45) n’est plus gaus-
sienne, elle ne peut plus étre calculée exactement. Mais puisque B(o) est ana-
Iytique, nous pouvons évaluer 'intégrale sur les spins par la méthode du col.
Si nous supposons que les fluctuations autour du col varient lentement, nous
pouvons approximer 'intégrale par la contribution dominante, une approxima-
tion qu’'on peut qualifier de quasi-gaussienne. Une telle hypothése implique,
en particulier, que les spins o; sont la somme d’une valeur moyenne M; et
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d’une partie fluctuante faiblement corrélée. Cette hypothése va au-dela d’une
idée de théoréme de la limite centrale en ce sens que la valeur moyenne M;
n’est plus liée seulement a la distribution en chaque site mais est aussi un
résultat des interactions.

Méthode du col. Le maximum de l'intégrant dans Pintégrale (8.45) est
donné par une solution de I’équation de col
OH

- BO'Z'

H, (8.47)

et, a 'ordre dominant
b b)

W(H) = ~H(o) + 3 o:H,,

ou o est une fonction de H a travers (8.47).

Comme nous l'avons déja noté, W(H) est la transformée de Legendre de
H(c). En conséquence, le potentiel thermodynamique T'(M), transformé de
Legendre de W(H), est simplement

D(M) =H(M) =~ Vi;M;M; + > B(M,). (8.48)

4,7 %

Dans le cas des modéles invariants par translation d’espace que nous étu-
dions, 'aimantation en champ uniforme est uniforme. La densité de potentiel
thermodynamique est alors

G(M) = Q7 'T(M) = —vM? + B(M), (8.49)

ou v est le paramétre (8.4).

L’équation d’état, qui est la relation entre champ magnétique, aimantation
et température, s'en déduit :

H*—aﬁ*—QvM%-B'(M) (8.50)
B . .

Nous retrouvons exactement les expressions (7.27) et (7.28) du modéle en
dimension infinie, et la discussion du comportement universel des quantités
homogénes est identique a celle présentée en sections 7.2, 7.3.

8.6 La fonction & deux points : universalité
Contrairement au modéle en dimension infinie, Papproximation quasi-

gaussienne engendre une fonction a deux points non triviale dont nous étu-
dions maintenant les propriétés.
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Divergence de la longueur de corrélation et transition continue. Une tran-
sition continue est caractérisée par la propriété

%G

ETE =0 (8.51)

M=0

et donc par la divergence de la susceptibilité magnétique x = 8?°W/(0H)? en
champ nul. Par ailleurs,

oW (H)

OH  0H;

H;=H

et donc
0°W (H) B REALY
(BH)?

=2y

ol WZ(J est la fonction & deux points connexe. A cause de I'invariance par

translation en champ uniforme,

WD =wO(r, — 1)),

ol r; et r; sont les vecteurs joignant les points ¢ et j & l'origine. Ainsi,
82W
=W

Nous introduisons maintenant les transformées de Fourier des fonctions
connexe et de vertex

w® (k) = Z W@ (r)exp (ik - 1),

r

(k) = > T (r)exp (ik 1),
Alors,

82W H) Z W2 (r) = Wk =0) = 1Tk = 0), (8.52)

ou la derniére équation découle de I’équation (6.26).

La somme ). W@ (r) ne diverge que si la longueur de corrélation diverge.
La condition de transition continue (8.51) entraine donc la divergence de la
longueur de corrélation en aimantation nulle.

La fonction o deuz points. De fagon générale, de 'équation (8.48) on déduit
la relation entre champ magnétique et aimantation locale
ar

Hi= 507 = —2;1@-% + B'(M,). (8.53)
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En dérivant & nouveau, on obtient la fonction de vertex & deux points a
aimantation fixée

Y = - = =2V, + B"(M)é;; ,
17 O Mia ]Wj MM 17 + ( ) ¥)

ou en notation plus explicite
I (r) = -2V (r) + B"(M)§(r) . (8.54)
Sa transformation de Fourier est donnée par
@ (k) = B"(M) — 2V (k). (8.55)

La transformée de Fourier de la fonction & deux points connexe s’en déduit
(équation (6.26)) :

W3 (k) =1/T@ k) = [B“(M) - 2V(k)] - (8.56)

En champ nul, au-dessus de T., aimantation s’annule et 'on retrouve la
forme (8.18) du modeéle gaussien

W(k) = Lo, - V(k)]7!, (8.57)

ol v. = ba/2. Si la transition est du second ordre, cette expression reste
valable jusqu'a v = v, (I' = T,) ou la longueur de corrélation diverge parce
que la dérivée seconde de I'(M) s’annule, et c’est la source de propriétés
d’universalité spatiale. En particulier, on retrouve les valeurs gaussiennes ou
classiques des exposants (définitions (8.21, 8.25)), n =0, v = 1/2.

Plus généralement pour |v — .|, |k|, M < 1 (ce qui implique aussi champ
magnétique faible), dans la paramétrisation (7.11), on trouve

WO (k) ~ [20, + 1baM2 — 20(1 — a?k%)] . (8.58)

La fonction de corrélation garde une forme d’Ornstein—Zernike ou de champ
libre. Les équations (8.42, 8.43) se généralisent immédiatement et la longueur
de corrélation pour M # 0 s’en déduit :

1

2

g2 =

En champ magnétique nul, utilisant en dessous de T, 'expression (7.32) de
Paimantation spontanée, on trouve

& =a"2(1—v/ve) pour T >T,,

. 3.60
£ =2a"%(v/v. — 1) pour T <7T,.. (8.60)
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Introduisant, également, de facon générale, un exposant de longueur de cor-
rélation v/ pour T — T._., et définissant les amplitudes critiques fi pour
|T — T;| — 0 par

Eenm L (T=T)", ¢ ~f (T.—-T)", (8.61)

on déduit de la relations (8.60) la valeur quasi-gaussienne de I'exposant

et le rapport d’amplitudes
fe/f-=V2. (8.62)
Notons qu'on définit parfois la longueur de corrélation a partir du second

moment &2 de W2 qui est proportionnel a €2, et qui a donc les mémes
1 ]

propriétés universelles
~ —~— -1 ~
k) = [W@)(k)] ~ TP(0) (1 + £2€2 + O(kY)) . (8.63)

Il y a encore d’autres rapports d’amplitudes universels. Par exemple, si
pour v = v., H — 0, on pose

x ~ C/HY3, = 3C° = (6/bs)'/3,
et en champ nul,
M ~ My(v—v)Y?%, = MZ=12/by,
on trouve la combinaison
R, =CTMZ(3C)™3 =1,

qui est donc universelle.

8.7 Approximation quasi-gaussienne et théorie
de Landau

Les résultats universels que nous avons obtenus dans le cadre de 'approxi-
mation quasi-gaussienne découlent également de la théorie de Landau que
nous rappelons ici. La théorie de Landau est basée sur des hypothéses trés
générales concernant les propriétés des systémes avec interactions 4 courte
portée, dont nous avons utilisé certains aspects pour justifier I'approximation
quasi-gaussienne,.

Nous supposons qu’en champ nul le systéme physique est invariant par
translation d’espace. La théorie de Landau prend alors la forme de plu-
sieurs conditions de régularité du potentiel thermodynamique fonction de la
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température et de Paimantation locale (plus généralement, d'un parameétre
d’ordre local) :

(i) Le potentiel thermodynamique I'(M), fonction de Paimantation locale
M/(r) (engendrée par un champ magnétique inhomogeéne), qui est aussi
une fonction génératrice des fonctions de vertex, est développable en
puissances de M a M = 0.

(ii) Nous introduisons la représentation de Fourier du champ d’aimantation :
M(r) = / dk e T M (k).

Le potentiel thermodynamique I'(M) peut alors étre développé en puis-
sances de M (k) (cf. les définitions sur réseau (6.22, 6.23)) :

(M) =" % /ddk1 o d%h, M(ky) .. M(ky,)

x (2m)35(® <Z kl) ™k, ... k),

ou les fonctions é de Dirac sont la conséquence directe de 'invariance
par translation qui implique que la somme des variables de Fourier doit
s’annuler.

Alors, les fonctions de vertex I, qui apparaissent dans ce développe-
ment, sont réguliéres a k; = 0.

(iii) Les coefficients du développement sont des fonctions réguliéres de la
température pour T' proche de T¢, la température a laquelle le coefficient
de T (k = 0) s’annule.

Enfin, une condition nécessaire pour que la transition soit du second ordre
est que I'4 (0,0,0,0) soit positif.

Ces conditions sont motivées par quelques hypothéses générales : les spins
effectifs sont des moyennes de variables microscopiques faiblement couplées
dont les fluctuations peuvent étre traitées de fagon perturbative. Ceci s’ex-
prime aussi comme un découplage des différentes échelles de physique, et
conduit a la conclusion que les phénomeénes critiques peuvent étre décrits,
a Pordre dominant, en termes d’un nombre fini de variables macroscopiques
effectives, comme dans la théorie du champ moyen.

Ces remarques rendent encore un peu plus troublante la constatation em-
pirique que les résultats universels du champ moyen sont en désaccord quan-
titatif (et parfois méme qualitatif) avec les résultats expérimentaux et ceux,
exacts ou numériques, provenant de modéles sur réseau. Un examen des correc-
tions principales a la théorie gaussienne va nous fournir quelques indications
sur les origines de cette difficulté.
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8.8 Symétries continues et modes de Goldstone

Si la variable initiale de spin S; est un vecteur & N composantes, et si a la
fois V'interaction et la distribution de spin ont une symétrie continue (associée
a un groupe de Lie compact), la plupart des résultats obtenus dans le cadre
de Papproximation quasi-gaussienne reste inchangée. Cependant, 'apparition
de plusieurs fonctions et longueurs de corrélation quand 'aimantation est dif-
férente de zéro, induit quelques propriétés nouvelles. En particulier en champ
nul, a toute température au dessous de T, certaines longueurs de corrélation,
associées & des modes appelés modes de Goldstone divergent comme nous
I’avons montré de fagon générale en section 7.8.

Nous vérifions ces propriétés dans 'approximation quasi-gaussienne dans
le cas de modéles ayant une symétrie orthogonale O(N) (N > 1), c’est-a-dire
invariant par le groupe des rotations-réflexions de 'espace & N dimensions
agissant sur les N composantes du vecteur S.

Approximation quasi-gaussienne. 11 est simple d’examiner les propriétés de
Papproximation quasi-gaussienne dans ce cas plus général. Le potentiel ther-
modynamique a une structure analogue a 'expression (8.48), a la différence
prés que 'aimantation locale M; est maintenant un vecteur & N composantes
et que le potentiel thermodynamique est invariant par les transformations
orthogonales agissant sur le vecteur M.

L’invariance par le groupe O(N) implique que le potentiel thermodyna-
mique s’exprime en termes de produits scalaires et donc peut s’écrire :

T(M) = — > Vi;M; - M, + > BM?), (8.64)

4,7 [

ot la fonction B est une fonction développable de M? avec des propriétés
semblables a la fonction (7.11) :

B(X)= =X+ -"X>+...avec by>0,

ou 'hypothése de transition continue implique aussi by > 0.

Equation d’état. En champ uniforme, la densité de potentiel thermodyna-
mique s’écrit alors

G(M) = —vM? 4+ B(M?).
L’équation d’état s’en déduit :

_ 9gM)
C oM,

= My (—2v+ B'(M?)).
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Prenant le module des deux membres, on obtient une forme analogue a la
forme (7.31) :
H = M(-2v+ B(M?), (8.65)

ol H, M sont maintenant les longueurs des vecteurs H, M.

La discussion de I’existence d’une transition de phase continue & v, = bo/2
et des propriétés universelles correspondantes de I’équation d’état est alors en
tout point identique a la discussion déja donnée en section 7.3 dans le cas de
la symétrie de réflexion Zo.

Fonction a deuz points. Dérivant une fois Pexpression (8.64), on trouve

OT(M)
OM,.;

= =2 VM ; + 2Ma B/ (M), (8.66)
J

ou My ; (e =1,...,N) sont les composantes du vecteur aimantation M;.
La dérivée de I’équation (8.66) donne, pour M uniforme, la fonction de
vertex, inverse de la fonction connexe & deux points,

r® GQF(M)
@315 OMaiOMg ;|\
= (=2Vij + 2048/ (M?)) S + 46, Mo MB" (M?).  (8.67)

Aprés transformation de Fourier,

£

(k) = (—2V(k) + 2B/ (M?))dap + 4Mo MpB" (M?) . (8.68)

. = (2 .
La fonction Ffl B>(k) reste une matrice dans 'espace des composantes vecto-
rielles, et son inverse au sens des matrices est la fonction de corrélation connexe

W (k).
Introduisons un vecteur unité le long de la direction de 'aimantation :

M=Mu avec u’=1.

La matrice f(azﬁ) a deux sous-espaces propres correspondant au vecteur u et
au sous-espace orthogonal a u. La fonction (8.68) peut alors étre décomposée
en parties transverse et longitudinale :

P = wqusl'(? + (6ap — taup) T | (8.69)

ol f(LQ), f<T2 ) sont les deux valeurs propres, respectivement. Elles sont don-

nées par

B'(M?) + 4M?B"(M?) — 2V (k), (8.70a)
B'(M?) — 2V (k). (8.70b)

=

HE e
=

Il

[\ [\



214 Transitions de phase et groupe de renormalisation

Les expressions (8.70a) et (8.58) sont similaires. Utilisant I’équation (8.65),
on peut récrire

(k) = H/M +2 [V(O) - f/(k)} . (8.71)

Ce résultat est clairement cohérent avec le résultat général (7.72). Comme

~ (2 ~(2 . nd . .
Fi ) et F(T) sont les valeurs propres de la matrice I'?| la matrice des fonctions
connexes a comme valeurs propres les inverses

WA = [(P00] . W00 = [PPm]

A toute température T < Ty, le rapport H/M tend vers zéro pour H — 0.
Cette équation montre alors qu’en champ nul dans la phase ordonnée, la
fonction de corrélation a deux points transverse diverge comme 1/k? pour
k — 0, ce qui est cohérent avec le résultat général de la section 7.8 qui implique
Pexistence de N — 1 modes de Goldstone.

8.9 Corrections a approximation
quasi-gaussienne

Pour décrire la phase de basse température, il a été nécessaire d’aller au-
dela du modéle gaussien. Mais 'approximation quasi-gaussienne n’est justifiée
que si la méthode du col est justifiée. Formellement, cette condition semble
réalisée si tous les coefficients by, du développement (7.11), sauf le coeffi-
cient by du terme quadratique, sont « petits ».

11 faut cependant que les corrections inévitables au résultat de 'ordre do-
minant ne changent que les coefficients du développement du potentiel ther-
modynamique, sans affecter ses propriétés de régularité.

C’est ce que nous voulons vérifier en calculant les premiéres corrections
a la dérivée seconde G”(M) de la densité de potentiel thermodynamique &
almantation nulle, c’est-a-dire dans la phase désordonnée au-dessus de T
(v < ), et en champ nul

Nous déterminons d’abord la valeur de v pour laquelle G”(0) s’annule, de
facon & trouver la premiére correction & v, et donc a la température critique.
La valeur v, n’étant pas universelle, cette correction ne joue pas de réle. Nous
en déduisons ensuite la premiére correction au comportement de G”(0), qui est
aussi l'inverse de la susceptibilité magnétique x en champ nul, pour v — v,
ce qui est le résultat intéressant.

8.9.1 Calcul de la correction

Dans la phase désordonnée v < v, en champ nul, 'aimantation M = (o)
s’annule et le col dominant est juste ¢ = 0. La premiére correction a la mé-
thode du col est alors aussi la premiére correction au modéle gaussien.
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Les corrections au résultat gaussien sont obtenues en développant Uexpres-
sion (8.45), séparant dans 'hamiltonien H(o) une partie quadratique d’un
reste appelé perturbation :

=D _Vigoioy + 3 Blow) = Holo) + > _(Blos) ~ 3b207),

avec .
=3 Z Gijoi05, G = bady; —2Vy;.

A lordre dominant, les contributions ne viennent que du terme quartique de
B(o). Il suffit donc de considérer la fonction de partition

Z(H) = / <Hdal> exp[ Ho(o) - ZHUJ
:/Hdaiexp{ +ZHZ 1}2 (G ( i 4,b4 1>Z.

La dérivée seconde du potentiel thermodynamique est aussi 'inverse de la
fonction a deux points connexe en représentation de Fourier, & argument nul.
La premiére correction au résultat gaussien de la fonction a deux points est
donnée par la contribution d’ordre b4. De plus, comme 'aimantation est nulle,
la fonction & deux points connexe est égale a la fonction & deux points com-
pléte. On peut donc utiliser le résultat général (2.28) avec A = bjet A = S~

WD = (i05) = Dy — 3ba > AirDpris + O(B3).
k
L’inverse de la fonction & deux points connexe (au sens des matrices) est la
fonction de vertex I’g) (équation (6.19)). On trouve ici
=8 + baliidy; + O(b3).
A cause de I'invariance par translation, A;; est indépendant du point i et donc

En représentation de Fourier (équations (8.13, 8.18)),

B o rddp 1 dp
A=A =0)= / 2rya o) = <2w>d/ by — 2V (p)

La transformée de Fourier de I‘g) est alors donnée par

dp
bs — 2V (p)

T (k) = by — 2V (k) + $bs (2;)(1 / +O(b3) .- (8.72)
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Le coefficient de M? dans le développement de la densité de potentiel ther-
modynamique G(M), qui est aussi I'inverse de la susceptibilité magnétique en
champ nul (¢f. aussi 'équation (6.19)), est donné par

Zr Ik =0)

— b+ / o Low), (s73)
27 2021)4 | by — 200 (p) oro

92g
(OM)?

M=

ot nous avons introduit la transformée de Fourier U = V' /v de la fonction (8.5)
(équation (8.6)).

Correction & la méthode du col. Alternativement, on peut se servir du
résultat général (6.31), qui donne la premiére correction de la méthode du col
et qui, ici, prend la forme

ZW]MM + ZB )+ Ltrln [—2Vi; + B"(M;)8;]. (8.74)
Si M est constant, le calcul de la correction se simplifie & cause de l'invariance
par translation. La matrice

Lij =In [—2‘/1']‘ + B//(]\/f)&'j] 5
en notation plus explicite, est de la forme
Lij = L(I‘Z — I‘j).
Donc,
i
La densité de potentiel thermodynamique s’en déduit :
G(M) = ~vM? + B(M) + 1L(0).

Dans la limite du volume infini, 4 cause de l'invariance par translation, les
matrices —2V;; + B”(M)d;; et L;; se diagonalisent par transformation de
Fourier (équation (8.55)). Les valeurs propres de L;; sont les logarithmes des
valeurs propres de —2V;; + B”(M)d;;. On en déduit

L(0) = (Qi)d / d%p L(p) = / gjf)’ In [~27(p) + B"(M)] .

On obtient alors

d -
G(M) = —ob* + BOM) + 5 [ 5Ey i [-20(p) + B/(0)



8. Approximation quasi-gaussienne : universalité, dimension critique 217

et pour la dérivée seconde & M =0 :

b d¢
—1 M = —_ 0) = — b 4 / p~ 2 )
=0 =G0 = ettt a1 | sty FO BT

ce qui coincide avec le résultat (8.73).

8.9.2 Le comportement critique

La condition de criticalité est maintenant

G"(0) = —2v + by + ba / dp +0(b7) =0 (8.76)
2T 20me ) by — 200(p) v '

Le premier effet du terme correctif est de modifier la valeur critique v, et donc
la température critique. Dans le terme d’ordre by, nous pouvons remplacer v,
par ba/2, sa valeur a 'ordre dominant, et I’équation devient

b d? 1
2U62b2+——4— b

2
20> ) 2m)d1 - U(p) + O(bi),

Pour p — 0 (équation (8.8)) :
1-U(p) ~ap”.

Nous vérifions de nouveau le caractére pathologique du modele en dimension
d = 2 ou l'intégrale diverge & p = 0 : les transitions de phase continues en
dimension 2 ne peuvent pas étre décrites par le modéle gaussien, et donc
gaussien perturbé.

Nous dérivons maintenant G”(0) par rapport a v :

ag"(0) d’p U(p) )
av"2+“/@mu@~%mmf+o@" (877)

A cet ordre, la valeur de la dérivée pour v = v, est obtenue en remplacant v,
par by/2 dans la correction d’ordre by. On trouve

ag// (0)
v

4 .
_ 9 by [ d% U(p)

—v. 82 ) (2m)d (1- ﬁ(p))z +O(b). (8.78)

Si I'intégrale a une limite finie quand v — v, la dérivée existe & v = v, et la
correction a G”(0), au-dela de la contribution gaussienne, est proportionnelle
AV — .

g"0) ~ (v—u) 96°(0)

V=V ov

V=V,
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Dans ce cas, G”'(0) s’annule toujours linéairement au point critique comme
v—w, ouT —T,, comme dans la théorie quasi-gaussienne et seul le coefficient,
non universel, est légérement modifié.

Pour p — 0, le numérateur de l'intégrale dans I’expression (8.78) tend vers
1 et le dénominateur se comporte comme p?. L’intégrale ne converge donc
que pour d > 4. Cette analyse met donc en évidence le role particulier de la
dimension 4.

Pour d > 4, la perturbation & la théorie gaussienne est petite, et ne modifie
que des quantités non universelles. La susceptibilité magnétique continue a
diverger comme 1/(T—T,) et Pexposant critique y (définition (7.35)) conserve
sa valeur gaussienne : v = 1.

Pour 2 < d < 4, au contraire I'intégrale diverge quand v — v.. Ainsi, aussi
petit que soit Pamplitude b4 du terme correctif & la distribution gaussienne,
pour d < 4 quand la longueur de corrélation £ diverge, la contribution d’ordre
b4 finit par Pemporter sur le terme gaussien. Le développement perturbatif ne
peut donc pas étre valable au voisinage de T, et les prédictions universelles
du modéle gaussien et du modéle gaussien perturbé ne sont pas confirmées.

11 est instructif d’évaluer plus soigneusement le comportement de l'inté-
grale (8.77) quand v — v.. Nous voyons que la contribution principale vient
du voisinage de p = 0. Nous pouvons donc approximer 1 — U(p) par a®p? :

+0(b3).

9G"(0) | ., _ba / d?p

v 42m) | (ve — v + vea?p?)?
Pour d < 4, l'intégrale ainsi approximée converge & l'infini. Une intégration
jusqu’a l'infini modifie le résultat d’une constante négligeable pour v — wv..
Nous faisons alors le changement de variable p = p’y/v./v — 1/a, ce qui donne

/ &% - (1—U/Uc)d/22/—__( dlp

(vc —v+ Ucaf2p2>2 vgad 1 + p2>2

Calculant I'intégrale et introduisant la longueur de corrélation (8.43) a 'ordre

gaussien, £ = a/\/v./v — 1, on en déduit

4—d
G"(0) =y = 2o — ) [H b 10— ()

£>1 8v2ad (4m)4/2 \a

+O(b2). (8.79)

Pour d = 4, la correction a une divergence logarithmique :

G"(0) = x~} = 2(ve —v) [1 Lln@/@} L O®).

£»1 64m2v2a4
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En résumé :

(i) Pour les dimensions d > 4, la correction ne modifie pas les prédictions
universelles de 'approximation quasi-gaussienne. On trouve bien des
corrections singuliéres mais elles sont sous-dominantes.

(i1} Pour les dimensions d < 4, des singularités dites « infrarouges » (IR),
une dénomination empruntée a la théorie quantique des champs, dues au
comportement & grande distance de la fonction a deux points gaussienne
(appelée aussi propagateur), ou & argument nul de sa transformée de
Fourier, entrainent que les prédictions gaussiennes ne peuvent pas étre
correctes en général.

Une inspection des corrections d’ordre plus élevé confirme ces résultats.
Pour d < 4, les corrections sont de plus en plus singuliéres quand V’ordre
augmente, alors que pour d > 4, elles le sont de moins en moins, ce qui
confirme la validité de 'analyse du premier ordre.

Les termes perturbatifs responsables de cette difficulté font intervenir le
rapport £/a entre la longueur de corrélation et ’échelle microscopique. Ceci
donne une indication sur le mécanisme responsable de 'échec d’approximation
quasi-gaussienne : la physique a P'échelle microscopique ne se découple pas de
la physique a longue distance.

En effet, pour d > 4, la contribution d’arguments |p| < ¢! est négligeable
quand £ diverge, ce qui signifie que dans l'espace direct, les degrés de liberté
correspondant a des distances d’ordre de la longueur de corrélation ou plus
grande jouent un role négligeable. Au contraire, pour d < 4, a T, toutes les
échelles contribuent. C’est cette propriété qui met en échec I'idée du théoréme
de la limite centrale, a savoir qu’un petit nombre de degrés de liberté effectif
avec une distribution quasi-gaussienne peut remplacer 'infinité des degrés de
liberté microscopiques initiaux.

C’est pour résoudre ce probléme de couplage entre toutes les échelles qu’un
outil nouveau est nécessaire, le groupe de renormalisation.

Notons enfin que la premiére contribution singuliére ne dépend que du
coefficient de o dans le développement (8.44) et de la forme asymptotique de
type Ornstein—Zernike du propagateur (la fonction a deux points gaussienne).
L’effet du réseau s’est limité a borner le domaine d’intégration en p & la zone
de Brillouin.

Une étude systématique montre alors que les termes les plus singuliers, a
chaque ordre du développement de la méthode du col, peuvent étre reproduits,
dans la limite critique, par une théorie statistique des champs avec interaction
de type o?, dans Pespace euclidien continu. En conséquence, si la somme
des termes les plus divergents suffit pour déterminer les propriétés critiques
des modeles que nous étudions, alors des propriétés de limite continue et
d’universalité en découlent puisqu'on démontre que la théorie des champs
correspondante ne dépend que d’un petit nombre de paramétres.
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8.10 Approximation de champ moyen
et corrections

Nous présentons maintenant un formalisme systématique, basé sur la mé-
thode du col, qui permet de retrouver, a partir d’un modéle microscopique
sur réseau assez général de type (8.2) avec Uinteraction (8.1), les résultats
précédents.

A DPordre dominant, il conduit & Papproximation du champ moyen qui re-
produit les résultats de l'approximation quasi-gaussienne. Les termes suivants
du développement permettent une étude des corrections au champ moyen.
De nouveau, les corrections les plus importantes au point critique et dans
son voisinage, le domaine critique, ont la forme exhibée par les corrections &
I’approximation quasi-gaussienne.

Nous considérons la fonction de partition en champ variable, ou fonction
génératrice des fonctions de corrélation,

Z(H) = / (H /)(Si)dsi> exp {ﬁE(S) + ZHzSZ

avec une interaction a deux spins :

, (8.80)

—BE(S) = >V 8:S;.
i.j

Notons qu’ici, comme pour le développement de haute température, il est
techniquement commode de supposer que V;; s’annule, une telle contribution
a un site pouvant étre incluse dans la mesure p(S). Dans le cas contraire, il
est nécessaire de modifier légérement la méthode qui est expliquée ci-dessous.

8.10.1 Représentation de spins moyens et méthode
du col

Puisque la fonction de partition peut facilement étre calculée quand tous
les sites sont découplés, une idée simple est d’écrire le facteur, qui dans la
somme sur les configurations couple les spins en différents sites, comme une
intégrale sur un poids de Boltzmann de spins découplés. Plus explicitement,
nous introduisons la fonction §, dans sa représentation de Fourier,

1 .
6o = 8) =5 / dA e e=9)
71'

dans l'expression (8.80) de la fonction de partition. Nous utilisons cette iden-
tité en tout point i, remplacant S; par g; dans l'interaction. La fonction de
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partition s’écrit alors

Z(H) = / (I:[ p(S;)dS; do; %) exp [—ﬁé’(a) + ZHmi + iAo — SZ)} .

(8.81)
L’intégration sur les variables S; est alors immédiate. Elle conduit a remplacer
la distribution en chaque site par sa représentation de Fourier. Introduisant
Iénergie libre du modeéle a un site A(h) définie en (7.5) (qui est une fonction
analytique), on trouve

Z(H) = / Hdaid/\i exp {~ﬁ€(a) +Z(H,i LMo +A(~i>\i)} . (8.82)

Méthode du col. Nous évaluons alors Pintégrale (8.82) par la méthode du
col et ce, malgré I’absence de paramétre associé.

Les dérivées par rapport a A\; et o; donnent les deux équations de col.
Posant h; = —i;, on trouve

g; — A/(hi), (8833.)

hi =2 Vijo; + H;. (8.83b)
J

L’énergie libre, dans 'approximation du champ moyen, est alors

WH)=mmZ(H) = Z Vijoio; + Z((Hi — hi)oi + A(hy)), (8.84)
i i
==Y Viyoioi + Y Alhy), (8.85)

ou oy, h; sont les solutions des équations de col (8.83).

Comme l'expression (8.84) est stationnaire par rapport aux variations de
o; et h;, 'aimantation locale M; dans 'approximation du champ moyen est
donnée par la dérivée explicite par rapport & H :

]\41 —= = = 0;. (886)

Discussion. Comparant les équations (7.26) et (8.83a), on remarque que h;
a un sens de champ magnétique effectif. L’équation (8.83b) le détermine alors
comme la somme du champ appliqué et d’un champ moyen di aux autres
spins. Le sens de cette approximation est que Uinteraction entre spins a été
remplacée par un champ magnétique moyen. Une analyse détaillée montre que
cette approximation devient exacte quand la dimension d d’espace devient
grande, de sorte que laction d’un grand nombre de sites sur un site donné
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peut, en effet, étre remplacée par un champ magnétique moyen. On retrouve
alors un modéle limite de type 7.2.

L’avantage de cette formulation algébrique de 'approximation de champ
moyen est qu’elle permet une discussion systématique des corrections, a la
différence d’autres méthodes classiques comme, par exemple, celles basées sur
des principes variationnels.

Potentiel thermodynamique et transition de phase. Des équations (8.84)
et (8.86), on déduit le potentiel thermodynamique, transformé de Legendre
de W(H),

D(M) =Y MH - W(H) ==Y MV;M;+> B(M), (887

ott B(M) est la transformée de Legendre (7.14) de A(H). Nous reconnais-
sons une expression identique a Péquation (8.48). L'approximation de champ
moyen a donc les mémes propriétés que I'approximation quasi-gaussienne, en
particulier, les mémes propriétés universelles.

8.10.2 Meéthode du col : un paramétre de développement

Avant de discuter les corrections a 'approximation de champ moyen, il est
instructif d’introduire un paramétre qui caractérise le développement autour
du champ maoyen. Remplagons donc les coefficients V;; dans 'expression (8.1)
par £V;; et le spin S par la moyenne o de ¢ spins indépendants de méme
distribution p(5) :

1 4
== sk,

Le cas £ = 1 correspond a la distribution initiale. Cette modification réalise
I'idée que ¢ est un spin macroscopique effectif, moyenne locale de nombreux
spins microscopiques faiblement couplés.

Par la méthode déja utilisée dans le cas du théoréme de la limite centrale,
nous exprimons la distribution R¢(c) de la variable aléatoire o en terme de la
transformée de la distribution p et donc de la fonction (7.5) :

14 . :
Re((f) e /d/\ ew)\cr+A(—z/\) ]

- 27
La fonction de partition devient (& un changement de normalisation trivial
pres)
(8.88)
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ol nous avons supposé que le champ magnétique est couplé & la somme des
spins.

Cette expression montre que la méthode du col semble a prior: justifiée
dans la limite £ — oo : le calcul de la fonction de partition par la méthode du
col engendre un développement formel en puissances de 1/¢.

Il est commode de définir ’énergie libre par

W(H) = %m 2(H), (8.89)

de sorte que l'ordre dominant soit indépendant de £.

Développement perturbatif. Un calcul systématique des corrections au
champ moyen est maintenant obtenu en développant autour du col. 11 est
commode de poser

/d)\ e@[A(-i,\)-ﬂ-i/\o] :Ne—éﬂ(cl) (890)

avec

N = /d)\ efA(=iN)

Pour cette intégrale, comme nous 'avons déja noté plusieurs fois, le col est
donné par o = A’(—i)), et 'ordre dominant de la méthode du col fait donc
intervenir la transformée de Legendre de A. On en déduit

X(0,¢) = B(o) + O(1/4).

A Tordre 1/¢, on trouve donc deux types de corrections.

En premier lieu, les coefficients by et by qui apparaissent dans I'(M) sont
modifiés. En particulier, la température critique est modifiée. Mais les pro-
priétés universelles que nous avons exhibées sont indépendantes de ces valeurs
explicites et restent donc inchanggées.

Pour calculer les autres corrections, nous pouvons remplacer ¥(o, £) par
B(o). Dans cette approximation (et avec un changement trivial de normali-
sation),

Z(H) = /Hdai exp ¢ l:—H(O’) —f—ZHial} , (8.91)

ou 'hamiltonien prend la forme

H(o) = —Zvijaiaj + ZB(@). (8.92)

Dans H(o), nous reconnaissons le potentiel thermodynamique de I'approxi-
mation de champ moyen, qui est aussi un potentiel thermodynamique ayant
les propriétés postulées dans la théorie de Landau.
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Pour ¢ = 1, nous retrouvons le modéle (8.46), que nous avons étudié dans
l’approximation quasi-gaussienne. Pour £ #£ 1, faisant le changement de va-
riables ¢; — 0;/+/¢, nous reconnaissons aussi le modéle (8.46) ou la fonction
B(o) a des coefficients modifiés bz, — fl“pbgp. Tous les coefficients sauf le
terme gaussien by tendent vers zéro pour £ — oo, ce qui justifie formellement
un traitement perturbatif.

Au-dessus de T¢, en champ nul, 'aimantation s’annule et le col est o = 0.
Le développement de la méthode du col correspond & la théorie des perturba-
tions et la correction provient uniquement du terme quartique d’ordre o* dans
B(o), traité au premier ordre. Par exemple, 'expression (8.72) de la transfor-
mée de Fourier ['?) (k) de I'inverse de la fonction a deux points devient

F@(k) = by — 2V(K) + %/ (gjf;dA( )+ O (;2) (8.93)

Pour v proche de v, et 2 < d < 4, la contribution dominante (8.79) a la
susceptibilité magnétique est remplacée par
1
+0 (@ )

L b T(-d/2) (¢ 4-d
S 82040 (4m)d2 \a

On observe qu’aussi grand que soit ¢, pour d < 4, la correction au terme

principal diverge pour & - oc.

le = 2(ve — v)

8.11 Points tricritiques

Jusqu’ici, nous avons supposé que nous ne pouvions ajuster qu’un seul
parameétre de contréle, la température, et qu’ainsi, le coefficient by du terme
M* dans le développement de I'(M) était générique c’est-a-dire un nombre
d’ordre unité. Toutefois, il existe des situations ot d’autres paramétres phy-
siques peuvent é&tre variés, et les coefficients by et by de M? et M* peuvent
&tre annulés a la fois. Cela arrive, par exemple, dans les mélanges He*~He? ou
dans certains systémes métamagnétiques. Dans les modéles de type Ising que
nous avons étudié jusqu'ici, cela peut étre obtenu en ajustant la distribution
de spin. Si le coefficient b; de M6 est positif, on trouve un point appelé tricri-
tique et une nouvelle analyse doit étre faite. De fagon plus générale, on peut
étudier le voisinage du point tricritique, o & la fois les coefficients de Af? et
M* sont petits :

ZVUMM +Z< M? + M4+Z‘;M6 ) (8.94)

En particulier pour v = v, = by /2, si & partir d’une valeur positive by décroit,
on trouve une ligne de points critiques ordinaires jusqu’a ce que by s’annule au
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point tricritique. Aprés le point tricritique, by devient négatif et la transition
de phase devient du premier ordre.

Les exposants du point tricritique ont des valeurs différentes de celles trou-
vées pour un point critique ordinaire, par exemple g = 1/4, § = 5.

Les corrections a la théorie tricritique peuvent étre étudiées par des mé-
thodes similaires & celle de la section 8.9. Analysant le développement pertur-
batif, on trouve maintenant qu’au-dessus de trois dimensions, la théorie du
champ moyen prédit correctement les quantités universelles alors qu’elle n’est
définitivement pas valable en trois dimensions et en dessous : la dimension
critique supérieure est 3. De plus, pour d < 3, les corrections les plus singu-
liéres sont reproduites par une théorie des champs dans ’espace continu avec
interaction ¢°.

Exercices

Exercice 8.1. Calculs préliminaires. On considére la mesure gaussienne nor-
malisée (27)~N/2dS e 5°/2 on 8 € RV, invariante par le groupe orthogonal
O(N) (rotations-réflexions a N dimensions). Calculer, en utilisant le théoréme
de Wick, les moyennes (SoS3) s (Sa:S3:5y55) 5, 0l les S, sont les composantes
du vecteur S.

Passant en coordonnées radiale et angulaires, en déduire les mémes valeurs
moyennes avec la mesure AN'dS§(S? — 1), ou la normalisation A est définie
par la condition (1) = 1. Vérifier les résultats en reliant (SoS35,5s),,

{(5a598) pn. €t (SaS8)pn. & (Lgpn. = 1.
Remarque. Utilisant 'identité

1:/ dp(s(p—s?):/‘ 9RARS(R? — S?),
0 0

ol § est la distribution de Dirac, on peut écrire

/dS f(S) = /Ooo 2RARAS 6(R? — S%)£(S).

On fait alors le changement de variables S = RS’. On note
§(R? - 8%) = R%6(1 - §'%).

L’équation devient (en oubliant le prime)

/dS f(8) = /OOO RNUR /dS 26(1 — S%H) f(RS),

ce qui correspond & une factorisation de la mesure initiale dS, dans RV, dans
deux mesures radiale et angulaire (ou sur la sphére unité).



226 Transitions de phase et groupe de renormalisation

Solution. Directement,
<SaS[3>G - 5aﬁ

et donc, par le théoréme de Wick,
<SaSﬁSw S5>G = (5a,6675 + 5047555 + (50“5(5,37.

On passe alors en coordonnées radiale-angulaires en posant S = S S avec
S? = 1. On obtient

<S-1‘Sﬁ>(; = (SaS,B>Sph, Il/IO )
(SaS55,55) ¢ = (SaS5SySs)pn. L2/ 10

avec

o0
I :/ dg SN eST/2 = oN/2HPTID(N /2 4 p),
0

ou I /Iy et In/Iy sont les valeurs moyennes radiales.
En particulier,

Il/.[():N, IQ/IOZN(N+2)
Ainsi, avec la mesure A'dS §(S? — 1),

(5040575 + 50475&5 -+ 5045557)'

(8.95)
Sommant les deux valeurs moyennes pour o = 3 sur « et utilisant S% = 1, on
vérifie les normalisations.

1 1
<SaSg> = N(Sag, <SQSQS—YS§> = ]_V(—ZV—+—2)

Exercice 8.2. Le modéle O(2). Déterminer le développement du potentiel
thermodynamique du modéle & un site avec symétrie O(2), c’est-a-dire pour
un spin S a deux composantes appartenant au cercle S = 1 avec une mesure
uniforme sur le cercle, jusqu’a ordre 4.

Meéme exercice pour un modéle avec symétrie O(3) et un spin appartenant
a la sphere Ss.

Solution. Dans le cas du groupe O(N), la fonction de partition & un site s’écrit
z(h) = ./\//dS 5(S%—1)eSh,

ol la normalisation A est définie par la condition z(0) = 1.

A cause de Pinvariance par rotation, on peut toujours choisir h = (0, h)
et utiliser la paramétrisation pour o < N, S, = nysiné, ou 0 et n sont des
vecteurs & N — 1 composantes avec n? = 1, et Sy = cosf, 0 < 8 < 7. Alors,
S-h=~hcosf. Pour N = 2,

1 w
z(h)A;/O dg ehcos? — 1+ Ih? + Lnt 4+ O(R%).
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Plus généralement,

dS6(S% —1) = dnd(n? — 1)df (sin )V 2,
ot (sin )" vient du changement de variables et 1/sin 8 de la fonction .
Aprés intégration sur n, on obtient la mesure df(sin 8)™~2 pour le groupe
O(N). En particulier, pour O(3),

™ +1 inh h
z(h):%/o desineehws@:%/ dtethzsmh =1+ 1n% 4 {5t + O(h0).

-1
Une méthode alternative utilise une approche plus géométrique. Développant,
2(h) =1+ 31> hahg(SaSs) + 55 D> hahshyhs (SaSsS,Ss) + O(R°),
a,g a,B,7,6

o (e) veut dire moyenne sur la sphére Sy, avec la mesure invariante. On
peut alors utiliser les résultats (8.95) qui se déduisent aussi de l'invariance
par rotation. On en conclut que W{h) = Inz(h) et B(m) sa transformée de
Legendre ont le développement suivant :

_L 2 1 4 6
W) = o0~ s gt OO

B(m) = ﬁszr m?* + O(mb).

2 4(N +2)

Exercice 8.3. Avec la méme distribution en chaque site et dans le cas d’une
interaction a deux spins

—BE(S) =) ViyS:i-S;,
4
calculer le potentiel thermodynamique dans approximation de champ moyen.

Solution. Le résultat généralise simplement Pexpression (8.87) et on trouve
D(M) =— > ViM;-M; + Y B(M,).
id i

Exercice 8.4. Calculer, dans le méme modéle, la premiére correction au
champ moyen dans le cas de la fonction de vertex & deux points & argument
nul dans la limite T — T,4.

Solution. La fonction & deux points est diagonale :

T2)(0) = 5asT®(0).
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Dans les notations de la section 8.10, on trouve alors un résultat de la forme

—d
P (0) = x = 2, —v) |1+ AN U= /%) (.5_)4 }

8u2adl (4m)#/2 \a

ou ici b4(N) = Ng.

Exercice 8.5. On considére de nouveau un spin & deux composantes sur
réseau. On suppose que le modéle statistique a la symétrie du carré, c’est-a-
dire qu’il est invariant par les trois transformations

Si e =S, Sz =Sz, S S

SlHSQ, SlH‘Sl.

Montrer que les densités d’énergie libre W(Hy, Hz) et de potentiel thermody-
namique G(M;, Ma) ont alors les mémes symétries.

Se placant dans le cadre de approximation quasi-gaussienne ou de champ
moyen, écrire la densité de potentiel thermodynamique G(Mj, M>), en champ
uniforme, ayant la symeétrie du carré, la plus générale, développée jusqu’a
lordre 4 dans Paimantation {My, M>} pour |M| — 0.

On considére un exemple particulier d’un tel potentiel thermodynamique

G(My, My) = 17(M7E + M3) + 19 (M} + My + 2 cos 6M7M3)

avec T < T —T,, g > 0, -7 < 0 < m. Calculer 'aimantation spontanée
en champ magnétique nul pour 7 < 0. En déduire la matrice des dérivées
secondes

__ 9

 OM,OMg

dans cette situation. On rappelle que la matrice des susceptibilités magné-
tiques

ga el

_ W
Xap == OH.0H g )
est linverse de la matrice Gog. En déduire la matrice xos en champ magné-
tique nul pour 7 < 0. Montrer qu'il existe une valeur de § pour laquelle une
des valeurs propres de x,3 diverge pour tout 7 < 0. Que peut-on dire du
modele pour cette valeur spéciale 7

Solution. On trouve 'aimantation spontanée
-
M=M= ————.
! 2 g(1 + cosb)
La matrice des dérivées secondes d’éléments G,g est

G- _ 27 1 =£cosf
 14cosf \Etcosf 1 :
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Les valeurs propres de cette matrice sont :

1—cosf

—o7, —or———.
T 7—1+cos9

Pour la valeur 8 = 0, la deuxiéme valeur propre s’annule et donc une valeur
propre de x o3 diverge. On note alors que la symétrie du modele correspondant
devient une symétrie continue associée au groupe O(2). La divergence de la
susceptibilité transverse est une manifestation du phénomeéne de Goldstone.






Chapitre 9

Groupe de renormalisation :
formalisme général

U CHAPITRE 8, NOUS AVONS ETUDIE des systémes de type Ising (et plus
Agénéralement, des systémes ferromagnétiques avec symétrie O(N)) avec
interactions de courte portée et déterminé le comportement des fonctions ther-
modynamiques prés d’une transition de phase continue, dans le cadre des ap-
proximations quasi-gaussienne et de champ moyen. Nous avons montré que
ces approximations prédisent un ensemble de propriétés universelles, c’est-a-
dire des propriétés qui sont indépendantes de la structure détaillée de 1’énergie
d’interaction ou de ’hamiltonien microscopique.

Toutefois, de nombreuses observations expérimentales ainsi que des résul-
tats numériques et analytigques venant de systémes modeles montrent que de
tels résultats ne peuvent pas étre quantitativement corrects, du moins en di-
mensions 2 ou 3. Par exemple, la solution exacte du modéle d’Ising en 2D
donne des exposants comme 8 = 1/8 n = 1/4 ou v = 1 clairement différents
des prédictions du modéle quasi-gaussien.

En examinant les corrections principales & l'approximation gaussienne,
nous avons identifié 'origine de la difficulté. Nous avons trouvé qu’au-dessus
de quatre dimensions, ces corrections n’affectent pas les quantités universelles.
Au contraire, en dessous de quatre dimensions, les corrections divergent a la
température critique et donc les hypothéses qui sont a la base de ’approxi-
mation quasi-gaussienne (ou de champ moyen) ne peuvent certainement pas
étre correctes.

De plus, cette analyse indique que le couplage des degrés de liberté cor-
respondant & différentes échelles de physique joue un réle essentiel : il est
impossible de ne considérer que des degrés de liberté effectifs macroscopiques.
On pourrait craindre dans ces conditions qu’en dimension d < 4, la phy-
sique, méme de longue distance, soit sensible & la structure microscopique
détaillée des systémes. Toutefois, de facon assez surprenante, des propriétés
universelles survivent, quoique différentes de celles du modeéle quasi-gaussien.
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Mais ces propriétés sont moins universelles dans le sens suivant : les sys-
témes statistiques qui ont les mémes propriétés dans l'approximation quasi-
gaussienne, sont divisés en classes d’universalité caractérisées par la dimension
de Pespace, les symétries et quelques autres propriétés qualitatives.

Pour expliquer ce phénoméne quelque peu paradoxal, un outil tout a fait
nouveau a été d’abord suggéré par Kadanoff (1966), puis développé par Wilson
(1971), Wegner..., et ensuite nombre d’autres physiciens, le Groupe de Renor-
malisation (GR). Dans l'approche de Wilson, I'idée fondamentale est d’in-
tégrer successivement sur les degrés de liberté correspondant aux échelles les
plus courtes. On obtient ainsi une suite de modéles qui tous décrivent la méme
physique de longue distance mais dans lesquels, la structure de courte distance
est progressivement éliminée. Si cette suite a une limite, ce qui suppose que les
transformations de groupe de renormalisation admettent des points fizes, alors
les propriétés d’universalité sont expliquées : tous les modéles statistiques qui,
aprés ces transformations, convergent vers le méme point fixe, appartiennent
a la méme classe d’'universalité.

Dans ce chapitre, nous commencons par décrire les idées fondamentales du
groupe de renormalisation dans un cadre assez général, méme si la formulation
restera assez imprécise et les arguments trés largement heuristiques. Le réle
des points fixes du groupe de renormalisation sera mis en évidence.

Dans la pratique, ce groupe de renormalisation est trés difficile a construire
puisqu’il agit dans ’espace de dimension infinie des modéles statistiques pos-
sibles. Seules les mesures gaussiennes peuvent étre discutées de facon générale.
Nous identifierons donc le point fixe le plus simple, le point fize gaussien, qui
appartient & la classe des modéles gaussiens décrits précédemment. De plus,
une analyse locale compléte au voisinage de ce point fixe est possible. Elle
permet de classer les perturbations au modéle gaussien en essentielles, c’est-
a-dire des perturbations qui deviennent de plus en plus importantes a longue
distance, inessentielles dans le cas contraire et marginales dans la situation
limite.

Les idées générales de groupe de renormalisation, quoique a priori un peu
vagues, sont extrémement suggestives et, en effet, ont été mises en oeuvre
sous beaucoup de formes approchées et ont induit une grande variété de
calculs pratiques. Notre but ici n'est pas de les passer en revue. Toutefois,
dans le contexte plus spécifique de la théorie des champs, les hypothéses a
la base du groupe de renormalisation ont été clarifiées et vérifices dans de
nombreux exemples d’intérét physique, confirmant de maniére trés directe les
relations profondes, d’abord reconnue par Wilson, entre la théorie quantique
des champs décrivant la physique des interactions fondamentales a 1’échelle
microscopique et la théorie des phénoménes critiques. (En fait, il s’agit de la
théorie quantique des champs en temps imaginaire qui est aussi une théorie
statistique des champs.)
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9.1 Théorie statistique des champs.
Hamiltonien de Landau

Dans ce qui suit, nous nous plagons directement dans ’espace continu,
plutdt que sur un réseau. En effet, nous avons vu que méme pour des modéles
initialement définis sur réseau, les propriétés universelles du modeéle quasi-
gaussien sont liées a 'existence d’une limite continue. 11 en est de méme des
corrections les plus singuliéres qui ne font intervenir que les propriétés de la
fonction a4 deux points gaussienne a grande distance. Dans ces conditions, les
modéles sur réseau peuvent étre remplacés par une Théorie Statistique des
Champs. En fait, le réseau n’est intervenu que pour borner les arguments des
transformées de Fourier dans les intégrales. Au sens de la théorie statistique
des champs, il joue le réle de « cut-off », c’est-a-dire d’échelle de coupure des
grandes impulsions (comme nous I'avons déja expliqué, cette dénomination
est empruntée a la théorie quantique on les arguments des transformées de
Fourier sont des impulsions).

9.1.1 Théorie statistique des champs effective

Comme dans la théorie des champs gaussienne de la section 8.4, le pa-
rametre d’ordre local est donc un champ, que nous notons o(z) (z € R%),
équivalent des variables sur réseau o; des sections 8.2, 8.5 et 8.10. Le champ
o est un spin moyen local et donc une variable continue, méme si le spin
microscopique initial a des valeurs discrétes comme dans le modéle d’Ising.

Le modele statistique est alors défini par une fonctionnelle locale H(o)
du champ o, généralisation de la forme quadratique (8.29), et de la forme
sur réseau (8.46) du modéle quasi-gaussien. Les fonctions de corrélation cor-
respondantes sont obtenues en intégrant sur les champs o(x) avec le poids
e M) 1z

(o(x1)o(xa)...o(xy)) = % /[da}a(wl)o(xg) oz, e )

ol Z est la fonction de partition en champ nul déterminée par la condition
1y =1.
La fonction de partition dans un champ externe variable H(z),

Z(H) = / (do] exp {—H(JH / ddxH(x)a(m)},

(et donc £ = Z(0)) engendre les fonctions de corrélation. La fonctionnelle
H(o) est souvent appelée hamiltonien dans le contexte de la physique sta-
tistique. Elle est aussi une généralisation de 1'action euclidienne, ¢’est-a-dire
I’action classique en temps imaginaire, de la théorie quantique des interactions
fondamentales.
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11 découle de la définition de la dérivée fonctionnelle que

5;@) exp {/ dz a(i:r)H(x)} = o{y)exp {/ dz o(at)H(x)} . (9.1)

Les fonctions de corrélation sont donc obtenues en faisant agir des dérivées
fonctionnelles sur Z(H) :

S"Z(H)
dH(z1)...0H (xy)

(o(21)...0(xn)) = Z270)

H{(x)=0 .

9.1.2 Hamiltonien de Landau

Le hamiltonien H(c) est une fonction du champ o(z). Nous supposons qu'’il
posséde les propriétés générales du potentiel thermodynamique de la théorie
de Landau (section 8.7). H(o) généralise donc le hamiltonien du modele quasi-
gaussien ou le hamiltonien effectif qui conduit & I'approximation de champ
moyen.

Cette hypothése est cohérente avec 'analyse de la section 8.10. En effet,
nous avons montré que ’hamiltonien effectif (8.92) dans I'expression (8.91) a
les propriétés du potentiel thermodynamique du champ moyen, de sorte que
celui-ci se déduit de 'approximation dominante de la méthode du col.

Nous supposons donc que ’hamiltonien, qui dans ce contexte est aussi
appelé hamiltonien de Landau-Ginzburg-Wilson, a les propriétés suivantes :

(i) Le hamiltonien H est une fonction réguliére de tous les parameétres ther-
modynamiques comme la température (sauf a température nulle).

(i1) Il est développable en puissances du champ o :
1
H(o) = Z = /ddzldd:vg oddg, HO (z1,Z2, ..., Tn)o(x1) ... 0(Tn)-
!

(9.2)

(iii) Nous ne discutons, en général, que des systémes invariants par transla-
tion et donc

H(”)(thg,...,a:n) = H(">(x1 +a,xa+a,...,x, +a) Yae R

Dans ces conditions, les transformées de Fourier des coefficients (fonc-
tions ou distributions) H(™ prennent la forme (cf. section 6.2.2)

(2m) ) <ZP1> pl, coPn) = /ddwl xn exp Z-T]p]

X H™ (zy, ..., 2n). (9.3)
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(iv) L’hypothése de courte portée des forces (avec décroissance exponen-
tielle), ou de localité au sens de la théorie quantique des champs, en-
traine que les coefficients H(™ sont holomorphes dans des bandes du
type | Imp;| < k.

Notons qu’en termes des composantes de Fourier du champ o :
o(z) = /ddk e 5 (k),

le développement de H s’écrit

1 & - - -
H(g):nzzjo m/ddkl . d%, (2m)%6 (; k;-) H (ko ka)G (k) -6 (k).
(9.4)

Remarque. On peut se demander pourquoi considérer immeédiatement des
hamiltoniens aussi généraux, alors que nous n’avons pas encore réussi & déter-
miner le comportement critique de systémes plus simples. Bien sfr, il est
possible de représenter ainsi une classe de systémes plus large. Mais c’est
surtout parce que, comme nous le verrons, les transformations du groupe de
renormalisation engendrent de tels hamiltoniens, méme quand 'hamiltonien
initial est beaucoup plus simple.

9.2 Fonctions de corrélation connexes.
Fonctions de vertex

Au chapitre 6, nous avons déja introduit, sur le réseau, différentes fonction-
nelles génératrices des fonctions de corrélation. Nous nous contentons donc de
récrire les définitions et relations entre fonctionnelles génératrices dans 'es-
pace continu, une majeure partie de la discussion du chapitre 6 s’appliquant
aussi ici.

En section 6.2.1, nous avons introduit la fonctionnelle génératrice (qui est
aussi I’énergie libre en champ variable a un facteur de température pres)

W(H) =In Z(H)

des fonctions de corrélation connexes

S"W(H)
6H(x1) ... 6H(zn) | gay=0

W(")(Z'l,l'Q, S ,l'n) = = <0’(£L’1) tee U(wn»connexe :

(9.5)
Dans la suite, nous ne considérons que des fonctions connexes parce qu’elles
ont des propriétés de décroissance & longue distance, dites propriétés d’amas
(cf. section 6.2.1).
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Représentation de Fourier. Nous avons supposé que la théorie des champs
est invariante par translation. Cette hypothése implique que pour tout a € R4,
la fonction de corrélation connexe & n points satisfait

W(”)(J:1 +a,...,Tnta)= W(”)(xl,...,xn).

La relation entre fonction a n points et sa transformée de Fourier peut s’écrire

(2m) dgld) <Zp> pl,...,pn)
:/ddatl...dd:r:n W(”)(asl,... n) €Xp Za:jpj

qui est la forme, dans le continu, de la représentation (6.15). La fonction
de corrélation connexe W(”)(ml,mg, ..., Tp) satisfait & une propriété d’amas
(section 6.2.1), qui se traduit dans des propriétés de décroissance quand ses
arguments tendent vers U'infini. Des propriétés de régularité dans les variables
p; de W™ (py, ... p,) en découlent.

Fonctionnelle génératrice des fonctions de verter. En section 6.3, nous
avons aussi défini par transformation de Legendre la fonctionnelle génératrice
(M) des fonctions de vertex :

1
P =34 /ddzl o dfe, T (2, e M () .. M(zn).
n=0

Dans le continu, la transformation de Legendre prend la forme

W(H) + T'(M) = / diz H(z)M(z), (9.72)
M(z) = %V;I((i). (9.7b)

En mécanique statistique, I'(M) est le potentiel thermodynamique fonction
de 'aimantation locale.

La transformée de Fourier de la fonction de vertex & n points est définie
par (cf. la définition (6.23))

(271' d(5 d) <ZP> p17"'7pn)
:/ddml...ddwnf<")($1,...,xn exp ij p; |- {(9.8)

Les fonctions de verter, a cause des propriétés de régularité des '™ joue un
role particulier en théorie des perturbations.
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9.3 Le groupe de renormalisation : idée générale

Au chapitre 8, nous avons montré que des proprietés d’universalité
émergent dans I'étude du comportement asymptotique & grandes distances de
la fonction connexe & deux points gaussienne au voisinage du point critique.
Dans le cadre d’un modeéle général, nous voulons donc explorer les propriétés
du comportement a grande distance des fonctions de corrélation connexes.

9.3.1 Equations de groupe de renormalisation

Techniquement, nous voulons déterminer le comportement des fonctions &
n points connexes W(”)()\xl, ..., ATy), au point critique, quand le paramétre
de dilatation réel positif A tend vers 'infini o1, pour des raisons qui apparai-
tront plus tard (mais qui ne sont pas sans rapport avec la remarque de la fin
de la section 8.4.3), il est nécessaire de supposer que tous les points x; sont
distincts.

L’idée du groupe de renormalisation (GR) est alors de construire un ha-
miltonien Hy (o) dépendant du parameétre de dilatation A, tel que

Hy=1(0) = H(o),
et dont les fonctions de corrélation Win) {z,) satisfont
W)(\n)(zl, o) = Z7TENW I Ay, Aay) = Rg\n)(rl, e xn) (9.9)
avec
Wi@l(xl, o) =Wz, ), Z(1) =1, Rf\gl(ml,...,xn) =0.

I’équation de groupe de renormalisation (EGR) (9.9) fait intervenir des fonc-
tions R™ qui ne satisfont qu’une condition : elles décroissent pour A — oo,
par exemple plus vite que toute puissance de A. En 'absence d’un tel terme,
on parle de GR linéaire (cf. section 16.2.4 pour plus de détails).

Les fonctions Z=/2(MW (™ (Azy,..., Ax,,) sont les fonctions de corréla-
tion connexes du champ o(Ax)//Z(A\) : le facteur 1/Z(A) renormalise le
champ o(x). On note ici une différence avec les situations que nous avons
rencontrées précédemment : la renormalisation prend a priori la forme d’une
fonction quelconque de A et pas uniquement une puissance.

L’hamiltonien Hy (o) est aussi appelé hamiltonien effectif a I'échelle A et
la transformation H(o) +— Hy (o) est appelée transformation de GR.

Diverses transformations de GR peuvent différer par la forme des fonc-
tions R et la fonction Z(X). Dans les constructions explicites, les R™ sont
engendrés par l'intégration sur les modes de grande impulsion de o(x) (cf.
chapitre 16). Quand R™ = 0 et a la fois 'espace et les champs sont des
variables continues, la transformation de GR est réalisée par un changement
d’échelle d’espace et des champs :

Ha(0(z)) = Hamr (ZV2(N)a(z/N). (9.10)
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Toutefois, en dehors des modéles gaussiens, une telle transformation n’a pas,
en général, de point fixe et il est donc nécessaire de considérer des transfor-
mations plus générales. Ci-dessous, nous omettons les termes R(™ et donc
les égalités entre fonctions de corrélation devront étre comprises modulo des
termes décroissants plus vite que toute puissance de A. Nous discutons ainsi,
un GR linéaire asymptotique.

Représentation de Fourier. 1.’équation (9.9), aprés transformation de Fou-
rier (équation (9.6)) et négligeant R, s’écrit aussi

(2m)%6(@ (Zpi> W (p1,- .., pn)

=1

:Z‘”/Q(/\)/ddrl...ddrn W (Azy, ., Aa) exp Zaz]p]
= Z7 (A / dey ... d%, W (21, ... 2,) exp ZWJ/ A

= 27PN 2y (sz/x> D(pi/N o/,

Utilisant la propriété

5@ (ZPz/A> = 45D (sz) )
i—1 i=1
on en déduit
WY (pryeosp) = 27PN p /A pa/N) . (9.10)

En particulier, pour n = 2,

Wig)(p) _ Z—l(A)/\—dW@)(p//\)_ (9.12)

9.3.2 Fonctions génératrices et fonctions de vertex

La relation asymptotique (9.9),

W (e, an) = 27 OW O O, . M),
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se traduit aussi par une relation entre fonctions génératrices :
Wi (H(:U))
1
— Z - /dd1'1 ce ddajn Z—n/Q()\)W(n)()\ml’ Az H(zy) .. H(zy)
n!
n=0

1
=> s /ddgc1 dda, 27PN ™ (2 2y,
n=0 "

x H(z1/A) ... H(zpn/N)
=W\ 1Z 2N H(z/N).

De méme pour 'aimantation locale

Wy
M(y) =
W )
=> % /ddgc1 Cdde, 27NNV Ay Aey, L Ae ) H (1)
n=0
X ... H(zy),
et donc 5
M(y/A) = Z7V2(0) WA Z"V2(N) H(z/N)). (9.13)

6H(y)

L’inversion de cette relation, par définition de la transformation de Legendre,
donne

J

ATZTY2(N) H(z/\) = 6M(I>F(Z1/2(>\)M(y/)\))
et donc
Hiz/X) = X2V (0) 32T (200 M (/)
a comparer a
H(x) = 5M;;(I)F,\ (M(y)).

Comparant alors a 'équation (9.13), on observe que le passage de W, H a
I, M s’accompagne du changement A\=¢Z~1/2 en Z'/2, On en conclut que

La(M(y)) =T (Z'2(\M(y/N),
qui est en cohérence avec la relation (9.10), et donc aussi
T (21, mn) = 220N (A, Az).
Remplacant dans équation (9.11) W par I et de facon simultanée A\~¢Z~1/2

par Z1/2, on obtient la forme du GR pour la transformée de Fourier de la
fonction de vertex a n points (¢f. la définition (9.8)) :

T (o1, ypn) = 22N (D1 /A, o/ A). (9.14)
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En particulier, pour la fonction de vertex & deux points
I (p) = ZOXT(p/ ), (9.15)

ce qui est cohérent avec la relation (9.12) puisque T (p) est l'inverse de
W3 (p).

9.3.3 Hamiltonien de point fixe

Un hamiltonien général local dépend d’un nombre infini de paramétres.
Les paramétres qui apparaissent dans H, sont des fonctions de A. Supposons
qu'il existe une transformation de GR telle que, quand A — oo, I'hamiltonien

H (o) ait une limite H*(¢), un hamiltonien de point fixe. Nous notons W
les fonctions de corrélation correspondantes. Alors 1’équation (9.9) implique

WAz, Axz) ~ ZVEOWY (2, ). (9.16)

A—00

Introduisant un seconde dilatation ¢ > 0, on peut calculer W(”)()\uxi) a
partir de ’équation (9.16) de deux maniéres différentes :

W(")(Auxl,...,/\,umn)/\w Z2OW (uzy, ... pan)

00

~ ZPOWE (24, ).

A—00

Eliminant W) (Aux;), on obtient la relation

Tz, pen) = ZE (W @, ) (9.17)

Zi(p) = lim Z(Au)/Z(A). (9.18)

L’équation (9.17) étant valable pour p arbitraire, cela implique immédiate-
ment que Z,(\) forme une représentation du semi-groupe des dilatations :

Ze(M)Ze(N2) = Zu(Aiha). (9.19)

Ainsi, avec des hypothéses raisonnables, Z,(A) a un comportement en loi de
puissances :
Z (A) = Ao, (9.20)

On en déduit le comportement dit d’échelle
W a1, Aan) = XMW (2 2). (9.21)

Le nombre positif d,, qui caractérise le comportement en loi de puissances
des fonctions de corrélation au point fixe, est appelé dimension du champ ou
parameétre d’ordre o(z), exprimée en inverse d’unité de longueur.
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De Péquation (9.18), on conclut alors que Z(A) a aussi asymptotiquement
un comportement en loi de puissances. Enfin, I'équation (9.16) entraine que
les fonctions de corrélation connexes ont un comportement d’échelle & grande
distance de la forme

WOz, Aan) o AT W (20 z), (9.22)
ande el
déterminé par le point fixe.

Comme le membre de droite de 'équation, qui détermine le comportement
critique des fonctions de corrélation, ne dépend que de ’hamiltonien de point
fixe, les fonctions de corrélation correspondant a tous les hamiltoniens qui
convergent aprés des transformations de GR vers le méme point fixe, ont le
méme comportement critique. Une telle propriété d’universalité divise donc
Pespace des hamiltoniens en classes d’universalité. L’ universalité, au-dela de
la TCM, est liée a l'existence de points fixes de longue distance (IR) du GR
dans l'espace des hamiltoniens.

Appliquée a la fonction & deux points, ce résultat montre en particulier que
si 2d, < d, la longueur de corrélation £ diverge et donc que les hamiltoniens
correspondants sont nécessairement critiques. Les hamiltoniens critiques défi-
nissent, dans I'espace des hamiltoniens, la surface critique qui est invariante
par le GR. Dans le cas générique ou £ est finie, la longueur de corrélation £/
correspondant & H tend vers zéro. Les composantes de Fourier des fonctions
de corrélation deviennent indépendantes des impulsions et donc les fonctions
de corrélation deviennent des fonctions § dans l'espace direct. Ce point fixe
trivial de variables indépendantes correspond a 2d, = d.

9.4 Flots des hamiltoniens : points fixes
et stabilité

Nous supposons maintenant qu’il existe une transformation de I’hamilto-
nien compatible avec I’équation (9.16).

Nous supposouns, de plus, que cette transformation est de type markovien,
¢’est-a-dire que la transformation ne dépend que de H) et non du chemin qui a
conduit de H a ‘H . Dans 'espace continu, A, le paramétre de dilatation, peut
étre varié de fagon continue (alors que sur un réseau, A ne peut prendre que
des valeurs discrétes). C’est pourquoi, nous pouvons écrire la transformation
sous une forme différentielle en termes d’une transformation 7 de l'espace des
hamiltoniens sur lui-méme et d’une fonction réelle D, définie sur espace des
hamiltoniens. ’EGR satisfaite par I’hamiltonien prend alors la forme

/\%HA =T [H,], (9.23)
/\~d—an()\) = —2D,[H,]. (9.24)

dA
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Nous supposons, de plus, un processus markovien stationnaire, de sorte que
le membre de droite ne dépend de A qu’a travers H, (et donc pas de X ex-
plicitement). Ceci est une des caractéristiques principales de ces équations
et explique nombre de résultats qui vont suivre. L’apparition de la dérivée
Ad/dA = d/dIn A refléte le caractére multiplicatif des dilatations ou chan-
gements d’échelle. Les équations de GR définissent donc un processus dy-
namique dans le temps In A. Par ailleurs, nous supposons, et c¢’est aussi une
hypothése trés importante, que Papplication 7 est suffisamment différentiable
(par exemple infiniment différentiable).

Un exemple explicite d’une transformation (9.23) est donnée par I’équa-
tion (16.51).

9.4.1 Points fixes et flot linéarisé

Un hamiltonien de point fixe H* est nécessairement une solution de I'équa-
tion de point fixe

TH*]=0. (9.25)

La dimension d, du champ o est alors

do = D, [H*]. (9.26)

EGR linéarisée. Le point fixe du GR étant déterminé, nous appliquons
PEGR (9.23) a un hamiltonien H proche du point fixe H*. Posant H) =
H* + AH), nous linéarisons V'EGR qui prend la forme

A;%AH,\ = L* (AHy), (9.27)

ou L* est un opérateur linéaire indépendant de A, agissant sur 'espace des

hamiltoniens. Il est alors possible d’étudier le flot du GR dans un voisinage

du point fixe et d’en déduire les propriétés de stabilité locale du point fixe.
La solution formelle de I’équation (9.27) est

AHy = M"AH, . (9.28)

Supposons que L* ait un spectre discret avec des valeurs propres [;, corres-
pondant & un ensemble de vecteurs propres O;. Pour A — oo, le flot va étre
dominé par les valeurs propres les plus grandes (de partie réelle la plus grande
si elles sont complexes). Développons alors AH ) sur les vecteurs propres O;
de L* :
AHy =) hi(N)O;. (9.29)
(3

L’équation de flot (9.27) est équivalente a

d
Aphi) = L), (9.30)
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qui s’intégre en
hi(A) = Mihy(1). (9.31)

Aucun résultat général n'implique que toutes les valeurs propres soient réelles.
Néanmoins, pour la classe de modéles que nous étudions, il se trouve empiri-
quement qu’il en est ainsi. Dans la suite, nous ne discutons donc que de cette
situation.

9.4.2 Classification des vecteurs propres

Les vecteurs, ou perturbations, propres O; peuvent alors étre classés en
quatre familles suivant le signe des valeurs propres l; correspondantes (cf.
section 3.2) :

(i) Valeurs propres positives. Les vecteurs propres correspondants sont ap-
pelés essentiels (relevant en anglais). Si AH, a une composante sur un
de ces vecteurs, cette composante croitra avec A et H, s’éloignera de
H*. Ces vecteurs correspondent & des directions d’instabilité au voisi-
nage du point fixe. Par exemple, les vecteurs associés & des déviations
a la criticalité sont clairement essentiels puisqu’une dilatation décroit la
longueur de corrélation effective.

(ii) Valeurs propres nulles. Les vecteurs propres correspondant & une valeur
propre nulle sont appelés marginauz. Dans la section 9.5, nous mon-
trons que [dzo?(z) est marginal & quatre dimensions. Pour résoudre
IEGR (9.23) et déterminer le comportement de la composante corres-
pondante, il est nécessaire d’aller au-dela de 'approximation linéaire.
Génériquement, on trouve

d
A hi(A) ~ BRI(A). (9.32)
Suivant le signe de la constante B et le signe de h;, le point fixe est alors
marginalement instable ou stable. Dans ce dernier cas, pour A — o, la
solution se comporte comme

hi(A) ~ —=1/(BlnA). (9.33)

La présence d’un vecteur propre marginal conduit, généralement, & une
convergence logarithmique vers le point fixe.

Un exemple exceptionnel est fourni par le modele XY en deux dimen-
sions (modeéle avec spin a deux composantes et symétrie O(2)) qui, au
lieu d’un point fixe isolé, a une ligne de points fixes. Le vecteur propre
qui correspond au mouvement le long de la ligne est évidemment mar-
ginal (c¢f. section 15.10.2).
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(iil) Valeurs propres négatives. Les vecteurs propres correspondant sont ap-
pelés inessentiels (en anglais, irrelevant). Les composantes de AH) sur
ces vecteurs propres convergent vers zéro 4 grande dilatation.

(iv) Enfin, quelques vecteurs propres n’affectent pas la physique. Un exemple
est donné par le vecteur propre réalisant une renormalisation multipli-
cative constante des variables dynamiques o(z). Ces vecteurs propres
sont appelés redondants.

Classification des point fizes. Les points fixes peuvent étre classés d’aprés
leurs propriétés de stabilité locale, ¢’est-a-dire le nombre de vecteurs propres
essentiels linéairement indépendants. Ce nombre est aussi le nombre de pa-
rameétres qu’il est nécessaire de fixer pour imposer & un hamiltonien général
d’8tre sur la surface qui forme le bassin d’attraction du point fixe. Pour un
point fixe non trivial correspondant & des hamiltoniens critiques, il est la
co-dimension de la surface critique.

9.4.3 EGR : autre forme

L’équation (9.9) peut étre écrite de facon équivalente (en négligeant le
reste R,)

ZM2NW ™M (@ /AN = WD (@, ). (9.34)

Nous supposons maintenant que 'hamiltonien H, est paramétré en termes
de constantes h;(A) (en général, en nombre infini). Alors, on peut changer de
notation et écrire

W (21, o z0) = WO RN} 21, 20),

ou ici, {h(A)} représente 'ensemble des h;(A). Nous dérivons alors Iéqua-
tion (9.34) par rapport a A. Le membre de droite n’en dépend pas et donc

x% {Zn/2()\)w(n)({h()\)};xl/)\,...,xn/)\)} ~0. (9.35)

Introduisons 'opérateur différentiel

Dic =32 Vi, + 3 B{AN) o + nDp({h}),
=1 i

%

avec les définitions

B{RY) = ~AphiO), (9.36)
2D,({h}) = a3 In Z(\). (9.37)

dA
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Ces deux équations sont équivalentes aux équations (9.23) et (9.24). La pro-
priété markovienne stationnaire implique que 3; et D, ne dépendent pas de
A explicitement, mais seulement & travers les parameétres h;(A). L’équation
(9.35) peut alors étre écrite (par utilisation de la propriété de dérivée en
chaine)

- Z*”/Q(/\)A% [Z"/Z(A)W(") ({RO) Y521/, - ,xn/k)}

= DraW™ ({h(N}iz1/A, ..., 20 /A) = 0.

Enfin, puisque dans la nouvelle équation A ne joue plus de réle explicite, nous
spécialisons 4 A = 1. L’équation devient une équation aux dérivées partielles
pour les fonctions de corrélation :

S Vo YA 7 + nDa<{h})] WO (A} =0,
=1 i

i
(9.38)
autre forme trés fréquente des EGR. Dans ce formalisme, un point fixe est
défini par la solution simultanée de toutes les équations

Bi({r"}) =0,

et I'équation (9.38) implique alors le comportement d’échelle déja obtenu di-
rectement puisque

(Z T Vo, + nda> W R Y, 2,) = 0. (9.39)

(=1

De méme, partant de I’équation (9.14), on déduit

Lz:lpz *Vp, — z@:ﬁl({h})% +nDy({h}) - d} O (R p,... pa) = 0.
(9.40)

9.4.4 Le domaine critique : propriétés d’échelle

Nous avons montré que le modeéle quasi-gaussien implique des propriétés
d’universalité non seulement a la température critique ou la longueur de cor-
rélation est infinie, mais aussi dans un voisinage du point critique, appelé
domaine critique. Le domaine critique est caractérisé par la propriété que la
longueur de corrélation est grande par rapport a ’échelle microscopique, et
donc |T — T.| < 1 et champ magnétique |H| < 1.

On s’attend qu’une telle universalité apparaisse aussi pour des points fixes
généraux du GR. En effet, si la longueur de corrélation & est finie, on peut
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faire des transformations d’échelle jusqu’a des A d’ordre £. Aprés ces transfor-
mations, la longueur de corrélation est ramenée & une taille d’ordre 1. L’ha-
miltonien H, transformé n’est plus critique, et le modéle peut étre résolu de
facon perturbative. Mais en méme temps, toutes les composantes de H) sur
des vecteurs propres inessentiels s’annulent asymptotiquement pour £ — oo.
Ainsi, H, ne dépend plus que d’un nombre de paramétres égal au nombre de
vecteurs propres essentiels indépendants (c¢f. aussi les sections 4.7.2 et 7.4).
L’universalité est la conséquence de la disparition, pour A = O{&) > 1, de
toutes les composantes sur les vecteurs inessentiels. Par ailleurs, nous suppo-
sons I'absence de perturbations marginales qui exigent une analyse spéciale.
Techniquement, comme nous 'avons déja montré sur des exemples, cette
limite asymptotique universelle est obtenue en renormalisant les coefficients
des perturbations essentielles de fagon & compenser 'effet de la dilatation.
Récrivons pour cela, 'équation (9.9) sous la forme

W (RN} 21, 20) = Z720O0WM ({1} Az, ..., Azn). (9.41)

Quand A — oo, les composantes sur les perturbations inessentielles tendent
vers zéro. Par ailleurs, faisons varier les composantes initiales sur les pertur-
bations essentielles, en fonction de A, pour compenser le facteur de dilatation :

hi(1) — (h) A" Vie E,
oll E est 'ensemble des composantes essentielles.
Dans ces conditions, W ({h(\)};z1,...,2,) tend asymptotiquement

vers une fonction Wr(n)({h(/\)};:cl, ..., Tp) qui ne dépend plus que des co-
efficients (h;),. On en déduit la relation asymptotique

AW (hi(1),5 € Es (ha)ATH 6 € By Az, ..., Azy)
o Wr(”) ((hi)r; T1,... ,xn).

A—00

Cette équation s’applique directement & la forme asymptotique et donc
W ((hi)es 1,y @) = AW (R ) AT AT, - AT). (9.42)

Cette loi de transformation par dilatation des fonctions de corrélations asymp-
totiques universelles dans le domaine critique r(n) est aussi appelée propriété

d’échelle.

9.5 Le point fixe gaussien

Dans un cadre assez général, nous avons montré que l'existence de points
fixes du GR, dans l'espace des hamiltoniens, entraine des propriétés d’uni-
versalité du comportement critique. Il reste maintenant & construire explici-
tement ces transformations et déterminer leurs points fixes. Dans un nombre
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limité de modéles (mais qui appartiennent a des classes d'universalité impor-
tantes du point de vue physique), il a été possible de montrer des points fixes
et d’étudier leur stabilité locale. En revanche, méme dans ces exemples, une
analyse globale du flot de GR reste a faire.

11 existe cependant un sous-espace de ’espace des hamiltoniens qui peut
étre exploré complétement et dans lequel les transformations du GR peuvent
étre construites explicitement : le sous-espace des hamiltoniens quadratiques
qui correspond aux modeéles gaussiens. Dans ce cas, on peut prendre R =90
dans les transformations de GR.

Les points fixes peuvent alors étre identifiés : les hamiltoniens critiques
convergent vers le point fize gaussien dont les prédictions au-dessus de T
coincident avec I'approximation de champ moyen. Comme nous allons le mon-
trer, la discussion a beaucoup de points en commun avec celle de la marche
au hasard en section 3.3.10. Notons, enfin, qu'une seule fonction de corréla-
tion connexe est différente de zéro, la fonction a deux points, ce qui simplifie
notablement ’analyse.

9.5.1 Le point fixe gaussien
En section 8.4, nous avons montré que les prédictions universelles du mo-

déle gaussien peuvent étre déduites du hamiltonien

d
He(o) = %/ddx [Z(ﬁﬂo(x))Q + m202(:r)} , m?o T —T.

u=1

et (9, = /0, est défini dans I'espace continu a d dimensions.
A T,, hamiltonien se réduit &

d
M@)o = 5 [ Ao 32 (0uota)”

p=1

et la fonction a deux points est donnée par I’équation (8.38) :
2d72

W@ (z) = ——T(d/2 1)

(4m)7 e

Elle a un comportement d’échelle (9.21) caractéristique d’un hamiltonien de
point fixe. En effet, la transformation de la fonction dans une dilatation
x +— Az prend la forme

W& (z) = 270w @ ().
Des équations (9.9) et (9.20), on déduit alors la renormalisation du champ

Z(\) =12 (9.43)
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et la dimension du champ gaussien critique
do = $(d — 2). (9.44)

L’hamiltonien
HE(0) = Halo)l e - (9.45)

dont la seule fonction de corrélation connexe non nulle a un comportement
d’échelle, est donc un hamiltonien de point fixe : le point fize gaussien. 1l est
invariant dans les transformations d’un GR qui est dans ce cas, linéaire :

o(z) — ZYV3 (No(z/X) = XD/ 25(x /). (9.46)

En effet, la substitution entraine 0, — 9,,/A, et donc

>\2d/dd ZA (8,0 (z/N) /ddz

aprés le changement de variables x, — Ax,,.

Nous avons donc exhibé un point fixe, le point fixe gaussien, dont les
prédictions coincident avec les prédictions universelles de ’approximation de
champ moyen.

9.5.2 Hamiltonien quadratique isotrope général

Nous considérons maintenant un hamiltonien général quadratique en o, du
type envisagé en section 8.2. Dans le cas de forces & courte portée, la transfor-
mée de Fourier du coefficient du terme quadratique en o est réguliére et peut
étre développée en série de Taylor. Dans l'espace direct, cela signifie que le
terme quadratique en o peut étre développé en puissances de Popérateur déri-
vée. Dans 'espace continu, un hamiltonien invariant par rotations-réflexions
d’espace ne peut dépendre que du carré scalaire de l'opérateur gradient V,
et prend donc la forme

- %/ddx;“£2)"(f>(—vi)r0(m), (9.47)

ou les coefficients ug) sont des constantes et le carré scalaire de V, est le

laplacien a d dimensions :

Un hamiltonien de réseau peut contenir aussi des termes ayant la symétrie du
réseau mais non isotrope de type > L 8;‘; par exemple.
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Les transformations de GR (9.46), qui ont conduit au point fixe gaussien,
aprés le changement de variables z, — Az, entrainent maintenant

Ha(o) — %Z(/\) / Ndiz S u@o(2)(—V2 /A2 o ()

r=0

1
= 5/ddxzug))\‘?_%a(x)(fvg)ra(x).
r=0

Cette expression est donc directement un développement sur les vecteurs
propres. Le coefficient du terme avec 2r dérivées se transforme comme

ul? s uP () = N2, (9.48)
Enfin, dérivant ug)()\) (équation (9.48)) par rapport a A, on trouve I’équi-

valent de I’équation (9.23), qui est aussi l’équation (9.27) car la transformation
7 est linéaire, sous la forme (9.30) :

dul? (\)

)\d)\

= (2 - 2r)uP(\).
Le flot complet du GR s’en déduit. En particulier, pour A — oc, ce sont les
vecteurs propres avec le moins de dérivées qui dominent.

Perturbation essentielle. Le coefficient du terme r» = 0 croit ce qui n’est
pas surprenant. Le vecteur propre est essentiel pour le point fixe gaussien car
il induit une longueur de corrélation finie, qui éloigne du point fixe.

Perturbation redondante. Le terme r = 1, dont le coefficient est invariant,
est proportionnel & ’hamiltonien de point fixe. Il correspond a une simple
changement de la normalisation de o, sans effet physique et est donc redon-
dant.

Perturbations inessentielles. Tous les termes avec r > 1 décroissent pour
A — o0 et sont donc inessentiels.

La conclusion est la suivante : le point fixe gaussien est stable dans la classe
des modeles critiques gaussiens. Dans la classe générale des modéles gaussiens,
il n’y a qu’une seule direction d’instabilité, qui correspond a la déviation de
la température critique.

Brisure de la symétrie de réflexion. Notons enfin que si I'on élargit la
discussion & des termes linéaires en ¢ qui brise la symétrie d’'Ising, on peut
ajouter un terme H [d%zo(z). Ce terme de champ magnétique dans une
dilatation devient

H / dio(z) — HAZ=D/2)d / dzo(z) = HXV/?H! / dzo(z), (9.49)

et est donc également essentiel avec valeur propre d/2 + 1.
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Opérateurs. Dans le cadre de la théorie quantique des champs, aux poly-
noémes dans le champ o(x) sont associés des opérateurs quantiques. Pour cette
raison, on appelle souvent ces polynémes opérateurs, bien qu’ici les champs
soient classiques. Ainsi, on parle d’opérateurs essentiels, marginaux, inessen-
tiels, un langage traditionnel que nous utiliserons parfois aussi.

Domaine critique. La théorie dans le domaine critique est obtenue en re-
normalisant les coefficients des perturbations essentielles, de facon a ce que
les coefficients transformés restent constants. Par exemple,

u(()Q) F— )\_2u62) , Hm— HX\~4/2-1,

Dans ce point de vue, les coefficients a I’échelle A sont fixes, et il existe un flot
des parameétres initiaux du hamiltonien. Dans la théorie de la renormalisation
en théorie quantique des champs, cela correspond a fixer les paramétres de la
théorie renormalisée.

9.6 Perturbations propres : analyse générale

Nous étudions maintenant les propriétés de transformation de fonctions
locales générales, paires (c’est-a-dire ayant la symétrie du modéle d’Ising), du
champ. Il n’est plus question ici d’étudier le GR général, mais seulement la
version linéarisée au voisinage du point fixe gaussien.

9.6.1 Perturbations propres

L’analyse de la section précédente ainsi que I'hypothése d’interactions de
courte portée permet de faire un développement en dérivées. On considére
donc une perturbation de la forme générale

AH(o) =YD 0am (o),

n=2r=0 «

ou les O (o) sont des intégrales de monomes V" (o) dans o(z) et ses dé-
rivées, de degré n (pair) en o et avec exactement r dérivées (r également

pair) :

O (o) = / Az VI (0(x), 0po (@), .. .).
L’indice « est la pour rappeler qu'il existe, en général, plusieurs polyndémes
homogenes a n, r fixés.

En plus des termes quadratiques déja étudiés, les termes V" (o) de degré
le moins élevé sont, par exemple,

o), o), @) (Buo@)’, o ()Vie(z),. ..
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Appliquant la transformation (9.46) du GR et aprés le changement
T +— Az, on trouve

O (X, 0) = ZMAHANATTORT (0) = ATTE=D/2mr o (5), (9.50)

Nous voyons que les O%" (o) sont des vecteurs propres que nous pouvons
classer suivant les valeurs décroissantes de I, , = d —n{d —2)/2 —r:

(i) Pour n = 2 et r = 0, l5p = 2. Ainsi, la perturbation [o?(x)d%z est
essentielle, et correspond & une déviation de la température critique.

(ii) La perturbation quadratique n = 2, r = 2 est redondante; elle ne cor-
respond qu’a une simple renormalisation du champ o.

(iii) Au-dessus de la dimension 4, toutes les autres perturbations sont in-
essentielles (irrelevant) : sur la surface critique (T = T¢), le point fixe
gaussien est donc stable.

En dimension 4, la perturbation n = 4, r = 0, c’est-a-dire [o*(z)d%z
devient marginale et toutes les autres perturbations restent inessentielles.
L’analyse linéaire ne permet pas de déterminer les propriétés de stabilité
du point fixe gaussien. Pour cela, il faut construire un GR qui prenne en
compte les déviations a la théorie gaussienne de fagon & pouvoir aller au-dela
de l'approximation linéaire. Si le point fixe gaussien est stable, on s’attend a
une convergence logarithmique.

Au-dessous de la dimension 4, ly9 = 4 —d > 0 et donc [o*(z)d% est
essentielle : le point fixe gaussien est instable. Quand la dimension décroit,
de nouvelles perturbations deviennent également essentielles. Par exemple en
dimension 3, [ ¢%(x)d%x est marginale et pour d < 3 essentielle. Toutefois, il
faut noter que cette classification est spécifique du point fixe gaussien et n’a
aucune raison d’étre valable pour un autre point fixe.

Nous remarquons enfin que cette analyse conduit aux mémes conclusions
que le calcul des corrections dominantes a ’approximation gaussienne en sec-
tion 8.9.2.

Forme différentielle du flot. Une autre fagon d’écrire I'équation (9.50) est
de développer AH, sur une base fixe, par exemple les vecteurs propres
O (o), avec des coefficients variables :

AHA(o) =D S I (N0 (o),

n=2r=0 «

ot les coefficients S ()), comme conséquence de 'équation (9.50), satisfont

h(n,r) ()\) _ )\dAn(d72)/2—rhgn,r)(1>.

[o%

La forme différentielle

/\%hg”’r) = L*A) = 1, hir) (9.51)
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avec
lnr=d—3n(d—2)—r (9.52)

est un exemple de 'équation (9.30).

9.6.2 Représentation de Fourier

En passant en représentation de Fourier, on obtient une autre expression
des EGR sous forme différentielle. Introduisons la représentation de Fourier

du champ
) = /ddk e* G (k)

Nous développons AH alors en puissances de & (cf. équation (9.4)) :

Z /dd wGlk) ..k @)% (3R ul™ (k
(9.53)

Répétant le raisonnement précédent, on vérifie que ’équation (9.9) méne aux
transformations k; +— k;/\ et donc

u® (k)5 (37 k) = u™ AN (3 k),

ainsi que

5(k) > ZY2N)E (k) = \"@D25(k).
On en déduit

ul™ (k) = MZM2(Au™ (kg JA) = M2 00 (/). (9.54)

Dérivant par rapport & A, on trouve l'équivalent de I’équation (9.27), dévelop-
pée en puissances de (k). Utilisant

d
(=)
Az (k/) = § kdk V(k/N),

on obtient

d o (k (n)
AU ( Zkak In(d -~ 2)) (k). (9.55)

Cette équation est écrite pour la transformation du GR qui admet le point
fixe (9.43 et 9.45). L’équation aux valeurs propres est alors

Ll < Zk dk w%n(d—2)> uS (k) = WS (k). (9.56)
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L’équation (9.56) montre que les vecteurs propres sont des fonctions homo-
génes des variables dynamiques o (les uf\n)(k) pour différentes valeurs de n
ne sont pas couplés) et des impulsions k; (la représentation de Fourier des
dérivées dans 'espace direct).

Nous avons supposé que les fonctions uf\n) (k) sont régulieres (hypothése de
courte portée des interactions). Elles peuvent donc étre développées sur une

base de polyndémes homogénes P de degré r en k :
> kiiP(’”)(k) =P (k)
- akl @ fe ’

Pindice a rappelant qu’il existe, en général, plusieurs polynémes homogénes
de degré r. Posant

u (k) = >~ R VP (k)

on trouve alors que les coefficients h) satisfont Iéquation (9.51) avec les
valeurs propres [, , données par 'équation (9.52).

9.7 Un point fixe non gaussien :
le développement en €

Nous avons montré que le point fixe gaussien est instable pour d < 4.
Nous supposons maintenant, qu’au moins au sens d’'un développement per-
turbatif autour du point fixe gaussien, nous avons le droit de considérer la
dimension d de 'espace comme un parameétre continu (pour plus de détails,
voir la section 12.5). Nous nous plagons alors dans le voisinage immédiat de la
dimension 4, considérant la déviation € = 4 — d de la dimension 4 comme un
paramétre de développement. Par ailleurs, nous ajustons un paramétre pour
que le systéme que nous étudions reste critique (T = T,) ce qui a comme
effet de supprimer la perturbation essentielle qui engendre une longueur de
corrélation finie (n = 2,7 = 0 pour le point fixe gaussien).

Nous faisons une hypothése supplémentaire, dont nous vérifierons par des
calculs explicites au moins la cohérence :

Nous avons déja supposé que PEGR (9.23) était développable dans les
perturbations au point fixe, et donc ici, dans les déviations & la théorie gaus-
sienne. Nous supposons, de plus, que PEGR est développable dans le para-
métre ¢ =4 — d.

9.7.1 Points fixes

Nous supposons que ’hamiltonien initial est critique (T = T) et appar-
tient & un voisinage du point fixe gaussien tel que pour des dilatations A pas
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trop grandes, I’équation (9.23) puisse étre approximée par la forme linéari-
sée (9.27), ou AH est la déviation par rapport au point fixe gaussien. En
particulier, les composantes h,(A) sur tous les vecteurs propres inessentiels
décroissent. Seule la composante sur [ d?z 0(z), que nous notons maintenant
g(A), croit. Cependant, pour € < 1, g(A) ~ g(1)A® croit lentement. Il existe
donc des valeurs de A suffisamment grandes telles que toutes les composantes
ha(A) deviennent négligeables par rapport a g(A\) avant que g(A) lui-méme
ne devienne si grand que le développement de ’équation (9.23) ne soit plus
utilisable.

Remarquons que pour de telles valeurs de A, g(\) doit étre positif pour
que H(o) soit positif pour ¢ grand et que la mesure sur ¢ soit définie.

Nous pouvons donc développer 1'équation (9.23), projetée sur le veccteur
propre correspondant, en puissances de g(A) :

A (4 ag(h) - Ba(@)g? ) + Olgharg®). (057)
et nous redéfinissons A de telle sorte que pour A = 1, ces équations asymp-
totiques soient déja valables. Les termes négligés les plus importants sont le
terme d’ordre g2 et des termes quadratiques proportionnels & hog. Avec nos
hypotheéses, les termes proportionnels & hohg sont encore plus petits.

En particulier, si les coefficients h, sont initialement nuls, leurs dérivées
sont dominées par des terimes d’ordre g2 ou plus. Les termes négligés ghq sont
donc au moins d’ordre ¢°.

Le coeflicient 85 dépend de la dimension d. Nous avons supposé qu’il était
régulier au voisinage de la dimension 4 et donc, a 'ordre dominant pour £ — 0,
nous pouvons le remplacer par sa valeur a d = 4.

Nous remarquons immeédiatement que le signe de $2(4) joue un roéle crucial.
Examinons les différents cas :

(i) B2(4) < 0. Dans ce cas, pour d < 4, les deux termes ont le méme signe,
la dérivée de g(A) est positive et le point fixe gaussien est instable. Si
initialement g(1) n’est pas nul, g(A\) croit avec A jusqu’a ce que le dé-
veloppement en g(}) ne soit plus valable, et on ne peut rien conclure
de plus. En dimension 4, cependant, le flot est plus lent qu’en dimen-
sions inférieures. Si initialement g(1) est voisin de zéro, g(\) n’augmente
d’abord que logarithmiquement :

g(N) = g(1) + [B2(4)] g*(1) In A + O (¢%(1)) .
Pour d > 4, et donc € < 0, on trouve un point fixe non gaussien
g* =¢/B2(4) + O(e?),

qui est un point fixe instable. Si initialement g(1) < g*, g{\) converge
vers le point fixe gaussien. Si g(1) = g¢*, g(A\) = g¢* pour tout A
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Sig(1) > g%, g(A) croit et de nouveau, nous ne pouvons rien conclure
de plus dans ce cadre.

Un cas particuliérement intéressant est g(1) < ¢g* avec g* — g(1) < 1.
Le couplage effectif g(\) s’éloigne d’abord trés lentement du point fixe
instable. On trouve, dans ces conditions, une transition lente (en anglais
crossover) entre un comportement des fonctions de corrélations dominé
par le point fixe instable, et un comportement dominé par le point fixe
stable.

Le cas B2 < 0 n’est pas réalisé dans le probléme statistique que nous
étudions ici, mais important pour la physique des interactions microsco-
piques fondamentales (d = 4 dans ce cas). Par ailleurs, un exemple de
cette situation, mais ou la dimension 4 est remplacée par la dimension 2,
sera rencontré en section 15.7.1 dans le cadre de I’'étude du modéle o
non linéaire.

B2(4) = 0. Dans ce cas exceptionnel, il faut aller a I'ordre suivant et
prendre en compte le terme d’ordre g3.

B2(4) > 0. Dans ce cas, pour d > 4, on ne trouve que le point fixe
gaussien qui est stable.

En dimension 4, [d%zo*(z) est marginal. Le point fixe gaussien est
maintenant stable car g(1) est positif et I'approche au point fixe est

alors logarithmique,
1

52(4) In A ’

en accord avec la discussion générale du GR.

g(A) ~

En revanche, pour d < 4 (le cas physique), le point fixe gaussien est
instable, mais, pour € petit, un autre point fixe apparait,

g = ¢/B:(4) + O(e?),

qui lui, est stable. En effet, si initialement g < g¢*, alors g(\) croit, et
si au contraire g > g*, alors g(A) décroit. Cette situation est particulié-
rement intéressante car elle permet d’envisager le calcul des quantités
universelles sous forme d’un développement en . En fait, pour les mo-
déles que nous avons étudiés, les modeéles de type Ising et les modéles
avec symétries O(V), c’est la situation qui est réalisée (Wilson et Fisher,
1972). On peut s’en convaincre en calculant les premiéres corrections a
la théorie quasi-gaussienne des fonctions & deux et quatre points (cf.
section 10).

Linéarisant I’équation (9.57) au voisinage du point fixe, on trouve

2S00~ g) ~ (o) - o). (9.58)
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avec (propriété de la parabole)
w=¢e+0(?). (9.59)
Ainsi, au moins pour € petit, w est positif et

g\) —g" o AT
A—00
tend vers zéro pour A — oo, ce qui confirme que le nouveau point fixe est
stable par rapport & une perturbation de type [d%zo*(z), a la différence du
point fixe gaussien.

L’exposant w caractérise la décroissance des corrections les plus impor-
tantes au comportement universel prédit par ’hamiltonien de point fixe. C’est
aussi une quantité universelle.

Enfin, dans 'approximation quadratique, I’équation de flot (9.57) s’intégre
exactement :

g(A) dd’
_de 4 m:/ %
£g — P2g A s €9 —Dag

et donc, pour g* c £ € 1,

99
N=—>7 .
9 g+A7(g* —g)

Dimension du champ ou paramétre d’ordre. Une fois la valeur de point fixe
g* déterminée, on obtient la dimension du paramétre d’ordre d, = D,(g*).
Le calcul de la fonction a deux points au second ordre dans le parameétre g
montre que la déviation

mg) =2D,(g) —d +2 (9.60)

a la valeur gaussienne commence & I'ordre g2 et, donc, la déviation 1 = n(g*)
4 la dimension gaussienne (ou de champ moyen) du champ commence a
lordre 2.

9.7.2 Autres vecteurs propres

Nous avons montré que, pour f2(4) > 0, il existe un point fixe stable avec
g* = O(e). Mais dans Panalyse nous avons négligé les composantes sur les
vecteurs propres inessentiels au sens du point fixe gaussien. Les plus impor-
tants prés de la dimension 4 sont tels que le total du nombre de dérivées et de
facteurs o est 6, comme | d?z 0%(z). Pour montrer la cohérence de I'analyse,
nous examinons maintenant 'effet de ces composantes sur le flot.

Les équations correspondant aux composantes des vecteurs propres ines-
sentiels h™™ peuvent dépendre de g a partir de 'ordre quadratique. Consi-
dérons un parameétre h,, pour lequel c’est le cas. L’équation d’évolution prend



9. Groupe de renormalisation : formalisme général 257

alors la forme

AL ha() = Ba(g, {AO)}) = lahald) — BN 41 (9.61)

dx
(lo < 0) ot les termes négligés les plus importants sont proportionnels a ho'g.
A Pordre dominant en &, on trouve la solution de point fixe
2
2&
hy = et o),
Bala
ol By, 42, B2 et la valeur propre gaussienne [, peuvent étre remplacés par
leurs valeurs en dimension 4. Ainsi, les coefficients des termes inessentiels au
point fixe sont au moins d’ordre £2. Revenant & I'équation (9.57), qui prend
la forme plus générale

A%g(x) — —B(gN), {h(V)}),

on remarque que les termes négligés comme ¢° et gh, sont tous au moins
d’ordre €3 et donc les corrections & g* et a la pente w sont d’ordre €2 : le
développement en ¢ est au moins une procédure cohérente, et le point fixe
peut étre déterminé comme un développement en e.

On note cependant que I’hamiltonien de point fixe ne se réduit a une
combinaison du terme gaussien et du terme [ d%z o0(z) qu’a 'ordre dominant
en € puisque les autres coefficients h,, ne s’annulent pas au point fixe.

On peut calculer ensuite les valeurs propres correspondant au flot dans le
voisinage de ce nouveau point fixe. On vérifie que les valeurs propres différent
des valeurs propres associées au point fixe gaussien a l'ordre . Done, pour
0 < e « 1, la classification des perturbations propres reste celle du cas gaus-
sien & d = 4 pour toutes les perturbations sauf une. Une seule perturbation
propre est trés sensible au changement de dimension : la perturbation qui &
Pordre dominant est [ dzo*(x), parce qu’elle est marginale & d = 4. Essen-
tielle du point de vue du point fixe gaussien, elle devient inessentielle pour le
nouveau point fixe.

Groupe de renormalisation perturbatif. Cette analyse suggére qu’il doit
étre possible de déterminer les équations de flot par un développement per-
turbatif autour du modéle gaussien, alors que nous avons vérifié que c’est
impossible pour les fonctions de corrélation.

Flot entre points fixes. En particulier, il est alors possible de déterminer
de facon perturbative la trajectoire du GR qui relie le point fixe gaussien au
point fixe stable non gaussien. Supposant que la fonction g(\) soit inversible,
g — A = A(g), ce qui est réalisé au moins pour € < 1, on peut éliminer, dans
les équations de flot des paramétres h,, le paramétre de dilatation A au profit
de la constante g.
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Reprenons 'exemple de 1'équation (9.61). Sur une trajectoire du GR, h,
peut étre considéré comme une fonction de g et done, en utilisant la propriété
de dérivée en chaine

d d 0 0
A—he = Balg,{h}) = A\—~g9—ho = —B(g,{h}) = ha .

The = Balo. {B}) = Afyap-ho = —Blo. (D) 5
Le membre de gauche de I’équation (9.61) est d’ordre &2 puisque la fonction 3
est d’ordre €2, 3/0g d’ordre 1/¢ et h, d’ordre £? au moins. A l'ordre dominant,
on peut le négliger et on trouve simplement

ha(/\) = [),h(,gng()‘)/la) + 0(53)‘

La dérivée ne contribue qu’a I'ordre suivant. Il est ainsi possible de déterminer
les amplitudes des perturbations propres inessentielles sous la forme d’un déve-
loppement en puissances de g. Substituant les développements correspondants
dans la fonction 3, on trouve une équation unique pour g(A) :

d

(A) = ~B(a(V), (9.62)
ot S(g) est maintenant une série formelle en g seulement. La solution de
cette derniére équation détermine complétement le flot de I'hamiltonien. Cette
solution ne dépend que d’un parameétre puisque les conditions aux limites, a
XA = 1 pour les amplitudes des termes inessentiels, sont toutes reliées a la
valeur de g(1).

Le zéro g* de la fonction § détermine alors le point fixe et sa dérivée au
point fixe w est une quantité universelle qui caractérise les corrections les plus
importantes au comportement d’échelle.

C’est une stratégie de ce type qui est utilisée dans les calculs pratiques.

9.8 Valeurs propres et dimensions
des polyndémes locaux

Une fois le comportement asymptotique des fonctions de corrélation dé-
terminé, on pourrait croire qu’on connait aussi le comportement de valeurs
moyennes de polynémes locaux dans les champs, comme par exemple o*(z)
ou [Vo(x)]?, qu’on peut cbtenir en prenant la limite d’un produit de champs.
Par exemple,

<02(y)a(:c1) o(zn)) = lim (o(y)o(y)o(z1)...o(zn)).

y' =y
Il n’en est rien car les fonctions de corrélation correspondant a ’hamiltonien
de point fixe (équation (9.21)) sont en général singuliéres quand des arguments
coincident comme des exemples le montreront (cf. aussi la remarque de la fin
de la section 8.4.3).
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Cependant, il existe un point fixe exceptionnel pour lequel cette propriété
est vraie, c’est le point fixe gaussien que nous avons étudié en section 9.6.

En général, les valeurs moyennes de o2(y) ne sont pas définies, et il faut
soustraire au produit o(y)o(y’) une fonction singuliére de y — ¢’ pour obtenir
une limite finie (on parle de renormalisation). Cette procédure se généralise
a des puissances supérieures, ou des fonctions locales impliquant des dérivées
de o.

En section 9.4, nous avons discuté les perturbations propres du GR en un
point fixe, L’étude du cas gaussien indique que ces perturbations propres ont
la forme d’une intégrale d’une fonction locale des champs. En fait, & cause
de la localité de la théorie, il existe aussi des perturbations propres locales
Oafo, ) de la forme de séries en o(z) et ses dérivées. Ils correspondent a des
perturbations qui brisent 'invariance par translation. Leurs intégrales sur tout
l’espace redonnent les perturbations propres que nous avons discutées. Ces
fonctions locales O(o, z) des champs ont la propriété suivante : les fonctions
de corrélation

W((Q”)(y-’ Tlyen. ,.'En) = <O(0', y)d($1) cen U(xn)>conn. ’

ont un comportement en loi de puissance asymptotique de la forme
W((Q")()\y; ALY, .oy AZ) WX A~nde—do Wé(n) (y;21,...,Tn), (9.63)
— 00

ou par définition, de est la dimension de 'opérateur O(o, x).
Considérons alors I'intégrale d’espace

V(o) = /dde(a, ).

Ses fonctions de corrélation sont obtenues par intégration :

/ dlyWE (g 21, . 2n) = V() 0(21) - .. 0(n))conn. -

Avec des hypothése raisonnables, mais a vérifier explicitement dans les
exemples, de la relation

/ddy W (Ay; Az, ..., Azy) = /\‘d/ddy W (ys Az, . .., M),

on déduit, en utilisant le comportement asymptotique (9.63),

(V(o)o(Azy)...o(hz,)) o Adndo—do,

conn.

Le membre de droite est la variation de la fonction & n points au premier
ordre quand on ajoute un terme proportionnel & V a I’hamiltonien :

/[do]o(a:l) co(zy)e Y = /[da]o(xl) of{zp)e (1 -0V + 0(6%)).
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Comparant ce terme au terme d’ordre zéro, nous observons que la perturbation
V a engendré un facteur A?~%¢ supplémentaire dans le comportement a grande
distance. Ce facteur est donc lié & la valeur propre ly; associée a la perturbation
propre V. Nous obtenons ainsi une relation générale entre dimension d’un
opérateur propre local et valeur propre de la perturbation a I’hamiltonien

correspondante :
Iy +do =d. (9.64)



Chapitre 10

Groupe de renormalisation
perturbatif : calculs explicites

U CHAPITRE 9, NOUS AVONS MONTRE qu’au moins dans le voisinage de

la dimension 4, avec certaines hypothéses sur ’existence et les proprié-
tés d’un groupe de renormalisation et Pexistence d’un prolongement dimen-
sionnel, on peut ramener I’étude du flot d’un hamiltonien général, dans un
voisinage du point fixe gaussien, au flot du coefficient ¢ du terme essentiel :
fdd:v o%(z). Nous supposons dans ce chapitre que I'analyse du chapitre 9 est
pertinente. Nous montrons alors comment ces hypothéses permettent de dé-
terminer le coefficient G du développement de la fonction 5(g), qui gouverne
le flot de g (¢f. équation (9.62)) et dont le signe est déterminant pour l'exis-
tence d’un point fixe, a partir d’un calcul perturbatif des fonctions de vertex
4 deux et quatre points au premier ordre en g au-dela de 'approximation
quasi-gaussienne. Ces contributions correspondent & l'intégration gaussienne
dans la méthode du col (cf. Pexpression (6.31)) et donc & des diagrammes de
Feynman a une boucle.

Au chapitre 13, nous justifierons de fagon générale que les développe-
ments perturbatifs combinés avec le prolongement dimensionnel, permettent
d’étendre ces calculs & tous les ordres en get en e =4 —d.

Dans la derniére partie du chapitre, nous généralisons le calcul & une boucle
aux modeles avec symétrie orthogonale O(/N) et nous concluons le chapitre en
présentant quelques résultats numériques obtenus & partir de calculs d’ordre
supérieur.
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10.1 Hamiltonien critique et développement
perturbatif

Nous considérons les fonctions de corrélation d’un champ réel o(z), = € R,
associées a la mesure e~ (@) /Z .

Z= / do] exp [~ H(o)]

ou I’hamiltonien H, ou énergie de configuration, ne prend en compte que la
correction indispensable au modéle gaussien, qui est aussi la perturbation
dominante prés de la dimension 4 :

Hio) = Halo) + [ ate (Grela)atta) + gor'@). (0)
avec
Halo) = % / diz (Z(aua(l'))z + uki Y 8HU(I)(—Vi)k5‘HG(m)> .
14 k=1 #
(10.2)

Le paramétre g caractérise 'amplitude de la perturbation gaussienne et le
parameétre

re(9) = D_(redeg’,

=1

est déterminé, ordre par ordre en g, par la condition que le modéle reste
critique pour toute valeur de g, c’est-a-dire

I@(p=0,9)=0, (10.3)

ot T'® est la transformée de Fourier de la fonction de vertex a deux points.
L’introduction du parameétre r., appelé renormalisation de masse en théorie
quantique des champs, est nécessaire car, comme nous ’avons déja noté, la
perturbation quartique modifie la température critique.

En termes des composantes de Fourier du champ o,

o(z) = / d?p e 5(p),
Hg prend la forme

Ha(o) = 52 [ dpaeIH® ()3 (-p) (10.9)

avec .
HP(p) = p* + Y wep™. (10.5)
k=2
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La fonction 7:{(2)(])) doit étre positive pour tout p # 0 pour que lintégrale sur
les champs existe en toute dimension d > 2.

Comportement & courte distance ou & grande impulsion : divergences
« ultraviolettes ». I’hamiltonien (10.2) différe du hamiltonien du point fixe
gaussien (9.45) par V'ajout de termes quadratiques en o avec plus de deux
dérivées du type o(x)V?* o (x), qui sont inessentiels & grande distance. Dans
le continu, c’est un substitut nécessaire a la structure de réseau qui borne les
composantes de Fourier du champ & une zone de Brillouin. En effet, pour pou-
voir définir, au moins perturbativement, des valeurs moyennes de mondmes
locaux dans les champs, il faut que les limites de fonctions de corrélation de
produits de champs & points coincidents existent (cf. la discussion en sec-
tion 9.8). Ceci implique que A(z — y), la fonction & deux points gaussienne
appelée aussi propagateur, soit suffisamment réguliére a courte distance et
donc, que sa transformée de Fourier A(p) décroisse suflisamment vite a grande
impulsion.

Or, comme nous 'avons déja remarqué en fin de section 8.4.3, le choix
correspondant au point fixe gaussien,

1 g e "
M) = g [ 4405

conduit & des singularités de courte distance puisque

2—-d
o(z)o x< |z— .

En représentation de Fourier, cette difficulté se traduit par une divergence a
grande impulsion (appelée ultraviolette pour des raisons historiques liées a la
théorie quantique des champs) :

_ L [d%
(o) gaen. = 55 |

p2

Ce probléme est engendré par le passage au coutinu puisque, sur le réseau,
les points sont séparés au moins d’une maille et, en représentation de Fourier,
les impulsions sont bornées par la zone de Brillouin. Le propagateur modifié
coupe les contributions des grandes impulsions, introduisant une échelle de
coupure dans le continu (cut-off en anglais).

La nécessité de considérer des propagateurs ainsi modifiés est un autre
signe du non découplage de la physique aux différentes échelles de distance.
I1 est impossible d’ignorer I’échelle microscopique et d’utiliser directement le
propagateur qui a une forme d’échelle asymptotique.
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L’hamiltonien gaussien (10.2) correspond & une fonction & deux points de
la forme

Alz) = (—2%)—01 / ddp e=7% A(p) (10.64)
AN p)=HP (p) = p* + ) wip™. (10.6b)
k=2

Pour les calculs perturbatifs qui suivent une décroissance de A(p) en 1/p®
suffit. Si on veut construire un groupe de renormalisation perturbatif exact,
il est nécessaire de prendre des fonctions & deux points gaussiennes réguliéres
pour p réel et décroissant plus vite que toute puissance pour |p| — oo (cf.
section 16.2).

Groupe de renormalisation perturbatif asymptotique. Nous utilisons main-
tenant 'analyse de la section 9.7. De plus, nous exprimons les équations de
groupe de renormalisation (EGR) sous la forme (9.14), c’est-a-dire en termes
des transformées de Fourier T (py, ..., p,) des fonctions de vertex. Nous par-
tons donc de l'équation (9.14), ou nous négligeons dans le membre de gauche
toute dépendance autre que le coefficient g()) de o%. Dans le voisinage du
point fixe gaussien et dans la logique du développement en ¢, cela correspond
a négliger les contributions au comportement asymptotique des termes ines-
sentiels au sens du point fixe gaussien, ¢’est-a-dire qui décroissent relativement
au terme principal au moins comme 1/A? 4 des puissances de In X prés, & tout
ordre fini en g et €. [.’équation (9.14) se simplifie alors en

~ 2RO (P /A pa/Xig), (10.7)

|pi|—0

ou ces relations ne sont valables que dans le régime asymptotique p; — 0
aprés une premiére dilatation p; — Ayp;, A1 > 1, qui a éliminé les termes
inessentiels (cf. la discussion de la section 9.7). Par ailleurs (équation (9.37)),

dinZ

—A
dA

=2D,(g(N)). (10.8)

10.2 Diagrammes de Feynman a ’ordre
d’une boucle

Dans Pexercice 6.1, nous avons décrit le calcul des premiéres corrections &
la méthode du col (les diagrammes 1-irréductibles & une boucle) contribuant
aux fonctions de vertex a partir de la contribution (6.31) a la fonction géné-
ratrice. Ce calcul a été fait sur réseau et nous en présentons maintenant la
version continue. En particulier, expression (6.31) prend alors la forme (¢f.
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aussi la section A.3 et 'équation (12.26))

1 §H

Ecrivons ’hamiltonien symboliquement

H(o) = % /dd:c d4y o (z)HD (z — y)aly) + % /dd;r o (x).
Alors,

62H

Soedbetn ~ @ — 22) + heo®(@)d(m — z2)

= [y~ ) [ 22) + heAly — r2)@a)]
ott A est l'inverse de H(? au sens des opérateurs (équation (10.6)) :

/ dty H (2, — 1) Ay — 22) = 5D (a1 - 22).

Ainsi,
8*H
det ———— = det H? det(1 + 1¢K),
¢ do(xq1)do(x2) ¢ et(1+ 39K)
ou K est l'opérateur associé au noyau
K(z1,z2) = A(xy — x2)o%(x2).

Utilisant la relation In det = trln et développant le logarithme, on en déduit

x 1 n
Indet(1 + $gK) = trin(1 + 19K) = — g - (—%) tr K™
n=1

Plus explicitement,
tr K = /ddxlC(:v,x) = A(O)/ddxaz(x),
tr K2 = /dd:v diy K(z, y)K(y,z) = /ddx dy o?(x)A%(z — Yo (y).
Substituant o — M, on en conclut
[ (M) —T1(0) = $9A(0) /ddx M?(x)

L / dte diy M2 (2) A2z — y)M3(y) + O(gP).
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On en déduit alors les contributions & une boucle aux fonctions a deux et
quatre points par dérivées fonctionnelles successives par rapport & M (z). Par
exemple, en posant

Gy — / di dy MP(z)A2(z — y)M(y),

on obtient successivement,

Gy 4 , ,
SM(z1) 4/d y M (1) A% (1 — y)M>(y),
526, ,
m - 8A{($1>A (Il — xo) M (xs)
40— xQ)/ddy A2 (z1 — y)MP(y),
§3Gy = 8A%(xy — x9) M (21)8(zs — 3) + deux termes
SM(21)6M (z2)6M (x3) L1 -T2 1)0(zo — x3

qui sont obtenus en permutant i, o, T3.
Complétant le calcul, on trouve

§2r
¥ — L~ 1gA0)s(z -
(71, 22) = SM (21)6M (x2) M=0 29 O)3(@r —22),
F(14>(:n1, o Ta) = — 207 [A% (21 — 22)0(21 — x3)6(w2 — T4) + 2 termes] .

Apres transformation de Fourier (¢f. aussi équation (6.38a)),
@ p) = /ddx e T (z,0) = = 2g/ddpA (10.10)

ol nous avons inversé la relation (10.6a). De méme (c¢f. équations (6.14)
et (6.38b)),

3
f<14)(pi) — /Hddfﬁi ei(Pz$1+P2I2+p313)F(14)($17$27x3,0)

— —%QQ/de} |:ei(P1+P3)I+ei(pl+P4)w _l_ei(p1+p2)x:l AQ(ZC)

= —3¢° [B(p1 + p2) + B(p1 + p3) + B(p1 + p4)], (10.11)

avec la définition

B(p) = (271r)d /dqu(Q)A(P*Q)-

Prolongement dimensionnel. Le prolongement dimensionnel peut étre dé-
fini & partir des intégrales gaussiennes. Ici, nous n’utiliserons que la propriété

/ddx e = xd/2,
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En passant alors en coordonnées radiale et angulaires,
d 2 « d—1 ,~r* _ 1
/d ze ® :Ad/ drr® 7 e™" = 5A40(d/2),
0

on en déduit la surface de la sphére Sy_; : Ay = 27%/2/T'(d/2).

10.3 Point fixe et comportement critique

Puisqu’il n’y a que deux fonctions inconnues, 3(g) gouvernant le flot de
g(A) et
n(9) = 2D (g) —d+2

(introduit en (9.60)) reliée a Z(N), il suffit de calculer deux fonctions de vertex.
Il est commode de choisir les fonctions & deux et quatre points. Plus de détails
sur les calculs perturbatifs peuvent étre trouvés au chapitre 12.

10.3.1 La fonction & deux points

Le calcul de la fonction de vertex a deux points de la section 8.9 reste
valable (cf. équation (8.72)), a condition d’utiliser le propagateur A(g) du
continu et d’intégrer sur les variables de Fourier sans restriction. Une autre
forme du calcul sur le réseau a été présentée en section 6.5 (équation (6.38a)).
Directement dans le continu, la premiére correction a la forme gaussienne a
été calculée en section 10.2, et est donnée par ’équation (10.10). La fonction
a lordre g2 s’en déduit :

E@(pig) = HO@) +relo) + § 57 [ dad)+0(6?)

=p* +0(p") + glreh + g@lr)—d /ddq A(g) +0(¢%).(10.12)

La premiére correction & la fonction de vertex a deux points I'?) est une
constante. La condition de criticalité (10.3) fixe la valeur de (r); :

1 d. %
= — Alg). 10.13
(roh = 5557 [ 40500 (10.13)
La fonction & deux points devient
T (p;g) = p* + O(p*) + O(g),

et garde donc, & Uordre g pour p — 0, son comportement gaussien. Utilisant,
pour p — 0, PEGR (10.7) pour n = 2,

F® (p;9(N) ~ ZMATP (p/; ),
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qui donne a cet ordre
P’ = Z(NATPP /A + O(g®),
on trouve que la renormalisation Z(\) garde sa forme gaussienne
Z(0) =N+ 0(g?),

et donc, en utilisant I’équation (10.8),
d 2
2D,(g)=d—2+7n(g) = v)\d—)\an()\) =d—2+0(g°).

La fonction 7(g) est au moins d’ordre g2.

10.3.2 La fonction a quatre points

La partie algébrique des calculs conduisant a la premiére correction &
I'approximation quasi-gaussienne, ou de champ moyen, de la fonction de
vertex a quatre points a été présentée en section 6.5 sur le réseau (équa-
tion (6.38b)) et en section 10.2 directement dans le continu (équation (10.11)).
En représentation de Fourier

T (p1, p2,p3,p4) = g — 39°(B(p1 + p2) + B(p1 + p3) + B(p1 + pa)) + 0(g*)
(10.14)
avec

B() = oy [ P M@AG - o) (10.15)

Cette expression peut aussi étre obtenue en développant la version continue
de 'équation (6.31) (¢f. section 6.5).

A T, pour ¢ — 0, A(q) qui est la transformée de Fourier de la fonction a
deux points gaussienne, se comporte comme 1/¢2. C’est pourquoi, pour d < 4,
la fonction B(p) tend vers linfini pour p — 0.

En section 10.3.3, nous aurons besoin de la quantité AdB(p/\}/OX pour
A — +o00. Décomposons alors

B(p/X) = B(p/)) + B-(p/N),

avec
Beo/N) = g || AaB@AG N,
B0/ = o /ql<6ddqé<q>ﬁ<q T p/A),

ou ¢ est fixé, mais peut étre choisi arbitrairement petit.
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Pour B, Iintégrant est analytique dans le domaine d’intégration. L’inté-
grale peut étre développée en puissance de 1/\. Le terme principal est une

constante et donc 5B \
b OB/

=0.
A—+o00 oA

Pour B_, on peut remplacer A(g) par sa forme asymptotique pour gl = 0:
Alg) ~1/4%,
et donc 4
1 q
B__ p A ~ ———/ —_— .
PN G s Pt oI

Aprés le changement de variables ¢ — ¢’ = Aq, on obtient

1 ' diq
B_. A ~ )\E / 9
(/) (2m)d lgl<xs ¢*(g+p)?

ol nous avons posé

e=4—-d.
Alors,

(/N e 1 / dg . QL/ d%q
oA 2m)? Jig<ns €3(a +p)? oA (2m)¢ Jiq1<ns €2 (g +p)?
(10.16)
Dans le deuxiéme terme, la dépendance en A\ n’apparait que dans la borne
d’intégration. Pour A — +oc,
9 __d__ /
OA Jig<rs @ 2(q + p)? 3/\ 1<|g|<A8 q

Ay
~ Ad)\— dqqd“3 ~—
ON Ji<q<ns (Ad)e

ol nous avons introduit des variables radiale et angulaires. L’intégrale sur les
variables angulaires donne l'aire A4 de la sphére Sy_; & d dimensions qui, par
les régles du prolongement dimensionnel (cf. section 12.5.1), vaut

d/2
Ay =T
T(d/2)

Dans la limite ¢ — 0, le premier terme dans (10.16) tend vers zéro et le second
terme donne

A

=217 + O(e).

, . dB (p/A) 1
AT TEe
En conclusion,
. OB(p/\) 1
1 —_— = — 10.1
)\—I}j—loo A oA £—0 872 i 0(8)’ ( 7)

un résultat indépendant de la forme explicite de A.
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10.3.3 Point fixe

Nous appliquons maintenant, & la fonction & quatre points, la rela-
tion (10.7) entre fonctions de vertex des hamiltoniens initial et effectif a
Iéchelle A :

TG (o1, g(N) ~ Z2OONTD (p1 /N, . pa/ N 9), (10.18)

ot le développement de T est donné par 1'expression (10.14) :
T (p1,po, p3,pa; 9) = g— 397 [B(p1 +p2) + Bp1 +p3) + B(p1 + pa)|+0(g°).
Comme nous venons de le voir (section 10.3.1), Z(A) = A2=¢ +0(g?) et donc
T (1, pas g(N) ~ MXTW (p1/A, .. pa/X, g) + O(g®), (10.19)

(e = 4 — d) ou Verreur est d’ordre g® puisque la fonction '™ est d’ordre g.
Dérivant les membres par rapport a A, on trouve

339 9 )

. — e
d\ 3g (P15, P15 9(N) = X TV (p1/A, ..., pa/A g)

d -
FAAGT D @i/A - pa/g) + O(g°).

Nous développons les deux membres en g et € avec g = O(g). Dans le membre
de droite, le premier terme est d’ordre £g et le second d’ordre g2. Comme
O™ /dg est d’ordre 1, Adg/d\ est d’ordre g2 ou £g. Nous pouvons donc
omettre tous les termes d’ordre supérieur. A l'ordre principal,

A% =eg — %QQA;—/\ [B((p1 +p2)/A) + B((p1 + p3)/A) + B((p1 + pa) /)]
+ 0(g?, g%).

Utilisant alors ’évaluation (10.17), on trouve

3 9 3 2
—= =gg — O(g°, .
€9~ 1529 Ol g%)
La dépendance possible dans les variables p; a donc disparu.
A Pordre principal, I’équation implique que la dérivée de g(A) s’annule et
donc
g(\) = g(1) = g + O(¢*, ge).
On en déduit

dg(A) 3
TR AT

En particulier, on vérifie que le membre de droite ne dépend de A qu’a travers
g(A), en accord avec hypothese (9.23).

2(A) + O(g*(\), g*(N)e).
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Introduisant la notation traditionnelle (9.62), on définit la fonction

dg(\
Blg(n) = ~A——Z(A) : (10.20)
Alors, 3
Blg) = —£g+ 59" + 0(g°, g7%). (10.21)

On se trouve donc dans le cas (iii) envisagé en section 9.7.1 : le coeflicient
de ¢2 est positif. Pour d < 4, il existe un point fixe stable non gaussien,
correspondant au zéro d’ordre ¢ de la fonction 5(g) :

*

167%e
g =

3

L’existence de ce point fixe peut étre confirmée a tous les ordres en ¢, et permet
alors de démontrer des propriétés d’universalité des fonctions de corrélation et
fonctions thermodynamiques. Les quantités universelles peuvent étre calculées
sous forme d’un développement en puissances de £ déduit du développement
perturbatif autour du modeéle gaussien, suivant la méthode introduite par
Wilson et Fisher (¢f. chapitre 13).

+0(£%). (10.22)

10.3.4 La dimension du champ & l’ordre &?

La premiére correction 4 la dimension d, du champ o nécessite un calcul de
la fonction & deux points a Pordre g? (deux boucles au sens des diagrammes
de Feynman, figure 2.5 de la section 2.5.1). La fonction a deux points, a
I'ordre suivant sur le réseau, est alors donnée par Uexpression (6.38a). Dans la
notation de ce chapitre et en ajustant r.(g) a ordre g2, on trouve (cf. aussi
expression (12.18))

I (p; ) = HP(p) - L°[C(p) — C(0)] + O(g),

oit C(p), qui correspond au diagramme (e) de la figure 2.5, est donné par
léquation (6.39¢) :

1

C(Z’)ZW

/ddkl d%ks A(k1)A(k2)A(p — k1 — ko).

Il est alors nécessaire d’évaluer C(p) - C(0) pour p — 0 et d — 4. On trouve
(¢f. équation (12.37))

C(p) — C(0) = —Kp?In(A/p) +0(1) avec K = Eg—im,

ot la constante A dépend de la forme spécifique de A.
L’EGR (10.7) pour n = 2, dans la limite p — 0, s’écrit & cet ordre

p? + LK g2 (\p? In(A/p) = Z(NA? [p/X° + LK g* In(AN/p)p?/X] .
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On en déduit
Z\) = "4 (1 - LKg*In)) + O(g%),

et dong,
olnZ(\)

Aa)\

=2—-d— %KgQ(A) + O(g3).
De fagon générale, nous avons défini {équations (9.24 et 9.60))

)\aan()\)

S = —2D4(9(V) =2 —d —n(g(N)-

Ainsi,
1 1
77(9) - 6 (47T)4

9>+ 0(g°).

Dimension du champ : correction & la valeur gaussienne. Dans la limite
A — o0, g(A\) tend vers g*. La déviation a la valeur gaussienne est alors
caractérisée par la valeur de Pexposant

n1=1(g%) = §1° + O(e®).
On en déduit le comportement asymptotique
Z(X\) oc A7 2o

avec
dy =D,(9") = 2(d~2+n)=1—Le+ %gEQ +0(?).

L’application de ce résultat a la relation (10.7) détermine le comportement a
grande distance des fonctions de vertex :

P (pi/X, o Pa/ N g) ~ AT (p L pnig®).

Dans le cas particulier de la fonction & deux points, on obtient

FOp/Aig) ~ AT pig7) = TP (pig) o p77, (10.23)
p —>!

ce qui est en accord avec le comportement de la fonction de corrélation connexe
(ef. équation (9.21))

1 . ~ -1 - 1
VV(Q) — /dd —ipx {F(Q) . :' /dd —ipz ,n—2 .
(.T) (2'/T)d p € (p7 g) lZ‘i()OO p € p X |.’1:‘2d°
(10.24)
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10.4 Le domaine critique

Dans la discussion générale du GR, nous avons souligné que si des points
fixes existent, des propriétés d’universalité apparaissent non seulement pour
le hamiltonien critique mais aussi dans le cas des hamiltoniens critiques per-
turbés de fagon infinitésimale par des opérateurs essentiels. Dans le systéme
ferromagnétique que nous étudions ici, les deux opérateurs essentiels corres-
pondent & [ o(z)dz qui est couplé au champ magnétique, et brise la symétrie
de réflexion o — —o, et a Uopérateur fog(w)dx qui est couplé a la tempé-
rature. Nous considérons ici le second exemple et ajoutons au hamiltonien
critique (10.1) un terme proportionnel a [ o?(z)d%z :

Hi(o) =H(o) + —/ag(x)ddac, (10.25)

ou le paramétre ¢, qui caractérise la déviation & la température critique est
infinitésimal, dans un sens que nous avons déja expliqué : sa valeur initiale
est telle qu’aprés une grande dilatation A, sa valeur effective t(\) soit d’ordre
1. Nous choisissons t o< T' — T, positif dans ce qui suit, ce qui correspond a la
phase de haute température.

10.4.1 Fonction a deux points

La transformée de Fourier de la fonction a deux points gaussienne A(q, t)
est maintenant donnée par

1/A(g,t) =t +HP(g) =t + ¢+ O(g"),
ot A(q) = A(g,0) est la fonction définie par I'équation (10.6b).

A Tordre g, le calcul est presque identique, & la paramétrisation prés, au
calcul de la section 8.9. La fonction de vertex a deux points devient

B0 ) = t+2°+00") + 5y [ WalAiat) - A0.0)+0(?).

ol (r¢)1 a été remplacé par sa valeur donnée par I’équation (10.13).
La quantité utile est la dérivée (cf. section 8.9.2)

(2 d,
aFat(p) =1 %/ (;iﬂ?d A%(g,t) +O(g”). (10.26)

Par ailleurs, dans la suite nous aurons besoin de la fonction

d ~ ~
Ft) = [ oty [8%a.0) - &%)

avec A > 0, dans la limite t — 0, d — 4.
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Dans I'intégrale, nous faisons le changement de variable g = ¢/+/f et faisons
tendre t vers zéro. Alors,

1/A(gvVt,t) = t(1 + ¢°) + O(t?).

L’intégrale, obtenue en ne retenant que le terme principal, converge pour
lg| — oo et donc on peut prendre la limite ¢ — 0 dans 'intégrant :

ddq 1 1
F(t,\) ~ t</2 / ~ .
) o |G
Cette expression a une limite pour d — 4 :
dq 1 1
F(t, ) ~ —
N~ [ oG )

_/Ooquq l _ 1 __1_1 A
o s @12 @rar2] 82

Nous concluons

4 -
/ (;1734 \_Az(q’t) B A2(q,t)\2)] t=0 81? I A. (1027)

10.4.2 Groupe de renormalisation

A Tordre dominant en ¢, il faut maintenant prendre en compte le flot de
g et t et donc I'équation (9.15) devient

PP () = T3 (p: t(A); g(N) = ZOWAT@ (p/ At g). (10.28)
A lordre g, Z()\) est gaussien et I'équation de GR se réduit a
L (p:t(A); (V) = XTI (p/Ast: 9) + O(g?).
A Tordre ¢° (I'approximation gaussienne),
t(A) = A%

Ce résultat est en accord avec 'analyse de la section 9.6.

Soulignons qu’en accord avec 'analyse générale de la section 9.4.4, nous
supposons ici que t tend vers zéro avant que A ne tende vers l'infini de sorte
que t(A) tende vers zéro.

Dérivant ’équation par rapport 4 ¢, on trouve

8t(\)

0L (prt(V);9(N) = X0 L (p/ Xt 9) + O(g?).
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A V'ordre g, pour p = 0, la relation devient (équation (10.26))

-2 fpsan] ¢ i) oo

ou, en divisant et en notant qu'a cet ordre g(A) = g,

2 fu-t [ s - st 0w

Utilisant ’équation (10.27), on en déduit

OtA) _ 1o 9 2 2
T =A 167r2/\ In A+ O(g*, ge).

Notons que le membre de droite ne dépend plus de ¢. En intégrant, on trouve

t(A) = A%t (1 - 16971'2 In )\) + O(g?, g¢).

Sous forme différentielle, cette équation de flot peut s’écrire

)\a%t()\) = t(\) (2 - féjrl + 0(92()\))> .

Sous cette forme, le second membre ne dépend donc de A qu’a travers les
fonctions g(\) et ¢(A), ce qui est cohérent avec I’hypothése (9.23).

Notons que ’équation de flot est linéaire en t parce que t est le coefficient
d’une perturbation essentielle et nous ne considérons que des valeurs de ¢
infinitésimales.

Introduisant la notation traditionnelle

)\%t@) =t(A\) [2+ m(g(\)],

on trouve

___9 2
12(9) = — 15 + Olg7)- (10.29)
Pour A — o0, g()) tend vers g* et donc
t(A) ox tA%, (10.30)

ot d; est la valeur propre correspondant & l'opérateur propre [d%zo?(z) (a
lordre dominant) associé & une déviation & la température critique :

dy =2 — e+ O(e2). (10.31)

Nous remarquons que le résultat est universel, en ce sens qu’il est indépendant
de tous les paramétres du hamiltonien comme les coefficients u; de 1’expres-
sion (10.2) et g.
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La relation générale (9.64) permet d’en déduire la dimension de 'opéra-
teur o2(z) :
dpr =d —d;y =2 — 2+ O(£?). (10.32)

On note, en particulier
dyr — 2d, = Le +O(e?) £ 0,

ce qui confirme que pour un point fixe non-gaussien les dimensions des poly-
nomes locaux dans les champs ne sont plus liées de fagon simple & la dimension
des champs (cf. section 9.8).

10.4.3 Fonction & deux points : comportement d’échelle
dans le domaine critique

Le résultat (10.30) combiné avec le comportement général attendu (9.20) :
Z(N) oc Ao = (@),
et équation de GR (10.28) pour T2 entraine
T3 (p;t(N);97) o< AT (p/ Xt g)
ou, en changeant p en Ap,
L@ (p;t; g) o 77T (Ap; t(V); 7).
Choisissant le paramétre de dilatation tel que
tA) =1 = Axt Y (10.33)

(équation (10.30)), ce qui correspond a la stratégie expliquée en section 9.4.4,
on obtient la relation

I®(pitig) o TFO(pt™Y), (10.34)
t—0;|p|—~0
ol )
F®(p) =T (const. x p; 15 g%),

et ou apparaissent les exposants v et « :
v=1/d; =31 +/6)+ O(®), y=v(2-n) =14 jc+0(s).

Nous obtenons le résultat remarquable qu’une fonction de trois variables p, ¢
et g s’exprime en termes d’une fonction d’une seule variable. On appelle cette
propriété comportement d’échelle.

Comme T (p = 0; t; g) est linverse de la susceptibilité magnétique, y
est 'exposant de susceptibilité magnétique défini en (7.35).
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Par ailleurs, la forme (10.34) entraine pour la fonction de corrélation
connexe

1 ddp epr
(2) - P
W) (2m)d / T2 (pit;g)

N tV’Y/ ddp etp :tudd/ddp eip:vt"'
[Epmes FQ)(pt—v) F®2)(p)

Elle ne dépend de la distance x qu’a travers le produit xt”. La fonction t=%
est donc proportionnelle & la longueur de corrélation £(t) :

gty x t V.

Suivant la définition (8.25), cette divergence de la longueur de corrélation
implique que v est 'exposant de corrélation.

En particulier, nous vérifions que la dilatation maximum (10.33) est de
lordre de grandeur de la longueur de corrélation, en accord avec des arguments
intuitifs.

10.5 Modéle avec symétrie orthogonale O(IN)

L’analyse précédente se généralise directement & un modéle avec un champ
ou paramétre d’ordre & N composantes, ., o = 1,..., N, invariant par le
groupe orthogonal O(N) (groupe des rotations-réflexion dans Uespace a N di-
mensions). En effet, la symétrie O(N) entraine qu'il n’existe, sur la surface
critique T' = T,, qu’un seul opérateur essentiel pour d =4 —¢.

Les propriétés de modeéles avec symétrie O(N) ont déja été étudiées dans
le cadre de 'approximation quasi-gaussienne en section 7.8.

Le hamiltonien effectif avec symétrie O(N) a la forme

Ho)= [ {% S @) + 5 e + ) 0*(@) + 59 (0%)’ <m>} a’s,
’ (10.35)

ol les termes quadratiques avec plus de deux dérivées sont implicites et r, est
déterminé par la condition (10.3).

Dans le cas d’une aimantation nulle (T > T,, H = 0), les EGR ont exacte-
ment la méme forme que pour les modéles N = 1 de type Ising. Les résultats
explicites ne différent du cas N = 1 que par des facteurs polynomiaux en N
devant les différentes contributions.

Ainsi, la fonction & deux points dans le domaine critique prend la forme

T2 (p) = 6050 (),
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avec

5 N+2 1
I®p) =t +p*+0(p*) + ——
(p)=t+p"+00") + — Iy

/ dq(Alq,t) - B(g,0))+0(g?),

et donc Z(\) garde sa forme gaussienne a cet ordre.
La fonction a quatre points critique avec quatre indices égaux s’écrit
=(4) N+8 4 3
Toana(P1 P2, P3, pa) = 9= —32=0" (B(p1p2)+ B(p1+ps) +B(p1+p4)) +O(g”)-
Fonction 3 et point fize. Dans les calculs de la section 10.3.3, il suffit de
changer le coefficient de g?. On en déduit la fonction 8 qui décrit le flot du
paramétre g(\) & Vordre g* :

N +8
Blo) =g+ 5 9> +0 (g% g%). (10.36)

Au premier ordre en g, le zéro non trivial de la fonction 5(g) est alors
B 4872
N +38

Le point fixe correspondant est donc stable. Des propriétés d'universalité pour
tous les modeéles & N composantes avec symétrie O(N) s’en déduisent.

*

g

e+0(?), = w=p(g")=c+0(?) > 0. (10.37)

Domaine critique. De nouveau, le calcul du cas N = 1 se généralise en
changeant le coefficient du terme d’ordre g. Le flot du coefficient ¢ de la per-
turbation essentielle [d?ro?(z) est décrit par la fonction

W+2)

1
. _9 —9_ O(g?
v(g) Fm(g) 4872 9+0(g),
et, donc,
1 N +2 6
dtz—-z—N+85+0(52) = dgr =d—dy =2 = 5=2e + O(”).

Dimension du champ : correction a la valeur gaussienne. Le diagramme (e)
de la figure 2.5 (section 2.5.1) qui détermine la déviation & la valeur gaussienne
est maintenant affecté d’un facteur (N -+ 2)/18. De son comportement pour
p — 0 et d — 4, on déduit

_N+2 1,

3
et, donc,
_ *y N+2 2 3

N +2
dg:%(d42+n):1—%5+4 2

m& + 0(83).
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10.6 Groupe de renormalisation
prés de la dimension 4

Pour pousser plus loin P'analyse, il faut utiliser les méthodes de théorie
quantique des champs que nous décrivons briévement aux chapitres 12 et 13.
Ces méthodes permettent, dans le cadre du développement en ¢ = 4 — d basé
sur un développement autour du modéle gaussien, de démontrer des EGR
asymptotiques, de confirmer Iexistence d’un point fixe stable non gaussien
au-dela du calcul du premier ordre que nous avons présenté ici. Un ensemble
de propriétés d’universalité s’en déduisent, comme les relations d’échelle dans
le domaine critique (par exemple, la forme (10.34) de la fonction & deux points)
ou les relations entre exposants critiques, qui avaient été proposées comme une
conjecture dans le cadre de relations d’échelle phénoménologiques : tous les
exposants critiques qui avaient été introduits auparavant comme o, 3,7, 4,7, v
ne sont fonctions que de deux d’entre eux. Par exemple,

a:2—dl/, /[)):%V(d—2+77), fY:l/(Q_n% 6(5_1):77

relations valables uniquement pour un point fixe non-gaussien, donc pour
d < 4.

Nous décrivons brievement dans cette section les EGR satisfaites par les
fonctions de corrélation connexes, formes asymptotiques a grande distance,
dans le cadre d’un développement double dans le coefficient g de [ d?zo?(z) et
£, des équations générales (9.38). Plus de détails seront donnés au chapitre 13.

10.6.1 Hamiltonien critique et EGR

On définit d’abord un développement perturbatif autour de la théorie gaus-
sienne, & partir de hamiltonien (10.1),

(o) = Ho(o) + [ dto (Grula)o(@) + ga0°@).

c’est-a-dire un développement en puissances du paramétre g, en dimensions
non entiéres quelconques. Pour le hamiltonien critique on démontre alors, a
tous les ordres dans un développement double en puissances de g et € =4 —d,
des équations de la forme (9.38) mais avec un seul parameétre g qui décrit la
trajectoire qui interpole entre le point fixe gaussien et le point fixe ¢g* stable :

) a n
S a2 9 . n W (g N
- Ty 8.Tg +6(g)8g+ 2Dﬁ<g)} (g,l'l,...,l’n) O’ (1039)

ou le symbole ~ signifie que des contributions qui tendent plus vite vers zéro,
a grande distance, ont été négligées.
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L’EGR (9.9) exacte, le paramétre g(\) et la renormalisation Z(A) a
léchelle X solutions de

BlgN) = —A;—Ag(k), (10.40)
2D, (9(N)) = Aix 20, (10.41)

apparaissent alors dans la solution de I’équation (10.39) par la méthode des
caractéristiques (cf. section 13.3.1).

La solution de 'équation S(g*) = 0 donne la valeur de point fixe et
d, = D,(g*) la dimension du paramétre d’ordre.

Dans le cas d’un point fixe attractif (w = ' (g*) > 0), le comportement
asymptotique des fonctions de corrélations est déterminé par les fonctions de
la théorie de point fixe g = g*, qui satisfont

o
<sz C +ndo> W(”)(g*;xl,...,xn) =0
7 Oy

et, dong,

* 1 *
W(n)(g TALY, ., ATy) = s W(")(g CT1y. .. ).

10.6.2 Domaine critique

Cependant, comme nous ’avons déja indiqué, tout le domaine critique
€ > 1 exhibe des propriétés d’universalité. Les quantités universelles sont
obtenues & partir de 'hamiltonien

Hi(o) = H(o) + % /dda: o?(x), (10.42)

ol le paramétre |t| < 1 représente la déviation par rapport a la température
critique. On démontre alors une équation plus générale :

Dre W™ (g, tiz1,...,20) ~ 0, (10.43)

0 0 0
Drg = 3w g + 00, = (24 m(o)ig+ 5D(g), (10.44)

ou la fonction supplémentaire 72(g) est directement liée au flot du coefficient
t(\) du terme [ d%z 02(z). Au point fixe g = g*, équation se simplifie puisque

0 0
Drg = g e dtta + ndy
¢

avec

=

di =24+ m(g") =
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Elle implique la propriété d’homogénéité plus générale

1
W (g*,t)\d";)\xl, ce e ALy) = i W (g%, t; 21, .., 2pn).

Choisissant A tel que tA% = 1, on peut écrire cette relation
W (g tixq, ... xp) = e W (g% 1Yy, ... Jtxy).

Cette relation démontre que les fonctions de corrélation au point fixe, et donc
toutes les fonctions de corrélation asymptotiquement dans le domaine critique,
ne dépendent pas des z; et du paramétre ¢ indépendamment mais uniquement
a travers le produit zt”. C’est la forme générale de la loi d’échelle que nous
avons déja exhibée dans le cas de la fonction & deux points :

VV<2)(g*7 t;x) = $2vdopy (2) (g%, 1;t"x),

comme conséquence directe de léquation (10.34). En représentation de
Fourier, y 5

W (g,t;p) ~t7TWE (g™, 1;/t")
avec

v =v(2-m).

Au-dessus de T, la fonction a deux points décroit exponentiellement et cette
relation d’homogénéité entraine que la longueur de corrélation & est propor-
tionnelle & . Elle diverge donc & T, comme

tTv.
g(t) t&)(Tf%“(,.-»O+

Equations en champ ou en dessous de T,. 1l est encore possible d’inclure
les effets d’un faible champ magnétique, opérateur essentiel qui détruit la sy-
métrie de réflexion, ou d’une aimantation finie. Les équations correspondantes
permettent alors de relier de fagon continue les phases ordonnées et la phase
désordonnée, et de démontrer les mémes lois d’échelle en dessous de T.. A
aimantation M fixée, on trouve

0 ) g 1 . 0
DRG = ;JM . 51.—4 + B(g)a_g - (2 4 n?(g))ta -+ §Dg(g) <n + Afm) .

Chaleur spécifique. Une différence qualitative avec le modéle quasi-gaussien
est le comportement de la chaleur spécifique C qui est la somme d’une partie
réguliére non universelle et d’une partie singuliére universelle

Csing. ~ Ai‘t|4a, (1045)

ol a = 2 — dv est 'exposant de chaleur spécifique.
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10.7 Quantités universelles : résultats
numériques

Au-dela de résultats généraux sur les propriétés d’universalité, les mé-
thodes de théorie des champs et le groupe de renormalisation ont aussi per-
mis des calculs précis d’un certain nombre de quantités universelles, comme
les exposants critiques du modeéle avec symétrie O(N), des rapports d’ampli-
tude, et I’équation d’état dans la limite d’échelle pour les modéles a symétrie
d’Ising.

1l importe de signaler ici que les résultats les plus précis ne proviennent pas
du développement en €, mais directement de la théorie des perturbations non-
critiques & d = 3 (suivant une suggestion de Parisi, 1973), parce que les calculs
analytiques et numériques des termes successifs du développement perturbatif
sont plus simples. Ainsi, les fonctions 8(g), 7(g) et n2(g) sont connues jusqu’a
lordre g7 a d = 3, alors que les exposants ne sont connus que jusqu’a l'ordre
% dans le développement en . Cette méthode repose sur une hypothése sup-
plémentaire, que nous ne décrivons pas ici. Elle suppose, en particulier, de
résoudre d’abord Péquation de point fixe 8(g) = 0 numériquement.

Par ailleurs, quelle que soit la méthode, il faut affronter le probleme de
la divergence du développement perturbatif en théorie des champs (¢f. ta-
bleau 10.1), un probléme générique des développements engendrés par la mé-
thode du col. On dit que le développement perturbatif est un développement
asymptotiqgue. On note, ce qui est typique d’un développement asymptotique,
que les sommes partielles semblent d’abord converger, avant de diverger avec
des oscillations d’amplitude croissante.

TAB. 10.1 — Sommes partielles du développement en ¢ pour les exposants v et 7
poure =1, N =1.

k 0 1 2 3 4 5
~ | 1,000 | 1,1667 | 1,2438 | 1,1948 | 1,3384 | 0,8918
n|0,0...]0,0...} 00185 | 0,0372 | 0,0289 | 0,0545

Des méthodes de sommation sont nécessaires pour extraire de ces dévelop-
pements des suites convergentes. Les résultats les plus précis ont été obte-
nus en appliquant une transformation de Borel sur le développement, suivi
d’un prolongement analytique basé sur une transformation conforme (cf. ta-
bleau 10.2).

Dans les tableaux 10.3 et 10.4, nous présentons les valeurs des exposants
critiques obtenues par des méthodes de théorie des champs, en fonction de
Ientier N correspondant au groupe de symétrie O(N). Les résultats que nous
présentons sont les valeurs obtenues par Guida et Zinn-Justin (1998), amélio-
rant les résultats plus anciens de Le Guillou et Zinn-Justin (1977-1980).
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TaB. 10.2 — Reésultats successifs obtenus par transformation de Borel et transfor-
mation conforme : le zéro §* de la fonction 3(g) et les exposants v et v pour d = 3,
N =1.

[k 2 3 4 5 6 7
" | 1,8774 | 1,5135 | 1,4149 | 1,4107 | 1,4103 | 1,4105
v | 0,6338 | 0,6328 | 0,62966 | 0,6302 | 0,6302 | 0,6302
v | 1,2257 | 1,2370 | 1,2386 | 1,2398 | 1,2398 | 1,2398

Signalons quelques exemples de modéles ou systémes physiques corres-
pondant aux différentes valeurs de N. Ainsi N = 0 correspond aux proprié-
tés statistiques des polymeéres ou des chemins aléatoires avec auto-évitement,
N =1 a la transition liquide-vapeur, aux transitions de séparation de fluides
miscibles ou aux transitions anti-ferromagnétiques uniaxes. Le représentant le
plus important du cas N = 2 est la transition superfluide de I’hélium. Enfin,
N = 3 correspond a des transitions ferromagnétiques.

Le tableau 10.3 est basé sur le développement perturbatif & dimension d =
3 fixé. C’est pourquol nous présentons les valeurs successives de ¢g* obtenues
par solution numérique de 1'équation 3(g) = 0. Par ailleurs, pour donner une
meilleure idée de la grandeur du paramétre de développement, les valeurs de
la combinaison

gk = (N +8)g/(48m),

qui est ajustée pour que les deux premiers termes du développement soient
égaux, sont aussi reproduites.

TaB. 10.3 — Exposants critiques du modele O(N), d = 3, obtenus par la théorie
des champs 3.

N 0 1 2 3
e 1,413 £0,006 | 1,411 +0,004 | 1,403+ 0,003 1,390 £ 0,004
g 26,63 £ 0,11 23,64 + 0,07 21,16 + 0,05 19,06 + 0,05
v | 1,1596 40,0020 | 1,2396 40,0013 | 1,3169 & 0,0020 | 1,3895 = 0,0050
v | 0,5882+0,0011 | 0,6304 & 0,0013 | 0,6703 & 0,0015 | 0,7073 £ 0,0035
n | 0,0284 £0,0025 | 0,0335 & 0,0025 | 0,0354 + 0,0025 | 0,0355 + 0,0025
B |0,3024 +0,0008 | 0,3258 +0,0014 | 0,3470 £ 0,0016 | 0,3662 + 0,0025
o 0,235+ 0,003 | 0,109+ 0,004 | —0,011£0,004 | —0,122 =+ 0,010
w 0,812+0,016 | 0,799+ 0,011 | 0,789 £ 0,011 0,782 - 0,0013
6=wr| 0478 40,010 | 0,504+0,008 | 0,529 + 0,009 0,553 % 0,012

A titre de comparaison, nous donnons aussi dans le tableau 10.4 les résul-
tats tirés du développement en € aprés sommation. Les deux versions « libre »
et « cont. » correspondent 'une 4 une sommation libre, Pautre & une mé-
thode de sommation oit des informations sur les comportements exacts quand
d — 2, déduites du modéle ¢ non linéaire (cf. chapitre 15) ont été utilisées
explicitement.
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TAB. 10.4 — Exposants critiques du modele O(N), d = 3, obtenus par le dévelop-
pement en €.

N 0 1 2 3
~ (libre) | 1,1575 40,0060 | 1,2355 & 0,0050 | 1,3110 + 0,0070 | 1,3820 & 0,0090
v (cont.) | 1,1571 + 0,0030 | 1,2380 £ 0,0050 1,317 1,392
v (libre) | 0,5875 £ 0,0025 | 0,6290 =+ 0,0025 | 0,6680 + 0,0035 | 0,7045 = 0,0055
v (cont.) | 0,5878 & 0,0011 | 0,6305 + 0,0025 0,671 0,708
n (libre} | 0,0300 £ 0,0050 | 0,0360 + 0,0050 | 0,0380 =+ 0,0050 | 0,0375 + 0,0045
n (cont.) | 0,0315 = 0,0035 | 0,0365 = 0,0050 0,0370 0,0355
8 (libre) | 0,3025 & 0,0025 | 0,3257 £ 0,0025
3 (cont.) | 0,3032 + 0,0014 | 0,3265 + 0,0015 0,3465 £ 0,0035 | 0,3655 £ 0,0035
w 0,828 = 0,023 0,814 £ 0,018 0,802 £ 0,018 0,794 + 0,018
0 0,486 £ 0,016 0,512 £ 0,013 0,536 = 0,015 0,559 + 0,017

La comparaison avec les valeurs obtenues par d’autres méthodes, numé-
riques (séries de haute température, simulations numériques de type Monte-
Carlo), ou extraites d’expériences, montrent un excellent accord général. A
titre d’illustration, nous présentons donc une courte compilation de résul-
tats tirés de I’étude numérique de modéles particuliers sur réseau dans le
tableau 10.5.

TaB. 10.5 — Exposants critiques du modéle O(N) a partir de modéles sur réseau.

N 0 1 2 3

~ | 1,1575+ 0,0006 | 1,2385 + 0,0025 1,322 £ 0,005 1,400 + 0,006
v | 0,5877 40,0006 0.631 £ 0,002 0,674 £+ 0,003 0,710 £ 0,006
a 0,237 = 0,002 0.103 £ 0,005 —0,022 £ 0,009 —0,133 £ 0,018
8 | 0,3028 £ 0,0012 0.329 &= 0,009 0,350 + 0,007 0,365 + 0,012
0 0,56 = 0,03 0,53 = 0,04 0,60 &+ 0,08 0,54 £0,10

Enfin, citons quelques résultats expérimentaux particuliérement précis :
De ’étude des propriétés des longues chaines polymériques, qui correspond
au cas NV = 0, a été déduit

v = 0,586 + 0,004 .

Des mesures sur les transitions de séparation de mélanges binaires de liquides
(N = 1), on conclut par exemple que

v =0,625+0,010, 3=0325@0,005.

C’est dans le cas de la transition superfluide de I’hélium, correspondant a
N = 2, que les résultats les plus preécis ont pu étre obtenus (par des expériences
en micro-gravité), par exemple,

v = 0,6807 £ 0,0005 .
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TAB. 10.6 — Rapports d’amplitude pour N = 1, la classe du modéle d'Ising.

AT/AT cr/c- R. R,
devt.en e, | 0,527 40,037 | 4,73+ 0,16 | 0,0569 £ 0,0035 | 1,648 + 0,036
d=3 0,537+ 0,019 | 4,79+ 0,10 | 0,0574 + 0,0020 | 1,669 + 0,018
séries de HT | 0,523 £ 0,009 | 4,95 40,15 § 0,0581 & 0,0010 1,75
0,560 + 0,010 | 4,75+ 0,03
mél. bin. 0,56 + 0,02 4,3+0,3 0,050 + 0,015 1,75 +£ 0,30
liqu. — vap. 0,48-0,53 4,8-5,2 0,047 £ 0,010 1,69+ 0,14
syst. magn. 0,49-0,54 4,9+0,5

Rapports universels d’amplitudes critiques. Le tableau 10.6 présente un
certain nombre de rapports universels d’amplitudes critiques pour v — v, ~
t — 0, dans le cas de la classe d’universalité du modele d’Ising (N = 1) & trois
dimensions (Guida et Zinn-Justin 1996), et une comparaison avec d’autres
résultats disponibles. Les différentes définitions ont été données en (7.35 et
10.45) et en sections 8.6 et 10.6.1. De plus, R, = aATC+ /M.

Les deux premiéres lignes correspondent a des calculs de théorie des
champs. Les séries de haute température (HT) sont obtenues a partir de mo-
déles sur réseau. Les trois derniéres lignes correspondent a des résultats expéri-
mentaux, transition de séparation de mélanges binaires de liquides, transitions
liquide-vapeur et de systémes magnétiques anisotropes.






Chapitre 11

Théories des champs o : champ
a IN composantes

ANS CE CHAPITRE, nous étudions le flot des parameétres essentiels a T,
Den dimension d = 4 — &, engendré par le groupe de renormalisation (GR)
dans des modéles plus généraux avec un champ (ou parametre d’ordre) o,
a N composantes. Il existe en effet des systémes physiques intéressants pour
lesquels le hamiltonien n’a pas la symétrie orthogonale O(N) du modéle étudié
en section 10.5.

Une premiére catégorie de tels modéles est caractérisée par la présence de
plusieurs longueurs de corrélation indépendantes : par exemple, dans le modéle
gaussien les termes en o2 ont plusieurs coefficients distincts indépendants. De
maniére générique, dans de telles situations, lorsque la température varie, une
seule longueur de corrélation devient infinie 4 la fois. Alors, les composantes
du parameétre d’ordre qui ne sont pas critiques se découplent et peuvent étre
ignorées dans ’étude du comportement asymptotique & longue distance. On
peut donc se restreindre aux modéles qui, comme le modéle O(N), n’ont
qu’une seule longueur de corrélation dans la phase désordonnée.

Modéles a une seule longueur de corrélation. Les modéles génériques avec
une seule longueur de corrélation correspondent tous a des hamiltoniens inva-
riants par un groupe de symétrie G agissant sur le champ o, sous-groupe du
groupe O(N), tel que o2 soit le seul invariant quadratique. Ceci implique, en
particulier, que le champ o se transforme par une représentation irréductible
du groupe G.

Fn conséquence, la fonction a deux points dans la phase désordonnée est
proportionnelle & I'identité :

N
(0a()73(1)) = a0 D (0 (2)r ) (11.1)
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Nous supposons, de plus, que le groupe G contient le groupe de réflexion Zs,
o — —o, comme sous-groupe et qu’il admet plusieurs invariants quartiques
indépendants de type o comme Pillustrera l'exemple de I'anisotropie cubique
étudié en section 11.3. Les hamiltoniens effectifs de ces modeéles ont donc
la méme partie quadratique que I’hamiltonien (10.35), mais en différent par
les termes quartiques : ils contiennent plusieurs termes de type [ dz o(x)
indépendants, I'un d’entre eux étant toujours le terme isotrope figurant dans
I’hamiltonien (10.35).

11.1 GR : remarques générales

Nous établissons d’abord quelques propriétés générales des théories des
champs de type o* dans lesquelles le paramétre d’ordre est un vecteur o(x)
a N composantes et qui admettent une seule longueur de corrélation.

Flot du hamiltonien. Nous supposons que 'hamiltonien contient p > 1
termes quartiques de type o%(z) linéairement indépendants avec des coefli-
cients go, @ = 1,...,p. Les équations de flot a l'ordre g2, qui remplacent
Péquation de flot unique (9.62), prennent alors la forme générale

d
AT = —Ga(g(N). (11.2)
Avec ces conventions, une dilatation A — oo correspond au comportement a
longue distance.

Le vecteur tangent & une trajectoire du GR en un point g, est proportion-
nel & 3,(g). Il est donc unique en tout point ot il est défini. Les trajectoires
du GR ne peuvent donc se croiser qu’en un point fixe, ¢’est-a-dire en un point
solution de 3,(g) = 0.

Dans le cadre du développement en € avec g, = O{g), a 'ordre principal,
les fonctions 3 peuvent s’écrire

Balg) = —€9a + Balg), (11.3)

ol By(g) est un polynome homogéne du second degré. Il satisfait donc
I'identité

p
Y 02249 _ o, () (11.4)

b=1 00

Points fizes et stabilité. Dans le cas de p paramétres g,, le nombre maxi-
mum de solutions g’ des équations de point fixe

B.(g*) = —eg, + Ba(g9") =0, (11.5)

est 2P. La stabilité locale de ces points fixes peut étre étudiée en linéarisant
les équations (11.2) :

d * * *
Agx(9e = 92) = 3 Laslon — 97)
b
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avec

. 9Palg™) _

_ _ 5b“8Ba(g*).
“® d9p ¢ agp

Elle dépend donc des signes des valeurs propres (dont on démontre qu’elles
sont réelles, voir section 11.2.2) de la matrice des dérivées L*. Si toutes les
valeurs propres de L* sont négatives, le point fixe est localement stable. Les
propriétés globales dépendent des solutions complétes de 'équation (11.2) qui
déterminent, dans ’espace des paramétres g, le bassin d’attraction de chaque
point fixe stable.

Valeur propre —e. De la propriété d’homogénéité (11.4) et de I’équation
de point fixe (11.5), on déduit

> Liygi =eg; —2Balg”) = ~zg;
b

On en conclut que tous les points fixes non gaussiens ont au moins une di-
rection de stabilité correspondant au vecteur propre g, avec valeur propre
—e+ O(£?).

On peut encore obtenir un résultat plus précis. Cherchons des solutions
particuliéres de 'équation (11.5) de la forme

ga(A) = p(Ngs, 9" #0.

Introduisant cet Ansatz dans I'équation (11.2), utilisant 'équation de point
fixe (11.5) et ’homogénéité de B, on en déduit

* d * * * *
G PN = 2N gi = Balg"p(N) = 2p(Ngz — p*(N)Balg")
= ep(Ngs — €920 (N)-
L’équation de flot est donc compatible avec I’Ansatz et la fonction p(A) satis-
fait
d
APV = 2pM (1 = p(V)).

Dans l'approximation (11.3), les demi-droites joignant le point fixe gaussien
aux autres points fixes sont des trajectoires du GR, et sur ces trajectoires les
points fixes non gaussiens sont stables.

11.2 Flots de gradient

Il a été vérifié jusqu’a l'ordre €° (c’est-a-dire a tous les ordres connus) que
les fonctions 4 du modéle o général peuvent s’écrire (cf. section 11.4.3 pour
lordre principal)

6&(9) = ZTab<g)__ (116)
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ou la matrice T d’éléments T, est une matrice symétrique positive, fonction
réguliére des g,. L’équation (11.2) définit alors un flot de gradient. Soulignons,
cependant, que certaines propriétés de la matrice T ne peuvent étre vérifiées
dans ce cadre qu’au voisinage du point fixe gaussien g, = 0.

11.2.1 Reparamétrisation

La forme générale (11.6) est la seule forme d'un flot de gradient compa-
tible avec les propriétés de transformations par reparamétrisation de I'espace
des coefficients g, (des difféomorphismes). En effet, introduisons de nouveanx
paramétres 8, et faisons le changement g, = g,(#) dans les équations de flot.
Pour que la reparamétrisation soit compatible avec le développement en ¢, il
faut que la matrice 86,/0g, soit inversible pour g = 0.

Les régles de dérivées en chaine conduisent alors a

d — 9ga . d oU 86, OU
A go = Amfy, L =N
an? zba 96, D2 B ; g 06y

Par ailleurs, les matrices 06, /3¢, et Og,/08p sont inverses I'une de l'autre et
donc
d U
A—0, = — T, —
" Eb: * 56,

avec

, 00, . 06
Lot ;d Dga” By
On vérifie que si la matrice T est symétrique positive, la matrice transformée
T’ d’éléments T, est également symétrique et positive.

En particulier, méme si la matrice T est identique & la matrice identité
dans une paramétrisation particuliére, cela n’est plus vrai dans une paramé-
trisation générale.

Enfin, on note que T, a cause de sa positivité et de ses propriétés de
transformation par reparamétrisation, a les propriétés d’un tenseur métrique.

11.2.2 Flots et variation du potentiel

La propriété de flot de gradients a des conséquences importantes :

(i) Le potentiel diminue le long d’une trajectoire du GR et donc les points
fixes sont des extrema du potentiel, les points fixes stables étant des
minima locaux.

(i) Les valeurs propres de la matrice des dérivées partielles premiéres en un
point fixe sont réelles.
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Démonstration. Calculons la variation du potentiel U le long d’une trajec-

toire : 5U d
Qa .
/\a Z 8911 Z 89(1

Comme la matrice T est positive, le membre de droite, qui est la valeur
moyenne d’une matrice négative, est négatif. Donc le potentiel diminue le
long d’une trajectoire. Les points fixes g* sont des extrema de la fonction U :

oU(g")
994

5a(g*):0 (= :0

Un point fixe stable est un minimum local de U(g).
A un point fixe, les éléments de la matrice L* des dérivées des fonctions
— 0 sont donnés par

* 2 *
o ———aﬁgéf ) _ ~ZTac(g*)——a Uig") (11.7)

relation que nous écrivons symboliquement
L* = -TU". (11.8)

Comme la matrice T est positive, elle peut s’écrire comme le carré d'une
matrice X également symétrique et positive :

T=X?, X>0.

La matrice
M=X'L*X = -XU"X,

a les mémes valeurs propres que L*, mais comme les matrices U” et X sont
symétriques, c’est une matrice symétrique. La matrice L*, qui a donc les
mémes valeurs propres qu’une matrice symétrique réelle, a donc des valeurs
propres réelles.

Cette relation montre aussi que si la matrice U” est positive, la matrice
XU”X l’est aussi (et réciproquement), et le point fixe correspondant est donc
localement stable.

11.2.3 Points fixes et stabilité

Dans le cadre du développement en e, nous démontrons maintenant deux
autres conséquences de la propriété de flot de gradient : il existe, au plus, un
point fixe stable; le point fixe stable correspond a la plus petite valeur du
potentiel.

En effet, supposons Pexistence de deux points fixes g* et ¢’*. Considérons
alors des parameétres g de la forme

g(s)=sg"+ (1 —s)g*, 0<s<1,
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et le potentiel correspondant

Notons que la condition de positivité (11.11) que doit satisfaire le terme quar-
tique en o dans ’hamiltonien, qui est vérifiée pour tout point fixe et donc
pour s = 0 et s = 1, est alors aussi vérifiée pour tous les paramétres g(s) tels
que 0 < s <1.

Comme la forme explicite (11.27) le montre, 'ordre principal u(s) est un
polyndéme du troisiéme degré. La dérivée

aU
= Ea:gé(S)ég—a = (g:-9 8ga azb:(ga — 92T Bo(9(s))

a

s’annule 4 cause des conditions de point fixe pour s =0et s =1:
w'(0) =u'(1) = 0.

Comme u'(s) est un polynéme du second degré, il est nécessairement de la
forme

u'(s) = As(1 — s).

La dérivée seconde u'(s) est donnée en termes de la matrice des dérivées
partielles secondes de U, et donc des dérivées partielles des fonctions 3, par

ey . 0°U (g(s)) _
u(s)_g(gaiga) agaag (b_ )—A(l—?S).

Fn particulier, pour s =0et s =1,

I*)

9*U(g , 8 U(g") ,
A N *__ * , _A R *_ * .
E 89 o0 (95—9p") E ag Dar (95 —9")

Comme nous 'avons montré en section 11.2.2, en tout point fixe stable, la
matrice U” des dérivées partielles secondes de U est positive. Donc si g* et
g'* sont des points fixes stables, les valeurs moyennes A et —A sont positives,
ce qui est exclu : les deux points fixes ne peuvent étre tous deux stables.

De fagon générale, le signe de A caractérise en quelque sorte la stabilité
relative de ces deux points fixes. Supposons, par exemple, A < 0 ce qui est
cohérent avec I'hypothése que g* est stable. Alors, u/(s) < 0 sur [0,1] et
U{g(s)) est décroissant. Donc,

U(g") <U(g"™).

En particulier si g* est un point fixe stable, il correspond, parmi tous les points
fixes, a la plus petite valeur du potentiel.
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11.3 Modéle avec anisotropie cubique

Pour illustrer les résultats précédents et avant d’étudier d’autres propriétés
des modéles généraux avec paramétre d’ordre & N composantes, nous exami-
nons un modéle simple mais d’intérét physique.

Nous considérons un hamiltonien dépendant d’un champ oo, ¢ =1,..., N,
invariant par le groupe cubique, le groupe fini des transformations engen-
dré par

Oa ™ —0a, O > 0g pourtous a et j.

On espére ainsi modéliser un systéme de spins classiques dont les interactions
sont modulées par un réseau cubique sous-jacent (¢f. section 3.3.7).

Le groupe de symétrie cubique admet un seul invariant quadratique mais
deux invariants indépendants de type o*. Utilisant les propriétés de symétrie,
il est facile de vérifier que le hamiltonien critique dans ’espace continu, et
tronqué & l’ordre o* comme conséquence de I'analyse des opérateurs essentiels
au voisinage de la dimension 4, a la forme générale

Helo) = /dd:c{éz Voo (@) + -+ 3relg, 1) Y oalx)

+—2%(§ai(x))2+—2}14 4 ai(a:)}. (11.9)

Comme il n’existe qu'un invariant quadratique, la condition (11.1) est satis-
faite, la fonction & deux points dans la phase désordonnée est proportionnelle
a l'identité et 7. est déterminé par la condition (10.3) : T®(p = 0) = 0.

L’apparition de deux termes de degré 4 entraine que, sur la surface critique,
le GR en dimension d = 4 — ¢ fait maintenant intervenir deux parameétres g
et h correspondant aux deux opérateurs essentiels quartiques.

Positivité. On notera que les deux constantes g et h doivent satisfaire les
deux conditions g + h > 0 et Ng+ h > 0 pour que I'hamiltonien soit positif
pour ¢ — o et donc que la transition puisse étre du second ordre. La premiére
condition est obtenue en prenant tous les o, nuls sauf un, la deuxiéme en les
prenant tous égaux.

Ces conditions impliquent, en particulier, que si le flot du GR entraine les
parameétres g(A) et h(A) en dehors de cette région, les termes de degré supé-
rieur, a priori négligeables, du développement du potentiel thermodynamique
deviennent importants et la transition, en désaccord avec 'approximation
quasi-gaussienne ou de champ moyen, est en fait génériquement faiblement
du premier ordre.
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11.3.1 Groupe de renormalisation et points fixes
Les équations de flot ont la forme générale

d
ATy = —By(g(X), h(V)),

B Bu(g(N), b))

/\ﬁ —

Un calcul simple, analogue au calcul présenté en section 10.3, détermine les
deux fonctions 3 a l'ordre principal pour g et h = O(g), ¢ — 0 :

1 [N48,
ﬁg(g,h):—sgﬁ—é—ﬁ(—g—g +9h>,

1 3
= — 2 2h2).
Brlg,h) = —ch + 53 ( gh+ 5k )

11 s’agit alors d’étudier le flot des parameétres g et h en fonction du parameétre
de dilatation A. En particulier, il faut trouver les différents points fixes pour
e =4 —d > 0 et déterminer la symétrie des hamiltoniens correspondants,
discuter leur stabilité pour A — oo comme fonction de Pentier NV et en déduire
la symétrie de I’hamiltonien de point fixe stable et enfin, déterminer la nature
de la transition en fonction des valeurs initiales de g et h.

Points fizes. Les équations 3, = (5 = 0 se factorisent chacune en deux
équations linéaires. Les combinant des quatre fagons possibles, on trouve :

(i) Le point fixe gaussien
g=h=0.

(if) Le point fixe découplé

g=0, h=16er?/3,

qui correspond & N copies identiques et découplées du modéle avec sy-
métrie de réflexion Zo de type Ising.
(i) Le point fixe isotrope

h=0, g=48s7*/(N +8),

qui a une symétrie O(NN) plus étendue que la symétrie cubique du ha-
miltonien initial.
(iv) Enfin, le dernier point fixe

167 b 167%(N — 4)e
- N - 3N ’

g

est nouveau et est appelé point fixe cubique.
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Tous les points fixes sont dans le demi-plan g > 0. Seul le point fixe
cubique pour N < 4 est tel que h < 0. Cependant, pour N > 1, il
satisfait la condition de positivité g+ h > 0 (et donc aussi Ng+ h > 0).
Donc, tous les points fixes satisfont a la condition de positivité (11.11),
en accord avec le résultat général démontré en section 11.4.1.

11.3.2 Flot linéarisé et valeurs propres

Les propriétés de stabilité locale des quatre points fixes sont déterminées
par les valeurs propres de la matrice L* des dérivées partielles par rapport a
g et h des fonctions — 34, —3,. On trouve

1 (Mg 1h g
* o 3
L7 =<l ( oh 29 +3h)

Pour les différents points fixes, les valeurs propres correspondantes de la ma-
trice L™ sont

Point fixe gaussien : ¢, €,
Point fixe découplé (Ising) : ¢, —,
N -4
Point fixe isotrope : £, —€,
WOMOPE S NS
Point fixe cubi i €
oint fixe cubique : g, —€.
4 3N

L’existence d'une valeur propre —e est une propriété générale de tous les
points fixes non gaussiens (cf. section 11.1).

Le point fixe gaussien a deux directions d’instabilité. Le point fixe de type
Ising a toujours une direction d’instabilité.

Pour le point fixe isotrope, on trouve un exemple particulier d’un résultat
général (cf. section 11.4.2) : le point fixe isotrope est stable pour N < N, avec
N, = 4 + O(¢). Enfin, le point fixe cubique n’est stable que si N > N.. A
N = N, les deux points fixes se rencontrent et ensuite échangent leur role.

Remarque. Pour N < N, le point fixe stable a une symétrie O(N). Le
comportement asymptotique des fonctions de corrélations dans le domaine
critique, les singularités des quantités thermodynamiques a T, exhibent donc
plus de symétrie que le modéle microscopique initial.

Nous avons déja rencontré un phénomeéne similaire : la symétrie cubique
du réseau engendre une symétrie spatiale O(d) continue & grande distance
ou dans le domaine critique (cf. sections 3.3.9 et 8.2). Seul un examen des
corrections au comportement critique asymptotique révéle la symétrie plus
restreinte du modéle microscopique.

Le flot du GR. Les trajectoires du GR ne peuvent se couper qu’en un point
fixe. Les droites h = 0 et g = 0 et la droite joignant 'origine au point fixe
cubique sont des droites stables par le GR, un cas particulier d’une propriété
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Fi1G. 11.1 - Anisotropie cubique : flot du groupe de renormalisation pour N > 4.

générale démontrée en section 11.1, et ne peuvent donc pas étre traversées.
Dans ce cas planaire, ces conditions fixent complétement la topologie des
trajectoires du GR (figure 11.1).

En particulier, il existe des paramétres initiaux g et h pour lesquels les
trajectoires du GR ne peuvent atteindre aucun point fixe, mais au contraire
évoluent vers des régions non physiques, comme g < 0 pour tout N et h < 0
pour N >4 ou h < (N —4)/3g pour N < 4. Ces paramétres correspondent
génériquement & des transitions faiblement du premier ordre : la longueur
de corrélation reste finie quand T — T, et, dans ['unité de I’échelle mi-
croscopique, prend une valeur qui est de 'ordre du parameétre de dilatation
maximum tel que les paramétres ¢ et h soient encore dans la région permise.

11.4 Expressions générales explicites : étude
détaillée

Un hamiltonien général satisfaisant aux hypothéses peut s’écrire

N d N
1 1
H(O’) = /ddll'{—j E [ E (8H0i>2 -+ (Tc +t> Uiz —f—E E gijkloiajokal},

i=1 Lu=1 " 4,gkI=1
(11.10)
oll g4 est un tenseur symétrique dans ses quatre indices ijkl.
De plus, la condition de positivité de H pour |o| — oo s’écrit
Z GijkiCi00k01 >0 Vo, tel que |o] = 1. (11.11)

4,7,k,1
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La condition de positivité donne & l'espace des paramétres g admissibles une
structure de coéne convexe.

A cause de la condition (11.1), qui exprime que la fonction de corrélation
A deux points connexe dans la phase désordonnée est proportionnelle a la
matrice identité,

(@)Y comn. = W 2,) = 65, W P (2, y), (11.12)

le tenseur g;;x; a des propriétés spéciales qui se traduisent par des contraintes
successives sur le tenseur g,;1; dans le développement perturbatif.

11.4.1 Groupe de renormalisation

L’équation de flot des parameétres g;;x;(A) dans I’hamiltonien (11.10) s’écrit
maintenant d
Ay giant (A) = —Bijk (g(N). (11.13)
Les comportements & longue distance de la théorie des champs sont gouvernés
par les points fixes solutions de ’équation

Les propriétés de stabilité locale des points fixes sont reliées aux valeurs
propres de la matrice
OBijki(g*)
L* NTEWE TR _—L‘—— 11.15
ikl i3 k'L 892";"1«1' ( )

Les fonctions du GR dans le développement en €. Il n’est pas difficile de
calculer les fonctions de GR correspondant & une théorie o* générale. Comme
dans le cas avec symétrie O(N), les calculs ne différent du cas N =1 que par
des facteurs géométriques.

La fonction 3, a 'ordre dominant, est donnée par

1
Bian(9) = —egiju + 103 > " (GijmnGmnkt + GikmnGmnjt + GitmnGmnks)

m,n

+0(g*). (11.16)
La dimension du champ se déduit de la fonction

1
= i Giikt — O (g3 17
n(g) 6N(47r)4”§“g]kzgjkz+ (9%). (11.17)

et I’équation de flot pour la déviation ¢ de la température critique peut s’écrire

)\i Int(A) =

1
X v(g\)
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avec

1
v(g)

1
=2 167T2lej:giijj +0(g?). (11.18)

Dans les deux équations (11.17, 11.18), nous avons explicité la condi-
tion (11.12) qui entraine

5 5i
> Gijkk = ﬁ > Gkkis Y GikimGikim = ﬁ > GkimnGkimn - (11.19)
k k,l k,Im k,l,m,n
Par ailleurs, en un point fixe
3

€ 9ijkl0i0j0k0] 030 ;GijmnImnkiOk0]
1672
i3,k i,7,k,l,m,n

3
= 1672 Z Zgiajgijm“
mn \ i,j

Ainsi, tout point fixe non gaussien satisfait a la condition de positivité (11.11).

2

11.4.2 Stabilité du point fixe isotrope

Parmi les points fixes possibles, on trouve toujours, en plus du point fixe
gaussien, le point fixe invariant par le groupe O(N). Il est possible d’étudier
sa stabilité locale, a 'ordre dominant, en «.

On peut tout d’abord spécialiser les expressions (11.16)—-(11.18) au cas de
la théorie des champs (0?)? de symétrie O(N). Pour cela, on substitue dans
ces équations

Gijkl = % (5“(51@1 + 6ik5jl + 511(5]%) . (11.20)

Aprés un bref calcul, on retrouve les expressions (10.36) et (10.38) des fonc-
tions 5(g) et n(g) et la valeur de g* correspondante.

Les conditions de stabilité sont données par les valeurs propres de la ma-
trice L* (équation (11.15)). Posant

gkl = Gigh, T Sighi (11.21)

on trouve a 'ordre dominant

« €
(L s)ijkl = €Skl — N3 (5”- Z Smmkl + D termes + 123ijkl) , (11.22)
m

ou les cinq termes sont obtenus par permutation des indices ¢, j, k, [.

En prenant s;;x; proportionnel a g;‘jkl, on retrouve lexposant w = 3'(g*)
du modeéle isotrope. Plus généralement, les vecteurs propres peuvent étre clas-
sés suivant leurs propriétés de trace. Nous paramétrons donc s;;5; sous la
forme

Sijki = u‘gzjkl + (Uij(skl + 5 termes) + wijnt , (11.23)
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ol les tenseurs v;; et wi;x; sont de trace nulle :
Dwi=0, 3wy =0. (11.24)
i k

Les trois valeurs propres correspondant aux composantes u, w, v sont, respec-
tivement, —w, —Wanis. €t —w’ avec
4—-N
N+8

o = 8e
- N+8

w=e+0 (%), Wanis. = € +0(e%), +0 (52) . (11.25)
La perturbation proportionnelle & v;; ne satisfait pas la premiére condi-
tion (11.19). Elle léve donc la dégénérescence entre les longueurs de corré-
lation des différentes composantes du champ. Ceci induit une transition vers
une situation ot quelques composantes se découplent. Cependant, on vérifie
facilement que la valeur propre correspondante w’ produit, pour € petit, des
effets sous-dominants par rapport a la valeur propre correspondant a 'opéra-
teur quadratique en o.

Pour lensemble des modeéles satisfaisant la condition (11.19), la valeur
propre dominante est wanis. On trouve alors le résultat trés intéressant suivant
{(qui généralise un résultat obtenu pour l'anisotropie cubique) : le point fixe,
invariant par le groupe O(N), est stable par rapport a toutes les perturbations
pour N plus petit qu'une certaine valeur N.. Le calcul de wanis, & Vordre ¢
fournit

N.=4-2+0(%). (11.26)

C’est un nouvel exemple de symétrie engendrée dynamiquement : pour
N < N¢, dans le domaine critique, les fonctions de corrélation du point fixe
stable exhibent plus de symétrie que dans la théorie microscopique initiale.

11.4.3 Flots de gradients : points fixes, stabilité
et dimension du champ

On vérifie que expression (11.16) de la fonction § dérive d’un potentiel.
En effet,

oU(g)
ijki(9) =
Bij (9) Bgije
avec
€ 1
Ulg) = ) Z 9ijkiGijkt + W | Z 9ijkl GkimnYmnij - (11.27)
2,5,k 1,7,k m,n

Stabilité du point fize et exposant 1. Nous montrons maintenant que, dans
le cadre du développement en ¢, le point fize stable (ou du moins le plus stable)
correspond a la plus grande valeur de I'exposant n et donc aux fonctions de
corrélation qui décroissent le plus vite a grande distance.
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Pour tout point fixe ¢*, Pannulation des fonctions 8 implique la relation

3
Z GijkiBijer =0 = € Z Gijkl Jijkl = an)y? Z GijkigkimnImnij »

.5,k whhk,l u.3,k,tLm,n

et donc
Ulg™) =4 Y giymgisme + O(g"),
ik

une valeur négative et donc inférieure a celle du point fixe gaussien
g-#0 = Ulyg") <U(0),

en accord avec 'analyse de la section 11.2.3.
Par ailleurs, pour un systéme avec une seule longueur de corrélation, &
lordre dominant, I’exposant 7 est donné par 'équation (11.17) et donc

1 1 1
- E i = ——U(g* 11.28
n 6N (41)4 = lgz]klgzﬂcl Ne (9%); ( )

ce qui est, en particulier, en accord avec le résultat général de théorie quan-
tique des champs 1 > 0.

Comme nous ’avons montré, le point fixe stable correspond a la plus petite
valeur de U. 1l correspond donc aussi a la plus grande valeur de 'exposant 7,
c’est-a-dire de la dimension d, du champ o : ce sont donc les fonctions de
corrélations correspondant au point fixe stable qui décroissent le plus rapide-
ment.

La validité de cette propriété au-deld du développement en € reste une
conjecture.

Une borne sur l'exposant . Démontrons, en exercice, une borne générale
sur le coefficient dominant d’ordre £2 de 7.
La premiére condition (11.19) peut s’écrire

1
;gﬁkk =8r?Géi;, G = N Zk:gjjkk . (11.29)
25

La fonction v(g) s’exprime a cet ordre en fonction de G (équation (11.18)) :

1 1
—— =2—-2G+0(g?. 11.30
=2 30 oW (11.30)
Prenant une moyenne gaussienne de l'inégalité (11.11) avec la mesure
e~ 2 97/2 on obtient (en utilisant le théoréme de Wick)

> ikt (oiojok01) =3 gikix >0,

i,k ik
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et donc
G>0. (11.31)
Par ailleurs, 1 est donné par 1’équat'10n (11.17) :
477 > (gijm)> (11.32)
i,5,k,1

De I'équation de point fixe 3;;1:(9*) = 0, ot B;x est donné a V'ordre dominant
par I'équation (11.16), on déduit

1
=3 Zﬁzjkk( = —eGdi; + - G25” + Z GikimGikim - (11.33)
k k,l,m

Ainsi, a cet ordre, exposant 7 s’exprime aussi uniquement en fonction de G
(et donc de v) :

1
n=5q (66" = 3G7) +0(%).
Cette expression entraine en particulier que le coefficient d’ordre £ de G* est
borné, 0 < G* < 2. On peut améliorer cette borne en posant
., 8rGr
ikt = N +2
ot Y . g%, = 0. Alors,

3N(87T ) %2 sk o~k
Z gz]klgL]kl N +29 — =G+ Z gijklgijk'l’
4,4,k i,5,.k,0

(0i50kt + 0ikdj1 + dudky) + G

et combinant cette expression avec ’équation (11.33) :

* 1 *2 *2
_ >
eG7 =3¢ N+2G 0.
On en déduit 2N 1 2)
._I..
0<GF" < —— L < 2. 11.34
D R (11.34)

La borne supérieure correspond & un point fixe tel que Gl = 0 et donc au
point fixe avec symétrie O(N).

Enfin, l'expression (11.32) montre que n est borné par sa valeur pour
G* = &, si cette valeur est permise, sinon par la valeur correspondant a la
valeur maximale de G*. On en conclut que

n < 2—(%;52 pour N <4,
n < %Zg pour N > 4.

La borne pour N < 4 correspond au point fixe isotrope, c¢’est-a-dire avec
symeétrie O(N). Elle découle aussi directement des propriétés de stabilité du

point fixe isotrope (section 11.4.2) et de la correspondance entre point fixe
stable et plus grande valeur de 7.
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11.5 Exercice : modéle général
a deux parameétres

Pour vérifier les résultats précédents dans une situation plus simple, nous
considérons un modéle général 4 deux paramétres, dont un exemple particulier
est le modéle avec anisotropie cubique examiné en section 11.3. Nous suppo-
sons, de plus, que nous avons trouvé deux points fixes non gaussiens g et g3,
dont I'un, nécessairement, est le point fixe isotrope avec symétrie O(N), par
exemple g7. L’espace des parameétres g étant linéaire, g peut prendre toutes
les valeurs contenues dans le plan sgi + tg3. Les conditions de positivité sont
au moins satisfaites dans le quart de plan s,t > 0.

A Vordre £3, le potentiel U(g(s,t)) dépend a priori de sept parameétres.
Les conditions de point fixe pour s = 1,{ =0et s =0,t =1,

OU(=1t=0)=0U(s=1,t=0)=0,
OU(s =0,t=1)=d,U(s=0,t=1) =0,

fixent quatre paramétres. Il prend alors la forme générale
U(s,t) = — (%(LSQ + bst + ct?) + %as3 + bst(s+1)+ %ctg, (11.35)
ol a, b, ¢ sont trois constantes qui, & cause de la positivité de

Z Giskigijkt > 0 pour gk 0,
4,9,k,1

satisfont les conditions
a>0, ¢>0, b>—ac<0.

Par exemple, pour le modéle avec anisotropie cubique, on trouve

12N(N + 2)e3 4Ne? 4Ne®
— (872)2 _ 22 - 22
a = (877) NEs)E b (87r)N+8, c=(877) )
et done
16N2(N — 1)
ac— b2 = (gr2y 2NN = De?

3(N +8)2

Exprimant qu’au point fixe gaussien la valeur propre dégénérée est ¢, on ob-
tient la matrice T, qui est ici une matrice constante car la transformation
g+ {s,t} est linéaire et dans la paramétrisation (11.10) T = 1. Ici

1 c b
T:ac—b2 (—b a)’
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est bien une matrice positive. Son action sur le vecteur (9,U, 8,U) conduit
aux équations de flot

1. ds 2b(b - ¢)
A = — s 4 st
A ¢ i ac— 02 °
1, dt 2b(b — a)
A =t —tP 4 st
e dA + ac—b2 °
Posons
o = 2b(c —b) o — 2b(a — b)
V7 Tae—2 0 T Tae—p?
Dans le modéle avec anisotropie cubique
2 12
ap ==, Qp=-—-
1= 3 A
On trouve alors un quatriéme point fixe
1—o 1—on
§=854=—), =ty=—"
1 — o109 1—-oar00

La matrice des dérivées partielles des fonctions — 0 est

L* = ¢ 1—-2s—mt -8
- —aot 1-2t—ags/ ’

Les valeurs propres aux différents points fixes sont

1,1 pour s =t =20
-1,1—ay pours=1,t=0
€ X
1—a; pours=0,t=1

—1,1 — a3 pour s =54, =14,
oll nous avons posé

1 -0l —a2) N

2 — a1 —ay— a3+ oajasag = 0. (11.36)
1—ajae

1*0[3:—

On voit que, du point de vue algébrique, les trois points fixes jouent un role
complétement symétrique.
La condition de stabilité d’un point fixe est

ai>1.

Vérifions, qu’en accord avec le résultat général, les conditions oy > let ag > 1
sont incompatibles. Par exemple, oy > 1 implique

W(c—b)>ac—b® = clc—a)>(b—c)? = c>a.

11 est clair que la condition as > 1 implique a > ¢, ce qui est incompatible.
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Par ailleurs les valeurs du potentiel aux points fixes g7 et g5 sont res-
pectivement, —a/6 et —c/6, et donc le point fixe stable correspond bien au
potentiel le plus bas.

Nous utilisons maintenant la propriété que le point fixe isotrope est tou-
jours présent. Supposons que ce soit gi. Alors

. 1672 .
(91 )ijkt = N3 (040Kt + st 050 -+ 831dks) -

La valeur de a est celle du modeéle avec anisotropie cubique. Le paramétre b
est donné par

2
o 0e

b=c Y (91)umi(93)igi = (87°) N8

4,4,k

NG},

et enfin
* * 27\2 * 2
c=e Y (93)im(g3)igm = (87%)?Ne (G5 — 1G5?) .
i,k
A cet ordre, tout s’exprime en fonction de G%. Les paramétres «; deviennent

12

OzlzG;/E, CMQZm

On voit que «y et as sont positifs et, & cause de la borne (11.34),
a1+ < 2.
Ensuite, 'équation (11.36) implique
as >0, o+o; <2pouri#j.

Enfin, Péquation (11.36) montre réciproquement que 0 < a3,a2 < 1 entraine
oz > 1. Dong il existe toujours un point fixe stable. Comme dans le cas du
modéle avec anisotropie cubique, si le quatriéme point fixe est stable, s4 et
tqg > 0.

Notons enfin que la plupart de ces considérations se généralise & 'ordre
suivant en €.

Exercice

Anisotropie cubique. Partant des expressions explicites des fonctions 8 de la
section 11.3, trouver les matrices M telles qu’on puisse écrire

ou
89
U
ED

= M8y + Mi1284

= My, 8y + Maa2fhp,
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et déterminer la fonction potentiel U correspondante. Calculer les valeurs du
potentiel pour les différents points fixes.

Solution. Toutes les matrices sont proportionnelles a

M — <§(N1+ 2) 1) ?

qui est bien une matrice positive pour N > 1, et avec ce choix

87°U(g,h) = —8n’e [1(N +2)g° + gh + 3h*] + L (N + 8)(N 4 2)g°
+ 2(N +8)g*h+ 3gh® + 1h3.

Les valeurs sont

9 . 2(N +2) .
aus s = — EAR P :—822_—3
Ug 0, U (877) 275 ’ UO(N) (7() (N+8)26 ’
2(N —1D)(N +2) .
o 212 3
Ucub., = (87T ) 27 N2 e

En particulier, on vérifie que

2 2(N +2)(N —4)3 .
2TN2(N + 8)2

UO(N) = Ucub. = (87T2)

change de signe & N = 4, en correspondance avec le changement de stabilité.






Chapitre 12

Théorie statistique des champs :
développement perturbatif

"ANALYSE DES CORRECTIONS DOMINANTES & [|’approximation quasi-
Lgaussienne, ou de champ moyen, ainsi que des arguments de groupe de
renormalisation, ont montré qu’au moins en dimension d = 4 — ¢, ¢’est-a-dire
dans un voisinage infinitésimal de la dimension 4, les propriétés universelles
des transitions de phase du second ordre peuvent étre entiérement décrites
par une théorie statistique des champs dans l’espace continu. Au chapitre 10,
nous avons utilisé cette idée pour déterminer les fonctions de groupe de
renormalisation au premier ordre non trivial en ¢. Ce calcul était basé sur
des hypothéses qu'il est nécessaire de justifier. Nous donnons donc dans ce
chapitre, consacré au calcul perturbatif, et dans le suivant o nous relions
théorie de la renormalisation et équations de groupe de renormalisation,
un bref aper¢u des méthodes de théorie des champs qui permettent de
démontrer, dans le cadre du développement en ¢, c’est-a-dire au sens des
séries formelles, les résultats du groupe de renormalisation et de calculer les
quantités universelles.

Dans ce chapitre, nous discutons donc le calcul perturbatif des fonctions
de corrélation ou des fonctions de vertex exprimées en termes d’intégrales de
champ ou intégrales fonctionnelles. Les contributions successives au dévelop-
pement perturbatif sont des valeurs moyennes gaussiennes qui s’obtiennent,
par exemple, par le théoréme de Wick et qui ont une représentation graphique
sous forme de diagrammes de Feynman (définis en section 2.4). Nous illustrons
ainsi, de fagon diagrammatique, les relations entre les premiéres fonctions de
corrélation connexes et les fonctions de vertex correspondantes.

Bien entendu, ces calculs ont une structure algébrique qui se distingue
peu de celle des calculs présentés en sections 2.3 et 2.5 pour les intégrales
ordinaires, et en section 5.3 dans le cas de lintégrale de chemin.



308 Transitions de phase et groupe de renormalisation

Nous montrons aussi que le calcul de V'intégrale de champ par la méthode
du col organise le développement perturbatif comme un développement en
nombre de boucles au sens des diagrammes de Feynman.

Enfin, nous avons déja introduit V'idée de prolongement dimensionnel des
diagrammes de Feynman. Nous précisons ici la définition du prolongement
dimensionnel et définissons la régularisation dimensionnelle.

12.1 Fonctionnelles génératrices

Au chapitre 6 sur le réseau et en sections 9.1.1 et 9.2 dans le continu, nous
avons déja introduit les fonctionnelles génératrices des fonctions de corréla-
tion. Nous nous contentons donc de rappeler par commodité les définitions ici.

Soit o(z) un champ classique aléatoire muni d’une loi de probabilité, une
mesure positive normalisée sur espace des champs [do]e~(7) /2 ou H(0)
est le hamiltonien et Z la fonction de partition associée.

La fonction de corrélation & n points,

(o(21)o(z2) . . o(n)) = %/[da]a(ml)a(@) o(z)e MO (12
peut se déduire de la fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation

Z(H) = / [do] exp {—H(a) + / ddxH(x)a(a;)} (12.2a)

= Z(0) <exp/ddz a(:c)H(a:)> (12.2b)

(Z dans (12.1) est identique a Z(0)). En effet,

(12.3)

(o(z1)0(23) . .. (@) = 220) (H 6Hiyi>>Z(H)

H=0

La fonctionnelle

W(H) = In Z(H), (12.4)

engendre les fonctions de corrélation connexes :
1
WH) =Y = /ddml o dda, WOy, xn ) H () L H ).
n=0

Dans les théories des champs locales (limites continues de systémes statis-
tiques avec forces & courte portée), les fonctions connexes satisfont & la pro-
priété d’amas : W™ (z1,...,z,) décroit , de fagon algébrique ou exponentielle,
quand les points x3,xo, ..., T, sont séparés en deux sous-ensembles non vides
qu’on éloigne I'un de lautre (section 6.2.1).
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Fonctionnelle génératrice des fonctions de wverter. En section 9.2, nous
avons aussi défini la fonctionnelle génératrice I'(M) des fonctions de vertex
(cf. aussi section 6.3) :

D(M) =" %/d%l o dfa, T @y, )M (1) L M ().
n=0 """

(M) est la transformée de Legendre de W(H) (équations (9.7)) :

SW(H)
SH(z)

W(H) +T(M) = / die H(x)M(z), M(z)=

12.2 Théorie des champs gaussienne. Théoréme
de Wick

En théorie des champs, comme pour d’autres processus aléatoires, la me-
sure la plus simple est la mesure gaussienne, dont un exemple a été discuté
en section .4

Théorie gaussienne. Dans le cas gaussien, un hamiltonien invariant par
translation peut s’écrire en toute généralité

Hg(o) = %/dd:c d%y o(z)H® (z — y)o(y). (12.5)

Le noyau 'H(g)(z — y) est symétrique, positif et local. Dans les cas les plus
simples, H(? (2 — 1) est un opérateur différentiel polynome en V2 :

HE (@ —y) = K(-VD)6D(z ~y).
Plus précisément, nous pouvons écrire expression (12.5) sous la forme (cf.

expression (10.2))

/ddm dy O'(.’L’)H(g) (x —y)ol(y)

/ {Zaa (1+Zuk+1 )aa(”mg%)}

La limite m = 0 correspond & une théorie critique (ou théorie de masse nulle
au sens des interactions fondamentales). Pour m > 0 (théorie massive), la
longueur de corrélation ¢ est finie : £ o< 1/m.

La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation est alors donnée
par intégrale de champ

Za(H) = [1do)expl-Ha (o)l exo { / ddmmH(a:)}
= /[da] exp [—Hg(a) + /ddx O'(JJ)H(.T)} .
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Le calcul de cette intégrale de champ est une simple généralisation du calcul
présenté en section 8.4. En particulier, nous pouvons translater o(z) d’'un
champ indépendant de o, pour éliminer le terme linéaire en o. Nous notons
A Pinverse de H? :

/ddz Alr — 2YHP (2 —y) = 6D (z —y). (12.6)
Nous posons
o) = o'(a) + [ a'y Alw - )H(y). (12.7)

La mesure est invariante dans ce changement de variable et I'intégrant devient

26(H) = [140'|exp ~Ha(e/exp |5 [ 'y B A - ()

La dépendance en H est maintenant explicite. I.'intégrale résiduelle ne donne
que la normalisation. Son calcul peut étre source de difliculté mais est éga-
lement sans intérét pour le calcul des fonctions de corrélation. En effet, la
mesure doit étre normalisée de telle sorte que (1), = 1, ol (e), signifie va-
leur moyenne gaussienne (ou de champ libre dans le contexte de la théorie
quantique des champs). Nous concluons

(o0 [ [dtraitia) ) = ZalE/2c(0)
= exp B/ddm dy H(z)A(x — y)H(y)| , (12.8)

Le noyau A, inverse de H?, est donc la fonction & deux points gaussienne,
et est aussi appelé propagateur. Dans une théorie invariante par translation,
il est commode d'introduire la représentation de Fourier :

HP (z) =

1 . - _
g [ e TR, ) = [dteer 1O @), (1290)
1

Az) = ) / d%p e Alp), Ap) = / diz eP® A(z), (12.9b)

et donc
ApyHP (p) =1.

Pour que Pintégrale fonctionnelle existe, il faut que H(? (p) soit positif pour
p# 0. 81 H?(z) est invariant par rotation d’espace (par le groupe O(d)), la
fonction A(z) n’est fonction que de |z| et A(p) que de |p|.
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Fonctions connezxes. La fonctionnelle We = In Z¢ est alors particuliére-
ment simple, comme nous 'avons déja noté :

Wa(H) ~ Wa(0) = / diz déy H(z)A(z - y)H(y).

Dans le cas gaussien, les fonctions connexes a plus de deux points sont nulles.

Fonctions de vertez. Enfin la transformée de Legendre I' (M) est directe-
ment liée & ’hamiltonien (section 6.1) puisque

Fg(M) =Ta(0) + Hg(M)
Théoréme de Wick. L'expression (12.8) combinée avec les arguments du

chapitre 2.2, conduit & une généralisation immédiate des équations (2.13- 2.18)
ou (5.19), qui exprime le théoréme de Wick en théorie des champs :

23 23
[[oGo) = |T] sme— exp WalH) - Wo(0)]
1 G i=1 GH ()

H=0
= > Alziy = 2iy) - Al2iyy = 2i2,). (12.10)
tous les appariements
de {1,2,...,2s}

12.3 Développement perturbatif

Nous considérons maintenant un hamiltonien plus général de la forme
H(o) = Ha(o) + Vi(o), (12.11)

ot Hg (o) est la forme quadratique (12.5) et Vi(o) est un polynéme dans le
champ, qui dans le contexte de la théorie quantique des champs est appelé
interaction. Dans une théorie locale, c’est-a-dire de la classe que nous avons
introduit dans les chapitres précédents, Vy(o) est 'intégrale d’une fonction du
champ et de ses dérivées :

Vi(o) = /dd;vVI[a(x),aua(:c),...]. (12.12)

Notons qu’en théorie quantique des champs, ’hamiltonien H(o) est parfois
appelé action euclidienne en ce sens qu’il est formellement obtenu & partir
d’une action classique par le passage a une variable de temps imaginaire.
Bien que la plupart des résultats présentés dans ce chapitre ne soient
illustrés que par des hamiltoniens de type (10.1), ces résultats s’appliquent a
des théories plus générales.
La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation est donnée par

Z(H) = / (o] exp [_H(O')-{- / ddasH(x)o(a:)}. (12.13)
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12.3.1 Deéveloppement perturbatif

Le développement perturbatif des fonctions de corrélation s’obtient en
développant 'expression (12.13) en puissances de H et de Vi, ne gardant que
le terme quadratique H® dans I'exponentielle. L'interaction (12.12) est une
somme de monémes appelés vertex d’interaction. Ce développement se réduit
alors au calcul de valeurs moyennes gaussiennes de produits de champs de la
forme

<0(371)"'U(%)/ddylffpl(yl)/ddwam(yz)"'/ddykvm‘(yk)>G

(12.14)
(les dérivées possibles n’ont pas été indiquées) et donc au théoréme de Wick.
Le théoréme de Wick fait intervenir la fonction & deux points gaussienne
ou propagateur A (équation (12.6)). Chaque contribution prend la forme
d’un produit de propagateurs intégrés sur tous les points qui correspondent
4 des vertex d’interaction et a une représentation graphique en termes de
diagrammes de Feynman (cf. section 2.4).
Le développement perturbatif a une représentation globale formelle. Uti-
lisant la proprieté (9.1),

i o0 | [ o] =owes | [ayrmat)],
il est possible d’exprimer Z(H) en termes de la fonctionnelle gaussienne
Za(H) sous la forme

Z(H) = exp {—VI (5%)} Zo(H) = exp [—VI (5—5}})} exp [We(H))

~ Z6(0) exp {Avl (%ﬂ exp B /dd:zr Ay H (2)A(z — y)H(y)} L (12.15)

Combinant les identités (12.3) et (12.15), on peut calculer toutes les fonctions
de corrélation du champ o comme des séries formelles en puissances de !’in-
teraction Vi, pour utiliser le langage de la théorie quantique des champs. A
chaque mondme contribuant a Vi, correspond un opérateur différentiel : un
produit de dérivées 6/0H qui engendre un produit de propagateurs A.

Remarque. Comme nous 'avons déja noté dans le chapitre 10, le noyau
HP (z — y) ne peut pas étre celui du point fixe gaussien —V25(@(x — y),
car le développement perturbatif contient alors des divergences de courte dis-
tance. C’est de nouveau une manifestation de couplage entre les différentes
échelles de physique. Ces divergences n’ont pas de signification physique dans
la théorie des transitions de phase puisque la fonction & deux points du point
fixe n’est qu’'une forme asymptotique a grande distance et le réseau, ou plus
généralement la structure microscopique, régularise la théorie a courte dis-
tance.
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Dans le continu, il faut donc ajouter des termes inessentiels correspondant
a des dérivées d’ordre supérieur, de fagon a ce que le propagateur Az — y)
soit suffisamment régulier quand |z — y| — 0, en contraste avec la fonction a
deux points gaussienne (section 8.4.3), une opération appelée régularisation.

En représentation de Fourier, les divergences de courte distance deviennent
des divergences de grande impulsion, ou ultraviolettes (en théorie quantique
des champs les arguments de la transformée de Fourier sont des impulsions
ou des énergies). Sur le réseau, elles n’existent pas puisque les impulsions
varient dans un domaine borné, une zone de Brillouin. Pour que la théorie
des perturbations existe, il faut que A(p) décroisse suffisamment vite quand
p — oo. Nous supposons done, dans la suite de ce chapitre, que la décrois-
sance a grande impulsion du propagateur, en représentation de de Fourier, est
suffisamment rapide pour rendre le développement perturbatif convergent a
tous les ordres.

12.3.2 Diagrammes de Feynman : boucles

Les diagrammes de Feynman ont déja été définis en section 2.4. A chaque
monéme contribuant & I'interaction on associe un vertex, ¢’est-a-dire un point
d’ott part un nombre de lignes égal au degré du monéme. Un propagateur est
représenté par une ligne qui joint les points qui correspondent & ses arguments.
Ces points sont soit des vertex, soit un point correspondant aux arguments
de la fonction de corrélation. Dans ce qui suit, on appelle ligne interne toute
ligne qui relie deux vertex. Au contraire, une ligne ezxferne joint un vertex a
un point de la fonction de corrélation.

Dans une théorie des champs locale, chaque vertex correspond a une in-
tégrale d’espace d’un produits de champs et de leurs dérivées (représenta-
tion (12.12)). Chaque vertex correspond a un argument sur lequel il faut
intégrer.

Aprés transformation de Fourier, & chaque ligne est attachée une impul-
sion, argument du propagateur en représentation de Fourier. Ceci suppose de
définir une orientation des lignes : changer 'orientation change le signe de
I'impulsion attachée & la ligne. En représentation de Fourier, a cause de Vin-
variance par translation, & chaque vertex, la somme des impulsions entrantes
est nulle : on retrouve les lois de Kirchoff pour les intensités de courant dans
un circuit électrique. Enfin, on intégre sur toutes les impulsions libres.

Remarque. Pour tout diagramme connexe, on démontre la relation entre
nombre de boucles L, nombre I de lignes internes, ou de propagateurs reliant
des vertex, et nombre de vertex n :

L=I—-n+1. (12.16)
Une facon d’établir cette relation est de procéder de la maniére suivante :

(i) Sion coupe une ligne interne, on supprime aussi une boucle, donc L — 1
est une constante.
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(i1) Un diagramme sans boucle est un arbre. Chaque fois qu'on supprime
un vertex sur la frontiére d’un arbre, on transforme une ligne interne en
ligne externe, donc I — n est constant. Enfin, tout diagramme se réduit
de cette maniére 4 un vertex, doncsi L=1=0,n=1.

En représentation de Fourier, L est aussi le nombre d’impulsions libres sur
lesquelles il reste a intégrer. En effet, ce nombre est égal au nombre de propa-
gateurs moins le nombre de vertex a cause de la conservation de 'impulsion a
chaque vertex plus un, car la conservation de I'impulsion totale rentrant dans
le diagramme est déja satisfaite.

Remarque. Des interactions locales peuvent aussi contenir des dérivées du
champ o(z). Dans ce cas, 'évaluation de l'expression (12.14) fait apparaitre
aussi des dérivées du propagateur. La représentation en termes de diagrammes
de Feynman tels que nous les avons définis ici n’est plus fidéle puisqu’elle
n’indique pas 'emplacement des dérivées. 1l existe une représentation plus
fidéle qui est obtenue en séparant les points aux vertex et en placant des
fleches sur les lignes.

12.3.3 Diagrammes connexes et 1-irréductibles

Dans la représentation en diagrammes de Feynman, le développement per-
turbatif de Z(H) contient des contributions non connexes au sens des graphes.
11 découle des arguments de la section 2.3 que W(H), en revanche, est la
somme des contributions connexes. Enfin, la fonctionnelle I'(M) a les pro-
priétés perturbatives les plus simples : on démontre, en effet, que son déve-
loppement ne contient que des diagrammes 1-irréductibles, c’est-a-dire qu’il
est impossible de séparer en plusieurs composantes connexes en ne coupant
qu’une ligne. Ce sont ces diagrammes qui sont a la base de la théorie de la
renormalisation.

Représentons de maniére graphique les premiéres relations entre fonctions
connexes et fonctions de vertex. Nous définissons :

1 3
Ww® = —O— re =
mn b4

F1G. 12.1 - Représentations de la fonction de corrélation & deux points connexe et
de la fonction de vertex a n points.

Dans la représentation graphique de '™ nous avons mis en évidence la
propriété qu'aux points de la froutiére du graphe ne sont pas attachés des
propagateurs, a la différence des fonctions connexes.
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Explicitons d’abord la relation entre fonctions a deux points :
/ddz Wz — Pz —y) =Dz ~y).
I est commode de poser
IO —y) = HP (@ —y) + Tz — y),
ol nous avons séparé la contribution gaussienne H(? de la somme ¥ des
contributions dues aux interactions engendrées par Vi, appelée aussi opérateur

de masse. En terme de X, le développement perturbatif de W2 peut étre
organisé comme une série géométrique (figure 12.2) :

Wz —y)=A(z —y) — /ddzl A2 A(x — 21)8(21 — 22)A(zg — )+ -

La figure 12.1 donne la représentation d’'un terme de la somme en termes de
Y, c’est-a-dire de somme de termes 1-irréductibles.

OO

Fi1G. 12.2 — Contribution a la fonction a deux points connexe W,
Les représentations graphiques des fonctions de corrélation W) et W®),

par exemple, en termes des fonctions de vertex correspondantes et de W2
sont alors données par les figures 12.3 et 12.4, respectivement.

FIG. 12.3 - La fonction connexe a trois points W,

12.3.4 Exemple : l’interaction o*

Considérons 'exemple particulierement utile, du point de vue des phéno-
ménes critiques, de 'interaction

Vi(o) = —g/ddwa4($). (12.17)
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- K + M + 2 termes.

F1¢. 12.4 — La fonction connexe & quatre points W%,

Pour déterminer le premier ordre non trivial en g des fonctions de groupe
de renormalisation, il faut développer les fonctions a deux et quatre points
jusqu’a lordre g2. On trouve alors des expressions directement adaptées des
résultats (2.28) et (2.33) (¢f. aussi section 5.4.2).

Fonction ¢ deux points. La fonction & deux points a 'ordre g* est don-
née par

{o(z1)o(x2)) = (a) — 59 (b) + 197 (0) + 19° (D) + §4° () + O (¢°).
Notons que trois contributions supplémentaires qui se factorisent en

(o(z1)a(@))q (' W)+ (olz1)o(@2)o(y1))g (M (y2)) et

(o(z1)o(x2))g <04(?J1)‘74(y2)>(; )

se compensent apreés division par la fonction de partition Z. En théorie quan-
tique des champs, les diagrammes connexes contribuant a ln Z sont aussi
appelés diagrammes du vide, dans la mesure ou du point de vue quantique
ils contribuent a I’énergie de l’état fondamental, appelé aussi vide (cf. équa-
tion (4.48)).

Dans ce développement (a) est le propagateur et (b) le diagramme de
Feynman qui apparait 4 ordre g, et tous deux sont exhibés en figure 2.4
(section 2.5.1). Les diagrammes (c), (d) et (e) sont exhibés en figure 2.5 (sec-
tion 2.5.1). De facon plus explicite, on trouve done (ici W = Z2) (cf.
équation (2.28))

W(Q)(xl —9) = Az —x2) — %g/dd?/ Az —y)A0)Aly — x2)

+ gg/ddyl d%ys [2A7(0)Alz1 — y1) Alyr — y2) Ay — 22)

+ LA0)A* (1 — y2) Az1 — y2) A2 — 12)
FEA(z — y1) A3 (31 = y2) Ay2 — 22)] + O(g°).

Seul le diagramme (c) est 1-réductible et il disparait dans la transformation
de Legendre. Par ailleurs, il faut 6ter les propagateurs externes. On trouve
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alors (¢f. section 6.5)
F(2)<$1 — (L’Q) H( )(Jfl - 1'2) + 296(371 - IQ)A(O)
m/@@A%mam~mg~ng%m—xg+0@%

qui est une expression plus simple.

Transformée de Fourier. Comme nous I'avons déja noté, dans une théorie
invariante par translation les relations entre différents types de fonctions de
corrélation ont des formes plus simples en représentation de Fourier. Nous
introduisons donc les fonctions définis en (9.6) et (9.8) et les représenta-
tions (12.9b) et (12.9a) du propagateur et de son inverse. Avec ces notations,
la fonction de vertex a deux points devient

B . d N 2 r ad N d -,
W%wﬂﬂmwﬁfé$A@—%/&ﬁNm/gﬁﬁwg

d d
/ d q1 d qz - Aa)A@2)Ap — 1 —g2) +O(g%).  (12.18)

La fonction a deux pomts s’en déduit alors en développant la relation

WEOET(p) =1.

La fonction & quatre points. La fonction a quatre points a l'ordre g2 est
donnée par (cf. équation (2.33))

(o(z1)0(22)0(z3)0(24)) = [ (a)12 (a)34 + 2termes] — g [(2)1 (b)s

+5termes| — g (f) + g° {(a)m B ((c)as + (d)as) + %(6)34] +5 termes}

g g9 g°
+ [(P)12 (b)34 +2termes] + >y [(g) + 3 termes] + 5 [(h) + 2 termes|
+0(g%).

Les diagrammes (f), (g) et (h) sont exhibés en figure 2.6 (section 2.5.2). La
notation, par exemple, (a),, signifie le diagramme (a), contribuant a la fonc-
tion a deux points, avec comme arguments x; et zo. Enfin, les termes qu’il
faut ajouter sont obtenus en échangeant les arguments externes de facon a
restaurer la symétrie par permutation de la fonction & quatre points.

Les diagrammes tels ajsags, qui s’expriment en termes de la fonction a
deux points, ne sont pas connexes et se factorisent en un produit de fonctions
qui dépendent de sous-ensembles disjoints de variables. L’origine de cette pro-
priété a déja été indiquée en section 2.3.

De nouveau, comme dans le cas de la fonction & deux points, nous avons
omis les diagrammes non connexes dans lesquels un facteur n’a pas d’argu-
ments externes. Ces diagrammes sont compensés par les contributions pertur-
batives de la fonction de partition Z dans l'expression (12.3).
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La fonction & quatre points connexe en notation plus explicite se réduit a
W (@1, 30,23, 24) = ‘g/ddy Az = y)Ay — 22)A(x3 - y)Alzs —y)

g / dlyrdtys Ay — y0)A (s — 1) A (s — y2)Alzs — y2) A2 (1 — y)
+ 2 termes
+ 147 / dty1ddys Ay — y1) Ay — y2) Az — y1) A2 — y2)Alzs — o)

X A(xg —ya) + 3 termes + O(g>).

La transformation de Legendre est simple aussi pour les fonction & quatre
points dans cette théorie : il suffit ici d’enlever les contributions aux fonctions
a deux points sur les lignes externes, et de changer de signe. On trouve (cf.
section 6.5)

T (@1, 20,23, 74) = g6V (21 — 22)6 D (21 — 23)6 D (1) — 24)

- %g25(d)(1:1 — 29)6D (23 — 24) A% (21 — z3) + 2 termes + O(g>).

Les transformées de Fourier respectives sont alors donnéces par

>

WO (pr. pos s, p1) — Alpn) (m)A(pg)A(m){ﬁ

ddq
(2m)d

+ A(Pl +p2 — q)A(q) + 2 termes

A(m)/ d'g Alg)+ 3 termes} +0(¢%),

* (2m)

M'bw M'Qw

et

. 2 d%g - N
PO (p1.p2p,pa) = g = % / (%‘){i A(p1 +p2 — 9)Alg) + 2 termes + O(g%).
(12.19)

12.4 Développement en nombre de boucles

Il existe une autre maniére d’organiser le développement perturbatif de
I'intégrale de champ qui est basée sur son calcul par la méthode du col (cf.
section 2.6). Dans l'exemple de I'intégrale (12.2a), le col est donné par le
minimum o, de la fonctionnelle

H(o, H) = H(o) — / dla H(z)o(z),
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qui est solution de I'équation

dH (o, H)

do(x) =0.

Faisant le changement de variables o — x :
o(z) = oc(H;x) + x(x),
on développe H(o, H) autour de la solution o, :

52H (o)

Solenio (o) | Y@ HOKY).

T=0,:

1
H(o, H) :H<OC7H)+§/ddZ‘1ddI2 x(z1)

On garde le terme quadratique en y dans lexponentielle et développe les
termes d’ordre supérieur en x. On raméne ainsi le calcul & des intégrales
gaussiennes. Les deux premiers termes d’un tel développement ont déja été
donnés dans le formalisme avec variables discrétes en section 6.4.

12.4.1 Ordre dominant : diagrammes en arbre

En approximant l'intégrale de champ par sa valeur au col, on trouve la
contribution dominante a la fonctionnelle connexe

Wo(H) = —H(H, 00) = —H(02) + / Al H(z)ou(x) . (12.20)

On vérifie alors que la transformée de Legendre 'y de Wy (H ) est donnée par
(section 6.4)
To(M) = H(M). (12.21)

La théorie des perturbations ordinaire est obtenue en développant la solution
o.(H) en puissance de H. Les diagrammes ainsi obtenus sont des diagrammes
en arbre (sans boucle). Pour ’hamiltonien (12.11), le développement prend la
forme

oclz) = /ddyA(I——y)H(y) _/ddyA(x_y)(S;};EZ;)
:/ddyA(x Y H(y) —/ddy Az — y)&%) (AH) 4. (12.22)

ou l'argument AH de V| représente la substitution

oo(x) — AH = /ddy Az —y)H(y).

Si, par exemple,

Vilo) = %/ddxo4(x),
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le développement de o, en puissances de H prend la forme diagrammatique :

H
o2y =0 ————H — gx H +-..
¢ 3!

H

Fic. 12.5 — Développement de 0. en puissances de H.

12.4.2 Ordre suivant : diagrammes & une boucle

Ne gardant que le terme quadratique en y dans le développement de H(o),
on calcule 'intégrale gaussienne et on trouve

§2H -z

Z(H)O(Z()(H) detm ’

(12.23)

ou la normalisation indépendante de H dépend du processus limite qui fait
passer du réseau au continu. Posant

W(H) =Wo(H) + Wi(H) +-- -, (12.24)
on trouve la contribution suivante a la fonctionnelle connexe (cf. expres-
sion (2.49))

1 §*H
W) = =5 i S S oe@a)
ou Videntité Indet = trln a été utilisée. On remarque que la fonctionnelle
Wi (H) développée en puissances de H engendre tous les diagrammes connexes
a une boucle. La figure 12.6 montre une contribution typique a Wy (H).

(12.25)

F1G. 12.6 — Exemple de contribution connexe & une boucle.

Enfin, comme conséquence de la propriété (6.20), les corrections domi-
nantes a W et T sont opposées. Les contributions a une boucle a la fonction-
nelle " sont donc engendrées par (c¢f. équations (6.31) et (10.9))

2
I‘l(ZVI):ltrln R

2 T S (1) M () (12:26)

ot M est I'aimantation locale.
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Plus généralement, le développement par la méthode du col organise les
diagrammes de Feynman par nombre de boucles croissantes. On l'appelle
d’ailleurs développement en nombre de boucles.

Pour établir cette propriété, on introduit un paramétre A et remplace
H(o, H) par H(o, H)/h. La méthode du col produit un développement en
puissances de h. Il est commode de définir W = hlnZ de fagon a ce que
les contributions en arbre & W et T soient d’ordre £°. L'introduction du pa-
ramétre i a pour effet de remplacer le propagateur A par RA (on inverse
le coefficient de o?) et de diviser tous les vertex par A. Pour un diagramme
1-irréductible et en appelant I le nombre de propagateurs, n le nombre total
de vertex, on trouve donc un facteur A/ ""%1!, le dernier facteur i venant de
la définition de W. Utilisant la relation (12.16), on reconnait le facteur A% ou
L est le nombre de boucles.

]\/]2(1‘2) ]\12(1‘3)

M2 (1)
M?(zn)
FI1G. 12.7 — Contribution & la fonctionnelle 1-irréductible a une boucle.

Ezemple. Considérons de nouveau la théorie 0% (équation (12.17)). Les
deux premiers termes du développement ont déja été donnés en section 10.2.
Dans ce cas, symboliquement,

Iy (M) —T1(0) = 3 trln (1 + 3gAM?),
ot AM? est I'opérateur associé au noyau
[AM?)(z,y) = Az — y)M>(y).

En développant en puissances de M? (cf. aussi section A.3),

T = T(0) = Y- LAy,
n=1

on engendre les diagrammes a une boucle 1-irréductibles de la figure 12.7 :

tr(AM?)" = /Hddm M*(x)A(x; —z; 1) avec z, =mz9. (12.27)

=1

Introduisant les représentations de Fourier (12.9b) et

M(z) = / d?p e* M(p),



322 Transitions de phase et groupe de renormalisation

on peut récrire ce développement

tr(AM?)™

/(H ddpz / > Hddx] & qj €@ (P2i+P2-1) i@ xl)A(q )
2n n
- / (H ddp, M(pi)> 5@ (Zpi)/ HA (¢;) (12.28)
i=1 7 7=1

avec
g1 =q, qj+1—qj =P2j—1 +P2, Gnt1 =4q1-

12.5 Prolongement et régularisation
dimensionnels

Une technique s’est révélée particuliérement utile autant dans 'étude de la
théorie quantique des champs telle qu’elle s’applique a la théorie des interac-
tions fondamentales, que dans celle des phénomeénes critiques, le prolongement
dimensionnel des diagrammes de Feynman. Il conduit & une définition, mais
qui est purement perturbative, d'une théorie des champs en dimension d non
entiére. La régularisation dimensionnelle et par conséquent, la soustraction
minimale en sont issues, mais aussi les formes variées du développement en ¢
que nous avons discutées au chapitre 10.

12.5.1 Prolongement dimensionnel

L’idée essentielle, qui permet d’aboutir & un prolongement dimensionnel
des diagrammes de Feynman, consiste & représenter le propagateur comme
une transformée de Laplace de la forme

Alp) = / dt o(tA%) e 1" +m") (12.29)
0

oll A est un paramétre caractérisant 1’échelle de courte distance et la fonction
o(t) est positive et satisfait la condition

1—o(t)] < Ce " (0 >0) pour t — +00.

Un exemple simple est

o(t) =0 pourt <1,
o(t)=1 pourt>1.

Dans la limite A — o0, on retrouve la fonction & deux points du point fixe
gaussien pour m = 0 et en général la fonction & deux points gaussienne dans
le domaine critique correspondant a ’hamiltonien (8.29).
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De plus, on suppose que, pour |p| — oo, le propagateur A(p) tend vers
zéro suffisamment vite (c’est-a-dire plus vite que toute puissance) pour que
les diagrammes de Feynman soient finis en toute dimension pour m # 0 et au
dessus d’une dimension dpi, > 2 pour la théorie critique. Ceci implique que
la fonction o(t) s’annule plus vite que toute puissance pour ¢ — 0.

Dans les diagrammes de Feynman, les intégrations sur les impulsions
libres correspondant aux boucles deviennent des intégrations gaussiennes qui
peuvent étre effectuées en toute dimension d. La dépendance dans la variable
d devient alors explicite.

A cause de la condition de décroissance rapide du propagateur, on ob-
tient des fonctions méromorphes de d, analytiques pour Red > dpyn pour des
théories critiques (m = 0) et entiéres si la longueur de corrélation est finie
(théories massives).

12.5.2 Reégularisation dimensionnelle

Aprés prolongement dimensionnel, on choisit d complexe, Red < d. tel que
naivement toutes les intégrales convergent au sens du comptage de puissances.
Alors, les intégrales ont des limites indépendantes de la fonction p(t) pour
A — oo et définissent des fonctions méromorphes de la dimension, qui ont des
poles simples ou multiples sur I'axe réel, correspondant aux divergences des
diagrammes avec propagateur de la forme 1/(p? +m?). Cette construction est
appelée régularisation dimensionnelle.

Prolongement et régularisation dimensionnels satisfont aux importantes
propriétés formelles suivantes :

(i) Jdp F(p+q) = [dipF(p) translation
(i) [dip F(ap) = A% [ dép F(p) dilatation

(iii) [a?pd¥q f(p)g(g) = [a%p f(p) fd¥qg(g)  factorisation

Les deux premiéres conditions impliquent 'invariance par changement de
variables affine. Cette invariance joue un role essentiel dans la préservation
des symétries de certaines théories des champs.

Dans le cas de la théorie 0% en dimension d, la régularisation dimension-
nelle élimine, en particulier, automatiquement les déviations au point critique.
Elle élimine aussi tous les contributions inessentielles. Mais elle introduit des
divergences sous forme de poles simples ou multiples quand e = 4—d — 0, qui
remplacent des contributions qui divergent logarithmiquement quand A — oo,
et qu’il faut éliminer par une opération de renormalisation, un sujet discuté
au chapitre 13.

Une conséquence curieuse. On rencontre parfois I'intégrale

1
—— [ ke
e 1
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en particulier, dans les théories de masse nulle. Les propriété de la régulari-
sation dimensionnelle (invariance par dilatation) impliquent

/ddk k2 =0 poura#d/2 = /ddk k2 =0.

Examinons l'intégrale avec un facteur de coupure o(t) qui la rend initialement
convergente :

1 1 o 2
o (A - d A2 a1 gtk
D (A, d) GmiT(a) /d k/o dt o(tA*) e

On voit qu’en remplagant g(¢) par 1, on retrouve bien l'intégrale de départ
apres intégration sur ¢. En intégrant sur k£ d’abord, on trouve

o0
Da(A,d) = / dt o(tA%)t>~174/2,

(4m)472T(a) Jo

On voit maintenant que Pintégrale converge pour Red > 2«, domaine dans
lequel la fonction de d est holomorphe. Changeant tA? en t, on obtient

1 1 > oa—1—-d/2
(4w)d/2—T(a)/() dt o(t)t /2,

La singularité de I'intégrale est due au comportement a ¢ — oo. On peut
séparer les différentes contributions

Do(A,d) = Ad72

d—2a 1 [os]
Do (A, d) = W% VO dt g(tyte=1-4/2 +/1 dt(o(t) — 1)t 1=4/2

N Ad=2e 1 9
(4Am)4/2 T () d — 200

(12.30)

Les deux intégrales sont des fonctions entiéres de d et donc cette représentation
définit la fonction dans tout le plan complexe. La seule singularité est le péle
simple & d = 2a. Suivant la procédure indiquée plus haut, nous choisissons d
complexe, Red < 2« et faisant tendre A — oo : la limite est alors nulle.

On peut vérifier sur un exemple que ce résultat, qui peut paraitre quelque
peu étrange, est bien cohérent avec la régularisation dimensionnelle. L’inté-
grale

1 dp
= <2vr>d/ D)

peut étre calculée de deux fagons différentes. La premiére s’appuie sur la

décomposition
/ddp i____l :_/ ddp.
p2 pQ 41 pQ +1
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/dd/ dt e~ t@*+1)

_ 1
— W/ dtt=4/%et = Wf(l—d/Q).

On peut aussi faire le calcul direct. Le résultat se déduit immeédiatement du
premier calcul de la section 12.5.3 et est en accord avec le résultat ci-dessus.

Alors,

Régularisation dimensionnelle et théories critiqgues. Cette propriété doit
inciter a une certaine prudence dans l'utilisation de la régularisation dimen-
sionnelle dans des théories critiques, c’est-a-dire de masse nulle. Dans ces
modéles (comme le modeéle o non linéaire du chapitre 15), on rencontre une
intégrale de ce type : fddk/k2. En dimension 2, cette intégrale est a la fois
divergente pour £ — 0 et £k — o0o. Dans ce cas, une utilisation naive de la
régularisation dimensionnelle conduit & un résultat indésirable.

Pour s’en convaincre, prenons le point de vue du prolongement dimen-
sionnel et partons de d > 2 avec un facteur de coupure (12.29). De 'expres-

sion (12.30), on déduit
dik  Ad?
/ w2 Nd—2

Quand d — 2, cette intégrale diverge. Cette divergence, pour & — 0, a un
sens physique : elle interdit I'existence de bosons de Goldstone (des champs
de masse nulle) & deux dimensions, et donc d’une brisure de symétrie continue
(section 7.7).

Si, au contraire, on introduit une masse m et on part de d < 2, quand
d — 2 on trouve

/A d?k s P md—2 2md/2

K2om? C99%im(nd/2) " a2 a—2° T Td)2)

Cette fois, nous avons procédé a une régularisation dimensionnelle et le pole
a d = 2 est une divergence pour k — oo, d’ailleurs de signe opposé a la
divergence précédente. En dimension 2, la régularisation dimensionnelle naive
conduit a compenser une divergence UV (k — oo0) par une divergence IR
(k — 0) ce qui est physiquement absurde. Dans les théories critiques, il ne
faut utiliser la régularisation dimensionnelle que pour des dimensions ou il
n’apparait pas de divergences de longue distance ou d’impulsion nulle.

12.5.3 Exemples

Fonction 4 deux points & une boucle. Le seul diagramme a une boucle
qui contribue a la fonction de vertex a deux points dans la théorie o est le
diagramme (b) de la figure 2.4 (section 2.5.1)

dk _
(b) = Qa(m 271‘ /k2+m2' (12.31)
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A ce diagramme, il faut soustraire sa valeur & m = 0 de facon a ce que la
théorie reste critique pour m = 0. Par ailleurs, on modifie le propagateur a
courte distance comme indiqué en (12.29) :

]. o0 2 2
Qalm) = Qa(0) = =7 [ dtg(ta®)e " (e=n” -1}, 12.32
o) = (0) = g [ drga?) e (e (12.32)
Aprés intégration sur k, on obtient la forme prolongée en dimension :

o0 2
Qa(m) — Q4(0) = W /O de ()2 (e 1))
Cette intégrale converge pour Red > 2 ou elle définit une fonction analytique.
Nous ne nous intéressons qu’au comportement dans la limite m — 0, qui est
aussi le comportement A — oo, pour d = 4 — ¢, £ positif et infinitésimal. Pour
d < 4 fixé, la limite A — o0 existe et on peut donc remplacer ¢ par 1. Mais
la correction dominante est d’ordre A™% qu’on ne peut pas négliger dans la
limite € — 0. Il nous faut donc les deux premiers termes du développement :

Qa(m) — Qq(0) = W /OOO dt t=4/2 (e*””z —1)

g [ ) e ).

La premiére intégrale converge pour 2 < Red < 4 et, aprés intégration par
parties, se raméne a une fonction I'. La deuxiéme intégrale est une fonction
de m? holomorphe & m = 0. Nous n’avons besoin que du premier terme et,
donc,

Qq(m) — Qq(0) = %')j/f)md—? + a(d)ym*A%* £ O(m* A6, (12.33)
a(d) = (—4%)%/0 dt(1 - o(t))t /2. (12.34)

Le terme dominant pour m — 0 ne dépend pas de la fonction p et donc de la
structure de courte distance. La fonction a(d) dépend de la fonction g explicite,
mais, pour € =4 —d — 0, elle a un poéle dont le résidu est indépendant de g,
qui compense le pole du coefficient de m?—2 :

1
d—4 8m2e

a(d)

Dans un développement en &, on trouve

Quim) - Qu(0)  ~ N

T (A7 —m™° + const.)

~  Ngm2In(m/A) + O(e) + O(m%),

m—0,d—4
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ou
2 1

(4m)d/2T(d/2)  8m2
est un facteur fonction entiére de d qu’il n’est pas utile de développer. En
effet, le rapport Nz/N4 peut étre absorbé dans une redéfinition du paramétre
de développement.
Le facteur In(A/m) est directement lié au facteur In A de 'équation (10.27).
Enfin, notons qu’en régularisation dimensionnelle I'expression se réduit &

Li-d/2) .,
(47)d/2

La fonction I" est méromorphe et cette expression est donc bien une fonction
méromorphe de d avec un poéle simple a4 d = 2 correspondant a la soustraction
du terme avec propagateur critique, et des poles a d = 4, 6, ... qui sont consé-
quences directes de la divergence a grande impulsion (ultraviolette, UV), ou
courte distance du diagramme de Feynman limite pour A — oc.

Dans le développement en ¢, le terme m?Inm n’est pas affecté, mais un
terme singulier en m? /e s’y ajoute, qu’il faut compenser par renormalisation.

Ng = -I-O(E),

Qa(m) = Qa(m) — Qq(0) = (12.35)

Fonction & quatre points a une boucle. Considérons le diagramme a une
boucle contribuant 4 la fonction de vertex & quatre points dans la théorie o*
(diagramme (g) de la figure 2.6, section 2.5.2). En régularisation dimension-
nelle, on trouve

1 ddq
540) = ooyt | ey S
= 1 /ddq /06 dt) dtg exp [—tl(q2 + m2) — tg((p — q)2 + mz)}
(2m)d 0

1 /°° dty dts
o dmd? oy (b to)d/2

La dépendance en d est maintenant explicite et I'intégrant défini pour tout d.
En revanche, l'intégrale sur les variables restantes, ne converge que pour
Red < 4 en 'absence de facteurs de convergence.

Nous pouvons faire le calcul explicite pour m = 0. Aprés le changement
de variables £1,t3 — t, 5 :

exp [_pztth/(tl + tQ) — m2(t1 + tg)] .

ti=ts, to=(1—1t)s,

Pexpression devient

1 ! > 1—d/2 ,—st(1—t)p>
Bd(p)—w/o df/o dss e p’

expression définie pour 2 < d < 4. L'intégrale sur s donne

ld/2 (p2>(d/2)72 [(2—d/2) /1 (1 - m(d/mﬂ’

Ba(p) = (2 ;
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et enfin, I'intégrale sur ¢t conduit au résultat explicite

r( - /o) =@/2—1) (p?) 02

e (12.36)

De nouveau, cette expression est une fonction méromorphe de d. Elle a un péle
a d = 2 correspondant & des divergences de longue distance ou & impulsion
nulle car nous avons spécialisé le calcul a la théorie critique m = 0, et des
poOles a d = 4,6, ... qui sont conséquences directes de la divergence a grande

impulsion du diagramme de Feynman.
Le développement en ¢ conduit &

Ba(p) ~ N e - lnp) + O(e).

De nouveau, le simple prolongement dimensionnel avec propagateur modifié
conduit & compenser le pole en ¢ et & le remplacer par In A, & une constante
numérique dépendant de g prés.

Le résultat obtenu ici permet de retrouver le résultat (10.17).

Fonction & deux points a deux boucles : régularisation dimensionnelle. Pour
obtenir la correction dominante a la dimension du champ o, il faut calculer
le diagramme (&) de la figure 2.5 (section 2.5.1), contribuant a la fonction a
deux points T® (p), dans la théorie critique :

(e) _ 1 / ddQlddQZ .
(2m)2 | ¢2¢3(p — a1 — @2)?

Ce diagramme de Feynman se calcule plus facilement en utilisant les variables
de position. En dimension d, comme fonction des variables de position, le
propagateur est donné par I'expression (8.38) :

2d—2

A0 = G

I(d/2 - 1)|z>~¢.

Par ailleurs,
(e) = /e“’”” A3(z)d%z .

Il faut donc calculer une intégrale de la forme

avec ici o = 3d — 6. On utilise la représentation

1 1 j/“) 2
—_—— = dt /21 e ta”
lzl*  T(a/2) Jo
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Successivement, aprés intégration sur x et le changement de variables
s = p?/4t, qui raméne I'intégrale & une représentation de la fonction T', on
trouve

d/2

7T.d/2 oo . s . o
<I)(p)=F<a/2)/0 /32 = T ((d - )/2) () ‘.

Le résultat final est

o) = N s — g

1 1

8e
(12.37)
Le diagramme est une fonction méromorphe de d, avec un poéle double a d = 2
qui correspond a des singularités de longue distance, et des poles simples a
d=3,4,... correspondant a des singularités de courte distance.

Facteur de coupure. En présence d’un facteur de convergence g, le pole est
remplacé par une constante non universelle.
Exercice

Exercice 12.1. Retrouver le résultat (12.36) en utilisant la méthode du cal-
cul du diagramme (e).






Chapitre 13

Théorie des champs o

prés de la dimension 4

U CHAPITRE 10, nous avons montré comment des calculs perturbatifs ba-
Asés sur une théorie statistique locale des champs de type [dzo?(z),
combinés avec 'hypothése de existence d’un groupe de renormalisation de la
forme postulée en section 9.7, permettent de déterminer certaines propriétés
universelles de modéles statistiques critiques, au moins dans un voisinage de
la dimension 4. Utilisant I'idée du développement en ¢ = 4 — d, ou d est la
dimension d’espace, introduite par Wilson et Fisher, nous avons ainsi exposé
un point fixe non gaussien et calculé les exposants critiques correspondants
au premier ordre, dans la déviation £ > 0, a la dimension 4.

Dans ce chapitre, nous expliquons comment les équations de groupe de
renormalisation (EGR) asymptotiques, introduites sans justification précise
en section 10.6, peuvent étre démontrées dans le cadre de la théorie statistique
(ou quantique) des champs a tous les ordres d’un développement double dans
le coefficient de [ d%zc*(x) et ¢ = 4 — d. La démonstration s’appuie sur les
méthodes de la théorie statistique des champs perturbative introduites au
chapitre 12, et sur certaines hypothéses qu’il est ainsi possible d’expliciter
clairement.

Les EGR qui sont satisfaites par les fonctions de corrélation de la théorie
statistique des champs, sont une forme particuliére des EGR générales (9.38)
introduites en section 9.1, dans la limite asymptotique ou Phamiltonien peut
étre décrit par un petit nombre de paramétres. Elles apparaissent comme une
conséquence de la renormalisabilité de certaines théories locales des champs.

La renormalisabilité d’une théorie des champs exprime, d’une maniére un
peu formelle, sa relative insensibilité a la structure de courte distance dans un
voisinage du point fixe gaussien et est, donc, assez directement liée & 'univer-
salité des phénomeénes critiques. Elle est liée & la nature des divergences des
diagrammes de Feynman calculés avec le propagateur critique. La dimension
4 trouve une interprétation simple dans ce cadre. En effet, pour d < 4, le point
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fixe gaussien est stable pour le comportement & grande impulsion (comporte-
ment ultraviolet). Ce phénomeéne cesse & d = 4, dimension o, par définition,
la théorie des champs o est renormalisable.

Quand il existe un point fixe stable, les EGR de la théorie des champs per-
mettent de démontrer les propriétés d’universalité des phénomeénes critiques,
de déterminer le comportement & grande distance des fonctions de corrélation
connexes ou les singularités des fonctions thermodynamiques.

Dans le chapitre 10, postulant 'existence d’un groupe de renormalisation,
nous avons déterminé le point fixe non trivial du groupe de renormalisation
au premier ordre en €.

La solution de ces EGR permet de confirmer ces résultats, de les géné-
raliser 4 tous les ordres dans un développement en &, et conduisent alors au
calcul des quantités universelles sous la forme d’'un développement en €.

Dans ce chapitre, nous nous restreignons a des systémes de type Ising et
le champ ¢ n’a qu'une composante. La généralisation au modéle & N compo-
santes de symétrie O(N) est simple.

Remarques.

(i) La limitation de ces méthodes utilisées pour démontrer les propriétés
d’universalité résident dans leur caractére perturbatif : elles ne sont ap-
plicables que lorsqu’il existe un point fixe qui, dans un sens qui deviendra
progressivement plus clair, est proche du point fixe gaussien.

(ii) Par ailleurs, la physique que I'on essaie de décrire correspond a des va-
leurs entiéres de €, £ = 1, 2. Bien qu’on ne sache démontrer la validité des
résultats du groupe de renormalisation que dans le cadre du développe-
ment en £, on fait done I’hypothése que leur validité s’étend au-dela du
voisinage infinitésimal de la dimension 4. On est alors confronté a une
autre difficulté : le développement en € est divergent pour toute valeur
de . Il est nécessaire d’introduire des méthodes de sommation appro-
priées pour en extraire les estimations précises des quantités universelles.
Alternativement, il est également possible de sommer le développement
perturbatif 4 dimension fixée.

La comparaison des résultats obtenus, aprés sommation, avec des données
expérimentales ou numériques pour une large classe de modéles statistiques
(cf. section 10.7), fournit alors un test crucial pour la théorie.

13.1 Hamiltonien effectif. Renormalisation

Nous poursuivons donc I’étude de la théorie statistique des champs (TSC)
dont le hamiltonien prend la forme (10.1) de la section 10.1, et plus générale-
ment la forme (10.25) de la section 10.4. Cette TSC est locale, c’est-a-dire que
le hamiltonien ne dépend que du champ et de ses dérivées, comme conséquence
de 'hypothése de forces de courte portée.
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Nous décrivons d’abord les propriétés de renormalisabilité d’une telle théo-
rie, qui sont & la base de la démonstration perturbative des EGR.

13.1.1 Hamiltonien effectif

Le hamiltonien effectif a la structure générale (12.11),
H(o) = Halo) + Vi(o), (13.1)

mais avec des formes plus spécifiques :

d
Halo) = 5 [ d's [Z 0,0 (x) (1 T ZWH(—V%)'“) Ouo(x) + uoa2<x>} ,
u=1 k=1

Vi(o) = %g/ddxa4(:r).

Il est la somme du hamiltonien de point fixe gaussien, des deux perturbations
au modéle gaussien paires et essentielles, et de termes quadratiques dans le
champ avec un nombre suffisant de dérivées, destinés a régulariser les diver-
gences & grande impulsion, ou a courte distance (hamiltonien dit de Landau—
Ginzburg-Wilson). Ces divergences ne sont pas présentes dans les modéles
sur réseau parce que les impulsions sont bornées par la zone de Brillouin. Le
parameétre g est ici la somme de la contribution r.(g) qui assure que le hamil-
tonien reste critique, et d'une déviation essentielle infinitésimale t oc T — T,
a la théorie critique. Basée sur les analyses des chapitres précédents, nous
supposons que tous les paramétres uy et g sont les fonctions régulieres de la
température pour 7" proche de T..

A Tl'ordre dominant, un tel hamiltonien reproduit tous les résultats du
modele quasi-gaussien ou de l'approximation de champ moyen. Au-dela, il
conduit & un développement double, perturbatif et dimensionnel des quan-
tités thermodynamiques. En particulier, les fonctions de corrélation ont un
développement fini & tous les ordres en e = 4 — d et g sauf a T,, a impulsion
nulle.

On appelle aussi une telle théorie des champs, théorie des champs effective
pour souligner qu’il ne s’agit pas d’'un modéle microscopique, mais seulement
d’'un modéle qui reproduit correctement les comportements asymptotiques &
longue distance (cette dénomination est aujourd’hui presque un pléonasme
dans la mesure ou presque toutes les théories des champs qui apparaissent en
physique ont cette interprétation).

13.1.2 Renormalisation gaussienne

Dans le hamiltonien (13.1), il est commode de faire le changement d’échelle

z = Az, (13.2)
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ol A est un paramétre qui a les dimensions d’une impulsion. Le but de ce
changement est de faire apparaitre, comme échelle de distance de référence,
I’échelle macroscopique pertinente pour la physique de longue distance, plu-
tot que 1’échelle microscopique initiale. Celle-ci est maintenant caractérisée
par le paramétre 1/A (relié, par exemple, & la maille du réseau d’un modele
statistique initial). Au lieu d’étudier la limite de longue distance, on étudie
alors la limite A — oc.

Nous avons vu que la dimension du o(z) dans le modéle gaussien est
(d — 2)/2. Nous changeons donc la normalisation du champ de fagon corres-
pondante :

/
o(z) — o'(x) = A2/ 26(Az) = 9o(z) _ Ad/Q@—(A—I), (13.3)
Oz, oz,

de facon a ce que ’hamiltonien du point fixe gaussien reste inchangé. On recon-
nait les transformations (9.46) du groupe de renormalisation qui conduisent
au point fixe gaussien.

Dans ces nouvelles variables, ’hamiltonien s’écrit alors (en omettant main-
tenant les primes)

H(o) =Hglo) + %gA‘**d/ddm ol(x), (13.4)
Halo) = —;—/ddw Z(@uo(m))Q + %Azuo/ddxa2(m)
n
+ % /dd:r ZUk+1A_2k Zaﬂa(x)(—v2)k6ua(m). (13.5)
k=1 7

Dans le contexte de la théorie quantique des champs, le paramétre A, qui est
le reflet de la structure microscopique initiale, est appelé paramétre ou échelle
de coupure (cut-off en anglais).

En fait, cette opération correspond a la premiére phase de la construction
de la section 9.7.1, ot une premiére dilatation supprime (& 'ordre dominant)
les termes qui sont inessentiels du point de vue du point fixe gaussien, dans
la mesure ou, pour g < 1, le flot du groupe de renormalisation est d’abord
dominé par le flot local auprés du point fixe gaussien.

13.1.3 Analyse dimensionnelle et dimension critique

Aprés lintroduction du paramétre A, toutes les quantités ont une dimen-
sion en unité A. Les impulsions ont dimension 1, les coordonnées d’espace di-
mension -1, le champ o a une dimension %(d —2) qui est égale a sa dimension
du point de vue du point fixe gaussien. De facon générale, tous les monémes de
I’hamiltonien ont comme dimensions les valeurs propres des vecteurs propres
correspondant au flot du groupe de renormalisation dans 'approximation li-
néaire au voisinage du point fixe gaussien.
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1l est facile de vérifier que cette propriété s’étend & des interactions avec
des puissances plus élevées de o et plus de dérivées, que nous avons omises
puisque les transformations (13.2) et (13.3) sont analogues aux transforima-
tions (9.46). Par 'introduction du paramétre A, nous avons ramené le calcul
de la dimension du champ et I'analyse de la stabilité du point fixe gaussien
a de 'analyse dimensionnelle. En particulier, le point fixe gaussien est stable
et le modéle quasi-gaussien valable si les coefficients de tous les termes du ha-
miltonien, sauf les deux premiers dans I'expression (13.5), tendent vers zéro
pour A — oc. Pour les termes quadratiques & plus de deux dérivées, cette
condition est toujours vérifiée.

De plus, nous posons

A2U0 = AQUOC(Q) +1,

ol ug.(g) correspond a la valeur de ug pour laquelle la théorie est critique
(T =1T.), c’est-a-dire a laquelle la longueur de corrélation diverge ou la masse
s’annule :

up = upelg) = I'P(p=0)=0.

La paramétrisation
ug — UQe — t/AQ,

correspond & faire une renormalisation de la déviation & la température cri-
tique adaptée au voisinage du point fixe gaussien. En effet, le terme en o?
est essentiel et a dimension 2 et cette renormalisation compense donc le fac-
teur d’échelle engendré par le groupe de renormalisation dans 'approximation
linéaire.

Aprés ce changement, les fonctions de corrélations ont une limite finie
quand A — oo & {p;,t} fixés si le point fixe gaussien est stable. Cette propriété
s’étend aux fonctions de corrélation & aimantation fixée. Pour d > 4, on peut
vérifier cette propriété par le calcul perturbatif. Par exemple, reprenons le
calcul du diagramme (b) de la figure 2.4 (section 2.5.1) soustrait de sa valeur &
t = 0 (équation (12.32)). Pour d > 4, la contribution principale est maintenant
linéaire en ¢ (cf. aussi équation (12.33)) :

d—4 oo
Qu(Vt) - Qa(0) = (254—[;-)7/2 /0 dso(s)s' 42+ 0 (td/Q-l) ]

Cette contribution est multipliée par $gA*~? et donc (équation (12.18))

1 [e 9]
3 p) A—:>oop2 +t—gt W /0 ds o(s)s' =% + O(g%).
De la méme facon, on vérifie que la contribution d’ordre g% a la fonction a
quatre points tend vers une limite finie. Pour d > 4, l'effet de I'interaction
quartique est de modifier les paramétres du modéle quasi-gaussien et d’en-
gendrer les corrections dues aux opérateurs inessentiels, mises en évidence
par ’étude du groupe de renormalisation local.
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Pour d < 4, au contraire, on ne s’attend pas & ce que la limite soit finie
puisque les dimensions du champ ainsi que celle de ug — ug, changent. C’est ce
qu’on observe puisque, par exemple, Qg(v/t) — 24(0) a une limite finie quand
A — 00, mais le diagramme est multiplié par gA*~? qui diverge.

A quatre dimensions (la dimension critique) dans un développement en
puissances de g et, plus généralement en dimension d < 4, dans un développe-
ment double en g et £ = 4 —d, ces divergences prennent la forme de puissances
de In A, le degré augmentant avec l'ordre en g et en ¢.

Fonctions de vertex. Nous avons aussi besoin des dimensions des com-
posantes de Fourier des fonctions de vertex. Pour les calculer, les remarques
suivantes sont utiles. La dimension [5] des composantes de Fourier & du champ
se déduit de

o) = [ e o) > (6= ~(d+2)/2.

Les fonctions de vertex I'"), sont obtenues en développant le potentiel ther-
modynamique en puissances de 'aimantation locale M (z) = (o(z)) ou plutot
de sa transformée de Fourier M (p) :

1 ~ ~ .
:Zg/ddm... pn 6 (Zp) M(p1) ... M(pa) L™ (p1, ..., pa).

On en déduit les dimensions
] = —nd +n(d+2)/2+d=d —n(d—2)/2. (13.6)

En comparant ce résultat avec I'équation (9.14) pour Z(A) = A%2~%, la forme
gaussienne, on vérifie de nouveau que cette analyse dimensionnelle reconstitue
les facteurs de dilatation engendrés par le groupe de renormalisation adapté
au point fixe gaussien.

13.1.4 Théoréme de renormalisation

Nous explicitons d’abord le théoréme de renormalisation pour la théorie
critique t = 0. Il s’applique, au sens des séries formelles, au développement
double en série de puissances du coefficient g du terme quartique ('interaction)
etdee=4—-d.

Pour formuler le théoréme de renormalisation, on introduit une impul-
sion u, dite échelle de renormalisation, et le paramétre d’interaction effective
gr a Péchelle p appelé interaction renormalisée. 11 existe alors deux fonctions
Z(A/u, g:) et Zy(A/p, gr) qui satisfont

ATl =20 (A ), ge)ge = 1t g + O(g?), (13.7)
Z(A/p,gr) =1+ O(gr), (13.8)
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calculables ordre par ordre dans un développement double en puissances de
gr et ¢, telles que toutes les fonctions de corrélation

T (5 oo s A) = Z772(ge, A )T (pi; g, M), (13.9)

dites renormalisées, ont, ordre par ordre, des limites finies fﬁ’” (pi; grs pt) quand

A — oo ap;, @, gy fixés.

Remarques.

(i) Il y a un certain arbitraire dans le choix des constantes de renormalisa-
tion Z et Zy puisqu’elles peuvent étre multipliées par des fonctions de
g, arbitraires. Ces constantes peuvent étre complétement déterminées
par des conditions de renormalisation, par exemple,

d -~

d ey, _

dpzfﬂ(p—u,u,gr)—l,
d

TP (pi = pbis i ge) = 1* e,
ou les #; sont quatre vecteurs de somme nulle et tels que

0i0; =305 — 3
On démontre alors, ordre par ordre, dans un développement en puis-
sances de g et £, que les fonctions f,(rn) sont uniques, c’est-a-dire indépen-
dantes du choix particulier de la forme de Hg (o) et donc des coefficients
des termes quadratiques inessentiels au sens du point fixe gaussien. Ce
résultat peut étre généralisé : on peut démontrer qu’au sens des séries
formelles, les contributions de toutes les perturbations inessentielles, du
point de vue du point fixe gaussien, tendent vers zéro.

(i) Dans le langage de la théorie quantique des champs, les paramétres ou
fonctions de corrélation de la théorie initiale sont les paramétres ou
fonctions de corrélation nus.

(iii) Physiquement, 'impulsion g est l'inverse de Péchelle de distance ma-
croscopique et le paramétre g, joue le role de g(A/u), ou A/u est le
paramétre de dilatation (pour plus de détails cf. section 13.4).

(iv) Au-dela du développement perturbatif, I'interprétation des fonctions de
corrélation renormalisées est un peu subtile. Dans la théorie formelle de
la renormalisation, ce sont les paramétres de la théorie renormalisée qui
sont fixés, et les paramétres initiaux, qui sont les coefficients de tous les
opérateurs essentiels ou marginaux par rapport au point fixe gaussien,
qui sont des parameétres ajustables et qui donc varient quand le facteur
d’échelle A/p varie. Ceci correspond & appliquer, au voisinage du point
fixe gaussien et pour d = 4 — &, une généralisation de la stratégie que
nous avons déja utilisée pour le coefficient de o2 et qui nous a permis
de définir des propriétés d’universalité dans le domaine critique.
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En ce sens, 'existence de fonctions renormalisées impliquent des propriétés
d’universalité dans le domaine critique le plus général possible autour du point
fixe gaussien.

Cependant, il n’est pas str qu'un tel domaine critique existe toujours, au-
dela du développement perturbatif. [’étude des EGR nous donnera quelques
informations sur ce probléme.

Enfin, bien sir, le théoréme de renormalisation n’a d’implication physique
pour le comportement a longue distance des modéles statistiques que si la
propriété de renormalisabilité reste vraie a dimension fixée.

Théories des champs super-renormalisables. A dimension d < 4 fixée, la
théorie des perturbations n’a pas de sens pour A — 00, ce qui se refléte dans
le coefficient A*~% de Dinteraction essentielle o4. En fait, on peut facilement
montrer que, méme a A fixé, la théorie critique ou de masse nulle n’a pas de
développement perturbatif (on parle de divergences infrarouges). Ainsi, pour
d = 3, la contribution d’ordre g* a la fonction & deux points diverge. Dans le
cadre du prolongement dimensionnel, quel que soit € = 4 — d > 0, il existe
un ordre k = O(1/¢) du développement en puissances de g tel que certains
diagrammes divergent.

En revanche, pour t > 0 et go = gA*~9/t274/2 ~ gA*=dgd=d fixé (€ est
la longueur de corrélation), les fonctions de corrélation ont une limite pour
A — oo. Cette condition conduit & faire tendre g vers zéro en fonction du
paramétre de dilatation avec une puissance appropriée au point fixe gaussien,
de fagon & compenser le facteur de dilatation, comme nous I’avons fait systeé-
matiquement pour la déviation a la théorie critique due a Popérateur o2. On
obtient alors un développement perturbatif fini, et la TSC correspondante est
appelée super-renormalisable.

La théorie intéressante, du point de vue de la physique statistique, corres-
pond alors, en général, 4 la limite go — oo. Cependant, il existe des situations
exceptionnelles ou une telle TSC trouve une application pratique, par exemple
dans la physique des gaz ultra-froids et trés dilués, ot le paramétre g est na-
turellement tres petit et en méme temps, les coefficients de tous les termes
d’interaction de degré plus élevé dans le champ sont encore plus négligeables.

Renormalisation et régularisation dimensionnelle. Dans le cadre de la
régularisation dimensionnelle, la renormalisation du champ comme les rela-
tions entre parameétres initiaux et parameétres renormalisés ont une limite finie
pour A — oo. Les constantes de renormalisation correspondantes deviennent
ainsi des fonctions méromorphes de la dimension, singuliéres aux dimensions
correspondant a des divergences logarithmiques en A (section 12.5.2).

13.2 Equations de groupe de renormalisation

Dans le cadre du développement en &, c’est-a-dire dans un développe-
ment double en série de puissances de paramétre g et de ¢, le comportement
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critique ne différe du comportement quasi-gaussien que par des puissances de
logarithme. Ce sont ces logarithmes qu’organisent les EGR.

13.2.1 EGR pour la théorie critique

De I’équation (13.9) et de I'existence de la limite A — oo, nous déduisons
une nouvelle équation obtenue en dérivant I’équation par rapport & A, & u et
gr fixés :

9]

Ay ZV2g, A/ T (p g, A) = o(A™2Y), >0,  (13.10)

gr,u fixés
ol nous avons exprimé le facteur de renormalisation Z en fonction de g plutét
que g;.

En accord avec la philosophie perturbative, nous négligeons dans un pre-
mier temps toutes les contributions qui, ordre par ordre, décroissent comme
des puissances de A. Nous définissons donc les fonctions asymptotiques
N (pi;9,A) et Zys (9, A/u) comme les sommes des contributions perturba-
tives aux fonctions I (p;; g, A) et Z(g, A/ ), respectivement, qui ne tendent
pas vers zéro quand A — oo. On peut montrer que de telles fonctions de
corrélations peuvent aussi étre obtenues en ajoutant au hamiltonien tous les
termes inessentiels possibles et en ajustant, ordre par ordre, leurs coefficients
comme fonction de g, de facon a éliminer systématiquement les contributions
qui tendent vers zéro. Ceci correspond & la stratégie évoquée en fin de la
section 9.7 et qui conduit a P'équation unique (9.62).

Les fonctions asymptotiques satisfont alors ’équation (13.10) avec un
membre de droite qui s’annule exactement. Utilisant la régle de dérivées en
chaine, on déduit de I'équation (13.10)

0 g n ~
_ - _ = M) (.. -
Mg+ o.M g 5ol A/)| T o) 0. (13)
ou les fonctions G et ) sont définies par
7]
= A 13.12
Ba: M) = Agg| 9. (13.12a)
0
n(g, A/p) = —Ao+|  InZus(g9,A/p). (13.12b)
aA gr}”

Comme elles sont sans dimension, elles ne peuvent dépendre de g, A ou p qu’a
travers les combinaisons sans dimension g et A/u. De plus, les fonctions £ et
7 peuvent aussi étre calculées directement en utilisant ’équation (13.11) en
termes des fonctions de vertex initiales qui ne dépendent pas de u. Les fonc-
tions B et n ne peuvent donc pas dépendre du rapport A/u. L’équation (13.11)
prend alors la forme plus simple (Zinn-Justin, 1973)

Ja n

(A5 + 805 -~ 57(0) ) FQ g ) =0, (1323
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Traduit dans le formalisme avec parameétre de coupure A, I'idée fondamentale
du groupe de renormalisation devient la suivante : il est possible de modifier le
paramétre A, et de fagon corrélée, la normalisation du champ o, et les coeffi-
cients de toutes les interactions de telle sorte que les fonctions de corrélations
ne soient pas changées.

L’équation (13.13) est satisfaite par les fonctions T asymptotiquement
dans la limite [p;] < A. Il est possible de vérifier qu’a tout ordre fini du
développement en g et €, les termes négligés sont de la forme (InA)L /A2, o
le degré L augmente avec l'ordre.

Notation. Dans ce qui suit, les fonctions de vertex sont implicitement les
fonctions fE;;? sans corrections qui satisfont les EGR exactement et nous omet-
tons lindice as.

Remarque. L’équation (13.13) est équivalente a I’équation (10.39), que nous
avions postulé au chapitre 10. En effet, la relation dimensionnelle (13.6) en-
traine

0 1o} n
A—aK+Z:pia—pi—d—§(d—2)

et donc
o0 19} n ~
_ o = _ D ) (.. _
(d E Pig, +ﬂ(9)8g 5 ld 2+n(g)}>1“ (pisg,A)=0.

Aprés transformation de Fourier et transformation de Legendre, on retrouve
bien 'équation (10.39).

13.2.2 Solution perturbative de 'EGR

Au vu de la discussion qui précede, il est instructif de résoudre perturba-
tivemment 'EGR (13.13) pour la fonction de vertex & deux points T'®(p), a
d = 4 pour simplifier. Il est commode d’introduire la fonction

= [ o2

Comme on le verra plus loin, les fonctions 7 et 3 sont d’ordre g2 et donc cette
fonction est développable en puissances de g.
Nous posons alors

I'®(p) = p*¢(9)6P (g, p/N).

La fonction G® satisfait ’équation

(855 + 8015 ) 6 5./2) =0. (13.19
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qui exprime que c’est un invariant du GR. Nous développons G2 et B(g) en
puissances de g, posant

G g, p/N) =1+ g "mlp/A), Blg) =) Bug". (13.15)
1 2

Introduisant ces développements dans l’équation (13.14), on trouve pour
n>2,

n—1
~29(2) + Y mBromi1m(z) = 0. (13.16)
m=1

L’équation n = 1 est spéciale :
—(2) =0 = m(z)=0Cr.
Examinons le cas n =2 :
—295(z) + C182 = 0= 7a(z) =C1falnz + Cs.

Cet exemple exhibe la structure générale. v,(z) est un polynéme de degré
(n—1)enInz,
v (2) = P,_1(ln z),

qui satisfait la relation de récurrence

n—1
P ()= mPn_1(z)Bn-mi1. (13.17)
m=1

Soulignons, en particulier, que la nouvelle information spécifique & Pordre
n est caractérisée par deux constantes, J, qui entre dans le coeflicient de
Inz, et C,, qui est une constante d’intégration (auxquelles il faut ajouter un
coefficient de 1(g), qui est caché dans la fonction {(g)). De plus, le terme de
degré le plus élevé de P, est entiérement déterminé par le calcul & une boucle,
le terme suivant par le calcul a deux boucles, etc. Enfin, r® (p) est entiérement
déterminée par les fonctions G(g) et n(g) et, par exemple, 1:‘(2>(1,g)/A2 qui
est une troisiéme fonction de g.
Enfin, soulignons, que si I'®)(p) a une limite pour p =0 :

r'?p=0)=o0, (13.18)

il n’en est pas de méme pour sa dérivée 8T /9p? qui diverge a p = 0. 1l
est simple de vérifier qu’aucune autre fonction de vertex n’a de limite finie &
impulsion nulle.

Fonctions de corrélation renormalisées et groupe de renormalisation. Les

fonctions de corrélation renormalisées (13.9) et les fonctions physiques ini-
tiales sont par construction proportionnelles et, par conséquent, ont les mémes
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comportements pour |p;| — 0. On peut donc étudier le comportement asymp-
totique en utilisant les fonctions renormalisées. Grace & la régularisation di-
mensionnelle et la renormalisation par soustraction minimale des podles en
1/e, les fonctions renormalisées sont les plus faciles & calculer. Par ailleurs,
les fonctions renormalisées satisfont aussi a des EGR obtenues & partir de
Péquation (13.9) (qui fait jouer un rdle symétrique aux fonctions de corréla-
tion asymptotiques de la théorie initiale et aux fonctions renormalisées) en
dérivant par rapport a p, & A et g fixés. On trouve

(w3 + Ao = mtan) ) g 0. (1319
Une fois la limite A — oo prise, cette équation est exacte. Son étude est trés
semblable & celle de ’équation (13.13) que nous présentons ci-dessous.

Mais I’étude des seules fonctions renormalisées ne permet pas de détermi-
ner le comportement des paramétres de la théorie renormalisée en termes des
paramétres initiaux, ou la nature des corrections au comportement asympto-
tique.

13.3 Solution des EGR : le développement en ¢

L’équation (13.13) peut, par exemple, étre résolue par la méthode des
caractéristiques. Sa solution, combinée avec des calculs perturbatifs a une
boucle, permet de démontrer I'universalité du comportement asymptotique a
grande distance des fonctions de corrélations et de déterminer ce comporte-
ment au premier ordre en €.

13.3.1 Solution générale

L’équation (13.13) peut étre résolue par la méthode des caractéristiques.
On introduit un parameétre de dilatation A et on cherche des fonctions g(\) et
Z(X) telles que

d
dA
En dérivant explicitement par rapport & A, on trouve que [’équation (13.20)
est compatible avec I'équation (13.13) a condition que

A= [ 2720000 (pis g(0), A/N)] = 0. (13.20)

A0 = (o), o)) = (13.21a)
Lz = —n(g(N), Z(1)=1. (13.21b)

dA
Les équations (13.20) et (13.21) impliquent alors

T (pis g, A) = Z7"2(0F™ (pi; g(M), A/A). (13.22)
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Remarque. Nous observons la similarité entre cette équation et l'équa-
tion (13.9) si 'on choisit A = A/u et si on identifie g, avec g(A/u), qui est
le couplage effectif a 'échelle p, et Z(A/p) avec la renormalisation du champ.
On peut alors se demander quel est l'intérét du détour par I’équation aux dé-
rivées partielles. La raison principale est la suivante : cela permet de montrer
que les coefficients de 'EGR ne dépendent pas du rapport p/A, contraire-
ment aux constantes de renormalisation. Cette propriété des constantes de
renormalisation n’est contenue dans Péquation (13.9) que de fagon implicite.
Elle démontre le caractére indépendant de A des équations de flot (13.21), que
nous avions postulé pour les EGR générales (9.23) et (9.24).

Autres formes. 1l est d’abord commode de multiplier A par un facteur A
dans I’équation (13.22) :

T (pis g, AN) = Z7V2(NT™ (pi; (M), A). (13.23)

Les considérations dimensionnelles de la section 13.1.3, en particulier la rela-
tion (13.6), impliquent alors

T (pg; g, AXN) = A= (/DE=DT0) (5 /3 g A), (13.24)
de sorte que l'équation (13.23) peut se récrire
L™ (pi/A; g, A) = AT /DE=2 Z2=n2(0F (pg(A), A),  (13.25)

qui est identique a I'équation (9.14), aprés la substitution Z — ZA\279,

Les équattons (13.21) et (13.25) réalisent asymptotiquement (parce que les
termes sous-dominants en puissances de A ont été négligés) les idées générales
du groupe de renormalisation. Le parameétre g(A) définit 'hamiltonien effectif
H, aléchelle . Ainsi, équation (13.21a) caractérise le flot des hamiltoniens.
Cependant, la fonction Z(A) définie en (13.21b) differe de la fonction (9.24)
par un facteur A%~2. Ceci correspond 4 la renormalisation initiale du champ
o effectuée en section 13.1.2, qui a la forme de la transformation du champ
par le groupe de renormalisation adapté au point fixe gaussien. La fonction
définie ici correspond au rapport entre la renormalisation générale (9.24) et la
renormalisation gaussienne. Cette factorisation est bien adaptée a une situa-
tion o1l un opérateur est marginal ou faiblement essentiel (du point de vue du
point fixe gaussien), comme c’est le cas dans le cadre du développement en «.

Discussion. Les équations (13.21) s’intégrent sous la forme

9N qg
g
=—lnAX, 13.26a
/g B(g") ( )

A
/1 ©(g(s) =~ 2. (13.26b)
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L’équation (13.13) est 'EGR sous sa forme différentielle. Les équations (13.25)
et (13.26) sont les EGR intégrées. Dans ce qui suit, nous supposons explicite-
ment que les fonctions du GR, B(g) et n(g), sont des fonctions régulieres de
g, pour g > 0.

Dans l'équation (13.23), on remarque qu'il est équivalent d’augmenter A
ou A. Afin d’étudier la limite A — oo, il faut donc déterminer le comporte-
ment de Pamplitude g(A) de interaction effective lorsque A tend vers l'infini.
L’équation (13.26a) montre que g(A) augmente si la fonction 3 est négative,
ou diminue dans le cas contraire. Les points fixes correspondent aux zéros g*
de la fonction 5 qui, par conséquent, jouent un role essentiel dans 1'étude du
comportement critique. Ceux pour lesquels la fonction § a une pente négative
sont des points fixes répulsifs dans I'IR : g()\) s’¢loigne de tels zéros, sauf si
initialement g(1) = g*. Au contraire, ceux pour lesquels la pente est positive,
sont des points fixes attractifs du point de vue du comportement a longue
distance.

13.3.2 Calculs a 'ordre d’une boucle : point fixe et lois
d’échelle

Les fonctions 3 et n. Les fonctions du groupe de renormalisation 7 et 5
peuvent étre calculées perturbativement en exprimant que les fonctions a deux
et quatre points satisfont aux EGR (il suffit de calculer les diagrammes (e) et
(g) des figures 2.5 et 2.6, section 2.5). La correction & la fonction a deux points
est une constante et n’induit qu'une modification du parameétre critique ug,
de sorte que

@ (p) = p* + 0(g%) = nlg) = O(g”). (13.27)
Les facteurs combinatoires de la fonction de vertex a quatre points ont été

expliqués au chapitre 12. Avec les normalisations de la théorie des champs, on
trouve (cf. équation (10.11))

T (py, pa,ps, pa) = A%g — $¢>A° [B(p1 + p2) + B(p1 + p2) + B(py + pa)]
+0(g°),

avec

B(p) = (Q;d /ddqﬁ(q)ﬁ(p~q)~

A cet ordre, nous n’avons besoin de cette fonction que pour d = 4. Alors,
dans la limite qui nous intéresse, il est commode d’exprimer B en terme des
variables de position sous la forme

B(p) = / dz &P A%(x).



13. Théorie des champs 0% preés de la dimension 4 345

En dimension 4, comme fonction des variables de position, le propagateur avec
facteur de coupure peut s’écrire

_ Y(Az)
T 4x2p2”

A(x) (13.28)

ou le comportement a longue distance est déterminé par l’expression (8.38) et
le facteur de coupure assure la régularité & courte distance :

lim 9(z) =1, 9(z) x 22
00 z—0

Pour A — o0,
B(p) ~ KB InA

et le coefficient K est donné par

=

4
KB:A—a—B(O :/d%AiM(x)— ! /d—mAiﬁQ(Am)

OA OA - 1674 x4 OA
1 dz o 1 [~ 0
1 ) 1

On en déduit que

3g2

Afg —
9™ T2

InA +0(g% x 1,¢%),

f(4)(p1ap27p37p4)

A:»oo

et, donc,
2

39 3 2
AE A O .
EATG 1672 ﬁ(g) (9 » g 5),

un résultat cohérent avec I'expression (10.21) :

392

1672 +0 (937925) :

B(g,€) = —eg +

En dessous de quatre dimensions, si ¢ est initialement petit, l'expres-
sion (10.21) montre que g(A\) augmente dans un premier temps, reflétant 1'in-
stabilité du point fixe gaussien. Mais, au sens du développement en €, 8(g) a
un autre zéro ¢g* (équation (10.22)) :

1672
Blg") =0 pour g*= ;€+0(52)-

Alors, 'équation (13.26a) montre que la limite asymptotique de g()) est g*.
Notons w la pente de 3(g) au point fixe g* :

w=pFg)=e+0(?) >0, (13.29)
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(équation (9.59)) et linéarisons 1’équation (13.26a) autour du point fixe :

g(») !
u/ ——%EL———AJ—lnA. (13.30)
g W(g - g*>
En intégrant, on obtient
lg(A) —g¢"| o« A7¥. (13.31)
A—00

En-dessous de quatre dimensions, au moins pour des ¢ infinitésimaux, ce point
fixe non gaussien est stable dans 'IR. A quatre dimensions, ce point fixe est
confondu avec le point fixe gaussien et la valeur propre w s’annule indiquant
I’apparition d'un opérateur marginal.

De l'équation (13.26b), on déduit alors le comportement de Z(A) pour
A — oo. L’intégrale dans le membre de droite de ’égalité est dominée par le
voisinage de s = 0. Par conséquent,

InZ(A) ~ —plnA, (13.32)
A—00
ou l'on a posé
n=mn(g")

Fonctions de corrélation. Dans le cadre du développement en e, T (g*)
est fini. Bien entendu, la aussi il faut supposer que cette propriété reste sa-
tisfaite au-deld du développement en . L’équation (13.25) détermine alors le
comportement de T (p;: g, A) pour A — oo ou p; — 0 :

FO(pi/ 2 g, ) ~ ATHH/DETENE®) (g A), (13.33)
—0C

Cette équation montre que les fonctions de corrélation critiques ont un com-
portement asymptotique en loi de puissances qui ne dépend pas de la valeur
initiale du coefficient g de .

En particulier, pour n = 2, I'équation (13.33) donne le comportement de
I'inverse de la fonction & deux points connexe we (p). En inversant, on en
déduit .

W)= PP@)] o 1/ (13.34)
ol
On vérifie que la définition de 'équation (13.32) coincide avec la définition
usuelle (8.21) de 'exposant critique 7. La représentation spectrale de la fonc-
tion & deux points implique que 1 > 0.

13.3.3 La fonction 77(g) & deux boucles et I’exposant n

Pour déterminer la premiere correction a la dimension du champ o, il faut
calculer la fonction & deux points I'?)(p) a V'ordre g2 pour d = 4 et donc le
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diagramme (e) de la figure 2.5 (section 2.5.1) :
1 - - ~
© = e [ 40 0 Al BB - 0 - a2).

(Certains éléments du calcul peuvent étre trouvés en section 12.5.3.) Ce dia-
gramme de Feynman se calcule plus facilement en utilisant les variables de
position ou il prend la forme

(e) = /eim A3(z)d*z

En dimension 4, comme fonction des variables de position, nous représentons
le propagateur avec facteur de coupure sous la forme (13.28).

La condition T®(0) = 0 détermine ug. 4 'ordre ¢2. La fonction de vertex
prend alors la forme

2
F®(p) =p* — £ Kp*In(A/p) + O(¢ x 1,¢%).

Le coefficient K est donné par

0 (9

— zpz 3
GRERETY A% (z)d!

Remarquons que

4
> (o) o0 =580 + 7750,

pu=1
Ainsi,
1 d*z 0 1 9 o3
= e —_— = — R A
K 8(4m2)3 ABA *(8z) = (471)4/ dz Bxﬁ (Az).

L’intégrant est une dérivée. Seul P'infini contribue et le résultat est indépen-
dant de la fonction . On trouve

1
K=———.
@)
On en déduit
FO@m) =+ L0210 /p) 4 O(6% x 1, 6%).
21 (872)2 ’

L’EGR (13.13) implique alors
2

g
6(am)s?
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et donc

1 5 3
n(g) = ——g“+ 0
1(9) TS +O(g”),
en accord avec l'expression (10.38) pour N = 1.
Substituant la valeur de g*, on trouve la premiére correction a la valeur
gaussienne de exposant 7 (¢f. aussi section 10.3.4) :

) ,
€
=~ 1+0(). 13.35
n=g7+0() (13.35)
Le champ o(x), qui au point fixe gaussien a la dimension canonique (d—2)/2,
a acquis maintenant une dimension dite anormale

do =3%(d—2+n).

Universalité. Ces résultats appellent quelques commentaires. Dans le cadre
du développement en £, on démontre que toutes les fonctions de corrélation
ont, pour d < 4, un comportement a longue distance différent de celui prédit
par le modéle quasi-gaussien. De plus, le comportement critique ne dépend
pas de la valeur initiale du coefficient g de o*. Au moins pour ¢ < 1, on
peut espérer que Panalyse des singularités IR dominantes reste valable et,
par conséquent, qu’il ne dépend d’aucun autre parametre du hamiltonien. Le
comportement critique est donc universel, quoique moins universel que dans
le modéle quasi-gaussien ou dans 'approximation de champ moyen, dans la
mesure ou il dépend d’un nombre limité de caractéristiques qualitatives du
systéme statistique considéré.

Par ailleurs, les fonctions de corrélation obtenues en négligeant, dans le dé-
veloppement double en g et en &, les corrections en loi de puissances lorsque
le cut-off est grand, et qui satisfont exactement aux EGR (13.13), définissent
mmplicitement une famille & un parameétre d’hamiltoniens critiques. Ils corres-
pondent & une trajectoire du GR qui va d’un voisinage du point fixe gaussien
g = 0, qui est instable pour des dimensions plus petites que 4, & un point fixe
g* non trivial et stable.

Enfin, la cohérence de cette analyse basée sur le développement en & re-
pose sur 'observation suivante. Les divergences trouvées dans le développe-
ment perturbatif & dimension fixée sont engendrées par un développement
autour d’un point fixe inadapté, puisqu’il est répulsif. Le développement en &
nous permet d’échanger les limites et de suivre perturbativement le point fixe
stable.

13.4 Interaction effective et interaction
renormalisée

Nous avons indiqué que le paramétre renormalisé g, (équation (13.7)) ca-
ractérisait U'intensité de linteraction effective & I'échelle u. Nous pouvons
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maintenant rendre cette remarque plus précise. Récrivons ’équation (13.7)
sous la forme

9 = G(A/p, g). (13.36)

Alors, en dérivant par rapport & A & g, u fixés, on trouve

(455 +00) 55 ) G /mg) =0,

ou les mémes contributions que dans le cas des fonctions de corrélation ont
été négligées : dans le développement de G(A/u,g), on ne retient que les
contributions qui divergent ou qui restent finies quand A — oc.

En introduisant un paramétre de dilatation A, on en déduit

G(A/u,9) = G(A/pX, g(N)).

Pour A = A/pu, cette relation devient

g = G(A/p, 9) = G(1,9(N)),

avec, pour g — 0,
9: = g(A) + O(g*).
Ainsi, g, n’est pas identique & g(\) sauf pour g — 0, mais c¢’est une fonction

de g(A).
Dans la limite A/pu — oo, A tend vers l'infini et g(A) vers g*. On conclut que

Alp— o0 = g =G(A/u,g) — G(1,9%).

Pour toute valeur initiale de g > 0 fixée, le paramétre renormalisé prend la
méme valeur de point fixe. Puisqu’a ¢g* la théorie est invariante d’échelle, on
déduit de 'EGR (13.19) de la théorie renormalisée que la valeur de g, est
aussi solution de

Be(gr) =0 & g7 =G(1,9%).
Plus précisément,

gr =97 = O ((p/A)*).

En particulier, & quatre dimensions, le point fixe reste gaussien, et donc g, — 0
quand A — oo, ce qui conduit au probléme dit de trivialité dans le cadre de
la théorie quantique des champs.

Parameétre renormalisé fizé. Réciproquement on peut se demander s’il
est réellement possible, au-dela de la théorie des perturbations, de trouver
une valeur de g pour toute valeur de g,. Cela conduit & remplacer I’équa-

tion (13.26a) par
1SS P
g
—— =1In(u/A).
/g(;t/A) Blg’) (b/h)
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A g, fixé, cette équation implique que pour A/u — oo, le paramétre initial g
s’éloigne du point fixe de longue distance (ou IR). §'il existe un point fixe dit
UV, c’est-a-dire un zéro de 8(g) avec une pente négative, g converge vers cet
autre point fixe.

Si initialement g(1) < g*, g(u/A) converge vers g = 0, ce qui n’est pas
surprenant puisque cela consiste & compenser Peffet des dilatations sur un
paramétre essentiel au voisinage du point fixe gaussien :

glp/A) o< (u/A)E.

Notons que g(1) < ¢* implique aussi g < g;. En revanche, si initialement
gr > gr, g(p/A) croit et lexistence de solutions dépend de la possibilité de
continuer & utiliser un groupe de renormalisation 4 un seul paramétre, et de
Pexistence d’un éventuel point fixe UV supplémentaire. Comme des arguments
empiriques confortés par des analyses numériques semblent exclure un tel
point fixe, on est tenté de conclure que ¢, est toujours plus petit ou égal &
g5. En particulier, & quatre dimensions, cela semble exclure une solution au
probléme de la trivialité (g, = 0) basée sur une valeur exceptionnelle de g.

13.5 Le domaine critique au-dessus de T,

Nous étudions maintenant le domaine critique ¢t # 0. Nous modifions donc
I’hamiltonien :

H() — H(o) + 5 /ddx o2(z),
ot t, le coeflicient de o2, caractérise la déviation a la température critique :
tx T -T,.

Le théoréme de renormalisation s’étend aux fonctions de corrélation de
o(x) et de o%(z), et entraine apparition d’un nouveau facteur de renormali-
sation Z>(A/u, gr) associé au paramétre ¢. Par les mémes arguments que dans
le cas critique, on en déduit une EGR plus générale, de la forme

0

0 n o] =
9 g o_n . 9 mmyy, . _
AaA +6(9)ag Qrz(g) 772(g)tat ' (p;t,g,A) =0, (13.37)

ol une nouvelle fonction 12(g) apparait. Le terme additionnel est propor-
tionnel a ¢ car il doit s’annuler pour ¢ = 0. La fonction sans dimension 7,
pourrait encore dépendre de facon réguliére du rapport /A2, mais nous négli-
geons cette dépendance éventuelle comme nous avons négligé toutes les autres
contributions du méme ordre.

Pour déterminer 72(g), on peut calculer la fonction & deux points et lui
appliquer TEGR. A Vordre g, on trouve

A
. 1 1
PO (p) = 2t _9_/ FUO L N
) =p +t+ 50 Npgz: ¢)7
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En utilisant

! /Ad4 L DO W YN
3272 e g+t g2 1672 n( ’

et en appliquant 'EGR, on trouve

gt
— L gt =0
1672 772(9) P
et donc (¢f. équation (10.29))
ma(g) = — o - (13.38)
1672

13.5.1 Solution des EGR

Examinons le comportement critique au-dessus de T,. Comme on ’a déja
fait pour les EGR précédentes, on intégre I’équation (13.37) par la méthode
des caractéristiques. En plus des fonctions g(\) et Z(\) des équations (13.26),
il est maintenant nécessaire d’introduire une fonction #(\) qui est déterminée
en imposant que I’équation (13.37) soit compatible avec 1’équation

)\% (27200 (pis (N, 9(N), A/3)| = 0. (13.39)

La condition de compatibilité est équivalente a ensemble des équations

d

A9 =-B8(g),  e(l) =g, (13.40)
,\E%lnt(A) =n2(g(N\)), t(1)=t, (13.41)
)\adx InZ(\) =-n(g(N), Z(1)=1. (13.42)

L’analyse dimensionnelle (c¢f. section 13.1.3) montre que

PO (i £(0), 9(N), A/X) = (A/ N D/2D0) (3, /A W) /A2, g(N), 1).
(13.43)
La région critique est définie en particulier par |t| < A?, et ceci est la source
du comportement singulier IR qui apparait dans la théorie des perturbations.
Supposons que 1’'équation

t(A) = A%/\% (13.44)

posséde une solution en A. Alors, aprés cette dilatation A, la longueur de
corrélation est d’ordre unité. Ceci correspond aussi, en reliant le parameétre
de dilatation A et ¢, & choisir la valeur initiale (pour A = 1) du coefficient
du terme essentiel o2 pour que la valeur, apres cette dilatation, soit d’ordre
unité.
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En combinant les équations (13.39)-(13.44), on trouve
I (psit, g, A) = Z ">\ @=nd- DT (p, 121, g(3),1),  (13.45)
ou 'on a introduit la notation
m=A/X. (13.46)

La solution de I’équation (13.41) peut étre écrite

Ao
t(A) = texp — (g(a) | . (13.47)
|
En substituant cette relation dans I’équation (13.44), on obtient
A
de 1
In(t/A?%) = —/ —, (13.48)
1 O V(Q(U))

o, pour relier la fonction 172(g) aux exposants standards, nous avons introduit
la fonction

v(g) = Ina(9) + 27" (13.49)

On cherche une solution A dans la limite ¢/A? <« 1. Puisque v(g) est une
fonction positive, au moins pour g assez petit, comme les équations (13.38)
et (13.49) le montrent, I’équation (13.48) implique que la valeur du parameétre
A tend vers Pinfini et, donc, que g(A) tend vers le point fixe IR g*. Dans cette
limite, ¥(g(c)) peut étre remplacé, a 'ordre dominant, par Uexposant critique

v=v(g*) =11+ %) +O(e), (13.50)
(en utilisant le développement (13.38)). L'équation (13.48) entraine

1
Int/A% ~ ——In). (13.51)

La forme asymptotique de Z(A) est donnée par I’équation (13.32) :
Z(A) x A7, (13.52)

Enfin, dans la limite A — oo, ou bien A — oo, utilisant les équations (13.51)
et (13.52) ainsi que (13.45), on obtient un comportement asymptotique de la
forme

[t A=1) ~ mi=E2D2EO g, /), (13.53)
Ips |1

ou
m(A=1)=¢"1xt”. (13.54)
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En plus du comportement général d’échelle, un autre résultat a été obtenu.
De I’équation (13.53), on déduit que la quantité m est proportionnelle a la
masse physique ou a l'inverse de la longueur de corrélation. L’équation (13.54)
montre alors que la divergence de la longueur de corrélation £ = m~! a T, est
caractérisée par l'exposant v.

Pour t # 0, les fonctions de corrélation sont finies & impulsion nulle et se
comportent comme

TO(05t, g, A) oc t7(d-td=24m)/2), (13.55)
En particulier, pour n = 2, on obtient I'inverse de la susceptibilité magnétique
Yy L =T@(p=0t,9,A) x t¥7, (13.56)

La divergence de x est caractérisée par un exposant qui est noté habituel-
lement v (¢f. équation (7.35)). L’équation (13.55) établit la relation entre
exposants

v =v{2—mn). (13.57)

Enfin, notons que puisque nous avons supposé que la théorie critique existe
lorsque t tend vers zéro, les différentes puissances de t doivent se compenser
dans I'équation (13.53). A partir de cette observation, on retrouve I'équa-
tion (13.33) sous la forme

T (s /At g, A=1) x A~ dAn(d=24m)/2, (13.58)
t”<<|p,|/)\<<1

13.5.2 Fonctions a aimantation fixée ou au-dessous de T,

Il est facile de généraliser les EGR aux fonctions de corrélation en champ
extérieur H f{ixé, ou aux fonctions de vertex & aimantation M = {(o(z)) fixée.
En particulier, en présence d’un champ extérieur uniforme H, il existe une
relation (l'équation d’état) entre champ extérieur H, aimantation M, et dé-
viation de la température critique t. Dans le domaine critique, elle satisfait
I'EGR

1
Mgy +0l9) g — gita) (1+ M7 ) = maltgy | HOM..0) =o0.

(13.59)

1’équation peut se résoudre par les mémes méthodes. Comme il n’y a pas

de fonction coefficient nouvelle, la solution peut s’exprimer entiérement en

terme des fonctions (13.40), (13.41) et (13.42). Asymptotiquement, dans la

limite M,t et H <« 1, on peut remplacer g par g*. Par ailleurs, Panalyse

dimensionnelle nous apprend que H a dimension %(d +2) et donc

g _d+2 0 d-2, 0
AN 2 ot 2 oM’
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de sorte qu’asymptotiquement H est solution de

0

0
—+35d-2+nM EIYi

5 (d+2—n)H(M,t).

(24 m9)t H(Mt)=1
Cette équation implique la propriété d’homogénéité, ou forme d’échelle,

asymptotique universelle de I'équation d’état
H = M°f(t/MY?),

ou la fonction f(r) est universelle, aux normalisations de f et x prés, et les
exposants 3 et § sont reliés & 1 et v par
d+2-n d

0= ——=——1, =vd, = Lv(d -2 .

iy 4 b B=v s( + 1)

La variation du champ externe H permet, ensuite, de passer de maniére
continue de la phase désordonnée (T > T.,H = 0) a la phase ordonnée
(T < T., H =0). Les EGR satisfaites par les fonctions de corrélation,

0 a 1 0 21 =
Mg 00 g — i) (n+ M7 )~ )| F it 00,8 =0,
(13.60)
permettent ainsi de démontrer des lois d’échelle en champ ou aimantation et,
dans la limite H — 0, T < T, toutes les lois d’échelles dans la phase ordonnée.



Chapitre 14

Théorie (¢*)? avec symétrie
O(N) : limite N — oo

U CHAPITRE 13, nous avons indiqué comment on peut établir, par des

méthodes de théorie statistique ou quantique des champs, les propriétés
universelles des systémes critiques dans le cadre du développement formel en
€ = 4—d ol d est la dimension d’espace. Il est encourageant de pouvoir vérifier
par des méthodes analytiques, au moins dans une limite particuliére, que les
résultats ainsi obtenus restent valables méme quand ¢ n’est plus infinitésimal.
Dans ce chapitre, nous étudions la théorie statistique des champs avec symétrie
orthogonale O(N) et interaction (¢?)? (nous notons ici, ¢ = (¢1,...,én) le
champ a NV composantes plutot que o a la différence des chapitres précédents),
a dimension fixée, dans le cadre d’un autre schéma d’approximation, la limite
N — o0o. Nous vérifions qu’elle posséde les propriétés universelles démontrées
dans le cadre du développement formel en ¢. Plus généralement, mais nous ne
le ferons pas ici, on peut démontrer toutes les propriétés déduites du groupe
de renormalisation, ordre par ordre, dans un développement en 1/N.

Enfin, soulignons qu’il est aussi possible d’étudier directement un modéle
de spins a N composantes sur réseau, dans la limite N — oo. Le choix de
I’espace continu est une simplification technique mais n’affecte pas les résultats
universels.

Hamiltonien symétrique général. Dans un premier temps, nous étudions
un probléme plus général et considérons un hamiltonien de la forme

(@) = HO (@) + N [ dlaU($*@)/N). (14.1)

ou

HO(@) = 5 [ A3 0,8() - D(-T2/A0,0(0).

Cet hamiltonien est invariant par le groupe O(N) agissant sur le vecteur ¢.
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La fonction D(s) satisfait aux conditions usuelles. Elle est normalisée :
D(0) = 1, strictement positive et analytique pour s > 0. Enfin, pour s — +oc,
elle croit plus vite que s(4=2/2 de facon a ce que le développement perturbatif
soit défini. Le paramétre A est le facteur de coupure. Par ailleurs, U(p) est un
polynéme en p avec, pour p > 0, un minimum unique & p # 0 ol sa dérivée
seconde ne s’annule pas.

En termes des composantes de Fourier du champ définies par

#la) = [ a'p e bip).
HP () s’écrit aussi

#2(9) = (2n)? [ a'pdp)D(s*/A(p). (14.2)
Nous voulons déterminer le comportement de la fonction de partition

2 = [ o) exp [-H(@) (14.3)

et des fonctions de corrélation pour N — oo (a U fixé).

14.1 Préliminaires algébriques

Pour N — oo, Pétude des modéles spécifiés par un hamiltonien de
type (14.1) repose sur une idée du type théoréme de la limite centrale (sec-
tion 3.1) ou de champ moyen (section 8.10). On s’attend, en effet, & ce que
les quantités invariantes par le groupe O(N) comme

N
2
¢*(z) =) 6i(a),
i=1
s’auto-moyennent et donc, fluctuent peu, ce qui signifie par exemple que,

(¢ (@)9* ()~ _(¢%(2)) (¢*(v))

N
Par conséquent, il parait judicieux d’essayer de prendre p(z) = ¢)2(a:) comme
variable dynamique plutét que ¢(z). Dans ce but, nous introduisons deux
champs supplémentaires A(z) et p(x) (cf. aussi section 8.10) et imposons la

contrainte p(x) = ¢*(x)/N par une intégrale sur A(z). En chaque point z de
I'espace, nous utilisons I'identité

+oo 5
% /dp/ d\ e —NP)/2 N/dp6(¢2 —Np)=1,
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ou § est la distribution de Dirac. L’insertion de cette identité dans l'inté-
grale (14.3) conduit a la nouvelle représentation de la fonction de partition

z = [(dglidrliaNexp [ (@, V), (14.4)
avec
H(p.p, ) = HO () + / [NU(p(x)) — 2id(@)(¢2(x) — Np(x))] .
(14.5)

L’intégrale de champ (14.4) est alors gaussienne en ¢. Les intégrales sur les
différentes composantes de ¢ se factorisent et chaque intégrale donne le méme
résultat. Donc,

/ [deb] exp {—H@)((p) +1i / dz )\(a:)gbz(z)} x
{det [-V2D(=V2/A%) —ir(e)] } 2,

ce qui rend la dépendance en N de la fonction de partition explicite.

En fait, il est commode de séparer les composantes de ¢ en une compo-
sante o, et N — 1 composantes 7, et de n’intégrer que sur 7 (pour T' < T, on
peut méme avoir intérét a n’intégrer que sur N — 2 composantes). Cette mo-
dification n’affecte pas la limite N — oo mais permet de calculer directement
les fonctions de corrélation de la composante ¢ du champ ¢. Dans ce but,
nous ajoutons un terme de champ extérieur 4 ’hamiltonien. La fonctionnelle
génératrice des fonctions de corrélations de o est alors donnée par

Z(H) = /{da][dp][d)\] exp [—HN(O', pA) + /ddx H(.T)O‘(.I?)} (14.6)

avec (trln = Indet). Ainsi,

Har(o ) = H(o)+ [ e [NU(p) ~ JiMa) (o (2) = Np(o))]
+ 3N —1)trln [-V2D(=V2Z/A%) —iX(e)] . (14.7)

Fonctions de corrélation du champ ¢*(z). Dans ce formalisme, il est fa-
cile d’engendrer aussi les fonctions de corrélation impliquant le champ p qui,
par construction, sont proportionnelles aux fonctions de corrélation de ¢2.
Le champ ¢2(a¢), qui est couplé & la variation de température, est la partie
dominante de ’énergie locale.

14.2 Intégrale sur le champ ¢ : le déterminant

Dans le calcul de la section 14.1, 'intégrale sur chaque composante de ¢
a engendré le déterminant d’un opérateur différentiel, qui n’est pas un objet
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simple puisque A(z) est un champ fluctuant. Heureusement, les calculs qui
suivent n’en nécessitent qu’une définition perturbative, que nous précisons
maintenant, valable quand A(z) fluctue peu autour d’une valeur constante
imaginaire.

14.2.1 Le déterminant : définition perturbative

Supposant que A{x) fluctue peu autour d’une valeur moyenne constante
2 m > 0, on pose

m
Mz) =im? + p(x), m>0,
et on définit le déterminant par (cf. sections 10.2, 12.4)
Indet [~V2D(~V2/A%) —iX(e)] =trln [-VZD(-V3/A%) —iA(e)]
=trln [—VzD(*Vi/AQ) +m?|

-3 %tr(Ap)", (14.8)
n=1

ot A est le propagateur, inverse de Popérateur —V2D(—V2/A%) +m? :
[-V2D(=V2/A%) +m*] Az — y) = 6@ (z —y).
Cette équation se résout en introduisant la représentation de Fourier

1

Alz) = @ /ddp e A(p).

On trouve 1
Alp) = . )
(p) m? + p?D(p?/A?) (14.9)

Dans le développement (14.8), on reconnait une somme de diagrammes a une
boucle du type discuté en section 12.4.2 et

n
tr(Ap)" = /Hdd:ciu(xi)A(:ci —Xi—1) avec Tp = Tg.
i=1
Introduisant la représentation de Fourier du champ
) = / d?p eP* fi(p),

on peut récrire 'expression

tr(Ap)* = / <Hddpi ,1(;;,»)) 5@ (sz) / diq[[Ala),  (14.10)
i=1 i i=1
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avec
git1 — 4 =Pi» qn+1—=q1 =4q.

Les trois premiers termes du développement vont jouer un réle particulier.
Pour n =1, 2,
tr A= A(0) [ dan(z) = (2n) 7O Qu(m)

tr(Ap)? = /ddwddy Az — y)p(x)y) = (QW)d/ddpﬁ(p)ﬂ(—p)BA(p, m),

ol nous avons défini

d

0um) =0 = [ 55w, (14.11)
d -~ ~

Balrom) = [ 5 A@AG-0). (1412

La fonctions 4 correspond au diagramme & une boucle (b) de la figure 2.4
sous sa forme 1-irréductible. Ce diagramme est déja apparu dans les équa-
tions (6.39a), (10.10), et a été discuté dans une forme identique, aprés 'iden-
tification m? r— t, en section 10.4.

La fonction By fait intervenir le diagramme (g) de la figure 2.6, sous sa
forme 1-irréductible, représenté de fagon plus précise dans la figure 14.1. Pour
m = 0, la fonction By (p,m) se réduit a la fonction B(p) définie en (10.15)
dont le comportement asymptotique pour p — 0 et d — 4 est discuté en
section 10.3.2.

Fic. 14.1 — Le diagramme « bulle » Ba(p,m).

14.2.2 Premiers diagrammes a une boucle : discussion

Pour la suite, nous avons besoin de quelques propriétés asymptotiques des
fonetions Qg(m) et Ba(p,m) qui, pour A = 0o, ont déja été étudiées dans le
cadre de la régularisation dimensionnelle en section 12.5.3.

La fonction Qg4. La fonction (14.11) s’écrit de fagon plus explicite,

dq

1
) = oy | D

: (14.13)
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Le changement de variables ¢/A +— ¢ montre que €24 est de la forme
Qa(m) = A4 2wg(m/A). (14.14)

Les premiers termes du développement de 4(m) pour m? — 0 se déduisent
du développement de wg(z) pour z — 0. Pour d > 2, ce développement a la
forme (pour plus de détails, voir 'appendice C.1)

wa(z) = wg(0) — K(d)z%72 + a(d)2® + O (24, 29). (14.15)

La constante i (d) est universelle, ¢’est-a-dire indépendante de la fonction de
coupure D :

2
Nd = Wm, (14168.)
K(d) = i 1-d/2), (14.16b)

_2sin(7rd/2)Nd - (47r)d/2r(

ol nous avons introduit, de nouveau, le facteur de boucle Ny.
La constante a{d) qui caractérise, pour d < 4, la correction dominante
dans I’équation (14.15), est donnée par

a(d) = Ny /OOO E4=5dk (1 — 'D%k?)) (14.17)

{forme valable pour 2 < d < 4). Elle dépend de la forme explicite du propaga-
teur et donc de la régularisation. Cependant, pour € = 4 —d — 0, elle diverge
de fagon universelle comme

ald) _,~ N4/1 k475dk ~ 1/(8x%). (14.18)

Pour d = 4, le comportement de wq(2) fait intervenir un logarithme :

1
w(z) — wq(0) ~ wzj Inz. (14.19)

La fonction Ba(p,m). Le développement de By (0,m) pour m — 0 peut
étre déduit du développement (14.15). En effet,

d ~
Ba0m) = [ 5 Ra)

=L 0um) = (@2~ DE@m ~ a(d)A~ + - (1420)

Dans la théorie critique (& cet ordre, m = 0), pour 2 < d < 4,

Ba(p,0), = bd)p™* —a(d)A~* +0 (MCp2 A 20%) (1421)
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ou

T2(d/2
b(d) = — s £ 2]
sin(nd/2) T'(d — 1)
Pour d = 4, la fonction a un comportement logarithmique de la forme (cf.
section 10.3.2)

Ny. (14.22)

1
Ba(p,0) o In(A/p) + const. (14.23)

Contribution & [énergie libre. Le premier terme dans le développe-
ment (14.8), trin[—V2D(~VZ/A?%) + m?], est proportionnel au volume et
diverge quand le volume tend vers l'infini. De plus, il diverge aussi parce
que lintégrale sur le champ ¢ n’a pas été normalisée. La normalisation de
la fonction de partition a comme effet de multiplier le déterminant par une
constante qui doit étre choisie pour que le produit soit fini. Cela correspond &
soustraire, a son logarithme, une constante pour le rendre fini. Il est commode
de choisir la normalisation indépendante de m?. Nous définissons donc

D(m?) = {trln [-V2D(-V2/A?) + m?*| — trIn[-V2D(-V2/A’]} /volume.

(14.24)
La variation du déterminant, quand m? varie de dm?2, se déduit du second
terme du développement (14.8), en posant u(z) = idm? :

—itrAp = 6m2A(O)/ddw = dm?A(0) x volume.

En conséquence,

AD(m? Ak
) — A= 2y D) = ().

2

En intégrant Qg(m) sur m?, on trouve lexpression finie

D(m?) = /Om 25ds Q4(s). (14.25)

Pour A — o0, la fonction D peut étre évaluée en utilisant 'expression régu-
larisée (14.25), et exprimée en termes des quantités définies en (14.15). On
trouve

D(??lQ) - _ @md + Qd(o)mQ + @m4/\4~d + O(mGAd'G,md+2A'2).

d
(14.26)

14.3 Limite N — oo : le domaine critique

Nous étudions maintenant la limite N — oo, la fonction U(p) étant sup-
posée indépendante de N. Avec I'Ansatz ¢ = O(NY?), p = O(1), A = O(1),
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tous les termes dans Hy sont d’ordre N et I'intégrale peut s’évaluer par la
méthode du col. Nous cherchons un col qui correspond a des champs classiques
o(x), p(x), A(x) constants :

o) =0, plx)=p, MNz)=im?, (14.27)

ol nous avons explicité la positivité de —iX au col (¢f. (14.9)).
Pour H = 0, la densité du hamiltonien s’écrit alors

E ~ NU(p)+ im*(c® — Np) + :ND(m?), (14.28)

N—oo

ou la représentation (14.25) a été utilisée. En dérivant £ par rapport & o, p
et m?, on trouve les équations de col (en utilisant la définition (14.11))

=0, (14.29a)
% :U( ), (14.29b)
0?/N —p+Qu(m) =0. (14.29¢)

Discussion. Dans expression (14.7), le terme tr In provient de 'intégration
sur les N — 1 composantes . La valeur moyenne m? du champ )\ provient
du terme de masse du champ 7 et donc, & 'ordre dominant, m est la masse
des N — 1 composantes 7. L’équation (14.29a) implique soit ¢ = 0, soit
m = 0. Cette alternative est une manifestation du phénomeéne de Goldstone
(section 7.8) : si o = 0, la symétrie O(N) n’est pas brisée et les N composantes
du champ ont la méme masse m ; au contraire, si ¢ # 0, la symétrie O(N) est
brisée spontanément, m = 0 et donc la masse du champ 7 s’annule, les N — 1
composantes de 7 correspondant aux N — 1 modes de Goldstone attendus.

Nous considérons maintenant les équations de col dans les deux phases.

(i) Phase ordonnée (symétrie brisée spontanément). Notons que l'équa-
tion (14.29¢) n’est compatible avec une solution m = 0 que pour d > 2
puisque, pour d < 2, l'intégrale diverge & m = 0. Cette propriété est
directement liée au théoréme de Mermin—Wagner—Coleman : dans un
modéle statistique n'impliquant que des forces a courte portée, une sy-
métrie continue ne peut pas étre brisée pour d < 2, dans la mesure ol
la moyenne ¢ du parameétre d’ordre s’annule nécessairement (voir aussi
la discussion de la section 7.7). Dans le présent contexte, les modes
de Goldstone sont & lorigine de cette propriété : étant de masse nulle,
comme on le sait par des arguments généraux et comme le calcul a
lordre dominant pour N — oo 'a confirmé, leur présence induirait des
divergences a impulsion nulle pour d < 2.

Les équations de col (14.29) se réduisent alors a

U'{p) =0et (d > 2),
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(i)

0?/N — p+Qq(0) = 0.

La premiére équation exprime que p est donné par le minimum de U,
que nous avons supposé unique, et la deuxiéme équation détermine alors
la valeur moyenne du champ. Une solution n’existe que si la position p

du minimum satisfait
p > pe = 24(0), (14.30)

o=+vN(p—pc). (14.31)

La phase désordonnée (symétrique). Dans le cas o = 0, les équations de
col (14.29) peuvent s’écrire

et alors

m? =2U"(p), p— pe=Qa(m) — Qq(0). (14.32)

La deuxiéme équation implique p < p.. La valeur p = p. correspond
donc a une transition entre une phase ordonnée p > p. et une phase
symétrique p < p.. La condition

U'(pe) =0 (14.33)

détermine les interactions U(p) critiques.

Le parameétre m est maintenant la masse du champ ¢ et £ = 1/m la
longueur de corrélation. La condition m < A, ce qui est équivalent &
&€ > 1/A, définit le domaine critique. Elle implique que p est proche
de p. par la deuxiéme équation (14.32). La premiére équation entraine
que U'(p) est petit et donc que p est proche de la position du minimum
de U(p). Nous posons

U'lpe) =37, |7]<1. (14.34)
Nous développons alors U(p) a p. :
U(p) = 37(p = pe) + 35U (p = pe)* + O((p — pc)?).- (14.35)
Avec cette paramétrisation,
m? = 2U(p = pe) + 7+ O((p = pe)?).-

Nous avons supposé que U”(p) ne s’annule pas au minimum et, donc
que U" ne s’annule pas dans un voisinage. Comme p est proche de p.,
U/ est strictement positif. Alors 7 est positif dans la phase symétrique
et négatif dans la phase de symétrie brisée.

Sans cette hypothése, le point critique pourrait étre un point multicri-
tique, une situation que nous n’examinons pas dans ce contexte.

Pour déterminer les comportements au voisinage du point critique, seul
le développement jusqu’au second ordre est utile. Nous pouvons donc
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réduire U(p) a un polynome quadratique, comme dans le modéle quasi-
gaussien, et le probléme se réduit a la discussion de la méme théorie des
champs (¢2)2 qui, dans le cadre du développement en € = 4 — d, décrit
les comportements critiques universels.

14.4 La théorie des champs (¢*)% pour N — oo

La discussion qui suit est maintenant spécifique a la théorie des champs
(¢*)2. Avec le choix

1 U 5
Up) = 5o+ 1% (14.36)

I’hamiltonien, exprimé en terme du champ initial & N composantes ¢, prend
la forme

o) =120+ [ (oo g W@ e as)
La limite N — oo est prise a U{p) fixé et ceci implique, avec nos conventions,
que u, le coefficient de (¢*)2/N, est fixé.

Le potentiel U étant quadratique (équation (14.36)), lintégrale sur p(z)
dans (14.6) est gaussienne et peut, dans ce cas, étre effectuée explicitement.
Notons, toutefois, que le champ p a une interprétation physique plus directe
que le champ A.

L’intégration conduit d’abord & translater p(z) de sa valeur au minimum
de la forme quadratique. Cette valeur est solution de I’équation de champ

OHnN (o, 0, A)
dp(x)
Aprés cette translation, I'intégration gaussienne résiduelle ne donne qu’un fac-

teur constant. L’intégration correspond donc a remplacer, dans ’hamiltonien,
p par la solution de 'équation (14.38). On trouve

=0 = \z)=1[sup(z)+7]. (14.38)

Halo,X) = HB(0) ~ [ o [1ir(e)o (@) + (3N/2u)(iA() + 1)
+ 2(N = D)trin [-V;D(=V2/A?%) — iX(e)] . (14.39)
La densité d’hamiltonien au col (14.28) prend la forme

£ = im?e® — (3N/2u)(r — m?)? + IND(m?). (14.40)

Interprétation diagrammatique. Dans la théorie des champs (¢2)2, quand
N — 00, & chaque ordre du développement perturbatif, les termes dominants
proviennent des chaines de diagrammes en « bulle » de la forme représentée
dans la figure 14.2. Asymptotiquement, ces diagrammes forment une série géo-
métrique que les techniques algébriques précédentes permettent de sommer.
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FI1G. 14.2 — Les diagrammes dominants pour N — co.

Phase de basse température en champ nul. Dans la phase ordonnée p > p,
I'équation (14.31) donne la valeur moyenne non nulle du champ

g = VN(ppr)v

ol p. = Q4(0) (cf. équation (14.30)), et la symétrie O(NN) est brisée sponta-
nément. La constante p est alors donnée par 1'équation (14.29b) qui se réduit
a U'(p) = 0. La condition (14.33) détermine le potentiel critique U :

Ulpe) =0 = r=r.=—up,/6. (14.41)

La valeur moyenne du champ s’annule pour r = 7., qui donc correspond
3 la température critique T.. Introduisant le paramétre 7 qui caractérise la
déviation a la température critique (défini par I'équation (14.34)),

T=2U"(pc) =71 —rc,

on obtient
Up)=0 = p—pc=—(6/u)T. (14.42)

La symétrie O(N) est brisée pour T < 0, c’est-a-dire & basse température et
Iéquation (14.31) peut alors se récrire

o = —(6/u)T o< (—7)*° avec B =1- (14.43)

Ce comportement montre que, dans la limite N — oo, I'exposant 3 reste
quasi-gaussien en toute dimension.

Phase de haute température en champ nul. Pour 7 > 0, ¢’est-a-dire au-
dessus de T, o s’annule. De 'expression (14.7), on déduit la fonction a deux
points du champ ¢ qui, dans cette phase, est identique au propagateur (14.9).
Asymptotiquement, elle prend la forme (négligeant les corrections venant des
termes inessentiels)

1

Avp) =A(p) ~ — .
) ) Ipl,m<A p? +m?

(14.44)

Par conséquent, m est la masse physique du champ ¢ (et donc de toutes les
composantes du champ ¢) et son inverse

£=1/m (14.45)
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est la longueur de corrélation. L'équation (14.29¢) implique que Op/Om est
négative et que r est une fonction croissante de m. Le minimum de r, ob-
tenu pour m = 0, est r.. Utilisant les définitions (14.34) et (14.41) dans les
équations (14.32), on trouve alors

(i)

(iii)

m? = (u/6)(p — pc) + 7, (14.46a)
p— pe = Qa(m) — Qq(0). (14.46Db)

Pour d > 4, le développement (14.15) implique que la contribution prin-
cipale a p — p. est proportionnelle 4 m?, comme le membre de gauche
de I’équation (14.46a) et, donc,

m*=&t~r = v=1, (14.47)
ce qui est le résultat gaussien ou de champ moyen.

Pour 2 < d < 4, en revanche, le terme principal est d’ordre m?=2 et
donc,
p— pe ~ —K(d)ym=2.

La contribution dominante pour m — 0 dans P’équation (14.46a)
provient maintenant de p — p.. Ne gardant que le terme dominant
dans (14.15), on en déduit

m=¢ 1~ /A=) (14.48)

ce qui montre que l'exposant de corrélation
v=—— (14.49)

et qu’il n’est donc plus gaussien.

Pour d = 4, la contribution principale dans I’équation (14.46a) provient
encore de p — p. et, dong,

, 4872 7 9672 T

T T (A m) T v In(AZ/7) (14.50)

La longueur de corrélation n’a plus un comportement en loi de puis-
sances mais plutét un comportement de type gaussien modifié par un
logarithme. C’est un comportement typique d’une situation o le point
fixe gaussien est stable en présence d’'un opérateur marginal.

Si l'on examine 'équation (14.29b) pour o = 0 et d = 2, on trouve que
la longueur de corrélation ne peut diverger que pour r — —o0. Cette
situation particuliére sera étudiée dans le cadre du modéle ¢ non linéaire
en section 14.10.
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Enfin, dans la limite critique 7 = 0, m s’annule et done, de la forme (14.44)
de la fonction a deux points du champ o, on déduit que l'exposant critique n
reste gaussien pour tout d :

n=0 = dy=3(d—2). (14.51)

On vérifie aussi que, pour d < 4, les exposants [, v,n satisfont la relation
d’échelle démontrée dans le cadre du développement en € :

B=1u(d—2+n) = vdy.

14.5 Partie singuliére de 1’énergie libre
et équation d’état
En présence d’un champ magnétique constant H dans la direction o, la

densité d’énergie libre W{(H) (& cet ordre, 'opposée de la densité du hamil-
tonien (14.40) dans laquelle les équations de col sont utilisées) est donnée par

W(H) =In Z/volume = &€

3 1 1
=N %(m2 —7)? - §m202/N +Ho/N — §’D(m2) ,
ol p a été éliminé grace a I'équation (14.29b) (ou (14.38)) et la contribution
du déterminant a été exprimée par I'équation (14.25). Les valeurs au col m? et
o sont données par 1’équation (14.29¢) et I’équation de col (14.29a) modifiée

mio=H. (14.52)

L’aimantation, valeur moyenne de ¢, est

ow
M=—=0,
oH
puisque les dérivées partielles de W par rapport a m? et o s’annulent comme
conséquence des équations de col. La densité de potentiel thermodynamique
G(M), transformée de Legendre de W (H), est alors

G(M) = HM — W (H)
N N IV SRR R U e 1 2
_N{ 2u(m T) +2m M /N+2D(m) .

Le développement de D(m?) pour m — 0 est donné par P'équation (14.26).
Le potentiel thermodynamique prend alors la forme

31 1 3(r—re) 1 K(d) 3r2

M PR 4 N tes 2 T2 1'2 N - 2\ d__ 2"
GAn/N 2<u* u>m+ LMY d " 2
(14.53)
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avec la définition
= ——A°. (14.54)

Notons que, pour d < 4, le terme proportionnel & m* est négligeable pour
m — 0 par rapport au terme singulier m?. Donc, & ordre dominant dans le
domaine critique

3 0, 1 K(d
G(M)/N = =rm” + EmQMQ/N - %md + const., (14.55)
u
ol 7 a été défini en (14.34).
Comme conséquence de la propriété (6.9) de la transformation de

Legendre, ’équation de col correspondant a4 m? est maintenant obtenue en
exprimant que la dérivée de G par rapport &4 m? s’annule. On trouve

(6/u)T + M?/N — K(dym%?% =0,
dont la solution est

m =& = [K(d)} 7 [(6/u)r + a*/N) T

une expression qu’on peut comparer & 'expression quasi-gaussienne (8.59).
La contribution dominante au potentiel thermodynamique dans le domaine

critique s’en déduit :

1 d—2

N (M) ~ 2/(d-2)

2d(K(d))

Différentes quantités peuvent étre calculées a partir de G(M ). Par exemple, en
dérivant par rapport a M. on trouve I’équation d’état dans la limite d’échelle

d/(d=2)

[(6/u)T + M?/N] (14.56)

oG 5 2
H="=2 = 7l .
53] hoM® f (aoT/M?), (14.57)
ol hg et ag sont deux constantes de normalisation. L’exposant ¢ est donné par
d+2
0= —— 14.58
a¥2, (14.58)

en accord avec la relation générale entre exposants § = d/dg —1, et la fonction

f(z) par

f(@) = (1 +2)¥@=2), (14.59)
La forme asymptotique de f(z) pour z — -+oo implique v = 2/(d — 2), ce
qui est & nouveau en accord avec la relations d’échelle v = v(2 — ). Enfin, en
accord avec des résultats généraux, I'équation d’état peut étre mise sous une
forme paramétrique {M, 7} — {R,6} :

M = (ag)'/?RY?%9,
T=3R(1-6%),

H = hoRY?0 (3 — 26%) %477
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Ezxposant de chaleur spécifique. Rapports d’amplitudes. En dérivant G(M)
deux fois par rapport & 7, on obtient la partie singuliére de la chaleur spécifique
& aimantation M fixée :

(4—d)/(d-2)

Csing. < [(6/w)T + M?/N| (14.60)

Pour M = 0, la partie singuliére de la chaleur spécifique s’annule donc comme
Csing. X ‘T}~a7 (1461)

avec comme exposant de chaleur spécifique

d—4

«

qui est aussi égal & 2 — dv, en accord avec les prédictions du groupe de renor-
malisation.

Notons que, pour N — oo, le terme dominant de la chaleur spécifique
quand 7 — 0 n’est pas la partie singuliére universelle, qui s’annule, mais
la partie réguliére en 7 qui a une limite finie mais dont la valeur n’est pas
universelle (par exemple elle dépend de u).

Parmi les rapports d’amplitudes critiques, on peut calculer, par exemple,
REL = fi (@A"Y et R. = A Ct/MF (cf équation (7.35) et section 8.6)

AN T(3-—d/2) _4-d

(R?)d = (d—2)3 (47T)d/2 ’

(14.63)

Corrections dominantes auz lois d’échelles. Le terme proportionnel a m?*

est la correction dominante a la forme d’échelle asymptotique. Le comparant
au terme principal, on trouve

m4/md _ O(T(4—d)/(d_2)).

L’exposant qui caractérise les corrections dominantes a la forme asymptotique
dans la variable température, est wr (w est défini par I'équation (13.29)) et
donc

wr=4-d)/(d—2) = w=4—-4d. (14.64)

Remarquons que pour la valeur particuliére v = u*, cette correction s’annule.

14.6 Les fonctions & deux points (A\) et (¢>2¢2>

Dans la phase de haute température, en dérivant deux fois le hamilto-
nien (14.39) par rapport a A(z), et en remplagant le champ A(x) par sa valeur
moyenne im?, on obtient la fonction a deux points (A}, qui est aussi le propa-
gateur du champ A dans le développement en 1/N. Pour la dérivée du trln, on
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peut utiliser le terme n = 2 du développement (14.8). La partie quadratique
en A du hamiltonien est

3N N
Hay = e /dd:r M (z) + T /dda: dy A%(z — y)Mz) A\ (y),
une expression qui, en introduisant les composantes de Fourier
Mz) = /ddp e’ \(p),
peut étre récrite
Hax = §N(27T) d“p A(p)A(—p) -+ ’2*BA(]9, m) |, (14.65)

ol Ba(p,m) est la fonction (14.12) correspondant au diagramme de la figure
14.1. On trouve alors

_ 1 d T A
(O = o [t da). (14.66)
ott Ay se déduit de Pexpression (14.65) :
M) = = (2 4 Bapm) B (14.67)
aPp) = A AD, M . .

Utilisant la relation (14.38), on obtient la fonction & deux points (pp) (en
représentation de Fourier, la translation par une constante ne produit qu’une
distribution § & p = 0) et donc, suivant la remarque de la section 14.4, la
fonction a deux points de ¢*(x) (qui est la fonction de corrélation énergie—
énergie) en représentation de Fourier :

12N/u

1+ (u/6)Ba(p, m)
(14.68)
La valeur & impulsion nulle de cette fonction donne la chaleur spécifique. Le
développement pour m — 0 de Ba(0,m) est donné par I’équation (14.20).
La partie singuliére de la chaleur spécifique s’annule donc comme m*~¢, en

accord avec 1’équation (14.60) pour M = 0.

Dans la théorie critique (m = 0 a cet ordre), pour 2 < d < 4, le dévelop-
pement (14.21) montre que, quand 'impulsion p tend vers zéro, le dénomina-

teur est aussi dominé par la partie singuliére de By (p,0). On en déduit que

[te e (8(2)90)) = N* [ e € (pa)p(0)) -

~ 2
A ~ ———ptd, 14.
MP) o NP (14.69)
On vérifie 4 nouveau la cohérence avec les relations d’échelle. De plus, la
dimension [A] du champ A, et donc de Popérateur énergie, dans la limite
N — o0 est
N=Ld+@-d)]=2, (14.70)
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un résultat important pour la théorie des perturbations en 1/N. Ce résultat
est cohérent avec les propriétés (relations (9.64), (10.32) et (10.34))

N =1lpl=[¢?]=d-1/v=d—(d-2)
Remarques.

(i) Pour d = 4, Bx(p, 0) a le comportement logarithmique (14.23) et domine
encore le comportement de la fonction & deux points qui devient

< 1672
Ax(p) ~ Ni(Ap)

ii) Soulignons qu’en conséquence, pour d < 4, les contributions engendrées
g
par le terme proportionnel & A?(z) dans (14.7) ont toujours été négli-
geables dans le domaine critique.

La fonction {oa) & basse température. Dans la phase de symétrie brisée,
apres translation des valeurs moyennes, ’hamiltonien inclut un terme propor-
tionnel & o)\ et donc les propagateurs des champs ¢ et X sont les éléments
d’une matrice M 2 x 2. En représentation de Fourier,

2 —10
M (p) = (fz‘a 3N/u+§NBA(p,0)> ; (14.71)

ol 0 = (o(x)) et By est donnée par 'équation (14.21). Pour d < 4, asympto-
tiquement, le déterminant est donné par

1/ det M(p) ~ N [b(d)p®~2 + 67/u] .

Cette expression définit une échelle de masse

1/(d=2)

Mer = (—7/u) @2 o A((re —1)/A?) A(re —7)/A%)", (14.72)

4 laquelle est associée une transition (crossover en anglais) entre un compor-
tement dominé par les modes de Goldstone et un comportement critique.
A d =4, Bx(p,0) est donné par P'expression (14.23) et

Q. LB — .
b O AT e 7] (14.73)

Enfin, pour d > 4, Ba(p,0) a une limite finie & p = 0 et donc
Mer X ATe — T (14.74)

En toute dimension, pour |r — 7.| — 0, mer & donc le méme comportement
d’échelle que la masse physique.
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14.7 Groupe de renormalisation et corrections
aux lois d’échelles

Pour vérifier plus directement la cohérence de la limite N — oo avec
le schéma du groupe de renormalisation (GR) perturbatif, nous calculons,
a lordre dominant pour N — oo, les fonctions du GR et les corrections
dominantes aux lois d’échelle.

14.7.1 Les fonctions du groupe de renormalisation
Nous posons (¢f. équation (14.54))
u=NgA*? g =u"A"%/N=6/(Na), (14.75)

oti la constante a(d) a été définie en (14.15) et diverge pour e =4 ~d — 0
comme 1/(872%¢) (équation (14.18)).
La masse m est solution des équations (14.46) qui entrainent

m? = %NA4_dg [Qq(m) — Qq(0)] + 7.

Pour A — oo, nous retenons, dans I’équation, le terme principal et la cor-
rection qui devient marginale & d = 4 (équations (14.14), (14.15) et (14.75)).
L’équation devient

E(m,7,g,A) =m%(1 —g/g") + %NgK(d)md72A4‘d —7=0. (14.76)

Dérivant I’équation par rapport & A, g, 7, on en déduit

om OF 1
A —d)=NgK(dyma A4 =
A8A8m+(4 d)6 gK(d)ym*°A 0,
om OF 29 1 A2y dd
—— = —-m*L 4+ -NgK(d A =
gagam mg*+6 gk (d)m 0,
om OF 5 g 1 d—2r4-d
Y “l1-< ~NgK(d AT =
T878m+m ( g*>+6 gK (d)m 0,

otl, dans la derniére équation, 7 a été éliminé en utilisant I’équation E = 0.
En faisant une combinaison linéaire de ces trois équations avec les coefficients
1,—e(1—g/g*), —cg/g*, respectivement, on vérifie, qu'a cet ordre, m satisfait
une équation qui exprime que c¢’est un invariant du GR :

(Ag5 5@ 5 mlargs )mirg =0, (a7

o, dans le membre de droite, les contributions d’ordre 1/A% ont donc été
négligées. Les fonctions du GR, B(g) et n2(g) sont alors

Blg) = —eg(l—g/g), (14.78)
m(g) = —€g/g* = v g) =2+mn2(g) =2—¢g/g". (14.79)
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Pour les régularisations les plus simples, a{d) est positif en toutes dimen-
sions et I’équation de point fixe, 5(g) = 0 a une solution non-triviale g = g*
correspondant, pour d < 4, & un point IR. Intégrant I’équation de flot

dg(A)
)\T = *B(g()\)),
on obtient .
g d—4
1| = ad-1, 14.80
5 (14:80)

On trouve alors les exposants v~! = d — 2, ce dernier résultat étant cohérent
avec les équations (14.64, 14.49), et w = §'(g*) = ¢. Dans le cadre du déve-
loppement en e, w est associée a la correction dominante au comportement
d’échelle asymptotique. Dans la limite N — oo, w reste plus petit que 2 pour
€ < 2, ce qui étend cette propriété A toutes les dimensions 2 < d < 4.
Enfin, en appliquant les équations du GR au propagateur (14.44), on
trouve
n(g) =0, (14.81)

ce qui est cohérent avec la valeur (14.51) de 'exposant 7.

Signalons, toutefois, qu’il existe des situations ot a(d) est négatif et dans ce
cas, que nous évoquons briévement plus loin, la méthode du GR est confrontée
& une sérieuse difficulté.

14.7.2 Corrections dominantes aux relations d’échelle

De l'analyse générale du RG, on s’attend a ce que les corrections princi-
pales au comportement d’échelle s’annulent pour u = u*. Cette propriété a
déja été vérifiée pour l'énergie libre. Considérons & nouveau la longueur de
corrélation ou la masse m données par les équations (14.46). Gardant la cor-
rection dominante a I'intégrale pour m — 0, on obtient I’équation (14.76) qui
peut étre récrite

u d—4 d—2 5 -2 7
1*$+(u/6)K(d)m + 0 (m* A )_W
On note que pour la valeur particuliére u = u* (g = ¢*), la correction d’échelle
dominante, qui devient marginale ou logarithmique & d = 4, s’annule.
On vérifie que les corrections dues au fait que g # ¢* sont proportionnelles
a (u—u*)r/279) . On en déduit que wv = £/(2 — ¢), ce qui est cohérent avec
les équations (14.64) et (14.49).

La fonction & deuz points (AX). De la méme maniére, si 'on garde les
corrections dominantes & la fonction (AA) dans la théorie critique (équa-
tions (14.67) et (14.21)), on trouve

2 (6 6 7
Alp) =5 |5~ o , (14.82)



374

Transitions de phase et groupe de renormalisation

ou l'on a négligé les corrections d’ordre A=2. Les corrections d’échelle domi-
nantes s’annulent & nouveau exactement pour u = u* comme attendu.

Discussion.

(i)

On peut montrer qu’une perturbation due a des opérateurs inessentiels
est équivalente, a I'ordre dominant dans la région critique, & une mo-
dification du coefficient de (¢)2)2. Ceci peut étre explicitement vérifié
ici. L’amplitude de la correction dominante aux relations d’échelle est,
comme on 'a vu, proportionnelle & 6/u — a(d)A™¢ ou la valeur de a(d)
dépend de la forme du facteur de coupure et, donc, des contributions
inessentielles. Notons u’ le coefficient de (¢?)2 dans un autre schéma ou
a est remplacé par a’. En identifiant la correction d’échelle dominante,
on trouve la relation (¢’ = u'A4™4)

q 6 ’

ald) 1 d(d)
6

qui est une relation homographique cohérente avec la forme spéciale
(14.78) de la fonction 3. En effet, utilisant 1'équation de flot (14.80)
entre deux valeurs A; et Ao, on trouve

1 M Ad—4
g(A1) g gr2) g~

Le signe de a(d). On suppose généralement que a(d) est positif. C'est
d’ailleurs le cas pour les schémas de régularisation les plus simples. On
voit, par exemple sur 'expression (14.17), quune condition suffisante est
que D(k), dans I'expression (14.9), soit croissante monotone. De plus,
a(d) est toujours positif prés de la dimension 4 ou il diverge comme

1
d) ~ —-
o )d—>4 8m2e
Alors, dans la limite N — oo, il existe bien un point fixe © = v* pour
la. physique de longue distance, zéro non trivial de la fonction 5. A
cette valeur de u, les corrections principales aux formes asymptotiques
d’échelle s’annulent.

Toutefois, a d fixé, d < 4, ceci n’est pas la situation générale. 1l est facile
de trouver des régularisations pour lesquelles, par exemple, a(d) est négatif a
d=3.

Si a(d) est négatif, la méthode de GR, du moins dans sa version simplifiée
réduite & un seul paramétre, est confrontée & un sérieux probléme pour N —
o¢. En effet, le parameétre effectif u(A) a Péchelle A croit pour A — oo jusqu’a
ce que le développement en 1/N mne soit plus valable. L’interprétation de ce
phénomeéne n’est pas claire. Cela peut étre un effet véritable : les hamiltoniens
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de départ de ce type n’appartiennent pas au bassin d’attraction du point fixe.
Cela peut étre aussi un probléme de groupe de renormalisation qu’il faut
modifier pour assurer cette convergence. Enfin, cela peut étre simplement une
pathologie de la limite N — oo.

Une autre fagon de formuler le probléme est d’examiner directement la
relation entre les interactions nue et renormalisée. Notant g,m*~¢ la fonction
& quatre points renormalisée a impulsion nulle, on trouve

4—d Atdg

P = . 14.83
T T T TR dgNBA(0, m) /6 (14.83)
Dans la limite m <« A, la relation peut s’écrire

1 d—-2)NK(d i=d /1  Nal(d

1 _[d=2NK{) ()2 - e, (14.84)

Gr 12 A g 6

En conséquence, pour a(d) < 0, la valeur de point fixe renormalisée ne peut
étre atteinte en variant g > 0 pour aucune valeur finie de m/A. De méme, les
corrections dominantes au comportement de point fixe ne peuvent plus étre
annulées.

14.8 Le développement en 1/IN

Dans le calcul par la méthode du col de lintégrale de champ (14.6), les
termes d’ordre supérieur engendrent un développement en 1/N. Pour étudier
les propriétés de ce développement, il est utile de récrire d’abord I'hamilto-
nien (14.7) de maniére un peu différente, en translatant la valeur du champ
A(z) de sa valeur moyenne im? (équation (14.27)), A(x) — im? + A(x). On
trouve

N
Hy (0,)) =HP (o) + %/ddx [m202 —ido? + %/\2 + 267 (m® —7r) A
- % trln [~V2D(—V2/A?) +m? —iA(s)] . (14.85)

14.8.1 Analyse dimensionnelle

On peut maintenant analyser I’hamiltonien (14.85) du point de vue du
groupe de renormalisation local, autour du point fixe IR. La dimension du
champ o(z) est (d —2)/2. Les termes quadratiques en ¢ avec plus de deux dé-
rivées sont toujours inessentiels. La dimension [A] du champ A(z), déduite
du comportement critique (14.69) du propagateur, est donnée par I'équa-
tion (14.70) :

Al =2.

Ainsi, A* a une dimension 4 > d et donc la perturbation [d%z \?(z), qui
correspond a la valeur propre d — 4, est inessentielle, ce qui est cohérent avec
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’analyse de la section 14.7.2. Le terme d’interaction [ A(z)o?(z)d%z a pour
dimension zéro. On peut vérifier que les interactions non locales qui dépendent
du champ X et proviennent du développement (14.8) du déterminant, ont
également toutes une dimension nulle quand on ne retient du propagateur
que les termes dominants a grande distance :

[tr(AAY] =k [A] — 2k = 0.

Par conséquent, dans le cadre du développement en 1/N, la théorie a, au sens
de I'analyse dimensionnelle, les propriétés d’une théorie renormalisable pour
toutes les dimensions 2 < d < 4. Contrairement a la théorie des perturbations
usuelle, le développement en 1/N ne génére que des corrections logarithmiques
au comportement & longue distance dominant. La situation est donc similaire
a celle rencontrée pour le développement en € au point fixe et on s’attend a
pouvoir calculer des quantités universelles, telles que les exposants critiques
par exemple, comme des séries de puissances en 1/N. Toutefois, comme cer-
taines interactions sont non locales, la démonstration de cette propriété n’est
pas immédiate car les résultats habituels de la théorie de la renormalisation
ne s’appliquent pas. Cependant, il est possible de construire une théorie des
champs alternative quasi locale qui a les mémes comportements asymptotiques
a longue distance et a laquelle la théorie de la renormalisation s’applique.

14.8.2 Application : développement perturbatif,
singularités infrarouges et comportement
a grande impulsion

La correction d’ordre 1/N a la fonction a deux points permet de com-
prendre le probléme des divergences perturbatives dans la théorie de masse
nulle pour d < 4.

Nous avons vu que, dans le cadre du développement en 1/N, on peut faire
des calculs & dimension fixée d < 4 dans la limite critique (T = T, m? =
0). Ceci implique que les termes du développement en 1/N ne peuvent pas
étre développés dans une série de puissances du coefficient g de (¢%)2, au
moins avec des puissances entiéres. Notons que le point fixe gaussien est un
point fixe stable pour le comportement & grande impulsion des fonctions de
corrélation renormalisées. Les comportements pour ¢ — 0 sont donc liés aux
comportements a grande impulsion.

Pour comprendre ce phénoméne, on considére la fonction a deux points
(oo) a l'ordre 1/N. A cet ordre, un seul diagramme contribue (figure 14.3),
contenant deux vertex A2¢. Dans la limite A — oo, et aprés une renormalisa-

tion de masse (pour que I (p = 0) =0), on trouve

. 2 ddq 1 1 1
Lo ®) =2+ Niaay / (6/u) + b(d)g—< <<p+ e q_> 0 (‘N‘>
(14.86)
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Une étude analytique de l'intégrale montre qu’elle a un développement de la
forme
Zak(s)ukp2-ks + ﬂk(g)u(2+2k)/5p72k‘. (1487)
k21

Les coefficients «y, 8 peuvent étre calculés a partir de la transformée de
Mellin de I'intégrale considérée comme fonction de u (¢f. appendice C.2). Les
termes avec des puissances entiéres de u correspondent au développement per-
turbatif qui existe pour ¢ suffisamment petit en régularisation dimensionnelle.
. a des poles en £ = (21+2)/k pour lesquels la puissance correspondante de p?
est —I, ¢’est-a-dire un entier. On vérifie que F; a un podle pour la méme valeur
de ¢ et que les contributions singuliéres se compensent dans la somme. Pour
les dimensions correspondant aux poles, des logarithmes de u apparaissent
dans le développement.

F1G. 14.3 — Le diagramme contribuant a Fg%,) a lordre 1/N.

14.9 L’exposant n & 'ordre 1/N

Afin d’illustrer la discussion précédente, calculons 'exposant 1 a U'ordre
1/N (figure 14.3). Il suffit pour cela d’évaluer la fonction a deux points du
champ o a lordre 1/N, a T, et au point fixe IR. Dans la limite p — 0, la
contribution dominante a ’expression (14.86) se réduit a

. 2 d? 1 1 1

w20 = i e (] 0 () 0
Comme conséquence de 'analyse dimensionnelle de la section 14.8, on s’at-
tend 4 ce qu’aprés une renormalisation de masse, 'intégrale sur g diverge
logarithmiquement pour toute dimension ce qui est bien vérifié ici. On intro-
duit donc un facteur de coupure A dont la forme spécifique ne joue aucun réle
a cet ordre. L’intégrale se comporte alors pour les grands A, ou les petites
impulsions, comme

d% o
/ qu [(p+ )" — ¢ ?] ~ Ap* In(A/p). (14.89)
En comparant avec le développement de la fonction & deux points au point
fixe IR, 3

I2,(p) xp* 7 =p* (1 -nlnp+ O (1/N?))., (14.90)
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on conclut
n = 24/(Nb(e)).

L’expression (14.89) montre que le coeflicient de Inp peut étre obtenu en
évaluant la partie divergente de I'intégrale. Celle-ci correspond a des grandes
valeurs de la variable d’intégration ¢ dans (14.88) et est une fonction réguliére
de limpulsion p. On peut donc la développer pour p — 0. On trouve

d¢ 2 -2 2 Ao Alp-q)®
/(Qﬂ()]dq“_d (p+9) % -4 ]NP/ qd@i)d( LR *1>' (14.91)

p2q?

Utilisant Pinvariance par rotation, on peut substituer

4(p - q)?
p3q?

4548
2

4
— -
q d

1
> 85(15 et donc

La partie divergente de 'intégrale est donc

44 B 2(4 —d 1
/ﬁqzl—d [(p—i—q)*Q S 2} -~ ( y )(47r)d/21’(d/2)p2 InA. (14.92)

En utilisant la définition (14.22) de b(<), on en déduit la valeur de 'exposant 7.
Il est commode de poser

'(d—1) 2sin(me /2)T(3 — &)
= = . 14.
X = T —d) - A2 2/2) (14.93)
Aprés un peu d’algébre, on obtient
4—d 1

14.10 Le modéle o non linéaire

Nous avons souligné que le terme proportionnel & [ A2(z)d%z est négli-
geable dans le domaine critique pour d < 4 et peut donc étre omis a l'ordre
dominant. En section 14.8, nous avons relié cette observation & la dimension
du monéme A2 dans le cadre du développement en 1/N : A% a la dimension 4
en toutes dimensions d’espace et donc est inessentiel pour d < 4. Pour d = 4,
la situation est plus subtile, parce qu’il est marginal. Cependant, méme dans
ce cas, il n’introduit que des corrections logarithmiques au comportement do-
minant. En fait, la partie constante de I'inverse du propagateur, telle qu’elle
apparait dans 'équation (14.82) joue le role d’un parameétre de coupure de
grande impulsion. Considérons alors ’hamiltonien (14.85) sans le terme en
A2, Si P'on réintroduit le champ initial ¢ et on intégre sur A\(z), on trouve

2~ [(de)]3[0*w - o] exp [-HP(0)] . (1499
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avec
¢5=6(m*—r) Ju.

Sous cette forme, on reconnait la fonction de partition d’un modéle de théorie
des champs appelé modéle o non linéaire, dans une paramétrisation inhabi-
tuelle. Ce modeéle sera briévement discuté au chapitre 15. Cette observation
conduit & une correspondance remarquable : & tous les ordres dans le dévelop-
pement en 1/N, les fonctions de corrélation connexes du modéle o non linéaire
et de la théorie des champs (<j>2)2 ont le méme comportement asymptotique
de grande distance.

La limite N — o0. Le modéle o non linéaire peut étre résolu directement
dans la limite N — oco. La solution dans une paramétrisation plus naturelle
va montrer plus explicitement la correspondance avec la paramétrisation de
la théorie des champs (¢*)2.

La fonction de partition du modéle o peut s’écrire

2 = [ ldo(e)dr@)] exp [-H(,3), (14.96)

avec . ,
M6 = 1O - o [ de @) (6%@) - 1), (14.97)
on lintégrale sur A assure la contrainte ¢? = 1 et le paramétre T est la

température. En intégrant, commme on l'a fait a la section 14.1, sur N — 1
composantes de ¢ et en notant ¢ la composante restante, on obtient

Z = / [do(z)dA(z)] exp [-Hn (o, \)], (14.98)
Hy (0,0) = —H<2> / diz —1)A(z)
1

+5(N ~1)trn [—V2D(-V2/A%) —ix(e)] . (14.99)

On prend maintenant la limite N — oo & T'N fixé. Les équations du col qui
correspondent aux équations (14.29) sont

m?c =0, (14.100a)
0?2 =1—(N-—1TQm), (14.100Db)
ou I’on a posé im? = (A(z)) et Qg a été défini en (14.11). A basse température,

o est différent de zéro pour d > 2 et donc m, qui est la masse du champ T,
g’annule. L’équation (14.100b) donne ’aimantation spontanée :

02 =1— (N —1)T Q4(0). (14.101)
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Pour T = T,, oul nous avons défini
1/T. = (N - 1)24(0),
o s’annule. Par conséquent, ’équation (14.101) peut étre récrite
c*=1-T/T., (14.102)

en accord, pour T — T, avec le résultat (14.43).
Au-dessus de T, ¢ s’annule et m, qui est maintenant la masse commune
aux champs 7 et o, est donnée pour 2 < d < 4 par (équation (14.15))

1L v yE@ 0 (mPadY). (14.103)

Pour T — T, on retrouve la forme d’échelle (14.48) de la longueur de corré-
lation £ = 1/m.

Nous verrons au chapitre 15 que les fonctions de corrélation du modéle o
satisfont des EGR qu’on peut démontrer dans un développement double en T
et ¢ = d — 2. Combinant les résultats (14.102) et (14.103) avec les expressions
générales (15.52) et (15.51), on peut en déduire les fonctions du GR a l'ordre
dominant pour N — oo :

(d-2)
T,

d—2
T,

B(T) = (d—2)T — T, (T)= T. (14.104)
La solution de ’équation 3 = 0 est, dans ce contexte, la température critique
T., B(T.) = —1/v =2 —d et {(T,) = dy (cf. section 15.8).

Le calcul d’autres quantités physiques et le développement en 1/N dé-
coulent des considérations des sections 14.1-14.8.



Chapitre 15

Le modéle o non linéaire

ANS CE CHAPITRE, nous discutons le modéle ¢ non linéaire, une théorie
des champs caractérisée par une symétrie orthogonale O(N) réalisée non
linéairement. Il existe plusieurs motivations pour entreprendre une telle étude.

Du point de vue de la physique statistique, le modéle apparait dans ’'étude
des propriétés de longue distance de la phase ordonnée & basse température
de modéles de spins sur réseaux avec symétrie O(N) et interactions a courte
portée. En effet, dans le cas des symétries continues, toute la phase de basse
température a une physique a longue distance non triviale due a 'apparition
des modes de Goldstone de masse nulle ou de longueur de corrélation infinie.

Par ailleurs, le modéle posséde, 4 deux dimensions, la propriété de li-
berté asymptotique (le point fixe gaussien est marginalement stable pour le
comportement & grande impulsion ou a courte distance) et de spectre non
perturbatif. Ces propriétés sont partagées, en dimension 4, par la Chromo-
Dynamique Quantique (QCD en anglais), une théorie de jauge non abélienne,
partie intégrante du Modéle Standard des interactions fondamentales décri-
vant la physique & ’échelle microscopique.

Du point de vue statistique, les propriétés du modéle o non linéaire
déduites du groupe de renormalisation (GR), fournissent des informations
supplémentaires sur les comportements & longues distances des modgeles de
spin, dans toute la phase ordonnée de basse température. Le GR permet de
démontrer des propriétés universelles a température fixée en dessous de T..
Ces propriétés sont spécifiques des modéles ayant des symétries continues,
puisqu’elles sont des conséquences directes des interactions entre modes de
Goldstone.

De facon plus surprenante peut-étre, dans le cas non abélien N > 2, le
modéle ¢ permet d’étudier le comportement critique au voisinage de deux
dimensions. Les résultats ainsi obtenus sont basés sur une analyse de Uinsta-
bilité de la phase ordonnée & basse température et prés de deux dimensions,
due aux interactions des modes de Goldstone.
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De tels résuitats sont plus aisément compréhensibles quand on se référe a
I’étude de la limite N — oo en section 14.10 : a tous les ordres du dévelop-
pement en 1/N, dans le domaine critique, les modéles (cl)Q)2 et o non linéaire
sont équivalents.

Enfin, il est nécessaire de souligner, qu’a la différence de la théorie (¢?)?,
le modéle o non linéaire ne peut étre défini perturbativement que sur le réseau
ou en utilisant la régularisation dimensionnelle (section 12.5.2).

15.1 Le modéle o non linéaire sur réseau

Le modéle o non linéaire est un modéle invariant par le groupe O(N)

agissant sur un champ (ou spin classique) ¢(x) & N composantes appartenant
a la sphére Sy :

X z)=1. (15.1)

Nous définissons d’abord un modéle sur réseau qui, techniquement, peut étre
considéré comme une version régularisée de la théorie statistique des champs
correspondante. Nous introduisons les différences finies

Du(z) = - [0z + )~ $(2)]

ol z appartient au réseau cubique des points de coordonnées entiéres et €,
est le vecteur unité dans la direction p. L’énergie de configuration est choisie
de la forme

) =33 (Dub@) =3 [1- ble + ) bla)] (15.2)

T, T,

La fonction de partition est alors donnée par

z :/ 11 5(&2@) - 1) dd(z) exp [—5@3)/T], (15.3)

T€EZY

ou T est la température du modéle statistique. La mesure et I'intégrant sont
explicitement invariants par le groupe O(N).

Dans 'expression (15.3), on reconnait la fonction de partition d’un modéle
de spins classiques sur réseau avec des interactions ferromagnétiques entre
proches voisins.

Modeéles ferromagnétiques & N composantes sur réseau. Le modéle statis-
tique (15.3) fournit un exemple particulier (interaction de proches voisins)
d’une classe de modéles & N composantes sur réseau : des spins S;, vecteurs a
N composantes et de longueur unité, attachés a chaque site i d’un réseau, in-
teragissent par l'intermédiaire d’une interaction de paire ferromagnétique V;,
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a courte portée de la classe définie en section 8.1. En champ nul, la fonction
de partition de tels modéles prend la forme générale

Z= / I] dSid (87— 1) exp[-£(8)/T], (15.4)
i€Z4
ou énergie de configuration est
ES)=- ) ViS:i-S;. (15.5)
i,jELY

Rappelons que les propriétés critiques de tels modéles peuvent étre déduites
de I'analyse par le GR d’une théorie des champs (¢?)? effective. La correspon-
dance entre cette théorie des champs et les modéles sur réseaux est établie par
la méthode suivante : on trouve d’abord une approximation pour la fonction
de partition, 'approximation du champ moyen, valable pour les dimensions
élevées (cf. section 8.10). On caractérise les propriétés critiques de toutes les
quantités physiques dans le cadre de ce schéma d’approximation. On montre
alors que 'approximation du champ moyen est le premier terme dans un dé-
veloppement systématique. En examinant la premiére correction, on découvre
le role de la dimension 4 o la validité de la théorie du champ moyen cesse (cf.
section 8.9.2). Enfin, pour d < 4, une somme, a tous les ordres dans le déve-
loppement, des divergences IR dominantes méne & une théorie des champs ¢?
effective dont les propriétés critiques peuvent étre analysées par les méthodes
du GR pour la dimension 4 — ¢, c’est-a-dire prés de la dimension critique
supérieure, ainsi que nous 'avons montré dans les sections 13.1.1 et 13.2.1.

Ici, en revanche, nous nous intéressons aux propriétés de ces modéles de
spin 4 basse température dans la phase ordonnée ou en champ uniforme faible,
ce qui conduit & un autre type de développement.

15.2 Développement de basse température

A basse température, en champ nul, les configurations dominantes sont
celles qui minimisent I’énergie de configuration (15.2) et qui, donc, satisfont

\Dugﬁ(z)‘zo = ¢@)=n, n®=1.

Les configurations dominantes correspondent donc a tous les spins alignés.
Comme conséquence directe de la symétrie, 'énergie de configuration admet
un ensemble continu de configurations dominantes équivalentes reliées par des
transformations du groupe O(N).

Si Pon ne calcule que des fonctions de corrélation invariantes sous O(N),
tous les minima donnent exactement la méme contribution. En sommant sur
tous les minima en obtient un facteur, le volume de la sphére Sy_1, qui
disparait dans la normalisation de la fonction de partition.
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Cependant, dans le cas de fonctions de corrélation non invariantes sous
O(N), une somme sur tous les minima est équivalente & une moyenne sur
le groupe O(N). Par conséquent, il semblerait que seules les fonctions de
corrélation invariantes par le groupe O(N) soient non nulles. Ce probléme est
directement lié & la possibilité d’une brisure spontanée de symétrie. Dans la
phase désordonnée, il est nécessaire de sommer sur toutes les configurations
et donc toutes les configurations dominantes. Dans la phase ordonnée, au
contraire, le systéme statistique n’est plus ergodique et, par conséquent, on
ne doit sommer que sur un sous-ensemble de configurations de spins fluctuant
autour de la direction d’aimantation spoutanée. La configuration dominante
a basse température est unique.

Toute configuration dominante est le point de départ d’un développement
de basse température. Par ailleurs, a cause de la forme (15.3), le développe-
ment de basse température est techniquement un développement en nombre
de boucles (¢f. Pargument de la section 12.4.2).

Enfin, en présence d’un champ magnétique uniforme, la dégénérescence est
levée, aimantation et la configuration dominante & basse température étant
alignées le long du champ magnétique.

15.2.1 Paramétrisation

Prenons comme configuration minimale le vecteur n = (1,0). Afin d’en-
gendrer le développement de basse température du modéle statistique, il est
nécessaire de paramétrer le vecteur de spin en termes de variables indépen-
dantes. Une parameétrisation de la sphére (15.1) qui est adaptée au dévelop-
pement de basse température est, par exemple,

QE(I) = (U(I)v W(I)) ) (156)

ol o est la composante de ¢ le long de n et m{x) est un vecteur a (N — 1)
composantes. La composante o(z) est alors une fonction de w(z) par I’équa-
tion (15.1). L’équation peut étre résolue localement. Comme 1 — o <« 1, la
solution est 1/2

o(z) = (1—-=>(x))'".
La conséquence de la singularité de cette paramétrisation sera discutée plus
loin.

(15.7)

Représentation du groupe SO(N). Dans ce qui suit, nous ne discutons que
des transformations du groupe O(N) voisine de 'identité et donc appartenant
au sous-groupe SO(N) des matrices de déterminant 1 (¢f. section A.4).

Le sous-groupe SO(N —1) qui laisse ¢ invariant agit linéairement sur = (z) :

N-1
T () Z Oaﬁﬂ'ﬁ(x)v
B=1

ot Oup est une matrice orthogonale (N — 1) x (N — 1) de déterminant 1.
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On peut alors décomposer 'ensemble des générateurs de 1'algébre de Lie
de SO(N) en l'ensemble des générateurs de I’algebre de Lie de SO(N — 1) et
Pensemble complémentaire. Cet ensemble complémentaire correspond & des
transformations infinitésimales qui engendrent les variations

7w+ Dy avec [Dym)(z) = w(l — 7(z)) 1/2, (15.8)

ou les constantes w, sont les paramétres infinitésimaux de la transformation.
Comme le transformé du vecteur m est une fonction non linéaire de =, on
parle ici de représentation non-linéaire du groupe O(N).

La loi de transformation du champ o est alors une conséquence de la
relation (15.7) et de la transformation (15.8) du champ = :

Dyo(x) = Dol - n2(x))* = —(1 = n2(x)) 1 [Duml(a) = —w - 7(z).
(15.9)

La fonction de partition et fonction génératrice. Dans la représenta-
tion (15.6), I’énergie de configuration (15.2) prend la forme

£(6) = 5 S (Dub)” = Elm.0) = 5 3 [(Dum(@) + (Duol@)?].

T, 1 T,
(15.10)
Utilisant la relation (15.7), on trouve

c=(1-nH)Y2=1- %71’2 +0(r") = Dyo(z) = —%Du’n’2 +O(r"),

et donc

E(m,0) = EZ(D#W(I))Q+O(W4). (15.11)

T,U

La fonctionnelle génératrice des fonctions de corrélation est donnée par

/H 1;,,2 uae‘P[ ;(€<w>—ZH<x>«fS<x>>],

rEZd
(15.12)

1/2 est la mesure invariante sur la sphére dans la paramétri-

ot dm(l —w2)~
sation (15.6).

A cause de la paramétrisation (15.6), I'énergie de configuration n’est plus
polynomiale, comme envisagée dans les modéles de théorie des champs étudiés

jusqu’ici. Par ailleurs, le terme de mesure

H(l_’TQ(ff))—l *eXp[ Zln l—m )}

x

développé en puissances de , engendre des interactions supplémentaires qui
ne contribuent pas a 'ordre principal pour T' — 0.
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Rappelons, enfin, que la forme (15.12), n’a de sens que pour o(z) > 0,
c’est-a-dire dans une phase ordonnée avec aimantation le long du vecteur n.

Remarque mathématique. Le champ ¢; peut aussi étre identifié & un élément
d’un espace quotient homogeéne (symétrique) O(N)/O(N — 1).

15.2.2 Développement perturbatif

La paramétrisation (15.6) est adaptée au développement autour de la confi-
guration m{x) = 0. Dans l'intégrale de champ (15.3), la température T or-
donne la théorie des perturbations. Pour T — 0, les champs w(z) qui contri-
buent & la fonction de partition sont alors tels que

Dur(z)| =0 (VT),
ce qui, combiné avec le choix de développer autour de m(z) = 0, entraine aussi
Im(z)| = O (\/T) (15.13)

La dépendance en T de 'intégrant est typique des intégrales évaluables par la
méthode du col (sections 2.6 et 2.7.1) Les valeurs de mw(z) d’ordre 1 donnent
des contributions exponentiellement petites a Uintégrale de champ (d’ordre
exp(—const./T)) qui sont négligeables a tous les ordres de la théorie des
perturbations. L’intégrale peut étre développée autour de I'approximation
gaussienne et le développement perturbatif se rameéne a ’évaluation de valeurs
moyennes gaussiennes. A tous les ordres dans le développement en puissances
de T, dans les intégrales de champ on peut intégrer librement sur w(z) de
+00 & —00, les contraintes imposées par la paramétrisation (15.7) (o(x) > 0)
et par
(@) <1,

correspondant de nouveau a des corrections exponentiellement petites.
Puisque 7 est d’ordre v/T, il peut donc étre commode de normaliser le
champ de fagon différente :
x—aVT. (15.14)

Alors,

o= (1-Tr*)/2 = 1 1Tn? +O(T?n%), E(m,0) = %Z(D#w(x))ﬁomfl).
T,
Cette normalisation montre que le développement de 'expression (15.10) en
puissances de T, engendre une infinité de vertex différents avec des puissances
paires arbitraires de 7r. Dans la normalisation initiale de 7r, utilisant la relation
entre développement en puissances de T et développement en nombres de
boucles, il est toutefois facile de vérifier qu’a tout ordre fini en T et pour
une fonction de corrélation donnée, seul un nombre fini de vertex contribue.
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Notons que le terme de mesure ne contient pas de facteur 1/7" et ne commence
a countribuer qu’a 'ordre d’une boucle. Il produit des vertex supplémentaires
sans dérivées.

Introduisant la représentation de Fourier du champ

() :/ddp e'P? 7 (p), (15.15)

on note
D,m(z) = /ddp P (e —1) 7 (p).

On en déduit

S D,r(a))® =220 [ dpi(p) 7)Y (1 - cosp).

T,

En représentation de Fourier, le propagateur du champ 7 s’écrit alors

1 —ipT A
W/ddpe PY Nos(p)

_ 2045 . dap
Cd-Y,cosp,  p>+O0(p?)

A Pordre principal, le champ 7 est donc de masse nulle ou de longueur de
corrélation infinie : le développement de basse température suppose auto-
matiquement que la symétrie O(N) est brisée spontanément et le champ =
correspond alors aux modes de Goldstone de la symétrie brisée. Le partenaire
massif du champ 7 dans la réalisation linéaire, la composante o, a été éliminé
par la contrainte (15.1).

Cette propriété explique I'existence d’une limite continue dans la phase de
basse température que le développement permet d’étudier.

Soulignons ici que ces propriétés sont indépendantes du choix particu-
lier (15.6) de la paramétrisation de ¢(x).

(T (z)wﬁ (O)> IT:O -

avec

Aaﬁ (p)

(15.16)

15.2.3 Point fixe gaussien et perturbations

La forme du propagateur (15.16) montre que le champ 7 a la dimension
gaussienne habituelle d'un champ scalaire [7] = 1(d — 2).

Tous les vertex sont affectés du facteur d— ", cosp, = 3p*+O(p*). Nous
changeons donc d’échelle de distance et de normalisation du champ comme
indiqué en section 13.1.2 :

t— Az = p—p/A, w(x)— AZD 2x(z/A), (15.17)

ot 1/A est la maille du réseau dans cette nouvelle échelle. Etendons ensuite la
définition de 7(z) par une interpolation infiniment différentiable a des valeurs
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réelles quelconques de x. Avec cette définition, D, admet un développement
en puissances de A de la forme

A(z—d)/QDuﬂ.(x> — A2=D)/2 [7(x + €, /A) — m(x)]

1 - -T T
= EFA(Q D12=1(5,) ().
r=1""

Le champ ¢ a un développement en puissances de 7w2. Une contribution & Do
est de la forme

DﬂAn(Q—d) (7‘_2<$))n _ %An(Q—d)fr(au)r(ﬂ_Z(x»n.

r=1

On en déduit la forme des contributions a 1’énergie de configuration. Factori-
sant I'élément de volume A%, on trouve qu'un vertex contenant n champs
et  puissances de 9, n > 2, r > 2, est affecté d’un facteur Al avec

by =d—n(d—2)/2 7.

Comme nous 'avons montré en section 13.1.3, les changements d’échelle et de
normalisation raménent I’analyse des perturbations au point fixe gaussien a de
I’analyse dimensionnelle et les quantités /. sont aussi les valeurs propres asso-
ciées aux vecteurs propres du groupe de renormalisation (¢f. équation (9.50)).
Par conséquent :

(i) pour d > 2, l,, > 0 et donc tous les vertex sont inessentiels. On s’attend
a ce que le comportement a longue distance pour 7' < T, dans la phase
ordonnée soit donné par une théorie quasi-gaussienne ;

(ii) pour d = 2, les vertex avec r > 1 sont inessentiels et les vertex avecr = 1
sont marginaux. 1l est donc nécessaire d’étudier systématiquement les
corrections au modéle gaussien ;

(iii) pour d < 2, les mémes vertex deviennent essentiels. Ceci n’a rien de
surprenant puisque nous avons montré qu'une transition de phase est
alors impossible.

Pour d > 2, un probléme cependant apparait : la mesure engendre des
vertex sans dérivées, qui donc semblent essentiels. En réalité, ces vertex main-
tiennent la symétrie O(N) du modele et, en particulier, compensent les cor-
rections de masse engendrées dans le développement perturbatif par les autres
vertex. Ils jouent un réle quelque peu équivalent au terme en r.o? dans 'ha-
miltonien (10.1).

Cette analyse met en évidence le role de la dimension 2 et suggére donc
d’étudier plus particuliérement le modéle & deux et au voisinage de deux
dimensions.
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15.3 Limite continue formelle

Dans la mesure ou la longueur de corrélation du champ 7 est infinie, il
existe une physique de longue distance non triviale, et donc une limite conti-
nue. On peut essayer de décrire la limite continue, en prenant directement
la limite continue du modeéle sur réseau. Nous avons montré que les correc-
tions les plus importantes au modéle gaussien viennent des vertex avec deux
dérivées. L’énergie de configuration, ou action euclidienne, la plus générale
invariante par le groupe O(N), fonction de qg et de ses dérivées, et qui inclut
au plus deux dérivées, (les termes les plus importants & grande distance) est

£@)— 5 [ 4% Y 0,(a) - 0,(a), (15.18)

a une constante multiplicative prés. (L’invariance par translation et 'isotropie
dans R? sont implicites.) En effet, tout terme symétrique sans dérivée est une
fonction de (¢)? et donc, & cause de la contrainte (15.1), se réduit & une

constante et ¢ - d,¢ s’annule.
La fonction de partition s’écrit alors

2= [lp@exs [-e(6)/T] (15.19)

ot dp(¢) est le produit sur tous les points des mesures invariantes sur la
sphére.

Dans la paramétrisation (15.6), adaptée au développement perturbatif
pour T — 0, Pénergie de configuration (15.18), ou action euclidienne, prend
la forme géométrique

E(m,o) = %/d% D Gap(m(@) Y Oumalz)dums(z), (15.20)
a,B Iz

ou
TaTg

1— 7?2
est le tenseur métrique sur la sphére et T caractérise alors la déviation de la
théorie statistique des champs & la théorie gaussienne.

L’expression géométrique (15.20), qui fait intervenir le tenseur métrique,
est indépendante de la paramétrisation de la sphére.

Gap(m) = dap + (15.21)

Fonction de partition et fonction génératrice. La fonctionnelle génératrice
des fonctions de corrélation est alors donnée par

Z(J) = / {21—_%5} exp {—% (5(71',0) - /dde(a:) : w(x))} .
(15.22)
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Un probléme apparait immédiatement : dans I'espace continu la mesure fonc-
tionnelle n’est pas définie. Du point de vue formel, la mesure peut étre inter-
prétée comme un déterminant et donc, puisque Indet = trIn, son logarithme
comme une trace :

lnH (1— 71'2(x))71/2 =exp [-1 trK]
avec

K(z,y) = 0%z — y)In(1 - 7%(z)) = 1K= * 5d(0)/’/ddx In(1-n%z)).

(15.23)
11 faut donc trouver une méthode pour régulariser ce qui apparait comme une
contribution supplémentaire infinie d’ordre 7" & un hamiltonien effectif.

15.4 Régularisation

Meéme sans tenir compte des contributions de la mesure, les diagrammes
de Feynman engendrés par la théorie (15.22) divergent & courte distance ou a
impulsion nulle. Il est donc nécessaire de modifier la théorie pour rendre les
diagrammes finies, une opération appelée régularisation.

Régularisation par dérivées ou régularisation de Pauli-Villars. Toute ver-
sion régularisée du modeéle o non linéaire doit rester invariante par les trans-
formations du groupe O(N). Cette condition est moins simple a satisfaire que
dans un cas linéaire puisque, comme conséquence de la symétrie, les termes
d’interactions dans I'expression (15.20) sont reliés a la partie quadratique.
Une méthode simple consiste a partir de la description du modéle en termes
du champ qg(a:) parce que l’énergie de configuration (15.18) est formellement

identique & un hamiltonien critique gaussien. Nous remplagons donc £(¢) par

Qas

6d) = [ e (~v2+ BVi- T

© Ve 4. ) bx).  (15.24)
En exprimant alors ¢(z) en termes de m(z), on découvre que le comporte-
ment & grandes impulsions du propagateur est amélioré, mais en méme temps
de nouvelles interactions encore plus singuliéres sont engendrées. Une analyse
en comptage de puissances révéle alors que tous les diagrammes peuvent étre
régularisés, sauf les diagrammes a une boucle dont le comptage de puissance
ne change pas. Cette propriété n’est pas indépendante d’une autre limita-
tion de la régularisation de Pauli-Villars : elle ne régularise pas le terme
divergent (15.23) engendré par la mesure. D’ailleurs, on peut vérifier que les
divergences résiduelles & une boucle engendrées par 'interaction sont néces-
saires pour compenser les divergences provenant de la mesure.
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La régularisation dimensionnelle. La régularisation dimensionnelle (sec-
tion 12.5.2) préserve la symétrie O(N) de Pénergie de configuration. De plus,
comme conséquence de la régle

d 1 d
6%(0) = (2ﬂ)d/d k=0,
le terme (15.23) provenant de la mesure peut étre ignoré et, par conséquent,
la théorie des perturbations n’a pas de divergences a grandes impulsions pour
d < 2. Grace a sa simplicité technique, c’est la régularisation que 'on utilise
généralement dans les calculs explicites. Un inconvénient théorique est que le
role du terme de mesure est caché. Par conséquent, pour la discussion théo-
rique de la renormalisation du modéle o non linéaire, il est utile de considérer
a la fois la régularisation dimensionnelle et celle par le réseau. Une autre diffi-
culté est qu’a deux dimensions apparaissent & la fois des divergences de courte
et longue distance. Pour définir le développement perturbatif par régularisa-
tion dimensionnelle, il est nécessaire de donner une masse (une longueur de
corrélation finie) au champ 7 et donc de briser la symétrie O(N) explicite-
ment. La maniére la plus simple de le faire consiste a ajouter un terme de
champ magnétique couplé a o.

Régularisation par réseau. L’expression (15.3), qui correspond a la formm-
lation initiale du probléme, fournit évidemment une régularisation par réseau
tout A fait adéquate et permet aussi Uutilisation de méthodes non perturba-
tives pour étudier le modéle o non linéaire. De plus, c’est la seule régularisation
qui permette de discuter le role de la mesure dans le développement pertur-
batif. En revanche, les calculs perturbatifs sont techniquement compliqués et
on ne peut définir qu’un groupe de renormalisation différentiel asymptotique
dans la mesure ou le paramétre de dilatation ne peut pas varier de facon
continue.

15.5 Divergences d’impulsion nulle
ou infrarouges

Puisque dans une théorie de masse nulle le propagateur se comporte comme
1/p?, il est nécessaire de discuter le développement perturbatif du point de vue
des divergences & impulsion nulle ou infrarouges (IR). Par exemple, calculons
la valeur moyenne du champ ¢ a 'ordre d’une boucle. Dans la normalisation
initiale (15.12),

(o(@)) =1~ 3 (m*(@)) + O (x)

:1—(N—1)T/—dd—p—+O(T2)
P>+ O(p*) '
Lintégrale est finie pour d > 2, mais diverge a4 la dimension critique
d = 2, dimension pour laquelle le modéle o non linéaire est renormalisable.
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Cette propriété est directement liée & la physique de la brisure spontanée de
symétries (BSS) continues.

(i) En section 7.7, nous avons montré que dans le modéle & N composantes,
pour d > 2, la symétrie O(N) est spontanément brisée & basse tempé-
rature. De fagon cohérente, le développement perturbatif du modéle o,
qui prédit aussi une brisure spontanée de symétrie (BSS), n’est pas di-
vergent & impulsion nulle pour d > 2. Pour T' < T, fixé, le comportement
perturbatif a grande distance est dominé par les excitations de masse
nulle appelées aussi ondes de spin. En revanche, le développement per-
turbatif ne donne aucune indication sur 'existence possible d’une région
critique T ~ T¢.

(ii) Pour d < 2, on sait d’aprés le théoréeme de Mermin-Wagner—Coleman,
que la BSS avec ordre ((¢) # 0) est impossible dans un modéle avec
une symétrie continue et interactions a courte portée, et ceci est de nou-
veau cohérent avec I'apparition de divergences IR dans la théorie des
perturbations (cf. la discussion de la section 7.7). Pour d < 2, la tem-
pérature critique 7, s’annule et la théorie des perturbations n’a de sens
qu’en présence d’une régularisation & impulsion nulle. Par conséquent,
on ne peut rien conclure sur les propriétés a longue distance du modéle
directement a partir du développement perturbatif.

Régularisation IR. Pour engendrer une théorie des perturbations bien dé-
finie & deux dimensions, il faut donc introduire une régularisation a impulsion
nulle. En volume infini, cela nécessite de donner au champ 7 une masse ou
longueur de corrélation finie. Puisque la masse nulle est une conséquence de
la brisure spontanée de la symétrie O(N), il est donc nécessaire de briser la
symétrie explicitement. On peut, par exemple, ajouter a ’expression (15.10)
un terme de masse explicite. Cependant, I’étude du mécanisme de brisure de
symétrie suggére une méthode plus commode qui consiste & ajouter un terme
de champ magnétique uniforme :

H
5(W,U)H€(7T,J;H):5(7T,U)—TZO‘(.I}), H>0. (15.25)
x
Une conséquence immédiate de cette modification est que le minimum de
Iénergie de configuration n’est plus dégénéré. Il faut maintenant maximiser
aussi le terme de champ magnétique et ceci implique w = 0 au minimum.
De plus, si 'on développe o en puissances de ,

o=(1-7%)" =1-1x?+0((x?)?), (15.26)
et que l'on regroupe dans £(m,o; H) les termes quadratiques, on trouve le
nouveau propagateur du champ m :

. SasT

Aaplp) = T H 0G0 (15.27)
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Le terme linéaire o a donc engendré une masse H'/? pour le champ 7. En
méme temps, il a engendré de nouvelles interactions sans dérivées.

Rappelons que dans le cas de la théorie des champs (¢2)2, le terme de bri-
sure Ho est linéaire dans une composante indépendante et, par conséquent, ne
génére pas de nouvelle renormalisation. Le méme résultat peut étre démontré
ici, bien que la composante ¢ soit une fonction non linéaire du champ 7.

15.6 Groupe de renormalisation

Nous avons montré que la physique & grande distance du modéle avec
symétrie O(N) peut étre décrite, en dimension d > 2, en dessous de T, par le
modéle o non linéaire. On sait que cette théorie des champs est renormalisable
a deux dimensions. On procéde donc de maniére formellement analogue au
cas de la théorie des champs (¢>2)2, c’est-a-dire qu’on étudie la théorie en
dimension d = 2 + ¢ a laide d’un développement en une série double en
température 1" et en £. De cette maniére, le développement perturbatif est
renormalisable et des équations du groupe de renormalisation (EGR) peuvent
étre démontrées.

15.6.1 Renormalisation et EGR

Dans la limite continue formelle, en régularisation dimensionnelle, la fone-
tion de partition dans un champ magnétique uniforme H s’écrit

Z(H) :/[(1—#(3:))‘”2(1#(1:)} exp [-E(m, 0. H)/T), (15.28)

ou
(moit) = | dd:v{%z {(amx)f UL L R a‘;’;(é;) } T } .
' (15.29)

Dans 'intégrale de champ, on substitue alors
w(x) = 2 m.(x), o(z) = Z"%0:(2), (15.30)

ou Z est la renormalisation du champ. La relation entre 7 et o devient

vz (15.31)

On introduit aussi une échelle de masse pu, & laquelle va étre définie la théorie
renormalisée, et deux paramétres g, h, la température et le champ magnétique
renormalisés ou effectifs a Péchelle p.

Dans certains schémas de renormalisation, comme la soustraction mini-
male, les constantes de renormalisation sont indépendantes de h. C’est un
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de ces schémas que nous adoptons aussi ci-dessous. Soulignons que dans ce
qui suit, u joue le role d’une échelle intermédiaire caractéristique du domaine
critique autour du point fixe gaussien. Le comportement a grande distance
ultime correspond & des impulsions petites par rapport a p.

Les relations entre paramétres initiaux et paramétres renormalisés
prennent la forme

T lgZ,(g), WP = 2 (15.32)
ou Z, caractérise la renormalisation de la température et nous avons supposé
que les constantes de renormalisation ont été choisies indépendantes de h.

Avec nos conventions, le paramétre g, qui est proportionnel & la tempéra-
ture, est sans dimension. La relation entre fonctions de vertex régularisées et
renormalisées est

2™ (o T H) = T (035 g, by ), (15.33)

ol les fonctions fS") ont, ordre par ordre dans un développement en puissances
de g, une limite finie quand ¢ — 0.

En dérivant par rapport & p, a paramétres initiaux 7', H fixés, on obtient
les EGR

0 0 n 0l =
9 o._n 9 5my.. _
"o +ﬂ(g)ag ZC(g)er(g)hah}Tr (pisg, hopt) =0, (15.34)

ol les fonctions du GR sont définies par

0
P g=8(9),
a'u T,H fixés
B]
p— InZ =¢(yg), 15.35
o T H fixés ( )
pa Inh = p(g).
op T,H fixés

Utilisant la premiére relation (15.32) et la définition de Z, on relie les fonctions
du GR dans la théorie renormalisée aux constantes de renormalisation Z, Z, :

-1
B(g) =eg (1 + gdlgng> ; (15.36a)
C(g) = B( )dg;z, (15.36b)

ou 'on a posé
d=2+¢. (15.37)
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Le coefficient de 8/8h peut étre déduit de la deuxiéme équation (15.32) qui
implique (en prenant le logarithme des deux membres)

Blg)
g 2

] 1
0= h—luamd—% —2—§(g) - (15.38)

et par conséquent

plg).
p (15.39)

plg)=2—-d+ -;‘C(g) +

Afin de pouvoir discuter les fonctions de corrélation contenant le champ o, on
a aussi besoin des EGR satisfaites par les fonctions de corrélation connexes

Wr(n) :

4 gt C( )+ (%C(g)+%“]>~s> haah} W =0. (15.40)

15}
‘8; + B(g )
15.6.2 Calculs a Pordre d’une boucle

Les deux fonctions du GR peuvent étre déduites du calcul de la fonction
de vertex a deux points. A l'ordre d’une boucle le calcul utilise le vertex
d’ordre 7?

[ dia X wta) - umta)? = 7 [ e 3 [0, (n%e)

n

Dans la représentation de Fourier (15.15),

—E/ddm (2)V2 (7(x)
/dd /ddpl dpy e P11P2) 7(p )'ﬁ(p2)/ddp3ddp4(p3+p4)2

« ez (Patpe) x <p3) (p4)
= Z(QW)d /ddm d'ps dps d’ps 5 (D" i) (b3 + p2)* (1) - 7(p2)
7 (ps) - T(pa).

La contribution d’ordre 7* venant du développement de Ho(z) a comme effet
de remplacer (p3 + ps)? par (ps -+ pg)? + H et conduit au vertex V@ de la
figure 15.1.

Le calcul du diagramme & une boucle de la figure 15.2 s’en déduit. Ce
diagramme se décompose, dans une représentation fidéle, dans la somme des
deux diagrammes de la figure 15.3, ot le flot des indices est apparent, et dont
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P1, 01 a3, P3

P2, 2= (g G4 = Q3,Pa
v = %50410425063044[(1)1 +p2)2 +H
Fic. 15.1 — Vertex % : représentation fidéle, la ligne pointillée ne correspond pas

a des propagateurs mais permet de représenter fidélement le flot des indices par les
traits pleins.

P

F1a. 15.2 — Fonction & deux points : contribution & une boucle.

I
1
———

3(N = DHQq(VH) p*Qa(VH)

F1G. 15.3 — Diagrammes fidéles & une boucle.

la valeur est donnée en termes de la fonction Qg4 introduite en section 12.5.3
(équation (12.31)).
Le deuxiéme diagramme de la figure 15.3 est donné par

1 +¢)*+H p? d¢ 1
d/ddq(p2> _ d/gq+ d/ddq.
(2m) >+ H (27) ¢+ H (2n)

La contribution proportionnelle & [ d?q est compensée par la premiére contri-
bution de la mesure mais, de toute fagon, s’annule en régularisation dimen-
sionnelle.

Pour la fonction de vertex & deux points, on trouve alors

PO (p) = = (F + H) + [1? + 3V = DH] Qu(VE) + 0(9).  (15.41)

ou (équation (12.31))

1 dq
Qq(m) = (2ﬂ.>d / PE +m2.
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Fonction de vertex renormalisée. A une boucle la fonction & deux points
renormalisée, définie en (15.33), et exprimée en terme des parameétres renor-
malisés (15.32), s’écrit alors

Zp?

T (p) = %E (—Z—g— + th/2> + [p* + $(N — )R] Qa(Vh) + O(g). (15.42)

En régularisation dimensionnelle, la fonction €4 est donnée par l'équa-
tion (12.35) qui peut se récrire

N, N,
T d )md_2 ~ 2 (15.43)

$a(m) = 2sin(md/2

ou NV, est le facteur de boucle usuel :

2 1
Ny = ——r———— = — 4 0(e).
¢ amy@2r(d/2)  2n (&)
Exprimant que la fonction a deux points est finie quand ¢ = d — 2 — 0, on
déduit de Uexpression de I‘SQ) les constantes de renormalisation a l'ordre d'une
boucle. Dans le schéma dit de soustraction minimale, on trouve

N,
Z=1+(N-1)=g+0(s?,

]\5[ (15.44)
Zy = 1+(N~2)?dg+0(g2),

Utilisant les expressions (15.36), on en déduit les fonctions du GR a l'ordre
d’une boucle :

N -2)
2

g+0(g%). (15.45b)

Blg) =eg — ( > +0(g%), (15.45a)

O (N-1)
¢lg) = 5

Les deux fonctions du GR et les exposants critiques sont aujourd’hui connus
jusqu’a l'ordre de quatre boucles.

15.7 Solution des EGR. Points fixes

Au voisinage de la dimension 2, la nature des points fixes est liée aux
zéros de la fonction 3(g) donnée par I'équation (15.36a). Intégrant alors les
EGR, on déduit de 'existence et de la stabilité des points fixes des propriétés
d’universalité.
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15.7.1 Points fixes

Un examen de la fonction §(g) conduit immédiatement aux conclusions
suivantes.

Pour d < 2 (¢ € 0), g = 0 est un point fixe IR instable, cette instabilité
IR étant induite par la masse nulle des bosons de Goldstone potentiels. Le
spectre de la théorie n’est donc pas donné par la théorie des perturbations et
I’hypothése perturbative de brisure spontanée de symétrie a basse température
est incohérente. Comme nous ’avons déja mentionné, ce résultat est en accord
avec des arguments plus rigoureux.

La section 15.10.1 contient alors une bréve discussion de la physique a
deux dimensions. Notons que puisque le modéle ne dépend que d’un paramétre
marginal, ¢ = 0 est aussi un point fixe stable dans 'ultraviolet (la propriété
de liberté asymptotique pour les grandes impulsions). Il y a, cependant, un
cas pour lequel analyse ne s’applique pas : d = 2, N = 2, ou la fonction 3
s’annule, qui doit étre examiné séparément (section 15.10.2).

Pour d > 2, c’est-d-dire € > 0, g = 0 est un point fixe IR stable, la symétrie
O(N) est spontanément brisée & basse température en champ nul. L’interac-
tion effective, qui détermine le comportement & grande distance, approche
Porigine pour toutes les températures effectives g < ¢*, g* étant le premier
zéro non trivial de 5(g). Par conséquent, les propriétés a grandes distances du
modéle peuvent étre obtenues a partir du développement de basse tempéra-
ture et du groupe de renormalisation, en remplagant les paramétres a ’échelle
u par des paramétres effectifs obtenus en résolvant les EGR.

La température critigue. Enfin, on observe qu’au moins pour 0 < € < 1 et
N > 2, la fonction §(g) du GR a un zéro non trivial

g = N27er O(*) = Blg") =0, et Fg")=—e+0(e?), (15.46)

qui correspond & un point fixe instable pour le comportement a longue dis-
tance. Une valeur de la température qui a une telle propriété correspond &
une température critique. Les conséquences de ce résultat seront étudiées plus
loin.

Notons seulement ici que g* est aussi un point fixe UV, c’est-a-dire qu’il
gouverne le comportement a grande impulsion de la théorie renormalisée. Par
conséquent, on ne peut pas se fler au résultat perturbatif qui indique que la
théorie n’est pas renormalisable pour d > 2. En effet, les fonctions de cor-
rélation ont, pour les grandes impulsions, un comportement non-perturbatif.
Cela permet d’envisager 1'existence d’une théorie quantique des champs dans
le continu, cohérente a toute distance.
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15.7.2 Intégration des EGR : d > 2, g < g*

Nous discutons maintenant de facon plus précise les solutions des EGR.

Nous examinons d’abord les implications des EGR pour le comportement
a longue distance des fonctions de corrélation pour d > 2 ou ¢ = 0 est un
point fixe IR. Comme en section 13.3.1, nous résolvons 'équation (15.34) en
introduisant un paramétre d’échelle A et en cherchant une solution de la forme

D (pis g how) = Z720E (i g RN /). (15.47)

La compatibilité avec ’équation (15.34) implique

B g(A) dg’
InA= —L —ﬁ_(él—) y (1548&)
InZ(\) = / o dg’é((j,; : (15.48b)
g(A) ’ d — 1
In(h(\)/h) = /g dg’ {;ﬁ(fg?) —~ Tg’i t7 (15.48¢)

la derniére équation pouvant s’intégrer sous la forme

A
By = xi-2z12() 9
g
Avec nos conventions, f’fn) a la dimension d et h la dimension 2. En tenant
compte de Panalyse dimensionnelle, on récrit alors la relation (15.47)

D (D5, 9. b 1) = Z7 20 (/N (Api/ 11, 9(N), RV /1%, 1). - (15.49)

Pour h = 0, le développement perturbatif a des singularités IR. En choisissant
A solution de I'équation
h(A) = (1/X)?, (15.50)

on s’assure que le développement perturbatif dans la théorie effective a
I’échelle A n’est plus singulier dans I'IR.

Il est facile de vérifier que, au moins dans un voisinage de ¢ = 0, pour
h < p? léquation implique A — oo et g(\) converge vers le point fixe IR
gaussien g = 0. Introduisons trois fonctions de la température

Mo(g) =exp {—% /Og %dg'} =771%(y), (15.51)
o = | [ (g p) ). 0

K(g) = Mo(g) [ué(9)] * /g =1+ O(g). (15.53)
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L’intégrale dans ’équation (15.48¢) a une limite quand g — 0 et donc
h(X\) — hK(g).
Résolvant alors 'équation (15.50), on trouve

A~/ K(g)h. (15.54)

Les équations (15.48a, b) déterminent alors les comportements de g()) et de
Z(\):

g ~ A4 ue(g)) P (K ()P 2 (ue(9)) " (/) D2, (15.55)
Z(\) ~ M(g). (15.56)

On en déduit

B (pi, g, 1) ~ Mg ™ (0) K ()RI/2E (pi[K (9)R 72, 9(0), 1,1)
(15.57)
En fait, il est facile de vérifier directement, en utilisant ’analyse dimension-
nelle sous la forme

0 0 0
— 4+ 2h— +pi— =d,
Hou ™ "an " Piop,
que I’équation (15.57) donne la solution générale de I'équation (15.34).
Comme la température effective g(A) — 0, les termes dominants dans la
limite h — 0 et p; — 0 peuvent alors étre calculés de maniére perturbative.

15.8 Fonctions de corrélation : forme d’échelle

Il est commode de récrire ’équation (15.57) sous la forme

B (pis g, o) = € U9) Mg (@ F ™ (pi(9). W/ hol9)),  (15.58)

ou
-1
hol9) = [K(9)€%(9)] -
L’équation (15.58) montre que £(g) a, en champ nul, la nature d’une longueur
de corrélation.
Pour les fonctions de corrélation connexes la méme analyse méne a

(15.59)

W (pi; g, b, 1) = €4V (g) Mg (9)G™ (pi(9), h/ hol9)).- (15.60)

La fonction & un point est aimantation et donc

M = My(g)F (h/ho(g))- (15.61)
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En inversant cette relation, on obtient la forme d’échelle de I’équation d’état

b= holg)f (%) - (15.62)

Les fonctions de vertex peuvent aussi étre exprimées en fonction de ’aiman-
tation sous la forme

P iy g, M, ) = €49 My ™ (9) ) (mé(g), M/Mo(g)).  (15.63)

Les formes d’échelle (15.62) et (15.63) sont cohérentes avec celles obtenues
en résolvant les EGR pour la théorie (¢2)? (cf. section 13.5) : Papparition
de deux fonctions différentes £(g) et My(g) correspond a 'existence des deux
exposants critiques indépendants v, 3, dans la théorie des champs ¢?. Elles
étendent dans la limite de grandes distances, la forme d’échelle des fonctions
de corrélation, valable dans la région critique, a toutes les températures en
dessous de g*. 1l y a cependant une différence importante entre les EGR de
la théorie (¢%)? et celles du modeéle o : la théorie (¢%)? dépend de deux para-
métres, le coefficient de ¢* qui joue le role d’une température et le coefficient
de ((]52)2 qui n’a pas d’équivalent ici. Ce coefficient permet d’interpoler entre le
point fixe gaussien et le point fixe IR. Les fonctions de corrélation de la théo-
rie continue (¢?)? n’ont une forme exacte d’échelle (15.63) qu’au point fixe
IR. Au contraire, dans le cas du modéle o, il a été possible de se débarrasser
de toutes les corrections d’échelle, liées aux opérateurs inessentiels, ordre par
ordre dans le développement perturbatif. Nous sommes conduits par conseé-
quent & une conclusion remarquable : les fonctions de corrélation du modéle
non linéaire de symétrie O(N) sont identiques aux fonctions de corrélation de
la théorie des champs (¢*)? au point fixe IR. Cette conclusion est en accord
avec 'analyse du comportement d’échelle effectuée dans le développement en
1/N en section 14.10.

La courbe de coexistence. Appliquons cette analyse & la détermination des
singularités prés de la courbe de coexistence, c’est-a-dire a g fixé en dessous
de la température critique lorsque le champ magnétique tend vers zéro.

Avec les mémes notations, 'aimantation renormalisée, qui est la fonction
4 un point, satisfait

M(g,h,p) = {ox(x)) = ZV2(N\)M(g(N), 1,1). (15.64)
Pour calculer M, nous développons 1’équation (15.31) :
(ov(2)) = Z7V2(g) [1 — LZ7%(2) + O(=%)] .

A Dordre d’une boucle, dans un champ, M est donc donnée par (équa-
tion (15.43))

- o1 d¢
M=Z'"*-LN-1)u%g / a +0 (%)

@emd ) ¢ +h
=1—(N-— 1)%9 —(N - 1)%g(1@/ﬂ2)<d—2>/? +0 (%)
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Utilisant alors la relation (15.64), on trouve
Mg, hy o =1) = Mo(g) [1 — (N = )My(9)h*=2/2 + O (h,h*=2)

avec

1 ™
2(d - 2) + 4sin(wd/2)

Mi(g) = Ng ( ) K ()27 (ue(9)) ">,

Ce résultat montre que My(g) est Paimantation spontanée et établit la forme
de la singularité dominante sur la courbe de coexistence, c’est-a-dire a h = 0,
de 'équation d’état.

15.9 Le domaine critique : exposants critiques

Etudions maintenant ce qui se produit lorsque g s’approche de ¢g* (pour
N > 2). La fonction £(g) diverge comme

elg) ~ u (gt — )17 (15.65)

On en conclut que Pexposant de la longueur de corrélation est donné par

1
v=-— . 15.66
B'(g*) (15.66)
Pour d — 2, 'exposant v se comporte donc comme
v 1/(d—2). (15.67)
La fonction My(g) s’annule & g* :
1 ¢(g™)
In M, =—= In(g* — g) + const. 15.68
Ceci fournit l'exposant 8 = %I/d¢7 et donc aussi n, par la relation dy =
d—2+n:
ds =C(g"), n=<¢lg")+2—d. (15.69)
A Dordre dominant, on trouve
N -1 d—2
= (d-2 —9)2 = —2)?). :
dg N;Q(d J+0((d—2)%), n N_2+O((d 2)%). (15.70)

FEnfin, on vérifie que la singularité de fE"’ pour g = g* provenant du préfacteur
£-9M;™ coincide avec le résultat obtenu dans la théorie (¢?)2.

La nature de la longueur de corrélation £(g). La longueur £(g) est lice
a une échelle de transition (crossover en anglais) entre deux comportements
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différents des fonctions de corrélation. Pour des distances grandes par rapport
a £(g), le comportement des fonctions de corrélation est gouverné par les
modes de Goldstone et peut donc &tre déduit du développement perturbatif
de basse température. Cependant, lorsque g s’approche de g*, £(g) diverge.
Il existe alors des distances grandes par rapport a ’échelle microscopique
mais petites par rapport & £(g) pour lesquelles les fonctions de corrélation ont
un comportement critique. Dans cette situation, on peut construire dans le
continu une théorie quantique des champs cohérente & toutes les échelles, le
comportement critique étant aussi le comportement a grandes impulsions des
fonctions de corrélation renormalisées.

Commentaires générauz. A partir du développement de basse tempéra-
ture, nous avons pu décrire, pour les théories avec symétries continues, non
seulement la structure compléte de la phase de basse température, comme
attendu, mais aussi dans le cas non abélien (le groupe des rotations SO(N)
est abélien, c’est-a-dire commutatif pour N = 2) le comportement critique
prés de deux dimensions.

Ce qui est surprenant, dans une certaine mesure, dans ce résultat est que
la série des perturbations n’est sensible qu’a la structure locale de la sphére
@2 = 1 bien que le rétablissement de la symétrie implique la sphére glo-
balement. Ceci explique, d’ailleurs, la particularité du cas abélien N = 2 :
localement un cercle ne peut pas étre distingué d’une ligne droite non com-
pacte et donc le modéle o devient une théorie libre. Pour N > 2, en revanche,
la sphére a une courbure caractéristique locale. Des variétés compactes ré-
guliéres différentes peuvent toutefois avoir la méme métrique locale, et par
conséquent la méme théorie des perturbations. Elles ont toutes la méme phy-
sique a basse température. Cependant, les résultats précédents concernant le
comportement critique, ne sont physiquement pertinents que s’ils sont encore
valables lorsque ¢ n’est pas infinitésimal et que g approche ¢*, une condi-
tion qui ne peut pas étre vérifiée directement. En particulier, le développe-
ment de basse température manque en général des termes décroissants comme
exp(const./g) qui peuvent dans certains cas étre essentiels pour la physique.
Enfin, notons qu’une relation directe entre les modéles (qi)g)2 et o, est four-
nie par le développement pour N — oo (section 14.10). Ceci donne & penser
que les considérations précédentes sont valables pour le modéle & N compo-
santes, au moins pour des valeurs de N suffisamment grandes. En revanche,
la physique pour N = 2 n’est pas bien reproduite, la transition de phase de
Kosterlitz—Thouless, qui repose sur des effets invisibles dans le développement
de basse température, est absente. Cardy et Hamber ont spéculé sur le flot du
GR pour N prés de 2 et pour la dimension d prés de 2, en incorporant de fagon
phénoménologique la transition de Kosterlitz—Thouless dans leur analyse.

15.10 Dimension 2

Nous examinons maintenant briévement le cas de la dimension 2, ou le
modéle procéde certaines propriétés intéressantes.



404 Transitions de phase et groupe de renormalisation

15.10.1 Le modéle non-abélien

Pour N > 2, le cas non-abélien, le modeéle o non linéaire partage alors une
propriété importante avec la physique des interactions microscopiques fonda-
mentales : le modeéle o est 'exemple le plus simple d’une théorie des champs
asymptotiquement libre (dans Pultraviolet), puisque le premier coefficient de
la fonction 3 est négatif :

Blg) = -(NQJgQJrO(g?’), (15.71)
™
contrairement, par exemple, a la théorie des champs ¢*. Par conséquent, le
comportement des fonctions de corrélation universelles pour les grandes im-
pulsions est entiérement calculable & partir de la théorie des perturbations et
des arguments du GR. (la propriété de liberté asymptotique). En contre-partie,
le point fixe gaussien est instable dans 'infrarouge et donc, en champ A nul,
le spectre de la théorie n’est pas perturbatif. Ceci est cohérent avec 'absence
attendue de brisure de symétrie, qui conduit 4 un spectre composé de N états
massifs dégénérés.
Si I'on définit maintenant la fonction

£(g) = u " exp Ug -ﬂ%)} , (15.72)

on peut intégrer les EGR de la méme maniére et on trouve que £(g) est la
longueur de corrélation en champ nul. De plus, on peut utiliser I'expression ex-
plicite de la fonction 8 a deux boucles pour calculer la longueur de corrélation
ou la masse physique pour g — 0 :

£7Y(g) = m(g) = Kug~V/ W=D e=27/I(N=2)dl (1 + O(g)). (15.73)

Cependant, la constante d’intégration K, qui relie la masse physique a I’échelle
du GR, ne peut étre calculée que par des techniques non perturbatives.

Enfin, les formes d’échelles (15.58) et (15.60) impliquent que le dévelop-
pement perturbatif & champ magnétique fixé est valable, & petites impulsions
ou & grandes distances, et pour h/ho(g) grand.

La conjecture d’Elitzur. L'énergie de configuration (15.18) avec symétrie
O(N) posséde une sphére de minima classiques dégénérés. Pour définir une
théorie des perturbations, on est obligé d’ajouter a ’énergie un terme linéaire
de brisure de symétrie qui sélectionne un minimum classique particulier. Nous
avons mentionné, et c’est facile de le vérifier, que pour d < 2 les fonctions de
corrélation ont des divergences IR lorsque le paramétre h tend vers zéro, une
propriété qui est cohérente avec I'absence de BSS pour d < 2. Cependant, pour
faire des calculs perturbatifs, un autre méthode existe : on n’introduit pas un
terme de brisure de symétrie mais plutdt un ensemble de coordonnées collec-
tives qui parameétrent Pensemble des minima classiques. On développe alors
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en théorie des perturbations autour d’'un minimum fixé, mais on ne traite de
maniére perturbative que les modes du champ qui ne correspondent pas a une
rotation globale. Enfin, on somme sur tous les minima classiques. Clairement,
apreés cette derniére somme, seules les fonctions de corrélation invariantes sous
O(N) survivent. Elitzur a émis une conjecture, que David a démontrée, & sa-
voir qu’a deux dimensions les fonctions de corrélation invariantes sous O(N)
obtenues par cette procédure ont un développement régulier de basse tempé-
rature. Cela signifie que si 'on calcule les fonctions de corrélation invariantes
sous O(NN) par la théorie des perturbations avec un champ non nul et que 'on
prend la limite h = 0, cette limite est finie.

Pour avoir une idée du mécanisme de ces compensations de singularités IR,
on peut calculer la fonction a4 deux points invariante & 'ordre d’une boucle :

(r(@)r(0) = w(z) - w(0)) = 1~ & {(m(z) = 7(0))”) + O(x")

:1—(N1)T/% (1])—51”> +0(T?).

On observe que le numérateur dans I'intégrant s’annule a p = 0.

15.10.2 Le cas abélien N = 2

Nous avons vu que le modéle ¢ non linéaire de symétrie O(2) est particu-
lier parce que la fonction 3 du GR se réduit, prés de deux dimensions, dans
un développement de basse température, au terme dimensionnel (d — 2)g. Par
conséquent les propriétés, du point de vue du GR sont assez différentes de
celles des modéles ¢ non linéaires de symétrie O(N) génériques avec N > 2,
En particulier, & deux dimensions le modéle de symétrie O(2) n’est pas asymp-
totiquement libre. L’origine de cette différence se trouve dans la structure
locale de la variété : pour N = 2 la sphére O(N) se réduit & un cercle qui
est localement une variété plate, c’est-a-dire qui ne peut étre distinguée d’une
ligne droite. D’ailleurs, si 'on parameétre le spin é(z) en {cosf(z),sinf(z)},
I’énergie de configuration du modéle o non linéaire en champ nul devient
Ihamiltonien d’'un champ libre de masse nulle. En effet,

Oy cosb(x) = —0,0(x)sinb(x), Ousinb(z) = 9,0(x)cosb(x),

et donc
d—2

£(6) = “2—9 / A% Y [9,6(x)).

La fonction 3 est donc identiquement donnée par son terme dimensionnel
(d — 2)g a tous les ordres.

Puisque 8 est un champ libre de masse nulle, la longueur de corrélation
reste infinie pour tout g. Cependant, une simple analyse de haute température
du modaéle de spins sur réseau correspondant, montre que la longueur de cor-
rélation est finie a haute température. Une transition de phase a température
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finie est nécessaire pour expliquer ce phénoméne. Le hamiltonien du modéle
o ne peut donc pas représenter les propriétés & longues distances du modele
sur réseau pour toutes les températures.

La solution de ce paradoxe repose sur la remarque que € est une variable
cyclique, une condition qui n’est pas incorporée dans le modeéle o parce qu'elle
ne produit que des contributions exponentiellement petites en 1/g, et ne joue
pas de role & basse température.

Modeéle bidimensionnel. A deux dimensions, la fonction 3 s’annule identi-
quement. Notons, cependant, que ce ne sont pas les fonctions de corrélation
du champ # qui sont physiques mais plutét celles de siné ou cosf ou de
maniére équivalente de e**. Méme dans une théorie des champs libres, ces
champs doivent étre renormalisés et ont donc une dimension non gaussienne
pour toutes les températures g.

Pour s’en convaincre il suffit de calculer les fonctions de corrélation corres-
pondantes. Comme le propagateur de masse nulle n’existe pas, il est commode
de faire le calcul d’abord dans la théorie massive correspondant au hamiltonien

£(6) = % / A%z {Z [0,6(x)]* + m292(sc)j| :

I

Toutes les fonctions de corrélation de sin @ et cos @ se déduisent de

<ﬁei6i9($z)> = / [d] exp |:5(6) +12619($i)} (15.74)

avec €; = 1. Posant

J{(x) = iZeié(z —x;),

on peut récrire 'intégrale

<ﬁe“"9(’”")> = /[dG] exp {—5(9) + /de J(m)ﬂ(m)} .

L’intégration donne
<H e“ie(z"')> = exp {% /d2x d%y J(z)A(z — y)J(y)}
i=1

= exp —% Z e€;A(x; —xj) |, (15.75)
i
ou A(z) est le propagateur massif

1 d’p ..
A(.’I}) = (27T)2 /p2+m2ep :
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Dans le limite m — 0, le propagateur diverge (cf. équation (A.6)). La somme
des contributions divergentes est

2
g
= Inm (ZZ: €¢> .
Donc, seules les fonctions de corrélations telles que ), €; = 0, c'est-a-dire
invariantes par le groupe de symétrie SO(2) qui agit sur 6 par translation, ne
s’annulent pas dans la limite m — 0. On en déduit que la symétrie O(2) n’est

pas brisée a basse température.
La fonction a deux points invariante a comme limite

<ei0(m)Ai0(0)> o x—9/27, (15.76)

Malgré absence de brisure de symétrie, les fonctions ont une comportement
algébrique a basse température avec un exposant variable

n=g/2r =dy=g/4n, (15.77)

comportement généralement associé & une ligne de points fixes.

Enfin, soulignons qu’a deux dimensions, il est possible de construire une
autre théorie des champs qui, a basse température, se réduit a la théorie libre,
mais qui incorpore la propriété que 0 est une variable angulaire. Cela conduit
a I'étude du modele de sine-Gordon qui posséde une transition de phase,
la fameuse transition de Kosterlitz—Thouless (KT), qui sépare une phase de
longueur de corrélation infinie sans ordre (la phase de basse température du
modéle O(2)) d’une phase avec longueur de corrélation finie.

15.11 La théorie des champs (qbz)2 a basse
température

Remarque préliminaire. Les calculs algébriques qui suivent se placent dans
le cadre de la régularisation dimensionnelle (cf. section 12.5.2), mais il existe
une version sur réseau qui ne nécessite que des modifications simples.

A basse température, c’est-a-dire a T fixée, T < T., dans un systéme dans
lequel une symétrie discréte est brisée spontanément les fonctions de corréla-
tion connexes décroissent exponentiellement & grande distance. La situation
est tout a fait différente quand la symeétrie est continue a cause de la présence
de modes de Goldstone. Une physique non triviale de longue distance existe
pour toute température dans la phase ordonnée. Cette physique est décrite
par le modéle o non linéaire ainsi que nous allons le vérifier, directement dans
P’espace continu, en étudiant la théorie des champs (¢2)2, dont le hamiltonien
a la forme

H(o) = /dd:r E > (0u0)* + %msQ + %u Caue (15.78)
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dans la phase de basse température (r < r.). La fonction de partition est
donnée par l'intégrale de champ

~ [[dg(a)exsl-H().
Nous changeons de variables, posant

d(z) = plz)d(z)  avec  @z) =1. (15.79)

L’intégrale de champ devient

2= [P @] [46)] ew [-Hp0)] (1580

avec

. 2
Hp.8) = [ @t {42@) [0,600)] + blown(oll* + 3re? + oot}
(15.81)
Dans la phase ordonnée, a T fixé en dessous de T¢, le champ p(z) a une valeur
moyenne non nulle et est massif (la longueur de corrélation est finie); sa
dynamique n’est donc pas critique. L’intégration sur le champ p(m) engendre
une énergie de configuration locale effective £ (45) pour le champ qS

exp [-(9)] = [ [0 @)dp(a)] exp [0, 6)]. (15.82)

De plus, l'intégrale fonctionnelle (15.82) peut étre calculée de maniére pertur-
bative. Notons M la valeur moyenne de p(x) a 'approximation des arbres et
posons

plx) =M + p'(z). (15.83)

En termes de p/, 'hamiltonien (15.81) s’écrit
.92
b = [ ata {3 (e 201y + ) [0,600)] + 310,00
1
+ir (M4 )+ IMM +p’)4} :

En négligeant toutes les fluctuations du champ p’, on obtient a I'ordre domi-
nant

£0(g) = 1 [ a'z [3,6(0)] (15.849)

On reconnait 'énergie de configuration du modéle o non linéaire.

Les corrections en boucles provenant de l'intégration sur p’ engendrent
des interactions supplémentaires en q’3 Cependant, tant que 'on explore des
impulsions beaucoup plus petites que la masse du champ p ou des distances
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beaucoup plus grandes que la longueur de corrélation correspondante, I’éner-
gie de configuration effective résultant de 'intégration sur le champ p peut
étre développée en termes locaux. Le terme dominant pour les grandes dis-
tances est le terme ne contenant que deux dérivées. A cause de la symétrie
O(N), il est proportionnel & £©)(¢) et n’a comme effet que de renormaliser
le coefficient M? qui apparait dans I'’équation (15.84). Les autres interactions
ont quatre dérivées ou plus et correspondent & des opérateurs inessentiels.
Notons que pour une température T prés de T, le domaine dans 'espace des
impulsions o ces arguments s’appliquent est

lpi| < (T = T)".

Dans une telle limite, le modéle o non linéaire (15.84) décrit complétement
les propriétés a longue distance de la théorie des champs ((],’)2)2 pour T fixé,

T < T.. De plus, le coefficient devant £(¢) devient grand a basse température
comme dans le modéle sur réseau.






Chapitre 16

Groupe de renormalisation
fonctionnel

ANS CE CHAPITRE, nous décrivons de fagon relativement bréve une ap-
Dproche au groupe de renormalisation, proche des idées initialement déve-
loppées par Wegner et Wilson. Ce groupe de renormalisation, dans ses diffé-
rentes formulations, exprime l'invariance de la fonction de partition dans un
changement corrélé du propagateur et des autres parameétres du hamiltonien.

Polchinski a montré ultérieurement qu’il pouvait fournir une nouvelle dé-
monstration de la renormalisabilité des théories des champs.

Plus récemment, des variantes ont été proposées. Elles ont permis de déve-
lopper de nouvelles méthodes d’approximation basées non plus sur la théorie
des perturbations mais, par exemple, sur un développement en dérivées.

Dans ’approche de Wegner et Wilson, un groupe de renormalisation fonc-
tionnel est construit explicitement par intégration partielle sur les modes de
grande impulsion du champ. Des équations de groupe de renormalisation
(EGR) fonctionnelles expriment de fagon générale et exacte, dans le cadre
de la théorie statistique locale des champs, I’équivalence entre un changement
du parameétre d’échelle li¢ 4 la physique microscopique et les paramétres de
I’hamiltonien. D’ailleurs, on parle aussi de groupe de renormalisation eract.
Il est facile de vérifier, qu’en dehors du cas gaussien, ces équations ne sont
fermeées que si toutes les interactions locales possibles sont prises en compte.

Il est alors possible d’en déduire diverses EGR satisfaites par les fonctions
de corrélation. Suivant la forme choisie, ces EGR sont exactes ou ne sont
exactes qu’a grande distance ou petites impulsions, & des corrections décrois-
sant plus vite que toute puissance du paramétre de dilatation prés.

Dans ce chapitre, nous ne décrivons pas les différents schémas d’approxi-
mation dans lesquels ces EGR satisfaites par le hamiltonien ont été résolues,
mais montrons explicitement que ces EGR permettent aussi un calcul pertur-
batif des fonctions de groupe de renormalisation comme la fonction § (dont
il faut simplement adapter la définition a ce contexte plus général), méme si
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techniquement les méthodes usuelles de théorie quantique des champs basées
sur la régularisation dimensionnelle sont beaucoup plus efficaces.

16.1 Intégration partielle et variation
du hamiltonien

Nous démontrons d’abord, grace a des identités qui n'impliquent que des
intégrales de champ gaussiennes, I’égalité de deux fonctions de partitions cor-
respondant & deux hamiltoniens différents. Cette relation peut &tre interpré-
tée comme résultant d’une intégration partielle sur certaines composantes du
champ. Nous en déduisons une condition suffisante pour que, dans une théo-
rie statistique des champs, des modifications corrélées du propagateur et des
interactions laisse la fonction de partition invariante.

Nous supposons dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, que la
théorie des champs est invariante par translation et donc que les propagateurs
correspondent & des noyaux de la forme Az —y).

16.1.1 Intégration partielle

Nous établissons d’abord une relation simple entre les fonctions de parti-
tion correspondant & deux hamiltoniens de la classe considérée en section 9.1.1.

Le premier hamiltonien dépend d’un champ ¢ et nous I’écrivons sous la
forme

Hi(6) = 3 [drdyo@ile—no) = V(@) (161

oi K, est un opérateur positif et la fonctionnelle V;(¢) est développable en
puissances du champ ¢, locale et invariante par translation. A la partie qua-
dratique explicite est associée une fonction & deux points gaussienne, ou pro-
pagateur, A inverse de K :

/dz Ki(z — 2)A1(z —y) = 6(x — ).
Le deuxiéme hamiltonien dépend de deux champs ¢1, ¢2 sous la forme
1
H(o1,03) = [ dudy [61(0) Kol ~1)1(0) + (@)K — 1)os(y)]
+Vi(é1 + ¢2). (16.2)
De nouveau, nous définissons
/dz Ka(x — 2)As(z —y) = 6(z — y), /dle(m —2)D(z —y) = 6(z — y).

Les noyaux K1, K> et K sont positifs, ce qui est une condition nécessaire
pour que les intégrales de champ existent, au moins dans un sens perturbatif.
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De plus, les noyaux Ay, Ay et D (donc également positifs) ont la forme des

propagateurs régularisés (12.29) de fagon a garantir 'existence d’un dévelop-

pement formel des intégrales de champ en puissances de l'interaction V.
Alors, si

A=A +D = K, :A’Q(K2+IC)_11C, (16.3)

les fonctions de partition

2= [iise
et
Zy = /[dq51 depg] e~ H(S1:92) (16.4)
sont proportionnelles et leur rapport est explicite :
~onsgn) _ [ det(DA)\ ~H1(9)
{dgél d(bg} € ’ = W [dqﬂ € , (165)

ou des facteurs v27 ont été intégrés dans la mesure d’intégration et une
régularisation qui donne un sens aux déterminants est implicite.

Notation. Dans ce qui suit, nous utilisons la notation compacte
[ sy oKz - v)ot) = (oK), (16.6)

Démonstration. Aprés le changement de variables {01,002} — {¢1,0 =
¢2 + @1}, I'intégrale (16.4) prend la forme

2= / [dg]e=(®) 2(g)

avec

2(6) = / dér)exp {— 4 [(61K261) + ((6 — 61)K(6 — 61))])

= /[dfbﬂ exp {—3 [(01(K2 + K)¢1) — 2(¢K¢1) + (oK)}
= (det(K2 + K)) " exp [~ 1(0K19)] ,
ou dans le calcul de 'intégrale gaussienne est intervenu la translation
o1 x =1 — (K2 +K)"'Ko.

Autre forme de lidentité. On peut aussi définir

e™V2(®) = (det D) 1/2 /[dcp] exp [~ 3(pKp) = Vi(¢ + ¢)] , (16.7)
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ainsi que
Ha(6) = 3(¢K20) + Va(9).
Alors l'identité (16.5) se récrit

1/2
/{dqs]e-%(@_(—j:if) /[dcb] ~H1(9) | (16.8)

Cette identité peut alors étre interprétée comme le résultat d’une intégration
partielle sur le champ ¢ dans la mesure ou le propagateur D est positif et
donc, au sens des opérateurs, Ao < Aj.

16.1.2 Forme différentielle

Nous supposons maintenant que le propagateur A est fonction d’un pa-
rameétre réel s : A = A(s). De plus, A(s) est C™ avec une dérivée négative.
Nous définissons
dA(s)

ds

ot D(s) est représenté par le noyau D(s;z — y).
Pour s < s’, nous identifions

D(s) =

<0, (16.9)

Ay =A(s), Ay=A(s") etdonc D(s,s')=A(s) — A(s') > 0. (16.10)
De méme,
Ki=K(s)=AYs), Ky=K(s), K(s,8)=[D(ss) " >0. (16.11)

Comme les noyaux K(s), K(s,s’) sont positifs, toutes les intégrales gaus-
siennes existent.
Enfin, nous posons

V1(¢) - V(¢7 5)7 V2(¢) = V(¢’ S/)v Hl(d)) = H<¢7 3)7 H2<¢) - H(¢7 5/)'

L’identité (16.8) prend alors la forme

= (4288 g

L’équation (16.7) devient

V(b ~1/2
Vo) = (det D(s, ') /[dw} exp (=4 (oK(s,8)p) = V(6 +¢,5)] .
(16.12)
Nous posons
s=s+0, o>0,
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et faisons tendre o vers zéro. Alors,
K=Y(s,s +0) = D(s,5 + o) = —aD(s) + O(c?). (16.13)

Dans la limite ¢ — 0, le terme quadratique dans le champ ¢, dans ’expres-
sion (16.12) est multiplié par un facteur 1/c et, donc, les valeurs du champ ¢
contribuant & Pintégrale sont d’ordre \/o. Nous développons alors V(¢ + ¢, s)
en puissances de ¢ :

3V(¢, s)
p(x)

1 6*V(9, s)
+3 /dxdymw(xw(y) +0(¢°).

Nous en déduisons le développement de e V(@+¢:5) Dans la relation (16.12),
le développement de I'intégrale en puissances de o se réduit & une somme d’in-
tégrales gaussiennes qui s’évaluent par le théoréme de Wick. En multipliant
les deux membres par e”(®*)on déduit de la relation (16.12)

V(6 +p,5) = V(s) + / di ()

eV(9:.8)=V(o,s+0) _

1 VoV &Y 2
o et syt~ S P+ 0

ou {p(x)p(y)) est la valeur moyenne gaussienne correspondant, & cet ordre,
au propagateur —o D(s) :

(p(x)ply)) = —oD(s;z — y) + O(c”).

Par ailleurs,

oV (6:8)=V(bysto) . _ U(%V((b, s) +O(a?).

En identifiant les termes d’ordre o, on obtient I’équation fondamentale

A A )
dp(z)og(y)  d8(x) 6(y)

Cette équation exprime donc une condition suffisante pour que la fonction de
partition

d
ds

V(p,s) = —%/dxdy D(s;z—y) { - (16.14)

Z(s) = (det A(s)) /2 / [dg) e M) avec
H(g,s) = 5(0K(s)p) + V(e, ), (16.15)

soit indépendante du parametre s.
Cette propriété relie une modification du propagateur a une modification
de l'interaction, tout & fait dans Pesprit du groupe de renormalisation.



416 Transitions de phase et groupe de renormalisation

Remarques.

(i) Silon pose
V(g,s) = V(¢ =0,s)+V'(4,5),

le terme V(¢ = 0, s) se découple et ’équation se réduit a

d., 1 )
SV(6s) = [dedyDisiz—y)
o [ 52y B V'8V _
Sp(x)be(y)  d(x) 6(y)
Dans la suite, ¢’est cette forme que nous utiliserons le plus souvent dans

les calculs explicites, les soustractions de V(¢) et de 'équation étant
implicites pour ne pas alourdir la notation.

(6 =0). (16.16)

(ii) Pour que Z(s) soit indépendant de s, il suffit que I’équation (16.14) soit
vraie en valeur moyenne avec la mesure e~"(#:5) 1] est donc possible
d’ajouter & I’équation des contributions de valeur moyenne nulle pour
obtenir d’autres conditions suffisantes.

16.1.3 Evolution du hamiltonien

De I’équation (16.14), on déduit aussi I'évolution du hamiltonien (16.15).
D’une part,

d

LH(B,9) = S V(6,9) — S(BAH DA (5)9)

Par ailleurs,

VR (e VPR
soe) ol N Sty Sawey I

On en déduit que

8V 6V
= /dx dy [D(s; x - y)%% —2¢(z)L(s;z — y)%
+(9A7H(s)D(s)A™(s)9),
ou Popérateur L(s), de noyau L(s; x — y), est défini par
L(s) = D(s)A" () = 1AL, (16.17)

ds
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En utilisant ces équations dans I'équation (16.14), on vérifie que les deux
termes quadratiques en ¢ se compensent. On trouve alors

*H_ 0H H
ip(x)og(y)  9o(x) d(y)

- /d;r dy ¢(z)L(s;z — y)% + étr L(s). (16.18)

d
EH((P’S) :—%/dxdyD(S;ﬂE—y)

16.1.4 Fonctionnelle connexe et solution formelle

Réciproquement, ’équation (16.14) est une équation différentielle du pre-
mier ordre en s. Si 'on se donne la valeur de la fonctionnelle V(¢,s) pour
une valeur initiale sg du parameétre s, sa solution est définie pour tout s > sg.
De la démonstration de I’équation (16.14), on s’attend & ce que la solution se
déduise directement de équation (16.12) :

- -1/2
e Vs (det D(so,5)) / /[dgp} exp [—%(@K(so,s)ap) — V(6 + ¢, 50)] -
(16.19)
Nous nous proposons de résoudre 'équation (16.14) pour le vérifier. Au pas-
sage, nous allons donner une autre démonstration de 'équation (16.14).

Fonctionnelle connere. Nous changeons maintenant de variables g+ — ¢
dans I'intégrale (16.19), ce qui donne

eV(@9) = (det D(s, s)) /% e 7 OK(0:)9)

x /[da,o] exp [—%(go/C(so,s)gs) — V(p,s0) + ((ZSIC(S[),S)QO)} . (16.20)

Cette expression montre que V(¢, s) est reliee a la fonctionnelle génératrice
W(H, s) des fonctions de corrélation connexes du champ ¢ :

V(,s) = & Indet D(so, s) + 3(¢K(s0,5)p) — W(K,s) (16.21)

avec la notation [K¢|(z) = [dyK(so, s;x — y)o(y), ou

eW(H,s) — /[d(,o] exp {%(@K(SO,S)GO) —V(p, s0) + /de(ﬂf)@(ﬂf)} .

Cette représentation suggere une autre démonstration, algébriquement équi-
valente, de I'identité (16.14) mais qui en cache la signification profonde.

Autre démonstration de l'équation (16.14). Partons de la définition

VUH.S) _ / (] exp {—H(@,SH / de(m)cp(a:)} avec

H(p, s) = 3(0K(s)p) + V(g),
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o1l nous supposons que le noyau K dépend d’un paramétre s et est dérivable.
Dérivant les deux membres par rapport & s, on obtient

e — 2 (146 (g K(s)g) e e H de et

En utilisant, & l'intérieur de I'intégrale, la remarque habituelle

5H§($) exp U dxH(x)w(a:)} = ¢(x) exp [/ dz H(x)ga(x)} ,  (16.22)

on peut récrire cette équation

aw W(H,s),_}/ 6 dK(ssz—y) 6 wms
ds © =y ) eSS T & sE) ¢ ’

et, done, enfin

Mf_l/d d dK(s; 2z —y) 52w . W oW
as 2 ) YT E SH(x)6H(y)  0H(z) 0H(y)

(16.23)

En utilisant la relation (16.21) avec K(s) = K(so,s) pour exprimer W en
fonction de V, aprés un peu d’algeébre on retrouve 1’équation (16.14).

La fonctionnelle V(¢, s) se déduit donc directement du calcul des fonctions
de corrélation connexes correspondant au propagateur D(sg, s) et a 'interac-
tion initiale V(¢, so).

Par ailleurs, cette démonstration suggére que l'équation (16.14) est en
fait une équation de champ. Les calculs explicites de la section 16.3 et la
démonstration des équations (16.14) et (16.28) de la section D.1 le confirment.

Solution de ['équation (16.23). Nous commencons par linéariser I’équa-
tion (16.23), en posant
Z(H,s) = eV

L’équation devient

1 R 2
dz /dmdydlC(s,:r y) 822

ds 2 ds 6H(z)0H (y)

généralisation fonctionnelle d’une équation de diffusion ou de Fokker—Planck
dépendante du temps. En particulier, on vérifie que le noyau dKC/ds est né-
gatif, de sorte que 'opérateur dérivée fonctionnelle du membre de droite est
formellement négatif, comme dans une équation de diffusion habituelle.

On peut se demander pourquoi ne pas utiliser directement cette équation
beaucoup plus simple car linéaire. La raison est la suivante : alors que V(¢, s)
et donc W(H, s), sont par hypothése des fonctionnelles locales du champ, ce
n’est pas le cas de Z(H, s) et donc, il devient difficile d’exprimer la condition
de localité. On verra plus loin comment cette condition de localité intervient
dans la solution perturbative de I'équation (16.32).
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Pour résoudre 'équation, on utilise une transformation de Fourier fonc-
tionnelle, en posant

Z(H,s) = /[dgo]e‘H(‘/”s)+.f dz H(x)p(z)

En utilisant la remarque (16.22), on transforme ’équation en une équation
pour H :

dH 1 dK(s;z — y)
ds 2 /d:rdy T‘P(iﬂ)@(y)-
La solution est immeédiate :

H(p,s) = 3 (0K(s)e) + V(p),

ot V(i) est indépendant de s et donc déterminé par la condition aux limites.
Pour le choix K(s) = K(sq, s), on trouve V(¢) = V(p, sg).

16.1.5 Fonctions de corrélation

En introduisant un champ classique supplémentaire x(z), nous pouvons
substituer

V(@) = Vi(é +x)

dans l'équation (16.8). L’identité (16.7) montre alors que le transformé de
Vi(¢ + x) est Va(¢ + x). L’hamiltonien correspondant s’écrit

Hi(d,x) = (K1) + Vi(¢ + x)-

Aprés le changement de variables ¢ + x +— ¢ dans Iintégrale de champ, on

trouve ) L
Hi(d, x) = 3(0K19) +V1i(d) — (9K 1x) + 5(XxK1x)
= H1(¢) — (0K 1x) + 5(xK1X).
Nous obtenons ainsi une relation entre fonctions génératrices de fonctions de
corrélation
det Al

— —Hi()+H(dKix)~(xK1x)/2 _
200 = [lasie (Tra

1/2
> Z5(x), (16.24)

aved
Zoly) = / (] &= Ha(O)+ (@K~ (xK22)/2

Choisissant alors

et posant
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nous vérifions que la fonctionnelle

s )\ /2
2ts) = (Gias) [ Molesn [<H(o.5) + (oK (950} )
~ (HAso) ((5) ~ K (s0))Aso) H) /2 (16.25)

est indépendante de s et satisfait a la condition aux limites
Z(H, sg) = /{dqﬁ] exp [~H(¢, s0) + /dxqb(x)H(x)} . (16.26)

16.1.6 Renormalisation du champ

Dans le but de trouver des solutions de points fixes des EGR, il est néces-
saire d’introduire une renormalisation de champ. Pour démontrer les identités
correspondantes, nous posons

¢(z) =/ Z(s)¢'(z), H(d,s) =H(4,s),
ol Z(s) est une fonction arbitraire dérivable. Alors, par dérivation en chaine,

IH'(¢") 09’ (x)
3¢/ (x)  Os

d

d »
M) = S5+ [ do

Ay oL () )
= GH@9) - gt [dedl @50
ou nous avons défini
n(s) = dn Zs) lnd§(3> : (16.27)

En omettant maintenant les primes, nous déduisons de l'équation de
flot (16.18) la nouvelle équation (omettant le terme constant)

d 1 52H §H OH
3570 =5 [ ardy D - {M(ﬂc)ﬁaﬁ(y) ~ 56(@) 39(y)
- dxdyaﬁ(m)L(s;x—y)ﬁ— + l77(3) dz ¢(x) §H - (16.28)
ap(y) 2 6o (x)

16.2 Intégration sur les modes de grande
impulsion et EGR

L’équivalence (16.8) ou 'équation (16.19) et l'équation (16.14), qui en
est la conséquence, conduisent 4 des EGR. En effet, comme nous allons le
vérifier, il est possible d’en déduire des équations qui correspondent & une
intégration partielle sur les modes de grande impulsion du champ, ce qui,
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dans l'espace direct, correspond & une intégration sur des degrés de liberté de
courte distance.

Dans ce qui suit, nous prenons pour A un propagateur critique. Une dé-
viation possible a la théorie critique est incluse dans V(¢). De plus, nous nous
plagons explicitement dans un espace a4 d dimensions.

Parameétre de coupure et propagateur. Dans le formalisme précédent, nous
identifions maintenant s = —In A, ol A est le paramétre de coupure sur les
grandes impulsions, qui représente aussi I'inverse de 1’échelle microscopique.
Une variation de s correspond alors & une dilatation du parameétre A.

Nous choisissons un propagateur régularisé A, de la forme

C(K /A%

e (16.29)

d
Ap(z) = / % e R Ap(k) avec Ap(k)=
La fonction C(t) est réguliere pour ¢t > 0, positive, décroissante, tend vers 1
pour t — 0 et tend vers zéro plus vite que toute puissance pour t — co. Les
composantes de Fourier du champ correspondant & des impulsions beaucoup
plus grandes que A contribuent donc trés peu a U'intégrale de champ.
Nous introduisons aussi la dérivée Dp(x) dont la transformée de Fourier

est donnée par
OAp(k) 2

oA A?
Soulignons une propriété essentielle de la fonction Dy : elle n'a pas de pole o
k = 0 et n'est donc pas critique. La fonction

Da(k) = —A C'(k?/A?). (16.30)

d
Dy(x) = —Aaéﬁ\(m) = / (gﬁ’;d e*® Dy (k) = AY"2Dy_1(Az), (16.31)

décroit donc pour |z| — oo plus vite que toute puissance si C(t) est C,
exponentiellement si C(t) est analytique. La méme propriété est vérifiée par
le propagateur

D(Ao,A) = DAo —~ Dy avec Ag > A,

dont U'inverse apparait maintenant dans 'intégrale de champ (16.19).

16.2.1 EGR

Avec ces hypotheses et définitions, 'équation (16.16) devient

62y oV 8V

56(2)06(y)  d6(x) 0p(y) |
(16.32)
ou la transformée de Fourier de Dp(z) est donnée par I’équation (16.30) :

d 1 d. 1d B
AggVe.0) =5 [dledly Do —y)

Da(k) = ~A§%Z _ %C’(kQ/AZ). (16.33)
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L’équation (16.32) étant exacte, on parle ici aussi de groupe de renormalisation
exact.

Remarque fondamentale. Comme Da(x) est une fonction, au moins, &
décroissance rapide, si initialement V() est local, il le reste comme cela appa-
raitra plus clairement quand nous développerons cette équation en puissances
de ¢. De méme, dans la forme intégrée (16.19), la propriété de décroissance
de D(Ap, A) entraine que V(¢, A) ne contient pas de singularités de longue
distance.

Autres remarques.

(i) Les équations (16.32) et (16.34) se distinguent de I’équation géné-

(iii)

rale (9.23) introduite au chapitre 9 par la propriété que le parametre
d’échelle A y figure explicitement a travers la fonction Dy . Nous allons
éliminer plus loin cette dépendance explicite.

Pour étudier I'existence de points fixes, il faut se donner une interaction
initiale critique Vo(¢) a l'échelle Ag et utiliser Péquation (16.32) pour
calculer I'interaction effective V(¢, A) a I'échelle A < Ag. Un point fixe
est défini par la propriété que V(¢, A), aprés une renormalisation du
champ ¢ convenablement choisie (ce qui conduit a 'équation (16.28)),
tend vers une limite.

Comme V'équation (16.32) peut aussi étre démontrée a partir des équa-
tions de champ quantiques (c¢f. appendice D.1), dans cette formulation,
Iintégration partielle sur les modes de grande impulsion n’implique pas
de perte d’information a la différence de ce qui se passerait sur un réseau
dans le cas d’une intégration sur les modes de courte distance.

16.2.2 Représentation de Fourier

En termes des composantes de Fourier (]3(/4:) du champ,

- N d )
gb(m) - /ddk' otk d)(k) = (;5(]6) = / ((217:; etk ¢($),

la dérivée fonctionnelle devient (dérivée en chaine)

5 [ A% . 5
o) / @l sk

(
Introduisant cette représentation dans I’équation (16.32), on trouve

A

d

dA

1 [ d9% - 52y 5V 8V
Vo) = 5 [ e D) {M(k)aé(fkféé(k) samy ) 1Y

Dans cette équation, la localité se traduit par la régularité des composantes de
Fourier. Si les coefficients du développement de V(¢, A) en puissances de ¢,
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aprés factorisation de la fonction 6, sont des fonctions réguliéres pour une
valeur initiale de A = Ay, ils le restent pour A < Ag parce que D A(k) est une
fonction réguliére de k.

Enfin, Péquation (16.18) pour 'hamiltonien complet, exprimée en termes
des composantes de Fourier,

6.0 = 5em! [ERSDAT DD + V6N, (1635)
prend la forme (omettant le terme indépendant de ¢)
d 1 d% - §2H _ 0H M
Ao =5 [ oD | s
d%% - OH -
+ [ Grrkath)s S0 (16.36)
avec (équation (16.17))
Ea(k) = Da(k)/Bak). (16.57)

Dans l'équation (16.36), nous avons implicitement soustrait a H(¢, A) et aux
équations leurs valeurs a ¢ = 0.

16.2.3 Développement en puissances du champ

Nous notons V(") et V(7 respectivement, les coefficients du développe-
ment de V(¢, A) en puissances de ¢(z) et de ¢(p), la transformée de Fourier
du champ :

V(p,A) = Z%/Hddxi¢(sci)V(”)(;r1,...,xn) (16.38)
n=0 " i
=y 517 /Hddpi &(p:)(2m)*6(p1 + - + pn)
n=0 " i
x V™ (py, ... pn). (16.39)

L’équation (16.34) peut alors étre exprimée en terme de ces composantes :

d 1
A—V(”)(axl,mg, . ,xn):§/ddxddyDA(x—y) V(n+2)(11,l’2,.‘.,$n,.’lj,y)

dA
72 VD (g, ac)V("_l“)(xml, . ,:ri",y)} ) (16.40)
I
ou Pensemble I = {iy,4q,...,4} parcourt tous les sous-ensembles distincts de

{1,2,...,n}.
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En représentation de Fourler,

d ) L[ A%k 5 i)
A—d'KV (p17p25"'7pn) = 5 (—Qﬂ—)gDA(k)V (plapr-'apnakvAk)

1 2 ¥ " —_
- §ZDA(p0)V(l+1)(pi1 RRRRY 47 ,pO)V(n l+1)<pil+1 yoe oy Py _170)» (1641)
I

ou I'impulsion pg est déterminée par la conservation de 'impulsion totale.

Soulignons qu’une conséquence de ces équations est que, méme si 'in-
teraction initiale & I’échelle initiale Ay est proportionnelle & u¢?, l'intégration
des EGR engendre une interaction locale générale car toutes les fonctions 174
sont couplées. Toutefois, dans I'esprit des méthodes perturbatives de la théorie
des champs, il est possible de résoudre ’équation (16.32) dans un développe-
ment en puissances de u avec I’ Ansatz que les termes de V(¢, A) quadratiques
et quartiques en ¢ sont d’ordre u et le terme général de degré 2n d’ordre u™~ 1.
En section 16.3, nous calculons explicitement les premiers termes.

16.2.4 Fonctions de corrélation

L’addition d’un terme de champ externe & Uinteraction,

V(6. o) > V(6 Ao) — / dz H(z)é(x),

permet d’engendrer les fonctions de corrélation. Toutefois, I’équation (16.32)
montre que V(¢, A) devient alors, en général, une fonctionnelle compliquée du
champ externe H(x).

Champ externe particulier. Une premiére solution & ce probléme est la
suivante : on prend un champ externe H dont les composantes de Fourier
H(k) s’annulent pour k2 > A2, ainsi qu'une fonction Dy(k) qui s’annule
identiquement pour k2 < A2. Ceci implique que C’(t) s’annule identiquement
pour ¢ < 1. Alors, [ d%z H(z)$(z) ne contribue pas au membre de droite de
I'équation (16.32).

Cependant, les transformations de groupe de renormalisation sont alors
telles que les fonctions de corrélation, correspondant & des hamiltoniens H{(¢)
associés & des échelles A différentes, ne coincident que quand toutes les im-
pulsions sont inférieures a échelle A la plus petite. Les différences entre ces
fonctions de corrélation sont des fonctions indéfiniment différentiables et donc,
apres transformation de Fourier, des fonctions décroissant, a grande distance,
plus vite que toute puissance dans une dilatation des variables d’cspace, ainsi
qu’il a été supposé dans I'équation (9.9).

De plus, la fonction C(¢) ne peut pas étre analytique mais seulement in-
définiment dérivable, ce qui affecte le domaine critique £ < oo, et la définition
de l'universalité y devient plus subtile. Enfin, de telles fonctions se prétent
mal & des calculs explicites.
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Modification des EGR. 1l est aussi possible de choisir des fonctions C(t)
de type analytique et d’étudier les équations ainsi obtenues. Le probléme
évident est que si nous ajoutons un terme linéaire en ¢, par exemple dans
léquation (16.36), le membre de droite va impliquer une contribution de la

forme 4
d%k - SH -
/ DA (k) =—H(-k).
(27) 36(k)
Par itération, I’équation va engendrer une fonctionnelle générale de H, ¢ paire
en {H,¢} — {—H,—¢}.

Cependant, nous remarquons que ce terme est proportionnel 4 une dérivée
fonctionnelle de H dont la valeur moyenne avec la mesure e~"(®) est nulle.
Cela suggére de modifier ’équation en ajoutant une contribution de valeur
moyenne nulle. Nous substituons alors

H(¢) — H(o, H) = H(¢) — (¢CH) + S(HUH), (16.42)
ou ¢ et U sont deux noyaux que nous allons déterminer. De la relation entre
dérivées SH6.H)  5H()

. = — [CH](x),
sl aolw) M)
on déduit

S0 5aly) | 60x) 56(y)
=2 [[ateaty Dot - fcHs >%+<H¢D ¢,
[ atedty Late - o) T
= [ty Late - o) 5D - (GLacH),

Pour éliminer le terme additionnel dépendant de H, on utilise

o0 e =0 (o = 0 0)

On voit que la forme {16.42) est stable si

A% [~(¢CH) + 3(HUH)| = (H(DACH) — 5(HCDACH) — (¢LACH).

On en déduit les deux équations, en représentation de Fourier,

A Gk, ) = Latk)i(h, ), (16.43)

8
AspU J(k,A) = Da(k)C?(k, A),
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avec les conditions aux limites
Clk,Ao) =1, U(k,Ao)=0.

Utilisant les définitions (16.30) et (16.37), on trouve la solution de la premiére
équation :

C(k,A) = Dy, (k) /An(k),

qui est une fonction réguliére de & 4 k = 0. Enfin,
ﬁ(k’A> A()( )/AA( ) - AA(J (k) = A%()(k) [KA(k) - KA()(k)] ?

est aussi une fonction réguliére de k 4 & = 0.

On vérifie que ces résultats sont cohérents avec I'identité (16.25).

Le facteur ¢ correspond & une renormalisation du champ, mais qui n’est
pas une constante puisque CN dépend de k. Cependant, comme la fonction C~ est
réguliére & k = 0, cette renormalisation n’affecte pas le comportement domi-
nant a longe distance. De méme, la fonction U est une addition a la fonction a
deux points connexe. De nouveau, comme U est une fonction réguliére, cette
addition n’affecte pas le comportement & longue distance.

En présence d’une renormalisation du champ, un terme s’ajoute a ’équa-
tion (16.43) :

OlnAp(k) -

A Gk, A) + n(A)C(k A).

9 -
Az Clh A) = A

Nous rappelons ici que la constante 7 dépend de A a travers I’hamiltonien.
En terme de la fonction Z(A) solution de

AT Z(N) = (N Z(A), Z(ho) =1,

et donc

A ’
BRI
iz = [ )5

la solution peut s’écrire

= VZ(A)Ax, (k) Ax (k). (16.44)

16.3 Solution perturbative : théorie ¢*

Nous montrons d’abord ici comment les équations (16.40) ou (16.41)
peuvent étre résolues de fagon perturbative. Nous prenons l'exemple de la
théorie ¢* et nous allons poursuivre le calcul jusqu’a 'ordre u? car l'algébre
de ces calculs nous sera utile plus loin.
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Conditions auz limites. Nous supposons que hamiltonien & Péchelle Ag
est de la forme

Ve, Ag) = / a2 (@) + gre(ho,u) / Az ¢2(z),

ou la constante r.(Ap, u) est ajustée pour que la théorie initiale & 'échelle Ag
soit critique :
I'P(p=0,A0)=0.

En particulier, un caleul perturbatif direct & 'ordre u? conduit &

d ~
relhan) = 5 [ Gda(h)

d A
- _6—/ é:)l ((;ﬂk)zd po (k1) Anq (k2)An, (k1 + ko) + O(u?). (16.45)

Nous prenons comme Ansatz & ordre u :
= /ddx¢4 —rcl( Yu /ddx¢2(;1:) + O(u?),

et utilisons les EGR sous la forme (16.40).
L’équation pour le coefficient de ¢¢ & l'ordre u est compatible avec cet
Ansatz :

d 1
Agzra(d) = 3DA(0)

En utilisant (16.30) et la condition de criticalité & A = Ao, on peut l'intégrer :
T'Cl(A) = —%AA(O),

et cette solution correspond bien & la condition de criticalité & ’échelle A.

L’équation satisfaite par V¥, & Pordre u?, fait intervenir le terme
d’ordre u2 de V® qui s’exprime uniquement en terme de V(% a l'ordre u. En
effet (x = {z1,29,...})

[Tt otV i) = 2dy Da(w - )" ()8 (y)

+O(u3).

Le vertex & siz points. En composantes de Fourier, en notant 172(6) le coef-
ficient de 4?2, on trouve

d - N
Aaxvz(ﬁ)(pl, —,p6) == > Dalpr +piy + i),
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ou [ représente les 10 sous-ensembles appartenant & {2,3,...,6}. Pour intégrer
cette équation, nous introduisons la fonction

DA(IE) = Ay, (I) — AA(;L‘) (16.46)

Cette fonction satisfait
d

A—Dp=D Dr, =0.
qA Pa A Ao

La propriété essentielle de sa transformée de Fourier
~ 1
Dalk) = 75 [CO2/A3) — Ok /7],

est d’étre réguliére a k = 0.
L’intégration alors est simple et donne
6!
/ [T % 6@V ©(x,A) = et / d?z d%y Da(z — y)o*(2)¢” (y)
; !
+ O(u?).
En représentation de Fourier,

172(6)(171'7 A)=— Zﬁ/\(pl + piy + Pis)-
I

La fonction V® est donc aussi réguliére 4 p1 = -+ - = pg = 0 et 'hamiltonien
reste bien local.
Le vertex a quatre points. Ce résultat permet d’expliciter I’équation satis-

faite par V2(4), le coefficient de V¥ 3 I'ordre u?
d1
Agpa [ Tty )

aAq
_ / Az d?y Dy (z — ) [LDa(x — )6 (@) (y) + 5 Da(0)6(2) ()]

+584(0) [ d%edy Dyl - )ole) "),

ol, en représentation de Fourier,

d @ 1 dk - ~ (6)
AaKVQ (va) = 5/(27T)dDA(k:)VVQ (plap2,‘-'7p47k,_k)
+ éAA(O) Z Da(ps)
——/ Ak Da(k) [25 (k+pi+ )+2termes]
- (27T)d A A P1L T P2

|~ Da0)Da(p:) + Aa(0)Da(p)]
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De nouveau, I'intégration est simple et donne
1
i [ Tt e ) =~ [ ataaty D3 - i@t )
+ $5800) [ dledly Dy - )o@ (),
En représentation de Fourier,

4
‘72(4)(1,“1\) = ~% [BA(pl +p2)+ 2 termes] + %AA(O) Eﬁ/\(pi),
i=1

avec

Ba(p) = (Qi) d / A%k Dp(k)Da(p — k).

On vérifie que dans la limite Ag/A — oo, V@) (pi, A) diverge logarithmique-
ment pour d = 4, ce qui correspond & la renormalisation du coefficient de ¢*
a 'ordre d’une boucle.

Le coefficient V) & lordre u®. Terminons cet exercice en calculant le

coefficient d’ordre u? de V(2 (p, A). 1l satisfait ’équation
d &) 1/ Ak o @ Lo a2
A = - DBV, — k) — = A .
dAV2 (p) 9 (2Tf)d A( ) 2 (p7 pakv k) 4DA(p) A(p)

La valeur & p = 0 donne la condition de criticalité :

Aoyl [ A% 5 pow L oy a2
A0 = 5 [ G DABTP 0.0,k k)~ {DAOIAR )

Nous connaissons la valeur de V?(0) = r.(A,u) a priori grace au dévelop-
pement perturbatif ordinaire. 1l y a d’une part la contribution (16.45), a
Péchelle A, a laquelle il faut ajouter les contributions provenant de V2(4) et
V2(6) . On trouve donc

1 [ d%; d%; - ~ -

A) == | —=—=An(k1)AAK) AN (KL + K
re(d) = ¢ / i (gm Sa kA (k) A (b + ko)
1 d%% - ~(4)
— = A 0,0,k,—k

1 [ d%k d%s 6 ~ -
- = V57 (0,0, k1, —ky, ko, —ko) Ap (k1) Aa(ke). (16.47

8/(%)(1(%)(12 (0,0, k1, —ky, ko, —k2)Ap (k1) An(k2). (16.47)
On vérifie que 7.2(A) satisfait bien ’équation de flot. L’expression peut aussi
s'écrire

TCQ(A> = é/ é(;k;d ((g;k;i [—'DA(k‘l)ﬁA(kQ)’[)A(k‘l + kg) + AA(kl)AA(kQ)
xAp (k1 + kg)] — iAi(O)ﬁA(O) + ;:AA(O)BA(O). (16.48)
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Enfin, cette condition au limite détermine le vertex a deux points

d d
Vi (p) = 6/ é:) éfg [~ Dalka)Da(ka)Da(p + k1 + ko) + Ba (k1) Ba (h2)

xAp (k1 + kg)] - %A?\(O)Z}A(p) + %AA(O)BA(O). (16.49)

Remarque. 1l résulte de I'équation (16.19) en section 16.1.4, que les mémes
résultats peuvent étre obtenus en calculant perturbativement des fonctions de
corrélation connexes avec l'interaction V(¢, Ag) et le propagateur D(Ag, A).
L utilité du calcul précédent est de montrer plus explicitement comment ces
EGR exactes, avec les conditions aux limites & ’échelle initiale, déterminent
la fonctionnelle V(¢, A). De plus, on vérifie que si la théorie est critique pour
Ay, elle le reste pour tout A.

16.4 EGR : forme standard

Aprés une renormalisation du champ, nécessaire pour pouvoir atteindre
des points fixes non gaussiens, 'EGR prend la forme (16.28) avec s = —In A :

2] 1 dg qd T 6°H — H__on
o H(8,A) = 2/d d% Da( ){&é(x)éd)( ) 09(x) do(y)

+/dd:vddy¢(a:)LA(x )5;) +”/ d%z ¢(z )5;) (16.50)

La fonction i est a priori arbitraire avec, cependant, la restriction, comme
nous I’avons expliqué au chapitre 9, que la fonction 1 ne dépende de A qu’a
travers H(¢,A). Elle doit étre ajustée pour garantir I'existence des points
fixes.

L’équation (16.50) n’a pas une forme markovienne stationnaire parce que
Dy et L dépendent explicitement de A :

_ / ddk ot [ (k) = ALy(x), Da(z) = A“2Dy(Ag),

ot La(k) est défini par I'équation (16.37) et nous avons utilisé les rela-
tions (16.31). Pour éliminer cette dépendance, nous faisons partout une dila-
tation des variables de position de la forme

z—z/A.

Ceci a comme effet de substituer dans I’hamiltonien,

/ diz o(z) / dlz A~d(z/A), H (2, A) = HO (z,/A, A).
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Nous définissons alors,
o(z) = AD2¢/ (Az), H™(z;,A) = A2 () (Az; A).

La transformation de ¢ est simplement la renormalisation gaussienne.

Puisque A@=2/2A(d+2)/2 — A ce changement compense le facteur A—¢
du changement de variable initial sur = quand le coefficient de H(™) est ho-
mogéne a ¢". En conséquence,

/ddx diy Dp(x —y) r— A2 /dd:c ddy Dy(x — y),

[ *H _ 0H H } i 2+d[ 82H  0H H
6p(x)og(y)  d9(x) 6¢(y) 8¢/ (2)8¢'(y)  d¢'(x) 6¢'(y) |’
/dd:r d%y Ly(z— y)qﬁ(w)% H/A_Qdddir dy AdLl(l“ - y)Ad¢,(I)3%
d oH . —d 3d,. A (d—2)/2 41 (d+2)/2 5_H _.
/d x¢(x)6¢(w) /A dz A ¢ ()A 59 @)

On vérifie que toutes les puissances de A se compensent.
Enfin, la relation entre ¢ et ¢’ peut aussi s’écrire

¢ (x) = APV 20(z/ ),

de sorte que le membre de droite devient

P F L 6H 8|
A A ‘¢/+/dx——AgKL¢(1)

oA|,  ~OA 54/ (x)
= 2- a, M Lo u_a_ ’
= At ¢/+/dx5¢/(x) (2(2 d) zﬂ:x aﬂ)mx),

ou nous avons nhoté z* les d coordonnées de .

Dans ce qui suit nous omettons les primes. Par ailleurs, nous introduisons
le parameétre de dilatation A = Ag/A qui relie I’échelle initiale Ag et I'échelle
courante A et donc,

d d
AHK = ﬁ)‘ﬁd_)\ :
Alors, les EGR prennent la forme standard (9.23) :

M H 571}
(x)66(y)  56(x) 56(y)

_ /ddﬂ%—) [%(d~2+n)+;x”b—i—ﬁ] ¢(x)

d B 1 d. ad _
A6, =~ [ dtediy Dl —y) L%

IH($: A)

—/dda:ddyL(;r—y) 5000 B(y). (16.51)
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EGR en composantes. En développant 1’équation (16.51) en puissances
de ¢, on trouve des équations pour les composantes sous une forme standard.

Pour n # 2 (D1 = D),
AiHW(x--A): ln(d+2—n)+2x”—a— H™ (25 0)
dA K 2 " duf] v

H(n+2)($17aj‘27 e ,wn,%i’ﬁ A)

1
~ 3 /ddxddyD(;v -v)

— Z H(H—l) (xh yoees Ly Ty A)H(n_l+1)($il+17 oL Y A) ! (1652)

En représentation de Fourier, ces équations prennent la forme
)\iﬁ(")(p-')\)z d—~n d—2+n) - Zp ™) (ps; )
d)\ (2l (3]

#l/dd_kb(k)ﬂ(vﬁﬂ( k,—k; A)
9 (27T)d P1,P2,- -+ Pny Ry )

+ ZD H(l+1) pz s+ ooy Piy 5, POS )\)ﬁ(an—l) (piz+1 ooy Pins _pO)' (1653)

Pour n = 2, il faut distinguer les composantes de H et V. Dans les deux cas,
on trouve un terme supplémentaire dans I'équation :

0 ) HP (213 )

1

d
— HD (- — E
A )\'H (z1; ) = (d +2—-n+ xl

- % /ddz dty D(x — y) [H (21,0,,2,5:3) — 2K (& — 21 WVHP (u; N

- 2/ddy Lz, — y)HP (y; N). (16.54)

En représentation de Fourier,

d - d \ -~ -
Lqg@man =20 S pr-Z | HO(p:A) — @ (;:
AR () (2 U Eﬂ p a;w) H (p: A) = 2L(p)R™ (03 A)

/(gjrl;db(k)ﬂ“‘)(p,—p,k,~k;A)+D(p) (17<2>(p;>\))2. (16.56)
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16.5 Dimension 4

Nous avons établi des EGR fonctionnelles générales. Nous les appliquons
maintenant, a lexemple de la théorie ¢4, dans un cadre perturbatif. Notre but
est de montrer explicitement de quelle maniére le groupe de renormalisation
fonctionnel permet de retrouver les résultats obtenus au chapitre 10, dans le
cadre du groupe de renormalisation perturbatif asymptotique.

Nous commencons par la dimension 4, ou le point fixe gaussien est margi-
nalement stable. Les hypothéses perturbatives et les calculs ont beaucoup de
points communs avec ceux de la section 16.3.

16.5.1 Conditions de renormalisation. Fonctions 3 et n

Conditions de renormalisation. En dimension 4, une théorie non triviale
peut étre obtenue comme une fonction du parameétre g{(\) défini, par exemple,
comme la valeur de H® (p;, \) apr = =ps=0:

g\ =HW (p; =0,)). (16.57)

Toutes les autres interactions sont alors déterminées perturbativement comme
fonction de ¢, en les supposant au moins d’ordre g2, en résolvant perturbative-
ment les autres équations de flot, avec des conditions aux limites appropriées,
par la méthode expliquée en fin de section 9.7.2 et comme nous I'avons fait en
section 16.3. On supprime ainsi toutes les corrections dues aux opérateurs in-
essentiels, ne conservant que I'effet de 'opérateur marginal. De cette maniére,
toutes les interactions deviennent des fonctions implicites de A & travers g(A)
qui satisfait une équation unique (équation (9.62)) :

dg

A2

dA

avec, comme nous 1'avons déja vu, 3(g) = O(g?).

La fonction 7(g) est alors déterminée par la condition

0 - 0 -
—HD(pg)] =1 = =VPpg)| =0, (16.59)
ap2 p=0 apz p=0

— —B(e(N) (16.58)

qui supprime l'opérateur redondant qui correspond & un changement de nor-
malisation du champ.

Les deux conditions (16.57) et (16.59) jouent le role des conditions de
renormalisation dans la théorie de la renormalisation habituelle (cf. sec-
tion 13.1.2).

EGR : autre forme. Dans ’équation (16.53), nous exprimons la dérivée par
rapport a In A en fonction de la dérivée par rapport a g et de la fonction 3,
en utilisant la définition (16.58),

d d

/\a = ‘5(9)@‘
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Pour d = 4, 'équation s’écrit (n # 2)

d

ﬁ(g)d—gﬂ(") (pirg) = | n—4+nn(g) + > pf

Jou

9 -
— (") (..

1 [ d*% -, -
+§/( )4D(k)H(n+2)(p17p27"'7pnak7*k;g)

2T
1 ~ .
—3 > Dlpo)H" P (piy s - -, Py D03 9)
I
X '):Z(Tl—l-‘r-l) (piz+17 <oy Diy s —PO; 9) (1660)

Dans le cas n = 2, ’équation satisfaite par V2 gécrit

03575 = <_2 e Zp%) P (p:9) + n(g)A )
4 ~ ™ ~ ~ 2
+%/%§ZD(]“)H(4)(P7 —p,k, —k; ) — D(p) (V(Q)(p;g)) . (16.61)

Les fonctions 8 et n. En utilisant la condition (16.57) dans I'équation
(16.60) pour n = 4, p; = 0, on trouve une équation pour la fonction 3(g) :

Blg) = 2 ()+3/ E k) 70(0,0,0,0, b, —k; ) — 49 DOV (03 9)
9)=2909) + 3 | Gy ,0,0,0,k,~k; g) — 4g 19).

(16.62)

L’équation (16.61) se résout ensuite récursivement sous la forme
0\ - d - ~ - 2
_ v 2 N p@ 0y = — 2 V@ (p g) — 2) (1),
<2 Eﬂ p ap#> Vpg) = =Blo) gV i9) D(p) (V (p,g))

+n(g) (A‘l(p) + V3 (p; g))

N | —

A% 5@
+ D(kYH™ (p, —p, k, —k; 9). (16.63)

(2m)?
Pour p = 0, on obtient la condition de criticalité qui détermine
re(g) = VP (0;9) = H® (05 9).

Cependant, notons aussi que si le membre de droite contient un terme en p?
dans son développement en séries de Taylor & p = 0, la solution de ’équation
ne peut pas étre réguliére. En effet, I’équation

<2 - Zp“a%J f0*) =201 -0 F' (") =1°
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n’a que des solutions singuliéres de la forme
f(p*) = —p*Inp + const. p°.

Or nous ne cherchons que des solutions réguliéres. En exprimant alors que la
dérivée par rapport & p? du membre de droite de 1’équation (16.63) s’annule,
on obtient donc la condition

1 0 Ak - ~

= 2C"(0)r? ————/ D(EYH™ (p, —p, k, —k; 16.64
n(g) O)rel9) =5 3,2 o) (K)H (p, —p ;9) . (16.64)
qui détermine n(g). Ceci démontre, dans ce contexte, la nécessité de la fonc-

tion 7(g) et donc de la renormalisation du champ ¢.

16.5.2 Solution des EGR a Pordre g

Comme 7(g) est au moins d’ordre g (en fait il est d’ordre g2) et que
nous avons supposé H(® d’ordre g2, 'équation (16.62) confirme que B(g) est
d’ordre ¢.

A Pordre g, comme Vv (p; g) est d’ordre g, le membre de gauche de I'équa-
tion (16.61) est négligeable. L’équation se réduit a

(2 - ZW%) VP (pig) = 59D(0) + 1A~ (p).

Le membre de gauche n’a pas de terme en p? dans son développement & p = 0
et donc, 1 s’annule & l'ordre g. A Uordre g, 'équation (16.61) se réduit donc a

o ~
<2 - Zp“a—pu> V(p; g) = $9D(0).
n

Nous notons que ’équation homogéne a des solutions réguliéres proportion-
nelles & p? correspondant & I'opérateur redondant qui change la normalisation
du champ. La solution générale est donc la somme de la solution de I’équa-
tion homogéne et d’une solution particuliére constante. La condition (16.59)
élimine le terme redondant et conduit a la solution constante

V@ (p; g) = 1gD(0) + O(g?).

16.5.3 Solution des EGR a l’ordre g2

Pour H® (p;; ¢), le membre de gauche est d’ordre g* qui est négligeable et
donc

B _ .
2+ Zpﬁw H O (pis ) = g* [ Dlps +pa +ps) +9 termes| + O(g?).

Il J
(16.65)
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Par ailleurs (A = Ap=1),
243 p-2 ) Ap) = D).
u Op*

Dans le membre de gauche, on peut remplacer A(p), qui est une fonction
singuliére & p = 0, par la fonction

~D.(p) = Alp) — 515 et donc (2 + Zp“%) D.(p) = —D(p), (16.66)

qui est réguliére. Nous notons que la fonction D, (p) est la limite de la fonc-
tion (16.46) pour Ag — 0.
La solution réguliére de ’équation (16.65) peut alors s’écrire

Hpisg) = —¢° [ﬁ*(m +p2+p3)+9 termes} + O(g*).

La fonction 3. Dans I'équation (16.62), comme gn(g) est d’ordre g3,
8(g) = ¢* [3B.(0) - 2D(0)D.(0)| - ¢*D(©)D(0) + O(g"),

avec

4 ~ ~
B.(p) = —/ (SW])ZD(k)D*(p- k). (16.67)

Les deux derniers termes se compensent puisque
D(0) = 2C'(0) = —2D..(0), (16.68)

et il reste & évaluer

4
B.(0) = —/ﬁﬁ (k)D(k).

(2m)t "
On vérifie
d [lk‘*ﬁ?(k)} — 2kID(k) + KD (k- B, (k)
dk 2% 7 - AT

= 2U3D2(k) — k°D, (k) (D(k) + Qﬁ*(k)) — k3D, (k)D(k),

ol la relation (16.66) a été utilisée. Ainsi, 'intégrant peut s’écrire comme une
dérivée totale et l'intégrale est déterminée par le comportement asymptotique

k*D.(k) =1 pour k — oc.

On obtient

50— L [ L[] —
B.(0) = 87r2/0 dk - [2/.: D*(k)] = (16.69)
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On en déduit
9° +0(g%), (16.70)

3
ﬂ(g) - 167'('2
en accord avec le résultat (10.21) pour € = 0.

La fonction n. 1l est alors commode d’introduire la fonction

F®(pi;9) = HD (pi; 9) — HW(0; 9) = O(g). (16.71)
A Dordre g2, la fonction F¥ est solution de
1 [ d*% -
) — T 5 ’ ’ ’ 1 k7 Ak~
Zp] '(pisg) = 5 / o) D(kYH® (p1, p2, ps, pa 9)

+gZDpz '(pii9) — (p = 0).

Comme le membre de droite de I'équation s’annule pour p = 0 (ce qui, en fait,
est une conséquence de 1’équation de flot satisfaite par g(A)), I'équation a une
solution réguliére. Plus explicitement,

ij pis g) = 34 [D(O)@* (p1) + 3 termes — 2B.(py + p2)
+2 termes] + 1D(0)g? Z D(p;) - (p = 0).
i
En remarquant que l’équation
Zp X(p) Y(p), Y(0)=0,

a comme solution

X0 = [ Brow,

apreés quelques intégrations par parties et manipulations algébriques, on trouve

FD(psig) = —%gQB(pl +p2)+2 termes— 1 g2 D(0) {’D* (p1) — D.(0) + 3termesJ

(16.72)
avec i
= | —D.(k) |D. —Du(k)]|.
5(p) = [ 557D+ [Buto+ k)~ D.()]
De I'équation (16.64), on déduit alors, & l'ordre g2,

4 ~
19 = 58" 57 | DB+ E)
1 9 0 d4k'1 d4k52
0 a7 | T

p=0

D(ks)D. (k) [Dulp + by + k) — D (k2)]

ap?
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Pour ce calcul, il est commode de passer en variables d’espace. [’expression
prend la forme

1 0 )
ng) = 2> 2 / d'z €7 D(z)D2(2)
27 9p? p=0

Notons
4 5 \2
> (3—) O(p?) = 89'(p?) + 4p*@" (p°),
p= Py

En utilisant cette relation pour évaluer la dérivée par rapport a p?, on trouve

ng) = ——g? / d'z 22 D(x)D?(x)

L’équation (16.66) entraine

D(z) = (2 —l—xé%) D.(x),

ou, comme dans la derniére intégrale, x est la coordonnée radiale. Alors,

a 4 . . P
5;3:"1)5(95) = 62°D3(x) + 3:E5Df(:v)a:%D(x).
L’intégrant est donc une dérivée explicite. La contribution & U'infini est nulle

car toutes les fonctions sont a décroissance rapide. A lorigine,

lim 2D, (x) = lm ——o? [atpSr = L
Nim 27D (x) = liny 2’ Py =
On retrouve donc le résultat (10.38) pour N =1 :

11,

n(g) =5 ant? +0(g%).

Remarques.

(i) 11 est possible ensuite de démontrer que les EGR peuvent étre résolues
par la méme méthode, a tous les ordres, dans un développement en puis-
sances de g. Ainsi, on démontre aussi que la théorie des champs ¢* est
renormalisable. Comme toutes les fonctions sont réguliéres a impulsion
nulle, il suffit de montrer que toutes les intégrales convergent a grande
impulsion. En particulier, cette méthode de démonstration évite les pro-
blémes de combinatoire des diagrammes de Feynman des démonstrations
usuelles.
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(ii) On peut avoir I'impression que nous avons utilisé explicitement la pro-
priété qu’il n’y avait qu'un seul paramétre g de type ¢* pour éliminer
A. En réalité, la solution que nous avons obtenue est déterminée par les
conditions de degré en g()\) des fonctions H (™). Par exemple, dans le cas
de plusieurs termes de type ¢, et donc plusieurs coefficients g;, il suffit
de substituer

d J

et d’utiliser la propriété 3;(g) = O(¢?).

(iii) Il est simple de voir que la méme méthode s’applique pour les théories de
type ¢" dans les dimensions ol ces opérateurs sont marginaux (comme
la dimension 3 pour ¢°).

16.6 Point fixe : développement en ¢

Pour compléter la vérification de la cohérence du groupe de renormalisa-
tion fonctionnel avec le groupe de renormalisation asymptotique dans sa forme
utilisée dans les chapitres 10 et 13, nous considérons maintenant la dimension
d = 4 — € et développons les équations (16.53 et 16.56) en puissances de g
et e.

Au lieu de déterminer le point fixe directement, nous suivons la stratégie
de la section précédente, et déterminons I’équation de flot satisfaite par le
parameétre effectif g(\). Les calculs sont alors trés semblables.

Nous partons de

d -~ n 1 0 7(n
ﬂ(9)£H< '(pisg) = Sud = 2+mn) — d+zp§tw H™ (pi; 9)
FNZ J

+

dik - 7 (n+2)
(QW)dD(k)H (P1,p2s -, Pns b, —k5 9)

T~ - o
- 5 Z D(pO)H(H—l) (pila Dy 7p0)H( l+1)<pi1+1 yeoesDigy 'pO) (1673)
1

Do | =

L’équation n = 2 s’écrit

B(9) =V (p;g) = (n 24 Zp”g)—u> V@ (p: g) + nA~(p)
n

d
+ 1/ ((;W];db(k)ﬂm (p, —p, k, —k; g) — D(p) (9(2) (p;g))g_ (16.74)
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Ordre g. La condition (16.57) implique

d o~ ~ ~ —~
Sk Dk)R©)(0,0,0,0,k, k: g)—4gD(O)P (0 g).

(2m)
(16.75)
On vérifiera que 7 reste d’ordre g2 et qu’ainsi les termes sont au moins d’ordre
g? sauf le premier :

Blg)= —€g+2gn(g)+% /

B(g) = —eg + O(g°).

Dans ces conditions, a la différence du cas d = 4, le membre de gauche contri-
bue 4 l'ordre dominant.
A Pordre g, V?(p; g) est une constante et donc

V@ (p;g) = V(05 9) = relg) = 2(5_ 59" 0(¢%).

Notons la relation
(d —2)A(0) + D(0) =0, (16.76)

et donce
re(9) = —394(0) + O(g*).

Ordre g®. Nous avons ensuite besoin de H'® (p;) qui est d’ordre g2. A cet
ordre, il satisfait

b ~
2+ pra_p—ﬁ) HO (pi1g) = ¢ [D(Pl +p2+p3)+9 termes} +0(¢g%, g%).
Jim J

(16.77)
En introduisant la fonction (16.66), la solution réguliére de 'équation (16.77)
peut alors s’écrire

HO (pi;9) = —¢° [15*(:01 +p2+ps)+9 termeS} +0(g%).
La fonction 3 est maintenant déterminée a I’ordre g2 :

B(g) = —eg + g* [3B.(0) — 2D(0)D.(0)| +29°A(0) D(0) + O(g?),

avec i d ) )
B.p) = = [ gD ®D.(o— ).

Dans le cadre du développement en &, on peut remplacer les contributions

d’ordre g? par leurs valeurs & d = 4, qui ont déja été calculées (équa-
tion (16.70)). On en déduit

9* +0(g%, g%),

3
B(g) = —£&g + 167?2
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en accord avec le résultat (10.21), et on retrouve le point fixe non gaus-
sien (10.22), ¢* = 167%¢/3 + O(e?).
Comme a d = 4, on pose

F® (i, 9) = HY (pirg) = HW(0;9) = O(¢?). (16.78)

L’équation pour £ (p;; g), a Pordre g2, devient

~ ”Z%au F®W(p,;;g9) = [D(O)ﬁ*(p1>+3termes

~ 1 .
+2B.(p1+p2) + 2 termes} + §g2A(0) {D(pl) +3 termes} —(p=0).
On peut vérifier que la solution réguliére est

F(ps;g) = —29°B(p1+p2)+2 termes+2g°A(0) [@* (p1) — D.u(0) + 3 termes}
(16.79)

avec

B(p) = / %ﬁ*(m [25* b+ k) — ﬁ*(k)} .

Il est ensuite possible de calculer n(g) a Uordre g2 A Tordre £2, il suffit
de la valeur de la fonction 7(g), & d = 4, qui a déja été obtenue en fin de
section 16.5.1.

16.7 Stabilité locale du point fixe

Une fois un point fixe H, identifié, on peut développer I'équation (16.51)
au voisinage du point fixe :

H(A) = Ho + E(A).

On obtient alors 'EGR linéarisée

d
ASEQ) = LBV,

ou 'opérateur linéaire L., aprés une intégration par parties, prend la forme

L, Z/ddxqﬁ(m)[ (d+2—n)+z C,m g

d¢(x)

1 52 (SH* 5
4 /ddx ddy D(z —y) [_i&b(x)(s(?@) + d(x) (5(25(3/)}

- [ dteaty Lo - ypote) g

(16.80)
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Nous cherchons les valeurs propres ¢ et les vecteurs propres E; = E¢(A = 1)
de L,

LiEy =/{Ey, (16.81)
et donc

Eo(\) = ME,(1).

L’équation (16.81) peut s’écrire de fagon explicite en termes des composantes
E(n) (p;) de Ej sous la forme

o ) 9\
EELE Np) = | d— —n (d—24mn) - Z (p))A™(p)) Angw é '(pi)
J Folt 7

1 dk -~ =~
- ~/ ‘D(k)‘Elg +2)(p17p27"'apn7k7_k)

7~ (1 -1
+ Z D(p())Eé ) (pu; e 7pll7p0)H§<n +1)(pi1+17 sy Pigs _pO)' (1682)

16.7.1 Point fixe gaussien

Au point fixe gaussien, 7 = 0 et H, se réduit a ’hamiltonien quadratique,
puisque Vi(¢) = 0, et Popérateur L, s’écrit

L. —/ddl¢($ —(d+2) —|—Zx“ai# %
_1 dg g4 x— &
[ ety DD

Les vecteurs propres correspondent & prendre tous les H(™ nuls pour n > N.
Le coefficient du terme d’ordre ¢V satisfait alors & I’équation homogéne

CEM (p,) = d«—Nd 2) Ep] EMN (py),

qui est identique a l’équation (9.56) et qui est une équation aux valeurs
propres. Elle a comme solutions, des polynoémes homogénes dans les impul-
sions. Si r est le degré dans les variables p;, la valeur propre est donnée par

Ezd—%N(d—Z)—r.
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Les autres coefficients H™), n < N sont ensuite entiérement déterminés par
les équations

! F(n
SV - m)(d - 2+r~2pja B (1)

JoH

1 d%k - (n+2)
= - —DkE e Py Ry k). .
92 / <2ﬂ_)d ( ) (p13p27 , P ) (16 83)

On peut étre surpris de ces termes additionnels. En fait, on peut vérifier que
si I'on pose

52
6 (x)o0(y)

la fonctionnelle 2(¢) satisfait I’équation aux valeurs propres plus simple

B@) = exp |- [ataaty 2 —y) | (e

)

£9u(0) = [ dzoto) |5(d+2) +Zx~5%] )

dont les solutions sont alors de simples mondmes.
L’opérateur linéaire qui fait passer de Q(¢) a E(¢),

exp {—% /ddarddy Alz — y)zsg(x()szw} )

remplace tous les mondmes en ¢ qui contribuent a Q par leurs produits nor-
mauz. Le produit normal EXV)(¢) d’un mondme de degré N en ¢ est tel que,
pour tout n < NV, les fonctions de corrélation gaussiennes

oonee)

avec le poids e~ g’annulent. Soulignons que le produit normal dépend ex-
plicitement du choix d’une mesure gaussienne.

Il est utile pour la suite de calculer le produit normal correspondant
af d?z ¢*(z) qui, dans lapproximation gaussienne, correspond a la valeur
propre %(6 —d). On trouve

31' d4z ¢*(x) /ddm¢3 —A(0 )/dda?qb(x).

De méme, pour [ d%z ¢*(x), on trouve

i‘ diz p(z) s %/ddxqb“(x)—iA(O)/dd:ub?(a?)—J—éAQ(O).

On reconnait le terme d’ordre ¢ du hamiltonien de point fixe.
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16.7.2 Dimension d = 4 — € : perturbations ¢? et ¢*
Pour n = 2, a lordre ¢, I’équation se réduit a

(EP (p) = <2+ 19*D(0)D(p) — ZP“%> EP )

m

1 d4k - =(4)
w§/ i DWE" B ~p. k)

Comme nous nous intéressons a la perturbation qui dans la limite gaussienne
est une constante ¢, nous posons

EP(p) =t +O(e).

Il est cohérent de supposer Eé‘”(p) d’ordre ¢ ainsi que E‘éG) (p) d’ordre £2. En
conséquence, la valeur propre /£ est de la forme

t=2+0(),

et Eé‘l) (p) satisfait & I'ordre dominant
-4 0 -4 . 8
2B (pi) = = 30l 5 B 0) + 47t 3 Dlpi) + O(E?).
Jotr J i
I’équation (16.66) permet d’intégrer :

E§4) (pi) = —g"t Z D.(p;) + O(?).

Enfin, nous reportons cette expression dans I’équation pour Ef). A lordre
dominant,

<2_g+ 14*D(0)D(p) +g*/ (%)413(@ <ﬁ*(p) +75*(k)>
_Zpua;;> EP(p)=o0.
w

~ 4 ~ ~ ~
(2 — ¢+ 1g°D(0)D(p) + ¢* / %ZD(IC) (D-(p) + D.(k)) - Zp“%)

i
x B (p) = 0.

Dans la limite p = 0, utilisant de nouveau les conditions £ (p = 0) # 0 et
de régularité & p = 0, on trouve

¢ =2+ Lg"D(0)D(0) + g* D(0)D.(0) + g* /
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Les deux premiers se compensent et dans 'intégrale, on reconnait B, (0). Donc,
(=dy=2— 3+ 0(?),

en accord avec le résultat (10.31) obtenu par une autre méthode.

Perturbation ¢*. La méme méthode, mais partant cette fois de
E®W = O(1), permet de calculer l'exposant w, qui correspond & une varia-
tion de g, et donc a la dérivée de la fonction § comme dans les EGR de la
théorie des champs. L’exposant

dy = —w=—B8(g") = — + O(?)

est la valeur propre correspond a une perturbation de type ¢*. On en déduit
la dimension dg« de I'opérateur propre qui est identique a #*(x) a l'ordre
dominant

dps =d—dg = 4.

Comme dy1 est plus grand que d, cet opérateur est inessentiel.

16.7.3 Perturbations brisant la symétrie Z,

Nous étudions maintenant les valeurs propres associées aux opérateurs
essentiels brisant la symétrie de réflexion Zo. Nous allons montrer que ces
valeurs propres s’expriment en fonction d’un exposant déja connu.

Pour cela nous partons de 1’équation de point fixe

B 1 p O | dHL ()
1 i ady e M. OH. M.
[ty (g o 556
—/ddxddy L(:r—y)(;izz;)qﬁ(y) (16.84)

Nous en déduisons une nouvelle équation obtenue en faisant agir sur cette
équation I'opérateur [dzd/0¢(z) et nous posons

oH
E® — /ddz -
6p(z)

Nous notons que
/dd:cL(x) = D(0)A"1(0) = 0.
Aprés une intégration par parties, 'équation peut s’écrire

(Lo~ L(d-2+n)] E® =0.
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Nous avons donc identifié un vecteur propre, E®), et la valeur propre
¢=3(d—2+n).

Au premier ordre en &, ce vecteur propre essentiel a la forme
1
E® =g /ddx é(zx) + 59* /dda? ¢°(z) + O(e?).

Dans la limite gaussienne, il correspond a l'opérateur [ d%z ¢3(z). Le terme
linéaire en ¢ corrige ¢ pour éliminer la composante sur ¢ dont on vérifie
qu’elle est plus essentielle. En effet, 'action de £, sur un terme linéaire en ¢
donne

£. [atz0() = b+ 2 n) [ o)+ DOEY.
On voit alors qu'il existe une autre valeur propre qui est
L= %(d +2- Ti),

et qui correspond au vecteur propre
EW =(1- n/2)/dd:c ¢(z) + IDO)E® .

Dans I'approximation gaussienne, ce vecteur propre, qui est le plus essentiel,
se réduit a [ d?z ¢(z) et est associé a la valeur propre

(= 31(d+2).
Par la relation (9.64), on en déduit aussi la dimension dy de Popérateur ¢ :
dp=d—3(d+2-n)=13(d—2+n),

ce qui est bien cohérent avec 'interprétation initiale de I'exposant n comme
étant lié & une renormalisation du champ.



Appendice A

Compléments techniques

Nous rassemblons ici quelques résultats techniques supplémentaires utiles.

A.1 Fonctions I', ¢,

La fonction T'(z), qui interpole (z — 1)! pour z non entier, peut étre définie
par

o0
I'(2) :/ dttz=le™t . (A.1)
0
Cette représentation intégrale définit une fonction holomorphe pour Rez > 0.

Cette fonction satisfait une relation de symétrie

m

T()I(1 - z) =

sin(nz)’

qui la prolonge en une fonction méromorphe dans tout le plan complexe avec
des pobles simples aux entiers négatifs.
Une autre identité est la formule de duplication

22271
VT

En termes de la dérivée logarithmique de T,

Y(z) =T"(2)/T(2),

I(2z) =

T(2)'(z+1/2).

ces relations s’écrivent
P(2)—Y(l—z)+m/tan(rz) =0, 2¢(2z) =2In2+9(z)+¢¥(2+1/2). (A.2)
On appelle constante d’Euler

y = —(1). (A3)
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En particulier,

T(1+5s)=1-vs+0(s?). (A.4)
Une autre fonction utile est
! _ . T(aT(B)
_ a—1 _ \B-1 .
B(a, 5) —/0 det*™ (1 —¢t)" " = T+

A.1.1 Distribution de Dirac

Nous avons souvent utilisé la fonction ou distribution § de Dirac. La dis-
tribution d{z — x¢) est une application linéaire continue qui, a toute fonction
continue f(x), fait correspondre la valeur f(x). Il est commode de représenter
Paction de ¢ par une intégrale sous la forme

[ 48t~ a0)f(a) = fan).
Appliquant cette définition & la fonction €® avec p réel, on trouve

/da: 5(x)e* =1.

La transformée de Fourier de ¢ est la fonction constante f = 1. Récipro-
quement,

d(x) = % /dp e~

La distribution ¢ peut étre obtenue comme limite, au sens des distributions,
de différentes fonctions, par exemple,
5(z) = lim —zt/2et

=0 /27

e

Nous avons utilisé la fonction signe :
sgn(z) =41 pour x>0, sgn(z)=-1 pour z<0.

Une autre fonction, la fonction saut #(z) ou fonction de Heaviside lui est
directement reliée :

6(z) =1 pour z>0, 6(x)=0 pour z <0 = sgn(z)=0(z)—0(—z).

Enfin, au sens des distributions,

a%e(a;) = §(z), % sgn(z) = 26(z).

Par ailleurs, nous avons aussi défini la fonction ¢ & n variables z; :

d
5D (x) =[] o(xy).
i=1
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A.2 Le propagateur massif en dimension 2

Nous étudions le comportement du propagateur massif (8.39),

P d/2-1
1 a. ™ 2 om
~(2m)d /d pr +m2  (4m)d/? <T> Ki_gq/5(mzx),

quand la masse m tend vers zéro et la dimension tend vers 2.
Pour ¢ > 2, quand m — 0, le propagateur a une limite finie (équa-
tion (8.38)) :

d—2
(47)/2

Pour d — 2, le propagateur de masse nulle diverge

A(z,0) = T(d/2 - 1)

-2

1 1
A =——————(v+In7w 2 — .
(x,0) or(d—2) 4 (’y Inm+Inz ) +0(d - 2), (A.5)

ott le développement (A.4) de la fonction I a été utilisé. Le comportement de
A(z,m) pour d = 2 quand m — 0, se déduit du comportement de Ky(z) pour
z — 0 (7 est la constante d'Euler) :

1 o
Kol = 5 [ e

2 t
~—In(z/2) —~.
On en déduit )
Az, m) ~ o (In{max/2) + 7). (A.6)
n— T

A.3 Déterminants d’opérateurs

Le calcul d’intégrales de champ gaussiennes engendre souvent des déter-
minants d’opérateurs (6.31), (10.9), (12.26) et (14.8). L’évaluation de ces dé-
terminants peut étre ramenée, si nécessaire aprés quelques transformations,
au calcul de déterminants d’opérateurs de la forme M = 1 + K. A condition
que les traces de toutes les puissances de K existent, I'identité

IndetM =trlnM, (A7)

développée en puissances du noyau K :

© (—1)pt+l
Indet (1 +K) = Z —(—-1—)——ter, (A.8)

p=1 p

peut se révéler utile pourvu que la série converge.
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Dans le cas ou les opérateurs K sont représentés par des noyaux de la
forme K (x,y), le produit de deux opérateurs K;, Ko est défini par

WMﬂam:/wmwwmum,

et la trace par

trK = /de(m,x),

dont on vérifie la propriété cyclique.
Les traces successives des puissances de K s’écrivent alors explicitement

UW:/Mrd%M%mmmwwwm%m)

Remarque. Le déterminant d’une matrice de taille nxn, de la forme 1+ AK
est un polyndme en A de degré n. Si on le calcule par I'identité précédente, on
trouve une série infinie. En exprimant que tous les termes a partir de 'ordre
n + 1 s’annulent, on trouve des identités entre les traces des puissances de la
matrice K.

A.4 Le groupe orthogonal

Le groupe O(N) est le groupe des matrices orthogonales réelles N x N
satisfaisant

007 =1,

ou T indique la transposition. C’est le groupe qui conserve le produit scalaire
dans RY. Géométriquement, c’est le groupe des rotations-réflexion de I’espace
a N dimensions. La relation d’orthogonalité entraine

det 00T = (det 0)* =1

et donc
det O = +1.

Les matrices de déterminant 1 forment un sous-groupe de O(N) noté SO(N),
qui géométriquement correspond aux rotations (transformations qui pre-
servent l'orientation du systéme d’axes de coordonnées). Le groupe SO(N)
est connexe a 'identité et toute matrice de SO(N) peut étre obtenue par un
produit fini de matrices appartenant & un voisinage de I'identité. Dans un voi-
sinage infinitésimal de I'identité, une matrice de SO(N) peut se développer
sous la forme

O0=1+L+0OIL? avec L+LT =0.
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Les matrices antisymétriques indépendantes forment un espace vectoriel de
dimension N(N — 1)/2. Soient L, une base de cet espace. La propriété de
groupe des matrices orthogonales se traduit dans la relation de commutation

[Laa Lﬁ] = Z fanL'v :
¥

Ces relations de commutation ou produits de Lie donnent 4 I’espace vectoriel
des matrices antisymétriques, une structure d’algébre de Lie et les coefficients
fapy sont appelés constantes de structure. Enfin, toute matrice de SO(N)
peut étre écrite comme ’exponentielle d'un élément de I’algébre de Lie :

0O=ef.

Une base de ’algébre de Lie forme donc un ensemble de générateurs de SO(N).
Pour engendrer O(N), il faut ajouter une réflexion.

Dans I’étude de la brisure spontanée de symétrie, nous avons considéré le
sous-groupe O(N — 1) de O(N) qui laisse un vecteur donné v # 0 invariant.
Au voisinage de 'identité, cela se traduit par la propriété des générateurs du
groupe SO(N — 1) correspondants

Lv=0.

Il existe (N — 1)(N — 2)/2 tels générateurs. A Iensemble complémentaire
des N — 1 générateurs de SO(N) restants, sont associés les N — 1 modes de
Goldstone.

A.5 Transformation de Fourier : décroissance
et régularité

Dans cette section, nous rappelons, & travers quelques exemples utiles pour
cet ouvrage, la relation entre décroissance asymptotique & grand argument des
mesures positives et la régularité de leurs transformées de Fourier. Le lecteur
intéressé par plus de détails est renvoyé a la littérature mathématique sur ce
sujet.

Nous examinons d’abord le cas des mesures discrétes définies sur Z qui est
particuliérement simple.

A.5.1 Mesures positives discrétes et séries de Fourier

Décroissance exponentielle. Nous considérons une mesure positive discréte
pr, définie sur le réseau des points entiers de la droite réelle :

—+o0
pn>0, > pa=1. (A.9)

n=—0oo
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Nous supposons que pour |n| — 00, p, décroit exponentiellement :
pr < Me#ml >0,

En conséquence, tous les moments

+oo
> o

n=—00

de py, sont finis. La fonction analytique donnée par la série de Laurent

+0o0
n—1
E Pnz )
n=—o<
est holomorphe et uniforme dans l'anneau compris entre deux cercles

e H < |z| < e* ou la série de Laurent converge.
La fonction périodique j(6), de période 2,

O = e = 3 g > () = D)

n=—o

est donc holomorphe dans une bande | Im 8] < p. De plus, la positivité de la
mesure entraine |5(0)| < p(0) = 1.
Réciproquement, les coefficients de Fourier p, sont donnés par

1 27 9
= — do e™? 5(6). A.10
Pn=5- (o) (A.10)
Si la fonction f est holomorphe et uniforme dans un domaine e™* < |z| < e#,
les coefficients de sa série de Laurent sont aussi donnés par
1 —n
Prn= 5= dzz7"f(2).
207 =1
Le domaine d’analyticité de f entraine la convergence de la série de Laurent.
En effet, suivant que n est positif ou négatif, on déforme le cercle dans les
cercles de rayon € ou e #. On en déduit
VR, 0<R<et : lim p,R*=0.
In|—oo
Ces résultats qui établissent une relation entre les propriétés de dérivabilité
de la fonction et les propriétés de décroissance des coefficients de la série de
Fourier peut se généraliser de nombreuses maniéres.

Décroissance rapide. Supposons, par exemple, que p, décroisse, quand
n — o0, plus vite que toute puissance de n :

< P
VpeN HA,telque p, < P 11
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Tous les moments

+o00
my, = E nPp
D ()

n=—o0

de p,, sont de nouveau finis. C’est d’ailleurs une condition nécessaire et suffi-
sante.

I1 est alors simple de vérifier que la fonction périodique () est dérivable,
et la dérivée est obtenue en dérivant terme a terme la représentation (A.10) :

+o0

Z (*Zn) e—ino P -

n=—o

La série converge pour tout 4. En effet,
~ ~/
7'(0)] <15 (0) <) [nlpn < oo
n
La mesure np, étant également & décroissance rapide, 'argument se généralise
aux dérivées successives :
+o0

p(p)(g) _ Z (‘m)pe—mo s

n=—0oc<

et la fonction p(6) est donc indéfiniment dérivable. Pour tout 0,
AP6)] < [37(0) <3 nlPpa < oo

Réciproquement, supposons que 5(8) soit indéfiniment dérivable. Comme 5(6)
est dérivable, on peut intégrer par parties (pour n # 0)

1 Z 27 ind
= —- dg e’ 5'(6).
Pn o n/o p'(6)
De facon plus générale, intégrant p fois, on trouve
1 Zp 27
Pn =5

= de e 5P (g
o ), g ™ pP(0)
et donc

I
ol < = |72 0)].

Décroissance algébrigue. La seule condition de normalisation (A.9), qui

implique la convergence uniforme des séries 3, e p,., entraine la continuité
de 5(8). De facon plus générale, la condition

an|n|p<oo’ p€N7
n
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entraine l'existence et la continuité de la dérivée p-iéme de j(8). Cette condi-
tion est vérifiée si

pn < st avec o >p.

Réciproquement, si p(f) est une fonction continue périodique de pé-
riode 2, les coefficients de Fourier tendent vers zéro pour |n| — oo. En
effet, (choisissant, par exemple, n > 0)

1 27 o 1 2nn )
= — dg ™ 5(0) = — dr e p
o] o) = 5— T p(t/n)
LS [ ar e item)
= — dr €7 p(r/n
2mn =1 Jan(p-1)
1 27

i 27 & ~
=i i dre Z;p(T/n—i—Z?r(p-l)/n).

La somme sur p est une somme de Riemann qui converge pour n — oo vers
une intégrale puisque p est continue :

n 27
lim 2£Zﬁ(7/n+2ﬂ'(p—1)/n) 2/0 ds p(s),

et la convergence est uniforme en 8. En soustrayant a la somme, cette limite
ne change pas l'intégrale sur 7 et donc

n

1 2m {271- 5 2w )
pn| < le/o dr ‘;Zp(r/n+2ﬂ(p—1)/n) —/0 ds p(s)

p=1

3

qui tend vers zéro. On notera que seule la convergence uniforme en 4 de la
somme de Riemann a joué un réle, ce qui permet de relaxer la condition de
continuité.

L’existence d’une dérivée d’ordre p permet d’intégrer par parties et donc
de démontrer une décroissance, au moins d’ordre |n|7?.

Des résultats plus précis peuvent parfois étre obtenus. Par exemple, si p(6)
a une singularité isolée & § = 0 en ||, o > 0, p,, décroit comme |n| 177,

p(0) = Al6|° + partie plus réguliére = pn| \cx |n|=17°.
n—od

Ce résultat se démontre par exemple en intégrant par parties [o] + 1 fois, [o]
étant la partie entiére de o. On peut alors calculer la transformée de Fourier
de |9]°~171~1 explicitement.

Réseau & d dimensions. Les résultats précédents se généralisent aux cas
des probabilités de transition considérées en section 3.3.
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Supposons pour p(n), n € Z2¢, des propriétés de décroissance exponentielle,
n) < M e #nl >0.
p o

La fonction

est holomorphe dans le tube
[Tmk| < .

Réciproquement, si Pon suppose pour p(k), le domaine d’holomorphie
[Tmk| < u, alors dans l'intégrale sur une zone de Brillouin,

plo) = a7 [ A%k e k)

on peut déplacer le contour, dans le complexe, dans la direction
Imk =xn, = u/|nl,

et on en déduit une décroissance exponentielle.

A.5.2 Transformation de Fourier

Les transformées de Fourier de mesures positives et plus généralement,
de fonctions a décroissance rapide ou exponentielle du type envisagé en sec-
tion 3.1, jouent aussi un role important dans différentes parties de cet ouvrage.
Il est donc utile de voir dans quelle mesure les propriétés démontrées dans la
section précédente se généralisent. La différence technique principale avec la
section précédente est que la transformation de Fourier est symétrique. En par-
ticulier, la fonction initiale et sa transformée de Fourier ont toutes deux des
propriétés de régularité et de décroissance a I'infini ce qui complique un peu
I’analyse. Comme notre but est de faire comprendre la dualité entre régularité
et décroissance a l'infini, nous 'illustrons icl uniquement par des exemples ol
les résultats peuvent étre démontrés de fagon élémentaire.

Pour les problémes physiques qui ont été étudiés dans ce cours, nous de-
vons admettre comme mesures, non seulement des fonctions, mais également
des distributions au sens mathématique du terme comme les « fonctions » ¢
de Dirac. Dans ce cas, les fonctions f(g) pour étre mesurables, c’est-a-dire
pour que leur valeur moyenne soit définie, doivent étre continues. Il est alors
nécessaire de faire appel a la théorie des distributions, et le lecteur intéressé
est renvoyé a la littérature mathématique sur ce sujet.

Fonctions continues. Dans un but d’illustration, nous nous restreignons
a des fonctions p(q) continues. L’étude des relations entre décroissance et
régularité de la transformée de Fourier devient alors assez semblable au cas
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discret. Supposons, par exemple, que p(g) soit une fonction & décroissance
exponentielle :
p(g)| < Me™#dl, >0,

Si p(q) caractérise une mesure, non seulement tous les moments de la distri-
bution existent, mais ils satisfont

_ 2M
(@) <1 [ageiilp < =z,

La transformée de Fourier,

k) = () = [dg e plo), (A1)

de p(q) est une fonction analytique, holomorphe pour |Imk| < p1. En effet,

2M

==y (A.12)

\5(k)| < A[/dq e~ (u—ImkDlal <
De méme, si p(q) décroit plus vite que toute puissance, sa transformée de

Fourier est indéfiniment dérivable.
Enfin, si lintégrale [ dg|p(g)||¢”| converge,

+o0
/ dq lal?p(q) < oo,

o

la dérivée p-ieme de (k) est continue.

Réciprogue. Par un argument similaire a celui utilisé pour les séries de
Fourier, on démontre que si 'intégrale dans la représentation de de Fourier

pla) = 5 [ dk e i),

converge absolument, et si 5(k) est continue, p(q) tend vers zéro pour |g| — .
En effet,

p(q) % /dk e (k) = 5;—q /dk ™ p(k/q)

1 +o0 27p N
~ 9ng 2/2 dk € p(k/q)

p=—00 77(17*1)

|

—i/%(iimi’CQ_7r io 5(k/q + 2mp/q)
_47'('2 o q p q pq

p=—o00

Avec nos conditions, la somme de Riemann converge, pour |¢| — oo, uniformeé-
ment en k vers Vintégrale qui, intégrée avec e*, ne donne pas de contribution.
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Si p(k) admet une dérivée p-iéme continue, une intégration par parties
répétée permet de démontrer que ¢”p(q) tend vers zéro, avec Phypothése sup-
plémentaire que [ dk [p® (k)| converge.

De méme, dans les cas des fonctions indéfiniment dérivables ou analytiques
dans une bande, on peut démontrer la décroissance rapide ou exponentielle de
la transformée de Fourier avec quelques conditions de convergence a Uinfini.

Pour s’affranchir en partie de ses problémes de convergence a I'infini il est
nécessaire de se placer dans le cadre plus général des distributions.






Appendice B

Transitions de phase : généralités

Nous avons regroupé ici quelques propriétés supplémentaires des transi-
tions de phase.

B.1 Fondamental de la matrice de transfert

La notion de matrice de transfert a été introduite en section 4.1.2. Nous
démontrons ici que la fonction propre io(g) de la matrice de transfert, cor-
respondant & la valeur propre maximale 7y, est de signe constant et peut
donc étre choisie positive. En conséquence, la valeur propre 7o est positive
et simple. En référence au formalisme quantique, nous appelons ci-dessous le
vecteur propre, fondamental de la matrice de transfert. Ainsi, le fondamental
est non dégénéreé.

Montrons d’abord que y(g) est une fonction de signe constant, qu’on peut
donc choisir positive.

Toute fonction (g) de carré sommable satisfait I'inégalité

|70] >

HT;F / dgdg" ()T <q’,q>w<q>\,

Pégalité n’étant possible que si 1(q) appartient a 'espace propre associé a 9.
Cependant, puisque 7 (¢, ¢) est une fonction symétrique positive,

‘ / dqdqw(q')ﬂch)w(q)} < [ dadd W@IT(W Do)

alors que

1l = 11 () I

Ainsi, si la fonction ¥{q) n’est pas de signe constant, la fonction |¥(q)| donne
une valeur moyenne plus grande. Nous concluons que la fonction g(g) est
nécessairement de signe constant.
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Une conséquence directe de ce résultat est que la valeur propre 7y est po-
sitive et non dégénérée. En effet, supposons qu'il existe deux vecteurs propres
indépendants ¥o(q) et Yo(q) correspondant a la valeur propre 79. Comme T
est hermitien, on peut toujours les choisir orthogonaux

‘/dqwamﬁaq>=0-

Calculons alors la quantité

/M@%Wﬁwmw@zm/m%@%@:m

ou la condition que 1y(g) est vecteur propre avec la valeur propre 7o a été
utilisée. Comme l'intégrant dans le membre de droite est le produit de trois
fonctions positives et compte-tenu de la forme particuliére (4.6) des noyaux 7,
qui implique que 7 (¢’, q) est strictement positif pour tout couple {q, ¢'}, ceci
est impossible.

B.2 Parameétre d’ordre et propriété d’amas

Quand la valeur propre la plus grande de la matrice de transfert est dégé-
nérée, la détermination des fonctions de corrélation en volume infini devient
une question subtile, qui dépend explicitement de la maniére dont la limite
thermodynamique est atteinte. En particulier, elle peut dépendre des condi-
tions aux limites. Cette sensibilité aux conditions aux limites est une autre
caractéristique de la région & plusieurs phases.

Examinons, dans cette situation, les propriétés de décroissance & grande
distance des fonctions de corrélation.

Nous considérons la région a deux phases d’un systéme de type Ising et
appelons ¥ et ¥_ les vecteurs propres fondamentaux de la matrice de trans-
fert, qui sont échangés par 'opérateur de symétrie P (la réflexion qui renverse
les spins) :

d)— - Pw-f—?

et sont orthogonaux. Tout vecteur () de la forme
Y(a) =cosathy +sinay_ (B.1)

est aussi un vecteur propre de la matrice de transfert avec la méme valeur
propre. Supposons qu’il soit possible de prendre la limite du volume infini de
telle sorte que le vecteur ¥(«) soit sélectionné. Les fonctions de corrélation
font alors intervenir 'action de produits de matrices de spin en des points
du réseau transverse sur le vecteur ¥(a). Pour des raisons de simplicité, nous
nous restreignons a des produits de spin ayant la méme position sur le réseau
transverse, et notons S la matrice correspondante (définie en (7.50)). Dans ce
qui suit, nous omettons I'indice de position o.
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Définissons
(V48 ypy) =m, (B.2)
ou m tend vers 1 dans le modéle d’Ising dans la limite de température nulle.
Alors,
(¥-Sy_) = (Y PTISPyy) = —m. (B.3)

Nous avons aussi
(Y S-) = —(Y_P 'SP yy) = — (¢S ). (B.4)
Comme S est une matrice symétrique,

(¥48p-) =0. (B.5)

La matrice S, restreinte au sous-espace {14, 1. }, est diagonale dans la base

{1/]4"7 7/1— } :
Les équations (B.2)—(B.5) impliquent en particulier :

(Y(a)S¢¥(a)) =mcos22a, (B.6)
(V(a)SY(7/2 + o)) = msin2a. (B.7)

Sauf pour oo = 7/4 (mod 7/2), la valeur moyenne du spin ne s’annule pas et
ceci caractérise la région a plusieurs phases.

Calculons ce que naivement on s’attendrait a étre la fonction de corrélation
de spin & deux points connexe (cf. section 4.3.2), c’est-a-dire la fonction a
deux points de S— < S >, pour deux points séparés par une distance ¢ dans
la direction de temps mais a la méme position transverse. Elle est donnée par

@) (S — mcos 2a) T (S — m cos 2a) Y(«
W(Q)(é) - (7/}( ) (S (wz(a));“ééja)) 20) 9 )) (B.8)

La matrice de transfert T projette sur les états fondamentaux pour £ — oo :

T = 7¢ <P+ +P_ 40 (e—’»’/f)) ,

=t (P(a) +P(r/2+2)+0 (GJK» ’

ot P, P_ et P(a) sont les projecteurs sur les vecteurs correspondants. On
en déduit
W (0) ~ m?sin? 20 + O <e_é/£) . (B.9)

Ce n’est que pour @ = nw que les fonctions de corrélation satisfont a la
propriété d’amas (cf. section 4.3.2, équation (4.25)). Les vecteurs propres cor-
respondant sont alors i et 1¥_ qui sont échangés par P. La symétrie de
réflexion est spontanément brisée.
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Soulignons que les fonctions de corrélation calculées en sommant sur toutes
les configurations de spin, correspondent & des moyennes sur les deux états
fondamentaux et ne satisfont donc pas a la propriété d’amas.

Comme nous 'avons souligné dans l'exemple 7.2, un des deux états ¢4
est sélectionné dans la limite thermodynamique par la procédure suivante : on
ajoute a I'énergie de configuration un terme couplé linéairement au parameétre
d’ordre (un champ magnétique pour des spins). Ce terme favorise ainsi, une
des phases. On fait alors tendre 'amplitude de ce terme vers zéro aprés avoir
pris la limite thermodynamique. Cette procédure choisit un des états ¥ ou
1 suivant le signe du champ. Les fonctions de corrélation du systéme ainsi
obtenues satisfont alors a la propriété d’amas dans la limite du volume infini.
Une solution alternative consiste a prendre la limite thermodynamique, avec
comme conditions aux limites, tous les spins aux bords fixés et égaux, soit
a +1, soit a4 —1.

On peut bien siir se demander le sens physique de cette procédure : en
section B.3, nous allons montrer que de tels systémes dans la phase de symé-
trie brisée ne sont plus ergodiques. Une fois préparés dans une phase, ils y
restent. Si 'on veut, dans ces conditions, que les moyennes temporelles soient
égales aux moyennes d’ensemble, il faut calculer la fonction de partition en
restreignant la somme aux configurations dont le spin moyen a le signe de
I'aimantation spontanée. Le champ magnétique sélectionne automatiquement
les configurations appropriées.

B.3 Dynamiques stochastiques et transitions
de phase

Modele de type Ising. 1l est facile de construire une dynamique stochastique
qui converge, asymptotiquement dans le temps, vers la distribution d’équi-
libre du modeéle d’Ising. On peut, par exemple, imposer le principe d’équilibre
détaillé (cf. section 3.4.2) et choisir comme probabilité de transition d’une
configuration {S}} vers une configuration {S;},

p(Se, Sy) = e—,@[s(sg)fg(s,)] pour E(S;) < E(Sy),
p(Sr, S,

(B.10)
)=1 autrement,

ol r appartient a un ensemble Q de volume L¢ dans Z¢ et £(S,) est I'énergie
de configuration, par exemple,

ES)y= Y. —JSS. (B.11)
n.n.
r,r’'€QCZ4
Pour les arguments qui suivent, la connaissance précise des configurations qui
sont directement reliées par les probabilités p n’est pas utile pourvu que le
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systéme soit, ergodique en volume fini, ¢’est-a-dire qu’il existe une probabilité
non nulle de relier deux configurations de spin arbitraires. La propriété impor-
tante, qui est vérifiée par toutes les dynamiques locales, est que la probabilité
d’aller d’une configuration & une autre configuration de plus haute énergie est,
a basse température, de l'ordre de e #2¢ ou AE est la différence d’énergie.

C’est pourquoi, & basse température, si nous partons d’une configuration
ou tous les spins valent par exemple +1, la probabilité de créer une bulle de
spins —1 est proportionnelle & e #74 on A est I'aire de la surface de la bulle
(comme la figure 7.3 l'illustre pour la dimension deux). A d dimensions, une
bulle de surface minimale est une sphére. Si nous appelons L son rayon, la
mesure de sa surface est d’ordre L¢~1 et la probabilité est d’ordre e“’Ld»l,
o o est la tension de surface, a basse température o x 8 =1/T.

Pour d = 1, le systéme reste donc ergodique a volume infini puisque la
probabilité de transition reste toujours finie, et aucune transition de phase
n’est possible.

Pour d > 1, la probabilité de transition & basse température tend vers
zéro quand L — oo et, donc, le méme mécanisme qui conduit & Pexistence de
plusieurs phases est responsable d’une brisure d’ergodicité.

Modéles & symétrie continue. Prenons de nouveau 'exemple de la symétrie
O(N). Considérons maintenant une bulle dans le centre de laquelle le vecteur
de spin est tourné d’'un angle 6 par rapport a la direction d’aimantation spon-
tanée. Dans ce cas, le bilan d’énergie défavorise les configurations ol, comme
précédemment, des spins sont tournés d’un angle 8 a 'intérieur d’ une sphére.
Ceci donnerait de nouveau une énergie de surface en L4 1. Au lieu de cela, il
est plus avantageux d’interpoler entre 8 et zéro de fagon linéaire sur une dis-
tance L. Le colt en énergie entre proches voisins est maintenant proportionnel
a1—cos(8/L) ~ 0?/2L2. Cette énergie doit étre multipliée par le nombre de
spins dans le sphére de rayon L. On trouve

AE x BO*L42,

On conclut qu’en dimensions d < 2, cette énergie reste finie quand L — oo. 1l
existe donc une probabilité finie de faire tourner tous les spins d’un angle 6,
et la symétrie O(N) ne peut pas étre brisée. Au contraire, pour d > 2, une
transition est possible.

Conclusion. Les analyses de haute et basse température, statique et dyna-
mique, permettent de mettre en évidence 'existence d’une transition de phase
et la nature des phases. Toutefois, elles ne fournissent aucun renseignement sur
la transition de phase elle-méme, ou sur le comportement des quantités ther-
modynamiques dans le voisinage de la température critique. Ces problémes
doivent &tre étudiés par d’autres méthodes.






Appendice C

Développement en 1/N : quelques
calculs

Nous donnons ici quelques détails supplémentaires sur le calcul détaillé de
deux diagrammes qui sont apparus dans le développement en 1/N.

C.1 Diagramme de Feynman & une boucle

Le diagramme (b) représenté sur la figure 2.4 (section 2.5.1), qui est aussi
proportionnel & la contribution a une boucle a la fonction & deux points dans
la théorie ¢, a joué un role essentiel dans la limite N — co. Nous évaluons son
comportement quand la masse m tend vers zéro (avec échelle de coupure A).

Diagramme régularisé. Considérons un propagateur régularisé de la forme

générale (14.9). Le diagramme 2.4 prend la forme (14.13),
d?k 1 d?k

Q = | —=Ax(k) =

a(m) / Ema ) = G / m? + k2D (k2] A2)

= A4204(m/A),

(C.1)
on la fonction D(t) est positive et réguliére pour ¢ > 0 et normalisée par
D(0) = 1. En choisissant une fonction D(k) suffisamment croissante pour
|k| — oo, il est possible de rendre tout diagramme convergent et en particulier
le diagramme 2.4.

Nous avons besoin des premiers termes du développement de Q4(m) pour
m?2 — 0. Nous présentons le calcul pour une fonction D particuliére,

wale) = L / dk _N/°° k- 1dk
M emnd | 2yt TN, 2R

ou la constante Ny est le facteur de boucle (14.16a), mais le résultat exhibe
la plupart des propriétés du cas général. La deuxiéme intégrale, ou 'intégrale
angulaire a été effectuée, définit une fonction holomorphe pour 0 < Red < 4,
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ce qui est la situation la plus intéressante. Le dénominateur est un polynoéme
du second degré en k? qui, pour z = 0, a comme racines k2 = 0 et k2 = —1.
De fagon générale, factorisons le polynoéme

24k k = (k] + ) (k3 + k7).

Les deux racines sont des fonctions holomorphes en z? dans un voisinage de
z=0. A Tordre 22, par exemple,

k2 =224 2040025, kE=1-224+0(@%.

Nous procédons par prolongement analytique a partir de 0 < Red < 2 et
séparons l'intégrale en deux contributions :

ONg [ 1 1
wd(z)_k%kg/o g dk(k2+k§ k2+kf>

Chaque intégrale se calcule explicitement :

/°° Kk, o
OO de2 T
o k%+r2 2sin(wd/2)

En utilisant ce résultat pour wq(2), nous reconnaissons la constante Ky définie
en (14.16Db) :

d—2 _ pd—2
ky " — K

wy(z) = K(d) (O
2~ Ry

Cette expression est maintenant réguliére jusqu'a Red < 4. Les premiers
termes pour z — 0 sont donc

wa(2) = wa(0) — K(d)z?72 + a(d) 2% + O(z4, 29),
a(d) = (3 — d/2)K(d),

dont on vérifie qu’il est égal 4 la valeur (14.17) avec la forme particuliere de D.

De fagon générale, le terme proportionnel & kgﬂ engendre un développe-
ment régulier en 22 et le terme proportionnel a k‘f*Q engendre un développe-
ment régulier multiplié par 242, On peut vérifier avec un peu d’analyse que
cette structure est générale.

C.2 La fonction & deux points & 'ordre 1/N
pour u — 0

A Pordre 1 /N, un seul diagramme contribue a la fonction a deux points
(oo} (figure 14.3). Dans la limite A — oo et aprés une renormalisation de
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masse, on trouve

0 =1+ e | s (e ) O (Flf?c-w

Pour calculer les coefficients du développement de fﬁfa) (p), pour u — 0, qui
est de la forme

Zak(E)UkPZ_kE + ,Bk(s)u(2+2k)/sp_2k, (C3)
k>1

il est commode d’utiliser la transformée de Mellin de intégrale considérée
comme fonction de u. En effet, si une fonction f(u) a, pour u — 0, un com-
portement de la forme u!, alors la transformée de Mellin,

Mes) = | " Qw0 (),

a un podle a s = t. Appliquant cette transformation a 'intégrale et inversant
Pordre des intégrations q et u, nous sommes ramenés a |'intégrale

R o

Le résultat de I'intégration restante sur ¢ se déduit de I'intégrale générique

1 / dY¢  gau o T(pt+v—d/2)T(d/2 - I'(d/2-v)
en?) o " (A PT (WL (W)I(d — p— v)

(C.4)
Les termes avec des puissances entiéres de u correspondent au développement
perturbatif qui existe pour ¢ suffisamment petit en régularisation dimension-
nelle. o a des poles en € = (21+2) /k pour lesquels la puissance correspondante
de p? est —I, c’est-a-dire un entier. On vérifie que 3; a un péle pour la méme
valeur de € et que les contributions singuliéres se compensent dans la somme.







Appendice D

Groupe de renormalisation
fonctionnel : compléments

Dans cette section, nous présentons une méthode générale qui permet de
démontrer des équations de champ pour des théories statistiques ou quan-
tiques. Nous montrons ensuite que les équations du groupe de renormalisation
fonctionnel (GRF) obtenues au chapitre 16 s’en déduisent, ce qui fournit une
autre démonstration de I’équation fondamentale (16.14).

Enfin, nous montrons que la transformée de Legendre d’une fonctionnelle
liée simplement & I’hamiltonien satisfait une équation de flot trés utile.

D.1 GRF et équations de champ

Equations de champ. Nous considérons I'intégrale fonctionnelle générale

Z= /[dgﬂ e M)

Les équations de champ peuvent se démontrer par une méthode simple, ba-
sée sur 'invariance d’une intégrale par changement de variables infinitésimal

P
P(x) = p(z) + eK(p,x),

I'identité obtenue étant développée au premier ordre dans le parameétre
constant e.
Le jacobien de la transformation est

gt 30) L[4, K T) 2
jfdt&p(y) b /d dep(z) +OE),

oil nous avons utilisé de nouveau l'identité In det = trln.
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On en déduit I’équation générale

(fo et - womgG]) =0, (D.1)

ou (e) signifie valeur moyenne avec le poids e M),
Une facon équivalente d’établir cette équation est de remarquer que l'in-
tégrale d’une dérivée totale est nulle et, donc,

) _
1ol K@) e <o,

FExplicitant la dérivée, on obtient 1’équation

5K () SH(O)\
< 59(2) 5(2) > =0

- K(9)

L’application de cette identité a une fonction K (¢, x), aprés intégration sur z,
redonne 'équation (D.1).

On peut bien sir se demander si ces manipulations formelles sont toujours
justifiées. Dans certains cas, un processus limite & partir d’une approximation
de réseau, et méme de réseau fini, peut se révéler nécessaire. Enfin, le plus
souvent, il est possible de démontrer ces identités dans un sens formel, c’est-
a-dire a tous les ordres du développement perturbatif.

Equations de champ et GRF. On suppose maintenant que I’hamiltonien
H(¢) dépend d’un paramétre s mais que la fonction de partition Z n’en dépend

pas et, dong,
dzZ d
P <—dSH(¢, s)> =0.

Nous introduisons la notation
(0ks) = [ dadyolz)Kia - 1)oly).
Nous décomposons H(¢, s) en une somme de trois termes :

H(8,5) = 2(6AT'(s)¢) + V(¢ s) + 3 Indet A(s),

ou Indet A = trln A doit étre régularisé.
L’équation devient alors,

(~4ea7 ODEAT (5)0) + [ V6.5) ) + 5 Inder Al =0, (D2



D. Groupe de renormalisation fonctionnel : compléments 471

avec

_da

D(S)_Ea

un opérateur de noyau D(s;z — y).
Nous avons l'identité

d d
Elndet A(s) = EtrlnA(s) = tr L(s),

avec la notation
L(s) = D(s)A™!(s).

L’équation fondamentale (16.14) est alors obtenue avec le choix

1 SV(o,
K(¢,z) = §/dyD(s;:r,—Z/) [[Alaﬂ (y) — 5(%;)} :
La contribution du jacobien devient
0K(¢,2) 1 1 _ 5%y

Le second terme donne

/de(qﬁ,x)é?—;?ﬁ = é/dxdyD(s;;r»y){[A*l(p] (y)_—_&V_}

X {[A‘loﬂ (x) + yz(];—)}
&V &V

1 / 1
=5 [ dzdyD(s;z —y) { A7) (y) [A71) (2) ~ ——}
3 ATl W AT 0 - S s
Eliminant alors le terme quadratique entre les deux équations (D.1) et (D.2),
on obtient une équation qui exprime une condition suffisante pour que la
fonction de partition soit invariante :

d Y v duDis o | V(S 8)  V(S,5) 3V(d.s) |
3@ =5 [ardupisz = [w(mw(y) 59(2) &z»(y)}

On reconnait I'équation (16.14) et en identifiant le parametre s & —In A, on
obtient les équations de groupe de renormalisation.

Pour prendre en compte la renormalisation du champ, on ajoute un terme
linéaire en ¢ : K (¢, x) — K(¢,z) + snd(z). Cela ajoute une constante infinie
au jacobien, qui est compensée par un changement de normalisation de la
fonction de partition, et

. \TH(d,s) FH(d,s) | Mo, )
/de(@,x) 50() - /da:K(qb,x) ) + 5 /dxqp(aj) 5o(0) :
De facon plus générale, on obtient d’autres équations de groupe de renor-
malisation en ajoutant & K d’autres fonctionnelles locales de ¢. Mais ces
manipulations algébriques ne doivent pas faire perdre de vue que le but est

de construire un groupe de renormalisation qui a des points fixes locaux.
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D.2 GRF : transformation de Legendre
Nous avons vu en section 16.1.4 (équation (16.21)), que la fonctionnelle
W(H,s) = —=V(D(so,s)H,s) + 3 (HD(so,s)H) + % Indet D(sg, s), (D.3)

ol D est défini en (16.10), avait une interprétation de fonctionnelle génératrice
de fonctions de corrélation connexes. Elle satisfait 'équation de flot (16.23) :

(D.4)

o 2
@/_V — __1_ /dd.’fdd’y 8’C(5078,x y) 1) 4% n 5W ow
Os Os SH(z)H(y) J6H(x)dH(y)

ou K est défini en (16.11) :
D(s0, 8)K(s0,8) = 1-

Il est aussi naturel d’introduire sa transformée de Legendre :

W0+ 6lp) = [ 0% H@), o) = 5

Celle-ci satisfait une équation de flot qui est utile pour des calculs pratiques.
La stationnarité de la transformation de Legendre implique

17 0
—w{ 1 24 —o.
0s |y Os7|,
Par ailleurs, il est commode de poser
52w
5 — d o A
(9075,1',21) /d ZK:(‘SOVS"T Z) 5H(z)5H(y)

Alors, la propriété (6.19) de la transformation de Legendre entraine

52G
di2ddy ——2 _D(sy, 82 — 2)E(p, 8,2, y) = 6D (x —y). D.5
[ dizats’ Dl = S Y = 60 —). (D)
L’équation (D.4) devient

0 1
&Q(QPVS) :~§/dd:cddyL(sO,s;m—y)E(go,s,x,y)

1 0K (s9,8;x ~
+§/wkwy—ii§—~ﬁwuwwx (D6)

avec, au sens des opérateurs,

oK 0
L(sg,8) = —IC“IE = % In D(so, 5).
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Avec ces définitions, pour V =0,

Glo.5) = 60,9)+ 5 [ Ao dypla)K(s0, 51 = )p(y).

Si 'on pose

1
Glers) = 5 [ dtoddy e(@)lon,siz = 1)ely) + Gilers)
I’équation (D.6) devient

0 1

%gl(% S) - _5 /ddl‘ ddyL<80> ST — y>z(¢7 8, &,y y) (D7)
Le noyau X(yp, s, z,y) est maintenant solution de

5°Gy

—————— Dl(sg,s;2—2)2(p, 5,2, = 5Dz —y).

(D.8)

S, 8,7,y)+ / d?z ¢z’

De fagon équivalente, la transformée de Fourier

Y(p,8,p,q) = /ddx Ay ™Y (5,7, y)

satisfait

~ d ~ ~
2(@7 s, D, Q) + / (gﬂ_]){d 595(]))55%;(_/{) D(SO> S; k)z((foa S, k? Q) = (27T)d5(d)(p+ Q)'

(D.9)
L’équation (D.7) prend la forme
o 1 [ d% - .
J— J) = —— ——L N E 2,8, 7—I€. DO
500 = =3 [ gkl sbS(esk k). (D10

La fonctionnelle Gi(y,s) est locale et satisfait une équation relativement
simple.

Pour expliciter ces équations, nous développons Gy et ¥ en puissances de .
A l'ordre ¢°, en représentation de Fourier, 3 = ¥ est solution de

So(s,p) + G2 (0)D(s0, 5 p) o (5,p) = 1
et, donc,

. - - —1

So(s.p) = [L+ Dlso, )07 (0)] -

Alors, en écriture symbolique,

1 52 (4)
Y =3 — =X G

D Yo + O(ph),
5 59959990@ (s0,8)0 + O(¢")
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et donc,
d (o 1 dék - - ~(4
agf >(p,s)=7§/ (%)dD(so,s;k)zg(k)gf V(p, —p, k, —k).
Application & la théorie ¢*. Nous posons maintenant s = —InA. Nous

substituons aussi D(sg, s) +— D et appliquons ces identités & la théorie up?.
A Pordre u!, on trouve

V(p) = %rdu/dd;rqzbz(x) + Zlfu/ddx pt(z) + O(u?).

On en déduit

Al

1 1
W(H) = % / dlx HKH — 5Tt / ddx (DH)*(z) — — / dtz (DH)*(x)
+ O(u?).
Par ailleurs,
p(x) = [KH|(z) = ¢(x) + O(u)
Utilisant la stationnarité de la transformation de Legendre qui implique

ow  9G
a0 Taa =Y
on en déduit

1
Gr = surq /dda: ©*(x) + Eu/ddaz l(x) + O(u?).

A cet ordre, on retrouve I’équation donnant 7.1, obtenue en section 16.3,

d 1
AaXTcl = §DA(0).
De facon générale, les équations (D.8) et (DD.10) peuvent étre résolues de
facon itérative et fournissent un développement perturbatif. A cause de la
transformation de Legendre, seuls les diagrammes 1-irréductibles contribuent.

Ainsi, le terme de degré 6 en ¢ est maintenant d’ordre u®.

EGR en forme standard. Aprés élimination de la dépendance explicite en
A et renormalisation du champ, on obtient 'équation de flot analogue de
Péquation (16.51) :

7] 3G

1
§(d+2+n)+%:x“— —

d _ d
Aﬁgl(%k) = / d%z () Ak | dp(x)

1 d d dlnDA
- A"y —
+2/d rd% m (x —y)%(p, Ay, T)

[ anatan e - Dele)olw)
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D.3 GREF et régularisation dimensionnelle

Le formalisme général de la section 16.1 permet d’écrire d’autres équations,
ce que nous illustrons maintenant par un exemple.

Dans le cadre de la régularisation dimensionnelle, la théorie n’a plus de
divergences de grande impulsion, au moins pour des dimensions génériques.
En revanche, les questions du comportement critique et des divergences pos-
sibles associées restent ouvertes. Pour construire un groupe de renormalisation
fonctionnel on peut introduire, dans le propagateur, un facteur de coupure m
a petite impulsion et étudier le flot qui correspond a faire tendre m vers zéro.
Par exemple, le propagateur

~ 1 - eip;’/m2
Am(p) = pg

)

pour |p| > m, a le comportement d’un propagateur critique mais n’a pas de
pole a p = 0. De fagon générale, on peut prendre comme propagateur

A Cp?/m?)

Alm;p) = , C(0)=0, lmC()=1.

p2 t—00

On exprime alors, comment 'interaction effective change quand m — 0.
En d’autres termes, on exprime ’équivalence entre une théorie avec paramétre
de coupure variable m et interaction V(¢) qui est critique a m = 0,

I p=0m=0)=0,

et une interaction V(¢,m) qui correspond au propagateur fixe non-critique
m = mq. Notons que la condition critique est facile a réaliser en régularisation
dimensionnelle.

EGR intégrée. Dans les notations de la section 16.1, on peut aussi définir,
pour mg > m, K(m) = A~!(m). De plus,

D(mo, m) = A(mg) — A(m),  K(mo,m) =D~ (mg,m).
Sous forme intégrée, I’équation (16.19) devient alors
e Vidm)

= (det D(mo,m))_l/2 /[dcp] exp [—5 (¢K(mo, m)e) — V(¢ + ¢, mo)],

avec aussi,

H(p,m) = 5(¢K (mo)e) + V(¢,m).

Les calculs perturbatifs sont peu modifiés. Par exemple, pour

Vigmo) = gu [ dladtiz),
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a Pordre u,
1
V(p,m) = V(e, mo) + ZuD(z = 0;mg, m) /dda: #*(z).

Sous forme différentielle, la condition suffisante pour que les fonctions de par-
tition soient identiques pour tout m est semblable a l'équation (16.32), le
paramétre m remplagant A et le signe relatif des deux membres étant changé,

5 1 82y Y%
maeV(em) = = [ dizdy Domiz ) {w(x)w(y) LN

avec, maintenant,

5 I A . —p?/m?
Dmip) = «mc)A(m,p) _ 2e _

om m2

Du point de vue perturbatif, les manipulations algébriques ne changent pas.
Par exemple, le calcul de la fonction £(g), pour d = 4 & lordre g2, se rameéne
au calcul de B(0), dans la limite m — 0, ou la fonction B(p) est donnée par
I'expression (16.67) :

~ 4 —~ ~
Bo) = [ (;j—ﬁ’quk)mp— ).

B d4k 287k2/m2 e—k2/mg _e—kQ/m2
B(0) = / (2m)4  m? k2 '

Aprés le changement de variables k — mk, on peut prendre la limite m = 0.

On trouve . L
% _ d R/ -k —2k?
B(O)'&r‘l/ K2 (e ¢ )

= L7 kar G

2
dn< Jo

L /OO ds (e7® —e™?) !
_— s _ -
871'2 0 1671'2 ’

¢’est-a-dire un résultat identique a celui obtenu dans le formalisme de coupure
a grande impulsion (équation (16.69)).

Le calcul de 7(g) est un peu long mais on trouve de nouveau le méme
résultat.

Ied,
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