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Avant-propos

— Oui, mais qui a raison en réalité ? insista M. Tompkins.

— Vous ne pouvez pas poser une question aussi générale.

En relativité, les observations sont toujours rapportées

a un observateur particulier, un observateur

dont le mouvement est bien défini relativement a ce qui est observé.

Extrait d’un dialogue entre M. TOMPKINS et le professeur

Depuis qu’Albert Einstein a, en 1903, jeté les bases d’une des théories les plus fon-
damentales de 1’histoire des sciences, la relativité restreinte, des centaines de livres
et des milliers d’articles ont été publiés sur le sujet. Rechercher, dans un ouvrage
comme celui-ci, I’originalité a tout prix n’aurait donc été ni aisé ni, sans doute, péda-
gogiquement avantageux. Nous croyons cependant que ce manuel se distingue d’au-
tres livres par trois caractéristiques : premierement, 1’ utilisation d’une représentation
graphique originale de la relativité restreinte ; deuxiemement, I’illustration de la
théorie par des exemples (académiques) basés sur les (futurs ?) voyages interstellai-
res ; troisiemement, la dérivation des équations de transformation a la fois par une
démarche historique et par une approche moderne beaucoup plus générale.

Nombre de nos concepts, basés sur le sens commun, doivent étre abandonnés en
relativité restreinte, dont le plus solidement ancré en nous est sans doute le caractere
absolu du temps. La relativité d’Einstein est par bien des aspects une théorie étrange.
Heureusement, cela n’interdit nullement qu’elle puisse étre bien comprise si 1’on
veut bien se donner la peine de lui accorder I’attention qu’elle mérite. Un peu d’aide
étant cependant toujours la bienvenue, nous avons illustré aussi souvent que possible
certains développements formels de la théorie par une approche graphique originale
due a F. W. Sears et R. W. Brehme. Nous pensons qu’une représentation graphique
des concepts de base de la relativité restreinte peut fortement aider a la compréhen-
sion de la théorie et, en particulier, des fameux « paradoxes » qu’on lui attribue.

Comme dans beaucoup de manuels, nous illustrons la théorie par des applications
tirées, aussi souvent que possible, de publications scientifiques. Dans cet ouvrage,
nous faisons de plus appel a des exercices académiques basés sur les véhicules spa-
tiaux. S’il est vrai que les fusées, et autres astronefs, ne sont pas des objets relativis-
tes, on ne peut toutefois pas rejeter le fait qu’ils le deviennent un jour, dans un futur
peut-étre lointain. Nous pensons en outre que ces « applications », toujours dévelop-
pées avec rigueur, peuvent apporter un peu de fantaisie et de réve dans un texte par-
fois (souvent ?) austére. C’est également dans le but d’agrémenter un peu le manuel
que des illustrations issues de vieux magazines de science-fiction ont été ajoutées.



v Avant-propos

Dans ce livre, les équations de transformation de la relativité restreinte sont éta-
blies en se basant sur I’invariance de la vitesse de la lumiere dans le vide. Cette
démarche, qui est la plus utilisée et sans doute aussi la plus simple, n’est cependant
pas la plus générale. Nous démontrerons donc I’existence d’une vitesse limite inva-
riante dans I'univers en partant d’hypothéses trés raisonnables sur la structure de
I’espace-temps. Cela se fait indépendamment de la théorie électromagnétique,
celle-ci ne fournissant qu’un cadre pratique pour mesurer cette vitesse.

Cet ouvrage ne se prétend nullement exhaustif. En particulier, certains points dif-
ficiles de la théorie de la relativité restreinte, comme les représentations des grou-
pes de Lorentz ou de Poincaré, ne seront pas abordés. Bien qu’un chapitre impor-
tant soit consacré aux connexions existant entre la relativité restreinte et
I’électromagnétisme, cette derniere théorie est loin d’étre complétement couverte.

Ce manuel s’adresse avant tout aux étudiants n’ayant encore aucune notion de la
théorie de la relativité restreinte, mais des lecteurs plus avertis doivent pouvoir
cependant y trouver de nombreuses matieres a réflexion.

Nous proposons ici un petit guide de lecture. Certains mots importants, souvent
propres a la théorie de la relativité restreinte, sont écrits en italique lorsqu’ils appa-
raissent pour la premiere fois dans le texte. Nous insistons sur un mot ou un bout de
phrase en I’écrivant en gras. Certaines sections marquées d’un astérisque (*) abor-
dent des sujets plus difficiles ou pouvant étre omis dans une premiere lecture. Les
nombreuses références citées dans le texte, ainsi que les ouvrages repris dans la
bibliographie, permettent au lecteur d’approfondir certains points particuliers.
L’indication « biblio » signale qu’une référence est mentionnée dans la bibliogra-
phie.

Une bonne compréhension d’une théorie se traduit par la capacité a résoudre des
problémes spécifiques. A la fin de chaque chapitre, des exercices sont donc propo-
sés au lecteur — dans un ordre de difficulté, approximativement et trés subjective-
ment, croissante. Les exercices sont par nature une ceuvre collective. Certains de
ceux que nous proposons sont inspirés de problemes parus dans d’autres manuels,
cités dans la bibliographie ; d’autres sont extraits d’examens dont nous avons eu
connaissance ; quelques-uns sont de notre cru. Des notes sur ces exercices, donnant
les solutions — quand elles ne sont pas contenues dans I’énoncé du probleme — ou
des informations complémentaires, sont rassemblées a la fin de 1’ouvrage.

Le manuel se cldture par quelques annexes. Nous ne saurions trop conseiller leur
lecture, en particulier celle consacrée aux unités dites naturelles et celle ou sont dis-
cutées les notions (trop souvent confondues) de grandeurs invariantes, conservées
et constantes.

La rédaction de cet ouvrage a bénéficié des observations et critiques de nomb-
reux lecteurs, étudiants, enseignants et amis. Nous les remercions tous chaleureu-
sement, en particulier Fabien Buisseret, Benjamin Fuks et Vincent Mathieu. Nous
remercions aussi Daniel Flipo pour ses nombreux conseils de TgXnicien. Nous
tenons également a exprimer toute notre gratitude a Raoul Giordan qui nous a per-
mis d’illustrer cet ouvrage avec quelques-uns de ses dessins.
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Chapitre 1

Le concept de relativité

Je ne peux rien vous prouver si vous ne me laissez faire aucune mesure.
La mesure est pour moi le seul moyen de trouver les lois de la nature.
Je ne suis pas un métaphysicien.

Arthur S. EDDINGTON (1921)

1.1 LA NOTION DE REFERENTIEL

1.1.1 Systémes de référence

L’homme désire comprendre le monde qui 1’entoure et le pourquoi des choses. Il
tire méme une gloire personnelle a pouvoir faire des prédictions sur les phénome-
nes naturels. Pour ce faire, il doit effectuer des mesures, les plus précises possible,
sur des quantités susceptibles d’intervenir dans la description de ces phénomenes.
Or ces quantités dépendent de I’observateur et de ce par rapport a quoi il effectue
ses mesures.

Considérons un homme A assis dans un train en marche. Il pense légitimement
étre au repos car il est immobile par rapport a tout son environnement proche : son
voisin assis en face de lui, son livre sur les genoux, sa valise dans le compartiment
a bagages sont fixes par rapport a lui. Le train passe devant un passage a niveau ou
un autre individu B laisse tomber un caillou en attendant 1’ouverture de la barriere.
Ce personnage pense également €tre au repos car il est immobile par rapport a la
barriere, par rapport a I’arbre voisin. Il voit aussi son caillou tomber a ses pieds
selon la verticale. En revanche, il voit A passer devant lui et manifestement il ne
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considere pas ce dernier comme étant au repos. Du point de vue de A, B n’est pas
au repos non plus puisqu’il défile devant lui. De méme la trajectoire du caillou n’est
pas une droite verticale, mais une courbe qui peut ne pas étre simple selon le mou-
vement du train. Pendant le temps de chute du caillou, le train a avancé et, par rap-
port au train, le point de contact du caillou au sol n’est pas a la verticale de son point
de lacher. Les deux personnages A et B ne « voient » pas les mémes choses, pour-
tant ils doivent étre en mesure d’en déduire ’un et I’autre ce qui se passe réellement,
car les phénomenes naturels et les événements ont une réalité intrinseque indépen-
dante de la facon dont on les appréhende. Connaissant le mouvement du train par
rapport a lui, B doit étre en mesure de savoir que A est immobile dans le train. De
méme A, connaissant le mouvement de I’arbre par rapport a lui, doit étre en mesure
de savoir que B est immobile par rapport a I’arbre et, & partir de la mesure de la tra-
jectoire du caillou dans le train, il doit aussi étre en mesure d’en déduire que le
caillou tombe verticalement par rapport a B.

Autrement dit, ’homme a besoin de reperes dans I’espace et dans le temps.
Considérons d’abord les propriétés de 1’espace. Toute mesure doit étre faite par rap-
port a « quelque chose ». Ce « quelque chose » demande a étre précisé et se nomme
un systeme de référence ou référentiel. Celui-ci est un ensemble infini continu de
points (au sens mathématique du terme) tels qu’ils sont fixes les uns par rapport aux
autres. Cette propriété est le fait d’un corps solide et un systeme de référence pour-
rait étre un solide, a condition qu’il ait une extension suffisamment importante pour
recouvrir tous les phénomenes qui nous intéressent. C’est un fait d’expérience que,
pour décrire notre espace, il faut désigner un point spécial O, appelé origine, et trois
axes Ox,0y,0z, que I’on peut prendre mutuellement orthogonaux (formant, par
exemple un triedre direct). En termes mathématiques, on dit que 1’espace est affine
a trois dimensions. La donnée de 1’origine et des trois axes constitue un « référen-
tiel d’espace » (ou un « repere », ou un « systeme de référence ») et, par définition,
ces éléments sont fixes les uns par rapport aux autres. Un autre référentiel est défini
par une autre origine O’ et par trois autres axes O'x’,0’y’, 0’7’ qui, eux-aussi, sont
fixes les uns par rapport aux autres. Par contre, ce nouveau référentiel peut se dépla-
cer, de maniere rigide, dans le premier référentiel. La formalisation des phénome-
nes physiques dans chacun des référentiels et le lien entre les quantités mathéma-
tiques qui les décrivent est la question de base du physicien.

Et le temps ? Le temps est mesuré par une horloge et jouit d’un statut spécial : en
mécanique classique (newtonienne) le temps est absolu, indépendant du repéere.
Toutes les horloges dans tous les référentiels peuvent étre synchronisées. Le voya-
geur prenant le train a Paris régle sa montre sur I’horloge de la gare. En arrivant a
Bruxelles, il compare 1’heure de sa montre a celle indiquée par I’horloge de la gare
d’arrivée (qui est supposée synchronisée sur celle de Paris) : elle marque exacte-
ment la mé&me heure, et ceci quel que soit le mouvement du train le long du par-
cours.

En relativité, méme restreinte, qui nous intéresse ici, il n’en va plus de méme. Le
temps dépend du mouvement ; il ne peut €tre absolu. Ainsi, pour définir proprement
un référentiel, on doit lui affecter également son propre systéme d’horloges syn-
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chronisées (voir section 2.1.2). La lecture du temps sur 1’horloge définit un nouvel
axe, temporel, sur lequel il faut également définir une origine. Il faut toutefois se
garder de mettre sur le méme pied le temps et I’espace. S’il est vrai que le temps
peut étre considéré comme une quatrieme dimension, elle est de nature différente
des dimensions spatiales, méme en relativité. En effet, dans un référentiel donné, un
objet peut explorer une direction spatiale dans un sens ou dans 1’autre. Par contre,
son évolution se fait toujours dans un seul sens du temps, vers le futur. La raison
profonde de cette dissymétrie est encore mal connue (voir section 3.6).

Pour résumer cette longue discussion, un référentiel R est fixé par la donnée
d’une origine O dans I’espace et dans le temps, et de 4 axes de repérage : trois axes
dans des directions, par exemple, mutuellement orthogonales et un dans la « direc-
tion du temps ». En mécanique classique, on omet souvent I’axe des temps car il
n’est pas spécifique a un repere particulier. En relativité, on utilise abusivement le
nom de référentiel en se restreignant au référentiel spatial lorsqu’on se concentre
uniquement sur la partie espace ; c’est de pratique courante et nous tomberons sou-
vent dans cet abus de langage qui ne porte pas a conséquence. Dans la suite, nous
utiliserons fréquemment la notion de référentiel propre : le référentiel propre d’un
observateur ou d’un objet est le référentiel dans lequel cet observateur ou cet objet
est au repos.

Signalons enfin que I’espace de la relativité restreinte est euclidien et que tous les
théoremes de géométrie euclidienne (rapport du périmetre d’un cercle a son rayon,
théoreme de Pythagore, somme des angles d’un triangle égale a 180°, etc.) y ont
cours. En relativité générale, cette propriété n’est plus vraie car la géométrie dépend
du contenu en matiere et seul le vide est euclidien. A strictement parler, lorsque
nous utilisons le terme référentiel, nous sous-entendons toujours un espace vide ou
un espace pour lequel la densité de matiere est trop faible pour induire une modifi-
cation significative a la géométrie euclidienne. Dans cet ouvrage, c’est toujours
dans ce cadre que nous emploierons le terme référentiel.

1.1.2 Systémes de coordonnées

Se fixer un référentiel est une étape indispensable pour étudier la nature, mais cela
ne suffit pas. Dire par rapport a quoi on fait une mesure c’est bien, encore faut-il
maintenant effectuer les mesures proprement dites et affecter des nombres a celles-
ci. Pour cela, nous avons d’abord besoin d’une unité de longueur et d’une unité de
temps. Chaque axe du référentiel peut ainsi étre gradué.

Un événement est, par définition, un point de 1’espace et du temps. Il repere un
phénomene naturel qui a lieu en un point bien précis de 1’espace et en un temps bien
précis, par exemple un flash lumineux ou le passage d’une particule. Comme nous
le verrons plus loin, la relativité restreinte est avant tout une bonne gestion des évé-
nements. L’événement est déterminé sans ambiguité par 3 nombres (x,y,z) qui don-
nent sa position par rapport aux 3 axes spatiaux, que nous prenons orthonormés
(orthogonaux et normés) par commodité, et un temps ¢ repéré sur 1’axe du temps.

Comment fait-on, en pratique, la mesure d’un événement ? Pour la coordonnée
temporelle, on utilise une horloge étalonnée suivant I’unité de temps ou une sous-
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unité. Pour les coordonnées d’espace, on utilise une reégle étalonnée aussi suivant
I’unité et ses sous-multiples (on supposera que ce sont les mémes sur chacun des
axes). Par la pensée, on peut faire, grice a cette regle, un découpage régulier de
I’unité, repéré par des traits, aussi fins que souhaité, sur chacun des axes d’espace.
A partir de ces axes, on construit un maillage de tous les points d’espace qui ont
pour coordonnées I’un quelconque des reperes sur chacun des axes. On obtient une
sorte de « cristal » dont chaque sommet est étiqueté de fagon unique par les coor-
données correspondant aux multiples de 'unité ou de ses sous-unités. Enfin, a
chaque sommet on affecte une horloge. Le cadran des horloges est gradué par 1’u-
nité de temps choisie, et éventuellement des sous-multiples de cette unité. Les hor-
loges, supposées identiques et parfaites, de tous les points du référentiel sont syn-
chronisées (nous préciserons comment synchroniser celles-ci dans la section 2.1.2).
Un événement déclenche, par un mécanisme approprié, le blocage de 1’horloge sur
une graduation et I’allumage du « sommet du cristal » ou il a lieu. La mesure
consiste 2 lire I’indication de 1’horloge, qui fournit le temps ¢, et I’examen du som-
met allumé fournit les trois coordonnées d’espace (x,y,z). Ces nombres (¢,x,y,z2),
obtenus par projection sur chacun des axes, s’appellent les coordonnées cartésien-
nes de I’événement. On recommence cette opération pour tous les événements qui
nous intéressent et, si on veut des mesures encore plus précises, on réduit I’écart du
maillage en utilisant une sous-unité plus petite, et on réduit I’écart entre les gradua-
tions des horloges. On a représenté sur la figure 1.1 un tel « cristal d’horloges » qui
est nécessaire pour définir correctement un événement.

Figure 1.1 Un cristal d’horloges, toutes synchronisées en tous les points du maillage de
I'espace, est nécessaire pour définir les coordonnées des événements.

Cette facon de structurer 1’espace et le temps comme un « cristal d’horloges » est
une vue idéale qui permet de définir proprement un événement et qui simule la qua-
trieme dimension, relative au temps. D’un point de vue pratique, on ne met évi-
demment pas une horloge en chaque point étiqueté de I’espace. Pour décrire un phé-
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nomene se déroulant dans I’espace et dans le temps, on se borne en général a met-
tre une horloge au départ de celui-ci, une autre a la fin, puis on interpole tous les
points intermédiaires par une loi mathématique adéquate et vraisemblable. Dans la
suite de cet ouvrage, il sera trés souvent question d’événements, et on sous-entend
que ceux-ci peuvent étre déterminés de facon précise par I’existence implicite d’un
« cristal d’horloges » ou d’un procédé€ qui lui est équivalent.

Concentrons-nous sur la position dans I’espace. Nous 1’avons compris, un point
est déterminé par trois nombres : ses coordonnées cartésiennes sur chacun des axes.
Dans ce cas précis, ces nombres ont pour dimension une longueur. Mais 1’utilisation
des coordonnées cartésiennes, bien que treés pratique, n’est pas une nécessité. Il nous
suffit d’avoir une prescription qui définit un point de 1’espace de fagcon non ambigué.
Pour cela il nous faut 3 nombres (u,v,w) et un procédé permettant de déterminer le
point de facon unique. Ce procédé consiste souvent en pratique a définir ces nomb-
res comme fonctions des coordonnées cartésiennes (u(x,y,z),v(x,y,2), w(x,y,2)),
permettant une correspondance univoque. Une fois cette transformation effectuée,
on dit qu’on a défini un autre jeu de coordonnées et on appelle ce nouveau jeu les
coordonnées curvilignes, par opposition aux coordonnées cartésiennes (voir
annexe D).

Les étudiants ont souvent tendance a confondre le concept de référentiel et celui
de systeme de coordonnées. Précisons a nouveau la différence. Un référentiel défi-
nit un cadre, un contenu dans lequel on effectue des mesures, indépendamment de
la facon dont on effectue celles-ci. Un systeme de coordonnées est un procédé per-
mettant, dans un référentiel donné, de déterminer de facon unique un point de ce
référentiel. On peut trés bien imaginer travailler avec des coordonnées cartésiennes
dans deux référentiels différents (et vous verrez par la suite que nous ne nous en pri-
verons pas !) ; on peut aussi, dans le méme référentiel, utiliser des systemes de coor-
données différents. Les systemes de coordonnées cylindriques et sphériques sont
tres utilisés en pratique.

1.1.3 Référentiels d‘inertie

Parmi tous les référentiels imaginables, certains vont jouer un réle incontournable, ce
sont les référentiels d’inertie, ou référentiels inertiels, ou référentiels galiléens. Pour
comprendre ce point, il convient de remarquer que la vitesse ou la trajectoire d’un
point matériel sont des quantités qui dépendent du référentiel. La fagon dont les quan-
tités cinématiques se modifient en fonction des perturbations extérieures, nommées
forces, fait I’objet de lois. Les lois de la mécanique classique ! ont été énoncées par
Newton, apres que Galilée ait grandement déblayé le terrain du point de vue concep-
tuel. La premiere loi peut étre formulée de la facon suivante :

1. Pour des informations détaillées sur la mécanique classique, on peut consulter, par exemple,

les ouvrages suivants : le cours de Berkeley (biblio) ; I’ouvrage de H. Goldstein, C. Poole et
J. Safko (biblio) ; Philippe Spindel, Mécanique, Gordon and Breach Science Publishers, vol. 1
et 2, 2001-2002 ; Claude Gignoux et Bernard Silvestre-Brac, Mécanique. De la formulation
lagrangienne au chaos hamiltonien, EDP Sciences, 2002.
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Il existe une classe de référentiels particuliers, nommés référentiels galiléens,
dans lesquels tout corps conservera son état de repos ou de mouvement rectiligne
uniforme, en 1’absence de force extérieure agissant sur lui.

Il s’agit d’un postulat, mais cautionné par plusieurs siecles d’expériences. De ce
postulat méme, on conclut que les référentiels galiléens se déduisent les uns des au-
tres par un mouvement rectiligne uniforme. On peut dire qu’il existe une relation
d’équivalence au sens mathématique du terme entre les référentiels d’inertie, c’est-
a-dire une relation qui posseéde les propriétés suivantes :

— Réflexivité : tout référentiel R est équivalent a lui-méme ;

— Symétrie : si un référentiel R est équivalent a un référentiel R’, alors la réciproque
est vraie ;

— Transitivité : si les référentiels R et R’ sont équivalents et qu’il en est de méme
pour les référentiels R’ et R”, alors les référentiels R et R” sont équivalents.

Nous verrons que ces propriétés sont cohérentes avec la seconde loi. Celle-ci sti-
pule :

Dans un référentiel galiléen, la résultante des forces F appliquée a un corps est le
produit de sa masse m par son accélération @

-

F=mg@. (1.1)

En général I’expression de la force dépend de la position et de la vitesse, et cette
seconde loi, aussi nommée principe fondamental de la dynamique, permet de déter-
miner par calcul I’évolution dans le temps de ce corps matériel. La troisieme loi
concerne 1’égalité des forces d’action et de réaction. Elle suppose une interaction
instantanée entre les corps et ne peut s’accommoder de la relativité restreinte. Nous
n’en ferons pas usage par la suite, mais nous en reparlerons brievement dans la sec-
tion 11.10.

Naivement, on a I'impression que la seconde loi contient la premiere puisque si
on annule la force, on déduit que la vitesse est constante. En fait il n’en est rien. Si
on veut pouvoir énoncer la seconde loi, il faut au préalable dire dans quel référen-
tiel on se place et, pour cela, il faut se baser sur la premiere loi. On veut énoncer des
lois simples. Mais cette simplicité ne peut pas étre universelle, et le cadre dans
lequel elle s’applique est celui des systemes dits galiléens.

Présupposer I’existence de référentiels d’inertie est une chose ; avoir la certitude
que nous effectuons nos mesures par rapport a un de ceux-ci en est une autre, autre-
ment plus difficile a vérifier. On effectue toujours des mesures avec une certaine
précision ; si le référentiel utilisé n’est pas tout a fait galiléen, mais que les correc-
tions apportées de ce fait sont inférieures a la précision de nos mesures, ce n’est pas
trés génant, et on peut dire qu’avec une bonne approximation on travaille dans un
référentiel galiléen.
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Pour la plupart des expériences de la vie courante, un systeme référentiel li€ a la
Terre peut étre considéré comme galiléen. Mais la Terre tourne sur elle-méme et
autour du Soleil et, pour des expériences concernant les mouvements célestes, on
choisit plutot le systeme de Copernic centré sur le Soleil et dont les axes pointent
vers des « étoiles fixes ». Mais ces étoiles sont emportées dans un tourbillon autour
du centre de la Galaxie et la Galaxie elle-mé&me se déplace par rapport aux galaxies
environnantes. La quéte d’un vrai référentiel d’inertie n’est donc pas une sinécure !
Dans la section suivante, nous donnons une piste pour sa détermination.

Heureusement, pour mettre au point la théorie, il n’est pas nécessaire de se pré-
occuper trop de ces « détails pratiques ». On se borne a dire qu’il existe des réfé-
rentiels d’inertie et qu’on travaille dans leur cadre. C’est ainsi que fonctionne la
théorie de la relativité restreinte. Le but de la relativité générale est de se démarquer
de cette contrainte et d’établir les lois de la physique dans des référentiels quel-
conques.

1.1.4 * Le référentiel universel

L’Univers est baigné par un rayonnement de corps noir, le rayonnement cos-
mique de fond, dont la température absolue est d’environ 2,7 K. Cette radiation
électromagnétique, reliquat du big-bang, provient de toutes les directions du ciel.
On détecte toutefois une anisotropie qui peut s’interpréter comme un effet Doppler
(voir sections 3.7.2 et 9.5.2) di au déplacement de la Terre dans I’espace 2. Il sem-
ble donc exister un référentiel d’inertie privilégié (plus précisément une classe pri-
vilégiée de référentiels) que 1’on peut considérer, dans un certain sens, comme au
repos par rapport aux grandes structures de l'univers (amas de galaxies) car le
rayonnement cosmique de fond y est parfaitement isotrope ; appelons-le « référen-
tiel universel ».

Si on fait ’hypothese qu’il existe bien un référentiel d’inertie privilégié — le réfé-
rentiel universel est un bon candidat, il est possible de développer une théorie
« test » différente de la relativité restreinte. Des observations expérimentales sont
alors en mesure de trancher en faveur d’une des deux théories. Jusqu’a présent,
aucune déviation notable par rapport a la théorie d’Einstein n’a pu étre mise en évi-

dence 3.

2. Voir, par exemple, ’ouvrage de Bernard Schutz, Gravity from the ground up, Cambridge

University Press, 2003, p. 355. L’anisotropie mesurée correspond a une vitesse de déplacement
de la Terre d’environ 350 km/s par rapport au référentiel universel.

3. Pour plus d’information, on peut consulter les références suivantes : H.P. Robertson,
« Postulate versus Observation in the Special Theory of Relativity », Reviews of Modern Physics,
vol. 21, n° 3, July 1949, p. 378-382 ; Reza Mansouri et Roman U. Sexl, « A Test Theory of
Special Relativity: I. Simultaneity and Clock Synchronization », General Relativity and
Gravitation, vol. 8, n° 7, 1977, p. 497-513 ; Id., « A Test Theory of Special Relativity: II. First
Order Tests », General Relativity and Gravitation, vol. 8, n° 7, 1977, p. 515-524 ; Id., « A Test
Theory of Special Relativity: III. Second-Order Tests », General Relativity and Gravitation,
vol. 8, n° 10, 1977, p. 809-814 ; G. Saathoff et al., « Improved Test of Time Dilatation in Special
Relativity », Physical Review Letters, vol. 91, n° 19, 7 November 2003, p. 190403/1-4.
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1.2 LES TRANSFORMATIONS DE GALILEE

Comme nous I’avons vu, la mécanique fait jouer un réle particulier aux systemes de
référence appelés référentiels d’inertie. La figure 1.2 montre les parties spatiales de
deux tels référentiels dans une configuration particuliere ou leurs axes sont paralle-
les deux a deux et leur mouvement relatif est parallele a un des axes. Une telle confi-
guration sera fréquemment utilisée par la suite.

Au départ de toute théorie, il y a des postulats. La mécanique classique est basée,
entre autres, sur un postulat fondamental appelé postulat de la relativité galiléenne :

Les lois de la mécanique sont identiques dans tous les référentiels d’inertie.

Bien entendu, pour pouvoir effectuer des calculs sur un méme phénomene phy-
sique dans deux référentiels distincts, il faut se donner des regles qui permettent de
passer de I’'un a I’autre. En particulier, il faut connaitre les régles qui permettent de
passer d’un jeu de coordonnées dans un référentiel a celui d’un autre référentiel.
Ces regles s’appellent les équations de transformation. Celles qui respectent le pos-
tulat de la relativité galiléenne s’appellent les transformations de Galilée.

R by Rty
v
—
z
@) o’ z’
z zZ

Figure 1.2 V étant une vitesse constante, si R est un référentiel d'inertie,
R’ I'est également.

Considérons un référentiel d’inertie R’ se déplagant avec une vitesse constante 1%
dans un référentiel d’inertie R, de telle maniere que les deux systémes d’axes soient
confondus quand les horloges des deux référentiels marquent I’instant 0. Un phé-
nomene quelconque se produisant a la coordonnée 7 et a I'instant ¢ dans R se pro-
duit a la coordonnée 7’ et a I'instant ' dans R’. Les équations de transformation
entre ces deux référentiels s’écrivent alors
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Ces relations s’inversent simplement en remplacant 1% par —V. Remarquons que,
pour ces transformations, le temps est considéré comme absolu : il s’écoule de la
méme maniere pour tous les observateurs, quel que soit leur état de mouvement.
Vérifions que ces transformations respectent bien le postulat de relativité gali-
léenne. La relation fondamentale de la dynamique pour une particule de masse m
s’écrit
d*r

F=m—, 1.4
mos (1.4)

ou F est le vecteur force qui s’exerce sur cette particule. Notons qu’en mécanique
classique, la masse m, appelée plus précisément masse d’inertie, est considérée
comme un attribut de la particule et ne peut dépendre de son état de mouvement.
Dans un autre référentiel d’inertie, les transformations de Galilée donnent

d*r

@—V”=E? (1.5)

dZ’:’/ B d2
dl/2 - dr?

En outre, en mécanique classique, on suppose que la force qui agit sur la masse m
est indépendante du référentiel par rapport auquel elle est mesurée. En effet, elle ne
peut dépendre que des positions relatives et éventuellement des vitesses relatives
des corps avec lesquels interagit la particule considérée ; ces deux caractéristiques
sont des grandeurs indépendantes du référentiel et, par conséquent, il en est de

méme de la force. On a donc F/ = F , ce qui implique

>, d2’7/
F'=m .
dr’?

(1.6)

Autrement dit, la loi est l]a méme dans les deux référentiels. En fait, une autre
maniere d’énoncer le postulat de la relativité galiléenne est :

Les expériences de mécanique faites a I’intérieur de référentiels d’inertie ne per-
mettent pas de déceler la vitesse relative de ces référentiels.

Une conséquence immédiate des équations de transformation de Galilée est la loi
d’addition des vitesses. Si un objet est animé d’une vitesse v dans le référentiel R
et d’une vitesse v ' dans le référentiel R’, alors, en vertu des équations (1.2) et (1.3),
on a

i=3+V. (1.7)
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La lumiere est une onde électromagnétique dont le comportement est régi par les
équations de Maxwell. Si la lumicre est affectée de la méme manieére que les parti-
cules par la loi de transformation (1.7) (voir section 11.6), alors la vitesse d’un
rayon lumineux dépend du mouvement relatif de la source et de 1’observateur. Nous
allons voir que cela n’est en fait pas observé expérimentalement, en ce qui concerne
le module de cette vitesse.

1.3 MICHELSON, LA TERRE ET L'ETHER

Avant d’aller plus loin, il convient de parler d’une notion introduite au x1x° siecle
pour expliquer un certain nombre de phénomenes physiques. L’expérience a mon-
tré que les ondes mécaniques, comme les ondes sonores par exemple, nécessitent un
milieu matériel pour se propager. Les ondes électromagnétiques se propagent éga-
lement dans certains milieux matériels, mais elles possedent en outre la propriété
tres remarquable de se propager dans le vide. Les physiciens du X1x°© siecle, et en
particulier Fresnel, n’admettaient pas I’idée d’une propagation sans support maté-
riel. Ils imaginerent donc un milieu hypothétique baignant tout I’univers, qu’ils bap-
tiserent éther, et dont les vibrations assuraient la propagation des ondes électroma-
gnétiques dans le vide 4. La lumiére ne devait alors se propager avec une vitesse
bien définie ¢, prédite par la théorie électromagnétique, que dans les milieux au
repos par rapport 4 1’éther 5. Remarquons que 1’éther devait posséder des propriétés
contradictoires : il ne devait offrir aucune résistance aux déplacements planétaires,
mais pour transmettre des ondes transversales comme la lumiere, il devait étre pra-
tiquement incompressible.

Vers 1880, les physiciens, pour qui 1’éther restait le substrat indispensable a la
propagation des rayons lumineux, vont imaginer un certain nombre d’expériences
pour mettre en évidence son existence. Telle est I’origine de 1’expérience, restée
célebre, de Michelson en 1881, renouvelée en 1887 par Michelson et Morley, et
ultérieurement de nombreuses fois avec une précision sans cesse accrue.

Partant du principe que la Terre est en mouvement dans 1’éther et que la vitesse
de la lumiere est constante par rapport a 1’éther, Michelson suppose que la mesure
de la vitesse de la lumiere doit donner des résultats différents suivant I’orientation
de la vitesse de la Terre par rapport a I’éther. L’idée est alors d’essayer de mettre en
évidence ces variations en faisant intervenir des phénomenes d’interférence lumi-
neuse dont on connait I'intérét en métrologie lorsqu’on veut réaliser des mesures
fines.

4. L’idée qu’un « fluide » pouvait baigner tout I’univers fut introduite des I’ Antiquité. Aux « qua-
tre éléments » (eau, air, terre et feu) supposés former le monde sublunaire ou monde terrestre,
introduits par Empédocle et commentés par Platon, Aristote proposa d’ajouter un cinquieme élé-
ment, 1’éther, constituant inaltérable du monde céleste.

5. Autrement dit, les équations de propagation de la lumiere ne devaient prendre exactement la
forme (11.14) que dans ces milieux (voir section 11.2).
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B
[

Figure 1.3 Schéma de principe de I'expérience de Michelson et Morley.

La figure 1.3 montre le schéma de principe de I’expérience . Un faisceau lumi-
neux issu d’une source S est divisé en deux par une lame semi-transparente faisant
un angle de 45° par rapport a ce faisceau. Un des rayons décrit la trajectoire aller
retour AC avant d’étre réfléchi par la lame vers 1’observateur. L’ autre rayon parcourt
le bras A B puis traverse la lame avant d’atteindre 1’observateur. Un tel dispositif est
appelé un interférometre. Pour I’expérimentateur, I’éclairement au point d’observa-
tion O dépend de la différence des temps de propagation Af des deux rayons lumi-
neux issus de S et se recombinant en O. Plus précisément, 1’aspect interférentiel
dépend de la différence de phase 2nvAt, ou v est la fréquence du rayonnement. Les
trajets SA et A O étant communs pour les deux rayons, At ne dépend que des temps
de parcours ¢t (AB) et t (AC) des rayons dans les bras AB et AC. Nous allons main-
tenant calculer la quantité 1 (AB) — t(AC) pour deux configurations différentes de
I’interférometre.

La figure 1.3 montre en fait la situation pour laquelle le dispositif serait immo-
bile par rapport a I’éther. Supposons maintenant que I’ensemble soit en mouvement
par rapport a I’éther dans lequel la lumiere se propage, selon 1’hypothése de
I’époque, avec la vitesse c. Considérons, par exemple, qu’au moment de 1’expé-
rience, la vitesse d’entrainement du systéme, V, qui est en gros la vitesse de la Terre
par rapport a I’éther, soit parallele 7 a la direction du bras AB. Posons [ = AB et
I = AC. Calculons le temps que met un rayon lumineux pour parcourir le bras AB
pour un trajet aller retour. Pour évaluer ce temps, t;, placons-nous dans un référen-
tiel 1i€ a la Terre. Les vitesses s’ajoutant algébriquement, on aurait

6. Les difficultés expérimentales inhérentes a sa réalisation sont présentées dans un article de
R. S. Shankland, « The Michelson-Morley experiment », Scientific American, vol. 211, 1964,
p. 107-114.

7. Si ce n’est pas le cas, il faut introduire des variables angulaires, ce qui complique les calculs
sans changer la conclusion.
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[ [

t(AB) =1 = .
(AB) ! C—V+C+V

(1.8)

Dans le bras AC, le temps #, pour un trajet aller retour se calcule plus aisément dans
un référentiel li€ a 1’éther (voir figure 1.4). Le rayon lumineux parcourt dans ce cas
les deux bras d’un triangle isocele (de base 2/) avec la vitesse c. On obtient

1
HAC) =t = =2,/1> + h? Vt, = 2h, 1.9
(AC) =n C\/2+ avec 2 (1.9)

puisque la distance 2k est parcourue en une durée #, a la vitesse V. On en tire aisé-
ment

2
HAC) =t = ——2 . (1.10)
CZ_ V2

Les franges d’interférence observées pour cette configuration dépendent donc de la
différence des temps de propagation t(AB) — t(AC) =t — t.

On peut maintenant échanger le role des deux bras de I’interférometre en faisant
pivoter ’ensemble de 1’appareil d’un quart de tour. On obtient alors

214 I I
l‘(AB)—t?,—ﬁ et t(AC)—t4—C+V+C_V (111)

La diftérence des temps de propagation t (AB) — t(AC) = t3 — 14 contrdle mainte-
nant I’aspect des franges d’interférence.

Figure 1.4 Trajet du rayon lumineux dans le bras AC de I'interférométre de Michelson et
Morley pour le référentiel lié a I'éther. La fleche épaisse montre le sens de déplacement de
I'interférometre par rapport a I'éther.
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La différence AT des différences de temps de propagation des rayons lumineux
dans les deux configurations de I’interférometre est donnée par

V2
AT = (11 — ) — (5 — 1) = (| +lz)c—3, (1.12)

ol on utilise le fait que V <« ¢ pour faire un calcul approché. En effet, la vitesse
d’entrainement du référentiel dans 1’éther étant supposée proche de la vitesse de la

Terre autour du Soleil, ¢’est-a-dire 30 km/s, on a V/c = 1074, Apres rotation du
dispositif expérimental, on s’attend donc a observer une variation de la différence
de phase égale a
2n V2
A = 2nvAT =~ — () + b)) —-, (1.13)
A c?
ou A = ¢/v est la longueur d’onde la lumiére utilisée. Cela se traduit par un défile-
ment de n = Ad/(2w) franges d’interférence, puisqu’un déplacement d’une frange
correspond a un retard de phase €gal a 2rn. L’expérience, répétée plusieurs fois (en
particulier & des époques différentes de I’année : 1’orientation de la vitesse de la
Terre change tout au long de I’année dans un référentiel d’inertie lié au Soleil), a
toujours donné le méme résultat : AT = 0 ! Aucun effet attribuable au mouvement
orbital de la Terre, ni au mouvement du systéme solaire par rapport au rayonnement

cosmique de fond (voir section 1.1.4), n’a jamais pu étre observé 8. Nous verrons
dans la section suivante comment interpréter correctement ces résultats.

1.4 LES POSTULATS D’EINSTEIN

Le désaccord est flagrant entre observation et calcul théorique dans I’expérience de
Michelson et Morley. Comment I’expliquer ? L’expression des différences des
temps de propagation de la lumiere dans cette expérience s’ obtient en supposant que
la loi galiléenne d’addition des vitesses est valable pour les rayons lumineux. Cette
hypothese de travail est une conséquence directe de la maniere dont se transforment
les équations de Maxwell, qui régissent le comportement de la lumiere, sous
P’action des transformations de Galilée. Or, il apparait que les équations de

8. Des expériences modernes ont ét€ réalisées avec des masers (T.S. Jaseja, A. Javan,
J. Murray et C. H. Townes, « Test of Special Relativity or of the Isotropy of Space by Use of
Infrared Masers », Physical Review, vol. 133, n° 5A, 2 March 1964, p. A1221-A1225) et des
lasers (A. Brillet et J. L. Hall, « Improved Laser Test of the Isotropy of Space », Physical Review
Letters, vol. 42, n° 9, 26 February 1979, p. 549-552). Signalons qu’il est également possible de
tester 1’invariance de la vitesse de la lumiere en utilisant le GPS (Rainer Miiller, « The Ether
Wind and the Global Positioning System », The Physics Teacher, vol. 38, April 2000, p. 243-
246).
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Maxwell, contrairement aux équations de la mécanique classique, ne sont pas inva-
riantes pour les transformations de Galilée (voir section 11.6).

Comment donc concilier la mécanique classique de Newton, la théorie €lectro-
magnétique de Maxwell, la relativité galiléenne et les résultats de 1’expérience de
Michelson et Morley ? Plusieurs solutions s’offraient aux scientifiques du Xix® sie-
cle:

— Admettre que la théorie de I’électromagnétisme de Maxwell était fausse ;

— Rendre compatibles les postulats de la mécanique classique et de I’électromagné-
tisme ;

— Admettre que les postulats de la mécanique classique étaient faux.

La premiere solution est vite apparue inacceptable. Toute une série de belles ex-
périences prouvaient nettement que toutes les prédictions de la théorie de Maxwell
se vérifient trés bien. La deuxieme voie conduit a 1’élaboration du concept d’éther,
référentiel privilégié servant de support a la propagation des ondes électromagné-
tiques et seul référentiel ou les équations de Maxwell seraient strictement valables.
Cependant, toutes les expériences, du type de celle de Michelson et Morley, tentant
de mettre en évidence I’existence de I’éther ont échoué.

Finalement c’est la troisieme voie qui se révele tre la bonne : reconnaitre que la
mécanique classique se fonde sur des postulats qui doivent étre abandonnés. La
chose se fait graduellement, avec des scientifiques comme FitzGerald puis Lorentz
et Poincaré, mais c’est Einstein en 1905 (alors agé de 26 ans) qui fait le pas décisif
en postulant le caractére non absolu du temps et de 1’espace °. 11 élabore une nou-
velle mécanique qui permet d’expliquer I’ensemble des résultats théoriques et expé-
rimentaux concernant les ondes électromagnétiques. Cette théorie, la relativité res-
treinte, est basée sur deux postulats extrémement simples. Le premier de ces
postulats est I’élargissement a toutes les lois de la physique du principe de relativité.

Premier postulat : tous les référentiels d’inertie sont équivalents ; autrement dit,
la formulation mathématique des lois de la physique doit étre la méme dans tous
ces référentiels.

Aucune expérience de physique réalisée dans un référentiel d’inertie ne permet
de déceler le mouvement de ce référentiel : il n’existe pas d’état de mouvement
absolu. Le seul mouvement que I’on puisse observer est le mouvement relatif
d’un objet par rapport a un autre.

9. On peut trouver quelques éléments sur I’histoire de la genese de la théorie de la relativité res-
treinte, par exemple, dans le livre de M. Boratav et R. Kerner (biblio), et dans les ouvrages de
vulgarisation de Kip S. Thorne (biblio) et de Jean-Paul Auffray, L’espace-temps, Flammarion,
1998.
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Le deuxiéme postulat érige en principe 1’impossibilité de la mesure de la vitesse
de 1a lumiere par rapport 2 un hypothétique référentiel absolu '°.

Deuxiéme postulat : la vitesse de la lumiere dans le vide est indépendante de
I’état de mouvement de la source.

En fait, I'intérét du deuxieme postulat est surtout historique, puisque son énoncé
peut se déduire naturellement du premier postulat et de quelques propriétés natu-
relles de I’espace et du temps. En effet, nous verrons dans la section 6.2 comment
il est possible de se passer de 1’invariance de la vitesse de la lumiére '! pour cons-
truire la théorie d’Einstein. Cependant, dans la suite, nous établirons les équations
de transformation de la relativité restreinte en nous basant sur le deuxieme postulat.
Cette démarche, conforme a I’histoire et basée sur des faits expérimentaux solide-
ment établis, a le mérite d’étre d’un abord plus simple que la théorie tres générale
développée dans la section 6.2.

Ces postulats impliquent que les lois de transformations de Galilée doivent étre
remplacées par de nouvelles lois de transformations qui, en particulier, laissent inva-
riante 1’équation de propagation des ondes électromagnétiques. L’ élaboration de ces
lois et ’examen de quelques-unes de leurs extraordinaires conséquences font
I’objet des chapitres suivants.

Les résultats de 1’expérience de Michelson et Morley peuvent étre trés simple-
ment expliqués par 1’application du second postulat. Si la vitesse de la lumiere est
bien identique pour tous les référentiels d’inertie, les temps de propagation des
rayons lumineux le long des deux bras de I’interférometre sont

211 212
l‘1=l‘3=7 et l‘2=l‘4=7, (1.14)

ce qui conduit bien a AT = 0, c’est-a-dire a aucun défilement de franges.

D’autres expériences, comme celle de Fizeau (dont nous reparlerons dans la sec-
tion 5.2), qui avaient recu une interprétation classique peu satisfaisante, n’ont pu
étre correctement interprétées que dans le cadre de la relativité d’Einstein '2,

10. Prenons garde au fait que si le module de la vitesse de la lumiere est invariant pour un chan-
gement de référentiel, il n’en est pas de méme de la couleur de la lumiere (ou fréquence ou lon-
gueur d’onde) qui, elle, dépend du mouvement relatif de 1’observateur et de la source. Nous étu-
dierons en détail ce phénomene, connu sous le nom d’effet Doppler, plus loin dans le livre (voir
sections 3.7.1 et 9.5.2).

11. Quand on parle de « vitesse de la lumiere », il faut toujours comprendre module de la vitesse
de la lumiere dans le vide, habituellement noté ¢, a moins que ce ne soit précisé autrement. La
vitesse de la lumiere dans un matériau transparent peut étre inférieure a ¢ et méme inférieure a
celle d’une particule de matiere se déplacant dans ce milieu.

12. Voir par exemple I’ouvrage de M. Boratav et R. Kerner, chap. 2 (biblio).



16 1 e Le concept de relativité

Précisons immédiatement que cette théorie a fini par s’imposer a I’époque parce que
c’était la seule théorie cohérente expliquant 1’ensemble des observations et expé-
riences faites jusque-la.

1.5 LA RELATIVITE DU TEMPS

VAt
[— [ 1 [ 1 [ 1
d
| — | [ | [ | [ |
R R

Figure 1.5 Trajets aller retour du photon dans I’horloge a photons
pour les référentiels R et R'.

Une conséquence immédiate et a priori surprenante des postulats d’Einstein est
qu’il n’existe pas de temps absolu, et que I’écoulement du temps dépend de 1’état
de mouvement de I’observateur par rapport a un systeéme de référence donné. Il est
possible d’illustrer simplement ce phénomene en construisant « mentalement » une
horloge battant la mesure du temps au moyen de photons. Imaginons deux miroirs
paralleles se faisant face — I’'un positionné au-dessus de I’autre — séparés par une
distance d. Un observateur du référentiel propre R’ de ces deux miroirs observe un
photon faisant des allers retours perpendiculaires a ces deux miroirs, I’aller définis-
sant le « tic » et le retour le « tac » de I’horloge (voir figure 1.5). Ce systéme est
appelé «horloge a photons » (ou horloge d’Einstein-Langevin, ou horloge de
Feynman). Le temps aller retour d’un photon est évidemment

At’=2g, (1.15)
c
ol ¢ est la vitesse de la lumiere.

Supposons maintenant que le référentiel R’ soit animé d’une vitesse V parallele
aux miroirs par rapport a un référentiel R. Un observateur de R ne constatera pas
que le photon fait des allers retours perpendiculaires aux miroirs. Il va observer un
trajet oblique comme indiqué sur la figure 1.5.

Un aller retour dans le référentiel R prend évidemment plus de temps que dans
le référentiel R’ car le photon se déplace toujours a la méme vitesse ¢ mais doit par-
courir une distance plus grande. En fait, si Af est le temps d’un aller retour dans le
référentiel R, la distance D parcourue par le photon est égale a
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VAr\?
D=2 d2+<7> . (1.16)
D’ou on déduit que
2| (VA
At:; d’ + - ) (1.17)

Par de simples manipulations algébriques, il est possible de relier Az et At’, ¢’est-a-
dire le temps d’un aller retour dans le référentiel R ou I’horloge est mobile et dans
le référentiel R’ ou elle est stationnaire. On trouve

At
At = ——. (1.18)

Notons que cette équation se réduit bien a Ar = At’ quand V = 0, c’est-a-dire
quand les deux référentiels sont immobiles 1’un par rapport a I’autre.

La relation (1.18) est la fameuse formule d’Einstein de dilatation des temps qui
montre que Ar > At’ et que At = 0o quand V = c. Autrement dit I’horloge a
photons en mouvement bat la mesure du temps plus lentement qu’une horloge équi-
valente dans un référentiel stationnaire. Lorsque V > ¢, I’équation (1.18) indique
que I’intervalle de temps At devient imaginaire, ce qui est déja une indication qu’il
est impossible de dépasser la vitesse de la lumiere.

Une modification similaire des longueurs (mesurées dans la direction du mouve-
ment) apparait quand V = 0. Tandis qu’un observateur au repos par rapport a un
objet mesure la longueur de cet objet comme étant £’, un observateur en mouvement
par rapport a cet objet observera une longueur contractée

e=01—-—. (1.19)

Cet effet est appelé la contraction des longueurs ou contraction de Lorentz, ou
encore contraction de Lorentz-FitzGerald, puisque le mathématicien FitzGerald
avait avancé la méme idée quelques années avant Lorentz. L’utilisation de 1’horloge
a photons permet de démontrer facilement cette relation (voir aussi exercice 4.2).
Notons que pour faire nos calculs avec I’horloge a photons, nous avons supposé
que la distance d entre les deux miroirs était la méme pour les observateurs des réfé-
rentiels R et R’. Cette hypothése est correcte car le trajet des photons est perpendi-
culaire a la direction de la vitesse relative entre les deux référentiels. Cette inva-
riance des dimensions transversales sera discutée plus loin (voir sections 4.2 et 6.2).
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TasLEAU 1.1 Le phénomene de dilatation du temps est présenté ici
FACTEUR DE DILATATION DES TEMPS. o facon intuitive, simple et pédagogique grice 2
I’horloge & photons. Il sera démontré de fagon plus

v 1 rigoureuse dans le chapitre 3.
¢ - v Le ralentissement du temps ne devient perceptible
2 que pour des vitesses proches de celle de la lumiere.
0,1 1,005 Le tableau 1.1 illustre cet effet. Par exemple, une hor-
0,2 1,021 loge voyageant a 99,99 % de la vitesse de la lumiere
0,5 1,155 par rapport a la Terre enregistrera le passage d’un an
0,7 1,400 tandis que presque 71 ans s’écouleront sur Terre.
0,9 2,294 Une objection possible a cette analyse est qu’elle a
0,99 7,089 été faite pour une horloge particuliere. Comment
0,999 22,366 savons-nous qu’une autre horloge (utilisant un pen-
0,9999 70,712 dule et des roues dentées par exemple) ne sera pas

affectée différemment par le mouvement ? La
réponse vient de la relativité elle-méme qui nous dit qu’il n’est pas possible de déce-
ler un mouvement absolu. Si deux horloges se comportaient différemment, alors
cette différence pourrait étre utilisée comme détecteur de mouvement. Cela étant
impossible, toutes les horloges, quel que soit leur mécanisme interne (incluant les
horloges biologiques complexes de nos organismes), doivent répondre au mouve-
ment précisément de la méme maniere. Insistons sur le fait qu’il n’y a rien de mys-
térieux dans le comportement des horloges. S’il y a quelque chose de mystérieux
dans la relativité restreinte, c’est I’invariance de la vitesse de la lumiére. Une fois ce
phénomene établi, tout le reste suit naturellement. Notons que si on avait supposé
valable la loi galiléenne d’addition des vitesses, alors le phénomene de dilatation
des temps n’existerait pas (voir exercice 1.1).

1.6 L'EXPERIENCE DE KENNEDY-THORNDIKE

L’expérience de Michelson et Morley a évidemment été le germe des réflexions sur
une nouvelle facon de voir I’espace et le temps. De grands savants ont été impliqués
dans cette réflexion : citons seulement les grands noms de FitzGerald, Lorentz,
Poincaré et, bien sir, Einstein qui a assis définitivement la théorie de la relativité
restreinte. Dans les années qui suivirent, un certain nombre d’expériences ont tenté
d’améliorer la précision de I’expérience de 1887.

1.6.1 Les expériences pionniéres

Toutes les expériences qui suivent celle de Michelson et Morley en sont finalement
des variantes, basées sur la précision extraordinaire des méthodes interféromé-
triques (voir tableau 1.2). La longueur des bras de I’interférometre est une donnée
importante ainsi que la longueur d’onde de la radiation choisie. L’écart des franges
d’interférence en dépend de fagon cruciale. Nous indiquons ci-dessous les expé-
riences pionnieres qui ont permis de conforter un peu plus la théorie de la relativité.
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TABLEAU 1.2 VARIANTES DE L'EXPERIENCE DE MICHELSON ET MORLEY.
D REPRESENTE LA LONGUEUR DES BRAS, A, REPRESENTE LE DEPLACEMENT DES FRANGES ATTENDU EN SUPPOSANT
L'ETHER AU REPOS PAR RAPPORT AU SOLEIL ET UN DEPLACEMENT DE LA TERRE A LA VITESSE DE 30 KM/s,
Ap REPRESENTE LE DEPLACEMENT DES FRANGES MESURE DANS L'EXPERIENCE 4,

Nom(s) Année(s) Endroit D(m) | A,(frange) |An(frange)
Michelson 1881 Potsdam 1,2 0,04 0,01
Michelson et Morley | 1887 Cleveland 11 0,40 0,005
Morley et Miller 1902-04 Cleveland 32,2 1,13 0,007 3
Miller 1921 Mt Wilson 32 1,12 0,04
Miller 1923-24 Cleveland 32 1,12 0,015
Miller 1924 Cleveland 32 1,12 0,007
Tomascheck 1924 Heidelberg 8,6 0,3 0,01
Miller 1925-26 Mt Wilson 32 1,12 0,044
Kennedy 1926 Pasadena 2 0,07 0,001
Illingworth 1927 Pasadena 2 0,07 0,000 2
Piccard et Stahel 1927 Mt Rigi 2,8 0,13 0,003
Michelson, et al. 1929 Mt Wilson 25,9 0,9 0,005
Joos 1930 Jena 21 0,75 0,001

Apres avoir réalisé leur fameuse expérience, Michelson et Morley ne s’intéres-
sent plus que de loin a ce type de recherches et passent le flambeau a Miller. Bien
que les résultats des expériences de Miller, tout en confirmant ceux de Michelson et
Morley, soient un peu décevants sur le plan de la précision atteinte, le mérite de
celui-ci est d’avoir beaucoup mieux cerné les sources d’incertitudes, notamment les
effets de la température et de la magnétostriction sur 1’acier de I’appareillage dus au
champ magnétique terrestre. Ces études sérieuses ont énormément aidé€ les succes-
seurs de Miller et la précision a été sans cesse améliorée. L’ expérience qui, malgré
tout, a assis définitivement 1’isotropie et I’invariance de c, et donc la théorie de la
relativité restreinte, est celle de Kennedy et Thorndike en 1932.

1.6.2 Une expérience décisive

Dans son esprit, la technique expérimentale de Kennedy et Thorndike est la méme
que celle de Michelson et Morley!>. 11 s’agit d’un dispositif interférométrique avec
une lame semi-réfléchissante qui sépare en deux un rayon monochromatique vert
(raie A5461 du mercure) ; ces deux rayons parcourent les deux bras de I’interféro-

14. Les données proviennent de 1’article : R. S. Shankland, S. W. McCuskey, F. C. Leone et G.
Kuerti, « New Analysis of the Interferometer Observations of Dayton C. Miller », Reviews of
Modern Physics, vol. 27, n° 2, April 1955, p. 167-178.

15. Roy J. Kennedy et Edward M. Thorndike, « Experimental Establishment of the Relativity of
Time », Physical Review, vol. 42, November 1932, p. 400-418.
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metre et se recombinent a la sortie pour former un systéme d’interférences (voir sec-
tion 1.3). Le déplacement des franges a été mesuré avec une grande précision tout
au long de I’année.

Les principales différences entre cette expérience et celle de Michelson et Morley
sont essentiellement d’ordre technique de fagon a limiter au maximum les sources
d’erreur :

* Les bras de I’interférométre ne sont plus perpendiculaires et n’ont plus la méme
longueur. Cela permet d’avoir plus de latitude pour la mesure des effets, notam-
ment sur la différence de chemins optiques.

* Les auteurs ont utilisé un appareillage révolutionnaire pour maintenir la tempéra-
ture de la chambre a vide de I’interférométre stable a moins de 0,001 °C, a toute
heure et en toutes saisons.

* Les miroirs sont soutenus par un dispositif en quartz, pour limiter au maximum les
effets de dilatation et de magnétostriction. Leur rotation a la fois par rapport a
I’horizontale et la verticale est assurée, non plus a la main, mais par un dispositif
électrique tres fin.

* Les franges d’interférence sont examinées a travers un télescope et sont photogra-
phiées toutes les douze heures pour essayer de déceler des effets diurnes.

Les auteurs ont cherché a la fois des effets périodiques sur quelques jours, mais
aussi sur des périodes de plusieurs mois. L’analyse des données est évidemment
cruciale et, 1a encore, ils ont pris d’énormes précautions. Toutes les séries de mesu-
res montrent des décalages inférieurs a 0,000 05 franges, compatibles avec un déca-
lage nul. Apres cette brillante expérience, la cause est entendue : plus personne ne
remet en cause 1’isotropie et I’invariance de la vitesse de la lumiere dans le vide.

1.7 LA VITESSE DE LA LUMIERE

La vitesse de la lumiere dans le vide est la constante fondamentale de la théorie de
la relativité restreinte, comme [’est la constante de Planck pour la mécanique quan-
tique ou la constante de la gravitation universelle pour la relativité générale. La
premiere tentative de mesure de cette vitesse dont nous ayons connaissance a été
faite par Galilée au XVI® siecle. Bien que son expérience n’ait pas conduit a un résul-
tat concluant, une autre de ses découvertes, celle des satellites de Jupiter, fournit les
bases pour la premiere mesure réelle de la vitesse de la lumiere. En 1676, 1’astro-
nome danois Roemer déduisit, en observant les éclipses de Io (satellite le plus
interne de Jupiter), que la lumiere met environ 11 minutes pour franchir le rayon de
I’orbite terrestre. Avec les données de 1’époque, la vitesse de la lumiere fut évaluée
a environ 215 000 km/s, ce qui est le bon ordre de grandeur (se reporter a I’exercice
1.6 pour une explication de la méthode). En 1849, le physicien francais Fizeau cons-
truisit un dispositif dont la partie principale consistait en deux roues dentées de
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méme axe tournant a grande vitesse. Grace a cet appareil, Fizeau calcula une vitesse
de 315 000 km/s, résultat comparable i celui de Roemer!®.

Longtemps mesurée avec une précision de plus en plus grande, la vitesse de la
lumiére dans le vide est désormais fixée exactement par convention!” :

¢ =299792458 m/s.

Cela entraine une nouvelle définition du metre qui devient :

Le metre est la longueur du trajet parcouru dans le vide par la lumiere pendant
une durée de 1/299 792 458 de seconde.

Précisons qu’en 1967 la définition suivante de la seconde a été adoptée :

La seconde est la durée de 9 192 631 770 périodes de la radiation correspondant
a la transition entre les deux niveaux hyperfins de I’état fondamental de 1’atome
de césium 133.

L’erreur relative faite en assimilant la vitesse de la lumiere a 300 000 km/s est infé-
rieure 2 0,1 %.

1.8 AVANT D’ALLER PLUS LOIN

La relativité restreinte admet 1’équivalence de tous les référentiels d’inertie pour la
formulation des lois physiques. Cela implique qu’il est impossible de mettre en évi-
dence un mouvement rectiligne uniforme par des expériences internes, c’est-a-dire
des expériences menées sans se rapporter a d’autres référentiels que son référentiel
propre. Or il semble en premiére analyse que les mouvements non uniformes soient
en contradiction avec la relativité restreinte, puisqu’une accélération peut étre mesu-
rée par une expérience interne. Alors que la vitesse est une grandeur relative pour
un observateur, 1’accélération est donc une grandeur absolue. C’est en ce sens que
la premiere version de la théorie de la relativité développée par Einstein est res-
treinte. Il ne faudrait pas croire pour autant qu’il est impossible dans ce formalisme
de traiter le cas de référentiels en mouvement accéléré (voir section 8.8). En fait, des
contradictions apparaissent lorsque 1’on essaie de décrire le comportement d’objets
soumis a un champ de gravitation dans le cadre de la théorie de la relativité res-
treinte. L’introduction des forces de gravité dans le formalisme d’Einstein ne peut
se faire qu’au prix d’une refonte de la relativité restreinte en une autre théorie, la
relativité générale. La relativité restreinte décrit, en fait, un univers idéalisé
dépourvu de gravitation.

16. Pour obtenir plus de détails sur ces expériences, on peut consulter, par exemple, le cours de

Berkeley, chap. 10 (biblio). Voir également 1’article de Albert Van Helden, « Roemer’s speed of
light », Journal for the History of Astronomy, vol. 14, 1983, p. 137-141.

17. Harry E. Bates, « Resource Letter RMSL-1: Recent measurements of the speed of light and
the redefinition of the meter », American Journal of Physics, vol. 56, n° 8, August 1988, p. 682-
687.
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Le principe de relativité restreinte peut étre considéré comme un méta-principe
en ce sens qu’il n’est pas lui-méme une loi de la physique mais plutdét un schéma
auquel doit obéir toute loi de la physique. Ce principe doit étre la pierre angulaire
de toute nouvelle théorie proposée. Si une nouvelle loi est bien identique dans tous
les référentiels d’inertie, alors elle a une chance de décrire une partie du comporte-
ment de I'univers. Si elle ne respecte pas ce principe, alors elle doit étre rejetée.
Toute 1’expérience accumulée depuis 1905 suggere que la relativité restreinte
d’Einstein doit effectivement étre €rigée en « principe gouverneur » des lois de la
physique.

Peu apres la publication des travaux d’Einstein, la relativité restreinte rencontra
une vive opposition de la part de nombreux physiciens. La controverse finit par
s’éteindre dans les années 30, quand la technologie devint suffisamment avancée
pour permettre les premicres vérifications expérimentales des prédictions de la
théorie. Aujourd’hui, il n’y a plus de place pour le doute : le comportement des par-
ticules se déplacant a des vitesses proches de celle de la lumiere dans les accéléra-
teurs est en parfait accord avec les lois de la relativité restreinte d’Einstein.

Le succes de la relativité restreinte ne signifie pas que nous devons abandonner
la mécanique classique. Les lois de Newton sont parfaitement applicables dans la
vie de tous les jours, dans la plupart des disciplines scientifiques et dans presque
toute la technologie. On ne doit pas se préoccuper du phénomene de dilatation des
temps pour planifier un voyage en avion, ni prendre en compte le phénomene de
contraction des longueurs dans la conception d’un véhicule. Les prédictions de la
théorie d’Einstein et de la théorie de Newton sont presque identiques pour les phé-
nomenes dont les vitesses caractéristiques sont petites par rapport a celle de la
lumiere. Elles ne commencent a diverger fortement que lorsque les vitesses mises
en jeu sont proches de la vitesse de la lumiere.

EXERCICES
Les réponses a ces exercices sont données a la page 260.

1.1 L'horloge a photons galiléenne

Montrer que si la loi galiléenne d’addition des vitesses est correcte, alors 1’expé-
rience de I’horloge a photons décrite dans la section 1.5 n’implique pas le phéno-
mene de dilatation des temps.

1.2 Utilisation d'horloges atomiques dans les avions

Une vérification possible de la théorie de la relativité restreinte consiste a mesurer
explicitement le phénomene de dilatation du temps. Pour ce faire, on embarque dans
un avion de ligne volant a la vitesse constante de 800 km/h une horloge atomique
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de précision ; on laisse au sol une horloge atomique identique qui sert de témoin. Il
suffit de comparer les temps (c’est plus facile a dire qu’a faire !) des deux horloges
a I’issue d’un voyage commencé au temps ¢t = 0 sur chacune des horloges.

(a) Quelle doit étre la précision minimale des horloges pour mettre en évidence le
phénomene de dilatation des temps ?

(b) Sur une telle horloge, quel serait I’écart maximum mesuré (par rapport a une
horloge infiniment précise) sur une durée d’une année ?

1.3 Voyage vers Androméde

La galaxie d’ Andromede est située a 2,3 millions d’années-lumiere de la Terre. On
considere que la Terre et Andromede sont des points, sans mouvement relatif. On
décide de visiter Andromede grace & une fusée voyageant a vitesse constante depuis
la Terre jusqu’a Andromede.

(a) Si le temps mis pour faire le voyage est de 2,31 millions d’années pour les ob-
servateurs terrestres, quelle est la vitesse de la fusée ? Quelle est la durée du
voyage pour les passagers de la fusée ? Seront-ils encore vivants a la fin du
voyage ? Et leurs descendants ?

(b) Mé&mes questions si on embarque sur une fusée plus puissante qui ne met que
2,301 millions d’années.

(c) On désire que le voyage en fusée n’excede pas 20 ans pour les passagers. Quelle

est la vitesse minimum a communiquer a la fusée pour réaliser ce projet ?
Combien de temps dure ce voyage pour un observateur terrestre ?

1.4 La course infernale

Un proton cosmique voyage a la vitesse v = 0,999 999 ¢ pendant 4 années-lumiere
entre 1’étoile oo du Centaure et la Terre (1 année-lumiere = 9,461 x 10'> m).
Supposons que ce proton engage une course avec un photon (qui se déplace a la
vitesse de la lumiere dans tous les référentiels) le long de ce trajet. Quelles sont les
différences de temps de vol pour un observateur sur la Terre, pour le proton et pour
le photon ?

1.5 Vitesse relative de deux fusées

Soient deux fusées F et F’ en mouvement de translation rectiligne uniforme sur
deux droites paralleles. On appelle R et R’ les référentiels inertiels 1i€s respective-
ment a F et F'. Les observateurs du référentiel R mesurent la vitesse de la fusée F’,
qui a pour module Vz/ % . Les observateurs du référentiel R’ mesurent la vitesse de
la fusée F qui a pour module Vi ,%'. En appliquant le principe de la relativité, mon-
trer que Vg /R = VR/R’-
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1.6 Roemer et les éclipses de lo

En se basant sur les éclipses de lo, satellite le plus interne de Jupiter, I’astronome
danois Roemer a conclu, en 1676, & une vitesse finie pour la propagation de la
lumiere dans le vide. Dans ce probléme, nous indiquons le principe de sa démarche,
sans nous encombrer de toutes les subtilités afférentes. Nous adoptons un modele
simplifi€ pour illustrer la méthode.

Le Soleil (S), la Terre (T), Jupiter (J) et lo (/) sont représentés par des points. Il y
a occultation de Io lorsque 7, J et I sont alignés avec J entre T et I (Jupiter inter-
cepte la lumiere que Io nous envoie). En fait Jupiter n’est pas un point et possede
une zone d’ombre ; il y a éclipse lorsque lo se trouve dans la zone d’ombre. L orbite
de la Terre est située dans le plan appel€ écliptique, et peut étre considérée comme
un cercle de centre S de rayon ST = R = 1,49 x 10% km. Cette orbite est parcou-
rue en 7; = 1 an = 365,25 jours. L’ orbite de Io est un cercle, dans le plan de I’éclip-
tique, de centre J, accomplie en 7; =~ 42,5 heures. La Terre et o tournent dans le
méme sens sur leur orbite. Les périodes données sont valables dans un référentiel
inertiel i€ aux étoiles. Nous nous intéressons a I’évolution du systéme au maximum
sur une demi-année ; pendant ce laps de temps, Jupiter a peu bougé sur son orbite.
Nous faisons 1’hypothese que S et J sont fixes.

En fait, Roemer a travaillé sur des éclipses et non sur des occultations. Il y a plu-
sieurs raisons a cela : d’abord I’ occultation peut avoir lieu apres le début de 1’ éclipse
(Io est par conséquent invisible au moment de I’occultation) et, surtout, la durée
entre deux occultations varie en fonction de la position de la Terre, alors que la
durée entre deux éclipses reste plus ou moins constante.

Il y a « opposition » lorsque Jupiter est au plus pres de la Terre (T est entre S et J).
Il y a « quadrature » lorsque le triangle ST J est rectangle en 7. Nous notons ¢ la
vitesse de la lumiere. Ainsi, le moment ou 1’éclipse est observée sur Terre est égal
au temps vrai augmenté du temps qu’a mis la lumiere pour effectuer la distance
IT =~ JT.

(a) Donner une estimation du nombre N d’éclipses visibles de la Terre en une demi-
année.

(b) Se placer au voisinage de 1’opposition et calculer le temps AT séparant n
(n < N) éclipses vues de la Terre (on se place dans la situation symétrique de
n/2 éclipses avant 1’opposition et n/2 éclipses apres 1’opposition). On note
T, = AT /n la durée apparente d’une éclipse. Montrer que T, ~ T;.

(c) Résoudre la méme question que la précédente, en se placant maintenant au voi-
sinage de la quadrature. Montrer que 7, > T; ; les éclipses semblent prendre du
retard. Que se passe-t-il au voisinage de la seconde quadrature lorsque la Terre
est de ’autre c6té de son orbite ?

(d) Calculer le retard cumulé AT — nT; sur n éclipses au voisinage de la premicre
quadrature. Roemer a mesuré un retard d’environ 10 min au début novembre de
I’année 1676. 1l a déduit que le temps T mis par la lumiere pour parcourir une
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unité astronomique R était de 11 min. La valeur de R connue a 1’époque était

R = 1,45 x 10® km. En déduire la vitesse de la lumiére mesurée par Roemer!8.

(e) La valeur la plus mal mesurée a 1’époque n’était finalement pas R, mais T. La
valeur actuelle de cette quantité est T = 8 min. Quelle est la valeur de ¢ cor-
respondante ?

18. Roemer n’a pas calcul€ la vitesse de la lumiere ; il s’est contenté de montrer qu’elle est finie.
Le calcul explicite de cette vitesse a été fait par son éleve Horrebow.



Chapitre 2

Transformations de Lorentz
spéciales

Manifestement, continua l'Explorateur du Temps, tout corps réel doit s'étendre
dans quatre dimensions. Il doit avoir Longueur, Largeur, Epaisseur et... Durée.

Herbert George WELLS (1895)

2.1 TRANSFORMATIONS DE LORENTZ

Dans le premier chapitre, nous avons vu que les transformations de Galilée doivent
étre remplacées par de nouvelles transformations qui, en particulier, laissent inva-
riante I’équation de propagation des ondes électromagnétiques. Ces transformations
sont appelées transformations de Lorentz.

Avant de déterminer la forme de ces transformations, nous allons reparler du
concept d’événement, notion centrale dans la théorie de la relativité restreinte. Nous
allons €galement nous assurer de la possibilité de définir un temps commun pour
toutes les horloges immobiles d’un méme référentiel d’inertie.

2.1.1 Notion d'événement

Un événement est un phénomene physique supposé « infiniment » localisé dans
I’espace et dans le temps, son étendue étant réduite a un point et sa durée a un
instant infiniment court. Dans un référentiel donné, un événement sera compléte-
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ment caractérisé par ses trois coordonnées spatiales (x,y,z) et le temps ¢, indiqué
par une horloge immobile de ce référentiel au moment ou se produit cet événement.
Un événement peut donc étre représenté par un point d’un espace a quatre dimen-
sions, appelé espace-temps !. Ses coordonnées sont (,x,y,z) ou (ct,x,y,z), la
coordonnée temporelle ayant dans cette derniere notation la méme dimension que
les coordonnées spatiales. Remarquons que si un événement a pour coordonnées
(t,x,y,z) dans un référentiel d’inertic R et pour coordonnées (¢',x’,y’,z’) dans un
autre référentiel d’inertie R’, alors on peut faire correspondre a cet événement les
coordonnées respectives (ct,x,y,z) et (ct’,x’,y’,7') car la vitesse de la lumiére est
la méme dans tous les référentiels d’inertie.

Dans la suite, les trois coordonnées spatiales seront toujours rapportées a un
repere cartésien orthonormé (voir annexe D pour d’autres possibilités). L’ origine
spatiale d’un référentiel désignera le point de I’espace (x =0,y =0,z =0) a un
instant quelconque. Le point de I’espace-temps qui a pour coordonnées
(t=0,x =0,y =0, z=0) sera appelé origine spatiotemporelle du repere. Ces
deux origines seront indifféremment notées O.

2.1.2 Mesures des positions et des temps, synchronisation
des horloges

Dans un référentiel d’inertie R, les coordonnées spatiotemporelles d’un événement
sont mesurées localement par un observateur, muni de son horloge, au repos dans
ce référentiel : il enregistre la coincidence entre I’événement qui se produit la ou il
se trouve et le temps marqué par son horloge (voir section 1.1.2). Le deuxieéme pos-
tulat permet de définir I’unité de longueur a partir de I’'unité de temps. L’ observateur
peut mesurer, par exemple, la distance qui le sépare de 1’origine spatiale O de son
référentiel en faisant réfléchir un signal lumineux sur un miroir placé en O. La dis-
tance est le produit par ¢/2 du temps écoulé entre I’émission du signal et la récep-
tion du signal réfléchi.

On voit qu’il est loisible de fabriquer une « régle » simplement par des mesures
de temps, en cochant sur un baton solide et immobile dans le référentiel R des
points correspondant a des multiples d’un temps donné, choisi comme unité. Ce
protocole de construction d’une regle est loin d’étre artificiel. Rappelons que notre
unité de longueur, le metre, est définie a partir de I’unité de temps, via 1’invariance
de la vitesse de la lumiere dans le vide (voir section 1.7). Il existe de trés nombreux
cas pour lesquels une mesure de longueur se déduit d’une mesure de temps : ce sont
les situations ou le transport d’une regle physique s’avere matériellement impossi-
ble. Un exemple édifiant est celui de la mesure de la distance Terre-Lune obtenue
par le temps séparant 1’émission et la réception, apres réflexion sur le sol lunaire,

d’un signal électromagnétique.

1. On parle aussi de continuum spatiotemporel ou continuum espace-temps, un continuum dési-

gnant, en physique, un ensemble d’éléments de méme nature.

2. Voir, par exemple, I’article de Kenneth Nordtvedt, « La Lune au secours d’Einstein », La
Recherche, n° 295, février 1997, p. 70-76.
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Dans ce référentiel R, on peut synchroniser toutes les horloges qui y sont au
repos. En effet, puisque la vitesse de la lumiere est une constante universelle, il suf-
fit de placer au milieu du segment de droite qui joint deux horloges une source qui,
a un instant quelconque, envoie un signal lumineux dans toutes les directions ; les
deux horloges considérées sont synchronisées si elles indiquent le méme temps a la
réception de ce signal, puisque la vitesse de la lumiere est identique dans toutes les
directions 3 (voir figure 2.1). Ce protocole de synchronisation permet d’éviter le
déplacement des horloges, empéchant ainsi le phénomene de dilatation des temps
d’affecter la marche de ces horloges (voir section 1.5).

A
X
\

Figure 2.1 Synchronisation de deux horloges au repos dans un référentiel d'inertie
au moyen de signaux lumineux.

Le processus de synchronisation est, de fait, basé sur la propriété que le temps
s’écoule de la méme fagon pour toutes les horloges, supposées parfaites et iden-
tiques, immobiles les unes par rapport aux autres dans un référentiel d’inertie.
L’horloge, située par exemple a 1’origine spatiale, peut servir de référent pour la
synchronisation de toutes les horloges de notre « cristal d’horloges » par le proto-
cole précédent ou un autre protocole équivalent (voir exercice 2.1). Il n’est pas dif-
ficile de montrer que, si toutes les horloges sont synchronisées sur I’horloge de réfé-
rence, elles sont synchronisées entre elles. Mathématiquement, la relation « étre
synchronisée » est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence de cette rela-
tion est désignée simplement comme « le temps dans le référentiel R ».

Les mesures de temps et de distances peuvent s’effectuer suivant les mémes prin-
cipes dans un autre référentiel d’inertie R'. Le premier postulat garantit en effet que
tous les observateurs inertiels peuvent construire des horloges équivalentes basées
sur le méme étalon de fréquence (voir section 1.7). De plus, il assure que la phy-
sique ne dépend pas du choix de ce standard. On peut également synchroniser tou-
tes les horloges au repos dans cet autre référentiel d’inertie. Toutefois nous avons
vu qu’il fallait abandonner la notion de temps absolu. Cela signifie que le temps
indiqué par les horloges au repos dans le référentiel R’ ne pourra en général plus
&étre pris identique au temps indiqué par les horloges au repos dans le référentiel R.

3. D’autres procédures de synchronisation des horloges peuvent étre utilisées : voir, par exemple,
le livre de M. Ludvigsen, p. 23 (biblio), ou I’article de N. David Mermin, « Relativity without
light », American Journal of Physics, vol. 52, n° 2, February 1984, p. 119-124.
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2.1.3 Transformations homogénes

La vitesse de la lumiere dans le vide est indépendante des mouvements de la source
et du récepteur. Considérons un observateur immobile dans un référentiel d’inertie
R. Les positions et les temps mesurés par cet observateur sont notés x, y, z et t.
Supposons qu’une source lumineuse ponctuelle, située sur I’origine spatiale O du
référentiel R, émette a I'instant + = 0 une impulsion lumineuse dans toutes les
directions. A un instant ultérieur 7, I’équation du front d’onde sphérique de rayon R

est donnée par R = /x2 + y2 + z2 = ct (voir figure 2.2), ce qui peut s’écrire
x> 42+ 22 =2 2.1

Considérons un autre référentiel d’inertie R’, animé d’une vitesse V par rapport a
R, dans lequel un observateur note ses mesures de positions et de temps par x’, y’,
7z et t’. Pour simplifier, nous allons également supposer que les origines spatiales O

et O’ des deux référentiels coincident en t = ' = 0. Autrement dit, le front d’onde
lumineux sphérique est émis a 1’instant zéro depuis I’origine spatiale dans les deux

référentiels. Pour 1’observateur du référentiel R’, I’équation du front d’onde sphé-
rique de rayon R’ est donc donnée par R’ = /x'% + y2 + z2 = ct’, ¢’est-a-dire

X4yt = 22)

car la vitesse de la lumieére ¢ est la méme dans les deux référentiels.
Les transformations de Lorentz se trouvent ainsi définies comme les change-
ments de coordonnées
/ / / /
t=1t(,x,y,2),
/ / / /
x=x(,x,y,2),

(2.3)

y =y x",y.2),
z=z(t'x",y,7),

z z

Yy
% )
T "
=0 £>0

Figure 2.2 Propagation d’un front d'onde lumineux sphérique.
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tels que 1’équation du mouvement (2.1) est transformée en I’équation du mouve-
ment (2.2), c’est-a-dire que
A2 —x? - y2 —2=0 < AP —x?- y/2 —z?=0. 2.4)

Nous allons maintenant supposer que 1’espace et le temps sont homogenes, c’est-a-
dire qu’il n’existe pas d’origine spatiotemporelle absolue. Cela entraine la linéarité
de la transformation. En effet, regardons des événements caractérisés par
x' =y =7z =0. Imaginons qu’au liecu d’une relation linéaire du type t = A7/,
nous ayons une relation du genre t = St/ %ol S est une constante. Trois événe-
ments se produisant a cet endroit dans le référentiel R, a des instants ¢’ = 1,2 et 3
secondes, se produisent a des instants ¢t = 1§, 45 et 95 secondes dans le référentiel
R. Ces événements ne sont pas également espacés dans le temps pour un observa-
teur de ce référentiel. Supposons maintenant que 1’origine spatiotemporelle du réfé-
rentiel R’ soit déplacée sur le premier événement. Dans ce cas, les trois événements
apparaissent aux temps ' = 0, 1 et 2 secondes dans le référentiel R’, ce qui se tra-
duit par des instants t = 0, 1§ et 45 secondes dans le référentiel R. Les intervalles
de temps entre les mémes événements sont donc modifiés dans ce référentiel. Cela
ne peut logiquement résulter d’un simple choix d’origine spatiotemporelle. On
obtient un résultat similaire pour une transformation quelconque sur les temps, si
elle est non linéaire. On en conclut donc que les transformations de Lorentz doivent
étre linéaires, aussi bien pour I’espace que pour le temps (voir section 6.2.2 pour
une démonstration rigoureuse).

On vérifie aisément que 1’équivalence (2.4) ne peut pas étre satisfaite pour une
transformation de Galilée. L’ équivalence recherchée peut s’écrire

2.2 2 2

e A L R S (2.5)
La transformation €tant linéaire, le coefficient K ne peut dépendre que du parame-
tre caractérisant la transformation, a savoir V. Nous allons maintenant faire I’hypo-
theése supplémentaire que I’espace est isotrope. Dans ce cas, le coefficient K ne peut
dépendre que du module de V et non de son orientation. De plus, si nous considé-
rons trois référentiels Ry, Ry et R3, tels que Vi caractérise la transformation des
référentiels Ry vers Ry, que Va3 caractérise la transformation des référentiels R
vers R3 et que Vi3 caractérise la transformation des référentiels R; vers R3, on
s’attend a avoir

K(|Vi3]) = K| Vi )K(| Vas)). (2.6)

Puisque | \713| ne dépend pas seulement de |\712| et |\723|, mais aussi de 1’angle entre
Via et Va3, K est nécessairement une constante. En vertu de la relation (2.6), on a
donc ¥ = 1, ce qui implique

2 2 2 2
=X =y = = - -y = (2.7)
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Ces transformations sont dites homogenes : elles sont telles que les reperes spatiaux
et la synchronisation des horloges dans chacun des référentiels R et R’ sont choisis
de sorte que

x:y:z:ct:o <:> )C/=y/=Z/=Ct/=0. (28)

Autrement dit, les origines des reperes spatiaux dans les deux référentiels coinci-
dent au moment ou les horloges synchronisées de ces deux laboratoires marquent
toutes I’instant zéro.

Dans un référentiel d’inertie, ¢ étant la coordonnée temporelle, (x,y,z) les coor-
données d’un repere cartésien orthonormé et ¢ la vitesse de la lumiere dans le
vide, les transformations de Lorentz homogenes sont les transformations linéaires

qui laissent invariante la forme quadratique ¢?¢> — x> — y? — 22,

Les transformations de Lorentz les plus simples que 1’on puisse réaliser ne
concernent que deux des quatre coordonnées d’espace-temps. Une premiere famille
comprend les transformations qui « mélangent » une coordonnée d’espace avec la
coordonnée temporelle. Il s’agit de rotations d’espace-temps :

y=y,z=7et(x,t) > (x,t') telque c*?—x%=c*"?—x"?,

x=x,z=7et(y,t) > (y,t') telque 22 —y2=c2?—y? (29)

x=x',y=yet(z,t) > (Z,t') telque 2t — 2= — 2

Comme nous le verrons dans la section suivante, chacune des trois transformations
(2.9) dépend d’un parametre sans dimension qui est le rapport entre la vitesse rela-
tive V des deux référentiels d’inertie et la vitesse de la lumiére.

Une autre famille de transformations, qui satisfait a la condition (2.7), consiste en
trois rotations spatiales a deux dimensions :

t=t,z=7et(x,y) > (x',y) telque 24yt = x4 y’z,
t=t,y=yet(x,z) > (x,7) telque x2+z2=x?+77% (2.10)
t=t,x=x"et(y,z) > (y,Z)) telque y2 422 :y/2+z/2.

Chacune de ces trois rotations dépend d’un seul parametre qui est I’angle de rota-
tion. Une rotation quelconque a trois dimensions est donc caractérisée par trois
angles de rotation, par exemple les angles d’Euler #. Nous reparlerons des rotations
dans le chapitre 7.

Les rotations et les rotations d’espace-temps sont des transformations continues
en ce sens qu’elles dépendent de parametres que 1’on peut faire varier continfiment.
Notons enfin que les transformations discretes suivantes sont également des trans-
formations de Lorentz :

4. Voir, par exemple, 1’ouvrage de H. Goldstein, C. Poole et J. Safko, p. 150 (biblio).
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t — —t renversement du temps (2.11)

x,y,2) — (—x,—y,—2) réflexion d’espace (parité). (2.12)

2.1.4 Transformations spéciales

Déterminons maintenant la forme explicite d’une rotation d’espace-temps. Pour
cela, nous allons considérer une situation physique particuliere.

Deux référentiels d’inertie R et R’ sont unis par une transformation de Lorentz
spéciale si ces deux référentiels sont dans la situation particuliere ou leurs axes sont
paralleles deux a deux et leur mouvement relatif est paralleéle a un des axes. De plus,
les origines spatiales O et O des deux référentiels coincident en r =" = 0. Une
telle configuration est illustrée sur la figure 2.3. Dans la suite de cette section, nous
supposerons que, dans le référentiel R, les composantes de la vitesse du référentiel
R’ sont données par

Ve=V, V,=V.=0. (2.13)

Nous devons chercher la transformation de Lorentz qui correspond a cette situation
physique. Soient (¢,x,y,z) et (t/,x’,y",z") les coordonnées spatiotemporelles d’un
méme événement dans les deux référentiels d’inertie R et R’. Dans le cas d’une
transformation de Galilée, nous avons

[l
=
+
<<
N\

’ (2.14)

N =)~
Il
<

Pour une transformation spéciale de Lorentz nous allons supposer, par analogie et
en imposant la linéarité de la transformation, que les relations (2.3) se réduisent a

ct = Act'+ Bx/,

= Cct'+Dx/,

— (2.15)
z = 7.

Dans ces expressions, le temps n’est plus considéré comme absolu : nous avons vu
dans la section 1.5 que la durée d’un phénomene dépendait de 1’observateur.
L’hypothese que dans une transformation spéciale de Lorentz le long de I’axe Ox
les coordonnées y et z demeurent inchangées parait assez naturelle et sera pleine-
ment justifiée dans les sections 4.2 et 6.2.3. Nous savons que la grandeur ¢ va jouer
un role particulier; elle est donc introduite au niveau de la coordonnée temporelle
(voir section 2.1.1).



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2.1 Transformations de Lorentz 33

Figure 2.3 Référentiels d’inertie unis par une transformation spéciale de Lorentz.

Les coefficients sans dimension A, B, C et D dans les relations (2.15) peuvent
étre déterminés par la condition (2.7). L’identification terme a terme fournit les
conditions

A?—C? = 1, (2.16)
B*—D? = -1, (2.17)
AB—CD = 0. (2.18)

Nous avons ici trois équations pour quatre inconnues. La solution dépend donc d’un
parametre. Il ne peut en étre autrement car la transformation entre les deux référen-
tiels dépend de leur vitesse relative V. La relation (2.16) est satisfaite si on pose

A =cosh® et C =sinh6. (2.19)
De méme, la relation (2.17) est satisfaite si on pose
D =cosh¢ et B =sinho. (2.20)
Finalement la condition (2.18) entraine
sinh(¢ — 0) =0, (2.21)

dont I’unique solution est ¢ = 0. Les relations de transformation sont donc données
par

ct = coshOct + sinhOx’,

= sinh@ct’ hox’,

- i}l,n ct’ + coshOx (2.22)
z = 7.
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Remarquons que ces relations s’inversent en changeant le signe de 0.

Il faut maintenant déterminer le lien existant entre le parametre 6 et la vitesse
relative V des deux référentiels. Pour cela, considérons 1’origine spatiale O’ du réfé-
rentiel R'. Les coordonnées spatiotemporelles de ce point dans le référentiel R’ sont
(ct’,0,0,0) ou ¢’ est un instant arbitraire. Dans le référentiel R, I’équation du mou-
vement de O’ est x = V 1, puisque O’ se déplace a la vitesse constante V le long de
I’axe Ox dans ce référentiel, et puisque les origines spatiales des deux reperes coin-
cident pour # =t = 0. On en conclut que les coordonnées spatiotemporelles de O’
sont (ct,V t,0,0) dans R. Donc, en utilisant les relations (2.22), on obtient

ct =cosh@ct’ et Vit =sinhOct. (2.23)
On en déduit que
g = tanh 6, (2.24)
ce qui implique que
cosh6 = ; et sinh® = V/e (2.25)

J1=V2/c2 J1=Vv2e2

Le signe de cosh 0 est choisi de sorte que V = 0 implique r = ¢/, ce qui revient a
identifier la transformation de Lorentz a la transformation de Galilée aux faibles
vitesses. Le parametre sans dimension 0 est appelé rapidité ou pseudo-vitesse.

Il est commode d’utiliser les deux parametres sans dimension suivants

B—Z et ——1
T ST

On établit immédiatement que

(2.26)

B =7—1. (2.27)

Avec les conventions (2.26), on a cosh© = v, sinh 6 = By et tanh © = 3. Les trans-
formations de Lorentz spéciales s’écrivent alors

ct = y(ct' + Bx’),

X = Y(X/ =+ BCt/)’ (228)
== yl’
z = 7.

Les transformations ci-dessus relient donc les coordonnées spatiotemporelles
(ct,x,y,z) d’un événement E dans le référentiel d’inertie R aux coordonnées spa-

tiotemporelles (ct’,x’,y’,z’) du méme événement E dans le référentiel d’inertie R’'.
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Ces deux référentiels se présentent comme indiqué sur la figure 2.3. Bien que ces

transformations aient été établies en étudiant le phénomene trés particulier de la

propagation d’un front d’onde lumineux 3, nous verrons dans la section 6.2 que ces

transformations sont les seules possibles, et qu’elles peuvent s’ appliquer a tout €vé-
nement, quelle que soit sa nature physique.

La forme (2.28) de la transformation de Lorentz spéciale a été obtenue a I’aide
de deux événements, dont I’un est I’origine spatiotemporelle. Cette condition n’est
pas nécessaire. On peut choisir deux événements quelconques £ de coordonnées
(ct1,x1,¥1,21) et Ey de coordonnées (cty,x2,y2,z2) dans le référentiel R, et des
quantités primées correspondantes dans le référentiel R'. Il est facile de vérifier que
la transformation (2.28) laisse invariante la grandeur suivante, reliée a Iintervalle
d’espace-temps entre les deux événements E et E»,

st =t — 1) — (x1 —x2)* — (01 — ) — (21 — 22)°

2.29
R ) )
Nous reviendrons abondamment sur cette propriété dans les chapitres suivants.

Les relations (2.28) mettent clairement en évidence la symétrie qui existe, d’une
part entre le temps et I’espace, d’autre part entre les deux référentiels. Pour inverser
ces relations, il suffit de remplacer V par —V (ou B par —p). Cela implique donc
que la vitesse relative du référentiel R vue du référentiel R’ est caractérisée par

Vi =—VetV) =V =0, cequisemble assez naturel (voir exercice 1.5). Les équa-
tions de transformation de Lorentz inverses sont donc

ct’ = 7y(ct — Bx),
x! Y(x — Bet),
Yy,
Z = Z.

(2.30)

<
Il

La grandeur V/c est le parametre sans dimension qui caractérise la rotation

d’espace-temps (x,t) — (x/,¢'). La forme des autres rotations d’espace-temps
« élémentaires » possibles s’obtient en permutant le role de x et y, ou de x et z.
Nous discuterons le cas d’une transformation générale avec V. # 0, V, = 0 et

V. = 0 dans la section 7.2.

5. 1l existe plusieurs manieres d’établir la forme des transformations de Lorentz au moyen de ces
hypothéses. On peut consulter a ce sujet, par exemple, I’ouvrage de J.-L. Bobin (biblio).
Signalons également la méthode originale proposée dans le livre de M. Ludvigsen (biblio). Une

. . . . 1+ ¢ .
étape de la démonstration est I’introduction du coefficient K = _/ P , appelé facteur de Bondi.
1-p

Onaalors2y=K + K 'et2yf =K — K.
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Figure 2.4 Facteursy=1/,/1 — 2, Byet K = /(1 +B)/(1 — B) en fonction de B.

Remarquer que, dans la figure de gauche, I'échelle des axes est linéaire,
tandis que dans la figure de droite, elle est logarithmique.

La présence du facteur Y= 1/4/1 — V?2/c? dans les transformations de Lorentz
implique que | V| < ¢, c’est-a-dire que la vitesse relative de deux référentiels iner-
tiels ne peut ni atteindre ni excéder la vitesse de la lumiere dans le vide. Une par-
ticule est dite matérielle s’il est toujours possible de définir, au moins instantané-
ment, un référentiel inertiel dans lequel cette particule est au repos. Cela implique
donc que la vitesse d’une telle particule ne peut ni atteindre ni dépasser la valeur ¢
par rapport A un référentiel d’inertie quelconque ©. Soulignons également que
lorsque la vitesse d’une particule est voisine de c les effets relativistes deviennent
trés importants, comme I'illustre la figure 2.4 ol y et By sont représentés en fonc-
tion de B. Un corollaire a cette définition est que le photon, particule constituant la
lumiere, n’est pas une particule matérielle ; en effet, la vitesse du photon étant c
quel que soit le choix du référentiel inertiel, il n’en existe aucun dans lequel le
photon se trouve au repos. Le lien entre masse et vitesse des particules sera analysé
en plus amples détails dans le chapitre 9.

A faible vitesse relative V, les transformations de Lorentz se réduisent aux trans-
formations de Galilée. En effet, si |V|/c <« 1, on obtient alors a partir des relations
(2.28)

= '+ (V/H)X,

2.31
x = x'+Vr¢t. (2.3)

A moins que la valeur de x" ne soit « astronomique », on retrouve bien le caractére

absolu du temps en relativité galiléenne (1 = 1’).
Les relations (2.28) traduisent bien le fait que ni I’espace ni le temps ne peuvent
plus étre considérés comme absolus. Le temps (ou I’espace) d’un observateur est un

6. Cela implique également que la masse de cette particule est non nulle (voir section 9.5).
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« mélange » du temps et de I’espace d’un autre observateur. Dans le cadre de la rela-
tivité restreinte, 1’espace et le temps ne forment plus qu’une seule entité, au carac-
tere absolu, 1’espace-temps (voir section 6.4).

2.1.5 * Construction des repéres

Les systémes de coordonnées des référentiels R et R’ utilisés pour définir les trans-
formations de Lorentz spéciales (2.28) sont tels que les coordonnées spatiales et
temporelle coincident si la vitesse relative des référentiels est nulle. On peut se
demander par quelle procédure des observateurs, en mouvement relatif, vont pou-
voir batir leurs systemes de coordonnées respectifs de cette maniere.

Supposons qu’un observateur A immobile dans le référentiel d’inertiec R” décide
de comparer ses mesures avec celles d’un observateur B en mouvement rectiligne
uniforme dans ce référentiel. Supposons en outre que I’observateur A ait déja défini
un systeme de coordonnées pour son propre référentiel. Il repere un point immobile
dans le référentiel de I’observateur B (celui-ci a le méme vecteur vitesse que B) et
décide que ce point sera ’origine O’ d’un référentiel d’inertie encore a définir R’
(dans cette section, 1’origine signifie I’origine du repere spatial). Le vecteur vitesse
relative et la position du point O’ a un instant donné déterminent une droite D dans
I’espace. L’observateur A change alors son systéme de référence : par une rotation
il rend son axe O”x” parallgle a la droite D, et par une translation il déplace son ori-
gine O” pour I’amener sur cette droite. Il décide ensuite de réaliser toutes ses mesu-
res de position dans ce nouveau référentiel, qu’il baptise référentiel R, dont I’ori-
gine est maintenant notée O et dont les coordonnées spatiales sont notées x, y, z.
La vitesse relative des référentiels R et R’ est donc parallele a I’axe Ox et 1’origine
O’ va forcément coincider avec 1’origine O a un instant donné. L’ observateur A peut
orienter son axe Ox en décidant par exemple que la vitesse de I’observateur B sera
positive.

Ayant été averti par son collegue A, ’observateur B fixe ses axes O’y et 0’7/,
perpendiculaires a la vitesse relative, au moment ott O’ passe par O, simplement en
repérant la direction des axes Oy et Oz ainsi que la longueur unité sur ces axes.
Cette opération peut &tre réalisée sans ambiguité car les transformations de Lorentz
laissent inchangées les mesures perpendiculaires a la vitesse relative. L’ observateur
B reporte alors la longueur unité, de son axe Oy’ par exemple, sur son axe O'x’ qui
est dans la direction de la vitesse relative. L’orientation de cet axe est fixée par le
fait que la vitesse de 1’observateur A doit étre négative pour 1’observateur B.

Au moment du croisement des origines O et O’, les observateurs vont tous les
deux synchroniser leurs horloges respectives sur le temps zéro. Chaque observateur
va ensuite définir sa propre unité de temps au moyen de son unité de longueur et de
Iinvariant c. Précisons que méme si les observateurs A et B n’utilisent pas les
mémes unités pour la vitesse de la lumiere, ce qui implique des unités de temps dif-
férentes, les unités des coordonnées ct et ct’ seront identiques en vertu du choix
identique des unités de longueurs.

Les observateurs, ayant ainsi chacun défini leur systéme de référence, pourront
relier leurs mesures respectives de positions et de temps par une transformation spé-
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ciale de Lorentz. Bien que cette procédure théorique soit parfaitement correcte, cela
ne veut pas dire que sa réalisation pratique soit aisée. En fait, I’étude de phénome-
nes physiques ne requiert généralement pas la comparaison directe de mesures fai-
tes par deux observateurs différents situés dans deux référentiels d’inertie en mou-
vement relatif. Il est plutot nécessaire de mesurer des variables dynamiques comme
I’énergie et I'impulsion de particules, ce qui ne demande pas I’€laboration d’un sys-
teme de référence autre que celui de 1’observateur. Notons cependant qu’il est sou-
vent intéressant de construire « mentalement » d’autres référentiels que celui de
I’observateur, dans lesquels les calculs sont plus aisés a réaliser (voir section 10.3).

2.2 APPROCHES GRAPHIQUES

2.2.1 Ligne d'univers et cone de lumiére

Comme nous I’avons vu dans les sections précédentes, le cadre naturel de la relati-
vité restreinte est I’espace-temps a quatre dimensions (trois dimensions d’espace et
une dimension temporelle). Toute particule est caractérisée par une « trajectoire »
dans I’espace-temps, mé€me si elle ne se déplace pas dans I’espace. Cette trajectoire
est appelée ligne d’univers de la particule. De maniere générale, on qualifiera éga-
lement de ligne d’univers un ensemble d’événements 7 formant une ligne continue
dans I’espace-temps, ce qui peut se noter

(ct,x,y,2) = (ct(A),.x(X),y(V),z(V)), (2.32)

out, x, y, z sont fonctions d’un parametre descriptif A. Ce paramétre peut &tre sim-
plement la coordonnée temporelle, auquel cas t(A) =t = A. Par exemple, la ligne
d’univers, entre les temps O et 7, d’une particule de vitesse V = (V,,V,,V;)
constante, passant par 1’origine spatiale au temps ¢ = 0, se note

(ct,x,y,z) = (ct,Vyt,Vyt,V, 1) avec O0<r<T. (2.33)

ct A Particule A

immobile

\ photons

45° 45°
ctgl--omt .

- 7 7 -
0 Ty Particule B er\ \ T

mouvement uniforme

Figure 2.5 Un événement particulier E et différentes lignes d'univers
dans une représentation graphique de I'espace-temps.

7. On désigne parfois un événement comme un point d’univers.
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Pour résoudre les problemes de la relativité restreinte, il est parfois utile de dispo-
ser d’une représentation graphique de I’espace-temps. Comme il est impossible de
visualiser (et donc de dessiner) un espace a quatre dimensions, on utilise une image
simplifiée de 1’espace-temps. Pour étudier les aspects essentiels de la relativité res-
treinte, on peut généralement supprimer deux des trois dimensions spatiales. On ne
considere que 1’axe Ox, c’est-a-dire la région de 1’espace-temps ot les coordonnées
y et z sont nulles. Il reste ainsi deux coordonnées, la distance x et le temps ¢. De
maniere a n’utiliser que des grandeurs de méme dimension, on remplace la coor-
donnée ¢ par ct.

La figure 2.5 montre une représentation graphique possible d’un espace-temps a
deux dimensions pour un référentiel particulier. La coordonnée spatiale x se trouve
sur 1’axe horizontal tandis que la coordonnée ct est sur I’axe vertical. Ces deux axes
sont orthonormés et les coordonnées spatiotemporelles d’un événement s’ obtien-
nent par projection parallele. La ligne d’univers d’une particule A immobile est une
droite verticale, car sa coordonnée x est constante. Celle d’une particule B en mou-
vement uniforme est une droite inclinée car on doit avoir Ax = (v/c) A(ct) avec v
constant. Si la particule est un photon, la droite est inclinée & 45° car on doit avoir
dans ce cas v/c = +£1. Si la particule est matérielle, la droite correspondante est
inclinée a moins de 45° par rapport a I’axe temporel car |v/c| < 1 dans ce cas.

Insistons encore une fois sur le fait que le seul mouvement que I’on puisse ob-
server est le mouvement relatif d’un objet par rapport a un autre. Dans un autre réfé-
rentiel que celui considéré sur la figure 2.5, la particule A pourrait étre animée d’un
mouvement de translation uniforme, tandis que la particule B serait immobile. Dans
un troisieme référentiel, les particules A et B pourraient étre toutes deux en mou-
vement de translation uniforme. Pourtant, dans tous les référentiels d’inertie, les
photons se déplacent toujours a la vitesse de la lumiere, et par conséquent leur ligne
d’univers est toujours une droite inclinée a = 45°.

ct ct
matiere
matiere
photons /
clto + 2At) C(to + 2AL) ----) N\
clto + At) C(to + AL) |eeerennns
cty 1617) % IARIILILIERLEE
z Y

Figure 2.6 Génération d'un céne de lumiere futur dans I'espace-temps
caractérisé par une ou deux dimensions spatiales.
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On peut également garder deux dimensions spatiales. La totalité de 1’espace-temps
est alors représentée par un volume infini dont il est possible de dessiner une portion
finie en perspective sur une feuille de papier. L’usage veut que 1’axe du temps soit
placé verticalement ; un plan perpendiculaire a cet axe contient la totalité de 1’espace
bidimensionnel a2 un moment donné. Une représentation graphique de I’espace-
temps a deux ou trois dimensions est appelée diagramme d’espace-temps.

Supposons qu’une source lumineuse ponctuelle émette dans toutes les directions
une impulsion lumineuse a un instant donné. Un front d’onde sphérique va se pro-
pager depuis la source avec la méme vitesse ¢ dans toutes les directions. Une parti-
cule matérielle quittant la source lumineuse a I’instant de I’émission de lumiere va
forcément se déplacer a une vitesse inférieure a la vitesse de la lumiere. Cette par-
ticule sera donc a tout instant a 'intérieur du front d’onde sphérique. Le front
d’onde sphérique va « dessiner » dans 1’espace-temps un hypercone qui contiendra
la ligne d’univers de la particule. Pour visualiser ce phénomene, examinons-le dans
un espace-temps a une ou deux dimensions spatiales, comme illustré sur la figure
2.6. Par exemple, dans I’espace-temps a deux dimensions spatiales, le front d’onde
de lumigre circulaire accroit son rayon de la quantité cAt aprés chaque intervalle de
temps Atr. Ce front d’onde génere clairement dans 1’espace-temps un céne qui
contient la ligne d’univers de toute particule matérielle passant par la source au
moment de I’émission de I’impulsion lumineuse. Ce type de structure spatiotempo-
relle est appelé cone de lumiére futur 8. De méme, tous les rayons lumineux venant
du passé et arrivant a un point de 1’espace-temps forment ce que 1’on appelle un
cone de lumiere passé.

ct

Futurde £

ct

Ailleurs de £
Ailleurs de £

Passé de F " Passéde E

Figure 2.7 Cobnes de lumiére associés a un événement E dans un espace-temps
de Minkowski caractérisé par une ou deux dimensions spatiales.

Etant donné€ I’invariance de la vitesse de la lumiere dans le vide, tous les obser-

vateurs pourront s’accorder sur la position dans I’espace-temps des cones de
lumiere. Les cones associés a chaque événement déterminent ainsi une structure

8. On garde le terme cone, quelle que soit la dimension de 1’espace-temps.
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invariante dans I’espace-temps — structure qui a été proposée pour la premiere fois
par H. Minkowski. C’est pourquoi 1’espace-temps de la relativité restreinte porte le
nom d’espace-temps de Minkowski.

ct R N
Cones de lumiére

passés a 2 instants
différents

Ligne d'univers
d'un observateur

TN

Figure 2.8 Un événement situé dans I'ailleurs d'un observateur a un instant donné
peut se retrouver dans son passé a une date ultérieure.

Aucune information ne pouvant se déplacer a une vitesse supérieure a celle de la
lumiere (voir section 2.1.4), I’événement E ne peut étre la cause d’autres événe-
ments que si ces derniers sont situés dans ou sur son cone de lumiere futur (voir sec-
tion 3.3), le futur de E. De méme, cet événement E ne peut étre le résultat d’évé-
nements antérieurs que s’ils sont situés dans ou sur son cone de lumicre passé, le
passé de E. La région de I’espace-temps qui n’est ni le futur ni le passé de 1’événe-
ment E est appelée 'ailleurs de E. Les événements de 1’ailleurs de E sont causale-
ment totalement indépendants de E. En chaque point de 1’espace-temps, on peut
dessiner les cones de lumiere futur et passé qui fixent localement sa structure cau-
sale. La figure 2.7 illustre cette situation pour un espace de Minkowski a une ou
deux dimensions spatiales. Signalons qu’au fur et a mesure qu’un observateur
« avance » sur sa ligne d’univers, son futur se rétrécit alors que son passé s’élargit.
C’est ainsi qu’un événement situé dans I’ailleurs d’un observateur a un instant
donné peut se retrouver dans son pass€ a une date ultérieure (voir figure 2.8).

2.2.2 Diagramme de Lorentz

s

ct

ct’(E)

5

T

Figure 2.9 Coordonnées spatiotemporelles d'un événement E, pour deux référentiels
d’'inertie unis par une transformation spéciale de Lorentz, dans un diagramme de Lorentz.
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Francis W. Sears et Robert W. Brehme sont les auteurs d’une technique originale
pour représenter graphiquement le passage d’un référentiel d’inertie & un autre, unis
tous deux par une transformation spéciale de Lorentz °. On place deux systémes de
coordonnées comme illustré sur la figure 2.9, en convenant de repérer les coordon-
nées spatiotemporelles d’un événement par projection perpendiculaire sur les
axes correspondants 0. L’unité de longueur est identique sur les axes Ox et Ox’.
Remarquons que les axes Ox et Oct’ sont perpendiculaires. Il en est de méme pour
les axes Ox’ et Oct. Ces diagrammes ont été baptisés par leurs auteurs diagrammes
de Lorentz. Le symbole O désigne ici 1’origine du repeére spatiotemporel, c’est-a-
dire I’origine du repeére spatial au temps zéro. Comme nous ne travaillons que dans
le cadre des transformations de Lorentz spéciales, les origines O et O’ sont confon-
dues. La ligne d’univers d’un photon dans un tel diagramme est évidemment une
droite parallele ou perpendiculaire a la bissectrice des axes Ox et Oct (Ox’ et Oct’)
puisqu’on doit avoir Ax = +cAr (Ax’ = FcAt’) suivant que le photon se propage
vers les valeurs de x (x”) positives ou négatives.

Notons que sur la figure 2.9, les axes Ox et Ox’ sont tous deux écartés d’un angle
a,/2 avec I’horizontale de référence. Cette disposition est choisie de maniere a insis-
ter sur le fait qu’aucun des deux systemes de référence n’est privilégié. Ni I’un, ni

ct’, ct

Figure 2.10 Calcul de I'angle o dans un diagramme de Lorentz par examen
de la ligne d’univers d'un objet immobile dans le référentiel R', se déplagant a la vitesse
Ax /At dans le référentiel R.

9. Voir leur ouvrage cité dans la bibliographie. Une maniere originale d’introduire ces diagram-
mes est présentée dans ’article de Robert W. Flynn, « Spacecraft navigation and relativity »,
American Journal of Physics, vol. 53, n° 2, February 1985, p. 113-119.

10. Abaisser les perpendiculaires d’un point sur les axes de coordonnées permet d’obtenir les
composantes covariantes de ce point (voir chapitre 8). Les composantes contravariantes sont
obtenues par la technique — plus traditionnelle — qui consiste a tracer des paralleles aux axes. Il
est important de signaler que les deux méthodes se valent. Voir a ce sujet I’article de Robert
W. Brehme, « A Geometric Representation of Galilean and Lorentz Transformations », American
Journal of Physics, vol. 30, n° 7, July 1962, p. 489-496.
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I’autre, ne doit étre considéré comme étant « vraiment » en mouvement ou « vrai-
ment » au repos. La seule réalité physique qui est contenue dans ce diagramme est
le caractere relatif du mouvement des référentiels. De plus, avec cette configuration,
la ligne d’univers d’un photon fait un angle de 45° avec I’horizontale de référence ;
cela facilite les constructions graphiques.

La signification de ’angle o entre les axes Ox et Ox’ (Oct et Oct’) peut étre
trouvée en examinant la ligne d’univers d’un objet immobile dans le référentiel R'.
Sa ligne d’univers est représentée sur la figure 2.10 ; c’est évidemment une droite
perpendiculaire a I’axe Ox’. La vitesse V de I’objet dans le référentiel R est celle
du référentiel R’ par rapport au référentiel R. Elle est donnée par

V_a (2.34)
¢ cAt’ ’
Comme on peut le voir sur la figure 2.10, on a
Ax = Lsinaq,
(2.35)
cAt = L,

ol la grandeur L est un intermédiaire de calcul représentant la longueur d’un seg-
ment. De ces relations, on tire
14 .
— = sin O (2.36)
c
Avec cette configuration, on a V > 0 (pour obtenir une configuration correspondant
a une vitesse V négative, il suffit de réaliser les permutations d’axes Ox <> Ox’ et
Oct <> Oct’). D’aprés la figure 2.10, on constate qu’on a obligatoirement
O<oa<m/2.

Montrons que ces diagrammes permettent bien de représenter les transformations
de Lorentz. Sur la figure 2.11, les coordonnées spatiotemporelles d’un événement
sont décomposées de la maniere suivante : x = L| + Ly et ¢t = L3 4 L4, avec
Licosa=ux', Ly/(ct') =tan o, Lz cosa = ct’ et Ly/x" = tan a.. Cela implique
que

ct = ct'/cosa+ x'tanq,
/ / (2.37)
x = ct'tano+ x'/coso.
Comme sinot = V/c =P, ona
v: o1 V/e
coso=,/l——=— et tano= =By, (2.38)

=y JSiove

avec cos 00 > 0 car 0 < a < ®/2. On en déduit que les relations (2.37) sont bien les
transformations de Lorentz spéciales (2.28).
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Figure 2.11 Les coordonnées (x,ct) et (x',ct’) de I'événement E sont reliées
par une transformation de Lorentz spéciale dans ce diagramme.

Evidemment, en exprimant x’ et ct’ en fonction de x et ¢t par une construction
analogue a la figure 2.11, on trouve

ct’ = ct/cos o, — x tan Q, (2.39)

x' =x/cos o — ct tan ., (2.40)

c’est-a-dire les relations (2.37) apres le remplacement de V par —V et la permuta-
tion des coordonnées primées et non primées.

On peut également montrer, dans un diagramme de Lorentz, que !’intervalle
d’espace-temps est une grandeur invariante. Dans deux référentiels d’inertie R et R’

Figure 2.12 Intervalle d’espace-temps dans un diagramme de Lorentz.
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en mouvement relatif, considérons I’intervalle de temps et la distance entre deux
événements E; et E; sur la ligne d’univers d’un mobile en mouvement uniforme,
comme indiqué sur la figure 2.12. Du théoréme de Pythagore, on déduit

L2 = AA7 + Ax? = A + AX?, (2.41)
ot la grandeur L est un intermédiaire de calcul. On en conclut que
PAT — Ax? = A — AxP (2.42)

Puisque les référentiels R et R’ sont arbitraires, la quantité c?Ar> — Ax? est la
méme dans tous les référentiels d’inertie, et est donc bien une quantité invariante.

L’équivalent des diagrammes de Lorentz existe pour les transformations gali-
léennes. Baptisés diagrammes de Galilée, ils se distinguent de leurs contreparties
relativistes par la présence d’un seul axe du temps commun aux deux référentiels
représentés (le temps est en effet absolu en physique newtonienne) 1.

Notons que les diagrammes de Lorentz présentent un inconvénient : on ne peut
représenter que deux référentiels a la fois sur un méme graphique. Toutefois, 1’ inté-
rét de ces diagrammes vient de ce que les calculs y sont tres ais€s et tres rapides.

2.2.3 Autres diagrammes d’'espace-temps

a) Diagramme de Loedel

Les diagrammes de Loedel sont similaires aux diagrammes de Lorentz, mais ont été
développés antérieurement '2, Les projections se font cette fois parallelement aux
axes et il convient d’intervertir, par rapport aux diagrammes de Lorentz, la disposi-
tion des axes des deux référentiels représentés (voir figure 2.13).

Si V est la vitesse relative des deux référentiels et o I’angle entre les deux axes
Ox et Ox’, on peut vérifier, sur la figure 2.13.a, qu’on a toujours V /¢ = sin ¢,
(Ax = L sin o,,A(ct) = L). On constate également, a 1’aide de la figure 2.13.b, que

ct = xsino 4+ ct' cos o, (2.43)
X = ctsino+ x’'coso. ’
Cecl entraine
ct/ = (ct —xsina),
cos & (2.44)
x = (x —ctsina) .
cos O

11. Voir I’ouvrage de F. W. Sears et R. W. Brehme (biblio).

12. Enrique Loedel, « Aberracién y Relatividad », Anales de la Sociedad Cientifica Argentina,
vol. 145, 1948, p. 3-13 ; American Journal of Physics, vol. 25, n° 5, May 1957, p. 326-327.
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Ce sont bien les transformations de Lorentz (2.30) puisque B =sino et
Y= 1/cos .

ct

Act

(@) (b)

Figure 2.13 Diagrammes de Loedel : (a) une portion de la ligne d’univers d'un objet
immobile dans le référentiel R est représentée ; (b) les coordonnées d'un événement E
sont indiquées dans les deux référentiels.

On considere parfois que les diagrammes de Loedel sont plus faciles & utiliser
que les diagrammes de Lorentz '3, mais beaucoup plus d’articles ont été consacrés
a ces derniers. C’est pourquoi les diagrammes de Lorentz sont utilisé€s dans cet
ouvrage.

b) Diagramme de Minkowski

O_.

Figure 2.14 Diagramme de Minkowski. La ligne en pointillé représente une ligne d’univers
de photons. L'unité de longueur est indiquée sur les axes.

13. J. Rekveld, « New Aspects of the Teaching of Special Relativity », American Journal of
Physics, vol. 37, n° 7, July 1969, p. 716-721.
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Il est également possible de représenter graphiquement les transformations de
Lorentz en partant d’un diagramme d’espace-temps comme celui de la figure 2.5.
Les relations (2.30) impliquent que les points tels que ¢ = 0 sont donnés par la
droite d’équation cr = B x et que les points tels que x’ = 0 sont donnés par la droite
d’équation x = B ct. Ces deux droites sont respectivement les axes Ox’ et Oct’ du
référentiel R’, animé d’une vitesse Bc par rapport au référentiel R (voir figure 2.14).
Elles sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice.

Sur un tel diagramme, dit de Minkowski, plus de deux référentiels en mouvement
relatif peuvent étre dessinés, ce qui est impossible avec les diagrammes de Loedel
et de Lorentz. Le diagramme de Minkowski est, de loin, la plus utilisée des repré-
sentations géométriques de I’espace-temps a deux dimensions. Cependant, cette
représentation privilégie clairement un référentiel particulier « au repos », ce qui est
contraire a I’esprit de la relativité restreinte. De plus, la longueur unité change avec
le référentiel d’inertie. En effet, considérons la ligne d’équation ¢?¢> — x> = 1, qui
passe par le point (ct,x) = (1,0) du référentiel R (voir ﬁ%ure 2.14). Pour un obser-
vateur du référentiel R, cette ligne obéit a I’équation ¢t'> — x> = 1, qui passe par
le point (ct’,x") = (1,0) du référentiel R’ (voir section 2.1.3). Dans le référentiel R,
le point d’intersection de la courbe c?t> — x> =1 et de 1’axe Oct’, d’équation
x = Pet, est (ct,x) = (7,By). Le point unité de I’axe Oct’ se trouve donc, dans le
référentiel R, a une « distance » \/B2y2 + 72 = y(1 + B?)!/2 de I’origine spatiotem-
porelle. On montre de méme que le point unité sur I’axe Ox’ se trouve a la distance
v(1 4+ B?)!/? de I’origine spatiotemporelle. Dans un diagramme de Minkowski, la
ligne d’univers d’un photon est toujours une droite inclinée a 45° pour tous les réfé-
rentiels représentés. Cependant, a cause de la distorsion de ’unité d’un référentiel
a lautre, les calculs sont moins aisés a mener dans un diagramme de Minkowski
que dans un diagramme de Loedel ou de Lorentz. C’est pourquoi nous avons choisi
de travailler avec ces derniers dans cet ouvrage.

¢) Diagrammes circulaires

Les diagrammes de Minkowski, de Loedel et de Lorentz sont des cas particuliers
d’une représentation géométrique de I’espace-temps plus générale!*. Signalons,
pour étre complet, qu’une représentation d’un tout autre genre a été développée '°.
Elle est basée sur des cercles mais reste cependant peu utilisée et nous semble moins
intéressante, d’un point de vue pédagogique, que les diagrammes de Lorentz.

14. Robert W. Brehme, « Geometric Representations of the Lorentz Transformations »,
American Journal of Physics, vol. 32, n° 3, March 1964, p. 233.

15. Seiichi Asano et Shiro Asano, A Novel Concept for Understanding the Special Theory of
Relativity. The Space-Time Circular Diagram Method, Gakujutsu Tosho Publishing Company,
1994,
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EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 261.

Dans les exercices suivants, R et R’ sont deux référentiels d’inertie dont les mesu-
res sont reliées par une transformation spéciale de Lorentz de vitesse V le long de
I’axe Ox. Les coordonnées d’un événement dans le référentiel R sont notées (z,x) ;
celles du méme événement dans le référentiel R’ sont notées (¢, x’).

2.1 Synchronisation des horloges
Trouver des procédures pour synchroniser des horloges d’un référentiel d’inertie,

autres que celle décrite dans la section 2.1.2.

2.2 Changement d’origine

Que deviennent les transformations de Lorentz (2.15) si le signal lumineux de la
figure 2.2 est €émis depuis le point de coordonnées spatiotemporelles (cty,xo, yo,20)
dans le référentiel R ?

2.3 Une rotation particuliere

Montrer que si les coordonnées spatiotemporelles (ct,x) et (ct’,x”) sont reliées par
une transformation spéciale de Lorentz, alors les coordonnées spatiotemporelles
(ct,x") et (ct’,x) sont reliées par une rotation. Illustrer avec les diagrammes de
Lorentz.

2.4 Une vitesse particuliére

Dans un diagramme de Lorentz, la ligne d’univers d’un mobile particulier est la
droite bissectrice des axes Oct et Oct’. Déterminer la vitesse de ce mobile dans les
référentiels R et R'. Qu’a de particulier I’équation du mouvement ?

2.5 Une particularité graphique

Expliquer pourquoi les facteurs vy, By et K ont un comportement quasi-linéaire en
fonction de B dans le diagramme logarithmique de la figure 2.4.

2.6 Evénements ponctuels

(a) Si deux événements se produisent en un méme point d’un référentiel d’inertie
R, montrer que leur ordre temporel est le méme dans tous les référentiels
d’inertie et que leur écart en temps est minimal dans le référentiel R.
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(b) Si deux événements se produisent au méme instant dans un référentiel d’inertie
R, montrer qu’il n’existe pas de limite a leur écart en temps dans les autres réfé-
rentiels d’inertie possibles et que leur séparation en espace varie de I’infini a une
valeur minimale qui est précisément celle mesurée dans R.

2.7 Détermination du facteur y

On considere un référentiel d’inertie R’, dont ’axe O’x’ se déplace avec la vitesse
V1 le long de I’axe Ox d’un autre référentiel d’inertie R. On écrit les formules de
transformation entre les coordonnées sous la forme

t" = y(V)(t = a(Vi)x).
X = y(V)x — Vi),

Soit un troisieme référentiel R”, dont I’axe O”x” est en translation rectiligne uni-

forme avec la vitesse V, par rapport au référentiel R’, toujours le long de ’axe Ox.

(a) En imposant que le passage des référentiels R a R” et des référentiels R a R”
s’écrit sous la forme donnée précédemment, déduire la forme de la fonction
o(V).

(b) En examinant le mouvement d’un photon le long de ’axe Ox, préciser I’ex-
pression de ou(V).

(c) Montrer que y(V) est une fonction paire, puis trouver son expression. Vérifier
que nous avons affaire a la transformation de Lorentz spéciale (2.30).



Chapitre 3

Le temps et la relativite

1l était une fois une dame appelée Claire
Qui voyageait plus vite que la lumiere.
Elle partit un jour relativement

Et revint le soir précédent.

A. H. R. BULLER (1923)

Nous nous plagons dans la situation particuliere o les référentiels R et R’ ont des
axes paralleles et ol le référentiel R’ se déplace a la vitesse V le long de I’axe Ox
dans le référentiel R. Les transformations de Lorentz correspondantes sont données
par les formules (2.28).

3.1 LA NOTION DE SIMULTANEITE

7 7
| —>
GO W10

Figure 3.1 Expérience de pensée illustrant le caractére relatif de la notion de simultanéité :
les signaux lumineux émis par deux lampes fixées aux extrémités d'un véhicule
en mouvement atteignent le passager situé au centre du véhicule
quand celui-ci passe devant I'observateur au sol.
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Soient deux événements A et B, de coordonnées respectives (f4,x4) et (fp,xp),
simultanés dans le référentiel R, ce qui implique donc 4 = t5. Dans le référentiel
R', les mémes événements se produiront a des instants ¢/, et ; donnés, en vertu des
relations (2.28), par

cty =vy(cta —PBxa) et cty =vy(ctg —PBxp). (3.1)

En soustrayant ces relations membre a membre et, en tenant compte de la condition
de simultanéité dans le référentiel R, on obtient

/ YP V(xp —x4)

/o " _ —
Ip —Ip= C(XB XA)—sz-

Les instants ¢/, et 15 indiqués par les horloges du référentiel R’ sont donc différents

(3.2)

si x4 # xp, de sorte que la simultanéité perd le caractere absolu qu’on lui attribue
en relativité galiléenne.

Cette conclusion peut sembler €trange mais c’est une conséquence inévitable des
transformations de Lorentz. Imaginons la situation suivante : un observateur se
trouve au milieu d’un véhicule qui passe rapidement devant un autre observateur
immobile au sol. Aux deux extrémités du véhicule sont fixées deux lampes. Elles
s’allument un bref moment de telle manicre que les éclairs de lumiere sont percus
par I’observateur du véhicule au moment ou il passe devant I’observateur au sol
(voir figure 3.1). Pour chacun des deux personnages, les deux signaux lumineux
sont recus au méme moment. Quelles conclusions vont donc tirer ces deux obser-
vateurs quant aux moments d’allumage des lampes ?

L’observateur dans le véhicule se dit : « Je me trouve au milieu du véhicule a
égale distance des deux lampes. Je vois les deux éclairs lumineux au méme
moment. Puisque la vitesse de la lumiere est toujours la méme et égale a c, les deux
lampes ont évidemment été allumées au méme moment. »

L’observateur au sol arrive cependant a une conclusion différente. En effet, il se
dit : « Je vois les deux éclairs de lumiere alors que je suis exactement en face du
milieu du véhicule, a la méme distance des deux lampes. Les rayons lumineux ont
mis un certain temps pour me parvenir, alors que le véhicule se déplagait pendant
ce temps. La lampe en queue de véhicule était donc plus éloignée de moi que celle
en téte au moment de I’émission des signaux lumineux. La lumiere émise par les
deux lampes a ainsi parcouru des trajets inégaux ; celle émise en queue de véhicule
a traversé une plus grande distance. Puisque la vitesse de la lumiere est toujours la
méme et égale a c, et que j’ai vu les deux éclairs au méme moment, j’en conclu que
la lampe en queue de véhicule a été allumée avant celle en téte. Les deux émissions
n’ont donc pas €té€ simultanées. »

Bien que cet exemple soit particulicrement parlant, il fait intervenir un effet
visuel dii aux délais de transmission de la lumiere. Il est important de signaler que
le caractere relatif de la notion de simultanéité est indépendant de toute perception
visuelle. On peut s’en convaincre en examinant le diagramme de Lorentz de la
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Figure 3.2 Deux événements simultanés dans le référentiel R
ne le sont plus dans le référentiel R'.

figure 3.2 ou sont représentés deux événements A et B, simultanés uniquement dans
le référentiel R. En introduisant la grandeur intermédiaire L, on obtient

Xp—X4 = LCf)S Q, (3.3)
c(ty —ty) = Lsina,
c’est-a-dire c(t) —t) = (xp — x4) tano.. En utilisant les relations (2.38), on
retrouve bien I’expression (3.2).

Remarquons enfin que, tout comme dans le cas de ’horloge a photons (voir sec-
tion 1.5), les rayons lumineux jouent le role privilégi€ de messager fiable. Cela est
di au fait que leur vitesse de propagation est la méme pour tous les observateurs. Il
est bien siir possible d’utiliser d’autres vecteurs d’information, mais il faut alors &tre
particulierement prudent quant a I’interprétation des observations qui en résultent.

3.2 TEMPS PROPRE ET DILATATION DES TEMPS

Considérons dans le référentiel R deux horloges Hy4 et Hp synchronisées, au repos
sur ’axe Ox et, dans le référentiel R’, une horloge H' au repos sur I’axe O'x’.
Désignons par A (B) 1’événement qui correspond au passage de H' a I’endroit
occupé par Hy (Hp). Cette situation est illustrée sur la figure 3.3.

Ces événements A et B sont caractérisés par les coordonnées d’espace-temps
respectives (f4,x4) et (tg,xp) dans le référentiel R, et par (¢},x/,) et (t5,x,) dans
le référentiel R’. Etant donné que H’ est au repos dans le référentiel R’, nous avons
x’y = x. En vertu des relations (2.28) on a alors
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Figure 3.3 |Illustration du phénomene de dilatation des temps
par des horloges en mouvement relatif.

cty = y(cty + Bx)y) et ctg = y(cty + Pxp). (3.4)

En soustrayant ces relations membre a membre et en tenant compte de la condition
x’y = X}, on obtient

tp —th =Yty — ty). (3.5)

Un intervalle de temps 7 (0) mesuré par un observateur au repos par rapport a une
horloge (T (0) = t; — ¢/, pour I’horloge H') est donc uni a I’intervalle de temps cor-
respondant 7' (V') mesuré dans un référentiel ou cette horloge se déplace a la vitesse
V constante (T (V) = tp — t4) par la relation

7(0)

T(V)= ————=>T(0). (3.6)
1—V2/c?

Cette relation traduit le phénomene de dilatation des temps (voir section 1.5). On
constate donc que la marche d’une horloge en mouvement est plus lente que celle
d’une horloge au repos. Cependant, la modification de 1’écoulement du temps est
réciproque : si du point de vue du référentiel R I’horloge du référentiel R’ retarde,
du point de vue du référentiel R’ c’est I’horloge du référentiel R qui retarde !. C’est
la preuve que le phénomene est uniquement d’origine cinématique et n’est pas lié
aux propriétés des horloges qui changeraient lors de leur déplacement.

La mesure d’intervalles de temps est une procédure délicate (et source de faux
paradoxes) en relativité restreinte. Profitons de 1’expérience décrite ci-dessus pour
introduire la notion de temps propre.

On appelle temps propre écoulé entre deux événements la durée mesurée par une
horloge unique, I’horloge occupant successivement les mémes coordonnées
d’espace que ces événements.

1. Cette situation ne génere pourtant aucun paradoxe (voir section 3.7).
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Ainsi dans I’exemple qui précede, 1, — ¢/, est un intervalle de temps propre : il est
mesuré par une seule horloge H’, les deux événements « rencontre avec 1’horloge
H, » et « rencontre avec I’horloge Hp » ayant lieu tous deux au point de I’espace ou
se trouve 1’horloge H'. L’intervalle de temps tp — t4 est bien la durée écoulée entre
les deux mémes événements mais mesurée par deux horloges distinctes H4 et Hp de
I’axe Ox du référentiel R. Dans ce cas, on parle parfois d’intervalle de temps impro-
pre. Nous reviendrons sur ces importantes notions dans la section 8.4.

La conclusion a laquelle nous sommes arrivés peut donc s’énoncer sous la forme
suivante : « Un intervalle de temps impropre séparant deux événements est dilaté
par rapport a I’intervalle de temps propre correspondant aux mémes événements ».

L’expérience ci-dessus peut €tre représentée graphiquement. Considérons la
figure 3.4 sur laquelle sont indiquées les lignes d’univers des horloges Hy, Hp et
H', et les événements A et B. On voit que

cA\t = L,

3.7
cAt" = Lcosaq, G-7)

c’est-a-dire cAt’ = cAt cos o0 = cAt\/1 — V2 /c%, ce qui est bien la formule (3.6).

ct] ct

Vo

\Lxgne

d’univers de H’

- TN Ligne
'-._ d’univers de H,
Ligne § .

d’uniters de H, A'

Figure 3.4 lllustration du phénomeéne de dilatation des temps
dans un diagramme de Lorentz.

Le phénomene de la dilatation des temps a pu étre vérifié expérimentalement au
moyen d’horloges atomiques tres précises embarquées a bord d’avions de ligne et
dont les indications ont été comparées a une horloge atomique témoin restée au sol?

2. J. C. Hafele et Richard E. Keating, « Around-the-World Atomic Clocks », Science, vol. 177,
14 July 1972, p. 166-170. 1l est a noter que, la gravitation jouant un réle important dans I’expé-
rience, la relativité restreinte ne suffit pas a analyser les résultats ; la relativité générale est abso-
lument nécessaire.
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(voir exercice 1.2). Dans la section 4.5, nous verrons que seule la dilatation des
temps peut expliquer le comportement des mésons rapides produits dans la haute
atmosphere par les rayons cosmiques. Nous reviendrons également sur ce phéno-
mene dans les sections 3.7, 8.4 et 8.8.

3.3 STRUCTURE CAUSALE DE L'ESPACE-TEMPS

ct’

Figure 3.5 Les deux événements A et B ne peuvent étre causalement connectés car leur
ordre d'apparition s’inverse en passant du référentiel R au référentiel R'.

Soit un événement A qui est la cause de 1’événement B. Cela signifie que B ne
peut exister que si A a préalablement existé. L' événement A est donc antérieur a
I’événement B. Il semble logique de demander que si A est la cause de B dans un
référentiel R, il en soit de méme dans tout autre référentiel R’, et donc que 1’évé-
nement A soit également antérieur a I’événement B dans les autres référentiels.
C’est ce qu’on appelle le principe de causalité.

Dans le cadre de la relativité galiléenne, il ne peut en étre autrement car le temps
absolu est le méme pour tous les référentiels. Cependant sous les transformations de
Lorentz, les intervalles de temps sont relatifs. Soient (t4,x4) et (fp,xp)les coor-
données spatiotemporelles respectives des événements A et B dans le référentiel R,
avec forcément tp — 14 > 0. Pour fixer la situation, supposons en outre que
xp — x4 > 0. Puisque A est la cause de B, il faut qu’ une information physique soit
parvenue de x4 a xp. La vitesse moyenne de propagation de cette information est
donnée par w = (xp — x4)/(tp — t4). Dans un autre référentiel, les événements A
et B sont respectivement de coordonnées (7,x/,) et (t5,x}). Calculons I’intervalle
de temps 15, — t/,. En fonction des relations (2.28), on trouve

tg— 1ty = Y<(tB —14) — %(XB — XA)) . (3.8)

Si A est la cause de B, on s’attend a avoir tl’g — t;‘ > 0. Pour que cette relation soit
satisfaite, il faut, d’apres la formule (3.8), que
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tp— 14 > g(xB —Xa), (3.9
c’est-a-dire
B< . (3.10)
w

Siw < c alors c/w > 1, et la condition (3.10) est toujours satisfaite quelle que soit
la vitesse V (inférieure a c¢) du référentiel R'. Si w > ¢, alors on peut toujours trou-
ver un référentiel R’ dont la vitesse relative au référentiel R soit suffisamment
importante, tout en restant inférieure a ¢, pour que la condition (3.10) ne soit pas
remplie. Dans ce cas, I’ordre des événements est inversé dans le référentiel R’.

On peut en conclure que pour que deux événements soient causalement connec-
tés, il faut que

BT < G.11)

Ip — 14

Autrement dit, une information « physique », c’est-a-dire voyageant a une vitesse
toujours inférieure ou égale a celle de lumiere, doit pouvoir se propager d’un évé-
nement a I’autre. La figure 3.5 montre deux événements manifestement causale-
ment indépendants.

3.4 VITESSES SUPRALUMINIQUES ET VOYAGES
DANS LE TEMPS

Les transformations de Lorentz (2.28) nous indiquent que la vitesse d’un mobile
matériel ne peut excéder la vitesse de la lumiere dans le vide. Imaginons cependant
qu’une particule puisse se déplacer a une vitesse supraluminique, c’est-a-dire supé-
rieure a la vitesse de la lumiere dans le vide. Cette situation est illustrée sur la figure
3.6. La ligne d’univers de la particule est telle que, dans le référentiel R, elle atteint
le point x4 au temps t4 (€vénement A) et un peu plus tard le point xp au temps 73
(événement B). Pour un observateur du référentiel R, cette particule se déplace
manifestement plus vite que la lumiere (xp — x4 est supérieur a ctp — ct4) mais
progresse dans le sens normal du temps (vers le futur). Cependant pour un obser-
vateur du référentiel R’, I’événement B se produit avant I’événement A, c’est-a-dire
que la particule remonte le temps 3. Ceci est évidemment relié 2 ce qui a été vu dans
la section précédente.

3. Signalons d’intéressantes discussions sur les tachyons, particules susceptibles de se déplacer
plus vite que la lumiere (voir aussi ’exercice 9.7), dans les références suivantes : P. J. Nahin,
Tech Note 7, p.475 (biblio); O. M. P. Bilaniuk, V. K. Deshpande et E.C.G. Sudarshan,
« “Meta ” Relativity», American Journal of Physics, vol. 30, n° 10, October 1962, p. 718-723 ;
G. Feinberg, « Possibility of Faster-Than-Light Particles », Physical Review, vol. 159, n°5,
25 July 1967, p. 1089-1105 ; O. M. P. Bilaniuk et E. C. G. Sudarshan, « Particles beyond the
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Figure 3.6 Une particule supraluminique progressant normalement vers le futur
dans le référentiel R, mais remontant le temps dans le référentiel R'.

Un véhicule capable d’atteindre des vitesses supraluminiques pourrait sans doute
voyager dans le temps vers le passé. Le probléme est que le « mur de la lumiere »
est infranchissable. Cela sera illustré, par exemple, dans les sections 8.8, 9.2 et
10.2.1.

lllustration 3.1 Dessins de Raoul Giordan, extraits de Météor n° 110 (Artima, 1962).
La description de I'univers tel qu’il pourrait étre percu par des voyageurs temporels en
route vers le passé restera sans doute a jamais un priviléege d’auteurs de science-fiction.

Signalons que dans le cadre de la relativité générale, certaines distorsions subti-
les de I’espace-temps autorisent, en principe, I’exploration du passé sans jamais
dépasser la vitesse de la lumiere. Une particule, empruntant ce que 1’on appelle

Light Barrier », Physics Today, May 1969, p.43-51 ; O. M. P. Bilaniuk et al., « More About
Tachyons », Physics Today, December 1969, p. 47-52.
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communément un trou de ver 4, pourrait rejoindre son propre passé et ainsi modi-
fier son futur en engendrant a priori toutes sortes de paradoxes temporels. Certains
physiciens pensent toutefois que les lois (encore a venir) de la gravité quantique
interdisent la création d’une « machine temporelle ». D’autres pensent que le
voyage dans le temps pourrait étre possible sans que cela implique 1’existence du
moindre paradoxe temporel >.

A quelles observations pourraient donc se livrer des voyageurs temporels remon-
tant le cours de ’histoire au rythme de plusieurs siecles par seconde ? Nul ne le
saura sans doute jamais. Un voyage temporel vers le futur, sans retour possible, est
en revanche tout a fait envisageable, du moins en théorie (voir sections 3.7, 8.8 et
10.2.1). La perception du monde extérieur que pourrait avoir un étre humain effec-
tuant un tel voyage est partiellement étudiée dans les sections 3.7.1, 5.3 et 9.5.4.

3.5 PRESENTS ABSOLU ET RELATIF

Toutes les informations lumineuses que nous percevons a un endroit et a un instant
donnés, qui définissent I’événement E, proviennent d’événements situés sur le cone
de lumiere passé issu de cet événement E. Ce cone de lumiere constitue ce que I’on
appelle le présent relatif de I’événement E. Le présent est donc une coupe conique
a trois dimensions effectuée dans notre espace-temps a 4 dimensions ©. Le présent
absolu du méme événement E est constitu€¢ de I’ensemble des événements possé-

Présent
ct absolude E

/ / 5
Présent
relatif de F
Z/ ___________________________

N

Figure 3.7 Portions du présent absolu et du présent relatif d'un événement E
dans un espace-temps de Minkowski caractérisé par deux dimensions spatiales.

4. « Wormhole » dans la terminologie anglophone. Voir, par exemple, Michael S. Morris et Kip
S. Thorne, « Wormholes in spacetime and their use for interstellar travel: A tool for teaching
general relativity », American Journal of Physics, vol. 56, n° 5, May 1988, p. 395-412 ; Michael
S. Morris, Kip S. Thorne et Ulvi Yurtsever, « Wormholes, Time Machines, and the Weak Energy
Condition », Physical Review Letters, vol. 61, n° 13, 26 September 1988, p. 1446-1449.

5. Pour une discussion approfondie de ces problemes, on peut consulter, par exemple, les livres
de P. J. Nahin (biblio), de I. D. Novikov (biblio) et de K. S. Thorne, chap. 14 (biblio).

6. Lorsque vous regardez le ciel la nuit, le présent relatif est tout simplement la vofite céleste !
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dant la mé&me coordonnée temporelle que E, c’est-a-dire la totalité de 1’'univers au
méme instant. Ces notions sont illustrées sur la figure 3.7.

Au moment ol deux observateurs en mouvement relatif se croisent, ils ont le
méme présent relatif, mais ils ne peuvent s’accorder sur les événements qui sont
simultanés a leur rencontre ; ils ont des présents absolus différents (voir section
3.1). Cette situation est illustrée sur la figure 3.8. Méme si leur vitesse relative est
tres faible, un événement se produisant tres loin du lieu de rencontre peut étre asso-
cié a des dates tres différentes par chaque observateur. Par exemple, une différence
de date de 5 jours sépare un événement localisé€ dans la galaxie d’ Andromede pour
deux observateurs se déplacant sur Terre avec une vitesse relative de 5 km/h (voir
équations (2.31)).

Ligne
d'universde A , ct Ligne
d'unjvers de A’

Présent
absolu de A’

Présent
relatif de
Aetde A’

Figure 3.8 Diagramme de Lorentz représentant les présents absolus et relatifs de deux
observateurs en mouvement relatif de vitesse uniforme, au moment ou ils se croisent.

Galaxie

lointaine

T

Terre
3 000 000 a-l

100 000 a-1

Figure 3.9 La lumiére émise du centre d’'une galaxie circulaire d'un diamétre
de 100 000 années-lumiere, dont le centre est distant de 3 millions d’années-lumiére
de la Terre, et dont le plan est perpendiculaire a la ligne de visée, nous parvient 417 ans
avant celle émise du bord de la galaxie.
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Le fait de ne recevoir que les signaux lumineux issus d’événements du présent
relatif signifie que plus un événement que nous percevons est éloigné dans 1’espace,
plus il est loin dans le passé. En particulier, la perception que nous avons d’une
galaxie est une perception spatiotemporelle. Nous la voyons telle qu’elle était loin
dans le passé€ mais, de plus, les parties de la galaxie les plus proches de nous sont
percues bien avant les parties les plus éloignées. On peut donc dire qu’une galaxie,
d’un point de vue observationnel, est un objet tres étendu a la fois dans I’espace et
le temps (voir figure 3.9).

3.6 * LA FLECHE DU TEMPS

Pour la physique newtonienne, I’espace et le temps sont absolus. Ce dernier
s’écoule uniformément au méme rythme en tout point de ’'univers. Avec la phy-
sique d’Einstein, le temps devient relatif puisque son écoulement dépend en fait du
mouvement de 1’observateur. Les transformations de Lorentz, généralisations de
celles de Galilée, traduisent le fait que le temps d’un observateur inertiel est un
mélange du temps et de ’espace d’un autre observateur animé d’un mouvement
uniforme par rapport a lui. Toutefois, 1’espace-temps garde son caractere absolu
(voir section 6.4) puisqu’il est toujours le cadre immuable dans lequel se déroulent
les phénomenes physiques. La relativité générale fait subir aux concepts d’espace et
de temps une modification encore plus radicale que la relativité restreinte : 1I’espace-
temps n’est plus indépendant des corps qu’il contient. Sa structure n’est plus
immuable et universelle ; elle est imposée par la distribution de la masse-énergie
des corps. Avec la relativité générale, la dissociation entre le contenant de 1’univers
(I’espace-temps) et le contenu (les corps) se voit abolie car les propriétés de struc-
ture du premier dépendent en fait du second.

Toutefois, le temps garde pour lui une particularité essentielle. Alors que le mou-
vement dans 1’espace peut se faire dans n’importe quelle direction, nous sommes
irrémédiablement entrainés du passé vers le futur, sans possibilité d’inverser ce pro-
cessus. L’ observation nous force a constater que la succession des événements et
des phénomenes est irréversible : la cause précede toujours 'effet. Cette regle,
connue sous le nom de causalité et imposée par la raison, est un des quatre grands
principes de base sur lesquels repose la théorie de la relativité restreinte (voir sec-
tion 6.2). Remarquons que, dans le cadre de cette théorie, méme certaines régions
de I’espace-temps dans le futur d’un observateur sont inaccessibles en raison de
I’impossibilité de dépasser la vitesse de la lumiere (voir la notion de 1’ailleurs d’un
événement, section 2.2.1). D’un point de vue pratique, nul n’a jamais observé de
phénomene remontant le cours du temps (voir sections 3.3 et 3.4).

Il existe manifestement une direction privilégiée du temps, ce que I’on appelle
depuis Eddington la fleche du temps. En fait, chaque domaine de la science recense sa
propre fleche du temps. Citons-en trois parmi celles qui sont le plus souvent discutées :
* La fleche radiative : dans tous les phénomenes radiatifs, une onde apparait tou-

jours apres son émission par une source, ce qui conduit inévitablement a 1’extinc-
tion progressive de celle-ci.
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* La fleche thermodynamique : I’entropie d’un systéme fermé (mesure de son désor-
dre) ne peut que rester constante ou augmenter ; connue aussi comme seconde loi de
la thermodynamique, cette fleche est la plus ancienne reconnue par la physique.

* La fleche cosmologique : I’expansion de 1’'univers détermine manifestement une
direction temporelle.

D’autres fleches du temps peuvent étre définies. Par exemple, la fleche psycholo-
gique est liée a la perception que nous avons de la durée. Elle est tres certainement
une conséquence de la fleche biologique traduisant les capacités d’auto-organisa-
tion de la matiere vivante. Cette derniere propriété semble étre en contradiction avec
I’orientation de la fleche thermodynamique mais elle est probablement en accord
avec elle si I’entropie de I’environnement est prise en compte.

L’un des buts de la physique est certainement d’établir les connexions entre les
différentes fleches du temps pour rechercher une éventuelle fleche maitresse, dont
certains pensent qu’il pourrait s’agir de la fleche cosmologique. C’est un probleme
largement ouvert et une discussion approfondie du probleme de la fleche du temps
sort du cadre de ce livre ; il est heureusement évoqué dans de nombreux ouvrages
et articles 7.

3.7 LE « PARADOXE » DES JUMEAUX

ct’ ct

Ligne d'univers
de I'horloge A

x

Figure 3.10 |Illustration du paradoxe des jumeaux de Langevin : diagramme de Lorentz
pour le trajet aller retour d’une horloge se déplagant a une méme vitesse constante
sur les deux parties du trajet ; point de vue des référentiels R et R'.

7. Voir par exemple : Stephen Hawking, Une breve histoire du temps, Flammarion, 1989,
chap. 9 ; Roger Penrose, L’esprit, I’ordinateur et les lois de la physique, InterEditions, 1992,
chap. 7 ; Etienne Klein et Michel Spiro édit., Le temps et sa fleche, Diderot Editeur, 1995 ; H. D.
Zeh, The Physical Basis of The Direction of Time, Springer, 4° éd., 2001 ; ’ouvrage de
I. D. Novikov (biblio).
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Les critiques les plus fréquentes qui ont été faites a I’encontre de la relativité res-
treinte concernent le comportement des horloges en mouvement relatif.
Considérons deux telles horloges A et B, qui sont synchronisées au moment ou elles
passent I’une devant 1’autre. En raison du phénomene de dilatation des temps, un
observateur accompagnant I’horloge A devrait constater que 1’horloge B retarde par
rapport a la sienne. De méme, un observateur accompagnant 1’horloge B devrait
également constater que 1’horloge A retarde par rapport a la sienne. Supposons
qu’apres s’étre éloignée de 1’horloge B pendant un certain temps, I’horloge A fasse
demi-tour et repasse devant B. Lorsque les deux horloges se retrouveront au méme
point de I’espace, leurs mesures de temps pourront &tre facilement comparées. La
relativité semble donner un résultat absurde puisque chacune des deux horloges
devrait indiquer un temps inférieur a 1’autre.

Il n’en est en fait rien, car la relativité restreinte fait une tres nette distinction
entre référentiels inertiels et non inertiels. Pour comparer les horloges au méme
point, au moins une des deux horloges doit subir une accélération par rapport a un
référentiel d’inertie. Or, contrairement a la vitesse, I’accélération est une grandeur
absolue 8 : elle peut étre mesurée a ’aide d’un accélérometre emporté par un ob-
servateur sans qu’il soit nécessaire de se rapporter a d’autres référentiels (voir sec-
tion 8.7). Comme nous allons le voir, le résultat est que 1’horloge de 1’observateur
qui a subi des accélérations mesure une durée moins importante que 1’horloge qui
n’en n’a pas subi.

Ce phénomene est connu sous le nom de paradoxe des jumeaux de Langevin. Ce
nom vient du fait que, si on remplace les horloges par des fréres jumeaux et que 1’un
des deux est envoy€ dans 1’espace a bord d’un astronef trés rapide tandis que 1’au-
tre reste sur Terre, alors a son retour I’astronaute aura moins vieilli que son frere °.
Ce phénomene surprenant, mais indiscutable, a été présenté de cette maniere pour
la premiére fois en 1911 par le physicien Paul Langevin 0.

Considérons trois référentiels R, R’ et R” unis par des transformations spéciales
de Lorentz, de telle maniére que le référentiel R’ se déplace dans le référentiel R a
la vitesse V suivant I’axe Ox, tandis que le référentiel R” se déplace dans le réfé-
rentiel R a la vitesse —V suivant le méme axe. Imaginons que 1’horloge A, initiale-
ment au repos dans le référentiel R, accélere instantanément jusqu’a la vitesse V,
se déplace uniformément a cette vitesse suivant I’axe Ox, s’arréte instantanément et
répete les mémes manceuvres en sens inverse pour finalement revenir a son point de
départ. Cette situation est illustrée sur la figure 3.10, ou I’on suppose que I’horloge
A part de x = 0 en t = 0, tandis que I’horloge B reste au repos dans le référentiel

8. Cette affirmation est a nuancer dans le cadre de la relativité générale.

9. Le paradoxe des jumeaux de Langevin est beaucoup plus délicat a résoudre dans un espace-
temps plat spatialement refermé sur lui-méme. On peut voir a ce sujet 1’article de Carl H. Brans
et Dennis Ronald Stewart, « Unaccelerated-Returning-Twin Paradox in Flat Space-Time »,
Physical Review D, vol. 8, n° 6, 15 September 1973, p. 1662-1666.

10. Paul Langevin, « L’évolution de I’espace et du temps », Scientia (Bologna), vol. X, 1911,
p. 31-54.
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R. Le référentiel R’ est le référentiel propre de 1’horloge A durant son trajet aller.
Le référentiel propre R” de cette horloge durant son trajet retour ne peut pas étre
dessiné sur la méme figure. Dans ce cas d’école, on considere que les périodes d’ac-
célération sont nulles et qu’elles ne contribuent donc pas a la durée du voyage.
Pendant la totalité du trajet aller, I’horloge A est donc considérée en mouvement
uniforme. Il en est de méme pour le trajet retour.

Figure 3.11 lllustration du paradoxe des jumeaux de Langevin : diagramme de Lorentz
pour le trajet aller retour d’une horloge se déplacant a une méme vitesse constante sur les
deux parties du trajet ; point de vue des référentiels R et R”.

Soient Ey, E», E3, les événements correspondant respectivement au départ de A,
a I’arrét de A pour faire demi-tour et au retour de A. Notons par At le temps requis
pour le trajet aller de I’horloge A dans le référentiel R, mesuré€ par I’horloge B. La
distance parcourue lors de ce trajet dans ce référentiel est Ax = VAr. Le trajet
retour de 1’horloge A s’effectuant a la méme vitesse V, sa durée est également At.
Les coordonnées spatiotemporelles (tg,xg) des événements E;, E; et E3 dans le
référentiel R sont alors respectivement (0,0), (Az,Ax) et (2Az,0). On constate sur
la figure 3.10, que I’on a bien Ax = sin o.cAf = (V/c)cAt = V At. La durée entre
les événements E; et E> mesurée par I’horloge A est par hypothese la durée mesu-
rée par les horloges immobiles et synchronisées du référentiel R'. Ce temps AT est
égal a

CcAT = cAt cos . (3.12)

La durée entre les événements E, et E3 mesurée par I’horloge B est donc égale
a Ar. Cette méme durée mesurée par I’horloge A ne peut pas étre déterminée sur la
figure 3.10 car, durant ce trajet, A n’est au repos ni dans le référentiel R ni dans le
référentiel R'. 1l faut construire un second diagramme similaire a la figure 3.10 mais
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avec ct’ — ct et ct — ct”. De cette maniére, le référentiel R” est bien caractérisé
par une vitesse relative —V par rapport au référentiel R (voir section 2.2.2). Cette
situation est illustrée sur la figure 3.11. A nouveau, on trouve cAT = cAr cos O..

Finalement, on trouve que la durée totale 74 du voyage mesurée par I’horloge A
et la durée totale 75 du voyage mesurée par I’horloge B sont données par

1
V1=Vv2/c
Les durées T4 et T sont respectivement les durées propres mesurées respective-
ment par les horloges A et B (voir section 3.2). L’horloge qui a effectué le voyage
aller retour mesure donc bien une durée inférieure a celle mesurée par 1’horloge au
repos. On retrouve a nouveau le phénomene de dilatation des temps. L’élément
essentiel de la démonstration est que 1’horloge qui accomplit le voyage aller retour

change de référentiel d’inertie en cours de route. Il faut donc qu’elle subisse une
accélération. Ce n’est cependant pas 1’accélération qui cause directement le déca-

Ty =2At, Tg=2At = Tp=Tx (3.13)

lage temporel des deux horloges, mais bien leur vitesse relative !!. Nous étudierons
dans la section 8.8 le cas plus réaliste d’un mobile soumis non pas a des accéléra-
tions instantanées mais a une accélération constante.

Cette expérience nous montre également que le phénomene de dilatation des
temps a un statut particulier : son effet est cumulatif, contrairement au phénomene
de contraction des longueurs. Cela est dii au fait que le temps s’écoule. En effet,

rr/o/ J! ﬂ?fmf JE LAGE! JE
/ CHICULER QUE .f/

17 M( J TTYLLETTTETT,
CITRIYO. / , R,
/Mll[ /l(lll ) L

308, ol
mxr; s m);
5 AR5 T QUELQLS TTOLS

lllustration 3.2 Dessins de Raoul Giordan, extraits de Météor n° 58 (Artima, 1958).
Les deux astronautes voyagent sans doute a bord d’un astronef capable de se déplacer
a une vitesse proche de celle de la lumiére.

11. Voir a ce sujet I’article de Ronald P. Gruber et Richard H. Price, « Zero time dilatation in an
accelerating rocket », American Journal of Physics, vol. 65, n° 10, October 1997, p. 979-980.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

3.7 Le « paradoxe » des jumeaux 65

apres son périple, ’horloge qui a effectué le voyage aller retour retrouve son écou-
lement du temps au repos. Mais, elle retarde : elle n’a pas « vieilli » autant que
I’horloge qui n’a subi aucune accélération. Parce que le temps s’écoule toujours
dans le méme sens, cela a produit un effet permanent.

Considérons a nouveau nos deux freres jumeaux. La durée du voyage aller retour
est plus courte pour I’astronaute que pour son frere resté sur Terre. Il est donc tout
a fait équivalent de considérer que le voyage a vitesse relativiste a eu pour résultat
de faire accomplir a I’astronaute un saut dans le futur de la Terre. Nous reparlerons
de ce phénomene dans la section 8.8.

3.7.1 Communications relativistes

Examinons comment deux « jumeaux de Langevin » en mouvement relatif pour-
raient comparer leurs mesures de temps. Ils ne peuvent le faire simplement que lors-
qu’ils occupent le méme endroit, ce qui ne se produit qu’au début et a la fin du
voyage. A un autre moment, ils peuvent se communiquer les indications respectives
de leurs horloges par des messages radio. Evidemment, il faut tenir compte dans
I’analyse du probleme de la vitesse finie des signaux radio.

Considérons une situation similaire a celle étudiée précédemment: un des
jumeaux fait un voyage aller retour en mouvement de translation uniforme, les
changements de vitesse se faisant instantanément. Travaillons dans un référentiel 7,
que nous supposerons d’inertie, attaché a la Terre. Dans ce référentiel, I’ astronaute
se déplace avec une vitesse de module constant B¢ durant un temps total 7. Il part
de la Terre (x = 0) au temps ¢ = 0 en ayant pris soin de synchroniser son horloge
avec celle de son frere. Son équation du mouvement est donc donnée par

x = Pet pour 0<r<T/2,

3.14
Be(T —t) pour T/2<t<T. ( )

Au temps t* dans le référentiel 7 correspond le temps propre T = ¢* /v pour I’as-

tronaute, avec Y = (1 — B?)~!/2. Si un photon est émis au temps f. depuis la Terre
vers I’astronaute, son équation du mouvement est x = c(t — f.). Il n’est pas diffi-
cile d’en déduire son temps de réception par 1’astronaute dans le référentiel 7, et de
1a le temps propre de réception T, pour 1’astronaute. On trouve

T, = ﬂte si tegl_BT, (3.15)
1-p 2
L=P BT autrement (3.16)
autrement. .
1+B°°¢

11 faut évidemment tenir compte du fait que les trajets aller et retour de 1’astronaute
obéissent a des équations du mouvement différentes, données par les relations
(3.14). Un photon émis vers la Terre par I’astronaute au temps propre T, est émis au
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tf (année)

O 33 3
z (année-lumiére)

Figure 3.12 Diagramme de Minkowski (voir section 2.2.3) d'un astronaute (ligne d'univers
épaisse grise) faisant un voyage aller retour dans I'espace avec une vitesse de module cons-
tant 0,6 ¢ durant une période qu'il mesure égale a 8 années. La durée de ce voyage pour
son frére jumeau resté sur Terre est de 10 ans (ligne d’univers épaisse noire). Une fois par
année de leur temps propre, les deux fréres s’envoient un message radio. L'année d'émis-
sion depuis la Terre est représentée par un rond noir, celle depuis la fusée par un rond gris.
La ligne d'univers des photons émis depuis la Terre est symbolisée par un trait tireté, celle
des photons émis par la fusée par un trait pointillé.

temps Yte dans le référentiel 7. L’équation du mouvement de ce photon est
x=cYtle(1+B) —ct si I’émission a lieu pendant le trajet aller et
x = cYte(1 — B) + c¢(BT — ) si I’émission a lieu pendant le trajet retour. De ces
expressions, on tire le temps de réception ¢, du signal par le frere resté sur Terre

1 T
L, = + Bre si T < —, (3.17)
1-p 2y
— BIC + BT autrement. (3.18)
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Remarquons qu’au début et a la fin du voyage la situation est parfaitement symé-
trique, comme le montrent les formules (3.15) a (3.18). Aucun point de vue n’est
privilégié tant que I’astronaute ne change pas de référentiel d’inertie en faisant
demi-tour. Signalons, pour €tre complet, qu’en raison du mouvement relatif entre
I’émetteur et le récepteur les signaux radio sont captés avec des caractéristiques
(direction de propagation, fréquence, intensité) différentes de celles avec lesquelles

ils sont émis (voir sections 3.7.2, 9.5.2 et 9.5.3) 12,

A titre d’exemple, considérons B = 0,6 et T = 10 ans. L’astronaute s’éloigne
alors de 3 années-lumiere de la Terre avant de faire demi-tour ; pour lui le voyage
n’aura duré que 8 ans puisque Y = 1,25. Une fois par année de leur temps propre,
les deux freéres s’envoient un message radio. Cette situation est illustrée sur la figure
3.12. L’astronaute recevra en tout 10 messages ; il en conclura que 10 ans se sont
écoulés sur Terre. Son frére ne recevra que 8 messages ; pour lui I’astronaute n’aura
vieilli que de 8 années. Durant son voyage aller, 1’astronaute va recevoir deux mes-
sages, un apres 2 ans, I’autre au bout de 4 ans. Par contre, durant le trajet retour, il
va capter un message tous les six mois. Sur Terre, on recevra pendant 8 ans un mes-
sage tous les 2 ans. Ensuite un message sera capté tous les six mois jusqu’au retour
du voyageur (voir exercice 3.2).

3.7.2 Premiére approche de I'effet Doppler

Supposons donc que I’astronaute envoie ses messages vers la Terre avec une période
At, mesurée par son horloge. Les formules (3.17) et (3.18) impliquent que, sur
Terre, les périodes entre les réceptions des signaux, pendant que I’astronaute
s’€loigne Aty et se rapproche Aty , sont données par

14
1-
Aty = || —5 AT. 3.20
ap. 14+ B T ( )

Le signal électromagnétique de période donnée, qui transporte 1’information, va lui
aussi étre affecté par ce phénomeéne. La longueur d’onde A, la période T et la fré-
quence v d’un rayonnement électromagnétique monochromatique sont reliées par
les formules A = ¢ T = ¢/v. Si on convient que B est positif (négatif) quand la
source S s’éloigne (se rapproche) de I’observateur R, on déduit immédiatement, des

formules (3.19) et (3.20), que les caractéristiques Ag et Vg du rayonnement électro-

12. Les problemes de communication avec un observateur uniformément accéléré (voir section
8.8) sont étudiés dans I’article de Gerald M. Anderson, « Some problems in communications
with relativistic interstellar rockets », Journal of the British Interplanetary Society, vol. 28, 1975,
p- 168-174.
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magnétique, émis par la source, sont reliées aux mémes grandeurs Ag et Vg, mesu-
rées par I’observateur, au moyen des formules

1
Ak = %xs, (3.21)
_ 1B 3.22
VR = 1+BVS. ( )

Cet effet, qui résulte a la fois du phénomene de dilatation des temps et du temps de
transit fini que met la lumiere pour atteindre I’observateur, est appelé effet Doppler
longitudinal. Il sera étudié en détail dans la section 9.5.2.

EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 262.

Dans les exercices suivants, R et R’ sont deux référentiels d’inertie dont les mesu-
res sont reliées par une transformation spéciale de Lorentz de vitesse V le long de
I’axe Ox. Les coordonnées d’un événement dans le référentiel R sont notées (z,x) ;
celles du méme événement dans le référentiel R’ sont notées (¢, x’).

3.1 Evénements causalement indépendants

Deux événements E; et E, se produisent sur I’axe Ox. Ils ont pour coordonnées
respectives dans le référentiel R : (¢ = T,x1 = a), (b = T/2,x2 = 2a).

(a) Calculer le carré de l’intervalle d’espace-temps entre ces deux événements.
Quelle est la vitesse V du référentiel R’ dans lequel ces deux événements sont
simultanés ? Quelles conditions doivent vérifier les parametres a et T pour que
ces événements soient reliés causalement ?

(b) A quel instant #' du référentiel R’ ces événements se produisent-ils simultané-
ment ?

3.2 Communications relativistes

(a) Démontrer les formules (3.15) a (3.18).

(b) Dessiner 1’équivalent de la figure 3.12 au moyen de deux diagrammes de
Lorentz.
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3.3 Plus vite que la lumiére

(a) Montrer que si on dispose d’un appareil capable de transmettre de I’information
plus rapidement que la vitesse de la lumiere dans le vide, alors on peut commu-
niquer avec le passé. Imaginer une situation paradoxale qui pourrait résulter de
ce type d’action.

(b) On dit parfois d’une particule qu’elle est luminique si elle se déplace a la vitesse
de la lumiere. Une particule est dite infraluminique (supraluminique) si elle se
déplace moins (plus) rapidement que la lumiere. On peut introduire le qualifi-
catif d’ultraluminique pour une particule supraluminique remontant le cours du
temps. Cette derniere distinction est-elle vraiment significative ?

3.4 Oscillateur harmonique

Dans le référentiel R, un mobile effectue le long de I’axe Ox un mouvement
oscillatoire harmonique de période T autour de I’origine ; en t = fy = 0, le mobile
se trouve a son point d’élongation maximum x = d > 0 (le temps correspondant
dans le référentiel R’ est noté #;). Soit #; () le temps correspondant au premier
(second) extremum du mouvement pour les observateurs du référentiel R pour
t > 0. Les temps correspondants pour les observateurs de R’ sont notés ¢{ et t;.

(a) Comparer les intervalles de temps t{ — té et t; — tp mesurés dans les deux réfé-
rentiels ; commenter ce résultat.

(b) Comparer les intervalles de temps #;, — #) et t; — fo mesurés dans les deux réfé-
rentiels ; commenter ce résultat.

Le méme mobile effectue cette fois un mouvement oscillatoire harmonique de
méme période autour de I’origine le long de I’axe Oy. Ent = 0, le mobile se trouve
a son point d’élongation maximum y = d > 0. Quelle est I’équation du mouvement
pour les observateurs du référentiel R’ ? Commenter ce résultat.

3.5 Fusée et miroir

Un miroir, placé perpendiculairement a I’axe Ox, est situé€ a I’origine du référentiel
R, tandis qu’une fusée occupe 1’origine du référentiel R’. La fusée envoie un signal
lumineux vers le miroir qui le réfléchit vers la fusée. Le signal arrive sur le miroir
au temps 7T pour les observateurs de R.

(a) Déterminer, dans les deux référentiels, les coordonnées spatiotemporelles des
événements suivants : E réflexion du signal sur le miroir ; £ €émission du signal
par la fusée ; E> réception du signal par la fusée apres réflexion.

(b) Déterminer, dans les deux référentiels, les durées A, et Atl./ du trajet de la lumiere
incidente et les durées Ar, et Az, du trajet de la lumiere réfléchie.

(c) Comparer les durées At; + At, et Atl./ + At/, et interpréter le résultat.
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3.6 Une horloge au télescope

Une horloge s’éloigne de la Terre avec une vitesse constante V. Un astronome
I’observe a I’aide de son (puissant !) télescope. L'horloge et la montre de 1’astro-
nome indiquaient toutes deux zéro au moment du départ de 1’horloge.

(a) Quelle indication I’astronome observe-t-il dans son instrument sur le cadran de
I’horloge en mouvement quand sa propre montre indique 1’heure 7 ?

(b) Quelle est ’heure réelle indiquée par 1’horloge en mouvement quand la montre
de I’astronome indique 7" ?

3.7 Le plan d’égale heure

Un événement E sur I’axe Ox est repéré par ses coordonnées (¢,x) dans le référen-

tiel R, et par (¢',x") dans le référentiel R'.

(a) Montrer qu’a tout instant ¢ il existe un plan P parallele a Oyz dans lequel les
horloges liées a chacun des référentiels donnent la mé&me heure. Calculer
I’abcisse xp de ce plan dans le référentiel R et son abscisse x}, dans le référen-

tiel R’. Montrer que ce plan se déplace a la vitesse ¢ % dans le référen-

tiel R. Faire le lien avec I’exercice 2.4.

(b) Le plan P se trouve-t-il au milieu du segment O O’

— pour un observateur du référentiel R ?
— pour un observateur du référentiel R’ ?
— pour un observateur du référentiel 1i€ au plan P ?

(c) Deux événements E; et E, se produisent dans le plan P. Pour un observateur
de ce plan, ils sont séparés d’une durée 7.

— Calculer I'intervalle de temps 7 qui les sépare dans le référentiel R ?
— Peut-il exister entre ces deux événements un lien de causalité ?

3.8 Sources de lumiére équidistantes

On considere deux sources lumineuses situées aux points A et B de ’axe Ox, a
égale distance a de part et d’autre de 1’origine O. Ces sources sont immobiles dans
le référentiel R.

A Tlinstant = 0, dans le référentiel R, un bref signal lumineux est émis par A
(événement E1) et par B (événement E»). Le signal émis par A parvient & I’origine
O’ du référentiel R’ (événement E3), et la réception du signal émis par B en O’
constitue I’événement E4.
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(a) A quel instant 73 le signal émis par A parvient-il en O’ ? Quelle est la position
x3 de O’ a ce moment ?

(b) Calculer ;. Comparer cette valeur a #3 et justifier.

(c) A quel instant 4 le signal émis par B parvient-il en O’ ? Quelle est la position
x4 de O’ a ce moment ?

(d) Calculer tj‘. Les événements E3 et E4 sont-ils simultanés dans le référentiel R’ ?

(e) Calculer x| et t;, x} et t;. Les événements E; et E sont-ils simultanés dans le
référentiel R’ ? Justifier.

(f) Comparer #; — t; et t; — t;. Décrire la situation vue par un observateur du réfé-
rentiel R'.

3.9 Gardes dans un train

Trois gardes sont assis dans un train qui se déplace, par rapport au référentiel ter-
restre R, a la vitesse V le long de ’axe Ox. Le premier, 7, est en téte de train, le
deuxieme, M, au milieu, le troisieme, Q, en queue de train. La longueur du train
mesurée par ces personnes est L. A I'instant ol M passe devant un observateur O
du référentiel R, il regoit simultanément un signal lumineux d’alerte émis de la part
de T et Q.

(a) Trouver les coordonnées spatiotemporelles des événements Ej, « émission en
T », et E;, « émission en Q », dans le référentiel R’ li€ au train et dans le réfé-
rentiel R, sachant que les coordonnées de 1’événement « réception en M » dans
les référentiels R et R’ sont nulles.

(b) Quelle est la durée qui sépare les événements E| et E; dans les référentiels R et
R’ ? Dans ces référentiels, calculer le carré de ’intervalle d’espace-temps qui
sépare ces deux événements.

3.10 Ecrasement d’une fusée

Une fusée pénetre dans les couches de la haute atmosphere a I’altitude H, selon la
verticale (ce qui n’est pas recommandé !) a la vitesse initiale V. Les horloges de
bord et celles de la Terre marquent a ce moment le temps 0. Nous supposons
I’accélération de la pesanteur g constante.

A ce moment-13, les astronautes constatent avec effroi que le systéme de ralentisse-
ment est en panne : la fusée est livrée a elle-méme et a I’attraction de la pesanteur.
Nous cherchons a connaitre la durée de chute 7" avant I’écrasement dans le référen-
tiel terrestre (temps laissé aux contrdleurs au sol pour tenter une manceuvre de sau-
vetage), sa vitesse au moment de I’impact V,, et la méme durée T mesurée par les
horloges embarquées a bord (temps laissé aux astronautes pour tenter une répara-
tion).

Nous voulons répondre a ces questions dans le cadre des approximations décrites
dans chaque question. On sera amené a faire les développements limités d’usage.
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Pour les applications numériques et les approximations résultantes, nous prendrons
les valeurs suivantes : H = 60 km, Vy = 4 km/s, ¢ = 300 000 km/s, g = 10 m/s2.

(a) La vitesse reste constante V = Vjy au cours de la chute. Cette approximation ne
prend en compte, ni l’accélération de la pesanteur, ni le freinage di a
I’atmosphére. Calculer T®, V" et T — (),

(b) On néglige completement le frottement de I’atmosphere, mais on tient compte
de I’accélération de la pesanteur. La vitesse V (¢) dépend du temps. Le référen-
tiel de la fusée n’est plus inertiel, mais a chaque instant on peut considérer un
référentiel d’inertie dans lequel la fusée est au repos. Calculer T(z),Ve(2> et
T® 1@ 1e changement de variable y = arcsin((gz + Vj)/c) est suggéré.
Pour simplifier les calculs, on recommande d’utiliser les parametres sans
dimension o0 = 2gH / VO2 ete=gT®/c.

(c) On prend toujours en compte 1’accélération de la pesanteur, mais on essaie de
traiter les frottements dus a I’atmosphere de fagon approchée. Pour cela, on sup-
pose que la force de freinage est proportionnelle a la vitesse instantanée.
Montrer I’existence d’une vitesse limite V;. Pour I’application numérique, on
choisira V; = 400 km/h. Montrer que le temps de chute T® vérifie 1’équation
transcendante

Vo — V)V,
H = VlT(3) + (071)1 (1 _ e—gT(3)/W> (3.23)
8

et la vitesse d’écrasement VEG) I’équation

H
VO = Vg 4 T — 82 (3.24)
Vi
Résoudre numériquement ces équations. Un programme de calcul formel sim-
plifie largement la tche. La fusée a-t-elle atteint sa vitesse limite (a 1 % pres)
au moment de I’impact ?
On introduira les parametres N = V;/c,no = (Vo — Vi) /e, = (Ve@) - Vp/c.
Calculer les valeurs numériques de ces quantités et montrer que 1M; <K 1N
< Mo < 1. Montrer que la vitesse de la fusée s’écrit V (1)/c = 1 + Noe &/ Y.

Pour le calcul de ©®, on a intérét a faire le changement de variable
y = Toe #/" et a utiliser dans 1’intégrale correspondante les approximations
résultant des tres faibles valeurs des m;. Calculer T® — 1,

Conclusions (a part que les astronautes n’ont aucune chance de survivre dans cha-
cune des situations !) ?
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Chapitre 4

L'espace et la relativite

Le chercheur, tout particulierement en recherche fondamentale, doit étre libre
de tenter des expériences audacieuses, de soutenir des théories révolutionnaires,
voire paradoxales. En un mot, il doit disposer du droit a I’erreur.

Pierre JoLioT (2001)

Nous nous plagons dans la situation particuliere ou les référentiels R et R’ ont des
axes paralleles et ou le référentiel R’ se déplace a la vitesse V le long de 1’axe Ox
dans le référentiel R. Les transformations de Lorentz correspondantes sont données
par les formules (2.28).

4.1 CONTRACTION DES LONGUEURS

Soit dans le référentiel R une regle au repos dont les extrémités ont pour coordon-
nées x4 et xp. Sa longueur ¢ est donc égale a xg — x4 (on suppose xg > x4). On
rappelle que les graduations d’une régle peuvent étre déterminées de fagon non
ambigué et tres précise grace a l'utilisation de signaux lumineux (voir section
2.1.2). Pour les observateurs d’un référentiel R’, uni au référentiel R par une trans-
formation spéciale de Lorentz, la régle est en mouvement de translation uniforme.
Mesurer sa longueur exige donc une procédure bien définie : il faut déterminer les
coordonnées des extrémités de la regle au méme moment dans ce référentiel.
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Figure 4.1 lIllustration du phénoméne de contraction des longueurs
dans un diagramme de Lorentz.

Soient A et B les événements correspondant a la mesure des extrémités de la
régle, de coordonnées spatiotemporelles respectives (t/;,x,) et (t5,x%) dans le réfé-
rentiel R'. Dans ce référentiel, la longueur de la régle est égale a £ = xj — x/;, si
les coordonnées des extrémités sont mesurées au méme moment dans le référentiel
R', ce qu’on exprime par la contrainte ¢/, = t,. En utilisant la relation (2.28) de la
transformation de Lorentz, on a

xa =Y(xy 4+ Betl) et xp =7y(xp+ Betp). 4.1)

En soustrayant ces relations membre 2 membre et, en tenant compte de la condition
t, = tp, on obtient

0=xp—xp=70xp—xy) =vC. 4.2)

La longueur £(V) = ¢’ d’une régle mesurée par les observateurs du référentiel ot
cette regle est en mouvement avec une vitesse V et la longueur £(0) = £ de la méme
regle mesurée dans le référentiel ou elle est au repos sont donc unies par I’équation

V) =+/1—=V2/c2£(0) < £(0). (4.3)

Cette relation traduit la contraction des longueurs. Comme dans le cas de la dilata-
tion des temps, cet effet est réciproque : si nous considérons deux regles de méme
longueur propre en mouvement relatif, alors, pour chacune, 1’autre sera plus courte.
Cette contraction est uniquement d’origine cinématique et ne signifie pas que les
regles sont le siege de forces.
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Ce phénomene de contraction des longueurs peut étre représenté graphiquement.
Considérons la figure 4.1 sur laquelle sont indiquées les lignes d’univers des extré-
mités de la reégle. On voit que (le segment de longueur L représenté sur la figure
n’est pas la regle ; ce n’est qu'un intermédiaire de calcul)

{ = L,

¢ = Lcosa, 44)
c’est-a-dire £’ = £ cos o0 = £4/1 — V2/c2, ce qui est bien la formule (4.3).

Si la regle est disposée parallelement a ’axe Oy, par exemple, on mesure la
méme longueur dans les référentiels R et R’, en vertu des transformations (2.28).
Ce résultat est clairement différent du résultat (4.3). Quand la regle est orientée per-
pendiculairement a la vitesse relative, les moments de mesure des positions des
extrémités de la régle sont sans importance, les coordonnées y, z, y’ et z’ ne variant
au cours du temps dans aucun des deux référentiels. Quand la régle est orientée
parallelement a la vitesse relative, la question de la simultanéité des mesures doit
étre examinée.

4.2 INVARIANCE DE LA DIMENSION TRANSVERSALE

Faux Faux

Figure 4.2 Expérience de pensée illustrant I'invariance de la dimension transversale.

Lorsque nous avons établi la forme des transformations de Lorentz (voir section
2.1.4), nous avons supposé que les dimensions dans les directions perpendiculaires
a la direction du mouvement n’étaient en rien affectées par les transformations.
C’est cette méme hypotheése que nous avons utilisée pour établir le phénomene de
dilatation des temps au moyen de 1’horloge a photons (voir section 1.5). Cette inva-
riance de la dimension transversale est confirmée expérimentalement par 1’ observa-
tion de faisceaux de protons et d’électrons traversant un accélérateur a des vitesses
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relativistes : aucune modification de largeur n’est mesurée. Une démonstration
rigoureuse de cette propriété sera présentée dans la section 6.2.3. Ici, nous nous
contentons d’en démontrer la validité au moyen d’une simple expérience de pen-
sée 1.

Considérons, par exemple, deux cylindres creux de méme diametre, aux extrémi-
tés ouvertes, se déplacant I’un vers I’autre a vitesse constante sur un axe qui passe
par les axes de symétrie des deux cylindres (voir figure 4.2). On suppose pouvoir dis-
tinguer ces deux cylindres, par exemple, par leur couleur ; un cylindre est baptisé A,
I’autre B. Supposons qu’un objet en mouvement soit percu comme étant plus étroit.
La situation étant parfaitement symétrique dans toutes les directions transversales,
I’effet de contraction doit s’exercer identiquement dans toutes les directions. Alors,
un observateur accompagnant le cylindre A, doit voir le cylindre B entrer dans A. De
méme, un observateur accompagnant le cylindre B, doit voir le cylindre A entrer
dans B. Cette situation est évidemment absurde. La seule conclusion possible est que
la vitesse n’a aucun effet mesurable sur la dimension transversale (ni contraction, ni
dilatation) et que les deux cylindres vont entrer en collision.

La contraction des longueurs dans la direction de la vitesse relative n’entraine
aucune contradiction. Cela sera illustré par I’expérience de pensée « Le train et le
tunnel » décrite dans la section 4.6.

4.3 TRANSFORMATION DES ANGLES

N L
N

Az’

z’
o] >

x

Figure 4.3 Transformation d'un angle pour un objet en mouvement.

Il convient d’attacher une attention particuliere a la transformation des angles. En
effet, le calcul n’est pas le méme suivant qu’on cherche a décrire la transformation
d’angles qui définissent la forme des objets, ou d’angles en tant que direction du
mouvement d’un objet par rapport a un systeme d’axes. Dans tous les cas, il
convient de revenir a la définition des angles en fonction des variables cinématiques
et appliquer les lois de transformation de ces variables.

1. Voir, par exemple, I’ouvrage de E. F. Taylor et J. A. Wheeler, p. 65 (biblio), ou le cours de
Berkeley, p. 353 (biblio).
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Dans le cas d’objets en mouvement, considérons, par exemple, une équerre liée
au référentiel R’, dont un des cotés de I’angle droit est parallele a ’axe O'x’,
comme illustré sur la figure 4.3. Dans le référentiel R’, on écrira naturellement

/

Ay
Ax’’

tan 0’ = 4.5)

Le méme angle, vu du référentiel R, sera également calculé par sa tangente

Ay A
tan = — =
Ax  Ax'/y

=ytan @', (4.6)

en vertu de la contraction des longueurs. La forme dans le référentiel R d’un objet

plan quelconque immobile dans le référentiel R’ pourra étre déterminée en triangu-
lant I’objet a I’aide de triangles droits. Dans le cas d’un objet tridimensionnel, sa
déformation pourra toujours étre calculée en décomposant 1’objet en « tranches »
paralleles a la vitesse relative des deux référentiels.

Remarquons que lorsque 6’ = 90°, on trouve 6 = 90° également. Une direction
perpendiculaire a I’axe O'x’, ¢’est-a-dire perpendiculaire a la vitesse relative dans
le référentiel R’, reste perpendiculaire pour un observateur du référentiel R. En par-
ticulier, cela signifie que les axes spatiaux des deux référentiels restent paralleles
deux a deux ; ceci est évidemment compatible avec la définition des transformations
spéciales de Lorentz donnée dans la section 2.1.4.

Les mesures de la direction de la vitesse d’une particule, faites par deux obser-
vateurs inertiels en mouvement relatif, ne concordent pas. Pour déterminer le chan-
gement apparent de direction de cette particule, on peut utiliser son équation du
mouvement, les composantes de sa vitesse, ou éventuellement les composantes de
son impulsion. Ce probléme sera abordé dans les sections 7.5 et 8.5 pour les parti-
cules matérielles, et dans les sections 9.5.2 et 9.5.4 pour les photons.

4.4 TRANSFORMATION DES VOLUMES

R 4y R’ v
—
1%
>
(0] o’ ’

z 2

Figure 4.4 Transformation du volume d'un cube en mouvement.
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Considérons un cube au repos dans le référentiel R’ (voir figure 4.4). Supposons
que ses cOtés soient de longueur D et que quatre de ses sommets soient localisés
aux points (0,0,0), (D,0,0), (0,D,0), (0,0,D) dans le systeme orthonormé de
coordonnées (x’,y’,7’). Dans le référentiel R, les cotés paralleles a ’axe Ox appa-
raitront contractés par un facteur y~' = /1 — V2/c2, tandis que les cotés paralle-
les aux axes Oy et Oz garderont la méme longueur D que dans le référentiel R'.
Donc, un observateur dans le référentiel R mesure un volume y~! D3 a chaque
instant et I’objet n’est plus considéré comme un cube mais comme un parallélépi-
pede rectangle. Puisque n’importe quel solide peut &tre décomposé en volumes
cubiques élémentaires, le volume d’un solide arbitraire en mouvement uniforme est
contracté par le méme facteur. De manicre générale, les caractéristiques métriques
des objets physiques (angles, aires, volumes) perdent leur caractere absolu dans le
cadre de la relativité restreinte.

4.5 MESON © EN MOUVEMENT RAPIDE

ct’

Ligne d'univers
d’un point en

) altitude
cAt T
Ligne d'univers

d'un point au sol

xT

Figure 4.5 Un méson 7 est créé dans la haute atmosphére et se déplace verticalement
vers le sol a la surface duquel il se désintegre. L'événement E; correspond a sa création
dans la haute atmosphére et I'événement E, a sa désintégration au sol.

Le méson 7 (pion) chargé est une particule instable qui, apres sa création, se dé-
sintegre en d’autres particules. Dans son référentiel propre, sa durée de vie moyenne
(entre sa création et sa désintégration) est d’environ 2,60 x 1078 s. Les pions sont
constamment créés dans la haute atmosphere par les rayons cosmiques primaires.

La mesure de la durée de vie d’un pion en mouvement rapide peut donner une
valeur beaucoup plus importante que 2,60 x 1078 s, a cause du phénomene de dila-
tation des temps. Une évidence expérimentale de ce fait est que des pions créés dans
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la haute atmosphere sont capables d’atteindre le sol avant leur désintégration. Méme
si ces pions se déplacaient a la vitesse de la lumiere, il leur faudrait beaucoup plus
de 2,60 x 10785 pour traverser toute I’atmosphere ; en effet ¢ x 2,60 x 1085
= 7,8 m seulement. En revanche, pour un observateur se déplacant avec le pion, la
dilatation du temps ne joue pas. La capacité qu’a le pion de traverser 1’atmosphere
vient, du point de vue cet observateur, de la contraction relativiste de 1’atmosphere
due au mouvement rapide du pion.

Comme indiqué sur la figure 4.5, associons a I’événement E; la création d’un
pion. Supposons qu’une fois créée, cette particule se déplace verticalement vers le
centre de la Terre et se désintegre en touchant le sol. L’événement E» est associé a
cette désintégration. Le pion est au repos dans le référentiel R. Le point de
I’atmosphere ou la création du pion intervient et le point d’impact au sol sont au
repos dans le référentiel R', attaché a la Terre. Les référentiels sont choisis de telle
manilre que les axes Ox et O’x’” sont orientés verticalement vers le haut. Les évé-
nements E; et E, sont séparés par un intervalle d’espace-temps dont les compo-
santes respectives sont (cAt,Ax) et (cAr',Ax’) dans les référentiels R et R'.
Comme, dans notre exemple, le pion se désintegre en touchant le sol, I’intervalle de
temps At dans le référentiel du pion est égal a sa durée de vie. La distance traversée
par le pion est Ax” dans le référentiel attaché a la Terre. Du point de vue d’un obs-
ervateur lié au pion, I’épaisseur de I’atmosphere est donnée par Ax, c’est-a-dire la
distance entre le sol et I’extrémité de I’atmosphere mesurée a deux instants iden-
tiques dans le laboratoire du pion. La figure 4.5 montre que

cAt" = cAt/cosa avec coso=/1—V2/c2<]1,
4.7)
Ax = Ax'cosa.

Pour un observateur terrestre, la durée de vie du pion est augmentée, tandis que pour
un observateur li€ au pion, I’épaisseur de 1’atmosphere est réduite.

Calculons la vitesse minimale nécessaire pour que le pion traverse la totalité de
I’atmosphere avant de se désintégrer. Nous supposons que la durée de vie du pion
est exactement €gale a sa durée de vie moyenne, Ar = 2,60 x 10785, et nous sup-
posons également que Ax’ = 48 km (altitude moyenne de création des pions).
D’apres la figure 4.5 nous avons

4.8 x 10*

— 6154, (4.8
(3 x 108)(2,6 x 10-8) (4.8)

Ax' = cAttan 00 = tan o =

c’est-a-dire v/c = 0,999 999 987 . La durée de vie du pion pour un observateur ter-
restre vaut

At' = At/ coso = 1,6 x 1075, (4.9)

ce qui correspond bien a I’épaisseur de I’atmosphere (48 km) divisée par la vitesse
du pion (presque la vitesse de la lumiere). En revanche, pour un observateur lié au
pion, I’épaisseur de I’atmosphere vaut
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Ax = Ax' cos oo = 7,8 m. (4.10)

On constate que la dilatation des temps et la contraction des longueurs permettent
une interprétation cohérente du phénomene pour I’observateur lié au pion et celui
lié a la Terre.

4.6 LE TRAIN ET LE TUNNEL

Outre le probleme des jumeaux de Langevin, un autre paradoxe apparent a été pro-
posé dans le cadre des phénomenes de contraction des longueurs. Supposons qu’un
train de longueur £ (dans son référentiel propre) se dirige vers un tunnel de méme
longueur £ (dans son référentiel propre). Ce tunnel est muni d’une porte d’entrée
(E) et d’une porte de sortie (S) qui peuvent étre fermées par un opérateur au repos
dans le référentiel d’inertie du tunnel. Du point de vue de I’opérateur, le train aura
une longueur inférieure a ¢ en vertu du phénomeéne de contraction des longueurs et
pourra donc étre completement enfermé dans le tunnel. Par contre, le conducteur du
train verra un tunnel de longueur inférieure a ¢ et va donc penser que son train ne
pourra pas étre entierement contenu dans le tunnel (voir figure 4.6).

Supposons que I’opérateur du tunnel ait fait en sorte que les deux portes se fer-
ment simultanément quand 1’extrémité avant du train arrive a la sortie du tunnel. Le
train pourra-t-il étre enfermé dans le tunnel ?

. -

Iy 1

i
(b) #._._

B

Figure 4.6 Probléme du train et du tunnel : (a) point de vue de I'opérateur du tunnel ;
(b) point de vue du conducteur du train.

Pour résoudre ce probleme, 1’approche graphique est intéressante. Sur la figure
4.7, nous supposons que le référentiel R est attaché au tunnel tandis que le référen-
tiel R’ est attaché au train. Définissons les événements suivants :
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* E} : I’avant du train passe I’entrée du tunnel ; c’est I’intersection de la ligne d’u-
nivers de ’avant du train avec la ligne d’univers de (E).

* E, : I’avant du train sort du tunnel ; c’est I’intersection de la ligne d’univers de
I’avant du train avec la ligne d’univers de ().

* E5 : Darriere du train entre dans le tunnel ; c¢’est I’intersection de la ligne d’uni-
vers de I’arriere du train avec la ligne d’univers de (E).

e E4: arriere du train sort du tunnel ; ¢’est ’intersection de la ligne d’univers de
Parriere du train avec la ligne d’univers de ().

Pour I’opérateur du tunnel, la fermeture simultanée des portes se fait au temps |
dans le référentiel R. Ce temps est la coordonnée de E, sur I’axe des temps ct. Dans
le référentiel du train, la fermeture de (S) se produit au temps ¢ . Prenons garde que
si la fermeture de (E) et de (S) sont des événements simultanés dans le référentiel
R, ils ne le sont plus dans le référentiel R'. C’est cette non-simultanéité qui résout
le paradoxe. Discutons ce point un peu plus en détail. Pour cela, nous avons besoin
d’introduire deux nouveaux événements :

* E5 est I’événement « position de I’arriere du train au moment de la fermeture des
portes dans le référentiel R ». C’est le point de la ligne d’univers de I’arriere du
train qui a pour coordonnée temporelle ct; sur ’axe des temps ct. Pour 1’opéra-
teur du tunnel, le train est représenté au temps #; par le segment E; Es, compris
entierement entre les lignes d’univers de (E) et de (§S). Ainsi, pour lui, le train est
entierement contenu dans le tunnel !

* E¢ est ’événement « position de I’arriere du train au moment de la fermeture de
(S), du point de vue du conducteur du train ». C’est le point de la ligne d’univers
de I’arriere du train, qui a pour coordonnée temporelle ct{ sur I’axe des temps ct’.
On voit que Eg est en dehors des lignes d’univers de (E) et (S) ; donc I’arriere du
train n’a pas encore pénétré dans le tunnel. De plus, 2 ce moment-1a pour le
conducteur, la porte (E) n’est pas encore fermée, et I’arriere du train a encore du
temps pour s’y engouffrer.

Dans le référentiel propre du train, la porte (S) se ferme avant la porte (E).

Ce faux paradoxe illustre I’'importance de I’identification correcte des événe-
ments dans les problémes relativistes. La solution du probleme est d’identifier
I’ordre dans lequel les événements apparaissent pour chaque référentiel. Plutot que
de tenter de discuter le paradoxe en comparant les longueurs relatives du train et du
tunnel a un instant donné — ce qui est une procédure délicate car la simultanéité est
relative, il vaut mieux identifier les événements dans un diagramme d’espace-
temps. Une fois les coordonnées spatiotemporelles des événements déterminées
dans un référentiel d’inertie donné, on peut faire une transformation de Lorentz
pour trouver ces coordonnées dans un autre référentiel.

Si les portes du tunnel sont en papier, le train franchira la porte (S) sans difficulté.
Le conducteur du train ne verra jamais le train complétement enfermé dans le tun-
nel car I’extrémité avant du train franchira la porte (S) alors que I’extrémité arriere
du train n’est toujours pas dans le tunnel et que la porte (E) ne s’est toujours pas
abaissée. L’ opérateur du tunnel verra, par contre, le train complétement contenu
dans le tunnel a I’instant ou les deux portes s’abaisseront simultanément pour lui.
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Lignes d'univers

du train

son avant
son arriere

Lignes d'univers
du tunnel

son entrée

sa sortie

Figure 4.7 Diagramme de Lorentz pour le « paradoxe » du train et du tunnel.

Si les portes sont en acier, il se peut que 1’extrémité avant du train s’écrase sur la
porte (S) sans pouvoir la franchir. Dans ce cas, I’extrémité arricre ne peut pas
connaitre instantanément le sort de I’extrémité avant puisqu’aucune information ne
peut se propager plus vite que la vitesse de la lumiere. Le reste du train continuera
donc de s’enfoncer dans le tunnel alors que 1’avant est immobilisé — on se rappel-
lera que la notion de corps parfaitement solide doit étre abandonnée en relativité
(voir section 4.4). La porte (E) s’abaissera alors que le train sera complétement
contenu dans le tunnel — mais, concédons-le, dans un état tout juste bon pour la fer-
raille !

EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 263.

Dans les exercices suivants, R et R’ sont deux référentiels d’inertie dont les mesu-
res sont reliées par une transformation spéciale de Lorentz de vitesse V le long de
I’axe Ox. Les coordonnées d’un événement dans le référentiel R sont notées (z,x) ;
celles du méme événement dans le référentiel R’ sont notées (¢, x’).

4.1 Mouvement d'une regle
Pour les observateurs du référentiel R’, une régle, parallele a I’axe O’x’ se déplace
parallélement a I’axe O'y’ avec une vitesse constante v'.

(a) Calculer I’angle formé par cette regle avec I’axe Ox pour les observateurs du
référentiel R.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Exercices 83

(b) Méme question si la régle est cette fois parallele a I’axe O’y’ pour les observa-
teurs du référentiel R'.

4.2 Contraction des longueurs

Grace a I’horloge a photons, nous avons montré qu’il y a dilatation du temps par un
facteur Y = (1 — V?/c?)~1/2 entre I’horloge au repos et I’horloge en mouvement a
la vitesse de translation uniforme V. En utilisant toujours le principe de I’horloge a
photons, montrer que les longueurs sont contractées du méme facteur y entre les
deux mémes référentiels.

4.3 Le cylindre « tordu »

Un cylindre, dont le centre de gravité est immobile dans le référentiel R, a son axe
de symétrie aligné sur I’axe Ox. Il est animé dans ce référentiel d’un mouvement
de rotation de vitesse angulaire constante ® autour de son axe de symétrie. Montrer
que, pour les observateurs du référentiel R/, le cylindre est « tordu », autour de son
axe de symétrie, d’un angle B /¢ par unité de longueur propre (si des génératrices
paralleles a I’axe sont peintes sur le cylindre au repos, ces génératrices ont la forme
d’hélices dans le référentiel R').

4.4 Distance de deux impulsions lumineuses

Deux impulsions lumineuses se déplacent le long de I’axe Ox du référentiel R ; la
distance entre ces deux impulsions est L pour les observateurs du référentiel R.

(a) Calculer la distance séparant ces deux impulsions dans le référentiel R’.

(b) Interpréter ce résultat en terme d’effet Doppler. Pourquoi ne retrouve-t-on pas
simplement le phénomene de contraction des longueurs ?

(c) Retrouver ce résultat au moyen d’un diagramme de Lorentz.

4.5 Liaison radio entre une fusée et une station terrestre

Une fusée, de longueur / = 90 m dans son référentiel propre R’, se déplace selon
une trajectoire rectiligne par rapport a la Terre, a la vitesse uniforme de V = 0,8 c.
Elle est équipée a I’avant d’un récepteur radio qui lui permet de communiquer avec
une station au sol, fixe dans le référentiel R. Lorsque I’arriere de la fusée passe
devant la station située a 1’origine O du référentiel R, cette derniere lui envoie, a
I’instant pris comme origine a la fois par les horloges terrestres et par celles embar-
quées dans la fusée, un message que le récepteur de la fusée recoit a I’instant ;.

(a) Calculer #, en nanosecondes.
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(b) A quel instant ., pour les horloges de la station, le signal est-il capté par le
récepteur de la fusée ? Proposer deux méthodes pour le calcul de #,. Pourquoi
n’existe-t-il pas entre 7, et ¢, le facteur de dilatation habituel ?

(c) En déduire la distance parcourue par I’avant de la fusée a la réception du signal.

4.6 Loi de Descartes

Un photon se déplagant dans le plan Oxy du référentiel R se réfléchit sur un miroir
immobile dans le référentiel R’, placé perpendiculairement a I’axe O’x’. Donner le
lien entre les angles d’incidence et de réflexion mesurés par un observateur du réfé-
rentiel R.

4.7 Forme d'une ellipse

Une ellipse, centrée sur O’, est fixe dans le plan O’x’y" du référentiel R’ et se
déplace donc a la vitesse V le long de I’axe Ox du référentiel R.

(a) Son demi-grand axe, parallele & O’x’, a pour longueur a’ et son demi-petit axe,
parallele 2 O’y’, a pour longueur b’. Montrer que la forme de cette ellipse, déter-
minée par un observateur du référentiel R, est encore une ellipse dont on don-
nera les caractéristiques en fonction de a’, b’ et V. En particulier on s’intéres-
sera a sa vitesse de déplacement d’ensemble, a la position de ses axes de
symétrie et aux longueurs a du demi-grand axe et b du demi-petit axe. Pour
quelle valeur de la vitesse V, la forme de cette ellipse est-elle un cercle dans le

référentiel R ?

(b) On reprend ce probleme lorsque les axes de 1’ellipse dans le référentiel R’, sont
tournés d’un angle o par rapport au cas précédent (les longueurs des demi-axes
restent égales a a’ et b’). On notera o I’angle de rotation des axes par rapport a
la direction Ox dans le référentiel R.

4.8 Passage de regles

(a) Préambule : On considere deux événements E; et E; ayant lieu a I’origine O’
du référentiel R’ ; I’événement E est la coincidence de O et O’.

i. Quelle est la relation liant x; et #, ? Quelle est la valeur de x} ?

ii. Quelle relation I’invariant s> permet-il d’écrire entre les coordonnées de ces
deux événements ?

iii. En déduire la relation entre #, et té.

(b) Evénements concernant une régle : Une régle O’A’, de longueur propre /', est
fixe dans le référentiel R’. On considére deux événements : la coincidence de
I’origine O du référentiel R’ avec chacune des deux extrémités O et A’ de la
regle.
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i. Que vaut x5 — x| ?
ii. Exprimer #; — #{ en fonction de t, — 7.
iii. Ecrire I'invariant s> pour ces deux événements. En déduire /’ en fonction de
h —1.
iv. Que représente la longueur [ = V(¢ — t1) ? Interpréter la question précédente.

(c) Evénements concernant deux régles : On considere deux regles de méme lon-
gueur propre [ : une régle O A fixe dans le référentiel R (x4 = [), une régle O’A’
fixe dans le référentiel R’ (x/,, = —1).

i. La rencontre des extrémités O’ et A des deux regles constitue I’événement E;.
Calculer 1, et en déduire 7.

ii. La rencontre des extrémités O et A’ des deux régles constitue 1’événement Ej.
Montrer, sans calcul supplémentaire, comment écrire directement les expres-
sions de 1, et tﬁ. Comparer t; et t,.

iii. En utilisant la transformation de Lorentz, trouver
— I’abscisse du point B’ du référentiel R’ coincidant avec O lors de I’événement

E;.
— I’abscisse du point B du référentiel R coincidant avec O’ lors de I’événement
E>.

iv. Les deux événements E; et E; se succedent-ils dans le méme ordre dans les

deux référentiels. Conclusion ?



Chapitre 5

La vitesse et la relativite

1l n’y a pas meilleure illustration des imprévisibles retombées de la recherche
fondamentale que I’histoire d’Albert Einstein et du systeme de positionnement
global [GPS]... la prochaine fois que votre avion s’ approchera d’un aéroport
par mauvais temps, et que vous étes occupé a vous demander « la recherche
fondamentale est-elle utile ? », pensez a Einstein et au décodeur GPS

dans le poste de pilotage, vous guidant pour un atterrissage en toute sécurité.

Clifford WILL

Nous nous placons dans la situation particuliere ou les référentiels R et R’ ont des
axes paralleles et ou le référentiel R’ se déplace a la vitesse V le long de I’axe Ox. Les
transformations de Lorentz correspondantes sont données par les formules (2.28).

5.1 COMPOSITION DES VITESSES

5.1.1 Position du probléme

Soit un mobile, considéré comme ponctuel, dans un référentiel R se déplacant selon
une loi connue 7(r). Dans le référentiel R’, I’équation du mouvement est donnée par
une autre loi 7/(¢').

Choisissons un événement particulier de la ligne d’univers correspondant a la posi-
tion au temps ¢ dans R ; ses coordonnées sont (ct,x,y,z). Dans le référentiel R’ le
méme événement a pour coordonnées (ct’,x’,y’,z'). Un événement infiniment voisin
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de la ligne d’univers a pour coordonnées respectives (ct + cdt,x +dx,y + dy,z + dz)
et (ct' +cdt',x' +dx',y’ +dy',z’ + dz') dans les référentiels R et R'. Par définition,
la vitesse instantanée du mobile au temps ¢ dans le référentiel R est v =
dr/dt = (dx/dt,dy/dt,dz/dt) ; la vitesse correspondante dans le référentiel R’ est
v/ =dr'/dt’ = (dx'/dt' ,dy'/dt ,d7'/dt") . Déterminons le lien entre v et v/, que 1’on
appelle loi de composition des vitesses.

Par différentiation de la transformation (2.28) par rapport temps, il vient

cdt = y(cdt' + Bdx"). (5.1)

Le couple (z,x) jouant par essence un role différent du couple (y,z), il convient
d’étudier séparément la composante longitudinale de la vitesse (parallele a la
vitesse d’entralnement) et les composantes transversales (perpendiculaires a la
vitesse d’entrainement).

5.1.2 Composante longitudinale de la vitesse
Différentions la relation concernant la coordonnée x dans les formules (2.28)
dx =y(Bcdt’ +dx’). (5.2)

De cette expression et de la relation sur le temps (5.1), on tire

_dx dx' +vdt

g = B _ et Vdr (5.3)
%
dt dt/ —+ —zdx/
c
c’est-a-dire
v, +V
Uy = W, (54)
1+ 5
C

La relation (5.4) est la loi d’addition de deux vitesses sur un méme axe en relativité
restreinte. Il est a noter que cette formule d’addition des vitesses peut €tre obtenue
sans utiliser les transformations de Lorentz ; I’invariance de la vitesse de la lumiere

suffit 1.

5.1.3 Composantes transversales de la vitesse

Toujours grace a la transformation de Lorentz, on obtient par différentiation
dy=dy et dz=d7. (5.5)

1. Voir I’article de N. David Mermin, « Relativistic addition of velocities directly from the cons-

tancy of the velocity of light », American Journal of Physics, vol. 51, n° 12, December 1983,
p. 1130-1131.
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En vertu de la relation (5.1), on obtient par division

:d_y:d—y/ (5.6)

Uy
dt %
'Y <dt/ + —zdx/)
C

et une expression analogue pour v,. Finalement nous parvenons a I’expression de la
loi de transformation pour les composantes transversales

/ ’

v v
J et v, =

Ty L
vV vV
y(l—i— ZZ> y<1+ Zz>

Remarquons que cette loi de transformation implique que vy # v et v, # v, alors

(5.7)

Vy =

que y =y et z =z'. Ceci est dii au fait que dans le calcul de la vitesse intervient
Iintervalle de temps dr qui n’est pas invariant.

5.1.4 Propriétés des lois de composition

Ces lois de composition sont caractérisées par les propriétés suivantes :

— Cette loi se ramene a la loi galiléenne classique lorsque le produit v,V peut étre
négligé par rapport a 2.

— On montre également (voir exercice 5.3) que I'inversion des formules de compo-
sition (5.4) et (5.7) s’obtient simplement en changeant le signe de la vitesse d’en-
tralnement et en intervertissant les grandeurs primées et non primées.

— Il est important de comprendre que, dans ces formules, la vitesse d’entrainement
V est constante, mais la vitesse du mobile v ou v’ peut trés bien dépendre du
temps.

— Supposons une vitesse purement longitudinale dans R’ (v, = v’ et v; = v, =0);
on voit immédiatement que la vitesse est aussi purement longitudinale dans R
(vy = vetv, =v, =0). Le dénominateur dans la relation (5.4) a pour effet de limi-
ter la valeur maximum de |v| a c. En mettant la relation (5.4) sous la forme

(=9)0-7)

| A% ’
+C_2

(5.8)

v=_c¢

on constate en effet I’'impossibilité d’obtenir une vitesse supraluminique puisque
I’addition de deux vitesses inférieures a ¢ ne peut jamais donner une valeur supé-
rieure a la vitesse de la lumiere. Cette situation est illustrée sur la figure 5.1 dans
le cas particulier de deux vitesses égales (v' = V).
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1,5
1,0
0,5 |
Domaine physique
wt———7-+———F——+——
0.0 05 1,0 1.5

B=wvlc

Figure 5.1 Composition sur un axe de deux vitesses de méme sens égales en grandeur,
de module Bc. Lorsque B est supérieur a 1, le résultat diminue quand 3
augmente dans le cas de la composition relativiste des vitesses.

On peut également y remarquer 1’étrange comportement de cette loi d’addition
pour des valeurs non physiques de la vitesse. Pour v' = ¢, la loi d’addition donne
v = ¢ quel que soit V, en accord avec le fait que la vitesse de la lumiere dans le
vide est indépendante de I’état du mouvement de sa source. Notons que ces
remarques s’appliquent encore dans le cas plus général d’une vitesse avec des
composantes arbitraires (voir exercice 5.4).

5.2 EXPERIENCE DE FIZEAU

En 1851, Fizeau, qui suppose 1’existence de 1’éther, réalise une expérience d’inter-
férométrie pour mesurer la vitesse de la lumiere dans un milieu transparent en mou-

vement 2. Si ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide (par rapport a 1’éther), la
vitesse de la lumiere dans un milieu transparent (immobile par rapport a I’éther) est

donnée par v’ = ¢/n, ol n est I’indice de réfraction 3 de ce milieu. Supposons que

2. Une version moderne de 1’expérience de Fizeau est décrite, par exemple, dans I’article de
H. R. Bilger et A. T. Zavodny, « Fresnel Drag in a Ring Laser: Measurement of the Dispersive
Term », Physical Review A, vol. 5, n° 2, February 1972, p. 591-599.

3. Pour une interprétation physique de 1’indice de réfraction, on peut consulter les références sui-
vantes : Feynman, Leighton et Sands, Le cours de physique de Feynman, Mécanique,
InterEditions, 2€ part., 1979, p. 66-81 ; Roald K. Wangsness, « Effect of matter on the phase velo-
city of an electromagnetic wave », American Journal of Physics, vol. 49, n° 10, October 1981,
p. 950-953.
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ce milieu transparent soit en mouvement avec la vitesse constante V dans un réfé-
rentiel R. Si I’éther est compleétement entrainé par le milieu transparent, la vitesse

N .. P c .
de la lumiere dans ce milieu est donnée par —, et la vitesse correspondante dans le
n

. . Y ‘ . . ¢
référentiel R est égale a — + V, dans le cadre de 1la mécanique classique. Le résul-
n

tat surprenant obtenu expérimentalement par Fizeau est

c 1
v:——i-(l——)V. (5.9)

On pourrait en déduire que I’éther existe vraiment et qu’il est partiellement entrainé

. 1
par les milieux transparents % avec un « facteur d’entrainement » égal 2 1 — —- En
n

réalité, la théorie de la relativité restreinte permet d’expliquer le résultat de Fizeau
sans faire appel a I’existence de ’éther.

Conformément au premier postulat de la relativité restreinte, il faut supposer que
la lumiere se propage toujours avec la vitesse ¢/n dans le milieu transparent, que ce
milieu soit ou non en mouvement par rapport a d’autres corps. Par conséquent, la
vitesse de la lumiere par rapport au milieu transparent et la vitesse de ce dernier par
rapport au laboratoire étant connues, on peut déterminer la vitesse de la lumiere par

rapport au laboratoire. Si on utilise la loi relativiste d’addition des vitesses (5.4) au

. . w C
lieu de la loi galiléenne, on trouve, pour v’ = —,
n

;—i—V c nV vy
v= S+ 1+ 1) . (5.10)
Vv n c cn

Pour V « ¢, ce qui était effectivement le cas dans les expériences de Fizeau
puisque V était de I’ordre d’une dizaine de metres par seconde, on peut ne retenir
dans I’expression (5.10) que les termes d’ordre inférieur 2 V2/c2. En tenant compte
du fait que n est de I’ordre de I’unité on obtient ainsi

c nV \%
v:_(1+___+...>, (5.11)
C cn

4. Ce résultat venait corroborer les conclusions de Fresnel concernant I’entrainement partiel de
I’éther par les milieux transparents. Voir, par exemple, I’ouvrage de M. Boratav et R. Kerner,
p. 22 (biblio).
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c’est-a-dire

c 1
v:_+(1——>v+---, (5.12)
n

n2

en accord avec la relation (5.9). Le résultat obtenu par Fizeau, plus de cinquante ans
avant la naissance de la relativité restreinte, peut donc étre considéré comme une
vérification expérimentale de cette théorie.

5.3 ILLUSIONS RELATIVISTES

Nous avons vu dans les sections 4.1, 4.2 et 4.4 que le phénomene de contraction des
longueurs faisait qu'un objet, a la limite des vitesses proches de c, était « aplati »
dans la direction parallele a la vitesse de déplacement de cet objet. Il ne faut pas en
conclure que I’apparence visuelle (ou photographique) d’une sphere en mouvement
rapide est celle d’un ellipsoide aplati. Dans la détermination de I’aspect que pré-
sente un objet en mouvement, il faut tenir compte du temps de transit des rayons
lumineux émis par les différents points de 1’objet.

5.3.1 Apparence d'une tige en mouvement

Considérons une tige de longueur £ (dans son référentiel propre) se déplacant a
grande vitesse V = Bc devant une régle graduée (voir figure 5.2). Un observateur
la photographie et définit une longueur L, différence des graduations de la regle qui
coincident, sur la photographie, avec les deux extrémités de la tige. L’image de
I’objet se forme sur la plaque photographique avec la lumiere qui arrive simultané-
ment de tous les points de la tige : celle provenant de parties de la tige plus éloi-
gnées de 1’observateur quitte sa source avant celle provenant de parties de la tige
plus proches de I’observateur.

S
N

observateur
oY

Figure 5.2 La déformation apparente d'une tige se déplacant devant un observateur n’est
en général pas la contraction des longueurs. L'image percue par I'observateur se forme
avec des photons émis a des moments différents par les différentes parties de la tige.
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Supposons que 1’observateur soit assez €loigné pour que I’on puisse considérer
les rayons lumineux issus de la tige comme tous paralleles et arrivant sous un méme
angle 0. La différence des temps de départ At entre les rayons lumineux issus des
deux extrémités de la tige est

L cos 6

At , (5.13)
c

comme on le voit sur la figure 5.2. Pendant cet intervalle de temps, la tige a par-
couru une distance VAz. On a donc
L L cos 0

L==+c : (5.14)
Y c

puisque pour I’observateur la longueur de la tige est £ /7y (voir section 4.1). En vertu
des équations (5.13) et (5.14), on trouve

14

La déformation de la tige n’est donc en général pas la contraction des longueurs >

(sauf quand © = ©/2) et dépend, de plus, de la direction d’observation. Dans le cas
limite © =0, on a

L=¢[|—". (5.16)

La longueur L est alors plus importante que la longueur réelle ¢ de la tige.
L’équation (5.16) est 2 mettre en rapport avec les expressions que 1’on obtient dans
le cadre des phénomenes d’aberration et d’effet Doppler (voir sections 3.7.2 et
9.5.2).

Dans la détermination de I’impression visuelle de la tige que peut en avoir
I’observateur, il faut également tenir compte de 1’angle d’observation 6. La lon-
gueur apparente L,p, de la tige est ainsi donnée par L,,, = L sin 6 comme on peut
le constater sur la figure 5.2. On a donc

£sin O

Lapp = m (5.17)

Photographier un objet est, en quelque sorte, faire une opération de mesure sur lui ;
mais c’est une détermination de forme et de dimensions incorrectes car les positions
des différents points de 1’objet ne sont pas mesurées au méme moment.

5. Contrairement a une image naive mais fort répandue. Voir, par exemple, les illustrations du
livre de G. Gamow et R. Stannard (biblio).
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5.3.2 Apparence de solides en mouvement

Vue de dessus

cube en mouvement
> B cube au repos
« équivalent »
I ta
l 1
1
' o
1
Bl Uy v I sino. [ cosa
Vers
|'observateur

Figure 5.3 Un cube en mouvement, passant loin devant un observateur, lui semblera avoir
subi une rotation. Le dessin correspond a une vitesse du cube telle que B = 0,6.

Un solide se déplagant loin d’un observateur (tous les rayons lumineux qui en
sont issus sont paralleles) semble subir une rotation. Certaines parties de 1’objet,
visibles quand il est au repos, sont masquées lorsque 1’objet est en mouvement : les
rayons lumineux qui quittent ces parties en direction de I’ceil de I’observateur sont
interceptés par 1’objet qui a voyagé a leur rencontre. Au contraire, certaines parties
deviennent visibles car les rayons lumineux qui en sont émis ne sont plus arrétés par
I’objet qui s’est déplacé. Examinons le cas d’un cube passant devant un observateur
avec une vitesse de module Bc. On suppose que le cube se déplace parallelement a
une de ses faces. Un peu comme une voiture, il posséde une face avant (pare-brise),
une face arriere (coffre) et deux faces de coté (portieres). Enfin on suppose que I’ ob-
servateur immobile regarde le cube perpendiculairement a sa face de coté la plus
proche. Tous les rayons lumineux issus du cube et qui parviennent a I'ceil de
I’observateur sont donc émis perpendiculairement a son sens de déplacement (voir
figure 5.3).

La face du cube la plus proche parait avoir une largeur £/y (voir formule (5.17)
avec O = 1/2). La face arriére est, contrairement a la face avant, tout a fait visible.
Les rayons lumineux émis par la face arrieére du cube doivent, pour arriver en méme
temps que ceux €mis par la face proche, partir avec un temps d’avance At = ¢/c
(pour le point le plus a I’arriere). Pendant ce temps, le cube a avancé de BcAr = B2.
La face arriére est donc visible sur cette largeur. Puisque B2 4 1/y> = 1, ’image
obtenue est celle d’un cube au repos mais tourné d’un angle o tel que sin o0 = 3.

L’analyse qui vient d’étre faite n’est valable que si 1’objet examiné est situé suf-
fisamment loin de 1’observateur pour que 1’on puisse considérer que tous les rayons
lumineux qui en sont issus sont paralleles. La détermination de I’apparence visuelle
d’un objet quelconque en mouvement rapide a distance finie est un probleme fort
compliqué qui sort du cadre de ce cours. Outre une rotation apparente d’ensemble,
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Figure 5.4 Apparence d'une sphére en mouvement relativiste a distance finie.
Image en haut a gauche : la sphére est au repos. Autres images : la méme sphére
se déplace de gauche a droite avec différentes vitesses ®. Les phénoménes de changement
de luminosité et de teinte ne sont pas pris en compte.

des déformations visuelles importantes peuvent apparaitre /. De plus, une descrip-
tion réaliste des observations devrait également tenir compte des phénomenes de
changement de luminosité et de couleur (voir sections 9.5.2 et 9.5.3). Signalons
qu’un objet de forme sphérique (dans son référentiel propre) est toujours vu avec un
contour circulaire par un observateur quelconque  (voir figure 5.4). Curieusement,
ces phénomenes semblent n’avoir été€ remarqués que plus de 50 ans apres la créa-
tion de la relativité restreinte.

5.3.3 lJets relativistes de matiére

Certains quasars et noyaux actifs de galaxies éjectent de grandes quantités de
matiére en deux jets diamétralement opposés °. Cette matiere émet du rayonnement
électromagnétique qui peut étre détecté sur Terre. Il est donc possible de détermi-

6. Ces images ont ét€ obtenues avec le logiciel de Hans-Josef Patt et Peter Nemec, Relativity for
Windows, Springer, 2000.

7. James Terrel, « Invisibility of the Lorentz Contraction », Physical Review, vol. 116, 1959,
p- 1041-1045 ; V. E. Weisskopf, « The Visual Appearance of Rapidly Moving Objects », Physics
Today, September 1960, p. 24-27 ; G. D. Scott et M. R. Viner, « The Geometrical Appearance of
Large Objects Moving at Relativistic Speeds », American Journal of Physics, vol. 33, n° 7, July
1965, p. 534-536.

8. Roger Penrose, « The apparent shape of a relativistically moving sphere », Proceedings of the
Cambridge Philosophical Society, vol. 55, 1959, p. 137-139 ; Mary L. Boas, « Apparent Shape
of Large Objects at Relativistic Speeds », American Journal of Physics, vol. 29, n° 5, May 1961,
p. 283-286.

9. Les phénomenes physiques susceptibles d’étre a I’origine des jets relativistes sont décrits, par
exemple, dans le livre de K. S. Thorne, chap. 9 (biblio).
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ner la vitesse de la mati¢re dans ces jets si on connait la distance de la source. Dans
certains cas, la mesure donne des valeurs supérieures a la vitesse de la lumicre.
Voila qui semble contredire la théorie de la relativité restreinte. En fait, la matiere
des jets se déplace a des vitesses proches mais inférieures a c. C’est la vitesse appa-
rente de la matiére qui peut dans certains cas dépasser la vitesse de la lumiere 0.
Supposons qu’un nuage de matiere, expulsé par une source quelconque, voyage en
direction de la Terre avec une vitesse proche de c. Au fur et a mesure qu’il se rap-
proche, la lumiére qu’il émet a besoin de moins en moins de temps pour nous par-
venir. C’est cela qui crée 'illusion de vitesse supraluminique. Cette hypothese a été
confirmée par I’ observation de tels jets relativistes de matiere dans notre galaxie, la
source étant probablement constituée par un trou noir ou une étoile 4 neutrons !,

Analysons le phénomene en détail. Supposons qu’une galaxie lointaine G, immo-
bile par rapport a un observateur et située a une distance D de cet observateur, éjecte
de la matiere M lumineuse. Cette matiere, qui peut donc étre observée, se déplace
avec une vitesse de module v faisant un angle 6 avec la ligne de visée. Cette situa-
tion est illustrée sur la figure 5.5.

z v

M/\/\w P>

¢ ‘\9

Figure 5.5 Une galaxie G, immobile, située a une distance D d'un observateur, éjecte
de la matiére lumineuse M, se déplacant dans le plan Oxz avec une vitesse v
dans une direction faisant un angle 8 avec la ligne de visée.

Si un morceau de matiere, éjecté au temps fy, €émet de la lumiere au temps ¢;
(> tp) dans le référentiel de 1’observateur, celle-ci sera percue par 1’observateur a un
temps 7; (> t;) donné par

D —v(t; —19) cos O
c .
En effet, les photons se propagent a la vitesse ¢, quelle que soit la vitesse de la
matiere éjectée. Ceux-ci parcourent la distance qui existe, au moment de leur émis-
sion, entre la maticre éjectée et 1’observateur. On suppose également que la galaxie
est suffisamment lointaine pour que les photons émis a des instants différents aient

T, =1+

(5.18)

10. M. J. Rees, « Appearance of relativistically expanding radio sources », Nature, vol. 211,
1966, p. 468-470.

11. I. F. Mirabel et L. F. Rodriguez, « A superluminal source in the Galaxy », Nature, vol. 371,
1994, p. 46-48.
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des trajectoires paralleles a la ligne de visée. Si un intervalle de temps At sépare
I’émission de deux photons, leur perception par I’observateur se fera dans un inter-
valle de temps AT égal a

v
AT = At — — cos O Ar. (5.19)
c
Pendant cet intervalle de temps At, la maticre éjectée parcourt dans la direction Oz
une distance Az égale a

Az = v sin O At. (5.20)

La vitesse réelle de la matiere suivant I’axe Oz est bien siir donnée par Az/At, mais
la vitesse apparente v,p, mesuré€e par 1I’observateur distant sera €gale Az/AT. On a
donc

v sin O
Vapp = v .
1——cos®
c

(5.21)

L’analyse de la formule (5.21) montre que pour une vitesse d’éjection fixée, la
vitesse apparente sera maximale si I’angle d’éjection est tel que cos ® = v/c. On a
alors

v
max vapp =

v fixé /I—UZ/CZ

On en déduit donc que la vitesse apparente v,,, peut dépasser la vitesse de la

pour O = arccos E. (5.22)
c

lumiére si la vitesse de la matiere éjectée v est telle que v > ¢/+/2.

Avec une analyse classique, on trouve également une vitesse apparente différente
de la vitesse réelle. Cependant, le résultat est différent de la formule (5.21) car, en
mécanique newtonienne, la vitesse des photons varie avec la vitesse de la matiére
éjectée.

5.3.4 Le mirage du pulsar

Un pulsar est une étoile a neutrons en rotation rapide qui émet deux puissants fais-
ceaux d’ondes radio par ses poles magnétiques. Lorsque I’axe de rotation du pulsar ne
passe pas par ses poles, les faisceaux sont entrainés dans le mouvement giratoire. Le
pulsar se comporte alors comme un phare cosmique balayant I’univers de son signal
radio. La trace tournoyante de ce signal projetée sur les lointaines galaxies atteint des
vitesses qui peuvent largement dépasser c. Pourtant, les lois de la relativité restreinte
ne sont aucunement violées, car les seuls objets qui se déplacent réellement sont les
photons qui jaillissent en ligne droite du pulsar a la vitesse de la lumiére. Les galaxies
« illuminées » par le flux radio sont comme les ampoules des guirlandes lumineuses
dont les allumages successifs donnent I’illusion de mouvement.
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EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 265.

Dans les exercices suivants, R et R’ sont deux référentiels d’inertie dont les mesu-
res sont reliées par une transformation spéciale de Lorentz de vitesse V le long de
I’axe Ox. Les coordonnées d’un événement dans le référentiel R sont notées (z,x) ;
celles du méme événement dans le référentiel R’ sont notées (¢, x’).

5.1 Changement de direction d’un photon
Un photon se déplace le long de I’axe O’y du référentiel R’, en direction de O’. En
utilisant la loi de composition des vitesses, calculer I’angle 6 que fait la direction de

propagation du photon dans le référentiel R avec ’axe Oy. La vitesse du photon
est-elle bien invariante ?

5.2 Jets de matiére

Démontrer la formule (5.22).

5.3 Loi de composition des vitesses

(@) A partir de la loi d’addition des vitesses longitudinales (5.4), démontrer la relation

vV v,V 1
(o))

(b) Montrer que la loi de composition des vitesses donnant v’ en fonction de v s’ ob-
tient simplement des relations (5.4) et (5.7) en permutant les quantités primées
et non primées, et en changeant le signe de V.

5.4 Limitation de la vitesse

Dans le référentiel R/, un objet posséde une vitesse v’ = i 'c de module inférieur a
c. Nous avons montré que le principe de relativité impose V < c. La vitesse de
I’objet dans le référentiel R est notée v = iic.

(a) Démontrer la relation
2 (1—[32)(1—u/2
u =1-
(1 +u',B)?

(b) En déduire que la vitesse de 1’objet est inférieure ou égale a la vitesse de la
lumiere dans n’importe quel référentiel.

(c) Vérifier I’invariance de la vitesse de la lumiere.
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5.5 Un tour de carré

Un mobile parcourt le trajet autour d’un carré O’ A’B’C’' O’ avec une vitesse cons-
tante v” dans le référentiel d’inertie R’ (voir figure ci-dessous) ; Les points O’, A’,
B’, et C’ sont fixes dans ce référentiel et tels que |O’A’| = |A’B'| = |B'C'| =
IC'0'| = 0.

A
r1Y R |y’
—_—
1%
—_—
c’ < B’
A\
A
v’ -
O O, = Ay gl

(a) Calculer les temps de parcours At ,,, At} 5, Aty et At/ de chacun des
cotés du carré dans le référentiel R'. Calculer les temps de parcours correspon-
dants Atpr 4/, Atg g/, Atp o etAtcror dans le référentiel R a partir des résultats de
mesure dans R’.

(b) Comparer les temps de parcours totaux du carré dans les deux référentiels.
Commenter.

(c) Calculer les temps de parcours Atg 4 et Atp¢r dans le référentiel R, en effec-
tuant directement les calculs dans le référentiel R, sans utiliser les résultats de
mesure dans le référentiel R'.

5.6 Loi de transformation des accélérations

De la loi de composition des vitesses longitudinales sur un axe, déduire la loi de
transformation des accélérations pour un mobile dont le mouvement ne se déroule
que le long de I’axe Ox.

5.7 La tige déformée

Une tige verticale de hauteur & se déplace horizontalement, a la vitesse Bc, devant
un appareil photographique. Le mouvement de la tige se fait dans un plan perpen-
diculaire a I’axe de I’appareil et le milieu de la tige passe a la hauteur du centre de
I’objectif. Une photographie de cette tige est instantanément prise, 2 un moment tel



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Exercices 929

que la lumiere émise par le centre de la tige atteint le centre de la photographie.
Montrer que I’image de la tige sur la photographie dessine un morceau d’hyperbole.

5.8 Apparence d’un cube en mouvement

Montrer qu’un cube en mouvement, passant loin devant un observateur a la hauteur
de ses yeux, semble subir une rotation d’angle o, méme si les rayons lumineux pro-
viennent d’une direction non perpendiculaire a la trajectoire du cube. Calculer 1’an-
gle o en fonction de I’angle de visée 0 (angle entre la direction des photons impres-
sionnant la rétine et la direction de déplacement du cube) et de la vitesse de
déplacement V = Bc. Montrer qu’il existe un angle de visée particulier 6y pour
lequel le cube nous apparait vu de face. Comment varie 1’apparence du cube lorsque
0 passe continiment de I’incidence rasante (0 = 0) a la visée perpendiculaire
©=m/2)?

5.9 Photographie d'une régle en mouvement

Une régle opaque, de longueur propre /, est inclinée d’un angle 6’ sur I’axe O’x’ du
référentiel R’ auquel elle est liée ; elle se déplace a la vitesse V = Pc le long de
I’axe Ox du référentiel R (voir figure ci-dessous). Un film photographique est
déroulé dans R, parallelement & Ox. Une impulsion lumineuse trés bréve est
envoyée dans R, a I’aide d’un flash éloigné, perpendiculairement au film (les direc-
tions des photons sont paralleles a I’axe Oy). Les photons qui ne sont pas arrétés
par la régle impressionnent la pellicule, tandis que les photons arrétés ne I’impres-
sionnent pas et laissent donc une ombre sur le film (il sera astucieux de choisir

I’origine spatio-temporelle des référentiels R et R' a I’extrémité A de la régle au
moment ol les photons sont arrétés par celle-ci).

Flash

B
\ Film / L

(a) Montrer que la longueur L de film non impressionné par la lumiere a pour
expression

cos 0

Y

L=1|Bsin & —
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(b) Examiner les cas particuliers 8’ = 0 et ' = 1/2.
(c) Peut-on avoir L = 0 ? Commenter.

5.10 Un « paradoxe » symétrique

Dans le référentiel d’inertie attaché a une station spatiale, deux astronefs se dépla-
cent sur une méme droite et convergent avec la méme vitesse constante vers la sta-
tion. Leurs trajectoires sont telles que, a un instant donné dans le référentiel de la
station spatiale, les deux astronefs se trouvent toujours de part et d’autre et 2 méme
distance de la station. A un moment donné, la station envoie un signal radio aux
deux astronefs. Des la réception de ce signal, chacun des pilotes remet 1’horloge du
bord a zéro. Connaissant le plan de vol des deux astronefs, le controleur de la sta-
tion met également sa propre horloge a z€ro, au moment ou les horloges a bord des
astronefs sont réinitialisées.

Du point de vue du contrdleur, les horloges des deux astronefs vont indiquer la
méme heure, au moment ot ils vont atteindre la station, puisque la situation est par-
faitement symétrique. Cependant, 1’heure des astronefs et celle de la station seront
différentes a cause du phénomene de dilatation des temps. Du point de vue d’un
pilote, la situation est fort différente : il voit la station spatiale venir a sa rencontre
et I’autre astronef se rapprocher encore plus rapidement de lui que la station. Il en
déduit donc que, puisqu’il mesure des vitesses différentes pour ces deux mobiles,
son horloge, celle de 1’autre astronef et celle de la station vont toutes les trois indi-
quer des heures différentes.

(a) Déterminer qui a raison, le pilote ou le contrdleur ? Justifier la réponse.

(b) Faire 1’analyse compléte du probléme au moyen des transformations de Lorentz,
du point de vue du contrdleur et d’un des pilotes.
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Chapitre 6

Reconstruire la relativitée restreinte

Les poéetes disent que la science ternit quelque peu la beauté des étoiles

— de simples amas d’atomes de gaz. Rien n’est « simple ». Je peux, moi aussi,
voir les étoiles la nuit dans le désert, et en éprouver une sensation.

Mais en vois-je moins ou plus ? [...] Cela ne fait point de mal au mystére d’en
connaitre un petit peu sur lui. Car la vérité est bien plus merveilleuse

que ce que les artistes ont pu imaginer dans le passé !

Richard FEYNMAN (1963)

6.1 DEFINITION D'UN GROUPE

Un groupe G est un ensemble d’éléments A, B, C, etc. muni d’une loi de composi-
tion, notée *, qui satisfait aux quatre conditions suivantes L.

6.1 la loi de composition est interne : le résultat de la composition A * B de deux
éléments A et B de G est un €lément de G ;

6.2 la loi de composition est associative : A x (B*xC) = (Ax B) % C ;
6.3 il existe un élément neutre dans G, noté E, tel que Ex A = Ax E = A pour
tout élément A de G ;

6.4 chaque élément A de G posséde un inverse, noté A~!, appartenant a G, et tel que
AxA'=A"1xA=E.

1. 11 est a noter que des postulats 3 et 4 moins contraignants peuvent étre choisis (voir exercice
6.1).
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On dit que deux éléments A et B d’un groupe commutent si Ax B = B x A.
Lorsque cette relation est satisfaite pour tous les éléments du groupe, alors le groupe
est dit commutatif ou abélien 2.

6.2 * NOUVELLE DERIVATION DES TRANSFORMATIONS
DE LORENTZ

La procédure pour établir la transformation de Lorentz dans la section 2.1 est cer-
tainement 1’une des plus simples et des plus attrayantes. Elle a 1’avantage de
conduire au résultat & moindre frais, sans demander des calculs longs et complexes.
Elle a I’inconvénient de se baser sur le postulat que la vitesse de la lumiere dans le
vide est invariante quelle que soit la vitesse de 1’observateur qui la mesure. A priori,
cette étrange propriété de la lumieére ne concerne que les phénomenes électroma-
gnétiques. Or, la voici qui déborde largement de ce cadre pour régir I’ensemble des
phénomenes physiques, de la force nucléaire a la gravité, des quarks aux étoiles. Par
exemple, on montre, dans le cadre de la théorie d’Einstein, que la vitesse d’une par-
ticule massive ne peut jamais égaler, ni évidemment dépasser, la vitesse d’un
photon. Comment accepter 1’idée que la vitesse de la lumiére dans le vide soit inva-
riante? Et comment comprendre que la théorie de Maxwell dicte son comportement
a I’ensemble de la physique ?

6.2.1 Principe de relativité

En fait, on peut montrer 1’existence d’une vitesse limite invariante dans ’univers en
partant d’hypotheses treés raisonnables sur la structure de 1’espace-temps, et cela
indépendamment de la théorie électromagnétique. Admettons qu’il existe des réfé-
rentiels équivalents dans lesquels les lois de la nature s’expriment de la méme
facon ; autrement dit, aucune expérience de physique réalisée dans un de ces réfé-
rentiels ne permet de le distinguer des autres. L’ expérience nous montre que 1’exis-
tence de référentiels équivalents repose sur le principe de relativité, c’est-a-dire le
fait qu’il n’existe pas d’état de mouvement (ou de repos) absolu. Les référentiels
équivalents se déplacent donc tous a vitesse constante les uns par rapport aux aut-
res ; ils sont dits d’inertie (ou inertiels).

Cela ne nous dit pas encore comment sont reliées entre elles les mesures faites
dans ces différents référentiels. Recherchons les relations qui unissent les coordon-
nées spatiotemporelles respectives (¢,x,y,z) et (t',x’,y’,z’) d’un événement dans
deux référentiels d’inertie. Une transformation d’inertie générale dépend, a priori,
d’un certain nombre de parametres {ai,...,a,} et peut s’écrire

2. Pour plus d’informations sur les groupes, on peut consulter, par exemple, le livre de Morton
Hamermesh, Group theory and its application to physical problems, Addison-Wesley Publishing
Company, 1962.
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t" = Lit,x,y,z;a1,...,a,),

/

x' = Ly(t,x,y,z;a1,...,a,),

/ i " 6.1)
y = Ly(tsxay,z’ ala'--7an)’

Z/ Lz(tyxvyvz;alv"'van)'

Pour déterminer, sans ambiguité, les équations des transformations d’inertie entre
les référentiels inertiels, il est nécessaire de supposer que I’espace-temps possede
certaines caractéristiques bien précises. En voici la liste 3 :

6.1 Homogénéité de I’espace-temps : les lois de la nature ne dépendent ni de 1’en-
droit, ni du moment ou elles s’expriment ; autrement dit, il n’y a pas de position
ni de moment privilégiés.

6.2 Isotropie de I’espace : les lois de la nature ne dépendent pas de la direction
dans laquelle elles s’expriment; autrement dit, il n’y a pas d’orientation privilé-
gide.

6.3 Structure de groupe : 1’équivalence entre tous les référentiels d’inertie
implique que les transformations d’inertie entre référentiels ont une structure de
groupe; autrement dit, il existe une transformation identique, I’inverse d’une
transformation existe, et la succession de deux transformations d’inertie est une
transformation d’inertie.

6.4 Causalité : la cause doit toujours précéder I’effet ; autrement dit, le passé et le
futur sont absolus.

6.2.2 Homogénéité de I'espace-temps

L’hypothese d’homogénéité de I’ espace-temps signifie que celui-ci a « partout et en
tout temps » les mé&mes propriétés : I’espace et le temps sont invariants par transla-
tion. En particulier, les propriétés de transformation d’un intervalle spatiotemporel
(At,Ax,Ay,Az) ne peuvent dépendre que de I’intervalle lui-méme et non pas de la
position absolue de ses extrémités.

En reprenant les notations (6.1), écrivons, par exemple, la loi de transformation
d’une différence infinitésimale dx’. Celle-ci peut s’obtenir par différentiation

oL, oL, oL, L,

dx' = 22y d d dz. 6.2
= Ut g Ty 62)

En vertu de I’hypothése d’homogénéité de 1’espace-temps, la quantité dx’ doit étre
indépendante de I’origine spatiotemporelle choisie, c’est-a-dire des coordonnées

3. La démonstration réalisée ici s’inspire de celle développée dans I’article de Jean-Marc Lévy-
Leblond, « One more derivation of the Lorentz transformation », American Journal of Physics,
vol. 44, n°® 3, March 1976, p. 271-277. On y trouvera également développés certains points tres
techniques de la démonstration non traités ici.
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(t,x,y,7), et ceci en quelque point de I’espace-temps ol I'on se place. Cela
implique donc que les coefficients des grandeurs dt, dx, dy et dz sont indépendants
de ces coordonnées et doivent étre des constantes dL,/dt = A, dL,/dx = B,
dLy/dy = C,dL,/dz = D. Par intégration directe de la relation (6.2), on trouve

Ly(t,x,y,z)=At+Bx+Cy+Dz+E, (6.3)

La transformation L, est donc linéaire en ces coordonnées.

Nous nous limitons ici a I’étude des transformations homogenes, c’est-a-dire des
transformations de Lorentz telles que les origines spatiotemporelles des deux réfé-
rentiels d’inertie considérés sont confondues. Cela implique que le terme indépen-
dant E est nul. Les transformations correspondant a un simple changement d’ori-
gine spatiotemporelle sont supposées laisser les lois de la physique invariantes.
Nous reparlerons des transformations non homogenes dans la section 7.4.

Nous avons particularisé la démonstration a la coordonnée x, mais il est évident
qu’aucune coordonnée ne joue de role privilégié (voir section suivante). On aboutit
finalement a la conclusion que les fonctions L;, Ly, L, et L sont toutes linéaires en
les coordonnées d’espace-temps. Le changement de coordonnées spatiotemporelles
d’un référentiel a 1’autre est une transformation lin€aire, et les coefficients de cette
transformation ne dépendent que des paramétres {aj,...,a,} *.

6.2.3 Isotropie de I'espace

Pour simplifier les calculs nous allons considérer deux référentiels d’inertie R et R’
d’axes paralleles, le référentiel R’ se déplagant a la vitesse V le long de I’axe Ox.
Les horloges indiquent toutes le temps 0 lorsque les origines O et O’ coincident.
Dans ces conditions, la transformation entre les deux référentiels se réduit a 1’iden-
tité quand V = 0. Nous verrons dans le chapitre suivant comment généraliser cette
situation particuliere.

L’hypothese d’isotropie de 1’espace signifie qu’il n’existe pas de direction privi-
légiée : ’espace est invariant par rotation. On en déduit que I’orientation des axes
des référentiels est arbitraire et ne doit en rien influencer la structure des transfor-
mations. Considérons d’abord le couple (¢/,x"). Les résultats obtenus dans la sec-
tion ci-dessus nous permettent d’écrire

/" = At+Bx+Cy+ Dz,

(6.4)
x' = Pr+Qx+Ry+ Sz,

4. Pour étre complet, signalons que les transformations de Lorentz ne sont correctement définies
que dans un espace-temps infini dans toutes les directions d’espace et de temps. Dans un espace
de topologie complexe, ou certains points sont identifiés (la causalité interdit 1’existence de bou-
cles temporelles), ces transformations bien que valables localement ne sont plus globalement
applicables. Pour plus d’informations, voir I’article de Jean-Philippe Uzan, Jean-Pierre Luminet,
Roland Lehoucq et Patrick Peter, « The twin paradox and space topology », European Journal
of Physics, vol. 23, 2002, p. 277- 284. Voir également note de bas de page n° 9, p. 62.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

6.2 Nouvelle dérivation des transformations de Lorentz 105

ot les coefficients A, B, etc. ne peuvent plus dépendre que d’un seul parametre, la
vitesse V. Effectuons dans le référentiel R (R’) une rotation des axes de 7w/2 autour
de I’axe Ox (O’x"), de telle maniére qu’il en résulte un changement des coordon-
néesy — zetz — —y (y — 7 et 77 — —y’), sans que la direction de la vitesse
relative soit modifiée. Les équations précédentes deviennent

/" = At+Bx+Cz—Dy,

(6.5)
x' = Pt+Qx+Rz—Sy.

Ces relations sont tout aussi valables que les précédentes pour décrire la méme
situation physique. En combinant les formules (6.4) et (6.5), on obtient

(C+D)y = (C-D),

(6.6)
(R+Sy = (R—9)z.

Ces relations doivent étre vérifiées quel que soit le couple (y,z). On en tire
C =D =R =S =0. Ceci implique donc

t/ = At+ Bx,

x' = Pt+Qx. ©D

Un objet au repos dans le référentiel R’ est en mouvement avec la vitesse V dirigée
le long de I’axe Ox dans le référentiel R. D’apres la deuxiéme relation (6.7), on doit
donc avoir

xp=P(V)i+Q(V)x, (6.8)

avec x(/) constantet V = —P(V)/Q(V). Avec un changement de notation judicieux,

on peut écrire la loi de transformation du couple (#',x") sous la forme

o= AWMV - pvV)a],

(6.9)
X' = yV)[x-Vt],

ou les trois fonctions 7y, A et | doivent étre déterminées.

La structure de la transformation ne peut également pas dépendre de I’ orientation
des axes Ox et O'x’. En inversant le sens de ces deux axes (opération de parité), la
vitesse relative du référentiel R’ par rapport au référentiel R est alors de —V. La loi
de transformation (6.9) devient

= Y=V [M=V) 1+ u(=V) ],

(6.10)
—x = Y=V)[-x+V1].

La comparaison des relations (6.9) et (6.10) montre que 1’on doit avoir

Y=V)=vV), M=V)=MV) et W-=V)=—-uwV). (6.11)
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Considérons a présent le couple (y',z). Nous avons
y=0y+dz+ex+mnt. (6.12)

Effectuons la méme rotation d’angle ©/2 que précédemment, avec les mé€mes
contraintes, pour obtenir

7=0az—-8y+ex+nt. (6.13)

Sur ces deux dernieres équations, faisons a présent une opération de symétrie par
rapport au plan Oxy et au plan O’xy’. Seules les coordonnées z et z' changent de
signe. On a ainsi

y=ay—38z+ex+nt, (6.14)
7 =—0az—8y+ex+nt. (6.15)

En comparant les expressions (6.12) et (6.14), on obtient la condition & = 0. De
plus, en comparant les expressions (6.13) et (6.15), on obtient les conditions sup-
plémentaires € =1 = 0. Finalement, la transformation sur le couple (y,z) se
résume a

y = oy,
= oz.

(6.16)

Avec la situation particuliere choisie pour les deux référentiels, on sait que lorsque
les origines O et O’ coincident, les axes Oy et Oy’ coincident, ainsi que les axes

Oz et 0'7'. Comme le coefficient oo ne dépend que de la vitesse et pas de ¢, on en
déduit que oo = 1. Nous n’aurons donc plus a considérer ces deux coordonnées dans
la suite.

6.2.4 Structure de groupe

Quatre conditions doivent étre remplies pour que les transformations obéissent a
une structure de groupe.

Existence de I'identité
Les deux référentiels sont tels qu’ils coincident quand V = 0. On doit donc avoir

YO0) =1, M0)=1 et p(0) =0. 6.17)

Existence de l'inverse

La loi de transformation inverse de la loi (6.9), donnant le couple (¢,x) en fonction
du couple (#/,x"), doit avoir la méme forme que la loi (6.9) mais avec la vitesse V
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changée en — V. En effet, un objet au repos dans le référentiel R est en mouvement

avec la vitesse —V dirigée le long de ’axe O’x’ dans le référentiel R’ >. On doit
donc avoir, en utilisant les propriétés (6.11),

t YV) [MV) £+ (V) x']

6.18
x = YW [x+V]. (6.18)

En exprimant dans les relations (6.9), les coordonnées ¢ et x par leurs expressions
données par les formules (6.18), il vient, par exemple,

X =YW [+ V] = VRV M)+ (V) x]. (6.19)

Les coordonnées " et x” étant quelconques, on trouve A(V) = 1 et

Py=— 1 (6.20)
= vvy '
La loi de transformation recherchée est donc de la forme
V= |t —uV)x],
YV) [1 = u(V) x] 621)

X' = yV)[x = Vi,
ot les fonctions y(V) et L(V) sont reliées par la relation (6.20).

Loi interne

La structure (6.21) de la loi de transformation est obtenue pour une configuration
particuliere des systemes d’axes des reperes ; en particulier la vitesse relative n’a
qu’une seule composante non nulle dans la direction commune des axes Ox et O'x’.
On ne peut donc considérer ici que la composition de deux transformations de cette
nature. Nous verrons dans le chapitre suivant, et en particulier dans les sections 7.2
et 7.3, comment traiter la composition de deux transformations dans des directions
différentes.

Considérons une premiere transformation de vitesse V; entre un référentiel R et
un référentiel R, et une deuxieme transformation de vitesse V> entre le référentiel
R et un référentiel R,

no= YWV -],
xp = YV [x —Vit],

22
no o= YV [n—uVa)x], (6.22)

x2 = YWV)[x1 —Vaty].

5. Bien qu’elle semble assez naturelle, la nécessité de 1’inversion de la vitesse relative peut étre
rigoureusement démontrée (J.-M. Lévy-Leblond, loc. cit.).
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La transformation liant les référentiels R et R, est donc donnée par

v V.
n = YV)YV2) (14 Vinva)) [t - %x}

; Jﬁ/ 2 (6.23)
x = YVDYV2) (1+ Vau(W)) [x B m ] '

Ces relations ne peuvent é&tre de la forme (6.21) que si la condition
Vin(Va) = Vou(Vy) est remplie. Cela signifie que

uv) — ua)
Vi o %) B

K, (6.24)

ol K est une constante puisque les vitesses V| et V, sont arbitraires. Les relations
(6.21) deviennent alors

¢ o= V) =KV,
¥ o= YV x =V, (625)
avec
V)= —1 6.26)
= e '

Le signe positif est choisi puisqu’on doit avoir Y(0) = 1. On en déduit également
que la loi de composition des vitesses est donnée par

Vi+ W,

= - (6.27)
1+xVi V,

Il apparait aussi clairement que la grandeur K a la dimension de I'inverse du carré
d’une vitesse. Enfin, on vérifie aisément que le coefficient y(V;)y(V>) (1 + xV; V;)
intervenant dans les relations (6.23) est bien égal a y(V) avec V donné par la for-
mule (6.27).

Associativité et commutativité

L’ associativité de la loi de transformation (6.25) se vérifie en effectuant trois trans-
formations successives de vitesses Vi, V; et V3 suivant le méme axe. La composi-
tion de ces trois vitesses donne
VitV + s+ x ViV Vs
L+xk(ViVa+ Vi Va+V, V3)

(6.28)

Cette expression est manifestement symétrique en les trois vitesses et, donc, ne
dépend pas de la fagon avec laquelle on a regroupé les termes.
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On montre facilement que les transformations de la forme (6.25) sont commuta-
tives. Nous verrons dans la section 7.1 que la commutativité disparait si les trans-
formations successives se font dans des directions différentes.

6.2.5 Causalité

Si la valeur du parametre K est nul, la transformation (6.25) est identique a la trans-
formation de Galilée. La causalité est alors toujours respectée puisque le temps est
le mé&me pour tous les référentiels.

Avec un parametre k¥ négatif, la vitesse V composée suivant la loi (6.27) peut
devenir arbitrairement grande. Il n’y a donc pas a priori de vitesse relative limite
entre deux référentiels. De plus la composition de deux vitesses positives peut don-
ner une vitesse négative (par exemple, V| = 1//—x et Vo, = 2/,/—K implique
V = —3/4/—X). La loi de transformation d’un intervalle de temps étant donnée par

At =y(V) [At —xV Ax] (6.29)

avec 0 < y(V) < 1, on constate que, pour des vitesses relatives bien choisies, Ar’
peut ne pas avoir le méme signe que At, c’est-a-dire que I’ordre des événements
peut se trouver inversé en passant d’un référentiel a ’autre. Si le parametre K est
négatif, la causalité peut ne pas étre respectée pour certaines vitesses relatives per-
mises entre deux référentiels.

Si K est positif, on peut poser kK = 1/c?, oll ¢ est une constante, que 1’on peut
prendre positive, ayant la dimension d’une vitesse. La loi de transformation s’écrit
alors

, t—Vx/c?
! — V2/c2)1/2
(-v (/C (6.30)
v - x—=Vt
(1 _ V2/02)1/2’
et la loi de composition des vitesses est donnée par
Vi+ VW,
e 6.31
1+ ViVa/c? (631

La relation (6.31) implique que la vitesse relative entre deux référentiels doit obli-
gatoirement avoir une valeur absolue inférieure a ¢ (voir section 5.1). De plus la
causalité est respectée pour tout intervalle d’espace-temps tels que |Ax/At| < c
(voir section 3.3). L'ordre d’apparition de deux événements peut étre déterminé
sans ambiguité dans tous les référentiels, si une information ne dépassant jamais la
vitesse ¢ peut circuler entre ces deux événements. Il faut donc prendre le parametre
K positif car, dans ce cas, une certaine forme de causalité est toujours possible.
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La vitesse ¢ apparait donc comme une vitesse limite, infranchissable, intime-
ment liée a la structure de notre espace-temps. Si on adjoint aux formules de trans-
formation (6.30) sur le couple (¢,x) les expressions déja démontrées concernant les
coordonnées transversales par rapport a la vitesse relative, y' = y et 7/ = z, on se
rend compte que les lois de transformation obtenues sont formellement identiques
aux transformations de Lorentz obtenues dans le chapitre 2. Il y a toutefois une
nuance conceptuelle importante. Nous n’avons pas fait appel au postulat d’inva-
riance de la vitesse de la lumiere, mais seulement a celui du respect de la causalité
qui apparait plus général et moins artificiel car frappé€ du bon sens. La vitesse ¢ qui
intervient dans les formules (6.30) n’est pas a priori la vitesse de la lumiére méme
si, dans la pratique, elle doit lui étre identifiée. Nous discutons ce point crucial un
peu plus loin. On peut dire que la reconstruction des lois de transformation présen-
tées dans ce chapitre leur confére un caractere d’universalité qu’elles n’avaient pas
dans la démonstration plus simple établie dans le chapitre 2.

Il est intéressant de comparer la démarche choisie dans cette section avec celle
développée dans le chapitre 2. L’homogénéité de 1’espace-temps implique en fait la
linéarité des transformations ; c’est également un des principes de base sur lequel
nous nous étions appuyés pour établir les transformations de Lorentz (voir la dis-
cussion dans la section 2.1.4). Il en est de méme pour ’isotropie de 1’espace et la
structure de groupe des transformations. Ces deux propriétés ont été€ prises en
compte des le départ pour établir les transformations de Lorentz (voir équation (2.6)
de la section 2.1.3).

6.2.6 Vitesse limite

Il faut maintenant déterminer quelle est la valeur de ¢ dans notre univers. Si cette
vitesse est infinie, les transformations (6.30) se réduisent aux transformations de
Galilée, la formule (6.31) de composition des vitesses devenant une simple addi-
tion %, De plus, la vitesse relative de deux référentiels d’inertie peut devenir arbi-
trairement grande.

Si la vitesse c¢ est finie, comment la déterminer ? La formule (6.31) nous indique
que la composition de la vitesse limite avec n’importe quelle autre vitesse donne
toujours ¢ (voir section 5.1). Un objet se déplacant a la vitesse limite dans un réfé-
rentiel d’inertie sera observé se déplagcant a la méme vitesse par tous les observa-
teurs inertiels d’autres référentiels. La vitesse limite est donc invariante. Pour la
mesurer expérimentalement, il faut détecter dans 1’univers un phénomene ayant une
vitesse invariante pour tous les référentiels d’inertie. Cette vitesse ne peut étre alors
que la vitesse limite.

Or, on constate que la vitesse de la lumiere dans le vide est invariante. Les expé-
riences, réalisées avec une précision toujours croissante, n’ont pu trouver la moin-

6. Les équations (2.31), limites a faible vitesse des équations (2.28), ne sont pas des relations de
groupe. C’est pourquoi la « véritable » limite non relativiste des transformations de Lorentz est
donnée par les équations (1.2) et (1.3), équations correspondant a une vitesse ¢ infinie.
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dre variation significative de cette vitesse. Kenneth Brecher 7 de 1’université de
Boston, a récemment montré que la vitesse de la lumiere est constante avec une
erreur relative inférieure 4 1072°. La vitesse de la lumiére semble donc étre un bon
candidat pour la vitesse limite. La valeur exacte de ¢ dépend évidemment des uni-
tés choisies pour mesurer les distances et les durées (voir section 1.7).

On ne peut cependant affirmer avec une certitude absolue que c est bien la vitesse
de la lumiere. En effet, dans la suite nous montrerons que seules les particules de
masse nulle peuvent se déplacer a la vitesse limite (voir section 9.5). On sait que la
masse du photon est trés petite, mais on ne peut pas démontrer expérimentalement
qu’elle est nulle 8. On ne peut donc prouver que c est la vitesse de lumiere dans le
vide. Si on constate un jour que la masse des photons n’est pas égale a zéro, alors
il faudra se résoudre a ce que la lumiere dans le vide ne se déplace pas a la vitesse
¢, c’est-a-dire ce que 1’on appelle la vitesse de la lumiere. On a donc proposé de
rebaptiser c vitesse limite ou constante d’Einstein. Cette derni¢re appellation ferait
ainsi élégamment écho 2 la constante de la gravitation universelle ? et 4 la constante
de Planck pour la mécanique quantique. Par tradition, dans la suite du cours, nous
désignerons cependant toujours la vitesse limite ¢ par « vitesse de la lumiere dans
le vide ».

Le caractere raisonnable des hypotheses a la base de cette construction des équa-
tions de la relativité restreinte ne dispense pas les transformations de Lorentz de véri-
fications expérimentales approfondies. Jusqu’a présent, aucune déviation notable par
rapport a la théorie d’Einstein n’a pu €tre mise en évidence (voir section 1.1.4).

6.3 STRUCTURE DE GROUPE ET RAPIDITE

Les propriétés de groupe des transformations spéciales de Lorentz apparaissent tres
clairement en étudiant ces transformations écrites en terme de rapidité (voir section
2.1.4). Soient un référentiel R, de coordonnées ct’ et x’, uni au référentiel R, de
coordonnées ct et x, par une transformation spéciale de Lorentz de vitesse V| et un
référentiel R,, de coordonnées ct” et x”, uni au référentiel R| par une transforma-
tion spéciale de Lorentz de vitesse V,, parallele a V). En vertu des relations (2.22)
on a, sous forme matricielle,

ct cosh@; sinh0; ct’ Vi
= tanh9; = — 6.32
(x ) (sinh61 Cosh61> (x’ ) avee amimL = (6-32)

7. The American Institute of Physics Bulletin of Physics News, n° 484, 11 May 2000.

8. Des mesures expérimentales de grande précision montrent que si le photon est massif, sa
masse ne peut excéder la valeur de 1,2 x 107! g, ce qui est environ 1072 fois plus petit que la
masse de 1’électron (S. Eidelman et al. (Particle Data Group), Physics Letters B, vol. 592, 2004,
p-1.)

9. La constante de la gravitation universelle est parfois appelée constante de Cavendish ou cons-
tante de Newton.
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et
ct’ cosh@, sinh6, ct” %)
= tanh®, = —.  (6.33
( x' ) ( sinh®, cosh 92> ( x” ) avee ;=g (6.33)

Rappelons que la valeur d’une rapidité 6 est strictement comprise entre —oo et
+o00. En éliminant ¢’ et x” entre les relations (6.32) et (6.33) on obtient

ct cosh® sinh© ct”
(x ) B (sinhe coshe) (x”) (6.34)

0 =0+ 0,. (6.35)

avec

La composition de deux transformations spéciales de Lorentz suivant un méme axe
est donc une transformation du méme genre. La transformation identité est une
transformation de rapidité = 0. Une transformation de rapidité —6 est ’inverse
d’une transformation de rapidité 0. On retrouve donc que les transformations spé-
ciales de Lorentz suivant un méme axe forment un groupe commutatif 10,

La loi d’addition (6.35) n’est autre que la loi relativiste pour la composition des
vitesses. En effet, en notant que

%
tanh @ = — (6.36)
c
ou V est la vitesse du référentiel R, par rapport au référentiel R, on a
\% tanh 0; + tanh 0, Vife+ Va/c
— =tanh® = tanh(0; + 0,) = = , (637
c oo anh(O1 4+ 02) = a6, anh6; ~ 1+ Vivp2 037

c’est-a-dire, la formule (6.31),
On constate ainsi que la composition relativiste des vitesses longitudinales est équi-

N

valente a 1’addition simple des rapidités. Si on convient de noter Y=

11 =V2/e2 vy =1//1 = V2/2, v, =1/,/1 — V$/c2, les relations (2.25) et

(6.35) impliquent que

ViV

Y= cosh® = cosh6; cosh0; + sinh0; sinh0, =7y, 1» <1 + ) , (6.38)

C

14 Vi oV
y— = sinh® = sinh §; cosh @, + cosh®; sinh 6 = Y 1» (—1 + —2) . (6.39)
C C

10. Plus précisément un sous-groupe commutatif d’un groupe plus vaste, voir section 8.3.
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On peut également obtenir ces formules en examinant les relations (6.23).

En relativité restreinte, la notion de rapidité semble plus naturelle que la notion
de vitesse !! : i) elle permet de simplifier les équations de transformation ; ii) pour
composer deux rapidités, il suffit de les additionner ; iii) une vitesse égale a celle de
la lumiere correspond a une rapidité infinie.

La théorie des groupes nous apprend qu’il existe généralement des « objets » que
les transformations d’un groupe donné n’affectent pas. On montre facilement que
pour la transformation spéciale (2.22), la grandeur ¢?t> — x? est invariante (voir
section 2.1.3). Nous reviendrons sur cette remarque dans la section 8.4.

Considérons maintenant une transformation spéciale du type (2.22) pour une
vitesse relative infinitésimale, c’est-a-dire de parametre df3. Dans ce cas, la trans-
formation prend la forme simplifiée ct = ct’ + dB x" et x = x" + dB ct’ (voir rela-
tion (2.31)), ou encore d(ct’) = dP x" et dx’ = dP (ct’). C’est ce qu’on appelle en
théorie des groupes la transformation infinitésimale génératrice du groupe. On peut
remarquer la simplicité et I’élégance de ce résultat '2.

6.4 DU RELATIF ET DE L'ABSOLU

La durée d’un phénomene, le volume d’un objet, le caractere simultané de deux
événements sont, parmi d’autres, des grandeurs relatives. Le fait que les mesures de
ces grandeurs effectuées par deux observateurs en mouvement relatif ne coincident
pas est un simple effet de perspective dans I’espace-temps. On peut s’en convain-
cre en examinant la description d’opérations de mesure dans un diagramme de
Lorentz : les axes d’espace et (surtout) de temps des deux observateurs ne pointent
pas dans les mé&€mes directions de I’espace-temps.

Cependant, tout n’est pas relatif en relativité restreinte : la vitesse de la lumiere
est absolue, I’espace-temps et les lignes d’univers qui le parcourent sont absolus. De
méme, I’intervalle d’espace-temps entre deux événements est absolu. En fait, mal-
gré son nom, ce qui est important en relativité, c’est précisément ce qui est absolu.
Pour cette raison, certains considerent que la théorie est mal nommée 3. Einstein
lui-méme, apparemment, n’était pas satisfait de cette appellation.

11. Pour plus d’informations, voir I’article de Jean-Marc Lévy-Leblond et Jean-Pierre Provost,
« Additivity, rapidity, relativity », American Journal of Physics, vol. 47, n° 12, December 1979,
p- 1045-1049.

12. On trouvera plus d’informations sur les transformations de Lorentz infinitésimales dans le
livre de J. D. Jackson, sect. 11.7 (biblio).

13. Le physicien Jean-Marc Lévy-Leblond a proposé de rebaptiser la relativité restreinte « chro-
nogéométrie ».
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EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 266.

6.1 Définition d'un groupe

Les postulats 3 et 4 définissant un groupe dans la section 6.1 peuvent étre rempla-
cées par des conditions moins fortes :

3’. il existe un élément E appelé identité gauche tel que £ x A = A pour tout €lé-
ment A de G ;

4. chaque élément A de G posséde un inverse gauche, noté A~!, appartenant a G, et
telque A" x A = E.

Montrer que I’identité gauche est aussi une identité droite (A x £ = A) et est
unique, et que I’inverse gauche A~ est aussi un inverse droit (A x A~! = E) et est
uniquement déterminé par A. Les conditions 3 et 4 sont donc le résultat des condi-
tions 3’ et 4.

6.2 Loi de composition des vitesses longitudinales

Montrer que la loi de composition de deux vitesses longitudinales B;c et Byc résul-
tant de la relation (5.4) peut se mettre sous la forme

1+B  14+PBi 1+B

1-B 1-Bi1-P2

Faites le lien avec I’addition des rapidités.

6.3 Une nouvelle forme de la transformation de Lorentz

En introduisant la rapidité 6 de facon habituelle tanh 6 = V /c, montrer que la
transformation de Lorentz pour le couple (ct,x) peut se mettre sous la forme sui-
vante

ct' +x' = e Ot +x),
ct' —x' = €%ect —x).

Retrouver rapidement I’invariance de la forme quadratique ¢?¢> — x°.

6.4 Addition des rapidités

La rapidité © d’une particule se déplacant a la vitesse V est définie, de fagon habi-
tuelle, par tanh @ = V/c. Notons y = ¢?®. Montrer que si,  partir du référentiel au
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repos d’une particule, on lui communique un accroissement de vitesse V, n fois

consécutives, la vitesse finale de cette particule par rapport au référentiel original
"1

1

est donnée par ¢

6.5 Propriété du facteur y
Le facteur y de la transformation est défini par la formule (6.26). Montrer que le

coefficient y(V1)y(V2) (1 +xV1V,) intervenant dans les relations (6.23) est bien
égal a y(V) avec V donné par la formule (6.27).

6.6 Associativité des transformations de Lorentz

Montrer que la composition de trois transformations de Lorentz spéciales suivant un
méme axe est une loi associative. Retrouver la formule (6.28).

6.7 Homogénéité et isotropie

Au moyen d’expériences de pensée, montrer que I’isotropie de I'univers implique
son homogénéité. Monter également que la proposition réciproque n’est pas vraie.



Chapitre 7

Transformations
de Lorentz générales

Marty, il te faut penser en quatre dimensions !

D' Emmett L. BROWN

7.1 NON-COMMUTATIVITE DES TRANSFORMATIONS
SPECIALES

z

Figure 7.1 Deux référentiels d’inertie liés par une transformation de Galilée sans rotation.
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En cinématique galiléenne, deux référentiels d’inertic R et R’ sont reliés par une
transformation sans rotation si les axes des reperes spatiaux (O;x,y,z) et
(0'; x',y’,7) choisis dans chacun de ces référentiels restent paralleles deux a deux.
Cette situation est illustrée sur la figure 7.1. Pour une transformation homogene de
vitesse V, les relations unissant les coordonnées (¢,x,y,z) et (Z',x’,y',z/) d’un
méme événement sont alors données par (voir équations (1.2) et (1.3))

r = t,
x = x'+V. ¢,
S (7.1)
y = Y+,
z = 77+ V.1,

ou Vi, V, et V, sont les projections de la vitesse relative V dans le repere
(O; x,y,z) . On peut considérer les relations (7.1) comme le résultat de transforma-
tions « élémentaires » successives le long des différents axes du repere (O; x,y,z),
ces transformations élémentaires étant effectuées dans un ordre quelconque. En
effet, les relations (7.1) peuvent s’écrire sous forme matricielle

/

t 1t
/
Noowomom, |5, (7.2)
y N — y
Z ordre quelconque Z !
avec
1 0 0 O 1 0 00 1 00 O
v 100 o 100 o 100
Mc=1to o1 ol ™=|v, o1 0]'™=|0 o010
0 0 0 1 0 0 0 1 V. 0 0 1
(7.3)

En cinématique relativiste cette procédure est inapplicable car les transformations
spéciales de Lorentz successives, dans différentes directions, aboutissent a des
résultats qui dépendent de 1’ordre dans lequel on les considere. Par exemple, une
transformation spéciale de Lorentz de vitesse V, le long de ’axe Ox est décrite par

ct Y« Y:«Bx O O ct’

o fwBe o 00 fa) g Ve gy
y|=l o o 1oy BT T g "
z 0 0 01 4 e

Une transformation de vitesse V) le long de I’axe Oy est décrite par

ct Yy 0 yBy 0\ [cf

x| _ 0O 1 0 o0 x' B, = Yy . 1 (7.5)
y - YyBy 0 ’Yy 0 yl ’ y — c ) Y} - 1 _ BZ . .

z 0O 0 0 1 z ¥
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Les matrices de transformation dans les relations (7.4) et (7.5) ne commutent pas,
de sorte que le résultat du produit des deux transformations spéciales de Lorentz
correspondantes n’est pas uniquement déterminé par la seule donnée de V, et V.
Nous verrons dans la section suivante comment écrire une transformation de
Lorentz quelconque (non spéciale).

7.2 TRANSFORMATIONS DE LORENTZ
AVEC ET SANS ROTATION

L’étude des phénomenes physiques a 1’aide des transformations spéciales de
Lorentz n’est en aucun cas une perte de généralité, dans le cas ou on a affaire a seu-
lement deux référentiels. On peut en effet toujours effectuer sur les systemes de
coordonnées des rotations et des translations de facon a se ramener a ce type de
transformations (voir section 2.1.5). Cependant, il peut exister des situations ou il
est nécessaire de considérer trois référentiels ou plus. Dans ce cas, s’il est loisible
de changer les axes des deux premiers pour se conformer a une transformation de
Lorentz spéciale, ces axes deviennent alors figés pour les comparaisons au troisieme
référentiel. Il n’y a alors aucune raison (sauf cas tres particulier) pour que le pas-
sage du premier au troisiéme, ou du deuxieme au troisieme, s’accomplisse par une
transformation de Lorentz spéciale.

Il est par conséquent utile et méme nécessaire d’écrire les transformations de
Lorentz sous forme vectorielle, indépendamment de tout repere particulier. L’idée
est de décomposer les vecteurs position 7 et 7’ en composantes longitudinales et
transversales par rapport a la vitesse relative V des référentiels R et R', comme indi-
qué sur la figure 7.2.

On pose

Les vecteurs ’_:H et 7 ’”, paralleles au vecteur V, sont donnés par

b =MD e F=bd = PR oo

ouf = V/cetP =B/IB| estle vecteur unitaire le long de la vitesse relative. Un cal-
cul élémentaire montre que les vecteurs 7| =7 — 7 et 7/, =7’ —7| sont bien

perpendiculaires au vecteur V (voir exercice 7.1).
En utilisant ces notations, on peut mettre les transformations de Lorentz (2.28)
sous une forme plus générale. Considérons le cas d’une transformation spéciale sui-

vant I’axe Ox : B = (B,0,0). Si, dans les deux reperes, les coordonnées d’un point
quelconque sont respectivement notées ¥ = (x,y,z) et ¥’ = (x',y’,z’), les compo-
santes des différents vecteurs définis ci-dessus sont alors données par
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0 M ' o @

Figure 7.2 Décomposition d'un vecteur en composantes paralléle et perpendiculaire

dans un référentiel d’inertie R, lié a un autre référentiel d'inertie R’
par une transformation spéciale de Lorentz.

Al =(x,00), Fj =00,
i =1(0,y,2), Flo=(0,y.2).

On peut ainsi écrire (voir les relations (2.28))
ct =Y(ct' +Bx") = ct =7yt + E 7).
En écrivant sous forme vectorielle 1’égalité x = y(x’ + B ct’), on trouve
(x,0,0) = v((,0,0) + B.0.0)ct') = Fj =y +Pet).
Pour la direction perpendiculaire a la vitesse, on a
0,y,2) =(0,y,2) = 7FL=r'.
Finalement les relations vectorielles sont donc

= yer'+B-F,
A= 4G +Ber),

r, = 173_,

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

avecy=1/,/1 — B2. Les composantes de la vitesse relative V dans les référentiels

R et R’ sont donc respectivement données par (V,0,0) et (—V,0,0). Supposons
maintenant que les deux systemes de référence soient soumis individuellement a des
rotations identiques (caractérisées, par exemple, par les mémes angles d’Euler dans
chaque référentiel). Dans ces nouveaux reperes, les composantes de la vitesse rela-
tive dans les référentiels R et R’ sont maintenant respectivement données par
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Ve, V), V) et (—=V,,—V,,—V,), avec V?= sz + Vy2 + VZZ. Les deux référentiels
ont subi la méme rotation ; les reperes spatiaux sont donc caractérisés, dans un cer-
tain sens, par la méme orientation. Ces rotations des systeémes d’axes n’alterent en
rien les relations (7.12). Celles-ci sont donc également valables pour une vitesse
relative ayant une orientation quelconque, puisqu’un produit scalaire est invariant
sous une rotation, a condition de comprendre toujours 7 et 7, comme les compo-
santes longitudinales et transverses par rapport a la vitesse relative considérée.
Les relations (7.7) et (7.12) entralnent

ct = y(ct’—l—B-?’),

> Q/+Y[§< Y B 2 ﬂ) (7.13)
r =r —PB-r ct’' | .
Y+ 1

Ecrites sous cette forme, les transformations de Lorentz se voient ainsi affranchies
de tout repere particulier, avec cependant deux contraintes. Premi¢rement, les hor-
loges des référentiels R et R’ marquent I’instant zéro quand leurs origines spatiales
se croisent. Deuxiémement, on remarque que si la vitesse relative est nulle, les deux
référentiels ont leurs axes confondus. Cela signifie qu’il n’existe pas de rotation
entre les deux reperes orthonormés. On qualifie ainsi de « sans rotation » une telle
transformation de Lorentz (voir figure 7.3). Les équations (7.13) s’inversent en

remplacant 3 par —f et en permutant les coordonnées primées et non primées. Elles

se réduisent aux relations galiléennes (1.3) et (1.2) quand |[§| < 1.

Les coordonnées spatiotemporelles de 1’origine du repére spatial du référentiel
R/, 2 un instant donné ¢’, sont (ct’,7’ = 0) dans ce référentiel. En utilisant la trans-
formation (7.13), on trouve que les coordonnées_spatiotemporelles de cet événe-
ment dans le référentiel R sont (ct,7) = (yct',yBct’). Dans le référentiel R, on
obtient donc ¥ = V' t, ce qui est bien ’équation du mouvement de 1’origine du
repere spatial du référentiel R’ dans le référentiel R.

Figure 7.3 Les deux référentiels d'inertie numérotés 1 sont liés par une transformation
spéciale de Lorentz. Les deux référentiels d’inertie numérotés 2 sont liés
par une transformation de Lorentz sans rotation. La rotation qui ameéne les coordonnées 1
sur les coordonnées 2 est la méme dans les référentiels primé et non primé.
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Une représentation matricielle des équations de transformation s’obtient en pro-
jetant les relations vectorielles (7.13) sur les axes de chacun des référentiels. On
obtient alors

X=AP)X, (7.14)

ct ct’
/

, |, etou

/

ou X et X’ désignent respectivement les matrices colonnes )yc et ;
Z b4
A(B) est la représentation matricielle d’une transformation de Lorentz sans rota-

tion. Si on pose By = V,/c, By =V,/c et B, =V./c, et si on note Y=

1/y/1 — V2%/c2, la matrice A peut s’ écrire ([3 P =Bex’ + By y + B2 ete):

R
I R Y+x1y2 v
AR = BB TR PR (7.15)
N
x Pz yPz 7
W Y+ 1 v |

Cette matrice satisfait a la condition (2.7) ; elle correspond donc bien a une trans-
formation de Lorentz !. De plus, on peut vérifier que la matrice inverse s’obtient en

changeant B en —f3 (voir exercice 7.3),

AT B) = A-B). (7.16)
que A(6) est bien la matrice identité, et que la matrice A(B) se réduit a une trans-
formation spéciale sur un axe si deux des composantes de la vitesse relative sont
nulles.

Pourquoi prendre toutes ces précautions pour établir les relations (7.13) et
(7.15) ? Nous avons choisi de prendre orthonormés les reperes spatiaux (O; x,y,z)
du référentiel R et (O’; x’,y’,z’) du référentiel R'. Supposons, comme nous venons
de le faire, que la vitesse relative V ne soit pas dirigée suivant un des axes des repe-
res. Alors, en vertu de la loi de transformation des angles établie dans la section 4.3,
pour un observateur du référentiel R, les axes du référentiel R’ ne feront plus entre
eux des angles droits, c’est-a-dire que pour cet observateur, le repere de R’ ne sera
pas orthonormé. On peut s’en rendre compte en considérant I’axe O’y’ du repére de

1. Une autre procédure pour obtenir la forme (7.15) est décrite dans le livre de J. D. Jackson,
sect. 11.7 (biblio).
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R’ a I’instant ¢ = 0, instant auquel les origines des deux repéres spatiaux coinci-
dent. Les points de cet axe sont caractérisés par

!/ / /

t'=x'"=7=0.

Dans le référentiel R, on trouve donc

VB:By

Si les axes O'y’ et Oy coincidaient a cet instant, on devrait obtenir x = 0. Ce n’est
manifestement pas le cas. On en conclut que I’axe O’y’ forme un angle avec 1’axe
Oy. La situation est évidemment similaire pour un observateur du référentiel R'. Il
n’est donc plus possible de définir simplement, comme en relativité galiléenne,
deux référentiels d’inertie en mouvement relatif dont les axes restent paralleles deux
a deux, sauf dans le cas particulier des transformations spéciales (voir section 4.2).

Avant de poursuivre, il nous semble important de préciser un point qui est en
général peu abordé. Soit A un observateur du référentiel inertiel R ; il a vérifi€, par
tous les moyens géométriques dont il dispose, que son systeme d’axes est ortho-
normé. L’observateur B, au repos dans le référentiel d’inertie R’, a vérifié de méme
I’orthonormalité de son systeme d’axes. Les deux référentiels R et R’ sont suppo-
sés unis par une transformation de Lorentz sans rotation. Nous avons vu que A
constate que les axes de B ne sont pas mutuellement orthogonaux, et réciproque-
ment. A et B connaissent bien la relativité et savent parfaitement que cela ne signi-
fie pas forcément que leurs axes ne sont pas paralleles ; il peut s’agir d’un effet
purement cinématique de modification des angles due au phénomene de contraction
des longueurs. Alors comment ces observateurs vont-ils étre convaincus que leurs
axes sont bien paralleles et qu’ils sont liés par une transformation de Lorentz sans
rotation ? Et bien la recette est relativement simple. A mesure la vitesse relative V
de B par rapport a lui et calcule les cosinus directeurs de V' par rapport a ses axes.
De méme, B mesure la vitesse relative V' de A par rapport a lui et calcule les cosi-
nus directeurs de V'’ par rapport a ses axes. Ils se communiquent leurs résultats ; si
leurs cosinus directeurs sont identiques, leurs axes sont paralleles ! Rappelons nous
en effet que V' = —V et que, par conséquent, les directions sont confondues.

Signalons €galement que les relations (7.13) peuvent se mettre sous une forme
plus symétrique (mais inutilement compliquée) en les variables de temps et
d’espace

1
':B+ (7.19)
o= 7 +Yﬁ(m-r +ct).

ct = ct’+y[§-( i ct’—i—?’),
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La transformation de Lorentz la plus générale s’obtient en faisant subir & deux sys-
temes de référence, initialement unis par une transformation spéciale de Lorentz,
des rotations différentes. On obtient alors ce que 1’on appelle une transformation de

Lorentz avec rotation 2. Considérons deux référentiels d’inertie R et R’ unis par une
transformation de Lorentz avec rotation. Si V est la vitesse relative de R par rapport

a R/, alors la vitesse relative V'de R/ par rapport a R n’est pas égale a — V comme
dans le cas d’une transformation de Lorentz sans rotation. C’est une rotation parti-

culiere, liée a la rotation relative des deux référentiels, qui amene V sur V.

7.3 * PRECESSION DE THOMAS

La composition de deux transformations de Lorentz sans rotation donne, en géné-
ral, une transformation de Lorentz avec rotation. Considérons deux_référentiels
d’inertie R’ et R” caractérisés respectivement par des vitesses c[3 et c([3 + 5[3) par
rapport a un troisieme référentiel d’inertie R. On suppose que les coordonnées (X')
du référentiel R’ et les coordonnées (X) du référentiel R sont reliées par une trans-
formation de Lorentz sans rotation, notée matriciellement (voir notation (7.14))

X =APB) X (7.20)

De méme, les coordonnées (X”) du référentiel R” et les coordonnées (X) du réfé-
rentiel R sont reliées par une transformation de Lorentz sans rotation, notée matri-
ciellement

X =APB+p) X" (7.21)

La relation matricielle unissant les coordonnées des deux référentiels d’inertie R’ et
R’ est X' = Ar X", ol

Ar = A(—B)AB + ). (7.22)

Apres un long calcul, qui est proposé dans I’exercice 7.5, on trouve, au premier

ordre en 8[3,

ct' =ct’ + Af& P AB=7v8BL + ¥ Py,
> > = SR avec . Y2 (7.23)
F'=r"+ABct" +AQ AT, AQ:Y+1B 5[3

2. Voir, par exemple, les livres de C. Mgller, p. 41 (biblio), et de Henri Arzelies, Relativistic
Kinematics, Pergamon Press, 1966, p. 72.
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o y=1/,/1—B2, et ot 5B et B, sont les composantes de df respectivement

parallele et perpendiculaire a ﬁ On peut donc écrire, au premier ordre en SE,
Ar = A(—B) AB +3B) = A(P) RAAD) = RAD AMB),  (7.24)

ot A(AB) est une matrice de transformation de Lorentz sans rotation, infinitési-
male, de vitesse AP (voir la relation (7.13) pour une vitesse relative infinitésimale),
et ol R(AQ) est une matrice de rotation infinitésimale 3 caractérisée par le vecteur

(axial) AQ. Ces deux transformations sont commutatives (une contribution du
second ordre est négligée).

La relation (7.24) montre que I’ensemble des transformations sans rotation ne
forme pas un groupe, contrairement a I’ensemble des transformations avec rotation
(voir section 8.3). Toutefois, lorsque deux transformations de Lorentz sans rotation
sont caractérisées par des vitesses paralleles, le résultat de leur composition est
encore_une transformation de Lorentz sans rotation. On constate en effet que
AQ =0 si 8[3 est parallele a B (voir section 6.3). Cette propriété reste valable dans
tous les cas, méme lorsque les deux vitesses d’entrainement différent d’une gran-
deur arbitraire (voir exercice 7.6).

Le fait que deux transformations de Lorentz successives sont équivalentes a une
transformation de Lorentz plus une rotation dans I’espace a plusieurs conséquences
cinématiques. Un exemple célebre est donné par le phénomene de précession de
Thomas qui fournit une interprétation des interactions spin-orbite atomique et
nucléaire 4. Si la variation de vitesse_provient d’une accélération a du référentiel
R, alors pendant le temps df on a 8 = a dt/c ; si, de plus, la vitesse d’entraine-
ment est faible (B <« 1), alors y2 /(y+ 1)~ 1/2. La variation de I angle de rotation
correspond 2 une précession des axes avec une vitesse angulaire ® = —AQ/dt
appelée vitesse de précession de Thomas (le signe — vient du fait que nous sommes
inté€ress€s par I’angle de rotation qui lie les vecteurs de base et qui vaut I’oppos€ de
I’angle de rotation A€ liant les coordonnées entre les deux systemes).
Explicitement, on a

-

VAG

O=—
2¢2

(7.25)

La dérivation ci-dessus a I’avantage d’étre générale et valable pour une vitesse d’en-
tralnement quelconque ; elle a I'inconvénient d’étre trés formelle et longue a

3. Sous ’effet d’une rotation R, d’angle infinitésimal d® autour d’un axe pointant dans la direc-
tion du vecteur unitaire 71, un vecteur a devient Ra = a +d® A a, ou le vecteur axial d@® est
parallele au vecteur 7 et est tel que |[d®| = do. Voir, par exemple, I’ouvrage de H. Goldstein,
C. Poole et J. Safko, sect. 4.8 (biblio).

4. Pour plus d’informations, voir, par exemple, le livre de J. D. Jackson, sect. 11.8 et 11.11
(biblio).
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démontrer. De plus, elle masque ’origine physique du phénomene de précession.
Nous allons donner ci-dessous une démonstration plus simple, adaptée au cas d’un
électron orbitant autour d’un noyau avec une vitesse bien inférieure a celle de la
lumiere. Elle nous permettra de préciser certains points trés importants et fera com-
prendre plus clairement 1’origine de la précession.

La précession de Thomas est un phénomene qui se produit chaque fois que 1’on
transporte un vecteur toujours parallelement a lui-méme dans son référentiel au
repos, qui possede lui méme une accélération par rapport a un référentiel inertiel.
Un observateur de ce référentiel d’inertie a I’impression que le vecteur change
d’orientation pendant son parcours. Llewellyn Thomas en a donné une explication
des 1926 5. Thomas consideére un atome ; son référentiel d’inertie R est celui du
noyau, qui est a peu de choses pres celui du laboratoire. Schématiquement, le réfé-
rentiel propre d’un électron P tourne autour du noyau le long d’un cercle. Méme s’il
tourne 2 vitesse angulaire constante, il n’en subit pas moins une accélération a.
Bien que ce référentiel P ne soit pas inertiel, 1’étude peut étre réalisée dans le cadre
de la relativité restreinte : Thomas considere des référentiels galiléens qui coinci-
dent momentanément avec le référentiel P.

Soit R/, le référentiel galiléen qui coincide avec le référentiel P au temps 7. Nous
pouvons toujours modifier les axes des référentiels R et R’ pour qu’ils soient paral-
1eles et que la vitesse relative V du référentiel R’ par rapport au référentiel R soit
dirigée le long de I’axe Ox. Nous supposons que V < c et définissons, comme

Yy A
3 \

R y”

N

u

. U
>—>
(0] o’ — z’ x
14
(a) (b)

Figure 7.4 Dans la partie gauche (a) de la figure, nous avons représenté les référentiels
mis en jeu dans la précession de Thomas. Les référentiels coincidant avec le référentiel
au repos de I'électron sont en gras. Dans la partie droite (b), nous avons noté de facon
simplifiée les référentiels et les vitesses relatives correspondantes. Nous avons fait figurer,
en pointillé, les axes du référentiel R” tels qu'ils apparaissent pour un observateur
du référentiel R.

5. Dans un article tres difficile a lire : L. H. Thomas, « The Motion of the Spinning Electron »,
Nature, vol. 117, n° 2945, 10 April 1926, p. 514.
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d’habitude, y= (1 — V?/c?)~!/2. Les deux référentiels sont donc unis par une
transformation de Lorentz spéciale. Au temps ¢ + dt, le référentiel propre a 1’élec-
tron a évolué sur une courbe plane contenue dans le plan Oxy et le référentiel gali-
léen qui coincide avec celui-ci a cet instant est noté R”. On suppose que le référen-
tiel propre se déplace en gardant toujours ses axes paralleles. Ainsi les référentiels
R’ et R” posseédent des axes paralleles, et la vitesse relative du référentiel R” par
rapport au référentiel R’ est notée u. Cette vitesse a des compososantes u et u,, par
rapport aux axes O'x’ et O’y’. La situation est illustrée sur la figure 7.4. Ainsi, nous
avons affaire a une transformation de Lorentz sans rotation générale. Bien que, par
le protocole expérimental expliqué plus haut, les observateurs des référentiels R et
R’ d’une part, et les observateurs des référentiels R’ et R” d’autre part, soient tom-
bés d’accord pour admettre que leurs axes sont paralleles, nous allons voir qu’il
n’en est plus de méme pour les observateurs des référentiels R et R”. Un observa-
teur du référentiel R constate en fait que les axes du référentiel R” ont 1égeérement
tourné.

Entrons a présent dans la description mathématique du phénomene. On se place
dans une situation oll z = z/ = z” ; on ne s’intéresse donc plus a ces coordonnées.
Les coordonnées (ct,x,y) du référentiel R sont liées a celles (ct’,x’,y") du référen-
tiel R par une transformation de Lorentz spéciale

t = y{t' +Vx'/c?),
x = yx'+Vt), (7.26)

y = Y.
Le passage du référentiel R’ au référentiel R” s’effectue a priori par une transfor-
mation de Lorentz générale sans rotation. Il n’est cependant pas nécessaire d’entrer
dans ces complications. En effet, la durée d¢ est tres faible et la vitesse a peu évo-
lu€ dans cet intervalle, donc u << V « c. La vitesse relative u est donc infiniment
petite par rapport a ¢ (méme du second ordre en V/c) et la transformation des coor-
données s’identifie pratiquement a une transformation de Galilée

t// — t/,
" = x' —u,t, (7.27)
Yo=Y —uyt.

Calculons d’abord la vitesse relative U du référentiel R” par rapport au référentiel
R. Le plus simple est de choisir un point fixe du référentiel R”, par exemple 1’ori-
gine x” = y” = 0, et de voir comment ses coordonnées x et y évoluent dans le réfé-
rentiel R. Faisons donc x” = y” = 0 dans 1’équation (7.27), pour trouver x" = u,t’
et y'=u,t’. En reportant ces valeurs dans 1’équation (7.26), il vient
x =Yy +V)t', y =uyt’ ett =y(1 4+ u, V/c?)t'. En tirant ¢’ en fonction de ¢ de
cette dernicre égalité, et en reportant dans les expressions de x et y, on trouve
x = Uyt et y = Uyt, avec pour les composantes de la vitesse
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u, +V

14+ u,V/c?

U L B
YTyl 4 u Ve

(7.28)

Nous reconnaissons la loi d’addition des vitesses habituelle. L’ angle 6 que fait cette
vitesse par rapport a I’axe Ox vaut donc tan® = U, /U, = u,/[y(u, + V)]. Compte
tenu de la condition u < V, on voit que 0 ~ tanf et finalement

~ (7.29)
Cherchons a présent la vitesse relative U” du référentiel R par rapport au référen-

tiel R”. Choisissons donc un point fixe du référentiel R, par exemple 1’origine
x =y =0, et voyons comment ses coordonnées x” et y” évoluent dans le référen-

tiel R”. Faisons donc x = y = 0 dans I’équation (7.26), pour trouver x’ = —Vt’ et
y’ = 0. En reportant ces valeurs dans 1’équation (7.27), il vient x”" = —(u, + V)¢’
et " = —u,t’. Comme, de plus, ' = t”, on trouve x” = U/t" et y" = U;’t”, avec

pour les composantes de la vitesse

U// = _(ux + V)7
x (7.30)
U}/,/ = —uy.

L’angle 8" que fait cette vitesse par rapport a I’axe O”x” vaut donc tan6” = U}/ UY

=uy/(ux + V). Avec les mémes approximations qu’auparavant

/AP My

0" ~ v (7.31)
On voit donc que les angles 6 et 6” ne sont pas identiques, ce qui indique aux ob-
servateurs des référentiels R et R” que leurs axes de référence ne sont pas paralle-
les. De plus la différence d6 = 0 — 0" représente I’angle avec lequel les axes du
référentiel P ont tourné par rapport a ceux du reférentiel R pendant le temps dt (voir
la figure 7.4). En effectuant le calcul, et en tenant compte de la condition V < ¢,
on trouve

/1 1%
do="(2_1)~ ", (7.32)
vV \y 2¢?

Au premier ordre en V' /c, nous avons u, = U,. De plus U,, qui représente la varia-
tion de vitesse de I’électron selon I’axe Oy pendant le temps d est lie a I’accélé-
ration par Uy = a,dt. Cela permet d’écrire I’angle de rotation des axes comme
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d® = —a,Vdt/ (2¢?). On voit naturellement apparaitre la vitesse angulaire de pré-
cession de cet angle ®=d0/dt = —a, V/(2c?). On remarque que a,V =

(‘7 A @), ; comme de plus les axes tournent dans le plan Oxy, le vecteur rotation
instantanée est dirigé le long de I’axe Oz. On peut finalement écrire la vitesse angu-
laire de précession de Thomas sous la forme vectorielle (7.25) déja présentée ©.

Toute grandeur physique, comme un moment angulaire, constante dans le réfé-
rentiel de la particule accélérée subit donc une rotation dans un référentiel d’inertie.
Par exemple, en physique atomique, il est nécessaire d’ajouter cette vitesse de pré-
cession de Thomas, d’origine purement relativiste, a la vitesse de précession de
Larmor, plus traditionnelle et d’origine classique.

7.4 TRANSFORMATIONS NON HOMOGENES

Jusqu’a présent, nous avons toujours considéré que les origines spatiotemporelles
des deux référentiels coincidaient. Comment faut-il modifier les équations de trans-
formation si cette condition n’est pas remplie ? Considérons deux référentiels
d’inertie R et R’ unis par une transformation de Lorentz sans rotation. Supposons
que 1’observateur attaché au référentiel R’ constate que son horloge marque le
temps ¢’ =t quand le point 7 {, de son repere spatial se trouve a la position 7 dans
le référentiel R, ce qui se passe a I’instant ¢ = fy dans ce référentiel. Les équations
de transformation entre ces deux référentiels, qui doivent évidemment rester linéai-
res, s’obtiennent a partir des relations (7.13), en tenant simplement compte du chan-
gement d’origine. On trouve ainsi

ot —19) = y[c(z’—z(g)+[§.(7’—7g))],
Ty (7.33)
r—rog = r’—r6+yﬁ[y—+IB-(r/—ro)—i—c(t’—té)].

Vérifions que ces équations ont bien les propriétés attendues. Si g = 1, = 0 et iy =

Fo= 6, on retrouve les équations (7.13). Le point de référence du référentiel R’ de
coordonnées (ct’,r') = (ct,r ) dans ce référentiel a bien pour coordonnées spa-
tiotemporelles (cto,7y) dans le référentiel R. Par un raisonnement analogue 2 celui
mené pour la transformation (7.13) dans la section 7.2, on trouve que la condition
7' =7 implique 7 = V(t — to) + 7o, ce qui est bien ’équation du mouvement

dans le référentiel R du point de référence du repere spatial du référentiel R'.

6. Pour établir cette formule, nous nous sommes fortement inspirés de ’article de S. Dancoff et
D. R. Inglis, « On the Thomas Precession of Accelerated Axes », Physical Review, vol. 50, 1936,
p. 784.
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Les équations (7.33) s’inversent en remplagant 3 par —3, en permutant les coor-
données primées et non primées, et en tenant compte du changement d’origine spa-
tiotemporelle

c(t' — 1))

v[c(t—to)—fi-(F—?o)],
oy (7.34)
Fl—Fy = 7—70+YB[Y+—IB'(7—70)—00_[0)}-

Considérons deux événements distincts. Soient cAr et A7 les composantes spatio-
temporelles dans le référentiel R de I’intervalle d’espace-temps bati sur ces deux
événements. En appliquant les équations de transformation (7.33) aux événements
extrémités de cet intervalle, on trouve

cAt = YAt +B- AP,

AF A7+ B <—Y B-AF + cAﬂ) (7:39)
r = - Ar .

Y+1
Les composantes de I’intervalle d’espace-temps se transforment donc avec les rela-
tions (7.13), indépendamment de tout changement d’origine spatiotemporelle.

7.5 LOI GENERALE DE COMPOSITION DES VITESSES

Dans la section 5.1, nous avons examiné la loi de transformation d’une vitesse quel-
conque lors d’une transformation de Lorentz spéciale. Nous sommes a présent
armés pour étudier le cas plus général de la loi de transformation d’une vitesse
quelconque lors d’une transformation de Lorentz sans rotation générale.

Considérons un mobile dans un référentiel R se déplacant d’un vecteur élémen-
taire d7 en un temps dt. Sa vitesse instantanée est donc donnée par v = dr/dt. La
loi de transformation des grandeurs dr et dt s’obtient en différentiant les relations
vectorielles (7.13)

E’ﬁ/ /
dr =vy[1+ dr’, (7.36)
c

> | =y 2 v R.z/ d_t/
v—|: +Y[3<c+y—+1([3 v))] TR (7.37)

dans lesquelles v" = dr’/dt’. On a donc

<y
+
=
N
o
+
\.<
—
!
ST
N>
N~

(7.38)
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Cette relation s’inverse en remplacant B par —E et en permutant les coordonnées
primées et non primées. Si v’ = 0 ¢’est-a-dire si le mobile est au repos dans le réfé-
rentiel R, on a évidemment ¥ = V. Dans le cas ol T = 0, on trouve 3’ = —V. De
plus, si |v/| = ¢, alors on trouve |v| = ¢, ce qui est bien le résultat attendu (voir
exercice 7.4).

En décomposant les vecteurs v et v’ en composantes parallele et perpendiculaire
au vecteur V, la relation (7.38) se réduit aux deux expressions suivantes

LB+
v -V
1+ 2
_ 5,
B = q (7.40)

———
(1+75)
carona’ B(B ) = B(B . ﬁil) = Bzﬁh . Les équations (7.39) et (7.40) sont en fait
les formes vectorielles des équations (5.4) et (5.7).

Avec la procédure décrite ci-dessus pour établir la relation (7.38), il est clair que
les vitesses instantanées U et v’ doivent étre évaluées au méme événement de la
ligne d’univers du mobile. Autrement dit, supposons que la vitesse v soit mesurée
alors que I’objet occupe la position 7 a I'instant ¢ dans le référentiel R. Ce point de
I’espace-temps a pour coordonnées 7’ et ¢’ dans I’autre référentiel. C’est a cette
position et a cet instant dans le référentiel R’ que se rapporte la vitesse v’. D une
maniere générale, les mesures d’une grandeur physique quelconque (vitesse, accé-
lération, impulsion, etc.) réalisées dans deux référentiels d’inertie différents peuvent
étre connectées par des équations de transformation, dérivées des transformations
de Lorentz, si ces mesures se rapportent a un seul et méme événement.

EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 266.

7.1 Composantes longitudinale et transversale d’un vecteur

Dans la décomposition d’un vecteur ¥ = 7| + 7| en composantes longitudinale 7|

et transversale 7| par rapport au vecteur unitaire 3, montrer que rj = B(B-7) et
FL=BA (? A B) :

7.Si a et b sont deux vecteurs paralleles, alors on peut écrire G = an et b = bii o /i est un vec-
teur unitaire. On a alors b(b - a) = b*ai(i -h) =ab-b) = b?a.
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7.2 Manipulations de formules

— Montrer, i partir des relations (7.12), que la quantité c2t> — 7 2 est bien invariante.

- Etablir les relations (7.13) a partir des relations (7.12).
— Etablir les relations (7.39) et (7.40) a partir de la relation (7.38).

7.3 Calcul matriciel avec A

Montrer, en utilisant la matrice (7.15), que A_I(E) = A(—B), que A(6) est la

matrice identité, et que la matrice A(B) se réduit a une transformation spéciale sur
un axe si deux des composantes de la vitesse relative sont nulles.

7.4 Composition générale des vitesses

A partir de la relation (7.38), montrer que 3’ =0siv =V, que 3 =0si o' = -V
etque |v|=csilv/|=c.

7.5 Précession de Thomas

Etablig les relations (7.23) (le calcul est assez long) et interpréter AB si SE est paral-
1ele a B. On se servira de la définition de la décomposition d’un vecteur @ en com-
posantes longitudinale @ et transversale d, : d@ = dj + a.. On utilisera aussi avec
profit I’égalité du double produit vectoriel : a A (b AC) = (a-¢)b— (a-b)c.

7.6 Composition de deux transformations de Lorentz générales
sans rotation

On considere un référentiel R’ se déplagant a la vitesse constante 1% par rapport au
référentiel R et un référentiel R” se déplacant a la vitesse constante V', parallele a
V, par rapport au référentiel R'.

(a) Montrer la relation suivante sur les facteurs cinématiques
y((x? +VH/A+V- V//&)) — Y (V)y(V ) (1 TV \7//c2) :

(b) Montrer que le référentiel R” est 1ié€ au référentiel R par une transformation de
Lorentz générale sans rotation. Donner I’expression de la vitesse d’entrainement
correspondante en fonction de V et V. La relation démontrée dans la premiére
question peut étre utile. Conclure.
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7.7 Inclinaison de deux référentiels

Deux référentiels galiléens R et R’ sont dans la configuration standard, avec une
vitesse d’entrainement V le long de Ox. Un troisieéme référentiel R” est 1ié au réfé-
rentiel R’ par une transformation de Lorentz spéciale le long de I’axe Oy avec une
vitesse V.

(a) Calculer I’angle 0 entre 1’axe Ox et la direction de la vitesse relative du réfé-
rentiel R” par rapport au référentiel R.

(b) Calculer I’angle 0” entre ’axe O”x” et la direction de la vitesse relative du réfé-
rentiel R par rapport au référentiel R”.

(c) On appelle inclinaison de R” par rapport a R la différence 8” — 0. Calculer I’in-
clinaison dans la situation précédente. On étudiera ensuite les deux cas particu-
liers :

i. V' estpeudifférentde V:V' =V +dV;

ii. V et V' sont faibles devant la vitesse de la lumiére.
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Chapitre 8

Quadrivecteurs

Les vues de I’espace et du temps que je veux poser devant vous sont sorties du
sol de la physique expérimentale ; c’est la que réside leur force. Elles sont
radicales. Dorénavant, I’espace en tant que tel et le temps en tant que tel sont
condamnés a s’évanouir en fumée, et seule une sorte d’union

des deux pourra préserver une réalité indépendante.

Hermann MINKOWSKI (1908)

Nous allons donner un cadre plus formel a la théorie de la relativité restreinte par
Iutilisation du calcul tensoriel '. L’introduction du calcul tensoriel dans le cadre de
la relativité d’Einstein ne se fait pas pour le plaisir de « mathématiser » cette théo-
rie. Elle se révele étre un outil de calcul tres efficace et constitue la base griace a
laquelle la relativité restreinte a pu étre généralisée pour intégrer la gravitation.
Dans la suite, nous utilisons des indices grecs (U, v, etc.) pour numéroter des com-
posantes spatiotemporelles (0, 1, 2, 3) des tenseurs, et des indices latins (i, j, etc.)
pour numéroter leurs composantes spatiales (1, 2, 3).

On peut définir I’espace-temps de Minkowski comme 1’espace de tous les évé-
nements. Du point de vue mathématique, 1’espace-temps de la relativité restreinte,
ou espace-temps de Minkowski, est un espace ponctuel affine muni d’une métrique
particuliere, dite métrique de Minkowski. Un espace vectoriel est associé a cet
espace-temps, dont les éléments sont appelés des quadrivecteurs 2. Nous allons

développer ces points dans les trois sections suivantes.

1. Voir les ouvrages consacrés au calcul tensoriel (biblio).
2. On écrit parfois 4-vecteur pour quadrivecteur.



134 8 e Quadrivecteurs

8.1 L'ESPACE-TEMPS DE MINKOWSKI

Pour bien comprendre le formalisme qui va étre introduit, faisons une analogie avec
I’espace ponctuel de la géométrie ordinaire a 3 dimensions. Ses éléments sont des
points et, avec ces points, on peut construire des vecteurs : les vecteurs du calcul
vectoriel élémentaire. On a, par exemple, les propriétés suivantes : une paire ordon-
née de points (A, B) permet de construire un vecteur unique qui est généralement
noté A B, un troisieme point C permet d’écrire 1’égalit¢ AC = AB 4+ BC, un nom-
bre réel A permet de définir un nouveau vecteur A A_é, etc.

L’espace-temps de Minkowski est, au départ, un espace de points, ou espace
ponctuel, de dimension 4. Le temps et I’espace étant intimement liés par les trans-
formations de Lorentz, il est assez naturel d’intégrer toutes les coordonnées spatio-
temporelles dans un méme formalisme. Un point de cet espace-temps est en fait un
événement (voir section 2.1.1). Une paire ordonnée d’événements (A, B) permet de
définir un vecteur dans 1’espace-temps, c’est-a-dire un élément d’un espace vecto-
riel (avec toutes les propriétés qui en découlent) associé a cet espace ponctuel. Muni
de cet espace vectoriel, I’espace-temps est dit affine. Nous appelons quadrivecteur
un élément de cet espace vectoriel.

On peut construire un repere dans 1’espace-temps en se donnant un point parti-
culier O de cet espace-temps, appelé origine spatiotemporelle, et quatre quadrivec-
teurs particuliers (eg,e;,ep,e3) 3 constituant une base de I’espace vectoriel associé
a I’espace-temps. De maniere abrégée, ce repere associ€ au référentiel R pourra étre
noté€ (O; ey). Les coordonnées d’un événement X, (xo,xl,xz,x3), sont les compo-
santes du quadrivecteur position £(0OX), qui joint I’origine O au point X, dans la
base (eg,e1,es,e3) (voir figure 8.1)

3
z(0X) = x%ey + x'e; + x%e; + x’ez; = Zx“ ey. (8.1
u=0

Dans la suite nous utiliserons toujours la convention, dite d’Einstein, de sommation
sur les indices répétés figurant une fois en indice supérieur et une fois en indice infé-
rieur, étant entendu que I'indice de sommation varie de 0 a 3. La relation (8.1)
devient donc simplement

2(0X) = xM ey (8.2)

Si deux événements A et B ont respectivement pour coordonnées x"(A) et x*(B),
le quadrivecteur déplacement d(AB) entre ces deux événements est par définition

3. Dans cet ouvrage, un quadrivecteur, et plus généralement un tenseur, de 1’espace-temps est
désigné par un symbole en gras, afin d’éviter toute confusion avec un scalaire (nombre). La pré-
sence d’une « fleche » au-dessus d’un symbole désignera des composantes particulieres d’un
vecteur de I’espace ordinaire a 3 dimensions (voir section 8.2).
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d(AB) = z(AO) + z(OB) = (O B) — z(0A). (8.3)

Dans la base (e;), ce quadrivecteur a donc pour composantes les grandeurs
d"(AB) = x*(B) — x"(A).

L’espace-temps contient trois dimensions d’espace et une dimension temporelle.
Il est donc logique et naturel de choisir une base qui reflete cette structure. On peut,
par exemple, choisir trois quadrivecteurs ey, e,, e; qui servent a repérer un point
dans I’espace ordinaire et un quadrivecteur e, qui permet le repérage sur 1’axe tem-
porel. Il est traditionnel de faire 1’identification

€y =€, e =e, e =ey, e3=e,. (8.4)

Avec ce choix de quadrivecteurs de base, un événement se produisant a 1’instant ¢
au point de I’espace (x,y,z) a pour coordonnées spatiotemporelles

xozct,x1 =x,x2:y,x3=z, (8.5)

ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide. Les composantes x* d’un quadrivec-
teur position ont les dimensions d’une longueur; les quadrivecteurs de base ey, sont,

eux, dépourvus de dimension.

Comme nous allons le voir ci-dessous, la position de I'indice — inférieure ou
supérieure — sur une grandeur a une signification profonde. Il ne s’agit pas que
d’une facilité de notation. Se donner un repere (O; ey), c’est faire le choix d’un
référentiel dans 1’espace de Minkowski. Considérons maintenant deux reperes dans
I’espace-temps (O; ey) et (O; eil) caractérisés par la méme origine spatiotempo-
relle O (nous avons fait maintes fois un tel choix dans les référentiels considérés
jusqu’a présent) et par des quadrivecteurs de base e, et e;l différents. Dans ces deux
bases, le quadrivecteur position associé a un événement X peut s’écrire

z(0X) =x"ey =x"e. (8.6)

quadrivecteurs

et o X ! I

E z(0X) = 2%, + e
A KO)O ! 0 1
© : = ct e + ze,
€)= € : I !
5 —> 1 ' nombres
e=e =T

Figure 8.1 Coordonnées contravariantes d'un événement dans un espace-temps
de Minkowski a deux dimensions.
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Un quadrivecteur position existe indépendamment de tout choix de la base ; cela
implique donc I’égalité (8.6). Ces deux bases sont reliées par une matrice * de chan-
gement de base A}

611 = AﬁeV et e, = (A_l): €. 8.7)

Introduisons le symbole de Kronecker, ou delta de Kronecker, 8, défini par les pro-
priétés suivantes
=1 si u=v,
0 si W= V.

Mis sous forme matricielle, il est représenté par la matrice identité 4 x 4. On peut
alors écrire

(8.8)

Hoa—1)\O —1\M u
Ag (A )V = (A )aA\‘i‘ = 9y. (8.9)
Afin de satisfaire a 1’égalité (8.6), les coordonnées spatiotemporelles d’un événe-
ment doivent se transformer suivant la loi

=AY et M= (AT X (8.10)
De facon générale, une grandeur avec un indice en position inférieure, comme un
vecteur de base ey, est dite covariante ; elle se transforme lors d’un changement de
base suivant la loi (8.7). Une grandeur avec un indice en position supérieure, comme

une coordonnée spatiotemporelle x*, est dite contravariante ; elle se transforme
lors d’un changement de base suivant la loi (8.10). Notons que cette transformation
est bien caractérisée par le fait que les origines spatiotemporelles des deux référen-

tiels coincident car x™™ = 0 < x* = 0. Elle est donc homogene.

Si I’origine du repere spatiotemporel est déplacée de O a O’, le quadrivecteur
position associ€ a un événement X particulier est modifié. De x(OX) il devient
x'(0'X), et les coordonnées de 1’événement sont changées. Si, dans I’ancien repére,
le quadrivecteur A qui joint O a O’ s’écrit A(OO') = A" ey, alors les nouvelles
coordonnées de I’événement X sont x* — AM car

x'(0'X) = x(0X) —AN00") = (x* — M) ey. (8.11)

4. Une grandeur caractérisée par deux indices peut étre représentée par une matrice. Dans la suite
nous utiliserons les conventions usuelles suivantes : i) lorsqu’un indice est en position inférieure
et I’autre en position supérieure, I’indice supérieur désigne le numéro de ligne de la matrice et
I’indice inférieur désigne le numéro de colonne ; ii) lorsque les deux indices sont en position
inférieure ou supérieure, le premier indice désigne le numéro de ligne de la matrice et le second
indice désigne le numéro de colonne.
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11 découle des relations (8.3) et (8.11) qu'un changement d’origine spatiotem-
porelle ne modifie pas les composantes d’un quadrivecteur déplacement.

La relativité restreinte ne s’accommode pas de changements de base quel-
conques. Nous avons déja vu que, d’une part, les référentiels considérés doivent étre
inertiels et, d’autre part, la vitesse de la lumiere doit rester invariante dans un chan-
gement de référentiel. Cela nous impose le choix d’un produit scalaire bien défini
et une forme particuliere pour les matrices A admissibles, les transformations de
Lorentz. Ces points font I’objet de la section suivante.

8.2 PROPRIETES DES QUADRIVECTEURS ET METRIQUE
DE MINKOWSKI

Commengons a nouveau cette section par une analogie avec 1’espace ordinaire a
3 dimensions. Muni du produit scalaire habituel, cet espace est dit euclidien. Il est
formé de points qui représentent la position des objets. La donnée de deux points
définit un vecteur position, dont les composantes sur les vecteurs de base ont pour
dimension une longueur. Pourtant, dans ce méme espace, on peut définir d’autres
quantités physiques (en général dérivées des vecteurs déplacement), comme une
vitesse, une accélération, une force, etc., caractérisées par des composantes sur les
mémes vecteurs de base. En général, ces composantes ont des dimensions qui ne
sont pas des longueurs. Si ces nouveaux étres physiques ont des propriétés analo-
gues a celles des vecteurs position sous un changement de base, nous les appelons
aussi des vecteurs.

Il en va de méme avec I’espace de Minkowski. Si celui-ci sert de support aux
quadrivecteurs position, nous verrons, dans les sections suivantes, comment cons-
truire, a partir de quadrivecteurs déplacement (éventuellement infinitésimaux), dif-
férentes quantités dont les composantes spatiotemporelles ont la dimension d’une
vitesse, d’une quantité de mouvement, etc. Un changement d’origine spatiotempo-
relle ne modifie pas ces quantités, et leurs composantes restent inchangées (voir sec-
tions 7.4 et 8.1). Si ces quantités se comportent comme les quadrivecteurs position
lors des changements de quadrivecteurs de base, nous les appelons aussi quadrivec-
teurs. La différence fondamentale avec 1’espace ordinaire est, outre une dimension
supplémentaire, le fait que 1’espace-temps n’est plus euclidien, mais minkowskien,
comme nous allons le voir dans cette section.

Les quadrivecteurs sont les éléments d’un espace vectoriel. On en conclut qu’une
combinaison linéaire de quadrivecteurs est encore un quadrivecteur. En parti-
culier, la multiplication d’un quadrivecteur par un terme constant est toujours un
quadrivecteur. Ce facteur multiplicatif peut étre une pure constante, comme 2, —1,
7, etc. Ce peut €tre aussi €tre une grandeur physique dimensionnée qui ne change
pas lors d’un changement de base, comme la vitesse de la lumiere c. Enfin, ce peut
étre une grandeur dynamique dépendant des quadrivecteurs mais invariante sous un
changement de base, comme le temps propre.
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Un quadrivecteur quelconque v existe indépendamment de tout référentiel (sauf
un quadrivecteur position qui dépend de 1’origine du repere). Un changement de
base ne modifie évidemment pas le quadrivecteur, mais ses composantes sont modi-
fiées. Connaissant le développement du quadrivecteur dans deux reperes différents,
on peut écrire

hel. (8.12)

— Mo o

v=1v"e =0

Les nombres v (v'") sont les composantes contravariantes du quadrivecteur v

dans la base e, (e;l). En vertu des relations (8.7) et (8.10), les lois de transforma-
tions associées sont

w__ —N\M" v I __ AV

v = (A )V voet e _Auev. (8.13)

L’espace-temps de Minkowski est muni d’un produit scalaire faisant correspondre

a deux quadrivecteurs v et w un invariant noté v - w. Avant de décrire ce qui fait la

spécificité de cette opération dans le cadre de la relativité restreinte, étudions les

propriétés générales du produit scalaire. Cette application est linéaire et symétrique

(v-w = w - v); elle est donc enticrement déterminée par les produits scalaires des
quadrivecteurs de base. Si on convient de noter e, - ey = gy, on a

v-w= (U“eu) ) (wVeV) = vtw’ ey - ey = guy '’ (8.14)

en utilisant les propriétés de linéarit€ du produit scalaire. Les coefficients gy, sont
les composantes d’un objet que 1’on appelle tenseur métrique g, ou plus simplement
métrique. Ce tenseur est manifestement symétrique, guy = gvu. D’affine, I’espace-

temps de Minkowski devient métrique.
La loi de transformation des composantes de la métrique pour un changement de
base est donnée par

Sy =€y € = <Aﬁ°ea) : (Ageﬁ) = AﬁAe 8op- (8.15)

Ces composantes se transforment donc comme un quadrivecteur de base mais avec
deux matrices de transformation : on dit que ce tenseur est deux fois covariant et,
comme il se doit, les indices apparaissent en position inférieure. D’une maniere
générale, le nombre et la position des indices sur un tenseur déterminent sa
variance. On définit également le tenseur inverse de composantes g"V tel que

%oy = Oy. (8.16)

On peut montrer que ce tenseur inverse doit étre deux fois contravariant et symé-
trique (voir exercice 8.1).
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Les composantes contravariantes v* du quadrivecteur v sont définies par son
développement (8.12) sur les quadrivecteurs de base. Une fois donné le produit sca-
laire, on peut tout aussi bien déterminer le quadrivecteur v par ses composantes
covariantes (on parle aussi de projections orthogonales) vy définies par

V=V ey =guv'. (8.17)

Il est facile de vérifier que ces quantités se transforment de fagon covariante lors
d’un changement de base, c’est-a-dire comme les quadrivecteurs de base

vL = Aﬁ Vy. (8.18)
A Tl'aide des deux tenseurs métriques guv et g%V, on peut passer des composantes

contravariantes d’un vecteur a ses composantes covariantes correspondantes et réci-
proquement

vy =guw v’ et vt =g, (8.19)

De fagon imagée, on dit que le tenseur g,y fait « descendre les indices », tandis que

le tenseur inverse g"V fait « monter les indices ». Ces opérations de montée et de
descente d’indices peuvent se faire avec des tenseurs de variance quelconque. Par
exemple, au départ d’un tenseur ¢ dont les composantes contravariantes sont "V, on
peut fabriquer les composantes fyy = gup&vstP®. On peut considérer que les nomb-
res fy sont les composantes covariantes du méme tenseur ¢. Par définition, la frace

du tenseur ¢ est I'invariant Trt = g"V1,, = guwt*.

Dans ces conditions, le produit scalaire de deux quadrivecteurs peut s’écrire sous
les formes alternatives suivantes

veow = gy vtw’ = vtw, = vt = gV owy. (8.20)

Deux quadrivecteurs v et w sont dits orthogonaux si v - w = 0. Signalons que la
propriété d’invariance du produit scalaire fournit un puissant moyen de calcul dans
de nombreux problemes avec changement de référentiel.

Se pose maintenant le choix de la métrique de la relativité restreinte. Il semble
naturel de demander que les quadrivecteurs de base définis par les relations (8.4)
soient orthogonaux deux a deux. Il semble aussi naturel de ne privilégier aucun des
quadrivecteurs de base pointant dans les différentes directions de 1’espace, ce qui
peut se traduire par g11 = g22 = g33. Si on se restreint a 1’espace seul, la métrique
est euclidienne et le sous-espace correspondant est notre espace coutumier 2
3 dimensions. Nous avons eu l’occasion a plusieurs reprises de souligner que le
temps, bien que formant une coordonnée a part entiere, est d’essence tout a fait dif-
férente ; la valeur de goo peut donc étre différente. Le choix gop = g;; conduit a une
métrique euclidienne qui n’est pas compatible avec la relativité restreinte. Cette der-
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nicre ne peut étre une théorie cohérente que si on fait le choix ggo = —g;;. Il est tou-
jours loisible de rendre les vecteurs de base normés. Ainsi la métrique, dite de
Minkowski, qui régit toute la relativité restreinte, doit avoir la forme suivante

guw = +1 si u=v=0,
—1 si u=v=1,2,3, (8.21)
0 si W= V.

Nous montrerons dans la section suivante que cette métrique permet de définir tres
naturellement les transformations de Lorentz. De plus, nous verrons a la fin de cette
section que seuls les signes relatifs des coefficients non nuls de cette métrique sont
significatifs. De facon exacte, nous pouvons maintenant définir 1’espace-temps de
Minkowski comme un espace ponctuel affine a 4 dimensions muni de la métrique
(8.21).

En représentation matricielle, la métrique a la forme

41 0 0 0

| o -1t o o
=1 0 0 -1 o0
0 0 0 —1

5

avec U,v=0,1,2,3. (8.22)

Remarquons que la matrice (8.22) est sa propre inverse ; cela signifie que les com-
posantes du tenseur métrique deux fois contravariant gV sont identiques a celles du

tenseur métrique deux fois covariant g,y.
Soit un quadrivecteur quelconque v = v" e, de composantes contravariantes

ot = 00102007 = (09,0), (8.23)

ot v désigne les trois composantes spatiales (contravariantes) du quadrivecteur et v°
sa composante temporelle (contravariante). Etant donné la forme de la métrique, les
composantes covariantes de ce quadrivecteur sont données, en termes des compo-
santes contravariantes, par

vy = %, —vl,—v? =) = 0, -D). (8.24)

Avec ces notations, le produit scalaire v - w peut s’écrire

-

0.0 1.1 2.2 3 3 0 _%.w, (8.25)

vow=1"w —vlw —vPw? —vPwd=1"w

ol v - w représente le produit scalaire dans I’espace euclidien a 3 dimensions.
La figure 8.2 fournit quelques exemples de vecteurs orthogonaux. On peut &tre
surpris par le résultat ; I’habitude de penser en termes de géométrie euclidienne en
est responsable. A présent, il faut apprendre a raisonner avec une métrique min-

5. On rencontre parfois la notation 1, pour désigner spécifiquement la métrique de Minkowski.
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kowskienne. Le produit scalaire d’un quadrivecteur v avec lui-méme v> =

v-v = (")? — 172 s’appelle la pseudo-norme du quadrivecteur v. Cette grandeur
est donc un invariant. Le produit scalaire (8.25) est évidemment symétrique mais,
contrairement au produit scalaire dans un espace euclidien, il n’est pas défini posi-
tif ©. On distingue trois « genres » de quadrivecteurs suivant le signe de la pseudo-
norme, comme indiqué dans le tableau 8.1.

TABLEAU 8.1 GENRES DES QUADRIVECTEURS DANS L'ESPACE-TEMPS DE MINKOWSKI
(s EST UN NOMBRE ARBITRAIRE NON NUL).

Pseudo-norme Genre Exemple
positive temps (5,0,0,0)

nulle lumiére (s,%s,0,0)
négative espace (0,5,0,0)

Figure 8.2 Dans les quatre situations présentées ci-dessus, les quadrivecteurs a et b sont
orthogonaux au sens de Minkowski (deux axes du référentiel ne sont pas représentés).

Cette nomenclature trouve son origine dans le fait qu’un quadrivecteur de genre
temps doit forcément posséder une composante temporelle non nulle, tandis qu’un
quadrivecteur de genre espace doit forcément posséder une ou des composantes
spatiales non nulles. Pour comprendre la dénomination « genre lumiere », considé-
rons la ligne d’univers d’un photon passant par I’événement E dont le quadrivecteur
position est (ctg,7g) ; I’équation du mouvement de ce photon pointant dans la
direction quelconque k (vecteur de ’espace avec k2=1) est donnée par
F=c(t— tE)k + 7g. Le vecteur vitesse est dans ce casAv =dr/dt = ck, ce qui est
bien un vecteur de module ¢ pointant dans la direction k. Le quadrivecteur déplace-
ment entre deux événements distincts signalant la présence du Photon est donné par
(cta — ctg,c(ty — tE)k +7g —c(tg — tE)k —7g) = (cAt,cAtk) ou At =ty — tp.
La pseudo-norme de ce quadrivecteur est évidemment nulle.

6. On utilise parfois 1’appellation produit pseudo-scalaire. Le carré de la longueur d’un vecteur
v de I’espace ordinaire est toujours le nombre positif 12 =9 - ¥ = (v')? + (v?)? + (v3)%.
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Ajoutons qu’un quadrivecteur v de genre lumicre ou de genre temps tel que
v? > 0 (1° < 0) est dit pointant, ou orienté, vers le futur (passé). Pour que cette
définition ait un sens, il faut ne pas considérer des transformations de Lorentz qui
peuvent renverser le sens du temps (t — —t, voir section 2.1.3). Les quadrivecteurs
de genre lumiere pointant vers le futur (passé) issus de 1’origine spatiotemporelle
génerent donc un cone de lumiere futur (passé). La figure 8.3 illustre cette situation
pour un espace de quadrivecteurs a une ou deux composantes spatiales. On se
convainc aisément qu’un quadrivecteur de genre temps pointant vers le futur (passé)
est nécessairement contenu a I’intérieur de ce cone de lumiere futur (passé). Un vec-
teur de genre espace est forcément situé hors de ce cone de lumiere. Notons qu’une
ligne d’univers est dite de genre temps/espace/lumiére si son quadrivecteur tangent
est en tout point de genre temps/espace/lumiére.

Figure 8.3 Quadrivecteurs dont la composante temporelle est de nature v°
et les composantes spatiales de méme nature v : a est de genre temps,
b de genre lumiere et d de genre espace.

Nous verrons plus loin que de nombreuses grandeurs physiques sont représentées
par des quadrivecteurs de genre temps ou de genre lumieére pointant vers le futur. Il
est donc intéressant d’établir certaines propriétés de ce genre particulier de quadri-
vecteurs. Soient a" = (a%,a) les composantes d’un quadrivecteur de genre temps
pointant vers le futur et b* = (b°,b) les composantes d’un quadrlvecteur de genre
temps ou de genre lumiére pointant vers le futur. On a donc a” > 0, b>>0,a">0
et b* > 0. Calculons la pseudo-norme de la somme a + b de ces deux quadrivec-
teurs :

(@a+b? = a’>+b>+2a-b
0,0 _ 2.7
2(a0b0—|a||1§|).

WV

Comme nous avons a° > |a | et b0 > |l; |, il en résulte que (a + b)> > 0. De plus

a® + bP est strictement positif. On peut donc en conclure que a + b est un quadri-
vecteur de genre temps pointant vers le futur. Si a et b sont tous les deux des quadri-
vecteurs de genre lumicre, I'inégalité de la deuxieme ligne des relations (8.26)
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devient une égalité. On en conclut alors que a et b est un quadrivecteur de genre

lumiere ou de genre temps pointant vers le futur. On a donc les propriétés suivantes :

—La somme de deux quadrivecteurs de genre temps pointant vers le futur est un
quadrivecteur de genre temps pointant vers le futur.

— La somme de deux quadrivecteurs de genre lumieére pointant vers le futur est un
quadrivecteur de genre temps ou de genre lumiere pointant vers le futur.

—La somme d’un quadrivecteur de genre temps pointant vers le futur et d’un
quadrivecteur de genre lumiere pointant vers le futur est un quadrivecteur de
genre temps pointant vers le futur.

Ces résultats peuvent aisément se généraliser a des sommes de plus de deux quadri-
vecteurs. Ces situations sont illustrées sur la figure 8.4. D’autres propriétés concer-
nant le genre des quadrivecteurs sont proposées dans 1’exercice 8.6.

Figure 8.4 Situations illustrant les propriétés d’addition de quadrivecteurs de genre temps
et/ou de genre lumiére pointant vers le futur
(deux axes du référentiel ne sont pas représentés).

On caractérise souvent une métrique par sa signature, c’est-a-dire I’ensemble des
signes des coefficients diagonaux gy, du tenseur métrique. La signature de la
métrique (8.22) est (+ — — —), mais une autre convention peut étre choisie.
Adopter la signature (— + + +) change le signe du produit scalaire. Dans ce cas,
on dira qu’un vecteur est de genre temps (espace) si sa pseudo-norme est négative
(positive). Cependant, les résultats physiques sont indépendants de ce choix de
signe. Il faut juste veiller a garder la méme convention tout au long des calculs (voir
section 8.4).

8.3 GROUPE DE LORENTZ ET GROUPE DE POINCARE

Nous avons vu précédemment que les transformations de Lorentz sont les seules
permises par la relativité restreinte entre deux référentiels d’inertie. Montrons que
les transformations de Lorentz homogenes sont les changements de base (8.10) qui
laissent invariante de forme la métrique de Minkowski. La traduction mathématique
de cette propriété est donnée par I’équation suivante
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g = AL AP 8op = 8uv- (8.27)

En effet, nous avons vu dans la section 2.1.3 que les transformations de Lorentz sont
définies comme celles qui laissent invariante la forme quadratique I = ¢?t> — x2
—y2 — z2. Avec les conventions d’écritures (8.5), cette forme / peut s’écrire, dans

un référentiel R particulier,
I=a=gux'x" =2 —x? -y - 2 (8.28)

La grandeur 7 est bien un invariant. Dans un autre référentiel R’, elle devient donc
I = giw x™™ x"V. Grace aux conditions (8.27), cette relation s’écrit finalement

I =gux"x" = At —x? -y = (8.29)

ce qui est bien le résultat attendu. On trouve €galement que 1’intervalle de longueur
élémentaire au carré ds> = dz’ = guv dx"dx" dans I’espace-temps est un invariant

de forme ’
ds® = di® —dx® — dy? — dz> = Pdi’? —dx* —dy”® —dZ*. (8.30)
La condition (8.27) peut s’écrire sous forme matricielle
g=AgA, (8.31)

ol g et A représentent respectivement la matrice métrique et une matrice de trans-

formation de Lorentz, et od A est la matrice transposée de A. Puisque g2 est la
matrice identité, la relation (8.31) implique le lien suivant entre une matrice A et son

inverse A~!
A l=gAg. (8.32)

On peut montrer que 1’ensemble des transformations de Lorentz (8.10) satisfaisant
a la condition (8.31) forme un groupe (voir exercice 8.5), le groupe de Lorentz

homogéne. La relation (8.31) implique que (det A)? detg = det g, ¢’est-a-dire que
det A = £1. On a également

1= g00 = A A} guv = (AD? — (AD? — (A§)? — (AP (8.33)

7. L’équation de propagation des ondes €lectromagnétiques dans le vide peut s’écrire

a 0 . . . . . .
[g”vﬁ axv} y = 0 (voir section 11.2). Les relations (8.27) assurent que cette équation est bien

invariante de forme.
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Cela entraine que |A8| > 1. Les signes respectifs des deux grandeurs (det A) et A8
déterminent la nappe du groupe de Lorentz a laquelle appartient la transformation
A (voir annexe C).

Un élément de ce groupe est déterminé par les seize paramdtres Al liés par les
dix conditions (8.27), puisque le tenseur métrique est symétrique. Ceci permet de
montrer que ce groupe comprend six parametres essentiels (voir également exercice
8.5). Comme nous 1’avons vu dans la section 2.1.3, trois des parametres sont asso-
ciés a des rotations du repere dans 1’espace, tandis que les trois autres, associ€s a
des rotations dans I’espace-temps, traduisent 1’existence d’un mouvement relatif
uniforme entre les deux reperes (on peut vérifier que la matrice (7.15) satisfait a la
relation (8.31), que son déterminant est bien égal a 1 et que sa composante Ag est
bien supérieure ou égale a 1). Un élément général de ce groupe est donc une trans-
formation de Lorentz homogene avec rotation (voir section 7.2). Le groupe de
Lorentz homogeéne comprend également les transformations discretes de renverse-
ment du temps et de parité (voir section 2.1.3) 8. L’ensemble des transformations
de Lorentz continues telles que det A =1 et A8 > 1 forme un sous-groupe du
groupe de Lorentz, appelé groupe de Lorentz restreint.

Rappelons que I’ensemble des transformations de Lorentz homogenes sans rota-
tion ne forme pas un sous-groupe du groupe de Lorentz (voir section 7.3). Sous I’ac-
tion d’une telle transformation, les composantes temporelle et spatiales d’un
quadrivecteur position (x” = ¢z,7) se transforment suivant les relations (7.12). Les
regles de transformation d’un quadrivecteur quelconque v de composantes contra-
variantes (v°,v) s’écrivent donc

W0 =y 4B,
o = y@)+pvO), (8.34)

=/
vy = VvV,

ou les indices « parallele » et « perpendiculaire » se réferent a la vitesse relative des
deux référentiels d’inertie. La matrice de transformation peut s’écrire sous la forme
(7.15).

Signalons qu’une transformation de Lorentz ne permet pas de changer le genre
d’un quadrivecteur. En effet la pseudo-norme d’un quadrivecteur, qui détermine son
genre, est un invariant relativiste. Elle ne peut donc étre modifiée en passant d’un
référentiel a I’autre. Une grandeur physique représentée par un quadrivecteur d’un
genre particulier gardera donc ce genre quel que soit I’observateur.

De plus, une transformation de Lorentz de type (8.34) ne change pas le signe de
la composante temporelle d’un quadrivecteur de genre temps ou de genre lumiere.
En effet, pour un quadrivecteur v de genre temps (lumiere), on a V0] > |V

8. Pour plus d’informations sur le groupe de Lorentz, on peut consulter, par exemple, les réfé-
rences suivantes : Morton Hamermesh, Group theory and its application to physical problems,
Addison-Wesley Publishing Company, 1962, p. 491; J. D. Jackson, sect. 11.7 (biblio).
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(Jv°| = |v]). Puisque |v| > |B| |0 | = B - U, on constate que la premicre des rela-
tions (8.34) ne permet pas de modifier le signe de v° par un changement de réfé-
rentiel.

Les transformations de Lorentz les plus générales possibles (non homogenes)
sont

=AY+ XM, (8.35)

ou les nombres X" traduisent une translation (dans le temps et dans 1’espace) de
I’origine du repere (voir sections 7.4 et 8.1). Les transformations de Lorentz homo-
genes forment un sous-groupe du groupe de transformations (8.35). Un élément de
ce groupe, appelé groupe de Poincaré, est déterminé par les six parametres de la
transformation homogene plus les quatre parametres liés a la translation. Le groupe
de Poincaré comprend donc dix parametres essentiels. Il admet également une
représentation matricielle (voir annexe C). Comme nous I’avons déja signalé plus
haut, les translations dans 1’espace-temps n’affectent pas les quadrivecteurs cons-
truits a partir de quadrivecteurs déplacement.

8.4 INTERVALLE DE TEMPS PROPRE

Considérons deux événements infiniment voisins sur la ligne d’univers d’un mobile
ponctuel. Les composantes contravariantes dx" du quadrivecteur dx, intervalle
d’espace-temps déterminé par ces deux événements, sont données, dans un référen-
tiel R, par

dx* = (dx°,dx",dx*,dx>) = (cdt,d7). (8.36)

Ces grandeurs sont bien les composantes d’un quadrivecteur puisqu’elles résultent
de la différence entre deux quadrivecteurs position (on peut également différentier
les deux membres d’une transformation de Lorentz pour le démontrer). La pseudo-
norme de ce quadrivecteur dx est I’invariant relativiste (8.30)

ds®> = *dt* — dr’. (8.37)
L’invariant défini par

d 52
e pr=ar 1L (8.38)
C

est appelé intervalle de temps propre (voir section 3.2). Dans cette expression, U est
la vitesse instantanée dr/dt d’un mobile qui parcourt I’intervalle d’espace dr
durant I’intervalle de temps d¢. Puisque d7T est un invariant, on peut écrire, par
exemple, dans deux référentiels d’inertie différents R et R’



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

8.4 Intervalle de temps propre 147

dt=dt,|1 — — =dr’, (8.39)

ot le référentiel R’ coincide avec le référentiel propre du mobile a I’instant consi-
déré puisque v’ = 0 a cet instant. On voit donc que la grandeur dt définie par la
relation (8.38) mesure I’intervalle de temps infinitésimal qui s’écoule dans le réfé-
rentiel propre du mobile alors qu’un observateur inertiel, qui voit le mobile animé
d’une vitesse v, mesure un intervalle de temps dz. On peut également montrer direc-
tement que dT est bien un invariant en utilisant la loi de transformation (7.36) de d¢
et la loi de transformation (7.38) de la vitesse v. .

Il est important de noter que, contrairement a la vitesse relative V de deux réfé-
rentiels d’inertie, la vitesse v n’est pas nécessairement constante ; dés lors, pour évi-
ter toute confusion, nous utiliserons la notation explicite

5"
Ww=(1-—%) . (8.40)
C

La notation y = y(V) sera réservée au facteur intervenant dans une transformation
de Lorentz.

Pour établir I’expression de I'intervalle de temps propre, nous avons en fait
adopté ce que I’on appelle I’ hypothese de I’horloge, qui affirme que deux horloges
de méme vitesse instantanée w, I'une étant accélérée (avec v(f) = w au temps
considéré) et I’autre pas (avec v(f) = w constant pour toute valeur de ¢), subissent
instantanément le méme facteur de dilatation du temps y(w). Einstein lui-méme,
dans sa communication de 1905, suppose que le taux d’écoulement du temps ne
dépend que de la vitesse uniquement. Depuis, ’hypothese de I’horloge a recu des
vérifications expérimentales probantes °.

Considérons la ligne d’univers d’une particule en mouvement quelconque dans
un référentiel R. Durant le trajet de la particule, entre les instants #; et , dans ce
référentiel, une horloge constamment immobile par rapport a cette particule mesure
un intervalle de temps propre fini AT = T, — T; qui est donné par la relation

T2 15
At =/ dt =/
T1 31

Cette quantité est bien un invariant puisqu’elle résulte de 1’addition de grandeurs
invariantes. Le temps propre joue donc, en cinématique relativiste, le rdle de para-
metre universel qu’avait le temps en cinématique newtonienne. Pour calculer I’in-

(8.41)

9. C. W. Sherwin, « Some Recent Experimental Tests of the “ Clock Paradox ” », Physical
Review, vol. 120, n° 1, 1 October 1960, p. 17-21 ; J. Bailey et al., « Measurements of relativistic
time dilatation for positive and negative muons in a circular orbit », Nature, vol. 268, 28 July
1977, p. 301-305.
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tégrale (8.41), il faut connaitre la vitesse de la particule en fonction du temps dans
le référentiel R. On peut cependant immédiatement constater que AT < At =1, — 1

car /1 —v2/c? < 1 : onretrouve a nouveau le phénomeéne de dilatation des temps.

Si la signature (— + + +) est choisie (voir section 8.2), I’invariant ds? s’écrit
ds®> = —c?dt* +dr?. 1l a été avancé que cette convention est pédagogiquement
intéressante car la métrique de Minkowski apparait alors comme le prolongement
naturel de la métrique euclidienne 2 trois dimensions !°. Cependant, ce choix pour-
rait laisser supposer que I’intervalle spatiotemporel est la généralisation de ’inter-
valle spatial |d7 |, alors que cet intervalle n’est pas un invariant pour les transfor-
mations de Galilée. De plus, en relativité générale, cet argument tombe car les
coefficients de la métrique n’ont plus les valeurs simples £1.

8.5 QUADRIVECTEUR VITESSE

Soient dx" = (cdt,dr) les composantes contravariantes du quadrivecteur dx,
intervalle d’espace-temps déterminé par deux événements infiniment voisins sur la
ligne d’univers d’un mobile ponctuel. En divisant ces différentielles par un invariant
relativiste, en 1’occurrence 1’intervalle de temps propre dT, on obtient les compo-
santes d’un nouveau quadrivecteur w, appelé quadrivecteur vitesse ou quadrivi-
tesse, dont nous désignerons les composantes contravariantes par u"

B dx*

uw
u = —-.
dar

(8.42)
Le quadrivecteur vitesse est donc la dérivée du quadrivecteur position par rapport

au temps propre. En utilisant la relation (8.38) et la convention (8.40),
dt = dt/y(v), on obtient

@’i) = (y(v) ¢,y(v) V). (8.43)

La pseudo-norme de ce quadrivecteur u?> = (#°)?> — # % est un invariant relativiste.
On peut donc I’évaluer, par exemple, dans le référentiel propre du mobile (dans ce

référentiel, v = 0 A ’instant considéré). On obtient ainsi
u? =c* > 0. (8.44)

Le quadrivecteur vitesse est donc toujours de genre temps. Il pointe vers le futur car
0
u’ > 0.

10. On introduit parfois la variable temporelle complexe A = ict, avec i = —1. On obtient ainsi
ds? = d\* + d7?. Cette convention, qui permet I’utilisation d’une métrique euclidienne 4 x 4, est
encore parfois employée pour faciliter certains calculs. On est cependant en droit de douter de
son intérét pédagogique.
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Par sa définition (8.42), le quadrivecteur vitesse est tangent a la ligne d’univers
du mobile. Désignons par 7}/ le référentiel propre instantané de ce dernier ; dans ce
référentiel, on a u™ = (c,0). Avec les conventions d’écriture tensorielle définies
dans la section 8.1, il vient u = c €], ou e, est le quadrivecteur de base dans la direc-
tion du temps pour le référentiel R’. On peut donc dire que le quadrivecteur vitesse
indique la direction, dans I’espace-temps, de I’axe du temps instantané d’un mobile.

Soit un référentiel d’inertie R’ animé d’une vitesse V par rapport a un référentiel
d’inertie R. Les composantes wO,u) et (u’ O,ﬁ ") du quadrivecteur vitesse, relatives
aux référentiels R et a R’, sont unies, comme pour n’importe quel quadrivecteur,
par la loi de transformation (8.34)

W =y +B-i),
i = Yy +Bu), (8.45)
i o= i,

ol (i),u) et (u f ,i',) sont les composantes longitudinales et transversales de u et

u’ par rapport 2 la vitesse relative V. Ces relations et I’expression (8.43) donnent
pour les composantes spatiales

Y)Y = YY) (17 |+ ‘7) , (8.46)
Y()vL =y)v',. (8.47)

La loi de transformation de la composante temporelle u° donne

TR,
;(((;’)) - y(l +— ) (8.48)

On obtient donc pour la composante longitudinale de la vitesse

3 o+ V 549
v = =, .
: 3V
1+ =
en accord avec I’équation (7.39), et pour la composante transversale
- v’
v = - , (8.50)

/"7
Wi+ 2
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en accord avec I’équation (7.40). En additionnant les relations (8.49) et (8.50), on
retrouve évidemment, apres quelques manipulations algébriques, la loi vectorielle
de transformation des vitesses (7.38).

8.6 VITESSE RELATIVE

Soient Uy et v les vitesses constantes de deux particules numérotées 1 et 2, en mou-
vement de translation uniforme dans un référentiel d’inertie R. On appelle vitesse
relative de la particule 1 par rapport a la particule 2, vy 2, la vitesse que posséde la
particule 1 pour un observateur au repos par rapport a la particule 2. On définit de
méme 62 /1.

Dans le référentiel R, les quadrivitesses respectives u; et u, des deux particules
sont données par

W =YD (e B) et uh = Y(w2)(c,v2). 8.51)
Du point de vue d’un observateur au repos par rapport a la particule 1 (référentiel
R), ces quadrivitesses s’expriment par

u'l = (c.0) et uhy = Y(v21)(c,021). (8.52)

Un observateur au repos par rapport a la particule 2 (référentiel R”) trouve quant a
lui

W =) (et et u'y = (c0). (8.53)

L’invariance du produit scalaire des deux quadrivecteurs u; et uy permet d’obtenir
tres simplement les modules des vitesses relatives en fonction des vitesses dans le
référentiel R

wp - Uy = Y1) Y2 (= Ty - Bp) = Y(v2/1)e* = Y(vi2)c? (8.54)

On en déduit que ¥}, = ¥3);, puisque la fonction Y(v) ne dépend que de v*. De
plus, on constate que 1712/2 est, comme Y(v1,2), un invariant relativiste : tous les obs-

ervateurs peuvent donc s’accorder sur le module de la vitesse relative entre les deux
particules. Les composantes de la vitesse relative dépendent évidemment du choix

du systéme de référence de chaque observateur. Cependant, comme U 12/2 = 1722/] , ces
deux vitesses relatives sont simplement li€es par une rotation (voir section 7.2).

Sachant que v2/c? = 1 — 1/y(v)?, on trouve
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. | B
(V1 — 1) — ;(m A 12)?

{ U102\
2

en utilisant I’identité vectorielle (a A b)> = a?b? — (a - b)?. Si v; = v», on obtient

bien que la vitesse relative est nulle. Lorsque les modules des vitesses vy et U sont

1712/2 = ’722/1 = , (8.55)

. . . =2 =2 _ /= - \2
petits devant ¢, on retrouve la relation classique v; =V = (v — v2)~.

8.7 QUADRIVECTEUR ACCELERATION

Le quadrivecteur accélération, ou quadriaccélération, est par définition la dérivée
du quadrivecteur vitesse par rapport au temps propre. Les composantes contrava-
riantes a" de ce quadrivecteur sont donc données par
" du”
a = —. (8.56)
dt
En cinématique classique, I’accélération @ d’un mobile est définie par

ﬁ_dﬁ 8.57)
*=ar :

Partons d’une relation, facile a établir, qui nous sera utile par la suite

d 3@
) =70 (8.58)

En utilisant les relations (8.38) et (8.43), on obtient donc

U@
o = > . (8.59)
v
(%)
C
G=—2 WO (8.60)

La pseudo-norme du quadrivecteur accélération peut étre évaluée dans le référentiel
propre du mobile, plus précisément dans un référentiel d’inertie Z coincidant instan-
tanément avec le référentiel propre. Dans ce référentiel Z, la vitesse instantanée est
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nulle 7 = 0. Par contre, comme la vitesse n’est pas constante, la vitesse a un instant
ultérieur infinitésimal dr n’est plus nulle, mais vaut dv. Le mobile est donc soumis
a une accélération @©(0) = dv/dt, qu’on appelle [’accélération propre a 1'instant
considéré. Evidemment, dés cet instant dr, le référentiel propre n’est plus équiva-
lent au référentiel Z, et il faut changer a nouveau de référentiel d’inertie pour s’a-
dapter a la condition de vitesse nulle. Dans le référentiel propre, les expressions
(8.59) et (8.60) se réduisent a

a®=0 et a=¢O), (8.61)

On peut en déduire que

a’> = @"?-a?=-9%0). (8.62)

La pseudo-norme a’ du quadrivecteur accélération propre a étant un invariant, la
relation ci-dessus nous indique que tous les observateurs d’inertie peuvent s’accor-
der sur la grandeur de 1’accélération propre subie par le mobile, qui n’est en géné-
ral pas constante. La relation (8.62) nous indique également que le quadrivecteur
accélération est toujours de genre espace. On trouve de la méme maniere

w-a=u'a®—i-a=0. (8.63)

Les quadrivecteurs vitesse et accélération sont donc orthogonaux (au sens de
Minkowski). Ce résultat peut étre obtenu autrement, en notant que la pseudo-norme

u? du quadrivecteur vitesse est égale a 2. On en déduit
d , du
O0=—u" =2u-— =2u-a. (8.64)
dt dt
Soit un référentiel d’inertie R’ animé d’une vitesse V par rapport a un référentiel

d’inertie R. Les composantes @®,a) et (@ 0,5’ ) du quadrivecteur accélération,
relatives aux référentiels R et R’, sont unies par la loi de transformation (8.34)

@ = ya*+B-a,
i = yaj+pa. (8.65)
i = al.

ol (aj,d.) et (a f ,a’|) sont les composantes longitudinales et transversales de a et

a’ par rapport a la vitesse relative V.
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Au moyen des relations (8.65), il est possible
de relier les vecteurs accélération @ et ¢’ dans
deux référentiels différents. En particulier, regar-
dons comment s’exprime 1’accélération ¢ mesu-
rée dans un référentiel d’inertie quelconque en
fonction de I’accélération propre du mobile. Pour
cela supposons que le référentiel R’ coincide a
I'instant considéré avec le référentiel propre du
mobile, ¢’est-a-dire que v/ =0 et v = V; a cet
instant 1’accélération ¢’ est égale a 1’accélération
propre du mobile, ¢(0). Dans le référentiel R, on

Figure 8.5 Décomposition peut décomposer les vecteurs a et ¢ en leurs com-
du ‘éic:]%ugsggizlse;?:;?éﬂ pia posantes parall2les et perpendiculaires par rapport
perpendiculaire par rapport a la & la vitesse instantanée v du mobile (c’est-a-dire

vitesse instantanée v. par rapport a la vitesse relative V'), comme illustré
sur la figure 8.5. En écrivant, pour le vecteur @,

¢=¢ +¢L avec v-¢L =0, (8.66)

et les relations équivalentes pour le vecteur a, on obtient 2 partir de la relation (8.60)

- -

Dy (OX}

=———7g ° L= oy (8.67)
(1 B c—z) ( B ?)
en notant ' que (V- ¢)v = (V- @) = v 29y.
Ecrites dans le référentiel R/, les relations (8.59) et (8.60) deviennent
a%=0 et a' =¢O), (8.68)
c’est-a-dire
ﬁil =@ 0 et a’| =¢L(0). (8.69)
En utilisant les relations (8.67) et (8.69) dans les formules (8.65) on obtient
- 52\"%_ . v2\ .
o) = (1 — C_2> (p||(0) et ¢ = <1 — Z) (pJ_(O) (870)

carv = V. Donc, les expressions (8.59) et (8.67) du quadrivecteur accélération peu-
vent également s’écrire

11. Voir note de bas de page n° 7, p. 130.
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0 U - ¢(0) ()
a

EEN AN SN

8.8 MOBILE A ACCELERATION PROPRE CONSTANTE

aL=¢10). (871)

N

Le référentiel attaché a un mobile accéléré n’est pas un référentiel d’inertie.
Cependant, a chaque instant, on peut définir un référentiel d’inertie qui est au repos
par rapport au mobile : le référentiel propre instantané du mobile. A chaque instant,
I’accélération ¢(0) ressentie par le mobile est I’accélération mesurée dans son réfé-
rentiel propre instantané (voir section précédente). En relativité galiléenne, 1’accé-
lération est la méme dans tous les référentiels d’inertie, et est égale 2 ¢(0) ; on peut
le montrer en dérivant une fois par rapport au temps la relation (1.7) et en tenant
compte du fait que r = ¢’. Par contre, dans le cadre de la relativité restreinte,
I’accélération ¢ mesurée dans un référentiel d’inertie est reliée a 1’accélération pro-
pre ©(0) par les relations (8.70).

Etudions le cas d’un mobile se déplacant sur 1’axe Ox d’un référentiel d’inertie
R, et subissant une accélération propre constante de module A. On suppose que les
conditions initiales sont telles que

x=0 e v=0 pour r=0. (8.72)

En mécanique newtonienne, nous avons ¢ = ¢(0) = A. Le mouvement de ce
mobile est donc régi par les équations

dv A et dx
= V= —.
dt

- = (8.73)

En imposant les conditions initiales (8.72), la solution des équations (8.73) est

A,
v=At et x = Et . (8.74)

Dans le cadre de la relativité restreinte, nous avons @(0) = A. En vertu de la rela-
tion (8.70), les équations du mouvement sont

dv w2\ dx
o= = 1—Z A et v=— (8.75)
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En imposant les conditions initiales (8.72), I'intégration des équations (8.75)

12
At c? A2\ '?
(1 AT )

Remarquons que v tend vers la vitesse de la lumiere quand ¢ tend vers I’infini. Au
contraire, pour un temps ¢ suffisamment petit, la vitesse du mobile n’est pas tres éle-
vée et les effets relativistes restent faibles. On trouve facilement que les équations
(8.76) se réduisent aux relations non relativistes (8.74) pour t < ¢/A. La relation
donnant x en fonction de ¢ peut également s’écrire

Ax 2 Act\?
(c_2+1) ‘(c_z) 1 (8.77)

Dans I’espace-temps rapporté au repere orthonormé (O; ct,x) cette équation décrit

donne

une hyperbole de centre (0,—c?/A) dont les asymptotes sont paralleles aux bissec-
trices ct = *£x ; c’est pourquoi le mouvement relativiste du mobile a accélération
propre constante est parfois appelé mouvement hyperbolique. En vertu de I’équation
(8.74) la solution classique de ce probleme est un mouvement parabolique. Ces
situations sont illustrées sur la figure 8.6. On voit clairement que pour des temps
suffisamment petits, c’est-a-dire pour des vitesses petites devant la vitesse de la
lumiere, les deux lignes d’univers, parabolique et hyperbolique, coincident.

Mouvement
ct | hyperbolique ct & S
o/
&
Ny
Ligne d'univers
Mougelrylent du mobile accéléré
parabolique
—c1A Mouvement

hyperbolique

Figure 8.6 Ligne d'univers d'un mobile maintenant une accélération propre constante,
de module A, suivant I’'axe Ox d'un référentiel d'inertie et passant a vitesse nulle
par |'abscisse x =0 ent = 0.

32 12

12. Primitives utiles pour cette section: [dx/ (1 —x?) x/ (1= xz)l/z, [xdx/(1+x?)

= (1 —l—xz)]/z, Jdx/ (1 —i—xz)l/2 = argsinh x .
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Aucune information ne pouvant se propager plus vite que la lumiere, on voit sur
la figure 8.6 que les événements du demi-plan situé & gauche de 1’asymptote
d’équation ¢t = x + ¢?/A ne peuvent pas envoyer de I’information vers le mobile.
Cette asymptote définit ce que 1’on appelle un horizon événementiel futur. De
méme, le mobile ne peut envoyer aucune information vers les événements du demi-
plan situé 4 gauche de 1’asymptote d’équation ct = —(x + ¢>/A). Cette asymptote
définit ce que 1’on appelle un horizon événementiel passé. La notion d’horizon est
trés importante en relativité générale.

Comme on vient de le voir, la théorie de la relativité restreinte permet de décrire
le mouvement d’un mobile uniformément accéléré. Cependant, le référentiel propre
de ce mobile n’est pas un référentiel d’inertie et donc la métrique qui lui est asso-
ciée n’est pas de type Minkowski 3.

Notons encore qu’en dérivant la premiere relation (8.76) par rapport a ¢ on
obtient

o= —75. (8.78)

Donc, pour les observateurs au repos dans le laboratoire d’inertie, 1’accélération
n’est pas constante mais tend vers zéro, ce qui traduit le fait que la vitesse du mobile
s’approche progressivement de la vitesse de la lumiere sans jamais la dépasser.
Les grandeurs position, vitesse et accélération peuvent €galement étre exprimées
en fonction du temps propre T marqué par les horloges qui accompagnent le mobile.
En imposant la synchronisation des horloges du mobile et du laboratoire a I’instant
zéro (t =t = 0) et en utilisant la premiere relation (8.76), I’intégration de 1’ex-

pression (8.38) donne
c . AT
t=— smh(—) . (8.79)
A c

A partir des relations (8.76) et (8.78) on obtient

AT c? AT A
v=ctanh{ — ), x=—|coshl —)—-1|, ¢= —F—. (8.80)
c A c 1 AT
cosh’

C

La ligne d’univers de ce mobile, paramétrée par son temps propre, peut donc
s’écrire dans le référentiel d’inertie

c? AT\ 2 AT
t,x,9,z2) = | —sinh{ — ) ,— h{ — ) —11/,0,0
(ct,x,y,2) (A sin ( . ) a [cos ( " ) i| ) 8.81)

aveec — o0 < T < 400,

13. Voir I’ouvrage de F. W. Sears et R. W. Brehme (biblio).
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ol I’on suppose que les coordonnées initiales y et z sont nulles. On voit que lorsque
At/c croit au-dela de 1 les effets relativistes deviennent trés importants. Les rela-
tions (8.79) et (8.80) sont les équations paramétriques de la trajectoire en fonction
du temps propre. Remarquons que x = 00 quand T = %00 ; on en conclut que,
malgré le phénomene de dilatation des temps, on met un temps infini pour parcou-
rir une distance infinie.

O

étoile

Phase de
décélération

Phase

d'accélération

3

Retournement

<

Astronef

TaBLEAU 8.2 CARACTERISTIQUES D'UN VOYAGE ALLER RETOUR POUR UN ASTRONEF MAINTENANT UNE ACCELERA-
TION PROPRE CONSTANTE DE MODULE EGAL A 10 M/s? (LE SYMBOLE « A-L » SIGNIFIE ANNEE-LUMIERE).

L'ILLUSTRATION ACCOMPAGNANT LE TABLEAU NE PRESENTE QUE LE TRAJET ALLER.

Objectif Distance de Durée Durée Vitesse Facteur y
I'objectif sur Terre a bord maximale maximal
Lune 384 000 km | 6,88 heures 6,88 heures 62 km/s 1,000 000 02
Pluton 6 x 10° km 35,9 jours 35,9 jours 7 744 km/s 1,000 3
Proxima du
Centaure 4,3 a-l 11,8 ans 7,0 ans 0,952 ¢ 3,26
Nébuleuse
du Crabe 1000 a-| 2003,8 ans 26,5 ans 0,999 998 ¢ 527
Centre de
la Galaxie 30 000 a-l 60 003,8 ans 39,4 ans 0,999 999 998 ¢ 15780
Galaxie
d’Androméde 3 x 10° a-l 6 x 10° ans 56,9 ans (1-2x10"")¢c| 1,58 x10°
Limites
de 'univers 1,5%10' a-l | 3 x 10" ans 89,3 ans 1-8x102Y¢| 7,89 x10°

Les formules (8.79) et (8.80) indiquent qu’une vitesse proche de ¢ peut &tre
atteinte apres un temps (¢ ou T) de ’ordre de ¢/ A. Supposons, par exemple, qu’un
astronef maintienne une accélération propre constante de module égal a 10 m/s2.
Dans ce cas, les astronautes a bord ressentiront une pesanteur semblable a celle
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qu’ils ressentent sur Terre '4. 11 leur faudra alors environ un an pour atteindre une
vitesse proche de celle de la lumicre.

Si la mission spatiale consiste en un trajet aller retour le plus rapidement possi-
ble, alors I’astronef va commencer par accélérer vers son objectif. A mi-parcours, il
effectue une « manceuvre de retournement » pour décélérer jusqu’a son objectif. A
peine arrivé (le temps pour 1’équipage de prendre une photo souvenir), 1’astronef
repart vers la Terre, en effectuant également une manceuvre de retournement a mi-
distance pour s’arréter dans le Systeme solaire. Durant le premier et le troisieme
quart du voyage, la vitesse du vaisseau ne cesse d’augmenter pour culminer a
chaque fois au moment des manceuvres de retournement. Si I’objectif est extréme-
ment lointain, la vitesse du vaisseau peut approcher de tres pres celle de la lumiere.
Dans ce cas, le décalage temporel entre les astronautes et la Terre peut devenir tres
important. Ce phénomene est illustré dans le tableau 8.2 pour quelques objectifs
« possibles » de missions spatiales. La distance de 1’objectif est indiquée en kilo-
metres ou en années-lumiere. La colonne « Durée sur Terre » indique le temps qui
s’écoule sur Terre entre le départ et le retour des astronautes, celle « Durée a bord »
indique la durée du voyage pour les astronautes. La vitesse atteinte juste avant
chaque manceuvre de retournement est reprise dans la colonne « Vitesse
maximale ». A cette vitesse correspond un facteur y indiqué dans la derniere
colonne. Chose proprement stupéfiante, un voyage aller retour jusqu’au centre de la
Galaxie ne prendrait ainsi pour les astronautes qu’un peu moins de 40 années alors
que, sur Terre, il se serait écoulé plus de 60 000 ans '>. Le monde qu’ils découvri-
raient a leur retour n’aurait plus rien de commun avec celui qu’ils ont connu. De
méme, les confins de 1’univers observable pourraient €tre atteints (en théorie) dans
la durée d’une vie humaine. La Terre attendrait cependant 30 milliards d’années le
rapport des hardis explorateurs.

Un astronef relativiste fonctionne donc comme une machine a voyager dans le
temps, mais uniquement vers le futur '°. Les principes physiques sur lesquels pour-
rait s’appuyer le fonctionnement d’un tel astronef seront partiellement discutés dans
la section 10.2.

14. Laccélération de la pesanteur normalisée est égale 2 9,806 65 m/s%. Maintenir une telle accé-
Iération pendant un temps qui excede quelques minutes demande une débauche d’énergie abso-
lument prohibitive dans 1’état actuel de notre technologie.

15. Le fait qu’un astronef puisse accomplir un trajet aller retour de 60 000 années-lumiere en
moins de 40 ans n’implique nullement qu’une vitesse supraluminique a été atteinte puisque la
distance et la durée sont mesurées dans des référentiels différents : la distance est mesurée dans
le référentiel de la Terre et la durée est mesurée a bord de 1’astronef.

16. Voir, par exemple, le livre de P. J. Nahin, Tech Note 6, p. 467 (biblio).
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et wiuz 51 vous pEvoxs BYRe puLvissssy | P! - e I FYANT DONNE LA DISTANCE, 1
AU MOMENT NEME O NOUS TOUCIHONS AL -— -~ s vt [FAUDRAIT PLUSITCUSS MOLS POUR
PUT. NOUS AURONS RIMPORTE UNE QLA N MUERET ) . ANAL QUE NOS SIGNAUX ARR VENT LA
TANTE VICTOIRE SUR LE TS - M A VOTRE Brogu BAS, BT IMEX DAVANTAGE ENCOR)
=1 t ) VN T POUR QU'UNE REPONSE Nt AT»
PIETAE SATISPACTION. CETTE | R A ey EIGNE, KT £ ON TIENY COMPTE
. rée U OFCALAGE DE TEMPS IXTRI

VICTOIRELA EST MATHEMATIQUS
CERTAINE 81, PENDANT VRS
DE SX ANS, VOUS PARCOUREZ
L'ESPACE A UNE VITESSE YOO
SINE DE CELLE DE LA LUsiEne
190 SUFCLES S2 SERONT £COL-
LES ICL SUR LA PLANETY
PENDANT YOTR)

A TERRE ET NOUS, CF QUE Nt
WELONS QUELQUES \x 1O\
IE PLUSIEURS GENERATIONS

Illustration 8.1 Dessins de Raoul Giordan, extraits de Sidéral n° 34 (Arédit, 1973).
Un astronef relativiste fonctionne comme une machine a explorer le futur mais sans retour
possible vers le présent.

EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 267.

8.1 Calcul tensoriel

(a) Montrer qu’un tenseur dont les composantes sont &), dans une base donnée garde
les mémes composantes dans n’importe quelle base.

(b) Montrer que le tenseur métrique inverse est symétrique et deux fois contrava-
riant.

(c) Montrer qu’un tenseur deux fois covariant (ou contravariant) symétrique dans
une base est symétrique dans n’importe quelle base.

(d) Montrer que les formules (8.19) sont correctes du point de vue tensoriel.

(e) Montrer que la trace d’un tenseur est un invariant. Calculer la trace du tenseur
métrique.

(f) Montrer que les relations (8.20) impliquent que le produit scalaire de deux
quadrivecteurs est bien un invariant.
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8.2 Calcul matriciel avec A

Montrer, en utilisant la matrice (7.15), que g = AgAet que det A = 1. Calculer la
trace de cette matrice ; pourquoi n’est-ce pas un invariant ?

8.3 Manipulations de formules

Etablir les relations (8.55), (8.58), (8.59) et (8.60).

8.4 Intervalle de temps propre

Montrer, au moyen des relations (7.36) et (7.38), que I’intervalle de temps propre
dT est un invariant.

8.5 Groupe de Lorentz

(a) Montrer que les transformations de Lorentz générales forment un groupe, appelé
groupe de Lorentz homogene.

(b) Montrer, a I’aide de transformations infinitésimales, que le groupe de Lorentz ne
comprend que 6 parametres essentiels (une transformation de Lorentz est infini-
tésimale si la matrice correspondante peut s’écrire comme I/ + M avec [ la
matrice identité 4 x 4 et M une matrice dont tous les éléments sont infinitési-
maux).

(c) Montrer que I’ensemble des transformations de Lorentz A vérifiant les condi-
tions det A =1 et Ag > 1 est un sous-groupe du groupe de Lorentz homogene,
appelé groupe de Lorentz restreint. Donner un argument simple montrant que les
transformations telles que det A = —1 ou A8 < —1 ne peuvent pas former un
sous-groupe.

8.6 Propriétés des genres de quadrivecteurs

On désigne par u et v deux quadrivecteurs.

0

(a) Montrer que si w et v sont de genre temps ou de genre lumiere, x%v? est du

méme signe que u - v dans tout référentiel.

(b) Montrer que si w et v sont de genre lumiere, une condition nécessaire et suffi-
sante pour que u et v soient orthogonaux (u - v = 0) est qu’ils soient paralleles
(u = A\v).

(c) Montrer que si w est de genre temps et v - v = 0, avec v = 0, alors v est de
genre espace. Que peut-on dire si uw est de genre lumiere ?
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(d) Montrer qu’un quadrivecteur de genre temps, ou de genre espace, peut toujours
s’exprimer comme la somme (ou la différence) de deux quadrivecteurs de genre
lumiere.

(e) Si u et v sont de genre temps, montrer que (u - v)> > u?v?. Quand a-t-on
I’égalité ?

(f) Si w et v sont de genre temps ou de genre lumiere pointant vers le futur, mont-
rer que v/ (u + v)? > Vu? + v/v?. Quand a-t-on I’égalité ?

8.7 Quadrivitesse, simultanéité et accélération

Soit un observateur de quadrivitesse 1 en mouvement uniforme dans un référen-
tiel d’inertie, une particule P de quadriaccélération a p se déplagant avec une vitesse
variable dans ce référentiel et deux événements A et B reliés par un quadrivecteur
déplacement x.

(a) Montrer que A et B sont simultanés pour cet observateur si ugp - € = 0. Sous
cette condition, donner la forme invariante de la distance spatiale d entre les
deux événements.

(b) Si on a toujours la propriété up - ap = 0 au cours du déplacement de P, que
peut-on dire de la vitesse de P dans le référentiel ou O est au repos (attention !
Nous avons montré dans le cours une relation toujours vraie u - a = 0, mais
dans celle-ci u et a sont des quadrivecteurs relatifs 2 un méme objet, par exem-
ple une particule, tandis que, dans la relation proposée, les quadrivecteurs se
réferent a deux objets différents) ?

8.8 Colinéarité de trois particules

On dit que trois particules se déplacent de fagon colinéaire si, dans un certain réfé-
rentiel galiléen, leurs vitesses sont paralleles. Montrer qu’une condition nécessaire
et suffisante pour que cela soit le cas est que les quadrivitesses u, v et w de ces par-
ticules soient linéairement dépendantes.

8.9 Accélération sur une hélice

Dans un référentiel galiléen, une particule effectue un mouvement hélicoidal, dont
I’équation paramétrique est donnée par

x = Rcos(wt), y= Rsin(wt), z=ht,

ou R, o et & sont des constantes.
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(a) Montrer que, dans ce référentiel, son accélération est transversale.
(b) Calculer son accélération propre.
(c) Quel doit étre le lien entre R, ® et & pour que le mouvement ait un sens ?

8.10 Accélération et loi de transformation

Soit, dans un référentiel galiléen R, une particule possédant une vitesse v et une
accélération ¢ = dv/dt.

(a) Montrer que ¢ 2(0) = y(v)® [(T) 2 (WA9)?/ c2] . Cette quantité est un invariant.
(b) Soit un autre référentiel galiléen R’ uni au premier par une transformation de

Lorentz sans rotation de vitesse V. Montrer que la loi de transformation de
I’accélération est donnée par

9]

¢ =

= 1 =/ l - >, =y

8.11 Le mouvement hyperbolique sous forme covariante

(a) Une particule se déplace sur un droite avec une accélération propre constante
¢(0) = A, ce qui correspond a un mouvement hyperbolique dans 1’espace-
temps. On note u sa quadrivitesse, a sa quadriaccélération, 0 sa rapidité et T le
temps propre sur sa ligne d’univers.

i. Montrer que a’ = —c? (d0/d1)>.
ii. Démontrer la relation

da A?
— =—Zu.
dat c
(b) On s’intéresse a présent a la propriété réciproque : montrer que la relation ci-
dessus implique un mouvement rectiligne a accélération propre constante.

i. En différentiant I’équation, toujours vraie, u - @ = 0, montrer que 1’accéléra-
tion propre posséde un module constant [@(0)| = A.

ii. En intégrant 1’équation (8.82), montrer qu’elle implique un mouvement rec-
tiligne, dans un référentiel convenablement choisi. Montrer que ce résultat est
compatible avec les formules établies dans la section 8.8.

8.12 Le photon peut-il rattraper le mobile ?

Dans un référentiel galiléen, un mobile possede une accélération propre constante
A, et suit donc, dans I’espace-temps (ct,x), un mouvement hyperbolique. Le mobile
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passe par I’origine avec une vitesse nulle au temps ¢ = 0. Au méme moment, un
photon est émis en direction du mobile, 4 une distance ¢/ A en arriere de ce mobile.

(a) Quelle est, dans le référentiel galiléen, la distance qui sépare le photon du
mobile au cours du temps ?

(b) Montrer que la distance entre le photon et le mobile reste constamment égale a
c?/A dans le référentiel propre du mobile.

(c) Ilustrer ce phénomene dans un diagramme de Minkowski.

8.13 Forme d’une transformation de Lorentz générale

Une transformation de Lorentz A change les coordonnées contravariantes d’un
quadrivecteur selon la formule (8.10) et vérifie la relation (8.31). L’ensemble des
transformations de Lorentz A vérifiant, en outre, les conditions det A = 1 et A8 > 1
forme un groupe, appelé groupe de Lorentz restreint (voir le probleme 8.5). Le but
de ce probleme est de montrer que toute matrice A du groupe de Lorentz restreint
peut s’exprimer a I’aide de deux rotations et d’une transformation de Lorentz spé-
ciale le long de ’axe Ox.

(a) Montrer qu’il est toujours possible de paramétrer les éléments de matrice de la
colonne temporelle de A sous la forme suivante

AY = coshol, A} = sinh o cos 8, A3 = sinh o sin 0 sin ¢,

Ag = —sinh o sin 6 cos ¢.
Montrer qu’on peut limiter les domaines de variation des parametres aux
valeurs: 0 > 0,0 < 0 <7, 0 < ¢ < 2m.

(b) Toujours avec les conventions résultant des relations (8.10) et (8.31), rappeler
les formes des transformations de Lorentz R, (¢), rotation d’un angle ¢ autour
de I'axe Ox, R, (0), rotation d’un angle 6 autour de I’axe Oy, L, (o), transfor-

mation de Lorentz spéciale le long de ’axe Ox avec une vitesse V = ctanha.
Déterminer la forme de la rotation R(8,0) = R, (¢p)R,(0).

(c) Vérifier que A et R(0,¢)L, (o) produisent la méme action sur un quadrivecteur
de la forme (x/o,()).

(d) En déduire que la matrice A se met sous la forme
A=RO,9)L ()R,

oll R’ est une rotation pure.

8.14 Mouvement d’un gyroscope

On considere un petit gyroscope monté sur un mobile, le gyroscope et le mobile
étant supposés ponctuels. Cette situation peut, par exemple, illustrer le spin d’un
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électron tournant autour du noyau d’un atome. En un événement E; donné sur la
ligne d’univers du mobile, on définit le référentiel propre du mobile R, comme le
référentiel d’inertie dans lequel le mobile est au repos. Dans le référentiel Ry, le
gyroscope est caractérisé par son moment cinétique / . On suppose qu’aucun cou-
ple n’agit sur le gyroscope (des forces peuvent agir sur le mobile, mais celles-ci
déterminent seulement sa ligne d’univers et sont sans objet ici). Afin de gérer faci-
lement les changements de référentiels, on définit un quadrivecteur L (appelé de
Pauli-Lubanski) par ses composantes dans le référentiel R;: LM =
L’ =0,L' =1).

(a) Rappeler I’équation du mouvement d L /dt’ du gyroscope au voisinage de
I’événement E;. C’est une équation de la mécanique classique. Que dit la méca-
nique classique pour dL'°/dt’ ?

(b) Rappeler la valeur, dans le référentiel R, des composantes u’* = (u’ O,ﬁ "y de la
quadrivitesse w du mobile en I’événement E.

(c) Déduire la forme d’une relation entre dL%/dt et u® qui s’applique dans tout
référentiel et a tout instant.

(d) En se basant sur les valeurs de u - L et de d(u - L)/dz, préciser davantage la
forme de la relation précédente. Montrer que d L/d7T peut s’exprimer a 1’aide de
la quadrivitesse u, de la quadriaccélération a du mobile et du quadrivecteur L
du gyroscope. Cette forme n’est en fait rien d’autre que 1’expression covariante
de la précession de Thomas.

8.15 Symétries dans I'espace-temps

On se place dans I’espace-temps de Minkowski (espace a 4 dimensions muni de la
métrique g,y habituelle dans une base cartésienne). Nous définissons une transfor-
mation de Lorentz A comme une transformation linéaire qui conserve le produit
scalaire de 2 quadrivecteurs a - b = (Aa) - (Ab).
Dans le cours, la transformation de Lorentz a été introduite du point de vue passif.
Elle correspond a un changement des vecteurs de base, et en examinant les chan-
gements sur les coordonnées contravariantes d’un méme quadrivecteur. Dans le
point de vue actif, adopté ici, la transformation change un quadrivecteur, mais en
conservant les états de base. Le nouveau quadrivecteur possede d’autres compo-
santes que celles du quadrivecteur original.
On considére un quadrivecteur a de genre temps ou de genre espace (a> % 0). On
désigne par X, I’opération de symétrie par rapport a I’hyperplan orthogonal a a :
elle change a en —a et laisse invariant un quadrivecteur orthogonal a a.
(a) Montrer que tout quadrivecteur v se décompose, de facon unique, en une com-
posante vy, parallele a a, et une composante v , orthogonale a a. Exprimer v
et v, en fonction de a et v.

(b) Montrer que X34 = Zq, si A est un nombre réel # 0. Montrer que 2,21 = Jestla
matrice identité dans I’espace de Minkowski, quel que soit le quadrivecteur a.
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A I’aide de la premiere question, écrire I’expression de X4v en fonction de a et
V.

(c) Montrer que X, est une transformation de Lorentz avec (detXy) = —1 et
(TrZqg) = 2.

(d) Soit A la transformation de Lorentz qui transforme a en b : b = Aa. Montrer
I’égalité

AZG A =3,

(e) On considere deux quadrivecteurs a et b de méme pseudo-norme a? = b2, avec
(a — b)? # 0. Montrer que la matrice £,_p = Xp_, échange les quadrivecteurs
acetb.

(f) La matrice identité / peut toujours se mettre sous la forme d’un produit de 2
symétries : Zfl = [. Le but de cette question est de montrer que

N’importe quelle transformation de Lorentz A se met sous la forme d’un produit
d’au plus 4 symétries.

La propriété étant vraie pour /, on se bornera par la suite a I’étude des matrices
AN+ L

Dans un sous-espace a n = 1 dimension &1, montrer qu’une matrice A donnée,
qui laisse invariant ce sous-espace (a € & = Aa € &), s’exprime a |’aide
d’une symétrie.

Le principe de la démonstration est basé sur un raisonnement par récurrence.
Supposons que dans un sous espace £,—1 a n — 1 dimensions, toute matrice de
Lorentz A, qui laisse invariant ce sous-espace, s’exprime a ’aide d’au plusn — 1
symétries : A = Xg,2q, ... 2q,_,. 1l s’agit de montrer que, dans ces conditions,
toute matrice A d’un sous espace &, a n dimensions, qui laisse invariant ce sous-
espace, s’exprime a I’aide d’au plus n symétries. Le théoreme cherché s’obtient
alors en faisant n = 4 et en remarquant que & est 1’espace de Minkowski.

Pour cette partie délicate de la démonstration, on étudiera deux cas : i) il existe
un quadrivecteur v € &, tel que Av = v ; ii) il n’existe pas un tel vecteur. Dans
ce dernier cas, il sera utile d’introduire le quadrivecteur w = Av — v ; on sera
encore amené a considérer le cas w? = 0, Yv et w? = 0.

(g) Soient 2 quadrivecteurs a et b de genre temps, pointant vers le futur et de méme
pseudo-norme a? = bz, a® > 0,b° > 0. On définit une transformation de
Lorentz particuliere A,_,p, de déterminant unité (det A,_,p) = +1, qui trans-
forme a en b (A,_,pa = b) et qui laisse invariant tout quadrivecteur u ortho-
gonal a la foisaa et b(Aqgpu=u sia-u=>b-u=0). Montrer qu'une
forme possible est

Agb = ZgibZa-

Expliciter son action sur un quadrivecteur quelconque v, a I’aide de a, b et v.
Est-il possible d’avoir Agq_p = Ap_q ?



Chapitre 9

Dynamique relativiste

Avant tout, il faut considérer la matiere
comme un transformateur d’énergie,
comme une source d’énergie.

Gaston BACHELARD (1934)

9.1 EQUATION FONDAMENTALE

Puisque les lois de la mécanique newtonienne sont invariantes pour les transforma-
tions de Galilée (voir section 1.2), elles sont incompatibles avec la théorie de la rela-
tivité restreinte. Ainsi, nous avons €té amenés a formuler une loi relativiste de com-
position des vitesses qui se réduit a la loi galiléenne d’addition lorsque les vitesses
sont faibles par rapport a la vitesse de la lumiere. De méme, il faut remplacer la
dynamique classique de Newton par une dynamique relativiste, c’est-a-dire qui soit
invariante pour les transformations de Lorentz. Comme les lois classiques sont tres
bien vérifiées par I’expérience usuelle, il faut que les nouvelles lois se réduisent aux
lois classiques dans le domaine des faibles vitesses.

La loi fondamentale de 1a mécanique de Newton pour une particule peut se met-
tre sous la forme

> dp
E PN

= ) 9.1
N= 0.1
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ol I’indice N désigne des grandeurs définies dans le cadre de la mécanique newto-

nienne. Dans cette équation, ¢ est le temps (absolu) et Fy est la force qui modifie
I’impulsion py. Cette derniére grandeur est donnée par la relation

PN=mU, 9.2)

ol v est la vitesse de la particule et m est sa masse d’inertie, considérée comme
invariante en mécanique classique. De la loi (9.1) découlent des lois de conserva-
tion d’'une importance capitale en mécanique classique : la conservation de 1’im-
pulsion et la conservation de 1’énergie! pour un systéme isolé.

L’homologue relativiste de 1’équation fondamentale de la dynamique newto-
nienne doit €tre un invariant de forme pour les transformations de Lorentz, ce qui
est manifestement le cas si cette équation se présente comme 1’égalité de deux
quadrivecteurs. A partir du quadrivecteur vitesse u défini par la relation (8.42), on
peut construire un quadrivecteur p pour une particule massive (le cas des particules
de masse nulle sera traité dans la section 9.5), que nous appellerons provisoirement
« quadrivecteur impulsion »,

p=mu. (9.3)

Dans cette formule, la masse m, supposée invariante, est identique a la masse
d’inertie utilisée en mécanique newtonienne. On définit généralement la masse d’un
corps comme la « quantité de matiere » qui lui est associée, mais ce concept est mal
défini. 11 est préférable de relier la masse a des notions plus facilement mesurables :
I’inertie, le contenu énergétique, la capacité de générer un champ de gravitation.
Cette derniere propriété concerne directement la relativité générale et ne sera pas
traitée ici. Il est tout a fait remarquable que la masse soit associée a trois propriétés
qui peuvent a priori paraitre sans rapport entre-elles. Par exemple, nous verrons que
c’est le méme parametre qui intervient dans la formule (9.6), reliée a I’inertie d’un
corps, et dans la formule (9.19), exprimant son contenu en énergie?.

Les composantes de ce quadrivecteur p ont bien la dimension d’une impulsion ;
ses parties temporelle et spatiale sont

P’ =my@)ec, (9.4)
p=my), (9.5)

ou Y(v) est donné par la formule (8.40). Nous conviendrons d’appeler la grandeur
(9.5) impulsion relativiste. A la limite non relativiste, celle-ci se réduit 2 la défini-

1. Il faut évidemment tenir compte du fait que de 1’énergie mécanique peut se transformer en
d’autres formes d’énergie, comme de 1’énergie calorifique par exemple.

2. Pour plus d’informations sur ce sujet, on peut consulter les références suivantes : John Roche,

« What is mass ? », European Journal of Physics, vol. 26, 2005, p.225-242 ; 1’ouvrage de
F. W. Sears et R. W. Brehme, p. 111 (biblio).
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tion newtonienne de I’impulsion, m v. La partie temporelle du quadrivecteur p sera
discutée dans les sections suivantes. La version relativiste la plus naturelle de
I’équation (9.1) est une égalité entre quadrivecteurs. On peut raisonnablement pen-
ser a la forme suivante

_dp

K_ ’
dt

(9.6)

ou d7 est la variation de temps propre pour la particule ; dp/dT est manifestement
un quadrivecteur et K est ce que 1’on conviendra d’appeler le quadrivecteur force,
ou force de Minkowski. La fabrication de quadrivecteurs n’est pas un but en soi. Il
faut que les grandeurs ainsi définies présentent une quelconque utilité pour la phy-
sique. La démarche adoptée ici consiste a mettre en évidence les équivalents relati-
vistes des grandeurs entrant dans les lois classiques pour retrouver ces mémes lois
dans un cadre plus général.

L’équation (9.6) n’a un sens que si on est a méme d’exprimer les composantes de
ces quadrivecteurs en fonction de grandeurs mesurables. C’est manifestement le cas
pour les quantités du deuxieme membre de cette équation. On peut raisonnablement
s’attendre a ce qu’il existe un lien entre le quadrivecteur force K et la force F au
sens classique du terme. L’équation (9.1) ne signifie pas que la partie spatiale K du
quadrivecteur K s’identifie au vecteur force F ; elle implique uniquement que K
tende vers F pour des vitesses faibles devant celle de la lumiere. Le lien exact entre
ces deux vecteurs dépend des propri€tés de transformation des composantes de la
force. Deux approches sont possibles pour déterminer le comportement de F pour
les transformations de Lorentz.

Une premiere procédure consiste a se baser sur le fait que, fondamentalement,
une force ne peut provenir que d’un nombre limité de sources. La force peut avoir
une origine gravitationnelle, électromagnétique, ou éventuellement nucléaire. C’est
donc a la théorie décrivant un de ces phénomenes de fournir 1’expression de la force
correspondante sous une forme covariante, de maniére a connaitre automatiquement
ses propriétés de transformation. Malheureusement, il n’est pas (encore) possible
d’obtenir une théorie covariante pour toutes les sources possibles de forces. Il n’y a
que pour la théorie électromagnétique classique que I’on puisse obtenir une équa-
tion covariante de la force 3 (rappelons que les transformations de Lorentz ont été
construites a I’origine de maniere a préserver 'invariance de cette théorie). Mais
cela est suffisant pour établir le lien entre K et F, puisque les propriétés de trans-
formation des forces doivent étre indépendantes de leur origine. Le calcul de la
force €lectromagnétique sous forme covariante sera abordé dans la section 11.7.
Signalons que le lien entre K et F que 1’on peut en déduire concorde avec celui pré-
senté dans la section 9.4.

3. L’introduction des forces de gravité dans le formalisme d’Einstein ne peut se faire qu’au prix
d’une refonte de la relativité restreinte en une autre théorie, la relativité générale.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

9.1 Equation fondamentale 169

La procédure alternative est d’éviter la nécessité d’utiliser une théorie physique
autre que la mécanique, en donnant une définition de la force semblable a celle de
la mécanique classique :

Dans un référentiel d’inertie, une force F, agissant sur une particule, modifie son
impulsion relativiste d’une quantité d p pendant un intervalle de temps d suivant
la loi
- dp
F=—. 9.7
o 9.7

Cette définition implique que I’impulsion d’une particule ne varie pas en
I’absence de force agissant sur cette particule. Que se passe-t-il pour un systéme
plus complexe de différents corps en interaction mutuelle ? Nous verrons dans le
chapitre 10 consacré aux systemes de particules qu’il est raisonnable de supposer
que I’impulsion totale d’un systeme est une grandeur conservée lorsque ce systeme
est isolé. De plus, si nous voulons que la conservation de I’'impulsion dans un réfé-
rentiel d’inertie entraine sa conservation dans n’importe quel autre référentiel
d’inertie, alors il faut nécessairement que 1’impulsion d’une particule soit définie
par la relation (9.5). Le concept d’impulsion relativiste, I’équation fondamentale
(9.6) et la définition (9.7) semblent alors former un tout cohérent. Nous allons donc
introduire le postulat suivant :

L’impulsion relativiste p d’une particule libre de masse m, animée d’une vitesse
v dans un référentiel d’inertie, est donnée par

p=—===my) . 9.8)

Le lien entre la force agissant sur une particule et son accélération peut étre éta-
bli au moyen des relations (9.7) et (9.8). En utilisant la relation (8.58), on trouve
alors pour la force

- -

dp V- o
ar _ my(v)3c—2(pv +myw) §. 9.9)

dt

F

Remarquons qu’en décomposant les vecteurs en leurs composantes parallele et per-
pendiculaire a la vitesse instantanée, on obtient

ﬁ” = m'Y(U)3 (T)II’ (9.10)
FiL=myw)@,. (9.11)
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Ces deux relations peuvent également se mettre sous la forme

. F—(-Pp
= 9.12
o=—0 9.12)

On en conclut donc que le vecteur force F n’est pas parallele au vecteur accéléra-
tion @. Cela vient du fait que ces vecteurs ne sont pas les parties spatiales de quadri-
vecteurs. Nous reviendrons sur le lien entre la force F et le quadrivecteur K dans

la section 9.4. Mais avant cela, il est nécessaire d’introduire la notion d’énergie en
relativité restreinte.

9.2 EQUIVALENCE MASSE-ENERGIE

Considérons une particule soumise a I’action d’une force F. Définissons, comme en
mécanique classique, son €nergie cinétique relativiste 7 comme €tant le travail de
la force appliquée 7 = [ F - dr. On a donc
ar Fd? F-9 9.13)
- = p— ) -V, .
dt dt
dans le référentiel ot la vitesse de la particule est v. En vertu de la relation (9.9), on
obtient

dT N
dt

En utilisant I’expression (8.58), on peut écrire

= (). (9.15)
En intégrant on obtient

T =my(v) ¢+ Tp. (9.16)
Mais par définition de 1’énergie cinétique, on doit avoir 7 = 0 quand v = 0, ce qui
fixe la constante d’intégration Ty = —m ¢. On a finalement

T =mvy(v) cZ—mc?. 9.17)

Alors, la grandeur

E:mcz—i-T:my(v)c2 (9.18)
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est par définition [’énergie totale de la particule, composée de 1’énergie cinétique
(9.17) et de I’énergie dite « de repos »

Eo=mc?. (9.19)

La notion d’énergie de repos n’a de sens physique que dans la mesure ou il existe
un ou des processus capables de transformer la masse d’une particule en une forme
d’énergie, par exemple, du rayonnement ou de 1’énergie cinétique pour d’autres par-
ticules. La théorie de la relativité restreinte ne peut pas nous dire si un tel méca-
nisme de conversion existe dans la nature, mais, dans I’hypothese ou un tel proces-
sus existe, elle fixe par la formule (9.19) la quantité d’énergie qui peut étre libérée
par la désintégration complete d’une masse donnée. Il est a noter qu’en raison du

coefficient ¢?, I’énergie libérée par annihilation est gigantesque. Par exemple, la

transformation de 1 g de matiére en énergie pure fournirait environ 9 x 103 J, 25
millions de kWh, ce qui équivaut a la production quotidienne en énergie d’une cen-
trale nucléaire d’une puissance de 1 GW. C’est également la quantité d’énergie qui

est libérée par une charge nucléaire # de 20 kt.

Ce sont les physiciens travaillant sur les noyaux atomiques qui ont, les premiers,
observé la transformation de la masse en énergie. Des les années 30, différentes
expériences de physique nucléaire ont parfaitement confirmé les prédictions de la
relativité restreinte 5. Par exemple, des protons rapides peuvent pénétrer un noyau
de "Li pour former un noyau composé instable qui ne tarde pas 2 se désintégrer en
deux particules o (*He). La somme des masses des deux noyaux dans la voie de sor-
tie est inférieure a la somme des masses des deux particules dans la voie d’entrée.
Des mesures précises de masse des noyaux montrent que cette différence de masse
a été convertie en énergie cinétique des deux particules o

Au cours d’une réaction de fission nucléaire, une fraction de la masse de 1’ordre
de 8 x 10™* est convertie en énergie. Dans une réaction de fusion thermonucléaire,
une fraction plus importante d’environ 4 x 103 peut étre transformée. Ces proces-
sus de conversion, qui sont responsables de la production d’énergie dans les étoiles,
sont malheureusement utilisés dans les bombes a hydrogéne (ou bombes H) ©. La
conversion de la matiere en énergie peut étre totale dans une réaction d’annihilation
matiere-antimatiere, comme par exemple la désintégration d’un électron et d’un
positron en une paire de photons y. En fait, méme au cours d’une réaction chimique,

4. L’énergie dégagée par les explosifs nucléaires se mesure généralement en €nergie équivalente
libérée par une masse d’explosif chimique TNT (trinitrotoluéne) mesurée en kilotonnes (kt) ou
en mégatonnes (Mt). Une énergie de 1 kt correspond a 4,2 x 10'2 J.

5. J. Cokcroft et E. Walton, « Experiments with high-velocity positive ions. II. Disintegration of
elements by high-velocity protons », Proceedings of the Royal Society, vol. A 137, 1932, p. 229-
242.

6. 11 a été proposé d’utiliser des explosifs nucléaires pour propulser les véhicules spatiaux (voir
par exemple I’article de Freeman J. Dyson, « Interstellar Transport », Physics Today, October
1968, p. 41-45.)
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de la masse est transformée en énergie, mais la fraction de masse convertie est de
’ordre de 1,5 x 10712, 1l existe donc bien une équivalence masse-énergie.

Examinons ce que devient I’énergie E donnée par la formule (9.18) a la limite
des faibles vitesses. En utilisant le fait que

. n—1/2 x? 4
lim(1—-x%) " =1+=+0@u", (9.20)
<1 2

on trouve

I
E%mcz—i-imvz

pour v K c. (9.21)
Le second terme du membre de droite de la formule (9.21) est simplement I’énergie
cinétique classique de la particule. On voit que la définition relativiste que nous
avons donnée de 1’énergie totale permet de retrouver la définition classique de
I’énergie cinétique, avec toutefois en plus 1’énergie de repos de la particule. Cette
énergie résiduelle n’est pas génante car, en mécanique newtonienne, la masse ne peut
jamais étre convertie en énergie dans les interactions entre particules. Dans ce cadre,
I’énergie de repos ne joue donc aucun réle et peut étre tout simplement ignorée.

En raison du facteur y(v) intervenant dans la formule de 1’énergie cinétique,
celle-ci peut croitre indéfiniment avec la vitesse, et ce d’autant plus rapidement que
v s’approche de c. Une masse de 1 kg se déplacant a 4 % de la vitesse de la lumiere
possede une énergie cinétique équivalant a environ 20 kt, c’est-a-dire 1’énergie
dégagée par la premiere bombe atomique. Avec une vitesse de 0,3 ¢, I’énergie ciné-
tique de cette masse est d’environ 1 Mt, c’est-a-dire la charge d’une arme thermo-
nucléaire classique. A 98 % de la vitesse de la lumiére, la masse posséde une éner-
gie cinétique de 1’ordre de 100 Mt, 1’énergie dégagée par la plus puissante arme
nucléaire jamais testée. Cette variation de I’énergie cinétique en fonction de la
vitesse est illustrée sur la figure 9.1.

= 1000
£ F 100
- 1017 | 100 Mt E p
[ L ~
g 1o ] S
&5 E 3
& 1 Mt e 1 2
2 10% 5 s Y
g 104 - 0.1 '8
4 F (]
Né3| 20 kt L 0,01 5
1013 , , , _F
0 0,9 0,99 0,999

vlc
Figure 9.1 Energie cinétique par unité de masse en fonction de la vitesse.
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Des missions spatiales possibles pour un astronef relativiste sont proposées dans
la section 8.8. Considérons un astronef de 1000 t se déplacant a 99 % de la vitesse
de la lumiere ; un rapide calcul montre que son énergie cinétique est d’environ
5,5 x 102 J, ce qui correspond a 130 millions de Mt. Cette fabuleuse quantité
d’énergie doit étre, a peu de chose pres, 1’énergie qui a été libérée par 1’astéroide ou
le noyau de comete’ qui a percuté la Terre voici 65 millions d’années, mettant pro-
bablement fin au régne des dinosaures. A titre de comparaison, la charge de 1’arse-
nal nucléaire mondial a di avoisiner 20 000 Mt en 1990.

On définit parfois la masse relativiste m(v) d’une particule par la formule
m(v) = mY(v). Dans ce cas, 'impulsion d’une particule est simplement sa masse
relativiste multipliée par sa vitesse, et son €nergie totale sa masse relativiste multi-
pliée par 2. Cette notion de masse relativiste est peu (ou pas) utile 8. En fait la
masse d’un corps m est un invariant relativiste. Cette masse est parfois appelée
masse au repos, mais le qualificatif de « au repos » est superflu.

9.3 QUADRIVECTEUR ENERGIE-IMPULSION

Si m est la masse d’une particule libre et u son quadrivecteur vitesse, les parties
temporelle et spatiale du quadrivecteur p = m u sont données par

0 E
p=mﬂwc=?, (9.22)

b =my) 7, (9.23)

ou E est I’énergie totale de la particule. On convient donc d’appeler p le quadri-
vecteur énergie-impulsion associé 2 la particule °. Des expressions (9.22) et (9.23),
on peut tirer deux relations qui sont utiles, I’une donnant la vitesse de la particule
libre

) (9.24)

o<y
|3

et 'autre donnant son facteur y(v)

7. Imaginez un objet de prés de 3 000 milliards de tonnes heurtant la Terre a la vitesse de 20 km/s.

8. Voir a ce sujet I’article de Lev B. Okun, « The Concept of Mass », Physics Today, vol. 42, n° 6,
June 1989, p. 31-36. Ce texte est discuté dans Physics Today, vol. 43, n° 5, May 1990, p. 13, 15,
115, 117. Des informations complémentaires se trouvent dans un autre article de Lev B. Okun,
« The concept of mass (mass, energy, relativity) », Soviet Physics-Uspekhi, vol. 32, n° 7, July
1989, p. 629-638.

9. Dans le cadre de la formulation lagrangienne de la mécanique, on montre qu’a toute invariance
du lagrangien d’un systéme pour une translation dans 1’espace correspond une impulsion conser-
vée (Voir, par exemple, I’ouvrage de H. Goldstein, C. Poole et J. Safko, p. 54 (biblio)). De méme
I’invariance du lagrangien pour les translations dans le temps signifie que 1’énergie du systeme
est conservée. Dans le cadre de la relativité restreinte, les coordonnées d’espace et de temps d’un
événement deviennent les composantes d’un quadrivecteur position. Il n’est donc pas étonnant
que I’énergie et 'impulsion se retrouvent également liées au sein d’un quadrivecteur.
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E
) = —. (9.25)
mc

La pseudo-norme p? du quadrivecteur énergie-impulsion est un invariant relativiste,

et est égale & m?u”. En utilisant la relation (8.44), on obtient
E?
pP=—-p=mc. (9.26)

On voit ainsi que le quadrivecteur énergie-impulsion d’une particule matérielle est
un quadrivecteur de genre temps. Ce quadrivecteur pointe vers le futur car sa com-
posante temporelle E/c est par définition positive. Il est important de noter que la
relation (9.26) n’est valable que pour une particule libre. On peut la récrire sous la
forme

E? = p2c® + m*ct. (9.27)

Cette équation est connue sous le nom de relation d’Einstein. On peut en déduire le
lien entre I’impulsion et I’énergie cinétique d’une particule libre

T? +2mc*T = pct. (9.28)

Pour de faibles valeurs de la vitesse, plus précisément quand I’énergie cinétique est

2

petite devant I’énergie de repos, T < mc~, on trouve

=2
T~ (9.29)
2m
ce qui est bien I’expression classique de I’énergie cinétique.
Pour les composantes du quadrivecteur énergie-impulsion, les relations (8.34),

(9.22) et (9.23) entrainent, lors d’un changement de référentiel de Lorentz sans rotation

E E s
C
B} _E' (9.30)
pr = v(p)|+ B—)
C
pL = pl.

Supposons que la ligne d’univers d’une particule croise celle d’un observateur et
que, au point de I’espace-temps qui marque leur rencontre, p soit le quadrivecteur
énergie-impulsion de la particule et v la quadrivitesse de 1’observateur dans un réfé-
rentiel d’inertie quelconque. L’énergie de la particule E(u) mesurée par I’observa-
teur est alors donnée par
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E(u)=p-u. (9.31)

En effet, pour 1’observateur, les composantes de sa quadrivitesse sont (c,0) et la
composante temporelle du quadrivecteur énergie-impulsion de la particule est
E(u)/c. Linvariance du produit scalaire donne bien le résultat (9.31).

9.4 QUADRIVECTEUR FORCE

Dans la section 9.1, nous avons défini le quadrivecteur force par la formule
K =dp/dt. Les parties spatiale et temporelle de ce quadrivecteur peuvent étre
reliées a la force. En effet, on a
S d 1_5 d ﬁ >
K=—= — = F, 9.32
=W =) (9.32)

car Y(v) dt = dt en vertu de la relation (8.38). On a également

N

o_ 4’ _ A _ 14T FE
K" =—— =10 —— =7 - =70)—. (9.33)

Finalement, le quadrivecteur force peut s’écrire

F-v .
K“:(y(v) - ,y(v)F). (9.34)

La loi de transformation de la force F peut étre obtenue en utilisant les lois de trans-
formation (8.34) pour les composantes du quadrivecteur (9.34). On a ainsi (rappe-

lons que E =V /c est la vitesse relative entre les deux référentiels et y = y(V))

Fio— yyon(F et
YWFL = YyO)F'.
En utilisant la formule (8.48), on obtient finalement

- Fi+B(Fv') /e

= > )

1 -v/
+[i v/e (9.36)

. F'
FL = L

y(1+[§-5//c)'
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La pseudo-norme du quadrivecteur force K agissant sur un mobile peut étre éva-
luée dans le référentiel propre du mobile. La relation (9.34) implique

K2 = —F(0)?, 9.37)

ou F(0) est la force qui s’exerce sur le mobile dans son référentiel propre. Le
quadrivecteur force est donc toujours de genre espace.

9.5 PARTICULES DE MASSE NULLE

9.5.1 Caractéristiques du quadrivecteur énergie-impulsion

Des considérations théoriques fondamentales font que le photon, particule associée
aux ondes électromagnétiques, est considéré comme ayant une masse nulle ',
Cependant, on montre expérimentalement qu’un photon transporte de 1’énergie et
de I’impulsion (voir section 10.5.2).

En mécanique newtonienne, I'impulsion d’une particule de masse nulle est
nécessairement nulle. Ce n’est pas le cas dans le cadre de la mécanique relativiste.
Si on fait I’hypothese que la relation d’Einstein (9.27) est valable pour une particule
de masse nulle, on obtient

. E
lp|=—. (9.38)
c
En vertu de la relation (9.24), sa vitesse est nécessairement égale a c¢. En effet,
I’énergie d’une particule se déplacant a la vitesse de la lumiere est une quantité finie
seulement si la masse de la particule est nulle. Cela peut se montrer en écrivant la
relation (9.25) sous la forme

1——. (9.39)

Quand v = ¢, alors /1 —v2/c? est nul, et m =0 quelle que soit la valeur de

I’énergie E. Remarquons qu’en tenant compte de la relation (8.41), le temps propre
qui s’écoule entre deux événements quelconques situés sur la ligne d’univers d’une
telle particule est nul.

La relation d’Einstein a été déduite des relations (9.22) et (9.23) qui ne sont défi-
nies que pour des particules massives. On peut obtenir indépendamment la formule
(9.38) pour des particules de masse nulle a partir de considérations d’optique rela-
tiviste (voir section 9.6). On montre ainsi que la relation d’Einstein peut également
s’appliquer aux particules de masse nulle.

10. Voir note de bas de page n° 8, p. 111.
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L’impulsion d’une particule de masse nulle (9.38) peut également €tre mise sous
la forme

R
=2, (9.40)
C

ou le vecteur unitaire e caractérise la direction de propagation de la particule consi-
dérée. Le quadrivecteur €nergie-impulsion p associé a cette particule est donc
donné par ses composantes

-(55)
pr=\|\——e). 9.41)

c C

Ce quadrivecteur est de genre lumiere et pointe vers le futur.

Le photon, véritable « grain » de lumiere, a été proposé par Einstein pour expli-
quer les résultats expérimentaux concernant 1’effet photoélectrique. Ainsi, un fais-
ceau lumineux monochromatique de fréquence v peut étre considéré comme étant
composé de photons d’énergie égale a hv, expression dans laquelle 4 est la cons-
tante de Planck (voir section 9.6). L’ impulsion de ces particules est donc donnée, en
utilisant (9.38), par

| |—ﬁ (9.42)
p _7\’7 .

ou A est la longueur d’onde du faisceau monochromatique considéré (E = hv et
v = c¢/\). La relation (9.42), étendue aux particules matérielles, confere a celles-ci
un aspect ondulatoire qui est un des fondements de la mécanique quantique.

La relation (9.38) nous montre qu’une quantité de mouvement de grandeur E/c
est transférée a un atome quand un photon d’énergie E est absorbé par cet atome.
Si le photon est réfléchi (absorbé puis réémis), I’impulsion transférée peut égaler
2E/c. Cela signifie que les photons exercent sur les corps une pression, appelée
pression de radiation.

Dans I’espace au niveau de I’orbite terrestre, la pression exercée par la lumiere
solaire sur un objet réfléchissant, placé perpendiculairement aux rayons du Soleil,
est d’environ 107> N/m?, ce qui correspond a peu prés au poids d’une piece de mon-
naie répartie sur un terrain de football. Cette pression est tres faible mais elle agit
en continu. Des études sont en cours pour la réalisation de voiliers solaires capables
de réaliser des voyages interplanétaires. Une voile en aluminium de 640 000 m? et
de 2,5 mm d’épaisseur serait susceptible de transporter 2 300 kg de charge utile sur
Mars en 400 jours, ou 1 500 kg de charge utile sur Jupiter en 900 jours !!.

11. Pour plus de détails, voir, par exemple, Voiliers de I’espace par Louis Friedman, Services
Complets d’Editions, 1989, coll. « L’Etincelle ».
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9.5.2 Aberration et effet Doppler

Considérons deux référentiels d’inertie R et R’ reliés par une transformation de
Lorentz sans rotation de vitesse relative V. Le vecteur unitaire indiquant la direc-
tion de propagation d’une particule de masse nulle peut étre décomposé en compo-
santes parallele et perpendiculaire a la vitesse relative V dans les deux référentiels.
Par exemple, dans le référentiel R, on a

b=y +é1, é.-V=0, |+ >=1. (9.43)

En utilisant I’expression (9.41) dans les relations (9.30), on trouve que les grandeurs
E, ¢ et ¢, satisfont aux lois de transformation

E = y(1+4B-&)E,

- E/
e = Y(€1|+B)E, (9.44)
E/
e, = e\ —

En introduisant la valeur de E’/E, tirée de la premiére de ces équations, dans les
deux derniéres, on obtient les relations

¢\ +P ¢
. ”EB ot 8 =— L (9.45)
Y

| = —
Y1 +B-e)

Apres inversion de ces relations, on peut vérifier que le vecteur &' = ¢ + ¢, est

unitaire au méme titre que le vecteur ¢ (voir exercice 9.3).

Les relations (9.45), homologues des relations (8.49) et (8.50) établies pour les
particules de masse arbitraire, donnent le changement de la direction apparente d’un
faisceau lumineux lors du passage du référentiel R’ au référentiel R, d’out leur nom
de formules d’aberration.

Il est a noter que ce phénomene d’aberration existe aussi en mécanique classique,
que ce soit pour des particules matérielles ou des photons. On peut aisément en pro-
poser une illustration. Imaginons un personnage, assis dans un train immobile,
regardant tomber la pluie par une journée sans vent. Ce passager observe évidem-
ment les gouttes de pluie tomber verticalement. Voila que le train s’ébranle et prend
de la vitesse. Si notre personnage jette un coup d’ceil par la fenétre, il voit cette fois
les gouttes tomber suivant une trajectoire oblique, et cela bien qu’il n’y ait toujours
pas de vent. En fait, pendant qu’une goutte parcourt la hauteur de la fenétre en tom-
bant, le train se déplace et la goutte semble donc décrire une trajectoire oblique.
C’est bien un phénomene d’aberration.

Soit une source lumineuse S monochromatique de fréquence v au repos dans le
référentiel R'. Cette source émet donc des photons d’énergie E’ = hvg. Ces
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\

Sens positif de la vitesse

Figure 9.2 Situation physique dans laquelle un effet Doppler longitudinal
peut étre observé.

photons sont captés dans le référentiel R par un détecteur avec une énergie £ = hv.
En vertu de la premiére relation (9.44) les fréquences v et vy sont unies par la rela-
tion

v=y(1+B-&)vs. (9.46)

Dans le cas particulier ou les photons se déplacent paralleélement a la direction de la

vitesse relative des deux référentiels, on a - ¢’ = B3, avec B est positif ou négatif
selon que la source se rapproche ou s’éloigne du détecteur (voir figure 9.2). La rela-

tion (9.46) devient alors
1+B
V= Vs. 9.47
\/ —p" (9.47)

Cette variation de fréquence du signal lumineux est I’ effet Doppler longitudinal. On
peut également obtenir cette relation en examinant comment se transforme la dis-
tance entre deux impulsions lumineuses quand on passe d’un référentiel d’inertie a

un autre (voir exercice 4.4). Pour B « 1, la relation (9.47) et son équivalent clas-
2

sique '? se réduisent toutes deux, au premier ordre en 3, 2

v=(14+PB)vs. (9.48)

Si la source se rapproche du détecteur, la radiation détectée est décalée vers des fré-
quences plus hautes, c’est-a-dire vers des longueurs d’onde plus courtes ; on a alors
ce que I’on appelle un « décalage vers le bleu ». Dans le cas contraire, si la source
s’éloigne, la radiation détectée est décalée vers des fréquences plus basses, c’est-a-
dire vers des longueurs d’onde plus grandes ; ce phénomene est alors qualifié de
« décalage vers le rouge ». _
Notons encore que si la source et le détecteur sont disposés de sorte que B soit

NEEYIEN

orthogonal a ¢" a I’instant considéré, la relation (9.46) donne

v=(1-p%)""vs. (9.49)

12. Voir, par exemple, le cours de Berkeley, p. 322 (biblio).
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Cet effet, appelé effet Doppler transversal, est purement relativiste !3.

Les galaxies distantes nous fuient avec une vitesse d’autant plus importante
qu’elles sont lointaines. Cette observation capitale pour la compréhension des lois
qui régissent notre univers a été faite par Edwin Hubble en 1929, sur base de déca-
lages vers le rouge affectant systématiquement les spectres de ces galaxies. Un
rayonnement de longueur d’onde Ag émis par une galaxie lointaine est ainsi per¢u
avec une longueur d’onde A plus grande. On mesure habituellement 1’importance
de ce phénomene par un nombre z, le décalage relatif en longueur d’onde, défini par
la relation

&—1+ (9.50)
7\‘5 = Z. .

Il est important de signaler que le décalage vers le rouge cosmologique n’est pas di
qu’a un effet Doppler, comme on pourrait assez naturellement le penser. Il ne peut
s’interpréter correctement que dans le cadre d’un univers en expansion régi par les

lois de la relativité générale 4.

9.5.3 Transformation d'intensité

Quand la longueur d’onde d’un faisceau de lumieére monochromatique se trans-
forme comme v =DV oul =A'/D,avec D =y(1 + B - ¢’), en passant d’un réfé-
rentiel R’ a un référentiel R, I’intensité du faisceau (c’est-a-dire 1’énergie par unité
de temps qui traverse une unité de surface) se transforme comme

[ = DI 9.51)

Cette formule peut étre démontrée de différentes manieres.

La premiere méthode proposée par Einstein est basée sur la transformation du
champ électrique et magnétique d’une onde plane (voir section 11.8). Si I’amplitude
de I’onde est désignée par E, dans le référentiel R, alors on trouve E; = D?E’ 2
c’est-a-dire I = DI’ puisque I’intensité est proportionnelle & Eg.

Une autre méthode consiste a considérer le faisceau comme composé de photons.
Si on considere que dans le référentiel R’ la séparation entre deux photons est pro-
portionnelle a A’ alors dans le référentiel R cette séparation sera proportionnelle a
A =N/D. Cela signifie que le nombre de photons par unité de volume dans R est
D fois le nombre correspondant dans R’. Comme les photons progressent a la

13. Diverses expériences d’« optique relativiste » sont décrites dans les articles suivants : A. Olin
et al., « Measurement of the Relativistic Doppler Effect Using 8.6-MeV Capture y Rays »,
Physical Review D, vol. 8, n° 6, 15 September 1973, p. 1633-1639 ; Roger W. McGowan, David
M. Giltner, Scott J. Sternberg et Siu Au Lee, « New Measurement of the Relativistic Doppler
Shift in Neon », Physical Review Letters, vol. 70, n° 3, 18 January 1993, p. 251-254.

14. Voir, par exemple, I’ouvrage de C. W. Misner, K. S. Thorne et J. A. Wheeler, p. 772-780
(biblio).
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vitesse ¢ dans les deux référentiels, il y aura D fois plus de photons traversant une
unité de surface par unité de temps dans le référentiel R que dans le référentiel R’.
Puisque chaque photon posséde D fois plus d’énergie dans le référentiel R que dans
R/, cela implique une transformation d’intensité / = D?1’.

9.5.4 Aspect « relativiste » du ciel

Dans les sections précédentes, nous avons vu que les mesures de direction, fré-
quence et intensité d’une onde lumineuse pouvaient fortement différer entre deux
référentiels d’inertie animés d’une grande vitesse relative. Examinons comment se
transformerait 1’aspect du ciel a bord d’un astronef animé d’une vitesse relativiste.
Pour traiter ce probleéme, commencgons par fixer les notations. Le référentiel R est
déterminé par le mouvement moyen des étoiles situées, par exemple, jusqu’a
quelques milliers d’années-lumiere du vaisseau. Les étoiles ont des vitesses de
déplacement faibles dans ce référentiel, de I’ordre de 10~* ¢. Pour notre étude, ces
étoiles seront considérées comme fixes. Le référentiel R’ sera le référentiel propre
de I’astronef, qui se déplace a la vitesse V dans R.

étoile
lointaine

v

Figure 9.3 Repérage d'une étoile lointaine sur la voute céleste dans le référentiel
lié aux étoiles. Le vecteur unitaire n pointant vers une étoile est manifestement
I'opposé du vecteur unitaire ¢ donnant la direction apparente de propagation
d’un photon issu de cette étoile.

Choisissons les référentiels R et R’ tels que le vecteur = 1% /c soit dirigé suivant
les axes Oz et Oz’ (ce choix des axes va nous permettre d’utiliser facilement des
coordonnées sphériques pour traiter le probleéme). Les formules (9.45) deviennent

P e — B
1 —Bet’
X ex
eV = a
Y1 —Be?)’
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-

car B = (0,0,B) dans le référentiel R. L’observation consiste 2 mesurer la lumiére
émise par les étoiles fixes. Celles-ci sont si lointaines que leur lumiere peut étre
considérée comme formée de photons ayant des directions paralleéles. Chaque ob-
servateur détectera donc dans son référentiel, en provenance d’une €toile donnée,
des photons possédant les mémes caractéristiques (direction de propagation et é€ner-
gie). Les directions apparentes de propagation vont étre repérées par un systeme de
coordonnées sphériques dans les deux référentiels. Dans le référentiel R, le vecteur
unitaire 7 qui pointe dans la direction apparente de propagation d’un photon a pour
composantes (sin 0 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 8), ou 1’angle 0 est I’angle polaire (par
rapport a I’axe Oz) et ou I’angle ¢ est I’angle azimutal (par rapport a I’axe Ox). Le
vecteur 7 indique donc la position apparente de I’étoile. La direction apparente de
propagation d’un photon issu de cette étoile est donc telle que ¢ = —n (voir figure
9.3). Dans les deux référentiels R et R’, on a alors

¢ = (—sin 0 cos ¢,—sin 6 sin ¢,—cos 0), 9.53)
¢ = (—sin® cos ¢/,—sin ¢’ sin ¢',—cos ). .
On peut donc écrire
, cos 0+
cos 0 —_—,
1+ Bcos6

. sin O cos ¢
o = - 9.54
sin 0’ cos ¢ 7+ B cos ) ( )

0 si
sin 0 sin¢/ = sin 0 sin ¢

Y(1 + Bcos 0)

Des deux dernieres relations (9.54) on peut déduire I’invariance de I’angle azimutal

o = 0. (9.55)

On peut, en utilisant ce résultat, présenter 1’aberration sous la forme

, sin © o’ 1-B
ou tan — = | ——ta

- Y(cos 6 + B) 2 14+ 7 ©-56)

tan ©

Si nous supposons que les photons sont émis dans le référentiel R avec un angle 0
par rapport a 1’axe Oz, alors un observateur du référentiel R’ observera un angle 6,
par rapport 4 son axe Oz’, plus petit que 0. A la limite ot V tend vers c, ' tend
vers 0, c’est-a-dire que 1’angle de vision se referme completement. Il est a noter que
méme en mécanique classique, un phénomene d’aberration se produit pour les

photons. Dans ce cas tan 0’ est donné par la formule (9.56) dans laquelle on fait
v = 1. Cette situation est illustrée sur la figure 9.4.
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Relativiste
————— Classique

00 T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figure 9.4 Aberration de la lumiére : comparaison de la formule classique et de la formule
relativiste. La variation de I'angle d'observation 6’ en fonction de la vitesse est donnée
pour deux angles d’émission 6 = 45° et 6 = 90°.

Notons que si un observateur a bord de cet astronef voit les constellations se rap-
procher du point situ€ juste devant le vaisseau sur la vofite céleste, la disposition
relative des étoiles qui les compose reste pratiquement inchangée. Les éléments
d’angle solide vus par les observateurs des référentiels R et R’ sont

dQ = dO x sin0do,

9.57
dQ = do xsin®'dd'. ©-57)

En vertu de la relation (9.55), on a dp = d¢'. De plus, en différentiant la premiere
relation (9.54), il vient

sin OO sin® 0'd®
in 0'do’ = = . 9.58
- Y2(1 + Beos 6)2 sin O ©-58)
Finalement, on obtient
doe sin ©
0 sin@’ ©-59)

Les €éléments d’arc de courbe d0’ et sin 0'd¢’ varient donc dans les mémes propor-
tions. Ainsi, pour notre astronaute, les constellations peu étendues gardent leur
forme mais 2 I’intérieur d’un angle solide différent!>.

15. Dans le cas d’objets étendus et proches, la situation est en général beaucoup plus complexe
(voir section 5.3.2).
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Il peut sembler surprenant qu’une étoile située derriere le vaisseau spatial
devienne visible a I’avant quand la vitesse est suffisamment élevée. Supposons que
la baie vitrée a ’avant de 1’astronef permette 1’observation d’objets dont la ligne de
visée fait un angle de 90° au plus avec la direction de déplacement du vaisseau. Une
étoile dans une direction d’angle 0 supérieur a 90° deviendra tout juste visible si 6’
est égal a 90°. La formule (9.56) indique que cela se passe si —cos 6 = 3, c’est-a-
dire —c cos 8 = V, ou V est la vitesse du vaisseau. Or, —c cos 0 est la composante,
parallele a la trajectoire de I’astronef, de la vitesse des photons dans le référentiel
des étoiles fixes (voir formules (9.53)). L’étoile devient donc visible quand les
photons qu’elle émet ont une composante de vitesse parallele a la trajectoire de
I’astronef égale a la vitesse du vaisseau.

} /
\
AN /
e
0,3
s N ‘ ™~
T 7oA
\
/ /
— —
- ° — > . '7/
\
0.6¢ ™~ 0,9¢ \
f N A

Figure 9.5 lIllustration du phénomene d’aberration et de I'effet Doppler
pour un observateur en mouvement relativiste.

Des fronts d’'onde plans de lumiére monochromatique convergent de huit directions
différentes vers un observateur. Chaque fléche indique la direction apparente d’un front
d’onde ; sa longueur est proportionnelle a la fréquence recue, et donc a la racine carrée

de l'intensité percue. Image en haut en gauche : I'observateur est immobile.

Autres images : I'observateur se déplace de gauche a droite avec différentes vitesses.

La direction de propagation d’un photon peut donc étre fortement modifiée. De
plus, par effet Doppler, sa fréquence va changer. Avec les conventions angulaires
définies ci-dessus on peut écrire la relation (9.46) sous la forme

V' =y(1 + B cos B)v. (9.60)

En utilisant la premiére des relations (9.54) on peut exprimer la fréquence mesurée
en fonction de 1’angle d’observation 6" a bord de 1’astronef

_ R2
o V1-B 9.61)

V= V.
1 —Bcos®
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L’intensité du rayonnement percu va également €tre modifiée suivant la loi

r =K 9.62

(1 —=Bcos®)?2"’ (0-62)
en vertu du résultat de la section 9.5.3. Ces phénomenes sont illustrés sur la figure
9.5.

Pour I’équipage du vaisseau spatial, la position apparente des €toiles va donc étre
modifiée, et ce d’autant plus fortement que la vitesse de 1’astronef sera importante.
Ces étoiles ne sont pas des sources de lumiere monochromatique ; les caractéris-
tiques de la lumiere captée vont donc changer suivant une loi compliquée qui va
tenir compte de 1’effet Doppler, de la modification d’intensité et du spectre d’émis-
sion des étoiles '°. Si on s’intéresse a I'impression visuelle pergue par un étre

DE RARES INCIDENTS NAN-
QUERENT CETTE FADUL K-
SE GIKATION QUI CALSAIY

LA CONTRACTION DU TEMPS,
UN JOUR, LE PROTOJET DE-
PASSA UNE COMETE, MAIS
CIETTIE RENCONTRE POULE-
VERSANTE NE DURA QUY
QUELQUES SECONDES, S
LEMETEONE N'AVALT PAS
£TE DOTE D'UNE CHEVE -
LURE LONGUE DE PLUSIEUNS.
MILLIONS DE KILOMETRES
IL SENAIT PASSE INAPLRCT

QUAND FUT ATTEINTE LA VITESSE DE 370000 KM/ SE-
CONDE, LES ECRANS D'OBSERVATION NE DONNERENT
PLUS QUE DES INAGES VAGUES LY INEXACTES

LES ETOILES LOINTAINES RESSEMBLENT

K UN DATONNET ROUGEOYANY EY LES GA-

LAXIES APPARAISSENT COMME DES TACHES
ONFUSTES

"J ! AT e r=

lllustration 9.2 Dessins de Raoul Giordan, extraits de Sidéral n° 34 (Arédit, 1973).

En se déplagant a une vitesse proche de celle de la lumiére, un astronef pourrait difficile-
ment repérer, voire éviter, un obstacle éventuel. Heureusement, une collision dangereuse
pour le vaisseau spatial et son équipage serait trés peu probable en raison de la faible
densité moyenne de matiére dans |'espace interstellaire. Toutefois, la navigation devrait se
faire en tenant compte des effets de distorsion visuelle (aberration, effet Doppler, transfor-
mation d’intensité) dus a la grande vitesse de |'astronef. Les membres d’'équipage n’obser-
veraient cependant pas ce qui est décrit sur la derniére image.

16. Le spectre d’émission d’une étoile peut, en bonne approximation, étre considéré comme celui
d’un corps noir. Dans ce cas le spectre sera uniquement déterminé par la température de surface
de I’étoile.
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humain, il faut en plus tenir compte de la fonction de réponse de I’ceil. Une des-

cription compléte de ces phénomenes sort du cadre de ce cours !7.

9.6 QUADRIVECTEUR FREQUENCE

Une onde plane monochromatique est caractéris€e par sa fréquence angulaire ou
pulsation ® = 2ntv, v étant la fréquence, et son vecteur d’onde k, orienté dans la
direction de propagation. Le module de ce vecteur, k = 2w/A ol A est la longueur
d’onde, est le nombre d’onde angulaire 8.

Considérons une particule matérielle libre ; son énergie E, son impulsion j et sa
masse m sont reliées par la relation d’Einstein

E? — p2c? = m?*c. (9.63)

Le module de sa vitesse v est donné par la formule (voir section 9.3)

v Iple
~ = . 9.64
c E ( )

En mécanique quantique, on associe a cette particule une onde de pulsation ® et de

vecteur d’onde k au moyen des relations de Planck-Einstein,

O=— et k=

: (9.65)

b
h b

ou h = h/(2m) est défini a partir de la constante de Planck /. Ces expressions relient
les parametres « corpusculaires » (énergie E et impulsion p) aux parametres

« ondulatoires » (pulsation ® et vecteur d’onde k). La constante de Planck ayant le
statut de constante universelle, et donc de grandeur invariante, on peut associer au
quadrivecteur €nergie-impulsion d’une particule p, de composantes contravariantes

p* = (E/c,p), un quadrivecteur fréquence ou quadrivecteur fréquence-vecteur
d’onde

17. On peut se faire une idée de ce que percevrait 1’équipage d’un tel vaisseau en consultant, par
exemple, ’article de John M. McKinley et Paul Doherty, « In search of the “ starbow ” : The
appearance of the starfield from a relativistic spaceship », American Journal of Physics, vol. 47,
n° 4, April 1979, p. 309-316. Des astronautes passant a vitesse relativiste a proximité d’une étoile
en auraient une vision fort différente de celle d’observateurs au repos. Le phénomene est étudié
dans I’article de U. Kraus, « Brightness and color of rapidly moving objects: the visual appea-
rance of a large sphere revisited », American Journal of Physics, vol. 68, n° 1, January 2000,
p- 56-60. Quelques-uns des problemes liés a la navigation a vitesse relativiste sont étudiés dans
I’article de C. Lagoute et E. Davoust, « The interstellar traveler », American Journal of Physics,
vol. 63, n° 3, March 1995, p. 221-227.

18. Dans la terminologie officielle, le nombre d’onde désigne I’inverse de la longueur d’onde et
la pulsation spatiale est le rapport de la pulsation a la vitesse de phase.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

9.6 Quadrivecteur fréquence 187

k=" p, (9.66)
h

de composantes contravariantes k" = ((o,clz). En vertu de 1’équation (9.63), on
peut donc écrire

R2o? — 2k 2c? = m2c*. (9.67)

Remarquons que, si m = 0, on retrouve la relation A = ¢/v. Partant de cette der-
niere formule et utilisant les relations de Planck-Einstein, on retrouve immédiate-
ment la formule (9.38).

La vitesse de phase v, et la vitesse de groupe vy associ€es a une onde sont don-
nées par 1

BIO)

vp = o et vy = e (9.68)

k

En utilisant les relations (9.64) et (9.65), on constate que la vitesse v de cette parti-
cule est reliée a la vitesse de phase v, de I’onde associ€e a cette particule par

I’équation
v
-=—, (9.69)
c

ce qui implique que v, > ¢ siv < c. Ainsi a une particule matérielle de vitesse infé-
rieure a celle de la lumiere, on fait correspondre une onde plane monochromatique
dont la vitesse de phase est supérieure a c. Une particule matérielle ne saurait donc
étre assimilée a une telle onde.
Par contre, le calcul de la vitesse de groupe 20 de cette particule, obtenu en diffé-
rentiant la relation (9.67), donne
dn 2

vg_ﬁ_v—p=v<c. (9.70)
La vitesse de groupe correspond donc bien a la vitesse de propagation de la parti-
cule matérielle.

19. Voir, par exemple, Mécanique quantique de Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu et Franck
Lalog€, Hermann, t. I, 1973, p. 29.

20. En toute rigueur, cette vitesse ne peut étre définie que pour un paquet d’ondes associé a une
particule.
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EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 268.

9.1 Stabilité du photon

Donner un argument montrant qu’une particule de masse nulle ne peut qu’étre sta-
ble.

9.2 Pression de radiation

Montrer que, sous I’effet de la pression de radiation p, un objet peut Iéviter dans
I’espace a une distance quelconque du Soleil, pour autant que sa densité soit suffi-
samment faible. Calculer cette densité pour un objet plan, parfaitement réfléchis-
sant, orienté de maniere a &tre perpendiculaire aux rayons solaires. Quelle serait
I’épaisseur de cet objet s’il était construit en aluminium ? Calculer, au niveau de
I’orbite terrestre, la pression de radiation pour un corps parfaitement absorbant ou
parfaitement réfléchissant. L’émission de particules depuis le Soleil est isotrope et
constante dans le temps.

Données : masse du Soleil M 22 x 103° kg ; luminosité du Soleil Pa3,8x 102 W ;
unité astronomique (distance moyenne Terre-Soleil) d &~ 150 x 10° km ; densité de

I’aluminium ~ 2.7 g/cm? ; constante de gravitation G = 6,67 x 10~ m? kg~! s72.

9.3 Aberration

(a) Montrer que le vecteur ¢’ défini par les relations (9.45) est donné en fonction de
é par la recette traditionnelle de permutation des quantités primées et non pri-
mées et de changement de signe de la vitesse relative 3.

(b) Montrer que le vecteur &’ est unitaire si le vecteur é est unitaire.

9.4 La fusée et I'anneau

Dans un référentiel R, une fusée se déplace avec une vitesse uniforme V = ¢} le
long d’une droite qui est ’axe de symétrie d’un anneau circulaire, de rayon r, fixe
dans ce référentiel.

(a) A quelle distance réelle D est la fusée par rapport au centre de I’anneau, lorsque
le pilote voit sa fusée se trouver précisément au centre de celui-ci ? A cet instant,
le pilote initialise son horloge a 0. Au bout de combien de temps la fusée passe-
t-elle réellement au centre de I’anneau dans le référentiel R ?
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(b) Lorsque la fusée passe réellement au centre de I’anneau, quelle est I’heure indi-
quée par I’horloge du pilote ? Sous quel angle le pilote voit-il a présent 1’an-
neau ?

(c) Méme question que la précédente lorsque la fusée se trouve a une distance D en
avant du centre de I’anneau.

9.5 Effet Doppler provenant d’une nova

Une source lumineuse S, qui émet dans son référentiel propre R’ un rayonnement
monochromatique de fréquence v’ et de longueur d’onde ' = ¢/V’, se déplace a
vitesse constante V = ¢f} par rapport a un référentiel R ol se trouve un observateur
A.

(a) La source émet un rayonnement dans une direction faisant un angle 6 par rap-
port a son sens de déplacement. Quel est I’angle 6 sous lequel I’observateur voit
la lumiére par rapport a la direction donnée par le vecteur B ? Lorsque 6’ varie
entre —T et 4T, entre quelles valeurs varie cet angle 0 ?

(b) Quelle est la fréquence v, et la longueur d’onde A, du rayonnement en fonction
de la ligne de visée O de I’observateur A ? Tracer le graphe de la fonction A(6).
Entre quelles valeurs extrémes A, et Ay, varie-t-elle ? Pour quelles valeurs de 6,
0,, et 0, ces valeurs extrémes sont-elles obtenues ?

(c) Une étoile explose en éjectant des particules de fagon isotrope : c’est le phéno-
mene de nova. On considere que le rayon de I’étoile croit linéairement dans le
temps a la vitesse constante V. L’observateur A, situé sur Terre, s’intéresse a une
raie lumineuse particuliere de son spectre, de longueur d’onde A’ (dans le réfé-
rentiel au repos de 1’atome émetteur). A cause de I’effet Doppler di 2 la vitesse
des particules s’éloignant du centre de la nova, 1’observateur observe un élargis-
sement AA de cette raie. Calculer la vitesse d’éjection V en fonction du taux
d’élargissement r = AA/L’. Que vaut cette expression si V < ¢ ?

(d) Sachant que le rayon angulaire de la nova augmente d’un angle A en un an,
calculer la distance D entre la nova et la Terre.

(e) On fera I’application numérique sur la raie A’ = 393,3 nm du calcium. On cons-
tate une largeur de raie due a I’effet Doppler de AL = 1,1 nm. Calculer la
vitesse d’€jection V des gaz de la nova. La formule non relativiste est-elle justi-
fiée dans ce cas ? On constate une augmentation angulaire du rayon de
Ao, = 0,20” en un an. Quelle est la distance entre la nova et la Terre ?

9.6 Leffet Doppler revisité

(a) Montrer qu’une différence de phase pour une onde plane est un invariant relati-
viste. En déduire 1’existence du quadrivecteur fréquence.
(b) En utilisant I’invariance de la différence de phase, retrouver ’effet Doppler.
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9.7 Tachyons et relativité

Dans les années soixante, des physiciens se sont passionnés pour des particules

bizarres, les tachyons, dont la propriété caractéristique est de se déplacer a une

vitesse supraluminique (v > c¢). Si I’enthousiasme est bien retombé depuis, il n’em-
péche que la question mérite d’€tre posée.

(a) On considere deux événements voisins de la ligne d’univers d’un tachyon. Dans
un référentiel inertiel, un tachyon a une vitesse supérieure a celle de la lumiere.
Que peut-on dire sur I’invariant ds? ? Qu’est ce que cela implique pour la vitesse
du tachyon dans d’autres référentiels ?

(b) On définit la quantité invariante dn = ~/—ds?/c et le quadrivecteur u, de com-
posantes u* = dx"/dn dans un référentiel ol les composantes du quadrivecteur
position du tachyon sont (cz,7). On appelle u la quadrivitesse du tachyon.
Calculer sa pseudo-norme et ses composantes " en fonction de la vitesse du
tachyon.

(c) Quelles sont les valeurs minimale et maximale de la vitesse d’un tachyon ?

(d) Comme dans le cas d’une particule ordinaire, on définit le quadrivecteur
énergie-impulsion p d’un tachyon par 1’équation p = m,u, ol I’inertie du
tachyon est caractérisée par le parametre m,. Calculer la pseudo-norme de p°.
Dans ce cas encore, on définit 1’énergie comme la composante temporelle
p® = E/c et les composantes spatiales comme les composantes de I’impulsion
du tachyon.

(e) Représenter sur un méme graphe, en fonction de v, I’énergie E(v) et le module
de I'impulsion p(v) pour une particule ordinaire de masse m et pour un tachyon
caractérisé par m, = m. Quels commentaires cela vous inspire-t-il ?

(f) Pour que les relations habituelles concernant le quadrivecteur énergie-impulsion
d’une particule s’appliquent sans changement a un tachyon, il est nécessaire
d’introduire une quantité imaginaire pure m = im,, que I’on appelle la masse du
tachyon. On s’attachera en particulier a exprimer en fonction de m et de la vitesse
v du tachyon, la valeur de p?, les expressions de E et p, la relation entre E et p.

(g9) Déterminer la vitesse v en fonction de E et de p.

9.8 Rayonnement d'une source en mouvement

Soient deux référentiels d’inertic R et R’, d’axes paralleles, le référentiel R’ se
déplagant a la vitesse V = ¢} le long de 1’axe Ox. Une source lumineuse S est au
repos a ’origine du référentiel R’ et émet un rayonnement, isotrope dans son réfé-
rentiel propre, vers un observateur immobile dans le référentiel R.

(a) Donner le lien entre ’angle 6’ d’émission d’un rayon dans le référentiel R’ et
I’axe O’x’ et I’angle 6 correspondant dans le réfrentiel R.
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(b) Tracer cos 0 en fonction de 6 pour la valeur f = 0.5. Représenter sur le méme
graphe les situations classique B ~ O et ultrarelativiste B ~ 1.

(c) Montrer que le nombre de photons d N €mis dans I’angle solide d€2 est li€ au
nombre total de photons émis, N, par la relation

N (1-B»dQ

47t (1 — B cos 0)2°

(d) Tracer la distribution angulaire de rayonnement f(0) = (41/N)(d N /d€2) pour
B = 0.5. On examinera encore les situations classique et ultrarelativiste.

(e) Déterminer 1’angle 6,,(B) tel que f(6,,) = (f(0) — f(m)) /4 ; la plus grande
partie du rayonnement est concentrée vers I’avant dans un cone de demi-angle
au sommet 6,, (). Montrer que 6,,(3) tend vers 0, lorsque P tend vers 1.

dN =

9.9 Effet Doppler sur un miroir mobile

Un miroir, parfaitement réfléchissant, parallele au plan Oyz d’un référentiel d’iner-
tie R, se déplace a la vitesse constante V = ¢f} le long de I’axe Ox de ce méme
référentiel. Une onde lumineuse monochromatique de fréquence v; tombe sur le
miroir avec un angle d’incidence o; dans le référentiel R. Dans le référentiel R’, lié
au miroir, I’angle d’incidence est o et la loi de Snell-Descartes pour la réflexion
d’un rayon lumineux s’applique.

(a) En utilisant les relations (9.45), exprimer les angles d’incidence o et de
réflexion o de I’onde lumineuse dans le référentiel R en fonction de o et B.

(b) Montrer que ces angles vérifient la relation

sino;,  coso; — B
sino,  coso, + P

(c) En déduire qu’on peut déterminer la vitesse du miroir de la mesure de o; et 0.,

(d) Calculer la fréquence v, de I’onde réfléchie, dans le référentiel R. Que vaut le
rapport v, /v; a I’'incidence normale ?

9.10 Angle de visée d'une particule

Dans un référentiel galiléen R, un expérimentateur A, situ€ a I’origine, lance des par-
ticules, de masse m, d’énergie E, avec un angle 0 par rapport a I’axe Ox. Dans un
autre référentiel galiléen R, en translation uniforme de vitesse V = ¢f3 le long de
I’axe Ox, un observateur A’, situé a I’origine, examine la direction des particules.

(a) Quel angle 6 par rapport a I’axe O’x’, I’observateur A" mesure-t-il pour les par-
ticules ? On appelle cette relation « formule d’aberration particulaire ». Lorsque
les particules sont des photons, retrouver la formule d’aberration traditionnelle.
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(b) Comment I’expérimentateur A doit-il ajuster 1’énergie des particules, en fonc-
tion de I’angle d’émission, pour que 1’observateur A" détecte les particules tou-
jours dans une direction perpendiculaire a la vitesse relative des deux référen-
tiels. Est-ce toujours possible ?

(c) Dans le référentiel R, considérons 1’équation x cos O + y sin @ = ut. Pour un
angle 0 fixé, montrer que cette équation est celle d’un plan se propageant dans
la direction de sa normale avec la vitesse u, la direction de propagation étant
parallele au plan Oxy et faisant un angle 6 avec ’axe Ox. On peut évidemment
considérer ce plan comme un front d’onde se propageant a la vitesse u#. En pas-
sant au référentiel R', écrire I’équation de propagation du front d’onde dans ce
dernier référentiel. En déduire la direction de propagation 6" de 1’onde par rap-
port a la direction O’x’". On appelle la relation entre 6’ et 0, la « formule d’aber-
ration ondulatoire ».

(d) En comparant ce résultat a celui de la premicre question, montrer que les for-
mules d’aberration particulaire et ondulatoire sont différentes pour des ondes et
des particules possédant les mémes vitesses de propagation, sauf lorsqu’il s’agit
de particules de masse nulle. Montrer que des ondes possédant la vitesse c2/v
subissent des aberrations identiques a celles de particules de vitesse v (voir sec-
tion 9.6).

9.11 Oscillateur harmonique relativiste

Une particule, de masse m, est astreinte a se déplacer sur ’axe Ox d’un référentiel

galiléen. Elle est soumise a 1’action d’une force de rappel proportionnelle a la dis-

tance : F' = —Kx. Ce systeme est un oscillateur harmonique. On introduit la pulsa-

tion propre ® = /K /m.

(a) Nous nous plagons d’abord dans le cas classique. Ecrire I’équation différentielle
du mouvement. La résoudre pour une particule possédant une vitesse nulle a son
élongation maximum A, au temps ¢ = 0.

(b) Montrer que 1’équation différentielle est équivalente a la constance de 1’énergie
totale, somme de 1’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle. Exprimer
I’énergie totale en fonction de K et A.

(c) Nous considérons a présent le cas relativiste. Nous notons, comme d’habitude,
le facteur cinématique y(v) = (1 — v?/c?)~'/2. Déduire de I’expression dy/dt
I’accéleration @, puis I’équation différentielle du second ordre pour le mouve-
ment. Vérifier qu’a I’approximation des vitesses faibles elle s’identifie a I’équa-
tion classique (on suppose les mémes conditions initiales).

(d) Montrer que, dans ce cas aussi, cette équation est équivalente a la constance de
I’énergie totale, somme de 1’énergie mécanique relativiste et de 1’énergie poten-
tielle. En déduire I’expression de 'y en termes de ®, A, x.

(e) En exprimant le lien entre v et 7, écrire I’équation différentielle du premier ordre
satisfaite par le systeme.
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(f) Montrer que le mouvement est périodique. En faisant le changement de variable
x = A cos 0, montrer que la période du mouvement a pour expression

;4 [T 14205070

— (0,
®Jo 1+osin?0

ol o est une quantité sans dimension qu’on exprimera en fonction de A,m,c. Le
calcul de I'intégrale est compliqué et le résultat fait apparaitre des intégrales
elliptiques. On se bornera a montrer que, dans le cas d’une faible vitesse, on
retrouve 1’expression classique Ty de la période.

(g) En allant a I’ordre supérieur, calculer la correction relativiste de la période
T — Ty. On 'exprimera a I’aide de Tj et vy, la vitesse maximale classique de la
particule.

9.12 Echos laser sur une fusée

Une fusée, de longueur propre I = 100 m, s’éloigne de la Terre avec un mouvement
rectiligne uniforme a la vitesse V = ¢P3. Elle est équipée de deux réflecteurs laser,
I’un situé a la queue de I’appareil, I’autre a la té€te. Le but de ce probleme est de
montrer qu’il est possible de mesurer, par I’envoi d’un seul flash laser, d’une part la
vitesse de la fusée par deux méthodes différentes, d’autre part la distance de la fusée
a la Terre.

Lorsque la fusée se trouve a une distance D de la Terre, les opérateurs au sol
envoient un flash laser, monochromatique de fréquence v = 5,9 x 10° GHz, en
direction de la fusée. Une partie de ce faisceau est réfléchie par le miroir de queue
et renvoyée en sens inverse vers la Terre, ou elle parvient un temps 7 = 20 s apres
I’émission. Une autre partie du faisceau est renvoyée vers la Terre par le réflecteur
de téte ; elle parvient au sol une durée At = 0,74 us apres le premier écho.

(a) Une premiere méthode, lourde mais trés systématique, consiste a bien préciser
les événements et a jouer avec la transformation de Lorentz spéciale pour relier
les coordonnées de ces événements dans les deux référentiels galiléens, celui de
la Terre R, et celui de la fusée R'. On suppose que les horloges sur Terre et a
bord de la fusée marquent toutes O quand le réflecteur de queue passe au niveau
de la base au sol. On note par #; le temps correspondant a I’émission du flash,
mesuré par les horloges au sol. Les événements suivants s’imposent d’eux-
mémes : Ej, émission du flash ; Ej, réflexion sur le miroir de queue; Ej3,
réflexion sur le miroir de téte ; E4, réception sur Terre du premier écho ; Ejs,
réception sur Terre du deuxieéme écho.

Ecrire les coordonnées de ces événements dans les deux référentiels R et R'. On
les exprimera comme fonctions de 71, [ et 3. Calculer la vitesse V a1’aide de At,
mesuré, et [, connu. En déduire la distance D de la fusée au moment de 1’émis-
sion en fonction de 7', At et [. Faire un diagramme de Lorentz résumant la situa-
tion.
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(b) Retrouver I’expression de V par deux méthodes beaucoup plus simples : 1’une
basée sur la mesure des différences de temps entre les deux échos dans la fusée,
I’autre basée sur les différences de chemins entre ces deux échos. Vérifier la
cohérence avec le résultat ci-dessus.

(c) L’onde réfléchie posséde une fréquence v’ plus faible que la fréquence originale.
On note Av = v — V' > 0. Montrer que la vitesse V s’exprime de fagon trés sim-
ple a I’aide de Av/v. On dispose donc de deux procédures de mesure de la
vitesse, I’'une basée sur la mesure de At (qui nécessite toutefois la connaissance
préalable de /), I’autre sur la mesure de Av (indépendante de la longueur de la
fusée). On en déduira le lien entre v’ et Az. Quelle est la fréquence Vv’ de I’écho
recu sur Terre ?
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Chapitre 10

Systemes de particules

La Terre est le berceau de I’humanité,
mais on ne passe pas toute sa vie dans un berceau.

Konstantin TSIOLKOVSKI (1911)

10.1 CONSERVATION DU QUADRIVECTEUR
ENERGIE-IMPULSION

En mécanique classique, un important théoréme de conservation est lié a la notion
d’impulsion. Par exemple, au cours d’une collision entre particules, I’impulsion
totale apres l'interaction est identique a I'impulsion totale avant I’interaction.
D’autres lois de conservation existent, parmi lesquelles celle, fondamentale, de
I’énergie. Il faut évidemment tenir compte du fait que 1’énergie peut se présenter
sous plusieurs formes. Ainsi, apres une collision, de 1’énergie cinétique peut étre
convertie en chaleur et/ou en rayonnement, par exemple. D’une manicre générale,
I’impulsion totale et I’énergie totale d’un systéme isolé sont des grandeurs qui se
conservent en mécanique newtonienne. Qu’en est-il en relativité restreinte ?

Montrons d’abord que les notions d’impulsion totale et d’énergie totale ont bien
un sens dans la théorie de la relativité restreinte. Soit un ensemble de particules lib-
res numérotées i = 1,2,---,N. A chacune de ces particules est associé, dans un
référentiel R, un quadrivecteur énergie-impulsion p; de composantes (E;/c,p;),
quadrivecteur de genre temps ou de genre lumiere pointant vers le futur. Soit p, le
quadrivecteur de composantes (E/c,p ), résultant de la somme des quadrivecteurs
énergie-impulsion individuels p, : p = Z,N:1 pi- On a alors
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=

N .
§=ZE? et p=Y pi (10.1)

i=1 i=1

D’apres les résultats de la section 8.1, nous savons que ce quadrivecteur est égale-
ment un quadrivecteur de genre temps ou de genre lumiere pointant vers le futur. Il
a donc bien les caractéristiques d’un quadrivecteur énergie-impulsion. Le quadri-
vecteur énergie-impulsion total d’un systeme de particules en interaction peut ne
pas étre une grandeur aisée a déterminer. Nous supposerons toutefois qu’il peut tou-
jours étre parfaitement défini.

Dans la section 9.1, nous avons signalé que la forme relativiste de 1’impulsion
d’une particule avait été déterminée de maniere a ce que la conservation de 1’im-
pulsion dans un référentiel d’inertie entraine sa conservation dans n’importe quel
autre référentiel d’inertie. Considérons un systéme isolé subissant une évolution
dans un référentiel d’inertie particulier R. Si on suppose qu’il y a conservation du
quadrivecteur énergie-impulsion total, on doit avoir dans ce référentiel

AE=0 et Ap=0, (10.2)

ol AE (Ap) représente la variation d’énergie totale (d’impulsion totale) au cours de
I’évolution du systtme. Les grandeurs Ap et AE/c sont, par construction, les
composantes spatiales et la composante temporelle d’un quadrivecteur. Ce quadri-
vecteur se transformant suivant les lois de transformation (9.30), on doit avoir

AE' =0 et Ap' =0, (10.3)

dans un autre référentiel d’inertie quelconque R’. Cela signifie que les composan-
tes du quadrivecteur énergie-impulsion total se conservent dans tous les référentiels
d’inertie.

A la limite classique, les composantes du quadrivecteur énergie-impulsion se
réduisent a I’énergie classique et a I’impulsion classique, c’est-a-dire a des gran-
deurs qui se conservent. Cela signifie que dans un systéme complexe de particules
en interaction, 1’énergie et I’'impulsion se conservent au moins si les vitesses mises
en jeu sont faibles par rapport a la vitesse de la lumiere.

Compte tenu de tout cela, il est donc raisonnable de supposer que I’énergie et
I’impulsion définies dans le cadre de la relativité restreinte possedent la méme pro-
priété fondamentale que leurs homologues classiques, a savoir :

Dans un systéme isolé, le quadrivecteur énergie-impulsion total est conservé.

Ce principe n’ayant jamais été pris en défaut expérimentalement, il a été érigé au
rang de postulat de base.

Illustrons avec un exemple particulier le fait que ce nouveau postulat est compa-
tible avec la théorie de la relativité restreinte. Considérons deux particules de mas-
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ses m1 et my se déplacant sur un méme axe avec des vitesses initiales respectives vy
et vy. Elles subissent une collision de telle mani¢re que 1’énergie cinétique totale se
conserve et que leurs masses ne soient pas modifiées. Apres ’interaction, on sup-
pose que ces particules se déplacent toujours sur le méme axe mais avec des vites-
ses valant respectivement w; et w,. La conservation de 1’énergie totale et de I'im-
pulsion totale imposent que

myy(v1)e? + may(v2)c® = myy(wy)c? + may(wr)c?,

(10.4)
m1yY(v)vy +may(v2)vy = myy(wy)wy + may(w)ws.

Observons cette collision dans un autre référentiel R’ animé dans le référentiel R
d’une vitesse V parallele aux vitesses des particules. Exprimons chacune des vitesses
des particules dans le référentiel R en fonction des vitesses dans le référentiel R,
v+ V
1+ @ V)/ c?’
on peut utiliser les formules (6.38) et (6.39). La premiere équation (10.4) devient alors

c’est-a-dire v; = etc. Pour simplifier les expressions ainsi obtenues,

mY(v))c? + moy(h)c? + V[miy(w)v| + may(vy)vy] =
(10.5)
miy(w)e? + moy(wh)e + V [miy(w)w] + moy(wh)wh ],

ou un facteur commun Y(V) a été éliminé. L’ autre équation (10.4) conduit au méme
résultat. L’ égalité (10.5) est une égalité de deux polyndomes du premier degré en V ;
cette égalité étant satisfaite quel que soit le module de la vitesse, les coefficients cor-
respondants de ce polyndome sont égaux. L’égalité des termes constants conduit a la
conservation de I’énergie dans le référentiel R, tandis que 1’égalité des coefficients
de V implique la conservation de I’impulsion dans le méme référentiel.

Notons qu’en mécanique classique, la masse totale d’un systeme isolé se
conserve. Cela ne signifie pas que le nombre de particules de ce systeme reste cons-
tant ; il peut en effet se produire des fusions ou des scissions de particules. En rela-
tivité restreinte ce principe de conservation doit étre abandonné en raison de 1’équi-
valence masse-énergie. Au cours d’une réaction, de la masse peut se transformer en
énergie et réciproquement.

10.2 ASTRONEFS RELATIVISTES

10.2.1 La fusée relativiste

On peut illustrer le principe de la conservation du quadrivecteur énergie-impulsion
total d’un systéme isolé en étudiant le mouvement d’une fusée, c’est-a-dire d’un
véhicule qui assure sa propulsion par éjection de particules. Supposons qu’une
fusée, dans le vide et loin de toute source gravitationnelle, accélere le long de 1’axe
Ox d’un référentiel d’inertie R en éjectant un flux de particules dans la direction
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opposée. Ce flux de particules a une vitesse u par rapport a la fusée. Pour établir
I’équation du mouvement de la fusée, considérons, a un instant donné, 1’éjection par
la fusée d’une quantité de matiere de masse dm dont la vitesse est w dans le référen-
tiel d’inertie R. Supposons qu’immédiatement avant cet instant, la fusée possédait une
masse M et une vitesse v par rapport au référentiel R. Immédiatement apres cet
instant, la fusée a une masse M + dM (dM < 0) et une vitesse v + dv dans le réfé-
rentiel R. La loi de conservation du quadrivecteur énergie-impulsion total
Pl = (PY, P, P2 P3) implique

P’ = My(w)c= (M +dM)y(v +dv) c +dmyw)c, (10.6)

Pl = My(w)v= (M +dM)y(w +dv) (v+dv) +dmyw)w, (10.7)

et P> = P? = 0. Remarquons que la masse éjectée dm et la perte de masse de la
fusée |d M| ne sont pas a priori posés comme étant identiques. La nécessité de cette
hypothese sera justifiée plus loin. II est intéressant d’exprimer w en fonction de u,
la vitesse d’éjection des particules par rapport a la fusée, car cette vitesse est une
donnée technique facilement mesurable qui dépend du type de propulseur. La
vitesse w de la matiere dm dans R est donnée par la loi d’addition des vitesses
v—u
Tuve

1 — —
o2

w = (10.8)

ol I’on suppose que u et v sont des grandeurs de méme signe. En vertu des relations
(6.38) et (6.39), on trouve

Y(w) ¢ = y(u) Y(v) (c - ﬂ) , (10.9)
C

Y(w) w =y(u) y(v) (v—u). (10.10)

Grice a ces expressions, les équations (10.6) et (10.7) peuvent s’écrire, apres un
long calcul et en se limitant & I’ordre le plus bas, sous la forme

dM +yu)dm =0, (10.11)
M y(v)?dv — uy(u)dm = 0. (10.12)

d
Pour obtenir ces relations, on utilise le fait que y(v + dv) = y(v) + y(v)3 v_zv au
c

premier ordre en dv (voir équation (8.58)). En éliminant dm, on trouve I’équation
du mouvement de la fusée !

1. L’équation générale de la fusée relativiste est établie dans ’article de Kalman B. Pomeranz,
« The Equation of Motion for Relativistic Particles and Systems with a Variable Rest Mass »,
American Journal of Physics, vol. 32, n° 12, December 1964, p. 955-958. Le rendement d’une
fusée relativiste est étudi€ dans ’article de G. Marx, « The Mechanical Efficiency of Interstellar
Vehicles », Astronautica Acta, vol. 9, fasc. 3, 1963, p. 131-139.
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LI SR R (10.13)
B u — — = V. .
aM

c2

L’équation du mouvement de la fusée non relativiste s’obtient en faisant tendre ¢

vers 1’infini dans le second terme de 1’équation (10.13) 2.

La relation (10.11) nous montre que dM = —Yy(u)dm, c’est-a-dire que
|dM| > dm siu # 0. En effet, un observateur immobile par rapport a la fusée voit
une quantité de matiere de masse dm s’€loigner a la vitesse u. L’énergie totale d E
de cette matiére est donc, pour cet observateur, égale & dE = y(u)dm c*. Cette
énergie ne peut provenir que de la fusée elle-méme. La fusée accuse donc une perte
de masse égale en valeur absolue a4 dE /c> = y(u) dm = |d M|, en vertu de la rela-
tion d’équivalence masse-énergie.

TaBLEAU 10.1 VITESSE D'EJECTION MAXIMALE THEORIQUE U,¢o. ET VITESSE D'EJECTION MAXIMALE
TECHNIQUEMENT REALISABLE s, POUR DIFFERENTS TYPES DE PROPULSION 3.

Source d’'énergie Uthéo, (km/s) Ursal. (km/s)
hydrogéne/oxygeéne 52 4,5
fission nucléaire ? 10 200 200?
fusion nucléaire ° 26 700 15 000 ?
matiére/antimatiére ° 300 000 100 000 ?

2 Existe a I’état de prototype.
> N’existe qu’a I’état de projet.

La vitesse d’éjection des particules est caractéristique du mode de propulsion de
la fusée (voir tableau 10.1). Si nous supposons que u est constante, alors 1’équation
(10.13) peut étre résolue. Soit une fusée accélérant depuis la vitesse nulle jusqu’a la
vitesse V. Sa masse passe de la valeur M; a la valeur My < M;. L’intégration de
I’équation (10.13) donne

/ Vi dv/e My am
c
0

71 — (vz/cz) = —Uu i 7 (1014)

Si nous convenons d’appeler R le rapport M; /My, on obtient (R > 1) 4

2. Voir, par exemple, David Halliday et Robert Resnick, Mécanique, Editions du Renouveau
Pédagogique Inc., 3¢ éd., 1979, p. 176.

3. Voir, par exemple, I’ouvrage de E. Mallove et G. Matloff (biblio).
4. [dx/(1 — x*) = argtanh x.
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Vv
c arg tanh (—) =ulnR. (10.15)
c

Apres réarrangement, 1’équation (10.15) donne

14 u R/c —1
=~ =unh (ZIR) = 2. (10.16)
c c R2u/c 41

Cette formule est appelée équation de la fusée relativiste. Elle n’est valable que
pour une fusée ne possédant qu’un seul étage et caractérisée par une vitesse cons-
tante u des gaz d’échappement. Rappelons également que cette équation a été éta-
blie pour une fusée dans le vide et éloignée de toute source de gravitation.

A la limite non relativiste, c’est-a-dire u In R < ¢, on trouve

V ~ulnR, (10.17)

en utilisant le fait que lim,«; tanh x & x. L’équation (10.17) est bien I’équation
d’une fusée non relativiste a un étage caractérisée par une vitesse constante u des
gaz d’échappement 5. Comme on peut s’y attendre en mécanique non relativiste,
toute trace du parametre c a disparu et la vitesse de la fusée peut devenir arbitraire-
ment grande.

L R L paal L L
1,0 e
] ule =1 (antimatiére)
0,8 - L
0,6 4 L
%4 | ule = 0,089 (fusion)
c
0,4 - L
0,2 - -
ulc = 0,034 (fission)
0,0 — — SRR
1 10 100 1000

R

Figure 10.1 Vitesse maximale V d'une fusée en fonction de son rapport de masse R pour
différentes vitesses d’'éjection maximales théoriques u (voir tableau 10.1).

5. 11 est a noter que 1’équation (10.17) a ét€ publiée en 1903 par le pionnier de 1’astronautique
Konstantin Tsiolkovski (1857-1935).
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Si R =1 c’est-a-dire si la fusée n’éjecte pas de matiere, ou si la vitesse d’éjec-
tion est nulle, on trouve évidemment V = 0, car la fusée ne peut alors modifier sa
vitesse initiale. La relation (10.16) nous indique que V est toujours inférieure a c et
que cette limite n’est atteinte que pour R = oo, ¢’est-a-dire pour une fusée infini-
ment massive. Si # change de signe, alors la vitesse finale de la fusée V change éga-
lement de signe, puisque la fusée est supposée Eétre initialement au repos.
Remarquons que rien n’interdit # = ¢ ; dans ce cas, on parle de fusée photonique
car les particules éjectées sont des photons. La figure 10.1 montre comment varie la
vitesse maximale V de la fusée en fonction du rapport de masse R pour différentes
vitesses d’éjection u. Le tableau 10.2 indique la masse initiale que devrait posséder
une fusée a moteurs photoniques parfaits réalisant différentes missions allers
retours, avec une accélération propre constante. Pour des missions lointaines, les
masses de carburant & emporter sont prodigieusement élevées. On ne peut donc pas
espérer fabriquer de tels engins, méme dans un futur lointain.

TABLEAU 10.2 MASSE DE DEPART D'UNE FUSEE PHOTONIQUE, POUR UNE MISSION ALLER RETOUR, DONT
L' ACCELERATION PROPRE CONSTANTE EST DE 10 M/S> ET DONT LA MASSE FINALE EST DE 1 000 T. ON SUPPOSE
QUE LE MOTEUR EST CAPABLE DE CONVERTIR TOTALEMENT LE MELANGE MATIERE-ANTIMATIERE EN PHOTONS
UTILISABLES POUR LA PROPULSION. LES DUREES DES VOYAGES SUR TERRE ET A BORD SONT INDIQUEES
DANS LE TABLEAU 8.2 (LE SYMBOLE « A-L » SIGNIFIE ANNEE-LUMIERE).

Objectif Distance Masse Masse
de I'objectif de départ de comparaison

Lune 384 000 km 1000,8t navette spatiale (20401)?
Pluton 6 x10° km 1108t fusée SaturnV (28001t)°
Proxima du Centaure 4,3 a-l 1,6 x10° t porte-avions (80 000 t)
Nébuleuse du Crabe 1 000 a-l 1,2 x10° t eau des océans (1,4 x10'% t)
Centre de la Galaxie 30 000 a-l 10%'t Terre (6,0 x10?' t)
Galaxie d’Androméde 3 x 10° a-l 10¥ t Soleil (2,0 x10% t)
Limites de I"'univers 1,5 x10'0 a-| 6,2x10¥ t Galaxie (4,0x10%® t)

# Masse au décollage, dont 75 t pour le véhicule orbital vide.

b Masse au décollage, dont 5,6 t pour le module de commande, seul élément 2 revenir sur Terre.

10.2.2 Vol spatial relativiste

Le statoréacteur Bussard, dont le fonctionnement repose sur des principes phy-
siques bien établis, est le seul modele théorique de vaisseau spatial qui puisse attein-
dre des vitesses relativistes, pour lesquelles le temps propre du vaisseau devient plu-
sieurs fois plus lent que le temps terrestre. Le concept a été€ inventé en 1960 par
Robert W. Bussard, un physicien travaillant dans le domaine de la fusion contrdlée.
Le vaisseau comprend une charge utile, un réacteur a fusion thermonucléaire et un



202 10 e« Systemes de particules

grand collecteur de protons interstellaires. Les protons servent de carburant dans le
réacteur ol I’énergie de fusion est libérée. Les produits de réaction (en principe, un
plasma trés chaud d’hélium) sont expulsés et fournissent la poussée au véhicule.
Une partie de 1’énergie de réaction alimente les systemes du vaisseau et, en parti-

N

culier, le collecteur qui recueille les protons interstellaires grace a un puissant
champ magnétique ©.

Bussard avait initialement calculé qu’un astronef de 1 000 t, équipé d’un réacteur
d’une efficacité de 100 %, requerrait une surface collectrice d’environ 100 km de
diametre pour obtenir une accélération égale a la gravité terrestre, a travers un
espace interstellaire dont la densité serait de 1 000 protons par cm®. Un collecteur
supraconducteur conique, aussi long que large, de quelques centaines de metres de
rayon, devrait suffire a produire le champ électromagnétique de 100 km de diame-
tre. Une vitesse proche de celle de la lumiere pourrait ainsi €tre atteinte en moins
d’un an. La puissance du statoréacteur décrit ci-dessus pourrait atteindre ou dépas-
ser 10 000 TW, c’est-a-dire environ 1 000 fois la puissance totale produite sur Terre
actuellement.

Si de tels vaisseaux sont un jour fabriqués, il sera possible de traverser la Galaxie,
voire méme d’atteindre d’autres galaxies dans la durée d’une vie humaine. La réali-
sation d’un statoréacteur Bussard se heurtera malheureusement a de nombreuses
difficultés techniques. Beaucoup de physiciens pensent que ce type d’astronef ne
pourra jamais &tre construit, tout au moins pas avec les performances espérées dans
I’article initial de Bussard.

Signalons qu’il a été suggéré qu’un systéme de propulsion puisse fonctionner en
extrayant de I’énergie du vide 7. II est vrai que le vide quantique est une entité fort
complexe soumise a d’incessantes fluctuations énergétiques 8. Cependant, personne
ne peut prétendre avec certitude qu’il sera un jour possible d’utiliser ces fluctuations
pour produire une quelconque force motrice. Si un vaisseau spatial pouvait conti-
niiment extraire de 1’énergie du vide pour alimenter ses propulseurs, il serait proba-
blement capable d’atteindre rapidement des vitesses proches de celle de la lumigre.
Mais cela ne restera sans doute qu’une intéressante spéculation. Notons cependant
que ce n’est pas forcément 1’énergie disponible qui pourrait limiter la vitesse d’un
astronef relativiste, mais plutdt I’existence d’interactions entre l’appareil et le
milieu interstellaire.

6. Pour plus de détails voir, par exemple, ’ouvrage de E. Mallove et G. Matloff, chap. 7 et 8
(biblio), et les articles suivants : R. W. Bussard, « Galactic Matter and Interstellar Flight »,
Astronautica Acta, vol. 6, 1960, p.179-194; John F. Fishback, « Relativistic Interstellar
Spaceflight », Astronautica Acta, vol. 15, 1969, p.25-35; C. Semay et B. Silvestre-Brac,
« Equation of motion of an interstellar Bussard ramjet », European Journal of Physics, vol. 26,
2005, p. 75-83.

7. H. E. Puthoff, S. R. Little et M. Ibison, « Engineering the Zero-Point Field and Polarizable
Vacuum for Interstellar Flight », Journal of the British Interplanetary Society, vol. 55, 2002,
p. 137-144.

8. Voir, par exemple, le livre de Peter W. Milonni, The Quantum Vacuum, Academic Press, Inc.,
1994.
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Bien que la densité du milieu interstellaire soit trés faible (de 1’ordre de
10~2* g/cm?, sous forme d’atomes libres ou de microscopiques grains de pous-
siere), il est nécessaire de prendre en compte son influence sur le mouvement d’un
astronef animé d’une vitesse proche de celle de la lumiere. La décélération subie par
le vaisseau serait négligeable, mais le bombardement de particules trés énergétiques
serait cependant suffisamment intense pour que son revétement subisse une érosion
importante. Une fusée relativiste devrait donc étre munie, a 1’avant, d’un large et
épais bouclier de protection (voir exercice 10.12). Pour des vitesses de déplacement
ultrarelativistes °, le bouclier pourrait posséder une forme « aérodynamique » de
maniére 2 minimiser son échauffement 1°,

Fou de joie, Gleen met
le cop vers la Tems.

lllustration 10.1 Dessin de Raoul Giordan, extrait de Météor n° 158 (Arédit, 1967).
Un astronef ultrarelativiste interstellaire pourrait présenter un aspect assez
« aérodynamique » de maniére a minimiser I'échauffement du bouclier de protection.

De plus, le mouvement de 1’astronef transformerait les noyaux atomiques du gaz
interstellaire en rayons cosmiques tres dangereux pour 1’équipage. Ceux-ci péné-
trant par I’avant de la fusée, le bouclier servirait également d’écran antiradiation.

10.3 REFERENTIEL DU CENTRE DE MASSE

Soit un ensemble de N particules, libres ou en interaction. Dans un référentiel R, le
quadrivecteur énergie-impulsion total p de composantes (E/c,p) est un quadri-
vecteur de genre temps ou de genre lumiere pointant vers le futur. Ces propriétés du

9. Les expressions qualitatives « relativiste » et « ultrarelativiste » sont habituellement utilisées
pour donner une idée de I’ordre de grandeur des vitesses des objets. Une vitesse v relativiste
signifie que v/c ne peut plus étre négligé devant 1, une vitesse v ultrarelativiste que v/c est pro-
che de 1 (disons supérieur a 0,9 ou 0,99).

10. Conley Powell, « Heating and drag at relativistic speeds », Journal of the British

Interplanetary Society, vol. 28, 1975, p. 546-552 ; N. H. Langton et W. R. Oliver, « Materials in
interstellar flight », Journal of the British Interplanetary Society, vol. 30, 1977, p. 109-111.
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quadrivecteur énergie-impulsion total ne sont pas modifiées par une transformation
de Lorentz (voir section 8.3). Montrons que, si le quadrivecteur p est de genre
temps, il est possible de trouver un référentiel ou 1I’impulsion totale du systeme est
nulle. Ce référentiel est par définition le référentiel du centre de masse '!. Nous
désignerons ce référentiel par R.p, et sa vitesse par rapport au référentiel R par Ve
(dans la suite, nous désignerons parfois les quantités cinématiques exprimées dans
le référentiel du centre de masse autrement qu’avec 1’indice « cm »).

Le lien entre les composantes du quadrivecteur énergie-impulsion total dans les
référentiels R et Rem s’ obtient au moyen des relations (9.30), en tenant compte que
Pem = 0. On a alors

- ECIII i _>2 2
E=EnYm e p= c_2Y°mV°m aveC Yem = 1/4/1— V3, /c*, (10.18)

ou E.y est I’énergie totale dans le référentiel du centre de masse. C’est 1’énergie
totale minimale qui peut étre mesurée par un observateur quelconque pour ce Sys-
téme de particules puisque p*c* = EC2m = E? — p%c? < E?. En divisant les rela-
tions (10.18) membre a membre, on trouve

et

m

=13,

(10.19)

C

Si le quadrivecteur énergie-impulsion total est de genre temps (c|p | < E) et pointe

vers le futur (E > 0), on a d’une part |V.,| < ¢ et d’autre part Ve, et p orientés
dans le méme sens. De plus, si le systeme est isol€, alors les grandeurs E et p sont

des constantes. On en conclut que le vecteur \7¢m est également constant et que le
référentiel du centre de masse est bien inertiel. Il est donc toujours possible de défi-
nir le référentiel du centre de masse (si le quadrivecteur énergie-impulsion total est
de genre lumiere, il n’existe pas de référentiel du centre de masse pour ce systeme).
La comparaison des relations (9.24) et (10.19) montre que le systeéme de particules
considéré est animé d’un mouvement d’ensemble semblable & celui d’une particule
fictive, au repos dans le référentiel R., et possédant dans le référentiel R une
impulsion p et une énergie E. En comparant les relations (10.18) et (9.23), on voit
que la masse de cette particule est donnée par

(10.20)

Pour des particules libres, 1’énergie E ., totale dans le référentiel du centre de
masse est égale a la somme des énergies totales individuelles de chaque particule
dans le référentiel du centre de masse, I’énergie totale individuelle d’une particule
étant la somme de son €nergie cinétique dans ce systeme et de son énergie de repos.

11. On parle aussi de référentiel barycentrique.
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On a donc

N
Eem = Z (T em +mi ) = Tem + Mo c?, (10.21)

i=1

ou T;cm est 'énergie cinétique de la particule i dans le référentiel Rem, Mo la
somme des masses m; des particules et 7., I’énergie cinétique totale dans le centre
de masse. La formule (10.20) devient

T;

M= M, + °;‘.
C

(10.22)

En d’autres termes, la masse de la particule fictive équivalente a un systeéme de par-

ticules libres résulte non seulement de la somme des masses des particules qui le

composent mais également de la somme de leurs énergies cinétiques divisée par ¢2.

Ce résultat corrobore I’interprétation énergétique de la masse d’un objet physique.
Notons qu’en vertu de la relation (10.22) M est supérieur a M.

En réalité, dans les systemes li€s, les interactions entre les particules ont pour
effet de réduire M a des valeurs inférieures a M ; la différence entre ces deux mas-
ses mesure [’énergie de liaison du systeme, c’est-a-dire 1’énergie qu’il faut dépen-
ser pour le séparer en ses constituants. Par exemple, 1’énergie de liaison E; d’un
noyau atomique de masse M comprenant Z protons et N neutrons est donnée par

E; = (Zm,+ Nm, — M) c?, (10.23)

ou m, et m, sont les masses respectives du proton et du neutron.

Ces considérations vont nous permettre de définir la masse d’un systeme de par-
ticules en interaction. Si les composantes du quadrivecteur énergie-impulsion total
d’un systeme sont (E /c, p) dans un référentiel d’inertie donné, alors ce systéme est
caractérisé par une €nergie totale E dans ce référentiel. La pseudo-norme au carré
de ce quadrivecteur est I’invariant Eczm/c2 = E?/c? — p?, oil E.y est I’énergie
totale dans le référentiel du centre de masse. Par définition, I’invariant M = Ep,/ 2
est la masse de ce systeme !2.

En mécanique classique, la position du centre de masse d’un systeme de N par-
ticules, de masses m; et de positions 7; 2 un instant donné, est définie par la relation

SN mii
ZIN:I mi

En relativité restreinte la définition (10.24) pose un probleéme car définir R en utili-
sant les masses des particules reviendrait a exclure les particules de masse nulle

R = (10.24)

12. Voir a ce sujet une intéressante discussion sur le concept de masse dans 1’ouvrage de
E. F. Taylor et J. A. Wheeler, p. 246-252 (biblio).
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comme les photons ; or les photons transportent de 1’énergie et de I’'impulsion, et la
formule (10.19) montre que la vitesse du centre de masse dépend de I’impulsion
totale. Le calcul de la position du centre de masse d’un systeme li€¢ étant un pro-

bleme complexe qui nécessite la connaissance de ce que I’on appelle le tenseur
énergie-impulsion de ce systéme '3, nous n’aborderons ici que le cas d’un systéme
de particules libres. Il faut alors prendre en compte non plus la masse des particu-
les mais leur énergie, celle-ci étant parfaitement définie, y compris pour des parti-
cules de masse nulle. Bien que le terme « centre de masse » devienne inapproprié,
il continue a &tre utilisé (il conviendrait plutt de parler de « centre d’énergie » ou
de « centre d’inertie »).

On définit la position du centroide d’un systeme de particules libres dans un réfé-
rentiel R, en relativité restreinte, par la relation

N -
Zi: VEiri
N
>im1 Ei
ou la grandeur E; est I’énergie totale — constante — de la particule i et ou les vec-

teurs position 7; sont tous considérés au méme instant ¢ dans le référentiel R. La
vitesse de ce point est

R — , (10.25)

dR N E: v
ar _ Z—Nliv (10.26)
dt Zi:l E;
En vertu du fait que v; = ¢ p;/E;, on trouve
dR AN B AP
_Cimbi ¢ P (10.27)

dr YV E E

ol E est I’énergie totale du systéme et p son impulsion totale. Cette vitesse est bien
celle du référentiel du centre de masse, donnée par la relation (10.19). Le centroide
associé au référentiel du centre de masse du systéme est appelé le centre de masse ;

dans ce référentiel I’énergie totale E du systéme est minimale et est égale a ¢> fois
la masse du systeme. Dans le cas de particules massives se déplacant toutes a des
vitesses petites par rapport a la vitesse de la lumiere, la relation (10.25) se réduit
bien a la formule (10.24).

Notons une propriété somme toute treés naturelle : dans le cas ou le systéme se
réduit a une particule matérielle unique, le référentiel du centre de masse coincide
avec le référentiel propre de la particule et le centroide est situé sur la particule elle-
méme.

13. Voir, par exemple, 1’ouvrage de C. W. Misner, K.~S. Thorne et J.~A. Wheeler, chap. 5
(biblio).
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10.4 DESINTEGRATIONS ET COLLISIONS

Les effets de la relativité restreinte se manifestent également de facon spectaculaire
lors de la désintégration d’une particule instable ou lors de la collision de particu-
les relativistes, matérielles ou non. Nous verrons que les résultats expérimentaux
sont en parfait accord avec les prédictions de la relativité restreinte, prédictions qui
peuvent étre trés différentes de celles de la mécanique newtonienne 14,

Lors d’une désintégration, une particule instable A disparait pour laisser place
dans la voie finale a N particules D;, selon le schéma

A— D+ Dy+ Ds+...4+ Dy. (10.28)

Notons que les particules D; du canal de sortie peuvent étre stables ou elles-mémes
instables, donnant lieu dans ce cas a d’autres désintégrations du type (10.28). Méme
si la particule A se désintegre au repos, les particules émises D; sont animées de
vitesses plus ou moins grandes. Bien évidemment, on peut étudier une désintégra-
tion dans le référentiel de son choix, par exemple celui du laboratoire ou la parti-
cule possede en général une vitesse importante, ou celui du centre de masse dans
lequel elle est au repos. Le point crucial est qu’un processus de désintégration est
un événement intrinseque, qui doit étre constaté par tous les observateurs, quel que
soit leur référentiel.

Dans un processus de collision, on fait collisionner ’une sur 1’autre deux parti-
cules A et B et ce choc produit, apres la réaction, une série de particules D; selon le
schéma

A+B— D+ D)+ D3s+ ...+ Dy. (10.29)

La encore, on peut étudier la collision dans le référentiel le plus approprié. Souvent
le référentiel du laboratoire est celui dans lequel la particule B, appelée cible, est
maintenue au repos, tandis que la particule A, appelée projectile, possede une
vitesse importante. Nous verrons que le référentiel du centre de masse est également
tres utile. Dans les collisionneurs, on fait entrer en collision deux particules de
méme masse (par exemple et et e, ou p et p, ou le symbole p désigne un anti-
proton) avec des vitesses opposées. Dans ce cas, le référentiel du centre de masse
s’identifie, en pratique, au référentiel du laboratoire.

La conservation du quadrivecteur énergie-impulsion total permet d’obtenir de
nombreux renseignements sur les caractéristiques d’un processus de collision, sans
qu’il soit nécessaire de connaitre les détails de I’interaction se manifestant entre les
particules. Dans tous les cas considérés ici, nous supposerons qu’aucune interaction

14. 11 est a noter que des problemes simples de dynamique relativiste peuvent étre étudiés au
moyen des diagrammes de Lorentz (voir I’article de John S. Rigden, « Geometric Approach to
Relativistic Dynamics », American Journal of Physics, vol. 40, n° 12, December 1972, p. 1831-
1840).
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n’existe entre les particules avant et apres la collision ; autrement dit, la collision est
supposée se produire dans une région trés limitée de I’espace. En dehors de cette
région, les particules peuvent étre considérées comme libres. C’est pratiquement
toujours le cas dans les expériences usuelles : les sources de particules et les détec-
teurs sont situés a des distances macroscopiques du lieu de I’interaction, tandis que
les particules n’interagissent que dans une région microscopique autour de 1’endroit
de la collision.

Comme, dans la voie finale, les particules sont libres, la relation d’Einstein (9.27)
s’applique et fournit un lien entre I’'impulsion p; et I’énergie E; de la particule D;.
Si les masses des N particules produites sont connues, le processus de désintégra-
tion ou de collision est entierement déterminé par les N vecteurs p;, ce qui repré-
sente 3N variables. La détermination compleéte de celles-ci passe, d’une part, par la
connaissance précise des conditions initiales et, d’autre part, par la connaissance
détaillée des forces microscopiques a 1’origine de ce processus. Mais méme avec
ces connaissances parfaites, la mécanique quantique, seule théorie capable d’une
telle description, laisse une part d’indétermination et, tout au plus, peut-on en avoir
une analyse statistique.

Quoi qu’il en soit, la conservation du quadrivecteur énergie-impulsion lors du
processus impose 4 relations (1 pour 1’énergie, 3 pour I’impulsion) sur les variables
de la voie finale. Ainsi, il reste finalement 3N — 4 degrés de liberté pour la des-
cription complete du processus. Ces contraintes induites par les lois de conservation
sont appelées la cinématique de la réaction. Nous allons en examiner quelques
conséquences ci-dessous.

10.4.1 Energie de seuil

Lors d’une collision, une partie de 1’énergie cinétique des particules peut &tre
convertie en matiere. Lorsque qu’une particule est créée par conversion d’énergie
pure en matiere, son antiparticule est également produite. Signalons que la théorie
des champs requiert 1’égalité stricte de la masse d’une particule et de celle de son
antiparticule. C’est ainsi qu’apres la collision d’un proton incident et d’un noyau
atomique au repos, on peut détecter la présence, en plus de ces deux particules, d’un
proton et d’un antiproton supplémentaires par exemple.

Etudions ce type de réactions depuis deux référentiels différents. Supposons que,
dans le référentiel R du laboratoire, une particule incidente A de masse m,, d’im-
pulsion p, et d’énergie E, entre en collision avec une cible B au repos, de masse
my. Dans ce référentiel, 1’énergie totale E et I’impulsion totale p sont donc données
par

E=E,+myc* et p=p,. (10.30)

D’autre part, dans le référentiel du centre de masse R.n,, ces relations deviennent

1 =0, (10.31)

S

Ecm=E,+E, et pem=p,+
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N, . ) e . . . . .
ou E’ et p; sont respectivement 1’énergie et I'impulsion de la particule i (a ou b)

dans le référentiel R.,. La vitesse de ce référentiel dans R est donnée, en vertu des
relations (10.19) et (10.30), par

2=
- Cpa

Vem = ———m. 10.32

On peut au moyen d’une transformation de Lorentz de vitesse ch établir le lien qui
unit les grandeurs rapportées dans les deux référentiels R et Rqp. Il est également
possible d’utiliser les invariants relativistes. Par exemple, on peut écrire

E*—Pp?=E2 —*pl. (10.33)
En utilisant les relations (10.30) et (10.31) dans I’expression (10.33), on obtient
(Eq +mpch)? —2pl=E2. (10.34)

Comme

E?—c*p2=mic* et E,=E—myc?, (10.35)
la relation (10.34) devient

E2 =mic* —mic* +2my, E. (10.36)

a

Cette expression permet de calculer I’énergie disponible dans le référentiel du cen-
tre de masse en fonction de I’énergie disponible dans le référentiel du laboratoire et
des masses des particules qui entrent en collision.

Supposons que la réaction donne dans la voie finale N particules de masses m,
my,... , my et notons

M= "m. (10.37)

Sim, +mp < M, il est clair que I’énergie de masse seule n’est pas capable de pro-
duire ces particules : la conservation de 1’énergie I’interdit. Par contre, si on injecte
dans I’état initial de 1’énergie sous forme d’énergie cinétique 7, on va pouvoir sur-
monter ce handicap et provoquer la création désirée. Par conséquent, il existe une
énergie cinétique minimum, appelée énergie de seuil de la réaction et notée
T (seuil), a communiquer a la particule A dans le laboratoire afin de rendre possi-
ble la réaction.

Dans le laboratoire, et plus généralement dans n’importe quel référentiel, la
conservation de 1’énergie impose que

N N
E=mec®+myc*+T =Y E; =M+ T, (10.38)

i=1 i=1
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ol 7; est I’énergie cinétique d’une particule i produite. Comme 7; > 0, la conser-
vation de 1’énergie impose

T >Mc>—myc* —mpc?. (10.39)

On a naivement 1’impression qu’on pourrait choisir T = (M — m, — mp)c?. En
fait, il n’en est rien. L’énergie n’est pas la seule quantité qui doit étre conservée. Il
doit y avoir également conservation de I’impulsion. Or, le choix précédent ne
s’accommode pas de cette contrainte. En effet, il implique 7; = 0 Vi et donc

pi = 6Vi, soit finalement p = 0 dans le référentiel du laboratoire. C’est incompa-
tible avec 1’hypothese de départ. Dans ce référentiel, 1’égalité est impossible dans
I’inéquation (10.39), qui ne nous est des lors d’aucune utilité€ pour la recherche de
I’énergie seuil.

Pour déterminer I’énergie de seuil, il faut se placer dans un référentiel ou 1’éga-
lité devient possible, c’est-a-dire faire le choix d’un référentiel pour lequel les
conditions 7; = 0 Vi sont compatibles avec la conservation de I'impulsion. Nous
avons vu que cela impose p = 0, et donc il faut se placer dans le référentiel du cen-
tre de masse. L’énergie de seuil dans ce référentiel est par conséquent donnée par

Ecm(seuil) = M ¢?. (10.40)

En vertu de la formule (10.36), le seuil de la mé&me réaction dans le laboratoire est
donné par

2
E (seuil) = ﬁ(M2 +m2 —m2). (10.41)
b

L’énergie cinétique minimale 7 (seuil) qu’il faut donner a la particule incidente est
donc donnée par T (seuil) = E(seuil) — m, c? —myp c?, c’est-a-dire
2

T (seuil) = 2c—mb [M? = (my +my)?]. (10.42)

Il est souvent utile d’exprimer 1’énergie de seuil sous une forme alternative

M
T (seuil) = — Q1 Ma FMb. (10.43)
2mb
ot la quantité
0 = (mg +myp — M)c? (10.44)

s’appelle le bilan d’énergie de la réaction.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

10.4 Désintégrations et collisions 211

Calculons I’impulsion minimale 1> que doit posséder un faisceau de protons p
pour que la réaction de production d’antimaticre

ptp—>p+p+p+p (10.45)

soit possible, sur des protons cibles suppos€s immobiles. Sachant que m, =
mp >~ 938 MeV/c?, I'application de la formule (10.41) donne E (seuil) = 8mp c?
car Ecy(seuil) = 4m,, c2. L’énergie cinétique minimale 7 (seuil) d’un proton inci-

dent est donc égale a 6m,, ¢? et son impulsion minimale p(seuil) est donnée par

1
p(seuil) = —\/(T(seuil) +m, 6‘2)2 — m%c4 =~V48myc~ 6,5GeV/c. (10.46)
c

lllustration 10.2 Dessins de Raoul Giordan, extraits de Météor n° 148 (Arédit, 1966).
Il est vrai que I'antimatiére pourrait servir a la fabrication de bombes ou d’arme
a faisceaux. Il serait cependant plus intéressant de I'utiliser comme carburant pour
des systémes de propulsion d’astronefs rapides.

Cette réaction permet de produire de 1’antimatiere sous forme d’antiprotons.
Ceux-ci pourront étre stockés afin d’étre combinés avec des positrons pour former
des atomes d’antihydrogene. Sous cette forme, 1’antimatiere pourrait étre conservée
durant de longues périodes avec une tres faible dépense énergétique. Les applica-
tions possibles de I’antimatiére sont multiples '°, mais si on pouvait massivement la

15. En physique des particules, il est commode de mesurer les énergies en multiples d’électron-
volts (eV). 1 eV = 1,602 176 53 (14) x107'° J (valeur de 2004). Par exemple, les énergies peu-
vent étre exprimées en MeV, les masses en MeV/c? et les impulsions en MeV/c.

16. Concernant I’antimatiere en général, on peut consulter, par exemple, I’ouvrage de vulgarisa-
tion de Robert Forward et Joel Davis, Les mysteres de I’antimatiere, Editions du Rocher, 1991,
coll. « L’Esprit et la Matiere » .
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produire, elle constituerait le carburant idéal des fusées interplanétaires et interstel-
laires, voire intergalactiques !7 (voir figure 10.1).

Signalons que le raisonnement précédent pour justifier 1’utilisation du référentiel
du centre de masse s’ applique tel quel pour la désintégration d’une particule A, avec
la condition spéciale que dans ce cas E.p, = m, c2. Ainsi, la désintégration (10.28)
est énergétiquement possible si la condition suivante est remplie

Me > M. (10.47)

La masse de la particule instable A doit étre supérieure a la somme des masses de
toutes les particules filles. S’il est impossible de trouver un canal de désintégration
tel que cette condition s’applique (éventuellement, d’autres contraintes peuvent étre
invoquées), la particule A ne peut qu’étre stable.

10.4.2 * Energie maximale emportée par une particule

Considérons une désintégration de type (10.28) ou une collision de type (10.29).
Plagons-nous tout de suite dans le référentiel du centre de masse R (dans un souci
de simplification typographique, nous omettons tout indice spécial) dans lequel
I’énergie du systéme est E : pour une désintégration E = m, c* et pour une colli-
sion E = my c? + myc* + T. Si nous avons besoin d’utiliser un autre référentiel,
les lois de transformation de Lorentz fournissent facilement les réponses.

La conservation de I’énergie montre immédiatement que 1’énergie E; d’une par-
ticule quelconque D; de la voie finale ne peut excéder E. Il est assez facile de voir
qu’elle ne peut méme jamais atteindre cette valeur. On en conclut qu’il existe une
valeur maximale E;(max) a I’énergie de cette particule. Nous allons voir que les
lois de conservation seules permettent de déterminer cette quantité.

Puisque la numérotation des particules est arbitraire, raisonnons pour 1’instant sur
la particule D;. Des lois de conservation, on tire

p=—(p2+ps+...+DPn). (10.48)

Ei=E—(E,2+ Es+...+ Ey). (10.49)

La relation p%c2 = E12 — m%c4 (on note p la grandeur |p |) impose clairement que
p1 est maximum lorsque E; I'est et, par conséquent, d’apres la relation (10.49),
lorsque E, = E> + E3 + ...+ Ey est minimum.

Soit R’ le référentiel du centre masse des N — 1 particules D;,... , Dy. Puisque
toutes les particules sont libres, elles ont une vitesse constante et donc ce référen-
tiel R’ est aussi un référentiel d’inertie. Par transformation de Lorentz, on a

17. Robert Page Burruss et James Colwell, « Intergalactic travel. The long voyage from home »,
The Futurist, vol. 21, n° 5, 1987, p. 29-33.
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E, =7E], ou vy est le facteur de Lorentz entre les deux référentiels, et ou E, est
I’énergie des N — 1 particules dans le référentiel R'. Ainsi E, est minimum lorsque
E! I’est. Or, cette condition est réalisée si toutes les particules sont au repos dans R’,
ce qui est possible sans violer la conservation de I’'impulsion. Cela veut dire que
toutes les vitesses, donc toutes les impulsions, de ces particules sont paralleles dans
le référentiel du centre de masse original R (toutes ont la direction de la vitesse du

référentiel R’). Pour résumer cette étude, la condition p; maximum est équivalente
la condition ¥, =1v3=...=10y. Compte tenu que Uv;/c>= p;/E; =

a
Pi/ (Y(vi) m; ¢*), nous arrivons finalement a la condition p; /m; = pa/ma, Vi.
Nous avons donc a présent

N N s M
(max) = P = (1 + —’) = pr—, (10.50)
i ; pi =D ; ) =P

en notant M =my+...+my. On a donc p;/m; = pa/my = py(max)/M. De

plusE=E| +...+ Ey = \/pl(max)2c2 +mlet + YN,/ p2ct + mict . En fai-

sant le remplacement p; = (m; /M) p;(max) et apres simplification, on parvient a

E = \/ p1(max)2c2 + m2¢* + \/pi(max)2c2 + M2c*. Une double élévation au

carré pour se débarasser des racines carrées permet d’avoir acces a pj(max) en

fonction de E et des m;.
En se refocalisant sur la particule D;, au lieu de D, afin d’étre plus général, et
avec un changement évident d’indices, nous parvenons a la conclusion

cpi(max) =
VE+m;c24+M;c?)(E —m;c2—M;c?)(E+m;c2—M;c?)(E —m;c2+M;c?)
2E

(10.51)

avec M; =mi+my+...+mj_1+mjy1 + ... +my.
On déduit I’énergie maximale possible pour cette particule grace a la relation
d’Einstein. Un calcul simple conduit a

2 2.4 24
E-+m;c* — M:c

E;(max) = ¥

(10.52)

Rappelons que les grandeurs intervenant dans cette formule sont définies dans le
référentiel du centre de masse.
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10.5 SYSTEMES A DEUX PARTICULES DANS LA VOIE FINALE

10.5.1 Détermination des degrés de liberté

Bornons-nous dans cette section a 1’étude des processus impliquant seulement
N = 2 particules dans la voie finale. C’est un cas simple et finalement assez cou-
rant. Si les masses des deux particules finales sont connues, nous savons que la réac-
tion est gérée par 3 x 2 — 4 = 2 degrés de liberté. Les deux impulsions p; et py
définissent un plan. La direction du projectile (ou la direction commune des deux
particules incidentes dans le référentiel du centre de masse) et un axe arbitraire for-
ment également un plan. Un premier degré de liberté est ’angle entre les deux plans
ainsi définis. Il est d’usage de choisir 1’axe arbitraire de fagon a rendre cet angle égal
a 0. L’avantage de ce choix est de pouvoir représenter toutes les impulsions, avant
et apres le choc, dans un mé€me plan. Nous utiliserons ce choix dans tout le reste de
la section. L autre degré de liberté est par exemple 1’angle 0 que fait I’impulsion p;
avec la direction incidente.

La réaction est cinématiquement entierement déterminée par la connaissance de
Iétat initial, des masses '8 des particules mises en jeu et de 1’angle 0. En particulier
I’angle ¢ que fait 'impulsion p, avec la direction incidente et les modules p; et py
sont entierement déterminés. Cette situation est illustrée dans la figure 10.2 dans le
cas ou le référentiel d’étude est le laboratoire. La méme collision, vue dans le réfé-
rentiel du centre de masse, est représentée sur la figure 10.3. Les impulsions des
deux particules produites sont évidemment opposées ; 1’angle 0* est a priori totale-
ment arbitraire et, dans ce cas, 0* = © — 6*.

Dans le cas d’une collision élastique, les deux particules dans la voie finale sont
identiques aux particules initiales : elles ont simplement changé de direction. Une
collision dans laquelle les participants changent de nature est dite inélastique '°.

Dans le cas d’une collision binaire, on peut par exemple relier I’angle d’émission
d’une particule a son énergie. La connaissance de I’interaction entre les participants
et la résolution des équations (quantiques) du mouvement permettent de déterminer,
par exemple, la probabilité d’observer un angle de diffusion donné en fonction de
I’énergie incidente. Dans le reste de cette section, nous allons illustrer ces idées sur
quelques exemples.

18. Les masses des particules produites dans une collision ne sont évidemment pas quelconques ;
elles sont fixées par la nature des particules produites.

19. Une particule qui passe dans un état excité suite a la collision voit sa masse augmenter. S’il
s’agit d’un atome dont certains électrons atteignent des niveaux d’énergie plus élevés, 1’aug-
mentation de masse de 1’atome est imperceptible. On peut pratiquement considérer que la parti-
cule ne change pas de nature. Dans le cas de particules subnucléaires, comme les mésons ou les
baryons, le passage vers un état excité peut conduire a une augmentation de masse comparable,
voire supérieure, a la masse initiale de la particule. On ne peut plus alors considérer la collision
comme €lastique.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

10.5 Systémes a deux particules dans la voie finale 215

P,

Figure 10.2 Collision binaire A + B — D; + D,, vue dans le référentiel propre
de la particule B. Les fleches représentent les impulsions relativistes.
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Figure 10.3 Collision binaire A + B — D, + D,, vue dans le référentiel du centre
de masse. Les fleches représentent les impulsions relativistes.
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10.5.2 Effet Compton

Dans certaines conditions, la diffusion des rayons X par un atome peut étre étudiée
en assimilant ce processus a un choc élastique entre deux particules : un photon du
rayonnement X d’une part et un des électrons de 1’atome d’autre part. Cet effet,
appelé effet Compton, illustre a la fois la nature ondulatoire et corpusculaire des
ondes électromagnétiques.

Soit, dans un référentiel R, un photon d’énergie Av entrant en collision avec un
électron au repos. Ce photon est diffusé avec une énergie 4V’ dans une direction
faisant un angle 0 avec la trajectoire incidente. Rapportons ce référentiel a un repere
orthonormé de sorte que I’axe Ox coincide avec la trajectoire initiale et que 1’axe
Oy soit dans le plan de diffusion, comme illustré sur la figure 10.4.

La conservation de I’impulsion totale donne

hv  hV hv'

—=-—cosO0+p, et 0=—sinb+ p,, (10.53)
C C C
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ou p, et py sont les projections de I'impul-
sion p de I’électron dans la voie finale sur Y

les axes du repere. D’autre part la conser- P/}X/'
vation de 1’énergie totale donne ,J};V,._ g >
hv + mec® = hv' + /m2c* + ¢2p2, 0 6’\5 o
(10.54)

ou m, est la masse de I’électron. En tenant . )
¢ ~ ) Figure 10.4 lllustration de I'effet
compte que p)% + p% = pz, on obtient, Compton dans le référentiel ou I'électron

N . . o était au repos avant la collision.
apres quelques manipulations algébriques,

— - — = sin
hv'  hv  m.c?

1 1 2 0
2 5 (10.55)

En passant des fréquences v et V' aux longueurs d’ondes correspondantes A et A/,
on trouve

h

mecC

0
N — A =4n X, sin? 5 avec R, = (10.56)

La quantité %, est appelée longueur d’onde de Compton de I’électron (h = h/(2m)).

Actuellement, sa valeur est estimée a 3,861 592 678 (26) x10~!13 m (valeur de
2004). Les expériences de diffusion de rayons X par les électrons des atomes de
divers corps simples, entamées par Compton en 1923, ont permis de vérifier la rela-
tion (10.56) avec une remarquable précision. Notons que dans ce type d’expérience,
I’électron n’est pas libre mais attaché a un atome ; son énergie de liaison dans
I’atome peut cependant étre négligée par rapport a 1’énergie du photon incident. De
méme, a cause de I'inévitable agitation thermique et de son mouvement autour du
noyau, I’électron n’est pas au repos ; sa vitesse avant la collision est cependant tres
faible par rapport a celle qu’il acquiert apres éjection de 1’atome.

10.5.3 Choc relativiste de deux particules de masses identiques

Considérons le cas d’une particule matérielle, en mouvement dans un référentiel R,
entrant en collision avec une particule de masse identique, au repos dans ce réfé-
rentiel. En mécanique classique, la conservation de 1’énergie et de 1I’'impulsion
imposent respectivement

V2=07+03 et U=+ 0, (10.57)
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Figure 10.5 Collision de deux particules de masses identiques.

ol v est la vitesse de la particule incidente et v; et v, les vitesses des particules
apres le choc. De ces relations, on déduit que vy - U, = 0, ¢’est-a-dire que les tra-
jectoires des particules apres collision forment toujours entre elles un angle droit.

Examinons ce que devient ce résultat dans le cadre de la relativité restreinte. Soit,
dans un référentiel R, une particule de masse m et d’énergie cinétique 7 entrant en
collision avec une particule identique au repos. Les deux particules sont diffusées
avec des impulsions respectives p; et p, dans des directions faisant des angles ¢ et
07 avec la trajectoire de la particule incidente, comme illustré sur la figure 10.5.

Etudions ici uniquement le cas ¢; = —0» = ¢ (le cas général est traité dans
I’exercice 10.17). Dans cette configuration parfaitement symétrique, les €nergies (et
donc les modules des impulsions) des deux particules diffusées sont identiques, en
vertu de la conservation de I’impulsion totale. Soit E I’énergie totale du systeme et
p le module de son impulsion totale. On peut écrire

E = 2mc*+T,

1 1 10.58
p = A +T)2—m2c*=-VT?+2mc?T. ( )
c c

Si p’ est le module de I’impulsion d’une des particules diffusées, alors on a

p=2p coso, (10.59)

, _L(ENY L, 1 T? )
p=- 3 — m4c :E T—i—mc T. (10.60)
c

L’angle O entre les trajectoires des deux particules est égal a 2 ¢, et est donné par

avec

1
cosfQ= ———, 10.61
4m c? ( )
1+

T
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car cos © = 2 cos® ¢ — 1. On voit que cet angle est toujours plus petit que 90°, et ne
s’approche de ce cas limite que pour des valeurs de 1’énergie cinétique restant fai-
bles par rapport a I’énergie de repos de la particule, c’est-a-dire a la limite classique.
Ce résultat a été confirmé expérimentalement par des observations directes de col-
lisions dans des détecteurs associés a des accélérateurs. On constate que 6 — 0
quand 7T — oo. Les deux particules sont alors préférentiellement émises vers
I’avant. Ce phénomene est appel€ effet de téte.

10.5.4 * Ellipsoide de Blaton

Dans cette section, nous nous intéressons au lien entre les quantités cinématiques et
la direction d’émission d’une particule. Raisonnons tout d’abord dans le référentiel

du centre de masse, désigné ici par R'. Rappelons que 1’énergie E’ totale dans ce
référentiel est imposée par les conditions initiales. Comme p| + p5 =0, on a
p; = p, =p'. De plus, la conservation de 1’énergie donne E’' = E|+ E} =
\/p/%cz +mic* + \/p/%cz + mict = \/p/zcz +mict + \/p/zcz +m3c*. Cette

égalité permet de tirer p’ en fonction de E’

;L \/(E/ +mic? +moc®)(E' —mic? — mac?)(E' +mic? — myc?)(E' — mic? + myc?)
2E'c

(10.62)

Le remplacement de cette valeur dans les expressions de I’énergie de chaque parti-

cule E/ = /p"*c + m}c* donne finalement

2 2.4 2.4 2 2.4 2.4
B E"" + mic* — msc ot E — E"" + m5c* —mic
! 2F ? 2F

(10.63)

Il est remarquable que ces quantités cinématiques soient indépendantes de 1’angle
d’émission . Si, a partir de ’origine O’ du référentiel du centre de masse, on
reporte les vecteurs p et p), alors les lois de conservation imposent que ceux-ci
soient opposés et que les extrémités se trouvent sur une sphere (sur un cercle si on
raisonne dans le plan de diffusion) dont le rayon est donné par la formule (10.62).
On peut noter 1’analogie complete entre les relations (10.62)-(10.63) valables pour
N =2 et les relations (10.51)-(10.52) valables pour N quelconque.

On peut donc faire la remarque importante suivante : dans une réaction compor-
tant un nombre quelconque de particules dans la voie finale, la recherche de I’éner-
gie maximale d’une particule revient a considérer un systéme a deux particules dans
la voie finale — la particule en question et une particule unique qui concentre la
masse de toutes les autres particules au centre de masse de celles-ci.
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Raisonnons a présent dans le référentiel R du laboratoire. Soit V la vitesse de
translation du référentiel du centre de masse par rapport au laboratoire. Rappelons
que V = v, dans le cas d’une désintégration et V = c?pa/E dans le cas d’une col-
lision. Choisissons ’axe Ox le long de V. Les formules de transformation de
Lorentz permettent d’avoir acces au quadrivecteur énergie-impulsion dans le réfé-
rentiel R. Explicitement, pour I’une quelconque des deux particules

Piy =Piy: Piz="pi. Pix=Ypi,+VE]/

: o (10.64)
= piy = (pix —YVE;/c)/Y.

Ainsi on tire p”? = p'7, + p'7, + p'7. = (pix — YV E}/D /Y + P}, + P}, que
I’on écrit sous une forme plus parlante

(pix —YVE|/D? P}y +Pi.
(yp')? p?

=1. (10.65)

Il faut se souvenir que les conditions initiales déterminent complétement V, E;

(grice aux relations (10.63)) et p’ (grice a la relation (10.62)). Si, a partir de 1’ori-
gine O du référentiel R, on reporte le vecteur impulsion p; de I’'une des deux parti-
cules, alors ces composantes vérifient I’équation (10.65). L’extrémité de ce vecteur
se trouve sur un ellipsoide de révolution le long de I’axe Ox appelé ellipsoide de

Blaton. Le centre de cet ellipsoide est déplacé en O’ tel que OO’ = YV E!/c? et les
valeurs du demi-grand axe et du demi-petit axe sont données respectivement par yp’
et p’. Nous I’avons représenté sur la figure 10.6, en particularisant les axes de fagon

Figure 10.6 Ellipse de Blaton pour la construction de I'impulsion d’une particule dans le
laboratoire a partir des données dans le référentiel du centre de masse. Deux impulsions p,
et p, sont obtenues a partir de deux impulsions p| et p. Si les deux particules de la voie
finale ont la méme masse, une seule ellipse donne directement les impulsions des deux
particules. C'est la situation indiquée sur la figure. L'angle limite d'émission 6,
est également indiqué.
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que p;; = p;, = 0. Nous avons affaire a une ellipse qui coupe ’axe Ox en A (au

plus pres de O) et en B (au plus loin de O). L’analyse de I’équation (10.65) montre
que la valeur minimale de p; ; est donnée par

1%
Ppi x(min) = yp’ (7 - 1) , (10.66)

i

ol v; est la vitesse de la particule i dans le référentiel du centre de masse.
A ce stade, trois situations sont géométriquement possibles :

* O est al'intérieur de AO’ ce qui se traduit par V < v]. Dans ce cas, ’angle ; que

fait la particule avec I’axe Ox peut varier de 0 a . On peut détecter la particule a
la fois vers 1’avant ou vers ’arricre.

* O est confondu avec A, c’est-a-dire V = v/. Dans ce cas I’angle 6; ne peut varier
que dans Iintervalle [0,7t/2]. La particule est seulement émise vers 1’avant.

* O estal’extérieurde AO’, c’est adire V > v!. Dans ce cas il existe un angle limite
0 maximal pour 6;, défini par les tangentes a I’ellipse depuis O. La particule est
émise vers I’avant dans un cone de demi-angle au sommet 0, Plus le rapport
V /v est grand, plus I’ellipse est aplatie et plus le cone d’émission est pointu vers
I’avant. On retrouve le phénomene d’effet de téte. On remarque €galement que
pour une valeur donnée de 0 correspondent deux valeurs possibles pour 1’impul-
sion.

Dans les trois situations, la valeur de I’impulsion est d’autant plus grande que 0; est
plus petit.

10.6 * SYSTEMES A TROIS PARTICULES DANS LA VOIE
FINALE

Pour une réaction incluant 3 particules dans 1’état final, nous avons 3 x 3 —4 =35
degrés de liberté, ce qui est beaucoup. Néanmoins les lois de conservation imposent
quelques contraintes que nous allons étudier grice a une méthode due a Dalitz.

Pour simplifier I’étude, nous allons supposer que les trois particules possedent la
méme masse m; = mo = m3 = m. Les calculs sont beaucoup plus simples et la
philosophie générale reste la méme. Il ne faut pas croire que cette hypothese est un
cas d’école ; de nombreux processus (désintégrations ou collisions) entrent dans
cette catégorie, comme la désintégration des particules étranges en 3 pions :
K~ — nt +n~ +m . Nous nous plagons directement dans le référentiel du cen-
tre de masse R (dans un souci de simplification typographique, nous omettons tout
indice spécial).

La conservation de 1’énergie impose la contrainte suivante
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T\+T+T3=E—-3mc*=0Q>0. (10.67)

L’énergie totale dans le centre de masse E est une quantité fixée par les conditions
initiales. La grandeur Q est donc constante pour une réaction donnée. Dans le cas
d’une désintégration, Q = (m, — 3 m)c? est le bilan d’énergie ; dans le cas d’une
collision, Q représente la somme du bilan d’énergie et de 1’énergie cinétique de la
voie d’entrée.

Les énergies cinétiques 7; des particules sont des quantités positives, a priori
arbitraires, mais dont la somme est fixée. Cette propriété peut étre interprétée de
facon géométrique tres simple. En effet, si on considere un triangle équilatéral et un
point M intérieur quelconque, on sait que la somme des distances de M aux trois
coOtés du triangle est une constante égale a la hauteur du triangle. Ainsi, choisissons
un triangle équilatéral ABC, de centre O et de coté 20Q/+/3 ; la hauteur a pour
mesure (). Choisissons un point quelconque M a I'intérieur du triangle ; on peut
toujours décider que 77 représente la distance de M au c6té BC, T3 la distance de
M au c6té AC et T3 la distance de M au c6té AB. La contrainte (10.67) est toujours
satisfaite et on peut donc concevoir une réaction donnée comme représentée par un
point M a I’intérieur du triangle défini ci-dessus.

Si I’on se restreint a la conservation de 1’énergie seule, tout point M intérieur est
valable. Mais, il faut également satisfaire a la contrainte de la conservation de 1’im-
pulsion qui s’écrit

p1+ P+ p3 =0. (10.68)

En pratique cela exclut certains points : par exemple le sommet A est tel que
Ty = Q,T» = T; = 0. Cela implique p» = p3 = 0 et p; = 0 ; ces conditions sont
incompatibles avec 1’équation (10.68). Ainsi le point A (de méme que B et C) n’est

B\ B

iy

N/

C/ C

(a) (b)

Figure 10.7 Diagramme de Dalitz pour une réaction avec 3 particules de méme masse dans
la voie finale : (a) le point M relatif a une réaction donnée est décrit par ses coordonnées
polaires ; (b) la courbe de Dalitz entourant la zone des points permis est marquée en traits

gras et se trouve entre le cercle limite non relativiste et le triangle limite ultrarelativiste.
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pas licite. D’un autre co6té, le point O est permis. En effet, dans ce cas on a
T\, =T, =T; = Q/3 et par suite, puisquepl.zc2 =T:(T; +2m),p; = p» = p3.Les
trois impulsions étant égales en module, la contrainte (10.68) est satisfaite si elles
font entre elles un angle de 2it/3. Cela est manifestement le cas. Par continuité, en
suivant un chemin partant de O et finissant en A (ou B, ou C), on passe d’un point
permis a un point défendu. On se doute bien qu’il existe une courbe limite, a ’in-
térieur de laquelle tous les points sont permis et a 'extérieur de laquelle ils sont
exclus. C’est a Dalitz que revient le mérite d’avoir formalisé mathématiquement
cette étude.

Choisissons un repere d’origine O, d’axe Ox le long de O A, et repérons le point
M par ses coordonnées polaires. Il est utile d’exprimer les énergies en unités Q/3.
On définit ainsi t; = T;/(Q/3). Dans ces conditions, les énergies cinétiques s’ex-
priment comme

iy = 14rcoso,
th = l4rcosd avec ¢ =2m/3— ¢, (10.69)
t3 = l4rcosd” avec ¢ =4n/3—0,

our=0M/(Q/3) est une quantité sans dimension. Ces différents éléments sont
représentés sur la figure 10.7. A partir de relations trigonométriques bien connues,
il est facile d’établir les équations suivantes

cos O + cos ¢’ + cos ¢ =0, (10.70)
3
cos® ¢ + cos? ¢ + cos® ¢ = 3 (10.71)

Remarquons au passage qu’en faisant la somme des 3 énergies cinétiques données
par les équations (10.69) et en se servant de la condition (10.70), on démontre tres
facilement la propriété mentionnée de constance de la somme des distances de M
aux trois cotés. Cherchons maintenant 1’équation r(¢) de la frontiere de la région
permise.

Nous partons de 1’égalité (10.68), que nous écrivons plutdt comme
P2+ p3 = —p1, d’ot I'on déduit p5 + p3 + 2prpscos = p?, ol O est I’angle
entre p, et p3. De la derniere égalité, on tire la condition 2p;p3 > 2psp3 cos 0
= pf — p% — p%. Cette inégalité doit toujours &tre vérifiée ; la frontiere cherchée
correspond donc a I’égalité. Poursuivons plus avant avec cette égalité que nous écri-

4

vons 4p§ p% = (p% + p% — pf)z. Multiplions-la par c¢* et utilisons la relation

connue p2c* = T? + 2mT; pour réduire 1’équation cherchée a
pl 1

2
2T [2T5Ts + 4m(Ty + Ts) + 8m?| = [T7 + T5 — TP + 2m(Ta + T5 — T |
(10.72)
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Pour simplifier les calculs, on se sert des égalités suivantes (on utilise les rela-
tions (10.70) et (10.71))

h+ts = 3—-t1=2—-rcos¢ = hH+tB—-t=1-—2rcoso,
415 +12 = 3(1+r%2) = +12=2-2rcosd+r*3/2—cos ),
341 —17 = 1—4rcosd+r?3/2—2cos* ),

26ty = (th + 13)% — (tz2 + t32) =2—2rcos ¢+ r2(—3/2 + 2 cos? 0).

(10.73)

En développant 1’équation (10.72) et en utilisant les quatre dernieres égalités, on
aboutit, apres un calcul assez long mais sans intérét, a 1I’équation cherchée. Puisque
r est une variable sans dimension, il est astucieux d’introduire une autre variable
sans dimension liée aux énergies, 6 = Q/E. Nous parvenons finalement a I’équa-
tion de la frontiere de la région permise

r? = 5o ! . (10.74)
14+ m(l +r COS(3¢))

Dans cette équation polaire du contour, la présence de cos (3¢) reflete la symétrie
d’ordre 3 du probleme. Cette courbe est assez difficile a visualiser analytiquement,
mais il existe deux cas limites assez simples a étudier :

— Le cas non relativiste : Les énergies cinétiques sont tres faibles par rapport aux
masses des particules Q < m < E = ¢ — 0. Dans ce cas, ’équation se réduit a
r=1,donc OM = Q/3. C’est I’équation du cercle de centre O inscrit dans le
triangle ABC. Les seuls points cinématiquement permis sont ceux a I’intérieur du
cercle inscrit.

— Le cas ultrarelativiste : Les énergies cinétiques sont largement supérieures aux
masses: Q> m et donc ¢ = 1. Lutilisation de la relation cos (3¢) =

4cos’hp—3cosd et un petit calcul simple montre qu’une solution est
rcos 0 = 1/2. Si on désigne par H le point de OA tel que OH = Q/6, alors
I’équation devient OM cos ¢ = O H. C’est I’équation de la perpendiculaire 8 O A
passant par H. La symétrie d’ordre 3 permet de finir la figure. La courbe frontiere
est dans ce cas le triangle équilatéral inscrit dans le cercle du cas non relativiste.

La courbe générale, obtenue pour une valeur de G arbitraire, se trouve entre ces
deux courbes limites. Elle présente néanmoins la symétrie d’ordre 3. Cette courbe
frontiere s’appelle le diagramme de Dalitz du processus considéré. Nous en avons
donné un exemple sur la partie droite de la figure 10.7.

Dans le cas de masses inégales, le diagramme de Dalitz se trouve toujours a I’in-
térieur d’un triangle équilatéral, car la contrainte due a la conservation de I’énergie
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reste évidemment valable. A nouveau, les contraintes sur les impulsions restrei-
gnent ce domaine, et il existe encore un diagramme de Dalitz correspondant, dont
I’équation polaire est bien plus compliquée que celle du cas simple étudié ici. En
particulier, la courbe frontiere perd sa symétrie d’ordre 3.

EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 270.

10.1  Fusée photonique

Retrouver les chiffres des tableaux 8.2 et 10.2.

10.2 Effet Compton

Etablir I’équation (10.56).

10.3 Photoproduction d’une particule

Un photon, de fréquence v, entre en collision avec une particule de masse M et pro-
duit dans 1’état final une particule de masse M’, voisine de M, et une particule de
masse m, que 1’on dit photoproduite par la réaction.

(a) Quelle est la fréquence minimum nécessaire pour provoquer ce type de réaction ?
Application a la photoproduction de pions chargés par réaction sur des protons

Y+p—>n+mnt.

On donne M ¢? = 938,272 MeV, M'c? = 939,565 MeV, m ¢2 = 139,57 MeV,
h=6,626x103*7J.s,1eV=1602x 10"1].

(b) Comment se simplifie la formule lorsque M’ = M ? Appliquer la formule a la
photoproduction de pions neutres par réaction sur des protons

y—}—p—>p—|—n0.

Dans ce cas m ¢ = 134,976 MeV.

Les fréquences minimum sont-elles tres différentes dans ces deux cas ?
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10.4 Variables de Mandelstam

On considere la collision de deux particules A et B de masses respectives m, et my ;
dans la voie finale on observe deux particules 1 et 2 de masses respectives m et my.
Les quadrivecteurs énergie-impulsion correspondants sont notés p,, Py, Pi, Pa-
Pour obtenir une description quantique covariante de la diffusion, Mandelstam a
introduit les 3 invariants relativistes suivants

s = (p, +pp)ict = (p; +py)°c?,
t = (p,— P = (p, — pr)>c?,
u = (p,—py)ic* = (p, — p))>c>.

(a) Calculer s,7,u en fonction de I’énergie, de I’'impulsion et de la masse de chaque
particule concernée.

(b) Montrer la relation s + ¢ + u = m2c* + mjc* + mic* + m3c*.

10.5 Désintégration en vol d'une particule
Une particule de masse M, d’énergie totale E, se désintegre en vol en deux parti-
cules de masses m et m».

(a) Calculer, dans le référentiel du centre de masse, 1’énergie totale de chaque par-
ticule de désintégration, en fonction des 3 masses.

(b) Exprimer, dans le référentiel ou a lieu la désintégration, 1’angle d’émission
d’une particule, en fonction des masses, de E et de 1’énergie de cette particule.

10.6 Masse invariante de 2 particules
On isole, dans un systeéme composé de N particules libres, deux particules notées i
et j, de quadrivecteur énergie impulsion p; et p;.

(a) On sait que p; - p; est un invariant relativiste. Chercher la limite classique de cet
invariant.

(b) Soit I'invariant s;; = (p; + pj)zc2 On deflnlt la masse invariante des deux par-
ticules comme la valeur M;; =  /5;; /c?. On peut définir une énergie cinétique
interne par 7;; = (M;j — m; — m;) c2 Que vaut la limite classique de T;; ?

10.7 Désintégration du méson 1’

On considere la désintégration en vol d’un pion nt°, d’énergie E et de masse m, en
deux photons
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= Y + Y.

(a) Calculer I’énergie d’un photon €mis avec I’angle ¢ par rapport a la direction du
pion incident.

(b) Calculer I’énergie minimum E,, et maximum E; de ce photon, en fonction de
I’énergie E. Pour quelles valeurs de ¢ sont-elles obtenues ? Vers quelles valeurs
tendent ces quantités lorsque 1’énergie du pion devient tres grande ? Quelle doit
étre I’énergie E pour que Ey = 2FE,, ?

(c) Montrer qu’on peut mesurer la masse m du pion a I’aide de la détermination de
ces énergies extrémales.

(d) En admettant que la désintégration du ©° au repos se fait de facon isotrope, cal-
culer la distribution en photons dans le référentiel du laboratoire, en fonction de
I’énergie E et de I’angle d’émission ¢. Donner une allure de cette courbe pour
quelques valeurs de 1’énergie.

(e) Calculer la masse au repos m du 7°, ainsi que sa vitesse et son énergie cinétique
dans le laboratoire, lorsqu’on a mesuré les énergies minimum et maximum des
photons respectivement a 22,49 MeV et 202,47 MeV.

10.8 Fusée relativiste

Considérons une fusée relativiste telle que décrite dans la section 10.2.1 :
(a) Etablir les équations (10.11) et (10.12).

(b) Donner le lien entre la vitesse v, I’accélération @ et la quantité de matiere éjec-
tée par unité de temps propre. En supposant une accélération propre constante
de module A et une vitesse d’éjection constante u, donner la masse de la fusée
en fonction du temps propre.

(c) Si une fraction € de la masse de la maticre éjectée est transformée, sans perte, en
énergie utile pour la propulsion, calculer la vitesse d’éjection de la matiére u par
rapport a la fusée. Considérer les deux cas limites € — 0 ete — 1.

10.9 Voile laser

Une voile plane de masse M, parfaitement réfléchissante, recoit perpendiculaire-

ment a toute sa surface un rayonnement laser de puissance instantanée P.

(a) Quelle est la puissance recue par la voile a un instant donné ?

(b) Déterminer 1’équation du mouvement de cette voile dans un référentiel d’iner-
tie.

(c) En supposant que la vitesse initiale de la voile est nulle, calculer la vitesse atteinte
en fonction du parameétre e = 2E /(Mc?), ou E est I’énergie totale transmise.
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(d) Dans le cas ou la puissance du laser est constante, donner la vitesse de la voile
en fonction du temps propre.

10.10 Production des bosons vecteurs

L’expérience de mise en évidence des bosons W=, 79, vecteurs de I’interaction fai-
ble, effectuée au CERN en 1984, consiste a envoyer un faisceau de protons de
270 GeV d’énergie cinétique sur un faisceau d’antiprotons de méme énergie, mais
d’impulsion opposée.

Dans une expérience fictive, on envoie un faisceau d’antiprotons sur une cible fixe
de protons. On aimerait disposer dans le centre de masse associé€ de la méme éner-
gie que dans le cas de I’expérience réelle.

Quelle devrait étre, dans cette expérience sur cible fixe, I’énergie cinétique a com-
muniquer aux antiprotons incidents ? Commentaires.

10.11 Désintégration de la particule A

La particule A se désinteégre en un proton et un méson 7 selon la réaction
A—=p+rn.

Cette particule est neutre électriquement et ne laisse pas de trace dans une chambre
a bulles ou régne un champ magnétique parallele a ’axe Oz. Par contre ses produits
de désintégration sont chargés et laissent une trace bien nette qu’on peut analyser.
En étudiant I’événement sur des photographies prises sous des angles différents, on
arrive a reconstituer les trajectoires et on peut parvenir a déterminer le rayon de
courbure des cercles, projections des trajectoires sur le plan Oxy. On en déduit les
impulsions juste apres la désintégration : p, = 0,660 GeV/c et pp = 0,225 GeV/c.
De plus, on mesure 1’angle azimutal © de chaque particule ; c’est 1’angle entre la
projection p;, de I'impulsion p sur le plan Oxy avec I’axe Ox. On trouve
0, = —35,2°et Oy = —62,4° juste apres la désintégration. Enfin, pour définir com-
pletement la direction, on mesure I’angle de profondeur ¢, qui est I’angle entre py,
et p. On choisit ¢ > 0 si la projection de p suivant I’axe Oz est positive. On trouve
¢, = 20,6° et oy = 19,5°.

Sachant que m, = 938,3 MeV/c? et my = 139,6 MeV/c?, calculer la masse de la
particule A.

10.12 Bouclier de protection

Un astronef cylindrique de section S se déplace en ligne droite a la vitesse B¢ dans
un milieu interstellaire, de densité moyenne p, contenant des particules au repos. Ce
milieu interstellaire peut €tre considéré comme un référentiel d’inertie. L’engin est
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muni, a I’avant, d’un bouclier de protection de forme conique, avec un demi-angle
d’ouverture €gal a 0. On suppose que les particules heurtées sont pi€gées dans le
bouclier ou elles dissipent totalement leur énergie cinétique en chaleur. On suppose
également que le bouclier rayonne comme un corps noir, c’est-a-dire que la quan-
tité de chaleur émise par unité de temps et par unité de surface est donnée par ceT4,
ou o est la constante de Stefan-Boltzmann, € est I’émissivité de la surface du bou-
clier et T est sa température absolue. On rappelle que la surface latérale d’un cone
de rayon R et de génératrice L est égale a TRL.

(a) Donner la quantité de chaleur dissipée par unité de temps propre dans le bou-
clier, W.

(b) Calculer la température du bouclier. Quelle doit étre la valeur de 6 pour que
cette température n’excede pas 1000 K quand I’astronef traverse un milieu de
densité p=10"2'kg/m> a la vitesse 0.99c¢ (on prendra e=1 et
6=>5.67x 1078 W.m™2.K™).

10.13 Particules y et y/

Les anneaux de collision (e™,e™) ont permis de mettre en évidence deux particules
contenant des quarks charmés : le y, de masse m; = 3097 MeV/c2, et le v/, de
masse my = 3686 MeV/c?, par I'intermédiaire des réactions

et +e =y, (1)

et +e = V. 2)

On rappelle que la réaction a lieu entre deux faisceaux de particules possédant des
impulsions opposées.

(a) Quelles doivent étre les énergies cinétiques des et et des e~ pour qu’aient lieu
les réactions (1) et (2) ? Montrer que, dans les deux cas, la vitesse des électrons
approche celle de la lumiére avec une précision relative meilleure que 107°
(mec* = 0,511 MeV).

(b) La particule ' peut se désintégrer au repos suivant la réaction
VvV > vy+nnt 4. 3)

Les mésons chargés ont une masse my = 140 MeV/c?. Quelle est la valeur
maximale pour n, nombre de paires de pions chargés ? Dans la suite, on prendra
n=1.

() Quelles sont les énergies Ty et T_ des mésons Tt et w~ lorsque la particule ,
produite par la réaction (3), est au repos ?

(d) Lorsque la particule y n’est pas au repos, écrire une relation entre 7, 7_ et
I’angle 6 de leur direction de vol.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Exercices 229

10.14 Statoréacteur Bussard

Un statoréacteur interstellaire Bussard (voir section 10.2.2), de masse constante M,
se déplace en ligne droite a la vitesse B¢ dans un milieu interstellaire, contenant des
protons au repos avec une densité moyenne p. Ce milieu interstellaire peut &tre
considéré comme un référentiel d’inertie. L’engin est muni, a 1I’avant, d’un collec-
teur de protons de section A. Une fraction € de la masse collectée est transformée
avec une efficacité de 100 % en énergie cinétique pour les gaz d’échappement. On
suppose qu’aucune matiere collectée n’est perdue et que le moteur ne subit aucune
perte par rayonnement.

(a) Déterminer I’équation du mouvement de ce statoréacteur.
(b) Résoudre cette équation a I’approximation des faibles vitesses.

(c) Montrer que, a vitesse relativiste, cette équation correspond a celle d’un mobile
avec une accélération propre constante. Retrouver les performances citées dans
la section 10.2.2.

(d) Montrer qu’il est possible d’obtenir par quadrature la position x du statoréacteur
par rapport au milieu interstellaire, le temps ¢ auquel il occupe cette position,
ainsi que le temps propre a bord de I’engin en fonction de sa vitesse Pc.

10.15 Référentiel de Breit

On considere la collision élastique de deux particules A et B, de masses m, et my.
Dans un référentiel galiléen quelconque, les impulsions de A et B sont p, et pj, avant
la collision, p/, et p , apres la collision.

(a) Montrer qu’il existe un référentiel inertiel B, appel€ référentiel de Breit, pour
lequel p, + p/, = 0. Quelle est sa vitesse par rapport & un référentiel R quel-
conque ? On se placera désormais dans le référentiel de Breit.

(b) Montrer que le module des impulsions de chacune des particules et leurs éner-
gies se conservent au cours du choc élastique. Calculer ces valeurs en fonction
des énergies, du module de I’impulsion et de 1’angle de déviation dans le réfé-
rentiel du centre de masse.

(c) Etudier la position relative des impulsions py, et p ,» par rapport a la position des
impulsions p, et p/, et justifier la dénomination de « référentiel de mur » donnée
au référentiel B.

(d) Calculer I’angle de déviation de chacune des particules en fonction du module
des impulsions.

10.16 Désintégration d'une particule en mouvement

Une particule A de masse m,, d’énergie E, dans le laboratoire, se désintégre en
deux particules de masses m et m;.
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(a) Rappeler I’expresion de la vitesse V., du centre de masse dans le laboratoire.
En déduire la valeur du facteur cinématique correspondant .

(b) Calculer I’énergie E/ de la particule A dans le référentiel du centre de masse.
Pour chacune des particules de la voie finale, calculer, dans ce référentiel, I’im-
pulsion p; et I’énergie E;.

(c) En se basant par exemple sur I’ellipse de Blaton, calculer dans le laboratoire,
pour chacune des particules, I’impulsion et I’énergie minimales et maximales.
Vérifier, dans ces cas particuliers, la conservation de I’énergie et de I’impulsion.

(d) Quelle est I’énergie minimum E,(min) de la particule A dans le laboratoire pour
que les particules de la voie finale soient toutes émises vers I’avant ?

(e) On suppose que E, > E,(min). Calculer I’angle limite maximal 0,; pour
I’émission. Vers quelle valeur tend cet angle limite lorsque la vitesse de la par-
ticule instable s’approche de ¢ ?

(f) On suppose E, > m,c* et m| = my = m. Comment se comporte 1’angle limite
Oy (E,) en fonction de E, ?

10.17 Choc relativiste de deux particules de masses identiques

Une particule 1, de masse m et d’énergie cinétique 77, entre en collision avec une
particule 2 de méme masse, au repos dans le référentiel du laboratoire. Apres le
choc élastique, les deux particules poursuivent leur trajectoire en faisant des angles
0, et 0, avec la ligne de vol de la particule incidente, avec des énergies cinétiques
T| et T,. On notera o, = Ti/(mc?).

(a) Démontrer la relation suivante

T/(Ty + 2mc?)

2
COS 9 = 070"
'O (T + 2me?)

(b) En déduire I’expression de T{ en fonction de T3, 0; et 0.

() Entre quelles valeurs minimum et maximum varie 1’énergie cinétique 7| ? Pour
quelles valeurs de 0; sont-elles obtenues ?

(d) Calculer, en fonction de o, le facteur cinématique ¥ du centre de masse par rap-
port au laboratoire.

(e) Montrer, pour I’une quelconque des particules i, le lien suivant entre son angle
de diffusion 0; dans le référentiel du laboratoire et son angle de diffusion 0} dans
le référentiel du centre de masse

1 (6*)
tan0; = —tan | = | .
Y 2
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(f) Montrer que la relation suivante est vérifiée
1
[tan O tan 0| = =-
¥
(g) Calculer I’angle d’émission 0 entre les deux particules sortantes en fonction de
I’angle 67 et a.. Vérifier qu’a I’approximation non relativiste, cet angle vaut tou-
jours /2.

(h) Montrer que I’angle 6 passe par un minimum dans le cas d’une émission symé-
trique. Que vaut cet angle ? Retouver la relation (10.61) dans cette situation.

10.18 Energie acquise par I’électron dans I'effet Compton

Dans le référentiel du laboratoire £, un faisceau de photons d’énergie Ey est envoy€
sur des €lectrons, de masse m, au repos. On désignera par R.p, le référentiel du cen-
tre de masse et on notera o. = Ey/ mc?. On fera les applications numériques pour
des rayons X d’énergie Ey = 10 keV (mc* =511 keV).

(a) Exprimer, en fonction de I’angle de diffusion 6 du photon, de Ey et de o,
I’énergie cinétique T’ acquise par 1’électron au cours du choc.

(b) Quelles sont les valeurs extrémales de cette énergie ? Pour quelles valeurs de 0
sont-elles obtenues ?

(c) Exprimer, en fonction de «, la vitesse V = ¢ du centre de masse. Comparer
cette valeur a la valeur classique de la mécanique newtonienne.

(d) A I’aide de la transformation de Lorentz, donner 1’expression de 1’énergie du
photon avant la collision dans le référentiel R.n,. Retrouver 1’effet Doppler lon-
gitudinal.

(e) Quelle est I’énergie de 1’électron avant la collision dans le référentiel Rep, ?

(f) En déduire, dans le référentiel R.n, les €nergies du photon et de I’électron apres
la collision.

(g) Soit ¢ ’angle que fait la direction de 1’électron apres la collision avec la direc-
tion du photon incident. Montrer le lien suivant entre les deux angles de diffu-
sion

1
tan (8/2)tan(|0]) = 11K

ou K est un facteur constant qu’on déterminera en fonction de o.. Calculer |¢],
si B = 60°.
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10.19 Effet Compton sur un électron cible en mouvement

Dans le référentiel du laboratoire £, un laser envoie des photons de fréquence v (de
longueur d’onde A) sur des électrons, de masse m, d’énergie E, qui arrivent en sens
opposé. On notera o. = mc?/E (c’est I'inverse du facteur cinématique de 1’élec-
tron).

On fera toutes les applications numériques pour un laser a rubis de longueur d’onde
A = 694,2 nm dont le faisceau de photons est envoyé sur des électrons de grande
énergie E =5 GeV. On pourra utiliser I’approximation hc =2 x 1072 J.m et
mc* =511 keV.

(a) Quelle est I’expression de la fréquence V' des photons diffusés, en fonction de v,
E, o et de I’angle de diffusion 6 des photons ?

(b) Retrouver le résultat de 1’effet Compton habituel sur électron au repos.

(c) Montrer qu’il est possible d’ajuster a une valeur critique v, la fréquence v du
faisceau incident de telle sorte que la fréquence diffusée v’ soit indépendante de
I’angle de diffusion. Entre quelles valeurs extrémales se trouve la fréquence dif-
fusée V' ? Pour quelles valeurs de 6 sont-elles obtenues ? On commentera les
résultats par comparaison a V..

(d) Déterminer la longueur d’onde A/, dans le laboratoire, des photons diffusés a
angle droit dans le laboratoire.

(e) Déterminer la longueur d’onde A;, des photons diffusés dans le référentiel R
pour lequel I’électron est au repos avant la réaction.

(f) Calculer I’angle de diffusion 6y des photons dans ce référentiel R.
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Chapitre 11

Le champ électromagneétique

Les rotors de chaque générateur et de chaque moteur, en cet dge de
Uélectricité, proclament fermement la vérité de la théorie de la relativité
a tous ceux qui ont des oreilles pour entendre.

Leigh PAGE (1941)

La théorie électromagnétique, a elle seule, constitue un tres vaste sujet d’étude.
Nous ne ferons ici qu’en présenter certains aspects en rapport étroit avec la relati-
vité restreinte. Cette derniere a d’ailleurs été élaborée, au départ, pour décrypter
quelques-unes des €nigmes posées par les propriétés du champ électromagnétique.
Pour une présentation trés complete de la théorie électromagnétique classique, le
lecteur pourra consulter, par exemple, I’ouvrage de J. D. Jackson cité dans la biblio-
graphie.

11.1  CHAMPS TENSORIELS ET DERIVEES COVARIANTES

Le tenseur métrique deux fois covariant de composantes gy a €t€ introduit dans le
chapitre 8. Nous allons maintenant construire un nouveau tenseur pour représenter
le champ électromagnétique. Mais avant cela, il est nécessaire de définir les notions
de champs tensoriels et de dérivée covariante.

On peut, en toute généralité, construire des tenseurs p fois contravariants et g fois
covariants c’est-a-dire de variance (p,g) et d’ordre p + ¢, dont les compo-
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santes ! sont notées T t” Si A est une matrice représentant une transformation de
Lorentz, la loi de transformatlon d’un tel tenseur sous un changement de référentiel
s’écrit (voir section 8.2)
My-. ] u U —1,\P 1 G1...0,
Tv,.v, :Aci...AG‘;(A i - (AT ) T/ I Lpy (11.1)
Un champ scalaire, c’est-a-dire une fonction sur I’espace-temps, est un champ ten-
soriel de variance (0,0), autrement dit un invariant. Sa valeur en un point donné de

I’espace-temps est la méme quel que soit le référentiel considéré.
Si on réalise la transformation de Lorentz x"* = At,t x"V, alors on trouve

9 ax”"V 9

T = (A A~
axt  9xk 9x’V “

(11.2)

' Opé (2 3 9 38 )_(la 9 9 9
On en conclut que 1'opérateur V, = (8x0’8x1’8x2’8x3) = (th’Bx’ay’az) se

transforme comme un tenseur de variance (0,1), c’est-a-dire un tenseur une fois
covariant. L’opérateur V* = g"VV, se transforme donc comme un tenseur de
variance (1,0), c’est-a-dire un tenseur une fois contravariant.

Un champ tensoriel de variance (p,q) est défini sur I’espace-temps si a chaque
événement est associé un tenseur 1" de variance (p,q). Considérons un champ ten-
soriel de composantes T “_Si chacune de ces composantes est une fonction déri-
vable des coordonnées spatlotemporelles alors la dérivée covariante VT de ce
champ tensorlel est un champ tensoriel de variance (p,q + 1) dont les composan-
tes sont VT, Vl ” . Puisque Vj gy = 0, la dérivation covariante commute avec I’o-
pération de montee ou de descente d’indices (voir annexe D).

Définissons trois opérations particulieres au moyen de la dérivée covariante :
—Si f est un champ scalaire, alors V f est le quadrivecteur gradient

de f, de composantes covariantes V, f et de composantes contravariantes V* f

= g""W f.

— La divergence d’un champ de quadrivecteur w est le champ scalaire

V.-w= V" = Vi, (11.3)

1. Un tenseur n’est pas complétement défini par ses composantes ; il est également nécessaire de
connaitre la base {e,} associée a I’espace-temps de Minkowski. Par exemple, un tenseur 1" de
variance (p,0) s’écrit T'= T e, ®...® ey,. Le produit tensoriel, indiqué par le symbole
®, est une opération linéaire et associative, mais non commutative. Pour écrire de la méme
maniere un tenseur de variance quelconque (p,q), il est nécessaire d’introduire les vecteurs de
base de I’espace dual (ou réciproque) de I’espace-temps de Minkowski. Ce sujet ne sera pas
abordé ici. De plus, ’ordre dans lequel apparaissent les indices haut et bas est important. Le ten-
seur T", n’est pas équivalent au tenseur THV. Nous ne nous encombrerons pas ici de ce genre de
subtilités, importantes mais inutiles pour notre propos.
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— D’ opérateur dalembertien O est, par définition, I’opérateur invariant
O0=V.-V=g"VV, =gwV'V' =Vty, =V, V*

1 82 1 82 82 82 82 (114)

T2 T T 282 ax? 3y 072

ou A est I’opérateur laplacien. Appliqué aux composantes d’un champ tensoriel,
I’opérateur O donne les composantes d’un tenseur de méme variance.

11.2 EQUATIONS DE MAXWELL ET ONDES
ELECTROMAGNETIQUES

Toutes les propriétés du champ électromagnétique sont contenues dans les équa-
tions de Maxwell, au nombre de quatre. Deux d’entre elles, de nature structurelle,
relient les vecteurs champ électrique E et champ magnétique 2 B

V-B=0, (Absence de pdles magnétiques libres) (11.5)
. 3B _
VAE = e (Loi de Faraday) (11.6)

Les deux autres sont conjoncturelles, c’est-a-dire qu’elles dépendent des charges et
courants électriques. Dans le vide, elles ont pour expressions respectives

V.E= SR, (Loi de Coulomb) (11.7)
0
S . OE . X
VAB=Wj+ LLOSOE, (Théoréme d’ Ampere) (11.8)

ou p est la densité de charge électrique etf est la densité de courant électrique. La
perméabilité Ly et la permittivité €y sont deux coefficients affectés au vide (c’est la
signification de I’indice 0). Ces équations sont linéaires. Cela signifie que le champ
résultant de la combinaison linéaire de champs électromagnétiques solutions de ces
équations est également une solution de ces équations, c’est-a-dire un champ
électromagnétique.

2. En toute rigueur, le vecteur B défini par les équations (11.5)-(11.8) est le vecteur induction
magnétique.
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En P’absence de sources (p =0 et ] = 6), éliminons la grandeur B entre ces
équations en prenant le rotationnel de 1’équation (11.6)

%A(%/\E)— 8q/\ﬁ £82E (11.9)
T Hofogz '
ou
o o o - 92F
VQ%E)—AE —oe 11.10
Mogo 7 ( )
On obtient, en vertu de la troisieme équation de Maxwell (11.7),
3’E P
€ =0. 11.11
Hogo—-7 — ( )

La forme de cette équation est celle de I’équation générale de propagation des ondes
avec une vitesse de propagation de module égal a vy = 1/,/lLo€p. Si on élimine £
entre les équations de Maxwell en I’absence de sources, on obtient de fagon ana-
logue
3B .
€ — AB=0. 11.12
Mogo =5 ( )

Les champs E et B sont associés a un phénomene ondulatoire se propageant dans
le vide avec la méme vitesse constante vy ; ¢’est I’onde électromagnétique.

Cette vitesse vg coincide avec c, la vitesse de propagation de la lumiere dans le
vide 3. Cette coincidence est d’ailleurs une des principales preuves de la nature
électromagnétique de la lumiere. Remarquée des 1’origine par Maxwell, elle permet
de relier les deux constantes du vide |y et €y avec la vitesse de la lumiere dans le
vide c, grace a la relation

1
LloS():;. (11.13)

Dans la suite, cette identité sera toujours utilisée. Dans le vide, chaque composante
v du vecteur champ électrique ou magnétique satisfait donc a I’équation d’onde

Oy = 0. (11.14)

3. Pour des informations concernant la propagation des ondes électromagnétiques dans la
matiére, voir, par exemple, le livre de J. D. Jackson (biblio). Voir également la note de bas de
page n° 3, p. 89.
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11.3 QUADRIVECTEUR DENSITE DE COURANT
ELECTRIQUE

L’expérience nous apprend qu’il existe une charge élémentaire égale en grandeur a
la charge d’un électron 4 et qu’un courant électrique est dii & un mouvement de char-
ges. Considérons un nuage de particules, toutes de charge ¢g. Un observateur A par-
ticulier observe un élément infinité€simal de ce nuage, au repos par rapport a lui. Il
y compte d N particules occupant un volume propre dVy (dans cette section, 1’in-
dice 0 affecté a une grandeur scalaire indique qu’elle est mesurée dans le référen-
tiel propre). Il mesure donc, pour cet élément de volume, une densité de particules
no = dN/dVy et une densité de charge pg = ng¢g. La grandeur ng, le nombre de
particules de I’élément de volume divisé par son volume propre, est manifestement
un invariant. Si la charge électrique ¢ est un invariant, alors la grandeur pg I’est éga-
lement. Les nombreuses expériences qui ont été menées a ce jour ont toujours
confirmé la justesse de ce postulat d’invariance de la charge électrique °.

Un autre observateur B, en mouvement inertiel par rapport au premier, constate
que ces mémes d N particules se déplacent a la vitesse U et occupent cette fois un
volume dV = dV,/y(v) (voir section 4.4). Il mesure donc une densité de particules
n=dN/dV = y(v)no et une densité de charge p = n g = y(v)pg. De plus, I'ob-
servateur B mesure un courant électrique j =nqg v = pv = Y(v)po V. Il semble
donc assez naturel d’introduire un quadrivecteur densité de courant 3 défini par le
produit du quadrivecteur vitesse u de I’élément de volume et de I’invariant pg, la
densité de charge dans le référentiel ou cet €lément de volume est au repos. Pour
I’observateur B, les composantes spatiotemporelles du quadrivecteur j sont (voir
section 8.5)

=07 = pout = po(Y(v) c,Y) ) = (pe,p D). (11.15)

Pour I’observateur A, ces composantes se réduisent a (pg ¢,0). La pseudo-norme de
ce quadrivecteur est

32 = pic’. (11.16)

C’est donc un quadrivecteur de genre temps pointant vers le futur ou le passé sui-
vant le signe de pg.

Prenons la divergence de I’équation (11.8) et soustrayons-en la dérivée par rap-
port au temps de I’équation (11.7). On obtient la relation suivante

- - dp
V-j+—=0. 11.17
t 3 ( )

4. Les quarks, constituants des hadrons, portent des charges qui sont des multiples du tiers de la
charge élémentaire, mais ces particules n’existent pas a 1’état libre. Elles se combinent toujours
pour produire un hadron dont la charge est un multiple entier de la charge élémentaire.

5. Voir, par exemple, le livre de J. D. Jackson, sect. 11.9 (biblio).
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Cette équation est I’équation de conservation de la charge électrique ou équation de
continuité. 1l est facile de voir que celle-ci peut étre écrite sous la forme

V.j=0. (11.18)

Cette grandeur est manifestement invariante et garde donc la méme valeur dans tout
référentiel d’inertie.

11.4 QUADRIVECTEUR POTENTIEL

L’absence de pdles magnétiques libres V-B=0 implique que le vecteur champ
magnétique est nécessairement le rotationnel d’un champ vectoriel

- -

B=VAA, (11.19)

oll A est ce que I’on appelle le potentiel vecteur. L’équation (11.6) devient alors
VAE=-) <§ A A) /ot = VA (—aA/az) . Puisque le rotationnel d’un gradient

est toujours nul, I’égalité précédente implique qu’on peut définir un potentiel sca-
laire ¢ tel que (le signe (—) est dii a des raisons historiques)

E=-Vo— —. (11.20)

En utilisant ces définitions dans les équations avec sources, on obtient les relations
suivantes

0 (o = p
—Aq)——(V-A) .
ot €
%A(%AA)—%(% A’) AR = pgf — L5799 L 924 (11.21)
o = HoJ 2 9t 2 a2 '
Apres réarrangement, on trouve
192 9 (186 - =\ p
T A== =4V Ly
c? 9t? ¢ ot <c2 ot + ) + €0
1924 M= -v (L2, 5.4 (11.22)
c? 912 = HoJ c? ot ’ ’

On montre en électrodynamique classique que les champs électrique et magnétique
ne sont pas modifiés si on impose la condition suivante
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190 - -

——+V-A=0, 11.23

c? ot + ( )
appelée jauge de Lorentz. Les deux équations (11.22) sont alors découplées et on
obtient

1 8%¢ P
——— —Ad=00 = —,
c? 9t? q) q) €
L o4 AA = DA =y (11.24)
C2 atz - _!"LOJ .

Puisque I’opérateur O est un invariant, on peut définir un nouveau quadrivecteur A,
le quadrivecteur potentiel ou quadripotentiel, de divergence nulle et de composan-

tes spatiotemporelles
AR = (9,2) : (11.25)
c

En effet, les équations (11.24) s’écrivent alors comme 1’égalité de deux quadrivec-
teurs

0A = W 4, (11.26)

tandis que la condition (11.23) devient
V-A=0. (11.27)

En I’absence de sources, I’équation (11.26) se réduit a DA = 0, forme analogue a
I’équation de propagation (11.14).

11.5 TENSEUR ELECTROMAGNETIQUE

Les équations de Maxwell écrites sous leur forme (11.5)-(11.8) posseédent une struc-
ture complexe, qui semble peu naturelle de prime abord. Nous allons montrer que
le formalisme de la relativité restreinte permet de les récrire sous une forme tres
simple. Construisons les grandeurs suivantes

Fuv = VyAy — VYA, (11.28)

Les quantités Fyy, sont manifestement les composantes covariantes d’un tenseur
antisymétrique F. Les composantes contravariantes sont obtenues par la procédure
standard

FY = g gVoF . (11.29)
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Explicitons les composantes Fy; et Fio

9 9 [0
For = VoA = ViAo = —(—Ax) — — | =
cot c

dx
1 /30 dA, E,
—‘z(a+ at>—?

(11.30)
a d
Fip = ViAy — VA = —(=A)) — —(—Ay)
ox ay

dax ay

En calculant de la méme maniére les autres composantes, on trouve finalement

0 E./c Ey/c E;/c
—E./c O —B B
Fuy = o/ N (11.31)
—-E,/c B 0 —B;
—-E;/c —By, B 0
Ce tenseur F est le tenseur électromagnétique ou tenseur de Faraday.
La loi de transformation de ce tenseur est donnée par

Fiy = AQAY Fpo. (11.32)

Sous forme matricielle, cette relation devient F' = AFA. On en déduit que le déter-
minant du tenseur électromagnétique

1 2
detF = (ExBy + EyBy + E.B;) (11.33)

est un invariant puisque detF’ = (detA)?detF = detF. Un autre invariant est donné
par I’opération tensorielle

FwF" =2(—E;/c* — E;/c* — E2/c*>+ B} + B; + B}).  (11.34)

On obtient donc deux invariants du champ électromagnétique

S 5\2
AdetF = (E : B) , (11.35)

-

2

1 —’2 E
> wFY = B* — = (11.36)
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L’équation (11.35) implique que la quantité |I§ . ﬁ| est également un invariant.
Comme nous le verrons dans la section suivante, E est un vecteur polaire et B est
un vecteur axial. En conséquence, le produit scalaire £ - B lui-m&me n’est invariant
que pour les transformations propres de Lorentz (voir annexe C). Dans le cas d’une
opération de parité ou de renversement du temps, ce produit scalaire change de
signe.

Rappelons que la valeur de ces invariants peut dépendre du point de I’espace-
temps considéré ; I’invariance concerne en fait des observateurs en mouvement rela-
tif mais qui s’intéressent au méme point de 1’espace-temps.

Les équations de Maxwell structurelles (11.5)-(11.6) s’obtiennent en utilisant 1’i-
dentité suivante

VuFyvp + Vv Fpu + Vo Fyy =0, (11.37)

qui découle de la propriété d’antisymétrie du tenseur F. En effet, cette condition
donne
0B, 0B, 0B;

0=V F3+VF +V3Fp=——" - 2 _

(11.38)

On retrouve donc bien 1’absence de pdles magnétiques libres V - B = 0. On obtient
également

0B, OE, OE,
cdt  cdx  cdy’

0=VoFi2 +ViFy+ VoFy = — (11.39)

ce qui donne la composante z de la loi vectorielle de Faraday. Il en est de méme
pour les autres composantes.

Pour retrouver les autres équations de Maxwell, il faut faire intervenir le quadri-
potentiel li€ aux sources. Partons de

(11.40)
= ¢V, Foy + Y VO Ag.

En utilisant la condition (11.27) et I’équation (11.26), on trouve finalement

"V Fup = Hojp. (11.41)

Explicitons cette formule pour des indices particuliers. Par exemple, on a

Wojo = % = g"VyFo = g"' VuFio + 8" VuFao + gV Fa
0

= —ViFi9 — VaFy — V3F3 (11.42)

0 E, 0 E, 0 E, 1- -
— (=) (=2 (=) =2V E.
ox c ay c 0z c c
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On retrouve bien la loi de Coulomb (11.7). Avec un autre indice, on obtient

Hoji = —Mojr = g™ VuFui = g"'VuFor + g2V Foy + gV Fiy
= VoFo1 — Va2 — V3 F3

9 (Ex 0B, n 0B,
cdt \ ¢ ay 9z

(11.43)

Cela donne la composante x de la relation vectorielle du théoreme d’ Ampere (11.8).
Il en est de méme pour les autres composantes.

Le champ €lectromagnétique F n’est pas modifié si on remplace le quadripoten-
tiel A par A 4+ VWV, ot W est un champ scalaire. C’est cette liberté de choix qui
nous permet d’adopter la jauge de Lorentz .

Ecrites sous les formes (11.37) et (11.41), les équations de Maxwell sont mani-
festement invariantes pour les transformations de Lorentz. La non-invariance de ces
équations pour les transformations de Galilée est en fait a I’origine du développe-
ment de la théorie de la relativité restreinte (voir chapitre 2) 7.

11.6 TRANSFORMATION DU CHAMP
ELECTROMAGNETIQUE

Avec les conventions précédentes, la matrice des composantes contravariantes F*Y
du tenseur €lectromagnétique peut s’écrire

0 —E;/c —Ey/c —E;/c

P R
Ey/c B
E./c
ol
0 -B, B,
B=| B, 0 -B|. (11.44)
~B, B, 0

6. L’invariance de jauge est une notion fondamentale de la théorie quantique des champs.

7. Pour une démonstration rigoureuse de la non-invariance des équations de Maxwell sous 1’ac-
tion des transformations de Galilée, on peut consulter I’article de M. Le Bellac et J.-M. Lévy-
Leblond, « Galilean Electromagnetism », Il Nuovo Cimento, vol. 14, n° 2, 1973, p. 217-234.
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Dans I’espace-temps de Minkowski, une matrice S de changement de référentiel,
par rotation ou par parité (voir formule (2.11)), s’écrit

100 0
0

s=|o & , (11.45)
0

ol R est une matrice 3 x 3 n’agissant que sur les composantes spatiales des quadri-
vecteurs. Sous I’action de ce changement de référentiel, les composantes contrava-
riantes du tenseur F se transforment suivant la loi

e 0 (11.46)
ce qui se traduit sous forme matricielle par F = S F’ S. Le calcul explicite donne

0 —E;/c —Ey/c —E;/c

E,/c
E,/c B -
E./c
0 — (E;/C,E;/C,E;/C) R
E.Jc
~ 11.47
R | Ey/e RB'R (1147)
El/c

On constate donc que le triplet de nombres E /c, (Ex/c,Ey/c,E;[c), se transforme
bien comme un vecteur ordinaire de 1’espace (ou vecteur polaire) sous 1’action d’un
changement de référentiel par une transformation spatiale R, E = R E’. La matrice

B se transforme suivant la relation B = R B’ R. En utilisant des rotations particu-
lieres — autour d’un seul axe par exemple — on trouve facilement que cette relation

est équivalente a la transformation B=RB ob B est le triplet de nombre
(By, By, B;) . Toutefois, les composantes de la matrice B ne sont pas modifi€es par

une opération de parité. La grandeur B forme donc un pseudo-vecteur de I’espace
(ou vecteur axial).

Les composantes du tenseur F dans deux référentiels d’inertie R et R’ en mou-
vement relatif sont unies par les relations (11.32). Pour les transformations de
Lorentz sans rotation (7.15), ces relations peuvent s’écrire, apres un long calcul,
sous la forme
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i . (11.48)
5 =/ E’ aln B

Pour inverser ces équations, il suffit de changer le signe du vecteur B et de permu-
ter les coordonnées primées et non primées, en vertu des relations (7.16). Les gran-

deurs E et B ne se transforment visiblement pas comme les composantes spatiales
de quadrivecteurs ; cela provient du fait qu’il s’agit en fait de quantités extraites
d’un tenseur du second ordre. Il est possible de simplifier 1’écriture des équations
(11.48) en décomposant les vecteurs champs électrique et magnétique en leurs com-
posantes parallele et perpendiculaire a la vitesse relative des deux référentiels

Ej=E|, et B =B8], (11.49)

EJ. ﬁ/J_ n Y n R/ R E/
—=y[=+-BAB et B, =v|[B' | +BA . (11.50)
C C

11.7 FORCE DE LORENTZ

La force agissant sur une particule de charge ¢, plongée dans un champ électrique
E et un champ magnétique B, est appelée force de Lorentz ; elle dépend de la
vitesse v de la particule. Son expression bien connue est donnée par

ﬁzq(é+ﬁA1§). (11.51)

On souhaite obtenir une expression covariante de cette force de Lorentz. On s’at-
tend évidemment a ce qu’elle dépende du quadrivecteur force K, du quadrivecteur
vitesse u et du tenseur €lectromagnétique F. Essayons la forme suivante

Ky = q Fyu', (11.52)
et explicitons-la pour différents indices. Par exemple, on a

Ki = —K'=—y()F; = q Fru" = g (Fiou’ + Fiou® + Fi3u°)
(11.53)

= q (—(Ex/c)Y()c — B, Y()vy + B, y(v)v;) .

En éliminant le facteur y(v), on retrouve bien la composante x de la force de
Lorentz. Les autres composantes s’obtiennent de la méme maniere.
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On montre aisément que la composante Ko = K° du quadrivecteur force donne,
grice a la relation (11.52),

F-v=qE -7, (11.54)

ce qui s’obtient directement a partir de la force de Lorentz. Sachant que la variation
dans le temps d7T'/dt du travail T de la force €lectromagnétique sur une particule est
égal & F - v (voir section 9.2), on constate que le travail de la force magnétique est
nul ; le champ magnétique ne peut que défléchir la trajectoire de la particule sans
modifier le module de sa vitesse.

Considérons un nuage de particules de charge électrique ¢, interagissant entre
elles par l'intermédiaire du champ €lectromagnétique qu’elles génerent. Elles
gagnent ou perdent de 1’énergie sous 1’action des forces de Lorentz qu’elles subis-
sent. Il y a donc échanges d’énergie entre ces particules et le champ. Regardons
comment attribuer une énergie au champ électromagnétique de maniere a ce que
I’énergie totale du systéme particules-champ soit conservée. Supposons que les par-
ticules constituent une distribution quasi-continue de charges de densité p et qu’el-
les sont contenues dans un volume V délimité par une surface Xy. En vertu de la
formule (11.54), la variation dans le temps du travail des forces €lectromagnétiques
pour un élément de volume dV de cette distribution vaut pdV E - v, ot E est le
champ électrique généré par la totalité des charges. Pour I’ensemble des particules,

on a alors

dT - N

—=/pE-vdV=/E-jdV
dt 14 14

1 - (=~ - 18E
=| —E.(VAB—-=-"Z)av.
v Uo c? ot

Un calcul auxiliaire donne

(11.55)

-

)
E-(VAB)=V - (BAE)+B-(VAE)=V - (BAE)~B-7". (1156)

Ces relations permettent d’écrire

dT—/l V. (B AE) L9 E2+§2 av (11.57)
dt  Jy wo 29t \ 2 ’ ’

En utilisant le théoréme de Gauss, on peut écrire le travail des forces électroma-
gnétiques comme la somme de deux contributions

dT EAB - d gE? B2
— = dS — — | [ ==+ =— )av. (11.58)
dt 5y Mo dar Jy \ 2 2u0
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Le premier terme du membre de droite de 1’équation (11.58) décrit les échanges
d’énergie a travers la frontiere de la distribution de charge. Le deuxieme terme
décrit les variations d’énergie a I'intérieur du volume.

On définit le vecteur de Poynting P par

EANB
W

P=

(11.59)

Le premier terme du membre de droite de 1’équation (11.58) représente le flux du
vecteur de Poynting a travers la surface enveloppant les charges et les courants
c’est le flux d’énergie di au champ €lectromagnétique. Le produit scalaire P - dS
est négatif pour un flux entrant puisque le vecteur d S est orienté vers I’extérieur de
la surface. Cela explique la présence du signe (—) devant I'intégrale de surface de
I’équation (11.58) pour que la contribution de ce flux entrant soit positive. La quan-
tité

g0k N B?
2 210

(11.60)

Ugm =

s’interprete comme la densité d’énergie du champ électromagnétique. Le signe (—)
devant I’intégrale de volume dans I’équation (11.58) fait en sorte que 1’énergie des
particules diminue quand I’énergie du champ électromagnétique augmente.

Avec ces définitions, I’équation de conservation (11.58) prend la forme simpli-
fiée suivante

d .o
—(T+U)=—/ P-ds, (11.61)
dt sy
ou U est I’énergie totale du champ électromagnétique fv ugm dV. Pour un champ
électromagnétique seul (T = 0), I’équation de conservation (11.61) peut se mettre
sous la forme locale

dem = =
g‘;m +V.-P=0. (11.62)

11.8 ONDES PLANES

Dans le vide et en 1’absence de charges et de courants, chaque composante Y du
champ électrique ou magnétique obéit a 1’équation de propagation Oy = 0 (voir
section 11.2). Considérons une onde plane monochromatique sinusoidale de pulsa-
tion ® et de vecteur d’onde k

E:Eocos@-?—mt),
(11.63)

-

B:Eocos(lz-f—mt),
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ou Ey et By sont des vecteurs constants.
On a ® =2mv ou Vv est la fréquence de

SN
by
)

I’onde et |/2| = 2m/A ol A est la longueur
d’onde. La condition Oy = 0 entraine
0’ /c* = k2, ce qui est équivalent a la
relation connue A = ¢/v. Les équations de
Maxwell (11.5) et (11.7) donnent immé- R

Figure 11.1 Vecteur champ électrique E,

diatement k- Eg =0 et k- By =10. De vecteur champ magnétique B et vecteur
plus, les équations de Maxwell (11.6) et d'onde k d'une onde électromagnétique

(11.8) impliquent les égalités suivantes plane.
]_C) VAN E'() — (,Oéo = 6,
L ® - - (11.64)
k A\ BO + —2E0 - O
C
On vérifie que la solution de ces équations est donnée par
S S
By = - (kA Eo) . (11.65)

ol k =k / II; | est le vecteur unitaire donnant la direction de propagation de 1’onde.
Il existe donc une relation simple entre le champ €lectrique et le champ magnétique
d’une onde plane. De plus, les trois vecteurs E, B et k forment un triedre trirectan-
gle (voir figure 11.1).

Comme le vecteur de Poynting (11.59) de I’onde plane dépend du temps, seule

sa valeur moyenne (P) sur une période est une quantité intéressante. Un calcul sim-
ple donne <0082 (k T — wt)) = 1/2. En utilisant ce résultat avec les valeurs des

champs donnés par les relations (11.63), il vient

(P) =

o CEO A (l@ A E“o)
’ (11.66)

Le flux d’énergie est donc proportionnel au carré du module du champ électrique.
Le lien entre le module du champ électrique d’une onde plane mesuré dans deux
référentiels d’inertie R et R’ unis par une transformation de Lorentz sans rotation
de vitesse Bc est donné par (voir exercice 11.4)

> > AN2 o
E2=72<1+B-k/> E™. (11.67)
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En utilisant les relations (11.66) et (11.67), on retrouve bien la loi de transformation
de I’intensité (9.51) énoncée dans la section 9.5.3.

11.9 MOUVEMENT D'UNE CHARGE DANS UN CHAMP
ELECTRIQUE UNIFORME

Soit une particule de masse m et de charge ¢, au repos a I’instant t = 0 dans un réfé-
rentiel d’inertie donné, plongée dans un champ électrique uniforme. La force de
Lorentz s’exergant sur cette particule implique que

dp -

T =qE. (11.68)
Fixons le systeéme d’axes de telle sorte que ce champ électrique soit orienté suivant
I’axe Ox du référentiel, avec £ = E,. En vertu de la formule (11.68), I’'impulsion
suivant les axes Oy et Oz est constante, et donc nulle puisque la vitesse initiale dans
ces directions est également nulle. Le long de I’axe Ox, I’équation (11.68) s’inte-
gre immédiatement pour donner p = g £t (p = p, puisque p, = p, = 0). La parti-
cule se déplace donc le long de I’axe Ox avec une vitesse v telle que

v q€&
————— = At avec A= —, (11.69)
V1 —v2/c? m

1.5
o | - ————————
-
e Vs
(4
/
/
/
054!
B —Théorie non relativiste
| ———-Théorie relativiste
® Expérience
0.0 T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

El(mc?)

Figure 11.2 Vitesse v d'électrons relativistes en fonction du rapport E /(mc?) ou E
est leur énergie totale et m leur masse. Les cercles pleins sont des données
expérimentales & ; le trait pointillé représente la prédiction de la théorie de la relativité ;
le trait plein représente la prédiction de la mécanique classique.

8. William Bertozzi, « Speed and Kinetic Energy of Relativistic Electrons », American Journal
of Physics, vol. 32, n° 7, July 1964, p. 551-555.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

11.10 Potentiel et champ d’une charge en mouvement 249

ol A est une grandeur ayant la dimension d’une accélération. La vitesse de la par-
ticule en fonction du temps est donnée par

At

J1+ A%2/c2

Il s’agit d’un mouvement a accélération propre constante de module A (voir équa-
tions (8.76)).

La force de Lorentz a ainsi été vérifiée expérimentalement avec une tres grande
précision (voir figure 11.2). Les principes de fonctionnement des accélérateurs de
particules sont basés sur cette formule (voir exercices 11.11 et 11.13). Les propul-
seurs ioniques de certaines sondes spatiales fonctionnent grace a des champs élec-
triques intenses. L utilisation de tels champs de force est également envisagée pour
envoyer dans I’espace des charges utiles depuis le sol d’une planéte au moyen d’une
rampe électromagnétique °.

(11.70)

V=

lllustration 11.1 Dessins de Raoul Giordan, extraits de Anticipation n° 17 (Artima, 1980).
Une rampe électromagnétique pourrait étre installée sur la Lune pour envoyer
dans I'espace des matériaux extraits du sol lunaire. Ceux-ci pourraient servir
a la fabrication d'astronefs ou de colonies spatiales.

11.10 * POTENTIEL ET CHAMP D'UNE CHARGE
EN MOUVEMENT

Considérons deux référentiels d’inertie R et R’ unis par une transformation de
Lorentz sans rotation de vitesse Bc. Une charge g occupe I’origine du repére spatial
du référentiel R'. Dans ce référentiel, le courant di a cette charge est nul et, donc,
il est loisible de choisir le potentiel vecteur A’ également nul. Par contre, le poten-
tiel scalaire est donné par

9. Voir par exemple : Richard D. Johnson et Charles Holbrow, édit., Space Settlements — A

Design Study, NASA SP-413, 1977 ; Gerard K. O’Neill, The high frontier. Human colonies in
space, Apogee Books, 3¢ éd., 2000 ; les ouvrages de Mallove et Matloff (biblio).
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q el (11.71)

(l)/ = = .
dmegr’ 47te) /%2 + y/2 + 72

On en déduit que le champ magnétique B’ estnul et que le champ électrique vaut

7/
Er=1 (11.72)
411:8()}" /
Pour connaitre les champs électrique et magnétique dans le référentiel R, on utilise
les lois de transformation (11.49) et (11.50). On trouve alors

- - qr |
E,=E) =

| ™ dmegr
= 'Y‘]’7J_
E| =YE' = —,

4regr’ (11.73)

B, =0,
- 1% YqV AT
B, =y—= AE’ .

+ YCZ 4meoc2r’

Remarquons que, dans le référentiel R, le champ magnétique B nest pas nul, ce qui
semble assez naturel puisque la charge est en mouvement dans ce référentiel. On

peut obtenir les expressions des champs E et B en fonction des coordonnées 7 et t
en utilisant les loi de transformation (7.12). On obtient ainsi

P Y9Gy — Vi)
' dmeolP Gy — ViR + 7P
FL = Yqr.
Ameo [P (7 — VD2 + 7212 (11.74)
By =0,
- VAP
B Yq rL

1 = N = . .
dmec2[V2(F — V)2 + 73 P2

Pour analyser ces relations, plagons-nous au temps ¢t = 0, pour lequel la charge est
a I’origine, et choisissons la vitesse relative dirigée suivant les axes Oz et O7'. Les

expressions pour le champ électrique E(O) a I'instant initial se simplifient un peu

et deviennent
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g7

F1O = ire, 03

(11.75)

avec

D = y’r’cos’0 + r’sin’6 = y’r* (1 — B’sin’6),
(11.76)

ou O est I’angle polaire (par rapport a ’axe Oz).
Finalement, on trouve

-

- qr
1 EQ) = ,0), 11.77
O = 4o /(B0 (11.77)
Figure 11.3 Dépendance
angulaire (11.79) du module ‘—}
du champ électrique d'une D _ I
charge en mouvement B(0) = 2 NE, (11.78)
uniforme de vitesse V, pour
V =0 (trait pointillé) avec
et V = 0,8¢ (trait plein). 5.6 _ Bz
(p,6) = - . 11.79
f (1 — B2sin’0)3/2 ( )

On a évidemment £(0,0) = 1, et on constate que f(B,0) = 1/y et f(B,%x/2) = 7.
Quand la vitesse de la charge augmente, le champ se concentre dans les directions
perpendiculaires a la vitesse (voir figure 11.3).

Remarquons que le champ €lectrique (11.77) est radial, ce qui signifie que le vec-
teur E(0) pointe dans la direction d’une ligne passant par la position instantanée de
la charge. Donc, un observateur du référentiel R, situé en un point quelconque de
I’espace, mesure dans son voisinage en t = 0 un champ électrique pointant exacte-
ment depuis la position de la charge en t = 0. Cela ressemble de maniere inquié-
tante a une transmission instantanée de I’information. En fait, il n’en est rien car,
dans la situation considérée, la charge possede depuis toujours un mouvement uni-
forme qui lui impose de passer par I’origine spatiale du référentiel a I’instant initial.
Cette information est disponible pour tout observateur et c’est 1’histoire passée de
la charge qui détermine le champ observé.

Que se passe-t-il dans le cas d’une charge possédant une vitesse variable ? On
peut montrer que les solutions générales des équations de Maxwell sont telles que
lorsque qu’une source subit une modification, les champs €lectrique et magnétique
en un point de I’espace ne s’adaptent a cette modification qu’apres un temps égal a
£/c, ou £ est la distance entre la source et le point considéré. Ces solutions sont
appelées solutions retardées 1°. L « influence électromagnétique » se propage donc,
comme une onde électromagnétique, a la vitesse c.

10. Voir, par exemple, le livre de J. D. Jackson, chap. 6 (biblio).
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En utilisant les expressions ci-dessus d’un champ électromagnétique généré par
une charge ponctuelle, on peut montrer que la force qui s’exerce sur une charge g
due a une charge g, n’est en général pas la méme que la force qui s’exerce sur la
charge g, due a la charge ¢;. Il s’agit 1a d’une violation flagrante du principe de 1’é-
galité de I’action et de la réaction. Ce principe est en fait incompatible avec la rela-
tivité restreinte qui implique que toute interaction se propage avec une vitesse finie.
Appliqué a des objets €loignés, en mouvement et interagissant, le principe de 1’¢é-
galité de I’action et de la réaction nécessiterait une transmission instantanée des for-
ces. Il doit donc étre abandonné dans la théorie de la relativité restreinte.

N2
N

Figure 11.4 Une charge initialement au repos est instantanément accélérée et poursuit son

mouvement a vitesse constante V = 0.8 c. Les lignes de champ sont rectilignes et s’inter-
rompent au niveau d'une sphére dont le rayon croit a la vitesse c.

Il est également possible de visualiser la structure du champ électrique d’une
charge en mouvement au moyen des lignes de champ. Calculons le flux

W:/E(O)-d§ (11.80)
S

du champ électrique E (0) a travers une calotte sphérique S, de rayon R, centrée sur
la charge et dont la frontiere circulaire est donnée par une valeur constante 0, de
I’angle polaire. En utilisant 1’équation (11.77) et la symétrie cylindrique du pro-
bleme autour de 1’axe Oz, on trouve

0.
_ 9 2.
W) = 211/0 47t80sz([i,e) R~sin6do, (11.81)
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puisque le vecteur E (0) est partout orthogonal a la calotte S. Calculons le flux
W (0) traversant une calotte limitée par un angle 6y pour une charge immobile dans
le référentiel R (B = 0). Calculons également le flux W () traversant une calotte
limitée par un angle 63 pour une charge mobile dans le référentiel R ( # 0).
Regardons le rapport qui doit exister entre les deux angles 6 et Og pour que les flux
W(0) et W(B) soient égaux. L’intégration de la formule (11.81) donne la condi-
tion !

cos6p
cosfy) = ————, (11.82)
/1 — B2sin®6
ce qui peut s’écrire sous la forme plus simple
tanBg = ytan6y. (11.83)

Curieusement, cette relation entre deux angles, basée sur une égale inclusion de flux
de champ €lectrique, est identique a la relation existant entre les angles qu’une tige
rigide fait avec les directions de la vitesse relative dans son référentiel propre et dans
celui ou elle est en mouvement (voir section 4.3). On peut donc considérer que si
une ligne de champ fait un angle 6" avec I’axe Oz’ dans le référentiel ou la charge
est immobile, la ligne de champ équivalente fait un angle 6 dans le référentiel ou
elle est en mouvement, avec la relation tan® = ytan®'. Les lignes de champ élec-
trique d’une charge en mouvement « se redressent » par rapport a leur configuration
dans le référentiel propre de la charge 2.

Supposons qu’une charge initialement au repos soit instantanément accélérée au
temps ¢ = 0 jusqu’a une vitesse élevée V et qu’ensuite elle garde un mouvement
uniforme a cette vitesse. Apres un temps At, la charge a parcouru une distance V At.
A Dextérieur d’une sphére de rayon cAt centrée sur la position de la charge en
t = 0, le champ est celui de la charge immobile avant son accélération. L’ influence
électrique n’a pas encore eu le temps de se propager au-dela d’une distance cAr. A
I’intérieur de cette sphere, le champ correspond au champ d’une charge en mouve-
ment uniforme. Les angles que font les lignes de champ dans et hors de cette sphere
sont li€s par la relation (11.82). La carte du champ électrique dans cette situation est
dessinée sur la figure 11.4

11. Primitive utile : [ dx/ (1+x2)"" =x/ (1 +x2)"”.

12. La structure des lignes de champ €lectrique pour une charge animée de différents mouve-
ments est étudiée dans ’article de Roger Y. Tsien, « Pictures of Dynamic Electric Fields »,
American Journal of Physics, vol. 40, n° 1, January 1972, p. 46-56.
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EXERCICES

Les réponses a ces exercices sont données a la page 274.

11.1  Manipulations de formules

(a) Calculer les invariants (11.33) et (11.34).
(b) Démontrer les lois de transformation (11.48)-(11.50).

(c) Montrer que le champ électrique (11.72) dérive bien du potentiel scalaire
(11.71). En déduire le champ électromagnétique (11.73).

(d) Etablir les relations (11.82) et (11.83).

11.2 Invariants de deux champs électromagnétiques

Soient deux champs €lectromagnétiques différents (E: 1, B 1) et (Ez, Ez). Montrer que
les deux quantités E| - B, + By - E; et ¢*B; - B, — E; - E, sont des invariants lors
d’un changement de référentiel inertiel.

11.3  Accélération d’'une particule

Une particule, de masse m et de charge €lectrique g, est soumise a un champ
électromagnétique (E, B). Dans ce champ, elle acquiert une vitesse v et une accé-
lération @ = dv/dt. Montrer qu’on a la relation

o= n% [(E Y TAB)—B(E - 17)/02] J1— 02/,

11.4 Champ électromagnétique d’une onde plane

On considere une onde plane caractérisée par un champ électrique E etun champ

magnétique B dans un référentiel R. Dans un référentiel R, lié au premier par une

transformation de Lorentz sans rotation de vitesse V, les champs €lectrique et

magnétique de la méme onde sont respectivement £’ et B’

(a) Exprimer E” et B” en fonction de E2 et B2 dans le référentiel R et retrouver
la formule (11.67).

(b) Que valent les invariants de champ dans le cas d’une onde plane ? En conclure que
les caractéristiques d’une onde plane résistent a un changement de référentiel.
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11.5 Une nouvelle facon d’obtenir les invariants de champ

Soit un champ €lectromagnétique (E ,é). On construit le vecteur complexe
D = E +icB. Montrer que, lors d’une transformation de Lorentz spéciale le long
de I’axe Ox, ce vecteur se transforme comme pour une rotation autour de Ox avec
un angle imaginaire. En déduire que ¢B? — E? et E - B sont les seuls invariants du
champ électromagnétique.

11.6 Force de Lorentz

Dans un référentiel R, la force de Lorentz F est donnée par la relation (11.51). On
considére la méme situation dans un autre référentiel R', li€ au précédent par une
transformation de Lorentz sans rotation de vitesse V.

(a) En utilisant les propriétés de transformation de la charge électrique, de la vitesse
et du champ €lectromagnétique sous ce changement de référentiel, calculer la
force F’ obtenue en imposant la méme forme de loi de force.

(b) Montrer que F’ et F sont liés par la formule traditionnelle de transformation des
forces. Conclusion.

11.7 Champ électromagnétique spécial

Dans un référentiel R, on dispose d’un champ électromagnétique (E ,E) quel-
conque.

(a) Est-il possible que ce champ électromagnétique apparaisse comme purement
électrique £ dans un autre référentiel R’ et, en méme temps, comme purement
magnétique B” dans un troisi¢me référentiel R” ?

(b) Quelles sont les caractéristiques que doit vérifier le champ électromagnétique
pour qu’il existe un référentiel dans lequel le champ soit purement magnétique?
Montrer que cette condition peut étre satisfaite pour un champ électrique tou-
jours contenu dans le plan Oyz et un champ magnétique tels que les rapports
E./(cBy) et —E,/(cB;) sont égaux a une constante inférieure a 1.

(c) Soit une onde plane (E ,E) superposée a un champ magnétique ]_?35 statique, uni-
forme et dirigé le long de la propagation de I’onde. Montrer que la condition de
la question (11.7b) peut étre satisfaite.

(d) Quelles sont les caractéristiques que doit vérifier le champ électromagnétique
pour qu’il existe un référentiel dans lequel le champ soit purement électrique?
Montrer que cette condition peut étre satisfaite pour un champ magnétique tou-
jours contenu dans le plan Oyz et un champ électrique tels que les rapports
E./(cBy) et —E,/(cB;) sont égaux a une constante supérieure a 1.
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(e) Soit une onde plane (173 ,E) superposée a un champ électrique ES statique, uni-
forme et dirigé le long de la propagation de 1’onde. Montrer que la condition de
la question (11.7d) peut étre satisfaite.

11.8 Champ d’un courant rectiligne infini

On considere un fil linéaire infini possédant, dans un référentiel R, une densité
linéique de charge électrique A statique.

(a) Montrer, en utilisant par exemple le théoréme de Gauss, que le champ électrique
créé par cette densité de charge est radial et vaut E(r) = A/(2negr), ou r est la
distance entre le fil et le point d’observation du champ.

(b) Cette densité de charge est mise en mouvement avec la vitesse V le long du fil.
Elle crée un courant i et un champ magnétique B. En se servant de la loi de
transformation du champ €lectromagnétique, trouver I’expression de B en fonc-
tion de i et de 7, vecteur position du point d’observation par rapport a une ori-
gine quelconque choisie sur le fil. Conclusion.

11.9 Particule dans un champ électrique constant

Une particule, de masse m et de charge g, est soumise a I’action d’un champ élec-
trique uniforme et constant E dirigé le long de I’axe Oz. A I'instant t = 0, la parti-
cule se trouve a I’origine et posséde une vitesse vy faisant un angle 6 avec la direc-
tion du champ.

(a) Ecrire les équations relativistes du mouvement de la particule.

(b) Montrer que la particule reste constamment dans le plan formé par E et . On
fera désormais un choix des axes tel que ce plan est le plan Oyz.

(c) Intégrer les équations différentielles du mouvement pour trouver les équations
horaires y(t) et z(z).

(d) Que deviennent ces équations horaires a la limite non relativiste ?

11.10 Particule dans un champ magnétique constant

On consideére un champ magnétique uniforme et constant B dirigé le long de I’axe
Oz. Une particule, de masse m et de charge g, est introduite (par exemple a 1’ ori-
gine) au temps ¢ = 0 dans ce champ, avec une vitesse vy faisant un angle 0 par rap-
port a la direction du champ. On aura intérét a décomposer cette vitesse en une
composante de module a le long de B et une composante de module b dans le plan
perpendiculaire a B.

(a) Montrer que le module v de la vitesse v(t) dela particule reste constant au cours
du temps.
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(b) Ecrire les €quations du mouvement de la particule. Montrer que la composante
de v(7) le long de B reste constante. En déduire que le module de la composante
de v(¢) dans le plan perpendiculaire a B reste également constant.

(c) En intégrant les équations du mouvement, montrer que la particule décrit une
hélice. On donnera les caractéristiques de celle-ci : position de 1’axe, rayon et pas.

(d) Calculer le temps 7 mis pour faire un tour complet sur la trajectoire. Pour une
méme valeur du module de la vitesse, montrer que le rayon de I’hélice est d’au-
tant plus faible que 6 est petit, mais que, par contre, la période pour un cycle
complet est indépendante de 6.

11.11 Champ électromagnétique croisé

Dans un référentiel inertiel R, on considére un champ €lectromagnétique constitué
d’un champ €lectrique uniforme constant £ et d’un champ magnétique uniforme
constant B qui lui est orthogonal. Pour simplifier le traitement, on pourra faire un
choix d’axes tel que E = Ee, et B = Bé,, ou e, et ¢, sont respectivement les vec-
teurs unitaires le long des axes Oy et Oz. Une particule, de masse m et de charge
q, est lachée dans ce champ électromagnétique sans vitesse initiale depuis 1’origine.

(a) On suppose la condition 0 < E < ¢B. Au bout de combien de temps la parti-
cule se retrouvera-t-elle a nouveau avec une vitesse nulle ?

(b) On suppose a présent la condition 0 < ¢B < E. Montrer que la particule pos-
séde un mouvement asymptotique avec une accélération propre constante de
module (¢/m)~/ E? — ¢2B? dans une direction faisant un angle arccos(cB/E)
avec ’axe Ox.

11.12 Champ électromagnétique créé par un plan infini

Dans un référentiel inertiel R, on considere un plan infini de charges électriques, de
densité superficielle constante 6. On choisit une origine et un systeéme d’axes tel
que ce plan coincide avec le plan Oxy. Ces charges se déplacent a la vitesse cons-
tante v dans la direction de I’axe Ox. On note é,, éy, ¢, les vecteurs unitaires sur
chacun des axes Ox, Oy, Oz. On montre que le champ électromagnétique, dans le
référentiel R, est donné par

E =0é./(28) et B = —loové,/2

On introduit un autre référentiel d’inertie R’, qui se déplace avec la vitesse cons-
tante V dans le sens des x positifs par rapport au référentiel R.

(a) Donner la vitesse v’ des charges dans le référentiel R ; on I’exprimera en fonc-

tion de & = V/c et P = v/c. Calculer aussi /1 — v/?/c2.
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(b) Que vaut la densité superficielle de charge ¢’ dans le référentiel R’ ?

(c) Par analogie avec I’expression donnée précédemment pour le champ €lectroma-
gnétique dans le référentiel R, donner I’expression du champ €lectromagnétique
(E',B’). Vérifier qu’elle est cohérente avec la transformation de Lorentz sur les
champs. Que se passe-t-il si V = v ?

(d) Une particule, de charge ¢ et de vitesse v dans le référentiel R, est soumise a
I’action de ce champ électromagnétique. Quelle force subit-elle dans le référen-
tiel R ? Et dans son référentiel propre ? Comparer ces deux forces. Le résultat
est-il en accord avec celui obtenu en utilisant le quadrivecteur force ?

11.13 Accélérateur linéaire

Un accélérateur linéaire est formé de plusieurs cylindres métalliques coaxiaux suc-
cessifs. On injecte une particule de masse m et de charge ¢, avec une vitesse vy le
long de I’axe commun des cylindres. A I’intérieur des cylindres le champ électrique
est nul. Entre chaque cylindre existe une différence de potentiel sinusoidale qui pro-
duit un champ €lectrique E = Ej sin (0¢) le long de I’axe, dans 1’espace entre les
cylindres.

La longueur des cylindres et des espaces entre les cylindres est choisie de telle sorte
que la durée du transit des particules dans les cylindres et dans les espaces intercy-
lindres soit toujours égale a une demi-période 7 /2 du champ électrique.

On se place dans un cadre non relativiste (formules de la dynamique de Newton).

(a) Trouver, en fonction de E( et o, la variation de vitesse Av = v, — v,_1 entre les
passages entre deux zones accélératrices consécutives n — 1 et n.

(b) Exprimer, en fonction de [y = mvg/® et Al = TAv/m, les longueurs L, et [, de
la n® zone accélératrice et du n° cylindre respectivement.

(c) Les particules ont une énergie cinétique initiale 7j et une énergie cinétique finale

Ty. Calculer le nombre total N de cylindres et la longueur totale L de 1’accéléra-
teur.

(d) Comment faudrait-il modifier Eqy et ® pour que 1’accélérateur puisse fonction-
ner avec des particules d’énergies cinétiques différentes ?

11.14 Des référentiels particuliers

Soit, dans un référentiel inertiel R, un champ €lectromagnétique (E, E) uniforme et
constant. On suppose E - B = 0.
(a) Montrer que le rapport R = (E* + ¢*B?) / |E A c¢B]| est toujours supérieur a 2.

(b) Montrer que s’il existe un référentiel inertiel pour lequel le champ électrique est
parallele au champ magnétique, alors il en existe une infinité qui ont tous une
direction commune de vitesse relative.
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(c) Montrer qu’il existe de tels référentiels et, en particulier, que I’'un de ceux-ci se
déplace par rapport au référentiel R selon une direction parallele au vecteur
E A B, avec une vitesse de module B donné par la plus petite racine de 1’équa-
tion B> — R B + 1 = 0. Montrer en particulier que cette valeur de B est un nom-
bre réel inférieur a 1.

11.15 Electrodynamique non linéaire

1l existe une infinité de systemes d’équations invariantes sous les transformations de
Lorentz et qui, contrairement aux équations de Maxwell, ne sont pas linéaires. Nous
proposons ci-dessous un modele non linéaire traitant d’équations semblables a cel-
les de I’électrodynamique. Les champs électrique E et magnétique B y sont reliés
par les équations suivantes

5 o Ao o5 o o
V.-E=——B-V(E-B),
€0

ool
I

- 1 9E _3(E-B
A IE x(zeg

— —EAV(E-B)),
2, THo ( ))

avec les deux premieres équations structurelles de Maxwell inchangées. L’effet de
la non-linéarité qui apparait dans les deux autres, est de créer des charges et des cou-
rants a partir du champ lui-méme. La constante A est nécessaire pour rendre les
équations dimensionnellement homogenes. Le but de cet exercice est de montrer
que ces équations préservent deux grands principes de conservation.

(a) Montrer que ces deux dernieres équations sont dimensionnellement correctes.
Quelle est la dimension [A] de la constante A ?
(b) Par analogie avec les équations de Maxwell, il est naturel de définir une

densité de charge p = —\B - %(E : E) et une densité de courant
f: A [éa(é . E)/Bt —EA %(E . é)] Montrer que ces définitions sont
compatibles avec le principe de conservation de la charge, exprimé par I’équa-
tion de continuité dp/dt + V - j = 0.

(c) On définit encore le vecteur de Poynting par P= (E A E) /Uo. Montrer que la
relation qui exprime la conservation de I’énergie d’un champ €électromagnétique

seul dugm/0t + V- P =0 entraine une modification de la densité d’énergie
électromagnétique de la forme suivante

§2 €0 E‘Q
2},[0 2

Ugm =

A=z
+§(E-B).



Solutions des exercices

S’il n’y a pas de solution, c’est qu’il n’y a pas de probléeme.

Devise SHADOK

Seuls les exercices dont la solution ne figure pas dans 1’énoncé sont repris ci-dessous.

CHAPITRE 1

1.1 L'horloge a photons galiléenne

¢’ = vitesse de la lumiére dans le référentiel R ; ¢ = v/¢’> + V2 = vitesse de la lumiere
dans le référentiel R. On a At = D/c et At' =2d/c’, d’ou At = Ar'.

1.2 Utilisation d’horloges atomiques dans les avions
(@) p < V2/(2c?), soit p < 2,7 x 10713,

(b) AT = 8,65 ps.

1.3 Voyage vers Androméde

(@) B =0,995671,1 = 213780 ans.
(b) B = 0,999 565, T = 67801 ans.
(QB=1-3,781 x 107", T = Ty + 0,76 h.

1.4 La course infernale

Atrerre = 126,23 55 At/

proton — 1 j 47 min 38 s ; le temps n’a pas de sens pour le photon.

1.5 Vitesse relative de deux fusées

Vryr = f(Vryr) et Vryr = f'(Vgsr'). Le principe de relativité impose que les deux fonc-
tions fet f’ sont égales. A la limite des faibles vitesses, f = f’ = identité.
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1.6 Roemer et les éclipses de lo

(@) N = T,/(2T;), soit N = 103.

(b) AT ~nT;d’ou T, =~ T;.

() AT —nT; = (2R/c)sin (nm/2N) au voisinage de la 1* quadrature ;
AT — nT; =~ —(2R/c)sin(nmt/2N) au voisinage de la 2° quadrature.

(d) ¢ =~ 220000 km/s.

(e) ¢ ~ 300000 km/s.

CHAPITRE 2

2.1 Synchronisation des horloges

(1) On peut mettre un miroir sur I’horloge a synchroniser, faire un aller retour a un rayon de
lumiere a partir de I’horloge de référence, calculer la distance entre les deux horloges et
transmettre a I’horloge le décalage en temps correspondant a un aller simple.

(2) On peut transporter I’horloge de référence aupreés des horloges a synchroniser a une
vitesse si lente que les effets relativistes soient inférieurs a la précision des horloges.

(3) On synchronise des horloges toutes disposées au méme endroit. On place ensuite ces
horloges en différents points du référentiel en s’assurant qu’elles subissent toutes le
méme facteur de dilatation du temps (qui dépend du module de la vitesse et non de sa
direction) lors de leur déplacement. Elles restent ainsi toutes synchronisées apres leur
arrét.

2.2 Changement d’origine

ct—19) = 7yl —1) +BH —xp)],
x—x0 = y[(x'=x{)+ Bl —1)],
y=y = Y=Y
z—z0 = 7 -z

2.3 Une rotation particuliére

ct' =ctcoso—x'sina et x=ctsino+x'coso avec sino=p.

2.4 Une vitesse particuliére

v/e=,/(y—1/(y+ 1) (voir exercice 3.7).

2.5 Une particularité graphique

Sur la figure 2.4, il est indiqué X =In(1/(1 —B)) = —In(1 —B) en abscisse et
Y =1In(Q(B)) en ordonnée, avec B — 1. Ona: Y = X/2 pour Q =v; Y = X/2 pour
QO =py;Y=In2+ X/2 pour Q = K. Ce sont toutes des droites de pente 1/2.

2.6 Evénements ponctuels

@11 —t=vt—1) > (r—1) ;égalité siy=1 donc V = 0.

(b) L? =12 + (72 —D(x, —x))* > L%, égalité siy= 1 donc V = 0.
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2.7 Détermination du facteur y

@oV)=V/ vZ, oll v est une vitesse arbitraire assurant les bonnes dimensions.
(b) (V) = V/c2.
(© Y(V) =y(=V) ; puis Y(V) = (1 = V*/c}) 712,

CHAPITRE 3

3.1 Evénements causalement indépendants

(@) s? = 212 /4 — a®; V = —c?1/(2a) ; événements causalement reliés si |a/T| < c/2.

(b) 1] = 1} = 3|a|t//4a® — 7.

3.2 Communications relativistes

Calculer les intersections des lignes d’univers des photons, de la Terre et de la fusée. Prendre
soin du signe de la vitesse.

3.3 Plus vite que la lumiére

(a) Dans un diagramme de Lorentz, dessiner les lignes d’univers de messages instantanés
échangés entre deux observateurs en mouvement relatif. La réponse a un message peut
arriver avant ’envoi du message. Imaginer ce qui se passe si un message n’est émis que
si la réponse a ce message n’arrive pas.

(b) Une particule infraluminique (supraluminique) I’est dans tous les référentiels d’inertie.
Une particule ultraluminique dans un référentiel peut ne pas 1’étre dans un autre réfé-
rentiel.

3.4 Oscillateur harmonique

@1t —10=T/2;t; —t; =YT/2+ 2Bd/c). On ne trouve pas simplement yT'/2, car les
temps mesurés ne sont des temps propres dans aucun des deux référentiels.

byt —to=T;t), — t(’) = vT. Dilatation habituelle des temps car T est un temps propre.

() Y =d cos(2nt’/(YT')). Mouvement d’amplitude d (direction transversale), mais de
période YT.

3.5 Fusée et miroir
@PourE: t=T,x=0);# =yT,x' = —yBcT) ;
Pour Ey : (ty = T/(1 4 B).x; = BeT/(1+B)) 5 (1 = T/(1 —B)/(1+B)., x| =0);
Pour E5 : (p =T /(1 = B),x2 =BcT/(1 = P)) ; (15 = T/(1 +P)/(1 = P),x; = 0).
(b) At; = BT /(1 +B); At] =BT ; At, = BT /(1 — B); At} = BT.

(0) At; + At, = 2BY°T ; At] + At/ = 2BYT. Donc At; + At, = Y(At] + At)). Cest la dilata-
tion classique des temps, car E; et E; se produisent au méme point du référentiel R’.

3.6 Une horloge au télescope

@7y —-B)/A+p).

(b) T'/y.
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3.7 Le plan d'égale heure

@ xp = ctp /= D/ 1) s xp = —xp.

(b) non ; non ; oui.

T =1/0+ 1)/2.

(d) oui.
3.8 Sources de lumiére équidistantes
(@tn=a/(v+c);x3=av/(v+c).

(b) £} = (a,/l - u2/c2) /(v +0).

@15 = a/(c —v) s x5 = av/(c —v).

)7 = (am) J(c—v)it, — 1, = 2av/ (&m).

(@ 3] =a/y/T— 7/ 1} = —av/ (/1= 07/);
xp=—a/T=v2/ st = av/ (2/T=v2/c?).

’ 1o 4 /
B, —t1=1,—13.

3.9 Gardes dans un train

(@) Pour Ey : cty = —y(1 —B)L/2 et x; =y(1 — B)L/2 ;
Pour E; : ¢t = —y(1 + B)L/2 et x, = —y(1 + B)L/2.

), —1=0:;0—1,=—ByL/c;s* =5

3.10 Ecrasement d’une fusée

@TY=H/Vo=15s; VD =Vy=4km/s; TD — 1V = TOR2/2 = 1,33 ns.

b) VP =Vo/T+o=4,147 km/s ; T? = Vo (VI+o—1) /g = 14,73 s;
T —1? = 7@ B2 + Boe +€2/3)/2 = 1,36 ns.

@7 =151,112 5 ; VO = Vi ; TO =19 =nT /24 V(Mo — 1) /g +Vi(§ — N7/ (4g)
= 0,53 ns.

CHAPITRE 4

4.1 Mouvement d'une régle

(a) tan o = —v'Py/c.
(b) 0. = 7/2.

4.2 Contraction des longueurs

On peut introduire les 3 événements suivants :
— E| : départ du photon sur le miroir de gauche ;
— E, : arrivée du photon sur le miroir de droite et réflexion vers le miroir de gauche ;
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— E5 : arrivée du photon réfléchi sur le miroir de gauche.
11 suffit de gérer correctement ces événements dans les deux référentiels.

4.3 Le cylindre « tordu »

On peut partir de la transformation de Lorentz en coordonnées cartésiennes et voir comment
se modifie 1’angle de rotation.

4.4 Distance de deux impulsions lumineuses
(@ L' =Ly/A+B)/1-pB).
(b) On peut considérer cette distance comme la distance entre deux crétes d’une impulsion

lumineuse. La relation donne alors le lien entre les longueurs d’onde dans les deux réfé-
rentiels. C’est I’effet Doppler.

4.5 Liaison radio entre une fusée et une station terrestre
(@)t =1/c =300 ns.
(b) ., =1/\/(1+B)/(1 —B) =900 ns. Aucun des deux temps ¢, ou ¢/ n’est un temps pro-

pre.
(©D=pl/1+B)/1—-p) =216 m.
4.6 Loi de Descartes

sinr/(cos r + B) = sini/(cosi — B) (voir exercice 9.9).

4.7 Forme d’une ellipse

(a) a :a/m;b:b/;cercle SIB: /a/Z_b/Z/a/'

(b)Sis=1/a%+1/b%,d =1/a> —1/b% s’ = 1/a* + 1/b*, d' = 1/a’* — 1/b"*, alors
tan(20t) = [2yd'sin2a) | / [Y*(s" + d'cos2a)) — (5" — d’cos(20)) ],
2s = Y(s' +d'cos(20)) + 5" — d'cos(2ar),

2d = \/ [V(s' + d'cos2a)) — (s' — d'cos2a))|* + [2yd'sin20) |7,
a=2/(s+d),b=2/(s —d).
4.8 Passage de régles

@iDx=Vn;x;=0;
i) 213 = 2} — X%,
iii) 12 = Y15,
(b)i)x) —x;=1;
i), —t =vt—1) ;
i) ' =yV(t, —11).
iv) [ = V(t — t1) = [’/y est la longueur de la regle dans R.
@Dn=1/Viti=n/y;
i)n=1/Vin=05/Y;
i) xp = —Yl; x5 =7l.
iv) f; > f,, mais #] < ;. Ce n’est pas choquant, car il n’existe aucun lien causal entre les
deux événements.
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CHAPITRE 5

5.1 Changement de direction d’un photon

tan 6 = Py.

5.4 Limitation de la vitesse

(b) Utilisation simple du résultat (a), avec la condition u’ < 1.
(c) Utilisation simple du résultat (a), avec la condition ' = 1.

5.5 Un tour de carré
(@) Aty = At) g = Atper = Atp g =1V

Atorar =Y'(L/V' + B/c) 5 Atap = Atcror =" /v 5 Atger =YI'(1/v" = B/c).
(b) At' = 41'/v"; At = 41’ /v'. At’ est un intervalle de temps propre.

5.6 Loi de transformation des accélérations
o=0¢/[YU+vV/H)}].
5.7 La tige déformée

En appelant d la distance du milieu de la tige a 1’objectif de 1’appareil photo, I’équation de
la trace sur la photo a pour équation

(i) (o) =

La valeur & permet de déterminer les extrémités de cette portion d’hyperbole.

5.8 Apparence d'un cube en mouvement

sinot = (B — cos 0)/(1 — B cos 0); cos 6y = .

Tant que ’angle 0 est inférieur a I’angle critique 0, on voit la face avant et la face du coté
proche ; pour I’angle critique on voit seulement la face du coté proche ; pour un angle 6
supérieur a By, on voit la face du c6té proche et la face arriere.

5.9 Photographie d'une régle en mouvement

(b) Si 6 = 0, alors L =[/y ; c’est la contraction habituelle des longueurs.

Si 0 =m/2, alors L = [f. La longueur sur le film n’est pas nulle & cause du temps de
transit des photons le long de la regle.

() L =0 pour & = 6 = arctan(1/ (By)) . Cette direction correspond a celle de la vitesse
des photons dans le référentiel R’ et, dans ce référentiel, le mouvement des photons est
parallele a la regle.

5.10 Un « paradoxe » symétrique

(a) C’est le contrdleur qui a raison.

(b) On n’arrive a aucune contradiction si on applique proprement les transformations de
Lorentz, avec une vitesse relative 2B/(1 + Bz) entre les deux fusées. Attention, deux
événements simultanés dans un référentiel ne le sont plus dans un autre.
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CHAPITRE 6

6.2 Loi de composition des vitesses longitudinales

Il suffit d’utiliser arg tanh B = arg tanh B, + arg tanh B, avec e?¥e@mhx —
1+x)/0 —x).

6.3 Une nouvelle forme de la transformation de Lorentz

Simple manipulation des fonctions hyperboliques.

6.4 Addition des rapidités

La composition des vitesses sur un axe se traduit par 1’addition des rapidités. Dans ce cas,
la rapidité finale est n0.

6.5 Propriété du facteur y

11 suffit d’appliquer la formule (6.27) d’abord avec V; et V, pour trouver V),, puis avec V3
et Vi, pour trouver V. On vérifie ensuite que 1’on obtient le méme résultat en partant de V,
et V3 pour trouver V3, puis en combinant V,3 avec V). Dans les deux cas, la vitesse finale
V est donnée par la formule (6.28).

6.7 Homogénéité et isotropie

Si un point de I’espace est isotrope, alors tout champ défini dans cet espace ne peut dépen-
dre que de la distance a ce point particulier, puisqu’il ne peut y avoir aucune direction pri-
vilégiée. Si I’espace est isotrope en tout point, alors le méme raisonnement peut étre tenu
pour tous les points de I’espace. La seule maniére de rendre cohérentes ces propriétés pour
le champ est qu’il soit homogene. Par contre, un champ de vecteur uniforme et constant est
manifestement homogeéne mais non isotrope puisqu’une direction est privilégiée.

CHAPITRE 7

7.6 Composition de deux transformations de Lorentz générales sans rotation
®F = (B+5)/(1+B-F).

7.7 Inclinaison de deux référentiels

(@) tan O = V'/(Vy(V)).

(b) tan 8" = V'y(V')/ V.

vV [y(Vy(v) —1]

VYY) + VAV

i) tan(8” — ©) ~ BY[2B + (¥ + DB — B)] /4 :

i) 0" — 0~ Bp//2.

(c) tan(0” — ©) =
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CHAPITRE 8

8.1 Calcul tensoriel
(e) Trg =4.
8.2 Calcul matriciel avec A

Tr A = 2(y+ 1). La matrice A n’est pas la représentation d’un tenseur.

8.5 Groupe de Lorentz

(a) Vérification a partir de la définition A~! = gAg et des propriétés des matrices transpo-
sées et inverses.

(b) Les matrices M sont telles que M g+gM=0.

(c) Les transformations telles que detA = —1 ou A8 < —1 ne contiennent pas I’élément
neutre.

8.7 Quadrivitesse, simultanéité et accélération

(a) Dans le référentiel de I’observateur on a u% = (c,6) et x* = (0,X) pour des événements
simultanés. Il en résulte que up - =0 ; d = +/—x2.

(b) up - ap = 0 implique que le module de la vitesse de la particule est constant dans le
référentiel de I’observateur.

8.8 Colinéarité de trois particules
On peut toujours supposer v = Aii; W = [ii. Avec o =yu)(1 — W) /[yw)A —p)] et
B=yw)—1)/[yw)A—w]l,onau=0cv+PBw.

8.9 Accélération sur une hélice

(@) ¢-v=0.
(b) [§(0)| = Rw?/[1 — (R*«?® + h?)/c?].
() R2w? + h? < 2.

8.12 Le photon peut-il rattraper le mobile ?
@) D(t) = (2/A) [,/1 ¥ A% — At/c] D) >0:D(t) — 0 sit— 00,

8.13 Forme d’une transformation de Lorentz générale

1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 cos® 0O sin®
(b) R (0) = 0 0 cos¢p —sing |’ Ry ®) = 0 0 1 0 ’

0 0 sindg cosod 0 —sin® 0 cosB

cosho sinho 0 O

silho cosha O O

Loy =1" 0 10
0 0 0 1
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cosh o x”’ x°

, , sinh o cos 0 x"° , | 0
@AX'=R®,0)L(0) X' = sinh o sin O sin (])x’0 avec X' = 0
— sinh o sin 6 cos ¢ x'° 0

8.14 Mouvement d'un gyroscope
(a) dl?/dt/ =0.La mécanique classique ne dit rien sur dL/O/dt’.

b) @’ =ci' =0).
(dL/dt=cu.

dL L
(dwu-L=0, donc 2 = -2

u.
dt c?

8.15 Symétries dans I’'espace-temps
a-v
@y = —5a;v =v—v.
a
a-v
(b)Xqv=v— 2—2a.
a

(c) Utiliser le résultat (b) pour montrer que v? = (Zqv)?2. Choisir une bonne base pour mon-
trer les propriétés du déterminant et de la trace.
(d) et (e) Utiliser encore le résultat (b).
(f) Propriété des sommes directes d’espaces.
(a+b) v

7(,14_1)).@ =Ab_>asia=b.

a-v
@A, pv=v— (a—i—b)—i—Z?b A

a~>b

CHAPITRE 9

9.1 Stabilité du photon

Une particule de masse nulle ne peut se déplacer qu’a la vitesse de la lumieére dans n’im-
porte quel référentiel. A cette vitesse, la notion de temps perd son sens, de méme donc que
la notion de désintégration qui nécessite une échelle de temps.

9.2 Pression de radiation

p =kP/(4nd*c) o k = 1 pour un corps parfaitement absorbant et k = 2 pour un corps
parfaitement réfléchissant.

6 =kP/(@4ncGM); on a o=k x0,76 g/m2 (k x 0,28 um d’AD. porbterr. =
k x 4,48 x 1076 N/m?.

9.4 La fusée et I'anneau

@ D=rBy; T =ryc.

(b) T" =r/c ; o, = arccos(—f).

() 7" =2r/c ; o) = arccos (—2B/(1 + [32)).
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9.5 Effet Doppler provenant d'une nova
(@) cos© = (cos 0 + B)/(1 +Pcos ).
(b) v=v"/(y(1 —Bcos0)) ;A =Ay(1 —Pcosb) ;
Am =N/(L=B)/(1+B) pour®=0; Ay =N,/(1+B)/(1 —B) pour 6 = 7.
V= cr/m; V ~cr/2 pour r K 1.
(d) D = crAt/ (Aam) . D ~ crAt/(2A0) pour V < c.
(e) V ~ 420 km/s ; D ~ 1443 a-l.

9.6 Leffet Doppler revisité

(a) La différence de phase vaut 2w fois le nombre de périodes qui ont défilé devant un
observateur. Ce nombre ne dépend pas du référentiel ; c’est donc un invariant. Puisque
la différence de phase peut s’écrire sous la forme k*Ar, et que Ar est un quadrivecteur,
on en déduit que k est également un quadrivecteur.

(b) Ecrire kK*Ary = k’”ArL’l et utiliser les lois de transformation des composantes Ar'™™.

9.7 Tachyons et relativité

(a) ds? < 0 ;v > ¢ dans tous les référentiels.

(b) u* = (c/\/vz/c2 — 1,1_5/\/1)2/c2 — 1) cu? = —c2,
(v €lc,00].
(d) p> = —m?c%.

(€) E =m,c?*/Jv2/c2 —1;p=mv/Jv?/c? —1.
O p?> =m?c® E = p3cr+m?c* et E =mc?/ /1 —v2/c? ;p =mv//1 —v2/c2.
(@) U = pc’/E.

9.8 Rayonnement d’une source en mouvement
(a) cos 0 = (cos 0 4+ B)/(1 +Pcos ) ;sin® = sin®/[y(1+pcos®)].
(b) cos O ~ cos® pour B~ 0; cos 0 ~ 1 pour B ~ 1 mais cos 6 = —1 pour 6’ = 7.
(d)f(8) = (1 —B*)/(1 — B cos 6)*.
(e) cos 0, = 1/p — (1 — B>)/B*>.
9.9 Effet Doppler sur un miroir mobile
(@) cos o; = (cos ar; +B)/(1 +PBcosa) ;sina; = sino/ [y(l + B cos (x;)] ;
cos 0, = (cos of — B)/(1 — B cos o)) ; sina, = sin o/ [y(1 — P cos 0)].
(c) V/c = sin(o,, — o) /(sin o; + sin o).
(d) v, = v; sin o/ sin o, ; pour une incidence rasante v, = v;(1 — B)/(1 + B).

9.10 Angle de visée d'une particule
(@) tan 0’ = sin 0,/1 — B2/(cos 0 — By) avec y = E/+/E* —m3c*.
(b) E(0) = mc? cos 8/,/cos?0 — B2, a condition que 8 < arccos et E > mc?/,/1 — B2.



270 Solutions des exercices

(c) tan ©' = sin 6/1 — V2/c2/(cos ® — Vu/c?).
du=c?/V.

9.11 Oscillateur harmonique relativiste

(@) x(t) = A cos(mt).

(b) E = mx?/2 + Kx*/2 = K A?/2 constant.

() dy/dt = Pix/c? ;i = —o?x(1 — x%/c?)3>.

(d) E = ymc? + Kx?/2 constant ; y = 1 + [0*(A? — x?)] /(2c?).

. c W*(A% — x?) W?(A? = x?)
@)1= jE1 + [02(A2 = x2)] /(2(:2)\/ 2c2 (2+ 2¢2 ) '
() o= (0?A%)/(4c?).

@ T — To = To(3vj,)/(8c?) .

9.12 Echos laser sur une fusée

@) E; : (cty,x; = 0) ; (cr] = yery,x) = —Bety) 5
Ey: (cty = ct1/(1 — B).xy = Bety /(1 — B)) (cté — et /A B/ = P)oxy = 0) ,
s+ (et =1 AFB/T=Br et /(1 = B).xs =1 T+ BT = B + et /(1 = )
(ctg =l+4cti /A +B)/(1—PB),x; = 1) :

Ey:(cts=ctiy(14+B)/(1 =B),xs =0) ;

(et = eny/T+B/(1 = BYV2.x, = —Berr/T+B/(1 = B2 ;
Es: (ets = 20/(T+B)/(T = B) +en(l+B)/(1 = Bxs = 0)
(ets=21/(1=B)+enny/THB/(1-B)¥2.x;= =21/ (1 = B) — Berr T+ B/(1 = BY?) ;
V/e = [2(An2 — 412] / [A(AN2 + 417] ; D = ¢T/ [1 + (cAt/(2D)?].

(b) Ar = 2yl /c + 2Bvi/c ou cAt = BcAr + 21 /y.
(© V/c = (AV/V)/(2 — AV/v) ouV'/v = 412/ (*Ar?) .

CHAPITRE 10

10.3 Photoproduction d'une particule

@V =[(M +m)* — M?|c*/(2hM) soit v = 3,67 x 10* Hz.
(b) v=mc?[l + m/(2M)]/h soitv = 3,49 x 10?2 Hz.
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10.4 Variables de Mandelstam
(@) s =mic* + mic4 +2ELEp — Pu - Ppc?) ;
t =mic* +mic* —2(E,E\ — Pa- prc?) s
u=m2c* +msc* — 2(E,Ey — pa - pac?).
(b) Utiliser la conservation du quadrivecteur énergie-impulsion.
10.5 Désintégration en vol d’'une particule
(@) Ef = (M? —I—m% - m%)cz/(2M) s B = (M? +m§ — m%)cz/(ZM).

(b) cos 0 = [2EE| + m3c* — M*c* —mic*]/ [ZEEM/I — M2c*/E2 /1 — m%c‘*/E%] .

10.6 Masse invariante de 2 particules
@ pi -p; = mimjc® + mim;(V; — 1;)*/2.

(b) T;; — Wi (v; — ¥;)*/2 ou L est la masse réduite des deux particules.

10.7 Désintégration du méson m°

(@) E = mc?/ [2y(1 — B cos )].

(b) E,, = m?c*/ [2(E + pc)] pour 6 =7 ; Epy = m?c*/ [2(E — pc)] pour ¢ =0 ;
sSiE — oo,alorsE,, >0etEy — E; E= 3«/§mc2/4.

(QQme? =2E Ey.

(d) 7(0) = K(1 —B*)/(1 —Bcos §)*.

(€) mc? = 134,96 MeV ; v/c = 0,8 : T = 2mc?/3 = 89,97 MeV

10.8 Fusée relativiste

() ¢/ [1 = W/ = —(u/m) dm/dv) s m = m; e ",
(Qu/c=+e2—¢) ;ec> > u*/2siekl;u—csie— 1.
10.9 Voile laser

(@) P(w) avecw =t — x/c.

(b) dB/dt = 2P (w)(1 = B)**(1 +B)'/2/(M<c?).
@B=[0+e?—1]/[1+e)*+1].

(d) B —-1— e—ZPT/(MCZ).

10.10 Production des bosons vecteurs

T = 4T + 2T /(mc*) = 156467 GeV |

10.11 Désintégration de la particule A

cpa = 0,868 GeV et E5 = 1,412 GeV, donc mpc? = 1,114 GeV.

10.12 Bouclier de protection

(a) W = pBy(y— 1)S.
(b) T = [pPy(y — 1sin/(ce)]"* ; il faut & < 2,8° pour avoir T < 1000 K !
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10.13 Particules y et '
(a) 7, (seuil) = mc?/2 — moc? ;1 — B~ (m.c?/T,)?*/2 ;
Pour la réaction (1) 7, = 1547,989 MeV, 1 —B=5,45x1078%;
Pour la réaction (2) T, = 1842,489 MeV, 1 — f = 3,85 x 1078.
(b) n < (my —my)/(2my) doncn =1 ou 2.
(© T, =T_ = (my—m —2my)c?/2 = 154,5 MeV.
d) T(T +2mc?) = T.(Ty + 2mpc®) + T_(T_ 4 2mzc?)
+2cos O [T T (T + 2myc?)(T- + 2mncz)]l/2 oul T est I’énergie cinétique de la parti-
cule y.
10.14 Statoréacteur Bussard

(@) ydv/dt = goB? (VT+2@ — &)/ B — 1) avec o = Apc?/M
(b) v = vy ePVEETON/C

(c) Accélération propre constante de module @y(e — £2/2).

dy
= /Bo

VT=y (VU =&y +¢ - )
t B dy . T B dy

——= ; = s, :
c/9o By\/l—y2<\/(1—£/)y2+8’—y) c/9o By(\/(l—S’)y2+8’—y)

avece =e(2—¢);

C2/<P0

10.15 Référentiel de Breit

(a) Par rapport a un référentiel quelconque, la vitesse du référentiel de Breit est donnée par
V = (Pa+ P/ (Ea+ E}).

(b) p, = p,, = p}sin(0*/2); E, = E, = \JE}2 — (pic cos (6*/2))? ;

Po = Py = py/sin® (6%/2) + 47 cos? (6*/2):

Ey=E) = \/E;;2 + (492 — D(pc cos (8%/2))2.
(A 2pa =P}, — Po.
(d) (Pa.Pl) =73 (P, P },) = ¢ avec cos ¢ = 1 —2p2/p?.

10.16 Désintégration d'une particule en mouvement

(@) Vem = Pacz/Eu; Yem = Ea/(macz)
(b) E,, = m,c* ;

pic=ph= \/[mﬁ — (my +m2)?] [m2 — (my —my)?]|c?/(2my) ;
E| = [m -I-m1 — mz] c2/2my) ; E), = [m +m2 —ml] c2/(2my).
© pu(i) = E, [(PaE,-/Ea) + P/] /(mac?) s pu(i) = E, |(paE,{/Ea) - P/| /(mac?)

(d) En supposant my > my, E,(min) = (m2 + m} — m}) ¢*/(2m»).
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(e) tan 0y = Buin/ ['y,/Bz - rznin] 30y > 0sifp— 1.
() Oy ~ my/m2 — 4m2c?/(2mE,).

10.17 Choc relativiste de deux particules de masses identiques
(b) T/ = T, cos® 8;/[1 + (&t/2) sin” 6, ].

() T/ =0 pour 8, =n/2 ; T/ = T pour 8; =0 ou m.
dy=vT+a/2.

(9) tan 8 = 4/T + o/2/ (0. sin 6%).

(h) tan 6, = 44/1 + a/2/ 0.

10.18 Energie acquise par I'électron dans I'effet Compton

(@) T’ = Eyo(1 — cos 0)/[1 4 (1 — cos 0)].

(b) T, =0pour® =0;T,, =2E,0/(l +20) = 376 eV pour = T.
(© B =o0o/(1+o)=0,019 (0 en mécanique classique).

(d) v =v/(1=B)/(1+PB) : EX =9.81 keV.

(e) E* = ym02 ~ 511 keV.
() EYy = Ey = Ey/(1 = B)/(1 + ) s E” = E* = ymc’.

(g) K = a, donc |§| = 59,52°.

10.19 Effet Compton sur un électron cible en mouvement

(a)V:vE(l—i—m)/[hv(l— cose)—i—E(l—i—mcose)].

(b) M — A = 4m A, sin” (8/2).
(Sihv=EJ1 -0,V =vV0;

E(1+vT=0o)
si hv > EJ/1—02, V), =V pour 6 =0 et v,, =V pour
2hv+ E (1= vT= o)
0=m;
E(1+VT=0)
si hv < EJJ1—02, v, =V pour 6 =0 et V), =V pour

2hv+E(1—m>
0=m.

(d)k’:k[hv+E]/[E(1+m)].

v+ E o

E 1+J1—a2

(f) cos By = —J/1—02.

(e Ay = ?»h
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CHAPITRE 11

11.2  Invariants de deux champs électromagnétiques

11 suffit de remarquer que le champ €lectromagnétique (E=E,+E»,B=5B + B,) satis-
fait aux équations de Maxwell, qui sont linéaires. Les égalités demandées résultent des inva-
riants de ce champ, en tenant compte des invariants des deux champs originaux.

11.4 Champ électromagnétique d’une onde plane
(méngﬂ—ﬁ%)ﬁ;éﬂzfﬁ—ﬁf)#.
(b) Les deux invariants sont nuls.

11.5 Une nouvelle facon d’obtenir les invariants de champ

L’angle de rotation est 70, avec cosh 0 = . Les invariants résultent de la conservation de la
norme D? pour une rotation.

11.7 Champ électromagnétique spécial

(a) On se sert des invariants €électromagnétiques ; E = B = 0.
(b)E L BetcB > E.
()E L BetcB <E.

11.8 Champ d’un courant rectiligne infini

(b) B = (wo/2m) [T A7 ] /2.

11.9  Particule dans un champ électrique constant
@p:=0;py,=0;p, =qE.

! Et .
(€ y(t) = po_;;c arg sinh (@Et + po)e | _ arg sinh ___PeC :
q

[1m204 2 2 204 2 2
mec +p0yc mec +p0yc

() = [Jm%‘* + D3y + QEL + pooic? — \Jmct + ﬁécﬂ /GE).

(d) y(1) &~ poyt/m ; z(t) = gEt*/(2m) + po.t/m.

11.10 Particule dans un champ magnétique constant

(c) centre (0,—b/w), rayon R = b/w, pas h = 2na/®, avec ® = gB,/1 — T)%/cz/m.

(d) T =2mm/ (qB,/l - 53/c2> indépendant de 8 ; R = mu, sin 8/ <qB 1 - ﬁg/cz) .

11.11 Champ électromagnétique croisé

Il est intéressant de résoudre préalablement les exercices 5.1, 11.7, 11.9 et 11.10.
(a) T = Zn(m/q)c3B2 (C232 . Ez)—3/2.
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11.12 Champ électromagnétique créé par un plan infini

@B =B~-8/(1-PBd) ;1 -p*>=1-BV1-8/1-Bd.
(b)o’ =o(1 — [36)/\/1 — &2,
@ F = (1= F = FOVT- P,

0

11.13 Accélérateur linéaire

(@) Av =2q Ey/(mw).

(b) L, =1lg+ (n—1/2)Al ; I, = Iy + nAl

(N =2/m[JTi — VTy| /Av ; L =2Nly + N(N + 1/2)Al

(d) si Ty est changé en Ty, il faut changer ® en /ow et Eg en 0LEq.

11.15 Electrodynamique non linéaire

@ A= 0*M3L3T* ou Q, M, L et T sont respectivement les dimensions d’une charge
électrique, d’une masse, d’une longueur et d’un temps.






© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Postface

Nous piétinerons éternellement aux frontieres de l'Inconnu,
cherchant a comprendre ce qui restera toujours incompréhensible.
Et c'est précisément cela qui fait de nous des hommes.

Isaac Astmov (1920-1992)

Tous les aspects de la relativité restreinte n'ont certes pas été abordés dans cet
ouvrage. Nous ne pouvons qu'inviter le lecteur — qui a eu le courage et la patience
de nous suivre jusqu'ici — a aller plus loin dans la découverte de cette fascinante
théorie. Les nombreuses références qui émaillent le texte ainsi que les ouvrages
cités dans la bibliographie peuvent constituer une bonne base de départ.

De nos jours, la relativité restreinte est généralement considérée comme une
théorie achevée. S'il est vrai que peu de révélations fracassantes sont a attendre dans
ce domaine, il ne faudrait pas oublier que cette théorie a permis le développement
de la théorie des champs, qui est a la base de la physique des particules, et de la rela-
tivité générale, qui fournit le cadre théorique de la cosmologie moderne. Les physi-
ciens sont, depuis de nombreuses années, a la recherche de la théorie ultime qui uni-
fierait ces deux « prolongements » de la relativité restreinte. Le chemin n'est pas
facile et il ne semble pas que 1'on puisse formuler correctement cette nouvelle théo-
rie avant longtemps. Mais apres tout, la recherche de la vérité peut étre au moins
aussi passionnante que la vérité elle-méme.



Annexe A

Unités naturelles

La vitesse de la lumiere ¢ joue un role central dans la théorie de la relativité res-
treinte. Il n'est donc pas étonnant de la retrouver dans presque toutes les équations
de la théorie. Cette présence, non génante dans les équations fondamentales, peut
devenir assez rapidement pénible dans certains calculs longs. L'utilisation des nota-
tions B et v facilite déja quelque peu les choses, mais il est possible d'aller plus loin
dans I'allégement de 1'écriture.

On peut définir le systeme d'unités naturelles de la relativité restreinte en utilisant
la procédure suivante :

— On pose ¢ = 1, ce qui élimine c de toutes les formules. Ce faisant, une longueur
et une durée se voient donc attribuer le méme contenu dimensionnel, tandis que
les vitesses sont exprimées par des nombres purs.

— Les calculs sont développés sans faire apparaitre le parametre c. Par exemple,
avec les unités naturelles, la relation d'Einstein d'une particule libre de masse m,
d'énergie E et d'impulsion p s'écrit

E*=p?+m’ (A.1)

— On exprime les énergies, masses et impulsions par la méme unité. Par exemple,
dans le domaine des particules élémentaires, on dira qu'un électron libre de masse
511 keV, caractérisé par une impulsion de 800 keV, possede une énergie totale
d'environ 950 keV.

— Pour réaliser les calculs numériques, on peut rendre de nouveau les formules
homogenes, si nécessaire, en multipliant dans les résultats finals les masses par ¢?
et les impulsions par c. La relation (A.1) ci-dessus, par exemple, prend sa forme
homogene
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E? = p2c® + m*c. (A.2)

Dans d'autres domaines de la physique ot interviennent d'autres constantes fonda-
mentales, il est également possible de définir des unités naturelles bien adaptées.
Les dimensions de toutes les grandeurs physiques peuvent s'exprimer au moyen de
dimensions considérées comme plus fondamentales, par exemple : une longueur L,
une durée T, une masse M, etc. Si on convient de noter par [A] le contenu dimen-
sionnel de la grandeur A, on a pour trois constantes fondamentales de la nature ¢ (la
vitesse de la lumiere), 4 (la constante de Planck) et G (la constante de gravitation) :

[cl=LT7"
(h=ML*>T™"; (A.3)
[Gl=M'L3T2.

En théorie quantique des champs, il est habituel de poser h =c =1 (h = h/(2m)).
Dans ce cas, par exemple, une longueur acquiert la dimension de l'inverse d'une
masse. Dans le cadre de la théorie de la relativité générale, il est commode d'égaler
a l'unité ¢ et G (ou un multiple de G). Masses et longueurs possedent alors le méme
contenu dimensionnel. Enfin, en théorie quantique de la gravitation, on pose parfois
h=c= G = 1. Dans ce cas, toutes les quantités physiques se voient dépourvues
de dimension. L'écriture des équations s'en trouve considérablement allégée, mais

plus aucune vérification de type dimensionnel ne peut alors étre faite !.

1. Pour plus d'informations sur l'analyse dimensionnelle, on peut consulter, par exemple, 1'ou-
vrage de G. Monod-Herzen, L'analyse dimensionnelle et l'épistémologie, Maloine-Doin Editeurs,
1976. Le Systeme international d'unités (SI) est présenté, par exemple, dans 1'ouvrage de Michel
Dubesset, Le manuel du Systeme international d'unités, Editions Technip, 2000.
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Quantités invariantes,
conservees et constantes

La vitesse de la lumiere est-elle une constante ou un invariant ? La masse est-elle
conservée dans un processus de collision ? Est-ce un invariant ou une constante ?
Les trois qualificatifs « invariant », « conservé » et « constant » ont des significa-
tions tres précises dans la cadre de la théorie de la relativité restreinte.

QUANTITE INVARIANTE

En relativité restreinte, une quantité est invariante si elle est caractérisée par la
méme valeur dans tous les référentiels d'inertie, en mouvements relatifs les uns par
rapport aux autres. Parmi tous les invariants relativistes, le module de la vitesse de
la lumiere (dans le vide) joue un réle central dans la théorie. Sa mesure dans n'im-
porte quel référentiel d'inertie donnera toujours le méme résultat. Un second inva-
riant important est la distance, au sens de Minkowski, entre deux événements. Tous
les observateurs en mouvement inertiel s'accorderont sur la mesure d'un intervalle
de temps propre. Un troisieme invariant relativiste est la masse d'une particule. Un
autre invariant, couramment utilisé, est le nombre de particules participant a un pro-
cessus donné. D'autres invariants existent, chacun ayant son utilité propre.

Certaines quantités importantes ne sont pas des invariants. Par exemple, ni le
temps, ni la distance spatiale qui séparent deux événements ne sont des invariants.
Il en est de méme pour I'énergie ou l'impulsion d'une particule.
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QUANTITE CONSERVEE

Une quantité est conservée si elle a la méme valeur avant et aprés qu'un processus
se soit déroulé dans un méme référentiel d'inertie. L'énergie totale d'un systeme
isolé de particules est conservée dans une interaction entre ces particules. Il en est
de méme pour les trois composantes de l'impulsion totale. Il en résulte que le
quadrivecteur €nergie-impulsion total est conservé. Au contraire, la somme des
masses individuelles des particules d'un systéme n'est généralement pas conservée
dans une interaction relativiste.

QUANTITE CONSTANTE

Une quantité constante ne varie pas au cours du temps. La vitesse d'un immeuble
par rapport a la Terre est constante — en fait égale a zéro. Cette vitesse est constante,
mais ce n'est pas un invariant. Ce méme immeuble vu d'avion semblera se déplacer
a grande vitesse. On ne peut pas dire pour autant que la vitesse de 1'immeuble n'est
pas conservée, car il n'y a pas « d'avant » ou « d'apres » a quoi se référer.

S'il est vrai que le module de la vitesse de la lumiere dans le vide est constant —
il ne change pas au cours du temps, il est également vrai, mais c'est une affirmation
enticrement différente, que ce méme module est un invariant — il a la méme valeur
mesurée par différents observateurs en mouvements uniformes les uns par rapport
aux autres. De méme, s'il est vrai que le quadrivecteur énergie-impulsion total d'un
systeme isol€ est constant — il ne varie pas au cours du temps, il est également vrai,
mais c'est une affirmation entierement différente, que le quadrivecteur énergie-
impulsion total d'un systeme isolé est conservé au cours d'une interaction entre les
particules de ce systeme.
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Groupe de Poincaré

Les transformations linéaires qui laissent invariante la métrique de Minkowski for-
ment le groupe de Lorentz homogene L. Les matrices A d'ordre 4 (dont les éléments
A‘:L sont sans dimension) représentant ces transformations sont telles que
detA = +£1 et |A8| > 1 (voir section 8.3). Le groupe £ est ainsi formé de quatre
classes disjointes (nappes) qui permettent de définir trois sous-groupes importants :
les transformations propres L caractérisées par le fait que det A = 1, les transfor-
mations orthochrones L' telles que AO 1, et le groupe de Lorentz restreint ch :
formé des transformations propres et orthochrones (voir tableau C.1). C'est a ce der-
nier sous-groupe que l'on s'intéresse principalement dans cet ouvrage. Les éléments
du groupe de Lorentz restreint peuvent étre liés a l'identité par variation continue
des parametres de la transformation : L est dit connexe a l'identité.

TaBLEAU C.1 NAPPES DU GROUPE DE LORENTZ. I DESIGNE L'OPERATEUR IDENTITE, P L'OPERATEUR DE PARITE
(INVERSION SPATIALE) ET 7' LE RENVERSEMENT DU TEMPS. LES TROIS DERNIERES COLONNES INDIQUENT QUELLE(S)
NAPPE(S) IL FAUT CONSIDERER POUR FORMER UN SOUS-GROUPE PARTICULIER.

Nappe detA A Contient Bl OIRNES
restreint | orthochrone | propre
L +1 >1 I . . .
yul -1 >1 P .
il -1 <-1 T
Ll +1 <-1 PT .
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Les transformations de Lorentz homogenes auxquelles on adjoint les translations
d'espace-temps forment le groupe de Poincaré ou groupe de Lorentz non homogene.
Une transformation de ce groupe peut s'écrire sous la forme suivante

x* = Abx"Y + X" avec p,v=0,1,23, (C.1)

ou X" est un quadrivecteur représentant une translation spatiotemporelle, dont les
composantes ont la méme dimension que celles des composantes des quadrivecteurs
xM et x’M. Cette relation admet une représentation matricielle si on associe une
matrice colonne de 5 lignes a chaque quadrivecteur

n
TN (xl ) (C.2)

et si on associe une matrice d'ordre 5 a chaque transformation de Lorentz

AL xm
) . (C.3)

(Atl,X“) — ( 0 1

On voit en effet que

xM AL xm x" Abx”Y + XM
= = . (C4)
1 0 1 1 1
Dans la transformation (C.1), il faut comprendre que les composantes des quadri-
vecteurs x* et X" sont données dans le méme repére.

Si on convient de noter de maniere abrégée une transformation de Lorentz non
homogene U (i), c'est-a-dire un élément du groupe de Poincaré, par

U(i) = (A (i), X" (i), (C.5)
alors la loi de groupe est donnée par
U UQ2) = (A (1) ALR),AV(1) XY (2) + XM (1)). (C.6)

Chaque matrice A} posséde son inverse puisque ces matrices forment un groupe.
L'inverse de la transformation U = (A{,l ,X") s'écrit donc

U™ = (A" Dy, = HRx™ (C.7)
ot (A™1Y est I'inverse de la matrice Al}. En effet, on a

o’

UU™" = (AY(ATDE—AVATDHy XN + XM
(C.8)
= (8%,0) = identité.
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Les métriques
de la relativitée restreinte

La métrique de Minkowski (voir formule (8.22)) est la métrique la plus simple et la
plus naturelle qui permette de décrire la structure de 1'espace-temps dans le cadre de
la relativit€ restreinte : i) la partie purement spatiale de cette métrique g;; est une
métrique euclidienne changée de signe ; ii) il n'y a pas de mélange entre la coor-
donnée temporelle et les coordonnées spatiales ; iii) le coefficient ggg est pris égal
a I'unité. L'intervalle de longueur élémentaire au carré ds?, qui est un invariant, est
donc de la forme

ds? = guv dxMdx’ = 2dt* — dx® — dy* — dz?, (D.1)

ol les conventions d'écriture (8.5) sont utilisées.

Il est cependant possible de travailler avec d'autres systémes de coordonnées pour
lesquelles la métrique ne prend plus la forme simple (D.1). Supposons que les coor-
données x" d'un événement soient des fonctions (plusieurs fois continiment diffé-
rentiables) des variables X", avec u = 0,1,2,3,

M= FH(XY). (D.2)
Par la suite, nous conviendrons de travailler dans un domaine d'espace-temps pour

lequel le systeme (D.2) peut s'inverser. Les variables X%, X!, X2, X3 constituent
donc un systeme de coordonnées de ce domaine. On parlera de coordonnées curvi-
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lignes si les fonctions F* sont des fonctions non linéaires des variables XV. Dans
les deux systémes de coordonnées, l'invariant ds? s'écrit

ds* = guy dx"dx" = Gy dX"dX", (D.3)

ol Gy est la métrique associée au systéme de coordonnées X*. Cette expression
implique que le lien entre les deux métriques est donné par

dFN9F°

G = gno 22
v = oy g xv

(D.4)

Rangés sous forme matricielle, les éléments d F"/d X" forment la matrice de chan-
gement de base. Il ne faut pas confondre ce changement de coordonnées avec une
transformation de Lorentz : la particularité d'une transformation de Lorentz est de
ne pas modifier la métrique de Minkowski, ce qui n'est pas le cas du changement de
coordonnées discuté dans cette section. Il est possible d'écrire la forme des trans-
formations de Lorentz en termes de ces nouvelles coordonnées X*. Dans le cas ou
ces coordonnées sont curvilignes, ces transformations peuvent prendre une forme
extrémement complexe qui ne sera pas développée ici.

L'étude des systemes possédant une symétrie donnée peut tre grandement faci-
litée par un choix adéquat du systeme de coordonnées. En particulier, dans le cas de
problemes a symétrie sphérique, on peut remplacer les coordonnées spatiotempo-
relles habituelles (ct,x,y,z) par les coordonnées (ct,r,0,9), qui sont définies par les
relations suivantes

Xx = rsinBcos 0, r>0;
y = rsin0sin ¢, 0<06<m; (D.5)
7= rcos9, 0<¢<2m.

On remarquera que, contrairement aux coordonnées spatiales, la coordonnée tem-
porelle n'est pas modifiée. Dans ce systetme de coordonnées, curvilignes unique-
ment pour la partie spatiale, la métrique de la relativité restreinte s'écrit

ds® = 2dt* — dr? — r*(d®* + sin*0 d¢?). (D.6)

Il est a noter que les grandeurs ct et r ont bien la dimension d'une longueur. Les
coordonnées O et ¢, qui sont des variables angulaires, sont dépourvues de dimen-
sion. Le domaine de cette métrique est la totalité de 1'espace-temps sauf 1'axe Oz
a tout instant car la transformation (D.5) n'est pas inversible en r = 0, ouen 8 =0
et .

Dans un systeme de coordonnées curvilignes, les vecteurs de base du repere
changent de point en point et les composantes de la métrique ne sont plus des cons-
tantes mais dépendent des coordonnées. La dérivée covariante (voir section 11.1) ne
s'exprime alors plus simplement par un opérateur de dérivation partielle ; il est
nécessaire de prendre en compte ce que 1'on appelle les symboles de Christoffel (ou
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coefficients de connexion) qui expriment comment varient les vecteurs de base en
fonction du point. Signalons cependant que la propri€t€é Vg guy = 0 est toujours
vérifiée. La définition des intégrales dans ces systemes de coordonnées doit alors se
faire avec le plus grand soin !.

Une transformation de Lorentz est caractérisée par la vitesse relative existant
entre les deux référentiels d'inertie. Les équations de transformation ne prennent
une forme simple que lorsque la vitesse relative est orientée suivant un des axes de
chacun des référentiels. C'est le cas, par exemple, pour les relations (2.28). Mais on
peut imaginer d'autres situations aussi favorables. Considérons un observateur d'i-
nertie utilisant un systeme de coordonnées cylindriques (ct,r,0,z), définies par les
relations suivantes

X = rcoso, r>0;
] (D.7)
y = rsin6, 0<06 <2m,

ou (ct,x,y,z) sont les coordonnées spatiotemporelles habituelles. La métrique de la
relativité restreinte s'écrit alors

ds® = c*dt? — dr? — r*de* — d7>. (D.8)

Un autre observateur d'inertie définit les mémes coordonnées mais primées. Si les
deux observateurs relient leurs mesures par une transformation spéciale de Lorentz
telle que la vitesse relative est orientée suivant les axes Oz et 0’7, les équations de
transformation s'écrivent simplement

ct = y(ct' + BZ),

2 =Y+ Bet),

(D.9)
r=r,
0=0

Lorsque la vitesse relative n'est pas orientée suivant un des axes de chacun des réfé-
rentiels, I'écriture des équations de transformation est beaucoup plus compliquée,
méme en utilisant dans chaque référentiel un systeéme d'axes cartésien orthonormé
(voir section 7.2).

1. Voir les ouvrages consacrés au calcul tensoriel (biblio). Voir également 1'ouvrage de C. W.
Misner, K. S. Thorne et J. A. Wheeler (biblio), ainsi que le livre de M. Ludvigsen (biblio).
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Le paradoxe EPR

En 1935, Einstein, Podolsky et Rosen décrivent une expérience de pensée qui est
censée démontrer que la mécanique quantique est une théorie incomplete !. Le
résultat apparemment paradoxal de leur raisonnement est aujourd'hui connu sous le
nom de paradoxe EPR.

Considérons une version simplifiée du paradoxe EPR, due a David Bohm. Un
pion neutre au repos se désintégre en une paire électron-positron : 10 — e~ 4 e ;
I'électron et le positron s'éloignent dans des directions opposées. Chacune de ces
particules est captée par un détecteur qui mesure son spin. Le pion ayant un spin
nul, la conservation du moment angulaire requiert que, si 1'électron est caractérisé
par un spin up (+1/2), le positron doit avoir un spin down (—1/2), et vice-versa. La
mécanique quantique ne peut pas vous dire quelle configuration de spin vous allez
rencontrer pour une désintégration particuliere, mais elle vous dit que les mesures
de spin vont étre corrélées. Supposons que l'électron et le positron parcourent
10 metres (ou 10 années-lumiere) avant que vous mesuriez le spin de I'électron. Si
vous obtenez un spin up, vous savez immédiatement que 20 metres (ou 20 années-
lumigre) plus loin vous obtiendrez le spin down si vous examinez le positron. A un
des deux détecteurs, vous obtiendrez en moyenne chaque valeur de spin la moitié
du temps.

1. A. Einstein, B. Podolsky et N. Rosen, « Can Quantum-Mechanical Description of Physical

Reality Be Considered Complete? », Physical Review, vol. 47, 15 May 1935, p. 777-780. Voir
également la réponse de Niels Bohr dans un article portant le méme titre, Physical Review,
vol. 48, 15 October 1935, p. 696-702.
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Dans le cadre de l'interprétation dite « réaliste » de la mécanique quantique, il n'y
arien de surprenant a cela ; I'électron a toujours eu un spin up et le positron un spin
down depuis le moment ol ils ont été créés, la mécanique quantique ne permettant
tout simplement pas de le préciser. Dans le cadre de l'interprétation dite « ortho-
doxe » de la mécanique quantique, aucune des particules n'a un spin up ou down
tant qu'une opération de mesure n'est pas réalisée ; la mesure du spin de 1'électron
réduit la fonction d'onde du systeme et « produit » instantanément le spin du posi-
tron 20 metres (ou 20 années-lumiere) plus loin. Bien que la relativité restreinte
impose la vitesse de la lumiere dans le vide comme vitesse limite, il semble pour-
tant a premiere vue qu'une « influence » se transmette alors a vitesse infinie d'une
particule a l'autre.

Einstein considérait ce type d'action a distance « effrayante » 2 tout 2 fait absurde.
Suite a des considérations théoriques dues a John S. Bell, de tres belles expériences,
réalisées notamment par Alain Aspect et son équipe, ont cependant réfuté le point
de vue d'Einstein 3.

Pourquoi les physiciens s'inquietent-ils de l'existence possible d'influences supra-
luminiques ? Beaucoup de choses peuvent voyager plus vite que la lumiere dans le
vide (voir sections 5.3.3 et 5.3.4). Si un insecte vole a travers le faisceau lumineux
d'un projecteur, son ombre peut se déplacer sur un écran a une vitesse supralumi-
nique, si cet écran se trouve suffisamment loin de l'insecte et du projecteur. L'ombre
ne transporte aucune €nergie ni information d'un point a l'autre de 1'écran. Un ob-
servateur en un point de I'écran ne peut donc influencer ce qui se passe en un autre
point en « manipulant » I'ombre qui passe. Cependant, le respect de la causalité ne
peut étre garanti que si les phénomenes physiques, transportant de l'information
et/ou de I'énergie, voyagent a des vitesses inférieures a celle de la lumiére dans le
vide (voir sections 3.3 et 3.4). Les processus quantiques impliquant des particules
corrélées (on dit aussi intriquées) violent-ils la causalité, ou sont-ils suffisamment
« éthérés » pour éviter ce crime de lese-physicien ?

Pour répondre a cette question, considérons a nouveau l'expérience décrite ci-
dessus. II est clair que la mesure du spin de 1'électron influence le résultat de la
mesure du spin du positron. Dans le cas contraire, il n'y aurait aucune raison d'ob-
server une corrélation dans les données et la conservation du moment angulaire ne
serait pas garantie. Mais on ne peut pas se servir de ce processus pour transmettre
une quelconque information. L'observateur qui manipule le détecteur recevant
I'électron ne peut pas controler la valeur du spin qu'il va obtenir. Il peut évidemment
décider de faire ou non la mesure ; mais l'observateur qui manipule le détecteur
recevant le positron ne peut pas savoir si la mesure a €té effectuée ou pas.

2. Einstein employait I'adjectif « spooky », qui signifie littéralement « qui fait froid dans le dos ».

3. Pour plus d'informations, voir, par exemple : David J. Griffiths, Introduction to Quantum
Mechanics, Prentice Hall, 1995, sect. afterword ; L. E. Ballentine, « Resource letter IQM-2:
Foundations of quantum mechanics since the Bell inequalities », American Journal of Physics,
vol. 55, n° 9, September 1987, p. 785-792 ; N. David Mermin, « Is the moon there when nobody
looks ? Reality and the quantum theory », Physics Today, April 1985, p. 38-47.
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lllustration E.1 Dessins de Raoul Giordan, extraits de Météor n° 105 (Artima, 1962).
Les extraordinaires propriétés des systémes intriqués autorisent la « téléportation » —
a des vitesses inférieures ou égales a la vitesse de la lumiére — de particules élémentaires
a grandes distances 4. On peut cependant trés fortement douter que cela soit un jour
applicable a un étre humain.

L'ensemble des données obtenues sur un des détecteurs est une liste complétement
aléatoire de valeurs +1/2 et —1/2. C'est uniquement quand on compare les deux
listes qu'on peut constater la corrélation parfaite des mesures (le spin total est tou-
jours nul).

Dans un référentiel d'inertie qui n'est pas au repos par rapport aux détecteurs, la
mesure du spin du positron peut se produire avant la mesure du spin de 1'électron
(voir section 3.1). Cela ne conduit cependant a aucun paradoxe car la corrélation
observée est parfaitement symétrique pour les deux observateurs. Il est indifférent
de dire que la mesure du spin de I'électron influence la mesure du spin du positron,
ou le contraire . Il s'agit donc d'une influence trés particuliére dont la seule mani-
festation est une subtile corrélation entre deux listes de nombres aléatoires.

On est donc ainsi amené a distinguer deux types d'influence : une variété « cau-
sale », qui produit un changement dans les propriétés physiques du systeme récep-
teur, et une variété « éthérée », qui ne transmet aucune €nergie ni information, dont
la seule évidence est une corrélation entre deux listes de mesures prises sur des sys-
témes quantiques intriqués. L'influence causale ne peut pas se propager plus rapi-
dement que la lumieére dans le vide, mais il n'y a aucune raison pour l'influence éthé-
rée ne le puisse pas.

4. Anton Zeilinger, « La téléportation quantique », Pour la Science, n° 272, juin 2000, p. 36-44.

5. La vérification expérimentale a été réalisée récemment : André Stefanov, Hugo Zbinden,
Nicolas Gisin et Antoine Suarez, « Quantum Correlations with Spacelike Separated Beam
Splitters in Motion : Experimental Test of Multisimultaneity », Physical Review Letters, vol. 88,
n° 12, 25 March 2002, p. 120404/1-4.



Lexique francais-anglais

cOne de lumiere

décalage vers le bleu

décalage vers le rouge
espace-temps

espace-temps plat

événement, point d'univers

genre espace

genre lumiere

genre temps

hypothese de 1'horloge

ligne d'univers

paradoxe des jumeaux de Langevin
pointant vers le futur

pointant vers le passé
pseudo-norme

quadrivecteur

quadrivecteur énergie-impulsion
quadrivecteur fréquence
quadrivecteur vitesse, quadrivitesse
rapidité, pseudo-vitesse

référentiel d'inertie

relativité restreinte

temps propre

transformation spéciale de Lorentz
vitesse (V)

vitesse de la lumiere

light cone

blueshift

redshift

spacetime, four-space, 4-space
flat spacetime

event, world point

spacelike

null, lightlike

timelike

clock hypothesis

world line

twin paradox

future-pointing, future-directed
past-pointing, past-directed
magnitude, squared length
four-vector, 4-vector
4-momentum, world momentum
4-frequency

4-velocity, world velocity
rapidity, pseudo-velocity
inertial frame

special relativity

proper time, world time
standard Lorentz transformation (boost)
velocity, 3-velocity

velocity of light, speed of light
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Ouvrages consacrés a la relativité restreinte ou la relativité générale

— ApAMS Steve, Relativity: An Introduction to Space-Time Physics, CRC Press,
1997.
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1991.
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Claude Semay
Bernard Silvestre-Brac

RELATIVITE
RESTREINTE

Cet ouvrage s’adresse, en particulier, aux étudiants de Licence n’ayant
encore aucune notion de la théorie de la relativité. Il constitue donc un
outil de travail trés utile pour la préparation d’examens, de concours,
d’exposés ou d’articles.

La relativité d’Einstein est par bien des aspects une théorie étrange.
Heureusement, cela n’interdit nullement qu’elle puisse étre bien comprise.
Parmi les sujets traités dans cet ouvrage, citons entre autres la cinématique,
la dynamique, les systemes de particules, la théorie électromagnétique
et le formalisme tensoriel. De plus, une attention toute particuliére est
consacrée a la résolution de soi-disant paradoxes attribués a cette théorie,
comme celui des « jumeaux de Langevin ».

Les autres particularités pédagogiques de cet ouvrage sont I'utilisation
d’une représentation graphique originale de la relativité restreinte,
I'illustration de la théorie par de nombreux exemples basés sur les (futurs ?)
voyages interstellaires, et la construction des équations de transformation
de Lorentz, a la fois suivant une démarche historique et suivant une
approche moderne beaucoup plus générale.

La bonne compréhension d’une théorie se manifeste par la capacité de
résoudre des problemes spécifiques. C'est pourquoi des exercices sont
proposés avec leurs réponses a la fin de chaque chapitre.
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