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Avant-propos

‘étude de la propagation des ondes dans les milicux désordonnés a donné

lieu depuis plus de vingt ans & une somme énorme de travaux. Ceux-ci ont
contribué & définir un vaste domaine aux contours de plus en plus flous qui
recouvre 4 la fois les problémes de localisation (faible ou forte}, de physique
mésoscopique, des effets de I'interaction entre électrons dans les métaux, etc.
De plus, certains effets n’étant pas spécifiques & un type particulier d’ondes,
des approches se sont développées indépendamment en physique de la matiére
condensée, en optique, en physique atomique et en acoustique.

Il existe dans la littérature de nombreuses monographies et articles de
revue d’excellente qualité traitant en détail tel ou tel de ces différents aspects.
Notre but, dans cet ouvrage, n’est pas de nous situer au méme niveau que ces
contributions mais plutot de chercher, d’'une part, un dénominateur commun a
tous ces effets et, d’autre part, de permettre au lecteur non spécialiste d’avoir
en main les outils nécessaires a 1’étude des travaux effectués dans ce domaine.

Notre premier souci a donc été de présenter au moyen d’un formalisme
unique, une description des phénomeénes physiques importants, cette des-
cription étant indépendante du type d’onde considéré (électrons, ondes lu-
mineuses, etc.). A cette fin, nous avons d’abord repris en détail dans le cadre
du modéle dit « de désordre gaussien », le calcul des quantités moyennes & une
particule : densité d’états, temps moyen de collision élastique pour les deux
classes les plus importantes d’équation d’ondes, a savoir I’équation de Schré-
dinger et I’équation de Helmholtz scalaire. Nous avons, autant que possible,
essayé de préciser I'idée, centrale dans ce domaine, de diffusion multiple sur
des diffuseurs effectifs indépendants dont la section efficace peut étre obtenue
dans le cadre de la théorie de la diffusion a une particule.

Les propriétés physiques généralement mesurées dans les milieux diffu-
sants dépendent pour la plupart de la probabilité quantique décrivant la
propagation d’un paquet d’onde d’un point & un autre. Cette quantité est
donc fondamentale et nous avons consacré tout le chapitre 4 4 son étude
détaillée. On voit apparaitre en particulier, les contributions classique (dif-
fuson) et cohérente (cooperon) a cette probabilité, qui sont a la base des
différents phénomeénes physiques observés comme les corrections de localisa-
tion faible a la conductance électronique, la magnétorésistance négative en
champ magnétique, la rétrodiffusion cohérente des ondes lumineuses, mais
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aussi les fluctuations universelles de conductance et de speckle ainsi que les
effets mésoscopiques sur le magnétisme orbital.

Il apparait donc que tous ces effets découlent d’un méme principe qui s’ex-
prime essentiellement a Paide d’une seule quantité : la probabilité de diffusion
quantique et son analogue optique. Par contre, en dépit de ce dénominateur
commun aux phénomeénes optiques et électroniques, chaque domaine a sa spé-
cificité qui permet des approches et des méthodes d’investigation complémen-
taires. Ainsi, I’é¢tude des systémes électroniques permet, grace a 'utilisation
d’un champ magnétique ou d’un potentiel vecteur, de modifier contintiment la
phase relative des fonctions d’onde électroniques, ce qui n’a pas d’équivalent
en optique. En revanche, en optique, il est possible de modifier 'angle des
faisceaux incidents et émergents, et a partir de cette spectroscopie angulaire,
de remonter aux corrélations entre les différents canaux d’injection.

Nous avons autant que possible souhaité garder a cet ouvrage un carac-
tére de manuel accessible au plus grand nombre & partir d’un niveau DEA.
Nous avons dii aussi choisir de mettre un certain nombre de problémes de coté.
Citons par exemple 'étude des « points quantiques », les relations entre trans-
port électronique et propriétés spectrales, la localisation forte et la transition
métal-isolant d’Anderson, les propriétés de cavités électroniques balistiques
ou la complexité ne résulte pas du désordre mais de la forme de la cavité
qui confére aux électrons une dynamique chaotique, les interfaces entre métal
normal et métal supraconducteur, etc. Ces différents aspects montrent la ri-
chesse de ce qu’il est convenu d’appeler maintenant la « physique quantique
meésoscopique » a laquelle cet ouvrage constitue une premiére introduction.
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Avant-propos v

Avertissements

e Dans ’essentiel de cet ouvrage on utilise le systéme d’unités internatio-
nales (MKSA), sauf dans le chapitre 13. La constante de Planck /4 est prise
généralement égale a 1 en particulier dans tout le chapitre 4. Dans les chapitres
oit nous pensons qu’il est important de la rétablir, nous I’avons indiqué en téte
de chapitre. Afin d’alléger les notations, elle n’est parfois rétablie que de facon
incompléte dans une méme formule, en particulier lorsque la correspondance
entre échelles de fréquence et d’énergie est évidente.

e Nous avons souvent été confrontés au probléme des notations, qu’il n’est
pas toujours évident de garder cohérentes dans un livre qui contient plusieurs
domaines habituellement traités séparément.

e Nous avons choisi de ne pas faire une bibliographie exhaustive, mais
de citer des articles, soit pour leur interét pédagogique, soit parce qu’ils pré-
sentent un aspect particulier développé dans cet ouvrage (par exemple une
question traitée en exercice).
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Chapitre 1

Introduction :
physique mésoscopique

1.1 Interférence et désordre

La propagation des ondes en milieu aléatoire est un phénoméne commun
a de nombreux domaines de la physique. Son étude a connu récemment un
regain d’intérét aprés la découverte, en optique et en mécanique quantique,
d’effets cohérents inattendus dans un régime ou ’on pensait que le désordre
soit suffissamment fort pour éliminer a priori tout effet d’interférence.

Afin de comprendre 'origine de ces effets cohérents, il peut étre utile de
rappeler quelques généralités sur les interférences. Bien que trés spectacu-
laires en mécanique quantique, leur traduction dans le langage de 'optique
physique permet d’en avoir une intuition plus directe. Commengons donc par
unc discussion des effets d’interférence en optique.

Considérons la propagation d'une onde monochromatique dans le vide et
sa diffraction par un obstacle géométrique, par exemple une ouverture circu-
lairc. La figure de diffraction 1.1 fait apparaitre, sur un écran placé & I'infini,
unc succession de cercles alternativement brillants et sombres qui résulte de
I'interférence constructive ou destructive des ondes provenant de 'obstacle.
D’aprés le principe de Huygens, il est possible de décrire I'éclairement en
un point de I’écran en remplagant 'ouverture par un cnscmble de sources
ponctuelles cohérentes et en étudiant la différence de longueur des chemins
optiques associés a ces différentes sources. On peut alors associer & chaque
anncau d’interférence un nombre entier (I'équivalent d’un nombre quantique
en mécanique quantique).

Se posc alors la question de la stabilité de cette figure de diffraction. Si on
¢éclaire obstacle par une source de lumiére incohérente, pour laquelle la lon-
gueur des trains d’onde émis est suflisamment courte, de maniére & déphaser
entre elles les différentes sources virtuelles, alors la figure d’interférence dispa-
rait et I’écran est éclairé uniformément. Par ailleurs, si on utilise une source
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Fic. 1.1 — Figure de diffraction & linfini par une ouverture circulaire.

de lumiére cohérente et si on déplace dans son plan, de facon aléatoire et
suffisamment rapide, I'obstacle diffractant, on constate que les franges d’in-
terférence disparaissent & nouveau pour ne laisser qu’un éclairage uniforme
sur I’écran. Dans ce cas, c’est la persistance rétinienne qui permet a 1'ceil
de percevoir I'éclairement moyen de plusieurs figures d’interférences décalées.
Cet exemple met en évidence deux situations possibles qui conduisent & une
disparition de la figure d’interférence. Dans le premier cas, elle est associée a
une distribution aléatoire de la longueur des trains d’onde émis par la source.
Dans le second cas, elle résulte d’une moyenne d’ensemble sur la répartition
spatiale des sources virtuelles. On congoit donc sur cet exemple que des effets
de cohérence de phase peuvent disparaitre en moyenne.

Etudions maintenant la diffraction d’une source cohérente par un obs-
tacle de forme aléatoire. Supposons par exemple que 'ouverture circulaire
soit constituée d’'un milieu diélectrique transparent dont P'indice fluctue spa-
tialement sur des échelles comparables 4 la longueur d’onde. Il en résulte, pour
I'intensité diffractée & 'infini, une figure constituée d’une répartition aléatoire
de zones sombres et brillantes du type de celle représentée sur la figure 1.2, et
appelées « tavelures » (ou speckle en anglais !). Ces tavelures associées a la dif-
fraction par un objet aléatoire en représentent une « empreinte digitale » qui
lui est spécifique. Mais, contrairement au cas de la diffraction par une ouver-
ture circulaire ou par un objet suffisamment symétrique, il devient impossible
d’identifier un « ordre » dans la figure d’interférence et donc de la décrire au
moyen d’une suite déterminée de nombres d’onde. C’est cette impossibilité
qui constitue une des caractéristiques des milieux dits « complexes ».

1Ces tavelures ressemblent & celles observées sur la lumiére émise par un laser faiblement
cohérent, mais elles sont de nature différente. 1l s’agit ici de fluctuations spatiales statiques
dues & I'inhomogénéité du milieu diffusant.
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Fia. 1.2 — Figures de tavelures (speckle) dues o la diffusion & travers un milieu
inhomogéne. Ici le miliew est optiquement épais, c’est-a-dire que le rayonnement
incident subit plusieurs collisions avant de sortir de U’échantillon. Chaque image
correspond & une réalisation différente du milieu aléatoire (M. Kaveh et al., Nature
326, 778 (1987)).

Dans cette derniere expérience, ’onde provenant de la source n’interagit
qu’une seule fois avec le milieu aléatoire avant de se projeter sur ’écran a
Uinfini (fig. 1.3.a). C’est le régime dit de diffusion simple. Considérons main-
tenant l'autre limite des milieux optiquement épais (appelés aussi milieux
turbides), pour laquelle Ponde subit un grand nombre de collisions avec le mi-
lieu aléatoire avant d’en sortir (fig. 1.3.5). On parle alors de diffusion multiple.
L’intensité émergente en un point de ’écran est obtenue a partir de la somme
des amplitudes complexes des ondes arrivant en ce point. La phase associée
a chaque amplitude est proportionnelle a la longueur du chemin de diffusion
multiple correspondant divisée par la longueur d’onde A. Les longueurs de
chemin sont distribuées aléatoirement et on peut donc penser a priori que les
phases associées fluctuent et se moyennent a zéro. L’intensité totale se réduit
alors & la somme des intensités associées a chacun des chemins.

On peut se représenter cette situation comme étant équivalente 4 une série
d’obstacles du type de ceux discutés dans le cas de la diffusion simple, de telle
facon que chaque élément de cette série corresponde a une réalisation diffé-
rente et indépendante de la distribution du milieu aléatoire. On pourrait donc
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F1G. 1.3 — a) Représentation schématique du régime de diffusion simple. b) Idem
pour le régime de diffusion multiple.

penser que, pour un nombre suffisamment grand de tels éléments, I'intensité
émergente soit moyennée sur les différentes réalisations et que les tavelures
disparaissent. Ce point de vue correspond & une description classique, c’est-
a-dire pour laquelle la nature ondulatoire sous-jacente ne joue plus aucun
role.

Les figures 1.2 et 1.4 montrent que cette conclusion est incorrecte et que
les tavelures subsistent, méme en diffusion multiple. Si, par contre, on réalise
une moyenne d’ensemble, alors la figure d’interférence disparait. C’est le cas
pour des milieux turbides comme 'atmosphére ou les suspensions de diffuseurs
dans un liquide (par exemple le lait) ot le mouvement des diffuseurs permet,
si on attend suffisamment longtemps, de réaliser une moyenne sur différentes
réalisations du milieu aléatoire. L’approche classique permet donc de décrire

() ©

F1G. 1.4 — Evolution vers la valeur moyenne. La premiére figure de tavelures (a)
représente un « instantané » du milieu désordonné correspondant & une réalisation
du désordre. Les deuz autres figures (b et c) correspondent & une intégration sur
le mouvement des diffuseurs et donc & un auto-moyennage (figure courtoisement
fournie par G. Maret).

@
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correctement les caractéristiques moyennes d’un milieu turbide comme le co-
efficient de transmission ou la constante de diffusion de l'intensité moyenne.
Elle a été abondamment utilisée pour la description des problémes de trans-
fert radiatif d’un rayonnement a travers I’atmosphére ou a travers des milieux
turbulents.

Cette description peut étre adaptée bona fide au cas de la propagation des
électrons dans un métal. Dans ce cas, le champ des impuretés d’un métal est
analogue au cas d’un milieu optiquement épais et une quantité équivalente a
Pintensité est donnée par la conductivité électrique. En principe, il est néces-
saire, pour la calculer, d’utiliser les outils de la mécanique quantique. 11 est
cependant admis depuis les travaux de Drude au début du XX°® siécle que la
conductivité moyennée sur le désordre décrit correctement les propriétés de
transport et s’obtient & partir d’une description classique du gaz d’électrons.
Si, en revanche, on considére un échantillon avec une réalisation spécifique du
désordre, il est possible d’observer des effets d’interférence qui ne disparaissent
qu'en moyenne [1].

Les succés incontestables de I’approche classique ont conduit 4 penser qu’il
ne doit pas subsister d’effet cohérent dans un milieu aléatoire ol une onde
subit de la diffusion multiple. Ce point de vue a été mis en défaut de maniére
indiscutable depuis les années 1980 par une série d’expériences nouvelles. Afin
de sonder ces effets d’interférences, la plus spectaculaire de ces expériences
utilise effet Aharonov-Bohm sur lequel nous allons maintenant nous attarder.

1.2 L’effet Aharonov-Bohm

Le dispositif des trous d’Young est certainement ’exemple le plus simple
qui mette cn évidence une figure d’interférence en optique. Sa transposition au
cas des ¢lectrons constitue un passage obligé pour la compréhension des effets
d’interférence quantique. Dans le dispositif d’Aharonov-Bohm, un solénoide
infiniment long cst placé entre les deux trous, de sorte que les électrons qui
interférent se déplacent & I'extérieur du solénoide, comme cela est représenté
sur la figure 1.5. Le champ magnétique cst nul & U'extérieur du solénoide et
classiquement sa présence n’affecte donc pas le mouvement des électrons.

Il n'en va pas de méme en mécanique quantique. Dans ce cas, il faut
considérer, afin de calculer l'intensité, la somme des amplitudes complexes
associées aux différentes trajectoires. Pour les deux trajectoires de la figure 1.5,
ces amplitudes sont de la forme a; » = |a1’2|e""51v2, ol les phases &, ct J2 sont
données par (on note —e la charge de I'électron) :

5 =6 _ E/A.dl
1 1 A .

5y = ot %/A.dl . (1.1)
" J2
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FiG. 1.5 — Description schématique de l'effet Aharonov-Bohm. Un tube de fluz ¢
est placé derriére les deux fentes.

Les intégrales décrivent la circulation du potentiel vecteur A le long des deux

trajectoires et (5% sont les phases géométriques en I’absence de flux magné-
tique. En présence d’un flux magnétique ¢ induit par le solénoide, 'intensité
I(9) est donnée par

1(¢) = |ay + a2]® = |a1]? + |az|® + 2|a1az| cos(6; — 62)
=hL+L+2y 11]2(308(51 —(52) . (12)

La différence de phase Ad(¢) = d; — 3 entre les deux trajectoires est mainte-
nant modulée par le flux magnétique ¢

Ad(¢) = 61 =60 4 = f Adl = A5 4 2r L (1.3)
h $o

ol ¢g = h/e est le quantum de flux magnétique. Il est donc possible de modi-
fier contintiment I’état d’interférence en chaque point de ’écran en changeant
le flux magnétique ¢. Ceci constitue I'effet Aharonov-Bohm [2]. Celui-ci est
directement lié a la cohérence de phase. Il constitue une sonde remarquable
permettant d’étudier cette cohérence dans les systémes électroniques [3]. C’est

un avantage que n’ont pas aussi simplement les montages optiques 2.
Cet effet a été mis en évidence expérimentalement : un faiceau cohérent
d’électrons est émis dans un microscope électronique et scindé en deux fais-

ceaux avant de traverser un aimant toroidal tel que le champ magnétique reste

21l y a cependant en optique un effet analogue a effet Aharonov-Bohm, appelé 'effet
Sagnac [4].
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confiné dans le tore [5]. Le champ magnétique est donc nul sur le trajet des
électrons. Il s’agit 14 toutefois d’une expérience effectuée dans le vide et les
électrons ne subissent pas de collision avant d’interférer. Afin de mettre en
évidence une éventuelle cohérence de phase dans les métaux, o les électrons
subissent des collisions multiples, Richard Webb et ses collaborateurs (1983)
ont mesuré la résistance d’un anneau d’or [6]. Dans ce montage schématisé
sur la figure 1.6, des électrons incidents sont contraints a passer par les deux
branches de 'anneau qui constituent I’équivalent des deux trous d’Young,
pour é&tre ensuite collectés dans le second brin.

FiGg. 1.6 — Description schématique de 'expérience de Webb et al. sur leffet
Aharonov-Bohm dans un métal. Dans cette expérience, le champ magnétique ap-
pliqué est uniforme. ¢ est le flux a travers ’anneau.

L’¢équivalent de lintensité I(¢) est le courant électrique ou encore la
conductance G(¢) mesurée pour différentes valeurs du flux magnétique ¢.
Celui-ci est obtenu par Papplication d’un champ magnétique uniforme, ce
qui ne correspond pas stricto sensu au cas de 'expérience d’Aharonov-Bohm
puisque le champ magnétique n’est pas nul sur les trajectoires électroniques.
Cependant, le champ appliqué est suffisamment faible pour que, d’une part,
la courbure des trajectoires résultant de la force de Lorentz soit trés inférieure
au diamétre des fils constituant 'anneau et que, d’autre part, il n’y ait pas
de déphasage entre trajectoires cohérentes 4 l'intérieur de I’anneau. On peut
alors négliger l’effet du champ pour ne garder que celui du flux. La figure 1.7
montre que la magnétorésistance de cette boucle est en premiére approxima-
tion une fonction périodique du flux appliqué dont la période est donnée par
le quantum de flux ¢g = h/e. En effet, la phase relative des deux trajectoires
électroniques étant modulée par le flux, le courant total, donc la conductance
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(@080 _ 0% _

(b)

0 100 200 300
IVAH(1/T)

Fic. 1.7 — a) Magnétorésistance d’un anneau dor ¢ T = 0,01 K. b) Spectre de
Fourier de la magnétorésistance. On voit une contribution principale correspondant
a la composante de Fourier 4 ¢o = h/e [6].

de lanneau, sont des fonctions périodiques du flux 3 :

G(¢) = G + 6G cos(ASD) + 27r¢£) . (1.4)
0
Cette modulation de la conductance en fonction du flux résulte de I'existence
d’effets cohérents dans un milieu ol le désordre est suffisamment fort pour
qu’il y ait de la diffusion multiple. Par conséquent, argumentation naive
selon laquelle la cohérence de phase disparait dans ce régime cst incorrecte et
doit &tre reconsidérée.

1.3 Cohérence de phase et effet du désordre

L’expérience de Webb décrite précédemment a ét¢ réalisée sur un anneau
dont la taille est de 'ordre du micron. On sait cependant que, pour un systéme
macroscopique, cctte modulation en fonction du flux magnétique disparait. Il
existe donc une longueur caractéristique, au-dela de laquelle il n’y a plus de
cohérence de phase. Cette longueur, appelée longueur de cohérence de phase

30n voit sur la figure 1.7 que la modulation n’est pas exactement périodique. Ceci est dit
au fait que I’anneau n’est pas unidimensjonnel et que les trajectoires de diffusion multiple
au sein d’'une méme branche peuvent étre aussi modulées par le champ magnétique qui
pénétre dans I’anneau lui-méme. C’est 'origine du pic & basse fréquence de la figure 1.7.5.
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et notée Ly, joue un role essentiel dans la description des effets cohérents dans
les systémes complexes.

Afin de mieux comprendre la nature de cette longueur, il est intéressant
d’aborder briévement certaines notions liées A la cohérence quantique 4. Si
on considére un ensemble de particules quantiques contenues dans une boite
cubique de cété L en dimension d, les états quantiques possibles sont décrits
par une superposition cohérente de fonctions d’onde de telle sorte que ’état
quantique du systéme soit un état cohérent s’étendant sur I’ensemble du vo-
lume L?. On connait plusieurs exemples pour lesquels la cohérence quantique
s’étend jusqu’a ’échelle macroscopique : supraconductivité, suprafluidité, gaz
d’électrons libres a température nulle, états cohérents du champ de photons,
etc.

Pour le gaz d’électrons & température finie, cette cohérence disparait a
I’échelle macroscopique. Il est alors possible de décrire les grandeurs physiques
comme par exemple le transport électrique ou thermique au moyen d’une ap-
proche essentiellement classique. La suppression de la cohérence quantique
résulte de phénoménes liés a ’existence de processus incohérents et irréver-
sibles provenant du couplage des électrons avec leur environnement. Celui-ci
est constitué de degrés de liberté avec lesquels les électrons sont en interac-
tion : excitations thermiques du réseau atomique (phonons), impuretés ayant
des degrés de liberté internes, interaction avec les autres électrons, etc. Cette
irréversibilité est une source de décohérence pour les électrons et sa descrip-
tion est un probléme difficile que nous aborderons dans les chapitres 6 et 13.
La longueur de cohérence de phase L; définit de maniére générique la perte
de cohérence de phase liée a ces processus irréversibles.

Toutes ces considérations ne sont en rien reliées a 'existence d’un désordre
statique tel que celui décrit dans les deux sections précédentes (variation d’in-
dice en optique, impuretés statiques telles que lacunes ou impuretés de sub-
stitution). Ce désordre ne détruit pas la cohérence de phase et n’introduit
donc aucune irréversibilité. Par contre, les symétries éventuelles du systéme
quantique disparaissent de telle sorte qu’il n’est plus possible de trouver de
bons nombres quantiques propres a sa description. Par conséquent, chaque
observable d’un milieu quantique aléatoire dépend de la distribution spéci-
fique du potentiel de désordre. En moyenne, il est possible de caractériser le
potentiel de désordre au moyen d’une longueur caractéristique : le libre par-
cours moyen élastique I, qui représente la distance moyenne parcourue par un
paquet d’ondes entre deux événements de collision sans changement d’énergie
(voir chapitres 2 et 3}.

On voit ainsi que la longueur de cohérence de phase Ly est fondamenta-
lement différente du libre parcours moyen élastique .. A suffisamment basse

4La plupart des notions discutées ici utilisent le language de la mécanique quantique.
Elles se transposent plus ou moins directement au cas de la propagation des ondes électro-
magnétiques.
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température, ces deux longueurs peuvent différer par plusieurs ordres de gran-
deur, de telle sorte qu'un électron peut se propager dans un milieu désordonné
sur des longueurs trés grandes devant le libre parcours moyen élastique I, tout
en gardant sa cohérence de phase, tant que la longueur de sa trajectoire n’ex-
céde pas Ly. La perte de cohérence de phase n’est donc pas reliée & 'existence
d’un potentiel aléatoire aussi fort soit-il mais correspond & d’autres types de
meécanismes. [l peut sembler paradoxal que cette distinction entre 'effet du
désordre élastique et celui associé aux processus irréversibles de relaxation
de la phase ait été mise en évidence dans le cas relativement non trivial du
transport dans un métal ou les électrons ont des interactions complexes avec
leur environnement. Mais cette méme distinction s’applique & la propagation
des ondes électromagnétiques dans des milieux turbides, dans le régime de
diffusion multiple cohérente, ot on peut distinguer, par exemple, les effets
d’une longueur d’absorption finie de ceux liés au libre parcours moyen [..

1.4 Cohérence moyenne et diffusion multiple

Si la cohérence de phase conduit & des effets d’interférence pour une réa-
lisation particuliére du désordre, on pourrait penser que ceux-ci disparaissent
en moyenne. Ainsi, dans l'expérience de Webb décrite dans la section 1.2, les
oscillations de conductance de période ¢g = h/e correspondent & un anneau
donné. Si maintenant on moyenne sur le désordre, ¢’est-a-dire sur A§® dans
la relation (1.4), on s’attend a ce que la modulation par le flux magnétique
disparaisse et avec elle la trace des effets cohérents. Or le méme type d’expé-
rience a été réalisé en 1981 par Sharvin et Sharvin [7] sur un long cylindre
métallique creux traversé par un flux Aharonov-Bohm. Pour une hauteur du
cylindre supérieure & Ly, celui-ci peut étre décrit comme un ensemble de
boucles identiques a celle de 'expérience de Webb mais incohérentes entre
elles. Dans cette expérience on réalise donc une moyenne d’ensemble. De ma-
niére o priori surprenante, il subsiste un signal dépendant du flux mais qui
correspond maintenant & une périodicité ¢o/2 au lieu de ¢p. Comment com-
prendre qu'une trace de la cohérence de phase semble subsister en moyenne?

Le méme genre de question se pose en optique. Si on moyenne sur dif-
férentes réalisations du désordre une figure de tavelures (speckle), reste-t-il
une trace de la cohérence de phase? La encore, de maniére inattendue, on
a mis en évidence pour le coefficient de réflexion d’une onde par un milieu
diffusant (parfois appelé son albédo) une dépendance angulaire inexplicable
par la théorie classique du transport (fig. 1.8) et qui est une signature de la
cohérence de phase : c’est Veffet de rétrodiffusion cohérente.

Ces résultats démontrent que, méme en moyenne, il reste des effets de
cohérence de phase. Afin de préciser la nature de cecs effets, considérons un
milieu aléatoire optiquement épais. Il peut étre modélisé par un ensemble de
diffuseurs ponctuels élastiques dont les positions 7, sont distribuées aléatoire-
ment. La validité de ces hypothéses pour une description réaliste d’un milieu



1.4 Cohérence moyenne et diffusion multiple 11

Fic. 1.8 — Figure de speckle obtenue par diffusion multiple de la lumiére sur un
échantillon de billes de polystyréne, en fonction de 'angle d’observation. La courbe
du bas représente les fluctuations de l'intensité mesurée selon une direction angulaire.
La figure supérieure est obtenue en réalisant une moyenne sur la position des billes
de polystyréne et la courbe donne la dépendance angulaire de l'intensité moyenne
(figure courtoisement fournie par G. Maret).

aléatoire sera discutée en détail dans les chapitres 2 et 3. Considérons mainte-
nant une onde plane provenant d’une source cohérente située & 'extérieur du
milieu et se propageant dans celui-ci en effectuant des collisions élastiques sur
les diffuseurs et cherchons a déterminer la figure d’interférence qui en résulte.
Pour cela, on étudie 'amplitude complexe A(k, k') de I'onde réémise dans la
direction définie par le vecteur d’onde k' et correspondant & une onde plane
incidente de vecteur d’onde k. En toute généralité, on peut la mettre sous la
forme :

Ak, k') = Z f(rl,rg)ei(k'rl_k,“) (1.5)

1,72

ou f(ry,r2) est Pamplitude complexe correspondant & la propagation entre
deux événements de diffusion situés en r; et ro. Cette amplitude s’écrit comme
une somme du type Y, a; = > |aj] % ol chaque chemin j représente une
séquence de collisions (fig. 1.9) joignant les points r; et ro. L'intensit¢ associée
est donnée par :

A, K2 = 37 ST fry,ma) £ (ra, ry)eiBm K m)gmilkrs =kl (1 6)

71,72 73,74
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avec

f(ri,m2) [ (3, 7a) Zag r1,72)a) (T3, T4) Z |aj|la; i |ei0i e

(1.7)
Afin de calculer sa valeur moyenne sur les différentes réalisations du potentiel
aléatoire, c’est-a-dire sur les positions des diffuseurs, il est utile de remarquer
que la plupart des termes des relations (1.6) et (1.7) donnent une contribution
nulle en moyenne, puisque la phase §; —4d;» qui mesure la différence de longueur
entre les trajectoires de la figure 1.9 est aléatoire.

F1G. 1.9 — Trajectoires typiques participant & 'amplitude compleze totale f(ri,72)
d’une onde en situation de diffusion multiple. L’amplitude f(r1,72) est une somme
de la forme 3, aje’s.

Par conséquent, ne vont contribuer & la moyenne de |A(k,k')|? que les
termes pour lesquels les phases disparaissent, ce qui ne peut sc produire que
pour des couples de trajectoires identiques, ¢’est-a-dire parcourant exactement
les mémes séquences de collisions soit dans le méme sens, soit dans un sens
opposé. Ces trajectoires sont représentées schématiquement sur la figure 1.10
et correspondent aux séquences

TL D Tq =Ty Ty ST, T

Ty 2Ty 2Ty =Ty =Ty —T1

L’identité des trajectoires impose en particulier de prendre dans la rela-
tion (1.6) r1 = r3 et ro = 74 pour le premier processus (méme sens) et
r1 = 14 et 72 = r3 pour le sccond (sens opposés). Ces deux processus sont
donc caractérisés par la méme intensité a condition toutefois que le systéme
soit invariant par renversement du sens du temps. Le role joué par cette sy-
métrie sera étudié en détail au chapitre 6. De plus, le second processus donne
lieu, d’apres la relation (1.6), & un déphasage supplémentaire de telle sorte
que finalement les deux scules contributions non nulles en moyenne donnent :

Al KNP = 3 f(r,ma)2 14 i) (i=r2)] (1.8)
T1,T2
ol ~-- dénote la valcur moyenne sur les différentes réalisations du potentiel

aléatoire.
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(@)

F1G. 1.10 — Représentation schématique des deux types de séquences de collisions
multiples. La premiére correspond & l'intensité classique. La seconde, pour laquelle
les deuz séquences de collisions sont parcourues dans des sens opposés, est & 'origine
de Ueffet de rétrodiffusion cohérente.

Cet ouvrage présente essentiellement une étude systématique des consé-
quences de P'existence de ces deux processus qui subsistent en moyenne lors
de la diffusion multiple d’une onde dans un milieu aléatoire. Le premier est
bien connu. Il peut é&tre parfaitement compris & partir d'une analyse clas-
sique ne prenant pas en compte existence d’une équation d’onde sous-jacente,
puisque toutes les phases disparaissent exactement. Pour I’étude du transport
dans les métaux, cette analyse classique se fait dans le cadre de I'équation de
Boltzmann, tandis que pour la propagation des ondes ¢lectromagnétiques, la
théorie équivalente, dite du « transfert radiatif », a été développée par Mie et
Schwartzshild [8]. Toutes deux datent du début du xx° siécle.

Le second terme de la relation (1.8) contient un facteur de phase. Ce
dernier dépend des points 7; et 72 et la somme sur ces points fait que la
moyenne s’annule généralement sauf pour deux exceptions notables :

o k+k' ~ 0:dans la direction exactement opposée 4 la direction incidente,
lintensité est le double de sa valeur classique. Cette derniére n’a, en
moyenne, pas de dépendance angulaire, et le second terme, qui dépend
de k+ k' fait apparaitre un pic dans ’albédo (c’est-a-dire la dépendance
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angulaire de I'intensité moyenne réfléchie par le milieu). Ce phénoméne
observé en optique est appelé « rétrodiffusion cohérente ». Son étude
fera 'objet du chapitre 8.

e Dans la somme (1.8), les termes tels que r; = 75 sont particuliers.
Ils correspondent aux trajectoires de diffusion multiple fermées. Cette
contribution du terme d’interférence 4 la valeur moyenne subsiste méme
quand il n’est pas possible d’imposer les directions k et k’. C’est le cas
des métaux ou des semi-conducteurs ou le terme d’interférence affecte
les propriétés de transport moyennes, comme la conductivité électrique.
Ceci est a Porigine du phénomeéne de localisation faible. Nous P'étudie-
rons en détail dans le chapitre 7.

1.5 Cohérence de phase et auto-moyennage :
fluctuations universelles

Les grandeurs physiques mesurables d’un systéme quantique désordonné
dépendent de la réalisation spécifique du désordre, du moins tant que les
longueurs caractéristiques de ce systéme sont inférieures a la longueur de
cohérence de phase Ly. Dans le cas contraire, c’est-a-dire pour des longueurs
supérieures & Lg, la cohérence de phase est perdue et le systéme devient
classique, ce qui est le cas a ’échelle macroscopique. Les grandeurs physiques
sont alors indépendantes de la réalisation spécifique du désordre. La physique
des systémes de taille inférieure & Ly, appelés « systémes mésoscopiques ° »,
est donc particuliérement intéressante a cause des effets de cohérence [9, 10].
La physique mésoscopique précise cette distinction entre la complexité due au
désordre décrite par I’échelle de longueur /. et la décohérence décrite par Ly :

e désordre (l.) : perte des symeétries et des bons nombres quantiques (com-
plexité) ;

¢ perte de la cohérence de phase (Lg4).

Essayons maintenant de comprendre le lien qui existe entre le fait qu’'un
systéme quantique désordonné soit de taille supérieure & Ly et qu’il soit auto-
moyennant, c¢’est-a-dire que les observables physiques mesurables sur ce sys-
téme soient égales a leur valeur moyenne sur plusieurs échantillons. Si la taille
caractéristique L est beaucoup plus grande que Ly, le systéme peut-étre dé-
composé en une collection de N = (L/ L¢)d > 1 sous-systémes statistique-
ment indépendants & lintérieur desquels la cohérence quantique est préser-
vée. Une observable macroscopique définie dans chaque sous-systéme prend
donc N valeurs aléatoires. La loi des grands nombres nous assure alors que

5La racine grecque pecos signifie intermédiaire.
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toute grandeur macroscopique est égale avec une probabilité un a sa valeur
moyenne. Par conséquent, tout systéme désordonné de taille L > L4 réa-
lise pour chaque grandeur une moyenne sur les réalisations du désordre. Par
contre, on observe des déviations & ce résultat pour des systémes de taille
inférieure & L, & causc de la cohérence de phase sous-jacente. L’étude de
ces déviations constitue le domaine privilégié de la physique mésoscopique.
Considérons ici ’exemple particuliérement important des fluctuations de la
conductance électrique d’un métal faiblement désordonné (chapitre 11). Dans
la limite classique auto-moyennante, et pour un échantillon cubique d’aréte
L, les fluctuations relatives de conductance varient comme 1/ VN :

(1.9)

VeG? 1 <L¢)d/2
G VN \L

ol G = G — G. La conductance moyenne G est la conductance classique G
donnée par la loi d’Ohm G = ¢ L%2 ot o est la conductivité électrique 6. De
la relation (1.9), on déduit §G2 x LE~%. Pour d < 3, les fluctuations tendent
bien vers zéro dans la limite des grandes tailles. On dit que le systéme est

auto-moyennant. Par contre lorsque L < Lg, on trouve expérimentalement

que
2

8G2 ~ const. x e}_L . (1.10)

L’amplitude des fluctuations de conductance est indépendante de la taille
L et de Pamplitude du désordre. On parle de « fluctuations universelles de
conductance ». La variance de la conductance est le produit d'une grandeur
universelle e? /h, et d’'une constante numérique qui dépend uniquement de la
géomeétrie de ’échantillon. Cette relation implique que dans le régime méso-
scopique, la conductance électrique n’est plus une quantité auto-moyennante.
L’universalité apparait sur la figure 1.11 o0 chaque réalisation a été obtenue
pour des systémes trés différents. Une caractéristique essentielle des fluctua-
tions mésoscopiques est leur reproductibilité. Pour une réalisation donnée du
désordre, la dépendance des fluctuations en fonction d’un paramétre extérieur
comme 'énergie de Fermi ou le champ magnétique est parfaitement repro-
ductible. En ce sens, les fluctuations représentent, tout comme les figures de
speckle en optique, une « empreinte digitale » de la réalisation du désordre
qui permet de la caractériser de maniére unique.

1.6 Corrélations spectrales

Nous avons évoqué la signature des effets cohérents sur des quantités de
transport comme la conductance électrique ou l’albédo. Dans un systéme isolé

8La forme G = 0L 2 est une généralisation 4 d dimensions de l’expression habituelle
G = 0S/L, pour un échantillon de longueur L et de section S.
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F1G. 1.11 — Variations apériodiques de la magnétoconductance de trois systémes
différents. a) un anneau d’or de 0,8 mm de diamétre, un échantillon de Si-MOSFET,
et un résultat de simulations numériques sur un modele d’Anderson désordonné
(présenté au chap. 2). La conductance varie de plusieurs ordres de grandeur d’un
systéme & Uautre mais les fluctuations restent de Uordre de €*/h (P.A. Lee et al.,
Phys. Rev. B 85, 1039 (1987)).

de taille finie, on peut s’interroger sur 'effet du désordre sur le comportement
spatial des fonctions d’onde et sur la corrélation des énergies propres. Pour
des ondes électromagnétiques il s’agira du spectre des fréquences propres. Si,
par exemple, les fonctions d’onde sont trés affectées par le désordre et sont
exponentiellement localisées, alors les énergies (ou les fréquences) propres cor-
respondantes peuvent étre arbitrairement proches I'une de 'autre puisqu’elles
décrivent des états dont le recouvrement spatial est exponentiellement petit.
Ces fonctions d’onde sont décorrélées et les niveaux d’énergie le sont aussi. Si
par contre les fonctions d’onde sont spatialement délocalisées sur I'ensemble
du systéme et ne mettent en évidence aucune structure spatiale, ce qui cor-
respond & un régime que 'on peut qualifier d’ergodique, alors le recouvrement
spatial important des fonctions propres induit des corrélations spectrales qui
se traduisent par une « répulsion » des niveaux d’énergie. Ces deux situa-
tions extrémes sont trés générales et peu sensibles aux détails microscopiques
propres au désordre. On montre que les corrélations spectrales présentent des
propriétés unwerselles communes & des systémes physiques trés différents.
Considérons par exemple la probabilité P(s) que deux niveaux d’énergie voi-
sins soient distants de s. Les deux situations précédentes sont décrites par
deux cas limites trés robustes pour la fonction P(s), correspondant respecti-
vement 4 une distribution de Poisson pour des états exponentiellement loca-
lisés et a une distribution de Wigner-Dyson pour le cas ergodique. Ces deux
distributions représentées sur la figure 10.1 décrivent une gamme trés large
de problémes physiques et permettent en premiére approximation d’en faire
une partition en deux classes correspondant d'une part aux systémes inté-
grables (Poisson) et d’autre part aux systémes non intégrables ou chaotiques
(Wigner-Dyson). Ce dernier cas peut s’étudier systématiquement au moyen
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de la « théorie des matrices aléatoires » dont les grandes lignes sont exposées
dans le chapitre 10.

Bien entendu, un milieu complexe n’est décrit par ces comportements uni-
versels que dans des cas limites. I’approximation de diffusion permet, d’une
part, de retrouver certains résultats de la théorie des matrices aléatoires et,
d’autre part, d’identifier les corrections & ce régime universel. Ces corréla-
tions spectrales sont trés sensibles & la perte de cohérence de phase. Elles
dépendent done de L, et sont caractéristiques du régime mésoscopique. On
peut les mettre en évidence sur le comportement de quantités thermodyna-
miques comme 'aimantation ou les courants permanents qui constituent la
réponse orbitale des électrons & un champ magnétique appliqué. Ceci sera
I’objet du chapitre 14.

1.7 Probabilité classique et croisements
quantiques

La plupart des quantités physiques que nous étudierons s’expriment en
fonction du produit de deux amplitudes complexes, chacune étant la somme
des contributions a; associées aux trajectoires de collisions multiples :

Za;* Zaj :Zafaj . (1.11)
g J (]

C’est le cas par exemple de l'intensité lumineuse considérée dans la section 1.4.
La combinaison d’amplitudes (1.11) permet de définir « la probabilité de dif-
fusion quantique », dont le role est essentiel pour caractériser les propri¢tés
physiques des milieux désordonnés. Cette probabilité décrit I’évolution d’un
paquet d’onde entre deux points 7 et 7’ et §’écrit comme le produit de deux
amplitudes complexes 7 appelées aussi propagateurs ou fonctions de Green.
En notant P(r,r’) la probabilité moyenne, on a

P(r,r") « Zaj('r, ra;{r,r") (1.12)
2V}
ou - désigne la moyenne sur le potentiel aléatoire. L’amplitude a;(r,7’)

décrit la propagation de r a ' et P(r,r’) apparait donc comme la somme
des contributions de paires de trajectoires, chacune étant caractérisée par
une amplitude et une phase. Cette somme peut étre décomposée en deux
contributions, celle pour laquelle les trajectoires i et j sont identiques et celle

“Dans cette introduction, nous ne cherchons pas a établir des expressions exactes pour
les différentes quantités physiques mais simplement & préciser leur structure en fonction des
trajectoires de collisions multiples. On omet donc les variables temps ou fréquence lorsque
¢a n’est pas indispensable. Pour des définitions plus précises, on se reportera aux chapitres 3
et 4.
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b

F1G. 1.12 — En moyennant sur le désordre, la contribution des paires de trajectoires
distinctes (a) disparait pour ne laisser dans la probabilité moyenne que les termes
correspondant & l'appariement de trajectoires identiques (b).

pour laquelle ¢ #£ j :

P(r,r") o Z la;(r,v")|? + Za;‘(r,'r’)aj(r,r’) . (1.13)

J i#y

Dans la premiére contribution les phases disparaissent. Dans la seconde, le
déphasage des trajectoires appariées est grand et aléatoire. Par conséquent
celle-ci s’annule en moyenne &. La probabilité est donc donnée par une somme
d’intensités et ne contient pas de terme d’interférence (fig. 1.12) :

Py(r,r') Z laj(r,7)]? . (1.14)

J
On appellera ce terme classique le « diffuson ». Dans la limite de faible
désordre, c’est-a-dire lorsque la longueur d’onde A est petite devant le libre

parcours moyen élastique [, et pour des échelles de longueur grandes devant
le, le diffuson est bien décrit par la solution de ’équation de diffusion

[% - DA} Py(r,r',t) = 8(r —7)8(t) (1.15)
o D = vl,/d est la constante de diffusion, v la vitesse du paquet d’onde et d
la dimension d’espace. Ce résultat constitue I'« approzimation de diffusion ».

Une quantité particuliérement importante est la probabilité de retour a
l'origine Py(7, r,t) ainsi que son intégrale spatiale Z(t). Cette derniére s’écrit
en fonction des fréquences propres notées FE,, associées a 'équation de diffu-
sion (1.15)

Z(t) = /d'rPcl(r,r,t) = Ze‘E"t ) (1.16)

80n montre dans la section suivante que les termes d’interférence de la relation (1.13)
ne disparaissent pas complétement et sont & l'origine de la plupart des effets quantiques
décrits dans cet ouvrage.
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Par exemple, pour un systéme ¥ de volume ©Q, on a

Z(t) = (1.17)

(4rDt)i/?

La dépendance en fonction de la dimension d’espace d joue un réle essentiel
et les propriétés physiques sont d’autant plus sensibles aux effets de la dif-
fusion multiple que la dimension d’espace est petite, la probabilité de retour
augmentant lorsque d diminue.

Pour un systéme fini de volume Q = L%, les conditions aux limites pcuvent
jouer un réle important. Elles reflétent la nature du couplage au monde exté-
rieur et Z (1) en dépend. Il apparait alors un nouveau temps caractéristique

= L*/D (1.18)

appelé temps de Thouless. 1l représente le temps mis pour diffuser d’un bord
a 'autre de 'échantillon. Si t < 7p, on a une diffusion libre, décrite par la
relation (1.17) ou Deffet des bords ne se fait pas sentir. Si par contre t > 7p,
tout le volume mis a la disposition de la marche au hasard est exploré, on
est dans le régime dit ergodique et Z(t) >~ 1. On associe généralement & 7p
Iénergie caractéristique E. = ii/7p, appelée énergie de Thouless.

1.7.1 Croisements quantiques

Supposer que la scconde contribution dans (1.13) est nulle revient a né-
gliger tout effet d’interférence. En fait, méme aprés moyenne sur le désordre,
cette contribution n’est pas rigoureusement nulle. Il reste des termes qui dé-
crivent des appariements de trajectoires distinctes, ¢ # j, mais suffisamment
proches 'une de I'autre pour que leur déphasage reste petit. Considérons par
exemple le cas de la figure 1.13.a ou les trajectoires appariées qui constituent
un diffuson suivent des séquences de collisions identiques mais se croisent pour
former une boucle contenant des trajectoires allant dans des directions oppo-
sées 19, Cette notion de croisement est essentielle car c’est elle qui est a lori-
gine des effets cohérents comme la localisation faible, les corrélations a longue
portée de I'intensité lumineuse ou les fluctuations universelles de conductance.
1l est donc important d’en avoir une bonne intuition. Les figures 1.13.q,b
montrent qu’un tel croisement mélange quatre amplitudes complexes et les
apparie différemment. Le croisement, appelé aussi boite de Hikami, est donc
un objet dont le réle est de permuter les amplitudes [13]. Si l'on veut réduire
le déphasage induit & des valeurs inférieures & 2m, les trajectoires doivent
rester aussi proches I'une de Pautre que possible et le croisement doit donc
étre spatialement localisé, c’est-a-dire se faire sur une longueur de 'ordre du

90mn néglige les effets de bords. On parle alors de diffusion libre.
1071 faut prendre garde & ne pas confondre un tel croisement quantique qui échange deux
amplitudes avec les croisements d’une marche au hasard classique.
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F1G. 1.13 — a) Le croisement des trajectoires contribuant au diffuson conduit & un
nouvel appariement des amplitudes. b) L’appariement de quatre amplitudes a; fait
apparaitre le croisement de deuz diffusons.

libre parcours moyen élastique I,. Nous verrons que le volume associé & un
croisement en dimension d est de Pordre de A4~1[.. Ceci peut s’interpréter
en attribuant & un diffuson — l'objet constitué de deux trajectoires appariées
— se propageant pendant un temps ¢ une longueur vt, ol v est la vitesse de
groupe, et une section A4, soit un volume \¢~! vt.

Afin d’évaluer I'importance des effets quantiques, estimons la probabilité
de croisement de deux diffusons, comme sur la figure 1.13.5. Cette probabilité,
pour un intervalle de temps dt, est proportionnelle au rapport entre le volume
d’un diffuson et le volume Q = L% du systéme, soit

B A 1ydt N 1 dt

dpx (t) = (1.19)

Q 97D
Dans cette expression, on a fait apparaitre explicitement le temps de Thouless
7p = L?/D. On a aussi introduit le nombre sans dimension g, proportionnel
au rapport de deux volumes A\ lvrp/Q. On montrera que ce nombre n’est
autre que la conductance électrique classique g = G /(e?/h), en unités du
quantum de conductance e?/h (relation 7.22).

Lorsque le milieu désordonné est couplé au monde extérieur, les ondes
diffusées s’en échappent au bout d’un temps de ’ordre de 7p, de sorte que le
temps typique des trajectoires de diffusion est donné par 7p. La probabilité
de croisement pendant ce temps 7p est donc inversement proportionnelle 4 la
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conductance : . .
pr(7p) = / dpslt) =< (1.20)
0

Ce nombre permet d’évaluer 'importance des corrections quantiques par rap-
port au comportement classique. Dans la limite de faible désordre A < [, la
conductance g cst grande. Par conséquent la probabilité de croisement reste
petite et les effets de cohérence de phase sont petits.

Les croisements quantiques et le déphasage qu’ils induisent viennent corri-
ger la probabilité classique (1.14). C’est la combinaison de ces croisements, de
Pinterférence qu’ils décrivent et de la longue portée spatiale du diffuson qui
permet de propager des effets cohérents sur 'ensemble du systéme, effets cohé-
rents & la base de la physique mésoscopique. L’argument simple développé ici
implique immédiatement que les corrections quantiques au transport électro-
nique classique sont de I'ordre de G x 1/g, c’est-a-dire €2 /h. C’est pourquoi
les propriétés caractéristiques du transport quantique telles que la localisation
faible ou les fluctuations universelles de conductance sont d’ordre e2/h.

Dans la limite de faible désordre, on peut montrer que les croisements
sont indépendants les uns des autres. On peut alors engendrer les corrections
successives a la probabilité classique en fonction du nombre de croisements,
c’est-a-dire comme un développement en puissances de 1/g.

1.8 Les objectifs

Cet ouvrage aborde les effets de la diffusion multiple cohérente d’ondes
électroniques ou électromagnétiques dans des milieux désordonnés, dans la
limite ot la longueur d’onde '* X\ = 27/k est petite devant le libre parcours
moyen élastique l.. Ceci constitue la limite dite de « faible désordre ». II est
alors possible de construire un cadre général pour la description d'un grand
nombre de phénoménes physiques qui ont été effectivement prédits, observés
et expliqués, au moyen d’un petit nombre d’idées assez générales. C’est cet
ensemble d’hypothéses et de résultats que nous allons maintenant exposer
succinctement. Cette section constitue un résumé des propriétés physiques
qui seront décrites dans 'ouvrage.

e Corrections de localisation faible 4 la conductivité (chap. 7)
et pic de rétrodiffusion cohérente (chap. 8)

Un exemple particuliérement important ou la notion de croisement quan-
tique apparait est celui du transport électrique dans un métal faiblement
désordonné. Considérons par exemple le transport & travers un échantillon
de longueur L. On peut montrer que la conductance électrique associée est
proportionnelle & la probabilité de traverser I'échantillon. A la probabilité

11 Pour les électrons, A est la longueur d’onde au niveau de Fermi.
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classique correspond la conductance classique, dite « de Drude », G;. La cor-
rection quantique & la probabilité conduit & une correction a la conductance.

®

F1G. 1.14 — Le croisement d’un diffuson avec lui-méme (b) engendre une correction
quantique a la conductivité classique de Drude (a).

Cette correction associée a un seul croisement est donc d’ordre 1/g, mais
elle dépend aussi de la distribution des boucles, c’est-a-dire des trajectoires
de diffusion fermées (fig. 1.14) dont le nombre est donné par l'intégrale spa-
tiale (1.16), c’est-a-dire par la probabilité intégrée de retour & V'origine Z(t).
Ainsi, la probabilité p,(rp) de traverser ’échantillon avec un seul croisement
quantique, ¢’est-a-dire une seule boucle, est de la forme

1 [P dt
(o) ~ = / 26 = (121)

o 7p = L?/D. On obtient ainsi la correction relative de conductance moyenne

AG =G -Gy,

AG
Gcl

~ —po(TD) (1.22)

ou le signe négatif de la correction indique que la prise en compte d’un croise-
ment quantique et de la formation d’une boucle vient diminuer la conductance
moyenne. Cette correction est dite de localisation faible.

On remarque par ailleurs que les deux trajectoires qui constituent la boucle
évoluent dans des directions opposées. S’il y a invariance par renversement du
sens du temps, les deux amplitudes associées & ces deux trajectoires j et j7
sont identiques a;r(r,r) = a;(r, ) et elles interférent donc constructivement.
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S’il existe un processus qui vient briser cette invariance, alors la correction
de localisation faible disparait. Cet appariement de trajectoires conjuguées 12
par renversement du sens du temps est appelé un cooperon.

Cet appariement ressemble tout & fait & celui décrit dans la section 1.4
et sur la figure 1.10.b, qui correspond & des amplitudes de diffusion mul-
tiple a;(r1,72) et a;T (71, 72) conjuguées par renversement du sens du temps.
L’invariance par renversement du sens du temps implique que a;r(r,r') =
a;(r,r') de sorte que le produit de ces deux amplitudes est égal au produit
de deux amplitudes se propageant dans la méme direction et contribue a I’in-
tensité moyenne. Considérons un milieu désordonné semi-infini et une onde
plane incidente dans la direction k et émergente le long de k. L’intensité
moyenne réfléchie I(k, k') (appelée aussi albédo moyen) dépend, en vertu de
la relation (1.8), de I'angle entre les directions k et k'. Elle est de la forme

I(k, k') / drdr' Py(r,r') [1 + ei<’“+k'>»<r—”>] (1.23)

On identifie |f(r,r’)|? avec le diffuson Py (r,r’) dont les points 7 et 7' sont
proches de I'interface de I’échantillon et du milieu extérieur. Le premier terme
entre crochets est la contribution classique et indépendante de la phase, tandis
que le terme d’interférence a une structure angulaire autour de la direction
de rétrodiffusion k' ~ —k. L’albédo, présente donc dans cette direction un
pic, appelé pic de rétrodiffusion cohérente, dont I'intensité est le double de la
valeur classique.

e Corrélations des figures de speckle (chap. 12)

Pour une configuration donnée du désordre, la distribution de I'intensité
d’une onde lumineuse subissant de la diffusion multiple est constituée d’une
répartition aléatoire de zones sombres et brillantes (fig. 1.2) appelée figure
de speckle. C’est une figure d’interférence, obtenue a partir de la superposi-
tion des amplitudes complexes, qui constitue une « empreinte digitale » de la
configuration de désordre. Afin de caractériser une figure de speckle, on peut
mesurer la distribution angulaire de l'intensité transmise (ou réfléchie) dans
la géométrie d’une tranche d’épaisseur finie L. Pour cela, on mesure I'intensité
normalisée 7,5 transmise selon la direction 8, et correspondant 4 une onde
incidente selon 3,. En moyenne, le coefficient de transmission 7., dépend peu
des directions &, et 3;, et on le note 7 . La corrélation angulaire des figures

12]] faudra éviter la confusion entre « trajectoire conjuguée par renversement du sens du
temps », décrite par amplitude a JT (r,7'), et « amplitude complexe conjuguée » a;(r, r').

L’invariance par renversement du sens du temps se traduit par a;r (7, 'r’) = a;.‘ (', 7).
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de speckle est définie par

0T 0p 0T oy

Cabartr = > (1.24)

ot 8T, = Top — T . Les fluctuations de speckle, pour une direction d’incidence

~ . L. . 9 2
8, donnée, sont décrites par la quantité Cypep = 6’]:12,)/ 7" dont on montre
qu’elle est égale a 1, c’est-a-dire

T2 =2T . (1.25)

Ce résultat, qui constitue la loi de Rayleigh, décrit I'aspect le plus « visible »
d’une figure de speckle, & savoir son aspect granulaire avec des fluctuations
relatives de ordre de 'unité.

Contrairement & une probabilité (conductance ou intensité moyennes), une
fonction de corrélation telle que (1.24) est constituée du produit de quatre
amplitudes complezes (fig. 1.15.a). En moyennant sur le désordre, les seules
contributions importantes sont obtenues en appariant ces amplitudes de ma-
niére & faire apparaitre des diffusons ou des cooperons. En négligeant, dans
un premier temps, la possibilité de croisement quantique de deux diffusons,
on obtient deux possibilités représentées sur les figures 1.15.5,¢. La premiére
est le produit des deux intensités moyennes T.» et T. La seconde donne la
contribution principale & la fonction de corrélation (1.24). On la note C((lél, b+
Elle n’est non nulle que pour 5, — 8, = 8p — 8y et elle décroit exponentielle-
ment en fonction de k|8, — 84|/ L, c’est-a-dire sur une trés petite ouverture
angulaire.

11 est aussi possible d’apparier les amplitudes en intercalant un ou plusieurs
croisements quantiques. Il en résulte des corrections en puissances de 1/¢g a
la fonction de corrélation angulaire. La premiére d’entre elles, notée Cﬁl,b,,
comporte un seul croisement et est donnée par la figure 1.15.d. On note que
la présence du croisement impose des contraintes lors du réappariement des
amplitudes et donne donc lieu & une dépendance angulaire différente. On mon-
trera dans la section 12.4.2 que Cﬁz, & une dépendance angulaire qui décroit
en loi de puissance de k|8, —~ §,+|/L, au lieu d’une décroissance exponentielle.
Elle a cependant un poids 1/¢g < 1 par rapport au terme sans croisement.

La contribution C’gz()], » comportant deux croisements est schématisée sur
la figure 1.15.e. Il découle de cette structure & deux croisements que cette
contribution n’a pas de dépendance angulaire, c’est-a-dire qu’elle donne un
fond continu de corrélation qui s’étend sans décroissance sur I'ensemble du
milieu. Ce résultat est tout a fait caractéristique de la diffusion multiple co-
hérente, c’est-a-dire de l'effet conjugué des croisements de phase et de leur
propagation a longue portée a l'aide des diffusons. En moyennant la fonc-
tion de corrélation angulaire totale sur toutes les directions d’incidence ct
d’émergence des ondes, seul subsiste cette derniére contribution qui constitue

I’analogue pour les ondes des fluctuations universelles de conductance.
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Fi1c. 1.15 - (a) La fonction de corrélation angulaire d’une figure de speckle est
construtte & partir du produit de quatre amplitudes complexes a; correspondant a
quatre ondes planes incidentes selon 8, et 8, et émergentes selon 8, et 8, . Les
contributions principales sont obtenues en appariant les amplitudes deuz a deuz afin
de faire apparaitre des diffusons. On obtient ainsi les contributions (b) et (c). La
contribution (c) qui correspond & la fonction de corrélation c

aba
sance angulaire exponentielle. (d) Contribution contenant un croisement quantique

1y @ une décrois-

et (e) deux croisements quantiques. Dans ce dernier cas, on note que la fonction de
corrélation correspondante n’a pas de dépendance angulaire.

¢ Fluctuations universelles de conductance (chap. 11)

Ces considérations obtenues pour une onde électromagnétique se trans-
posent aisément au cas des électrons dans un meétal faiblement désordonné.
On est alors amené a étudier les fluctuations de la conductance électrique.
Celles-ci, dans le régime mésoscopique, différent considérablement du résultat
classique : elles sont universelles et de Pordre de €?/h (voir la section 1.5). Il est
possible d’interpréter ces résultats comme une conséquence de I'existence de

croisements quantiques. En effet, le calcul des fluctuations 6G2 = @—62 met
en jeu 'appariement de quatre amplitudes complexes sous forme de deux dif-
fusons. De plus, dans le cadre du formalisme de Landauer {complément C7.2),
on peut relier la conductance en unités de €?/h au coefficient de transmission
Tap sommé sur toutes les directions a et b incidentes et émergentes. Ainsi,
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tout comme pour les corrélations angulaires de speckle, on peut montrer que

le terme sans croisement quantique correspond & @2. La contribution a un
croisement s’annule du fait de la sommation sur les directions émergentes. Par
contre, le terme & deux croisements quantiques n’a pas de structure angulaire
(fig. 1.15.¢) et il donne pour la variance 6G? une correction proportionnelle &
G?%/9? = (e2/h)?, c’est-a-dire universelle.

On peut remarquer que, comme pour la correction de localisation faible,
la variance 6G? dépend aussi de la distribution des boucles. Ici les boucles
sont formées par deuz croisements (fig. 1.15.¢). Pour une boucle de longueur
vt, le choix de la position relative des deux croisements introduit un facteur
supplémentaire A4~ 1vt/Q) ~ t/(g7p) dans P'intégrale (1.21). On en déduit

§G2 1 /TD tdt
o L 7z (1.26)
G(Q:l 9% Jo ( )7'1%

Cette expression ressemble & la correction relative de localisation faible (1.21,
1.22). Mais le facteur t supplémentaire a des conséquences importantes. En
effet, la dépendance Z(t) o« t~%/2 de la probabilité intégrée de retour a 1'origine
implique que la correction (1.21, 1.22) est universelle pour d < 2 tandis que
les fluctuations de conductance le sont pour d < 4. En d’autres termes, la
condition imposée a la taille L du systéme d’étre inférieure & Ly n’est pas
déterminante pour 'observation des effets cohérents moyens. Par contre, elle
le devient lorsqu’on veut étudier le comportement d’une réalisation spécifique
du potentiel aléatoire, que ce soit dans 'expérience de Webb et al. [6] ou
pour les figures de speckle [11]. Dans les métaux, la longueur de cohérence
de phase est une fonction décroissante de la température. En pratique, L¢
est de l'ordre du micron pour des températures inférieures au Kelvin, ce qui
limite sévérement l'ocbservation du régime mésoscopique pour les systémes
électroniques.

¢ Déphasages (chap. 6)

Les effets d’interférence discutés précédemment résultent de V'existence
de croisements quantiques. lls dépendent de la cohérence du systéme onde-
diffuseur et ils peuvent étre modifiés en présence de déphasages. Ceux-ci sont
liés aux degrés de liberté additionnels que nous pouvons répartir en trois
classes et dont nous donnons quelques exemples :

¢ champ extérieur : champ magnétique uniforme, flux Aharonov-Bohm ;

o degrés de liberté associés a4 'onde qui diffuse : spin de ’électron et
polarisation des photons;
e degrés de liberté des diffuseurs : impuretés magnétiques, environnement

des autres électrons, diffuseurs en mouvement, degrés de liberté quantiques
internes (sous-niveaux Zeeman atomiques).
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Reprenons tout d’abord le cas de la diffusion multiple des électrons, main-
tenant en présence d'un champ magnétique. Une cohérence compléte suppose
que les trajectoires conjuguées par renversement du sens du temps ont la
méme amplitude. Ca n’est plus le cas en présence d’un champ magnétique et
il apparait un déphasage entre les trajectoires conjuguées :

ajr(r,r’) = a;(r,r")e®rr) (1.27)

Dans ce cas, en utilisant (1.13) et la discussion de la page 22, la correction a la
probabilité de retour liée au cooperon, que nous noterons P, peut s’exprimer
sous la forme

P(r,r) oc Y laj(r,7)[2ei®i(r7) (1.28)
J

ou ®;(r,r) est la différence de phase accumulée le long des trajectoires fer-
mées. Le déphasage engendré par un champ magnétique est

B(r, 1) = 2—; / Adl (1.29)

ol le facteur 2 provient du fait que les deux trajectoires appariées accumulent
chacune une méme phase mais de signe opposé de sorte que leur différence
s'ajoute. La contribution cohérente a la probabilité de retour est donc affec-
tée par ce facteur de phase et la correction de localisation faible (1.22) a la
conductance électrique prend la forme

?fj x — / dtZ(t) <e"‘1’<t>> (1.30)

otll <eiq’(t)> est la moyenne du facteur de phase associé a ’ensemble des trajec-
toires de longueur vt. Le champ magnétique apparait donc comme un moyen
de sonder les effets d’interférence. En particulier I'effet Aharonov-Bohm cor-
respondant a la limite d’un solénoide infiniment long donne lieu au spectacu-
laire effet Sharvin-Sharvin pour lequel il reste en moyenne une contribution
a la conductance oscillant a la période h/2e (section 7.6.2). Dans le cas du
champ magnétique, il faut pour évaluer la contribution cohérente, chercher
les solutions de I'équation de diffusion covariante qui remplace (1.15)

l% -D (vr + ighEA(r))z

Le déphasage (1.29) résultant de I'application d’un champ magnétique
affecte la phase accumulée le long d’une trajectoire de diffusion multiple. Par
contre, pour décrire le couplage & d’autres degrés de liberté, de ’'onde ou des
diffuseurs, on est amené a moyenner localement le déphasage relatif entre les

P(r,r' t) =6(r —7")6(t) . (1.31)
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deux amplitudes complexes qui interférent. Ceci résulte de notre connaissance
partielle de ’état quantique interne des diffuseurs. Cette moyenne sur les
degrés de liberté des diffuseurs introduit une irréversibilité du déphasage que
Pon décrit a 'aide d’un temps de cohérence de phase fini 7,. Nous montrerons
dans le chapitre 6 qu’il est possible de généraliser 'expression de la probabilité
classique (le diffuson) de maniére & y inclure comme pour le cooperon, P'effet
d’un déphasage lié aux degrés de liberté additionnels qui apparait sous la
forme du facteur de phase moyen décroissant en général exponentiellement
avec le temps :

<eiq’(t)> ox et/ (1.32)

ou (---) prend en compte la moyenne sur les autres degrés de liberté.

La détermination du temps de cohérence de phase associé & un processus
de déphasage nécessite 1’évaluation de la moyenne (1.32). Cette notion de
déphasage s’étend & toute perturbation dont l'effet est de modifier la propriété
de conjugaison de deux trajectoires de diffusion multiple. Un exemple est
présenté ci-aprés.

e Dynamique des diffuseurs - Spectroscopie des ondes diffusées
(chaps. 6 et 9)

Lorsqu’elle est bien diagnostiquée, une source de déphasage n’est pas né-
cessairement une nuisance mais elle peut étre mise & profit afin d’étudier les
propriétés du milieu diffusant. Ainsi, dans le cas de la diffusion des ondes
électromagnétiques, il est possible, en mesurant la fonction de corrélation du
champ électromagnétique & des temps différents, d’utiliser avantageusement
la diffusion multiple cohérente afin d’en déduire des informations sur la dy-
namique des diffuseurs caractérisée par une échelle de temps 7. En effet, la
vitesse des diffuseurs étant trés inférieure a celle de 'onde, on peut, en en-
voyant des impulsions lumineuses & des temps différents 0 et T, réaliser des
figures de speckle correspondant & des réalisations différentes du potentiel
aléatoire. Les trajectoires appariées explorent alors des configurations diffé-
rentes séparées par le temps 7. Il en résulte un déphasage qui dépend du
mouvement des diffuseurs pendant l'intervalle de temps T'. La fonction de
corrélation temporelle du champ électrique E en un point r (avec une source
en 7o) est de la forme

(E(r,TYE*(7,0)) <Z aj(ro,r,T)aj(ro,, 0)> (1.33)

ou la moyenne est prise a la fois sur les configurations et sur le mouvement des
diffuseurs. Elle s’exprime en fonction de la probabilité classique (du diffuson)



1.8 Les objectifs 29

selon

(E(r,T)E*(r,0)) x /000 dtP.(ro,r,t)e”t/™ (1.34)

o le temps caractéristique 74, qui dépend de la dynamique des diffuseurs,
est relié & 1, et & T. La technique qui consiste & mesurer ces corrélations
temporelles du champ ou de Uintensité est appelée spectroscopie des ondes
diffusées.

L’étude de la fonction de corrélation temporelle de I'intensité permet ainsi
d’obtenir une information sur la dynamique des diffuseurs. Les longs chemins
de diffusion multiple étant trés vite décorrélés, on peut en déduire la dyna-
mique aux temps trés courts. Cette idée est largement utilisée pour I'étude
des milieux turbides.

e Densité d’états (chap. 10)

Les exemples précédents décrivent le transport des ondes ou des électrons.
Le cas des quantités thermodynamiques est plus délicat car celles-ci s’ex-
priment en fonction de la densité d’états. Celle-ci est de la forme

p(e€) m/dTZaj(r,r) . (1.35)

En moyennant sur le désordre, les phases disparaissent et il ne reste pas de
trace de la cohérence de phase. Par contre, des grandeurs impliquant des
produits de densités d’états ou de potentiels thermodynamiques font intervenir
des paires de trajectoires et sont donc sensibles aux effets de cohérence de
phase. Par exemple, les fluctuations de densité d’états sont de la forme

p(e)p(e’) / drdr’y " ai(r,r)a}(r', 1) (1.36)

2]

qui contient les appariements de deux trajectoires fermées mais dont les points
de départ sont différents. Afin de les laisser appariées, I'intégration sur un des
points de départ fait apparaitre la longueur £; de chaque boucle de diffu-
sion multiple. On obtient ainsi une structure assez proche de la probabilité
classique (1.14) :

ple)p(e) /drz Lilai(r,r)? (1.37)

mais qui contient, outre P (r,r,t), la longueur £; des trajectoires, propor-

tionnelle & vt. Plus précisément, la transformée de Fourier (par rapport a
€ — ¢') de la fonction de corrélation p(e)p(e’) est proportionnelle non pas a
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Z(t) mais a t Z(t) :

pO0(@) T t2(t) (1.38)

Le nombre de niveaux N(E) dans un intervalle d’énergie E est donné par
lintégrale de la densité d’états. Une quantité particuliérement utilisée pour
caractériser les corrélations spectrales est la fluctuation X2(F) = N2 — N de
ce nombre de niveaux, qui s’écrit

22(13):3/000@5 (t) <E2t> : (1.39)

2 t

Pour des énergies inférieures a I'énergie de Thouless E,, ¢’est-a-dire pour des
temps supérieurs a Tp, on est dans le régime ergodique et Z(t) = 1. A partir
de (1.39), on obtient

Y3 (E) xInE . (1.40)
On retrouve ainsi le comportement de la rigidité spectrale décrit par la théo-
rie des matrices aléatoires. Dans la limite inverse, lorsque F > FE., c’est-
a~dire t <« 7p, Z(t) dépend de la dimension d’espace d & travers la rela-
tion (1.17), ce qui donne pour la fluctuation le comportement non universel
Y2(E) o (E/E.)%?. On voit ainsi le role joué par la diffusion sur les pro-
priétés spectrales. Il est donc en principe possible de déterminer I’énergie de
Thouless et le coefficient de diffusion a partir des corrélations spectrales. On
doit donc pouvoir distinguer un bon d’un mauvais conducteur simplement en
considérant leurs propriétés spectrales.

¢ Fluctuations de grandeurs thermodynamiques — Magnétisme
orbital (chap. 14)

L’aimantation orbitale d’'un gaz d’électrons est donnée par la dérivée de
I’énergie totale par rapport au champ magnétique :

o 0
M x —@/ ep(e, B)de . (1.41)

—ep
Les fluctuations d’aimantation se déduisent donc simplement des fluctua-
tions de densité d’états. D’aprés cette définition de aimantation, la variance

SM2 = MZ — M- est de la forme :

2 R / ! i
oM O(aBaB’/ /_EFeepe B)p(€', B')dede'| g —p (1.42)

qui, par transformation de Fourier, conduit &

* 9%Z(t,B) et/

SAM2 A 1.43
SM? x ; 35 3 (1.43)
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on la dépendance en champ magnétique de Z(t, B) est obtenue en résolvant
léquation (1.31). Donc, contrairement a la valeur moyenne de aimantation
qui n’est pas affectée par la cohérence de phase, la distribution d’aimantation
en dépend.

¢ Interaction coulombienne (chap. 13)

Jusqu’a présent on a ignoré l'interaction coulombienne entre électrons. La
prise en compte de cette interaction modifie de nombreuses propriétés phy-
siques, tout particuliérement en présence de désordre, car la probabilité que
deux électrons interagissent se trouve renforcée par le mouvement diffusif des
électrons. Pour une densité électronique suffisamment élevée, le potentiel est
fortement écranté et on peut décrire effet des interactions & I’approximation
dite de Hartree-Fock. 1l suffit alors d’ajouter au grand potentiel un terme
d’interaction de la forme

1

i/U(r — rn(r)n(r)drdr’ ~ g—/nQ(r)dr (1.44)

ou U(r —v') ~ Ud(r — r’) est Vinteraction écrantée et n{r) la densité électro-
nique locale reliée & la densité d’états, de sorte que I'on obtient facilement :

n(r)n(r) o /dede' Zaf(r,’r, e)a;(r,re) . (1.45)
Ly
La correction & I’énergie totale est de la forme
0F,. x U/drdeldechl(r,r,q —€) . (1.46)

Cette modification de I’énergie donne une contribution supplémentaire a ai-
mantation moyenne qui s’écrit

oG —t/T,
07(t, B) e

Mee x =U (1.47)

Le magnétisme orbital est une propriété trés sensible a la cohérence de phase,
Dans la géométrie d’un anneau traversé par un champ magnétique, ce ma-

b)
gnétisme se traduit par Pexistence d’un courant permanent circulant dans
I’anneau.

e Anomalie de densité d’états (chap. 13)

La modification précédente de 1’énergie due a 'interaction coulombienne,
implique aussi par une réduction de densité d’états au niveau de Fermi. For-
mellement, la densité d’états s’exprime comime la dérivée seconde de 6 F,. par
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rapport & ’écart € au niveau de Fermi, ce qui en utilisant (1.46) donne

Sp(e) U/drPcl(r,r,e) (1.4%)

ou encore

dp(e) U/Ooo Z(t) coset dt (1.49)

Cette correction, appelée anomalie de densité d’états, est une signature impor-
tante de P'interaction électronique. A travers la probabilité Z(t), elle dépend
de la dimension d’espace et donc de la géométrie de 1’échantillon.

e Temps de vie électronique (chap. 13)

Le temps de vie d’un état électronique a une particule est limité par 'in-
teraction. En utilisant la régle d’or de Fermi, on montre qu’il est relié au
carré d’un élément de matrice de I'interaction coulombienne écrantée, c’est-a-
dire au produit de quatre fonctions d’onde. La moyenne sur le désordre de ce
produit fait intervenir la probabilité de retour & Vorigine. On obtient ainsi

]. o0 Z(t) -2 et
—_— — 1.5
s oc/o " sin 5 dt (1.50)

ol ¢ est I’écart au niveau de Fermi. On peut mesurer ce temps en étudiant
comment un courant électronique injecté a 1'énergie € relaxe vers 1’équilibre.
Le temps 7..(¢) tend vers l'infini lorsque 1'énergie € tend vers 0, c’est-a-dire
pour une particule au niveau de Fermi. S’il diverge plus vite que € ne tend vers
0, un état au niveau de Fermi reste bien défini et on est alors dans le cadre
de la théorie de Landau des liquides de Fermi ou1, en bonne approximation,
les états électroniques peuvent étre considérés comme des états de particules
interagissant faiblement. A température finie, méme pour € = 0, le temps 7,
reste fini et il contribue alors & limiter la cohérence de phase. Sa dépendance
en température, notée 74(T"), dépend de la dimension d’espace du fait de la
nature du mouvement diffusif.

L’interaction électron-électron peut aussi étre vue comme celle d’un seul
électron couplé & un champ électromagnétique longitudinal fluctuant di aux
autres électrons. Le temps de cohérence de phase 74(7") peut alors s’inter-
préter comme résultant du déphasage affectant le cooperon et dii au champ
électromagnétique dont on moyenne les fluctuations.

e Méthodologie des calculs : corrélations a longue et courte portée
— Energies caractéristiques

Pour compléter et résumer cette introduction, nous donnons un apercu
des échelles d’énergie caractéristiques des différents régimes que nous avons
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discutés. Sur I’échelle supérieure de la figure 1.16, apparait d’abord le régime
ergodique correspondant aux grands temps pour lesquels 'onde diffusive ex-
plore uniformément tout le volume mis a sa disposition. Aux temps plus petits,
¢’est-a-dire pour des énergies plus grandes, la diffusion est libre, c’est-a-dire
sans effets des bords. Nous ne considérons pas le régime des temps plus petits
que le temps élastique moyen 7., pour lesquels le mouvement devient balis-
tique. Sur Véchelle inféricure est indiquée la limite de validité de I'approxi-
mation du diffuson ot les corrections quantiques sont petites. Ces corrections
deviennent prépondérantes pour des énergies E inférieures a ’écart moyen
entre niveaux A.

S ergodiq =S diff libre —>¥—  balistique —>

| | | | |

I T I 1 1 E
0 A E. fyz, E,

<— S approximation du diffuson ———>}

F1c. 1.16 — Echelles d’énergie caractéristiques définissant les différents régimes
étudiés en diffusion multiple cohérente.

Le calcul des quantités physiques discutées dans les exemples précédents
revient systématiquement & évaluer la moyenne d’un produit d’amplitudes
associées a des trajectoires de diffusion multiple. On a indiqué comment ces
produits peuvent s’exprimer au moyen d’un appariement d’amplitudes iden-
tiques ou conjuguées par renversement du sens du temps, les autres termes
donnant en moyenne une contribution nulle. Ces appariements font interve-
nir la probabilité de diffusion, solution de I'équation de diffusion (1.15) qui
constitue le diffuson. C’est une fonction & longue portée dont une représenta-
tion diagrammatique est donnée sur la figure 1.17. Toutes les autres quantités
font apparaitre une ou plusieurs de ces fonctions. Puis nous avons montré que
des diffusons peuvent se croiser et que ce sont ces croisements quantiques qui
sont a P'origine des effets cohérents observés en diffusion multiple. Le croise-
ment est décrit par une fonction & courte portée qui décroit exponentiellement
avec la distance sur une échelle de lordre de [, seule susceptible de préserver
la cohérence de phase entre les trajectoires appariées.

On peut alors concevoir le probléme de I’évaluation des différentes quan-
tités physiques comme un « jeu de construction » consistant a obtenir une
représentation diagrammatique permettant de calculer cette quantité a partir
de ces constituants de base : diffusons, cooperons et croisements quantiques
(boites de Hikami). La figure 1.17 en présente quelques exemples. Nous verrons
bien stir que ces régles de construction sont trés précises. Néanmoins, notre
espoir est que le lecteur qui achéve la lecture de cette introduction aura ac-
quis une compréhension des principes qui guident la construction des diverses
quantités physiques.
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coefficient de transmission moyen correlation de coefficients
de transmission
(@)
diffuson cooperon
[} 7 ===
4 I}
+
i
o -
(b)

FI1G. 1.17 — a) Ezemples de quantités physiques dont la structure est reliée a celle
de la probabilité P(r,r’). b) Les éléments de base intervenant dans ces quantités
sont la probabilité classique de diffusion (le diffuson), la correction liée ¢ la cohé-
rence de phase (le cooperon) ainsi que des croisements & courte portée. Le symbole o
représente une collision et le symbole X représente un point quelconque du milieu.



Chapitre 2

Equations d’onde dans les milieux
aléatoires

Les aspects généraux de la diffusion multiple cohérente présentés dans le
chapitre d’introduction sont communs a une large variété d’ondes se propa-
geant dans des milicux diffusants. D’évidence, il existe des caractéristiques
et des effets physiques propres & chaque type d’onde. Dans ce chapitre, nous
donnons quelques exemples d’équations d’onde et nous étudions plus en détail
deux grandes familles : ’équation de Schrodinger associée & un gaz d’électrons
(métaux ou semiconducteurs faiblement désordonnés) et I’équation de Helm-
holtz décrivant la propagation d’ondes électromagnétiques scalaires. Puis, on
présente quelques modeéles permettant de décrire quantitativement la nature
aléatoire du milieu dans lequel se propagent ces ondes.

2.1 Equations d’ondes

2.1.1 Electrons dans un métal désordonné

On considére un gaz d’électrons sans interaction, de charge —e (e > 0) et
de masse m, soumis & l’action d’un potentiel de désordre V(r). Ce modéle
décrit un métal ou un semiconducteur. On suppose que les effets éventuels de
structure de bande ou d’interaction entre électrons (liquide de Fermi) [14} sont
pris en compte dans un terme de masse effective m différente de la masse mg de
I’électron libre. Les états exacts de ce systéme sont les produits antisymétrisés
des états propres de 'hamiltonien & une particule

p v =-V . 2.1
H 9 +V(r) avec p ; (2.1)
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En présence d’un champ magnétique B = V x A, 'opérateur impulsion p est
remplacé par p + eA et 'hamiltonien prend la forme :

h? e

H=———(V+—-A?+V(r) . 2.2

(V4 AP V() (22)
En P'absence d’un potentiel qui en dépende explicitement, les effets de spin se
raménent simplement & un facteur de dégénérescence 2 pour chaque état. En
principe V(r) décrit a la fois le potentiel de confinement dans le conducteur
et le potentiel de diffusion par les inhomogéneités statiques. Sauf mention
explicite, on considére des électrons se propageant dans un milieu infini, donc
sans potentiel de confinement.

Exercice 2.1 : Hamiltonien en présence d’un champ magnétique

En écrivant les équations de Hamilton :

oH 1}
s M __on (2.3)
op or
vérifier que, dans un champ magnétique B = V x A, 'hamiltonien
A 2
H= m + V('r') (2.4)
2m
conduit a 1’équation de Newton :
mr=—erxB - VV(r) . (2.5)

2.1.2 Equation des ondes électromagnétiques — Equation
de Helmholtz

Le cas des ondes électromagnétiques est particulier pour plusieurs raisons.
Il a été probablement un des premiers exemples pour lequel s’est posée la
question de Ueffet d’un milieu aléatoire sur la propagation d’une onde. Dés le
début du Xx° siécle, des études trés précises ont été menées sur la propagation
d’ondes électromagnétiques & travers des milieux diffusants, en particulier
I’atmosphére. D’un point de vue conceptuel, le probléme de la propagation
des ondes électromagnétiques en milieu aléatoire a beaucoup stimulé le travail
des probabilistes qui y ont vu un champ d’applications nouveau des méthodes
développées pour 1'étude du mouvement brownien [15]. Pour 'atmosphére,
la description au moyen d’un désordre statique s’applique mal. Par contre,
dans beaucoup d’autres situations, il est possible de se ramener au cas d’un
désordre statique décrit par un potentiel indépendant du temps. C’est le cas
que nous considérons dans ce chapitre .

INous reviendrons sur la validité de cette hypothése dans les chapitres 6 et 9.
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On considére un milieu diélectrique hétérogéne non dissipatif et non ma-
gnétique, dont la constante diélectrique réelle et positive e(r) = € + Je(r)
fluctue spatialement autour d’une valeur moyenne €. On suppose qu’il n’y a
pas de source de courant dans le milieu de telle sorte que les équations de
Maxwell pour des champs oscillant 4 la fréquence w s’écrivent

V xE = wB
V xH = —iwD (2.6)

ot les champs sont reliés par D = ¢F et B = pgH. On peut récrire la seconde
équation de Maxwell sous la forme

VxH=—iweE+1J (2.7)

ot on fait apparaitre un terme de courant J = —iwde(r)E lié aux fluctuations
de constante diélectrique et qui donne naissance aux ondes diffusées. Des
relations précédentes, on déduit la forme de I’équation d’onde satisfaite par le
champ électrique E :

w? de(r) g w?

= E=—-ZE . (2.8)

~V’E V.E
V°E 4+ V( ) o >

Le terme V.E représente la densité de charges de polarisation. Il n’a pas
d’analogue pour les systémes électroniques. Il contribue & la polarisation du
champ électrique. Nous verrons dans la section C2.3.1 qu'il est possible de
découpler les effets de la polarisation et du désordre. En mettant de coté ces
cffets de polarisation détaillés dans les chapitres 6 et 8, on se raméne au cas
d’une onde scalaire. Le champ électrique est alors décrit par une fonction
complexe (r), solution de I'équation scalaire déduite de (2.8)

—AY(r) — kgu(r)(r) = kg(r) (2.9)

ot u(r) = de/€ représente la fluctuation relative de constante diélectrique et
ol kg = mw/c. T est Pindice optique moyen +/€/eg. Sous cette forme, I'équa-
tion d’onde (2.9) a la méme structure qu'une équation de Schrédinger et ses
solutions dépendent de la fonction aléatoire u(r), responsable de la diffusion
des ondes électromagnétiques et qui joue un réle analogue au potentiel de
désordre dans I’équation de Schrddinger.

11 est instructif de discuter les différences et les similarités entre 'équation
de Helmholtz (2.9) et I'équation de Schrédinger (2.2). La quantité k3 qui joue
le role d’une énergie propre, est toujours positive puisque, pour un milieu non
dissipatif, la constante diélectrique e(r) est réelle et positive. Il n’est donc pas
possible d’avoir un état lié pour la lumiére dans un puits de potentiel négatif.
On note aussi que le potentiel de diffusion V(r) = —kZu(r) est proportion-
nel au carré de la fréquence w. Par conséquent, contrairement aux systémes
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électroniques o1 on favorise I'effet de localisation en diminuant I’énergie élec-
tronique, une diminution de I’énergie de 'onde conduit au contraire & une
disparition du mécanisme de diffusion. A haute fréquence w, c’est-a~dire aux
courtes longueurs d’onde X, on atteint la limite de Poptique géométrique et par
conséquent les effets d’interférence deviennent de moins en moins pertinents.

2.1.3 D’autres équations d’ondes

Les deux exemples que nous venons de décrire ne sont pas les seuls ot
apparaissent des effets liés & la diffusion multiple cohérente. Ceux-ci sont
propres & tout phénoméne ondulatoire (quantique, optique, acoustique, hy-
drodynamique, etc.), indépendamment de la dispersion des ondes ou de la
dimensionalité d’espace, en 'absence toutefois d’effets non-linéaires. En effet,
ceux-ci peuvent masquer les effets liés au désordre. De plus, les équations non-
linéaires admettent souvent des solutions singuliéres (solitons, vortex, etc.)
dont la stabilité est assurée par une contrainte topologique qu’il est trés dif-
ficile de déstabiliser au moyen d’un potentiel de désordre. Le probléme des
effets comparés du désordre et des non-linéarités reste encore largement in-
compris [16].

Bien que cet ouvrage soit consacré uniquement a la description des effets
de cohérence de phase dans les milieux aléatoires en électronique et en optique,
nous rappelons ici d’autres phénoménes ondulatoires o ces effets sont aussi
observés.

e Ondes de gravité

Considérons la surface d’un liquide incompressible dans le champ de pe-
santeur terrestre. A ’équilibre, cette surface est plane. Une perturbation de
cet état d’équilibre se propage sous forme d’une onde. La fréquence caracté-
ristique de cette onde dépend du champ de pesanteur d’ou le nom d’onde de
gravité. La nature de cette onde dépend aussi de la profondeur du liquide [17]
et on distingue deux régimes, suivant que celle-ci est grande ou petite, par rap-
port & la longueur d’onde. Dans le premier cas, que nous n’étudierons pas, la
propagation est indépendante des détails du fond du bassin. Par contre, dans
le cas d’une faible profondeur, la structure du fond du bassin joue le réle d'un
potentiel. Celui-ci peut étre périodique, auquel cas on observe des réflexions
de Bragg pour le coefficient de transmission des ondes. S’il est aléatoire, il
donne lieu a de la diffusion multiple cohérente.

Afin de déterminer 1’équation de propagation de ces ondes, on part de
I’équation d’Euler pour le champ de vitesse v d’un fluide incompressible de
densité p dans le champ de pesanteur terrestre g

g—? + (v.V)v = —%Vp—f—g (2.10)
ol p est la pression dans le liquide. Pour simplifier, supposons maintenant que
la propagation de I'onde est unidimensionnelle, le long d’un axe Oz paralléle
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a la surface et ne dépend donc pas de la direction y. On considére des ondes
longitudinales pour lesquelles les composantes de la vitesse sont telles que
Uy 3> v,. En projetant Péquation d’Euler (2.10) suivant les directions z et z,
en négligeant les termes non linéaires et en notant v = v,, on obtient les deux
équations

v 1dp
= 2.11
ot p oz (2.11)
o 19
'y
—g=—-= 2.12
9=25 (2.12)

Pour obtenir cette derniére équation, on a négligé v,. Le fond du bassin
étant de hauteur variable, on note hg(z) la hauteur de liquide a 1’équilibre
et h(z,t) = ho(z) +n(x,t) la hauteur du liquide perturbé. L’intégration de la
seconde équation conduit &

p = po + pg(h(z) — 2) (2.13)

ol pg est la pression au-dessus du liquide. En reportant cette expression
dans (2.11), on obtient

ov oh

- — =0 2.14

ot 9oz (214)
A ces relations il convient d’ajouter la relation de continuité :

oh 0O

— + =—(hv) =0 2.15

5 T 5n () (2.15)

qui exprime que la variation temporelle de la hauteur en un point donné
ne peut résulter que de la propagation de la perturbation le long de O.
En négligeant le terme non linéaire proportionnel & nv, on obtient & partir
de (2.14) et (2.15) 'équation d’onde

oy 9 on
2 ~ 952 (ho(m)%> =0 (2.16)

qui décrit les ondes de gravité a une dimension. Leur comportement est piloté
par la constante g et la hauteur du liquide. Rappelons que pour un fond plat
ho(z) = hg, et (2.16) se réduit alors a I’équation d’onde habituelle avec la
vitesse ¢ = \/gho.

La structure de (2.16) est différente de celle des équations de Schrodinger
ou de Helmholtz. Ici, le terme de dérivée spatiale fait intervenir le « poten-
tiel » ho(z) qui peut s’interpréter comme un module de rigidité aléatoire dans
I’équation d’onde d’un fil soumis 4 une tension. L’influence d’un fond aléa-
toire sur la propagation des ondes de gravité a été étudiée expérimentalement
en détail [18]. Les effets observés s’interprétent qualitativement au moyen
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des concepts que V'on va développer. Il est & noter cependant que 1’équation
d’onde (2.16) ne se préte pas aisément, du fait de sa structure, au calcul per-
turbatif de diffusion multiple. Par contre, les ondes de gravité ont, par rapport
aux ondes quantiques, 'avantage de se préter & une mesure absolue de leur
amplitude et de leur phase. Ainsi, il a été possible de trouver pour les ondes de
gravité 'analogue d’un flux Aharonov-Bohm, c’est-a-dire un tourbillon irro-
tationnel (comme une vidange de baignoire), et de mettre expérimentalement
en évidence des structures de dislocation de la phase de 'onde de gravité tout
a fait inaccessibles en mécanique quantique [19].

e Ondes acoustiques

Les ondes acoustiques dans les fluides compressibles (gaz ou liquides) ré-
sultent du mouvement vibratoire de faible amplitude. Une perturbation en-
traine en tout point du fluide une succession de compressions et de dilatations
supposées adiabatiques. En 'absence de gravité et en linéarisant 1’équation
d’Euler (2.10), on obtient [17]

Jv 1
—+—Vp=0 217
at o VP (2.17)
ol la densité p du fluide peut s’écrire comme la somme d’un terme constant
po et d’un terme variable dp(r,t). A cette équation s’ajoute la relation de
continuité linéarisée
dp

- U= . 21
i +poVu=0 (2.18)

On fait enfin hypothése d’une évolution adiabatique du fluide (c’est-a-dire

sans échange de chaleur entre les différentes parties du fluide), ce qui permet

de relier les variations de pression et de densité dp = (g—ﬁ)s dp. En prenant

la dérivée temporelle de la relation de continuité (2.18), on obtient

Op (Op

qui est 1’équation du son pour la pression. La vitesse ¢ est donnée par ¢? =

(g%)s' On obtient la méme équation d’onde pour la vitesse ou la densité.

Pour une onde monochromatique, cette équation est analogue a I'équation de
Helmholtz (2.9) pour les ondes électromagnétiques scalaires ou a I’équation
de Schrodinger. D’un point de vue purement théorique, il n’y a donc pas de
différence entre ces ondes (acoustiques, électromagnétiques, électroniques) qui
ont le méme comportement en présence de désordre. Par contre, du point de
vue expérimental les différences sont essentielles. Il est par exemple possible
dc mesurer directement la phase d’une onde sonore alors que ceci est délicat
en optique et impossible en mécanique quantique. L’acoustique présente donc
des avantages certains qui ont été exploités pour I’étude des effets de cohérence
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et de diffusion multiple [20}. De plus, c’est un domaine oul on peut trouver
une grande variété de potentiels de désordre pour lesquels on peut calculer
exactement la section efficace de diffusion et la modifier par plusieurs ordres
de grandeur en mettant & profit les phénomeénes de résonance [21].

Il est possible d’étendre les considérations précédentes a des milieux élas-
tiques solides ou a des cristaux au lieu de fluides. La différence essentielle
provient alors de la nature vectorielle des ondes et du découplage de I'onde
élastique en deux ondes, 'une transverse, 'autre longitudinale, se propageant
a des vitesses différentes [22,23].

Mentionnons pour terminer quelques exemples de systémes physiques pour
lesquels la diffusion multiple peut jouer un role important :

e propagation du troisiéme son a la surface d’un film d’hélium superfluide
déposé sur une surface rugueuse [24];

e propagation du son dans une « flite désordonnée » [25];

e propagation des phonons dans les verres [26] ou des excitons dans les
semiconducteurs [27];

e propagation des ondes sismiques [28].

2.2 Modéles de désordre

Dans les systémes électroniques décrits par ’hamiltonien (2.2), les sources
du potentiel de diffusion V(r) sont multiples et mal connues. Dans un métal,
il peut s’agir de dislocations, d’impuretés de substitution, de lacunes ou de
joints de grains, etc. Dans les semiconducteurs, la plupart des expériences sont
effectuées dans un gaz d’électrons bidimensionnel réalisé dans une couche d’in-
version & l'interface de deux semiconducteurs (GaAs/Al,Ga,_As) ou entre
un semiconducteur et un isolant (S7 — Si02 dans les structures appelées Si—
MOSFET) |29]. Le principe de ces structures est qu’a U'interface, du fait de
la discontinuité des paramétres de bande, se crée un puits de potentiel dans
lequel le mouvement perpendiculaire & I'interface est quantifié et o seul I’état
fondamental est occupé. La dynamique des électrons est donc restreinte au
plan de linterface et elle est trés bien décrite par une relation de dispersion
quadratique. L’intérét considérable de ces structures est que la densité de
porteurs peut étre modifiée par dopage de I'une des deux couches. Le dopage
induit des centres diffuseurs coulombiens, dont I'influence sur les propriétés de
transport peut étre minimisée en éloignant les centres dopants de I'interface.
On arrive ainsi & créer des gaz bidimensionnels d’électrons trés peu diffusifs.
Ceci a permis ’étude du transport balistique ol la dynamique des électrons
est conditionnée non plus par la diffusion sur un potentiel désordonné mais
uniquement par la forme de la cavité dans laquelle les électrons sont confinés.
L’étude du transport et de la thermodynamique des systémes balistiques est
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en soit un vaste sujet qui ne sera pas abordé dans cet ouvrage. On pourra
consulter & ce propos les références [30]. La réalisation d’hétérojonctions trés
pures a été déterminante pour 'observation de I'effet Hall quantique fraction-
naire [31].

Un désordre statique correspond & une situation pour laquelle les électrons
sont diffusés élastiquement, c’est-a-dire sans changement d’énergie. Une telle
modélisation ne décrit pas les processus de diffusion inélastiques responsables
de la perte de cohérence de phase. Dans le reste de ce chapitre on ne consi-
dérera que le probléme élastique pour lequel 'hamiltonien complet du gaz
d’électrons est décrit par la relation (2.2).

Malgré son apparente simplicité, il n’existe pas de solution exacte pour la
diagonalisation de '’hamiltonien H, mis & part certains cas particuliers a une
dimension [32,33]. En principe, pour une configuration donnée du désordre,
c’est-a-dire pour une réalisation du potentiel V{(r), la diagonalisation de H
est un probléme & une particule conduisant & un ensemble complet d’états
propres orthonormeés 1, (r) de valeur propre ¢,. Nous ne discuterons pas la
possibilité d’apparition d’états liés du potentiel.

Dans le cas de I'équation de Helmholtz (2.9), les fluctuations de constante
diélectrique décrites par la fonction p(r) sont de natures variées. Le désordre
peut étre une variable continue comme par exemple l'indice optique dans le
cas d’un rayonnement a travers 'atmosphére ou a travers des milieux turbu-
lents. Le modéele gaussien étudié dans la section suivante est bien adapté & ce
genre de situation. Par contre, d’autres situations comme la diffusion de la
lumiére par des suspensions colloidales (par exemple une suspension acqueuse
de billes diélectriques de tailles submicroniques) correspondent & un modéle
de diffuseurs discrets ou d’impuretés localisées. Nous allons montrer dans les
sections suivantes que ces modéles (continu et sur réseau) sont équivalents
dans certaines limites que ’on précisera. Dans le cas ot 'on peut se ramener
a4 un modéle effectif de diffuseurs discrets, ceux-ci peuvent étre caractérisés
par une section efficace de diffusion qui pourra étre obtenue & partir de mo-
déles microscopiques dont le plus simple est celui de la diffusion Rayleigh.
C’est certainement un avantage par rapport aux systémes électroniques, car
il est possible de contréler des paramétres physiques comme I'importance du
désordre, 'absorption, ou le couplage & d’autres degrés de liberté. Nous en
verrons des exemples dans les chapitres 6 et 8.

2.2.1 Le modéle gaussien

On suppose ici que le potentiel de désordre V(r) est une fonction continue
et aléatoire de la position. On choisit 'origine des énergies de telle sorte que le
potentiel soit nul en moyenne, (V(r)) = 0, ou (---) désigne dans ce chapitre
la moyenne sur les configurations du désordre. De maniére générale, un milieu
aléatoire défini par la fonction V(r) est caractérisé par une distribution de
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probabilité normalisée

PIV(r)] DV (r) = %exp[ —a / drFIV(r)]] DV(r) . (2.20)

Remarque : Fonctionnelle génératrice

Afin de calculer les différentes fonctions de corrélation, on introduit une fonctionnelle

génératrice
dlg] = <exp[/d'rg('r)V('r)J> (2.21)
ou (-+-) = [+ P[V(r)]DV(r). Le développement de ®[g] en puissances successives
de g
Blg) =Y = [ dracdryg(r) - glrg) (Vir) - Vimy) (2.22)
p=0F

permet de calculer les fonctions de corrélations
5" ®lg]
8g(r1)...69(rn)

De méme, les fonctions de corrélations dites « connectées » ou encore appelées « cu-
mulants » sont définies par :

(V(r1)V(r2)..V(ra)) = (2.23)

g=0

")
(V(r))V(re)..V(ra))e = m oo (2.24)
et vérifient :
In ®[g] = Z Z%/drl coedrpg(ry) - g(rp){(V(r) - Virp)), - (2.25)
p=1""
Par exemple,
V{r1)e = (V(r))
(V(r1)V(rz)e = (V(r1)V(r2)) — (V(r1)(V(r2))

V{r)V(r2)V(rs)e = (V{r))V(r2)V(r3)) — (V(r1)V(r2))(V(ra))
—(V(r1)V(rs))(V(rz)) ~ (V(r2)V (r3))(V(r1))
+F2V{r) (V(r2)){(V(rs))

etc. (2.26)

Un modéle particuliérement simple est obtenu en supposant que V(7) est
un potentiel aléatoire gaussien décrit par la loi de probabilité

PV(r)]| DV (r) = %exp[ - % / drdr'V(r)A(r — V()] DV(r) (2.27)
et admet donc pour fonctionnelle génératrice

dlg] = exp[% / drdr'g(r)B(r ~ r')g(r")] (2.28)
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ou A(r — ') et B(r — r') vérifient
/dr”A(r —r"B@r' —r"y=46(r —7") . (2.29)

Pour ce modéle, seul le second cumulant est non nul. Le modéle gaussien est
donc caractérisé par

(V(r)) =0 (2.30)

On supposera par ailleurs que B(r — ') ne dépend que du module |r — r'|.
On note 7. la longueur caractéristique de décroissance de B(r — 7’). Dans
cet ouvrage, on étudiera particuliérement le cas ou la longueur d’onde A du
rayonnement ou des électrons diffusés est bien supérieure a .. On prend alors
pour la fonction de corrélation a deux points la forme :

(V(r)V(r)) = B é(r —7r') (2.31)

Un potentiel de désordre V() ayant cette propriété est communément appelé
un brust blanc. Pour Iéquation de Schrédinger, le paramétre B a les dimen-
sions du carré d’une énergie multiplié par un volume. Dans le cas de ’équation
de Helmholtz (2.9), pour lequel V(r) = —k2u(r), B a les dimensions de I'in-
verse d'une longueur et on notera

K (u(r)u(')) = B o(r — ') . (2.32)

2.2.2 Impuretés localisées : le modéle d’Edwards

Le modéle gaussien ne contient aucune information sur la nature micro-
scopique du désordre. Un autre modéle, introduit par Edwards [34], consiste
a décrire le potentiel V(r) comme la contribution de N; impuretés identiques,
localisées en des points r; distribués aléatoirement, et caractérisées par le
potentiel v(r). Ainsi, on peut écrire :

N;

Vir) = Zv(r —-7rj) . (2.33)

Jj=1

On prend la limite thermodynamique 2 — oo, tout en gardant la densité
. . . ) AT

n; = ];g constante. La distance moyenne entre impuretés est n; "< ou d est la

dimensionalité d’espace. On considére le cas d’un potentiel v(r) central.
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Afin de comparer ce modéle au modéle gaussien, on calcule la fonction
génératrice associée au potentiel (2.33) avec une distribution aléatoire (pois-
sonnienne) des impuretés de sorte que :

L dr;
P(V)DV = ?’ (2.34)
j=1
et
N dr; e
dlg] :/ #exp( F(’r]))
7j=1 7=1

_ ( / %”exp(p(r))> " (2.35)

ot F(r) = [dr'g(r')v(r — r’). La fonctionnelle ®[g] se récrit sous la forme :

i

o[g] = <1 n -]T-\L[— /dr (eF("> - 1))N (2.36)
1 _

puisque § = n;/N;. Dans la limite d'un volume Q infini et ot le nombre

d’impuretés N; tend vers Uinfini, & densité n; constante, ®[g] tend vers :

Plg] = exp [ni / dr(ef™ —1)] . (2.37)

On en déduit le développement en cumulants
In ®[g] = Zj / drF?(r) | (2.38)
p=1
et, en utilisant la relation (2.24), les fonctions de corrélation
(V(r)) = ni/drv(r — )

(V(r)V(rs)..V{(ry))e = ni/drv(r —ry).or—ry,) . (2.39)

On retrouve le modéle gaussien en prenant la limite d’une forte densité d’im-
puretés (n; — oo) faiblement diffusantes (v(r) — 0}, de telle sorte que tous
les cumulants d’ordre supérieur & n = 2 s’annulent. Il reste

V@E)WE').=Br-r)= ni/dr"'v(r” —r(r" -7 . (2.40)

Par un changement de 'origine des énergies, on annule le moment d’ordre 1
et on retrouve le modéle gaussien défini par (2.31). La transformée de Fourier
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B(q) de la fonction de corrélation B(r —r') est reliée a celle, v(q), du potentiel
v(r) et s’écrit, d’aprés (2.40) :

B(q) = n,v(q)? (2.41)

On note que, pour un potentiel v(r) central, la fonction de corrélation B(r—r’)
ne dépend que de |r — 7'| et sa transformée de Fourier B{q) ne dépend que
de ¢ = |g|. Par ailleurs, d’aprés la relation (2.40), la portée r. de la fonction
de corrélation B(r — r’) est du méme ordre de grandeur que la portée rq
du potentiel v(r). Le modéle gaussien est celui que nous utiliserons tout au
long de cet ouvrage. Plus particuliérement, on considérera souvent le cas oit
le potentiel d’impureté est une fonction 4, v(r) = vod(r). Dans ce cas, la
fonction de corrélation B(r — r’) est égale a

B(r—rY=Bd(r—7r")=ni 5(r —7) . (2.42)

Dans le complément C2.1, on étudie quelques propriétés de la diffusion par
un potentiel v(r).

2.2.3 Le modéle d’Anderson

Dans le cas des métaux, les électrons, au lieu d’étre libres, sont soumis &
un fort potentiel V,..; dii au réscau périodique. L hamiltonien (2.1) devient

H = %zn + V{(r) + Vies(r). Cette limite peut étre traitée a I'aide du modele
des liaisons fortes pour lequel les fonctions d’onde s’expriment sous la forme

d’une combinaison linéaire d’orbitales atomiques
|6n) =D ansli) (2.43)
i

ou |i) est une orbitale centrée sur I’atome 4, état propre de ’hamiltonien d’un
atome seul. On suppose que les recouvrements entre orbitales atomiques sont
suffisamment faibles ({i|¢) = d;:r), de sorte que les fonctions d’onde ¢,, sont
normalisées. L’hamiltonien est caractérisé par ses éléments de matrice dans la
base |i). Pour un milieu désordonné, I’élément diagonal e; = (i|H|¢) représente
I’énergie aléatoire du site correspondant a ’atome ¢, tandis que les éléments
de matrice (i|H|j) = t;; décrivent le saut du site ¢ au site j.

Le désordre est ici décrit par 'énergie aléatoire ¢; sur chacun des sites.
L’hamiltonien de ce modéle introduit par Anderson en 1958 [35] s’écrit,

Ho= =3 bl G+ Y esli) il (2.44)
(2] i
ou, en seconde quantification,

H=-— Ztijaﬁaj + Zeiaﬁai . (2.45)
i i
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On suppose que le désordre de site est distribué¢ uniformément dans un inter-
valle de largeur W de telle maniére que —% <eg < %, ot W est 'amplitude
du désordre. On suppose par ailleurs que ces énergies sont décorrélées de site
a site. On a donc

<fi> =0

W2
(€; €5) = Eéi]‘ (2.46)

oli ;5 est le symbole de Kronecker. Une simplification du modéle qui n’altére
pas sa généralité consiste & ne considérer que des sauts d’un site ¢ vers les
z premiers voisins ¢ + p dans un réseau cubique simple. Dans cette approxi-
mation, on prend t;; = t d;:4, o0 t est une amplitude constante. L’énergie
cinétique des électrons dépend de leur densité (de 'énergie de Fermi). Elle est
proportionnelle 4 la largeur de bande égale & 2zt. Dans cette description, il
apparait un parameétre naturel sans dimension W/t qui décrit 'amplitude du
désordre. Le cas W = 0 décrit un cristal parfait. L’avantage de ce modéle est
qu’il se préte aisément a des calculs numériques. Il a permis de mettre en évi-
dence l'existence d’un seuil de localisation dans les systémes tridimensionnels,
c’est-a-dire d’une valeur critique du rapport W/t au-dela de laquelle le systéme
change qualitativement de nature. Il passe d’un comportement diffusif, pour
lequel les fonctions d’onde sont spatialement étendues, & un comportement
dit localisé, pour lequel ces mémes fonctions d’onde deviennent spatialement
localisées [36].

En présence d’'un champ magnétique B = V x A, ’hamiltonien d’Anderson
devient : ‘
H = — Zti*j e"e“aﬁaj + Z eiaﬁai (247)
ij i

ot §;; est proportionnel a la circulation du potentiel vecteur A le long du lien
(27) : ,
e (7
0, = -& / Adl . (2.48)
hJi

Remarque : Effet du champ magnétique

En présence d’un champ magnétique, ’écriture de ’hamiltonien (2.47) est loin d’étre
évidente. En ’absence de désordre, le vecteur d’onde est un bon nombre quantique
et les solutions |k) de ’équation de liaisons fortes

H(hk) k) = c(k)[k)

sont des ondes de Bloch. En présence d’un champ magnétique, 'hamiltonien est
remplacé par un hamiltonien effectif

H(Fk + e A(r))

ol, par analogie avec le cas d’une particule libre, on a remplacé hk par hk + eA.
La justification de cette opération, appelée substitution de Peierls, est difficile. Cette
substitution a été discutée en particulier par Peierls, Kohn, Wannier [37, 38]. Elle est
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certainement justifiée tant que le champ est suffisamment faible pour que la longueur
magnétique g, définie par 14 = h/(eB), reste grande devant le pas a du réseau, ce
qui dans un métal reste vrai pour les champs expérimentalement accessibles.

Cette substitution, qui revient & remplacer 'opérateur de translation e'*T par

ik.r—ig (" A.dl s y . . .
e R 10 , conduit & remplacer ’hamiltonien, dans sa version « seconde quan-

| tification » par la forme invariante de jauge (2.47).
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Complément C2.1 Théorie des collisions
élastiques et diffusion simple

Le modéle d’Edwards permet de relier les caractéristiques du potentiel
gaussien V(r) a celles du potentiel v(r) choisi pour décrire les impuretés indi-
viduelles. Dans ce complément, on rappelle les grandes lignes de la théorie de la
diffusion d’une onde scalaire par un seul obstacle localisé dans 'espace et décrit
par un potentiel v(r). Cette théorie fait 'objet d’ouvrages spécialisés [39,40].
Outre quelques généralités on considérera, a titre d’exemple, la diffusion des
électrons par une barriére de potentiel & symétrie sphérique [40,41].

Pour des ondes scalaires, les principaux résultats sont communs & plusieurs
équations d’onde. On se place ici dans le cadre de ’équation de Helmholtz.

On consideére le probléme de la collision d’une onde avec un potentiel v(r)
localisé, c’est-a-dire vérifiant la condition lim,_..rv(r) = 0. On cherche les
solutions de 1’équation de Helmholtz

(A +K3) ¥(r) = v(r)y(r) (2.49)

qui satisfont & la condition aux limites
eikgr
P(r) x r— 400 (2.50)
correspondant & une onde sphérique émergente & grande distance. Les so-
lutions de (2.49) s’expriment & partir de la fonction de Green Go(r, 7', ko)
associée 2, définie par :

r

(A + E)Go(r, 7", ko) = 6(r — 1) (2.51)
de telle sorte que la solution générale de (2.49) peut s’écrire
P(r) = /dr'Go(r,r',ko)v(r’)dj(r') : (2.52)

A cette solution, on peut toujours ajouter une solution de I’équation homogéne
(A+k§) ¢(r)=0 (2.53)

qui décrit 'onde incidente que I'on choisit de prendre sous la forme d'une
onde plane ¢(r) = *7 avec |k| = ko. En utilisant expression (3.48) de la
fonction de Green libre :

1 eiko\r—r’|
G()(T,’I"/, ko) = —Em 5 (254)
on obtient :
P(r) =T — L /dr’wv(r’)@b(r’) : (2.55)
4 fr — 7|

2Pour plus de détails sur les fonctions de Green, on se reportera a la section 3.1.
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C2.1.1 Forme asymptotique des solutions

Afin d’étudier la forme asymptotique (r — oo) de la solution (2.55), on
écrit pour r > v (fig. 2.1) :

! 2 ’
kolr — r'| = kor\/l + (T ) L Ny (2.56)
r

T

ot k' = kor/r. On obtient ainsi le développement de la fonction de Green
libre (approximation de Fraunhoffer) :

eiko’l‘ o ,
G " ko)~ — —ikr 2.57
0("‘# ) 0) ppa e ( )
que Pon insére dans (2.55) :
k eiko’r‘ ; 'k/ B ,
W(r) ~e™" — e /dr e Tulry(ry . (2.58)
Ecrite sous la forme :
) eiko’r‘
Y(r) = e* T + flk,K) | (2.59)

cette relation définit Uamplitude de diffusion

flk, k) = —ﬁ / dr'e”™* 7 y(r (") (2.60)

FIG. 2.1 — Onde diffusée aprés une interaction avec le potentiel au point v'. Dans
Uapprozimation de Fraunhoffer, |v'| < |r|.
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qui a les dimensions d’une longueur. Le module kg du vecteur d’onde k étant
conservé dans une collision élastique, Pamplitude de diffusion ne dépend que
de ko = |k| = |K| et de P’angle de diffusion 6 entre les directions k et k'
(fig. 2.2) soit f(k,k') = f(ko,8). L'expression (2.60) de amplitude de diffu-
sion a été définie pour I’équation de Helmholtz. Pour I’équation de Schrédinger
avec un potentiel v(r), elle s’écrit :

flk, k') = / dr'e " y(r" ) (r') (2.61)

_m
2nh2

Dans la limite de basse énergie, ¢’est-a-dire lorsque kgrg < 1 ou g est la
portée du potentiel, le facteur de phase de I'équation (2.60) est égal a4 1 et
I'amplitude de diffusion ne dépend plus de k' : la diffusion est isotrope. On
définit alors la longueur de diffusion as par la limite

— _ N /
as = klolgo (k, k) (2.62)
soit encore .
_ / ’ ’
s = /dr v(r)(r') . (2.63)

Exercice 2.2 : Diffusion par un potentiel sphérique.
On considére la diffusion par le potentiel central v(r) défini par

v(ry=Ugsi r<a

viry=0 si r>a (2.64)

Dans la limite de basse énergie, la diffusion est isotrope. Calculer la longueur de
diffusion ag, définie par (2.62). Pour cela, résoudre 1’équation de Helmholtz dans la
limite d’énergie nulle. On introduira la fonction © = r pour se ramener & la résolution
d’une équation différentielle simple, avec les conditions de continuité appropriées en
r = a. En comparant la solution obtenue avec la forme asymptotique (2.59) lorsque
ko — 0, montrer que la longueur de diffusion s’écrit :

tanh Ka

= (2.65)

as =a
ot le paramétre K est égal a +/Up, pour I’équation de Helmholtz. Pour I’équation de
Schrédinger, 'expression de la longueur de diffusion est identique, mais le paramétre

K est égal a v2mUp/h.

C2.1.2 Section efficace et flux diffusé

A partir de la fonction (), on définit le flux du courant & travers une
surface S par la relation (fig. 2.2) :

F=1Im / dS " (r)V(r) . (2.66)
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FiG. 2.2 — Diffusion par un potentiel localisé. Le flux total F' = Finc + Fout + Fs qut
traverse la surface S est nul. Puisque Finc = [ k.dS =0, Fous + Fs doit s’annuler.
Ce résultat constitue le théoréme optique.

Un flux incident est envoyé sur le potentiel v(7) et on mesure le flux émergent
dans une direction donnée, caractérisée par P’angle 6, sous un angle solide
dQ). Plus précisément on définit la section efficace différentielle par le rapport
entre le flux émergent sous un angle solide d? et le flux incident par unité de
surface :

_ dF o /dQ

o(0) = dFy./dS

(2.67)

Cette relation est trés générale et s’applique & d’autres types d’ondes 3. La
normalisation du flux dans ’équation (2.66) contient un préfacteur qui dépend
du probléme physique considéré. Pour une particule quantique dont I'évolu-
tion est donnée par P’équation de Schrodinger, le flux est défini & partir de
Pamplitude de probabilité [42]. La section efficace différentielle exprime alors
le rapport entre le nombre de particules diffusées dans un angle solide d<) et
le flux incident de particules par unité de surface. Dans le cas d’un champ
électromagnétique, on peut utiliser cette définition de la section efficace ou
F exprime le flux énergétique nchw des photons, ol n est la densité de pho-
tons [43]. Dans la limite classique, c’est le flux du vecteur de Poynting.

De la relation (2.59), on déduit que le flux incident par unité de surface
est égal a dFy,./dS = ko. Le flux total de I'onde diffusée s’écrit

e—ikor eikor
Fou: = Im/dS.f*(k:o,G) v [f(ko,G) - J (2.68)
soit, & grande distance (kor > 1),
Fout = 21ky / |f(ko, 6)|*sinfdo (2.69)
0

3 Ainsi qu’a un flux de particules classiques.
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de sorte que la section efficace différentielle de diffusion sous 'angle 6 est égale
au carré du module de 'amplitude de diffusion :

a(8) = | f(ko,0)[* (2.70)

On définit la section efficace totale
o= 27r/ o(0) sin 8d0 (2.71)
0

qui est donc reliée, d’aprés (2.69), au flux total F,,; diffusé dans toutes les
directions :
Fou=koo . (2.72)

Dans la limite de basse énergie, ’amplitude de diffusion n’a pas de structure
angulaire et la section efficace totale s’écrit en fonction de la longueur de
diffusion (2.62) :

o =4ma® . (2.73)

On définit également la section efficace de transport o* qui mesure le flux
projeté sur la direction de I'onde incidente, soit

ot =9 / o(0)(1 = cos8) sin0do . (2.74)
i}

Les sections efficaces o et o* sont égales si la section efficace différentielle n’a
pas de dépendance angulaire. La section efficace de transport ¢* joue un role
important en diffusion multiple car elle est reliée au coefficient de diffusion
(complément C4.3) et elle conditionne la plupart des propriétés physiques
décrites dans cet ouvrage.

C2.1.3 Théoréme optique
e Terme d’ombre

La conservation de 'énergie impose une relation importante entre section
efficace et amplitude de diffusion a angle nul, relation qui constitue le théoréme
optique. Considérons le flux total F' & travers une surface sphérique de rayon
r. Compte tenu de la forme asymptotique (2.59), on peut décomposer ce flux
de sorte que F' = (k. [ dS)+ Fou: + Fs = 0. Le premier terme, qui correspond
au flux de 'onde incidente, est nul & travers la surface sphérique. Le deuxiéme,
donné par la relation (2.68), est le flux de l'ondc diffusée. Le troisiéme terme
F, décrit Uinterférence entre les ondes incidente et diffusée. A grande distance,
il s’écrit :

e'i(k“rfkor)

) eiko'r
F, :Im/dS. [ikf*(ko,é)) + eTikry <f(k:0,9) . )} (2.75)
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soit .
F, = 27k / 4(0)sinddo (2.76)
0

avec .
74(8) = r(1 + cosO)Re [ f(ko,ﬂ)e’k”(l‘c"59)] . (2.77)

Cette fonction oscille trés rapidement en fonction de 'angle 6. Sa contribution
au terme d’interférence F; ne provient que d’une fenétre angulaire de largeur
proportionnelle & 1/y/kgr. Cette contribution dite « terme d’ombre » repré-
sente la diminution due a la diffusion du flux dans la direction du vecteur
d’onde incident. Pour calculer cette contribution, on effectue une intégration
par parties aprés avoir posé x = cosf. Il vient

1
F, = Re |4im f(ko,0) — 2m“"0'"/ dxe~thore (f(ko,a:) +(1+ x)f’(ko,m))}
—1

(2.78)
L’intégrale qui apparait dans le second membre de cette relation tend vers
zéro dans la limite kor — o0o. Il reste donc :

Fy = —4nImf(ko,6 = 0) . (2.79)

La conservation totale du flux impose que le terme d’interférence F; compense
exactement le flux diffusé F,,; :

Foue + Fy =0 (2.80)

c’est-a-dire en utilisant les relations (2.72) et (2.79),

o= i—wlmf(ko,O =0) (2.81)
0

Ce résultat constitue le théoréme optique. C’est une conséquence de la conser-
vation du flux lors d’un processus de diffusion élastique.

e Matrice de diffusion S et théoréme optique

On présente ici une démonstration différente et plus formelle du théoréme
optique # qui s’applique aussi bien au cas de ’équation de Helmholtz qu’a celui
de I'équation de Schrodinger pour laquelle on pose ici A%/2m = 1. Considérons
d’abord 'opérateur de diffusion ou maitrice S qui relie les fonctions d’onde
incidente |1);,) et émergente |toyt)

Iwout> = Slwm> : (282)

4Cette section utilise certains résultats du chapitre 3.
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L’état incident |¢;,) = |k) est un état propre de 'hamiltonien libre Hy = —A,
d’énergie E = k2, soit
Holtin) = Elhin) (2.83)

De méme, la fonction d’onde émergente |1,y ) est un état propre (stationnaire)
de I'hamiltonien total H = Hy + v avec la méme énergie, soit

H|¢out> = E|¢out> . (284)

A Pinfini, les deux états [1;,) et |1oys) ne différent que par 'onde diffusée,
dont 'amplitude tend vers zéro. Par conséquent, les deux fonctions d’onde sont
identiques a4 un déphasage prés. En soustrayant les relations (2.83) et (2.84)
et en se servant de la définition (2.82) de la matrice S, on obtient

vS = (E — Hp)(S — 1) (2.85)

qui redonne bien S = 1 lorsque v = 0. En utilisant la résolvante G associée
au probléme libre et définie par (F —Hp)Go = 1, on peut récrire une équation
de Dyson ® :

S =1+ GovS (2.86)

En projetant cette équation sur un état |k) incident, on retrouve la rela-
tion (2.55) sous la forme

W)out) = |k> + é(ﬂ’|¢out> : (287)

On définit maintenant ['opérateur de collision T = vS qui vérifie I’équation
dite de Lippman-Schwinger :

S=1+4GT . (2.88)
En appliquant cctte égalité a I’état |k), on obtient
Yout) = |k) + GoT k) (2.89)

dont la projection sur |r), redonne la relation (2.55). En effet, en insérant une
relation de fermeture, on obtient

(r[ous) = €7 + / dr' (v|Golr') (v | T k) (2.90)

5Cette équation de Dyson permet un développement de la matrice S :
S=1+Gov+ éovéov + ...

I’approximation de Born que ’on étudie plus en détail dans la section suivante, consiste a
ne considérer pour la matrice S que les deux premiers termes de ce développement. Cette
approximation est valable lorsque les éléments de matrice du potentiel v sont petits.
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et le développement asymptotique (2.57) de (r|Go|r’) conduit a la rela-
tion (2.59) avec

£ K = —%(kﬂle) : (2.91)

Pour démontrer le théoréme optique, on part de la relation de Lippman-
Schwinger (2.89). En la multipliant par T et en la projetant sur I’état |k) on
obtient

(k|THk) = —(k|TTGoT|k) (2.92)

puisque (Yout|v|thout) = 0. La partie imaginaire de cette relation s’écrit, a
laide de (3.52),

Im(k|T1|k) = Z| "|T\k) 26 (K — ko) (2.93)
soit encore h
~Im(k|T|k) = 8; / |(K'|T|k)|? sin6df . (2.94)
0
Finalement, des relations (2.71) et (2.91), on déduit
1
= AT (0 = 0) = — L Tm(k[T|R) (2.95)
ko ko

qui constitue le théoréme optique (2.81).

C2.1.4 Approximation de Born

(a) (b)

Fic. 2.3 — a) A lapprozimation de Born, l'onde ninteragit qu’une fois avec le
potentiel. b) Au-dela de cette approzimation, l'onde est diffusée plusieurs fois par le
potentiel.

Cette approximation, valable dans la limite d’un potentiel faible, consiste
a ne garder que les deux premiers termes dans le développement de la matrice
S déduit de la relation (2.86), soit S = 1 + Gouv. Autrement dit, cela revient
a supposer ¢ que T' = v. Cette approximation apparait naturellement dans

SNéanmoins, pour vérifier le théoréme optique a approximation de Born, il faut déve-
lopper T' & Vordre suivant T' = v + vGgv dans le terme de droite de la relation (2.95).
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le cadre du modéle gaussien puisque celui-ci se déduit du modéle d’Edwards
dans la limite d’une densité de diffuseurs infinie et d’un potentiel v(r) dont
Pamplitude tend vers 0.

L’amplitude de diffusion se simplifie alors considérablement puisqu’il suffit
de remplacer dans (2.60) la fonction ¥ (') par I'onde plane e***" qui décrit
'onde incidente. Ceci permet de récrire 'amplitude f(k,k’) comme la trans-
formée de Fourier du potentiel de diffusion. Ainsi,

fa(k, k) ——/dr' W=k (p )=—11;T—v(k—k:’) (2.96)

pour l'équation de Helmholtz. La section efficace différentielle, définie
par (2.70), s’écrit

op(ko,0) = —— (k- k) . (2.97)

1
1672°
Ces relations se simplifient encore dans le cas ot le potentiel v(r) est central,
puisque Pamplitude de diffusion et donc la section efficace ne dépendent plus
que du module |k — k'|. En introduisant le vecteur ¢ = k — k' de norme
q = 2kosin(#/2), ot @ est I'angle entre les directions k et k', on obtient

singr

fe(ke,8) = /000 rdr u(r) . (2.98)

Ce résultat a une application immeédiate dans le cas du modéle d’Edwards
considéré dans la section 2.2.2. En utilisant la relation (2.97), on peut relier
la fonction de corrélation (2.41) du potentiel, a la section efficace différentielle

d’un diffuseur
B(k — k') = B(ky,0) = 167°n,05(ko, ) (2.99)

otl n; est la densité de diffuseurs. La moyenne angulaire (B(k —k')) s’exprime
ainsi en fonction de la section efficace totale op :

(B(k — k")) = 4mniop (2.100)

Pour le cas de ’équation de Schridinger avec un potentiel décrit par le modéle
d’Edwards, les expressions pour I'amplitude de diffusion et pour la fonction
de corrélation du modéle gaussien s’écrivent :

fB(ko,0) = v(k — k') (2.101)

2h2

4

(B(ko,0)) = Z::—QmoB : (2.102)
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e Limite de basse énergie

Une limite particuliérement simple et trés utile est celle de basse énergie
ou de grande longueur d’onde, qui correspond & A 3> ry o ry est la portée
du potentiel v(r). Dans ce cas, le facteur de phase dans la relation (2.96)
disparait. L’amplitude de diffusion et la section efficace différentielle n’ont
plus de dépendance angulaire. La diffusion est isotrope :

Fo(k, k) = _21‘17? / dr'o(r') (2.103)
et 5
o5 (ko,0) = [%/dr'v(r')] = Z—i . (2.104)

A titre d’exemple, considérons la diffusion par une barriére de potentiel
sphérique telle que U(r) = Up pour r < a et U(r) = 0 sinon (voir exercice 2.2
pour la limite de basse énergie). A 'approximation de Born, la section efficace
différentielle calculée & partir de (2.97) est donnée par

(singa — ga cosga)?

O'B(k(),a) :Ug q6

(2.105)

ol ¢ = 2kgsin(6/2). Sa dépendance angulaire est représentée sur la figure 2.4.

N

F1G. 2.4 — Section efficace o(8)/o & Uapprozimation de Born, pour un potentiel
sphérique de rayon a et pour les valeurs du parametre koa = 0,1,1,1,5,2. Lorsque
koa augmente, la diffusion devient de plus en plus anisotrope.

Dans la limite kga — 0, la diffusion devient isotrope et la section efficace
ne dépend plus du vecteur d’onde. Elle s’écrit :
Uz0?
1672

op(ko,0) = pour koa — 0 (2.106)
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Exact Approx. Born  |Pot. fort|Pot. ¢
Kokl Ka>»1
sinqa — qa cos qa
Toute énergie K234 g 2 0
q
Basse énergie
tanh Ka K?q3
Diff. isotrope |las = a — ———— as = a4 a;=a |a; =0
Ka 3

k)oa <1

Fic. 2.5 — Ce tableau récapitule les résultats discutés dans ce complément pour
Uamplitude de diffusion — f(ko,0) dans le cas d’un potentiel sphérique de hauteur
Up et de rayon a. Dans la limite de basse énergie, cette quantité ne dépend pas de
U’angle 8. Elle est appelée longueur de diffusion et notée as. Le paramétre K est
tel que K2 = Uy pour Uéquation de Helmholtz et K* = 2mUo/R* pour 'équation de
Schrodinger. On a défini g = 2ko sin8/2. Dans le modéle d’Edwards, vo < K?a® — 0.

ot Q = 4ma3/3 est le volume du diffuseur. Cette limite de basse énergie pour le
cas des électrons dans un métal (kprg < 1) ou pour la diffusion de la lumiére
(XA > ry) impose une condition sur la nature des diffuseurs 7. Cette limite
de diffusion isotrope est trés souvent utilisée afin de simplifier les calculs.
Cependant, il est important de noter qu’elle est trés restrictive et que les
situations physiques rencontrées correspondent le plus souvent 4 un potentiel
de portée finie et donc & une diffusion anisotrope.

e Le potentiel §

Pour décrire la limite de basse énergie ou la portée du potentiel est petite
devant la longueur d’onde, on remplace souvent le potentiel de diffusion v(r)
par un potentiel « delta» vod(r) , obtenu en faisant tendre Uy vers Vinfini et a
vers 0, en gardant constant le produit vg = [ v(r)dr = 4ma3Uy/3. La section
efficace a4 'approximation de Born devient

v5
7B = 41
Il convient toutefois d’étre prudent dans l'utilisation d’une telle limite. En
effet, en faisant tendre Uy vers Vinfini, on sort du domaine de validité de
Papproximation de Born. En fait le résultat de l'exercice 2.2 montre que la
section efficace est nulle! (tout au moins dans la limite de basse énergie, mais
il est possible de montrer que cela est vrai pour toute énergie).

(2.107)

"Dans ces deux cas la longueur rg est & préciser et dépend de la physique du processus
de collision. Pour le potentiel sphérique, ro = a.
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1l faut donc bien comprendre la signification du modéle d’Edwards (sec-
tion 2.2.2) appliqué au cas d’impuretés § :

Vir) = Zvoé(r —r) . (2.108)

On pourrait en effet se demander si le choix de ce potentiel a un sens puisqu’il
n’y a pas de diffusion par un potentiel 4. En fait, on ne considére dans cet ou-
vrage que le cas du potentiel gaussien, c’est-a-dire la limite du potentiel (2.108)
lorsque vy x K2a3 — 0, et pour lequel la section efficace & I'approximation de
Born est aussi nulle. Le modéle gaussien correspond donc & une densité infinie
de diffuseurs de section efficace nulle. Le modéle (2.108) est bien justifié dans
la limite o vg — 0.

Remarque

Si le potentiel § a une section efficace nulle, il existe une autre fagon de définir
correctement un potentiel de portée nulle. C'est le pseudo-potentiel défini par [44] :

o)) = vod(r) oo (r) (2.109)

Il est aisé de montrer que cette expression correspond a un potentiel de portée nulle
et de section efficace totale donnée par (2.107). On ne considérera pas ce potentiel
dans cet ouvrage.
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Complément C2.2 Théoréme de réciprocité

Afin de traduire le renversement du sens du temps en mécanique quantique,
on applique l'opérateur anti-linéaire qui transforme un état en son complexe
conjugué. En particulier, pour une onde plane, on a la transformation |k) —
| — k). Lorsqu’elle existe, 'invariance par renversement du sens du temps se
traduit par la relation suivante sur Pamplitude de diffusion f par un obstacle
localisé telle qu’elle a été définie dans le complément C2.1 :

Fk,K) = f(—K',—k) . (2.110)

Cette relation constitue le théoréeme de réciprocité [45]. Elle exprime que am-
plitude de diffusion reste inchangée lorsqu’on intervertit les états initiaux et
finaux 8 ainsi que les directions de propagation. La relation précédente se géné-
ralise au cas o d’autres degrés de liberté sont présents. Ainsi, si nous prenons
Pexemple d’une onde électromagnétique de polarisation &, I'invariance dans
le renversement du sens du temps se traduit par [46] :

f(k, &K' &) = f(—K',&"™; —k,&") (2.111)

ott " est le complexe conjugué de €. Pour un électron de spin o, 'inversion
du sens du temps retourne le spin et le théoréme de réciprocité devient [45]

flk,o;K' o) = (—1)"_"/f(—k', —a's—k,—0) . (2.112)

Ces relations se généralisent au cas ou les diffuseurs ont des degrés de
libertés internes. Par exemple, dans le cas de la diffusion de photons sur
des atomes, il faut prendre en compte le fait que les nombres quantiques
magnétiques m de chaque niveau atomique sont des variables dynamiques
(fig. 2.6). Le théoréme de réciprocité s’écrit alors [45]

fk,&,{m};k',&",{m'}) =
(1) Ealmamme) (LK & {—m'};—k, &, {—-m}) . (2.113)

Dans une opération de renversement du sens du temps, il faut donc non seule-
ment changer la direction des vecteurs d’onde et les vecteurs polarisation
mais aussi le signe des nombres quantiques magnétiques. Les deux premiéres
opérations peuvent aisément étre controlées expérimentalement, par contre la
troisiéme & savoir {m'} = {—~m} n’est généralement pas réalisée dans un gaz
atomique, brisant ainsi la condition de réciprocité [47].

8Pour « final », le Petit Robert admet sans remarque particuliére le pluriel en « als » ou
en « aux ». Grevisse (Le bon usage) précise : « Hanse (Nouveau dictionnaire des difficultés
du frangais moderne) ne donnait en 1983 que le pluriel finals. Depuis 1983, il laisse le
choix entre finals et finaux. Ce dernier se répand de plus en plus, notamment chez les
grammairiens ».
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% /
k"é\’ 'k',gl*

F1G. 2.6 — Description du théoréme de réciprocité pour la diffusion de photons (k, &)
par des atomes, en présence d’une dégérescence Zeeman des niveauz atomiques.

On rencontre une situation analogue dans les métaux lors de la diffusion
des électrons par des impuretés magnétiques. Celles-ci portent un moment
magnétique fixé qui n’est pas retourné lors du renversement du sens du temps.

Dans cet ouvrage on étudiera généralement des séquences de collisions
multiples sur des impuretés successives. On peut alors considérer que ces im-
puretés constituent un gros objet diffuseur pour lequel 'ordre de la séquence de
collisions sur les impuretés joue le réle d’un degré de liberté supplémentaire.
Ainsi, pour une séquence de n collisions, le théoréme de réciprocité (2.110)
devient, en 'absence d’autres degrés de liberté,

f(kE {1 > n})=f(-K ~k{n—1}) . (2.114)

Il est plutot d’usage de noter T Vamplitude de diffusion associée & une sé-
quence de diffusion multiple, avec I'indice dir pour la séquence directe {1 — n}
et I'indice rev pour la séquence obtenue par renversement du temps {n — 1}.
Ainsi la relation (2.114) devient :

Tdi'r(k; k/) = TTGU(_k/; _k) - (2115)

On constate alors que les processus direct et renversé ne sont égaux,
Tair(k; k') = Tyep(k; k'), que dans la direction de rétrodiffusion, c’est-a-dire
lorsque k' = —k :

T‘d”‘(ka _k) = TTen(k; 'k) . (2116)
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Notons finalement qu’en présence d’absorption les notions de réciprocité et
d’invariance dans le renversement du sens du temps ne sont pas identiques [48].
Dans ce cas, il n’y a pas invariance dans le renversement du sens du temps
mais la réciprocité reste préservée et s’exprime simplement par affirmation :
« si vous me voyez alors je vous vois aussi », qui reste vraie méme a travers
un brouillard absorbant.
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Complément C2.3 Diffusion de la lumiére

Un avantage de la diffusion de la lumiére par rapport 4 la diffusion des
électrons dans les métaux est qu’il est souvent possible de caractériser les
diffuseurs et de connaitre le potentiel de diffusion. On peut ainsi prévoir a
partir des propriétés de la diffusion simple certaines des caractéristiques de la
diffusion multiple comme par exemple le coefficient de diffusion.

On s’intéresse en particulier 4 la diffusion de la lumiére sur des particules
diélectriques. C’est un probléme compliqué dont on ne connait une solution
exacte que pour une sphére homogéne, pour un rayon et un indice de réfraction
arbitraires. Cette solution a été proposée par G. Mie en 1908 pour I'étude des
propriétés de diffusion de la lumiére par des suspensions acqueuses de billes
d’or. Une limite extrémement utile de ce probléme est celle de la diffusion
Rayleigh pour laquelle la taille du diffuseur est trés petite par rapport a la
longueur d’onde. Cette limite correspond & l'approximation de Born et nous
Pétudions dans la section suivante. La théorie de Mie est trés formelle mais
son importance fait qu’elle est traitée en détail dans de nombreux ouvrages.
Nous n’en donnons qu’un apercu dans la section C2.3.2 en renvoyant le lecteur
aux références [49]. Enfin, lorsque la longueur d’onde devient trés inférieure
a la taille du diffuseur, on tend vers la limite de 'optique géométrique pour
laquelle la section efficace de diffusion est constante et de ['ordre de la section
efficace géométrique wa?, oil a est le rayon du diffuseur.

Un autre exemple tout aussi important est celui de la diffusion de la lu-
miére par un dipéle. A P’approximation de Born, on retrouve la diffusion
Rayleigh. La diffusion Rayleigh peut aussi étre résonnante, ce qui a pour effet
de considérablement augmenter la section efficace.

C2.3.1 Diffusion Rayleigh classique

On considére la diffusion par un milieu diélectrique localisé de volume 2 et
de constante diélectrique €, placé dans le vide. La constante diélectrique e(r)
est de la forme e(r) = ¢ + de(r). La diffusion Rayleigh est obtenue dans la
limite ot la longueur d’onde est grande devant la taille du diffuseur (kga < 1),
ce qui correspond & la limite de basse énergie dans le tableau 2.5. Le potentiel
Uo = k3de/¢o induit par le diffuseur correspond donc & un petit paramétre
Ka = kga/d¢e/ey (voir le tableau 2.5). La diffusion Rayleigh peut donc étre
décrite dans le cadre de 'approximation de Born.

Des équations de Maxwell (2.6), on déduit la forme de 1’équation d’onde
satisfaite par le champ D [50]

AD+kD=-VxVxP . (2.117)
La polarisation P(r) = D(r) — e¢E(r) = de(r)E(r) agit donc comme un

terme de source pour le champ D. La solution de I’équation d’onde (2.117)
s’écrit, comme pour (2.52}, & Paide de la fonction de Green libre
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Go(r,7') (2.54) :
D(r) = —/d3r’G0(r,r’)V' x V' x P(r')y . (2.118)

La résolution de cette équation intégrale est difficile puisque la polarisation P
dépend elle-méme de D. Mais, & partir de cette équation, on peut supposer,
dans la limite ol d¢ est petit, que le vecteur polarisation P est proportionnel
au champ incident. Cette approximation, due & Rayleigh, est précisément celle
de Born (section C2.1.4). Onnote D = D;+ D, et E= E;+ E;,ou D; et E;
sont les champs incidents et D, et E, sont les champs diffusés. A 'extérieur
du milieu diélectrique, on a D; = ¢gE; et D; = ¢gE;. L’approximation de
Born consiste & prendre P = de(r)E; a Uintérieur du milieu diélectrique, de
sorte qu’a partir de la relation (2.118), on obtient le champ électrique diffusé :

eE; = —-/Qd‘o’r’GO(r,r')V X V x [6e(r)E;(v")] . (2.119)

Le champ électrique incident est une onde plane de la forme E;(r) = E;e?*",
A grande distance du diélectrique, la fonction de Green prend la forme (2.57)
(approximation de Fraunhoffer) :

1 ; 1. !
Go(r,r') ~ —4—We1kor—““ o (2.120)
et le champ électrique diffusé s’écrit

eikJQT‘

eoEs(r) =

/ &Br' e * TN %V x [e(r)Eie®T) . (2.121)
dr Q
Une double intégration par partie conduit a

eik}o’l‘
eEs(r) =

- / Br'se(r’) *F)I TR (k' x Ey) . (2.122)
4rr Q

Le champ diffusé dépend de la direction de polarisation du champ électrique
incident &; = E;/F;. L’amplitude de diffusion vectorielle f(k, k' &;) définie
a partir de (2.59) est donnée par E (r) = E; gitor

de (2.122), meéne a

f(k,Kk',&;), ce qui, & partir

r

1 6 ! ; 1 ’
flk, K &) = f—/ o 20 ity g (k' x &) . (2.123)
ar Jo €0
On suppose le milicu homogene, c’est-a-dire que de(r) = de = € — €p est

constant. Par ailleurs, on suppose que la longueur d’onde du rayonnement est
grande devant la taille de 'objet dié¢lectrique, de sorte que I'exponentielle est
égale a 1. On obtient ainsi

ag

f(k, K &)= 7 k' x (k' x &) (2.124)
™
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ol ap = Qe/eg est la polarisabilité. On définit 1’angle x entre la direction
d’observation k' et la polarisation du champ incident &;. On a donc

|k’ x (k' x &;)| = k3|sin x| (2.125)

et pour la section efficace différentielle on a I’expression :

4 2
ok, k', &) = |f(k,K',&)" = kof;:o sin? x (2.126)

qui constitue la formule de Rayleigh. Mis 4 part I'effet de polarisation, on
retrouve le résultat (2.106) de la diffusion d’une onde scalaire par un potentiel
sphérique. La dépendance en k§ est bien connue pour étre 4 l'origine du « bleu
du ciel ». Dans la limite des grandes longueurs d’onde A > a considérée ici,
la diffusion est isotrope : la section efficace ne dépend pas de la direction du
rayonnement incident, mais seulement de sa polarisation.

Ce calcul peut se généraliser au cas ou 'onde incidente est polarisée cir-
culairement ou n’est pas polarisée (lumiére naturelle). On obtient alors pour
la section efficace différentielle une relation identique a (2.126) en remplacant
sin? x par %(1 + cos? 6) ol @ est I'angle entre la direction d’incidence k et la
direction d’observation k' (voir aussi la relation 2.150).

On n’a pas tenu compte du fait que dans le diélectrique, le champ interne
n’est pas égal au champ extérieur. Pour le cas d’une sphére homogéne, ceci
conduit a remplacer P = (e — ¢y) E; par la formule de Clausius-Mosotti [51]

€ — €
P=3 E; 2.127
o ( - 260) (2.127)
si bien que
2
N € — € .
o(k,k',&;) = kia® (6+260) sin? x (2.128)

oll a est le rayon de la sphére. En intégrant sur toutes les directions émer-
gentes, on obtient la section efficace totale o. Il est d’usage de définir le facteur
d’efficacité @, comme le rapport de cette section efficace totale et de la section
efficace géométrique définie par ma?. On obtient ainsi

Onlz) = Su (E—_ﬂ>2 (2.129)

ot le paramétre de taille z = koa est petit. Le facteur d’efficacité est donc petit
devant la section efficace géométrique ce qui traduit le fait que la diffusion
Rayleigh est peu efficace.



C2.3 Diffusion de la lumiére 67

Exercice 2.3 : Diffusion de Rayleigh-Gans

Si la différence de constante diélectrique de est petite, on peut se trouver dans la
situation ol la taille de la sphére diélectrique n’est plus négligeable devant la lon-
gueur d’onde koa ~ 1 mais ou Ka = koa\/tse/eo « 1. On n’est donc plus dans la
limite de basse énergie qui correspondait & la diffusion Rayleigh, mais on reste dans
P’approximation de Born. C’est le régime appelé diffusion de Rayleigh-Gans.

Dans ce cas, en intégrant dans (2.123) I'exponentielle sur le volume de la sphére, on
trouve que I'amplitude de diffusion est multipliée par le facteur s(q) (voir aussi la
relation 2.105)

3 singa — gacosqa

s(q) = (2.130)
ol ¢ = |k — K'| = 2kgsin8/2 et ou 6 est Pangle entre les directions incidente et
émergente. On constate que la section efficace devient de plus en plus anisotrope
quand la longueur d’onde diminue et devient de I’ordre de la taille de 'objet diffuseur
(fig. 2.4). L’amplitude de diffusion a la forme

2 g3a3

Flk, k' &) = —Z—OS(k — KK x (K x &) (2.131)
s

avec s(k — k') = s(|k — k'|) = s(q). Physiquement, cette approximation est valable
pour un volume fini, tant que ’onde plane incidente ne subit pas une trop grande
distorsion de son amplitude et de sa phase a l'intérieur du diffuseur.

C2.3.2 Diffusion de Mie

Le probléeme général (koa et de quelconques) de la diffusion d’une onde élec-
tromagnétique plane par un volume diélectrique fini est trés complexe. En fait
il y a trés peu de solutions exactes connues et parmi celles-ci la solution de Mie
pour un volume sphérique homogéne est la plus importante {49]. Le probléme
consiste a résoudre les différentes équations d’onde pour les champs incident,
diffusé et interne a la sphére et a les raccorder au moyen des conditions de
continuité respectives des champs électriques et magnétiques & la surface de
la spheére. Le facteur d’efficacité obtenu en divisant la section efficace totale
par la section géométrique ma?, est donné par

2 o0
Quric(z,m) = — 2n+1 (lanl? + |bn? (2.132)
2

ol m = 1/¢/€q est le rapport des indices de réfraction a lintérieur et a ex-
térieur de la sphére et ou les amplitudes a,, et b, sont données par

an = mp, (mx)€l (z) — & (z)!, (ma) (2.133)

et

Y (ma)ihy, (x) — mipn ()9, (ma) (2.134)

o = e (@) — mén(2)€ ()
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avec PYn(r) = rin(r) et & (r) = rhg)(r), Jn(r) et K étant respectivement
des fonctions de Bessel et de Hankel sphériques de premiére espéce [52]. On
vérifie que le facteur d’efficacité s’annule pour m = 1 ce qui correspond a I’ab-
sence de diffuseur. On a représenté sur la figure 2.7 le facteur d’efficacité en
fonction du paramétre de taille x pour une valeur donnée de m. On voit ainsi
apparaitre trois régimes distincts. Pour les petites valeurs de x, Qmie o 2%,
on retrouve la diffusion Rayleigh. Pour x ~ 1, c’est-a-dire lorsque la longueur
d’onde est de 'ordre de la taille du diffuseur, il apparait une succession de
résonances correspondant & annulation des dénominateurs dans les expres-
sions des amplitudes a,, et b,. Pour ces valeurs, la diffusion est trés efficace et
la section efficace trés supérieure a la section géométrique et bien entendu au
régime Rayleigh. A la résonance, le temps passé par I’onde dans le diffuseur
est grand et la vitesse de groupe de ’onde s’en trouve d’autant plus réduite.
Ce résultat a des conséquences importantes dans le régime de diffusion mul-
tiple [53]. Enfin, pour les grandes valeurs de z, ¢’est-a-dire pour des longueurs
d’onde trés inférieures a la taille du diffuseur, la section efficace totale tend
vers 2 fois la section géométrique donnée par I'optique géométrique. Ce fac-
teur 2 est connu sous le nom de paradoxe d’extinction et il correspond aux
effets de diffraction liés & l’existence du bord de la sphére qui ne sont pas
pris en compte par I'optique géométrique dans la section eflicace géométrique
qui représente simplement un terme d’ombre. Contrairement a la diffusion
Rayleigh, dans le régime de Mie, la section efficace n’a pas de dépendance
simple en fonction de la fréquence. Ceci explique en particulier le fait qu’un
ciel nuageux ou en présence de poussiéres (pollution, sable, etc.) apparaisse
gris.

8.0 v T v T T T

6.0 |-

40

20+

scattering cross section (norm.)

0.0 " 1 — 1 . ] N
0.0 20 4.0 6.0 8.0
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Fi1G. 2.7 — Facteur d’efficacité Qmic défini comme le rapport de la section efficace
totale & la section géométrique ma® en fonction du paramétre de taille © = koa pour
une valeur de Uindice relatif m = 2,8. On retrouve le régime de Rayleigh a basse
fréquence, puis les résonances de Mie et finalement la diffusion géométrique auz
grandes valeurs de x (D.S. Wiersma, thése de doctorat, Amsterdam (1995)).
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Notons enfin que le régime de Mie ne peut pas étre décrit a 1'aide du
modéle gaussien pour lequel les diffuseurs ont une section efficace qui tend
vers z€ro.

C2.3.3 Diffusion atome-photon a ’approximation
dipolaire

On a considéré la diffusion d’une onde électromagnétique par un objet
classique. Nous étudions maintenant le cas ou le diffuseur est un atome.
L’existence de niveaux dégénérés dans le spectre de 'atome conduit & des
expressions différentes de la section efficace différentielle qui, d’une part, ac-
quiert une structure tensorielle et qui, d’autre part, peut, a résonance, deve-
nir trés grande. Les degrés de liberté internes additionnels provenant de la
dégénérescence des niveaux atomiques donnent lieu & une modification des
interférences en diffusion multiple et 4 un temps de cohérence de phase fini
(complément C6.5).

Afin d’étudier linteraction d’un faisceau laser monochromatique de fré-
quence w avec un gaz d’atomes, on se raméne au probléme de la diffusion
d’un photon de vecteur d’onde k;, de longueur d’'onde A = 27 /k = 27c/w et
de polarisation &; avec un atome que 1’on supposera au repos °. Dans le do-
maine du visible, la longueur d’onde X est beaucoup plus grande que la taille
de latome (typiquement dans un rapport de quelques 102). On peut donc
supposer que le champ est constant sur ’atome et décrire I'interaction photon-
atome & Papproximation dipolaire. Celle-ci prend la forme simple —d.E ol
d est Vopérateur moment dipolaire de 'atome et E le champ électrique du
rayonnement [54, 55]. Les atomes constituent donc une excellente réalisation
de Papproximation des diffuseurs ponctuels. Ceux sont aussi des diffuseurs
fortement résonnants. A la résonance, c¢’est-a-dire lorsque la fréquence w du
laser est ajustée a une fréquence de résonance wy de 'atome, leur section effi-
cace est trés grande et de 'ordre de A2 ~ A2 avec Ao = 2m/wp '°. De plus, la
résonance étant trés étroite (de 'ordre de quelques MHz pour une fréquence de
résonance de I'ordre de 10'* Hz), on peut raisonablement négliger les contri-
butions des niveaux atomiques autres que ceux correspondant & la transition
résonnante. On peut donc modéliser 'atome comme un systéme & deux ni-
veaux distants de fiwg ayant chacun un moment angulaire fixé. Finalement,
un dernier avantage des atomes pour I’étude de la diffusion multiple est qu’ils
sont tous identiques (méme fréquence wg, méme largeur de la résonance) ct
ils constituent donc un échantillon parfaitement monodisperse.

Le niveau fondamental et le niveau cxcité de 'atome sont caractérisés res-
pectivement par leur moment angulaire J et J.. En 'absence de perturbation,
ces niveaux sont dégénérés ct leur nombre quantique magnétique est tel que

9Un gaz d’atomes froids pour lequel on peut négliger Veffet Doppler associé a la vitesse
des atomes correspond bien au régime que 'on souhaite étudier.
10 Rappelons que la section efficace Rayleigh (2.126) est proportionelle a AL
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|m| < J et [me| < Je. L'interaction dipolaire induit des transitions entre les
états propres de 'hamiltonien non couplé H,; + Hyqy décrivant 'atome et le
rayonnement. On distingue deux types de transition suivant que la diffusion
d’un photon se fait sans changement d’état interne (diffusion Rayleigh) ou
avec un changement d’état interne permis par les régles de selection, ¢’est-a-
dire vers un nombre quantique magnétique différent (diffusion Raman). i est
a noter cependant que dans les deux cas on a toujours 4 faire 3 une diffusion
élastique. Les états élémentaires possibles du systéme couplé atome-photon
sont de la forme |Jm,0) (état sans photon) ou |Jm, k&) (état a un photon
d’impulsion k et de polarisation &) .

La diffusion d’un photon par un atome est décrite au moyen de I'opéra-
teur de collision 7 défini & partir de (2.88). En tronquant au second ordre le
développement de perturbation, on obtient 7 = V + VGoV ou V = —d.E.
Le processus de diffusion correspond a ’absorption par ’atome d’un pho-
ton incident (k;,&;) et & 'émission d'un photon (k’,&') dans un mode vide
du champ 2. Tl est donc donné par le terme d’ordre 2 en V. L’amplitude
Ty associée s’exprime & partir des élements de matrice de V obtenus par un
développement en modes dans une boite de volume Q :

e Absorption d’un photon (k;, &;)

<Jeme,0ld-E|Jmi7kiéi):—z‘,/%ei’“”uemeu.éiumi) - (2.135)
0

e Propagateur libre Gy de Patome

1
- 2.13
(w — wp) (2.136)
e Emission d’un photon (k’, &")
rat . hw —ik’.r ~t%
(Jmgs, ke |d.E|J.me,0) =i 2cqa¢ (Jmgld.e™|Jeme) - (2.137)
€0

A Tlaide de ces éléments de matrice, on construit dans un premier temps
un processus de collision élastique non résonnant ou atome est excité par
un photon |k;&;) du laser depuis I'état fondamental |Jm;) vers un état excité
|Jerne) et retourne dans I'état |Jmg). A T'ordre le plus bas, on obtient pour
I’élément de matrice de 'opérateur de collision 7 pour le processus de diffusion

1 La polarisation est un vecteur unitaire situé dans le plan perpendiculaire au vecteur k.
Elle peut étre linéaire ou circulaire. On la décrit par le vecteur complexe &.

120n considére ici le probléme a un seul photon dans le mode laser. Notre description
n’est valable que dans la limite d’un petit nombre de photons incidents ot ’on peut négliger
les effets de saturation de l'intensité réémise ainsi que de pompage optique.
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|W;) = |Jmy, ki&;) — |¥s) = |Jmy, k'€"), Pexpression [55] :

 hw v (Jms|d.&"™ | Jome) (Jeme|d.&;]Jm;)
fi= 2609 oy fw — th

(Jmild.éiueme) (Jeme|d.€:'*|Jmf)
—hw — Awy

+ (2.138)

e La diffusion Rayleigh non résonnante

Lorsque I’état fondamental n’est pas dégénéré (par exemple si J = 0),
on retrouve, dans la limite des basses fréquences w < wg, la section effi-
cace (2.126) de la diffusion Rayleigh par un dipole classique. Pour cela, on
introduit le tenseur de polarisabilité statique

1 (Jmld;|Jme) (Jmel|d;|Tm) + (Jm|d;|Jme) (Jmeld;|Jm)
g = € Z Tuvo

Me

(2.139)
ol d; est la composante du moment dipolaire selon la direction 7. On suppose le
tenseur isotrope c’est-a-dire tel que a;; = apd;;. On peut alors récrire (2.138)

sous 13 fOI'me
1 fi = & é él*
‘ 2Q 0 =i

La probabilité de transition par unité de temps et d’angle solide est donnée
par la régle d’or de Fermi,

(2.140)

o o [ hwag \ Q w?
= T = 2T 2, 82 Y .
e e O e (2141)
ou Q )
w
L. 2.142
P = 3 hed (2.142)

est la densité d’états des photons dans un volume §2 et par unité d’angle solide.
La section efficace différentielle o(k;,k’,&;) pour une polarisation finale
&' quelconque est obtenue en divisant W par le flux de photons ¢/ et en
sommant sur les polarisations finales &', soit
27.4
. agk e
o(ki k', &) = 2= > |&.8") (2.143)

T 1672
&' Lk’

ot k = 27/A. A I'aide de la relation
dle X =X.X" - (k.X)(kX") (2.144)
élk

valable pour toute grandeur vectorielle X & valeurs complexes, on déduit que

21.4 2
ok k', &;) = ook (1— &k ) (2.145)

T 1672
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ou k =k /k. La section efficace totale o définie par (2.71) s’écrit

21.4
ogk
= 14
0= (2.146)

de sorte qu’on peut récrire la section efficace différentielle (2.143) sous la forme

~/

gk

3o
kiakla Ai = 1-
a( &) o (

2) (2.147)

On en déduit le diagramme de rayonnement d’une onde polarisée en diffusion
Rayleigh :

— Pour une polarisation incidente &; linéaire, on a
3
olki, k' &) = -8£sin2x (2.148)
s

ol x est 'angle entre &; et le vecteur d’onde k' du photon diffusé. On
retrouve ainsi 'expression de la section efficace de diffusion (2.126).

— Pour onde polarisée circulairement, on note les deux polarisations
. 1. I
£y = qtﬁ(ez +iéy) (2.149)

dans la base cartésienne directe (éz,éy,éz) avec €, = I;:i pour 'onde
incidente. De plus, on définit 1’hélicité h du photon comme la projection
de son moment angulaire sur ’axe de propagation. Ainsi ’onde polarisée
€41 a une hélicité positive et I’'onde polarisée €_; a une hélicité négative.
Dans une réflexion par un miroir, la polarisation reste inchangée mais le
vecteur d’onde change de signe k; — —Iz:i. L’hélicité est donc renversée.

~1]2
En notant # I'angle entre k; et k', on a ‘éi.k ’ = 1sin® 0 et on déduit

de (2.147), expression de la section efficace différentielle :

37

ki7k/7Ai =
o &)= Tox

(1+ cos?6) (2.150)
On note que cette scction efficace ne dépend pas de la polarisation cir-
culaire incidente. On en déduit immédiatement que, pour une lumiére
incidente non polarisée, la section efficace différentielle est aussi donnée
par (2.150).

L’expression (2.147) correspond & une somme sur les polarisations finales.
On peut aussi analyser une lumiére initialement polarisée, dans un canal donné
de polarisation finale. Ainsi la lumiére polarisée linéairement peut étre analy-
séc dans les canaux de polarisation paralléle (I || [) ou perpendiculaire (I L 1).
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De méme, la lumiére polarisée circulairement peut étre analysée dans les ca-
naux d’hélicité conservée (h | h) ou d’hélicité renversée (h L h). Il est alors
utile de garder 'expression de la section efficace en fonction des polarisations
entrante et sortante :

(2.151)

avec les contraintes k; L &; et k' L &’. Enfin, on note que la section efficace
différentielle dépend des polarisations entrante et sortante mais pas des direc-
tions incidente k; et émergente k'. Cela s’exprime par le fait que la section
efficace de transport (2.74) est égale A la section efficace totale : ¢* = ¢. En
ce sens, la diffusion Rayleigh est isotrope. Cette conclusion reste vraie pour
la diffusion résonnante par des atomes ayant des niveaux d’énergie dégénérés.

Exercice 2.4 : Montrer que pour la diffusion Rayleigh non résonnante, la section

efficace différentielle (2.151) dans la direction de rétrodiffusion k' = —k; est non
nulle dans les canaux (I || I) et (k L h) et qu’elle s’annule dans les canaux (I L) et
(h |l R).

Pour une polarisation linéaire, le produit scalaire &;.&"* est nul dans le canal (I L ).

Pour une polarisation circulaire, le canal d’hélicité conservée (h || h) correspond &
une polarisation émergente & = &}. En effet, 'hélicité est définie par rapport & la
direction de propagation et donc le canal (k || k) correspond a un sens de rotation
opposé & celui de &;. De la relation (2.149) on déduit que &;.&™* = &;.&;, = 0. D’aprés
la relation (2.141), la probabilité de transition est nulle.

Par contre dans le canal d’hélicité renversée (h L h), on a, en rétrodiffusion, &’ = &;
et donc &;.8"* = &;.&7 =1

Exercice 2.5 : Montrer que, pour une onde incidente k; non polarisée, la lumiére
diffusée dans la direction k/ L k; est polarisée linéairement.

Pour cela, on somme la relation (2.151) sur les polarisations incidentes et on uti-
lise (2.144) pour montrer que I'intensité émise dépend de la polarisation émergente
comme 1 — |é'.ic¢|2. L’intensité est donc nulle si & || ki, c’est-a-dire si k' L k;. Une
lumiére initialement dépolarisée donne lieu, dans les directions perpendiculaires & la
direction d’incidence, & un faisceau complétement polarisé. Ce résultat s’applique a
la diffusion de la lumiére solaire par I’atmosphére. Il permet aux navigateurs de re-
pérer la direction du soleil méme si celui-ci est caché par des nuages. 1l est cependant
nécessaire d’avoir un coin de ciel bleu afin d’éviter la diffusion de Mie pour laquelle
ces conclusions sont incorrectes. Il semblerait que ce fait ait été connu des vikings.
C’est la conclusion a laquelle sont arrivés les archéologues aprés avoir trouvé dans
des tombes des morceaux de cordiérite qui est un cristal polariseur naturel.

e La diffusion résonnante

On considére maintenant le cas de la diffusion résonnante d’un photon par
un atome et on cherche & determiner 1'élément de matrice 7y; de I'opérateur
de collision. Une premiére difficulté provient de ce qu’a la résonance, w = wy,
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Pamplitude (2.138) diverge. En fait, cette divergence est levée car le niveau
excité J. a une durée de vie finie liée 4 son interaction avec les fluctuations du
champ électromagnétique. Un atome dans I'état excité J. peut donc se désex-
citer par émission spontanée vers le fondamental J. En resommant toutes les
amplitudes de transition correspondant & ’émission et a la réabsorption d’un
photon par P'atome dans son état excité du fait de son interaction avec les
fluctuations du vide [55], on fait apparaitre la largeur I' du niveau excité qui
mesure le taux d’émission spontanée 3. L’amplitude de diffusion correspon-
dante se déduit de (2.138) et se met sous la forme

w 1
Top=— — — my|d.e™* | J.ome)(Jome|d.&;|Jm; .152
i Seofl 5+ iT/2 E (Jmsld.&™|Jeme) (Jeme|d.&;)Tm;) (2.152)

ou on a défini § = w — wqy. Cette amplitude fait intervenir des éléments de
matrice de 'opérateur d.&. Afin de les évaluer, on se place dans la base définie
& partir d'une base cartésienne (&, &y, &) par

€y = €,

1
et dans laquelle un vecteur se décompose sous la forme a =
> g=0+1(—1)%aqé_q de sorte que :

dé = Z(-—l)qdqg_q = doé‘o — d+1EA1 — d,1€+1 . (2154)

q

Puisque seuls les dy sont des opérateurs, ce sont leurs éléments de matrices
qui interviennent dans I'amplitude 7y;. Or, en vertu du théoréme de Wigner-
Eckart, un élément de matrice quelconque d’une composante Tq(k) d’un opé-
rateur tensoriel T(®) d’ordre k évalué pour des états propres du moment an-
gulaire est donné par [56,57]

) Je||T®]|7)
J, eT(k)J :<—__
(Jeme|Ty™ | Jm) RS

ot {J||T™®)||J) est un coefficient indépendant de m,m, et g, c’est-a-dire des
dépendances angulaires, et qui ne dépend que de J, J. et de Pamplitude de
'opérateur tensoriel T®) 14 Le second terme (Jkmg|Jom,) est un coefficient
de Clebsch-Gordan ou coefficient 3j. D’une maniére générale, ces coefficients
sont ceux qui, dans le probléme de I'addition de deux moments angulaires,
J =3, + j,, permettent d’exprimer les vecteurs |JM) en fonction des états

(Jkmg|J.me) (2.155)

13L’interaction avec les fluctuations du vide donne lieu aussi a un déplacement de I’éner-
gie de 1'état excité (déplacement de Lamb) que nous incluons dans la définition de wq.
14Le terme /2J; + 1 est purement conventionnel.
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[J172mamz), soit (j1jamime|J M). Les coefficients de Clebsch-Gordan qui ap-
paraissent dans (2.155) sont réels et ne sont non nuls que pour m, —m = ¢
et |J. — J| < k < J. + J, établissant ainsi les régles de sélection de la transi-
tion correspondante. Dans le cas d'une transition dipolaire, 'opérateur d est
un vecteur (k = 1) et les régles de sélection permettent de définir la nature
de la transition, Rayleigh ou Raman, en fonction de la polarisation e_, du
photon. On note d = (J.||d||J)/v/2J. + 1 et on définit ainsi 'opérateur sans
dimension d = d/d. Par ailleurs, on peut montrer [47,55] que la largeur I' du
niveau excité est reliée a d par

d*wd

3mepcd

(2.156)

En utilisant cette relation et le fait que la transition est fermée, c’est-a-dire
Y m. |Jeme){Jeme| =1, on peut récrire 'amplitude (2.152) sous la forme

3rhe® T2
Qw? 6 +14T/2
Le taux de transition obtenu en ne sélectionnant pas I'état Zeeman final my
est donné par la régle d’or de Fermi
2T
h

e (Jmys|(d.&™)(d.&)]Tm;) . (2.157)

T2 (2.158)
k,mf
Pour avoir la section efficace différentielle, il faut diviser par le flux incident
de photons ¢/ et, en utilisant (2.141) et (2.152), on obtient
do Q2 (37he ° %4
A% ¢ h Quw? 02 +T12/4

(Jmi|(d.&})(d.&')(d.&")(d.&,)| Tmi) -

(2.159)
L’expression (2.142) de la densité d’états des photons par unité d’angle solide
permet finalement d’écrire

do _ 9 )2 r2/4
A% 1672 621 T2/4

(Jmg|(d.&))(d.&')(d.e"™)(d.&;)|Jm) | (2.160)

La section efficace totale o est obtenue en intégrant la section efficace différen-
tielle sur ’angle solide. En moyennant sur la polarisation des photons diffusés,

on a

élk

L’intégrale et la somme ne portent que sur (d.&')(d.&’*) et donnent, en utili-
sant (2.144),

/ a0 Y (de)(de” / a0 (4d -~ @R)@AR) = Tdd . (2162
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L’opérateur d.d = dodyp — dy1d_1 — d_1d41 est égal a l'identité. Pour s’en
convaincre, considérons son action sur un état |Jom.) %,

d.d|J.m.) = [(JemelJlmeO)Q F (Jomel J1(me — 1) + 1)2

+ (Jome|J1(me +1) — 1>2] |Jome) = [Jome)  (2.163)

du fait de la normalisation de I’état |J.m.). On obtient donc ¢
3 2 F2/4 7 A%\/ T A

= — " i(d.E))(d.&; i 2.164

o 2 52+I‘2/4<Jm '( 51)( €)|Jm) ( 6 )

De maniére équivalente on pourrait obtenir ce résultat a partir du théo-
réme optique (2.81). Pour cela, il faut remarquer que 'amplitude 7j; ob-
tenue & partir de la régle d’or de Fermi, est proportionnelle & 'amplitude
de diffusion f(k;m;,k'ms). Le coefficient de proportionnalité se déduit de
Pexpression (2.159) pour la section efficace différentielle et il est donné par
V(Q/c)(2m/R)p(w) = Qw/2mhc?. Ainsi, moyennant la définition

Quw

kimi, k'my) = ———=T
f( m mf) 27('77,02 f

(2.165)

on obtient la section efficace totale (2.164) a I’aide du théoréme optique (2.81).

Afin d’achever le calcul de la section efficace, on moyenne sur la distribu-
tion statistique des états Zeeman internes [Jm;) que nous supposons équipro-
bables, c’est-a-dire décrits par une matrice densité scalaire. En notant (- - - ),
cette moyenne, on a

3 &% i PN — 1 . 7 % 7 2 . .
((d-1)(d.€)))int = 571 mg D (Jm;|d.&] | Jeme) (Jeme|d.&;]Tm;)
1 ~ 12J.+1
_ A&l Jome)|? = =228 2.1
2J+1mz_ L Mmild&dSemel” = 357 (2166)
ou, pour écrire la derniére égalité, on a utilisé I'identité [57]
1
(k) 2 _ R 702

> [mlflema? = SR (2.167)

MIMe

15Cet opérateur ne peut pas agir sur les états |Jm) puisqu’il est intercalé entre les
opérateurs d.&; qui font passer 'atome du fondamental dans son état excité.

16 Avant de prendre la moyenne sur la distribution des états internes, il y a une direction
privilégiée donnée par le dipole atomique. La section efficace totale dépend alors de la
projection de la polarisation incidente &; le long de cette direction.
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Pour un opérateur vectoriel (k = 1) et compte tenu de la définition de d,ona
(Jel|d||J) = v2J. + 1. On en déduit finalement pour la section efficace totale
moyenne :

302 T2/4

S Ay o 22 2.1
o) = Aw. e T (2.168)

o Ay, = %%’% On voit sur cette expression que la section efficace totale
ne dépend pas de la structure interne des niveaur atomiques, c’est-a-dire de
leur dégénerescence (mis a part le facteur constant Ay, ). Les quantités phy-
siques qui s’en déduisent, comme ’'indice optique ou le libre parcours moyen
élastique, ne dépendent pas non plus de la structure interne des niveaux ato-

miques.

Par contre, la section efficace différentielle (2.160) a une structure plus
riche. En moyennant (2.160) sur la distribution statistique des états Zeeman
|Jm;), on obtient, en utilisant (2.168) :

< d > %) (aep@ey@aey@e)m (2.169)

E :87TAJJ€

qui est un tenseur d’ordre 4 qui dépend clairement de la structure interne des
niveaux atomiques. Afin de calculer la moyenne ((d.&})(d.&")(d.&")(d.&;))int
a l'aide d’une matrice densité scalaire, on doit d’abord décomposer ce tenseur
en composantes irréductibles [47, 58, 59]. Notons simplement ici le résultat
en essayant de le justifier. La trace doit étre invariante par rotation et ne
doit donc dépendre que des produits scalaires entre les vecteurs polarisation
(8;,&',&],&™). Plus précisément, on peut écrire la section efficace différentielle
sous la forme

do _ _3{o) A, o
<d9k>m”8m”e (wile”™ &l* + wol&' & + ws) . (2.170)

La nature du photon diffusé dépend non seulement de 1’état de polarisation
du photon incident, mais aussi de I’état Zeeman interne de l'atome. Nous
reviendrons plus en détail dans le complément C6.5 sur ce role de la structure
interne sur les effets d’interférence en diffusion multiple.

Notons finalement que l'on retrouve la section efficace différentielle de
Rayleigh (2.151) en considérant un fondamental non dégénéré, soit J =0, J. =
1, auquel cas on a (wy,we,ws3) = (1,0,0).






Chapitre 3

Théorie de perturbation

Dans ce chapitre on prend h = 1 et on désigne la moyenne sur le désordre

par....

Dans ce chapitre et le suivant, on se propose de résoudre les équations
d’onde (Schrédinger ou Helmholtz) en présence du potentiel de désordre gaus-
sien introduit au chapitre 2. Pour cela, on présente une méthode permettant
de décrire I'évolution temporelle d’'un paquet d’ondes dans le milieu aléatoire.
Cette méthode utilise le formalisme des fonctions de Green [60-63] dont I'in-
térét ici est de permettre I’écriture d’un développement itératif en puissances
du potentiel, appelé développement de diffusion multiple. Dans la limite de
faible désordre, que ’on précisera, ce développement s’exprime sous la forme
d’une suite de processus indépendants, dits événements de collision, séparés
par un temps caractéristique 7. appelé temps de collision élastique moyen.
On lui associe une longueur caractéristique, le libre parcours moyen, défini
par l, = vT. ol v est la vitesse de groupe de 'onde 1. Afin d’évaluer le temps
de collision 7, dans le cas de I'’équation de Schrédinger, on utilise une repré-
sentation d’ondes planes qui correspond aux états propres |k) de ’hamiltonien
libre. On interpréte alors 7. comme le temps de vie moyen des états |k). Pour
Pestimer en présence du potentiel V' & P'ordre le plus bas en perturbation, on
peut utiliser la régle d’or de Fermi. Ainsi le temps de vie 7, d’un état |k) est
donné par

L= on 3 (IVIE)Po(en — ) 1)

k'

En prenant pour V le potentiel gaussien défini par (2.30) et, en moyennant
sur le désordre, on obtient Q|(k|V|k')|]2 = B(k — k') ot B(k — k') est la

1Pour des électrons dégénérés dont on étudiera le comportement au niveau de Fermi, v
est la vitesse de Fermi vp. Pour des ondes, v est la vitesse de groupe que l’on notera c.
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transformée de Fourier de la fonction de corrélation V(7)V (7). On en déduit

le temps de vie moyen 7, d’un état d’énergie € 2 :
1
- = 2T PoYe (3.2)

ol po est la densité d’états par unité de volume & ’énergie considérée et ou le
parameétre 7, qui caractérise le désordre est égal a

Ye = (B(k — k') (3:3)

(---) désigne la moyenne angulaire de B(k — k') avec la contrainte e = €.
Pour le bruit blanc défini par (2.31), on a 7. = B. En général, on ne connait
pas les détails microscopiques du désordre qui est décrit par le paramétre
phénoménologique 7.. Toutefois, dans le cadre du modéle d’Edwards pour
une densité n; de diffuseurs de section efficace o, la relation (2.102) permet de
récrire le libre parcours moyen élastique . en fonction de la section efficace
des diffuseurs 3 :

1
= o (3.4)

relation qui est aussi valable pour le cas de ’équation de Helmholtz (2.9) 4.
Dans certains cas, la section efficace peut se calculer au moyen d’un modéle
microscopique. Par exemple, pour décrire la diffusion multiple de la lumiére
par des suspensions, on prend pour o la section efficace de Rayleigh étudiée
dans le complément C2.3. Le modéle gaussien apparait donc comme un modéle
effectif qui dépend du paramétre -, lequel peut étre relié¢ 4 des paramétres
physiques qu’il est éventuellement possible de contrdler expérimentalement.
On montrera dans le complément C4.3 que lorsque le potentiel a une portée
finie, il apparait un autre temps caractéristique appelé temps de transport et
noté 7*.

20n montre d’abord que

1 2m ,
T_e = -{—2‘"; B(k —k )(S(Ek - Ekl)
et on obtient la relation (3.2) en passant au continuum.

30n utilise pour cela I’expression (3.40) de la densité d’états pg.

“Pour I'équation de Helmholtz, on montre plus loin (3.77) que 1/le = ~./(4w). On
obtient alors la relation (3.4) en utilisant (2.100).
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Exercice 3.1 : En utilisant la régle d’or de Fermi, montrer que le temps de vie élas-
tique Te pour le modéle d’Anderson (section 2.2.3) avec une distribution de potentiel
rectangulaire se met sous la forme TL ox W2/t

3.1 Fonctions de Green

La régle d’or de Fermi ne permet de décrire 1'évolution temporelle du sys-
téme que pour des temps inférieurs a 7.. Afin d’obtenir 1’évolution temporelle
du systéme au-dela de 7, on introduit le formalisme des fonctions de Green et
de l'opérateur résolvante. On ne cherchera pas ici 4 décrire ce formalisme dans
toute sa généralité, mais on retiendra un certain nombre de notions indispen-
sables [60,61]. On considérera séparément le cas de I’équation de Schrodinger,
qui est du premier ordre en temps, et celui de I’équation de Helmholtz qui est
du second ordre.

3.1.1 Fonction de Green de I’équation de Schrodinger

On considére 'équation de Schrodinger associée & 'hamiltonien (2.1) :

0
zéﬁi =Hy=(Ho+ V)¢ (3.5)
ou Hyg = ——ﬁA et V est le potentiel de désordre. On décrit ici des électrons

libres supposés sans spin. L’évolution temporelle d’un état |¢(¢)) initialement
en |o(t = 0)) est décrite au moyen de ’opérateur unitaire d’évolution U(t) :

[p(t)) = U(t)|vo(0)) = e |0 (0)) . (3.6)

En représentation spatiale,
Py(r,t) = (rlys(t)) = /dn(rle_imlri)%(m 0) . (3.7)
Avec la convention de la figure 3.1, on définit la fonction de Green par ° :

Glri,m,t) = (rle™™|ri) = 3 dn(ri)da(r)e ™" (3.8)

ol €, et ¢, sont respectivement les énergies propres et les états propres normés
de H. Ainsi définie, la fonction G(r;, r,t) décrit 'évolution d’un état |r;) au

5 Ainsi définie, GE(r;, 7) se lit de gauche a droite (fig. 3.1). Cette convention n’est pas la
plus habituelle. C’est cependant celle que nous adopterons dans tout cet ouvrage. Elle est
mieux adaptée a la description des expériences de diffusion ou de transport, ol la source
est en général représentée a gauche et le détecteur a droite.
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G'(r,r)

r - r'
”~

!

r > r

GA(r’,r)

F1G. 3.1 — Convention choisie dans cet ouvrage pour la représentation des fonctions
de Green. On a G*(r',7) = GE(r,v')*.

temps ¢t = 0 vers ’état |r) 4 un temps ¢ dont le signe n’est pas précisé. Si on
veut décrire I’évolution d’un état créé au temps ¢t = 0 vers les temps positifs
ou négatifs, on est amené & définir les opérateurs

GE(t) = —if(t)e
GA(t) = if(—t)e™ M (3.9)

dont les représentations spatiales correspondent aux fonctions de Green re-
tardée GF et avancée G4

GR(’I'i,’r‘,t) = —z@(t) <rle—th|r _7/9 qu (Tz (bn —zent
GA(riym,1) = i0(—1) (rle™™|r.) = i0(~ Z«s (r)én(r)e=it . (3.10)

Les transformées de Fourier

GBA(ry, 7€) :/ dtet GRA(r;, 7, t) (3.11)
s’écrivent :
GRA(r, S (ri)dn(r)
(ri,r,e) = zn: p—— :I:zO (3.12)

La convergence des intégrales (3.11) aux temps longs nécessite l'introduction
d’une partie imaginaire a ’énergie ¢ =40, le signe + correspondant respective-
ment aux parties retardée et avancée. La relation (3.12) permet d’introduire
formellement les opérateurs

1

AR,A _
G = —xTw

(3.13)
transformés de Fourier de G4(t). On définit de méme les opérateurs de
Green libres associés a ’hamiltonien Hg

1

ARA .
o™ () = € — Ho £140

(3.14)
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L’équation de Schrodinger (3.5) s’exprime alors sous la forme d’une relation
entre les opérateurs G et Gy. En multipliant par Gy la relation (3.13) récrite
sous la forme

(e—H)G =1 (3.15)
et en utilisant la relation (3.14) sous la forme (¢ — H¢)Go = 1, on obtient
G= Go + GQVG (316)

qui se préte au développement itératif que I’on considérera dans la section 3.2.

¢ Quelques propriétés des fonctions de Green

On a introduit la fonction de Green & partir de 'opérateur d’évolution.
Celle-ci mesure aussi la réponse impulsionnelle associée 4 ’équation de Schro-
dinger (3.5). En effet, en représentation spatiale la relation (3.13) s’écrit

(e = H£i0)GPA(ry,r,e) =8(r — 1) (3.17)

et la relation (3.16) entre les opérateurs G et Gy devient
G(ri, 7€) = Go(ri, 1, €) +/G(ri,r',e)V(r’)Go(r',r,e)dr’ . (3.18)

Par ailleurs, la fonction de Green vérifie les propriétés :
GA(r,ri e) = GR(ri, 7 e)* (3.19)

et
GA(r,ri,—t) = GR(ri, r,t)" (3.20)

ot * dénote le complexe conjugué. On définit aussi la partie imaginaire de GR
par

n GR-GA
Remarque importante
On notera
. R N _ QA !
ImGE(r,v') = (r'[ImGF|r) = Gir,r )2, GA(r,r) (3.22)
%
et non pas
GR N _ R A% GR AN GA /
IIIlGR(T,TI) — (7'7'" ) 2’LG (’I", r ) — (1‘,"‘ )21 (’!' ? 1‘) (323)
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e Fonction de Green et densité d’états

La fonction de Green contient toutes les informations sur les solutions de
I’équation de Schrédinger. En particulier, elle est reliée a la densité d’états
v{e) définie par

v(e) =) b(e—€n) . (3.24)

On utilisera aussi la densité d’états par unité de volume notée p(e) = v(e)/Q.
On définit aussi :

¢ la densité d’états locale au point 7 :
pe(r) = p(r,€) = Y |on(r)*5(e — €n) (3.25)

e la densité d’états non locale :

pe(r, ') = p(r,7€) Zq)n Ypr (T")6(€ — €5) (3.26)

A partir de I’équation (3.12), la relation :

1
z + 10

1
=pp_ = ind(x) (3.27)
permet d’écrire

pe(r,r') = —lImGR(r,r',e) = —%(r']ImGARIM

s
=3 [G’R(r ' €) — GA(r,r’,e)] (3.28)
ainsi que
1
p(r) = —;ImG’R('r, T,€) (3.29)

et d’obtenir la densité d’états par unité de volume sous la forme :

ple) = 40 = ——%Im/erR(r,'r,e) (3.30)

Ainsi p(r) = pe(r,7) et p(e) est la moyenne spatiale de p(r).

Par ailleurs, on considére la fonction de Green en représentation impulsion

GPA(ki k,€) = (K|GRA(e) ki) . (3.31)
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L’invariance par translation, lorsqu’elle existe, implique que G(r;,7r,€) =
G(r — 74, €). Dans ce cas, GPA(k;, k,€) = GPA(k, €)0k k, , avec

GRA(k,€) = /GR’A(r,e)e_“”dr
et la densité d’états par unité de volume s’écrit :

—iﬂ > ImGR(k,e) . (3.32)
k

On voit que cette expression est analogue & (3.30). La densité d’états ne
dépend pas de la représentation considérée. On peut écrire plus généralement

v = — L mTrGR (3.33)
Kis

e Fonction de Green libre

En I’absence de désordre, ’hamiltonien Hy est diagonal dans la base des
ondes planes et la fonction de Green s’écrit :

1
GEFAk, €)= ———— 3.34
o (k) = T (3:34)
ot e(k) = k?/2m. La fonction de Green en représentation spatiale est la

transformée de Fourier de (3.34). A trois dimensions et pour un milieu infini,
ona:

R,A zk r—r;
GEA(ri,re) = G )3/dk’ { > k’2:i:10 ' (3.35)

L’intégrale angulaire donne, en posant R = |r — 7],

oA om /oo ., 1 efE_ e—ik'R
’ i = 75 N2 k - . ) .
Go " (rism) (272 Jo dk ik'R k% — k72 +40 (3:36)

L’intégrale sur k' se récrit
kl eik'R

m
dk’ 3.37
T %R T T D

G(?’A(ri, r€) =

et se calcule par la méthode des résidus pour donner finalement
etikR

GEA(r;, 7€) = ~5- R

(3.38)
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avec k = v2me. On peut aussi établir directement cette expression en notant
que la fonction de Green libre est solution de ’équation différentielle

1
(6 + %Ar + iO) GEArs,re) =6(r —m;) . (3.39)

On vérifie bien que, & trois dimensions, la densité d’états (sans spin) donnée
par la relation (3.30) est égale a

mk
= 3.40
de sorte que la fonction de Green est de la forme
RA ptikR (3.41)
Gy’ AR = - :
o " (ri;ry€) TPo R

Exercice 3.2 : Pour une relation de dispersion e(k) = €(|k|), vérifier que la fonction
de Green G?’A('ri, 7,€) ne dépend que de R = |» — r;| et qu’en dimension d = 3, elle
s’écrit sous la forme (3.41).

Exercice 3.3 : Montrer qu’en dimension d = 1, la fonction de Green s’écrit :
m . .
Gg’A('ri,'r',e) = ZFi—k—ei’kR = FinpgetthF (3.42)

ol k = |k|.
Exercice 3.4 : Montrer qu’en dimension d = 2, la fonction de Green s’écrit :

GEA(py 7, e) = —i%Hél)(:th) (3.43)

ot k = |k| et H{"(£e) = +Jo(z) + iYo(z). Les fonctions Jo(z), Yo(z) et HSV (x)
sont respectivement des fonctions de Bessel, de Neumann et de Hankel (appelées
encore fonctions de Bessel de premiére, deuxiéme et troisiéme espéce) [64]. Retrouver
la densité d’états & deux dimensions.

Exercice 3.5 : Montrer que, en dimension d quelconque, la densité d’états po(e)
pour une dispersion quadratique € = k2/2m est

dAd d—2
o(€) = ——mk®™ 3.44
o9 = oo (349
ou Ag = %% est le volume de la sphére unité. En particulier

idey _ ™ 2d¢ . _ T
po(e) = 7k Po’(€) o (3.45)
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3.1.2 Fonction de Green de I’équation de Helmholtz

La forme de la fonction de Green dépend de léquation différentielle a
laquelle elle est associée. Comme on l'a fait dans (3.17) pour I'équation de
Schrédinger, on définit la fonction de Green G(r;,r, ko) associée & I'équation
de Helmholtz (2.9) par

[Ar + K31+ p(r))] G(ri,r ko) = 6(r —1i) . (3.46)

La fonction de Green libre Go(r;, 7, ko) est donc solution de I’équation diffé-
rentielle

(Ar + kg) GO(T'L', T, ko) = (5(7‘ — 'I"i) (347)
et elle s’obtient de maniére similaire & (3.38) :
RA 1 e:i:ikoR
GO ’ ('ri, T, kO) = _Z; 7 (348)
a trois dimensions, et par
GRA(ri, v ko) = F et iR (3.49)
2ko

3 une dimension. Notons finalement que sa transformée de Fourier est égale &

1

R,A _
Go™" (s ko) = k2 — k2 £i0

(3.50)

Comme pour (3.30), on peut relier la densité de modes propres de I’équation
de Helmholtz 4 la fonction de Green. La relation de dispersion étant linéaire,
w = ke, la densité de modes est donnée par

Za w — koc) = Zé (k — ko) (3.51)

ot k = |k|. Par ailleurs, la partie imaginaire de la fonction de Green (3.50)
est égale &

ImGE(k, ko) = [6(k + ko) + 6(k — ko) (3.52)

2k‘

de sorte que
_ 2k
po(w) = — = }:Ima(’;(k ko) (3.53)

En présence de désordre,

_ _ 2ko R
plw) = 71_cQ/drImG (r,r, ko) (3.54)
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ou encore

y = o TR (3.55)
we

qu’il est intéressant de comparer a la relation (3.33) pour I’équation de Schro-
dinger. Le facteur multiplicatif supplémentaire provient du fait que ’équation
de Schrédinger est du premier ordre en temps alors que 1'équation de Helm-
holtz est du second ordre.

Exercice 3.6 : Montrer que, pour 1’équation de Helmholtz libre, la densité de modes

4 trois dimensions s’écrit 9
w

—_— 3.56
223 ( )

po(w) =

Le formalisme des fonctions de Green donne un cadre technique appro-
prié a 'étude systématique des solutions de ’équation de Schrodinger. 11 de-
vient naturel et méme indispensable pour l'étude de la propagation des ondes
électromagnétiques (solutions dites radiatives) a partir d’une distribution de
sources j(r). Cette distribution peut-étre une source ponctuelle décrite par
une fonction &, ce qui correspond a I’équation (3.46). Si 'onde est émise a
partir d’une distribution j(r) de sources du champ électrique (qui décrit par
exemple la forme du faisceau laser incident), 'amplitude du champ électrique
(1) n’est plus solution de (2.9) mais de

Ap(r) + kg (1 + p(r)y(r) = j(r) (3.57)

11 est possible de récrire cette équation différentielle comme une équation
intégrale

P(r) = /dr,-j(r,-)G(ri,r,ko) (3.58)

oit la fonction de Green G(r;,7, ko) est solution de 1'équation différen-
tielle (3.46). En utilisant la fonction de Green libre Gg(r;,r, ko) solution
de (3.47), on obtient une autre équation intégrale analogue a (3.18)

G(ri’ T, kO) = G()(’I‘i, r, k()) - kg / d’l‘lG(’I‘,’, ’I"/, ko)u(”',)Go('l”, r, kO) (359)

de telle sorte que les solutions de (3.57) s’écrivent sous une forme permettant
de séparer la contribution de la source de celle du désordre

P(r) = /d’rij(ri)Go('ri,r,ko) — kg/d’r’w(r’)p(r')Go(r',r,ko) (3.60)

cette relation généralise (3.59) au cas d’une distribution de sources quel-
conque.
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3.2 Développement de diffusion multiple

3.2.1 Equation de Dyson

On cherche maintenant & établir un développement perturbatif a partir de
la relation (3.16) entre G et Gy. Formellement, ce développement s’écrit [62,63]

G=Gy+GoVGo+ GoVGWWGo + ... (3.61)

En représentation spatiale, il devient ¢ :
G(r,r") = Go(r,7") + /drlGo(r,rl)V(rl)Go(rl,r')
+/drldrgGo(r,rl)V(rl)GO(rl,rg)V(rg)Go(rg,r’)
+/d’l"ld’l‘zd’f'gG()(’f',T1)V(T1)G0(T1,T2)

X V(’I"Q)G()(T‘Q, ’I"3)V(T3)Go (7‘3, ’I‘/)
+... (3.62)

Ce développement peut se visualiser a I'aide des diagrammes de la figure 3.2.
Lorsqu’on moyenne sur le potentiel aléatoire en utilisant la forme particu-
liére (2.30) du potentiel gaussien, le développement de la fonction de Green
moyenne G se simplifie considérablement. Le terme linéaire en V ainsi que
tous les termes impairs disparaissent, tandis que le terme quadratique fait

apparaitre la fonction de corrélation B(r; — r3). 1l reste
G(r,7") = Go(r,7")
+ /drldrgB(rl — T'Q)G()(T, Tl)G()(Tl, Tl)Go('f‘l, T',) + ... (363)

Ce développement est représenté sur la figure 3.3, ol les appariements de lignes
d’impuretés représentent les différents produits V(r;)V(r;) 7. En moyennant
sur le désordre, on récupére I’invariance par translation et la fonction de Green

ne dépend alors que de la différence des positions, G(r,7'}) = G(r — ). En
transformée de Fourier, le développement (3.63) s’écrit sous la forme :

G(k) = Go(k) + é S B(q)Go(k)Go(k + a)Gok) + ... (3.64)

SPour alléger les notations et lorsqu’aucune confusion n’est possible, on omet ’énergie €
(ou la fréquence) a laquelle sont calculées les fonctions de Green.

"Dorénavant la moyenne sur le potentiel aléatoire sera dénotée par ~ au lieu de {---)
comme dans le chapitre 2.
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s = + + + + eee

! r ’
r r r r,r rr,r,r r r,r, r;r

FiG. 3.2 — Développement diagrammatique de la fonction de Green avant la moyenne
sur le désordre. )

¥ X ¥
G G, .
(a) (b)
X ¥ X y
+ ity NG + S +ees
(c) (d) . (e

F1G. 3.3 — Développement diagrammatique de la fonction de Green moyenne.

En moyennant, on engendre tous les diagrammes correspondant a tous les
appariements possibles des lignes d’interaction avec les impuretés qui appa-
raissent sur la figure 3.2. Ces diagrammes (fig. 3.3) sont de deux types. Les
uns sont dits séparables ou réductibles, c’est-a-dire que 'on peut les séparer
en deux diagrammes sans avoir a couper de ligne d’impureté. Tous les autres,
par opposition, sont non-séparables ou irréductibles. Les diagrammes réduc-
tibles peuvent étre factorisés en un produit de diagrammes irréductibles. Ceci
est possible dans le cas du potentiel gaussien car les intégrales sur les vecteurs
d’onde intermédiaires sont indépendantes. Par exemple le diagramme (b) de
la figure 3.3 s’écrit

% > > Go(k)B(a)Go(k — q)Go(k)B(q')Go(k — q')Go(k)

= Go(k)[>_ B—S(;QGO(I: +q)Go(k)]* . (3.65)

q

La somme des contributions de tous les diagrammes se raméne au calcul de
la série géométrique

G(k) = Go(k) + Go(k) i[ﬁ(k, €)Go(k)]"™ (3.66)

n=1
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solution de I’équation dite de Dyson

G(k) = Go(k) + Go(k)Z(k,e)G(k) . (3.67)

La fonction X(k, €), appelée self-énergie est, par construction, la somme d’une
infinité de diagrammes irréductibles (fig. 3.4).

Pour I’équation de Schrédinger, la fonction de Green libre Go(k,€) est
donnée par (3.34). L’équation de Dyson correspondante (3.67) s’écrit sous la

forme
R,A 1

G (k€)= e~ e(k) — LRA(k, €)

Pour I’équation de Helmholtz, la fonction de Green libre Go(k, kq) est donnée
par (3.50) et la fonction de Green moyenne s’écrit donc

(3.68)

1
kE — k2 — SRA(k, ko)

Gk, ko) = (3.69)

ou ko est relié a la pulsation w = cky de 'onde. La self-énergie X(k, ko) a,
dans ce cas, les dimensions de l'inverse d’une surface.

2 2 2 2

F1G. 3.4 — Représentation diagrammatique de la self-énergie comme une somme de
diagrammes irréductibles.

3.2.2 Self-énergie

Le calcul de la self-énergie est en principe un probléme difficile puisque
celle-ci contient une infinité de termes. Le premier , E?’A(k, €), s’écrit (fig. 3.4)

shAL ) = -é > Bk - k)G (k) (3.70)
=

La partie réelle de la self-énergie correspond a un déplacement sans consé-
quence de lorigine des énergies (ou des fréquences pour !’équation de Helm-
holtz) dont on ne tiendra pas compte. Dans le cas de ’équation de Schrédinger,
la relation (3.33) qui relie la fonction de Green et la densité d’états conduit &

ImX2(k, €) = —% 3 Bk —k)5(e —e(k) . (3.71)
=
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En notant k = k$§ ol § est un vecteur unitaire, et en séparant les sommations
radiale et angulaire, on obtient :

ImEF(k,€) = —7mpole)(B(ko, 5 — §))s (3.72)

ol on a introduit la moyenne angulaire (- - -} de B. La self-énergie définit un
temps caractéristique T, dit temps de collision élastique moyen tel que

5 = —ImE2(k, €) = mpo(€)7e Schrédinger (3.73)

ou on note

Ye = (B(k - k) . (3.74)

Ce temps, déja obtenu par la régle d’or de Fermi (3.2), est le temps de vie
moyen d’un état propre de vecteur d’onde k et d’énergie €. Dans le modéle
gaussien, il est indépendant du vecteur d’onde. L’existence d’une partie imagi-
naire finie pour la self-énergie implique que la densité d’états proportionnelle
a la partie imaginaire de la fonction de Green (relation 3.30) est constituée
d’une série de lorentziennes chacune d’elles décrivant un état d’énergie élargi
d’une quantité proportionnelle & 1/27,.

Remarque : Autres mécanismes de diffusion

On n’a considéré ici que la contribution des collisions élastiques sur le potentiel aléa-
toire dii aux impuretés statiques. La prise en compte du couplage spin-orbite conduit
a un élargissement supplémentaire 1/275,, et le couplage a des impuretés magnétiques
conduit & un élargissement 1/27,,. Les temps de collision spin-orbite et de retour-
nement d’une impureté magnétique 75, et Ty, sont définis dans la section 6.5.2. En
tenant compte de ces mécanismes de collision, la self-énergie devient

1 1 1 1

~ImyPR = — —_— = , 3.75
m 27e * 2Tso + 2Tm 2T¢ot ( )

ce qui définit le temps de collision total 7ot en présence de ces nouveaux mécanismes
(p. 234). Tout autre mécanisme de collision peut ainsi étre pris en compte par une
contribution supplémentaire a la self-énergie. Ces contributions sont additives dans
la mesure ol les degrés de libertés sont découplés les uns des autres (régle de Mat-
thiessen).

Le couplage & des degrés de liberté dynamiques peut aussi étre incorporé de fagon
phénoménologique 3 la fonction de Green & une particule, en justifiant d’un élargis-
sement dii au couplage & ces degrés de liberté que sont les phonons, d’une part et
les autres électrons d’autre part. L’interaction électron-phonon n’est pas décrite dans
cet ouvrage (on pourra consulter [65]). L’interaction coulombienne entre électrons
(chap. 13) donne aussi lieu & P'apparition d’un nouveau temps caractéristique 7ee.

De méme, dans le cas de 'équation de Helmholtz, on déduit des rela-
tions (3.70) et (3.50) que

Yeko
A

ImXE(k, ko) = — (3.76)
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On définit dans ce cas le libre parcours moyen élastique [, par

1 1
E = —k—OImZ{%(k,kO) -

Ve

ym Helmbholtz (3.77)

pour d = 3. A toute dimension, en utilisant les relations (3.70) et (3.55), on

obtient
1 mepo

T

ou pp est la densité de modes propres par unité de volume.
Le tableau 3.5 résume les expressions du temps de collision ou du libre

parcours moyen élastique pour les problémes de Schrédinger et de Helmholtz.

(3.78)

Schrédinger Helmbholtz
g = —mZf | L= _LImnk
ImEE = —my.p0 | ImEZF = —jz—fo
Ve = Frpo Yo =

ImZ? = v, ImGE®

FiG. 3.5 — Expressions du temps de collision 1. et du libre parcours moyen élas-
tique l. pour les équations de Schridinger et de Helmholtz.

Dans les exercices qui suivent on considére (sauf mention explicite) un bruit blanc.

Exercice 3.7 : Montrer qu’en représentation spatiale, la self-énergie Ef‘ s’écrit
i, v €) = 4G (r, 7, €)6(r — 1) (3.79)
ce qui implique immédiatement (3.73).

Exercice 3.8 : Calculer, pour 1’équation de Schrédinger, le terme suivant E2R du
développement de la self-énergie 4 d = 3 (fig. 3.4).

Ce terme est donné par

EQR(r, 7,€) = vg/drldrzG(I){(r,rl)é('r — 'r-z)Gg('rl,rz)é('rl — 'r')G(‘?(rz,r') (3.80)

soit 5
Ll (e, v, e) =42 [Gg('r, ', e)]”.
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En utilisant 'expression (3.41) de la fonction de Green libre a d = 3, il vient

3ikoR
T po e
sErr o) =—-5 —— 3.81
2( P ) 4 7'62 kgRg ( )
oit R = |r—17'| et ol kg est le vecteur d’onde associé a I’énergie €. La partie imaginaire
ImXEE(k, €) de la transformée de Fourier de £ (, 7/, ¢) est donnée par l'intégrale

1 o inkRsin3koR 2 3k
) P L [ a2, 30)
T2 kky Jo R2 2 72k3 k
N 2
A d = 3, la densité d’états est donnée par pg = 72"7]: avec € = ;—fn. On peut donc
écrire 3k
1 kg 0
ImEf (k,e) = —— in{1, == 3.82
mEy (k&) =~ o kol mm( k ) (3:82)

ou I est le libre parcours moyen élastique défini par I, = vt et v la vitesse de groupe
v= g—; associée a I’équation de Schrédinger. Cette correction, d’ordre 1/kole est donc
négligeable a4 d = 3.

Exercice 3.9 : Généraliser le résultat précédent & une dimension d quelconque et
vérifier que la correction ImX£(k, €) 4 la self-énergie fait intervenir une intégrale de
la forme :

* dR
R

La correction est finie en dimension d = 3. Par contre elle diverge & d = 1 et elle est
marginale (logarithmique) a d = 2. On en conclut que pour d > 2, tous les termes
d’ordre supérieur dans la self-énergie sont négligeables devant 31 (k, ¢) dans la limite
kole > 1. Par contre, cela n’est plus vrai & d = 1. Dans ce cas, il existe une méthode
systématique pour resommer les diagrammes [66].

Exercice 3.10 : Montrer que ImE?}’z représenté sur la figure 3.4 est une correction
d’ordre 1/kole 3 la self-énergie.

11 est instructif de représenter schématiquement (fig. 3.6) dans 1’espace réel
les séquences de collisions correspondant respectivement a X; et 35 (fig. 3.4).
On voit ainsi que ¥; décrit une succession d’événements de collisions indé-
pendants tandis que les termes suivants de la self-énergie font apparaitre des
termes d’interférence entre collisions successives. La limite kgl, > 1 corres-
pond au régime pour lequel on peut négliger ces effets d’interférence (voir
exercice 3.8). Cette approximation revient 4 supposer qu’aprés chaque colli-
sion on peut reconstruire asymptotiquement une onde libre. C’est la limite de
faible désordre que nous considérerons dans tout 'ouvrage.

limite de faible désordre : kol, > 1 (3.84)

On note que pour le modéle d’Edwards (section 2.2.2),

(B(q)) = 4mn,o (3.85)
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(21) %Q—-F M+M+

£) e

F1G. 3.6 — Chaque terme 3; qui contribue & la self-énergie (fig. 3.4) est Uélément
de base dont l’itération permet de construire, & une approrimation donnée, les sé-
quences de collisions multiples. Les deux contributions représentées correspondent
auzx itérations engendrées respectivement par 1 et Eg.

ol o est la section efficace d’une impureté. On voit ainsi que la contribution
31, qui correspond & des collisions indépendantes, est proportionnelle & la
densité n; d’impuretés puisque, i partir de (3.76), on obtient

— =n;0 . (3.86)

S~

Il est donc possible de relier le libre parcours moyen [, & des quantités phy-
siques en utilisant dans la relation (3.86) I’expression de la section efficace
obtenue par la théorie des collisions simples. Par exemple, dans le cas de la
diffusion de la lumiére par des suspensions denses de diffuseurs, on utilise la
relation (3.86) en prenant pour ¢ la section efficace calculée pour un diffuseur
unique (compléments C2.1 et C2.3). De la dépendance de ¢ en fonction de la
longueur d’onde A, on déduit le comportement de . ()).

Remarque

On utilisera réguliérement le terme « impureté » ou « centre diffuseur » pour décrire

les événements de collisions. La distance moyenne entre deux collisions successives
1

. . . —-1/d . .
. sur ces « impuretés » est le libre parcours moyen l. et non pas n; / qui d’ailleurs

est nulle pour le modéle gaussien.

Exercice 3.11 : Montrer que, dans le modéle d’Edwards, le diagramme correspon-
dant & ©F (fig. 3.4) est égal a

nivg/deo(r, r1)Go(r1,71)Go(r1, 71)Go(r1, ")

et qu'il s’annule dans la limite d’un potentiel gaussien pour lequel vy — 0 avec n,-vg
constant.
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3.3 Fonction de Green et densité d’états
moyennes

En se limitant au premier ordre pour la self-énergie, on peut écrire la
fonction de Green électronique moyenne a partir des relations (3.68) et (3.73) :

v
e —e(k) + 5=

27T,

G (K, e) = (3.87)

ER’A(ri,r, €) est la transformée de Fourier de (3.87). Pour une relation de

dispersion quadratique (k) = k?/2m, elle s’écrit

—=R,A 2m ' ik (r—r) b
G (mme)zw/dke (rer 2_k?
ol on a défini k2 = k* +i™. En procédant de facon analogue au calcul de
la fonction de Green libre (3.38), et en considérant la limite kl. > 1 de telle

sorte que k., = k(1 + k—;;)% ~k+ 2—?;7 on a

—R,A

G rir,e) = _QZLRe:tikRe—R/zle
eERE L
= —Tpo— e , (3.88)
ou encore
G (i, r,€) = GRA(ri,mye) e Immil/2te (3.89)

De méme, & partir de 'expression de la fonction de Green moyenne dans
le cas des ondes

—R,A 1
Gk k)= - 3.90
( 0) k% _ k;2 :l: ’L’lﬂj ( )
on obtient kR
—R,A 1 e*ro _
G (T’i7,’.7k:0) = -Z;—R-_ € R/ (391)
oit R = |r — r;|. Ces deux derniéres expressions de la fonction de Green

moyenne ont été obtenues dans 'hypothése d’un milieu infini et invariant par
translation. En fait, il suffit que la taille caractéristique L du milieu soit trés
supérieure a [, pour que 1'on puisse utiliser les expressions précédentes.

A partir de I’expression (3.87) de la fonction de Green moyenne, on déduit
la densité d’états moyenne :

sy = L 1/277, _ 1" po(n)
PO = Q2 T+ (/3 7 ) G G - (099



3.3 Fonction de Green et densité d’états moyennes - 97

Par exemple, dans le cas d = 2 pour lequel la densité d’états pg(e) = po est
constante, on obtient

1 1 1
pe) = po(= + — arctan 2er, 1- . 3.93
p( ) p0(2 e)e'r:)oo po ( 271'67'e> ( )
On constate ainsi que la densité d’états moyenne est trés peu affectée par le
désordre et que la correction est d’ordre 1/kl. & deux dimensions, et d’ordre
1/(kl.)? a trois dimensions (voir exercice 3.12). On prendra donc dans la suite

pe) = po(e)-

Exercice 3.12 : Densité d’états électronique moyenne a trois dimensions
A trois dimensions, la densité d’états pg varie comme €!/2. Montrer que la densité

d’états moyenne s’écrit :

( + )1/4cos( arctan ) (3.94)

€ -
2¢€Te )efe___).oo po(a)(1 + 32¢272

p(e) - \/— 2
ott po(e) est donnée par la relation (3.44).
Exercice 3.13 : Montrer que la dépendance temporelle de la fonction de Green
ER(’!‘, 7/,t) définie par la transformée de Fourier de (3.91) s’écrit :
R

(r,v',t) = ——S_ 8(R — ct)e~t/?Te (3.95)

G
4R

avec R = |r — 7/|.
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Complément C3.1 Corrélations a courte portée

La compréhension des mécanismes physiques liées & la diffusion multiple
nécessite la description de la propagation d’un point origine vers une impu-
reté, puis de la séquence de collisions d’impureté en impureté. I est donc
nécessaire d’avoir une description précise des « terminaisons » des séquences
de collisions. Ce sont des fonctions & courte portée spatiale qui font intervenir
des combinaisons de fonctions de Green moyennes. Le but de ce complément
est de passer en revue et de calculer ces différentes combinaisons de fonctions
de Green. On définit tout d’abord la fonction a courte portée

- LIm@f(r, ') Schrédinger
Tpo
sm=1 (3.96)
- k—ﬂlma—f (r,7") Helmholtz
0

avec R = r — r'. L'utilisation des expressions (3.89, 3.41, 3.43 et 3.42) de la
fonction de Green moyenne af('r, ')}, méne aux expressions

sin k()R _
— e R/2l.

d=3
koR

9(R)
9(R) = Jo(koR) e ®/?e  d=2 (3.97)

g(R) = coskgR e~ F/2e d=1

avec kg = V2me et R = |R|. Par ailleurs, 4 'aide de (3.28), on note que, pour
I’équation de Schrédinger, la fonction g(R) est reliée & la densité non locale
moyenne :

p(r,v") = pog(R) . (3.98)

Dans ce cas, on vérifie que, dans la limite kgl. > 1 et & toute dimension, on a

/ F(R)dR = (3.99)

pour des électrons.
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Exercice 3.14 : Calculer lintégrale I = [ g2(R)dR et vérifier que, dans la limite
kole > 1,

2nl 2
T ad=3, I=2% 3d=2, I=l ad=1 . (3.100)

I=
kZ ko

Ces relations sont valables aussi bien pour ’équation de Schrédinger que pour celle
de Helmbholtz.

Montrer que, dans la limite gle — oo, la fonction a(q), transformée de Fourier de

g%(R), s’écrit, pour q < 2kg :

4 1
q \/4kg —q?

et qu’elle est nulle pour ¢ > 2kg.

La fonction g(R) intervient dans de nombreuses combinaisons de fonctions
de Green moyennes. Par exemple, I'intégrale f1:1(R) définie par

Y /G r,r1)G (rl, r')dry (3.102)
avec R = r — 7', se récrit
L1 _ e ik.R _ e et R
(k e’ — 3.103
F ZG el sz: c—arriae 3109
et fait ainsi apparaitre Im@f('r, /). On obtient finalement 3
FYYR) = g(R) . (3.104)

Plus généralement, on peut introduire la fonction f™"(R) définie par

™" (R /Hdedr G (r,r)-- Gf('rm—lyrm)
X Gl (rm, ) Co(rl, ) (3.105)

avec un produit de m fonctions de Green retardées et de n fonctions de Green
avancées. Sa valeur en R = 0, notée f™" = f™"(0), est donnée par l’expres-
sion

=gy falw] [@lw] (3.106)
k

8Le résultat (3.103) se déduit de la relation

GH )G (k) = —27ImT (k)
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Une intégration par la méthode des résidus conduit a [67,68] :

m,n __ sn—m (’I’L +m — 2)' n+m—2
=y (= Dl(m = 1)!7'6 (3.107)

Un calcul similaire de f™" pour les ondes & trois dimensions donne

mmn _ :n—m (n +m — 2)! I n+m—2
e (n=1)(m—1)! <2k0> : (3.108)

Le tableau 3.7 et la figure 3.8 donnent les expressions de quelques diagrammes
ainsi que les valeurs de quelques f™™.

Exercice 3.15 : Calculer le dernier diagramme de la figure 3.8.

On rappelle que la ligne d’impureté correspond 4 la quantité ved(r — r’). On montre
ainsi que ce diagramme est le produit de -y, et de deux diagrammes indépendants et
identiques, égaux & f1:2(0)/~e.

Exercice 3.16 : Montrer que, dans la limite kgle > 1,
1 —R,, =R Po
— G (k)G (k) ~ — , 3.109
PICACLROEE (3.109)
résultat & comparer &

é S G H) G (k) = 2mpore (3.110)
k

Il est donc négligeable, d’ordre 1/kole. On obtient le méme résultat pour la somme
d’un produit de deux fonctions de Green avancées.

m\n 1 2 3 4
1 1 1Te —7'62 —’1:7'3
2 —iT, 272 3ird | —4rd
3 —72 | =8t 674 | 10473
4 i3 —474 | — 10i73 207'éS

Fi1G. 3.7 — Quelques valeurs de f™™. Pour les ondes ¢ d = 3, il faut remplacer Te
par le/(2ko).
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-
-
-

k

101

f"(R) = g(R)
o) =1

LRI _ &4R)
/4 /A

' (R)=-it, g(R)

fA0)=-it,

70) =27

[0 =7

FiIG. 3.8 — Différents produits de fonctions de Green. La fonction f™"(r — r') ne
dépend pas de Uordre de la séquence des fonctions de Green retardées (traits pleins)
et avancées (tirets). Les cercles ouverts indiquent des points dont les positions ont
été intégrées. Pour les ondes a d = 3, il faut remplacer 1. par le/(2ko) et ~ve par

4r/l..






Chapitre 4

Probabilité de diffusion quantique

Ce chapitre contient une description des concepts et outils essentiels qui
seront utilisés de maniére récurrente tout au long de cet ouvrage. On prend
icth=1.

La fonction de Green moyenne permet de décrire 1’évolution d'une onde
plane dans un milieu désordonné mais elle ne contient pas d’information sur
I’évolution d’'un paquet d’onde. Pour des milieux optiquement épais ou des
métaux, la plupart des propriétés physiques ne s’expriment pas i partir de la
fonction de Green moyenne mais plutot a partir de la probabilité P(r,r’,t)
pour une particule de se déplacer d’un point r 4 un point v/, ou éventuellement
de revenir a son point de départ.

Dans ce chapitre, a partir de ’équation de Schrédinger (ou de I’équation de
Helmbholtz), on établit une expression générale pour la probabilité quantique
de propager une particule (c’est-a-dire un paquet d’ondes) d’un point & un
autre. Lorqu’on moyenne cette probabilité sur le potentiel aléatoire, on montre
que, dans la limite de faible désordre kl, > 1, elle se décompose comme la
somme de trois contributions principales :

— La probabilité d’aller d’un point & un autre sans collision.

— La probabilité d’aller d’un point & un autre par un processus classique
de diffusion multiple sur les impuretés.

— La probabilité d’aller d’'un point & un autre par un processus cohérent
de diffusion multiple sur les impuretés.

On montre que les deux derniéres contributions, appelées respectivement diffu-
son et cooperon, obéissent, dans certaines limites, & une équation de diffusion.
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4.1 Deéfinition

A partir de I’équation de Schrodinger, on cherche & déterminer la proba-
bilité de trouver une particule d’énergie €y au point ro a l'instant ¢, si elle
a été placée initialement en r; 4 ¢ = 0. Pour cela, on considére I’évolution
temporelle d’un état initial noté |1, ) et représenté par un paquet d’ondes
centré en r; et d’énergie moyenne ¢3. Ce paquet d’ondes se décompose sur les
fonctions propres orthonormées |¢y,) de ’hamiltonien (2.1). On considére un
paquet d’ondes gaussien dont la largeur en énergie est notée o, :

) = A {nlr)eCnmc0) /408y (4.1)

de sorte que
Yry (1) = (F[r) = A (rlgn) (pnlrr)e /498 (49)

Le coefficient de normalisation A est tel que A% = \/Z_K;poa ol pg est la densité

d’états moyenne.

Normalisation
La condition [ Jir, (7)|2dr = 1 de normalisation de la fonction d’onde s’écrit :

A2 Z /¢n("')¢;(rl)¢;/ ()b (71 )e—(En-50)2/4038—(en,—-eo)2/4a§d,,, =1

n,n’
&

L’intégration sur r puis I'utilisation de la relation (3.28) conduisent a
A n(rfPeCrmeo/27E = 42 [y, a0 A e < 1
n

On choisit de normaliser la fonction d’onde en moyenne sur le désordre. On remplace
donc la densité d’états locale p(r1, €) par sa valeur moyenne sur le désordre p(r1,€) =
po(€) et pour une densité d’états py constante, on déduit la valeur de A.

L’évolution de ce paquet d’ondes de r; en ry est décrite par 1’élément de
matrice de 'opérateur d’évolution et :

(r2|—i7'li|¢r1>9(t) = 0(t) Z(r2|¢n><¢n|wrl)e—ient
— AQ(t) Z<r2|¢n)<¢n|rl)e———n°—(‘";i = —ient

[ de x= (raldn) (Palm) —Lzp® L
_ZA/QWZ €—en+i0 © e

‘ leme?
= iA/;—;GR(rl,rg,e)e 40 giet s (43)
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ot on a utilisé les relations (4.2) et (3.12). A I'instant ¢, on définit la probabilité
conditionnelle, moyennée sur le désordre, d’étre dans 1’état |r3) par

P(r1,m2,t) = [(ra| =71, )0(2)[?

de dw w w
= A2 __GR s ) o GA ,T1,€ — &
/27r27r (ryra, e )G e mye=3)
_(e+w/2w50)2_(5vw/2750)2 .
xe 402 wF Tt (4.4)

On suppose maintenant que le produit GF(ry,72,e + £)GA(r2, 11,6 — %)
dépend peu de ’énergie €, ce qui est le cas si la densité d’états autour de
I’énergie €g varie peu. Ce produit peut donc étre sorti de 'intégrale. Enfin on
suppose que la fréquence w est petite devant la largeur o, du paquet d’ondes.
Dans ce cas,

_(e+w/2—50)2_(e—w/2—50)2 _(e—e )2 1
A2/de e 402 402 ~ A2 /de e 7 AN oo, = —
P

0
(4.5)
On obtient ainsi :
1 e .
P(’I‘l, T2, t) = / dUJP('I‘l, rg,w)e_“"t (46)
21 J_ o
avec
1 W )
P("“l,'rz,w) = mGR(rh”‘z,fo + E)GA(T‘277‘1760 - 5) . (4-7)

La probabilité ainsi définie ! décrit ’évolution d’une particule d’énergie don-
née ¢y vue comme un paquet d’ondes de largeur o.. Cette description n’a de
sens que pour des échelles de temps supérieures a 'extension 1/o., donc pour
des fréquences w < o..

Il est important de noter que l'expression (4.7) de la probabilité n’est
valable que pour des systémes dont la densité d’états n’a pas de variation
importante. Si la formule (4.4) est générale, les considérations qui suivent ne
s’appliquent que si le produit GEG4 varie peu avec I’énergie. Par exemple, ¢a
n’est pas le cas dans un quasi-cristal, ol la densité d’états varie fortement sur
toutes les échelles d’énergie. Dans un systéme désordonné, la densité d’états
peut aussi avoir des variations mais la moyenne sur le désordre les supprime.
On considérera des situations ou la densité d'états pg(e) peut étre supposée
constante sur l'intervalle de fréquence (ou d’énergie) w considéré. La valeur
moyenne du produit des deux fonctions de Green est alors indépendante de

1Des expressions équivalentes de la probabilité ont été proposées. On pourra, par exemple
consulter la référence [69].
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eo et la probabilité se récrit sous la forme 2 :

€0 —w

[ _L__ R 7 A 7
Pir,r | w) = 27rpoG (r,7"G (r',r) (4.9)

La transformée de Fourier P(r,r’,t) de la probabilité de diffusion quan-
tigue décrit donc la probabilité moyenne qu’une particule d’énergie ¢y évolue
d’un point r vers un point ' pendant un temps ¢ 3. Le but de ce chapitre
est d’étudier P(r,7’',t), c’est-a-dire de développer une méthode systématique
pour le calcul de la valeur moyenne du produit de deux fonctions de Green
GEGA.

La probabilité moyenne est normalisée & I'unité (voir exercice 4.1). Donc
pour tout temps t, on a

/P(r,r',t)dr' =1 (4.10)
ou

/P('r,r’,w)dr' =— - (4.11)

w

Pour un systéme invariant par translation, P(r,r’,w) ne dépend que de
r — 1’ et sa transformée de Fourier P(q,w) peut s’écrire :

P(q,w) =

ZGeo(k+’k/ ) eo—w(k,——’k—) (412)

271'p Q Py

avecky =k =+ 1.

Exercice 4.1 : Vérifier la normalisation de P.

Montrer que la probabilité P(r, v/, w) définie par la relation (4.9) est normalisée, c’est-
a-dire qu’elle obéit a (4.11). Pour cela, on remplace les fonctions de Green dans (4.9)
par leur expression et on obtient :

[ oG

£~ (€0 — €n +i0)(e0 — €m — w — 0)

/ P(r, v ,w)dr = (4.13)

2mpo

Les fonctions d’onde sont orthonormées [ dr'¢},(r')¢m (7') = dpn,m, on obtient ainsi :

/ P(r, v ,w)dr’ = ! / - p(r.e) —de
2mpo J (€0 — €+ 10){ep — € ~ w ~ 30)

o p(r,€) = po. L’intégrale restante conduit a la normalisation (4.11).

?Dans la suite, on utilisera indifféremment les notations
Ge(r, v’y =G(r,r',¢) . (4.8)

3Cette convention pour les arguments de P(r,r') correspond au choix que nous avons
précisé dans le chapitre 3 (fig. 3.1).
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4.2 Propagation libre

Il est instructif de commencer par étudier la probabilité de diffusion quan-
tique pour un systéme sans désordre. En utilisant expression de la fonction
de Green (3.41) et la définition (4.9), cette probabilité s’écrit, en dimension
d=3:

T ein/v eiuR/'u

P "Wwy= —po—o—g = ——— 4.14
("',"' 70')) 2p0 szQ 47TR2U ( )
oi R = |’ — r|. On a utilisé Pexpression générale de la densité d’états a
trois dimensions (3.40) et on a développé k(eo) — k(eo — w) =~ w¥ = £.

La dépendance temporelle de la probabilité s’obtient par transformation de
Fourier de I'équation (4.14) :

8(R — vt)

P(r,r' t) = s

(4.15)
Cette probabilité décrit le mouvement balistique de la particule a la vitesse
v. Pour une énergie fixée, le module v de la vitesse étant fixé, la particule a
parcouru une distance R = vt en I'absence de collision. Cette distance étant
parcourue dans une direction quelconque, la probabilité décroit comme 1/R2.
Plus généralement, & d dimensions, elle décroit comme 1/R%~ 1.

4.3 Approximation de Drude-Boltzmann

En présence de désordre, il faut, pour calculer la probabilité (4.9), évaluer
la moyenne du produit de deux fonctions de Green. L’approximation de Drude-
Boltzmann 4 consiste 4 remplacer cette moyenne par le produit de deux valeurs
moyennes, c'est-a-dire a remplacer P(r,r’',w) par

27r1p0 Ef(r, r')@f_w (r',7) (4.16)

P(](’I‘,’f",(d) =

Dans cette expression, le désordre intervient dans les fonctions de Green
moyennes qui décrivent le temps de vie d’un état propre d’impulsion donnée.
Ainsi Py(r,7’,t) est la probabilité pour qu'une particule située en r atteigne
le point v’ sans avoir subt de collision. En utilisant ’expression de la fonction
de Green moyenne (3.88), cette probabilité s’écrit, en dimension d = 3

eiwR/v—R/L

4.1
4T R%v (4.17)

PO(’I',’I'I,LU) =

4Nous avons choisi cette dénomination qui est celle couramment utilisée pour le calcul
de la conductivité classique & cette approximation (voir aussi le chap. 7).
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ou encore

S(R — vt)e YT
4w R?

avec R = |r — r’|. La probabilité qu'une particule ne subisse pas de collision

décroit donc exponentiellement avec la distance. Ainsi, la probabilité totale

qu’une particule n’ait pas eu de collision avant le temps ¢ décroit exponentiel-

lement avec le temps :

Po(r,r' t) = (4.18)

/Po(r, ' t)dr' = 0(t) et/ (4.19)

et sa transformée de Fourier s’écrit :

/ Po(r, v w)dr = —2 (4.20)

1 —twTe

On montrera dans la section 7.2.1 que cette probabilité integrée est propor-
tionnelle & la conductivité électrique dans 'approximation de Drude.

4.4 Propagation classique : approximation
du diffuson

L’équation (4.19) montre que la probabilité Py n’est pas normalisée (com-
parer avec 4.10). En remplagant la moyenne de GEG#4 dans la probabilité
quantique (4.9) par le produit des moyennes, on a omis certains processus. Il
existe effectivement une autre contribution a la probabilité qui décrit la dif-
fusion multiple sur le potentiel de désordre. Dans ce qui suit, on montre que,
dans la limite de faible désordre discutée au chapitre 3, cette nouvelle contri-
bution obéit, sous certaines conditions, & une équation de diffusion classique
et permet d’obtenir, & nouveau, une probabilité normalisée.

Afin d’évaluer la probabilité P(r, ', w) donnée par (4.9), il faut considérer
la moyenne sur le désordre du produit GEG4 des fonctions de Green corres-
pondant & toutes les séquences possibles de collisions multiples du type de
celles représentées schématiquement sur la figure 4.1. La fonction de Green
G®(r,7’,€) décrit amplitude complexe d’un paquet d’ondes se propageant
de 7 en r’ a lénergie e(k). On peut la représenter qualitativement par U'ex-
pression °

GR(r,r',e)=Z Z |A(r,7",Cn)| exp(ikLn) (4.21)

N=171,",N

5Dans le chapitre 3, nous avons noté kg le vecteur de 'onde diffusée. Dorénavant, nous
le notons k.
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ot A(r,r',Cn) est Pamplitude complexe associée 4 une séquence de N colli-
sions Cy = (r1,72,...,7N) et ou la phase accumulée kL mesure la longueur
Lx de la trajectoire en unité de la longueur d’onde A. Le produit GEG4
correspondant est représenté schématiquement sur la figure 4.1. Le dépha-
sage associé au produit de deux trajectoires Cy et Cn/ est proportionnel & la
différence des longueurs Ly — Ly-.

F1G. 4.1 — Trajectoires typiques décrites par les fonctions de Green G® (traits pleins)
et G* (tirets). Ces deux trajectoires sont orientées avec la convention de la figure 3.1
et représentent la propagation de r a r’.

Une premiére conséquence de la moyenne sur le potentiel aléatoire, dé-
crite & 'aide du modeéle gaussien (2.30), consiste & ne retenir dans GEGA
que les couples de trajectoires pour lesquelles ’ensemble des centres diffu-
seurs est identique. Cela résulte de la courte portée du potentiel gaussien. On
obtient ainsi des configurations du type de celle représentée sur la figure 4.2.
Une seconde conséquence de la moyenne consiste & remplacer les fonctions
de Green par leur valeur moyenne. La distance entre deux collisions succes-
sives est alors de 'ordre du libre parcours moyen élastique {.. Dans le régime
de faible désordre (section 3.2), les collisions sont indépendantes et I, > A.

F1G. 4.2 — Du fait de la courte portée du potentiel, seules les trajectoires passant
par les mémes centres diffuseurs contribuent & la moyenne GRGA. Ici, le déphasage
entre les deux trajectoires est trés supérieur a 2m.
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Par conséquent, la différence de longueur entre trajectoires, dont la séquence
des collisions ne serait pas identique, c’est-a-dire passant par toutes les impu-
retés et dans le méme ordre, serait au moins de l’ordre de [, c’est-a-dire trés
supérieure a la longueur d’onde A. Le déphasage résultant est trés grand et
ces contributions sont par conséquent négligeables. On ne retiendra donc que
les contributions du type de celle représentée sur la figure 4.3.

F1G. 4.3 — Les trajectoires ayant des séquences de collisions identiques contribuent
@ la moyenne GRGA.

A cette approximation, dite approrimation du diffuson, l'expression de
la probabilité moyenne que nous noterons P;(r,r’,w), s’obtient comme le
produit de trois termes distincts. Le premier décrit la propagation depuis un
point r quelconque du milieu (qui ne correspond pas nécessairement & un
événement de collision) au point de la premiére collision en ;. Il est donné
par

Gl )G (r1,7) . (4.22)

Le deuxiéme terme prend en compte toutes les séquences de collisions
possibles entre les diffuseurs 7 et r2. Il est caractérisé par une fonction notée
T, (r1,72), que 'on appellera facteur de structure. Finalement, le troisiéme
terme décrit la propagation depuis le point r3 de la derniére collision au point
final '. On en déduit pour Py(r,r’',w) I'expression :

1 — — — —
Pd(ra TI? w) = Ep— Gf(’l", rl)G?—w(rl’ r)Gf(T27 rl)GeA—w(r/’ TQ)
0

x Ty (r1,r2)dridr; (4.23)

ol 'intégrale sur les points r; et rs revient & sommer sur tous les processus
de diffusion possibles. L’équation (4.23) est illustrée par la figure 4.4.

Afin d’évaluer le facteur de structure I'y,, on utilise ’hypothése de sé-
quences de collisions indépendantes du modéle de bruit blanc défini par (2.31),
c’est-a-dire B(ry — r2) = 7.6(r1 — r2) avec 7. = Tl}o‘":' On construit toutes
les séquences possibles contribuant & I',, en itérant a I'infini une séquence de
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(a) Sommation sur les

séquences de collisions

FIG. 4.4 — Différentes représentations de la probabilité Py(r,v’,w). Les figures (a)
et (b) représentent des trajectoires de diffusion multiple avec cing collisions. Les
figures (c) et (d) représentent la probabilité Py(r,r’,w) obtenue en itérant & Uin-
fini une suite de séquences de collisions. Le facteur de structure T'., représente la
somme des processus de diffusion multiple qui relient les centres diffuseurs r1 et
r2. Les figures (c) et (d) montrent que la probabilité Py a la structure d’un produit
IGRI’T,|GT2. Les conventions adoptées pour représenter les fonctions de Green G®
et G4 sont celles de la figure 3.1.

processus élémentaires de collision d’amplitude .. On en déduit I’équation
intégrale ©

Lo(r1,72) = 7eb(r1 — 73) +*ye/Fw(rl,r”)éf(r”,rg)ﬁf_w(rg,r”)dr”
(4.24)
représentée diagrammatiquement sur la figure 4.5. Les expressions (4.23)

et (4.24) font apparaitre le produit cc’ proportionnel & la probabilité Py
donnée par (4.16) de telle sorte que (4.23) se récrit :

Py{r,v w) = 27rp0/Po(r,rl,w)Fw(rl,rg)Po(rg,r',w)drldrg (4.25)

Ce résultat met en évidence une structure trés simple : la probabilité d’aller de
r en r’ dépend de la probabilité d’atteindre sans collision la premiére impureté

8Une équation intégrale de cette forme porte le nom d’équation de Bethe-Salpeter. De
fagon générale, le facteur de structure est une fonction de quatre arguments. C’est le cas
si la fonction de corrélation V(r1)V(r2) = B(r1 — r2) n’est pas une fonction § (complé-
ment C4.3). Voir aussi la remarque p. 239.
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FI1G. 4.5 — Représentation diagrammatique de l'équation d’itération donnant le
facteur de structure T, (r1,72). Cette quantité est appelée diffuson ou diagramme
en échelle.

située en r;, puis du processus de collisions successives indépendantes et enfin
de la probabilité d’atteindre le point final ' sans autre collision. Dans la lit-
térature, on nomme diffuson cette contribution Py a la probabilité quantique.

Le processus de diffusion multiple est décrit, quant & lui, par I’équation
intégrale :

Fo(ry,r2) =ve6(ry —r2) + i/Fw("‘l,7'”)1:'0(7'",'rg,w)d’r” (4.26)

Te
ou L
Ve 2wpoTe
Remarque

La structure de la probabilité P, résulte de la sommation d’une infinité de séquences
de collisions. Ces séquences s’interprétent comme une succession d’événements indé-
pendants séparés par des propagations balistiques classiques. Définissons la probabi-
lité w(R)d3 R pour que deux collisions successives soient distantes de R = |r — v/} :
Py(r, v, t)dt e—R/le 1
w(R) = J Polr, v, 0)dt = —Py(r,r,w=0) . (4.27)
[ Po(r, v/, t)dtdr’  4xR2l. 1
On peut alors récrire explicitement la probabilité Py déduite de (4.29) sous la forme
d’une somme infinie de séquences de collisions indépendantes [69] :

sl p— e _ 4
Pd(r,r’,t)=Te2/d'r1...drn5<t—|r R rl)
n=1

v

xw(r,r1) - wlre,r’) . (4.28)

La probabilité P; ne contient aucune information sur la phase et s’exprime unique-
ment & partir de quantités classiques.
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¢ Equation intégrale pour la probabilité totale P(r,r’,w)

A partir de ’équation intégrale (4.26) pour [, (v, ') et de la relation (4.25)
entre Py(r,r’,w) et T'y,(7r,7'), on obtient pour la probabilité totale P = FPy+Fy
I’équation intégrale

1
P(r,r",w) = Py(r,r",w) + — /P('r',r”,w)Po('r”,r’,w)dr" (4.29)

Te

e Diffuson et théoréme de réciprocité

Nous avons vu dans le complément C2.2 que, du fait du théoréme de réci-
procité, les amplitudes de diffusion multiple associées & une séquence donnée
de collisions et a la méme séquence mais renversée dans le sens du temps
sont égales (relation 2.115). Voyons maintenant comment mettre en ceuvre
ce principe & 'approximation du diffuson. Pour cela considérons la figure 4.5
et retournons les deuxr amplitudes associées aux séquences de collisions mul-
tiples. On engendre alors le diffuson correspondant & la propagation entre les
points 72 et 71 et, en vertu du théoréme de réciprocité, cette contribution est
identique & celle décrivant la propagation entre r; et rs.

I existe cependant une autre possibilité offerte par le théoréme de récipro-
cité. En effet, puisque ce dernier concerne 'amplitude associée & unc séquence
de collisions multiples, on peut, dans le processus de la figure 4.5, ne retour-
ner qu’une seule des deux amplitudes et obtenir une contribution équivalente.
On engendre ainsi une contribution qu’il est impossible de décrire au moyen
d’un diffuson puisque les deux amplitudes ont maintenant des sens de pro-
pagation opposés. On aboutit ainsi 4 la conclusion que ’approximation du
diffuson ne prend pas en compte tous les processus autorisés par le théoréeme
de réciprocité [70]. Cette constatation sera 'objet de la section 4.6.

e Le diffuson pour des collisions anisotropes

Les expressions que nous venons d’¢tablir pour Py et pour I',, ont une
structure itérative assez simple 7. C’est une conséquence du fait que le po-
tentiel de bruit blanc décerivant un processus élémentaire de collision est une
fonction d. Si le potenticl a unc portée finie comparable a la longueur d’onde,
alors les collisions sont anisotropes et sont décrites par la fonction de corréla-
tion B(r —7') (relation 2.30). Dans cc cas, il faut généraliser 'équation (4.24)
pour le facteur de structure qui apparait maintenant comme une fonction a
quatre points T (r), 7y, ra,ry) au licu de deux. On peut encore établir une
expression pour I'y, et pour la probabilitée P. Ceci fait l'objet des complé-
ments C4.3 et C5.2.

7Cette propriété apparait encore plus clairement en transformée de Fourier (voir com-
plément C4.3).
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Exercice 4.2 : Montrer I’équivalence entre les équations (4.28) et (4.29).

Exercice 4.3 : Montrer que la probabilité de retour a lorigine aprés une seule
collision est égale a [71] :
1

Pi(r,rt) = o (vt)l=det/Te
€

4.5 Approximation de diffusion

Pour certaines géométries, il est possible de résoudre exactement les équa-
tions (4.25) et (4.26) et d’en déduire la probabilité Py. Pour un milieu infini,
celle-ci est obtenue dans le complément C5.1. Ici, nous donnons une forme
approchée de Py valable aux temps longs t > 7. (w7, < 1), c’est-a-dire aprés
un grand nombre de collisions ®. Dans cette limite, appelée régime diffusif ou
hydrodynamique %, les variations spatiales de I',, (1, 72) sont faibles a I'échelle
de I, et ’équation intégrale (4.26) se simplifie. On peut développer I',,(r1,7")
autour de 7"’ = 75 :

To(ry, ") =T,(ry, ) + (v — 13).V,,To(r1,72)

+ %[(7’” — r2).V,,2]2Fw(r1, 7’2) + .- (430)

L’intégrale du terme linéaire en gradient ainsi que les termes croisés dans la
contribution quadratique s’annulent par symétrie, de telle sorte que I’équation
intégrale (4.26) devient :

Po(T‘I/,'I"Q,CU)

Lo(ri,re) =ve0(r1 —r2) + Fw(Tl,T2)/ ~ dr”
1 P n
+ 'Q—dAr2FW(T1,’I‘2) / L7.7_’—”‘2,—(.JJ)(’I"H — T2)2d7'” + - (431)
Les deux intégrales se calculent aisément :
/P0<7'/,7 o, w)d,,.” — I__L:w? ~ Te(l + iWTe) (432)
P " 1" 2d " o__ ) lgTe ~ 212 4 33
0(7‘ ,1"2,(,0)(7‘ ‘7'2) Y — m ~ eTe . ( . )

8Dans le complément C5.1, on montre que le régime diffusif est trés rapidement atteint,
pour des distances de ordre de le.

90n parle aussi d’ approzimation de diffusion, qui est plus restrictive que I’approzimation
du diffuson décrite dans la section 4.4.



4.5 Approximation de diffusion 115

Le développement (4.31) peut alors se mettre sous la forme d’une équation de
diffusion pour T',(ry,73) :

(=i = DAr,) Tu(rs,m2) = 226(ry = 12) (4.34)

€

ou la constante de diffusion D est définie par :

po Ve VT (4.35)

d est la dimension d’espace et v est la vitesse de groupe. Dans la limite diffu-
sive de variation spatiale lente, I',, varie plus lentement que F,. Dans ’équa-
tion (4.25), on peut donc extraire I',, de 'intégrale et la probabilité Py devient
simplement proportionnelle au facteur de structure :

Py(r, v, w) :271',00Fw(7‘,7‘/)/Pg(’l",’l"l,w)P()(’I'Q,”'l,w)d’l"ld’f‘g . (4.36)

En utilisant (4.32), on obtient :

Py(r,r' w) = Te To(r,r") = 2mper2 T (r, ') (4.37)

Ye

de sorte que Py(r,r', w) obéit également & une équation de diffusion 1° :
g q

(—iw — DA ) Py(r, 7', w) = d(r — ') (4.38)

On peut vérifier maintenant que la probabilité totale Py + P4 est correctement
normalisée 1.

Remarque
. Ainsi que le rappelle la figure 4.6, le facteur de structure décrit le processus de colli-

. sions successives et ses arguments correspondent A des événements de collisions. Par
. contre, la fonction Py décrit la propagation entre deux points quelconques r et 7',

10En pratique, du fait de leur proportionnalité, on utilisera indifféremment I’appellation
diffuson pour I'y, et Py.

1 Cette vérification est assez simple dans I’espace réciproque. Elle est présentée dans le
complément C4.1.
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Fic. 4.6 — Le facteur de structure relie des événements de collision. La probabilité

relie des points r» et ' quelcongues.

Remarque

Le chapitre 5 est consacré & I'étude des solutions de 1'équation de diffusion pour
certaines géométries. Une solution particuliérement utile de (4.38) est celle corres-
pondant & un milieu infini tridimensionnel. A fréquence nulle, elle s’écrit :

1
4rDR

ol R = |r — 7/|. De méme, on utilisera la solution de Fourier de (4.38) qui s’écrit

Py(r,r,w=0) =

(4.39)

1

“iot D (440)

Pd(qvw) =

et qui sera étudiée dans la section C4.1.2.

En résumé, on a montré que, dans la limite kl. > 1 de faible désordre,
la probabilité quantique s’exprime comme une quantité classique. C’est une
conséquence de Papproximation de collisions indépendantes qui moyenne a
zéro tous les effets d’interférence. Par ailleurs, I’équation (4.38) a été établie
pour le cas d’un milieu invariant par translation, mais sa validité, tout comme
pour la fonction de Green moyenne, s’étend au cas d’un systéme fini de taille
caractéristique L, pourvu que [, < L.

4.6 Propagation cohérente : le cooperon

La probabilité P(r,r’,t) = Po(r,r’,t)+ Py(r,r’,t) calculée dans la section
précédente est normalisée. On pourrait donc penser avoir décrit tous les pro-
cessus de collision qui contribuent & la probabilité quantique moyenne. Dans
la limite kl, > 1, celle-ci se trouverait alors étre égale a la probabilité clas-
sique de diffusion. Pourtant, il n’est pas certain que, méme dans cette limite
de faible désordre, tous les processus possibles de collisions aient été pris en
compte, méme si la somme de leur contributions doit effectivement s’annuler.
En effet, nous avons vu (p. 113) que le théoréme de réciprocité autorise le
retournement d’une des deux amplitudes du diffuson.
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Revenons sur la structure de Pj;. Elle peut s’exprimer comme une suite
d’événements de collisions indépendants, séparés par une propagation décrite
par la probabilité Py(r;, r;11), produit de deux fonctions de Green conju-
guées correspondant & deux trajectoires identiques (fig. 4.7.a). Par conséquent,
toutes les phases disparaissent dans la moyenne GE(r,7YGA(r',r) et Py est
une quantité classique.

(a) (b)

F1G. 4.7 — a) Contribution classique a la probabilité. b) En inversant une des deux
trajectoires, les points T et v’ sont échangés. c) Les phases ne peuvent disparaitre
que si les points v el v’ coincident. d) Sir # v, il existe un déphasage entre les
deuz trajectoires.

Or, il existe au moins une autre contribution qui n’a pas ¢t¢ prise en
compte et qui cst a Porigine de phénomeénces physiques importants. Pour la
mettre en évidence, considérons le produit de deux fonctions de Green décri-
vant deux trajectoires identiques mais parcourues dans des sens exactement
opposés comme celles représentées sur la figure 4.7.5. Les facteurs de phase
kL associés a chacune de ces deux trajectoires (voir la relation 4.21) sont
identiques @ condition que le systéme soit invariant par renversement du sens
du temps. Dans ce cas, la fonction de Green posséde la propriété :

GEAr v 1) =G0 e t) . (4.41)
Un tel processus pour lequel les deux trajectoires sont parcourues dans des

scns opposés est permis par le théoréme de réciprocité et il doit donc aussi
contribuer 3 la probabilité. Comme on le voit sur les figures 4.7.b.¢, ceci n’est
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rigoureusement possible que si 7 = r’. Par contre, pour r # 7', les deux tra-
jectoires sont déphasées (fig. 4.7.d). Dans quelle mesure peuvent elles encore
contribuer a la probabilité ?

Afin d’évaluer la contribution de ce nouveau type de processus, on consi-
dére 'ensemble des diagrammes pour lesquels les deux trajectoires corres-
pondent & des séquences de collisions dans un ordre inverse. La figure 4.8
montre plusieurs représentations équivalentes d’une séquence de cing colli-
sions, permettant de faire apparaitre une structure itérative semblable a celle
de P;, dont elle ne différe que par I'inversion des arguments.

(b)
:
" r
r/
(b") )
r, rZ
r r., — 'rz r CERER
Pt FCEHHE Y,
: AY - = - s e
r' g — r \\\ \’;,»-._.._J_.,\ /4
Sl _,’,»’
"2 Rt At
(© (d)
.

F1G. 4.8 — a,b,b',b") Diverses représentations équivalentes d’un processus & 5 col-
lisions contribuant & X.. Dans la littérature, on rencontre souvent la représentation
(b), appelée cooperon ou diagramme croisé. En retournant une des deus trajectoires
(' — b"), on voit que le cooperon a une structure « en échelle » trés semblable
celle du diffuson. ¢,d) Représentations de X.. Ces deuz figures sont & comparer avec
les figures 4.4.c,d et montrent pourquoi le cooperon est une fonction a courte portée.
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La probabilité associée a ce nouveau processus, que nous noterons X, est
appelée cooperon 2. Elle est donnée par la figure 4.8.d

1 — — — —
X(r,r',w) = 275 /Gf(r,rl)Gf(rz,r')Gf_w(r’,rl)Gf_w(rg,T)
0

x IV (r1,72)dridry . (4.42)
Cette contribution & la probabilité a une structure proche de celle de Py
donnée par la relation (4.23), avec a priori un nouveau facteur de structure
I/, (r1,72). Celui-ci est maintenant solution de ’équation intégrale 3 illustrée
par la figure 4.9 :

T/ (r1,72) = Y0(r1 — 2) +7e /F;(rl,r”)éf('r”,'rg)af_w(r”,rg)dr"

(4.43)
qu’il est utile de comparer a ’équation intégrale (4.24) pour I',,(r1,r2).
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F'1G. 4.9 — Représentation diagrammatique de la structure itérative donnant le fac-
teur de structure T'.,.

Comme le produit G, (r,79)G.__ (r,72) est égal au produit

—R A o
G, (r,r2)G._ ,(ra,7), le facteur de structure I'/ (rq,7r2) est identique a

121, structure des diagrammes (4.8,4.9) qui contribuent & la probabilité X ressemble &
celle des diagrammes en échelle qui interviennent dans le calcul de la fonction de réponse
supraconductrice (électron-électron) étudiée par L.N. Cooper : ils contiennent deux propa-
gateurs reliés par Pinteraction attractive BCS. C’est en raison de cette similitude que cette
contribution & la probabilité est appelée cooperon.

13En utilisant les conventions de la figure 3.1.
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I',(ry1,72) calculé précédemment (4.26) pour le diffuson Py 4. C'est une
conséquence du théoréme de réciprocité. Ainsi, par renversement du sens
du temps de leur ligne inférieure, les diagrammes des figures 4.5 et 4.9
sont identiques. Par contre le produit des quatre fonctions de Green de
Péquation (4.42) ne se réduit plus au produit de deux fonctions Py et le
déphasage qui en résulte diminue la probabilité X.(r,r',w) dés que r # r'.
En supposant, comme dans la section 4.5, que les variations spatiales sont
lentes, I'équation (4.42) devient (en négligeant la dépendance en fréquence w
des fonctions de Green moyennes) :

2

M [%/Ef(r,rl)af(r',n)drl : (4.44)

/ _
Xelr7w) = 2mpon?

Lorsque r = 7', le terme entre crochets est f1:1(0) donné par la table 3.8 et
est égal a 1. Puisque T/, =T,,, on obtient

Xe(r,r,w) = Pylr,r,w) . (4.45)

La probabilité de retour a Uorigine est donc doublée par rapport i son expres-
sion classique Py(r,r,w).

Lorsque r # 7/, le terme entre crochets est la fonction f1*!(r—r’) a courte
portée dont on montre (3.104} qu’elle est égale & g(R) définie par (3.96). On
en déduit :

Xo(r 7' w) = ~Sg2(r — )T (r, 1) . (4.46)
A trois dimensions et dans la limite kl. > 1, la probabilité Xe(r, v, w) est
égale 3 19
.9
sin“kR _
XC(T', T/,w) = XC(’I“, T,W)WG R/l (447)

Cette contribution cst donc négligeable pour des distances R = |r — 1’| su-
périeures au libre parcours moyen .. En résumé, les deux contributions du
diffuson et du cooperon sont représentées sur la figure 4.10.

Il semblerait que, & cause de cette nouvelle contribution, la probabilité
totale ne soit plus normalisée. On montre dans la section C4.2.2 qu’il existe
d’autres corrections qui restaurent cette normalisation.

14En toute rigueur, le premier terme de I’équation intégrale (4.43) devrait contenir deuz
impuretés, puisque le terme a une impureté est déja pris en compte par le diffuson (voir
figs. 4.5 et 4.9). Ce terme, qui est égal a v.d(r1 — r2) n’existe pas a longue distance. On a
choisi de 'insérer dans le facteur de structure T'/, afin que celui-ci coincide avec T, lorsque
le systéme est invariant par renversement du sens du temps. Voir aussi la note 19, p. 130.
15Voir la note 5, p. 108.
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P(O’r’t) 2

0

F1G. 4.10 — Probabilité totale P(0,7,t) = Py + X, en fonction de la position r le
long d’une direction de l’espace. La probabilité est doublée & lorigine, dans un petit
volume A4",. Le volume relatif du pic est A2~ /(Dt)¥2. Il est mazimum pour
t~ 1, et d’ordre 1/(kl.)% 1.

Remarque importante :

Le cooperon n’est pas solution d’une équation de diffusion.

La fonction X (7, ', w) est piquée autour de v’ ~ r. Elle n’est donc pas solution d’une
équation de diffusion. Par contre I'/,, tout comme Iy, est solution d’une équation de
diffusion. On définit une probabilité P.(r,r',w) par

T

Pe(r, v ,w) = =T (r,7) (4.48)

Ye
qui est 'analogue de P, et qui est solution d’une équation de diffusion. Elle est reliée
a Xo(r,r,w) par

Xe(r, ', w) = Pe(r, 7,w)g?(r — 7') (4.49)

Par commodité, on utilisera la méme appellation cooperon pour X, P et I'.

La probabilité intégrée associée au cooperon est obtenue i partir de la
relation (4.47) et elle est donnée par (voir exercice 3.14) :
2wl

k2
Plus généralement, cette probabilité intégrée est donnée & toute dimension
par :

[ Kottt = ol ) (450)

/Xc(r,r’,w)dr’ = X.(r,7,w) /000 ¢*(R)dR (4.51)

c’est-a-dire, en vertu de (3.99)

/Xc(r,r',w)dr’ = XC(T,'I',u))i (4.52)
TPo
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Le volume fooo g*(R)dR = 7./(mpo) est proportionnel & A~!l,. Ce volume
s’interpréte de la maniére suivante. Le cooperon X, peut étre vu comme ré-
sultant du croisement quantique d’un diffuson avec lui-méme (voir les sec-
tions 1.7.1 et C4.2.3). Le volume spatial de la région d’intersection est celui
d’un tube de longueur I, et de section A¥~!. Il exprime le déphasage fini qui
résulte du croisement. Il peut s’obtenir en décrivant le diffuson comme un
objet de section efficace finie A4~! (fig. 4.11). Une bonne approximation de
X (r,r’',w) est obtenue en remplagant (4.47) par

X(r,r \w) = ——E—Pc(r,r,w)(S(r —-7r') . (4.53)
Tpo

FiG. 4.11 — Croisement quantique d’un diffuson avec lui-méme. Le volume associé
& la région d’intersection est Te/(mwpo) o Py

4.7 Transfert radiatif

On s’est intéressé jusque-1a a la probabilité P(r,r’,w) définie dans le cadre
de ’équation de Schrodinger. On peut définir de la méme maniére la probabi-
lité associée a I’équation de Helmholtz. Elle est alors reliée a 'intensité en un
point donné du rayonnement électromagnétique considéré comme une onde
scalaire. I’approximation du diffuson dans ce contexte est abondamment uti-
lisée '6 et elle est connue sous le nom de transfert radiatif [72].

Considérons par exemple le cas d’une source ponctuelle située en un point
origine ry. Le champ électrique . émis par cette source correspond a la
fonction de Green Gf(rg,r) de I'équation de Helmholtz (2.9). La moyenne
sur le désordre de 1.(r) est donnée par ¥ (1) = G(ro,7) et elle se calcule
au moyen des méthodes du chapitre 3. L’intensité du champ rayonné en un

18Voir le complément C5.2 ot Péquation de transfert radiatif est discutée en détail.
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point r est 17 :

1r) = Tl

4
= %Gf(ro,r)G?(r,ro) : (4.54)
L’intensité moyenne
- 47
I(r) = ?Gf(ro,r)Gf(r,ro) (4.55)

a la méme structure que la probabilité P introduite en (4.9) mais qu’il nous
faut adapter au cas de ’équation de Helmholtz, soit

4
P(r,v') = —-GF(r,")GA(r', ) (4.56)

ou les deux fonctions de Green sont prises & la méme fréquence. Plus généra-
lement, on peut considérer la fonction de corrélation de deux champs . (r)
et ¥:__ (') a deux énergies différentes :

Ye(r)vr_o,(r') = GE(ro, )G (v, o) . (4.57)

€E—Ww

Cette fonction de corrélation n’est pas directement reliée a la probabilité
P(r,7’',w), car elle fait intervenir trois points au licu de deux.

En négligeant les corrélations entre fonctions d’onde, comme on 'a fait
dans la section 4.3, on obtient I'équivalent de la contribution de Drude-
Boltzmann (4.17), c’est-a-dire 'intensité du rayonnement qui n’aurait pas
subi de collision jusqu’a une distance R de la source :

1
Io(R) = 4WR266—R/16 . (4.58)
L’intensité rayonnée a des distances plus grandes que [, résulte de processus
de diffusion multiple. On peut donc chercher pour la fonction de corrélation
Ye(r)yr_(r') et pour lintensité I(r) les contributions classique et cohérente
de phase, c’est-a-dire celles du diffuson et du cooperon. La contribution du
diffuson est obtenue & partir de la figure 4.12 et s’écrit de maniére analogue

A (4.23)
D) = BT o(r') + [ dradraf ()T, ()

XFw(rlvT2>Gf(r27r)§?7u(r/7r2) (459)

"Dans cette relation, la normalisation a été choisie afin que l'intensité obéisse & une
équation de Laplace avec une source dont I'amplitude est égale a l'unité (relation 4.66).
Voir aussi la note 3, p. 345.
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F1G. 4.12 — a) Représentation de Uintensité moyenne I(r) = P(ro,r), solution de

Uéquation (4.60). b) Représentation de la fonction de corrélation des champs.

qui, pour r = 7', donne l'intensité moyenne rayonnée I(r)
I(r) = Io(r) + Ia(r)
4T — —R

= Ip(r) + - /drldrglwe(frl)|2I‘(1'1,rg)|GE (ro, 7)) (4.60)
ot Ip(r) est la contribution (4.58) de Drude-Boltzmann et I;(r) celle du dif-
fuson '®. La relation pour I, est équivalente & 1’équation (4.25) écrite pour
le cas de ’équation de Schréodinger. Le facteur de structure I' obéit a I’équa-
tion (4.24). De méme, la contribution du cooperon est immédiate et s’obtient

a partir de la figure 4.13, ce qui donne pour U'intensité moyenne rayonnée I..(r)
correspondante, une relation analogue a (4.42) :

L ="" / dr1draf, () (Fo)U (11, 72) G (2 1) G (1) (4.61)

ot IV est donné par une relation équivalente a (4.43).

Fi1G. 4.13 — Contribution du cooperon a l'intensité.

Remarque

Les équations précédentes correspondent au cas d’une source localisée spatialement,
c’est-a-dire représentée par une fonction 4. Les relations (4.60) ¢t (1.61) peuvent se
généraliser au cas d’une source quelconque décrite par une fonction j(r). Dans ce cas,
comme on I'a vu en (3.58), E( (r) nest plus simplement une fonction de Green, mais
elle est donnée par

Do) = [ ar'i G ) (1.62)

B Dorénavant, on adopte la notation I',—g = T



4.7 Transfert radiatif 125

Dans la limite diffusive, la relation (4.60) aprés intégration, s’écrit :

Id(T‘) = Pd(’f‘o,r) = 41—:11“(1'0,1-) (463)

qui est l’équivalent de la relation (4.37). Par ailleurs, dans cette limite, la
relation (4.24) conduit & 1’équation de diffusion pour I', équivalent de (4.34)

DA T(ro,r) = L8(r — 7o) (4.64)

Te
o la constante de diffusion D est donnée par

cle
D=— . 4.65
d (4.65)

A T'aide de (4.63), et puisque 7, = 47/l., on obtient également une équation
de diffusion pour 'intensité :

—DAI(r) = §(r — ro) (4.66)

dont la solution pour 'espace libre & d = 3 est

(4.67)

avec R = |r — rg|.
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Complément C4.1 Diffuson et cooperon
dans ’espace réciproque

En principe, le diffuson et le cooperon sont respectivement les solutions
des équations (4.25) et (4.42). Ces solutions sont plus faciles & obtenir en
transformée de Fourier car, dans ’espace réciproque, leur structure est celle
d’une série géométrique. Le but de ce complément est de mettre en évidence
cette structure.

C4.1.1 Po(q, UJ)

On introduit d’abord la quantité Py(q,w), transformée de Fourier de
Py(r,r',w). De la relation (4.16), on déduit :

1 —R A
P, G, (k)G k— . 4.68
O(q’ ) 27TPOQ; e( ) e—w( q) ( )
On définit aussi
~ 1 4R q,=A q
Pyk,qw)=—G_ (k+ =)G k—= 4.
0( ,q,uJ) 27Tp0 e( +2) e—w( 2) ( 69)
de sorte que
1 -
Pi(qw) =5 > Pk, q.w) (4.70)
k
Calculons explicitement cette somme :
1 1 1
FPylq,w) = . . 4.71
(it D Dl e iy e g n

Dans la limite diffusive ou ¢l. < 1, on a ¢ < k. On peut donc linéariser la
relation de dispersion e(k — q) ~ €(k) — v.q avec v = k/m. En introduisant
la densité d’états po(e), qui est supposée ne pas avoir d’accident autour de e,
on obtient :

By( ) L / L ! dndw (4.72)
,w) = - - w (4.
o\d 2mpo J €—n+ g e—w*n+v.q—ip0 L

. / de , (4.73)

1 —iwTe +1v.9qT7e

ot w = (k, q) est 'angle solide normalisé déterminé par les deux vecteurs q et
k. Dans la limite diffusive ¢l < 1 et w7 < 1, on développe le dénominateur

et, en utilisant les relations [dwv.q = 0 et [dw(v.q)? = ﬁdﬁ ol v est la
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vitesse quadratique moyenne et d est la dimension d’espace, on obtient :

Py(q,w) = Te(1 + iwTe — D@7 + -+ ) (4.74)

. . . ’ ~ 2
ot le coefficient de diffusion est égal & D = -7, = %.

Enfin, on définit la quantité
. 1 =
PO(S’Qaw) = E;PO(kaQ)w) (475)

ou la somme est effectuée sur le module de k et pas sur sa direction et ou
3 = k/k. On déduit de la relation (4.73) que cette fonction peut se mettre
sous la forme :

PO(‘§7 q,U)) = Tefw(g’ q) (476)
o f,(8,q) est égale & :

1

4.77
1 — fwTe + 18.ql, (4.77)

fu(gaq) =

Exercice 4.4 : Montrer que, a trois dimensions,

1 l
Py(q,w) = — arctan &l < (4.78)
qu 1 — twre
olt ¢ = |g|. Montrer que, a deux dimensions,
, eiwR/v—R/le
Py(r,r W) = ————— 4.79
o(r, 7, w) 27 Rv ( )
ou -
Po(q,w) = = (4.80)

V{1 —iwTe)? + ¢212
Veérifier le développement (4.74).

C4.1.2 Le diffuson

L’équation intégrale (4.24) pour T, est difficile 4 résoudre dans l’espacc
réel et on n’a pu le faire que dans la limite de variations lentes. Dans I'espace
réciproque, cette équation intégrale s’exprime comme la somme d’une série
géométrique, ce qui conduit & une expression simple de la probabilité P, va-
lable au-dela de 'approximation de diffusion. Dans un milieu invariant par
translation, la transformée de Fourier T',,{q) de T, (v, 7’), solution de 'équa-
tion intégrale (4.24), est donnée par

Iu(q) ZG -q)lu(q) - (4.81)
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Fi(g0)

ra) (q)

A\

F1G. 4.14 — Représentation diagrammatique de la probabilité Py(q,w) et du facteur
de structure T',,(q). On retrouve, bien entendu, une structure tout a fait analogue
celle obtenue dans ’espace réel sur les figures 4.4 et 4.5.

Cette équation a la structure représentée sur la figure 4.14. Sous cette forme,
T'.,(q) se factorise et s’écrit

e

Lo(@) = =g

(4.82)

ot Py(q,w) est donné par (4.68). Par ailleurs, I’équation (4.25) devient :

21
Pd(q7w) = Q'[Q)O

Y Polk,q,w)Po(k', q,w) Tu(q) (4.83)
k.k

ot Py(k, q,w) est défini par (4.69). Dans cette équation le facteur de structure
ne dépend ni de k, ni de k. Les sommes se factorisent donc et font apparaitre
la probabilité Py(q,w). On obtient alors :

Py(q,w) = 2mpoPo(q,w)” Tu(q) (4.84)

ce qui méne 3

Pu(q,w) = Po(q,w)5 Po(q,w)/.

~ Po(g,0)/m (485)
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ot Py(q,w) a été calculé explicitement & deux et trois dimensions (voir exer-
cice 4.4). La probabilité P = Py 4+ P; est donnée par

P@M%=—ﬁEﬁL— (4.86)

1— Po(q,w)/7e
transformée de Fourier de (4.29). Pour un systéme invariant par translation,
Pexpression (4.85) est valable au-dela de 'approzimation de diffusion puis-
qu’on n’a fait aucune hypothése sur les variations temporelle et spatiale de
P;. On étudiera cette solution ainsi que la validité de I'approximation de
diffusion dans le complément C5.1.

Remarque : Normalisation de la probabilité P

Compte tenu de ce que Po(g = 0,w) = 7 /(1 — iwTe), on vérifie que la probabilité
P = Py + Py est telle que :

P(g=0,w) = f (4.87)

qui est la condition de normalisation (4.11). La normalisation de la probabilité ex-
prime une loi de conservation : celle du nombre de particules (ou de I’énergie pour les
ondes). Cette loi de conservation s’exprime aussi par la divergence de Py(q,w = 0)
pour g = 0. Ce mode de diffusion est connu dans la littérature sous le nom de mode
de Goldstone.

A partir de (4.82) et (4.85), on obtient dans la limite diffusive et en utilisant
’expression (4.74) pour Py(g,w), les expressions suivantes pour le facteur de
structure I',(q) :

_Ye 1
FJ@—niw+D¥ (4.88)

et pour la probabilité Pi(q,w) :

1

}M%W:?EIBE (4.89)

dont les transformées de Fourier sont bien solutions des équations de dif-
fusion (4.34) et (4.38). Notons par ailleurs que, dans la limite diffusive
P(q,w) ~ Py(q.w) de sorte que la probabilite totale cst aussi solution de
I'équation de diffusion (4.38).

C4.1.3 Le cooperon

On vient de voir que le diffuson P;(g,w) a une structure itérative simple.
On peut se demander ce qu’il en est pour le cooperon X.(g,w). La transfor-
mation de Fourier de 'équation intégrale (4.42) donne :

~ 2mpg

Xn(q* w) - Q—Z Z }B(J(k:a qu>P0(k/‘r q*“})rfu(k + k/) (490)

k.k’
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X(0.0) =

L, =

%

F1G. 4.15 — Représentation diagrammatique du cooperon X.(q,w) et du facteur de
structure T, (Q = k+k') dans ’espace réciproque. On retrouve pour ces diagrammes
une structure analogue & celle des figures 4.8 et 4.9.

ou Py(k,q,w) est donné par (4.69). La comparaison de cette relation et
de (4.83) pour le diffuson est instructive. Ces deux quantités ont des struc-
tures trés voisines. Pour le diffuson, le vecteur d’onde qui apparait dans le
facteur de structure est la différence des vecteurs d’onde k et k', tandis que
pour le cooperon, c’est leur somme qui apparait.

Le facteur de structure I/, (Q = k + k') obéit & une équation intégrale
schématisée par la figure 4.15 et similaire & celle du facteur de structure I',,(q).
La transformée de Fourier de (4.26) donne

L) ZG )Grmu(@ - BTL(Q) (4.91)

avec G(Q — k) = G(k — Q). Le facteur de structure I, du cooperon est donc
identique & celui (4.81) du diffuson 1°

Ve
T = 4.93
@ 1 - P(Q,w)/e (4.93)
et dans la limite diffusive,
. 1
Q) =r——— . (4.94)

e —tw + DQ?

19En toute rigueur, puisque le premier terme de IY, contient deux impuretés, T/, est

égal &
I (Q) = Y Po(Q, w)/ e
1—Po(Q,w)/7e
Les expressions (4.92) et (4.93) sont identiques dans la limite diffusive. Voir aussi la note 14,
p. 120.

(4.92)
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Comme pour le diffuson, le calcul de X.(q,w) est simple dans la limite
diffusive oul on néglige la dépendance en q, Q et w des fonctions de Green
moyennes. En utilisant (4.90) et k =~ —k’, on obtient

Xo(q,0) = —— S G RGBT RT R TLQ) . (4.95)
271'p()Q P Q

La somme sur k est égale & 4mpp7> (voir la table 3.8 et la relation 3.106). En
utilisant (4.94), on obtient

Te 1
Xolgw) = g % S DO (4.96)

La comparaison de (4.96) avec la probabilité Py(g,w) donnée par (4.89) ap-
pelle deux remarques :

e A I'approximation de diffusion X.(q,w) ne dépend pas de g. Ceci traduit
le fait que le cooperon est localisé dans 1’espace réel. La relation (4.96)
apparait alors comme la transformée de Fourier de (4.53).

e Dans Pexpression (4.83) pour le diffuson, tous les vecteurs k et k' contri-
buent. Autrement dit, un paquet d’onde injecté dans une direction k
peut sortir, aprés diffusion, dans n’importe quelle direction k'.

Par contre, dans I'expression (4.90), la fonction I, (Q = k + k) est pi-
quée autour de Q ~ 0, et seuls contribuent au cooperon les vecteurs k'
voisins de —k. On peut donc associer a la fonction I/, une largeur an-
gulaire A =~ Q/k de 'ordre de 1/kl.. Dans la limite de faible désordre,
cette contribution est petite, elle est néanmoins directement mesurable
par des expériences d’optique évoquées dans la section 1.4 du chapitre
d’introduction et qui seront étudiées en détail au chapitre 8.

Remarque importante : X.(q,w) et P.(Q,w)

Le cooperon X.(7,r’,w) est une fonction piquée autour de ' ~ r. Cela se traduit
par le fait que X.(q,w) est a peu prés indépendant de g et n’est pas solution d’une
équation de diffusion. Par contre, la transformée de Fourier P,(Q,w) de Pe(r, 7, w)
définie par la relation (4.48) est proportionnelle au facteur de structure I',(Q) :

P(Q,w) = 2mpo? TL,(Q) (4.97)
et elle est solution d’une équation de diffusion. Par ailleurs X.(q,w) est donnée par
1
Xe(gw) = 5 2 da - QP(Q.w) (4.98)
Q

ot a(q) est la transformée de Fourier de g2(r). Remplacer g2(7) par une fonction §
dans (4.53) revient & supposer que a(g) est constant et 4 retrouver (4.96). Comine
nous 'avons déja remarqué précédemment, il semble que du fait de la contribution
du cooperon, la probabilité totale ne soit plus normalisée. Ce point est abordé dans
la section C4.2.2.
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Remarque : Les diagrammes croisés de Langer et Neal

Le facteur de structure I'/,(Q) cobtenu en sommant la série représentée sur la fi-
gure 4.15, dépend de l'impulsion Q = k + k’. L’importance des diagrammes croisés
pour ’étude des propriétés des milieux aléatoires a été discutée pour la premiére fois
par Langer et Neal [73]. La motivation de leur travail procédait de la remarque que,
contrairement aux propriétés d’équilibre, les propriétés de transport des gaz clas-
siques n’ont pas de développement simple et analytique en fonction de la densité n
du gaz. Ils ont voulu voir si ce résultat bien connu (par exemple dans les gaz de
Lorentz [74,75]) apparaissait aussi dans le cas quantique. Pour cela, ils ont considéré
la résistivité d’un gaz d’électrons libres dégénéré. Ils ont remarqué qu’il existait une
classe de diagrammes, les diagrammes croisés, qui produisait & un ordre donné s > 3
du développement, des termes de la forme nf Inn; ou n; est la densité de centres dif-
fuseurs. Ces contributions non analytiques sont tout i fait analogues & celles obtenues
dans le cas classique.

Langer et Neal n’ont considéré que les contributions des diagrammes croisés 4 un
ordre donné sans envisager de les resommer. Ils ont montré que chaque terme de la
série géométrique dont la somme est (4.93), donne aprés sommation sur k et k', une
contribution nonanalytique en 42 In~e. Il est donc préférable de sommer d’abord la
série représentée par la figure 4.15 des diagramimes croisés et ensuite de faire la somme
sur Q = k+ Kk’ afin de trouver la contribution du cooperon a la probabilité ainsi qu’a
la conductivité électrique comme nous le verrons en détail dans la section 7.3. Ce
calcul, maintenant standard, du cooperon a été ultérieurement utilisé pour discuter
le comportement anormale de la diffusivité dans les gaz de Lorentz quantiques [75].
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Complément C4.2 Boites de Hikami
et croisement de diffusons

C4.2.1 Les boites de Hikami

La notion de croisement quantique de diffusons ou de cooperons est es-
sentielle pour comprendre les effets d’interférence dans les systémes diffusifs.
Ces croisements sont décrits par des combinaisons particuliéres de fonctions
de Green moyennes, combinaisons connues dans la littérature sous le nom de
boites de Hikami [76,77] 2°. On considére ici la boite de Hikami, notée H,
construite & partir de quatre fonctions de Green moyennes alternativement
avancées et retardées (fig. 4.16). H est une fonction réelle de quatre argu-
ments, H({r;}) = H(r1,72,73,74). Elle est constituée de la somme de trois
diagrammes,

H({r:}) = HY{r:}) + HP({r:}) + HO({r:}) (4.99)

dont nous allons montrer qu’il forment une combinaison particuliére. Notons
d’abord la symétrie

H(C)(m,rg,rg,m) :H(B)(T‘Q,’l“g,'r'4,’l’1) . (4100)

////////

H H(A) H(B) H(C)

F1G. 4.16 — Boite de Hikami H(r1,72,73,74). Pour obtenir la fonction H(r — '),
on intégre sur deuxr points opposés.

En intégrant sur deux des variables 7; (opposées sur la figure 4.16), on
définit la fonction

H(r—7') = /drgdrng(r,rz,r’,m) (4.101)
et en intégrant sur une troisiéme variable, on obtient

H:/(1’["2d7°3d’f’4H(7’,’l"2,1";;,7“4) . (4.102)

20C’st la dénomination couramment utilisée, mais elles ont aussi été introduites dans
la référence [76].
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Du fait de l'invariance par translation, la premiére intégrale ne dépend que
de 7 — ' et la seconde est une constante. En particulier 2!, de la table 3.8, on
déduit les constantes :

dmpyt? Schrodinger
1
HA = o 220) = 3 (4.103)
e €
s Helmbholtz
et
—27poT Schrédinger
1
H®) = g = = [§12(0)]° = " (4.104)
Ye
——= holt
672 Helmholtz
On vérifie aussi la propriété suivante
H= /H(r)dr =HWD + HB L g =0 . (4.105)

Cette propriété est remarquable. On montre dans prochaine la section qu’elle
traduit la normalisation de la probabilité, c’est-a-dire la conservation du
nombre de particules.

La dépendance spatiale de H()(R) est donnée par

HA(R) — —%WR)P = %ﬂR) - (4.106)

Les fonctions H®)(R) et H(©)(R) sont plus complexes et sont calculées dans
Pexercice 4.5.

Exercice 4.5 : Montrer que la transformée de Fourier H(q) de H(r) vérifie
1
H(q) = 5H(-4,0,4.0) , (4.107)

ot H({q,}) et la transformée de Fourier de H({r;}). En dimension d = 3, montrer
les relations :

19(q) = (g

e

HP)q)=HO(g) = - a(q)? (4.108)

Ay3re

ot la fonction a(q) est la transformée de Fourier de g?(r) donnée par (3.97). Elle ne
dépend que de g = [q| et elle est égale &

alq) = EZ_ [arctan(2k — g)le + 2arctan gle — arctan(2k + q)le] - (4.109)
q

211,65 expressions écrites pour les ondes le sont en trois dimensions. Elles sont aussi
utilisables pour les électrons. Par contre, les expressions écrites pour les électrons et qui
font intervenir la densité d’états pg sont valables en toute dimension. Par ailleurs, voir la
note 5, p. 108.
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o Montrer que, pour ¢ — O,

272 272
q°l 27le q°lz
alq) = 2ver? <1 - 36) =3 (1 -3 . (4.110)

e Montrer que la fonction H(q) est donnée par

H(@) = 5 [6(0) = 5-0(0] = Z5{a(0) - ala) (4111)
e 27eTe e
et que lorsque g — 0, elle admet le développement
l5
H(q) = o 554" + 0(d") (4.112)
de sorte que
% ~ %qQIg = Dg?re . (4.113)

e Montrer que, lorsque R — oo, on a

1
HAR) « e R/l

1
HP)(R) = HO(R) « T e /e (4.114)

e

et que si R < [,
1 =« Si(2kR)

HBE(R)~ —= 4.115
(R) ~v2 16k2le R ( )
ou Si est la fonction sinus intégral.
o En déduire que
1 ™
=0~ —< 11— . 4.11
H(R=0) 72 ( 4klc) ( 6)

Exercice 4.6 : Vérifier que le diagramme de la figure 4.17 est d’ordre 1/kl. par
rapport a ceux de la figure 4.16.

Fic. 4.17 — Boite de Hikami d’ordre supérieur.

A cause des deux fonctions de Green EA(k”) supplémentaires, ce diagramme est égal
a:
1 1

2mpoTe 2

HBY _ g(B)

S GAERNGH (K ~ HP) ki, (4.117)
k//

car la somme porte sur le produit de deux fonctions de Green avancées (voir 'exer-
cice 3.15).

En déduire une régle systématique pour la valeur d’un tel diagramme en fonction du
nombre n de lignes d’impuretés pour n > 2.
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g
\\
k N k+9:
\\
N
AN qs
N\,
k-4, \\\ k+49:+49;
\,
94

F1G. 4.18 — Paraméirisation des fonctions de Green choisie pour le calcul de
H(A)({qi}) et de H® ({q,}).

Le calcul complet de H({r;}) est difficile. On considére ici sa transfor-
mée de Fourier H({q,}) dans la limite g, — 0. La contribution H) du
diagramme 4.16, détaillée sur la figure 4.18, est donnée par

HN({q}) =05 g0 Ce (k)T (k+4,)CL (k+q,+43)G, (k—q;) (4.118)
k

ol Oy 4.0 est le symbole de Kronecker. Les deux autres diagrammes
contiennent une ligne d’impureté supplémentaire et sont donnés par
(fig. 4.18) :

HE({q,}) = 7 05 g0 > Cr (k — )T (K)o (k+ q1)
k
x o SN g )G TR gy (4119)
HOUg}) =7 65 9.0 G (k — q,)Gr (k)G (k + qy)

k
1 A —R ., =A
Xﬁ;Ge (K = )G. (G, (kK +a,) . (4.120)

Si tous les vecteurs d’onde g, sont nuls, H est nul et on retrouve (4.105). On
effectue alors un développement a petit g;, cc qui correspond au régime diffusif
(section 4.5). Compte tenu des relations (3.68) et (3.69), chaque fonction de
Green se développe de la fagon suivante. Pour les électrons 22,

Gk +q) = G(k) +v.q G(k)? + (v.q)* G(k)* (4.121)

avec v = k/m. En insérant ce développement dans Uexpression (4.119), les
termes linéaires en g disparaissent par symétrie aprés sommation sur k et k'.

22Dans les développements (4.121) et (4.128), il existe aussi un terme d’ordre ¢2G(k)?
qui donne unc contribution a H beaucoup plus faible, d’ordre 1/kl,.
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Il reste
Q6
HO(fq,}) = =222 [ 121 4 U+ - g0 ]
02
x[£21 + (g + 6} - ap.a5) £ (4.122)
oll v = 1/2¢/m est la vitesse associée a 'énergie €. Les coefficients 7" sont

donnés par les relations (3.107, 3.108) et le tableau (3.7). En ne gardant que
les termes d’ordre g%, on obtient

72 12
H®({q;}) = 7[—1+§(qf+Q§+q§+qi—q1-q4—q2-q3)]952 .0 - (4123)

De méme, le diagramme H(©) est égal &

2

HO({g)) = =[-1+%
Ve

3(qf+q§+q§+q§—q1~q2—q3~q4)]952 0.0 - (4.124)

Enfin, pour H{4) | ’expression (4.118) conduit &

2 12
H({q,}) =27—‘3[1—ge(qf+q§+q§+q§+q1-q3+q2-q4)}952q,-,o - (4.125)

En sommant ces trois contributions, les termes constants disparaissent. En
utilisant la contrainte ). g; = 0 et la relation

(Zqi) Z%HZqz q,=0 , (4.126)

i<j

on obtient pour la somme H({q,}) de ces trois contributions le développement

H({q;}) = Qh4ly 4,0 {Z @ +4,.92+ 9293 + 43.94 + ‘14-‘11] (4.127)

ot hy = 1272/(3.) = 2mpo D7, On peut faire le méme calcul pour les ondes 23
et on obtient la méme expression (4.127) avec

e
487k?

hy = 27rp0D7';1 pour les électrons, et hy = pour les ondes .

(4.129)

23Pour des ondes, le développement des fonctions de Green s’écrit
Gk + q) = G(k) + 2k.q G(k)? + 4(k.q)2 G(k)® . (4.128)
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On peut obtenir d’autres expressions équivalentes & (4.127) en utilisant la
contrainte ), g; = 0 et la relation (4.126).

Exercice 4.7 : Boites de Hikami d’ordre plus élevé

La condition ) g; = 0 et la relation (4.126) permettent d’écrire I'expression des
boites de Hikami sous des formes équivalentes. Montrer en particulier que

1
H(q;) = Qhyby q;,0 [“‘11-‘13 —~4q2-94 + 2 Z %2} . (4.130)

Identifier les diagrammes qui interviennent dans le calcul d’une boite de Hikami heza-
gonale (notée Hg) et, en s’aidant des références [77, 78], montrer que

He(q;) = —4mpo D78 Qb5 4. 0 [Z q§+q1-q2+q2~q3+q3-q4+q4~q5+q5-q6+q6.q1]
(4.131)

C4.2.2 Normalisation et coefficient de diffusion

La contribution du cooperon a la probabilité quantique modifie-t-elle la
normalisation de cette probabilité 7 Le doublement de la probabilité dans un
volume 7. /(mpg) autour de r’ = r semble bien violer la normalisation. I.’écart

est petit et de l'ordre de 1/(kl.)%~! (voir fig. 4.10).

On montre ici qu’il existe d’autres corrections qui préservent la norma-
lisation de la probabilité. En effet, le diagramme représentant le cooperon
Xo{r,7',w) a la forme illustrée sur la figure 4.8, ou celle topologiquement
équivalente de la figure 4.19.¢ en transformée de Fourier. Or, nous avons
vu dans la section C4.2.1 et sur la figure 4.16 que ce diagramme est le pre-
mier d’un ensemble de trois diagrammes donnant des contributions du méme
ordre. Pour assurer la normalisation de la probabilité, il faut donc considérer
la contribution de ces trois diagrammes (fig. 4.19.5). Le premier, calculé dans
la section 4.6, donne

1

X (r, v\ w) =
(r,r',w) 5o

HY (@ — e (e, 7, w) (4.132)

ot HA(R) = ¢*(R)/v2. Les deux autres diagrammes font intervenir les
quantités négatives (exercice 4.5 et relation 4.115) :

H(B)(R) — H(C’)(R) x __LLSI(QkR)e—R/ZS

SRR (4.133)

ot1 Si est la fonction sinus intégral. Les contributions de ces deux diagrammes
sont négligeables lorsque R — 0 et la probabilité de retour a l'origine est bien



C4.2 Boites de Hikami et croisement de diffusons 139

(@) (b)

F1G. 4.19 — Contribution du cooperon a la probabilité. a) Diagramme pour la contri-
bution X.(q,w). b) L’habillage de la boite de Hikami avec des lignes d’impuretés
(fig. 4.16) donne des contributions du méme ordre qui doivent étre prises en compte.
Ceci conduit remplacer Xc(q,w) par I.(q,w) = Dg*1eX.(q,w).

doublée. Par contre, la relation (4.105) implique que 'intégrale de la somme
des trois contributions se compense exactement, c’est-a-dire

H(g=0)= /H(R)dR =0 . (4.134)

Ainsi, le cooperon X, qui a pour effet fondamental d’augmenter la proba-
bilité de retour & Porigine, ne vicle pas la condition de normalisation de la
probabilité totale qui est assurée par une petite réduction de celle-ci loin de
Vorigine (mais & des distances de 'ordre de [.).

On voit donc que c’est '« habillage » de la boite de Hikami qui permet
de restaurer la normalisation de la probabilité (c’est-a-dire la conservation
du nombre de particules). Ceci apparait clairement si on écrit la probabilité
dans Pespace réciproque ou la normalisation de la probabilité se traduit par
la condition (4.11) :

Plg=0,w) =~ - (4.135)
Le diagramme de la figure 4.19.a est égal 4 (4.96). C’est bien celui qui permet
de doubler la probabilité de retour a l’origine. Mais cette contribution étant
constante 4 petit g, la probabilité n’est plus conservée. Par contre, en habillant
la boite de Hikami, on remplace ce diagramme par celui de la figure 4.19.5 qui
est égal a :

B D7'3q2

1
= D¢’ X.(q, , 4.136
002 EQ: Sy por - DrreXdaw) (4.136)

I(q,w)

résultat obtenu en utilisant la relation (4.113). On voit ainsi qu’habiller une
boite de Hikami revient & la multiplier par D7.¢%. Cette contribution tend
vers 0 lorsque ¢ — 0 et la probabilité est bien normalisée.
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F1aG. 4.20 — Contributions a la probabilité totale P(q,w). Le premier terme, avec un
seul diffuson est Py(q,w). La série de perturbation décrite par cette figure conduit
une expression Py(q,w) de la probabilité ou le coefficient de diffusion est modifié et
est donné par (4.140).

On peut maintenant se demander s’il ne faut pas ajouter d’autres contri-
butions venant corriger la probabilité classique Py, constituées d’insertions de
boites de Hikami (et done de cooperons). Ainsi, la série constituée des dia-
grammes de la figure 4.20 fait apparaitre des termes de plus en plus divergents
puisqu’ils contiennent des puissances successives du diffuson. Cette série s’écrit

Pi(q,w) = Pa(q,w) + Pf(q,w)# + P3(q,w) {@] + .-+ (4.137)

Aprés sommation, on obtient :

Pd(q,W)
| Pulas)lia)
2

TE

Pi(q,w) = (4.138)

On constate tout d’abord que I'égalité I.(g = 0,w) = 0 implique la normalisa-
tion de Pj{q,w). Par ailleurs, dans la limite des petits vecteurs d’onde, cette
probabilité renormalisée garde bien un pole de diffusion

1
P, B — 4.1
d(qvw) —iw+ D/qg ( 39)
mais dont le coefficient de diffusion est modifié selon :
Xc(q,w) A 1
D=Dl1-"222|=pDi1-= — . 4.140
[ Te i ZQ: —iw + DQ? ( )

Alinsi la prise en compte du cooperon a tous les ordres de perturbation conduit
a unc réduction du coefficient de diffusion. Ce phénomeéne appelé localisation
faible conduit a une réduction de la conductivité (voir la section 7.4).

La renormalisation (4.140) du coefficient de diffusion correspond au régimnc
de faible désordre k[, > 1. On n’a retenu dans le développement perturbatif
qu'une scule classe de diagrammes ct il n’y a pas de raison a priori de s’en
tenir 1a. Par exemple, les cooperons de la figure 4.20 pourraient eux-mémes
étre habillés par des diffusons. Ainsi Vollhardt et Wolfe [79] ont été amenés
a4 Ccrire une équation d’auto-cohérence pour le cocflicient de diffusion D{w)
renormalisé¢

D(w) =D — QZAH : (4.141)

(s —iw + D(w)Q?
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La résolution de cette équation permet de décrire le passage vers le régime
localisé pour lequel kl, ~ 1.

C4.2.3 Croisement de deux diffusons

Le diffuson est une contribution classique a la probabilité, ¢’est-a-dire qu’il
ne dépend pas des phases des amplitudes complexes conjuguées qui le consti-
tuent. Dans le régime diffusif, il est solution d’une équation de diffusion.

Il apparait cependant des effets quantiques ou ondulatoires liés a ces am-
plitudes complexes, lors du croisement de deux diffusons (ou du croisement
d’un diffuson avec lui-méme). Comme le montre la figure 4.21, ce croisement
est décrit par une boite de Hikami. Cette notion de croisement de diffusons
est particuliérement importante. En effet, le diffuson étant une quantité clas-
sique, les effets d’interférence ne peuvent donc provenir que de existence de
ces « croisements quantiques » faisant intervenir les boites de Hikami 2. Ce
sont les propriétés combinées des diffusons (ou des cooperons) et des croise-
ments qui sont a l'origine des effets cohérents comme la localisation faible, les
fonctions de corrélations de 'intensité lumineuse ou les fluctuations de conduc-
tance. Il est donc important d’en avoir une bonne intuition. La figure 4.21
montre qu’un croisement mélange les quatre amplitudes complexes des deux
diffusons incidents et les apparie difféeremment. Les deux diffusons émergents
sont ainsi chacun constitués de deux amplitudes provenant respectivement de
chacun des diffusons incidents. Le diffuson étant a longue portée, on peut ainsi
propager & longue distance des effets cohérents. Une boite de Hikami apparait
donc comme un objet dont la fonction est de permuter les amplitudes.

On peut d’ores et déja évaluer qualitativement la probabilité d’un tel croi-
sement. Nous avons vu dans la section 4.6 que le volume associé au croisement
de deux trajectoires diffusives est A=/, (fig. 4.11). On peut interpréter ce ré-
sultat en considérant qu’un diffuson se propageant pendant un temps ¢ est un
objet effectif de longueur £ = vt et de section A?~L. On peut donc lui associer
un volume fini vA%"1t. La probabilité de croisement de deux diffusons au bout
d’un temps ¢, dans un systéme de volume 2 = L%, est donc proportionnelle au
rapport entre le volume d’un diffuson et le volume 2. Ainsi la probabilité que
deux diffusons se croisent une fois ou qu’un diffuson se croise avec lui-méme
est proportionnelle a 2

_)\d_lvtoc t
Y pohQ2

p(t) (4.142)

241} faut prendre garde 3 ne pas confondre ces croisements « quantiques » avec les croi-
sements d’une marche au hasard classique.
250n rappelle que la densité d’états en dimension d est proportionnelle &

1

po Auad—1
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q;,0,

q,,0, =

4,0

F1G. 4.21 — Le croisement de deuz diffusons apparait comme un ensemble de quatre
diffusons connectés par une boite de Hikami.

e Considérons d’abord un systéme ouvert, par exemple un conducteur relié
a des reservoirs ou, en optique, un milieu diffusant sans bord réfiéchissant. Le
temps pour traverser 'échantillon est, dans le régime diffusif, égal & 7p =
L?/D (voir la section 5.5.1). La probabilité d’avoir un croisement de diffusons
pendant le temps Tp est donc donnée par

D . L2 1
poh2 — pohDY ™ g

Cette probabilité est proportionnelle 4 P'inverse du nombre sans dimension g.
Celui-ci joue un role important dans la description des effets cohérents. Pour
le cas des électrons dans les métaux, il correspond 4 la conductance moyenne
sans dimension g = G/(e?/h), ou G est donnée par G = se?DpyL?¢~? (voir
chap. 7).

Dans la limite de faible désordre kl, > 1, g est grand et les effets de
cohérence sont donc faibles. Le rapport 1/g est un petit parameétre en fonc-
tion duquel on va étudier, en perturbation, les effets cohérents. Ceci permet
de classer formellement 'importance de ces effets en fonction du nombre de
croisements quantiques.

~

p(1p) = (4.143)

o Considérons maintenant un systéme isolé. La probabilité p(t) augmente
linéairement et n’est plus limitée par le temps 7p. L’échelle d’énergie A =
1/(po€2) représente, pour un systéme de taille finie, ’écart moyen entre niveaux
d’énergie des solutions de I’équation d’onde ?6. On peut donc écrire

)= =2
PO =2~

(4.144)

26Kt non pas des solutions de I’équation de diffusion.
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et faire apparaitre le temps caractéristique défini par 7y = h/A au bout
duquel cette probabilité de croisement est d’ordre 1. Au-deld de ce temps,
appelé temps de Heisenberg, il apparait donc des corrections quantiques a
la probabilité. Un milieu diffusant isolé ne peut donc étre décrit de maniére
classique, c’est-a-dire & Paide du diffuson, que pour des temps inférieurs au
temps de Heisenberg [71]. De méme les propriétés spectrales d’un systéme
isolé ne peuvent pas étre décrites de fagon classique pour des énergies plus
petites que A (chap. 10).

Description quantitative du croisement de deux diffusons

Le croisement de deux diffusons est décrit par la boite de Hikami calculée
dans la section C4.2.1. On considére le cas représenté sur la figure 4.21 ou
quatre diffusons sont reliés par une boite 27, les diffusons pouvant éventuelle-
ment &tre pris & des fréquences w; finies. En transformée de Fourier, chaque
diffuson est, dans le régime diffusif, solution de I’équation de diffusion (4.89) :

(—iw; + Dg?)P(q;,w;) =1 . (4.145)

La boite de Hikami représentée sur la figure 4.22 relie quatre diffusons ca-
ractérisés par les paramétres g; et w;, avec les conditions > ., q; = 0 et
w1 + w3 = wg + wy.

4y 0y

F1G. 4.22 — Trois représentations équivalentes d’une boite de Hikami décrivant le
croisement de deux diffusons, c’est-a-dire le changement d’appariement de quatre
amplitudes complexes.

27Ce calcul se généralise immédiatement & des cooperons.
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Le calcul de cette boite est identique a celui effectué & fréquence nulle
dans la section C4.2.1 en notant toutefois que les fonctions de Green
moyennes (3.87) dépendent maintenant de la fréquence. Ainsi, pour des élec-
trons, les fonctions de Green

—R,A 1
G (k)= . 4.146
S = (4.146)
admettent le développement :
Gewlk+q)=Gk) + (v.g+w) Gk)? + (v.q)? Gk +---  (4.147)

En insérant ce développement dans les expressions (4.118-4.120) de H A,
H®B) et HC) en tenant compte des fréquences w; portées par les différentes
fonctions de Green, et en suivant les étapes qui ont conduit a (4.127), on
obtient :

H({q;}) =
Qhy by q,0 [Z (qm - ZZD) + 4192+ 4293 + 4394 + 44 ql} (4.148)

ol la constante h4 est donnée par (4.129). Puisque } . g; = 0, on peut encore
écrire :

H({q;}) = Qhs b5 q,0 [% Z (q? - Z%) — 4,93~ q2.q4} (4.149)

7

Compte tenu des équations de diffusion (4.145), le premier terme appliqué a
un diffuson donne une constante, c’est-a-dire dans I’espace réel une fonction
8 qui est nulle loin des sources 2%. La boite de Hikami reliant quatre diffusons
se réduit donc 4 la forme :

H({q;}) = Qh4 65 g, 0 [—q1-43 - qz-q4] (4.150)

En pratique, on utilisera plutot la représentation spatiale. Chaque vecteur
d’onde est donc un opérateur de dérivation g; — —iV;. Afin de minimiser

28Cette fonction & peut conduire & des divergences qui sont discutées dans les réfé-
rences [78, 80, 81]. Par exemple, lorsque la boite de Hikami connecte un diffuson ou un
cooperon faisant une boucle, certains termes de (4.149) produisent des divergences. La pro-
cédure proposée en [80] évite ’apparition de ces divergences et conduit au résultat (4.151,
4.152), adapté au cas ou les gradients opérent en des points placés loin des sources, c’est-
a-~dire sur des diffusons qui ont leur source & I’extérieur du milieu diffusif. Ceux-ci sont
appelés diffusons externes [78].
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le calcul de ces dérivées, il est commode d’utiliser pour la boite de Hikami
une forme moins symétrique mais ot n’apparaissent que deux vecteurs d’onde
c’est-a-dire deux gradients. En utilisant la contrainte ), g; = 0 et la rela-
tion (4.126), on obticnt la forme

H({q;}) = —2h4 52 q;,0 41-93 (4.151)

ou, en transformée de Fourier,

H({’I‘L}) = 2h4/d7' Hé(r — ’l"i)Vl.Vg (4152)
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Complément C4.3 Collisions anisotropes
et libre parcours moyen de transport

La probabilité de diffusion quantique a été obtenue en supposant que le
potentiel était un bruit blanc gaussien, c’est-a-dire sans corrélation spatiale
et tel que (V(r)V (")) = Bé(r — r’). Ceci implique, dans le cadre du modéle
d’Edwards (section 2.2.2), que les collisions sont isotropes. L’équivalence entre
les deux points de vue est obtenue en considérant des diffuseurs 4, dans la
limite ot 'amplitude vy du potentiel tend vers 0 avec nivg constant. On a
alors B = n;v3.

On veut généraliser ces résultats au cas d’un potentiel gaussien mais dont la
fonction de corrélation a maintenant une portée finie (V(r)V (")) = B(r—r').
Pour le modéle d’Edwards, cela correspond & un potentiel d’impureté v(r) de
portée finie. Si celle-ci est de 'ordre de la longueur d’onde A\ = 27/k, la
diffusion devient anisotrope (voir fig. 2.4). La, section efficace de diffusion par
une impureté calculée a 'approximation de Born, dépend alors de V'angle 8
entre les directions incidente et émergente (2.101) et s’écrit, pour le cas de
I’équation de Schridinger et en rétablissant A :

m2

o(k,0) = ﬁizzﬂ(k -k . (4.153)

La transformée de Fourier de la fonction de corrélation du potentiel V' dépend
aussi de k — k' :
Bk — k') =n*(k — k') . (4.154)

Nous avons établi au chapitre 3 une relation entre le temps de collision élas-
tique et la moyenne angulaire de B{k — k') :

= ompo(Blk — K) (4.155)

€

ainsi que % = n,0, de telle sorte que la fonction de Green moyenne ne dépend
que de la moyenne angulaire du potentiel de diffusion & une impureté.

Qu’advient-il de la probabilité lorsque la diffusion sur les impuretés de-
vient anisotrope ? Le calcul du facteur de structure I',, nécessite de prendre
en compte le fait que dans la séquence des collisions successives, chaque col-
lision doit étre caractérisée par les directions incidente et émergente. Comme
le montre qualitativement la figure 4.23, on s’attend 4 une modification du
processus de diffusion. On va montrer ici qu'’il apparait un second temps carac-
téristique, appelé temps de transport et noté 7*, qui décrit le comportement
de I', et de Py en diffusion multiple. Par opposition & 7. qui est le temps sé-
parant deuz collisions élastiques, le temps T* est celui pour lequel la mémoire
de la direction incidente est perdue.
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L,
@

Te
b)

F1G. 4.23 — Représentation schématique d’un processus de diffusion multiple sur des
impuretés, lorsque les collisions sont soit isotropes (a), soit anisotropes (b). Pour des
collisions isotropes, les temps 1. et T sont égauz. Pour des collisions anisotropes, il
faut plusieurs collisions pour perdre la mémoire de la direction incidente : le temps T*
est plus grand que T.. Pour des suspensions colloidales, leur rapport peut-étre de
Pordre de 102,

Afin de décrire les collisions anisotropes, deux présentations sont possibles
qui reprennent I’équivalence mentionnée précedemment entre potentiel de por-
tée finie et collisions anisotropes. Elles correspondent respectivement a la des-
cription de I', dans I'espace réel et dans I’espace réciproque. Dans le cas ou
la portée B(r — r’) du potentiel est une fonction 4, le facteur de structure ne
dépend que du point initial et du point final de la séquence (fig. 4.24.a). Par
contre, dés lors que B(r — r’) a une portée finie et comparable & la longueur
d’onde, le facteur de structure dépend de quatre arguments I'(rq, ri;r2, %)
(fig. 4.24.b) et satisfait une équation intégrale de la forme (fig. 4.24.¢)

Lo (ry,mi;me,7h) = d(ra — 71)d(rh — 7)) B(ry — 7))
+ /drdr'Fw(rl, r’l;r,r’)@f’(r’,ré)@?_u(rg,r)B(r2 —7y) . (4.156)
Lorsque B(r—7') = B§(r—r'), on retrouve bien I’équation (4.24). L’invariance

par translation implique que I',, ne dépend que de trois arguments I, (7] —
r1,ThH — T2, T — 7T2).

Une description équivalente de I', dans 'espace réciproque s’obtient en
prenant la transformée de Fourier de 1'équation (4.156). Cette description est
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ra)(rwrz) E(,(r,,r};rz,rz')
(a) (b)

'
v, r, r; v, r v,

= X + h(r,,rl' ;r,r') X

ry r, r

r,

(c)

F1G. 4.24 - a) Lorsque la diffusion est isotrope, le facteur de structure ne dépend que
de deuzr arguments r1 et r2. b) Lorsque la fonction de corrélation du potentiel a une
portée finie, le facteur de structure dépend de quatre arguments. c¢) Représentation
de équation intégrale pour le facteur de structure Ty, (r1,71;72,75).

intéressante pour deux raisons. Tout d’abord l'utilisation de (4.154) permet
de faire apparaitre la fonction v2(k — k') qui contient I'information sur 1’ani-
sotropie des collisions. De plus, la transformée de Fourier I',, (8, 8’,q) prend en
compte de maniére explicite la dépendance en fonction des vecteurs d’onde in-
cident 3 = k/k et émergent 8’ = k’/k. Le vecteur d’onde g associé a (11 —2)
décrit, comme dans le cas isotrope, la propagation a longue portée. La rela-
tion (4.81) se généralise alors sous la forme

A

T.(5,8,9)=B(3-38)+ =Y T.(8,3",9G, (K)G._ (k" —q)B(E" - &)

(4.157)
représentée diagrammatiquement sur la figure 4.25. Le facteur de structure
I',(q) est la moyenne angulaire de T',,(3,3',q) :

Tu(q) = (Tu(3,5,q))s5 (4.158)

Pour des collisions isotropes, B(é—é’) est constant et le facteur de structure ne
dépend que de q. La difficulté nouvelle dans (4.157) est que T',, ne se factorise
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F1G. 4.25 — Représentation de l’équation intégrale pour T,(8,8',q), avec § = Izz/k
et §' = k'/k.

plus. On perd donc la structure itérative simple (4.81) du cas isotrope et
on ne peut plus résoudre exactement cette équation. On peut rechercher sa
solution dans le régime diffusif, ¢’est-a-dire lorsque ¢ tend vers 0. En effet, le
mode de diffusion en 1/Dg? (voir la relation 4.88) est un mode de Goldstone
qui traduit la conservation de la probabilité. 11 doit donc subsister pour des
collisions élastiques anisotropes. Par contre, nous allons voir que la constante
de diffusion D est affectée par anisotropie des collisions.
On introduit les notations suivantes

11 = (3.8 B(8 —§"))y = (B(0) cos ) (4.159)

ot 8 est 'angle (3,3"). On vérifie que
(3'B(s —3"))y =ms . (4.160)
Dans I'équation intégrale (4.157), on développe d’abord le produit des fonc-

tions de Green, en séparant les dépendances radiale k = |k| et angulaire
8 = k/k de k. En n’effectuant que la somme sur k il vient 2°

o Z Gk — q) = 2mpore fu(3,9) (4.161)

ou la fonction f,(3,q) définie par (4.77) admet, pour ¢ — 0 et wr, — 0, le
développement

fu(3,q) = 1 +iwr, — ¢21%(1.3)? — iql (1.3 (4.162)
€

29En moyennant cette somme sur la direction 8, on retrouve le résultat (4.74) :

Po(g,w S GHMIG (k@) = Telfold s =7 (14 dwre = D)

27rpOQ
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avec @ = q/q. L’équation intégrale (4.157) devient

Mu(8,8,) = BE= )+ —(Tu(3.5" L )BE" =) - (4163)

€

Dans un premier temps, on cherche & déterminer T',, (8", q) = (T, (
solution de 1’équation intégrale

("J)

o>
K
S’
=
@

M) =%+ (L@ L&, 9BE - ¥)

e

(4.164)

L’approximation de diffusion consiste & ne garder pour T',(3’, q) que les deux
premiéres harmoniques (I = 0 et [ = 1) d’un développement en harmoniques
sphériques :

Tu(8,9) =Tu(a) +d §.5,(q) (4.165)

ou d est la dimension d’espace et ol j,(q) est la densité de courant associée
aTu(q) =([u(8,q))s

Ju(@) = (3'Tu(3,0))s (4.166)

En insérant (4.165) dans la relation (4.164) et en séparant les harmoniques
[ =0et =1, on obtient deux équations pour les inconnues I',, et 5 30 :

q2l2
Lofa) = e+ Lol@) (14 10m - T2 ) ~ilad,

. Y . .qle
i@ = 2 i@ - %) (1.167)

dont la solution est :

) G — (4.168)

. q?i2/d
—WTe + T3 /7%

Cette expression fait apparaitre une nouvelle échelle de temps 7* définie par

1
= = 2mpo(ve — 1) (4.169)

3071 suffit d’une part de moyenner ’expression (4.164) sur &', d’autre part de la multiplier
par &' puis de la moyenner sur &'. On rappelle que
N . AB . A
{(3.4) (3.B)); = —— (3(5.4)) = —
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c’est-a-dire

Lo 27rp0<B(0)(1 - c030)> (4.170)

*

et appelée temps de transport. On en déduit la forme caractéristique d’une loi
de diffusion

Ve 1
T,(q) = & ——— .
(9) i D (4.171)
ol . o
D" = —v*r* = ”d (4.172)

est le coefficient de diffusion et ot on définit le libre parcours moyen de trans-
port par
r=vr* . (4.173)

De méme que le libre parcours moyen élastique est relié 4 la section efficace o
des diffuseurs (relation 3.86), le libre parcours moyen de transport est relié a
la section efficace de transport o* définie par la relation

1

A partir de (4.167), on obtient la loi de Fick, reliant T,,(q) et son courant

associé : -
Ju(@) = ~ig—Tu(a) (4.175)

Afin d’obtenir le comportement de Py(q,w) dans le régime diffusif, on
généralise la relation (4.83) qui, du fait des dépendances angulaires, s’écrit

27
Pd(qaw) = ng

> Bk, q.w)Po(K,q,w) Tu(5,8,q) . (4.176)
k,k’

En effectuant I'intégration sur les amplitudes k et k' qui se factorisent, on
obtient -

Py(q,w) = 2mpo7}(Tus(5,8'0))s,5 = wa(q) : (4.177)
La relation de proportionnalité (4.84) entre FPy(q,w) et I',;(q) reste donc in-
changée et on obtient finalement & partir de (4.171)

1

Polqw)=———Fs g (4.178)
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k+% W k'+%

Fi(qg0) = < LoGsa)

q _____ ] ' 1

F1c. 4.26 — Représentation diagrammatique de la probabilité Py(q,w) pour la dif-
~ ~F

fusion anisotrope, avec 3 = k/k et 8 =k /k. Elle généralise la représentation 4.14

pour la diffusion isotrope.

Pour un potentiel de portée finie ou, de fagon équivalente, pour des diffuseurs
anisotropes, le diffuson P; est caractérisé par un coefficient de diffusion qui
dépend du temps de transport 7*. Par contre, il est & noter que la contribution
de Drude-Boltzmann Py(g,w), qui décrit la probabilité qu'une particule ne
subisse pas de collision, ne dépend que du seul temps de collision élastique 7.

La terminologie temps de transport pour 7* ne doit pas préter a confusion.
Ce temps intervient naturellement dans les propriétés de transport comme la
conductivité électrique (sections 7.2.2 et 7.2.3). Mais nous venons de voir qu’il
intervient aussi dans la probabilité de diffusion quantique, c’est-a-dire dans
la propagation d'un paquet d’onde. De fait, le temps 7* intervient également
dans les propriétés thermodynamiques ct spectrales.

Exercice 4.8 : Calculer les libres parcours moyens [, et I*, pour le modeéle d’Edwards
avec des impuretés décrites par un potentiel sphérique d’amplitude Uy et de portée
a. Utiliser pour cela l’expression pour o(6) de la section C2.1.4 :

I o Jo o(6) sin6df

o2 . 4.179
le o [Jo(6)(1 — cosB)sinfdd ( )
Montrer les expressions asymptotiques :
P + 2 (ka)? i ka1
— — —(Ka 81 a
le 15
— (ka)?/In[4e7 " 1ka] si ka>1 (4.180)

ol ¥ = 0,577 -- est la constante d’Euler.
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Complément C4.4 Corrélation des fonctions
de Green diagonales

La probabilité de diffusion quantique P(r,r’,w) est donnée par le pro-

duit de deux fonctions de Green non diagonales GE(r,»")GA (v, 7). Cette
quantité joue un roéle prépondérant dans un grand nombre de phénomeénes
physiques, mais ce n’est toutefois pas la seule grandeur importante. On peut
aussi, du moins formellement & ce stade, construire d’autres fonctions de cor-
rélation des fonctions de Green qui ne sont pas a priori reliées a P. La fonction
de corrélation des champs (4.57) en est un premier exemple. Une autre fonc-
tion de corrélation importante définie par

K(r,r',w) = GE(r,n)GA (r', 7)) = Gr(r,1)Go (v, ') (4181)

fait intervenir le produit de deux fonctions de Green diagonales prises en
des points r et v’ différents. On se servira de cette fonction lors de Iétude
des corrélations de densité d’états au chapitre 10. Comme la probabilité de
retour & lorigine P(r,r,w), ce corrélateur décrit le produit de deux trajec-
toires fermées, mais dont les points de départ sont distincts. La figure 4.27
montre la structure de ces deux quantités. Le corrélateur K (7, 7', w) contient
deux contributions représentées sur les figures 4.27.¢ et 4.27.d et notées KV
et K2,
La premiére contribution contient un diffuson et s’écrit :

KD (v ) = / G )G e )T (1, )T ()
X Fw(’l'l,’r'g)d’r‘ld'l‘g . (4.182)

Dans 'approximation de diffusion (section 4.5), elle devient :

2
Kél)(r,r',w) =T,(r,r) [/@f(r,rl)af(rl,r')drl

1
= FW(T‘,T)"Y—QQ2(R) ’ (4183)
puisque I'intégrale est la fonction f1'1(r —7') /. définie en (3.102), égale a la

fonction & courte portée g(r — r’) donnée par la relation (3.96). Finalement,
en utilisant (4.37), on a :

Kl(il)(r, ', w) = 2mpog*(r — ') Py(r,r,w) (4.184)

On obtient ainsi ce résultat important qui s’avérera trés utile, qu’une fonction
de corrélation diagonale, a priori indépendante de la probabilité Py, peut en
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{a)

(b)

(c)

(d)

(2}

Kd(r,r’,a)) Kc(r,r',a))

2)

F1G. 4.27 — Représentations schématiques de différentes trajectoires correspondant
auz fonctions de corrélations P(r,r,w), P(r,v",w), K& (r v w) et K@ (r,r' w).
A gauche contribution des diffusons, et a droite contribution des cooperons.
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fait lui étre relie. De méme, la figure 4.27.c montre qu’il existe une seconde
contribution due au cooperon, donnée par

KW (1, w) = 21po Xe(r, 7, 0) (4.185)

ot X.(r,7',w) = g*(r — 7'} P.(r, 7, w) est une fonction & courte portée (4.49).
Les deux contributions K 1(11) et K. él) sont donc & courte portée et disparaissent
des que |r — /| > L.

La figure 4.27.d fait apparaitre une seconde contribution K®(r v, w) qui
reste importante méme lorsque |r— 7’| devient plus grand que [,.. Elle contient
le produit de deux facteurs de structure I',, et de six fonctions de Green
qui varient exponentiellement sur la longueur l., ce qui impose donc que les
points 7, 71, 74, d’une part, et les points ', ro, 3, d’autre part, soient au plus
distants de l.. Cette remarque faite, I’écriture de la fonction de corrélation
est longue mais évidente. Elle contient deux termes. Le premier décrit des
trajectoires de diffusion parcourues dans le méme sens (fig. 4.27.d)

Kf)(r,r',w) = /d’l"ldrzd’l'gd’l"4rw(1"1,T'Q)Fw(’l'g,7‘4)

X —éf(r, Tl)éf(’l‘g, rg)—éf(m, T)
X G (1, 72) G (71, 74) Gy (3, 7). (4.186)

Le second terme décrit des trajectoires de diffusion parcourues dans des sens
opposés (figs. 4.27.d)

Kéz)(’r,'r”w) = /drldngrng4F;(T1,TQ)F;(’I‘g,’I‘A‘)
x 6R(T rl)aR(Tz,”':a)aR(m, )
X Ge W1 13)G w(T‘4,7'1)GA J(ra, ) . (4.187)

Dans 'approximation de diffusion, c’est-a-dire pour des distances supérieures

(2)

a l¢, l'intégrale donnant K;~’ se découple pour donner :

K& (r, v w) = L,(r', r)

/G r,71)G (rl,r4)GR(r4,r)dr1dr4

/G6 (1 r2)G (rz,rg)af_w(rg,,r’)drgdrg . (4.188)
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(a) (b)

Fi1G. 4.28 — Représentation diagrammatique (b) de la fonction de corrélation
K(z)('r,r',w), obtenue en itérant a linfini une suite de séquences de collisions dont
un ezemple est représenté en (a).

En introduisant la fonction f2! définie par la relation (3.105), elle se met sous
la forme3!
K@ (v w) = %| UL, )Ty r) . (4.189)
€
La quantité f2(0), donnée dans la table 3.8 et par la relation (3.107), est
égale & —i7,.

Ainsi, & Papproximation de diffusion, la fonction de corrélation Kff) ap-
parait comme le produit de quatre quantités distinctes, représentées sur la
figure 4.28 : deux facteurs de structure I'y (7, r’') qui décrivent la diffusion
entre T et v, et deux « boites » qui décrivent comment les points libres sont
reliés aux impuretés. Dans le régime diffusif, le facteur de structure I',, est
proportionnel & la probabilité Py (relation 4.37), de sorte que :

K((f)(r,r’,w) = Py(r, 7", w)Py(r', 7, w) (4.190)

Le calcul de la contribution (4.187) associée au produit de deux cooperons est
calqué sur le précédent et donne, toujours dans 'approximation de diffusion :

K£2)(T,T’,w)=%If*l(O)IQF;(r,r’)F;(r’,r) L (a91)

Le facteur de structure I, est celui intervenant dans le calcul du cooperon.

Comme I'y, il est solution de I’équation de diffusion (4.34). On peut récrire

la fonction de corrélation K¥ a laide de P.(r,r',w) définie en (4.48)

K3 (v w) = P.(r,r'w)P.(r, 7, w) (4.192)

31Dans la limite wre < 1 on néglige la dépendance en w des fonctions de Green.
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Finalement, en regroupant les contributions (4.184) et (4.190), on obtient pour
la fonction de corrélation Ky, la somme d’un terme & courte portée et d’un
terme & longue portée :

Ka(r,r',w) = 21pog*(R)Py(r,7,w) + Py(r,v'w)Py(r,r,w) (4.193)

a laquelle il faut rajouter la contribution des cooperons

K (r,7,w) = 2mpeg*(R) Po(r,7,w) + P.(r,7’w) P.(r', 7, w) (4.194)

Cette fonction de corrélation intervient dans la description des corrélations
spectrales dans un métal (chap. 10) et dans I'étude de l'effet des interactions
électroniques sur diverses propriétés physiques (chap. 13).
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Complément C4.5 Autres fonctions
de corrélation

C4.5.1 Corrélations de fonctions de Green retardées

Ce complément contient un certain nombre de résultats techniques utiles
dans cet ouvrage. A ce stade, ce complément peut étre considéré par le lec-
teur comme un ensemble d’exercices destinés 4 parfaire sa compréhension du
chapitre 4.

e On montre d’abord la relation suivante, obtenue dans la limite de faible
désordre ki, > 1 :

Tr (IméRIméR) - %TrRe (G*RG*A) (4.195)

ot ImG est 'opérateur défini par (3.21). Pour cela, on considére le produit
ImGEImGE. En utilisant la relation (3.21), on voit que ce produit contient en
plus du terme GEGA déja étudié, des termes du type GEGE et GAGA. Afin
d’étudier ces autres termes, on peut effectuer un développement itératif du

produit GRGE. On fait ainsi apparaitre des puissances [GR]?", dont la trace
est une puissance de 1/(kl.) et peut donc étre négligée. Par exemple, d’aprés
Pexercice 3.15,

Tr (5 Zfﬁ) < Tr (EE 57) : (4.196)

On en déduit que Tr [(5)2”] ~ ( et que Tr (@RGR> ~ Tr ((_A}'—I3 E)
De méme, Tr [(@)2"] ~ (. Par conséquent, dans la trace du produit

ImGEImGE, les termes du type GRGE et GAGA sont négligeables, d’ou la
relation (4.195). Dans la limite kl. > 1, on a aussti la relation

—_— 1 — ¢
mGFImGT = ZRe [GRGA ] (4.197)

puisque dans cette limite GRGE ~ GE GR et GAGA ~ GA GA. Le symbole
¢ dénote la partie connectée de ces valeurs moyennes.
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Exercice 4.9 : En utilisant la représentation spatiale et en se limitant au cas ou
w = 0, vérifier que

— = T 1 —~= =
Tr[ImGE ImGR] = QTr[GR G4 (4.198)
qui constitue un cas particulier de la relation (4.195).

Le terme de gauche est égal &

0 «in2 3,2
9 9 sin“ kR —R/l 2 27 phle 1

B PO/ e ¢4rR“dR = _ (4.199)

o k2R2 k2 1+ 4k+p
alors que le terme de droite est égal a
2 2 [e%s) 1 2 3 2l
”_&/ e WleqrR2qp = TR0 (4.200)

2 Jo Kk?R? k2

Ces deux termes sont identiques dans la limite klc > 1. Cela revient & remplacer

dans l’intégrale le terme sin? kR par sa moyenne 1/2.

e Considérons maintenant les deux fonctions de corrélation de la densité
d’états non locale (3.26) :

PP, P pe—u(r’',m) et plr, v )pe_u(r',T) (4.201)

ainsi que celle de la densité d’états locale (3.25) & des points différents :

pe(P)pe—u() et pe(r)pe—u(r) . (4.202)

La relation (3.28) permet de relier la densité d’états non locale p.(r,r’) a la
partie imaginaire de la fonction de Green. A partir de (4.197), et en utilisant
la définition (4.9) de la probabilité P(r,r’,w), on obtient

pelr ) pe—o (1) = LRe[P(r, 7', w) — Po(r, 7 w)] . (4.203)
i

Rappelons que cette partie connectée de la probabilité contient deux termes,
le diffuson Py{r,r’',w) et le cooperon X (r,r’,w) qui est une fonction a courte
portée donnée par (4.46) ou la fonction g(R) décroit exponentiellement avec
la distance. On obtient ainsi :

pe(r, P )pe_u(r',r) = I;—ORe [Pd(r, r W)+ g2(R)XC('r,r,w)] (4.204)

avec R = r — . A Taide de (3.98), on en déduit l'expression de
pe(r, T )peis(7', 7).
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¢ En prenant ' = r dans la relation (4.204), on relie ainsi les fluctuations de la
densité d’états locale a la partie réelle de la probabilité quantique (connectée).

Pe(T)pe—w(T) — p% = %RC [Pa(r, r,w) + Xc(r, 7, w)] (4.205)

S’il y a invariance par renversement du sens du temps, les deux termes entre
crochet sont égaux.

e A partir de la relation (4.197) et de la définition (4.181) de la fonction de

corrélation K (r,7’,w), la fonction de correlation p,(r)pe—. (! )c de la densité

d’états locale s’écrit

C _ 1
T o2

En utilisant les relations (4.193) et (4.194), on obtient alors pour la contribu-

tion des diffusons & cette fonction de corrélation :

Pe(T)pe—u(T’) K(r,r'\w) . (4.206)

. 1
T ) = Re | P (R)Palr ) + i Palr ' ) Pl )|

(4.207)
qui comprend donc une contribution a courte portée et une contribution a
longue portée. Il convient aussi de rajouter la contribution des cooperons

1
Re [%"g%R)PC(r, W)+ ﬁPc(r,r',w)Pc(r',r,W)] (4.208)

o P, est définie par la relation (4.48).

Exercice 4.10 : Montrer la relation :

pe(ri TPy, m2)° = EoRe[Pu(ry, v, w)g(r1 — r2)g(rf — %)
+Pe(r1, 7 W)glm —rhg(rh —r2)]  (4.200)

ol on n’a pris en compte que les contributions & un diffuson et un cooperon. Retrouver
ainsi (4.204) et (4.207, 4.208).

C4.5.2 Une identité de Ward

Cette identité relie le produit de deux fonctions de Green retardées (ou
avancées) & la dérivée par rapport a I’énergie d’une seule fonction de Green :
0

Y. Gk k)GE(ky, k) = ——-GF(k,K) . (4.210)
k1
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Pour montrer cette relation, on utilise par exemple la représentation en im-
pulsion (3.31) des fonctions de Green :

(Z)n k m k m k/
2 Gk )Gk, K ZZ¢6—€7L+110)(6(—€17)”¢+§O)) - (421

ki nm k;

Puisque ), ¢n(k1)¢;, (k1) = Onm, on déduit immédiatement la rela-
tion (4.210), qui 1mphque aussi que

Tr (G?G?) - —gTrG’f (4.212)
€

C4.5.3 Corrélations de fonctions d’ondes

A Daide des résultats de la section C4.5.1, on peut obtenir simplement
certains résultats pour les fonctions de corrélation de fonctions d’ondes [82].
Considérons d’abord la fonction de corrélation de fonctions propres |¢(r)|?
et |¢i(r")|? d’énergies € et € — w. Par définition,

{lor(r) Pl )P ew = QZM% )128(e — ex)ln(r)[0(€ —w — &)

(4.213)
En utilisant (3.25), on fait apparaitre la fonction de corrélation de la densité
d’états locale p.(r)p._.,(r") donnée par (4.207). Par conséquent,

(| ()PP (r)?) e = 1+ Re [¢*(R)a(r, 7, w) + 3IG(r, 7', w)]

(4.214)
ot on a défini Iy = Py/(wpo). Il faut ajouter la contribution due aux coope-
rons, obtenue & partir de (4.208).

De méme, on peut obtenir la fonction de corrélation

(Bx(r)r(r )7 (P )i (7)) e
sz or(r )i (r)o(e — ex)d(e —w —€) . (4.215)

Okl

En faisant apparaitre la fonction de corrélation de la densité d’états non locale
Pe(r, 7)) pe—,(r', 1) et en utilisant la relation (4.204), on obtient

Q@ (r) ok (r)e7 (r)Ai(P))ew = 9°(R) + Re[la(r, 7', w)

(4.216)
+ G (R)Ie(r, 7, w)]

ouIl. = P./(7po).
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A travers les fonctions Py .(r,r’,w), ces expressions expriment la rela-
tion qui existe entre corrélations spectrales et corrélations spatiales. Ainsi,
les fonctions d’onde correspondant & des énergies séparées de w sont corré-
lées spatialement sur une distance R telle que R? ~ D/w. Réciproquement,
dans un échantillon de taille L donnée, les fonctions d’onde sont corrélées sur
Iéchelle d’énergie w o~ D/L2.

Ces expressions sont valables pour des énergies w >> A. Les méthodes
développées ici ne permettent pas de décrire le cas w ~ A. On utilise pour
cela le modéle o non-linéaire supersymétrique [82] (voir aussi la section 10.1.2).



Chapitre 5

Propriétés de I’équation
de diffusion

5.1 Introduction

Dans le chapitre 4, on a établi des expressions générales pour la probabilité
de diffusion quantique Py(r,7’,w) et pour le facteur de structurc T'y(r,7’).
Ces quantités, solutions des équations intégrales (4.24) et (4.25), permettent
de décrire tous les phénoménes physiques étudiés dans cet ouvrage. Il est donc
nécessaire de détailler ces solutions pour les géométries habituellement ren-
contrées. De plus, nous avons montré que pour un milieu infini et dans le
régime des variations lentes, P; et T',, sont solutions d’une équation de diffu-
sion. On étudie ici les solutions de cette équation pour certaines géométries.
La validité de 1'équation de diffusion sera discutée pour les cas d’'un milieu
infini et d'un milieu semi-infini dans les compléments C5.1 et C5.3.

On s’intéresse particuliérement & la transformée de Laplace Py(r,7) de
la probabilité P(r,r’,t). Elle mesure la somme des contributions & la proba-
bilité des trajectoires de diffusion reliant les points r et 7’ pour des temps
inférieurs & 1/+. Dans le cas de la diffusion multiple des ondes électromagné-
tiques, Py(r,r’) représente l'intensité en un point r’ émise par une source
située en . Dans les systémes électroniques, c’est la probabilité de retour a
Porigine P, (r,r) qui joue un role essentiel et qui permet de définir un temps
caractéristique, le temps de récurrence. Celui-ci décrit le temps intégré passé
autour d’un point donné quelconque du milieu. Il dépend de la dimensionnalité
d’espace et de la géométrie du systéme.

Pour un systéme de taille finie, typiquement un cube d’aréte L, il apparait
une nouvelle échelle de temps caractéristique 7p définie par L? = Drp. Elle
sépare les régimes de temps court ot le role des conditions aux limites peut étre
négligé, des régimes de temps long ou la sensibilité & ces conditions devient
essentielle. Dans le cas particulier des électrons, on associe & 7p 'énergie
E. = h/7p appelée énergie de Thouless.
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Nous serons amenés & considérer différents types de conditions aux limites
qui décriront essentiellement les cas d'un systéme isolé ou couplé & un environ-
nement extérieur. La dimensionnalité d’espace effective peut aussi dépendre
de la nature de la source. Par exemple, dans le cas de la diffusion des ondes
électromagnétiques, suivant la géométrie du faisceau incident, on peut avoir
affaire & un probléme de diffusion effectivement unidimensionnel comme dans
le cas d’un faisceau large (c’est-a-dire assimilable & une onde plane) ou & un
probléme tridimensionnel pour un faisceau collimaté, c¢’est-a-dire de section
petite par rapport i linterface du milieu. Le cas de 'onde plane est parti-
culiérement utile et nous serons donc amenés a étudier en détail la diffusion
unidimensionnelle.

Le lecteur pourrait penser qu’un chapitre complet dédié a I'étude des so-
lutions de I’équation de diffusion est superflu étant donnée la trés vaste lit-
térature existant sur ce sujet tant en physique qu’en mathématique [83,84].
Notre but n’est pas d’étre exhaustifs mais plutot de présenter d’une maniére
directement utilisable un certain nombre de résultats clé qui seront utiles ul-
térieurement, en les complétant par des références bibliographiques.

5.2 Quantités caractéristiques

Plagons nous d’emblée dans la situation oit la probabilité de diffusion quan-
tique P(r,r’,t) est solution d’une équation de diffusion. Ceci constitue une
approximation des équations intégrales (4.24) et (4.25) valide dans la limite
des variations spatiale et temporelle lentes (section 4.5). Une étude détaillée
de la validité de cette approximation est présentée dans les compléments C5.1
et Ch.3.

La probabilité de diffusion quantique P(r,r’,t) contient deux contribu-
tions, le diffuson et le cooperon . A I'approximation de diffusion, chacune de
ces contributions est la solution de Green de ’équation différentielle, trans-
formée de Fourier temporelle de (4.34)

[gz - DA] P(r, v’ t) = d(r — r)é(t) (5.1)

Dans la suite de ce chapitre, P(r,r',t) désigne la solution de I’équation (5.1).
Nous avons montré dans la section 4.5 que dans le cadre de ’approximation de
diffusion, le facteur de structure est simplement proportionnel a la probabilité
de diffusion quantique par la relation (4.37). On va donc s’intéresser au com-
portement de P(r,r’,t) sachant que celui du facteur de structure s’en déduit
automatiquement. I’équation (5.1) est aussi appelée équation de la chaleur et
a été établie par Fourier pour décrire la nature diffusive de sa propagation.

1Pour le cooperon, il faut cependant considérer la limite r = +’/. Voir la section 4.6.
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5.2.1 Noyau de la chaleur - Probabilité de retour
a Porigine
Dans un volume 2 quelconque, la solution générale de 'équation (5.1) est

de la forme :
P(r,7,1) Zw e~ Ent (5.2)

ou encore

/l/}n ¢n
P(r, v, w) Z —7w+En (5.3)

ou E, et i, sont les valeurs propres (ou fréquences propres) ? et les fonctions
propres normalisées (ou modes) de 'équation :

— DAY, (r) = E o (r) . (5.4)

Une quantité importante qui caractérise les propriétés de la diffusion est la
probabilité de retour a 'origine intégrée sur le point de départ. Cette fonction,
notée Z(t) et appelée noyau de la chaleur est définie pour tout ¢ > 0 par

Z(t) = /S)P(r,r,t)dr = Ze_E"t (5.5)

et ne dépend donc que du spectre des valeurs propres . Le noyau de la chaleur
peut aussi s’écrire comme la trace d’un opérateur

Z(t) = TrePtA (5.6)

o A est Popérateur laplacien. Le calcul de Z(t) pour la diffusion dans 1’espace
libre est simple et sera présenté dans la section 5.3. Pour la diffusion dans
un domaine fini, il n’y a pas toujours d’expression analytique simple pour
Z(t). Il est cependant possible d’obtenir des développements asymptotiques
(complément C5.4). Dans la suite, on appellera le plus souvent cette quantité,
la probabilité intégrée de retour & Uorigine. La forme (5.4) de l'équation aux
valeurs propres est celle de I’équation de Schrédinger d’une particule libre de
masse m = h/(2D). Par conséquent, Z(t) peut aussi s’interpréter comme la
fonction de partition associée & cette équation de Schrodinger, ou le temps
jouerait le role de l'inverse de la température. Cette remarque nous permettra
d’utiliser certaines solutions connues de ’équation de Schrédinger afin de les
transposer au cas de la diffusion.

2Les valeurs propres F,, sont homogénes 4 I'inverse d’un temps. Malgré tout on parlera
souvent d’énergie pour désigner ces valeurs propres de I'équation de diffusion.

3Ceci n’est pas toujours exact stricto sensu et nous en verrons un contre-exemple dans
le complément C6.1.
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Exercice 5.1 : Loi de semi-groupe pour 1’équation de diffusion

Montrer que la solution de I’équation de diffusion (5.1) satisfait la relation dite de
semi-groupe :

/ dr'P(r, T‘,, tl)P('r', r", t2) = P(T‘, r”, i1 + tg) (57)
pour des temps t1 et tg définis positifs.

On considére pour cela la solution générale (5.2). On vérifie en utilisant la normali-
sation des fonctions propres, [ dr'yk (r')¢n(r) = 8, v, que 'on a

[ar Pt )P ta) = [[dr' 3 g W 1 (e Bt e et

= 3 Gn(r)l (e Enltatta) (58)

ce qui conduit au résultat.

5.2.2 Temps de récurrence

Il existe de nombreuses maniéres de caractériser un processus de diffusion.
L’une d’elles consiste & calculer le temps passé par une particule diffusive au
voisinage d'un point donné. Ce temps dépend de la dimensionnalité d’espace,
de la géomeétrie et des conditions aux limites imposées.

Considérons une particule diffusive située au point r & un instant ini-
tial £ = 0. Son évolution aux temps ultérieurs est donnée par la probabilité
P(r,r',t). En particulier la probabilité que, au bout d’un temps ¢, la particule
se trouve dans un volume v donné 4, est égale a

/P(r,r',t)dr' . (5.9)

Durant un laps de temps T donné, le temps 7(r,v,T) passé par la particule
diffusive dans le volume v est donné par l'intégrale

T
7(r,v,T) :/ /P(r,r’,t)dr'dt (5.10)
0 v

qui dépend & la fois de I’élément de volume v choisi, du point de départ r et
de T'. Dans la limite T — oo, le temps 7(r,v,T) peut avoir une limite finie
ou au contraire dépendre asymptotiquement de T'.

Au lieu de considérer un intervalle de temps fini T, imaginons plutét une
particule diffusive ayant un temps de vie fini 7,,. Ce temps de vie n’est, pour
Vinstant, qu’un intermédiaire de calcul auquel on donnera ultéricurement une

4Le point  n'est pas nécessairement dans le volume v.
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signification physique. Il n’a rien a voir avec le temps élastique 7. introduit
dans le chapitre 3. Le temps passé dans le volume v peut alors se récrire

7(r,v,7y) :/ /P(r,r',t)e”t/”dr'dt (5.11)
0 v

et en introduisant la transformée de Laplace

P,(r,7") :/ P(r, v’ t)e "dt (6.12)
0

on a
7(r,v,7) :/Pw(r,r’)dr' (5.13)

ol v = 1/7, est un nombre réel. La transformée de Laplace P,(r, ') obéit a
Péquation de diffusion (4.38) mais ou maintenant w = ¢,

(y = DA) Py(r,7") = 6(r — 7') (5.14)

Si 7(r,v,~) diverge lorsque v — 0, on dit que le processus de diffusion est
récurrent. Parmi tous les choix possibles pour le temps 7(7, v, ¥), on peut sin-
gulariser celui correspondant au temps passé au voisinage du point de départ
r. Ce voisinage est défini & partir de 1'élément de volume v = Ayld ou le
libre parcours moyen élastique [, est 1’échelle de longueur élémentaire asso-
ciée a la diffusion et ou A4 est le volume de la sphére unité (relation 15.2). Le
temps ainsi défini est appelé temps de récurrence et il est directement relié a
la probabilité de retour & lorigine :

Tr(r,7) = Adll Py(r,7) (5.15)

Le temps de récurrence est donc le temps total passé par la particule autour de
son point de départ. Il ne prend en compte que la contribution des trajectoires
diffusives dont la longueur développée est inférieure a [.7,/7.. Le temps de
récurrence peut éventuellement diverger lorsque 'on prend en compte toutes
les trajectoires, c’est-a-dire lorsque 7., — 0o °. Nous en verrons un exemple
dans la section suivante & propos de la diffusion libre en dimension d < 2.
Pour conclure cette section, insistons a nouveau sur le fait que le temps
de vie 7, a été introduit ici de fagon formelle comme intermédiaire de calcul.

5Pour une diffusion uniforme dans un volume , P(r,7’,t) est constante et égale &
= 1/9. Le temps de récurrence est alors donné par 7 (A4l%/Q).
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Nous verrons cependant, en particulier dans le chapitre 6, que ce temps de
vie peut avoir de nombreuses origines physiques liées & l'apparition d’un dé-
phasage entre les deux trajectoires qui forment le cooperon ou le diffuson.

On va maintenant caractériser la nature de la diffusion, c’est-a-dire ses
propriétés de récurrence pour des dimensionnalités et des géométries diffé-
rentes.

5.3 Diffusion libre

La solution de I’équation (5.1) dans Vespace libre de dimension d est don-
née par la loi gaussienne. Pour 'obtenir, on peut partir de la transformée de
Fourier P(q,t) qui obéit 4 I’équation

19}
(5 + Da)P(g,1) = 8(¢) (5.16)
dont la solution est
P(q,t) = 0(t)e D4t (5.17)

On en déduit que sa transformée de Fourier

d . /
P(r, v t) = / (2:)dp(q,t)e“1~<r—" ) (5.18)
s’écrit, pour t > 0 :
P / _ 1 —|r—r'|2/4Dt
(’I",T' ,t) = We (519)

Parmi tous les moments associés a cette fonction de distribution, on uti-
lise souvent celui donnant la distance typique atteinte par diffusion aprés un
temps ¢

(R*(t)) = 24Dt . (5.20)
On obtient aussi la moyenne du facteur de phase e F() .
<eiq‘R(t)> — ¢~ Dt (5.21)

qui est la fonction caractéristique associée a la probabilité P(r,’,t). Enfin, la
probabilité de retour & l'origine aprés un temps ¢ s’obtient & partir de (5.19)
en prenant r = 7, soit

1

Plr,r,t) = @rDniE

(5.22)
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de sorte que la probabilité intégrée Z(t) définie par (5.5) s’écrit, pour un
volume 2 :

Q
Z(t) = ——r 5.23
De méme, on peut calculer la transformée de Fourier temporelle,
1 , /
Plr,rw) = ——— e (U-dlr—rlyw/2D (5.24)

~ 4nD|r — 7|

et en utilisant la relation (15.70), on obtient

2w) = (4=7r1g)2)az/‘2F (1 - g) (i) (5-25)

Exercice 5.2 : Transformée de Laplace en dimension d pour la diffusion
libre, et temps passé dans une sphére autour de 1’origine

e La probabilité intégrée sur le temps d’aller d’un point origine & un point = est donnée
par la transformée de Laplace P (0, r) (relation 5.12) et dépend de la dimension d
comme :

1 1 L
—r/L (2) — (1) _ —r/L
et PR = o Kotr/Ly) , PO, = STe

4w Dr
o (5.26)
olt Ly = /D7y est la longueur de diffusion associée. A trois dimensions cette proba-
bilité converge dans la limite v — O et on retrouve le résultat bien connu
1
4w Dir|

P30, r) =

PO, r,w=0)= (5.27)

e A partir de P,(0, 7), on obtient par I'intégrale (5.13), le temps 7, (y) passé dans un
volume v = AgR? autour de P'origine. Dans la limite R < L., il s’écrit
R2

) = —

L, (1) _ LyR
5D o (Y) =

R2
s 7'1(12)(7) = E Inb 1 s Ty D (5'28)
€

ou b~ 1,747. On voit que, & d = 3, la particule passe un temps fini dans un volume
fini autour de l'origine. Par contre, & d = 1, ce temps est infini dans la limite d’un
temps de vie infini et il diverge comme ,/7. Le cas d = 2 est marginal avec une

divergence logarithmique en fonction de 7.

On voit que la dimensionnalité d’espace joue un réle essentiel quant a la
nature de la diffusion. Voyons comment le temps de récurrence 7g(7y), donné
par la relation (5.15), en dépend . On peut ’évaluer & partir de Pintégrale 7

&S] e~ Tt
~ Ayld —_dt . 5.29
TR de/re (47rDt)d/2 ( )

SPour un milieu infini, le temps de récurrence ne dépend pas du point de départ.
71l se déduit aussi des relations (5.28) de l’exercice précédent en prenant un volume de
rayon le.



170 Chap. 5 : Propriétés de I’équation de diffusion

On obtient alors

d=3 Fx1
Te

d=2 T—Rocln% (5.30)
Te e

d=1 T—RO(&
Te e

ou les coefficients de proportionnalité s’obtiennent & partir de I'exercice 5.2.

En dimension d = 3, 7g est fini, c'est-a-dire qu’une particule diffusive
initialement en un point donné de ’espace s’échappe du volume élémentaire
I3 aprés une seule collision et n'y revient plus ultérieurement. La diffusion
n’est pas récurrente. En d’autres termes, 'espace des phases est suffisamment
grand pour qu’'une particule diffusive s’échappe a 'infini sans repasser par son
point de départ.

Par contre, pour d < 2, 'intégrale (5.29) diverge aux temps longs et dépend
donc de la coupure 7, qui supprime la contribution des longues trajectoires
de diffusion. Cette divergence de 7p dans la limite 7, — oo s’interpréte en
disant que la particule diffusive repasse une infinité de fois prés de son point
de départ. La diffusion est donc récurrente en dimension d < 2. On peut
réexprimer ce résultat en disant qu’'au terme d’une trajectoire diffusive de
n collisions, la particule a passé typiquement un temps 7../n (d = 1) {ou
« Inn pour d = 2) autour de son point de départ. Ces résultats constituent
le théoréme de Polya [83] sur les propriétés de récurrence de la marche au
hasard dans P'espace libre.

Ces différences de comportement en fonction de la dimensionnalité ont
des conséquences physiques essentielles. Nous en verrons plusieurs exemples
comme la correction quantique & la conductivité électrique (chap. 7), ou la
correction de densité d’états au voisinage du niveau de Fermi pour un gaz
d’électrons en interaction (section 13.4). Plus généralement, il est possible de
caractériser la nature méme du milieu dans lequel se propagent les ondes ou
les électrons & partir de la propriété de récurrence. Ainsi, si la diffusion n’est
pas récurrente on parlera de métal et d’ondes délocalisées tandis que dans le
cas récurrent on parlera d’isolant et d’ondes localisées au sens d’Anderson.

La notion de récurrence que nous venons de discuter est définie a partir de
la probabilité de retour en un point {I’origine). On pourrait généraliser cette
notion au cas de la probabilité de retour sur une ligne ou sur un plan (un
hyperplan). Par exemple 1'albédo cohérent est relié & la probabilité de retour
sur un plan (section 8.4).
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5.4 Diffusion dans une boite périodique

Considérons maintenant la solution de 'équation de diffusion dans une
boite parallélépipédique de dimension d, de cotés L; (i =1, ..., d) et de volume
Q avec des conditions aux limites périodiques (le volume € est donc un tore).
Cette limite permet de décrire la diffusion libre au moyen de fonctions propres
normalisées et d’un spectre discret.

Les fonctions propres de 'équation (5.4) sont des ondes planes normalisées

Y(r) = %eiq"", et les valeurs propres sont égales & Dg?, ol les valeurs de

q sont quantifiées : ¢; = 2mwn;/L; avec n; = 0,+1,+2 43 --- & A partir
de (5.2), il vient

1 o
P(’r,r’,t)z50(15)26_["1%6“"(’_’) . (5.31)
q

L’ensemble des valeurs propres constitue un réseau I'* rectangulaire en dimen-
sion d. Sur ce réseau, on définit les vecteurs  de coordonnées z; = 27n; —"LL_’.
i

On en déduit 'expression du noyau de la chaleur

Z(ty= Y e7l=l (5.32)

zel

I'* peut étre compris comme le réseau réciproque d’un réseau réel I' qui serait
I’ensemble des points y de coordonnées y; = Lim;. En appliquant la formule

VD
de sommation de Poisson (15.95), on obtient
2= Y elolto 2§t (5.33)
T T npyir 2 ° ' '
xel™ yer

Le développement de Z(t) en fonction des entiers m; s’interpréte comme la
probabilité de retour & l'origine aprés avoir effectué m, tours autour de la
direction caractérisée par la longueur L,. Les entiers m; sont appelés nombres
d’enroulements ou nombres d’homotopie et ils réalisent une partition des tra-
jectoires possibles de diffusion sur le tore [85]. Ce sont des nombres topolo-
giques, c’est-a-dire qu’ils ne dépendent pas de la forme géométrique exacte du
tore mais seulement de sa nature topologique, plus précisément de son nombre
de trous, ici égal & un. Par conséquent, la probabilité de retour & l'origine, le
temps de récurrence, ainsi que toutes les quantités spectrales, sont identiques
pour les systémes ayant la topologie d’un tore. On montre dans le complé-
ment C5.4 comment Z(t)} dépend de la topologie de I’espace dans lequel on
résout I’équation de diffusion.

80n peut vérifier que les entiers n; ainsi définis décrivent les valeurs propres du moment
angulaire associées 4 chacun des anneaux de longueur L;.
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5.5 Diffusion dans les systémes finis

5.5.1 Temps de diffusion et énergie de Thouless

Considérons maintenant un domaine de taille finie, par exemple un cube
d’aréte L et des particules diffusives initialement a I'intérieur de ce domaine.
A des temps suffisamment petits, les particules diffusent comme dans un mi-
lieu infini, jusqu'a ce que la probabilité d’atteindre les bords devienne non
négligeable. On peut ainsi définir un temps typique & partir duquel une parti-
cule diffusive commence & « sentir » 1’effet des bords. Au-dela de ce temps, la
probabilité de trouver une particule en un point donné devient spatialement
uniforme et donc la particule diffusive explore de maniére ergodique tout le
volume mis a sa disposition. On définit habituellement ce temps 7p en utili-
sant la relation (5.20) établie pour un milieu infini et en prenant pour taille
typique (R2(t)) = L? soit

LQ
D = D
Tp est appelé temps de diffusion ou temps ergodique, ou encore temps de
Thouless 9. L’inverse de ce temps définit une fréquence ou, pour les systémes
électroniques, une énergie caractéristique appelée énergie de Thouless ou fré-
quence de Thouless '°.

(5.34)

Eo=— = (5.35)

Cette énergie joue un role fondamental pour la description des propriétés
physiques des milieux faiblement désordonnés.
5.5.2 Conditions aux limites pour I’équation de diffusion

On veut maintenant décrire Peffet des bords dans le processus de diffu-
sion. Il faut donc préciser les conditions aux limites. Nous en rencontrerons
essentiellement deux types :

e Condition de Neumann. Le courant associé 4 la probabilité de diffu-
sion s'annule sur les bords :

TL.V«,-/P(’I‘, ’I‘I, t)lr’eaﬂ =0 (536)

ol . est un vecteur unitaire normal en chaque point du bord 9€). Cette
condition décrit un systéme isolé. Pour le cas des électrons, cela signifie

9Cette expression de 7p est celle utilisée dans la littérature. Il est a noter qu'elle ne fait
pas intervenir la dimensionnalité d’espace d qui apparait cepeéndant dans (5.20).

10Dans les chapitres oil on prend A = 1, on gardera la méme notation pour ’énergie et
la fréquence de Thouless : E. = D/Lz.
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que les électrons ne peuvent sortir de ’échantillon. Pour les ondes, cela
décrit une paroi réfléchissante.

e Condition de Dirichlet. La probabilité s’annule sur les bords :
P(T, ’I’I, t)|7./eaQ =0 . (537)

Pour un systéme électronique, cette condition correspond au couplage
du systéme a un « réservoir », de telle maniére qu’'une particule qui
quitte le milieu n'y retourne plus (systéme connecté). Pour les ondes
dans un milieu diffusant, une onde qui touche le bord sort du milieu

pour ne plus y revenir. On parle de paroi absorbante.

Remarque

Notons que les sens physiques des conditions de Neumann et Dirichlet sont ici inverses
de ce qu’elles sont pour une équation de Schrodinger ol un systéme isolé est limité
par une barriére de potentiel infinie, ce qui correspond a la condition de Dirichlet.

Remarque

I n’y a a priori aucune raison pour que les conditions aux limites imposées &
I’équation de diffusion se déduisent simplement de celles de I’équation intégrale ini-
tiale (4.25) pour la probabilité de diffusion quantique P(r,7’,t). On verra que la
résolution de cette équation a 'approximation de diffusion conduit & prendre une
condition aux limites mixte (complément C5.3) :

P(r,v,t) — 20n.V,. P(r, 7, t)|prco0 = 0 (5.38)

otli zp est une longueur reliée au libre parcours moyen.

5.5.3 Volume fini et « mode zéro »

Counsidérons un systéme fini de volume . Le spectre du laplacien (5.4) est
discret et il est décrit par la séquence de valeurs propres { E,, }. La probabilité
intégrée de retour & ’origine s’écrit :

Zt)=>) e Bt . (5.39)

Pour un systéme isolé, les conditions aux limites de Neumann (5.36) im-
pliquent que I’état fondamental de ’équation de diffusion est d’énergie nulle
c’est-a-dire Ey = 0. Lorsque le temps ¢ tend vers U'infini, la probabilité (5.39)
est contrélée par le comportement du mode de plus basse énergie. Comme
celui-ci est nul, la probabilité tend vers 1. Ce résultat exprime simplement
que, du fait des parois réfléchissantes, la particule ne peut pas sortir du vo-
lume . Dans un systéme fini, la particule repasse donc nécessairement une
infinité de fois prés de son point de départ. Ceci définit le régime ergodique.
La diffusion est donc récurrente et, si la particule a un temps de vie fini, le
temps de récurrence diverge comme 7. Le comportement de la probabilité de
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retour & l’origine lorsque ¢ — oo est contrélé uniquement par 7., soit

1
Z(t) = ﬁe”t/” (Neumann) . (5.40)

Pour un systéme ouvert, la condition de Dirichlet (5.37) impose a I’état fon-
damental d’avoir une énergie strictement supérieure a celle du fondamental de
Neumann. Le mode Fy = 0 est exclu et I'énergie du fondamental est finie et
proportionnelle & I'énergie de Thouless F,.. Ce gap controle le comportement
aux temps longs de la probabilité de retour a lorigine. Ceci traduit I’existence
d’une probabilité d’absorption finie de la particule aux bords du systéme et
la diffusion n’est donc pas récurrente. On a

Z(t) = e /707" (Dirichlet) (5.41)

et pour 7., — 00, les longues trajectoires sont dans ce cas naturellement cou-
pées aprés un temps fini de 'ordre du temps de Thouless 7p. Le temps de
récurrence 7 s’exprime de maniére analogue a (5.30), mais ou le temps de
coupure T, est maintenant remplacé par 7p, c'est-a-dire que la longueur L,
est remplacée par la taille typique du systéme L = Q~1/4,

5.5.4 Diffusion dans un domaine anisotrope

On considére I'exemple de la diffusion dans un domaine anisotrope ! ¢’est-
a-dire dont les dimensions L, > L, > L, sont trés différentes. Le compor-
tement des solutions de 1’équation de diffusion pour une particule placée ini-
tialement au centre du domaine dépend de I’échelle de temps considérée. On

() (v) ()

peut définir maintenant trois temps caractéristiques 7, > 7, > 7" et donc

trois énergies de Thouless Eéz) < Eéy) < Eéz). On distingue alors les régimes
suivants :

ot < T(DZ) : la diffusion est tridimensionnelle et la probabilité de retour a

I'origine est proche de celle du milieu infini correspondant. Par consé-
quent, en utilisant (5.23), on a Z(t) ~ Q/(4rDt)3/? oa Q = L, L, L, est
le volume du domaine.

) Tg) <t< Tl()y) : pour ces temps intermédiaires la diffusion est bidimen-

sionnelle et donc Z(t) ~ L, L, /4w Dt.

° Tl()y) <t < T(Dz)

L. /(4w Dt)'/2,
o {> Tg) : la probabilité est uniforme, on est dans le régime ergodique
défini dans la section 5.5.1. On parle alors de régime zéro-dimensionnel.

: la diffusion devient unidimensionnelle, soit Z(t) =~

11 0On suppose le mouvement diffusif dans les trois directions, ¢’est-a-dire L; > [, avec un
coefficient de diffusion isotrope qui refléte ’isotropie du probléme au niveau microscopique.
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La figure 5.1 résume ces différentes situations pour le cas d’'un systéme
initialement bidimensionnel.

X y X y X

y
(a) (b) (c)

FiGg. 5.1 — Solution de Uéquation de diffusion dans un domaine bidimensionnel

anisotrope. (a) Aux temps courts t <K Tg’) la diffusion est isotrope. (b) Pour un temps

comparable & T(Dy ) la diffusion est modifiée par les effets des bords perpendiculaires a

la direction y et finalement elle devient unidimensionnelle (c) pour t > Tg).

5.6 Diffusion unidimensionnelle

Dans cette section, on étudie les solutions de I’équation de diffusion dans
des géométries unidimensionnelles, une situation physique fréquemment ren-
contrée. Par exemple, un métal désordonné peut souvent étre assimilé a un
fil unidimensionnel, si sa géométrie est trés anisotrope et si on considére des
temps suffisammment longs par rapport au temps de Thouless transverse (voir
la section précédente et la fig. 5.1.¢) 2.

Une autre situation effectivement unidimensionnelle est rencontrée en op-
tique, lorsque la source incidente émet une onde plane dirigée selon 'axe Oz,
qui éclaire un milieu diffusant semi-infini ou une tranche d’épaisseur L et de
section infinie. Dans ce cas, du fait de 'invariance par translation dans le plan
zQy, la probabilité P(r,r’,t) est de la forme P(p,z,2/,t) ou p = (r —7'),
est la projection du vecteur (r — r’) sur le plan 20y.

L’équation de diffusion & lintérieur du milieu est alors séparable et la
solution générale correspond au produit d’une diffusion libre dans le plan 2Oy
décrite par la relation {5.19) et de la solution unidimensionnelle de ’équation
de diffusion le long de 1'axe Oz soit

efp2/4Dt
P(p, 2, Z,, t) = W P(Z, Zl, t) . (542)
Inversement on a
P(z,2',t) = /dsz(p,z,z',t) . (5.43)

12La diffusion est unidimensionnelle mais les séquences de collisions multiples microsco-
piques sont toujours tridimensionnelles.
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On définit aussi la transformée de Fourier bidimensionnelle P(k |, z, 2/, t) :

Pk, ,z,2t)= /dee“”‘pP(p,z,z’,t) . (5.44)
Sa transformée de Laplace Py(k1,z,2') = [P(ky,z,2',t)e”"dt obéit a
I’équation différentielle obtenue & partir de (5.14) :

32

) Pyki,z,2)=6(z-2") . (5.45)

On utilisera souvent les quantités et notations suivantes :

P(r,7v',t) Laplace P,(r,7") = P(r,7")
P(p,z,2',t) — Py(p,2,2) — P(p,z72) (5.46)

Plky,z,2',t) — Py(ky,2,2") — Pk, z2)

On note aussi les correspondances

Py(z,2") «— P(ki,z7)
v Dk:_2L
1

— k 5.47
L —> n ( )

1
P, ki, z,2") P<1/kﬁ_+ﬁ,z,z'> . (5.48)
g

On considére maintenant les solutions de 1’équation de diffusion & une
dimension pour les différentes conditions aux limites définies précédemment.
En particulier, on décrit la diffusion dans un fil refermé sur lui-méme (anneau),
dans un fil connecté a des réservoirs, et dans un fil isolé.

5.6.1 L’anneau - conditions aux limites périodiques

On considére un anneau de périmeétre L. Le spectre des modes propres
s’obtient directement & partir des résultats de la section 5.4. Les fréquences
propres sont ¢ = 2nw/L avec n = 0,+1,+2,43,--- ou n est le moment
angulaire autour de 'anneau. La probabilité P(z, 2’,¢) s’écrit :

1 Sy T ’
P(Z, Z/,t) — E Ze—4w2Ecn2te2lnf(z—z ) (549)
n

oll z décrit la coordonnée d’un point courant le long de l'anneau et ou
E.= D/L? est I'¢nergie de Thouless. Du fait de l'invariance par translation
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le long de Panneau, la probabilité ne dépend que de la distance |z — 2’| et
la probabilité de retour a lorigine P(z,z,t) ne dépend donc pas du point
de départ. La fonction P,(z,z') est obtenue par transformation de Laplace
et intégration sur les modes de la relation (5.49)'®, ou encore en résolvant
directement 1'équation de diffusion (5.14)

_ Ly cosh(L — 2|z — 2'|) /2L,

P N = 5
V(=2 =35p sinh /2L, (5-50)
Le temps de récurrence 7g(7y) = 2l.P,(z, z) s’écrit donc :
L L
TR(Y) = 7.2 coth —— . (5.51)

le 2L,

Dans la limite L, < L, les trajectoires ne font pas le tour de ’anneau et le
résultat est donc le méme que pour le fil infini (5.30). Dans la limite inverse
L., > L, la particule peut diffuser un grand nombre de fois autour de I’anneau.
Le temps de récurrence devient de 'ordre de 27,l./L, ce qui correspond a
une diffusion uniforme sur ’anneau. Ce comportement exprime 'existence du
mode zéro, c’est-a-dire le fait que la particule ne peut pas sortir de I'anneau
et Z(t) tend vers 'unité lorsque ¢ tend vers Uinfini.

En utilisant les considérations de la section 5.4, on peut identifier ’en-
semble dual du moment angulaire a celui des nombres d’enroulement autour
de 'anneau en utilisant la transformation de Poisson (15.95). On en déduit
pour la probabilité P(z, z',t) Pexpression

]_ B ’ 2
P(z,7',t) = > enlEmeAmLy/abt (5.52)
’ Var Dt

Le terme m de cette série représente la probabilité d’aller de z & 2" aprés avoir
effectué m tours autour de 'anneau. La description de P(z, z,t) au moyen des
nombres d’enroulement réalise donc une classification des trajectoires pos-
sibles. Le nombre d’enroulement est un nombre topologique indépendant de
la forme exacte de 'anncau.

11 existe une dualité intéressante entre le développement (5.49) en modes
et le développement (5.52) en nombres d’enroulement. Ne garder que le mode
zéro (probabilité indépendante du temps pour ¢t > 7p) dans la relation (5.49)
correspond & une somme continue sur tous les nombres d’enroulement. Inver-
sement, lorsque ¢ < 7p, le nombre d’enroulement m = 0 correspond & une
somme continue sur tous les modes.

m=—00

5.6.2 Bords absorbants : fil connecté

Un fil de longueur L relié a des contacts est décrit par les conditions aux
limites de Dirichlet puisqu’une particule ou une onde qui diffuse prés d’un bord

130n utilise la formule (15.56).
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est absorbée par les contacts. Les solutions de 1’équation {(5.4) compatibles
avec la contrainte (5.37) sont ¥(z) = /2/Lsingz ou z est la coordonnée
le long du fil et les modes propres sont ¢ = nw/L avec n = 1,2,3,--- La
probabilité est donc :

2 !
P(z,2',t) = 7 g e“"ZEcnztsinmr% sinmrzf : (5.53)
n>0

La probabilité dépend maintenant des positions z et z’ et non plus uniquement
de leur distance. La fonction de partition Z(t) s’obtient a partir de (5.53)

Z(t)=Y e ™ Ben't (5.54)

n>0

qui tend vers 0 lorsque t — oo, ce qui traduit ’absence de mode zéro.
En utilisant la relation (15.56) ou en résolvant directement I’équation de
diffusion (5.14), on montre que la transformée de Laplace Py(z,2’) définie
par (5.12) est égale a

L., sinh 2,/ L, sinh(L — zp)/L
Py(z,7)) = 2 22 Em/ 2 x :
W(22) =5 sinh L/ L, (5:55)
ou encore
L., cosh(L — z_)/Ly — cosh(L — z4)/L
P(z7)=—L X ” .56
"(52) =355 snh L/ L, (5.56)
avec
zy=z2+2
z. = |z -2
. 12 1 ! !’
zm:mln(z,z)zi(z+z — |z =2
1
zp = max(z,2') = §(z+z’+|z~z’|) (5.57)
P,(z,2") converge dans la limite 7, — o0 :
Zm ZM
Proo(z,2) = (1= =) (5.58)

Cette convergence est due au fait que les bords absorbants suppriment les
longues trajectoires. Le temps de récurrence 7x(z,7v) = 2l.P(z, z) dépend
de la position z sur le fil. Comme le montre la figure 5.2, il est nul sur les
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bords puisque la particule y est immédiatement absorbée. Il est maximum au
centre z = L/2, ou, pour v = 0, il vaut 75(L/2) = 7. L/2l.. En comparant
avec (5.30), on voit que, lorsque L, — oo, c’est la taille qui joue le role de la
longueur de coupure et le temps passé dans le fil dans la limite 7, — oo est
convergent et d’ordre 7p.

0.5
0.4
0.3

TR( Z ,Y) 0;

0.1

0

F1G. 5.2 — Temps de récurrence Tr(2,7y) correspondant & des conditions auz limites
absorbantes (Dirichlet) pour L/L, = 0,1,2,4. Le temps reste fini lorsque Ly = co.
Il est mazimum au centre, égal & L/2v, s’annule aux bords et diminue lorsque L.
diminue.

5.6.3 Bords réfléchissants : fil isolé

Pour un fil métallique isolé, les électrons ne peuvent pas sortir et le courant
de probabilité doit donc s’annuler aux bords. Ceci correspond aux conditions
aux limites de Neumann (5.36). Pour une onde plane, solution de ’équation
de Helmholtz, elles décrivent un bord parfaitement réfléchissant. Dans ce cas,
on obtient un spectre de modes propres identique & celui obtenu dans la
section précédente a ceci prés que la valeur n = 0, qui correspond & une
solution constante, est maintenant permise, car c’est le courant et non la
fonction propre qui s’annule aux extrémités du fil. Les valeurs permises du
vecteur d’onde sont ¢ = nw/L avec n =0,1,2,3,---, ot L est la longueur du
fil. Par contre, les solutions propres sont différentes et données par ¥, (r) =
v/2/Lcos(gz), de telle sorte que la probabilité est :

!
P(z,2',t) = % + % Z e~ Een’t og mr% cos mr% : (5.59)

n>0

La fonction de partition Z(t) est donnée par

Z(t) =1+ e ™ Ben’t (5.60)

n>0

et différe de I’expression (5.54) obtenue pour les conditions aux limites absor-
bantes par un terme constant correspondant au mode zéro. Contrairement au
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cas des bords absorbants, le temps de récurrence doit maintenant diverger du
fait des réflexions multiples sur les bords. On obtient la fonction P,(z, z') par
transformation de Laplace de (5.59) ou en résolvant directement ’équation de
diffusion (5.14)

L., cosh z,, /L., cosh(L — zp) /Ly

Py(z,7) =
2(2.2) = 5 sinhL/L,
_ Ly cosh(L — z_)/L, + cosh(L — z1)/L, (5.61)
oD sinh L/ L., '

Ol Zm, 2, 24 €t z_ ont été définis en (5.57). Le temps de récurrence est
représenté sur la figure 5.3. Il est maximum prés des bords & cause de la
réflexion qui augmente la probabilité de retour.

25 \/

2

1.5
TR(Z’Y) 1

U

]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Z

F1G. 5.3 — Temps de récurrence Tr(z,v) correspondant & des conditions aux limites
de bord dur (Neumann) pour L/L, = 1,2,4. Ce temps augmente avec L., et diverge
lorsque Ly — o00. Il est mazimum sur les bords.

Dans la limite L 3> L., les trajectoires sont coupées a L.. On vérifie qu’au
centre du fil, c’est-a-dire loin des bords, les conditions aux limites ne jouent
pas de role appréciable et on retrouve donc les résultats (5.30) du fil infini :

Ly

Te
a(/2) — oA

Exercice 5.3 : Temps moyen passé dans un fil

D’aprés la relation (5.13), on peut définir le temps moyen passé dans un fil de longueur

L par
1 L
T= I / Py(z,2)dzdz’ . (5.62)
0
Si le fil est connecté & des bords absorbants, I'intégration de la relation (5.55) conduit &
- (,_ bt
=7 (a 2tanh 2) (5.63)

avec o = L /L. Dans la limite L <« L+, ce temps converge vers 7p/12. Dans la limite
Ly <« L, il tend vers 7.

En revanche, pour un fil connecté a des bords réfléchissants, on montre que le
temps passé dans le fil est 7.y, ce qui exprime simplement que la particule ne s’échappe
pas du fil.
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Exercice 5.4 : Montrer que, pour un fil isolé de longueur L >>» L~, le temps de
récurrence au bord est le double de sa valeur au centre.

5.6.4 Fil semi-infini

Le cas du domaine semi-infini est intéressant car il décrit la diffusion d’une
onde plane dans un milieu semi-infini, une situation que 'on étudiera dans
les chapitres 8 et 9. Il se déduit simplement des deux sections précédentes en
prenant la limite L — oco. Pour le bord absorbant par exemple, la probabilité
P(z,2',t) s’'obtient a partir de la relation (5.53) de sorte que

2 [e ¢}
P(z,2',t) = ;/ e~ P4 gin gz sin gz'dq (5.64)
0

qui peut aussi se mettre sous la forme :

P(z,2t) = \/ﬁ |:e~(z—z')2/4Dt _ e—(z+z’)2/4Dt] ' (5.65)
T
La transformée de Laplace
L _lz=z1) _(zH2h)
P,(z,7') = ﬁ [e Iv —e In J (5.66)

a une limite finie pour L., — oo qui est

N VR
P(z,2) = D = 3D (z4+2' —|z=21) . (5.67)
De méme, pour le cas d’un bord réfléchissant, on obtient, & partir de la rela-

tion (5.59),

2 o0
P(z,2',t) = ——/ e~ P2t cos gz cos q2'dg (5.68)
T Jo
ou encore
P(z,2,t) = [ef(z‘zl)Q/élDt + e_(z+zl)2/4Dt] . (5.69)
’ VianDt

5.7 La méthode des images

Les relations (5.65) et (5.69) pour le cas d'un fil semi-infini peuvent s’inter-
préter simplement a 'aide de la méthode des images utilisée en électrostatique
pour décrire les solutions de 1’équation de Poisson avec des bords. Pour un
bord réfléchissant, la relation (5.69) s’interpréte comme la superposition des
contributions de deux charges, I'une placée en z et son image placée en —z.
Pour le cas d’une paroi absorbantc ot la probabilité doit s’annuler en 2’ = 0,
I'image doit avoir une « charge » négative, comme lc montre la relation (5.65).
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De méme, dans un milieu semi-infini tridimensionnel avec un bord ab-
sorbant en z = 0, une source située en r = (r,,2) a son image située en
r* = (r,,—2). La probabilité P(r,r’) donnée par (5.27) est donc égale &

P(r,r')=47:D< ! ! ) - (5.70)

=71 e =]

La probabilité unidimensionnelle intégrée sur le temps est obtenue & partir
de (5.43) et est donnée par

P(z,2") :/dsz(p,z,z') . (5.71)

L’intégrale se récrit :

1 1 1
P(z,2') = —/d2 -
*2) = %0 s p(\/p2+(z—z/)2 \/P2+(Z+z’)2)
1 Zm

:E(z+2/“|z—z'|):—D— (5.72)

ol 2, = min(z, z’). On retrouve ainsi 'expression (5.55).

Le cas de I’anneau unidimensionnel de longueur L peut aussi étre décrit par
la méthode des images. On place une infinité d’images aux positions z+mL, ce
qui permet d’interpréter le développement (5.52) de la probabilité en nombres
d’enroulement m.

Finalement, pour un fil ouvert de longueur finie, une transformation de
Poisson des expressions (5.53) et (5.59) permet d’écrire la probabilité sous la
forme

o)

Z [eA(zfz'+2mL)2/4Dt:te—(z+z'+2mL)2/4Dt:!

m=—0od

1
4m Dt

P(z,2,t) =

(5.73)
Le signe + correspond aux conditions aux limites de bord dur et le signe —
correspond aux parois absorbantes. La forme obtenue s’interpréte simplement
comme la diffusion & partir d’une infinité d’images de charge positive situées au
points d’abscisse z + 2mL et d’images situées aux points d’abscisse —z+2mL.
Selon la condition aux limites choisie, ce deuxiéme ensemble d’images posséde
des charges positives ou négatives.
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Complément C5.1 Validité de ’approximation
de diffusion pour un milieu infini

La probabilité de diffusion quantique et le facteur de structure sont, &
P'approximation du diffuson, et dans la limite de variations spatiales et tem-
porelles lentes, solutions d’une équation de diffusion (4.34, 4.38). Au-dela de
cette limite, on a pu calculer exactement la transformée de Fourier de ’équa-
tion intégrale (4.29). Ainsi, pour la probabilité totale P{q,w) = Py + Fp, on
a obtenu (4.86) :

Po(q,w) arctan gl
P(q,w) = =T 5.74
(g,w) 1— Po(q,w)/7e T gle — arctan gl ( )

ol Py(q,w) est donnée & d = 3 par (4.78). Le comportement spatial de
P(r,w =0) est donné par la transformée de Fourier inverse

1 tee . arctangle
P(T,w:O):m/_oo dge* T sciangl (5.75)

qle

avec [, = vT.. On calcule lintégrale par la méthode des résidus. Pour cela,
on utilise la représentation : arctanx = 51; In }fg Les singularités de l'inté-
grande sont, d’une part, un pole 4 l'origine provenant de la racine de 1’'équation
arctangl, = gl, et, d’autre part, deux coupures le long de ’axe imaginaire al-
lant de ¢ = i/l jusqu’a g = ic0 et de ¢ = —i/l, jusqu'a ¢ = —ioo.

On peut donc évaluer 'intégrale (5.75) en utilisant le contour représenté
sur la figure 5.4 et en prenant ensuite la limite ¢Q — oo. Pour avoir la contri-
bution du poéle en zéro, on développe l'intégrande autour de ¢ = 0, soit
_arctangle 3/ql.. La contribution de ce podle a l'intégrale est 3in/l.. La

1— arctan gle

qle
contribution de la coupure est donnée par Uintégrale

+oo
[ e (5.76)
1

Y

F1G. 5.4 — Contour utilisé dans le plan complexe pour le calcul de Uintégrale (5.75).
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ol on a posé = = —igl, et ou la fonction f(x) est donnée par
1, z-1, 1 z—1\]""

=[1+-1 — {n?+1n’ . 5.77

/(@) +xnw+1+4x2(w+nx+1>] (5:77)

Finalement, d’apreés le lemme de Jordan, la contribution a l'intégrale des deux
quarts de cercle ¢ = Qe* tend vers zéro lorsque Q — oo. Il reste :

+o0
P(r,w=0)= 47r1D1" (1 + %/1 e_m/lef(m)> . (5.78)

Le premier terme correspond 4 la solution de I'équation de diffusion (4.39). Le
second terme, qui donne les corrections & I’approximation de diffusion, décroit
exponentiellement avec le libre parcours moyen élastique. Par conséquent,
pour des distances r > [, les solutions de I'équation de diffusion constituent
une excellente approximation pour le calcul de la probabilité totale P(r,w = 0)
dans un milieu infini.

De méme, on déduit le comportement de la probabilité P; = P — Py ou
Py(r,w = 0) est donné par (4.17). On obtient :

1

— — — —r/le
Pyr,w=0) = P(r,w=0)~ pp— /
1
_— l .
D (1+a(r/l)) (5.79)
ot la fonction afy) est définie par
1 Foo e v
oly) = = {/ e Y f(z)de — — (5.80)
3 1 Y

et ou f(z) est définie par (5.77). Cette fonction, représentée sur la figure 5.5,
décroit exponentiellement avec le libre parcours moyen élastique l.. On en

0
-0.025
. -0.05
-~ —0.075
~
k -0.1
Nome’
3 -0.125
-0.15
-0.175

0.5 1 15 2 25 3
rill,

Fi1Gc. 5.5 — Comportement de la fonction «(r/l.) donnant l'amplitude relative
du terme correctif & U'approximation de diffusion pour la probabilité P,. De plus,
a(0) = 72/12 — 1~ 0,178.
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déduit que la probabilité Py(r,w = 0) est aussi solution d’une équation de
diffusion avec des corrections exponentielles petites. Cette correction relative
est trés faible, elle vaut 0,029 pour r = [..

On peut done conclure que Pexpression Py(r,w = 0) = 1/(47Dr) pour un
milieu infini constitue une trés bonne approximation. Ceci justifie 'utilisation
de 'équation de diffusion (4.38) pour des distances supérieures a e, et des
échelles de temps supérieures a 7.. En présence de bords, il y a trés peu
de cas pour lesquels il soit possible d’obtenir une solution exacte. On étudie
le cas d’'un milieu semi-infini sans source (probléme dit de Milne) dans le
complément C5.3.
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Complément C5.2 Equation de transfert
radiatif

La probabilité de diffusion quantique P est solution de I’équation inté-
grale (4.29) qui, dans la limite de variations spatiales lentes, se raméne a la
solution d"une équation de diffusion. On présente ici une formulation différente
de cette équation intégrale qui, dans le contexte de la propagation des ondes
électromagnétiques, est appelée équation de transfert radiatif. On obtient ici
cette équation dans le cas général de collisions anisotropes.

C5.2.1 Intensité totale

Dans le complément C4.3, on a montré que, dans le cas de collisions aniso-
tropes, il est nécessaire de généraliser la notion de facteur de structure et de
définir une fonction I'(3,8’, ) solution de I’équation (4.157). De méme, pour
la probabilité, on part de la relation (4.12) et on définit, pour les solutions de
I’équation de Helmholtz, la fonction 14

Loy 4w Ripe . 9 et o Devagry _ 9 10 4
P(s,s,q)—CQZG (k3 + 5. k'8 + )GAKS — ks 5) (581

kK’

ot la somme ne porte que sur les modules de k et k'. D’aprés la relation (4.12),
la probabilité P(q) s’exprime comme

(5.82)

On peut décomposer P(3, 3, q) comme la somme P(8, 8, q) = Po(3,9)0s 5 +
P,(3,8,q) oit Py(8,q) est définie par (4.76).

Pour des collisions isotropes, la relation entre P; et T' est donnée par (4.83).
Puisque, dans le cas anisotrope, I' dépend des directions 3 et &', les sommes
sur k et k' ne peuvent pas se factoriser, la relation (4.84) devient :

Py(3,8.q) = ;—ef@,q)f(é’,q)r(é,é',q) (5.83)

ot la fonction f(8,q) est donnée par (4.77). On en déduit pour la probabilité

totale
At
P6.8.0) = n60) by + L2065 g . 58

14 Dans tout ce qui suit, on considére la limite de fréquence nulle w = 0. La généralisation
A une fréquence finie est immeédiate.
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De léquation intégrale (4.163) pour I'(3,3’,q), on déduit celle donnant
P(3,5,q) :

1
Pa8,0) = e f(5.0) [bu 4~ (PE S )BE" 0), | - 559
Définissons maintenant
P(‘§7q) = <P('§7'§,7q)>§/ . (586)

Sa transformée de Fourier P(8,r) apparait souvent dans la littérature sous
le nom d’intensité spécifique [86]. Elle est notée I(8, 7). L’intensité 1° I(r) =
(I(8,7))5 n'est autre que la probabilité P(rg, r) pour une source située en rg.
On définit aussi le courant J(r) appelé « flux d’énergie » (ou aussi flux de
photons) par
J(r) = c<§I(r, §)>A . (5.87)
8
L’étude de Pintensité spécifique constitue le point de départ de la théorie
du transport. Celle-ci s’est révélée étre une approche particuliérement féconde
pour I'étude de la propagation des ondes électromagnétiques & travers l'atmo-
sphére [86-89] ou certains milieux turbides. Le développement de cette théorie
résulte du fait qu’il est généralement difficile d’obtenir la solution des équa-
tions de Maxwell dans un milieu diffusant, en dehors de la limite des grandes
dilutions.

Pour obtenir ’équation & laquelle obéit 'intensité spécifique I(8,r), il
suffit de prendre la moyenne angulaire de la relation (5.85), soit

P(3,q)=1.f(3,9) [1 + 717 <P(.§',q)B(.§' - s)>§,] : (5.88)

ele

Compte tenu de (4.77) et en définissant
p(8—8)=B(5-8)/7% , (5.89)

tel que (p(8 — &)) = 1, on obtient pour 'intensité spécifique a fréquence nulle
I’équation

(1+iq.5l.)P(8,q) = 7 + <P(§’, Q) p(3 — s’)>é/ (5.90)

dont la transformée de Fourier s’écrit

5.VI(3,7) = —Zl](é,r) + —<I(.§',r) p(3— é')>§l + A (5.91)

150n note ici I(r) I'intensité totale moyennée sur le désordre définie par la relation (4.55).
C’est la somme de deux contributions (cf. 4.60), I(r) = Ig(r) + I4(r), associées & Drude-
Boltzmann et au diffuson.
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Cette relation constitue 1’équation de transfert radiatif [86]. Elle décrit la va-
riation d’intensité spécifique de 'onde dans une direction donnée § comme
résultant d’une part de I'atténuation dans cette méme direction due a la dif-
fusion élastique et d’autre part de la contribution diffusée dans les autres
directions. Cette derniére est contrélée par la fonction p(3 — ') que I'on sup-
pose ne dépendre que de I’angle entre les directions & et 3. Le terme source
est ici une fonction d(r), mais peut étre remplacé par une source quelconque
que 'on notera c (3, r).

C5.2.2 Intensité diffusée

Avec I’équation de transfert radiatif, on dispose d’un moyen de description
de I’évolution de I'intensité d’une onde en diffusion multiple pour des collisions
anisotropes. Il est possible de simplifier cette équation et de la résoudre a
I’approximation de diffusion. Pour cela, on suit la démarche proposée dans la
référence [86]. On sépare l'intensité totale I en deux parties, la composante de
Drude-Boltzmann I et la composante associée aux trajectoires de diffusion
multiple I;, que Pon appelle aussi intensité diffusée et qui correspond au
diffuson. Cette séparation a déja été présentée dans la section 4.7. Son intérét
est de permettre de déterminer des conditions aux limites et donc de résoudre
Péquation de transfert radiatif pour I(3,r). Il n’existe pas de condition aux
limites simple pour l'intensité totale 4 cause du terme de Drude-Boltzmann.
Par contre, on pcut trouver une condition aux limites pour la contribution I
de diffusion multiple.

L’intensité Iy correspond & l'onde émise par une source lumineuse (on
considére plus loin le cas particulier d'une source extérieure) et elle décroit
exponentiellement sur la longueur .. Cette composante balistique I(8, ) est
solution de I’équation différentielle :

8.V Io(3,7) = —llfo(s,r) . (5.92)

€

De cette relation et de 'équation de transfert radiatif (5.91) pour I(8,7), on
déduit que la contribution I;(8,7) est solution de :

1 1
5.VIy(3,r) = —l—[d(§,r)+l—<1d(.§',r) p(3-8)) +e(8,m)+20(5,7) (5.9)

avec maintenant deux termes source. Le premier, noté (8, r), est lié a une
source située & l'intérieur du milieu désordonné et le second, £4(8,7), est
engendré par 'intensité propagative incidente. Ce second terme est relié a la
composante de Drude-Boltzmann [y(3,r) :

1

eo(s,m) = - (Io(8',7) pl(5 = &) )

3 (5.94)
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de sorte que

<so(.§,r)>§ _ Iol(:“) ot ¢ <s Eo(é,r)>s - (zl . %) Jo(r) (5.95)

ou Iy(r) = (In(8,7))s et Jo(r) = ¢ (8.I4(8,7))s sont respectivement I'in-
tensité et le courant qui caractérisent le terme de Drude-Boltzmann I4(8, 7).
On a introduit le libre parcours moyen de transport I* (voir aussi le complé-
ment C4.3 et la relation 4.170) :

le — N alN~ At
= 1- <p(s —§)8.8 >§, (5.96)
ou encore
l
L —-1— 5.97
T 1 <p(9) oS 0> (5.97)
L’intensité Iy(r) et le courant Jo(r) sont reliés par :
divo(r) = _lifo(r) (5.98)

obtenue & partir de (5.92).

Dans l'approximation de diffusion, il est possible de suivre la démarche
effectuée pour calculer I',,(8,q) dans le complément C4.3. On suppose que
'intensité spécifique I;(8,7) est faiblement anisotrope et qu’elle peut se dé-
velopper sous la forme (voir aussi la relation 4.165)

. 3 .
Li(3,7) = Iy(r) + EJd('r').s (5.99)
ot J4(r) est le courant associé a I4(8,r) :

Ja(r) =c <s La(r, g)>A : (5.100)

8

En insérant le développement (5.99) dans (5.93) et utilisant la relation

<p(.§ - s)s> =5 <p(.§ - s)ss> , (5.101)

S
on obtient

3. . 3 . . .
5.VIL(r)+ Zs.V[Jd(r).s] = —Zl—*Jd(r).s +e(8,7) +e0(8,7)  (5.102)
qui constitue I’équation de transfert radiatif pour Uintensité spécifique 13(3, r)
& approzimation de diffusion. En la moyennant sur tous les angles, on
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obtient 16

¢
le
qui exprime la conservation du flux. En multipliant les deux membres
de (5.102) par 3, en prenant la moyenne angulaire et en utilisant (5.95), on

montre que

divJa(r) = cle(8,7))s + —Io(r) (5.103)

l*
Jd(’r') = —D*V.[d(’l‘) + (Z- - 1) Jo(T‘) -+ l*c(é E(?}, 7‘))3 (5.104)
€
ou D* = cl*/3. Cette relation généralise la loi de Fick. Enfin, en combi-
nant (5.103) et (5.104), et compte tenu de (5.98), on retrouve 'équation de
diffusion qui s’écrit ici 17 :

2 {(,7) - 1°8.9e(3,7)) (5.105)

S8

Aly(r) = —%]0(7‘) -

qui est & comparer a I’équation (4.66), et qui la généralise au cas d’une source
non ponctuelle et anisotrope.

Finalement, il est utile d’insérer (5.104) dans (5.99), afin d’obtenir le dé-
veloppement angulaire de lintensité spécifique diffusée I4(8,r) :

8

(5.106)

14(8,7) = Iy(r) — I"6.V Iy(r) + % (i— - 1) 8.Jo(r) + 3l*c<§ 5(.%,7‘)>

e

C5.2.3 Conditions aux limites

La résolution de I'équation (5.105) nécessite de préciser les conditions
aux limites pour Vintensité diffusée I;(r). Puisque le comportement diffu-
sif n’existe qu’a l'intérieur du milieu désordonné, l'intensité diffusée entrant
dans ce milieu doit étre nulle :

I;(8,7) =0  pour tout & entrant (5.107)

et pour tout point 7 de linterface. Compte tenu de approximation de dif-
fusion (5.99), cette condition ne peut pas étre satisfaite exactement. On la

1860n utilise les relations

<.§(§.A)>A =

8

A
= 3.[8.V(A.3 =0
3 (sa.v(A8))
valable pour tout vecteur A.
7Pour une source ponctuelle, (¢(8,7) — [*3.Ve(8,7)); = 6(r)/c. On retrouve ainsi la
relation (4.66).
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remplace par la condition approchée imposant que le flux diffusé entrant :
Ji(r) = c<szId(é, r)> (5.108)
b é+

s’annule pour tout point r de linterface. s, est la composante normale &
Iinterface et la moyenne angulaire (---)s, est effectuée sur le demi-espace
s, > 0.

Il faut maintenant évaluer ce flux diffusé entrant pour la géométrie de la
figure 5.6. A partir de 1’équation (5.106) pour Pintensité spécifique diffusée
14(8,7), on peut déterminer le flux qui traverse U'interface z = 0. Pour le
milieu semi-infini, les différentes quantités ne dépendent que de la coordonnée
d’espace z. Lorsque ce milieu est éclairé par une onde plane en incidence
normale, I'intensité spécifique de Drude-Boltzmann est donnée par

Io(8,7) = Ipd(8 — 2)e /1 (5.109)
et vérifie 18
Io(r) = Boemsie o go(r) = Lozemen (5.110)
N A O Y ' '

(7

Fi1G. 5.6 — Milieu diffusant ayant la géométrie d’une tranche, d’épaisseur L, éclairé
par une onde plane (éventuellement collimatée). On mesure les coefficients de ré-
flexion et de transmission dans une direction 6. L’intensité 14 n’est non nulle qu’a
Uintérieur de la tranche.

A partir de la relation (5.106), on obtient pour le flux diffuseé Ji.(2)

I = ) - ) P 2 (1) (e iy

18Ces relations sont & comparer avec (4.58) qui correspond & une source ponctuelle. Ici,
la source est une onde plane.
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ou la moyenne angulaire, effectuée sur le demi-espace s, > 0, donne (s,) = 1/2
et (s2) =1/3, soit :

L(z) IFolyz) 1 (©° _
)= L — (= =1} Le /. 112
Ji &) === g, T\ 1) e (5.112)

Considérons d’abord le cas ou il n’existe pas de source extérieure, c’est-
a-dire Ip = 0. La condition d’annulation du flux diffusé entrant, J; ,(0) = 0,
s'écrit alors

=0 (5.113)

On la prendra comme condition aux limites pour un milieu semi-infini en
Pabsence de source. Le comportement de I;(z) au voisinage de l'interface est
donc linéaire et donné par

L(z) ~ 1,(0) (1 + Zio) - (5.114)

L’intensité s’annule au point de coordonnée z = —z avec 29 = 21*/3. Puis-
qu’elle résulte de la condition (5.108), cette condition aux limites est ap-
prochée. Ce résultat est & comparer avec la solution exacte du probléme de
Milne (5.140), obtenue pour un milieu semi-infini et des collisions isotropes,
pour laquelle on obtient 2o = 0,71044 I, en P’absence de source (complé-
ment C5.3). Le faible écart justifie d’utiliser Papproximation de diffusion, qui
est plus intéressante car elle permet de décrire aussi le cas de collisions ani-
sotropes et de géométries variées & 1’aide de la condition (5.113), ce que ne
permet pas la solution du probléme de Milne. Nous allons considérer mainte-
nant quelques exemples.

Exercice 5.5 : Conditions aux limites et réflexions internes

A cause de la différence d’indice entre le milieu extérieur et le milieu diffusant (n > 1),
il existe des réflexions sur la paroi interne de l'interface de sorte que le flux diffusif
entrant n’est pas tout a fait nul, mais vérifie

J;z(o) =RJ;,(0) ,

ou J; _(0) est le flux diffusif sortant et ot R est un coefficient de réflexion interne

convenablement moyenné sur les angles de réflexion [90]. En déduire que la condition
aux limites (5.113) s’écrit alors

al
Ij—n=2 =0 (5.115)
0z z=0
avec 9 1 R
I A (5.116)

3 1-R
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Exercice 5.6 : Conditions aux limites en dimension d

Montrer que, en toute dimension, et en ’absence de source, 'intensité varie linéaire-
ment au voisinage de U'interface (relation 5.114), avec

20 _ (s2)+ _ f0"/2 sin?"20cos?0d6 Ay

B /2 Gind=2 0 cos0d 241

= oy : (5.117)

Les moyennes angulaires sont effectuées sur le demi-espace z > 0. Ay est le volume
de la sphére de rayon unité (15.2). En dimension 2, (s.) = 2/7 et {(s2) = 1/2, de sorte
que zp = /4.

C5.2.4 Tranche éclairée par une source étendue

On considére le cas d’une tranche d’épaisseur L éclairée par une onde plane
d’incidence normale (fig. 5.6). D’aprés (5.112), la condition d’annulation du
flux diffusé entrant correspond a

20 Al 1 [I*
—g——a—;lo—P%(Z—l)IO—O : (5.118)

Cette méme condition, mais pour le flux diffusé entrant en provenance de la
région z > L, s’écrit J; (2 = L) = 0, c'est-a-dire :

14(0) —

20* 8Id 1 l* L
————— —_— — I /le . .
Id(L) -+ 3 . ’L 2 <Z(J 1) o€ =0 (5 119)

Pour L > [, le dernier terme est négligeable. La résolution de I’équation
de diffusion (5.105) dans cette géométrie unidimensionnelle ne pose pas de
probléme. Sa solution est

5 L+ Zp — % 3 z/le

—e

Iy(z)= 217072
al?) = L+ 20  4n

(5.120)
ol zg = 21*/3. Le flux diffusé J4(r) s’obtient a partir de la relation (5.104).
Dans la limite L > [., on a :

Ja(z) = _Mogemee (5.121)
4

En particulier, J4(z = 0) = —cly/4nz. Le flux diffusé est donc égal et opposé
au flux incident Jo(z = 0). Enfin, a partir de (5.106) et (5.120), on obtient
pour l'intensité en z = 0 ainsi que pour lintensité spécifique rétrodiffusée
dans la direction —2 :

b 5

Id(Z = 0) = Gy ct Id(~2,0) = ——I() . (5122)
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e Transmission

A partir de lintensité spécifique en z = L, on obtient le coefficient de
transmission dans une direction 8, défini par
Ii(8,L
T(9) = 5, 1230 (5.123)
Iy
En insérant (5.120) dans (5.106), on obtient I;(3, L) et, compte tenu de zo =
20*/3, on en déduit

5 * 20
TO) = —————pl— ) 124
) 47rL+220N<l*+u (6 )
ol p = cosf. Le coefficient de transmission total 7 = 2=« "/ T (0) sin 6d6
est égal &
l*
L+ 22()

T =

C)DIOW

(5.125)

e Réflexion
A partir de lintensité spécifique en z = 0, on obtient le coefficient de

réflexion dans une direction 6

Id(gvo)
Io

En insérant (5.120) dans (5.106), on obtient I;(8,0) et, compte tenu de la va-
leur de zg = 21* /3, on en déduit le coefficient de réflexion dans une direction 8

R(6) = iu (;“ +u) - %%*%u (7—0 +u) . (5.127)

R(6) = s, (5.126)

Dans la limite du milieu semi-infini, L — oo, le dermer terme disparait. On

vérifie que le coefficient de réflexion total R = 27 f ) sin fd@ est égal
a 1. Dans le cas ou L est fini, on vérifie que R +7 = 1.

C5.2.5 Milieu semi-infini éclairé par un faisceau colli-
maté

On considére maintenant le cas d’un milieu semi-infini dont I'interface est
illuminée par un faisceau collimaté de largeur W, caractérisé par U'intensité

Io(3,7) = Fy(p)d(s — 2)e/* (5.128)

ol p est un vecteur bidimensionngl pfrpendiculaire a I’axe Oz. On considére
un profil gaussien Fy(p) = Ine /W L’intensité diffusée I(r) est solution
de I’équation (5.105) avec la condition aux limites & linterface r = (p,z = 0) :

20* Ol4(r) 1/l B
Id(T) — 3 92 0 + % <Z: - 1> Fo(p) =0 . (5129)
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La solution de ce probléme est détaillée pour le cas d’une tranche dans la
référence [91]. En prenant la limite L — oo, on obtient, pour le milieu semi-
infini :
w oy Ipl* [ 2 —N2W2/4 A 1
W pe=0)= 121 [~ oo = ()
(5.130)
oun=1-1./1* et ou Jy est la fonction de Bessel d’indice zéro. Par ailleurs,

. 5
Iy(—2,p) = §Id(P,Z =0) . (5.131)

Pour le cas d’'un milieu uniformément éclairé (W — o0), on retrouve les
résultats (5.122) pour 'onde plane. Pour le cas d’un faisceau infiniment fin et
normalisé, Fy(p) = Iyd{p), on obtient

LI [ A 1
0 dx Jp(a -
w2 fy PP Ty (1+Aze

I}(p,2=0) = n) (5.132)

et l'intensité spécifique en un point quelconque de linterface est donnée
par [91,92] I;(—2,0) = 2I4(p,z = 0). Il est intéressant de noter comment
la solution pour le cas d’une onde plane étendue (W — o) est reliée a celle
de l'intensité diffusée par un faisceau J :

) o

1 7=(-2) = §/d2pfg(p,z =0 =1 . (5.133)
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Complément C5.3 Diffusion multiple
dans un milieu fini

Pour un milieu infini et une source ponctuelle, la solution de I'équation de
diffusion constitue une excellente approximation de la probabilité de diffusion
P, dans la limite des grandes distances r > [, {complément C5.1). Par ailleurs
pour un milieu de taille finie, il est clair que 'approximation de diffusion
est justifiée si I'on est suffisamment loin des bords. Il apparait néanmoins
une difficulté supplémentaire liée au choix de la condition aux limites sur le
bord du systéme. En remplagant 1’équation intégrale (4.29) par une équation
de diffusion, il n’est pas clair que la condition aux limites associée a cette
derniére se déduit simplement de celles de I'équation initiale. Afin de voir
dans quelle mesure ces deux problémes sont liés, on étudie ici un cas (ils sont
rares) pour lequel il est possible d’obtenir une solution exacte de 1’équation
intégrale (4.29), celui d’un milieu semi-infini sans source (probléme de Milne).

Cette solution n’existe que pour le cas de collisions isotropes, c’est-a-dire
lorsque {* = l.. Pour des collisions anisotropes, les équations intégrales (4.157)
et (4.176), écrites pour le facteur de structure T' et pour P, n’ont pas de
solution simple. Il faut alors avoir recours & une méthode approchée qui part
directement de I’équation de diffusion et non plus de I’équation intégrale. C’est
P’approche du transfert radiatif présentée dans le complément C5.2.

C5.3.1 Diffusion multiple dans un demi-espace :
le probléme de Milne

On part de ’équation intégrale (4.29) pour la probabilité totale. A I'aide
de Pexpression (4.17) pour Py, cette équation s’écrit

T 1 e~Im-ri/le
P — i —lri—ral/le /d ’ P(r
(r1,72) Arly|ry — 7'2|26 + 4rl, " lry — /]2 (r';2)
(5.134)

Le premier terme est négligeable dés que les points r; et ry sont distants
de plus de [.. On le néglige donc en supposant le point 7o situé a 'infini &
I'intérieur du milieu. Pour la géométrie d’un milieu semi-infini défini par le
demi-espace z > 0, la probabilité P(ry,rs) = P(21,22) ne dépend pas de
la projection p du vecteur (ry — r3) sur le plan z = 0. Ainsi, en plagant la
coordonnée 2, a linfini, 'équation (5.134) devient

P L R i 5.135
(Zl)_47Tle/0 z (Z)/ PW . (5.135)
L’intégrale sur le plan z = 0 s’écrit
VARG ey
/ p— =5 =27r/ —e tn—7 e (5.136)
p*+ (21— 2') 1t
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En exprimant les longueurs en unité de [, on obtient pour P{z) I’équation
intégrale :

P(z) = %/Ooo d2'P(z)E (|2 — 2']) (5.137)

ou la fonction F,, est définie par :

oo —zt
En(z) = /1 dtetn . (5.138)

Le probléme qui consiste & résoudre ’équation (5.137) s’appelle le probléme
de Milne. La méthode de Wiener-Hopf en donne la solution exacte au prix
d’un calcul lourd d’une transformée de Laplace inverse [93]. Au lieu de pré-
senter cette méthode, nous utilisons ici une approche variationnelle de ce
probléme [93]. Pour cela, on montre dans un premier temps que suflisamment
loin de l'interface (située en z = 0), la probabilité P(z) est une fonction li-
néaire. En effet, pour z — oo, P(z) varie peu et on peut donc la développer
sous la forme

P(2") = P(2) + (¢ = 2)P'(2) + %(z' —2)2P"(2) + - (5.139)

ou P’ et P” sont les dérivées premiere et seconde de P. En insérant ce dévelop-
pement dans ’équation (5.137) et en utilisant les intégrales (15.49), on trouve
que la probabilité est solution de 1’équation P”(z) = 0. Loin de linterface,
elle admet donc le comportement asymptotique :

Plz) — z+2 (5.140)

Zz—00

ou 2y est une constante. L’extrapolation de ce comportement jusqu’au voisi-
nage de I'interface montre que la probabilité P ne s’annule pas en z = 0 mais a
Pextérieur du milieu & une distance —zp de celui-ci {en unité de I..). La valeur
exacte de zg, obtenue par la méthode de Wiener-Hopf [93], est égale & 19

20 = 0,71044609 -+ . (5.141)

Ici on calcule cette longueur zg 4 'aide d’une méthode variationnelle, qui per-
met aussi d’obtenir une expression de P(z), valable pour tout z. Définissons

1924 est donnée par l'intégrale

6 +1/"/2d 3 1
20 = — + — | —& - ——————
0T 2Ty 0 22 1—gzcotzx
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pour cela la fonction Q(z) = P(z) — z, de telle sorte que Q(o0) = zp. En re-

portant cette forme dans (5.137), on obtient pour Q(z) ’équation intégrale 20
1 o ! ! ! 1
Q(z)= 5 dz'Q(z"YF (|z - 2'|) + §E3(z) (5.142)
0
ainsi que la relation
3 [ 3
=3 d2Q(2)Es3(z) + o (5.143)
0

Cette relation peut s’obtenir & partir d’un calcul exact [93] qui résulte du
théoréme suivant. La solution de ’équation intégrale

Qz) = % /Ooo dZ'Q(Z)[Er(]z — 2'|) — E1(z + 2] + S(2) (5.144)

ou la fonction S(z) est telle que Q(z) soit bornée a 'infini, vérifie :

Q(00) = 3/ dz z8(z) . (5.145)
0
La fonction S(z) correspondant a 1’équation (5.142) est donnée par
1 1 [
S(z) = 5E(2) + 3 / d2'Q(2)Ey (2 + 2') (5.146)
0
et ainsi,
3 Oo 3 < ! 7 i /
2o = Q(00) = 3 dz zF3(z)+ 3 dz’'Q(z") dz zE1(z+2") . (5.147)
0 0 0

L’évaluation des intégrales est immédiate et conduit & (5.143).

On résout maintenant ’équation intégrale (5.142) de fagon approchée a
I’'aide d’une méthode variationnelle. A cette fin, on introduit la fonctionnelle :

Jy" 42Q(2) |Q() - § [ d' Q) Ex (]2 - )]

-7:(@) = N 2
(/57 d2Q(z) o 2)]

(5.148)

Il est aisé de vérifier en faisant une variation autour de Q(z) que la fonction-
nelle F(Q)) est bien minimale pour la solution recherchée Q(z). Par ailleurs,
en utilisant les relations (5.142, 5.143), on montre que cette valeur minimale

est reliée a zg par

Fonin = (2 /Ooo sz(z)Eg(z)>_1 _ (%ZO - %)d - (5.149)

20Les intégrales utiles pour les calculs développés dans ce complément se trouvent dans
le formulaire, p. 588.
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Afin de déterminer 2y, on considére maintenant plusieurs fonctions d’essai. La
plus simple consiste & prendre Q(z) = constante. En insérant cette fonction
dans (5.148) et en utilisant les intégrales données en (15.45), on obtient Fp,in =
9/4 = 2,25 . En utilisant (5.149), on en déduit une estimation variationnelle de
29 = 17/24 ~ 0,7083. Afin d’obtenir une meilleure approximation pour @(z)
et donc pour P(z), on considére Papproximation d’ordre supérieur, obtenue
en injectant @ = zo dans le membre de droite de (5.142), c’est-a-dire

1 1
Q(z) =20 — —2-20E2(z) + §E3(z) . (5.150)
Ceci suggére de considérer la fonction d’essai
Q(z) = 20 [1 — AEy(2) + pEs3(2)] . (5.151)

En utilisant les intégrales (15.50), on obtient pour F(Q) I'expression

2

2
T+2IMIn2- 1)+ fpu—sAu(1-In2)+ A2 (3 - ) +p?(55 —2In2—-£)

24
(3 — A+ itu(2In2 - 1))2

FQ) =

(5.152)
En minimisant par rapport & A et a p, on obtient A = 0,342895 et u =

0,315870. En reportant ces valeurs dans F(()), on obtient Fyi, = 2,23584 et
de la relation (5.149), on déduit la valeur zy = 0,710445. Finalement P(z)
s’obtient a partir de Q(z) :

P(z) = z 4 0,710445 — 0,243608 E»(z) + 0,244408F5(2) . (5.153)
On a représenté cette fonction sur la figure 5.7.

2
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0.75 .
e
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F1G. 5.7 — Comportement spatial de la probabilité P(z) pour un milieu semi-infini
sans source. La courbe en trait plein correspond a la relation (5.1583), tandis que
celle en pointillé correspond a (5.140).

L’approximation de diffusion définie par (5.140) reste donc excellente pour
le milieu semi-infini puisque la correction au comportement linéaire, décrite
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par les fonctions E,(z), décroit exponentiellement sur une échelle de I'ordre
du libre parcours moyen élastique [..

Cette solution de 'égnation intégrale (4.29) pour P au voisinage d’un
plan infini n’est possible que pour des collisions isotropes. Pour des collisions
anisotropes, c’est-a-dire lorsque I* # l., on ne peut plus se ramener au pro-
bléme de Milne. On peut par contre utiliser I’équation de transfert radiatif
(complément C5.2).

C5.3.2 Diffusion dans un milieu fini

A partir de I’équation de transfert radiatif (complément C5.2), il a été
possible de montrer que la probabilité obéit effectivement & une équation de
diffusion, mais que la condition aux limites n’est pas celle de Dirichlet. Elle
a été obtenue en écrivant que le flux diffusé doit s’annuler a4 Pextérieur du
milieu désordonné. Ainsi, pour la géométrie d’un milieu semi-infini, on peut
montrer qu’au voisinage de l'interface en z = 0, la probabilité P, compte tenu
de la relation (4.63) entre I; et P, obéit a la condition aux limites

OP(z,2)

P(z,2') — zo 5
z=0

=0 . (5.154)
P variant linéairement sur une distance de 'ordre de zg, on remplace cette
condition aux limites par la condition que la probabilité P s’annule a I'exté-
rieur du milieu diffusant & une distance zg

P(z,2)]s2—2y =0 . (5.155)

La description basée sur I’équation de transfert radiatif permet d’obtenir z5 =
2/3 1* (voir la relation 5.113). L’autre description basée sur la solution exacte
du probléme de Milne donne z; ~ 0,710l mais elle n’est valable que pour des
collisions isotropes.

De ces deux approches, il ressort la conclusion suivante : Afin de calcu-
ler la probabilité P dans un milieu diffusant comportant des bords, on peut
considérer les solutions de I’équation de diffusion (5.14) avec la condition aux
limites de Dirichlet mais en imposant & la probabilité de s’annuler non pas sur
I'interface mais 4 une distance finie zy & Pextérieur du milieu diffusant. Cette
approche permet en fait d’obtenir assez facilement des expressions quantita-
tives et aisément interprétables en faisant [’économie de la recherche souvent
fastidieuse des solutions de ’équation de transfert radiatif. Nous illustrons
cette approche sur deux exemples qui s’avéreront particuliérement utiles.

e Milieu semi-infini

La solution obtenue pour I’équation de diffusion dans un demi-espace cor-
respondait au cas d’une source située en 2’ — oco. On admettra que si z et
2" sont tous les deux situés a distance finie, la probabilité P(z,z2’) est obte-
nue & l'aide de la relation (5.67) correspondant & la condition aux limites de
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Dirichlet (bord absorbant), en remplagant z par z + 29 et 2’ par 2’ + z9. On
obtient ainsi

Zm + 20 1
P(Z,Z,) = T = E (Z+ + 22() - Z_) s (5156)
ol zy, = min(z,2’), 24 = 2+ 2’ et 2_ = |z — 2/|. De méme, dans le cas ou

il existe une longueur de déphasage finie L., on remplace la transformée de
Laplace Py(z,2’) de la relation (5.66) par

|z—2"] (242" +229)
Ly [ - masss

_ L _
5 " —e , (5.157)

Py(z,7)

la limite L., — oo redonnant la relation (5.156). Ce résultat peut aussi s’ob-
tenir par la méthode des images (voir section 5.7) mais en prenant le plan
décalé 2z = —zp comme plan de symétrie.

e Tranche d’épaisseur finie

Dans le cas d’une tranche de largeur L > [, comprise entre deux plans
infinis, on suppose, 14 encore, qu’on peut prendre la solution correspondant &
la condition aux limites de Dirichlet (5.58) mais en remplacant z par z + 2q,
2 par 2’ 4 zy et Pépaisseur L par L + 2z, de sorte que 2!

P(z,2) = Zmt 20 (1 _ Mt ZO) (5.158)

s’annule lorsque z ou 2’ sont égaux & —zp ou & L + zp. Par la méme substitu-
tion, pour le cas ou la longueur de déphasage L, est finie, la relation (5.55)
devient 22

_ Ly sinh(zm + 20)/ Ly sinh(L + 20 — 2a1)/ Ly
D sinh(L + 22¢)/L~

P,(z,2") (5.159)

Ces solutions seront utiles pour ’étude de I’albédo, de la spectroscopie des
ondes diffusées et des corrélations de figures de speckle (chaps. 8, 9 et 12).

2lym et zpy étant définis par la relation (5.57).

22La condition (5.154) conduit & une solution légérement différente mais trés proche
dans la limite ol zg est petit devant L.
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Complément C5.4 Déterminant spectral

Dans la section 5.2.1, on a défini la probabilité intégrée de retour a l’ori-
gine Z(t) donnée par (5.5) et qui s’exprime en fonction du spectre des valeurs
propres E,, de 'équation de diffusion. Dans la description d’un certain nombre
de propriétés physiques, la fonction Z(t) apparait sous la forme de sa trans-
formée de Laplace

/ b Z(t)e dt (5.160)
0

ol le nombre réel et positif v est lié 4 la longueur maximale des chemins
de diffusion et a été introduit dans la section 5.2.2. Par définition de Z(t),
Pintégrale précédente s’écrit formellement

1
> Py (5.161)

n

et peut s’obtenir a partir du déterminant

S(7) = det(-DA+7) = [[(Bn +7) (5.162)
sous la forme
/Oo Z(t)e Mdt =) o 2lnS(w . (5.163)
0 ~ Y+ E. O

Le déterminant S(vy) est appelé déterminant spectral associ¢ a 1'équation de
diffusion. De nombreuses propriétés physiques s’obtiennent a partir de S(v)
ou de ses dérivées.

La fonction S(7) est définie formellement par le produit des valeurs propres
de I’équation de diffusion. Ce produit est infini et les définitions précédentes
n’ont donc qu'un caractére formel. Afin de donner un sens & S(), on utilise
une fonction auxiliaire, dite fonction (, associée au déterminant spectral et
définie par

() =) Ai (5.164)

ol A, = E,, + 7. Cette fonction est bien définie pour toute valeur de s telle
que la série converge. En utilisant I'égalité

d
—X, ¥ls=0 = —In\, .
Zon ls=0 n (5.165)
et 'intégrale
1 1 o0
—=—— [ dttle :
s F(s)/o e (5.166)
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on peut écrire
1 oo
¢(s) = m/o dt 71 Z(t)e "t . (5.167)

Cette représentation fait apparaitre ((s) comme la transformée de Mellin de
Z(t)e~"*. La fonction ((s) ainsi définie converge et son prolongement analy-
tique dans le plan complexe définit une fonction méromorphe de s analytique
en s = (. On utilise cette analyticité afin d’exprimer le déterminant spectral
sous la forme

InS(3) = ~-¢(s)]om0 (5.168)

qui est maintenant bien défini.

e Déterminant spectral et densité d’états

Le determinant spectral S(v) a des propriétés intéressantes et en particu-
lier il permet d’obtenir le spectre des valeurs propres de ’équation de diffusion
et la densité d’états p(E) =Y., 0(F — E,). A partir de (5.163) on obtient

1., d
p(E) = —;hmn—»oﬂmalnS(v) (5.169)
oll maintenant vy est complexe et donné par v = —FE + .

e Exemple : Diffusion dans le plan infini

On calcule S(v) sur I'exemple de la diffusion dans un plan. La probabilité
intégrée de retour a 'origine est donnée par la relation (5.23)

2(t) = 47T1Dt (5.170)
et la fonction {(s) associée, donnée par (5.167), s’écrit
¢(s) = Ll /OO dt g1 Lo (5.171)
47 DT (s) Jo t
qui s’intégre pour donner
1 ~l-s
C(s) = M—DZ_ : (5.172)

On en déduit l'expression du déterminant spectral & l'aide de la rela-
tion (5.168), soit,

InS(v) 1-Iny) . (5.173)

- 47TD’Y(
La densité d’états se déduit de (5.169) et redonne 'expression (3.44) établie
en dimension d = 2, moyennant toutefois de changer D en 1/2m.
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e Exemple : Invariant topologique

La probabilité Z(t) peut inclure un terme additif constant C, dont l'origine
est topologique. Le complément C5.5 en présente des exemples. Dans ce cas,
la fonction ((s) et le déterminant spectral sont donnés par

¢(s) = el lnS(y)=Clny . (5.174)
De (5.169), on déduit qu’il existe une singularité dans la densité des modes

de diffusion :
p(E)=C4(E) . (5.175)
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Complément C5.5 Diffusion dans un domaine
de forme quelconque - Développement de Weyl

Le chapitre 5 est consacré au calcul de la probabilité intégrée de retour
a Porigine Z(t) associée a 1’équation de diffusion pour quelques géométries
simples — le milieu infini, les conditions aux limites périodiques, la diffusion
a une dimension, etc. Pourtant les cas pour lesquels Z(t) peut-étre calculée
exactement représentent I’exception plutét que la régle. Pour un systéme de
forme quelconque, on ne sait pas en général évaluer analytiquement ni les
valeurs propres E, ni, par conséquent, le noyau de la chaleur Z(t) 23.

Néanmoins, dans la limite des temps ¢ < 7p, ol 7p est le temps de
diffusion{5.34), il est possible d’obtenir le développement asymptotique de
Z(t). Considérons I’exemple d’un domaine plan avec les conditions aux limites
de Dirichlet. Une particule qui commence & diffuser a partir d’une position
initiale située loin du bord ne sent pas sa présence et, en premiére approxi-
mation, on peut donc considérer que Z(t) ~ 473) ; ol S est la surface du
domaine (voir la relation 5.23). Au-dela, on peut se demander quelles sont
les corrections & cette expression dues a ’existence du bord. La recherche
de ce développement asymptotique, appelé aussi développement de Weyl est
un probléme célébre de la physique mathématique contemporaine qui a été
popularisé par M. Kac [94] sous le titre : « Peut-on entendre la forme d’un
tambour 7 ». Autrement dit, est-il possible de remonter, & partir du spectre
E,, des valeurs propres et du développement asymptotique de Z(t), aux ca-
ractéristiques géométriques du domaine et en particulier a la forme de son
contour 7 Cette question fut initialement posée en 1910 par H.A. Lorentz. Il
se demandait pourquoi la loi de rayonnement de Jeans (c’est-a-dire & haute
fréquence) pour un corps noir de volume fini ne dépendait pas de la forme de
’enceinte contenant le rayonnement mais seulement de son volume [94,95]. En
fait, il se trouve que le terme suivant dans le développement de Weyl dépend
de la longueur L du contour et il est donc possible d’« entendre » la longueur
du contour. Pour évaluer ce terme de bord, on suppose dans un premier temps
que la particule diffusive n’est sensible 4 la présence du bord le plus proche
d’elle que par Vintermédiaire du plan tangent au bord. On obtient ainsi un

terme correctif égal & — i 7/r 4Dt (exercice 5.7).

Pour finir I'introduction quelque peu historique a ce probléme, notons que
la réponse i la question de M. Kac est négative, c’est-a-dire qu’il est possible de
trouver des domaines isospectraux (ayant le méme spectre de valeurs propres),
de méme surface et de méme longueur mais ayant des formes différentes. Ce
résultat, démontré en 1985, constitue le théoréme de Sunada [96).

230n rencontre ce méme probléme pour les équations d’onde, de Schrédinger ou de Helm-
holtz. Cette constatation constitue le point de départ de ’étude des systémes dits complexes
ou chaotiques en mécanique quantique (& ce propos, voir le chap. 10 et en particulier la
discussion de la section 10.1).
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Exercice 5.7 : Diffusion dans un plan semi-infini
A I’aide de la relation (5.65) généralisée a d = 2, montrer que la probabilité de retour
a lorigine au voisinage du bord s’écrit

P(r,rt) = - e—zz/Dt] (5.176)

1
Dt |
ou z est la distance du point = au bord. En déduire que le noyau de la chaleur
Z(t) = [g P(r, v, t)dr est égal &

_ S L
20 == Wiwss (5.177)

ou S est la surface du plan et L est la longueur du bord. Ces relations sont correctes
aux temps courts, tels que Dt < min(S, L?), ce qui justifie alors de parler de plan
semi-infini.

11 est possible d’évaluer de maniére systématique les termes du développe-
ment asymptotique de Z(¢) dans un domaine plan [97]. Sans entrer ici dans
le détail, 'idée générale consiste a calculer le développement de Weyl pour
le cas d’un disque, ce qui constitue un probléme intégrable pour lequel tous
les coeflicients du développement peuvent étre obtenus a partir de celui de
fonctions de Bessel. Le cas d’'un domaine borné par une courbe continue et
infiniment dérivable s’obtient alors en définissant en chaque point des cercles
osculateurs, ce qui conduit & pouvoir exprimer chaque terme du développe-
ment de Weyl comme une intégrale sur le bord, des puissances successives de
la courbure locale k(I) ol [ est une coordonuée le long du bord. On obtient
ainsi
2y~ L LA

t—0 4w Dt \/m

Le troisiéme terme de ce développement est constant et mérite une plus
grande attention. On montre qu'il est égal & C = - § k({)dl. Cest donc un
terme indépendant de ¢ et aussi de la forme du contour puisque l'intégrale
de la courbure est égale & 27 de telle sorte que ce terme vaut 1/6. Il reste
inchangé si la surface n’est plus plane.

Le développement de la forme (5.178) reste valable pour une variété S
quelconque. On peut montrer que C = x(5)/6, ot x(S) est un invariant
topologique appelé caractéristique d’Euler-Poincaré de la variété. Le théoréme
de Gauss-Bonnet établit que

1 1
=— || K — .
x(8) = 5 //3 AS+ 5 ¢ wdl (5.179)

ou K est la courbure gaussienne de la surface S et k est la courbure géodésique
associée au bord 05.

Pour le cas d’une variété sans bord, par exemple une sphére ou un tore i
un ou plusieurs trous, le terme de bord c’est-a-dire le second terme de (5.179)
disparait dans I'expression de Z(t) et le terme constant reste égal a x(S)/6

+C+OWt) . (5.178)
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ol x(S) ne dépend plus que de I'intégrale de la courbure gaussienne, puisque
le terme de courbure géodésique n’existe pas. On peut montrer que x(S) =
2(1 — h) ot h est la connectivité de la surface (son nombre de trous). Ainsi
x = 2 pour la diffusion sur une sphére et x s’annule pour un tore a un trou.
Dans l’exercice 5.8, on vérifie directement par le calcul du spectre que le terme
constant est bien égal a 1/3 pour la sphére. Cet invariant peut aussi s’obtenir
par triangulation de la variété et il est alors donné par la relation d’Euler
x =V —E+ F ou V,E et F sont respectivement ses nombres de vertex,
d’arétes et de faces. Une des conséquences de (5.178) est donc que l'on peut
entendre la caractéristique d’Euler-Poincaré d’une variété quelconque.

Du développement de Weyl, on ne peut déduire que le comportement de
Z(t) aux petits temps, tandis que l'on a souvent besoin de connaitre cette
fonction a tous temps. Il y a cependant des situations ou cette limite suffit.
Un exemple concerne le comportement des corrélations spectrales (chap. 10)
a haute énergie [98].

Exercice 5.8 : Développement de Weyl pour une sphére

Le spectre de I’équation de diffusion sur une sphére de rayon R est donné par E; =
Dl(l2+1), ces états ayant une dégénérescence 2! + 1. Montrer, en utilisant la formule

d’Euler-Mac Laurin

- " 1 1 ! ' 1 1 11
> 16) = [ 14 O = £+ )= 0) = (17 )= O

(5.180)
pour la fonction f(I) = (20 4+ 1)e~*F1, que le noyau de la chaleur

o0
Z(t) =Y (2 + e P (5.181)
1=0
admet le développement de Weyl

Z{t)= —+ = — —— .- (5.182)

Exercice 5.9 : Montrer que la caractéristique d’Euler-Poincaré x(S) de la carafe
représentée sur la figure 5.8.a est égale & —1, et que celle du descendeur représenté
sur la figure 5.8.b est égale & —2.

Fic. 5.8 — a) Carafe (photo
T. Akkermans). b) Descen-
deur (ou « huit ») utilisé pour
les descentes en rappel (photo
G. Montambauz).
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Complément C5.6 Diffusion sur des graphes

C5.6.1 Déterminant spectral sur un graphe

Jusqu’a présent, on a résolu 'équation de diffusion dans des géométries
simples. On considére ici le cas de réseaux (ou graphes), formés de fils uni-
dimensionnels au sens de la diffusion. Le déterminant spectral (5.162) sur un
graphe fini s’écrit simplement en fonction de ses caractéristiques géométriques,
a savoir les longueurs des fils et leur connectivité. Pour un graphe constitué
de E fils unidimensionnels connectés entre eux par V nceuds (fig. 5.9), il
s’écrit 24 :

v_E : lo
S(y)=~"2 H sinh (fii) det M (5.183)
(af)

ou [, est la longueur du lien (af) et L, = \/D/~y. M est une matrice carrée
V x V dont les éléments diagonaux sont [99-102] :

Mo la
Moo = Zcoth(L—ﬂ) (5.184)
8 Y

la somme est prise sur les m, nceuds voisins du noeud «. Les éléments non

diagonaux sont
1

~ sinh(lag/Ly)

si les nceuds a et 3 sont connectés par un lien. Iis sont nuls autrement.

Mg = (5.185)

Yz;

F1G. 5.9 — Ezemple de graphe : (of3) désigne un lien quelconque et (ab) désigne le
lien auquel appartient le point source y.

Afin d’obtenir ce résultat, on calcule d’abord la probabilité de retour &
Vorigine P(y,y) depuis n’importe quel point y du graphe. Puis, par intégration

V_E
24Le préfacteur v~ 2 est d’origine topologique. Il correspond & un terme constant

additif V;E dans la probabilité de retour a V'origine Z(t) (voir le complément C5.5).
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spatiale sur tout le graphe, on déduit le déterminant spectral par

A

[avPown) = 5-mmsts) (5.186)

En posant D = 1 dans ’équation (5.14) afin de simplifier les expressions, on
commernce par résoudre

(v = Ae) Py (. y) = 6(z — y) (5.187)

sur chaque lien noté (af). Pour une source placée en un point quelconque y
du graphe, on obtient :

Py (o, y) sinh \/5(l — z) + P,(B,y) sinh /7
sinh \/ylap
ol = est la coordonnée d’un point courant sur le lien (ag) de longueur l,g.

Py (a,y) et Py(B,y) sont les valeurs prises aux extrémités du lien. La conser-
vation du courant au nceud « s’écrit :

Py(z,y) = (5.188)

= 0y Py(Tap = 0,9) = ay (5.189)
B
oll la somme porte sur les noeuds § voisins de «. Ceci conduit au systéme
linéaire
Py(By) _ da
P thijag — ) S —r = =2 5.190
W(Q’wgco s 4:—: sinh g NG ( )

avec Nag = 1/ Ylap. C'est un systéme de (V' + 1) équations linéaires pour les
(V + 1) variables Py{c,y) ou « est soit un nceud du graphe soit la source y :

P’Y(alvy) 0
M, Pw(@ y) | = l/ﬁ . (5.191)
Py (v, 1) 0

La matrice carrée M, de taille (V + 1) x (V + 1) est définie par les équa-
tions (5.184, 5.185).

On peut maintenant calculer P,(y,y). Tout d’abord, en utilisant 1'équa-
tion (5.190), on peut écrire P, (y,y) en fonction de Py (a,y) et Py(b,y) ot a et
b sont les nceuds qui terminent le lien sur lequel se trouve le point y (fig. 5.9) :

P(a,y) Pyby) 1
P. th7, thyy) — === — == = — 5192
w(y, y) (CO 77 Y + co nyb) sinh 'ﬂay Sinh 77by ﬁ ( )
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de sorte que :

1 sinh g, sinh 7 . .
Py(y,y) = -~ ( \y/,_y % + Py(a,y) sinhnyy, + Py (b, y) sinh nay) :
(5.193)
En éliminant P,(y,y) du systéme (5.190), on déduit P,(a,y) :
1 1 sinhny,
P thne — Y P(By) —— = ——% 5.194
. (a,) zﬁ:co Tap Xﬁ: VOV e = e 0199

et une expression similaire pour P, (b, 3). Les (V — 2) équations restantes sont
inchangées. On obtient donc maintenant un systéme V x V pour les variables

Py(a,y) :

P’y (al y y) 0
P,(a,y) . sinh 7y
M : V7 sinh g o ( )
Py(b,y) sinh 774y
P’y (aV—27 y) 0

La matrice M est définie en (5.184, 5.185) et le point source est maintenant
exclu. En inversant cette matrice, on obtient P,(a,y) et P, (b,y) :

1
VY sinh 74
ot T = M~!. En insérant les expressions de P,(a,3) et P,(b,3) dans la

relation (5.193), on obtient finalement la probabilité de retour P, (y, y) & partir
de n’importe quel point du graphe :

Pya,y) = (Tuo sinh nyp + Tap sinh gy, (5.196)

1 [ sinhng, sinhn,
g L {nhmnins
Nal sinh 74
1
+ [Taa sinh? Moy + Thp sinh? Nay + 2Tpq sinh gy sinh nyb] }
sinh® 7,
(6.197)
L’intégration spatiale de P,(y,y) sur le lien (ab) donne :
b 1
/ dy Py(y,y) = 5{% cothmgp — 1
+ (Taa + Top) (1 + 27-2-) coth 75 — 2Tha(1 + 272 } (5.198)
aa bb 78"}’ Nab ba 78’)’ Sinh Nab .
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ol on a utilisé les égalités :

9y 9 cotn 5.199
sinh? 7 737 K ( )

h g 1
i/ R (5.200)

nsinhzn T oy sinhy

En sommant sur tous les liens du graphe et en utilisant les identités :

Tpa
Z((TanrTbb)cothnab—Q_ b ):tr(TM):V , (5.201)
(o sinh 74
0 0 1 7]
Too + Tpp) = cothngy — 2The——— ) =t1(T—M) , (5.202
(azb)(( t bb)(‘)’yco lab b 8’ysmhnab) o oy ) ( )
ncothn:Q'yazlnsinhn , (5.203)
Y

on déduit que Vintégrale [~ dte "Z(t) = fgraphe dy P, (y,y) donnée par la
relation (5.161) se simplifie considérablement et se met sous la forme

+trM 1 3M . (5.204)

0 .
7 Z Insinhng + o

(ab)

En utilisant la propriété trM *%M = % Indet M, on retrouve finalement
la relation (5.163) pour le déterminant spectral :

. -7t = _5?_ n
/0 dte "' Z(t) = 871 S(v) (5.205)

ot S(v) est donné par la relation (5.183).

C5.6.2 Exemples

On présente les expressions du déterminant spectral pour quelques géo-
métries simples [103]. Dans chaque cas, il suffit d’obtenir le déterminant de
la. matrice M définie par (5.184, 5.185), donné par le produit de ses valeurs
propres.

e Fil isolé de longueur L :

S(v) = L/L,sinh L/L. . (5.206)
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e Fil de longueur L connecté a des réservoirs :

L/L,

S(v) = Soh LI, (5.207)

e Anneau de circonférence L traversé par un flux Aharonov-Bohm (§ =

Am /o) :

L
S(v)y=2 (cosh — —cos 9) . (5.208)

L,

e Anneau de circonférence L relié & un bras libre de longueur b :
L
b
L

S(v) = sinh I% sinh L—v + 2cosh I% (cosh Li,y —cosf) . (5.209)

e Anneau de circonférence L relié & un bras de longueur b connecté & un
réservoir :

L

b L b L
S(v) = cosh 7 sinh I + 2sinh L_7 (cosh L~ cosf) . (5.210)

e Anneau de circonférence L = NI relié & N bras de longueur b (ensemble
isole) :

N-1
{ l
S(y) = ,:CEIO {sinh I% sinh i + 2 cosh [% (cosh I~ cos(%(@ + 27rk)]> }

(5.211)
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e Chaine de N anneaux de périmétre L = 4a, reliés par des fils de longueur b
(conditions aux limites périodiques) :

1=2a
O
1=2a
S(v) = <%>N£[1{sinh (L%) {4 cosh? (%—j) + sinh? (z—i) - 40032(9/2)]
(5.212)
+ 4sinh (2‘?) {cosh (i—j) cosh (%) — cos(0/2) cos(ka/N)]}
(5.213)

e Echelle de N carrés de périmétre 4a (conditions aux limites périodiques) :

a a

¢ |o |0

~

0 2kr\° 0 . o2
X {<3cosh%—2cos§cos%> — <1+4sin2§sin2 %)]}

(5.214)

S(v) = ,ﬁ {%lsinh (Li>

e Réseau carré :

On considére enfin une grille formée de N? mailles carrées de coté a, en
présence d’un champ perpendiculaire, dans la limite N — oo. Le déterminant
spectral est relié¢ aux solutions du probléme de liaisons fortes sur un réseau
carré sous champ magnétique, popularisé par Hofstadter [104]. Pour un flux ¢
par maille tel que 2¢/¢o = p/q ot ¢ — o0, il s’écrit sous la forme simple [103] :

N2 A [L a a N/q
S(y) = — =T sinh — (4 cosh — — q)} 5.215
= 7 1T [rsioh - (seosn 7 (5215

ol les €; sont les ¢ valeurs propres de 1'équation de Harper :

W = Ym—1 + Ym41 + 2 cos(27r§m)wm ) (5.216)
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C5.6.3 Thermodynamique, transport et déterminant
spectral

Un certain nombre de quantités physiques sont reliées a la probabilité
intégrée de retour a l'origine Z(t) ou plus précisement & sa transformée de
Laplace, elle-méme reliée au déterminant spectral par la relation (5.205). Le
résultat (5.183) obtenu pour le déterminant spectral sur un graphe quelconque
permet de calculer directement ces quantités physiques sur des réseaux de fils
diffusifs. Par exemple, des quantités thermodynamiques comme la fluctuation
du moment magnétique IM?2 = M2 — —/\72 ou l'aimantation moyenne M.,
s’expriment & partir de Z(t). Grace a (5.205), ces expressions (14.35 et 14.51)
peuvent étre récrites en fonction du déterminant spectral :

5 h2 [e'e} 82
M2 = s A dn(y = m) 55z nSn) (5.217)
Fr [ 15)
ce = — —1 . .
M 5 L dm 35 nS(v) (5.218)

A T'aide de (5.183), on en déduit trés facilement I'aimantation d’un réseau
quelconque de fils diffusifs [101].

Le cas des propriétés de transport est plus délicat. Il est également possible
de relier la correction de localisation faible ou les fluctuations de conductance
a la probabilité de retour a ’origine (relations 7.53 et 11.37), puis de les récrire
en fonction du déterminant spectral pour obtenir :

se?D 0
Ag = — TR B InS(%) (5.219)
o 2,412 52
5o seD” O st (5.220)

~ B3RO0 By

Il convient toutefois d’étre prudent. Ces relations ne sont pas a prior: utili-
sables sur des réseaux. En effet, la conductivité est une fonction locale qui
dépend de la position sur le réseau. Pour obtenir la conductance entre deux
contacts sur ce réseau, il faut convenablement combiner les contributions des
différents fils en suivant les lois de Kirchhoff [105]. Dans ce cas, la correction
de localisation faible ou les fluctuations de conductance ne peuvent pas étre
écrites simplement en fonction du déterminant spectral.

Les relations (5.219, 5.220) sont toutefois utilisables pour des géométries
simples comme le fil ou ’anneau, ou pour des réseaux réguliers infinis, comme
le réseau carré ou tous les fils jouent des roles identiques. Par exemple, pour
le fil et ’anneau, on retrouve simplement les résultats (7.61) et (7.88), 4 I’aide
des expressions (5.207) et (5.208).



Chapitre 6

Déphasages

6.1 Deéphasage et diffusion multiple

6.1.1 Généralités

Le diffuson et le cooperon font intervenir le produit de deux séquences
de collisions multiples passant par les mémes diffuseurs, soit dans le méme
ordre (diffuson), soit dans un ordre inversé (cooperon). Ces deux séquences
sont décrites par deux amplitudes complexes conjuguées. Pour le diffuson, ces
deux amplitudes correspondent & la méme séquence de collisions de telle sorte
que la phase totale disparait pour laisser place & un objet classique. Pour le
cooperon, les deux amplitudes correspondent a des séquences renversées I'une
par rapport & Pautre. S’il y a invariance par renversement du sens du temps,
les facteurs de structure associés au diffuson et au cooperon sont égaux.

Certains mécanismes peuvent donner lieu a Papparition d’'une phase re-
lative A¢(t) entre les deux amplitudes complexes formant le diffuson ou le
cooperon. De tels mécanismes impliquent que ces amplitudes soient affectées
différemment lors d’une séquence de collisions multiples sur les mémes diffu-
seurs, donnant ainsi lieu 4 un déphasage A¢(t). Dans ce chapitre, on montre
qu'un déphasage affecte la probabilité de diffusion quantique moyenne par un
facteur global, de sorte qu’en sommant sur toutes les séquences de collision
multiples, on se raméne & des expressions du type

P(r, v t) <em¢(t)> (6.1)

ou P(r,r’,t) est la probabilité de diffusion quantique étudiée au chapitre 4.
La phase relative A¢(t) est généralement une variable aléatoire dont la dis-
tribution dépend du phénomeéne & lorigine du déphasage. On note (---) la
moyenne sur cette distribution. En général elle décroit exponentiellement avec
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le temps !
<eiA¢(t)> =e U/ (6.2)

ce qui permet de donner un sens physique au temps de coupure 7, (et a la
longueur L., = /D7) introduit phénoménologiquement dans la section 5.2.2.
De nombreuses propriétés s’expriment au moyen de la probabilité intégrée sur
le temps et sont donc des mesures directes de la transformée de Laplace (5.12)

/ dtP(r,r',t)<em¢(t)>: / dtP(r, 7' t)e /™ (6.3)
0 0

Les processus de déphasage peuvent aussi bien affecter le diffuson que le co-
operon. Ceci peut sembler paradoxal car le diffuson associé¢ a la probabilité
Py(r,r',t) est une quantité classique liée a la conservation du nombre de par-
ticules ou de I’énergie (normalisation de la probabilité, p. 129). Dans cette
définition du diffuson, les deux amplitudes complexes qui le constituent cor-
respondent & une méme réalisation du potentiel de désordre. On peut cepen-
dant imaginer 'appariement de deux amplitudes complexes appartement
des configurations distinctes du désordre, ou mettant en jeu des parameétres
extérieurs différents. On obtient alors une quantité ayant encore la structure
du diffuson mais pouvant inclure un déphasage. Ce type de diffuson ne corres-
pond donc plus au mode de Goldstone décrivant la conservation du nombre
de particules ou de I'énergie.

6.1.2 Meécanismes de déphasage : introduction

Afin de préciser ces idées, revenons & ’expression du facteur de struc-
ture du diffuson (ou du cooperon) telle qu’elle apparait dans 1’équation inté-
grale (4.26) ?

T(r,7') = y.6(r —r'") + /F(r, " Nwo(r”, v")dr" (6.4)

ot wo(r”, ') = Py(r”,r")/7.. En transformée de Fourier, cette équation in-
tégrale prend la forme simple :

I'(q) = ve + T(q)wo(q) (6.5)

ot wy(q) = Po(gq,w = 0)/7, (voir le complément C4.1). Le facteur de structure
a donc la forme

I'(q) = ﬁ@ (6.6)

1Ce comportement n’est pas nécessairement exponentiel. Ce peut étre plus généralement
une fonction f(t/ry), voir par exemple la section 13.7.3 et 'exercice 13.13.
2Afin d'alléger les notations, on omet d’écrire la fréquence w.
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Dans la limite des variations lentes (gl. < 1), Péquation intégrale (6.4)
est équivalente & une équation de diffusion. Dans cette limite, le développe-
ment (4.74) :

wo(q) = 1 — D¢’ (6.7)
conduit a
'Ye/Te
T = 6.8
(q) Df (6.8)

Ce pole de diffusion est caractéristique du mode de Goldstone. Il est inti-
mement 1ié & la structure du terme élémentaire wo(r;, ri41) qui dépend du
processus quantique (ou ondulatoire) mis en jeu lors de la diffusion sur les
impuretés. La présence de degrés de liberté supplémentaires affecte ce terme
élémentaire conduisant ainsi 4 une modification du facteur de structure. On
rencontrera plusieurs cas de figure.

e Le terme élémentaire wy est affecté d’un déphasage supplémentaire :
w(ri, Pig1) = wolrs, P )e2PTorie) (6.9)

L’équation intégrale (6.4) devient alors
T(r,r')y =v.0(r—7)+ /F(r, rYwo(r”, 7)el e gp (6.10)

Si le déphasage Ap(r”,r’) est une fonction simple bien déterminée, il suffit
de résoudre I'équation intégrale (6.10) a Papproximation de diffusion. Cette
situation est, par exemple, celle d’'un champ magnétique uniforme appliqué a
un gaz d’électrons. Le déphasage donné par I'intégrale du potentiel vecteur,
est nul pour le diffuson mais reste fini pour le cooperon (section 6.3).

o Le déphasage peut résulter de Vexistence de degrés de liberté non contré-
lés par 'expérimentateur. C’est le cas de la diffusion multiple par des parti-
cules en mouvement. On peut alors définir un nouveau diffuson en appariant
deux séquences de collisions multiples correspondant & des diffuseurs dont les
positions sont prises & des temps différents, 0 et 7', c’est-&-dire appartenant a
des configurations différentes de désordre. La position des diffuseurs n’étant
en général pas connue, il faut moyenner sur celle-ci le déphasage entre les deux
amplitudes appariées. On montre (section 6.7) que 'on peut alors définir un
nouveau pas €élémentaire de la forme

(w(rs, riv1))r = b(T) wo(ri, Tis1) (6.11)

ou le paramétre b = (eiA¢) < 1, est la moyenne du déphasage associé au pas
élémentaire et dépend du déplacement des impuretés pendant U'intervalle de
temps T'. Dans Péquation (6.10), l'intégrale est simplement multipliée par b
et le facteur de structure, en transformée de Fourier, obéit a :

I'(q) =b 7. +T(q) b wolq) , (6.12)
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soit encore
b e

~1-buwo(q)
Le paramétre b < 1 modifie le pole de diffusion qui, & Vaide de (6.7), devient :

I'{q) (6.13)

’Ye/Te

T(q) = —et’e
(@) 1/7y + Dqg?

(6.14)

La moyenne du déphasage associé a des degrés de liberté non controlés fait
donc apparaitre un temps caractéristique de la forme :

(6.15)

Le pole de T'(g) décrit I’atténuation du mode de diffusion. Le diffuson est
obtenu & partir du facteur de structure (6.14) en rétablissant la fréquence et
en prenant la transformée de Fourier. On obtient alors pour la probabilité
I'expression

P(r,7 t)e V™ (6.16)

Le temps 7, ainsi défini exprime la perte de cohérence de phase.

e Il peut aussi apparaitre un déphasage lorsque 1’onde qui diffuse n’est plus
scalaire mais posséde des degrés de liberté supplémentaires comme le spin de
I’électron ou la polarisation de 'onde électromagnétique. Si le potentiel de
diffusion avec les impuretés dépend de ces degrés de liberté, ceci donne lieu
a un déphasage et donc & un temps 7, fini. C’est le cas, d’une part, de la
diffusion spin-orbite et de la diffusion sur des impuretés magnétiques pour
les électrons, et, d’autre part, de la rotation de la polarisation en diffusion
Rayleigh ou de la diffusion des photons sur des atomes ayant des degrés de
liberté internes.

Le couplage a ces nouveaux degrés de liberté peut, comme dans 1’exemple
précédent, étre décrit en toute généralité par une modification du proces-
sus élémentaire de diffusion, qui se trouve alors avoir une forme tensorielle
Ve bap,ys OU les indices décrivent soit le spin de I'électron, soit la polarisation
de Ponde. Plus précisément, et en prenant I'exemple du spin de I’électron, le
tenseur bag 45 décrit la diffusion de deux états initiaux de spin (a, ) vers
deux états finaux (v,d). L’équation d’itération pour le facteur de structure
acquiert maintenant une forme tensorielle qui généralise (6.5) :

Fa,@,’y&(Q) = Ye baﬁ,'yd + Zra,@,;w(Q) b;w,’y5 w(q) . (617)
v

La diagonalisation de cette équation fait apparaitre les sous-espaces propres
associés au spin total (ou I’équivalent pour la polarisation) des deux états
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appariés. Dans chacun des sous-espaces, singulet ou triplet, I’équation du dif-
fuson se met sous la forme (6.12), et on obtient donc un diffuson (ou un
cooperon) caractérisé par le spin total J=0ou J =1:

Ye/Te
r = 6.18
e = 2 (6.18)
avec un temps caractéristique de la forme :
by
= 6.19

ou by décrit, dans chaque sous-espace, la contribution du processus élémen-
taire de diffusion — appelé aussi vertex élémentaire d’interaction.

On voit ainsi comment le spin-orbite et le couplage a des impuretés ma-
gnétiques affectent le diffuson ou le cooperon, et introduisent naturellement
un déphasage. On reviendra en détail sur ces exemples et on traitera de ma-
niére analogue effet de la polarisation pour la diffusion multiple de la lumiére
par des dipodles classiques ou par des atomes ayant une structure quantique
interne.

¢ Il existe enfin des situations ol le déphasage ne peut pas étre mis sim-
plement sous la forme d’un vertex local d’interaction. C’est par exemple le
cas pour le cooperon dans un champ dépendant du temps. Nous y revenons
dans le complément C6.3.

6.1.3 Le mode de Goldstone

La probabilité classique est normalisée (remarque p. 129). Cette normalisa-
tion rend compte de la conservation du nombre de particules et s’exprime par
la divergence du facteur de structure (6.8) a basse fréquence et petit vecteur
d’onde. L’introduction de nouveaux degrés de liberté (spin ou polarisation)
et des processus de diffusion associés ne doit pas affecter cette normalisation.
En effet, les deux séquences appariées de diffusion multiple du spin (ou de la
polarisation) restent identiques. Il n’apparait pas de déphasage et on obtient
pour le diffuson le mode de Goldstone.

Plus généralement, on peut aussi construire un diffuson en appariant deux
amplitudes correspondant & des rotations indépendantes du spin de I’électron
(ou de la polarisation de onde électromagnétique). Le diffuson résultant ac-
quiert alors un pdle de la forme (6.14) et un temps de déphasage fini. Nous
sommes donc amenés & définir deux objets différents :

e L’un est le diffuson introduit dans le chapitre 4, c’est-a-dire le mode
de Goldstone traduisant la conservation de I’énergie ou du nombre de
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particules. C’est une grandeur classique et donc insensible au déphasage.

Ce mode scalaire existe toujours méme en présence d’autres degrés de
1 p

liberté 3,

e [’autre a aussi la structure d’un diffuson, c’est-a-dire qu’il résulte de
I’appariement de deux amplitudes se propageant dans la méme direction
mais associées soit a des réalisations différentes du désordre, soit & des
configurations différentes du spin ou de la polarisation, soit encore &
des champs magnétiques distincts. Dans tous les cas, ce diffuson peut
inclure un déphasage et donc un temps caractéristique associé.

Dorénavant, nous serons amenés a utiliser ces deux diffusons pour lesquels
nous garderons cependant la méme dénomination. Le diffuson « sensible i la
phase » joue un role important dans ’étude des fluctuations (voir chaps. 11
et 12).

Pour le cooperon, il est clair qu’il apparaitra toujours un temps de cohé-
rence fini puisque, par construction, on ne peut pas apparier deux amplitudes
renversées I'une de 'autre dans le temps et correspondant aux mémes confi-
gurations du spin ou de la polarisation.

6.2 Champ magnétique et cooperon

Afin d’établir Pexpression du cooperon X, dans la section 4.6, on a expli-
citement utilisé la propriété d’invariance par renversement du sens du temps.
Du fait de cette invariance, le facteur de structure I”, associé au cooperon est
identique & celui, ', associé au diffuson Pj.

Ce n’est plus le cas lorsque cette invariance disparait. Une situation im-
portante pour laquelle il n’y a effectivement plus invariance par renversement
du sens du temps est celle d’une particule chargée en présence d’un champ
magnétique B =V x A.

Remarque : Champ magnétique et théoréme de réciprocité

En présence d’un champ magnétique B, le théoréme de réciprocité (2.115) se généra-

lise en

Tyir(k, k', B) = Treo(—K', —k, —B) (6.20)
puisque le renversement du sens du temps change le signe du champ magnétique.
Dans la direction de rétrodiffusion k' = —k, cette condition devient

Tair(k, —k,B) = Trev(’@ —k,~B) (6~21)

de sorte que, pour un champ B fixé, les processus direct Ty;,.(k, —k, B) et inverse
Trev(k, —k, B) sont différents sauf en champ nul. On dit que le champ magnétique
brise 'invariance par renversement du sens du temps (on pourra aussi consulter [106]).

3Sauf en présence d’absorption, auquel cas il est atténué puisque 1'énergie ou le nombre
de particules ne sont plus conservés.
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L’hamiltonien pour un électron dans un potentiel aléatoire et en présence
d’un champ magnétique s’écrit (on prend e > 0)
h? e .o
H= %(V + gA) +V(r) . (6.22)
Classiquement, P'effet du champ magnétique exprimé par la force de Lorentz
est de courber la trajectoire des particules chargées. Le rayon de courbure asso-
cié est le rayon cyclotron égal, pour des électrons de vitesse v, & r. = muv/eB.
La longueur r. apparait donc comme une échelle supplémentaire qu’il faut
comparer au libre parcours moyen élastique [.. On ne va considérer ici que le
cas d’'un champ magnétique faible, tel que la courbure des trajectoires élec-
troniques entre deux collisions élastiques est négligeable. En d’autres termes,
on suppose l, < 7. soit w.Te € 1 olt w. = eB/m est la fréquence cyclotron.

En mécanique quantique, négliger la courbure des trajectoires n’implique
pas I'absence d’effet du champ magnétique. L’effet Aharonov-Bohm discuté
dans le chapitre d’introduction en est une illustration. Dans la limite appelée
approzimation eikonale de variation lente du potentiel vecteur A(r), effet du
champ magnétique est uniquement de modifier la phase de la fonction d’onde
(et donc de la fonction de Green) [107,108]. En présence du champ, la fonction

. =LA P
de Green moyenne, notée G, (r,r’, B), s’écrit :

—=R,A

G

—R,A

(r,7',B) =G, " (r,7/)emr) (6.23)

£
avec

/ € "
o(r,r) = ~% Adl (6.24)
T

oil ~C?f’A(r,r’) = @f’A(r,r’, B = 0) est la fonction de Green en champ nul.
La circulation du potentiel vecteur est calculée le long du segment (r,7’).
Dans cette approximation, le potentiel vecteur ne peut changer de maniére
appréciable que sur des distances trés supérieures au libre parcours moyen
le qui contréle la décroissance de la fonction de Green moyenne. L’approxi-
mation eikonale est aussi utilisée pour décrire 'effet du champ magnétique
sur un supraconducteur de type II, une situation pour laquelle on néglige
habituellement les effets liés & la quantification de Landau [108].

En présence du champ magnétique la fonction de Green moyenne n’est
plus invariante par translation et le formalisme dans I’espace réel développé
dans les sections 4.4 et 4.6 est bien adapté.

Etudions d’abord le cas du diffuson P,. Celui-ci ne nécessite pour son calcul
que les combinaisons du type @5(1’, ' B )é‘f_w (r',r, B) qui apparaissent dans
les relations (4.23) et (4.24). A lapproximation eikonale, ce produit reste
indépendant du champ puisque les termes de phase se compensent :

Gl e, BYGE (v, 7, B) = Go(r, ¥ )G (', 7). (6.25)
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Donc dans cette limite, c¢’est-a-dire lorsqu’on néglige la courbure des trajec-
toires électroniques, les contributions de Drude-Boltzmann Py et de diffusion
classique sont indépendantes du champ 4.

Par contre pour le cooperon, la combinaison élémentaire des fonctions de

Green moyennées qui apparait dans (4.43) est 6?(1‘, T/, B)@iw(r, r’,B). En

présence du champ, ce produit n’est plus égal & —éf(r, )G ._,(r',7), mais & :
Gl(r,v', B)GL (r,', B) = Gr(r,7)G o (7, 7)e#(TT)

=G, (r, )T (', r)etetr)
= 2mpoPo(r, T, w)eX P (6.26)

Il apparait donc un facteur de phase double de celui qui affecte la fonction
de Green moyenne. Ceci provient du fait que chacune des deux trajectoircs
électroniques joignant les points 7 et ' donne un facteur de phase de méme
signe. Ce facteur 2 est essentiel pour la compréhension des effets du champ
magnétique sur les propriétés de transport électronique (voir par exemple
la section 7.6.3). L’équation intégrale (4.43) pour le facteur de structure I/,
associé au cooperon dépend de la phase et devient :

1 . 1"
I (r1,m2) = Yed(r1 — m2) + — /F;(”'l,T'//)P()(’I"H,’I'Q,W)62“P(T T2) gy

e
(6.27)
Il est donc différent de I',, donné par (4.26). A I'approximation de diffusion,
c’est-a-dire pour des variations spatiales lentes, on peut linéariser cette équa-
tion. La relation

Ve [Fi}(rl,r)em(r“)} = eZiv(rra) [VT + 22’%A] I (ri,7r) (6.28)

et un calcul identique & celui de la section 4.5 conduisent pour I/, a I’équation :

2
(—iw -D [Vr2 + i%A(rg)] ) T (ry,re,w) = ké(rl —72) (6.29)

e

Le facteur de structure I'), obéit donc a une équation de diffusion covariante,
c’est-d-dire pour laquelle la contribution du champ magnétique est prise en
compte par la substitution

V—>V+i2—heA (6.30)

411 est cependant important de noter qu’il y a des situations particuliéres (remarque
de la p. 224, sections 11.4.4 et 14.2.3) pour lesquelles le diffuson peut dépendre du champ
appliqué.
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Cette substitution est analogue & la substitution covariante V + ieA/h du
gradient dans Péquation de Schrédinger (2.2), mais avec une charge effective
égale & (—2e) au lieu de (—e). La forme covariante de I'équation différen-
tielle (6.29) est aussi similaire ® & celle obtenue lors de I'établissement des
équations de Ginzburg-Landau pour un supraconducteur {110] et elle résulte
simplement de I’exigence d’invariance de jauge.

Il reste maintenant & déterminer le cooperon X.. En présence du champ
magnétique, ’équation (4.44) devient :
2
Xo(r,r' w) ~ r )G (r )P (e ) gy
i 27( Po

(6.31)
Les fonctions de Green moyennes décroissent exponentiellement sur la lon-
gueur .. On peut donc négliger la dépendance en champ de l'intégrale et on
obtient finalement :

Xo(r, 7' w) = 22T (r,7)g2(r — ') (6.32)

€

ot la fonction g?(R) définie par (3.97) est & courte portée et g?(0) = 1. Les
équations (6.29) et (6.32) permettent de calculer la contribution du cooperon
a la probabilité de retour a l'origine en présence d’un champ magnétique.

Remarque importante

Le cooperon X, n’est pas solution d’une équation de diffusion (puisqu’il est nul dés
que |r — 7’| > l¢). Dans la section 4.6, on a défini la quantité P, par

Pofr, v\ w) = ST (r, 7)) . (6.33)
Ye

D’aprés (6.29), P. est solution de I’équation de diffusion covariante

2
(—iw -D {Vrr + i%A(r')] ) P.(r,r,w) =6(r — ') (6.34)

dont on prendra la solution pour 7 = 7 afin d’en déduire X (r,r,w) = Pe(r,r,w).

Notons que 1’équation de diffusion covariante (6.29, 6.34) a la méme struc-
ture qu'une équation de Schrodinger, moyennant les substitutions :
I3

— D 6.35
5 (6.35)

e — 2e

Afin de décrire les effets du champ magnétique sur la probabilité de retour
a Dorigine P.(r,7,t), on sera essentiellement amené & résoudre cette équa-
tion pour des géométries bidimensionnelles et pour différentes configurations

5Cette similarité a été exploitée dans [109).
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du champ magnétique. Ainsi, on étudiera successivement le cas d’un champ
magnétique uniforme, celui d’'un anneau ou d’un cylindre et, dans le com-
plément C6.1, celui d’une ligne de flux magnétique traversant un plan. On
calculera la probabilité de retour P.(r,7,t) et le noyau de la chaleur Z.(t)
donné par (5.5) ou {E,} sont les valeurs propres de I’équation (6.34).

Remarque

Dans 'introduction a ce chapitre, on a vu que le diffuson pouvait étre déphasé lorsque
les deux amplitudes qui le composent correspondent a des réalisations différentes
du désordre. De méme, il existe des situations ol les amplitudes qui constituent le
diffuson ou le cooperon correspondent & des champs magnétiques différents B et B’.
Dans ce cas, les combinaisons du type 65(1‘, 'r-/,B)E?_w(r’,r, B') qui constituent
le diffuson contiennent un facteur de phase lié a la différence des phases associées a
chaque amplitude :

55(7‘, r, B)@?_w(r', r,B') = G?('r, r')é?_w(r’, r)e"[“"(r"’/)*‘/(r’r/)] (6.36)

!/ ’
ot p(r, ') = —£ [ Adlet ¢'(r,v') = —% [T A’.dl. Par contre, les combinaisons
— —A . . .
de la forme G?(r,'r’ ,B)G._,(r,7",B’) qui constituent le cooperon contiennent un
facteur de phase lié & la somme des phases ¢ et ¢’ :

R

G (r,7,BYCL,(r,v',B') =L

(r, r')@?_w(r, r')ei[“’(""l)'*"fl(r”',)] (6.37)
P, et P4 sont donc solutions de ’équation différentielle :

(—iw -D [v,, + i%[A(r’) + A'(r')]]z) Pog(r v w) =o(r—1') . (6.38)

Le diffuson dépend des champs magnétiques B et B’ sauf ci ceux-ci sont égaux,
auquel cas on retrouve ’équation différentielle (6.34) pour le cooperon.

6.3 Probabilité de retour a Porigine
dans un champ magnétique uniforme

Considérons la diffusion dun électron dans un milieu bidimensionnel in-
fini soumis 4 un champ magnétique uniforme B perpendiculaire au plan. Afin
d’obtenir 'effet du champ sur le cooperon, il faut résoudre ’équation de dif-
fusion covariante (6.34). Ses valeurs propres sont les solutions de 'équation
de Schrédinger d’une particule libre de masse m = %/2D et de charge —2e
dans le champ uniforme B, moyennant la substitution (6.30). On obtient ainsi
les valeurs propres FE,, de I’équation de diffusion et leur dégénérescence g,, &
partir de celles de I’équation de Schrédinger (les niveaux de Landau) :

1\ heB 1\ 4eDB

énergie —  fréquence (6.39)
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oul n est un entier naturel ®. Ces niveaux sont infiniment dégénérés pour un
plan infini et, par unité de surface S, on a

eB 2eB
Gn — TS - In = h S . (640)
La probabilité intégrée de retour a lorigine Z.(t) associée au cooperon
s’obtient a partir de la fonction de partition (5.5) pour une particule libre de
masse m = h/2D et de charge (—2¢) dans un champ magnétique, le temps
jouant le réle de l'inverse de la température. On obtient :

_ BS/ o
~ sinh(4wBDt/¢o)

Z.(t, B) (6.41)

o on note ¢y = h/e le quantum de flux. On vérifie que Z. est effectivement
sans dimension et qu’elle s’exprime en fonction du flux 47 BDt & travers la
surface w(R?(t)) engendrée par une trajectoire brownienne aprés un temps .
Dans la limite B — 0, on retrouve bien le résultat (5.22) pour la diffusion
libre dans un plan infini : S/(4nDt). Le comportement aux temps longs de
Z.(t, B) est de la forme

BS
Zo(t,B) ~ 2= "¢ /75 (6.42)
0
ou le temps caractéristique 7 est donné par
B — ¢0/47TBD (643)
A ce temps on peut associer la longueur magnétique Ly = +/A/2eB qui

joue ict le role de la longueur de coupure L., introduite dans la section 5.2.2.
Contrairement au cas de la diffusion libre dans un plan, le temps de récurrence,
c’est-a-dire le temps passé autour de Porigine, ne diverge plus avec la taille
du systéme. Il est donné par :

2 o0
w2

Z(t,B)dt ~ 1, In 2 . (6.44)

Te Te

TR =

On peut interpréter le résultat (6.41) de la fagon suivante : Z(t, B) me-
sure la probabilité de retour & l'origine aprés un temps t, intégrée sur tout

SNoter que malgré I'utilisation de la méme notation, E,, on décrit une énergie dans le
cas de I’équation de Schrédinger et une fréquence dans celui de la diffusion.
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lespace. Elle résulte de la somme des contributions des trajectoires brow-
niennes fermées, chacune d’elles étant affectée d’un facteur de phase ¢ oo BA
proportionnel au flux B.A qui la traverse, A étant la surface algébrique limitée
par cette trajectoire. On peut donc récrire Z.(t, B) comme la transformée de

Fourier :

Z.(t,B) = Z(t) /::o P(A,t)cos (Z—:BA) dA (6.45)
soit encore 4
Z(t, B) = Z(t) <exp <—i¢T:BA>> (6.46)

ol P(A,t) est la distribution de probabilité (normée & 1) de l'aire algébrique
A contenue a lintérieur d’une courbe brownienne fermée au bout du temps
t. Sous cette forme, on constate effectivement que le déphasage associé a un
champ magnétique uniforme se met sous la forme (6.1) annoncée. La trans-
formée de Fourier inverse de (6.45)

2 [*° Z,(t,B) 4
P(At) = %/_Oo —Z(t) cos <%BA> dB

conduit a

e 1

PAD = e
4Dt cosh® I£~

(6.47)

Cette distribution est connue sous le nom de loi de Lévy des aires algébriques.

Exercice 6.1 : Vérifier que, pour la loi de Lévy des aires algébriques (6.47), on a
{A) = 0 et que Daire typique v/ {A2) varie linéairement avec le temps :

TN 1
V2 = 5Pt

La probabilité totale de retour & l'origine dans un champ uniforme est la
somme des contributions du diffuson et du cooperon. Elle s’écrit donc,

1 B/é
2By =5 [47rDt + sinh(47rBIgt/¢0)] ‘ (6.48)

En champ nul, cette probabilité est le double de la probabilité classique. Pour
un champ tel que BDt ~ ¢g, la contribution du cooperon disparait. Ce résultat
s’interpréte simplement. Au bout d’un temps ¢, la distance typique associée
4 une trajectoire brownienne est (R(t)2) = 4Dt et la surface typique décrite
par une particule brownienne est A(t) = 7(R(t)?) = 4w Dt. On voit donc que
la contribution du cooperon disparait dés qu’il y a un quantum de flux dans
une aire A(t).
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6.4 Probabilité de retour a 'origine
pour un flux Aharonov-Bohm

Le cas d’un champ magnétique uniforme décrit une large variété de situa-
tions physiques, en particulier le transport dans des films métalliques désor-
donnés (section 7.5). Une autre situation importante est celle ol le champ
peut-étre décrit par un flux Aharonov-Bohm. On se restreint ici aux géomé-
tries de I’anneau et du cylindre. Le cas du plan infini traversé par une ligne
de flux est décrit dans le complément C6.1.

6.4.1 L’anneau

FIG. 6.1 ~ Anneau traversé par un flur magnétique Aharonov-Bohm ¢. Le flux
adimensionné est o = ¢/po.

Considérons la diffusion multiple d'un électron le long d’un anneau de
périmétre L = 27R et de section wa? (avec L >> a) traversé par un flux
Aharonov-Bohm ¢ (fig. 6.1). On suppose a > [, de sorte que la diffusion est
tridimensionnelle avec un coefficient D = vgl./3. Aux temps courts devant
le temps de Thouless a?/D associé a la dimension transverse a, la diffusion
est tridimensionnelle et isotrope. Par contre aux temps plus longs, elle devient
unidimensionnelle et anisotrope (voir la section 5.5.4). C’est la limite que nous
considérons 7. Le potentiel vecteur dans cette géométrie est azimuthal et, en
supposant que a < L, il ne varie pas dans 'anneau et s’écrit :

A= %69 (649)

oll ¢ est le flux magnétique A travers 'anneau. Puisque le potentiel vecteur
est constant, le champ magnétique est nul. Il n’y a donc plus de force de

7On rappelle que, méme si la diffusion est unidimensionnelle, le mouvement des électrons
est tridimensionnel puisque la longueur d’onde Ap reste trés inférieure 3 a.
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Lorentz sur les électrons et l’approximation eikonale (champ faible) devient
exacte. Les modes propres de ’équation (6.34) sont donnés par les solutions
de I'équation :

—D(V + 2im)*Yn(z) = Eptpn(z) (6.50)

avec la condition de continuité

Yn(z + L) = ¢n(z) (6.51)
c’est-a-dire
B o= 4m? 2 _ 4.2 2
= D-L?(n —20)° =4n°E.(n — 2¢p) (6.52)

ol ¢ = ¢/¢p. L’entier n € Z est le moment angulaire (voir section 5.6.1) et
E. = D/L? est la fréquence de Thouless (5.35). Le noyau de la chaleur pour
le cooperon s’écrit donc :

+o0
Zo(t,¢) = Y eTim Betn=20)T (6.53)

La transformation de Poisson (15.95) permet d’exprimer Z. en fonction du
nombre de tours m le long de anneau

L 2,2
Z(t,$) = e~ ™ L/4ADt (o5 drm 6.54
60 = s X ? (654
Chaque harmonique
P(m, t) = —_e~m?L?/4Dt (6.55)
vAar Dt

de ce développement représente la probabilité de retour & 'origine aprés m
tours autour de I'anneau (section 5.6.1). I est donc possible de mettre Z. sous
la, forme (6.1) soit

Z(t,¢) = Z(t) (™) - (6.56)

Cette formulation est tout a fait analogue a la représentation (6.46) du co-
operon pour un champ magnétique uniforme en fonction de la distribution
des aires algébriques P(A,t). La quantité qui est ici couplée au flux magné-
tique est le nombre de tours. Il est possible d’obtenir ce résultat & partir de la
représentation fonctionnelle de la diffusion (section C6.2.2) en exprimant la
contrainte que dans la loi de diffusion le nombre de tours est fixé. Le nombre
typique de tours effectués aprés un temps ¢ est :

2Dt t
—_—=2— .
T = 2 (6.57)

(m(t)) =



6.4 Probabilité de retour a I'origine pour un flux... 229
ol 7p = L? /D est le temps de Thouless. La probabilité totale de retour a
Porigine, qui inclut le diffuson et le cooperon, s’écrit :

L ¥

—m2L2/4Dt( .
E € 1+ cos 47rmcp) (6.58)
VarDt S

et admet les deux comportements limites suivants :

Z(tv¢) =

— oo

e t K Tp : puisque Tp est le temps typique pour faire un tour de I'anneau,
seul le terme m = 0 contribue de maniére significative & la somme. La
probabilité de faire un ou plusieurs tours est négligeable. La dépendance
en fonction du flux est donc aussi négligeable et

L
VarDt

Z(t,6) ~ 2 (6.59)

e ¢t > 7p : la somme sur m peut étre remplacée par 'intégrale gaussienne

Z(t, ) “’”2L2/4Dt<1+cos4wm<p) . (6.60)

L +o00
e dm e

La probabilité de retour devient, a petit flux :
Z(t,¢) = 14 e 107%™ (6.61)

Dans ce cas, le nombre d’enroulements est grand. Ne contribue & la
probabilité que le mode zéro (n = 0) qui, pour le cooperon, acquiert
une valeur finie en présence d’un flux, ce qu’on retrouve directement a
partir de I'expression (6.53).

Cette dualité entre modes de diffusion et nombres d’enroulements a été
discutée dans la section 5.6.1. Ces comportements limites sont visibles sur la
figure 6.2.

6.4.2 Le cylindre

Un autre cas important est celui d’un cylindre de périmétre L, d’épaisseur
a et de hauteur L, traversé par une ligne de flux (fig. 6.3). On suppose que
a < L, L,, de sorte que la diffusion puisse étre considérée comme bidimension-
nelle et que la probabilité n’ait pas de dépendance radiale. De plus, puisque
a < L, le potentiel vecteur n’a qu’une composante azimuthale constante dans
l’anneau :

¢
A==€ . 6.62
Zes (6.62)
Dans la direction z, c’est-a-dire le long de anneau, les conditions aux limites

périodiques impliquent ¢, = 2T’T(n — 2¢) avec n € Z, comme pour ’anneau.



230 Chap. 6 : Déphasages

F1G. 6.2 — Contributions du diffuson Pa(t, ) et du cooperon P.(t,y) a la probabilité
de retour a lorigine sur un anneau, avec ¢ = ¢/do. Le diffuson est indépendant du
flux. Le cooperon en dépend peu lorsque t < Tp, et pour t > 7p il oscille avec la

période ¢o/2. Il est négligeable lorsque ,/% <p<i-—.JE.

™D

P=9¢,

a

L<v -

\_/_L

F1G. 6.3 — Cylindre traversé par un flur magnétique Aharonov-Bohm ¢.

Dans les deux autres directions y et z, les modes sont quantifiés par les condi-
tions aux limites de Neumann (section 5.5.2) : g, = lenz ou n, € N. De plus,
seul le mode g, = 0 contribue dans la direction radiale y, puisque la diffusion
y est uniforme.

Les valeurs propres de 'équation de diffusion (6.34) sont alors données par

472D n?
E(nzanz) = —(TL - 290)2 + 7T2Dﬁ

73 (6.63)
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et la fonction de partition associée s’écrit sous la forme factorisée :

x2pn2 +o0

— 2
Z(t, )=y ¢ N et (6.64)

n,>0 n=-—0o0

On peut distinguer deux géométries particuliéres :

e Cylindre court : L, < L. Dés que t > L2?/D, on a une diffusion uni-
forme le long de z, la premiére somme est dominée par le mode n, =0
et on retrouve le cas de 'anneau (6.54).

e Cylindre long : L, > L,. Tant que t < L%/D, la diffusion dans la
direction z est libre et on obtient :

+o00
Z e~™ L* /4Dt cos drmeyp (6.65)

LL,

6.5 Couplage spin-orbite et impuretés
magnétiques

Jusqu’a présent on a supposé que ’hamiltonien électronique était indépen-
dant du spin. En fait, un électron de vitesse 7 se déplacant dans un potentiel
v(r) est soumis & un champ électrostatique tel que —eE = —Vv. Il apparait
dans le référentiel propre un champ magnétique B = —5177" x E. L’interaction
du spin avec ce champ magnétique est de la forme —pupB.G, et elle conduit a
un terme supplémentaire dans I’hamiltonien (2.1) ® :

h

Heo = 4mc?

ad(Vou(r) x ) . (6.66)

Les composantes de l'opérateur & sont les matrices de Pauli 0, o, et 0., dont
les expressions sont rappelées en (15.33). L’importance de ce couplage, appelé
spin-orbite, dépend des impuretés considérées et augmente quadratiquement
avec leur numéro atomique [111].

Par ailleurs, dans un métal, les électrons peuvent aussi interagir avec des
moments magnétiques localisés. Cette interaction locale est décrite par un
hamiltonien de la forme

Hp = J6(r)S.G (6.67)

ot S est le spin d’une impureté et & est 'opérateur dont les composantes sont
les matrices de Pauli.

8Dans I'argument simple qui conduit & (6.66), il manque un facteur 1/2 dont l'origine
provient de la précession de Thomas.
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On cherche maintenant a déterminer la forme du diffuson et celle du co-
operon en présence de couplage spin-orbite et d’impuretés magnétiques. Pour
cela, on doit tout d’abord modifier le temps de collision élastique I, afin de
tenir compte des potentiels de diffusion associés a ces nouveaux couplages.
Puis on étudie les facteurs de structure associés au diffuson et au cooperon.
Chacun est solution d’une équation intégrale dont la diagonalisation fait ap-
paraitre explicitement les propriétés de symétrie du spin 1/2. On développe
ici la présentation de la référence {112]. Une autre présentation [113], plus
qualitative, est developpée dans le complément C6.4.

6.5.1 Potentiel d’interaction

L’interaction spin-orbite constitue un potentiel de diffusion supplémentaire
pour les électrons. La section efficace associée s’obtient 4 partir des éléments
de matrice de ’hamiltonien d’interaction spin-orbite (6.66) évalués pour les
états |ka) correspondant & un électron de vecteur d’onde k et de spin « :

h2
(k| Mok B) = ik x K)ok — k) (6.68)

oit v(k — k'), transformé de Fourier du potentiel v(r), est pris constant. On
note ces éléments de matrice sous la forme

(k[ Hoolk'B) = 1vs0 Gap.(k x k) (6.69)
avec k = k/k et Gqp = (a|F|8).

De méme, l'interaction du spin électronique avec une impureté magnétique
est décrite par I’élément de matrice :

(ka|Hm)k'B) = JS.Gop (6.70)

qui ne dépend pas des vecteurs d’onde puisque 'interaction correspondante
est locale. En regroupant ces éléments de matrice on obtient :

Vg (K, k') = 100ap + Wso(k X k ).Gag + JS.Fag (6.71)

avec la propriété v} (k, k') = vga(k’, k). Ce potentiel généralise le potentiel
de diffusion scalaire décrit par vy dans le cadre du modéle d’Edwards (sec-
tion 2.2.2). Ici, on se raméne & nouveau & un modéle gaussien en prenant la,
limite d’une forte densité n; d’impuretés faiblement diffusantes °. Ce modéle

911 n’y aucune raison pour que les densités d’impuretés statiques, d’impuretés a fort cou-
plage spin-orbite (numéro atomique grand) et d’impuretés magnétiques soient identiques.
On garde cependant la méme notation n; pour chacune d’elles. Cela est sans grande im-
portance puisque 'on se place dans le cadre du modéle gaussien, c’est-a-dire dans la limite
ol la densité n; tend vers P'infini et le potentiel vers zéro.
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gaussien est maintenant entiérement caractérisé par le paramétre
Bog sk, k') = nivaq (K, k')vg(s(k, k" (6.72)

qui généralise ainsi la relation (2.41).

Remarque : Théoréme de réciprocité
e Couplage spin-orbite

En présence de couplage spin-orbite, le théoréme de réciprocité énoncé en (2.112)
pour le cas de la diffusion simple, s’écrit, pour un électron de spin o [114] :

Tyir(k, o1k 0") = (=1)7 "7 Treo (—K/, —0’; —k, —0) . (6.73)

Cette relation implique que les amplitudes associées aux processus direct
Tyir(k,0;k',0') et inverse Tren(k,0; k', 0') sont égales (& un signe pres) si

kK'=—-k et o =-0c . (6.74)

Le couplage spin-orbite préserve donc I'invariance par renversement du sens du temps.

Mais le spin doit changer de signe entre les deux trajectoires conjuguées par renver-
sement du sens du temps.

¢ Impuretés magnétiques

Les spins {S;} constituent des degrés de liberté internes des diffuseurs et c’est main-
tenant 'ensemble (électron + diffuseurs) qui doit obéir au principe de réciprocité.
Pour un électron de spin o, le théoréme de réciprocité, énoncé en (2.113) pour le cas
de la diffusion simple, s’écrit [114] :
Tdir(ky g, {SJ}Y klv 0.17 {SJ}’) =

(—1)° " (~1)Z I Ty (<K, —0" {—S}}; —k, —0, {=S;}) . (6.75)
Les amplitudes associées aux processus direct et inverse sont égales si

Tdir(kv o, {SJ}) k”? UI’ {Sg}) = TT‘EU(ky a, {SJ }; klv UI! {S;}) (676)
c’est-a-dire lorsque

kK =—-k o' =-—0 8i=-8; . (6.77)

11 faut donc que les signes de tous les spins soient changés. Cette condition ne peut pas
étre réalisée pour une configuration donnée des diffuseurs. Les amplitudes associées

aux deux trajectoires ne peuvent donc pas étre identiques : le couplage aux impuretés
magnétiques brise l'invariance par renversement du sens du temps.

6.5.2 Temps de collision

En présence d’impuretés magnétiques et de diffusion spin-orbite, le temps
de collision 7, est modifié. Le nouveau temps, noté 7., est encore relié a la
partie imaginaire de la self-énergie donnée par le diagramme de la figure 6.4.
En utilisant les résultats de la section 3.2.2, en particulier la relation (3.72),
on obtient

1
5o = I =m0 Y (B a0k ) = mpui 3 (v (k. KP) - (6.78)
O 6 ﬂ
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ou (---) désigne la moyenne angulaire prise & la fois sur les directions k" du
vecteur d’onde et sur les directions du spin S des impuretés magnétiques.
Compte tenu de (6.71), le temps de collision 7z,¢ cst tel que

11 1 1
=+ —+— (6.79)

Ttot Te Tso Tm

avec 10
1 2 1 2 7. 7./\2 1 2/qg2
=1y ’ =Ny k k L' = iJ S
27 P Te "% 27 P0Ts0 nivso{(k X k)% 27 P0Tm, nid (6> 81)

Les contributions & l'inverse du temps de collision sont donc additives. Ceci
constitue la régle de Matthiessen (remarques p. 92 et p. 295).

X %
k k' k k' k

(@) )]

F1G. 6.4 —~ a) Représentation du potentiel d’interaction vaps(k,k’). b) Diagramme
donnant, & lordre le plus bas, la self-énergie ©F de Uélectron en présence de spin-
orbite et d’impuretés magnétiques.

Comme dans le cas d’un potentiel scalaire (relation 3.3), on introduit la
notation

Ytot = Z<Baa,ﬁﬁ(k7k/)> (6'82)
B

qui prend la forme

Ytot = Ye + Yso + Ym (683)

100n utilise pour cela la relation

Gl
(s.A)(s:B)) = ""AB (6.80)

pour tous vecteurs A et B. On note (---) la moyenne angulaire sur s. Par ailleurs, 62 = 3.
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avec
1
_ — ;.2

Te = 2T PoTe "%
1 o ni _ 2l

Yso = W = nivso<'k x k I >l§:/ (684)

e Ly

m 27rp07_m i

Remarque : Impuretés magnétiques et effet Kondo

Pour décrire le couplage du spin électronique & celui des impuretés magnétiques,
I’approximation de Born est insuffisante. Kondo a montré que, a I’ordre suivant en
perturbation, la constante de couplage est modifiée sous la forme {115]

€r
—J {1- — . .
J ( 2Jpoln 7 ) (6.85)
Le temps de vie 7, est donc modifié en conséquence
1 2
=~ 2mponiS(S + 1)J2 (1 —2Jpoln 6—F) . (6.86)
Tm T

Pour un couplage antiferromagnétique (J < 0), ceci conduit, lorsque la température
décroit, 4 une augmentation de la résistance électrique. La correction logarithmique
fait apparaitre une température appelée température de Kondo et donnée par

Tk = eFe_l/zlleO . (6.87)

En fait, les termes suivants de la série de perturbation sont tous du méme ordre et,
pour les températures approchant Tk, le développement en perturbation diverge et
doit étre resommé. Nous ne détaillons pas ici les différentes approches qui ont permis
de résoudre ce probléme [115]. Cet effet peut é&tre bien décrit par une constante
d’échange effective dépendant de la température {116,117] :

J — J(T)= !

290 {an% S5+ 1)7r2] 1/2 (6.88)

conduisant 3 une dépendance en température du temps de vie 7, (T) de la forme [118]
1 728(S + 1)

T (T) " 2mpo ln2% +m28(S +1)

(6.89)

Ainsi lorsque la température diminue, le temps caractérisque 7, (T) décroit, avec un
minimum autour de la température de Kondo.

6.5.3 Facteur de structure

Pour construire les facteurs de structure associés au diffuson et au co-
operon, il est important de distinguer les situations ou ces objets appa-
raissent dans des quantités moyennes (comme la conductance moyenne) ou
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pour les fluctuations de ces quantités (comme les fluctuations de conductance
au chapitre 12). Dans le premier cas, les deux trajectoires constitutives cor-
respondent a la, méme configuration de désordre et d’impuretés magnétiques.
Dans le second cas, on apparie deux trajectoires correspondant a des sys-
témes physiques différents. La configuration de spin des impuretés est donc
différente. Cette distinction joue un role important. Dans le premier cas, la
moyenne {S?) sur les spins des impuretés est finie. Dans le second, les deux
configurations de spin étant différentes, la corrélation (SS’) est nulle. Les deux
trajectoires ne sont donc pas reliées par des lignes d’impuretés magnétiques.

e Vertex élémentaire d’interaction

Comme dans le cas du potentiel scalaire (chap. 4), le diffuson et le cooperon
s’obtiennent & partir de leur facteur de structure respectif, la. nouveauté étant
qu’il faut en plus spécifier les états de spin entre chaque collision (fig. 6.5).
L’équation intégrale pour le facteur de structure a maintenant la forme repré-
sentée sur la figure 6.6. Le vertex élémentaire d’interaction dépend maintenant
de quatre états de spin et son amplitude v, = (B(k, k')) = n;v2 dans le cas
sans spin est remplacée par la quantité suivante :

(BSY 5, k) = vy (e, K Wis (k. k') = 1y (vas (R, K Yusp (K, K)) (6.90)

dans le cas du diffuson. Il est & noter que la moyenne du vertex élémentaire
de collision est prise & chaque pas de la séquence de diffusion multiple. Les
indices (af3) et (yd) décrivent respectivement les états de spin électroniques
avant et aprés la collision (fig. 6.6). Pour le cooperon, il faut inverser k et k',
et les spins 3 et § de sorte que :

(BE) 5(Rk, k) = 113 (vary (R, K Y035 (K, K)) = ni{vas (R, K 05 (K, K))
(6.91)

73 k [ 4 171 k kY
> >
o> -

g k kK 6 S k' kK p
(@ (®)

F1G. 6.5 — Représentation des vertex élémentaires (Bicg?,ié(k, k"Y) d’interaction as-

sociés respectivement a) au diffuson et b) au cooperon.
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(a)

»

F1G. 6.6 — a) Ezemple d’appariement de deux amplitudes de diffusion multiples cor-
respondant & des séquences de spin différentes. b) Equation intégrale pour le facteur
de structure T'ap 5. Le vertex élémentaire est de la forme e bag,vs-

A partir des éléments de matrice vag(k,k’) du potentiel d’interac-
tion (6.71) et de la relation (6.80), le calcul des moyennes angulaires conduit & :

d, d,c
(BH25) =70 05525 (6.92)

. . . . d, -
ou on introduit deux tenseurs d’ordre 4 sans dimension bt(l ,BCA)Y 5 associés respec-
tivement au diffuson et au cooperon :

b5) 15 = Bardps + AW Gy T 699
6.93

b) 15 = OarOps + AL Gy Gs

Les coefficients A(%:¢) sont différents selon que 'on considére des diffusons
(ou des cooperons) associés 4 une méme configuration (pour le calcul d’une
quantité physique moyenne) ou & des configurations différentes (pour le calcul
de fluctuations) de désordre :

Moyenne Fluctuations

+ ’YSO ,YSO
Ald) = Im T ¥so | pga) _ Jso
3Ye 37e (6'94)

Al = dm ~Tso | p(e) — _Jso
3Ye 3Ye

On note que pour les fluctuations, les deux trajectoires constitutives du diffu-
son ou du cooperon ne sont pas reliées par des lignes d’impuretés magnétiques,
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ce qui revient a prendre 7, = 0. Le terme lié¢ & Pinteraction spin-orbite est
positif pour le diffuson et négatif pour le cooperon. Ce changement de signe

résulte du retournement d’une des deux séquences pour le cooperon. Dans la
(dVC)

base |af >= |+ + >,|+— >,| =+ >, — — >, les deux tenseurs b,j 5
s’écrivent sous la forme matricielle '
1000 10 0 2
w _ [0100], ,mlo-100
=100 10|T o0 10 (6.97)
0001 20 01
1000 10 00
w_lotoo), ,mlo-120
b o010t o210 (6.98)
0001 00 01

¢ Equation intégrale

Le facteur de structure obtenu par itération du vertex élémentaire d’inter-
action dépend maintenant de quatre états de spin. On le note I'np ~5(q) ot
les indices (@) et (yd) décrivent respectivement les états de spin initiaux et
finaux. L’équation intégrale pour le diffuson et pour le coopcron dans I'espace
réciproque (4.81 et 4.91) se généralise sous la forme 12

Yo N AR gy
Taprs(a) = e bapys + o D Ge ()G (k= q) Tapun(q) buvns - (6.99)

w,v.k

On rappelle que le produit des fonctions de Green moyennes est relié a
la probabilité Py(q) par la relation (4.68). Ainsi, I’équation intégrale, pour le
diffuson comme pour le cooperon, prend la forme

Fa,B,’yS(Q) =Ye baﬁ,wS + Faﬁ,;w(q) b;w,'yé w(q) 6.100
(6.100)

Wy

avec w(q) = 2mpoveFPo(q) = Fo(q)/Te. La probabilité Fy(q) est ici définie a
I’aide des nouvelles fonctions de Green moyennes caractérisées par le temps

110u encore

bgilgma = Sardgs + AD (2005615 — darydps) (6.95)
b5} 15 = OanOps + A (200505, — Sardps) - (6.96)

12 Afin d’alléger les notations, on choisit de faire le calcul & fréquence nulle. Par ailleurs,
lorsqu’il n’y a pas ambiguité, on ne précise pas l'indice (d) ou (c) pour le diffuson ou le
cooperon. On rappelle que G2 (g — k) = GA(k — q).
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de collision 70;. Dans la limite diffusive, le développement de Py(q) s’écrit
Po(q@) =~ Tiot (1 — Dg?Ti0t), avec une nouvelle expression du coefficient de dif-
fusion

1
D= Ev%not . (6.101)
La fonction w(q) varie comme
1 Tto
w(@) = —Po(a) ~ 21 - DgPriot) = 2=(1 = DePriet) - (6.102)
Te Te Ytot

Remarque : Equation de Bethe-Salpeter

Le facteur de structure associé au diffuson (ou au cooperon) est obtenu en itérant
un vertex élémentaire d’interaction (B, 45) (6.90) construit & partir du produit des
deux amplitudes complexes de diffusion vayvj, (ou vayu}s pour le cooperon). Ce
produit, qui correspond & quatre valeurs a priori distinctes du spin, est plus général
que la section efficace différentielle donnée par vogvy, 5. L’équation intégrale (6.100)
obtenue en itérant le vertex élémentaire d’interaction est connue dans la littérature
sous le nom d’équation de Bethe-Salpeter (voir note 6, p. 111 et équation 4.156). Elle
est I’équivalent, pour le facteur de structure, de 1'équation de Dyson pour la fonction
de Green moyenne (chap. 3). Dans la limite d’un potentiel scalaire, c’est-a-dire sans
degré de liberté supplémentaire, le vertex élémentaire d’interaction se raméne & la
section efficace différentielle.

e Diagonalisation

Afin de résoudre 'équation intégrale (6.100), il faut la diagonaliser. Pour
cela, il faut d’abord diagonaliser le tenseur b afin d’obtenir une équation in-
tégrale dans chaque sous-espace associé & chaque valeur propre by du vertex
élémentaire :

Ty(q) = ve by +Ts(q) by wiq) . (6.103)
A laide de (6.102), on obtient les modes propres
Iy(g) = —tetdTiot (6.104)
1/75 4+ Dq?
avec
by
=Teot ™ 6.105
T e ot — by (6.105)
ou encore / b
Yy = Yoy LT 2T (6.106)

by
En rétablissant la fréquence w, on obtient des péles de la forme —iw + Dq? +
1/7;. Ces modes propres sont donc atténués, c’est-a-dire qu’ils ont une dé-
pendance temporelle qui décroit exponentiellement avec un temps caractéris-
tique 7.
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Finalement, on obtient le facteur de structure I'op ,s5(q) & partir des I';
et des formules habituelles de changement de base. On étudie maintenant
séparément les cas du diffuson et du cooperon.

Remarque : Symétries du diffuson et du cooperon

Le facteur de structure résulte de l'itération d’un vertex élémentaire d’interaction. I1
est intéressant de noter que ce facteur de structure reproduit a 1’échelle macroscopique
les symétries du probléme quantique microscopique sous-jacent (singulet ou triplet).
Ce n’est pas a priori évident puisque le facteur de structure a été construit comme
un objet classique (chap. 4).

S R A

6.5.4 Le diffuson

La diagonalisation de la matrice (6.97) qui décrit le vertex élémentaire
se fait dans la base singulet-triplet. Elle permet d’obtenir les deux valeurs
propres

b§Y) = 1434@
B =1-4€@ (6.107)
La premiére, non dégénérée, correspond au vecteur propre
_ 1
V2

La seconde est dégénérée trois fois et correspond aux vecteurs propres

15) I+H+1--) - (6.108)

[+ -)
7y =177 . (6.109)

La base de vecteurs « singulet » et « triplet » est ici inhabituelle. Elle corres-
pond, non pas a 'addition de deux spins, mais & I’addition d’un spin et d’un
autre avec une conjugaison complexe 13. A Paide des coefficients de change-
ment de base, on obtient pour b&dg’ 6 la décomposition suivante :

1
b5 s = by Sandps + §(bfs~d) — 0)0apbys (6.110)

Etant données les valeurs propres (6.107) du vertex élémentaire bfld) 45 » On
obtient, 4 'aide de (6.106), les temps caractéristiques pour le diffuson et le

131’action de la conjugaison complexe sur un état propre du spin en représentation o
est donnée par Vopérateur K = ¢7°29% = —iogy, de sorte que K|+) = |—) et K|—) =

—|+) [119], d’on les expressions inhabituelles des états singulet (6.108) et triplet (6.109).
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cooperon dans les canaux singulet et triplet. Selon que les trajectoires appa-
riées correspondent & des configurations de désordre identiques ou différentes,
les coefficients A(%¢) prennent des valeurs différentes (6.94). Ainsi, dans la
limite ou les effets du spin-orbite et des impuretés magnétiques sont faibles,
c’est-a-dire pour 7 > Te, les temps caractéristiques sont donnés par :

Moyenne Fluctuations
1y NS
i 7 T (6.111)
1 N 4 4 1 N 4 1
P S8, B | A T, T

Les deux modes correspondants, singulet et triplet, sont donnés par la
relation (6.104) :

e pour le diffuson correspondant a une méme configuration de désordre :

_ Yot / Ttot
Dq?

’Ytot/Ttot
FT(Q):Dq2+ | 1
3Tm

3750

I's(q) (6.112)

e pour le diffuson correspondant a des configurations de désordre diffé-
rentes :

’Ytot/Ttot ’Ytot/Tf,of
T = T = —_— 6.113
T(q) qu T 3;;30 i % S(q) Dq2 + ;_717_1 ( )

On note que le diffuson constitué par 'appariement de trajectoires identiques
reste un mode de Goldstone (sections 6.1.3 et 6.5.6). A 'aide de ces expres-
sions, on déduit les facteurs de structure associés & des deux diffusons :

(6.114)

0~ 1
Ff(ldﬂ)”ﬂs = Fgﬂl)oa’YéﬁlS + i(rgi) - stfl))(suﬁ(s'yé

Alnsi, F%{ N 5(q) dépend de la diffusion spin-orbite et des impurctés magné-
tiques. Ce résultat cst important car il montre que le diffuson qui est a prior
un objet classique peut étre déphasé en présence de spin-orbite ou d’impuretés
magnétiques.

6.5.5 Le cooperon

Pour diagonaliser le facteur de structure associé au cooperon, on cherche
d’abord les valeurs propres du vertex élémentaire d’interaction bE:‘[),_,y 5 Cest-a-
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dire que l'on diagonalise la matrice (6.98), ce qui se fait dans la base singulet-

triplet,
1
SY= —(|+-=-)Y—-]—+
|5) \/ﬁ(l y=1=+)
} M J_r; (6.115)
T )
—=(l+-)+|-+
\/5( )+
Les deux valeurs propres correspondantes s’obtiennent aisément
(c c
B =134
b =14 A (6.116)
et a Paide des coeflicients de changement de base
b s = D br (BT (Ti1o) +bs (aBISHSI0)  (6.117)
T
on obtient pour bg?,y 46 12 décomposition suivante :
C 1 C C 1 C C
B = 308+ 8)0urBs + 508 = 600505, - (6.118)

Remarque : Changement de base et coefficients de Clebsch-Gordan

Les coefficients de changement de base de la relation (6.117) ne sont autres que les
coefficients de Clebsh-Gordan. De fagon générale, pour des particules de spin j (ici
7 = 1/2), on diagonalise I’équation du diffuson selon les états propres du spin total
J. Il 'y a donc 25 + 1 valeurs possibles de J comprises entre J = 0 et J = 2j. Ces
états J sont 2J + 1 fois dégénérés. Ainsi, pour le spin, I’état J = 0 est non dégénéré
(singulet) et I'état J = 1 est trois fois dégénéré (triplet). Le changement de base est
de la forme

J
baprs =3, > bimCIFCIM (6.119)
J m=—J
ou les coefficients CT{lez = (jjmima|Jm) sont les coefficients de Clebsh-Gordan.

Dans le cas présent, bj,, ne dépend pas de m. Pour décrire la diffusion multiple
d’une onde polarisée, on aura a résoudre le méme genre d’équation intégrale mais
avec j = 1, ce qui conduira a trois valeurs possibles de J : J = 0 non dégénéré, J =1
de dégénérescence 3 et J = 2 de dégénérescence 5 (voir la section 6.6).

Le facteur de structure I‘ffgﬁ s(@) a la méme structure que le vertex élé-

mentaire b((fﬁ)ﬁ s donné par (6.118) et il admet donc la décomposition

c 1 c 1 c c
P53 = 5(TF +TE)0ar055 + 5 (05 ~T§)dasbs, (6.120)
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Les valeurs propres du vertex élémentaire bgfg 6 SOnt données par (6.116).

A T’aide de la relation (6.106), on en déduit les temps caractéristiques pour le
cooperon dans les deux canaux, singulet et triplet. Ces temps caractéristiques
sont différents selon que le cooperon apparie des trajectoires appartenant 3
une méme configuration ou & des configurations différentes. Dans la limite
Tiot = Te, ON Obtient :

Moyenne Fluctuations
1 N 2 1 N 1
97 T 77 T (6.121)
1 4 2 1 4 1
Téf) T 350 3Tm Tq(f) 3o Tm

Le facteur de structure du cooperon se décompose donc selon les modes
propres singulet et triplet,

e pour une méme configuration de désordre :

Ytot /Ttot

e _ Yiot/ Teot N — : 6.122
Y@ = T PQ = paiyE i 612)

e pour des configurations de désordre différentes :

1-‘(c) — Ytot | Ttot F(c) _ Vtot/ Ttot 6.123
T (Q) DQZ_}_B—‘fq: _‘_% S (Q) DQ2+% ( )

On remarque que la diffusion spin-orbite n’affecte pas le canal singulet du
cooperon Fg")(Q) et qu’en I’absence d’impuretés magnétiques (7, — 00), on
retrouve le cas du potentiel scalaire (4.94) .

6.5.6 La probabilité de diffusion

On a construit deux objets constitués par 'appariement de deux ampli-
tudes ayant des configurations de spin indépendantes. Ceci a permis de som-
mer indépendamment sur les états de spin intermédiaires dans l'itération du
processus de diffusion élémentaire, d’ou la forme simple de I'équation inté-
grale (6.100).

La probabilité classique P; est de nature particuliére. Elle s’obtient en
appariant deux amplitudes de diffusion multiple avec des configurations de
spins identiques & chaque pas de l'itération (fig. 6.7.a). Par conséquent, le

1414 constante de diffusion (6.101) est néanmoins modifiée par le couplage spin-orbite.
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(a) )

FIG. 6.7 — (a) Diffuson Py et (b) cooperon X. avec une interaction dépendant du
spin.

facteur de structurc associé est solution de ’équation (6.100) dans un sous-
espace de dimension 2 :

d
fo(z,ﬂ[a(‘I) = Ye b )ﬁ + ZFS;Q o uu ﬂB w(q) (6.124)
avec
b d) -3 ’Ym"")/so_. - 6.125
aa,ps = Oap + 5= 0ap-Tpa (6.125)

qui admet la représentation matricielle '°

10 Ym + Yso (12
(d) — fm 1 7so
b (01)+ 3 (21> . (6.127)
Ce tenseur admet les deux vecteurs propres \/Li(l ++H)+]——)) et %(l +
+) — | — =)) avec les valeurs propres bgi) et bgﬁi ) données par (6.107). La

relation (6.105) montre que le mode singulet n’est pas atténué (c’est le mode
de Goldstone 1¢) et que le mode triplet est caractérisé par le temps Tq(ﬂd) donné
par (6.111).

La solution de (6.124) s’écrit, :

1
F((xdo)z,ﬁﬂ Iréap + - (Fs -I'r) . (6.128)

Ainsi, si on considére un faisceau électronique polarisé en spin, la probabilité
de rester dans le méme canal est proportionnelle a

1
Ft()zdo)c ac T 5(1—15 + FT) (6129)
150u encore
bl 55 = dap + VL;W—O (2-bap) - (6.126)

16Le mode de Goldstone dépend néanmoins de la diffusion spin-orbite et des impuretés
magnétiques par I'intermédiaire de la renormalisation de la constante de diffusion D.
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et la probabilité d’avoir une polarisation de spin opposée (3 # «) est

d 1
r'd = =5(Ts —Tr) . (6.130)

On vérifie que

Zraa s5=Ts . (6.131)

Le mode singulet étant un mode de Goldstone, on retrouve bien la conserva-
tion du nombre de particules.

6.5.7 Le cooperon X,

Dans le cas du cooperon X, (section 4.6), on apparie deux trajectoires de
collisions multiples renversées dans le temps. La figure 6.7.56 montre que les
deux séquences de spin sont inversées et que les vertex successifs d’interac-
tion sont corrélés. Le facteur de structure met donc en jeu une succession de
vertex d’interaction qui ne sont pas indépendants. Dans la limite des longues
séquences, on néglige cette corrélation et on suppose que les deux séquences
sont indépendantes. On peut alors sommer sur toutes les configurations de
spin intermédiaires pour obtenir le facteur de structure comme solution d'une
équation intégrale identique & celle du diffuson. La figure 6.7.b indique que le
cooperon X, est proportionnel & 3, Fgfﬁ) o A Daide de (6.120), on obtient

c 3 (e 1 e
ZF«(x}wa —§F(T)(Q)—5F§)(Q)- (6.132)

En rétablissant la dépendance en fréquence dans les poles de diffusion des
facteurs de structure (6.122), on obtient la généralisation de (4.96), soit

. Ttot 3 1
Xb()+'lﬂ w) = _ .
¢ (w) 27 poSd % <—iw + DQ? + 545—0 + %L —iw+ DQ@? + >

(6.133)
Par transformation de Fourier, on obtient la dépendance temporelle du co-
operon. En présence du seul couplage spin-orbite, cette dépendance cst de la
forme X2°(t) = X (t)(Qs0(t)) ot Xc(t) est la contribution scalaire et ou le
facteur de réduction

(Qso(t)) = § (e~ /370 — 1) (6.134)

représente une moyenne sur les trajectoires de diffusion du déphasage induit
par le couplage spin-orbite. Lorsque ¢ <€ Ty, {@s0(t)) = 1, c’est-a-dire que
le cooperon n’est pas modifié. Pour t > 7, le terme « triplet » disparait.
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Mais la contribution négative du singulet n’est pas affectée. Ainsi (Qs0(t)) de-
vient négatif et égal & —1/2. La probabilité P(0,7,t) = Py(0,7,t)+ X.(0,7,1)
est maintenant diminuée d'un facteur 2 en r = 0, comme le montre la fi-
gure 6.8.

PO,r, 1) P(O,r,t)

(a) (b

0 0

FI1G. 6.8 — Probabilité de diffusion P(0,7,t). a) En l'absence de couplage spin-
orbite (1/Ts0 = 0, (Qso(t)) = 1), la probabilité de retour & I’origine est doublée.
b) En présence de fort couplage spin-orbite (t > Tso, (Qso(t)) = —1/2), elle est
diminuée d’un facteur 2.

En présence d’impuretés magnétiques, le cooperon est de la forme X*(t) =
X (){(Qm(t)). Le facteur de réduction donné par

(Qu (1)) = 3 (3e72/3mm — g=2t/Tm) (6.135)

décrit la moyenne sur les trajectoires de diffusion du déphasage induit par
les impuretés. On note que les contributions singulet et triplet sont toutes
deux réduites pas les impuretés magnétiques, de sorte que la contribution du
cooperon disparait aux temps longs.

Finalement, l'effet du couplage spin-orbite et des impuretés magnétiques
s’ajoutent dans chaque canal, singulet ou triplet, de sorte que le cooperon
devient [120] X2°t™(t) = X (t)(Qso+m(t)) avec

<Qso+m(t)> — % (3e~4t/3rsa—2t/3‘rm - e~2t/7'm) (6136)

6.5.8 Conclusion

Les résultats obtenus dans cette section mettent en relief 'existence de
deux quantités bien distinctes. D’une part, la probabilité classique corres-
pond & I'appariement de deux séquences affectées des mémes valeurs du spin.
Des quantités comme la conductance moyenne sont construites a partir de
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cette probabilité. Pour obtenir le cooperon, on apparie deux séquences avec
les mémes valeurs dans un ordre opposé et on en déduit la correction de loca-
lisation faible (section 7.5.2).

D’autre part, on peut imaginer apparier des séquences correspondant & des
valeurs différentes et non corrélées du spin. C’est ce qui se passe si on considére
les fonctions de corrélation d’une quantité physique prise pour des configu-
rations différentes du désordre, par exemple les fluctuations de conductance
(chap. 11). L’appariement entre des séquences de spin indépendantes corres-
pond au calcul de la section 6.5.3. Cet appariement conduit & un temps de
cohérence de phase fini.

6.6 Polarisation des ondes électromagnétiques

Dans les métaux, 'existence d’un degré de liberté supplémentaire, le spin
de I'électron, affecte le diffuson et le cooperon. Il modifie la relation de phase
entre les trajectoires de diffusion multiple appariées. Pour le cas des photons,
on obtient un comportement qualitativement similaire du fait de la nature
vectorielle du champ électrique, c’est-a-dire de la polarisation. Celle-ci modifie
les résultats obtenus dans le cas d’une onde scalaire de deux maniéres :

e Elle introduit un déphasage entre les séquences de diffusion multiple
appariées et modifie donc le diffuson et le cooperon.

e Pour une direction donnée de la polarisation incidente, elle modifie le
poids relatif de I'intensité dans chaque canal de polarisation, & la fois
pour le diffuson et pour le cooperon.

On se place d’emblée dans le régime de diffusion Rayleigh pour lequel
la longueur d’onde est grande par rapport a la taille des diffuseurs (sec-
tion C2.3.1). Cette approximation est bien justifiée dans beaucoup de si-
tuations, en particulier pour la diffusion des photons par des atomes froids.
De plus, elle permet une étude assez exhaustive des effets de la polarisa-
tion [121-124].

La relation (2.122) permet de déterminer la polarisation P’ du champ
électrique apreés une collision en fonction de la polarisation incidente P et du

vecteur d’onde diffusé k& = k'/k' :
P =k x (ic' x P) . (6.137)

Cette relation est spécifique de la diffusion Rayleigh par un dipole et elle
devient incorrecte dans le cas d’un diffuseur quelconque. Elle peut s’écrire
sous la forme matricielle

, — k2 —kyk, —kok,
P =MKk)P ou Mk)= ic ky 1-k2 k k. | (6.138)
—ky 12: ~k, k 1%3
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est une matrice symétrique réelle et k= (l%x, l%y, IQ:Z) En utilisant la notation
tensorielle, la diffusion Rayleigh est donc décrite par un potentiel de diffusion
de la forme

Vap(k, k') = voMap(k') = vo(0ap — kik) (6.139)

avec vy = agkZ, oll g est la polarisabilité classique et ko le vecteur d’onde
(relation 2.124). Ce potentiel différe du potentiel scalaire vg du modéle d’Ed-
wards (section 2.2.2). Le modéle gaussien est ici caractérisé par le paramétre

305’75 = NiVanVgs (6.140)

qui généralise (2.41). Il est intéressant de comparer ce potentiel de diffusion
3 celui {6.71) agissant sur les électrons en présence d’impuretés magnétiques
ou de couplage spin-orbite. Dans les deux cas, la diffusion est caractérisée
par un tenseur d’ordre 2 qui décrit le spin des électrons ou la polarisation
pour la lumiére. Dans le cas des électrons, la partie non scalaire s’ajoute a la
composante scalaire tandis qu’elle la multiplie dans le cas de la lumiére. Pour
les électrons, le tenseur est défini dans un espace & deux dimensions associé
au spin 1/2 tandis que, pour les ondes, il est défini dans un espace a trois
dimensions associé au spin 1. Les deux problémes sont donc qualitativement
similaires malis correspondent & des symétries différentes. On va donc suivre
une présentation analogue & celle utilisée pour le couplage spin-orbite et les
impuretés magnétiques.

Remarque : Polarisation et théoréme de réciprocité

L’invariance par renversement du temps, lorsqu’elle existe, se traduit pour une onde
électromagnétique de polarisation & par la relation (2.111) entre amplitudes com-
plexes. Ceci constitue le théoréme de réciprocité.

Pour une polarisation &; de 'onde incidente, les amplitudes associées aux processus
direct et inverse sont égales si en vertu de (2.111), la polarisation finale &’ vérifie
&’ = &F. Dans le cas ot la polarisation &; est linéaire, ceci suppose que la lumiére
émergente soit mesurée selon la méme direction de polarisation (I || 1).

Lorsque la polarisation &; est circulaire, d’hélicité donnée, la condition &' = &7 impose
de mesurer la lumiére émergente dans le canal d’hélicité conservée (h || h).

Exercice 6.2 : Montrer que, puisque la polarisation est transverse (k L P), la
matrice M vérifie la propriété :

M(kyP=P (6.141)

qui traduit le fait que P et k ne sont pas des quantités indépendantes.
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6.6.1 Libre parcours moyen

La polarisation du champ électromagnétique ne constitue pas un poten-
tiel de diffusion supplémentaire contrairement au cas de la diffusion spin-
orbite (6.71). Cependant la polarisation modifie aussi le libre parcours moyen
élastique (relations 3.76 et 3.77). On note [, sa nouvelle expression qui s’écrit

1 1 1 Ypol
= = ——Im%f = 2 6.142
lpol CTpOl k() me A ( )
avec 9
Ypol = Z<Baa*6ﬁ> = Ye Z(MaﬁMﬂa> = g Ye (6.143)
B 8

(...) représente la moyenne angulaire sur les directions de I;:/. La prise en
compte de la polarisation réduit donc la section efficace d’un facteur 2/3, qui
n’est autre que la moyenne du terme sin? x dans la relation (2.126). On a
finalement

4

Ypol

3 3
lpol = = 5 le Tpol = 5 Te . (6144)

6.6.2 Facteur de structure
o Vertex élémentaire d’interaction

Afin de calculer le facteur de structure du diffuson ou du cooperon, il
faut d’abord spécifier les états de polarisation initiaux (a, 3) et finaux (v, §)
associés au vertex élémentaire du facteur de structure (fig. 6.6). Ces états
définissent, le tenseur écrit en coordonnées cartésiennes :

bagys = (MayMps) = <(5a7 — kL k) (895 — ff'ﬂffé)> ' (6.145)

Contrairement au cas du couplage spin-orbite (relations 6.90 et 6.91), ce ten-
seur qui décrit le vertex élémentaire de rotation de la polarisation est le méme
pour le diffuson et le cooperon. Il est & noter que la moyenne angulaire du
vertex élémentaire de rotation de la polarisation est prise a chaque pas de la
séquence de diffusion multiple.

Afin de calculer explicitement bag,.s, on utilise les moyennes angulaires
suivantes

(koks) =0 si a#p

)
)
(@a%ﬁk7k5> =0 si  trois indices sont différents (6.146)
y=1/15 si a#0

)



250 Chap. 6 : Déphasages

que ’on peut récrire sous la forme condensée (en coordonnées cartésiennes) :

- 1
(kakﬂ> = géaﬁ
PR 1 (6.147)
{kakgkyks) = T=(8agdys + dardps + dasdsn)
de sorte que
1
bapvs = 75 (6 Jaqydp5 + dapbas + basdpy) (6.148)

On peut représenter bags s sous la forme matricielle

80001000 1
060100000
006000100

Llo10600000

“ 100080001 (6.149)

Bl oooooe6010
001000600
000001060
10001000 8

Le facteur de structure I'yg s itére la dépendance en polarisation du pro-
cessus élémentaire de diffusion. Il est solution de 'équation intégrale (fig. 6.6) :

Faﬁ,'yé(q) = Ye baﬂ,'yé + F(xﬁ‘uu(q) b;tuﬁé w(q) 6.150
o (6.150)

ou la fonction w(q) se déduit simplement de (6.102), en remplagant 7., par
Tpol, €'est-a-dire
_ Tpol 2 _3 2
w(g) = 22(1 — Dg*rpur) = 5(1 = Dg*Tyat) (6.151)
€
avec un nouveau coeflicient de diffusion
1 1
D = Selpor = gc%pol : (6.152)
Pour résoudre cette équation intégrale, il faut d’abord diagonaliser le ten-
seur bag ~s, ¢’est-a-dire la matrice (6.149). Celle-ci a trois valeurs propres que
I’on peut classer selon les valeurs du spin total notées £k = 0,1 ou 2 :
br=0) = 2/3
bie=1) = 1/3
br=2) = 7/15 . (6.153)

il
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Leur dégénérescence est égale & 2k 4+ 1 c’est-a-dire respectivement 1,3 et 5.
Les vecteurs propres correspondant sont donnés par

by = 2 a{ (lez) + |y} + 22))

3 V3
L (zy) - ua))
\/— Y Y
b=F — %(Iw‘izm)
7<|yz> 129))
6.154
%<|xy>+|yx>> (6154
1
Z5le2) + Jz2)
7 1
b2~1—5 — 7(|y2>+12y>)
%qm = luw))
%uw T lyw) — 202))

En effectuant le changement de base (remarque de la p. 242), on obtient

bag s = (b1 + bz)éaay(sgg + = (bo — b2)5a5575 + - ( b1+ bg) a5(557

(6.155)
Ce tenseur est le produit de deux tenseurs d’ordre 2 construits dans un espace
de dimension 3 associé a la polarisation. Il est donc réductible et se décompose
en la somme de ses composantes irréductibles 3® 3 = 1 ® 3 & 5 contenant
respectivement 1,3 et 5 éléments indépendants :

ba,@ ¥5 = Ma'yMﬂé Zbk aﬁ ¥5 - (6156)

Cette décomposition fait apparaitre les trois tenseurs de base : scalaire, anti-
symétrique et symétrique de trace nulle :

1
0
TL(I,B),')/(S = géaﬂéyé
1
1
T s = 5 [0ay0p5 — 0as0py]

1 1
Trgﬁ)né =3 [00r 035 + dasdpy] — §5a5576 . (6.157)
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Dans chaque sous-espace propre, la diagonalisation de ’équation inté-
grale (6.150) est immeédiate, puisqu’elle se réduit a ’équation scalaire :

Te(q) = ve be +Ti(q) by w(q) - (6.158)

On obtient ainsi les trois modes distincts

Vpol/Tpol
= P2l P 6.159
T /7 + Dg? ( )
caractérisés par les temps
b
T = Tpo,m%bk (6.160)

ol on a utilisé expression (6.144) du rapport 7pe1/7e. De (6.153), on déduit
Pexpression des modes propres

’Ypol/’rpol ’Ypol/Tpol ’Ypol/'rpol
To(g) = 2222 Ty(q) = =222 Ty(q) = =225~ - (6.161)
2re De* + 5 D¢ + 7

On note que le mode I'y coincide 7 avec le mode scalaire obtenu en 1'ab-

sence de polarisation. C’est le mode de Goldstone décrivant la conservation
de Pénergie. Par contre — en rétablissant la fréquence — les deux autres modes
sont caractérisés par des poles de la forme —iw + Dg? + 1/74. En prenant la
transformée de Fourier temporelle, ce résultat implique une atténuation ex-
ponentielle de leur contribution avec des temps caractéristiques 77 et 72 de
I’ordre du temps de collision moyen 7,;. Le facteur de structure I'o 5 5 s’écrit

2
Paprs =3 Tu T4 5 =ToT® + ITO 4 1,7@ (6.162)
k=0

ce qui, compte tenu de (6.157) s’écrit aussi

1 1 1
TCapqs(q) = §(F1 +I'2)0ar085 + §(F0 —T'2)6ap0s5 + 5(—F1 +1'2)00503

(6.163)

6.6.3 Intensité classique

L’intensité diffusée est obtenue en appariant deux amplitudes de collisions
multiples correspondant aux mémes états initiaux (aa) et finaux (83) de

17A la substitution lo — lpol preés.
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F1G. 6.9 - L’intensité classique (a) et la contribution de rétrodiffusion cohérente (b)
font intervenir deux contractions différentes du tenseur associé au facteur de struc-
ture.

polarisation (fig. 6.9.a). Elle résulte donc d’un vertex élémentaire de la forme
baa,o8 = (dap — kikp) (dap — ko) (6.164)

Bien que ce tenseur soit également d’ordre 4, il suffit pour avoir ses modes
propres, de se ramener au sous-espace décrit par la matrice

L (811
HEE (6.165)
118

extraite de (6.149). Ses valeurs propres sont by et by (doublement dégénérée)
et les vecteurs propres correspondants sont

%um + lyg) + 122))
1
57} = 122)) (6.166)

1
V6
Dans les canaux de polarisation paralléle, c’est-a~dire lorsque la lumiére émer-

gente est analysée dans la méme direction de polarisation que la lumiére in-
cidente, U'intensité mesurée est proportionnelle &

(Jzz) + |yy) — 2|22))

1
Faa,aa = g(FO + 2F2) . (6167)

Dans les canaux de polarisation perpendiculaire (o # §), Vintensité mesurée
est proportionnelle 4

1
Paapp = 3(To = T2) (6.168)
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Le mode I's est rapidement atténué, et il ne reste dans ces deux cas que la
contribution du mode scalaire I'g réduit d’un tiers dans chaque canal du fait de
la dépolarisation de la lumiére incidente. Par conséquent, ['intensité mesurée
est la méme dans tous les canauz de polarisation.

Notons que la conservation de la probabilité s’exprime par

> Taaps=To (6.169)
B

6.6.4 Reétrodiffusion cohérente

Dans les canaux de polarisation paralléle, le facteur de structure associé
au cooperon est identique & celui du diffuson : ne contribue de maniére signi-
ficative que le mode scalaire I'g réduit d’un tiers. La polarisation ne change
donc pas la contribution relative du diffuson et du cooperon.

Par contre, dans les canaux de polarisation perpendiculaire (a # (), la
contribution du cooperon 4 la rétrodiffusion cohérente est proportionnelle a
{fig. 6.9.b)

Iy —T7
2
Ces deux modes sont trés rapidement atténués, et la contribution du cooperon

analysée dans un canal de polarisation perpendiculaire disparait.

Top o = (6.170)

Remarque : Diffuseurs de taille finie

On peut aisément étendre Yapproche précédente a la diffusion du type Rayleigh-
Gans (voir Pexercice 2.3) puisqu’a cette approximation il suffit de remplacer la rela-
tion (6.138) par

P = M(k)s(k' — k)P (6.171)
ol s(k’' —k) est une fonction scalaire qui décrit le facteur de forme (2.130) du diffuseur.
Dans ce cas la diffusion devient anisotrope, il apparait un autre temps caractéristique,
le temps de transport (complément C4.3).
En revanche, pour la diffusion de Mie, cette approche devient inopérante puisque la
polarisation P’ dépend de k et de k’. Cependant, il est & noter que, pour des diffuseurs
de Mie sphériques, on garde malgré tout la propriété importante que dans les canaux
de polarisation paralléles, la polarisation ne change pas la contribution relative du
diffuson et du cooperon. Pour s’en convaincre, on note que dans la section efficace
différentielle associée & un événement de collision, les composantes de la polarisation
paralléle et perpendiculaire au plan de diffusion sont multipliées par des facteurs
qui ne dépendent que de I’angle entre k et k' et qui restent donc inchangés pour la
séquence renversée dans le temps.

6.7 Déphasage associé au mouvement
des diffuseurs

Nous venons de voir, sur plusieurs exemples, comment la diffusion multiple
cohérente décrite par le cooperon est modifiée du fait du couplage d’une onde,
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ou d’un électron & un champ extéricur, ou en présence de degrés de liberté
supplémentaires. On étudie maintenant le déphasage induit par le mouvement
des diffuseurs. Pour cela, on considére un milieu contenant des diffuseurs aléa-
toires et indépendants, que nous avons supposés fixes dans les chapitres 3 et 4.
Cette hypothése est justifiée dans le cas de la diffusion électronique, par contre
elle ne Pest généralement pas dans le cas de la propagation des ondes élec-
tromagnétiques dans les milieux diffusants. Ces derniers sont constitués de
diffuseurs qui effectuent un mouvement brownien dans le liquide environnant.
Dans quelle mesure peut-on encore supposer que les diffuseurs sont fixes?
Pour cela il faut que, pendant le temps t mis par I’onde pour traverser le
milieu diffusant, ceux-ci se déplacent d’une distance inférieure a la longueur
d’onde A du rayonnement. Autrement dit le temps 73, mis par un diffuseur
brownien pour parcourir une distance de 'ordre de A, doit étre inférieur 4 ¢.
Pour des ondes électromagnétiques se propageant dans des suspensions, on a
t = n1, ol n =~ 10? est, en pratique, le nombre de collisions que subit 1'onde
avant d’émerger du milieu. En prenant 7. ~ 6.107 s, on a t ~ 6.10711 s
tandis que 7, qui s’exprime en fonction de la constante de diffusion Dy des
diffuseurs est de 'ordre de 7, ~ g—zb ~ 1 ms. Donc le temps de vol associé a la
lumiére pour effectuer un chemin de diffusion multiple est négligeable devant
le temps nécessaire pour modifier la longueur de ce chemin d’une distance A.
11 est alors tout a fait justifié de considérer des centres diffuseurs statiques.

Par contre, la question de la dynamique des diffuseurs devient tout & fait
pertinente si on considére la corrélation temporelle entre des champs élec-
triques E(T') et E*(0) correspondant & des impulsions lumineuses émises & un
intervalle de temps T suffisamment long [125-127|. Dans ce cas, les diffuseurs
ont bougé chacun d’une certaine distance et la fonction de corrélation tem-
porelle G1(T') entre ces champs est une mesure du déphasage entre les deux
trajectoires représentées sur la figure 6.10. Dans ce qui suit, nous allons éva-
luer ce déphasage et montrer que la fonction de corrélation G1(T") s’obtient
a partir de Pexpression du diffuson établie dans le chapitre 4, affectée d’un
terme de phase qui décrit I'effet du mouvement des diffuseurs.

6.7.1 Expression du déphasage

On considére le champ électrique associé a une onde électromagnétique
scalaire, solution de ’équation (2.9). La fonction de corrélation temporelle
G1(r,T) du champ électrique est définie par

(E(r, T)E"(r,0))

N (T

(6.172)

ou le champ E(r,T) est solution de I’équation de Helmholtz (3.57) avec une
source que ’on situera en 7. Les trains d’onde qui se propagent respective-
ment aux instants 0 et T sont diffusés par des configurations statiques dis-
tinctes des diffuseurs. Le temps T joue donc ici le role d’un paramétre et ne
rend pas compte du comportement temporel du champ. La notation (---)
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FIG. 6.10 — Lors du mouvement des diffuseurs impliqués dans une séquence de col-
lisions multiples, 'amplitude complexe de l'onde est modifiée. Dans cette représenta-
tion, on suppose que l'on peut ainsi déformer contindment la trajectoire, c’est-a-dire
que les configurations {r1(0), - - ,rn(0)} et {r1(T), - ,7~(T)} appartiennent &
Uensemble des configurations de désordre. Ceci résulte de I’hypothése que I’ensemble
statistiqgue des séquences de collisions est indépendant du temps.

décrit une moyenne prise a la fois sur tous les chemins de diffusion possibles
dans le milieu ainsi que sur le mouvement aléatoire des diffuseurs dont on
décrira plus loin les caractéristiques.

Rappelons que pour T' = 0, c’est-a-dire lorsque les configurations de dif-
fuseurs sont identiques, la fonction de corrélation (|E(r,0)|?) est reliée a I'in-
tensité, c’est-a-dire a la probabilité '® P(rg,r,w = 0), par la relation (4.55)

C

2y — —c— p— _ —
(|E(r,0)|*) = 47rP(r0,r,w 0) in

o0
/ Plro,rt)dt . (6.173)
0
Pour des configurations différentes de diffuseurs aux instants 0 et 7', la fonction
de corrélation a maintenant la forme

(E(r,T)E*(r,0)) = 4i / P(ro,rt) <ei[¢’(t*T)_¢(t’0)]>dt (6.174)
T Jo

ou ¢(t,T) et #(t,0) sont les phases associées aux configurations des diffu-
seurs aux temps 0 et 7. On cherche ici 4 déterminer le déphasage associé au
mouvement des diffuseurs.

Dans I'approximation des collisions indépendantes (chap. 3), on peut écrire
le champ électrique ' comme la superposition des amplitudes associées a

81ci P est donnée par Pexpression générale (4.9) valable au-dela de I’approximation de
diffusion.
19C’est une fonction de Green telle que celle donnée par la relation (4.21).
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toutes les séquences Cy = (71,72, ...rN) de collisions soit

E(ro,r,T) =Y Y |A(ro,r,Cn(T))[e D (6.175)
N=1Cn

ol la somme est prise sur toutes les trajectoires possibles, c’est-a-dire 4 la fois
sur toutes les longueurs des séquences de collisions et sur les positions pos-
sibles des diffuseurs. La fonction de corrélation (E(r,T)E*(r,0)) peut donc
AT 20

s’écrire

(E(r,T)E*(r,0)) =
Z 3 < (r,Cn( ))A*(r,cN,(o))|ei<¢N<T>~¢N'<0>>> . (6.176)

N,N'Cn,Cnt

On suppose maintenant que ensemble des séquences de collisions possibles
est indépendant du temps, ¢’est-a-dire du mouvement des diffuseurs. On verra
dans la section 8.8 que cette hypothése d’ergodicité est expérimentalement
justifiée. Les amplitudes A sont donc des variables aléatoires stationnaires et
indépendantes des phases ¢n(T). On peut alors découpler la moyenne sur
les amplitudes de celle sur les phases et récrire la relation précédente sous la
forme

(E(r,T)E*(r,0)) =
> ¥ <|A(r,CN(T))A*(T,CN/(O))D<ei(¢N(T)‘¢N’(U))> . (6.177)

N,N’ CN,CN/

Il nous faut maintenant évaluer le terme de phase. Pour une séquence de
collisions Cy = (r1,732,...7n) et pour une onde scalaire dans I’approximation
des collisions indépendantes, la phase est donnée par

N
N (T) = =Y (kn = kn_1).7a(T) — ko.ro + kn.r (6.178)

n=1

ol les vecteurs d’onde kg et k décrivent respectivement les ondes incidente
et émergente pour cette séquence de collisions. Afin de calculer la différence de
phase A¢pn(T) = ¢pn(T) — ¢n(0), on suppose de plus que le mouvement des
centres diffuseurs est suffisamment lent pour qu’aprés le temps T on puissc
négliger le changement de direction des vecteurs d’onde (qui est du second
ordre) de telle sorte que

N

A¢N(T) = Z(kn - kn—l)-A"'n(T) (6179)

n=1

20 Afin d’alléger les notations, nous ne spécifierons plus la position de la source en rg.
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avec Ar,(T) = 7, (T)—7,(0). Pour des collisions élastiques, le module k = |k
est conservé et on pose k,, = ké,, ou &, est un vecteur unitaire :

Agn (T :—kz n—€n_1).Ary(T) . (6.180)

A chaque collision, on peut donc associer un déphasage

Ap(n,T) = —k(y — &n_1).Arn(T) . (6.181)

6.7.2 Déphasage associé & un mouvement brownien
des diffuseurs

Afin d’estimer la moyenne du facteur de phase dans la relation (6.177),
on suppose que les diffuseurs sont indépendants et que leur mouvement est
brownien avec la loi de distribution 2! :

1 \Y? )
P(Arn,T):(47rDbT> e AT /ADT (6.182)

On évalue d’abord la moyenne sur la position des diffuseurs. Puisqu’ils sont
indépendants, on effectue la moyenne pour chacun d’entre eux. Cette moyenne
s'écrit, :

d/2
) . 1 2
BT = { et29(n.T) _ /d —ig,,.T —r%/4D,T
( ) <€ >A7'n(T) e 47Dy T €

= e DenT (6.183)

ou q, = k(é, — &,-1) de telle sorte que ¢ = 4k’sin?(6,/2) avec 0, =
(én,eén—1). Il reste & moyenner sur la direction des ondes diffusées, c’est-a-
dire & calculer

b(T) = (e T = % /0 " dsin e DT S (6.184)
c’est-a-dire, aprés intégration [126] :
b(T) = %(1 — e Timy (6.185)
Le temps
Ty = 1/4Dyk? (6.186)

210n prendra garde a ne pas confondre la constante de diffusion Dy, des diffuseurs avec
la constante D qui décrit la diffusion des ondes.
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est le temps caractéristique pour qu’un diffuseur se déplace d’une longueur de
l'ordre de A. La fonction b(T) est trés bien décrite par la forme exponentielle
plus simple que nous utiliserons dorénavant

bT) ~ e T2 (6.187)

En utilisant (6.12) et (6.7), on obtient le facteur de structure dans la limite
diffusive et a fréquence nulle. De la relation (4.37), on déduit Pexpression de
la probabilité Py(q) :

1
Fa(q) = T pg (6.188)
Le pole de diffusion apparait donc avec un temps de coupure
b(T)
T =7, — ) 1
™ (T) =T, T b(7) (6.189)

On voit que leffet du déphasage consiste & introduire un péle & une valeur
finie de ¢. En d’autres termes, le déphasage conduit & la disparition du mode
zéro discuté dans la section 5.5.3. Dans la limite des temps courts 7" < 73, on
ab(T)~1—T/27, cest-a-dire

Ty =T 5k (6.190)

Une transformation de Fourier de la relation (6.188) conduit finalement &

4m 1 _= /3T
E(r, T\E* = ey omy 191
(E(r,T)E"(r,0)) = 5 (6.191)

c
Pour T = 0, on retrouve 'intensité (4.67) au point r. La fonction de corréla-
tion temporelle G (r,t) définie par (6.172) est donnée par

Ci(rT) = e =V 5% (6.192)

La dépendance temporelle de cette fonction de corrélation est une exponen-
tielle étirée, un comportement trés différent du résultat obtenu dans le cas de
la diffusion simple par des diffuseurs browniens (section 9.3).

Notons, & nouveau, que la fonction de corrélation des champs mesure la
transformée de Laplace de la probabilité. En effet, elle est de la forme

4—7T<E(’I',T)E*(T‘,O)> = /00 P(ro,r,t)e”™dt = P(ro,7) .  (6.193)
¢ 0

Le facteur exponentiel est bien la moyenne d’un facteur de phase, annoncé
dans la relation (6.174) et le temps caractéristique 7, = 27.7,/T a été obtenu
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4 partir d’une description microscopique du mouvement des impuretés. Enfin,
la fonction de corrélation dynamique Gi(r,T") apparait comme une mesure
du rapport

P’Y (TOv T)

Gl(rvT) = P'y:O(TO,T)

(6.194)

6.8 Déphasage ou décohérence ?

Dans les exemples traités dans ce chapitre, il est apparu que leffet d’un
déphasage sur la diffusion multiple (cooperon ou diffuson) revient a modifier
la probabilité intégrée de retour a lorigine Z(t), de telle sorte que

Z(t, X) = Z(t) <em¢(t’x)> : (6.195)

La phase A¢(t, X') dépend des paramétres physiques X a l'origine du dépha-
sage. Il en résulte, en général, pour (e!#(:X)) un comportement exponen-
tiellement décroissant avec un temps caractéristique dit temps de déphasage
ou de cohérence de phase.

Le déphasage est di & la présence de degrés de liberté additionnels qu'il
est possible de répartir en trois classes :

e Degrés de liberté de 'onde qui diffuse : spin de 'électron et polarisation
des photons.

e Degrés de liberté des diffuseurs : spin des impuretés magnétiques, diffu-
seurs en mouvement, degrés de liberté quantiques internes (complément C6.5).

e Champ extérieur : champ magnétique uniforme, flux Aharonov-Bohm,
champ électromagnétique fluctuant (complément C6.3 et section 13.7.2).

Dans quel cas parle-t-on de déphasage ou de décohérence? Bien que ces
deux notions soient le plus souvent confondues, on peut tenter ici une classi-
fication.

On réservera le mot de décohérence lorsque le déphasage est lié a la notion
d’irréversibilité. Ainsi un déphasage, comme celui associé 4 un champ magné-
tique, modifie la figure d’interférence, mais n’induit pas de décohérence 2. De
meéme, la dépolarisation de la lumiére ou Veffet du couplage spin-orbite sur le
spin des électrons sont caractérisés par une réduction des effets d’interférence,
mais sans impliquer une quelconque irréversibilité.

228elon la géométrie, ’effet du champ magnétique est trés différent. Ainsi pour un an-
neau, le champ modifie le terme d’interférence mais ne le réduit pas. En revanche, dans
le cas d’un plan, le champ réduit le terme d’interférence & cause de la moyenne sur les
trajectoires de diffusion. Cette différence peut se décrire en terme de contraste, rapport des
contributions quantique et classique. On voit sur cet exemple que la notion de contraste est
indépendante de celle de décohérence.
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Dans le cas ou le déphasage résulte de interaction de I'onde avec des
degrés de liberté associés aux diffuseurs, il apparait une nouvelle notion es-
sentielle liée a irréversibilité du déphasage mis en jeu. Ces degrés de liberté
externes & 1’électron ou a 'onde électromagnétique ne sont pas controlés par
Pexpérimentateur. Ce manque d’information conduit alors & moyenner le ver-
tex élémentaire d’interaction sur ces degrés de liberté. C’est cette moyenne
qui introduit I'irréversibilité associée a la notion de décohérence. Par exemple,
dans le cas des impuretés magnétiques, on moyenne le vertex élémentaire sur
le spin des impuretés. Pour les atomes froids, on effectue la trace sur les
sous-états Zeeman, avec une matrice densité convenablement choisie. Pour les
diffuseurs en mouvement brownien, on moyenne sur la position de ces dif-
fuseurs. Enfin, pour un champ électromagnétique fluctuant, on moyenne sur
les fluctuations thermiques du champ. Chacune de ces moyennes traduit un
manque d’information qui conduit & I'irréversibilité 23. Par contre, le dépha-
sage associé a la dépolarisation ou au couplage spin-orbite n’implique pas de
moyenne sur des degrés de liberté extérieurs et donc pas d’irréversibilité (dans
ce cas, le degré de liberté additionnel, polarisation ou spin, est attaché a I'onde
qui diffuse et non & I’environnement).

On utilisera le mot décohérence, lorsque ’environnement est décrit par une
moyenne statistique sur des degrés de liberté non contrélés ou non mesurés.
On parlera dans ce cas de temps de cohérence de phase que 'on notera 74 et
on gardera la notation 7, pour les temps de déphasage qui n’impliquent pas
de décohérence (tableau 6.11).

Temps de déphasage T~ Temps de cohérence de phase Ty
Champ DB : B Interaction coulombienne : Té’i (T)
Spin-orbite : 37'50/4 (8=1) Impuretés magnétiques : 3Tm/2 (S=0)
Tm/2  (S=1)
Phonons : Tph(T)
Polarisation Dégeénérescence Zeeman des atomes
Mvt. déterministe des diffuseurs Mvt. non déterministe des diffuseurs

Fi1G. 6.11 — On a regroupé différentes expressions du temps de déphasage T et du
temps de cohérence de phase 74 correspondant d différents mécanismes de déphasage
pour les électrons ou les photons.

23Lorsque l'environnement est quantique, cela implique un changement d’état de cet
environnement [128].
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Complément C6.1 Effet Aharonov-Bohm
dans un plan infini

Dans la section 6.4, nous avons étudié la probabilité intégrée de retour
a Vorigine Z(t, ) pour un anneau et un cylindre traversés par un flux ma-
gnétique Aharonov-Bohm ¢ = p¢. Ces géométries sont caractérisées par un
spectre de fréquences propres E,, qui dépendent du flux.

Dans ce complément, on calcule Z(t, ¢) pour le cas d’un plan infini percé
en un point par une ligne de flux Aharonov-Bohm [107]. A premiére vue, ce
probléme peut paraitre académique puisque les géométries étudiées expéri-
mentalement étant multiplement connexes, on peut toujours se ramener aux
cas de anneau ou du cylindre. On verra cependant un exemple (section 7.6.4)
pour lequel ce cas correspond a la bonne géométrie.

L’étude du plan infini percé par une ligne de flux a aussi un interét pé-
dagogique et méthodologique. Ce probléme apparait dans d’autres branches
de la physique (mécanique quantique, théorie des champs, physique des poly-
méres, etc.). La raison en est que la fonction Z(t) associée a une dépendance
particuliére en fonction du flux qui découle de considérations topologiques.
En effet, on pourrait faire a priori le raisonnement suivant. Pour la géométrie
du plan infini, le spectre des modes propres de 'équation de diffusion est un
continuum identique & celui du plan sans la ligne de flux, puisque celle-ci n’in-
duit aucune force : le champ magnétique est nul partout, sauf au point exclu
ol la ligne traverse le plan. Si les spectres sont identiques, alors la probabilité
Z(t) est indépendante du flux et elle donnée par S/4w Dt, ou S est la surface.
On montre ici que ce résultat est incorrect.

Considérons un champ magnétique B = ¢d(r) concentré en un seul point
du plan?* et décrit par le potentiel vecteur

A(r) = %é (6.196)

ou ey est le vecteur unitaire azimuthal et ¢ le flux magnétique associé. La
force de Lorentz s’exercant sur les électrons est donc identiquement nulle.
Tout comme dans le cas du champ uniforme, on peut chercher les valeurs

propres et les fonctions propres du probléme de Schrodinger équivalent. Les
solutions normalisables de 'équation (6.34) sont

Pnlg,r) = —\/12=ﬂei"9J|n_2¢|(qr) (6.197)

ol n € Z est le moment angulaire, ¢ est un vecteur d’onde et J,{(z) est la
fonction de Bessel de premiére espéce d’indice réel.

241,a fonction § est bidimensionnelle.
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La probabilité P,(ro,r,t) en présence du flux est donnée par la rela-
tion (5.2} qui s’écrit, en utilisant les fonctions propres (6.197),

Po(ro,rst) = [ 58S () g ara)e e P

0 n€Z
(6.198)
En intégrant sur g, on obtient 2°
P (ro, 1) = ——e— it S e oy (572 (6.199)
PO T 4Dt = In=221 \2Dt '

ol I est une fonction de Bessel modifiée. La probabilité intégrée de retour a
Vorigine Z(t, ¢) est donnée par

Z(t, ) = /der(r,r,t)
2

> r 2 r
= dr——e " /2DtNT — ) . 6.200
/0 "oDt© T;Z In=2¢1\ 9Dt (6.:200)

En utilisant la relation de Poisson (15.95), on peut récrire

+oc

2 -
> lin-2 (5%) = e_mw/_

nez meZ 0

2immy 7’2

ou la somme sur m correspond maintenant & une description en terme de
nombre d’enroulements. Afin d’évaluer Z(t,¢), on calcule la différence des

fonctions de partition 20 :
Z(ta(b) - Z(t,O) =
o0 400 2
—ditme _ d r ~7‘2/2Dt/ d 2imnv 1 r
MXE:Z (e ) /0 "oDt° I A Y57

(6.202)

On intervertit les deux intégrales et on utilise le changement de variable

/ T ey () 1 / " dze I, (2) (6.203)
o 2Dt “I\2Dt) ~ 2 J, ]
de plus

1 e 2imvm > —z 1

‘2‘ . dv e o dze I|,,| (.’E) = W (6204)

25En utilisant (15.58), on vérifie que Py—o(ro,™,t) est donné par son expression dans
I’espace libre (5.19).
26Dans un volume infini, chacune des deux fonctions diverge (5.23).
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lorsque m # 0. 1l reste & évaluer la série 27
e~ dimme _ 1 % gin? 27m<p

n#0
(6.205)

Compte tenu de Pexpression (5.23) pour Z(t,0), on obtient finalement

2(,6) = 1o — ol1 - 20) (6.206)

pour ¢ € [0,1].
e Déterminant spectral et effet Aharonov-Bohm

Nous avons mentionné au début de ce complément que la distinction entre
les fonctions Z(t, ¢) et Z(¢,0) était d’origine topologique. Un argument en
faveur de cette interprétation est que le terme associé au flux est indépendant
du temps t. Nous avons en effet vu dans le complément C5.5 que P'existence
d’un terme constant dans le développement asymptotique de Weyl pour Z(#)
correspond & la caractéristique d’Euler-Poincaré du domaine 28, qui est effecti-
vement une caractéristique topologique du systéme. Celle-ci ne résulte pas de
Pexistence d’une échelle d’énergie caractéristique et ne peut donc que caracté-
riser la nature des modes zéro (c’est-a-dire d’énergie nulle). C’est un résultat
général qui découle de théorémes puissants comme le théoréme de l'indice [129]
bien au-deld de nos considérations. Néanmoins, il est instructif de vérifier ce
point dans le cas présent. Un terme constant dans la probabilité Z(t) se tra-
duit par une fonction §(F) dans la densité d’états (complément C5.5). On
obtient ainsi la densité d’¢tats des modes de diffusion cn présence d’une ligne
de flux Aharonov-Bohm

Pe(E) — po(E) = —p(1 = 2¢) 6(E) . (6.207)

Cette expression fait bien apparaitre Iidentité des deux spectres de fréquence
propres de ’équation de diffusion, excepté pour le mode zéro.

27Cette série de Fourier définit une fonction périodique de ¢ de période 1 qu’il suffit
donc d’évaluer pour 0 < ¢ < 1.
28Dans le cas d’un graphe fini, cette constante est égale & y—

5 B voir le complément C5.6
pour les notations.
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Complément C6.2 Représentation
fonctionnelle de ’équation de diffusion

C6.2.1 Représentation fonctionnelle

Dans la section 6.2, nous avons vu l'analogie qui existe entre 1’équation
de diffusion et I’équation de Schrédinger. On développe et on poursuit cette
analogie afin d’obtenir une représentation fonctionnelle de 'équation de dif-
fusion.

La fonction de Green G associée a 'équation de Schrédinger pour une
particule libre de charge ¢ est solution de I’équation :

o R? q
VS S 'r-’_'_A 12 U — ot .
zhat v Y% iy (r")] ] Go(r,r',t) = 6(r — v")o(t) (6.208)
et elle admet la représentation fonctionnelle [130] :
r(t)=r' i It
Go(r,7',t) :/ D{r} exp (—/ E(T)dT) (6.209)
r(0)=r h 0

ou L est le lagrangien d'une particle libre dans un champ magnétique
B=VxA

1
L(r,7,t) = §m+2 +qr.A(r) . (6.210)

Pour ’équation de diffusion, la probabilité P.(r,’,t) associée au cooperon
est solution de ’équation (relations 6.29 et 6.34) :

o 2e 2
— =DV +i—A(r
{ En < +1 & (r ))
oil la charge de I’électron est notée —e. Cette solution peut s’écrire sous la
forme fonctionnelle {130] :

Purr't) = /r "0 e} exp (— /0 t L(T)df) (6.212)

(0)=r

P.(r,r',t) = 6(r — r')o(t) (6.211)

avec 29

) 9
L(r,it) = ZTB + i%a’n.A(r) . (6.213)

Dans un champ magnétique B = V X A indépendant du temps, le noyau
de la chaleur (5.5) s’exprime donc aussi & partir de la relation (6.212) et peut
s’écrire

2.t B) = 7{ Dir} exp (- /O t code) exp <—z%€ /0 tr".A(r)dT) (6.214)

29Remarquer que ce lagrangien a les dimensions de 'inverse d’un temps.




266 Chap. 6 : Déphasages

ou § D{r} = [dr f:(((f)):: D{r} désigne l'intégrale sur toutes les trajectoires
fermées et Lo = 72/4D est le lagrangien libre. La fonction Z(t, B) se met
sous la forme :

Z.(t, B) = Z(t) <exp (—z’i—ﬂ /0 t i'.A(r)dT)> (6.215)

0

ou Z(t) est la probabilité intégrée en champ nul et ot (---) est la valeur
moyenne sur toutes les trajectoires fermées browniennes :

()= %%D{r} S+ exp (— /Ot Eo(T)dT) . (6.216)

Dans le cas d’'un champ uniforme l'utilisation de la jauge symétrique A(r) =
3B x r permet d’obtenir pour Z.(t, B) la forme

Z.(t,B) = Z(t) <exp (-@%B/Ot r x dr>>

= Z() <exp (—i‘-;foBA(t)» (6.217)

ou A(t) =1 fot 7 X dr est Paire algébrique balayée par une trajectoire fermée
de temps t.

C6.2.2 Lois contraintes pour le mouvement brownien
et champ magnétique

L’expression (6.217) fait apparaitre la fonction caractéristique d’une loi de
diffusion contrainte. Plus généralement, pour une expression de la forme (6.3),
la phase ¢(t, X) qui dépend du mécanisme du déphasage peut s’interpréter di-
rectement comme une contrainte imposée par une caractéristique topologique
ou géomeétrique de la loi de diffusion. Ainsi 'expression (6.217) permet de
remonter 4 la distribution des aires limitées par des trajectoires browniennes.
De méme, le noyau de la chaleur pour le cas de 'anneau unidimensionnel
permet de remonter a la distribution des nombres d’enroulements associés a
un trajectoire brownienne sur un circuit fermé.

Les lois de diffusion contraintes ont été étudiées en détail dans la littérature
et donnent lieu & une grande variété de comportements (loi de Lévy des aires
algébriques, loi de Spitzer [131] pour les enroulements, etc.).

e Loi de Lévy des aires et champ uniforme

On veut déterminer la distribution P(A, ¢} de l'aire algébrique .4 contenue
a Pintérieur d’une trajectoire plane brownienne fermée de temps ¢ (fig. 6.12).
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0

FIG. 6.12 — Représentation d'une courbe brownienne fermée et de aire algébrique
associée. Chague secteur est caractérisé par un entier, son nombre d’enroulement.
Le secteur 0 extérieur a la courbe a une aire infinie.

Cette distribution de probabilité est donnée par 3°

P(A,t) = (3[4~ A(t)]) L / e A (e A gp (6.218)

T or

expression qui permet de relier P(.A,t) & la probabilité de retour a lorigine
dans un champ magnétique uniforme B = b¢g/47. En effet, d’aprés I'équa-
tion (6.217), on a

(e~ PAW®Y — % . (6.219)

En utilisant la relation (6.41), on obtient

: bDt
TAl)y = ——— 220
(e ) = Sn(Dh (6.220)

et la transformée de Fourier (6.218) conduit &

T 1

PAL) = —5——
4Dt cosh® 2

(6.221)

On obtient ainsi la loi de Lévy pour la distribution des aires a 'intérieur d’une
trajectoire brownienne de temps .

30Et inversement

(e~ iAW) = / P(A, e~ PAdA
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e Distribution des enroulements sur un anneau

De la méme facon, la distribution du nombre w d’enroulements sur un
anneau est donnée par

P(w,t) = (§]w — w(t)]) ! / e (e~ () dp (6.222)

T o

et se déduit de 'expression du noyau de la chaleur Z.(t, $) pour le cas d'un
flux Aharonov-Bohm. D’aprés I’équation (6.217), on a b = 47¢/¢do et

i Zo(t, ¢ = bog/4m)
holt)y — 220 6.22
(e ) e (6.223)
et de la relation (6.54), on obtient la distribution des enroulements :
Plwt) =3 e S —m) (6.224)
— Van Dt

o Flux Aharonov-Bohm dans un plan : le probléme d’Edwards

Un autre exemple pour lequel il est possible de relier une loi de diffusion
contrainte 8 une expression de la probabilité de retour est celui d’un flux
Aharonov-Bohm traversant un plan infini.

On veut déterminer la distribution des enroulements autour d’un point O
dans un plan infini (fig. 6.13). On note P(4,¢) la distribution de probabilité
pour I’angle # balayé par une particule brownienne durant le temps ¢ et repéré
par rapport au point O. Ici, contrairement aux deux exemples précédents, il
n’y pas invariance par translation, puisqu'un point particulier a été singu-
larisé. Par conséquent, la distribution dépend aussi des points de départ ro

)

FIG. 6.13 — Enroulements d’une trajectoire brownienne d’extrémités ro et v autour

ry

du point O. On se limite ici au cas ot ¥ = To.
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ct d’arrivée r. On se limite au cas des trajectoires fermées, c’cst-a-dire pour
lesquelles r = rq 3!, Par définition, la distribution P(6,t) s’écrit :

PO, 1) = (50 — 6(1)]) = — / it (= ibA(E)) g (6.225)

T on

on 8(t) = fot drdf/dr est angle balayé par la particule durant U'intervalle de
temps [0, ¢]. La valeur moyenne (e~*?(*)) est prise sur 'ensemble des trajec-
toires browniennes fermées. C’est la fonction caractéristique associée a la loi
contrainte : effectuer une trajectoire fermée avec un angle balayé 8(t). Cette
fonction caractéristique est précisément celle qui intervient dans la probabi-
lité P(t,¢) d’effectuer une trajectoire fermée en présence d’un flux Aharonov-
Bohm ¢ = p¢o. En effet, on peut écrire 'intégrale curviligne du potentiel
vecteur sous la forme [ A.dl = % fot 0(r)dr. En vertu de la relation (6.212),
la probabilité P(t,$) peut s’écrire a partir de la représentation fonctionnelle :

P(t,¢) = /:(t)=ro D{r} exp (— /Ot ng - 2i<p0(t)>

(0)=wro
= P(t,¢ = 0)(e 29 . (6.226)

Des expressions (6.225) et (6.226), on déduit la distribution P(6,t) des enrou-
lements en fonction de la probabilité de retour a Uorigine P(t, ¢) en présence
du flux Aharonov-Bohm ¢ = b¢/2 :

_ L [ e Pt ¢ = bdo/2)
P0,t) = %/ew Pl 3=0) db . (6.227)

En insérant 'expression (6.199) de P(t,¢) = P,(ro,r0,t), on obtient la loi de
distribution des angles d’enroulements autour du point origine :

1 i r2 2
P.1) = o / dbe™®  Tjnmy (—Q—D—t)e e (6.228)

En intégrant sur tous les angles, on élimine la contrainte angulaire et on
retrouve bien la probabilité d’effectuer une trajectoire fermée :

/+°0 doP(,t) = P(r,r,t) . (6.229)

— 00

Cette dualité entre une loi de diffusion contrainte et la probabilité associée
a Iéquation de diffusion covariante (c’est-a-dire en présence d’un champ ma-
gnétique) a été initialement proposée par Edwards [132] dans le cadre de la
description des polymeéres au moyen d’une marche au hasard auto-évitante.

310n peut généraliser sans difficulté ce calcul au cas ot les extrémités de la trajectoire
brownienne sont distinctes.
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Complément C6.3 Le cooperon dans un champ
dépendant du temps

On considére le comportement du cooperon dans un champ électromagné-
tique dépendant du temps [133] et caractérisés par les potentiels A(r,t) et
V(r,t). Les deux séquences de diffusion multiple, correspondant a des propa-
gations dans des directions opposées, voient maintenant des potentiels diffé-
rents et sont donc affectées de phases différentes. On cherche & déterminer le
comportement du cooperon dans ce cas.

La figure 6.14 montre la différence entre les structures du diffuson et du
cooperon. Pour le diffuson, les deux séquences « voient » le méme potentiel.
Pour le cooperon, si P'une des séquences voit les potentiels A(t) et V(¢), la
seconde voit les potentiels A(%) et V(f) correspondant au temps § = ¢; +t7 —t.
Les deux séquences temporelles :

t
t=ti+ty—t — - — &

se déduisent I'une de I’autre par renversement du sens du temps (on note que
T =t et & = ty).

ti ~, ! tf t’ > 4 tf
ri % : xXr xXr rX% : xr Xr
PR J G S PO S UL S
3 t 1 t 1
Diffuson Cooperon

F1G. 6.14 — En passant au point v, Les deuz trajectoires constitutives d’un diffuson
P, «wvoient » le méme potentiel extérieur A(t). Par contre, les deuz trajectoires
d’un cooperon P. voient des potentiels correspondant & des temps différents t et
t=t;+t; —t. Ezemple de trajectoire de diffusion multiple avec cing collisions.

On cherche ici 4 obtenir une équation d’évolution pour le cooperon
P.(ri,rs,t;,tr). Pour cela, il est instructif de comparer les structures du diffu-
son et du cooperon dans un champ dépendant du temps. Pour le diffuson, on
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L tf L
8 I I;

F1G. 6.15 ~ Equations intégrales pour le diffuson T'(ri, 7y, t:,ty) et pour le cooperon
D'(ri, vy, ti,ty). Le temps t est égal  t; +t5 —t.

récrit ’équation intégrale (4.24) pour le facteur de structure I' sous la forme
(fig. 6.15) :

F(’I‘i, 75, b, tf) = 7@5(7'1‘ — ’I’f)(S(tz‘ — tf) + / F(T,‘, T, t;, t)K(r, Ty, t, tf)d’l“dt
ou le noyau K de I’équation intégrale est donné par
—R —A
K(r,rs,t ts) =vG (r,rp,t,t5)G (rs,r,ty,t) (6.230)
c’est-a-dire, d’apres (4.16, 4.18) :

SR — v(ty — t)]e—ltr—0/7
4mR2T,

1
K(r,rr, t,ts) = —FPo(r,rs tts) = 6.231
f f j f f

ou R = |r — ry|. En présence de potentiels extérieurs A(r,t) et V(r,t) len-

. =R .
tement variables, la fonction de Green moyenne G (r,ry,t,t¢) acquiert une

phase supplémentaire ¢(r, ry,¢,ts) donnée par [107,108] 32
e [
d(r,re b tp) = _f_i/ [r(r).A(r(r),7) =V (r(r),7)ldr . (6.232)
t

32Les potentiels doivent varier lentement afin de satisfaire ’approximation eikonale pour
laquelle seule la phase des fonctions d’onde est modifiée.
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La fonction de Green @A(r #,7,tf,t) acquiert la phase opposée
o(rs, 7ty t) = —p(r,rs,t, ty) de sorte que les deux phases disparaissent dans
I’équation intégrale et le diffuson n’est pas affecté par les potentiels. Ceci est
di au fait que les deux séquences associées correspondent & des champs pris au
méme temps, de sorte que les déphasages aléatoires de chacune des séquences
se compensent.

Le cooperon est obtenu en inversant la séquence temporelle de 'une des
deux séquences t — ¢ = t;+¢;—t. Il faut donc, pour caractériser son évolution
temporelle, introduire un couple de temps t = (¢, 1) associé aux deux séquences
qui le constituent. On considére d’abord 1’équation intégrale pour le facteur
de structure I, Sa structure itérative doit explicitement prendre en compte le
couple t = (t,f) associé a la diffusion sur une impureté. I’équation intégrale,
illustrée sur la figure 6.15, prend la forme 33 :

(v, rp,ti b)) = v 0(ri — 75)6(t — t7) + /F,(Ti,T,ii,i)Kl(T,Tf,i,if)det
et son noyau K’ est donné par :

K'(rrp b k) =7.G (r e py b t)G (g r B0 T) (6.233)

En présence de potentiels extérieurs A(r,t) et scalaire V(7,t), ce noyau ac-
quiert la phase

o(r,rys,t,t5) = ¢(r,rs,t,t;) — d(r,75,%,%;) Cooperon (6.234)

avec t = (t, ). Pour la séquence directe, la phase est donnée par :

€

Or Tyt tp) = ﬁ/t f[V('r('r),T) —p(r).A(r(7), T)]dr {6.235)

tandis que pour la séquence inversée, on change le sens du temps et le signe
de la vitesse #(7) = —7(7) :

€

d(r,rs,t,t5) = }—i/t f[V(r(T),?) +7(7).A(r(7),7)|dr (6.236)

33Fn toute rigueur, le premier terme de ’équation intégrale est le terme 4 deux impuretés
puisque que le terme local 4 une impureté est déja inclus dans le diffuson. La choix arbitraire
d’inclure ici le terme & un impureté n’affecte pas la structure itérative non locale de I'V. Voir
les notes 14, p. 120 et 19, p. 130.
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de sorte que

@(r,rf,i,if) =
e

ﬁ/t ; ([V(r(f),f) —V(r(r), 7)) — #(r).[A(r(),T) + A(T(T),;)])dT
(6.237)

Le fait que la phase @(T,Tf,i,if) ne dépende pas que de ¢ et ¢y, mais
aussi du temps t; est une conséquence de la structure temporelle non locale
du cooperon dans un champ dépendant du temps. Il n’est plus possible dans
ce cas de se ramener & une équation locale en temps comme pour le diffuson.
Toutefois, pour des champs indépendants du temps, le terme lié au potentiel
scalaire disparait tandis que celui contenant le potentiel vecteur donne un
facteur 2 en accord avec les résultats de la section 6.2. La phase est alors une
fonction de la différence ¢ — 5.

De facon analogue a ce qui a été fait dans le cas du probléme indépendant
du temps, dans la limite de variations lentes de I et de la phase ®, on peut
développer I (r;, 7, t;, t)e!®(™"5:64) pour (r,t) au voisinage de (ry,t5). Ce
développement conduit & une équation différentielle pour I'. Puis, & I’aide
de (4.48), on déduit 'équation différentielle pour P.(r;,rs,t;,15)

(6% -D [vrf + z% (A(rs t) + A("fvtf))r

- i%[V(Tfatf) - V("fati)]> Pe(ri,ry tisty) = 6(ry — i)ty —ti)

Dans ce cas, la probabilité garde la forme (6.212) 34 :

r(ts)=ry t
P.ri,ryp,ti,ts) :/ D{r} exp (—/ E(T)dT) (6.238)
ti

r(ti)=r;

mais le lagrangien L£(r, 7, 7) s'écrit maintenant [113] :

L(r(r), #(7),7) = %)— FiSh [A(r(r), ) + AG(7),7)
- z% [V (r(r),7) = V(r(r),7)] (6.239)

340n rappelle que la solution de I’équation différentielle :

a
[a —D(V, —ia) + U(r')} F(r,v,0,t) = §(r — v')(¢)
peut s’écrire sous la forme fonctionnelle :

F(r,r,0,t) = /’D{r} exp (f /Ot [% —ir.a(r) + U(r)] dT)
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La probabilité cst donc de la forme

PC(ri7rf7tiatf) = /D{’l"} eXp( > . <eiq>(t’i7tf)>

= PO(ri 7yt tg). < ) (6.240)

t;

ou (e"*(t:fr)) . est la moyenne du facteur de phase sur les trajectoires de
diffusion.

Pour des potentiels A(r) et V(r) indépendants du temps, on retrouve bien
la probabilité P.(r,r’,t;,t;) donnée par (6.212, 6.213).
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Complément C6.4 Couplage spin-orbite
et impuretés magnétiques : un point de vue
heuristique

Dans la section 6.5, on a obtenu les effets conjugués de la diffusion spin-
orbite et des impuretés magnétiques & partir de litération d’un tenseur
Ve bap s qui décrit un processus de diffusion élémentaire dépendant du spin.
On présente ici une dérivation quelque peu différente et moins systématique
mais qui a 'avantage de mettre en évidence de maniére élégante le dépha-
sage inhérent a la rotation du spin lors de ces processus de diffusion. Cette
présentation est basée sur les références [113,134].

C6.4.1 Couplage spin-orbite

Considérons 1’évolution d’un état initial de spin |sg). On note |s,) I'état
de spin aprés la ni®™e collision. La rotation du spin est décrite par 'opérateur
rotation R,

[$rt1) = Rulsn) (6.241)

ot R, = e %2%7, L’angle o décrit la rotation autour d’un axe défini par le
vecteur unitaire .

Aprés une séquence de N collisions Cx = {r1,72, -+ ,rn}, le spin au
temps ¢t = N1, est donné par

Z

|s¢) = HR |so) = H e 8 Tng0) (6.242)

En passant & la limite continue, on peut écrire I’état de spin & I'instant ¢ sous

la forme
s¢) = Re|so) (6.243)

ot Popérateur R; qui décrit la rotation du spin le long d’une séquence de
collisions est donné par 3°

t
Rt = Texp (—'L/ bt.&‘t dt) (6244)
0

ot la non-commutativité des matrices o de Pauli impose d’introduire le pro-
duit chronologique T
Le vecteur b; est proportionnel a amplitude du couplage spin-orbite au
temps ¢ [113]
1

4me?

b, = (VV(ry) x 1)

351 ’écriture de D'intégrale d’un opérateur de spin n’est pas évidente. Elle est discutée
dans la référence [113].
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Pour décrire la propagation d’un électron qui reste dans P'état de spin |sg), il
faut considérer I’élément de matrice

(so|Re|so) = (so|T exp <—i/0t b;.0 dt) |s0)

La moyenne sur les directions de rotation que I’'on supposera étre des variables
aléatoires indépendantes et de distribution gaussienne est

(sol(Re)]s0) = (s0] exp (% <[/Ot dt bt.ﬁt]2>) Iso) - (6.245)

L’argument de l’exponentielle fait intervenir la fonction de corrélation
(batbsi). En supposant que les rotations de spin & chaque collision ne sont
pas corrélées, on a

<btabt’,8> = Qso 5a,35(t - t,) (6246)

ol le paramétre as, décrit 'amplitude du couplage spin-orbite. On obtient
donc, & partir de (6.245)

(s0]{Re)|s0) = (sole™2%27 t|5g) = e~ oot (6.247)

puisque pour un spin 1/2, 2 a pour valeur propre 3. Cette expression,
qui pondére I'amplitude de probabilité d’une séquence de durée t, est de la
forme e~t/27s> (c’est-a-dire que la fonction de Green moyenne i une particule
—R T _ N y .

G (r,7’,t) est multipliée par e~t/27s>_ voir & ce propos Pexpression (3.75) et
la remarque correspondante). Ceci définit le temps de collision spin-orbite 7,

1
— =3as . (6.248)

Tso
On considére maintenant deuzr séquences conjuguées par renversement du
sens du temps. L’évolution dans une des deux directions est pondérée par le
facteur (sg|R:|so) o |sf) est le spin de I’état final. L'évolution dans la direc-
tion conjuguée contient le facteur (s¢|R_|so)* = (so|R!, |sf). La contribution
d’une trajectoire, c’est-a-dire du produit de deux séquences de collisions au

cooperon P.(r,r’,t), est donc pondérée par la moyenne (Q,,(t)) sur les tra-
jectoires du terme [113]

Qso(t) = Y (so| R, |s5)(sg| Relso) - (6.249)

szzt

Le couplage spin-orbite b; est proportionnel a la vitesse de 1’électron et change
donc de signe par renversement du sens du temps :

by =-b, . (6.250)
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Ce résultat correspond bien au théoréme de réciprocité qui énonce que le spin
doit changer de signe entre les deux trajectoires conjugées (remarque de la
p- 233). Le couplage b; doit donc changer de signe, de sorte que

R',=R, . (6.251)

Par conséquent, Qs,(t) devient

Quolt) = 3 (s0lT exp (wz’/ot dtbt.&t> 15 ) (T exp (—z’/ot dtbt.&t) 1)

Sf::t

qui se récrit, en remplagant le produit des éléments de matrice par un seul
élément de matrice dans 1'espace produit :

t
Quolt) = Y (s4sh|T exp <—z' /0 dt b;.(5° +a§’)> |sgsh) (6.252)

SfZﬂ:

ol |s§s%) désigne le produit tensoriel |s§) ® |s}). La variable b étant supposée
gaussienne, sa valeur moyenne est donnée par

@ity = X tsjstlens (5 (1 avouter + 0P ) sy - (6250

Sf:i

Le spin total (G2 4 )2 est conservé et ne dépend pas du temps. En utili-
sant P'expression (6.246) du corrélateur (by,by g), l'intégrale sur le temps est
immédiate et on obtient :

(Qso(t)) = Z (s‘}sglexp (—%asot(ﬁa + c'r'b)2> |sgsl}) (6.254)

Sf::t

qu’il faut maintenant comparer au facteur (6.247) qui définit le temps de
collision spin-orbite. Introduisons pour cela I’état singulet |S) et les trois états
triplets |T,), états propres du spin total 3 + ”. Les éléments de matrice de
(6 + &*)? dans la base de ces états sont donnés par

(8(7* +&°)%8) = 0
(To|(3* + &)Y Tn) =8 . (6.255)

En insérant la relation de fermeture |S)(S|+ > [Ta){Ta| = 1, et en notant
que

S (s05¢|Ta)(Talsss0) = E;_

Sf,x

Z<508f[5’)(g|8f80> = —% (6.256)
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on obtient finalement la relation (6.134) :

1. _
(Quo(t)) = 5 (3¢ 430 1) (6.257)
On voit que la cohérence de phase ne disparait que lorsque les deux spins 7% et
&° constituent un état triplet. L’état singulet n’est pas affecté par le couplage
spin-orbite. La probabilité de retour a l'origine P.(r,r,t) est pondérée par le
facteur (Qs,(t))-

C6.4.2 Impuretés magnétiques

Considérons I'évolution du spin de ’électron de long d’une trajectoire de
diffusion multiple :
|3t> = Rt|80> (6258)

ou 'opérateur R; est maintenant de la forme

t
Rt = Texp (—Z/ ht~6:t dt> . (6259)
0

Le champ hy = —J 3, 6(r — ;)8 est celui vu par I'électron le long de sa
trajectoire. La propagation d’un électron dans un état de spin donné |sg) est
pondérée par I'élément de matrice (so|R:|sg). En moyennant sur 'ensemble
des séquences de collisions et sur la configuration des spins S; que 1’on suppose
étre des variables indépendantes et de distribution gaussienne, on obtient

(sl (Re)lso) = (so] exp (-% <[/Ot dt ht.&t]2>) Is0) - (6.260)

I’argument de l'exponentielle fait intervenir la fonction de corrélation
(hathge) qui est de la forme

<htaht/ﬁ> = Qmp (5(155(25 - t’) (6261)

ou an, décrit "amplitude du couplage avec les impuretés. L’hypothése (6.261)
revient 4 considérer que les angles de rotation du spin électronique induits par
chaque impureté magnétique ne sont pas corrélés. On obtient donc, puisque
=2

0 =3:

(sl (Re)lso) = (sole™ 37| sg) = e ¥amt (6.262)

qui est de la forme e~ %/2™ . Ceci définit le temps de retournement de spin 7o,
1

— =3am . (6263)
Tm

La fonction de Green moyenne est donc affectée, tout comme pour le spin-
orbite, par la présence d'impuretés magnétiques. Ceci se traduit par ’exis-
tence du temps de relaxation 7, en plus du temps moyen de collision élas-
tique 7.. Afin de décrire l’effet du couplage & des impuretés magnétiques sur
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le cooperon, on considére maintenant deux séquences de collisions multiples
conjuguées par renversement du sens du temps. L’évolution dans une des deux
directions temporelles est pondérée par le facteur (s ¢|R;|so) tandis que I’évolu-
tion dans la direction conjuguée contient le facteur (sf|R_¢|so)* = (so|RT, |sf)
ol |sy) est I'état de spin final. La contribution d’une trajectoire (produit de
deux séquences de collision) au cooperon est donc pondérée par le terme {113]

Qm(t) = Y (s0lR,|s5)(s | Relso)
sp=%

Ne dépendant pas de la vitesse de I'électron, le champ h; ne change pas de
signe par renversement du sens du temps :

h_t = ht (6264)
de sorte que
R',=R; (6.265)

brisant ainsi la réciprocité (voir la remarque de la p. 233).
Le calcul se déroule de maniére analogue & celui du couplage spin-orbite
et Qm(t) peut se récrire

t
Qm(t) = Z <s‘}38|Texp <~z/ dth,.(of — Uf)) |sgsl})
0

sg=%
La variable h; étant supposée gaussienne, on a
b 1 ‘ 612 b
(@it = 3 tsjeblens (=5 (1] athe(at = a207) ) st
Sf::h 0

La quantité (3¢ — &?)? est conservée. En utilisant 'expression (6.261) de la
fonction de correlation (ha hg.), 'intégrale sur le temps est immeédiate et on

obtient :
a 1 —a —
(@0} = 3 (sishlex (~gont(e® - 2 s}
Sf=:t

qu'’il faut comparer au facteur (6.262) qui définit le temps de retournement
du spin. On insére la relation de fermeture [S)(S| + 3 |Ta)(To| = 1 out |S)
est 1'état singulet et |T,,) sont les trois états triplets. Puisque

(% — %)% =12 — (° 4 &7)?
on obtient immédiatement, & partir des équations (6.255) :

(S|(3* = 3")%|8) = 12
(To|(3* — 32T,y = 4 . (6.266)
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En utilisant les relations (6.256), on obtient finalement la relation (6.135) :
1
(Qm(1)) = 5 (3723 —e2t/mm) (6.267)
Ce résultat differe de celui énoncé pour la diffusion spin-orbite (sec-

tion C6.4.1). En effet, ici non seulement les modes triplets mais aussi le mode
singulet sont affectés par les collisions sur les impuretés magnétiques.
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Complément C6.5 Collisions photons-atomes
froids

Dans 'exemple de la diffusion Rayleigh d’une onde polarisée, nous avons
vu que la diffusion multiple a deux effets. D’une part, elle introduit une dépo-
larisation du faisceau incident qui affecte également le diffuson et le cooperon.
D’autre part, il apparait un déphasage supplémentaire dans le cooperon qui
réduit sa contribution relativement & celle du diffuson. Cette réduction est
décrite par un temps de déphasage qui se déduit de I’expression (6.170) du
COOpEron.

On étudie maintenant le cas o une lumiére polarisée diffuse sur des atomes
ayant une structure interne liée & la dégénérescence Zeeman des niveaux
d’énergie. Dans la section C2.3.3, nous avons étudié les détails de la diffu-
sion résonnante d’un photon par un atome modélisé comme un systéme a
deux niveaux dégénérés. Nous allons voir que la moyenne sur les degrés de li-
berté atomiques internes conduit & un temps de cohérence de phase fini pour
le cooperon [135-137]. Ce temps de cohérence de phase peut étre calculé et
mesuré, et il joue un réle important dans la physique de la diffusion multiple
des photons sur les gaz d’atomes froids.

C6.5.1 Potentiel d’interaction

Dans la section C2.3.3, nous avons obtenu une expression (2.165 et 2.157)
pour Pamplitude associée a la diffusion résonnante photon-atome pour un
photon diffusé d’un état k; de polarisation &; vers un état k' de polarisation &’ :

3¢ TI'/2

Ssama, Kms) = =5 5ty

(Jmy|(d.&™)(d.&)|Tm;) - (6.268)

Elle dépend des vecteurs d’onde k; et k' par l'intermédiaire des polarisations.
On note dorénavant cette amplitude sous la forme

v(ki, k' 84,8 = vy (Jmy|(d.€”)(d.&;)|Tm) (6.269)

ot le potentiel vy est donné par (2.103) :

v = —4dnf = 3)\5—{?—1%/2 (6.270)
En utilisant la relation (6.141), M (k;)é; = &;, on peut écrire
v(ki, k', &:,&™) = vo(Jms|(d.&")(d-M (k:)&;)| Jms) - (6.271)
Ceci nous permet de définir le tenseur d’ordre 2
vap = vo(Jmglds Y duMya|Jmi) (6.272)

“
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dans une base indépendante des polarisations &; et &’. Le potentiel vn5 géné-
ralise le cas du potentiel scalaire du modéle d’Edwards (section C2.2.2). Pour
obtenir le vertex élémentaire d’interaction, on considére le produit

Vary Vs = vol? (Jmy|d, Z dpMya|Jmi)(Tm|ds Z dy, My | Jmi)”
" v
o o (6.273)
Compte tenu de Pégalité (Jmy|dsd, MyalJm;)* = (Jm;|d,ds M, glJmy) et en
utilisant la relation de fermeture pour la transition atomique fermée, on déduit
pour le vertex élémentaire d’interaction B,g s correspondant & une densité
n; d’atomes, I’expression

Bap s = Nivarvis = nifvol* >_(Jmildydsdyd,|Jmi)MypMua - (6.274)

N

Afin de calculer le facteur de structure associé, on moyenne cette quantité,
d’une part, sur les degrés de liberté atomiques internes en supposant que les
sous-états Zeeman |Jm;) sont équiprobables, et, d’autre part, sur les angles
pour la polarisation décrite par le terme M, 3 M ,.q.

Le temps de collision élastique est modifié par le couplage atomes-photons.
Le nouveau temps, noté 74, est donné par la partie imaginaire de la self-
énergie qui s’écrit, en vertu des relations (2.160) et (2.164)

1 1 1 n;|vo|?
— = = — > (Baa,sg)k int = Ni{0) = Ay, léﬂ'
8

(6.275)

ot Ay, = %225%11 La notation (- -+ ) ;s désigne la moyenne angulaire sur
~1

k ainsi que la moyenne statistique sur les états Zeeman. On en déduit 'ex-
pression de ~,¢ défini par

_47r 2

Yat = Z‘: = Z(Baa,ﬂﬁ>k’,int = Ye gAJJe (6276)
¢ g

avec e = n;|vo|%. On retrouve le cas de la diffusion Rayleigh (relation 6.143)
en prenant (J, J.) = (0, 1), c’est-a-dire Ay, = 1.

C6.5.2 Diffuson et cooperon
¢ Moyenne du vertex atomique

Le diffuson et le cooperon s’obtiennent & partir de leur facteur de struc-
ture respectif. Dans le cas présent, la nouveauté provient des degrés de liberté
atomiques et de la polarisation. Le facteur de structure du diffuson s’ob-
tient a partir de l'itération du vertex élémentaire bogys = (Bag,vs)k! int/Ve-
Dans la scction 6.6, nous avons étudié le terme M, M, associé & la po-
larisation. Il faut maintenant également évaluer la moyenne de 1'élément
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(04 vy a V4 a e (22 ¥
7 ; X
?E = W, ).( + W, + w; ¢ X o e
7 :
/A -
i) 1) B S Yij S B S

Fi1G. 6.16 — Structure du vertex élémentaire d’interaction bgg 5 associé au diffuson,

pour un couplage & des atomes ayant une structure interne. Le vertex élémentaire
()
baﬁw
en échangeant w2 et ws. Pour la diffusion Rayleigh par un dipole classique, seul le

s Gssocié au cooperon est obtenu en permutant les indices 3 et §, c’est-a-dire

premier terme subsiste.

de matrice (Jmi|(igtf5d~7da|(]mi>. On suppose que les sous-niveaux Zeeman
sont tous équiprobables, c’est-a-dire qu’ils sont décrits par une matrice den-
sité scalaire (voir la section C2.3.3). Dans ce cas, la moyenne statistique
((Jm;|dgdsdda|Jm;))ine est invariante par rotation et ne dépend donc que
des produits scalaires entre les directions («, 5,7, §). On la note sous la forme :

((Jmi|dgd5d7dalJmi))mt = Ay, (wléwéﬁg + w26a5557 + U)35ag(575)

(6.277)
qui est représentée schématiquement sur la figure 6.16. Les trois coefficients
w;{J, J.) dépendent des caractéristiques de la transition atomique résonnante,
c’est-a-dire, en définitive, des moments cinétiques des états fondamental (J) et
excité (J.). Le calcul complet est donné dans les références [136,137]. Il repose
sur I'application du théoréme de Wigner-Eckart qui permet de décomposer le
tenseur B,g s en composantes irréductibles [119,138| dont on peut ensuite
prendre la moyenne statistique. On montre que

1
wp = 5(80 - 82)
wy = §(~51 + s2)
1
w3 = 5(51 + s9) (6.278)

ot les coefficients s s’expriment en fonction des symboles 65 et sont donnés
par
11 k°
sk =3(2J.+ 1) { 7 } . (6.279)
On retrouve la limite de la diffusion Rayleigh en prenant J =0 et J. =1 qui
donne sy = 3 et 51 = s3 = 0, c’est-a-dire (w1, wy, w3) = (1,0,0).
Afin de diagonaliser ce tenseur, on diagonalise séparément le tenseur ato-
mique et le tenseur de polarisation. L’expression (6.277) résulte de la diago-
nalisation du tenseur ((Jm;|dgdsd,da|Jm;))ins. Elle peut donc s’exprimer en
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fonction des trois tenseurs de base (6.157)

2

(JmildpdsdydalTm))ime = > NP T (6.280)
k=0

ol les valeurs propres Aggd) sont données par

A
MY = Agg, (wr+wz + 3ws) = =275 (5o + 351+ 5s2) = Ay
A
/\(1d) = A,]Je (w1 — wg) = T (280 + 381 — 582)
A
MY = Agg (wr +wy) = “2 (280 — 351+ 82) (6.281)

Le fait que /\éd) = Ajje résulte de la régle de somme Zizo(% + 1)sx = 3.
Le cas limite de la diffusion Rayleigh classique (J = 0,J, = 1) donne )\gd) =
A(ld) = )\éd) = 1, c’est-a-dire

2
((Tmildsdydadal Tma))ine = > TS 5 = Savydps - (6.282)
k=0

De la méme maniére, on peut évaluer la contribution des degrés de li-
berté internes atomiques au vertex élémentaire décrivant le cooperon. Cette
contribution s’obtient & partir de la combinaison (Bas vg)int €t donc en inter-
vertissant les indices 8 et § dans I'expression {6.277). Cette opération revient
donc & échanger ws et w3 (fig. 6.16). Il en résulte une décomposition différente

2
(Imyldsdpd, el Jmi)int = > AT T s (6.283)
k=0

ol

A
A = Agg,(wy + 3wz +ws) = éJe (so —3s1+5s2) = Ay, (1 —2s1)
Aj,

)\gc) = AJJe (w1 — ’u}3) = (280 - 381 — 582)

A
TJe (250 + 351 + 52) (6.284)

)\gc) = AJJe (wl + ’LU3) =
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De ces résultats 3¢ et de 'expression (6.274), on peut déduire I'expression
du vertex élémentaire total associé a I'interaction photon-atome pour le diffu-
son et pour le cooperon. La décomposition de la partie du vertex élémentaire
associée a la polarisation des photons et moyennée sur les directions angulaires
a ét¢ obtenue dans la section 6.6. Elle est donnée par la relation (6.156),

(M5 Mya) = Zbk W = Zbk ., (6.285)

Le vertex total (6.274) cst obtenu en multipliant les deux contributions (6.280)
t (6.285), soit

d,c d C k k
b= bk MO T, T) s (6.286)
k,k’ uv

De la propriété d’orthogonalité des tenseurs To(l ﬁ) s O11 déduit I'expression

2
d,c d, k
bgﬂ% = ZA; ) by T;B),w (6.287)
k=0

De ces résultats, on peut déduire les conclusions suivantes :

¢ Le vertex élémentaire d’interaction b, 45 a été obtenu comme le produit
des contributions de la polarisation des photons et des degrés de liberté
atomiques.

o Lorsqu’il y a une dégénérescence Zeeman des niveaux atomiques, les
vertex élémentaires d’interaction (6.287) pour le diffuson et pour le co-
operon ne coincident plus. En particulier, le mode de Goldstone existe
pour le diffuson et correspond a )\(()d) = Ay je, mais il n’existe plus pour
le cooperon pour lequel )\éc) = Ajje(1 — 2s1). Donc, contrairement a la
diffusion Rayleigh classique, le cooperon est atténué dans tous les modes
de polarisation. On retrouve le cas de la diffusion Rayleigh en prenant
(J,J.) = (0,1), qui donne s; = 0, soit Al = 1.

36Les quantités A;ﬁd) et )\;c) peuvent se récrire en fonction de symboles 65 et 95 [137] :

(d) 11 k)\?
)‘k :3AJJ6(2J5+1){JE JeJ}

1Je J
A =34, @1+ 1T U
k1 1
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o La diagonalisation du vertex élémentaire d’interaction b.g s conduit

a celle de I'équation intégrale (6.150) pour laquelle 37 w(q) = (741 /7e)

(1-D@?7y) = QA?;J, (1—Dg?744). On obtient trois modes I'y, de la forme

/Yat/Tat
I'ey=—77—" - 6.289
T D Tl—k ( )

Les temps d’atténuation 73 s’obtiennent & partir de la relation (6.287)
pour le diffuson et pour le cooperon :

(dse)
T;gd’c) =T, be A"

at - (6.290)
5455, — b A

ou les quantités (b, )\fcd),)\gcc)) sont données respectivement par les re-

lations (6.153, 6.281 et 6.284). Pour des transitions entre niveaux ato-

miques tels que J. = J ou J. = J + 1, on peut exprimer simplement les
P (d,c) . .

temps caractéristiques 7, '~ sous forme de fractions rationnelles. Leurs

valeurs sont données sur la figure 6.17 pour le cas J, = J + 1.

Téd) Tl(d) T2(d) T(gc) 7_l(c) 7_2(0)
J oo |J22 | _1(I+2)(2+5) 1 1 | 7(6J%412J45)
3J+2 [ 3(62J2+79J+10) || T(27+3) | 4T+1 | 58J2466J+15
J=0 1 7/3 fo'e} 1 7/3
J=1|cc | 0,6 0,32 0,2 0,2 1,16
J=2oc0|0,5 0,20 0,071 ] 0,11 0,98
J =3| © |0,45 0,16 0,037 {0,077 0,90
J =4l 00 |0,43 0,14 0,022 10,059 0, 86

F1G. 6.17 — Valeurs des temps de dépolarisation et d’atténuation du diffuson et du

cooperon pour différentes transitions atomiques caractérisées par les nombres quan-

tiques J et Jo = J + 1. Les temps sont exprimés en unités de Tqz.

37La constante de diffusion est maintenant donnée par

1
D= celar (6.288)
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Enfin on obtient, pour I'expression générale du facteur de structure, la
décomposition a 'aide des tenseurs de base (6.157) :

2
(k)
Faﬁ,'y6 = Z FkTa,@,'yé
k=0

1 1 1
= §(F1 + F2)5a75,@5 + '?;(Fo — F2)5a5575 + 5(—F1 + Fg)émgé/%,
(6.291)

De cette expression générale, nous pouvons maintenant déduire le comporte-
ment du diffuson et du cooperon.

Les modes propres du cooperon sont atténués avec un temps caracté-
ristique T,EC) donné par (6.290). Nous verrons dans la section 8.9.3 que les
temps de déphasage T,gd) décrivent la dépolarisation des photons. Le cooperon
contient lui aussi cet effet de dépolarisation et on peut donc le séparer des
effets de perte de cohérence de phase en écrivant Tlgc) sous la forme

1 1 A
= e TR Tk (6.292)
T,gc) T,Ed) Tgtbk /\fcd) )\E:)

On définit ainsi les temps de cohérence de phase 74(k), associés aux trois
sous-espaces, par
2 /\(d))\((’)
To(k) = bszt"“'(dk') NG
e A — A

(6.293)
Il apparait que 1/74(k) est proportionnel & la différence )\éd) — )\E:) et qu’il
diverge en I’absence de dégénérescence du niveau fondamental J. Le temps
de cohérence de phase est donc une mesure directe de la structure interne des
niveaux atomiques.






Chapitre 7

Transport électronique

Dans ce chapitre, on rétablit h et on dénote par la lettre s la dégénérescence
de spin. e > 0.

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a Pétude de la conductivité électrique d’un métal
faiblement désordonné. La description générale du transport dans les métaux
est un probléme important ou les idées de cohérence et de diffusion multiple
jouent un role clé. Le but de ce chapitre est d’établir une expression de la
conductivité électrique moyenne et d’en étudier le comportement. On étu-
diera particuliérement les corrections quantiques a la conductivité moyenne,
corrections dont l'origine provient des trajectoires associées au cooperon. On
obtiendra alors une description de ce qui est appelé habituellement le do-
maine de la localisation faible. L’étude des moments d’ordre supérieurs de la
distribution de conductivité sera abordée dans le chapitre 11.

On considére la composante diagonale o, (w) le long d’une direction Oz
du tenseur de conductivité électrique ! 0ag, dont la dérivation est rappelée
dans le complément C7.1. Pour un gaz d’électrons dégénéré a température
T < Tr = ¢p/kp, 022(w) est donnée par son expression 4 T =0 K 2

_._h 3 AR AR
Orz(W) = s Tr [gz ImGE 7, ImG ] (7.1)

€EFp—w

1On considére un milieu isotrope, de sorte que ozq = oyy = 0.

2Cette expression « basse température » de la conductivité est celle d'un gaz dégénéré
(T « Tr). Pour un gaz d’électrons non dégénéré, il faudrait utiliser la relation (7.123).
Par ailleurs, ’expression « température nulle » n’exclut pas une éventuelle dépendance en
température contenue dans les fonctions de Green, provenant du couplage & d’autres degrés
de liberté (voir remarque de la p. 92). Nous gardons ici la notation éép_w au lieu de

G(p—hw~
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ol jz = —epy/m est 'opérateur courant dans la direction Oz. Le facteur
s = 2 tient compte de la dégénérescence de spin. La fonction de Green est
donnée par la relation (3.13) et ’hamiltonien H par (2.1).

La relation ImGR = (GR — G4)/2i fait apparaitre les produits GEGA,
GRGR et GAGA. Dans le complément C4.5 on montre que les termes GRGR
et GAGA donnent des contributions négligeables. Leur moyenne est d’ordre
1/kpl. par rapport aux termes GEGA. Par ailleurs, au moyen d’une identité
de Ward (4.212), il est possible de relier le produit GRGE a GR. Ce terme
ne contribue ni aux effets d’interférence considérés dans ce chapitre, ni aux
fluctuations étudiées dans le chapitre 11. On garde finalement

sh A oap oA oA
Ozz(W) = %ReTr [jz GfF Je GfF_w] (7.2)
L’opérateur courant est égal & j, = —ehk, /m = 1%8/ Oz. On peut évaluer

la trace en utilisant la représentation spatiale, ce qui donne pour la conducti-
vité moyennée sur le désordre 7,,(w), que nous noterons dorénavant o(w) :
62 hS

=785 20

2mm?A$}

/ drdr’ Re 0,GE(r v")0, G2 (v',r) (7.3)

tandis qu’en représentation impulsion, on obtient 3

€2h3 ’ [ A 7
o(w) =s~—5k§;kzkm Re GR(k,k')GL (K. k) (7.4)

2mm?

ot la fonction de Green G#(k, k') est donnée par (3.31).

Remarque

La dépendance spatiale a(q,w) de la conductivité moyenne s’exprime par une relation
analogue & (7.4) :

e2

o(qw) =s
2mm

B3

75 D keks GRUey, k)G (K k) (7.5)
Kk’

ol kyr = k+ %. Cette expression est similaire a celle obtenue pour la probabilité

P(q,w), donnée par la relation (4.12) (en rétablissant h a la fois dans les fonctions

de Green et dans la densité d’états pg) :

I3
P(q,w) = GR(ky, K )GA (K k_) . 7.6
(g, w) 27 p0 gf &bt KL)GE (KL k) (7.6)

Cependant, le facteur supplémentaire kzk., dans la conductivité ne permet générale-
ment pas d’obtenir une relation directe entre o(q,w) et P(g,w).

30n note ¢ = ep sans préciser systématiquement I’énergie de Fermi sauf lorsque cela est
nécessaire.
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On a vu dans le chapitre 4 que P est bien décrite par la somme de trois
termes dont le premier Py(r,r’,w) représente la probabilité quantique qu’'une
particule atteigne le point ' sans avoir subi de collision (Drude-Boltzmann).
Les deux premiéres contributions Py et P, sont classiques et ne prennent en
compte aucun effet de phase, tandis que la troisiéme, X, décrit le coope-
ron. On suit ici la méme démarche et on représente (fig. 7.1) la conductivité
moyenne comme la somme de trois termes correspondant respectivement &
Py, P; et X.. On évalue ces trois termes dans les sections suivantes.

G(‘I’w) = >

F1G. 7.1 — Représentations des contributions de Drude-Boltzmann, du diffuson et
du cooperon & la conductivité moyenne. Dans le cas de collisions isotropes, le se-
cond diagramme est nul (section 7.2.2). Dans le cas de collisions anisotropes, le
troisieme diagramme doit étre « habillé » par une ligne d’impureté supplémentaire
(complément C7.4).

Remarque

La théorie de la réponse linéaire permet de définir une conductivité non lo-
cale o,g(r, '), réponse au champ électrique local E(7') et telle que ja(r) =
J dr'ong(m ) Eg(r') (139] :

e?n’
27m?2

oap(r,r’) = —s [&ﬂme(r, r')B’BIme(r’,'r)

~ImGR(r, )86 8 ImGE(r, r)] . ()

Contrairement & (7.3) ol on les a éliminés, il est nécessaire de garder ici les produits
GRGE et GAGA pour obtenir une expression correcte de o{r, ') qui en particulier
assure la conservation du courant. Leur contribution est négligeable aprés l'intégra-
tion (7.8). On vérifie que la conductivité o définie par (7.1) est telle que :

o= é// drdv’o(r,rv) . (7.8)

En calculant la moyenne sur le désordre ,5(r, 7') de la conductivité, on montre que,
pour des collisions isotropes, elle s’écrit {139] :

— 3 RaRg _
Gap(r, ™) =00 {Tﬂ; Tﬂe Rfle _ Daaa;,Pd(r,r/) (7.9)
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ot R =7 — 1 et 0p = ne?re/m. La conservation du courant Y., 8a0ag(r,r') =
Zﬁa’ﬁaaﬁ(r,r/) = 0 implique que P; est solution de l’équation de diffusion

—DAP;(r,v") = §(r— ') o0l § est une fonction normalisée de portée lc. En intégrant
Tp(r, ') sur le volume (7.8), le second terme donue une contribution nulle, de sorte
que l'on retrouve la conductivité de Drude G, = 00dqg (voir section suivante). Ce
second terme est néanmoins essentiel car il assure la conservation du courant, c’est-
i-dire du nombre de particules. La structure de 1’expression (7.9) est trés voisine de
celle de la probabilité P(r,7') = Po(r,v') + Py(r, ') pour laquelle il a été montré
dans la section 4.4 que le diffuson P assure la conservation du nombre de particules.
On voit ainsi que, tout comme P(r, '), la conductivité o(r, ') est une quantité es-
sentiellement non locale. Sa structure permet de comprendre la relation profonde qui
existe entre les formalismes de Kubo et de Landauer (voir p. 332).

7.2 Contribution incohérente a la conductivité

7.2.1 L’approximation de Drude-Boltzmann

Cette approximation est équivalente & celle utilisée pour le calcul de F.
Elle consiste & prendre

GE(k, K)GA_ (K, k) = Gr (k, k)G, (K, k) (7.10)
ot les fonctions de Green moyennes sont données par (3.87) :
—R.A
e

_ St
Gk, k) = T (k) gy = ——F (7.11)

e—ek:i:i%
e

On obtient alors pour la conductivité (7.4) une contribution notée op(w) :

(W) =s e*h’ STk Re ! ! (7.12)
oplw) = 87—~ - (7.
0 2rm?2Q - ¥ (eF—ek+i%)(eF—w—ek—i5§—e)

Dans cette expression, on remplace la somme discréte par une intégrale, en
utilisant

1 ,
Q;J‘(ﬁ(k)) */depo(e)/dw(e,w) (7.13)

ott w est Pangle solide normalisé ([ dw = 1) et ou py est la densité d’états par
unité de volume et par direction de spin. La dépendance en énergie de k2 est
réguliére et on suppose que la densité d’états varie peu sur I'échelle d’énergie
h/T. autour de ep. Le produit ppk2 peut donc étre extrait de l'intégrale. Par
ailleurs, la moyenne angulaire de k2 donne k% /d. En calculant I'intégrale par la
méthode des résidus et en introduisant le coefficient de diffusion D = v%7./d,
on obtient finalement pour la conductivité a fréquence nulle oy = og(w = 0) :

oo = se2po(er)D (7.14)
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qui est la relation d’Einstein [140,141]. Pour des électrons libres, la densité
d’états s’exprime (& toute dimension d) en fonction de la densité électronique
n par
= . 7.15
pole) = (7.15)
On en déduit Pexpression usuelle de la conductivité de Drude [142] :

ne?r,

og = —— - 7.16
0= (7.16)
A partir de P'expression (3.44) de la densité d’états, on peut aussi écrire la
conductivité sous la forme

ke
— Ay (£ . .
=il (2)7 (r.17)

N d/2 N . . .
ol 4, = I“(erWﬁ est le volume de la sphére unité en dimension d.

A l'approximation de Drude, on a pu extraire, dans la relation (7.4), le
terme k,k, de la somme sur les impulsions et le remplacer par k%/d. En com-
parant les expressions (7.5) et (7.6), on voit que la conductivité de Drude est
proportionnelle 4 la contribution correspondante Py 4 la probabilité classique :

2
oo(w) = sero%RePg(q =0,w) (7.18)
ou encore
ne? , ,
op(w) = — dr'RePy(r,r’,w) (7.19)
ce qui, compte tenu de la relation (4.20), donne
ne? T,
= —Re—— - 7.20
70(w) m e1 — WTe ( )

Enfin, la conductance moyenne est donnée par la loi d’Ohm
G=ool%? . (7.21)

C’est la généralisation 4 d dimensions de la forme habituelle G = 0S/L pour
un échantillon de longueur L et de section S. En dimension d, la conductance
moyenne est égale &

G-—- Ade kFl

ja-z (7.22)

Elle est indépendante de la taille en dimension d = 2. Pour un fil de longueur
L et de section S, elle s’écrit

e_le
h37rL

(7.23)
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Remarque : Conductance et énergie de Thouless

La conductivité de Drude étant proportionnelle au coefficient de diffusion D, elle
peut se récrire en fonction de I’énergie de Thouless E. = AD/L? définie dans la
section 5.5.1 comme V'inverse du temps de diffusion a travers un systéme de taille
finie L. En effet, puisque la densité d’états par unité de volume est égale a 1/(Q24A),
ol A est la distance moyenne entre niveaux d’énergie, la conductivité o9 donnée par
la formule d’Einstein (7.14) se récrit o9 = se?D/QA. La conductance moyenne est
donnée par la loi d’Ohm G = o9 L%~ 2. Elle est donc égale 4 :

— e? E.

G=s——2 (7.24)
Cette expression fait apparaitre le quantum de conductance e?/h dont V'inverse h/e?
est égal 4 25,8 k. Ainsi la conductance sans dimension g = G/(e?/h) apparait comme
le rapport de deux énergies caractéristiques, 1’énergie de Thouless et la distance entre
niveaux :

Ee
= 25— 7.25
g =2ms (7.25)

On notera que, dans la littérature, 1’énergie de Thouless est é)arfois définie par E. =
hD/L?, de sorte que ’on rencontre aussi l’expression g = N

La conductance peut aussi s’interpréter comme une mesure de la sensibilité des ni-
veaux d’énergie d’un systéme isolé & un changement des conditions aux limites. Ce
point de vue a été développé par Thouless [143].

Remarque : La conductance comme mesure du désordre

La limite kple > 1 décrit le cas d’un systéme faiblement désordonné (relation 3.84),
c’est-a-dire pour lequel les fonctions d’onde sont bien décrites par des ondes planes
faiblement perturbées par le potentiel de désordre. Cette limite est celle d’un métal
bon conducteur. Il existe cependant une autre maniére tout aussi naturelle de ca-
ractériser la qualité d’un conducteur qui consiste & utiliser sa conductance électrique
adimensionnée g mesurée en unité de e?/h = 1/(25,8 k§2). Une valeur g >> 1 corres-
pond a un bon conducteur (et inversement g < 1 décrit un isolant). La question se
pose alors de la correspondance entre ces deux critéres. Pour y répondre, on utilise
Pexpression (7.17) de la conductivité de Drude og. De la loi d’Ohm G =0o9L% 2 on
déduit que

gx kple(kpL)d=2 . (7.26)
Pour d = 2, g est directement proportionnelle & kpl. et les deux critéres sont équi-
valents. Pour d = 3, le critére kple > 1 implique g > 1. Dans la limite inverse
krle < 1, la loi d’Ohm (7.26) n’est plus vérifiée et approche perturbative ne s’ap-
plique plus. Les états électroniques deviennent spatialement localisés. Dans ce cas, la
conductance décroit exponentiellement avec la taille et g < 1. Pour d = 1, I'approche
perturbative en 1/kpl. n’est pas valable (exercice 3.9). Les états électroniques sont
localisés et g est toujours petite tant que L > ..
Ainsi la conductance g est une bonne mesure du désordre et elle peut étre utilisée
pour interpoler entre les deux limites g 3> 1 pour un conducteur et g < 1 pour un
isolant [144]. Nous avons également vu que le paramétre 1/g mesure la probabilité de
croisement de deux diffusons, c’est-a-dire 'importance des corrections quantiques au
transport classique (section C4.2.3).
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Remarque : Couplage a d’autres degrés de liberté

La conductivité de Drude (7.16) est proportionnelle au temps de collision élas-
tique Te, c’est-a-dire directement reliée & I'inverse de la partie imaginaire de la self-
énergie (3.73). Nous n’avons considéré ici que la contribution & la conductivité des
collisions élastiques sur le potentiel aléatoire di aux impuretés statiques. On pourrait
de méme prendre en compte le couplage a d’autres degrés de liberté (voir la sec-
tion 6.5) découplés les uns des autres (impuretés magnétiques, couplage spin-orbite,
etc.) et généraliser la relation (7.16) sous la forme

2
o9 = Re Tiot (7.27)
m
ot le temps effectif T¢o: est donné par la régle de Matthiessen (voir la remarque de la
p. 92)
1 1 1 1
= — 4 — 4+ . (7.28)
Ttot Te Tso Tm
Le couplage 4 des degrés de liberté dynamiques (phonons, interaction avec les autres
électrons) peut aussi étre incorporé de fagon phénoménologique & cette expression
de la conductivité. L’interaction électron-phonon n’est pas abordée dans cet ouvrage
(on pourra consulter [142,145]). Le cas de I'interaction coulombienne avec les autres
électrons peut aussi se décrire par un temps caractéristique. Nous y reviendrons en
détail dans la section 13.6.
En général, le temps de collision élastique est le plus petit, Te < Tso, 7m. De plus, on
se placera a suffisamment basse température pour que 'on puisse négliger I'interaction
avec les phonons. Ce sont d’ailleurs les conditions nécessaires pour observer des effets
de cohérence de phase. Dans ces conditions, la conductivité de Drude est égale a
nelr, J/m.

7.2.2 Le régime de collisions multiples : le diffuson

La normalisation de la probabilité de diffusion quantique nécessite de
prendre en compte, en plus du terme de Drude-Boltzmann, la contribution
associée aux collisions multiples & I'approximation du diffuson (section 4.4).
Voyons maintenant quelle est la contribution du diffuson & la conductivité.
Celle-ci s'obtient a partir de la relation (7.4) ol on introduit le diffuson (4.83)
dans la moyenne des fonctions de Green. Cette contribution, notée o4, est
égale & :

o(w)—s—ez—h—g— o QZk k. Re Py(k,q,w)T. (8,8, q) Bk, q,w)
d - 27rm292 A et Ty olk,q, w\S,8,4q)r¢ » 4,

(7.29)
avec Py(k,q,w) = ﬁ%a?(kgéiw(k_) et ou I', (3,38, q) est le facteur de
structure (4.157) qui dépend a priori du vecteur de diffusion q et des directions
d’incidence et d’émergence du processus de diffusion. Cette expression est
similaire & celle (4.83) obtenue pour P;(q,w). Mais le produit k;k, joue ici
un réle crucial.

On note d’abord que la fonction P, est piquée autour de kp. Puis, on

sépare les sommes sur les modules k& et k' et les intégrations angulaires.
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On en déduit la contribution du diffuson & la conductivité, dans la limite
q — 0, en regroupant les constantes afin de faire apparaitre op(w) :

1 d

(1 — iwTe) Ye (7.30)

oa{w) = oo{w)Re
ol (- )55 est la moyenne sur les directions 3 et 3’ et ot on note T,,(3,8') =
T.(3,8';q = 0). On pourra se reporter au complément C4.3 pour plus de
détails.

e Pour des collisions isotropes, I',,(3,8";q) ne dépend pas des directions in-
cidente et émergente, la moyenne du produit 5.8 donne une contribution
nulle. Par conséquent, la contribution du diffuson a la conductivité est nulle :
gd (w) =0.

e Si maintenant les collisions sont anisotropes, c’est-a-dire si le potentiel de
collision v(k — k') a une structure angulaire, alors I',,(8,3") dépend de 5 et
&' et veérifie équation intégrale (4.163). Il reste une contribution finie du
diffuson. Afin de calculer la moyenne angulaire dans (7.30), on introduit le
vecteur [146,147] :

Aus = (8Tu(5,5)) (7.31)

s/

colinéaire & 3. En multipliant (4.163) par 8’ et en moyennant sur celui-ci, on
obtient ’équation

a ~ i ~H ~1 _ &
A8 =78+ ~ fwAw<s B(s s)> (7.32)

ot f,, = f.(3",q =0) = 1/(1 —iwT,) définie par (4.77) n’a pas de dépendance
angulaire pour g = 0. Cette expression de f,, est valable pour tout w7,, méme
au-dela du régime diffusif. L’équation (7.32) a pour solution

Y1
Ap=——"7H——— 7.33
1- fw'Yl/'Ye ( )

ol les quantités v; et v, sont définies par (4.159). Enfin, en notant s, la
composante de 8 le long de Oz, on a

A

! A Al _ w
<szsz Rel, (8, § ,q)>§yé, == (7.34)
d’o on déduit pour o4(w) :
1 /%
= R .
oa(w) = og{w) eT— o 1= fori /e (7.35)

de sorte que la conductivité totale, que nous notons oy (w) = o¢(w) + og{w),
s'écrit :

oa(w) = se?D*py Re (7.36)

1 —jwr*
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ou le temps de transport 7* est donné par 4

Ti* =2mpo(Ye — M) = 27Tponi<112(9)(1 — cos 9)> (7.37)

et la constante de diffusion D* est

2 %

VT

D=L . (7.38)

d
On obtient finalement pour la conductivité totale o (w) une expression iden-
tique a la conductivité de Drude (7.20) mais ou le temps élastique moyen 7,
est remplacé par le temps de transport 7*. Les deux expressions coincident

pour des collisions isotropes, auquel cas 7% = 7.

Il est utile de revenir sur la structure des expressions de Py(g,w) et de
o4(w). On pourrait en effet se demander pourquoi ces deux quantités sont si
différentes, alors que les expressions de départ (7.5) et (7.6) sont trés ana-
logues, au produit k k! prés qui intervient dans la conductivité. Les deux
quantités s’écrivent en fonction du facteur de structure qui, dans la limite
q — 0, a la structure angulaire suivante (voir la relation 4.165)

I'.(8,8,q) =T.,(q)+538A, . (7.39)

Le calcul de P;{q,w) implique la moyenne <I‘w(.§,§',q)>A = I'.(q) qui a
8,8
un poéle en w = 0, alors que la conductivité oy(w) fait intervenir la moyenne

<swszfl’w(.§, 8, q)> . proportionnelle & A, et qui n’a pas de poéle en w = 0.

8,5

7.2.3 Temps de transport et renormalisation de vertex

On étudiera généralement les propriétés de transport en se limitant au cas
le plus simple ou la diffusion est isotrope, mais on peut se demander comment
ces propriétés doivent étre modifiées dans le cas ol les collisions sont aniso-
tropes. Il suffit, d’une part, de remplacer D par D* dans le pole de diffusion.
D’autre part, [’opérateur courant doit étre renormalisé. Pour voir pourquoi et
comment mettre en ceuvre cette renormalisation, reprenons I'exemple de la
conductivité. Le calcul de o, = o9 + o4 fait intervenir la somme des deux
premiers diagrammes de la figure 7.1. A cause des propriétés du diffuson, tout
se passe comme si on ne considérait que le diagramme pour ¢ (le premier de
la figure 7.1) mais en remplagant le vertex impulsion entrant k = k& par

k|s+ -;5 kz §GR(KNGAKNL,(5,3) (7.40)

40n a déja introduit le temps 7* pour le calcul de la probabilité P; avec des collisions
anisotropes (relation 4.170).
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@ 4

(b)

Fi1G. 7.2 — a) Renormalisation du vertex de courant pour des collisions anisotropes.
b) Conductivité classique oc; pour des collisions anisotropes.

ou encore, A 'aide des relations (4.161, 7.31), en effectuant la substitution

w /. oo . A

5 a+ f—<S'Fw(s’,s)> =3 (1 + fw—“) (7.41)
Ve e

représentée sur la figure 7.2.a. A fréquence nulle la quantité Ag donnée

par (7.33) est égale & Ao = Y1ve/{7e — 71) de sorte que (1 + Ag/v.) =

Yo/ (Ye — 1) = 7 /7. On doit donc effectuer la substitution :

T*
8 § — 7.42
88— (7.42)

ou 7* est le temps de transport (7.37). Tout se passe donc comme si on
remplacait, dans le diagramme donnant ¢g, un des vecteurs d’onde k, par
kx(1 + Ao/ve) = ko7 /7. (fig. 7.2.b). Le coefficient de diffusion D = (vir.)
doit donc étre remplacé par D* = (v27*) [148].

7.3 Contribution du cooperon

Nous avons vu dans la section 4.6 qu’il existe une troisiéme contribution a
la probabilité de diffusion quantique appelée cooperon et qui correspond aux
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mémes trajectoires que celles décrites par le diffuson mais parcourues en sens
inverse I'une de l'autre (fig. 4.7). Le cooperon donne aussi une contribution &
la conductivité (7.4) qui s’écrit

ge(w)

. e?h3 27po
T 2rm202 h

2
) > koK, Re [Po(k, q,w)Py(k', q, )T (k + k')}
k,k/

(7.43)
et qui correspond au dernier diagramme de la figure 7.1. Notons la similitude
entre cette expression et celle (4.90) obtenue pour X.(gq,w). La fonction I/, =
T',, est donnée par (4.93) et dépend de k+k’. Contrairement au cas du diffuson,
la contribution du cooperon & la conductivité a une structure angulaire, méme
si le potentiel de collision v(k — k') en est dépourvu. Cette contribution est
singuliére et diverge dans la limite w — 0 et k + k' = 0. Elle s'obtient donc
en sélectionnant les directions angulaires autour de la valeur particuliére k =
—k'. Par conséquent, le produit k k. se moyenne 3 —k2/d. On peut écrire
directement o.(w) en fonction de la probabilité de diffusion quantique X.(q =
0,w) associée au cooperon

2
oo(w) = —se?pp %Re X(g=0,w) . (7.44)

En utilisant 'expression (4.96) de X.(q,w), on obtient finalement :

nhe) & Re =557 (7.45)

ou encore, par transformation de Fourier, et pour un systéme invariant par
translation

ne?
o (w) = ~— /d’r'ReXc(r,r’,w) (7.46)
m
soit, pour la conductivité totale
ne? ’ /
olw) = — /dr'Re [Po(r, 7 w) — Xc(r, 7'\ w)] - (7.47)
m

Compte tenu de (4.52), on a encore

e?D

oc(w) = —s—ReX, (r,r,w) - (7.48)
wh

50m néglige la dépendance en w de Py(k,0,w) qui n'est pas singuliére.
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On peut donc exprimer la correction & fréquence nulle & la conductivité de
Drude-Boltzmann en fonction de la probabilité X.(r, r,t) de retour a lorigine
d’un mouvement de diffusion par

e?D [
glw=0)=—s—— dtX.(r,r, 1) (7.49)
7h 0
ou encore, en utilisant (5.5),
(w=0)= D ™ iz (t) (7.50)
T TN T T fy M ‘

oul Z.(t) est la contribution du cooperon a la probabilité intégrée de retour a
I’origine. Pour des collisions anisotropes, il suffit de changer 7, en 7%, et D en
D* = v27*/d (voir le complément C7.4).

7.4 Le régime de localisation faible

Les relations (7.45) ou (7.50) permettent de calculer la correction quan-
tique & la conductivité de Drude-Boltzmann associée au cooperon. Le signe
négatif de cette correction provient de la sélection de la direction k' ~ —k
pour laquelle la contribution du processus de diffusion cohérente est maxi-
male. Cette réduction de la conductivité par les effets d’interférence est ap-
pelée localisation faible. 1’adjectif « faible » vient ici traduire le fait que cette
correction est petite par rapport a la contribution principale de Drude par un
facteur 1/kpl. < 1. On verra dans la section 7.5.2 qu’en présence de couplage
spin-orbite, la correction peut devenir positive.

De la relation (7.49), on peut déduire la correction relative ﬁ—;’ = 2 de
localisation faible a fréquence nulle sous la forme intégrale :
A 1 &
=7 / X (r, 1) (7.51)
o9 mwhpo Jo
ce qui, compte tenu de (7.50), conduit a
Ao A [
—_ = dtZ.(t) . 7.52
I 20 (7.5

L’énergie définie par A = QLPO représente 1’espacement moyen par direction
de spin (au niveau de Fermi) des niveaux d’énergie.

On a supposé jusque-1a que les trajectoires conjuguées par renversement
du sens du temps sont cohérentes de phase. Ceci n’est plus vrai si certains
processus changent leur phase relative (voir chap. 6). Dans la suite de ce
chapitre, on reprend certains d’entre eux : effet d’un champ magnétique, dif-
fusion spin-orbite et diffusion par des impuretés magnétiques. On ne considére
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pas ici le déphasage associé aux degrés de liberté dynamiques comme le cou-
plage électron-phonon et I'interaction entre électrons qui sera étudiée dans le
chapitre 13 (voir la discussion de la section 6.8). Suivant que le déphasage
correspond 4 un processus déterministe ou non, on dira que l'on a affaire &
un temps de coupure 7, ou de cohérence de phase 74 (voir la table 6.11). On
peut ainsi récrire la correction (7.52) associée au cooperon sous la forme

2D oo ot
— g~ T 7.5
Ao Sth diZ.{t)e "¢ (7.53)

qui prend en compte la disparition des longues trajectoires.

7.4.1 Role de la dimensionalité

Le comportement de la correction cohérente a la conductivité est contrélé
par le temps de récurrence 7i défini par la relation (5.15), c’est-a-dire le
temps passé par une particule qui diffuse au voisinage d’un point origine. Or
pour un systéme infini ou dont la taille caractéristique est trés supérieure a la
longueur de cohérence de phase Ly = /D7y, le comportement du temps de
récurrence dépend de fagon essentielle de la dimensionalité d’espace d, d’aprés
les relations (5.30). On s’attend donc a ce que la correction de localisation
faible, qui est proportionnelle a la probabilité intégrée de retour a origine,
dépende aussi de d.

Notons d’abord que 'expression (7.53) n’a de sens que dans le régime
diffusif, pour lequel ¢t > 7. Il convient donc de supprimer la divergence éven-
tuelle de l'intégrale (7.53) aux temps courts en la bornant a .. Pour cela, on
récrit (7.53) sous la forme symétrique

Ao ——s%/ dtZ.(t) (77 —e ) . (7.54)

Considérons un milieu dont la taille caractéristique L = Q¢ est supé-
rieure & Ly. Aux échelles de temps inférieures & 74, la diffusion est celle cor-
respondant & un milieu infini et le noyau de la chaleur est donné par 'expres-
sion (5.23), Z.(t) = Q/(4rDt)%/2. En utilisant la relation (15.74), I'intégrale
prend, pour d < 4, la forme © :

2

e 1 d 2—d —d
Ao =-s )d/2r(1—§) ot (7.55)

6 Avec les définitions habituelles de Ly et le telles que Lé = D7y et 12 = dDre, la

relation (7.55) devrait contenir la différence Li_d — (le/d)>~%. Mais la coupure T est
introduite de fagon phénoménologique et la dépendance en l. n’est donc obtenue qu’a
une constante multiplicative prés. On rencontre donc le plus souvent dans la littérature
Pexpression plus « symétrique » (7.55), d’ou sont dérivées les relations (7.56) et (7.57). La
dépendance en [, n’est donc qu’indicative.
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On en déduit, pour la conductivité exprimée en fonction du quantum de
conductance e2/h, les résultats importants :

uasi — 1d Aa——sél(L le)
7 T R g\

2

L

d=2 Ao = ——s%lnf (7.56)

ez (1 1
d=3 Ao = —s— [~ — —

7 orh (le L¢>

On ne considére pas ici le cas strictement unidimensionnel, pour lequel il
n’existe pas de régime diffusif (voir exercice 3.9), mais plutot celui d’un fil
quasi-unidimensionnel de section finie S. « Quasi-unidimensionnel » signifie
que la diffusion est unidimensionnelle, mais que le fil est néanmoins tridimen-
sionnel dans la mesure ou sa section est grande devant la longueur d’onde Afr.
Il admet un nombre suffisamment grand de canaux transverses (voir sec-
tion C7.2.1) : cette limite correspond & un systéme tridimensionel trés aniso-

trope. On utilise alors la relation (7.54) avec Q@ = LS et Z.(t) = L/4nDt.

Le résultat bidimensionnel correspond & un gaz d’électrons strictement
confiné dans un plan. Pour un systéme quasi-2d d’épaisseur a, la conductivité
qui n’a alors plus les mémes dimensions doit étre divisée par a.

Compte tenu de 'expression (7.17) de o, la correction relative de conduc-
tivité peut se récrire, pour Ly > [ :

AO’ 3L¢
i—1d — = -

quast . 4Mle
AO’ 2 L¢

d=2 —_— = In =2 .
(o) ’/Tk?Fle n le (7 57)
A

d—3 g 3

oo 2(kpl.)?

Pour le cas quasi-1d, on a fait apparaitre le nombre de canaux M = k%.S/4x
donné par la relation (7.142). A trois dimensions, la correction ne dépend pas

de L¢.
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Exercice 7.1 : Montrer que I'on peut récrire la conductivité (7.53) sous la forme

e? 1
Ac(w) = —s—— _ (7.58)
whQ} % Q2+ flg -5
En remplacant la somme par une intégrale, c’est-a-dire & partir de la relation
2 d—1
d d
Ao(w) = - Q Q (7.59)

5 d .
wh (2m)d Q2 + flg ~i%

ou Ag est le volume de la sphére unité en dimension d donné par (15.2), montrer que
l'on retrouve les expressions (7.56) et (7.57) pour la correction de localisation faible
a fréquence nulle.

Lorsque w = 0 et Ly — oo, la convergence de I'intégrale (7.59) pour Q = 0 et pour
@ — oo dépend du signe de d—2. La divergence ultraviolette & Q — oo est artificielle.
En effet, Papproximation de diffusion Ql. < 1, décrit des trajectoires électroniques
dont la longueur est supérieure a [, donc 'intégrale sur @ admet 1/l. pour borne
supérieure. Pour d < 2, la divergence 4 Q = 0 est plus sérieuse et nécessite de garder
une valeur finie de Ly pour assurer la convergence de l'intégrale.

Exercice 7.2 : A partir de la relation (7.58), montrer que pour un fil quasi-
unidimensionnel connecté et avec Ly fini, la correction de localisation faible 4 la
conductance moyenne, exprimée en unités de e2/h, s'écrit :
25 — 1
Ag = B (7.60)

T ae = n? 4 (z/m)?

avec = L/Ly. Cette somme est égale a

1 1
Ag=—s (— cothz — —2) (7.61)
x x
et elle admet les comportements limites
Ag — —% si Ly > L
Ly (7.62)

Ag—>—sf si Ly < L

Quand doit-on considérer qu’un fil est uni- ou tridimensionnel au sens de
la diffusion? On a vu dans la section 5.5.4 que la dimensionalité effective
dépend de I’échelle de temps considérée pour le processus de diffusion. Ainsi
pour un fil de section finie, la diffusion est tridimensionnelle aux temps courts
et unidimensionnelle aux temps longs. La correction de localisation faible,
qui résulte de la contribution de toutes les trajectoires de diffusion, est donc
tridimensionnelle aux temps petits devant le temps de diffusion transverse
(section 5.5.4) et unidimensionnelle aux temps plus longs. La dépendance en
L, de la conductivité sera donc donnée par le résultat tridimensionnel si Ly
est inférieure A la dimension transverse du fil et par le résultat unidimen-
sionnel dans le cas contraire. Ainsi, en abaissant la température et donc en
augmentant Ly, on peut en principe obscrver le passage d’'un comportement
tridimensionnel & un comportement unidimensionnel [149].
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7.4.2 Conducteurs de taille finie

Pour un conducteur de taille finie, on caractérise le transport par la
conductance reliée & la conductivité par la loi d’Ohm G = ¢L% 2. En in-
troduisant la conductance sans dimension g = G/(e?/h), on obtient, & partir
de (7.17) et (7.56), la conductance de Drude g et la correction de localisation
faible Ag :

. 4 Ml, Ly
quasi — 1d g—s§ T Ag=—s 7
s s, Ly
d=2 g= §kFle Ag = —;ln T (7.63)
k%Ll s L
d=3 —8—5;— Ag-—— —%E

Ces résultats correspondent au cas ou la longueur de cohérence de phase Ly
est plus petite que la taille L du systéme. Dans le cas contraire L < Lg,
que l'on définit comme le régime mésoscopique, la correction de localisation
faible est plus difficile a calculer car elle dépend explicitement des solutions de
I’équation de diffusion et de 'expression de Z(t) pour un systéme de taille finie.
Or, il n'y a de solutions analytiques que pour certaines géométries simples
(chap. 5). On congoit cependant que le role de longueur de coupure joué par
L4 est maintenant assuré par la plus petite longueur, a savoir L. Il suffit
donc, pour obtenir la correction de localisation faible & la conductance dans
le régime mésoscopique, de remplacer Ly par L dans les expressions (7.63).
Dans I'exercice 7.2, le cas quasi-unidimensionnel est résolu exactement pour
toute valeur du rapport L/Ls. En particulier Ag tend vers une constante
(égale & —1/3) pour le régime mésoscopique L < Ly et vers le rapport Ly/L
pour Ly < L.

Remarque : Longueur de localisation

Le calcul de la correction de localisation faible & la conductance n’a de sens que
si cette correction reste petite devant la conductance classique. Les relations (7.63)
montrent qu’il s’introduit naturellement une nouvelle longueur caractéristique, appe-
lée longueur de localisation et notée &, pour laquelle Ag/g ~ 1.

Dans le cas quasi-1d, cette longueur est proportionnelle au libre parcours moyen
élastique et au nombre de canaux :

§1a = Mle . (7.64)

Dans le cas bidimensionnel, la longueur de localisation est exponentiellement grande
dans la limite de faible désordre kple > 1 :

K
52d >~ leexp(Ekple) . (7‘65)
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Ainsi, méme si kple > 1, le calcul perturbatif devient incorrect dans le cas quasi-1d,
si la longueur du systéme est plus grande que £14. A deux dimensions, cette longueur
reste trés grande tant que kple > 1. A trois dimensions, elle peut étre considérée
comme infinie dans la limite de faible désordre.

L’existence d’une longueur de localisation finie exprime le fait que les états électro-
niques changent complétement de nature sur des échelles plus grandes que £. Les
fonctions d’ondes ne sont plus étendues mais localisées. Ainsi, pour un échantillon
plus grand que £, un nouveau comportement est observé pour le transport, qui dif-
fere de la loi d’Ohm. Mais il faut aussi que Ly soit plus grand que £, ce qui rend
ces effets difficilement observables. A trois dimensions, la longueur de localisation est
finie lorsque kple devient petit ou de 'ordre de ’unité. Il existe alors une transition,
appelée transition d’Anderson, entre un régime ou tous les états sont étendus et un
régime ou ils sont localisés. On n’abordera pas la physique de la localisation forte
dans cet ouvrage, mais on pourra consulter [144,150,151].

7.4.3 Dépendance en température

La réduction de conductivité due a la localisation faible est petite. Expéri-
mentalement, elle peut étre mise en évidence en la modulant par un paramétre
physique extérieur qui peut étre la température, la fréquence ou un champ ma-
gnétique. Ainsi la température, en mod