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Avant-propos 

’étude de la propagation des ondes dans les milieux désordonnés a donné L lieu depuis plus de vingt ans à une somme énorme de travaux. Ceux-ci ont 
contribué à définir un vaste domaine aux contours de plus en plus flous qui 
recouvre à la fois les problèmes de localisation (faible ou forte), de physique 
mésoscopique, des effets de l’interaction entre électrons dans les métaux, etc. 
De plus, certains effets n’étant pas spécifiques à un type particulier d’ondes, 
des approches se sont développées indépendamment en physique de la matière 
condensée, en optique, en physique atomique et en acoustique. 

I1 existe dans la littérature de nombreuses monographies et articles de 
revue d’excellente qualité traitant en détail tel ou tel de ces différents aspects. 
Notre but, dans cet ouvrage, n’est pas de nous situer au même niveau que ces 
contributions mais plutôt de chercher, d’une part, un dénominateur commun à 
tous ces effets et, d’autre part, de permettre au lecteur non spécialiste d’avoir 
en main les outils nécessaires à l’étude des travaux effectués dans ce domaine. 

Notre premier souci a donc été de présenter au moyen d’un formalisme 
unique, une description des phénomènes physiques importants, cette des- 
cription étant indépendante du type d’onde considéré (électrons, ondes lu- 
mineuses, etc.). À cette fin, nous avons d’abord repris en détail dans le cadre 
du modèle dit (< de désordre gaussien B , le calcul des quantités moyennes à une 
particule : densité d’états, temps moyen de collision élastique pour les deux 
classes les plus importantes d’équation d’ondes, à savoir l’équation de Schro- 
dinger et l’équation de Helmholtz scalaire. Nous avons, autant que possible, 
essayé de préciser l’idée, centrale dans ce domaine, de diffusion multiple sur 
des diffuseurs effectifs indépendants dont la section efficace peut être obtenue 
dans le cadre de la théorie de la diffusion à une particule. 

Les propriétés physiques généralement mesurées dans les milieux diffu- 
sants dépendent pour la plupart de la probabilité quantique décrivant la 
propagation d’un paquet d’onde d’un point à un autre. Cette quantité est 
donc fondamentale et nous avons consacré tout le chapitre 4 à son étude 
détaillée. On voit apparaître en particulier, les contributions classique (dif- 
fuson) et cohérente (cooperon) à cette probabilité, qui sont à la base des 
différents phénomènes physiques observés comme les corrections de localisa- 
tion faible à la conductance électronique, la magnétorésistance négative en 
champ magnétique, la rétrodiffusion cohérente des orides lumineuses, mais 



iv Physique mésoscopique des électrons et des photons 

aussi les fluctuations universelles de conductance et de speckle ainsi que les 
effets mésoscopiques sur le magnétisme orbital. 

I1 apparaît donc que tous ces effets découlent d’un même principe qui s’ex- 
prime essentiellement à l’aide d’une seule quantité : la probabilité de diffusion 
quantique et son analogue optique. Par contre, en dépit de ce dénominateur 
commun aux phénomènes optiques et électroniques, chaque domaine a sa spé- 
cificité qui permet des approches et des méthodes d’investigation complémen- 
taires. Ainsi, l’étude des systèmes électroniques permet, grâce à l’utilisation 
d’un champ magnétique ou d’un potentiel vecteur, de modifier continûment la 
phase relative des fonctions d’onde électroniques, ce qui n’a pas d’équivalent 
en optique. En revanche, en optique, il est possible de modifier l’angle des 
faisceaux incidents et émergents, et à partir de cette spectroscopie angulaire, 
de remonter aux corrélations entre les différents canaux d’injection. 

Nous avons autant que possible souhaité garder à cet ouvrage un carac- 
tère de manuel accessible au plus grand nombre à partir d’un niveau DEA. 
Nous avons dû aussi choisir de mettre un certain nombre de problèmes de côté. 
Citons par exemple l’étude des << points quantiques », les relations entre trans- 
port électronique et propriétés spectrales, la localisation forte et la transition 
métal-isolant d’Anderson, les propriétés de cavités électroniques balistiques 
où la complexité ne résulte pas du désordre mais de la forme de la cavité 
qui confère aux électrons une dynamique chaotique, les interfaces entre métal 
normal et métal supraconducteur, etc. Ces différents aspects montrent la ri- 
chesse de ce qu’il est convenu d’appeler maintenant la << physique quantique 
mésoscopique >) à laquelle cet ouvrage constitue une première introduction. 
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Avant- prop os V 

Avertissements 

0 Dans l’essentiel de cet ouvrage on utilise le système d’unités internatio- 
nales (MKSA), sauf dans le chapitre 13. La constante de Planck Fi est prise 
généralement égale à 1 en particulier dans tout le chapitre 4. Dans les chapitres 
où nous pensons qu’il est important de la rétablir, nous l’avons indiqué en tête 
de chapitre. Afin d’alléger les notations, elle n’est parfois rétablie que de façon 
incomplète dans une même formule, en particulier lorsque la correspondance 
entre échelles de fréquence et d’énergie est évidente. 

0 Nous avons souvent été confrontés au problème des notations, qu’il n’est 
pas toujours évident de garder cohérentes dans un livre qui contient plusieurs 
domaines habituellement traités séparément. 

O Nous avons choisi de ne pas faire une bibliographie exhaustive, mais 
de citer des articles, soit pour leur interêt pédagogique, soit parce qu’ils pré- 
sentent un aspect particulier développé dans cet ouvrage (par exemple une 
question traitée en exercice). 
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Chapitre 1 

Introduction : 
physique mésoscopique 

1.1 Interférence et désordre 

La propagation des ondes en milieu aléatoire est un phénomène commun 
à de nombreux domaines de la physique. Son étude a connu récemment un 
regain d’intérêt après la découverte, en optique et en mécanique quantique, 
d’effets cohérents inattendus dans un régime où l’on pensait que le désordre 
soit suffisamment fort pour éliminer a priori tout effet d’interférence. 

Afin de comprendre l’origine de ces effets cohérents, il peut être utile de 
rappeler quelques généralités sur les interférences. Bien que très spectacu- 
laires en mCcanique quantique, leur traduction dans le langage de l’optique 
physique permet d’en avoir une intuition plus directe. Commençons donc par 
une discussion des effets d’interférence en optique. 

Considérons la propagation d‘une onde monochromatique dans le vide et 
sa diffraction par un obstacle géométrique, par excmple une ouverturc circu- 
laire. La  figure de diffraction 1.1 fait apparaître, sur un écran plact‘ & l’infini‘ 
une succession de cerclcs alterriativenient brillants et sonibres qui résulte de 
l’intcrft‘rence constructive ou destruct,ive des ondes provenant dc l’obstacle. 
D’apres le principe de Huygens, il est possible dc ckri re  l‘éclaircmerit cri 
tin point de l’écran en remplaçant, l’ouverture par un cnscrnble de sources 
ponctuelles colit‘rcrites et en étudiant la différence de longueur des chciniils 
optiques associés à. ces diffkrerites sources. On peut alors associcr à. cliaquc 
arincaii d’interft‘rencc un riornhre ent,ier (l‘éqiiivalent d’un nomlire quantique 
en mécanique quantique). 

c figure de diffraction. Si on 
kclaire l’obstacle par iiiie source de linriibe incolikreritc; pour laquelle la lon- 
gueur des trains d’onde émis est, siiffisanirnent courte, de nianich ii déphaser 
entre elles les différentes sources virtuelles, alors la figure d’irkerférerice dispa- 
raît et l‘écran est éclairé uniforrriéirient. Par ailleurs, si on utilise line source 

Se pose alors la question de la stabilité de ct 
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FIG. 1.1 - Figure de iiiflraction à l’infini par une ouverture circulaire. 

de lumière cohérente et si on déplace dans son plan, de façon aléatoire et 
suffisamment rapide, l’obstacle diffractant, on constate que les franges d’in- 
terférence disparaissent à nouveau pour ne laisser qu’un éclairage uniforme 
sur l’écran. Dans ce cas, c’est la persistance rétinienne qui permet à l’œil 
de percevoir l’éclairement moyen de plusieurs figures d’interférences décalées. 
Cet exemple met en évidence deux situations possibles qui conduisent à une 
disparition de la figure d’interférence. Dans le premier cas, elle est associée à 
une distribution aléatoire de la longueur des trains d’onde éniis par la source. 
Dans le second cas, elle résulte d’une moyenne d’ensenible sur la répartition 
spatiale des sources virtuelles. On conçoit donc sur cet exemple que des effets 
de cohérence de phase peuvent disparaître en moyenne. 

Étudions maintenant la diffraction d’une source cohérente par un obs- 
tacle de forme aléatoire. Supposons par exemple que l’ouverture circulaire 
soit constituée d’un milieu diélectrique transparent dont l’indice fluctue spa- 
tialement sur des échelles comparables à la longueur d’onde. I1 en résulte, pour 
l’intensité diffractée à l’infini, une figure constituée d’une répartition aléatoire 
de zones sombres et brillantes du type de celle représentée sur la figure 1.2, et 
appelées (( tavelures >> (ou speckle en anglais ’). Ces tavelures associées à la dif- 
fraction par un objet aléatoire en représentent une << empreinte digitale >> qui 
lui est spécifique. Mais, contrairement au cas de la diffraction par une ouver- 
ture circulaire ou par un objet suffisamment symétrique, il devient impossible 
d’identifier un << ordre >> dans la figure d’interférence et donc de la décrire au 
moyen d’une suite déterminée de nombres d’onde. C’est cette impossibilité 
qui constitue une des caractéristiques des milieux dits << complexes >>. 

‘Ces tavelures ressemblent à celles observées sur la lumière émise par un laser faiblement 
cohérent, mais elles sont de nature différente. I1 s’agit ici de fluctuations spatiales statiques 
dues à l’inhomogénéité du milieu diffusant. 
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FIG. 1.2 - Figures de tavelures (speckle) dues à la diffusion à travers un milieu 
inhomogène. Ici le milieu est optiquement épais, c’est-à-dire que le rayonnement 
incident subit plusieurs collisions avant de sortir de 1 ’échantillon. Chaque image 
correspond à une réalisation différente du milieu aléatoire (M.  Kaveh et al., Nature 
326, 778 (2 987)). 

Dans cette dernière expérience, l’onde provenant de la source n’interagit 
qu’une seule fois avec le milieu aléatoire avant de se projeter sur l’écran à 
l’infini (fig. 1.3.a). C’est le régime dit de dzflusion simple. Considérons main- 
tenant l’autre limite des milieux optiquement épais (appelés aussi milieux 
turbides), pour laquelle l’onde subit un grand nombre de collisions avec le mi- 
lieu aléatoire avant d’en sortir (fig. 1.3.b). On parle alors de dzffusion multzple. 
L’intensité émergente en un point de l’écran est obtenue à partir de la somme 
des amplitudes complexes des ondes arrivant en ce point. La phase associée 
à chaque amplitude est proportionnelle à la longueur du chemin de diffusion 
multiple correspondant divisée par la longueur d’onde A. Les longueurs de 
chemin sont distribuées aléatoirement et on peut donc penser a priori que les 
phases associées fluctuent et se moyennent à zéro. L’intensité totale se réduit 
alors à la somme des intensités associées à chacun des chemins. 

On peut se représenter cette situation comme étant équivalente à une série 
d’obstacles du type de ceux discutés dans le cas de la diffusion simple‘ de telle 
façon que chaque élément de cette série corresponde à une réalisation diffé- 
rente et indépendante de la distribution du milieu aléatoire. On pourrait donc 
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FIG. 1.3 - a)  Représentation schématique du régime de diffusion simple. b)  Idem 
pour le régime de diffusion multiple. 

penser que, pour un nombre suffisamment grand de tels éléments, l’intensité 
émergente soit moyennée sur les différentes réalisations et que les tavelures 
disparaissent. Ce point de vue correspond à une description classique, c’est- 
à-dire pour laquelle la nature ondulatoire sous-jacente ne joue plus aucun 
rôle. 

Les figures 1.2 et 1.4 montrent que cette conclusion est incorrecte et que 
les tavelures subsistent, même en difusion multiple. Si, par contre, on réalise 
une moyenne d’ensemble, alors la figure d’interférence disparaît. C’est IC cas 
pour des milieux turbides comme l’atmosphère ou les suspensions de diffuseurs 
dans un liquide (par exemple le lait) où le mouvement des diffuseurs permet, 
si on attend suffisamment longtemps, de réaliser une moyenne sur différentes 
réalisations du milieu aléatoire. L’approche classique permet donc de décrire 

FIG. 1.4 ~ Évolution vers la valeur moyenne. La première figure de tavelures (a)  
représente u n  e instantané )> du milieu désordonné correspondant à une réalisation 
du désordre. Les deux autres figures (b et c)  correspondent à une intégration sur 
le mouvement des diffuseur.5 et donc à u n  auto-moyennage (figure courtoisement 
fournie par G. Muret). 
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corrcctcment les caractéristiques moyennes d’un milieu turbide comme le co- 
efficient de transmission ou la constante de diffusion de l’intensité moyenne. 
Elle a été abondamment utilisée pour la description des problèmes de trans- 
fert radiatif d’un rayorinement à travers l’atmosphère ou à travers des milieux 
turbulents. 

Cette description peut être adaptée bona f ide  au cas de la propagation des 
électrons dans un métal. Dans ce cas, le champ des impuretés d’un métal est 
analogue au cas d’un milieu optiquement épais et une quantité équivalente à 
l’intensité est donnée par la conductivité électrique. En principe, il est néces- 
saire, pour la calculer, d’utiliser les outils de la mécanique quantique. I1 est 
cependant admis depuis les travaux de Drude au début du X X ~  siècle que la 
conductivité moyennée sur le désordre décrit correctement les propriétés de 
transport et s’obtient à partir d’une description classique du gaz d’électrons. 
Si, en revanche, on considère un échantillon avec une réalisation spécifique du 
désordre, il est possible d’observer des effets d’interférence qui ne disparaissent 
qu’en moyenne [il. 

Les succès incontestables de l’approche classique ont conduit à penser qu’il 
ne doit pas subsister d’effet cohérent dans un milieu aléatoire où une onde 
subit de la diffusion multiple. Ce point de vue a été mis en défaut de manière 
indiscutable depuis les années 1980 par une série d’expériences nouvelles. Afin 
de sonder ces effets d’interférences, la plus spectaculaire de ces expériences 
utilise l’effet Aharonov-Bohrn sur lequel nous allons maintenant nous attarder. 

1.2 L’effet Aharonov-Bohm 
Le dispositif des trous d’Young est, certainenient l’exemple le plus simple 

qui mette cri évidence une figure d’interférence en optique. Sa transposition au 
cas des électrons const,itue un passage obligé pour la compréhension des effets 
d’interférence quantique. Dans le dispositif d’ilharonov-Bohm, un solénoïde 
infiniment long est placé entre les deux trous, de sorte que les électrons qui 
interfèrent se déplacent ii l’extérieur di1 solénoïde, corrinie cela est représenté 
sur la figure 1.5. Le clianip magnétique cst nul à l’extérieur du solhoide et 
classiqucrrierit sa presence n’affecte donc pas le mouvement des électrons. 

I1 n’cri va pas de même en mécaniqiie quantique. Daris ce cas, il faut 
considérer, afin de calculer l’intensité, la soinine des amplitudes coniplcxcs 
associées aux diffkrerites t,rajectoires. Pour lcs deux trajectoircs dc la figure 1.5, 
(:es aniplitudes sont, de la forrrie a 1 , 2  = I C L ~ ~ ~ I ~ ~ ’ ~ ~ ~ ,  oi i  les phases 61 et 6% sont 
donnécs par (on note -e la chargc dc 1’61 
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FIG. 1.5 - Descrzption schematique de l’eflet Aharonov-Bohm. U n  tube de f lux 4 
est placé derrière les deux fentes. 

Les intégrales décrivent la circulation du potentiel vecteur A le long des deux 

tique. En présence d’un flux magnétique 4 induit par le solénoïde, l’intensité 
I ( 4 )  est donnée par 

trajectoires et dl,2 ( 0 )  sont les phases géométriques en l’absence de flux magné- 

I(4) = lui + a2I2 = lull2 + lU2l2 + 2 / U l U 2 1  cos(S1 - 62) 

= Il + 12  + 2 r n C O S ( d l  - 62) . (1.2) 

La différence de phase Ad(4) = 61 - 62 entre les deux trajectoires est mainte- 
nant modulée par le flux magnétique 4 

4 A6(4) = Sy’ - + - A.dZ = Ad(’) + 27r- 
h “ f  4 0  

où 4 0  = h/e  est le quantum de flux magnétique. I1 est donc possible de modi- 
fier continûment l‘état d’interférence en chaque point de l’écran en changeant 
le flux magnétique 4 .  Ceci constitue i’efset Aharonow-Bohm [2]. Celui-ci est 
directement lié à la cohérence de phase. I1 constitue une sonde remarquable 
permettant d’étudier cette cohérence dans les systèmes électroniques [3 ] .  C’est 
un avantage que n’ont pas aussi simplement les montages optiques ’. 

Cet effet a été mis en évidence expérimentalement : un faiceau cohérent 
d’électrons est émis dans un microscope électronique et scindé en deux fais- 
ceaux avant de traverser un aimant toroïdal tel que le champ magnétique reste 

’11 y a cependant en optique un effet analogue à l’effet Aharonov-Bohm, appelé l’effet 
Sagnac [4]. 
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confiné dans le tore [5]. Le champ magnétique est donc nul sur le trajet des 
électrons. I1 s’agit là toutefois d’une expérience effectuée dans le vide et les 
électrons ne subissent pas de collision avant d’interférer. Afin de mettre en 
évidence une éventuelle cohérence de phase dans les métaux, où les électrons 
subissent des collisions multiples, Richard Webb et ses collaborateurs (1983) 
ont mesuré la résistance d’un anneau d’or [6]. Dans ce montage schématisé 
sur la figure 1.6, des électrons incidents sont contraints à passer par les deux 
branches de l’anneau qui constituent l’équivalent des deux trous d’Young, 
pour être ensuite collectés dans le second brin. 

FIG. 1.6 - Description schématique de l’expérience de Webb et al. sur l’effet 
Aharonov-Bohm dans un métal. Dans cette expérience, le champ magnétique ap- 
pliqué est uniforme. q5 est le flux à travers l’anneau. 

L’équivalent de l’intensité I ( 4 )  est le courant électrique ou encore la 
conductance G(4)  mesurée pour différentes valeurs du flux magnétique 4. 
Celui-ci est obtenu par l’application d’un champ magnétique uniforme, ce 
qui ne correspond pas stracto sensu au cas de l’expérience d’Aharonov-Bohm 
puisque le champ magnétique n’est pas nul sur les trajectoires électroniques. 
Cependant, le chanip appliqué est suffisamment faible pour que, d’une part, 
la courbure des trajectoires résultant de la force de Lorentz soit très inférieure 
au diamètre des fils constituant l’anneau et que, d’autre part, il n’y ait pas 
de déphasage entre trajectoires cohérentes à l’intérieur de l’anneau. On peut 
alors négliger l’effet du champ pour ne garder que celui du flux. La figure 1.7 
montre que la magnétorésistance de cette boucle est en première approxima- 
tion une fonction périodique du flux appliqué dont la période est donnée par 
le quantum de flux $0 = h/e .  En effet, la phase relative des deux trajectoires 
électroniques étant modulée par le flux, le courant total, donc la conductance 
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FIG. 1.7 - a)  Magnétorészstance d’un anneau d’or à T = 0,Ol K. b) Spectre de 
Fouraer de la magnétorésastance. O n  vozt une contrzbutaon prancapale correspondant 
à la composante de Fouraer à 40 = h / e  [6]. 

de l’anneau; sont des fonctions périodiques du flux : 

Cette modulatiori de la conductance en fonction du flux résulte de l’existence 
d’eflets cohérents dans un milieu où le désordre est suffisamment fort pour 
qu’il y ait de la diffusion multiple. Par conséquent, l’argumentation naïve 
selon laquelle la cohérence de phase disparaît dans ce réginie est incorrecte et 
doit être reconsidérée. 

1.3 Cohérence de phase et effet du désordre 

L’expérience de Webb décrite précédcnimcnt a été réalisée sur un anneau 
dont la taille est tie l’ordre du micron. Ori sait cependant que, pour un systèmc 
macroscopique, cette modulation cn fonction du flux magnétique disparaît. I1 
existe donc line longueur caractéristique, au-delà de laquelle il n’y a plus de 
cohérence de pha.sc. Ccttc: longueur. appelée lon,gueur de cohérence de phase 

“On voit sur la figure 1.7 que la modulation n’est pas exactement périodique. Ceci est dû 
au fait que l’anneau n’est pas unidirnensionriel et que les trajectoires de diffusion rriultiplc 
au sein d’mie même branche peuvent être aussi modulées par le clianip magnétique qui 
pénètre daris l’anneau lui-même. C’est l’origine du pic à basse fréquence de la figure 1.7.b.  
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et notée L4, joue un rôle essentiel dans la description des effets cohérents dans 
les systèmes complexes. 

Afin de mieux comprendre la nature de cette longueur, il est intéressant 
d’aborder brièvement certaines notions liées à la cohérence quantique ‘. Si 
on considère un ensemble de particules quantiques contenues dans une boîte 
cubique de côté L en dimension d, les états quantiques possibles sont décrits 
par une superposition cohérente de fonctions d’onde de telle sorte que l’état 
quantique du système soit un état cohérent s’étendant sur l’ensemble du vo- 
lume Ld. On connaît plusieurs exemples pour lesquels la cohérence quantique 
s’étend jusqu’à l’échelle macroscopique : supraconductivité, suprafluidité, gaz 
d’électrons libres à température nulle, états cohérents du champ de photons, 
etc. 

Pour le gaz d’électrons à température finie, cette cohérence disparaît à 
l’échelle macroscopique. I1 est alors possible de décrire les grandeurs physiques 
comme par exemple le transport électrique ou thermique au moyen d’une ap- 
proche essentiellement classique. La suppression de la cohérence quantique 
résulte de phénomènes liés à l’existence de processus incohérents et irréver- 
sibles provenant du couplage des électrons avec leur environnement. Celui-ci 
est constitué de degrés de liberté avec lesquels les électrons sont en interac- 
tion : excitations thermiques du réseau atomique (phonons), impuretés ayant 
des degrés de liberté internes, interaction avec les autres électrons, etc. Cette 
irréversibilité est une source de décohérence pour les électrons et sa descrip- 
tion est un problème difficile que nous aborderons dans les chapitres 6 et 13. 
La longueur de cohérence de phase L4 définit de manière générique la perte 
de cohérence de phase liée à ces processus irréversibles. 

Toutes ces considérations ne sont en rien reliées à l’existence d’un désordre 
statique tel que celui décrit dans les deux sections précédentes (variation d’in- 
dice en optique, impuretés statiques telles que lacunes ou impuretés de sub- 
stitution). Ce désordre ne détruit pas la cohérence de phase et n’introduit 
donc aucune irréversibilité. Par contre, les symétries éventuelles du système 
quantique disparaissent de telle sorte qu’il n’est plus possible de trouver de 
bons nombres quantiques propres à sa description. Par conséquent, chaque 
observable d’un milieu quantique aléatoire dépend de la distribution spéci- 
fique du potentiel de désordre. En moyenne, il est possible de caractériser le 
potentiel de désordre au moyen d’une longueur caractéristique : le labre par- 
cours moyen élastique 1 ,  qui représente la distance moyenne parcourue par un 
paquet d’ondes entre deux évènements de collision sans changement d’énergie 
(voir chapitres 2 et 3). 

On voit ainsi que la longueur de cohérence de phase L4 est fondamenta- 
lement différente du libre parcours moyen élastique l,. À suffisamment basse 

4La plupart des notions discutées ici utilisent le language de la mécanique quantique. 
Elles se transposent plus ou moins directement au cas de la propagation des ondes électro- 
magnétiques. 
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température, ces deux longueurs peuvent différer par plusieurs ordres de gran- 
deur, de telle sorte qu’un électron peut se propager dans un milieu désordonné 
sur des longueurs très grandes devant le libre parcours moyen élastique 1, tout 
en gardant sa cohérence de phase, tant que la longueur de sa trajectoire n’ex- 
cède pas L4. La perte de cohérence de phase n’est donc pas reliée à l’existence 
d’un potentiel aléatoire aussi fort soit-il mais correspond à d’autres types de 
mécanismes. I1 peut sembler paradoxal que cette distinction entre l’effet du 
désordre élastique et celui associé aux processus irréversibles de relaxation 
de la phase ait été mise en évidence dans le cas relativement non trivial du 
transport dans un métal où les électrons ont des interactions complexes avec 
leur environnement. Mais cette même distinction s’applique à la propagation 
des ondes électromagnétiques dans des milieux turbides, dans le régime de 
diffusion multiple cohérente, où on peut distinguer, par exemple, les effets 
d’une longueur d’absorption finie dc ceux liés au libre parcours moyen I,. 

1.4 Cohérence moyenne et diffusion multiple 
Si la cohérence de phase conduit à des effets d’interférence pour une réa- 

lisation particulière du désordre, on pourrait penser que ceux-ci disparaissent 
en moyenne. Ainsi, dans l‘expérience de Webb décrite dans la section 1.2, les 
oscillations de conductance de période 40 = h / e  correspondent à un anneau 
donné. Si maintenant on moyenne sur le désordre, c’est-à-dire sur Ad(’) dans 
la relation (1.4), on s’attend à ce que la modulation par le flux magnétique 
disparaisse et avec elle la trace des effets cohérents. Or le même type d’expé- 
rience a été réalisé en 1981 par Sharvin et Sharvin [7] sur un long cylindre 
métallique creux traversé par un flux Aharonov-Bohm. Pour une hauteur du 
cylindre supérieure à L4, celui-ci peut être décrit comme un ensemble de 
boucles identiques à celle de l’expérience de Webb mais incohérentes entre 
elles. Dans cette expérience on réalise donc une moyenne d’ensemble. De ma- 
nière a priori surprenante, il subsiste un signal dépendant du Aux mais qui 
correspond maintenant à une périodicité 40/2 au lieu de 40. Comment com- 
prendre qu’une trace de la cohérence de phase semble subsister en moyenne? 

Le même genre de question se pose en optique. Si on moyenne sur dif- 
férentes réalisations du désordre une figure de tavelures (speckle), reste-t-il 
une trace de la cohércncc dc phase? Là encore, de manière inattendue, on 
a mis en évidence pour IC coefficient de réflexion d’une onde par un milieu 
diffusant (parfois appelé son albédo) une dépendance angulaire inexplicable 
par la théorie classique du transport (fig. 1.8) et qui est une signature de la 
cohérence de phase : c’est l’effet de rétrodzffusion cohérente. 

Ces résultats démontrent que, même en moyenne, il reste des effets de 
cohérence de phase. Afin de préciser la nature dc ces effets, considérons un 
milieu aléatoire optiquement épais. I1 peut être modélisé par un ensemble de 
diffuseurs ponctuels élastiques dont les positions T ,  sont distribuées aléatoire- 
ment. La validité de ces hypothèses pour une description réaliste d’un milieu 
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FIG. 1.8 ~ Figure de speckle obtenue par diffusion multiple de la lumière sur u n  
échantillon de billes de polystyrène, en  fonction de l’angle d’observation. La courbe 
du bas représente les fluctuations de 1 ’intensité mesurée selon une direction angulaire. 
La figure supérieure est obtenue en  réalisant une moyenne sur la position des billes 
de polystyrène et la courbe donne la dépendance angulaire de l’intensité moyenne 
(figure courtoisement fournie par G. Maret). 

aléatoire sera discutée en détail dans les chapitres 2 et 3. Considérons mainte- 
nant une onde plane provenant d’une source cohérente située à l’extérieur du 
milieu et se propageant dans celui-ci en effectuant des collisions élastiques sur 
les diffuseurs et cherchons à déterminer la figure d’interférence qui en résulte. 
Pour cela, on étudie l’amplitude complexe A(k ,  k’)  de l’onde réémise dans la 
direction définie par le vecteur d’onde k’ et correspondant à une onde plane 
incidente de vecteur d’onde k .  En toute généralité, on peut la mettre sous la 
forme : 

A ( k ,  k’)  = f ( ~ 1 ,  r2)eZ(’ Tirk' .’) (1.5) 
T 1  , T 2  

où f(7‘1,73) est l’amplitude complexe correspondant à la propagation entre 
deux évènements de diffusion situés en T I  et 7‘2. Cette amplitude s’écrit comme 
une somme du type E, a3 = E, la, I e’’, , où chaque chemin j représente une 
séquence de collisions (fig. 1.9) joignant les points T I  et 7‘2.  L’intensité associée 
est donnée par : 
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avec 

Afin de calculer sa valeur moyenne sur les différentes réalisations du potentiel 
aléatoire, c’est-à-dire sur les positions des diffuseurs, il est utile de remarquer 
que la plupart des termes des relations (1.6) et (1.7) donnent une contribution 
nulle en moyenne, puisque la phase 6, -6j) qui mesure la différence de longueur 
entre les trajectoires de la figure 1.9 est aléatoire. 

FIG. 1.9 ~ Trajectoires typiques partzcipant à 1 ’amplitude complexe totale f (r 1, r 2 )  

d’une onde en  situ.ation de diffusion multiple. L’amplitude f (r1, r 2 )  est une somme 
de la forme E, alet6, .  

Par conséquent, ne vont contribuer à la moyenne de I A ( l ~ , k ’ ) 1 ~  que les 
termes pour lesquels les phases disparaissent, ce qui ne peut se produire que 
pour des couples de trajectoires zdentzques. c’est-à-dire parcourant exactement 
les mêmes séquences de collisions sozt dans le mêrne sens,  sozt duns un sens  
opposé. Ces trajectoires sont représentées schématiquement sur la figure 1.10 
et correspondent aux séquences 

r1 + r ,  + r b “ ’  + r y  + r ,  r2 

r2 + r ,  + r., . . .  + r b  + r ,  + r1 

L’identité des trajectoires impose en particulier de prendre dans la rela- 
tion (1.6) r1 = r:i et r:! = 7-4 pour le premier processus (rnênie scns) et 
r1 = 7-4 et r2 : pour le second (sens opposés). Ces deux processus sont 
donc caractérisés par la rnênic irit,ensit(i à condition toutefois que le système 
soit invariant par renversement du sens du temps. Le rôle joué par &te sy- 
métrie sera étudié en detail au chapitre 6. De plus, le second processus donne 
lieu, d’après la relation (1.6), & iin déphasage supplémentaire de telle sorte 
que finalenient les deux seules contributions non nulles cn rrioycnne donnent : 

. 

où 7 dénote la valeur moyenne sur les différentes réalisations du potentiel 
aléatoire. 
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k 

k 

FIG. 1.10 - Représentation schématique des deux types de séquences de collisions 
multiples. La première correspond à l’intensité classique. La seconde, pour laquelle 
les deux séquences de collisions sont parcourues dans des sens opposés, est à l’origine 
de 1 ’effet de rétrodiffusion cohérente. 

Cet ouvrage présente essentiellement une étude systématique des consé- 
quences de l’existence de ces deux processus qui subsistent en moyenne lors 
de la diffusion multiple d’une onde dans un milieu aléatoire. Le premier est 
bien connu. I1 peut être parfaitement compris à partir d’une analyse clas- 
sique ne prenant pas en compte l’existence d’une équation d’onde sous-jacente, 
puisque toutes les phases disparaissent exactement. Pour l’étude du transport 
dans les métaux, cette analyse classique se fait dans le cadre de l’équation de 
Boltzmann, tandis que pour la propagation des ondes électromagnétiques, la 
théorie équivalente, dite du << transfert radiatif >>, a été développée par Mie et 
Schwartzshild [8] .  Toutes deux datent du début du X X ~  siècle. 

Le second terme de la relation (1.8) contient un facteur de phase. Ce 
dernier dépend des points r1 et 1-2 et la somme sur ces points fait que la 
moyenne s’annule généralement sauf pour deux exceptions notables : 

0 k+k’ = O : dans la direction exactement opposée à la direction incidente, 
l’intensité est le double de sa valeur classique. Cette dernière n’a, en 
moyenne, pas de dépendance angulaire, et le second terme, qui dépend 
de k +  k’ fait apparaître un pic dans l’albédo (c’est-à-dire la dépendance 
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angulaire de l’intensité moyenne réfléchie par le milieu). Ce phénomène 
observé en optique est appelé << rétrodiousion cohérente ». Son étude 
fera l’objet du chapitre 8. 

0 Dans la somme (1.8)’ les termes tels que T I  = r 2  sont particuliers. 
Ils correspondent aux trajectoires de diffusion multiple fermées. Cette 
contribution du terme d’interférence à la valeur moyenne subsiste même 
quand il n’est pas possible d’imposer les directions k et k’.  C’est le cas 
des métaux ou des semi-conducteurs où le terme d’interférence affecte 
les propriétés de transport moyennes, comme la conductivité électrique. 
Ceci est à l’origine du phénomène de localisation faible. Nous l’étudie- 
rons en détail dans le chapitre 7. 

1.5 Cohérence de phase et auto-moyennage : 
fluctuations universelles 

Les grandeurs physiques mesurables d’un système quantique désordonné 
dépendent de la réalisation spécifique du désordre, du moins tant que les 
longueurs caractéristiques de ce système sont inférieures à la longueur de 
cohérence de phase L4. Dans le cas contraire, c’est-à-dire pour des longueurs 
supérieures à L4, la cohkrence de phase est perdue et le système devient 
classique, ce qui est le cas à l’échelle macroscopique. Les grandeurs physiques 
sont alors indépendantes de la réalisation spécifique du désordre. La physique 
des systèmes de taille inférieure à L4, appelés << systèmes mésoscopigues », 
est donc particulièrement intéressante à cause des effets de cohérence [9,10]. 
La physique mésoscopique précise cette distinction entre la complexité due au 
désordre décrite par l’échelle de longueur I ,  et la décohérence décrite par L4 : 

désordre ( l e )  : perte des symétries et des bons nombres quantiques (com- 
plexité) 

O perte de la cohérence de phase (L4) .  

Essayons maintenant de comprendre le lien qui existe entre le fait qu’un 
système quantique désordonné soit de taille supérieure à L4 et qu’il soit auto- 
moyennant, c’est-à-dire que les observables physiques mesurables sur ce sys- 
tème soient égales à leur valeur moyenne sur plusieurs échantillons. Si la taille 
caractéristique L est beaucoup plus grande que Lq, le système peut-être dé- 
composé en une collection de N = (L /L4)  > 1 sous-systèmes statistique- 
ment indépendants à l’intérieur desquels la cohérence quantique est préser- 
vée. Une observable macroscopique définie dans chaque sous-système prend 
donc N valeurs aléatoires. La loi des grands nombres nous assure alors que 

d 

5La racine grecque pmos signifie intermédiaire. 
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toute grandeur macroscopique est égale avec une probabilité un à sa valeur 
moyenne. Par conséquent, tout système désordonné de taille L > L$ réa- 
lise pour chaque grandeur une moyenne sur les réalisations du désordre. Par 
contre, on observe des déviations à ce résultat pour des systèmes de taille 
inférieure à L+ à cause de la cohérence de phase sous-jacente. L’étude de 
ces déviations constitue le domaine privilégié de la physique mésoscopique. 
Considérons ici l’exemple particulièrement important des fluctuations de la 
conductance électrique d’un métal faiblement désordonné (chapitre 11). Dans 
la limite classique auto-moyennante, et pour un échantillon cubique d’arête 
L,  les fluctuations relatives de conductance varient comme 1/m : 

où 6G = G - G. La conductance moyenne est la conductance classique G,i 
donnée par la loi d’Ohm G,l = aLdP2 où a est la conductivité électrique ‘. De 
la relation (1.9)’ on déduit 6G2 0: L(Ip4. Pour d 5 3,  les fluctuations tendent 
bien vers zéro dans la limite des grandes tailles. On dit que le système est 
auto-moyennant. Par contre lorsque L < L$,  on trouve expérimentalement 
que 

&ZF= const. x - . 

L’amplitude des fluctuations de conductance est indépendante de la taille 
L et de l’amplitude du désordre. On parle de G fluctuations universelles de  
conductance >>. La variance de la conductance est le produit d’une grandeur 
universelle e 2 / h ,  et d’unc constante numérique qui dépend uniquement de la 
géométrie de l’échantillon. Cette rclation implique que dans le régime méso- 
scopique, la conductance électrique n’est plus une quantité auto-moyennarite. 
L’universalité apparaît sur la figure 1.11 où chaque réalisation a été obtenue 
pour des systèmes très différents. Une caractéristique essentielle des fluctua- 
tions mésoscopiques est leur reproductibilité. Pour une réalisation donnée du 
désordre, la dépendance des fluctuations en fonction d’un paramètre extérieur 
comme l’énergie de Fermi ou le champ magnétique est parfaitement repro- 
ductible. En ce sens, les fluctuations représentent, tout comme les figures de 
speckle en optique, une << empreinte digitale >> de la réalisation du désordre 
qui permet de la caractériser de manière unique. 

(1.10) 
e2 
11 

1.6 Corrélations spectrales 
Nous avons évoqué la signature des effets cohérents sur des quantités de 

transport comme la conductance électrique ou l’albédo. Dans un système isolé 

“a forme G,L = aLdP2 est une généralisation à d dimensions de l’expression habituelle 
G,L = oS /L ,  pour un échantillon de longueur L et de section S .  
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FIG. 1.11 ~ Variations apériodiques de la magnétoconductance de trois systèmes 
diflérents. a) un anneau d’or de 0,8 mm de diamètre, un échantillon de Si-MOSFET, 
et u n  résultat de simulations numériques sur un modèle d’Anderson désordonné 
(présenté au chap. 2). La conductance varie de plusieurs ordres de grandeur d’un 
système à l’autre mais les fluctuations restent de l’ordre de e 2 / h  (P.A. Lee et al., 
Phys. Rev. B 35, 1039 (1987)). 

de taille finie, on peut s’interroger sur l’effet du désordre sur le comportement 
spatial des fonctions d’onde et sur la corrélation des énergies propres. Pour 
des ondes électromagnétiques il s’agira du spectre des fréquences propres. Si, 
par exemple, les fonctions d’onde sont très affectées par le désordre et sont 
exponentiellement localisées, alors les énergies (ou les fréquences) propres cor- 
respondantes peuvent être arbitrairement proches l’une de l’autre puisqu’elles 
décrivent des états dont le recouvrement spatial est exponentiellement petit. 
Ces fonctions d’onde sont décorrélées et les niveaux d’énergie le sont aussi. Si 
par contre les fonctions d’onde sont spatialement délocalisées sur l’ensemble 
du système et ne mettent en évidence aucune structure spatiale, ce qui cor- 
respond à un régime que l’on peut qualifier d’ergodique, alors le recouvrement 
spatial important des fonctions propres induit des corrélations spectrales qui 
se traduisent par une << répulsion >> des niveaux d’énergie. Ces deux situa- 
tions extrêmes sont très générales et peu sensibles aux détails microscopiques 
propres au désordre. On montre que les corrélations spectrales présentent des 
propriétés universelles communes à des systèmes physiques très dafférents. 
Considérons par exemple la probabilité P ( s )  que deux niveaux d’énergie voi- 
sins soient distants de s. Les deux situations précédentes sont décrites par 
deux cas limites très robustes pour la fonction P ( s ) ,  correspondant respecti- 
vement à une distribution de Poisson pour des états exponentiellement loca- 
lisés et à une distribution de Wigner-Dyson pour le cas ergodique. Ces deux 
distributions représentées sur la figure 10.1 décrivent une gamme très large 
de problèmes physiques et permettent en première approximation d’en faire 
une partition en deux classes correspondant d’une part aux systèmes inté- 
grables (Poisson) et d’autre part aux systèmes non intégrables ou chaotiques 
(Wigner-Dyson). Ce dernier cas peut s’étudier systématiquement au moyen 
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de la << théorze des matrzces aléutozres )) dont les grandes lignes sont exposées 
dans le chapitre 10. 

Bien entendu, un milieu complexe n’est décrit par ces comportements uni- 
versels que dans des cas limites. L’approximation de diffusion permet, d’une 
part, de retrouver certains résultats de la théorie des matrices aléatoires et, 
d’autre part, d’identifier les corrections à ce régime universel. Ces corréla- 
tions spectrales sont très sensibles à la perte de cohérence de phase. Elles 
dépendent donc de L+ et sont caractéristiques du régime mésoscopique. On 
peut les mettre en évidence sur le comportement de quantités thermodyna- 
miques comme l’aimantation ou les courants permanents qui constituent la 
r6ponse orbitale des électrons à un champ magnétique appliqué. Ceci sera 
l’objet du chapitre 14. 

1.7 Probabilité classique et croisements 
quantiques 

La plupart des quantités physiques que nous étudierons s’expriment en 
fonction du produit de deux amplitudes complexes, chacune étant la somme 
des contributions ai associées aux trajectoires de collisions multiples : 

C’est le cas par exemple de l’intensité lumineuse considérée dans la section 1.4. 
La combinaison d’amplitudes (1.11) permet de définir << lu probabalaté de dif- 
fusion quantique B , dont le rôle est essentiel pour caractériser les propriétes 
physiques des milieux désordonnés. Cette probabilité décrit l’évolution d’un 
paquet d’onde entre deux points r et r’ et s’écrit comme le produit de deux 
amplitudes complexes appelées aussi propagateurs ou fonctions de Green. 
En notant P ( r ,  r’) la probabilité moyenne, on a 

a>:, 

où 7 désigne la moyenne sur le potentiel aléatoire. L’amplitude uj (r , r ’ )  
décrit la propagation de r à r’ et P(r,r’)  apparaît donc comme la somme 
des contributions de paires de trajectoires, chacune étant caractérisée par 
une amplitude et une phase. Cette somme peut être décomposée en deux 
contributions, celle pour laquelle les trajectoires et j sont identiques et celle 

7Dans cette introduction, nous ne cherchons pas à établir des expressions exactes pour 
les différentes quantités physiques mais simplement à préciser leur structure en fonction des 
trajectoires de collisions multiples. On omet donc les variables temps ou fréquence lorsque 
ça n’est pas indispensable. Pour des définitions plus précises, on se reportera aux chapitres 3 
et 4. 
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a; 
r’ 

FIG. 1.12 - E n  moyennant sur le désordre, la contribution 
distinctes (a )  disparaît pour ne  laisser dans la probabilité 

des paires de trajectoires 
moyenne que les termes 

correspondant à l’appariement de trajectoires identiques (b). 

pour laquelle i # j : 

(1.13) 
j i#j 

Dans la première contribution les phases disparaissent. Dans la seconde, le 
déphasage des trajectoires appariées est grand et aléatoire. Par conséquent 
celle-ci s’annule en moyenne ’. La probabilité est donc donnée par une somme 
d’intensités et ne contient pas de terme d’interférence (fig. 1.12) : 

(1.14) 

On appellera ce terme classique le (< dif fuson ». Dans la limite de faible 
désordre, c’est-à-dire lorsque la longueur d’onde X est petite devant le libre 
parcours moyen élastique 1, et pour des échelles de longueur grandes devant 
1,’ le diffuson est bien décrit par la solution de l’équation de diffusion 

[& - DA]P,l(r,r’,t) = S(r - r’)S(t) , (1.15) 

où D = vl , /d  est la constante de diffusion, v la vitesse du paquet d’onde et d 
la dimension d’espace. Ce résultat constitue 1’« approximation de di f fusion B. 

Une quantité particulierement importante est la probabilité de retour à 
l’origine Pcl(r, T ,  t )  ainsi que son intégrale spatiale Z( t ) .  Cette dernière s’écrit 
en fonction des fréquences propres notées E, associées à l’équation de diffu- 
sion (1.15) 

(1.16) 

montre dans la section suivante que les termes d’interférence de la relation (1.13) 
ne disparaissent pas complètement et sont à l’origine de la plupart des effets quantiques 
décrits dans cet ouvrage. 
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Par exemple, pour un système y de volume R ,  on a 

R 
(47rDt)dlZ 

Z ( t )  = 

19 

(1.17) 

La dépendance en fonction de la dimension d’espace d joue un rôle essentiel 
et les propriétés physiques sont d’autant plus sensibles aux effets de la dif- 
fusion multiple que la dimension d’espace est petite, la probabilité de retour 
augmentant lorsque d diminue. 

Pour un système fini de volume R = L d ,  les conditions aux limites peuvent 
jouer un rôle important. Elles reflètent la nature du couplage au monde exté- 
rieur et Z ( t )  en dépend. I1 apparaît alors un nouveau temps Caractéristique 

TO = L ~ / D  (1.18) 

appelé temps de Thouless. I1 représente le temps mis pour diffuser d’un bord 
à l’autre de l’échantillon. Si t < TO, on a une diffusion libre, décrite par la 
relation (1.17) où l’effet des bords ne se fait pas sentir. Si par contre t > TD, 

tout le volume mis à la disposition de la marche au hasard est exploré, on 
est dans le régime dit ergodzque et Z ( t )  2 1. 011 associe généralement à TO 

l’énergie caractéristique E, = h / r ~ ,  appelée énergie d e  Thouless. 

1.7.1 Croisements quantiques 
Supposer que la seconde contribution dans (1.13) est nulle revient à né- 

gliger tout effet d’interférence. En fait, même après moyenne sur le désordre, 
cettc contribution n’est pas rigoureusement nulle. I1 reste des termes qui dé- 
crivent des appariements de trajectoires distinctes, i # j ,  mais suffisamment 
proches l’une de l’autre pour que leur déphasage reste petit. Considérons par 
exemple le cas de la figure 1.13.a où les trajectoires appariées qui constituent 
un diffuson suivent des séquences de collisions identiques mais se croisent pour 
former une boucle contenant des trajectoires allant dans des directions oppo- 
sées lo. Cette notion de croisement est essentielle car c’est elle qui est à l’ori- 
gine des effets cohérents comme la localisation faible, les corrélations à longue 
portée de l’intensité lumineuse ou les fluctuations universelles de conductance. 
I1 est donc important d’en avoir une bonne intuition. Les figures 1.13.a,b 
montrent qu’un tel croisement mélange quatre amplitudes complexes et les 
apparie différemment. Le croisement, appelé aussi botte de Hikami, est donc 
un objet dont le rôle est de permuter les amplitudes [13]. Si l’on veut réduire 
le déphasage induit à des valeurs inférieures à 27r, les trajectoires doivent 
rester aussi proches l’une de l’autre que possible et le croisement doit donc 
être spatialement localisé, c’est-à-dire se faire sur une longueur de l’ordre du 

‘On néglige les effets de bords. On parle alors de diffusion libre. 
laIl faut prendre garde à ne pas confondre un tel croisement quantique qui échange deux 

amplitudes avec les croisements d’une marche au hasard classique. 
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FIG. 1.13 ~ a)  Le croisement des trajectoires contribuant au dif fuson conduit à un 
nouvel appariement des amplitudes. b) L’appariement de quatre amplitudes a, fait  
apparaître le croisement de deux diffusons. 

libre parcours moyen élastique 1,. Nous verrons que le volume associé à un 
croisement en dimension d est de l’ordre de A d p l l e .  Ceci peut s’interpréter 
en attribuant à un diffuson ~ l’objet constitué de deux trajectoires appariées 
- se propageant pendant un temps t une longueur ut,  où u est la vitesse de 
groupe, et une section Ad-’ ,  soit un volume X d - l  ut. 

Afin d’évaluer 1’import)ance des effets quantiques, estimons la probabilité 
de croisement de deux diffusons, comme sur la figure 1.13.b. Cette probabilité, 
pour un intervalle de temps dt, est proportionnelle au rapport entre le volume 
d’un diffuson et le volume R = Ld du système, soit 

(1.19) 

Dans cette expression, on a fait apparaître explicitement le temps de Thouless 
70 = L2/D.  On a aussi introduit le nombre sans dimension g,  proportionnel 
au rapport de deux volunies Xd- lurD/ f l .  On montrera que ce nombre n’est 
autre que la conductance électrique classique g = G,l/(e2/h), en unités du 
quantum de conductance e 2 / h  (relation 7.22). 

Lorsque le milieu désordonné est couplé au monde extérieur, les ondes 
diffusées s’en échappent au bout d’un temps de l’ordre de 7 D ,  de sorte que le 
temps typique des trajectoires de diffusion est donné par 70.  La probabilité 
de croisement pendant ce temps 70 est donc inversement proportionnelle à la 
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1 

9 

7 1 1  
conductance : 

P X ( Q )  = Ju d p x ( t )  - . (1.20) 

Ce nombre permet d’évaluer l’importance des corrections quantiques par rap- 
port au comportement classique. Dans la limite de faible désordre X << 1,’ la 
conductance g est grande. Par conséquent la probabilité de croisement reste 
petite et les effets de cohérence de phase sont petits. 

Les croisements quantiques et le déphasage qu’ils induisent viennent corri- 
ger la probabilité classique (1.14). C’est la combinaison de ces croisements, de 
l’interférence qu’ils décrivent et de la longue portée spatiale du diffuson qui 
permet de propager des effets cohérents sur l’ensemble du système, effets cohé- 
rents à la base de la physique mésoscopique. L’argument simple développé ici 
implique immédiatement que les corrections quantiques au t,ransport électro- 
nique classique sont de l’ordre de G,l x l /g ,  c’est-à-dire e2/h .  C’est pourquoi 
lcs propriétés caractéristiques du transport quantique telles que la localisation 
faible ou les fluctuations universelles de conductance sont d’ordre e2/h .  

Dans la limite de faible désordre, on peut montrer que les croisements 
sont indépendants les uns des autres. On peut alors engendrer les corrections 
successives à la probabilité classique en fonction du nombre de croisements, 
c’est-à-dire comme un développement en puissances de l/g. 

1.8 Les objectifs 
Cet ouvrage aborde les effets de la diffusion multiple cohérente d’ondes 

électroniques ou électromagnétiques dans des milieux désordonnés, dans la 
limite où la longueur d’onde l1 X = 27r/k est petite devant le libre parcours 
moyen élastique 1,. Ceci constitue la limite dite de <( faible désordre ». I1 est 
alors possible de construire un cadre général pour la description d’un grand 
nombre de phénomènes physiques qui ont été effectivement prédits, observés 
et expliqués, au moyen d’un petit nombre d’idées assez générales. C’est cet 
ensemble d’hypothèses et de résultats que nous allons maintenant exposer 
succinctement. Cette section constitue un résumé des propriétés physiques 
qui seront décrites dans l’ouvrage. 

O Corrections de localisation faible à la conductivité (chap. 7) 
et pic de rétrodiffusion cohérente (chap. 8) 

Un exemple particulièrement important où la notion de croisement quan- 
tique apparaît est celui du transport électrique dans un métal faiblement 
désordonné. Considérons par exemple le transport à travers un échantillon 
de longueur L.  On peut montrer que la conductance électrique associée est 
proportionnelle à la probabilité de traverser l’échantillon. À la probabilité 

“Pour les électrons, X est la longueur d’onde au niveau de Fermi. 



22 Chap. 1 : Introduction 

classique correspond la conductance classique, dite << de Drude >>, G,1. La cor- 
rection quantique à la probabilité conduit à une correction à la conductance. 

FIG. 1.14 ~ Le croisement d’un diffuson avec lui-même (b)  engen,dre une correction 
quantique à la conductivité classique de Drude (a). 

Cette correction associée à un seul croisement est donc d’ordre l /g ,  mais 
elle dépend aussi de la distribution des boucles, c’est-à-dire des trajectoires 
de diffusion fermées (fig. 1.14) dont le nombre est donné par l’intégrale spa- 
tiale (1.16)’ c’est-à-dire par la probabilité intégrée de retour à l’origine Z ( t ) .  
Ainsi, la probabilité po ( T D )  de traverser l’échantillon avec un seul croisement 
quantique, c’est-à-dire une seule boucle, est de la forme 

(1.21) 

où TD = L2/D.  On obtient ainsi la correction relative de conductance moyenne 
AG = G - Gcl, 

(1.22) 

où le signe négatif de la correction indique que la prise en compte d’un croise- 
ment quantique et de la formation d’une boucle vient diminuer la conductance 
moyenne. Cette correction est dite de localisation faible. 

On remarque par ailleurs que les deux trajectoires qui constituent la boucle 
évoluent dans des directions opposées. S’il y a invariance par renversement du 
sens du temps, les deux amplitudes associées à ces deux trajectoires j et j T  
sont identiques a îT( r ,  r )  = a j ( r ,  r )  et elles interfèrent donc constructivement. 
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S’il existe un processus qui vient briser cette invariance, alors la correction 
de localisation faible disparaît. Cet appariement de trajectoires conjuguées l 2  

par renversement du sens du temps est appelé un cooperon. 

Cet appariement ressemble tout à fait à celui décrit dans la section 1.4 
et sur la figure 1.10.b’ qui correspond à des amplitudes de diffusion mul- 
tiple aj (r1 ,  r 2 )  et a;, ( T I ,  r 2 )  conjuguées par renversement du sens du temps. 
L’invariance par renversement du sens du temps implique que U ~ T  (Y, T ’ )  = 
a j ( r , r ’ )  de sorte que le produit de ces deux amplitudes est égal au produit 
de deux amplitudes se propageant dans la même direction et contribue à l’in- 
tensité moyenne. Considérons un milieu désordonné semi-infini et une onde 
plane incidente dans la direction k et émergente le long de k’.  L’intensité 
moyenne réfléchie I ( k ,  k’) (appelée aussi albédo moyen) dépend, en vertu de 
la relation (1.8)’ de l’angle entre les directions k et k’. Elle est de la forme 

(1.23) 

On identifie If(r,r’)I2 avec le diffuson Pcl(r,r’) dont les points r et r’ sont 
proches de l’interface de l’échantillon et du milieu extérieur. Le premier terme 
entre crochets est la contribution classique et indépendante de la phase, tandis 
que le terme d’interférence a une structure angulaire autour de la direction 
de rétrodiffusion k‘ = -k .  L’albédo, présente donc dans cette direction un 
pic, appelé pic de rétrodiffusion cohérente, dont l’intensité est le double de la 
valeur classique. 

0 Corrélations des figures de speckle (chap. 12) 

Pour une configuration donnée du désordre, la distribution de l’intensité 
d’une onde lumineuse subissant de la diffusion multiple est constituée d’une 
répartition aléatoire de zones sombres et brillantes (fig. 1.2) appelée figure 
de speckle. C’est une figure d’interférence, obtenue à partir de la superposi- 
tion des amplitudes complexes, qui constitue une << empreinte digitale >> de la 
configuration de désordre. Afin de caractériser une figure de speckle, on peut 
mesurer la distribution angulaire de l’intensité transmise (ou réfléchie) dans 
la géométrie d’une tranche d’épaisseur finie L.  Pour cela, on mesure l’intensité 
normalisée ?ab transmise selon la direction S b  et correspondant à une onde 
incidente selon S a .  En moyenne, le coefficient de transmission l a b  dépend peu 
des directions S a  et s b ,  et on le note . La corrélation angulaire des figures 

1211 faudra éviter la confusion entre <( trajectoire conjuguée par renversement du sens du 
temps », décrite par l’amplitude a3, ( P ,  P ’ ) ,  et (< amplitude complexe conjuguée >) u;(P, P ’ ) .  

L’invariance par renversement du sens du temps se traduit par U ~ T ( T , P ’ )  = u*(P’ ,  P ) .  
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de speckle est définie par 

Chap. 1 : Introduction 

(1.24) 

oh 6 X b  = l a b  - 1. Les fluctuations de speckle, pour une direction d’incidence 
8 ,  donnée, sont décrites par la quantité C a b a b  = e / T 2  dont on montre 
qu’elle est égale à 1,  c’est-à-dire 

7 , 2 b = 2 1 2  (1.25) 

Ce résultat, qui constitue la loi de Rayleigh, décrit l’aspect le plus <( visible )> 

d’une figure de speckle, à savoir son aspect granulaire avec des fluctuations 
relatives de l’ordre de l’unité. 

Contrairement à une probabilité (conductance ou intensité moyennes), une 
fonction de corrélation telle que (1.24) est constituée du produit de quatre 
amplztudes complexes (fig. 1.15.a). En moyennant sur le désordre, les seules 
contributions importantes sont obtenues en appariant ces amplitudes de ma- 
nière à faire apparaître des diffusons ou des cooperons. En négligeant, dans 
un premier temps, la possibilité de croisement quantique de deux diffusons, 
on obtient deux possibilités représentées sur les figures 1.15. b,c. La première 
est le produit des deux intensités moyennes ?;ab et z ‘ b ‘ .  La seconde donne la 
contribution principale à la fonction de corrélation (1.24). On la note 
Elle n’est non nulle que pour 8, - s u t  = s b  - sb’ et elle décroît exponentielle- 
ment en fonction de kl8, - s a l  I/L, c’est-à-dire sur une très petite ouverture 
angulaire. 

I1 est aussi possible d’apparier les amplitudes en intercalant un ou plusieurs 
croisements quantiques. I1 en résulte des corrcctions en puissances de l / g  à 
la fonction de corriilation angulaire. La première d’entre elles, notée C(b),b,, 
comporte un seul croasement et est donnée par la figure 1.15.d. On note que 
la présence du croisement impose des contraintes lors du réappariement des 
amplitudes et donne donc lieu à une dépendance angulaire différente. On mon- 

en loi de puissance de LISa - su, I/L, au lieu d’une décroissance exponentielle. 
Elle a cependant un poids l / g  < 1 par rapport au terme sans croisement. 

comportant deux croisements est schématisée sur 
la figure 1.15.e. I1 découle de cette structure à deux croisements que cette 
contribution n’a pas de dépendance angulaire, c’est-à-dire qu’elle donne un 
fond continu de corrélation qui s’étend sans décroissance sur l’ensemble du 
milieu. Ce résultat est tout à fait caractéristique de la diffusion multiple co- 
hérente, c’est-à-dire de l’effet conjugué des croisements de phase et de leur 
propagation à longue portée à l’aide des diffusons. En moyennant la fonc- 
tion de corrélation angulaire totale sur toutes les directions d’incidence ct 
d’émergence des ondes, seul subsiste cette dernière contribution qui constitue 
l’analogue pour les ondes des fluctuations universelles de conductance. 

(1) 

trera dans la section 12.4.2 que Caba,b, (2) a une dépendance angulaire qui décroît 

La contribution Caba,b, ( 3 )  
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FIG. 1.15 - (a) La fonction de corrélation angulaire d'une figure de speckle est 
construite à partir du produit de quatre amplitudes complexes a3 correspondant à 
quatre ondes planes incidentes selon Sa et Sa, et émergentes selon S b  et S ~ J .  Les 
contributions principales sont obtenues en  appariant les amplitudes deux à deux afin 
de faire apparaître des diffusons. O n  obtient ainsi les contributions (b) et (c). La 
contribution (c) qui correspond à la fonction de corrélation C(bl,b, a une décrois- 
sance angulaire exponentielle. (d) Contribution contenant un croisement quantique 
et (e) deux croisements quantiques. Dans ce dernier cas, on note que la fonction de 
corrélatzon correspondante n'a pas de dépendance angulaire. 

0 Fluctuations universelles de conductance (chap. 11) 

Ces considérations obtenues pour une onde électromagnétique se trans- 
posent aisément au cas des électrons dans un métal faiblement désordonné. 
On est alors amené à étudier les fluctuations de la conductance électrique. 
Celles-ci, dans le régime mésoscopique, diffèrent considérablement du résultat 
classique : elles sont universelles et de l'ordre de e2 /h  (voir la section 1.5). I1 est 
possible d'interpréter ces résultats comme une conséquence de l'existence de 
croisements quantiques. En effet, le calcul des fluctuations 6G2 = G2 - G met 
en jeu l'appariement de quatre amplitudes complexes sous forme de deux dif- 
fusons. De plus, dans le cadre du formalisme de Landauer (complément C7.2)' 
on peut relier la conductance en unités de e 2 / h  au coefficient de transmission 
l a i ,  sommé sur toutes les directions a et b incidentes et émergentes. Ainsi, 

-2 - -  
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tout comme pour les corrélations angulaires de speckle, on peut montrer que 
le terme sans Croisement quantique correspond à G2. La contribution à un 
croisement s’annule du fait de la sommation sur les directions émergentes. Par 
contre, le terme à deux croisements quantiques n’a pas de structure angulaire 
(fig. 1.15.e) et il donne pour la variance 6G2 une correction proportionnelle à 
GCL/g2 = (e2/h)2, c’est-à-dire universelle. 

On peut remarquer que, comme pour la correction de localisation faible, 
la variance bG2 dépend aussi de la distribution des boucles. Ici les boucles 
sont formées par deux croisements (fig. 1.15.e). Pour une boucle de longueur 
ut ,  le choix de la position relative des deux croisements introduit un facteur 
supplémentaire X“’ut/O E t / (g . ro)  dans l’intégrale (1.21). On en déduit 

~ 

(1.26) 

Cette expression ressemble à la correction relative de localisation faible (1.21, 
1.22). Mais le facteur t supplémentaire a des conséquences importantes. En 
effet, la dépendance Z ( t )  oc t -d /2  de la probabilité intégrée de retour à l’origine 
implique que la correction (1.21, 1.22) est universelle pour d < 2 tandis que 
les fluctuations de conductance le sont pour d < 4. En d’autres termes, la 
condition imposée à la taille L du système d’être inférieure à Lq n’est pas 
déterminante pour l’observation des effets cohérents moyens. Par contre, elle 
le devient lorsqu’on veut t‘tudier le comportement d’une réalisation spécifique 
du potentiel aléatoire, que ce soit dans l’expérience de Webb et al. [6] ou 
pour les figures de speckle [il]. Dans les métaux, la longueur de cohérence 
de phase est une fonction décroissante de la température. En pratique, L+ 
est de l’ordre du micron pour des températures inférieures au Kelvin, ce qui 
limite sévèrement l’observation du régime mhsoscopique pour les systCmcs 
électroniques. 

0 Déphasages (chap. 6) 

Les effets d’interférence discutés précédemment résultent de l’existence 
de croisements quantiques. Ils dépendent de la cohérence du système onde- 
diffuseur et ils peuvent être modifiés en présence de déphasages. Ceux-ci sont 
liés aux degrés de liberté additionnels que nous pouvons répartir en trois 
classes et dont nous donnons quelques exemples : 

0 champ extérieur : champ magnétique uniforme, flux Aharonov-Bohm ; 

0 degrés de liberté associés à l’onde qui diffuse : spin de l’électron et 
polarisation des photons ; 

0 degrés de liberté des diffuseurs : impuretés magnétiques, environnement 
des autres électrons, diffuseurs en mouvement, degrés de liberté quantiques 
internes (sous-niveaux Zeeman atomiques). 
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Reprenons tout d’abord le cas de la diffusion multiple des électrons, main- 
tenant en présence d’un champ magnétique. Une cohérence complète suppose 
que les trajectoires conjuguées par renversement du sens du temps ont la 
même amplitude. Ça n’est plus le cas en présence d’un champ magnétique et 
il apparaît un déphasage entre les trajectoires conjuguées : 

u j T ( r ,  r’) = u j ( r ,  r’)ez’(r>r’) . (1.27) 

Dans ce cas, en utilisant (1.13) et la discussion de la page 22, la correction à la 
probabilité de retour liée au cooperon, que nous noterons P,, peut s’exprimer 

(1.28) 
j 

où @j(r ,  r )  est la différence de phase accumulée le long des trajectoires fer- 
mées. Le déphasage engendré par un champ magnétique est 

@(?-,Y ) = - 1” A.dl (1.29) 

où le facteur 2 provient du fait que les deux trajectoires appariées accumulent 
chacune une même phase mais de signe opposé de sorte que leur différence 
s’ajoute. La contribution cohérente à la probabilité de retour est donc affec- 
tée par ce facteur de phase et la correction de localisation faible (1.22) à la 
conductance électrique prend la forme 

(1.30) 

où est la moyenne du facteur de phase associé à l’ensemble des trajec- 
toires de longueur ut. Le champ magnétique apparaît donc comme un moyen 
de sonder les effets d’interférence. En particulier l’effet Aharonov-Bohm cor- 
respondant à la limite d’un solénoïde infiniment long donne lieu au spectacu- 
laire effet Sharvin-Sharvin pour lequel il reste en moyenne une contribution 
à la conductance oscillant à la période h/2e (section 7.6.2). Dans le cas du 
champ magnétique, il faut pour évaluer la contribution cohérente, chercher 
les solutions de l’équation de diffusion covariante qui remplace (1.15) 

Le déphasage (1.29) résultant de l’application d’un champ magnétique 
affecte la phase accumulée le long d’une trajectoire de diffusion multiple. Par 
contre, pour décrire le couplage à d’autres degrés de liberté, de l’onde ou des 
diffuseurs, on est amené à moyenner localement le déphasage relatif entre les 
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deux amplitudes complexes qui interfèrent. Ceci résulte de notre connaissance 
partielle de l’état quantique interne des diffuseurs. Cette moyenne sur les 
degrés de liberté des diffuseurs introduit une irréversibilité du déphasage que 
l’on décrit à l’aide d’un temps de cohérence de phase fini r4. Nous montrerons 
dans le chapitre 6 qu’il est possible de généraliser l’expression de la probabilité 
classique (le diffuson) de manière à y inclure comme pour le cooperon, l’effet 
d’un déphasage lié aux degrés de liberté additionnels qui apparaît sous la 
forme du facteur de phase moyen décroissant en général exponentiellement 
avec le temps : 

\ I 
(1.32) 

où (. . . ) prend en compte la moyenne sur les autres degrés de liberté. 
La détermination du temps de cohérence de phase associé à un processus 

de déphasage nécessite l’évaluation de la moyenne (1.32). Cette notion de 
déphasage s’étend à toute perturbation dont l’effet est de modifier la propribté 
de conjugaison de deux trajectoires de diffusion multiple. Un exemple est 
présenté ci-après. 

0 Dynamique  des diffuseurs - Spectroscopie des ondes diffusées 
(chaps. 6 et 9) 

Lorsqu’elle est bien diagnostiquée, une source de déphasage n’est pas né- 
cessairement une nuisance mais elle peut être mise à profit afin d’étudier les 
propriétés du milieu diffusant. Ainsi, dans le cas de la diffusion des ondes 
électromagnétiques, il est possible, en mesurant la fonction de corrélation du 
champ électromagnétique à des temps différents, d’utiliser avantageusement 
la diffusion multiple cohérente afin d’en déduire des informations sur la dy- 
namique des diffuseurs caractérisée par une échelle de temps r b .  En effet, la 
vitesse des diffuseurs étant très inférieure à celle de l’onde, on peut, en en- 
voyant des impulsions lumineuses à des temps différents O et T ,  réaliser des 
figures de speckle correspondant à des réalisations différentes du potentiel 
aléatoire. Les trajectoires appariées explorent alors des configurations diffé- 
rentes séparées par le temps T .  I1 en résulte un déphasage qui dépend du 
mouvement des diffuseurs pendant l’intervalle de temps T .  La fonction de 
corrélation temporelle du champ électrique E en un point r (avec une source 
en T O )  est de la forme 

où la moyenne est prise à la fois sur les configurations et sur le mouvement des 
diffuseurs. Elle s’exprime en fonction de la probabilité classique (du diffuson) 
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selon 

(1.34) 

où le temps caractéristique r4 ,  qui dépend de la dynamique des diffuseurs, 
est relié à 7 b  et à T .  La technique qui consiste à mesurer ces corrélations 
temporelles du champ ou de l’intensité est appelée spectroscopie des ondes 
diffusées. 

L’étude de la fonction de corrélation temporelle de l’intensité permet ainsi 
d’obtenir une information sur la dynamique des diffuseurs. Les longs chemins 
de diffusion multiple étant très vite décorrélés, on peut en déduire la dyna- 
mique aux temps très courts. Cette idée est largement utilisée pour l’étude 
des milieux turbides. 

0 Densité d’états (chap. 10) 

Les exemples précédents décrivent le transport des ondes ou des électrons. 
Le cas des quantités thermodynamiques est plus délicat car celles-ci s’ex- 
priment en fonction de la densité d’états. Celle-ci est de la forme 

(1.35) 

En moyennant sur le désordre, les phases disparaissent et il ne reste pas de 
trace de la cohérence de phase. Par contre, des grandeurs impliquant des 
produits de densités d’états ou de potentiels thermodynamiques font intervenir 
des paires de trajectoires et sont donc sensibles aux effets de cohérence de 
phase. Par exemple, les fluctuations de  densité d’états sont de la forme 

qui contient les appariements de deux trajectoires fermées mais dont les points 
de départ sont différents. Afin de les laisser appariées, l’intégration sur un des 
points de départ fait apparaître la longueur Li de chaque boucle de diffu- 
sion multiple. On obtient ainsi une structure assez proche de la probabilité 
classique (1.14) : 

(1.37) 

mais qui contient, outre Pcl(r, T ,  t ) ,  la longueur C, des trajectoires, propor- 
tionnelle à ut.  Plus précisément, la transformée de Fourier (par rapport à 
E - E ’ )  de la fonction de corrélation p ( ~ ) p ( ~ ’ )  est proportionnelle non pas à 



30 Chap. 1 : Introduction 

Z ( t )  mais à t Z ( t )  : 

p( t )p(&)  T.F t Z ( t )  
I 

(1.38) 

Le nombre de niveaux N ( E )  dans un intervalle d’énergie E est donné par 
l’intégrale de la densité d’états. Une quantité particulièrement utilisée pour 
caractériser les corrélations spectrales est la fluctuation C 2 ( E )  = N2 - N 2  de 
ce nombre de niveaux, qui s’écrit 

J‘ 2 C ( E )  = - dt-sin2 (:) . 
7r2 O 

(1.39) 

Pour des énergies inférieures à l’énergie de Thouless E,, c’est-à-dire pour des 
temps supérieurs à T D ,  on est dans le régime ergodique et Z ( t )  = 1. À partir 
de (1.39)’ on obtient 

2 i 2 ( ~ )  c( I n E  . (1.40) 
On retrouve ainsi le comportement de la rigidité spectrale décrit par la théo- 
rae des matraces aléatoms. Dans la limite inverse, lorsque E >> E,, c’est- 
à-dire t << TD, Z ( t )  dépend de la dimension d’espace d à travers la rela- 
tion (1.17)’ ce qui donne pour la fluctuation le comportement non universel 
E 2 ( E )  O: (E/Ec)d12. On voit ainsi le rôle joué par la diffusion sur les pro- 
priétés spectrales. I1 est donc en principe possible de déterminer l’énergie de 
Thouless et le coefficient de diffusion à partir des corrélations spectrales. On 
doit donc pouvoir distinguer un bon d’un mauvais conducteur simplement en 
considérant leurs propriétés spectrales. 

0 Fluctuations de grandeurs thermodynamiques - Magnétisme 
orbital (chap. 14) 

l’énergie totale par rapport au champ magnétique : 
L’aimantation orbitale d’un gaz d’électrons est donnée par la dérivée de 

tp( t ,B)dt  . (1.41) 

Les fluctuations d’aimantation se déduisent donc simplement des fluctua- 
tions de densité d’états. D’après cette définition de l’aimantation, la variance 
6 ~ 2  = ~2 -n2 est de la forme : 
- -  

qui, par transformation de Fourier, conduit à 

(1.43) 
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où la dépendance en champ magnétique de Z ( t ,  B )  est obtenue en résolvant 
l’équation (1.31). Donc, contrairement à la valeur moyenne de l’ainiantation 
qui n’est pas affectée par la cohérence de phase, la distribution d’aimantation 
en dépend. 

0 Interaction coulombienne (chap. 13) 

Jusqu’à présent on a ignoré l’interaction coulombienne entre électrons. La 
prise en compte de cette interaction modifie de nombreuses propriétés phy- 
siques, tout particulièrement en présence de désordre, car la probabilité que 
deux électrons interagissent se trouve renforcée par le mouvement diffusif des 
électrons. Pour une densité électronique suffisamment élevée, le potentiel est 
fortement écranté et on peut décrire l’effet des interactions à l’approximation 
dite de Hartree-Fock. I1 suffit alors d’ajouter au grand potentiel un terme 
d’interaction de la forme 

(1.44) 
1 
- 1 U ( T  - r ’ )n ( r )n (d )drdr ’  = 1 n 2 ( r ) d r  
2 2 

où U ( r  - T ’ )  - U 6 ( r  - T ’ )  est l’interaction écrantée et n ( ~ )  la densité électro- 
iiique locale reliée à la densité d’états, de sorte que l’on obtient facilement : 

(1.45) 

La correction à l’énergie totale est de la forme 

6E,, O( U drdt1dF2Pc.(r, T ,  €1 - €2)  . (1.46) I 
Cette modification de l’énergie donne une contribution supplémentaire à l’ai- 
mantation moyenne qui s’écrit 

(1.47) 

Le magnétisme orbital est une propriété très sensible à la cohérence de phase. 
Dans la géométrie d’un anneau traversé par un champ magnétique, ce ma- 
gnétisme se traduit par l’existence d’un courant permanent circulant dans 
l’anneau. 

0 Anomalie de densité d’états (chap. 13) 

La modification précédente de l’énergie due à l’interaction coulombienne, 
implique aussi par une réduction de densité d’états au niveau de Fermi. For- 
mellement, la densité d’états s’exprime comme la dérivée seconde de 6Eee par 
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rapport à l’écart E au niveau de Fermi, ce qui en utilisant (1.46) donne 

ou encore 

Sp(t) cc U Z(t) coset dt 

(1.48) 

(1.49) 

Cette correction, appelée anomalie de densité d’états, est une signature impor- 
tante de l’interaction électronique. À travers la probabilité Z ( t ) ,  elle dépend 
de la dimension d’espace et donc de la géométrie de l’échantillon. 

0 Temps de vie électronique (chap. 13) 

Le temps de vie d’un état électronique à une particule est limité par l’in- 
teraction. En utilisant la règle d’or de Fermi, on montre qu’il est relié au 
carré d’un élément de matrice de l’interaction coulombienne écrantée, c’est-à- 
dire au produit de quatre fonctions d’onde. La moyenne sur le désordre de ce 
produit fait intervenir la probabilité de retour à l’origine. On obtient ainsi 

I I 

(1.50) 

où t est l’écart au niveau de Fermi. On peut mesurer ce temps en étudiant 
comment un courant électronique injecté à l’énergie E relaxe vers l’équilibre. 
Le temps T,,(E) tend vers l’infini lorsque l’énergie t tend vers O, c’est-à-dire 
pour une particule au niveau de Fermi. S’il diverge plus vite que E ne tend vers 
O, un état au niveau de Fermi reste bien défini et on est alors dans le cadre 
de la théorie de Landau des liquides de Fermi où, en bonne approximation, 
les états électroniques peuvent être considérés comme des états de particules 
interagissant faiblement. À température finie, même pour t = O, le temps T,, 

reste fini et il contribue alors à limiter la cohérence de phase. Sa dépendance 
en température, notée T ~ ( T ) ,  dépend de la dimension d’espace du fait de la 
nature du mouvement diffusif. 

L’interaction électron-klectron peut aussi être vue comme celle d’un seul 
électron couplé à un champ électromagnétique longitudinal fluctuant dû aux 
autres électrons. Le temps de cohérence de phase r@(T) peut alors s’inter- 
préter comme résultant dii déphasage affectant le cooperon et dû au champ 
électxomagnétique dont on moyenne les fluctuations. 

0 Méthodologie des calculs : corrélations à longue et courte portée 
- Energies caractéristiques 

Pour compléter et résumer cette introduction, nous donnons un aperçu 
des échelles d’énergie caractéristiques des différents régimes que nous avons 
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discutés. Sur l’échelle supérieure de la figure 1.16, apparaît d’abord le régime 
ergodique correspondant aux grands temps pour lesquels l’onde diffusive ex- 
plore uniformément tout le volume mis à sa disposition. Aux temps plus petits, 
c’est-à-dire pour des énergies plus grandes, la diffusion est libre, c’est-à-dire 
sans effets des bords. Nous ne considérons pas le régime des temps plus petits 
que le temps élastique moyen T ~ ,  pour lesquels le mouvement devient balis- 
tique. Sur l’échelle inférieure est indiquée la limite de validité de l’approxi- 
mation du diffuson où les corrections quantiques sont petites. Ces corrections 
deviennent prépondérantes pour des énergies E inférieures à l’écart moyen 
entre niveaux A. 

K- rrgodiyue ____jtt diff Iibrr J(t balistique + 
I I I I ’ E  

FIG. 1.16 ~ Échelles d’énergie caractéristiques déJinissunt les différents régames 
étudiés en  diffusion multiple cohérente. 

Le calcul des quantités physiques discutées dans les exemples précédents 
revient systématiquement à évaluer la moyenne d’un produit d’amplitudes 
associées à des trajectoires de diffusion multiple. On a indiqué comment ces 
produits peuvent s’exprimer au moyen d’un appariement d’amplitudes iden- 
tiques ou conjuguées par renversement du sens du temps, les autres termes 
donnant en moyenne une contribution nulle. Ces appariements font interve- 
nir la probabilité de diffusion, solution de l’équation de diffusion (1.15) qui 
constitue le diffuson. C’est une fonction à longue portée dont une représenta- 
tion diagrarnmatique est donnée sur la figure 1.17. Toutes les autres quantités 
font apparaître une ou plusieurs dr  ces fonctions. Puis nous avons montre que 
drs diffusons peuvent se croiser et que ce sont ces croisements quantiques qui 
sont à l’origine des effets cohérents observés en diffusion multiple. Le croise- 
ment est décrit par une fonction à courte portée qui décroît exponentiellement 
avec la distance sur une échelle de l’ordre de 1,’ seule susceptible de préserver 
la cohérence de phase entre les trajectoires appariées. 

On peut alors concevoir le problème de l’évaluation des différentes quan- 
tités physiques comme un <<jeu de construction D consistant à obtenir une 
représentation diagrammatique permettant de calculer cette quantité à partir 
de ces constituants de base : diffusons, cooperons et croisements quantiques 
(boîtes de Hikami). La figure 1.17 en présente quelques exemples. Nous verrons 
bien sûr que ces règles de construction sont très précises. Néanmoins, notre 
espoir est que le lecteur qui achève la lecture de cette introduction aura ac- 
quis une compréhension des principes qui guident la construction des diverses 
quantités physiques. 
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albédo incohérent 

/ r '  

r 

probabilité classique 

corrélation de densité dëtats 

albédo cohérent 

cooperon 

corrélation de conductivité 

coeficient de transmission moyen correlation de coeflcients 
de transmission 

(a)  

diffuson cooperon 

FIG. 1.17 - a)  Exemples de quantités physiques dont la structure est reliée à celle 
de la probabilité P(r , r ' ) .  b) Les éléments de base intervenant dans ces quantités 
sont la probabilité classique de diflusion (le diffuson), la correction liée à la cohé- 
rence de phase (le cooperon) ainsi que des croisements à courte portée. Le symbole O 

représente une collision et le symbole x représente un point quelconque du milieu. 



Chapitre 2 

Équations d’onde dans les milieux 
aléatoires 

Les aspects généraux de la diffusion multiple cohérente présentés dans le 
chapitre d’introduction sont communs à une large variété d’ondes se propa- 
geant dans des milieux diffusants. D’évidence. il existe de5 caractéristiques 
et des effets physiques propres à chaque type d’onde. Dans ce chapitre, nous 
donnons quelques exemples d’équations d’onde et nous étudions plus en détail 
deux grandes familles : l’équation de Schrodinger associée à un gaz d’electrons 
(métaux ou semiconducteurs faiblement dkordonnés) et l’équation de Helm- 
holtz décrivant la propagation d’ondes électromagnétiques scalaires. Puis, on 
présente quelques modèles permettant de décrire quantitativement la nature 
aléatoire du milieu dans lequel se propagent ces ondes. 

2.1 Équations d’ondes 

2.1.1 Électrons dans un métal désordonné 

On considère un gaz d’électrons sans interaction, de charge -e (e > O) et 
de masse m, soumis à l’action d’un potentiel de désordre V ( r ) .  Ce modèle 
décrit un métal ou un semiconducteur. On suppose que les effets éventuels de 
structure de bande ou d’interaction entre électrons (liquide de Fermi) [14] sont 
pris en compte dans un terme de masse effective m différente de la masse mo de 
l’électron libre. Les états exacts de ce système sont les produits antisymétrisés 
des états propres de l’hamiltonien à une particule 
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En présence d’un champ magnétique B = V x A, l’opérateur impulsion p est 
remplacé par p + eA et l’liamiltonien prend la forme : 

( 2 . 2 )  

En l’absence d’un potentiel qui en dépende explicitement, les effets de spin se 
ramènent simplenient à un facteur de dégénérescence 2 pour chaque état. En 
principe V ( T )  décrit à la fois le potentiel de confinement dans le conducteur 
et le potentiel de diffusion par les inhomogéneités statiques. Sauf mention 
explicite, on considère des électrons se propageant dans un milieu infini, donc 
sans potentiel de confinement. 

Exercice 2.1 : Hamiltonien en présence d’un champ magnétique 
En écrivant les équations de Hamilton : 

vérifier que, dans un champ magnétique B = V x A, l’hamiltonien 

conduit à l’équation de Newton : 

mi; = -e+ x B - V V ( T )  

2.1.2 Équation des ondes électromagnétiques - Équation 
de Helmholtz 

Le cas des ondes électromagnétiques est particulier pour plusieurs raisons. 
I1 a été probablement un des premiers exemples pour lequel s’est posée la 
question de l’effet d’un milieu aléatoire sur la propagation d’une onde. Dès le 
début du X X ~  siècle, des études très précises ont été menées sur la propagation 
d’ondes électromagnétiques à travers des milieux diffusants, en particulier 
l’atmosphère. D’un point de vue conceptuel, le problème de la propagation 
des ondes électromagnétiques en milieu aléatoire a beaucoup stimulé le travail 
des probabilistes qui y ont vu un champ d’applications nouveau des méthodes 
développées pour l’étude du mouvement brownien [15]. Pour l’atmosphère, 
la description au moyen d’un désordre statique s’applique mal. Par contre, 
dans beaucoup d’autres situations, il est possible de se ramener au cas d’un 
désordre statique décrit par un potentiel indépendant du temps. C’est le cas 
que nous considérons dans ce chapitre 

lNous reviendrons sur la validité de cette hypothèse dans les chapitres 6 et 9. 
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On considère un milieu diélectrique hétérogène non dissipatif et non nia- 
gnétique, dont la constante diélectrique réelle et positive E(.) = E + ~ E ( T )  

fluctue spatialement autour d’une valeur moyenne E. On suppose qu’il n’y a 
pas de source de courant dans le milieu de telle sorte que les équations de 
Maxwell pour des champs oscillant à la fréquence w s’écrivent 

V x E = i w B  
V x H = - i w D  

où les champs sont reliés par D = CE et B = pOH. On peut récrire la seconde 
équation de Maxwell sous la forme 

V x H = - i w t E  + J 

où on fait apparaître un terme de courant J = - i w G t ( r ) E  lié aux fluctuations 
de constante diélectrique et qui donne naissance aux ondes diffusées. Des 
relations précédentes, on déduit la forme de l’équation d’onde satisfaite par le 
champ électrique E : 

(2.7) 

W 2 & ( T )  t w2 
c2 E o  €0 c2 

-V2E + V(V.E) - --E = --E . 

Le terme V.E représente la densité de charges de polarisation. I1 n’a pas 
d’analogue pour les systèmes électroniques. I1 contribue à la polarisation du 
champ électrique. Nous verrons dans la section C2.3.1 qu’il est possible de 
découpler les effets de la polarisation et du désordre. En mettant de côté ces 
effets de polarisation détaillés dans les chapitres 6 et 8 ,  on se ramène au cas 
d’une onde scalaire. Le champ électrique est alors décrit par une fonction 
complexe $(T) ,  solution de l’équation scalaire déduite de (2.8) 

où p ( r )  = & / E  représente la fluctuation relative de constante diélectrique et 
où ko = Ew/c .  E est l’indice optique moyen a. Sous cette forme, l’équa- 
tion d’onde (2.9) a la même structure qu’une équation de Schrodinger et ses 
solutions dépendent de la fonction aléatoire p ( ~ ) ,  responsable de la diffusion 
des ondes électromagnétiques et qui joue un rôle analogue au potentiel de 
désordre dans l’équation de Schrodinger. 

I1 est instructif de discuter les différences et les similarités entre l’équation 
de Helmholtz (2.9) et l’équation de Schrodinger (2.2). La quantité Ici qui joue 
le rôle d’une énergie propre, est toujours positive puisque, pour un milieu non 
dissipatif, la constante diélectrique E ( T )  est réelle et positive. I1 n’est donc pas 
possible d’avoir un état lié pour la lumière dans un puits de potentiel négatif. 
On note aussi que le potentiel de diffusion V ( T )  = -k:p(r)  est proportion- 
nel au carré de la fréquence w. Par conséquent, contrairement aux systèmes 
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électroniques où on favorise l’effet de localisation en diminuant l’énergie élec- 
tronique, une diminution de l’énergie de l’onde conduit au contraire à une 
disparition du mécanisme de diffusion. À haute fréquence w ,  c’est-à-dire aux 
courtes longueurs d’onde A, on atteint la limite de l’optique géométrique et par 
conséquent les effets d’interférence deviennent de moins en moins pertinents. 

2.1.3 D’autres équations d’ondes 
Les deux exemples que nous venons de décrire ne sont pas les seuls où 

apparaissent des effets liés à la diffusion multiple cohérente. Ceux-ci sont 
propres à tout phénomène ondulatoire (quantique, optique, acoustique, hy- 
drodynamique, etc.), indépendamment de la dispersion des ondes ou de la 
dimensionalité d’espace, en l’absence toutefois d’effets non-linéaires. En effet, 
ceux-ci peuvent masquer les effets liés au désordre. De plus, les équations non- 
linéaires admettent souvent des solutions singulières (solitons, vortex, etc.) 
dont la stabilité est assurée par une contrainte topologique qu’il est très dif- 
ficile de déstabiliser au moyen d’un potentiel de désordre. Le problème des 
effets comparés di1 désordre et des non-linéarités reste encore largement in- 
compris [ 161. 

Bien que cet ouvrage soit consacré uniquement à la description des effets 
de cohérence de phase dans les milieux aléatoires en électronique et en optique, 
nous rappelons ici d’autres phénomènes ondulatoires où ces effets sont aussi 
observés. 

0 Ondes de gravité 

Considérons la surface d’un liquide incompressible dans le champ de pe- 
santeur terrestre. À l’équilibre, cette surface est plane. Une perturbation de 
cet état d’équilibre se propage sous forme d’une onde. La fréquence caracté- 
ristique de cette onde dépend du champ de pesanteur d’où le nom d’onde de 
gravité. La nature de cette onde dépend aussi de la profondeur du liquide [17] 
et on distingue deux régimes, suivant que celle-ci est grande ou petite, par rap- 
port à la longueur d’onde. Dans le premier cas, que nous n’étudierons pas, la 
propagation est indépendante des détails du fond du bassin. Par contre, dans 
le cas d’une faible profondeur, la structure du fond du bassin joue le rôle d’un 
potentiel. Celui-ci peut être périodique, auquel cas on observe des réflexions 
de Bragg pour le coefficient de transmission des ondes. S’il est aléatoire, il 
donne lieu à de la diffusion multiple cohérente. 

Afin de déterminer l’équation de propagation de ces ondes, on part de 
l’équation d’Euler pour le champ de vitesse v d’un fluide incompressible de 
densité p dans le champ do pesanteur terrestre g 

dV 1 
- + (v.V)v = --v P + g  at P 

(2.10) 

où p est la pression dans le liquide. Pour simplifier, supposons maintenant que 
la propagation de l’onde est unidimensionnelle, le long d’un axe Ox parallèle 
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à la surface et ne dépend donc pas de la direction y. On considère des ondes 
longitudinales pour lesquelles les composantes de la vitesse sont telles que 
w, > v,. En projetant l’équation d’Euler (2.10) suivant les directions x et z ,  
en négligeant les termes non linéaires et en notant w = w,, on obtient les deux 
équations 

et 

(2.11) 

(2.12) 

Pour obtenir cette dernière équation, on a négligé w,. Le fond du bassin 
étant de hauteur variable, on note ho(x) la hauteur de liquide à l’équilibre 
et h(x, t )  = ho(x) + q(x, t )  la hauteur du liquide perturbé. L’intégration de la 
seconde équation conduit à 

P = P o  + Pdh(X) - 2) (2.13) 

où pa est la pression au-dessus du liquide. En reportant cette expression 
dans (2.111, on obtient .. I I  

dv dh 
- + g - = O  at ax 

À ces relations il convient d’ajouter la relation de continuité : 

dh d 
- + -(hü) = O at dx 

(2.14) 

(2.15) 

qui exprime que la variation temporelle de la hauteur en un point donné 
ne peut résulter que de la propagation de la perturbation le long de Ox. 
En négligeant le terme non linéaire proportionnel à qw, on obtient à partir 
de (2.14) et (2.15) l’équation d’onde 

(2.16) 

qui décrit les ondes de gravité à une dimension. Leur comportement est piloté 
par la constante g et la hauteur du liquide. Rappelons que pour un fond plat 
ho(x) = ho, et (2.16) se réduit alors à l’équation d’onde habituelle avec la 
vitesse c = Jgho. 

La structure de (2.16) est différente de celle des équations de Schrodinger 
ou de Helmholtz. Ici, le terme de dérivée spatiale fait intervenir le {< poten- 
tiel B ho(.) qui peut s’interpréter comme un module de rigidité aléatoire dans 
l’équation d’onde d’un fil soumis à une tension. L’influence d’un fond aléa- 
toire sur la propagation des ondes de gravité a été étudiée expérimentalement 
en détail [18]. Les effets observés s’interprètent qualitativement au moyen 
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des concepts que l’on va développer. I1 est à noter cependant que l’équation 
d’onde (2.16) ne se prête pas aisément, du fait de sa structure, au calcul per- 
turbatif de diffusion multiple. Par contre, les ondes de gravité ont, par rapport 
aux ondes quantiques, l’avantage de se prêter à une mesure absolue de leur 
amplitude et de leur phase. Ainsi, il a été possible de trouver pour les ondes de 
gravité l’analogue d’un flux Aharonov-Bohm, c’est-à-dire un tourbillon irro- 
tationnel (comme une vidange de baignoire), et de mettre expérimentalement 
en évidence des structures de dislocation de la phase de l’onde de gravité tout 
à fait inaccessibles en mécanique quantique [19]. 

0 Ondes acoustiques 

Les ondes acoustiques dans les fluides compressibles (gaz ou liquides) ré- 
sultent du mouvement vibratoire de faible amplitude. Une perturbation en- 
traîne en tout point du fluide une succession de compressions et de dilatations 
supposées adiabatiques. En l’absence de gravité et en linéarisant l’équation 
d’Euler (2.10)’ on obtient [17] 

au 1 
- + - v p  = O at Po 

(2.17) 

où la densité p du fluide peut s’écrire comme la somme d’un terme constant 
po et d’un terme variable Sp(r,t). À cette équation s’ajoute la relation de 
continuité linéarisée 

- + p , , v . v = o  at . (2.18) 

On fait enfin l’hypothèse d’une évolution adiabatique du fluide (c’est-à-dire 
sans échange de chaleur entre les différentes parties du fluide), ce qui permet 
de relier les variations de pression et de densité Sp = (2) 6p. En prenant 
la dérivée temporelle de la relation de continuité (2.18)’ on obtient 

(2.19) 

qui est l’équation du son pour la pression. La vitesse c est donnée par c2 = 

( $ ) S .  On obtient la même équation d’onde pour la vitesse ou la densité. 
Pour une onde monochromatique, cette équation est analogue à l’équation de 
Helmholtz (2.9) pour les ondes électromagnétiques scalaires ou à l’équation 
de Schrodinger. D’un point de vue purement théorique, il n’y a donc pas de 
différence entre ces ondes (acoustiques, électromagnétiques, électroniques) qui 
ont le même comportement en présence de désordre. Par contre, du point de 
vue expérimental les différences sont essentielles. I1 est par exemple possible 
de mesurer directement la phase d’une onde sonore alors que ceci est délicat 
en optique et impossible en mécanique quantique. L’acoustique présente donc 
des avantages certains qui ont été exploités pour l’étude des effets de cohérence 
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et de diffusion multiple [20]. De plus, c’est un domaine où on peut trouver 
une grande variété de potentiels de désordre pour lesquels on peut calculer 
exactement la section efficace de diffusion et la modifier par plusieurs ordres 
de grandeur en mettant à profit les phénomènes de résonance [21]. 

I1 est possible d’étendre les considérations précédentes à des milieux élas- 
tiques solides ou à des cristaux au lieu de fluides. La différence essentielle 
provient alors de la nature vectorielle des ondes et du découplage de l’onde 
élastique en deux ondes, l’une transverse, l’autre longitudinale, se propageant 
à des vitesses différentes [22,23]. 

Mentionnons pour terminer quelques exemples de systèmes physiques pour 
lesquels la diffusion multiple peut jouer un rôle important : 

0 propagation du troisième son à la surface d’un film d’hélium superfluide 
déposé sur une surface rugueuse [24] ; 

0 propagation du son dans une << flûte désordonnée >) [25] ; 

0 propagation des phonons dans les verres [26] ou des excitons dans les 
semiconducteurs [27] ; 

0 propagation des ondes sismiques [28]. 

2.2 Modèles de désordre 
Dans les systèmes électroniques décrits par l’hamiltonien (2.2)’ les sources 

du potentiel de diffusion V ( T )  sont multiples et mal connues. Dans un métal. 
il peut s’agir de dislocations, d’impuretés de substitution, de lacunes ou de 
joints de grains, etc. Dans les semiconducteurs, la plupart des expériences sont 
effectuées dans un gaz d’électrons bidimensionnel réalisé dans une couche d’in- 
version à l’interface de deux semiconducteurs (GaAs/Al,Ga~-,As) ou entre 
un semiconducteur et un isolant (Si - SzOz dans les structures appelées Si- 
MOSFET) [29]. Le principe de ces structures est qu’à l’interface, du fait de 
la discontinuité des paramètres de bande, se crée un puits de potentiel dans 
lequel le mouvement perpendiculaire à l’interface est quantifié et où seul l’état 
fondamental est occupé. La dynamique des électrons est donc restreinte au 
plan de l’interface et elle est très bien décrite par une relation de dispersion 
quadratique. L’intérêt considérable de ces structures est que la densité de 
porteurs peut Stre modifike par dopage de l’une des deux couches. Le dopage 
induit des centres diffuseurs coulombiens, dont l’influence sur les propriétés de 
transport peut être minimisée en éloignant les centres dopants de l’interface. 
On arrive ainsi à créer des gaz bidimensionnels d’électrons très peu diffusifs. 
Ceci a permis l’étude du transport balistique où la dynamique des électrons 
est conditionnée non plus par la diffusion sur un potentiel désordonné mais 
uniquement par la forme de la cavité dans laquelle les électrons sont confinés. 
L’étude du transport et de la thermodynamique des systèmes balistiques est 
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en soit un vaste sujet qui ne sera pas abordé dans cet ouvrage. On pourra 
consulter à ce propos les références [30]. La réalisation d’hétérojonctions très 
pures a été déterminante pour l’observation de l’effet Hall quantique fraction- 
naire [31]. 

Un désordre statique correspond à une situation pour laquelle les électrons 
sont diffusés élastiquement, c’est-à-dire sans changement d’énergie. Une telle 
modélisation ne décrit pas les processus de diffusion inélastiques responsables 
de la perte de cohérence de phase. Dans le reste de ce chapitre on ne consi- 
dèrera que le problème élastique pour lequel l’hamiltonien complet du gaz 
d’électrons est décrit par la relation (2.2). 

Malgré son apparente simplicité, il n’existe pas de solution exacte pour la 
diagonalisation de l’hamiltonien E ,  mis à part certains cas particuliers à une 
dimension [32,33]. En principe, pour une configuration donnée du désordre, 
c’est-à-dire pour une réalisation du potentiel V ( r ) ,  la diagonalisation de E 
est un problème à une particule conduisant à un ensemble complet d’états 
propres orthonormés qn(r) de valeur propre en. Nous ne discuterons pas la 
possibilité d’apparition d’ktats liés du potentiel. 

Dans le cas de l’équation de Helmholtz (2.9)’ les fluctuations de constante 
dielectrique décrites par la fonction p ( r )  sont de natures variées. Le désordre 
peut être une variable continue comme par exemple l’indice optique dans le 
cas d’un rayonnement à travers l’atmosphère ou à travers des milieux turbu- 
lents. Le modèle gaussien étudié dans la section suivante est bien adapté à ce 
genre de situation. Par contre, d’autres situations comme la diffusion de la 
lumière par des suspensions colloïdales (par exemple une suspension acqueuse 
de billes diélectriques de tailles submicroniques) correspondent à un modèle 
de diffuseurs discrets ou d’impuretés localisées. Nous allons montrer dans les 
sections suivantes que ces modèles (continu et sur réseau) sont équivalents 
dans certaines limites que l’on précisera. Dans le cas où l’on peut se ramener 
à un modèle effectif de diffuseurs discrets, ceux-ci peuvent être caractérisés 
par une section efficace de diffusion qui pourra être obtenue à partir de mo- 
dèles microscopiques dont le plus simple est celui de la diffusion Rayleigh. 
C’est certainement un avantage par rapport aux systèmes électroniques, car 
il est possible de contrôler des paramètres physiques comme l’importance du 
désordre, l’absorption, ou le couplage à d’autres degrés de liberté. Nous en 
verrons des exemples dans les chapitres 6 et 8. 

2.2.1 Le modèle gaussien 

On suppose ici que le potentiel de désordre V ( r )  est une fonction continue 
et aléatoire de la position. On choisit l’origine des énergies de telle sorte que le 
potentiel soit nul en moyenne, ( V ( r ) )  = O, où (...) désigne dans ce chapitre 
la moyenne sur les configurations du désordre. De manière générale, un milieu 
aléatoire défini par la fonction V ( r )  est caractérisé par une distribution de 
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probabilité normalisée 

I 1 
P[v(T)]  DV(T)  = -exp[ 2 - a d r ~ [ ~ ( r ) ] ]  D V ( ~ )  

43 

(2.20) 

Remarque : Fonctionnelle génératrice 

Afin de calculer les différentes fonctions de corrélation, on introduit une fonctionnelle 
génératrice 

%I = (exp[/  dTdT)V(T)I)  (2.21) 

où (. . ) = S . .  . P [ V ( r ) ] D V ( r ) .  Le développement de @ [ g ]  en puissances successives 

permet de calculer les fonctions de corrélations 

(2.23) 

De même, les fonctions de corrélations dites (( connectées )) ou encore appelées (( cu- 
mulants B sont définies par : 

et vérifient : 

(2.24) 

Un modèle particulièrement simple est obtenu en supposant que V ( T )  est 
un potentiel aléatoire gaussien décrit par la loi de probabilité 

2 's 1 
2 P[V(r)]  D V ( r )  = -exp[ - - drdr'V(r)A(r - r')V(r')] D V ( r )  (2.27) 

et admet donc pour fonctionnelle génératrice 

@[g] = exp[ i  /drdr'g(r)B(r - r')g(r')] (2.28) 
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où A(r - r’) et B(T - r’) vérifient 

dr”A(r - T”)B(T’ - T ” )  = S(T - T ’ )  . (2.29) 

Pour ce modèle, seul le second cumulant est non nul. Le modèle gaussien est 
donc caractérisé par 

( V ( r ) )  = 0 
( V ( r ) V ( r ’ ) )  = B(r  - r’) (2.30) 

On supposera par ailleurs que B(r  - T ’ )  ne dépend que du module Ir - r’l. 
On note T,  la longueur caractéristique de décroissance de B(r - r’) .  Dans 
cet ouvrage, on étudiera particulièrement le cas où la longueur d’onde X du 
rayonnement ou des électrons diffusés est bien supérieure à T,. On prend alors 
pour la fonction de corrélation à deux points la forme : 

( V ( r ) V ( r ’ ) )  = B S ( T  - Y’) (2.31) 

Un potentiel de désordre V ( r )  ayant cette propriété est communément appelé 
un bruit blanc. Pour l’équation de Schrodinger, le paramètre B a les dimen- 
sions du carré d’une énergie multiplié par un volume. Dans le cas de l’équation 
de Helmholtz (2.9), pour lequel V ( T )  = - k i p ( r ) ,  B a lcs dimensions de l’in- 
verse d’une longueur et on notera 

IC; ( p ( r ) p ( r ’ ) )  = B S(r - r’) . (2.32) 

2.2.2 Impuretés localisées : le modèle d’Edwards 

Le modèle gaussien ne contient aucune information sur la nature micro- 
scopique du désordre. Un autre modèle, introduit par Edwards [34], consiste 
à décrire le potentiel V ( r )  comme la contribution de Ni impuretés identiques, 
localisées en des points rj distribués aléatoirement, et caractérisées par le 
potentiel w(r). Ainsi, on peut écrire : 

N, 
V ( r )  = Cu(?- - ‘ j )  . (2.33) 

j=l 

On prend la limite thermodynamique R + CO, tout en gardant la densité 
n, = constante. La distance moyenne entre impuretés est n,-; où d est la 
dimensionalité d’espace. On considère le cas d’un potentiel w(r) central. 

N 
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Afin de comparer ce modèle au modèle gaussien, on calcule la fonction 
génératrice associée au potentiel (2.33) avec une distribution aléatoire (pois- 
sonnienne) des impuretés de sorte que : 

Nt d r  
P(V)DV = JJ 3 

R 
j=l 

et 

(2.34) 

(2.35) 

où F ( r )  = J dî’g(î’)u(î - r ’ ) .  La fonctionnelle @[g] se récrit sous la forme : 

(2.36) 

puisque 
d’impuretés Ni tend vers l’infini, à densité ni constante, @[g] tend vers : 

= ni/Ni.  Dans la limite d’un volume R infini et où le nombre 

On en déduit le développement en cumulants 

(2.37) 

(2.38) 

et, en utilisant la relation (2.24), les fonctions de corrélation 

(V(7-1)) = n2 drv(r - T I )  J’ 
J (V( î l )V ( î , )  ... V(î , ) ) ,  = 72, d î ~ ( î  - T I )  ... W(T - în) . (2.39) 

On retrouve le modèle gaussien en prenant la limite d’une forte densité d’im- 
puretés (n, 4 CO) faiblement diffusantes (.(Y) + O),  de telle sorte que tous 
les cumulants d’ordre supérieur à n = 2 s’annulent. I1 reste 

(V( î )V( î ’ ) ) ,  = B ( î  - î’) = n2 J’ d î ” t ( î ”  - î)u(î” - î’) . (2.40) 

Par un changement de l’origine des énergies, on annule le moment d’ordre 1 
et on retrouve le modèle gaussien défini par (2.31). La transformée de Fourier 
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B ( q )  de la fonction de corrélation B(î -r ’ )  est reliée à celle, v(q) .  du potentiel 
u ( r )  et s’écrit, d’après (2.40) : 

(2.41) 

On note que. pour un potentiel u ( r )  central. la fonction de corrélation B(T-T’) 
ne dépend que de Ir - î’I et sa transformée de Fourier B ( q )  ne dépend que 
de Q = IqI. Par ailleurs, d‘après la relation (2.40)’ la portée T,  de la fonction 
de corrélation B ( î  - î’) est du même ordre de grandeur que la portée TO 

du potentiel ~ ( r ) .  Le modèle gaussien est celui que nous utiliserons tout au 
long de cet ouvrage. Plus particulièrement, on considèrera souvent le cas où 
le potentiel d’impureté est une fonction 6, v(î) = u06(r) .  Dans ce cas, la 
fonction de corrélation B(r  - r’) est égale à 

B ( î  - T ’ )  = B S(r - T I )  = n,w; S(î - î’) . (2.42) 

Dans le complément C2.1, on étudie quelques propriétés de la diffusion par 
un potentiel ~ ( r ) .  

2.2.3 Le modèle d’Anderson 
Dans le cas des métaux. les électrons, au lieu d’être libres, sont soumis à 

un fort potentiel V,,, dîi au réseau périodique. L’hamiltonien (2.1) devient 
‘ F t = I - + V (  2rrL r )  + VTes(r). Cette limite peut être traitéc à l’aidc du modèle 
des laaasons fortes pour lequel les fonctions d’onde s’expriment sous la forme 
d’une combinaison linéaire d’orbitales atomiques 

(2.43) 
z 

où li) est une orbitale centrée sur l’atome i, état propre de l’hamiltonien d’un 
atome seul. On suppose que les recouvrements entre orbitales atomiques sont 
suffisamment faibles ((ili’) = S,,,), de sorte que les fonctions d’onde &, sont 
normalisées. L’hamiltonieri est caractérisé par ses éléments de matrice dans la 
base li). Pour un milieu désordonné, l’élément diagonal tL = (i1’Ftli) représente 
l’énergie aléatoire du site correspondant à l’atome i, tandis que les éléments 
de matrice (il’Ftlj) = t,, décrivent le saut du site i au site j .  

Le désordre est ici décrit par l’énergie aléatoire t, sur chacun des sites. 
L’hamiltonien de ce modèle introduit par Anderson en 1958 [35] s’écrit, 

ou, en seconde quantification, 

‘ ~ t  = - Ct,,u,+,, + C t , u , + a ,  . (2.45) 
Z J  2 
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On suppose que le désordre de site est distribué uniformément dans un inter- 
valle de largeur W de telle manière que - ? < < ?, où W est l’amplitude 
du désordre. On suppose par ailleurs que ces énergies sont décorrélées de site 
à site. On a donc 

( € 2 )  = O 

(2.46) 

où S,, est le symbole de Kronecker. Une simplification du modèle qui n’altère 
pas sa généralité consiste à ne considérer que des sauts d’un site i vers les 
z premiers voisins i + p dans un réseau cubique simple. Dans cette approxi- 
mation, on prend t,, = t où t est une amplitude constante. L’énergie 
cinétique des électrons dépend de leur densité (de l’énergie de Fermi). Elle est 
proportionnelle à la largeur de bande égale à 2zt.  Dans cette description, il 
apparaît un paramètre naturel sans dimension W/t qui décrit l’amplitude du 
désordre. Le cas W = O décrit un cristal parfait. L’avantage de ce modèle est 
qu’il se prête aisément à des calculs numériques. I1 a permis de mettre en évi- 
dence l’existence d’un seuil de localisation dans les systèmes tridimensionnels, 
c’est-à-dire d’une valeur critique du rapport W/t  au-delà de laquelle le système 
change qualitativement de nature. I1 passe d’un comportement diffusif, pour 
lequel les fonctions d’onde sont spatialement étendues, à un comportement 
dit localisé, pour lequel ces mêmes fonctions d’onde deviennent spatialement 
localisées [36]. 

devient : 
En présence d’un champ magnétique B = V x A, l’hamiltonien d’Anderson 

(2.47) 
i3 2 

où OZ3 est proportionnel à la circulation du potentiel vecteur A le long du lien 
(ij) : 

(2.48) 

Remarque : Effet du champ magnétique 

En présence d’un champ magnétique, l’écriture de l’hamiltonien (2.47) est loin d’être 
évidente. En l’absence de désordre, le vecteur d’onde est un bon nombre quantique 
et les solutions Ik) de l’équation de liaisons fortes 

‘H(Ak)/k) = t(k)lk) 

sont des ondes de Bloch. En présence d’un champ magnétique, l’hamiltonien est 
remplacé par un hamiltonien effectif 

‘H(6k + e A ( r ) )  

où, par analogie avec le cas d’une particule libre, on a remplacé tilc par tik + e A .  
La justification de cette opération, appelée substitution de Peierls, est difficile. Cette 
substitution a été discutée en particulier par Peierls, Kohn, Wannier [37,38]. Elle est 
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certainement justifiée tant que le champ est suffisamment faible pour que la longueur 
magnétique ZB, définie par 1; = h/(eB) ,  reste grande devant le pas a du réseau, ce 
qui dans un métal reste vrai pour les champs expérimentalement accessibles. 
Cette substitution, qui revient à remplacer l’opérateur de translation eik.r par 

, conduit à remplacer l’hamiltonien, dans sa version (( seconde quan- e i k . r - i g  S,’A.dl 

tification )) par la forme invariante de jauge (2.47). 
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Complément C2.1 Théorie des collisions 
élastiques et diffusion simple 

Le modèle d’Edwards permet de relier les caractéristiques du potentiel 
gaussien V ( T )  à celles du potentiel W(T) choisi pour décrire les impuretés indi- 
viduelles. Dans ce complément, on rappelle les grandes lignes de la théorie de la 
diffusion d’une onde scalaire par un seul obstacle localisé dans l’espace et décrit 
par un potentiel w(T). Cette théorie fait l’objet d’ouvrages spécialisés [39,40]. 
Outre quelques généralités on considèrera, à titre d’exemple, la diffusion des 
électrons par une barrière de potentiel à symétrie sphérique [40,41]. 

Pour des ondes scalaires, les principaux résultats sont communs à plusieurs 
équations d’onde. On se place ici dans le cadre de l’équation de Helmholtz. 

On considère le problème de la collision d’une onde avec un potentiel W ( T )  

localisé, c’est-à-dire vérifiant la condition l imT+mw(r)  = O. On cherche les 
solutions de l’équation de Helmholtz 

(A + G) s i (T)  = 4 T ) s i ( T )  (2.49) 

qui satisfont à la condition aux limites 

(2.50) 

correspondant à une onde sphérique émergente à grande distance. Les so- 
lutions de (2.49) s’expriment à partir de la fonction de Green Go(T ,  T ’ ,  ko) 
associée 2 ,  définie par : 

( A  + Ic i )Go(~,  T ’ ,  ko) = S(T - T ’ )  (2.51) 

de telle sorte que la solution générale de (2.49) peut s’écrire 

$(r )  = J’dr’Go(r ,r’ ,  ~ O ) U ( T ’ ) $ ( T ’ )  . (2.52) 

À cette solution, on peut toujours ajouter une solution de l’équation homogène 

(a + kg)  & ( T )  = O (2.53) 

qui décrit l’onde incidente que l’on choisit de prendre sous la forme d’une 
onde plane & ( T )  = e t k r  avec Ikl = k.0. En utilisant l’expression (3.48) de la 
fonction de Green libre : 

on obtient : 

(2.54) 

(2.55) 

2Pour plus de détails sur les fonctions de Green, on se reportera ti la section 3.1 
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C2.1.1 Forme asymptotique des solutions 

écrit pour T > T’ (fig. 2.1) : 
Afin d’étudier la forme asymptotique ( r  -f 00) de la solution (2.55), on 

où IC‘ = kor/r .  On obtient ainsi le développement de la fonction de Green 
libre (approximation de F’raunhoffer) : 

eikoT 
e-ak‘.r‘ GO(r, T ’ ,  ko)  2 -- 477~ 

que l’on insère dans (2.55) : 

Écrite sous la forme : 

cette relation définit l ’ampli tude de  dzgusion 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

(2.60) 

FIG. 2.1 - Onde dzffusée après une interaction avec le potentiel au point r’ .  Dans 
l’approximation de Fraunhoffer, /r‘1 < Irl. 
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qui a les dimensions d’une longueur. Le module IC0 du vecteur d’onde k étant 
conservé dans une collision élastique, l’amplitude de diffusion ne dépend que 
de IC0 = 1 - 1  = Ik’I et de l’angle de diffusion 8 entre les directions k et k’ 
(fig. 2.2) soit f ( k ,  k’) = f ( l c 0 ,  e) .  L’expression (2.60) de l’amplitude de diffu- 
sion a été définie pour l’équation de Helmholtz. Pour l’équation de Schrodinger 
avec un potentiel .u(r), elle s’écrit : 

f ( k , k ’ )  = - (2.61) 

Dans la limite de basse énergie, c’est-à-dire lorsque koro << 1 où TO est la 
portée du potentiel, le facteur de phase de l’équation (2.60) est égal à 1 et 
l’amplitude de diffusion ne dépend plus de k‘ : la diffusion est isotrope. On 
définit alors la longueur de diffusion a,  par la limite 

a, = - lim f ( k , k ’ )  (2.62) 
ko+O 

soit encore 
a, = - 47r Jdr’.u(r’)+(r’) . (2.63) 

Exercice 2.2 : Diffusion par un potentiel sphérique. 

On considère la diffusion par le potentiel central w(r) défini par 

w(r) = UO si 
u ( r )  = O  si r > a . 

T 5 a (2.64) 

Dans la limite de basse énergie, la diffusion est isotrope. Calculer la longueur de 
diffusion a,, définie par (2.62). Pour cela, résoudre l’équation de Helmholtz dans la 
limite d’énergie nulle. On introduira la fonction ZL = r$ pour se ramener à la résolution 
d’une équation différentielle simple, avec les conditions de continuité appropriées en 
r = a. En comparant la solution obtenue avec la forme asymptotique (2.59) lorsque 
ko --* O, montrer que la longueur de diffusion s’écrit : 

tanh K a  
K 

a s = a - -  (2.65) 

où le paramètre K est égal à fi, pour l’équation de Helmholtz. Pour l’équation de 
Schrodinger, l’expression de la longueur de diffusion est identique, mais le paramètre 
K est égal à - /r i .  

C2.1.2 

surface S par la relation (fig. 2.2) : 

Section efficace et flux diffusé 
À partir de la fonction $(r) ,  on définit le flux du courant à travers une 

F = Im d S . $ * ( r ) V $ ( r )  . (2.66) J 
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FIG. 2.2 - Digusion par un potentiel localisé. Le flux total F = F,,, +Fout + F, qui 
traverse la surface S est nul. Puisque Fi,, = s k.dS = O, Fout + F, doit s’annuler. 
Ce résultat constitue le théorème optique. 

Un flux incident est envoyé sur le potentiel u ( r )  et on mesure le flux émergent 
dans une direction donnée, caractérisée par l’angle 8, sous un angle solide 
do.  Plus précisément on définit la section eficace différentielle par le rapport 
entre le flux émergent sous un angle solide dR et le flux incident par unité de 
surface : 

(2.67) 

Cette relation est très générale et s’applique à d’autres types d’ondes 3.  La 
normalisation du flux dans l’équation (2.66) contient un préfacteur qui dépend 
du problème physique considéré. Pour une particule quantique dont l’évolu- 
tion est donnée par l’équation de Schrodinger, le flux est défini à partir de 
l’amplitude de probabilité [42]. La section efficace différentielle exprime alors 
le rapport entre le nombre de particules diffusées dans un angle solide dR et 
le flux incident de particules par unité de surface. Dans le cas d’un champ 
électromagnétique, on peut utiliser cette définition de la section efficace où 
F exprime le flux énergétique ncfw des photons, où n est la densité de pho- 
tons [43]. Dans la limite classique, c’est le flux du vecteur de Poynting. 

De la relation (2.59)’ on déduit que le flux incident par unité de surface 
est égal à dFi,,/dS = ko. Le flux total de l’onde diffusée s’écrit 

soit, à grande distance (/cor > 1)’ 

7r 

Fout = 2dc0 If(ko, 8)l2sinûdû (2.69) 

3Ainsi qu’à un flux de particules classiques. 
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de sorte que la section efficace différentielle de diffusion sous l’angle 8 est égale 
au carré du module de l’amplitude de diffusion : 

(2.70) 

On définit la section efficace totale 

u = 2~ .(e) sin 8d8 LT (2.71) 

qui est donc reliée, d’après (2.69), au flux total Fout diffusé dans toutes les 
directions : 

Fout = IC0 u . (2.72) 

Dans la limite de basse énergie, l’amplitude de diffusion n’a pas de structure 
angulaire et la section efficace totale s’écrit en fonction de la longueur de 
diffusion (2.62) : 

u = 4 ~ a ,  2 . (2.73) 

On définit également la section efficace de transport O* qui mesure le flux 
projeté sur la direction de l’onde incidente, soit 

u* = 2TJuTO(0)(î- cos8)sinede . (2.74) 

Les sections efficaces O et u* sont égales si la section efficace différentielle n’a 
pas de dépendance angulaire. La section efficace de transport u* joue un rôle 
important en diffusion multiple car elle est reliée au coefficient de diffusion 
(complément C4.3) et elle conditionne la plupart des propriétés physiques 
décrites dans cet ouvrage. 

C2.1.3 Théorème optique 

0 Terme d’ombre 

La conservation de l’énergie impose une relation importante entre section 
efficace et amplitude de diffusion à angle nul, relation qui constitue le théorème 
optique. Considérons le flux total F à travers une surface sphérique de rayon 
r.  Compte tenu de la forme asymptotique (2.59), on peut décomposer ce flux 
de sorte que F = ( k .  d S )  + FOvLt + F, = O. Le premier terme, qui correspond 
au flux dc l’onde incidente, est nul à travcrs la surface sphérique. Le deuxième, 
donné par la relation (2.68), est, le flux de l’onde diffusée. Le troisième tcrme 
F, décrit 1 ’interférenxe entre les ondes inciden& et diffusée. À grande distance, 
il s’écrit : 
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soit 

F, = 2rk0 ln o,(O)sinOdO (2.76) 

avec 
.,(O) = ~ ( 1  + cosO)Re f ( k ~ , 0 ) e 2 k o r ( 1 - c o s o )  . (2.77) 

Cette fonction oscille très rapidement en fonction de l’angle O. Sa contribution 
au terme d’interférence Fs ne provient que d’une fenêtre angulaire de largeur 
proportionnelle à l/&. Cette contribution dite << terme d’ombre B repré- 
sente la diminution due à la diffusion du flux dans la direction du vecteur 
d’onde incident. Pour calculer cette contribution, on effectue une intégration 
par parties après avoir posé x = cos O. I1 vient 

F, = Re 4i7rf(ko, O) - 2i7reikor 

[ 1 

11 ( f ( h 0 ’  x) + ( 1  + x ) f ’ ( k o ,  x) dxe-ZkoTX 

(2.78) 
L’intégrale qui apparaît dans le second membre de cette relation tend vers 
zéro dans la limite kor + ca. I1 reste donc : 

J: [ 

F, = -47rImf(ko, 0 = O) . (2.79) 

La conservation totale du flux impose que le terme d’interférence F, compense 
exactement le flux diffusé Fout : 

c’est-à-dire en utilisant les relations (2.72) et (2.79), 

(2.81) 

Ce résultat constitue le théorème optique. C’est une conséquence de la conser- 
vation du flux lors d’un processus de diffusion élastique. 

0 Matrice de diffusion S et théorème optique 

On présente ici une démonstration différente et plus formelle du théorème 
optique qui s’applique aussi bien au cas de l’équation de Helmholtz qu’à celui 
de l’équation de Schrodinger pour laquelle on pose ici h2/2m = 1. Considérons 
d’abord l’opérateur de diffusion ou matrice S qui relie les fonctions d’onde 
incidente I$in) et émergente I!bOut) : 

/!bout) = . (2.82) 

4Cette section utilise certains résultats du chapitre 3. 
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L’état incident IS)zn) = lk) est un état propre de l’hamiltonien libre ‘HO = -A, 
d’énergie E = k i ,  soit 

‘H0lS)in) = ElS)zn) ’ (2.83) 

De même, la fonction d’onde émergente est un état propre (stationnaire) 
de l’hamiltonien total ‘H = ‘HO + 21 avec la même énergie, soit 

‘H1IS)out) = ElSlout) . (2.84) 

À l’infini, les deux états IS)in) et ne diffèrent que par l’onde diffusée, 
dont l’amplitude tend vers zéro. Par conséquent, les deux fonctions d’onde sont 
identiques à un déphasage près. En soustrayant les relations (2.83) et (2.84) 
et en se servant de la définition (2.82) de la matrice S ,  on obtient 

us = ( E  - xO)(s - n) (2.85) 

qui redonne bien S = 1 lorsque ‘u = O. En utilisant la résolvante G o  associée 
au problème libre et définie par ( E  - ‘H0)Go = Il , on peut récrire une équation 
de Dyson : 

s = n + G ~ ~ S  (2.86) 1 
En projetant cette équation sur un état lk) incident, on retrouve la rela- 
tion (2.55) sous la forme 

I$out )  = lk) + G 0 ~ l S ) o u t )  . (2.87) 

On définit maintenant 1 ’opérateur de collision T = US qui vérifie l’équation 
dite de Lippman-Schwinger : 

s = n + G o ~  . (2.88) 

En appliquant cette égalité à l’état Ik), on obtient 

I$out) = Ik) + GoTlk) (2.89) 

dont la projection sur Ir), redonne la relation (2.55). En effet, en insérant une 
relation de fermeture, on obtient 

(2.90) 

5Cette équation de Dyson permet un développement de la matrice S : 

s = n + Gov + GovGow + ... 
L’approximation de Born que l’on étudie plus en détail dans la section suivante, consiste à 
ne considérer pour la matrice S que les deux premiers termes de ce développement. Cette 
approximation est valable lorsque les éléments de matrice du potentiel w sont petits. 
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et le développement asymptotique (2.57) de (r/GoIr’) conduit à la rela- 
tion (2.59) avec 

1 
f ( k , k ’ )  = --(k’ITlk) . (2.91) 

4T 
Pour démontrer le théorème optique, on part de la relation de Lippman- 

Schwinger (2.89). En la multipliant par Tt et en la projetant sur l’état Ik) on 
obtient 

( k p q k )  = -(kITtGoqk) (2.92) 

puisque (+outlvl+out) = O. La partie imaginaire de cette relation s’écrit, à 
l’aide de (3.52), 

Finalement, des relations (2.71) et (2.91), on déduit 

= -Imf(û 4T = O )  = - 
k0 

1 
-Im( k IT Ik) 
k0 

(2.94) 

(2.95) 

qui constitue le théorème optique (2.81). 

C2.1.4 Approximation de Born 

FIG. 2.3 - a)  À l’approximation de Born, l’onde n’interagit qu’une fo is avec le 
potentiel. b )  Au-delà de cette approximation, l’onde est diffusée plusieurs fois  par le 
potentiel. 

Cette approximation, valable dans la limite d’iin potrnticl faible, consistt 
à ne garder que les deux premiers termes dans le développement de la matrice 
S déduit de la relation (2.86), soit S = 1 + Gov. Autrement dit, cela revient 
à supposer que T = v. Cette approximation apparaît naturellement dans 

‘Néanmoins, pour vérifier le théorème optique à l’approximation de Born, il faut déve- 
lopper T à l’ordre suivant T = II + vG,v dans le terme de droite de la relation (2.95). 
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le cadre du modèle gaussien puisque celui-ci se déduit du modèle d’Edwards 
dans la limite d’une densité de diffuseurs infinie et d’un potentiel w(r) dont 
l’amplitude tend vers O. 

L’amplitude de diffusion se simplifie alors considérablement puisqu’il suffit 
de remplacer dans (2.60) la fonction +(r’)  par l’onde plane eik.r’ qui décrit 
l’onde incidente. Ceci permet de récrire l’amplitude f ( k ,  k’) comme la trans- 
formée de Fourier du potentiel de diffusion. Ainsi, 

1 
- V ( k  - 
47r 

IC’) (2.96) 

pour l’équation de Helmholtz. La section efficace différentielle, définie 
par (2.70)’ s’écrit 

(2.97) 

Ces relations se simplifient encore dans le cas où le potentiel w(r) est central, 
puisque l’amplitude de diffusion et donc la section efficace ne dépendent plus 
que du module Ik - k‘l. En introduisant le vecteur q = k - k’ de norme 
q = 2kosin(û/2), où est l’angle entre les directions k et k’, on obtient 

(2.98) 

Ce résultat a une application immédiate dans le cas du modèle d’Edwards 
considéré dans la section 2.2.2. En utilisant la relation (2.97)’ on peut relier 
la fonction de corrélation (2.41) du potentiel, à la section efficace différentielle 
d’un diffuseur 

~ ( k  - k’)  = q k o ,  e) = i67r2nicB(ko, e) (2.99) 

où ni est la densité de diffuseurs. La moyenne angulaire (B(k  - IC’)) s’exprime 
ainsi en fonction de la section efficace totale CB : 

( ~ ( k  - k’ ) )  = 47rniaB (2.100) 

Pour le cas de l’équation de Schrodinger avec un potentiel décrit par le modèle 
d’Edwards, les expressions pour l’amplitude de diffusion et pour la fonction 
de corrélation du modèle gaussien s’écrivent : 

(2.101) 

(2.102) 
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Limite de basse énergie 

Une limite particulièrement simple et très utile est celle de basse énergie 
ou de grande longueur d’onde, qui correspond à X >> ro où r-0 est la portée 
du potentiel ~ ( r ) .  Dans ce cas, le facteur de phase dans la relation (2.96) 
disparaît. L’amplitude de diffusion et la section efficace différentielle n’ont 
plus de dépendance angulaire. La diffusion est isotrope : 

(2.103) 

et 

(2.104) 

À titre d’exemple, considérons la diffusion par une barrière de potentiel 
sphérique telle que U ( r )  = Uo pour T < a et U(T)  = O sinon (voir exercice 2.2 
pour la limite de basse énergie). À l’approximation de Born, la section efficace 
différentielle calculée à partir de (2.97) est donnée par 

(sin qa - qa cos qa)2 
a ? ( k o ’ e )  = uo (2.105) 

où q = 2kosin(û/2). Sa dépendance angulaire est représentée sur la figure 2.4. 

FIG. 2.4 - Section eficace u ( 0 ) / ~  à l’approximation de Born, pour un potentiel 
sphérique de rayon a et pour les valeurs du paramètre koa = 0,1,1,1,5,2. Lorsque 
koa augmente, la diffusion devient de plus en plus anisotrope. 

Dans la limite koa -f O,  la diffusion devient isotrope et la section efficace 
ne dépend plus du vecteur d’onde. Elle s’écrit : 

(2.106) 
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Il Toute énergie 

/Basse énergie II 
II  

tanh Ka 
Diff. isotrope a, = a - 

- Il K a  I koa << 1 

Approx. Born Pot. fort Pot. 6 
K u « 1  Ka>> 1 

FIG. 2.5 - Ce tableau récapitule les résultats discutés dans ce complément pour 
l’amplitude de diffusion - f ( kn ,  O) dans le cas d’un potentiel sphérique de hauteur 
UO et de rayon a. Dans la limite de basse énergie, cette quantité ne dépend pas de 
l’angle O. Elle est appelée longueur de diffusion et notée a,. Le paramètre K est 
tel que K 2  = UO pour l’équation de Helmholtz et K 2  = 2mUo/h2 pour l’équation de 
Schrodinger. O n  a défini q = 2k0 sin 012. Dans le modèle d’Edwards, c( K2a3 + O. 

où R = 47ra3/3 est le volume du diffuseur. Cette limite de basse énergie pour le 
cas des électrons dans un métal ( k ~ r o  << 1) ou pour la diffusion de la lumière 
(A > T O )  impose une condition sur la nature des diffuseurs ’. Cette limite 
de diffusion isotrope est très souvent utilisée afin de simplifier les calculs. 
Cependant, il est important de noter qu’elle est très restrictive et que les 
situations physiques rencontrées correspondent le plus souvent à un potentiel 
de portée finie et donc à une diffusion anisotrope. 

Le potentiel 6 

Pour décrire la limite de basse énergie où la portée du potentiel est petite 
devant la longueur d’onde, on remplace souvent le potentiel de diffusion v(r) 
par un potentiel << delta )) voS(r) , obtenu en faisant tendre UO vers l’infini et a 
vers O, en gardant constant le produit vo = v(r)dr = 47ra3Uo/3. La section 
efficace à l’approximation de Born devient 

(2.107) 

I1 convient toutefois d’être prudent dans l’utilisation d’une telle limite. En 
effet, en faisant tendre UO vers l’infini, on sort du domaine de validité de 
l’approximation de Born. En fait le résultat de l’exercice 2.2 montre que la 
section efficace est nulle ! (tout au moins dans la limite de basse énergie, mais 
il est possible de montrer que cela est vrai pour toute énergie). 

7Dans ces deux câs la longueur TO est à préciser et dépend de la physique du processus 
de collision. Pour le potentiel sphérique, Tg = a. 
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I1 faut donc bien comprendre la signification du modèle d’Edwards (sec- 
tion 2.2.2) appliqué au cas d’impuretés 6 : 

V(T) = 1‘: Wg6(T - T i )  . (2.108) 

On pourrait en effet se demander si le choix de ce potentiel a un sens puisqu’il 
n’y a pas de diffusion par un potentiel 6. En fait, on ne considère dans cet ou- 
vrage que le cas du potentiel gaussien, c’est-à-dire la limite du potentiel (2.108) 
lorsque 2i0 O: K2a3 + O, et pour lequel la section efficace à l’approximation de 
Born est aussi nulle. Le modèle gaussien correspond donc à une densité infinie 
de diffuseurs de section efficace nulle. Le modèle (2.108) est bien justifié dans 
la limite où wo -+ O. 

i 

Remarque 

Si le potentiel 6 a une section efficace nulle, il existe une autre façon de définir 
correctement un potentiel de portée nulle. C’est le pseudepotentiel défini par [44] : 

I1 est aisé de montrer que cette expression correspond à un potentiel de portée nulle 
et de section efficace totale donnée par (2.107). On ne considèrera pas ce potentiel 
dans cet ouvrage. 
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Complément C2.2 Théorème de réciprocité 

Afin de traduire le renversement du sens du temps en mécanique quantique, 
on applique l’opérateur anti-linéaire qui transforme un état en son complexe 
conjugué. En particulier, pour une onde plane, on a la transformation lk) --+ 

I - k ) .  Lorsqu’elle existe, l’invariance par renversement du sens du temps se 
traduit par la relation suivante sur l’amplitude de diffusion f par un obstacle 
localisé telle qu’elle a été définie dans le complément C2.1 : 

f(k, k’) = j ( - k ’ ,  - k )  . (2.110) 

Cette relation constitue le théorème de réczprocité [45]. Elle exprime que l’am- 
plitude de diffusion reste inchangée lorsqu’on intervertit les états initiaux et 
finaux ainsi que les directions de propagation. La relation précédente se géné- 
ralise au cas où d’autres degrés de liberté sont présents. Ainsi, si nous prenons 
l’exemple d’une onde électromagnétique de polarisation 2, l’invariance dans 
le renversement du sens du temps se traduit par [46] : 

f(k, 2; k’, 2’) = f ( - k ’ ,  € I * ;  -k ,  €*) (2.111) 

où 2’ est le complexe conjugué de Ê. Pour un électron de spin 0, l’inversion 
du sens du temps retourne le spin et le théorème de réciprocité devient [45] 

f ( k , a ;  k’, 0’) = (-l)-’f(-k’, -0’; -k ,  -.) . (2.112) 

Ces relations se généralisent au cas où les diffuseurs ont des degrés de 
libertés internes. Par exemple, dans le cas de la diffusion de photons sur 
des atomes, il faut prendre en compte le fait que les nombres quantiques 
magnétiques m de chaque niveau atomique sont des variables dynamiques 
(fig. 2.6). Le théorème de réciprocité s’écrit alors [45] 

f(k, 2, {m}; k’,  Ê’, {m’}) = 

( - l )xa(mkm-)f(-k’ ,  2’*, {-m’}; -k ,S* ,  {-m}) . (2.113) 

Dans une opération de renversement du sens du temps, il faut donc non seule- 
ment changer la direction des vecteurs d’onde et les vecteurs polarisation 
mais aussi le signe des nombres quantiques magnétiques. Les deux premières 
opérations peuvent aisément être contrôlées expérimentalement, par contre la 
troisième à savoir {m’} = {-m} n’est généralement pas réalisée dans un gaz 
atomique, brisant ainsi la condition de réciprocité [47]. 

8Pour e final », le Petit Robert admet sans remarque particulière le pluriel en (( als n ou 
en <( aux ». Grevisse (Le bon usage) précise : <( Hanse (Nouveau dictionnaire des dificultés 
d u  français moderne) ne donnait en 1983 que le pluriel finals. Depuis 1983, il laisse le 
choix entre finals et finaux. Ce dernier se répand de plus en plus, notamment chez les 
grammairiens n. 
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0 
{m} + {m’} = 

+ 
{-m’} + {-m} 

c -k, Ê* 

FIG. 2.6 - Description du théorème de réczprocité pour la diffusion de photons (k, Ê) 

par des atomes, en  présence d’une dégérescence Zeeman des niveaux atomiques. 

On rencontre une situation analogue dans les métaux lors de la diffusion 
des électrons par des impuretés magnétiques. Celles-ci portent un moment 
magnétique fixé qui n’est pas retourné lors du renversement du sens du temps. 

Dans cet ouvrage on étudiera généralement des séquences de collisions 
multiples sur des impuretés successives. On peut alors considérer que ces im- 
puretés  const i tuent  un gros objet di f fuseur pour lequel l’ordre de la séquence de 
collisions sur les impuretés joue le rôle d’un degré de liberté supplémentaire. 
Ainsi, pour une séquence de n collisions, le théorème de réciprocité (2.110) 
devient, en l’absmce d’autres degrés de liberté, 

f ( k , k ’ ,  (1 + n} )  = f ( - k ’ ,  -k ,  {n  4 1}) . (2.114) 

I1 est plutôt d’usage de noter T l’amplitude de diffusion associée à une sé- 
quence de diffusion multiple, avec l’indice dir pour la séquence directe { 1 + n} 
et l’indice rev pour la séquence obtenue par renversement du temps {n + l}. 
Ainsi la relation (2.114) dcvient : 

T,,,(k; k’)  = Trev(-k’; - k )  . (2.115) 

On constate alors que les processus direct et renversé ne sont égaux, 
Tdzr(k; k’)  = T,,,(k; k’) ,  que dans la direction de rétrodiffusion, c’est-à-dire 
lorsque k’ = -k  : 

% , r ( k  - k )  = %w(k; - k )  . (2.116) 
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Notons finalement qu’en présence d’absorption les notions de réciprocité et 
d’invariance dans le renversement du sens du temps ne sont pas identiques [48]. 
Dans ce cas, il n’y a pas invariance dans le renversement du sens du temps 
mais la réciprocité reste préservée et s’exprime simplement par l’affirmation : 
(( si vous me voyez alors je vous vois aussi », qui reste vraie même à travers 
un brouillard absorbant. 
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Complément C2.3 Diffusion de la lumière 

Un avantage de la diffusion de la lumière par rapport à la diffusion des 
électrons dans les métaux est qu’il est souvent possible de caractériser les 
diffuseurs et de connaître le potentiel de diffusion. On peut ainsi prévoir à 
partir des propriétés de la diffusion simple certaines des caractéristiques de la 
diffusion multiple comme par exemple le coefficient de diffusion. 

On s’intéresse en particulier à la diffusion de la lumière sur des particules 
diélectriques. C’est un problème compliqué dont on ne connait une solution 
exacte que pour une sphère homogène, pour un rayon et un indice de réfraction 
arbitraires. Cette solution a été proposée par G. Mie en 1908 pour l’étude des 
propriétés de diffusion de la lumière par des suspensions acqueuses de billes 
d’or. Une limite extrêmement utile de ce problème est celle de la diffusion 
Rayleigh pour laquelle la taille du diffuseur est très petite par rapport à la 
longueur d’onde. Cette limite correspond à l’approximation de Born et nous 
l’étudions dans la section suivante. La théorie de Mie est très formelle mais 
son importance fait qu’elle est traitée en détail dans de nombreux ouvrages. 
Nous n’en donnons qu’un aperçu dans la section C2.3.2 en renvoyant le lecteur 
aux références [49]. Enfin, lorsque la longueur d’onde devient très inférieure 
à la taille du diffuseur, on tend vers la limite de l’optique géométrique pour 
laquelle la section efficace de diffusion est constante et de l’ordre de la section 
efficace géométrique Ta2, où a est le rayon du diffuseur. 

Un autre exemple tout aussi important est celui de la diffusion de la lu- 
mière par un dipôle. A l’approximation de Born, on retrouve la diffusion 
Rayleigh. La diffusion Rayleigh peut aussi être résonnante, ce qui a pour effet 
de considérablement augmenter la section efficace. 

C2.3.1 Diffusion Rayleigh classique 

On considère la diffusion par un milieu diélectrique localisé de volume R et 
de constante diélectrique E, placé dans le vide. La constante diélectrique E(T) 

est de la forme E ( T )  = EO + 6 ~ ( r ) .  La diffusion Rayleigh est obtenue dans la 
limite où la longueur d’onde est grande devant la taille du diffuseur (koa < 1)’ 
ce qui correspond à la limite de basse énergie dans le tableau 2.5. Le potentiel 
UO = ~ , ~ S E / E O  induit par le diffuseur correspond donc à un petit paramètre 
Ka = koa- (voir le tableau 2.5). La diffusion Rayleigh peut donc être 
décrite dans le cadre de l’approximation de Born. 

Des équations de Maxwell (2.6)’ on déduit la forme de l’équation d’onde 
satisfaite par le champ D [50] 

A D + k i D = - V x V X P  . (2.117) 

La polarisation P ( r )  = D ( r )  - ~ o E ( r )  = bt (r )E(r)  agit donc comme un 
terme de source pour le champ D .  La solution de l’équation d’onde (2.117) 
s’écrit, comme pour (2.52)’ à l’aide de la fonction de Green libre 
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Go(T,T’)  (2.54) : 

65 

(2.118) 

La résolution de cette équation intégrale est difficile puisque la polarisation P 
dépend elle-même de D. Mais, à partir de cette équation, on peut supposer, 
dans la limite où be est petit, que le vecteur polarisation P est proportionnel 
au champ incident. Cette approximation, due à Rayleigh, est précisément celle 
de Born (section C2.1.4). On note D = Di+D, et E = E i + E , ,  où Di et Ei 
sont les champs incidents et D, et E ,  sont les champs diffusés. À l’extérieur 
du milieu diélectrique, on a Di = eoEi et D, = tOE,. L’approximation de 
Born consiste à prendre P = Se(r)Ei à l’intérieur du milieu diélectrique, de 
sorte qu’à partir de la relation (2.118), on obtient le champ électrique diffusé : 

(2.119) 

Le champ électrique incident est une onde plane de la forme Ei(r )  = Eieik.r. 
À grande distance du diélectrique, la fonction de Green prend la forme (2.57) 
(approximation de Fraunhoffer) : 

(2.120) 

et le champ électrique diffusé s’écrit 

(2.121) 

Une double intégration par partie conduit à 

(2.122) 

Le champ diffusé dépend de la direction de polarisation du champ électrique 
incident Ê t  = E,/E,. L’amplitude de diffusion vectomelle f ( k ,  k’,  2%) définie 
à partir de (2.59) est donnée par E , ( r )  = E , q f ( k ,  IC’, ÊZ), ce qui, à partir 
de (2.122), mène à 

(2.123) 

On suppose le milieu homogène, c’est-à-dire que 6 ~ ( r )  = 6c = t - €0 est 
constant. Par aillcurs, on suppose que la longueur d’onde du rayonnement est 
grande devant la taille de l’objet didectriqiie, de sorte que l’exponentielle est 
égale à 1. On obtient ainsi 

a0 
j ( k ’ k ’ > € J  = ~- 47r k’ x (k’ x 2,) (2.124) 
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où (YO = R&/q, est la polarisabilaté. On définit l’angle x entre la direction 
d’observation k‘ et la polarisation du champ incident Êi. On a donc 

et pour la section efficace différentielle on a l’expression : 

(2.126) 

qui constitue la formule de Rayleigh. Mis à part l’effet de polarisation, on 
retrouve le résultat (2.106) de la diffusion d’une onde scalaire par un potentiel 
sphérique. La dépendance en k i  est bien connue pour être à l’origine du << bleu 
du ciel ». Dans la limite des grandes longueurs d’onde X >> a considérée ici, 
la diffusion est isotrope : la section efficace ne dépend pas de la direction du 
rayonnement incident, mais seulement de sa polarisation. 

Ce calcul peut se généraliser au cas où l’onde incidente est polarisée cir- 
culairement ou n’est pas polarisée (lumière naturelle). On obtient alors pour 
la section efficace différentielle une relation identique à (2.126) en remplacant 
sin2 x par i(1 + cos2 Q) où Q est l’angle entre la direction d’incidence k et la 
direction d’observation k’ (voir aussi la relation 2.150). 

On n’a pas tenu compte du fait que dans le diélectrique, le champ interne 
n’est pas égal au champ extérieur. Pour le cas d’une sphère homogène, ceci 
conduit à remplacer P = ( E  - E O ) E ~  par la formule de Clausius-Mosotti [51] 

si bien que 

(2.127) 

(2.128) 

où a est le rayon de la sphère. En intégrant sur toutes les directions émer- 
gentes, on obtient la section efficace totale c. I1 est d’usage de définir le facteur 
d’efficacité Qr comme le rapport de cette section efficace totale et de la section 
efficace géométrique définie par na2. On obtient ainsi 

(2.129) 

où le paramètre de taille x = koa est petit. Le facteur d’efficacité est donc petit 
devant la section efficace géométrique ce qui traduit le fait que la diffusion 
Rayleigh est peu efficace. 
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Exercice 2.3 : Diffusion de Rayleigh-Gans 

Si la différence de constante diélectrique 6~ est petite, on peut se trouver dans la 
situation où la taille de la sphère diélectriqueest  plus négligeable devant la lon- 
gueur d’onde koa Y 1 mais où K a  = koaJSc/co e 1. On n’est donc plus dans la 
limite de basse énergie qui correspondait à la diffusion Rayleigh, mais on reste dans 
l’approximation de Born. C’est le régime appelé diffusion de Rayleigh-Gans. 
Dans ce cas, en intégrant dans (2.123) l’exponentielle sur le volume de la sphère, on 
trouve que l’amplitude de diffusion est multipliée par le facteur s ( q )  (voir aussi la 
relation 2.105) 

3 sin qa - qa cos qa 
q3a3 s ( q )  = 2 (2.130) 

où q = IIC - k’I = 2lco sin8/2 et où O est l’angle entre les directions incidente et 
émergente. On constate que la section efficace devient de plus en plus anisotrope 
quand la longueur d’onde diminue et devient de l’ordre de la taille de l’objet diffuseur 
(fig. 2.4). L’amplitude de diffusion a la forme 

(2.131) a0 
f ( k , k ’ , Ê i )  = --s(k-IC’)k’ 47r x (IC’ x Ê 2 )  

avec s ( k  - I C ’ )  = s(lk - I C ’ I )  = s ( q ) .  Physiquement, cette approximation est valable 
pour un volume fini, tant que l’onde plane incidente ne subit pas une trop grande 
distorsion de son amplitude et de sa phase à l’intérieur du diffuseur. 

C2.3.2 Diffusion de Mie 
Le problème général (koa et bc quelconques) de la diffusion d’une onde élec- 

tromagnétique plane par un volume diélectrique fini est très complexe. En fait 
il y a très peu de solutions exactes connues et parmi celles-ci la solution de Mie 
pour un volume sphérique homogène est la plus importante [49]. Le problème 
consiste à résoudre les différentes équations d’onde pour les champs incident, 
diffusé et interne à la sphère et à les raccorder au moyen des conditions de 
continuité respectives des champs électriques et magnétiques à la surface de 
la sphère. Le facteur d’efficacité obtenu en divisant la section efficace totale 
par la section géométrique nu2, est donné par 

(2.132) 

où m = & est le rapport des indices de réfraction à l’intérieur et à l’ex- 
térieur de la sphère et où les amplitudes a, et 6, sont données par 

et 

(2.134) 
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avec $,(r> = rj,(r) et <,(r) = rhp)(r ) ,  jn (r )  et hi1) étant respectivement 
des fonctions de Bessel et de Hankel sphériques de première espèce [52]. On 
vérifie que le facteur d’efficacité s’annule pour m = 1 ce qui correspond à l’ab- 
sence de diffuseur. On a représenté sur la figure 2.7 le facteur d’efficacité en 
fonction du paramètre de taille z pour une valeur donnée de m. On voit ainsi 
apparaître trois régimes distincts. Pour les petites valeurs de z, Q M ~ ~  O: z4, 
on retrouve la diffusion Rayleigh. Pour z E 1, c’est-à-dire lorsque la longueur 
d’onde est de l’ordre de la taille du diffuseur, il apparaît une succession de 
résonances correspondant à l’annulation des dénominateurs dans les expres- 
sions des amplitudes a, et b,. Pour ces valeurs, la diffusion est très efficace et 
la section efficace très supérieure à la section géométrique et bien entendu au 
régime Rayleigh. À la résonance, le temps passé par l’onde dans le diffuseur 
est grand et la vitesse de groupe de l’onde s’en trouve d’autant plus réduite. 
Ce résultat a des conséquences importantes dans le régime de diffusion mul- 
tiple [53]. Enfin, pour les grandes valeurs de z, c’est-à-dire pour des longueurs 
d’onde très inférieures à la taille du diffuseur, la section efficace totale tend 
vers 2 fois la section géométrique donnée par l’optique géométrique. Ce fac- 
teur 2 est connu sous le nom de paradoxe d’extinction et il correspond aux 
effets de diffraction liés à l’existence du bord de la sphère qui ne sont pas 
pris en compte par l’optique géométrique dans la section efficace géométrique 
qui représente simplement un terme d’ombre. Contrairement à la diffusion 
Rayleigh, dans le régime de Mie, la section efficace n’a pas de dépendance 
simple en fonction de la fréquence. Ceci explique en particulier le fait qu’un 
ciel nuageux ou en présence de poussières (pollution, sable, etc.) apparaisse 
gris. 

0.0 I ’ ’ I I I I 
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 

k0 a 

FIG. 2.7 - Facteur d’efficacité Q M ~ ~  défini comme le rapport de la section efficace 
totale à la section géométrique Ta2 en  fonction du paramètre de taille x = koa pour 
une valeur de l’indice relataf m = 2,8. O n  retrouve le régime de Rayleigh à basse 
fréquence, puis les résonances de Mie et finalement la diffusion géométrique aux 
grandes valeurs de x (D.S. Wiersma, thèse de doctorat, Amsterdam (1995)). 
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Notons enfin que le régime de Mie ne peut pas être décrit à l’aide du 
modèle gaussien pour lequel les diffuseurs ont une section efficace qui tend 
vers zéro. 

C2.3.3 Diffusion atome-photon à l’approximation 
dipolaire 

On a considéré la diffusion d’une onde électromagnétique par un objet 
classique. Nous étudions maintenant le cas où le diffuseur est un atome. 
L’existence de niveaux dégénérés dans le spectre de l’atome conduit à des 
expressions différentes de la section efficace différentielle qui, d’une part, ac- 
quiert une structure tensorielle et qui, d’autre part, peut, à résonance, deve- 
nir très grande. Les degrés de liberté internes additionnels provenant de la 
dégénérescence des niveaux atomiques donnent lieu à une modification des 
interférences en diffusion multiple et à un temps de cohérence de phase fini 
(complément C6.5). 

Afin d’étudier l’interaction d’un faisceau laser monochromatique de fré- 
quence w avec un gaz d’atomes, on se ramène au problème de la diffusion 
d’un photon de vecteur d’onde k,, de longueur d’onde X = 27r/lc = 2 m / w  et 
de polarisation 2% avec un atome que l’on supposera au repos ’. Dans le do- 
maine du visible, la longueur d’onde X est beaucoup plus grande que la taille 
de l’atome (typiquement dans un rapport de quelques lo2). On peut donc 
supposer que le champ est constant sur l’atome et décrire l’interaction photon- 
atome à l’approximation dipolaire. Celle-ci prend la forme simple -d.E où 
d est l’opérateur moment dipolaire de l’atome et E le champ électrique du 
rayonnement [54,55]. Les atomes constituent donc une excellente réalisation 
de l’approximation des diffuseurs ponctuels. Ceux sont aussi des diffuseurs 
fortement résonnants. À la résonance, c’est-à-dire lorsque la fréquence w du 
laser est ajustée à une fréquence de résonance wo de l’atome, leur section effi- 
cace est très grande et de l’ordre de X2 P X i  avec Xo = 27r/wo lo. De plus, la 
résonance étant très étroite (de l’ordre de quelques MHz pour une fréquence de 
résonance de l’ordre de 1014 Hz), on peut raisonablemerit négliger les contri- 
butions des niveaux atomiques autres que ceux correspondant à la transition 
résonnante. On peut donc modéliser l’atome comme un système à deux ni- 
veaux distants de f w o  ayant chacun un mornent angulaire fixé. Finalement, 
un dernier avantage de5 atomcs pour l’étude de la diffusion multiple est qu’ils 
sont tous identiques (mCme fréquence W O ,  même largeur de la résonancc) et 
ils Constituent donc un échantillon parfaitement monodisperse. 

Le niveau fondamental et le niveau excité de l’atome sont caractérisés res- 
pectivement par leur moment angulaire J et Je .  En l’absence de perturbation. 
ces niveaux sont dégénérés ct lcur nombre quantique magnétique est tel que 

’Un gaz d’atomes froids pour lequel on peut négliger l’effet Doppler associé à la vitesse 

‘“Rappelons que la section efficace Rayleigh (2.126) est proportionelle à Ap4. 
des atomes correspond bien au  régime que l’on souhaite étudier. 
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Iml 5 J et lmel 5 Je.  L’interaction dipolaire induit des transitions entre les 
états propres de l’hamiltonien non couplé Ha, + Hray décrivant l’atome et le 
rayonnement. On distingue deux types de transition suivant que la diffusion 
d’un photon se fait sans changement d’état interne (diffusion Rayleigh) ou 
avec un changement d’état interne permis par les règles de selection, c’est-à- 
dire vers un nombre quantique magnétique différent (diffusion Raman). I1 est 
à noter cependant. que dans les deux cas on a toujours à faire à une diffusion 
élastique. Les états élémentaires possibles du système couplé atome-photon 
sont de la forme IJm, O) (état sans photon) ou IJm, kÊ) (état à un photon 
d’impulsion k et de polarisation Ê) ll. 

La diffusion d’un photon par un atome est décrite au moyen de l’opéra- 
teur de collision 7 défini à partir de (2.88). En tronquant au second ordre le 
développement de perturbation, on obtient 7 = V + VGoV où V = -d .E .  
Le processus de diffusion correspond à l’absorption par l’atome d’un pho- 
ton incident (k2 ,Ê2)  et à l’émission d’un photon ( k ’ , î ’ )  dans un mode vide 
du champ 12. I1 est donc donné par le terme d’ordre 2 en V .  L’amplitude 
7f2 associée s’exprime à partir des élements de matrice de V obtenus par un 
développement en modes dans une boîte de volume R : 

0 Absorption d’un photon (kt ,  k 2 )  

(J,m,,Old.EIJm,,k,Ê,) = -i - eZIC“r(Jeme~d . î z~Jm2)  . (2.135) E 
0 Propagateur libre GO de l’atome 

0 Émission d’un photon 

( J m f ,  k ’ î ’ /d .EIJeme ,  O )  

1 
q w  - wo) 

(k’, Ê’) 

(2.136) 

À l’aide de ces éléments de matrice, on construit dans un premier temps 
un processus de collision élastique non résonnant où l’atome est excité par 
un photon Ikiîi) du laser depuis l’état fondamental IJmi) vers un état excité 
/Jeme) et retourne dans l’état I J m f ) .  À l’ordre le plus bas, on obtient pour 
l’élément de matrice de l’opérateur de collision 7 pour le processus de diffusion 

“La polarisation est un vecteur unitaire situé dans le plan perpendiculaire au vecteur IC. 
Elle peut être linéaire ou circulaire. On la décrit par le vecteur complexe 2. 

”On considère ici le problème à un seul photon dans le mode laser. Notre description 
n’est valable que dans la limite d’un petit nombre de photons incidents où l’on peut négliger 
les effets de saturation de l’intensité réémise ainsi que de pompage optique. 
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] . (2.138) 
(Jrnild.&ilJ,rn,) (J,rn,ld.S’* IJrnf) 

-fiw - bo + 

0 La diffusion Rayleigh non résonnante 

Lorsque l’état fondamental n’est pas dégénéré (par exemple si J = O ) ,  
on retrouve, dans la limite des basses fréquences w < wo, la section effi- 
cace (2.126) de la diffusion Rayleigh par un dipôle classique. Pour cela, on 
introduit le tenseur de polarisabilité statique 

( Y z j  = IC (JmldzIJme) ( J m e I d j l J m )  + ( J m l d j I J m e )  (JmeIdtIJm) 
tuJ0 €0 me 

(2.139) 
où d, est la composante du moment dipolaire selon la direction i. On suppose le 
tenseur isotrope c’est-à-dire tel que ( Y , ~  = a&. On peut alors récrire (2.138) 
sous la forme 

(2.140) 

La probabilité de transition par unité de temps et d’angle solide est donnée 

tuJ 
2 0  

lfz = -- a0 Ê,.€’* . 

par la règle d’or de Fermi, 

O ù  

(2.141) 

(2.142) 

est la densité d’états des photons dans un volume R et par unité d’angle solide. 
La section efficace différentielle c(kt, k’, î i )  pour une polarisation finale 

Ê’ quelconque est obtenue en divisant W par le flux de photons c / o  et en 
sommant sur ICs polarisations finales 2’, soit 

(2.143) 

où IC = 27r/X. À l’aide de la relation 

IS.XI2 = x.x* - (O.X)(O.X*) (2.144) 
2 1 k  

valable pour toute grandeur vectorielle X à valeurs complexes, on déduit que 

(2.145) 
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où k’ = k’ /k .  La section efficace totale a définie par (2.71) s’écrit 

ai k4 
67r 

a = -  (2.146) 

de sorte qu’on peut récrire la section efficace différentielle (2.143) sous la forme 

(2.147) 

On en déduit le diagramme de rayonnement d’une onde polarisée en diffusion 
Rayleigh : 

- Pour une polarisation incidente Êi linéaire, on a 

(2.148) 

où x est l’angle entre Êi et le vecteur d’onde k’ du photon diffusé. On 
retrouve ainsi l’expression de la section efficace de diffusion (2.126). 

- Pour onde polarisée circulairement, on note les deux polarisations 

(2.149) 

dans la base cartésienne directe (êZ, êY, êz )  avec êz = k i  pour l’onde 
incidente. De plus, on définit l’hélicité h du photon comme la projection 
de son moment angulaire sur l’axe de propagation. Ainsi l’onde polarisée 
î+i a une hélicité positive et l’onde polarisée îpl a une hélicité négative. 
Dans une réflexion par un miroir, la polarisation reste inchangée mais IC 
vecteur d’onde change de signe ki 4 -k i .  L’hélicité est donc renversée. 

En notant t9 l’angle entre ki et IC’, on a lÊi .k ’ l  = sin2 I9 et on déduit 
de (2.147)’ l’expression de la section efficace différentielle : 

2 

3ff 
167r 

f f ( k i ,  k’,  Ê i )  = -( 1 + cos2 0) (2.150) 

On note que cette section efficace ne dépend pas de la polarisation cir- 
culaire incidente. On en déduit immédiatement que, pour une lumière 
incidente non polarisée, la section efficace différentielle est aussi donnée 
par (2.150). 

L’expression (2.147) correspond à une somme sur les polarisations finales. 
On peut aussi analyser une lumiCre initialement polarisée, dans un canal donné 
de polarisation finale. Ainsi la lumière polarisée linéairement peut être analy- 
sée dans les canaux de polarisation parallèle ( I  I I  I )  ou perpendiculaire ( I  I 1). 
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De même, la lumière polarisée circulairement peut être analysée dans les ca- 
naux d’hélicité conservée (h  II h) ou d’hélicité renversée (h  i h).  I1 est alors 
utile de garder l’expression de la section efficace en fonction des polarisations 
entrante et sortante : 

(2.151) 

avec les contraintes ki I Êi et k’ i Ê’. Enfin, on note que la section efficace 
différentielle dépend des polarisations entrante et sortante mais pas des direc- 
tions incidente ki et émergente k’. Cela s’exprime par le fait que la section 
efficace de transport (2.74) est égale à la section efficace totale : O* = o. En 
ce sens, la diffusion Rayleigh est isotrope. Cette conclusion reste vraie pour 
la diffusion résonnante par des atomes ayant des niveaux d’énergie dégénérés. 

Exercice 2.4 : Montrer que pour la diffusion Rayleigh non résonnante, la section 
efficace différentielle (2.151) dans la direction de rétrodiffusion IC’ = -IC, est non 
nulle dans les canaux ( 1  II 1 )  et ( h  I h)  et qu’elle s’annule dans les canaux ( 1  I 1 )  et 
(h  II h). 

Pour une polarisation linéaire, le produit scalaire 2,.2’* est nul dans le canal ( 1  Il). 
Pour une polarisation circulaire, le canal d’hélicité conservée ( h  I( h)  correspond à 
une polarisation émergente 2’ = Êt .  En effet, l’hélicité est définie par rapport à la 
direction de propagation et donc le canal ( h  II h) correspond à un sens de rotation 
opposé à celui de 2%. De la relation (2.149) on déduit que 2i.2” = Ê,.Êi  = O .  D’après 
la relation (2.141), la probabilité de transition est nulle. 
Par contre dans le canal d’hélicité renversée ( h  I h),  on a, en rétrodiffusion, 2’ = 2% 
et donc Ê,.Ê’* = Ê i . 2 :  = 1. 

Exercice 2.5 : Montrer que, pour une onde incidente IC, non polarisée, la lumière 
diffusée dans la direction IC’ I ICi est polarisée linéairement. 
Pour cela, on somme la relation (2.151) sur les polarisations incidentes et on uti- 
lise (2.144) pour montrer que l’intensité émise dépend de la polarisation émergente 
comme 1 - 12’.b,12. L’intensité est donc nulle si Ê’ II Li, c’est-à-dire si IC’ I IC,. Une 
lumière initialement dépolarisée donne lieu, dans les directions perpendiculaires à la 
direction d’incidence, à un faisceau complètement polarisé. Ce résultat s’applique à 
la diffusion de la lumière solaire par l’atmosphère. I1 permet aux navigateurs de re- 
pérer la direction du soleil même si celui-ci est caché par des nuages. I1 est cependant 
nécessaire d’avoir un coin de ciel bleu afin d’éviter la diffusion de Mie pour laquelle 
ces conclusions sont incorrectes. I1 semblerait que ce fait ait été connu des vikings. 
C’est la conclusion à laquelle sont arrivés les archéologues après avoir trouvé dans 
des tombes des morceaux de cordiérite qui est un cristal polariseur naturel. 

O La diffusion résonnante 

On considère maintenant le cas de la diffusion résonnante d’un photon par 
un atome et on cherche à determiner l’élément de matrice 7fi de l’opérateur 
de collision. Une première difficulté provient de ce qu’à la résonance, w = W O ,  
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l’amplitude (2.138) diverge. En fait, cette divergence est levée car le niveau 
excité Je a une durée de vie finie liée à son interaction avec les fluctuations du 
champ électromagnétique. Un atome dans l’état excité Je peut donc se désex- 
citer par émission spontanée vers le fondamental J .  En resommant toutes les 
amplitudes de transition correspondant à l’émission et à la réabsorption d’un 
photon par l’atome dans son état excité du fait de son interaction avec les 
fluctuations du vide [55], on fait apparaître la largeur J? du niveau excité qui 
mesure le taux d’émission spontanée 13. L’amplitude de diffusion correspon- 
dante se déduit de (2.138) et se met sous la forme 

où on a défini 6 = w - wo. Cette amplitude fait intervenir des éléments de 
matrice de l’opérateur d.Ê. Afin de les évaluer, on se place dans la base définie 
à partir d’une base cartésienne (ê5 ,  êY, êZ) par 

eo = ez 
1 

ê*i = F-(êz * iêY) (2.153) Jz 
et dans laquelle un vecteur se décompose sous la forme a = 
Cq,o,-tl(-l)Qa,ê-, de sorte que : 

d.Ê = C ( - 1 ) 4 d , ~ - ,  = d o ~ o  - d + l ~ - 1  - d_le+i . (2.154) 
4 

Puisque seuls les d, sont des opérateurs, ce sont leurs éléments de matrices 
qui interviennent dans l’amplitude Ifa. Or, en vertu du théorème de Wigner- 
Eckart, un élément de matrice quelconque d’une composante TJk) d’un opé- 
rateur tensoriel S ( k )  d’ordre IC évalué pour des états propres du moment an- 
gulaire est donné par [56,57] 

(2.155) 

où (JeIIT(k)llJ) est un coefficient indépendant de m,m, et q, c’est-à-dire des 
dépendances angulaires, et qui ne dépend que de J ,  Je et de l’amplitude de 
l’opérateur tensoriel T ( k )  14. Le second terme (JkmqlJ,m,) est un coefficient 
de Clebsch-Gordan ou coefficient 33. D’une manière générale, ces coefficients 
sont ceux qui, dans le problème de l’addition de deux moments angulaires, 
J = j, + j,, permettent d’exprimer les vecteurs I J M )  en fonction des états 

I3L’interaction avec les fluctuations du vide donne lieu aussi à un déplacement de l’éner- 

1 4 ~ e  terme Jm est purement conventionnel. 
gie de l’état excité (déplacement de Lamb) que nous incluons dans la définition de wg. 
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ljlj2mlm2), soit (jlj2mlm2 IJM) .  Les coefficients de Clebsch-Gordan qui ap- 
paraissent dans (2.155) sont réels et ne sont non nuls que pour me - m = q 
et IJ, - JI 5 k 5 Je + J ,  établissant ainsi les règles de sélection de la transi- 
tion correspondante. Dans le cas d’une transition dipolaire, l’opérateur d est 
un vecteur ( k  = 1) et les règles de sélection permettent de définir la nature 
de la transition, Rayleigh ou Raman, en fonction de la polarisation E - ~  du 
photon. On note d = ( J , ( I d I I J ) / J m  et on définit ainsi l’opérateur sans 
dimension d = d/d .  Par ailleurs, on peut montrer [47,55] que la largeur ï du 
niveau excité est reliée à d par 

(2.156) 

En utilisant cette relation et le fait que la transition est fermée, c’est-à-dire 
E,, IJeme)(Jemel = 1, on peut récrire l’amplitude (2.152) sous la forme 

r/2 ( J m f  I(d.€’*)(d.€,)IJrn,) . (2.157) 37rhc3 Tfi = - 
R W ~  s+ir/2 

Le taux de transition obtenu en ne sélectionnant pas l’état Zeeman final mf 
est donné par la règle d’or de Fermi 

(2.158) 

Pour avoir la section efficace différentielle, il faut diviser par le flux incident 
de photons c/R et, en utilisant (2.141) et (2.152), on obtient 

L’expression (2.142) de la densité d’états des photons par unité d’angle solide 
permet finalement d’écrire 

La section efficace totale u est obtenue en intégrant la section efficace différen- 
tielle sur l’angle solide. En moyennant sur la polarisation des photons diffusés, 
on a 

(2.161) 

L’intégrale et la somme ne portent que sur ( d . Ê ’ ) ( d . Ê ’ * )  et donnent, en utili- 
sant (2.144), 

- A  - ^  8 ~ -  - 
/ d R k  x ( d . Ê ) ( d . z * )  = / d R k  (d.d - ( d . k ) ( d . k ) )  = -d.d 3 . (2.162) 

Ê L k  
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I I  - -  I _  - -  
L’opérateur d.d = dodo - d+ld-l - d-ld+l est égal à l’identité. Pour s’en 
convaincre, considérons son action sur un état [Jeme) 15, 

2.2IJerne) = [(J,m,/Jlm,O)’ + (J,m,lJl(m, - 1) + 1 ) 2  

+ ( J e m e I J l ( m e  + 1) - I Jeme)  = I J e m e )  (2.163) 

du fait de la normalisation de l’état [Jeme). On obtient donc 

De manière équivalente on pourrait obtenir ce résultat à partir du théo- 
rème optique (2.81). Pour cela, il faut remarquer que l’amplitude T$ ob- 
tenue à partir de la règle d’or de Fermi, est proportionnelle à l’amplitude 
de diffusion !(kirni, k’rnf).  Le coefficient de proportionnalité se déduit de 
l’expression (2.159) pour la section efficace différentielle et il est donné par 
J(fl/c)(27r/h)p(w) = Rw/27rhc2. Ainsi, moyennant la définition 

(2.165) 

011 obtient la section efficace totale (2.164) à l’aide du théorème optique (2.81). 

Afin d’achever le calcul de la section efficace, on moyenne sur la distribu- 
tion statistique des états Zeeman internes IJmi) que nous supposons équipro- 
bables, c’est-à-dire décrits par une matrice densité scalaire. En notant (. . .)int 

cette moyenne, on a 

où, pour écrire la dernière égalité, on a utilisé l’identité [57] 

(2.167) 

15Cet opérateur ne peut pas agir sur les états I Jm)  puisqu’ii est intercalé entre les 
opérateurs d . S ,  qui font passer l’atome du fondamental dans son état excité. 

I6Avant de prendre la moyenne sur la distribution des états internes, il y a une direction 
privilégiée donnée par le dipole atoniique. La section efficace totale dépend alors de la 
projection de la polarisation incidente 2% le long de cette direction. 
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Pour un opérateur vectoriel ( I C  = 1) et compte tenu de la définition de d,  on a 
(JelldllJ) = Jm. On en déduit finalement pour la section efficace totale 
moyenne : 

(2.168) 

où A J J ~  = ix. On voit sur cette expression que la section eficace totale 
ne dépend pas de la structure interne des niveaux atomiques, c’est-à-dire de 
leur dégénerescence (mis à part le facteur constant A J J ~ ) .  Les quantités phy- 
siques qui s’en déduisent, comme l’indice optique ou le libre parcours moyen 
élastique, ne dépendent pas non plus de la structure interne des niveaux ato- 
miques. 

Par contre, la section eficace différentielle (2.160) a une structure plus 
riche. En moyennant (2.160) sur la distribution statistique des états Zeeman 
IJrni), on obtient, en utilisant (2.168) : 

(&>,,, = 3(a) ((a.$;) (d.2’) (El.S’*) (d.Sz))znt (2.169) 

qui est un tenseur d’ordre 4 qui dépend clairement de la structure interne des 
niveaux atomiques. Afin de calculer la moyenne ((d.r;)(d.2’)(d.î’*)(d.2z))int 
à l’aide d’une matrice densité scalaire, on doit d’abord décomposer ce tenseur 
en composantes irréductibles [47,58,59]. Notons simplement ici le résultat 
en essayant de le justifier. La trace doit être invariante par rotation et ne 
doit donc dépendre que des produits scalaires entre les vecteurs polarisation 
(&, 2’, 2:’ 2’*). Plus précisément, on peut écrire la section efficace différentielle 
sous la forme 

(2.170) 

La nature du photon diffusé dépend non seulement de l’état de polarisation 
du photon incident, mais aussi de l’état Zeeman interne de l’atome. Nous 
reviendrons plus en détail dans le complément C6.5 sur ce rôle de la structure 
interne sur les effets d’interférence en diffusion multiple. 

Notons finalement que l’on retrouve la section efficace différentielle de 
Rayleigh (2.151) en considérant un fondamental non dégénéré, soit J = O, Je = 
1, auquel cas on a (w1,w2,ws) = ( l , O , O ) .  





Chapitre 3 

Théorie de perturbation 

Dans ce chapitre on prend h = 1 et on désigne la moyenne sur le désordre 
par -. 

Dans ce chapitre et le suivant, on se propose de résoudre les équations 
d’onde (Schrodinger ou Helmholtz) en présence du potentiel de désordre gaus- 
sien introduit au chapitre 2. Pour cela, on présente une méthode permettant 
de décrire l’évolution temporelle d’un paquet d’ondes dans le milieu aléatoire. 
Cette méthode utilise le formalisme des fonctions de Green [6043]  dont l’in- 
térêt ici est de permettre l’écriture d’un développement itératif en puissances 
du potentiel, appelé développement de diffusion multiple. Dans la limite de 
faible désordre, que l’on précisera, ce développement s’exprime sous la forme 
d’une suite de processus indépendants, dits évènements de collision, séparés 
par un temps caractéristique T, appelé temps de collision élastique moyen. 
On lui associe une longueur caractéristique, le libre parcours moyen, défini 
par 1,  = ‘UT, où v est la vitesse de groupe de l’onde ’. Afin d’évaluer le temps 
de collision T, dans le cas de l’équation de Schrodinger, on utilise une repré- 
sentation d’ondes planes qui correspond aux états propres 1.) de l’hamiltonien 
libre. On interprète alors 7, comme le temps de vie moyen des états Ik). Pour 
l’estimer en présence du potentiel V à l’ordre le plus bas en perturbation, on 
peut utiliser la règle d’or de Fermi. Ainsi le temps de vie Tk d’un état Ik) est 
donné par 

En prenant pour V le potentiel gaussien défini par (2.30) et, en moyennant 
sur le désordre, on obtient Rl(klVlk’)12 = B ( k  - k’)  où B ( k  - k’)  est la 

‘Pour des électrons dégénérés dont on étudiera le comportement au niveau de Fermi, w 
est la vitesse de Fermi w ~ .  Pour des ondes, w est la vitesse de groupe que l’on notera c. 
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transformée de Fourier de la fonction de corrélation V(r)V(r’). On en déduit 
le temps de vie moyen T, d’un état d’énergie E : 

où PO est la densité d’états par unité de volume à l’énergie considérée et où le 
paramètre 7, qui caractérise le désordre est égal à 

(. . . ) désigne la moyenne angulaire de B(k  - k’)  avec la contrainte = fk’. 
Pour le bruit blanc défini par (2.31), on a ye = B. En général, on ne connait 
pas les détails microscopiques du désordre qui est décrit par le paramètre 
phénoménologique +ye. Toutefois, dans le cadre du modèle d’Edwards pour 
une densité ni de diffuseurs de section efficace a, la relation (2.102) permet de 
récrire le libre parcours moyen élastique 1, en fonction de la section efficace 
des diffuseurs : 

1 
1, 
=nia , - (3.4) 

relation qui est aussi valable pour le cas de l’équation de Helmholtz (2.9) ‘. 
Dans certains cas, la section efficace peut se calculer au moyen d’un modèle 
microscopique. Par exemple, pour décrire la diffusion multiple de la lumière 
par des suspensions, on prend pour la section efficace de Rayleigh étudiée 
dans le complément C2.3. Le modèle gaussien apparaît donc comme un modèle 
eflectzf qui dépend du paramètre 7, lequel peut être relié à des paramètres 
physiques qu’il est éventuellement possible de contrôler expérimentalement. 
On montrera dans le complément C4.3 que lorsque le potentiel a une portée 
finie, il apparaît un autre temps caractéristique appelé temps de transport et 
noté r*. 

2 0 n  montre d’abord que 

1 2n 
- = - B(k - k’)b(€k - E k , )  
Te Q kr 

et on obtient la relation (3.2) en passant au continuum. 
3 0 n  utilise pour cela l’expression (3.40) de la densité d’états PO. 
4Pour l’équation de Helmholtz, on montre plus loin (3.77) que 1/1, = ye/(4n). On 

obtient alors la relation (3.4) en utilisant (2.100). 
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Exercice 3.1 : En utilisant la règle d’or de Fermi, montrer que le temps de vie élas- 
tique T~ pour le modèle d’Anderson (section 2.2.3) avec une distribution de potentiel 
rectangulaire se met sous la forme O: W 2 / t .  

T e  

3.1 Fonctions de Green 
La règle d’or de Fermi ne permet de décrire l’évolution temporelle du sys- 

tème que pour des temps inférieurs à 7,. Afin d’obtenir l’évolution temporelle 
du système au-delà de T,, on introduit le formalisme des fonctions de Green et 
de l’opérateur résolvante. On ne cherchera pas ici à décrire ce formalisme dans 
toute sa généralité, mais on retiendra un certain nombre de notions indispen- 
sables [60,61]. On considérera séparément le cas de l’équation de Schrodinger, 
qui est du premier ordre en temps, et celui de l’équation de Helmholtz qui est 
du second ordre. 

3.1.1 Fonction de Green de l’équation de Schrodinger 
On considère l’équation de Schrodinger associée à l’hamiltonien (2.1) : 

a+ i- = Ft+ = (Eo + V)$ at (3.5) 

où Fto = - k A  et V est le potentiel de désordre. On décrit ici des électrons 
libres supposés sans spin. L’évolution temporelle d’un état I$@))  initialement 
en I$o(t = O ) )  est décrite au moyen de l’opérateur unitaire d’évolution V ( t )  : 

I$tt)) = V(t)I+o(O)) = e-ixtl+o(0)) . (3.6) 

En représentation spatiale, 

$f(T,t) = (.l$f(t>) = Jdr;(rle-ix’lr;)7uo(ri, 0 )  . (3.7) 

Avec la convention de la figure 3.1, on définit la fonction de Green par : 

~ ( r ~ ,  r ,  t )  = (rleëixtlri) = 4i(ri)4n(r)e-it- t  (3.8) 
n 

où E ,  et 4n sont respectivement les énergies propres et les états propres normés 
de W. Ainsi définie, la fonction G(ri ,  r ,  t )  décrit l’évolution d’un état [r i )  au 

5Ainsi définie, GR(v , ,  T )  se lit de gauche à droite (fig. 3.1). Cette convention n’est pas la 
plus habituelle. C’est cependant celle que nous adopterons dans tout cet ouvrage. Elle est 
mieux adaptée à la description des expériences de diffusion ou de transport, où la source 
est en général représentée à gauche et le détecteur à droite. 
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GR(r,r’) 
r \ r‘ 

/ 

FIG. 3.1 ~ Convention choisie dans cet ouvrage pour la représentation des fonctions 
de Green. O n  a GA ( T I ,  T )  = GR(r ,  T I ) * .  

temps t = O vers l’état I T - )  à un temps t dont le signe n’est pas précisé. Si on 
veut décrire l’évolution d’un état créé au temps t = O vers les temps positifs 
ou négatifs, on est amené à définir les opérateurs 

GR(t)  = - iO(t)eëi f i t  

GA( t )  = iû ( - t )eë i f i t  (3.9) 
dont les représentations spatiales correspondent aux fonctions de Green re- 
tardée GR et avancée GA 

n 
(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

La convergence des intégrales (3.1 I) aux temps longs nécessite l’introduction 
d’une partie imaginaire à l’énergie E f io ,  le signe f correspondant respective- 
ment aux parties retardée et avancée. La relation (3.12) permet d’introduire 
formellement les opérateurs 

(3.13) 

transformés de Fourier de GR>A(t). On définit de même les opérateurs de 
Green libres associés à l’hamiltonien 3-10 

R,A 1 
Go ( E )  = 

E - 3-10 f io (3.14) 
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L’équation de Schrodinger (3.5) s’exprime alors sous la forme d’une relation 
entre les opérateurs G et G o .  En multipliant par G o  la relation (3.13) récrite 
sous la forme 

( E  - 3.t)G = n (3.15) 

et en utilisant la relation (3.14) sous la forme ( E  - ‘Fto)Go = 1, on obtient 

G = 8, + êovG (3.16) 

qui se prête au développement itératif que l’on considèrera dans la section 3.2. 

O Quelques propriétés des fonctions de Green 

On a introduit la fonction de Green à partir de l’opérateur d’évolution. 
Celle-ci mesure aussi la réponse impulsionnelle associée à l’équation de Schro- 
dinger (3.5). En effet, en représentation spatiale la relation (3.13) s’écrit 

(E - 3.t f io) GR,A(ri ,  r ,  t) = S(r - ri) 

et la relation (3.16) entre les opérateurs G et G o  devient 

(3.17) 

G ( ~ ~ ,  T ,  E )  = G&, T ,  E )  + G(G, d ,  E)v(T’)G~(T’, r ,  . (3.18) J 
Par ailleurs, la fonction de Green vérifie les propriétés : 

G A ( y ,  ri, E )  = GR(ri,  r ,  E)* (3.19) 

(3.20) 

où * dénote le complexe conjugué. On définit aussi la partie imaginaire de GR 

(3.21) 

Remarque importante 

On notera 

(3.22) 
G H ( v , ~ ‘ )  -GA(.,.’) 

22 
ImGR(r ,  T’) = (r’lImGRlr) = 

1 et non pas 

i 1 ImGR(r , r ’ )  = 

1 

(3.23)  GR(^, T’) - G R ( v ,  T’)* - - G R ( v ,  T’) - G A ( ï ’ ,  T )  

22 22 i 
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O Fonction de Green et densité d’états 

La fonction de Green contient toutes les informations sur les solutions de 
l’équation de Schrodinger. En particulier, elle est reliée à la densité d’états 
v(c) définie par 

.(€) = CS(6 - cn) . (3.24) 
n 

On utilisera aussi la densité d’états par unité de volume notée P ( E )  = v ( c ) / f l .  
On définit aussi : 

e la densité d’états locale au point r : 

e la densité d’états non locale : 

À partir de l’équation (3.12)’ la relation 

1 
x + io X 

= pp-  - i7r6(x) 1 

permet d’écrire 

p,(r,r’) = --ImGR(r,r’,E) 1 = --(r’(ImG 1 ^ R  Ir) 
7r 7T 

i 
27r 

= - [GR(r ,  T ’ ,  E )  - G A ( r ,  T’ ,  E ) ]  

ainsi que 
‘ R  
7T 

p , ( ~ )  = --ImG ( r ,  T ,  E )  

et d’obtenir la densité d’états par unité de volume sous la forme : 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

Ainsi p , ( r )  = P,(P, r )  et P ( E )  est la moyenne spatiale de p,(r).  

Par ailleurs, on considère la fonction de Green en représentation impulsion 

G R ’ A ( k a , k , ~ )  = ( k ( G  .. R,A ( ~ ) l k i )  . (3.31) 
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L’invariance par translation, lorsqu’elle existe, implique que G ( T ~ ,  T ,  E) = 
G(T - ri, E).  Dans ce cas, GR)A(ki,  k, E) = GR)A(k,  E)bk,k,, avec 

GRIA(k, E) = GRIA(T,E)eëik,rdr .I’ 
et la densité d’états par unité de volume s’écrit 

P(E) = - - x I m G R ( k , E )  1 . 

IT’ k 

(3.32) 

On voit que cette expression est analogue à (3.30).  La densité d’états ne 
dépend pas de la représentation considérée. On peut écrire plus généralement 

(3.33) 

O Fonction de Green libre 

En l’absence de désordre, l’hamiltonien 3.10 est diagonal dans la base des 
ondes planes et la fonction de Green s’écrit : 

R A  1 
Go ’ (k, E )  = 

E - ~ ( k )  f io 
(3.34) 

où €(IC) = k2/2m. La fonction de Green en représentation spatiale est la 
transformée de Fourier de (3.34).  À trois dimensions et pour un milieu infini, 
on a : 

L’intégrale angulaire donne, en posant R = Ir - rit, 

L’intégrale sur k’ se récrit 

kIeik’R R A  m m  
Go’  ( T ~ , T , E )  = -- 

2i.rr2R S_, dkl(k’ - k iO)(k’ + k f io) 
et se calcule par la méthode des résidus pour donner finalement 

e f i k R  Go R A  ’ ( T ~ , T , E )  = 
~ I T  R 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 
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avec k = fi. On peut aussi établir directement cette expression en notant 
que la fonction de Green libre est solution de l’équation différentielle 

(3.39) 

On vérifie bien que, à trois dimensions, la densité d’états (sans spin) donnée 
par la relation (3.30) est égale à 

PO(€) = - (3.40) 

de sorte que la fonction de Green est de la forme 

(3.41) 

Exercice 3.2 : Pour une relation de dispersion €(le) = c( lk / ) ,  vérifier que la fonction 
de Green G , R ’ A ( ~ , ,  T ,  E) ne dépend que de R = JT - T,\  et qu’en dimension d = 3, elle 
s’écrit sous la forme (3.41). 

Exercice 3.3 : Montrer qu’en dimension d = 1, la fonction de Green s’écrit : 
m 
k 

G ~ , ~ ( T , , T , E )  = = +apoefzkR (3.42) 

où IC = J k J .  

Exercice 3.4 : Montrer qu’en dimension d = 2, la fonction de Green s’écrit : 
m 
2 

G t I A ( ~ , , ~ , ~ )  = -z-HA’)(*kR) (3.43) 

où /c = J ~ C J  et ~ i ” ( * z )  = h ~ o ( z )  + i~o(z). Les fonctions ~ o ( z ) ,  YO(.) et HA’)(,) 
sont respectivement des fonctions de Bessel, de Neumann et de Hankel (appelées 
encore fonctions de Bessel de première, deuxième et troisième espèce) [64]. Retrouver 
la densité d’états à deux dimensions. 

Exercice 3.5 : Montrer que, en dimension d quelconque, la densité d’états P O ( € )  

pour une dispersion quadratique c = k 2 / 2 m  est 

où Ad = $ est le volume de la sphère unité. En particulier 

m 

(3.44) 

(3.45) 
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3.1.2 Fonction de Green de l’équation de Helmholtz 
La forme de la fonction de Green dépend de l’équation différentielle à 

laquelle elle est associée. Comme on l’a fait dans (3.17) pour l’équation de 
Schrodinger, on définit la fonction de Green G(ri,  r ,  ko) associée à l’équation 
de Helmholtz (2.9) par 

[A, + k o ( l +  ,u(T))] G ( T ~ ,  T ,  ko)  6 ( ~  - ~ i )  . (3.46) 

La fonction de Green libre GO(TO, T ,  ko)  est donc solution de l’équation diffé- 
rentielle 

(A, + ko) Go(ri, r ,  ko) = S(r - r i )  (3.47) 

et elle s’obtient de manière similaire à (3.38) : 

(3.48) 

à trois dimensions, et par 

R A  a f i k o R  
Go ’ (r i ,  T ,  ko) = ?-e 2ko 

(3.49) 

à une dimension. Notons finalement que sa transformée de Fourier est égale à 

(3.50) 

Comme pour (3.30), on peut relier la densité de modes propres de l’équation 
de Helmholtz à la fonction de Green. La relation de dispersion étant linéaire, 
w = kc, la densité de modes est donnée par 

(3.51) 
1 

.(W) = C S ( W  - koc) = - C S ( k  - ko) 
k 

c 
k 

où k = 1.1. Par ailleurs, la partie imaginaire de la fonction de Green (3.50) 
est égale à 

(3.52) ImGf(k, ko) = -- [ 6 ( k  + ko) + 6(k - ko)] 
7r 

2kO 
de sorte que 

2kO 
PO(W) = -a CImG:(k, ko) 

k 

En présence de désordre, 

drImGR(r, T ,  ko) 

(3.53) 

(3.54) 



88 

ou encore 

Chap. 3 : Théorie de perturbation 

I 2kO v = --ImTrG 
T C  

(3.55) 

qu’il est intéressant de comparer à la relation (3.33) pour l’équation de Schro- 
dinger. Le facteur multiplicatif supplémentaire provient du fait que l’équation 
de Schrodinger est du premier ordre en temps alors que l’équation de Helm- 
holtz est du second ordre. 

Exercice 3.6 : Montrer que, pour l’équation de Helmholtz libre, la densité de modes 
à trois dimensions s’écrit 

(3.56) 

Le formalisme des fonctions de Green donne un cadre technique appro- 
prié à l’étude systématique des solutions de l’équation de Schrodinger. I1 de- 
vient naturel et même indispensable pour l’étude de la propagation des ondes 
électromagnétiques (solutions dites radiatives) à partir d’une distribution de 
sources j ( r ) .  Cette distribution peut-être une source ponctuelle décrite par 
une fonction 6, ce qui correspond à l’équation (3.46). Si l’onde est émise à 
partir d’une distribution j ( r )  de sources du champ électrique (qui décrit par 
exemple la forme du faisceau laser incident), l’amplitude du champ électrique 
+(T)  n’est plus solution de (2.9) mais de 

(3.57) 

I1 est possible de récrire cette équation différentielle comme une équation 
intégrale 

$ ( T )  = d r i  j ( r i )G(r i ,  y, h) (3.58) 

où la fonction de Green G(r i , r , ko )  est solution de l’équation différen- 
tielle (3.46). En utilisant la fonction de Green libre Go(r i , r ,ko)  solution 
de (3.47)’ on obtient une autre équation intégrale analogue à (3.18) 

J 

de telle sorte que les solutions de (3.57) s’écrivent sous une forme permettant 
de séparer la contribution de la source de celle du désordre 

cette relation généralise (3.59) au cas d’une distribution de sources quel- 
conque. 
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3.2 Développement de diffusion multiple 

3.2.1 Équation de Dyson 
On cherche maintenant à établir un développement perturbatif à partir de 

la relation (3.16) entre G et Go. Formellement, ce développement s’écrit [62,63] 

G = G o  + G,vG, + G,vG,vG, + . . . (3.61) 

En représentation spatiale, il devient : 

G ( r ,  r ’ )  = Go(r, r ’ )  + driGo(r, r i )V ( r i )Go(r i ,  r ’ )  s 

Ce développement peut se visualiser à l’aide des diagrammes de la figure 3.2. 
Lorsqu’on moyenne sur le potentiel aléatoire en utilisant la forme particu- 
lière (2.30) du potentiel gaussien, le développement de la fonction de Green 
moyenne G se simplifie considérablement. Le terme linéaire en V ainsi que 
tous les termes impairs disparaissent, tandis que le terme quadratique fait 
apparaître la fonction de corrélation B(r1 - T-2) .  I1 reste 

+ / drldr2B(r1 - rz)Go(r,  r l )Go(rl ,  T I ) G o ( T ~ ,  r ’ )  + . . . (3.63) 

Ce développement est représenté sur la figure 3.3, où les appariements de lignes 
d’impuretés représentent les différents produits V ( T ~ ) V ( T ~ )  ’. En moyennant 
sur le désordre, on récupère l’invariance par translation et la fonction de Green 
ne dépend alors que de la différence des positions, G(r ,  T ’ )  = G(r - r ’ ) .  En 
transformée de Fourier, le développement (3.63) s’écrit sous la forme : 

(3.64) 

6Pour alléger les notations et lorsqu’aucune confusion n’est possible, on omet l’énergie E 

7Dorénavant la moyenne sur le potentiel aléatoire sera dénotée par - au lieu de (...) 
(ou la fréquence) à laquelle sont calculées les fonctions de Green. 

comme dans le chapitre 2. 
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r r r r, r’ r rl r, r’ r rl r, r3r’ 

FIG. 3.2 ~ Développement diagrammatique de la fonction de Green avant la moyenne 
sur le désordre. 

.. !! .. Z Z  .. . .  . . . .  . .  . . . .  . .  . . . .  . .  . . . .  . .  . . . .  . .  . . . .  . .  . . . .  . .  . . . .  . .  . . . .  
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Go . .  . . . .  . . . .  .. G 
*=-+ ’: -! + -: 

.. X x ... .... . . . .  . . . .  . . . .  
. I .  . . . .  . . . .  . I .  

::e. : : *.* 
. .  . .  . .  r r ! !  . . . .  . .  . . .  . . .  . I .  ..-- x -e.. . . .  

. . .  . . *. : ; .  
. . . .  . . .  . . .  . . . .  . *. . . . . .  . . . .  + ::’ *: + ..- -.. + :- .. + ... 

FIG. 3.3 - Développement diagrammatique de la fonction de Green moyenne. 

En moyennant, on engendre tous les diagrammes correspondant à tous les 
appariements possibles des lignes d’interaction avec les impuretés qui appa- 
raissent sur la figure 3.2. Ces diagrammes (fig. 3.3) sont de deux types. Les 
uns sont dits séparables ou réductibles, c’est-à-dire que l’on peut les séparer 
en deux diagrammes sans avoir à couper de ligne d’impureté. Tous les autres, 
par opposition, sont non-séparables ou irréductibles. Les diagrammes réduc- 
tibles peuvent être factorisés en un produit de diagrammes irréductibles. Ceci 
est possible dans le cas du potentiel gaussien car les intégrales sur les vecteurs 
d’onde intermédiaires sont indépendantes. Par exemple le diagramme ( b )  de 
la figure 3.3 s’écrit 

(3.65) 

La somme des contributions de tous les diagrammes se ramène au calcul de 
la série géométrique 
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solution de l’équation dite de Dyson 
- 
G ( k )  = Go(-) + Go(k)C(k ,  E ) G ( ~ )  . (3.67) 

La fonction E(k, E ) ’  appelée self-énergie est, par construction, la somme d’une 
infinité de diagrammes irréductibles (fig. 3.4). 

Pour l’équation de Schrodinger, la fonction de Green libre G o ( k , ~ )  est 
donnée par (3.34). L’équation de Dyson correspondante (3.67) s’écrit sous la 
forme 

-R,A 1 
G (IC,€) = 

E - E(k) - C R J y k ,  E )  
(3.68) 

Pour l’équation de Helmholtz, la fonction de Green libre Go(k, ko) est donnée 
par (3.50) et la fonction de Green moyenne s’écrit donc 

(3.69) 

où ko est relié à la pulsation w = cko de l’onde. La self-énergie C ( k , k o )  a, 
dans ce cas, les dimensions de l’inverse d’une surface. 

FIG. 3.4 - Représentation diagrammatique de la self-énergie comme une somme de 
diagrammes irréductibles. 

3.2.2 Self-énergie 

celle-ci contient une infinité de termes. Le premier , 
Le calcul de la self-énergie est en principe un problème difficile puisque 

E ) ,  s’écrit (fig. 3.4) 

1 
CF’A(k,  E )  = - B ( k  - k’)G,RIA(k’) . 

a k’ 
(3.70) 

La partie réelle de la self-énergie correspond à un déplacement sans consé- 
quence de l’origine des énergies (ou des fréquences pour l’équation de Helm- 
holtz) dont on ne tiendra pas compte. Dans le cas de l’équation de Schrodinger, 
la relation (3.33) qui relie la fonction de Green et la densité d’états conduit à 

(3.71) 
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En notant k = kS où i’ est un vecteur unitaire, et en séparant les sommations 
radiale et angulaire, on obtient : 

ImEf(k,  E )  = -7rpo(~)(B(ko, S - S’ ) )S I  (3.72) 

où on a introduit la moyenne angulaire (. . . ) de B. La self-énergie définit un 
temps caractéristique re dit temps de collision élastique moyen tel que 

I I 
1 

2 re 
- = -ImEf(k, E )  = npo(e)ye Schrodinger (3.73) 

où on note 
7, = (B(k -IC’)) . (3.74) 

Ce temps, déjà obtenu par la règle d’or de Fermi (3.2), est le temps de vie 
moyen d’un état propre de vecteur d’onde IC et d’énergie E .  Dans le modèle 
gaussien, il est indépendant du vecteur d’onde. L’existence d’une partie imagi- 
naire finie pour la self-énergie implique que la densité d’états proportionnelle 
à la partie imaginaire de la fonction de Green (relation 3.30) est constituée 
d’une série de lorentziennes chacune d’elles décrivant un état d’énergie élargi 
d’une quantité proportionnelle à 1/27,. 

Remarque : Autres mécanismes de diffusion 

On n’a considéré ici que la contribution des collisions élastiques sur le potentiel al& 
toire dû aux impuretés statiques. La prise en compte du couplage spin-orbite conduit 
à un élargissement supplémentaire 1/2rs0, et le couplage à des impuretés magnétiques 
conduit à un élargissement 1/2rm. Les temps de collision spin-orbite et de retour- 
nement d’une impureté magnétique rso et rm sont définis dans la section 6.5.2. En 
tenant compte de ces mécanismes de collision, la self-énergie devient 

ce qui définit le temps de collision total rtot en présence de ces nouveaux mécanismes 
(p. 234). Tout autre mécanisme de collision peut ainsi être pris en compte par une 
contribution supplémentaire à la self-énergie. Ces contributions sont additives dans 
la mesure où les degrés de libertés sont découplés les uns des autres (règle de Mat- 
thiessen). 
Le couplage à des degrés de liberté dynamiques peut aussi être incorporé de façon 
phénoménologique à la fonction de Green à une particule, en justifiant d’un élargis- 
sement dû au couplage à ces degrés de liberté que sont les phonons, d’une part et 
les autres électrons d’autre part. L’interaction électron-phonon n’est pas décrite dans 
cet ouvrage (on pourra consulter [65]). L’interaction coulombienne entre électrons 
(chap. 13) donne aussi lieu à l’apparition d’un nouveau temps caractéristique T ~ ~ .  

De même, dans le cas de l’équation de Helmholtz, on déduit des rela- 
tions (3.70) et (3.50) que 

R Y&O ImC, (k,ko) = -- . 
47r 

(3.76) 
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Schrodinger 

- 1 = - 1 m ~ R  
2re 

ImCR = -~y ,po  

1 
Te = a?rpoT, 

On définit dans ce cas le libre parcours moyen élastique 1,  par 

Helmholtz 

L - - L I ~ c R  
1,  - k0 

ImCR = -e 
4n 

Te = le 

pour d = 3. À toute dimension, en utilisant les relations (3.70) et (3.55), on 
obtient 

(3.78) 

où po est la densité de modes propres par unité de volume. 
Le tableau 3.5 résume les expressions du temps de collision ou du libre 

parcours moyen élastique pour les problèmes de Schrodinger et de Helmholtz. 

parcours moyen élas- 

Dans les exercices qui suivent on considère (sauf mention explicite) un bruit blanc. 

Exercice 3.7 : Montrer qu’en représentation spatiale, la self-énergie CF s’écrit 

C ~ ( T ,  T’ ,  e) = y , G f ( ~ ,  T’,  t ) 6 ( ~  - T ’ )  (3.79) 

ce qui implique immédiatement (3.73). 

Exercice 3.8 : Calculer, pour l’équation de Schrodinger, le terme suivant C g  du 
développement de la self-énergie à d = 3 (fig. 3.4). 

Ce terme est donné par 

d ~ i d ~ z G f ( ~ , ~ i ) b ( ~  - ~z)Gf(~i,~z)b(~i - T ’ ) G ~ ( T ~ ,  T ’ )  (3.80) 

soit 
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En utilisant l’expression (3.41) de la fonction de Green libre à d = 3, il vient 

K po e32koR 
4 r,2 k2R3 

C,”(T, T I ,  E )  = -- - ~ (3.81) 

où R = I T - T ’ ~  et où ko est le vecteur d’onde associé à l’énergie E. La partie imaginaire 
ImCF(k, E )  de la transformée de Fourier de @ ( T ,  T ’ ,  E) est donnée par l’intégrale 

ImCF(k, E) = -n2 !?! - 1 Sc0 dRsin kRsin3koR - - r2 PO min (1, F) . 
~ , 2  kki 0 R2 2 rzk; 

À d = 3, la densité d’états est donnée par po = * avec E = &. On peut donc 
écrire 

k2  

I m C F ( k , c ) = - - - m i n ( ï , F )  1 7 r  

2re 2k01e 
(3.82) 

k2  À d = 3, la densité d’états est donnée par po = * avec E = &. On peut donc 
écrire 

I m C F ( k , c ) = - - - m i n ( i , F )  2re 2k01e (3.82) 
1 7 r  

où I ,  est le libre parcours moyen élastique défini par 1, = UT, et w la vitesse de groupe 
w = $ associée à l’équation de Schrodinger. Cette correction, d’ordre l / k o l ,  est donc 
négligeable à d = 3. 

Exercice 3.9 : Généraliser le résultat précédent à une dimension d quelconque et 
vérifier que la correction ImCF(k,t)  à la self-énergie fait intervenir une intégrale de 
la forme : 

(3.83) 

La correction est finie en dimension d = 3. Par contre elle diverge à d = 1 et elle est 
marginale (logarithmique) à d = 2. On en conclut que pour d 2 2, tous les termes 
d’ordre supérieur dans la self-énergie sont négligeables devant Cl (k, E) dans la limite 
kol, >> 1. Par contre, cela n’est plus vrai à d = 1. Dans ce cas, il existe une méthode 
systématique pour resommer les diagrammes [SS]. 

Exercice 3.10 : Montrer que ImEF représenté sur la figure 3.4 est une correction 
d’ordre l/koZe à la self-énergie. 

I1 est instructif de représenter schématiquement (fig. 3.6) dans l’espace réel 
les séquences de collisions correspondant respectivement à C1 et Cz (fig. 3.4). 
On voit ainsi que C1 décrit une succession d’évènements de collisions indé- 
pendants tandis que les termes suivants de la self-énergie font apparaître des 
termes d’interférence entre collisions successives. La limite kol, > 1 corres- 
pond au régime pour lequel on peut négliger ces effets d’interférence (voir 
exercice 3.8). Cette approximation revient à supposer qu’après chaque colli- 
sion on peut reconstruire asymptotiquement une onde libre. C’est la limite de 
faible désordre que nous considèrerons dans tout l’ouvrage. 

limite de faible désordre : kol, > 1 (3.84) 

On note que pour le modèle d’Edwards (section 2.2.2)’  

( B ( q ) )  = 4 7 w a  (3.85) 
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(c2) +++e-+ + .-- 

FIG. 3.6 - Chaque terme Ci qui contribue à la selfénergie (3g. 3.4) est l’élément 
de base dont l’itération permet de construire, à une approximation donnée, les sé- 
quences de collisions multiples. Les deux contributions représentées correspondent 
aux itérations engendrées respectivement par Ci et C2. 

où a est la section efficace d’une impureté. On voit ainsi que la contribution 
Cl ,  qui correspond à des collisions indépendantes, est proportionnelle à la 
densité ni d’impuretés puisque, à partir de (3.76), on obtient 

= nia (3.86) 

I1 est donc possible de relier le libre parcours moyen 1, à des quantités phy- 
siques en utilisant dans la relation (3.86) l’expression de la section efficace 
obtenue par la théorie des collisions simples. Par exemple, dans le cas de la 
diffusion de la lumière par des suspensions denses de diffuseurs, on utilise la 
relation (3.86) en prenant pour u la section efficace calculée pour un diffuseur 
unique (compléments C2.1 et C2.3). De la dépendance de a en fonction de la 
longueur d’onde A, on déduit le comportement de le(A) .  

Remarque 

On utilisera régulièrement le terme impureté n ou << centre diffuseur >> pour décrire 
les évènements de collisions. La distance moyenne entre deux collisions successives 
sur ces << impuretés B est le libre parcours moyen 1, et non pas n,l’d qui d’ailleurs 
est nulle pour le modèle gaussien. 

Exercice 3.11 : Montrer que, dans le modèle d’Edwards, le diagramme correspon- 
dant à Cq (fig. 3.4) est égal à 

nzuo / driGo(r ,  r i )Go(r i ,  r i )Go(r i ,  r i )Go(r i ,  r’ )  

et qu’il s’annule dans la limite d’un potentiel gaussien pour lequel 210 -t O avec n,wi 
constant. 
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3.3 Fonction de Green et densité d’états 
moyennes 

En se limitant au premier ordre pour la self-énergie, on peut écrire la 
fonction de Green électronique moyenne à partir des relations (3.68) et (3.73) : 

. .  
-R A 1 
G ’ ( k , ~ )  = 

E - E ( - )  f & (3.87) 

-R A G ’ (ri, T ,  E )  est la transformée de Fourier de (3.87). Pour une relation de 
dispersion quadratique ~ ( k )  = k2/2rn, elle s’écrit 

où on a défini k: = IC2 f iz. En procédant de façon analogue au calcul de 
la fonction de Green libre (3.38), et en considérant la limite kl,  > 1 de telle 
sorte que /ce = IC(I f Y IC f &, on a k le  

-R A G ’ ( T ~ , T , E )  = - m e f i k R e - R  121, 

2rR 

(3.88) 

De même, à partir de l’expression de la fonction de Green moyenne dans 

(3.90) 

on obtient 1 e f i k o R  
-R G ’ A ( ~ i , ~ , k o )  e -R/21e 

4.rr R 
(3.91) 

où R = IT  - ri / .  Ces deux dernières expressions de la fonction de Green 
moyenne ont été obtenues dans l’hypothèse d’un milieu infini et invariant par 
translation. En fait, il suffit que la taille caractéristique L du milieu soit très 
supérieure à I ,  pour que l’on puisse utiliser les expressions précédentes. 

À partir de l’expression (3.87) de la fonction de Green moyenne, on déduit 
la densité d’états moyenne : 
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Par exemple, dans le cas d = 2 pour lequel la densité d’états P O ( € )  = PO est 
constante, on obtient 

(3.93) 

On constate ainsi que la densité d’états moyenne est très peu affectée par le 
désordre et que la correction est d’ordre l/kZe à deux dimensions, et d’ordre 
1/(kZ,J2 à trois dimensions (voir exercice 3.12). On prendra donc dans la suite 
- 
P(6)  = P O ( € ) -  

Exercice 3.12 : Densité d’états électronique moyenne à trois dimensions 
A trois dimensions, la densité d’états po varie comme e l l 2 .  Montrer que la densité 
d’états moyenne s’écrit : 

(3.94) 

où P O ( € )  est donnée par la relation (3.44). 

Exercice 3.13 : Montrer que la dépendance temporelle de la fonction de Green 
G ( T ,  T’ ,  t) définie par la transformée de Fourier de (3.91) s’écrit : -R 

(3.95) 
-R G ( T , T ’ , ~ )  = -c S(R - ~ t ) e - ~ / ~ ~ “  

4s R 
avec R = I T  - T ’ I  
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Complément C3.1 Corrélations à courte portée 

La compréhension des mécanismes physiques liées à la diffusion multiple 
nécessite la description de la propagation d’un point origine vers une impu- 
reté, puis de la séquence de collisions d’impureté en impureté. I1 est donc 
nécessaire d’avoir une description précise des (( terminaisons )) des séquences 
de collisions. Ce sont des fonctions à courte portée spatiale qui font intervenir 
des combinaisons de fonctions de Green moyennes. Le but de ce complément 
est de passer en revue et de calculer ces différentes combinaisons de fonctions 
de Green. On définit tout d’abord la fonction à courte portée 

-- ImE:(r,T’) Schrodinger 
TPO 

(3.96) 
47T -R 

- -ImG, ( T ,  T ’ )  Helmholtz 
k0 

dR) = 

avec R = T - T ’ .  L’utilisation des expressions (3.89, 3.41, 3.43 et 3.42) de la 
fonction de Green moyenne (Y, T ’ )  , mène aux expressions 

(3.97) 

avec ko = et R = (RI. Par ailleurs, à l’aide de (3.28), on note que, pour 
l’équation de Schrodinger, la fonction g(R) est reliée à la densité non locale 
moyenne : 

Dans ce cas, on vérifie que, dans la limite kol, >> 1 et à toute dimension, on a 

(3.99) 

pour des électrons. 
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Exercice 3.14 : Calculer l'intégrale I = s g 2 ( R ) d R  et vérifier que, dans la limite 
kol, > 1, 

à d = 2 ,  I = 1, à d = 1 . (3.100) 
2x1, 21, 

k0 ko 
I = - 2  à d = 3 ,  I = -  

Ces relations sont valables aussi bien pour l'équation de Schrodinger que pour celle 
de Helmholtz. 

Montrer que, dans la limite ql, + m, la fonction a(q), transformée de Fourier de 
g 2 ( R ) ,  s'écrit, pour q < 2ko : 

et qu'elle est nulle pour q > 2ko. 

La fonction g ( R )  intervient dans de nombreuses combinaisons de fonctions 
de Green moyennes. Par exemple, l'intégrale f','(R) définie par 

f'J(R) = Ye /Ci(., T1)GP(îl, r')drl (3.102) 

avec R = r - r', se récrit 

et fait ainsi apparaître ImGf(r, d). On obtient finalement 

f ' J ( R )  = g ( R )  . (3.104) 

Plus généralement, on peut introduire la fonction f">"(R) définie par 

avec un produit de m fonctions de Green retardées et de n fonctions de Green 
avancées. Sa valeur en R = O, notée f")" = f")"(O), est donnée par l'expres- 
sion 

(3.106) 

sLe résultat (3.103) se déduit de la relation 

~ f t ( k ) ~ P ( k )  = - 2 7 , 1 m ~ 3 k )  . 
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Une intégration par la méthode des résidus conduit à [67,68] : 

(n + m - 2 ) !  
(n - l)!(m - l ) !  

n+m-2 (3.107) 

Un calcul similaire de f m i n  pour les ondes à trois dimensions donne 

(3.108) 

Le tableau 3.7 et la figure 3.8 donnent les expressions de quelques diagrammes 
ainsi que les valeurs de quelques I">". 

Exercice 3.15 : Calculer le dernier diagramme de la figure 3.8. 

On rappelle que la ligne d'impureté correspond à la quantité ye6(r - T' ) .  On montre 
ainsi que ce diagramme est le produit de ye et de deux diagrammes indépendants et 
identiques, égaux à f1,2(0)/~e. 

Exercice 3.16 : Montrer que, dans la limite IC& >> 1, 

I GR(k)GR(k)  = , 
' k  E 

(3.109) 

(3.110) 

I1 est donc négligeable, d'ordre l / k n l e .  On obtient le même résultat pour la somme 
d'un produit de deux fonctions de Green avancées. 

FIG. 3.7 - Quelques valeurs de f",". Pour les ondes à d = 3, il faut remplacer re 
par L / ( 2 k o ) .  
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f2,’(0) = -ire 

f2,2(o) = 2z2 

FIG. 3.8 - Différents produits de fonctions de Green. La fonction f”’”(r - T ‘ )  ne 
dépend pas de l’ordre de la séquence des fonctions de Green retardées (traits pleins) 
et avancées (tirets). Les cercles ouverts indiquent des points dont les positions ont 
été intégrées. Pour les ondes à d = 3, il faut remplacer re par le/(21co) et -ye par 
4x11,. 





Chapitre 4 

Probabilité de diffusion quantique 

Ce chapitre contient une description des concepts et outils essentiels qui 
seront utilisés de manière récurrente tout au long de cet ouvrage. O n  prend 
ici fi. = 1. 

La fonction de Green moyenne permet de décrire l’évolution d’une onde 
plane dans un milieu désordonné mais elle ne contient pas d’information sur 
l’évolution d’un paquet d’onde. Pour des milieux optiquement épais ou des 
métaux, la plupart des propriétés physiques ne s’expriment pas à partir de la 
fonction de Green moyenne mais plutôt à partir de la probabilité P(T,  T ’ ,  t )  
pour une particule de se déplacerd’un point T à un point T’ ,  ou éventuellement 
de revenir à son point de départ. 

Dans ce chapitre, à partir de l’équation de Schrodinger (ou de l’équation de 
Helmholtz), on établit une expression générale pour la probabilité quantique 
de propager une particule (c’est-à-dire un paquet d’ondes) d’un point à un 
autre. Lorqu’on moyenne cette probabilité sur le potentiel aléatoire, on montre 
que, dans la limite de faible désordre kl,  >> 1, elle se décompose comme la 
somme de trois contributions principales : 

- La probabilité d’aller d’un point à un autre sans collision. 

- La probabilité d’aller d’un point à un autre par un processus classique 
de diffusion multiple sur les impuretés. 

- La probabilité d’aller d’un point à un autre par un processus cohérent 
de diffusion multiple sur les impuretés. 

On montre que les deux dernières contributions, appelées respectivement diffu- 
son et cooperon, obéissent’ dans certaines limites, à une équation de diffusion. 
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4.1 Définition 
A partir de l’équation de Schrodinger, on cherche à déterminer la proba- 

bilité de trouver une particule d’énergie €0 au point r2 à l’instant t ,  si elle 
a été placée initialement en r1 à t = 0. Pour cela, on considère l’évolution 
temporelle d’un état initial noté et représenté par un paquet d’ondes 
centré en r1 et d’énergie moyenne E O .  Ce paquet d’ondes se décompose sur les 
fonctions propres orthonormées I & )  de l’hamiltonien (2.1). On considère un 
paquet d’ondes gaussien dont la largeur en énergie est notée uE : 

I & . l )  = A C(~11 . ( r l ) e - ( ‘n - ‘o )2 /4u~  I & )  (4.1) 
n 

de sorte que 

s)T1 (Y) = ( r l q ! ~ ~ ~ )  = A C ( ~ I ~ , ) ( ~ , / r i ) e - ( ‘ ~ - ‘ ~ ) ’ / ~ ~ . a  . (4.2) 
n 

Le coefficient de normalisation A est tel que A2 = 
d’états moyenne. 

où po est la densité 
TPOU. 

Normalisation 

La condition ( r ) 1 2 d r  = 1 de normalisation de la fonction d’onde s’écrit : 

~2 c J ~ n ( T ) ~ ~ ( r i ) ~ ~ , ( ~ ) ~ n , ( r l ) e - ( ~ ~ - ~ o ) z / 4 ~ ~ ~ - ( ~ n ~ - ~ o ) 2 / 4 ~ ~ ~ ~  = 1 . 

L’intégration sur T puis l’utilisation de la relation (3.28) conduisent à 

n,n’ 
-L 

On choisit de normaliser la fonction d’onde en moyenne sur le désordre. On remplace 
donc la densité d’états locale p ( r 1 ,  e) par sa valeur moyenne sur le désordre p(r1 ,  e) = 
po(e) et pour une densité d’états po constante, on déduit la valeur de A. 

L’évolution de ce paquet d’ondes de T I  en r 2  est décrite par l’élément de 
matrice de l’opérateur d’évolution e-int : 

( ~ 2 1 - 2 ~ ‘  1@v1 )e(t)  = e(t)  C ( ~ 2 1 4 n )  (+n l+vl 
n 

n 
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où on a utilisé les relations (4.2) et (3.12). À l’instant t ,  on définit la probabilité 
conditionnelle, moyennée sur le désordre, d’être dans l’état 17‘2) par 

On suppose maintenant que le produit GR(rl ,  r2, E + :)GA(r2, TI, E - :) 
dépend peu de l’énergie E ,  ce qui est le cas si la densité d’états autour de 
l’énergie €0 varie peu. Ce produit peut donc être sorti de l’intégrale. Enfin on 
suppose que la fréquence w est petite devant la largeur ae du paquet d’ondes. 
Dans ce cas, 

avec 

La probabilité ainsi définie décrit l’évolution d’une particule d’énergie don- 
née EO vue comme un paquet d’ondes de largeur oc. Cette description n’a de 
sens que pour des échelles de temps supérieures à l’extension l/aE, donc pour 
des fréquences w << ue. 

I1 est important de noter que l’expression (4.7) de la probabilité n’est 
valable que pour des systèmes dont la densité d’états n’a pas de variation 
importante. Si la formule (4.4) est générale, les considérations qui suivent ne 
s’appliquent que si le produit GRGA varie peu avec l’énergie. Par exemple, ça 
n’est pas le cas dans un quasi-cristal, où la densité d’états varie fortement sur 
toutes les échelles d’énergie. Dans un système désordonné, la densité d’états 
peut aussi avoir des variations mais la moyenne sur le désordre les supprime. 
On considèrera des situations où la densité d’états P O ( € )  peut être supposée 
constante sur l’intervalle de fréquence (ou d’énergie) w considéré. La valeur 
moyenne du produit des deux fonctions de Green est alors indépendante de 

’Des expressions équivalentes de la probabilité ont été proposées. On pourra, par exemple 
consulter la référence [69]. 
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E O  et la probabilité se récrit sous la forme : 

La transformée de Fourier P(r,r’ , t )  de la probabilité de diffusion quan- 
tique décrit donc la probabilité moyenne qu’une particule d’énergie €0 évolue 
d’un point r vers un point r’ pendant un temps t ’. Le but de ce chapitre 
est d’étudier P ( r ,  r’, t ) ,  c’est-à-dire de développer une méthode systématique 
pour le calcul de la valeur moyenne du produit de deux fonctions de Green 

La probabilité moyenne est normalisée à l’unité (voir exercice 4.1). Donc 

P ( r ,  r’, t)dr‘ = 1 (4.10) 

G ~ G ~ .  

pour tout temps t ,  on a 

i 

s 
.I W 

ou 
P(r l  r’, w)dr’ = - . (4.11) 

Pour un système invariant par translation, P ( r l  r‘, w) ne dépend que de 
r - r’ et sa transformée de Fourier P(q,  w) peut s’écrire : 

avec = k f 2. 

Exercice 4.1 : Vérifier la normalisation de P.  

Montrer que la probabilité P ( r ,  T’ ,  w )  définie par la relation (4.9) est normalisée, c’est- 
à-dire qu’elle obéit à (4.11). Pour cela, on remplace les fonctions de Green dans (4.9) 
par leur expression et on obtient : 

Les fonctions d’onde sont orthonormées dr’q5z(r’)q5m(r‘) = &,, on obtient ainsi : 
- 

dc P(T>  E )  

( E 0  - E + i O ) ( E O  - E - w - 20) 
P(r , r ’ ,w)dT’  = - s 

où p ( r ,  E )  = PO.  L’intégrale restante conduit à la normalisation (4.11). 

2Dans la suite, on utilisera indifféremment les notations 

G E ( r ,  T ’ )  = G(T, T ’ ,  E )  . 
3Cette convention pour les arguments de P ( r ,  T ’ )  correspond au choix que nous avons 

précisé dans le chapitre 3 (fig. 3.1). 
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4.2 Propagation libre 
I1 est instructif de commencer par étudier la probabilité de diffusion quan- 

tique pour un système sans désordre. En utilisant l’expression de la fonction 
de Green (3.41) et la définition (4.9), cette probabilité s’écrit, en dimension 
d = 3 :  

(4.14) 
= e i w R / u  e i w R / u  

- P(r ,  rr ,  w )  = -Po- - - 
2 k2R2 4.1rR2u 

où R = Ir’ - rl. On a utilisé l’expression générale de la densité d’états à 
trois dimensions (3.40) et on a développé  EO) -  EO - w )  2 w g  = :. 
La dépendance temporelle de la probabilité s’obtient par transformation de 
Fourier de l’équation (4.14) : 

6(R - u t )  
P(r ,  T I ,  t )  = 

4rR2 
(4.15) 

Cette probabilité décrit le mouvement balistique de la particule à la vitesse 
w. Pour une énergie fixée, le module u de la vitesse étant fixé, la particule a 
parcouru une distance R = ut en l’absence de collision. Cette distance étant 
parcourue dans une direction quelconque, la probabilité décroît comme 1/R2. 
Plus généralement, à d dimensions, elle décroît comme 1/Rd-l. 

4.3 Approximation de Drude-Boltzmann 

En présence de désordre, il faut, pour calculer la probabilité (4.9)’ évaluer 
la moyenne du produit de deux fonctions de Green. L’approximation de Drude- 
Boltzmann consiste à remplacer cette moyenne par le produit de deux valeurs 
moyennes, c’est-à-dire à remplacer P ( T ,  T I ,  w )  par 

Dans cette expression, le désordre intervient dans les fonctions de Green 
moyennes qui décrivent le temps de vie d’un état propre d’impulsion donnée. 
Ainsi Po(r, T I ,  t )  est la probabilité pour qu’une particule située en r atteigne 
le point r’ sans avoir subi de collision. En utilisant l’expression de la fonction 
de Green moyenne (3.88)’ cette probabilité s’écrit, en dimension d = 3 

eawR/u- R/le 
Po(r, r’, w )  = 

47rR2u 
(4.17) 

4Nous avons choisi cette dénomination qui est celle couramment utilisée pour le calcul 
de la conductivité classique à cette approximation (voir aussi le chap. 7). 
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ou encore 
6( R - vt)e- t /re  

4nR2 
Po(?-, T’ ,  t )  = (4.18) 

avec R = Ir - ~ ’ 1 .  La probabilité qu’une particule ne subisse pas de collision 
décroît donc exponentiellement avec la distance. Ainsi, la probabilité totale 
qu’une particule n’ait pas eu de collision avant le temps t décroît exponentiel- 
lement avec le temps : 

et sa transformée de Fourier s’écrit : 

Te Po(?-, T I ,  w)dd = ~ 

1 - iwr, I J  

(4.19) 

(4.20) 

On montrera dans la section 7.2.1 que cette probabilité integrée est propor- 
tionnelle à la conductivité électrique dans l’approximation de Drude. 

4.4 Propagation classique : approximation 
du diffuson 

L’équation (4.19) montre que la probabilité PO n’est pas normalisée (com- 
parer avec 4.10). En remplaçant la moyenne de GRGA dans la probabilité 
quantique (4.9) par le produit des moyennes, on a omis certains processus. I1 
existe effectivement une autre contribution A la probabilité qui décrit la dif- 
fusion multiple sur le potentiel de désordre. Dans ce qui suit, on montre que, 
dans la limite de faible désordre discutée au chapitre 3, cette nouvelle contri- 
bution obéit, sous certaines conditions, à une équation de diffusion classique 
et permet d’obtenir, à nouveau, une probabilité normalisée. 

Afin d’évaluer la probabilité P(P ,  P’,  w )  donnée par (4.9)’ il faut considérer 
la moyenne sur le désordre du produit GRGA des fonctions de Green corres- 
pondant à toutes les séquences possibles de collisions multiples du type de 
celles représentées schématiquement sur la figure 4.1. La fonction de Green 
G R ( r ,  T’ ,  6 )  décrit l’amplitude complexe d’un paquet d’ondes se propageant 
de P en P’ à l’énergie ~ ( k ) .  On peut la représenter qualitativement par l’ex- 
pression 

’Dans le chapitre 3, nous avons noté /CO le vecteur de l’onde diffusée. Dorénavant, nous 
le notons k .  
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où A ( r ,  r’, C N )  est l’amplitude complexe associée à une séquence de N colli- 
sions CN = ( T I ,  7-2, ..., T N )  et où la phase accumulée k C N  mesure la longueur 
LN de la trajectoire en unité de la longueur d’onde A. Le produit GRGA 
correspondant est représenté schématiquement sur la figure 4.1. Le dépha- 
sage associé au produit de deux trajectoires CN et CN’ est proportionnel à la 
différence des longueurs LN - LN! . 

FIG. 4.1 - Trajectoires typiques décrites par les fonctions de Green G R  (traits pleins) 
et G A  (tirets). Ces deux trajectoires sont orientées avec la convention de la figure 3.1 
et représentent la propagation de r à r ’ .  

Une première conséquence de la moyenne sur le potentiel aléatoire, dé- 
crite à l’aide du modèle gaussien (2.30), consiste à ne retenir dans GRGA 
que les couples de trajectoires pour lesquelles l’ensemble des centres diffu- 
seurs est identique. Cela résulte de la courte portée du potentiel gaussien. On 
obtient ainsi des configurations du type de celle représentée sur la figure 4.2. 
Une seconde conséquence de la moyenne consiste à remplacer les fonctions 
de Green par leur valeur moyenne. La distance entre deux collisions succes- 
sives est alors de l’ordre du libre parcours moyen élastique 1,. Dans le régime 
de faible désordre (section 3.2)’ les collisions sont indépendantes et 1, > A. 

FIG. 4.2 - Du fait  de la courte portée du potentiel, seules les trajectoires passant 
par les mêmes centres diffuseurs contribuent à la moyenne GRGA. Ici, le déphasage 
entre les deux trajectoires est très supérieur à 27r. 
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Par conséquent, la différence de longueur entre trajectoires, dont la séquence 
des collisions ne serait pas identique, c’est-à-dire passant par toutes les impu- 
retés et dans le même ordre, serait au moins de l’ordre de 1,’ c’est-à-dire très 
supérieure à la longueur d’onde A. Le déphasage résultant est très grand et 
ces contributions sont par conséquent négligeables. On ne retiendra donc que 
les contributions du type de celle représentée sur la figure 4.3. 

FIG. 4.3 - Les trajectoires ayant des séquences de collisions identiques contribuent 
à la moyenne GRGA. 

À cette approximation, dite approximation du diffuson, l’expression de 
la probabilité moyenne que nous noterons Pd(r, r’, w ) ,  s’obtient comme le 
produit de trois termes distincts. Le premier décrit la propagation depuis un 
point r quelconque du milieu (qui ne correspond pas nécessairement à un 
évènement de collision) ail point de la première collision en T I .  I1 est donné 
Par 

(4.22) 

Le deuxième terme prend en compte toutes les séquences de collisions 
possibles entre les diffuseurs T I  et 7’2.  I1 est caractérisé par une fonction notée 
rw(rl, q), que l’on appellera facteur de structure. Finalement, le troisième 
terme décrit la propagation depuis le point r 2  de la dernière collision au point 
final r’. On en déduit pour Pç~(r, T I ,  w )  l’expression : 

-R 
G, ( r ,  r I ) C - J ~ l ’  . 

(4.23) 

où l’intégrale sur les points T I  et r2 revient à sommer sur tous les processus 
de diffusion possibles. L’équation (4.23) est illustrée par la figure 4.4. 

Afin d’évaluer le facteur de structure ïW,  on utilise l’hypothèse de sé- 
quences de collisions indépendantes du modèle de bruit blanc défini par (2.31)’ 
c’est-à-dire B(rl - r 2 )  = yeG(rl - r2) avec ye = &. On construit toutes 
les séquences possibles contribuant à ru en itérant à l’infini une séquence de 
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P , ( T , T / , W )  = 2TpO P ~ ~ ~ , ~ ~ , ~ ~ ~ , ~ ~ ~ , T ~ ~ P ~ ~ T ~ , T ~ , ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  s 

Sommcltion 
séquences a- 

(4.25) 

sur les 
,.,.ll:”:,...” 

FIG. 4.4 ~ Différentes représentations de la probabilité P ~ ( T ,  T I ,  w ) .  Les figures (a)  
et (b) représentent des trajectoires de diffusion multiple avec cinq collisions. Les 
figures (c)  et (d)  représentent la probabilité P ~ ( T , T ’ , w )  obtenue en  itérant à l’in- 
fini une suite de séquences de collasions. Le facteur de structure î, représente la 
somme des processus de diffusion multiple qui relient les centres diffuseurs T I  et 
7-2.  Les figures (c)  et (d)  montrent que la probabilité Pd a la structure d’un produit 
IGR12î,(GR12. Les conventions adoptées pour représenter les fonctions de Green GR 
et G A  sont celles de la figure 3.1. 

Ce résultat met en évidence une structure très simple : la probabilité d’aller de 
T en 7“ dépend de la probabilité d’atteindre sans collision la première impureté 

FUne équation intégrale de cette forme porte le nom d’équation de Bethe-Salpeter. De 
façon générale, le facteur de structure est une fonction de quatre arguments. C’est le cas 
si la fonction de corrélation V ( T ~ ) V ( T Z )  = B ( q  - T Z )  n’est pas une fonction S (complé- 
ment C4.3). Voir aussi la remarque p. 239. 
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FIG. 4.5 - Représentation diagrammatique de l’équation d’itération donnant le 
facteur de structure ï w ( r l ,  r z ) .  Cette quantité est appelée diffuson ou diagramme 
e n  échelle. 

située en r1, puis du processus de collisions successives indépendantes et enfin 
de la probabilité d’atteindre le point final T’ sans autre collision. Dans la lit- 
térature, on nomme daffuson cette contribution P d  à la probabilité quantique. 

Le processus de diffusion multiple est décrit, quant à lui, par l’équation 
intégrale : 

Remarque 

La structure de la probabilité P d  résulte de la sommation d’une infinité de séquences 
de collisions. Ces séquences s’interprêtent comme une succession d’évènements indé- 
pendants séparés par des propagations balistiques classiques. Définissons la probabi- 
lité w(R)d3R pour que deux collisions successives soient distantes de R = I T  - r’l : 

(4.27) 

On peut alors récrire explicitement la probabilité p d  déduite de (4.29) sous la forme 
d’une somme infinie de séquences de collisions indépendantes [69] : 

X W ( T ,  Ti) ‘ ‘ . W ( T n ,  T I )  . (4.28) 

La probabilité Pd ne contient aucune information sur la phase et s’exprime unique- 
ment à partir de quantités classiques. 



4.4 Propagation classique : approximation du diffuson 113 

P(T ,  T ' ,  W )  = P ~ ( T ,  T ' ,  W )  + P ( T ,  T",  w ) P ~ ( T " ,  T ' ,  w ) d ~ "  

0 Equation intégrale pour la probabilité totale P ( T ,  T' ,  u) 

À partir de l'équation intégrale (4.26) pour rw(T, T ' )  et de la relation (4.25) 
entre P~(T, T ' ,  w )  et ru(r, T ' ) ,  on obtient pour la probabilité totale P = Po+Pd 
l'équation intégrale 

(4.29) 

0 Diffuson et théorème de réciprocité 

Nous avons vu dans le complément C2.2 que, du fait du théorème de réci- 
procité, les amplitudes de diffusion multiple associées à une séquence donnée 
de collisions et à la même séquence mais renversée dans le sens du temps 
sont égales (relation 2.115). Voyons maintenant comment mettre en œuvre 
ce principe à l'approximation du diffuson. Pour cela considérons la figure 4.5 
et retournons les deux amplitudes associées aux séquences de collisions rnul- 
tiples. On engendre alors le diffuson correspondant à la propagation entre les 
points r2 et T I  et, en vertu du théorème de réciprocité, cette contribution est 
identique à celle décrivant la propagation entre T I  et 7-2. 

I1 existe cependant une autre possibilité offerte par le théorème de récipro- 
cité. En effet, puisque ce dernier concerne l'amplitude associée à une séquence 
de collisions multiples, on peut, dans le processus de la figure 4.5, ne retour- 
ner qu'une seule des deux amplitudes et obtenir une contribution équivalente. 
On engendre ainsi une contribut,ion qu'il est inipossible de décrire au moyen 
d'un diffuson puisque les deux amplitudes orit maintenant des sens de pro- 
pagation opposés. On aboutit ainsi à la conclusion que l'approxiniat>iori du 
diffuson ne prend pas en compte tJous les processus autorisés par le t h é o r h e  
dt: rkciprocité [70]. Cette constatation scra l'objet de la section 4.6. 

0 Le diffuson pour des collisions anisotropes 

Les expressions qiie nous vcnons d'ktablir pour Pel et pour ru ont une 
structure itérative assez siniplc '. C'est un(: conskqiience du fait quc: IV po- 
tcritiel de bruit blanc dbcrivant un processus éIéniciit,airc de collision est unc 
fonction h'. Si le pot,criticl a uric portbe finie coinparablc ii la loiiguciir d'oiidc, 
dors les collisions sont ariisotropcs et sont dkcritcs par la foriction dc corrbla- 
t,ioii B(T - T ' )  (relation 2.30). Dans cc ( il faut géiiéraliscr l'équation (4.24) 
pour IC fact,viir clc striictiirc qui apparaît rriairitcriaiit coinnie unc fonct ioii ;i 
quatre poirit,s r,(r,. ~ 2 .  rC>. rL1) ilil licu de deux. On peut (~ icore  établir wit 
cxprcssion pour r,. et pour la. probabiliti? P. Ceci fait l'ohjct cks (wnipk- 
nlcilt~s c4.3 r3t  c5.2. 

7C:rtte propriété apparaît encore pliis ciaircrnent en trarisfoririée tir Fourier (voir corn- 
pli.rnent C4.3). 
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Exercice 4.2 : Montrer l’équivalence entre les équations (4.28) et (4.29). 

Exercice 4.3 : Montrer que la probabilité de retour à l’origine après une seule 
collision est égale à [71] : 

4.5 Approximat ion de diffusion 

Pour certaines géométries, il est possible de résoudre exactement les équa- 
tions (4.25) et (4.26) et d’en déduire la probabilité P d .  Pour un milieu infini, 
celle-ci est obtenue dans le complément C5.1. Ici, nous donnons une forme 
approchée de Pd valable aux temps longs t >> r, (wr ,  < 1)’ c’est-à-dire après 
un grand nombre de collisions ’. Dans cette limite, appelée régime dzffuszf ou 
hydrodynamique ’, les variations spatiales de rW(r1, r 2 )  sont faibles à l’échelle 
de I ,  et l’équation intégrale (4.26) se simplifie. On peut développer rW(r l ,  r”) 
autour de r” = r2 : 

L’intégrale du terme linéaire en gradient ainsi que les termes croisés dans la 
contribution quadratique s’annulent par symétrie, de telle sorte que l’équation 
intégrale (4.26) devient : 

Les deux intégrales se calculent aisément : 

‘Te Po(r”, 7-2, w)dr” = ~ - - .,(1 + iwr,) S 1 - iwr,  
(4.32) 

8Dans le complément C5.1, on montre que le régime diffusif est très rapidement atteint, 

parle aussi d’approximation de dzffusion, qui est plus restrictive que 1’approximatzon 
pour des distances de l’ordre de I,. 

du  diffuson décrite dans la section 4.4. 
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Le développement (4.31) peut alors se mettre sous la forme d’une équation de 
diffusion pour rW(r l ,  r2) : 

où la constante de diffusion D est définie par : 

(4.35) 

d est la dimension d’espace et 2, est la vitesse de groupe. Dans la limite diffu- 
sive de variation spatiale lente, ru varie plus lentement que PO. Dans l’équa- 
tion (4.25)’ on peut donc extraire rW de l’intégrale et la probabilité P d  devient 
simplement proportionnelle au facteur de structure : 

p d ( T ,  = 2Tp0ru(r ,  T I )  ~ , ( r ,  w ) ~ 0 ( r 2 ,  +4dr ld r2  . (4.36) J 
En utilisant (4.32)’ on obtient : 

(4.37) 

de sorte que Pd(r, r’, w )  obéit également à une équation de diffusion 

(4.38) 

On peut vérifier maintenant que la probabilité totale Po + Pd est correctement 
normaliséc ll. 

Remarque 

Ainsi que le rappelle la figure 4 6, le facteur de structure décrit le processus de colli- 
sions successives et ses arguments correspondent à des évènements de collisions Par 
contre, la fonction P d  décrit la propagation entre deux points quelconques T et T’ 

l”En pratique, du fait de leur proportionnalité, on utilisera indifféremment l’appellation 

“Cette vérification est assez simple dans l’espace réciproque. Elle est présentée dans le 
dafluson pour îw et P d .  

coniplénient C4.1. 
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r1 r2 

FIG. 4.6 - Le facteur de structure relie des évènements de collision. La probabilité 
relie des points r et Y’ quelconques. 

Remarque 

Le chapitre 5 est consacré à l’étude des solutions de l’équation de diffusion pour 
certaines géométries. Une solution particulièrement utile de (4.38) est celle corres- 
pondant à un milieu infini tridimensionnel. À fréquence nulle, elle s’écrit : 

1 
4rDR 

Pd(î>T’,W = O )  = ~ (4.39) 

où R = Ir - r’(. De même, on utilisera la solution de Fourier de (4.38) qui s’écrit 

(4.40) 

et qui sera étudiée dans la section C4.1.2. 

En résumé, on a montré que, dans la limite kl ,  > 1 de faible désordre, 
la probabilité quantique s’exprime comme une quantité classique. C’est une 
conséquence de l’approximation de collisions indépendantes qui moyenne à 
zéro tous les effets d’interférence. Par ailleurs, l’équation (4.38) a été établie 
pour le cas d’un milieu invariant par translation, mais sa validité, tout comme 
pour la fonction de Green moyenne, s’étend au cas d’un système fini de taille 
caractéristique L,  pourvu que 1, << L. 

4.6 Propagation cohérente : le cooperon 
La probabilité P(r ,  r’, t )  = Po(r, r’, t)+Pd(r, r’, t )  calculée dans la section 

précédente est normalisée. On pourrait donc penser avoir décrit tous les pro- 
cessus de collision qui contribuent à la probabilité quantique moyenne. Dans 
la limite kl ,  >> 1, celle-ci se trouverait alors être égale à la probabilité clas- 
sique de diffusion. Pourtant, il n’est pas certain que, même dans cette limite 
de faible désordre, tous les processus possibles de collisions aient été pris en 
compte, même si la somme de leur contributions doit effectivement s’annuler. 
En effet, nous avons vu (p. 113) que le théorème de réciprocité autorise le 
retournement d’une des deux amplitudes du diffuson. 
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Revenons sur la structure de p d .  Elle peut s’exprimer comme une suite 
d’évènements de collisions indépendants, séparés par une propagation décrite 
par la probabilité Po(~,,r,+l), produit de dcux fonctions de Green conjii- 
guées correspondant à deux trajectoires identiques (fig. 4.7. a) .  Par conséquent, 
toutes les phases disparaissent dans la moyenne G R ( r ,  T ’ ) G ~ ( T ’ ,  r )  et Pd est 
une quantité classique 

FIG. 4.7 ~ a)  Contribution classique à la probabilité. b) E n  inversant une des deux 
trajectoires, les pol.& r et r’ sont échangés. c)  Les phases ne peuvent disparaltre 
que sa les poants r et r‘ coincident. d)  si r # r’,  il existe ‘un déphasage entre les 
deux trajectoires. 

Or. il cxistc au moins une autre contribution qui n’a pas bt,b prise eri 
compte et qui cst à l’origine de pliénoniCries physiques importants. Pour la 
met tre cri kvidence, considbrons le prodiiit de deux fonct,ions de Green décri- 
vant dciix trajectoires identiques inais parcourues dans  des csens e.cactement 
opposés comme ctllcs représentées sur la figiirc 4.7. b. Les factcurs de pliase 
kC,V associbs à, cliaciiiie de ces dcux t,rajcctoires (voir la relation 4.21) sont 
identiques i1 çon.diti0n que le systènie soit in,variaat par renversem,en!t dii, s m s  
d u  temps .  Daris <:e cas. la fonction dc Grccn possède la propribt,b : 

G y ? - ,  Y’. t )  = G“, +’. T ,  t )  . (4.41) 

Un tcl processus pour lcqiicl les deiix trajectoircs sont prcoiirues dans des 
suis opposés est, pcrmis par le théorCnic d t  réciprocit,é et il doit donc aiissi 
contribuer & la probabilité. Conirne on le voit sur les figures 4.7.b.c, ( m i  n’est, 
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rigoureusement possible que si r = r’. Par contre, pour r # r’, les deux tra- 
jectoires sont déphasées (fig. 4 .7 .4 .  Dans quelle mesure peuvent elles encore 
contribuer à la probabilité ? 

Afin d’évaluer la contribution de ce nouveau type de processus, on consi- 
dère l’ensemble des diagrammes pour lesquels les deux trajectoires corres- 
pondent à des séquences de collisions dans un ordre inverse. La figure 4.8 
montre plusieurs représentations équivalentes d’une séquence de cinq colli- 
sions, permettant de faire apparaître une structure itérative semblable à celle 
de P d ,  dont elle ne diffère que par l’inversion des arguments. 

.. , 1. 

,‘ .A.. ..-- 

r 2  

r’ - YI r2 , . . . . .  . . . . .  . . . . .  
r :  

. . . . .  

FIG. 4.8 ~ a ,  b, b’; b“) Diverses représentations équivalentes d’un processus à 5 col- 
lisions contribuant à X,.  Dans la littérature, on rencontre souvent la représentation 
(b), appelée cooperon ou diagramme croisé. E n  retournant une des deux trajectoires 
(b‘ + b”), on  voit que le cooperon a une structure (< en  échelle N très semblable à 
celle du diffuson. c ,d)  Reprksentations de X,.  Ces deux figures sont à comparer avec 
les figures 4.4.c,d et montrent pourquoi le cooperon est une fonction à courte portée. 
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La probabilité associée à ce nouveau processus, que nous noterons X,, est 
appelée cooperon 12. Elle est donnée par la figure 4.8.d 

Cette contribution à la probabilité a une structure proche de celle de Pd 
donnée par la relation (4.23)’ avec a priori un nouveau facteur de structure 
rk(r1, ra). Celui-ci est maintenant solution de l’équation intégrale l3 illustrée 
par la figure 4.9 : 

r;(rl, Ta) = y,b(rl - r 2 )  + 7, r:(rl, )G, ( r i [ ,  r 2 ) ~ f - ~ ( + ’ ,  
(4.43) 

s 
qu’il est utile de comparer à l’équation intégrale (4.24) pour rw(rl, r2). 

s + 

rt: . .  . .  . .  
$ 8  . .  . .  
Lf- 4 

+ 

- 
* * *  
. . .  . . .  . . .  . . .  . . .  
. . .  . . .  . . .  . . .  
;<- 4+- 4 

+ ... 

FIG. 4.9 - Représentataon diagrammatique de la structure itérative donnant le fac-  
teur de structure î:. 

-R 
Comme le produit G, ( r ,  ‘~p)cf-~(r, 7‘2) est égal au produit 

G, ( Y ,  T Z ) G ~ - ~ ( T ~ ,  r ) .  le facteur de structure q, (r l ,  r2) est identique à 
-R 

”La structure des diagrammes (4.8,4.9) qui contribuent à la probabilité X ,  ressemble à 
celle des diagrammes en échelle qui interviennent dans le calcul de la fonction de réponse 
supraconductrice (électron-électron) étudiée par L.N. Cooper : ils contiennent deux propa- 
gateurs reliés par l’interaction attractive BCS. C’est en raison de cette similitude que cette 
contribution à la probabilité est appelée cooperon. 

utilisant les conventions de la figure 3.1. 
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rw(r l ,  7-2)  calculé précédemment (4.26) pour le difiuson Pd 14. C’est une 
conséquence du théorème de réciprocité. Ainsi, par renversement du sens 
du temps de leur ligne inférieure, les diagrammes des figures 4.5 et 4.9 
sont identiques. Par contre le produit des quatre fonctions de Green de 
l’équation (4.42) ne se réduit plus au produit de deux fonctions Po et le 
déphasage qui en résulte diminue la probabilité X,(r,r’,w) dès que r # r‘. 
En supposant, comme dans la section 4.5, que les variations spatiales sont 
lentes, l’équation (4.42) devient (en négligeant la dépendance en fréquence w 
des fonctions de Green moyennes) : 

Lorsque r = r’, le terme entre crochets est fl.’(0) donné par la table 3.8 et 
est égal à 1. Puisque rk = ru, on obtient 

La probabzlzté d e  retour à l’orzgzne est donc doublée par rapport à son expres- 
sion classique Pd ( r  , r , w ) . 

Lorsque r # r’. le terme entre crochets est la fonction f’,’ ( r  - r’) à courte 
portée dont on montre (3.104) qu’elle est égale à g ( R )  définie par (3.96). On 
en dCduit : 

(4.46) X<(r,r’,w) = -g2(r - r ’ ) ïk (r , r )  . 

À trois dimensions et dans la limite kl,  > 1. la probübilite X ,  ( r ,  r’, w )  est 
égale à l5 

76 

Yc 

(4.47) 

Cette contribution est donc négligeable pour des distances R = Ir - r’I su- 
périeures au libre parcours moyen I , .  En résilnié, les deux contributions du 
diffuson et du cooperon sont représentées sur la figure 4.10. 

I1 seniblcrait que. & cause de cette nouvelle contribution, la probabilit,é 
tot,ale ne soit plus riornialisCe. On montre dans la section C4.2.2 qu‘il cxist,c 
d’autres corrections qui rcstaiirent ccttc nornialisatiori. 

‘“En toute rigueur, le premier terme de l’equation intégrale (4.43) devrait contenir deux 
impuretés, puisque le terme à une irripiirete est, déjà pris en compte par le diffuson (voir 
figs. 4.5 et 4.9). Ce terme, qui est, égal à ye6( r i  ~ T Z )  n’existe pas ei longue distance. On a 
choisi de l’insérer d a m  le factcur de structure rk afin que celui-ci coincide avec rd lorsque 
le système est invariant par rmversmierit d u  sens du temps. Voir aussi la riote 19, p. 130. 

‘“Voir la. riote 5, p. 108. 
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X c ( r ,  T’,U) = Pc(r, r , w ) g 2 ( r  - T I )  

121 

(4.49) 

FIG. 4.10 - Probabilité totale P(O,r,t) = P d  + X ,  en  fonction de la position r le 
long d’une direction de l’espace. La probabilité est doublée à l’origine, dans un petit 
volume A d p l l e .  Le volume relataf du pic est Ad-’1e/(Dt)d/2. Il est maximum pour 
t re et d’ordre l / (k le)d-’ .  

Remarque importante : 

Le cooperon n’est pas solution d’une équation de diffusion. 

La fonction X c ( r ,  T ‘ ,  w )  est piquée autour de r’ 2 r .  Elle n’est donc pas solution d’une 
équation de diffusion. Par contre rk, tout comme ru, est solution d’une équation de 
diffusion. On définit une probabilité PC(r, d , w )  par 

(4.48) 
ye 

qui est l’analogue de Pd et qui est solution d’une équation de diffusion. Elle est reliée 
à X c ( r , r ’ , w )  par 

Te pC(r, T’ ,u) = -I?:(., r’) 

t Par commodité, on utilisera la même appellation cooperon pour X,,  P, et r’ 

La probabilité intégrée associée au cooperon est obtenue à partir de la 
relation (4.47) et elle est donnée par (voir exercice 3.14) : 

(4.50) 

Plus généralement, cette probabilité intégrée est donnée à toute dimension 
par : s X c ( T ,  T I ,  w)dr’ = X c ( T ,  T ,  w )  JO g 2 ( R ) d R  (4.51) 

2Tle 
X c ( T ,  T I ,  w ) d d  = Xc(T ,  T ,  w)- s IC2 . 

03 

c’est-à-dire, en vertu de (3.99) 

‘Te X c ( T ,  T I ,  w ) d d  = Xc(T ,  T ,  w)- s n- Po 
(4.52) 
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Le volume J , " g 2 ( ~ ) d ~  = ~ ~ e / ( ' i ~ p O )  est proportionnel à A~-'z,. Ce volume 
s'interprète de la manière suivante. Le cooperon X, peut être vu comme ré- 
sultant du croisement quantique d'un diffuson avec lui-même (voir les sec- 
tions 1.7.1 et C4.2.3). Le volume spatial de la région d'intersection est celui 
d'un tube de longueur 1, et de section Ad-'. I1 exprime le déphasage fini qui 
résulte du croisement. I1 peut s'obtenir en décrivant le diffuson comme un 
objet de section efficace finie Ad-' (fig. 4.11). Une bonne approximation de 
X , ( T ,  T ' ,  w) est obtenue en remplaçant (4.47) par 

Te  

7r Po 
Xc(T ,  T' ,  w) = --Pc(T, T ,  w ) 6 ( r  - Y') (4.53) 

FIG. 4.11 - Croisement quantique d'un dzffuson auec lui-même. Le volume associé 
à la région d'intersection est re/(7rpo) c( X d - l l e .  

4.7 Transfert radiatif 

On s'est intéressé jusque-là à la probabilité P(T,  T ' ,  w) définie dans le cadre 
de l'équation de Schrodinger. On peut définir de la même manière la probabi- 
lité associée à l'équation de Helmholtz. Elle est alors reliée à l'intensité en un 
point donné du rayonnement électromagnétique considéré comme une onde 
scalaire. L'approximation du diffuson dans ce contexte est abondamment uti- 
lisée 

Considérons par exernplc le cas d'une source ponctuelle située en un point 
origine T O .  Le champ électrique GE émis par cette source correspond à la 
fonction de Green G;(TO,T)  de l'équation de Helmholtz (2.9). La moyenne 
sur le désordre de $ I ~ ( Y )  est donnée par $ , (T )  = GF(r", Y) et elle se calcule 
au moyen des méthodes du chapitre 3. L'intensité du champ rayonné en un 

et elle est connue sous le nom de transfert rudiatzf [72]. 

"Voir le complément '25.2 où l'équation de transfert radiatif est discutée en détail 
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point r est l7 : 

(4.54) 

L’intensité moyenne 

a la même structure que la probabilité P introduite en (4.9) mais qu’il nous 
faut adapter au cas de l’équation de Helmholtz, soit - 

471 
P(r ,  T ’ )  = -GF(r, c r’)G!(r’, r )  (4.56) 

où les deux fonctions de Green sont prises à la même fréquence. Plus généra- 
lement, on peut considérer la fonction de corrélation de deux champs 
et $T-u(r’) à deux énergies différentes : 

(4.57) 

Cette fonction de corrélation n’est pas directement reliée à la probabilité 
P(r ,  T ’ ,  w), car elle fait intervenir trois points au lieu de deux. 

En négligeant les corrélations entre fonctions d’onde, comme on l’a fait 
dans la section 4.3, on obtient l’équivalent de la contribution de Drude- 
Boltzmann (4.17)’ c’est-à-dire l’intensité du rayonnement qui n’aurait pas 
subi de collision jusqu’à une distance R de la source : 

(4.58) 

L’intensité rayonnéc à des distances plus grandes que 1, résulte de processus 
de diffusion multiple. On peut donc chercher pour la fonction de corrélation 
$e(r)$:-w (r’) et pour l’intensité f(r) les contributions classique et cohérente 
de phase, c’est-à-dire celles du diffuson et du cooperon. La contribution du 
diffuson est obtenue à partir de la figure 4.12 et s’écrit de manière analogue 
à (4.23) 

(4.59) 

I7Dans cette relation, la normalisation a été choisie afin que l’intensité obéisse à une 
équation de Laplace avec une source dont l’amplitude est égale ii l’unité (relation 4.66). 
Voir aussi la note 3, p. 345. 
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FIG. 4.12 ~ a)  Représentation de l’intensité moyenne Ï ( r )  = P ( r o , r ) ,  solution de 
1 ’équation (4.60). b) Représentation de la fonction de corrélation des champs. 

qui, pour r = r’. donne l’intensité moyenne rayonnée T(r) 
- 

I ( r )  = lo(r) + &(r)  

= i0(r) + ~ d ~ I ~ ~ z j ~ ~ ( ~ ~ ) i 2 i ( ~ l , ~ z ) i ~ J < ( ~ z . ~ ) i ~  (4.60) 

où lo(r) est la contribution (4.58) de Drude-Boltzmann et I d ( r )  celle du dif- 
fuson La relation pour I d  est équivalente à l’équation (4.25) écrite pour 
le cas de l’équation de Schrodinger. Le facteur de structure r obéit à l’équa- 
tion (4.24). De même, la contribution du cooperon est immédiate et s’obtient 
à partir de la figure 4.13, ce qui donne pour l’intensité moyenne rayonnée IC(.) 
correspondante. une relation analogue à (4.42) : 

où I” est donné par une relation kquivalente à (4.43). 

 FI^;. 4.13 ~ Contribution &a cooperon à l’intensité. 

Remarque 

6quatioris précédentes correspondent nu cas d’une source localisre spntialerncnt, 
t-à-dire rtiprbscritéc par line fonction 6. Les relations (4.60) et (‘1.61) peuvent se 

gbnéraliser au cas d’une source qiielconqiie décrit? par une fonction j(r). Dans ce cas, 
cornine on l’a vu en (3.58)- 713, ( r )  n’est plus sirriplerricxit ime forictiori de Green, mais 
elle est donnée par 

- 

y’,(r) = dr’j(r’)G<(r’.r) . (4.62) I - 

18Dorénavarit, on adopte 1.1 notation I’,=,, = r 
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Dans la limite diffusive, la relation (4.60) après intégration, s’écrit : 

(4.63) 

qui est l’équivalent de la relation (4.37). Par ailleurs, dans cette limite, la 
relation (4.24) conduit à l’équation de diffusion pour ï, équivalent de (4.34) 

(4.64) Ye 
Te 

-DA,r(To, r )  = -S (T  - T O )  , 

où la constante de diffusion D est donnée par 

cl D = L  . 
d 

(4.65) 

A l’aide de (4.63)’ et puisque 
de diffusion pour l’intensité : 

= 41r/le, on obtient également une équation 

-DAId(r) = S(r-ro) (4.66) 

dont la solution pour l’espace libre à d = 3 est 

1 
4lrDR 

Id(R)  = ~ 
(4.67) 

avec R = Ir - T O I .  
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Complément C4.1 Diffuson et cooperon 
dans l'espace réciproque 

En principe, le diffuson et le cooperon sont respectivement les solutions 
des équations (4.25) et (4.42). Ces solutions sont plus faciles à obtenir en 
transformée de Fourier car, dans l'espace réciproque, leur structure est celle 
d'une série géométrique. Le but de ce complément est de mettre en évidence 
cette structure. 

C4.1.1 Po(Q, O) 

On introduit d'abord la quantité Po(q, w), transformée de Fourier de 
P~(T, T ' , w ) .  De la relation (4.16), on déduit : 

On définit aussi 

de sorte que 

(4.68) 

(4.69) 

(4.70) 

Calculons explicitement cette somme : 

1 1 1 
Po(4,w) = ~ . (4.71) 

27rpoR E - € ( I C )  + & t - w - E(k - q )  - $ 

Dans la limite diffusive où ql, << 1, on a q << I C .  On peut donc linéariser la 
relation de dispersion ~ ( k  - q)  !Y € ( I C )  - v.q avec v = k/m. En introduisant 
la densité d'états po( t ) ,  qui est supposée ne pas avoir d'accident autour de t, 
on obtient : 

dw 
1 - iWT,  + iv.qr, ' (4.73) 

où w = ( k ,  q)  est l'angle solide normalisé déterminé par les deux vecteurs q et 
k .  Dans la limite diffusive ql, << 1 et w-r, << 1, on développe le dénominateur 
et, en utilisant les relations Jdwv.q = O et J d z ~ ( v . q ) ~  = y où 'u est la 

2 2  
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vitesse quadratique moyenne et d est la dimension d’espace, on obtient : 

(4.74) 

où le coefficient de diffusion est égal à D = $re = d. 
Enfin, on définit la quantité 

(4.75) 

où la somme est effectuée sur le module de IC et pas sur sa direction et où 
2 = IC/lc. On déduit de la relation (4.73) que cette fonction peut se mettre 
sous la forme : 

Po(% 4, w )  = T,f,(S, 4) (4.76) 

où fu(S, q) est égale à : 

(4.77) 

Exercice 4.4 : Montrer que, à trois dimensions, 

1 d e  Po(q,w) = - arctan ~ 

9v 1 - ZWTe 

où q = 141. Montrer que, à deux dimensions, 

e a w R j u - R / l ,  

2xRv 
P”(T, T ’ , W )  = 

TC 
ou 

P o ( 4 , w )  = J( 1 - iWT,)2 + $12 
Vérifier le développement (4.74). 

(4.78) 

(4.79) 

(4.80) 

C4.1.2 Le diffuson 
L’équation intégrale (4.24) pour rw est difficile à résoudre dans l’espace 

réel et on n’a pu le faire que dans la limite de variations lentes. Dans l’espace 
réciproque; cette équation intégrale s’exprime comme la somme d’une série 
géométrique, ce qui conduit à une expression simple de la probabilité Pd va- 
lable au-delà de l’approximation de diffusion. Dans un milieu invariant par 
translation, la transformée de Fourier rW(q) de rw(r, r’) ,  solution de l’équa- 
tion intégrale (4.24)’ est donnée par 

(4.81) 
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k 

FIG. 4.14 - Représentation diagrammatique de la probabilité Pd(q, w) et du facteur 
de structure ï w ( q ) .  O n  retrouve, bien entendu, une structure tout à fai t  analogue à 
celle obtenue dans l'espace réel sur les figures 4.4 et 4.5. 

Cette équation a la structure représentée sur la figure 4.14. Sous cette forme, 
I',(q) se factorise et s'écrit 

(4.82) 

où Po(q,w) est donné par (4.68). Par ailleurs, l'équation (4.25) devient : 

où & ( I C ,  q ,  w) est défini par (4.69). Dans cette équation le facteur de structure 
ne dépend ni de I C ,  ni de IC'. Les sommes se factorisent donc et font apparaître 
la probabilité Po(ql w). On obtient alors : 

(4.84) 

ce qui mène à 

(4.85) 
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où PO(q, w) a été calculé explicitement à deux et trois dimensions (voir exer- 
cice 4.4). La probabilité P = Po + Pd est donnée par 

(4.86) 

transformée de Fourier de (4.29). Pour un système invariant par translation, 
l’expression (4.85) est valable au-delà de l’approximation de diffusion puis- 
qu’on n’a fait aucune hypothèse sur les variations temporelle et spatiale de 
Pd. On étudiera cette solution ainsi que la validité de l’approximation de 
diffusion dans le complément C5.1. 

Remarque : Normalisation de la probabilité P 

Compte tenu de ce que Po(q = 0,w) = re / ( l  - i w ~ ? ) ,  on vérifie que la probabilité 
P = Po + P d  est telle que : 

P(q  = 0,w) = (4.87) 

qui est la condition de normalisation (4.11). La normalisation de la probabilité ex- 
prime une loi de conservation : celle du nombre de particules (ou de l’énergie pour les 
ondes). Cette loi de conservation s’exprime aussi par la divergence de P d ( q , w  = O) 
pour q = O. Ce mode de diffusion est connu dans la littérature sous le nom de mode 
de Goldstone. 

w 

À partir de (4.82) et (4.85)’ on obtient dans la limite diffusive et en utilisant 
l’expression (4.74) pour PO(q, w), les expressions suivantes pour le facteur de 

et pour la probabilité Pfi(q, w )  : 

7 

(4.88) 

(4.89) 

I I 

dont les transformées de Fornier sont bien solutions dcs équations de dif- 
fiisioii (4.34) et (4.38). Notons par aillciirs que, dans la limitc diffiisivc 
P ( q , w )  E P<,(q.w) de sorte quc la proba.bilit6 totale cst aussi solution de 
1’6qiintiori de diff’iwion (4.38). 

C4.1.3 Le cooperon 

Oii vient de voir qiic le diffusai Pf!(q> UJ) a iinc st,ructurc itkrative sirriplc. 
Oil peut se dcrnarider ce qu’il en est porn IC coopcrori X, . (q ,  w ) .  La t,rarisfor- 
niatiori de Foiirier dc 1’6qiiation iiitkgralc (4.42) donne : 

(4.90) 2.irPo 
W x , (q ,w)  = Cp,, (k . ,q .w)P, , ( l~’ .q .w)r: , (~:+k’)  

k .k ‘  
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k 

FIG. 4.15 ~ Représentation diagrammatique du cooperon X c ( q ,  w )  et du facteur de 
structure r: (Q = IC + IC’) dans 1 ’espace réciproque. O n  retrouve pour ces diagrammes 
une structure analogue à celle des figures 4.8 et 4.9. 

où & ( k , q , w )  est donné par (4.69). La comparaison de cette relation et 
de (4.83) pour le diffuson est instructive. Ces deux quantités ont des struc- 
tures très voisines. Pour le diffuson, le vecteur d’onde qui apparaît dans le 
facteur de structure est la dzfiérence des vecteurs d’onde k et IC’, tandis que 
pour le cooperon, c’est leur somme qui apparaît. 

Le facteur de structure rk(Q = k + k’) obéit à une équation intégrale 
schématisée par la figure 4.15 et similaire à celle du facteur de structure r,(q). 
La transformée de Fourier de (4.26) donne 

avec G(Q - k )  = G ( k  - Q). Le facteur de structure rk du cooperon est donc 
identique à celui (4.81) du diffuson l9 

(4.93) Ye 
r’(Q) = 1 - PO(&, w)/T~ 

et dans la limite diffusive, 

(4.94) 

19En toute rigueur, puisque le premier terme de rk contient deux impuretés, î k  est 

(4.92) 

Les expressions (4.92) et (4.93) sont identiques dans la limite diffusive. Voir aussi la note 14, 

égal à 

p. 120. 
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Comme pour le diffuson, le calcul de X , ( q , w )  est simple dans la limite 
diffusive où on néglige la dépendance en q, Q et w des fonctions de Green 
moyennes. En utilisant (4.90) et k e -k’, on obtient : 

La somme sur k est égale à 47rpo7-,3 (voir la table 3.8 et la relation 3.106). Eu 
utilisant (4.94), on obtient 

(4.96) 

La comparaison de (4.96) avec la probabilité Pd(q, w )  donnée par (4.89) ap- 
pelle deux remarques : 

O À l’approximation de diffusion X , ( q ,  w )  ne dépend pas de q. Ceci traduit 
le fait que le cooperon est localisé dans l’espace réel. La relation (4.96) 
apparaît alors comme la transformée de Fourier de (4.53). 

0 Dans l’expression (4.83) pour le diffuson, tous les vecteurs k et k’ contri- 
buent. Autrement dit, un paquet d’onde injecté dans une direction k 
peut sortir, après diffusion, dans n’importe quelle direction k’. 
Par contre, dans l’expression (4.90), la fonction rL(Q = k + k’)  est pi- 
quée autour de Q P 0, et seuls contribuent au cooperon les vecteurs k‘ 
voisins de -IC. On peut donc associer à la fonction rk une largeur an- 
gulaire A0 = Q / k  de l’ordre de l/kl,.  Dans la limite de faible désordre, 
cette contribution est petite, elle est néanmoins directement mesurable 
par des expériences d’optique évoquées dans la section 1.4 du chapitre 
d’introduction et qui seront étudiées en détail au chapitre 8. 

Remarque importante : Xc(q ,  w) et Pc(Q, w) 

Le cooperon X , ( T , T ’ , W )  est une fonction piquée autour de T’ c T .  Cela se traduit 
par le fait que X , ( q , w )  est à peu près indépendant de q et n’est pas solution d’une 
éqnation de diffusion Par contre, la transformée de Fourier P , ( Q , w )  de Pc(r , r ’ ,w)  
définie par la relation (4 48) est proportionnelle au facteur de structure rk(Q) 

p ~ ( & , w )  = 2TP07: rk(Q) (4 97) 
et elle est solution d’une équation de diffusion. Par ailleurs X , ( q , w )  est donnée par 

(4.98) 

où a(q)  est la transformée de Fourier de g 2 ( r )  Remplacer s 2 ( r )  par une fonction 6 
dans (4 53) revient à supposer que a(q) est constant et à retrouver (4 96). Comme 
nous l’avons déjà remarqué précédemment, il semble que du fait de la contribution 
du cooperon, la probabilité totale ne soit plus normalisée Ce point est abordé dans 
la section C4 2 2 
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Remarque : Les diagrammes croisés de Langer et Neal 

Le facteur de structure ïk(Q) obtenu en sommant la série représentée sur la fi- 
gure 4.15, dépend de l’impulsion Q = IC + IC’. L’importance des diagrammes croisés 
pour l’étude des propriétés des milieux aléatoires a été discutée pour la première fois 
par Langer et Neal [73]. La motivation de leur travail procédait de la remarque que, 
contrairement aux propriétés d’équilibre, les propriétés de transport des gaz clas- 
siques n’ont pas de développement simple et analytique en fonction de la densité n 
du gaz. Ils ont voulu voir si ce résultat bien connu (par exemple dans les gaz de 
Lorentz [74,75]) apparaissait aussi dans le cas quantique. Pour cela, ils ont considéré 
la résistivité d’un gaz d’électrons libres dégénéré. Ils ont remarqué qu’il existait une 
classe de diagrammes, les diagrammes croisés, qui produisait à un ordre donné s 2 3 
du développement, des termes de la forme nZ Inn, où ni est la densité de centres dif- 
fuseurs. Ces contributions non analytiques sont tout à fait analogues à celles obtenues 
dans le cas classique. 
Langer et Neal n’ont considéré que les contributions des diagrammes croisés à un 
ordre donné sans envisager de les resommer. Ils ont montré que chaque terme de la 
série géométrique dont la somme est (4.93), donne après sommation sur k et k‘, une 
contribution nonanalytique en ye In y,. I1 est donc préférable de sommer d’abord la 
série représentée par la figure 4.15 des diagrammes croisés et ensuite de faire la somme 
sur Q = IC + k’ afin de trouver la contribution du cooperon à la probabilité ainsi qu’à 
la conductivité électrique comme nous le verrons en détail dans la section 7.3. Ce 
calcul, maintenant standard, du cooperon a été ultérieurement utilisé pour discuter 
le comportement anormale de la diffusivité dans les gaz de Lorentz quantiques 1751. 
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Complément C4.2 Boîtes de Hikami 
et croisement de diffusons 

C4.2.1 Les boîtes de Hikami 
La notion de croisement quantique de diffusons ou de cooperons est es- 

sentielle pour comprendre les effets d'interférence dans les systèmes diffusifs. 
Ces croisements sont décrits par des combinaisons particulières de fonctions 
de Green moyennes, combinaisons connues dans la littérature sous le nom de 
boftes de Hikami [76,77] 20. On considère ici la boîte de Hikami, notée H ,  
construite à partir de quatre fonctions de Green moyennes alternativement 
avancées et retardées (fig. 4.16). H est une fonction réelle de quatre argu- 
ments, H ( { r i } )  = H ( T ~ , T ~ , T ~ , T ~ ) .  Elle est constituée de la somme de trois 
diagrammes, 

H ( { T z } )  = H ' A ' ( { T i } )  + H ' B ' ( { T i } )  + H'c ' ( {T t } )  (4.99) 

dont nous allons montrer qu'il forment une combinaison particulière. Notons 
d'abord la symétrie 

H(C)(rl, T 2 ,  n, 7'4) = H'B)(T2,  T 3 ,  T4, T I )  . (4.100) 

r4 

H H'A' H'B' 

FIG. 4.16 ~ Botte de Hakami H ( T ~ , T z : T : ( , T ~ ) .  Pour obten,ir la fonctiort, H ( r  - , r ' ) ,  
on intè.91-e sur d e l u  points opposés. 

En iritbgrant sur (iciix des variablcs T ,  (opposCcs sur la figmc 4.16). on 
définit la fonction 

c i  ('11 intégrant siir line troisi6rrie vwriablc. on ohticnt 

'('C'est la dérmrriiriation CouiaIririimt utilisée; rriais elles ont aussi été iritrodiiit,es daris 
l a  référcrice 1761. 
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Du fait de l'invariance par translation, la première intégrale ne dépend que 
de T - T' et la seconde est une constante. En particulier 21, de la table 3.8, on 
déduit les constantes : 

Sehrodinger 
1 

Ye 
H ( A )  == - f 2 > 2 ( 0 )  = 

Helmholtz 

et 

-27rpo72 Schrodinger 
1 

Ye Helmholtz 
H ( B )  = H ( C )  = - [f'q))] = 

On vérifie aussi la propriété suivante 

(4.103) 

(4.104) 

(4.105) 

Cette propriété est remarquable. On montre dans prochaine la section qu'elle 
traduit la normalisation de la probabilité, c'est-à-dire la conservation du 
nombre de particules. 

La dépendance spatiale de H ( A ) ( R )  est donnée par 

(4.106) 

Les fonctions H ( B ) ( R )  et H ( C ) ( R )  sont plus complexes et sont calculées dans 
l'exercice 4.5. 

Exercice 4.5 : Montrer que la transformée de Fourier H ( q )  de H ( r )  vérifie 

(4.107) 

où H ( { q , } )  et la transformée de Fourier de H ( { r t } ) .  En dimension d = 3, montrer 
les relations : 

1 
H ( q )  = 2 H ( - q ,  0, q> 0 )  > 

1 
H ( A ) ( q )  = -a(q)  

7: 

(4.108) 

où la fonction a(q) est la transformée de Fourier de g 2 ( r )  donnée par (3.97). Elle ne 
dépend que de q = / q /  et elle est égale à 

(4.109) 
7r 

a ( q )  = - [arctan(2k - q ) l ,  + 2 arctan ql, - arctan(2k + 4 ) L ]  . 
k2q 

21Les expressions écrites pour les ondes le sont en trois dimensions. Elles sont aussi 
utilisables pour les tlectrons. Par contre, les expressions écrites pour les électrons et qui 
font intervenir la densité d'états po sont valables en toute dimension. Par ailleurs, voir la 
note 5, p. 108. 
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Montrer que, pour q -t O, 

Montrer que la fonction H ( q )  est donnée par 

1 

et que lorsque q 4 O, elle admet le développement 

de sorte que 

Montrer que, lorsque R 4 CO, on a 

et que si R << 1, 
1 x Si(2lcR) H (  ( )?---- 

B ,  ye 161c21, R 
où Si est la fonction sinus intégral. 

En déduire que 

(4.1 10) 

(4.111) 

(4.112) 

(4.113) 

(4.114) 

(4.115) 

(4.1 16) 

Exercice 4.6 : Vérifier que le diagramme de la figure 4.17 est d’ordre l /kL par 
rapport à ceux de la figure 4.16. 

FIG. 4.17 - Botte de Hikami d’ordre supérieur. 

À cause des deux fonctions de Green GA(k”)  supplémentaires, ce diagramme est égal 

car la somme porte sur le produit de deux fonctions de Green avancées (voir l’exer- 
cice 3.15). 
En déduire une règle systématique pour la valeur d’un tel diagramme en fonction du 
nombre n de lignes d’impuretés pour n 2 2. 
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q 2  

q 4  

q 2  

94 

FIG. 4.18 - Paramétrzsatzon des fonctzons de Green choasze pour le calcul d e  
H(") ({q ,H et de H 'B ' ({4 ,H.  

Le calcul complet de H ( { r , } )  est difficile. On considère ici sa transfor- 
du mée de Fourier H ( { q , } )  dans la limite q, + O. La contribution 

diagramme 4.16, détaillée sur la figure 4.18, est donnée par 

H ( A ) ( { q ,  1) = 6c 4,,0 1 GIz(k)G;l(k+42)GP(k+42+9.,)G~(k-ql) (4.118) 
k 

où 6~ 4,,o est le symbole de Kronecker. Les deux autres diagrammes 
contiennent une ligne d'impureté supplémentaire et sont donnés par 
(fig. 4.18) : 

(4.119) 

Si t o i l s  les vecteurs d'onde q2 sont, nuls, H est, nul et on rct>roiivc (4.105). On 
effectue alors uti développement à petit q i .  cc qui correspond au réginic diffusif 
(section 4.5). Compte t>enii des relations (3.68) ct (3.69). chaque foriction de 
Grccn se développe de la f a p i  suivante. Pour les élcct,rons 22. 

C(k + q )  = G(k)  + v.q G(k)Z + (v.q)2 C ( k ) 3  (4.121) 

avcc v = k/m.  En insérant cc tlkvcloppement dans l'expression (4.119)' les 
t,errries linkaires en q disparaissent par syrriktrie après sommation sur k et k'. 

"Dans les développcriimts (4.121) et (4.128), il existe aussi iin terme d'ordre q'??:(k)' 
qui doririe unc contribution A H beaucoup plus faiblc. d'ordre l/!&. 
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I1 reste 

où u = est la vitesse associée à l'énergie E .  Les coefficients frn," sont 
donnés par les relations (3.107, 3.108) et le tableau (3.7). En ne gardant que 
les termes d'ordre q2, on obtient 

. (4.123) 
12 

Ye 3 
H @ )  ({ q J )  = 2 [ - 1 +" (4;  +4;+43+44 -ql 4 4  -q,.qd] flk qi,o 

De même, le diagramme est égal à 

Enfin, pour l'expression (4.118) conduit à 

H ( A ) ( { q z } )  = 2 2  T 2  [ l - ~ ( 4 : + * ~ + 4 3 2 + 4 4 + ~ l . ~ ~ + ~ 2 . ~ 4 ~ ] ~ ~ ~ q i < u  l 2  . (4.125) 
Ye 

En sommant ces trois contributions, les termes constants disparaissent. En 
utilisant la contrainte Ci qi = O et la relation 

/ \ 2  

(c.2) = E422 + 2 c q 2 q j  = 0 1 (4.126) 

on obtient pour la somme H ( { q , } )  de ces trois contributions le développement 

i i i<j 

où h4 = 1 , 2 ~ , 2 / ( 3 ~ ~ )  = 27~poD~:. On peut faire le même calcul pour les ondes 23 

et on obtient la même expression (4.127) avec 

pour les ondes . 15 
h4 = 27~poD~: pour les électrons, et hq = 2 48xk2 

I I 
(4.129) 

2 3 P o ~ r  des ondes, le développement des fonctions de Green s'écrit 
- 
G ( k  + q) = G ( k )  + 2k.q + 4 ( k . ~ ~ ) ~  G(k)3  . (4.128) 
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On peut obtenir d’autres expressions équivalentes à (4.127) en utilisant la 
contrainte E, q2 = O et la relation (4.126). 

Exercice 4.7 : Boîtes de Hikami d’ordre plus élevé 

La condition 
boîtes de Hikami sous des formes équivalentes. Montrer en particulier que 

qi = O et la relation (4.126) permettent d’écrire l’expression des 

(4.130) 

Identifier les diagrammes qui interviennent dans le calcul d’une boîte de Hikami heza- 
gonale (notée Ifs) et, en s’aidant des références [77,78], montrer que 

C4.2.2 Normalisation et coefficient de diffusion 

La contribution du cooperon à la probabilité quantique modifie-t-elle la 
normalisation de cette probabilité ? Le doublement de la probabilité dans un 
volume 7J(7rp0) autour de T’ = T semble bien violer la normalisation. L’écart 
est petit et de l’ordre de l / ( k l e ) d - l  (voir fig. 4.10). 

On montre ici qu’il existe d’autres corrections qui préservent la norma- 
lisation de la probabilité. En effet, le diagramme représentant le cooperon 
X C ( c , r ’ , w )  a la forme illustrée sur la figure 4.8, ou celle topologiquement 
équivalente de la figure 4.19.a en transformée de Fourier. Or, nous avons 
vu dans la section C4.2.1 et sur la figure 4.16 que ce diagramme est le pre- 
mier d’un ensemble de trois diagrammes donnant des contributions du même 
ordre. Pour assurer la normalisation de la probabilité, il faut donc considérer 
la contribution d e  ces trois diagrammes (fig. 4.19.b). Le premier, calculé dans 
la section 4.6, donne 

1 
X C ( T , T ’ , W )  = --H(A)(T - 

2TPO 
(4.132) 

où H ( A ) ( R )  = gz(R)/yz. Les deux autres diagrammes font intervenir les 
quantités négatives (exercice 4.5 et relation 4.115) : 

où Si est la fonction sinus intégral. Les contributions de ces deux diagrammes 
sont négligeables lorsque R + O et la probabilité d e  retour ù l’origine est bien 
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4 4 

FIG. 4.19 ~ Contribution du cooperon à la probabilité. a) Diagramme pour la contri- 
bution X , ( q , w ) .  b) L’habillage de la botte de Hikami auec des lignes d’impuretés 
(jig. 4.16) donne des contributions du même  ordre qui doivent être prises en  compte. 
Ceci conduit remplacer X , ( q ,  w) par I c ( q ,  w) = Dq2reX , (q ,  w ) .  

doublée. Par contre, la relation (4.105) implique que l’intégrale de la somme 
des trois contributions se compense exactement, c’est-à-dire 

H ( q = O ) =  H ( R ) d R = O  . (4.134) 

Ainsi, le cooperon X,,  qui a pour effet fondamental d’augmenter la proba- 
bilité de retour à l’origine, ne viole pas la condition de normalisation de la 
probabilité totale qui est assurée par une petite réduction de celle-ci loin de 
l’origine (mais à des distances de l’ordre de l e ) .  

On voit donc que c’est 1’« habillage >> de la boîte de Hikami qui permet 
de restaurer la normalisation de la probabilité (c’est-à-dire la conservation 
du nombre de particules). Ceci apparaît clairement si on écrit la probabilité 
dans l’espace réciproque où la normalisation de la probabilité se traduit par 
la condition (4.11) : 

(4.135) 

Le diagramme de la figure 4.19.a est égal à (4.96). C’est bien celui qui permet 
de doubler la probabilité de retour à l’origine. Mais cette contribution étant 
constante à petit q, la probabilité n’est plus conservée. Par contre, en habillant 
la boîte de Hikami, on remplace ce diagramme par celui de la figure 4.19.b qui 
est égal à : 

s 

i 
P ( q  = O’W)  = - . 

W 

résultat obtenu en utilisant la relation (4.113). On voit ainsi qu’habiller une 
boîte de Hikami revient à la multiplier par Dreq2. Cette contribution tend 
vers O lorsque q 4 O et la probabilité est bien normalisée. 



140 Chap. 4 : Probabilité de diffusion quantique 

+ + ... 

FIG. 4.20 ~ Contributions à la probabilité totale P ( q , w ) .  Le premier terme, avec u n  
seul diffuson est P d ( q , w ) .  La série de perturbation décrite par cette figure conduit à 
une expression Pi(q,w) de la probabilité où le coeficzent de diffusion est modifié et 
est donné par (4.140). 

On peut maintenant se demander s’il ne faut pas ajouter d’autres contri- 
butions venant corriger la probabilité classique Pd, constituées d’insertions de 
boîtes de Hikami (et donc de cooperons). Ainsi, la série constituée des dia- 
grammes de la figure 4.20 fait apparaître des termes de plus en plus divergents 
puisqu’ils contiennent des puissances successives du diffuson. Cette série s’écrit 

2 

+ . . . (4.137) 

Après sommation, on obtient : 

(4.138) 

On constate tout d’abord que l’égalité I,(q = O, w )  = O implique la normalisa- 
tion de Pd(q, w ) .  Par ailleurs, dans la limite des petits vecteurs d’onde, cette 
prohabilite renormalisée garde bien un pôle de diffusion 

mais dont le coefficient de diffusion est modifié selon : 
r 

D ’ = D  [ 1-  = D [l-tx . 1 -i,w + DQ2 
Q 

(4.139) 

(4.140) 

Ainsi la prise en coinptc dii cooperon à tous Ics ordres de perturhat,ion conduit 
& une rkluctiori du  coefficient, dc diffusion. Ce ph6nornène appelé Zoculj,sation 
furible conduit à une rédiiction de la conductiviti: (voir la section 7.4). 

La rcriorni~~lisRtiori (4.140) du cocfficicnt de diffusion corrcspond au régime 
tlc faible désordrc kl,, >> 1. On n’a r nu dans IC développement pcrturbatif 
qu’unc. sciilc classe de diagraninics et, il n‘y a pas de raison u pr%ori, de s‘cri 
tcnir là. Par exeniplc, Ics cooperons de la figure 4.20 poiirraiciit eux-inCnics 
Ptrc habillés par des diffusons. Ainsi Vollliardt et Wolfe 1791 ont, @t,é airicn6s 
h kcrirc une équation d’aiit,o-<:oliCrciice pour le coefficient de diffiisiori D ( w )  
reiiornialisk 

(4.141) 
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La résolution de cette équation permet de décrire le passage vers le régime 
localisé pour lequel kl ,  1. 

C4.2.3 Croisement de deux diffusons 

Le diffuson est une contribution classique à la probabilité, c’est-à-dire qu’il 
ne dépend pas des phases des amplitudes complexes conjuguées qui le consti- 
tuent. Dans le régime diffusif, il est solution d’une équation de diffusion. 

I1 apparaît cependant des effets quantiques ou ondulatoires liés à ces am- 
plitudes complexes, lors du croisement de deux diffusons (ou du croisement 
d’un diffuson avec lui-même). Comme le montre la figure 4.21, ce croisement 
est décrit par une boîte de Hikami. Cette notion de croisement de diffusons 
est particulièrement importante. En effet, le diffuson étant une quantité clas- 
sique, les effets d’interférence ne peuvent donc provenir que de l’existence de 
ces <( croisements quantiques B faisant intervenir les boîtes de Hikami 24. Ce 
sont les propriétés combinées des diffusons (ou des cooperons) et des croise- 
ments qui sont à l’origine des effets cohérents comme la localisation faible, les 
fonctions de corrélations de l’intensité lumineuse ou les fluctuations de conduc- 
tance. I1 est donc important d’en avoir une bonne intuition. La figure 4.21 
montre qu’un croisement mélange les quatre amplitudes complexes des deux 
diffusons incidents et les apparie différemment. Les deux diffusons émergents 
sont ainsi chacun constitués de deux amplitudes provenant respectivement de 
chacun des diffusons incidents. Le diffuson étant à longue portée, on peut ainsi 
propager à longue distance des effets cohérents. Une boîte de Hikami apparaît 
donc comme un objet dont la fonction est de permuter les amplitudes. 

On peut d’ores et déjà évaluer qualitativement la probabilité d’un tel croi- 
sement. Nous avons vu dans la section 4.6 que le volume associé au croisement 
de deux trajectoires diffusives est A d p l l e  (fig. 4.11). On peut interpréter ce ré- 
sultat en considérant qu’un diffuson se propageant pendant un temps t est un 
objet effectif de longueur C = ut et de section Ad-’. On peut donc lui associer 
un volume fini vAd-lt. La probabilité de croisement de deux diffusons au bout 
d’un temps t ,  dans un système de volume R = Ld ,  est donc proportionnelle au 
rapport entre le volume d’un diffuson et le volume R. Ainsi la probabilité que 
deux diffusons se croisent une fois ou qu’un diffuson se croise avec lui-même 
est proportionnelle à 25 

(4.142) 

241i faut prendre garde à ne pas confondre ces croisements (( quantiques n avec les croi- 

250n rappelle que la densité d’états en dimension d est proportionnelle à 
sements d’une marche au hasard classique. 

1 
PO ~ 

hJivXd-1 . 



142 Chap. 4 : Probabilité de diffusion quantique 

FIG. 4.21 - Le croisement de deux diffusons apparaît comme un ensemble de quatre 
diffusons connectés par une boîte de Hikami. 

Considérons d’abord un système ouvert, par exemple un conducteur relié 
à des reservoirs ou, en optique, un milieu diffusant sans bord réfléchissant. Le 
temps pour traverser l’échantillon est, dans le régime diffusif, égal à T D  = 
L 2 / D  (voir la section 5.5.1). La probabilité d’avoir un croisement de diffusons 
pendant le temps TD est donc donnée par 

(4.143) 

Cette probabilité est proportionnelle à l’inverse du nombre sans dimension g. 
Celui-ci joue un rôle important dans la description des effets cohérents. Pour 
le cas des électrons dans les métaux, il correspond à la conductance moyenne 
sans dimension g = G/(e2/h) ,  où G est donnée par G = se2DpoLdp2 (voir 
chap. 7). 

Dans la limite de faible désordre kl,  >> I, g est grand et les effets de 
cohérence sont donc faibles. Le rapport l / g  est un petit paramètre en fonc- 
tion duquel on va étudier, en perturbation, les effets cohérents. Ceci permet 
de classer formellement l’importance de ces effets en fonction du nombre de 
croisements quantiques. 

0 Considérons maintenant un système isolé. La probabilité p ( t )  augmente 
linéairement et n’est plus limitée par le temps TO. L’échelle d’énergie A = 
l/(poR) représente, pour un système de taille finie, l’écart moyen entre niveaux 
d’énergie des solutions de l’équation d’onde 26.  On peut donc écrire 

(4.144) 

26Et non pas des solutions de l’équation de diffusion 
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et faire apparaître le temps caractéristique défini par TH = h / A  au bout 
duquel cette probabilité de croisement est d’ordre 1. Au-delà de ce temps, 
appelé t e m p s  de Heasenberg, il apparaît donc des corrections quantiques à 
la probabilité. Un milieu diffusant isolé ne peut donc être décrit de manière 
classique, c’est-à-dire à l’aide du diffuson, que pour des temps inférieurs au 
temps de Heisenberg [71]. De même les propriétés spectrales d’un système 
isolé ne peuvent pas être décrites de façon classique pour des énergies plus 
petites que A (chap. 10). 

Description quantitative du croisement de deux diffusons 

Le croisement de deux diffusons est décrit par la boîte de Hikami calculée 
dans la section C4.2.1. On considère le cas représenté sur la figure 4.21 où 
quatre diffusons sont reliés par une boîte 27, les diffusons pouvant éventuelle- 
ment être pris à des fréquences w ,  finies. En transformée de Fourier, chaque 
diffuson est, dans le régime diffusif, solution de l’équation de diffusion (4.89) : 

(+W% + Dq,2)P(qz1Wi) = 1 . (4.145) 

La boîte de Hikami représentée sur la figure 4.22 relie quatre diffusons ca- 
ractérisés par les paramètres qi et wi, avec les conditions Ciqi = O et 
w1+ wg = w2 + Wq. 

I 2 I 2 

3 4 4 3 

FIG. 4.22 ~ Trois représentations équivalentes d’une bozte de Hikami décrivant le 
croisement de deux diffusons, c’est-à-dire le changement d’appariement de quatre 
amplitudes complexes. 

27Ce calcul se généralise immédiatement à des cooperons. 
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Le calcul de cette boîte est identique à celui effectué à fréquence nulle 
dans la section (24.2.1 en notant toutefois que les fonctions de Green 
moyennes (3.87) dépendent maintenant de la fréquence. Ainsi, pour des élec- 
trons, les fonctions de Green 

admettent le développement : 
- 
GEpU(k  + 4) = G(k)  + (v.4 + w) G(!c )~  + (v.q)2 G ( ~ c ) ~  + 

(4.146) 

(4.147) 

En insérant ce développement dans les expressions (4.118-4.120) de H ( A ) ,  
et en tenant compte des fréquences wi portées par les différentes 

fonctions de Green, et en suivant les étapes qui ont conduit à (4.127), on 
obtient : 

où la constante hq est donnée par (4.129). Puisque ci qi = O, on peut encore 
écrire : 

I I 

Compte tenu des équations de diffusion (4.145)’ le premier terme appliqué à 
un diffuson donne une constante, c’est-à-dire dans l’espace réel une fonction 
S qui est nulle loin des sources 28. La boîte de Hikami reliant quatre diffusons 
se réduit donc à la forme : 

(4.150) 

En pratique, on utilisera plutôt la représentation spatiale. Chaque vecteur 
d’onde est donc un opérateur de dérivation qi 4 -iVi. Afin de minimiser 

28Cette fonction 6 peut conduire à des divergences qui sont discutées dans les réfé- 
rences [78,80,81]. Par exemple, lorsque la boîte de Hikami connecte un diffuson ou un 
cooperon faisant une boucle, certains termes de (4.149) produisent des divergences. La pro- 
cédure proposée en [SO] évite l’apparition de ces divergences et conduit au résultat (4.151, 
4.152), adapté au cas où les gradients opèrent en des points placés loin des sources, c’est- 
à-dire sur des diffusons qui ont leur source à l’extérieur du milieu diffusif. Ceux-ci sont 
appelés diffusons externes [78]. 
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le calcul de ces dérivées, il est commode d’utiliser pour la boîte de Hikami 
une forme moins symétrique mais où n’apparaissent que deux vecteurs d’onde 
c’est-à-dire deux gradients. En utilisant la contrainte E, q, = O et la rcla- 
tion (4.126)’ on obtient la forme 

ou. en transformée de Fourier, 
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Complément C4.3 Collisions anisotropes 
et libre parcours moyen de transport 

La probabilité de diffusion quantique a été obtenue en supposant que le 
potentiel était un bruit blanc gaussien, c’est-à-dire sans corrélation spatiale 
et tel que (V(r)V(r’))  = B6(r - Y’). Ceci implique, dans le cadre du modèle 
d’Edwards (section 2.2.2)’ que les collisions sont isotropes. L’équivalence entre 
les deux points de vue est obtenue en considérant des diffuseurs 6, dans la 
limite où l’amplitude 2i0 du potentiel tend vers O avec nit10 constant. On a 
alors B = nivi. 

On veut généraliser ces résultats au cas d’un potentiel gaussien mais dont la 
fonction de corrélation a maintenant une portée finie (V(r)V(r’)) = B(r-7”). 
Pour le modèle d’Edwards, cela correspond à un potentiel d’impureté w(r) de 
portée finie. Si celle-ci est de l’ordre de la longueur d’onde A0 = 27r/k, la 
diffusion devient anisotrope (voir fig. 2.4). La section efficace de diffusion par 
une impureté calculée à l’approximation de Born, dépend alors de l’angle 13 
entre les directions incidente et émergente (2.101) et s’écrit, pour le cas de 
l’équation de Schrodinger et en rétablissant h : 

m2 
7rh4 

U ( k ’ 0 )  = - 2 ( k  - k/) . (4.153) 

La transformée de Fourier de la fonction de corrélation du potentiel V dépend 
aussi de k - k’ : 

B ( k  - I C ’ )  = n2w”k - k’) . (4.154) 

Nous avons établi au chapitre 3 une relation entre le temps de collision élas- 
tique et la moyenne angulaire de B(k  - k’) : 

1 
T e  
- = 27rpo(B(k - k’)) (4.155) 

ainsi que 
que de la moyenne angulaire du potentiel de diffusion à une impureté. 

= nig, de telle sorte que la fonction de Green moyenne ne dépend 

Qu’advient-il de la probabilité lorsque la diffusion sur les impuretés de- 
vient anisotrope? Le calcul du facteur de structure rw nécessite de prendre 
en compte le fait que dans la séquence des collisions successives, chaque col- 
lision doit être caractérisée par les directions incidente et émergente. Comme 
le montre qualitativement la figure 4.23, on s’attend à une modification du 
processus de diffusion. On va montrer ici qu’il apparaît un second temps carac- 
téristique, appelé temps de transport et noté T * ,  qui décrit le comportement 
de îw et de Pd en diffusion multiple. Par opposition à re qui est le temps sé- 
parant deux collisions élastiques, le temps T* est celui pour lequel la mémoire 
de la direction incidente est perdue. 
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FIG. 4.23 ~ Représentation schématique d’un processus de digusion multiple sur des 
impuretés, lorsque les collisions sont soit isotropes (a), soit anisotropes (b) .  Pour des 
collisions isotropes, les temps re et r* sont égaux. Pour des collisions anisotropes, il 
faut plusieurs collisions pour perdre la mémoire de la direction incidente : le temps r* 
est plus grand que re. Pour des suspensions collotdales, leur rapport peut-être de 
l’ordre de 10’. 

Afin de décrire les collisions anisotropes, deux présentations sont possibles 
qui reprennent l’équivalence mentionnée précedemment entre potentiel de por- 
tée finie et collisions anisotropes. Elles correspondent respectivement à la des- 
cription de ru dans l’espace réel et dans l’espace réciproque. Dans le cas où 
la portée B(T - T ’ )  du potentiel est une fonction S. le facteur de structure ne 
dépend que du point initial et du point final de la séquence (fig. 4 .24 .~) .  Par 
contre, dès lors que B(T - T ’ )  a une portée finie et comparable à la longueur 
d’onde, le facteur de structure dépend de quatre arguments I‘(r1, r i ;  T Z ,  T ; )  

(fig. 4.24.b) et satisfait une équation intégrale de la forme (fig. 4.24.c) 

T ~ , T ; )  = S(T,  - T ~ ) S ( T ;  - T ; ) B ( T ~  - T : )  

+ /&i+r,(rl, T ,  I )G, -R ( T ~ ,  T ; ) E ; - , ( T ~ ,  T ) q r 2  - T ; )  . (4.156) 

Lorsque B(T-T’)  = BS(T-T’), on retrouve bien l’équation (4.24). L’invariance 
par translation implique que ru ne dépend que de trois arguments r,(Ti - 

Une description equivalente de I?, dans l’espace réciproque s’obtient en 
prenant la transformée de Fourier de l’équation (4.156). Cette description est 

- T z , T 1  -.z). 
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FIG. 4.24 - a) Lorsque la diffusion est isotrope, le facteur de structure ne  dépend que 
de deux arguments r1 et 1-2. b)  Lorsque la fonction de corrélation du potentiel a une 
portée finie, le facteur de structure dépend de quatre arguments. c )  Représentation 
de l’équation intégrale pour le facteur de  structure î u ( r ~ , r ~ ; r 2 , r ~ ) .  

intéressante pour deux raisons. Tout d’abord l’utilisation de (4.154) permet 
de faire apparaître la fonction v2(k  - k’) qui contient l’information sur l’ani- 
sotropie des collisions. De plus, la transformée de Fourier ï,(.G, s’, q)  prend en 
compte de manière explicite la dépendance en fonction des vecteurs d’onde in- 
cident S = k / k  et émergent s’ = k’lk. Le vecteur d’onde q associé à (T I  - r 2 )  

décrit, comme dans le cas isotrope, la propagation à longue portée. La rela- 
tion (4.81) se généralise alors sous la forme 

rw(il;’,q) = B(S-i?’)+ - C r , ( S , S ” , q ) G ,  ( k  )G ,_ , (k” -q )B( j .” -b ’ )  

(4.157) 
représentée diagrammatiquement sur la figure 4.25. Le facteur de structure 
r,(q) est la moyenne angulaire de ï,(i, i’, q)  : 

1 -R / / - A  

fl IC” 

(4.158) 

Pour des collisions isotropes, B(b-8’) est constant et le facteur de structure ne 
dépend que de q. La difficulté nouvelle dans (4.157) est que r, ne se factorise 
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k k’ k k‘ k k” k ‘  

k - 9  k‘q k k‘  k - q  

FIG. 4.25 ~ Représentation de l’équation intégrale pour ru(;, S I ,  q ) ,  avec S = k / k  
et = k ’ / k .  

plus. On perd donc la structure itérative simple (4.81) du cas isotrope et 
on ne peut plus résoudre exactement cette équation. On peut rechercher sa 
solution dans le régime diffusif, c’est-à-dire lorsque q tend vers O. En effet, le 
mode de diffusion en 1/Dq2 (voir la relation 4.88) est un mode de Goldstone 
qui traduit la conservation de la probabilité. I1 doit donc subsister pour des 
collisions élastiqucs anisotropes. Par contre, nous allons voir que la constante 
de diffusion D est affectée par l’ariisotropie des collisions. 

On introduit les notations suivantes 

Ye = (B(S - S’))# = (B(B)) 
y1 = (S.S’B(8 - S ’ ) ) S I  = (B(8)cosB) (4.159) 

où O est l’angle (s, s’). On vérifie que 

($’B(S - S’))y = yls . (4.160) 

Dans l’équation intégrale (4.157), on développe d’abord le produit des fonc- 
tions de Green, en séparant les dépendances radiale IC = JICI et, angulaire 
s = IC/k de IC. En n’effectuant que la somme sur IC il vient 29 

où la fonction f w ( S , q )  définie par (4.77) admet, pour q -+ 0 et WT, + O, le 
développement 

f,(S, q )  = 1 + iWT,  - q21:(û.q2 - iql , (û .S)  (4.162) 

29En moyennant cette somme sur la direction s, on retrouve le résultat (4.74) : 

1 
Po(q,w)= - -Cc=t(rc)G~-- , (k~q)=7é( fw(s ,q) )8  = 7 e ( 1 + i w 7 e - D q 2 7 e )  . 

2.rrPOR 
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Dans un premier temps, on cherche à déterminer ru(;’, q) = (ï,(s, g’, q ) ) g  

solution de l’équation intégrale 

L’approximation de diffusion consiste à ne garder pour Tu(;’, q)  que les deux 
premières harmoniques (1 = O et 1 = 1) d’un développement en harmoniques 
sphériques : 

ru(;’, q)  = r,(q) + d j.’.j,(q) (4.165) 

où d est la dimension d’espace et où j , (q )  est la densité de courant associée 
à r,(q) = ( ~ u ( ~ ” q ) ) 2  : 

j , ( q )  = ( ; ’ r w ( g ’ , q ) ) s /  . (4.166) 

En insérant (4.165) dans la relation (4.164) et en séparant les harmoniques 
1 = O et 1 = 1, on obtient deux équations pour les inconnues ru et j ,  30 : 

dont la solution est : 

(4.168) 

Cette expression fait apparaître une nouvelle échelle de temps T* définie par 

(4.169) 
1 

T* 
- = ~ T P O ( Y ~  - 71) 

3011 suffit d’une part de moyenner l’expression (4.164) sur S’, d’autre part de la multiplier 
par S‘ puis de la moyenner sur S’. On rappelle que 

A. B A 
d d 

((S.A) ( S . B ) ) d  = - (8 (; .A)),  = - . 
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c'est-à-dire 

- = 2?rpo(R(Q)(1 - COSQ) (4.170) 

et appelée temps de transport. On en déduit la forme caractéristique d'une loi 
de diffusion 

où 

Ye 1 
ru(4) = - . re -aw + D*q2 

(4.171) 

(4.172) 

est le coefficient de diffusion et où on définit le libre parcours moyen de trans- 
port par 

1' = U r +  . (4.173) 

De même que le libre parcours moyen élastique est relié à la section efficace u 
des diffuseurs (relation 3.86), le libre parcours moyen de transport est relié à 
la section efficace de transport a* définie par la relation 

= niu' . (4.174) 
1 

1' 
- 

À partir de (4.167), on obtient la loi de Fick, reliant ru(q) et son courant 

I "  
j u ( d  = -iq-rLJ(q) ' (4.175) 

d 

Afin d'obtenir le comportement de P d ( q , w )  dans le régime diffusif, on 

associé : 

généralise la relation (4.83) qui, du fait des dépendances angulaires, s'écrit 

En effectuant l'intégration sur les amplitudes k et k' qui se factorisent, on 
obtient 

(4.177) 

La relation de proportionnalité (4.84) entre Pd(q, w )  et r,(q) reste donc in- 
changée et on obtient finalement à partir de (4.171) 

r e  
P d ( 4 , W )  = 2 v 0 ~ , 2 ( r w ( %  s'; Q ) ) i , l '  = - F w ( Q )  . 

Ye 

(4.178) 
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FIG. 4.26 ~ Représentation, diagrammatique de la probabilité Pd(q, w )  pour la dzf-  
fusion anisotrope, avec S = k / k  et S’ = k / k .  Elle généralise la représentation 4.14 
pour la diffusion isotrope. 

^ I  

Pour un potentiel de portée finie ou, de façon équivalente, pour des diffuseurs 
anisotropes, le diffuson P d  est caractérisé par un coefficient de diffusion qui 
dépend du temps de transport T*.  Par contre, il est à noter que la contribution 
de Drude-Boltzmann Po(g, w ) ,  qui décrit la probabilité qu’une particule ne 
subisse pas de collision, ne dépend que du seul temps de collision élastique 7,. 

La terminologie temps de transport pour T* ne doit pas prêter à confusion. 
Ce temps intervient naturellement dans les propriétés de transport comme la 
conductivité électrique (sections 7.2.2 et 7.2.3). Mais nous venons de voir qu’il 
intervient aussi dans la probabilité de diffusion quantique, c’est-à-dire dans 
la propagation d’un paquet d’onde. De fait, le temps T* intervient également 
dans les propriétés thermodynamiques et spectrales. 

Exercice 4.8 : Calculer les libres parcours moyens 1, et I * ,  pour le modèle d’Edwards 
avec des impuretés décrites par un potentiel sphérique d’amplitude iY0 et de portée 
a. Utiliser pour cela l’expression pour u(û) de la section C2.1.4 : 

(4.179) 
1* u s,“ 0(0) sin ûdû 
l e  O* J:u(û)(l -cosû)sinûdû 
- -  - -  _ _  

Montrer les expressions asymptotiques : 

- I* + 1 + - ( k a ) 2  2 
1, 15 

si ka << 1 

+ (ka)2/in[4e~-1ka] si k a  > 1 (4.180) 

où y = 0,577.. . est la constante d’Euler 
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Complément C4.4 Corrélation des fonctions 
de Green diagonales 

La probabilité de diffusion quantique P ( r ,  T ’ ,  w )  est donnée par IC pro- 
duit de deux fonctions de Green non diagonales G,R(v, ~ ’ ) G t - ~ ( r ’ ,  .). Cette 
quantité joue un rôle prépondérant dans un grand nombre de phénomènes 
physiques, mais ce n’est toutefois pas la seule grandeur importante. On peut 
aussi, du moins formellement à ce stade, construire d’autres fonctions de cor- 
rélation des fonctions de Green qui ne sont pas a priori reliées à P.  La fonction 
de corrélation des champs (4.57) en est un premier exemple. Une autre fonc- 
tion de corrélation importante définie par 

fait intervenir le produit de deux fonctions de Green diagonales prises en 
des points T et r’ différents. On se servira de cette fonction lors de l’étude 
des corrélations de densité d’états au chapitre 10. Comme la probabilité de 
retour à l’origine P ( r ,  r ,  w ) ,  ce corrélateur décrit le produit de deux trajec- 
toires fermées, mais dont les points de départ sont distincts. La figure 4.27 
montre la structure de ces deux quantités. Le corrélateur K ( T ,  Y’, w )  contient 
deux contributions représentées sur les figures 4.27.c et 4.27.d et notées K ( l )  

et K ( 2 ) .  
La première contribution contient un diffuson et s’écrit : 

Dans l’approximation de diffusion (section 4.5),  elle devient : 

(4.183) 

puisque l’intégrale est la fonction f ‘,‘(Y - T ’ ) / Y ,  définie en (3.102)’ égale à la 
fonction à courte portée g(v - T ’ )  donnée par la relation (3.96). Finalement, 
en utilisant (4.37), on a : 

(4.184) 

On obtient ainsi ce résultat important qui s’avèrera très utile, qu’une fonction 
de corrélation diagonale, a priori indépendante de la probabilité Pd, peut en 
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FIG. 4.27 - Représentations schématiques de différentes trajectoires correspondant 
aux fonctions de corrélations P ( T , T , w ) ,  P ( T ,  T ' , w ) ,  K ( ' ) ( T , T ' , w )  et K(' ) (T ,  r ' , w ) .  
À gauche contribution des diffusons, et à droite contribution des cooperons. 
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fait lui être reliée. De même, la figure 4.27.c montre qu’il existe une seconde 
contribution due au cooperon, donnée par 

(4.185) 

où X c ( r ,  r’, w )  = g2(r - r’)P,(r,  r ,  w )  est une fonction à courte portée (4.49). 
Les deux contributions Ki’) et Ki1) sont donc à courte portée et disparaissent 
dès que Ir - r’l > I,. 

La figure 4.27.d fait apparaître une seconde contribution Id2)(r,  T‘, w )  qui 
reste importante même lorsque Ir - r’l devient plus grand que I,. Elle contient 
le produit de deux facteurs de structure ru et de six fonctions de Green 
qui varient exponentiellement sur la longueur 1,’ ce qui impose donc que les 
points r ,  ri, r 4 ,  d’une part, et les points r’, r2, r3, d’autre part, soient au plus 
distants de 1,. Cette remarque faite, l’écriture de la fonction de corrélation 
est longue mais évidente. Elle contient deux termes. Le premier décrit des 
trajectoires de diffusion parcourues dans le même sens (fig. 4.27.d) 

Le second terme décrit des trajectoires de diffusion parcourues dans des sens 
opposés (figs. 4.27.d) 

Dans l’approximation de diffusion, c’est-à-dire pour des distances supérieures 
à l e ,  l’intégrale donnant K(12) se découple pour donner : 
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FIG. 4.28 ~ Représentation diagrammatique (b) de la fonction de corrélation 
K(’)(r, r ’ ,  w ) ,  obtenue en  itérant à l’infini une suite de séquences de collisions dont 
u n  exemple est représenté en  (a). 

En introduisant la fonction f 2 > l  définie par la relation (3.105), elle se met sous 
la forme3’ 

(4.189) 

La quantité f 2 > l ( O ) ,  donnée dans la table 3.8 et par la relation (3.107), est 
égale à -ire. 

Ainsi, à l’approximation de diffusion, la fonction de corrélation K?) ap- 
paraît comme le produit de quatre quantités distinctes, représentées sur la 
figure 4.28 : deux facteurs de structure rU(r,r’) qui décrivent la diffusion 
entre r et T’ ,  et deux << boîtes >> qui décrivent comment les points libres sont 
reliés aux impuretés. Dans le régime diffusif, le facteur de structure I?, est 
proportionnel à la probabilité Pd (relation 4.37), de sorte que : 

K?)(T, T ’ ,  w )  = Pd(T, T ’ ,  W ) P d ( T ’ ,  T ,  w )  (4.190) 

I I 

Le calcul de la contribution (4.187) associée au produit de deux cooperons est 
calqué sur le précédent et donne, toujours dans l’approximation de diffusion : 

K ( ~ ) ( T , T ’ , w )  = 21f2~1(o)12r:(T,T’)r:(T’,T) . (4.191) 

Le facteur de structure rk est celui intervenant dans le calcul du cooperon. 
Comme ru, il est solution de l’équation de diffusion (4.34). On peut récrire 
la fonction de corrélation Ki2) à l’aide de PC(r, T ’ ,  w )  définie en (4.48) 

1 

Ye 

T ’ ,  w) = Pc(T, T’W)P,(T’ ,  T ,  w) (4.192) 

31Dans la limite UT, < 1 on néglige la dépendance en w des fonctions de Green. 
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Kc(T,  T I ,  w) = 27rpog2(R)Pc( r ,  T ,  w )  + Pc(T, T’W)P,(T’, T ,  w) 

Finalement, en regroupant les contributions (4.184) et (4.190), on obtient pour 
la fonction de corrélation Kd, la somme d’un terme à courte portée et d’un 
terme à longue portée : 

(4.194) 

Cette fonction de corrélation intervient dans la description des corrélations 
spectrales dans un métal (chap. 10) et dans l’étude de l’effet des interactions 
électroniques sur diverses propriétés physiques (chap. 13). 
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Complément C4.5 Autres fonctions 
de corrélation 

C4.5.1 Corrélations de fonctions de Green retardées 

Ce complément contient un certain nombre de résultats techniques utiles 
dans cet ouvrage. À ce stade, ce complément peut être considéré par le lec- 
teur comme un ensemble d'exercices destinés à parfaire sa compréhension du 
chapitre 4. 

O On montre d'abord la relation suivante, obtenue dans la limite de faible 
désordre kl,  > 1 : 

2 
(4.195) 

où ImG est l'opérateur défini par (3.21). Pour cela, on considère Ad produit 
ImGnImGn. En utilisant la relation (3.21), on voit que ce produit contient en 
plus du terme GRGA déjà étudié, des termes du type GRGR et GAGA. Afin 
d'étudier ces autres termes, on peut effectuer un développement ~ itératif du 
produit GRGR. On fait ainsi apparaître des puissances [GR]'", dont la trace 
est une puissance de l,/(kZe) et peut donc être négligée. Par exemple, d'après 
l'exercice 3.15, 

-- 

n(GR:R) <<Tr(:RG.4) . (4.196) 

On en déduit que Tr (GR)'" = O et que Tr [ -  1 
De même, Tr [(F)'"] E O. Par conséquent, dans la trace du produit 

ImGRImGR, les termes du type GRGR et GAGA sont négligeables, d'où la 
relation (4.195). Dans la limite kl ,  >> 1, on a aussi la relation 

- -  

(4.197) 

- ~- - ~~ 

puisque dans cette limite GRGR = GR GR et GAGA 
y' dénote la partie connectée de ces valeurs moyennes. 

GA GA. Le symbole 



C4.5 Autres fonctions de corrélation 159 

C Po 
P,(T, r ’ ) ~ ~ - ~ ( r ’ ,  r )  = -Re 7r [Pd(r, r ’ ,w)  + g 2 ( R ) X C ( r ,  r , w ) ]  

Exercice 4.9 : En utilisant la représentation spatiale et en se limitant au cas où 
w = O, vérifier que 

1 -- 
n[ImGR I ~ G R ]  = -?i-[GR G A ]  (4.198) 

2 

_ _ _ ~  

qui constitue un cas particulier de la relation (4.195). 

Le terme de gauche est égal à 

(4.204) 

alors que le terme de droite est égal à 

(4.200) 

Ces deux termes sont identiques dans la limite kl,  >> 1. Cela revient à remplacer 
dans l’intégrale le terme sin2 kR par sa moyenne 1/2. 

O Considérons maintenant les deux fonctions de corrélation de la densité 
d’états non locale (3.26) : 

r ’ ) P F - w ( r ’ ,  .) et PF(Y ’  r ’ ) P e - W ( r ’ >  (4.201) 

ainsi que celle de la densité d’états locale (3.25) à des points différents : 

(4.202) 

La relation (3.28) permet de relier la densité d’états non locale p E ( r ,  r’) à la 
partie imaginaire de la fonction de Green. À partir de (4.197), et en utilisant 
la définition (4.9) de la probabiliti: P(r ,  r’, w), on obtient 

p , ( r ,  r’)pEpw(r’,  r )  = -Re[P(r, Po r’, w) - Po(r, r’, w)] . (4.203) 
7r 

Rappelons que cette partie connectée de la probabilité contient deux termes, 
le diffuson Pd(r, r’, w) et le cooperon X C ( r ,  r’, w) qui est une fonction à courte 
portée donnée par (4.46) où la fonction g ( R )  décroît exponentiellement avec 
la distance. On obtient ainsi : 

avec R = r - r’. À l’aide de (3.98)’ on en déduit l’expression de 
PE(T ’  4 P , - L J ( + ,  .I. 



160 Chap. 4 : Probabilité de diffusion quantique 

0 En prenant T’ = T dans la relation (4.204)’ on relie ainsi les fluctuations de la 
densité d’états locale à la partie réelle de la probabilité quantique (connectée). 

S’il y a invariance par renversement du sens du temps, les deux termes entre 
crochet sont égaux. 

0 À partir de la relation (4.197) et de la définition (4.181) de la fonction de 
corrélation K ( r ,  T ’ ,  w ) ,  la fonction de correlation p c ( ~ ) p e - u ( ~ ’ ) c  de la densité 
d’états locale s’écrit 

C I  
/&(T)Pc-u(T’)  = SW: T’ ,  w )  . (4.206) 

En utilisant les relations (4.193) et (4.194)’ on obtient alors pour la contribu- 
tion des diffusons à cette fonction de corrélation : 

I I 

(4.207) 
qui comprend donc une contribution à courte portée et une contribution à 
longue portée. I1 convient aussi de rajouter la contribution des cooperons 

où P, est définie par la relation (4.48). 

(4.208) 

où on n’a pris en compte que les contributions à un diffuson et un cooperon. Retrouver 
ainsi (4.204) et (4.207, 4.208). 

C4.5.2 Une identité de Ward 
Cette identité relie le produit de deux fonctions de Green retardées (ou 

avancées) à la dérivée par rapport à l’énergie d’une seule fonction de Green : 

a 
GfL(k, kl)GfZ(ICi, IC’) = --Gft(IC, IC’) 

8.5 
kl 

(4.2 10) 
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Pour montrer cette relation, on utilise par exemple la représentation en irn- 
pulsion (3.31) des fonctions de Green : 

Puisque Ekl q5n(kl)q5;n(kl) = S,,,, on déduit immédiatement la rela- 
tion (4.210), qui implique aussi que 

Tr GPG: =--TrGfl i(> (4.2 12) 

C4.5.3 Corrélations de fonctions d’ondes 
À l’aide des résultats de la section C4.5.1, on peut obtenir simplement 

certains résultats pour les fonctions de corrélation de fonctions d’ondes [sa]. 
Considérons d’abord la fonction de corrélation de fonctions propres I 4 k  ( r )  l 2  
et lq51(r’)12 d’énergies E et t - w .  Par définition, 

(4.2 13) 
En utilisant (3.25), on fait apparaître la fonction de corrélation de la densité 
d’états locale p E ( r ) p E + , ( r ’ )  donnée par (4.207). Par conséquent, 

~ 2 ( ( l ~ l c ( ~ ) 1 2 1 ~ z ( ~ ’ ) 1 2 ) , , ,  = 1 +Re  [ g 2 ( R ) & ( r , r , w )  + S ~ ~ ( T , T ’ , W ) ]  
(4.2 14) 

où on a défini & = Pd/ ( . i rp~) .  I1 faut ajouter la contribution due aux coope- 
rons, obtenue à partir de (4.208). 

De même, on peut obtenir la fonction de corrélation 

En faisant apparaître la fonction de corrélation de la densité d’états non locale 
p,(r, ~ ’ ) p , - ~ ( r ’ ,  r )  et en utilisant la relation (4.204)’ on obtient 
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À travers les fonctions P ~ , ~ ( T ,  T ’ ,  w ) ,  ces expressions expriment la reia- 
tion qui existe entre corrélations spectrales et corrélations spatiales. Ainsi, 
les fonctions d’onde correspondant à des énergies séparées de w sont corré- 
lées spatialement sur une distance R telle que R2 D/w. Réciproquement, 
dans un échantillon de taille L donnée, les fonctions d’onde sont corrélées sur 
l’échelle d’énergie w E D/L2.  

Ces expressions sont valables pour des énergies w > A. Les méthodes 
développées ici ne permettent pas de décrire le cas w 2 A. On utilise pour 
cela le modèle CT non-linéaire supersymétrique [82] (voir aussi la section 10.1.2). 



Chapitre 5 

Propriétés de l’équation 
de diffusion 

5.1 Introduction 

Dans le chapitre 4, on a établi des expressions générales pour la probabilité 
de diffusion quantique Pd(r,r’,w) et pour le facteur de structure rw(r,r’). 
Ces quantités, solutions des équations intégrales (4.24) et (4.25), permettent 
de décrire tous les phénomènes physiques étudiés dans cet ouvrage. I1 est donc 
nécessaire de détailler ces solutions pour les géométries habituellement ren- 
contrées. De plus, nous avons montré que pour un milieu infini et dans le 
régime des variations lentes, Pd et rw sont solutions d’une équation de diffu- 
sion. On étudie ici les solutions de cette équation pour certaines géométries. 
La validité de l’équation de diffusion sera discutée pour les cas d’un milieu 
infini et d’un milieu semi-infini dans les compléments C5.1 et C5.3. 

On s’intéresse particulièrement à la transformée de Laplace P7(r, r’) de 
la probabilité P(r ,  r’, t ) .  Elle mesure la somme des contributions à la proba- 
bilité des trajectoires de diffusion reliant les points r et T’ pour des temps 
inférieurs à l/y. Dans le cas de la diffusion multiple des ondes électromagné- 
tiques, Pr(r,r’)  représente l’intensité en un point r’ émise par une source 
située en r .  Dans les systèmes électroniques, c’est la probabilité de retour à 
l’origine Pr(r,  r )  qui joue un rôle essentiel et qui permet de définir un temps 
caractéristique, le temps de récurrence. Celui-ci décrit le temps intégré passé 
autour d’un point donné quelconque du milieu. I1 dépend de la dimensionnalité 
d’espace et de la géométrie du système. 

Pour un système de taille finie, typiquement un cube d’arête L ,  il apparaît 
une nouvelle échelle de temps caractéristique TD définie par L2 = DTD. Elle 
sépare les régimes de temps court où le rôle des conditions aux limites peut être 
négligé, des régimes de temps long où la sensibilité à ces conditions devient 
essentielle. Dans le cas particulier des électrons, on associe à TO l’énergie 
E, = ~ / T D  appelée énergae de Thouless. 
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Nous serons amenés à considérer différents types de conditions aux limites 
qui décriront essentiellement les cas d’un système isolé ou couplé à un environ- 
nement extérieur. La dimensionnalité d’espace effective peut aussi dépendrc 
de la nature de la source. Par exemple, dans le cas de la diffusion des ondes 
électromagnétiques, suivant la géométrie du faisceau incident, on peut avoir 
affaire à un problème de diffusion effectivement unidimensionnel comme dans 
le cas d’un faisceau large (c’est-à-dire assimilable à une onde plane) ou à un 
problème tridimensionnel pour un faisceau collimaté, c’est-à-dire de section 
petite par rapport à l’interface du milieu. Le cas de l’onde plane est parti- 
culièrement utile et nous serons donc amenés à étudier en détail la diffusion 
unidimensionnelle. 

Le lecteur pourrait penser qu’un chapitre complet dédié à l’étude des so- 
lutions de l’équation de diffusion est superflu étant donnée la très vaste lit- 
térature existant sur ce sujet tant en physique qu’en mathématique [83,84]. 
Notre but n’est pas d’être exhaustifs mais plutôt de présenter d’une manière 
directement utilisable un certain nombre de résultats clé qui seront utiles ul- 
térieurement, en les complétant par des références bibliographiques. 

5.2 Quant it és caractéristiques 
Plaçons nous d’emblée dans la situation où la probabilité de diffusion quan- 

tique P(r , r ’ , t )  est solution d’une équation de diffusion. Ceci constitue une 
approximation des équations intégrales (4.24) et (4.25) valide dans la limite 
des variations spatiale et temporelle lentes (section 4.5). Une étude détaillée 
de la validité de cette approximation est présentée dans les compléments C5.1 
et C5.3. 

La probabilité de diffusion quantique P ( T ,  r ‘ ,  t )  contient deux contribu- 
tions, le diffuson et le cooperon ’. À l’approximation de diffusion, chacune de 
ces contributions est la solution de Green de l’équation différentielle, trans- 
formée de Fourier temporelle de (4.34) 

1 [ - DA] P(T,  T I ,  t )  = S(T - d ) S ( t )  

Dans la suite de ce chapitre, P ( T ,  T ’ ,  t )  désigne la solution de l’équation (5.1). 
Nous avons montré dans la section 4.5 que dans le cadre de l’approximation de 
diffusion, le facteur de structure est simplement proportionnel à la probabilité 
de diffusion quantique par la relation (4.37). On va donc s’intéresser au com- 
portement de P ( T ,  Y’, t )  sachant que celui du facteur de structure s’en déduit 
automatiquement. L’équation (5.1) est aussi appelée équation de la chaleur et 
a été établie par Fourier pour décrire la nature diffusive de sa propagation. 

lPour le cooperon, il faut cependant considérer la limite T = T’.  Voir la section 4.6. 
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5.2.1 Noyau de la chaleur - Probabilité de retour 
à l’origine 

Dans un volume R quelconque, la solution générale de l’équation (5.1) est 
de la forme : 

P(T’ T’’  t )  = O ( t )  g ( T ) $ f n ( T ’ ) e - E r J  (5.2) 
n 

ou encore 
(5.3) 

où E, et gn sont les valeurs propres (ou fréquences propres) 
propres normalisées (ou modes) de l’équation : 

et les fonctions 

-DA$n(r)  = ETLSITI(T) ’ (5.4) 

Une quantité importante qui caractérise les propriétés de la diffusion est la 
probabilité de retour à l’origine intégrée sur le point de départ. Cette fonction, 
notée Z ( t )  et appelée noyau de la chaleur est définie pour tout t > O par 

et ne dépend donc que du spectre des valeurs propres 3 .  Le noyau de la chaleur 
peut aussi s’écrire comme la trace d’un opérateur 

Z ( t )  = TreDtA (5.6) 

où A est l’opérateur laplacien. Le calcul de Z( t )  pour la diffusion dans l’espace 
libre est simple et sera présenté dans la section 5.3.  Pour la diffusion dans 
un domaine fini, il n’y a pas toujours d’expression analytique simple pour 
Z( t ) .  I1 est cependant possible d’obtenir des développements asymptotiques 
(complément C5.4). Dans la suite, on appellera le plus souvent cette quantité, 
la probabilité intégrée de retour à l’origine. La forme (5.4) de l’équation aux 
valeurs propres est celle de l’équation de Schrodinger d’une particule libre de 
masse m = h/(LD). Par conséquent, Z ( t )  peut aussi s’interpréter comme la 
fonction de partition associée à cette équation de Schrodinger, où le temps 
jouerait le rôle de l’inverse de la température. Cette remarque nous permettra 
d’utiliser certaines solutions connues de l’équation de Schrodinger afin de les 
transposer au cas de la diffusion. 

2Les valeurs propres E, sont homogènes à l’inverse d’un temps. Malgré tout on parlera 

”Ceci n’est pas toujours exact s t r i c to  sensu et nous en verrons un contre-exemple dans 
souvent d’énergie pour désigner ces valeurs propres de l’équation de diffusion. 

le complément C6.1. 
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Exercice 5.1 : Loi de semi-groupe pour  l’équation de diffusion 

Montrer que la solution de l’équation de diffusion (5.1) satisfait la relation dite de 
semi-groupe : 

J dT’P(T, T I ,  tl)P(T’, T ” ,  t 2 )  = P(T, T ” ,  t i  + t 2 )  (5.7) 

pour des temps ti et t 2  définis positifs. 
On considère pour cela la solution générale (5.2). On vérifie en utilisant la normali- 
sation des fonctions propres, J dr’+E (T’)& ( T )  = 6,  ,,, que l’on a 

ce qui conduit au résultat, 

5.2.2 Temps de récurrence 
I1 existe de nombreuses manières de caractériser un processus de diffusion. 

L’une d’elles consiste à calculer le temps passé par une particule diffusive au 
voisinage d’un point donné. Ce temps dépend de la dimensionnalité d’espace, 
de la géométrie et des conditions aux limites imposées. 

Considérons une particule diffusive située au point r à un instant ini- 
tial t = O .  Son évolution aux temps ultérieurs est donnée par la probabilité 
P ( T ,  Y’, t ) .  En particulier la probabilité que, au bout d’un temps t ,  la particule 
se trouve dans un volume w donné 4,  est égale à 

(5.9) 

Durant un laps de temps T donné, le temps T ( r ,  w, T )  passé par la particule 
diffusive dans le volume u est donné par l’intégrale 

(5.10) 

qui dépend à la fois de l’élément de volume u choisi, du point de départ r et 
de T .  Dans la limite T + CO, le temps T ( r ,  w, T )  peut avoir une limite finie 
ou au contraire dépendre asymptotiquement de T .  

Au lieu de considérer un intervalle de temps fini T ,  imaginons plutôt une 
particule diffusive ayant un temps de vie fini T?. Ce temps de vie n’est, pour 
l’instant, qu’un intermédiaire de calcul auquel on donnera ultérieurement une 

*Le point T n’est pas nécessairement dans le volume v. 
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signification physique. I1 n’a rien à voir avec le temps élastique T~ introduit 
dans le chapitre 3. Le temps passé dans le volume w peut alors se récrire 

(5.11) 

et en introduisant la transformée de Laplace 

(5.12) 

on a 
7 ( T ,  w, y) = Pr(T, T’)dT’ (5.13) 

où y = i / ~ ,  est un nombre réel. La transformée de Laplace Pr(r, T ‘ )  obéit à 
l’équation de diffusion (4.38) mais où maintenant w = iy, 

JT 

(5.14) 

Si T ( T ,  w, y) diverge lorsque y + O, on dit que le processus de diffusion est 
récurrent. Parmi tous les choix possibles pour le temps T ( T ,  w ,  y), on peut sin- 
gulariser celui correspondant au temps passé au voisinage du point de départ 
T .  Ce voisinage est défini à partir de l’élément de volume w = A& où le 
libre parcours moyen élastique I ,  est l’échelle de longueur élémentaire asso- 
ciée à la diffusion et où Ad est le volume de la sphère unité (relation 15.2). Le 
temps ainsi défini est appelé temps de récurrence et il est directement relié à 
la probabilité de retour à l’origine : 

(5.15) 

Le temps de récurrence est donc le temps total passé par la particule autour de 
son point de départ. I1 ne prend en compte que la contribution des trajectoires 
diffusives dont la longueur développée est inférieure à l ,ry/Te.  Le temps de 
récurrence peut éventuellement diverger lorsque l’on prend en compte toutes 
les trajectoires, c’est-à-dire lorsque T~ + 00 5 .  Nous en verrons un exemple 
dans la section suivante à propos de la diffusion libre en dimension d 5 2. 

Pour conclure cette section, insistons à nouveau sur le fait que le temps 
de vie T~ a été introduit ici de façon formelle comme intermédiaire de calcul. 

5Pour une diffusion uniforme dans un volume R, P ( T , T ’ , ~ )  est constante et égale à 
= l / R .  Le temps de récurrence est alors donné par T~(A,~Z$/R).  
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Nous verrons cependant, en particulier dans le chapitre 6. que ce temps de 
vie peut avoir de nombreuses origines physiques liées à l’apparition d’un dé- 
phasage entre les deux trajectoires qui forment le cooperon ou le diffuson. 

On va maintenant caractériser la nature de la diffusion, c’est-à-dire ses 
propriétés de récurrence pour des dirnensionnalités et dcs g6oniétrics diffé- 
rentes. 

5.3 Diffusion libre 
La solution de l’équation (5.1) dans l’espace libre de dimension d est don- 

née par la loi gaussienne. Pour l’obtenir, on peut partir de la transformée de 
Fourier P ( q ,  t )  qui obéit à l’équation 

(5.16) 
d i, + Dq2)P(q, t )  = 6 ( t )  

dont la solution est I P(q ,  t )  = o ( t ) e - D Q Z t  (5.17) 

On en déduit que sa transformée de Fourier 

s’écrit, pour t > O : 

(5.18) 

P(r,r’ , t)  = 1 e- lr-r‘12/4Dt 

(47rDt)@ (5.19) 

Parmi tous les moments associés à cette fonction de distribution, on uti- 
lise souvent celui donnant la distance typique atteinte par diffusion après un 
temps t 

(R2( t ) )  = 2dDt . (5.20) 

On obtient aussi la moyenne du facteur de phase eiq.R(t)  : 

( e i q . R ( t ) )  = e-Dq2t  (5.21) 

qui est la fonction caractéristique associée à la probabilité P(r ,  r’, t ) .  Enfin, la 
probabilité de retour à l’origine après un temps t s’obtient à partir de (5.19) 
en prenant r = r‘, soit 

1 
P ( r , r , t )  = 

(47rDt)”2 ’ (5.22) 
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de sorte que la probabilité intégrée Z ( t )  définie par (5.5) s’écrit, pour un 
volume R : 

R 
Z ( t )  = 

(47rDt)d/2 

De même, on peut calculer la transformée de Fourier temporelle, 

et en utilisant la relation (15.70), on obtient 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

Exercice 5.2 : Transformée de Laplace en dimension d pour la diffusion 
libre, et temps passé dans une sphère autour de l’origine 

O La probabilité intégrée sur le temps d’aller d’un point origine à un point pest donnée 
par la transformée de Laplace l‘,(O, T )  (relation 5.12) et dépend de la dimension d 
comme : 

P, (3) ( 0 , r )  = -e-v/LT 1 , P, (2’  ( 0 , r )  = - ~ o ( r / ~ , )  1 , P, (1)  ( 0 , r )  = % e - r / ~ T  
47rDr 27rD 2 0  

(5.26) 
où L ,  = JK est la longueur de diffusion associée. À trois dimensions cette proba- 
bilité converge dans la limite y 4 O et on retrouve le résultat bien connu 

(5.27) 1 
47rDIrl 

P(O, r ,w  = O )  = ~ 

. 

O À partir de P,(O, r ) ,  on obtient par l’intégrale (5.13), le temps ~ ~ ( 7 )  passé dans un 
volume 2i = AdRd autour de l’origine. Dans la limite R < L,, il s’écrit 

L, R (5.28) 
R2 R2 L 
2 0  2 0  I ,  D 

.(“’(y) = - , .(2’(y) = - lnbJ , .(”(y) = ~ 

où b 1,747. On voit que, à d = 3, la particule passe un temps fini dans un volume 
fini autour de l’origine. Par contre, à d = 1, ce temps est infini dans la limite d’un 
temps de vie infini et il diverge comme fi. Le cas d = 2 est marginal avec une 
divergence logarithmique en fonction de r,. 

On voit que la dimensionnalité d’espace joue un rôle essentiel quant à la 
nature de la diffusion. Voyons comment le temps de récurrence T R ( ~ ) ,  donné 
par la relation (5.15)’ en dépend ‘. On peut l’évaluer à partir de l’intégrale 

(5.29) 

‘Pour un milieu infini, le temps de récurrence ne dépend pas du point de départ. 
711 se déduit aussi des relations (5.28) de l’exercice précédent en prenant un volume de 

rayon 2,. 
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On obtient alors 

L 

(5.30) 

où les coefficients de proportionnalité s’obtiennent à partir de l’exercice 5.2. 

En dimension d = 3, TR est fini, c’est-à-dire qu’une particule diffusive 
initialement en un point donné de l’espace s’échappe du volume élémentaire 

après une seule collision et n’y revient plus ultérieurement. La diffusion 
n’est pas récurrente. En d’autres termes, l’espace des phases est suffisamment 
grand pour qu’une particule diffusive s’échappe à l’infini sans repasser par son 
point de départ. 

Par contre, pour d 5 2, l’intégrale (5.29) diverge aux temps longs et dépend 
donc de la coupure T~ qui supprime la contribution des longues trajectoires 
de diffusion. Cette divergence de TR dans la limite rr -t M s’interprète en 
disant que la particule diffusive repasse une infinité de fois près de son point 
de départ. La diffusion est donc récurrente en dimension d 5 2. On peut 
réexprimer ce résultat en disant qu’au terme d’une trajectoire diffusive de 
n collisions, la particule a passé typiquement un temps re& (d = i) (ou 
cc Inn pour d = 2) autour de son point de départ. Ces résultats constituent 
le théorème de Polya [83] sur les propriétés de récurrence de la marche au 
hasard dans l’espace libre. 

Ces différences de coniportement en fonction de la dimensionnalité ont 
des conséquences physiques essentielles. Nous en verrons plusieurs exemples 
comme la correction quantique à la conductivité électrique (chap. 7)’ ou la 
correction de derisité d’états au voisinage du niveau de Fermi pour un gaz 
d’électrons en interaction (section 13.4). Plus génCralement, il est possible de 
caractériser la nature même du milieu dans lequel se propagent les ondes ou 
les électrons à partir de la propriété de récurrence. Ainsi, si la diffusion n’est 
pas récurrente on parlera de métal et d’ondes délocalisées tandis que dans le 
cas récurrent on parlera d’isolant et d’ondes localisées au sens d’Andersoii. 

La notion de récurrence que nous venons de discuter est définie à partir de 
la probabilité de retour en un point (l’origine). On pourrait généraliser cette 
notion au cas de la probabilité de retour sur une ligne ou sur un plan (un 
hyperplan). Par exemple l’albédo cohérent est relié à la probabilité de retour 
sur un plan (section 8.4). 
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5.4 Diffusion dans une boîte périodique 

Considérons maintenant la solution de l’équation de diffusion dans une 
boîte parallèlépipédique de dimension d ,  de côtés Li (i = 1, ..., d )  et de volume 
R avec des conditions aux limites périodiques (le volume R est donc un tore). 
Cette limite permet de décrire la diffusion libre au moyen de fonctions propres 
normalisées et d’un spectre discret. 

Les fonctions propres de l’équation (5.4) sont des ondes planes normalisées 
$ ( T )  = &eiq.”, et les valeurs propres sont égales à Dq2, où les valeurs de 
q sont quantifiées : qi = 2.irni/~i avec ni = 0 , f i , ~ , f 3 , . . .  ’. A partir 
de (5.2)’ il vient 

(5.31) 

L’ensemble des valeurs propres constitue un réseau ï* rectangulaire en dimen- 
sion d. Sur ce réseau, on définit les vecteurs x de coordonnées xi = 2 7 r n i F .  
On en déduit l’expression du noyau de la chaleur 

(5.32) 

r* peut être compris comme le réseau réciproque d’un réseau réel qui serait 
l’ensemble des points y de coordonnkes yi = A m i .  En appliquant la formule 
de sommation de Poisson (15.95)’ on obtient 

JD 

(5.33) 

Le développement de Z(t)  en fonction des entiers mi s’interprète comme la 
probabilité de retour à l’origine après avoir effectué m, tours autour de la 
direction caractérisée par la longueur Li. Les entiers mi sont appelés nombres 
d’enroulements ou nombres d’homotopie et ils réalisent une partition des tra- 
jectoires possibles de diffusion sur le tore [85]. Ce sont des nombres topolo- 
giques, c’est-à-dire qu’ils ne dépendent pas de la forme géométrique exacte du 
tore mais seulement de sa nature topologique, plus précisément de son nombre 
de trous, ici égal à un. Par conséquent, la probabilité de retour à l’origine, le 
temps de récurrence, ainsi que toutes les quantités spectrales, sont identiques 
pour les systèmes ayant la topologie d’un tore. On montre dans le complé- 
ment C5.4 comment Z(t)  dépend de la topologie de l’espace dans lequel on 
résout l’équation de diffusion. 

peut vérifier que les entiers ni ainsi définis décrivent les valeurs propres du moment 
angulaire associées à chacun des anneaux de longueur Li. 
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5.5 Diffusion dans les systèmes finis 

5.5.1 Temps de diffusion et énergie de Thouless 
Considérons maintenant un domaine de taille finie, par exemple un cube 

d’arête L et des particules diffusives initialement à l’intérieur de ce domaine. 
À des temps suffisamment petits, les particules diffusent comme dans un mi- 
lieu infini, jusqu’à ce que la probabilité d’atteindre les bords devienne non 
négligeable. On peut ainsi définir un temps typique à partir duquel une parti- 
cule diffusive commence à (< sentir )) l’effet des bords. Au-delà de ce temps, la 
probabilité de trouver une particule en un point donné devient spatialement 
uniforme et donc la particule diffusive explore de manière ergodique tout le 
volume mis à sa disposition. On définit habituellement ce temps ru en utili- 
sant la relation (5.20) établie pour un milieu infini et en prenant pour taille 
typique ( ~ ~ ( t ) )  = L’ soit 

(5.34) 

TD est appelé temps de diffusion ou temps ergodique, ou encore temps de 
Thouless ’. L’inverse de ce temps définit une fréquence ou, pour les systèmes 
électroniques, une énergie caractéristique appelée énergie de Thouless ou fré- 
quence de Thouless ‘O. pi E - - = -  

Cette énergie joue un rôle fondamental pour la description des propriétés 
physiques des milieux faiblement désordonnés. 

5.5.2 Conditions aux limites pour l’équation de diffusion 
On veut maintenant décrire l’effet des bords dans le processus de diffu- 

sion. I1 faut donc préciser les conditions aux limites. Nous en rencontrerons 
essentiellement deux types : 

0 Condition de Neumann. Le courant associé à la probabilité de diffu- 
sion s’annule sur les bords : 

n.VVrP(r, T ’ ,  t)l,,,an = 0 (5.36) 

où n est un vecteur unitaire normal en chaque point du bord do.  Cette 
condition décrit un système isolé. Pour le cas des électrons, cela signifie 

’Cette expression de ‘TO est celle utilisée dans la littérature. I1 est à noter qu’elle ne fait 

‘“Dans les chapitres où on prend ti = 1, on gardera la même notation pour l’énergie et 
pas intervenir la dimensionnalité d’espace d qui apparaît cependant dans (5.20). 

la fréquence de Thouless : E, = D / L 2 .  
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que les électrons ne peuvent sortir de l’échantillon. Pour les ondes, cela 
décrit une paroi r6jIéchissante. 

0 Condition de Dirichlet. La probabilité s’annule sur les bords : 

P(T, T’ ,  t)lr’Ean = 0 . (5.37) 

Pour un système électronique, cette condition correspond au couplage 
du système à un << réservoir », de telle manière qu’une particule qui 
quitte le milieu n’y retourne plus (système connecté). Pour les ondes 
dans un milieu diffusant, une onde qui touche le bord sort du milieu 
pour ne plus y revenir. On parle de paroi absorbante. 

0’ Remarque 1 
Notons que les sens physiques des conditions de Neumann et Dirichlet sont ici inverses 

i de ce qu’elles sont pour une équation de Schrodinger où un système isolé est limité 
par une barrière de potentiel infinie, ce qui correspond à la condition de Dirichlet. 

Remarque 

I1 n’y a a priori  aucune raison pour que les conditions aux limites imposées à 
l’équation de diffusion se déduisent simplement de celles de l’équation intégrale ini- 
tiale (4.25) pour la probabilité de diffusion quantique P ( T ,  T ’ ,  t ) .  On verra que la 
résolution de cette équation à l’approximation de diffusion conduit à prendre une 
condition aux limites mixte (complément C5.3) : 

P(T,T/,  t )  - Z O r Z . V , , P ( T , T / ,  t)l,tEan = O (5.38) 

où zo est une longueur reliée au libre parcours moyen. 

5.5.3 Volume fini et << mode zéro >> 

Considérons un système fini de volume 0. Le spectre du laplacien (5.4) est 
discret et il est décrit par la séquence de valeurs propres {En}. La probabilité 
intégrée de retour à l’origine s’écrit : 

~ ( t )  = . (5.39) 
n 

Pour un système isolé, les conditions aux limites de Neumann (5.36) im- 
pliquent que l’état fondamental de l’équation de diffusion est d’énergie nulle 
c’est-à-dire Eo = O. Lorsque le temps t tend vers l’infini, la probabilité (5.39) 
est contrôlée par le comportement du mode de plus basse énergie. Comme 
celui-ci est nul, la probabilité tend vers 1. Ce résultat exprime simplement 
que, du fait des parois réfléchissantes, la particule ne peut pas sortir du vo- 
lume R. Dans un système fini, la particule repasse donc nécessairement une 
infinité de fois près de son point de départ. Ceci définit le régime ergodique. 
La diffusion est donc récurrente et, si la particule a un temps de vie fini, le 
temps de récurrence diverge comme T-,. Le comportement de la probabilité de 
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retour à l’origine lorsque t + oc, est contrôlé uniquement par T ~ ,  soit 

Pour un système ouvert, la condition de Dirichlet (5.37) impose à l’état fon- 
damental d’avoir une énergie strictement supérieure à celle du fondamental de 
Neumann. Le mode Eo = O est exclu et l’énergie du fondamental est finie et 
proportionnelle à l’énergie de Thouless E,. Ce gap contrôle le comportement 
aux temps longs de la probabilité de retour à l’origine. Ceci traduit l’existence 
d’une probabilité d’absorption finie de la particule aux bords du système et 
la diffusion n’est donc pas récurrente. On a 

Z ( t )  = , - t /TD- t /T ,  (Dirichlet) (5.41) 

et pour T~ -+ 00, les longues trajectoires sont dans ce cas naturellement cou- 
pées après un temps fini de l’ordre du temps de Thouless 70. Le temps de 
récurrence 7~ s’exprime de manière analogue à (5.30); mais où le tcmps de 
coupure T? est maintenant remplacê par 70, c’est-à-dire que la longueur L ,  
est remplacée par la taille typique du système L = 

5.5.4 Diffusion dans un domaine anisotrope 
On considère l’exemple dc la diffusion dans un domaine anisotrope l1 c’est- 

à-dire dont les dimensions L, > L,  > L ,  sont très différentes. Le compor- 
tement des solutions de l’équation de diffusion pour une particule placée ini- 
tialement au centre du domaine dépend de l’échelle de temps considérée. On 

trois énergies de Thouless EL“) < E(’) < E(”). On distingue alors les régimes 
suivants : 

peut définir maintenant trois temps caractéristiques 7;’ ( > TF’ > ~ g ’  et donc 

0 t < 7;’ : la diffusion est tridimensionnelle et la probabilité de retour à 
l’origine est proche de celle du milieu infini correspondant. Par consé- 
quent, en utilisant (5.23)’ on a Z ( t )  rz R / ( ~ T D ~ ) ~ / ~  où R = L,L,L, est 
le volume du domaine. 

0 7-g’ < t < ~ g ’  : pour ces temps intermédiaires la diffusion est bidimen- 
sionnelle et donc Z ( t )  = LxLy/4.irDt. 

TF’ < t < ~ g ’  : la diffusion devient unidimensionnelle. soit Z ( t )  = 

t > TF’ : la probabilité est uniforme, on est dans le régime ergodique 
défini dans la section 5.5.1. On parle alors de régime zéro-dimensionnel. 

LZ/(47rDt)1/? 

“On suppose le mouvement diffusif dans les trois directions, c’est-&dire I,, > l e ,  avec un 
coefficient de diffusion isotrope qui reflète l’isotropie du problème au niveau microscopique. 
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La figure 5.1 résume ces différentes situations pour le cas d’un système 
initialement bidimensionnel. 

FIG. 5.1 - Solution de l’équation de diffusion dans un domaine bidimensionnel 
anisotrope. (a)  Aux temps courts t << 72’ la diffusion est isotrope. (b)  Pour u n  temps 
comparable à 72’ la diffusion est modifiée par les effets des bords perpendiculaires à 
la direction y et finalement elle devient unidimensionnelle (c)  pour t >> 72’. 

5.6 Diffusion unidimensionnelle 
Dans cette section, on étudie les solutions de l’équation de diffusion dans 

des géométries unidimensionnelles, une situation physique fréquemment ren- 
contrée. Par exemple, un métal désordonné peut souvent être assimilé à un 
fil unidimensionnel, si sa géométrie est très anisotrope et si on considère des 
temps suffisammment longs par rapport au temps de Thouless transverse (voir 
la section précédente et la fig. 5.l.c) 12. 

Une autre situation effectivement unidimensionnelle est rencontrée en op- 
tique. lorsque la source incidente émet une onde plane dirigée selon l’axe Oz,  
qui éclaire un milieu diffusant semi-infini ou une tranche d’épaisseur L et de 
section infinie. Dans ce cas, du fait de l’invariance par translation dans le plan 
xOy, la probabilité P(r ,  r’, t)  est de la forme P(p, z, z’, t )  où p = ( r  - T’ )L  

est la projection du vecteur ( r  - T ’ )  sur le plan xOy. 
L’équation de diffusion à l’intérieur du milieu est alors séparable et la 

solution générale correspond au produit d’une diffusion libre dans le plan xOy 
décrite par la relation (5.19) et de la solution unidimensionnelle de l’équation 
dc diffusion le long de l’axe Oz soit 

(5.42) 

Inversement on a 

P ( z ,  z’, t )  = 1 d2p P ( p ,  z ,  z! ,  t )  . (5.43) 

I2La diffusion est unidimensionnelle mais les séquences de collisions multiples microsco- 
piques sont toujours tridimensionnelles. 
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On définit aussi la transformée de Fourier bidimensionnelle P(k1 ,  z ,  z’, t )  : 

P ( ~ L ,  z ,  z’, t )  = d2peikL.P P ( P ,  z ,  2’’ t )  . (5.44) I 
Sa transformée de Laplace P y ( k l ,  z ,  z’) = J P ( k 1 ,  z ,  z’, t ) eëY td t  obéit à 
l’équation différentielle obtenue à partir de (5.14) : 

P y ( k l ,  Z ,  2‘) = S ( Z  - z’) . (5.45) 

On utilisera souvent les quantités et notations suivantes 

On note aussi les correspondances 

On considère maintenant les solutions de l’équation de diffusion à une 
dimension pour les différentes conditions aux limites définies précédemment. 
En particulier, on décrit la diffusion dans un fil refermé sur lui-même (anneau), 
dans un fil connecté à des réservoirs, et dans un fil isolé. 

5.6.1 L’anneau - conditions aux limites périodiques 
On considère un anneau de périmètre L. Le spectre des modes propres 

s’obtient directement à partir des résultats de la section 5.4. Les fréquences 
propres sont q = 2n5r/L avec n = O , f l , f 2 , f 3 , . . .  où n est le moment 
angulaire autour de l’anneau. La probabilité P ( z ,  z’, t )  s’écrit : 

(5.49) 

(5.46) 

(5.47) 

où z décrit la coordonnée d’un point courant le long de l’anneau et où 
E, = D/L2 est l’énergie de Thouless. Du fait de l’invariance par translation 
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le long de l’anneau, la probabilité ne dépend que de la distance Iz - z’I et 
la probabilité de retour à l’origine P ( z , z , t )  ne dépend donc pas du point 
de départ. La fonction P,(z, z’) est obtenue par transformation de Laplace 
et intégration sur les modes de la relation (5.49)13, ou encore en résolvant 
directement l’équation de diffusion (5.14) 

I L, cosh(L - 212 - ~’1)/2L, 
P , ( z , z )  = - 

2 0  sinh L/2L, 
(5.50) 

Le temps de récurrence T R ( ~ )  = 21,P,(z, z )  s’écrit donc : 

(5.51) 
L, L 

1, 2L, 
TR((Y) = 7,- coth - . 

Dans la limite L, << L, les trajectoires ne font pas le tour de l’anneau et IC 
résultat est donc le même que pour le fil infini (5.30). Dans la limite inverse 
L, > L, la particule peut diffuser un grand nombre de fois autour de l’anneau. 
Le temps de récurrence devient de l’ordre de 2r,le/L, ce qui correspond à 
une diffusion uniforme sur l’anneau. Ce comportement exprime l’existence du 
mode zéro, c’est-à-dire le fait que la particule ne peut pas sortir de l’anneau 
et Z ( t )  tend vers l’unité lorsque t tend vers l’infini. 

En utilisant les considérations de la section 5.4, on peut identifier l’en- 
semble dual du moment angulaire à celui des nombres d’enroulement autour 
de l’anneau en utilisant la transformation de Poisson (15.95). On en déduit 
pour la probabilité P ( z ,  z’, t )  l’expression 

(5.52) 

Le terme m de cette série représente la probabilité d’aller de z à 2’ après avoir 
effectué m tours autour de l’anneau. La description de P ( z ,  z ,  t )  au moyen des 
nombres d’enroulement réalise donc une classification des trajectoires pos- 
sibles. Le nombre d’enroulement est un nombre topologique indépendant de 
la forme exacte de l’anneau. 

I1 existe une dualité intéressante entre le développement (5.49) en modes 
et le développement (5.52) en nombres d’enroulement. Ne garder que le mode 
zéro (probabilité indépendante du temps pour t > T D )  dans la relation (5.49) 
correspond à une somme continue sur tous les nombres d’enroulement. Invcr- 
sement. lorsque t << ‘TO. le nombre d’enroulement m = O correspond à une 
somnic continue sur tous les modes. 

5.6.2 Bords absorbants : fil connecté 
Un fil de longueur L relié à des contacts est décrit par les conditions aux 

limites de Dirichlet puisqu’une particule ou une onde qui diffuse près d’un bord 

‘“On utilise la formule (15.56). 
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est absorbée par les contacts. Les solutions de l’équation (5.4) compatibles 
avec la contrainte (5.37) sont $ ( z )  = m s i n q z  où z est la coordonnée 
le long du fil et les modes propres sont q = n r / L  avec n = 1 ,2 ,3 , . . .  La 
probabilité est donc : 

2 z z‘ 
L L ~ ( z ,  z’, t )  = - e-T2Ecn2t sin nr- sin nr- 

n>û 

(5.53) 

La probabilité dépend maintenant des positions z et z’ et non plus uniquement 
de leur distance. La fonction de partition Z ( t )  s’obtient à partir de (5.53) 

(5.54) 

qui tend vers O lorsque t + m, ce qui traduit l’absence de mode zéro. 
En utilisant la relation (15.56) ou en résolvant directement l’équation de 
diffusion (5.14)’ on montre que la transformée de Laplace Pr(z,z’) définie 
par (5.12) est égale à 

L sinh z,/L, sinh(L - zM)/Ly 
sinh L/Lr  D 

Pr(z,z’) = -2 (5.55) 

ou encore 

(5.56) 
L, cûsh(L - z - ) / L y  - cûsh(L - z+)/L, Pr(z,z’) = - 
2 0  sinh L/ L, 

avec 

1 
z ,  = min(z, z’) = - ( z  + z’ - ( z  - z’l) 

2 
1 

z M  = max(z, z’) = - ( z  + z’ + Iz - 2’1) 
2 

P,(z, 2’) converge dans la limite T~ + m : 

(5.57) 

I zm Z M  

D L P+)(z,z) = -(1 - -) (5.58) 

Cette convergence est due au fait que les bords absorbants suppriment les 
longues trajectoires. Le temps de récurrence T R ( Z , Y )  = 2Z,P,(z, z )  dépend 
de la position z sur le fil. Comme le montre la figure 5.2, il est nul sur les 
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bords puisque la particule y est immédiatement absorbée. I1 est maximum au 
centre z = L/2 ,  où, pour y = O, il vaut 7 ~ ( L / 2 )  = 7, L/21,. En comparant 
avec (5.30), on voit que, lorsque L, + a, c’est la taille qui joue le rôle de la 
longueur de coupure et le temps passé dans le fil dans la limite T, -+ 00 est 
convergent et d’ordre 70.  

0.5 

0.4 

O G O 
0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Z 

FIG. 5.2 - Temps de récurrence r ~ ( z ,  y) correspondant à des conditions aux limites 
absorbantes (Dirichlet) pour LIL, = O ,  1 , 2 , 4 .  Le temps reste fini lorsque L ,  = CO. 

Il est maximum au centre, égal à L/2v, s’annule aux bords et diminue lorsque L ,  
diminue. 

5.6.3 Bords réfléchissants : fil isolé 
Pour un fil métallique isolé, les électrons ne peuvent pas sortir et le courant 

de probabilité doit donc s’annuler aux bords. Ceci correspond aux conditions 
aux limites de Neumann (5.36). Pour une onde plane, solution de l’équation 
de Helmholtz, elles décrivent un bord parfaitement réfléchissant. Dans ce cas, 
on obtient un spectre de modes propres identique à celui obtenu dans la 
section précédente à ceci près que la valeur n = O, qui correspond à une 
solution constante, est maintenant permise, car c’est le courant et non la 
fonction propre qui s’annule aux extrémités du fil. Les valeurs permises du 
vecteur d’onde sont q = nn/L avec n = O, 1 ,2 ,3 , .  . . , où L est la longueur du 
fil. Par contre, les solutions propres sont différentes et données par lCln(r) = 
J 2 / L c o s ( q z ) ,  de telle sorte que la probabilité est : 

La fonction de partition Z ( t )  est donnée par 

Z ( t )  = 1 + c e -  .ir2E,n2t 

n > O  

(5.59) 

(5.60) 

et diffère de l’expression (5.54) obtenue pour les conditions aux limites absor- 
bantes par un terme constant correspondant au mode zéro. Contrairement au 
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cas des bords absorbants, le temps de récurrence doit maintenant diverger du 
fait des réflexions multiples sur les bords. On obtient la fonction P,(z, 2’) par 
transformation de Laplace de (5.59) ou en résolvant directement l’équation de 
diffusion (5.14) 

L coshz,/L,cosh(L - z M ) / L ,  
P,(z ,z / )  = -2 

D sinh LIL, 

2 0  sinh L/ L, 
(5.61) 

où z,, z M ,  z+ et z- ont été définis en (5.57). Le temps de récurrence est 
représenté sur la figure 5.3.  I1 est maximum près des bords à cause de la 
réflexion qui augmente la probabilité de retour. 

- L, cosh( l -  .-)ILy + cosh(L - z+)/L, 
- 

0 t. 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

2 

FIG. 5.3 - Temps de récurrence r ~ ( z , y )  correspondant à des conditions aux limites 
de bord dur (Neumann) pour LIL, = 1 ,2 ,4 .  Ce temps augmente avec L, et diverge 
lorsque L,  -+ 00. Il est max imum sur les bords. 

Dans la limite L >> L,, les trajectoires sont coupées à L,. On vérifie qu’au 
centre du fil, c’est-à-dire loin des bords, les conditions aux limites ne jouent 
pas de rôle appréciable et on retrouve donc les résultats (5.30) du fil infini : 

Exercice 5.3 : Temps moyen passé dans un fil 

D’après la relation (5.13), on peut définir le temps moyen passé dans un fil de longueur 
L par 

(5.62) 

Si le fil est connecté à des bords absorbants, l’intégration de la relation (5.55) conduit à 

L 
T = 1 P,(z, z‘)dzdz’ . 

(5.63) 

avec cy = L/ L,. Dans la limite L < L,, ce temps converge vers TO /12. Dans la limite 
L, << L,  il tend vers IT,. 

En revanche, pour un fil connecté à des bords réfléchissants, on montre que le 
temps passé dans le fil est r,, ce qui exprime simplement que la particule ne s’échappe 
pas du fil. 
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Exercice 5.4 : Montrer que, pour un fil isolé de longueur L 
récurrence au bord est le double de sa valeur au centre. 

L,, le temps de 

5.6.4 Fil semi-infini 
Le cas du domaine semi-infini est intéressant car il décrit la diffusion d’une 

onde plane dans un milieu semi-infini, une situation que l’on étudiera dans 
les chapitres 8 et 9. I1 se déduit simplement des deux sections précédentes en 
prenant la limite L -f CO. Pour le bord absorbant par exemple, la probabilité 
P ( z ,  z’, t )  s’obtient à partir de la relation (5.53) de sorte que 

(5.64) 

qui peut aussi se mettre sous la forme : 

(5.65) 

La transformée de Laplace 

(5.66) 

a une limite finie pour L, + CO qui est 

zm 1 P ( z ,  z’) = - = - ( z  + z’ - ( z  - z’l) . 
D 2 0  

De même, pour le cas d’un bord réfléchissant, on obtient, à 
tion (5.59), 

cos qz cos qz’dq e - D q 2 t  P ( z ,  z’, t )  = - 

ou encore 

1 P(z , z ’ , t )  = ~ e - ( ~ - z ‘ ) 2 / 4 D t  + e - ( z + t ‘ ) 2 / 4 D t  

(5.67) 

partir de la rela- 

(5.68) 

(5.69) 

5.7 La méthode des images 
Les relations (5.65) et (5.69) pour le cas d’un fil senii-infini peuvent s’inter- 

préter simplement à l’aide de la rnét,hode des images utilisée en électrostatique 
pour décrire les solutions de l’équation de Poisson avec des bords. Pour un 
bord réfléchissant, la relation (5.69) s’interprète comme la superposition dcs 
contributions de deux charges, l‘une placée en z et son image placée en -2. 

Pour le cas d’une paroi absorbante où la probabilité doit s’annuler en z’ = O ,  
l‘image doit avoir une << charge )) négative, comme le montre la relation (5.65). 
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De même, dans un milieu semi-infini tridimensionnel avec un bord ab- 
sorbant en z = O, une source située en r = ( r I , z )  a son image située en 
r* = (TL ,  -2). La probabilité P(r ,  T ’ )  donnée par (5.27) est donc égale à 

(5.70) 

La probabilité unidimensionnelle intégrée sur le temps est obtenue à partir 
de (5.43) et est donnée par 

P ( z ,  z’) = 1 d2p P(p, z ,  2‘) . (5.71) 

L’intégrale se récrit : 

1 
- 

1 
P ( z , z ’ )  = - 

47rD L d2p (Jp2 + ( z  - 2 ’ ) 2  Jp2 + ( z  + z’)2 

(5.72) 

où z ,  = min(z, z’). On retrouve ainsi l’expression (5.55). 

Le cas de l’anneau unidimensionnel de longueur L peut aussi être décrit par 
la méthode des images. On place une infinité d’images aux positions z+mL, ce 
qui permet d’interpréter le développement (5.52) de la probabilité en nombres 
d’enroulement rn. 

Finalement, pour un fil ouvert de longueur finie, une transformation de 
Poisson des expressions (5.53) et (5.59) permet d’écrire la probabilité sous la 
forme 

(5.73) 
Le signe + correspond aux conditions aux limites de bord dur et le signe - 
correspond aux parois absorbantes. La forme obtenue s’interprète simplement 
comme la diffusion à partir d’une infinité d’images de charge positive situées au 
points d’abscisse z + 2mL et d’images situées aux points d’abscisse - z  + 2mL. 
Selon la condition aux limites choisie, ce deuxième ensemble d’images possède 
des charges positives ou négatives. 
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Complément C5.1 Validité de l’approximation 
de diffusion pour un milieu infini 

La probabilité de diffusion quantique et le facteur de structure sont, à 
l’approximation du diffuson, et dans la limite de variations spatiales et tem- 
porelles lentes, solutions d’une équation de diffusion (4.34, 4.38). Au-delà de 
cette limite, on a pu calculer exactement la transformée de Fourier de l’équa- 
tion intégrale (4.29). Ainsi, pour la probabilité totale P(q ,  w )  = Pd + Po, on 
a obtenu (4.86) : 

(5.74) 

où P,(q,w) est donnée à d = 3 par (4.78). Lc comportement spatial de 
P(r ,  w = O) est donné par la transformée de Fourier inverse 

avec 1, = we. On calcule l’intégrale par la méthode des résidus. Pour cela, 
on utilise la représentation : arctanlc = & In -. Les singularités de l’inté- 
grande sont, d’une part, un pôle à l’origine provenant de la racine de l’équation 
arctanql, = ql, et, d’autre part, deux coupures le long de l’axe imaginaire al- 
lant de q = ill, jusqu’à q = ZCO et de q = -ille jusqu’à q = -zoo. 

On peut donc évaluer l’intégrale (5.75) en utilisant le contour représenté 
sur la figure 5.4 et en prenant ensuite la limite Q 4 CO. Pour avoir la contri- 
bution du pôle en zéro, on développe l’intégrande autour de q = O, soit 

arcta!qLe CY 3 / q l e .  La contribution de ce pôle à l’intégrale est 3zx/ l , .  La 
contribution de la coupure est donnée par l’intégrale 

arctan 1 ,  
1------ 

Y l e  

FIG. 5.4 ~ Contour utilisé dans le plan complexe pour le calcul de l’intégrale (5.75). 
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où on a posé x = -i& et où la fonction f ( x )  est donnée par 

+-  7r2+in - (5.77) 
x x + 1  4x2 ( x + l  

Finalement, d’après le lemme de Jordan, la contribution à l’intégrale des deux 
quarts de cercle q = Qeie tend vers zéro lorsque Q -+ 00. I1 reste : 

(5.78) 

Le premier terme correspond à la solution de l’équation de diffusion (4.39). Le 
second terme, qui donne les corrections à l’approximation de diffusion, décroît 
exponentiellement avec le libre parcours moyen élastique. Par conséquent, 
pour des distances r 2 l e ,  les solutions de l’équation de diffusion constituent 
une excellente approximation pour le calcul de la probabilité totale P(r,  w = O) 
dans un milieu infini. 

De même, on déduit le comportement de la probabilité P d  = P - Po où 
Po(r,w = O) est donné par (4.17). On obtient : 

où la fonction ~ ( y )  est définie par 

(5.79) 

(5.80) 

et où f(x) est définie par (5.77). Cette fonction, représentée sur la figure 5.5, 
décroît exponentiellement avec le libre parcours moyen élastique 1,. On en 

O 

-0.025 

-0.05 

-” -0.075 

L -0.1 

8 -0.125 

-0.15 

-0.175 1 

h 

-. 
v 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 

r I l ,  

FIG. 5.5 - Comportement de la fonction û ( r / l e )  donnant l’amplitude relative 
du terme correctzf à l’approximation de diffusion pour la probabilité Pd. De plus, 
a(0) = 7r2/12 - 1 = 0.178. 
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déduit que la probabilité P d ( T , w  = O) est aussi solution d’une équation de 
diffusion avec des corrections exponentielles petites. Cette correction relative 
est très faible, elle vaut 0,029 pour T = 1,. 

On peut donc conclure que l’expression Pd(?-, w = O )  = 1/(47rDr) pour un 
milieu infini constitue une très bonne approximation. Ceci justifie l’utilisation 
de l’équation de diffusion (4.38) pour des distances supérieures à I , ,  et des 
échelles de temps supérieures à 7,. En présence de bords, il y a très peu 
de cas pour lesquels il soit possible d’obtenir une solution exacte. On étudie 
le cas d’un milieu semi-infini sans source (problème dit de Milne) dans le 
complément C5.3. 
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Complément C5.2 Équation de transfert 
radiat if 

La probabilité de diffusion quantique P est solution de l’équation inté- 
grale (4.29) qui, dans la limite de variations spatiales lentes, se ramène à la 
solution d’une équation de diffusion. On présente ici une formulation différente 
de cette équation intégrale qui, dans le contexte de la propagation des ondes 
électromagnétiques, est appelée équation de transfert radiatif. On obtient ici 
cette équation dans le cas général de collisions anisotropes. 

C5.2.1 Intensité totale 

Dans le complément C4.3, on a montré que, dans le cas de collisions aniso- 
tropes, il est nécessaire de généraliser la notion de facteur de structure et de 
définir une fonction I?(;, i’, q)  solution de l’équation (4.157). De même, pour 
la probabilité, on part de la relation (4.12) et on définit, pour les solutions de 
l’équation de Helmholtz, la fonction 

47r 4 4 4 
2 2 P(S,  s’ ,q)  = - GE(ks  + -,IC’&’ + !)GA(k’s’ - 2, ICs - -) (5.81) 

k,k‘ 

où la somme ne porte que sur les modules de k et k’. D’après la relation (4.12), 
la probabilité P ( q )  s’exprime comme 

On peut décomposer P ( s ,  $’, q) comme la somme P(2,  s’, q) = Po(;, q ) 6 g , g f  + 
Pd(â ,  8’, q)  où Po(S, q)  est définie par (4.76). 

Pour des collisions isotropes, la relation entre P d  et r est donnée par (4.83). 
Puisque, dans le cas anisotrope, r dépend des directions s et 5’, les sommes 
sur k et k’ ne peuvent pas se factoriser, la relation (4.84) devient : 

(5.83) 

où la fonction f ( s ,  q) est donnée par (4.77). On en déduit pour la probabilité 
totale 

(5.84) P(S, s’, q)  = 7J(S, q) Ye 

14Dans tout ce qui suit, on considère la limite de fréquence nulle w = O. La généralisation 
à une fréquence finie est immédiate. 
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De l’équation intégrale (4.163) pour I?(&, S’, q) ,  on déduit celle donnant 
P(S’ s” q)  : 

P(S,S’ ,q)  = ref(S,q) 6g,sf + -(P(S”,S’,q)B(S’’ 1 -;))“,,I . (5.85) [ Yere  

Définissons maintenant 

P(S’ q) = (P(i’ 5’’ q) )g  . (5.86) 

Sa transformée de Fourier P(.?,T) apparaît souvent dans la littérature sous 
le nom d’intensité spécifique [86]. Elle est notée I ( S ,  r ) .  L’intensité l5 I(T) = 
( I ( S ,  T ) ) ;  n’est autre que la probabilité P(r0, r )  pour une source située en T O .  

On définit aussi le courant J ( T )  appelé (( flux d’énergie >> (ou aussi flux de 
photons) par 

J(T) = c( SI(?-, S))  . (5.87) 

L’étude de l’intensité spécifique constitue le point de départ de la théorie 
du transport. Celle-ci s’est révélée être une approche particulièrement féconde 
pour l’étude de la propagation des ondes électromagnétiques à travers l’atmo- 
sphère [86-891 ou certains milieux turbides. Le développement de cette théorie 
résulte du fait qu’il est généralement difficile d’obtenir la solution des équa- 
tions de Maxwell dans un milieu diffusant, en dehors de la limite des grandes 
dilutions. 

Pour obtenir l’équation à laquelle obéit l’intensité spécifique I ( S ,  T ) ’  il 

s 

suffit de prendre la moyenne angulaire de la relation (5.85)’ soit 

Compte tenu de (4.77) et en définissant 

p ( S  - S’) = B(S - ; / ) / Y e  ’ (5.89) 

tel que (p(S - S’)) = 1, on obtient pour l’intensité spécifique à fréquence nulle 
l’équation 

(1 +iq.BZ,)P(S,q) =re + (P(S’,q) p ( S  - S’)). (5.90) 
S’ 

dont la transformée de Fourier s’écrit 

150n note ici I ( r )  l’intensité totale moyennée sur le désordre définie par la relation (4.55). 
C’est la somme de deux contributions (cf. 4.60), I ( r )  = I o ( r )  + I~(T), associées à Drude- 
Boltzmann et au diffuson. 
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Cette relation constitue l’équation de transfert radiatif [86]. Elle décrit la va- 
riation d’intensité spécifique de l’onde dans une direction donnée 2 comme 
résultant d’une part de l’atténuation dans cette même direction due à la dif- 
fusion élastique et d’autre part de la contribution diffusée dans les autres 
directions. Cette dernière est contrôlée par la fonction p ( d  - S I )  que l’on sup- 
pose ne dépendre que de l’angle entre les directions s et s‘. Le terme source 
est ici une fonction d ( r ) ,  mais peut être remplacé par une source quelconque 
que l’on notera c E ( ; ,  r ) .  

C5.2.2 Intensité diffusée 

Avec l’équation de transfert radiatif, on dispose d’un moyen de description 
de l’évolution de l’intensité d’une onde en diffusion multiple pour des collisions 
anisotropes. I1 est possible de simplifier cette équation et de la résoudre à 
l’approximation de diffusion. Pour cela, on suit la démarche proposée dans la 
référence 1861. On sépare l’intensité totale I en deux parties, la composante de 
Drude-Boltzmann Io et la composante associée aux trajectoires de diffusion 
multiple I d ,  que l’on appelle aussi intensité daflusée et qui correspond au 
diffuson. Cette séparation a déja été présentée dans la section 4.7. Son intérêt 
est de permettre de déterminer des conditions aux limites et donc de résoudre 
l’équation de transfert radiatif pour I ( $ ,  r ) .  I1 n’existe pas de condition aux 
limites simple pour l’intensité totale à cause du terme de Drude-Boltzmann. 
Par contre, on pcut trouver une condition aux limites pour la contribution I d  

de diffusion multiple. 

L’intensité Io correspond à l’onde émise par une source lumineuse (on 
considhre plus loin le cas particulier d’une source extérieure) et elle décroît 
exponentiellement sur la longueur I,. Cette composante balistique Io(S,  r )  est 
solution de l’équation différentielle : 

1 
S.VI,(S, r )  = --Io(& r )  . 

1, 
(5.92) 

De cette relation et de l’équation de transfert radiatif (5.91) pour I ( 5 ,  r ) ,  on 
déduit que la contribution I d ( ; ,  r )  est solution de : 

avec maintenant deux termes source. Le premier, noté & ( S , r . ) ,  est lib à une 
source située à l’intérieur du milieu désordonné et le second, ~ o ( S , r ) ,  est 
engendre par l’intensité propagative incidente. Ce second terme est relie à la 
composante de Drude-Boltzmann l o ( S .  r )  : 

1 
1, S’ 

€ “ ( S ’ T )  = -(Io(S’,r.) p ( S  - S’ ) )”  (5.94) 
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de sorte que 

où IO(.) = ( Io(8 , r ) )g  et JO(.) = c (S.IO(s,r))i sont respectivement l’in- 
tensité et le courant qui caractérisent le terme de Drude-Boltzmann IO(8, .). 
On a introduit le libre parcours moyen de transport 1* (voir aussi le complé- 
ment C4.3 et la relation 4.170) : 

ou encore 
7 

L’intensité Io(.) et le courant Jo(r) sont reliés par : 

c 
divJo(r)  = --Io(.) 

l e  

(5.96) 

(5.97) 

(5.98) 

obtenue à partir de (5.92). 

Dans l’approximation de diffusion, il est possible de suivre la démarche 
effectuée pour calculer rU(S,q) dans le complément C4.3. On suppose que 
l’intensité spécifique I d ( i ,  T )  est faiblement anisotrope et qu’elle peut se dé- 
velopper sous la forme (voir aussi la relation 4.165) 

(5.99) 
3 

I d ( ; ,  r )  = I d ( T )  + - J d ( r ) . 8  
c 

où J d ( r )  est le courant associé à Id (8 ,  r )  : 

J d ( T )  = c(8 I d ( T ’ 8 ) ) ”  . (5.100) 

En insérant le développement (5.99) dans (5.93) et utilisant la relation 

( ( S  - S f ) S ’ ) - ,  = 8 ( p ( 8  - S’)S.S‘  
S 

(5.101) 

on obtient 

3 3 
C cl* 

S . V I d ( r )  + -S .V[Jd(r ) .S]  = - - J d ( r ) . S  + ~ ( 8 ,  T )  + E O ( S ,  T )  (5.102) 

qui constitue l’équation de transfert radiatif pour l’intensité spécifique Id(.?, r )  
à l’approximation de diffusion. En la moyennant sur tous les angles, on 
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(5.103) 
c obtient l6 

divJd(r) = c ( ~ ( 5 ,  T ) ) ~  + - & ( T )  
1, 

qui exprime la conservation du flux. En multipliant les deux membres 
de (5.102) par S, en prenant la moyenne angulaire et 
montre que 

en utilisant (5.95), on 

4 s ’  T ) ) g  (5.104) 

où D* = c1*/3. Cette relation généralise la loi de Fick. Enfin, en combi- 
nant (5.103) et (5.104)’ et compte tenu de (5.98)’ on retrouve l’équation de 
diffusion qui s’écrit ici l7 : 

qui est à comparer à l’équation (4.66)’ et qui la généralise au cas d’une source 
non ponctuelle et anisotrope. 

veloppement angulaire de l’intensité spécifique diffusée I d ( S ,  r )  : 
Finalement, il est utile d’insérer (5.104) dans (5.99)’ afin d’obtenir le dé- 

I d ( S , T )  = &(r)  - Z*S.V&(r) + - - - 1 2.Jg(r) + 3z*c 

(5.106) 
c (I: ) 

C5.2.3 Conditions aux limites 
La résolution de l’équation (5.105) nécessite de préciser les conditions 

aux limites pour l’intensité diffusée I ~ ( T ) .  Puisque le comportement diffu- 
sif n’existe qu’à l’intérieur du milieu désordonné, l’intensité diffusée entrant 
dans ce milieu doit être nulle : 

Id(s ,  r )  = O pour tout 8 entrant (5.107) 

et pour tout point r de l’interface. Compte tenu de l’approximation de dif- 
fusion (5.99)’ cette condition ne peut pas être satisfaite exactement. On la 

I 6 û n  utilise les relations 
A 

(S(2 .A)) -  = - 
s 3  

(I.[S.V(A.S)]) s = O 

valable pour tout vecteur A. 

relation (4.66). 
17Pour une source ponctuelle, ( ~ ( 5 ,  T )  - Z*S.VE(Z;, T ) ) ;  = 6 ( r ) / c .  On retrouve ainsi la 
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remplace par la condition approchée imposant que le flux diffusé en t ran t  : 

J,+,(.) = c ( s z ~ d ( s ’ r ) ) ”  (5.108) 

s’annule pour tout point r de l’interface. s, est la composante normale à 
l’interface et la moyenne angulaire (. . . )i+ est effectuée sur le demi-espace 
s, > o. 

I1 faut maintenant évaluer ce flux diffusé en t ran t  pour la géométrie de la 
figure 5.6. À partir de l’équation (5.106) pour l’intensité spécifique diffusée 
Id(i?,r), on peut déterminer le flux qui traverse l’interface z = O. Pour le 
milieu semi-infini, les différentes quantités ne dépendent que de la coordonnée 
d’espace z .  Lorsque ce milieu est éclairé par une onde plane en incidence 
normale, l’intensité spécifique de Drude-Boltzmann est donnée par 

s+ 

I o ( S , r )  = I,S(S - 2)e-Z’Le  

et vérifie l8 

(5.109) 

(5.1 10) 

FIG. 5.6 ~ Milieu diffusant ayant la géométrie d’une tranche, d’épaisseur L ,  éclairé 
par une onde plane (éventuellement collimatée). O n  mesure les coeficients de ré- 
flexion et de transmission dans une direction @. L’intensité I d  n’est non  nulle qu’a 
l’intérieur de la tranche. 

À partir de la relation (5.106)’ on obtient pour le flux diffusé J;,(z) : 

18Ces relations sont à comparer avec (4.58) qui correspond à une source ponctuelle. Ici, 
la source est une onde plane. 
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où la moyenne angulaire, effectuée sur le demi-espace s, > O, donne ( s z )  = 1/2  
et (s:) = 1/3, soit : 

(5.112) 

Considérons d’abord le cas où il n’existe pas de source extérieure, c’est- 
à-dire IO = O. La condition d’annulation du flux diffusé entrant, J&(O) = O, 
s’écrit alors 

(5.113) 

On la prendra comme condition aux limites pour un milieu semi-infini en 
l’absence de source. Le comportement de I ~ ( z )  au voisinage de l’interface est 
donc linéaire et donné par 

(5.114) 

L’intensité s’annule au point de coordonnée z = -zo avec zo = 21*/3. Puis- 
qu’elle résulte de la condition (5.108)’ cette condition aux limites est ap- 
prochée. Ce résultat est à comparer avec la solution exacte du problème de 
Milne (5.140), obtenue pour un milieu semi-infini et des collisions isotropes, 
pour laquelle on obtient zo = 0,71044 1, en l’absence de source (complé- 
ment C5.3). Le faible écart justifie d’utiliser l’approximation de diffusion, qui 
est plus intéressante car elle permet de décrire aussi le cas de collisions ani- 
sotropes et de géométries variées à l’aide de la condition (5.113), ce que ne 
permet pas la solution du problème de Milne. Nous allons considérer mainte- 
nant quelques exemples. 

Exercice 5.5 : Conditions aux limites et réflexions internes 

A cause de la différence d’indice entre le milieu extérieur et le milieu diffusant (n > 1), 
il existe des réflexions sur la paroi interne de l’interface de sorte que le flux diffusif 
entrant n’est pas tout à fait nul, mais vérifie 

où J z z ( 0 )  est le flux diffusif sortant et où R est un coefficient de réflexion interne 
convenablement moyenné sur les angles de réflexion [go]. En déduire que la condition 
aux limites (5.113) s’écrit alors 

(5.115) 

avec 
2 . 1 + R  zo = - 1  ~ 

3 1 - R  
(5.1 16) 
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Exercice 5.6 : Conditions aux limites en dimension d 

Montrer que, en toute dimension, et en l’absence de source, l’intensité varie linéaire- 
ment au voisinage de l’interface (relation 5.114), avec 

(5.1 17) 

Les moyennes angulaires sont effectuées sur le demi-espace z > O. A d  est le volume 
de la sphère de rayon unité (15.2). En dimension 2, ( s z )  = 2/7r et ( s z )  = 112, de sorte 
que zo = ~ / 4 .  

C5.2.4 Tranche éclairée par une source étendue 

On considère le cas d’une tranche d’épaisseur L éclairée par une onde plane 
d’incidence normale (fig. 5.6). D’après (5.112)’ la condition d’annulation du 
flux diffusé entrant correspond à 

Id(o)---/ 21X ar, + - ( - - , > , = O  1 1* 
3 d z  O 27r I ,  

(5.118) 

Cette même condition, mais pour le flux diffusé entrant en provenance de la 
région z > L,  s’écrit J i z ( z  = L) = O, c’est-à-dire : 

(5.119) 

Pour L > 1,’ le dernier terme est négligeable. La résolution de l’équation 
de diffusion (5.105) dans cette géométrie unidimensionnelle ne pose pas de 
problème. Sa solution est 

(5.120) 

où zo = 21*/3. Le flux diffusé J d ( r )  s’obtient à partir de la relation (5.104). 
Dans la limite L > 1,. on a : 

(5.121) 

En particulier, J ( i ( z  = O) = -cI0/47rî.. Le flux diffusé est donc égal et opposé 
au flux incident JO(Z = 0). Enfin, à partir de (5.106) et (5.120), on obtient 
pour l’intensité en z = O ainsi que pour l’intensité spécifique rétrodiffusée 
dans la direction - 2  : 

5 I O  
I d ( Z  = 0) = - 

27r 47r 
et Id(-k’O) = - Io  (5.122) 
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0 Transmission 

À partir de l’intensité spécifique en z = L ,  on obtient le coefficient de 
transmission dans une direction 8, défini par 

(5.123) 

En insérant (5.120) dans (5.106)’ on obtient I d ( ; ,  L )  et, compte tenu de zo = 
21’13, on en déduit 

P ( ? + P )  
5 1* T(0) = -~ 

47r L + 220 
(5.124) 

où p = cos 8. Le coefficient de transmission total 7 = 27r st” 7 ( û )  sin ûdû 
est égal à 

(5.125) 

0 Réflexion 

À partir de l’intensité spécifique en z = O, on obtient le coefficient de 
réflexion dans une direction O 

(5.126) 

En insérant (5.120) dans (5.106), on obtient I d ( ; ,  O) et, compte tenu de la va- 
leur de zo = 21*/3, on en déduit le coefficient de réflexion dans une direction û 

(5.127) 

Dans la limite du milieu semi-infini, L 4 00, le dernier terme disparaît. On 
vérifie que le coefficient de réflexion total R = 27r s:’2 R(0) sin ûdû est égal 
à 1. Dans le cas où L est fini, on vérifie que R + 7 = 1. 

C5.2.5 Milieu semi-infini éclairé par un faisceau colli- 
maté 

On considère maintenant le cas d’un milieu semi-infini dont l’interface est 
illuminée par un faisceau collimaté de largeur W ,  caractérisé par l’intensité 

I o ( S , r )  = Fo(p)b(S - % ) e - ” / l F  (5.128) 

où p est un vecteur bidimensionnel perpendiculaire à l’axe Oz.  On considère 
un profil gaussien Fo(p) = Ioe-Pz/wz. L’intensité diffusée I ~ ( T )  est solution 
de l’équation (5.105) avec la condition aux limites à l’interface T = (p ,  z = O) : 

+ - - - 1 Fo(p) = O  . 
3 d z  r=O 27r r* 1, 1 - K W I  (5.129) 
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La solution de ce problème est détaillée pour le cas d’une tranche dans la 
référence [91]. En prenant la limite L + m, on obtient, pour le milieu semi- 
infini : 

1 
47r 1, 

(5.130) 
où 7 = 1 - l e / l *  et où JO est la fonction de Bessel d’indice zéro. Par ailleurs; 

5 
2 

I&Z, p)  = -I&, z = O) . (5.131) 

Pour le cas d’un milieu uniformément éclairé (W + m), on retrouve les 
résultats (5.122) pour l’onde plane. Pour le cas d’un faisceau infiniment fin et 
normalisé, Fo(p) = 1006(p), on obtient 

et l’intensité spécifique en un point quelconque de l’interface est donnée 
par [Si, 921 L j - 2 ,  O) = gId(p, z = O). I1 est intéressant de noter comment 
la solution pour le cas d’une onde plane étendue (W + m) est reliée à celle 
de l’intensité diffusée par un faisceau 6 : 

(5.133) 
5 Iy’”(-Z) = - d p Id (p ,z  = O) = -10 . 

2 ‘ I2  47r 
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Complément C5.3 
dans un milieu fini 

5 : Propriétés de l’équation de diffusion 

Diffusion multiple 

Pour un milieu infini et une source ponctuelle, la solution de l’équation de 
diffusion constitue une excellente approximation de la probabilité de diffusion 
P d  dans la limite des grandes distances T >> I ,  (complément C5.1). Par ailleurs 
pour un milieu de taille finie, il est clair que l’approximation de diffusion 
est justifiée si l’on est suffisamment loin des bords. I1 apparaît néanmoins 
une difficulté supplémentaire liée au choix de la condition aux limites sur le 
bord du système. En remplaçant l’équation intégrale (4.29) par une équation 
de diffusion, il n’est pas clair que la condition aux limites associée à cette 
dernière se déduit simplement de celles de l’équation initiale. Afin de voir 
dans quelle mesure ces deux problèmes sont liés, on étudie ici un cas (ils sont 
rares) pour lequel il est possible d’obtenir une solution exacte de l’équation 
intégrale (4.29)’ celui d’un milieu semi-infini sans source (problème de Milne). 

Cette solution n’existe que pour le cas de collisions isotropes, c’est-à-dire 
lorsque 1* = 1,. Pour des collisions anisotropes, les équations intégrales (4.157) 
et (4.176)’ écrites pour le facteur de structure r et pour P ,  n’ont pas de 
solution simple. I1 faut alors avoir recours à une méthode approchée qui part 
directement de l’équation de diffusion et non plus de l’équation intégrale. C’est 
l’approche du transfert radiatif présentée dans le complément C5.2. 

C5.3.1 Diffusion multiple dans un demi-espace : 
le problème de Milne 

de l’expression (4.17) pour Po, cette équation s’écrit 
On part de l’équation intégrale (4.29) pour la probabilité totale. À l’aide 

(5.134) 
Le premier terme est négligeable dès que les points r1 et r2 sont distants 
de plus de I,. On le néglige donc en supposant le point 7-2 situé à l’infini à 
l’intérieur du milieu. Pour la géométrie d’un milieu semi-infini défini par le 
demi-espace z 2 O, la probabilité P(r1, r2) = P(zl ,z2)  ne dépend pas de 
la projection p du vecteur (TI - r2) sur le plan z = O. Ainsi, en plaçant la 
coordonnée 22 à l’infini, l’équation (5.134) devient 

L’intégrale sur le plan z = O s’écrit 

(5.135) 

(5.136) 
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En exprimant les longueurs en unité de l,,, on obtient pour P ( z )  l’équation 
intégrale : 

(5.137) 

où la fonction E, est définie par : 

02 e-rt  
E,(%) = 1 dt- . (5.138) 

Le problème qui consiste à résoudre l’équation (5.137) s’appelle le problème 
de Milne. La méthode de Wiener-Hopf en donne la solution exacte au prix 
d’un calcul lourd d’une transformée de Laplace inverse [93]. Au lieu de pré- 
senter cette méthode, nous utilisons ici une approche variationnelle de ce 
problème [93]. Pour cela, on montre dans un premier temps que suffisamment 
loin de l’interface (située en z = O ) ,  la probabilité P ( z )  est une fonction li- 
néaire. En effet, pour z -+ 00, P ( z )  varie peu et on peut donc la développer 
sous la forme 

t” 

1 
P(.’) = P(.) + (z’ - z)P’(z)  + :(z’ - z)2P’’(z) + (5.139) 

L 

où P’ et P” sont les dérivées première et seconde de P.  En insérant ce dévelop- 
pement dans l’équation (5.137) et en utilisant les intégrales (15.49)’ on trouve 
que la probabilité est solution de l’équation P”(z) = O. Loin de l’interface, 
elle admet donc le comportement asymptotique : 

P(%)  + z + z o  
2-00 

(5.140) 

où zo est une constante. L’extrapolation de ce comportement jusqu’au voisi- 
nage de l’interface montre que la probabilité P ne s’annule pas en z = O mais à 
l’extérieur du milieu à une distance -20 de celui-ci (en unité de l e ) .  La valeur 
exacte de 20. obtenue par la méthode de Wiener-Hopf 1931, est égale à 

20 = 0,71044609.. . . (5.141) 

Ici on calcule cette longueur zo à l’aide d’une méthode variationnelle, qui per- 
met aiissi d’obtenir line expression de P ( z ) ,  valable pour tout z. Definissons 

est donnée par l’intégrale 
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pour cela la fonction Q ( z )  = P ( z )  - z ,  de telle sorte que Q(w) = ZO. En re- 
portant cette forme dans (5.137), on obtient pour Q ( z )  l’équation intégrale 2o 

ainsi que la relation 

(5.143) 

Cette relation peut s’obtenir à partir d’un calcul exact [93] qui résulte du 
théorème suivant,. La solution de l’équation intégrale 

où la fonction S ( z )  est telle que Q ( z )  soit bornée à l’infini, vérifie : 
r m  

La fonction S ( z )  correspondant à l’équation (5.142) est donnée par 

1 
2 

S ( z )  = - E ~ ( z )  + dz’Q(z’)Ei(z + 2’) 

(5.145) 

(5.146) 

et ainsi, 

L’évaluation des intégrales est immédiate et conduit à (5.143). 

On résout maintenant l’équation intégrale (5.142) de façon approchée à 
l’aide d’une méthode variationnelle. À cette fin, on introduit la fonctionnelle : 

I1 est aisé de vérifier en faisant une variation autour de Q ( z )  que la fonction- 
nelle F(Q) est bien minimale pour la solution recherchée Q ( z ) .  Par ailleurs, 
en utilisant les relations (5.142, 5.143)’ on montre que cette valeur minimale 
est reliée à zo par 

(5.149) 

20Les intégrales utiles pour les calculs développés dans ce complément se trouvent dans 
le formulaire, p. 588. 
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Afin de déterminer ZO, on considère maintenant plusieurs fonctions d’essai. La 
plus simple consiste à prendre Q ( z )  = constante. En insérant cette fonction 
dans (5.148) et en utilisant les intégrales données en (15.45)’ on obtient Fmin = 
9/4 = 2,25 . En utilisant (5.149)’ on en déduit une estimation variationnelle de 
zo = 17/24 0,7083. Afin d’obtenir une meilleure approximation pour Q ( z )  
et donc pour P ( z ) ,  on considère l’approximation d’ordre supérieur, obtenue 
en injectant Q = zo dans le membre de droite de (5.142)’ c’est-à-dire 

1 1 
2 2 

Q ( z )  = zo - -zo&(z)  + - E ~ ( z )  . (5.150) 

Ceci suggère de considérer la fonction d’essai 

Q ( z )  = 20 [I - XEz(z) + P&(z) ]  . (5.151) 

En utilisant les intégrales (15.50), on obtient pour F(Q) l’expression 

a + $X(ln 2 - 1) + $ p -  &( 1 -In 2) +P( $ - g) +p( g - g In 2 - 2) 
(+ - + X  + ip(21n2 - i ) ) 2  

JlQ) = 

(5.152) 
En minimisant par rapport à X et à p, on obtient X = 0,342895 et p = 
0,315870. En reportant ces valeurs dans .F(Q), on obtient Fmirl = 2,23584 et 
de la relation (5.149), on déduit la valeur zo = 0,710445. Finalement P ( z )  
s’obtient à partir de Q ( z )  : 

P ( z )  = z + 0,710445 - 0,243608&(~) + 0,244408&(~) . (5.153) 

On a représenté cette fonction sur la figure 5.7. 

- 1  - 0.5 O 0.5 1 

FIG. 5.7 ~ Comportement spatial de la probabilité P ( z )  pour u n  milieu semi-infini 
sans source. La courbe en  trait plein correspond à la relation (5.153), tandis que 
celle en  pointillé correspond à (5.140). 

L’approximation de diffusion définie par (5.140) reste donc excellente pour 
le milieu semi-infini puisque la correction au comportement linéaire, décrite 
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par les fonctions E, ( z ) ,  décroît exponentiellement sur une échelle de l’ordre 
du libre parcours moyen élastique 1,. 

Cette solution de l’équation intégrale (4.29) pour P au voisinage d’un 
plan infini n’est possible que pour des collisions isotropes. Pour des collisions 
anisotropes, c’est-à-dire lorsque 1* # I , ,  on ne peut plus se ramener au pro- 
blème de Milne. On peut par contre utiliser l’équation de transfert radiatif 
(complément C5.2). 

C5.3.2 Diffusion dans un milieu fini 
À partir de l’équation de transfert radiatif (complément C5.2)’ il a été 

possible de montrer que la probabilité obéit effectivement à une équation de 
diffusion, mais que la condition aux limites n’est pas celle de Dirichlet. Elle 
a été obtenue en écrivant que le flux diffusé doit s’annuler à l’extérieur du 
milieu désordonné. Ainsi, pour la géométrie d’un milieu semi-infini, on peut 
montrer qu’au voisinage de l’interface en z = O, la probabilité P ,  compte tenu 
de la relation (4.63) entre I d  et P,  obéit à la condition aux limites 

(5.154) 

P variant linéairement sur une distance de l’ordre de 20, on remplace cette 
condition aux limites par la condition que la probabilité P s’annule à l’exté- 
rieur du milieu diffusant à une distance zo 

P(z,z’)Iz=-z” = O . (5.155) 

La description basée sur l’équation de transfert radiatif permet d’obtenir zo = 

2/3 I*  (voir la relation 5.113). L’autre description basée sur la solution exacte 
du problème de Milne donne zo P 0,7101, mais elle n’est valable que pour des 
collisions isotropes. 

De ces deux approches, il ressort la conclusion suivante : Afin de calcu- 
ler la probabilité P dans un milieu diffusant comportant des bords, on peut 
considérer les solutions de l’équation de diffusion (5.14) avec la condition aux 
limites de Dirichlet mais en imposant à la probabilité de s’annuler non pas sur 
l’interface mais à une distance finie zo à l’extérieur du milieu diffusant. Cette 
approche permet en fait d’obtenir assez facilement des expressions quantita- 
tives et aisément interprétables en faisant l’économie de la recherche souvent 
fastidieuse des solutions de l’équation de transfert radiatif. Nous illustrons 
cette approche sur deux exemples qui s’avèreront particulièrement iitiles. 

0 Milieu semi-infini 

La solution obtenue pour l’équation de diffusion dans un demi-espace cor- 
respondait au cas d’une source située en z’ + m. On admettra que si z et 
z’ sont tous les deux situés à distance finie. la probabilité P(z , z ’ )  est obte- 
nue à l’aide de la relation (5.67) correspondant à la condition aux limites de 
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I I 

Dirichlet (bord absorbant), en remplaçant z par z + zo et z’ par z’ + 20. On 
obtient ainsi 

(5.156) 

où z ,  = min(z,z’), z+ = z + z’ et z- = ( z  - z’l. De même, dans le cas où 
il existe une longueur de déphasage finie L,, on remplace la transformée de 
Laplace P,(z, z’) de la relation (5.66) par 

(5.157) 

la limite L, -f 00 redonnant la relation (5.156). Ce résultat peut aussi s’ob- 
tenir par la méthode des images (voir section 5.7) mais en prenant le plan 
décalé z = -zo comme plan de symétrie. 

O Tranche d’épaisseur finie 

Dans le cas d’une tranche de largeur L >> 1, comprise entre deux plans 
infinis, on suppose, là encore, qu’on peut prendre la solution correspondant à 
la condition aux limites de Dirichlet (5.58) mais en remplaçant z par z + zo, 
2’ par z’ + zo et l’épaisseur L par L + 2x0, de sorte que 21 

(5.158) 

s’annule lorsque z ou z’ sont égaux à -zo ou à L + zo. Par la même substitu- 
tion, pour le cas où la longueur de déphasage L, est finie, la relation (5.55) 
devient 22 

I L, sinh(z, + zo)/L, sinh(L + zo - ZM)/L, 
D sinh(L + 2zo)/L, 

P,(z, z ) = - . (5.159) 

Ces solutions seront utiles pour l’étude de l’albédo, de la spectroscopie des 
ondes diffusées et des corrélations de figures de speckle (chaps. 8, 9 et 12). 

’b, et ZM étant définis par la relation (5.57). 
”La condition (5.154) conduit à une solution légèrement différente mais très proche 

dans la limite où zo est petit devant L. 
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Complément C5.4 Déterminant spectral 
Dans la section 5.2.1, on a défini la probabilité intégrée de retour à l’ori- 

gine Z ( t )  donnée par (5.5) et qui s’exprime en fonction du spectre des valeurs 
propres E, de l’équation de diffusion. Dans la description d’un certain nombre 
de propriétés physiques, la fonction Z ( t )  apparaît sous la forme de sa trans- 
formée de Laplace 1‘ Z(t)e-Ytdt (5.160) 

où le nombre réel et positif y est lié à la longueur maximale des chemins 
de diffusion et a été introduit dans la section 5.2.2. Par définition de Z ( t ) ,  
l’intégrale précédente s’écrit formellement 

1 
(5.161) 

et peut s’obtenir à partir du déterminant 

sous la forme 

(5.163) 
d 

= -inS(y) . 
87 

spectral associé à l’équation de Le déterminant S(y) est appelé déterminant I .  

diffusion. De nombreuses propriétés physiques s’obtiennent à partir de S(y) 
ou de ses dérivées. 

La fonction S(y)  est définie formellement par le produit des valeurs propres 
de l’équation de diffusion. Ce produit est infini et les définitions précédentes 
n’ont donc qu’un caractère formel. Afin de donner un sens à S(y), on utilise 
une fonction auxiliaire, dite fonction <, associée au déterminant spectral et 
définie par 

(5.164) 

où A, = E, + y. Cette fonction est bien définie pour toute valeur de s telle 
que la série converge. En utilisant l’égalité 

(5.165) 

et l’intégrale 

(5.166) 
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(5.167) 

Cette représentation fait apparaître <(s)  comme la transformée de Mellin de 
Z(t)eëYt. La fonction <(s)  ainsi définie converge et son prolongement analy- 
tique dans le plan complexe définit une fonction méromorphe de s analytique 
en s = O. On utilise cette analyticité afin d’exprimer le déterminant spectral 
sous la forme 
7 

(5.168) 

qui est maintenant bien défini 

O Déterminant spectral et densité d’états 

Le determinant spectral S(y) a des propriétés intéressantes et en particu- 
lier il permet d’obtenir le spectre des valeurs propres de l’équation de diffusion 
et la densité d’états p(E)  = E, 6(E - En).  À partir de (5.163) on obtient 

1 d 
p ( ~ )  = --iim,-~+Im-lnS(y) 

Ir dy 
(5.169) 

où maintenant y est complexe et donné par y = -E + iv. 

0 Exemple : Diffusion dans le plan infini 

On calcule S(y) sur l’exemple de la diffusion dans un plan. La probabilité 
intégrée de retour à l’origine est donnée par la relation (5.23) 

1 
41rDt 

Z ( t )  = - 

et la fonction [ ( s )  associée, donnée par (5.167)’ s’écrit 

qui s’intègre pour donner 

(5.170) 

(5.171) 

(5.172) 

On en déduit l’expression du déterminant spectral à l’aide de la rela- 
tion (5.168)’ soit, 

InS(y) = -y(i - Iny) . (5.173) 

La densité d’états se déduit de (5.169) et redonne l’expression (3.44) établie 
en dimension d = 2, moyennant toutefois de changer D en 1/2m. 

1 
47rD 
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O Exemple : Invariant topologique 

La probabilité Z ( t )  peut inclure un terme additif constant C,  dont l’origine 
est topologique. Le complément C5.5 en présente des exemples. Dans ce cas, 
la fonction ( ( s )  et le déterminant spectral sont donnés par 

(5.174) 

De (5.169)’ on déduit qu’il existe une singularité dans la densité des modes 
de diffusion : 

p ( E )  =CS(E)  . (5.175) 
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Complément C5.5 Diffusion dans un domaine 
de forme quelconque - Développement de Weyl 

Le chapitre 5 est consacré au calcul de la probabilité intégrée de retour 
à l’origine Z ( t )  associée à l’équation de diffusion pour quelques géométries 
simples ~ le milieu infini, les conditions aux limites périodiques, la diffusion 
à une dimension, etc. Pourtant les cas pour lesquels Z ( t )  peut-être calculée 
exactement représentent l’exception plutôt que la règle. Pour un système de 
forme quelconque, on ne sait pas en général évaluer analytiquement ni les 
valeurs propres E, ni, par conséquent, le noyau de la chaleur Z ( t )  23. 

Néanmoins, dans la limite des temps t << TD, où TO est le temps de 
diffusion(5.34), il est possible d’obtenir le développement asymptotique de 
Z ( t ) .  Considérons l’exemple d’un domaine plan avec les conditions aux limites 
de Dirichlet. Une particule qui commence à diffuser à partir d’une position 
initiale située loin du bord ne sent pas sa présence et, en première approxi- 
mation, on peut donc considérer que Z ( t )  2 où S est la surface du 
domaine (voir la relation 5.23). Au-delà, on peut se demander quelles sont 
les corrections à cette expression dues à l’existence du bord. La recherche 
de ce développement asymptotique, appelé aussi développement de Weyl est 
un problème célèbre de la physique mathématique contemporaine qui a été 
popularisé par M. Kac [94] sous le titre : ({ Peut-on entendre la forme d’un 
tambour? ». Autrement dit, est-il possible de remonter, à partir du spectre 
E, des valeurs propres et du développement asymptotique de Z ( t ) ,  aux ca- 
ractéristiques géométriques du domaine et en particulier à la forme de son 
contour ? Cette question fut initialement posée en 1910 par H.A. Lorentz. I1 
se demandait pourquoi la loi de rayonnement de Jeans (c’est-à-dire à haute 
fréquence) pour un corps noir de volume fini ne dépendait pas de la forme de 
l’enceinte contenant le rayonnement mais seulement de son volume [94,95]. En 
fait, il se trouve que le terme suivant dans le développement de Weyl dépend 
de la longueur L du contour et il est donc possible d’« entendre )> la longueur 
du contour. Pour évaluer ce terme de bord, on suppose dans un premier temps 
que la particule diffusive n’est sensible à la présence du bord le plus proche 
d’elle que par l’intermédiaire du plan tangent au bord. On obtient ainsi un 
terme correctif égal à -* (exercice 5.7). m 

Pour finir l’introduction quelque peu historique à ce problème, notons que 
la réponse à la question de M. Kac est négative, c’est-à-dire qu’il est possible de 
trouver des domaines isospectraux (ayant le même spectre de valeurs propres), 
de même surface et de même longueur mais ayant des formes différentes. Ce 
résultat, démontré en 1985, constitue le théorème de Sunada [96]. 

230n rencontre ce même problème pour les équations d’onde, de Schrodinger ou de Helm- 
holtz. Cette constatation constitue le point de départ de l’étude des systèmes dits complexes 
ou chaotiques en mécanique quantique (à ce propos, voir le chap. 10 et en particulier la 
discussion de la section 10.1). 



206 Chap. 5 : Propriétés de i’équation de diffusion 

Exercice 5.7 : Diffusion dans un plan semi-infini 

À l’aide de la relation (5.65) généralisée à d = 2 , montrer que la probabilité de retour 
à l’origine au voisinage du bord s’écrit 

1 P(T,  T ,  t )  = ~ 

4rDt  
(5.176) 

où z est la distance du point T au bord. En déduire que le noyau de la chaleur 
Z ( t )  = J, P ( T ,  T ,  t ) d r  est égal à 

(5.177) 

où S est la surface du plan et L est la longueur du bord. Ces relations sont correctes 
aux temps courts, tels que Dt < min(S, L 2 ) ,  ce qui justifie alors de parler de plan 
semi-infini. 

I1 est possible d’évaluer de manière systématique les termes du développe- 
ment asymptotique de Z ( t )  dans un domaine plan [97]. Sans entrer ici dans 
le détail, l’idée générale consiste à calculer le développement de Weyl pour 
le cas d’un disque, ce qui constitue un problème intégrable pour lequel tous 
les coefficients du développement peuvent être obtenus à partir de celui de 
fonctions de Bessel. Le cas d’un domaine borné par une courbe continue et 
infiniment dérivable s’obtient alors en définissant en chaque point des cercles 
osculateurs, ce qui conduit à pouvoir exprimer chaque terme du développe- 
ment de Weyl comme une intégrale sur le bord, des puissances successives de 
la courbure locale ~ ( 1 )  où 1 est une coordonnée le long du bord. On obtient 
ainsi 

Z ( t )  ~ R - ~ L/4 + C + O ( J t )  . 
t -O  4rDt  a (5.178) 

Le troisième terme de ce développement est constant et mérite une plus 
grande attention. On montre qu’il est égal à C = $ K ( l ) d l .  C’est donc un 
terme indépendant de t et aussi de la forme du contour puisque l’intégrale 
de la courbure est égale à 27r de telle sorte que ce terme vaut 1/6. I1 reste 
inchangé si la surface n’est plus plane. 

Le développement de la forme (5.178) reste valable pour une variété S 
quelconque. On peut montrer que C = x(S)/6, où x(S) est un invariant 
topologique appelé caractéristique d’Euler-Poincaré de la variété. Le théorème 
de Gauss-Bonnet établit que 

(5.179) 

où K est la courbure gaussienne de la surface S et K est la courbure géodésique 
associée au bord dS. 

Pour le cas d’une variété sans bord, par exemple une sphère ou un tore à 
un ou plusieurs trous, le terme de bord c’est-à-dire le second terme de (5.179) 
disparaît dans l’expression de Z ( t )  et le terme constant reste égal à x(S)/6 
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où x(S)  ne dépend plus que de l’intégrale de la courbure gaussienne, puisque 
le terme de courbure géodésique n’existe pas. On peut montrer que x(S)  = 
2(1 - h) où h est la connectivité de la surface (son nombre de trous). Ainsi 
x = 2 pour la diffusion sur une sphère et x s’annule pour un tore à un trou. 
Dans l’exercice 5.8, on vérifie directement par le calcul du spectre que le terme 
constant est bien égal à 1/3 pour la sphère. Cet invariant peut aussi s’obtenir 
par triangulation de la variété et il est alors donné par la relation d’Euler 
x = V - E + F où V, E et F sont respectivement ses nombres de vertex, 
d’arêtes et de faces. Une des conséquences de (5.178) est donc que l’on peut 
entendre la caractéristique d’Euler-Poincaré d’une variété quelconque. 

Du développement de Weyl, on ne peut déduire que le comportement de 
Z ( t )  aux petits temps, tandis que l’on a souvent besoin de connaître cette 
fonction à tous temps. I1 y a cependant des situations où cette limite suffit. 
Un exemple concerne le comportement des corrélations spectrales (chap. 10) 
à haute énergie [98]. 

Exercice 5.8 : Développement de Weyl pour une sphère 

Le spectre de l’équation de diffusion sur une sphère de rayon R est donné par El = DIEzfi), ces états ayant une dégénérescence 21 + 1. Montrer, en utilisant la formule 
d’Euler-Mac Laurin 

pour la fonction f ( I )  = (21 + l ) eë tE l ,  que le noyau de la chaleur 
N .~ 

Z ( t )  = C(21+ 1)ët”l 
1 =O 

admet le développement de Weyl 

R2 1 1 Dt 
Dt 3 60 R2 

Z ( t )  = - + - - -- + 

(5.181) 

(5.182) 

Exercice 5.9 : Montrer que la caractéristique d’Euler-Poincaré x(S) de la carafe 
représentée sur la figure 5.8.a est égale à -1, et que celle du descendeur représenté 
sur la figure 5.8.6 est égale à -2. 

FIG. 5.8 ~ a) Carafe (photo 
T. Akkermans). b) Descen- 
deur (ou huat ,v) utalas6 pour 
les descentes en  rappel (photo 
G Montambaux) 
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Complément C5.6 Diffusion sur des graphes 

C5.6.1 Déterminant spectral sur un graphe 
Jusqu’à présent, on a résolu l’équation de diffusion dans des géométries 

simples. On considère ici le cas de réseaux (ou graphes), formés de fils uni- 
dimensionnels au sens de la diffusion. Le déterminant spectral (5.162) sur un 
graphe fini s’écrit simplement en fonction de ses caractéristiques géométriques, 
à savoir les longueurs des fils et leur connectivité. Pour un graphe constitué 
de E fils unidimensionnels connectés entre eux par V nœuds (fig. 5.9), il 
s’écrit 24 : 

(5.183) 

où 1 , ~  est la longueur du lien (ab) et L, = Jo/r. M est une matrice carrée 
V x V dont les éléments diagonaux sont 199-1021 : 

(5.184) 

la somme est prise sur les m, nœuds voisins du nœud a. Les éléments non 
diagonaux sont 

1 

(5.185) 

si les nœuds Q et p sont connectés par un lien. Ils sont nuls autrement. 

FIG. 5.9 - Exemple de graphe : (a@) désigne un lien quelconque et (ab)  désigne le 
lien auquel appartient le point source y. 

Afin d’obtenir ce résultat, on calcule d’abord la probabilité de retour à 
l’origine P ( y ,  y) depuis n’importe quel point y du graphe. Puis, par intégration 

V - E  
24Le préfacteur y 2  est d’origine topologique. I1 correspond à un terme constant 

additif y dans la probabilité de retour à l’origine Z ( t )  (voir le complément C5.5). 
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spatiale sur tout le graphe, on déduit le déterniiriant spectral par 

(5.186) 

En posant D = 1 dans l'équation (5.14) afin de simplifier les expressions, on 
commence par résoudrc 

0, 

87 
1 dy P Y ( l l ,  Y) = - ln S ( Y )  

(Y - As)Pr(z, Y) = S(X - Y) (5.187) 

sur chaque lien noté (a@). Pour une source placée en un point quelconque y 
du graphe, on obtient : 

(5.188) 
Pr(a, y) sinh f i ( 1  - z) + PY(@, y) sinh fiz 

sinh f i l a o  Py(X,Y) = 

où z est la coordonnée d'un point courant sur le lien (ap) de longueur l a p .  
Pr(a, y) et P,(P, y) sont les valeurs prises aux extrémités du lien. La conser- 
vation du courant au nœud a s'écrit : 

- 8La/&(zap = O, Y) = &?,y , (5.189) 
B 

où la somme porte sur les nœuds @ voisins de a. Ceci conduit au système 
linéaire 

P7(">Y)Ccoth71ai-C---  P,(P'Y) - (5.190) 

avec vap = f i l a p .  C'est un système de (V + 1) équations linéaires pour les 
(V + 1) variables PY(a, y) où a est soit un nœud du graphe soit la source y : 

P i fi 

(5.191) 

La matrice carrée MY de taille (V + 1) x (V + 1) est définie par les équa- 
tions (5.184, 5.185). 

On peut maintenant calculer Pr (y, y). Tout d'abord, en utilisant l'équa- 
tion (5.190), on peut écrire Pr(y,  y) en fonction de Pr(a, y) et Py(b, y) où a et 
b sont les nœuds qui terminent le lien sur lequel se trouve le point y (fig. 5.9) : 
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de sorte que : 

(5.193) 
En éliminant P,(y, y) du système (5.190)' on déduit Pr(a, y) : 

et une expression similaire pour P,(b, p). Les (V - 2) équations restantes sont 
inchangées. On obtient donc maintenant un système V x V pour les variables 

(5.195) 

La matrice M est définie en (5.184, 5.185) et le point source est maintenant 
exclu. En inversant cette matrice, on obtient l',(a, y) et P,(b, y) : 

(5.196) 

où T = &I-'. En insérant les expressions de Pr(a,/3) et P,(b,/3) dans la 
relation (5.193), on obtient finalement la probabilité de retour Py(y, y) à partir 
de n'importe quel point du graphe : 

(5.197) 

L'intégration spatiale de l',(y, y) sur le lien (ab) donne 
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où on a utilisé les égalités : 

-v d 

cosh v a 1  

- = 27- cothv 
sinh’v 87 

= 2y--, 
’ dy sinh v -71- sinh2 77 

En sommant sur tous les liens du graphe et en utilisant les identités : 

(5.199) 

(5.200) 

(5.203) qcothv = 27- lnsinhq , 

on déduit que l’intégrale sr d t  e-YtZ(t)  = sgraphe dy PY(y, y) donnée par la 
relation (5.161) se simplifie considérablement et se met sous la forme 

d 
87 

d V - E  2 x I n s i n h v a b  + - 2 7  + trh4-l-M. dr 
( a b )  

(5.204) 

En utilisant la propriété trM-’ &A4 = a In det M ,  on retrouve finalement 
la relation (5.163) pour le déterminant spectral : 

87 

(5.205) 

où S(y) est donné par la relation (5.183). 

C5.6.2 Exemples 
On présente les expressions du déterminant spectral pour quelques géo- 

métries simples [103]. Dans chaque cas, il suffit d’obtenir le déterminant de 
la matrice h4 définie par (5.184, 5.185), donné par le produit de ses valeurs 
propres. 

O Fil isolé de longueur L : 

S(y) = L/L, sinhLIL, (5.206) 
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0 Fil de longueur L connecté à des réservoirs : 

(5.207) 

Anneau de circonférence L traversé par un flux Aharonov-Bohm ( O  = 

47~V40) : 

S(y) = 2 (cosii L, - cos0 " 1  . (5.208) 

Anneau de circonférence 

b 
S(y) = sinh - sinh 

L, 

L relié à un bras libre de longueur b : 

L 

L 
(5.209) 

L b 
- + 2 ~ 0 s h -  (cosh-   COS^) . 
L, L,  L, 

Anneau de circonférence L relié à un bras de longueur b connecté à un 
réservoir : 

L 

b L 
(5.2 10) 

0 Anneau de circonférence L = N1 relié à N bras de longueur b (ensemble 
isolé) : 

b .  L S(y) = cosh - sinh - + 2 sinh - (cosh - - cos O )  . 
L, L, L,  L,  

b 1 1 
N-1 

S(7) = n { sinh - sinh - + 2 cosh - cos( - ( O  + 27&)])} . 
L, L,  N k=O 

(5.211) 
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0 Chaîne de N anneaux de périmètre L = 4a. reliés par des fils de longueur b 
(conditions aux limites pkriodiques) : 

1=2a 

N N  

~ ( y )  = 2u sirill (k) [?cosh2 (e) + sinh2 (t) - 4cos2(û/2)] 

(5.2 12) 
(“’) k = l {  

t 4sinh (2) [cosh (2) cosh (t) - cos(Q/L) cos(2kn-/N) 

(5.2 13) 

0 Échelle de N carrés de périmètre 4a (conditions aux limites périodiques) 

a a 

N 

k = l  

0 Réseau carré : 

On considère enfin une grille formée de N 2  mailles carrées de côté a ,  en 
présence d’un champ perpendiculaire, dans la limite N 4 00. Le déterminant 
spectral est relié aux solutions du problème de liaisons fortes sur un réseau 
carré sous champ magnétique, popularisé par Hofstadter [104]. Pour un flux 4 
par maille tel que = p / q  où q + 00, il s’écrit sous la forme simple [lo31 : 

(5.2 15) 
N 2  a ‘ 

S(y) = - [? sinh (4 cosh L, - 
4 a=1 

où les t, sont les 4 valeurs propres de l’équation de Harper : 
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C5.6.3 Thermodynamique, transport et déterminant 
spectral 

Un certain nombre de quantités physiques sont reliées à la probabilité 
intégrée de retour à l’origine Z ( t )  ou plus précisement à sa transformée de 
Laplace, elle-même reliée au déterminant spectral par la relation (5.205). Le 
résultat (5.183) obtenu pour le déterminant spectral sur un graphe quelconque 
permet de calculer directement ces quantités physiques sur des réseaux de fils 
diffusifs. Par exemple, des quantités thermodynamiques comme la fluctuation 
du moment magnétique SM2 = M2 - M2 ou l’aimantation moyenne M e ,  
s’expriment à partir de Z( t ) .  Grâce à (5.205), ces expressions (14.35 et 14.51) 
peuvent être récrites en fonction du déterminant spectral : 

(5.2 17) 

(5.2 18) 

À l’aide de (5.183), on en déduit très facilement l’aimantation d’un réseau 
quelconque de fils diffusifs [loll.  

Le cas des propriétés de transport est plus délicat. I1 est également possible 
de relier la correction de localisation faible ou les fluctuations de conductance 
à la probabilité de retour à l’origine (relations 7.53 et 11.37), puis de les récrire 
en fonction du déterminant spectral pour obtenir : 

(5.2 19) 

(5.220) 

I1 convient toutefois d’être prudent. Ces relations ne sont pas a priori utili- 
sables sur des réseaux. En effet, la conductivité est une fonction locale qui 
dépend de la position sur le réseau. Pour obtenir la conductance entre deux 
contacts sur ce réseau, il faut convenablement combiner les contributions des 
différents fils en suivant les lois de Kirchhoff [105]. Dans ce cas, la correction 
de localisation faible ou les fluctuations de conductance ne peuvent pas être 
écrites simplement en fonction du déterminant spectral. 

Les relations (5.219, 5.220) sont toutefois utilisables pour des géométries 
simples comme le fil ou l’anneau, ou pour des réseaux réguliers infinis, comme 
le réseau carré où tous les fils jouent des rôles identiques. Par exemple, pour 
le fil et l’anneau, on retrouve simplement les résultats (7.61) et (7.88), à l’aide 
des expressions (5.207) et (5.208). 



Chapitre 6 

Déphasages 

6.1 Déphasage et diffusion multiple 

6.1.1 Généralités 

Le diffuson et le cooperon font intervenir le produit de deux séquences 
de collisions multiples passant par les mêmes diffuseurs, soit dans le même 
ordre (diffuson), soit dans un ordre inversé (cooperon). Ces deux séquences 
sont décrites par deux amplitudes complexes conjuguées. Pour le diffuson, ces 
deux amplitudes correspondent à la même séquence de collisions de telle sorte 
que la phase totale disparaît pour laisser place à un objet classique. Pour le 
cooperon, les deux amplitudes correspondent à des séquences renversées l’une 
par rapport à l’autre. S’il y a invariance par renversement du sens du temps, 
les facteurs de structure associés au diffuson et au cooperon sont égaux. 

Certains mécanismes peuvent donner lieu à l’apparition d’une phase re- 
lative Aqb(t) entre les deux amplitudes complexes formant le diffuson ou le 
cooperon. De tels mécanismes impliquent que ces amplitudes soient affectées 
différemment lors d’une séquence de collisions multiples sur les mêmes diffu- 
seurs, donnant ainsi lieu à un déphasage Aqb(t). Dans ce chapitre, on montre 
qu’un déphasage affecte la probabilité de diffusion quantique moyenne par un 
facteur global, de sorte qu’en sommant sur toutes les séquences de collision 
multiples, on se ramène à des expressions du type 

où P(r ,  r‘, t )  est la probabilité de diffusion quantique étudiée au chapitre 4. 
La phase relative A4(t) est généralement une variable aléatoire dont la dis- 
tribution dépend du phénomène à l’origine du déphasage. On note (...) la 
moyenne sur cette distribution. En général elle décroît exponentiellement avec 
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ce qui permet de donner un sens physique au temps de coupure r, (et à la 
longueur L, = fi) introduit phénoménologiquement dans la section 5.2.2. 
De nombreuses propriétés s’expriment au moyen de la probabilité intégrée sur 
le temps et sont donc des mesures directes de la transformée de Laplace (5.12) 

Les processus de déphasage peuvent aussi bien affecter le diffuson que le co- 
operon. Ceci peut sembler paradoxal car le diffuson associé à la probabilité 
P ~ ( T ,  T ’ ,  t )  est une quantité classique liée à la conservation du nombre de par- 
ticules ou de l’énergie (normalisation de la probabilité, p. 129). Dans cette 
définition du diffuson, les deux amplitudes complexes qui le constituent cor- 
respondent à une même réalisation du potentiel de désordre. On peut cepen- 
dant imaginer l’appariement de deux amplitudes complexes appartement à 
des configurations distinctes du désordre, ou mettant en jeu des paramètres 
extérieurs différents. On obticnt alors une quantité ayant encore la structure 
du diffuson mais pouvant inclure un déphasage. Ce type de diffuson ne corres- 
pond donc plus au mode de Goldstone décrivant la conservation du nombre 
de particules ou de l’énergie. 

6.1.2 Mécanismes de déphasage : introduction 
Afin de préciser ces idées, revenons à l’expression du facteur de struc- 

ture du diffuson (ou du cooperon) telle qu’elle apparaît dans l’équation inté- 
grale (4.26) 

r(T, = Y e q T  - T I )  + Tl ’ )wo(T ’ l ,  Tr)dT/‘ (6.4) s 
où W O ( T ” ,  T ’ )  = Po(r”, y’) /re .  En transformée de Fourier, cette équation in- 
tégrale prend la forme simple : 

r(q) = Y e  + r(q)wo(q) (6.5) 

où wo(q) = Po(q, w = O)/re (voir le complément C4.1). Le facteur de structure 
a donc la forme 
7 

‘Ce comportement n’est pas nécessairement exponentiel. Ce peut être plus généralement 

2Afin d’alléger les notations, on omet d’écrire la fréquence w.  
une fonction f(t/T,), voir par exemple la section 13.7.3 et l’exercice 13.13. 
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Dans la limite des variations lentes (41, << 1), l’équation intégrale (6.4) 
est équivalente à une équation de diffusion. Dans cette limite, le développe- 
ment (4.74) : 

W ” ( 4 )  2 1 - Dq%, (6.7) 
conduit à 

Ce pôle de diffusion est caractéristique du mode de Goldstone. I1 est inti- 
mement lié à la structure du terme élémentaire W O ( T , , T , + ~ )  qui dépend du 
processus quantique (ou ondulatoire) mis en jeu lors de la diffusion sur les 
impuretés. La présence de degrés de liberté supplémentaires affecte ce terme 
élémentaire conduisant ainsi à une modification du facteur de structure. On 
rencontrera plusieurs cas de figure. 

0 Le terme élémentaire wo est affecté d’un déphasage supplémentaire : 

w(r, ,  r,+1) = wo(r,, r,+l)e2Ap(r”,r’+1) . (6.9) 

L’équation intégrale (6.4) devient alors 

Si le déphasage A(P(T”,T’) est une fonction simple bien déterminée, il suffit 
de résoudre l’équation intégrale (6.10) à l’approximation de diffusion. Cette 
situation est, par exemple, celle d’un champ magnétique uniforme appliqué à 
un gaz d’électrons. Le déphasage donné par l’intégrale du potentiel vecteur, 
est nul pour le diffuson mais reste fini pour le cooperon (section 6.3). 

0 Le déphasage peut résulter de l’existence de degrés de liberté non contrô- 
lés par l’expérimentateur. C’est le cas de la diffusion multiple par des parti- 
cules en mouvement. On peut alors définir un nouveau diffuson en appariant 
deux séquences de collisions multiples correspondant à des diffuseurs dont les 
positions sont prises à des temps différents, 0 et T ,  c’est-à-dire appartenant à 
des configurations différentes de désordre. La position des diffuseurs n’étant 
en général pas connue, il faut moyenner sur celle-ci le déphasage entre les deux 
amplitudes appariées. On montre (section 6.7) que l’on peut alors définir un 
nouveau pas élémentaire de la forme 

( W ( T i ,  7‘i+l))S = b(T) wo(r2, T%+l)  (6.11) 

où le paramètre b = (eiA+) < 1, est la moyenne du déphasage associé au pas 
élémentaire et dépend du déplacement des impuretés pendant l’intervalle de 
temps T .  Dans l’équation (6. lo),  l’intégrale est simplement multipliée par b 
et le facteur de structure, en transformée de Fourier, obéit à : 
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soit encore 
(6.13) 

Le paramètre b < 1 modifie le pôle de diffusion qui, à l’aide de (6.7)’ devient : 

(6.14) 

La moyenne du déphasage associé à des degrés de liberté non contrôlés fait 
donc apparaître un temps caractéristique de la forme : 

(6.15) 

Le pôle de r(q) décrit l’atténuation du mode de diffusion. Le diffuson est 
obtenu à partir du facteur de structure (6.14) en rétablissant la fréquence et 
en prenant la transformée de Fourier. On obtient alors pour la probabilité 
l’expression 

P(r ,  r ’ ,  t ) ë ’ T T  . (6.16) 

Le temps ry ainsi défini exprime la perte de cohérence de phase. 

O I1 peut aussi apparaître un déphasage lorsque l’onde qui diffuse n’est plus 
scalaire mais possède des degrés de liberté supplémentaires comme le spin de 
l’électron ou la polarisation de l’onde électromagnétique. Si le potentiel de 
diffusion avec les impuretés dépend de ces degrés de liberté, ceci donne lieu 
à un déphasage et donc à un temps ry fini. C’est le cas, d’une part, de la 
diffusion spin-orbite et de la diffusion sur des impuretés magnétiques pour 
les électrons, et, d’autre part, de la rotation de la polarisation en diffusion 
Rayleigh ou de la diffusion des photons sur des atomes ayant des degrés de 
liberté internes. 

Le couplage à ces nouveaux degrés de liberté peut, comme dans l’exemple 
précédent, être décrit en toute généralité par une modification du proces- 
sus élémentaire de diffusion, qui se trouve alors avoir une forme tensorielle 

buB,-,6 où les indices décrivent soit le spin de l’électron, soit la polarisation 
de l’onde. Plus précisément, et en prenant l’exemple du spin de l’électron, le 
tenseur bap ,yb  décrit la diffusion de deux états initiaux de spin ( q p )  vers 
deux états finaux (7’6). L’équation d’itération pour le facteur de structure 
acquiert maintenant une forme tensorielle qui généralise (6.5) : 

r u p , y b ( q )  = r e  baO,-yJ + xrap.p(q) bpv ,yb  w ( q )  . (6.17) 

La diagonalisation de cette équation fait apparaître les sous-espaces propres 
associés au spin total (ou l’équivalent pour la polarisation) des deux états 

P>V 
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appariés. Dans chacun des sous-espaces, singulet ou triplet, l’équation du dif- 
fuson se met sous la forme (6.12)’ et on obtient donc un diffuson (ou un 
cooperon) caractérisé par le spin total J = O ou J = i : 

(6.18) 

avec un temps caractéristique de la forme : 

(6.19) 

où bJ décrit, dans chaque sous-espace, la contribution du processus élémen- 
taire de diffusion ~ appelé aussi vertex élémentaire d’interaction. 

On voit ainsi comment le spin-orbite et le couplage à des impuretés ma- 
gnétiques affectent le diffuson ou le cooperon, et introduisent naturellement 
un déphasage. On reviendra en détail sur ces exemples et on traitera de ma- 
nière analogue l’effet de la polarisation pour la diffusion multiple de la lumière 
par des dipôles classiques ou par des atomes ayant une structure quantique 
interne. 

0 I1 existe enfin des situations où le déphasage ne peut pas être mis sim- 
plement sous la forme d’un vertex local d’interaction. C’est par exemple le 
cas pour le cooperon dans un champ dépendant du temps. Nous y revenons 
dans le complément C6.3. 

6.1.3 Le mode de Goldstone 
La probabilité classique est normalisée (remarque p. 129). Cette normalisa- 

tion rend compte de la conservation du nombre de particules et s’exprime par 
la divergence du facteur de structure (6.8) à basse fréquence et petit vecteur 
d’onde. L’introduction de nouveaux degrés de liberté (spin ou polarisation) 
et des processus de diffusion associés ne doit pas affecter cette normalisation. 
En effet, les deux séquences appariées de diffusion multiple du spin (ou de la 
polarisation) restent identiques. I1 n’apparaît pas de déphasage et on obtient 
pour le diffuson le mode de Goldstone. 

Plus généralement, on peut aussi construire un diffuson en appariant deux 
amplitudes correspondant à des rotations indépendantes du spin de l’électron 
(ou de la polarisation de l’onde électromagnétique). Le diffuson résultant ac- 
quiert alors un pôle de la forme (6.14) et un temps de déphasage fini. Nous 
sommes donc amenés à définir deux objets différents : 

0 L’un est le diffuson introduit dans le chapitre 4, c’est-à-dire le mode 
de Goldstone traduisant la conservation de l’énergie ou du nombre de 
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particules. C’est une grandeur classique et donc insensible au déphasage. 
Ce mode scalaire existe toujours mCme en présence d’autres degrés de 
liberté ’. 

0 L’autre a aussi la structure d’un diffuson, c’est-à-dire qu’il résulte de 
l’appariement de deux amplitudes se propageant dans la même direction 
mais associées soit à des réalisations différentes du désordre, soit à des 
configurations différentes du spin ou de la polarisation, soit encore à 
des champs magnétiques distincts. Dans tous les cas, ce diffuson peut 
inclure un déphasage et donc un temps caractéristique associé. 

Dorénavant, rious serons amenés à utiliser ces deux diffusons pour lesquels 
nous garderons cependant la même dénomination. Le diffuson (( sensible à la 
phase )) joue un rôle important dans l’étude des fluctuations (voir chaps. 11 
et 12). 

Pour le cooperon, il est clair qu’il apparaîtra toujours un temps de cohé- 
rence fini puisque, par construction, on ne peut pas apparier deux amplitudes 
renversées l’une de l’autre dans le temps et correspondant aux mêmes confi- 
gurations du spin ou de la polarisation. 

6.2 Champ magnétique et cooperon 
Afin d’établir l’expression du cooperon X ,  dans la section 4.6, on a expli- 

citement utilisé la propriété d’invariance par renversement du sens du temps. 
Du fait de cette invariance, le facteur de structure associé au cooperon est 
identique à celui, ru, associé au diffuson Pd. 

Ce n’est plus le cas lorsque cette invariance disparaît. Une situation im- 
portante pour laquelle il n’y a effectivement plus invariance par renversement 
du sens du temps est celle d’une particule chargée en présence d’un champ 
magnétique B = V x A.  

Remarque : Champ magnétique et théorème de réciprocité 

En présence d’un champ magnétique B, le théorème de réciprocité (2.115) se généra- 
lise en 

(6.20) 
puisque le renversement du sens du temps change le signe du champ magnétique. 
Dans la direction de rétrodiffusion IC’ = -k, cette condition devient 

T d t r ( k  IC’, B )  = T T e u ( - k ’ ,  -k, -B)  

T&(k, -k, B )  = Treu(k ,  -IC, -B)  (6.21) 

de sorte que, pour un champ B fixé, les processus direct Tdzr(kr -k, B )  et inverse 
Treu(k, -k, B )  sont différents sauf en champ nul. On dit que le champ magnétique 
brise l’invariance par renversement du sens du temps (on pourra aussi consulter [106]). 

3Sauf en présence d’absorption, auquel cas il est atténué puisque l’énergie ou le nombre 
de particules ne sont plus conservés. 
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L’hamiltonien pour un électron dans un potentiel aléatoire et en présence 
d’un champ magnétique s’écrit (on prend e > O) 

fi2 i e  
2m rl 

‘,Y = --(V + -A)2 + V ( T )  (6.22) 

Classiquement, l’effet du champ magnétique exprimé par la force de Lorentz 
est de courber la trajectoire des particules chargées. Le rayon de courbure asso- 
cié est le rayon cyclotron égal, pour des électrons de vitesse 21, à r, = mv/eB. 
La longueur r, apparaît donc comme une échelle supplémentaire qu’il faut 
comparer au libre parcours moyen élastique I,. On ne va considérer ici que le 
cas d’un champ magnétique faible, tel que la courbure des trajectoires élec- 
troniques entre deux collisions élastiques est négligeable. En d’autres termes, 
on suppose 1, << r, soit w,r, < 1 où w, = eB/m est la fréquence cyclotron. 

En mécanique quantique, négliger la courbure des trajectoires n’implique 
pas l’absence d’effet du champ magnétique. L’effet Aharonov-Bohm discuté 
dans le chapitre d’introduction en est une illustration. Dans la limite appelée 
approximation eikonale de variation lente du potentiel vecteur A(r) ,  l’effet du 
champ magnétique est uniquement de modifier la phase de la fonction d’onde 
(et donc de la fonction de Green) [107,108]. En présence du champ, la fonction 
de Green moyenne, notée G, -R,A 

(Y, r’, B ) ,  s’écrit : 

(6.23) 
-R A G, 1 (Y, r’, B )  = G , R , ~ ( ~ ,  r’)ezp(r,p’) 

avec 

p(r, r’) = -a 1‘ A.dZ (6.24) 

-R,A où GElA(r, r’) = G, ( r ,  r’, B = O) est la fonction de Green en champ nul. 
La circulation du potentiel vecteur est calculée le long du segment ( r , ~ ’ ) .  
Dans cette approximation, le potentiel vecteur ne peut changer de manière 
appréciable que sur des distances très supérieures au libre parcours moyen 
I ,  qui contrôle la décroissance de la fonction de Green moyenne. L’approxi- 
mation eikonale est aussi utilisée pour décrire l’effet du champ magnétique 
sur un supraconducteur de type II, une situation pour laquelle on néglige 
habituellement les effets liés à la quantification de Landau [108]. 

En présence du champ magnétique la fonction de Green moyenne n’est 
plus invariante par translation et le formalisme dans l’espace réel développé 
dans les sections 4.4 et 4.6 est bien adapté. 

Étudions d’abord le cas du diffuson Pd. Celui-ci ne nécessite pour son calcul 
que les combinaisons du type c;(r, T’ ,  B)?$-w(r’, r ,  B )  qui apparaissent dans 
les relations (4.23) et (4.24). À l’approximation eikonale, ce produit reste 
indépendant du champ puisque les termes de phase se compensent : 

-R GE ( ~ , r ’ ,  B)??f-,(r’,r, B )  = G,“(r,r I )G,-W(r’,r) -A . (6.25) 
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Donc dans cette limite, c’est-à-dire lorsqu’on néglige la courbure des trajec- 
toires électroniques, les contributions de Drude-Boltzmann Po et de diffusion 
classique sont indépendantes du champ ‘. 

Par contre pour le cooperon, la combinaison élémentaire des fonctions de 
Green moyennées qui apparaît dans (4.43) est $(r ,  r’, B)??~-,(T, r’, B) .  En 
présence du champ, ce produit n’est plus égal à GE ( T ,  T ’ )G~- , (T ’ ,  T ) ,  mais à : 

-R -A 

-R / - A  
= G, ( T ,  r ) G ~ - , ( T / ,  ~ ) e ~ ~ p ( ~ > ~ ‘ )  

= 2.irpoPo(r, T’ ,  . (6.26) 

I1 apparaît donc un facteur de phase double de celui qui affecte la fonction 
de Green moyenne. Ceci provient du fait que chacune des deux trajectoires 
électroniques joignant les points T et r’ donne un facteur de phase de même 
signe. Ce facteur 2 est essentiel pour la compréhension des effets du champ 
magnétique sur les propriétés de transport électronique (voir par exemple 
la section 7.6.3). L’équation intégrale (4.43) pour le facteur de structure 
associé au cooperon dépend de la phase et devient : 

r;(r1,r2) = Y e q T 1  - T a )  + - r:(~~,T”)~~(T”,~~,W)e~~~(~”~~2)dr” . 
r e  

(6.27) 
I1 est donc différent de donné par (4.26). À l’approximation de diffusion, 
c’est-à-dire pour des variations spatiales lentes, on peut linéariser cette équa- 
tion. La relation 

7 

et un calcul identique à celui de la section 4.5 conduisent pour rk à l’équation : 

Le facteur de structure I’k obéit donc à une équation de diffusion covariante, 
c’est-à-dire pour laquelle la contribution du champ magnétique est prise en 
compte par la substitution 

m 
V + V + i - A  (6.30) 

411 est cependant important de noter qu’il y a des situations particulières (remarque 
de la p. 224, sections 11.4.4 et 14.2.3) pour lesquelles le diffuson peut dépendre du champ 
appliqué. 
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Cette substitution est analogue à la substitution covariante D + i e A / f i  du 
gradient dans l’équation de Schrodingcr (2.2), mais avec une charge effective 
égale à (-2e) au lieu de ( - e ) .  La forme covariante de l’équation différen- 
tielle (6.29) est aussi similaire à celle obtenue lors de l’établissement des 
équations de Ginzburg-Landau pour un supraconducteur [110] et elle résulte 
simplement de l’exigence d’invariance de jauge. 

I1 reste maintenant à déterminer le cooperon X,. En présence du champ 
magnétique, l’équation (4.44) devient : 

Les fonctions de Green moyennes décroissent exponentiellement sur la lon- 
gueur I,. On peut donc négliger la dépendance en champ de l’intégrale et on 
obtient finalement : 

2 (6.32) 

où la fonction g 2 ( R )  définie par (3.97) est à courte portée et g2(0)  = 1. Les 
équations (6.29) et (6.32) permettent de calculer la contribution du cooperon 
à la probabilité de retour à l’origine en présence d’un champ magnétique. 

‘Te 

Ye 
X ~ ( ~ , T I , ~ )  = - rp ,T)g ( r  -dl  

Remarque importante 

Le cooperon X, n’est pas solution d’une équation de diffusion (puisqu’il est nul dès 
que I T  - T ’ I  > l e ) .  Dans la section 4.6, on a défini la quantité Pc par 

(6.33) Te 

ye 
P ~ ( ~ , ~ ’ , ~ )  = - r i (T ,T’)  . 

D’après (6.29), P, est solution de l’équation de diffusion covariante 

dont on prendra la solution pour T’ = T afin d’en déduire X c ( ~ ,  T, w) = PC(r ,  T, w ) .  

Notons que l’équation de diffusion covariante (6.29, 6.34) a la même struc- 
ture qu’une équation de Schrodinger, moyennant les substitutions : 

- + D  (6.35) 
f i  

2m 
e + 2 e .  

Afin de décrire les effets du champ magnétique sur la probabilité de retour 
à l’origine Pc(r,r,t), on sera essentiellement amené à résoudre cette équa- 
tion pour des géométries bidimensionnelles et pour différentes configurations 

5Cette similarité a été exploitée dans [lo91 
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du champ magnétique. Ainsi, on étudiera successivement le cas d’un champ 
magnétique uniforme, celui d’un anneau ou d’un cylindre et, dans le com- 
plément C6.1, celui d’une ligne de flux magnétique traversant un plan. On 
calculera la probabilité de retour Pc(r, r, t )  et le noyau de la chaleur Zc(t)  
donné par (5.5) où {E,} sont les valeurs propres de l’équation (6.34). 

Remarque 

Dans l’introduction à ce chapitre, on a vu que le diffuson pouvait être déphasé lorsque 
les deux amplitudes qui le composent correspondent à des réalisations différentes 
du désordre. De même, il existe des situations où les amplitudes qui constituent le 
diffuson ou le cooperon correspondent à des champs magnétiques dzfiérents B et B’. 
Dans ce cas, les combinaisons du type G ~ ( T ,  T ’ ,  B ) G ~ - , ( T ’ ,  T ,  B’) qui constituent 
le diffuson contiennent un facteur de phase lié à la dzfiérence des phases associées à 
chaque amplitude : 

(6.36) 

où (O(T,T’)  = -2 sr A.dl et c p ’ ( ~ ,  T ’ )  = -2 sr’ A’.dZ. Par contre, les combinaisons 

de la forme G, ( T ,  T ’ ,  B ) G , - u ( ~ ,  T ’ ,  B’) qui constituent le cooperon contiennent un 
facteur de phase lié à la somme des phases cp et cp’ : 

-R G, ( T ,  T I ,  B ) G ~ - ~ ( T ’ ,  p, B’) = G ~ ( T ,  T ’ ) G ~ - ~ ( T ’ ,  p ) e ’ [ ~ ( “ ~ ’ ) ~ ~ ’ ( ~ ~ ~ ’ ) 1  

r’ 

-R - A  

-R G, ( T ,  T ’ ,  B)G~-, (T,  Y’, B’) = G ~ ( T ,  T’)G~-,(T,  T’)e~[~( r , r ’ )+~’ ( r , r ’ ) ]  (6.37) 

pc et Pd sont donc solutions de l’équation différentielle : 

( - iw - D [V,, + ie [A(r’) f A’(T’)]] ’) Pc,d(ri Y’, w )  = 6 ( ~  - T ’ )  . (6.38) 

Le diffuson dépend des champs magnétiques B et B’, sauf ci ceux-ci sont égaux, 
auquel cas on retrouve l’équation différentielle (6.34) pour le cooperon. 

ri 

6.3 Probabilité de retour à l’origine 
dans un champ magnétique uniforme 

Considérons la diffusion d’un électron dans un milieu bidimensionnel in- 
fini soumis à un champ magnétique uniforme B perpendiculaire au plan. Afin 
d’obtenir l’effet du champ sur le cooperon, il faut résoudre l’équation de dif- 
fusion covariante (6.34). Ses valeurs propres sont les solutions de l’équation 
de Schrodinger d’une particule libre de masse m = h/2D et de charge -2e 
dans le champ uniforme B ,  moyennant la substitution (6.30). On obtient ainsi 
les valeurs propres E, de l’équation de diffusion et leur dégénérescence g, à 
partir de celles de l’équation de Schrodinger (les niveaux de Landau) : 

énergie + fréquence (6.39) 
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où n est un entier naturel ‘. Ces niveaux sont infiniment dégénérés pour un 
plan infini et, par unité de surface S ,  on a 

(6.40) 

La probabilité intégrée de retour à l’origine ZJt) associée au cooperon 
s’obtient à partir de la fonction de partition (5.5) pour une particule libre de 
masse m = h/2D et de charge (-2e) dans un champ magnétique. le temps 
jouant le rôle de l’inverse de la température. On obtient : 

BS/40 &(t ,B)  = . sinh(4?rBDt/q!1~) 
(6.41) 

où on note 4 0  = h/e  le quantum de flux. On vérifie que 2, est effectivement 
sans dimension et qu’elle s’exprime en fonction du flux 47rBDt à travers la 
surface 7r(R2(t)) engendrée par une trajectoire brownienne après un temps t. 
Dans la limite B + O, on retrouve bien le résultat (5.22) pour la diffusion 
libre dans un plan infini : S/(47rDt). Le comportement aux temps longs de 
Z,(t, B) est de la forme 

où le temps caractéristique TB est donné par 

(6.42) 

(6.43) 

A ce temps on peut associer la longueur magnétique L B  = Jm qui 
joue ici le rôle de la longueur de coupure L, introduite dans la section 5.2.2. 
Contrairement au cas de la diffusion libre dans un plan, le temps de récurrence, 
c’est-à-dire le temps passé autour de l’origine, ne diverge plus avec la taille 
du système. I1 est donné par : 

(6.44) 

On peut interpréter le résultat (6.41) de la façon suivante : Z,(t, B) me- 
sure la probabilité de retour à l’origine après un temps t, intégrée sur tout 

GNoter que malgré l’utilisation de la même notation, E,, on décrit une énergie dans le 
cas de l’équation de Schrodinger et une fréquence dans celui de la diffusion. 



226 Chap. 6 : Déphasages 

l’espace. Elle résulte de la somme des contributions des trajectoires brow- 
niennes fermées, chacune d’elles étant affectée d’un facteur de phase e-’% 
proportionnel au flux BA qui la traverse, d étant la surface algébrique limitée 
par cette trajectoire. On peut donc récrire Z,(t, B) comme la transformée de 
Fourier : 

’ 4rr B A  

+00 

ZJt, B) = Z ( t )  / P(d, t )  cos (E..) dd (6.45) 
-00 

(6.46) 

où P(d, t )  est la distribution de probabilité (normée à 1) de l’aire algébrique 
A contenue à l’intérieur d’une courbe brownienne fermée au bout du temps 
t. Sous cette forme, on constate effectivement que le déphasage associé à un 
champ magnétique uniforme se met sous la forme (6.1) annoncée. La trans- 
formée de Fourier inverse de (6.45) 

P(A , t )  = - w c o s  (ZBA) dB 
4 0  -03 

conduit à 

7r 1 
4Dt cosh2 

P(d, t )  = ~ (6.47) 

Cette distribution est connue sous le nom de loi de Lévy des aires algébriques. 

Exercice 6.1 : Vérifier que, pour la loi de Lévy des aires algébriques (6.47), on a 
(A) = O et que l’aire typique varie linéairement avec le temps : 

La probabilité totale de retour à l’origine dans un champ uniforme est la 
somme des contributions du diffuson et du cooperon. Elle s’écrit donc, 

[ 4 ~ i t  + sinh(4~BDt/40)  1 Z ( t ,  B) = S - (6.48) 

En champ nul, cette probabilité est le double de la probabilité classique. Pour 
un champ tel que BDt E 4 0 ,  la contribution du cooperon disparaît. Ce résultat 
s’interprète simplement. Au bout d’un temps t, la distance typique associée 
à une trajectoire brownienne est (R(t)2)  = 4Dt et la surface typique décrite 
par une particule brownienne est d(t) = 7r(R(t)2) = 47rDt. On voit donc que 
la contribution du cooperon disparaît dès qu’il y a un quantum de flux dans 
une aire A(t). 
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6.4 Probabilité de retour à l’origine 
pour un flux Aharonov-Bohm 

Le cas d’un champ magnétique uniforme décrit une large variété de situa- 
tions physiques, en particulier le transport dans des films métalliques désor- 
donnés (section 7.5). Une autre situation importante est celle où le champ 
peut-être décrit par un flux Aharonov-Bohm. On se restreint ici aux géomé- 
tries de l’anneau et du cylindre. Le cas du plan infini traversé par une ligne 
de flux est décrit dans le complément C6.1. 

6.4.1 L’anneau 

FIG. 6.1 - Anneau traversé par u n  JEUX magnétique Aharonov-Bohm 4. Le JEUX 
adimensionné est cp = $ /$O.  

Considérons la diffusion multiple d’un électron le long d’un anneau de 
périmètre L = 27rR et de section r a z  (avec L >> a )  traversé par un flux 
Aharonov-Bohm 4 (fig. 6.1). On suppose a >> 1, de sorte que la diffusion est 
tridimensionnelle avec un coefficient D = v ~ 1 , / 3 .  Aux temps courts devant 
le temps de Thouless a 2 / D  associé à la dimension transverse a,  la diffusion 
est tridimensionnelle et isotrope. Par contre aux temps plus longs, elle devient 
unidimensionnelle et anisotrope (voir la section 5.5.4). C’est la limite que nous 
considérons ’. Le potentiel vecteur dans cette géométrie est azimuthal et, en 
supposant que a < L,  il ne varie pas dans l’anneau et s’écrit : 

A =  -eo 4 (6.49) 

où qh est le flux magnétique à travers l’anneau. Puisque le potentiel vecteur 
est constant, le champ magnétique est nul. I1 n’y a donc plus de force de 

L 

7 0 n  rappelle que, même si la diffusion est unidimensionnelle, le mouvement des électrons 
est tridimensionnel puisque la longueur d’onde X p  reste très inférieure à a. 
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Lorentz sur les électrons et l’approximation eikonale (champ faible) devicnt 
exacte. Les modes propres de l’équation (6.34) sont donnés par les solutions 
de l’équation : 

-D(V + 2i7rcp)2$,(z) = E,&(z) (6.50) 

avec la condition de continuité 

c’est-à-dire 

2 (6.52) 

où cp = 4/40. L’entier n E 2Z est le moment angulaire (voir section 5.6.1) et 
E, = D / L 2  est la fréquence de Thouless (5.35). Le noyau de la chaleur pour 
le cooperon s’écrit donc : 

47r2 
E,  = D-(n - 2 p )  

L2 
= 4.ir2Ec(n - 2 ~ ) ~  

(6.53) 
n=-m 

La transformation de Poisson (15.95) permet d’exprimer 2, en fonction du 
nombre de tours m le long de l’anneau 

Chaque harmonique 

P(m,t)  = ~ e - m 2 L 2 / 4 D t  

&GE 
(6.55) 

de ce développement représente la probabilité de retour à l’origine après m 
tours autour de l’anneau (section 5.6.1). I1 est donc possible de mettre 2, sous 
la forme (6.1) soit 

z,(t, 4) = ~ ( t )  ( e i m p )  . (6.56) 

Cette formulation est tout à fait analogue à la représentation (6.46) du co- 
operon pour un champ magnétique uniforme en fonction de la distribution 
des aires algébriques P(d, t ) .  La quantité qui est ici couplée au flux magné- 
tique est le nombre de tours. I1 est possible d’obtenir ce résultat à partir de la 
représentation fonctionnelle de la diffusion (section C6.2.2) en exprimant la 
contrainte que dans la loi de diffusion le nombre de tours est fixé. Le nombre 
typique de tours effectués après un temps t est : 

2Dt t 
(m2(t)) = - = 2 -  

L2 70 
(6.57) 
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où 70 = L 2 / D  est le temps de Thouless. La probabilité totalc dc retour à 
l’origine, qui inclut le diffusori et le cooperon, s’écrit : 

et admet les deux comportements limites suivants : 

t << 70 : puisque 70 est le temps typique pour faire un tour de l’anneau, 
seul le terme m = O contribue de manière significative à la somme. La 
probabilité de faire un ou plusieurs tours est nkgligeable. La dépendance 
en fonction du flux est donc aussi negligeable et 

(6.59) 

O t >> 70 : la somme sur m peut être remplacée par l’intégrale gaussienne 

dm e-Tn2L2/4Dt ( 1 tcos47rrny) . (6.60) 

La probabilité de retour devient, à petit flux : 

Dans ce cas, le nombre d’enroulements est grand. Ne contribue à la 
probabilité que le mode zéro (n = O) qui, pour le cooperon, acquiert 
une valeur finie en présence d’un flux, ce qu’on retrouve directement à 
partir de l’expression (6.53). 

Cette dualité entre modes de diffusion et nombres d’enroulements a été 
discutée dans la section 5.6.1. Ces comportements limites sont visibles sur la 
figure 6.2. 

6.4.2 Le cylindre 
Un autre cas important est celui d’un cylindre de périmètre L,  d’épaisseur 

a et de hauteur L,  traversé par une ligne de flux (fig. 6.3). On suppose que 
a < L,  L,, de sorte que la diffusion puisse être considérée comme bidimension- 
nelle et que la probabilité n’ait pas de dépendance radiale. De plus, puisque 
a << L ,  le potentiel vecteur n’a qu’une composante azimuthale constante dans 
l’anneau : 

A = - e e  4 . (6.62) 
L 

Dans la direction 5 ,  c’est-à-dire le long de l’anneau, les conditions aux limites 
périodiques impliquent qa = %(n - 2p) avec n E Z, comme pour l’anneau. 
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FIG. 6.2 ~ Contributions du difluson Pd(t, cp) et du cooperon P,(t, cp) à la probabilité 
de retour à l’origine sur un anneau, avec cp = 4/40. Le diffuson est indépendant du 
flux. Le cooperon e n  dépend peu lorsque t < TD, et pour t > TD il oscille avec la 
période 4012. Il est négligeable lorsque fi < cp < f - fi. 

L 

FIG. 6.3 - Cylindre traversé par un flux magnétique Aharonov-Bohm 4. 

Dans les deux autres directions y et z ,  les modes sont quantifiés par les condi- 
tions aux limites de Neumann (section 5.5.2) : qn = Fnz où n, E N. De plus, 
seul le mode qy = O contribue dans la direction radiale y, puisque la diffusion 
y est uniforme. 

Les valeurs propres de l’équation de diffusion (6.34) sont alors données par 

(6.63) 
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et la fonction de partition associée s’écrit sous la forme factorisée : 

(6.64) 

On peut distinguer deux géométries particulières : 

O Cylindre court : L,  < L,. Dès que t > Lz/D,  on a une diffusion uni- 
forme le long de z ,  la première somme est dominée par le mode n, = O 
et on retrouve le cas de l’anneau (6.54). 

O Cylindre long : L,  >> L,. Tant que t < Lz/D,  la diffusion dans la 
direction z est libre et on obtient : 

6.5 Couplage spin-orbite et impuretés 
magnet iques 

Jusqu’à présent on a supposé que l’hamiltonien électronique était indépen- 
dant du spin. En fait, un électron de vitesse r se déplaçant dans un potentiel 
u ( r )  est soumis à un champ électrostatique tel que -eE = -Vu. I1 apparaît 
dans le référentiel propre un champ magnétique B = -$r x E .  L’interaction 
du spin avec ce champ magnétique est de la forme - p g B . S ,  et elle conduit à 
un terme supplémentaire dans l’hamiltonien (2.1) : 

‘FI3o = - fi. Z.(V?J(r) x T) 
4mc2 

(6.66) 

Les composantes de l’opérateur 3 sont les matrices de Pauli u,, uy et oz, dont 
les expressions sont rappelées en (15.33). L’importance de ce couplage, appelé 
spin-orbite, dépend des impuretés considérées et augmente quadratiquement 
avec leur numéro atomique [ill]. 

Par ailleurs, dans un métal, les électrons peuvent aussi interagir avec des 
moments magnétiques localisés. Cette interaction locale est décrite par un 
hamiltonien de la forme 

‘FI, = JG(T)s t .Z  ’ (6.67) 

où S est le spin d’une impureté et Z est l’opérateur dont les composantes sont 
les matrices de Pauli. 

+ 

sDans l’argument simple qui conduit à (6.66), il manque un facteur 1/2 dont l’origine 
provient de la précession de Thomas. 
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On cherche maintenant à déterminer la forme du diffuson et celle du co- 
operon en présence de couplage spin-orbite et d’impuretés magnetiques Pour 
cela, on doit tout d’abord modifier le temps de collision élastique I ,  afin de 
tenir compte des potentiels de diffusion associés à ces nouveaux couplages. 
Puis on étudie les facteurs de structure associes au diffuson et au cooperon. 
Chacun est solution d’une équation intégrale dont la diagonalisation fait ap- 
paraître explicitement les propriétés de symétrie du spin 1/2. On développe 
ici la présentation de la référence [ l i a ] .  Une autre présentation [113], plus 
qualitative, est developpée dans le complément C6.4. 

6.5.1 Potentiel d’interaction 
L’interaction spin-orbite constitue un potentiel de diffusion supplémentaire 

pour les électrons. La section efficace associée s’obtient à partir des éléments 
de matrice de l’hamiltonien d’interaction spin-orbite (6.66) évalués pour les 
états lka) correspondant à un électron de vecteur d’onde k et de spin Q : 

(6.68) 

où v(k - k’) ,  transformé de Fourier du potentiel u ( T ) ,  est pris constant. On 
note ces éléments de matrice sous la forme 

(ka~’Ft,,lk’/?) = iv,, & p . ( i  x k ) 
..I 

(6.69) 

avec k = k/lc et Zao = (aIZl/?). 

est décrite par l’élément de matrice : 
De même, l’interaction du spin électronique avec une impureté magnétique 

( k ~ ~ l ’ F t ~ l k ’ p )  = JS.Zcxp (6.70) 

qui ne dépend pas des vecteurs d’onde puisque l’interaction correspondante 
est locale. En regroupant ces éléments de matrice on obtient : 

I I 

avec la propriété vap(k, k’)  = upa(k’, k ) .  Ce potentiel généralise le potentiel 
de diffusion scalaire décrit par uo dans le cadre du modèle d’Edwards (sec- 
tion 2.2.2). Ici, on se ramène à nouveau à un modèle gaussien en prenant la 
limite d’une forte densité ni d’impuretés faiblement diffusantes ’. Ce modèle 

911 n’y aucune raison pour que les densités d’impuretés statiques, d’impuretés à fort cou- 
plage spin-orbite (numéro atomique grand) et d’impuretés magnétiques soient identiques. 
On garde cependant la même notation n, pour chacune d’elles. Cela est sans grande im- 
portance puisque l’on se place dans le cadre du modèle gaussien, c’est-à-dire dans la limite 
où la densité nt tend vers l’infini et le potentiel vers zéro. 
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gaussien est maintenant entièrement caractérisé par le paramètre 

B<rD,y6(k  k’)  = % % y ( k  k’)u;6(k k’)  

qui généralise ainsi la relation (2.41). 
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(6.72) 

Remarque  : Théorème  de réciprocité 

O Couplage spin-orbite 

En présence de couplage spin-orbite, le théorème de réciprocité énoncé en (2.112) 
pour le cas de la diffusion simple, s’écrit, pour un électron de spin u [114] : 

Tdzr(IC,a; IC’,o’) = (-l)‘-u’Treu(-IC’, -a’; -IC, -0) . (6.73) 

Cette relation implique que les amplitudes associées aux processus direct 
Tdzr(IC, u; le’, a’) et inverse Treu(k, a; IC’, u’)  sont égales (à un signe près) si 

/ c ’ = - l e  et u ’ = - u  . (6.74) 

Le couplage spin-orbite préserve donc l’invariance par renversement du sens du temps. 
Mais le spin doit changer de signe entre les deux trajectoires conjuguées par renver- 
sement du sens du temps. 

O Impure tés  magnétiques 

Les spins { S j }  constituent des degrés de liberté internes des diffuseurs et c’est main- 
tenant l’ensemble (électron + diffuseurs) qui doit obéir au principe de réciprocité. 
Pour un électron de spin a,  le théorème de réciprocité, énoncé en (2.113) pour le cas 
de la diffusion simple, s’écrit [114] : 

Tdil.(k,u,{s,};k’,a’,{S,}’) = 

(-l)‘~u’(-l)cJ~s~~s~~Treu(-IC’, -e’, {-,Y;}; -le, -u, {-Sj}) . (6.75) 

Les amplitudes associées aux processus direct et inverse sont égales si 

Tüzr(k0 ,  {Sj}; k’,u’, ($1) = T r e u ( k  6, { S j } ;  IC’,u’, CS:}) (6.76) 

c’est-à-dire lorsque 

k‘ = -le u’ = -u s; = -s, . (6.77) 

I1 faut donc que les signes de tous les spins soient changés. Cette condition ne peut pas 
être réalisée pour une configuration donnée des diffuseurs. Les amplitudes associées 
aux deux trajectoires ne peuvent donc pas être identiques : le couplage aux impuretés 
magnétiques brise l’invariance par renversement du sens du temps. 

6.5.2 Temps de collision 
En présence d’impuretés magnétiques et de diffusion spin-orbite, le temps 

de collision re est modifié. Le nouveau temps, noté rtot, est encore relié à la 
partie imaginaire de la self-énergie donnée par le diagramme de la figure 6.4. 
En utilisant les résultats de la section 3.2.2, en particulier la relation (3.72), 
on obtient 

1 
- = -1mCF = .rrpo x(&,,pp(k,  I C ’ ) )  = .rrponi x ( l ~ ~ p ( I C , k ’ ) 1 ~ )  (6.78) 

4 P 2TtOt 
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où ( . . . ) désigne la moyenne angulaire prise à la fois sur les directions k’ du 
vecteur d’onde et sur les directions du spin s des impuretés magnétiques. 
Compte tenu de (6.71)’ le temps de collision rtot cst tel que 

1 1 1 1  - = - + - + -  
Ttot T e  ~ S O  rni 

avec lo 

(6.79) 

Les contributions à l’inverse du temps de collision sont donc additives. Ceci 
constitue la règle de Matthiessen (remarques p. 92 et p. 295). 

k k ‘  k k’ k 

FIG. 6.4 - a) Représentation du potentiel d’interaction vaa(k, k’). b) Diagramme 
donnant, à l’ordre le plus bas, la self-énergie Cp de l’électron en  présence de spin- 
orbite et d’impuretés magnétiques. 

Comme dans le cas d’un potentiel scalaire (relation 3.3)’ on introduit la 
notation 

qui prend la forme 

l o o n  utilise pour cela la relation 

( s 2 )  ((s.A)(s.B)) = -A.B 
3 

(6.82) 

(6.83) 

(6.80) 

pour tous vecteurs A et B. On note ( .  . . ) la moyenne angulaire sur s. Par ailleurs, ü2 = 3. 
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avec 
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(6.84) 

Remarque : Impuretés magnétiques et effet Kondo 

Pour décrire le couplage du spin électronique à celui des impuretés magnétiques, 
l’approximation de Born est insuffisante. Kondo a montré que, à l’ordre suivant en 
perturbation, la constante de couplage est modifiée sous la forme (1151 

Le temps de vie T~ est donc modifié en conséquence 

(6.85) 

(6.86) 

Pour un couplage antiferromagnétique ( J  < O),  ceci conduit, lorsque la température 
décroît, à une augmentation de la résistance électrique. La correction logarithmique 
fait apparaître une température appelée température de Kondo et donnée par 

TK = c ~ ~ - ~ / ~ ~ J I P O  . (6.87) 

En fait, les termes suivants de la série de perturbation sont tous du même ordre et, 
pour les températures approchant T K ,  le développement en perturbation diverge et 
doit être resommé. Nous ne détaillons pas ici les différentes approches qui ont permis 
de résoudre ce problème [115]. Cet effet peut être bien décrit par une constante 
d’échange effective dépendant de la température [116,117] : 

(6.88) 
1 

1 /2  
J d J ( T )  = 

2po [In’& + S ( S  + 1 ) 4 ]  

conduisant à une dépendance en température du temps de vie rm(T) de la forme [lis] 

(6.89) 

1 Ainsi lorsque la température diminue, le temps caractérisque -rm(T) décroît, avec un 
minimum autour de la température de Kondo. 

6.5.3 Facteur de structure 
Pour construire les facteurs de structure associés au diffuson et au co- 

operon, il est important de distinguer les situations où ces objets appa- 
raissent dans des quantités moyennes (comme la conductance moyenne) ou 
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pour les fluctuations de ce5 quantités (comme les fluctuations de conductance 
au chapitre 12). Dans le premier cas, les deux trajectoires constitutives cor- 
respondent à la même configuration de désordre et d’impuretés magnétiques. 
Dans le second cas, on apparie deux trajectoires correspondant à des sys- 
tèmes physiques daflérents. La configuration de spin des impuretés est donc 
différente. Cette distinction joue un rôle important. Dans le premier cas, la 
moyenne (S2) sur les spins des impuretés est finie. Dans le second, les deux 
configurations de spin étant différentes, la correlation (5’s’) est nulle. Les deux 
trajectoires ne sont donc pas reliées par des lignes d’impuretés magnétiques. 

0 Vertex élémentaire d’interaction 

Comme dans le cas du potentiel scalaire (chap. 4), le diffuson et le cooperon 
s’obtiennent à partir de leur facteur de structure respectif, la nouveauté étant 
qu’il faut en plus spécifier les états de spin entre chaque collision (fig. 6.5). 
L’équation intégrale pour le facteur de structure a maintenant la forme repré- 
sentée sur la figure 6.6. Le vertex élémentaire d’interaction dépend maintenant 
de quatre états de spin et son amplitude = ( B ( k ,  k’) )  = n,ui dans le cas 
sans spin est remplacée par la quantité suivante : 

dans le cas du diffuson. I1 est à noter que la moyenne du vertex élémentaire 
de collision est prise à chaque pas de la séquence de diffusion multiple. Les 
indices (ao) et (76) décrivent respectivement les états de spin électroniques 
avant et après la collision (fig. 6.6). Pour le cooperon, il faut inverser k et k’, 
et les spans /3 et 6 de sorte que : 

FIG. 6.5 ~ Représentation des vertex élémentaires (B$JS6(IC, I C ’ ) )  d’interaction as- 
sociés respectivement a) au diffuson et b)  au cooperon. 
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Moyenne 

A ( d )  = Yrn + YsO 
3% 

37, 
A( - C )  - Ym - 
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Fluctuations 

YS0 A(C) - 
3% 

a Y 6 0  a Y 6 0  
p-r” . . .  . . .  . . .  . . .  

rtt“ . . .  . . .  . . .  . . .  

a Y a y  a U Y  

FIG. 6.6 ~ a) Exemple d’appariement de deux amplitudes de diffusion multiples cor- 
respondant à des séquences de spin différentes. b) Équation intégrale pour le facteur 
de structure raoB,?6. Le vertex élémentaire est de la forme ye baO,?6 .  

À partir des éléments de matrice v,p(k,k’)  du potentiel d’interac- 
tion (6.71) et de la relation (6.80)’ le calcul des moyennes angulaires conduit à : 

(.“:ys) = Ye b@+) ,P,Y6 (6.92) 

où on introduit deux tenseurs d’ordre 4 sans dimension b$:is associés respec- 
tivement au diffuson et au cooperon : 

(6.93) 

Les coefficients sont différents selon que l’on considère des diffusons 
(ou des cooperons) associés à une m ê m e  configuration (pour le calcul d’une 
quantité physique moyenne) ou à des configurations différentes (pour le calcul 
de fluctuations) de désordre : 

(6.94) 

On note que pour les fluctuations, les deux trajectoires constitutives du diffu- 
son ou du cooperon ne sont pas reliées par des lignes d’impuretés magnétiques, 
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ce qui revient à prendre -ym = O. Le terme lié à l'interaction spin-orbite est 
posztzf pour le diffuson et négatif pour le cooperon. Ce changement de signe 
résulte du retournement d'une des deux séquences pour le cooperon. Dans la 
base lap >= I + + >, I + - >, I - + >, I - - >, les deux tenseurs bap,,& 
s'écrivent sous la forme matricielle l1 

( 4 c )  

1 0 0 0  1 0  O 2  

b ( d ) =  [ O  O 0 1 0  O )  +A(d) ( O - '  O O - 1 0  O )  (6.97) 

O 0 0 1  2 0  O 1  

1 0 0 0  1 0  O 0  
b(c) = [ O  O 0 1 0  O )  +A(") [ O - '  O 2 - 1 0  O )  

0 0 0 1  O 0  O 1  

(6.98) 

0 Équation intégrale 

Le facteur de structure obtenu par itération du vertex élémentaire d'inter- 
action dépend maintenant de quatre états de spin. On le note I 'ap,yb(q)  où 
les indices (a,@ et (76) décrivent respectivement les états de spin initiaux et 
finaux. L'équation intégrale pour le diffuson et pour le cooperon dans l'espace 
réciproque (4.81 et 4.91) se généralise sous la forme 

Ye 
rcup,yb(q) = Ye bcup,yô + G P ( ~ ) G P ( ~  - q )  r a p , p v ( q )  bpu,yb . (6.99) 

w,v,k 

On rappelle quc le produit des fonctions de Green moyennes est relié à 
la probabilité Po(q) par la relation (4.68). Ainsi, l'équation intégrale, pour le 
diffuson comme pour le cooperon, prend la forme 

avec w(q)  = 2~pOy,Po(q) = Po(q)/Te. La probabilité Po(q) est ici définie à 
l'aide des nouvelles fonctions de Green moyennes caractérisées par le temps 

(6.95) 

(6.96) 

12Afin d'alléger les notations, on choisit de faire le calcul à fréquence nulle. Par ailleurs, 
lorsqu'il n'y a pas ambiguïté, on ne précise pas l'indice (d )  ou (c) pour le diffuson ou le 
cooperon. On rappelle que G t  (q  - k) = G t  (k - q ) .  
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de collision rtot. Dans la limite diffusive, le développement de Po(q) s’écrit 
Po (q )  e rtot (1 - Dq2rtot) ,  avec une nouvelle expression du coefficient de dif- 
fusion 

D = -2iFTtot 1 2  . (6.101) 
d 

La fonction w(q)  varie comme 

1 n o t  Ye 2 w(q)  = -Po(q) e -(i - Dq2rtot) = -(1 - Dq rtot) . (6.102) 
Te  Te  Ytot  

6 Remarque : Equation de Bethe-Salpeter 

Le facteur de structure associé au diffuson (ou au cooperon) est obtenu en itérant 
un vertex élémentaire d’interaction (B,p,?s) (6.90) construit à partir du produit des 
deux amplitudes complexes de diffusion (ou wa7uip pour le cooperon). Ce 
produit, qui correspond à quatre valeurs a priori distinctes du spin, est plus général 
que la section efficace différentielle donnée par wa,juap. L’équation intégrale (6.100) 
obtenue en itérant le vertex élémentaire d’interaction est connue dans la littérature 
sous le nom d’équation de Bethe-Salpeter (voir note 6, p. 111 et équation 4.156). Elle 
est l’équivalent, pour le facteur de structure, de l’équation de Dyson pour la fonction 
de Green moyenne (chap. 3). Dans la limite d’un potentiel scalaire, c’est-à-dire sans 
degré de liberté supplémentaire, le vertex élémentaire d’interaction se ramène à la 
section efficace différentielle. 

0 Diagonalisation 

Afin de résoudre l’équation intégrale (6.100), il faut la diagonaliser. Pour 
cela, il faut d’abord diagonaliser le tenseur b afin d’obtenir une équation iri- 
tégrale dans chaque sous-espace associé à chaque valeur propre bJ du vertex 
élémentaire : 

rJ (4 )  = Ye b J  f rJ (4 )  b J  w(q) . (6.103) 

À l’aide de (6.102), on obtient les modes propres 

avec 

ou encore 

(6.104) 

(6.105) 

(6.106) 

En rétablissant la fréquence w ,  on obtient des pôles de la forme - iw + Dq2 + 
l / r J .  Ces modes propres sont donc atténués, c’est-à-dire qu’ils ont une dé- 
pendance temporelle qui décroît exponentiellement avec un temps caractéris- 
tique 75. 
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Finalement, on obtient le facteur de structure FCypIys(q) à partir des rJ 
et des formules habituelles de changement de base. On étudie maintenant 
séparément les cas du diffuson et du cooperon. 

2 Remarque : Symétries du diffuson et du cooperon 
r 
j Le facteur de structure résulte de l’itération d’un vertex élémentaire d’interaction. I1 
E est intéressant de noter que ce facteur de structure reproduit à l’échelle macroscopique 
$ les symétries du problème quantique microscopique sous-jacent (singulet ou triplet) 

Ce n’est pas a prwrz évident puisque le facteur de structure a été construit comme 
! un objet classique (chap 4) 

6.5.4 Le diffuson 
La diagonalisation de la matrice (6.97) qui décrit le vertex élémentaire 

se fait dans la base singulet-triplet. Elle permet d’obtenir les deux valeurs 
propres 

b t )  = 1 + 3 A ( 4  
(d l  = 1 - A(‘=) . b, 

La première, non dégénérée, correspond au vecteur propre 

(6.107) 

(6.108) 

La seconde est dégénérée trois fois et correspond aux vecteurs propres 

(6.109) 
- 

IT2) = 

La base de vecteurs << singulet )) et << triplet )) est ici inhabituelle. Elle corres- 
pond, non pas à l’addition de deux spins, mais à l’addition d’un spin et d’un 
autre avec une conjugaison complexe 1 3 .  À l’aide des coefficients de change- 
ment de base, on obtient pour bmB,,, (4  la décomposition suivante : 

(6.110) 

Étant donnees les valeurs propres (6.107) du vertex élémentaire bap,y6 (4  , on 
obtient, à l’aide de (6.106), les temps caractéristiques pour le diffuson et le 

13L’action de la Conjugaison complexe sur un état propre du spin en représentation oz 
est donnée par l’opérateur K = e-2$<rY = -zoy, de sorte que KI+) = I-) et KI-) = 
-I+) [119], d’où les expressions inhabituelles des états singulet (6.108) et triplet (6.109). 
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cooperon dans les canaux singulet et triplet. Selon que les trajectoires appa- 
riées correspondent à des configurations de désordre identiques ou différentes, 
les coefficients prennent des valeurs différentes (6.94). Ainsi, dans la 
limite où les effets du spin-orbite et des impuretés magnétiques sont faibles, 
c’est-à-dire pour rtot P re, les temps caractéristiques sont donnés par : 

Moyenne 

I 1  4 4 +- 
$1 - 37,, 3Tm 1 --- 

Fluctuations 

(6.111) 

Les deux modes correspondants, singulet et triplet, sont donnés par la 

pour le diffuson correspondant à une même configuration de désordre : 
relation (6.104) : 

pour le diffuson correspondant à des configurations de désordre dzflé- 
rentes : 

On note que le diffuson constitué par l’appariement de trajectoires identiques 
reste un mode de Goldstone (sections 6.1.3 et 6.5.6). À l’aide de ces expres- 
sions, on déduit les facteurs de structure associés à des deux diffusons : 

(6.114) 

Ainsi, l?yi,T6(q) dépend de la diffusion spin-orbite et des inipurctés ma@- 
tiques. Ce résultat est important car il montre que IC diffuson qui est a przorz 
un objet classique peut être déphasé en présence de spin-orbite ou d’impuretés 
magriét iqucs. 

6.5.5 Le cooperon 

Pour diagonaliser le facteur de structure associé au cooperon, on cherche 
d’abord les valeurs propres du vertex élémentaire d’interaction b$,,6, c’est-à- 
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dire que l’on diagonalise la matrice (6.98)’ ce qui se fait dans la base singulet- 
triplet, 

1 
IS) = -(I  + -) - I - +)I  Jz 

(6.115) 

Les deux valeurs propres correspondantes s’obtiennent aisément 

0s:) = 1 - 3A(“) 

b$) = 1 + A(c) 

et à l’aide des coefficients de changement de base 

(6.116) 

(6.1 17) 

on obtient pour btj,,6 la décomposition suivante : 

bu;,,, = 
1 
2 + b$))d,,bfi~ + T(bT (c:) - bS‘))ij 6 Br . (6.118) 

Remarque : Changement de base et coefficients de Clebsch-Gordan 

Les coefficients de changement de base de la relation (6 117) ne sont autres que les 
coefficients de Clebsh-Gordan De façon générale, pour des particules de spin j (ici 
j = 1/2) ,  on diagonalise l’équation du diffuson selon les états propres du spin total 

>I J I1 y a donc 2 j  + 1 valeurs possibles de J comprises entre J = O et J = 23 Ces 
états J sont 2.1 + 1 fois dégénérés Ainsi, pour le spin, l’état J = O est non dégenéré 
(singulet) et l’état J = 1 est trois fois dégénéré (triplet) Le changement de base est 

2 de la forme 
1 

(6.119) 
J m=-J  

où les coefficients CAYm, = ( j j m i m z I J m )  sont les coefficients de Clebsh-Gordan. 
: Dans le cas présent, b J ,  ne dépend pas de m Pour décrire la diffusion multiple 

d’une onde polarisée, on aura à résoudre le même genre d’équation intégrale maib 
avec 3 = 1, ce qui conduira à trois valeurs possibles de J J = O non dégénéré, J = 1 

! de dégénérescence 3 et J = 2 de dégénérescence 5 (voir la section 6 6) 

Le facteur de structure l?cj,,6(q) a la même structure que le vertex élé- 

mentaire b$ donné par (6.118) et il admet donc la décomposition >Y6 
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Les valeurs propres du vertex élémentaire ba j ,y6  sont données par (6.116). 
À l’aide de la relation (6.106), on en déduit les temps caractéristiques pour le 
cooperon dans les deux canaux, singulet et triplet. Ces temps caractéristiques 
sont différents selon que le cooperon apparie des trajectoires appartenant à 
une même configuration ou à des configurations différentes. Dans la limite 
rtot rx re, on obtient : 

Fluctuations 

(6.121) 

Le facteur de structure du cooperon se décompose donc selon les modes 
propres singulet et triplet, 

0 pour une même configuration de désordre : 

0 pour des configurations de désordre différentes 

On remarque que la diffusion spin-orbite n’affecte pas le canal singulet du 
cooperon r$’(Q) et qu’en l’absence d’impuretés magnétiques (rm + m)’ on 
retrouve le cas du potentiel scalaire (4.94) ’*. 

6.5.6 La probabilité de diffusion 

On a construit deux objets constitués par l’appariement de deux ampli- 
tudes ayant des configurations de spin indépendantes. Ceci a permis de som- 
mer indépendamment sur les états de spin intermédiaires dans l’itération du 
processus de diffusion élémentaire, d’où la forme simple de l’équation inté- 
grale (6.100). 

La probabilité classique Pd est de nature particulière. Elle s’obtient en 
appariant deux amplitudes de diffusion multiple avec des configurations de 
spins identiques à chaque pas de l’itération (fig. 6.7.a). Par conséquent. le 

14La constante de diffusion (6.101) est néanmoins modifiée par le couplage spin-orbite. 
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Y 6  Y 6  

FIG. 6.7 - (a)  Diffuson P d  et (b)  cooperon X ,  avec une interaction dépendant du 
spin. 

factcur de structurc associé est solution de l'équation (6.100) dans un sous- 
espace de dimension 2 : 

(6.124) 

avec 
(6.125) b ( 4  Ym +  so + 

aa,pp = + gap .spa 
3% 

qui admet la représentation matricielle l5 

(6.127) 

Ce tenseur admet les deux vecteurs propres $(I + +) + I - -)) et '(1 + 
+) - I - -)) avec les valeurs propres b g )  et données par (6.107). La 
relation (6.105) montre que le mode singulet n'est pas atténué (c'est le mode 
de Goldstone 16) et que le mode triplet est caractérisé par le temps ~ g '  donné 
par (6.111). 

Jz 

La solution de (6.124) s'écrit : 

1 
2 r(4 aa,pp = r T L p  + -(rs - rT) . (6.128) 

Ainsi, si on considère un faisceau électronique polarisé en spin, la probabilité 
de rester dans le même canal est proportionnelle à 

1 ro,acy = p s  + f T )  (6.129) 

I6Le mode de Goldstone dépend néanmoins de la diffiision spin-orbite et des impuretés 
magnétiques par l'intermédiaire de la renormalisation de la constante de diffusion D. 
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et la probabilité d'avoir une polarisation de spin opposée (p  # a )  est 

On vérifie que 

(6.130) 

(6.131) 

Le mode singulet étant un mode de Goldstone, on retrouve bien la conserva- 
tion du nombre de particules. 

6.5.7 Le cooperon X, 
Dans le cas du cooperon X ,  (section 4.6), on apparie deux trajectoires de 

collisions multiples renversées dans le temps. La figure 6.7.b montre que les 
deux séquences de spin sont inversées et que les vertex successifs d'interac- 
tion sont corrélés. Le facteur de structure met donc en jeu une succession de 
vertex d'interaction qui ne sont pas indépendants. Dans la limite des longues 
séquences, on néglige cette corrélation et on suppose que les deux séquences 
sont indépendantes. On peut alors sommer sur toutes les configurations de 
spin intermédiaires pour obtenir le facteur de structure comme solution d'une 
équation intégrale identique à celle du diffuson. La figure 6.7. b indique que le 
cooperon X ,  est proportionnel à Ca À l'aide de (6.120), on obtient 

(6.132) 

En rétablissant la dépendance en fréquence dans les pôles de diffusion des 
facteurs de structure (6.122), on obtient la généralisation de (4.96), soit 

1 
- 

3 X;0+7yw) 1 - 
2 " n  (-zw + DQ2 + & + & -iw + DQ2 + 5 

(6.133) 
Par transformation de Fourier, on obtient la dépendance temporelle du co- 
operon. En présence di1 seul couplage spin-orbite, cette dépendance est de la 
forme X:"(t)  = X c ( t ) ( Q s o ( t ) )  où X, ( t )  est la contribution scalaire et où le 
facteur de réduction 

(QAo( t ) )  = (3eë4t/3T90 - (6.134) 

représente une moyenrie sur les trajectoires de diffusion du déphasage induit 
par le couplage spin-orbite. Lorsque t < T ~ ~ ) ,  (QsO( t ) )  = 1, c'est-à-dire que 
le cooperon n'est pas modifié. Pour t >> T . ~ ~ ,  le termc (( triplet >> disparaît. 
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Mais la contribution négative du singulet n’est pas affectée. Ainsi (QSO( t ) )  de- 
vient négatif et égal à -1/2. La probabilité P(0, r ,  t )  = Pd(0, r ,  t )  +X,(O, r ,  t )  
est maintenant diminuée d’un facteur 2 en r = O ,  comme le montre la fi- 
gure 6.8. 

FIG. 6.8 ~ Probabilité de dzffusion P(O,r , t ) .  a) En l’absence de couplage spin- 
orbite (l/rso = 0; (Qso(t))  = 1), la probabilité de retour à l’origine est doublée. 
b) E n  présence de fort  couplage spin-orbite (t > T,,, (Qso(t))  = - î / 2 ) ,  elle est 
diminuée d’un facteur 2. 

En présence d’impuretés magnétiques, le cooperon est de la forme X C ( t )  = 
Xc( t ) (Qm( t ) ) .  Le facteur de réduction donné par 

(6.135) 

décrit la moyenne sur les trajectoires de diffusion du déphasage induit par 
les impuretés. On note que les contributions singulet et triplet sont toutes 
deux réduites pas les impuretés magnétiques, de sorte que la contribution du 
cooperon disparaît aux temps longs. 

Finalement, l’effet du couplage spin-orbite et des impuretés magnétiques 
s’ajoutent dans chaque canal, singulet ou triplet, de sorte que le cooperon 
devient [120] XCofm( t )  = Xc( t ) (Qso+m(t ) )  avec 

6.5.8 Conclusion 
Les résultats obtenus dans cette section mettent en relief l’existence de 

deux quantités bien distinctes. D’une part, la probabilité classique corres- 
pond à l’appariement de deux séquences affectées des mêmes valeurs du spin. 
Des quantités comme la conductance moyenne sont construites à partir de 
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cette probabilité. Pour obtenir le cooperon, on apparie deux séquences avec 
les mêmes valeurs duns un ordre opposé et on en déduit la correction de loca- 
lisation faible (section 7.5.2). 

D’autre part, on peut imaginer apparier des séquences correspondant à des 
valeurs différentes et non corrélées du spin. C’est ce qui se passe si on considère 
les fonctions de corrélation d’une quantité physique prise pour des configu- 
rations différentes du désordre, par exemple les fluctuations de conductance 
(chap. 11). L’appariement entre des séquences de spin indépendantes corres- 
pond au calcul de la section 6.5.3. Cet appariement conduit à un temps de 
cohérence de phase fini. 

6.6 Polarisation des ondes électromagnétiques 
Dans les métaux, l’existence d’un degré de liberté supplémentaire, le spin 

de l’électron, affecte le diffuson et le cooperon. I1 modifie la relation de phase 
entre les trajectoires de diffusion multiple appariées. Pour le cas des photons, 
on obtient un comportement qualitativement similaire du fait de la nature 
vectorielle du champ électrique, c’est-à-dire de la polarisation. Celle-ci modifie 
les résultats obtenus dans le cas d’une onde scalaire de deux manières : 

0 Elle introduit un déphasage entre les séquences de diffusion multiple 
appariées et modifie donc le diffuson et le cooperon. 

0 Pour une direction donnée de la polarisation incidente, elle modifie le 
poids relatif de l’intensité dans chaque canal de polarisation, à la fois 
pour le diffuson et pour le cooperon. 

O n  se place d’emblée duns le régzme de dzffuszon Ruylezgh pour lequel 
la longueur d’onde est grande par rapport à la taille des diffuseurs (sec- 
tion C2.3.1). Cette approximation est bien justifiée dans beaucoup de si- 
tuations, en particulier pour la diffusion des photons par des atomes froids. 
De plus, elle permet une étude assez exhaustive des effets de la polarisa- 
tion [121-1241. 

La relation (2.122) permet de déterminer la polarisation P’ du champ 
électrique après une collision en fonction de la polarisation incidente P et du 
vecteur d’onde diffusé i’ = k‘/k‘ : 

p‘ = - - i l  x (il x P )  . (6.137) 

Cette relation est spécifique de la diffusion Rayleigh par un dipole et elle 
devient incorrecte dans le cas d’un diffuseur quelconque. Elle peut s’écrire 
sous la forme matricielle 

P ‘ =  M ( i ’ ) P  où M ( i )  = 
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?lap@, k!) = uoMap(k’) = uo(dap - i$P> (6.139) 

avec uo = a,&, où a0 est la polarisabilité classique et ko le vecteur d’onde 
(relation 2.124). Ce potentiel diffère du potentiel scalaire uo du modèle d’Ed- 
wards (section 2.2.2). Le modèle gaussien est ici caractérisé par le paramètre 

qui généralise (2.41). I1 est intéressant de comparer ce potentiel de diffusion 
à celui (6.71) agissant sur les électrons en présence d’impuretés magnétiques 
ou de couplage spin-orbite. Dans les deux cas, la diffusion est caractérisée 
par un tenseur d’ordre 2 qui décrit le spin des électrons ou la polarisation 
pour la lumière. Dans le cas des électrons, la partie non scalaire s’ajoute à la 
composante scalaire tandis qu’elle la multiplie dans le cas de la lumière. Pour 
les électrons, le tenseur est défini dans un espace à deux dimensions associé 
au spin 1/2 tandis que, pour les ondes, il est défini dans un espace à trois 
dimensions associé au spin 1. Les deux problèmes sont donc qualitativement 
similaires mais correspondent à des symétries différentes. On va donc suivre 
une présentation analogue à celle utilisée pour le couplage spin-orbite et les 
impuretés magnétiques. 

[ Remarque : Polarisation et théorème de réciprocité 

L’invariance par renversement du temps, lorsqu’elle existe, se traduit pour une onde 
électromagnétique de polarisation 2 par la relation (2.11 1) entre amplitudes coni- 
plexes. Ceci constitue le théorème de réciprocité. 
Pour une polarisation 2, de l’onde incidente, les amplitudes associées aux processus 
direct et inverse sont égales si en vertu de (2.111), la polarisation finale Ê’ vérifie 
Ë’ = Ê:. Dans le cas où la polarisation 2, est linéaire, ceci suppose que la lumière 
émergente soit mesurée selon la même direction de polarisation ( 2  II I ) .  
Lorsque la polarisation Ë, est circulaire, d’hélicité donnée, la condition 2’ = ST impose 
de mesurer la lumière émergente dans le canal d’hélicité conservée ( h  II h) .  

Exercice 6.2 : Montrer que, puisque la polarisation est transverse (k i P), la 
matrice M vérifie la propriété : 

M(k:)P= P , (6.141) 

qui traduit le fait que P et k: ne sont pas des quantités indépendantes. 
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6.6.1 Libre parcours moyen 
La polarisation du champ électromagnétique ne constitue pas un poten- 

tiel de diffusion supplémentaire contrairement au cas de la diffusion spin- 
orbite (6.71). Cependant la polarisation modifie aussi le libre parcours moyen 
élastique (relations 3.76 et 3.77). On note lpol sa nouvelle expression qui s’écrit 

(6.142) 

avec 
(6.143) 

..I 
(. . .) représente la moyenne angulaire sur les directions de k . La prise en 
compte de la polarisation réduit donc la section efficace d’un facteur 2/3, qui 
n’est autre que la moyenne du terme sin2x dans la relation (2.126). On a 
finalement 

(6.144) 
47r 3 3 

lpol = - = - 1, Tpol = 5 T e  . 
Ypol 2 

6.6.2 Facteur de structure 
O Vertex élémentaire d’interaction 

Afin de calculer le facteur de structure du diffuson ou du cooperon, il 
faut d’abord spécifier les états de polarisation initiaux (a ,  p) et finaux ( y ,  6) 
associés au vertex élémentaire du facteur de structure (fig. 6.6). Ces états 
définissent le tenseur écrit en coordonnées cartésiennes : 

b a A y 6  = (ALfayALfOd = ( ( b a y  - %si) (606 - k $ ) )  . (6.145) 

Contrairement au cas du couplage spin-orbite (relations 6.90 et 6.91), ce ten- 
seur qui décrit le vertex élémentaire de rotation de la polarisation est le même 
pour le diffuson et le cooperon. I1 est à noter que la moyenne angulaire du 
vertex élémentaire de rotation de la polarisation est prise à chaque pas de la 
séquence de diffusion multiple. 

Afin de calculer explicitement bao,y6, on utilise les moyennes angulaires 
suivantes 

( k a i 0 )  = O si a # / 3  

( L u )  = 1/3 

( i a i & k 6 )  = O si trois indices sont différents (6.146) 

(k:,&$) = 1/15 si a # P  
(&$y) = 1/5 
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que l’on peut récrire sous la forme condensée (en coordonnées cartésiennes) : 

de sorte que 

(6.148) 

On peut représenter b,p,,s sous la forme matricielle 

1 
15 
- 

8 0 0 0 1 0 0 0 1  
0 6 0 1 0 0 0 0 0  
0 0 6 0 0 0 1 0 0  
0 1 0 6 0 0 0 0 0  
1 0 0 0 8 0 0 0 1  
0 0 0 0 0 6 0 1 0  
0 0 1 0 0 0 6 0 0  
O 0 0 0 0 1 0 6 0  
1 0 0 0 1 0 0 0 8  

(6.149) 

Le facteur de structure ï ep , r6  itère la dépendance en polarisation du pro- 
cessus élémentaire de diffusion. I1 est solution de l’équation intégrale (fig. 6.6) : 

où la fonction w(q) se déduit simplement de (6.102)’ en remplaçant T, par 
~ ~ ~ l ,  c’est-à-dire 

3 Tpo1 2 

Te 2 
(6.151) w ( q )  = --(I - Dq Tpoz) = -(I - Dq2Tpo1) 

avec un nouveau coefficient de diffusion 
1 1 
3 3 

D = -clPol = -c2Tpol . (6.152) 

Pour résoudre cette équation intégrale, il faut d’abord diagonaliser le ten- 
seur bap,,6, c’est-à-dire la matrice (6.149). Celle-ci a trois valeurs propres que 
l’on peut classer selon les valeurs du spin total notées IC = 0, 1 ou 2 : 

b(k=O) = 2/3 
b(k= i )  = 1/3 
b(k=2)  = 7/15 . (6.153) 
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Leur dégénérescence est égale à 2k + 1 c'est-à-dire respectivement 1,3 et 5. 
Les vecteurs propres correspondant sont donnés par 

251 

(6.154) 

En effectuant le changement de base (remarque de la p. 242)' on obtient 

55) 
Ce tenseur est le produit de deux tenseurs d'ordre 2 construits dans un espace 
de dimension 3 associé à la polarisation. I1 est donc réductible et se décomposc 
en la somme de ses composantes irréductibles 3 @ 3 = 1 @ 3 @ 5 contenant 
respectivement 1,3 et 5 éléments indépendants : 

2 

b,p,yb = (MayML36) = C b k  T,p,y6 ( k )  ' (6.156) 

Cette décomposition fait apparaître les trois tenseurs de base : scalaire, anti- 
symétrique et symétrique de trace nulle : 

k=O 

(6.157) 
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Dans chaque sous-espace propre, la diagonalisation de l’équation inté- 
grale (6.150) est immédiate, puisqu’elle se réduit à l’équation scalaire : 

r k ( 4 )  Ye 61, f r k ( 4 )  bk w(q) . (6.158) 

On obtient ainsi les trois modes distincts 

(6.159) 

caractérisés par les temps 

(6.160) 

où on a utilisé l’expression (6.144) du rapport 7-po1/re. De (6.153)’ on déduit 
l’expression des modes propres 

On note que le mode ro coïncide l7 avec le mode scalaire obtenu en l’ab- 
sence de polarisation. C’est le mode de Goldstone décrivant la conservation 
de l’énergie. Par contre ~ en rétablissant la fréquence - les deux autres modes 
sont caractérisés par des pôles de la forme -iw + Dq2 + 1/rk. En prenant la 
transformée de Fourier temporelle, ce résultat implique une atténuation ex- 
ponentielle de leur contribution avec des temps caractéristiques 7 1  et 7 2  de 
l’ordre du temps de collision moyen ~ ~ ~ 1 .  Le facteur de structure rap ,+  s’écrit 

( k )  = roT(”) + + r2T(’) , (6.162) 
2 

rnB,76 = c r k  Ta/3,,s 
k=O 

ce qui, compte tenu de (6.157) s’écrit aussi 

1 1 1 rap,,&) = i(rl + WL,~OS + p0 - r2)6,p6,s + 5(-r1 + r2)6,s6p, 

(6.163 

6.6.3 Intensité classique 
L’intensité diffusiie est, obtenue en appariant deux amplitudes de collisions 

multiples correspondant aux mêmes états initiaux (aa) et finaux (PP) de 

17À la substitution I ,  + l , ,~  près. 
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FIG. 6.9 - L’intensité classique (a)  et la contribution de rétrodiffusion cohérente (b) 
fon t  intervenir deux contractions différentes du tenseur associé au facteur de struc- 
ture. 

polarisation (fig. 6.9.a). Elle résulte donc d’un vertex élémentaire de la forme 

baa,/3/3 = (6,o - k.&) (6,p - k.&) . (6.164) 

Bien que ce tenseur soit également d’ordre 4, il suffit pour avoir ses modes 
propres, de se ramener au sous-espace décrit par la matrice 

(6.165) 

extraite de (6.149). Ses valeurs propres sont bo et b2 (doublement dégénérée) 
et les vecteurs propres correspondants sont 

(6.166) 

Dans les canaux de polarisation parallèle, c’est-à-dire lorsque la lumière émer- 
gente est analysée dans la même direction de polarisation que la lumière in- 
cidente, l’intensité mesurée est proportionnelle à 

(6.167) 

Dans les canaux de polarisation perpendiculaire (a  # p) ,  l’intensité mesurée 
est proportionnelle à 

raa ,p f l  = -(ro - FZ) . (6.168) 

1 
3 r a a , a a  = -(Fo + 2r2)  . 

1 
3 
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Le mode î 2  est rapidement atténué, et il ne reste dans ces deux cas que la 
contribution du mode scalaire î o  réduit d’un tiers dans chaque canal du fait de 
la dépolarisation de la lumière incidente. Par conséquent, 1 ’intensité mesurke 
est la même dans tous les canaux de polarisation. 

Notons que la conservation de la probabilité s’exprimc par 

(6.169) 
4 

6.6.4 Rétrodiffusion cohérente 
Dans les canaux de polarisation parallèle, le facteur de structure associé 

au cooperon est identique à celui du diffuson : ne contribue de manière signi- 
ficative que le mode scalaire ro réduit d’un tiers. La polarisation ne change 
donc pas la contribution relative du diffuson et du cooperon. 

Par contre, dans les canaux de polarisation perpendiculaire (a  # p), la 
contribution du cooperon à la rétrodiffusion cohérente est proportionnelle à 
(fig. 6.9.b) 

(6.170) 

Ces deux modes sont très rapidement atténués, et la contribution du cooperon 
analysée dans un canal de polarisation perpendiculaire disparaît. 

Remarque : Diffuseurs de taille finie 

On peut aisément étendre l’approche précédente à la diffusion du type Rayleigh- 
Gans (voir l’exercice 2.3)  puisqu’à cette approximation il suffit de remplacer la rela- 
tion (6.138) par 

(6.171) 
où s(k’-lc) est une fonction scalaire qui décrit le facteur de forme (2.130) du diffuseur. 
Dans ce cas la diffusion devient anisotrope, il apparaît un autre temps caractéristique, 
le temps de transport (complément C4.3). 
En revanche, pour la diffusion de Mie, cette approche devient inopérante puisque la 
polarisation P’ dépend de k et de k’. Cependant, il est à noter que, pour des diffuseurs 
de Mie sphériques, on garde malgré tout la propriété importante que dans les canaux 
de polarisation parallèles, la polarisation ne change pas la contribution relative du 
diffuson et du cooperon. Pour s’en convaincre, on note que dans la section efficace 
différentielle associée à un événement de collision, les composantes de la polarisation 
parallèle et perpendiculaire au plan de diffusion sont multipliées par des facteurs 
qui ne dépendent que de l’angle entre k et k’ et qui restent donc inchangés pour la 
séquence renversée dans le temps. 

P’ = M(k’)s(lc’ - k ) P  

6.7 Déphasage associé au mouvement 
des diffuseurs 

Nous venons de voir, sur plusieurs exemples, comment la diffusion multiple 
cohérente décrite par le cooperon est modifiée du fait du couplage d’une onde, 



6.7 Déphasage associé au mouvement des diffuseurs 255 

ou d’un électron à un champ extérieur, ou en présence de degrés de liberté 
supplémentaires. On étudie maintenant le déphasage induit par le mouvement 
des diffuseurs. Pour cela, on considère un milieu contenant des diffuseurs aléa- 
toires et indépendants, que nous avons supposés fixes dans les chapitres 3 et 4. 
Cette hypothèse est justifiée dans le cas de la diffusion électronique, par contre 
elle ne l’est généralement pas dans le cas de la propagation des ondes élec- 
tromagnétiques dans les milieux diffusants. Ces derniers sont constitués de 
diffuseurs qui effectuent un mouvement brownien dans le liquide environnant. 
Dans quelle mesure peut-on encore supposer que les diffuseurs sont fixes ? 
Pour cela il faut que, pendant le temps t mis par l’onde pour traverser le 
milieu diffusant, ceux-ci se déplacent d’une distance inférieure à la longueur 
d’onde A du rayonnement. Autrement dit le temps 76, mis par un diffuseur 
brownien pour parcourir une distance de l’ordre de A, doit être inférieur à t .  
Pour des ondes électromagnétiques se propageant dans des suspensions, on a 
t = nr, où n F lo3 est, en pratique, le nombre de collisions que subit l’onde 
avant d’émerger du milieu. En prenant re F 6.10-14 s, on a t F 6.10-11 s, 
tandis que 76 qui s’exprime en fonction de la constante de diffusion Db des 
diffuseurs est de l’ordre de 76 E $ F 1 ms. Donc le temps de vol associé à la 
lumière pour effectuer un chemin de diffusion multiple est négligeable devant 
le temps nécessaire pour modifier la longueur de ce chemin d’une distance A. 
I1 est alors tout à fait justifié de considérer des centres diffuseurs statiques. 

Par contre, la question de la dynamique des diffuseurs devient tout à fait 
pertinente si on considère la corrélation temporelle entre des champs élec- 
triques E ( T )  et E*(O) correspondant à des impulsions lumineuses émises à un 
intervalle de temps T suffisamment long [125-1271. Dans ce cas, les diffuseurs 
ont bougé chacun d’une certaine distance et la fonction de corrélation tem- 
porelle GI(T)  entre ces champs est une mebure du déphasage entre les deux 
trajectoires représentées sur la figure 6.10. Dans ce qui suit, nous allons éva- 
luer ce déphasage et montrer que la fonction de corrélation G1(T) s’obtient 
à partir de l’expression du diffuson établie dans le chapitre 4, affectée d’un 
terme de phase qui décrit l’effet du mouvement des diffuseurs. 

6.7.1 Expression du déphasage 
On considère le champ électrique associé à une onde électromagnétique 

scalaire, solution de l’équation (2.9). La fonction de corrélation temporelle 
G I ( r ,  T )  du champ électrique est définie par 

(6.172) 

où le champ E ( r ,  T )  est solution de l’équation de Helmholtz (3.57) avec une 
source que l’on situera en ro. Les trains d’onde qui se propagent respective- 
ment aux instants O et T sont diffusés par des configurations statiques dis- 
tinctes des diffuseurs. Le temps T joue donc ici le rôle d’un paramètre et ne 
rend pas compte du comportcment temporel du chanip. La notation ( .  . . ) 
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FIG. 6.10 - Lors du mouvement des diffuseurs impliqués dans une séquence de col- 
lisions multiples, 1 ’amplitude complexe de 1 ’onde est modifiée. Dans cette représenta- 
tion, on  suppose que l’on peut ainsi déformer continûment la trajectoire, c’est-à-dire 
que les configurations {rl(O), . . .  , T N ( O ) }  et {ri(T),... , T N ( T ) }  appartiennent à 
l’ensemble des configurations de désordre. Ceci résulte de l’hypothèse que l’ensemble 
statistique des séquences de collisions est indépendant du temps. 

décrit une moyenne prise à la fois sur tous les chemins de diffusion possibles 
dans le milieu ainsi que sur le mouvement aléatoire des diffuseurs dont on 
décrira plus loin les caractéristiques. 

Rappelons que pour T = O, c’est-à-dire lorsque les configurations de dif- 
fuseurs sont identiques, la fonction de corrélation (IE(T, 0)l2) est reliée à l’in- 
tensité, c’est-à-dire à la probabilité ‘s P(r0, T ,  w = O),  par la relation (4.55) 

(6.173) 

Pour des configurations différentes de diffuseurs aux instants O et T ,  la fonction 
de corrélation a maintenant la forme 

w 

( E ( T ,  T ) E * ( r ,  O)) = / P(r0 ,  T ,  t )  (ez[@(t,T)-@(t,o)l ) dt (6.174) 
47r O 

où 4( t ,T)  et $(t’O) sont les phases associées aux configurations des diffu- 
seurs aux temps O et T .  On cherche ici à déterminer le déphasage associé au 
mouvement des diffuseurs. 

Dans l’approximation des collisions indépendantes (chap. 3), on peut écrire 
le champ électrique l9 comme la superposition des amplitudes associées à 

I8Ici P est donnée par l’expression générale (4.9) valable au-delà de l’approximation de 

lgC’est une fonction de Green telle que celle donnée par la relation (4.21). 
diffusion. 
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toutes les séquences CN = ( T I ,  ~ 2 ,  ... T N )  de collisions soit 

03 

(6.175) 
N = l  CN 

où la somme est prise sur toutes les trajectoires possibles, c’est-à-dire à la fois 
sur toutes les longueurs des séquences de collisions et sur les positions pos- 
sibles des diffuseurs. La fonction de corrélation ( E ( r ,  T )E*(T ,  O)) peut donc 
s’écrire 2o 

N , N ’ C N , C , I  ‘ 

On suppose maintenant que l’ensemble des séquences de collisions possibles 
est indépendant du temps, c’est-à-dire du mouvement des diffuseurs. On verra 
dans la section 8.8 que cette hypothèse d’ergodicité est expérimentalement 
justifiée. Les amplitudes A sont donc des variables aléatoires stationnaires et 
indépendantes des phases ~ N ( S ) .  On peut alors découpler la moyenne sur 
les amplitudes de celle sur les phases et récrire la relation précédente sous la 
forme 

I1 nous faut maintenant évaluer le terme de phase. Pour une séquence de 
collisions C N  = ( T ~ ,  ~ 2 ’  ... T N )  et pour une onde scalaire dans l’approximation 
des collisions indépendantes, la phase est donnée par 

N 

# N ( T )  z= - c ( k n ,  - k 7 ( - 1 ) . T n ( T )  - kO.rO f k N . T  (6.178) 
71= 1 

où les vecteurs d’onde ko et k N  décrivent respectivement les ondes incidente 
et émergente pour cette séquence de collisions. Afin de calculer la différence de 
phase A#N(T)  = & N ( T )  - 4 N ( O ) ,  on suppose de plus que le mouvement des 
centres diffuseurs est suffisamment lent pour qu’apriis le temps T on puisse 
négliger le changement de direction des vecteurs d’onde (qui est du second 
ordre) de tellc sorte que 

N 

(6.179) 

2”Afin d’alléger les notations, nous ne spécifierons plus la position de la source en T O .  
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avec Arn(T) = r n ( T ) - r n ( 0 ) .  Pour des collisions élastiques, le module k = Ikl 
est conservé et on pose k, = kê ,  où ên est un vecteur unitaire : 

N 

A$N(T) = -k C(ên - ên-l).Arn(T) . (6.180) 
n= 1 

À chaque collision, on peut donc associer un déphasage 

A‘p(n, T )  = -k (ê ,  - ê,-l).Arn(T) . (6.181) 

6.7.2 Déphasage associé à un mouvement brownien 
des diffuseurs 

Afin d’estimer la moyenne du facteur de phase dans la relation (6.177), 
on suppose que les diffuseurs sont indépendants et que leur mouvement est 
brownien avec la loi de distribution 21 : 

(6.182) 

On évalue d’abord la moyenne sur la position des diffuseurs. Puisqu’ils sont 
indépendants, on effectue la moyenne pour chacun d’entre eux. Cette moyenne 
s’écrit : 

où q, = k ( ê ,  - ên-l) de telle sorte que qr(. = 4k2sin2(8,/2) avec 8, = 
(ên ,ênPl) .  I1 reste à moyenner sur la direction des ondes diffusées, c’est-à- 
dire à calculer 

c’est-à-dire, après intégration [126] : 

T b  b(T) = -(1 - e -T /Q)  , 
T 

Le temps 

(6.185) 

(6.186) 

”On prendra garde à ne pas confondre la constante de diffusion Db des diffuseurs avec 
la constante D qui décrit la diffusion des ondes. 
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est le temps caractéristique pour qu’un diffuseur se déplace d’une longueur de 
l’ordre de A. La fonction b(T) est très bien décrite par la forme exponentielle 
plus simple que nous utiliserons dorénavant 

b ( ~ )  = e-T/27b . (6.187) 

En utilisant (6.12) et (6.7), on obtient le facteur de structure dans la limite 
diffusive et à fréquence nulle. De la relation (4.37), on déduit l’expression de 
la probabilité Pd(q) : 

1 

Le pôle de diffusion apparaît donc avec un temps de coupure 

(6.188) 

(6.189) 

On voit que l’effet du déphasage consiste à introduire un pôle à une valeur 
finie de q.  En d’autres termes, le déphasage conduit à la disparition du mode 
zéro discuté dans la section 5.5.3. Dans la limite des temps courts T 5 r b l  on 
a b(T) E 1 - T/2rb, c’est-à-dire 

(6.190) 

Une transformation de Fourier de la relation (6.188) conduit finalement à 

(6.191) 

Pour T = O, on retrouve l’intensité (4.67) au point T .  La fonction de corréla- 
tion temporelle Gi(r ,  t )  définie par (6.172) est donnée par 

JZ 
Gl(r ,  T )  = e (6.192) 

La dépendance temporelle de cette fonction de corrélation est une exponen- 
tielle étirée, un comportement très différent du résultat obtenu dans le cas de 
la diffusion simple par des diffuseurs browniens (section 9.3). 

Notons, à nouveau, que la fonction de corrélation des champs mesure la 
transformée de Laplace de la probabilité. En effet, elle est de la forme 

Le facteur exponentiel est bien la moyenne d’un facteur de phase, annoncé 
dans la relation (6.174) et le temps caractéristique T~ = 2rerb/T a été obtenu 
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à partir d’une description microscopique du mouvcrnent des impuretés. Enfin, 
la fonction de corrélation dynamique GI ( r ,  T )  apparaît comme une mesure 
du rapport 

6.8 Déphasage ou décohérence ? 

Dans les exemples traités dans ce chapitre, il est 
déphasage sur la diffusion multiple (cooperon ou diffuson) revient à modifier 
la probabilité intégrée de retour à l’origine Z ( t ) ,  de telle sorte que 

(6.194) 

apparu que l’effet d’un 

La phase A4(t, X )  dépend des paramètres physiques X à l’origine du dépha- 
sage. 11 en résulte, en général, pour ( e z A + ( t J ) )  un comportement exponen- 
tiellement décroissant avec un temps caractéristique dit temps de déphasage 
ou de cohérence de phase. 

Le déphasage est dû à la présence de degrés de liberté additionnels qu’il 
est possible de répartir en trois classes : 

0 Degrés de liberté de l’oncle qui diffuse : spin de l’électron et polarisation 
des photons. 

O Degrés de liberté des diffuseurs : spin des impuretés magnétiques, diffu- 
seurs en mouvement, degrés de liberté quantiques internes (complément C6.5). 

0 Champ extérieur : champ magnétique uniforme, flux Aharonov-Bohm, 
champ électromagnétique fluctuant (complément C6.3 et section 13.7.2). 

Dans quel cas parle-t-on de déphasage ou de décohérence? Bien que ces 
deux notions soient le plus souvent confondues, on peut tenter ici une classi- 
fication. 

On réservera le mot de décohérence lorsque le déphasage est lié à la notion 
d’irréversibilité. Ainsi un déphasage, comme celui associé à un champ magné- 
tique, modifie la figure d’interférence, mais n’induit pas de décohérence 22.  De 
même, la dépolarisation de la lumière ou l’effet du couplage spin-orbite sur le 
spin des électrons sont caractérisés par une réduction des effets d’interférence, 
mais sans impliquer une quelconque irréversibilité. 

”Selon la géométrie, l’effet du champ magnétique est très différent. Ainsi pour un an- 
neau, le champ modifie le terme d’interférence mais ne le réduit pas. En revanche, dans 
le cas d’un plan, le champ réduit le terme d’interférence à cause de la moyenne sur les 
trajectoires de diffusion. Cette différence peut se décrire en terme de contraste, rapport des 
contributions quantique et classique. On voit sur cet exemple que la notion de contraste est 
indépendante de celle de décohérence. 
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Dans le cas où le déphasage résulte de l’interaction de l’onde avec des 
degrés de liberté associés aux diffuseurs, il apparaît une nouvelle notion es- 
sentielle liée à l’irréversibilité du déphasage mis en jeu. Ces degrés de liberté 
externes à l’électron ou à l’onde électromagnétique ne sont pas contrôlés par 
l’expérimentateur. Ce manque d’information conduit alors à moyenner le ver- 
tex élémentaire d’interaction sur ces degrés de liberté. C’est cette moyenne 
qui introduit l’irréversibilité associée à la notion de décohérence. Par exemple, 
dans le cas des impuretés magnétiques, on moyenne le vertex élémentaire sur 
le spin des impurctés. Pour les atomes froids, on effectue la trace sur les 
sous-états Zeeman, avec une matrice densité convenablement choisie. Pour les 
diffuseurs en mouvement brownien, on moyenne sur la position de ces dif- 
fuseurs. Enfin, pour un champ électromagnétique fluctuant, on moyenne sur 
les fluctuations thermiques du champ. Chacune de ces moyennes traduit un 
manque d’information qui conduit à l’irréversibilité 23 .  Par contre, le dépha- 
sage associé à la dépolarisation ou au couplage spin-orbite n’implique pas de 
moyenne sur des degrés de liberté extérieurs et donc pas d’irréversibilité (dans 
ce cas, le degré de liberté additionnel, polarisation ou spin, est attaché à l’onde 
qui diffuse et non à l’environnement). 

On utilisera le mot décohérence, lorsque l’environnement est décrit par une 
moyenne statistique sur des degrés de liberté non contrôlés ou non mesurés. 
On parlera dans ce cas de temps de cohérence de phase que l’on notera ~4 et 
on gardera la notation r7 pour les temps de déphasage qui n’impliquent pas 
de décohérence (tableau 6.11) 

Phonons : TPh (TI 
Dégénérescence Zeeman des atonies 
Mvt. non déterministe des diffuseurs Mvt. déterministe des diffuseurs 

FIG. 6.11 ~ On a regroupé diflérentes expressions du temps de déphasage r, et du 
temps de cohérence de phase r4 correspondant à dzfférents mécanismes de déphusage 
pour les électrons ou les photons. 

23Lorsque l’environnement est quantique, cela implique un changement d’état de cet 
environnement [ 1281. 
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Complément 
dans un plan 
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C6.1 Effet Aharonov-Bohm 
infini 

Dans la section 6.4, nous avons étudié la probabilité intégrée de retour 
à l’origine Z(t,qh) pour un anneau et un cylindre traversés par un flux ma- 
gnétique Aharonov-Bohm $ = ~ $ 0 .  Ces géométries sont caractérisées par un 
spectre de fréquences propres E, qui dépendent du flux. 

Dans ce complément, on calcule Z ( t ,  $) pour le cas d’un plan infini percé 
en un point par une ligne de flux Aharonov-Bohm [107]. À première vue, ce 
problème peut paraître académique puisque les géométries étudiées expéri- 
mentalement étant multiplement connexes, on peut toujours se ramener aux 
cas de l’anneau ou du cylindre. On verra cependant un exemple (section 7.6.4) 
pour lequel ce cas correspond à la bonne géométrie. 

L’étude du plan infini percé par une ligne de flux a aussi un interèt pé- 
dagogique et méthodologique. Ce problème apparaît dans d’autres branches 
de la physique (mécanique quantique, théorie des champs, physique des poly- 
mères, etc.). La raison en est que la fonction Z ( t )  associée a une dépendance 
particulière en fonction du flux qui découle de considérations topologiques. 
En effet, on pourrait faire a przorz le raisonnement suivant. Pour la géométrie 
du plan infini, le spectre des modes propres de l’équation de diffusion est un 
continuum identique à celui du plan sans la ligne de flux, puisque celle-ci n’in- 
duit aucune force : le champ magnétique est nul partout, sauf au point exclu 
où la ligne traverse le plan. Si les spectres sont identiques, alors la probabilité 
Z ( t )  est indépendante du flux et elle donnée par S/47rDt, où S est la surface. 
On montre ici que ce résultat est incorrect. 

Considérons un champ magnétique B = &?(r) concentré en un seul point 
du planz4 et décrit par le potentiel vecteur 

4 *  A(r)  = -eo 
27rr 

(6.196) 

où eo est le vecteur unitaire azimuthal et 4 le Aux magnétique associé. La 
force de Lorentz s’exercant sur les électrons est donc identiquement nulle. 

Tout comme dans le cas du champ uniforme, on peut chercher les valeurs 
propres et les fonctions propres du problème de Schrodinger équivalent. Les 
solutions normalisables de l’équation (6.34) sont 

(6.197) 

où n E Z est le moment angulaire, q est un vecteur d’onde et Jcy(x)  est la 
fonction de Bessel de première espèce d’indice réel. 

24La fonction S est bidimensionnelle. 
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La probabilité P9(r0,~,t) en présence du flux est donnée par la rela- 
tion (5.2) qui s'écrit, en utilisant les fonctions propres (6.197), 

En intégrant sur q,  on obtient 25 

où I est une fonction de Bessel modifiée. La probabilité intégrée de retour à 
l'origine Z ( t ,  4) est donnée par 

En utilisant la relation de Poisson (15.95)' on peut récrire 

où la somme sur m correspond maintenant à une description en tcrme de 
nombre d'enroulement,s. Afin d'évaluer Z ( t ,  4) ,  on calcule la différence des 
fonctions de partition 26 : 

(6.202) 

On intervertit les deux intégrales et on utilise le changement de variable 

de plus 

(6.204) 
1 

dxeé"Il,l (x) = ~ 

47r2m2 
dv e2i.rrwm 

25En utilisant (15.58), on vérifie que P , = o ( r o , r , t )  est donné par son expression dans 

26Dans un volume infini, chacune des deux fonctions diverge (5.23). 
l'espace libre (5.19). 
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lorsque m # O. II reste à évalucr la série 27 

(6.205) 
Compte tenu de l’expression (5 .23)  pour Z ( t ,  O),  on obtient finalement 

(6.206) 

pour p E [O, I]. 

0 Déterminant spectral et effet Aharonov-Bohm 

Nous avons mentionné au début de ce complément que la distinction entre 
les fonctions Z ( t ,  4) et Z ( t ,  O) était d’origine topologique. Un argument en 
faveur de cette interprétation est que le terme associé au flux est indépendant 
du temps t .  Nous avons en effet vu dans le complément C5.5 que l’existence 
d’un terme constant dans le développement asymptotiquc de Weyl pour Z ( t )  
correspond à la caractéristique d’Euler-Poincaré du domaine 28, qui est effecti- 
vement une caractéristique topologique du système. Celle-ci ne résulte pas de 
l’existence d’une échelle d‘énergie caractéristique et ne peut donc que caracté- 
riser la nature des modes zéro (c’est-à-dire d’énergie nulle). C’est un résultat 
général qui découle de théorèmes puissants comme le théorème de l’indice [I291 
bien au-delà de nos considérations. Néanmoins, il est instructif de vérifier ce 
point dans le cas présent. Un terme constant dans la probabilité Z ( t )  se tra- 
duit par une fonction 6(E)  dans la densité d’états (complément C5.5). On 
obtient ainsi la densité d’états des modes de diffusion cn présence d’une ligne 
de flux Aharonov-Bohm 

Cette expression fait bien apparaître l’identité des deux spectres de fréquence 
propres de l’équation de diffusion, excepté pour le mode zéro. 

27Cette série de Fourier définit une fonction périodique de ‘p de période 1 qu’il suffit 

28Dans le cas d’un graphe fini, cette constante est égale à y, voir le complément C5.6 
donc d’évaluer pour O 5 cp 5 1. 

pour les notations. 
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Complément C6.2 Représentation 
fonctionnelle de l’équation de diffusion 

C6.2.1 Représentation fonctionnelle 
Dans la section 6.2, nous avons vu l’analogie qui existe entre l’équation 

de diffusion et l’équation de Schrodinger. On développe et on poursuit cette 
analogie afin d’obtenir une représentation fonctionnelle de l’équation de dif- 
fusion. 

La fonction de Green Go associée à l’équation de Schrodinger pour une 
particule libre de charge q est solution de l’équation : 

-ih- d - -[Orl h2 - i-A(r’)I2] 4 [ at 2m h 
GO(r,  T ’ ,  t )  = S(T - r’)S(t) (6.208) 

et elle admet la représentation fonctionnelle [130] : 
r(t)=r’ 

G ~ ( T ,  T ’ ,  t )  = 1 D{T) exp (; / U ’ W T )  (6.209) 

où L est le lagrangien d’une particle libre dans un champ magnétique 
B = V x A  

(6.2 10) 

Pour l’équation de diffusion, la probabilité Pc(~, T ’ ,  t )  associée au cooperon 

r(O)=r 

1 
2 

L(T, T ,  t )  = -mT2 + ~ T . A ( T )  . 

est solution de l’équation (relations 6.29 et 6.34) : 

(6.211) [ - D (Or,  + P,(T, T ‘ ,  t )  = S(T - r’)b(t) 

où la charge de l’électron est notée -e. Cette solution peut s’écrire sous la 
forme fonctionnelle [130] : 

PC(T,T’,t) = 1 D { T }  exp (- /U’ L ( ~ ) d r )  (6.212) 
r(t)=r‘ 

r ( û ) = r  

avec 29 
r2 2e 
4 0  h 

L(T, T ,  t )  = - + i-+.A(r) . (6.2 13) 

Dans un champ magnétique B = V x A indépendant du temps, le noyau 
de la chaleur (5.5) s’exprime donc aussi à partir de la relation (6.212) et peut 
s’écrire 

Zc(t ,  B )  = j D { r }  exp (- C o ( i ) d i )  exp (4; +.A(r)d i )  (6.214) 

29Remarquer que ce lagrangien a les dimensions de l’inverse d’un temps. 
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r ( t )=r  où $ D { r }  = s d r  D { r }  désigne l’intégrale sur toutes les trajectoires 
fermées et CO = r2 /4D est le lagrangien libre. La fonction Zc( t ,B)  se met 
sous la forme : 

(6.2 15) 

où Z ( t )  est la probabilité intégrée en champ nul et où ( .  . . ) est la valeur 
moyenne sur toutes les trajectoires fermées browniennes : 

(6.2 16) 

Dans le cas d’un champ uniforme l’utilisation de la jauge symétrique A(r)  = 
+E? x r permet d’obtenir pour Zc(t ,  B )  la forme 

Z,(t, B )  = Z ( t )  (exp (-$I? I’ T x d r )  ) 
= Z ( t )  (exp ( - i E B d ( t ) ) )  (6.2 17) 

où d(t) = 
de temps t .  

si r x d r  est l’aire algébrique balayée par une trajectoire fermée 

C6.2.2 Lois contraintes pour le mouvement brownien 
et champ magnétique 

L’expression (6.217) fait apparaître la fonction caractéristique d’une loi de 
diffusion contrainte. Plus généralement, pour une expression de la forme (6.3)’ 
la phase 4(t ,  X )  qui dépend du mécanisme du déphasage peut s’interpréter di- 
rectement comme une contrainte imposée par une caractéristique topologique 
ou géométrique de la loi de diffusion. Ainsi l’expression (6.217) permet de 
remonter à la distribution des aires limitées par des trajectoires browniennes. 
De même, le noyau de la chaleur pour le cas de l’anneau unidimensionnel 
permet de remonter à la distribution des nombres d’enroulements associés à 
un trajectoire brownienne sur un circuit fermé. 

Les lois de diffusion contraintes ont été étudiées en détail dans la littérature 
et donnent lieu à une grande variété de comportements (loi de Lévy des aires 
algébriques, loi de Spitzer [131] pour les enroulements, etc.). 

0 Loi de Levy des aires et champ uniforme 

On veut déterminer la distribution P(d, t )  de l’aire algébrique d contenue 
à l’intérieur d’une trajectoire plane brownienne fermée de temps t (fig. 6.12). 
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FIG. 6.12 - Représentation d'une courbe brownienne fermée et de l'aire algébrique 
associée. Chaque secteur est caractérisé par u n  entier, son nombre d'enroulement. 
Le secteur O extérieur à la courbe a une aire infinie. 

Cette distribution de probabilité est donnée par 

1 
27r 

P(A ,  t )  = (@[A - A(t)]) = - 1 eibd(eëZbd( t ) )db  , (6.2 18) 

expression qui permet de relier P(A ,  t )  à la probabilité de retour à l'origine 
dans un champ magnétique uniforme B = b&,/47~. En effet, d'après l'équa- 
tion (6.217), on a 

En utilisant la relation (6.41)' on obtient 

et la transformée de Fourier (6.218) conduit à 

7r 1 
P ( A , t )  = - 

4Dt cosh2 & 

(6.2 19) 

(6.220) 

(6.221) 

On obtient ainsi la loi de Lévy pour la distribution dcs aires à l'intérieur d'une 
trajectoire brownienne de temps t .  

30Et inversement 

( e ë z 6 A ( t ) )  = / P(A, t)eëtbbAdA . 
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0 Distribution des enroulements sur un anneau 

De la même façon, la distribution du nombre w d’enroulements sur un 
anneau est donnée par 

(6.222) 
1 

27r 
P(w, t )  = (S[w - w(t)]) = - / eibw(e-ibw(t))db 

et se déduit de l‘expression du noyau de la chaleur Z,(t, 4) pour le cas d’un 
flux Aharonov-Bohm. D’après l’équation (6.217), on a b = 47r4/$0 et 

et de la relation (6.54)’ on obtient la distribution des enroulements : 

(6.224) 

0 Flux Aharonov-Bohm dans un plan : le problème d’Edwards 

Un autre exemple pour lequel il est possible de relier une loi de diffusion 
contrainte à une expression de la probabilité de retour est celui d’un flux 
Aharonov-Bohm traversant un plan infini. 

On veut déterminer la distribution des enroulements autour d’un point O 
dans un plan infini (fig. 6.13). On note P(8, t )  la distribution de probabilité 
pour l’angle 8 balayé par une particule brownienne durant le temps t et repéré 
par rapport au point O. Ici, contrairement aux deux exemples précédents, il 
n’y pas invariance par translation, puisqu’un point particulier a été singu- 
larisé. Par conséquent, la distribution dépend aussi des points de départ T O  

FIG. 6.13 ~ Enroulements d’une trajectoire brownienne d’extrémités ro et T autour 
du point O.  O n  se limite ici au cas où r = ro. 
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et d’arrivée r .  On se limite au cas des trajectoires fermées, c’est-à-dire pour 
lesquelles r = T O  31. Par définition, la distribution P(0, t )  s’écrit : 

?(e; t )  = @[e - (6.225) 

où û ( t )  = Ji d ~ d Q / d ~  est l’angle balayé par la particule durant l’intervalle de 
temps [O, t] .  La valeur moyenne (eëibB(t))  est prise sur l’ensemble des trajec- 
toires browniennes fermées. C’est la fonction caractéristique associée à la loi 
contrainte : effectuer une trajectoire fermée avec un angle balayé O(t). Cette 
fonction caractéristique est précisément celle qui intervient dans la probabi- 
lité P(t ,  ‘p) d’effectuer une trajectoire fermée en présence d’un flux Aharonov- 
Bohm 4 = ~ $ 0 .  En effet, on peut écrire l’intégrale curviligne du potentiel 
vecteur sous la forme A d  = & s,” b ( 7 ) d ~ .  En vertu de la relation (6.212); 
la probabilité P(t ,  4) peut s’écrire à partir de la représentation fonctionnelle : 

r ( t ) = r o  t . 2  

P(t ,  4)  = 1 D { r }  exp (- &d7 - 2i‘pû(t) 
r ( O ) = r o  

= P(t ,  $ = O)(e-2ivQ(t)) . 

Des expressions (6.225) et (6.226)’ on déduit la distribution ?(O, t )  

(6.226) 

des enrou- 
lements en fonction de la probabilité de retour à l’origine P(t ,  4)  en présence 
du flux Aharonov-Bohm 4 = b&/2 : 

(6.227) 

En insérant l’expression (6.199) dc P(t ,  4) = PP(ro, T O ,  t ) ,  on obtient la loi de 
distribution des angles d’enroulements autour du point origine : 

(6.228) 

En intégrant sur tous les angles, on élimine la contrainte angulaire et on 
retrouve bien la probabilité d’effectuer une trajectoire fermée : 

(6.2 29) 

Cette dualité entre une loi de diffusion contrainte et la probabilité associée 
à l’équation de diffusion covariante (c’est-à-dire en présence d’un champ ma- 
gnétique) a été initialement proposée par Edwards [132] dans le cadre de la 
description des polymères au moyen d’une marche au hasard auto-évitante. 

310n peut généraliser sans difficulté ce calcul au cas où les extrémités de la trajectoire 
brownienne sont distinctes. 
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Complément C6.3 
dépendant du temps 

Le cooperon dans un champ 

On considère le comportement du cooperon dans un champ électromagn6 
tique dépendant du temps [133] et caractérisés par les potentiels A ( r , t )  et 
V ( r ,  t ) .  Les deux séquences de diffusion multiple, correspondant à des propa- 
gations dans des directions opposées, voient maintenant des potentiels diffé- 
rents et sont donc affectées de phases différentes. On cherche à déterminer le 
comportement du cooperon dans ce cas. 

La figure 6.14 montre la différence entre les structures du diffuson et du 
cooperon. Pour le diffuson, les deux séquences {( voient B le même potentiel. 
Pour le cooperon, si l’une des séquences voit les potentiels A(t )  et V ( t ) ,  la 
seconde voit les potentiels A(?) et V ( t )  correspondant au temps ? = ti + t f  - 1. 
Les deux séquences temporelles : 

-+ tf 
tf -+ . . .  4 t = t z + t f - t  4 . . .  -+ tz 
ti + . . .  4 t 4 . . .  

se déduisent l’une de l’autre par renversement du sens du temps (on note que 
t f  = ti et ti = t f ) .  
- - 

.ti . t tf 

Diffuson Cooperon 

FIG. 6.14 - E n  passant au point r ,  Les deux trajectoires constitutives d’un diffuson 
P d  (( voient >> le même  potentiel extérieur A ( t ) .  Par contre, les deux trajectoires 
d’un cooperon P, voient des potentiels correspondant à des temps différents t et 
= t ,  + tf - t .  Exemple de trajectoire de diffusion multiple avec cinq collisions. 

On cherche ici à obtenir une équation d’évolution pour le cooperon 
Pc:(rz ,  rf, ti ,  t f ) .  Pour cela, il est instructif de comparer les structures du diffu- 
son et du cooperon dans un champ dépendant du temps. Pour le diffuson, on 
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FIG. 6.15 - Équataons intégrales pour le àzffuson r(rI ,  r f ,  t,, t f )  et pour le cooperon 
r'(r,, r f ,  t,, t f ) .  Le temps t est égal à t ,  + t f  - t .  

récrit l'équation intégrale (4.24) pour le facteur de structure 
(fig. 6.15) : 

sous la forme 

où le noyau K de l'équation intégrale est donné par 

où R = Ir - ~ f l .  En présence de potentiels extérieurs A ( r , t )  et V ( r , t )  len- 
tement variables, la fonction de Green moyenne GR(,, ~ f ,  t ,  t f )  acquiert une 
phase supplémentaire 4(r, r f ,  t ,  t f )  donnée par [107,108] 32 

$ ( T ,  ~ f ,  t ,  t f )  = -- [T(T).A(T(T), T )  - V(r ( r ) ,  r ) ] d ~  . (6.232) ; I" 
32Les potentiels doivent varier lentement afin de satisfaire l'approximation eikonale pour 

laquelle seule la phase des fonctions d'onde est modifiée. 
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La fonction de Green GA(rf,r,tf,t) acquiert la phase opposée 
4 ( ~ f ,  r ,  t f ,  t )  = -$(Y, rf, t ,  t f )  de sorte que les deux phases disparaissent dans 
l’équation intégrale et le diffusori n’est pas affecté par les potentiels. Ceci est 
dû au fait que les deux séquences associées correspondent à des champs pris au 
même temps, de sorte que les déphasages aléatoires de chacune des séquences 
se compensent. 

Le cooperon est obtenu en inversant la séquence temporelle de l’une des 
deux séquences t + t = t i  +tf - t .  I1 faut donc, pour caractériser son évolution 
temporelle, introduire un couple de temps z = (t ,  E) associé aux deux séquences 
qui le constituent. On considère d’abord l’équation intégrale pour le facteur 
de structure I”. Sa structure itérative doit explicitement prendre en compte le 
couple ï! = ( t , f )  associé à la diffusion sur une impureté. L’équation intégrale, 
illustrée sur la figure 6.15, prend la forme 33 : 

et son noyau K‘ est donné par : 

En présence de potentiels extérieurs A(T,  t) et scalaire V ( T ,  t ) ,  ce noyau ac- 
quiert la phase 

avec = ( t ,  t). Pour la séquence directe, la phase est donnée par : 

tandis que pour la séquence inversée, on change le sens du temps et le signe 
de la vitesse T ( 5 )  = -+(T) : 

33En toute rigueur, le premier terme de l’équation intégrale est le terme à deux impuretés 
puisque que le terme local à une impureté est déjà inclus dans le diffuson. La choix arbitraire 
d’inclure ici le terme à un impureté n’affecte pas la structure itérative non locale de r’. Voir 
les notes 14, p. 120 et 19, p. 130. 
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de sorte que 
- -  

q r ,  Tf, t ,  tf) = 

e f ’  ([V(T(T) ,T)  - V ( T ( T ) , ~ ) ]  - T(T).[A(T(‘T),T) + A ( T ( T ) , ~ ) ] ) ~ T  . 
f i t  

(6.23 7) 

Le fait que la phase @(r , r f , s ,Z f )  ne dépende pas que de t et t f ,  mais 
aussi du temps t ,  est une conséquence de la structure temporelle non locale 
du cooperon dans iin champ dépendant du temps. I1 n’est plus possible dans 
ce cas de se ramener à une équation locale en temps comme pour le diffuson. 
Toutefois, pour des champs indépendants du temps, le terme lié au potentiel 
scalaire disparaît tandis que celui contenant le potentiel vecteur donne un 
facteur 2 en accord avec les résultats de la section 6.2. La phase est alors une 
fonction de la différence t - t f .  

De façon analogue à ce qui a été fait dans le cas du problème indépendant 
du temps, dans la limite de variations lentes de I?’ et de la phase a, on peut 
développer I”(rt, r ,  t,, t)ea’(r,rf>t,tf) pour ( T ,  t )  au voisinage de ( r f ,  t f ) .  Ce 
développement conduit à une équation différentielle pour I”. Puis, à l’aide 
de (4.48)’ on déduit l’équation différentielle pour Pc(rt, rf, t,, t f )  : 

e 
- i p - f ,  t f )  - V ( q ,  t , ) ] )  Pc(7-2, ‘f, t,, tf) = S(Tf  - .Mtf - t z )  . 

Dans ce cas, la probabilité garde la forme (6.212) 34 : 

Pc(r,,‘f,tz,tf) = /r“”=r’  D { r }  exp (- 1; L ( T ) ~ T )  (6.238) 
r ( tz )=r t  

mais le lagrangien L(r ,  i., T )  s’écrit maintenant [113] : 

- ic [ V ( ~ ( T ) , T )  - V ( T ( T ) , ~ ) ]  . (6.239) 
f i  

340n rappelle que la solution de l’équation différentielle : 

[; - D (O,, - Zay + U ( d )  F ( r ,  T I ,  O, t )  = b ( r  - r’)b(t)  1 
peut s’écrire sous la forme fonctionnelle : 
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La probabilité est donc de la forme 

où (e”(ttitf))c cst la moyenne du facteur de phase sur les trajcctoires de 
diffusion. 

Pour des potentiels A ( r )  et V ( T )  indépendants du temps, on retrouve bien 
la probabilité PC(r, T ’ ,  t,, t f )  donnée par (6.212, 6.213). 
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Complément C6.4 Couplage spin-orbite 
et impuretés magnétiques : un point de vue 
heuristique 

Dans la section 6.5, on a obtenu les effets conjugués de la diffusion spin- 
orbite et des impuretés magnétiques à partir de l’itération d’un tenseur 
7, hap,+ qui décrit un processus de diffusion élémentaire dépendant du spin. 
On présente ici une dérivation quelque peu différente et moins systématique 
mais qui a l’avantage de mettre en évidence de manière élégante le dépha- 
sage inhérent à la rotation du spin lors de ces processus de diffusion. Cette 
présentation est basée sur les références [113,134]. 

C6.4.1 Couplage spin-orbite 
Considérons l’évolution d’un état initial de spin [SO). On note Is,) l’état 

de spin après la dème collision. La rotation du spin est décrite par l’opérateur 
rotation R, 

Isn+i) = RnISn)  (6.241) 

. L’angle û: décrit la rotation autour d’un axe défini par le 

Après une séquence de N collisions CN = { T I ,  7 - 2 , .  . . , T N } ,  le spin au 

où Rn = e-’CFÜ.Ü 

vecteur unitaire û. 

temps t = Nr ,  est donné par 

N N 

(6.242) 
n = l  n = l  

En passant à la limite continue, on peut écrire l’état de spin à l’instant t sous 
la forme 

1 % )  = & b o )  (6.243) 

où l’opérateur Rt qui décrit la rotation du spin le long d’une séquence de 
collisions est donné par 35 : 

Rt = Texp (-i bt3 t  d t )  (6.244) 

où la non-commutativité des matrices O de Pauli impose d’introduire le pro- 
duit chronologique T .  

Le vecteur bt est proportionnel à l’amplitude du couplage spin-orbite au 
temps t [113] 

1 

bt = ‘ - (VV(Tt)  4mc2 x T t )  . 

35L’écriture de l’intégrale d’un opérateur de spin n’est pas évidente. Elle est discutée 
dans la référence [ 1131. 
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Pour décrire la propagation d’un électron qui reste dans l’état de spin / S O ) ,  il 
faut considérer l’élément de matrice 

La moyenne sur les directions de rotation que l’on supposera être des variables 
aléatoires indépendantes et de distribution gaussienne est 

(6.245) 

L’argument de l’exponentielle fait intervenir la fonction de corrélation 
(b,tbgt/). En supposant que les rotations de spin à chaque collision ne sont 
pas corrélées, on a 

(bt,bt/B) = as0 6ap6(t - t’) (6.246) 

où le paramètre aso décrit l’amplitude du couplage spin-orbite. On obtient 
donc, à partir de (6.245) 

(sol(~~)lso) = (sole-Sas0”2t iso) = e-zasot (6.247) 

puisque pour un spin 1/2, Z 2  a pour valeur propre 3. Cette expression, 
qui pondère l’amplitude de probabilité d’une séquence de durée t ,  est de la 
forme ë t / 2 r s o  (c’est-à-dire que la fonction de Green moyenne à une particule 
G ( T ,  T ’ ,  t )  est multipliée par eët/2T*o, voir à ce propos l’expression (3.75) et 
la remarque correspondante). Ceci définit le temps de collision spin-orbite r,, 

-R 

1 
- = 3aS0 . (6.248) 
7 s  O 

On considère maintenant deux séquences conjuguées par renversement du 
sens du temps. L’évolution dans une des deux directions est pondérée par le 
facteur (sflRtlso) où Isf) est le spin de l’état final. L’évolution dans la direc- 
tion conjuguée contient le facteur (sf IR-tlso)’ = (SOIR-, Isf). La contribution 
d’une trajectoire, c’est-à-dire du produit de deux séquences de collisions au 
cooperon PC(r, T ’ ,  t ) ,  est donc pondérée par la moyenne (Qso(t))  sur les tra- 
jectoires du terme [113] 

Le couplage spin-orbite bt est proportionnel à la vitesse de l’électron et change 
donc de signe par renversement du sens du temps : 

b-t = -bt . (6.250) 
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Ce résultat correspond bien au théorème de réciprocité qui énonce que le spin 
doit changer de signe entre les deux trajectoires conjugées (remarque de la 
p. 233). Le couplage bt doit donc changer de signe, de sorte que 

RL+ = Rt . (6.251) 

Par conséquent, Qso(t)  devient 

qui se récrit, en remplaçant le produit des éléments de matrice par un seul 
élément de matrice dans l’espace produit : 

où Is8sf) désigne le produit tensoriel Is$) @ \sf). La variable bt étant supposée 
gaussienne, sa valeur moyenne est donnée par 

t 

(Qso(t))  = (sfsol exp (-: ([.I dtbt.(?t + $ ) I 2 ) )  I.$+$) . (6.253) 
Sf=* 

Le spin total ( Z t  + est conservé et ne dépend pas du temps. En utili- 
sant l’expression (6.246) du corrélateur ( b t a b t , ~ ) ,  l’intégrale sur le temps est 
immédiate et on obtient : 

qu’il faut maintenant comparer au facteur (6.247) qui définit le temps de 
collision spin-orbite. Introduisons pour cela l’état singulet IS) et les trois états 
triplets ITa), états propres du spin total Z a  + Z b .  Les éléments de matrice de 
(Z” + Z b ) 2  dans la base de ces états sont donnés par 

(Sl(Z” + ab)21s) = O 
(Tal(? +a‘b)”Ta) = 8 . (6.255) 

En insérant la relation de fermeture IS)(Sl + E, ITa)(TaI = 1, et en notant 
w e  

(6.256) 
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on obtient finalement la relation (6.134) : 

1 
(QSO(t))  = - (3e -4 t /3 r so  2 - 1) . (6.25 7) 

On voit que la cohérence de phase ne disparaît que lorsque les deux spins Z a  et 
Z b  constituent un état triplet. L’état singulet n’est pas affecté par le couplage 
spin-orbite. La probabilité de retour à l’origine l‘,(y, r ,  t )  est pondérée par le 
facteur (Qso( t ) ) .  

C6.4.2 Impuretés magnétiques 

diffusion multiple : 
Considérons l’évolution du spin de l’électron de long d’une trajectoire de 

1st) = M o )  (6.258) 

où l’opérateur Rt est maintenant de la forme 

Rt = T exp (-i ht.Zt d t )  (6.259) 

Le champ ht = -JE,  S(r - r , ) S ,  est celui vu par l’électron le long de sa 
trajectoire. La propagation d’un électron dans un état de spin donné 1.0) est 
pondérée par l’élément de matrice (so IRt /so).  En moyennant sur l’ensemble 
des séquences de collisions et sur la configuration des spins S, que l’on suppose 
être des variables indépendantes et de distribution gaussienne, on obtient 

(6.260) 

L’argument de l’exponentielle fait intervenir la fonction de corrélation 
(hathat/) qui est de la forme 

(htahttp) = am 6 , ~ 6 ( t  - t’) (6.261) 

où a ,  décrit l’amplitude du couplage avec les impuretés. L’hypothèse (6.261) 
revient à considérer que les angles de rotation du spin électronique induits par 
chaque impureté magnétique ne sont pas corrélés. On obtient donc, puisque 
3 = 3 :  

(sol(Rt)lso) = (sole-- SaWL~*tlSO) = e-2amt (6.262) 

qui est de la forme eët/2rm. Ceci définit le temps de retournement de spin r, 

1 
rrn 
- = 3 a ,  (6.263) 

La fonction de Green moyenne est donc affectée, tout comme pour le spin- 
orbite, par la présence d’impuretés magnétiques. Ceci se traduit par l’exis- 
tence du temps de relaxation 7, en plus du temps moyen de collision élas- 
tique T ~ .  Afin de décrire l’effet du couplage à des impuretés magnétiques sur 
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le cooperon, on considère niaintenant deux séquences de collisions niiiltiples 
conjuguées par renversement du sens du tenips. L'évolution dans une des deux 
directions temporelles est pondérée par le facteur (sf IRt 1.0) tandis que l'évolu- 
tion dans la direction conjuguée contient le facteur (sfIR-,lso)* = (solRy,lsf)  
où lsf) est l'état de spin final. La contribution d'une trajectoire (produit de 
deux séquences de collision) au cooperon est donc pondérée par le terme [ 1131 

s f=*  

Ne dépendant pas de la vitesse de l'électron, le champ ht ne change pas de 
signe par renversernent du sens du temps : 

h-t = ht (6.264) 

de sorte que 
RLt = Ri (6.265) 

brisant ainsi la réciprocité (voir la remarque de la p. 233). 

et Qm(t) peut se récrire 
Le calcul se déroule de manière analogue à celui du couplage spin-orbite 

t 

Qm(t )  = (sfsiITexp (-i 1 dt ht.(crt - nf)) Istsbf) . 
s f = *  

La variable ht étant supposée gaussienne, on a 

La quantité (3; - ~7,")~ est conservée. En utilisant l'expression (6.261) de la 
fonction de correlation (h,,hp,), l'intégrale sur le temps est immédiate et on 
obtient : 

qu'il faut comparer au facteur (6.262) qui définit le temps de retournement 
du spin. On insère la relation de fermeture IS)(Sl + E, lTa)(Tml = 1 où IS) 
est l'état singulet et IScy) sont les trois états triplets. Puisque 

("a - $ ) 2  = 12 - ($a + 

on obtient immédiatement, à partir des équations (6.255) : 

(6.266) 
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En utilisant les relations (6.256), on obtient finalement la relation (6.135) : 

(6.267) 

Ce résultat diffère de celui énoncé pour la diffusion spin-orbite (sec- 
tion C6.4.1). En effet, ici non seulement les modes triplets mais aussi le mode 
singulet sont affectés par les collisions sur les impuretés magnétiques. 
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Complément C6.5 Collisions photons-atomes 

Dans l’exemple de la diffusion Rayleigh d’une onde polarisée, nous avons 
vu que la diffusion multiple a deux effets. D’une part, elle introduit une dépo- 
larisation du faisceau incident qui affecte également le diffuson et le cooperon. 
D’autre part, il apparaît un déphasage supplémentaire dans le cooperon qui 
réduit sa contribution relativement à celle du diffuson. Cette réduction est 
décrite par un temps de déphasage qui se déduit de l’expression (6.170) du 
cooperon. 

On étudie maintenant le cas où une lumière polarisée diffuse sur des atomes 
ayant une structure interne liée à la dégénérescence Zeeman des niveaux 
d’énergie. Dans la section C2.3.3, nous avons étudié les détails de la diffu- 
sion résonnante d’un photon par un atome modélisé comme un système à 
deux niveaux dégénérés. Nous allons voir que la moyenne sur les degrés de li- 
berté atomiques internes conduit à un temps de cohérence de phase fini pour 
le cooperon [135-1371. Ce temps de cohérence de phase peut être calculé et 
mesuré, et il joue un rôle important dans la physique de la diffusion multiple 
des photons sur les gaz d’atomes froids. 

C6.5.1 Potentiel d’interaction 
Dans la section C2.3.3, nous avons obtenu une expression (2.165 et 2.157) 

pour l’amplitude associée à la diffusion résonnante photon-atome pour un 
photon diffusé d’un état k, de polarisation E,  vers un état k‘ de polarisation 2’ : 

3c r p  
f(k,grzi,k’rnf) = -- (Jrn f  I (d.Ê’*)(d.Ei)lJrni) ‘ 

2w S + ir/2 
(6.268) 

Elle dépend des vecteurs d’onde ki et k‘ par l’intermédiaire des polarisations. 
On note dorénavant cette amplitude sous la forme 

où le potentiel 2i0 est donné par (2.103) : 

r/2 , 
2io = -4nf = 3x 

b + ir/2 
(6.270) 

En utilisant la relation (6.141)’ M(k,)Ê,  = E,,  on peut écrire 

2i(k2’ k’,Ê,,Ê’*) = v,(JrnfI(;l.î’*)(d.M(k,)î,)IJm,) . (6.271) 

Ceci nous permet de définir le tenseur d’ordre 2 

ucyp = VO(JrnfI& CJpMp<>lJrn,) (6.272) 
CL 
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dans une base indépendante des polarisations 2, et 2’. Le potentiel wUap géné- 
ralise le cas du potentiel scalaire du modèle d’Edwards (section C2.2.2). Pour 
obtenir le vertex élémentaire d’interaction, on considère le produit 

uUa& = l’Uol2(Jmfl& ~ 2 p M p a l J m , ) ( J m f l &  p v M u i l l J m , ) *  . 
P Y 

(6.273) 
Compte tenu de l’égalité (JmfI&duMupJJm,)* = (Jm,Id,&MupIJmf)  et en 
utilisant la relation de fermeture pour la transition atomique fermée, on déduit 
pour le vertex élémentaire d’interaction B a p , r d  correspondant à une densité 
n, d’atomes, l’expression 

^ - - -  

Bafi,,~ = nzu,yu& = n L 1 ~ 1 ~  C ( J m , I d u d s d y d P I J r r > , ) M Y p ~ p U a  . (6.274) 

Afin de calculer le facteur de structure associé, on moyenne cette quantité, 
d’une part, sur les degrés de liberté atomiques internes en supposant que les 
sous-états Zeeman IJm,) sont équiprobables, et, d’autre part, sur les angles 
pour la polarisation décrite par le terme MYpMpa. 

Le temps de collision élastique est modifié par le couplage atomes-photons. 
Le nouveau temps, noté rat, est donné par la partie imaginaire de la self- 
énergie qui s’écrit, en vertu des relations (2.160) et (2.164) 

PU 

où A J J ~  = m. La notation ( .  . . )k?,int  désigne la moyenne angulaire sur 
k’ ainsi que la moyenne statistique sur les états Zeeman. On en déduit l’ex- 
pression de Tat défini par 

(6.276) 

avec ye = ni1~o1~. On retrouve le cas de la diffusion Rayleigh (relation 6.143) 
en prenant ( J ,  J e )  = (0, 1)’ c’est-à-dire A J J ~  = 1. 

C6.5.2 Diffuson et cooperon 
O Moyenne du vertex atomique 

Le diffuson et le cooperon s’obtiennent à partir de leur facteur de struc- 
ture respectif. Dans le cas présent, la nouveauté provient des degrés de liberté 
atomiques et de la polarisation. Le facteur de structure du diffuson s’ob- 
tient à partir de l’itération du vertex élémentaire hap,+ = (Bap,+)k/,int/-ye. 
Dans la scction 6.6, nous avons étudié le terme MupMpUa associé à la po- 
larisation. I1 faut maintenant également évaluer la moyenne de l’élément 
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a Y a Y a Y a Y - 
-7j- $ @ - - w, x + w ; x  + wj I + * l  
A - 

P 6 P s P s P s 

FIG. 6.16 - Structure du vertex élémentaire d’interaction b$,yO associé au diffuson, 
pour u n  couplage à des atomes ayant une structure interne. Le vertex élémentaire 
b$>+ associé au cooperon est obtenu en permutant les indices /? et 6, c’est-à-dire 
en  échangeant w2 et w3. Pour la diffusion Rayleigh par un dipole classique, seul le 
premier terme subsiste. 

- - - -  
de matrice (Jm, Idpdsd,d, I Jrn,). On suppose que les sous-niveaux Zeeman 
sont tous équiprobables, c’est-à-dire qu’ils sont décrits par une matrice den- 
sité scalaire (voir la section C2.3.3). Dans ce cas, la moyenne statistique 
((Jm,Idpdsd,d,IJrn,)),,t est invariante par rotation et ne dépend donc que 
des produits scalaires entre les directions (a ,  B, ~ , 6 ) .  On la note sous la forme : 

^ _ _ _  

( (Jm Idp~s~,da lJm&t  = &Je (WlSa,hps + wZ~a64?, + w36ap&d 
(6.277) 

qui est représentée schématiquement sur la figure 6.16. Les trois coefficients 
w,( J ,  J e )  dépendent des caractéristiques de la transition atomique résonnante, 
c’est-à-dire, en définitive, des moments cinétiques des états fondamental ( J )  et 
excité ( J e ) .  Le calcul complet est donné dans les références [136,137]. I1 repose 
sur l’application du théorème de Wigner-Eckart qui permet de décomposer le 
tenseur B,p,,s en composantes irréductibles [119,138] dont on peut ensuite 
prendre la moyenne statistique. On montre que 

1 
3 

w1 = -(so - sa)  

1 
2 w2 = -(-SI + s2) 

(6.278) 

où les coefficients s k  s’expriment en fonction des symboles 6 j  et sont donnés 
Par 

1 
w3 = L(S1 + s 2 )  

(6.279) 

On retrouve la limite de la diffusion Rayleigh en prenant J = O et Je = 1 qui 
donne SO = 3 et s1 = s2 = O, c’est-à-dire (w1, w2, wg) = (1, O, O). 

Afin de diagonaliser ce tenseur, on diagonalise séparément le tenseur ato- 
mique et le tenseur de polarisation. L’expression (6.277) résulte de la diago- 
nalisation du tenseur ( ( J m ,  Idpdsd,d, IJm,)),,t. Elle peut donc s’exprimer en 
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fonction des trois tenseurs de base (6.157) 

(6.280) 

où les valeurs propres Ah’ sont données par 

2 Lc fait que Al)“’ = A J J ~  resultc de la règle dc somme c k = 0 ( 2 k  + 1 ) s k  = 3. 
Le cas limite de la diffusion Rayleigh classique ( J  = O, Je = 1) donne Al)“’ = 

A l ’  = Ar) = 1, c’est-à-dire 

De la même manière, on peut évaluer la contribution des degrés de li- 
berté internes atomiques au vertex élémentaire décrivant le cooperon. Cette 
contribution s’obtient à partir de la combinaison (Bag,,p)int et donc en inter- 
vertissant les indices p et 6 dans l’expression (6.277). Cette opération revient 
donc à échanger w 2  et wg (fig. 6.16). I1 en résulte une décomposition différente 

où 
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De ces résultats 36 et de l’expression (6.274)’ on peut déduire l’expression 
du vertex élémentaire total associé à l’interaction photon-atome pour le diffu- 
son et pour le cooperon. La décomposition de la partie du vertex élémentaire 
associée à la polarisation des photons et moyennée sur les directions angulaires 
a été obtenuc dans la section 6.6. Elle est donnée par la relation (6.156)’ 

Le vertex total (6.274) cst obtenu en multipliant les deux contributions (6.280) 
et (6.285)’ soit 

(6.286) b(d,c) - x b k  A c > c )  T(‘“’) 
e P d  - a B w  cL”>YJ . 

k,k’ P” 

De la propriété d’orthogonalité des tenseurs T$),Pu, on déduit l’expression 

(6.287) 

De ces résultats, on peut déduire les conclusions suivantes : 

Le vertex élémentaire d’interaction bap,yg a été obtenu comme le produit 
des contributions de la polarisation des photons et des degrés de liberté 
atomiques. 

Lorsqu’il y a une dégénérescence Zeeman des niveaux atomiques, les 
vertex élémentaires d’interaction (6.287) pour le diffuson et pour le co- 
operon ne coincident plus. En particulier, le mode de Goldstone existe 
pour le diffuson et correspond à Ar’ = A J J ~ ,  mais il n’existe plus pour 
le cooperon pour lequel A t ’  = AJJ, (I  - 2.~1). Donc, contrairement à la 
diffusion Rayleigh classique, le cooperon est atténué dans tous les modes 
de polarisation. On retrouve le cas de la diffusion Rayleigh en prenant 
( J ,  J e )  = (O, 1)’ qui donne SI = O, soit A t )  = 1. 

36Les quantités Ap’ et A t ’  peuvent se récrire en fonction de symboles 6 j  et 9 j  [137] 
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La diagonalisation du vertex élémentaire d'interaction brro,y,j conduit 
à celle de l'équation intégrale (6.150) pour laquelle 37 w(q)  = (rat/re) 
(1 - Dq2rat) = & (1 - Dq2rat). On obtient trois modes r k  de la forme 

% / T a t  rk = 
Dq2 + $ (6.289) 

Les temps d'atténuation 7-k s'obtiennent à partir de la relation (6.287) 
pour le diffuson et pour le cooperon : 

(6.290) 

où les quantités ( b k ,  A?), A;)) sont données respectivement par les re- 
lations (6.153, 6.281 et 6.284). Pour des transitions entre niveaux ato- 
miques tels que Je = J ou Je = J f 1, on peut exprimer simplement les 
temps caractéristiques rid") sous forme de fractions rationnelles. Leurs 
valeurs sont données sur la figure 6.17 pour le cas Je = J + 1. 

FIG. 6.17 ~ Valeurs des temps de dépolarisation et d'atténuation du diffuson et du 
cooperon pour différentes transitions atomiques caractérisées par les nombres quan- 
tiques J et Je = J + 1. Les temps sont exprimés en  unités de rat. 

37La constante de diffusion est maintenant donnée par 

C L t  (6.288) 
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Enfin on obtient, pour l’expression générale du facteur de structure, la 
décomposition à l’aide des tenseurs de base (6.157) : 

k=O 
1 1 1 
2 3 2 = -(rl + r 2 ) ~ n y ~ B 6  + -(ro - r 2 ) ~ a p 4 6  + -(-rl + r2)6,6sp, . 

(6.291) 

De cette expression générale, nous pouvons maintenant déduire le comporte- 
ment du diffuson et du cooperon. 

Les modes propres du cooperon sont atténués avec un temps caracté- 
ristique TC) donné par (6.290). Nous verrons dans la section 8.9.3 que les 
temps de déphasage rid’ décrivent la dépolarisation des photons. Le cooperon 
contient lui aussi cet effet de dépolarisation et on peut donc le séparer des 
effets de perte de cohérence de phase en écrivant T(“’ sous la forme 

( 

On définit ainsi les temps de cohérence de phase 
sous-espaces, par 

(6.292) 

r $ ( k ) ,  associés aux trois 

(6.293) 

I1 apparaît que l / r @ ( k )  est proportionnel à la différence A?’ - Al,“’ et qu’il 
diverge en l’absence de dégénérescence du niveau fondamental J .  Le temps 
de cohérence de phase est donc une mesure directe de la structure interne des 
niveaux atomiques. 





Chapitre 7 

Transport électronique 

Dans ce chapitre, on rétablit tr. et on dénote par la lettre s la dégénérescence 
de span. e > O .  

7.1 Introduction 

Ce chapitre est consacré à l’étude de la conductivité électrique d’un métal 
faiblement désordonné. La description générale du transport dans les métaux 
est un problème important où les idées de cohérence et de diffusion multiple 
jouent un rôle clé. Le but de ce chapitre est d’établir une expression de la 
conductivité électrique moyenne et d’en étudier le comportement. On étu- 
diera particulièrement les corrections quantiques à la conductivité moyenne, 
corrections dont l’origine provient des trajectoires associées au cooperon. On 
obtiendra alors une description de ce qui est appelé habituellement le do- 
maine de la localisation faible. L’étude des moments d’ordre supérieurs de la 
distribution de conductivité sera abordée dans le chapitre 11. 

On considère la composante diagonale aZZ(w) le long d’une direction Ox 
du tenseur de conductivité électrique crop, dont la dérivation est rappelée 
dans le complément C7.1. Pour un gaz d’électrons dégénéré à température 
T < TF = E F / ~ B ,  aZZ(w) est donnée par son expression à T = O K 

considère un milieu isotrope, de sorte que uzz = uyy = uzi. 
’Cette expression (( basse température )> de la conductivité est celle d’un gaz dégénéré 

(T << TF) .  Pour un gaz d’électrons non dégénéré, il faudrait utiliser la relation (7.123). 
Par ailleurs, l’expression N température nulle D n’exclut pas une éventuelle dépendance en 
température contenue dans les fonctions de Green, provenant du couplage à d’autres degrés 
de liberté (voir remarque de la p. 92). Nous gardons ici la notation Ge,-, au lieu de 

G C F - h W  
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e2 ti3 
27rrn2R k,k; Re GF(k, k’)Gt-u(k’l k )  a ( w )  = s- 

. .  ou 3, = -ep,/m est l’opérateur courant dans la direction Ox. Le facteur 
s = 2 tient compte de la dégénérescence de spin. La fonction de Green est 
donnée par la relation (3.13) ct l’hamiltonien ‘H par (2.1). 

La relation ImGR = (GR - G A ) / 2 i  fait apparaître les produits GRGA, 
GRGR et GAGA. Dans le complément C4.5 on montre que les termes GRGR 
et GAGA donnent des contributions négligeables. Leur moyenne est d’ordre 
l/k& par rapport aux termes GRGA. Par ailleurs, au moyen d’une identité 
de Ward (4.212), il est possible de relier le produit GRGR à GR. Ce terme 
ne contribue ni aux effets d’interférence considérés dans ce chapitre, ni aux 
fluctuations étudiées dans le chapitre 11. On garde finalement 

(7.4) 

L’opérateur courant est égal à j ,  = -e/ï,C,/m = i$ô/ûx. On peut évaluer 
la trace en utilisant la représentation spatiale, ce qui donne pour la conducti- 
vité moyennée sur le désordre F,,(w), que nous noterons dorénavant a ( w )  : 

.(W) = a,,(w) = -s- e2‘3 S d r d r ’  Re ~ , G , R ( T , T ’ ) ~ , ~ G ~ - ~ ( T ’ , T )  (7.3) 
27rm2R 

tandis qu’en représentation impulsion, on obtient 

où la fonction de Green GF(k, k’) est donnée par (3.31). 

3 Remarque 

! analogue à (7.4) : 
La dépendance spatiale a(q, w) de la conductivité moyenne s’exprime par une relation 

$3 

1 où k& = k f Cette expression est similaire à celle obtenue pour la probabilité 
P ( q , w ) ,  donnée par la relation (4 12) (en rétablissant f i  à la fois dans les fonctions 
de Green et dans la densité d’états P O )  . 

B 
$ Cependant, le facteur supplémentaire kzkL dans la conductivité ne permet générale- 
’ ment pas d’obtenir une relation directe entre o ( q , w )  et P ( q , w ) .  

3 0 n  note E = E F  sans préciser systématiquement l’énergie de Fermi sauf lorsque cela est 
nécessaire. 
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On a vu dans le chapitre 4 que P est bien décrite par la somme de trois 
termes dont le premier Po(r, Y’, w) représente la probabilité quantique qu’une 
particule atteigne le point 7“ sans avoir subi de collision (Drude-Boltzmann). 
Les deux premières contributions Po et Pd sont classiques et ne prennent en 
compte aucun effet de phase, tandis que la troisième, X,, décrit le coope- 
ron. On suit ici la même démarche et on représente (fig. 7.1) la conductivité 
moyenne comme la somme de trois termes correspondant respectivement à 
Po, Pd et X,. On évalue ces trois termes dans les sections suivantes. 

+ 

FIG. 7.1 ~ Représentations des contributions de Drude-Boltzmann, du diffuson et 
du cooperon à la conductivité moyenne. Dans le cas de collisions isotropes, le se- 
cond diagramme est nul (section 7.2.2). Dans le cas de collisions anisotropes, le 
troisième diagramme doit être << habillé >> par une ligne d’impureté supplémentaire 
(complément C7.4). 

La théorie de la réponse linéaire permet de définir une conductivité non 1c- 
cale ‘ T ~ B ( T , T ’ ) ,  réponse au champ électrique local E(T’)  et telle que ~ ~ ( r )  = 

B j- dT’O&(T, T’)E(j(T’) 11391 : 
I 

1 Contrairement à (7 3) où on les a éliminés, il est nécessaire de garder ici les produits 
t GRGR et GAGA pour obtenir une expression correcte de a(r ,  T ’ )  qui en particulier I assure la conservation du courant Leur contribution est négligeable après l’intégra- 
$ tion (7 8) On vérifie que la conductivité u définie par (7 l)  est telle que 

0 = I // dTdT’V(T, T ’ )  (7 8 )  
f 

R 
En calculant la moyenne sur le désordre F,B(T, T ’ )  de la conductivité, on montre que, 
pour des collisions isotropes, elle s’écrit 11391 
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a0 = se2po(tF)D 

où R = T - T‘ et no = ne2re/m. L a  conservation du courant E, aauafi(r, T ‘ )  = 
CBd;na f i (~ , r ‘ )  = O implique que P d  est solution de l’équation de diffusion 
-DnPd(r ,  T ’ )  = 6(r - T ’ )  où 8 est une fonction normalisée de portée 1,. En intégrant 
c ~ ~ ( T ,  T ’ )  sur le volume (7.8), le second ternie doririe une contribution nulle, de sorte 
que l’on retrouve la conductivité de Drude ü a p  = ao6,fi (voir section suivante). Ce 
second terme est néanmoins essentiel car il assure la conservation du courant, c’est- 
à-dire du nombre de particules. La structure de l’expression (7.9) est très voisine de 
celle de la probabilité P(T, T ” )  = Po(., r’) f p d ( T ,  r’) pour laquelle ii a été montré 
dans la section 4.4 que le diffuson P d  assure la conservation du nombre de particules. 
On voit ainsi que, tout comme P ( T ,  T ’ ) ,  la conductivité U ( T ,  T ’ )  est une quantité es- 
sentiellement non locale. Sa structure permet de comprendre la relation profonde qui 
existe entre les formalismes de Kubo et de Landauer (voir p. 332). 

- 

(7.14) 

7.2 Contribution incohérente à la conductivité 

7.2.1 L’approximation de Drude-Boltzmann 

Elle consiste à prendre 
Cette approximation est équivalente à celle utilisée pour le calcul de Po. 

où les fonctions de Green moyennes sont données par (3.87) : 

(7.11) 

On obtient alors pour la conductivité (7.4) une contribution notée ao(u) : 

Dans cette expression, on remplace la somme discrète par une intégrale, en 

(7.13) 

où a est l’angle solide normalisé (s d a  = 1) et où po est la densité d’états par 
unité de volume et par direction de spin. La dépendance en énergie de kz  est 
régulière et on suppose que la densité d’états varie peu sur l’échelle d’énergie 
h/r, autour de E F .  Le produit pok: peut donc être extrait de l’intégrale. Par 
ailleurs, la moyenne angulaire de k: donne k g / d .  En calculant l’intégrale par la 
méthode des résidus et en introduisant le coefficient de diffusion D = v f r e / d ,  
on obtient finalement pour la conductivité à fréquence nulle 00 = ~ O ( W  = O) : 
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qui est la relation d’Einstein [140,141]. Pour des électrons libres, la densité 
d’états s’exprime (à toute dimension d )  en fonction de la densité électronique 
n Dar 

(7.15) 

On en déduit l’expression usuelle de la conductivité de Drude [142] : 

ne2r, 
m 

IT()=- ’ (7.16) 

À partir de l’expression (3.44) de la densité d’états, on peut aussi écrire la 
conductivité sous la forme 

d - 1  

uo = sAd- ( k )  1 ,  
h 2n 

(7.17) 

X d / 2  
O ù  A d  = ~ r(d,2+l) est le volume de la sphère unité en dimension d. 

À l’approximation de Drude, on a pu extraire, dans la relation (7.4)’ le 
terme k,kL de la somme sur les impulsions et le remplacer par kg/d. En com- 
parant les expressions (7.5) et (7.6)’ on voit que la conductivité de Drude est 
proportionnelle à la contribution correspondante Po à la probabilité classique : 

(7.18) 

ou encore 

dr’RePo(r,r’,w) (7.19) 
m 

ce qui, compte tenu de la relation (4.20)’ donne 

ne2 Te 
ITO(W)  = --Re- . 

m 1 - iwr ,  
(7.20) 

Enfin, la conductance moyenne est donnée par la loi d’Ohm 
- 
G = o ( ) L ~ - ~  . (7.21) 

C’est la généralisation à d dimensions de la forme habituelle = aoS/L pour 
un échantillon de longueur L et de section S .  En dimension d, la conductance 
moyenne est égale à 

- e2 kF1, 
G = SAd--(kFL)d-2 . 

h 2n 
(7.22) 

Elle est indépendante de la taille en dimension d = 2. Pour un fil de longueur 
L et de section S ,  elle s’écrit 

- e2 kF1,S G=s-- 
h 3nL 

(7.23) 
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Remarque : Conductance et énergie de Thouless 

L a  conductivité de Drude etant proportionnelle au coefficient de diffusion D ,  elle 
peut se recrire en fonction de l’énergie de Thouless E, = f iD/L2 définie dans la 
section 5 5 1 comme l’inverse du temps de diffusion à travers un système de taille 
finie L En effet, puisque la densité d’états par unité de volume est egale à l/(QA), 
ou A est la distance moyenne entre niveaux d’énergie, la conductivite 00 donnée par 
la formule d’Einstein (7 14) se récrit 00 = se2D/RA La conductance moyenne est 
donnée par la loi d’Ohm G = ooLd-’ Elle est donc egale à 

- e2 E, G = s - -  . 
t i n  

(7.24) 

Cette expression fait apparaître le quantum de conductance e 2 / h  dont l’inverse h / e 2  
! est égal à 25,8 k 0 .  Ainsi la conductance sans dimension g = G / ( e 2 / h )  apparaît comme 

le rapport de deux énergies caractéristiques, l’énergie de Thouless et la distance entre 
I niveaux : 
i 

g = 27rs- (7.25) 

1 On notera que, dans la littérature, l’énergie de Thouless est arfois définie par E, = 
8 h D / L 2 ,  de sorte que l’on rencontre aussi l’expression g = sa. 2 
g 

La conductance peut aussi s’interpréter comme une mesure de la sensibilité des ni- 
1 veaux d’énergie d’un système isolé à un changement des conditions aux limites Ce 
1 point de vue a été développé par Thouless [143]. 

$ Remarque : La conductance comme mesure du désordre 

La limite Icpl,, 2 1 décrit le cas d’un système faiblement désordonné (relation 3.84), 
c’est-à-dire pour lequel les fonctions d’onde sont bien décrites par des ondes planes 
faiblement perturbées par le potentiel de désordre. Cette limite est celle d’un niétal 
bon conducteur. I1 existe cependant une autre manière tout aussi naturelle de ca- 
ractériser la qualité d’un conducteur qui consiste à utiliser sa conductance électrique 
adimensionnée g mesurée en unité de e 2 / h  = 1/(25,8 kR). Une valeur g > 1 corres- 
pond à un bon conducteur (et inversement g << 1 décrit un isolant). La question se 
pose alors de la correspondance entre ces deux critères. Pour y répondre, on utilise 
l’expression (7.17) de la conductivité de Drude 00 .  De la loi d’Ohm G = O ~ L ~ - ~ ,  on 
déduit que 

g oc k F l , ( k F L ) d P 2  . (7.26) 

Pour d = 2, g est directement proportionnelle à k ~ 1 ,  et les deux critères sont équi- 
valents. Pour d = 3, le critère k p l e  > 1 implique g > 1. Dans la limite inverse 
k ~ 1 ,  < 1, la loi d’Ohm (7.26) n’est plus vérifiée et l’approche perturbative ne s’ap- 
plique plus. Les états électroniques deviennent spatialement localisés. Dans ce cas, la 
conductance décroît exponentiellement avec la taille et g << 1. Pour d = 1, l’approche 
perturbative en l / k ~ 1 ,  n’est pas valable (exercice 3.9). Les états électroniques sont 
localisés et g est toujours petite tant que L > 1,. 
Ainsi la conductance g est une bonne mesure du désordre et elle peut être utilisée 
pour interpoler entre les deux limites g >> 1 pour un conducteur et g << 1 pour un 
isolant [144]. Nous avons également vu que le paramètre l /g  mesure la probabilité de 
croisement de deux diffusons, c’est-à-dire l’importance des corrections quantiques au 
transport classique (section C4.2.3). 
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Remarque : Couplage à d’autres degrés de liberté 

La Conductivité de Drude (7.16) est proportionnelle au temps de collision élas- 
tique re, c’est-à-dire directement reliée à l’inverse de la partie imaginaire de la self- 
ériergie (3.73). Nous n’avons considéré ici que la contribution à la conductivité des 
collisions élastiques sur le potentiel aléatoire dû aux impuretés statiques. On pourrait 
de même prendre en compte le couplage à d’autres degrés de liberté (voir la sec- 
tion 6.5) découplés les uns des autres (impuretés magnétiques, couplage spin-orbite, 
etc.) et généraliser la relation (7.16) SOUS la forme 

(7.27) 

où le temps effectif p o t  est donné par la règle de Matthiessen (voir la remarque de la 

(7.28) 

1 Le couplage à des degrés de liberté dynamiques (phonons, interaction avec les autres 
électrons) peut aussi être incorporé de façon phénoménologique à cette expression 
de la conductivité. L’interaction électron-phonon n’est pas abordée dans cet ouvrage 
(on pourra consulter [142,145]). Le cas de l’interaction coulombienne avec les autres 
électrons peut aussi se décrire par un temps caractéristique. Nous y reviendrons en 
détail dans la section 13.6. 
En général, le temps de collision élastique est le plus petit, T~ << T ~ ~ , T ~ .  De plus, on 
se placera à suffisamment basse température pour que l’on puisse négliger l’interaction 
avec les phonons. Ce sont d’ailleurs les conditions nécessaires pour observer des effets I de cohérence de phase. Dans ces conditions, la conductivité de Drude est égale à 

I ne2re/m. 

1 p. 92) 
1 1 1 1  - = - + - + - .  

Ttot Te Tso Tm D 

7.2.2 Le régime de collisions multiples : le diffuson 
La normalisation de la probabilité de diffusion quantique nécessite de 

prendre en compte, en plus du terme de Drude-Boltzmann, la contribution 
associée aux collisions multiples à l’approximation du diffuson (section 4.4). 
Voyons maintenant quelle est la contribution du diffuson à la conductivité. 
Celle-ci s’obtient à partir de la relation (7.4) où on introduit le diffuson (4.83) 
dans la moyenne des fonctions de Green. Cette contribution, notée od, est 
égale à : 

(7.29) 
avec P o ( k , q , w )  = &G((k+)Gf-,(k-) et où I ‘ , (8 , s ’ , q )  est le facteur de 
structure (4.157) qui dépend a priori du vecteur de diffusion q et des directions 
d’incidence et d’émergence du processus de diffusion. Cette expression est 
similaire à celle (4.83) obtenue pour Pd(q ,w) .  Mais le produit IC,lck joue ici 
un rôle crucial. 

On note d’abord que la fonction P o  est piquée autour de ICp. Puis, on 
sépare les sommes sur les modules IC et IC’ et les intégrations angulaires. 
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On en déduit la contribution du diffuson à la conductivité, dans la limite 
q + O, en regroupant les constantes afin de faire apparaître ~ g ( w )  : 

où ( . . . ) ~ , s /  est la moyenne sur les directions s et 2’ et où on note ru(;, i?’) = 
ru(s, 8’; q = O). On pourra se reporter au complément C4.3 pour plus de 
détails. 

e Pour des collisions isotropes, î u ( s ,  2’; q )  ne dépend pas des directions in- 
cidente et émergente, la moyenne du produit s.s’ donne une contribution 
nulle. Par conséquent, la contribution du diffuson à la conductivité est nulle : 

e Si maintenant les collisions sont anisotropes, c’est-à-dire si le potentiel de 
collision v(k - k’) a une structure angulaire, alors F u ( ; ,  s’) dépend de 8 et 
8’ et vérifie l’équation intégrale (4.163). I1 reste une contribution finie du 
diffuson. Afin de calculer la moyenne angulaire dans (7.30), on introduit le 
vecteur [146,147] : 

A,$ = s’ru(s, s’)) (7.31) 

colinéaire à g. En multipliant (4.163) par 2’ et en moyennant sur celui-ci, on 
obtient l’équation 

O d ( W )  = o. 

( s’ 

1 

’Ye 
Au$ = 715 + -fuAu(s”R(R” - i)) g,, (7.32) 

où fu = fu(g”, q = O) = l/(l - iwr,) définie par (4.77) n’a pas de dépendance 
angulaire pour q = O. Cette expression de fu est valable pour tout UT,, même 
au-delà du régime diffusif. L’équation (7.32) a pour solution 

Y i  A -  
u - 1 - furl/% (7.33) 

où les quantités y1 et ye sont définies par (4.159). Enfin, en notant s, la 
composante de j. le long de Ox, on a 

d’où on déduit pour ad(w) : 

(7.34) 

(7.35) 

de sorte que la conductivité totale, que nous notons ac l (w)  =  BO(^) + ad(w), 
s’écrit : 
i 

1 
1 - iwr* 

oc l (w)  = se2D*po Re (7.36) 
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où le temps de transport r* est donné par 

et la constante de diffusion D* est 

(7.38) 

On obtient finalement pour la conductivité totale ocl ( w )  une expression iden- 
tique à la conductivité de Drude (7.20) mais où le temps élastique moyen T, 

est remplacé par le temps de transport r*. Les deux expressions coïncident 
pour des collisions isotropes, auquel cas T* = 7,. 

I1 est utile de revenir sur la structure des expressions de Pd(q,w) et de 
od(w). On pourrait en effet se demander pourquoi ces deux quantités sont si 
différentes, alors que les expressions de départ (7.5) et (7.6) sont très ana- 
logues, au produit kzkZ près qui intervient dans la conductivité. Les deux 
quantités s’écrivent en fonction du facteur de structure qui, dans la limite 
q + O, a la structure angulaire suivante (voir la relation 4.165) 

ru(;, ;’, q)  = + 6 . 6 ’ ~ ~  . (7.39) 

Le calcul de Pd(q ,w)  implique la moyenne (r,(s,&’,q)) = r,(q) qui a 

un pôle en w = O, alors que la conductivité ad(w)  fait intervenir la moyenne 
(szsz,ï,(6, 6’, 4))- ^, proportionnelle à A, et qui n’a pas de pôle en w = O. 

8,ê’ 

5 , s  

7.2.3 Temps de transport et renormalisation de vertex 
On étudiera généralement les propriétés de transport en se limitant au cas 

le plus simple où la diffusion est isotrope, mais on peut se demander comment 
ces propriétés doivent être modifiées dans le cas où les collisions sont aniso- 
tropes. I1 suffit, d’une part, de remplacer D par D* dans le pôle de diffusion. 
D’autre part, l’opérateur courant doit être renormalisé. Pour voir pourquoi et 
comment mettre en œuvre cette renormalisation, reprenons l’exemple de la 
conductivité. Le calcul de o , ~  = oo + a d  fait intervenir la somme des deux 
premiers diagrammes de la figure 7.1. À cause des propriétés du diffuson, tout 
se passe comme si on ne considérait que le diagramme pour 00 (le premier de 
la figure 7.1) mais en remplaçant le vertex impulsion entrant k = k6 par 

6’GR(k‘)GA(lc‘)r,(s‘, 6) (7.40) 

4 0 n  a déjà introduit le temps T* pour le calcul de la probabilité P d  avec des collisions 
anisotropes (relation 4.170). 
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FIG. 7.2 ~ a)  Renormalisation du vertex de courant pour des collisions anisotropes. 
b )  Conductivité classique ocl pour des collisions anisotropes. 

ou encore, à l’aide des relations (4.161, 7.31), en effectuant la substitution 

représentée sur la figure 7.2.a. À fréquence nulle la quantité ho donnée 
par (7.33) est egale à h o  = YIY~/(Y, - 71) de sorte quc (1 + holy,)  = 
ye/(ye - 71) = T*/T,. On doit donc effectuer la substitution : 

(7.42) 

où T* est le temps de transport (7.37). Tout se passe donc comme si on 
remplaçait, dans le diagramme donnant no, un des vecteurs d’onde IC,  par 
k z ( l  + Ao/y,) = I C z ~ * / ~ e  (fig. 7.2.b). Le coefficient de diffusion D = ( u ~ T , )  
doit donc être remplacé par D* = ( V ; T * )  [148]. 

7.3 Contribution du cooperon 
Nous avons vu dans la section 4.6 qu’il existe une troisième contribution à 

la probabilité de diffusion quantique appelée cooperon et qui correspond aux 
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mêmes trajectoires que celles décrites par le diffuson niais parcourues en sens 
inverse l’une de l’autre (fig. 4.7). Le cooperon donne aussi une contribution à 
la conductivité (7.4) qui s’écrit 

(7.43) 
et qui correspond au dernier diagramme de la figure 7.1. Notons la similitude 
entre cette expression et celle (4.90) obtenue pour X,(q,w).  La fonction rk = 
ïu est donnée par (4.93) et dépend de k f k ’ .  Contrairement au cas du diffuson, 
la contribution du cooperon à la conductivité a une structure angulaire, même 
si le potentiel de collision v (k  - k’) en est dépourvu. Cette contribution est 
singulière et diverge dans la limite w + 0 et k + k’ = O. Elle s’obtient donc 
en sélectionnant les directions angulaires autour de la valeur particulière k = 
-k‘.  Par conséquent, le produit k,kk se moyenne à - k$ /d .  On peut écrire 
directement a,(w) en fonction de la probabilité de diffusion quantique Xc(q = 
0, w) associée au cooperon 

V 2  

d 
a,(w) = - se2poFRe Xc(q = 0 , w )  . (7.44) 

En utilisant l’expression (4.96) de X,(q, w), on obtient finalement : 

e2 D 1 
ac(w) = -s- 

Q 
7rhR (7.45) 

ou encore, par transformation de Fourier, et pour un système invariant par 
translation 

dr’ReX,(r,r’,w) (7.46) 
m 

soit, pour la conductivité totale 

O ( W )  = ~ &’Re [Po(r, T’ ,  w) - X,(T, T ’ ,  w)] . (7.47) 
m s 

Compte tenu de (4.52), on a encore 

e2 D 
7rh 

a,(w) = -s-ReX,(r, T ,  w) . (7.48) 

5 0 n  néglige la dépendance en w de &(k, O, w )  qui n’est pas singulière. 
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On peut donc exprimer la correction à fréquence nulle à la conductivité de 
Drude-Boltzmann en fonction de la probabilité X C ( r ,  r ,  t )  de retour à l’origine 
d’un mouvement de diffusion par 

(7.49) 

ou encore, en utilisant (5.5), 

(7.50) 

où Zc(t)  est la contribution du cooperon à la probabilité intégrée de retour à 
l’origine. Pour des collisions anisotropes, il suffit de changer 7, en T * ,  et D en 
D* = u $ ~ * / d  (voir le complément C7.4). 

7.4 Le régime de localisation faible 
Les relations (7.45) ou (7.50) permettent de calculer la correction quan- 

tique à la conductivité de Drude-Boltzmann associée au cooperon. Le signe 
négatif de cette correction provient de la sélection de la direction IC’ 2 - IC 
pour laquelle la contribution du processus de diffusion cohérente est maxi- 
male. Cette réduction de la conductivité par les effets d’interférence est ap- 
pelée localisation faible. L’adjectif (( faible >> vient ici traduire le fait que cette 
correction est petite par rapport à la contribution principale de Drude par un 
facteur l / k ~ I ,  < 1. On verra dans la section 7.5.2 qu’en présence de couplage 
spin-orbite, la correction peut devenir positive. 

= % de 
localisation faible à fréquence nulle sous la forme intégrale : 

De la relation (7.49)’ on peut déduire la correction relative 

ce qui, compte tenu de (7.50), conduit à 

dtZc(t) . ACT 

(7.51) 

(7.52) 

L’énergie définie par A = & représente l’espacement moyen par direction 
de spin (au niveau de Fermi) des niveaux d’énergie. 

On a supposé jusque-là que les trajectoires conjuguées par renversement 
du sens du temps sont cohérentes de phase. Ceci n’est plus vrai si certains 
processus changent leur phase relative (voir chap. 6).  Dans la suite de ce 
chapitre, on reprend certains d’entre eux : effet d’un champ magnétique, dif- 
fusion spin-orbite et diffusion par des impuretés magnétiques. On ne considère 
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pas ici le déphasage associé aux degrés de liberté dynamiques comme le cou- 
plage électron-phonon et l’interaction entre électrons qui sera étudiée dans le 
chapitre 13 (voir la discussion de la section 6.8). Suivant que le déphasage 
correspond à un processus déterministe ou non, on dira que l’on a affaire à 
un temps de coupure T-, ou de cohérence de phase 74 (voir la table 6.11). On 
peut ainsi récrire la correction (7.52) associée au cooperon sous la forme 

(7.53) 

qui prend en compte la disparition des longues trajectoires. 

7.4.1 Rôle de la dimensionalité 
Le comportement de la correction cohérente à la conductivité est contrôlé 

par le temps de récurrence TR défini par la relation (5.15)’ c’est-à-dire le 
temps passé par une particule qui diffuse au voisinage d’un point origine. Or 
pour un système infini ou dont la taille caractéristique est très supérieure à la 
longueur de cohérence de phase L+ = fi, le comportement du temps de 
récurrence dépend de façon essentielle de la dimensionalité d’espace d ,  d’après 
les relations (5.30). On s’attend donc à ce que la correction de localisation 
faible, qui est proportionnelle à la probabilité intégrée de retour à l’origine, 
dépende aussi de d. 

Notons d’abord que l’expression (7.53) n’a de sens que dans le régime 
diffusif, pour lequel t > 7,. I1 convient donc de supprimer la divergence éven- 
tuelle de l’intégrale (7.53) aux temps courts en la bornant à 7,. Pour cela, on 
récrit (7.53) sous la forme symétrique 

(7.54) 

Considérons un milieu dont la taille caractéristique L = est supé- 
rieure à L4. Aux échelles de temps inférieures à 74, la diffusion est celle cor- 
respondant à un milieu infini et le noyau de la chaleur est donné par l’expres- 
sion (5.23)’ Zc(t)  = R / ( ~ T D ~ ) ~ / ~ .  En utilisant la relation (15.74)’ l’intégrale 
prend, pour d < 4, la forme : 

(7.55) 

6Avec les définitions habituelles de L+ et 1,  telles que L i  = DT+ et 16 = dDr,, la 

relation (7.55) devrait contenir la différence L:-‘ - ( l e / d ) 2 - d .  Mais la coupure T~ est 
introduite de façon phénoménologique et la dépendance en 1, n’est donc obtenue qu’à 
une constante multiplicative près. On rencontre donc le plus souvent dans la littérature 
l’expression plus (( symétrique )) (7.55), d’où sont dérivées les relations (7.56) et (7.57). La 
dépendance en I ,  n’est donc qu’indicative. 
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On en déduit, pour la conductivité exprimée en fonction du quantum de 
conductance e 2 / h ,  les résultats importants : 

(7.56) 

On ne considère pas ici le cas strictement unidimensionnel, pour lequel il 
n’existe pas de régime diffusif (voir exercice 3.9)’ mais plutôt celui d’un fil 
quasi-unidimensionnel de section finie S.  (( Quasi-unidimensionnel )) signifie 
que la diffusion est unidimensionnelle, mais que le fil est néanmoins tridimen- 
sionnel dans la mesure où sa section est grande devant la longueur d’onde X F .  
I1 admet un nombre suffisamment grand de canaux transverses (voir sec- 
tion C7.2.1) : cette limite correspond à un système tridimensionel très aniso- 
trope. On utilise alors la relation (7.54) avec R = LS et ~ , ( t )  = L/&~Z%. 

Le résultat bidimensionnel correspond à un gaz d’électrons strictement 
confiné dans un plan. Pour un système quasi-2d d’épaisseur a, la conductivité 
qui n’a alors plus les mêmes dimensions doit être divisée par a. 

Compte tenu de l’expression (7.17) de 00, la correction relative de conduc- 
tivité peut se récrire, pour L+ > 1, : 

(7.57) 

Pour le cas quasi-ld, on a fait apparaître le nombre de canaux M = k ; S / 4 ~  
donné par la relat,ion (7.142). À trois dimensions, la correction ne dépend pas 
de L d .  
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Exercice 7.1 : Montrer que l’on peut récrire la conductivité (7.53) sous la forme 

En remplaçant la somme par une intégrale, c’est-à-dire à partir de la relation 

(7.58) 

(7.59) 

où Ad est le volume de la sphère unité en dimension d donné par (15.2), montrer que 
l’on retrouve les expressions (7.56) et (7.57) pour la correction de localisation faible 
à fréquence nulle. 
Lorsque w = O et L+ + CO, la convergence de l’intégrale (7.59) pour Q = O et pour 
Q -+ cm dépend du signe de d-2. La divergence ultraviolette à Q + CO est artificielle. 
En effet, l’approximation de diffusion QI, << 1, décrit des trajectoires électroniques 
dont la longueur est supérieure à l e ,  donc l’intégrale sur Q admet ille pour borne 
supérieure. Pour d 5 2, la divergence à Q = O est plus sérieuse et nécessite de garder 
une valeur finie de Lb pour assurer la convergence de l’intégrale. 

Exercice 7.2 : A partir de la relation (7.58), montrer que pour un fil quasi- 
unidimensionnel connecté et avec L+ fini, la correction de localisation faible à la 
conductance moyenne, exprimée en unités de e 2 / h ,  s’écrit : 

avec x = L/L4.  Cette somme est égale à 

et elle admet les comportements limites 

Ag+-! si L ~ » L  

Ag + -s- si L4 < L 
3 
L4 
L 

(7.60) 

(7.61) 

(7.62) 

Quand doit-on considérer qu’un fil est uni- ou tridimensionnel au sens de 
la diffusion? On a vu dans la section 5.5.4 que la dimensionalité effective 
dépend de l’échelle de temps considérée pour le processus de diffusion. Ainsi 
pour un fil de section finie, la diffusion est tridimensionnelle aux temps courts 
et unidimensionnelle aux temps longs. La correction de localisation faible, 
qui résulte de la contribution de toutes les trajectoires de diffusion, est donc 
tridimensionnelle aux temps petits devant le temps de diffusion transverse 
(section 5.5.4) et unidimensionnelle aux temps plus longs. La dépendance en 
L4 de la conductivité sera donc donnée par le résultat tridimensionnel si L4 
est inférieure à la dimension transverse du fil et par le résultat unidimen- 
sionnel dans le cas contraire. Ainsi, en abaissant la température et donc en 
augrneritarit L4, on peut en principe observer le passage d’un comportement 
tridimensionnel à un comporternent unidimensiorinel [ 1491. 
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7.4.2 Conducteurs de taille finie 

Pour un conducteur de taille finie, on caractérise le transport par la 
conductance reliée à la conductivité par la loi d’Ohm G = En in- 
troduisant la conductance sans dimension g = G / ( e 2 / h ) ,  on obtient, à partir 
de (7.17) et (7.56), la conductance de Drude g et la correction de localisation 
faible A g  : 

4 MI,  L+ A g  = -s- 
L 

quasi - I d  g = s-- 
3 L  

(7.63) 

Ces résultats correspondent au cas où la longueur de cohérence de phase L+ 
est plus petite que la taille L du système. Dans le cas contraire L < L+, 
que l’on définit comme le régime mésoscopique, la correction de localisation 
faible est plus difficile à calculer car elle dépend explicitement des solutions de 
l’équation de diffusion et de l’expression de Z ( t )  pour un système de taille finie. 
Or, il n’y a de solutions analytiques que pour certaines géométries simples 
(chap. 5 ) .  On conçoit cependant que le rôle de longueur de coupure joué par 
L+ est maintenant assuré par la plus petite longueur, à savoir L.  I1 suffit 
donc, pour obtenir la correction de localisation faible à la conductance dans 
le régime mésoscopique, de remplacer L+ par L dans les expressions (7.63). 
Dans l’exercice 7.2, le cas quasi-unidimensionnel est résolu exactement pour 
toute valeur du rapport L/L+. En particulier A g  tend vers une constante 
(égale à -1/3) pour le régime mésoscopique L < L+ et vers le rapport L+/L 
pour Lb < L. 

Remarque : Longueur de localisation 

Le calcul de la correction de localisation faible à la conductance n’a de sens que 
si cette correction reste petite devant la conductance classique. Les relations (7.63) 
montrent qu’il s’introduit naturellement une nouvelle longueur caractéristique, appe- 
lée longueur de localisatzon et notée <, pour laquelle Ag/g E l .  
Dans le cas quasi-ld, cette longueur est proportionnelle au libre parcours moyen 
élastique et au nombre de canaux : 

t l d  e M1e . (7.64) 

Dans le cas bidimensionnel, la longueur de localisation est exponentiellement grande 
dans la limite de faible désordre k F 1 ,  >> 1 : 

7r 
52d leexp(-lcde) . (7.65) 

2 
1 
$ 
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Ainsi, même si k ~ 1 ,  >> 1, le calcul perturbatif devient incorrect dans le cas quasi-ld, 
si la longueur du système est plus grande que Eld.  À deux dimensions, cette longueur 
reste très grande tant que k p l ,  > 1. À trois dimensions, elle peut être considérée 
comme infinie dans la limite de faible désordre. 

L’existence d’une longueur de localisation finie exprime le fait que les états électro- 
niques changent complètement de nature sur des échelles plus grandes que [. Les 
fonctions d’ondes ne sont plus étendues mais localisées. Ainsi, pour un échantillon 
plus grand que [, un nouveau comportement est observé pour le transport, qui dif- 
fère de la loi d’Ohm. Mais il faut aussi que L+ soit plus grand que E ,  ce qui rend 
ces effets difficilement observables. À trois dimensions, la longueur de localisation est 
finie lorsque kFZ, devient petit ou de l’ordre de l’unité. Il existe alors une transition, 
appelée transition d’Anderson, entre un régime où tous les états sont étendus et un 

h régime où ils sont localisés. On n’abordera pas la physique de la localisation forte 
dans cet ouvrage, mais on pourra consulter [144,150,151]. 

7.4.3 Dépendance en température 

La réduction de conductivité due à la localisation faible est petite. Expéri- 
mentalement, elle peut être mise en évidence en la modulant par un paramètre 
physique extérieur qui peut être la température, la fréquence ou un champ ma- 
gnétique. Ainsi la température, en modifiant le temps de cohérence de phase 
T+(T) permet de faire varier la correction de localisation faible. En supposant 
une variation en loi de puissance r+ O< T-P, la diminution de la longueur de 
cohérence de phase L+(T)  oc T - P I 2  avec la température conduit à une ré- 
duction de la conductivité qui dépend de la dimensionnalité d’espace d et qui 
s’obtient à partir de (7.56) : 

d = 1 Ao(T) OC -T-p12 
d = 2 Ao(T) OC 1nT (7.66) 
d = 3  h ( T )  OC TPI2 . 

À titre d’exemple, la figure 7.3 niontrc la première mise en évidence expé- 
rirncntale d’une variation proportionnelle à In T dans des films métalliques. 
L’exposant p de la dépendance en temperatiire dépend du processus qui limite 
la cohérence de phase. Le coiiplagc dii gaz d’électrons aux phonons corrcsporid 
à p = 3 tandis que l’interaction entre électrons donnc3 p = d / 2  pour d = 2.3 
et p = 2/3 pour d = 1 (voir section 13.7). Ces différents comportements 
ont Cté observés expérimeritalenient et sont discutk, entre autres‘ dans les 
revues [149,151-1541 ’. 

7La prise en cornptp ci? l’inkrartioii entre élo<:troris donne une contribution supplénieri- 
taire à la conductivité qui varie comme 7’q-l pour d = 1 , 3  et comme 1nT pour d = 2. 
Celle-ci ne dépend pas du champ magnétique (voir la section 13.5). 



306 Chap. 7 : nansport électronique 
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FIG. 7.3 - Dépendance logarithmique de la résistivité en  fonction de la température 
dans un f i lm PdAu (G. Dolan et D.  Osheroff, Phys. Rev. Lett. 43, 721 (1979)). 

7.5 Correction de localisation faible en champ 
magnétique 

7.5.1 Magnétorésistance négative 

Une autre manière de sonder la correction de localisation faible consiste à 
étudier sa dépendance en fonction d'un champ magnétique. Dans le chapitre 6, 
on a vu comment il affecte le cooperon. Comme la localisation faible donne 
une contribution négative à la conductivité (en l'absence de couplage spin- 
orbite), sa suppression conduit donc à une augmentation de la conductivité, 
c'est-à-dire à une magnétorésistance négative qui est certainement une des 
signatures les plus spectaculaires de la localisation faible '. 

On considère un champ magnétique suffisamment faible pour que w,r, << 
1, c'est-à-dire pour que l'on puisse négliger la courbure des trajectoires entre 
deux collisions élastiques (section 6.3) '. La correction à la conductivité (7.53) 
associée au cooperon devient 

(7.67) 

sLes effets discutés ici apparaissent en champ faible, c'est-à-dire dans une limite où on 
a négligé la force de Lorentz, donc la courbure des trajectoires électroniques. Dans cette 
limite, on ne peut pas retrouver la formule classique de Drude-Boltzmann qui, elle, prend 
en compte explicitement l'effet de la force de Lorentz et qui s'écrit 

pour la partie longitudinale, wc = eB/m étant la fréquence cyclotron. Ici (TO reste donc 
inchangée. 
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f i  )] e2 
Aa(B) = -s- 

47r2fi 

où Z,(t, B) est la fonction de partition associée aux modes propres de l’équa- 
tion de diffusion en champ magnétique. Pour un gaz d’électrons bidimension- 
nel soumis à un champ magnétique uniforme et perpendiculaire au plan du 
film, la fonction de partition Z,(t, B) est donnée par (6.41) : 

(7.71) 

(7.68) 

et décroît exponentiellement aux temps longs comme eëtlrB, où TB = 

$o/(d.rrDB) est le temps caractéristique de coupure des trajectoires associées 
au cooperon. La convergence aux temps longs de l’intégrale (7.67) est donc 
pilotée par le plus petit des temps r B  et r+, de sorte que le champ magnétique 
n’aura d’effet important que lorsque r B  < 74. En revanche, Z,(t, B) donne 
toujours une contribution divergente pour t + O, que l’on élimine comme 
précédemment en prenant re comme borne inférieure. La correction de loca- 
lisation faible s’écrit alors : 

(e-t/r4 - dt . (7.69) 
e2D O0 B/$O 
7r f i  1 sinh47rBDtl40 

Aa(B) = -s- 

Elle s’exprime comme la différence de deux fonctions Digamma 9 ( z )  (rela- 
tion 15.40) : 

Cette relation fait apparaître le champ caractéristique B+ défini par B+ = 
40/8.rrL$, c’est-à-dire correspondant à un quantum de flux à travers une sur- 
face de l’ordre de L$. La correction de localisation faible disparaît au-delà de 
ce champ qui est de l’ordre de 10-3T pour L+ Y lpm. Puisque re << r+ et 
B << 40/47rl:, 011 peut remplacer l’expression précédente par : 

I l 
En champ nul, on retrouve bien l’expression (7.56) à d = 2. Puisque 00 ne 
dépend pas du champ (note 8, p. 306), la magnétoconductivité a(B)  - a(0) 
est la différence des corrections de localisation faible Aa(B) - Aa(0) . En 
utilisant les relations (7.56) à d = 2 et (7.71)’ la magnétoconductivité s’écrit : 

)] . (7.72) 
e2 

Aa(B) - &(O) = -s- 
47r2fi  

La magnétorésistance donnée par AR(B) O: -Aa(B)/aO est donc négative. 
Dans la limite B << Bd, le développement asymptotique (15.38) permet 
d’écrire 

2 
d’écrire 

s e2 
Aa(B) - Aa(0) !2 -- 

9 6 r 2  f i  (E) ‘ 

2 s e2 
Aa(B) - Aa(0) !2 -- 

9 6 r 2  f i  (E) ‘ 
(7.73) 
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La dépendance en champ de la correction de localisation faible a été étudiée 
très précisément, en particulier dans des films métalliques, comme le montre 
la figure 7.4 sur un exemple célèbre [154]. L’ajustement des résultats expéri- 
mentaux avec le comportement théorique permet de déduire la dépendance 
en température du temps de cohérence de phase T#(T). C’est la méthode ha- 
bituellement utilisée pour mesurer la longueur de cohérence de phase et sa 
dépendance en température [ 1491. 

I I U I  

O H 

FIG. 7.4 - Magnetorésistance d’un $lm de magnésium e n  fonct ion du champ ap- 
pliqué, pour différentes températures. Les points sont les résultats expérimentaux et 
les courbes correspondent à la formule (7.71). Le temps r+ est un paramètre ajus- 
table 11541. 

Pour un conducteur de dimensions finies et inférieures ii L6, il faudrait en 
principe calculer le noyau de la chaleur Z,(t, B )  afin de l’insérer dans la rela- 
tion (7.67). Ce calcul est difficile car les solutions dépendent de la géométrie de 
l’échantillon. En fait, il suffit de remplacer la longueur de coupure L# = J”.a 
qui apparaît dans les expressions (7.63) par la taille du système. Si l’échan- 
tillon est anisotrope, de longueur L et de largeur W ,  la surface L$ doit être 
remplacée par la surface LW. Ainsi, la correction de localisation faible dis- 
paraît lorsqu’un quantum de flux traverse l’échantillon. Ce comportement est 
bien observé sur la figure 7.5, qui représente la magnétorésistance de fils de 
largeurs variables. On constate, d’une part, que la correction en champ dimi- 
nue comme l / W  lorsque W augmente, ainsi que le prédit la relation (7.57), 
où le nombre M de canaux est proportionnel à W pour d = 2 (voir 7.169). 
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FIG. 7.5 - Magnétorésistance de films de lithium de largeur W variable (J .  C. Licini 
et  al., Phys. Rev. Lett. 54, 1585 (1985)). 

D’autre part, le champ caractéristique Bq correspond à un quantum de flux 
à travers la surface LW et varie donc aussi comme i /W.  

Exercice 7.3 : Magnétorésistance d’un fil quasi-ld 

On considère un fil de section carrée de côté W ,  soumis à un champ magnétique 
B perpendiculaire à son axe Ox. Montrer que, en champ faible, la correction de 
localisation faible est toujours donnée par l’expression quasi-ld (7.56), moyennant la 
substitution [155] : 

(7.74) 

où L B  = JfL/2eB est la longueur magnétique. Pour cela, on résoud l’équation de 
diffusion en traitant le champ magnétique en perturbation. Le fil étant quasi-ld, 
cette équation est uriidinierisionrielle (les modes transverses sont nl, = n, = O ) .  A 
frkquerice mille, les valeurs propres de l’lqiiatiori de diffusion (6.34) sorit solutions de 

On choisit la jauge A ,  = B y ,  y t [-y/2, y/2]. En pert,iirhation, la fréquence des 
modes de diffusion devient 

L’état propre $,,, n’ayant pas de dépendance en y (mode transverse uniforme), le 
calcul de l’élément de matrice conduit à un déplacement identique pour toutes les 
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valeurs propres et égal à e2 B2 W2/3ti2. La correction de localisation faible garde donc 
la forme quasi-ld (7.56, 11.53), moyennant la substitution (7.74). On remarque que 
le champ caractéristique décrivant la magnétorésistance du fil dans cette géométrie, 
correspond à un quantum de flux à travers une surface L+W. 

7.5.2 Couplage spin-orbite et impuretés magnétiques 

L’application d’un champ magnétique donne lieu à un déphasage réversible 
qui modifie la correction de localisation faible. C’est aussi le cas du couplage 
spin-orbite. Celui-ci (section 6.5) a pour effet de multiplier la contribution du 
cooperon par le facteur (Qso( t ) )  donné par l’expression (6.134), de sorte que 
la relation (7.67) devient 

(7.77) 

Pour un fort couplage spin-orbite, ou plus précisément lorsque t >> T,,, le 
facteur (QSO( t ) )  change de signe et tend vers -1/2. Ceci a pour conséquence 
de changer le signe de la correction de localisation faible [156]. On parle alors 
d’antilocalisation. Celle-ci conduit à une décroissance de la résistance lorsqu’on 
abaisse la température. Comme le champ magnétique détruit le cooperon, on 
s’attend maintenant à observer une magnétorésistance positive. Une généra- 
lisation immédiate de la dérivation conduisant à (7.70) permet de calculer la 
correction à la conductivité en présence de champ magnétique et de couplage 
spin-orbite. On obtient 

B 4 + 4 B s 0 / 3 )  + iQ (k + ”)] (7.78) 
B 

où on a défini les champs caractéristiques 

(7.79) 

La diffusion des électrons par des impuretés magnétiques conduit, quant à 
elle, à un déphasage irréversible, c’est-à-dire à un temps de cohérence de phase 
fini (table 6.11). On a vu dans la section 6.5.7 que ce couplage affecte le coope- 
ron par le facteur (Qm( t ) )  donné par l’expression (6.135). En l’absence de cou- 
plage spin-orbite, ce terme pondère le noyai1 Z,.(t, B)  dans l’expression (7.67). 
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Lorsque le couplage spin-orbite et celui dû a u  impuretés magnétiques sont 
tous les deux présents (relation 6.136), leur facteurs de pondération respectifs 
se multiplient dans chaque canal, triplet ou singulet, de sorte que le facteur 
de pondération global s'écrit 

(7.80) 

dont on déduit 

où les champs BI et B2 sont donnés par BI = Bq + $B,, + $Bm et B2 = 
Bb + 2B, avec 

(7.82) 

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 O 0.2 0.4 0.6 0.8 

FIG. 7.6 ~ Magnétorésistance d'un film de magnésium avec différentes concentra- 
tions d'impuretés d'or. E n  augmentant la concentration d'or, on augmente la diffu- 
sion span-orbate et la magnétorésistance devient positive 11541. 

gOn note ici par El,++ la contribution des processus physiques donnant lieu à une valeur 
finie de ~ d ,  autres que la diffusion sur les impuretés magnétiques. 
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Exercice 7.4 : Montrer que la correction de localisation faible à la conductivité à 
fréquence finie s’écrit aussi sous la forme : 

où En sont les valeurs propres de l’équation de diffusion. Pour les différents cas étudiés 
dans ce chapitre : 

DQ’ champ nul 

1 4eDB 
En-+ { (“+s)T champ uniforme (plan infini) 

( 47r2E,(n - 299)’ flux Aharonov-Bohm (anneau) 

7.6 Magnétorésistance associée 
à un flux Aharonov-Bohm 

L’action d’un champ magnétique uniforme permet de mesurer très précisé- 
ment la correction de localisation faible. C’est un succès de la description des 
effets cohérents dans les métaux désordonnés qui justifie l’équation de diffu- 
sion covariante (6.34) pour le cooperon. Par ailleurs, en mécanique quantique, 
une particule chargée est sensible au potentiel vecteur même en l’absence 
de champ magnétique. C’est l’effet Aharonov-Bohm (section 1.2). On a déjà 
relevé l’analogie existant entre l’équation de diffusion et l’équation de Schro- 
dinger (section 6.2). Par conséquent, on s’attend à pouvoir détecter l’effet 
d’un flux Aharonov-Bohrn sur les corrections de localisation faible puisque la 
fonction 2, en dépend (voir section 6.4). Cet effet est un succès tout à fait 
spectaculaire de la théorie des milieux faiblement désordonnés. Nous allons 
tout d‘abord 1’Ctudier sur le cas d’un anneau. 

7.6.1 Anneau 

On considère un anneau désordonné de périniètre L et de section S (sec- 
tion 6.4.1). Une dépendance de la conductivité en fonction du flux ne peut pro- 
venir que des trajectoires de diffusion faisant ail moins un tour complet autour 
de l’anneau. Par conséquent, rious nous intéressons aux temps plus longs que le 
temps de diffusion (temps de Thouless) transverse (section 5.5.4)’ c’est-à-dire 
que l’anneau est unidimensionnel pour la diffusion si L >> &. En présence 
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d’un flux Aharonov-Bohm 4, la correction de localisation faible (7.53) devient 

(7.84) 

Pour un anneau traversé par un flux Aharonov-Bohm, la probabilité intégrée 
de retour à l’origine est donnée par l’expression (6.54). De ce développement 
de Z,(t, 4 )  en fonction du nombre d’enroulements, on déduit le développement 
en harmoniques de la correction à la conductivité qui est de la forme 

00 

Ao(4) = 1 Aumcos(4~mcp) (7.85) 
m=-cc 

où cp = 4/40 et 

La relation (15.61) permet d’écrire 

(7.87) 
00 

qui conduit à lo : 

(7.88) 

La conductance moyenne d’un anneau est donc une fonction périodique du flux 
4 de période $ = &. L’amplitude des oscillations décroît exponentiellement 
avec le périmètre L de l’anneau et devient négligeable lorsque L > L4. 

La périodicité 9 est une conséquence directe de la structure du cooperon. 
En effet, l’équation de diffusion (6.34) à laquelle il obéit, décrit une charge 
fictive (-2e) qui a son origine dans l’existence des deux trajectoires conjuguées 
du cooperon. 

I1 est difficile d’observer cet effet sur un seul anneau car celui-ci n’est 
pas automoyennant. Cependant, des expériences effectuées sur des chaînes 
d’anneaux [157] ont effectivement fait apparaître cette périodicité. Nous re- 
viendrons sur le cas de l’anneau unique dans le chapitre 14 à propos du com- 
portement de l’aimantation. 

l0Dans le cas 4 = O, cette expression a déjà été obtenue pour le calcul du temps de 
récurrence sur un anneau (5.51). 
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7.6.2 Long cylindre : l’effet Sharvin-Sharvin 

Considérons maintenant la géométrie d’un cylindre de périmètre L,  de 
hauteur L, et d’épaisseur a telle qu’elle a été présentée dans la section 6.4.2. 
Dans ce cas, Zc(t, 4) a une dépendance temporelle différente de celle de l’an- 
neau. Ceci provient de la diffusion libre dans la direction z le long de l’axe du 
cylindre. En insérant dans la relation (7.53), l’expression (6.65) de Zc(t ,  4) ob- 
tenue dans ce cas, on obtient pour la conductivité un développement analogue 
à (7.85) dont les harmoniques sont : 

e2 
Tha 

dt = -s-Ko(mL/Lq) (7.89) 

où Ko(z) est une fonction de Bessel modifiée [158] qui décroît exponentielle- 
ment pour les grands arguments (15.64). Pour m # O, l’intégrale est donnée 
par (15.59). Pour m = O, elle diverge aux temps courts et doit être bornée 
inférieurement par le temps élastique 7, : 

(7.90) 

Par conséquent, la variation de conductance AG du cylindre mesurée le long 
de sa hauteur L,, soit AG = AuaL/L,, est donnée par 

Comme pour l’anneau, l’amplitude des oscillations de période 4 o / 2  décroît ex- 
ponentiellement avec le périmètre L du cylindre et devient négligeable lorsque 

Ces oscillations de magnétorésistance ont été prédites par Altshuler, 
Aronov et Spivak [159] et observées par Sharvin et Sharvin [160]. La figure 7.7 
montre que l’amplitude des oscillations et la résistance moyenne décroissent 
lorsque le champ augmente. Cet effet supplémentaire est dû au fait que le 
champ magnétique appliqué est uniforme et pénètre dans le métal. On n’est 
donc pas exactement dans les conditions de l’effet Aharonov-Bohm. L’effet du 
champ dans le métal peut être pris cn compte simplement en gardant la rela- 
tion (7.91), mais en remplaçant la longueur L4 par une longueur de cohérence 

L >> L4. 
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O 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0  

H (Oe) 

FIG. 7.7 - Magnétorésistance AR(B) d’un film de lithium évaporé sur un filament 
cylindrique de quartz de 1 c m  de longueur et de 1,31 p m  de diamètre (traits pleins) 
et comparaison avec la formule (7.91) (pointillés). À la température T = 1,1 K à 
laquelle l’expérience est réalisée, la longueur de cohérence de phase, déterminée pour 
ajuster les résultats de la théorie et de l’expérience, est égale à 2,2  pm 11591. 

de phase dépendant du champ B ,  donnée par (7.74) ll. L’accord entre les 
résultats expérimentaux et la théorie est alors excellent. I1 y a d’autres ma- 
nières de réaliser une moyenne d’ensemble, par exemple en considérant la 
magnétoconductance de réseaux de fils unidimensionnels [ 161-1651. 

7.6.3 Remarque sur les expériences de Webb 
et de Sharvin-Sharvin : 40 us. 40/2 

Dans l’expérience de R. Webb et al. [166] décrite dans l’introduction de cet 
ouvrage (section 1.2)’ on a vu que la magnétorésistance d’un anneau unique 
désordonné traversé par un flux magnétique q5 présente des oscillations de 
période 4 0 .  C’est la manifestation de l’effet Aharonov-Bohm. Or, le même 
type d’expérience réalisé antérieurement par Sharvin et Sharvin sur un long 
cylindre soumis à un flux le long de son axe [159] présente des oscillations 
de magnétorésistance de période 40/2. Pourquoi l’harmonique de période $0 

disparaît-elle dans la seconde expérience ? Pour répondre à cette question, 
imaginons plusieurs anneaux ayant des configurations de désordre différentes. 
La magnétorésistance de chacun de ces anneaux oscille avec la période 4 0  

mais avec une phase aléatoire qui dépend de la configuration de désordre. 

llLe résultat de l’exercice 7.3  pour le fil quasi-ld s’applique pour le cylindre, puisque 
la dimension I ne joue pas de rôle et que le périmètre L est beaucoup plus grand que 
l’épaisseur a. 
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En moyenne, la modulation doit donc disparaître [l67]. Le même raisonne- 
ment s’applique aussi pour le cylindre qui peut être décrit comme un empile- 
ment d’anneaux avec des phases aléatoires. L’expérience de Sharvin-Sharvin, 
en mettant en évidence des oscillations, montre sans ambiguïté qu’il existe 
un mécanisme d’interférence qui résiste à la moyenne sur le désordre. Ce 
mécanisme est lié à la cohérence de phase entre séquences de collisions conju- 
guées par renversement du temps et il correspond à la localisation faible [16O]. 
I1 donne lieu à des oscillations de magnétorésistance de période 40/2 puisque la 
phase relative des séquences conjuguées contribuant au cooperon est 47r4/40. 

7.6.4 L’effet Aharonov-Bohm dans un plan infini 
On considère maintenant le cas d’un champ magnétique très inhomogène 

et à la limite décrit par une seule ligne de flux magnétique impénétrable aux 
électrons. Cette limite correspond à l’effet Aharonov-Bohm pour lequel le 
champ magnétique est concentré en un seul point et est décrit par le potentiel 
vecteur 

(7.92) 

associé au champ magnétique 

B(r )  = 4b(r)ê ,  . (7.93) 

Pour évaluer Ag(@) il faut calculer la fonction de partition associée Z ( t ,  4). 
Celle-ci a été obtenue dans le complément C6.1 : 

Z ( t ,  4)  - Z ( t ,  0) = -cp(i - 297) (7.94) 

où cp = 4/40 et cp E [O, 11. En utilisant la relation (7.67)’ on obtient pour la 
correction de localisation faible à petit flux : 

(7.95) 

où S est la surface de l’échantillon. La magnétoconductance a une singula- 
rité triangulaire pour q5 + O qui contraste avec le comportement quadra- 
tique (7.73) obtenu pour un champ uniforme dans la même limite. Le cas 
d’une ligne de flux Aharonov-Bohm dans un plan infini a un iriterêt concep- 
tuel certain puisqu’il permet de mettre en évidence en mécanique quantique 
l’importance du potenticl vecteur. Cette singularité a été 0bservC.c sur des films 
mi-talliqucs déposés sur un substrat supraconducteur de type II. La limite di- 
luée pour laquelle la densité de vortex est faible correspond (L un ensemble 
de lignes de flux indépendantes et peut être décrite par la relation (7.95). En 
augmentant, la température, donc la densité de vortex‘ on rejoint la limite 
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FIG. 7.8 ~ Magnétoconductance d'un gaz d'électrons bidimensionnel déposé sur une 
barrière de Pb supraconducteur. Le champ B,ff est crée par les vortex induits dans 
le supraconducteur de type-II. Les différentes courbes correspondent à différentes 
températures. L'entier N est le nombre de quanta de f lux magnétique. O n  observe la 
transition entre un comportement proportionnel à /BI à petit champ et à B2 à plus 
fort  champ (S.J. Bending et al., Phys. Rev. Lett. 65, 1060 (1990)). Pour plus de 
détails sur cette géométrie, consulter 1168,1691. 

d'un champ magnétique uniforme et un comportement quadratique de la ma- 
gnétoconductance décrit par la relation (7.73) comme cela apparaît sur la 
figure 7.8 [168,169]. 
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Complément C7.1 Formules de Kubo 

C7.1.1 Conductivité et dissipation 

Afin de décrire la conductivité statique d’un métal désordonné, on se place 
dans la limite où celui-ci est initialement à l’équilibre et se trouve perturbé 
par l’application d’une tension extérieure (pour plus de détails, on pourra par 
exemple consulter 11401). I1 en résulte un champ électrique fini E et une den- 
sité de courant j qui lui est proportionnelle l2 : j = gE ; c’est l’approximation 
de la réponse linéaire. Afin de calculer la conductivité g, on introduit dans 
l’hamiltonien électronique (2.1) un terme de perturbation décrivant l’exis- 
tence du champ électrique. On pourrait, dans un premier temps, considérer 
l’hamiltonien 

?-I = - P2 + V ( T )  + eE.r . (7.96) 

Malheureusement, pour un conducteur pris dans la limite macroscopique, le 
dernier terme de cet hamiltonien ne peut jamais être considéré comme une 
perturbation même si le champ électrique est petit. On préfère donc utiliser 
l’hamiltonien 

2m 

où le champ électrique dérive du potentiel vecteur A@),  tel que 

E =  et V x A = O .  

(7.97) 

(7.98) 

La densité de courant j est donnée par j = T r ( p 3 )  où est l’opérateur densité 
de courant et p ( t )  est la matrice densité à un électron, solution de l’équation 

(7.99) 

On peut généralement écrire p sous la forme p = po + dp, où po est la matrice 
densité à l’équilibre c’est-à-dire pour A = O. Pour décrire le cas d’un champ 
électrique stationnaire, on considère un champ monochromatique oscillant à 
la fréquence w ,  c’est-à-dire tel que E ( w )  = iwA(w), et en prenant la limite 
w + O. Pour un système macroscopique, l’équation (7.99) donne lieu à un 
régime transitoire infiniment long, c’est-à-dire sans relaxation, vers un régime 
stationnaire. Une manière de résoudre ce problème consiste à introduire arti- 
ficiellement dans (7.99) un terme de relaxation de la forme -iydp(t). Ceci a 
pour conséquence d’introduire une échelle de temps h/y de relaxation expo- 
nentielle. On prend finalement la limite y 4 O en supposant que le résultat 
ne dépend pas de y. 

I 2 0 n  considère un milieu isotrope pour lequel le tenseur de conductivité est sphérique. 
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Une autre manière d’interpréter le taux y est de considérer un conducteur 
de taille finie mais couplé à un environnement extérieur (c’est-à-dire aux ré- 
servoirs) au moyen de fils de mesure. Les électrons peuvent maintenant aller 
dans les réservoirs, y changer aléatoirement leur phase avant d’être réinjec- 
tés de manière incohérente dans le conducteur. On peut décrire un couplage 
suffisamment faible entre le conducteur et les réservoirs au moyen d’un élar- 
gissement y des états propres du conducteur isolé. Le temps h/y représente le 
temps de vie d’un électron dans le conducteur avant qu’il ne s’échappe dans 
les réservoirs. Au lieu de (7.99)’ on obtient alors la relation 

(7.100) 

où la matrice densité pes décrit l’équilibre thermodynamique du système to- 
tal. On pourrait déduire de ce raisonnement qu’il apparaît une irréversibilité 
intrinsèque due au couplage du conducteur aux réservoirs. Ceci n’est pas cor- 
rect. Le système (conducteur + réservoirs) est cohérent et c’est la moyenne 
sur les degrés de liberté du réservoir qui introduit l’irréversibilité. 

Remarque : Conductivité et dissipation : la chaîne de Feynman 

À travers la loi d’Ohm, la conductivité mesure la dissipation par effet Joule dans 
une résistance R = $ $  d’un fil de section S et de longueur L. I1 peut sembler 
paradoxal que cette quantité décrive un effet irréversible de dissipation puisqu’elle 
est proportionnelle au temps élastique T ~ .  

En fait, la solution de ce paradoxe provient de la limite thermodynamique que l’on 1 prend habituellement. Pour s’en convaincre, considérons le cas bien connu [170] de la 
chaîne de quadrupôles LC (c’est-à-dire formé d’une self L et d’une capacité C) en série 
fermée sur un générateur placé à une extrémité de la chaîne. Chaque quadrupôle est un 
élément purement réactif d’impédance imaginaire pure. Mais l’impédance équivalente 
de la chaîne infinie acquiert (à basse fréquence w < 2 / a )  une partie réelle et donc 
dissipative ! Ceci est une conséquence de la limite infinie. En effet, à fréquence finie, 
l’impédance équivalente vue du générateur est une mesure des pertes liées au fait 
qu’une partie de l’énergie se propage à l’infini. C’est cette même considération qui 
s’applique au cas des collisions élastiques des électrons par le potentiel de désordre, 
à savoir que la dissipation se fait dans les réservoirs considérés comme des systèmes 
infinis. 

L’approximation de la réponse linéaire consiste à ne garder dans les ex- 
pressions de 6p( t ) ,  de 6p,,(t) = peq - po et de l’hamiltonien (7.97) que les 
termes linéaires en A @ ) .  Ainsi on prend IFI = IFIo + IFIl(t) où IFIo est donné 
par (2.1) et 

(7.101) 
e 

IFIl(t) = - @ . A  + A . p )  . 
2m 

On peut donc récrire (7.100) sous la forme 

(7.102) 
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La transformée de Fourier de cette équation écrite dans une base (la), E,) 

d’états propres de X O  est donnée par 

où f ( E , )  est le facteur d’occupation statistique de l’état la) donné par la ma- 
trice densité p ~ .  De plus, en supposant que 6pe, est une quantité stationnaire, 
on obtient 

f ( E a )  - f ( ‘a) (a j7 f1(w) lp)  . (7.104) (a Ibpeq (w) IP) = 

Par ailleurs, l’opérateur densité de courant 3 peut aussi être écrit comme 

f a  - q 3  

la somme de deux termes : j = j ,  + j ,  où 
. . A  A 

e 
2m 
e2 
2m 

3, = -- ( f i (?-)p + p f i(?-)) 

3, = -- ( f i ( ~ ) A  + Ah(?-)) (7.105) 

de telle sorte que le courant j est donné par : 

j = (m3) = ( P O 3 i )  + Tr (W)3,) . (7.106) 

= - 2 n A  où n est Le premier terme est le courant diamagnétique Tr poj 
la densité électronique. 

( 3 
À l’aide de (7.106), de (7.103) et de (7.104)’ on obtient : 

(7.107) 

pour un champ électrique appliqué le long de Ox. La conductivité s’en déduit 
et prend la forme 

(7.108) 
Afin de simplifier cette expression, on utilise la règle de somme suivante, dite 
<< règle de somme f >> 
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Pour la démontrer, on définit la force d’oscillateur l3 

2 l(QlPZlP)l2 
fa0 = ; 

Ea - t p  

et l’expression du commutateur 
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(7.1 10) 

(7.111) 

(7.112) 

L’échange des sommes sur (Y et P revient à changer le signe du second membre. 
La soustraction des deux relations ainsi obtenues donne la relation (7.109). 
On fait apparaître cette relation dans l’expression (7.108) en utilisant l’égalité 

(7.113) 
ta - t p  - iy fw 

ta - t p  - fw - iy 
= 1 +  

ea - tp - fw - iy 

On obtient finalement pour la conductivité l’expression 

(7.114) f ( 4  - f ( d  I(.IPrIP>12 a,,(w) = i- 
e2h 

m2R ta - &p ta - €0 - tw - iy 
a B  

ou encore, en utilisant l’élément de matrice de l’opérateur courant 
j,, = -$(nlpZI/3)  (à ne pas confondre avec l’opérateur densité de courant 
défini par 7.105) et en rétablissant le spin s, 

En particulier, la partie réelle s’écrit : 

où 6, cst line fonction b e Clargie )) par le couplage aux degres de libertés 
extCrieurs des reservoirs 

(7.117) 

lJCette termirioiogie provient de la physique atomique 
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En insérant une intégration sur l’énergie, l’expression (7.116) se récrit : 

Re a,,(w) = 

(7.118) 

soit 

Re a,,(w) = 

(7.119) 

ou encore 

(7.120) 
avec 

(7.121) 

Lorsque la température est beaucoup plus petite que la température de Fermi, 
on peut, à une très bonne approximation, remplacer cette expression par son 
analogue à température nulle l4 : 

(7.122) 

qui est la relation (7.1). Cette expression se généralise à température finie 

ou encore, à fréquence nulle : 

(7.123) 

(7.124) 

l4II reste une dépendance en température liée au couplage aux autres degrés de libertés 
décrit par le paramètre y = 5 / ~ 4 ( T ) ,  pour les cas où le temps de cohérence de phase T$ 

dépend de la température. 
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C7.1.2 Fonction de réponse densité-densité 

On considère la réponse d’un gaz d’électrons libres à un potentiel scalaire 
V ( q ,  w). À l’approximation de la réponse linéaire, ce potentiel induit une 
variation de densité électronique 6n(q, w) de la forme 

où X o ( q ,  w) est la susceptibilité ou fonction de réponse densité-densité. Dans 
le cadre de la théorie de la réponse linéaire, on montre que cette fonction de 
réponse est donnée par la relation 

(7.126) 

Cette expression peut se récrire à l’aide des fonctions de Green [171] 

[ f ( E - f i W ) @ f R -  f ( € ) @ i A $ [ f ( E ) -  f ( E - f i W ) ] @ f A ]  

(7.127) 

(7.128) 

avec 

R 
et, 

(7.129) 

Dans la base des impulsions : 

avec k* = IC f q / 2 .  On obtient des expressions identiques pour QRR et Q A A .  

D’après la relation (4.12)’ la moyenne sur le désordre Q est reliée à la 
probabilité de diffusion quantique : 

-RA 

Par ailleurs, dans la limite q + O, 

-RR -AA d 
ImQu (q)  = -ImQu (q)  = i n z p ( t )  

où P ( E )  est la densité d’états (3.30) et 

(7.131) 

(7.132) 

(7.133) 
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On obtient alors pour Xo(q ,w)  à température nulle et dans la limite diffu- 
sive l5 : 

I I 

Le terme supplémentaire &hReq5RR est d'ordre ~ / E F .  I1 est donc négli- 
geable [171,172]. 

15C'est-à-dire en négligeant la contribution de Po (section C4.1.1). 
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Complément C7.2 Conductance 
et transmission 

C7.2.1 Introduction - Formule de Landauer 
Dans le chapitre 7, le transport électrique est caractérisé par la conduc- 

tivité CT. Cette formulation exprime la réponse linéaire du conducteur à un 
champ électrique appliqué. Cette réponse est décrite par une fonction a(r ,  r’) 
donnée par l’expression (7.7) qui relie la densité de courant au champ élec- 
trique local 

j ( r )  = / dr’a(r, T ’ ) E ( T ’ )  . (7.135) 

Pour un système invariant par translation et un champ électrique local 
constant 16, on a j = aE avec : 

a = / dr‘a(r, r’) = (7.136) R 

où R est le volume de l’échantillon. La conductivité CT apparaît comme une 
caractéristique intrinsèque du système, définie en volume et qui ne dépend 
ni de la géométrie du conducteur ni de la localisation des sources de tension 
appliquées. 

En fait une expérience de transport électrique ne mesure pas la conduc- 
tivité mais la conductance G, c’est-à-dire le courant I = GV induit par une 
différence de potentiel. Pour un échantillon de longueur L et de section S : 

V V 
I = j ( r ) d p  = / drdr’a(r, T ’ )  = -Ra L2 (7.137) 

ce qui conduit à la loi d’Ohm l7 

(7.138) 

Pour un échantillon quelconque, la conductance G dépend de la géoniétric du 
conducteur ainsi que de la position des sources de courant et de tension. 

Dans ce complément, on prCsente unc approche due à Landauer [173, 1741 
qui relic la conductance G aux propriétés de transmission du conducteur désor- 
donné, considéré comme une barrière de potentiel quantique. Plus précisé- 
ment; pour un fil unidimerisiorinel de longueur finie relié à deux conducteurs 
parfaits, or1 a 

(7.139) 

S G = o ~  . 

e2 
h 

G S-T 

“La relation (7.135) est valable pour toute distribution de champ électrique qui satisfait 
à la condition aux limites fixée par la donnée du potentiel aux bornes de l’échantillon [13Y]. 

170n  se limite ici volontairement à une présentat,ion très simple de la relation entre 
conductivité et conductance. Pour une description plus détaillée, on poiirra consulter [ 1391. 
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a 
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b 

O L 
FIG. 7.9 ~ Géométrie de guide d’onde utilisée dans le formalisme de Landauer. Le 
conducteur désordonné de longueur finie L et de section S = Wdp’ est parfaitement 
connecté à deux fils. Ceux-ci sont des guides d’onde propageant les ondes planes 
électroniques incidentes, réfléchies et transmises. 

où T est le coefficient de transmission à travers la barrière 18. Cette relation 
est vraie pour chaque réalisation de désordre et pas seulement en moyenne. 

La généralisation de la formule (7.139) à des dimensionalités supérieures 
nécessite de définir plus précisément la géométrie du milieu. On considère 
dorénavant un conducteur désordonné de longueur L et de section carrée 
S = IVd-’. Celui-ci est relié à des conducteurs parfaits (fig. 7.9) qui peuvent 
être considérés comme des guides d’onde pouvant propager les ondes planes 
réfléchies et transmises par le conducteur. Dans cette géométrie, les vecteurs 
d’onde transverses des modes propres du guide d’onde (ou canaux transverses) 
sont quantifiés du fait des conditions aux limites. On peut alors définir le co- 
efficient de transmission T a b  d’un canal u entrant vers un canal b sortant. La 
formule de Landauer (7.139) se généralise en 

(7.141) 

Pour connaître le nombre de canaux, on considère que les électrons sont in- 
jectés à l’énergie de Fermi, c’est-à-dire que k$ = k 2  + 1qI2 où k est la com- 
posante longitudinale et q la composante transverse du vecteur d’onde. Les 

“11 s’agit de la conductance de l’ensemble constitué par la barrière et les deux conduc- 
teurs parfaits. Pour avoir la conductance de la barrière elle-même on considère que la 
conductance totale est la conductance équivalente du terme de contact s< correspondant 
à une parfaite adaptation d’inipédance et de la contribution de la barrière mises en série. 
On obtient ainsi 

(7.140) 

Pour une discussion de ces deux expressions, on pourra consulter les références [174]. Ces 
deux expressions donnent le même résultat dans le cas d’une barrière large pour laquelle 
T « 1 .  
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modes transverses sont quantifiés en unités de $ et en dimension trois, leur 
nombre est 

(7.142) 7rkF kFS 
4+/ w2 47r 

- .  - ME--- - 

La conductance moyenne se déduit de (7.139) 
2 - e -  

G = S-T 
h 

(7.143) 

où T est le coefficient de transmission moyen défini par T = Cab T a b .  

I1 est instructif de récrire la formule de Drude pour la conductivité moyenne 
0 0  sous une forme faisant apparaître le nombre de canaux. La conductance 
moyenne d’une tranche d’épaisseur L et de section carrée S = Wd-’ suit 
la loi d’Ohm = aoS/L où la conductivité moyenne 00 est donnée par la 
relation (7.14), soit 

- Wd-1 
G=se2poD- L . (7.144) 

À trois dimensions, la densité d’états au niveau de Fermi est donnée par (3.44), 
soit po = k$/(27r2hvF). On obtient ainsi pour la conductance moyenne cor- 
respondante 

(7.145) 
-3d e2 k21  s e2 4 M  1, 

h 3 7 r L  h 3 L  
écrite en fonction du nombre de canaux transverses M = k$S/47r. Cette 
relation se généralise aux dimensions d = 1 et d = 2, 

G =S-Fe=s-p- 

(7.146) 
- id  e2 21, -2d e’ 7rMle 

h 2 L  
G =s-- et 

h L  
G =s---  

où le nombre de canaux transverses en dimension deux est : 

(7.147) 

Le formalisme de Landauer est parfaitement adapté pour décrire la propa- 
gation des ondes électromagnétiques dans un milieu diffusant. Dans ce cas, il 
n’existe pas de description locale analogue à la formule de Kubo. En revanche, 
la description à la Landauer décrit le milieu diffusant à partir des coefficients 
de transmission et de réflexion de l’onde. L’équivalence entre les formalismes 
de Landauer et de Kubo, que nous discutons ci-après, permet donc de faire 
ressortir l’unité qui existe entre les domaines a priori très différents de l’élec- 
tronique et de l’optique des milieux désordonnés. Pour le cas de l’optique, on 
ne se limitera pas à la géométrie d’un guide d’onde. On considérera surtout la 
géométrie d’un milieu diffusant placé dans l’espace librc où une onde plane in- 
cidente est réfléchie ou transmise sous la forme d’une onde sphérique à grande 
distance (chaps. 8, 9 et 12). 

Le formalisme de Landauer pour le cas d’un guide d’ondes a été généra- 
lisé par Büttiker afin de décrire des géométries plus complexcs dites {{ multi- 
terminales )) comportant plusieurs contacts [175]. 
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C7.2.2 De Kubo à Landauer 
Le but de cette section est de montrer l’équivalence des formalismes de 

Kubo et de Landauer, en déduisant la relation (7.141) de la formule de Kubo 
pour la conductivité. Pour cela, on suit la démarche utilisée dans la réfé- 
rence [176]. On considère un conducteur désordonné de longueur L et de 
section S relié à des guides d’onde infiniment longs de même section, qui mo- 
délisent les réservoirs. Une différence de potentiel est appliquée entre les deux 
réservoirs, ce qui correspond à un champ électrique dans la direction Ox. À 
partir des relations (7.137) et (7.3)’ on peut écrire la conductivité à fréquence 
nulle sous la forme l9 

Les fonctions de Green qui décrivent l’ensemble du système (conducteur désor- 
donné + réservoirs) sont prises à l’énergie de Fermi. Les coordonnées spatiales 
sont de la forme T = (p ,  x). On définit la transformée de Fourier par rapport 
aux coordonnées transverses 2o 

S 
(7.149) 

Dans la géométrie d’un guide d’onde, les conditions aux limites dans les di- 
rections transverses quantifient les vecteurs d’onde correspondants qa et qb et 
permettent de définir le nombre de canaux (7.142). L’énergie 6 = &(IC2+lqI2) 
est fixée à l’énergie de Fermi et IC est la composante longitudinale. 

d p  e’9.p = 

S6,,0, on obtient 

7 Gfb(x,  x’) = G R (qa, qb, x, x’) = - dpdp’GR(p ,  p’, x, x’)ei(qa.p-qb@’) . 

En intégrant sur les coordonnées transverses p et p’ et puisque 

L’intégrande de cette relation peut s’écrire en fonction de la densité de courant 
associée à l’équation de Schrodinger projetée sur l’axe Ox. Or, cette compo- 
santc de la densité de courant est conservéc 21, par conséquent l’intégrande 

“Il est inutile de mentionner la partie réelle puisque le produit des fonctions de Green 

’OLa transformée de Fourier inverse s’écrit : 
est réel à fréquence nulle. 

et correspond au cas où les conditions aux limites dans la direction transverse sont pério- 
diques, ce qu’on supposera ici. Plus généralement, on définit la fonction de Green : 

G R ( f J , d , z , z ’ )  = G ( P ) c : k ( z > z ’ ) d b ( P ’ )  
q a , q h  

où dCL(p)  est la fonction d’onde transverse dans le réservoir associée au mode propre a. 
’ l0n  trouvera line discussion détaillée de ce point dans les références [174,176]. 
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ne dépend pas de x.  On peut donc le calculer loin de la région désordonnée, 
dans les guides d’onde où les fonctions de Green sont des ondes planes dont la 
dépendance en x est simplement e ikax .  Prendre les dérivées 13, et a,/ revient 
donc à multiplier par les vecteurs d’onde ka et kb. L’intégrale sur x est alors 
immédiate et 

(7.151) 
I ”  

q a r q b  

où va = tika/m est la vitesse longitudinale et où x et x’ sont des coordonnées 
quelconques prises dans les guides d’onde d’entrée et de sortie. Prenons par 
exemple x = O et x’ = L. En définissant 

(7.152) 

on obtient 

(7.153) 

Cette expression de la conductance peut aussi s’écrire en introduisant la ma- 
trice de transmission t dont les éléments t& dans la base des modes propres 
libres s’écrivent 

tab = Z G G a b ( 0 ,  L )  . (7.154) 

Ainsi, 

(7.155) 

La trace étant indépendante de la base utilisée, la conductance peut être 
calculée dans la base des modes propres de la matrice t t t .  Cette approche, 
complémentaire des méthodes décrites dans cet ouvrage, est basée sur les 
propriétés statistiques des valeurs propres de la matrice t t t .  La référence [177] 
présente une revue de cette méthode. 

Sur la relation (7.152), on voit le rôle que cette description fait jouer au 
coefficient de transmission Tab comme mesure de la probabilité de traverser le 
milieu diffusant. Dans la suite de ce complément, on calcule le coefficient de 
transmission moyen à l’approximation du diffuson. 

Si le formalisme de Landauer reproduit bien les résultats de l’approche du 
transport électronique à la Kubo, il devient indispensable dans les conducteurs 
de géométrie complexe, comme les réseaux ou en optique, où il est en principe 
possible de mesurer séparément les contributions des différents canaux de 
transmission. Finalement, on montre que ce formalisme permet de retrouver 
la correction de localisation faible (7.63) à la conductance. 
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(37.2.3 Transmission et conductance moyennes 
Comme le montre la figure 7.10, la moyenne du produit des fonctions de 

Green qui contribue au coefficient de transmission moyen dans (7.152) est le 
produit de trois termes. Le premier décrit l'entrée dans le milieu diffusant. 
C'est une contribution du type Drude-Boltzmann, produit de deux fonctions 
de Green moyennes. Ce terme est exponentiellement petit, d'ordre Le 
deuxième terme qui décrit la diffusion multiple dans le conducteur désordonné 
est le facteur de structure ï. Le troisième terme, de même nature que le pre- 
mier, décrit la sortie du milieu diffusant. Ainsi, de manière analogue à (4.23)' 
on peut écrire 

où dans la géométrie de la figure 7.9, G f ( x , x ' )  est la fonction de Green 
moyenne définie par 

(7.157) 

À partir de (3.42)' on montre que 

i 
Va 

(7.158) 

(7.159) 

-R Ga (2, x I ) = --ei""l-"'I-I"-"'1/21'~~" 

V a  

V F  
où ka = ICF COSO, et pa = COSO, = - . 

l I 

FIG. 7.10 - Représentations diagrammatiques du coeficient de transmission moyen 
Cb et de la correction de localisation faible, dans le ,formalisme de Landauer. 
- 
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La fonction I'(z1, z2) est la transformée de Fourier bidimensionelle r(q, 21, z2) 

du facteur de structure associé au diffuson ï ( p ,  z1,z2) prise à q = O. Ainsi, 
on obtient pour le coefficient de transmission moyen dans les canaux a et b 

(7.160) 

À l'approximation de diffusion le facteur de structure r est proportionnel 
à la probabilité Pd (relation 4.37). Pour les conditions aux limites de Di- 
richlet correspondant à un fil connecté à des réservoirs, ces deux quantités 
varient linéairement 
utilisant (7.159), 

au voisinage de l'interface, selon (5.58). On a donc en 

ou encore 2 2 .  

De la relation (5.58), on déduit 23 

(7.161) 

(7.162) 

(7.163) 

On peut aussi exprimer le coefficient de transmission moyen en fonction du 
nombre A4 de canaux transverses donné par (7.142) 

La conductance est obtenue en sommant sur les canaux. Puisque lqal = 

ICp sin Q,, on déduit 

(7.165) 

en particulier, 

2 2 0 n  note Pd(z,z') = Pd(p = O,s,z'), solution de (5.45) avec y = k l  = O. Cette 
quantité est donnée par (5.58). 

23Attention les relations (7.163, 7.164, 7.167) ne sont qu'approchées et doivent être 
corrigées pour tenir compte correctement des conditions aux limites. C'est l'objet de la 
section suivante. 
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La conductance moyenne à trois dimensions est donc 

- e2 e2 M 1, 
G = sh Tab = s--- . (7.167) 

h 3 L  

Ce résultat est 4 fois plus petit que la conductance de Drude (7.145). Ceci 
provient du fait que les conditions aux limites de Dirichlet sont incompatibles 
avec l’approximation de diffusion. Nous discutons ce point dans la section 
suivante. 

9, i q b  

Exercice 7.5 : Coefficient de transmission moyen en dimension d 

L’expression (7.163) est valable en toute dimension pour une densité d’états po qui 
s’écrit 

où A d  est le volume de la sphère de rayon unité (15.2). 
En dimension d ,  le nombre de canaux est 

(7.168) 

(7.169) 

On en déduit la relation entre densité d’états et nombre de canaux transverses : 

(7.170) 

À partir de (7.161), on obtient ainsi pour le coefficient de transmission moyen en 
dimension d 

(7.171) 

Cette expression doit être corrigée afin de prendre en compte correctement les condi- 
tions aux limites (voir section suivante). I1 faut alors effectuer le remplacement 

Pz - PLZ + Z O l L .  

En s’assurant de prendre les bonnes conditions aux limites, on a donc 
montré que les approches de Landauer et de Kubo permettent de retrouver la 
conductance de Drude. Pourtant, ces deux approches semblent a priori tout à 
fait différenh. En effet, dans le formalisme de Kubo, la conductivité est obte- 
nue en ne gardant que IC terme de Drude négligé dans la présente dérivation, 
tandis qi ie  la contribution du diffuson est identiquement nulle (voir p. 296) 
pour des collisions isotropes. Inversement, nous venons de niontrer A l’aide 
di1 formalisme de Landauer que la contribution essentielle à la conductance 
moyenne provient du diffuson et que le ternie dc Drude-Boltzmann est négli- 
geable. En fait, ces deux points de vue sont complémentaires et kqiiivalents. 
En effet, la conductivité cst une quantiti: volumique définie par l’intégrale 

(7.172) 
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(pa + i) ( p b  + i) ab - 4M(L + 41,/3) 
- 31, T -  

alors que la conductance est essentiellement une quantité surfacique qui peut 
s’écrire sous la forme 

(7.174) 

(7.173) 

où les intégrales sont prises sur les deux interfaces de l’échantillon. Cette 
expression, non démontrée ici, est équivalente à la relation de Landauer : elle 
exprime essentiellement la conductance comme un coefficient de transmission 
entre deux interfaces [139]. L’identité entre les deux relations (7.172) et (7.173) 
résulte de la conservation du courant qui conduit à l’équation de diffusion 
reliant les contributions à longue et à courte portée (remarque de la p. 291). 

C7.2.4 Conditions aux limites et adaptation 
d’impédance 

Le coefficient de transmission moyen (7.164) résulte d’une expression ap- 
proximative de Pd obtenue en imposant la condition aux limites de Dirichlet, 
c’est-à-dire l’annulation de la probabilité à l’extérieur du milieu diffusant. 
Dans la section C5.2.3, nous avons présenté un autre choix de conditions aux 
limites mieux adapté à la description du passage d’une onde balistique à une 
onde diffusive au niveau de l’interface. Cette condition exprime que le flux 
diffusif entrant doit s’annuler. Dans ce cas, la probabilité ne s’annule pas 
exactement à l’interface entre les deux milieux mais à une distance zo d l’ex- 
térieur du milieu digusant. I1 faut alors considérer l’expression (5.158) pour 
Pd(x,  d) avec zo = 21,/3 en dimension 3. On en déduit 

Pour un conducteur suffisamment long, L + 41,/3 P L. En sommant sur 
les canaux de sortie, on obtient le coefficient de transmission pour un mode 

(7.175) 

En sommant également sur les canaux d’entrée, on retrouve exactement le 
résultat de Drude (7.145) pour la conductance 

(7.176) 
q a > q b  

On peut ainsi interpréter la distance d’extrapolation zo = 21,/3 comme 
celle qui permet, à l’approximation de diffusion, de décrire correctement 
l’adaptation d’impédance entre le conducteur désordonné et les contacts. 
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Le résultat (7.176) permet de concevoir la conductance comme provenant 
de M canaux dont la contribution moyenne est d’ordre l J L .  

Exercice 7.6 : Coefficient de transmission moyen en dimension d = 2 

En utilisant les résultats de la section C5.2.3 pour le choix des conditions aux limites, 
montrer que pour la géométrie d’un guide d’onde bidimensionnel on a [ 1781 

(7.177) 

où la valeur ~ / 4  correspond à la distance d’extrapolation zo à d = 2 (voir la rela- 
tion 5.117) et où le nombre de canaux transverses est M = ICFW/A. En utilisant la 
relation 

(7.178) 

montrer clue 
(7.179) 

et en déduire que 

(7.180) 

On retrouve ainsi en dimension d = 2 le résultat de Drude (7.146). 

Exercice 7.7 : Coefficient de réflexion 

Le coefficient de réflexion Rai> d’un mode a vers un mode b peut être défini de façon 
semblable au coefficient de transmission (7.152) 

Rab = %‘%lGab(0, L)I2. (7.181) 

En utilisant une expression analogue à (7.156), montrer que [178] 

en dimensions 2 et 3 

Exercice 7.8 : Conservation d u  courant  

La conservation de l’énergie impose que, pour chaque canal entrant, 2, + a = 1. 
- Lorsque I ,  << L,  le coefficient de transmission moyen est négligeable de sorte que 
Ra = 1. Montrer que l’expression (7.182) obtenue pour Rab ne satisfait pas cette 
condition et que, pour le mode incident Ba = O, on obtient Ra = cqn Rab E 0,773 à 

d = 2 et Ra Y 0,790 à d = 3. 
Ceci est une conséquence de l’approximation de diffusion qui décrit nia1 le coefficient 
de réflexion, du fait de la présence des trajectoires courtes au voisinage de l’interface. 
I1 est d’ailleurs intéressant de remarquer que Ra est plus proche de 1 en dimen- 
sion 3, ce qui exprime que le poids des trajectoires courtes est plus faible lorsque la 
dimensionnalité augmente. On peut d’ailleurs vérifier formellement que R, -+ 1 si 
d -+ 00. En transmission, l’approximation de diffusion est satisfaisante car tontes les 
trajectoires de diffusion qui traversent l’échantillon sont longues. 

- 
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C7.2.5 Correction de localisation faible 
dans le formalisme de Landauer 

Le calcul de la correction de localisation faible à la conductivité présenté 
dans la section 7.4 utilise le formalisme de Kubo. On en a déduit les expres- 
sions (7.63) pour la conductance moyenne. 

Dans le cadre du formalisme de Landauer, on peut directement retrouver 
ces expressions sans passer par la conductivité. La correction de localisation 
faible ATab au coefficient de transmission moyen z b  est donnée par le second 
diagramme de la figure 7.10, constitué de deux diffusons et d’un cooperon en 
boucle. La généralisation de l’expression (7.161) permet d’écrire la correction 
AT,, sous la forme 

où r et r’ sont les facteurs de structure associés respectivement au diffuson et 
au cooperon. La contribution de la boîte de Hikami H ( { z i } )  est donnée par 
la relation (4.152). En utilisant (4.37) et en faisant porter les gradients sur les 
diffusons. on obtient 

Compte tenu de l’expression (5.158) de P~(z,z’), les gradients & p d  sont des 
constantes et dans la limite L >> 1,’ 

(7.185) 

où z0 = 21,/3. La correction relative s’obtient A l’aide de (7.174) et de (7.170) 

(7.186) 

et elle redonne bien la correction de localisation faible (7.51) calculée dans le 
formalisme de Kubo. On note que la correction relative de localisation faible 
ne dépend pas du mode (u  + b)  de propagation. La probabilité de retour est 
donnée Dar 

(7.187) 

et en sommant sur tous les modes, on obtient la correction à la conductance 
sans dimension : 

(7.188) 
S Ag = -- 
3 

qui est le résultat de l’exercice 7.2. 
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C7.2.6 
0 Guide d’ondes 

Formalisme de Landauer pour les ondes 

Nous avons présenté le formalisme de Landauer et calculé le coefficient de 
transmission T a b  et la conductance moyens d’un conducteur électrique quasi- 
unidimensionnel, c’est-à-dire pour la géométrie d’un guide d’ondes. On peut 
aussi adapter cette description à la propagation d’une onde électromagnétique 
à travers un milieu diffusant. De façon analogue à (7.152)’ c’est-à-dire pour la 
géométrie d’un guide d’onde, le coefficient de transmission d’un canal a vers 
un canal b est donné par 

(7.189) 

L’équation (7.156) est inchangée mais la fonction de Green est celle de l’équa- 
tion de Helmholtz (3.49) : 

de sorte que 

(7.190) 

(7.191) 

Le calcul se termine de manière similaire au cas électronique, c’est-à-dire que 

En utilisant (4.63)’ on obtient 

(7.192) 

(7.193) 

qui est l’analogue de (7.162). 

Espace libre 

Dans le cas des ondes, on considère aussi la géométrie d’un milieu éclairé 
par une onde plane et qui transmet (ou réfléchit) à grande distance une onde 
sphérique (chaps, 8, 9 et 12). On ne peut alors plus définir de canaux trans- 
verses. Si la physique de la diffusion à travers le milieu désordonné est la 
même, les conditions aux limites sont sensiblement différentes. On utilise alors 
le coefficient de transmission l a b  par unité d’angle solide tel que 24 

(7.194) 

2 4 0 n  se reportera à la relation (8.10) pour le coefficient de réflexion et à la section 12.3 
pour une dérivation complète. 
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Les vecteurs d’onde incident et transmis ne sont plus quantifiés comme pour 
la géométrie d’un guide d’onde. En utilisant la relation (4.63) et la longueur 
d’extrapolation zo = $1., on obtient 

L’intégration angulaire sur le demi-espace donne 

et, pour le coefficient de transmission total, la relation 

(7.196) 

(7.197) 

qui est différente de (7.176). La différence avec les expressions (7.174)’ (7.175) 
et (7.176) n’est pas surprenante. Elle résulte essentiellement du fait que, pour 
la géométrie du guide d’onde, il y a M canaux discrets tandis qu’en optique les 
directions d’incidence et d’émergence sont des variables angulaires continues 
définies entre O et 7r .  Nous reviendrons en détail sur cette description dans les 
chapitres 8, 9 et 12. 
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Complément C7.3 Conductivité dans l’espace 
réel 

L’expression (7.47) de la conductivité s’exprime en fonction de la proba- 
bilité de diffusion quantique calculée dans l’espace réel. Ceci suggère la possi- 
bilité d’établir directement cette relation sans passer par l’espace réciproque. 
C’est l’objet de ce complément. À partir de la définition (7.3), la conductivité 
moyenne peut se récrire : 

.(W) = s- e2h3 / / drdr’ Re ûzGF(r, r’)ûzrGfi-u(r’, r )  (7.198) 

où l’énergie E désigne l’énergie de Fermi. Cette expression fait intervenir un 
produit de fonction de Green GRGA, tout comme l’expression (4.9) de la pro- 
babilité quantique. Elle en diffère par la présence des deux dérivées spatiales 
des fonctions de Green qui traduisent le fait que .(W) est une fonction de 
corrélation courant-courant. Les dérivations 8, et a,, agissent respectivement 
sur les fonctions de Green retardée et avancée. 

Le développement diagrammatique de la conductivité est tout à fait ana- 
logue à celui de la probabilité quantique (voir les relations 4.23 et 4.42 et la 
figure 7.11). 

27rm2R 

P 

r r’ 

FIG. 7.11 - Représentation des contributions de Drude-Boltzmann, du diffuson et 
du cooperon à la Conductivité. Les flèches représentent ici les opérateurs courants 
entrant 8, et sortant a,,. Il apparait clairement que pour le diffuson ces courants 
ont des directions décorrélées alors que pour le cooperon le courant j ,  est opposé au 
courant j,! lorsque r = r’. 
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la limite kp1, >> 1 : 

En introduisant la quantité 

339 

(7.200) 

(7.201) 

l’équation (7.200) devient 

(7.202) 

Finalement, en intégrant sur l’espace, le premier terme de (7.202) fait appa- 
raître la valeur moyenne : 

( 2  , ) = -  . (7.203) %,X 

La contribution du diffuson (second terme) disparaît puisque les courants 
entrant et sortant sont décorrélés. C’est une conséquence de l’hypothèse des 
collisions isotropes 

( ~ z , z 1 ~ x , , z f )  = 0 . (7.204) 

Enfin, l’intégrale du cooperon ne fait intervenir que les points r et r’ voisins 
et, par conséquent, dans le dernier terme de (7.202) : 

I 
d 

1 
d 

(7.205) (uz,Eluzl,z/) = (ux,zluxl,z) = -- . 

I1 reste donc pour la conductivité : 

a ( w )  = 11 drdr’ Re [Po(r, r’, w) - P,(r, r’, w)] (7.206) 

où on a fait apparaître la densité électronique n = P O ( € ) .  Pour un sys- 
tème invariant par translation, l’une des deux intégrales est immédiate et on 
retrouve la relation (7.47). 

mR 
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Complément C7.4 Correction de localisation 
faible et collisions anisotropes 

Le calcul de la correction de localisation faible a été effectué pour le cas 
de collisions isotropes sur les impuretés. I1 est remarquable que cette correc- 
tion, donnée par (7.56), ne dépende pas du coefficient de diffusion. On peut 
se demander si cela reste vrai pour des collisions anisotropes, c’est-à-dire lors- 
qu’il existe deux temps caractéristiques 7, et T * .  Dans ce cas, la conductivité 
classique est toujours donnée par la relation d’Einstein où D est remplacé 
par D* = w$r* / d  (relation 7.36). Qu’en est-il de la correction de localisation 
faible ? 

Afin de bien comprendre la structure de cette correction, il est utile 
de récrire le diagramme correspondant au cooperon dans la figure 7.1 sous 
la forme de la figure 7.12.a. Une première modification consiste à rempla- 
cer le facteur de structure ï par celui de la relation (4.171), c’est-à-dire 
I’* O: l/(-iw+D*q2). Par ailleurs, comme le montre la figure 7.12.b, il faut re- 
normaliser les vertex de courant (ce point a été discuté dans la section 7.2.3). 
Le cooperon fait apparaître une boîte de Hikami. Or celle-ci doit être habillée 
par des lignes supplémentaires afin de prendre en compte toutes les contribu- 
tions du même ordre (voir la fig. 4.16). On vérifie aisément que, dans le cas 
isotrope, celles-ci ne contribuent pas du fait des vertex de courant. I1 ne reste 
que la boîte de Hikami du diagramme 7.12.a, égale à 

Dans le cas anisotrope, elle doit être remplacée par le diagramme f i ( A )  

(7.208) 

en vertu de la relation (7.42) pour la renormalisation du vertex de courant. Par 
ailleurs les diagrammes avec une ligne d’impureté fi(B) et fi(C) (fig. 7.12.b) 
font apparaître la moyenne angulaire (i.j.’B(S - Y)) = 71, soit 

(i .S’B(8 - S ‘ ) )  
(7.209) ( Z )  Ye 

= = fp) 

où 
tion C4.2.1, de sorte que 

= - - IdA) /2  est la boîte sans vertex définie et calculée dans la sec- 

(7.210) 
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La boîte H ( A )  qui intervient dans le calcul de la conductivité pour le cas 
isotrope est donc maintenant remplacée par H = H ( A )  + fi(B) + c'est- 
à-dire : 

(7.211) 
fi=&% x (CJ2 (I ~ Tl) = H ( A )  x - r* . 

Grâce à ce facteur multiplicatif T*/r,,, la correction de localisation faible Ao* 
cst donc encore de la forme (7.45), moyennant la substitution D + D*. 

r e  

a )  diffusion isotrope 

b) diffusion anisotrope 

Ao* = 

+ 
. .  . .  . .  
' .. _..' 

Y 

FIG. 7.12 - Diagrammes pour la correction de localisation faible à la conductivité. 
a) Collisions isotropes. b) Collisions anisotropes. c) Représentation du vertex de 
courant habillé par un diffuson. 





Chapitre 8 

Rétrodiffusion cohérente 
de la lumière 

8.1 Introduction 
La cohérence de phase est à l’origine des effets d’interférence associés à 

la correction de localisation faible. Cette cohérence a des effets tout aussi 
importants en optique. Par ailleurs, toujours en optique, il est possible avec 
un faisceau laser d’analyser la structure angulaire des ondes transmises et 
réfléchies, ce que ne permet pas simplement l’électronique pour laquelle les 
électrons sont injectés à partir d’un réservoir sans structure angulaire. On 
étudie dans ce chapitre l’intensité réfléchie par un milieu diffusant et on montre 
qu’elle a une structure angulaire qui résulte des effets cohérents décrits par 
le cooperon. On montre aussi qu’il est possible d’analyser sélectivement la 
contribution des chemins de diffusion multiple en fonction de leur longueur et 
d’obtenir, en quelque sorte, une << spectroscopie )) du milieu diffusant. 

Le problème de la diffusion des ondes dans un milieu désordonné a une 
longue histoire. Dès le début du xxe siècle, une approche purement classique 
dérivée de l’équation de Boltzmann a été proposée par Schuster [179] pour 
décrire le transfert radiatif des ondes électromagnétiques à travers l’atmo- 
sphère. Ce problème s’est ensuite étendu aux domaines connexes des milieux 
turbulents, de la météorologie et des liquides. 

Ce n’est que dans les années 1980 qu’il a été suggéré qu’il pouvait subsis- 
ter des traces de la cohérence de phase en diffusion multiple dans un milieu 
aléatoire. L’apparition de ces idées est certainement liée à un regain d’interêt 
pour la diffusion multiple, initié par les progrès obtenus en théorie de la dif- 
fusion en mécanique quantique [ 180-1821. Une description systématique des 
effets cohérents mettant en évidence la contribution du cooperon à la pro- 
babilité a initialement été proposée dans les références [183] et [184]. Cette 
vision plus moderne s’est développée avec les premiers résultats experimen- 
taux [185-1871. Ceux-ci ont donné lieu à de très nombreux travaux dont il 
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serait difficile de dresser une liste exhaustive [188]. Nous en citerons un cer- 
tain nombre dans ce chapitre. Toutefois, nous suivrons la démarche présentée 
dans les références [189.190] et [191] ’. 

Le domaine d’application de la diffusion multiple des ondes électromagné- 
tiques est très vaste. Aussi, le phénomène de rétrodzffusaon cohérente que nous 
allons étudier a de nombreuses applications qui ont été récemment dévelop- 
pées. Nous n’allons pas les mentionner toutes mais en présenter une sélection 
à la fin de ce chapitre. 

On considère d’abord le cas d’une onde scalaire, puis celui d’une onde 
polarisée. On définit et on étudie le coefficient de réflexion (l’albédo) d’un mi- 
lieu semi-infini en fonction du diffuson et du cooperon. Puis, on étend ces 
résultats au cas d’une absorption finie. Finalement. on prCsente une rcvue 
assez détaillée des résultats expérimentaux qui démontrent de manière spec- 
taculaire le succès des idées de diffusion multiple cohérente et ses nombreuses 
applications. 

8.2 La géométrie de l’albédo 

8.2.1 Définition 
La situation physique que l’on veut décrire est la suivante : une source 

lointaine et ponctuelle émet une lumière monochromatique, que l’on assimilera 
à une onde plane, en direction de l’interface plan séparant le vide du milieu 
diffusant. La direction de la lumière incidente est repérée par la direction 
si. L’onde diffuse dans le milieu et ressort par la même interface (donc en 
réflexion). Elle est analysée par un détecteur situé très loin de l’interface, 
dans la direction se. On mesure donc la dépendance angulaire du coefficient de 
réflexion appelé albédo (aussi appelé parfois coeficient bistatique [192,193]). I1 
existe plusieurs définitions de ce coefficient, appropriées à différents domaines 
de la physique : astrophysique, physique atomique, physique nucléaire, etc. 
Par exemple, en astronomie, on définit l’albédo des planètes comme le rapport 
entre le flux total réfléchi et le flux lumineux incident provenant du soleil. Ainsi 
l’albédo de la Terre est de 35 %, celui de la Lune 6 %. Pour plus de détails, 
on pourra consulter [192,193]. 

Le détecteur qui analyse la lumière émergente dans la direction Se  mesure 
l’intensité I(R5,) c( E2 du champ électromagnétique E(Rs,). Pour une onde 
sphérique détectée à une distance R grande devant la taille du plan diffuseur, 
le flux d’énergie par unité de temps et d’angle solide s’écrit 

- = c ~ 2 ~ ( ~ 8 , )  , dF 
dR 

lCette sélection n’est, bien entendu, en rien reliée à un quelconque critère de qualité. 
Elle n’est que le reflet d’un choix visant à utiliser des références dont les notations sont, à 
peu près, celles de cet ouvrage. 



8.2 La géométrie de l’albédo 345 

où F est le flux du vecteur de Poynting. Le flux incident étant donné par : 

Fo = c S I ~  , (8.2) 

on définit l’albédo .(se) par le rapport adimensionné - 
1 dF R2 I(RS,) a($,) = -- = -~ 

FO dR S Io 

L’albédo a donc la structure d’une section efficace différentielle (voir la rela- 
tion 2.67) à un facteur multiplicatif près lié à la surface du plan diffuseur. 

8.2.2 Albédo d’un milieu diffusant 

L’albédo permet de caractériser le rayonnement réfléchi par un milieu dif- 
fusant. Pour cela, il faut évaluer l’intensité I(RS,) du rayonnement diffusé, 
définie par la relation (4.54) 3.  Nous commençons par présenter une dérivation 
heuristique permettant de calculer la contribution du cooperon et de com- 
prendre sa structure (singularité triangulaire, décroissance algébrique, etc.). 

On considère un milieu diffusant semi-infini constitué du demi-espace 
z 2 O. L’autre demi-espace est un milieu libre contenant la source et le détec- 
teur (fig. 8.1). Les faisceaux incident (supposé normal au plan) et émergent 
sont caractérisés respectivement par les vecteurs d’onde ki = ks i  et k, = k s ,  
où bi et se sont des vecteurs unitaires. Les ondes ne subissant que des col- 
lisions élastiques, seule la direction s des vecteurs d’onde change tandis que 
leur amplitude IC = reste constante. On suppose que la différence d’indice 
optique entre les deux milieux est négligeable. 

Afin de calculer l’intensité I(RB,), on va tout d’abord considérer le cas 
d’une onde scalaire solution de l’équation de Helmholtz (2.9). Cette solution 
correspond à une onde plane incidente et à une onde émergente sphérique 
détectée en un point R = Rii, à l’infini, c’est-à-dire à une distance grande 
devant la taille du plan diffuseur (fig. 8.1). L’amplitude +uo(se) de l’onde 
émergente, pour une direction d’incidence Si  donnée, a donc la structure 

‘On considère ici le cas d’une incidence normale. Pour une incidence quelconque, le flux 
incident dépend du cosinus de l’angle entre la direction incidente et la normale à la surface. 

3Dans la définition (4.54) la source du champ est une fonction 6 d’amplitude unité de 
telle sorte que l’intensité n’a pas les dimensions d’une intensité lumineuse. Cela n’est pas 
important puisque l’albédo est donné par le rapport de deux intensités. 
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Cette expression est la transformée de Fourier de la fonction de Green (4.21). 
Elle est de la forme 

(8.5) 
et l'intensité est donnée par I(R2,) = %I$)w,(se)12. Dans cette expression, les 
points r et r' sont des points quelconques de l'interface tandis que les points 
r, correspondent à des évènements de collision. CN = ( T I ,  7-2, ..., r N )  est une 
séquence de N collisions et CN/X est la longueur de la trajectoire associée, 
en unités de la longueur d'onde X = F. Le champ 7+!Iw, est donc une somme 
sur toutes les séquences possibles de collisions multiples dans le demi-espace 
z 2 O, pondérée par les facteurs de phase décrivant les deux ondes incidente 
et émergente dans le demi-espace libre z 5 O. 

On peut identifier trois contributions distinctes à l'albédo a. La première 
contient tous les termes pour lesquels les séquences contribuant respective- 
ment à 7+!Iw, et $:, sont différents (comme sur la fig. 4.1). La seconde contri- 
bution contient les termes pour lesquels ces séquences sont identiques et par- 
courues dans le même sens (fig. 8.1). Enfin, la dernière contribution contient 
aussi les séquences identiques mais parcourues en sens inverse l'une de l'autre 
(fig. 8.2). 

FIG. 8.1 - Contribution du diffuson à l'albédo moyen. Dans le texte, on  suppose que 
le faisceau incident est normal à l'interface. 

Pour une réalisation donnée de la position des centres diffuseurs, la pre- 
mière classe donne la contribution principale a, à l'albédo, mais elle disparaît 
lorsqu'on moyenne sur la position des diffuseurs (fig. 1.4). Elle correspond 
aux fluctuations ou tavelures (speckle) que nous étudierons au chapitre 12. 
Les deux autres contributions notées a d  et (Y, survivent la moyenne et cor- 
respondent respectivement au diffuson et au cooperon, c'est-à-dire aux contri- 
butions incohérente et cohérente de phase. 



8.3 Valeur moyenne de l’albédo 347 

FIG. 8.2 ~ Contribution du cooperon à l’albédo moyen. Dans le texte, on  suppose le 
faisceau incident normal à l’interface. 

8.3 Valeur moyenne de l’albédo 

8.3.1 Albédo incohérent : contribution du diffuson 

En moyenne, ne subsistent que les trajectoires de diffusion multiple pour 
lesquelles les séquences de collisions CN qui contribuent aux amplitudes 
et sont identiques. Pour avoir une expression de l’albédo moyen, il faut 
évaluer à l’approximation du diffuson l’intensité moyenne réfléchie, I d  (Ri?,) 
en un point R = Ri?, à l’infini. 

Dans la description de l’albédo, la source et le détecteur sont placés ù 
Z’extérzeur du milieu diffusant : il faut donc décrire la conversion de l’onde 
plane incidente en une onde diffusive, puis la conversion de l’onde diffusive 
en une onde sphérique émergente. Plusieurs approches sont possibles. La plus 
naturelle est de procéder comme dans le chapitre 4, à savoir, décrire le pro- 
cessus de diffusion multiple par un produit G G I? G G (voir les relations 4.37 
ou 4.60)’ où est une fonction de Green moyenne et où ï est le facteur 
de structure associé au diffuson. On obtient ainsi une expression analogue 
à (4.60) qui s’écrit 

_ _  _ _  

Dans cette expression, dont la structure est représentée sur la figure 8.1, 
1qi(r1)I2 est l’intensité moyenne au point r1 provenant directement de 
la source et évaluée dans l’approximation à une seule collision. Le terme 
IGR(r2, R)I2 décrit, à cette même approximation, la propagation entre le der- 
nier évènement de collision situé en T Z  et un point R quelconque. Finalement, 
r(r1, r2) est le facteur de structure associé au diffuson et solution de l’équa- 
tion (4.24). 

4Dorénavant on ne précisera plus la fréquence wo des ondes. 
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Pour la géométrie considérée, on prend comme termc source une onde 
plane incidente, de telle sortc que 

où r désigne le point d’impact sur l’interface z = O du rayon incident, tandis 
que r1 représente le point de la première collision et k 5 ,  le vecteur d’onde de 
l’onde plane incidente (fig. 8.1). L’albédo moyen à l’approximation du diffuson 
est obtenu à partir de l’intensité donnée par la relation (8.6), soit finalement : 

ad = - S drldr2e-/r1-r / / l , r (r1,  r2)1F(r2, ~ 1 1 ~  . (8.8) R2 s 
Pour ( R  - r 2 (  4 00 (à l’approximation dite de Fraunhoffer), on peut déve- 
lopper la fonction de Green moyenne cn(r2, R) donnée par la relation (3.48) 
sous la forme (voir 2.57) 

En introduisant la projection sur l’axe Oz,  on obtient 
Ir2 - T ’ I  = 22/p et Ir1 - T I  = z1 de sorte qu’on peut récrire finalement 
l’albédo incohérent associé au diffuson sous la forme 

p du vecteur 

(8.10) 

Dans l’approximation de variations spatiales lentes, le facteur de structure 
r(r1, r z ) ,  solution de l’équation (4.26)’ est solution de l’équation de diffusion 

- ~ a ~ ~ r ( ~ ~ , r ~ )  = +(rl - r2 )  (8.11) 
4llc 

4 
et il est relié à la probabilité Pd(r1, r2) par la relation (4.63) : 

Pd(Tli r 2 )  = zr(rl: e r2) . (8.12) 

En insérant cette relation dans (8.10) on obtient 

(8.13) 

5 0 n  suppose que le faisceau incident est perpendiculaire à l’interface. 
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avec Pd(zl ,z2)  = ss d2p Pd(p, 21, z2). Pour la géométrie du milieu semi-infini, 
la fonction Pd(p, z1,z2) dépend des coordonnées z1 et 22 ainsi que de la pro- 
jection p du vecteur T I  - ~2 sur le plan z = O. 

Le calcul de l’albédo moyen se ramène donc à celui de la probabilité P d  

dans un milieu semi-infini. On a montré (section C5.2.3) que, dans cette géo- 
métrie, Pd est très bien décrite par la solution d’une équation de diffusion, à 
condition de prendre la condition aux limites effective où Pd s’annule au point 
de coordonnée -20 avec zo = ile [194] 6 .  La solution de l’équation de diffusion 
stationnaire correspondante s’obtient par la méthode des images (section 5.7 
et complément C5.3). Les images des points T I  et ~2 doivent être prises par 
rapport à un plan de coordonnée -zo, de sorte que la probabilité Pd(p, z1 , z z )  
s’écrit 

(8.14) 
L’intégration sur p fait apparaître la quantité (relation 5.156) : 

(8.15) 

où z ,  = min(zi,z2). À partir de (8.13)’ on obtient finalement pour l’albédo 
a d  l’expression 

(8.16) 

Cette relation montre qu’à l’approximation du diffuson, l’albédo moyen d’un 
milieu désordonné optiquement épais dépend peu de l’angle entre la direction 
d’incidence et la direction g e  (voir la figure expérimentale 8.8). 

Remarques 

Cette expression de a d  résulte de l’approximation qui consiste à calculer l’intensité 
I d ( R )  en un point extérieur au milieu diffusant. La théorie du transfert radiatif 
(complément C5.2) revient à calculer l’intensité spécifique I d ( z  = O, k,)  à l’inter- 
face, dans une direction émergente se donnée (5.131). Elle conduit à une expression 
différente de l’albédo 

(8.17) 

qui, contrairement à (8.16), est normalisée, 2~ s:’2 a d ( 0 )  sinûdû = 1. On a toute- 
fois choisi de développer ici la présentation la plus simple. Elle permettra d’avoir 
une idée intuitive de la dépendance angulaire de l’albédo cohérent et du cône de 
rétrodiffusion. 

6La solution exacte du problème de Milne (complément C5.3) donne zo = 0,710 1,. Ce- 
pendant cette valeur n’est pas consistante avec l’approximation de diffusion. Nous prendrons 
la valeur zo = 2/31, obtenue dans cette approximation. 
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A przorz, ce calcul de l’albédo moyen ne s’applique que pour des diffuseurs ISO- 

tropes, c’est-à-dire lorsque le libre parcours moyen de transport 1* est égal à E , .  
Pour des collisions anisotropes, il faut prendre en compte la dépendance angulaire 
du facteur de structure (complément C4.3) L’albédo f f d  devient 

(8.18) 

$ 
f 
8 

où I?(&, se ,  TI, r2) est la transformée de Fourier de r(&, se, q)  définie par (4.157). 
Nous revenons sur ce point dans la section 8.6. 

8.3.2 Albédo cohérent : contribution du cooperon 

Considérons maintenant la contribution CY, du cooperon à l’albédo moyen. 
La situation correspondante est représentée sur la figure 8.2. Comme pour la 
contribution incohérente, on décrit la conversion de l’onde libre en onde diffu- 
sive par des fonctions de Green moyennes variant exponentiellement à l’entrée 
dans le milieu diffusant. L’intensité I , (R&)  est donnée par la relation (4.61) 

où I”(rl ,y2)  est le facteur de structure correspondant au cooperon (sec- 
tion 4.6). L’invariance par renversement du sens du temps implique que 
I” = I?. En prenant, comme précédemment, une onde plane incidente (8.7) et 
en utilisant l’approximation de Fi-aunhoffer (8.9) pour les fonctions de Green, 
on obtient 

(8.20) e - ~ i / 2 1 ,  e- 22/21, e - i k d , . ~ i  i k d ,  . T Z  e 

et finalement 

La phase qui apparaît dans cette relation donne une dépendance angulaire 
à la contribution du cooperon à l’albédo. I1 est important de noter la dis- 
symétrie entre les facteurs d’atténuation exponentiels qui apparaissent dans 
les relations (8.10) et (8.21). Dans la direction de rétrodifusion définie par 
la condition 8% + 8, = O, le facteur de phase disparaît et, comme p = 1, on 
obtient 

Qc(e = O) = (Yd (8.22) 

où B est l’angle, représenté sur la figure 8.2, entre les directions 8, et 8, des 
ondes incidente et émergente. L’albédo total moyen a(B) = a d  + .,.(O) vérifie 
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donc 

(8.23) 

Cette relation traduit le doublement de la probabilité dû à la contribution du 
cooperon, effet discuté en détail dans la section 4.6. Le phénomène physique 
associé à ce résultat est couramment désigné sous le nom de rétrodiffusion 
cohérente. 

En utilisant la relation (4.63) entre le facteur de structure r et P d ,  la 
relation (8.21) devient 

où I C l  = (ki + k , ) l  = k ( s ,  +;,)I est la projection sur le plan xOy du vecteur 
I C ,  + k, .  Pour des valeurs suffisamment faibles de ( S i  + 2,)’ on peut négliger 
sa projection le long de l’axe Oz. En utilisant la relation (8.14) et l’intégrale 

(8.25) 

avec 

Après intégration, l’expression (8.26) devient 

(8.28) 

Tout comme pour l’albédo incohérent, la dépendance de ~ ~ ( 0 )  en fonction du 
cosinus directeur p est négligeable. On utilisera donc en pratique l’expression 
précédente pour p = 1, soit 

(8.26) 

(8.27) 

7 0 n  peut aussi obtenir (8.27) à partir de la relation (5.157) et de la correspon- 
dance (5.47). 
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FIG. 8.3 - Intensité moyenne rétrodiffusée en fonction de l’angle O, mesurée sur une 
poudre (solution solide) de ZnO. L’albédo en rétrodiffusion, c’est-à-dire pour O = O ,  
est doublé par rapport à sa valeur à grand angle. E n  médaillon, on voit apparattre 
la singularité triangulaire. Voir la section 8.8 pour une analyse quantitative de cette 
courbe 12031. 

Aux petits angles, on a k l  E ?O. La contribution cohérente est non nulle 
dans un cône d’ouverture angulaire & au voisinage de la direction de rétro- 
diffusion (IC1 + O). On peut développer (8.29) ce qui donne 

(8.30) 

(8.31) 

et ac(0) = ad. On introduit la notation : 

où le paramètre B est défini par [190] 

P=3(1+;)2- 25 
127T 47T 

(8.33) 

pour zo = g1,. La dépendance angulaire de l’albédo a donc une singularité 
triangulaire. Sa dérivée est discontinue au voisinage de la direction de rétro- 
diffusion (fig. 8.3). Cette singularité est une conséquence de la nature diffusive 
de la propagation de l’intensité. Dans la section suivante, on montre qu’elle 
est reliée à la distribution des longueurs des chemins de diffusion multiple. 
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Aux grands angles a,  + O et il rie reste plus que la Contribution classiqiic 
associée au diffuson. 

Les expressions que nous venons d’établir pour l’albédo cohérent ont été 
obtenues dans l’approximation de diffusion pour le calcul du facteur de struc- 
ture. On peut se poser la question de la validité de cette approximation pour 
les petites trajectoires de diffusion multiple. Ce point sera discuté dans la sec- 
tion 8.8. Une solution exacte du problème de l’albédo cohérent pour une onde 
scalaire et des collisions isotropes a été proposée [195]. Elle est basée sur une 
adaptation du problème de Milne (complément C5.3 ) .  La solution, obtenue 
pour un milieu semi-infini par la méthode de Wiener-Hopf se prête assez mal 
au calcul numérique ct à la comparaison avec l’expérience. De plus, il n’est pas 
possible de l’adapter aux cas plus physiques où les collisions sont anisotropes 
et où la polarisation de l’onde joue un rôle. Elle permet néanmoins d’analyser 
la contribution de la diffusion simple, un point sur lequel nous revenons dans 
la scction 8.8.2. 

Exercice 8.1 : Montrer, à partir de la relation (8.27), que le développement de 
P d ( k l ,  ~ 1 , 2 5 2 )  pour k l  + O s’écrit : 

Exercice 8.2 : Modification de l’albédo pour une tranche de largeur finie 

Que devient la singularité triangulaire du pic de rétrodiffusion cohérente lorsque 
l’épaisseur L du milieu diffusant est finie? Montrer que dans la relation (8.30), il 
faut remplacer k l  par k i  coth 

Pour une largeur finie, on garde la relation (8.26) en remplaçant (8.27) par (5.159), 
avec la correspondance (5.47), soit 

( L  + 220) 

où zm = min(z, z’) et Z M  = max(z, 2’).  On effectue ensuite un développement pour 
k l z m ,  l c ~ z ~  et k ~ z o  petits et on obtient le développement (8.34) en remplaçant k l  
par k l  coth k l ( L  + 220). L’intégrale (8.26) conduit au résultat. 

L’intérêt de cet exercice est de montrer que la singularité triangulaire disparaît 
pour des valeurs de k l  inférieures à 1/L. La singularité résulte donc de la contribution 
des très longues trajectoires de diffusion. La coupure de ces trajectoires au-delà d’une 
longueur L modifie la singularité aux petites valeurs de k l ,  c’est-à-dire aux petits 
angles. Cette relation entre longues trajectoires et petits angles est analysée dans la 
section suivante. 

Plus généralement, montrer à l’aide de la relation (8.35) et en prenant zo = O, que 
pour une tranche de largeur finie L,  l’albédo incohérent q ( L )  et l’albédo cohérent 
aic ( k l  , L )  s’écrivent : 

(8.36) 

I ’  3 1 - e - 2 b  2 k l l e  1 - cosh(b ( k l l ,  + 1)) 
a i C ( k l ,  L )  = - 

87r (1 - k ~ 1 , ) ~  [l + (1 + l ~ 1 1 , ) ~  sinhb sinh(b k l l , )  
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expressions valables dans la limite diffusive, c’est-à-dire lorsque l’épaisseur optique 
définie par b = L / l e  reste grande devant 1. Vérifier que dans la direction de rétrodif- 
fusion, on a encore la relation or , (O,  L )  = C Y ~ ( L ) ,  mais que la singularité triangulaire 
disparaît. 

8.4 Dépendance temporelle de l’albédo 
et analyse de la singularité triangulaire 

I1 est intéressant d’avoir une autre présentation de l’albédo à partir de 
la dépendance temporelle de la probabilité de diffusion Pd(r, r‘, t ) .  Pour un 
milieu semi-infini, et en utilisant les relations (5.42) et (5 .65) ,  on peut écrire, 
avec la condition d’annulation en -zo : 

ou, pour la transformée de Fourier à deux dimensions Pd(lc1, z ,  z’, t ) ,  

On définit formellement un albédo dépendant du temps a(t)  = ad(t)+ac(û, t )  
par les expressions 

00 

a d  = l dt ad(t) , &(e) = dt ac(6,t) . (8.39) 

On considère la limite des petits angles de sorte que p = 1. On néglige donc 
toute dépendance angulaire de a d  et on note que ac(O,t) = ad(t). À partir 
de (8.26), ad(t) et ac(û ,  t )  sont donnés par les relations 

lm 

(8.40) 

ac(0,t)  = - lm dzdz‘ e ë 2 / 1 e ë 2 ‘ / 1 e P d ( k ~ ,  z ,  z‘, t )  . (8.41) 

Les intégrales sur z et z’ n’ont pas de dépendance angulaire et donnent une 
contribution fonction de I, et de t .  La seule dépendance angulaire provient 
du facteur e-Dk:t qui apparaît comme la transformée de Fourier d’une loi de 
diffusion bidimensionnelle sur l’interface. 

Du fait des facteurs exponentiels, les intégrales sur z et z’ sont coupées à 
des longueurs de l’ordre de I,. Par conséquent, dans la limite des temps longs 
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( t  >> T ~ ) ,  on peut développer les termes gaussiens entre crochets dans (8.38). 
Après intégration sur z et z’, on obtient 

1 
( 4 ~ D t ) ~ / ~  %(t )  - c(z0 + 

(8.42) 

(8.43) 

et IC1 27rO/X. Cette expression permet d’écrire a,(û, t )  sous la forme 

dont l’intégrande représente la contribution des trajectoires de diffusion de 
longueur développée t .  Un facteur (1 - e ë t I T e )  a été introduit afin de couper 
l’intégrale aux temps courts. 

Dans la direction de rétrodiffusion (IC1 = O), on a cyc(û = 0 , t )  = a d @ )  K 

(Dt)-’I2.  À un temps t donné, l’écho réfléchi est augmenté d’un facteur (1 + 
,-Dtk? ) relativement à sa valeur incohérente et cela dans un cône d’ouverture 
angulaire O(t) = -A.-- d’autant plus large que la longueur t des chemins 
de diffusion est petite (fig. 8.4). Donc, dans la direction de rétrodiffusion, le 
fac teur  2 entre  les contr ibut ions cohérente e t  incohérente  subsiste pour  tous  
les t e m p s .  

27r Jot 

FIG. 8.4 - Dépendance temporelle de l’albédo a ( û , t )  pour u n  angle û fixé, en  coor- 
données logarithmiques. La contribution cohérente apparaft pour des temps inférieurs 
à .?(O) donné par la relation (8.47). 

I1 est intéressant de remarquer que l’albédo a d ( t )  représente la probabilité 
de toucher le plan z = -zo après un temps t .  Cette probabilité, qui varie 
en tP3l2, ne dépend pas de la dimension d’espace. On obtiendrait le même 
résultat à deux dimensions avec une interface unidimensionnelle et plus géné- 
ralement en dimension d:  pour une interface de dimension d - 1. 
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Notons finalement que l’albédo ac(û) peut aussi s’obtenir comme une 
transformée de Laplace et s’écrire 

(8.45) 

où la moyenne est effectuée sur une loi gaussienne : 

( e i k l . f )  = e-Dtk: (8.46) 

La comparaison avec la relation (6.3) permet de définir un temps de déphasage 
r, (e)  = l/Dlc?, c’est-à-dire 

(8.47) 

Le pic triangulaire de rétrodiffusion cohérente s’interprète donc comme la 
somme d’une série de termes gaussiens pondérés par la probabilité (Dt ) -3 /2 .  
Bien que chaque terme soit parabolique au voisinage de la rétrodiffusion 
û = O, l’intégrale admet une singularité triangulaire autour de cette valeur. 
L’angle û apparaît comme une variable conjuguée à la longueur t des chemins 
de diffusion. Une valeur donnée 19 sélectionne tous les chemins de longueur 
t/re 5 3( &)2 qui contribuent au pic de rétrodiffusion cohérente (fig. 8.4). 
Autrement dit, ce sont les trajectoires longues qui contribuent à l’albédo co- 
hérent aux petits angles. La quantité L, = JD-7y(e) E X/27rû apparaît donc 
comme la longueur caractéristique au-delà de laquelle les chemins de diffusion 
ne contribuent plus au cooperon et donc au pic de rétrodiffusion cohérente. En 
ce sens, L, est une longueur de déphasage (chap. 6) associée à un déphasage 
réversible contrôlé par la valeur de l’angle. 

8.5 Effet de l’absorption 
On décrit l’effet d’une longueur d’absorption finie 1, sur l’albédo au moyen 

de la relation phénoménologique 

a(B, l a )  = lm dt a (û ,  t )  (8.48) 

où ra = l , / c  est le temps d’absorption. Ainsi, pour l’albédo cohérent, on 
obtient l’expression 

(8.49) 

811 faut distinguer la longueur d’absorption 1, définie par 1, = CT, qui est la longueur 
développée d’une trajectoire de temps T,, et la longueur La = fi qui est la distance 
typique atteinte pendant le temps T, et qui joue le rôle de L,. L’usage est plutôt d’intro- 
duire 1,. 



8.5 Effet  de l’absorption 357 

L’albédo cohérent en présence d’absorption est donc relié à sa valeur en l’ab- 
sence d’absorption par la relation 

(8.50) 

où IC;’ = 

on obtient 
= 4%. En particulier, dans la direction de rétrodiffusion 

ac(0, l a )  = Q C ( b ’  ..) . (8.51) 

L’existence d’une longueur d’absorption finie a pour effet d’éliminer les 
contributions cohérente et incohérente des trajectoires de diffusion d’extension 
supérieure à m. Compte tenu des résultats de la section précédente et de 
l’expression (8.44) on s’attend donc, pour l’albédo cohérent, à une dépendance 
parabolique pour les angles f3 tels que L, > 7,’ c’est-à-dire tels que 6’ < 
A / 2 7 r a  qui résulte de l’élimination des trajectoires de longueur supérieure 
à m. Ce comportement est effectivement observé expérimentalement (voir 
fig. 8.5 et section 8.8.3). 

O (mrd) 
-5 O 5 

/,= 190pm 

O 

-.5 O .5 

ANGLE û (degrees) 

FIG. 8.5 ~ Comportement de l’albédo en  présence d’absorption, pour plusieurs va- 
leurs de la longueur d’absorption l , .  Voir aussi la figure 8.12 [198]. 

I1 est intéressant de comparer aussi l’effet d’une longueur d’absorption finie 
sur l’albédo et celui d’un temps de cohérence de phase 74 sur le transport cohé- 
rent dans les métaux (section 7.4). Dans le cas de l’albédo, une absorption finie 
affecte dans les rnêrnes proportions les contributions cohhente et incohérente 
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et laisse donc inchangé le facteur 2 entre celles-ci. En revanche, pour le cas 
des électrons, une valeur finie de r+ affecte la contribution cohérente de loca- 
lisation faible en supprimant les trajectoires de longueur supérieure à fi, 
mais la contribution incohérente reste inchangée. 

8.6 Cas des collisions anisotropes 

L’étude menée jusque-là est limitée au cas où les collisions sur les im- 
puretés sont isotropes. La seule longueur caractéristique décrivant le milieu 
diffusant est donc le libre parcours moyen élastique 1,. Cependant, les colli- 
sions sont en général anisotropes et le libre parcours moyen de transport I*  est 
différent du libre parcours moyen élastique 1, (complément C4.3). Comment 
l’albédo est-il modifié? On s’attend à ce que l’approximation de diffusion dé- 
crive correctement les longues trajectoires de diffusion multiple, moyennant 
le remplacement de D par D* (c’est-à-dire de 1, par 1 * ) ,  et donc le comporte- 
ment de l’albédo cohérent a, aux petits angles. I1 est naturel de penser alors 
que l’expression (8.31) reste valable, en remplaçant 1 ,  par 1’ et zo par $1* .  

Repartons des relations de définition (8.6) et (8.19) de l’albédo. Dans 
l’expression de a d ,  le libre parcours 1, apparaît dans les fonctions de Green 
moyennes et dans le facteur de structure I?. Dans le cas où les collisions sont 
anisotropes, il semble justifié de remplacer dans I’ la constante de diffusion 
D par D* (relation 4.171). En revanche, les fonction de Green moyennes dé- 
crivent les première et dernière collisions et continuent à ne dépendre que de 
1, et non pas de I * .  Effectuer ces changements conduit, après un calcul simple, 
à des expressions pour l’albédo cohérent (aux petits angles) et incohérent, 
qui dépendent du rapport 1J1* en contradiction avec l’argument présenté ci- 
dessus et avec les résultats expérimentaux. 

En fait, pour des collisions anisotropes, les relations (8.6) et (8.19) doivent 
être généralisées pour prendre en compte la dépendance angulaire du facteur 
de structure (relation 8.18). On utilise ici une autre description du transport 
basée sur l’équation de transfert radiatif détaillée dans le complément C5.2. 
L’équation (5.93) pour l’intensité spécifique I d ( ; ,  Y) repose sur les mêmes 
approximations que celles utilisées pour établir l’expression du diffuson Pd. 

L’avantage du transfert radiatif est de permettre de traiter plus systémati- 
quement les problèmes faisant intervenir la géométrie du milieu diffusant et 
la nature des sources du rayonnement. Par exemple, les sources apparaissent 
explicitement dans l’équation (5.93). La prise en compte des bords intervient 
dans le choix des conditions aux limites. En se plaçant à l’approximation de 
diffusion utilisée jusqu’à présent pour calculer l’albédo, l’équation de trans- 
fert radiatif se ramène à l’équation de diffusion (5.105). Un avantage de cette 
équation par rapport à (4.66) est qu’elle contient explicitement la contribution 
des sources du rayonnement. Un autre avantage est qu’elle permet de décrire 
de manière cohérente la conversion de l’onde plane incidente en une onde 



8.6 Cas des collisions anisotropes 359 

diffusive au moyen de la seule condition aux limites (5.108) qui impose que 
le flux diffusé entrant dans le milieu soit nul. En l’absence de source, cette 
condition aux limites est donnée par (5.113) et fait apparaître la longueur 
d’extrapolation zo = $l* que nous avons utilisée précédemment. En présence 
d’une source, la condition aux limites se met sous la forme (5.129)’ qui dépend 
à la fois de I*  et de 1,. 

Le calcul de l’albédo à partir de l’équation de transfert radiatif et de 
cette condition aux limites est plus cohérent mais moins intuitif que celui 
conduisant aux relations (8.16) et (8.28). Ces deux descriptions reposent sur 
l’approximation de diffusion et sont donc en principe équivalentes. Mais elles 
prennent différemment en compte la contribution des trajectoires courtes. 

On considère à nouveau la géométrie d’un milieu semi-infini dont l’interface 
est illuminée par une source ponctuelle d’intensité Io6(p), où p est un vecteur 
situé dans le plan z = O de l’interface. On a montré que l’intensité moyenne 
I ~ ( T )  est, à l’approximation de diffusion, solution de l’équation (5.105) avec 
la condition aux limites (5.129). Pour le cas d’une tranche, la solution de ce 
problème est donnée par la relation (5.132) : 

(8.52) 
A 1 

I&’ z = O) = -- 
47r2 I ,  

où 7 = 1 - l,/l* et où JO est la fonction de Bessel d’indice zéro. Le flux 
émergent en un point quelconque du plan est donné par (5.131)’ c’est-à-dire 
$Id(p,  z = O) [189,196]. L’albédo cohérent s’obtient en prenant la transformée 
de Fourier par rapport à la variable p du flux émergent : 

L’intégrale sur p s’effectue aisément en utilisant (15.52). I1 vient 

(8.53) 

(8.54) ( -v) 5 1  
4n 1 - 7 1 + g k l l *  

.,(O) = -- 
1 + LIZ, (8.54) 

Dans la limite des petits angles, seules les longues trajectoires de diffusion 
contribuent à (Y, qui ne dépend plus que du libre parcours moyen de transport 
1’. Dans cette limite, l’expression (8.54) s’écrit : 

~ ~ ( 0 )  E - /3*kl l*  + O  (k: )  (8.55) 
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avec 
p * 3  = - 

4T 1 
(8.56) 

En prenant zo = 21*/3, on note que /3* = 2 5 / 1 2 ~ ,  c’est-à-dire qu’il est indé- 
pendant de la nature des collisions (voir 8.33). L’expression (8.54) de a,  est 
inapplicable aux grands angles (elle donne un albédo total négatif) puisque 
son domaine de validité est restreint à l’approximation de diffusion c’est-à-dire 
aux trajectoires de longueur supérieure à I * .  

8.7 Rôle de la polarisation 

Jusqu’à maintenant, on a étudié la contribution du cooperon à l’albédo 
cohérent en considérant la lumière comme une onde scalaire, c’est-à-dire en 
ignorant les effets liés à la polarisation. On revient ici sur cette approximation. 
Nous avons vu dans la section 6.6 que la polarisation introduit un déphasage 
entre les séquences de collisions multiples appariées. Afin de prendre en compte 
ces effets, on se place dans l’approximation de Rayleigh lo (section (32.3.1). 

8.7.1 Coefficients de dépolarisation 

Dans la section 6.6, on a étudié l’évolution de la polarisation a l1 d’un 
faisceau lumineux en présence de diffusion multiple. Cette évolution est ca- 
ractérisée par la relation intégrale (6.150). Un premier effet de la diffusion 
multiple est de dépolariser la lumière incidente. Afin d’évaluer la dépolari- 
sation, on se place dans la direction de rétrodiffusion, c’est-à-dire que l’on 
analyse la lumière émergente dans la direction opposée à celle du faisceau in- 
cident. L’intensité analysée selon la polarisation incidente est proportionnelle 
au coefficient îcua,cua, tandis que celle émergeant dans la direction p # a per- 
pendiculaire est décrite par r c u a , ~ ~ .  La dépolarisation des photons après un 
temps t (c’est-à-dire pour des trajectoires de diffusion de longueur ct) peut 
se décrire à l’aide de deux coefficients de dépolarisation dll ( t )  et d l ( t )  qui 
mesurent les fractions de l’intensité analysées dans les canaux de polarisation 
respectivement parallèle ( I  II 1 ou h II h)  et perpendiculaire ( I  i 1 ou h I h)  à 

’Il n’existe pas à notre connaissance de calcul complet et (( microscopique )> de l’al- 
bédo cohérent pour des collisions anisotropes. De plus, il ne serait pas vraiment d’une très 
grande utilité puisqu’une expression de l’albédo aux grands angles dépend aussi d’autres pa- 
ramètres que nous avons négligés (polarisation, différence d’indice, etc.). Néanmoins, il faut 
mentionner le résultat de la référence [197] pour l’albédo cohérent dans le cas anisotrope 
obtenu par une approche combinant à la fois une description microscopique et l’équation de 
transfert radiatif. La pente absolue que ces auteurs obtiennent est -3/47r(zo/l* + l e / 1 * ) 2 .  
Elle dépend de 1, et elle n’est donc pas universelle. 

“Les résultats obtenus s’appliquent aussi au câs de la diffusion de Rayleigh-Gans (re- 
marque p. 254). 

“On considère indifféremment le cas d’une polarisation linéaire que l’on notera 1 ou 
circulaire que l’on caractérisera par son hélicité h. 
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F I G .  8.6 - Dépendance temporelle des termes de dépolarisation. dll ( t )  et d i ( t )  sont 
les coeficients de dépolarisation et le produit d l ( t ) Q l ( t )  décrit l'atténuation du cône 
de rétrodiffusion cohérente en  polarisation perpendiculaire (relation 8.66). 

la polarisation incidente et dans la direction de rétrodiffusion. Ils sont définis 
par l2 : 

Les tenseurs ïaa,aa et î a a , D p  s'expriment en fonction des modes propres î k  
(relation 6.161). En rétablissant la dépendance en fréquence et en prenant la 
transformée de Fourier temporelle, on obtient, à partir de (6.167, 6.168) : 

et on en déduit (fig. 8.6) 

La dépolarisation affecte de manière identique les contributions cohérente et 
incohérente à l'albédo, c'est-à-dire le cooperon et le diffuson. I1 faut la prendre 
en compte afin de décrire les effets de la diffusion multiple sur une onde 
polarisée. Ainsi l'albédo incohérent est obtenu à partir de la relation (8.39), 

~ ~ 

120n ne considère dans ces définitions que les composantes (a ,  B)  situées dans le plan 
perpendiculaire à la direction du faisceau émergent. 
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mais en incluant la dépendance temporelle des facteurs de dépolarisation : 

(8.61) 

(8.62) 

La dépolarisation réduit donc de manière sensiblement identique le fond 
incohérent décrit par ad et ad.  Une moitié du signal est recueillie dans cha- 
cun des canaux de polarisation parallèle et perpendiculaire. L’approximation 

e 2 est bien justifiée pour les longues trajectoires complètement dé- 
polarisées. Par contre, le poids des petites trajectoires encore partiellement 
polarisées est ainsi sous-estimé. 

II 

8.7.2 Albédo cohérent d’une onde polarisée 
En plus de la dépolarisation, il apparaît pour le cooperon un déphasage 

entre séquences conjuguées par renversement du sens du temps. Ce déphasage 
modifie donc la rétrodiffusion cohérente. 

Considérons un faisceau incident polarisé. L’albédo cohérent peut être ana- 
lysé soit dans le même canal de polarisation’ soit dans le canal perpendiculaire. 
Dans la section 6.6.4, on a montré que si la lumière est analysée dans le même 
canal de polarisation, le caractère vectoriel de la lumière ne joue pas dc rôle, 

II la dépolarisation mise à part. L’albédo cohérent correspondant cyc obtenu à 
partir de la relation (8.44), n’est pas atténué et inclut simplement le facteur 
de dépolarisation (8.60) de la lumière incidente : 

(8.63) 

Qu’en est-il pour le canal perpendiculaire? Pour répondre à cette ques- 
tion, on considère le facteur de structure du cooperon ï o l p , p o l  donné par la 
relation 6.170 (voir fig. 6.9). Pour une lumière polarisée, l’albédo cohérent 
dans le canal perpendiculaire est atténué d’un 

Compte tenu de (6.167) et (6.17’0)’ on obtient 

facteur défini par 

P # a  . (8.64) 

(fig. 8.6) : 

et l’albédo cohérent a: (O) s’écrit 

(8.66) 
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Pour un faisceau analysé dans une direction de polarisation parallèle à 
la polarisation incidente, on vérifie à l’aide des relations (8.61) et (8.63) que 
,!(O = O) = ad. Ainsi, à cause de la dépolarisation, les contributions cohérente 
et incohérente sont toutes deux réduites de moitié. Mais leur rapport n’est pas 
modifié, c’est-à-dire que le facteur 2 du pic de rétrodiffusion cohérente subsiste 
comme dans le cas de la diffusion d’une onde scalaire. 

Par contre, pour un faisceau analysé dans le canal de polarisation per- 
pendiculaire, l’albédo cohérent est réduit par le facteur exponentiel (8.65) qui 
élimine les longues trajectoires de diffusion. Le rapport entre les contributions 
cohérente et incohérente en 19 = O est donné par 

(8.67) 

L’amplitude du pic de rétrodiffusion cohérente est donc réduite. Ces compor- 
tements ont été mis en évidence expérimentalement et sont représentés sur 
la figure 8.7. Ces résultats ne sont justifiés que pour le cas de la diffusion 
Rayleigh. En réalité, les diffuseurs sont plus gros et donnent lieu à de la dif- 
fusion anisotrope de Mie. La dépolarisation se fait alors sur de plus longues 
trajectoires de diffusion multiple. 

1.5 
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FIG. 8.7 - Dépendance angulaire du cône de rétrodiffusion cohérente pour une lu- 
mière polarisée linéairement et analysée a )  le long de la même  direction, b)  le long 
de la direction perpendiculaire. Le milieu diffusant est constitué de sphères de poly- 
styrène de diamètres 0,109 pm, 0,305 pm, 0,460 pm et 0,797 pm. Les dépendances 
angulaires sont normalisées pour que les courbes aient la même  largeur 11981. 

8.8 Étude expérimentale 
Dans l’introduction de ce chapitre, nous avons donné un bref historique 

de l’étude de la rétrodiffusion cohérente. Pour la première mesure d’un effet 
d’interférence au voisinage de la direction de rétrodiffusion [185], le facteur 
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d’augmentation (la hauteur relative du cône) n’était que de 15 % au lieu de 
100 % comme cela est prévu théoriquement. Ceci explique en partie que cet ef- 
fet n’ait pas été, même fortuitement, observé auparavant. En effet, l’ouverture 
angulaire du cône de rétrodiffusion est donnée par X / 1 * ,  c’est-à-dire de l’ordre 
de quelques mrad seulement. Son observation nécessite donc une excellentc 
résolution angulaire qui n’a été obtenue que récemment. Suite à cette première 
observation et du fait d’un certain nombre de prédictions théoriques, plusieurs 
groupes ont mis au point des expériences de plus en plus précises. Celles-ci 
peuvent être classées en deux groupes : celles effectuées sur des solutions li- 
quides de diffuseurs en suspension [185-187,1981 et celles effectuées sur des 
solutions solides [LOO-2021. Dans le premier cas. la moyenne s’obtient naturel- 
lement pour un temps d’exposition suffisamment long du fait du mouvemcnt 
brownien des diffuseurs en suspension. Pour la seconde classe d’expériences, 
la moyenne est effectuée, soit de manière analogique sur plusieurs dizaines de 
réalisations [201], soit en faisant tourner l’échantillon par rapport au faisceau 
laser incident, chaque position donnant ainsi lieu à une nouvelle réalisation 
du désordre. L’équivalence des résultats issus de ces deux modes opératoires 
peut être vue comme une justification de l’hypothèse ergodique. 

La meilleure résolution angulaire obtenue jusqu’à présent est inférieure à 
50 brad [202]. C’est une contrainte expérimentale indispensable pour pouvoir 
observer les effets prédits théoriquement, à savoir le facteur 2 d’amplifica- 
tion pour l’albédo cohérent et la singularité triangulaire au voisinage de la 
rétrodiffusion. La confirmation expérimentale de ces prédictions a permis de 
poursuivre l’étude quantitative des autres effets présentés dans ce chapitre, 
c’est-à-dire ceux liés à l’absorption, à la taille des diffuseurs, à la polarisa- 
tion, etc. Les résultats obtenus démontrent qu’au-delà de l’effet proprement 
dit de rétrodiffusion cohérente, on dispose maintenant d’un outil permettant 
une caractérisation précise de la diffusion multiple. 

8.8.1 Singularité triangulaire 

L’analyse présentée pour l’étude de l’albédo cohérent ~ ~ ( 0 )  est basée sur 
le fait que l’albédo incohérent a d  n’a pas de structure angulaire. C’est ce qui 
apparaît sur la figure 8.8 pour la rétrodiffusion par du téflon. Sur la figure 8.9 
on observe le facteur 2 et la singularité triangulaire du cône de rétrodiffusion 
cohérente. L’accord entre les résultats expérimentaux et l’expression (8.28) est 
excellent, que ce soit pour les milieux solides ou liquides, ainsi que pour diffé- 
rentes valeurs de la longueur d’onde ou du libre parcours moyen [202,203]. Cet 
accord pose cependant un certain nombre de questions compte tenu des hypo- 
thèses qui sous-tendent la dérivation de l’expression (8.28). En effet, celle-ci a 
été établie en supposant que l’on a une onde scalaire et en se plaçant à l’ap- 
proximation de diffusion qui, si elle est justifiée pour les longues trajectoires, 
c’est-à-dire aux petits angles, ne l’est pas aux grands angles. Cette approxi- 
mation sous-estinle le poids des petites trajectoires relativement à la solution 
exacte [195]. 
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FIG. 8.8 - Intensité rétrodiffusée par un échantillon de téflon en fonction de l’angle. 
Le cône extrêmement étroit résulte de la très grande valeur du libre parcours moyen 
élastique. L’intensité est étalonnée de telle sorte qu’elle soit égale à 1 en rétrodiffu- 
sion. La ligne en trait plein correspond a l’expression (8.16) pour f fd  12031. 

I I I I I 

-5 O 5 - 

0.8 - - 

I I I I I 

-100 O 100 200 300 
Angle (mad) 

FIG. 8.9 - Intensité rétrodiffusée en fonction de l’angle t9 mesurée sur une poudre 
(solution solide) de ZnO. Le libre parcours moyen de transport correspondant est 
1’ = 1,9 f 0,l pm. L’intensité est étalonnée de telle sorte que la contribution in- 
cohérente (tirets) à l’albédo soit égale à 1 à la rétrodiffusion (0 = O) .  Le facteur 
d’augmentation est a (û  = O )  = 1,994 f 0,012. La courbe e n  trait plein corres- 
pond à 1 ’expression (8.28) obtenue dans 1 ’approximation de diffusion (affectée d’un 
facteur 112 afin de prendre e n  compte l’effet de la dépolarisation). La courbe en 
médaillon est un agrandissement du voisinage de la rétrodiffusion qui fait apparaître 
la singularité triangulaire ainsi que la prédiction (8.28) correspondante 12031. 
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Cet excellent accord peut s’expliquer grâce à l’effet de la polarisation. Nous 
avons vu en effet que, pour une onde analysée dans le même canal de polari- 
sation, il n’y a pas de déphasage entre les deux trajectoires appariées dans le 
cooperon, ce qui justifie l’emploi d’une approche scalaire. De plus, contraire- 
ment aux longues trajectoires, les trajectoires courtes ne sont pas complète- 
ment dépolarisées, comme le montrent les relations (8.60). Elles gardent une 
polarisation résiduelle et sont partiellement éliminées lors de l’analyse le long 
du canal de polarisation incident 13. La contribution de ces trajectoires est 
donc moins importante que celle prédite par la théorie exacte scalaire. 

8.8.2 Réduction de la hauteur du cône 
La figure 8.10 montre que la largeur du cône de rétrodiffusion cohérente 

diminue lorsque 1* augmente, comme le prédit la relation (8.55). De plus, 
on note que la hauteur du cône dépend aussi du libre parcours moyen. Elle 
diminue avec 1*, s’éloignant donc de la valeur 2. Une première origine de cette 
réduction est liée à l’effet de la diffusion simple. En effet, dans l’évaluation 
des contributions respectives du diffuson et du cooperon, nous avons inclus, 
pour des raisons de commodité, le terme à une seule collision dans le cooperon 
(note 14, p. 120). Or, ce terme ne contribue pas à l’albédo cohérent puisqu’il 
ne dépend pas de l’angle. Par contre, il contribue au terme incohérent a d .  

En toute rigueur et afin d’évaluer le facteur d’amplification A, c’est-à-dire 
l’albédo total pour 0 = O, il faut ôter de a, la contribution cy0 de la diffusion 
simple. À l’aide de l’égalité ac = a d ,  on obtient alors la relation 

(8.68) 

Afin d’étudier la contribution de la diffusion simple au facteur d’amplifica- 
tion A, il faut prendre en compte l’effet de la polarisation. Pour la diffusion 
Rayleigh par des diffuseurs ponctuels, la diffusion simple est décrite par la 
section efficace différentielle (2.151) où les vecteurs Ê i  et 2’ décrivent respec- 
tivement la polarisation du champ incident et du champ diffusé. Ces vecteurs 
définissent quatre situations possibles pour les canaux de polarisation : pour 
une polarisation incidente linéaire, on a les deux canaux (1 II 1) et (1 I 1) et 
pour une polarisation incidente circulaire, on a les deux canaux ( h  II h)  et 
(h  I h) où h est l’hélicité définie par rapport à l’axe de propagation. 

Pour la diffusion simple Ê i  .e’* est non nul en rétrodiffusion seulement pour 
(I II 1) et ( h  I h)  (voir exercice 2.4). Ce dernier canal correspond à la réflexion 
par un miroir d’une onde polarisée circulairement. Ainsi, dans les canaux 
(1 i 1) et (h  II h) ,  on élimine la diffusion simple en rétrodiffusion pour la dif- 
fusion Rayleigh. Nous avons vu (relation 8.66) que le canal (1 I 1) induit un 

I3C’est d’ailleurs pour cette raison que l’on peut négliger la contribution à cy, de la 
diffusion simple qui reste complètement polarisée. 
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F I G .  8.10 - Deux mesures du cône de rétrodiffusion cohérente correspondant res- 
pectivement à une faible valeur de 1* (cône large) et à une valeur plus grande (cône 
étroit). Ce dernier correspond à une solution solide ( B a S 0 4 )  caractérisée par un pa- 
ramètre kl* = 22,6 zt 1,0, tandis que le cône plus large correspond à une suspension 
liquide de Ti02 de paramètre kl* = 5,8 & 1 ,O .  Les courbes en trait plein et en poin- 
tillé correspondent respectivement aux relations (8.28) et (8.16). Sur le médaillon, 
on voit clairement apparartre la déviation par rapport au facteur 2 pour la plus petite 
valeur d e  1* [202[. 

déphasage en diffusion multiple entre les amplitudes appariées dans le coope- 
ron. Ce n’est pas le cas du canal ( h  II h) pour lequel le facteur d’atténuation 
(Qan) = (QI[) = 1 (relation 8.64) [205]. I1 est donc possible dans le canal 
( h  II h) d’observer le facteur 2 d’amplification maximale : pas de contribution 
de la diffusion simple et pas de déphasage induit dans le cooperon. 

Pour des collisions anisotropes, c’est-à-dire dans le régime de Mie (sec- 
tion C2.3.2)’ tous les canaux de polarisation contribuent en rétrodiffusion ce 
qui, en principe, diminue le facteur d’amplification. Mais l’anisotropie de la 
section efficace permet en général de négliger la diffusion simple en rétrodif- 
fusion ct donc de retrouver le facteur 2. 

I1 existe une autre contribution qui vient aussi diminuer A. Elle est liée 
aux processus de diffusion multiple pour lesquels l’onde peut être diffusée 
plusieurs fois par le même diffuseur. Cette contribution ne dépend pas de 
l’angle 0 et vient donc s’ajouter au fond incohérent en réduisant A. Ce terme 
a été calculé pour le cas à deux collisions [202] et donne une correction à 
QO dans A proportionnelle à l/lcl*. Ce comportement est en accord avec les 
résultats de la figure 8.11. 

8.8.3 Effet de l’absorption 
L’influence de l’absorption sur la rétrodiffusion cohérente ne se réduit pas 

uniquement & une réduction du cône selon la relation (8.50). L’introduction 
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FIG. 8.11 - Variation du facteur d’amplification A du cône par rapport à la valeur 
2 e n  fonction du paramètre W .  Chaque point décrit une solution solide différente. 
La courbe e n  pointillé résulte du calcul de A pour lequel la diffusion double sur un 
même  diffuseur a été incorporée [202]. 

de la nouvelle longueur caractéristique 1, permet d’étudier quantitativement 
le rôle joué par Z *  dans le cas où les collisions sont anisotropes [198]. 

Les résultats présentés sur la figure 8.12 sont obtenus pour une suspension 
de billes de polystyrène de diamètre 0’46 pm éclairée par une lumière de 
longueur d’onde X = 0,389 pm, c’est-à-dire dans un régime où les collisions 
sont très anisotropes 14. La longueur 1, mesurée indépendamment à cette 
concentration est de l’ordre de 100 pm. D’après la relation (8.48)’ on s’attend 
à ce que l’absorption élimine les longues trajectoires. C’est effectivement ce 
qui est observé dans le canal de polarisation parallèle [198,204]. À partir 
de la figure 8.12, on peut aussi faire les observations suivantes relatives à 
l’absorption : 

0 La contribution incohérente à l’albédo est réduite de manière identique 
pour les canaux de polarisation parallèle ou perpendiculaire. On en dé- 
duit que la contribution à l’albédo incohérent des longs chemins de dif- 
fusion est complètement dépolarisée. 

0 L’albédo cohérent dans le canal parallèle décroît dans la même propor- 
tion que le signal incohérent, tandis que dans le canal perpendiculaire 
l’albédo cohérent est beaucoup moins affecté. On en déduit qu’en l’ab- 
sence d’absorption, toutes les trajectoires contribuent à a, dans le canal 
parallèle, tandis que seule une fraction d’entre elles contribue à cxc dans 
le canal perpendiculaire. Ceci est qualitativement en accord avec les 
conclusions de la section 8.7. 

I4Le calcul de 2 *  pour la diffusion de Mie par des sphères de ce diamètre donne I* = 
21,5 pni tandis que 2, = 4,l pm (section C2.3.2). 
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FIG. 8.12 ~ Comportement de l’albédo en  présence d’absorption dans un milieu 
constitué de billes de polystyrène immergées dans un colorant. (a)  présente 1 ’albédo 
cohérent dans le canal purallèle ù la polailsation incidente. Les points correspondent 
ù la relation d’échelle (8.50) qui relie les albédos cohérents en  présence et en  l’absence 
d’absorption. (b) Idem que pour (a) mais  dans le canal de polarisation perpendicu- 
laire [198]. 

Plus quantitativement, 1cs rclations (8.50) et (8.51) permcttcnt de relier 
les courbcs d’albédo cohérent en présence ct en l’absence d’absorption mais à 
des angles différents. Ainsi, la relation (8.51) 

Q, (O, l a )  = @ C ( k ’  ..) (8.60) 
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permet de déterminer pour chaque valeur de 1, un angle û, = Xk,/27r, c’est- 
à-dire tel que 

(8.70) 

La figure 8.13 montre cette dépendance de 8, en fonction de 1,. De cette 
relation, il est possible de déduire une valeur expérimentale pour le libre 
parcours moyen de transport, 1* = 20 f 2 pm assez proche de la valeur 
calculée (21’5 pm) (note 14, p. 368). La figure 8.12 montre que la relation 
d’échelle (8.50) est très bien suivie ce qui valide, là encore, l’approximation 
de diffusion. 
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FIG. 8.13 ~ Dépendance de l’angle 8, définie par la relation (8.70) en fonction de 
la longueur d’absorption. Le trait en  pointillé correspond à la relation (8.70) 11981. 

De cet accord quantitatif, on peut déduire une valeur du paramètre p* 
donné par (8.56). C’est un point important car il nous permet de vérifier quan- 
titativement les prédictions déduites de l’approche du transfert radiatif pour 
l’albédo cohérent dans la section 8.6. Dans le canal parallèle, les contributions 
cohérente et incohérente à l’albédo sont également affectées par l’absorption. 
Dans ce canal, on a donc pour leur variations respectives, la relation 

a& = a) - a&) = & ( I C a  = O )  - Cy,(IC,) (8.71) 

que l’on peut développer aux petites valeurs de IC,. En utilisant la rela- 
tion (8.55) pour développer ac(k,) ,  on a 

(8.72) 
1 
2 

a&) - Q d ( 0 3 )  = --p*l*ICa 

où le facteur 1/2 tient compte de la dépolarisation. Cette expression est 
bien justifiée puisqu’elle ne décrit que la contribution des longues trajectoires 
(c’est-à-dire des petits angles). En prenant zo/l* = 2/3, on déduit de (8.56) 
la valeur théorique p*/2 = 4,16/47r. De la mesure indépendante de ad(oo), 
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en l’absence d’absorption pour des diffuseurs ponctuels [198], on déduit la 
valeur expérimentale p*/2 = 4,2/47r f 20 ’% qui est très proche de la valeur 
théorique. Ce résultat est important : d’une part, il permet de conclure qu’il 
n’est pas possible de prendre zo = O pour le calcul de l’albédo d’un milieu 
semi-infini et que l’approximation de diffusion qui donne zo = 21’13 est bien 
justifiée. D’autre part, cela justifie les hypothèses de la section 8.6 qui nous 
ont conduit à supposer que la pente de l’albédo cohérent aux petits angles ne 
dépend que de I*  et pas de 1, 15. 

8.9 La rétrodiffusion cohérente dans d’autres 
situations 

L’effet d’interférence mis en évidence par le cône de rétrodiffusion cohé- 
rente est commun à des systèmes physiques très différents et peut être observé 
pour des ondes de natures très diverses. Son existence, la relative facilité de 
sa mesure et la bonne compréhension quantitative que nous en avons, tout 
au moins aux petits angles, en ont fait un instrument assez couramment uti- 
lisé afin de mettre en évidence la diffusion multiple cohérente et de mesurer 
précisément le libre parcours moyen de transport. De plus, c’est un effet re- 
lativement robuste. Pour la lumière, on l’observe sur une large gamme de 
substances comme le montre la figure 8.14. 

Le cône de rétrodiffusion cohérente peut aussi s’observer avec de la lumière 
naturelle donc non cohérente. I1 doit alors être convolé par la fonction de 
corrélation spectrale de la source [206,207], ce qui pour le cas de la lumière 
solaire réduit la hauteur du cône (fig. 8.15). 

8.9.1 Rétrodiffusion cohérente et << gloire >> 
I1 existe dans la nature d’autres exemples de rétrodiffusion cohérente ob- 

servables avec de la lumière naturelle. Le plus connu d’entre eux est certainc- 
ment la glozre dont une manifestation courante est le halo entourant l’ombre 
d’un avion (ou d’une personne en montagne) portée sur un banc de nuages 
(fig. 8.16) [208]. Contrairement à la rétrodiffusion cohérente, la gloire est un 
cffct d’interférence à un seul diffuseur. 

I1 riisiilte de l’interférence entre chemins lumineux de même longueur à 
l’intérieur d’une goutte d’eau spherique (fig. 8.17). Le dénombrement des 
chemins qui contribuent à la gloire est un probleme difficile qui nécessite en 

‘“e résultat est à comparer avec celui obtenu dans la référence [197] qui prédit pour 

p* = - 3 / 4 ~ ( 2 / 3  + 1,/1*)2 . (8.73) 
5 

“11 faut noter au passage que la gloire est iin effet tout à fait différent de l’arc-en-ciel 

p* l’expression 

On obtiendrait ainsi une valeur beaucoup plus petite pour /3* à cause du facteur lE, /L* 
pour les billes de diamètre 0,46 pm. 

qui, mis à part les arcs surnuméraires, n’est pas un effet d’interférence. 
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-0.02 O 0.02 0.04 
backscaîtering angle eb [degree] 

FIG. 8.14 - Cônes de rétrodiffusion cohérente obtenus pour différents matériaux 
et analysés en  polarisation circulaire pour la longueur d’onde X = 0,514 p m .  Las 
échelles ont été choisies de manière à obtenir un facteur d’amplification de 2 (mis  à 
part la neige et le styropor pour lesquels la résolution angulaire réelle a été respectée). 
Les facteurs d’amplification réels sont situés entre 1’6 et 2 [207]. 
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FIG. 8.15 - Cône de rétrodiffusion cohérente obtenu pour de la lumière solaire et par 
comparaison pour une lumière monochromatique de longueur d’onde X = 0,514 pm 
sur une solution solide de B a s 0 4  12071. 

principe la théorie de Mie (section C2.3.2) et qui dépend de la longueur d’onde 
de la lumière, du rayon de la goutte et de son indice optique. L’augmentation 
d’intensité rétrodiffusée pour la gloire se fait dans un cône d’angle typique 
Ala où a cst le rayon de la goutte. Dans les nuages, ce rayon est de l’ordre 
de quelques dizaines de microns, c’est-à-dire très inférieur au libre parcours 
moyen de transport I*  de la lumière dans ce même milieu. Ceci explique que 
le halo visible est essentiellement dû à la gloire et non pas à la rétrodiffusion 



8.9 La rétrodiffusion cohérente dans d’autres situations 373 

FIG. 8.16 ~ Gloire obseruée le long de l’arête Hornli du Cervin (photo G. Montam- 
baux). 

cohérente. Pour des diffuseurs suffisamment gros, les deux effets peuvent co- 
exister, c’est-à-dire que l’on peut passer continûment de la diffusion multiple 
à l’intérieur d’un diffuseur à la diffusion multiple entre diffuseurs [209]. 

FIG. 8.17 ~ Illustration des chemins typiques qui in,terfèrent pour donner la gloire. 
O b  est l’angle de rétrodiffusion et pc est l’angle de réflexion totale 12091. 

8.9.2 Rétrodiffusion cohérente et effet d’opposition 
en astrophysique 

Dès 1887. il a été observé que l’intensité rCflCchie par les anneaux de Sa- 
turne était plus grande dans la direction dc rétrodiffusion [210] 17. Cette 
observation a été faite ultériciircrrient sur presque tous les objets du système 

I7En astronomie, S’angle de rétrodiffusion est aussi appelé angle de phase. 
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solaire pouvant être observés dans la configuration d’opposition (l’objet ob- 
servé et le soleil sont de part et d’autre de la Terre) dont la Lune, Mars et 
de nombreux satellites planétaires. Cette augmentation de l’intensité rétrodif- 
fusée (fig. 8.18) a ainsi reçu le nom d’effet d’opposition. Un certain nombre 
d’explications ont été proposées afin d’expliquer cette augmentation de l’in- 
tensité [ 2 i i ] ,  mais ce n’est que récemment qu’il a été suggéré qu’il pouvait 
s’agir d’un effet de rétrodiffusion cohérente [212]. 
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FIG. 8.18 - Effet d’opposition pour les anneaux de Saturne A et B observé e n  
lumière naturelle (a) et dans le bleu (b) (Franklin et Cook 1965). 

I1 a aussi été observé que la différence dll - d l  des coefficients de dépolari- 
sation définis par (8.60) est nulle dans la direction de rétrodiffusion et devient 
négative dans un cône d’ouverture angulaire sensiblement égale à celle de 
l’intensité 18. Cet effet connu sous le nom (< d’effet d’opposition de la polarisa- 
tion )) a été observé par Lyot en 1929 [213]. I1 a été repris en détail ces dernières 
années dans le cadre des effets de polarisation en diffusion multiple. Ces études 
dépassent très largement le domaine de validité des résultats de la section 8.7. 
En effet, les diffuseurs sont trCs grands devant la longueur d’onde (régime 
de Mie. section C2.3.2) et de forme aléatoire, de sorte que le comportement 
de la polarisation ne peut en fait être obtenu que numériquement [205,214]. 
L’interprétation de l’effet d’opposition en terme de rétrodiffusion cohérente 
a été fructueuse car elle a permis de déduire des informations sur la nature 
et la composition des surfaces réfléchissant la lumière. I1 reste cependant un 
certain nombre de questions loin d’être résolues. Par exemple, l’ouverture an- 
gulaire du cône semble correspondre, dans certains cas, à de très petits libres 
parcours moyen de transport Z * ,  ce qui est peu compatible avec la nature des 
éléments diffusants. 

“La définit.ion (8.60) des coefficients de dépolarisation est générale mais leur expression 
a été obtenue pour la diffusion Rayleigh. 
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8.9.3 Rétrodiffusion cohérente par ungaz d’atomes 
froids 

La physique des gaz d’atomes froids a connu un très vif regain d’interêt, 
surtout depuis la première observation expérimentale en 1995 d’une conden- 
sation de Bose-Einstein dans des atomes de rubidium. Les densités d’atomes 
obtenues dans les pièges sont très élevées, en particulier lors de la conden- 
sation et leur étude au moyen des méthodes de spectroscopie habituelles se 
révèle malaisée du fait de la diffusion multiple des photons sur les atomes. 
Dans ce domaine, la diffusion multiple a d’abord été perçue comme une nui- 
sance et ce n’est que très récemment qu’il a été réalisé que, d’une part, l’acquis 
obtenu dans le domaine de la diffusion multiple sur des diffuseurs classiques 
pouvait s’avérer très utile dans l’étude des atomes froids et que, d’autre part, 
les atomes froids ou les condensats de Bose-Einstein atomiques étaient des 
candidats privilégiés pour l’observation des effets cohérents en diffusion mul- 
tiple, voire même dans le régime de la localisation d’Anderson. De plus, un 
avantage dc la diffusion Rayleigh résonnante des photons par les atomes est 
qu’elle constitue une réalisation physique de la notion de diffuseur ponctuel 
que nous avons abondammcnt utilisée (section C2.3.3). Ces différents points 
ont motivk l’ctude expérimentale du cône de rktrodiffusion cohérente sur un 
nuage d’atomes froids (Rubidium et Strontium) [215]. Le comportement du 
cône en fonction de la polarisation est qualitativement différent de celui obtenu 
dans le cas des diffuseurs classiques. Ceci apparaît clairement sur la figure 8.19 

Polystyrène 
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FIG. 8.19 ~ Comparaison des cônes de rétrodiffusion cohérente obtenus pour des di f -  
fuseurs classiques (polystyrène) et pour des atomes froids de Rubidium. O n  constate 
que les facteurs d’amplification sont bien plus petits pour les atomes. Plus surpre- 
nant encore est le fai t  que les comportements en  fonction de la polarisation diffèrent 
qualitativement et quantitativement du cas classique [215]. 
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où l’albédo cohérent est plus fortement atténué dans le canal de polarisation 
parallèle que dans celui de polarisation perpendiculaire [Lis]. Or, dans les 
sections 6.6.4 et 8.7, nous avons vu qu’une onde diffusée par des diffuseurs 
Rayleigh classiques (ou dans le régime de Rayleigh-Gans) et analysée dans 
le canal de polarisation incidente, n’est pas atténuée et se comporte comme 
une onde scalaire. Elle est par contre très atténuée dans le canal de polari- 
sation perpendiculaire. C’est l’opposé qui est observé dans le cas d’un gaz 
d’atomes froids de Rubidium. I1 faut chercher la raison de ce comportement 
inattendu dans la forme du vertex élémentaire d’interaction (6.287) associé 
aux degrés de liberté atomiques internes, c’est-à-dire aux sous-états Zeeman 
dégénérés. Comme pour la diffusion Rayleigh classique, il apparaît deux ef- 
fets distincts. Le premier effet est la dépolarisation des photons incidents qui 
affecte également le diffuson et le cooperon, c’est-à-dire les contributions inco- 
hérentes et cohérentes à l’albédo. Le second effet est l’atténuation du cooperon 
dans les canaux parallèle et perpendiculaire de polarisation. Pour la diffusion 
Rayleigh par un dipole classique, cette atténuation n’a lieu que dans le canal 
perpendiculaire. Nous allons voir que pour des atomes en présence de sous- 
états Zeeman dégénérés, il apparaît également une atténuation dans le canal 
parallèle. 

O Dépolarisation du diffuson 

L’intensité classique, et donc l’albédo incohérent, peuvent être mesurés 
soit dans le même canal de polarisation que les photons incidents, soit dans 
le canal perpendiculaire. Les facteurs de structure correspondant raa,acu et 
I‘(d) ont été déterminés à partir de la relation (6.291). On peut ainsi définir 
comme dans la section 8.7, les facteurs de dépolarisation de l’albédo incohérent 
mesuré dans les différents canaux : 

(4  

N d J P  

avec 

Les temps caractéristiques de déphasage définis par la relation (6.290), 
et tabulés sur la figure 6.17 décrivent donc la dépolarisation des photons inci- 
dents. Dans la limite des grands temps‘ c’est-à-dire des longues trajectoires de 
diffusion mult,iple des photons, on retrouve le même facteur de dépolarisation 
1 / 2  que celui obtenu dans le cas classique (voir la relation 8.60). 
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O Atténuation de l’albédo cohérent 

En plus de la dépolarisation, il apparaît pour le cooperon un déphasage 
entre séquences conjuguées par renversement du sens du temps. Celui-ci donne 
lieu à une atténuation de l’albédo cohérent relativement à la contribution in- 
cohérente. Cette atténuation est déterminée par les coefficients (&il) et (QI) 
respectivement définis pour les canaux de polarisation parallèle et perpendi- 
culaire, par 

(8.77) 

(8.78) 

Contrairement au cas de la diffusion Rayleigh classique (section 8.7) pour 
laquelle le cooperon n’est atténué que dans le canal perpendiculaire, on 
constate que pour les atomes, il est atténué dans les deux canaux parallèle et 
perpendiculaire. En fonction de la nature de la transition utilisée, c’est-à-dire 
des valeurs des moments cinétiques des états fondamental ( J )  et excité ( J e ) ,  
on peut éventuellement avoir une situation inversée par rapport au cas clas- 
sique, c’est-à-dire pour laquelle le cône de rétrodiffusion cohérente est plus 
atténué dans le canal parallèle que dans le canal perpendiculaire. Pour le cas 
des atomes de Rubidium, correspondant à une transition ( J  = 3, Je = 4), 
on a T;“’ > 71‘) > 7;“’ (voir fig. 6.17). Donc les décroissances de (QI , )  et de 
( Q l ( t ) )  sont toutes deux pilotées par ~2(‘) et, pour des temps suffisamment 
grands, on a 

II Par conséquent, la hauteur du cône de rétrodiffusion cohérente a, est 
comparable à celle de a: (fig. 8.19). Enfin, pour des gaz d’atomes froids, il 
est important de prendre en compte la taille finie du système qui donne lieu 
à un arrondissement du cône (exercice 8.2). De plus, le mode de confinement 
des atomes par des lasers implique que la densité du gaz n’est pas homogène. 
I1 est donc difficile de trouver les conditions aux limites adéquates pour le 
facteur de structure et la probabilité Pd. 

8.9.4 Rétrodiffusion cohérente en acoustique 
Pour finir ce tour d’horizon des différents systèmes dans lesquels on a ob- 

servé le cône de rétrodiffusion cohérente, signalons les très belles expériences 
faites en acoustique [217,218]. La figure 8.20 représente le cône de rétrodif- 
fusion pour des ondes acoustiques (A = 0,43 mm) se propageant dans un 
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FIG. 8.20 ~ Observation du cône de rétrodiffusion cohérente pour 
tiques (A. Tourin et al. 12181). 

de la lumière 

des ondes acous- 

milieu aléatoire bidimensionnel de dimensions 160 mm x 80 mm, composé de 
2400 bâtonnets d’acier immergés dans un bassin rempli d’eau. Ce milieu peut 
être caractérisé par un libre parcours moyen de transport 1* E 4 mm et une 
constante de diffusion D* ci 2,5 mm2/ps. 

L’intérêt des expériences d’acoustique est que les détecteurs (un maillage 
de transducers ultrasons) permettent de mesurer la phase du signal reçu, et 
non pas uniquement l’intensité, comme en optique. Par ailleurs, étant donné 
la vitesse de propagation des ondes sonores, il est possible d’avoir accès à des 
informations résolues en temps, comme l’albédo dépendant du temps a(0, t )  
défini par (8.40, 8.41). C’est ce que représente la figure 8.21. Comme le décrit 
la relation (8.42), la forme du cône est gaussienne et sa largeur varie comme l/m. Une expérience similaire en optique nécessite l’utilisation d’impulsions 
femtoseconde [ L i n ] .  
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FIG. 8.21 - Mesure de l’albédo dépendant du temps a( t )  pour des zmpulszons acous- 
tzques. La forme du pzc est gausswnne est sa largeur varze comme i/m (A.  T o u n n  
et al. [218]). 



Chapitre 9 

Spectroscopie des ondes diffusées 

9.1 Introduction 
Dans le chapitre 6, on a mis en évidence un certain nombre de mécanismes 

de déphasage qui ont pour effet de modifier les contributions du diffuson ou 
du cooperon en éliminant, les longues traject,oires de diffusion. Ceci restreint 
la contribution cohérente à la probabilité intégrée de retour à l’origine Z ( t )  
à des temps inférieurs au temps de déphasage T ~ .  Cette réduction apparaît 
donc comme une limite à l’observation des effets cohérents. 

Lorsque l’origine de ce déphasage est bien diagnostiquée, celui-ci peut se 
révéler très fécond pour étudier la nature du milieu diffusant au moyen de 
la diffusion multiple. Ainsi, la caractérisation de suspensions, c’est-à-dire de 
particules en solution ou d’écoulcments hydrodynamiques, nécessite d’avoir 
accès à la dynamique propre des particules en suspension ou du facteur de 
structure dynamique de l’écoulement. 

La technique usuellement employée pour sonder la dynamique des dif- 
fuseurs est la diffusion quasi-élastique (on pourra consulter [ L a o ]  pour une 
discussion complète). Cette technique est mise en œuvre dans le régime de 
diffusion simple, c’est-à-dire pour des suspensions extrêmement diluées. Pour 
des concentrations plus élevées, c’est l’exploitation de la diffusion multiple 
qui permet de remonter à la dynamique des diffuseurs. Pour comprendre cela, 
nous reprenons les résultats obtenus dans la section 6.7 sur le déphasage iri- 
duit par le mouvement des diffuseurs. La fonction de corrélation temporelle 
g l (S)  du champ électrique scalaire définie par 

permet de décrire le déphasage des trajectoires de diffusion multiple et 
s’avère très utile pour l’étude de la dynamique aux petits temps ou de façon 
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équivalente à des échelles de longueurs inférieures à la longueur d’onde de la 
lumière utilisée. En principe, le champ électrique et la fonction de corréla- 
tion g1 dépendent du point d’observation r (section 6.7.1). 

Dans ce chapitre, on montre comment on peut avoir accès à la fonction 
de corrélation gi(T) du champ dans les deux régimes de diffusion simple et 
de diffusion multiple. Expérimentalement, au lieu de 91, on mesure plutôt la 
fonction de corrélation de l’intensité définie par 

L’intensité I ( T )  = IE(T)I2 définie dans la section 4.7 est mesurée au point r 
pour une source située en r g  et pour une configuration donnée des diffuseurs ’. 
La notation (...) définie dans la section 6.7 décrit une moyenne prise sur tous 
les chemins de diffusion ainsi que sur la dynamique des diffuseurs. Nous allons 
d’abord montrer que les fonctions de corrélation de l’intensité et du champ 
sont reliées, en diffusion multiple, par la loi simple ga(T) = lg l (T) l2 .  Puis, 
avant d’aborder le régime de diffusion multiple, nous rappellerons quelques 
résultats sur la diffusion quasi-élastique. Nous évaluerons ensuite les fonctions 
de corrélation g1 et g2 dans le régime de diffusion multiple pour différentes 
géométries et pour certains exemples de dynamique des diffuseurs. Pour un 
milieu semi-infini, l’expression de la fonction de corrélation gl(T) mesurée 
en réflexion se déduit de celle de l’albédo cohérent ~ ~ ( 0 )  étudiée au cha- 
pitre 8. Pour une tranche, l’étude des fonctions de corrélations en réflexion 
et en transmission permet de sonder séparément les longues trajectoires de 
diffusion multiple. 

Les causes des fluctuations d’un rayonnement électromagnétique sont nom- 
breuses. Par exemple, dans une vapeur atomique, chaque atome émet un 
rayonnement en se désexcitant. Si on suppose que les atomes subissent entre 
eux des collisions élastiques, le rayonnement émis reste monochromatique mais 
le champ électrique total émis par l’ensemble des atomes est la superposition 
de termes du type E( t )  = Eo exp(iwt + ip(t)) où cp(t) est une phase aléatoire 
qui décrit le déphasage dû aux collisions. On définit [221] les fonctions de 
corrélation gi(S) et g 2 ( T )  qui servent à caractériser le déphasage. Bien que 
l’origine physique du déphasage soit dans ce cas très différente de celle associée 
à la dynamique des diffuseurs, un certain nombre de résultats sont identiques 
comme l’égalité (9.8) ’. Ceci provient du fait que les propriétés statistiques 
de la lumière dépendent assez peu de la nature du déphasage, du moins aussi 

ILa normalisation de l’intensité utilisée ici est différente de celle du chapitre 4. Elle a 
été choisie pour simplifier les notations et elle est sans conséquence puisque les quantités 
mesurées, 91 et 9 2  sont des rapports d’intensités. 

2 0 n  prendra garde au fait que la fonction g 2 ( T )  utilisée habituellenient pour caractériser 
la source est définie comme (9.2) mais sans le terme -1. 
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longtemps que celui-ci peut-être décrit à l’approximation gaussienne. Ici, on 
suppose la source parfaitement cohérente. 

9.2 Corrélations dynamiques de l’intensité 

On montre ici que la fonction de corrélation g2 des intensités est simple- 
ment reliée à la fonction de corrélation g1 des amplitudes. Rappelons que 
l’intensité 1(T)  = IE(T)I2 est le produit de deux amplitudes ’. La fonction 
g 2 ( T )  est donc constituée d’un produit de quatre amplitudes. Pour la calculer, 
on suit la démarche développée dans la section 4.4. Le champ électrique diffusé 
à partir d’une source ponctuelle est donné par la fonction de Green (6.175). 
I1 est de la forme 

C 

où C est une notation condensée qui décrit les séquences de collisions multiples 
(Cc = E;=, CTl,,,,,J. Le produit des intensités s’écrit alors 

Le même argument que celui développé dans la section 4.4 nous conduit à ne 
retenir dans la moyenne de la somme précédente que les termes pour lesquels 
C1 = Ca et C3 = C4 ou bien Cl  = C4 et C3 = Ca. On en déduit 

Par définition de l’intensité moyenne (4.67) à l’approximation du diffuson, à 
savoir I d  = ( I ( ( ) ) )  = ( I ( T ) )  = (Ec IEc~~),  on déduit 

Lorsque T = O, on obtient la loi de Rayleigh (12.89)’ qui s’écrit 

( 1 2 )  = 2 ( 1 ) 2  = 21: . (9.7) 

~ 

3 0 n  suppose qu’il y a une source ponctuelle située en T O .  

4Dans le chapitre 12, on revient sur les fluctuations d’intensité en un point et on discute 
sous quelles conditions elles suivent la loi de Rayleigh (12.89). 
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On en déduit que g2(0) = 1. Le dernier terme de la relation (9.6) fait appa- 
raître 1g1(T)I2. On obtient donc pour la fonction de corrélation (9.2) l’expres- 
sion 

Cette relation, connue sous le nom de loi de Siegert [222], découle de l’ap- 
proximation du diffuson. La fonction g2 est représentée par le diagramme de 
la figure 9.1 5 .  Ce diagramme se calcule facilement car il se découple et s’écrit 
comme le produit de deux fonctions de corrélation des champs. 

La fonction de corrélation des intensités se déduit donc de celle des champs 
calculée dans la section 6.7. Afin d’interpréter les mesures de g2, il suffit de 
calculer la fonction de corrélation des champs. 

O O 

r, r + c r 

T O 

l 2  
O 

T r l 2  + 

O 

O 

- - 
r 

FIG. 9.1 - Diagrammes contribuant à la fonction de corrélation dynamique 
( I ( T ) I ( O ) )  pour une source ponctuelle située en  ro. Noter que pour passer de la 
première à la seconde ligne, on  a utilisé l’hypothèse ergodique sur l’équivalence de 
1 ’ensemble des trajectoires de diffusion multiple à des temps différents. 

511 est intéressant de comparer ce diagramme avec ceux décrivant la corrélation des fonc- 
tions de Green diagonales (C4.4) ou ceux qui interviendront dans le calcul des fluctuations 
de conductance (fig. 11.3). Ces derniers sont plus compliqués du fait de la présence des 
vertex de courant. 
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9.3 Diffusion simple : QELS 
Avant de poursuivre l’étude de la corrélation temporelle en diffusion mul- 

tiple, commençons par présenter quelques-unes de ses caractéristiques en 
diffusion simple. La diffusion quasi-élastique ( Quasi-Elastic Light Scattering 
(QELS) en anglais) désigne habituellement la diffusion simple, dans une so- 
lution suffisamment diluée de N diffuseurs. Pour une onde plane incidente 
de vecteur d’onde Ici, le champ électromagnétique diffusé dans la direction 
k‘ = q + ki ne dépend que du vecteur d’onde de transfert q et de la loi de 
mouvement r j (T )  des diffuseurs. I1 est donné par 

N 
qq, T )  c( e-iq.rj(S) . (9.9) 

j=l 

On définit la fonction de corrélation temporelle g l (S)  en moyennant sur toutes 
les directions d’observation : 

(9.10) 

où la moyenne est prise à la fois sur les directions du vecteur de transfert et 
sur les positions des diffuseurs. En supposant que leur mouvement est décrit 
par une loi de mouvement brownien donnée par (6.182) et caractérisée par 
la constante de diffusion Db. on déduit pour la fonction de corrélation la 
dépendance exponentielle 

(9.11) 

où r b  = 1/4Dbk2 et k = lk,l = Ik’I. La fonction de corrélation de l’intensité 
est donnée par la relation (9.8) valable aussi bien en diffusion simple qu’en 
diffusion multiple. Elle présente donc aussi une décroissance exponentielle avec 
le temps de relaxation 7 6 .  On peut en déduire la constante de diffusion Db 

des particules browniennes de la suspension. Cette loi exponentielle décrit très 
bien les résultats expérimentaux aux faibles concentrations. Par contre, à plus 
fortes concentrations, on observe des déviations notables qui sont associées à 
la diffusion multiple. 

9.4 Diffusion multiple : spectroscopie des ondes 
diffusées 

Dans la section 6.7.1, on a calculé la fonction de corrélation temporelle 
y1 (T )  en diffusion multiple, pour le cas d’un champ émis par une source ponc- 
tuelle. Pour des diffuseurs animés d’un mouvement brownien, elle est donnée 



384 Chap. 9 : Spectroscopie des ondes diffusées 

par une exponentielle étirée en temps (6.192) et elle est donc très différente du 
comportement exponentiel (9.11) obtenu en diffusion simple. Cette différence 
apparaît clairement sur le comportement à petit temps T << 7-6 de la fonc- 
tion de corrélation mesurée à plus forte concentration ‘. En revanche, à grand 
temps, on retrouve une loi exponentielle pilotée par le temps ‘rb (fig. 9.2). 

Afin de comprendre qualitativement cette différence de comportement, 
reprenons l’expression de la fonction de corrélation des champs (6.193) dans 
la limite T 5 7-b 

où r-, = 2rerb/T. Cette expression fait apparaître’ non pas un seul temps de 
corrélation T b ,  mais une distribution de temps de corrélation 2rb/N, chacun 
étant associé à une longueur de chemin N = t/r,. Cette distribution est pon- 
dérée par la probabilité de diffusion P(To, T ,  t )  à l’approximation du diffuson. 
Le temps le plus grand correspond au chemin de diffusion le plus court à 
savoir N = 1 ; on retrouve alors la diffusion simple, c’est-à-dire le régime de 
diffusion quasi-élastique. Pour les chemins de diffusion plus longs, la cohérence 
de phase disparaît sur des temps de corrélation beaucoup plus courts. Cette 
différence de comportement entre les temps T courts et les temps longs est 
bien visible sur la figure 9.2. 

9.5 Effet de la géométrie sur la fonction 
de corrélat ion dynamique 

L’expression (9.12) de gl(T)  correspond au cas d’un milieu infini avec une 
source ponctuelle (voir la section 6.7.2). Expérimentalement, on mesure cette 
fonction de corrélation pour un système ayant la géométrie d’une tranche. 
En principe, ce détail expérimental ne devrait pas avoir une trop grande im- 
portance. Si c’est le cas pour la diffusion simple (diffusion quasi-élastique), 
c’est-à-dire pour des solutions diluées, cela n’est plus vrai en diffusion mul- 
tiple. En effet, la géométrie affecte les trajectoires longues et donc la fonction 
de corrélation g1 aux temps T courts. Plus précisément, l’expression (9.12) 
contient le diffuson Pd qui est solution de l’équation de diffusion. Or, le dif- 
fuson étant à longue portée, son comportement dépend nécessairement de la 
géométrie. Dans les sections suivantes, on étudie la fonction de corrélation 
g1 (T )  pour le cas de la réflexion sur un milieu semi-infini ou une tranche, puis 
pour le cas de la transmission à travers une tranche. 

~~ 

6La géométrie du milieu joue un rôle important mais les comportements évoqués restent 
qualitativement corrects. 
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FIG. 9.2 - Comportement temporel de la fonction de corrélation de l’intensité g2 de 
la lumière diffusée par une suspension aqueuse de billes de polystyrène. (+) : Régime 
de diffusion simple correspondant à une fraction solide de 2.10-5. Le comportement 
exponentiel est net  et correspond à la relation (9.11) représentée en  tirets. (O et *) : 
Régime de diffusion multiple correspondant à une fraction solide de 0 , l .  Les deux 
courbes correspondent à différentes directions de polarisation. Le comportement aux 
très petits temps est représenté en  médaillon 12231. 

9.5.1 Réflexion par un milieu semi-infini 

On considère un milieu semi-infini tel qu’il a été décrit dans la section 8.2 
pour l’étude de l’albédo. L’interface est éclairée par une onde plane incidente 
à l’extérieur du milieu. La lumière émergente est analysée à grande distance 
R --t 03, le long d’une direction émergente 8, donnée, supposée ici normale à 
l’interface. La fonction de corrélation temporelle du champ électrique 

R2 
SI0 

Gy (T )  = ~ (E(T)E* (O)) (9.13) 

n’est autre, pour T = O, que l’intensité réfléchie, c’est-à-dire l’albédo défini 
par (8.3) et donné par (8.13) à l’approximation du diffuson. 

Lorsque T # O, la contribution (9.12) des chemins dc diffusion est, rkduite 
cxponeritiellenicnt aux temps longs. En utilisant l’expression (8.39) de l’albédo 
ad(t) dépendant du temps; la fonction de corrélation Gr ( T )  s’écrit sous la 
forme 

dt  ’ (9.14) 
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c’est-à-dire compte tenu de (8.40) : 

avec y = T/(27,76). L’intégrale fait apparaître la transformée de Laplace 
Pr(z, z’) (voir section 5.6) et ainsi 

Pour des collisions isotropes, Pr(z, z’) est donnée par (5.157). Les intégrations 
sont immédiates et on obtient 

(9.17) 

La fonction de corrélation gr(S), définie par (9.1), s’écrit au moyen du rapport 
sans dimension 

(9.18) 

9.5.2 Comparaison de Gi(T)  et de a,(@) 
I1 est très instructif de comparer l’expression (9.16) pour la fonction de 

corrélation temporelle G7;(T) du champ électrique avec celle (8.26) de l’albédo 
cohérent ac(f?) obtenue dans la même approximation pour 1-1 = 1 : 

Compte tenu de (5.47)’ on a une relation directe entre ces deux quantités, 
moyennant la correspondance y ti Ott:. On note aussi la correspondance 
avec l’expression (8.50) de l’albédo cohérent en présence d’absorption, moyen- 
nant l’identification 

(9.20) 

ou encore 

(9.21) 
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Ces correspondances sont très précieuses car elles permettent de relier entre 
elles des quantités physiques différentes et dépendant chacune d’un temps ou 
d’une longueur caractéristique : I,, 76 et 1,. 

Pour des collisions anisotropes (1* # l e ) ,  on obtient les développements : 

a c ( k l )  CY aJ0) - ,D*kll* 

E G:(T) Gi(0) - /3* (9.22) 

où /3* est donné par (8.56). La quantité ac(0) = a d ( 1 ,  = CO) = GT(0) est dif- 
ficile à obtenir théoriquement. Comme il a été mentionné dans la section 8.6, 
celle-ci est a priori fonction de I*  et de 1, car elle dépend des trajectoires 
de diffusion de toutes longueurs. Par contre, le coefficient p* ne devrait pas 
dépendre du rapport l * / l e .  C’est ce que montre la figure 9.3 pour la quan- 
tité GY(T) mesurée dans une suspension de billes de polystyrène. Le rapport 
gy(T) = Gi(T)/Gy(O) est tracé pour différentes tailles de billes et donc dif- 
férentes valeurs du rapport l * / l e .  La figure 9.3.a montre que la dépendance 
gy(T) en fonction de n’est pas universelle. Par contre la figure 9.3.b 
montre que celle de g r ( T )  en fonction de JT/76/GT(O) est indépendante du 
rapport l * / l ? .  De la relation (9.22), on conclut donc que GT(0) est fonction 
de l * / l ? ,  mais que le coefficient ,û* n’en dépend pas. 
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FIG. 9.3 ~ Fonction de corré1atio.n g r ( T )  tracée en  fonction du paramètre 
et du paramètre m / G T ( O )  pour des suspensions de billes de polystyrène de 
tailles différentes, c’est-à-dire pour des rapports l * / L  différents. Ceci montre que 
la quantité GT(0) = ac(0)  dépend du rapport l * / l e ,  maw que le paramètre p‘ n’en 
dépend pas [%?4]. 

La correspondance (9.21) est illustrée par la figure 9.4 qui présente la me- 
sure des trois quantités physiques a d ( l n ) ,  a c ( k l )  et Gf(T)  en fonction de trois 
paramètres différents, tous à l’origine d’un processus de déphasage. L’univer- 
salité de ces comportements est décrite par une courbe unique, une fois la 
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FIG. 9.4 ~ Évolution de l’albédo incohérent a d ( l a )  en  fonction de la longueur d’ab- 
sorption (rectangles), de l’albédo cohérent a c ( k l )  en  fonction de l’angle (lignes conti- 
nues), et  de la fonction de corrélation temporelle gr(T) e n  fonction du temps T 
(pointillés). Ce comportement est universel en  fonction des quantités respectives 

k l l * / &  et m, comme le prédit la correspondance (9.21). La taille 
typique (en unités de 1’ )  des trajectoires de diflusion multiple qui contribuent est 
donnée par 1 ’échelle supérieure des abscisses [224]. 

correspondance (9.21) établie. L’analyse de ces différentes quantités permet 
de remonter aux caractéristiques du milieu diffusant. On peut ainsi en déduire 
le libre parcours moyen de transport 1’ ainsi que le temps caractéristique T&,, 

c’est-à-dire le coefficient de diffusion Db des billes en suspension [224]. La 
correspondance (9.21) est très utile. Ainsi de la relation (9.22)’ on déduit 
immédiatement de la dépendance angulaire de ctc(û) que 

qT(T) 2 1 - - z* 
L,  

avec 

(9.23) 

(9.24) 

où /3* est donné par la relation (8.56) et ne dépend pas du rapport l * / l e .  Par 
ailleurs la longueur caractéristique L, est égale à 

L.=l*G , (9.25) 
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de telle sorte qu’aux temps courts on obtient un comportement caractéristique 
en JT : 

(9.26) 

La figure 9.5 présente le comportement de cette fonction de corrélation pour 
une suspension aqueuse de sphères de polystyrène à température ambiante 
et à des concentrations volumiques élevées correspondant au régime de diffu- 
sion multiple (typiquement de l’ordre de 0, l ) .  On observe le comportement 
caractéristique en JT. 

O 15 30 

0.8 
h v 
L,- 

0.7 

0.6 I I I 
O.Oo0 0.002 0.004 0.006 

FIG. 9.5 ~ Mesure de la fonction de corrélation g r ( T )  en  réflexion pour de la lu- 
mière diffusée par une suspension aqueuse de billes de polystyrène. Les courbes (a) 
et (b) tracées respectivement en  fonctaon de T et de f i  décrivent le régime de diffu- 
ston multiple (concentration 0,l). La courbe ( c )  décrit le régime de diffusion simple 
(concentration iop5) [224]. 

9.5.3 Réflexion par une tranche de largeur finie 

On peut généraliser les résultats précédents au cas d’une tranche d’epais- 
scur finie L.  La fonction de corrélation G;(T)  s’obtient toujours à partir de 
la relation (9.16)’ mais où la fonction Pr(z, z’) est celle d’une tranche d’épais- 
seur finie, donnée par (5.159). De l’exercice 8.2 sur l’albédo d’une tranche finie, 
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on déduit qu’il faut remplacer le résultat linéaire en k l  par I c l  coth k l  L,  ce 
qui, compte tenu de la correspondance (9.21), s’exprime comme 

(9.27) 

ou encore 

(9.28) 

Cette expression fait apparaître un temps caractéristique T, défini par L E 

L,, soit T, = . Pour les temps inférieurs à T,, les effets de taille 

finie modifient le comportement en fl pour laisser place à un comportement 
linéaire en T avec une réduction en T = O : 

Ceci est très bien observé sur la figure 9.6, où on a varié l’épaisseur de la 
tranche. 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

FIG. 9.6 ~ Fonctzon de corrélation temporelle g;(T) mesurée en  réflexion pour des 
tranches de largeur L = 2 mm (a), L = 1 mm (b) et L = 0,6 mm (c). Le libre 
parcours moyen est 1* 2 143 pm. Ce comportement est très bien décrit par la rela- 
t ion (9.28) avec g ; ( T )  = lgr(T)12. E n  réduisant l’épaisseur de la tranche, le compor- 
tement en  f i  disparatt p0u.r laisser place à un comportement linéaire en  T ,  lorsque 
T + O.  Dans cette figure TO = 4Tb [225]. 
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9.5.4 Transmission 
Dans le cas d'une tranche d'épaisseur finie L,  on peut aussi mesurer la 

fonction de corrélation des champs en transmission. Pour cela, on part à nou- 
veau de la relation (9.13) mais où les champs sont mesurés en 
On aboutit ainsi à une relation analogue à (9.16), qui s'écrit 

transmission. 

(9.30) 

avec y = T/2r,rb. La probabilité PY(z,  z ' )  est donnée par (5.159). Dans l'inté- 
grale (9.30); les exponentielles confinent les valeurs de z et z' autour de z E I ,  
et z' E L - 1,. Dans cette limite et lorsque 1, < L,, l'expression (5.159) de 
P, ( z  , z ' )  devient 

1 ( Z  + zo)(L + Z" - z ' )  Pr(z,z') = - 
DL, sinh(L + 2zo)/L,  

L'intégration conduit à : 

3 (1, + Z")2 1 
G;(T)  = - 

47r I,L, sirih(L+2zo)/L, ' 

(9.31) 

(9.32) 

et pour la fonction de corrélation g4 = G:(T)/GE(O), on obtient (on suppose 
que zo << L )  : 

Cette expression se généralise immédiatement au cas de collisions anisotropes. 
I1 suffit alors de remplacer I ,  par I * .  

Suivant IC choix de la géométrie, on obtient pour la fonction de corréla- 
tion gi(T) des comportemcnts différents qui traduisent le fait que l'on sonde 
différemment les trajectoires de diffusion multiple. Pour le cas de la réflexion 
sur un milieu semi-infini. g T ( T )  a un comportement en Js aux petits temps. 
En transmission et dans cette meme limite, gf(T)  varie linéairement : 

(9.34) 

Ceci provient du fait qu'en transmission, on sélectionne les longues trajec- 
toires qui traversent le milieu, tandis qu'en réflexion on prend en compte les 
contributions des trajectoires de toutes longueurs. 
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Exercice 9.1 : Fonction de corrélation 
quelconque 

Le résultat (9.32) correspond au cas d’un éclairement uniforme l i n c ( z , y )  = I,,,. 
On considère maintenant un éclairement quelconque rinc(%, y). Montrer que la solu- 
tion (9.32) est remplacée par l’expression 

pour une source de profil 

Gt(T,  p)  OC / LezqQ-pf,,,(q) 
( 2 ~ ) ~  sinh(qL) 

(9.35) 

avec p = (z, y) et q2 = q2 + l/L;. La fonction iznc(q) est la transformée de Fourier 

Dans le cas d’un éclairement ponctuel, fzBc(q)  = Cte ,  montrer que 
de L&, Y). 

(9.36) 

et en particulier 

à comparer avec le résultat (9.33) pour une source étendue. La figure 9.7 montre 
effectivement que le comportement de gg(T) = 1g;(T)l2 est différent pour les cas 
de l’onde plane et de la source ponctuelle. Dans les deux cas, le comportement est 
linéaire aux temps courts, mais décroît plus vite dans le cas d’une onde plane. 

0.0 O. 1 0.2 0.3 0.4 0.5 

T (msec) 

FIG. 9.7 - Fonction de corrélation de l’intensité gi(T) mesurée en  transmission à 
travers une cellule de largeur L = lrrim et pour u n  libre parcours moyen de transport 
1* = 166 ,urn. La courbe supérieure correspond ù une source ponctuelle tandis que 
la courbe inférieure correspond à une onde plane incidente (D.J. Pine et al., J. de 
Physique 51, 2101, Paris (1990)). 
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Complément C9.1 Mouvement collectif 
des diffuseurs 

Dans les chapitres 6 et 9, nous avons étudié les fonctions de corrélation 
dynamiques du champ et de l’intensité pour des diffuseurs animés d’un mouve- 
ment brownien. La spectroscopie des ondes diffusées permet aussi de sonder les 
diffuseurs en suspension dans un fluide en écoulement et permet ainsi d’obte- 
nir des informations sur l’écoulement à partir de la dynamique des diffuseurs. 
Ce genre de méthode est utilisé, par exemple, pour l’étude des fluides turbu- 
lents pour lesquels on étudie, dans le régime de diffusion simple, la fonction 
de corrélation des vitesses de diffuseurs en suspension dans le fluide [226]. 

FIG. 9.8 - Profil de vitesses d’un écoulement laminaire. L’écoulement est dans la 
direction O x  et la vitesse ne dépend que de la coordonnée z perpendiculaire à l’écou- 
lement. 

On étudie ici le cas simple d’un écoulement laminaire. Le profil des vitesses 
est représenté schématiquement sur la figure 9.8. I1 correspond à une vitesse 
le long de la direction Ox et qui dépend linéairement de la coordonnée z ,  
soit v, = ï z ê , ,  où r est le gradient de vitesse. Afin de calculer la fonction de 
corrélation (9.1) du champ électrique, il faut évaluer le déphasage qui apparaît 
dans le diffuson. Pour cela, on reprend la description de la section 6.7.1. Le 
déphasage A ~ ~ N ( T )  associé à une séquence de N = t/re collisions est donné 
par la relation (6.180) qui peut se récrire 

où, pour des collisions élastiques, le module k = Ikl est conservé. On a posé 
kn = kê, où ên est un vecteur unitaire et on suppose que le mouvement 
des diffuseurs est suffisamment lent pour qu’après le temps T on puisse né- 
gliger le changement de direction des vecteurs d’onde. Pour un écoulement 
laminaire stationnaire avec le profil de vitesse défini précédemment, on a 
Ar,(T) = I‘T(ro.êZ)êz. En définissant A, = IrTL+l(0) - r,(O)l, on peut 
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récrire le déphasage associé à une séquence de N collisions sous la forme 

N 

A$N(T) = rTk An(ên.êz)(ên.êz) . (9.39) 
n=l  

Afin d’obtenir la fonction de corrélation du champ électrique, il faut calculer la 
moyenne de ezA4N(T) .  Contrairement au cas du mouvement brownien, dans le 
cas d’un écoulement laminaire, la moyenne ne orte que sur les angles. En ré- 
crivant (9.39) sous la forme A ~ N ( T )  = ï T k  A, cos On sin On cos pn, puis 
en calculant la moyenne angulaire (cos2 Osin2 O cos2 9) = 1/15] on obtient 

R 

où le temps caractéristique rs est défini par 

1 - ï k l ,  - - .  - 
7s J30 

(9.40) 

(9.41) 

Contrairement au temps ~b qui caractérise le mouvement des diffuseurs brow- 
niens (relation 6.186), ce temps dépend du libre parcours moyen 1, = A,. De 
la relation (9.39), on déduit que le mouvement des diffuseurs donne lieu à une 
décroissance exponentielle de la forme (6.1), avec le temps t = NT, : 

- 

( e z A + u ( T ) )  = , - S ( A + N ( T ) ~ )  = e-t/T7 (9.42) 

où le temps de déphasage rr est donné par 

2 
rr = 7, ($) (9.43) 

Ce temps de déphasage varie comme l/T2 au lieu de l/T pour le cas du 
mouvement brownien (relation 6.190). Aux petits temps T ,  la fonction de 
corrélation g r ( T )  mesurée en réflexion devient donc linéaire en T .  Au lieu 
de (9.26), on a, pour des collisions anisotropes [227] : 

z* T 
gT(T) = 1 - h -- 

1* r, 
(9.44) 

En transmission, la dépendance devient quadratique. Au lieu de (9.34), on a : 

g ? ( S )  = 1 - 1 L  ( F ) 2  (:) 2 = 1 - ~ r2k2L2T2 

60 
(9.45) 

7 0 n  vérifie directement que la valeur moyenne de A ~ N ( T )  est proportionnelle à la 
divergence du champ de vitesse et qu’elle s’annule pour un fluide incompressible [227]. 
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Ce résultat en transmission est remarquable car, bien que caractérisant un 
régime de diffusion multiple, il ne dépend pas du libre parcours moyen. 

Ces comportements sont donc qualitativement différents de ceux obtenus 
pour le cas des diffuseurs browniens (9.22). En réalité, même en présence 
d’un mouvement laminaire du fluide, les diffuseurs en suspension sont aussi 
animés d’un mouvement brownien. Si on suppose que les deux effets ne sont 
pas corrélés, alors on observe deux types de comportements pour la fonction 
de corrélation temporelle. Par exemple en réflexion, la fonction de corrélation 
aux temps courts sonde le mouvement brownien des diffuseurs et varie en fl. 
Aux temps plus longs, elle sonde l’écoulement laminaire des diffuseurs et varie 
linéairement en T .  I1 existe donc un temps caractéristique d’ordre r:/rb qui 
sépare ces deux comportements. Afin de sonder le mouvement déterministe 
des diffuseurs imposé par l’écoulement, il faut donc considérer des temps T > 
r,”/q. De même en transmission. le temps caractéristique r,”/rb sépare un 
comportement linéaire et une variation quadratique en T .  Le passage entre 
ces deux régimes a été observé expérimentalement en réflexion comme en 
transmission [228]. 

Exercice 9.2 : Écoulement de Poiseuille 

Un écoulement de Poiseuille dans une boîte de taille finie L est décrit par le profil de 
vitesse 

(9.46) 
r 

V,(Z) = - ( L z  -2 )  êz . 
L 

Montrer que le déphasage associé à une séquence de diffusion multiple de longueur 
N se met sous la forme 

(9.47) 

Contrairement aux cas du mouvement brownien ou de l’écoulement laminaire, le 
déphasage dépend maintenant explicitement de la position zn des diffuseurs. Sans 
rentrer dans le détail du calcul (2271, mais en supposant simplement que (z,”,) = de, 
montrer que la fluctuation (A&(T))  du déphasage se met sous la forme 

(9.48) 

où r, est le temps caractéristique défini en (Y.41). À partir des résultats de la 
section 9.5.2, déduire que, pour l’écoulement de Poiseuille, on perd la correspon- 
dance (9.22) entre la fonction de corrélation temporelle du champ GT(T) et l’albédo 
cohérent. 





Chapitre 10 

Propriétés spectrales 
des métaux désordonnés 

O n  note U O ,  la densité d’états moyenne par direction de spin et PO = uo/R, 
la densité d’états par unité de volume. L’énergie A = l/(poR) = i/uo est 
la distance moyenne entre niveaux d’énergie par direction de spin. Dans ce 
chapitre, on prend tL = 1. 

10.1 Introduction 

On a considéré jusque-là des signatures de la cohérence de phase sur la 
valeur moyenne de propriétés de transport comme la conductivité électrique 
ou l’albédo. La mise en évidence de ces effets cohérents nécessite de coupler le 
milieu désordonné au monde extérieur, représenté par les fils de mesure pour 
la conductivité ou par le milieu de propagation libre pour l’albédo. On peut 
aussi caractériser un système désordonné sans le coupler à un autre milieu en 
mesurant ses propriétés spectrales. 

Un milieu désordonné est un système complexe pour lequel il n’est pas 
possible de décrire le spectre des énergies ou des fréquences propres au moyen 
d’une suite déterminée de nombres. La nature du spectre et de ses corrélations 
conditionne les différentes propriétés physiques. Par exemple, il est possible 
de lire directement sur le spectre d’un métal désordonné si celui-ci est un bon 
ou un mauvais conducteur. La compréhension de ces propriétés est essentielle 
pour la description des quantités thermodynamiques telles que le magnétisme 
orbital ou les courants permanents qui expriment la dépendance du spectre 
par rapport à un champ magnétique ou à un flux Aharonov-Bohm (chap. 14). 

Lc but de ce chapitre est de décrire les propriétés spectrales d’un mé- 
tal désordonné par des méthodes statistiques. Certaines de ces propriétés 
présentent des aspects universels communs à de nombreux systèmes phy- 
siques différents (noyaux, atomes ou molécules complexes, métaux, etc.). 
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Cette universalité est bien décrite par la théorie des matrices aléatoires, dont 
on donne quelques éléments dans la section 10.4. Dans le régime de diffusion 
multiple, on peut relier certaines de ces propriétés spectrales à la probabilité 
de diffusion quantique. 

Les résultats numériques présentés dans ce chapitre ont été obtenus à partir 
du modèle d’Anderson en dimension d = 3, introduit dans la section 2.2.3. 
Les paramètres qui le caractérisent sont l’énergie t de saut d’un site à l’autre 
et la largeur en énergie W de la distribution du désordre sur un site. Dans 
ce modèle, la limite de faible désordre k ~ 1 ,  >> 1 correspond à W < W,, 
où W, = 16,5t est le désordre critique correspondant à la transition métal- 
isolant. Numériquement, il est facile d’aller dans le régime de fort désordre 
en augmentant le paramètre W et de sonder ainsi les propriétés spectrales 
près de la transition métal-isolant, dans une limite où l’approche analytique 
développée dans cet ouvrage n’est plus adaptée. Pour l’étude de la transition 
métal-isolant, on pourra consulter [229,230]. 

10.1.1 Répulsion de niveaux et intégrabilité 
La figure 10.l.a présente deux spectres d’énergie. L’un est une réalisation 

du spectre d’un métal bon conducteur, dans le régime k ~ l ,  >> 1. L’autre 
est celui d’une sequence de nombres aléatoires sans corrélation, c’est-à-dire 
distribués selon une loi de Poisson. Ces deux spectres sont très différents. Celui 
du métal paraît beaucoup plus (( régulier >>. Une première façon de caractériser 
ces différences consiste à étudier la probabilité P ( s )  pour que deux niveaux 
d’énergie premiers voisins soient distants de s ’. La figure 10.1 indique que 
pour le spectre du métal, la probabilité que deux niveaux soient très proches 
tend vers O, ce qui n’est pas le cas pour un spectre sans corrélations. Cette 
propriété, appelée répulszon de nzveaux, est la signature de fortes corrélations 
spectrales. En particulier, pour un métal désordonné, les dégénérescences sont 
exclues. 

I1 se trouve que ce comportement est très général. Cette répulsion de ni- 
veaux est aussi observée dans les spectres d’énergie (ou de fréquence) d’une 
large gamme de systèmes physiques 1231,2321. Par exemple, la figure 10.2 
montre un histogramme des écarts entre niveaux très excités de noyaux lourds. 
Remarquablement, cet histogramme est décrit par la même distribution P ( s )  
que celle d’un métal désordonné. Cette distribution est aussi observée dans 
d’autres systèmes complexes tels que des grosses molécules ou au contraire des 
systèmes beaucoup plus simples comme l’atome d’hydrogène sous fort champ 
magnétique [233]. 

L’apparition de ce type de corrélations spectrales ne nécessite pas que le 
système physique contienne un grand nombre de degrés de liberté. Ces cor- 
rélations apparaissent de façon spectaculaire dans le spectre d’un système 

‘ s  est une différence d’énergies sans dimension, normalisée par la distance moyenne entre 
niveaux A. 
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(a> 

FIG. 10.1 - a) Comparaison du spectre d’énergie d’un métal bon conducteur dans le 
régime k ~ 1 ,  > 1 (à gauche) et d’un spectre poissonnien, c’est-à-dire correspondant 
à une distribution aléatoire de niveaux sans corrélation (à droite). b) Distribution 
P ( s )  pour le spectre du métal (points noirs) et le spectre poissonnien (points blancs). 

FIG. 10.2 - Histogramme des écarts entre niveaux de plusieurs noyaux lourds, 
déterminés par diffusion de neutrons (données prises sur différents isotopes de 
C d ,  Sm,  G d ,  Dy, Er, Y b ,  W, Th,  U )  [231]. 

aussi simple que celui constitué d’une particule dans une << boîte )) (ou dans 
le spectre des modes de résonance d’une cavité acoustique ou électromagné- 
tique (2341). À dcux dimensions, ces boîtes, appelées des billards, corres- 
pondent à des systèmes n’ayant que deux degrés de liberté. 
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Pour un billard rectangulaire, il y a autant d’intégrales du mouvement 
(l’énergie et une composante de l’impulsion) que de degrés de liberté et le 
comportement classique est donc parfaitement déterminé. Les énergies propres 
sont indexées au moyen de deux nombres quantiques m et n correspondant 
aux deux composantes de l’impulsion et sont de la forme m2/aT2 + n2/b2  où 
a et b sont les dimensions du rectangle. À haute énergie, la répartition de ces 
valeurs propres correspond à une distribution de Poisson (voir fig. 10.3). Par 
contre pour un billiard de forme quelconque (par exemple le stade ou le billard 
de Sinai [231]), seule l’énergie est une constante du mouvement : l’impulsion 
est toujours conservée lors d’une réflexion sur les bords, mais pas chacune des 
composantes séparément. Le comportement classique est chaotique, c’est-à- 
dire que deux trajectoires initialement proches se séparent aux temps longs. 
Le spectre associé met en évidence le phénomène de répulsion de niveaux, 
avec la même distribution P ( s )  que pour le spectre d’un noyau lourd ou d’un 
métal ! 

I O  
P l 0 . S )  

0 5  

O 
I 2 3 

s 

FIG. 10.3 - Distribution des écarts entre niveaux d’énergie premiers voisins pour 
un billard rectangulaire (distribution de Poisson) et un billard ayant la forme d’un 
stade 12321. 

De manière générale, s’il est possible de décrire le système par un ensemble 
de nombres quantiques égal au nombre de degrés de liberté, le spectre peut 
être classé à l’aide de ces nombres quantiques et les niveaux d’énergie sont 
décorrélés (en l’absence de symétries particulières). Ça n’est plus le cas pour 
un billard de forme quelconque. La répulsion de niveaux semble donc être une 
caractéristique de systèmes classiquement non intégrables [235]. 

Un noyau lourd, une molécule complexe, un métal désordonné ou un billard 
chaotique ont donc une caractéristique commune, à savoir une même statis- 
tique entre niveaux d’énergie premiers voisins. Pour ces différents systèmes, à 
un corps ou à N corps, l’ensemble des bons nombres quantiques est inférieur 
à celui des degrés de liberté. On les appelle des systèmes complexes. 

Qu’y a-t-il de commun à ces différents systèmes complexes? Comment 
caractériser l’universalité de leur propriétés spectrales ? Pour répondre à ces 
questions, Wigner, Dyson et Mehta [236-2381 ont proposé une description 
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statistique très générale de l’hamiltonien des systèmes complexes qui consti- 
tue la théorze des matrzces uléutotres. Celle-ci a été initialement proposée afin 
de décrire les niveaux très excités des noyaux lourds. Cette approche consiste 
à remplacer l’hamiltonien microscopique par une matrice dont les éléments 
sont des variables aléatoires indépendantes. L’intérêt de cette théorie est sa 
généralité et le résultat remarquable que la distribution des niveaux d’énergie 
ainsi obtenue ne dépend que de la symétrie de l’hamiltonien. Cette approche a 
été appliquée a une large variété de problèmes en physique nucléaire et en phy- 
sique atomique ou moléculaire. En physique des solides, elle a été utilisée pour 
la première fois par Gorkov et Eliashberg [239] afin de décrire la polarisabilité 
de petits agrégats métalliques. Dans ce cas, la complexité ne provient pas des 
interactions entre particules comme en physique nucléaire, mais des collisions 
que subissent les électrons sur la surface irrégulière de l’agrégat métallique 
qui constitue ainsi un exemple de billard dont la surface est aléatoire. 

10.1.2 Spectre d’un métal désordonné 

I1 est cependant évident qu’un métal désordonné, une molécule ou un 
noyau lourd doivent aussi présenter des propriétés spectrales différentes, spé- 
cifiques de leur nature microscopique. I1 va donc falloir déterminer ce qui est 
commun à tous ces systèmes - les propriétés universelles ~ et ce qui les dis- 
tingue - les propriétés non-universelles - [240]. Le but de ce chapitre est de 
systématiser cette distinction. Pour cela, on s’intéresse aux propriétés spec- 
trales d’un métal désordonné bon conducteur dans lequel les électrons sont 
diffusés élastiquement par des impuretés. On va calculer explicitement cer- 
taines fonctions de corrélation spectrales à l’aide des méthodes développées 
dans le chapitre 4. On pourra ainsi, d’une part, retrouver le comportement 
universel des matrices aléatoires et, d’autre part, comprendre l’origine des dé- 
viations à cette théorie. On sera donc à même de préciser dans quelle mesure 
la théorie des matrices aléatoires s’applique à la description du spectre d’un 
métal désordonné. 

Nous allons nous limiter à l’approximation du diffuson, c’est-à-dire que 
nous négligeons les effets cohérents liés au croisement de diffusons (complé- 
ment C4.2). On se limitera donc à des échelles d’énergie supérieures ou de 
l’ordre de la distance entre niveaux A. L’étude des propriétés spectrales à des 
échelles inférieures à A, c’est-à-dire à des échelles de temps supérieures au 
temps de Heisenberg (écrit en unité de h) 

(10.1) 

nécessite de prendre en compte des contributions supplémentaires qui font in- 
tervenir des croisements [241]. Cette limite des temps longs a aussi été étudiée 
à I’aide du modèle cr-non linéaire supersymétrique qui permet d’obtenir des 
résultats exacts [242-244). 



402 Chap. 1 O : Propriétés spectrales des métaux désordonnés 

10.2 Caractérisation des corrélations spectrales 
Afin de caractériser la distribution des énergies propres ou les corrélations 

spectrales, on utilisera les quantités suivantes : 

0 la distribution P(s) des écarts d’énergie (normalisés à l’écart moyen A) 
entre niveaux premiers voisins. Cette quantité décroît exponentiellement 
pour s grand et ne décrit donc les corrélations spectrales qu’aux petites 
valeurs de s ; 

0 la probabilité P(n,s )  pour que la distance entre deux niveaux séparés 
par n autres niveaux soit égale à s. Par définition P(s)  = P(0, s) ; 

0 la fonction de corrélation à deux points de la densité d’états définie par : 

où la densité d’états obtenue à partir de (3.24) est égale à 

(10.3) 

E ,  étant les énergies propres de l’hamiltonien microscopique. La 
moyenne . . .  peut être effectuée soit sur un spectre donné en consi- 
dérant différentes parties du spectre, soit sur différentes réalisations du 
désordre. Les simulations numériques indiquent que ces moyennes sont 
équivalentes (hypothèse ergodique). Pour un noyau ou un billard donné, 
le spectre est unique. Dans ce cas on ne peut qu’effectuer une moyenne 
sur l’énergie [231]. 

Si €1 et € 2  appartiennent à un intervalle d’énergie où la densité d’états 
moyenne peut être supposée constante, le spectre moyen est alors inva- 
riant par translation de l’énergie. La fonction de corrélation (10.2) ne 
dépend que de la différence w = € 1  - €2. On introduit alors la fonction 
de corrélation K(w) définie par : 

- 

(10.4) 

La densité d’états moyenne par unité de volume 3 n’est autre que l’in- 
verse de la distance moyenne entre niveaux A divisée par le volume : 

(10.5) 
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Remarque 

P(s )  est la probabilité pour que deux niveaux donnés soient distants de s, sans 
aucun autre nzveau entre euz P ( s )  s’exprime donc en principe en fonction de toutes 
les fonctions de corrélations à n points I1 existe une relation simple entre la fonction 
de corrélation à deux points K et l’ensemble des P ( n , s )  Puisque P ( n , s )  est la 
probabilité que deux niveaux séparés par n autres niveaux soit distants de s, on a 
par définition, 

K ( w )  = 6(w) - 1 + P(n ,  s) (10 6) 
n 

où s = u / A  La fonction de corrélation K ( w  = SA) est la probabilite que deux 
niveaux soient distants de s quel que soit le nombre de niveaux entre les deux En 
particulier, lorsque s + O, P(n + 1, s) < P(n, s) et par conséquent 

K ( w )  4 6(w)  - 1 + P ( s )  si s --* O 
s 
B 

0 Le facteur de forme E(t)  défini comme la transformée de Fourier de 
K ( w )  

Dans le régime diffusif, on montrera que cette quantité est reliée à la 
probabilité intégrée de retour à l’origine Z ( t )  définie par (5.5). 

0 La fluctuation du nombre de niveaux N ( E )  contenus dans un intervalle 
d’énergie donnée E .  Cette fonction N ( E )  appelée fonction de comptage 
n’est autre que la densité d’états intégrée sur un intervalle de largeur E : 

(10.8) 

Elle augmente d’une unité pour chaque énergie propre (O est la fonction 
de Heaviside). La fluctuation du nombre de niveaux est donnée par la 
variance : 

P ( E )  = N(E)2 - N(E)2 (10.9) 

qui s’exprime simplement à partir de la fonction de corrélation à deux 
points. En effet, d’après les définitions (10.8) et (10.4)’ et en utili- 
sant (10.5)’ 

qui peut se récrire, après un changement de variables et une intégration 
par parties : 

( E  - w ) K ( w ) d ~  . (10.11) 
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Inversement, 
A2 d2C2(w) 
2 d W 2  

K(w)  = - ( 10.12) 

Enfin, la variance C2 ( E )  peut s’écrire directement en fonction du facteur 
de forme : I C 2 ( E )  = $ Ji” dt$$ sin2 (:) 1 (10.13) 

Remarque : Le dépliage du spectre 

’ On a supposé la densité d’états moyenne p indépendante de l’énergie. Ça n’est pas le 
cas en générai. Lorsqu’on étudie le spectre d’un système physique dont on cherche à 
mettre en évidence le caractère universel, il faut d’abord le modifier afin de se ramener 
à une situation où la densité d’états moyenne est constante. Cette opération s’appelle 
le déplzage 1231). On procède de la façon suivante : 

On part de la séquence originale de valeurs propres { e a }  et on approche la fonction de 
comptage par une fonction continue N ( E )  tout en considérant la nouvelle séquence 
définie par tZ = N(ea) .  Par définition, la densité d’états de cette nouvelle séquence 
est constante et la distance moyenne entre niveaux est égale à 1. 

- 

10.3 Séquence poissonnienne 

Pour une séquence de valeurs propres sans corrélation, la probabilité P ( s )  

(10.14) 

s’écrit : 

où s est exprimé en unité de la distance moyenne entre niveaux. 

Exercice 10.1 : Démontrer l’expression (10.14) de la distribution P ( s )  pour une 
séquence poissonnienne. 

On considère une séquence de N points dans un intervalle [O, LI. La probabilité d’une 
configuration donnée est constante : 

Considérons deux niveaux proches voisins €1  et € 2  et s la distance entre ces niveaux 
normalisée à la distance moyenne A = L / N  : s = (€1 - tzl/A. La probabilité P ( s )  est 
le produit des probabilités p j  pour que chacun des autres niveaux e j  ne soit pas dans 
l’intervalle [ t 1 , ~ 2 ] .  Chacune de ces probabilités étant égale à p j  = (1 - le1 - ~ z l / L ) ,  
on en déduit 
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De la même manière que dans l’exercice précédent, on peut montrer que, 
pour une séquence poissonnicnrie, la probabilité que deux niveaux distants de 
s soient séparés par n niveaux s’écrit : 

s 7L 
r i !  

P ( n , s )  = - eps (10.15) 

et vérifie Erzl P(n,  s) = 1. D’après (10.6)’ la fonction de corrélation K ( w )  à 
deux points est donc nulle, sauf pour UJ = O 

K ( w )  = b ( w )  . 
D’après (10.7). le facteur de forme est constant : 

- 1 
27r 

K ( t )  = - 

10.4 Universalité des corrélations spectrales : 
la théorie des matrices aléatoires 

On expose ici quelques éléments de la théorie des matrices aléatoires. Pour 
plus de détails, on consultera en particulier les références 1231,2381. 

10.4.1 Répulsion de niveaux et matrices 2 x 2 
Avant d’aborder la description du spectre de matrices aléatoires en géné- 

ral, considérons, comme l’avait fait Wigner [236], un ensemble de matrices 
2 x 2 aléatoires. C’est l’exemple le plus simple qui présente le phénomène de 
répulsion de niveaux. Pour le mettre en évidence, calculons tout d’abord la 
distribution Po(,) pour des matrices réelles symétriques, 

hi1 h12 

= (h12 h 2 2 )  

avec une distribution gaussienne et normalisée des éléments { htJ}  : 

p(h,,) = &-.’.* 
Les éléments de matrice étant supposés indépendants, leur distribution est 
donnée par 

où 2 est une constante de normalisation. La distance s entre deux valeurs 
propres est : 

s = 161 - E ~ J  = J(hll  - h22)2 + 4hf2 . 

2La distance moyenne entre niveaux est prise égale à 1. 
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La probabilité que s soit nul, donc que les deux niveaux soient dégénérés, 
impose que soient réalisées simultanément les deux conditions (h l l -  h22) = O 
et hl2 = 0. La probabilité d’un tel événement est nulle et donc les valeurs 
propres {< se repoussent >> nécessairement. La probabilité P,(s) est donnée par 
l’intégrale : 

Po(S) = ’ / P ( { h , ~ } ) 6  (s - J(h11 - h22)2 4- 4hf2 dhlidh22dh12 . 
(10.17) 

2 

L’intégration sur les éléments de matrice conduit à 

(10.18) 

où on a normalisé la probabilité pour que S = 1. Cette probabilité P,(s) 
présente deux caractéristiques très différentes du cas poissonnien : elle s’annule 
linéairement lorsque s tend vers O et elle présente une décroissance plus rapide 
à grande séparation (s + CO). 

Exercice 10.2 : Calculer P,(s) à partir de l’expression (10.17). 

On pose u = hll ~ h22, w = (hi1 + h22)/2 et 5 = du” + 4hS2. L’intégrale devient : 

soit, après intégration : 
2 

po(s) = Xse-’% 

La normalisation 3 = 1 implique X = 7r/2. 
(10.19) 

Ce résultat se généralise aux matrices complexes hermitiqiies. Dans ce cas, 
la séparation entre les deux valeurs propres devient : 

s = J(h1l - h22)2 + 41h1212 . (10.20) 

L’annulation de s impose que (hll - h22), Re(h12) et Im(h12) soient nuls 
simultanément, et requiert donc une condition supplémentaire par rapport 
au cas des matrices réelles. La probabilité d’avoir deux niveaux proches est 
donc encore plus faible : << la répulsion de niveaux est plus forte ». Un calcul 
similaire à celui de l’exercice 10.2 conduit à : 

(10.21) 



10.4 Théorie des matrices aléatoires 407 

Pour des matrices hermitiques, la répulsion de niveaux pour s + O est donc 
quadratique et non plus linéaire comme pour des matrices réelles. C'est une 
propriété essentielle et absolument générale des spectres de systèmes {< com- 
plexes >> (fig. 10.4). 

P(d 

FIG. 10.4 - Distribution P ( s )  pour un métal faiblement désordonné obtenue par 
résolution numérique du modèle d'Anderson, avec (points noirs) ou sans (points 
blancs) champ magnétique [245]. Ces distributions sont très bien décrites par les 
lois de Wigner (10.18) et (10.21) pour des matrices aléatoires 2 x 2. 

Exercice 10.3 : Calculer la distribution P ( E ~ ,  € 2 )  des valeurs propres de matrices 
2 x 2. 

Comme l'argument de l'exponentielle dans la distribution (10.16) n'est autre que la 
trace du carré de la matrice, la distribution peut se récrire : 

L a  matrice peut être diagonalisée par une transformation orthogonale (rotation 
d'angle û) 

1 cos û - sin û 11 hi2 
( h l 2  h z z )  = (O::, z::) ( 7  : z )  ( sine cosû 

P({h , , } )dhi idhzzdhiz  = P ( t i ,  € 2 ,  Q)J'dEidEzdû 

La distribution des valeurs propres € 1  et €2  est telle que 
(10.23) 

où 3 est le jacobien de la transformation. On vérifie que 3 = I E ~  - € 2 1 .  Par ailleurs, 
i ' ({htJ}) a été récrite en fonction de €1 et € 2 .  La distribution des valeurs propres est 
donc donnée par 

P ( € 1 , ~ 2 )  = 1 P(€ i , t z ,Q)dQ 

c'est-à-dire 
P ( t 1 , t z )  rx I t 1  - E21e-x(';+'2) . (10.24) 

On voit que la probabilité pour que la distance entre niveaux soit petite tend vers O. 
Ceci est dû à la structure du jacobien de la transformation. Avec le changement de 
variable, s = I E ~  - €21, E = w, et en intégrant sur E ,  on en déduit la probabilité 

P(s )  O( se -xsz /z  . 
Après normalisation, on retrouve l'expression (10.18) 
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10.4.2 Distribution des valeurs propres 
de matrices N x N 

On veut généraliser les résultats précédents obtenus pour des matrices 2 x 2 
et déterminer la distribution l ' (el ,  € 2 , .  . . , E N )  des valeurs propres de matrices 
N x N .  

Considérons d'abord un ensemble de matrices aléatoires N x N symétriques 
réelles 'H, dont la distribution des N ( N  + 1) /2  éléments h,, est donn6e par : 

(10.25) 

L'argument de l'exponentielle n'est autre que la trace de la matrice ' H 2 .  I1 est 
donc indépendant de la base choisie et se récrit comme la somme des carrés 
des valeurs propres ti : 

(10.26) 

On cherche maintenant à déterminer la distribution des valeurs propres de 'H 
en généralisant la méthode exposée dans la section précédente. Une transfor- 
mation orthogonale O diagonalise cette matrice : 

où V est la matrice diagonale dont les éléments sont les énergies propres, 
D,, = ~ ~ 6 , ~ .  Ainsi, 

h,, = C€kB,kO,k  . (10.27) 
k 

La probabilité étant conservée, on a : 

Par conséquent, 

30~i vérifie que = 1/(4X) pour i # j et que = 1/(2X) 
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où le jacobien J ( { E , } ,  {O,}) de la transformation orthogonale est le détermi- 
nant d’ordre N(N + 1)/2 : 

J =  
. .  . .  . .  

. .  . .  . .  

. .  . .  . .  
ahNN ahNN . . .  a h N N  

881 ae2 a e N ( N - 1 )  
2 

(10.31) 

Puisque la transformation (10.27) est linéaire, les éléments des N premières 
colonnes de ce déterminant ne dépendent pas des énergies E , .  Pour la même 
raison, les éléments des N ( N  - 1)/2 colonnes suivantes dépendent linéairement 
des énergies. Le jacobien J ( { E , } ,  {O,}) est donc un polynôme homogène de 
degré N ( N  - 1)/2 de ces énergies E , .  Par ailleurs, il s’annule si deux énergies 
E ,  et E~ sont égales. I1 est donc de la forme : 

En intégrant sur les variables O,, on déduit 

(10.32) 

(10.33) 

Dans le cas d’un ensemble de matrices complexes hermitiques, on utilise 
une transformation unitaire pour diagonaliser la matrice et le nombre d’éle- 
ments indépendants non diagonaux est N(N - 1) (une partie réelle et une 
partie imaginaire pour chaque élément). Le jacobien est donc un polynôme de 
degré N ( N -  1) qui s’annule si deux valeurs propres sont égales. La dépendance 
en It, - E ~ I  est alors quadratique. 

Pour résumer, la distribution des valeurs propres de matrices aléatoires 
gaussiennes est : 

(10.34) 

4Avec le facteur B dans l’exponentielle, la densité d’états moyenne est indépendante de 
B (voir note 5) .  
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Les matrices réelles symétriques correspondent à des systèmes invariants 
par renversement du sens du temps. L’ensemble statistique de ces matrices 
est invariant par toute transformation orthogonale et il est appelé <( Ensemble 
Orthogonal Gaussien )) (GOE en anglais). Dans ce cas, la répulsion de niveaux 
est linéaire et ,L? = 1. Si le système n’est pas invariant par renversement du 
sens du temps, par exemple en présence d’un champ magnétique, les matrices 
sont hermitiques et l’ensemble de ces matrices est invariant par toute trans- 
formation unitaire. I1 est appelé {< Ensemble Unitaire Gaussien )) (GUE) et 
correspond à p = 2. Enfin, notons qu’il existe une dernière classe de matrices 
dont les éléments sont des quaternions et qui correspondent à p = 4. L’en- 
semble de ces matrices s’appelle (( Ensemble Symplectique Gaussien )) (GSE). 
Pour plus de détails, consulter [231,238]. 

10.4.3 Propriétés spectrales des matrices aléatoires 
0 Fonction de corrélation à deux points 

La distribution (10.34) décrit la répartition des valeurs propres des ma- 
trices aléatoires gaussiennes ’. Pour calculer la fonction de corrélation à deux 
points de la densité d’états, il faut intégrer la distribution (10.34) sur toutes 
les variables t3 sauf deux. Ce calcul est difficile et le lecteur intéressé pourra 
se reporter à l’ouvrage de M.L. Mehta [238]. 

Dans la limite N 4 CO, cette fonction est présentée sur la figure 10.5, 
pour les cas GOE et GUE. À énergie nulle, elle présente un pic S qui décrit 
l’autocorrélation d’un niveau d’énergie. Lorsque w -$ O, elle tend vers -1 
puisque la probabilité que deux niveaux soient proches tend vers O et donc 
p(t)p(t - w) + O. Enfin, à grande séparation, les niveaux deviennent décorré- 
lés et K ( w )  tend vers O. Dans le cas GUE, elle s’écrit : 

2 

K(w) = 6 ( s )  - (T) (10.36) 

avec s = w/A. Pour le cas GOE, 

K(w)  = 6 ( s ) - ( % ) 2 - [ l  O0 (--)du] sin(7ru) [;. d (-&-)I sin(7rs) . (10.37) 

De ces expressions, on retiendra en particulier le comportement à grande 
distance w > A, 

(10.38) 

5Pour ces matrices, la densité d’états moyenne est un demi-cercle : 

(10.35) 

pour It1 < JN/X et elle est nulle sinon. La distance entre niveaux varie comme l’inverse de 
p ( t )  et n’est donc pas constante. Par exemple, au milieu du spectre, elle varie comme N - l l 2 .  - 
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Pour une distribution de Poisson, rappelons que K(w) = 6(w) .  La fonction 
de corrélation est nulle sauf à l'origine où le pic 6 exprime l'autocorrélation 
des niveaux. Pour les matrices aléatoires, les corrélations à courte portée sont 
décrites par un << trou de corrélation >> qui est plus important dans le cas GUE 
que dans le cas GOE, ce qui traduit une plus forte rigidité spectrale. 

I " " " " ' I  

ci) O 

FIG. 10.5 ~ Fonction de corrélation à deux points K ( w )  pour le modèle d'Anderson 
en  dimension 3, correspondant à un métal faiblement désordonné (Wlt = 4), sans 
(à gauche) ou avec (à droite) champ magnétique. La ligne continue est le résultat 
pour des matrices aléatoires GOE (à gauche) ou GUE (à droite). La fonction b à 
l'origine n'est pas représentée (O. Braun et G. Montambaux, Phys. Rev. B 52, 13903 
(1 995)). 

O Facteur de forme 

La figure 10.6 donne le comportement du facteur de forme I?(t). Aux 
temps t << TH où 7 H  = 27r/A est le temps de Heisenberg, le facteur de forme 
varie linéairement : 

K ( t )  + a2t/(27r2p) si t << TH (10.39) 

et il sature à la valeur constante A/27r pour t 4 m. Cette constante est 
simplement la transformée de Fourier du pic 6(w) qui décrit l'autocorrélation 
des niveaux. En notant y = At/(27~) et b(y) = 27rI?(t)/A, le facteur de forme 
s'écrit, pour p = 2, { b(y) = y si y < 1 

= 1  s i y > 1  

tandis que pour p = 1, 

b(y) = 2y - y l n ( l +  2y) si y < 1 

= 2 - y 1 n ( E )  s i y >  1 ' 

(10.40) 

(10.41) 
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tl2n 

FIG. 10.6 ~ Facteur de forme K ( t )  pour un métal faiblement désordonné (Wlt = 4), 
sans (à gauche) ou avec (à droite) champ magnétique, obtenu à partir du modèle 
d’Anderson. La ligne continue est le résultat des matrices aléatoires. Pour une dis- 
tribution de Poisson, K ( t )  = 1127~ (O. Braun et G. Montambaux, Phys. Rev. B 52, 
13903 (1 995)). 

0 Rigidité spectrale 

Le spectre des matrices aléatoires est rigide, c’est-à-dire que la fluctua- 
tion (10.9) du nombre de niveaux dans un intervalle d’énergie donné E est 
petite. Elle se calcule à partir des expressions ( l O . l l ) ,  (10.36) et (10.37). 
L’expression exacte de la variance est compliquée. Pour E + 0, elle tend 
asymptotiquement vers un comportement poissonnien E 2 ( E )  + E / A .  Elle se 
simplifie dans la limite de grande énergie E >> A, c’est-à-dire des petits temps 
t < t H .  Dans ce cas, la fonction de corrélation a deux points varie comme 
-1 /w2.  La variance, qui est une intégrale double de cette fonction, varie donc 
logarithniiquement (fig. 10.7). Plus prilcisément, 

avec 

(10.42) 

(10.43) 

où y !Y 0,577 est la constante d’Euler. Ce résultat est une caractérisation 
spectaculaire de la rigidité du spectre des matrices aléatoires. Si on considère 
le spectre de plusieurs matrices aléatoires, la fluctuation du nombre de ces 
niveaux dans un intervalle d’énergie fixé contenant lo6 niveaux n’est que de 3 
ou 4!  

Par ailleurs, on notera ce résultat important que la fluctuation du nombre 
de niveaux varie en gros comme l / P  pour E >> A. Ainsi, lorsque l’invariance 
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C"E) 

I 
1 2 3 1 5 

E 

FIG. 10.7 ~ C 2 ( E )  pour u n  métal faiblement désordonné, avec (points noirs) ou sans 
(points blancs) champ magnétique, obtenu à partir du modèle d'Anderson (W/t = 4). 
Ces résultats sont très bien décrits par la théorie des matrices aléatoires (courbes 
continues pour p = 1 et 2). La ligne droite représente le cas de la distribution de 
Poisson [245]. 

par renversement du sens du temps est brisée, la variance est réduite d'un 
facteur 2 .  

Distribution des écarts entre niveaux 

La distribution P ( s )  des écarts entre niveaux premiers voisins est beau- 
coup plus difficile à obtenir. Dans la limite N 4 03, il se trouve que l'expres- 
sion (10.18) obtenue pour des matrices 2 x 2 est une excellente approximation 
pour les matrices N x N (fig. 10.8). Par exemple, la pente à petit s est 7r /2  
pour les matrices 2 x 2 ,  elle est égale à 7r2/6 pour N t 03. La qualité de cette 
approximation est remarquable. Elle tient au fait que la fonction P ( s )  mesure 
des corrélations à courte portée. La séparation entre niveaux premiers voisins 
est peu sensible à la présence des autres niveaux. 

1 O0 

- P IS1 

FIG. 10.8 - Comparaison entre les distributions P ( s )  pour des matrices aléatoires 
2 x 2 et N x N dans la limite N + oû (M.  Gaudin, Nucl. Phys. 25, 447 (1961)). 
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10.5 Corrélations spectrales en régime diffusif 

La théorie des matrices aléatoires décrit des propriétés universelles, com- 
munes à des systèmes physiques très différents. Elle ne contient aucune in- 
formation sur les échelles d’énergie caractéristiques de chaque système. La 
dimensionnalité d’espace n’y joue aucun rôle, alors que nous avons vu au cha- 
pitre 7 que dans un métal elle conditionne de façon essentielle les propriétés 
de transport. 

Cherchons donc comment décrire les corrélations spectrales d’un système 
électronique désordonné. Pour cela, une description microscopique s’avère né- 
cessaire. En effet, l’hamiltonien d’Anderson (2.44) a une structure très diffé- 
rente de celle d’une matrice aléatoire. I1 a beaucoup d’éléments de matrice 
nuls. Seuls les termes diagonaux sont aléatoires, les termes non-diagonaux 
étant constants. Par ailleurs, nous avons vu qu’à l’approximation de diffusion, 
il existe une autre échelle d’énergie, l’énergie de Thouless (5 .35)  qui n’appa- 
raît pas pour les matrices aléatoires. On peut donc s’attendre à ce que les 
corrélations spectrales présentent des déviations au comportement universel 
décrit par les matrices aléatoires. 

Voyons d’abord qualitativement quelle peut être l’origine de ces dévia- 
tions. Un hamiltonien aléatoire est ergodique au sens où les fonctions d’onde 
correspondantes couvrent uniformément l’espace des phases et n’ont pas de 
structure interne. Ça n’est certainement pas le cas pour un métal, si on consi- 
dère l’évolution d’un paquet d’onde électronique aux petits temps (c’est-à-dire 
aux grandes énergies). Dans cette limite, un électron qui diffuse n’a pas eu le 
temps d’explorer tout l’espace (fig. 10.9). Plus précisément, pour des temps t 
petits devant le temps caractéristique TO = L 2 / D ,  les corrélations spatiales 
ne peuvent s’étendre sur tout l’échantillon mais seulement sur une taille de 
l’ordre de m. Cela correspond à des énergies E grandes devant l’énergie 
de Thouless, E > E,. Les corrélations spatiales s’étendent sur une échelle 
L E  = JtiD/E << L.  À cette échelle d’énergie, le système de dimensionnalité 

t <  ZD t >  ZD 

FIG. 10.9 - Description schématique de la diffusion aux petits temps (régime di f -  
fus i f )  et aux grands temps (régime ergodique). A u x  petits temps t < TO, le système 
peut être scandé en  parties indépendantes non corrélées. 
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d peut être vu comme un ensemble de ( L / L E ) ~  sous systèmes décorrélés et 
donc indépendants (fig. 10.9). Par conséquent, la variance C 2 ( E )  est la somme 
des contributions de ces parties indépendantes. On en déduit ainsi que 

Cet argument heuristique semble indiquer que les corrélations spectrales dans 
un métal dhsordonné sont une signature de la diffusion électronique [246]. 
La description du spectre par la théorie des matrices aléatoires serait donc 
limitée aux énergies inférieures à l’énergie de Thouless. C’est ce que montre la 
figure 10.10 où on constate effectivement qu’au-delà d’une certaine énergie, la 
variance présente des déviations au comportement logarithmique (10.42) des 
matrices aléatoires. 

Nous allons calculer explicitement cette variance dans un métal désor- 
donné, à partir de la fonction de corrélation à deux points de la densité d’états. 

0.0 I 
O 10 20 

EIA 
FIG. 10.10 ~ Variance de la fluctuation du nombre de niveaux dans un intervalle 
de largeur E pour le modèle d’Anderson et pour différentes valeurs du paramètre 
de désordre W .  Lorsque W augmente, la déviation au comportement e matrices 
aléatoires s (courbe inférieure en  trait continu) apparait pour des énergies de plus 
en  plus petites. Ce  résultat permet de mettre en  évidence qualitativement l’énergie 
de Thouless E, et de montrer qu’elle décroit lorsque W augmente. 

10.5.1 Fonction de corrélation à deux points 

D’après la relation (3.30)’ la densité d’états s’écrit 

P ( E )  = 2.Ii-R 1 dr [GR(r ,  T ,  E )  - G A ( î ,  T ,  E ) ]  (10.45) 
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Ainsi la fonction de corrélation (10.4) de la densité d’états s’exprime en fonc- 
tion du corrélateiir K ( r ,  r ’ , w )  des fonctions de Green défini par (4.181) 

K ( w )  = - A2 1 drdr’ReK(r,  r’, w) . (10.46) 

La fonction K(r,r’ ,w)  est à longue portée ’. Elle est la somme de deux 
termes, l’un (4.190) est lié au diffuson et l’autre (4.192) est lié au cooperon 
(fig. 4.27.d). On obtient 

2T2 

~~ ~ ~ 

Rappelons que Pd(r, r’, w) et Pc(r,  r’, w) sont de la forme (5.3). En utilisant 
le fait que les fonctions propres &(r) sont normées, l’intégrale de K ( r ,  r’, w )  
sur r et r’ donne deux contributions [246] de la forme 

-Re A2 1 
271-2 (-iw + ELd+ ’ (10.48) 

où les énergies sont les valeurs propres respectives du diffuson et du co- 
operon. I1 est intéressant de comparer cette expression à celle de la probabilité 
intégrée de retour à l’origine Z ( t )  qui contient deux contributions Z d  et Z, 
associées au diffuson et au cooperon et données par (5.5). Leur transformée 
de Fourier Z ( w )  = som Z(t)eiwtdt s’écrit 

ce qui permet d’exprimer K ( w )  en fonction de Z ( w )  = Zd(w) + Zc(w) 
A2 d 

K ( w )  = -Im-Z(w) . 
2 9  dw 

On en déduit, par transformée de Fourier, le facteur de forme [247] 

(10.49) 

(10.50) 

(10.51) 

6La contribution des termes GRGR et GAGA est négligeable. Voir pour cela la sec- 
tion C4.5.1 et la relation (4.206). Par définition (4.181) de la fonction de corrélation K ( w ) ,  
Po ne contribue pas. 

711 existe une autre contribution à la fonction de corrélation K ( w )  qui provient de la 
fonction K ( ’ ) ( r ,  d , w )  calculée dans le complément C4.4. Celle-ci est à courte portée et elle 
donne une contribution négligeable à K ( w )  (exercice 10.5). 

rappelle que Z ( t )  est nulle pour t < O. 
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et pour la variance C2(E) déduite de (10.13) 

( 10.52) 

avec Z ( t )  = P ( r , r ,  t)dr et P = Pd + P,. Le facteur de forme k(t) est 
simplement proportionnel à la probabilité intégrée de retour à l’origine Z (  ]ti). 
Le facteur multiplicatif It1 peut se comprendre qualitativement de la façon 
suivante. Les deux trajectoires de la figure 4.27.d dont le produit contribue 
au facteur de forme, ont des points de départ différents mais suivent la même 
séquence d’évènements de collisions. Pour cette séquence, qui est parcourue 
pendant un temps t ,  les deux points d’origine peuvent être choisis arbitrai- 
rement l’un par rapport à l’autre. L’intégration sur r et r’ produit donc un 
élément de volume proportionnel à la longueur v ~ l t l  de la séquence, d’où le 
facteur It1 dans la relation (10.51). Cette relation permet ainsi de relier les 
propriétés spectrales d’un système désordonné aux propriétés de la diffusion 
classique. On l’a établie dans le cas de l’équation de Schrodinger niais elle 
se généralise à l’équation d’onde scalaire de Helmholtz. Une relation de ce 
type a également été établie dans le contexte du comportement quantique des 
systèmes classiquement chaotiques [248]. 

Si la cohérence de phase n’est pas préservée [246], il faut introduire un 
temps de coupure rr = l / y  et remplacer Z ( t )  par Z(t)eëYt  (voir chap. 6) de 
sorte que la fonction de corrélation K ( w )  est alors donnée par la somme des 
deux termes : 

(10.53) 

Le calcul diagrammatique est limité aux échelles d’énergie w grandes devant 
la distance A entre niveaux [249]. La relation (10.53) n’a donc de sens que si 
w > A ou y > A. 

a2 1 
-Re 
27r2 (-iw + y + ETLqz 

Exercice 10.4 : Calcul de la fonction de corrélation en représentation 
d’impulsion 

Dans cette représentation, la fonction de corrélation a la structure presentée sur la 
figure 10.11 : en négligeant la dépendance en q dans les fonctions de Green, les deux 
boîtes sont identiques et la fonction de corrélation s’écrit : 

où f 2 > l  décrit la contribution des trois fonctions de Green moyennes à chaque ex- 
trémité et est donnée par les relations (3.106, 3.107). En remplaçant f2 , l  par son 
expression (table 3.7) et le facteur de structure par la probabilité P d  (relation 4.37), 
on obtient : 

A2 
K ( w )  1 -R e x  pd(q,w) , 

2 r 2  * 
expression à laquelle il faut rajouter la contribution des cooperons. On retrouve 
ainsi (10.48) dans le cas particulier où les valeurs propres sont indexées par le vecteur 
d’onde q. 
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:+ r' 

FIG. 10.11 - Représentation diagrammatique de  la fonction de corrélation K dans 
l'espace des impulsions et dans l'espace réel. 

Exercice 10.5 : Montrer que, dans le régime diffusif, le diagramme de la figure 10.12 
est négligeable. 

Ce diagramme décrit la contribution à un diffuson (diagramme K ( l )  de la fig. 4.27.c) 
à la fonction de corrélation (4.193). On a, d'après les relations (10.46) et (4.193), 

K(')(w) z - / drdr'Re K(')(T,T',u) 
2x2 

- -poR d R g 2 ( R )  Re [ p d ( ~ , T , w )  +Pc(T,T,w)] (10.54) 
A2 7r / - 

avec R = T - T'. Puisque d R g 2 ( R )  = . r , / ( r p ~ ) ,  on obtient 

A2 
7r2 

K ( ' ) ( w )  = -7,RRe [ P ~ ( T , T , w )  + PC(r , r ,w) ]  

= -T,ReZ(w) A2 (10.55) 
7r2 

en posant Z(w)  = Zd(w) + Zc(w).  Finalement, en rajoutant la contribution princi- 
pale (10.50), on obtient : 

(10.56) 

Le second terme est plus petit que le premier dans un rapport W T ~  

négligeable dans la limite diffusive. 
1. I1 est donc 

FIG. 10.12 - Contribution K(')(w) du diagramme à un difiuson à la fonction de 
corrélation K(w), dans l'espace réel et dans l'espace réciproque. 
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10.5.2 La limite ergodique 

Pour un conducteur de volume Ld isolé et dans la limite où la diffusion 
est uniforme, c’est-à-dire pour des temps supérieurs au temps de diffusion 

= L 2 / D ,  l’exploration de l’espace est uniforme, c’est-à-dire que la proba- 
bilité de retour ne dépend plus du temps ni de la position du point de départ 
(section 5.5.3). Dans cette limite, appelée aussi régime ergodique, seul le mode 
zéro contribue à la probabilité de retour qui est donc indépendante du temps. 
En présence d’un champ magnétique suffisamment fort le cooperon est nul et 
seul le diffuson contribue de telle sorte que Z ( t )  = Zd(t) = 1. Par contre. en 
l’absence de champ la probabilité est doublée à cause de la contribution du 
mode zéro du cooperon et Z ( t )  = 2. La probabilité Z ( t )  peut donc s’écrire 
généralement sous la forme : 

(10.57) 
2 

Z ( t )  = - 
P 

où P = 1 s’il y a invariance par renversement du sens du temps (cas GOE) 
et /3 = 2 si cette invariance est mise en défaut (cas GUE). Par conséquent, 
d’après (10.51)’ le facteur de forme dans la limite ergodique s’écrit : 

(10.58) 

On retrouve ainsi, dans la limite 70 << t < 7-H où 7 H  = 27r/A est le temps de 
Heisenberg, le comportement du facteur de forme des matrices aléatoires. La 
réduction d’un facteur 2 entre les cas GOE et GUE résulte de la disparition du 
cooperon lorsque l’invariance par renversement du sens du temps est brisée. 
Comme on l’a rappelé dans la section précédente, le calcul perturbatif ne 
décrit pas les échelles d’énergie w 5 A c’est-à-dire les temps t 2 t H .  Ce calcul 
n’a donc de sens que s’il existe une coupure T~ = i/r, liée à des processus de 
déphasage. On remplacera alors Z ( t )  par Z(t)eëYt  et (10.53) par 

La variance C 2 ( E )  se déduit de (10.13). On obtient : 

(10.59) 

(10.60) 

En l’absence de déphasage, la seule énergie de coupure est la distance A entre 
niveaux. La relation (10.60) reproduit bien le résultat (10.42) des matrices 
aléatoires, à condition de choisir y c( A. 
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FIG. 10.13 ~ Comportement du facteur de forme K ( t ) .  O n  distingue quatre régimes. 
Pour t > TH, le facteur de forme sature à une valeur proche de 1 (voir fig. 10.6). 
Pour TD < t < TH, on  observe un comportement universel correspondant ici  au cas 
GUE. Pour re < t < TD, le comportement est non  universel et correspond au régime 
diffusif [246]. Dans cette limite, K ( t )  varie comme t 1 - d / 2 .  La région t < re, non  
représentée ici, est celle du régime balistique. 

10.5.3 
Pour des énergies supérieures à E,, c'est-à-dire pour les temps inférieurs 

à TD, la diffusion est libre, c'est-à-dire que les bords ne jouent pas de rôle '. 
La probabilité de retour pour la diffusion libre (5.22) dépend de la dimension- 
naIité d et Z ( t )  = zd + Z, = $zd est donnée par la relation (5.23) 

La limite de diffusion libre 

2 R  
/3 ( 4 ~ D t ) ~ l ~  

Z ( t )  = - 

De (10.51), on déduit le facteur de forme 

(10.61) 

(10.62) 

représenté sur la figure 10.13 pour les différents régimes de temps. De l'ex- 
pression (10.13) et en utilisant (15.75), on déduit la variance C2(E)  

(10.63) 

avec c i1  = d 2d-17r1+d/21'(d/2)sin7rd/4 et en particulier, c1 = a/7r2, c2 = 

1/47r2 et cg = fi/67r3. Par dérivation de cette expression et à l'aide de (10.12), 

gOn suppose toujours que t > re afin de rester dans le régime diffusif. Pour la description 
du régime balistique t < T ~ ,  consulter la référence [250]. 
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FIG. 10.14 ~ Variance C 2 ( E )  pour u n  conducteur faiblement désordonné décrit par 
le modèle d’Anderson et comportant 20 x 20 x 20 sites avec E, F 2,5A. Cette figure 
montre le passage entre le régime ergodique universel décrit par les matrices aléa- 
toires (ligne pointillée) et le régame diffusif en  E312 (cercles pleins). Les déviations 
au régime universel apparaissent pour E = E,. Le changement de régime est bien 
décrit par la somme discrète (10.48) sur les modes de diffusion (ligne pleine). 

ou à partir des relations (10.50) et (5.25), on obtient pour la fonction de 
corrélation K ( w )  : 

(10.64) 

dont on déduit que K ( w )  change de signe et s’annule pour d = 2. De plus, 
on voit que dans le régime diffusif la variance est beaucoup plus grande que 
dans le régime ergodique qui est celui des matrices aléatoires. Cette perte de 
rigidité, au-delà de l’énergie de Thouless, confirme l’argument simple et la 
relation (10.44) donnés dans l’introduction de la section 10.5. 

Pour la variance C 2 ( E ) ,  la transition entre le régime ergodique univer- 
sel (10.60) et le régime diffusif (10.63) est décrite au moyen de la somme 
discrète sur les modes de diffusion. À partir de (10.53) et ( l O . l l ) ,  on obtient 

(10.65) 

Dans cette relation, la prise en compte des modes de vecteur d’onde qz = 
27rn,/ L (obtenus pour des conditions aux limites périodiques) fait apparaîtrc 
naturellement l’énergie E, = D / L 2 .  La figure 10.14 montre le passage du 
régime ergodique au régimc diffusif. 
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K-- ergodique difi libre + balisrique + 
I I I I 

I ’ E  
O A E, ”re E, 
k+ quonrique opproximarion du diffuson 

FIG. 10.15 - Échelles d’énergie caractéristiques correspondant aux différents com- 
portements des corrélations spectrales. 

En conclusion, on voit que les corrélations spectrales sont une signature 
directe de la dynamique classique des électrons (fig. 10.15). L’intervalle de 
temps re 5 t 5 TD correspond au régime diffusif libre où la probabilité de 
retour dépend de la dimensionnalité d’espace d. Ce comportement est reflété 
par la dépendance en loi de puissance de la rigidité spectrale pour l’intervalle 
d’énergie correspondant E, 5 E 5 l/re. Les temps t 2 TO, c’est-à-dire les 
énergies E 5 E,, correspondent au régime universel pour lequel l’explora- 
tion de l’espace est ergodique. C’est le régime universel décrit par la théorie 
des matrices aléatoires. L’approximation du diffuson, pour laquelle les correc- 
tions quantiques peuvent être négligées (voir p. 142) reste toutefois limitée 
aux temps inférieurs au temps de Heisenberg. Elle ne décrit pas les corréla- 
tions spectrales pour des énergies inférieures à A, ce que permet la théorie 
des matrices aléatoires ou la méthode supersymétrique décrite dans les réfé- 
rences [242-2441. Enfin, pour les temps t 5 rer l’approximation du diffuson est 
valide mais elle correspond au régime balistique et ne peut donc être décrite au 
moyen de l’équation de diffusion [250]. Dans ce régime la probabilité de retour 
devient très petite et les fluctuations spectrales pour E 2 l/re deviennent très 
grandes. 
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Complément C10.1 La transition GOE-GUE 
Nous avons étudié les deux cas limites correspondant respectivement à 

la symétrie GOE ( p  = 1) et GUE (/3 = 2). Dans le cadre de la théorie des 
matrices aléatoires, on peut aussi décrire la transition entre ces deux symétries. 
Pour cela, on reprend l’analyse de la référence [251] et on définit un ensemble 
de matrices de la forme 

‘Ft = X ( S )  + ia’Ft(A) (10.66) 

où ‘Ft(S) et K ( A )  sont des matrices aléatoires symétriques ct antisymétriques 
de dimension - N et dont les éléments ont une distribution gaussienne de va- 
riance v2 (htJ = 2i2 pour i # j et h:% = 2v2) lo. La valeur a = O correspond au 
cas orthogonal, tandis que a = 1 décrit le cas unitaire. En augmentant cy, les 
corrélations passent progressivement du cas GOE au cas GUE. Ce passage est 
piloté par le seul paramètre A = 3 où A est la distance moyenne entre ni- 
veaux. Pour des matrices aléatoires gaussiennes, A dépend de la position dans 
le spectre puisque la densité d’ktats est un demi-cercle (voir note 5, page 410). 
Par exemple au milieu du spectre, A = ~v/m, de sorte que le paramètre A 
qui pilote la transition est A = N a 2 / r .  Donc plus les matrices sont grandes, 
plus la transition est rapide. On ne donne pas ici l’expression complète du 
facteur de forme [251] mais dans la limite t << 7 H ,  il est kgal à 

- 

(10.67) 

qui interpole entre les ensembles GOE et GUE. 
Une réalisation physique de cette transition est celle d’un anneau métal- 

lique traversé par un flux Aharonov-Bohm. On a montré dans la section 6.4.1 
que la probabilité intégrée de retour à l’origine Z ( t )  est donnée, lorsque 
70 << t << TH et à petit flux, par (6.61) 

De la relation (10.51), on déduit pour le facteur de forme 

(10.69) 

Ainsi, l’effet d’un flux magnétique sur un conducteur dans le régime ergodique 
est correctement décrit par la transition GOE-GUE des matrices aléatoires, 
moyennant la correspondance 

E N 2  - + 4T- 
N a 2  

T A 
( 10.70) 

“La variance 2i2 est reliée au paramètre X défini dans la section 10.4.2 par w 2  = 1/(4X). 
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Cette correspondance montre que l’énergie de Thouless qui mesure la corréla- 
tion des niveaux d’énergie est reliée à la taille N des matrices aléatoires et que 
le flux Aharonov-Bohm joue le rôle du paramètre cy de brisure de symétrie par 
renversement du sens du temps. Les fonctions de corrélation spectrales sont 
des fonctions universelles du paramètre sans dimension %p2 [245,252]. 



Chapitre 11 

Fluctuations universelles 
de conductance 

Dans ce chapitre, on rétablit fi et on dénote par la lettre s la dégénérescence 
de spin. O n  prendra pour la constante de Boltzmann k B  = 1. 

11.1 Introduction 

Dans le régime de diffusion multiple, les effets cohérents liés au cooperon 
modifient la valeur moyenne de la conductivité électrique (chap. 7) et celle 
de l’albédo d’un milieu diffusant la lumière (chap. 8). De même, certaines 
fonctions de corrélation (de la densité d’états et de l’intensité) sont affectées 
par ces effets cohérents. On voudrait maintenant s’intéresser aux moments 
d’ordres supérieurs de ces quantités physiques en commençant ici par l’étude 
des fluctuations de la conductance électrique d’un métal. 

Dans le régime de diffusion multiple élastique, la cohérence de phase est 
maintenue pour chaque réalisation du désordre et donne lieu, en optique, à des 
figures de tavelures (speckle). L’analyse de ces figures met en évidence l’exis- 
tence de fluctuations liées à la cohérence de phase qui présentent des com- 
portements nouveaux et inattendus. Leur étude sera l’objet du chapitre 12. 
De même, dans un système électronique, la conductance dépend de la confi- 
guration de désordre et en représente une signature unique, une << empreinte 
digitale >>. D’un échantillon à l’autre, ou simplement en faisant varier un para- 
mètre comme le champ magnétique, la conductance présente des fluctuations 
caractéristiques de cette cohérence de phase et dont l’étude est l’objet ce cha- 
pitre. 

Afin de situer le problème, considérons un ensemble statistique de conduc- 
teurs de taille L >> 1, et de conductance G. On note G la conductance moyenne 
et on définit la variance %?? par 6G2 = G2 -E2. En supposant que la conduc- 
tance est déterminée par la configuration des impuretés à l’échelle du libre 

- -  
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parcours moyen élastique l e ,  chaque conducteur peut être considéré comme la 
juxtaposition de N = ( L / Q d  sous-systèmes indépendants. Par conséquent, on 
pourrait s’attendre à ce que les fluctuations relatives de conductance m / c  
soient de l’ordre de 1 / m  et varient donc comme 

(11.1) 

La conductance moyenne G étant donnée par la loi d’Ohm 
(voir 7.138), on en déduit pour la variance 

= aoLd-2 

570: Ld-4 . (11.2) 

Ces fluctuations devraient donc en principe dépendre de l’amplitude du 
désordre, c’est-à-dire de 1, et, pour d 5 3, disparaître dans la limite ma- 
croscopique L + 03. 

Or, c’est un tout autre comportement qui est observé expérimentalement. 
Pour un conducteur où la cohérence de phase est préservée, c’est-à-dire dans 
le régime mésoscopique pour lequel L < L4, les fluctuations autour de la va- 
leur moyenne présentent la caractéristique remarquable de ne pas dépendre du 
libre parcours moyen l e ,  c’est-à-dire de l’amplitude du désordre, mais seule- 
ment des caractéristiques géométriques du conducteur : on dit que les j l uc -  
t ua t ions  de conductance son t  universelles [253-2581. 

Ce comportement apparaît sur la figure 11.1 qui présente des mesures de 
la conductance G en fonction d’un champ magnétique appliqué pour trois 
échantillons de natures très différentes et dont les conductances moyennes dif- 
fèrent de plusieurs ordres de grandeur. L’amplitude des fluctuations observées 
reste comparable, elle est indépendante du désordre et de l’ordre de : 

(11.3) 

FIG. 11.1 ~ Variations apériodiques de la magnétoconductance de trois systèmes dif- 
férents. a )  anneau d’or, b )  échantillon de S i -MOSFET,  et c) résultat de simulations 
numériques sur le modèle d’Anderson. La conductance varie de plusieurs ordres de 
grandeur d’un système à l’autre mais les fluctuations restent de 1 ’ordre de e 2 / h  [258]. 
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Les variations apériodiques mesurées en fonction du champ magnétique sur la 
figure 11.1 sont reproductibles. Elles sont la signature de la modification par le 
champ magnétique des interférences entre trajectoires de diffusion multiple. 
D’autres paramètres, comme l’énergie de Fermi, peuvent aussi modifier la 
figure d’interférence (section 11.4). 

Afin de décrire ces résultats, il faut caractériser la conductance, non pas 
uniquement par sa moyenne mais aussi par sa distribution, et plus particulière- 
ment par sa variance 6G2, où la moyenne est effectuée sur les configurations de 
désordre. On vérifie l’hypothèse ergodique (fig. 11.2) selon laquelle la moyenne 
de configuration est la même que celle obtenue en faisant varier un paramètre 
physique comme l’énergie de Fermi ou le champ magnétique. 

SAMPLE NUMBER Y M M t E  FIELD 

FIG. 11.2 - Dépendance des fluctuations de conductance en  fonction de différents 
paramètres : a) configurations de désordre, b)  champ magnétique appliqué, c) énergie 
de Fermi. Ces différentes dépendances justifient l’hypothèse ergodique selon laquelle 
une variation du champ magnétique ou de l’énergie de Fermi équivaut à un change- 
ment  de réalisation du potentiel de désordre f2581. 

Le but de ce chapitre est de comprendre l’origine de l’universalité de ces 
fluctuations. Une façon heuristique de la concevoir consiste à exprimer la 
conductance moyenne adimensionnée g = G/(e2/h)  d’un système fini comme 
le rapport de l’énergie de Thouless E, et de l’espacement moyen A entre 
niveaux d’énergie (relation 7.25)’ c’est-à-dire comme le nombre de niveaux 
dans une tranche d’énergie E, : 

où la moyenne ( . . . ) sur le spectre des niveaux d’énergie a été définie dans 
la section 10.2. Cette expression n’a été en principe établie que pour la 
conductance moyenne. Supposons néanmoins qu’elle puisse être généralisée 
à la conductance considérée comme variable aléatoire, alors sa fluctuation bg2 
est directement reliée à la fluctuation C2(E,) du nombre de niveaux d’énergie 
dans une tranche de largeur E, donnée par (10.9). Or, nous avons vu que le 
phénomène de rigidité spectrale se traduit par une fluctuation (10.42) extrê- 
mement faible du nombre de niveaux dans une tranche d’énergie donnée, et 
donc - 

(11.5) E, 
A 692 O; C2(Ec) c( in(-) e 1 , 
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c’est-à-dire une variance de la conductance de l’ordre de l’unité. Cet argument 
est très qualitatif et doit être considéré avec précaution. En effet, les fluctua- 
tions ne sont universelles que si l’échantillon est parfaitement connecté aux 
réservoirs de mesure, alors que la fluctuation C 2 ( E )  du nombre de niveaux 
est définie pour un système isolé. 

Afin d’obtenir les fluctuations de la conductance à partir de la formule de 
Kubo (7.2) pour la conductivité, il faudra évaluer des termes de la forme : 

GR(r,r’)“(r’,~)G“~”,r”’)GA(r”’,r’’) (11.6) 

avec des opérateurs gradient que l’on n’explicite pas pour l’instant. Comme 
pour le calcul de la probabilité (section 4.4), la moyenne sur le désordre 
conduit à ne garder dans ce produit que les processus pour lesquels les tra- 
jectoires de diffusion multiple sont appariées deux à deux. En effet, des tra- 
jectoires non appariées ont des longueurs qui diffèrent de plus de I ,  et, dans 
la limite kl ,  >> 1 de faible désordre, le déphasage entre les amplitudes corres- 
pondantes est grand de telle sorte que leur contribution se moyenne à zéro. 

Mais contraircment à la probabilité où il n’y a que deux trajectoires à ap- 
parier, on cherche maintenant les appariements de quatre trajectoires. Ces ap- 
pariements permettent de construire deux diffusons (ou deux cooperons) reliés 
aux points r ,  r’, r”, r”’ par l’intermédiaire de fonctions de Green moyennes. 
On voit ainsi apparaître des diagrammes constitués de fonctions à longue 
portée, les diffusons ou les cooperons, reliés aux différents points r par des 
fonctions à courte portée ’, de l’ordre de I,. Deux contractions sont alors 
possibles (fig. 11.3) : 

0 T 2 r’,r’’ 2 r’”, (diagramme 11.3.a). Ce diagramme a la même struc- 
ture que celui décrivant les fluctuations de densité d’états (fig. 10.11). 

O r = T’’ ,Y’  = r”’, (diagramme 11.3.b). 

On montrera que c’est le comportement à longue portée des diffusons (ou 
des cooperons) qui est à l’origine du comportement inhabituel des fluctuations. 

11.2 Fluctuations de conductivité 
Le calcul de la variance de la conductivité à partir de la formule de Kubo 

s’effectue selon la même méthode que celui de la correction de localisation 

‘Ce raisonnement n’a de sens que pour des collisions isotropes. Comme pour la conducti- 
vité moyenne, ce sont les vertex de courant qui imposent l’absence de diffusons directement 
attachés aux points T ,  T ’ ,  T” ,  T”’. Pour des collisions anisotropes, il faut suivre une procé- 
dure similaire à celle employée pour le calcul de la conductivité moyenne (voir les complé- 
ments C7.4 et C1l.l ainsi que la section 7.2.3), à savoir <( habiller )) les vertex de courant par 
des diffusons. On voit alors apparaître des diagrammes plus complexes avec des diffusons 
reliés directement aux points T ,  T ’ ,  T ” ,  T”‘, comme celui présenté sur la figure 11.3.c. C’est 
la présence des vertex de courant qui fait que ces diagrammes ne contribuent pas pour des 
collisions isotropes. 
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r r"' 

r r' 
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FIG. 11.3 ~ Appariements possibles de deux conductivités au moyen de diffusons. 
O n  fait  apparaître deux contributions de natures différentes. Chacune est constituée 
de deux diffusons (ou cooperons) reliés par des (( boztes >) constituées de fonctions 
à courte portée, de l'ordre de 1,. Ces boîtes devront être éventuellement habillées 
par des lignes d'impureté supplémentaires. Les symboles N indiquent les vertex de 
courant associés à la conductivité. Le diagramme (c) pour lequel des diffusons sont 
directement reliés aux vertex de courant s'annule pour le cas de collisions isotropes. 

faible ou des fluctuations spectrales (chaps. 7 et 10). On considère le cas le plus 
général des fluctuations des composantes gap,  non nécessairement diagonales, 
de la conductivité. On se restreindra cependant au cas où les collisions sur les 
impuretés sont isotropes, c'est-à-dire que les libres parcours moyen élastique 
et de transport sont égaux. Le cas des collisions anisotropes est discuté dans 
le complément C11.1. On note aaa(c) la partie réelle et statique (w = O) 
de la conductivité à l'énergie de Fermi notée E .  On s'intéresse à la fonction 
de corrélation Saap(~)6a,6 ( E ' )  où les deux conductivités correspondent à des 
énergies de Fermi différentes E et E' '. 

21nsistons sur le fait que l'argument de la conductivité n'est pas la fréquence de mesure, 
comme dans la définition (7.1), mais l'énergie de Fermi. 
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0 Utilisation de la relation d’Einstein 

La relation d‘Einstein (7.14) relie la conductivité a0 à la constante de 
diffusion D. Supposons qu’il soit possible de généraliser cette relation à la 
variable aléatoire a,p ( E ) ,  c’est-à-dire d’écrire 

o,p(~) = se2p(r)D,p . (11.7) 

Alors le produit 6aap(~)6ar6(t’), où 6a = a - 5 ,  contient a priori deux contri- 
butions liées, d’une part, aux fluctuations de la densité d’états p et, d’autre 
part, aux fluctuations du coefficient de diffusion Dao soit 

Sa,pSa,6 = ?e4( D,~J Dr6 ~ P ( E ) ~ P ( E ’ )  + dD,,(t)SD+(t’) p i )  (11.8) 

avec Da, = D6,p où D est la constante de diffusion moyenne supposée iso- 
trope définie par la relation (4.35) et où po = 7 est la densité d’états moyenne. 
On a donc 

- 

On peut ainsi interpréter les fluctuations de conductivité comme provenant, 
d’une part, des fluctuations de la densité d’états et, d’autre part, des fluctua- 
tions de la constante de diffusion. La première contribution ne subsiste que 
pour les composantes diagonales de la conductivité ((Y = ,O, y = 6). Cette 
séparation des fluctuations de conductivité en deux contributions d’origines 
différentes va apparaître dans leur calcul explicite. 

0 Calcul à partir de la formule de Kubo 

en explicitant la partie réelle du produit GRGA, 
La conductivité (7.4) prise à fréquence nulle et avant de moyenner s’écrit, 

(11.10) 

On en déduit la fonction de corrélation 6a,p6ar6 = a,Ba,b - Tap  Tr6 : 

3Cette écriture suppose que les fluctuations du coefficient de diffusion et celles de la 
densité d’états ne sont pas corrélées. Ceci est démontré dans l’exercice 11.3. 
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où la valeur moyenne Zc ne fait intervenir que des diagrammes non facto- 
risables (c’est-à-dire sans le produit des valeurs moyennes). Ces diagrammes 
sont représentés sur la figure 11.4 et correspondent aux constructions de la 
figure 11.3, mais dans l’espace réciproque. 

FIG. 11.4 ~ Contributions à la fluctuation de conductivité  SU,&,^. Dans cette 
représentation, les symboles - représentent les vertex de courant portant une impul- 
sion k,. Il existe un diagramme équivalent au diagramme (a)  dans lequel on permute 
les fonctions de Green GR (traits pleins) et GA (tirets). Les diagrammes représentés 
font  antervenir deux diffusons. E n  permutant IC” et  IC”’, on  construit des diagrammes 
similaires avec deux cooperons. 

Les deux diagrammes de la figure 11.4 sont de nature différente. 11.4.a 
décrit les fluctuations de densité d’états tandis que 11.4.b décrit celles du 
coefficient de diffusion [257]. 

11.2.1 Fluctuations reliées à la densité d’états 

Considérons d’abord le diagramme 11.4.a. Dans les deux boîtes, il ap- 
paraît des fonctions de Green moyennes de la forme G e ( k , k ’ )  = Gt(k)bkk f .  
Par conséquent, en omettant pour l‘instant les vertex dc courant, il reste 
dans (1 1.11) un terme de la forme 

-R2 1, -A 1 GP(k)Gf-i(k - q)Gf’(k)I‘:-,,(q)G,, ( k  )Ge (k” + q)G$(k”) (11.12) 
le, k” ,q 

qui correspond à la figure 11.5 sur laquelle sont représentées l’énergie et l’im- 
pulsion associées à chaque fonction de Green. re-,, est le facteur de structure 
associé au diffuson. À l’approximation de diffusion (section 4.5); on néglige 
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FIG. 11.5 
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~ Diagrammme de fluctuation de conductance où sont représentées l’im- 
’énergie associées à chaque fonction de Green. 

nctions de Green moyennes la dépendance en q,  ainsi que la diffé- 
rence d’énergie E - E‘. 

L’expression (11.12) se factorise alors comme le produit d’une contribution 
de longue portée liée aux deux diffusons et de deux contributions identiques 
de courte portée décrites par les boîtes. On obtient ainsi : 

(11.13) 

Cette factorisation n’a de sens que dans le régime diffusif, pour lequel les 
variations spatiales rapides des fonctions de Green moyennes sont découplées 
des variations lentes des diffusons. Par ailleurs, en habillant chaque boîte 
par une ligne d’impureté supplémentaire, on engendre des contributions du 
même ordre (section C4.2.1). I1 existe ainsi a prior2 deux autres contributions 
représentées sur la figure 11.6. 

E’ O 

FIG. 11.6 - Les boites du diagramme (a)  de la figure 11.4 peuvent a priori être 
habillées par une ou plusieurs lignes d’impuretés supplémentaires. Le troisième dia- 
gramme est nu1 car la ligne d’impureté coupe deux vextex de courant (exercice 11.1). 

I1 reste à dénombrer les diagrammes de la forme 11.4.a. Rappelons d’abord 
que l’intégration angulaire sur les vecteurs d’onde conduit à remplacer les 
termes de la forme k,kg par la moyenne - f b a p  (voir chap. 7). Ainsi les termes 
non nuls sont ceux pour lesquels CI = p et y = S. Dans l’expression (11.11)’ 
le produit des vecteurs d’onde est alors égal à 4(/~; /d)~ b,p6,6. De plus, la 
somme du diagramme 11.4.a et de son complexe conjugué revient à prendre 
deux fois sa partie réelle. La contribution à la fluctuation de conductivité 

I C 2  
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s’écrit donc : 

La quantité H’ est la somme des termes de la figure 11.6, à laquelle ne contri- 
buent que H ( A )  et donnés par les tables (3.7) et (3.8) : 

(11.15) 
1 2 1  

Ye h3 
‘ k  

et 

Ainsi : 

(11.17) 
H A )  - 27rp07,3 fi’ = H ( 4  + H ( B )  = - - ___ 

2 h3 
. 

Finalement, en insérant (1 1.17) dans (1 1.14), on obtient : 

De la relation (4.88) entre ru(y) et P d ( y , w ) ,  

(1 1.19) 

on déduit : 

où w = t - e’ est la différencc des énergics de Fermi (et non pas la fréquence de 
mesure de la conductivité, qui ici est nulle puisqu’il s’agit de la conductivité 
statique). Cette relation peut s’exprimer simplenient à partir de la fonction 
de corrélation (10.48) dt: la densit6 d’états. En utilisant la formule d’Ein- 
stein (7.14)‘ go = se2Dpo, ainsi que la relation (10.5) ApoR = 1, on obtient 

(1 1.21) ( a )  
b u / S ( € ) b O 7 6 ( 4  = 0; &@&5 K(f - e’) . 

4Dans le calcul de ces diagrammes, les dépendances en t et e’ peuvent être négligées dans 
la limite It-t’l-r, << 1. On utilise les expressions données dans la table 3.7 en rétablissant fi. 
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Ce résultat correspond au premier terme de la relation (11.9) et la justifie 
a posteriori. 

Le diagramme 11.4.a est constitué de deux diffusons. En permutant les 
variables k” et k“’, on construit des diagrammes identiques mais où les dif- 
fusons sont remplacés par des cooperons, avec le facteur de structure I?’ (re- 
lation 4.43). En substituant les probabilités Pd et P, correspondantes 5, on 
obtient finalement : 

L I 
(11.22) 

avec w = E - E‘. 

Exercice 11.1 : Montrer que le troisième diagramme de la figure 11.6 est nul. 

Ce diagramme est égal à 

(11.23) 

En sommant sur les vecteurs d’onde, on fait apparaître la nioyenne angulaire du 
produit ,kaka qui est nulle. 

11.2.2 Fluctuations reliées au coefficient de diffusion 

Considérons maintenant la contribution du diagramme 11.4. b. Comme 
pour le diagramme (a), l’intégration angulaire revient à remplacer les termes 
de la forme kak,  par %Sa,. Ainsi on obtient une contribution finie lorsque 
(u = y, B = 6 ou (u = 6, /3 = y. Le produit des vecteurs d’onde est égal à 
2(k$/d)2(6,,606 +Sa66f iy) ,  ce qui permet d’écrire la contribution des diffusons 
correspondant à 11.4.b : 

(11.24) 
La boîte fi est représentée sur la figure 11.7. Les contributions dues à des 
lignes d’impuretés supplémentaires sont nulles à cause des vertex de courant, 
donc H = (exercice 11.1). 

5Voir remarque p. 131 à propos de la nécessité d’introduire P, = w r k ( q )  
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- 
H H‘A’ O O 

FIG. 11.7 - Des trois diagrammes définissant la boîte de Hikami du dia- 
gramme 11.4.b, les deux ayant une ligne d’impureté supplémentaire sont nuls du 
fait  de la position des vertex de courant : à cause de la ligne d’impureté, les deux 
impulsions entrantes sont décorrélées et leur valeur moyenne est nulle (voir exer- 
cice 1 1 . 2 ) .  

On vérifie que contrairement au diagramme 11.4.a, les deux diffusons sont 
pris à des fréquences opposées E - E’ et t’ - E .  Ils sont donc complexes conjugués, 
ce qui explique le module lr,(q)12 dans la relation (11.24). Ainsi, contraire- 
ment à (11.20), cette contribution ne peut pas s’écrire à partir de la fonction de 
corrélation de la densité d’états. En rajoutant la contribution des cooperons, 
on obtient finalement : 

(11.25) 

11.3 Fluctuations universelles de conductance 

La fluctuation totale de conductivité est donnée par la somme des contri- 
butions (11.22) et (11.25) : 

que l’on peut récrire sous la forme 
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où K p  et KD sont respectivement les fluctuations relatives de la densité d’états 
(notée K dans le chapitre 10) et du coefficient de diffusion : 

avec w = E - E’ 

Afin d’obtenir la conductance d’un conducteur cubique de taille L en di- 
mension d, on utilise la loi d’Ohm (7.138)’ G = aLdP2 qui relie la conductance 
G à la conductivité g. De plus, on considère maintenant les deux cas suivants : 
celui où le système est invariant par renversement du sens du temps (le dif- 
fuson et le cooperon doivent alors être tous deux pris en compte) et celui où 
cette invariance est brisée (par exemple en présence d’un champ magnétique) 
auquel cas le cooperon disparaît (voir section 6.3). On peut regrouper ces deux 
cas en écrivant pour la variance de la conductance l’expression : 

(11.29) 

avec 

(11.30) 

où ,û = 1 si IC système est invariant par renversement du sens du temps 
et ,û = 2 dans le cas contraire. À température nulle, les deux conductances 
sont mesurées à la même énergie de Fermi, soit E = E’ = EF c’est-à-dire 
w = O dans les expressions de P d  et de P,. On obtient, pour Q = ,û = 
r = 6 :  

2 m=-(!2) 12s2 q&)2 
P 

(11.31) 

Cette relation montre que 6G2 ne dépend plus de I,, c’est-à-dire du désordre : 
on dit que les fluctuations de conductance sont universelles, en ce sens qu’elles 
ne dépendent qut: de la géométrie de l’échantillon. I1 est intéressant de revenir 
sur l’origine de cette universalité. Elle est due à la simplification des constantes 
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de diffusion provenant du produit des conductivités au numérateur et celles 
qui apparaissent au dénominateur du fait de la présence des deux diffusons ‘. 

Supposons maintenant le conducteur connecté à des fils de mesure dans 
la direction Ox et isolé dans les autres directions. Les fils jouent le rôle de 
réservoir et les conditions aux limites sont celles de bords absorbants (sec- 
tion 5.5.2)’ c’est-à-dire que la probabilité P ~ ( T ,  T ‘ )  s’annule sur les bords. Les 
modes de diffusion dans cette direction sont donc quantifiés sous la forme 
qi = ni.rr/L où ni = 1,2,3, etc. Dans les autres directions, les conditions aux 
limites sont celles de bords durs et le mode n = O est inclus (voir section 5.5 .3) .  
Ainsi, 

Pour un échantillon quasi-unidimensionnel (c’est-à-dire unidimensionnel au 
sens de la diffusion) il ne subsiste dans l’expression (11.32) qu’une seule somme 
égale à .rr4/90, soit 

(1 1.33) 
I I 

Plus généralement, pour la géométrie d’un cube de côté L ,  on obtient en 
dimension d 

où bl = r4/90, b2 1,51 et b3 2’52. 

On peut se poser la question de la généralisation de ce résultat au cas où 
lcs collisions sur les impuretés sont anisotropes. Dans le déroulement du calcul 
précédent, on constate qu’il faut remplacer, dans l’expression de la probabi- 
lité Prj’ la constante de diffusion D par D* (voir coniplément C4.3), les a.utres 
termes restant inchangés puisqu’ils proviennent des boîtes donnant les coritri- 
butions à courte portée. Ori devrait donc obtenir pour 6G2 une exprcssiori 
qui dépendrait du rapport DID* et qui ne serait donc plus universelle. Or? ce 
n’est pas le cas. Pour s’en convaincre, il suffit de revenir à la relation (11.9) 
où seul le coefficient D* doit apparaître, ce qui implique l’universalité. Afin 
de retrouver cette universalité daris le calcul diagrammatique, il faut consi- 
dérer des diagrammes supplénieritaircs, dont un cxcmple est présenté sur la 

“a correction de localisation faible à la conductance est aussi le rapport de la conduc- 
tarice par un pôle de diffusion. La constante de diffusion doit donc disparaître et la correction 
de localisation faible prescrite a przorz un caractére universel si L << L4.  Mais du fait de 
la divergence du pôle de diffusion, pour d 5 2, on est amené à introduire une coupure qui 
dépend de 2, (voir les relations 7.56 et l’exercice 11.8). 
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figure 11.3.c, qui sont nuls dans le cas isotrope. Ce point est repris dans le 
complément C 11.1. 

Notons finalement que, dans ce chapitre, on ne considère que la variance 
de la distribution des fluctuations de conductance. Dans la section 12.7, on 
discute pourquoi cette distribution est gaussienne dans la limite g > 1. 

Exercice 11.2 : Montrer qu’à l’approximation de diffusion, les fluctuations de densité 
d’états ne sont pas corrélées aux fluctuations du coefficient de diffusion (2571, c’est- 
à-dire 

6D,&=0 . 

Pour cela, on montrera d’abord que 

On justifie ainsi la relation (11.9). 

Exercice 11.3 : Montrer que les transformées de Fourier des fonctions de corrélation 
K p ( w )  et K o ( w )  introduites dans la relation (11.28) s’écrivent : 

et 

où Z( t )  = S P ( ~ , r , t ) d r  est la probabilité intégrée de retour à l’origine (5.5). On 
remarque pour cela que & P ( w )  = iP2(w)  (voir aussi la relation 10.51). 

En déduire que la fluctuation de conductivité (11.27) avec cy = /3 = 6 = y se met sous 
la forme 

6a2(w) = Lm[kP(t) + 2 k ~ ( t ) ] e ’ ~ ~ d t  (11.35) 
03 

avec w = e - e’. Montrer que : 

(11.36) 

(11.37) 

11.4 Effet d’un paramètre extérieur 
Pour une réalisation donnée du désordre, la mesure de la conductance est 

une signature de la phase relative des trajectoires de diffusion multiple. Cette 
phase peut être modifiée par la variation d’un paramètre extérieur X ,  comme 
l’énergie de Fermi ou le champ magnétique, qui permettent de mettre en 
évidence ces fluctuations. Dans les sections qui suivent, on étudie la fonction 
de corrélation dG(X)dG(X’). 
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11.4.1 Dépendance en énergie 

La phase relative de deux amplitudes associées à des trajectoires identiques 
de collisions multiples, mais prises à des énergies différentes, E et E’ dépend 
de la différence w = E - E ‘ .  Ainsi deux trajectoires ayant évolué pendant un 
temps t sont déphasées d’une quantité Sp = wt. Le temps caractéristique 
associé aux trajectoires diffusives est le temps de Thouless = L 2 / D ,  de 
sorte que la différence de phase typique associée à deux trajectoires qui ont 
traversé l’échantillon est de l’ordre de 6p E w/E,.  On s’attend à ce que les 
Corrélations disparaissent lorsque la phase 6p devient plus grande que l’unité, 
c’est-à-dire pour w E E,. 

La dépendance en énergie de la fonction de corrélation de la conductivité 
6 o ( t ) 6 a ( ~  - w) est donnée par l’expression (11.27). La variance de la conduc- 
tance m(w) = GG(E)SG(E - w) s’obtient donc à partir de (11.29, 11.30) en 
introduisant le pôle de diffusion à fréquence finie Dq2 + -iw + Dq2. On 
obtient ainsi : 

On vérifie ainsi que les corrélations de conductance mesurées à des énergies 
différentes décroissent sur une échelle donnée par l’énergie de Thouless E,. À 
grande énergie w ,  la somme (11.38) peut être remplacée par une intégrale, ce 
qui conduit à la décroissance algébrique : 

(1 1.39) 

Dans les structures bidimensionnelles de type MOSFET, il est possible de 
modifier l’énergie de Fermi en appliquant une tension de grille. Si on applique 
une tension de l’ordre de l’énergie de Thouless E,, on décorrèle les << empreintes 
digitales B que constituent les mesures de conductance à une énergie de Fermi 
donnée. 

11.4.2 Dépendance en température 

La sensibilité des fluctuations de conductance à une variation de l’énergie 
de Fermi doit se traduire par un comportement de même nature en fonction 
de la température. La dépendance en température de la conductance se déduit 
de celle en énergie (relation 7.124) : 

G ( T )  = - -G(E)& . .I ;: (11.40) 
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La conductance moyenne ne dépend pas de l’énergie et ne dépend donc pas 
explicitement de la température 7. Par contre la variance 6G2(T) s’obtient à 
partir de la fonction corrélation bG(c)bG(e’). Elle se met sous la forme 

W ( T )  = J’ J’ af 6G2(c  - d)dEdc/ . a€ i3€ 
De la relation (15.102)’ on déduit 

où F(z) = (z coth 2 -  i)/ sinh2 z. Ainsi les deux contributions aux fluctuations 
de conductance ont des comportements en température différents : 

De (11.38), on déduit que l’échelle caractéristique de température est aussi 
donnée par l’énergie de Thouless E,. Dans la limite de haute température 
T >> E,, on obtient une décroissance algébrique, qui découle directement de 
la dépendance en énergie (11.39) obtenue lorsque w >> E,. I1 convient tou- 
tefois d’être prudent. La fonction thermique F ( w I 2 T )  introduit une coupure 
supérieure à des énergies de l’ordre de T et les relations (11.41) impliquent 
que 

(11.42) 

(11.43) 

avec unc correction logarithmique pour d = 2 .  Par contre, pour d = 1, l’inté- 
grale dépend de sa coupure inférieure de sorte que 

~ 

SG2(T) K - E, . (11.44) 
T 

La dépendance en teinpérature des fluctuations de conductance dépend de 
la dimension d’espace. ce qui est une conséqucnce de la nature diffusive du 
transport électronique. 

7La conductivité moyenne peut dépendre de la terripératiire par l’iriterrnkdiaire du temps 
de cohérence de phase T+(T). Ainsi, la dépendance en tenipérature de la correction de loca- 
lisation faible à travers T+(T) (voir section 7.4.3), n’est pas due à l’élargissement thermique 
des niveaux d’énergie. 
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Exercice 11.4 : Montrer que la fluctuation de conductivité peut s’écrire comme une 
intégrale sur le temps 

2 0 ”  

B 
ba2(T) = -0; 1 R2(t)[k,(t) + 2k,(t)]dt 

où R(t)  = rTt /s inh(rTt) .  On utilisera pour cela la relation (15.102). 

(11.45) 

11.4.3 Cohérence de phase et régime mésoscopique 
Les fluctuations universelles de conductance résultent de la cohérence de 

phase et elles diminuent lorsque celle-ci est réduite. En effet, les trajectoires 
de diffusion multiple (diffuson et cooperon) qui contribuent à 6G2 sont af- 
fectées par l’existence d’un temps de cohérence fini T+, tout comme pour la 
correction de localisation faible (section 7.4). L’effet de la cohérence de phase 
sur la contribution du cooperon n’est pas surprenant du fait du déphasage 
relatif des deux trajectoires conjuguées par renversement du sens du temps. 
I1 peut paraître moins évident que le diffuson soit aussi affecté. En effet, nous 
avons vu au chapitre 4 que le diffuson, construit à partir de trajectoires ayant 
des phases identiques, est un objet classique indépendant de tout déphasage. 
Par ailleurs, le diffuson est le mode de Goldstone associé à la conservation 
du nombre de particules (on peut l’obtenir à l’aide de la loi de Fick et de 
l’équation de conservation du nombre de particules). Un déphasage ne doit en 
principe pas l’affecter. Par contre, le diffuson qui intervient dans les corréla- 
tions de la conductivité est de nature différente : il est construit en appariant 
des séquences de collisions multiples correspondant à des réalisations dzffé- 
rentes du potentiel de désordre ou à des paramètres extérieurs différents (voir 
les sections 6.1.1 et 6.5.6) et il peut donc être affecté par des processus de dé- 
phasage. Pour les électrons, une source de déphasage provient de l’interaction 
coulombienne qui peut être vue comme l’interaction d’un électron avec un 
champ électromagnétique fluctuant (section 13.7). Les phases des deux am- 
plitudes appariées peuvent donc être différentes. Par conséquent, l’interaction 
coulombienne donne lieu à un temps de cohérence de phase fini et donc à une 
réduction des fluctuations de conductance, aussi bien pour la contribution des 
diffusons que pour celle des cooperoris ’. 

8Plus techniquement, il est possible de montrer qu’en présence d’interaction, le dia- 
gramme de la figure 4.4.d qui décrit le diffuson Pd doit être corrigé par l’insertion de lignes 
d’interaction. Ces lignes connectent, soit les deux fonctions de Green GR et GA,  soit chaque 
fonction de Green à elle-même (correction de self-énergie, voir la section 13.4). La conser- 
vation du nombre de particules be traduit alors mathématiquement par une identité qui 
précise que les deux types de corrections se compensent exactement. 

Pour les diffusons qui interviennent dans les diagrammes de fluctuations il n’est pas 
possible de connecter les propagateurs G” et GA par des lignes d’interaction puzsqu’zls 
correspondent à des échantzllons dzfférents. Par conséquent, la compensation précédente 
n’existe plus. Cela se traduit par l’existence d’un temps de coupure -r$ [258,259]. 
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En présence d’un temps de cohérence T+ fini, cooperon et diffuson ont 
maintenant la forme : 

(1 1.46) 

avec y = 1/74, ce qui fait apparaître les deux échelles d’énergie caractéris- 
tiques, l’énergie de Thouless et le taux de cohérence de phase h / ~ + .  On est 
donc amené à comparer la taille L du système et la longueur de cohérence 
de phase L+ = fi . Les fluctuations restent universelles si h / ~ +  << E,, 
c’est-à-dire si L+ > L. C’est le régime dit mésoscopique où la longueur de co- 
hérence de phase est grande devant la taille du système. Dans la limite inverse 
( L  >> L+), on déduit de (11.39) que les fluctuations diminuent et décroissent 
comme 

(1 1.47) 

Dans cette limite, on retrouve bien le comportement en Ld-4 obtenu pour des 
conducteurs classiques (relation 11.2). 

i Remarque 1 On peut reprendre l’argument ci-dessus pour retrouver simplement les décroissances 
2 en fonction de l’énergie w ou de la température T (sauf pour d = 1, voir exercice 11.5). 

On introduit pour cela les longueurs caractéristiques LT et L, définies par 

FLD 
T 

tLD 

L$ = - 

L 2 = - .  
W 

W 

h Les relations (11.39, 11.43, 11.47) se mettent sous la forme commune 
B 

(11.48) 

(11.49) 

pour L >> L,, où L ,  = L4,  Lw ou L s .  La situation se complique un peu lorsque 
plusieurs longueurs de coupure interviennent simultanément. C’est inévitablement le 
cas à température finie. Celle-ci a deux effets, d’une part, produire un élargissement 
thermique des niveaux d’énergie décrit par l’introduction des facteurs de Fermi et 
l’apparition de la longueur thermique LT,  d’autre part, induire une réduction de la 
cohérence de phase décrite par la longueur L+(T) .  I1 faut alors comparer les longueurs 
LT et L+(T) .  Différentes situations sont décrites dans la référence [258]. 

Remarque : Système faiblement couplé 

I1 est important de noter que l’universalité des fluctuations dans la limite mésosco- 
pique L << Ld correspond à la situation physique où l’échantillon est parfaitement 
connecté aux réservoirs que constituent les contacts de mesure Les conditions aux 
limites correspondantes (Dirichlet) excluent le mode zéro (pour lequel tous les nÎ 
sont nuls, voir la section 5 5 3) dans la contribution des modes de diffusion à la 
somme (11 31) 
Dans le cas d’iin échantillon faiblement couplé (le contact avec les réservoirs étant réa- 
lisé au moyen de barrières tunnel), les conditions aux limites sont celles de Neumann 
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1 (section 5.5.3). Dans la somme (11.32), il faut alors ajouter la contribution non uni- 
4 verselle du mode zéro, c’est-à-dire un terme proportionnel à (E,/r)’ = (L+/L)4  où 
5 E, est l’énergie de Thouless. Dans ce cas, la variance 6G2 n’est plus universelle [260]. 

Exercice 11.5 : Fluctuat ions de conductance dans u n  fil quas i - ld  

Le résultat (11.44) montre que, pour LT < L < L4,  la dépendance en température 
de la variance SG2 est de la forme [258] : 

2 
b G 2 K  (%) 

De même, le résultat (11.47) montre que si L4 < L < L T ,  bG2 varie comme 

bG2K (?)j 

À partir de (11.38) et (11.42), montrer que lorsque LT << L4 < L : 

(11.50) 

(11.51) 

(11.52) 

Exercice 11.6 : Variation 6g2(L+, L T )  pour u n  fil diffusif 

Montrer que pour un fil quasi-unidimensionnel avec L4 fini, la variance de la conduc- 
tance adimensionnée (11.32) s’écrit, à basse température (LT > L )  : 

(11.53) 

Cette somme est égale à 

où la fonction FJ(z) est égale à 3(2 + 2x2 - 2 cosh2x + xsinh2z)/(2x4 sinh2 x). En 
développant cette fonction, vérifier les comportements limites : 

Le lecteur cherchera à comprendre la relation entre ce résultat et la dépendance 
temporelle (12.65) de la fonction de corrélation d3) ( t )  des fluctuations de speckle. 

Montrer que, pour ce même fil, mais dans la limite haute température (LT < L ) ,  
la variance 6g2 dépend à la fois de LT et de 154, et qu’elle s’écrit : 

- 

avec z = L/L4.  Partir pour cela des relations (11.41), montrer que la fonction ther- 
mique F ( w / 2 T )  tend vers 1/3 lorsque T + CO, et intégrer sur toutes les fréquences. 
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Montrer que la contribution liée aux fluctuations de la densité d’états devient négli- 
geable. Vérifier les comportements limites (11.50, 11.52) : 

- 2rs2 L$ 
si LT << L << L$ 

Exercice 11.7 : Fluctuation de conductance et localisation faible 

O À partir de (11.53) et de l’expression (7.60) de la correction de localisation faible, 
montrer la relation 12611 : 

(11.56) 

où A g  = A a L d p 2 / ( e 2 / h )  est la correction de localisation faible à la conductance sans 
dimension et où z = L/L$.  On peut ainsi comparer les relations (7.61) et (11.54). 

O Dans la limite haute température, montrer la relation entre fluctuations de conduc- 
tance et correction de localisation faible [259] : 

(11.57) 

Exercice 11.8 : Pourquoi les fluctuations de conductance sont universelles 
et la localisation faible ne l’est pas ? 

Pour un échantillon de volume L d ,  écrire la correction de localisation faible A g  et la 
variance 692 sous la forme : 

Ag = -2sJo T~ Z ( t ) %  d t  

bg2 = 1 2 $ l  z(t)z t d t  

TD 
(11.58) 

Dans la limite L < L6,  la coupure aux temps longs est donnée par le temps passé 
dans l’échantillon, c’est-à-dire le temps de Thouless ‘TD. Pour les temps inférieurs à 
T D ,  la probabilité intégrée de retour à l’origine varie comme : 

(1 1.59) 

En déduire que les fluctuations de conductance sont universelles pour d < 4 et que la 
correction de localisation faible est universelle pour d < 2. 

11.4.4 Dépendance en champ magnétique 
En préscricc d’un champ magnétique. on observe de5 variations reproduc- 

tibles de la conductance G ( B )  comrrie celles de la figure 11.1. b ,  appelées << ern- 
preentes dzgztales magnétzques >>. Une telle empreinte représente une signa- 
ture unique associbe à une configiiration donnée de désortlrc. La figure 11.8.a 
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FIG. 11.8 - Fluctuations reproductibles de la magnétoconductance en  unités de e 2 / h ,  
à T = 45 mK pour un échantillon de G a A s  dopé au Si ,  pour 46 expériences après 
recuit. La figure (a)  montre les 46 dépendances en  fonction du champ, chacune étant 
associée à une configuration de désordre (« empreinte digitale magnétique N). La 
figure (b) présente la conductance moyenne en  fonction du champ. La contribution 
de localisation faible disparazt au-delà d’un champ caractéristique. Pour ce même  
champ, la variance des fluctuations de conductance est divisée par un facteur 2, 
ce qui correspond à la dispamtion de la contribution du cooperon (O. Mailly et M .  
Sanquer, J. de Physique I, 2 ,  357, Paris (1992)). 

présente les empreintes associées à 46 configurations de désordre différentes. 
Afin de décrire ces variations de la conductance, on considère la fonction de 
corrélation 6G(B)6G(B’) 9. 

911 convient d’éviter certaines confusions possibles dans l’écriture des fonctions de corré- 
lation. La fonction GG(c)SG(t - w )  ne dépend pas de l’énergie t et elle a été notée m ( w )  
où w est la différence des arguments. L a  fonction de corrélation 6G(B)6G(B’)  dépend des 
champs B et B’ et pas uniquement de leur différence. On réservera la notation m ( B )  
pour la fonction de corrélation SG(B)GG(B).  
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Pour commencer, on cherche à déterminer la dépendance en champ de 
la variance bG2(B) = GG(B)SG(B). On a déjà vu que l’effet d’un champ 
magnétique appliqué était de réduire la contribution du cooperon (section 6.2). 
Pour un champ B suffisamment grand, on s’attend donc à une réduction de 
moitié de la variance, puisque le diffuson n’est pas modifié : 

- 1- 
6G2(B) = -SG2(B = 0) 

2 
. (1 1.60) 

Plus précisément, la variation bG2(B) s’obtient à partir de (11.29, 11.30), et 
en remplaçant les valeurs propres Dq2 par celles, E,(B), de l’équation de dif- 
fusion associée au cooperon en présence d’un champ magnétique (section 6.2). 
Ainsi les sommes E, deviennent 

(11.61) 

où gn(B) est la dégénérescence de la valeur propre E,(B). Par exemple, à 
deux dimensions, pour un plan infini, les valeurs propres sont données par la 
relation (6.39) 

E, = (n + 1/2)4eDB/h (11.62) 

et ont une dégénérescence gn(B) = 2eB/h. En effectuant la somme sur n, on 
obtient 

(11.63) 

où la fonction digamma Q est définie par (15.36). Le champ caractéristique 
B4 = h/(4eD~+) correspond à un quantum de flux à travers une surface 
d’aire 8.irL;. La variance des fluctuations de conductance est effectivement 
divisée par un facteur 2 au-delà d’un champ de l’ordre de B,. Ce même 
champ caractéristique défini par (7.79) est aussi celui pour lequel la correction 
de localisation faible disparaît. Ceci est bien visible sur les figures 11.8. b,c qui 
montrent, d’une part, la disparition de la correction de localisation faible et, 
d’autre part, la réduction de la variance par un facteur 2 pour un champ 
magnétique du même ordre lo. Pour un système fini mésoscopique, c’est-à- 
dire pour lequel L < L,, IC cooperon disparaît pour un champ qui correspond 
à un quantum de flux à travers le système. 

“En fait, il s’agit là d’expériences effectuées sur des fils quasi-unidinierisionnels, pour 
lesquelles les formules (7.71) et (11.63) ne s’appliquent pas. Pour cette géométrie, voir 
l’exercice 11.10. 
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Exercice 11.9 : À partir de la relation (11.56) entre correction de localisation 
faible et fluctuation de conductance, retrouver l’expression (11.63) à partir de la 
relation (7.71) pour la magnétoconductivité. 

Exercice 11.10 : Montrer que, pour un fil quasi-ld dansun  champ magnétique B 
perpendiculaire, la dépendance en champ de la variance bg2(B)  est donnée par 

(11.64) 

où la fonction F3 est définie dans l’exercice 11.6, et où la longueur L+(B) est donnée 
par (7.74). 

Le champ magnétique modifie la phase relative des trajectoires de diffusion 
multiple. Cette modification est décrite par la fonction de corrélation de la 
conductance mesurée à des valeurs diférentes B et B’ du champ. Le diffuson 
et le cooperon, solutions de l’équation (6.38), sont donc tous les deux affectés 
et pour obtenir leur comportement dans un champ uniforme, on effectue la 
substitution 

1 1 
y + D q 2  - y + (. + ;)Y(B f B’) 

(11.65) 

Ainsi, la fonction de corrélation 6G(B)6G(B’) apparaît comme la somme de 
deux termes 

B - B’ B’+B 
6G(B)6G(B’) = f (11.66) 

associés respectivement au diffuson et au cooperon, et où on a défini 

f ( x )  =6G2(0)-@’ - + -  . 
22 (; :) (1 1.67) 

La fonction de corrélation précédente dépend donc de B et de la différence 
AB = B‘ - B : 

(11.68) 

Au-delà du champ caractéristique B+ et dans la limite B >> B+, la fonction 
de corrélation ne dépend plus que de la différence B - B’ et devient 

(11.69) 

Le champ associé à la décroissance de cette fonction de corrélation est donc 
le double du champ caracthistique B+ associé à la disparition du cooperon. 
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11.4.5 Couplage spin-orbite et impuretés magnétiques 

Le couplage spin-orbite et la diffusion sur les impuretés magnétiques 
donnent également lieu à un déphasage. Celui-ci modifie la contribution du 
cooperon à la conductivité moyenne, c’est-à-dire la correction de localisation 
faible (section 7.5.2). Dans la limite de fort couplage spin-orbite, la contribu- 
tion triplet du cooperon disparaît dans la relation (6.128) pour ne laisser que 
celle du singulet (fig. 6.8). 

Dans le cas des fluctuations de conductance, on est amené à apparier 
quatre séquences de collisions multiples (fig. 11.3) en faisant ainsi apparaître 
des diffusons ou des cooperons. Contrairement à la conductivité moyenne où 
seul le cooperon est affecté par le spin-orbite et les impuretés magnétiques, 
ici les diffusons sont également modifiés. Ccci résulte du fait qu’en présence 
d’un degré de liberté supplémentaire (le spin de l’électron), il est possible 
de construire un diffuson en appariant des séquences correspondant à des 
rotations non corrélées des deux spins (section 6.5.3). Les facteurs de structure 
respectivement associés au diffuson et au cooperon sont donc modifiés [262, 
2631 et leur expression est donnée par (6.114) et (6.120). 

..... 

a 

FIG. 11.9 ~ Exemples de diagrammes qui décrivent les fluctuations de conductance. 
O n  a indiqué les degrés de liberté de spin. a )  Contribution du diffuson aux fluctua- 
tions de densité d’états. b) Contribution du cooperon aux fluctuations du coeficient 
de diffusion. Ces diagrammes font  intervenir le produit de deux diffusons ou de deux 
cooperons, de la f o m e  Cao,,a r a p , r d ’ r 6 , a ~ .  

La figure 11.9 montre comment modifier les diagrammes de fluctuation de 
conductivité afin de tenir compte des degrés de liberté de spin. Ainsi chaque 
diagramme devient proportionnel à Capys En l’absence de couplage 
spin-orbite ou d’impuretés magnétiques, le facteur de structure r ne dépend 
pas du spin (impuretés scalaires) et cette somme est simplement égale à 4r2, 
le facteur 4 étant le carré de la dégénérescence de spin s (relation 11.26). En 
présence de ces couplages, on montre à l’aide des relations (6.114) et (6.120) 
que cette somme devient : 

rap ,ysrys ,cup = 3 G  + r; (11.70) 

aussi bien pour le cooperon que pour le diffuson. On fait ainsi apparaître les 
contributions aux fluctuations de conductance associées à chaque sous-espace, 
singulet (rs) ou triplet (rT).  

f f P > 4  
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En remplaçant ces modes propres l7J définis par (6.113) et (6.123), on ob- 
tient pour les fluctuations de conductivité une expression analogue à (11.26)’ 
moyennant la substitution 

On rappelle que les temps caractéristiques qui interviennent dans ces ex- 
pressions sont différents de ceux obtenus pour les diffusons et cooperons qui 
interviennent dans des valeurs moyennes de quantités physiques. Ceci provient 
du fait qu’en présence d’impuretés magnétiques, il n’y a pas de corrélation 
entre les spins appartenant à des configurations différentes de désordre. On 
ne peut donc pas relier par des lignes d’impuretés magnétiques des trajec- 
toires de diffusion multiple associées à des réalisations différentes du désordre 
(section 6.5.3). Par ailleurs, on note que le couplage spin-orbite modifie de fa- 
çon différente les contributions du diffuson et du cooperon aux fluctuations de 
conductance. On note en particulier qu’il n’affecte pas la contribution singulet 
du cooperon. Ainsi, en fonction des valeurs relatives des différents paramètres 
qui caractérisent l’amplitude de ces couplages - on peut aussi considérer le 
champ magnétique qui, en brisant l’invariance par renversement du sens du 
temps, supprime la contribution du cooperon -, la variance de la distribution 
de conductance est modifiée dans des rapports simples. Par exemple, un fort 
champ magnétique réduit la variance d’un facteur 2. En l’absence d’impure- 
tés magnétiques, le couplage spin-orbite ’’ réduit la variance d’un facteur 4. 

FIG. 11.10 - Amplitude des puctuations de conducta7rce e n  fonction de l’importance 
des couplages spin-orbite et aux impuretés magnétiques. Pour chaque cas, les deux 
chiffres de la prem,ière ligne indiquent les a~riplitudes respectives du difluson et du 
cooperon - en  prenant comme unité le cas scalaire (GOE) -. La seconde ligne in- 
dique la réduction de 6G2 - e n  prenant comme unité le cas scalaire (GOE) -. Pour 
un échantillon mésoscoprque, le champ extérieur B et les champs caractéristiques 
associés au  cou,plage spin-orbite - B,5, défini par (7.79) - et aux impuretés magné- 
tiques - B,, défini par (7.82) - dozverit être comparés au  champ B, correspondant 
à un quantum de f lux à travers 1 ‘échantillon. 

“Pour la même raison, les fluctuations spectrales (voir par exemple la relation 10.53) 
sont aussi divisées par un facteur 4. Dans le cadre de la théorie des matrices aléatoires, cela 
correspond à l’ensemble symplectiquc (GSE) décrit par le paramètre 0 = 4. 
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La table 11.10 résume les différentes situations possibles. Pour une discus- 
sion plus générale de ces résultats, et en particulier de leur interprétation en 
termes de classes de symétries associées à la théorie des matrices aléatoires, 
on pourra consulter la table I de la référence [257]. 

Exercice 11.11 : Fluctuations de conductance et effet Zeeman 

En présence d’un champ magnétique, non seulement la contribution du cooperon est 
supprimée, mais l’effet Zeeman lève la dégénérescence des états triplet. I1 conduit, 
en champ fort, à la disparition des contributions de deux des trois modes triplet. 
Calculer dans ce cas l’amplitude des fluctuations de conductance 12571. 
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Complément C11.1 Fluctuations universelles 
de conductance et collisions anisotropes 

Nous avons discuté de l’universalité des fluctuations de conductance pour 
le cas des collisions anisotropes (p. 437). On reprend ici ce point en détail afin 
de montrer comment l’universalité subsiste dans ce cas (on peut aussi revenir 
au complément C7.4 où est calculée la correction de localisation faible pour 
des collisions anisotropes). 

On note tout d’abord que, pour des collisions anisotropes, il faut utiliser le 
facteur de structure I?* donné par (4.171) plutôt que r dans les diagrammes 
de la figure 11.4, c’est-à-dire effectuer la substitution : 

(1 1.72) 
1 1 r m  -+ r*G( 

-iw + Dq2 -iw + D*q2 

Un autre dépendance en fonction de D provient des boîtes constitutives de 
ces diagrammes (figs. 11.6 et 11.7). Que devient cette dépendance dans le cas 
de collisions anisotropes ? 

Pour les fluctuations reliées à la constante de diffusion, la contribution de 
chaque boîte (fig. 11.7) devient fi = f i ( A )  + fi(B) + fi(C) avec (fig. 11.11.~)  

(11.73) 

FIG. 11.11 - BoZtes de Hikami apparaissant dans le calcul des fluctuations de 
conductance, pour des collisions anisotropes. a) Fluctuations de la constante de di f -  
fusion. b)  Fluctuations de la densité d’états. 
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où y1 est donné par (4.159) et (4.169). Ces termes ont été calculés dans le 
complément C7.4 et leur somme vaut : 

(1 1.74) 

au lieu de H ( A )  pour le cas isotrope. Le temps de transport r* apparaît donc 
aussi dans la contribution des boîtes de Hikami à courte portée. 

(fig. 11.6) devient fi’ = f i ’ ( A )  + f i ’ (B)  + f i’(G) avec (fig. 1 l . l l . b )  : 
Pour les fluctuations de la densité d’états, la contribution de chaque boîte 

La somme de ces termes s’écrit : 

(11.75) 

(11.76) 

au lieu de H ( A ) / 2  pour le cas isotrope. 

r*/r, = D*/D,  de sorte que la variance bu2 de la conductivité devient 
On en conclut que la contribution de chaque boîte est multipliée par 

1 
6a2 c( c (D*q2)2 . 

4 

(1 1.77) 

Les fluctuations restent donc universelles, c’est-à-dire indépendantes du 
désordre. 
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O O 

F I G .  11.12 ~ Cette figure récapitule les différentes combinaisons de boîtes de Hzkami 
calculées d a m  ce chapitre a i m i  que dam le chapitre 7. 
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Complément C 11.2 Fluctuations 
de conductance dans le formalisme de Landauer 

I1 est possible d’obtenir la correction de localisation faible à partir de l’ap- 
proche de Landauer au lieu du formalisme de Kubo. De même, pour un fil 
quasi-unidimensionnel, on peut retrouver directement les fluctuations univer- 
selles de conductance (11.33) au moyen de cette approche. Outre le fait que 
la dérivation est simple pour cette géométrie, l’utilisation de cette description 
devient indispensable pour des géométries plus complexes. 

Cette approche est reprise et largement détaillée dans le chapitre 12 pour 
l’étude des fluctuations de speckle. L’optique présente en effet l’avantage de 
permettre une mesure directe des corrélations entre différents modes de pro- 
pagation transverses. Dans ce complément, on ne fait qu’esquisser l’approche 
de Landauer pour le calcul des fluctuations de conductance. 

La formule de Landauer (7.153) permet de relier la variance de la conduc- 
tance aux fonctions de corrélation des coefficients de transmission : 

Chaque terme bTab6Ta,b, implique la corrélation, c’est-à-dire le croisement de 
deux diffusons. Un développement systématique de dTab6Taft,f en fonction du 
nombre de croisements basé sur les principes de la section (24.2.3 est présenté 
dans le chapitre 12. Nous n’entrons pas ici dans les détails du calcul et nous 
mentionnons simplement que le terme à un croisement disparaît après somma- 
tion sur les modes (section 12.4.2) pour ne laisser que la contribution à deux 
croisements représentée sur la figure 11.13. Ce terme a la même structure que 
le diagramme 11.4.b’ utilisé pour calculer la fluctuation de conductivité dans 
le formalisme de Kubo. 

La même construction que celle conduisant à l’expression (7.183) pour la 
correction au coefficient de transmission moyen Zb, permet d’écrire le dia- 
gramme 11.13 sous la forme : 

x&,r(Z’, L - l&b) &qX’, L - 2 , P b J ) d z d z ’  . (11.79) 

où h4 est donné par (4.129). Dans la géométrie d’un conducteur quasi-ld, 
le facteur de structure l? (p,x ,z ’ )  dépend de la différence p des coordonnées 
transverses et de z, z’ pris le long du conducteur. On note r(z, z’) la transfor- 
mée de Fourier r(q, z, 5’) prise en q = O. Les cosinus directeurs pt sont définis 
par (7.159). Compte tenu de la relation (4.37) qui relie r et la probabilité P d  : 
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a 
a 

a‘ 
a’ 

( 3 )  FIG. 11.13 - La fonction de corrélation du coeficient de transmission ST,bSTa,b, 
implique la corrélation de deux diffusons à travers leur croisement. O n  montre dans 
le chapitre 12 que les diagrammes avec u n  seul croisement donnent une contribution 
négligeable lorsque l’on somme sur tous les modes transverses. 

Les dérivées sont des termes constants explicités en (7.185). On en déduit 

En sommant sur tous les canaux et en utilisant (7.166, 7.170)’ on obtient 

et 

de sorte que, d’après (5.58) : 

(11.82) 

(11.83) 

(1 1.84) 

où z,, = min(z ,d)  et XM = max(z ,d) .  En ajoutant les autres contribu- 
tions représentées sur la figure 12.11, on obtient 6T2 = 2/15, c’est-à-dire le 
résultat (11.33) obtenu dans le formalisme de Kubo. 





Chapitre 12 

Corrélation des figures 
de speckle 

12.1 Qu’est-ce qu’une figure de speckle? 

Dans les chapitres 8 et 9, nous avons étudié l’albédo et la fonction de corré- 
lation temporelle de l’intensité réfléchie ou transmise par un milieu diffusant. 
Nous nous sommes alors principalement limités à l’étude de la valeur moyenne 
de l’intensité, cette moyenne étant en pratique réalisée par le mouvement des 
diffuseurs. Par contre, si on envoie un paquet d’onde localisé dans le temps ou 
si les diffuseurs sont immobiles, on obtient une image instantanée du milieu 
dite figure de speckle ou de tavelures (fig. 12.1) [264]. La caractéristique prin- 

FIG. 12.1 - Figure de speckle. La courbe représente la variation de l’intensité en 
fonction de 1 ’angle. Les fluctuations relatives sont de 1 ’ordre de 1 ’unité (figure cour- 
toisement fournie par G. Maret). 
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cipale de cette image est sa {( granulosité », c’est-à-dire une distribution de 
taches sombres et brillantes. L’existence de taches quasiment noires signifie 
que les fluctuations relatives de l’intensité sont de l’ordre de l’unité. Cette 
observation constitue la loa de Rayleigh qui exprime que les fluctuations d’in- 
tensité sont du même ordre que l’intensité moyenne. 

Le cas des ondes est plus riche que celui des électrons (chap. il) car il 
permet d’avoir accès expérimentalement à la fonction de corrélation angu- 
laire du coefficient de transmission (ou de réflexion) entre deux directions 
différentes de l’onde transmise (ou réfléchie). Par contre, la conductance élec- 
tronique mesure la transmission totale à travers un milieu conducteur (voir le 
complément C7.2)’ c’est-à-dire la somme sur tous les modes de transmission 
(relation 7.153). La conductance ne permet donc pas d’analyser les corréla- 
tions angulaires entre différents canaux de transmission. 

Si elles ne sont pas apparentes de façon évidente sur une figure de speckle, 
nous allons voir cependant qu’il existe en optique l’équivalent des fluctua- 
tions universelles de conductance obtenu en prenant la moyenne angulaire sur 
toutes les directions incidentes et émergentes. Cela représente une petite cor- 
rection relativement aux très grandes fluctuations d’intensité lumineuse. Le 
lien entre les fluctuations de speckle et celles de conductance est discuté dans 
la section 12.4.4. 

12.2 Comment analyser une figure de speckle? 

Afin d’étudier les effets cohérents qui apparaissent dans les figures de spe- 
ckle, nous allons introduire et calculer les fonctions de corrélations du cocffi- 
cient de transmission (ou de l’albédo si on s’intéresse à la réflexion) pour la 
géométrie d’une tranche. 

Considérons la géométrie de la figure 12.2. Une source lumineuse située 
à l’infini à l’extérieur du milieu émet une onde plane dont l’incidence sur le 
plan z = O est caractérisée par la direction .&. Après propagation à travers 
la tranche, on obtient en réflexion, ou en transmission, une onde émergente 
sphérique analysée par un détecteur placé à l’infini dans une direction &,, 
c’est-à-dire en pratique à une distance très grande devant toutes les distances 
caractéristiques de la tranche. Dans les deux cas (réflexion ou transmission) on 
mesure le flux d’énergie émergent par unité de temps et d’angle solide. Ainsi, 
le coefficient de réflexion n’est autre que l’albédo défini par la relation (8.3) 
et il est proportionnel à l’intensité réfléchie dans la direction &,. De même, 
on définit un coefficient de transniission, noté l a b ,  correspondant à l’intensité 
transmise selon s b  pour une onde incidente selon S a .  11 est défini de la même 
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FIG. 12.2 -- Géométrie utilisée pour la définition des coeficients de réflexion et d e  
transmission à travers une tranche d'épaisseur L .  

manière que l'albédo : 

(12.1) 

L'intensité émergente est égale à 

où l'amplitude de l'onde émergente est de la forme (8.4) : 

(12.2) 

la fonction de Green G(T,  T ' )  décrit la propagation de l'onde dans le milicu 
diffusant. 

Le but de ce chapitre est de décrire les fluctuations du coefficient de trans- 
mission autour de sa valeur moyenne z b .  On montre d'abord dans la sec- 
tion 12.3 comment calculer cette valeur moyenne à l'aide des méthodes déjà 
utilisées dans les chapitres 8 et 9. On caractérise les fluctuations de 5& par la 
fonction de corrélation angulaire 6 & 6 7 ~ , 0 ,  ou encore par le rapport 

(12.4) 

'11 est important de noter que ce n'est pas la définition habituelle proposée par exemple 

2La fréquence wg de l'onde n'est pas mentionnée explicitement. 
dans le complément C7.2. Voir à ce sujet la discussion de ce même complément. 
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- 
où b l a b  = l a b  - l a b .  En particulier, on considèrera la fonction Cabab/ dé- 
crivant les corrélations observées dans une image de speckle formée par un 
faiceau incident dans une direction S a .  La fonction (12.4) contient des infor- 
mations supplémentaires sur la déformation de cette image lorsqu'on change 
la direction d'incidence (a  + a') .  

On définit aussi le coefficient de transmission obtenu en intégrant sur 
toutes les directions b émergentcs ainsi que celui obtenu en intégrant éga- 
lement sur les directions a incidentes 

7, = db s 
7 = I,da = dadb . s s  (12.5) 

Ces quantités sont représentées schématiquement sur la figure 12.3. On verra 
que c'est la quantité intégrée 7 qui joue un rôle analogue à celui de la conduc- 
tance. C'est ce qu'exprime la formule de Landauer (7.141). 

FIG. 12.3 ~ Représentation des différentes configurations de mesure des corrélations 
du coeficient de transmission : (a) coeficient de transmission &, ; (b)  fonction de 
corrélation Caba ,b ,  ; (c) coeficient de transmission Ta intégré sur toutes les directions 
émergentes et correspondant à une onde plane incidente selon j., ; (d)  coeficient 
de transmission I correspondant à une intégration sur les directions incidentes et 
émergentes. 

Comme les fluctuations de conductance, la fonction de corrélation 
6 7 , b S I a , b ,  fait intervenir la moyenne bur le désordre d'un produit de quatre 
amplitudes associées à quatre trajectoires. Afin de faire apparaître les diffé- 
rentes contributions à cette fonction de corrélation, on reprend la stratégie de 
la section 9.2. L'amplitude complexe de diffusion (12.3) est de la forme 

(12.6) 

peut aussi définir les coefficients de transmission à l'aide de sommes discrètes. a et 
b désignent alors des e modes )> de propagation quantifiés par les dimensions transverses du 
milieu diffusant. Dans la description adoptée ici, a et b désignent des directions angulaires 
et donc des variables continues. 
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où l'amplitude Ec correspond à une trajectoire particulière C de diffusion 
multiple '. On fait ainsi apparaître pour la fonction de corrélation la moyenne 

(12.7) 

avec des notations évidentes représentées sur la figure 12.4. Les contributions 
non nulles à cette valeur moyenne de quatre amplitudes font intervenir deux 
diffusons. On ne retient alors dans la somme (12.7) que les termes tels que 

------- b' 

-------b' 

FIG. 12.4 - Représentation du produit de quatre amplitudes 11, correspondant à 
quatre ondes incidentes selon 8, et Sa, et émergentes selon S b  et 8 b ' .  Pour avoir 
une contribution non  nulle, il faut  apparier les amplitudes deux à deux afin de faire 
apparattre des dzffusons, pouvant éventuellement se croiser. 

Cl = Cz et Cs = Cq ou bien Cl = C4 et C3 = C2. Ces deux contributions 
sont schématisées sur la figure 12.5. La première n'est autre que IC produit 
des valeurs moyennes du coefficient de transmission. La seconde contribution 
conduit à 

(12.8) 

et ia contribution correspondante à la fonction de corrélation Cuba'b' est notée 
Dans le cas particulier où a = a' et b = b', c'est-à-dire pour une 

figure de speckle engendrée par un faisceau dont l'incidence et l'émergence 
sont fixées, on obtient : 

(1) 

6%; = z: 1 -  I (12.9) 

4Cette amplitude est notée Ec dans la section 9.2 
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- 
ou encore Ti = 2 zt qui constitue la loi de Rayleigh et qui rend compte 
de l’aspect granulaire caractéristique d’une figure de speckle : les fluctuations 
relatives sont de l’ordre de l’unité. 

La contribution de la figure 12.5. b à la fonction de corrélation rend compte 
de cette caractéristique. I1 existe néanmoins d’autres contributions beaucoup 
moins facilement discernables. 

FIG. 12.5 - Deux contributions au produit TabTa’b’,  correspondant respectivement 
aux contractions Cl = C2,C3 = Cq et Cl = C4,Cz = C3. La première (a )  correspond 
au produit X b z J b ‘ .  La seconde (b) donne la contribution notée C(b),b, à la fonction 
de corrélation. 

- _  

En diffusion multiple, les corrélations à longue portée induites par le dif- 
fuson, peuvent, en effet, donner des comportements nouveaux et inattendus. 
En cherchant dans (12.7) tous les appariements possibles de deux trajectoires 
prises parmi quatre, il n’est pas exclu que deux diffusons puissent se croiser. 
Un croisement est décrit par une boîte de Hikami (figure 4.22)’ c’est-à-dire 
par le réappariement des quatre amplitudes définissant les deux diffusons in- 
cidents et émergents de la boîte. Afin d’obtenir la contribution des termes 
comportant des croisements, il faut évaluer la probabilité de leur occurence. 
Pour cela, nous reprenons l’argument simple développé dans la section C4.2.3. 

Pour une tranche d’épaisseur L et de section S ,  le temps mis par une 
trajectoire diffusive pour traverser l’échantillon est le temps de Thouless T D  = 
L’ID. La longueur développée de cette trajectoire est C = CTD = 3L2/ l , .  Le 
volume associé au croisement de deux trajectoires diffusives, C’est-à-dire le 
volume d’une boîte de Hikami est A2Z, (fig. 4.11). On peut donc considérer 
qu’un diffuson est un objet de longueur C, de section A’, c’est-à-dire de volume 
CA2. La probabilité de croisement de deux diffusons est alors proportionnelle 
au rapport entre le volume d’un diffuson et le volume R = S L  du milieu, 
c’est-à-dire à $$ = $ O; 5 où l’on a défini le nombre sans diniension 

( 12.10) 

5 0 n  en a déjà vu une formulation voisine dans la section 9.2. Voir aussi la section 12.7.1. 
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avec k = 2n-/X. Ce nombre se trouve être la conductance moyenne sans di- 
mension (au spin près) d’un fil de longueur L et de section S (relation 7.23). 
I1 est très grand dans la limite kl,  >> 1 de faible désordre. I1 est typiquement 
de l’ordre de 10’ pour les suspensions habituellement étudiées [265]. On peut 
supposer que les croisements ne sont pas corrélés, et la probabilité que deux 
diffusons se croisent n fois est simplement proportionnelle à l/g”. Ceci nous 
permet de classer formellement toutes les contributions à la fonction de cor- 
rélation de l’intensité à partir du nombre de croisements. On obtient ainsi 
les contributions schématisées sur la figure 12.6, la première étant celle de la 
figure 12.5.b. Dans les sections suivantes, on évalue ces différentes contribu- 
tions. 

%‘a./ 4 

(a )  

FIG. 12.6 - Classaficataon schémataque des 
contrabutaons à la fonctaon de corrélataon 
C a b a r b !  en  fonctaon du nombre d’antersectaons 
des deux daflusons. À chaque croasement la 
contnbution correspondante doat être multa- 
plzée par le facteur l/g << 1. Ces trots contra- 
butaons sont notées C(’), C(’) et d’). 

12.3 Coefficient de transmission moyen 

Afin de calculer la valeur moyenne des coefficients de transmission et de 
réflexion, on se place à l’approximation du diffuson qui consiste à évaluer le 
produit des amplitudes suggéré par la figure 12.7. En réflexion, l’intensité 
émergente moyenne est donnée par la relation (8.6), et le coefficient de ré- 
flexion cst, pour la géométrie de la tranche, donné par l’albédo (8.13). Pour 
le coefficient de transmission moyen, on obtient une expression analogue 

~~ 

“On suppose que la différence d’indice optique entre les milieux est négligeable. 
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FIG. 12.7 - Reprcbentation (a)  du produit de deux amplitudes $ correspondant à 
deux ondes planes incidentes selon I, et émergentes selon g b  et ( b )  du difluson qua 
en  résulte et qui représente la contribution principale au coeficient de transmission 
moyen zb. Les points r et r’ sont situés sur l’interface et (r1,rZ) décrivent les 
extrêmités de la séquence de diffusion multiple. 

où r ( r i , r z )  est le facteur de structure pris à fréquence nulle et où ija(r1) 
décrit une onde plane incidente qui est amortie en entrant dans le milieu 
diffusant (relation 8.7) 

(12.12) 

T est un point de l’interface (fig. 12.7.b). La fonction de Green moyenne 
-R G ( r 2 , R )  décrit la propagation depuis la dernière impureté jusqu’à un 
point R situé à grande distance hors du milieu. Dans cette limite, dite de 
Fraunhoffer (relation 8.9), on a 

(12.13) 

où r’ est un point de l’interface. On en déduit que 

où pa (16 )  est la projection du vecteur Sa  (86) sur l’axe Oz. Cette expression 
est à comparer à (7.160). Pour la géométrie de la tranche, le facteur de struc- 
ture r ( r l ,  r2) est fonction des variables z1,z2 et p = (r2 - r l ) ~ .  En effectuant 
les intégrales sur z1 et z2 et en utilisant (4.63)’ on obtient 

l a 6  = - / 1 a / L 6 ~ d 2 p P d ( P i l e p n : L - z c / l h ) =  c ~ p a p 6 P d ( O , l , p a : L - l e p b )  c 
- 

47r 
(1 2.15) 

7Toutes les intégrales sur les exponentielles qui apparaissent en transmission sont telles 
que 

d z ë z / l e f ( z )  = Zef(le) r 
car f(z) est une fonction qui varie linéairement au voisinage de l’interface. 
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où la fonction Pd(k1,  z ,  z’) est la transformée de Fourier bidimensionnelle 

(1 2.16) 

Pour k l  = O, cette fonction est donnée, avec les bonnes conditions aux limites, 
par la relation (5.158) : 

( 12.17) 

avec z ,  = min(z,z’), 211.1 = max(z,z’) et 20 = 21,/3. On en dCduit le coeffi- 
cient de transmission moyen 

(12.18) 

Celui-ci a une faible dépendance angulaire tout comme le coefficient de ré- 
flexion (voir aussi la figure 8.8 pour l’albédo moyen) qui provient des cosi- 
nus directeurs dans les termes d’atténuation exponentielle. Aux petits angles, 
cette dépendance est négligeable et nous n’en tiendrons plus compte. Ainsi, 
en prenant pa = pb = 1 : 

(12.19) 

La physique décrite dans ce chapitre n’est pas liée de façon essentielle à la 
nature précise de la conversion d’une onde balistique en onde diffusive. Toutes 
les fonctions de corrélation sont normalisées par le coefficient de transmission 
et ne dépendent donc pas de la longueur zo. Dans la suite, afin d’alléger les 
formules, nous posons zo = O. I1 est facile de modifier les résultats obtenus 
afin de tenir compt,e d’un zo fini. 

12.4 Corrélations angulaires en transmission 
Nous allons maintenant étudier chacune des contributions a C a b a f b ’  qui 

correspondent aux trajectoires de diffusion schématisées par la figure 12.6. 

12.4.1 Corrélation C(l) à courte portée 
I1 s’agit d’évaluer le terme correspondant à la figure 12.5.b. Son calcul 

est très similaire à celui du coefficient de transmission moyen z b ,  mais les 

sCe résultat est de la forme /?1,/L, où le coefficient 0 est précisément celui qui décrit 
la dépendance angulaire du cône de rétrodiffusion (équation 8.33) .  Le lecteur cherchera à 
comprendre pourquoi. 



466 Chap. 12 : Corrélation des figures de speckle 

directions a et a' ainsi que b et b' étant différentes, il apparaît des facteurs de 
phase supplémentaires. De manière analogue à (12.14) on obtient 

' Io  J drldr2ezIC[Asa.ri-A8~.rz] e -z l /Le e - l ' - z z l / l e r ( r l ,  r 2 )  ( 4 ~ ) ~  R2 S)abS)aib, = 

( 12.20) 
en posant Ad, = 8, - da! et A&, = d b  - s b , .  On considère des différences Ad, 
et suffisamment petites pour pouvoir négliger leur projection le long de 
l'axe Oz.  En utilisant (12.1) et (12.2), il vient 

(12.21) 

Pour la géométrie de la tranche, le facteur de structure r(rl ,  r 2 )  est fonction 
des variables 2 1 ,  z 2  et p = (ra - r 1 ) L .  En effectuant les intégrales sur z 1  et 2 2  

(voir note 7) et en utilisant (4.63), on obtient 

soit 
C 2 

b Z b 6 Z ' b '  = ( G b A s , , A s b p d ( q a i  l e ,  L - l e ) )  ( 12.23) 

avec qa = klA8,I. La transformée de Fourier F'(q,,le, L - l e )  est donnée par 
la relation (5.55) 

1 sinh gazm sinh qa ( L  - z M )  

D qa sinh q, L F'd (qa ,  z , z ' )  = - ( 12.24) 

et donc 
1 sinha gale  3 ga l ,  
D qa sinh qa L 

( 12.25) - -~ Pd(qa, l e ,  L - l e )  - - 
c sinh qa L 

dans la limite où qale << 1. I1 vient finalement, 
- _  

6%b6&bi = %b % / b f 6 A s a , A s b F i ( Q a L )  (12.26) 

avec 

La fonction de corrélation CL::,, est donc donnée par [266] 

( 12.27) 
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avec q, = klAS,I. Ce résultat permet de décrire un grand nombre de carac- 
téristiques d’une figure de speckle, dont certaines sont a priori inattendues. 
Tout d’abord, lorsque a’ = a, b’ = b, on ~ obtient l’expression de l’amplitude 
des fluctuations de speckle c’est-à-dire = I,?. On retrouve la loi de 
Rayleigh (12.9) à savoir que l’intensité relative des fluctuations est de l’ordre 
de l’unité. Cette granulosité est la caractéristique principale d’une figure de 
speckle ainsi que le montre la figure 12.1. 

; Remarque : Taches de speckle et canaux de transmission 

Le résultat (12 26) décrit le cas d’une surface infinie éclairée par une onde plane éten- 
5 due Pour un faisceau incident de section finie S, le symbole de Kronecker 6aS,,asb 
’ doit être remplacé par une fonction f (A& - A&,) reliée à la transformée de Fourier 

du faisceau incident, ce qui est obtenu facilement en revenant à l’expression (12 21) 

5 Par exemple, pour un faisceau cylindrique de largeur W ,  

(12.29) 

(12.30) 

1 avec qab = ~ c l ~ i ,  - a s b l .  Pour un faisceau gaussien e - p 2 / w 2  (dans ce cas, la section 
1 effective est S = nW2),  on obtient 

(12.31) 

Pour un faisceau incident donné, la variation de l’intensité observée sur l’écran, c’est- 
{ à-dire la dépendence angulaire du signal reçu, est décrite par la fonction de corrélation 
1 obtenue en prenant a = a’ 

L 6T,b6TabJ = f (As,) (12 32) 
i 
f ou la fonction f est de portée angulaire l /kW La largeur angulaire des taches de 
; speckle est donc de l’ordre de l / k W  Par conséquent, pour un écran placé à distance 
! R, la largeur des taches est de l’ordre de XR/W et chacune peut être associée à un 

mode ou canal transverse de propagation du faisceau incident Le nombre de modes 
est donc de l’ordre de k 2 W 2  Ces modes sont analogues aux modes de propagation 
dans un guide d’onde Ils jouent aussi un rôle important dans la théorie de Landauer 
du transport électrique (complément C7 2) 

i ~- 

* 

La fonction de corrélation (12.28) contient une autre information intéres- 
sante et inattendue. La forme (12.29) de la fonction f implique qu’un dé- 
placement AS, du faisceau incident se traduit par un déplacement identique 
ASb AS, du faisceau émergent. Ainsi, en changeant l’orientation du fais- 
ceau incident, on observe un déplacement en bloc de la figure de speckle. Cette 
observation, appelée effet mémoire 1267,268)’ est remarquable car elle montre 
qu’au terme du processus de diffusion multiple, il reste une information sur 
la nature du faisceau incident [267]. Cet effet disparaît pour AS, E l / k L ,  
c’est-à-dire quand la fonction Fi tend vers zéro (figs. 12.8.b’~). 

I1 existe d’autres contributions. plus petites, à la fonction de corrélation 
Caba,,,, qui ont des structures angulaires différentes. La contribution C(l) 
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i 

FIG. 12.8 - Les figures de droite montrent des images d’une figure de speckle en  
transmission, obtenues en  faisant varier l’angle d’incidence. La Pèche permet de 
suivre u n  détail particulier. La première figure correspond à une direction donnée d u  
faisceau incident et sert de référence. E n  inclinant légèrement le faisceau incident 
(10 mdeg, puis 20 mdeg), on  constate que la figure de speckle se déplace, gardant la 
<< mémoire >> de la figure initiale. Pour un angle trop important, la figure f init  par 
se déformer. Les courbes montrent la fonction de corrélation C,b,’b’ en  fonction de 
l’angle A&. La première est obtenue en  prenant l’autocorrélation (donc a = a’) de 
la première figure de speckle. La largeur du pic est d’ordre i l kW.  Les deux autres 
corrèlent deux figures correspondant à des angles d’incidence différents (10 mdeg, 
puas 20 mdeg). Elle est maxamale lorsque Asb = As,, et le max imum est donné par 
la fonction Fi (ICLI As, I ) .  La corrélation disparaît lorsque 1 As, I = l / k L  12671. 

contient des amplitudes appariées correspondant à des angles différents à 
l’entrée et à la sortie. Ainsi, on note symboliquement les appariements de 
la figure 12.5.b : 

1 : (aa’)(aa’) - (bb’)(bb’) (12.33) 
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Exercice 12.1 : Corrélation d’une figure de speckle en réflexion 

On note R a b  le coefficient de réflexion (c’est-à-dire l’albédo dans les notations du 
chap. 8). 

Montrer, en modifiant l’expression (12.21), que la fonction de corrélation de R a b  

s’écrit : 

soit encore 

avec qa = ]G]Ai?,l. 

Montrer que cette expression fait apparaître le carré de l’albédo cohérent cuc(qa) 
donné par la relation (8.26) 

(12.36) 

En déduire que, en réflexion, les figures de speckle sont constituées de taches de 
largeur angulaire i / k W  et présentent un effet mémoire comme en transmission. En 
revanche, cet effet mémoire existe dans un domaine angulaire beaucoup plus grand, 
de l’ordre de l/!d, au lieu de l /kL en transmission. 
Comme on l’a vu dans la section 8.8 pour l’albédo moyen, la description des corré- 
lations en réflexion est plus difficile qu’en transmission car il faut tenir compte de la 
contribution des trajectoires courtes, qui dépend de la nature des diffuseurs et des 
propriétés de l’interface. Néanmoins cette description doit être correcte pour les petits 
angles (nale < 1) qui correspondent aux trajectoires longues. 
Si on mesure les corrélations de speckle autour de la direction de rétrodiffusion, la 
cohérence associée au cooperon conduit à des effets supplémentaires décrits dans la 
référence [269]. 

12.4.2 Corrélation C(2) à longue portée 

I1 existe d’autres contributions à la fonction de corrélation, faisant inter- 
venir des croisements de diffusons, lors de l’appariement des trajectoires de 
diffusion multiple (fig. 12.4). Ces contributions sont plus petites mais nous 
allons voir qu’elles ont une portée angulaire plus grande. 

On commence par la contribution à un seul croisement. Celui-ci est dé- 
crit par une boîte de Hikami et la figure 12.9 indique quelles sont les deux 
seules combinaisons possibles. On constate en particulier que deux diffusons 
incidents sont nécessairement sur une même diagonale de la boîte, ce qui ex- 
plique la structure des représentations (a) et (b) .  Du fait du Croisement des 
diffusons, on s’attend à une contribution plus petite. d’ordre l/g, et qui ne 
présente pas d’effet mémoire. En effet, la structure angulaire est différente 
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de celle (12.33) de dl) puisque le croisement des deux diffusons échange les 
canaux a et a’ et correspond à 

(aa)  ( d a ’ )  - (bb’) (bb’) 

(ua’)(au’) - (bb)(b’b/) 

La fonction de corrélation correspondante est 

( 12.37) 

l I I I 

r*--  
,’ b‘ 

a t u  

FIG. 12.9 - Contribution à 6T,b6&b‘ contenant un seul croisement des deux dif- 
fusons.  Les différents cas correspondent à des configurations des ondes planes inci- 
dentes selon S a  et .?,I et émergentes selon &, et &,I. (a)  dépend de A&, mais pas de 
As, et c’est le contraire pour (b). 

Considérons le premier terme de l’expression (12.38), associé à la fi- 
gure 12 .9 .~ .  On choisit l’expression (4.152) de la boîte de Hikami pour laquelle 
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l'application des gradients porte sur les diffusons entrant. À l'aide de (4.63), 
on déduit 

avec h4 = le/(487rk2). Effectuer les intégrales sur zi revient à prendre z1 = 
z3 = 1, et z2 = z4 = L - 1, '. En utilisant la transformée de Fourier (12.16), 
on obtient 

où qb = klA&,l. Par ailleurs, pour q b l ,  << 1, 

de sorte que 

On a introduit la fonction 

1 sinh2x 
F2(x) = - - - 

sinh2x ( 22 ') 

(12.43) 

(12.44) 

avec les comportements limites 

x 4 O F ~ ( x )  + 2/3  
x + c c  F2(x) + l / x  . 

En utilisant l'expression (12.19) du coefficient de transmission moyen ? a b ,  et 
en rajoutant la contribution du diagramme 12.9.b qui se calcule de manière 
identique, la fonction de corrélation se met sous la forme [268,270,271] 

OU qa = klAsaI et q b  = klAsbl. On a fait apparaître la (( conductance )) g 
sans dimension donnée par la relation (12.10). Du fait du croisement des deux 

9 0 n  vérifie que le résultat exact prenant en compte la longueur zo consiste à remplacer 
pour obtenir la 1, par ( 1 ,  + z 0 ) ~ / 1 2 .  Cette dépendance disparaît lorsqu'on divise par 

fonction de corrélation d2). 
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diffusons, la contribution d2) est plus faible que C(l) dans un rapport l/g. 
C’est ce facteur l / g  qui apparaît dans la correction de localisation faible à la 
conductivité (sections 7.4 et C7.2.5). 

Au lieu de présenter une décroissance exponentielle comme la fonction 

et ne disparaît que si à la fois As, e t  Asb sont grands. Ainsi, pour la figure 
de speckle associée à un faisceau incident a = a’, il reste des corrélations à 
longue portée angulaire mais de faible amplitude 

(1) cette contribution à la fonction de corrélation décroît algébriquement 

(12.46) 

Comme cette contribution, qui se rajoute à C(l), a une longue portée, il est 
possible de la mettre en évidence expérimentalement. On montre dans les sec- 
tions 12.5 et 12.6 comment la mesure des corrélations en temps ou à fréquence 
finie permet de séparer les deux contributions. 

12.4.3 Corrélation d3) associée à deux croisements 
de diffusons 

( 3 )  Considérons maintenant le terme suivant Caba,b, associé à deux croise- 
ments de diffusons, c’est-à-dire faisant intervenir deux boîtes de Hikami. La 
figure 12.10 montre les différentes structures possibles d’une boîte reliée à 
un diffuson entrant et à un diffuson sortant. I1 est facile de montrer que les 
seuls appariements possibles des trajectoires de diffusion multiple sont ceux 
de la figure 12.11 (voir le détail des trajectoires sur la figure 12.12). Dans le 
diagramme K f ,  les deux boîtes sont de la forme donnée par la figure 12.10.a 
et sont donc nécessairement reliées par deux diffusons. Dans le diagramme 
K,”, elles sont de la forme 12.10.b et sont donc reliées par deux cooperons. 
Enfin, il existe deux diagrammes K3 pour lesquels les deux boîtes sont de la 
forme 12.10.a ou 12.10.~. Elles peuvent donc être reliées soit par deux diffu- 
sons, soit par deux cooperons. 

FIG. 12.10 - Les possibilités de boîtes de Hikami avec un dzffuson entrant et un 
diffuson sortant. 

Afin d’évaluer ces quatre diagrammes, on applique la même méthode que 
pour le calcul de d2).  Notons d’abord que les diagrammes de la figure 12.11 
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a 
a 

a’ 
U r  b’ 

b’ 

b 
h 

a b 
a b 

a’ h’ 
a’ h’ 

a 
a 

b‘ 
b’ 

U r  
a’ 

b 
b 

U b 
b a 

a’ b 
a’ b’ 

FIG. 12.11 ~ Représentation des contributions à bl ,bST, , ,b , (3)  contenant deux croi- 
sements de diflusons. Les rèyles de la fiyure 12.10 montrent que le diagramme Kf 
contient nécessairement deux diffusons et le diagramme K; contient deux cooperons. 
Pour s’en convaincre, il su f i t  d’orienter les trajectoires comme sur la figure 12.12. 
Il existe deux diagrammes K3, l’un avec deux diffusons K i ,  l’autre avec deux coope- 
Tons K i .  Les diagrammes K t  et K f  ont la même structure que les diagrammes d e  
fluctuation de conductance des fiyures 11.3.a et 11.3.b. Les diagrammes K i  et K i  
sont leurs analogues pour les cooperons. 

n’ont pas de structure angulaire puisqu’ils correspondent à la combinaison 

c(3) : (aa)(a’a’) - (bb)(b’b’) (12.47) 

Commençons par évaluer le diagramme K,d en suivant la même démarche 
que pour le calcul de C(’). I1 y a maintenant deux boîtes de Hikami pour 
lesquelles on choisit d’appliquer les gradients sur les diffusons extérieurs. On 
obtient ainsi 
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La probabilité Pd(z,  z’) donnée par (5.58) est une fonction linéaire de z et de 
z’ de sorte que les gradients sont des termes constants et 

4 D 2  
C $ ; , ~ , ~ K ,  = --J J dzdz’Pd(z,z’)’ . 

9’ L4 O O 
(12.49) 

En intégrant, on trouve ce terme égal à 2/45g2. Le calcul du diagramme K; 
est identique à celui de K,d mais les trajectoires de diffusion internes sont des 
cooperons. Le calcul de K3 est un peu plus délicat. En effet, le produit des 
dérivées associé aux boîtes de Hikami opère à la fois sur un diffuson interne 
et un diffuson externe. Toutefois, après une intégration par parties, on trouve 
que la contribution des diagrammes K t  et Kg est la moitié de celle de Kf 
et K;. On obtient finalement [268,269,272,273] 

( 12.50) 

ou, en utilisant l’expression (12.19)’ 

(12.51) 

Cette contribution aux fluctuations est universelle, en ce sens qu’elle ne dé- 
pend pas de l e ,  donc de l’amplitude du désordre. Elle est de même nature 
que les fluctuations universelles de conductance. On note d’ailleurs que les 
diagrammes de la figure 12.11 ont une structure identique à ceux de la fi- 
gure 11.4. Ils n’ont pas de dépendance angulaire puisqu’ils correspondent à la 
combinaison (12.47). 

I1 est aisé de vérifier qu’il existe d’autres diagrammes à deux croisements 
qui ont la dépendance angulaire de C(’) ou de C(’) ‘O. Pour obtenir des dia- 
grammes ayant celle de d’) (combinaison 12.33) , il suffit de considérer ceux 
de la figure 12.11 et d’apparier les amplitudes a et a’ au lieu de a et a à l’en- 
trée et de constater qu’en sortie les directions b et b‘ se trouvent appariées. Le 
lecteur vérifiera que pour obtenir un diagramme ayant la structure C(’) (com- 
binaison 12.37)’ il faut que les deux croisements soient différents, l’un étant 
un <( carré >> et l’autre un <( losange ». On ne considérera pas ces diagrammes 
plus en détail, car ils représentent des corrections petites (d’ordre 1/g2) par 
rapport aux contributions dl) et d2) déjà calculées [272]. 

‘‘11 est d’ailleurs d’usage [269-271,2741 de classer les contributions C‘(Il, d2) et d3) 
selon leur dépendance angulaire et non pas selon le nombre de croisements des diffusons. 
Si on se limite, pour chaque contribution, au terme dominant (d’ordre 1 pour dl), d’ordre 
l / g  pour C(’) et d’ordre 1/g2 pour d‘))), ces deux classifications sont identiques. 
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12.4.4 Lien avec les fluctuations universelles 
de conductance 

Récapitulons les résultats obtenus pour la fonction de corrélation du coe- 
fficient de transmission. Trois contributions ont été calculées, qui ont des dé- 
pendances angulaires et des amplitudes différentes : 

avec qa = klAb,I et q b  = klASbl. Une expérience résolue en angle permet d'ac- 
céder essentiellement au premier terme, puisque les suivants sont beaucoup 
plus petits. En intégrant sur l'angle d'émergence, la contribution du premier 
terme devient négligeable et on obtient pour les fluctuations du coefficient 7, 

- b' 
b' -*- 

(12.53) 

FIG. 12.12 - Diagrammes de la figure 12.11 sur lesquels on  a représenté les ap- 
pariements entre les différentes trajectoires. Ces diagrammes n'ont pas de structure 
angulaire. E n  appariant a et a', on  ferait apparattre des diagrammes qui ont la 
structure angulaire de dl), mais qui ne sont pas considérés ici. 
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Enfin, pour le coefficient 7 obtenu en intégrant également sur les angles d’in- 
cidence, la contribution intégrée de F2 est négligeable et il reste : 

7 
(12.54) 

Rappelons que le coefficient de transmission dépend de la géométrie. Pour 
le guide d’onde, géométrie appropriée à la description des fluctuations de 
conductance, sa moyenne et sa variance sont données par (section ‘27.2.5 et 
complément C 11.2) 

- - 2  
T = g  , 6T2=- . ( 12.55) 

15 
Pour la géométrie d’un tranche dans l’espace libre que nous considérons pour 
décrire les fluctuations de speckle, on obtient 

(12.56) 

Dans les deux cas, le rapport 6T2/T2 ou -/T2 est donné par (12.54). 

12.5 Corrélat ion temporelle des figures 
de speckle 

Expérimentalement, il est difficile de séparer les différents termes qui ap- 
paraissent dans la fonction de corrélation angulaire (12.52) du coefficient de 
transmission. Cette fonction est dominée par le premier terme (effet mémoire). 
Les deux autres termes sont très petits, leur amplitude étant respectivement 
proportionnelle à l / g  et 1/g2 avec généralement g CY lo2 [265]. De plus, le 
terme d3) est constant, c’est-à-dire qu’il affecte uniformément toutes les 
taches de speckle. Autrement dit, si l’une d’entre elles est plus brillante, toutes 
les autres le sont dans la même proportion. Afin de mesurer séparément les 
trois contributions di), il faut chercher si chacune d’elles peut dépendre de 
façon différente d’un paramètre extérieur. Celui-ci peut, par exemple, être 
le temps introduit par le mouvement des diffuseurs. On est alors amené à 
mesurer la fonction de corrélation temporelle de l’intensité. Ceci constitue la 
spectroscopie des ondes diffusées présentée dans les chapitres 6 et 9. Nous 
allons donc nous intéresser à la fonction de corrélation l1 

(12.57) 

llCelle-ci n’est autre que la fonction de corrélation de l’intensité g z ( T )  définie par la 
relation (9.2). Dans la définition suivante de la fonction de corrélation, on a changé de 
notation et on utilise t au lieu de T pour décrire le temps associé au mouvement des 
diffuseurs. 
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et montrer que les trois contributions C(l), C(') et C(3)  ont des dépendances 
temporelles différentes, liées à des appariements distincts des trajectoires cor- 
respondant aux temps O et t .  Le terme principal C(l) décroît exponentielle- 
ment avec t tandis que les deux autres contributions décroissent algébriquc- 
nicnt, ce qui permet de les séparer expérimentalement les unes des autres. 

12.5.1 Corrélations temporelles C(l)(t) et d 2 ) ( t )  

On reprend la dérivation de Caba,b, mais pour des aniplitudes correspon- 
dant à des temps différents (fig. 12.13.0,). On va supposer que les diffuseurs ont 
un mouvement brownien et qu'il faut donc remplacer la probabilité P<I(T, r') 
par P r ( ~ , r ' ) .  Le paramètre y est tel que y = t / ( 2 7 , 7 b )  où 76 est le temps 
associé au mouvement brownien des diffuseurs (section 9.5). 

(1) 

a 
a 

a' 
a' 

FIG. 12.13 ~ Dépendances temporelles de C( ' ) ( t ) ,  C(')(t)  et d 3 ) ( t ) .  Pour C( ' ) ( t ) ,  
le temps t induit un déphasage pour les deux diffusons. Pour la contribution (b) 
à C( ' ) ( t ) ,  seuls les diffusons situés après le croisement sont modifiés car les am- 
plitudes associées aux trajectoires qui les constituent ne sont déphasées qu'après le 
croisement. Pour d 3 ) ( t ) ,  seuls les diffusons qui forment la boucle fermée située 
entre les deux croisements sont affectés par le déphasage. 

(1) 
0 Ainsi, pour déterminer Caba,b, ( t ) ,  il suffit de remplacer, dans la dérivation 

qui conduit à la relation (12.28), la probabilité Pd(q,, z ,  z') par Py(qa, z ,  2'). 
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D’après la correspondance (5.48), ceci revient à garder les expressions obtenues 
pour t = O, mais à remplacer qa par où L,  = Jo/r c( I/&, Au 
lieu de (12.28), on obtient donc 

C u b a l b , ( t )  (1) = 6Aâ,,AS:,Fl(L/Cu) (12.58) 

où la longueur Ca est donnée par 

(12.59) 

En particulier, pour des directions fixées d’incidence et d’émergence, la fonc- 
tion de corrélation temporelle s’écrit : 

On retrouve le résultat (9.33), en se souvenant que g 2 ( t )  = 1g1(t)I2. Aux 
grands temps, cette fonction décroît exponentiellement comme cela est observé 
expérimentalement sur la figure 12.14. 

m 

‘I 
A h 4- 

I 0.0 0.2 0.4 
V 

FIG. 12.14 - Dépendance temporelle des fonctions C( l ) ( t )  et C(’)(t). O n  remarque 
que la première décrott exponentiellement aux grands temps tandis que la seconde 
n’a qu’une décroissance en  loi de puissance [265]. 

0 La dépendance temporelle de la fonction de corrélation c(b’,,,(t) s’ob- 
tient de manière tout à fait analogue. Pour le diagramme 12.13.b, seuls les 
deux diffusons situés après le croisement sont affectés par le déphasage. I1 
existe un autre diagramme, analogue à 12.9.b, où ce sont les diffusons situés 
avant le croisement qui sont affectés par le déphasage. On voit ainsi le rôle 
joué par le croisement dans l’échange des appariements de trajectoires. Pour 
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tenir compte du déphasage, il suffit de remplacer dans (12.45), la probabi- 
lité P d ( q b ,  z ,  L - l e )  par P,(qb, z ,  L - l e )  donnée par la relation (5.55) et la 
correspondance (5.46)’ mais il ne faut pas modifier Pd(0, I,, z ) .  Dans le cas 
particulier a = a‘, b = b’, on obtient ainsi 

(12.61) 

où F2(1ç) est définie par (12.44) 12.  On note que contrairement à C(l ) ( t ) ,  la 
corrélation d2) ( t )  décroît aux grands temps comme L,/L, c’est-à-dire comme 
l/& et donc beaucoup plus lentement que C( l ) ( t ) ,  comme le montre la fi- 
gure 12.14. 

La mesure de C(’)(t) est identique à celle que nous avons présentée dans 
le chapitre 9 à savoir que pour une direction incidente a, on mesure le signal 
obtenu dans une direction b. Afin de mesurer d 2 ) ( t ) ,  on élimine la contri- 
bution de C(l) en intégrant angulairement le signal de sortie, c’est-à-dire en 
moyennant sur un grand nombre de taches de speckle. Par contre, la direction 
incidente a reste fixée [265]. 

Exercice 12.2 : Fonction de corrélation d 2 ) ( t )  en présence d’absorption 

Montrer qu’en présence d’une absorption finie décrite par la longueur l a ,  mais 
sans mouvement des diffuseurs, il convient de remplacer dans l’expression (12.41) la 
fonction P d ( q b ,  z ,  z’) par Pr(qb, z ,  z’) et la fonction k‘d(0,  z ,  z ’ )  par l‘,(O, z ,  z’) avec 
y = c/lu.  
En effet, en présence d’une absorption finie, on ne peut plus utiliser pour le calcul 
de d2) la correspondance (9.21) établie au chapitre 9 pour la spectroscopie des 
ondes diffusées, puisque l’absorption affecte tous les diffusons. Cette correspondance 
n’est correcte que pour la corrélation dl), c’est-à-dire en l’absence de croisement de 
diffusons (voir fig. 9.1). 

Montrer qu’en présence d’une absorption finie et d’un mouvement des diffuseurs, il 
faut introduire les deux quantités 

C 
y1 = - (12.62) 

1, 
et 

C D  
7 2 = - + -  

la  Lz, 
(12.63) 

afin de décrire les diffusons avant et après le croisement. 

12En incluant les dépendances angulaires, on aurait : 

avec 
1 1 1 1 
- = J q Y  + - = d q ;  + - 
Cu Lz, L? 
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12.5.2 Corrélation temporelle C(3) ( t )  

Le calcul de C,,,,,,(t) (3) est plus délicat : pour le cas stationnaire (t = O) 
nous avions un terme sans dépendance angulaire (12.50). et on ne peut donc 
pas simplement remplacer le vecteur d’onde qa par l’inverse de la longueur C, 
comme pour le calcul de C(’)( t )  et de C(2)( t ) .  

La figure 12.13.c montre que seule la boucle comprise entre les deux croi- 
sements est affectée par le mouvement des diffuseurs. Pour avoir la fonction 
C(3)( t ) ,  il suffit donc de remplacer Pd(q = O,z , z ’ )  par Py(q = O,z,z’)  dans 
l’expression (12.49). On obtient ainsi l3  

où Pr(q = O, z ,  z’) est donnée par (5.55). L’intégrale conduit à 

(12.65) 

où la fonction F3(1c) est 

F3(z)  = - 
2 x4sinh22 

égale à 

3 2 + 2x2 - 2cosh2x + xsinh2x 
(12.66) 

et a les comportements asymptotiques 

J: + O F~(z) -+ 2/15 
x-, 00 F3(J:) + 3 / 2 3  . 

On retrouve l’expression (12.50) de C(3)(0)  en prenant la limite L, 4 00. 

La décroissance temporelle de d 3 ) ( t )  est plus lente que celle de d 2 ) ( t ) .  
Son amplitude proportionnelle à 1/g2 rend son observation expérimentale dif- 
ficile. Cette fonction de corrélation a néanmoins été mesurée [275] et elle 
est représentée sur la figure 12.15. Sa mesure nécessite d’éliminer C(’)(t) et 
d 2 ) ( t ) .  La contribution C(l) disparaît en intégrant sur les directions de sor- 
tie. Afin de séparer les deux autres contributions d2) et d3), on augmente 
la probabilité l / g  K L/W2 de croisement au moyen d’une ouverture de lar- 
geur W comme cela est représenté sur la figure 12.16. Ainsi la contribution 
à d3) ( t )  qui provient principalement des boucles fermées dans la région de 
longueur L est amplifiée. De plus, en diminuant l’épaisseur LI de la première 
région, on diminue la contribution de C(2)( t )  qui provient principalement des 
chemins situés dans cette région. 

13Un facteur 3 prend en compte les autres contributions de la figure 12.12. 
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FIG. 12.15 - Dépendance temporelle des fonctions C(’)(t) et C(”(t) obtenues par 
diffusion multiple de lumière sur une suspension colloidale de billes de Ti02 dans 
1 ’eau. O n  note que ces deux fonctions décroissent aux grands temps comme des lois de 
puissance [275]. Cependant 1 ’expression (1  2.65) donne une décroissance plus rapide 
que celle observée expérimentalement. 

- L, - L - L, --H 

FIG. 12.16 - Schéma du dispositif de mesure de d 3 ) ( t )  par amplification de la 
probabilité d’avoir des boucles fermées dans la région de longueur L [275]. 

I1 faut finalement remarquer que l’effet d’une absorption finie sur le com- 
portement de d 3 ) ( t )  ne peut pas se déduire de sa dépendance temporelle au 
moyen du simple remplacement de Pd(z , z / )  par P’(z,z’); c’est-à-dire de la 
correspondance (9.21)’ car seule une partie des diffusons est active pour la 
dépendance temporclle (fig. 12.13) tandis que tous contribuent pour l’absorp- 
t ion. 
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12.6 Corrélat ion spectrale des figures 
de speckle 

Afin de compléter le panorama des différentes dépendances paramétriques 
du coefficient de transmission, il reste à établir le comportement en fréquence 
des fonctions de corrélation C(l) et d2). Celui-ci est obtenu en corrélant deux 
figures de speckle correspondant à deux ondes de fréquences wo et wo + Aw. 
Ces deux fréquences jouent le rôle de paramètres extérieurs, tout comme les 
temps O et t pour la corrélation temporelle (voir fig. 12.13). Pour le calcul de 
C(')(Aw), il suffit donc de partir des résultats obtenus en fonction du temps, 
d'utiliser la correspondance (5.46) et de remplacer la longueur Ca dans (12.58) 
Par 

( 12.67) 

On en déduit l4 pour qa = O, 

C(')(Aw) = (LIJ2L,)2 (12.68) 
cosh (L/&L,) - cos ( L / f i L , )  

où L, = d w .  La mesure de cette fonction [276] est représentée sur la 
figure 12.17. Pour A w  >> E,, elle décroît exponentiellement comme e--. 

L (ms-'/2) 

FIG. 12.17 - Dépendance en  fréquence de la fonction de corrélation C ( l ) ( A w ) .  Les 
différentes courbes correspondent à des valeurs différentes de l'épaisseur L de la 
tranche prises entre 13 p m  et 45 p m .  La constante de diffusion mesurée est égale 
à D = 12 m 2 / s .  L'écart observé à basse fréquence au comportement d'échelle e n  
L IL ,  O: L& s'explique par la largeur spectrale du laser. Ceci explique aussi 
pourquoi cet écart diminue en  augmentant la fréquence. À haute fréquence, c'est-à- 
dire pour A w  > E, où E, = D / L 2  est la fréquence de Thouless, o n  a C ( ' ) ( A w )  0: 

[276]. 

14La est une fonction complexe. On prendra garde à remplacer la fonction Fi par 
Iz/sinhzI2. 
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Pour le calcul de d 2 ) ( A w ) ,  on procède comme pour d 2 ) ( t ) .  Dans la re- 
lation (12.41), il suffit de remplacer P d ( q b ,  z ,  z') par P y = - a ~ w ( ~ ,  2'). Cette 
quantité est complexe. Plus précisément, le diagramme 12.13.b fait intervenir 
deux diffusons, l'un à la fréquence A w ,  l'autre à la fréquence -Aw.  Lorsque 
qa = qb = 0, on obtient l'expression 

(12.69) 

Cette fonction est représentée sur la figure 12.18, elle décroît algébriquement 
comme il&. Ces résultats expérimentaux correspondent à un faisceau 
gaussien de largeur W et non pas à une onde plane. Dans nos notations, 
la fonction mesurée correspond au produit g d 2 ) ( A w ) .  En vertu de (12.69), 
elle doit donc être une fonction universelle de L/L,, ce qui n'apparaît pas 
sur la figure 12.18. Cela est dû aux mêmes effets de convolution évoqués pour 
C ( ' ) ( A w ) .  De plus, expérimentalement, la moyenne n'est pas effectuée sur le 
potentiel aléatoire mais sur la fréquence dans un intervalle fini. Ceci pénalise 
la contribution à la fonction de corrélation aux basses fréquences qui sont 
précisément de l'ordre de la largeur de cet intervalle fini. Cet effet est moins 
prononcé pour C(')  ( A w )  que pour d2)  ( A w )  15. 

7 x 1 0  

FIG. 12.18 ~ Dépendance en  fréquence de la fonction de corrélation d2). Les diffé- 
rentes courbes correspondent à des valeurs différentes de l'épaisseur L de la tranche 
variant entre 13 p m  et 78 p m  pour un faisceau gaussien incident de diamètre 
W = 26 p m  (noté ici PO). L'écart au comportement universel à basse fréquence 
est discuté dans le texte. La dépendance en  loi de puissance c( 1 1 6  est appa- 
rente à haute fréquence, c'est-à-dire pour A w  >> E, où E, est l'énergie de Thou- 
less (5.35) [276]. 

l5Pour plus de détails sur la procédure expérimentale, le lecteur pourra se référer à la 
section 5 de la référence [276]. 
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12.7 Distribution des coefficients 
de transmission 

On a caractérisé les fluctuations de conductance ou de speckle uniquement 
par leur second moment. On voudrait maintenant obtenir la distribution com- 
plète, c’est-à-dire évaluer les moments d’ordre plus élevé. On se limite à des 
considérations qualitatives pour le cas où le paramètre g >> 1. Pour plus de 
détails, on se reportera aux références [273,277]. 

12.7.1 Loi de Rayleigh 
Considérons d’abord la distribution du coefficient de transmission l a b .  Les 

considérations de la section 12.2 ont conduit à la relation 

(12.70) 

La généralisation de ce résultat au calcul de est immédiate. Ce moment est 
un produit de n amplitudes $s,b et n amplitudes conjuguées $,Ub de la forme 
?,!&$ab . . . $&$ab. À l’ordre le plus bas en l /g ,  on néglige la contribution des 
diagrammes faisant intervenir le croisement de diffusons. On remplace ainsi la 
valeur moyenne par n produits de valeurs moyennes $:b$,b. 11 y a n! façons 
d’apparier les $ib avec les g a b .  On obtient donc 

(12.71) 

À partir de ces moments, il est immédiat de reconstruire la distribution du 
coefficient de transmission : 

(12.72) 

connue sous le nom de loi de Rayleigh. C’est aussi la distribution l ‘ (Rab)  des 
coefficients de réflexion. Elle est bien observée expérimentalement, que ce soit 
en diffusion simple ou en diffusion multiple (fig. 12.19). Elle correspond à la 
limite g + CO. 

Remarque : Loi de Rayleigh et théorème de la limite centrale 

La loi de Rayleigh traduit le fait qu’une figure de speckle résulte de la superposition 
cohérente d’amplitudes aléatoires sans corrélation A = E, A, .  Si ces amplitudes 
complexes sont indépendantes, les modules et les phases sont des variables aléatoires 
non corrélées. L’amplitude A est alors la somme d’un grand nombre de variables 
aléatoires indépendantes dont la distribution limite pour N grand est gaussienne. Les 
parties réelle A,  et imaginaire A,  de A ont également une distribution gaussienne de 
moyenne nulle et de même variance uz. La loi jointe P ( A , ,  A , )  est donc donnée par 

(12.73) 
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On en déduit que la distribution de l’intensité I = IAI2 est donnée par la loi (12.72). 
En diffusion simple, la loi de Rayleigh s’obtient en supposant que les diffuseurs sont 
distribués aléatoirenient sur des échelles de longueur comparables à la longueur d’onde 
de la lumière, de façon à ce que les amplitudes soient aléatoires. En diffusion niultiple 
elle s’obtient en ne supposant aucune corrélation entre les ondes émergentes. 
Les corrections d’ordre supérieur en l/g qui décrivent les croisements de diffusons 
donnent lieu à des corrélations entre les amplitudes sortantes et conduisent à des 
déviations à la loi de Rayleigh 

O 2 4 6 8 IO 

n i ;  

FIG. 12.19 ~ Distribution de probabilité de l’intensité réfiéchie, dans le régime de 
diffusion multiple, par un échantillon solide tournant de Bas04 en  polarisation pa- 
rallèle. L’intensité mesurée est proportionnelle au nombre n de photons et correspond 
donc au coeficient de réfiexion R a b .  La distribution P(R,b) suit parfaitement la loi 
de Rayleigh (12.72) (2781. 

12.7.2 Distribution gaussienne du coefficient 
de transmission 7, 

La distribution de probabilité du coefficient Ta peut être obtenue à partir 
de ses cumulants l,“‘. Le cumulant d’ordre deux a déjà été calculé. À partir 
de (12.46), on obtient 

(12.74) 

Les cumulants d’ordre n correspondent à n diffusons tous connectés entre eux. 
Le nombre minimal de croisements est n - 1 (fig. 12.20) et puisque chacun 
donne une réduction 119, on obtient : 

(12.75) 
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n 

FIG. 12.20 - Le nombre minimal de croisements des n dzffusons à l'ordre le plus 
bas en  l / g  est n -- 1. 

Dans la limite g + 00, ces cumulants d'ordre supérieurs sont négligeables 
et en ne gardant que le cumulant d'ordre deux, on obtient une distribution 
gaussienne 

(12.76) 

Cette distribution a été mesurée et est représentée sur la figure 12.21. 
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FIG. 12.21 ~ Mesure de la distribution de probabilité du coeficient de transmission 
I, pour des particules de Ti02 dans 1 'air avec 1, = 0,8 p m  et g 2 lo3. La distribution 
gaussienne (22.76) est très bien observée 12791. 

Les déviations à la distribution gaussienne sont obtenues en incluant systé- 
matiquement les corrections aux cumulants associées aux croisements succes- 
sifs des diffusons [273,279,280,282,283]. Ces déviations ont été mesurées pour 
des valeurs de g comprises entre 1 et 10 et sont représentées sur la figure 12.22. 
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FIG. 12.22 - Mesure de la distribution de probabilité du coeficient de transmission 
Ta pour des micro-ondes se propageant dans un milieu diffusant composé de billes 
de polystyrène. Dans cette figure, sa = ZIT. Le paramètre g prend les valeurs (a)  
g = 15, (b) g = 9 et (c)  g = 2,25. La distribution gaussienne est très bien observée 
pour le cas (a)  d 'un très faible désordre et des déviations apparaissent pour de plus 
forts désordres, c 'est-à-dire pour de plus petites valeurs de g .  Ces déviations sont 
bien décrites par la prise en  compte, dans les différents cumulants, des corrections 
dues aux croisements des diffusons [273, 2801, elles sont représentées e n  trait plein 
sur la figure (M.  Stoytchev et al. 12811). 

12.7.3 Distribution gaussienne de la conductance 

On peut aussi déterminer la distribution de probabilité du coefficient de 
~ transmission total 7 ou de la conductance (complément C7.2). La variance 
6 7 2  est obtenue en intégrant sur les angles la fonction de corrélation 6 T a b 6 z J b J  
donnée par (12.52). On a vu que seuls contribuent les diagrammes contenant 
deux croisements de diffusons. La variance correspondante (12.50) est de la 
forme 

(12.77) 
~ T2 

LI2 
6 7 2 K  - ' 

Considérons maintenant le cumulant I"". I1 est obtenu comme le produit de n 
diffusons tous connectés entre eux. Le nombre minimal de croisement est 2n-2 
(fig. 12.23). En effet, chaque diffuson doit avoir au moins deux croisements 
afin d'éliminer toute dépendance angulaire. Puisque chaque croisement donne 
une réduction l /g ,  

;F;n 

(12.78) 
-c 1 
I" K g 2 n 2  
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FIG. 12.23 ~ Le nombre minimal de croisements de n diffusons à l'ordre le plus bas 
en  i l g  est 2n - 2.  

et de manière équivalente, pour la conductance sans dimension g = 
G / ( e 2 / h )  (7.153) 

__ 1 
p C  c( ~ gn-2  . (12.79) 

Dans la limite g + M, les moments d'ordre n > 2 disparaissent et la dis- 
tribution est gaussienne, comme la distribution P ( z ) .  De mCme, il existe 
des corrections pour g fini [277] qui décrivent les déviations à la distribution 
gaussienne. 
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Complément C 12.1 
de l’intensité 

Corrélat ion spatiale 

Au lieu de considérer la fonction de corrélation angulaire du coefficient 
de transmission à travers un milieu diffusant, on s’intéresse maintenant à 
la fonction de corrélation spatiale de l’intensité mesurée ti l’intérieur de ce 
milieu. pour une source de lumière monocliromatique de vecteur d’onde k .  Ce 
problème est similaire à celui des corrélations angulaires (section 12.4) et les 
fonctions de corrélations obtenues ont des structures voisines. 

On considère une source ponctuelle située en un point T O  à l’intérieur du 
milieu. L’intensité correspondante a été définie par la relation (4.54) et sa 
fonction de corrélation est donc donnée par : 

2 

I ( T ) ~ ( T ’ )  = ($) G ~ ( T o ,  r ) G ; 4 ( ~ ,  ro)GP(ro, r ’ )G$(r’ ,  T O )  . (12.80) 

Afin de la calculer, on suit une démarche similaire à celle utilisée dans la 
section 12.2 pour la fonction de corrélation angulaire. La première Contribution 
à la fonction de corrélation consiste à remplacer la moyenne du produit des 
intensités par le produit des valeurs moyennes 

I(T)I(T’) = Ï ( r ) ? ( d )  . (12.81) 

Cette contribution est représentée par le diagramme de la figure 12.24 et 
correspond au produit de deux diffusons indépendants. 

r 

r ‘  

FIG. 12.24 ~ Représentation de la fonction de corrélation de l’intensité à l’approxi- 
mation de Drude-Boltzmann pour laquelle I(T)I(T’) = I ( r )  I (T’) .  

-~ 

La fonction de corrélation spatiale de l’intensité, définie par la fonction l6 

bI(T)bJ(T’) = I ( r ) l ( r ’ )  - T(r)T(r’) , (12.82) 

est engendrée par des diagrammes connectés. On définit de même la fonction 
de corrélation normalisée 

bI(r)61(r’) 
I(r)Ï(r’) 

C ( T , T ’ )  = - (12.83) 

16L’intensité moyenne ?(r) est égale à l’intensité id(r) à l’approximation du diffuson 
(voir la section 4.7). Nous la noterons ainsi dans la suite. 
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Nous allons maintenant évaluer ces fonctions en perturbation et comme pour 
les corrélations du coefficient de transmission, les classer en fonction du 
nombre de croisements de deux diffusons. 

C12.1.1 Corrélations à courte portée 

FIG. 12.25 ~ Représentation de la fonction de corrélation de l’intensité 
~I(T)~I(T’)‘’). Le croisement des deux amplitudes entre les points r z , r 4 , r  et r’ 
peut aussi se représenter à l’aide de la bofte de Hikami H ( A )  de la figure 4.16. 

La contribution dominante à la fonction de corrélation de l’intensité est 
donnée par le diagramme 12.25 et elle s’écrit 

Toutes les fonctions de Green moyennes sont prises à la même fréquence. 
En faisant l’approximation de variations spatiales lentes, on peut extraire le 
produit ï ( r1 ,  I - z ) ~ ( T ~ ,  ~ 4 )  de l’intégrale, le remplacer par r2(ro, T - )  et faire 
apparaître quatre intégrales sur les variables T I ,  ~ 2 ,  ~ - 3  et 1-4. On rappelle que 

1 d T z G R ( T - 2 ,  T - )GA(T”  7-2) = -S(T 1, - 

4n 
( 12.85) 

où la fonction g ( T  - T ’ )  est définie par (3.96). En utilisant pour le facteur de 
structure r(T-O, T - )  la relation (4.63) 

47rc 4nc 1 
r(TO,T-) = -+(T) = -- 

l e  47rDr 4 
où T = Ir - T O I ,  on obtient l7 

(12.86) 

( 12.87) 

170n mesure toutes les distances relativement à la source en r g .  



Cî2.1 Corrélation spatiale de l’intensité 49 1 

La fonction de corrélation normalisée (12.83) s’écrit alors [266] 

où Ar = Ir - r’l. Pour r = r’, il vient 

F(r)  = 2 I,”(.) ’ (12.89) 

c’est-à-dire le résultat énoncé par la loi de Rayleigh (12.9). 
La fonction de corrélation C l ( r ,  r’) a été mesurée expérimentalement [284, 

2851. La figure 12.26 montre sa dépendance spatiale pour la géométrie d’un 
long cylindre. La source est située sur la section d’entrée du cylindre tandis 
que les points r et r’ sont sur l’interface de sortie. 

1 

n 0.8 ‘ 0.6 

0.4 

0.2 

W 

0 10 20 30 40 50 

FIG. 12.26 ~ Fonction de corrélation locale de l ’ intensi téC(Ar)  obtenue en  variant 
la position du détecteur sur l’interface de sortie de l’onde en  z = L. La fonction 
de corrélation C , ( A r )  est obtenue directement en  prenant le carré de la fonction de 
corrélation du champ électrique représentée en  médaillon. La différence C - C i  décrit 
la contribution des corrélations à longue portée étudiée dans la section suivante. Ces 
résultats ont été obtenus pour des micro-ondes se propageant dans u n  milieu aléatoire 
de billes de polystyrène et la moyenne est effectuée sur un ensemble de réalisations 
distinctes du désordre 12861. 

La généralisation de ce résultat au cas où l’on fait aussi varier la position 
de la source située en T O ,  c’est-à-dire où l’on corrèle les intensités I ( r 0 ,  r )  et 
I ( r 0 ,  r’), est immédiate. La fonction de corrélation normalisée correspondante 
Cl(Ar0, A r )  se déduit de la figure 12.27 et elle généralise la relation (12.88) 
qui se récrit [286] 

Cl(AT0, Ar )  = g2(Ar0)g2(Ar) (12.90) 

où Ar0 = Ir0 -r0 I correspond au déplacement du point source et Ar  = Ir - r’I 
à celui du détecteur. Expérimentalement, les comportements de la fonction 
de corrélation C obtenus en faisant varier A r  ou Ar0 sont identiques [286]. 
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FIG. 12.27 ~ Représentation de la fonction de corrélation locale de l’intensité obte- 
nue en  déplaçant la position ru de la source et celle r du point de mesure. O n  pourrait 
représenter les croisements aux terminaisons en  utilisant la boz*te de Hikami H ( A )  
de la figure 4.16. 

C12.1.2 Corrélations à longue portée 

La fonction de corrélation SI(T)SI(T’) contient d’autres contributions. 
Ainsi, comme pour le cas des corrélations angulaires du coefficient de transmis- 
sion, on peut identifier le terme noté S I ( T ) S I ( T ’ ) ( ~ ) ,  donné par le diagramme 
de la figure 12.28, et qui correspond à un seul croisement des deux diffusons. 
Le calcul de ce diagramme met en évidence des corrélations à longue portée. 

FIG. 12.28 - Diagramme dont la contribution à la corrélation de l’intensité est à 
longue portée. L’interférence entre les deux diffusons est décrite par une boz*te de 
Hikami. 

Le croisement des deux diffusons est décrit par la même boîte que celle 
utilisée dans le calcul des fluctuations du coefficient de transmission d2) 
(fig. 12.9). Le diagramme 12.28 est l’analogue de 12.9.a et s’écrit 

x r(ri,Ri)r(r3, . 2 ) r ( R 4 ,  r4)1GR(rz, .)I 2 IG -R ( ~ 4 ,  .’)I2 (12.91) 

où la fonction H ( R , )  représente la contribution de la boîte décrivant le croi- 
sement des diffusons (complément C4.2). Dans le régime diffusif, les intégrales 
des fonctions de Green, toutes égales à l/re = le/47r, se découplent. En utili- 
sant la relation (4.63) qui relie I?(.,), .) à Id(.), on obtient 

4 

SI(.)SI(~’)(~) = /’ ~ R ~ I ~ ( R ~ ) I ~ ( R ~ )  H(R,)  q R z ,  . ) r ( ~ ~ ,  r’)  (12.92) 
2 = 1  
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et de (4.152), on déduit 

I I 

(12.94) 
Cette expression décrit un comportement à longue portée des corrélations 
d’intensité [288]. Elle est de la formc (exercice 12.4) 

( 12.95) 
1 

C ~ ( A T )  C( -G(Ar) , 
9 

où G(Ar) est une fonction à longue portée, puisque r et T’ sont reliés par des 
diffusons. I1 est aisé de comprendre sa structure à partir de la figure 12.28. Le 
diagranime peut en effet être séparé en deux parties distinctes. La première 
va du point source T O  au point R de croisement des deux diffusons et elle 
est décrite par le terme Id(R). La seconde contient les deux diffusons qui 
décrivent la propagation vers les points finaux r et r’. La boîte de Hikami se 
traduit par la présence des deux gradients. 

Comme pour Ci, on peut également déplacer le point source T O .  La fonction 
de corrélation correspondante C2 (Aro, Ar) décrite par le diagramme 12.29.b 
est alors pilotée par le terme d’interférence (3.97) à courte portée g(Aro) et 
se met sous la forme 

(12.96) 
1 

9 
~ ~ ( A T o ,  AT) C( - g(Aro)G(Ar) . 

En rajoutant la contribution de 12.29.a, on obtient 

La fonction de corrélation spatiale Ca(Ar0, Ar) a été mesurée expérimen- 
talement à l’aide de micro-ondes se propageant dans des suspensions solides 
de billes de polystyrène [284-2861. Les expressions obtenues précédemment 
ont également été étendues afin d’inclure l’effet d’une longueur d’absorption 
finie [287]. 

18En faisant porter l’action des gradients sur l’intensité I d ,  on obtient l’expression équi- 
valente : 

(12.93) 
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(a)  (b) 

FIG. 12.29 - Diagrammes donnant la fonction de corrélation C z ( A r 0 ,  Ar).  

Exercice 12.3 : Dessiner les diagrammes permettant de calculer la fonction de cor- 
rélation spatiale C3 (Avo, AT) de l’intensité correspondant à deux croisements des 
deux diffusons. 

Montrer que les diagrammes de la figure 12.11 donnent une contribution de la forme 

(12.98) 

Donner un exemple d’un diagramme supplémentaire qui, à cet ordre, donne une 
contribution du type (l /g2) [g(Aro) +g(Ar)] .  

Exercice 12.4 : Fonction de corrélation CZ(AT) pour une onde plane 
incidente 

La fonction de Corrélation (12.94) correspond à une source ponctuelle. On la calcule 
ici pour la géométrie d’une tranche de largeur finie L éclairée par une onde plane 12881 
(voir fig. 12.30). 

( 2 )  FIG. 12.30 ~ Représentation de la fonction de corrélation spatiale 6I(r)6I(r‘)  
mesurée sur le plan de sortie pour une onde plane incidente selon sa.  Ce diagramme 
correspond à la fonction de corrélation calculée dans l’exercice 12.4. 

Montrer que la fonction de corrélation S I ( r ) 6 1 ( ~ ’ ) ( ~ )  évaluée pour z = z’ = L - 1, 
ne dépend que de la projection p = (T - T’)L sur le plan xOy 

6 1 ( ~ ) 6 i ( r ’ ) ( ~ )  - d2q eZq,PF2(qL)  , - J  (12.99) 

où la fonction Fz(x) est donnée par l’expression (12.44). La fonction de corrélation de 
l’intensité apparaît donc comme la transformée de Fourier de la fonction de corrélation 
angulaire étudiée dans la section 12.4.2. Montrer que cette transformée de Fourier 
conduit, pour la fonction de corrélation normalisée, à : 

(12.100) 
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où la fonction G ( A r / L )  est donnée par 

et où JO est une fonction de Bessel. 
En déduire que la fonction de corrélation Cz(Ar) à cet ordre est à longue portée et 
qu’elle peut se mettre sous la forme 

(12.102) 

Elle est proportionnelle à l /g ,  et elle est donc beaucoup plus petite que Ci .  





Chapitre 13 

Interactions et diffusion 

On rappelle que uo est la densité d’états totale moyenne par direction de 
spin et po = uo/Cl est la densité d’états par unité de volume. L’énergie A = 
l/(p&) = l/uo est la distance moyenne entre niveaux d’énergie par direction 
de spin. On  utilisera le plus souvent le système CGS afin d e  présenter certains 
résultats sous la forme la plus souvent rencontrée dans la littérature. Sauf 
mention contraire, on prend h = 1. 

13.1 Introduction 

Jusqu’à maintenant, on a décrit les propriétés spectrales et le transport 
électronique en négligeant les interactions entre électrons. Or dans un métal, 
ceux-ci sont couplés entre eux par l’interaction coulombienne. Pourtant le mo- 
dèle des électrons indépendants s’avère constituer une excellcnte approxirna- 
tion. Ceci résulte de l’écrantage très efficace de l’interaction coulombieririe qui 
a lieu sur une distance de l’ordre de la distance inoyerine entre électrons. Néan- 
moins, 1’interact)iori a des consbqilerices physiques remarquables qui peuvent 
être classées esscntiellernent en deux categories : 

O Chaque électron n’est plils uniqucinent sensible au potentiel de désordre, 
niais aussi aux fluctuations de densiti: Clcctronique induites par les autres 
électrons. Ceci a pour cffct de déplacer les niveaux d‘énergie et donc de 
modifier les propriétés thermodynamiques et de transport en particu- 
lier la densité d’ét,at,s et, la conductivité. La niodification de la densité 
d’i:tats est rnaxirriale autour du niveau de Fermi et c’est là un pliério- 
nièrie spectaculaire, signature directe de l’interaction. Par ailleurs, cctte 
rnodificatiori joue un rôle essentiel pour comprendre certaines caracté- 
ristiques di1 rriagnétisme orbital du gaz d’électrons, en particulier lcs 
courants permanents (chap. 14). La modification de la coriductiviti: est 
du même ordre de grandeur que la correctlion de localisation faible, mais 
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elle est de nature très différente. En particulier, elle ne dépend pas du 
champ magnétique, ce qui rend son observation plus difficile. 

O L’interaction entre électrons est un processus inélastique (l’énergie to- 
tale est conservée mais celle de chaque électron est modifiée). Chaque 
électron ne reste dans un état propre de l’équation de Schrodinger à une 
particule que pendant un temps fini. Les processus sensibles à la cohé- 
rence de phase, comme le cooperon, sont donc nécessairement affectés. 
L’interaction entre électrons, tout comme l’interaction avec d’autres de- 
grés de liberté comme les phonons, est donc à l’origine d’un temps de 
cohérence de phase fini, noté rZe, au-delà duquel la cohérence dispa- 
raît. Ce temps de cohérence fini peut aussi apparaître comme résultant 
d’un champ électromagnétique fluctuant qui déphase entre elles les tra- 
jectoires appariées qui contribuent au diffuson et au cooperon, d’une 
manière qualitativement similaire au déphasage induit par le mouve- 
ment des diffuseurs (chap. 6). L’équivalence entre l’effet de l’interaction 
coulombienne et celui d’un champ électromagnétique fluctuant n’est pas 
évidente. Elle résulte du théorème fluctuation-dissipation. 

La nature diffusive du mouvement électronique joue un rôle essentiel car 
elle renforce l’effet de l’interaction. Ceci peut se comprendre de la manière 
qualitative suivante. À cause de la diffusion, la probabilité que deux électrons 
interagissent est augmentée car un électron SC déplace moins rapidement que 
si son mouvement était balistique. L’interaction effective entre deux électrons 
s’en trouve renforcée puisque chacun a une probabilité plus grande de rester 
dans la région d’interaction. On conçoit donc que la modification des quan- 
tités physiques éventuellement affectées par l’interaction soit proportionnelle 
au temps passé dans cette région. Plus précisément, pour une propriété phy- 
sique X ( E )  associée à une échelle d’énergie E ,  on s’attend à une modification 
proportionnelle la probabilité (5.5) de retour dans la région d’interaction 
pendant le temps h / E ,  

(13.1) 

Les développements exposés dans ce chapitre consistent à étudier les effets 
conjugués du désordre et de l’interaction. Celle-ci est traitée comme une pcr- 
turbation par rapport au modèle des électrons indépendants dans un potentiel 
désordonné. 

13.2 Potentiel de Coulomb écranté 

L’interaction coulombicnne entre deux électrons distants de R est dé- 
crite par IC potentJiel U o ( R )  = e2/R. Pour un système tridimensionnel, 
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sa transformée de Fourier s’écrit Uo(q) = 47re2/q2. Le cas des autres di- 
mensions est décrit dans le complément C13.1. Dans un métal, du fait de 
la présence des autres électrons, l’interaction de Coulomb est écrantée et, à 
l’approximation de Thomas-Fermi, elle devient [289] 

(13.2) 

ou encore 
e2 
R U ( R )  = -e-KR . (13.3) 

Le vecteur d’onde de Thomas-Fermi 6 ,  inverse de la longueur d’écran, est 
défini par [289] 
7 

2 = 87re po = 87re2- (13.4) 

où po est la densité d’états par unité de volume et par direction de spin. La 
valeur à q = O de l’interaction écrantée est simplement reliée à la densité 
d’états par 

(13.5) 
1 

U = U ( q  = O) = U ( R ) d R  = - s 2Po 
Pour un métal, K = k F ,  c’est-à-dire que l’écrantage est très efficace et se fait 
sur une longueur de l’ordre de XF (voir remarque suivante) . Par conséquent, 
dans la limite de faible désordre, la longueur d’écran 6-l est très inférieure 
au libre parcours moyen élastique I,. 

Dans un système diffusif, l’écrantage n’est pas instantané et il est im- 
portant de décrire correctement sa dynamique. L’interaction effective entre 
électrons est une fonction U ( q , w )  du vecteur d’onde et de la fréquence. La 
réorganisation des charges est décrite par la fonction diélectrique E ( q ,  w )  re- 
liée à la fonction de réponse densité-densité xo (q,  w )  par la relation t ( q ,  w )  = 
1 + Uo(q)xo(q,w). On a ainsi [289] 

Dans la section C7.1.2, on montre que, à l’approximation de diffusion, 

(13.6) 

(13.7) 

On en déduit que l’interaction effective dépend aussi de la fréquence : on dit 
que l’interaction est dynamiquement écrantée. Ceci est une conséquence de la 

IDans le système CGS. 
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nature diffusive du mouvement des électrons. En utilisant (13.6)’ on obtient 

47re2 - iw+ Dq2 
U ( q , w )  = - q2 aw + Dq2 + D K . ~  

La fonction diélectrique c ( q ,  w )  se déduit de (13.7) : 

4 r e 2  Dq2 4% w )  = 1 + 2po- q2 - i w + D q 2  ’ 

(13.8) 

(13.9) 

c’est-à-dire 
7 

où 00 = 2e2Dpo est la conductivité de Drude donnée par la relation d’Ein- 
stein (7.14) et où P d  est le diffuson (4.89) à l’approximation de diffusion. À 
cette même approximation, on a ql, << 1 et a fortiori q < K .  La fonction 
diélectrique s’écrit 

4TOo 
E(q’W) -iw + Dq2 (13.11) 

et l’interaction effective dynamique est simplement reliée à la fonction de 
réponse densité-densité X,,(q, w )  par 

La limite statique, X o  = 2p0, est obtenue en prenant w = O. 

(13.12) 

Remarque : Le paramètre rS 

Afin de décrire l’importance des corrélations électroniques, on utilise souvent le 
nombre sans dimension rs qui mesure le rapport entre l’énergie potentielle de Cou- 
lomb et l’énergie cinétique. L’énergie potentielle est d’ordre e2 /a  où a = r ~ - ~ / ~  est la 
distance moyenne entre électrons pour un gaz de densité n en dimension d. L’énergie 
cinétique typique est l’énergie de Fermi p’$/2m O: b2/(2ma2). Le paramètre rs est 
défini par le rapport 

énergie potentielle a 
énergie cinétique a0 

rs c( O : - ,  (13.13) 

où a0 = h2 / (moe2)  est le rayon de Bohr et mo est la masse de l’électron libre (voir 
section 2.1.1). Le paramètre T~ est donc proportionnel à la distance moyenne entre 
électrons. À trois dimensions, on a 

4T 1 
n 

- r3a3 - - . 
s o -  (13.14) 

Exprimons maintenant le vecteur de Fermi I C F  et le vecteur d’écran K en fonction de 
rs. Puisque k$ = 3n2n, 

(13.15) 
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Le paramètre d’écran K est donné par tc2 = 87re2po, où po = mkF/(27r2hZ)  est la 
densité d’états au niveau de Fermi, par unité de volume et par dzrectzon de spin. Le 
rapport K / ~ F  s’écrit donc : 

(13.16) 

Par exemple, pour un métal comme le cuivre, on a rs = 2,67 et m/mo = 1,3, soit 
K / ~ F  Y 1,51. L’écrantage est donc très efficace dans un métal. Pour d’autres métaux, 
on pourra consulter la table 1.1 de la référence [289], en prenant garde au changement 
de définition. 

13.3 Approximation de Hartree-Fock 
Afin de décrire les effets liés à l’interaction coulombienne, on se place main- 

tenant dans l’approximation de Hartree-Fock dont on ne donnera ici que les 
grandes lignes. Pour plus de détails, on pourra consulter [289]. Tout d’abord, 
l’approximation de Hartree consiste à chercher les solutions ( E % ,  4%) de l’équa- 
tion non linéaire 

J’ 1 
2m €L4Z(T) = - -A4%(T)+K~~( r )4Z(T)+  L+-+(+#%(r)dr’ ’ (13.17) 

où KOn(r)  est le potentiel à un corps décrivant l’interaction des électrons avec 
le réseau des ions et avec les impuretés. U ( r  - r’) est le potentiel d’interaction 
coulombien (à deux corps) entre électrons. La densité électronique est 

(13.18) 

et f ( t )  est le facteur de Fermi. La neutralité électrique implique que 

- 
ViO7((T)  + 1 U ( r  - r’)+qdr’ = O , (13.19) 

où on a remplacé la moyenne spatialc par celle sur le désordre. L’Pquatiori dc 
Hartrce se récrit alors 

J 1 
2m t ,  4, ( T )  - - A4b ( r )  + V (  r)4,  ( r )  + U (  T - T ’ )  ( T L (  T ’ )  - E ) 4 ,  (r)dr’ (13.20) 

où V ( r )  - = KOn ( r )  - v,,,,, est le potcnt,iel de désordre défini dans le chapitre 2 
et 7% = .(Y). À l’approximation de Hart,rce, l’équation non linéairc (13.20) 
est une équation de Schrodiriger effective pour laquelle le potentiel aiquel est 
soumis iin électron dépend lui-même de la densit,é électronique; c’est-à-dire cles 
fonctions d’ondes des autres électrons. Dans cette approximat,ion, la fonction 
d’onde totale est le produit de fonctions (1 un électron et ne satisfait donc pas 
le principe de Pauli. 
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Afin de prendre en compte l’antisymétrie de la fonction d’onde, il convient 
de rajouter le terme de Fock qui décrit l’échange entre particules de même 
spin. L’équation (13.20) devient finalement [289,290] : 

(13.21) 

En principe, l’équation non linéaire (13.21) doit être résolue de façon auto- 
cohérente. C’est un problème difficile qui n’a pas de solution analytique en 
présence de désordre. On va la résoudre en considérant l’interaction U comme 
une perturbation et en nous limitant à l’ordre le plus bas. Les états non per- 
turbes sont les états propres {e,, $%(r ) }  de l’hamiltonien (2.1) en présence de 
désordre ’. On calcule l’effet des interactions coulombiennes dans le cadre de 
l’approximation de Hartree-Fock en s’inspirant de la démarche développée au 
chapitre 3. En principe, on évalue la fonction de Green diagonale dans l’état 4% 
en écrivant une équation de Dyson analogue à (3.67). On fait ainsi apparaître 
la self-énergze E, = bt,  + Z, dont la partie réelle St, mesure le déplacement 
du niveau d’énergie t, et la partie imaginaire î, donne la largeur de ce ni- 
veau, c’est-à-dire l’inverse de son temps de vie ’. Ces deux composantes de la 
self-énergie permettent de calculer les corrections à la densité d’états à une 
particule ainsi que le temps de vie d’un état électronique. On donne ici une 
présentation simplifiée de ce formalisme. 

13.4 Correction à la densité d’états 

13.4.1 Inter act ion st at ique 
Dans un premier temps, on évalue les corrections à la densité d’états à 

une particule en calculant le déplacement St, des niveaux d’énergie pour une 
interaction Ccrantée statique U ( r  - Y’). donnée par la rclation (13.3) à d = 3. 

Le déplacement 6 ~ ,  s’obtient à partir de (13.21) et se met sous la forme 
S E ,  = Se; + Sty  où la contribution de Hartree SE< est donnée, au premier 
ordre en perturbation. par 

(13.22) 

’On aurait pu suivre une démarche similaire à celle du chapitre 3 et traiter parallèlement 
le potentiel de désordre et les interactions en perturbation à partir de la base des ondes 
planes. Ce choix ne serait pas très heureux car un argument du type (( règle d’or de Fermi n 
comme celui de la relation (3.1) introduit une largeur ii/r, au propagateur comme contri- 
bution des effets du désordre. Comme nous le verrons, cette largeur est bien supérieure à 
celle due à l’interaction. On traite donc d’emblée le désordre de manière non perturbative. 

3Pour plus de détails sur le problème à N-corps on pourra consulter [291] et plus parti- 
culièrement [292] pour l’approximation de Hartree-Fock en présence de désordre. 



503 

(13.23) 

( 13.24) 

où E$ est l’énergie totale en l’absence d’interaction et Sn(r’) = n(r’) - E.  Le 
facteur 1 / 2  évite de compter deux fois l’int*eraction dans l’énergie totale. Le 
déplacement moyen d’un niveau d’énergie t est défini par 

( 13.25) 

Puisque. en moyenne, chaque niveau d’énergie E est changé en t + A,, la 
distance entre deux niveaux €1 et € 2  devient (€2 - €1) [1 + dA,/dc]. Ce dépla- 
cement conduit à une modification relative de la densité d’états 

(13.26) 

Considérons d’abord le terme d’échange (13.23). En y insérant la relation 
f(t,) = Jdt’b( t ’  - ~ ~ ) f ( t ’ )  et en transformant à l’aide de (3.26) le produit 
des fonctions d’ondes en un produit de densités d’états non locales, ce terme 
s’écrit : 

f ( t  - w)dw U ( T  ~ . ’ )p,(~,~’)p,-,(~’,~)d.d. ’  . (13.27) 

En exprimant la fonction de corrélation de la densité d‘états non locale 
p, ( r ,  r ’ )  à l’aide de (4.204) et en utilisant (13.26)’ on obtient 

s 1 ”  A F =  -_ 
vo 1, 

L’interaction (13.3) étant à courte portée (tri% inférieure à l e ) ,  l’integrale se 
factorise 

(13.29) J’ 6v F (t) Lm ix> f ’ ( t  - w)dw RePd(r , r ,w)dr  

4L’origine des énergies est prise au niveau de Fermi. 
5 0 n  ne garde que la contribution du diffuson. Par ailleurs, on vérifie que le produit des 

valeurs moyennes donne une contribution négligeable. 



504 Chap. 13 : Interactions et diffusion 

pour faire apparaître le paramètre U défini par (13.5). La transformée de 
Fourier temporelle de la relation (5.5)’ JRePd(r, r ,  w)dr = JOoc Z ( t )  coswtdt, 
permet d’écrire la correction de densité d’états en fonction de la probabilité 
de retour à l’origine Z ( t ) .  En utilisant (15.98) et Up0 = 1/2 ,  on obtient ‘ 

O0 X T t  Z ( t )  coset d t  . F 
sinh rTt 

(13.30) 

La contribution du terme de Hartree à la correction de densité d’états 
s’obtient à partir des relations (13.22) et (13.25) : 

Le produit des densités locales intervenant dans cette expression est donné 
par (4.207). Du fait de la courte portée du potentiel, le terme dominant est 
celui à un seul diffuson. La relation (13.26) donne pour la correction de densité 
d’états 

J H f ’ (E - w)dw g2(R)U(R)RePd(r, r ,  w)drdr‘ (13.32) 

où la fonction g(R)  est définie par (3.97). Le terme à courte portée g2(R)U(R)  
s’intègre séparément et la contribution de Hartree à la densité d’états s’écrit 

(13.33) J’ f’(t - w)dw RePd(r, r ,  w)dr 

où on a introduit le paramètre : 

avec U = 1/2p0 (relation 13.5). Le paramètre F varie entre O pour un écran- 
tage fort (6 + m) et 1 pour un écrantage faible ( K  + O ) .  Pour plus de détails, 
on se reportera aux exercices 13.3 et 13.4. L’expression de 6vH(t) est propor- 
tionnelle à (13.29) de sorte que la correction totale à la densité d’etats par 
direction dc spin s’écrit 

‘On remarque que le résultat ne dépend plus de la constante de couplage e’. C’est 
parce que la longueur d’écran I F - ‘  est beaucoup plus petite que 1,. C’est donc la limite 
U = U ( q  = O) = 47re2/~’ qui intervient dans la relation (13.29). Ce rapport ne dépend plus 
de e2 .  
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avec A, = 1 -2F. Cette valeur de A, correspond à une interaction statique. Ce 
coefficient prend une autre valeur pour le cas de l’interaction dynamiquement 
écrantée U ( g , w )  (p. 513). De plus, il dépend de la portée des interactions 
par l’intermédiaire du paramètre F .  Puisque celui-ci est compris entre O et 
1, le signe de la correction de densité d’états semble dépendre de la nature 
de l’interaction écrantée. Si le terme d’échange est plus grand que le terme 
de Hartree ( F  < l),  c’est-à-dire pour un potentiel dont la portée est plus 
grande que la longueur d’onde de Fermi, la correction de densité d’états est 
négative. C’est ce qui a systématiquement été observé expérimentalement. 
En principe, ~ v ( E )  semble pouvoir devenir positive pour une interaction à très 
courte portée. Par exemple, dans le cuivre où F E 0’6, on devrait s’attendre à 
une correction positive. Nous verrons dans la section 13.4.3 que cette possibi- 
lité est un artefact et que la prise en compte de l’interaction dynamiquement 
écrantée modifie l’amplitude de la correction. 

La correction (13.35) à la densité d’états résulte du mouvement diffusif 
des électrons et dépend donc de la dimensionnalité par l’intermédiaire de la 
probabilité Z ( t )  qui, pour l’espace libre, est donnée par (5.23). 

on a Z ( t )  = a/-. On obtient ainsi, d’après (13.35) et (15.71) : 
Par exemple, pour un système quasi-ld de volume 0, à température nulle, 

(13.36) 

par direction de  span et par unité de volume. De même, à deux dimensions et 
dans la limite ET, << 1, on obtient à partir de (15.72) 

et à trois dimensions, (15.73) conduit à 

( 13.37) 

(13.38) 

où C est une constante indépendante de E .  

La dépendance de la correction de densité d’états en fonction de la pro- 
babilité intégrée de retour à l’origine est tout à fait similaire à celle de la 
correction de localisation faible Ao (7.56). On peut formellement écrire 

(13.39) 

7 0 n  rappelle que le mouvement diffusif des électrons dépend de la dimensionnalité d, 
mais l’interaction coulombienne est toujours tri-dimensionnelle si toutes les dimensions 
de l’échantillon sont plus grandes que K - ~ .  Dans un semi-conducteur où K - I  est grand, 
la forme de l’interaction peut changer en présence de grilles, à cause de la formation de 
charges images [290]. 
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où L, = m. Ici la coupure aux temps longs est determinée par l’énergie E 

au lieu du taux de cohérence de phase l / ~ $ .  On peut résumer les relations pré- 
cédentes pour la correction de densité d’états, dite aussi anomalie de densité 
d’états par 

(13.40) 

On note que l’amplitude de la correction relative de densité d’états est d’ordre 
l/g, où g est la conductance sans dimension. 

Exercice 13.1 : Montrer que 

ReP(r , r ’ ,c)  = Im du P ( ~ , r ” , ~ ) P ( d ’ , r ’ , w ) d r ’ ’  Jr” s 
et plus généralement que 

ou encore 
0.2 m 

f’(c - w)Re P(q,w)dw = - f ( t  - w)Im P2(q,w)dw (13.41) 

où P décrit soit le diffuson P d ,  soit le cooperon Pc. 

Exercice 13.2 : Montrer que la correction de densité d’états (13.35) s’écrit aussi 
sous les formes équivalentes 

(13.42) 

ou 

6 v ( c )  = -- 1 - 2 F  i m d w [ t n n h F  + tanh w2;c] ~ C I m P i ( q , w )  . (13.43) 
4n 

Exercice 13.3 : Le paramètre F représente le rapport des contributions de Hartree 
et de Fock (échange). En calculant la contribution de Hartree (13.32) dans l’espace 
réciproque, montrer que F se met également sous la forme 12901 

F =  vJ(P - P’)) (13.44) 
LJ 

où U(p- p’) est la transformée de Fourier de l’interaction ü(r )  et où la moyenne est 
prise sur les impulsions p e t  p’ situées sur la surface de Fermi. Vérifier directement que 

(13.45) (U(P - P’)) = 1 a(q )U(q)dq  = 1 9 2 ( w w d R  

où a(q) est la transformée de Fourier de g 2 ( R ) .  
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Exercice 13.4 : Calcul de F à l’approximation de Thomas-Fermi 

A trois dimensions, en utilisant l’expression U ( R )  = $ e p K R  ainsi que (3.97) pour 
g ( R ) ,  montrer que dans la limite nl, > 1, 

(13.46) 

F tend vers 1 pour une interaction parfaitement écrantée (voir fig. 13.1). Pour le 
cuivre où K/kF E 1,51, F est de l’ordre de 0,6. 

1 

0.8 

0 6  

4, 

0 4  

0.2 

FIG. 13.1 ~ Variation d u  paramètre F en fonctaon du rapport 2 k ~ / n ,  en dimensions 
d = 2 (tarets) et d = 3 (ligne contanue). 

À deux dimensions, moritrer que dans limite de  > 1, 

ou encore 
(13.48) 

On montrera d’abord qu’à deux dimensions U ( q )  = 27re2/(q + K )  et on utilisera 
l’expression (3.101) de a( q )  correspondante. 

1 
27r i + ( 2 k p / ~ )  sin 012 

13.4.2 Conductance tunnel et anomalie 
de densité d’états 

La modification de la densité d’états au voisinage du niveau de Fermi duc 
à l’interaction entre électrons dans un métal désordonné peut être mise en 
évidence par des mesures de conductance tunnel. Le principe de l’expérience 
consiste à placer le conducteur que l’on souhaite étudier en contact avec un 
autre métal dont la densité d’états pa  est connue. On oxyde un des deux 
conducteurs avant de déposer le second. L’épaisseur de la couche d’oxyde 
ainsi constituée est contrôlable et constitue une barrière tunnel. La mesure du 
courant tunnel, proportionnel à la densité d’états des dcux métaux, pernict 
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de remonter à l’anomalie de densité d’états. Cette dépression de la conduc- 
tance tunnel n’est d’ailleurs pas limitée au régime de faible désordre que l’on 
considère ici. C’est une caractéristique générale de l’effet de l’interaction cou- 
lombienne qui subsiste même pour de forts désordres (près de la transition 
métal-isolant) ou pour des semi-conducteurs. 

Afin de comprendre le principe de la mesure, rappelons que le courant 
tunnel I ( V ) ,  pour une tension V > O appliquée entre les deux métaux a et 
b, dépend de la probabilité tunnel associée au transfert d’électrons entre les 
deux métaux. Le taux tunnel entre un état initial i du métal a et un état final 
f du métal b est donné par la règle d’or de Fermi 

(13.49) 

où tif est un élément de matrice qui décrit le couplage entre les deux états 
et qui dépend de la géométrie de la jonction. Le taux tunnel entre le métal a 
et le métal b dépend des nombres d’occupation des états initiaux et finaux. 
I1 est donné par 

E f  + e V )  (1 3.50) 

où f ( E )  est la distribution de Fermi. À température finie, il existe aussi une 
probabilité finie rba(V) de transition de b vers a de sorte que le courant tunnel 
entre a et b est égal à 

En supposant que l’élémcnt de niatrice tunnel dépend peu de l’énergie et que 
la tension V et la température T sont petites, à la fois devant l’énergie de 
Fermi et la hauteur de la barrière tunnel, on peut remplacer les sommes par 
des intégrales et introduire les densités d’états respectives pa(€)  et ,O(€) de 
l’électrode de référence et du conducteur à étudier. On obtient alors 

Si les densités d’états varient peu au niveau dc Fermi (on les note alors po 
et P O ) ,  l’intégrale prend une forme très simple et donne k basse tension un 
courant tunnel I ( V )  proportionnel à V, et donc line caractéristique linéairc 
qui définit la conductance tunnel Gt 

En supposant que la densité d‘états de l’électrode de référence reste indépen- 
dante de l’énergie, une variation 6 p ( ~ )  de la dcnsité d’états du métal à étudier 
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conduit à une variation 6I(V) du courant et donc à une variation 6Gt(V) de 
la conductance tunnel telle que 

(13.54) 
e2 d6I  

dV Ti 
ddp(t)f’(f - eV) 6Gt(V) = - = -2r-palt1 

de sorte qu’à température nulle, 

( 13.55) 

La réduction de la conductance tunnel est donc une mesure directe de la 
variation de la densité d’états due aux interactions coulombiennes. 

Les premières expériences de conductance tunnel qui ont mis en évidence 
les variations données par (13.40) sont représentées sur la figure 13.2 qui 
montre la dépendance de la conductance tunnel Gt en fonction de V pour un 
contact tunnel oxyde d’indium-isolant-plomb avec des films d’oxyde d’indium 
de différentes épaisseurs. Lorsque l’épaisseur du film augmente, on observe le 
passage d’un comportement bidimensionnel (logarithmique) de l’anomalie de 
densité d’états à un comportement tridimensionnel proportionnel à fi. 

FIG. 13.2 - Conductance tunnel e n  fonction de In V (à gauche) et de f i  (à droite), 
pour une jonction oxyde d’indium-isolant-plomb. Les différentes courbes sont ob- 
tenues en  faisant varier l’épaisseur du film d’oxyde d’indium : (a) a = 160 A ;  
(b) a = 190 A; (c )  a = 210 A; ( d )  a = 310 A; (e) a = 460 A ;  (f) a = 2600 A 
(Y. Imry  et 2. Ovadyahu, Phys. Rev. Lett. 49, 841 (1982)). 

Le comportement unidimensionnel a également été observé sur des fils 
d’aluminium [293]. Le comportement (13.36) en l/n est parfaitement ap- 
parent sur la figure 13.3. 

8La comparaison avec la prédiction théorique (13.36) est plus compliquée [293]. Elle 
prend en compte d’autres effets que nous avons négligés dans notre calcul, comme l’in- 
fluence de l’environnement électromagnétique sur la conductance ainsi que les effets de 
géométrie finie. I1 est intéressant toutefois de noter que tous ces effets supplémentaires 
laissent inchangée la dépendance de la conductance tunnel en fonction de la tension et se 
résument à une renormalisation de la constante de diffusion qui apparaît dans la fonction 
Z ( t )  (voir l’exercice 13.9). 
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FIG. 13.3 - Mesure de la conductance tunnel sur des fils d’aluminium en  fonction 
de la tension et à différentes températures. Les courbes e n  trait plein correspondent à 
la prédiction théorique basée sur la relation (13.36), avec un coefficient de diffusion 
D* renormalisé par la géométrie du système (exercice 13.9) [293]. 

Exercice 13.5 : Conductance tunnel à température finie 

À l’aide de (13.35) et (13.54), montrer qu’à température finie, la correction relative 
de conductance tunnel s’écrit (terme d’échange) : 

6Gt (V, T )  - lm Z(t)R2(t)coseVt  d t  
Gt 2TVO O 

où la fonction R(t) est donnée par R(t) = TTt/ sinh(aTt). 

(13.56) 

13.4.3 Interaction dynamiquement écrantée 
La dérivation précédente de la densité d’états est approchée, car elle ne 

tient pas compte du fait que l’interaction est dynamiquement écrantée, c’est- 
à-dire qu’elle dépend aussi de la fréquence. Le calcul systématique [291] de la 
correction de densité d’états à l’approximation de Hartree-Fock en utilisant 
l’expression (13.6) du potentiel effectif d’interaction s’obtient en évaluant les 
deux diagrammes de la figure 13.4 (voir aussi 13.5). Les deux diagrammes 
supérieurs montrent les représentations usuelles des corrections de Hartree 
et d’échange (Fock) dans le formalisme du problème à N-corps [294]. Les 
deux diagrammes inférieurs présentent une représentation topologiquement 
équivalente mais qui met en relief le rôle du facteur de structure r‘ décrivant 
la nature diffusive du mouvement des électrons et des fonctions g ( r  - r’) 
associées à la courte portée du potentiel d’interaction. Le terme d’échange 
(de Fock) contribuant à la variation 6GF de la fonction de Green due aux 
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interactions (2941 s’obtient en séparant les variations spatiales lentes et rapides 
et, en utilisant le tableau (3.8) : 

c’est-à-dire, compte tenu de (4.37) et de l’expression de f2>l donnée dans la 
table (3.7) : 

(13.58) 
Vu(.) est la transformée de Fourier de U ( q , w )  donnée par (13.12). La correc- 
tion de densité d’états locale correspondante est reliée par (3.25) à la partie 
imaginaire de 6GF ( T O ,  T O )  

J 
oc> 

6GF(ro, T O )  = PO f ( E  - ~)dw Pd(~0, T , w ) U ~ ( T ,  T ’ )P~(T‘ ,  T O ,  w ) d ~ d ~ ’  L 

1 6 p F ( r o ,  T O )  = --Im Po O0 f (c  - w)dw P~(TO, T ,  w)u,(T, T ’ ) P ~ ( T ’ ,  T O ,  w)drdr’. L .. 
( 13.59) 

La correction à la densité d’états totale s’obtient en intégrant sur T O  et s’écrit 

(13.6 1) 

Dans la limite d’une interaction statique U ( q )  on retrouve le résultat (13.29) 
(voir exercice 13.2). En revanche, pour une interaction dynamiquement écran- 
tée et dans la limite où q << K ,  on a 

(13.62) 

À trois dimensions, le calcul redonne le résultat (13.28) de l’interaction sta- 
tique, multiplié par un facteur 2 (voir exercice 13.6). 

Considérons maintenant IC terme de Hartree. I1 s’obtient à partir du dia- 
gramme correspondant de la figure 13.4 et il donne une contribution 6GH à 

note qu’une mesure de conductance tunnel permet d’avoir accès à la densité d’états 
locale S p ( r 0 ,  T O ) .  Pour un système non invariant par translation, l’anomalie de densité 
d’états dépend du  point de mesure et elle est proportionnelle à la probabitité de retour 
en T O  

(13.60) 
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FIG. 13.4 - Diagrammes de Hartree et d’échange (Fock) pour la densité d’états 
locale. Le diagramme de Hartree contient la fonction g2(r - r‘) et le diagramme de 
Fock contient le facteur g2(0)  = 1. 

Ha rtree Fock 

FIG. 13.5 ~ Les deux diagrammes de Hartree et de Fock sont identiques moyennant 
la correspondance (a). (b)  Représentation du paramètre F (13.34) comme le rapport 
de deux diagrammes. 

la fonction de Green locale de la forme lo 

03 

6 G H ( ~ 0 , ~ 0 )  = -2po 

x 1 Pd(r0, T ,  w ) g 2 ( r  - T’)U(T,  r’)Pd(~’,  r0,w)drdr’ . (13.63) 

“Les contributions de Hartree (13.63) et de Fock (13.58) diffèrent par leur signe et par 
un facteur 2 qui proviennent respectivement de l’échange et du spin. 
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Pour ce terme, l’échange d’énergie lors de l’interaction est nul et l’interaction 
U ( r ,  r’) reste statique. On a donc pour la correction de densité d’états locale 

En intégrant sur T O  et en utilisant (13.45)’ on obtient 

H f(t - w ) d w x I m P S ( q , w )  . 

4 

(13.65) 

Pour le terme de Hartree, l’interaction n’est pas dynamiquement écrantée 
et on retrouve le résultat statique (13.33). Finalement? pour une interaction 
dynamiquement écrantée, la correction totale de densité d’états s’écrit 

À trois dimensions, l’exercice 13.6 montre que la prise en compte de l’écran- 
tagc dynamique dans le terme d’échange revient à multiplier sa contribution 
par un facteur 2. Le paramètre A,, qui décrit l’amplitude de l’anomalie de 
densité d’états (13.35); devient donc A, = 2 - 2F.  Par ailleurs, le calcul per- 
tmbatif qui conduit à (13.35) et (13.66) n’est valable que pour F << 1. On 
peut, montrer que le préfacteiir du terme d’échange n’est égal à 2 qu’au pre- 
mier ordre de perturbation. À l’ordre suivant’ il existe im terme linéaire en 
F (égal & F / 2 )  dc sorte que le préfacteur A, de la correction de Hartree-Fock 
est en fait (290,2951 : 

(13.67) 

Par définition (13.34). on a O < F < 1 et la correction est donc toujours 
néptzve Pour l’étude des autres dimerisionna1iti.s. on s t  reportera à la réfé- 
rence [290] 

Les résultats p5senti.s ici sont obtenus dans la limite perturbative, c’est-à-dire lorsque 
6u/u << 1. Urie expression non pertiirbative a étC obtenue dans la référerice [2Y6]. 
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I1 existe une autre contribution à l’anomalie de densité d’états obtenue en remplaçant 
les diffusons par des cooperons dans les diagrammes de la figure 13.4. Dans ce cas 

8: il n’est pas possible de s’arrêter à l’ordre le plus bas pour traiter l’interaction. 11 
convient alors de prendre en compte une somme infinie de diagrammes constitués 1 de lignes d’interaction et de cooperons (cette somme est appelée renormalisation de 

1 Cooper). Cela conduit à une contribution supplémentaire à l’anomalie de densité 1 d’états proportionnelle à celle du diffuson mais réduite par un facteur l/In(T,/c) 
8 (ou in(lnTcTe/ lnT,/t) à deux dimensions). Pour l’interaction coulombienne, Tc est 1 une énergie caractéristique de l’ordre de la largeur de bande. Pour une interaction 
9 attractive, Tc est la température de supraconductivité [290]. 

Exercice 13.6 : Montrer que, à trois dimensions, en prenant en compte l’écrantage 
dynamique de l’interaction, la contribution du terme d’échange est multipliée par un 
facteur 2. 

Pour une interaction statique U ( q , w )  = U ,  la relation (13.61) montre que le 
terme d’échange fait intervenir l’intégrale 

Si l’interaction est dynamiquement écrantée, c’est-à-dire pour U ( q ,  w )  = 
U(-iw + Dq2) /Dq2,  l’intégrale devient 

u w l  
Ï ? I m L  - iw+Dq2 dq ’ 

Une intégration par parties montre que l’écrantage dynamique de l’interaction mul- 
tiplie le résultat statique par un facteur 2. Pour l’étude des autres dimensionnalités, 
on se reportera à la référence [290]. 

Exercice 13.7 : Montrer, à partir des relations (13.61) et (15.103), que la contribu- 
tion du terme d’échange à la correction de densité d’états peut aussi s’écrire sous la 
forme 

Exercice 13.8 : Montrer que, pour une interaction statique U(T - T ’ ) ,  les formula- 
tions (13.61) et (13.29) sont équivalentes. 

13.4.4 Effets capacitifs 
On montre ici comment la géométrie du système peut jouer un rôle impor- 

tant pour la mesiire de la correction de densité d’états tunnel. On considère 
par exemple un fil quasi-unidimensionnel de longueur L et de section carrée 
Wz, posé sur une électrode métallique dont il est séparé par une jonction tun- 
nel d’épaisseur a. Dans ce cas, l’énergie coulombienne dépend de la capacité 
de la jonction et la composante unifornie dc l’interaction est de la forme 

( 13.69) 
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où C est la capacité de la jonction par unité de longueur. Par ailleurs, à courte 
distance, c’est-à-dire pour les grands vecteurs d’onde (mais toujours dans la 
limite diffusive) l’interaction dynamiquement écrantée garde la forme 

( 13.70) 

où P l d  = pow2 est la densité d’états unidimensionnelle. Pour tenir compte 
du comportement à grande distance ( q  t O), on montre dans le complé- 
ment C13.1 que l’interaction s’écrit sous la forme [293,297,298] 

et peut se récrire 

1 D* - iw+Dq2  
U ( q ,  w) = - - 

2 P l d  D -iw+ D*q2 ’ 

(13.71) 

(13.72) 

où le coefficient D* = 2poW2e2D/C > D s’interprète comme le coefficient 
de diffusion associé à la propagation du champ électromagnétique dans la 
jonction 12. Puisque la conductance du fil est a = 2e2Dpo, il peut se récrire 
D* = 1 / R C  où R = l/(aW2) est la résistance par unité de longueur du fil et 
où C est la capacitance par unité de longueur de la jonction. 

~ ~ ~ ~ 

Exercice 13.9 : Calculer l’anomalie de densité d’états pour un fil au voisinage d’une 
électrode métallique [293,297]. 

En insérant l’interaction (13.72) dans l’expression (13.66) de la correction de den- 
sité d’états et après intégration sur q et w ,  on obtient, pour le terme d’échange à 
température nulle : 

(13.73) 

Montrer que, pour un fil dont l’épaisseur est grande devant la longueur d’écran, le 
rapport D * / D  2 ( K W ) ~  est grand et que la correction de densité d’états donnée 
par (13.36) doit être multipliée par le rapport JW. Montrer que le terme de 
Hartree n’est pas renormalisé. 

Remarque : Blocage de Coulomb dynamique 

Une autre description de la conductance tunnel consiste à la relier à l’impédance de 
l’environnement du système à étudier. On fait alors apparaître la probabilité qu’un 
électron qui traverse la barrière tunnel cède de l’énergie à son environnement [297, 
299,3001. Pour une géométrie où l’environnement est essentiellement constitué par le 
conducteur lui-même, cette formulation est équivalente à l’approche microscopique 
développée dans ce chapitre. 

12Ce coefficient de diffusion du champ électromagnétique ne doit pas être confondu avec 
le coefficient de diffusion D* = vFZ*/d introduit dans la relation (4.172) afin de décrire les 
collisions anisotropes. 
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13.5 Correction à la conductivité 
La prise en compte de l’interaction entre électrons conduit aussi à une 

réduction de la conductivité. Sans entrer dans le détail des calculs, on peut 
concevoir que cette réduction est une conséquence de la correction de densité 
d’états. Toutes deux résultent de la diffusion d’un électron sur les fluctua- 
tions de charge engendrées par le désordre. La dépendance en température 
de la conductivité c(T) est reliée à sa dépendance en énergie à T = O K par 
la relation (7.124). Puisque la conductivité est proportionnelle à la densité 
d’états (relation d’Einstein), l’anomalie de densité d’états se traduit par une 
correction à la conductivité donnée par 

(13.74) 

où 00 est la conductivité de Drude (7.14). Pour une interaction statique, la 
correction de densité d’états est donnée par (13.35) et en utilisant (15.98)’ 
on a l3 

avec A, = 1 - 2F. Comme pour la correction de densité d’états , cette valeur 
correspond à une interaction statique. Pour un système quasi-Id, on a Z ( t )  = 
O/-. À l’aide de (15.78)’ on en déduit 

(13.76) 

À deux dimensions Z ( t )  = O/47rDt, et dans la limite TI-, << 1, on obtient, à 
l’aide de (15.79), 

e2 e? 
b ( T )  = -A,- In - 

4 r 2  21rT7, 
(13.77) 

où y = 0,577 est la constante d’Euler. A trois dimensions, Z(t) = ! 2 / ( 4 ~ D t ) ~ / ~  
et (15.82) conduisent à 

à une constante soustractive près. 

( 13.78) 

13Afin de comparer cette relation et les suivantes à celles du chapitre 7, on prendra soin 
de remettre h. Ce résultat, qui peut aussi être obtenu à partir d’une autre méthode dite 
quasi-classique, est présenté sous cette forme dans la référence [301]. 
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Comme pour l’anomalie de densité d’états, la prise en compte du caractère 
dynamique de l’interaction conduit à un résultat sensiblement différent. Un 
traitement complet montre qu’il suffit garder les résultats (13.76-13.78) avec 
(voir l’exercice 13.11) : 

(13.79) 

Remarque 

Tout comme pour la correction de densité d’états, il existe une autre contribution à 
Sn(T) obtenue en remplaçant les diffusons par des cooperons (voir remarque p. 514). 
Cette contribution est proportionnelle à celle du diffuson mais réduite par un facteur 
l/ ln(T,/T) (ou ln(lnTcre/ lnT,/T) à deux dimensions). Pour l’interaction coulom- 
bienne, Tc est une énergie caractéristique de l’ordre de la largeur de bande et telle 
que T < T,. La correction est donc négative. Pour une interaction attractive, T, est 
la température de supraconductivité, ce qui conduit, même pour T >> T,, à une aug- 
mentation de la conductivité. Il existe deux autres classes de diagrammes. Ceux dits 
de Maki-Thomson décrivent la diffusion des électrons par des fluctuations supracon- 
ductrices et conduisent à une correction proportionnelle à la correction de localisation 
faible (303,3041. Les corrections dites de Aslamasov-Larkin sont liées aux fluctuations 
des paires de Cooper et ne sont importantes qu’au voisinage de T,. Pour une re- 
vue des développements théoriques et expérimentaux sur ce sujet, on consultera les 
références [290,305]. 

I1 est utile de comparer la correction (13.75) avec la correction de localisa- 
tion faible (7.53). Ces deux corrections sont du même ordre. Les mécanismes 
physiques à l’origine de ces corrections sont différents niais toutes deux sont 
reliées à la probabilité intégrée de retour à l’origine. Toutefois, les dépendances 
en température sont differentes. Pour la correction de localisation faible, la 
températurc intervient seulement par l’intermédiairc dii temps de cohérence 
dc phase T#(T)  oc T - P  (section 7.4.3). Si les d6pmdarices en tcnipératurc sont 
différentes à d = 1 et à d = 3,  elles sont toutes deux logarithrniques à deux 
dimensions (comparer 7.66 avec 13.76-13.78). Afin de mettre en évidence ex- 
périmentalement la correction dile aux interactions, on applique un champ 
magnétique afin de supprimcr la correction dc localisation faiblc. 

Exercice 13.10 : Montrer que : 

(13.80) 

Exercice 13.11 : Montrer que la correction de conductivité pour une interaction 
statique iJ = 1/2po peut se mettre sais la forme 

(13.81) 

Pour cela, on part, de la relation (13.42) pour la correction de derisité d‘états. Pour 
une interaction quelconque ü(q, w), la rtférence [302] montre que la corrcction s’écrit,, 
pour le terme d’échange (voir exercice suivant) : 
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Montrer que pour l’interaction dynamiquement écrantée U ( q ,  w )  = U p z w + D q z  

correction due à l’échange s’écrit : 
Dq2 ’ la 

(13.83) 

et ne diffère du terme d’échange de (13.81) que par un facteur 4/d. 

Exercice 13.12 : Correction à la conductivité 

La référence 13021 présente le calcul de la contribution de l’interaction électronique à 
la conductivité. Pour le terme d’échange, ce calcul fait intervenir les trois diagrammes 
de la figure 13.6. Montrer que la somnie de ces trois diagrammes est nulle. 

fa) 

(a )  + (h )  = 

FIG. 13.6 Diagrammes d’échange contribuant à la conductivité. On  donne une 
présentation topologiquement équivalente permettant de montrer que leur somme est 
nulle. Les termes de Hartree, dont la somme est aussi nulle, sont obtenus par la 
transformation de la Jgure 13.5. 

Pour le montrer, il est utile de redessiner ces diagrammes afin de mettre en relief 
plus explicitement les contributions à courte et longue portée (fig. 13.6). Cette repré- 
sentation fait apparaître des boîtes de Hikami ayant une structure similaire à celles 
rencontrées pour les fluctuations de conductance. On montre que leur somme est 
nulle en utilisant les résultats de la section 11.2.1. D’après (11.17)! la somme des 
diagrammes (u)  + (b)  est proportionnelle à : 

Le facteur 2 tient compte des diagrammes identiques à ( a )  et ( b )  niais où les parties 
retardée et avancée ont été échangées. Le diagramme (c) est proportionnel à 

(13.85) 

Le signe - provient de la moyenne sur les impulsions entrantes qui sont opposées. La 
somme de ces trois diagrammes est donc nulle. 

Les diagrammos non nuis qui contribuent à la conductivité sont ceux de la figure 13.7. 
Ils sont construits à partir de deux fonctions retardées (ou avancées). D’après les consi- 
dérations de la section 7.1, ces diagrammes sont plus petits que les précédents, d’un 
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FIG. 13.7 ~ Diagrammes de conductivzté (échange). Les deux termes du haut cor- 
respondent à la représentation habituelle, tandis que les deux diagrammes du bas 
donnent une représentatzon topologzquement équzvalente. 

facteur l / k ~ l ~ .  Mais ils sont néanmoins divergents. En utilisant le développenient 
G(k - q)  = G(k)  - ~ . q G ( k ) ~ ,  montrer que chaque (< triangle >> est proportionnel au 
vecteur d’onde q et que ces deux diagramnies sont donc proportionnels à 

(13.86) 

13.6 Temps de vie d’un état électronique 

13.6.1 Introduction : théorie de Landau et désordre 

L’interaction coulombienne cst fortement écrantée par la préserice des 
autres électrons (section 13.2). Chacun d’eux, << habillé )) par le nuage d’écran 
ainsi constitué, est appelé une quasi-particule. La théorie de Landau des << li- 
quides de Fermi )) formalise ce concept de quasi-particule et montre que leurs 
propriétés sont essentiellement les mênies que celles des électrons sans inter- 
action, nioyennant une renorrnalisation des paramètres physiques tels que la 
masse de l’électron [306]. 

En fait, les quasi-particules interagissent faiblement par l’intermédiaire de 
l’interaction écrantée, aussi appelée interaction résiduelle. À cause de cette 
interaction, une quasi-particule, contrairement à une quasi-particule libre, ac- 
quiert un temps de vie fini. La t,héorie de Landau repose sur le fait que ce 
temps de vie diverge pour une quasi-particule proche du niveau de Fermi. 

Dans cette section, on étudie le temps de vie de ces quasi-particules et 
on montre que le désordre joue un rôle essentiel. La détermination de ce 
temps de vie est cruciale afin de déterminer si les propriétés de basse énergie, 
c’est-à-dire au voisinage du niveau de Fermi, peuvent être encore décrites 
dans le cadre de la théorie de Landau des liquides de Fermi, c’est-à-dire au 
moyen de quasi-particules sans interaction. Ceci permettra de comprendre ce 
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qui limite la cohérence de phase dans le gaz d’électron en interaction, une 
question majeure de la physique mésoscopique. 

En l’absence d’interaction résiduelle, une quasi-particule a un temps de vie 
infini. En présence de l’interaction, la probabilité P(t )  que la quasi-particule 
reste dans son état initial est de la forme 13061 : 

où .ret:(€) est le temps de vie de la quasi-particule. Ce temps de vie dépend de 
l’énergie E mesurée par rapport au niveau de Fermi. En l’absence de désordre, 
Landau a montré que, à trois dimensions, le temps de vie ree d’une quasi- 
particule est donné par 

(13.88) 

Au voisinage du niveau de Fermi, le concept de quasi-particule est bien défini 
puisque la largeur ~ / T ~ ~ ( E )  d’un état tend vers zéro plus vite que son énergie 
E lorsqu’on se rapproche du niveau de Fermi (voir le complément C13.2). 

13.6.2 Temps de vie à température nulle 
Dans cette section, nous allons montrer qu’en présence de désordre, la 

diffusion multiple augmente la probabilité que deux électrons interagissent 
et par conséquent, diminue le temps de vie électronique. Plus précisément, 
à l’approximation de diffusion et à température nulle, le temps de vie peut 
s’écrirc [290] l4 

(13.89) 

Le comportement t n  loi de puissance avcc un exposant dépendant de la dimen- 
siorinalité d’espace d est la signature du régime de diffusion. E,  est l’énergie 
de Thouless et A = l/vo est la séparation moyenne entre niveaux d’énergie en 
l’absence d’interaction. Cette expression est limitée au cas où l’hergie d’ex- 
citation t est grande devant E,.  Daris le cas contraire, le temps de vie varie 
comme 13071 

(13.90) 

Afin d’évaluer le temps de vie élcctronique. on coiisid6re un état propre 1 0 ) .  
de l’haniiltonicn désordonné et sans interaction, dont l’énergie fcx  est située 

I4On pourrait penser que la dépendance en températ,ure de 1 / ~ ? ~  (T) est obtenue en 
remplaçant t par 1’ comme dans (13.88) pour le cas balistique, pour obtenir ainsi l/reee (T) O( 
Td12. On montre dans la section 13.6.3 que ceci est incorrect pour d 5 2. 
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au-dessus du niveau de Fermi 15. Cet état interagit avec un état occupé 17) 
d’énergie cy (fig. 13.8). Le temps de vie de l’état la) est donné par la règle 
d’or de Fermi 

1 
- = 47r 
7, 

l(cyyluIP6)[2S(€, + €y - €0 - €6) 
0 4  

(13.91) 

Un facteur 2 tient compte de la dégénérescence de spin de l’état 17). L’élément 
de matrice (arlUlPd) décrit l’interaction entre les états Icy) et 17) qui évoluent 
vers les états finaux ID) et IS). Notons que cy < O et que les états finaux, pour 
être accessibles, ont des énergies telles que €0 > O et €6 > O. 

rn I Y  

FIG. 13.8 - Un électron dans l’état la) d’énergie E interagit avec un autre électron 
1-y) d’énergie E‘ de la mer  de Fermi. L’état final est constitué de deux électrons au- 
dessus du niveau de Fermi et d’un trou. 

Exercice 13.13 : Vérifier que pour un élément de matrice constant, le temps de vie 
.re,(€) donné par (13.91) varie comme 1/c2. 

Le temps de vie est de la forme 

où U ~ ( E )  = 2 6(t + cy - t g  - €6)  est la densité d’états finaux. La somme E’ est 
limitée aux états tels que cy < O, EO > O et €6 > O. En remplaçant les sommes sur 
les états par des intégrales sur les énergies et en introduisant la densité d’états à une 
particule ”0, on obtient 

V P ( E )  = 2.03 / O  de-, dtg lm dt66(t + E - ,  - €0 - €6)  = uot 3 2  
-03 

Si les éléments de matrice ne dépendent pas de l’énergie, le temps de vie varie comme 
1/t2. Cette dépendance en énergie est simplement liée à la densité d’états finaux vers 
lesquels un état de quasi-particule peut se désintégrer. C’est l’origine de la dépen- 
dance (13.88) obtenue par Landau [306] (voir aussi le complément C13.2). 

15Plus précisément, on considère les états de quasi-particule sans interaction, dont on 
suppose que le spectre possède les mêmes propriétés statistiques que le spectre des électrons 
sans interaction. 
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Afin de ne pas particulariser un état d’énergie E ,  on moyenne le temps de 
vie sur tous les états 1.) ayant cette énergie. Ainsi, on calcule 

En notant E’ l’énergie des états Ir), la conservation de l’énergie impose que 
les états finaux I@) et (6) aient les énergies E - w et E’ + w ,  où w caractérise le 
transfert d’énergie au cours de l’interaction (fig. 13.8). Le temps de vie inverse 
se récrit 

X ~ ( E  - ~, )S(E’  - éy)6(c - w - E ~ ) S ( E ’  + w - € 6 )  . (13.93) 

Il convient de moyenner cette expression sur le désordre, de sorte que le temps 
de vie est donné par 

(13.94) 

avec 
1 

W”w) = 4 I((.~lU(/36)l”s(E - c,)S(c’ - ty)6(E - w - E P ) S ( E ’  + w - Eh) 
vO cupy<f 

(13.95) 
W ( w )  est donc l’élément de matrice caractéristique dont on va voir qu’il ne 
dépend que du transfert d’énergie w 16.  Dans la littérature, on définit parfois 
le {< noyau )) K ( w )  = 47rv03W2(w), de sorte que l / ~ , ~ ( c )  = Ji wK(w)dw.  

On calcule maintenant l / ~ ~ ,  à l’approximation de diffusion. L’élément de 
matrice (a.rlUlp6) évalué sur la base des fonctions propres 4i(r) de l’hamil- 
tonien (2.1)’ s’écrit 

où U, ( T )  est le potentiel dynamiquement écranté. En utilisant la rela- 
tion (3.26) qui relie les fonctions d’onde à la densité d’états non locale p E ( r ,  r’), 
on peut écrire ~ ’ ( w )  sous la forme 

16Pour cette raison, l’intégration sur t’ dans la relation (13.93) donne simplement un 
facteur w .  On a cependant laissé t’ dans la relation (13.95). 
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où on a découplé la moyenne du produit de quatre fonctions de Green en un 
produit de deux valeurs moyennes. Afin d'évaluer Wz((w), on utilise l7 (4.204) 
et (3.98) de sorte que 

dont la transformée de Fourier est donnée par 

(13.98) 

(13.99) 

Le second terme est indépendant du désordre et redonne exactement la contri- 
bution de Landau (13.213) provenant des grandes valeurs de q .  Aux petites 
valeurs de q (qle  << l), c'est le premier terme, lié à la diffusion, qui domine. 
I1 vaut 

WZ((W) = ~ dTld7-2d7-idT;Uw(7-l - 7-2)Uw(Ti - 7 - 2 )  
7r2 v; 0 2  

(13.100) 
l S  

xRePd(7-1, r i ,  w)RePd(rz, 7-2 ,  -w) 

ou encore, en transformée de Fourier, 

(13.101) 

Cette quantité est représentée sur la figure 13.9. À l'approximation de diffii- 
sion, le potentiel dynamiquement écranté est donné par (13.12) ct donc 

1 1 
W 2 ( W )  = - 47r 2 uo 4c w2+ D2q4 ' 

Q # O  

(13.104) 

qui ne dépend effectivenient quc de w et qui s'exprime cn fonction de la pro- 
babilité intégrée de retour à l'origine Z ( t )  

(13.105) 

17Le cooperon donne une contribution négligeable. 
lROn peut aussi écrire W2(w)  sous la forme 

et le temps de vie s'écrit alors 
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FIG. 13.9 - Représentation diagrammatique de W z ( w )  correspondant à la rela- 
t ion (13.100). O n  note que la structure est très similaire à celle de la fonction de 
corrélation Kp(w)  de la densité d’états (fig. 10.11). 

Finalement, le temps de vie électronique (13.94) s’écrit 

Considérons un métal de volume 0. De la dépendance de re, en fonction 
de Z ( t ) ,  on peut d6duire deux régimes de temps : 

0 pour t << 70 où TD est le temps de Thouless (5.34)’ un électron vu 
comme un paquet d’onde diffusif n’est pas sensible à l’effet, des bords et se 
comporte donc comme dans un milieu infini. La fonction Z ( t )  est alors donnée 
par (5.23) soit R / ( ~ T D ~ ) ~ / ~ .  De (15.75)’ on déduit pour l’intçgrale (13.105) l9 

et le temps de vie est égal à 

(13.107) 

où c d  est une constaritje définie par (10.63)’ avec CI = fi/.ir2: c2 = 1/4n2, 
C S  = 4/67r3 .  Ce comportement a étt: effectivement mesuré dans des fils 
d’argent (d  = 1) pour lesquels W2((w) K w-:’/’ ct l /rcp(c)  cc ci/’ 1297,3081, 
Si la loi en w~”/’ est bien observée, le préfacteur ol>tcriu expérirnentalerricrit, 
est plus grand. Des coniportemcnts différents observés dans des fils d’or ou 
de cuivre ont étC: attribués à d’autres mécanismes de relaxat,ion de l’énergie 

‘“Le régime des petits temps est celui pour lequel l’énergie d’excitation t est beaucoup 
plus grande que l’énergie de Thouless, F > E,. Dans ce cas, la somme (13.104) sur les 
vecteurs d’onde peut être remplacée par une intégrale qui redonne l’expression (13.107). 
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tels que le couplage à des systèmes à deux niveaux [308] ou à des impuretés 
magnétiques [309] ; 

Remarque : Conséquence de l’écrantage 

Le comportement du temps de vie dépend très peu de la nature exacte du poten- 
tiel écranté. En effet, pour un potentiel parfaitement écranté, c’est-à-dire U ( q ,  w )  = 
0 /2u0 ,  la somme (13.104) s’écrit 

(13.109) 

Pour des fréquences w >> Ec,  la somme peut être remplacée par une intégrale et on 
retrouve une loi de puissance identique à (13.107) : 

(13.110) 

où seul le préfacteur est modifié. 

Remarque : Temps de vie et rigidité spectrale 

I1 est intéressant de comparer les expressions de ~ / T ~ ~ ( E )  et de la variance C 2 ( E )  de 
la distribution des niveaux d’énergie dans le régime diffusif en l’absence d’interaction 
(relation 10.52). On trouve 

(13.111) 

où on a retranché la contribution Cu(€) du mode uniforme. Cette relation découle 
de la similarité des diagrammes donnant la fonction de corrélation K ( w )  et W 2 ( w )  
représentés respectivement sur les figures 10.11 et 13.9. 

la limite t > TD correspond au régime ergodique pour lequel le paquet 
d’ondes électronique diffusif explore tout le volume R mis à sa disposition. On 
s’attend donc à ce que Z ( t )  soit contrôlée uniquement par le mode zéro. Mais 
ce n’est pas le cas, car dans l’expression (13.104) on a précisément enlevé ce 
mode pour assurer la neutralité électrique. L’énergie d’excitation E est infé- 
rieure à E, et on ne peut plus remplacer la somme (13.104) par une intégrale. 
On obtient dans cette limite 

2 a d  A4 A2 
47r6 E: g2 

W ( w ) = - - G ( -  

où le coefficient ad est donné par la somme 

1 

(13.1 12) 

(13.113) 

On note que le rapport E c / A  n’est autre que la condutance adimensionnée g 
définie par (7.25). Dans la limite w << E,, l’élément de matrice caractéristique 
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de l’interaction est donc indépendant de l’énergie et d’ordre A/g. L’inverse 
du temps de vie s’écrit dans ce cas [307] 

(13.114) 

I1 est intéressant de remarquer que ce temps de vie dépend des conditions 
aux limites par l’intermédiaire du coefficient a d .  Par exemple, si l’échantillon 
n’est relié à des réservoirs que dans la direction Ox, les conditions aux limites 
n, E N” , ny E N, n, E N sont les mêmes que pour le calcul de la somme (1 1.32) 
qui intervient pour les fluctuations de conductance. On a donc a d  = bd .  si 
l’échantillon est isolé, seul le mode n, = ny = n, = O est exclu de la somme, 
de sorte que a1 = bl = 7r4/90, a2 = b l +  bz = 2,59 et a3 = b1+ b2 + b3 = 5,11. 

Exercice 13.14 : Montrer qu’à l’expression (13.97) s’ajoute aussi une contribution 
faisant intervenir le produit P ~ ( T ~ , T ; ) P , , + , ( T ~ ,  r 2 )  P ~ / ( T z ,  T ; ) ~ , - , ( T ; , T ~ ) .  Dessiner 
ce diagramme en s’aidant des figures 13.9 et 13.5. Montrer que cette contribution, 
négligée ici, est d’ordre F 2  [290]. Noter la dépendance, non plus en w uniquement 
comme dans (13.97), mais en E - E’ - w. 

2 Remarque  : Temps  de vie et fonction diélectrique 

On peut reforrnuler les expressions précédentes pour le temps de vie électronique en 
8 faisant apparaître la fonction diélectrique. Pour cela, on montre, à partir de (13.10), 5 que celle-ci vérifie ia relation . 

( 13.115) 

1 de sorte que la combinaison IU(q,w)I2 [RePd(q,w)]’ intervenant dans l’expres- 
sion (13.101) de W 2 ( w )  vérifie 

ce qui, pour W 2 ( w ) ,  conduit à 
2 

(13.116) 

g et pour le temps de vie (13.94) : 

(13.118) 
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13.6.3 Temps de vie à température finie 
Le temps T,,(E) représente le temps de vie d’un électron injecté au-dessus 

de la mer de Fermi à T = O K. On suppose qu’à température finie. la pro- 
babilité qu’une quasi-particule reste dans son état initial est toujours de la 
forme [306] 

p( t ,  T )  = e - t / T e e . ( c  (13.119) 

où T, , (E,  5”) est le temps de vie d’une quasi-particule à température et énergie 
finies. Pour calculer ce temps. on repart de la relation (13.94) en incluant les 
facteurs de Fermi [290] 2o : 

(13.120) -- 1 
re,(€, T )  -03 

- ~ T U :  /* dw [I dE’F(e, E ‘ ,  w ) W 2 ( w )  

où F ( E ,  E’, w )  s’écrit à partir des facteurs de Fermi f e  = i/(eOe + 1) 

F(E,E’,W) = ftf(1 - f t - w ) ( i  - f c l+w)  + (1 - f t / ) f e - w f t l + w  . (13.121) 

Cette fonction contient deux termes. Le premier, le plus important lorsque 
E > O, décrit la désintégration d’un état électronique au-dessus du niveau de 
Fermi. Le second, dominant lorsque E < O, décrit la désintégration d’un état 
de trou dans la mer de Fermi. Lorsque E = O, ces deux termes sont égaux. En 
intégrant sur E’ (relation 15.104), on obtient 

(1 3.122) 

Ce temps de vie peut aussi s’obtenir à partir de la partie imaginaire de la self- 
énergie d’une quasi-particule en présence de l’interaction écrantée [292] 21 .  À 
température nulle, on retrouve le résultat (13.108). 

“ Remarque : Relaxation vers I’équilibre 
I 
5 Le temps T~~ (e, T )  peut aubsi s’interpréter comme le temps caractéristique associé à a 
8 la relaxation vers la distribution d’équilibre de Fermi. Celui-ci est défini à partir de 
L l’équation de Boltzmann pour la distribution d’énergie nt [290,310] 

(13.123) 

‘OOn ne regarde ici que l’effet de la température provenant de la statistique de Fermi et 

”Compte tenu de (15.106), la relation (13.122) peut aussi se mettre sous la forme [292] : 
pas du couplage éventuel des électrons à d’autres degrés de liberté (phonons, . . . ). 

Pw 
T e e ( € ,  T )  2 

m 
&W’(w)w (coth - + tanh 

1 
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Le terme de relaxation contient deux contributions qui décrivent respectivement les 
quasi-particules quittant un état quantique donné (appelée contribution (< out ») et 
arrivant dans cet état (contribution <( in D). À l’équilibre, nc est égal au facteur de 
Fermi ft = l/(eo‘ + 1) et le terme entre crochets est nul. En linéarisant autour de la 
distribution d’équilibre nt = fc + bn,, on obtient l’équation 

( 13.124) 

CC 

x /-, dt’[f,/(l ~ f c - w ) ( l  - fd+,) + (1 - f € f ) f c - w f d + w l  

Le terme de droite est précisément de la forme - 6 n , / ~ ~ ~ ( t , T )  ce qui permet d’inter- 
préter T ~ ~ ( E ,  T )  comme le temps de relaxation vers la distribution d’équilibre. 

13.6.4 Temps de vie d’une quasi-particule au niveau 
de Fermi 

On va maintenant s’intéresser plus particulièrement au comportement du 
temps de vie pour une quasi-particule au voisinage du niveau de Fermi (e = O )  
et ù température finie. Des propriétés physiques comme la conductance étant 
exprimées en fonction des états ù une particule au niveau de Fermi, il est 
en effet essentiel de comprendre ce qui limite la validité de la description en 
termes de quasi-particules indépendantes. Dans la suite, on note 

(13.125) 

le temps de relaxation de vie d’une quasi-particule au niveau de Fermi ”. 
D’après la relation (13.122), on a [311] 

( 13.126) 

Remarque  : Temps de relaxation de l’énergie et fonction diélectrique 

A partir des relations (13.126) et (13.117), on exprime le temps de relaxation de 
l’énergie en fonction de la constante diélectrique 

220n  prendra bien soin de ne pas confondre le temps de vie d’une quasi-particule au 
niveau de Fermi et à température finie T~,(T)  = T ~ ~ ( E  = O,T), avec le temps T ~ ~ ( E  = T,T  = 
O) parfois introduit dans la littérature en substituant simplement t par T dans l’expression 
du temps de relaxation de l’énergie calculé à température nulle. Ce second temps n’a aucune 
signification physique. 
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En utilisant les relations (13.126) et (13.105)’ on peut aussi exprimer ce 
temps de vie en fonction de la probabiliti. Z ( t )  de retour à l’origine : 

1 
- = 2 dw dtZ(t) sinwt 
ri,(??) rug sinhpw 

ou encore, en utilisant (15.105) : 

Compte tenu de la forme (5.23) de Z(t)  pour la diffusion 
libre, l’intégrale sur le temps de (13.128) est proportionnelle 
lation 15.28) 

(13.128) 

(13.129) 

dans l’espace 
à wd12-1 (re- 

(13.130) 

Ainsi, à trois dimensions, on a 

312 

(13.131) 
- f i ” &  
- 

1 
7,n(T) Gi wsinhpw 

de sorte que 
312 1 

-=A(;) rtn ( T )  (d  = 3) (13.132) 

à un facteur numérique près. On note que l’exposant de la loi de puissance est 
le même que celui de la dépendance en fonction de l’énergie d’excitation t du 
temps de vie à température nulle donné par la relation (13.108). Ceci découle 
du fait que les processus qui contribuent à la relaxation des quasi-particules, 
décrits par la fonction wW2(w). sont ceux pour lesquels le transfert d’énergie 
w est de l’ordre de T .  

I1 serait tentant de généraliser ce résultat à toute dimension et d’en déduire 
que ~ / T % ~ ~ ( T )  c( T”’. Ça n’est pas possible lorsque d 5 2 car, dans ce cas, la 
relaxation des quasi-particules est due à des processus de basse énergie w Y 0 
pour lesquels l’intégrale dans (13.128) diverge. En dimension d 5 2, ce sont 
donc essentiellement les processus d’interaction électron-électron avec fazble 
transfert d ’énergze qui contribuent à la relaxation des quasi-particules. Or, 
rzn(T) représente justement le temps de vie d’un état propre. Par conséquent, 
le transfert d’énergie w ne peut lui-même être défini à mieux que 1/rTn près. 
I1 n’y a donc pas de transfert d’énergie inférieur à 1/rZTL(T),  ce qui implique 
que l’intégrale (13.128) soit coupée de façon consistante pour des transferts 
d’énergie inférieurs à l/r,,(T). On obtient donc lorsque d 5 2, une relation 
autocohérente pour r,, : 
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où on a remplacé le facteur thermique par une coupure à w N T .  À deux 
dimensions, 1/7in(T) est proportionnel à la température (à des corrections 
logarithmiques près) : 

(13.134) 

À une dimension, dans la limite T T ~ ~  >> 1, l’intégrale est proportionnelle à 
J7zn de sorte que la relation autocohérente conduit à 

( 13.135) 

Remarque  : Relaxation non exponentielle de l’énergie en dimension d 5 2 

I1 peut sembler artificiel d’avoir à introduire comme coupure de basse énergie l’inverse 
du temps de vie d’une quasi-particule afin de déterminer celui-ci de manière auto- 
cohérente. La raison profonde de cette divergence à basse fréquence est que, pour 
d 5 2, la relaxation des quasi-particules n’est pas exponentielle. Le taux de relaxa- 
tion -dlnP/dt n’est plus une constante comme le supposait la formule (13.119). En 
effet, partant d’un état d’énergie donnée, les états accessibles après un temps t sont 
restreints, en vertu de la règle d’or de Fermi, à des transferts d’énergie supérieurs à 
l / t .  Ceci se traduit par une coupure à basse fréquence d’ordre l / t  [312]. Ainsi (13.127) 
devient : 

c’est-à-dire 

(13.137) 

Cette coupure ne modifie pas le comportement de la relaxation en dimension d = 3, 
car l’intégrale converge à basse fréquence. En revanche, pour d 5 2, le comportement 
a basse fréquence détermine celui de la relaxation. Considérons le cas d = 1. On 
obtient, pour des temps t > 1/T : 

(13.138) 

ce qui conduit bien à un comportement non exponentiel pour la relaxation des quasi- 
particules en dimension d = 1 : 

avec 
2/3  m-(%) 1 

(13.139) 

(13.140) 

Cet argument simple montre bien que la nature particulière de la divergence à basse 
fréquence est la signature d’un comportement non exponentiel. Par ailleurs, on re- 
trouve le temps caractéristique obtenu en (13.135). En dimension d = 2, on a 

p( t ,  T )  e - t / ( r tn  l nT t )  . (13.141) 
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; Remarque : Validité du liquide de Fermi 
Le taux de relaxation des quasi-particules 1/7in(T) reste inférieur à la température 
T .  On vérifie à l’aide de (13.132) et (13.134) que c’est toujours le cas pour d 2 2. 
À une dimension, l/.rzn décroît moins vite que la température lorsque T diminue. 
On pourrait craindre que les quasi-particules ne soient plus bien définies à basse 
température et que la validité du liquide de Fermi se trouve remise en question. 
Néanmoins, on constate que l/rin Y T pour une température extrêmement basse, de 
l’ordre de A/g, avec g rv E,/A > 1, qui n’est pas atteinte expérimentalement et qui 
est nulle à la limite thermodynamique. 

13.7 Cohérence de phase 

13.7.1 Introduction 
Dans la section précédente, nous avons étudié la relaxation, caractérisée 

par le temps T,,(T), d’une quasi-particule au niveau de Fermi et à température 
finie. En dimension d < 2, cette relaxation n’est pas exponentielle. 

Dans cette section, on cherche à comprendre quels sont les processus limi- 
tant la cohérence de phase nécessaire à l’observation des effets d’interférence 
tels que la localisation faible. On notera 7-7 le temps caractéristique associé 
à cette perte de cohérence de phase. 

0 Une première approche immédiate consiste à considérer que la cohérence 
de phase est limitée par le temps de vie des quasi-particules. En effet, puisque 
les trajectoires de diffusion multiple appariées dans le cooperon sont définies 
pour un état d’énergie donnée, elles ne peuvent interférer pour des temps su- 
périeures à T,, (T) .  I1 en résulte un déphasage irréversible entre ces trajectoires 
et donc une perte de la cohérence de phase. I1 est donc naturel de supposer 
que 

T$“(T) = ‘JZn(T) ‘Je,(€ = O, T )  . (13.142) 

De plus, il est apparu que la relaxation des quasi-particules n’est pas expo- 
nentielle pour d < 2. On peut donc se demander si la relaxation de la phase 
n’est pas elle aussi décrite par une relaxation temporelle non exponentielle. 

0 Une seconde approche consiste à suivre la démarche du chapitre 6 et 
à déterminer dzrectement le déphasage accumulé entre les séquences 
de diffusion multiple conjuguées par renversement du sens du temps, du fait 
de l’interaction électron-électron. Pour cela, on remplace l’interaction entre 
électrons par une interaction effective qui décrit le couplage d’un seul électron 
à un champ électromagnétique fluctuant dû aux autres électrons [313-3151. 
Ce bruit électrique est appelé bruit de Nyquist. 

0 On montrera que, non seulement les deux temps caractéristiques T,, et 
rge sont effectivement identiques, mais que les deux processus, relaxatzon des 
quasz-partzcules et relaxatzon de la phase, sont très similaires de sorte que la 
moyenne ( e Z s ( t ) )  décroît de la même façon que la probabilité P(t ,  t = O, T ) .  
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Remarque : Définition du temps de cohérence de phase 

La définition du temps de cohérence de phase n’est pas unique. Elle dépend de la 
quantité physique dans laquelle il intervient. Pour les états qui contribuent au trans- 
port électronique et qui sont proches du niveau de Fermi, la définition (13.142) est 
tout à fait naturelle. Néanmoins, à température finie T ,  les états qui contribuent au 
transport sont situés dans une tranche de largeur T autour du niveau de Fermi et le 
temps de déphasage dépend en principe de l’énergie ~ $ ~ ( t ,  T) .  I1 serait donc tout aussi 
naturel de considérer une moyenne de T$”(! ,  T )  sur cette tranche d’énergie. Prenons 
l’exemple de la correction de localisation faible. Elle s’écrit 

6a(T) = s 6a(t)  (2) dt (13.143) 

où bo(€ )  représente cette correction pour une énergie de Fermi t. Par exemple, en 

On peut alors écrire la correction de localisation faible 6o(T) sous la forme 

(13.144) 

(13.145) 

en définissant alors le temps de cohérence de phase rZe(T) par la moyenne [328] 

(13.146) 

La façon dont est faite la moyenne sur l’énergie ne conduit pas pour T$~(T) à des 
résultats significativement différents. 

13.7.2 Cohérence de phase dans un champ électrique 
fluctuant 

On cherche ici à déterminer comment l’interaction électron-électron 
conduit à un déphasage entre trajectoires conjuguées par renversement du 
sens du temps. On ne sait pas décrire directement l’effet de l’interaction sur le 
déphasage. Afin de résoudre ce problème, on remplace le champ électrique au- 
quel chaque électron est soumis de la part des autres électrons par un champ 
électrique fluctuant présentant les caractéristiques imposées par le théorème 
fluctuat ion-dissipation. 

On considère donc la contribution du cooperon à la probabilité de retour à 
l’origine PJT, T ,  t )  dans un potentiel électrique V ( T ,  t )  dépendant du temps. 
Dans le complément C6.3, on montre que cette contribution peut s’écrire sous 
la forme (6.240) : 

P ~ ( T ,  T ,  t )  = P;’)(T, T ,  t )  (ei’)c , ( 13.147) 

où Pio) est la probabilité en l’absence du potentiel fluctuant. @ est la phase 
relative accumulée le long d’une trajectoire de diffusion au bout du temps t 
(relations 6.238 et 6.239) : 

(13.148) 
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où 7 = t - T et où ( . . . )C désigne la valeur moyenne prise sur la distribution 
des chemins de diffusion. 

I1 convient aussi de nioyenner sur les fluctuations thermiques du potentiel 
électrique (( . . . ) T ) .  Ces fluctuations étant gaussiennes 2 3 ,  la valeur moyenne 

est donnée par : 

= e - 4 ( @ 2 ) T  . (13.149) 
T 

I1 s’agit donc de déterminer la moyenne (ei”),,, ù la fois sur les chemins de 
diffusion et sur les fluctuations thermiques. Commençons par calculer ( Q 2 ) , .  

À partir de (13.148), on a : 

où on a noté V ( T )  = V ( T ( T ) ,  T )  et V(7)  = V ( T ( T ) ,  7). On introduit le corré- 
iateur (VV)T(q, w )  par la transformée de Fourier 

Sa moyenne thermique est reliée par le théorème fluctuation-dissipation à la 
constante diélectrique 1306,316,3171 24 : 

(13.152) 

où, d’après (13.11), Im(-l/c(q,w)) = w/47rc70. Par ailleurs, les processus qui 
contribuent au déphasage ont une énergie IwI inférieure à la température. 
En effet, à cause du principe de Pauli, un électron au niveau de Fermi ne 
peut pas échanger avec son environnement une énergie supérieure à T .  Pour 
IwI < T ,  on remplace alors la fonction thermique par son développement de 
haute température : 

(13.153) 

23Les modes du champ électromagnétique sont quadratiques et leurs fluctuations sont 
donc gaussiennes. 

2 4 0 n  ne considère ici que les fluctuations longitudinales du champ électromagnétique. 
Les fluctuations transverses sont écrantées par l’effet de peau [313-3153 et, sauf dans des 
géométries confinées, on peut les négliger. 



534 Chap. 13 : Interactions et diffusion 

4e2T 
[1 - cosq.(r(.) - r ( T ) ) ]  

L’intégrande dans (13.151) ne dépend donc plus de la fréquence, de sorte 
que l’intégrale sur w conduit à 25 

(13.155) 

et en insérant cette expression dans (13.150) : 

( 13.154) 

Cette quantité dépend du chemin r ( ~ ) .  I1 reste à effectuer la moyenne 

(13.156) 

sur la distribution des chemins de diffusion fermés qui contribuent au coope- 
ron Pc(r,r,t). Cette moyenne s’obtient en suivant la démarche de la réfé- 
rence [313], c’est-à-dire à partir de l’intégrale fonctionnelle 

= ~:O)(r,r,t). ( e -*(@2’.) C ( 13.157) 

où P:’)(T-, T ,  t )  est la probabilité de retour en l’absence de champ fluctuant. 

on utilise d’abord la relation de semi-groupe (5.7) sous la forme 
Afin de découpler les chemins .(T) et ~ ( 5 )  qui interviennent dans 

T ,  O, t )  = d R  R, O, t/2)Pc(R, T ,  t/2, t )  (13.158) 

en notant explicitement les temps initiaux et finaux. Puis on effectue le chan- 
gement de variables R(T) = [.(.) + ~ ( T ) ] / f i  et p(7)  = [.(.) - r ( T ) ] / J z .  
Après intégration sur R, il reste PC(r,  T ,  t )  = C ( p  = O, p = O, t/2) avec [313] : 

S 

(13.159) 
où on a introduit le potentiel effectif U(p)  défini par 

( 13.160) 

25En fait, à cause de la coupure T sur l’énergie w ,  la fonction 6 de la relation (13.154) 
est une fonction piquée de largeur 1/T. Mais les temps caractéristiques, en premier lieu le 
temps de relaxation de l’énergie, sont beaucoup plus grands que 1/T (remarque p. 531), ce 
qui justifie le remplacement par une fonction 6 [315,318]. 
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L’intégrale C(0, 0, t )  est solution de l’équation différentielle 26 : 

(13.163) 

On va maintenant étudier le déphasage à partir de la solution de cette équation 
différentielle. 

Exercice 13.15 : Bruit de Nyquist 

A partir du théorème fluctuation-dissipation écrit sous la forme (13.153), retrouver 
l’expression de Nyquist du bruit de tension dans un conducteur (en rétablissant la 
constante de Boltzmann k ~ )  [319,320] : 

(V*),(W) = ~ ~ B T R  (13.164) 

pour w positif et négatif. V = V ( L )  - V ( 0 )  est la tension aux bornes d’un fil de 
résistance R, de longueur L e t  de section S .  A partir de (13.151) et (13.153), on calcule 
les fluctuations thermiques de la tension pour la géométrie d’un fil (en utilisant la loi 
d’Ohm R = L/(Sao))  : 

(13.165) 

En fixant T = O et T’ = L aux bornes de l’échantillon et en utilisant l’intégrale (15.86), 
on obtient la relation (13.164). 

13.7.3 Temps de cohérence de phase en dimension d = 1 

On s’intéresse plus spécialement au cas d = 1, pour lequel on sait que 
la relaxation de l’énergie présente des caractéristiques particulières liées à 
l’importance des échanges d’énergie à faible transfert (section 13.6.3). On 
peut s’attendre à des caractéristiques de même nature pour la relaxation de 
la phase. On considère un fil quasi-unidimensionnel de section S .  En utili- 
sant (15.86)’ la fluctuation de phase (13.155) s’écrit 

de sorte que 

260n  rappelle que l’intégrale fonctionnelle 

r ( t )=r’  
F(T ,  T ‘ ,  t )  = J D D ( ~ }  exp (- lt [ + “ ( T I ]  d 7 )  

r(O)=r 

est solution de l’équation différentielle : 

( 13.166) 

(13.167) 

(13.161) 

[; - DA,, + U(T’)  F(T,  T I ,  t )  = 6(T - r ’ ) b ( t )  (13.162) I 
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L’équation différentielle (13.163) pour C devient : 

La résolution de cette équation différentielle permet en principe de détermi- 
ner C(0, 0, t )  et d’en déduire PC(r, T ,  t ) ,  c’est-à-dire la dépendance temporelle 
de la fonction . On cherche à déterminer comment l’interaction 
électron-électron affecte les propriétés physiques liées à la cohérence de phase. 
Considérons plus précisement la correction de localisation faible. Elle est don- 
née par la relation (7.53) 

( >, 

(13.169) 

avec y = l/ry, où 7r regroupe les temps de déphasage associés à tous les pro- 
cessus (supposés décrits par une relaxation exponentielle de la phase) autres 
que l’interaction électron-électron. La correction de localisation faible est pré- 
cisément reliée à la transformée de Laplace de la probabilité PC(r, T,  t )  : 

py(T ,  T )  = im pC(r,  T ,  t)e-ytcit 

= Jlr C(O, 0, t/2)e+dt 

= 2C27(0,0) (13.170) 

où C7(p, p’) ,  transformée de Laplace de C(p,  p’, t ) ,  rentre directement dans 
l’expression (13.169) : 

Elle est solution de l’équation différentielle : 

(13.171) 

En introduisant le temps caractéristique, dit de Nyquist 27 [319] : 

(13.173) 

27Ce temps caractéristique est proportionnel au temps de relaxation de l’énergie T~~~ 

donné par (13.135). On revient plus loin sur cette remarque. 
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on déduit l’équation différentielle sans dimension 

À l’aide de (15.90, 15.91)’ on obtient : 

(13.174) 

(13.175) 

où Ai et Ai’ désignent respectivement la fonction d’Airy et sa dérivée [321]. 
De la relation (13.171), on déduit la correction de localisation faible : 

(13.176) 

au lieu de 

AU = - (13.177) 

en l’absence d’interaction électron-électron (voir 7.56). Dans la limite r7 << 
T N ,  on obtient 

e2 
hS 

Au = - s - G  

Inversement, pour TN << L, 

e2 
hS 

Au = -1,372s-& 

(13.178) 

(13.179) 

Pour cela, on a utilisé les formes asymptotiques (15.92, 15.93). Enfin en uti- 
lisant l’expression approchée (15.94) du rapport AilAi’, on obtient une très 
bonne approximation pour la correction de localisation faible en fonction des 
temps r, et TN [322] : 

e2 

hS 
A u e - 3 - 6  (13.180) 

Cette approximation revient à supposer une relaxation exponentielle de la 
phase de la forme (ei”),,, = e-2t /TN.  On montre dans l’exercice 13.16 et sur 
la figure 13.10 la forme exacte de cette relaxation qui en fait n’est pas expo- 
nentielle. À cette approximation, on déduit que pour estimer le temps total 
de relaxation de la phase en présence de plusieurs processus de déphasage, il 
suffit d’ajouter les inverses des temps de déphasage. Le temps de cohérence 
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FIG. 13.10 ~ Relaxation de la phase. La ligne continue représente la fonct ion 
(eZ<P)T,C = f ( t / T N )  reconstruite à partir de L’équation (13.182). Pointillés : ap- 

proximation e obtenue à partir du développement (13.184) aux temps 
courts. La relaxation de la phase est clairement non  exponentielle. L’approximation 
(en tirets) eét /2TN permet d’introduire le temps caractéristique rGe = 2 T N .  

- 4 (L) 3’2 
r~ 

de phase rZe - ou temps de relaxation de la phase - en présence d’interaction 
électron-électron est donc donné par : 

(13.181) 

Exercice 13.16 : Relaxation de la phase 

Chercher la dépendance temporelle du facteur de phase (ei’)s,c = . f ( t / r N ) .  À 
partir de la transformée de Laplace de Pc(r,r, t ) ,  montrer que la relation (13.175) 
peut s’écrire 

(13.182) 

En notant que les zéros de la fonction d’Airy et de sa dérivée sont situés sur l’axe réel 
négatif, effectuer l’intégrale dans le plan complexe en utilisant le fait que Ai”(z) = 
zAi(z) et montrer que [312] 

(13.183) 

où les un sont les zéros de la fonction Ai’. Pour n grand, ils sont donnés par /uni = 
( F ( n  - :))’I3 [321]. Montrer que pour, t < TN : 

(ei”>,,C 2 e-J;;/4(t/TN)3’2 , (13.184) 



13.7 Cohérence de phase 539 

On note ainsi qu'aux temps courts la relaxation de la phase a la même dépendance 
temporelle que la relaxation d'une quasi-particule (13.139). Comme on le voit sur la 
figure 13.10, la fonction f( t /TN) est non exponentielle. 

Calculer explicitement la moyenne ( @ 2 ) T , c  sur les trajectoires browniennes de 

temps t .  Pour cela, on montre que 1r(T)1 = JsTlt - 71. Utiliser ce résultat pour 
obtenir une approximation de (ez')T,c aux temps courts : 

13.7.4 Cohérence de phase et relaxation 
des quasi-particules 

I1 est très intéressant de comparer les résultats obtenus pour la relaxation 
de la phase avec ceux obtenus dans la section 13.7.4 pour décrire la relaxa- 
tion des quasi-particules. On note que le temps de cohérence de phase r r ( T )  
obtenu en dimension d = 1 est paramétriquement identique au temps de re- 
laxation de l'énergie T ~ ~ ( T )  donné par (13.135). 

Afin de comprendre cette similarité, revenons plus en détails sur la struc- 
ture des expressions qui décrivent la relaxation de l'énergie et de la phase. La 
relaxation de l'énergie est décrite par (13.136) 28 : 

(13.187) 

Par ailleurs, nous avons calculé directement le déphasage induit sur le coope- 
ron par les fluctuations du champ électrique. Ce déphasage est caractérisé 
par les valeurs moyennes (13.150) et (13.151). En utilisant la relation (5.21), 
(eiq.r(T))c = e-Dq2T, on obtient la fluctuation de la phase sous la forme 29 

28Les expressions (13.187) et (13.190) peuvent être considérablement simplifiées en no- 
tant que 

1 
F I m  (G) RePd(q, w) = -ImPd(q, w) 

2PO 
(13.186) 

On a choisi de garder des expressions où la constante diélectrique apparaît explicitement. 

suffisante dans la limite des grands temps [314]. 
2gEn fait, on montre que ( e z q . r ( s ) ) C  = e-Dq2Tlt-T1/t. Mais l'approximation utilisée, est 
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oh 7 = t - T .  L’intégrale sur w est limitée à T ,  conséquence du principe de 
Pauli discutée page 533. 

Afin de mettre en évidence l’équivalence des approches conduisant aux 
relations (13.187) et (13.188)’ considérons cette dernière expression. Au licu 
d’intégrer sur la fréquence comme on l’a fait pour obtenir (13.154), intégrons 
d’abord sur les temps TI et 7 2 .  Après un calcul fastidieux, on obtient 30 : 

Ainsi, de façon tout à fait remarquable, on note que c’est la compensa- 
tion entre les deux corrélateurs ( V ( T ~ ) V ( T ~ ) ) T  et (V(T~)V(F) )T  introduits 
dans (13.150) qui, à cause du terme (1 - sinwt/wt), conduit tout naturelle- 
ment à une coupure proportionnelle à i / t  pour les basses fréquences et à une 
dépendance temporelle en t 3 /2  de (@)T,c 31,  

Les relations (13.187) et (13.190) montrent que les dépendances tenipo- 
relles de la relaxation d’une quasi-particule et de la relaxation de la phase 
sont identiques, moyennant les remarques suivantes : 

0 Si on peut admettre que la cohérence de phase est nécessairement limitée 
par le temps de vie des quasi-particules, il est loin d’être évident a priori que 
les deux processus de relaxation soient identiques. En particulier la fréquence 
de transfert w a une signification différente. Pour la relaxation de l’énergie, 
c’est un transfert d’énergie entre états quantiques, alors que pour la relaxation 
de la phase, c’est la fréquence des modes de fluctuation du potentiel électrique. 
La correspondance entre les deux mécanismes est assurée par le théorème 
fluctuat ion-dissipation. 

0 Dans (13.190)’ la coupure inférieure sur les énergies w apparaît de fa- 
çon naturelle. Elle est liée à la différence des deux corrélateurs et donc à la 

“On note que, pour une fonction F(w) impaire, 

On peut ainsi récrire (13.190) sous la forme équivalente 

(13.189) 

“I1 faut noter que dans le calcul menant à la relation (13.190), on a supposé que Dq2t > 
1. Cette hypothèse, aussi considérée dans la référence [314], revient à négliger d’autres 
termes qui ont le même comportement en temps. 
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structure du cooperon qui couple deux trajectoires conjuguées par renverse- 
ment du sens du temps. Dans (13.187)’ elle résulte de la règle d’or de Fermi. 
On voit donc le rôle essentiel joué par le corrélateur ( V ( T ~ ) V ( E ) ) T  qui décrit 
la corrélation de potentiel entre trajectoires conjuguées par renversement du 
sens du temps. 

Le résultat (13.187) obtenu par la règle d’or de Fermi contient le facteur 
thermique w/  sinhpw, que l’on peut récrire sous la forme 

(13.191) 

On reconnaît ici la fonction thermique w / ( l  - e-@) qui caractérise les fluc- 
tuations thermiques du champ électromagnétique (13.152). Elle est multipliée 
par un facteur de Fermi 1 - f ( -w) = f(w). Celui-ci coupe la contribution des 
échanges d’énergie à une valeur de l’ordre de T .  I1 trouve son origine dans 
la contrainte liée au principe de Pauli, explicitement prise en compte par les 
facteurs de Fermi de la relation (13.121). Par contre le calcul de la relaxation 
de la phase conduisant à (13.190) ne fait apparaître que le premier terme 
w / ( l  - e-pw),  car il décrit l’interaction d’un seul électron avec le champ élec- 
tromagnétique fluctuant. Mais il faut tenir compte de l’existence de la mer 
de Fermi. Un électron d’énergie t ne peut donc céder l’énergie w que si l’état 
E - w est vide, d’où un facteur 1 - f(t - w). Pour des électrons au niveau de 
Fermi, cela conduit au résultat (13.191). Le facteur de Fermi doit donc être 
rajouté dans l’intégrale (13.190). L’énergie échangée avec le champ électroma- 
gnétique fluctuant dû aux autres électrons ne peut être supérieure à T .  Avec 
cette précaution, il apparaît que relaxation de l’énergie et de la phase sont 
des mécanismes équivalents [318] 32.  

La relaxation de l’énergie et la relaxation de la phase 
sont décrites par la même échelle de temps 

T;e ( T )  = Tin ( T )  

13.7.5 Temps de cohérence de phase 
en dimensions d = 2 et d = 3 

Dans le cas quasi-ld, ce sont les fluctuations de basse fréquence qui contri- 
buent principalement à la relaxation de la phase. I1 est instructif de reconsi- 

32Ce point a été à l’origine d’une controverse [323,324] motivée par des résultats expé- 
rimentaux [325] qui semblaient montrer une saturation du temps de cohérence de phase à 
basse température. Supposer que l’énergie qu’un électron peut échanger avec son environ- 
nement électrique n’est pas limitée par la température - la divergence qui apparaît à haute 
fréquence n’étant plus limitée par la température mais par le taux de collision élastique i/re 
- conduit au résultat d’une saturation du temps de cohérence de phase à basse température. 
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dérer les résultats obtenus dans la section 13.7.2, pour les dimensionnalités 2 
et 3. Comme pour d = 1, on pourrait déterminer le potentiel V ( p )  et résoudre 
l’équation différentielle (13.162). On se limite ici à des considérations plus 
qualitatives en évaluant les fluctuations ( (a ’ )~ de la phase. 

Pour d = 2, l’intégrale (13.155) sur le vecteur d’onde diverge et doit être 
coupée à Dq2 = T car il ne peut y avoir d’échange avec les fluctuations du 
champ électrique pour des énergies supérieures à T .  En utilisant (15.87)’ on 
obtient 

1 e2T e2T t ln - 1 (13.192) 
N 

2 
d r  log 

- 2 (”)T = .lo qcJr(r) - r(?)l 27raoti2a T t  

où qc E et a est l’épaisseur du film. Ainsi, en dimension d = 2, la 
relaxation de la phase est exponentielle avec une correction logarithmique. Le 
taux de cohérence de phase, défini par E 1, varie linéairement en 
température 13131 : 

e T 27ra~ fia 
- In ___ 

1 
_ N  

TN 27raoh2a e2 
(13.193) 

et on note que ce temps est similaire à celui décrivant la relaxation de l’énergie 
( 13.134). 

En dimension d = 3, l’intégrale (13.155) diverge pour les grands vecteurs 
d’onde et comme pour d = 2, elle doit être coupée pour qc N JT/D. On 
obtient ainsi une relaxation exponentielle avec le temps caractéristique TN 

donné par 
e2T3/2 

- - - ( 13.194) 1 
TN 7 r 2 U o f i 2 f i  

et on retrouve bien un résultat analogue à (13.132). 

On voit donc qu’en dimensions 2 et 3, la relaxation de la phase ainsi 
que celle d’une quasi-particule sont associées à des processus impliquant des 
transferts d’énergie de l’ordre de la température T .  

13.7.6 Mesures du temps de cohérence de phase r r  

La méthode usuelle pour obtenir expérimentalement le temps de cohé- 
rence de phase consiste à mesurer la magnétorésistance et à en déduire la 
correction de localisation faible (section 7.5). Celle-ci est une signature de 
la cohérence de phase et elle peut être supprimée par un certain nombre de 
mécanismes de déphasage déjà évoqués. Ceux-ci peuvent résulter de l’action 
d’un champ magnétique, du couplage spin-orbite (rso), du couplage à des im- 
puretés magnétiques (rTn), de l’interaction électron-phonon ( ~ ~ h )  ou de l’in- 
teraction électron-électron On rappelle par ailleurs que la correction de 
localisation faible nc contient pas de dépendance intrinsèque cn température, 
contrairement par exemple aux fluctuations de conductance : elle ne dépend 
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que de L+, mais pas directement de Ls. Certains de ces mécanismes sont bien 
contrôlés : le champ magnétique est un paramètre extérieur et c’est préci- 
sément l’étude de la magnétorésistance qui permet de déterminer les autres 
temps caractéristiques ; le couplage spin-orbite peut être contrôlé en modi- 
fiant la concentration d’atomes lourds dans l’échantillon. Enfin, le couplage 
électron-phonon décroît très rapidement à basse température l / ~ ~ h  O: T 3  et 
peut alors être négligé. Ne restent essentiellement que le couplage aux impu- 
retés magnétiques et l’interaction électron-électron. 

En principe, l’ajustement des courbes expérimentales par l’expression 
théorique de la magnétoconductance permet de remonter aux différents temps 
caractéristiques. Par exemple, en dimension d = 2 ,  la magnétoconductance 
peut être ajustée à l’aide de l’expression (7.81). 

En dimension d = 1, l’expression (7.56) permet de déterminer la ma- 
gnétorésistance d’un fil de longueur L en présence d’un champ magnétique 
perpendiculaire au fil (exercice 7.3) 

AR e2 R 
R h 2  
- -  - s- - (3Ltr7p. - Lszng.)  (13.195) 

où les contributions triplet et singulet sont données par (relation 7.74) 

et 

(13.197) 

où LB = Jm est la longueur magnétique. La figure 13.11 montre le 
résultat d’une expérience réalisée sur un fil d’or, où le temps de cohérence de 
phase varie effectivement comme T2I3 ainsi que le prédit la relation (13.181). 
La figure 13.12 présente des résultats obtenus sur des fils métalliques d’or, 
d’argent et de cuivre. La dépendance en T2I3 est observée sur les fils d’or 
et d’argent. On constate qu’à plus haute température le temps T+ s’écarte 
notablement du comportement prédit par la relation (13.181). Ceci découle 
du fait qu’il apparaît alors d’autres degrés de liberté qui sont eux-mêmes 
source de déphasage, principalement le couplage électron-phonon [314]. Ce 
dernier donne une contribution proportionnelle à T3  que nous ne calculons 
pas ici. En utilisant la relation 

1 
- = AT2I3 + BT3 (13.198) 
74 

où A et B sont des paramètres ajustables, on obtient pour les fils d’argent la 
courbe en trait plein. 

I1 semble acquis que les processus qui conduisent à la saturation du temps 
de cohérence de phase à basse température soient des processus extrinsèques 
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FIG. 13.11 - Temps de cohé- 
rence de phase r;“ en  fonction de 
la température mesuré dans u n  f i l  
d’or. La ligne droite correspond à 
r4 oc Tp0,64 (P.M. Echternach 
et  al., Phys. Rev. B 48, 11516 
(1 993)). 

10 

FIG. 13.12 - Comportement du temps de 
cohérence de phase r4 de quatre fils métal- 
liques (argent (O et O), or (*) et cuivre (i)) 
par mesure de la magnétorésistance 13221. 
Dans les échantillons les plus purs (argent 
(0) et or (*)), on observe une dépendance 
.;‘(T) = + BT3 (lignes pleines). 
La ligne en  tirets représente la contribu- 
t ion AT2/3 pour 1 ‘argent. Pour de 1 ’argent 
moins pur (O) et pour le cuivre (m), ce com- 
portement e n  loi de puissance n’est pas ob- 
servé. La saturation à basse température a 
été attribuée à d’autres mécanismes de dé- 
phasage. 

liés au couplage à d’autres degrés de libertés (tels que les impuretés ma- 
gnétiques [309], des systèmes à deux niveaux [322] ou plus généralement des 
mécanismes indépendants de la température) et ne soient pas liés à la phy- 
sique du gaz d’électrons en interaction. Ainsi la figure 13.12 montre que la 
saturation pour les fils d’argent dépend du degré de pureté de l’échantillon 33. 

33Des travaux expérimentaux récents confirment effectivement que le comportement de 
r+ à basse température est piloté par les impuretés magnétiques et qu’il est non mon* 
tone : il montre d’abord une tendance vers la saturation puis une remontée à plus basse 
température [322]. Ce comportement est attribué à la physique de l’effet Kondo qui tend 
à écranter les impuretés magnétiques à basse température (voir remarque, p. 235). A plus 
basse température, le couplage (RKKY) entre impuretés magnétiques peut aussi jouer un 
rôle [326]. 
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Complément C 13.1 Potentiel coulombien 
écranté en géométrie confinée 

Dans la section 13.2, on décrit le potentiel écranté pour un échantillon 
tridimensionnel. Plus généralement, la forme de l’interaction dépend de la di- 
mension d’espace d et de l’environnement de l’échantillon. Pour un échantillon 
isolé, la transformée de Fourier du potentiel coulombien e2/R dépend de la 
dimensionnalité d de la façon suivante 

La dernière expression correspond à un fil quasi-unidimensionnel de section 
W 2  et elle est valable dans la limite des distances grandes devant W ,  c’est-à- 
dire pour qW << 1 34. D’après (13.6)’ le potentiel écranté statique (w = O) est 
donné par la relation U ( q )  = Uo(q)/[1+2poU0(q)] où po est la densité d’états 
en dimension d. On obtient ainsi : 

h e 2  
q2 + 4 
h e 2  

4 + K 2  

(d  = 3) 

( d = 2 )  . (13.200) 

En dimension 3, le vecteur d’écran ~3 est donné par K: = K~ = 8 7re2p3d où 
P3d est la densité d’états par unité de volume et par direction de spin en 
d = 3. En dimension 2, le vecteur d’écran est donné par 6 2  = 4.ire2pzd où 
P2d est la densité d’états en d = 2. Par exemple pour un échantillon quasi- 
bidimensionnel d’épaisseur W, on a pzd = p3dW, de sorte que K2d = K ; ~ W / ~ .  

“Pour le cas d = 1, la coupure dans le logarithme dépend de la façon dont est introduite 
la coupure due à l’épaisseur W .  
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L’interaction dynamiquement écrantée est donnée par (13.6)’ c’est-à-dire 

47re2 
(d = 3) D 2  

q2 + K 3  -iw+Dq2 

27re2 
(d=2) . (13.201) 

(d = 1) 

D z  
4 + 6 2  -Zw+QDq2 

2e2 
1 1  D z  I In- q~ + 4e2p1d -iw+Dq2 

U ( q , w )  = 

En toute dimension, dans la limite diffusive q 4 O, l’interaction écrantée tend 
vers la même forme 

( 13.202) 

Toutefois, en dimension 1, ce comportement du potentiel écranté peut 
conduire à des divergences (par exemple pour le calcul de la correction de 
densité d’états dans la relation (13.66)) et la forme complète de l’interaction 
doit être conservée. 

De façon générale, en géométrie confinée, la forme de l’interaction cou- 
lombienne dépend de la nature de l’environnement (voir par exemple la sec- 
tion 13.4.4 et la référence [290]). Par exemple, si on considère un échantillon 
bidimensionnel placé à une distance a d’une grille métallique, la charge image 
induite par la grille modifient l’interaction statique qui devient 

27re2 
Uo(q) = - (1 - 

4 
e-2qa) (13.203) 

de sorte que pour les distances inférieures à a,  c’est-à-dire qa > 1, on re- 
trouve l’interaction coulombienne 2d. À grande distance, c’est-à-dire qa < 1, 
l’interaction devient 

Uo(q 4 O) = 47re 2 a . (13.204) 

Cette interaction est de la forme Uo(q 4 O) = e2/C,  où on définit la capacité 
par unité de surface C = 1/(47ra). 

De même, pour un fil de section W 2  placé à distance a d’une grille, l’in- 
teraction statique devient 

Uo(q) = 2e In - - 
2 [  :1.7 K0(244] 1 (13.205) 

où y - 0,577 est la constante d’Euler et où KO est une fonction de Bessel 
modifiée [321] (15.65). Dans la limite qa < 1, on retrouve bien le résultat 
unidimensionnel 33. À grande distance, c’est-à-dire qa < 1, on obtient 

(13.206) 2 a  Uo(q 4 O) = 2e In - 
W 



C13.1 Potentiel coulombien écranté en géométrie confinée 547 

qui est de la forme Uo(q + O) = e2/C où on définit la capacité par unité de 
longueur C = 1/(21na/W). 

Une fois obtenue l’interaction statique Uo(q) pour ces géométries par- 
ticulières, on en déduit l’interaction dynamiquement écrantée par la rela- 
tion (13.6) : 

et dans la limite diffusive pour laquelle Uo(q + O, w )  = e2/C,  

( 13.207) 

(13.208) 

qui est l’expression (13.71). 

Enfin, il est important de remarquer que la forme de l’interaction écrantée 
dépend de l’échelle de longueur considérée. Par exemple pour un fil, pour les 
longueurs inférieures à l’épaisseur W du fil, l’interaction à une forme tridi- 
mensionnelle et elle a une forme unidimensionnelle pour les longueurs plus 
grandes. Ainsi, si on s’intéresse à des phénomènes à l’énergie E ,  la nature de 
l’interaction sera 3d ou Id selon que la longueur caractéristique L, = 
associée à l’énergie est plus petite ou plus grande que W .  
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Complément C13.2 
de désordre 

Temps de vie en l’absence 

Ce complément reprend le calcul du temps de vie d’une quasi-particule 
pour un gaz d’électrons en interaction en l’absence de désordre. Ce calcul est 
à la base de la théorie de Landau des liquides de Fermi. 

En l’absence de désordre, les états propres sont des ondes planes indexées 
par leur impulsion, c’est-à-dire la) = Ip), 17) = lp’), IP) = Ip - q) et IS) = 
Ip’ + q). Ainsi, la relation (13.92) s’écrit : 

x d(F - t p )S (E’  - ~ ~ / ) b ( t  - w - ~ ~ - ~ ) d ( t “ ’  + w - (13.209) 

où E = E + E F  et E’ = E’ + E F .  On dénote par U, la transformée de Fourier 
du potentiel d’interaction écranté qui dans l’approximation de Thomas-Fermi 
est donnée par la relation (13.2). La relation de dispersion quadratique des 
électrons implique que tp-, = e p  - v F . q  + q2/2m et E, = vo s dcpdw.  
L’intégration sur les impulsions p et p’ conduit à 

(13.2 10) 
où w (resp. m’) est l’angle solide ( v ,q )  (resp. (v’,q)) déterminé par les di- 
rections v (resp. u’) et q. Après intégration sur les angles et dans la limite 
w < E F ,  on obtient : 

(13.21 1) 

où l’interaction est décrite par le paramètre 

(13.212) 

En dimension d = 3, compte tenu de l’expression (13.2) du potentiel écranté 
et dans la limite kF < K [306], on en déduit : 

( 13.2 13) 

où K est la longueur d’écran inverse (13.4). Notons que l’amplitude de l’inter- 
action est d’ordre 

(IW) 0: - . (13.2 14) 
A3 
CF 
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Pour K et k~ quelconques, on obtient : 

+ - 1 arctan - 2 k F )  (13.215) 
- - && ( K 2 y i k $  2 K 

qui donne le résultat (13.213) dans la limite K < k~ et qui, dans la limite 
K >> k F  devient 

1 7r E 2  

Tee 8 E F  

- _ - - -  . ( 13.2 16) 





Chapitre 14 

Magnétisme orbital 
et courants permanents 

Dans ce chapitre, on rétablit h et on prendra kB = 1 pour la constante de 
Boltzmann, sauf mention explicite. 

14.1 Introduction 
La cohérence de phase affecte les propriétés de transport des systèmes élec- 

troniques (la conductance et ses fluctuations). Le but de ce chapitre est d’étu- 
dier les effets de la cohérence de phase sur les propriétés thermodynamiques, 
essentiellement l’aimantation des conducteurs désordonnés. On s’intéressera 
en particulier au courant permanent dans un anneau métallique mésoscopique 
désordonné non supraconducteur, mis en évidence au début des années 1990. 
On montrera que l’aimantation et le courant permanent sont des phénomènes 
de même nature. Seule la géométrie de l’échantillon fait que l’on parle de l’une 
ou l’autre de ces propriétés. On étudiera d’abord les caractéristiques générales 
de l’aimantation d’un système désordonné, en s’intéressant particulièrement 
au cas d’un plan infini dans un champ magnétique uniforme. Puis on étu- 
diera le courant permanent qui circule dans un anneau traversé par un flux 
magnétique. 

Bien que l’étude du courant permanent semble a priori plus simple que 
celle de la conductance, puisqu’il s’agit d’une propriété d’équilibre thermo- 
dynamique et non de transport, il se trouve que son calcul pose de nouvelles 
questions assez subtiles, en particulier en ce qui concerne la valeur moyenne. 
Pour cela, il est crucial de prendre en compte l’interaction coulombienne entre 
électrons, ce que nous ferons en nous limitant à l’approximation de Hartree- 
Fock (voir chap. 13). 

Un métal soumis à un champ magnétique B uniforme est le siège 
d’un moment magnétique M donné par la dérivée du grand potentiel 
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thermodynamique @(T, p,  B) = - ~ R T  In Z ,  par rapport au champ 

(14.1) 

2, est la fonction de partition grand-canonique. On définit l’aimantation n/i 
comme le moment magnétique par unité de volume et la susceptibilité ma- 
gnétique x décrit la réponse linéaire du système en champ faible : 

(14.2) 

Si le système a la forme d’un anneau de rayon R, le moment magnétique M 
correspond à celui d’une spire de surface S = rR2 parcourue par un courant 
I = M I S ,  qu’on a pris l’habitude d’appeler courant permanent. Ce courant 
peut donc s’écrire sous la forme 

(14.3) 

où = BS est le flux à travers l’anneau. 

Le but de ce chapitre est de caractériser la distribution de moment magné- 
tique M .  Dans un métal faiblement désordonné, on montre que l’aimantation 
moyenne M et la fluctuation w1l2 s’écrivent en fonction de la probabilité 
intégrée de retour à l’origine Z ( t ) ,  de façon très analogue â la conductance 
moyenne ou à ses fluctuations, étudiées dans les chapitres 7 et 11. 

Le formalisme qui permet de calculer l’aimantation et le courant perma- 
nent est le même. Les expressions que nous allons obtenir pour ces quantités 
en fonction de Z ( t )  seront donc analogues. Si on s’intéresse au courant per- 
manent, il suffira de remplacer le moment magnétique M par le courant I et 
le champ magnétique B par le flux 4. 

Commençons par l’étude d’un gaz d’électrons sans interaction. Le grand 
s’écrit en fonction des niveaux d’énergie à une particule E,, solu- potentiel 

tions de l’hamiltonien ( 2 . 2 )  avec les conditions aux limites appropriées 

n 

Le facteur 2 tient compte de la dégénerescence de spin. On peut récrire ce 
potentiel comme une intégrale 

(14.5) 

l 0 n  considère un gaz d’électrons dégénéré c’est-à-dire tel que T < TF.  On supposera 
donc que le potentiel chimique ne dépend pas de la température et est égal à sa valeur à 
température nulle tp(B) = t ~ .  
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où la dépendance du spectre d’énergie avec le champ est contenue dans la 
densité d’états v ( E , B )  = CnS(t - t n (B) ) .  On en déduit pour le moment 
magnétique l’expression 

En intégrant deux fois par parties le potentiel a, on obtient respectivement 
les expressions 

et 

(14.7) 

(14.8) 

où N(t,  B )  est la densité d’états intégrée (ou fonction de comptage) par di- 
rection de spin : N(t, B )  = $ ~ ( t ’ ,  B)dd. On note N(E, B )  la densité d’états 
intégrée deux fois et f ( t )  le facteur de Fermi. À température nulle, @(B)  
s’exprime simplement : 

@(B)  = -2N(€F,B) . (14.9) 

En utilisant l’expression (14.7)’ on peut écrire le moment magnétique sous la 
forme 

(14.10) 

qui apparaît donc comme la somme des contributions de chaque niveau d’éner- 
gie occupé. A température nuile, on a : 

ou encore 
8% 
d B  

M ( T  = 0 , B )  = -2 - . 
% < C F  

(14.11) 

(14.12) 

14.2 Gaz d’électrons libres dans un champ 
uniforme 

14.2.1 Rappel : le cas sans désordre 
Susceptibilité de Landau et effet de Haas-Van Alphen 

On considère un gaz bidimensionnel dont la surface S tend vers l’infini. 
Les états propres de l’équation de Schrodinger sont les niveaux de Landau, 
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d’énergie E ,  = (n + 1 / 2 ) b c  où we = eB/m est la fréquence cyclotron, et de 
dégénérescence eB/h, par unité de surface et par direction de spin. Ainsi, la 
densité d’états u par direction de spin s’écrit : 

eB 
h 

V ( E ,  B) = -s s 
n > O  

(14.13) 

I1 est commode de symétriser la somme sur 72 à l’aide d’une fonction O(€) : 

eB 1 
.(t,B) = - s c n ( , - ( ~ ~ + ~ ) b ~ ) O ( ~ )  h . (14.14) 

n 

Une transformation de Poisson (15.95) permet alors d’obtenir la décomposi- 
tion de Fourier de la densité d’états : 

(14.15) 

dont on déduit la densité d’états intégrée 

(14.16) 

et la densité d’états intégrée deux fois : 

De (14.9)’ on déduit qu’à température nulle, la variation avec le champ du 
grand potentiel @(B) est égale à 

27rpEF)  . (14.18) 
mSwC ( - 1 ) ~  6@(B) = @(B) - @(O) = -- 27r3 2 7  (‘-cos- 

f i w C  

À énergie de Fernii EF fixée, le potentiel thermodynamique et le moment ma- 
gnétique M donné par (14.1) oscillent fortement avec le champ magnétique 2 .  

Ces oscillations constituent l’effet de Huas-wan Alphen. Elles disparaissent 
avec la température pour ne laisser que le terme non oscillant 

(14.19) 

2 0 n  suppose que le potentiel chimique E F  est fixé et ne varie pas avec le champ magné- 
tique. En fait, pour un système dont la densité électronique est fixée, le potentiel chimique 
oscille avec le champ, de façon importante en dimension deux. Pour plus de détails sur 
l’effet de Haas-van Alphen, on pourra consulter par exemple les reférences 1329,3301. 
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qui définit la susceptibilité de Landau à deux dimensions, par unité de surface 

X L  = -- -ZPgPO(CF) 2 2  ’ (14.20) 

où ~ O ( E F )  = vo/R est la densité d’états au niveau de Fermi par direction de 
spin et p~ = eti/2m est le magnéton de Bohr. 

e2 
127rm 

Effet de la température 

À température finie, le grand potentiel est donné par (14.8). Le terme non 
oscillant de l’expression (14.18) est inchangé puisque 1; -6’f/dede = 1. Le 
terme oscillant contient l’intégrale 

2TPEF cos - 27rPE 27r2PlPhc Lm (-g) ‘Os xdC = sinh27r2p/Ph, tWc 

dont on a remplacé la borne inférieure par -00 et où on a utilisé les rela- 
tions (15.97) et (15.53). Le grand potentiel à température finie s’écrit donc 

6 q B )  = - - X L B 2  S (1 + 12 O3 Y R  (z) 2T2p cos x) 2‘lrpfF (14.21) 
p= 1 

2 

avec R(z)  = z/s inhz.  Les oscillations du grand potentiel 6@(B) et donc du 
moment magnétique sont amorties à température finie et disparaissent lorsque 
l c ~ T  devient plus grand que tW,. 

Exercice 14.1 : Susceptibilié de Landau et oscillations de Haas-van 
Alphen  en dimension d = 3 

Les niveaux d’énergie s’écrivent : 

1 fi2 kz 
2 2m 

t = (n + -)hc + ~ 

En dimension d = 3, la densité d’états intégrée deux fois, N3d s’écrit très simplement 
en fonction de NZd pour d = 2 (14.17) : 

où L, est l’épaisseur de l’échantillon dans la direction parallèle au champ. Le terme 
non oscillant du potentiel b@(B) est donc multiplié par kFLz/7T et on a : 

(14.22) 

où p ~ ( t ~ )  est la densité d’états à trois dimensions par unité de volume et par direction 
de spin. 
Le terme oscillant contient l’intégrale : 

2m 
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Dans la limite t~ >> fw,, la borne supérieure de l’intégrale est remplacée par +m. 
En utilisant la relation de Fresnel (15.55), cette intégrale s’écrit : 

et on obtient finalement : 

(14.23) 

14.2.2 Aimantation moyenne 
On a vu (section 3.3) que le désordre, caractérisé par un temps élastique 

moyen T,, a pour effet d’élargir les niveaux d’énergie, de telle sorte que la 
densité d’états moyenne (3.92) s’écrit : 

avec 
ti/27rre 

g ( E )  = € 2  + (k/2re)2 

(14.24) 

( 14.25) 

Du fait de cet élargissement, la moyenne (14.8) du grand potentiel à tempé- 
rature nulle est donnée par : 

(14.26) 

Les termes oscillants de l’expression (14.18) sont maintenant de la forme : 

( 14.2 7) 

La fonction g ( c  - E F )  étant piquée autour de EF, on a remplacé la borne 
inférieure de l’int,égrale par -03 et utilisé l’intégrale (15.54). On en déduit 
que les harmoniques du grand potentiel décroissent exponentiellement avec 
w,re : 

Le moment magnétique moyen M est donné par (14.1). Si i / ~ ~  n’est plus 
négligeable devant E F ,  le terme non oscillant diminue lui aussi, puisque l’in- 
tégrale g( t )dE  n’est plus égale à 1. La susceptibilité de Landau moyenne 
X L ( T ~ )  devient : 

3Pour alléger les notations, on désigne aussi par M le moment magnétique moyen 
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Le désordre introduit dcs corrections d’ordre 1/EFTp en dimension d = 2 et 
d’ordre i / ( f F T p ) 2  pour d = 3, dont l’origine provient de la correction à la 
densité d’états moyenne (section 3.3) [331]. C’est le seul effet du désordre sur 
la susceptibilité moyenne. 

On va maintenant étudier les fluctuations d’aimantation. Celles-ci font 
intervenir la moyenne d’un produit de densité d’états et sont donc reliées à la 
probabilité intégrée de retour à l’origine Z ( t ) .  On s’attend à voir apparaître 
des effets liés à la cohérence de phase, analogues à ceux mis en évidence dans 
l’étude des corrélations de densité d’états (chap. 10). 

14.2.3 Fluctuations de l’aimantation 

Si l’aimantation moyenne est peu affectée par le désordre, il n’en est pas 
de même des fluctuations. Après un changement d’origine des énergies, le 
moment magnétique (14.11) se récrit : 

(14.30) 

~- 
La variance 6 ~ 2  définie par 6 ~ 2  = ~2 - X I ~  s’écrit : 

où dg = d / d B  et où K(w ,  B ,  B’) est la fonction de corrélation normalisée de 
la densité d’états définie par (10.4)’ et calculée ici pour deux valeurs diffé- 
rentes du champ magnétique. On a écrit pour cela la densité d’états V ( E ,  B )  
sous la forme V(E, B )  = Op(€, B) = p(6, B)/(Apo).  L’énergie A est la sé- 
paration moyenne entre niveaux d’énergie de même spin. À l’approximation 
de diffusion, la fonction de corrélation K s’écrit comme la somme de deux 
contributions Kd et K ,  (section c4.4) : 

) (14.32) 
B - B‘ 

2 
B + B‘ 

K(w,  B ,  B’) = K ~ ( w ,  ___ ) + K ( w ,  2 
de sorte que 

O 

6M2 = leF €6’ [K:(E - c’,O) - K i ( €  - E ’ ,  B)]  d t d d  , (14.33) 
” -CF 

où “ désigne la dérivée seconde d 2 / d B 2  par rapport au champ. En introduisant 
le facteur de forme l?(t), transformée de Fourier de la fonction de corrélation 

4 0 n  rappelle que u = pR. 
5Voir note 4, p. 222, et la remarque de la page 224. 
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O K ( w )  et en utilisant la relation 
entre la variance et la dépendance en champ du facteur de forme 

s-, E eiEtdc = l / t 2 ,  on déduit la relation 

2fi2 O0 KC(t,B) ~ Icd(t,O> 
dt . (14.34) 

Finalement, en utilisant la relation (10.51) entre le facteur de forme et la 
probabilité intégrée de retour à l’origine Z ( t ) ,  on obtient : 

m=,l t4 

d t  
O0 ZC(t,B) - Zd‘(t,O) 

t3 
(14.35) 

Suivant les situations considérées, l’intégrale peut ne pas converger, soit aux 
temps courts, soit au temps longs. Il faut dans ce cas introduire les coupures 
correspondantes re et r+. L’intégrande contient alors le facteur multiplicatif 
(e-t/Tm - e-t/Te ). Cette procédure de coupure a déjà été utilisée pour le calcul 
de la correction de localisation faible à la conductivité (7.54). 

La relation (14.35) dépend de la géométrie à travers l’expression de Z ( t ) .  
Dans l’exemple de la diffusion dans un plan, la probabilité de retour est donnée 
par (6.41). Dans la limite BDt < $0,  elle se développe sous la forme : 

BSI40 Z ( t , B )  = 
sinh 47rBDt/+o 

1 27r B2 567r3 
= s (- - -Dt- + - 

47rDt 3 4: 45 

L’intégrale (14.35) est donc proportionnelle à B4 et l’intégrale restante est 

de sorte que 

On en déduit la fluctuation relative de susceptibilité [333,334] 

-- ( d = 2 )  . 
IXLI 

(14.38) 

(14.39) 

6En fait, à cause de sa borne inférieure finie, so E e i t t dc  contient une contribution qui 
oscille avec l’énergie de Fermi E F .  On peut vérifier que cette contribution est négligeable 
lorsque l’énergie de Fermi est grande devant l’énergie de Thouless, E F  >> E,. Par ailleurs, 
les niveaux de bas de bande ne donnent pas de contribution au courant permanent (332). 
Ceci justifie la formule J!m t eZttdt  = l / t2 .  

7L’expression (6.41) pour Z ( t ,  B )  a été obtenue dans l’approximation eikonale (sec- 
tion 6.3), c’est-à-dire pour des champs faibles tels que L J ~ T ~  < 1. 

t F  
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Contrairement à l’aimantation moyenne, l’amplitude des fluctuations d’ai- 
mantation dépend de la longueur de cohérence de phase. Ces fluctuations, 
obtenues pour un système macroscopique de taille L > L+, peuvent s’inter- 
préter comme résultant de la superposition de N = (L /L+)d  sous-systèmes 
incohérents entre eux. La fluctuation relative d’aimantation varie donc comme 
l / f i  c( (L+/L)d /2 .  Dans chaque sous-système de taille L+ où la cohérence de 
phase est complète, les fluctuations sont beaucoup plus grandes que la valeur 
moyenne, dans un rapport k ~ l ,  > 1. 

À température finie, l’expression (14.31) devient : 

d ~ d ~ !  //ln(l + e-@‘) ln(1 + ë@‘’)K(e - e’, B ,  B’)dcde’ . 
6 M 2 = m  h2 

(14.40) 
De la relation (10.51) entre le facteur de forme et la probabilité de retour à 
l’origine et de (15.101)’ on déduit 

cc q ( t ,  B )  - Zi ( t ,  O) 
t 3  ( s i L T T t )  dt 

(14.41) 

La température introduit donc une coupure aux temps longs qui, même dans 
la limite L+ -f CO, limite les fluctuations d’aimantation. Ainsi 

m-lw( 7rTt ) 2 d t = e  7r 

sinh X T t  

et on obtient [335] : 

où LT est la longueur thermique définie par L$ = hD/T. 

(14.42) 

Exercice 14.2 : Fluctuations d’aimantation à trois dimensions 
Dans ce cas, la probabilité de retour Z ( t )  est multipliée par le facteur 1/- qui 
décrit la diffusion dans la direction du champ magnétique. Montrer que 

(14.43) 

(14.44) 

où, en utilisant (15.78), on obtient le coefficient I = 3/4J?r/2C(3/2) = 2,456. Ce 
calcul a été effectué par une autre méthode dans la référence [335]. 
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14.3 Effet des interactions 
On a considéré jusqu’à présent la réponse magnétique d’un gaz d’électrons 

sans interaction. La prise en compte de l’interaction entre électrons conduit 
à une contribution supplémentaire à l’aimantation moyenne qui peut être 
importante et qui est liée à la cohérence de phase. 

14.3.1 Approximation de Hartree-Fock 

On se place dans l’approximation de Hartree-Fock (section 13.3) [336]. 
Considérons d’abord le cas T = O K où la contribution SË, des interactions 
à l’énergie moyenne totale s’écrit, d’après la relation (13.24)’ en fonction de 
la densité locale : n(r)  = 2x3““  14j(r)12 = 2JptF p,(r)dt : O 

occ 

- / U ( r  - r ’ ) C ~ ; ( r ‘ ) 4 ~ ( r ) ~ : ( ~ ) ~ , ( T ‘ ) d r d r ’  . (14.45) 

Les sommes Co““ portent sur les états occupés. Cette expression fait appa- 
raître des produits de fonctions d’ondes qui ont été étudiées dans le complé- 
ment C4.5. On ne garde ici que la contribution du cooperon qui seule dépend 
du champ magnétique. D’après la relation (4.208)’ on obtient 

k ,j 

où R = r - r’ et où le facteur 4 tient compte de la dégénérescence de spin. 
Le deuxième terme de (4.208) est à longue portée. Une fois multiplié par 
l’interaction (13.3) à courte portée U ( r  - T I ) ,  il devient négligeable après 
intégration. Le terme d’échange s’écrit en fonction de ImG,, ( T ,  r/)ImGc2(r’, r )  
et, à l’aide de (4.204)’ on obtient 

(14.47) 
Seules les fonctions d’onde de spin identiques contribuent au terme d’échange, 
ce qui conduit au facteur 2. En insérant (14.46) et (14.47) dans la rela- 
tion (14.45)’ l’intégration spatiale fait apparaître le facteur F défini par (13.34) 
qui décrit l’amplitude de l’interaction électronique. On note que les contribu- 
tions du cooperon aux termes de Hartree et de Fock sont identiques à un 
facteur 2 près, dû à la degénerescence de spin. Elles sont toutes les deux 
proportionnelles ;:L F .  Rappelons qiie ça n’était pas le Cas pour la correction 
de Hartree-Fock $1 l’originc de l’anonialie de densité d’etats (section 13.4.1). 
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Hartree Fock (échange) 

FIG. 14.1 - Contributions de Hartree-Fock à l’aimantation. 

pour laquelle seul le terme de Hartree était proportionnel à F (comparer les 
figs. 13.4 et 14.1). Finalement, la contribution notée M e ,  = -e de l’in- 
teraction coulombienne à l’aimantation moyenne s’écrit, en utilisant (13.5) : 

(14.48) 

ou encore 

wReZ,(w, B)dw . (14.49) 

O Enfin une transformée de Fourier et l’utilisation de la relation 
l / t  conduit à : 

s-, eëistdc = 

(14.50) 

Considérons à titre d’exemple l’aimantation du plan infini. Le dévelop- 
pement (14.36) montre que le terme linéaire en champ dans Z’(t, B )  varie 
linéairement avec le temps t .  L’intégrale divergc donc logaritlirniquemerit et 
doit être coupée aux temps courts par rp et aux temps longs par 74 : 

Er1 champ faible, on obtient : 

(14.51) 

(14.52) 

8Dans la littérature, on trouve également la notation A0 = FUpo = F/2.  
’On peut aussi obtenir le résultat (14.52) A partir de (14.49) el  (15.31) en limitant 

l’intégration entre I /T+ et 1 / ~ ~ .  
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L’interaction coulombienne contribue donc à la réponse magnétique moyenne 
du gaz d’électrons. Cette réponse, proportionnelle à k F l , ,  est grande devant 
la susceptibilité de Landau X L  (14.20) et elle dépend logarithmiquement du 
temps de cohérence de phase T+ : 

(14.53) 

14.3.2 Renormalisation de Cooper 
Le calcul qui conduit aux expressions (14.48--14.53) est incomplet. C’est 

un calcul perturbatif où l’interaction a été traitée à l’ordre le plus bas. Pour 
aller au-delà, on peut montrer qu’il est nécessaire de sommer une séric de per- 
turbation à tous les ordres en interaction [337,338]. Cette sommation conduit 
à un résultat similaire à (14.49) mais où l’interaction a été renormaliséc : 

f i ”  M,, = --as 1 wReX(w)Z,(w, B)dw . rr 

L’iritcraction effective X(w) dépend dc l’échelle d’énergie h : 

(14.54) 

(14.55) 

où Xo = F/2 et II,(w) = Inw,,,/w. La structure dc cette interaction effective 
résulte de la sommation d’une série géométrique qui décrit les ordres succcssifs 
du développement de perturbation. Cette structure est analogue à la som- 
mation de diagrammes qui décrit l’instabilité supraconductrice d’un niétal. 
Pour cette raison, cette renormalisation de l’interaction est appelée (( renor- 
malisation dans le canal de Cooper )> ou (( renormalisation de Cooper ». La 
forme (14.55) est générale et ne dépend pas de la nature de l’interaction nue 
Xo. En revanche, l’énergie caractéristique h,,, dépend de la naturc de l’in- 
teraction. Dans le cas de l’interaction coulombierine. le paramètre Xo = F / 2  
est positif et l’énergie caractéristique h,,,,, est l’énergie de Fermi t ~ .  En in- 
troduisant la température To = tFe’/”-’, on récrit l’interaction effective sous 
la forme 

(14.56) 
1 

X(w) = 
I 

In T o / h  
Revenons maintenant au cas de l’aimantation d’un plan infini. En rempla- 

çant l’interaction Xo = F / 2  par l’interaction effective I/ In(To/w), la suscep- 
tibilité, calculée à partir de (14.54)’ devient l1 : 

(14.57) 

1°L’expression (14.54) est approchée. L’interaction renormalisée dépend aussi des modes 
propres E, de l’équation de diffusion. On n’entre pas ici dans les détails du calcul. On pourra 
consulter pour cela la référence [339]. 

“Voir note 9. 
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L’intégrale (15.57) donne : 

(1 4.58) 

au lieu de (14.53). Cette contribution à la susceptibilité est très supérieure à 
la susceptibilité de Landau, dans un rapport kF1,  [337]. 

14.3.3 Température finie 

Afin d’évaluer le rôle de la température, on se limite ici au calcul au premier 
ordre en interaction. À température finie, l’expression (14.48) du moment 
magnétique devient 

où f ( r )  est le facteur de Fermi. Après une transformation de Fourier, on 
obtient (voir 15.100) : 

(14.60) 

Pour le plan infini, dans la limite L+ --f 00, l’intégrale est coupée aux grands 
temps par la température. En gardant la coupure T, aux petits temps, on a 
(voir 15.79) : 

(14.61) 

où y P 0,577 est la constante d’Euler. On retrouve un résultat analogue 
à (14.52), où il suffit de remplacer h/î-+ par la température T .  En tenant 
compte de la renormalisation de l’interaction, on obtiendrait pour la suscep- 
tibilité xeP  un résultat analogue à (14.58), en remplaçant h/r+ par T [337]. 

Exercice 14.3 : Montrer que l’expression (14.59) du moment magnétique moyen 
M e ,  peut se mettre sous la forme [340,341] 

(14.62) 

Utiliser pour cela la relation (15.100) 
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14.4 Courant permanent dans un anneau 
Au lieu de considérer une géométrie simplement connexe comme le plan, 

on s’intéresse maintenant au cas d’un anneau traversé par un flux magné- 
tique $. Ce flux peut être engendré par une ligne de flux Aharonov-Bohm ou 
par un champ magnétique constant. On suppose que l’anneau est suffisam- 
ment fin pour que le champ n’y pénètre pas. Nous avons déjà rencontré cette 
géométrie de l’anneau à plusieurs reprises. Tout d’abord dans la section 1.2, 
où nous avons vu que la conductance non moyennée d’un anneau connecté à 
des réservoirs est une fonction périodique du flux Aharonov-Bohm de période 
égale au quantum de flux $0. Puis dans la section 7.6.1, nous avons montré 
que la conductance moyenne a des oscillations de période 4 0 1 2  qui résultent 
des effets de localisation faible. 

Dans cette section, on considère d’abord le cas d’un anneau unidi- 
mensionnel sans désordre. Ensuite, on étudiera le cas d’un anneau quasi- 
unidimensionnel, c’est-à-dire permettant un mouvement transverse dans 
l’anneau. 

L’existence d’un courant permanent à l’équilibre thermodynamique dans 
un anneau métallique a été proposée par Hund [342] dans les années 1930, 
puis il a été calculé par Bloch et par Kulik dans le cas d’un anneau uni- 
dimensionnel sans désordre [343,344]. Mais c’est la proposition en 1983 par 
Büttiker, Imry et Landauer qu’un tel courant puisse exister même en présence 
de désordre qui a largement motivé les recherches sur ce problème [345]. La 
difficulté expérimentale provient de l’amplitude très faible du courant et du 
moment magnétique induit. Dans l’état actuel de nos connaissances, les résul- 
tats obtenus ne sont pas bien décrits quantitativement par la théorie que nous 
proposons ici, basée sur l’approximation de Hartree-Fock pour des électrons 
dans le régime diffusif. Ceci a motivé un grand nombre de travaux théoriques 
sur ce sujet basés sur des prémices différents. On a choisi de développer l’ap- 
proche de Hartree-Fock qui est actuellement la seule approche quantitative. 

Le courant permanent, défini par la relation (14.3)’ est donné en l’absence 
d’interaction par l’expression 

et à température nulle 
~ N ( C F ,  $1 

ad) 1 = 2  

14.4.1 Anneau unidimensionnel sans désordre : 
périodicité et effet de parité 

(14.63) 

(14.64) 

Le cab de l’anneau strictement unidirnensionncl est assez académique. mais 
il va nous permet tre de prkciser certaines caractéristiques du courant perma- 
nent, en particulier sa périodicité avec IC flux magnétique et d’aborder le 
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problème de la moyenne sur un ensemble d’anneaux. On ne prend pas en 
compte le spin de l’électron qui, comme dans le cas de l’aimantation de Lan- 
dau, n’induit qu’un facteur de dégénérescence 2. 

Considérons un anneau unidimensionnel sans désordre, de périmètre L 
(fig. 14.2). Dans la jauge symétrique, le potentiel vecteur A n’a qu’une compo- 
sante azimuthale constante et égale à A = eo$/L. L’équation de Schrodinger 
correspondante s’écrit 

( 14.65) 

avec la condition de continuité de la fonction d’onde sur l’anneau 

4 n ( x  + L )  = 4 n ( x )  (14.66) 

$ est le Aux à travers l’anneau et ‘p = 4/40 est le flux réduit en unité de 
40 = h/e .  

FIG. 14.2 ~ Anneau unidimensionnel traversé par un  flux Aharonou-Bohm qi = cp&. 

Remarque : Flux Aharonov-Bohm et conditions aux limites 

En effectuant une transformation de jauge, la fonction d’onde définie par 

4;L(z)  = 4 n ( z ) e - ~ ~  r , v d l  (14 67) 

s’écrit, pour le cas d’un flux Aharonov-Bohm 

&(x) = ç!$n(Z)e--? (14 68) 

Elle obéit à une équation de Schrodinger d’ou le flux a été éliminé 

(14.69) 

mais où la dépendance en flux est maintenant contenue dans la condition aux limites 

(14 70) 

Avec ce changement de jauge, on a élimine le potentiel vecteur de I’hamiltonien Mais 
la fonction d’onde qui en résulte obéit à une nouvelle condition aux limites qui dépend 
du flux On voit ainsi qu’un flux Aharoriov-Bohm est équivalent à un changement de 
condition aux limites 

&(x + L )  = & ( x ) e ë 2 ~ ~ ~  



566 Chap. 14 : Magnétisme orbital et courants permanents 

tE  

FIG. 14.3 ~ Spectre d’un anneau unidimensionnel sans désordre dans une 
représentation de Zone réduite. 

Les niveaux d’énergie, représentés sur la figure 14.3, sont donnés par l2 : 

où n est un entier relatif. La densité d’Ctats 

’M 

n=-m 

(14.71) 

(14.72) 

peut, par une transformation de Poisson (15.96) se mettre sous la forme 

où € ( I C )  = h2k2/2rn. La densité d’états intégrée : 

N(e ,  4) = .i’ +’, W e ’  (14.74) 

a donc la décomposition de Fourier : 

”C’est aussi le spectre de l’équation de diffusion pour le cooperon dans un anneau 
désordonné (section 0.4.1). Mais pour le cooperon, ‘p est remplacé par 2 9 .  
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où k ( t )  = i- et où N O ( € )  = k(t)L/x est la densité d’états moyenne 
intégrée. La densité d’états intégrée deux fois et prise au niveau de Fermi 
s’écrit 

(14.76) 
at kF 

N(EF, 4) = JOfF N(t,  4)dE = 1 N(E? Q ) z d k  

c’est-à-dire, 

où U F  = t z kF /m est la vitesse de Fermi. On en déduit donc immédiatement le 
courant par la relation (14.64) 

I ,  

p=l  P \  
(14.78) 

où Io = e v F / L  est le courant porté par un seul niveau au voisinage de t ~ .  Si 
le nonibre d’électrons est grand, c’est-à-dire si kpL > 1, on obtient 13461 

p= 1 I 

Cettc expression est celle du courant permanent d’un anneau dont le potentiel 
chimique (et donc le vecteur d’onde k ~ )  est fixé et ne dépend pas du flux. En 
revanche, si c’est le nombre de particules N qui est fixé dans chaque anneau, 
le vecteur de Fermi est égal à k p  = N r / L  et le courant devient : 

(14.80) 

Le courant dépend niaint,enant de façon cruciale de la parité du nombre N 
d’électrons dans l’anneau. Ceci est illustré sur la figure 14.4. En particulier 
l’ajout d’un électron change le signe du courant. 

Exercice 14.4 : Montrer que, dans l’intervalle [-7r,7r], le courant (14.80) peut se 
récrire : 

I = I o ( l - 2 p )  p > 0  

I = 10 ( -1  - 297) p < 0 
si N est pair et 

si N est impair. Ces expressions peuvent s’obtenir directement en sommant les cou- 
rants individuels i n ( d )  de tous les niveaux, avec 

I = -2Iop 

at,, 1 at 47r2fi2 
( n - v )  ’ 

Zn(4) _ _  = --rL -~ 
84 d~ aio mL2 
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T’a- 
N pair N impair 

FIG. 14.4 Courant permanent d i n  anneau unidimensionnel sans désordre. La 
variation I (  $) présente une discontinuité qui disparaPt à température finie. Noter 
que le signe du courant dépend de la parité du nombre d’électrons. 

Effet de la température 

À température finie, l’amplitude des harmoniques du courant s’obtient, 
comme l’aimantation, à partir de la relation (14.63). En linéarisant la relation 
de dispersion autour du niveau de Fermi t = E F  +  fi^^ ( k  - k F )  , on a 

7lpL 1 (-g) c o s p k l d e  = ~ COSpkFL 
B ~ V F  sinh e 

Chaque harmonique du courant I (+)  est multipliée par la fonction 

TIT, , 

R(S/T,) = TIT, 

(14.81) 

(14.82) 

Les oscillations de courant sont donc amorties exponentiellement avec unc 
température caractéristique T, = de disparition de l’harmonique p .  
L’énergie A = T ~ V F / L  est la distance moyenne entre niveaux. Noter que 
cette fonction est caractéristique des effets en température d’un gaz de Fermi 
(relations 13.35, 14.41 et 14.60). Le courant disparaît exponentiellemerit dès 
que la température devient de l’ordre de la distance entre niveaux. 

Effet du désordre 

Un temps de collision élastique fini conduit à un élargissement du niveau 
de Fermi, décrit par la fonction lorentziennr g( t )  (14.25) 

(14.83) 

Cet élargissement du niveau de Fermi t~ 4 6~ + ih/2re décrit dans la sec- 
tion 3.3 est équivalent à l’existence d’une partie imaginaire pour le vecteur 
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d’onde l c ~  + k F  + i /21e.  Pour une parité donnée du nombre d’électrons, le 
courant moyen est 

Chacune de ses harmoniques décroît exponentiellement. Dans le cas impair, 
le comportement du courant moyen lorsque 4 -f O peut se récrire [347] : 

(14.85) 

Ainsi, dès que le libre parcours moyen élastique devient supérieur au périmètre 
L de l’anneau, le courant permanent moyen est exponentiellement faible. 

Remarque 

I1 est instructif de comparer les structures du courant permanent (14.79) et des os- 
cillations de Haas-van Alphen considérées dans la section 14.2.1. Dans les deux cas, 
à champ fixé, le potentiel thermodynamique oscille avec l’énergie de Fermi. Pour les 
oscillations de de Haas-van Alphen, la phase des oscillations est l .rrpt~/tw, alors que 
pour le courant permanent, elle est égale à p k ~ L  = p z t ~ / 2 A .  On peut ainsi définir 
une énergie caractéristique E * ,  qui dans le premier cas est d’ordre tw, et dans le 
second cas d’ordre A. Cette énergie caractéristique mesure la (( rigidité B des oscil- 
lations, puisqu’une variation de potentiel chimique de l’ordre de E *  change la phase 
de ces oscillations. On peut aussi caractériser cette rigidité par le nombre d’électrons 
n* = €*/A qu’il faudrait rajouter au système pour changer la phase des oscillations. 
On voit ainsi que les oscillations de Haas-van Alphen sont stables puisque n* + 00 

dans la limite thermodynamique alors que pour le courant permanent, l’ajout d’un 
seul électron (n* = 1) modifie la phase des oscillations. Dans la limite UT,: > 1 
et ~ B T  < tw, les oscillations de Haas-van Alphen subsistent tandis que le courant 
permanent moyen disparaît dès que la température ou le taux de diffusion h/re sont 
de l’ordre de A. 

f 

14.4.2 Courant moyen 

Considérons maintenant un ensemble d’anneaux isolés les uns des autres, 
et dont on mesure l’aimantation totale. En divisant cette aimantation par le 
nombre d’anneaux, on obtient le courant moyen circulant dans un anneau. 
La moyenne est réalisée sur le nombre d’électrons et sur la configuration de 
désordre qui tous deux diffèrent d’un anneau à l’autre. On a vu dans la section 
précédente que, à une dimension, le signe du courant est aléatoire et dépend 
de la parité du nombre d’électrons. Donc, a priori, le courant moyen semble 
s’anniiler, de sorte qu’une expérience réalisée sur un grand nombre d’anneaux 
isolés devrait produire un moment magnét,ique total nul. En fait, coirime le 
montre la figure 14.4, le coiirant est t,r& anharinonique. En moyennant l’ex- 
pression (14.80) sur N ,  c’est-à-dire sur un grand nombre d’anneaux avec dcs 
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nombres d’électrons variables, on obtient une valeur du courant moyen finie 
qua oscille avec la période 4 0 / 2  : 

(14.86) 

Ce courant reste toutefois exponentiellement petit dès que la circonférence L 
de l’anneau est plus grande que le libre parcours moyen I,. 

En fait, pour décrire une situation plus réaliste que le cas de l’anneau stric- 
tement unidimensionnel, il faut prendre en compte la dispersion électronique 
dans les directions transverses. Prenons l’exemple d’un cylindre de périmètre 
L,  de hauteur L,  et d’épaisseur négligeable. L’équation de Schrodinger s’écrit : 

(-&[(: - +2ixcp ) 2  + 7 ,”il + V ( T )  ) & ( r )  = E , # ) , ( T )  . (14.87) 

La condition de continuité de la fonction d’onde autour du cylindre et la condi- 
tion d’annulation de la fonction d’onde sur les bords quantifient les niveaux 
d’énergie : 

(14.88) 

où le vecteur d’onde transverse est k,  = n,7r/L, avec n, E N*. Le nombre 
M de canaux transverses l3 est égal à M = kFW/7r. Puisque l’énergie est 
la somme de contributions longitudinales et transverses, on obtient simple- 
ment le courant total à partir de (14.79) comme la somme de contributions 
indépendantes dues aux différents canaux transverses [348] 

M c u  k cospk ,L 
sin 21rpcp 

m=l p=l P 
(14.89) 

avec k: = k g  - k:. Dans le cas d’un anneau quasi-unidimensionnel où L ,  < L ,  
le cosinus varie rapidement avec k ,  et le courant moyen est nul. Afin d’estimer 
le courant typique, on suppose que les arguments du cosinus correspondant 
à différentes valeurs de k,  sont totalement décorrélés et on montre alors sim- 
plement [348] que le courant typique varie comme m. 

La situation décrite ici est en fait peu physique car elle ne prend pas 
en compte l’effet du désordre qui est de lever la dégénérescence des niveaux 
d’énergie (figs. 14.5 et 14.6). 

I“Les canaux transverses sont introduits dans la section C7.2.1 (relations 7.142 et 7.147). 



14.5 Diffusion et courant permanent 571 

FIG. 14.5 ~ Spectre d’un anneau quasi-unidimensionnel multicanal traversé par un 
flux Aharonov-Bohm 4. Un très faible désordre s u f i t  à lever les dégénerescences. Ce 
spectre est calculé pour le modèle d’Anderson pour u n  échantillon d e  taille L ,  = 50 a ,  
L,  = loa  refermé le long de la direction x et traversé par le f lux, W = 0,2 t .  a est 
le pas du réseau /349/. 

14.5 Diffusion et courant permanent 

Le courant permanent dépend par définition de la densité d’états. Celle- 
ci s’exprime à l’aide d’une seule fonction de Green. En moyenne et pour un 
désordre faible, la fonction de Grecn moyenne est donnée par (3.89) et donc 
le courant moyen est exponentiellement petit dès que L > 1,. On va d’abord 
estimer la variance de la distribution de courant permanent. On montrera en- 
suite que, du fait de l’interaction entre électrons, il apparaît une contribution 
non nulle au courant moyen. 

On considère un ensenible d’anneaux quasi-iinidimensionnels, c’est-à-dire 
de section finie. On suppose que le mouvement des électrons est tridimension- 
nel et on résout l’équation de Schrodinger correspondante. En rechance. du 
fait de la géométrie très anisotrope, les quantités moyennes à l’approximation 
de diffusion sont obtenues à partir des solutions de l’équation de diffusion 
unidimensionnelle (section 5.5.4). On prend en compte la dégénérescence de 
spin. 
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O. 

-1. 

FIG. 14.6 ~ Spectre d’un anneau quasi-unidimensionnel multicanal traversé par un 
flux Aharonov-Bohm 4 = 940, dans le régime dijJusif. Ce spectre est calculé pour 
le modèle d’Anderson pour un échantillon de taille Lz  = 2 0 a ,  L, = 10a  refermé le 
long de la direction x et traversé par le flux, W = t .  a est le pas du réseau [349]. 

14.5.1 Courant typique d’un anneau désordonné 
Le calcul de la variance 612 de la distribution de courant permanent, définie 

par 612 = I 2  ~ - r2, est calqué sur celui de la section 14.2.3 pour le moment 
magnétique 6M2.  I1 suffit de remplacer le moment magnétique M par le 
courant I et le champ magnét,ique par le flux 4. Dans la littérature, la quantité 
-1/2 
612 est souvent appelée courant typique et elle est notée I,,,. On déduit 
de (14.35) l’expression 

- -  

(14.90) 

où 2: = @2/&b2. Du développenient en nombres d’enroulement (6.54) de la 
probabilité de retour à l’origine 
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on déduit le développement de Fourier du courant typique 

p= 1 

avec 

(14.92) 

(14.93) 

L’intégrale (15.62) permet d’obtenir l’amplitude des harmoniques du courant 
typique : 

(14.94) 

I1 est important de noter que, contrairement au cas de l’aimantation ty- 
pique (14.35), l’intégrale converge aux temps courts. Ceci découle du fait 
que le poids des boucles faisant au moins un tour autour de l’anneau est 
exponentiellement faible aux temps courts. 

En présence de déphasage, il apparaît dans Z ( t )  un terme multiplicatif sup- 
plémentaire lié au temps de cohérence de phase fini r4. Les harmoniques 
du courant sont donc aussi réduites par un facteur e-PLIL++. Plus précisément, 
en utilisant la relation (15.60), les harmoniques (14.93) sont maintenant de la 
forme 

(14.95) 

Dans la limite L < L$, le premier terme est le plus grand. Le courant typique 
est donc 

( 14.96) 

Ce courant peut s’interpréter comme celui associé à un seul électron qui effec- 
tuerait par diffusion un tour de l’anneau en un temps TU I3501 (voir fig. 14.7). 
En effet, de la relation (5.35), E, = ~ / T D ,  on déduit 

e r,,, E - . 
70 

(14.97) 

Cettc valeur est à comparer à ccllr, 1” = evF/L ,  obtenue dans (14.78) ct 
donnant I’aniplitude caractéristique du courant en l’absencr de désordre. Plus 
précisément, on a It,,/Io = I ,  IL .  



574 Chap. 14 : Magnétisme orbital et courants permanents 

FIG. 14.7 - Anneau désordonné traversé par u n  flux Aharonov-Bohm. U n  éléctron 
dif fuse autour de l’anneau en u n  temps TO. 

Exercice 14.5 : Courant typique à température finie 

À température finie, l’intégrande de (14.90) est multiplié par le facteur thermique 
(nTt/ sinhnTt)2, tout comme l’aimantation dans la relation (14.41). En déduire la 
dépendance en température des harmoniques du courant typique : 

I,2(T) = 1,2(0)P(T) (14.98) 

avec 

(14.99) 

et R ( x )  = x/ sinh x .  

Exercice 14.6 : Courant typique dans un cylindre 

Soit un cylindre de périmètre L et de hauteur L,  traversé par un flux magnétique 
parallèle à son axe. Dans la limite Lm + 00, montrer que, pour L ,  >> pL,  les harmc- 
niques du courant sont données par : 

En comparant avec le courant de l’anneau (14.95), on voit que ce courant correspond, 
pour l’harmonique p ,  à l’addition incohérente de L,/pL anneaux. 
Montrer que pour L+ fini, le courant devient : 

où K3 est une fonction de Bessel modifiée [351]. 
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14.5.2 Effet des interactions sur le courant moyen 
En l’absence d’interaction électron-électron, le courant moyen est nul (sec- 

tion 14.4.2). Que devient-il en présence de l’interaction coulombienne ? Nous 
avons vu que, à l’approximation de Hartree-Fock, il existe une contribution 
supplémentaire à l’aimantation moyenne donnée par (14.50). Pour la géomé- 
trie de l’anneau, cela correspond à un courant moyen fini : 

(14.100) 

Compte tenu de l’expression (14.91) de Z( t ,  4)’ le développement en harmo- 
niques de ce courant est 

03 

L ( 4 )  = L e , p  sin(47w) ’ (14.101) 
p= 1 

En utilisant (15.60)’ on obtient 

( 14.102) 

(14.103) 

En ne retenant que la première harmonique, et dans la limite mésoscopique 
L << L4, le courant permanent moyen varie donc comme 

Iee(4) = 8F- E, sin4rcp . (14.104) 

Comme pour le cas de l’aimantation du plan infini (section 14.3)’ ce calcul 
correspond au premier ordre en interaction et doit être corrigé par les termes 
d’ordre supérieur. Cette renormalisation de Cooper décrite dans la section 14.3 
conduit à remplacer l’interaction XO = F/2 par l’interaction effective X(w) = 
l/  ln(To/w) avec To = ~ ~ e ’ / ’ o .  Récrivons la relation (14.49) sous la forme : 

40 

(14.105) 

En insérant la fonction Zc(w, 4), transformée de Fourier de Z,(t, 4)’ donnée 
par 6.54 : 

(14.106) 
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on retrouve la décomposition de Fourier : 

avec 

(14.108) 

Le logarithme étant une fonction lentement variable, l’intégrale est sensible- 
ment égale à : 

avec 

(14.109) 

(14.110) 

On constate ainsi que la renormalisation de Cooper n’affecte pas toutes les 
harmoniques de la même façon et que l’échelle d’énergie associée à l’harmo- 
nique p est Ec/p2, ce qui correspond au temps p2L2 /D nécessaire pour diffuser 
p fois autour de l’anneau. En négligeant le contenu en harmoniques, le courant 
permanent moyen est donc sensiblement égal à [339] : 

(14.111) 

avec 

Exercice 14.7 : Courant moyen à température finie 

À température finie, l’intégrande de (14.100) est multiplié par le facteur thermique 
(nTt/s inh~Tf)’ .  En déduire la dépendance en température du courant moyen lié 
aux interactions coulombiennes : 

IW(2”) = lee(O)g(S) ( 14.1 13) 

avec 

(14.114) 

et R(x )  = x/ sinh X .  Cette fonct,ion g(T) est t,rès bien approchée par la fonction [340] : 

(14.115) g(T) = ë T / S E : ,  , 
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Exercice 14.8 : Courant moyen dans un cylindre 

Soit un cylindre de périmètre L et de hauteur L,, traversé par un flux magnétique 
parallèle à son axe. Montrer que, pour L+ 00, les harmoniques du courant moyen 
lié aux interactions coulombiennes sont données par : 

L e , p  = -- 
“P2 8F E, do (-1 PL 

En comparant ce courant moyen avec celui (14.103) d’un anneau, on note, qu’il cor- 
respond à l’addition cohérente de L,/pL anneaux. Pour L+ fini, montrer que : 

14.5.3 Courant permanent et couplage spin-orbite 

L’existence d’un couplage spin-orbite affecte profondément le transport 
cohérent et change le signe de la magnétorésistance en présence d’un champ 
magnétique (section 7.5.2). I1 modifie le déphasage relatif entre les trajectoires 
appariées qui contribuent au cooperon (section 6.5.5). Quantitativement, il 
donne lieu à une atténuation exponentielle de la probabilité intégrée de retour 
à l’origine Z ( t )  (6.134). 

Le courant permanent s’exprimant aussi au moyen de la probabilité inté- 
grée Z ( t ) ,  on peut se poser la question de l’effet du couplage spin-orbite. On 
montre ici qu’il n’affecte pas le courant permanent moyen mais qu’il réduit le 
courant typique (exercice 14.11). 

La raison en est que la correction de Hartree-Fock (14.45) à l’énergie totale 
ne dépend pas du couplage spin-orbite. En effet, IC terme de Hartrce fait 
intervenir la combinaison de fonction d’ondes 

tandis que pour le terme de Fock 

où ct et /3 sont les spins. Les dépendances spatiales de ces deux contributions 
sont identiques (section 13.3). Nous ne considbrons donc que les termes de 
spin qui s’écrivent 

( 14.11 8) 
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de sorte que 

Hartree + Fock cc [(aplap) - (apIpcr)] = 2 . (14.119) 
ay,P 

En insérant la relation de fermeture IS)(Sl + E, lTt)(Tzl = 1 dans la base 
singulet-triplet (6.115), et en notant que (Tz(cyp) = (T,(Pa) et (Slap) = 
- (SI pa), il apparaît que 

Hartree + Fock O; 2 (aPlS)(Slap) . (14.120) 
N P  

I1 n’y a pas de terme triplet dans l’hamiltonien de Hartree-Fock. Or, ce sont 
les seuls termes affectés par le couplage spin-orbite (sections 6.5.4 et 6.5.5). 
L’aimantation et les courants permanents ne sont donc pas modifiés par le 
couplage spin-orbite. 

Exercice 14.9 : En utilisant la base singulet-triplet (6.115), vérifier les relations : 

C(BalS)(SIaP) = -1 

C ( 4 l S ) ( S I 4 )  = 1 

u 3 P  

a , B  

(aalS)(Sjaa) = 0 

et en déduire que, pour un fort couplage spin-orbite, 

Fock IX x (Ba IS) (S IaB)  = -1 
a,s 

(14.121) 

HUTtTee IX (C~fils)(siC~B) = 1 . (14.122) 

Le terme de Fock est donc multiplié par -1/2. C’est le facteur bien connu de la 
magnétorésistance en présence de couplage spin-orbite (6.134). Le terme de Hartree 
est multiplié par 1/4, ce qui laisse effectivement la somme (Hartree + Fock) invariante 
et égaie à 2 [339]. 

Exercice 14.10 : Montrer qu’un fort couplage spin-orbite divise le courant typique 
par 2. On remarquera pour cela que 

n , P  

I tYP 0: (44 (14.123) 
=,O 

devient 
I tYP C(.iBlS)(SlaB) . (14.124) 

f f , B  

Exercice 14.11 : Montrer que le couplage à des impuretés magnétiques réduit le 
courant permanent. 

En utilisant les résultats de la section 6.5, montrer que le courant est encore donné 
par l’expression (14.100) où la probabilité de retour Z ( t ,  B )  est réduite par le fac- 
teur exponentiel ë t / 2 r m  où T~ est le temps de déphasage associé aux impuretés 
magnétiques [:339]. 
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14.5.4 Bref panorama expérimental 

Les paragraphes précédents présentent une description des courants per- 
manents dont il n’est pas encore sûr qu’elle puisse décrire la situation expéri- 
mentale actuelle dont nous donnons maintenant un bref panorama. 

La mesure du courant permanent est en fait une mesure d’aimantation 
réalisée avec un SQUID. L’aimantation d’un anneau est très faible, ce qui 
rend cette expérience extrêmement délicate. Revenons sur l’ordre de gran- 
deur du courant d’un anneau. Le courant moyen comme le courant typique 
sont d’ordre E,/40 c’est-à-dire e / ro ,  ou euFle/L2, ce qui correspond à un 
moment magnétique M de l’ordre de euFle qui, en unités du magnéton de 
Bohr p~g = eh/2m s’écrit 

M ZPBlCFle . 

Dans un métal, k ~ 1 ,  varie entre 10 et 100. Afin de mesurer cette aimantation 
très faible, deux types d’expériences ont été réalisées. 

0 Expériences avec un grand nombre d’anneaux indépendants 

On mesure dans ce cas l’aimantation d’un grand nombre d’anneaux isolés. 
C’est de cette façon qu’a été détectée pour la première fois l’existence d’un 
courant permanent [352]. I1 s’agit d’un ensemble de lo7 anneaux de cuivre, de 
périmètre L = 2 pm et avec un libre parcours moyen I ,  estimé à 20 nm. Cette 
expérience mesure un courant moyen oscillant avec la période 4012. Compte 
tenu de l’estimation de E, = hD/L2 2 20 mK, l’amplitude de ce courant 
moyen, de l’ordre de 0’4 nA, peut se mettre sous la forme 

où on a utilisé UF = 1’6 lo6 m/s. La comparaison de ce résultat avec l’ex- 
pression (14.111) conduit à une valeur l’interaction effective de X,ff = 0’4, 
plus grande d’environ un ordre de grandeur que la valeur X,ff = l/  ln(To/E,) 
estimée théoriquement (14.112). Par contre, la relation (14.115) décrit bien la 
dépendance en température. 

Deux autres expériences, l’une sur lo4 anneaux semi-conducteurs [353], 
l’autre sur lo5 anneaux d’argent [354] ont corroboré ces résultats. Le courant 
moyen oscille avec la période 40/2. Son amplitude est plus grande que les 
prédictions basées sur le modèle de la section 14.5.2 et surtout il est diama- 
gnétique alors que d’après (14.111) on s’attend à un courant qui a le signe 
de l’interaction effective, c’est-à-dire paramagnétique. Toutefois on a supposé 
là que l’interaction dominante était l’interaction coulombienne. Si l’interac- 
tion dominante est attractive à cause du couplage électron-phonon, le système 
peut devenir supraconducteur. La fréquence caractéristique wmaX introduite 
en (14.55) est alors la fréquence de Debye W D  et la température critique est 
donnée par T, = tWge-l / IxOl.  Si la température T, est plus petite que l’énergie 
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de Thouless, on montre que l’interaction effective X,ff devient alors [339] : 

(14.125) 

Ce mécanisme est très intéressant car il montre qu’un métal éventuellement 
supraconducleur à une température extrêmement basse (le cuivre ou l’argent) 
pourrait être le siège de courants permanents diamagnétiques bien au-dessus 
de la température critique. 

e Expériences sur un seul anneau 

D’autres expériences ont été réalisées sur un seul anneau ou un très petit 
nombre d’anneaux. Dans ce cas, on observe un courant permanent oscillant 
avec la période $0. Une première expérience [355] sur un anneau d’or semblait 
montrer l’existence d’un courant de l’ordre de N 0’3 - 2’0 evF/L,  c’est-à- 
dire un à deux ordres de grandeur plus grand que la prédiction théorique du 
courant typique (14.96). Une autre expérience plus récente [356] a mesuré un 
courant d’amplitude compatible avec le résultat (14.96). Par contre le signe 
observé correspond lui aussi à un courant diamagnétique. 

Enfin, une autre expérience a été réalisée dans une hétérojonction semi- 
conductrice [357]. Le désordre y est relativement faible et le libre parcours 
moyen 1, N 11 prn est du même ordre de grandeur que le périmètre de l’an- 
neau : Z,/L = 1’3, de sorte que l’on se trouve à la limite entre les régimes 
diffusif et balistique. 

En conclusion, la physique des courants permanents est encore mal com- 
prise, que ce soit l’amplitude et surtout le signe. Notre souci dans ce chapitre 
a plutôt été de montrer la similitude existant entre le courant permanent 
d’un anneau et l’aimantation d’un film. Ceux sont des quantités de même 
nature ; seule diffère la géométrie des trajectoires de diffusion. I1 serait par- 
ticulièrement interessant de mesurer la susceptibilité de films métalliques à 
basse température afin de vérifier si la réponse orbitale est effectivement aug- 
mentée par rapport à la contribution de Landau et si elle est diamagnétique 
comme les courants permanents. 
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Complément C14.1 Courant moyen 
dans l’ensemble canonique 

Dans le chapitre 14, on a supposé que l’énergie de Fermi ne dépendait 
pas du flux. Mais expérimentalement, c’est le nombre de particules N qui est 
fixé dans chaque anneau. Cette contrainte, N = si“ p(e ,  4)de, conduit à une 
dépendance du niveau de Fermi avec le flux, ~ ~ ( q h ) .  Celle-ci est corrélée à la 
dépendance en flux de la densité d’états. Le courant permanent à température 
nulle 14, est maintenant donné par la relation (14.8) 

(14.126) 

et il peut avoir un valeur moyenne a priori non négligeable. Ce courant, appelé 
courant canonique 15, se calcule - en effectuant un développement autour du 
niveau de Fermi. En notant EF = p ( 4 )  le niveau de Fermi moyen, on obtient : 

Par définition, le premier terme de cette expression est le courant << grand- 
canonique >> étudié dans la section 14.4.2. En moyenne, il est nul lorsque 
L > 1,. La dérivée -% est le nombre d’électrons N .  Par conséquent : 

(14.128) 

La relation SPIN = -ASNI, relie la variation du potentiel chimique à nombre 
de particules fixé à celle du nombre de particules à potentiel chimique fixé. 
Après moyenne sur le désordre et en négligeant le premier terme Ï c F ,  on en 
déduit [358] : 

2 ~- 
où C ( E )  = N ( J T ) ~  - N ( E )  est la fluctuation (10.9) du nombre de niveaux. 
Ainsi. lorsque le nombre d’électrons dans chaque anneau est fixé. il apparaît 
un courant moyen fini qui rksulte de la fluctuation du nombre dc niveaux 
d’énergie d’un échantillon à un autre [341.358-3601. Des relations (10.13) 
et (10.51)’ on déduit lb 

14Sans le spin. 
15Le mot <( canonique« peut préter à confusion. L a  calcul utilise toujours l’ensemble 

grand canonique avec la contrainte que le nombre moyen de particules est fixé et indépen- 
dant du flux. 

lGVoir note 6. 
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De (14.91) on déduit le développement en harmoniques 

ou encore, en effectuant la somme [361] : 

(14.131) 

(14.132) 

Ce courant doit étre doublé pour tenir compte de la dégénérescence de spin. 
I1 oscille avec la période 4 0 / 2  et il est paramagnétique à petit flux. Ceci se 
comprend bien à partir de la relation (14.129). Le courant moyen mesure 
le changement de rigidité spectrale quand l’invariance par renversernent du 
tenips est brisée par le flux : la variance C2( t~ ,q5 )  décroît quand q5 est non 
nul ce qui conduit à un courant paramagnétique. 

Ce courant reste très faible, de l’ordre de A/q5”, c’est-à-dire comparable 
au coiirant porté par un seul niveaii d’énergie. Cett,e contribution aii cou- 
rant moyen est donc beaucoup plus petite que celle résultant des interactions 
coulombicnnes obtenue dans la section 14.3. 

Finalement, il est intéressant de comparer la forme forictionnelle de ce 
courant à, celle (7.88) obt,enue pour la correction de localisation faible à la 
coriductivite d’un anneau traversé par un flux Aharonov-Bohrn. 



Chapitre 15 

Formulaire 

Uri certain nombre de relations présentées ici sont reproduites à partir des 
deux références : 

~ M. Abramowitz et I. Stegun, Handbook of Mathematical Functions: 
Dover, New York (1970) ; 

~ I. Gradshteyn et I. Ryzliik, Table of Integrals, Series und Products, 
Academic Press, London (1980). 

15.1 Densité d'états et conductance 
h2k2  

O Densité d'états pour une relation de dispersion F = 

d A d  m k d - 2  
Po(') = ~~ (27r)d h2 

où Ad est le volume de la sphère de rayon unité : 

En particulier 

m k  m m 
27rP 

(d  = 2) = - ( d  = 1) 
7rkfi2 

( d = 3 )  = ~ = 2.ir2fi2 

e Conductivité et conductance classiques 

(15.1) 

(15.2) 

(15.3) 

(15.4) 

(15.5) 
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En dimension d = 3 : 

En dimension d = 2 : 

En dimension d = 1 : 
e2  21 
h L  

G s - 2  

15.2 Transformées de Fourier - Définitions 

F ( k )  = F(r )e - i k . rdr  

f(w) = 1 f( t )e iUtd t  

s 

f ( t )  = - 1 f ( w ) e ë Z U t d w  
271 

eë2k . rdr  = R6k,O = (27r)'h(k) .I 
6(k)  est la fonction de Dirac et 6k.O est le symbole de Kronecker. 

ë""tt  = 27r6(w) eaWtdw = 27r6(t) . 

15.3 Probabilité P ( r ,  r', a) 

La probabilité P(T,  T ' ,  t )  vérifie : 

P(T,  T ' ,  t )  = P*(T', T ,  t )  
P(T, T ' ,  w )  = P*(T', T ,  -w) . 

(15.6) 

(15.7) 

(15.8) 

(15.9) 

(15.10) 

(15.11) 

(1 5.12) 

(15.13) 

(15.14) 

(15.15) 

(1 5.16) 
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De plus, s’il y a invariance par renversement du sens du temps, elle vérifie : 

P(T, T ’ ,  t )  = P(T’, T ,  t )  
P ( T , T ’ , W )  = P ( T ’ , T , W )  . (1 5.17) 

P ( T ,  T ’ ,  t )  a pour transformée de Fourier P ( q ,  w) = &. 
P ( T ,  T ’ ,  Itl) a pour transformée de Fourier 2ReP(q, w ) .  

S d r ’ P ( r ,  T ’ ,  t l)P(T’,  TI ’ ,  t 2 )  = P(T,  Y”, tl + t 2 )  

w 

(1 5.18) 

O Espace libre 

P(R,w) est la transformée de Fourier de P ( R , t )  définie par (5.19) où 
R = Ir - ~ ’ 1 .  Pour d 2 2, l’intégrale diverge aux temps courts et doit être 
limitée par le tenips de collision 7,. Ainsi on définit : 

avec 

( 15.20) 

P ( 2 d ) ( R , ~ )  = 1 27rD bo ( G R )  - KO (R/&)] (15.21) 

( 15.22) 

La probabilité intégrée de retour à l’origine s’écrit, pour un système de volume 
L d ,  et dans la limite t << L 2 / D  : 

L d  

( 4 ~ D t ) ~ / ~  
Z ( t )  = (15.23) 

oi l  TD = L 2 / D  est le tenips de Thouless. La transformée de Fourier Z(w) est 
obtenue à l’aidc de (15.70). Pour d 2 2, l’intégrale diverge aux temps courts 
et doit Ctrc limitée par le tenips dc collision rf. On définit : 

Z ( w )  = l“ Z(t)(l - p - ” y P d t  ( 15.24) 
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À l’aide de (15.71, 15.72 et 15.73)’ on obtient pour wr, << 1 : 

Pour d < 4, on a : 
d/2 

ImZ(w) = -- 

(15.25) 

(15.26) 

( 15.27) 

(15.28) 

où cd est donné par : 

1 Jz c2 = - e3 = - 
4x2 ’ 67r3 

1 Jz 
cd = rd d 7 

7r2 ’ d2d-17r4f1 sin( -)I?( -) 
4 2  

(15.29) 

0 Plan infini (d  = 2) en champ magnétique, wr, << 1 

et si B + O  : 

2e2B2D21 3fi2w2 . 

0 Anneau Id et flux Aharonov-Bohm 

La transformée de Fourier de (6.54) est (p = 4/40) : 

15.4 Divers 
Matrices de Pauli 

(15.31) 

(15.32) 



15.4 Divers 

0 Fonction I? 

587 

0 Fonction Digamma \E(z) 

dlnT(x) 
dx 9 ( x )  = ~ 

1 + pour x 4 00 

(15.34) 

(15.35) 

(15.36) 

( 15.37) 

(15.38) 

= l n N - q ( x ) ,  pour N +  00 (15.39) 1 N 

n =O 

c x ~ ( 1 / 2 ) + x S r ’ ( 1 / 2 ) + . . . ,  pour x i 0  (15.41) 

(15.42) 1 
2 

9(-) = -y - 21n2 

où y 0,577 est la constante d’Euler. 



588 Chap. 15 : Formulaire 

O Fonction zeta de Riemann C(z) 

O3 1 7r2 

2 = 

1 7r4 

n4 90 

((2) = 

((4) = 

1 
O3 

- = - 

1 

(15.43) 

O Fonction E,(%) 

(15.44) 

1 
E,(z)dz = -, zE,(z)dz = ~ (15.45) 

n n+1 

d%’El(l% - 2’1) = 2 - E2(%) (15.46) 

d Z ’ Z ’ E l ( l 2  - 2’1) = 22 + E3(z) ( 15.47) 

1“ dZ’%’E1(2 + 2’) = E3(2) (15.48) 

Dans la limite z -+ 03, 

1 2  = Juffi dz ’ (z  - z’)E1(lz - z’l) t 0 

(15.49) 
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i-‘ E2(z)’dz = -(1 2 - In2) 
3 

i m E 3 ( z ) ’ d z  = -(21n2 1 - 1) 5 

3 
i ~ E 2 ( z ) d z 1 - B i ( z - z > ) d z ’  = - (1+2In2)  1 

(15.50) 

O Relations utiles 

2 1 
7rb Jm’ xJ;(ax)Jo(bx)dx = - si b < 2a 

27r 
d2pJo(Xp)eikL@ = -S(p - kl) J’ kI 

cos cx dx = r e p b C  cos ac 
b Co 1, ( x  - a ) 2  + b2 

C O S ~ Z X  T cûsha(7r- 1.1) 1 
- -  - - !& sinh7ra 2a2 

n>O 

2112 1 b 1 ( x  - a ) 2  + b2 2 a 

Co 

dx = 7r(a2 + b2)lI4 cos(- arctan -) 

b 
= In - 

a 

(15.51) 

(15.52) 

(15.53) 

( 15.54) 

( 15.55) 

(15.56) 

(1 5.57) 

(15.58) 
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(15.59) 

Pour a demi-entier, les fonctions de Bessel modifiées K sont reliées à des 
polynômes finis : 

2n-1 
03 

dx = 2 (g)7Kn-;(2v'&) 

n-1 n- 1 
- - f i C e - 2 d E  (n + IC - l ) !  

pz k ! ( n  - k - i ) ! ( 4 f i ) k  k=O 

En particulier, 

et dans la limite y -+ O, on obtient : 

- fi (2n - 3)!! fi (2n-  2)! 
p"-+ (n - 1)!4"-l pn- + - dx = - 

Ko(x) - -y- lnx/2  , pour a : + 0  

où y 0,577 est la constante d'Euler. 

(2n)!! = n! 

(2n + l ) !  - (2n + i)! 
(2n)!! n!2n 

(2n + l)!! = - 

(15.60) 

(15.61) 

(15.62) 

(15.63) 

(15.64) 

( 15.65) 

(15.66) 

( 15.67) 

(15.68) 

(15.69) 

(15.70) 
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- COY e t  d t  = (15.71) 

] aeY Cu 

dz = lri -, a > I 1 sinh2 x 2 

où y e 0,577 est la constante d ' E u h .  

(15.7;) 

(15.74) 

(15.75) 

(15.76) 

(15.77) 

(15.78) 

(15.79) 

(15.80) 

(15.81) 

(15.82) 

(15.83) 

(15.84) 
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(15.86) 

(15.87) 

(15.88) 

(15.89) 

L’équation différenticllc 

(15.90) 

a Dour solution : 
A Ai(x0 + IxI) 
2 Ai/(zo) 

C ( X )  = -- (1 5.91) 

(15.94) 

15.5 Formules de Poisson 

et si f est i inc fonction paire : 



15.6 Dépendances en température 

15.6 Dépendances en température 

f(t) = 1/(e‘ + 1) est le facteur de Fermi. 

593 

2 R F  (15.97) P 
f ’ ( € )  = - 

4cûsh 2 

f ’ ( w )  = -- cos wtdt 

1 r T t  sinwt 
. f (w )  = -- dt 

27r I ,  sirikirTt t 

(15.98) 

(15.99) 

= - Ju’dwAl(w)wcoth - Pw (15.100) 
2 

où f I ( f )  est la traiisform6e dt Foiiritr dc A l ( f )  : 

F ( c )  = -L lri(1 + e-”‘) est l’iiit6gralc tlii fa(-tciir tie Fcririi. d 

1 (t si:;iyTt)2 AÏ(t)dt 
( 15.10 1) 

(15.102) 

Pour uiie fonction I(w) iinpairc : 
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W 
(1 5.104) 1 - e-Pw 

sin wt 7r ?ri! 
dw = - tanh - (15.105) 

2P 2P 

(15.106) 
el" + 1 
e f i m  - 1 

Pour une fonction P(w)  paire : 

(15.107) Pw J', P ( w )  dw =i P(w)coth-dw . 
1 - ?-Bu 2 

^c. x 
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