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Chapitre

Un peu d’histoire...

Lensemble formé par 'électrostatique, le magnétisme et I'électromagnétisme tels qu’ils
sont enseignés aujourd’hui est parfaitement cohérent, et ressemble a une construction
entiérement logique : quelques expériences fondamentales permettent d’induire des lois
générales d’ou découlent, par des raisonnements mathématiques, d’autres lois merveilleu-
sement vérifiées par U'expérience. On se donne méme parfois le luxe de suivre un chemi-
nement pseudo-historique pour dérouler cette belle histoire.

Or, la vraie histoire ne ressemble nullement a celle qui est suggérée. La voie réelle-
ment suivie par une idée, depuis la premiere ébauche, souvent perdue ou ignorée, et la
forme parfaite sous laquelle on la présente maintenant est en général tortueuse, pleine de
rebroussements, d’erreurs, de fausses pistes, de longues périodes de stagnation ou d’oubli,
mais aussi d’avancées fulgurantes. Les héros qui ont survécu, ceux dont un effet, une unité
ou un appareil portent le nom, sont peu nombreux en comparaison de tous les inconnus
sans lesquels I'édifice n'aurait ni fondations ni charpentes.

Lhistoire de I'électricité et du magnétisme commence certainement chez les Grecs,
qui observent le phénomene d’électrisation par frottement et les propriétés magnétiques
(attraction/répulsion) de certains minéraux et surtout éprouvent le besoin de consigner
par écrit leurs observations. Certes, plusieurs propriétés du magnétisme sont utilisées, en
particulier la boussole, probablement inventée par les Chinois au XI° siecle, mais aucune
recherche « scientifique » sur ces questions napparait avant le XVII® siecle.

Durant la période qui va de la fin du XvI° au début du XvIII°® siecle, jalonnée par
les noms prestigieux de Galilée, Huygens et Newton, pour ne citer que ceux-la, un
changement considérable se produit dans I'art d’observer la nature. Jusqu'alors, on se
contentait de vérifier, par une observation rarement quantitative, la conformité de la
nature a des principes d’origine philosophique ou religieuse considérés comme vrais et
immuables. Il est habituel de faire crédit a Galilée d’avoir renversé I'ordre de préséance,
en affirmant qu’il fallait d’abord observer et décrire la nature avant d’énoncer des lois.
Le résultat spectaculaire de ce choix, joint certes aux talents particuliers de Galilée fut
la naissance de la mécanique, dont Newton sut faire usage en établissant les lois de la
dynamique et celle de la gravitation.

Pour ce qui concerne les phénomeénes électriques et magnétiques, la situation est fon-
damentalement diftérente de celle de la mécanique, en ce sens que les manifestations de
ces phénomenes sont relativement rares et que les moyens d’expérimentation n'existent
pas spontanément : la nature offre beaucoup plus d’occasions de découvrir directement
les effets de la gravitation que ceux des forces électriques, et 'expérimentation dans ce
domaine ne pouvait relever que d’'une démarche volontariste, ce qui, lorsqu’'on n’a aucune
idée sur ce que l'on veut chercher, n'est pas une attitude facile... C’est cependant ce que
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firent quelques pionniers : William Gilbert (1540-1603) mit en évidence la différence
entre magnétisme et électricité et montra que l'orientation de la boussole pouvait s’ex-
pliquer en considérant le globe terrestre comme un gros aimant; Otto von Guericke
(1602-1686) construisit la premiere machine électrostatique, permettant de faire une
véritable expérimentation ; Stephen Gray (1666-1736) établit la différence entre conduc-
teurs et isolants ; Charles Dufay (1698-1739), accompagné de I'abbé Nollet (1700-1770)
établit 'existence de deux sortes d’électricité, qu’il nomma non pas positive et négative,
mais vitreuse et résineuse en référence aux objets utilisés pour les « extraire » par frotte-
ment ; Petrus von Musschenbroek (1692-1761) découvrit la condensation de ’électricité
(bouteille de Leyde); Benjamin Franklin (1706-1790) montra que les éclairs ne sont
autres que de puissantes étincelles électriques, ce qui prouvait que 'électricité partici-
pait aux phénomeénes naturels et n'était pas qu'une curiosité de salon; on doit également
a Franklin I'idée que la neutralité électrique de la matiére résulte d’'une compensation
parfaite entre charges positives et négatives; John Priestley (1733-1804), imprégné du
modéle newtonien de la gravitation, découvrit qu'a l'intérieur d’une boite métallique ne
s'exerce aucune force électrique, et en déduisit que les interactions entre charges devaient
obéir a une loi en inverse du carré de la distance, loi qu’il n’alla pas jusqu’a publier.

Un autre anglais, Henry Cavendish (1731-1810) fit nombre de découvertes impor-
tantes dans le domaine de I'électricité, en particulier il trouva lui aussi, la loi en carré
inverse de la distance, mais il ne publia pratiquement aucun de ses résultats. Ce ne fut que
cinquante ans plus tard qu'on déchiffra ses archives et qu’on prit connaissance de tout ce
qu’il avait découvert. C’est finalement 2 Charles Augustin Coulomb (1736-1806) que la
postérité a attribué cette loi fondatrice, qu’il a d’ailleurs énoncée a la suite d’expériences
remarquables de mesure de la force entre deux charges, et non a la suite de déductions
mathématiques comme cela avait été le cas pour Priestley et Cavendish.

Lénoncé de toutes ces étapes montre bien quel chemin il fallait parcourir pour arriver
a énoncer enfin une loi simple, que sa ressemblance formelle avec la loi de la gra-
vitation rendait parfaitement « convenable » et acceptable. De ce fait, il était facile
aux brillants mathématiciens dont les talents s’exercaient autour des années 1800, les
Lagrange, Laplace, Poisson, Gauss, Green, de construire un outil mathématique spéci-
fique a I'électrostatique, dont les qualités et la solidité sont telles qu’il n’a pas de rival et
que c’est lui qu'on va rencontrer dans cet ouvrage.

Mais les contemporains de Coulomb découvraient un autre phénomeéne dont la rela-
tion avec I'électricité n'était pas du tout évidente : les courants galvaniques, ainsi nommés
en hommage au biologiste bolonais Luigi Galvani (1737-1798) qui découvrit fortui-
tement que la mise en marche d’'une machine électrostatique induisait des contractions
sur des muscles de grenouille qu’il venait de disséquer au voisinage de la machine. Cette
expérience attira l'attention du physicien Alessandro Volta (1745-1827) qui analysa le
phénomene, et, ayant observé le role des pieces métalliques servant de support aux
muscles dans le déclenchement des réactions, inventa la « pile électrique », par empi-
lement de disques de cuivre et de zinc séparés par des rondelles de tissu imprégné de
vinaigre. Cet engin extraordinaire permettait de faire circuler des courants intenses, ce
que ne permettaient pas jusqu’alors les machines électrostatiques. Il faut savoir gré a Volta
d’avoir clairement montré 'analogie entre ce qui sortait de sa pile et ce que produisaient
les machines électrostatiques.



11 régnait au début du XIX° siécle un courant philosophique qui traversait toutes les
disciplines scientifiques, et qui postulait 'existence d’une grande unité des lois de la nature,
affirmant que tous les phénomenes étaient liés entre eux; il suffisait de découvrir le lien
pour que 'unité se manifestat. Il est certain que le rapprochement entre la loi de Coulomb
et celle de la gravitation, ainsi que la relation établie par Galvani entre phénomeénes
électriques et effets biologiques confortaient les adeptes de ces idées. C’est dans le cadre
de ce courant de pensée que se situe I'événement qui, en 1820, va donner une dimension
nouvelle 4 la science de I'électricité : la découverte par Christian Oerstedt (1777-1851) de
propriétés magnétiques liées au courant électrique, immédiatement suivie d’une théorie
compléte de cet effet et de sa formulation mathématique adéquate par André-Marie
Ampere (1775-1836). La encore, I'édifice est si parfait, qu'a quelques notations prés, c’est
lui qui est encore enseigné.

Nous pouvons analyser la situation en 1820 en considérant que d’un c6té, il existe une
théorie du potentiel, cohérente et achevée, qui rend bien compte de tout ce qu'on sait sur les
interactions entre charges électriques immobiles, de 'autre une théorie électromagnétique
qui donne du magnétisme et de sa relation aux courants électriques stationnaires, une
description phénoménologique tout a fait opérationnelle. Il nous est facile aujourd’hui
de dire qu’il manquait a I'édifice, d’une part une connexion entre le monde des charges
immobiles et celui des courants, d’autre part, la réciproque de lorigine électrique des
champs magnétiques, a savoir la possibilité d’engendrer des courants a partir des champs
magnétiques.

C’est Georg-Simon Ohm (1787-1854) qui rendit claire la notion de résistance élec-
trique et qui, par la loi qui porte son nom, établit le pont entre potentiel et courant.
Le pas décisif qui fit sortir I'électricité du laboratoire pour envahir le monde fut fran-
chi par Michael Faraday (1791-1867), génial expérimentateur, qui découvrit en 1831
le phénomene d’induction, et construisit dans la foulée une dynamo, un moteur et un
transformateur. On sait a quelle vitesse ces appareils devinrent les outils de la révolution
industrielle. La contribution de Faraday 4 'ensemble de I'électromagnétisme est immense
et concerne de nombreux aspects, souvent suggérés par la recherche d’une unité sous-
jacente entre ces différentes branches de la « philosophie naturelle » qu'étaient 'électricité,
le magnétisme, la lumiere, la matiere etc. Dans chaque domaine, sa contribution, tantot
définitive, tantdt seulement prémonitoire, a toujours été fondamentale.

Au tournant du demi-siecle, apres 1850, on peut considérer que le modeéle newtonien,
nullement remis en cause, n'est cependant plus I'unique référence. Les progres de la
thermodynamique, une connaissance de plus en plus fine des propriétés de la matiére et
de ce que nous appelons aujourd’hui « propriétés de transport », transport de la chaleur,
de I'électricité, de la quantité de mouvement, tout contribue 4 donner du monde physique
une image plus nuancée, ot d’autres interactions que des forces s’exercant a distance
entrent en jeu. Les temps sont mirs pour quune nouvelle révolution, pergue par les
contemporains comme comparable a celle de Newton, se produise. C’est James Clerk
Maxwell (1831-1879) qui fut ce second Newton en proposant la théorie unitaire de
I'électromagnétisme qui réunit dans un méme formalisme les résultats accumulés depuis
un siecle par Coulomb, Ampére, Faraday, Gauss, Weber et bien d’autres.

Les « équations de Maxwell » constituent un ensemble d’une parfaite élégance mathé-
matique dont le pouvoir prédictif s’est avéré prodigieux : le fait que la lumiere soit de
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nature électromagnétique, soupgonné déja par Faraday, fut clairement compris par Max-
well, mais c’est la découverte des ondes hertziennes par Heinrich Hertz (1857-1874)
qui apporta une éclatante confirmation de I'existence de ces ondes électromagnétiques
prédites par Maxwell.

/édifice scientifique qui s'était construit au cours des deux siécles passés, et dont
I'ceuvre de Maxwell semblait I'achévement, impressionnait beaucoup ceux qui, 4 la fin
du X1X° siecle, le contemplaient. Le succes paraissait tel, dans tous les domaines et pas
seulement en physique, que la croyance dans la toute puissance de la science pour assurer un
avenir radieux aux hommes inspirait des courants de pensée et des doctrines politiques qui
ontlargement débordé sur le Xx° siécle. Pourtant, certains esprits clairvoyants avaient bien
détecté quelques failles dans I'édifice. En ce qui concerne 'électromagnétisme, deux points
au moins étaient obscurs : d’une part, U'existence de I'éther, ce milieu aux invraisemblables
propriétés, qui semblait indispensable a la propagation des ondes électromagnétiques
comme l’air l'est 4 la propagation du son, d’autre part la constatation évidente que les
équations de Maxwell n'obéissaient pas au principe d’invariance galiléenne, clé de voute
de la mécanique newtonienne,

Ces failles n'échappérent pas au physicien hollandais Hendrik Antoon Lorentz (1853-
1927), qui analysa trés finement les hypothéses sous-jacentes dans 'écriture des équations
de Maxwell, concernant la relation des champs électrique et magnétique avec le milieu
de propagation, que ce soit la matiére ou I'éther.

Malgré la pertinence de cette analyse, Lorentz ne put venir a bout des contradictions,
en particulier de celles qu'amenait la céleébre expérience des physiciens américains Albert
Abraham Michelson (1852-1931) et Edward-Williams Morley (1838-1923), qui rendait
encore plus invraisemblable le comportement de I'éther. 11 fallut attendre les travaux du
plus illustre de tous les savants, Albert Einstein (1879-1955) pour que cette question soit
définitivement clarifiée.
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Chapitre r

A
Electrostatique dans le vide :

loi de Coulomb

Les concepts fondamentaux permettant de décrire les phénomenes électrostatiques
dans le vide sont introduits dans ce chapitre. Suivant en cela la progression his-
torique des développements de I'électrostatique, nous présenterons tout d’abord la
notion de force électrostatique, puis successivement celles de champ et de poten-
tiel électrostatiques. Soulignons que ce choix est arbitraire, la force électrostatique
n’étant que I'une des fagons de formuler la loi fondamentale permettant de décrire
les propriétés électrostatiques de la matiere et les phénomenes physiques associés.

2.1 Charges électriques et distributions de charges
Charges électriques et corps électriquement chargés
Distributions de charges électriques statiques

2.2 Forces entre charges électriques statiques
Force entre deux charges ponctuelles - Loi de Coulomb
Principe de superposition

2.3 Le champ électrostatique dans le vide

Définition du champ électrostatique
Expressions du champ électrostatique

2.4 Le potentiel électrostatique dans le vide

Existence d’un potentiel électrostatique

Définition du potentiel électrostatique

Le champ électrostatique « dérive » du potentiel électrostatique

2.5 Lignes de champ et surfaces équipotentielles

2.6 Applications de ces définitions a quelques exemples
Exemple d’une distribution discréte
Exemple d’une distribution continue

e Charges e« Forces o Forces de Coulomb o Champ électrostatique
o Potentiel électrostatique
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2.1. Charges électriques et distributions de charges

Charges électriques et corps électriquement chargés

Charges électriques élémentaires

A Téchelle atomique, les charges électriques sont le proton, chargé positivement, et
I'électron, charge négativement. Dans le systtme M.K.S.A., leur charge et leur masse
sont données respectivement par :

2 = 1,602 - 10" coulomb, my =1,67-107" kg
—1,602 - 107" coulomb, me =0,9-107" kg

e

Il s’agit 1a de charges élémentaires permanentes dans le temps et dans I'espace dont les
valeurs sont considérées comme des constantes universelles. Notons que l'unité associée
aux charges électriques, le coulomb correspond a une charge extrémement grande. Pour
fixer les idées, la charge électrique transférée dans un éclair d’orage est de 'ordre de 20 a

30 C.

Un peu d’histoire

Electron

A la Renaissance, les savants introduisirent  l'on frotte de 'ambre, matiere appelée élek-
le mot latin electrum pour décrire les phé-  tron en grec.
nomenes observés depuis 'antiquité lorsque

Corps électriquement chargés

Tout processus d’électrification doit étre compris comme le transfert d’un certain nombre
de ces charges élémentaires. Un atome de nombre atomique Z est formé de Z électrons
« gravitant » autour d’un noyau contenant Z protons et N neutrons de charge nulle.
Lensemble est électriquement neutre. Lorsqu’on arrache un ou plusieurs électrons a cet
atome neutre, il devient un ion chargé positivement; a l'inverse, si on ajoute un ou
plusieurs électrons a cet atome, on crée un ion chargé négativement.

Plus généralement, a 'échelle macroscopique, un corps déficitaire en électrons sera
considéré comme chargé positivement tandis qu'un corps excédentaire en électrons sera
considéré comme chargé négativement. Notons que cette charge macroscopique ne pourra
étre qu'un multiple entier de la charge électronique e. (Dans la plupart des cas, ce sont les
électrons qui sont échangés, les protons étant trop solidement liés au noyau.)

Conservation de la charge électrique

Les charges électriques élémentaires étant permanentes, si un corps chargé est isolé,
c’est-a-dire s’il ne peut pas échanger de charges avec 'extérieur, sa charge électrique reste
constante. Ceci constitue la loi de conservation de la charge. Il s’agit 1a d’un postulat
fondamental de I'électromagnétisme, jamais contesté expérimentalement.
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Distributions de charges électriques statiques

Caractérisation d’'une distribution de charges

Lorsque nous nous intéressons & un phénomeéne associé a la présence de charges élec-
triques, il convient de commencer par préciser quelques caractéristiques de la distribution
de charges considérée. S’agit-il d’une distribution de charges statiques ou mobiles ? Com-
ment décrire leurs positions, leur quantité ? Cette description préalable de I'état du systeme
de charges est indispensable, les techniques de calcul employées étant différentes suivant
les cas rencontrés. Toutefois, comme nous allons le voir maintenant, il conviendra de
garder en mémoire que, pour une méme situation physique, plusieurs descriptions de la
distribution de charges sont possibles, celle retenue dépendant du phénomene étudié.

Tout d’abord quand peut-on considérer qu'une distribution de charges est statique ?
Comme toujours en physique, les conditions requises dépendent du probleme étudié.

Par exemple, lorsqu’un isolant est chargé électriquement, les temps caractéristiques des
déplacements de charges dans ce matériau sont extrémement longs par rapport au temps
nécessaire pour faire une mesure sur le systéme et pourront étre considérés comme infinis.
Cette propriété caractérise la nature isolante du matériau. La distribution de charges est
alors réellement statique.

Cette condition n'est plus remplie dans le cas des conducteurs dans lesquels les charges
se déplacent librement. Toutefois lorsque le conducteur est a I'équilibre, c’est-a-dire
lorsque les électrons ne sont alors soumis 4 aucune force macroscopique, chaque électron,
du fait des collisions, change de vitesse (en module et direction) environ 10" fois par
seconde. Moyennée sur des temps plus longs, cette vitesse électronique peut étre décrite
par une vitesse moyenne nulle. Aussi, dés lors que les phénomeénes étudiés auront des
temps caractéristiques supérieurs 2 10718 s, la distribution de charges dans des conducteurs
a léquilibre pourra, elle aussi, étre considérée comme statique, bien que les charges soient
en mouvement incessant. (Comme nous le verrons, I'électrostatique dans les milieux
continus utilise des grandeurs physiques moyennes, aussi les fluctuations microscopiques
sont-elles négligées.)

Notons enfin que cette notion de charges statiques dépend du référentiel dans lequel
nous étudions la distribution de charges. En effet, le caractére statique d’'une distribution
est une notion relative. Une charge considérée comme fixe dans un référentiel ne le sera
plus dans un autre. Nous reviendrons sur cet aspect lorsque nous décrirons les phénomeénes
électromagnétiques. Toutefois dans la suite, sauf mention explicite, nous considérerons le
repére associé au laboratoire comme un référentiel absolu.

De la méme fagon, la description de la distribution spatiale des charges dépend de
la nature du phénomene étudié, des dimensions caractéristiques associées et du degré
de précision souhaité. Ainsi, suivant les cas, un méme ensemble de charges pourra étre
décrit soit comme un ensemble de charges ponctuelles isolées, soit comme une distribu-
tion continue de charges. Prenons par exemple un cristal de chlorure de sodium NaCl
(sel) : ce cristal ionique est constitué d’ions positifs Na* et d’ions négatifs C1~, répartis
alternativement au sommet d’un réseau cubique, la distance entre les ions étant de 'ordre
de langstrom (A), Cest-a-dire 10710 m. Supposons que nous voulions déterminer la force
exercée sur un ion par tous les autres. Nous pourrions avoir envie de considérer tous les
ions comme des individualités. En fait ce n'est pas nécessaire. Dans la plupart des cas,

2. ELECTROSTATIQUE DANS LE VIDE : LOI DE COULOMB 13



il est suffisant d’accorder ce statut aux seuls ions proches voisins situés a des distances
comparables 4 la distance inter-ionique ; les autres, plus éloignés donc moins facilement
différenciables, pourront étre considérés comme formant une distribution continue homo-
gene de charges. Nous voyons donc qu'une méme distribution pourra étre appréhendée
différemment suivant que nous en sommes loin ou prés.

Ainsi de fagon plus géné-
rale, si on étudie une distribu-
tion de charges a des distances du
méme ordre de grandeur que leur
extension spatiale ou que la dis-
tance entre charges, il convien-
dra de considérer ces charges
comme isolées et la distribution
sera dite discréte; a linverse,
siles dimensions caractéristiques
du probléme étudié sont grandes
devant celles de la distribution de
charges, nous pourrons la décrire
comme une distribution conti-
nue. Comment définir et évaluer
ce qui est loin et ce qui pres? En
fait, cela dépend du degré de pré-
cision souhaité. Dans l'exemple
du chlorure de sodium, plus le  Fig. 2.1. Structure cristalline du chlorure de sodium.
nombre d’ions considérés comme charges individuelles sera important, plus grande sera
la précision obtenue pour la force calculée, mais en contre-partie le calcul deviendra en
général plus difficile. Il faudra trouver un compromis entre la précision du résultat et la
simplification technique associée aux distributions continues.

Un peu d’histoire

Ion

Le mot ion, importé de I'anglais en 1840, est donc « quelque chose qui va ». L'ion est
est tiré du participe présent neutre du verbe  une particule qui se déplace sous I'influence
ienai voulant dire « aller » en grec. Un ion  d’un champ électrique.

Distribution discrete de charges - Charges électriques ponctuelles

Comme nous venons de le voir, si la distance entre les charges électriques est du méme
ordre de grandeur que les dimensions caractéristiques du probleme posé, il convient
de considérer les corps chargés comme des objets individualisés. Si de plus, le volume
de chaque corps chargé est petit devant toutes les autres dimensions du probléme, une
bonne approximation consiste a identifier chacun de ces corps & un point, sans volume
propre, auquel on associe une charge électrique correspondant a la charge totale du corps
considéré. Cette abstraction mathématique est connue sous le nom d’« approximation des
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charges ponctuelles ». Dans cette approximation, une répartition des charges électriques
pourra étre modélisée par une distribution de charges ponctuelles, c’est-a-dire par un
ensemble de points caractérisés par leur position 7;, chaque point étant associé a une
charge ¢;. Nous parlerons alors de distribution discréte de charges électriques (g;, 7).

Distribution continue de charges électriques

Si toutes les dimensions du probléme posé sont plus grandes que U'extension spatiale de
la répartition des charges électriques ou si les charges portées par les corps constituant le
systeme étudié sont trés grandes devant la charge élémentaire, il n’est plus nécessaire de
préciser la position des différentes charges élémentaires constituant cette distribution et il
est alors légitime de faire abstraction du caractére discret de ces charges. La distribution
de charges sera dite « continue » et sera caractérisée par une densité moyenne de charges
électriques, définie en tout point de 'espace. Cette densité est par définition la limite, si
elle existe, du quotient de la charge électrique d ¢ contenue dans un petit élément par le
volume d (la surface ds ou la longueur d/) de ce petit élément quand celui-ci tend vers
zéro. On définit ainsi :

—la densité linéique de charges N =dg/d/
— la densité surfacique de charges o =dg/ds
— la densité volumique de charges p=dg/dr

2.2. Forces entre charges électriques statiques

Deux charges électriques exercent entre elles une force. A Iéchelle microscopique, les
forces électriques sont omniprésentes, tous les constituants élémentaires de la matiére, a
lexception des neutrons, étant électriquement chargés. Toutefois a 'échelle macrosco-
pique, ces forces sont en général de moyenne nulle, les corps étant a cette échelle, dans
la plupart des cas, électriquement neutres. Pour que 'on puisse observer des forces élec-
triques macroscopiques, elles doivent s’exercer entre des corps ayant rompu leur neutralité

de charges.

Force entre deux charges ponctuelles - Loi de Coulomb

La force électrostatique existant entre deux charges considérées comme ponctuelles pré-

sente trois caractéristiques fondamentales :

— elle est répulsive ou attractive selon que les charges en interaction sont de méme signe
ou de signe opposé (cette propriété a été a lorigine de la classification des charges
électriques en deux types distincts de charges) ;

— elle est radiale, c’est-a-dire s’exerce suivant la direction joignant les deux charges en
interaction ;

— elle est de portée infinie ; deux charges électriques, aussi éloignées soient-elles, exercent
l'une sur lautre une force électrique.
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Lensemble des résultats expérimentaux concernant les forces exercées entre charges
électriques peut étre décrit par une loi, valable quelle que soit la distance entre les charges
(au moins pour des distances supérieures aux distances nucléaires de 'ordre de 1072 m)
et quelle que soit la valeur de ces charges. Elle a été formulée par Charles Augustin

Coulomb en 1784 et porte depuis le nom de loi de Coulomb.

Un peu d’histoire

Charles Augustin de Coulomb (1736-1806)

Né a Angouléme en 1736, Coulomb com-
mence ses études a Paris puis 2 Montpel-
lier ou il devient a vingt ans membre d'une
société savante et enfin retourne a Paris pour
suivre les cours de I'Ecole royale du génie de
Mézieres. L'école terminée, il occupe suc-
cessivement des postes a Brest, en Marti-
nique et a Cherbourg ou il écrit un pre-
mier mémoire, Recherches sur la meilleure
maniére de fabriquer des aiguilles aiman-
tées, qui lui vaut le prix de '’Académie des
Muté a Rochefort, il poursuit
cependant des recherches sur la force de

Sciences.

torsion et l'élasticité des fils métalliques.
C’est a cette occasion qu'il mettra au point
sa balance de torsion lui permettant en 1785
de formuler la loi d’attraction et de répulsion
des charges électriques qui porte son nom.
Pendant la révolution, nommé membre de
la commission des poids et mesures jus-
qu’en 1793, date a laquelle il se retire dans
ses terres, il continue ses travaux en intro-
duisant notamment la notion de « moment
magnétique ». Elu membre de l'institut sous
le Consulat, Bonaparte le nomme inspecteur
général de l'instruction publique.

Définition : Selon cette loi, la force F1(F;) exercée dans le vide par la charge ponctuelle fixe g1
située a la position r4, sur la charge ponctuelle fixe g, située a la position 7>, a pour expression :

=, 1
Fi(rz) =

#1(7,) est un vecteur unitaire dans la
direction ¢1¢; et orienté de la charge ¢
vers la charge ¢, | 71 — 75| estla distance
entre les charges, ) est une constante uni-
verselle mesurée expérimentalement, dite
« permittivité diélectrique », qui caracté-
rise le vide (puisque cette constante n'est
accessible que par des mesures, elle n’est
connue quavec une précision finie). Dans
le systtme ML.K.S.A, ot la force s’exprime
en newton (N), la charge en coulomb (C)
et la distance en métre (m), le coefficient
de proportionnalité vaut :

1

41T80

= 8,987 -10°m’ - kg- A% - s~
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Fig. 2.2. Forces électrostatiques entre charges ponc-
tuelles.



De plus, le principe d’action et de réaction impose que la force F 2(7;) exercée par la

charge ponctuelle ¢, sur la charge ponctuelle ¢; soit égale et opposée a F'1(73) :

Fi(73) = —Fy(71)

Cette loi constitue, dans notre présentation, la loi fondamentale de I'électrostatique.
Toutes les autres propriétés que nous allons maintenant présenter seront issues de cette
loi de Coulomb. Cette caractéristique des forces électrostatiques fut une chance pour les
physiciens du XVIII® siécle, en effet, la puissance du modéle paradigmatique de Newton
était telle qu'il était impensable a I'époque de chercher une force ayant une autre forme
(voir chapitre 1). Nous verrons au chapitre 7 comment cette loi, valable uniquement dans
le vide, permet de construire I'expression de la force entre charges électriques dans un
milieu quelconque.

Comme nous pouvons le constater sur Uexpression 2.1, les forces électriques présentent
les mémes caractéristiques que les forces gravitationnelles, toutefois leur intensité est
beaucoup plus importante. Comparons par exemple les modules des forces électrostatique
et gravitationnelle entre I'électron et le proton d’'un atome d’hydrogéne éloignés d’une
distance est 7 :

Fo- LI F, =g e o qo®
4mreg 12 72 Fy

ot § est la constante de gravitation : § = 6,67 - 10711 MKSA.

Un autre exemple : la force électrique exercée entre deux charges de 1 C espacées
de 1 m est égale a environ 10'° N, soit le poids sur la Terre d'une masse d’un mil-
lion de tonnes. Cette différence d’intensité nous permettra de trés souvent négliger les
forces gravitationnelles entre charges devant les forces électriques. En revanche ces forces
électriques sont beaucoup moins importantes que les forces nucléaires (interaction forte)
existant a 'intérieur du noyau, ce qui explique la cohésion nucléaire en dépit de la répulsion
coulombienne entre protons.

Développement

Electrophorése

Recheche g0

Une solution colloidale est une solution Considérons une particule de masse m

contenant un ensemble de micro-particules
en suspension (poussiéres dans de I'eau,
gouttes d'un nuage, globules sanguins en
suspension...).

Ces particules possédant en général une
charge électrique, lorsque I'on soumet un
colloide a l'action d'un champ électrique
extérieur, les particules de ce systeme dis-
persé se déplacent. Ce phénomeéne est
appelé « [I'électrophorese » (étymologi-
quement « transporté par I'électricité »).
Ce phénomene est de plus en plus uti-
lisé comme technique d'analyse mais aussi
comme méthode de séparation

et de charge électrique Ze, placée dans
un champ électrique E. Par définition
cette particule subit une force F don-
née par la relation F = ZeE. Sous I'ef-
fet de cette force, la particule se déplace
en subissant une force de frottement
due aux autres molécules de la solution,
force f proportionnelle et opposée a sa
vitesse vV : f = —av. La relation fonda-
mentale de la dynamique permet d'écrire
m% = ZeE — aV.
dv

En régime stationnaire, G = 0 et la vitesse

Ve de la particule est égale & V. = £E.
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Chaque constituant est caractérisé par sa
mobilité w : p = £ ayant quelques micro-
meétres par seconde pour ordre de grandeur.

Ainsi, la mobilité de chaque constituant de
la solution lui est spécifique : elle dépend

de sa charge et de son coefficient de fric-
tion. On comprend aisément qu'en utilisant
un tel procédé, on puisse séparer les parti-
cules d'une solution colloidale et obtenir a
I'état pur les substances les plus rapides ou
les plus lentes.

Principe de superposition

Lexpression 2.1 décrit la force de Coulomb entre deux charges ponctuelles dans le vide.
Envisageons maintenant une situation faisant intervenir plusieurs charges.

Force entre une charge ponctuelle et une distribution discréte de charges
Commengons par déterminer la force exercée par une
distribution discrete de charges (g, 7;) sur une charge
g placée au point 7 (fig. 2.3). Lexpérience a permis de
montrer que la présence d’autres charges ne modifie pas
la force entre deux charges particuliéres. Dans ce cas, la © g
force résultante obéit a la régle générale de composition
des forces et est égale 4 la simple somme vectorielle de
toutes les contributions associées aux différentes paires
(9, ;). Ceci constitue le principe de superposition.

O

?

i; (7)

Fig. 2.3. Distribution discréte de
charges (qi, ).

Définition : La force F(F) exercée sur la charge q, située au point r, par un ensemble de charges

qgi situées en r;, est égale a
-, 1 qqi
F(r) =
=

7P (2.2)

ui(F) étant le vecteur unitaire dirige de la charge g; vers le point .

Force entre une charge ponctuelle et une distribution continue de charges
Lexpression de la force obtenue pour une distribution discréte de charges se généralise
facilement au cas des distributions continues. La procédure a suivre est simple. Il convient
dans un premier temps de calculer la force entre la charge ponctuelle ¢ et la charge d ¢’
contenue dans un élément infinitésimal de la distribution continue de charges centré en
un point 7. Cet élément étant par construction infiniment petit, la charge d¢’ peut étre
considérée comme ponctuelle, la force entre ¢ et d¢’ est donc donnée par la loi de Cou-
lomb (2.1). Dans un second temps, conformément au principe de superposition, toutes
ces différentes contributions sont sommées sur tout le domaine occupé par la distribu-
tion continue. Suivant la nature de la distribution, nous obtenons ainsi les expressions
suivantes :

— pour une distribution linéique de charges :

F(7) = g /L)\(r)dl(r)z(?)

dmey Ju |7 - 7P

(2.3)
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— pour une distribution surfacique de charges :

Ao = ot [T ) @4

— pour une distribution volumique de charges :
(7)d(7")
R @9)
TE( _ 7"

Forces entre distributions continues de charges

Formellement la force électrique entre deux distributions continues de charges peut égale-
ment étre calculée en généralisant la procédure précédente. Il conviendra alors d’évaluer la
force entre deux éléments infinitésimaux appartenant a chacune des deux distributions de
charges, puis, aprés deux intégrations successives sur les domaines des deux distributions,
de calculer la force résultante. C’est ainsi que la force entre deux distributions volumiques
de charges, V7 et V, s'écrit :

Sy L P

Cette procédure s’étend sans difficultés aux calculs de forces faisant intervenir des
distributions surfaciques ou linéiques de charges. Soulignons toutefois que dans la plupart
des cas, ces doubles intégrations sont difficiles voire impossibles 4 calculer analytiquement,
aussi a-t-il fallu développer d’autres techniques de calcul permettant de contourner ces
difficultés. Ces techniques ont au préalable nécessité 'introduction de nouveaux concepts
comme celui du champ électrostatique.

2.3. Le champ électrostatique dans le vide

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi les expressions de la force entre charges
électriques statiques. Nous allons montrer maintenant que cette méme force peut égale-
ment s’exprimer a partir d’'une grandeur vectorielle associée 4 chaque point de I'espace :
«le champ électrique ».

Comme nous le verrons, les propriétés générales du champ électrique offrent certains
avantages et son usage permet entre autre de simplifier bon nombre de calculs. De plus,
il s’agit d’'une notion tout a fait générale, qui ne se restreint pas au cas de I'électrostatique
mais qui au contraire prendra toute sa valeur dans le cas de charges en mouvement relatif.
Nous y reviendrons dans les chapitres ultérieurs. Il faudra toutefois garder a 'esprit que
les expressions et propriétés que nous donnons maintenant de ce champ correspondent au
cas particulier de I'électrostatique. Pour qu’il n’y ait aucune ambiguité, nous appellerons
« champ électrostatique » le champ électrique associé a des charges statiques.
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Définition du champ électrostatique

Comme le montrent les expressions 2.2 a4 2.5, la force exercée par une distribution de
charges (discréte ou continue) sur une charge ¢ située au point 7 est proportionnelle 4 une
somme qui ne dépend que de la valeur des charges ¢; et des positions relatives 7 — 7; des
charges ¢ et ¢;. Cette somme vectorielle, indépendante de ¢, peut donc étre considérée
comme une grandeur caractéristique de 'espace au point 7. En d’autres termes, a chaque
point de I’ espace nous pouvons associer un vecteur qui caractérise la distribution (g, 7;).
Ce vecteur, noté E (7), est par définition le champ électrostatique au point 7. Dans ce
formalisme, la force électrostatique appliquée sur la charge ¢ vaut par définition :

F(7) = gE(7) 2.7)

Expressions du champ électrostatique

Champ électrostatique créé par une charge électrigue

Le champ électrostatique créé par une charge peut étre déterminé en comparant 'expres-
sion 2.1 de la force électrostatique entre deux charges donnée par la loi de Coulomb et
I'expression 2.7 introduisant le champ E.

Définition : Le champ électrostatique créé au point r par une charge q fixe, située au point r’,

a pour expression : -
1 quy

dmeo |F — 7/

E(F) = (2.8)

U étant le vecteur unitaire radial et fuyant la charge q :
g, = (r =7
F— 7|

Les figures 2.4.a et 2.4.b présentent le champ électrostatique créé en deux points fixes
M et N par une charge ¢, respectivement positive et négative, placée a 'origine.

Par construction, le champ électrostatique créé par une charge ponctuelle est radial,
isotrope (toutes les directions sont équivalentes) et indépendant du temps puisque les
charges sont statiques. Dans le systéme M.K.S.A., l'unité du champ électrostatique est le
volt/métre (et non le newton par coulomb comme le suggere la relation 2.7).

E(F)

M(#) M(7)

ﬁr M) ﬁ" ﬁ/N(?/)
E{)
0 L,ﬁ N@) 0 Ln
a)g >0 b)g <0

Fig. 2.4. Champ électrostatique créé par une charge électrique ponctuelle q : pour g > 0 (a) et pour
q > 0 (b).
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Champ électrostatique créé par une distribution discréte
Le champ électrostatique créé par une distribution discréte statique (¢;, 7;) peut étre
calculé en suivant la méme démarche. En comparant les expressions 2.2 et 2.7, nous

obtenons alors :
E(7) Z 7”‘(’) 2.9)

4Tr80 |7 — rl

Nous constatons sur cette expression que le principe de superposition sapplique
également au champ électrique : le champ électrostatique total créé au point 7 par une
distribution discréte de charges est égal a la somme des champs électriques créés par
chacune des charges ¢; au point 7.

Champ électrostatique créé par une distribution continue
En généralisant la formule précédente, on
obtient facilement les expressions du champ
électrostatique créé par une distribution
continue de charges statiques. C’est ainsi que
le champ électrostatique E(7) créé au point
7 par une distribution volumique continue
p(7’) contenue dans un volume ¥V est la
somme de tous les champs élémentaires créés
par des charges élémentaires dg = p(7’)dT
centrées autour du point 7' (fig. 2.5). Le

champ électrostatique E(7) a pour expres- v (0> 0)
sion : P o
= 7) _") dr = Fig. 2.5. Champ électrostatique créé par un élé-
E(7) = » (2.10) ment infinitésimal de charge électrique dq.
4’1T80 |7 — 7 |

#, correspondant au vecteur unitaire fuyant la charge dg.

Cette expression s'étend immédiatement aux cas des distributions linéique et sur-
facique de charges. On peut en principe calculer en utilisant ces expressions le champ
électrostatique créé par nimporte quelle distribution connue de charges. Soulignons
encore une fois que les expressions du champ électrostatique que nous venons de donner
ne sont valables que dans le cas de distributions de charges fixes, d’autres expressions
seront nécessaires dans le cas de charges en mouvement relatif.

2.4. Le potentiel électrostatique dans le vide

Apres avoir associé a chaque point 7 de U'espace une grandeur vectorielle £(7), nous
allons maintenant montrer que 'on peut aussi caractériser chaque point de I'espace par
une grandeur scalaire que nous appellerons « potentiel électrostatique » et noterons V(7).
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Existence d’un potentiel électrostatique

Supposons une charge ¢ placée dans le champ électrostatique E créé par une distribution
de charges quelconque et évaluons I'énergie qu'il faudrait échanger avec cette charge pour
la déplacer infiniment lentement d’une position initiale I a une position finale F (fig. 2.6).
Le travail du manipulateur devra étre exactement opposé a celui de la force électrique
F = gE a laquelle est soumise la charge ¢. L'expression de ce travail est donné par
intégrale curviligne :

F
Wip = —g/ E(#)-d1(7) (2.11)
1

expression dans laquelle d /(7) représente un élément infinitésimal de déplacement, centré
au point 7, le long du trajet IF.

Ce travail est indépendant du tra-
jet suivi. Il ne dépend que du point de
départ I et du point d’arrivée F. On
peut comprendre facilement pourquoi
il en est ainsi en électrostatique. Sup-
posons que ce travail soit différent d'un
trajet a l'autre, nous pourrions alors
considérer des circuits fermés sur les-
quels le trajet « retour » ne serait pas
identique au trajet « aller ». Dans ce
cas, le travail « retour » n'aurait aucune
raison de compenser le travail « aller ».
Le travail total sur le cycle serait diffé- g 5 6.
rent de zéro. Autrement dit le travail
fourni dans un sens de parcours ne serait pas restitué lors du parcours dans 'autre sens.
Ceci est impossible. En effet, le champ électrostatique étant créé par définition par des
charges immobiles, I'état de l'univers aprés un tour ne peut étre quiidentique a celui de
Iétat initial : la conservation de I'énergie impose que I'énergie totale échangée avec la
charge ¢ au cours d’'un cycle soit nulle.

Nous allons démontrer d’une autre fagon ce résultat en utilisant une des propriétés de
laloi de Coulomb dans le cas d’un champ créé par une charge ponctuelle, la démonstration
se généralisant aisément au cas d'un champ créé par une distribution continue de charges.

Soit une charge Q placée a l'origine. Cette charge crée en tout pomt de I'espace un
champ électrique E(7) radial donné par I'expression 2.8, en prenant 7' = 0.

Pour déplacer une charge ¢ de I a F dans ce champ électrique, on peut lui faire
emprunter une infinité de trajets. Prenons par exemple le trajet IA'F indiqué sur la
figure 2.7 et calculons I'énergie échangée sur ce trajet. On peut décomposer le travail
nécessaire au passage de I a F en deux contributions : celui nécessaire au passage de I a
A’ pu1s celui de A" 2 F. Sur I'arc de cercle IA’, la charge se déplace sur une trajectoire
telle qu'en tout pomt le champ E (F)etle Vecteur déplacement élémentaire d /(7) sont
orthogonaux puisque le champ crée par la charge Q est radial. Le travail associé au
déplacement sur cet arc est nul. En revanche, sur la portion de déplacement de rayon

22



A'F, le champ E et le vecteur déplacement d / sont paralléles, le travail nest donc pas
nul a priori sur cette portion. Le travail total a pour expression :

q ToQdr

Comparons ce travail a celui que
nous obtiendrions sur n‘importe quel
autre trajet. On peut décomposer un
trajet quelconque en une suite d’arcs
et de portions de rayons infinitési-
maux (voir figure 2.7). En généralisant
la démonstration précédente a chacun
de ces éléments d’arcs de cercle, on
constate comme précédemment que le
travail est nul sur les arcs. En som-
mant toutes ces contributions radiales
nous retrouvons pour le travail total
une expression strictement identique
a lexpression 2.12. Le travail 4 échan-
ger avec la charge ¢ est donc indépen-
dant du chemin suivi. Aussi, la quan-

- 19 (l - l) (2.12)
4mreg \ 711 F

Fig. 2.7.

tité Wir/q ne dépend-elle que de la charge Q qui crée le champ électrostatique dans
lequel se déplace la charge ¢ et des positions initiale et finale de ¢, caractérisées par 71
et 7. Ce résultat suggere que nous puissions caractériser chaque point 7 de U'espace par
une grandeur scalaire V' (7) appelée « potentiel électrostatique », le travail 2 échanger avec
la charge ¢ pour la déplacer de I a F étant égal par convention a la variation de cette

grandeur entre I et ' :

Wie = ¢(V(F) — V(D)

Un peu d’histoire

(2.13)

Histoire du potentiel

Des qu'ils furent connus, I'ensemble des
résultats de Coulomb et de Cavendish
concernant 'attraction et la répulsion entre
charges électriques furent refondues par
Lagrange qui, par analogie avec la théorie
newtonienne, introduisit en chaque point de
I'espace une fonction « somme de toutes les
masses électriques divisées chacune par leur
distance a ce point », fonction dont pou-
vait étre déduite la force électrique. C’est en

1782 que Laplace montra que cette méme
fonction vérifie une équation aux dérivées
partielles que la postérité appela « équation
de Laplace ». Ce fut Green qui, publiant
en 1828 « Essay on The Application of The
Mathematical Analysis to The Theory of Elec-
tricity and Magnetism », appela cette fonc-
tion « potentiel électrique ».
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Définition du potentiel électrostatique

Potentiel électrostatique créé par une charge ponctuelle

Lexpression du potentiel électrostatique créé par une charge ponctuelle est obtenue en
comparant les relations 2.12 et 2.13. Ces deux expressions peuvent étre satisfaites en
prenant pour définition du potentiel électrostatique ¥'(7) créé au point 7 par la charge
0 placée a lorigine :

=+ K (2.14)
4TI'80 r

V(7) =

Notons que ce potentiel n’est défini qu'a une constante additive K pres (il est indispen-
sable de déterminer cette constante pour définir complétement le potentiel électrostatique,
toutefois il convient de garder a 'esprit que seule une diftérence de potentiel a un sens
physique). Pour fixer cette constante, il suffit de se donner, de fagon arbitraire, la valeur
du potentiel en un point. Ainsi, si 'on pose que le potentiel crée par la charge ponctuelle
O est nul a l'infini, on trouve que le potentiel en 7 est :

i - -2 1 (2.15)

Amreg 7
Sila charge Q était située en 7q , U'expression du potentiel au point 7 serait de la forme :

1 Q

V 7 = _—
() dmeg |7 — 7o

+K (2.16)

Potentiel électrostatique créé par une distribution ponctuelle de charges

Comme nous l'avons fait pour les forces électriques et le champ électrostatique, nous
pouvons généraliser ces définitions aux cas de distributions discrétes de charges. Le
champ électrostatique E (7) créé par une distribution discréte (¢;, 7;) est, nous I'avons
vu, la superposmon des champs E;(7) créés par chacune des charges. Ainsi le travail
nécessaire pour deplacer une charge ¢ dans le champ électrique £(7) est égal a la somme
des travaux nécessaires au déplacement de la charge ¢ dans chaque champ E (7). Le
potentiel créé par une distribution de charges est donc la somme algébrique des potentiels
associés a chaque charge de la distribution et a pour expression :

- 1 A
14 = + K 2.17
() 4Tr802i: |7 — 7 2.17)

Si toutes les charges ¢; sont situées a distance finie, nous pouvons encore choisir le
potentiel nul & I'infini. La constante K est alors égale a 0.

Potentiel électrostatique créé par une distribution continue de charges

On généralise aisément U'expression précédente au cas des distributions continues de
charges. Ainsi, le potentiel électrostatique créé par une distribution volumique continue
de charges s’obtient par intégration, sur tout le volume chargé, du potentiel élémentaire
créé par la contribution élémentaire de charge p(7’) dt centrée au point 7' (ou o ds ou

AdY):
V(7 )—4Tr80///‘r_ dr+ K (2.18)
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La détermination de la constante K est dans ce cas plus délicate que dans les deux
précédents. Si cette distribution continue présente des charges a linfini (par exemple
droites ou plans infinis chargés) on ne peut plus considérer le potentiel comme nul a
Iinfini et prendre K = 0; il faudra alors choisir arbitrairement un point de I'espace et
lui associer le potentiel nul. Dans tous les autres cas, nous pourrons prendre K = 0.
Dans le cas général, le potentiel électrostatique est défini par des relations équivalentes
a la relation 2.18, la densité de charges variant avec le temps, mais la force ne peut
plus s’exprimer selon la loi du Coulomb. Les expressions obtenues pour le potentiel
électrostatique demeureront valables dans le cas de charges mobiles. Cela peut paraitre
étrange puisque nous les avons déduites de celles du champ électrostatique, qui elles sont
spécifiques du cas électrostatique. En fait, si on peut en électrostatique déduire le potentiel
électrostatique de la force de Coulomb, ce n’est plus justifié dans le cas général.

& Développement

Membrane cellulaire

Recheche

Toute membrane cellulaire présente une dif- d'une différence de potentiel. La diffusion

férence de potentiel électrostatique, dite de
membrane, entre ses deux faces. Cette diffé-
rence de potentiel peut étre trés importante,
notamment dans le cas de cellules neuronales
pour lesquelles elle peut étre de I'ordre de
plusieurs dizaines de millivolts, le potentiel
de la face externe étant toujours supérieur
a celui de la face interne. L'épaisseur de ces
membranes cellulaires étant de I'ordre d'une
centaine d'angstrom (A), cette différence de
potentiel correspond a des champs électro-
statiques gigantesques, d'environ 10° V/m.
Sans entrer dans les détails, précisons que
I'origine de ces potentiels est associée a la
perméabilité sélective des membranes. Dans
le cas des membranes des neurones (cel-
lules nerveuses), on observe une différence
sensible de concentration de certains cations
comme Na* et K" entre l'intérieur et I'ex-
térieur de la cellule, entrainant I'apparition

spontanée des ions, qui tend a rétablir I'équi-
libre de concentration, est en permanence
compensée par un pompage sélectif qui
maintient I'écart. Sous I'action d'excitations
externes (mécaniques, thermiques, électro-
statiques...), cette perméabilité sélective des
membranes est modifiée, ce qui conduit a
une variation de la différence de potentiel de
membrane. Le phénomene de I'influx ner-
veux, caractérisé par une baisse brutale du
potentiel transmembramaire suivie de sa res-
tauration, résulte de I'ouverture temporaire
de voies de passage pour les cations (Na*)
suivie d'un retour au déséquilibre de concen-
tration. Ainsi, de proche en proche, I'excita-
tion se propage.

C'est pour avoir compris que ces potentiels
membranaires participent a la propagation
de l'influx nerveux que Hodgkin et Huxley
recurent le prix Nobel en 1963.

Le champ électrostatique « dérive » du potentiel électrostatique

Relation entre le champ électrostatique et le potentiel électrostatique

Nous venons de voir qu'une charge électrostatique ponctuelle tout comme une distribution
de charges, discréte ou continue, crée en chaque point de 'espace une grandeur vectorielle,
le champ électrostatique, et une grandeur scalaire, le potentiel électrostatique. Nous allons
maintenant établir une relation simple entre ces deux grandeurs.
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Supposons que nous voulions déplacer infinitésimalement une charge ¢ placée dans
un champ électrostatique E de la position 7 a la position voisine 7 + d 7. Par définition,
I'énergie a échanger avec la charge ¢ est égale a :

dW = —gE(7)-d7 = ¢(V(7 +d7) — V(7)) (2.19)

Plagons-nous en coordonnées cartésiennes et supposons que le déplacement infinité-
simal s’effectue uniquement selon I'axe Ox. Lexpression 2.19 se réduit alors a :

14
dW = —gE(7)dx = gV (x + dx) — ¢V(x) = ga— dx
x

E.(7) étant la composante suivant Ox du champ au point 7. Nous trouverions des rela-
tions équivalentes faisant intervenir E,(7) et E,(7) pour un déplacement de la charge
g respectivement suivant Oy et Oz. Par identification, nous pouvons réécrire les com-
posantes du champ électrostatique E(7) en fonction des variations locales du potentiel
V(7):

AV
Ex(f) = —5(7)

v
E(7) = —@(r) (2.20)

E) = (%)

On dit que le champ électrostatique £(7) dérive du potentiel (7). Si nous intro-
duisons l'opérateur V correspondant aux coordonnées cartésiennes (voir annexe), nous
constatons que la relation 2.20 s’écrit simplement :

E(7) = —VV(7) (2.21)

V7 se lisant « gradient de V" ». Ce résultat se généralise aisément 4 tous les systémes
de coordonnées, a condition bien entendu d’employer les expressions correspondantes de
l'opérateur V qui sont données en annexe.

Notons que ce résultat montre que le potentiel doit étre une fonction continue dans
tout I'espace. En effet, une discontinuité du potentiel entrainerait une valeur infinie du
champ électrostatique au niveau de cette discontinuité. Nous y reviendrons au chapitre 4.

2.5. Lignes de champ et surfaces équipotentielles

Les lignes de champ du champ électrostatique, introduites initialement par Faraday,
étaient vues comme de véritables lignes dans U'espace, appelées lignes de forces. Aujour-
d’hui, ces lignes ne sont plus qu'une fagon simple de représenter le champ électrostatique,
les surfaces équipotentielles associées étant des ensembles de points de I'espace ayant la
méme valeur du potentiel.
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Lignes de champ

Définition : Les lignes de champ sont des courbes de I'espace auxquelles le champ électrostatique
est en tout point tangent.

Tant que le champ électrostatique est un vecteur défini non nul, on peut suivre
une ligne de champ de fagon continue. Aucun point ne peut porter plusieurs lignes de
champ, sauf §il s’agit d’'un point singulier pour lequel le champ n’est pas défini (les points
correspondants aux charges elles-mémes) ou d’un point ou le champ électrostatique est
nul (exemple : un centre de symétrie de distribution). En effet, dans tous les autres cas,
un croisement des lignes de champ signifierait qu'il existe deux orientations possibles
du champ électrostatique £ pour un méme point, ce qui est strictement impossible
par définition du champ électrostatique. Cette régle montre que les lignes de champ
ne doivent commencer ou sarréter que sur des points singuliers ou des points tels que
E = 0; elles peuvent également naitre ou s'éloigner a I'infini.

Les lignes de champ ne
donnent pas lintensité du
champ électrostatique. Toute-
fois, si nous adoptons pour
régle de construction que le
nombre de lignes par unité
d’aire perpendiculaire aux lignes
est proportionnel a l'intensité du
champ, nous pouvons consta-
ter qu'elles se resserrent dans
les régions de champ intense et
quau contraire elles s'écartent
danslesrégions de champ faible. | ... section des surfaces

Pour tracer ces lignes 46 3233??11;63?121 figure
champ, nous pouvons détermi-
ner les solutions du systéme
différentiel issu de la relation  Fig. 2.8. Lignes de champ et surfaces équipotentielles créées

— lignes de champ

E‘(;») = —V¥7(?). En coor- par deux charges ponctuelles positives égales.

données cartésiennes par exemple, les variables (x, y, z) seront liées par les relations :
dx _dy_dz o)
E, E, E

Surfaces équipotentielles

Définition : Les surfaces équipotentielles sont constituées par I'ensemble des points correspon-
dant a la méme valeur du potentiel. Ces surfaces sont orthogonales aux lignes de champ.

En effet, en chaque point d’une telle surface, le champ électrostatique qui oriente
la ligne de champ correspondante indique l'orientation du gradient de potentiel : celui-
ci est nécessairement perpendiculaire 4 la surface qui caractérise 'ensemble des points
équipotentiels.

Une surface équipotentielle est solution de I'équation différentielle

Ecdx+ E,dy+ E,dz =0
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2.6. Applications de ces définitions & quelques
exemples

Dans les paragraphes précédents, nous avons introduit les principales définitions concer-
nant I'électrostatique. Nous allons maintenant les appliquer a quelques exemples simples.

Exemple d’une distribution discréte

Considérons deux charges ponctuelles égales, go = gg = ¢, séparées par une distance 2a,
placées en 7 5 et 7. Par commodité, on pourra prendre l'origine des espaces au milieu O

de AB, 75 = — 75 (fig. 2.9).

Force électrostatique

Considérons maintenant une troisiéme charge Q de méme signe que ¢ placée en un
point M quelconque. Formellement, nous pouvons calculer les forces F'p et F'p exercées
respectivement par les charges en A et B sur cette charge Q en utilisant la relation 2.2.
La force totale s’écrit

F(7) = F(7a) + F(73)

0 gA - o g8 -
41re ’7A_7M

Pour simplifier le calcul de cette
somme vectorielle, nous allons sup- Y
poser de plus que la charge Q est
située dans le plan médian de AB.

Dans le systéme de coordonnées
cartésiennes (Zy, #y) choisi sur la
figure 2.9, les vecteurs 7 et #p ont
pour composantes :

A FM)

upa(7m) = (cos9,sin 0);

up(7p) = (— cos 0,sin 0) 7 >
X

tandis que le POH}'c M est de coor- Fig. 2.9. Force électrostatique exercée sur une charge
données (0,9). Ainsi la force totale  Q > 0 par deux charges ponctuelles g > 0.

F(7M) a pour expression :

Qg 2sinb _,  2Qq
4tey a® + y? “y 4meg (@ + 2)3/?

Uy

Cette force F(71) est dans la direction de la droite passant par M et appartenant au
plan médian. Nous verrons au chapitre 3 que ce résultat aurait pu étre anticipé en utilisant
des arguments de symétrie. Lorsque y est grand devant 4, on peut alors négliger 4* devant
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y? dans Pexpression de £'(7). La force est ainsi égale en premiére approximation 2 :

290

F" 7 =
()= oy

Nous pouvons constater sur cette expression que tout se passe comme si les charges
ga et gp étaient placées a l'origine. Cet exemple illustre les commentaires effectués au
paragraphe 2 concernant les distributions de charges.

Champ et potentiel électrostatique
Le champ électrostatique E(7 ) créé au point M par les charges ga et ¢ peut donc
s’écrire, en vertu de la relation 2.7 :

2q y
4meg (a® + 92)3/2

E(7) =

Uy

Pris nul a I'infini, le potentiel électrostatique V(7 ) s'écrit quant 2 lui :

2g

V(7) =
4meg(a® + )12

On peut montrer aisément avec ces expressions que la relation 2.21, liant le champ

électrostatique au potentiel, est bien vérifiée.

Exemple d’une distribution continue

Considérons maintenant un fil

« infini », chargé uniformément et z
caractérisé par une densité linéique 4P
de charge N > 0 (fig. 2.10). Calcu- ‘ \ iip(Fam)
lons le champ etle potentiel en point
M situé ala distance 7 du fil. La dis-
tribution de charges présentant une
symétrie axiale, il convient d’utiliser

les coordonnées cylindriques (7, 0, z) _ o M dEp (M)
our décrire la position du point M. Ury / > —

% 2 posttion Gu point L. o p O EM
ar commodité, Uorigine est choisie

au point d’intersection O de l'axe de dEp(M)

révolution avec le plan perpendicu-
laire contenant M.

i@ / iip(Fnm)

P/

Fig. 2.10. Champ électrostatique créé par deux contri-
butions infinitésimales symétriques d'un fil infini chargé
uniformément.
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Champ électrostatique créé par un fil rectiligne infini

Pour calculer ce champ électrostatique, nous allons appliquer le principe de superposition
en découpant le fil en éléments infinitésimaux puis en sommant toutes les contributions.
Soit donc une charge élémentaire d ¢ contenue dans I'élément de longueur d z et située en
P, 4 une distance z de l'origine. Puisque le fil est uniformément chargé, onadg = Nd=z.
La contribution élémentaire au champ électrostatique créée par cet élément de charge au
point M s’écrit :

dEp(M) _ Ndzzp(z)
4meg(z? + 1?)

Dans cette expression #p(z) définit le vecteur unitaire dans la direction PM. Pour
calculer le champ total, il convient maintenant de faire la somme vectorielle de toutes
ces contributions élémentaires. Il est judicieux de commencer par les regrouper deux par
deux. En effet, considérons maintenant la contribution d’un élément de longueur d z situé
en P’, symétrique de P par rapport a O, et sommons les contributions élémentaires créées
par Pet P’ :

. . A
dEp(M) + dEp (M) = -2
41re

(iip(z) + 7pi(—2)) (2.23)
La somme vectorielle #p(z) + #p/(—z) donne par symétrie une contribution perpen-
diculaire au fil. Cette composante radiale a pour module :

ANdz

dEpM) +dEp(M)| = ————
| P( ) P ( )| 4’1T80(Zz n 7”2)

(iip(z) + tip/(—2)) - 4, (2.24)

Ceci se généralise a tous les couples de points (P, P’) situés de part et d’autre de
lorigine. Le fil étant infini, pour toute charge élémentaire dg¢ située en P, on pourra
trouver sur le fil une autre charge située en P’, de telle sorte que les composantes paralleles
au fil annulent. Toutes ces contributions de paires (P, P’) étant radiales, leur somme le
sera également. Le champ électrostatique total créé par un fil infini est donc radial
(indiquons encore une fois que l'utilisation des propriétés de symétrie du systéme aurait
pu nous permettre d’accéder directement a cette conclusion; nous y reviendrons au
chapitre suivant) :

E(7) = E(?)%,

Lorientation du champ électrostatique total ainsi déterminée, il ne reste plus qu’a
en calculer le module E,(7) qui ne dépend que de la distance . Pour ce faire, il suffit
d’effectuer la somme des contributions données par I'expression 2.24. Au préalable, il
convient de la réexprimer en fonction de I'angle a entre OM et PM. La contribution de
la paire (P, P’) est égale a :

- - Ndz Ncosada
dEpM) +dEp M) = ——M——2 = 2.25
[dEp(M) v (M) 4meg(z? + 72) cose 2meor 2.25)
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r z

uisque oS = ——————  tana =
pHIsq (22 + #2)1/2 r
da
dz =7~ 5
cos? o

Le module du champ électrostatique total créé par toutes les charges du fil s'obtient en
sommant sur toute les paires (P, P’), ce qui revient 4 intégrer 'expression 2.25 entre 0 et 3

. > Ncosada Asina]? N
E(7) = - -
0

2megr 2meor | 2megr

(2.26)

Potentiel électrostatique créé par un fil rectiligne infini

Pour calculer le potentiel électrostatique créé par ce fil infini au point M(r, 6, z), nous
allons ici utiliser la relation 2.21 liant le champ et le gradient du potentiel. En coordonnées
cylindriques, nous avons les relations suivantes :

oV(r,0,
Er,0,2) = _ V(16,2
or
oV(r,0,
Ee(”,e,z) = _%
aV(r,0,
E,(r,0,2) = _ V(6,2
0z

Nous venons de démontrer dans la section précédente que le champ électrostatique
était radial. Ey(,0,2) et E,(r,0,2) sont donc nuls, ce qui veut dire que le potentiel
électrostatique est indépendant de 6 et z. A partir de lexpression 2.26, nous pouvons
calculer l'expression du potentiel électrostatique V(7). Par simple intégration par rapport
a 7, nous obtenons : N

TEQ

Inr+ K

V(r) = 3

Rappelons que le fil étant infini, on ne peut pas prendre le potentiel nul 4 I'infini; la
constante K devra étre déterminée en choisissant arbitrairement la position correspondant
au potentiel nul.

Exercices

Kl On sépare les électrons et les protons d'un
gramme d'hydrogene et on les écarte de la dis-
tance Terre-Lune. Calculer la force de Coulomb
qui en résulte et la comparer a la force gravita-
tionnelle correspondante.

On donne :

Nombre d'Avogadro 61023 constante
de gravitation § = 6,67-107" MKSA;
Myoton  — 1840 Myeron = 91073 kg; la

Melectron

distance Terre-Lune est de 38,5 -10% km.

B On distribue des charges de méme valeur
sur les sommets d'un cube, chaque aréte de lon-
gueur a joignant deux charges de signes oppo-
sés.

e Intuitivement, pensez-vous que les huit
charges ont tendance a se rapprocher ou a s'éloi-
gner?

o Vérifier votre intuition en calculant, la force qui
s'exerce sur chacune des charges.

Indice. Calculer la résultante des forces sur la
diagonale du cube.
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[EJ Deux boules de liege identiques de masse
m et portant la méme charge g sont attachées
a deux fils de longueur / et suspendues en un
méme point.

a. Trouver I'angle 6 que font les deux fils avec la
verticale quand I'équilibre est atteint.

b. Quelle charge g faut-il déposer sur cha-
cune des boules de liege pour que 6 = 5°, si
m=1,610"2get/=20cm.

c. Les deux fils sont maintenant suspendus en
deux points espacés de la distance d. Com-
ment pourrait-on utiliser ce montage pour véri-
fier expérimentalement la loi de variation de I'in-
verse du carré de la distance en mesurant I'angle
0 pour différentes valeurs de d?

1 Un noyau d'uranium a une charge de 92 p.
a. Donner le sens, la direction et le module du
champ électrostatique d{i au noyau a la distance
de 1A (= 10710 m) de celui-ci.

b. En déduire le sens, la direction et le module
de la force qui s'exerce sur un électron a cette
distance.

H soient deux charges g et —q repérées dans
un plan (x, y) respectivement par leurs coordon-
nées (5,0) et (—35,0).
Ondonne:qg=1,1110""Ceta=10"2m.
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Donner le sens, la direction et le module du
champ électrostatique résultant aux différents
points du plan xOy suivants :

(1) M(0,a), M (0,—2), 0(0,0);
(2) N(a,0),N'(-a,0);
(3) P@a), P’ (3.%);

(4) Existe-t-il, en dehors de I'infini, des points
ou le champ est nul ?

ﬂ Calculer la différence de potentiel Vo — Vg
entre deux points A et B distants respectivement
de a et b d'un fil «infini » uniformément chargé
avec une densité linéique \.

Calculer Vo — Vg siA =10-"° C/m,a = 5cm,
b = 10 cm en sachant que le potentiel du point
C situé a 20 cm du fil est choisi comme origine
des potentiels.

Donner I'expression de la densité superficielle
o qu'il faut introduire sur un plan conducteur
supposé « infini » pour qu'une charge « ponc-
tuelle » g répartie uniformément sur une petite
sphére de masse m tienne en équilibre au dessus
du plan. Calculerasig = 10=7 Cetm = 0,9 g.
L'équilibre dépend-t-il de la position de la charge
q au dessus du plan? Que se passe-t-il si, une
fois la charge en équilibre, on augmente légére-
mento?

Indice. On supposera la charge ponctuelle.



Chapitre f

Propriétés du champ
électrostatique

Le champ électrostatique créé par une charge ponctuelle est radial et obéit a une loi
en 1/7%. Ces caractéristiques induisent des propriétés des champs électrostatiques
que nous allons étudier dans ce chapitre. Nous y démontrerons en particulier le
théoréeme de Gauss, théoreme fondamental de I'électrostatique, que nous appli-
querons ensuite a quelques distributions de charges.

3.1 Propriétés associées au caractére radial du champ électrostatique
Circulation du champ électrostatique
Rotationnel du champ électrostatique

3.2 Propriétés associées a la dépendance en 1/r? de I'intensité du champ
électrostatique

Flux d’un champ électrostatique a travers une surface fermée

Théoréme de Gauss

Expression locale du théoréme de Gauss. Divergence du champ électrostatique

3.3 Propriétés de symétrie du champ électrostatique
Symétries et variables pertinentes
Symétries et orientations du champ électrostatique

3.4 Exemple d'utilisation des propriétés du champ électrostatique
Continuité de la composante tangentielle du champ électrostatique
Discontinuité de la composante normale du champ

3.5 Calcul du champ électrostatique créé par des distributions de charges de symétrie
élevée

Principe de la méthode

Calcul du champ électrostatique créé par une distribution a symétrie sphérique chargée
uniformément

Calcul du champ créé par un fil cylindrique infini uniformément chargé

Champ créé par un plan infini uniformément chargé

3.6 Méthode générale

o Champ électrostatique ¢ Symétries e« Théoréme de Gauss
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3.1. Propriétés associées au caractére radial
du champ électrostatique

Circulation du champ électrostatique

Comme nous I'avons vu au chapitre précé-

dent, le champ électrostatique E(7) créépar &
une charge ponctuelle étant radial, il dérive A
d’un potentiel V(7). Cette propriété impor- EF") :
tante des champs électrostatiques E per- \

met d’affirmer que leur circulation, définie RO e
comme l'intégrale de £-d / sur tout contour \ —
fermé C (fig. 3.1) est nulle. Nous dirons que
la circulation du champ électrostatique est  Fig. 3.1. Circulation du champ électrostatique
conservative. En effet : sur un contour fermé C.

— — A—» —
?{E-dZ:/ E-d7=V7A)—-VA)=0 3.1)
C A

Le cercle sur le symbole d’intégration rappelle que I'intégration doit étre effectuée sur
tout le contour C.

Rotationnel du champ électrostatique

La relation 3.1 fait intervenir la valeur du champ électrostatique en chaque point de la
boucle C. Elle décrit donc une propriété non locale de ce champ. Nous allons maintenant
établir une autre relation qui décrira une propriété « locale » du champ électrostatique,
en ce sens que cette propriété ne dépendra que du point ot 'on étudie le champ et
de son voisinage immédiat. Soulignons dés a présent que cette nouvelle formulation
est mathématiquement strictement équivalente a la premiere, toutes deux décrivant, a
des échelles différentes, le caractére radial du champ électrostatique créé par une charge
ponctuelle.

Pour établir cette nouvelle formulation, nous utiliserons le théoréme de Stockes (la
démonstration de ce théoréme est donnée en annexe). Selon ce théoréme,

jif?-d?z//s(§/\ﬁ(?))~d§ (3.2)

Dans cette expression, VA E(?) repré-
sente symboliquement le produit vectoriel s s
de lopérateur V et du champ électrosta- &
tique £(7), appelé « rotationnel » du vecteur
E, § une surface connexe s’appuyant sur le C
contour C; d§ est un vecteur normal a un di
élément infinitésimal de surface, de module
d § et orienté de maniére a ce que le triedre  Fig. 3.2.
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(d 7, 9,dS) soit direct, ¥ étant un vecteur quelconque orienté vers le centre de la boucle
(fig. 3.2).

En appliquant le théoréme de Stockes & 'équation 3.1, on obtient immédiatement :
bﬂﬁAEG»&§=O (3.3)
S

Cette relation étant vraie quels que soient le contour C parcouru, et donc la surface §
bordée, on en déduit que :

VAEF) =0 (3.4)

Nous dirons que le rotationnel du champ électrostatique E est nul. Ce résultat consti-
tue 'expression d’une propriété locale fondamentale du champ électrostatique. Elle relie
les valeurs du champ E en un point a celles qu'il prend dans un voisinage immédiat.
Ce résultat est totalement lié au caractére radial du champ électrostatique : il lui est
strictement équivalent. (Ce résultat n’est valable que dans le cas de I'électrostatique. Dans
le cas de charges mobiles, 'expression du rotationnel du champ électrostatique est plus
compliquée.)

3.2. Propriétés associées a la dépendance en
1/r2 de l'intensité du champ électrostatique

Apres avoir étudié dans le paragraphe précédent les propriétés locales du champ électro-
statique liées a son caractere radial, nous allons examiner maintenant celles associées a la
variation en 1/7% de l'intensité du champ électrostatique.

Nous établirons en particulier 'un des théorémes les plus importants de 1'électro-
statique : le théoreme de Gauss, dans ses versions non locale et locale. Ce théoréme
s'applique a tout champ radial dont lintensité varie en r2 (champ électrostatique et
également champ gravitationnel).

Flux d’un champ électrostatique a travers une surface fermée

Par définition, le flux d’'un champ yectoriel Ca travers un €lément de surface d$ est
donné par 'expression d® = C-dS. Le flux du champ C a travers une surface finie S est
tout naturellement donné par 'intégrale double étendue a toute la surface § de 'élément
infinitésimal précédent. Appliquée au champ de vitesse d’un fluide en écoulement, cette
définition recouvre bien la notion de « flux du fluide » a travers une surface, par exemple le
flux de ’eau d’une riviére a travers un filet tendu (voir annexe). La notion de flux a travers
une surface fermée évoque donc « quelque chose » qui « rentre » ou qui « sort ». Nous
conserverons ici cette idée intuitive. Le flux d'un champ électrostatique a travers une
surface fermée sera discuté en termes de lignes de champ qui pénétrent ou qui quittent
cette surface fermée.
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Flux du champ électrostatique créé par une charge ponctuelle g a travers une
surface
Commencgons par calculer le flux d’un champ créé par une charge ponctuelle a travers une
surface fermée § entourant un volume fini 7. Une charge ponctuelle placée a I'origine O
des espaces crée en tout point 7 un champ électrostatique E(7) :
By = —24
4me 2"

Ce champ étant radial, les lignes de champ associées forment un faisceau de droites
passant par O.

Flux a travers un élément de surface - Définition
Considérons un élément infinitésimal d§ quel-
conque de la surface §, situé a la distance r de
lorigine, et calculons le flux a travers cet élé-
ment de surface (fig. 3.3). Il convient d’introduire
I'ensemble des lignes de champ s’appuyant sur le
contour ded §': ce « cone » de lignes de champ défi-
nit I'angle solide d{) sous lequel on voit I'élément
de surface d § depuis la charge. Par définition (voir
annexe), nOus avons :

fﬁr

q

Fig. 3.3. Flux a travers un élément de

dQ =17, — (3.5) surface.

ds étant le vecteur sortant de S normal a la surface et de module d §. Le flux élémentaire
d® de E a travers d § s'exprime simplement en fonction de 'angle solide d {2 par :

i = -2 40

41re

Ainsi, lorsque les lignes de champ sont perpendiculaires a la surface d§, le flux est
maximum, tandis qu’il est nul si la surface est parallele aux lignes de champ. Le flux
mesure en quelque sorte « 'écoulement » du champ & travers la surface.

Flux a travers une surface fermée ne contenant pas la charge ponctuelle g
créant le champ électrostatique
Supposons maintenant que la surface fermée § ne contienne pas la charge ¢ > 0 (fig. 3.4)
et calculons en nous servant du résultat précédent, le flux total & travers la surface S.
Prenons tout d’abord un céne engendré par un faisceau de lignes de champ. Ce cone
intersecte la surface § et définit deux surfaces élémentaires d §; et d S, ; nous appellerons
dys le volume contenu a l'intérieur de ce faisceau et de la surface S. Calculons le flux
a travers le tube constitue par les surfaces d 81, dS, et la surface latérale Sy, engendree

par les 11gnes de champ. Par définition, le flux a travers la surface latérale E.ds$ L est
nul puisqu'en chaque point de cette surface le champ appartient a la surface. Il ne reste
donc plus qu'a calculer les contributions associées a chacune des surfaces d §; et d§s.
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Conventionnellement les surfaces sont orientées
de l'intérieur vers l'extérieur de la surface fermée
§. En appliquant la relation 3.5 a chacune de ces
surfaces, nous obtenons :

ds; - i,
do, = L S % 9 49
dmey 1} 41rey
ds, - u,
d, = L 2 % - 9 4q
dmey 7 41re

Ces deux flux sont de méme intensité mais de
signe opposé le flux est « rentrant » sur la sur-
face d §, et « sortant » sur la surface d ;. Ainsi le
flux total a travers la surface entourant le volume
élémentaire d s est nul. Toute la surface fermée §
peut étre décomposée de cette facon. Le flux total

4% 0

Fig. 3.4. Flux a travers une surface fer-
mée.

traversant cette surface S est alors égal par construction a la somme des contributions
associées a chacun des tubes intervenant dans la décomposition de §. Chaque contribu-
tion étant nulle, nous pouvons conclure que le flux total du champ électrostatique créé
par une charge, a travers une surface fermée ne la contenant pas, est nul.

Flux a travers une surface fermée contenant la charge ponctuelle g créant le

champ électrostatique

Considérons maintenant une surface fermée qui enve-

loppe la charge ¢. Chaque faisceau de lignes de champ
issu de la charge ¢ intersecte alors la surface § en défi-

nissant une seule surface élémentaire d § (fig. 3.5).

Calculons le flux a travers la surface fermée consti-
tuée par la surface latérale du cone et la surface d .
Comme dans le cas précédent, le flux a travers la sur-
face latérale est nul par construction. Le flux est sim-
plement égal a celui du champ a travers la surface d §

qui a pour expression :

do = -7 40

41T8()

Fig. 3.5.

Le flux total a travers la surface § est la somme des contributions apportées par chaque
élément d’angle solide d (), quelle que soit sa forme ; I'angle solide correspondant a toute
la surface § est égal a 4m. Ainsi le flux du champ électrostatique créé par une charge
ponctuelle a travers une surface fermée la contenant est exactement égal a :

(3.6)
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Théoréme de Gauss

Nous avons évalué pour linstant le flux du champ électrostatique créé par une seule
charge ponctuelle. Nous pouvons en déduire le flux d'un champ électrostatique créé
par une distribution quelconque de charges a travers une surface fermée, en appliquant
le principe de superposition. En effet, chaque charge ¢; dans le cas d’'une distribution
discrete ou chaque élément de charge d ¢ dans celui d’une distribution continue, crée un
champ électrostatique dont le flux contribuera au flux total a travers une surface fermée.
Si la charge ¢; ou I'élément de charge dg est extérieur a la surface §, la contribution
élémentaire correspondante sera nulle; dans le cas contraire, elle sera respectivement

égale a ¢;/eo ou dg/e.

Théoréme : Le flux total du champ électrostatique créé par la distribution continue a travers une
surface fermée est égal au produit par 1/¢¢ de la somme algébrique Qint, des charges contenues
dans la surface. Nous pouvons écrire :

//E' . ds = Qnt (3.7)
JJs €0

Ce résultat fondamental de I'électrostatique est appelé « théoréme de Gauss ».

Un peu d’histoire

Théoréme de Gauss

En 1840, Gauss publie « Théoremes géné-  distances », ouvrage dans lequel il énonce
raux sur les forces d’attraction et de répul-  son célebre théoreme.
sion agissant en raison inverse du carré des

Expression locale du théoréme de Gauss.

Divergence du champ électrostatique

Lexpression 3.7 qui nécessite la connaissance du champ électrostatique en tout point de
la surface fermée, caractérise donc une propriété non locale du champ. Toutefois, nous
allons voir maintenant que cette propriété a son équivalent a 'échelle locale. Pour établir
cette nouvelle formulation du théoréme de Gauss, nous appliquerons a la relation 3.7 le
théoréme de Green-Ostrogradsky. Selon ce théoréme démontré en annexe, on a :

//SE.<I§=//V(6’-E)dT (3.8)

Dans cette expression 7 est le volume contenu dans la surface fermée § et dt un
élément infinitésimal de ce volume.
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Un peu d’histoire

Théoreme de Green

Green démontre en 1826 son théoreme etle  savants de 'époque, en particulier ceux de
présente dans un ouvrage intitulé « Essay on  'école francaise, jusqu'a ce que W. Thom-
the Application of Mathematical Analysis to  son, lord Kelvin, le populariee lors d'une
The Theory of Electricity and Magnetism ».  visite a Paris en 1845 et fasse rééditer I'ou-
Il restera inconnu de la quasi-totalité des  vrage de Green en 1850.

Si nous introduisons le résultat obtenu par le théoréme de Green-Ostrogradsky dans
I'expression 3.7, nous obtenons par identification :

[l =2 [

Ce résultat est valable quels que soient la surface § et le volume 7 qu’elle enveloppe. On
peut donc en déduire la relation :

p(7)

€0

V. E(F) = (3.9)

Ce résultat correspond a la formulation locale du théoréeme de Gauss. En chaque point
de l'espace, la divergence V - E(7)du champ électrostatique ne dépend que de la densité
de charge en ce méme point.

La démonstration que nous venons de faire, basée sur la forme de la force Coulomb,
pouvait laisser croire que le théoréme de Gauss dans sa forme locale nest valable que
pour des charges statiques. Il n’en est rien. Il est plus général que la force de Coulomb et
s'applique également a des distributions de charges variant au cours du temps. En fait ce
résultat constitue méme l'une des équations fondamentales de I'électromagnétisme.

3.3. Propriétés de symétrie du champ
électrostatique

En 1894, P. Curie énonga un principe universel vérifié par tous les phénomeénes physiques :
« Lorsque certaines causes produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes
doivent se retrouver dans les effets produits. La réciproque n'est pas vraie, c’est-a-dire que
les effets produits peuvent étre plus symétriques que les causes ».

Ce principe sapplique bien évidemment a I'électrostatique. Lorsqu'une distribution
de charges électrostatiques présente « certaines symétries », les orientations et modules
du champ électrostatique qu’elles créent en tous points de 'espace présentent également
des symétries. Dans ce paragraphe, nous ne ferons pas une étude détaillée et systématique
des propriétés de symétrie du champ électrostatique créé par une distribution symétrique
de charges; nous nous contenterons de montrer sur quelques exemples comment ces
symétries imposent l'orientation du champ électrostatique £ et déterminent le nombre
de variables nécessaires 4 la description des variations de E.
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Symétries et variables pertinentes

Etudions tout d’abord le lien existant entre le nombre de variables nécessaires pour décrire
les variations spatiales des composantes de E etles éléments de symétrie de la distribution
de charges.

Prenons par exemple une distribution infinie de charges réparties uniformément sur
une droite confondue avec l'axe Oz. Quel que soit le point M, son environnement
électrostatique (I'intensité des charges et leurs positions relatives) restera le méme si on
translate le point M paralléelement 4 Oz. Nous dirons que cette distribution est invariante
par translation le long de Oz. Les composantes du champ électrostatique E (M) ne
peuvent donc pas dépendre de la variable z. Notons que ce résultat serait faux si la
distribution de charge était non uniforme, toute translation du point M le long de Oz
introduisant alors une modification du « paysage » électrostatique. De méme I'invariance
par rotation autour de I'axe Oz permet de conclure que, en coordonnées cylindriques, les
composantes de E ne dépendront pas non plus de 'angle 6. Ainsi le module du champ
électrostatique créé par cette distribution de charges ne pourra varier qu'avec la distance r
al'axe Oz. En utilisant le méme type d’arguments, on pourra se convaincre sans difficulté
que le champ électrostatique créé en un point M par un plan infini uniformément chargé
ne pourra dépendre éventuellement que de la distance du point M au plan.

Ainsi, en étudiant les invariances par translation et rotation des distributions de
charges, nous pouvons limiter le nombre des variables dont dépendent les différentes
composantes du champ électrostatique.

Symétries et orientations du champ électrostatique

Examinons maintenant les arguments permettant de déterminer les symétries du champ
électrostatique et les points de I'espace pour lesquels ce champ est nul. Au préalable,
il convient de définir ce que nous appellerons les plans de symétrie et d’antisymétrie
électrostatiques.

Plans de symétrie électrostatique

Considérons par exemple 'ensemble de deux charges électrostatiques identiques présenté
sur la figure 3.6. Dans ce cas, le plan médian P; est qualifié de « plan de symétrie
électrostatique ». En effet, par rapport au plan Py, les points A et B sont géométriquement
symétriques mais également électrostatiquement symétriques puisque, par hypothese,
la charge en A est égale a la charge en B. Que pouvons-nous alors conclure sur les
orientations relatives des champs électrostatiques créés par ces deux charges aux points
M et M’ symétriques I'un de 'autre par rapport au plan Py ? Le champ électrostatique au
point M peut toujours se décomposer sous la forme :

EM) = E, (M) + E (M)

E (M) et E(M) étant respectivement les composantes du champ électrostatique
perpendiculaire et parallele au plan P;. Par analogie, le champ électrostatique au point
M’ se décompose de la méme maniére :

EM') = E,(M') + Ey (M)
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EM) ~ .
EjM) EjM") EMY)
= M M
E M) E M")
A B
+q +q
Py

Fig. 3.6. Composantes normale et tangentielle du champ électrostatique par rapport au plan de symé-
trie Pq.

Comme nous le constatons sur la figure 3.6, nous avons la relation :
EyM) = Ey(M) E.(M)=—-E (M) (3.10)

Ce résultat se généralise a toute distribution de charges ayant un plan de symétrie élec-
trostatique. De plus, si le point M appartient au plan de symétrie P;, M est confondu
avec son symétrique M’ et en appliquant les relations 3.10 nous pouvons conclure que :

siMeP;, EM)=—-E, (M =M)=0 (3.11)

et que le champ électrostatique appartient nécessairement au plan de symétrie.

Plan d’antisymétrie électrostatique

Examinons maintenant le systéme constitué non plus par deux charges identiques mais
par deux charges de signes opposés (fig. 3.7). Dans ce cas, P; est toujours un plan de
symétrie géométrique mais en revanche ce n’est plus un plan de symétrie électrostatique :
la charge ¢ se transforme en une charge —¢. On dit alors que le plan P; est un plan
« d’antisymétrie » électrostatique. Que peut-on dire alors des champs électrostatiques
en M et M’? Si nous effectuons la méme construction que celle effectuée dans le cas
précédent, nous obtenons :

EyM) = —EjM) E (M) =E (M) (3.12)

Ces résultats se généralisent bien entendu a tout plan d’antisymétrie. De plus, si le
point M appartient au plan Py, il est son propre symétrique ; I'application des relations 3.12
conduit a :

E\M) = —E; M =M) =0 (3.13)

Nous pouvons donc conclure que le champ électrostatique en un point appartenant a un
plan d’antisymétrie est nécessairement perpendiculaire a ce plan.
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EyM) EM)

E; M)

M M

E M)

EjM)

EM")
A B
+g>0 —g<0
Py

Fig. 3.7. Composantes normale et tangentielle du champ électrostatique par rapport au plan d'antisy-
métrie P4.

3.4. Exemple d'utilisation des propriétés
du champ électrostatique

Nous avons vu aux paragraphes 3.2 et 3.3 que les phénomeénes électrostatiques sont décrits
par deux lois : la circulation du champ électrostatique est nulle et son flux a travers une
surface fermée est proportionnel aux charges contenues a l'intérieur de cette surface. Nous
allons dans ce paragraphe exploiter ces résultats pour déterminer les variations du champ
électrostatique lorsqu’on traverse une surface chargée séparant deux milieux distincts.

Supposons donc une surface § uniformément chargée, de densité surfacique o, sépa-
rant deux régions indicées respectivement 1 et 2. Le champ électrostatique pourra étre
décomposé en une composante tangentielle F; et une composante normale E,, respecti-
vement paralléle et perpendiculaire a la surface S.

Continuité de la composante tangentielle du champ
électrostatique

Considérons le contour C présenté sur la figure 3.8.
Il est formé de deux segments de longueur finie (a) et
(¢d) situés de part et d’autre de la surface, trés pres de
celle-ci et de deux autres segments (ad) et (&c) pouvant
étre rendus aussi petits que 'on veut. En vertu de la
relation 3.1 la circulation le long de ce contour fermé
est nulle :

42



Les longueurs des segments (ad) et (bc) étant aussi petites que l'on veut, les contributions
de ces segments tendent vers 0. Sur les trajets (a) et (cd), de méme longueur mais
parcourus en sens inverse, seule la composante tangentielle £; du champ contribue 2 la
circulation :

b a b
(1) d W(2)d/ = t\1) — Lot d/ =
/aE(l) l+/bE(2) ! /3[E(1) E(2)] d/

Cette équation devant étre vérifiée quel que soit le contour C choisi, nous pouvons
en déduire que la composante tangentielle du champ électrostatique est continue a la
traversée d’une surface chargée :

E(1) = E(2) (3.14)

Discontinuité de la composante normale du champ

Il ne reste plus qu'a étudier la variation de la

composante normale du champ électrostatique. N

Considérons maintenant la surface enveloppe SEz

d’un cylindre plat dont les faces paralléles sont 5 P
: =<2

situées de part et d’autre de la surface, plane char- o 3 ‘
gée (fig. 3.9). = v

Calculons le flux de E a travers cette surface S.
La hauteur du cylindre pouvant étre arbitraire-
ment petite, le flux a travers la surface latérale étre rendu aussi petit que 'on veut et tendra
vers 0 avec la hauteur. Les seules contributions au flux proviennent donc des surfaces
du cylindre paralléles a la surface chargée. En appliquant le théoréme de Gauss, nous
obtenons immédiatement :

//SlEn(l)ﬁ-(IS:-i-//szEn(z)ﬁ.ctS": Qsigt
//SlE(l) En(2)) S_f /SZUdS

Cette équation devant étre vérifiée pour toute surface S, nous pouvons en conclure que :

Fig. 3.9.

am—am=% (3.15)

Ainsi, a la traversée de la surface chargée, la composante normale du champ subit une
discontinuité, proportionnelle 4 la densité surfacique de charges.
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3.5. Calcul du champ électrostatique créé par
des distributions de charges de symétrie élevée

Pour calculer le champ électrostatique créé par une distribution de charges, nous disposons
pour l'instant de deux méthodes : I'une est directe et utilise les définitions du chapitre 2,
lautre est indirecte et consiste a calculer au préalable le potentiel V'(7) puis a utiliser la
relation £ (7) = — v V(7). Dans ce paragraphe, nous présentons une troisi¢me technique
de calcul de E(7) s ‘appuyant sur le théoréme de Gauss, méthode qu'il sera commode
d’utiliser dans le cas de distributions de charges présentant un degré de symétrie élevé.

Principe de la méthode

Pour calculer le champ électrostatique créé au point P par une distribution en utilisant le
théoréme de Gauss, il nous faut :

(1) construire une surface fermée fictive S passant par P (appelée surface de Gauss) ;
(2) étre capable de calculer en tout point de cette surface le produit scalaire E-dS G;
(3) pouvoir faire la somme de toutes ces contributions sur toute la surface g ;

(4) en extraire la valeur particuliére du champ E au point P.

Ce programme n’est en général réalisable que si la symétrie de la distribution de
charges permet de simplifier le probléme. Examinons sur trois exemples comment ces
difficultés disparaissent dans le cas d’une distribution de symétrie élevée.

Calcul du champ électrostatique créé par une distribution
a symétrie sphérique chargée uniformément

Considérons une distribution de charges de densité p répar-
ties uniformément a l'intérieur d’'une coquille sphérique de
centre O et de rayons extérieur et intérieur R et R’ (fig. 3.10).
Nous nous proposons de calculer le champ électrostatique
créé par cette distribution au point P situé a la distance » de
lorigine.

La symétrie sphérique de la distribution nous suggere
d’utiliser les coordonnées sphériques (r, 6, ¢) (voir annexe).
Par symétrie, toutes les directions de l'espace sont équiva-
lentes ; en utilisant les arguments présentés au paragraphe 3.3,
nous dirons que tout plan passant par P et O est un plan de
symétrie électrostatique. Le champ électrostatique devant alors appartenir 4 I'intersection
de tous ces plans de symétrie, il ne peut étre que radial :

Fig. 3.10. Coquille sphé-
rique uniformément chargée.

E = E(r,0,¢)
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Par ailleurs, la distribution de charge est invariante par rotation d’angles 8 et ¢. Le
module du champ doit donc étre indépendant de 0 et ¢ :

E = E()%,

Le module du champ électrostatique est le méme en tout point d’une sphere de rayon 7.
De plus, pour tout élément infinitésimal de surface d S,

E.dS = E()dS

puisque le champ est radial et que ds =ds #, par définition. Pour calculer le champ a la
distance 7 du centre, nous pourrons donc prendre pour surface de Gauss Sg, une sphére
fictive de centre O et de rayon . En appliquant maintenant le théoréme de Gauss a cette
surface Sg, nous obtenons alors :

cpz// Ecﬁz// Er(rwr-dszzr:// E()ds
S Sg Sa

d = E(r) / ds = 41T7’2Er(7’) = Qine
Sa

€0
1 Qint
4mey 72

E(r) =

(3.16)

Remarquons que pour établir cette derniére relation, nous navons utilisé que des
arguments de symétrie. Elle n’est donc liée qu’a la symétrie de la distribution de charges,
indépendamment du détail de cette distribution; elle peut s'appliquer aussi bien a une
coquille sphérique chargée uniformément qua une sphére chargée en surface ou en
volume.

Pour finir de calculer le champ électrostatique en tout point de l'espace, il ne reste
plus qu'a évaluer suivant les différents cas, la charge contenue a l'intérieur de la surface
de Gauss correspondante.

Si nous voulons calculer le champ électrostatique en un point P extérieur 4 la coquille
chargée, la charge contenue a l'intérieur de la surface de Gauss Q. sera exactement la
charge totale contenue dans la coquille puisque la surface de Gauss 'enveloppe totalement
(fig. 3.11.a). Ainsi pour 7 > R, nous obtenons :

4mp(R3 — R R —R"
AR R gy = PR ZRD)
3 3801’2

Remarquons au passage que ces résultats montrent qu’a l'extérieur de la coquille, le
champ électrostatique est égal a celui que nous aurions obtenu si toute la charge était
concentrée au centre O de la distribution. Nous pourrions faire la méme constatation
quelle que soit la distribution de charges pourvue qu’elle soit de symétrie sphérique. Ce
résultat a statut de théoreme.
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Fig. 3.11. Surfaces de Gauss permettant de calculer le champ électrostatique : a) a I'extérieur de la
coquille; b) a I'intérieur de la coquille; c) dans la cavité.

Pour calculer le champ électrostatique a 'intérieur de la coquille, il convient de prendre
une sphére de Gauss de rayon 7 tel que R’ < 7 < R (fig. 3.11.b). La charge O, n'est plus
égale a la charge totale, nous avons :

< 3
Ounlr) = 0"~ RT)

3

p( — R?)

Er = — -
(7’) 3807‘2

Enfin, a l'intérieur de la cavité, » < R’, il n’y a aucune charge a U'intérieur de la surface
de Gauss correspondante (fig. 3.11.¢), le champ E,(7) y est donc nul. Les variations du
module E,(7) sont présentées sur la figure 3.12.

E(r)
r<R E.(r)=0
, k(r® — R'3)
R <r <R E.(r)= —
r
K R>—R")
r>R E.(r)= 5
P
0 R R r

Fig. 3.12. Variation du module du champ électrostatique en fonction de la distance au centre de la
coquille.

Remarquons pour conclure que nous aurions pu également obtenir ces résultats en
considérant cette coquille uniformément chargée comme la superposition d’une distribu-
tion volumique sphérique uniforme p de rayon R et d’'une distribution sphérique uniforme
—p de rayon R'.
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Calcul du champ créé par un fil cylindrique infini uniformément
chargé

Supposons un fil infini uni-

formément chargé avec une <
densité linéique de charge N

(fig. 3.13) La symétrie de

la distribution nous suggére %
d’employer les coordonnées AN P

cylindriques (7, 0, 2), l'axe 2 ﬂ

étant confondu avec le fil.

Pour calculer le champ

électrostatique en un point
P situé a la distance » du fil, ~ Fig- 3.13. Surface de Gauss permettant de calculer le champ élec-
trostatique créé par un fil infini uniformément chargé.

commengons par étudier sa
symétrie. Le fil étant infini, tout plan perpendiculaire au fil passant par P est un plan de
symétrie électrostatique qui contient le champ créé par les charges réparties sur le fil. De
plus, tout plan passant par P contenant le fil est également un plan de symétrie auquel ce
champ doit appartenir. La direction du champ électrostatique est donc l'intersection de
ces deux plans, le champ est radial :

E = E(r,0,2)7,

Par ailleurs, la distribution est invariante par translation le long de I'axe z (le fil est infini) et
par rotation autour de z. Le champ électrostatique doit donc étre indépendant de 0 et z :

E = E("%,

I est alors commode de prendre pour surface de Gauss, 'enveloppe d’un cylindre
d’axe paralléle au fil, de rayon r et de hauteur quelconque 4. Sur les bases du cylindre,
E est perpendiculaire 2 d.§ : le flux a travers ces surfaces est donc nul; en revanche en
chaque point de la surface latérale St, du cylindre, E est perpend1cu1a1re a la surface.

NOUS obtenons EllI'ISl .
¢::[/E-E&;=/7}Mﬂd&
S S

O = 2mrhE(r)
Le théoreme de Gauss nous permet alors d’écrire :

th

E(r) =
()= 2megrh

Notons que ce résultat intermédiaire ne dépend que de la symétrie de la distribution

de charges. La charge contenue a I'intérieur de la surface de Gauss est égale a la longueur
du fil multipliée par la densité linéique :

Qint = N\h
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Dapplication du théoré¢me de Gauss nous donne finalement 'expression du module
du champ électrostatique :

A

E.(r) =
) 2megr

Cette expression ne dépend pas bien évidemment de la hauteur 4 qui était totalement
arbitraire. Elle est, comme il se doit, dimensionnellement homogéne a un champ électro-
statique puisque N est une charge par unité de longueur. Nous retrouvons ici simplement
le résultat que nous avions déja obtenu au chapitre 2 par un calcul plus compliqué mais
plus général qui pouvait s'appliquer également au cas d’un fil de dimensions finies. Un fil
n’étant jamais de diameétre nul, cette expression n'a pas de sens pour » = 0.

Champ créé par un plan infini uniformément chargé

Considérons maintenant un plan infini uniformé-

ment chargé de densité surfacique o (fig. 3.14). ¢
La symétrie de la distribution nous autorise a uti- 51z
liser les coordonnées cylindriques, I'axe perpen-

. . . . 1soz ) O h =2z
diculaire au plan étant considéré comme l'axe des c 1 ;
z (nous aurions pu également prendre les coor- "
données cartésiennes).

Nous nous proposons de calculer le champ  Fig. 3.14. Surface de Gauss permettant de
électrostatique créé par cette distribution en un calculer le champ électrostatique crée par un
. RN . . plan infini uniformément chargé.
point P situé a la distance z de ce plan. Exami-
nons l'orientation du champ électrostatique créé par ce plan chargé. Tout plan passant
par P et perpendiculaire au plan chargé est un plan de symétrie électrostatique. Pour
pouvoir appartenir a4 tous ces plans de symétrie, la direction du champ électrostatique
doit nécessairement étre la droite perpendiculaire au plan chargé passant par P. Ainsi le
champ électrostatique n'a de composante que suivant z :

E = E,(r,0,2)i,

Le plan étant infini, la distribution de charges est invariante par translation paralléle-
ment au plan et le module du champ électrostatique ne peut dépendre que de la distance
au plan :

E = E(),

De plus, le plan chargé étant lui-méme plan de symétrie, nous avons :
Ez(_z) = _EZ(Z)

Les surfaces correspondant 4 la méme valeur du module du champ sont des surfaces
symétriques et paralleles au plan. Nous pourrons prendre pour surface de Gauss, un
cylindre de section §, de hauteur 2z placé symétriquement de part et d’autre du plan
chargé. Le flux sortant par la face latérale est nul, le flux a travers la surface de Gauss Sg
provient donc des seules contributions des surfaces de base. Nous avons donc :

® = 2F,(2)S

La charge intérieure contenue dans la surface de Gauss est simplement égale 4 8.
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En appliquant le théoréme de Gauss, nous obtenons l'expression du module du champ
au point P :
o
EZ(Z) = S
280
Ainsi, le champ électrostatique créé par un plan uniformément chargé est indépendant
de la distance au plan (nous aurions pu anticiper ce résultat en constatant que si la
symétrie impose au champ de ne dépendre que de z, la condition V - E = 0 entraine
E,(z) = Cte). Remargque : on retrouve les propriétés démontrées en 3.4.2 sur la continuité
des composantes de E.

3.6. Méthode générale

Auregard de ces trois exemples, nous pouvons dégager une procédure générale permettant
de calculer le champ électrostatique créé par une distribution de charge présentant un
degré élevé de symétrie.

Dans un premier temps, il convient d’exploiter des arguments de symétrie pour déter-
miner 'orientation du champ électrostatique (détermination des composantes non nulles)
et réduire le nombre de variables nécessaires a la caractérisation des composantes restantes.
Clest ainsi que nous avons montré que le champ était radial dans le cas de la coquille
sphérique, radial dans le cas du fil infini...

Cette premiere opération terminée, et seulement alors, nous pouvons envisager de
définir une surface de Gauss nous permettant de calculer le champ électrostatique en
un point P quelconque. Pour construire cette surface, nous nous imposerons plusieurs
contraintes. Tout d’abord cette surface fermée devra passer par P puisque nous voulons
calculer le champ en P. Ensuite, nous construirons cette surface a partlr d’éléments de
surface d§ tels que le champ E leur soit parallele ou perpendiculaire, c’est-a-dire que
les contributions E - d§ soient nulles (type 1) ou simplement égales 2 Ed S (type 2).
Par exemple dans le cas du plan infini, les surfaces perpendiculaires au plan sont de type
1 tandis que les surfaces paralléles sont de type 2. Parmi les surfaces de type 2 nous
sélectionnerons celles sur lesquelles le champ électrostatique est le méme que celui en
P. La surface de Gauss est alors construite en ne considérant que ces surfaces de type
2 complétées par des surface de type 1 pour obtenir une surface de Gauss fermée. Cest
ainsi que nous avons construit dans le cas du plan infini, une surface de Gauss cylindrique,
constituée de deux bases (type 2) et d'une surface latérale (type 1).

Cette surface de Gauss convenablement construite, nous pouvons appliquer enfin le
théoréme de Gauss pour évaluer le module du champ en P.

Exercices

Kl a. Soit une charge ponctuelle +q placée au b. Soit une distribution a symétrie sphérique non
centre O d'une sphére de rayon R. Calculer le homogeéne centrée sur O telle que le champ élec-
flux du vecteur champ électrostatique créé par q trostatique qu'elle crée varie en . Calculer le
a travers cette sphére. flux de ce champ & travers la sphére de rayon R.
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BY Une charge ponctuelle +g est placée au
centre d'un cube.

a. Quel est le flux du champ a travers une face
du cube?

b. Que vaut ce flux si la charge g est placée sur
I'un des sommets du cube.

EJ Soit le champ de vecteur radial A = JT
a. Calculer le flux de A a travers la sphere S de
rayon R en utilisant I'expression

cp:///vﬁm

b. Vérifier ce résultat par le calcul direct du flux
a travers S.

Indice. En coordonnées sphériques la diver-
gence s'écrit

o oz 1 I, 9,
V-A= 2ind (E(r sin 0A;) + %(rsmeAe)

d
+ % (rA¢)>

3 Soit E(F) le champ créé en tout point 7 de
I'espace par deux distributions de charge o4 et o,
réparties uniformément sur les surfaces de deux
isolants plans infinis paralléles, distants de d.

a. Calculer E si :
- 09 =+t0o = -0y,

- 01 =0 = to.

b. Que se passe-t-il si on écarte les deux plans?
Indice. Utiliser le théoreme de superposition.

H soient deux plans infinis chargés superfi-
ciellement, de densités de charge respectives
01 =2-10""C/m? eto? = 1,54-10~> C/m2.
a. Décrire et calculer le module du champ élec-
trostatique créé par ce systéme de charges si les
deux plans sont paralléles.

b. Décrire le champ résultant et calculer son
module dans les quatre régions de I'espace déli-
mitées par ces deux plans s'ils sont perpendicu-
laires. Quels sont les éléments de symétrie des
lignes de champ ?

A Donner les éléments de symétrie d'une dis-
tribution uniforme de densité p, limitée par deux
plans paralléles infinis espacés de d.

a. Tracer la courbe donnant le module du champ
électrostatique dG a ces charges dans tout I'es-
pace en fonction de la distance x au plan médian
de la distribution.
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b. Que se passe-t-il si on accole un plan infini
chargé avec une densité surfacique o sur I'une
des faces de cette distribution ? Calculer le nou-
veau module du champ dans tout I'espace.

Montrer que deux distributions sphériques
homogénes, de méme rayon R, de densités volu-
miques +p et —p dont les centres O, et O, sont
légérement décalées de a, constituent approxi-
mativement une couche sphérique de rayon R
chargée en surface avec une densité superficielle
de charge o = pacos6 ou 6 est I'angle entre la
droite O10, et celle joignant un point M de la
couche superficielle au milieu O de O10,.
Indice. On utilisera le fait que dg = pdt
= ods.

EJ Deux distributions volumiques homogénes
de charges pa > 0 et pg < O, limitées chacune
par deux plans paralléles infinis espacés de da et
dg, sont juxtaposées et telles que

pada + peds = 0

a. Calculer et représenter le champ électrosta-
tique en tout point de I'espace.

b. Calculer la différence de potentiel Vg — Va
entre les deux plans extrémes.

EJ a. Déterminer le champ électrostatique E(r)
en tout point de I'espace a I'intérieur et a I'exté-
rieur du cylindre de rayon a, d'axe Oz, de lon-
gueur infinie, chargé uniformément en volume
avec la densité volumique p. En déduire le poten-
tiel V(r) en tout point en choisissant comme
potentiel de référence, la valeur V(a) = 0.

b. Que deviennent E(r) et V(r) si on approche
une seconde distribution cylindrique d'axe paral-
léle O’z, de méme rayon a et de longueur infinie,
mais chargée uniformément en volume avec la
densité volumique —p ?

i) a. Calculer le champ électrostatique E(r) crée
au point M situé a la distance r d'un point ori-
gine O par une distribution de charges électro-

statiques si le potentiel en M est V(r) = .1 ¢—/*

4meg T
(potentiel de Yukawa). Que devient ce champ en

r = 07? Trouver le module de E(r) sir = 1 A.

b. Calculer le flux de ce champ a travers une
sphére de centre O et de rayon R. Que devient
cefluxenR —0etR — c0?



Chapitre r

Equations de Laplace
et de Poisson

Nous allons dans ce chapitre présenter une nouvelle formulation des lois de I'élec-
trostatique construite autour des propriétés locales du potentiel électrostatique.
Cette formulation est tres utile. Elle permet en particulier de contourner les dif-
ficultés rencontrées parfois lors de la manipulation de grandeurs vectorielles, le
potentiel étant, lui, une grandeur scalaire.

4.1 Equations de Poisson et de Laplace

Equation locale du potentiel
Existence et unicité de la solution de I'équation locale du potentiel

4.2 Exemple d'utilisation de I'équation locale

Calcul du potentiel et du champ créés par une sphére chargée uniformément en volume
Calcul du champ électrostatique au voisinage de I'axe de révolution d’un disque chargé
Longueur d’écrantage - Longueur de Debye

Complément : Théoréme de la valeur moyenne sur une sphére

o Potentiel électrostatique o Equation de Laplace o Equation de Poisson
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Dans ce chapitre, nous allons développer une nouvelle description de I'électrostatique
liée aux propriétés locales du potentiel électrostatique V(7). Que savons-nous pour
le moment du potentiel électrostatique créé par une distribution de charges? Dans le
chapitre 2, nous I'avons défini en I'associant au travail des forces électrostatiques exercées
sur une charge ¢ par une distribution de charges : I'énergie potentielle g7 (7) est le travail
devant étre échangé avec la charge ¢ pour 'amener de l'infini au point 7, le potentiel
a l'infini étant pris comme origine des potentiels. C’est ainsi que nous avons obtenu
la relation 2.18 décrivant le potentiel créé au point 7 par une distribution de charges
caractérisée par la densité de charges p(7) :

47:80 /// |7p(—?/;"

V(7) = dr+ K

Par ailleurs, nous avons vu dans le chapitre précédent que si ces distributions de charges
sont symétriques, il était commode de déduire le potentiel du champ électrostatique calculé
a l'aide du théoréme de Gauss en utilisant la relation :

E=-VV
Dans ces deux cas, la distribution de charges était connue au préalable en tout point
de I'espace. On peut toutefois rencontrer d’autres situations pour lesquelles la distribution
de charges n'est pas connue par avance, mais ol seules les valeurs du potentiel en certains

points de I'espace sont données. Il convient alors de formuler les lois de I'électrostatique
uniquement en termes de potentiels.

Un peu d’histoire
Equation de Poisson

En 1813, Poisson généralisa I'équation de  de ce matériau doit étre constant. La notion

Laplace a des régions de I'espace contenant
des charges réparties avec une densité p. En
particulier, il put ainsi montrer, en suppo-
sant que l'ensemble des forces électrosta-
tiques sur une charge dans un conducteur
devait étre nul, que le potentiel a l'intérieur

de flux d'un champ de force n’ayant pas a
cette époque encore était dégagée, il fau-
dra attendre 1840 pour que cette équation
locale soit formulée a I'échelle macrosco-
pique sous la forme du théoreme de Gauss.

4.1. Equations de Poisson et de Laplace

Equation locale du potentiel

Au chapitre précédent, nous avons établi la relation liant la divergence du champ élec-
trostatique a la densité locale de charges et obtenu ainsi la forme locale du théoréme de
Gauss donnée par U'expression 3.9 :
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Par ailleurs, nous avons montré au chapitre 2 que le champ électrostatique dérive d’'un
potentiel électrostatique et peut donc s’écrire sous la forme d’un gradient :
E=-VIr
En éliminant le champ électrostatique E entre ces deux relations, on obtient une
nouvelle relation, dite « équation de Poisson » :

V.(©ry=-~ (4.1)
€0
Lexpression V - (V V) porte le nom de « laplacien de 7 » et se représente symboli-
quement par AV ou par V2¥. En coordonnées cartésiennes par exemple, cette équation
§'écrira :

iRl o) A o 4 p

Ix? " 9y? " 0z? &0
Les expressions du laplacien dans les autres systémes de coordonnées sont données en
annexe.

Léquation de Poisson doit étre vérifiée par tout potentiel électrostatique. Elle montre
que les variations spatiales du potentiel au voisinage d’un point, exprimées par son lapla-
cien, ne dépendent que de la densité de charges en ce point. Soulignons encore que cette
équation, décrivant une propriété locale du potentiel, ne contient aucune information
physique nouvelle par rapport a la loi de Coulomb ou au théoréme de Gauss, mais qu’il
s'agit simplement d’une formulation différente de I'électrostatique.

Dans les régions de I'espace présentant une densité de charges nulle, 'équation de
Poisson se réduit a :

V- (VP =0 (4.2)

Cette équation est connue sous le nom d’« équation de Laplace ». Elle s’applique non
seulement a Pextérieur des supports matériels de charges mais également a l'intérieur
d’un conducteur (nous verrons au chapitre 6 que la densité de charges a I'intérieur de ces
matériaux est strictement nulle, les charges se situant a la surface).

Déterminer le potentiel électrostatique revient donc a chercher les solutions de ces
équations différentielles en imposant comme conditions aux limites la valeur du potentiel
en certains points donnés de I'espace. Il n’existe malheureusement pas de théorie géné-
rale permettant de résoudre ces équations aux dérivées partielles, seules des méthodes
particulieres adaptées a chaque situation physique ont été développées.

Déquation de Laplace a été particulierement étudiée, 'ensemble de ses solutions,
appelées fonctions harmoniques, possédant quelques propriétés remarquables. Notons
également les méthodes de Dirichlet et Van Neumann développées dans le cas des
conducteurs a 'équilibre (voir chapitre 6).

Existence et unicité de la solution de I’équation locale du potentiel

Les équations de Poisson et de Laplace présentent une propriété essentielle : pour un
ensemble de conditions aux limites fixées, ces équations ont une solution et cette solution
est unique. En d’autres termes, il n'existe qu'un seul potentiel V' (7) vérifiant 'équation
locale et prenant en certains points de I'espace des valeurs fixées au préalable. Ce théoréme
d’existence et d’unicité est trés utile puisqu’il nous assure que toute solution, quelle que
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soit la maniére dont on I'a trouvée, est la bonne si elle satisfait aux conditions aux limites
et a I'équation locale du potentiel.

La démonstration générale de ce double théoréme (théoréme d’existence et d’unicité)
est longue, difficile et ”'apporte rien de plus sur le plan de la physique. Toutefois, pour nous
convaincre simplement de la validité de ce théoréme, nous présentons ici la démonstration
de l'unicité de la solution dans le cas de I'équation de Laplace lorsque les conditions aux
limites correspondent aux valeurs des potentiels imposées sur un ensemble de surfaces.

Considérons donc un ensemble de surfaces identifiées par 'indice 7 ( = 1,2,3,...).
Sur chacune d’elles, un potentiel noté ¥; est imposé. Le potentiel électrostatique V' (7)
doit vérifier, en tout point 7, 'équation de Laplace AV = 0 et satisfaire a 'ensemble

des conditions aux limites : ¥ = V; sur la ™ surface. Supposons qu’il existe deux
solutions distinctes ¥3(7) et V5(7) remplissant ces conditions. Recherchons la solution
correspondant a la condition 7; = 0 sur toutes les surfaces. D’aprés le principe de

superposition, cette solution vaudra V;(7) = V1(7) — V5(7) dans tout I'espace. Comme
V; vaut O sur toutes les surfaces et a 'infini, il existe nécessairement un point E de 'espace
n’appartenant pas aux surfaces §; pour lequel le potentiel V5 est un extremum, maximum ou
minimum que nous appellerons V. Par ailleurs, les solutions de I'’équation de Laplace
présentent une propriété remarquable connue sous le nom de « théoréme de la valeur
moyenne » qui nous dit que la valeur moyenne du potentiel sur une sphére quelconque est
égale a sa valeur au centre de cette sphére (la démonstration de ce théoréme est donnée
en fin de chapitre). Si nous appliquons ce théoréme a une sphére centrée sur E, la valeur
moyenne du potentiel sur la sphére devrait étre égale & Ve, mais par construction de
la spheére et définition de I'extremum, elle est nécessairement inférieure ou supérieure a
Vexe. Cette incompatibilité montre que V(7) ne peut étre que constant. Par continuité
avec le potentiel nul a l'infini, V,(7) est donc nul. Nous pouvons ainsi conclure quen
tout point de Uespace V1(7) = V5(7) et que la solution de I'équation de Laplace est
unique.

4.2. Exemple d'utilisation de I'équation locale

Calcul du potentiel et du champ créés par une sphére
chargée uniformément en volume

Soit une sphére isolante, de rayon 4, chargée uniformément en volume par une densité
volumique de charges p (fig. 4.1). Le potentiel créé par cette distribution de charges doit
vérifier 'équation de Laplace a Uextérieur de la sphére et celle de Poisson a I'intérieur, la
continuité du potentiel devant étre établie a la surface de la spheére.

La symétrie de la distribution de charge suggeére que nous utilisions les coordon-
nées sphériques (r, 0, ¢). Dans ce systtme de coordonnées, le laplacien a pour expres-
sion (voir annexe) :

20V 9V | cotanbdV | 10V I
r or ar? 200 72002  r2sin? 0 9¢?
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La symétrie de la distribution de charges permet d’affirmer que le potentiel ¥ ne
dépend ni de ¢ ni de 6 (voir chapitre 3). Aussi 'expression du laplacien se réduit-elle a :
20V 9V 19 (28V>

vy =220 107 - 29 (200
r or 972 72 Or rar

,\<VV

Fig. 4.1. Sphére isolante de rayon a uniformément chargée, p > 0.

A Pextérieur de la sphére chargée

Puisqu’il 'y a pas de charges a 'extérieur de la sphére, le potentiel doit vérifier 'équation

de Laplace :
10 14
WV=7—<ﬁ—>=0
re or or

Nous obtenons immédiatement par intégration :

14
7 A< =K = Cte
ar

En utilisant la relation E£(7) = —V ¥/, nous pouvons déterminer I'expression du champ
électrostatique a 'extérieur de la spheére :

— . K

E(#) = E.(nu, avec E.(r) = )

,

La constante K peut alors étre déterminée en appliquant le théoréme de Gauss. Sur
une sphére de Gauss de rayon 7, nous obtenons :

_p2

380

Lexpression du champ a I'extérieur de la sphére est ainsi totalement déterminée :

3
o ol Q
E(r) = E(T)er avec Er(r) o 38072 N 41T8072
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Q étant la charge totale portée par la sphere. Le potentiel V' (r) a I'extérieur de la sphere
est obtenu par intégration :

p  Q

3egr  4dmeyr

V(r) =

pourr» > a

Dans cette expression, le potentiel a 'infini est choisi comme origine des potentiels,
procédure légitime rappelons-le car il 0’y a pas de charges a 'infini.

A l'intérieur de la sphere chargée
A l'intérieur de la spheére isolante, la densité volumique de charges est par hypothése une
constante non nulle. Le potentiel doit donc vérifier 'équation de Poisson :

vy =12 (#‘mr)) =_F

% ar ar €0
] (rzaV(r)> _ pr?
ar ar )
En intégrant une premiére fois nous obtenons :
L,V (r) _ p_r3 K
or 3gg

Ce champ ne peut pas diverger au centre de la sphére (il doit étre nul par symétrie),
aussi avons-nous nécessairement KX = 0. Le champ électrostatique 4 I'intérieur de la
sphere s’écrit donc :

Do - r
E(7) = E/(r)u, avec E(r) = o
380
En intégrant cette expression, nous obtenons le potentiel électrostatique a l'intérieur

de la sphere :
V(ir) = — ﬁ +C
650 pourr<a
La continuité du potentiel a la surface de la sphére permet de déterminer la valeur de
la constante C : ; ,
N L N
3ega 6g(

Y

280

Vir=a) =

ce qui conduit a :

Nous obtenons ainsi 'expression finale du potentiel a I'intérieur de la spheére :
p(3a% — %)

Vir) = 600

pourr < a

Les variations de E,(r) et V(r) sont présentées respectivement sur les figures 4.2 et 4.3.
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Vi)

E(r)

r<a E(r) = kr

k3
r>a E(r):—a2
-

Fig. 4.2. Variations de E((r) en fonction de la  Fig. 4.3. Variations de V(r) en fonction de la
distance au centre de la spheére. distance au centre de la spheére.

Calcul du champ électrostatique au voisinage de I'axe de
révolution d’un disque chargé

Nous avons vu dans les chapitres précédents comment calculer le champ électrostatique
en des points particuliers de 'espace, appartenant généralement a des axes ou a des plans
de symétrie du systéme. Nous allons voir sur un exemple comment utiliser les équations
locales du potentiel pour calculer le champ électrostatique au voisinage de ces points.

Soit un disque de rayon R chargé
uniformément par une densité surfa-
cique de charges o > 0 (fig. 4.4).

La symétrie de cette distribu-
tion suggere d'utiliser les coordonnées

cylindriques (7, 6, z). Dans ce systéeme : M .
de coordonnées, le champ électrosta- ||  \B| T e ., z
tique en un point M situé sur I'axe de M'(r, 8, 2)

révolution 2 la distance z du centre O
du disque a pour expression :

E(0,0,2) = E,(0,0,2)7,

Fig. 4.4. Disque de rayon R uniformément chargé par

avec : une densité surfacique o.

o PS
E,0,0,2) = — <1 — 7)
2g VR2 + 22

Pour obtenir cette expression, nous avons utilisé la définition du champ électrostatique
créé par une distribution continue de charges (relation 2.10) et exploité les propriétés de
symétrie du systéme pour montrer que le champ était nécessairement suivant I'axe Oz. Si
maintenant nous voulons calculer ce champ électrostatique en un point M’ pres de l'axe
du disque, a la distance r de l'axe (r < z, r < R), ce champ n’a plus aucune raison d’étre
dirigé suivant 'axe Oz. Les simplifications introduites par la position particuliére du point
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M(0,0, z) disparaissent et le calcul direct de Een M (7,0, z) utilisant la relation 2.10
devient plus difficile. Nous allons voir comment exploiter '’équation locale du potentiel
pour contourner cette difficulté et calculer ce champ électrostatique. A Pextérieur du
disque, il n’y a pas de charges. I’équation locale que doit vérifier le potentiel est 'équation
de Laplace dont 'expression en coordonnées cylindriques est :

19 0E, 10E
VXV =~ =—(@Er) + + %) =0
ror 0z r 00

La symétrie axiale de la distribution de charges permet d’affirmer que la composante
orthoradiale Ey du champ électrostatique est indépendante de 9 :

9% _,
a0
L’équation de Laplace se réduit donc a :
19 oE, 19 oE,
-—((rE,) + =0 -—((rE,) = —
rar Bt rar ) T

Pour calculer la composante radiale du champ en M’, nous commencerons par calculer

E, i . ) . .
—— a partir de I'expression obtenue pour E(0, 0, z) (en toute rigueur, il faudrait calculer
P
IE,(r, 9, 2) 9E,(0,0, 2)
———— " etnon ———

0z z
et résoudrons ensuite 'équation différentielle correspondante pour E,(M’). Ainsi nous

obtenons :

, toutefois cette procédure est légitime puisque r < z)

oE, oR?
9z 2e0(R2 + 22)3/2

la composante radiale du champ électrostatique devant alors vérifier I'équation différen-

tielle
19 oR?
- (rEr)

r or 2e0(R? + 22)3/2
Apreés intégration nous obtenons :
orR?

E(r,0,2) = ————=75
(0,2) = @+ 2P

Notons qu'un développement au premier ordre du rapport E,/E, montre qu'au point
M(z, r) pour z > R, I'angle 6’ entre le champ et 'axe Oz est égal a 'angle 6 que fait la
direction OM avec I'axe Oz. En effet,

, E rR?
tan@’ = — = ~
E

23 (1+ &) <,/1+§—j1>

r T . o . ,

ortan®’ = —. Ceci indique que, loin de la distribution de charges, le champ électrosta-
Z

tique est égal, au premier ordre, a celui créé par une charge ponctuelle, placée en O, égale

a la charge totale du disque.

<

N
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Longueur d’écrantage - Longueur de Debye

Supposons un plan maintenu au potentiel /5 et immergé dans une solution électrolytique
constituée d’ions positifs et négatifs. Sous I'influence du champ électrostatique créé par ce
plan et par les autres ions, chaque ion, libre de se mouvoir dans la solution, va se déplacer
jusqu’a atteindre sa position d’équilibre. Nous allons montrer comment 'équation de
Poisson permet de déterminer le potentiel électrostatique au voisinage du plan et la
distribution spatiale des ions lorsque cet équilibre est atteint.

Pour simplifier le calcul, nous supposerons le plan infini; la densité de charges libres
p(x) enun point ne dépendra alors que de la distance x de ce point au plan. En coordonnées
cartésiennes, 'équation de Poisson 4.1 se réduit alors a :

Par ailleurs, on sait qu'a I'équilibre thermique, la concentration 7(x) d’ions de charge ¢
ne dépend que de leur énergie g7 (x) et de la température 7". Nous admettrons que cette
dépendance peut étre décrite par la relation :

V()
n(x) = nge ey

ou 7y représente la concentration d’ions loin de la plaque, k étant la constante de Boltz-
mann égale 2 1,38 10723 J/molécule X degré et 7" la température absolue. La densité
totale de charges s’exprime donc en fonction de ¥(x) puisque nous avons :

px) = gni(x) + (—g)n_(x)
p(x) = qno (e 7%@ — eqig))

En introduisant cette expression dans I'équation de Poisson, nous obtenons I'équation
que doit vérifier le potentiel V(x) :

24 gno ( ) () )
= o — e k7T — e kT

axz t)
Cette équation se résout facilement en intégrant par rapport a x aprés avoir multiplié les
deux membres de I'équation par 29~ Pour ne pas compliquer inutilement le probléme,
nous nous limiterons au cas des faibles potentiels et des températures élevées (¢V << kT')
(a la température ambiante de 300 K, k7" est voisin de 25 meV). Dans ce cas, nous
pouvons développer les exponentielles au premier ordre :

24 =g 4 0
kT
Léquation de Poisson devient :
0’V 292 1y
_ = — V
ax2 SokT (x)

La solution générale de cette équation est de la forme :

. . 2
V(x) = Ae*D + Be ™D avec D72 = ﬂ
SokT
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Les constantes A et B sont déter-
minées par les conditions aux limites
que nous avons imposées. 4 doit étre
nul, sinon le potentiel loin du plan
deviendrait infini et B, correspondant
a V(x = 0), est égal a V. Nous obte-
nons ainsi les expressions du potentiel
V(x) et de la densité de charges p(x) :

V(x) = Voe D
27 Vo
px) = —9:;‘1 Seb

Le potentiel électrostatique comme
la densité de charges correspondant a
I'équilibre thermique, représentés sur
les figures 4.5 et 4.6, décroissent de 1/¢
toutes les fois que l'on s’éloigne du plan
d’une quantité D appelée « longueur de
Debye ».

Au-dela de cette longueur caracté-
ristique, le potentiel et la densité de
charges varient beaucoup moins vite et
pourront donc étre considérés comme
constants, Ceci explique que parfois
cette longueur D soit également appe-
lée longueur d’écrantage : tout ion situé
au-dela de cette longueur ressentira un
potentiel nul, la redistribution des ions
faisant « écran » a 'existence d’un plan
au potentiel V. Dans le cas de solutions
électrolytiques, la longueur d’écran peut

Vx)4
Vo

Y

0 D

Fig. 4.5. Variations en fonction de la distance au plan
chargé du potentiel électrostatique V(x).

P(X)‘ D X

R

Fig. 4.6. Variations en fonction de la distance au plan
chargé de la densité d'ions p(x).

étre trés grande si la solution ne contient qu’une faible quantité d’ions ; si nous extrapolons
la démonstration que nous venons de faire au cas des électrons dans un métal ou dans un

semiconducteur, nous obtenons des longueurs de Debye respectivement de 'ordre de rA

ou du nm.

Complément : Théoréme de la valeur moyenne

sur une sphére

Dans les régions de 'espace ot il 'y a pas de charges, la valeur moyenne du potentiel sur
une sphére quelconque est égale 4 sa valeur au centre de cette spheére.

Pour démontrer ce théoréme, considérons une charge ponctuelle ¢ placée au point A
et une sphére fictive de surface § centrée a Uorigine (OA = 4).
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Cette charge crée en un point M de la sphére, distant de 7, un potentiel :

v = 7

41T80T

Par définition, la valeur moyenne de
ce potentiel sur la sphere s'écrit :

= 1
V=—//Vq(M)dS
§JJs
22// ds
S JJs 4meor

Pour calculer cette valeur moyen-
ne, nous allons supposer que la sphere

Fig. 4.7.

est chargée, sa charge ¢’ étant uniformément répartie sur sa surface avec la densité o = Z-.
Nous identifions Iénergie potentielle d'interaction U entre la charge ¢ et la sphere chargée,
exprimée soit en fonction du potentiel 7 créé par la charge ¢, soit en fonction du potentiel
Vi(A) créé par la spheére au point A.

Nous pouvons ainsi écrire par définition (voir chapitre 8) :

U= //Sa'Vq(M)dS = %//S VM) ds = ¢'v

99
U=qgV,4) =
7V 41regd

Cette derniére équation est obtenue simplement en utilisant le fait que le potentiel
créé par la sphére au point A est le méme que celui qui serait créé par une charge ¢’
placée au centre de la sphere (voir chapitre 3). En égalant les deux expressions de I'énergie
d’interaction, nous obtenons :

7v=_1
41regd
Nous constatons que ce potentiel moyen est égal a la valeur du potentiel créé par ¢
au point O. Le principe de superposition permet d’étendre cette démonstration a toute
distribution de charge. La proposition est ainsi démontrée.

Exelcices

EH Calculer, & partir de I'équation de Laplace On place alors un charge positive g’, de masse
ou de Poisson le champ et le potentiel électro- m’ en O.

statiques créés en tout point de I'espace par un a. Montrer que le potentiel V(x,y) d'un point
cylindre homogene infini de rayon a, de densité M(x, y) trés proche de O est donné par :
volumique p.

1 92V
V(x,y) = %oa + §(><2 +y)

ox2
Bl On considere un carré ABCD de coté x
av?2, de centre O. Sur chaque sommet du b. Calculer directement le potentiel V(x,0) en
carré, on place une charge positive g fixe, de un point M(x, 0) trés proche de O a partir des

masse m. potentiels V(A), V(B), V(C) et V(D).
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c. En déduire que
PV g
9x2 2meoa3

et la valeur du potentiel V(x, y).

d. Montrer que la position d'équilibre est stable
dans le plan du carré et instable sur un axe ortho-
gonal au plan du carré.

e. On écarte, dans le plan, la charge g’ de sa
position d'équilibre. Donner I'équation du mou-
vement de la charge g’ et calculer la période des
petites oscillations dans le plan du carré. Quel
serait le mouvement de g’ si on I'écartait hors
du plan?

f. Reprendre I'ensemble des questions précé-
dentes en supposant maintenant que la charge
q’ est négative.

EJ soit un champ électrostatique tel que
E = E U, + E; U, présente une symétrie de révo-
lution autour de I'axe Oz dans une région de I'es-
rof,

pace vide de charges. Montrer que Er ~ — 5 =.

I3 On peut considérer que le potentiel :

q e—r/a

V(r) =
" 4dmeg T

est créé par une charge ponctuelle g placée en O
et une charge de densité volumique p(r) répartie
dans tout I'espace.
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a. Calculer la densité volumique p(r) de cette dis-
tribution et le potentiel qu'elle crée en r = 0.

b. Donner I'ordre de grandeur de V(0) sia = 1 A
etg=16-10""2C.

Indice. On utilisera I'équation de Poisson en
coordonnées sphériques.

EF On considére un plasma en équilibre ther-
mique constitué d'ions et d'électrons dont les
densités particulaires autour d'un ion positif sont
Nions = Noe~*V® et ny = noe™V® ol V(r) est le
potentiel créé en M a la distance r de I'ion positif
pris comme origine et a dépend de la tempéra-
ture T (e = ).

a. Déterminer la densité particulaire en M et cal-
culer a a la température de fusion thermonu-
cléaire T = 107 K ou existe le plasma. L'approxi-
mation gV(r) < kT parait-elle justifiée ici ?

b. Ecrire I'équation de Poisson en M et mon-
trer que dans I'approximation qV(r) < kT, V(r)
est bien représenté par le potentiel de Yukawa
V() = Se~r/a,

c. Trouver I'expression de la longueur de Debye
du plasma et sa valeur si ng = 1020 m=3.

d. Comparer le potentiel V(r) a celui créer par
I'ion positif situe en O et montrer que les charges
qui I'entourent jouent le role d'écran. Quel est le
potentiel d'écran?



Chapitre f

Dipﬁles et multipoles électriques

Parmi les distributions de charges, les systémes constitués de deux charges de
méme grandeur et de signes opposés, les dipoles électriques, jouent un réle tout
aussi important en électrostatique que les charges ponctuelles. En particulier, loin
d’une distribution quelconque de charges globalement neutre, le potentiel qu’elle
engendre peut souvent étre assimilé a celui que créerait un dipdle associé a cette
distribution. Dans ce chapitre, nous présenterons les principales caractéristiques
des dipoles et la méthode dite du « développement multipolaire » utilisée pour le
calcul du potentiel approché loin d’une distribution quelconque de charges.

5.1 Ensemble de deux charges électriques de méme grandeur et de signes opposés
Potentiel électrique créé par le systéme (+ ¢, —¢)

Champ électrique créé par le systéme (+ ¢, —¢)

Moment dipolaire

5.2 Notion de développement multipolaire
Développement multipolaire du potentiel créé par une distribution discréte de charges
Développement multipolaire du potentiel créé par une distribution continue de charges

5.3 Exemple de distributions multipolaires
Dipole moléculaire

Champ et potentiel créés par deux distributions sphériques de signes contraires,
légerement décalées

e Dipoles ¢ Multipoles ¢ Moment dipolaire
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5.1. Ensemble de deux charges électriques
de méme grandeur et de signes opposés

Nous ne préciserons plus a partir
de maintenant le caractére électrosta-
tique du champ et du potentiel puis-
qu’il est désormais supposé acquis que
ce caractére ne sapplique qu’a des
champs et des potentiels créés par des
charges statiques. Nous allons étu-
dier le potentiel et le champ électrique

créés par un systéme de deux charges A X
électriques de méme grandeur et de —q FA z
signe opposé et montrer qu’un tel sys- a

ttme peut étre considéré dans cer-  pig. 5.1. Dipsle électrostatique.

taines conditions comme un « objet

électrique » a part entiere, le « dipole électrique », ayant autant d’importance que
« Pobjet électrique » « charge ponctuelle ». Considérons donc deux charges, ga et gg,
ga = —gB = —g¢, séparées par une distance a. Leurs positions seront notées respecti-
vement 7 5 et 7, on prendra par commodité lorigine des espaces au milieu O de AB,

7a = —7p (fig. 5.1).

Potentiel électrique créé par le systéme (+ ¢, —¢)

D’apreés le principe de superposition, le potentiel électrique, créé par cet ensemble de deux
charges en un point M quelconque caractérisé par sa position 7, est égal a :

V(7) = 7 + 7

_41780|?—?A| 4mgy |7 — 73]

B q 1 1
dmeg \ |7 — 74 |7 — 73]

Les distances |7 — 74| et | 7| peuvent s'exprimer en fonction des coordonnées sphé-
. . ] 4

riques (7, 8, ¢) du point M, I'axe contenant les deux charges étant confondu avec Oz. Pour

calculer le champ et le potentiel en un point situé sur I'axe de révolution ou dans le plan

médian, il sera plus commode d’utiliser les coordonnées cartésiennes. Nous obtenons :

(5.1)

a
7= Fal’ = (F = 72)-(F = 7a) = L + 7 + arcost
2
= ;2 1+ﬂ—+¢—zcosﬁ
42 7
i (5.2)
a
F— 7ol = (F = ) (F = F) = T +#7 — arcost

5 P a
1+ — — —cos9
472 7
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Le potentiel V(7) s'écrit donc :

—1/2 -1/2
V(7)=— 7 <1+£+fcosﬂ> —<1+i—fcose> (5.3)

4megr 472 ¥ 472y

Notons que ce potentiel est indépendant de 'angle ¢, conformément a I'invariance
par rotation autour de I'axe Oz de systéme de charges.

Cette expression donne le potentiel créé en tout point de I'espace. Elle est peu utilisée
sous cette forme compléte. En effet comme nous le verrons au paragraphe 5.2, dans la
plupart des cas on ne souhaite connaitre le potentiel qu’en un point éloigné d’un tel systeme
de charges et une expression approchée de ce potentiel est alors suffisante. Calculons cette
expression approchée. Si les distances AM et BM sont trés grandes devant la distance a
entre les charges, nous pouvons effectuer le développement limité des expressions 5.2
en fonction de la variable a/r. Nous obtenons ainsi au premier ordre (rappelons que st
e<1,(14+e)">~1+ne):

1 1—(£)cos6
|7—?A|~r,/1+t—lcosﬁ et — ~ (2’)
r |7 — 74l r

1 1+ (£)cosH
|7 — 7|~ 7 1—Zc056 et s~ (27)
\ r |7 — 73| r

En introduisant ces distances dans I'expression 5.1, nous obtenons le potentiel calculé
en un point M éloigné de la distribution de charges :

gacos b

4mregr?

V(7) = (5.4)

Champ électrique créé par le systéeme (+ ¢, —¢)

Le champ électrique créé par le systéme de charges (+¢, —¢) peut se calculer exacte-
ment, soit en utilisant la définition donnée au chapitre 2, soit en appliquant la relation
E = —V TV au potentiel donné par la relation 5.3. Ce calcul exact est rarement utile et
une expression approchée correspondant au champ électrique créé en un point éloigné
du dipdle est la plus souvent employée. Pour calculer cette expression approchée, il suffit
d’appliquer la relation £ = —VV au potentiel approché 5.4. La symétrie axiale de
révolution impose au potentiel d’étre indépendant de I'angle ¢, le champ électrique ne
présentera donc aucune composante suivant ., puisqu'elle est proportionnelle 97 /d¢.
Ainsi, seules les composantes suivant z, et #g sont non nulles (il en serait de méme bien
entendu dans le cas du calcul exact du champ électrique) :

E(7) = E(r,0,¢) = EA(r,0,9)d, + Ey(r, 0, )

avec
14
Er(r) 67 ('P) = - (55)
ar
19V
E =2 .
9(7> 6, ('P) r 90 (5 6)
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Nous obtenons ainsi les expressions approchées du champ électrique :

1 2gacosH
Er(r) 97 ‘P) = 4 973
TTEQ r
1 gasin® 5.7
By 0,0) = —— 15 G-7)
TEQ r
Ey(r,0,¢) =0

Nous pouvons également calculer le module du champ électrique :

E=_1 V1+ 3cos?0

41T80 7”3

Les lignes de champ électrique associées a un tel systéme de charges sont présentées sur

la figure 5.2.

lignes .
de champ ——

surfaces I /

équipotentielles

Fig. 5.2. Lignes de champs et surfaces équipotentielles créées par un dipéle électrostatique.

Remarquons que le champ électrique en un point M appartenant au plan médian
(6 = %) a pour expression :

E ( ™ > 1 ga
s 3> = Y
b ® 4mreg 13
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Ce vecteur correspond a un champ électrique perpendiculaire au plan médian, résultat
en accord avec l'argument de symétrie qui indique que le champ électrique en tout point
appartenant & un plan d’antisymétrie électrique doit étre perpendiculaire a ce plan (voir
chapitre 3). De la méme maniére, selon les relations 5.7, le champ électrique calculé en
un point M situé sur 'axe Oz (0 = 0) est dirigé suivant #, c’est-a-dire le long de Oxz.
Comme précédemment, ce résultat aurait pu étre anticipé par des arguments de symétrie.
En effet, puisque M appartient 4 une infinité de plans de symétrie contenant Oz et que
le champ doit, dans ces conditions, également appartenir a cette méme infinité de plans,
il ne peut étre dirigé que selon 'axe Oz.

Moment dipolaire

Nous allons voir dans ce paragraphe que loin d’un systéme constitué de deux charges de
méme grandeur et de signe opposé, ga et ¢ situées respectivement aux points 7 5 et 7g,
le potentiel et le champ électriques peuvent étre considérés comme créés par un « objet
électrique » unique, caractérisé par sa position 7 et une grandeur vectorielle ]_5 appelée
« moment dipolaire électrique ».

Par définition, le moment dipolaire associé a cette distribution de charges est égal a :

P =gata+ g = —¢(Fa— 7p)
et sa position est caractérisée par :
7a+ 7B
2

En appliquant ces définitions 4 'exemple présenté au paragraphe 1, nous obtenons :

= (—q)7a + (+¢) 7B = qai,
=0

SN

Loin des charges, le potentiel et le champ électrique, donnés par les relations 5.4 et 5.7,
s'expriment alors simplement en fonction de ce moment ﬁ Ainsi en un point M(r, 6, ¢)
loin du dipole

- ; : er
V(7)) = £~ 5.8
(7) 4mgor? G-8)
1 2p- 4
E(r,9,¢) =
.6, ) 4meg 1
oo 1 3.
EON B 0,9 = —— L% 69
4mey 73
Ey(r,0,¢) =0

Nous dirons des expressions 5.8 et 5.9, qu'elles décrivent « le potentiel et le champ
créés au point 7 par un dipdle p = gaii,, placé a lorigine ». Cette formulation ne doit
toutefois pas nous faire oublier que ces expressions ne sont valables que pour des distances
7 grandes devant la distance entre les charges constituants le dipdle. L'unité du moment
dipolaire devrait étre le Coulomb-meétre, toutefois il est d’usage d’utiliser le Debye, un
Debye correspond a % +107%° C.m.
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5.2. Notion de développement multipolaire

Considérons maintenant une distribution de charges quelconque et supposons que nous
voulions déterminer le potentiel électrique créé par cette distribution en un point situé a
une distance grande devant ses dimensions. Formellement, ce potentiel peut étre calculé
exactement en utilisant les définitions du chapitre 2; toutefois, lorsque la distribution
présente peu de symétries permettant de le simplifier, ce calcul n'est pas toujours pos-
sible. Par ailleurs, et y compris pour une distribution trés symétrique, il n'est pas non
plus toujours nécessaire de déterminer ce potentiel avec précision, un calcul approché
étant parfois largement suffisant pour rendre compte des effets observés. Dans ces deux
situations, il convient d’utiliser une méthode permettant une évaluation approchée du
potentiel a grande distance. C’est cette méthode, dite « du développement multipolaire »
de la distribution que nous discuterons maintenant, en commengant par le cas d’une
distribution discréte.

Développement multipolaire du potentiel créé
par une distribution discréte de charges

Considérons donc la distribution discréte (g, 7;) pré-
sentée sur la figure 5.3. Par définition, en vertu du
principe de superposition, le potentiel en un point M
caractérise par sa position 7 est donné par :

V(7) = Z#_, (5.10)

4?80‘?— Ti‘

i

Nous pouvons écrire pour chaque distance |7 — 7;| : ~ Fig- 5-3. Distribution discréte (q;, ri)

de charges.
- o2 . S o
7 =7 =GF=7)-(F—7)
= 7'2+r-12—27’ric039-1
1 1 1
‘?_71’ r I riz
1—2—c056i+—2
r r

0; étant I'angle entre 7 et 7. Puisque nous nous intéressons uniquement au potentiel et
au champ électriques créés en un point M éloigné de cette distribution, nous pourrons
considérer chaque 7, < 7 et développer toutes les distances en puissance du rapport 7, /7.
Nous pourrons ainsi écrire pour chaque charge ¢; :

R

1 1 7
=—11+ —cosb; +
r

- — =
|7"—7"i‘ r

(3C0829i—1)+--->

N =
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En introduisant ce développement dans l'expression 5.10, nous obtenons pour le
potentiel au point M :

_ g | qini 1 qi’i2 2
V(M) = Z (— + r—zcosei + 57(3cos 0;—1)+ - ) (5.11)

41re r

1

Notons que nous n’avons fait encore aucune approximation, il ne s’agit 1a que d’'un
simple changement d’écriture du potentiel exact V(7).

Laméthode du « développement multipolaire » de la distribution consiste & approximer
le potentiel V(7) créé par la distribution de charges au potentiel calculé en ne retenant
qu'un nombre limité de termes du développement 5.11, ce nombre dépendant du degré
de précision souhaité. Examinons plus en détails chacun de ces termes.

Le premier de ces termes est égal a :

e

dmtey 1

la somme ) ¢; représentant la charge totale associée a la distribution, ce terme en 1/7
est celui que nous aurions obtenu si la charge totale était placée a l'origine. Ceci se
comprend aisément : « vue de loin », la distribution de charges apparait en premiére
approximation comme une seule charge ponctuelle. Si cette charge totale est non nulle,
cette seule contribution « monopolaire » peut étre suffisante, si on le souhaite, pour décrire
le potentiel V(7). Dans le cas contraire, il est indispensable de considérer le terme suivant
dans le développement 5.11. En effet, le potentiel nul auquel conduit 'approximation
« monopolaire » peut avoir deux origines : soit le potentiel est réellement nul, soit ce
résultat particulier est da au caracteére trop grossier de I'approximation.
Interprétons le second terme égal a :

1> gir; cos b;
41reg r2
En introduisant le vecteur ]_5 = > . qi7;, nous pouvons réécrire cette contribution
sous la forme :
1 p-i,
4mey 72

Cette expression est strictement identique  celle que nous avons obtenue en 5.8 dans
le cas du dipole. Ce n'est pas un hasard. Le vecteur p est le moment dipolaire associé 4
cette distribution, généralisation a plusieurs charges du moment défini au paragraphe 5.1.
Nous pouvons en effet nous représenter ce moment comme celui du dipéle constitué
par une charge ponctuelle, somme de toutes les charges positives contenues dans la
distribution située en leur barycentre, et par son équivalent correspondant aux charges
négatives. Cette contribution est la contribution dipolaire électrique au potentiel. Elle
signifie qu’en seconde approximation, il convient de considérer non plus la charge totale de
la distribution, mais également les positions relatives de ses charges positives et négatives.
Sila charge totale est nulle, ce terme sera la premiére contribution au potentiel approché;;
dans le cas contraire il s’agira d’une petite correction au terme principal donné par la
contribution « monopolaire ».
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Si la charge totale est nulle et que le moment p lest également, il faudra prendre le
terme suivant dans le développement 5.11 :

1 > g2 (3cos® 6, — 1)

3

8eg r

Indiquons sans rentrer dans les détails, que cette troisieme contribution, dite quadrupo-
laire, rend compte de la fagon dont les charges positives et négatives se distribuent autour
de leurs barycentres respectifs.

Développement multipolaire du potentiel créé
par une distribution continue de charges

Considérons maintenant une distribution volu-
mique de charges caractérisée par une den-
sité p(7’) (fig. 5.4) et déterminons le potentiel
qu’elle crée en un point M(7) tres éloigné.

La procédure que nous venons de dévelop-
per pour une distribution discréte se généralise
au cas de cette distribution continue. Comme
nous 'avons vu au chapitre 2, le potentiel élec-
trique exact créé par cette distribution au point
M s’obtient par intégration, sur tout le volume
chargé, du potentiel élémentaire créé par un élé-
ment infinitésimal de charge p(7) dT centré au point 7’. Nous pouvons ainsi écrire :

O e [ 7

En procédant comme au paragraphe précédent, nous obtenons 'expression du potentiel
en un point M, éloigné de la distribution, en puissance de 7’ /7 :

r )_m< // (Hl)d”—///p(r)r cos O dr
3///Vp(‘r’)r’2(3cosze1)dT...>

ol 0 dépend de 7’ et représente I'angle entre les vecteurs 7 et 7.

Dans le premier terme de cette expression, I'intégrale représente la charge totale
associée a la distribution. Nous reconnaissons la la contribution « monopolaire » au
potentiel (7). La densité p(7) pouvant étre localement positive ou négative, la seconde
intégrale prend en compte I'écart entre les centres de gravité des distributions de charges
positives et négatives. Il s’agit du terme « dipolaire ». Le troisiéme terme correspond a la
contribution quadrupolaire au potentiel.

Fig. 5.4. Distribution volumique de charges.
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5.3. Exemple de distributions multipolaires

Dipoéle moléculaire

De nombreuses molécules neutres présentent des distributions de charges qui leur
conférent un moment dipolaire permanent : ce sont les molécules polaires.

La molécule d’eau est une de ces molécules, calculons son moment dipolaire. Une
molécule d’eau, H, O, peut étre considérée en premiére approximation comme un systéme
de trois charges : I'atome d’oxygene porte la charge négative g1 = —2e tandis que les deux
atomes d’hydrogéne portent chacun la charge positive ¢ = ¢3 = e. Comme I'indique
la figure 5.5, les trois atomes sont situés respectivement aux points G_, A, B, la liaison
O-H est de longueur = 1 A et I'angle « entre les deux liaisons vaut 104"

Le moment dipolaire de la molécule d’eau est égal par définition a :

3 = (—20)0G_ + (¢)OA + (¢)OB

Enintroduisantle point G 1, barycentre des charges positives, correspondant au milieu
de AB, nous obtenons :

$ = (—200G_ + ¢(OG+ + G4A + OG, + G+ B)
= (—2¢)OG_ + 2:0G.

; = 2€G_G+

Le module de ce moment est égal a 2ed cos 5 et vaut 1,97 - 107% C.m, soit 5,9 Debye.

A H:qp=+e
G,
0
104°
G_ B
O:q1=-2e H:g3=+4e

Fig. 5.5. Répartition des charges dans une molécule d'eau.

En fait, les mesures expérimentales conduisent a un moment dipolaire permanent de
1,51 Debye. La raison en est que les charges ne sont pas strictement localisées, mais
sont réparties sur des « nuages électroniques » autour des noyaux atomiques. Le moment
mesuré correspond a des charges effectives localisées de l'ordre de 0, 5e sur l'oxygéne et
d’un quart d’électron sur les hydrogénes.
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A titre de comparaison, nous donnons ci-dessous les valeurs des moments dipolaires
de quelques molécules :

NH; ammoniac 1,47 D
HC1 acide chlorhydrique 1,08 D
CHClL chloroforme 1,06 D
CH;COOH  acide acétique 1,70 D
CH;COCH;  acétone 285D

Champ et potentiel créés par deux distributions sphériques
de signes contraires, légerement décalées

Considérons deux sphéres de méme rayon R, de centres O et O, différents, ayant des
densités volumiques de charges uniformes opposées, +p et —p (fig. 5.6). Le champ
électrique créé par cette distribution de charges en un point M est la superposition des
champs créés par chacune des spheres.

Ei(M)

EM) =E{M) + E2(M)

zone de
densité
nulle

distribution de densité distribution de densité
uniforme positive uniforme négative

Fig. 5.6. Champ électrostatique crée par deux sphéres chargées uniformément de signe opposé.

A Pextérieur du domaine occupé par les charges, chaque sphére crée un champ égal a
celui qui serait créé par sa charge totale ramenée a une charge ponctuelle placée en son
centre (voir chapitre 3). A extérieur de la distribution de charges, ce systéme se comporte
donc comme deux charges ponctuelles %"R3 p et —%’TR3 p situées respectivement en O
et O,. Le moment dipolaire associé a cette distribution est par définition égal a :

—

47 —
P = —?R3p0102

Loin des deux sphéres, le potentiel et le champ électriques pourront étre calculés en
introduisant cette expression du moment dipolaire p dans les relations 5.4 et 5.7. Notons
que le champ électrique dans la zone commune aux deux sphéres est quant a lui uniforme.
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En effet, le champ électrique au point M, somme des champs créés par chacune des
sphéres calculés séparément en appliquant le théoréme de Gauss, a pour expression :

EM) = E;(M) + Ey(M) =

Développement

&
(O}
L=
O
@
S
K Les fibres musculaires cardiaques sont des
générateurs électriques. Ceux-ci créent dans
le cceur et dans son voisinage des distri-
butions successives de charges qui déter-
minent a la surface du corps une distri-
bution de potentiels. En mesurant la diffé-
rence de potentiel entre des points arbitraire-
ment choisis on évalue |'activité électrique du
coeur et, par voie de conséquence, son bon
fonctionnement. Cette technique s'appelle
I'électrocardiographie. Durant un cycle com-
plet, une fibre cardiaque passe par quatre
phases :

- la phase diastolique, toute la fibre est au
méme potentiel, dit potentiel de repos;

- la phase d'activation, certaines parties de
la fibre passent du potentiel de repos au
potentiel d'activation, la fibre est alors
assimilable a un dipéle dit « d'excitation » ;

— toute la fibre est activée, la fibre est au
méme potentiel d'activation et ne pré-
sente plus de dipole;

Exercices

[l Considérons une distribution de trois charges
ponctuelles alignées sur I'axe x’x : une charge
négative —2q est située a |'origine O et les deux
charges positive g sont situées de part et d'autre
en x = —a et x = +a. Lensemble est appelé
« quadrupdle linéaire ». Soit P un point quel-
conque repéré par sa distance r a I'origine et par
I'angle 6 entre OP et I'axe x'x.

a. Calculer le potentiel créé en P par cette distri-
bution en fonction de g, r, a et 6 dans le cas ou
P est suffisamment loin de O pour que r soit trés
grand devant a.

pOIM  pO:M _ | 00,0,

380 380 380

Electrocardiologie et modeéle de Einthoven

- la fibre se désactive, certaines parties
reprenant leur potentiel de repos; la fibre
est assimilable a un dipdle, dit « de restau-
ration », opposé au dipdle d'excitation.

En généralisant ce fonctionnement a I'en-
semble des fibres du cceur et si on mesure
le potentiel a une distance grande devant la
distance qui sépare les dipdles élémentaires,
on peut assimiler le cceur tout entier a un seul
dipéle variant au cours du temps. Les élec-
trodes sont placées sur les épaules gauche
et droite et sur le pubis, I'ensemble pou-
vant grossierement étre assimilé & un triangle
équilatéral dont le coeur serait le barycentre.
En mesurant et enregistrant (électrocardio-
gramme) au cours du temps les différences
de potentiel entre ces points, on reconstitue
I'évolution du dipdle cardiaque. En compa-
rant les allures de ces spectres a celles d'un
ceeur sain ou affecté de diverses pathologies,
cette technique est un outil de diagnostic
efficace.

b. En déduire le champ électrique en P dans ces
conditions.

c. Cette distribution présente-t-elle un moment
dipolaire ?

Bl un quadrupdle électrique est formé de
quatre charges ponctuelles placées aux sommets
d'un carré ABCD de centre O et de coté égal a
a : deux charges positives sont situées en A et C,
deux charges négatives en B et D.

a. Calculer le potentiel en un point M quelconque
situé a une distance r du centre O du carré, en
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fonction de a, g et 6 I'angle entre OM et la droite
AC. Simplifier I'expression obtenue en supposant
r>a.

b. Donner I'expression du champ électrique en
M.

[} Une charge est uniformément répartie le long
d'un segment de droite de centre O et de lon-
gueur a, dirigé selon un axe Oz.

a. Montrer que le potentiel V en un point M de
coordonnées x, y, z s'exprime en fonction de la
distance de M a O par :

1 In Jrr—az+a2/4+aj2 -z
4meoa  \/r2+az+a?/4d—aj2 -z
b. Donner |'expression du terme monopolaire V1,
montrer que le terme dipolaire V, = 0 et que
terme quadrupolaire V3 est tel que
V3 = (Qa?/96meor)(3cos? 6 — 1)
c. Pour quelle distance r au centre de la charge,

le moment quadrupolaire est-il inférieur au cen-
tieme du terme monopolaire ?

d. Retrouver V, et V, en développant I'expres-
sion de V jusqu'au terme en ,12

A a. On rapproche les deux distributions de
densités volumiques +p et —p de I'exercice 3
(figure ci-dessous a gauche) afin qu'elles se
superposent presque complétement. On a repré-
senté ci-dessous (droite) une coupe a z donné;
les deux centres de distributions O et O’ sont
distants de / ol | < a (/ peut étre choisi arbitrai-
rement petit, le produit p restant constant).

Az Az

i
N N

+p —p
:0 (o)

= <=
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e Montrer que la distribution de charges obtenue
peut étre vue comme une distribution superfi-
cielle le long de la surface extérieure de ce nou-
veau cylindre, de densité o = o cos 6, ou 6 est
I'angle d'un rayon avec I'axe de symétrie dans le
plan z = Cte de la distribution. Donner I'expres-
sion de o en fonction des données du probléme.

e Calculer le champ et le potentiel en tout point
de I'espace a I'intérieur et a I'extérieur de la dis-
tribution o = o cos®. Montrer que le champ
(ou le potentiel) a I'extérieur de la distribution de
charges est di a une chaine infinie de dipdles.

e Calculer le module du moment dipolaire par
unité de longueur de cette chaine de dipdles et
préciser son orientation. Comparer les expres-
sions de E et de V a celles obtenues pour un
dipole constitué de deux charges +q et —q sépa-
rées par la distance /.

o Vérifier la valeur de la discontinuité de la com-
posante normale du champ a la traversée de
la nappe superficielle de densité o ainsi que la
continuité de la composante tangentielle.

b. On place maintenant une distribution
superficielle cylindrique de rayon R telle que
o = ggcos® pour r = R dans le champ uni-
forme E = Eqlix oU Eq est choisi pour que le
champ a I'intérieur du cylindre soit nul.

Calculer la nouvelle distribution de potentiel en
tout point extérieur a la distribution; on choi-
sira |'origine des potentiels sur la surface de la
distribution.




Chapitre f

Conducteurs a I équilibre

Les conducteurs présentent la particularité de posséder des charges électriques
libres de se déplacer trés rapidement dans tout le matériau. Cette caractéristique
leur confére des propriétés électrostatiques spécifiques que nous détaillerons dans
ce chapitre. Nous décrirons les propriétés liées 4 un ensemble de conducteurs a
I'équilibre et introduirons les notions de capacités et capacités mutuelles. Enfin les
méthodes permettant de calculer les champs électriques et les potentiels a 'extérieur
d’un systeme de conducteurs a I'équilibre seront discutées, en particulier la méthode
dite des images.

6.1 Définition d’un conducteur

6.2 Conducteur a I'équilibre

Un conducteur a I'équilibre est une équipotentielle
Distribution de charges : charges de surface

Champ électrique au voisinage d’un conducteur a I'équilibre

6.3 Capacité d'un conducteur unique isolé

6.4 Phénomeénes d’influence

Charges par influence

Théoréme des éléments correspondants
Influence totale

Effet d’écran

6.5 Ensemble de conducteurs a I'équilibre
Etats d’équilibre ’un systéme de conducteurs
Capacité et capacité mutuelle

6.6 Condensateurs et groupement de condensateurs
Définition d’un condensateur
Groupement de condensateurs

6.7 Champ et potentiel a I'extérieur d’un systéme de conducteurs a I'équilibre
Problémes de Dirichlet - Probléme de Neumann
Méthode des « images »

e Conducteur a I'équilibre e« Capacité o Capacité mutuelle o Condensateur
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6.1. Définition d’un conducteur

Définition : Un conducteur est un corps dans lequel il existe un grand nombre de charges élec-
triques qui sont susceptibles de se déplacer librement.

Les conducteurs les plus connus sont les métaux. Il existe aussi des électrolytes, systéme
dans lesquels des ions libres peuvent se déplacer. Nous n'en parlerons que ponctuellement,
les résultats présentés dans les paragraphes suivants étant tout a fait généraux et applicables
a cette classe de matériaux.

Revenons a la description microscopique d’'un métal. Dans un métal monovalent
comme le cuivre (Z = 29) ou le sodium (Z = 11) il y a un électron libre par atome;
dans les métaux divalents comme le calcium (Z = 20) il y a deux électrons libres par
atome. Ces électrons, dits de conduction, ne sont plus associés 4 un noyau particulier
mais sont libres de se déplacer d’un bout 4 'autre du métal. Un conducteur peut donc étre
considéré comme un réseau d’ions positifs, rigidement liés les uns aux autres, ne pouvant
que vibrer autour de leur position d’équilibre et d’'un gaz d’électrons libres de se déplacer.
Ces électrons de conduction sont en trés grand nombre, leur densité # est de I'ordre de
103 électrons/m3 et leur vitesse moyenne est de quelques milliers de km /s.

Les conducteurs métalliques se caractérisent donc par une grande quantité d’électrons
pouvant se déplacer librement et trés rapidement dans le matériau. Cette spécificité des
conducteurs est a I'origine de propriétés électrostatiques particuliéres, propriétés que nous
allons maintenant étudier.

Développement

Activité d'une solution électrolytique

Recheche g

Les solutions électrolytiques (solutions de
sels, de bases et d'acides) sont constituées
d'ions ou de particules chargées électrique-
ment : les unes positivement, les cations, les
autres négativement, les anions, ces charges
sont libres de se mouvoir dans la solution.

Si I'on se place a I'échelle microscopique, la
répartition uniforme des charges et I'élec-
troneutralité de la solution ne sont pas res-
pectées. Au voisinage d'un ion positif, il y a
davantage d'ions négatifs que d'ions positifs
(voir le calcul de la longueur de Debye). Tout
ion devra donc se déplacer avec son envi-
ronnement, son mouvement étant d'autant
plus difficile que la concentration de I'élec-
trolyte sera importante. Ainsi les forces élec-
trostatiques entre les différents constituants
de I'électrolyte empéchent-elles leurs mou-
vements « libres », ces forces ne permettent
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pas aux électrolytes de se comporter comme
des solutions ordinaires.

Pour prendre en compte ces effets, il
conviendra pour bon nombre de propriétés
(diffusion, pression osmotique...), de décrire
un électrolyte de concentration C comme
une solution ordinaire de concentration A,
dite activité de I'électrolyte, la concentration
C et 'activité A étant reliées par la relation
A = vyC.

A titre d'exemple, nous pouvons considérer
une solution de NaCl :

concentration 3 Y 1

de Na* (g/1) 10 10 10
activité _3 > 1

de Na* (g/1) 0,910 0,810 0,710

Comme nous pouvons le remarquer le coef-
ficient y tend vers 1 lorsque la concentration
C tend vers 0.



6.2. Conducteur a I'équilibre

Commencons par étudier le cas d’'un conducteur unique, c’est-a-dire isolé dans I'espace.
Nous supposerons dans la suite de I'exposé que ce conducteur est homogene et 4 tempé-
rature uniforme. Par définition, ce conducteur est a 'équilibre si la vitesse moyenne de ses
électrons libres par rapport au réseau d’ions est nulle. Cette définition est associée a un
comportement a I'échelle macroscopique du systeéme d’électrons. Tout se passe comme
si les électron n’étaient soumis a aucune force macroscopique. Bien entendu, a I'échelle
microscopique les électrons demeurent mobiles et entrent perpétuellement en collision.

Un conducteur a I’équilibre est une équipotentielle

La définition précédente d’'un conducteur a 'équilibre permet d’en établir une seconde,
équivalente. Nous allons montrer que I'ensemble des points d’un conducteur a I'équilibre
ne peuvent étre qua un seul et méme potentiel électrostatique, Par la suite, cette propriété
constituera la nouvelle définition d’un conducteur a I'équilibre.

Selon la définition, un conducteur est a I'équilibre si ses électrons libres, dans leur
ensemble, ne sont soumis 2 aucune force macroscopique. Puisque nous ne considérons
ici que des conducteurs homogenes et a4 température uniforme, ceci revient a dire que le
champ électrique macroscopique a I'intérieur du conducteur est nul :

E(¥)=0
Puisque ce champ électrique dérive d’un potentiel V' (7), ona:
E(7)=-VV(#)=0
ceci revient a dire que le potentiel électrostatique est le méme en tous points du conduc-
teur :

V(7) = Cte

Ceci constitue la propriété fondamentale d’un conducteur a I'équilibre.

Approfendissement

Lorsque nous avons étudié la longueur  démonstration, il doit en fait étre caracté-
d'écrantage au chapitre 4, nous avons vu  risé par un potentiel constant dans tout le
que la distribution d'équilibre est associée a  matériau. Toutefois, dans le cas des métaux,
un champ électrique non nul dans I'électro-  |'approximation que nous avons faite est jus-
lyte sur une épaisseur de I'ordre de la lon-  tifiée, la longueur de Debye D correspon-
gueur de Debye. L'équilibre ne peut donc dant a I'extension du domaine d'existence
pas étre caractérisé par le champ électrique  de ce champ non nul étant de I'ordre de I'A,
nul dans le matériau comme le suggere notre  dimension d'un seul atome.

Distribution de charges : charges de surface
8 8

Léquilibre d’'un conducteur impose une certaine forme de distribution de charges dans
le conducteur. En effet, selon le théor¢me de Gauss, la condition d’équilibre £ = 0
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implique que la charge électrique totale (électrons et ions) a lintérieur d’'un conducteur
soit nulle :

Pint = 0

Cette caractéristique d’un conducteur a 'équilibre s’applique aussi bien a un conduc-
teur chargé qua un conducteur neutre. Ainsi, lorsque le conducteur est chargé, la condition
d’équilibre impose aux charges de se localiser au voisinage de la surface du conducteur. Sur
quelle épaisseur » Nous avons étudié au chapitre 4 la distribution de charges a I'équilibre
d’un électrolyte et montré qu'elle s'étendait sur une longueur caractéristique de l'ordre
de la longueur de Debye D. Un métal n'est pas un électrolyte, toutefois les conclusions
concernant les distributions de charges sont qualitativement les mémes puisque, comme
les ions en solution de I'électrolyte, les électrons de conduction sont libres de se déplacer.
Dans le cas des métaux, la longueur de Debye, inversement proportionnelle 4 la racine
carré de la concentration en électrons libres, est de 'ordre de 'angstrém, c’est-a-dire de
l'ordre de I'épaisseur du premier plan atomique du métal.

Ainsi, a I'équilibre, les charges électriques d’'un conducteur chargé se répartissent a la
surface du métal, la distribution de charges étant caractérisée par une densité surfacique o.

Champ électrique au voisinage d’un conducteur a I’équilibre

Le champ électrique est normal a la surface du conducteur

La condition d’équilibre imposant une distribution surfacique de charge, une question
nouvelle se pose alors. Comment les charges se distribuent-elles sur la surface ? Le détail
de la distribution dépend de la forme du conducteur. Toutefois, puisque le conducteur est
aléquilibre, cette distribution doit étre telle que I'action macroscopique de 'ensemble des
électrons sur I'un d’entre eux soit nulle. En d’autres termes, la composante tangentielle
du champ électrique 4 la surface du conducteur doit étre nulle. Par ailleurs, nous avons
vu au chapitre 3 que la composante tangentielle du champ électrique devait se conserver
lors de la traversée d’une surface chargée. Elle est donc nulle au voisinage immédiat de la
surface d’'un conducteur et le champ est nécessairement normal & cette surface.

Intensité du champ électrique au voisinage de la surface
Pour calculer lintensit¢é du champ
électrique juste a I'extérieur du conduc-
teur, nous appliquerons le théor¢me de
Gauss 2 un élément de surface du conduc-
teur. Considérons un cylindre de base
infinitésimale, d’axe normal a la surface
du conducteur et situé de part et d’autre -
de cette surface (fig.6.1). /T SoTeEiETT
Le champ étant normal 4 la surface, le
flux a travers la surface latérale est nul; le
champ a l'intérieur du conducteur étant
nul, sa contribution l'est également : le flux total n'est dd qu’a la contribution du champ

Fig. 6.1. Champ électrostatique a la surface d'un
conducteur.
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extérieur. Lintensité de ce champ électrique est donc simplement liée a la densité de
charges se trouvant en surface par la relation :

E(7) = E())i, E(F) = 30

(6.1)

A titre d’exemple, le champ électrique au voisinage de la Terre, qui vaut environ
100 V/m, correspond a une densité surfacique de charges de 'ordre de 10~ C/m? soit
1010 ¢lectrons/m?, densité de charge qui correspond a 'excédent d’'un électron pour une
surface de 10 pm?.

& Développement

Effet de pointe

Recheche

Lorsque les conducteurs présentent une puisque leurs charges sont du méme signe. Il

courbure trés grande, la densité de charges
accumulées a la surface est trés importante
(effet de pointe). Certaines de ces charges
sont « capturées » par les molécules de
I'air passant pres de la pointe, ces molécules
chargées sont alors repoussées par la pointe

en résulte un courant d'air qui peut étre sim-
plement mis en évidence en présentant une
pointe électrisée au voisinage de la flamme
d'une bougie, la flamme est alors fortement
inclinée par le courant d'air et peut méme
s'éteindre.

6.3. Capacité d'un conducteur unique isolé

Un conducteur a I'équilibre peut donc étre caractérise soit par la charge électrique qu’il
porte, soit par son potentiel (mesuré par rapport a un potentiel de référence préalablement
fixe).

Supposons un conducteur unique isolé chargé, de surface §, caractérisé par une dis-
tribution surfacique de charges . La charge totale Q du conducteur est :

Q=//ScrdS

I'intégration se faisant sur la surface § du conducteur.
Par ailleurs si on calcule le potentiel / sur le conducteur, en prenant pour référence
V(00) = 0, le théoréme de Coulomb nous donne I'expression :

V(7)) = 1 //UEr)fS
41re S’r—r”

Sur ces deux expressions, nous voyons que si nous chargeons le conducteur avec une charge
£Q, la distribution de charges correspondante sera égale a /0. En vertu du théoréme de
superposition, le potentiel correspondant a I'équilibre sera alors égal a £V I existe ainsi
une relation de proportionnalité entre la charge et le potentiel pour un conducteur :

0=Car

(6.2)
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Dans cette expression le coefficient C est appelé « capacité du conducteur » (ne pas
confondre avec la capacité d'un condensateur sur laquelle nous reviendrons au para-
graphe 6.6). Ce coefficient est indépendant de I'état de charge du conducteur, il ne
dépend que de sa forme et de ses dimensions. L'unité des capacités est le farad (F), I'ordre
de grandeur des capacités usuelles va du microfarad (10~ F) au picofarad (10~1? F).

Calculons par exemple la capacité d’une sphére métallique isolée de rayon R sur
laquelle on introduit une charge Q. La sphére étant conductrice, le champ est nul a
I'intérieur de la sphere et le potentiel V, repéré par rapport a U'infini est constant et donc
égal en tous points au potentiel V(R) a la surface :

PR = 2
41 SQR

On peut alors définir la capacité C qui ne dépend que du rayon de la sphére :

¢ =2 = moR
V

Pour reprendre I'exemple du paragraphe précédent, la capacité associée a la Terre est
d’environ 1073 F. Grice a cette capacité, la Terre peut ainsi jouer le role de réservoir de
charges.

6.4. Phénomenes d’influence

Nous venons de décrire I'équilibre d’un conducteur unique ; toutefois dans la plupart des
situations physiques intéressantes, un conducteur n’est pas isolé mais est entouré d’autres
conducteurs. I'équilibre d’'un conducteur particulier dépend alors de toutes les charges
qui entourent et c’est I'équilibre de I'ensemble du systéme qu’il convient de considérer.

Avant d’étudier en détail les systéemes de conducteurs a I'équilibre (paragraphe 6.5),
nous allons décrire qualitativement les phénoménes apparaissant lorsque plusieurs
conducteurs chargés sont mis en présence. Ces phénomenes sont connus sous le nom de
phénomenes d’influence.

Pour commencer, nous allons étudier le cas d'un conducteur neutre placé dans le
champ électrique créé par d’autres conducteurs en négligeant dans un premier temps
Ieffet de ce conducteur sur le champ électrique auquel il est soumis.

Charges par influence

Supposons donc un conducteur isolé neutre. Rappelons que par conducteur neutre, nous
devons entendre un conducteur dans lequel il y a autant de charges ioniques positives que
d’électrons libres. Si nous soumettons un tel conducteur & un champ électrique extérieur,
ce champ induira le déplacement d’ensemble instantané des électrons libres dans une
direction opposée a 'orientation du champ extérieur. Le nombre total de charges restant
constant, certaines régions du conducteur deviendront excédentaires en électrons tandis
que d’autres en seront déficitaires. On dit conventionnellement quil y a « apparition par
influence » de charges négatives et positives dans le conducteur.
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Soulignons encore une fois que le terme « apparition de charges » est impropre, le
conducteur étant isolé, il y a conservation de la charge totale, il n'y a en fait qu'une simple
redistribution des charges dans le conducteur. Si le conducteur n’est pas isolé mais relié
a4 un générateur de tension qui maintient son potentiel ¥ constant, sous l'influence du
champ extérieur, il apparaitra des charges provenant de la « source » de potentiel (la source
pouvant éventuellement étre la « Terre » maintenant le conducteur au potentiel nul). Si
cette source est ensuite déconnectée du conducteur, cette charge restera sur le conducteur
lorsque le champ électrique influengant sera retiré. Cette procédure peut étre utilisée pour

charger un conducteur.

Un peu d’histoire

Paratonnerre

Le paratonnerre de Franklin est une tige
métallique, terminée par une pointe inoxy-
dable dressée sur les parties les plus éle-
vées des édifices que 'on veut protéger de
la foudre. Cette tige est reliée au sol par un
cable métallique dont I'extrémité est enfon-
cée profondément en terre. Lorsqu’un nuage
électrisé passe au dessus de I'édifice, il induit
par influence des charges de signe opposé
dans la pointe du paratonnerre. Si le nuage

est proche, cette charge sera importante et
conduira par effet de pointe a l'existence
de champ électrique treés important. Au-
dela d'un certain seuil, ce champ électrique
pourra induire une décharge électrique
entre le nuage et la pointe du paratonnerre,
des charges électriques seront alors échan-
gées entre le nuage et la Terre pour neu-
traliser la charge contenue dans le nuage.
L'édifice sera ainsi préservé de la foudre.

Théoréme des éléments correspondants

Supposons maintenant que le champ électrique
extérieur appliqué sur le conducteur A soit créé
par le conducteur chargé B (fig. 6.2).
Considérons un tube de lignes de champ
(voir chapitre 2) partant de A pour aboutir en
B. Ce tube découpe sur A et B deux éléments de
surface d Sp et d S que I'on appelle « éléments
correspondants ». Appliquons le théoréme de
Gauss a la surface constituée par ce tube de
lignes de champ que nous fermerons par deux surfaces quelconques passant a U'intérieur
des conducteurs A et B. Le flux du champ électrique 2 travers la surface latérale est nul
puisque par définition le champ électrique est tangent a ces lignes de champ; de plus,
aucune contribution au flux total ne provient du champ a l'intérieur des conducteurs puis-
qu’il est nul. Nous pouvons donc en conclure que la charge totale contenue a 'intérieur de
la surface de Gauss est nulle. Ainsi, la charge oo d Sp portée par I'élément de surface d Sp
du conducteur A est égale et opposée a celle portée par 'élément correspondant sur B :

B\ dSp

dSa \ A

Fig. 6.2. Eléments correspondants de deux
conducteurs en influence mutuelle.

OB dSB = —O0A dSA
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Ce résultat constitue le
théoréme des éléments corres-
pondants.

Les éléments de surface
d’un conducteur n’'ont pas tou-
jours d’élément correspondant
(ou alors a I'infini sur une sur-
face fictive), certaines lignes
de champ pouvant se perdre a
I'infini (fig. 6.3).

En revanche, si les charges de deux conducteurs sont égales et opposées, toutes
les lignes de champ partiront de l'un des conducteurs pour aboutir a lautre.
Il en sera de méme pour un nombre quelconque de conducteurs dont la charge
totale est nulle; il n'y aura alors aucune ligne de champ qui se dirigera vers ou proviendra

de I'infini.

Fig. 6.3.

Influence totale

Nous dirons que deux conducteurs sont en « influence totale » lorsque I'un des conducteurs
entoure entiérement l'autre (fig. 6.4). Dans ce cas, en supposant par exemple que le
potentiel du conducteur intérieur soit le plus élevé, toutes les lignes de champ partiront
de ce conducteur pour arriver sur la surface intérieure du conducteur creux.

Fig. 6.4. Distributions des charges sur les surfaces de conducteurs en influence totale : a) le conducteur
extérieur étant isolé; b) le conducteur extérieur étant relié a la Terre.

Le théoréme des éléments correspondants nous indique que, dans cette situation, la
charge portée par la surface intérieure du conducteur creux est nécessairement égale et
opposée a la charge du conducteur intérieur. Ce résultat se généralise au cas de plusieurs
conducteurs en influence mutuelle lorsque la somme des charges est nulle.

Effet d’écran

Lutilisation pratique des conducteurs en influence totale se manifeste dans deux
domaines; celui des condensateurs que nous étudierons en détail au paragraphe 6.6 et
celui lié aux problémes d’isolation électrostatique, connu sous le nom d’effet d’écran que
nous allons discuter maintenant.
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Supposons donc que 'un des conducteurs entoure totalement l'autre (fig. 6.4.a). Si le
conducteur A porte le charge + Q, la surface intérieure du conducteur B verra « apparaitre »
une charge —Q en vertu du théoréme des éléments correspondants. La conservation de
la charge totale du conducteur B neutre impose qu’il apparaisse sur la surface extérieure
de B une charge +Q. Si B portait initialement la charge ¢, il porte alors la charge
Q+yg.

Si maintenant nous connectons la surface extérieure de B a un trés grand réservoir de
charges, la Terre par exemple, les charges se trouvant sur cette surface extérieure s'écoulent
dans le sol. Vu de I'extérieur de B, le systéme constitué des conducteurs A et B apparait
comme un systéme neutre (fig. 6.4.b). La présence d’une charge en A est indécelable au
dela de I'enveloppe externe du conducteur B. On dira que le conducteur B est équivalent
a un écran électrique.

Leffet d’écran est bien entendu efficace dans les deux sens. En particulier les charges
sur le conducteur A sont protégées de l'influence de champs extérieurs. Cet aspect est
particulierement utilisé dans le cadre de blindage d’appareils électriques. Dans un tel
dispositif, le conducteur B est appelé « cage de Faraday ».

6.5. Ensemble de conducteurs a |'équilibre

Considérons maintenant un systéme constitué de plusieurs conducteurs en influence
mutuelle. Nous pouvons nous demander comment décrire I'état d’équilibre d’un tel sys-
téme. Dans ce paragraphe, nous ne présenterons que les procédures permettant de déter-
miner les potentiels et les charges associés 4 chaque conducteur. La détermination du
potentiel et du champ électrique en tout point de I'espace entre les conducteurs doit étre
traité différemment. Nous reviendrons au paragraphe 6.7 sur ces méthodes qui consistent
a résoudre I'’équation de Laplace avec les conditions aux limites adéquates.

Etats d’équilibre d’un systéme de conducteurs

Léquilibre d’un systéme de conducteurs, repérés par l'indice 7, est caractérisé par l'en-
semble des valeurs des charges (Q;) et des potentiels (7;) associés a chacun des conducteurs
i. Considérons donc un tel équilibre, c’est-a-dire supposons connu l'ensemble des (Q;)
et (73). Modifions ce systéme en ajoutant par exemple des charges ou en faisant varier
le potentiel sur un ou plusieurs conducteurs. Sous I'influence des forces électriques ainsi
créées, les électrons vont se redistribuer jusqu’a ce que le systéme soit de nouveau a I'équi-
libre. Ce nouvel équilibre sera caractérisé par un ensemble de charges et potentiels (Q!)
et (7/). Le principe de superposition nous dit que I'état correspondant a (Q; + Q) et
(Vi + V) est un état d’équilibre : 1a superposition de deux états d’équilibre est également
un état d’équilibre. Comme nous allons le voir, ce résultat est trés utile dans 'étude des
conducteurs a I'équilibre.

6. CONDUCTEURS A LEQUILIBRE 83



Capacité et capacité mutuelle

Cette notion d’équilibre d’un systéme constitué de plusieurs conducteurs en influence
totale étant précisée, nous pouvons maintenant généraliser la notion de capacité introduite
dans le cas d’un conducteur isolé.

Considérons un ensemble de conducteurs (). Portons le conducteur 1 au potentiel 73
en maintenant tous les autres conducteurs au potentiel nul. Il apparaitra des charges sur
tous les conducteurs. Ces charges seront proportionnelles au potentiel 77, la charge sur
le conducteur 7 sera notée Ci1 /3. Si nous réitérons 'opération en fixant maintenant 7 et
en annulant tous les autres potentiels, nous aurons des charges qui s’écriront Ciy 7,. Nous
pouvons reproduire cette procédure pour chacun des conducteurs en les portant successi-
vement aux potentiels ¥; tout en maintenant tous les autres au potentiel nul. Chacun de ces
états est un état d’équilibre. Si maintenant nous portons simultanément le conducteur 1
au potentiel V7, le conducteur 2 au potentiel V5... Le nouvel état d’équilibre correspond
a la superposition des états d’équilibre précédents. Le principe de superposition permet
d’écrire que la charge Q; développée sur le conducteur 7 est égale 4 :

Q=) GV (6.3)
i

Dans cette expression, les coefficients Cj; ne dépendent que de la géométrie des
conducteurs et de leurs positions relatives. Le coefficient C; est positif, il représente la
capacité du conducteur 7 en présence des autres conducteurs. Notons que cette capacité
est différente de la capacité du conducteur isolé. Les coefficients Cj dits « capacités
mutuelles », sont négatifs et correspondent aux coefficients d’influence du conducteur 7
sur le conducteur ;. Par ailleurs, on peut montrer que :

G.:

i C-

1

6.6. Condensateurs et groupement
de condensateurs

Définition d’'un condensateur

Nous dirons que deux conducteurs forment un condensateur lorsque 'un des conducteurs
entoure l'autre (fig. 6.5). Ils sont alors en influence totale. L'un des conducteurs sera
l'armature externe du condensateur tandis que l'autre sera 'armature interne (le plus
célebre des condensateurs est la fameuse bouteille de Leyde, un flacon en verre rempli de
copeaux métalliques et dont la surface externe était métallisée (voir chapitre 1).

Capacité d’'un condensateur
Que peut-on alors dire des caractéristiques de I'équilibre électrostatique du systéme ? Les
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relations générales que nous avons établies, nous permettent d’écrire :
Q1 = G + G20
Q= G + G20

Ces relations doivent étre vérifiées quel que soit
le potentiel V5, en particulier pour 7, = 0 (le
conducteur externe creux est relié a la Terre). Dans
ce cas, les deux conducteurs étant en influence totale,
nous avons la relation :

O =-Q
ce qui implique que :
Ci1=—-01 = —Cr2

Puisque les coefficients Cjj ne dépendent que de la

. .. R Va
configuration géométrique du systéme, cette rela-
tion est encore vraie lorsque le conducteur creux est Vi
maintenu au potf.:nt%el V5 non nul. Fig. 6.5. Condensateur.
Nous obtenons ainsi :
Q1= Cu(n —1)=Cn —") (6.4)
en ayant posé¢ C;; = C. Le coefficient C est appelé la « capacité du condensateur ».

Notons que la charge O, est alors égale a:
Q= Culi+ Gy = —CilVi + GV = —C( = 12) + (Ga — O

Dans cette expression, le premier terme correspond a la charge directement en regard de
l'armature interne tandis que la seconde contribution correspond a la charge sur la surface
externe de 'armature creuse.

Pour des formes géométriques simples, la capacité est facile a calculer comme nous
allons le montrer sur quelques exemples.

Un peu d’histoire

Condensateur

Cavendish avait défini la capacité (du latin  qui correspond au potentiel électrique a ses
capax voulant dire « qui peut contenir») d'un  bornes.
condensateur et son degré d'électrification,

Capacité d’'un condensateur sphérique
Entourons une sphére de rayon R d’un deuxi¢me conducteur sphérique creux de rayon
intérieur R’ (R < R’) et introduisons une charge + Q sur la sphere intérieure (fig. 6.6).
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X

Fig. 6.6. Condensateur sphérique.

La surface intérieure du conducteur extérieur se charge par influence, sa charge totale
est — Q. Calculons la diftérence de potentiel entre les deux armatures en commengant par
déterminer le champ électrique. La symétrie du systéme impose a ce champ d’étre radial,
le théoréme de Gauss nous permet de calculer son module (voir 3.5) :

By =23
41T807’2
Nous pouvons alors calculer V(R) — V(R') :
L 0
dV =—-F -d7=-——""-4d
" 4argr? "

puis en intégrant entre R’ et R, nous obtenons :

0 1 1Y QO R —-R
—(___> B 41’I’80W

V(R)—V(R) =

B 4meg \ R R’

En comparant cette équation 2 la relation 6.4, nous obtenons la capacité C d’un tel
condensateur sphérique :
R'R
C=4mgg——

R' —R

Si(R'—R) est plus petit que R, cette capacité est plus grande que celle de la sphére isolée
de rayon R. Ce résultat souligne l'intérét que présente l'utilisation de tels condensateurs.
Evaluons l'ordre de grandeur d’une telle capacité. Pour un condensateur sphérique tel que
R=1cm, R = 1,1 cm, nous obtenons C ~ 10~ F.

Capacité d’'un condensateur plan

Envisageons maintenant le cas du systéme schématisé figure 6.7 constitué de plaques

conductrices infinies paralleles A et B, séparées par la distance 4, et appliquons une diffé-

rence de potentiel en les maintenant respectivement aux potentiels V5 et Vg (Va > Vg).
A proprement parler, ce systéme ne rentre pas dans notre définition générale d’'un

condensateur, toutefois les plaques étant de dimensions latérales infinies, la région entre

les plaques est isolée de l'extérieur et les deux plans peuvent malgré tout étre considérés
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comme étant en influence totale. Il apparait sur chacune des surfaces intérieures des
plaques des charges surfaciques de densités uniformes o5 et op égales et opposées :

oy =—-0g =0 (o>0)

Par symétrie, le champ électrique a l'intérieur du conden-
sateur est normal aux surfaces et son module ne dépend a
priori que de la coordonnée z (voir 3.5). Pour le déterminer,
considérons par exemple la surface de Gauss constituée d’'un
cylindre d’axe Oz, fermé par deux surfaces §; et S, paralléles A B
aux plaques, I'une dans le conducteur l'autre située n'importe
ol entre les armatures. Le flux du champ électrique a travers
cette surface est alors simplement égal a la contribution du h
flux du champ traversant S, :

oaS)

® = E(7)- 8%, = E,(2)8, =
€0

E)=2=2

o &0 Fig. 6.7. Condensateur plan.

Par ailleurs, puisque le champ dérive du potentiel, nous pouvons écrire :

dV = —E,(z)dz
o apah
Va— Vo= —(an —mm) = 27
tN) &0

Des plans conducteurs infinis n'existent pas bien entendu dans la réalité, toutefois ce
systéme modélise correctement tout condensateur constitue de deux plaques de surface §
dont les dimensions latérales sont grandes devant I'épaisseur 4 : dans ces conditions, les
corrections concernant l'orientation et l'intensité du champ dues aux dimensions finies
du condensateur, notamment prés des bords, deviennent négligeables (ces effets de bords
ne font quaugmenter la charge Q a potentiel / donné, la formule de la capacité obtenue
dans cette approximation sous-estime la valeur de la capacité réelle). Pour un tel systéme,
nous pouvons donc écrire :
oh Qb

Va—Vg=—=
A B i) SS()

Nous en déduisons la capacité C d’un tel condensateur :

o
b

Cette capacité est d’autant plus grande que § est grand et 4 petit. Dans le vide toutefois,
une distance 4 trop faible peut favoriser la présence entre les plaques d’arcs électriques
induisant des processus de décharge. Pour éliminer ces « claquages », il convient d’isoler
les plaques en introduisant entre elles un « isolant diélectrique ». Nous verrons au chapitre
suivant comment ce « diélectrique », outre sa propriété d’isolant, participe lui-méme a
l'augmentation de la capacité du condensateur.

Par extension de ce modéle, nous représenterons tous les condensateurs par le schéma
conventionnel donné figure 6.8.
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Si nous revenons a la définition d’'un condensateur donnée
en 6.1, dans ce schéma la plaque référencée portant par conven-

tion la charge Q représente la surface intérieure du condensa- | |

teur, 'autre plaque chargée —Q représente la surface intérieure
du conducteur en regard, la différence de potentiel est égale par

définition a :

Un peu d’histoire

ref | |
Fig. 6.8. Représen-
tation schématique d'un
condensateur.
_Qu _Q
C C

Bouteille de Leyde

Les premieres expériences d'accumulation
de charges électrostatiques ont été réali-
sées en utilisant un condensateur dénommé
«bouteille de Leyde », bouteille congue pour
se remplir de fluide électrique. Il s’agissait
d’'une bouteille en verre enveloppée d'une

temps, remplie de débris métalliques, I'in-
térieur et l'extérieur étant mis en relation
par l'intermédiaire d’'une longue tige métal-
lique terminée par une crosse. Il s’agissait la
du premier condensateur pouvant suppor-
ter des différences de potentiel de 'ordre de

25000 V.

feuille métallique, en étain la plupart du

Groupement de condensateurs

Nous allons étudier maintenant 'équilibre de
plusieurs condensateurs. La description de
cet équilibre dépend de la maniére dont ils | 4 B
sont connectés. Ils peuvent étre en série, en
paralléle, en réseau. Nous nous contenterons 2 ref
ici de décrire les deux premiers cas car ils
illustrent parfaitement les principes élémen-
taires de I'électrostatique.

1 ref

L n ref

Condensateurs en paralléle
Considérons par exemple 7 condensateurs,
de capacités C;, Gy, C,... Relions toutes les
armatures internes de ces condensateurs au méme point A de potentiel V5 et toutes les
armatures externes a un autre point B de potentiel /3.

Dans ce montage présenté figure 6.9, la différence de potentiel (V4 — V) est la méme
pour tous les condensateurs. Nous pouvons donc écrire :

Q_Q&_&_
G G G Ca

La charge totale Q supportée par 'ensemble des armatures internes est évidemment
égale a la somme des charges accumulées sur tous les condensateurs :

Q=01+t h+%+ - +0, =(C+C+C+---+C)Va— )

Fig. 6.9. Condensateurs en paralléle.

Va—VB =
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Nous pouvons alors définir la capacité équivalente C d’un tel systeme :
C= C,
w2

Condensateurs en série

Considérons le méme systéme de conden- }7 _____ 4|
sateurs mais relions maintenant l'arma- ref ref ref

ture externe du condensateur 7 a I'armature

interne du condensateur 7 + 1 (fig. 6.10). Fig. 6.10. Condensateurs en série.

Appliquons une différence de potentiel ¥4 — Vg aux bornes de ce montage. Larma-
ture interne du premier condensateur va porter la charge Q et son armature externe — Q.
Le systeme constitué de I'armature externe du condensateur 1 et 'armature interne du
condensateur 2 est un conducteur isol¢, il y a donc conservation de la charge d'un tel
systéme. Par conséquent la charge sur 'armature interne du condensateur 2 est nécessai-
rement égale a Q. Ce raisonnement se généralise a 'ensemble des armatures. Par ailleurs,
la continuité du potentiel nous permet d’écrire :

VA—Ve=Wa—T1)+ (V1 —T2) + -+ (Va1 — VB)

Si nous exprimons chacune de ces contributions en fonction des charges accumulées et
des capacités, nous obtenons :

Q, D, &
Va— Vg = =L 4 22 4 X3 4. +__ —
ATTETE TG G Q Z

Ainsi un systeme de condensateurs en série est équivalent 4 un condensateur dont la

1 1
e

capacité C vérifie la relation :

6.7. Champ et potentiel a |'extérieur
d’un systéme de conducteurs a I'équilibre

Nous venons de voir comment pouvait étre décrit 'équilibre d'un conducteur unique
isolé ou celui d’un systéme de conducteurs. Dans ces descriptions, nous nous sommes
intéressés plus particuliérement aux charges et aux potentiels sur chacun des conducteurs.
Nous allons présenter maintenant les procédures qu’il faudrait mettre en ceuvre pour
calculer le potentiel et le champ électrique créés par ces conducteurs en tous points de
espace.

Problémes de Dirichlet - Probléme de Neumann

Sous sa forme générale, le probléeme du calcul du potentiel entre les conducteurs consti-
tuant un systéme a I'équilibre se pose de maniére différente selon que les conducteurs
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sont caractérisés par leurs potentiels ou par les charges qu'ils portent. Dans les deux cas,
il suffit de résoudre I'équation de Laplace (voir chapitre 4) V2V = 0 mais les conditions
aux limites sont spécifiques 4 chacune de ces situations.

Les conducteurs sont caractérisés par leurs potentiels : probleme de Dirichlet
Supposons un ensemble de conducteurs (C;) portés aux potentiels V5. La solution de
I'équation de Laplace doit satisfaire aux conditions aux limites 7 = V; sur les conducteurs.
Le champ électrique est ensuite obtenu en appliquant la relation locale E=-VV.la
densité de charges locale en tout point des conducteurs est alors calculée d’apres la
relation 6.1, E = =

O

Les conducteurs sont caractérisés par leurs charges : probléme de Neumann

Nous pouvons également rencontrer des situations dans lesquelles les potentiels sur les
conducteurs ne sont pas connus alors que la charge de chacun des conducteurs Uest. Les
conditions aux limites fixent alors, non plus le potentiel a la surface des conducteurs
mais les valeurs de son gradient puisque la densité de charges o est proportionnelle 4 £
(relation 6.1).

Nous avons vu au chapitre 4 qu'un potentiel V" satisfaisant a 'équation de Laplace
et a des conditions aux limites fixées existe, qu'il est unique et seulement déterminé par
les conditions aux limites imposées. Ainsi présentés, les probléemes de Dirichlet ou de
Neumann, permettant de décrire le potentiel créé par un ensemble de conducteurs a
I'équilibre, sont formellement résolu.

Toutefois, la détermination de leurs solutions est en général mathématiquement trés
difficile. Différentes méthodes ont été développées pour contourner ces difficultés. Nous
ne les discuterons pas toutes et nous nous contenterons de présenter ici la « méthode des
images » pour souligner la cohérence interne et la simplicité conceptuelle de la démarche
(a défaut de la simplicité technique).

Méthode des « images »

La méthode des « images » électriques est une méthode trés astucieuse qui permet de
déterminer le champ électrique et la distribution de charges lorsque plusieurs conducteurs
sont en influence mutuelle. Nous ne ferons pas la liste exhaustive de 'ensemble des
situations pouvant trouver une solution par cette méthode, nous nous contenterons ici
d’en présenter le principe en nous appuyant sur deux exemples simples, ceux d’'une charge
ponctuelle placée en face d'un plan infini conducteur ou d'une sphére conductrice.

Champ et potentiel créés par une charge ponctuelle et un plan infini conducteur
Plagons une charge ponctuelle ¢ (par exemple positive) en face d’un plan infini conducteur
dont le potentiel est maintenu constant (par exemple 7 = 0) (fig. 6.11).

Par influence, des charges négatives vont « apparaitre » sur le conducteur plan. Com-
ment peut-on déterminer cette distribution des charges et calculer en tout point de
I'espace le champ électrique et le potentiel correspondant a I'équilibre ainsi obtenu ? Pour
répondre 4 ces questions, nous allons commencer par étudier une autre situation physique.
Considérons un dipole formé par la charge ¢ et une seconde charge —g¢ située en une
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position symétrique de ¢ par rapport au plan conducteur (fig. 6.12); nous dirons que la
charge —g est « I'image » électrique de g. Nous avons calculé au chapitre 5 le champ et le
potentiel créés par ce dipdle en tout point de I'espace, en particulier nous avons montré
que le plan médiateur du dipdle est la surface équipotentielle qui correspond au potentiel
nul.

@ q >0

X X
Fig. 6.11. Méthode des images : lignes de Fig. 6.12. Méthode des images : lignes de champ
champ créées par une charge positive face a une créées par une charge électrique et son « image ».

surface métallique.

Si nous comparons maintenant ces deux problémes, ils correspondent tous deux a
la méme situation physique caractérisée par une charge ponctuelle et un plan infini au
potentiel nul. D’aprés le théoréme d’unicité des solutions de I'équation de Laplace, ces
deux problémes sont équivalents du point de vue du calcul du potentiel en tous points
de l'espace, tout au moins pour la partie hors du plan conducteur. Or, nous connaissons
exactement la solution dans le cas du dipdle, nous pouvons donc I'appliquer au cas de
la charge placée face a un plan conducteur. Cette méthode est appelée la « méthode des
images électriques ».

Pour calculer la densité superficielle de charges sur le plan conducteur, nous procédons
selon le méme principe. D’aprés la relation 6.1, cette densité est proportionnelle au champ
électrique en tout point du plan. La méthode des images nous permet d’affirmer que ce
champ au point M est égal a celui créé par les deux charges du dipdle. Nous avons calculé
le champ dans le plan médian au chapitre 5 ; il est normal au plan et tel que :

—2qa

- 2
EM) = —4—9 Cos Qiy = S Uy

mweyr? 4rregr

iy étant un vecteur unitaire dans la direction Ox et les autres notations étant indiquées
sur la figure 6.12. Pour le plan conducteur, ce champ électrique est par définition égal a :

o)

Ux

EM) = -
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o(M) étant la densité de charges sur le plan au point M. Par identification de ces deux
expressions du champ, nous obtenons la densité de charges o(M) :

oM) = —7 = —2¢ cos’ ¢

AN
4 <PZ+ (5))

p correspondant a la distance OM.

Cette distribution présente un maximum pour ¢ = 0, c’est-a-dire juste en regard de
la charge ¢. Nous pouvons remarquer également que la charge totale répartie sur le plan
conducteur est, comme il se doit, égale & —g¢. En effet,

Q/://godSz/ooozwo(p)pdp

d
—<%_ nous obtenons :
cos? @

orp=jtanpetdp = 5

z
o = g/o sinpgde = —¢

Champ et potentiel créés par une charge ponctuelle et une sphere conductrice
Considérons maintenant le systéme constitué par une sphére conductrice de rayon R,
centrée en O, maintenue au potentiel nul et une charge ponctuelle ¢ placée a une distance
d de O (fig. 6.13). Conformément a la méthode des images présentée au paragraphe
précédent, il nous faut trouver une situation physique qui fait de la sphére une surface
équipotentielle.

Supposons donc une charge image ¢’ placée sur I'axe Ox au point d’abscisse x. Les
charges ¢ et ¢’ engendrent au point M un potentiel V(M) égal a :

V(M) = % <i+ 7_/>

TE( m 7

7 et r, représentant respectivement les distances au point M des charges ¢ et ¢'. Ce
potentiel est nul lorsque :

szq_zcte
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Fig. 6.13. Image d'une charge ponctuelle « dans » une sphére conductrice.

Or précisément la sphére est le lieu géométrique des points dont les distances a deux
points fixes sont dans un rapport constant. Ce systéme de deux charges peut donc rendre
compte d’une situation physique dans laquelle une spheére serait I'équipotentielle 7 = 0.
I ne nous reste plus qu'a déterminer ¢’ et x. Il suffit pour cela d’appliquer la relation
précédente aux points A et B :

R+ x
R+d

R—«x
d—R

__ 7
q

R

Nous obtenons alors les expressions de la charge image ¢’ et de sa position «x :

- _R
7 =37
R2
x = —
d

Nous pouvons constater sur ce résultat que la charge induite sur la spheére, par définition
q', nest pas égale a ¢ contrairement au cas précédent. Ceci est dii au fait que la spheére
conductrice et la charge ¢ ne sont pas en influence totale.

Par ailleurs, si la sphére conductrice était maintenue au potentiel V' plutdét quau
potentiel nul, il suffirait d’ajouter une charge ¢’ = 4mweoRV au centre de la sphere pour
rendre compte de cette nouvelle situation. Enfin, si nous considérons le cas ot la charge
est trés proche de la sphére, d = R + a avec ¢ < R, nous pouvons remarquer qu’au
premier ordre, nous obtenons :

g =g
R—a

X

valeurs qui sont précisément celles obtenues dans le cas du plan infini, autrement dit, si la
distance entre la charge et la surface de la sphére conductrice est petite, cette sphére peut
étre considérée comme un plan infini.
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Exevrcices

EJ Une sphere conductrice de rayon Ry portant
une charge de densité superficielle o est placée
au centre d'une sphére creuse de rayon interne
Ry (de surface S,) et de rayon externe R; (de
surface S3).

a. Montrer qu'il apparait une charge Q, sur S,
et Qs sur Ss.

b. Exprimer Q,, Qs et les densités superficielles
correspondantes en fonction de o.

c. Que devient Qs si S3 est reliée a la terre ?

BY Soient un pendule électrostatique consti-
tué d'une petite sphére métallique s de rayon
r suspendue a un fil conducteur relié au sol et
une sphére métallique S de rayon R portée au
potentiel V, puis isolée. On approche S de s de
telle sorte que leurs centres soient distants de d
(d >r + R) et au méme niveau :

a. Montrer que la sphére s s'écarte de sa position
d'équilibre. Se rapproche-t-elle ou s'éloigne-t-
ellede S?

b. Calculer la charge Q de S, si V = 6000 V et
R=5cm.

c. Calculerla charge g’ du pendulessid = 25 cm
etr=1cm.

d. Donner I'expression du potentiel Vs, de la
sphére S en fonction de V, r, R et d, puis cal-
culer sa valeur numérique.

e. Calculer I'angle 6 dont s'écarte le centre du
pendule sim = 0,1 g.

[EJ On introduit dans un champ électrique uni-
forme E; = Eoli, une sphére métallique de
centre O et de rayon R maintenue au potentiel
nul. On cherche le potentiel V(M) au point M
situé a la distance r du centre O de la sphére, sur
la droite OM faisant un angle 6 avec I'axe Oz.

a. Montrer en utilisant I'équation de Laplace
et en cherchant des solutions de la forme
V = f(r) cos® + V4, que f(r) doit se mettre sous
la forme :

f(r) = Ar + Ez
;
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b. Déterminer A, B, et V; a l'intérieur et a I'ex-
térieur de la sphere.

c. Montrer que le champ a I'extérieur peut étre
considéré comme la somme du champ Eoetd'un
champ dipolaire dont on précisera le moment p.

EJ Déterminer la capacité d'un condensateur
cylindrique.

H Quelle est la distance minimum a maintenir
entre les plaques d'un condensateur plan pour
qu'il puisse supporter une tension de 500 V (le
champ électrique maximum que I'on peut main-
tenir dans I'air dans les conditions normales de
température et de pression est de 3 - 10° V/m).

A A quelle force est soumise une charge ponc-
tuelle +q placée a la distance d d'un plan
conducteur infini relié au sol ?

A quelle force est soumise une charge
ponctuelle +g placée au point M(x,y) dans
I'angle droit de deux demi-plans conducteurs
infinis si on suppose qu'ils sont reliés au sol ?

ﬂ Une sphere conductrice de rayon R+, portant
une charge Q est entourée par une sphére
conductrice concentrique creuse de rayon inté-
rieur R, = 4Rq et de rayon extérieur R3 = 5Rq,
reliée & la masse.

a. Calculer la capacité du condensateur constitué
par les deux conducteurs sphériques.

On introduit entre les deux conducteurs sphé-
riques, une coquille sphérique concentrique
conductrice, de rayon intérieur R = 2R, et de
rayon extérieur R’ = 3R;.

b. Calculer la capacité du condensateur constitue
par les trois conducteurs sphériques.

c. Retrouver ce résultat en calculant la capacité
équivalente de cette association de condensa-
teurs.



Chapitre f

)
Electrostatique dans les milieux
isolants

Dans ce chapitre, nous commencerons par décrire les caractéristiques électrosta-

. ) . P . ) z z )
tiques d’un atome isolé, puis celles d’'une molécule, en absence ou en présence d’'un
champ électrique appliqué. Nous introduirons ainsi la notion de dipéle permanent
et de dipéle induit. Nous pourrons alors étudier les propriétés électrostatiques des
systemes contenant un ensemble de tels dipdles et définir un nouveau champ de
vecteurs, le champ de déplacement D.

7.1 Polarisation de la matiére
Caractéristiques électriques d’un atome
Caractéristiques électriques d’'un systéme dense d’atomes ou de molécules

7.2 Champ électrique, potentiel et charges de polarisation dans les isolants
Champ électrique et potentiel dans les isolants
Charges de polarisation

7.3 Systémes présentant une polarisation permanente

Cas de la plaque infinie
Cas d’une sphere

7.4 Systémes présentant une polarisation induite : les diélectriques
Cas de la plaque diélectrique
Cas de la sphere diélectrique

7.5 Le vecteur déplacement D
Définition du vecteur déplacement
Propriétés du vecteur déplacement

7.6 Capacité et diélectrique

Compléments : notion de champ local

e Isolants ¢ Diélectrique ¢ Moment dipolaire ¢ Moment dipolaire induit
o Polarisation e Susceptibilité ¢ Vecteur déplacement
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Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les propriétés électrostatiques d’'un
matériau dense en nous limitant au cas particulier des conducteurs. Nous avons montré
que les propriétés électrostatiques de ces matériaux sont totalement déterminées par la
présence d’'un grand nombre d’électrons libres de se mouvoir dans le conducteur. Dans le
présent chapitre, nous allons étudier les propriétés électrostatiques des isolants, matériaux
dans lesquels il n’y a pas d’électrons libres, les électrons restant liés a leur noyau atomique.

Les propriétés électrostatiques des isolants sont tres différentes de celles des conduc-
teurs. Prenons 'exemple du comportement de ces deux types de matériaux lorsqu'ils sont
soumis a un champ électrique extérieur. Dans un conducteur, les charges libres se déplacent
de maniére a maintenir un champ électrique nul a 'intérieur du conducteur; a l'inverse,
dans un isolant, ce type de déplacement collectif des électrons est impossible et par consé-
quent le champ électrique a 'intérieur d'un isolant soumis & un champ externe n’est pas nul.

Dans notre étude des conducteurs, nous avons toujours ignoré le role des charges
électriques liées aux structures atomiques et moléculaires des supports solides pour ne
nous intéresser qu'aux charges libres qui contrdlent les propriétés électrostatiques du
milieu. Dans les isolants en revanche, il sera indispensable de tenir compte de ces charges.
En particulier il conviendra de considérer leurs positions et déplacements relatifs, et
d’évaluer l'influence des effets dits de « polarisation » qui apparaissent au niveau de chaque
atome ou molécule dés que le barycentre de leurs charges positives ne coincide plus
avec celui de leurs charges négatives. Notons que dans les conducteurs, ces phénomeénes
sont soit négligeables par les effets spécifiques dus aux électrons libres, soit inexistants
(lorsqu’un conducteur est soumis @ un champ électrique, nous avons vu au chapitre
précédent que les charges libres s'organisent pour que le champ électrique intérieur soit
nul, par conséquent il ne pourra pas y avoir de polarisation induite par le champ extérieur
dans un métal). Ces phénomenes peuvent donc étre considérés comme la spécificité des
isolants. On parle alors d’électrostatique des isolants.

Nous pouvons classer les isolants en deux catégories selon qu’ils possedent une pola-
risation permanente ou une polarisation induite qui ne peut apparaitre qu'en présence
d’un champ électrique extérieur. Ces derniers sont appelés matériaux diélectriques et plus
simplement diélectriques. Les propriétés électrostatiques de ces deux types d’isolants
bien que voisines sont différentes, et nous les étudierons donc successivement. Toutefois,
nous pourrons mettre en évidence un certain nombre de concepts communs aux deux
descriptions parmi lesquels les notions de charges de polarisation, de champs électriques
local et moyen. Nous utiliserons ces notions pour calculer ensuite le champ électrique et
le potentiel, a I'extérieur comme a I'intérieur de tels systémes, en absence ou en présence
de champ externe.

7.1. Polarisation de la matiére

Caractéristiques électriques d’un atome

Considérons un atome, de numéro atomique Z, non ionisé. Il est constitué par un noyau
chargé positivement Ze, autour duquel, dans 'image simple, voire simpliste, de 'atome
donnée par N. Bohr, gravite un nuage électronique sphérique chargé négativement — Ze.
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Datome est globalement neutre. De plus, le barycentre des charges négatives est
confondu avec celui du noyau. Cet atome neutre ne présente pas donc pas de dipole
permanent.

Soumettons maintenant cet atome a un champ électrique Eo. 1l y a alors déplacement
des charges sous l'action du champ électrique. Le noyau, de charge positive, se déplace
dans le sens du champ appliqué tandis que le nuage électronique, de charge négative,
se déplace en sens inverse. A I'équilibre, le centre de gravité des charges négatives n'est
plus confondu avec celui des charges positives. Uatome, tout en restant neutre, présente
maintenant un moment dipolaire, induit par la présence d'un champ électrique extérieur.
Estimons ce moment qui sera appelé « moment dipolaire induit ».

Dans le repére dans lequel les électrons sont fixes, 'équilibre est atteint lorsque la force
exercée sur le noyau est nulle. Cette force est la force électrostatique résultante due au
champ extérieur appliqué EO augmenté du champ créé par les électrons E ., comme le
montre la figure 7.1.

atome non soumis ~ _ atome soumis .
a un champ électrique £ a un champ électrique E

Fig. 7.1. Modele de I'atome non soumis et soumis a un champ électrique.

Pour calculer cette derniére contribution, nous supposerons que le nuage électronique
reste une sphére de rayon atomique 4y (ce qui est vrai dans le cas d’'un champ appliqué
pas trop intense) caractérisée par une densité volumique de charges uniforme égale a
—3Ze/4maj, son centre étant choisi comme origine des_espaces. Appliquons alors le
théoréme de Gauss pour déterminer le champ électrique E. auquel est soumis le noyau
qui se trouve a la distance a du barycentre des charges électroniques. La symétrie du
systéme impose au champ E. détre radial, nous prendrons donc comme surface de Gauss
une sphere de rayon 4. On en déduit immédiatement le module du champ électrique E.:

Zea
3

_Ee e —
dwegay

La condition d’équilibre E (A) = EO(A) +F [(A) = 0 s'écrit donc :
B Zea 0
0 41780a(3)

ce qui permet de déterminer la position d’équilibre du noyau  :

41T80E0d8
Ze

a =
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Ce décalage entre le barycentre des charges positives (le noyau) et celui des charges
négatives (les électrons) caractérise le comportement électrostatique d’'un atome neutre
soumis & un champ électrique extérieur. Dans ces circonstances, nous pourrons donc le
décrire comme un dipdle €électrostatique, de moment p orienté dans le sens du champ
E et de module proportionnel a E :

p = Zed = dmegayEg = oEy
Le coefficient a est appelé « coefficient de polarisabilité électronique » de 'atome. En
renant un rayon de Bohr moyen 4y d’environ ~** m, nous obtenons une polarisabilité
p t yon de Boh Y d’ 510~ 1 bt pol bilit

électronique de I'ordre de 107*° C - m?/V. Les valeurs des polarisabilités de différents
atomes sont données dans le tableau :

H He |Li|Be| C | Ne | Na| Ar | K

Z 1 ] 2 | 3|4 6] 10 |11]18]19
10« (C-m?/V) [ 0,73 0,23 |13 |10 | 1,7 0,45 | 30 | 1,8 | 38

Nous pouvons constater dans ce tableau que U'hydrogéne et les métaux alcalins (lithium,
sodium, potassium), qui ne possédent qu'un seul électron sur leur couche externe, pré-
sentent une polarisabilité importante qui augmente avec le numéro atomique. Cette
propriété est due a la grande facilité de polarisation que présente cet électron isolé. A
linverse, les gaz rares (hélium, néon, argon) présentent une polarisabilité beaucoup plus
taible, les électrons « saturant » les couches électroniques étant moins facilement polari-
sables que ceux appartenant a des couches non saturées.

Notons enfin que ces effets, qui seront déterminants pour décrire les propriétés élec-
trostatiques des diélectriques, sont dus a de trés petits déplacements relatifs. En effet,
méme si nous placions un atome d’hydrogéne dans un champ électrique trés intense de
10° V/m, nous obtiendrions une valeur de @ voisine de 107 m, soit 10~ fois le rayon
de Bohr 4y de 'atome.

Caractéristiques électriques d'une molécule

Nous venons de voir comment nous pouvions décrire un atome du point de vue électro-
statique : atome neutre sans moment dipolaire permanent en absence de champ extérieur
appliqué, dipdle induit en présence d’un champ appliqué. Qu’en est-il dans le cas d’une
molécule ?

Comme l'atome, une molécule non ionisée est neutre. Que pouvons-nous dire
de son moment dipolaire? En fait, cela dépend des positions relatives des différents
atomes constituant la molécule. Si la molécule est symétrique, comme O, (oxygéne),
N, (azote), CO, (dioxyde de carbone), CsHg (benzéne),... le barycentre des charges
positives (ensemble des noyaux) sera confondu avec celui des charges négatives (ensemble
des électrons), la molécule ne présente alors pas de moment dipolaire permanent. En
revanche, si la molécule est dissymétrique, comme H,O, HCI,... les barycentres des
charges positives et négatives seront distincts. La molécule présentera dans ce cas un
moment dipolaire permanent . Ainsi, dans I'eau, les électrons des atomes d’hydrogéne
se sont en partie transportés vers I'oxygene, si bien que les centres de gravité des charges
positives et négatives ne coincident pas. Les deux liaisons O—T faisant un angle de 105°,
le moment dipolaire est normal a la droite joignant les deux hydrogénes (fig. 7.2).
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Fig. 7.2. Moment dipolaire associé a une molécule d'eau.

Le tableau suivant donne les moments dipolaires de quelques molécules en MKSA

H,O HCI CcO HBr HI
6,2-10730|3,43.107%° | 0,4-1073°| 2,6-1073° | 1,26-10~%
H,S SO, NH; C,HsOH;,
5,3-10730| 5,3.10730 | 5.107% |3,66-10"

Lexistence de ces moments permanents n'est pas sans conséquences sur le com-
portement physique de ces molécules. Par exemple, en phase vapeur, les molécules ne
présentant pas de moments permanents seront sans interaction mutuelle et pourront
donc étre considérées en premiere approximation comme un gaz parfait (il reste malgré
tout les interactions dipole induit-dipéle induit de plus faible intensité) ; en revanche les
interactions dipoles — dipéles entre molécules polaires seront responsables du fait que les
propriétés de ces gaz s’éloigneront parfois considérablement de celles des gaz parfaits.

Certaines molécules présentent donc un moment dipolaire permanent. Mais les molé-
cules, quelles qu’elles soient, possédent également un moment dipolaire induit. En effet,
que se passe-t-il lorsqu'on place une molécule dans un champ électrique extérieur?
Comme dans le cas d’'un atome, les nuages électroniques et les noyaux se déplacent
dans des directions opposées donnant ainsi naissance a des moments dipolaires induits
supplémentaires. Le moment dipolaire total associé 4 la molécule a pour expression dans
sa forme la plus générale :

IZ = 150 + EE
11 faut noter que dans cette expression @ est un tenseur, appelé « tenseur de polarisabilité
électronique » de la molécule. En effet, 4 la différence d'un atome qui présente une
symétrie sphérique, la symétrie d’'une molécule est plus complexe et n’autorise pas a
considérer systématiquement une polarisation induite comme étant parallele au champ
électrique appliqué. Toutefois, dans la suite de notre exposé, nous ne considérerons pour
simplifier que les cas pour lesquels le tenseur @ se réduit a un scalaire.

Caractéristiques électriques d’un systéme dense d’atomes
ou de molécules

Considérons maintenant un systéme dense constitué d’une grande quantité d’atomes ou
de molécules.
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Aucun de ces atomes ou molécules n’étant ionisé, 'ensemble est globalement neutre.
En revanche chacun de ces atomes ou molécules peut présenter un moment dipolaire
induit et éventuellement un moment dipolaire permanent. Dans la suite de notre étude
des propriétés électrostatiques des isolants, nous verrons qu’il convient de considérer
le matériau non pas a 'échelle atomique ou moléculaire (dite microscopique) mais au
contraire a une échelle plus grande (dite macroscopique). Dans ce cas, le caractére discret
des atomes et molécules constituant I'isolant disparait au profit d’'une description continue
du milieu.

C’est ainsi que la notion de dipole individuel s'efface devant celle de densité de
polarisation P. La densité de polarisation est définie par la relation :

P=Np

N étant le nombre d’atomes ou de molécules par unité de volume. Notons que la densité
de polarisation est homogene 4 une charge par unité de surface et non a un dipole.

Chaque élément de volume d 7 pourra étre considéré comme ayant un moment dipo-
laire Pdt = Np d. Ainsi, tout comme les atomes ou les molécules, chaque élément de
volume pourra étre crédité éventuellement d’un moment permanent et/ou d’'un moment
électronique induit. Nous parlerons de polarisation permanente et de polarisation élec-
tronique induite (le terme « densité » ayant disparu a I'usage). Mais au dela de ces deux
possibilités, trés similaires a celles que nous avons décrites pour les atomes et les molécules,
nous allons voir maintenant que nous pouvons introduire pour les matériaux denses un
nouveau processus de polarisation : la polarisation induite d’orientation. Cette notion n'est
plus issue directement des caractéristiques individuelles des atomes ou molécules comme
peut P'étre la polarisation électronique induite, elle est au contraire liée 4 la description du
systéme dans son ensemble. De quoi s’agit-il ?

Considérons un systéme constitue de molécules polaires. En absence de champ élec-
trique extérieur appliqué, les différentes molécules, indépendantes les unes des autres,
s'orientent de facon aléatoire, dans toutes les directions. En moyenne, la polarisation P
est nulle. ~

Plagons maintenant un tel syst¢éme dans un champ électrique extérieur Eo(]|
Les dipoles moléculaires vont avoir tendance a s’aligner suivant le champ électrique. A
température nulle, tous les moments dipolaires seront paralleles au champ extérieur; a
température non nulle, 'agitation thermique et les collisions entre molécules s'opposeront
a cet alignement. Quelle est la polarisation P d’un tel systéme ?

Lenergle d’un dipole p dans le champ electnque Eq est par définition égale a
— p EO = —pEjcos 0, 0 étant 'angle entre _p et Eo (voir chapitre 8). A I'équilibre
thermique, on peut montrer que des molécules obéissent a la statistique de Maxwell-
Boltzmann, le nombre moyen 7(0) de molécules faisant un angle 6 avec le champ E est
alors égal a :

PEq cos ©

n(0) = nge &

ol 77 est un coefficient de normalisation que nous déterminerons plus tard (voir chapitre 4,
paragraphe 2. 3). Pour des champs électriques et des températures ordinaires, I'énergie
dipolaire — 5 - Eq est petite devant I'énergie thermique k7', I'exponentielle peut étre
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développée au premier ordre. Nous obtenons ainsi :

E 0
n(0) = ng <1 + P?{%)

Si on intégre cette expression sur toutes les valeurs de 6, on doit obtenir le nombre
d’atomes par unité de volume N. Nous déterminons ainsi 7g = %.

Pour obtenir la polarisation D (quirappelons-le, correspond a la moyenne des moments
dipolaires par unité de volume) il suffit de sommer toutes les contributions pondérées par
leur probabilité d’apparition. Puisque la polarisation résultante sera dans la direction du

champ électrique Ey, il nous suffit de calculer cette composante. Nous obtenons alors :

. 3
P =Py, = / n(0)p cos 02wsin6d0 | 7,

[SE}

Nous obtenons finalement :
= NP

Ainsi un systeme constitué de dipdles permanents présente, a température non nulle, un
comportement moyen qui se caractérise par une polarisation P proportionnelle au champ
électrique appliqué E. Formellement cette polarisation est une polarisation induite, tou-
tefois son origine est tout a fait différente de celle de la polarisation électronique induite.
Ici, la proportionnalité au champ apparait comme étant due a4 un phénomeéne collectif
d’orientation dans le champ, nous parlerons de « polarisation orientationnelle induite ».

7.2. Champ électrique, potentiel et charges
de polarisation dans les isolants

Champ électrique et potentiel dans les isolants

Dans ce paragraphe, nous allons préciser la notion de champ électrique que nous rencon-
trerons dans la description des propriétés €lectrostatiques des isolants. Considérons donc
le cas général d’un isolant, soumis & un champ électrique extérieur E.

Hors de cet isolant, il n’y a aucune ambiguité. Le champ électrostatique total est,
d’apreés le principe de superposition, égal au champ appliqué £y augmenté de celui créé
par la distribution de dipéles. Pour calculer ce dernier, il suffit de remarquer que tout point
a l'extérieur du matériau est loin de n'importe quel dipdle contenu dans I'isolant et donc
que le caractére discret de la distribution de dip6les n'est pas pertinent, aussi les champs
et potentiels a I'extérieur du matériau sont ceux créés par une distribution continue de
dipoles caractérisée par la polarisation P.

En revanche, a l'intérieur du matériau, il convient de préciser un peu plus ce que nous
entendons par champ électrostatique. En effet, de quoi parlons-nous ?

En toute rigueur, le champ électrique réel est, comme a l'extérieur, égal a Ey augmenté
de celui créé par la distribution de dipoles. Toutefois, pour évaluer la contribution dipolaire
en un point donné, il faudra maintenant tenir compte du caractére discret de la distri-
bution des dipéles, au moins en ce qui concerne les dipoles appartenant a un voisinage
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immédiat du point considéré, les autres pouvant continuer a étre décrits par une polarisa-
tion P. Dans cette description, nous devons considérer le champ électrique réel, celui qui
apparait al'échelle microscopique du systeéme. Ce champ que nous appellerons dorénavant
« champ électrique local » est celui qui agit réellement sur chaque atome ou molécule et
crée le moment dipolaire induit. Ce champ électrique local varie trés rapidement, sur des
distances de l'ordre de la distance interatomique ou intermoléculaire, et fluctue constam-
ment en fonction du temps en raison de l'agitation thermique. Nous pourrions nous
poser la question suivante : est-il vraiment nécessaire de connaitre ce champ local en tout
point de I'isolant pour pouvoir décrire les propriétés électrostatiques des isolants a 'échelle
macroscopique ? La réponse est non. La premiére raison, la plus immédiate, est une raison
d’ordre historique. Lélectrostatique des isolants a été décrite pour I'essentiel au XIX® siécle
a une époque ou la description microscopique de la matiére n’était pas clairement connue.
Nous pouvons en avancer une seconde, plus physique. Si nous nous intéressons a des phé-
nomenes qui s'établissent sur les dimensions macroscopiques du systéme, il nous suffit en
fait de connaitre la valeur moyenne dans le temps et dans 'espace de ce champ local. Cest
cette valeur moyenne du champ local que nous appellerons dorénavant champ électrique
dans I'isolant et noterons E (certains le nomment « champ électrique macroscopique »
pour bien le différencier du champ local dit « microscopique »). Ce champ électrique, par
construction, ne varie éventuellement que sur de grandes distances, et néglige le caractere
discret de la distribution de dipdles. De ce point de vue, cette notion de champ électrique
E, moyenne du champ local, est & rapprocher de la notion précédente de polarisation P.

Charges de polarisation

Pour calculer ce champ électrique intérieur, nous n’allons pas bien entendu calculer le
champ local puis effectuer sa moyenne qui, pour quelle ait un sens, devrait étre faite sur
des temps grands devant le temps caractéristique des fluctuations temporelles de chaque
dipole (de 'ordre de 1071 s pour la polarisation électronique induite et voisine de 10~ s
pour ce qui est de la polarisation d’orientation) et sur des dimensions grandes devant
la distance interatomique ou intermoléculaire. Nous allons plutét essayer d’établir des
équations constitutives auxquelles devrait obéir ce champ électrique. Quelles sont les
équations dont nous disposons >

Le champ électrique réel, Elocy doit vérifier les deux équations fondamentales de
I'électrostatique. En particulier nous avons :

VAE loc — 0
Nous avons vu au chapitre 3 que cette équation signifiait que le champ électrique local
dérive d’un potentiel. Ainsi, la circulation du champ local suivant un chemin intérieur dont
les extrémités sont deux points situés juste a lextérieur de I'isolant devra étre indépendante

du trajet suivi. La moyenne de ce champ local, doncle champ électrique E, devra obéir aux
mémes spécifications. En d’autres termes, cela veut dire que £ doit également vérifier :

VAE=0
Ainsi pourrons-nous associer a ce champ électrique £ un potentiel 7, quon doit

considérer comme le potentiel exact a 'extérieur de I'isolant et comme un potentiel
moyenne des potentiels locaux a I'intérieur.
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Par ailleurs, la moyenne de I'équation liée a la divergence de Ej,., nous conduit 2 la
seconde équation fondamentale devant étre vérifiée par le champ £ :
S E_P
€0
Dans cette expression, p représente la densité moyenne locale de charges dans 'isolant,
étant bien entendu que la charge totale dans l'isolant est nulle puisqu’il est globalement
neutre.

A quoi correspond cette densité volumique de
charges ? Considérons un milieu caractérisé a I'échelle
macroscopique par une polarisation P. Nous pouvons
calculer le potentiel V(M) crée par ce milieu en un
point M. La contribution d’un élément de volume d
centré au point M’ est égale au potentiel créé par un

dipole P(r) dr(fig. 7.3) :
1 Pdtcos6

R Z40%)) -
47T80 ‘?M _ ?M/|2 Fig. 7.3.

1 1_5 . Z;M’M dr

|2

41T80 |7M - 7M/

Nous allons introduire un gradient en remarquant que :

() - st () -
Fu—7wl)  diw \[Pvu=7wl) i = el

En introduisant cette notation, la contribution au potentiel peut se réécrire :

dV(M) = L 5.5 (%) dr

41reg ’TM - rw

En vertu du principe de superposition, le potentiel en M s'obtient en sommant toutes ces
contributions. Nous obtenons ainsi :

oo 17 () o

En utilisant la relation vectorielle :

2 (;) _< <#> _ (%) . B
ot — 7o | 7o — 7or ] B

on peut finalement écrire :

1 = P
// V/' - 5 dT
41reg |7M — 7wl
1 1 — -
41T80 |7’M— rM/|
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expression que nous pouvons réécrire :

41rey | 4 |7m — 7w

Formellement, ceci est équivalent au potentiel que créeraient en M des charges, dites de
« polarisation », distribuées en surface et en volume, de densités :

c=D7% et p= ~-V.P
7 étant le vecteur unitaire normal A la surface, orienté vers 'extérieur.

Soulignons encore une fois ici qu’il ne s’agit pas de charges supplémentaires, différentes
de celles portées par les atomes ou les molécules constituant 'isolant, ces charges ne sont
que le fruit d’une description cohérente du systéme en termes de grandeurs moyennes.

Ainsi, du point de vue des propriétés électrostatiques macroscopiques, un isolant
pourra étre considéré, comme un systéme présentant une densité surfacique de charges
P - 7 et une densité volumique de charges p = —V - D. Dans le cas d’une polarisation
uniforme, le potentiel devra satisfaire a 'équation de Laplace, tandis que dans le cas d’'une
polarisation non uniforme, il devra satisfaire a I'équation de Poisson.

Nous allons maintenant illustrer ce résultat et appréhender ces notions formelles de
charges de polarisation, de champ et de potentiel électriques créés par un isolant dans des
systémes ayant successivement une polarisation uniforme permanente et induite. Le cas
d’une distribution non uniforme ne sera pas traité.

7.3. Systémes présentant une polarisation
permanente

Etudions les champs et potentiels électrostatiques créés par un systéme constitué par un
ensemble dense de molécules polaires toutes orientées dans la méme direction. Un maté-
riau présentant cette caractéristique est appelé « ferroélectrique » (ils sont par exemple
utilisés sous forme d’électrets dans les microphones). Le champ électrique extérieur appli-
qué étant supposé nul. Nous considérons successivement deux géométrie particuliéres :
une plaque et une spheére.

Cas de la plaque infinie

Soit une plaque infinie, d’épaisseur 4, lorientation privilégiée des moments dipolaires »
étant perpendiculaire aux surfaces de la _plaque (fig. 7.5). La dens1te uniforme de dipoles
est notée V. La polarisation uniforme P du systéme est égale 2 N p. Notons que dans ce
cas, la polarisation, connue préalablement a tout calcul, est une caractéristique intrinséque
du systeme.

Conformément a nos conclusions du paragraphe précédent, a 'échelle macroscopique,
un tel systéme est équivalent a un systeme de deux couches uniformément chargées, 'une
passant par A chargée négativement, de densité surfacique —o = P - 74, l'autre passant
par B chargée positivement 0 = P - 7ip.
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Le champ électrique E créé en s
tout point de I'espace par un tel sys- BI

téme est facilement calculable (voir T T T T T T T T T T
chapitre 3). Le plan chargé o crée /| | T T T T T T T T T T
une contribution de module P/2g, 2

les lignes de champ étant perpen- Alq

diculaires au plan et le fuyant. Le 1

plan chargé —ao crée une contribu- Fig. 7.4. Polarisation uniforme dans une plaque diélec-
tion de méme module, mais les lignes  trique.

de champ sont orientées maintenant

vers le plan. Le champ total est la superposition de ces deux contributions : 4 I'extérieur
des plans, il est nul; entre les plans, il est perpendiculaire aux plans, orienté dans la
direction BA et de module P/«.

Nous pourrions évaluer le potentiel en tout point de I'espace en exploitant la relation
qui le lie au champ électrique. Ce calcul est simple. Nous allons toutefois le reprendre
en utilisant cette fois les définitions que nous avons données au chapitre 2 pour mieux
comprendre la nature de ces charges de polarisation.

A lextérieur de la plaque

Commengons par calculer le potentiel V" a I'extérieur de cette plaque, en un point M
de coordonnée z > 0, l'origine des espaces étant prise au centre de la plaque, sur 'axe
perpendiculaire 4 la plaque passant par M (fig. 7.5).

Z
M‘l
9
.l
/21 P Lt
Z/
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr Gl 8 .
4 —h/2-
|7 "

Fig. 7.5. Calcul du potentiel a I'extérieur d'une plaque infine d'épaisseur h présentant une polarisation
uniforme.

Un élément de volume dt de la plaque centré autour d’'un point M’ de coordonnées
cylindriques (p, 8, 2") correspond a un dipdle Pdt = Ppdpd6dz’. La contribution de
cet élément infinitésimal de volume au potentiel en M, notée d V(M), a pour expression :

P cosppdpd6dz’
dmey p? + (z — 2/)?

dv(M) =

¢ est I'angle que fait la polarisation P avec la direction M/M.
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Comme il y a invariance par rotation autour de 'axe z, cette contribution est indé-
pendante de 'angle 6. Aprés intégration de 6 entre 0 et 2, la contribution d 7,(M) d’un
anneau de rayon p, situé a l'altitude z’, de section dp dz’ est égale a :

dV(M)—i (z—2)pdpd2’
! 280 (p2 + (z — z62)3/2

En intégrant sur toute I'épaisseur de la couche, nous obtenons une contribution de
I'élément tubulaire d V(M) :

Ppd 1 1
dr ) = 2= -

280 5 o\ 1/2 P o\ 1/2
2 4+ _ = 2 4+ + =

I1 convient enfin d’intégrer sur toutes les valeurs possibles de p (pour I'intégration sur
p, il conviendra de considérer la plaque infinie comme un disque dont nous ferons tendre
ensuite le rayon pg vers 'infini) :

Po
m=/dmw
0

1/2 1/2

] ) 6)

lorsque pg tend vers l'infini, les deux premiers termes entre crochets se compensent, nous
obtenons alors :

h Ph
siz > 5, V(M) = 2—80

Ce potentiel est celui créé par les dipoles en tout point M de coordonnée z > 5/2.
Pour les valeurs de z < —4/2, un raisonnement identique conduit a :

h Ph
_Z V(M) = ——
Z< o (M) 2o

Le potentiel V' créé a 'extérieur de la plaque est donc constant, le champ électrique a
I'extérieur de la plaque est par conséquent nul.
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A lintérieur de la plaque
D’apres le calcul précédent, les potentiels en A (z = —4/2) et B (z = +4/2) peuvent étre
calculés. En vertu de la continuité du potentiel, la différence de potentiel V(A) — V(B)

est égale a: P P P
VA - VB)=——| — | = ——
2e &0 280

Nous pouvons maintenant calculer le champ électrique a l'intérieur de la plaque. Par
définition, puisque la polarisation est uniforme, le champ doit étre constant dans la
plaque. La circulation de A 4 B de ce champ étant égale & V' (A4) — V(B), nous obtenons :

B B
V(A)—V(B):/ E-ﬁzdzZ/ E,dz=E)}

A

ce qui conduit a expression du champ électrique dans la plaque :

Nous retrouvons ainsi par un calcul n'utilisant que les définitions du chapitre 3,
le résultat que nous avions obtenu en utilisant directement la notion de charges de
polarisation.

Cas d’une sphére

Considérons maintenant une spheére de rayon R,
constituée d’une répartition uniforme de dipdles
permanents paralleles f de densité N (fig. 7.6).

Comme dans le cas précédent, nous allons
calculer successivement le champ et le potentiel
électriques créés a l'extérieur et a l'intérieur de
la sphere. Fig. 7.6. Polarisation uniforme dans une

sphére diélectrique.

A Pextérieur de l sphére
Pour calculer le champ a 'extérieur de la sphére, nous allons exploiter une particularité des
distributions sphériques. Revenons un instant a I'échelle microscopique. Chaque dipdle
moléculaire p peut étre représenté par deux charges ¢ et —¢ distantes de a. Aussi la
sphere de dipoles peut étre vue comme la superposition de deux sphéres de rayon R,
'une chargée positivement S, I'autre chargée négativement S_, spheéres dont les centres
sont décalés de la distance a. Ainsi le champ électrique créé par la sphere de dipéles sera
égal a la somme des champs créés par chacune des deux sphéres. Puisque nous sommes
a Pextérieur de la sphére, les contributions de §; et S_ seront égales aux champs créés
respectivement par une charge ponctuelle Q. et Q_ placée en leur centre :

417
Qi =N R
4
Q. =—gN 1TR
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Ainsila sphere de dipoles, vue de 'extérieur, est équivalente 2 un dipole P place alorigine
et constitué par deux charges ponctuelles +Q et — 0, distantes de a :

4m 4, 4w
Rz = —RP
3 3

ol

=Qa =gN—

I1 est alors facile de calculer le champ électrique en tout point M de coordonnées sphé-
riques (r, 0, d) en appliquant les définitions que nous avons introduites au chapitre 5 :

2P cos B 2P cos OR3

E =

4areord 3gor3

Psin®  PsinOR®
Ee = =

4reord 3gor®
E¢ = O

Nous pouvons de la méme maniére calculer le potentiel en tout point extérieur de la
sphere. En particulier, le potentiel en un point M de coordonnées sphérique (7, 0, d) est
égal a :

V(M) = Pcosh PcosOR?

41regr? 3gyr?

Nous pouvons de plus remarquer que la sphére nest pas une surface équipotentielle. En
effet, sur la sphére au point (R, 0, ¢), le potentiel dépend de I'angle 6 selon la relation :

P cos®  PcosBR

V(M) = =
( ) 41T80R2 380

A lintérieur de la sphére

La polarisation étant uniforme, il n'y a pas de charges de polarisation en volume. Le
potentiel 7 a I'intérieur de la sphére doit donc vérifier 'équation de Laplace et satisfaire
la condition aux limites imposant le potentiel sur la surface. Or le potentiel V' (z) = Pz/3¢
remplit ces deux conditions; la solution étant unique (voir chapitre 4), ce potentiel est le
potentiel a I'intérieur de la sphere.

Nous pouvons dés lors calculer le champ électrique en utilisant E = —gV. Nous
obtenons : .
- . P
E=Eun,=———
380

Densités surfaciques de charges

Les champs électriques étant maintenant connus a I'intérieur et a I'extérieur de la sphere,
nous pouvons évaluer la densité surfacique de charges qui, distribuées sur une sphére de
rayon R, créeraient les mémes champs. Il suffit d’appliquer le théoréme de Gauss a une
surface fermée enveloppant un élément infinitésimal de surface chargée, centré autour du
point (R, 8, ¢) (voir figure 7.7).
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Fig. 7.7. Calcul de la densité surfacique de charges.

Nous obtenons ainsi :
o s — = —
—d8§=FE; -4, dS+E_-(—u,)dS
€0
En utilisant les expressions que nous venons de calculer pour le champ électrique a
l'extérieur et a 'intérieur de la sphére, nous obtenons
2P cos OR3 PcosH _ Pcos

T gs="% o4 ds

: ds
0 3goR 3gp €0

La densité surfacique de charges () est donc égale a :
o(0) = PcosO = P i,

Nous retrouvons ainsi la densité surfacique de polarisation. Notons que cette densité
surfacique de charges de polarisation est non uniforme, nulle 4 'équateur et maximale
aux poles. Ces résultats sont en accord avec ceux que nous pouvions imaginer a partir du
modele des deux sphéres décalées que nous avons proposé au début du paragraphe.

7 4. Systémes présentant une polarisation
induite : les diélectriques

Nous allons maintenant nous intéresser a des systémes ne présentant pas de polarisation
permanente. De tels systémes sont constitués d’atomes ou de molécules, dont les moments
dipolaires individuels sont soit nuls soit désorientés les uns par rapport aux autres. En
absence de champ électrique extérieur, ces systémes totalement neutres ne présentent
aucune propriété électrostatique particuliere. En revanche soumis 4 un champ externe,
chaque atome ou molécule va acquérir un moment dipolaire induit sous l'influence du
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champ appliqué et des champs créés par les autres dipoles induits, les dipoles permanents
libres de se mouvoir dans la méme direction pour donner au matériau des propriétés
électrostatiques intéressantes.

Dans le paragraphe précédent, nous avons appris a calculer le champ électrique et le
potentiel en utilisant la notion de charges de polarisation alors que nous connaissions
au préalable la polarisation du systéme. Ce n’est plus le cas maintenant. Pour pouvoir
connaitre cette polarisation, il nous faudrait déterminer le champ électrique a I'intérieur
du diélectrique. A 'échelle microscopique, le champ électrique responsable de la polarisa-
tion induite est le champ local correspondant au champ électrique moyen a l'intérieur du
diélectrique diminué du champ créé par le moment induit lui-méme. A échelle macro-
scopique, on peut établir une relation de proportionnalité entre la polarisation induite P
et le champ électrique E :

ﬁ = Soiﬁ

X étant le tenseur de susceptibilité diélectrique du milieu (nous étudierons son lien avec
la polarisabilité « établi par les physiciens Clausius et Mossoti). Toutefois ce champ
électrique E est lui-méme dépendant de la polarisation, puisque la polarisation du milieu
est équivalente a 'apparition de charges de polarisation en surface et en volume qui elles-
mémes contribuent au champ électrique E. 1l faut donc trouver une autre procédure que
celle utilisée au paragraphe 7.3.

Pour illustrer cette procédure adaptée a cette situation particuliére et montrer com-
ment, malgré cette difficulté, on peut déterminer les champs électriques intérieur et
extérieur ainsi que la polarisation dans un milieu diélectrique, nous allons calculer toutes
ces grandeurs sur les deux exemples correspondant aux géométries étudiées dans le para-

graphe précédent.

Cas de la plaque diélectrique

Supposons donc une plaque constituée d’atomes ou de molécules polarisables, soumise a
un champ électrique appliqué Ey uniforme.

A lintérieur de la plaque

Commengons par calculer le champ électrique a lintérieur du diélectrique. Ce champ
électrique est égal au champ appliqué Ey augmenté du champ créé par les charges de
polarisation induite. Cette derni¢re contribution a été calculée au paragraphe 1. Elle est
égale 3 — P /g(. Nous pouvons donc écrire :

-

- - P
E=E0——
€0

Supposons que le diélectrique soit linéaire, homogene et isotrope. Nous savons alors que
la polarisation P est proportionnelle 4 ce champ électrique :

P = gyxE
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Nous obtenons ainsi une équation auto-cohérente liant le champ extérieur appliqué E
au champ a l'intérieur du diélectrique E :

- 1 -
E=——F,
1+x

Pulsque la polarisation induite P est nécessairement dans le sens du champ électrique
E qui la crée, la susceptibilité diélectrique est positive et le champ E a l'intérieur du
diélectrique est inférieur au champ électrique appliqué E. Connaissant E , NOUS pouvons
maintenant déterminer P :

- X —

P = E
801+x 0

A Pextérieur de la plague
Le champ électrique a 'extérieur de la plaque est égal au champ appliqué E 0, la contri-
bution de la plaque étant nulle comme nous 'avons vu en 1.

Cas de la sphere diélectrique

Supposons une sphére diélectrique de rayon R, centrée a I'origine, et soumettons-la a un
champ électrique uniforme Ey.

Comme précédemment, nous allons commencer par établir une équation auto-
cohérente nous permettant de calculer le champ électrique £ a l'intérieur de la sphére.

A l'intérieur de la sphere

A Tintérieur du diélectrique, le champ électrique E est égal au champ appliqué Eg
augmenté du champ créé par les Charges de polarisation induite. Au paragraphe 2, nous
avons calculé cette contribution qui est égale 2 — P /3&g. Ainsi, nous obtenons :

-

-

pP
E=Fy——
380
Enintroduisant la relation D= soxi‘ , nous obtenons le champ E alintérieur en fonction
du champ appliqué E| :
1

E = E
1+x70

W

Comme dans le cas de la plaque, le champ a l'intérieur de la sphére est inférieur au champ
extérieur appliqué. Notons que le coefficient de proportionnalité n’est pas le méme suivant
les deux géométries étudiées, le champ intérieur dépend donc de la susceptibilité du milieu
mais également de sa géométrie.
Le champ intérieur étant maintenant connu, nous pouvons calculer la polarisation D
ﬁ = & X E 0
1+4
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A lextérieur de la sphére
Le champ a lextérieur de la sphere diélectrique est la superposition du champ Egetdu
champ électrique créé par un dipdle P placé au centre de la sphére avec, en reprenant les
résultats du paragraphe 2 :

4 X =

P = — R Eo

3 1+§

7.5. Le vecteur déplacement D

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié les lois fondamentales de I'électrosta-
tique auxquelles obéissent les charges électriques dans le vide. Nous avons vu que leur
formulation mathématique permettait de construire des méthodes simples pour calculer
les champs et les potentiels et nous avons largement étudié en particulier les possibilités
offertes par le théoréme de Gauss. La puissance de ces méthodes est liée a la forme des
deux équations que doit vérifier le champ électrique :

VAE=0

€0

Bien entendu, les deux équations précédentes demeurent valables si nous remplagons le
vide par un milieu diélectrique. Toutefois il faudra inclure dans la densité de charges p, non
seulement les charges initiales dites « libres » (charges placées en surface ou immergées en
volume par bombardement qui ne sont pas libres de se déplacer mais dont nous pouvons
faire varier le nombre 2 volonté) mais également les charges de polarisation induites dans
le diélectrique (charges parfois appelées « charges liées »). Or il n’est pas toujours simple
de déterminer ces derniéres et donc l'utilisation directe des équations précédentes et des
théorémes qui s’y rattachent n’est pas toujours commode.

Aussi est-il judicieux d’introduire une nouvelle grandeur électrostatique, le vecteur
déplacement électrique D. Lintérét de ce vecteur réside dans le fait que les deux équations
fondamentales auxquels il obéit ne font appel qu’aux charges «libres » que nous contrélons
et dont nous connaissons a priori la distribution. En levant cette indétermination, nous

pourrons appliquer a D, dansle diélectrique, tous les résultats que nous connaissions pour
E dans le vide.

Définition du vecteur déplacement

Nous allons construire maintenant le vecteur D. Considérons donc le systéme des charges
« libres » caractérisées par une densité volumique pyp, immergées dans un diélectrique.
Leffet de polarisation du diélectrique se caractérisera par une densité de charges de pola-
risation induite pyo1. Le potentiel électrostatique ¥~ doit vérifier en tout point I'équation
de Poisson :

=)

V) =
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Nous pouvons alors établir une équation relative au champ électrique Een introduisant
E = —VV etla définition de la densité de charges de polarisation ppo = —V - B. Nous
obtenons ainsi :

= = _ Pib V-P

V. E="20_

€0 €0

Nous pouvons alors définir le vecteur déplacement D = eFE + P qui vérifie I'équation
locale : R ~
VD=V :(gFE + P) = pyp

La structure de cette équation montre que les propriétés du champ électrique E créé
par des charges dans le vide se transposent au vecteur déplacement D si ces charges
sont immergées dans un milieu diélectrique. En particulier, nous pourrons appliquer le
théoreme de Gauss au vecteur déplacement en nous limitant aux charges « libres » pour
ensuite en déduire £ et B. Cette méthode est trés commode lorsque I'on controle les
charges « libres », soulignons toutefois que la plupart du temps, il est plus facile de
contrdler la différence de potentiel des corps environnant les diélectriques : dans ce cas,
il conviendra de commencer par déterminer £ pour ensuite en déduire D et P.

Dans un diélectrique homogene isotrope et linéaire, on peut aller un peu plus loin. En
effet, dans un tel dlelectrlque la polarisation est proportionnelle au champ, (P = 80XE ):
aussi pouvons-nous écrire le vecteur déplacement sous la forme

D= go(1 + X)E‘ = soer = ¢F

= (1 + x) est la « permittivité relative » et £ = €0&r, la_« constante diélectrique » du
milieu. Dans un tel milieu, la proportionnalité entre D et £ nous permet d’écrire

—

V'DZSV'E=pﬁb
VAD=0
En d’autres termes, cela veut dire que le champ électrique créé par une distribution de

charges immergées dans un milieu « diélectrique » isotrope homogene se calcule comme
dans le vide, a condition de remplacer la constante diélectrique de vide gy par celle du

milieu &.
Substances Conditions &
air 0°C, 1 atm (gaz) 1,00005
HCl 0°C, 1 atm (gaz) 1,0046
S 20 °C (cristal) 4
eau 110°C 1 atm (gaz) | 1,0126
eau 20 °C (liquide) 80
argon 193 °C (liquide) 1,53
paraffine 20 °C (solide) 2,1
porcelaine 20 °C (solide) 6,0-8,0
polyéthyléne | 20 °C (solide) 4,1
verre pyrex - 4

Fig. 7.8. Constantes diélectriques de quelques substances.
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Recheche g

Développement

Que se passe-t-il lorsqu'on dissout un
composé ionique dans un liquide polaire?
Chaque ion crée, a I'échelle atomique ou
moléculaire, un champ électrique intense
qui va interagir avec les molécules polaires
du solvant, Ces molécules vont s'organiser
autour de l'ion, chaque ion va ainsi étre
habillé par un ensemble de molécules du
solvant, sa charge est ainsi écrantée par
la présence des dipdles ce qui conduit a

Solvatation d'un ion

solvatation. Notons que dans ce processus
de dissolution du composé ionique, I'éner-
gie nécessaire a la séparation des différentes
especes ioniques est essentiellement fournie
par le travail des forces électrostatiques liées
au déplacement et a la réorganisation des
molécules polaires. Par exemple, la disper-
sion des ions d'un cristal de KCl nécessite
une énergie de 169 kcal/mole, tandis que les
énergies électrostatiques de solvatation des

une interaction effective ion-ion réduite. On
parlera d'ions solvatés et de processus de

ions K* et CI~ dans I'eau apportent respec-
tivement 77 kcal /mole et 87 kcal /mole.

Propriétés du vecteur déplacement

Nous allons maintenant généraliser au vecteur déplacement le comportement du champ
électrique lors de la traversée d’une interface que nous avons étudié au chapitre 3. En
considérant la surface séparant deux milieux, nous étudierons successivement les com-
portements des composantes normale et tangentielle de ce vecteur.

Comportement de la composante normale D, au passage d’une interface
Nous venons de démontrer que, par —
ds T A Dp,
1

construction, le théoréme de Gauss pou-
vait s'appliquer au vecteur déplacement.
Considérons donc la surface de Gauss
constituée par un cylindre, commun aux
deux milieux d’axe perpendiculaire a la
surface de séparation, de hauteur trés
petite devant la surface des bases (fig. 7.9).
Selon le théoréme de Gauss nous avons

//5-d§=//DndS:Phb 2
S S

Fig. 7.9. Propriété de la composante normale de D
au passage d'une interface.

D,, étant la composante normale 4 la sur-
face du vecteur déplacement. B

Cette équation, équivalente 4 une équation de conservation du flux de D, nous permet
d’écrire :

Dy — Dy = oy

oy étant la densité surfacique de charges libres a l'interface.

Sil'interface sépare deux milieux diélectriques, la densité de charges libres en surface
est généralement nulle, on a donc une continuité de la composante normale du vecteur
déplacement D sur la surface de séparation entre deux diélectriques. En revanche, si
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I'interface sépare un conducteur et un diélectrique, il y a des charges libres a la surface du
conducteur, il existe alors une discontinuité dans la composante normale de D au passage
de linterface : D, est nulle a 'intérieur du conducteur (comme E) et égale a la densité
surfacique de charges libres dans le diélectrique.

7.6. Capacité et diélectrique

L'une des principales applications des propriétés des milieux diélectriques est liée a la
possibilité qu’ils offrent d’augmenter la capacité d’'un condensateur.

Considérons un condensateur plan, les deux armatures étant séparées par une épaisseur
A de vide. Si nous appliquons une différence de potentiel aux bornes de ce condensateur,
il apparait des charges de signes opposés sur les deux armatures A et B. Les charges et la
différence de potentiel sont proportionnelles et liées par la relation :

Or=—Q =C(Va—T3)

C étant définie comme la capacité du condensateur dans le vide.

Immergeons maintenant ce condensateur dans un milieu diélectrique ou plus simple-
ment introduisons une lame diélectrique remplissant totalement I'espace entre les deux
armatures. Comment vont étre modifiées les caractéristiques du condensateur ?

Nous commencerons par raisonner en supposant que le condensateur a été au préalable
isolé, les charges sur les armatures en présence du diélectrique étant égales a celles existant
lorsque le condensateur était dans le vide. Les charges sur les armatures (« libres » au sens
défini précédemment au paragraphe 7.5) induisent une polarisation du milieu diélectrique.
Nous avons vu que cette polarisation crée une contribution au champ électrique dans le
diélectrique de la forme — P /go. En suivant la procédure présentée au paragraphe 1, nous
pouvons calculer le champ électrique E entre les armatures :

= 1
E = —E 0
1+x
Ey étantle champ électrique créé par les charges Q et —Q. Sinous calculons la circulation
de ce champ E entre A et B, nous obtenons :

1
Va— Vg = hE = ——hE
A B 11y 0

En introduisant la relation obtenue lorsque le condensateur était dans le vide,
hEy = Qa/C, nous obtenons une nouvelle relation entre la charge et la différence
de potentiel développée entre les armatures :
1 QOa A
SRR B
1+x C ¢’
Par définition de la capacité, C’ est la capacité du condensateur en présence du diélec-
trique :
=(1+xC
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La capacité d’'un condensateur plan, de surface § et d’épaisseur 4, est égale dans le vide
aC = SL/]S tandis que dans un milieu diélectrique linéaire, homogene et isotrope, nous
aurons :
o - 1+ x)eos _ &S
h b
€ = g& étant la constante diélectrique du milieu et g, la constante diélectrique relative.
Nous obtenons bien entendu le méme résultat si nous supposons que le condensateur,
au lieu d’étre isolé, est maintenu a potentiel constant. Dans ce cas, nous décrirons la pola-
risation du milieu par I'apparition de charges de polarisation 4 la surface du diélectrique.
Attirées par influence, de nouvelles charges « libres » vont apparaitre sur les armatures du
condensateur. La densité surfacique totale o’ de charges « sur » les armatures est égale
a la somme des charges libres de 'une des armatures de densité oy, (celles présentes a
lorigine augmentées de celles arrivées par influence) et des charges de polarisation dues

au diélectrique :

o =op+P 7
7 étant la normale sortante a la surface du diélectrique. On a donc
Olib — 0'/ —P-n

Le champ électrique E a lintérieur du condensateur est dii 2 la totalité des charges se
trouvant sur les armatures, charges caractérisées par la distribution ¢’ des charges. Nous
aurons donc :
- o’ - .
E=—7n et P =gyxE
=)
avec 7’ vecteur normal a 'armature.
En supposant que le potengel VA soit supérieur au potentiel Vg, la polarisation étant
donc orientée selon le champ E de A vers B, nous obtenons 'expression de la densité de

charges « libres » sur 'armature A :
o, = 80F — P = gF + goxE = (1 + X)eoE
qui correspond 2 la charge totale libre Q) sur 'armature A :
Qx = o

S =1+ x)eES

En introduisant la différence de potentiel o — Vg et les capacités C’ et C nous obtenons
'équation :

C'(Va— W) = (1 +Xx)C(Va — V3)
C'=@10+xcC
Nous retrouvons ainsi la relation obtenue précédemment en considérant la charge comme

étant maintenue constante sur les armatures.
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Compléments : notion de champ local

Nous allons calculer le champ électrique local Eloc auquel est soumis un atome ou
une molecule dans un matériau. Ce champ électrique est constitué du champ extérieur
appliqué EO et des champs dus a la polarisation de tous les atomes ou molécules autres
que celui pour lequel nous calculons le champ local. Cela correspond donc au champ
électrique macroscopique a l'intérieur du diélectrique diminué de la contribution d’un
atome ou d’une molécule.

I1 est évident que le calcul exact demanderait une connaissance détaillée de la forme
de l'atome ou de la molécule et de la distribution de charge correspondante. Nous allons
effectuer ici un calcul approché de cette contribution. Pour ce faire, nous allons faire
plusieurs hypothéses :

— la charge totale de la molécule est nulle, le champ électrique moléculaire ne sera pas un
champ crée par une charge ponctuelle mais au mieux un champ électrique créé par un
dipole;

— la densité de charge totale est également nulle en tout point de la molécule, les densités
de charge positives et négatives sont égales;

— la molécule est sphérique.

Sous I'influence du champ auquel elles sont soumises, les charges positives et négatives de
la molécule se déplacent légerement pour former un dipéle induit. Le champ « intérieur »
créé par cette distribution a été calculé au paragraphe 2 en appliquant le théoréme de
Gauss aux deux distributions homogenes sphériques positives et négatives :

-

-~ P
Emol - - 3_80
expression dans laquelle Destla polarisation du milieu. Nous obtenons ainsi 'expression
du champ local : . . 2
Eio. = E+
380

Le coefficient 1/3 dans l'expression de Ej,. nest formellement valable que pour une
distribution de charges sphérique, toutefois les résultats expérimentaux semblent indiquer
que ce coefficient reste correct dans de nombreux cas.

Relation de Clausius-Mossotti

La relation de Clausius-Mossotti lie la constante diélectrique macroscopique a la
polarisabilité microscopique des atomes ou molécules. Nous avons par définition de la
susceptibilité x :

P = SQXE
P correspond 4 la polarisation par unité de volume du matériau considéré :

P=Njp
expression dans laquelle IV représente la densité de dipdles atomiques ou moléculaires
induits 7. Chacun de ces dipoles est induit par le champ électrique local Eloe, son
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intensité étant proportionnelle 4 la polarisabilité o de 'atome ou de la molécule :

P = NaFE,.
Le champ local Ej, et le champ E sont liés par la relation :
- . P
Eipe=FE+ —
380
Nous obtenons ainsi :
= NOLSO =
P - o
1- NS
et par identification nous obtenons U'expression de la susceptibilité :
_ Na
T ara
&y — Ng
que nous pouvons réécrire en fonction de la constante diélectrique relative &, = 1 + x :
Na c—1
3 g +2

Un peu d’histoire

Relation de Clausius-Mossotti

Poisson avait proposé en 1824 lidée de
« fluides boréal et austral » se séparant
a l'échelle microscopique pour créer les
propriétés macroscopiques des matériaux
magnétiques. En 1847, Mossoti transposa

Exercices

[l Dans la molécule d'acide chlorhydrique HC,
la distance entre le noyau de chlore et celui
d'hydrogeéne est de 1,28 A. Un modéle élec-
tronique de cette molécule dans lequel I'élec-
tron de I'atome d'hydrogéne serait entiérement
transféré a I'atome de chlore et se joindrait
aux 17 électrons de celui-ci pour former une
charge négative sphérique symétrique, centrée
sur le noyau de chlore permet-il de retrouver le
moment dipolaire expérimental de 1,08 D? En
utilisant cette valeur expérimentale, calculer la
distance entre le barycentre des charges néga-
tives et le noyau d'hydrogéne.
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ce type d’analyse pour déterminer les pro-
priétés macroscopiques des diélectriques a
partir d’'une représentation microscopique
de ces matériaux.

E Dans les molécules de méthane CH,4 et de
chlorure de carbone CCly, le carbone est au
centre d'un tétraédre dont les autres atomes de
la molécule occupent les sommets. Quel est leur
moment dipolaire ?

[EJ Une charge ponctuelle g est placée au centre
d'une petite cavité de rayon R’ creusée au centre
d'un matériau isolant de forme sphérique de
rayon R et de constante diélectrique relative &;.

a. Calculer les modules en tout point de I'espace,

des vecteurs déplacement, champ électrique et
polarisation. Quelles sont leurs direction et sens ?



b. Montrer qu'il n'y a pas de charges libres ni de
charges de polarisation en volume dans le diélec-
trique.

c. Calculer les charges de polarisation sur les sur-
faces du diélectrique et la charge totale contenue
dans une sphére de rayon r telle que

R <r<R

I Entre les plaques d'un condensateur plan se
trouve un diélectrique dont la permittivité rela-
tive varie linéairement d'une plaque a l'autre.
Soient &1 et &, les valeurs sur les deux plaques
(avec g1 > &r;) et e la distance entre les plaques.
Montrer que la capacité par unité de surface

vaut :
goler) — &rp)

eln (ﬁ)
EF On place une sphére de rayon R, au centre
d'un condensateur constitué de deux plaques
distantes de e et de surface S suffisamment
grande pour qu'on puisse négliger les effets

de bords. On charge le condensateur sous une
différence de potentiel V.

a. Calculer le champ en tout point de I'espace sui-
vant que la sphére est métallique ou constituée
d'un matériau isolant de constante diélectrique
relative ;.

b. Tracer dans les deux cas, quelques lignes de
champ et surfaces équipotentielles dans un plan
diamétral de la sphere et perpendiculaire aux
armatures.

A On comble I'espace existant entre les deux
conducteurs sphériques de I'exercice 8, par un
isolant de constante diélectrique relative e;.
Calculer la capacité du condensateur consti-
tué par les deux conducteurs sphériques et le
diélectrique. On remplace la coquille sphérique
conductrice introduite dans I'exercice 8 du cha-
pitre 6, par une coquille sphérique concentrique
isolante de constante diélectrique relative &, de
rayon intérieur R = 2R¢ et de rayon extérieur
R’ = 3Ry. Calculer la capacité du condensateur
constitué par les deux conducteurs sphériques
et le diélectrique. Comparer a celle du systéme
constitué par les trois conducteurs sphériques.
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Chapitre

)
Energie électrostatique

Pour conclure cette partie concernant I'électrostatique, nous introduirons la notion

d’énergie électrostatique associée a un ensemble de charges fixes. Aprés avoir donné

diverses expressions de cette énergie, nous en déduirons les forces et les moments

de forces s’exercant dans un champ électrostatique.

8.1 Energie électrostatique d'un systéme de charges ponctuelles
Expression de I'énergie en fonction des charges électriques
Expression de I'énergie en fonction du potentiel électrique

8.2 Energie électrostatique associée & une distribution continue de charges
Expression de I'énergie électrostatique dans le vide

En présence de matériaux diélectriques linéaires

Expression de I’énergie électrostatique en fonction du potentiel

Energie de polarisation

8.3 Energie associée a un ensemble de conducteurs a I'équilibre
Cas d’un ensemble de conducteurs a I'équilibre

Energie associée a un condensateur

8.4 Forces et moments de forces
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8.1. Energie électrostatique d’un systéme de
charges ponctuelles

Considérons un ensemble de charges électriques ¢; dont les positions 7; sont fixées.
Lensemble des couples (g;, 7;) caractérise I'état de ce systéme de charges ponctuelles.
A chaque état correspond une énergie électrostatique U, définie comme le travail total
nécessaire 4 un opérateur extérieur au systéme pour amener toutes les charges ¢; de l'infini
a leur position finale 7;, I'énergie de I'état « toutes les charges sont infiniment éloignées
les unes des autres » étant retenue comme origine des énergies. C’est I'énergie disponible
potentiellement dans le systeme, celle que 'on pourra récupérer si on laisse toutes les
charges retourner a I'infini (on parle d’« énergie libre »). Notons de plus que dans cette
définition, 'énergie électrostatique ne prend en compte nil'énergie nécessaire a la création
initiale des charges ni celle nécessaire a la constitution du milieu dans lequel elles sont
placées.

Expression de I’énergie en fonction des charges électriques

Pour calculer cette énergie UL, il convient d’amener une a une les charges ¢; et d’évaluer
a chaque fois I'énergie nécessaire a cette opération, 'énergie U, étant la somme de toutes
ces contributions. Commengons par amener la charge ¢; au point 7;. La mise en place
de cette charge ne nécessite aucune énergie, ni pour sa création (par hypothése) ni pour
son déplacement de I'infini a 71 puisqu’elle est seule dans le vide. Pour amener la seconde
charge ¢, en 75, il faut fournir le travail /¥, qui a pour expression :

W= — 12
41T80|7’1— 7’2’

Ces deux charges se trouvant maintenant a leurs positions finales, pour amener une
troisiéme charge ¢3 en 73, il faudra lui fournir le travail 7 :

W= B0 B

- 4’1T80|?3—?1’ 4TT80‘?3—?2|

Ainsi, de fagon générale, I'énergie requise pour amener une j-éme charge ¢; au point 7;

a pour expression :
- 7
W, =g E — 8.1
! 7 4’1T807’ij ( )

1(]

o
41

avec ryj = ’7_3' — 71 |. Lénergie totale U, qui est nécessaire pour amener le systtme de
charges dans I'état (¢;, 7;) est, par définition, simplement égale a la somme de toutes les
contributions de type 8.1. Nous obtenons ainsi :

Ue=ZWj= 79

N . 41T8()7'ij
] 1,1<]
1 gi9;

2 ‘ 4Tr807"1j

i

(8.2)
U. =
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Dans cette derniére expression, le facteur % apparait pour corriger le fait que, en faisant la
somme sur tous les 7 et 7, on compte chaque terme deux fois alors qu’il n’est 4 considérer
qu’une seule fois.

Expression de I'énergie en fonction du potentiel électrique

Nous pouvons également écrire cette énergie U, en fonction du potentiel V(7;) créé
au point 7; par I'ensemble des autres charges ponctuelles ¢;. Par définition, ce potentiel

s'écrit : g
=\ i

VE) =)

4’1T807'ij

j#Fi

Lexpression 8.2 de I'énergie peut ainsi s'écrire en fonction du potentiel sous la forme :

1 iR
U = 3 zijqu(ri) (8.3)

Développement

Puissance dissipée dans un éclair

La Terre est entourée a haute altitude, a
environ 50 km du sol, par la ionospheére. Il
s'agit 1a d'un ensemble de molécules ioni-
sées par le rayonnement solaire qui est main-
tenu a un potentiel voisin de 5 - 10° V, le
sol étant considéré comme étant au poten-
tiel nul. Ainsi, il existe un champ moyen entre
la ionosphere et le sol d'environ 10 V/m. Ce
champ électrique peut étre fortement modi-
fié par temps d'orage. Considérons en effet
un nuage d'orage chargé électriquement. Sa
charge Q est alors d'environ 10 coulombs
et il se situe a une altitude h voisine de

Recheche g0

5 km. Ses dimensions latérales étant petites,
on peut considérer ce nuage comme une
charge ponctuelle créant un champ élec-
trique £ = ;-3 etun potentiel V = ;1%
respectivement d'environ 4 - 10° V/m et de
210’ V. Ces champs électriques sont suf-
fisants pour ioniser I'air entre le nuage et la
Terre (éclair), permettant ainsi I'écoulement
des charges accumulées. La durée 7 d'un
éclair étant de I'ordre de 1072 s, la puissance
dissipée P = Y2 qui lui est associée est d'en-
viron 10'° watts.

8.2. Energie électrostatique associée & une

distribution continue de charges

Dans le cas d’un systéme constitué par une distribution continue de charges, I'état du
systéme sera caractérisé par la densité volumique de charge p(7) au point 7. Pour évaluer
I'énergie caractérisant cet état, nous allons procéder comme dans le cas discret. Nous
commencerons par déterminer le travail nécessaire pour augmenter la densité de charges
xp(7) (0 < x < 1), caractérisant un état intermédiaire, de la quantité dp(7) en amenant
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ces charges de l'infini, puis nous calculerons la somme de toutes ces contributions pour
passer de I'état d’'un systéme ne contenant pas de charges (x = 0) a celui caractérisé par
la distribution finale (x = 1). Rappelons que dans cette procédure, nous n’évaluons que
I'énergie associée aux charges libres de se déplacer, en particulier nous ne prenons pas
en compte 'énergie qui a été nécessaire pour constituer le milieu lui-méme. Le point 7
se trouvant au potentiel V(r), le travail nécessaire a la premiere opération est égal par

définition a :
dU, = /// dpi(F)V(7¥)d7 (8.4)
\%

Pour pouvoir discuter simplement les différentes situations physiques rencontrées, nous
allons exprimer cette contribution en fonction du champ de déplacement D qui satisfait
I'équation :

V -dD = dpgp(7)

Nous obtenons ainsi :

du, = // V(%’-dB)V(?)dT (8.5)

En exploitant l'identité vectorielle (§ . dIS)V - V. (VdB) —dD- §V, nous
pouvons réécrire cette équation :

dUe=// ﬁ(Vdﬁ)dT—///dﬁﬁde (8.6)
dUez// §~(Vd5)d¢+///d5-f?d7

Considérons la premiére de ces intégrales. Dans l'expression 8.4, l'intégration n'a de
sens que sur le volume dans lequel la densité de charge est non nulle, 'attribution
d’une densité nulle aux autres régions n’étant introduite que pour étendre artificiellement
I'intégration a tout l'espace. Nous pouvons donc, sans négliger aucune contribution,
restreindre provisoirement le domaine d’intégration 2 un volume sphérique fermé ¥
limité par la surface enveloppe § englobant toutes les charges du systéme considéré. La
premiére intégrale de volume se transforme alors en intégrale de surface par la formule

de Green :
//N§-(Vd5)d7=//Vd5~d§
\ S

Le second membre de cette équation correspond par définition au flux du vecteur V' d Da
travers la surface § ('analogie avec le théoréme de Gauss est immédiate). Mais le volume
V, choisi arbitrairement, peut étre aussi grand que 'on veut, en particulier beaucoup plus
grand que le volume réel occupé par la distribution de charges. Dans ces conditions, vu
de la surface §, le systeme de charges peut étre assimilé a une charge ponctuelle située au
centre de la sphere 7 (de rayon R). Le champ Detle potentiel 7 que crée la distribution
varient alors sur la surface § respectivement comme R~2 et R™1.
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La surface S variant comme R?, le flux de ¥ D sortant de § varie comme R~L. Ainsi,
lorsque l'on fait tendre R vers l'infini pour retrouver un domaine d’intégration étendu
a tout l'espace, ce flux tend vers 0. Nous pouvons donc négliger le premier terme de
Pexpression 8.6. L'énergie électrostatique se réduit donc a :

d(@=///d5-§d7 (8.7)

I'intégration se faisant de nouveau sur tout 'espace. Il ne nous reste plus maintenant qu'a
calculer la somme de toutes ces contributions pour déterminer I'énergie €lectrostatique
du systéme caractérisé par la densité pyp, c’est-a-dire en faisant varier D d’une valeur
initiale nulle 4 sa valeur finale. Pour effectuer cette derniére opération, il est bien entendu
nécessaire de connaitre la relation constitutive entre le vecteur déplacement D etle
champ électrique E. Dans le cas le plus général, cette relation peut étre compliquée et la
sommation rendue difficile. Nous n’étudierons ici que deux cas particuliers, correspondant
néanmoins aux cas les plus fréquemment rencontrés.

Expression de I'énergie électrostatique dans le vide

Dans le vide, la relation entre D et E est de la forme : D = gyE. En remplagant dans la

relation 8.7, nous obtenons :
dUe=so///dE-EdT

En intégrant cette contribution infinitésimale entre la valeur nulle et la valeur finale de
E, nous obtenons une expression de 'énergie électrostatique du systéme sous la forme :

=%///E-E’d7 (8.8)

Cette expression de I'énergie électrostatique est la plus compléte que nous puissions
donner en absence de matériaux diélectriques (on peut montrer que cette expression
de I'énergie est toujours vraie en absence de diélectriques, que le champ électrique soit
statique ou non).

En présence de matériaux diélectriques linéaires

Nous nous limiterons au cas d’'un milieu diélectrique linéaire. Dans ce cas, le champ de

1 > <
déplacement D = gL est simplement proportionnel au champ électrique E. L'énergie
électrostatique a alors pour expression :

Uezg///ﬁ-ﬁdfr (8.9)
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Expression de I'énergie électrostatique en fonction du potentiel

Les expressions 8.8 et 8.9 peuvent se réécrire toutes deux en fonction du potentiel V' (7) :

1
U. = 5///91‘1de1'

expression qui ressemble & une généralisation de U'expression 8.3 dans le cas d’une dis-
tribution continue de charges. Il est toutefois important de noter quelle ne pourra étre
utilisée que pour un systeme de charges placées dans le vide ou dans un milieu diélectrique
linéaire. En effet, la sommation de toutes les contributions de la forme 8.4 ne conduit
a cette derniére expression que lorsque le potentiel ¥ est proportionnel 4 la densité de
charges libres ppp, ce qui n'est vrai que dans ces deux cas.

Energie de polarisation

11 est parfois utile de déterminer I'énergie, dite de « polarisation », associée a la présence
du milieu diélectrique. Cette distinction entre les différentes contributions énergétiques
est un peu arbitraire puisque la polarisation du milieu dépend elle-méme des charges
libres en présence, aussi faut-il plutét comprendre cette énergie de polarisation comme
la différence d’énergie AU, du systéme de charges libres en présence ou en absence du
milieu diélectrique.

Dans le cas d’un matériau diélectrique linéaire, nous obtenons ainsi :

AUC=@///E.EdT_f///E.EdT=1// (00— 6)F - Bdr
2 2 2

En introduisant la polarisation :
P = soxi‘ = (gy — S)E

cette énergie peut se réécrire en fonction de la polarisation :

AU, = %///ﬁ-EdT (8.10)

Cette énergie de polarisation est simplement I'énergie associée 4 la création des dipdles
induits et a l'orientation des dipodles permanents lorsqu’'on améne les charges libres de
I'infini a leurs positions finales.

8.3. Energie associée a un ensemble de
conducteurs a I'équilibre

Cas d’un ensemble de conducteurs a I’équilibre

Considérons maintenant un ensemble de conducteurs indicés par z, a I'équilibre dans un
milieu quelconque. Cet équilibre est caractérisé par 'ensemble des valeurs des charges Q;
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et des potentiels ¥; associés a chacun des conducteurs, ces charges étant par définition
réparties a la surface des conducteurs avec une densité surfacique o;.

En appliquant la relation 8.4 et en utilisant le fait que chaque conducteur est une
équipotentielle 7;, nous obtenons I'énergie électrostatique associée a ce systéme :

%///plib(?)V(7)dT = %Z Vi//()'i(?)dSi 8.11)
1
§ZQiVi

Dans cette expression §; représente la surface du conducteur 7. Cette énergie s’exprime
également en fonction des potentiels V; et des capacités mutuelles C;; introduites cha-
pitre 6. En effet, la charge Q; dépend linéairement des potentiels 7; :

0 = Z GV, (8.12)

Ue

Ue

Nous obtenons ainsi :

1
U. = EZ C;ViV; (8.13)
Y

Nous pourrions obtenir une relation symétrique décrivant I'énergie uniquement en fonc-
tion des charges portées par les conducteurs en inversant la relation 8.12.

Energie associée a un condensateur

Par définition, un condensateur est un systéme de deux conducteurs en influence totale. Si
nous soumettons les armatures indicées 1 et 2 d’un tel systéme 4 une différence de potentiel
V' = V1 — V>, il apparait sur les armatures des charges Q1 = —Q, = Q = CV, C étant
la capacité du condensateur. Lénergie U, associée a ces charges libres, habituellement
appelée « énergie du condensateur U, », est obtenue en appliquant la relation 8.3 :

1 1 10
U ==(QiVh— Q) =0V = == 8.14
2(Q11 Q1) 79 2C (8.14)
1
U.= ~Cr?
2

Cette énergie U, joue un role trés important dans I'étude des condensateurs. Elle
correspond notamment a I'énergie que le générateur doit fournir au condensateur pour
le charger. On peut se persuader de ce résultat en calculant 'énergie d U nécessaire pour
amener la charge supplémentaire d ¢ sur 'armature portant au préalable la charge ¢, c’est-
a-dire se trouvant au potentiel ¥(g) = ¢/C puis en intégrant cette énergie infinitésimale
entre I'état initial (charge nulle) et I'état final (charge Q) :

1
dU =V(g)dg = Egdg
/1 L1

c?°? ™3¢
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Dénergie U, est donc I'énergie emmagasinée dans le condensateur au cours du pro-
cessus d’accumulation de charge sur ses armatures. Elle sera restituée lors de sa décharge.
En effet, considérons le circuit électrique ouvert constitué par le condensateur de capa-
cité C dont les armatures sont préalablement chargées (Q, —Q) et d’'une résistance R, le
courant I > 0 étant conventionnellement orienté vers I'armature chargée Q. A Iinstant
t = 0, fermons l'interrupteur; le condensateur en se déchargeant va créer un courant
I = dQ/ d#dont laloi d’évolution va obéir a I'équation :

Q)

TJrRI(z‘)ZO

dr
I(#) + RC— =0
@ dz

A chaque instant le courant sera égal 4 :

Q _

I(f) = —=—e T
(1) = —%5¢
Dénergie dissipée par effet Joule dans la résistance est donc égale 4 :
0o ) 1
Udissipée = g C_lg_c dz = _g = U.
RC? Jy 2C

Condensateur plan dans le vide

La capacité Cy d’un condensateur plan placé dans le vide est égale a £9S/5, § et 5 étant
respectivement la surface des armatures et leur espacement. Uénergie du condensateur
s'écrit alors :

1 1
U. = —CyV? = ZgoE%Sh
2 0 280

Nous retrouvons 1a le résultat 8.8, dans lequel le volume S, représente le volume occupé
par les lignes de champ, c’est-a-dire la région de 'espace dans laquelle le champ électrique
E est non nul, dans 'approximation du condensateur plan.

Condensateur plan dans un diélectrique

Considérons maintenant le méme condensateur et plagons-le dans un milieu diélectrique
ou isolant. Au chapitre 7, nous avons montré que la densité surfacique de charges libres
apparaissant sur une armature n'est plus égale a g9 - 7 (7 étant le vecteur normal a
la surface) comme dans le vide mais est égale a (¢gE + P) - 7# = D - 7. Dans le cas
d’un milieu diélectrique linéaire uniforme, cette influence du milieu polarisable peut étre
prise en compte en considérant une capacité C’ = &,Cp, &, étant la constante diélectrique
relative du milieu. Nous obtenons dans ce cas I'énergie du condensateur sous la forme :

U. = 1C’V2 _ ! E*Sh = 1DES/7
) 2 &0 2
U 1 E*Sh
c— =€
2

Clest I'énergie que nous obtiendrions si nous avions utilisé directement I'équation 8.9.
Cette expression montre que I'énergie U, emmagasinée par un condensateur dans un
milieu diélectrique est supérieure a celle du méme condensateur « vide » chargé sous la
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méme différence de potentiel. La différence d’énergies égale a %(Sr — &0)E%8h correspond
a I'énergie qui est emmagasinée dans le diélectrique (cette énergie emmagasinée sera
restituée, via les charges libres, lors de la décharge du condensateur).

8.4. Forces et moments de forces

Sachant évaluer les énergies mises en jeu dans un systéme de conducteurs a'équilibre, nous
allons maintenant calculer les forces et les moments de force existant entre conducteurs.
De fagon générale, ces forces et moments de force peuvent étre calculés en utilisant le
principe des travaux virtuels. Selon ce principe, ces forces F' et ces moments 1" sont
calculés en déterminant la variation d’énergie d W du systéme de conducteurs associée
4 la translation infinitésimale d / ou a la rotation infinitésimale d’axe Oz et d’ angle d#.
Ces vecteurs sont donnés par les expressions suivantes :

- dwdi
F:_—_
d7 d/
. dw _
F:
do

Pour calculer ces forces et moments, il importe donc au préalable d’identifier précisément
le systeme sur lequel on applique ce principe et de déterminer son énergie caractéristique.
Examinons quelques cas concrets.

Force sur les armatures d’un condensateur

Calcul des forces

Etudions tout d’abord le cas le plus simple : celui du condensateur plan dans le vide, décrit
au paragraphe 8.3.2, soumis 4 une différence de potentiel 7. Son énergie est alors égale

a:
U.(h) = —QV = —CV2 _le 1
2C 2 80S
Pour calculer la force appliquée sur I'une des armatures, il convient de déplacer celle-ci
d’une quantité infinitésimale dh, comptée par exemple positive si on écarte les armatures.
Deux procédures sont possibles. Soit on déconnecte au préalable le condensateur, qui
est alors un systéme isolé et le déplacement relatif des armatures se fait « a charges
constantes » ; soit on maintient constant le potentiel J” entre les armatures, il convient alors
de considérer non plus la variation d’énergie du condensateur seul mais celle du systéme
isolé constitué par le condensateur et le générateur de tension. Examinons successivement
les deux procédures proposées.
Lorsque le condensateur est isolé, si nous déplagons I'une des armatures d’une quantité
dh, il s'ensuivra une variation de I'énergie du systeme condensateur Uqg, l'indice Q
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indiquant que nous déplagons 'armature a charges fixes. Par définition, nous aurons :

1 Q%dh

dUq = dU. = Ulh + db) — U(h) = =

2 SQS
La force F appliquée sur 'armature déplacée est par définition :
dUq dU.
= —_—— = = - 8. 15
dh da 8.15)
1 0 1 §
= __g = —V?g—

2 SQS 2 bZ

Cette force est négative, elle s'oppose au déplacement de 'armature. Nous pouvons en
conclure que les armatures d’'un condensateur s’attirent (on pouvait s’y attendre puisqu’elles
ont des charges de signes opposés). Il faut donc fournir de I'énergie pour séparer les
armatures d’un condensateur.

Examinons maintenant la seconde procédure qui maintient le potentiel / constant.
Dans ce cas, nous devrons évaluer la variation d’énergie du systéme constitué par le
condensateur et le générateur qui 'alimente. La variation de cette énergie, notée d Uy,
est constituée par la variation d’énergie du condensateur d U, = % V2dCa laquelle il faut
ajouter 'apport d’énergie du générateur qui doit fournir la charge dQ = V'dC sous le
potentiel 7, ce qui représente une énergie d Ug = —¥? d C. La variation totale d’énergie
d Uy vaut donc :

1 1
dUy =dU. +dUg = 5V%lC— y2dc = —§V2d0= —dU.

Nous obtenons I'expression de la force F':

dUy dU,
F=———= 8.16
ds ds (8.16)
1 d 80S 1 80S 1 QZ
F: — 27 R — = —— 27 = —-—-—— .1
Zde(b> 2 2¢8 8.17)

Nous retrouvons bien entendu une expression identique a celle obtenue dans l'autre pro-
cédure. Ceci est fondamentalement normal, la force entre les armatures d’un condensateur
ne peut pas dépendre de la fagon dont on la calcule.

Si on insere, entre les armatures du condensateur, une lame diélectrique linéaire
homogene et d’épaisseur 4, la force est multipliée par un facteur &, et a pour expression :

1,8 10>

F=—"V%_- == 8.18
20 R T T 2es (8.18)

Ceci peut se comprendre en considérant que la lame polarisée présente, en regard d’une
armature chargée, des charges de polarisation de signe opposé, augmentant ainsi la force
effective d’attraction entre les armatures.

Pression électrostatique

Profitons du calcul de cette force, pour introduire une notion trés commode dans le
cas général d’'un conducteur non plan : la pression électrostatique. L'expression 8.15
de la force s'exercant entre les armatures d’'un condensateur montre que cette force est

130



proportionnelle 4 la surface des armatures et peut s’écrire, si nous introduisons le champ
électrique E = V /A, sous la forme :

1 S 1
F=—"V%— = —=gyE’S
2" T ™

Nous pouvons alors introduire la force par unité de surface, appelée « pression électrosta-
tique p », qui a pour expression :

_1E2_1 0'2_02 (8.19)
S 2 '

Notons que ce résultat suggere que la densité de charge o contenue par une unité de
surface de conducteur est soumise a un champ E = o/2¢, ce qui peut paraitre surprenant
puisque nous avons montré au chapitre 6 que le champ électrique juste a 'extérieur d’un
conducteur est égal 2 0 /g¢. Il n'en est rien. En effet, la charge o est sur le conducteur
et non juste a extérieur du conducteur aussi le champ électrique qu’elle subit est bien
égal 2 0/2¢p. Pour s’en convaincre il suffit de considérer que dans un conducteur, les
charges sont réparties uniquement en surface avec une densité o, et le champ électrique
est nul dans l'intérieur. Cette derniére propriété résulte de la distribution des charges sur
I'ensemble du conducteur, et ne peut en aucun cas découler uniquement de la distribution
locale, laquelle donnerait un champ —o/2¢¢ a l'intérieur du conducteur et +0/2¢g a
extérieur. Il faut donc supposer que les charges lointaines créent sur la surface un champ
0/2¢¢, opposé au précédent a l'intérieur du conducteur et de méme sens a l'extérieur. 11
est traditionnel de dire que c’est cette composante des charges lointaines, et elle seule,
qui est responsable de la force qui agit sur les charges locales, donc sur la surface du
conducteur a laquelle elles sont liées. Il existe une autre maniere de calculer le champ
électrique sur le conducteur en se souvenant que dans la réalité, le champ ne passe pas
brutalement de 0 2 o'/ g, mais que cette variation s'effectue sur une distance D, de I'ordre
de 'angstrém dans les métaux et donc que le champ 4 la surface, ou ce qui est considéré
comme tel, doit étre un champ moyen égal donc a o /2g.

Moments de forces sur les armatures d’'un condensateur

Les moments de force sur les armatures d’un conden-

sateur se calculent de la méme maniére. Pour illustrer

cette procédure, considérons le condensateur constitué

par deux armatures paralleles en forme de secteur de

rayon R, 'une des armatures pouvant tourner autour de

leur axe commun zz'. Langle variable entre les surfaces R
en regard est noté 6 (fig. 8.1).

Dans un tel systeme, la capacité C a pour valeur :

Fig. 8.1. Condensateur a cadre
1 0 mobile.

s
C = — = — R —
©0% T 250
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Soumis 4 une différence de potentiel 7, ce condensateur emmagasine 'énergie U, qui est
égale a:
1 1 1 0
U.= -QV = =CV* = ~gR*1*-
2 2 4 h
Commencgons par calculer le moment I" des forces appliquées sur les armatures en suppo-
sant que nous fassions un déplacement angulaire infinitésimal d 0 (compté positivement si
nous augmentons la taille de la surface du condensateur) tout en maintenant le potentiel
constant. Conformément a la définition, le couple associé est :

dUy dU.
doe do
Nous obtenons ainsi :
1 V2
I'= —80R2—
4 h

Ce couple positif tend 2 faire tourner le dispositif pour augmenter la surface du conden-
sateur.

Force exercée sur un matériau non conducteur

Force électrigque sur un dipole électrigue

Supposons que nous placions un dipéle électrique permanent p = gqa dans un champ
électrique £ ; calculons la force a laquelle il est soumis. Si le champ E est uniforme,
la force résultante est nulle puisque le champ exerce des forces égales et opposées sur
chacune des charges constituant le dipole. En revanche, si le champ E varie de point en
point, ces deux forces ne sont plus égales et opposées. La force résultante s’écrit alors :

F(7) =9E’(7+§) —gE(?—%)
En coordonnées cartésiennes, la composante i de cette force s’écrit :
e (7 2) - (7 )
En développant cette expression au premier ordre, nous obtenons :
F=4¢3 -VE =3 VE
Ainsi la force s’exercant sur un dipdle peut-elle s’écrire :
F=(f-VE)ix+ (-VE)iy + (- VE)i, (8.20)

Puisque le moment électrique p est un vecteur défini, I'opérateur V n’agit pas sur ses
composantes, aussi pouvons-nous réécrire la force sous la forme :

F=V(- E) (8.21)

Ainsi par construction, I'énergie potentielle associée a un dipole dans un champ électrique
E estégalea —p - E.
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Force électrigue sur un matériau non conducteur

Considérons maintenant non plus un dipéle mais un matériau contenant des charges
électriques liées. Ce matériau est caractérisé par une polarisation P définie comme le
moment dipolaire du matériau par unité de volume. En généralisant 'expression 8.20 de
la force exercée sur un dipdle, nous obtenons la force par unité de volume exercée sur le
diélectrique :

F=(P-VE)iy+ (P-VE)iy, + (P-VE,), (8.22)

Cette expression peut prendre d’autres formes selon que le matériau présente une polari-
sation permanente ou induite.

Dans le cas des ferroélectriques homogenes, la polar1sat10n D est un vecteur constant,
la force exercée par le champ électrique par unité de volume s’écrit :

F = V(P E) (8.23)
Lénergie par unité de volume U, associée a cette force est de la forme :
U=-P E (8.24)

En revanche, dans le cas d’un di€lectrique linéaire homogene, la polarisation est propor-
tionnelle au champ électrique appliqué, P = go(e, — 1)E, la force par unité de volume
prend alors la forme :

ﬁx = SO(Sr - 1) ((E‘ : §E‘X)ZX + (E ) 6’E:)’)Z;Y + (E ’ 652)52)

En profitant des propriétés locales du champ électrique, nous pouvons continuer a trans-
former cette expression. En effet, la composante suivant 'axe Ox de cette force s’écrit :

o0E, 0E, o0E,
Fx = 80(81' - 1) Ex— y + L,
dx ady 0z

Le rotationnel du champ électrostatique étant nul, les composantes du champ vérifient
les relations :

oE, aEy
dy dx
0E, OE,
0z dx

En introduisant ces relations dans 'expression de la composante Fy de la force, nous
obtenons :

BE oF. oE,
F, = gole;, — 1) + E, -2 +E—2
8 Y ox dx

1 9
= —go(e, — 1)—(F?
280(8 )ax( )

En généralisant ce résultat 2 I'ensemble des composantes de la force, 'expression de la
force par unité de volume exercée par le champ électrique sur le matériau diélectrique est
de la forme :

80(81‘ - 1)

S V(E?) (8.25)

ﬁ‘:
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Dénergie par unité de volume associée a cette force s’écrit :

U. =

. 80(8r - 1)E2

2

Lénergie totale associée 4 un ensemble de dipoles électriques a pour expression :

oo [R5 5

Un peu d’histoire

Expérience de Rutherford

Lorsque l'on envoie un faisceau de parti-
cules a (noyau d’'Hélium) de quelques MeV
sur une fine feuille d’or, on observe la dévia-
tion des particules, cette déviation pouvant
attendre 180 ° pour certaines de ces parti-
cules diffusées par les noyaux d’'or. Le phy-
sicien anglais Rutherford exploita ce phé-
nomene pour donner une évaluation des
dimensions du noyau atomique.

En effet, chaque noyau atomique créant
un potentiel électrostatique, une particule
o sera deviée lorsque son énergie ciné-
tique sera de l'ordre de grandeur de I'éner-
gie potentielle coulombienne créée par le
noyau. En analysant les diffusions des par-
ticules a en fonction de leur énergie ciné-
tique, en peut déterminer une distance R

Exercices

Kl Lors d'une collision frontale, quelle est la dis-
tance d'approche d'un proton envoyé avec une
énergie cinétique égale a 2 MeV sur un atome
d'or initialement immobile (Z = 79)?

X Trouver I'énergie potentielle électrostatique
d'une sphére conductrice de rayon R portant une
charge Q.

EJ Trouver I'énergie potentielle électrostatique
d'une sphére de rayon R uniformément chargée
en volume avec une charge totale Q. En déduire
I'ordre de grandeur en MeV de |'énergie électro-
statique piégée dans un noyau d'uranium 238
(Z=92,R=9-10"""m).
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caractérisant les dimensions de la zone d'in-
fluence de chaque noyau. En effet, en aug-
mentant I'énergie cinétique des particules «,
on réduit R jusqu'a atteindre une estimation
raisonnable de la taille du noyau. C’est ainsi
que pour des particules de £. = 10 Mev, si
nous considérons un noyau d'or (Z = 79) de
charge positive Q = Z nous obtenons :

1 27
E. .~ 2eV =
¢ 4mtey L
1 2z
- 4mey E.

soit une distance L de 'ordre de 310" m.
Le rayon du noyau est donc inférieur a cette
distance.

3 Déterminer les capacités des condensateurs
plan, cylindrique et sphérique. Calculer dans les
trois cas I'énergie totale du champ électrique

80E2
—dr
/ / /\/ 2
C(Va—Vp)

et montrer qu'elle est égale a 3 ou
(Va — Vp) est la différence de potentiel entre les
plaques.

EF Donner I'expression de I'énergie d'un sys-
téme de trois charges g1, g, et gs situées aux
sommets d'un triangle équilatéral de coté a.



A Utiliser I'expression de I'énergie W en fonc-
tion de E pour calculer I'énergie emmagasinée
dans les condensateurs constitués par les deux
conducteurs sphériques puis les trois conduc-
teurs sphériques des exercices 6.8 et 7.8.

a. Un volume sphérique, de centre O et de
rayon R, est uniformément chargé avec la charge
volumique p.

o Déterminer le champ électrostatique E(r) créé
par cette distribution de charges en un point M
situé a la distance r > R du point O. En déduire
I'expression du potentiel V(r). Préciser V(R).

e Calculer la charge dQ d'une couche de rayon
R, d'épaisseur dR et de charge volumique p. En
déduire le travail dW qu'il faut accomplir pour
augmenter de dR le rayon du volume chargé en
amenant la charge dQ de I'infini sur la sphére.
Montrer que W(R) = 4mp?R®/15g0. Exprimer
W(R) en fonction de R et de la charge totale Q.
b. Deux noyaux atomiques ont, I'un Z protons et
N neutrons, 'autre Z + 1 protons et N — 1 neu-
trons. On admettra qu'ils ont méme rayon R et
que leurs charges sont uniformément réparties.

Exprimer en fonction des données et de la charge
e du proton, la différence d'énergie AW entre ces
noyaux et calculer le rayon R commun des deux
noyaux de bore '1B (Z = 5,N =6) et de carbone
"1C(Z = 6,N = 5), sion admet que la différence
d'énergie de 2,79 MeV, mesurée expérimentale-
ment, est uniquement d'origine électrostatique.
Indice. On rappelle que 1 MeV =1,6-10"3 J,

EJ Calculer la force nécessaire pour déplacer
I'armature intérieure d'un condensateur cylin-
drique de hauteur H si I'armature extérieur est
fixe :

a. a charge constante;

b. a potentiel constant.

En déduire dans les deux cas, la variation de
I'énergie du condensateur en fonction de la dif-
férence de hauteur x entre les deux électrodes
par rapport a la position d'équilibre.

EJ Quelle est I'énergie nécessaire pour séparer la
charge ponctuelle g située en O et la charge dif-
fuse de densité volumique p(r) de I'exercice 4.4 ?
Quelle est I'énergie d'ionisation de I'atome ainsi
modélisé ?
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Chapitre r

Le champ magnétostatique

Dans ce chapitre, nous commencerons par décrire les expériences effectuées par
Ampere et par présenter les raisonnements qui le conduisirent a postuler I'existence
d’une grandeur vectorielle que Faraday conceptualisera quelques années plus tard
sous le nom de champ magnétique. Nous donnerons successivement les expressions
macroscopiques de ce champ puis ses propriétés locales. Nous terminerons ce
chapitre sur quelques exemples simples mettant en ceuvre ces différentes notions.

9.1 Force magnétique entre fils rectilignes infinis

9.2 Notion de champ magnétique
Champ magnétique créé par un fil rectiligne
Champ magnétique créé par un circuit quelconque — Loi de Biot et Savart

9.3 Propriétés locales du champ magnétique

Divergence du champ magnétostatique

Rotationnel du champ magnétostatique - Théoréme d’Ampere
Loi de continuité du champ magnétique

9.4 Exemples de calcul du champ magnétique créé par différentes distributions de
courants

Champ créé par un fil infini parcouru par un courant /

Champ créé par une spire circulaire de rayon R, parcourue par un courant /

Champ créé par un solénoide infini de 7 spires de rayon R par unité de longueur, parcouru
par un courant [

o Champs magnétostatique o Biot et Savart « Théoréme d'Ampeére
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Lorientation systématique de l'aiguille d'une boussole vers le Nord est la manifesta-
tion la plus universellement connue des propriétés magnétiques de la matiere. Etudiées
empiriquement et qualitativement pendant des siécles, les propriétés de la « matiére
magnétique » et les effets associés n'ont connu aucune explication satisfaisante jusqu’au
XIX® siecle. Il fallut attendre les travaux d’Ampére pour quapparaisse une premiére ana-
lyse convaincante de ces phénomeénes. Paradoxalement, ces résultats n'ont pas trouvé leur
origine dans 'étude de la matiére magnétique elle-méme mais dans des expériences liées
aux courants électriques dans des conducteurs. En 1820, le physicien Hans Christian
Oerstedt découvrait qu'une aiguille aimantée située a proximité d’un fil parcouru par
un courant électrique pivotait de fagon a se mettre perpendiculaire au fil : un courant
électrique provoquait les mémes effets qu'un aimant! Pour la premiére fois, on mettait
en évidence le lien existant entre courant électrique et magnétisme. Quelques mois plus
tard, le physicien André Marie Ampére reprenait cette étude et, en se fondant sur une
série d’expériences de mesure de forces entre circuits parcourus par des courants, posait
les bases d’une théorie du magnétisme que nous allons décrire maintenant.

9.1. Force magnétique entre fils rectilignes infinis

Expérience d’Ampere
Considérons deux fils conducteurs rectilignes infinis (par « fils infinis » nous entendons
des fils longs devant la distance les séparant) parcourus respectivement par les courants
électriques constants I, et I, (fig. 9.1) et étudions leur interaction en fonction de lorien-
tation relative des fils, de leur distance et de l'intensité des courants qui y circulent (nous
reprenons ici I'une des expériences réalisées par Ampere, toutefois nous la discuterons en
prenant certaines libertés avec la méthode et les raisonnements d’Ampére).

Si les deux fils sont paralleles, il existe en chaque point des fils une force qui leur est
perpendiculaire, cette force disparaissant lorsque les fils sont perpendiculaires.

1p b

Fig. 9.1. Forces magnétiques entre fils rectilignes parcourus par des courants constants.

En faisant varier le sens du courant dans chacun de ces fils, on peut constater que cette
force est attractive si les fils sont parcourus par des courants de méme sens, et répulsive
dans le cas contraire. Son intensité est la méme en tout point des fils. Lorsqu’on déplace
I'un des fils parallelement a I'autre ou autour de lui, la distance entre les deux fils restant
constante, cette intensité n'est pas modifiée. De plus, en faisant varier les valeurs des
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courants I, et I et leur distance 7, on constate que le module de la force est simplement

proportionnel 4 :

IaIb

7

Telle était, en substance, la teneur de 'ensemble des résultats expérimentaux obtenus

par Ampeére pour des fils infinis paralléles.

Un peu d’histoire

Actions transversales

La découverte d’'Oerstedt et l'analyse faite
par Ampere apportait une idée nouvelle :
une force pouvait étre transversale. Ce
résultat était d'une nature radicalement
nouvelle pour les physiciens de I'époque
tant le modele newtonien de force radiale
semblait universel. Ampere lui-méme cher-
chait 2 «ramener ces mouvements, par

Loi de Laplace

le calcul, a des forces agissant toujours
entre deux particules matérielles suivant la
droite qui les joint de maniere que lac-
tion exercée par l'une d’elle sur l'autre soit
égale et opposée a celle que cette der-
niére exerce en méme temps sur la pre-
miere ».

Cette force entre fils infinis, et plus généralement toute force magnétique, peut étre
décrite en introduisant le champ magnétique B, grandeur vectorielle qui caractérise la
« modification » de l'espace créée par la présence des courants 4 'image du champ
électrique qui caractérise la présence de charges électriques. Cette notion de « champ »
magnétique, comme celle de « champ » électrique n’était pas connue par Ampere et
fut conceptualisée plusieurs années plus tard par Faraday qui lui attribua le statut de
« modification » de I'espace due au courant circulant dans le fil.

Dans ce formalisme, chaque fil parcouru par un courant crée un champ magnétique,
défini en chaque point de I'espace, et la force subie par le second fil résulte de I'action de

ce champ sur le courant qu’il transporte.

Lintroduction de ce champ magnétique permet

de donner une expression simple de la force magné-
tique. Considérons I'élément de longueur d / centré
en 7 d’un fil parcouru par un courant I et soumis 2

B(r)

un champ magnétique E(?) (fig. 9.2). La force dF

subie par cet élément a pour expression :

dF(7) =Id7 A B(7)

Cette expression de la force magnétique est

connue sous le nom de force de Laplace.

dF
9.1)
Fig. 9.2. Orientation relative du cou-
rant électrique, du champ magnétique et
de la force de Laplace.
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Approfendissement

Force de Laplace et force de Lorentz

Comment pouvons-nous décrire les forces
magnétiques, liées aux courants, directe-
ment a partir du déplacement de charges
électroniques ? Lorentz a montré qu'une par-
ticule de charge g, animée d'une vitesse, Vv
soumise simultanément & un champ élec-
trique E et & un champ magnétique B, est
soumise & une force f qui a pour expression :

f=q(E+VAB).

Cette expression nous permet de retrouver la

chaque charge électronique e subit la force
de Lorentz eV A B. S'il y a n charges par
unité de volume, le nombre de charges élé-
mentaires contenues dans un volume infi-
nitésimal dr est égal a ndr et la force dF
agissant sur cet élément de volume est donc
dF = nedrv AB.

La densité de courant étant par définition
égale & J = nev, la force dF agissant
sur I'élément de volume dt est égale a

1 dF =dtJ AB.

force de Laplace. Considérons par exemple,

un fil parcouru par un courant / placé dans  Sile fil est de section uniforme S, le volume
un champ magnétique B. Ce courant / étant ~ d7 correspond a une longueur d/ de fil,
associé au déplacement des électrons de d7 = Sd/ nous pouvons alors réécrire la

conduction le long du fil & la vitesse v, forcedF:dF = 1d7 AB.

9.2. Notion de champ magnétique

Ayant supposé l'existence d’'un champ magnétique qui permet de rendre compte des
caractéristiques expérimentales des forces magnétiques sous la forme 9.1, il convient
maintenant de le définir plus précisément, en particulier d’établir son orientation, son
sens et son module en fonction des caractéristiques du courant qui le crée.

Champ magnétique créé par un fil rectiligne

Commengons par déterminer les caractéristiques vectorielles (orientation et sens) du
champ magnétique B créé par un fil rectiligne infini, parcouru par un courant constant
uniforme.

Pour ce faire, nous allons nous appuyer sur les résultats expérimentaux d’Ampére
présentés au paragraphe 9.1 et envisager successivement chacune des orientations possibles
du champ magnétique B créé par le fil infini A parcouru par le courant I, la symétrie de
la distribution de courant permettant de n'en retenir qu'une seule.

Plagons-nous dans un systéme de coordonnées cylindriques, 'axe du fil étant confondu
avec 'axe z et supposons tout d’abord que le champ magnétique créé par le courant I,
soit dans la direction radiale #,. Sil'on change le sens du courant dans le fil, cela revient
a retourner le fil de haut en bas, aussi un champ magnétique radial ne devrait-il pas étre
modifié par inversion du courant (fig. 9.3.a). Il devrait donc en étre de méme de la force
exercée par ce champ sur le fil B parcouru par le courant I, or ceci est contraire aux
résultats expérimentaux qui montrent que le sens de la force exercée sur B change lorsque
le courant change de sens dans A. Le champ magnétique ne peut donc pas étre radial.
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Examinons maintenant 'hypothése
d’'un champ magnétique longitudinal,

parallele & #,. Supposons comme pré- A
cédemment que nous inversions le cou- B(r)
rant dans le fil A, cette opération étant +—

équivalente au retournement du fil, elle B(r)

entrainerait naturellement le retourne-
ment du champ magnétique puisque le
champ magnétique est supposé longitu-
dinal, et donc de la force (fig. 9.3.b). L'ar- a) b)

gument retenu pour €liminer la compo- Fig. 9.3. Hypothéses sur le champ magnétique créé
sante radiale ne tient plus ici, l'orienta-  par un fil A sur un fil B : a. champ radial; b. champ
tion longitudinale de B n'est pas incom-  longitudinal.

patible avec I'expérience concernant le lien entre le sens de la force et le sens relatif
des courants. Toutefois, un autre argument va nous servir a éliminer cette hypotheése et
montrer que cette composante longitudinale est nulle. En effet, si nous supposons que
le champ magnétique est longitudinal, il est donc paralléle (ou antiparalléle) au fil B
(rappelons que le fil B est parallele au fil A). Aussi, pour le systéme constitué par le fil B
et le champ magnétique, toutes les directions radiales autour du fil B sont équivalentes.
Aucune raison n'imposerait donc a la force d’étre dans la direction du fil A. Cet argument
élimine la possibilité d’avoir le champ magnétique dans la direction longitudinale #,.

Ia Ip T4 Ip

11 ne reste donc plus qu'une seule pos-
sibilité au champ magnétique : il doit
étre dans la direction orthoradiale. Cette

direction du champ magnétique permet B(r) B(r)
de rendre compte du changement de BN :>-
sens de la force lors d’'une inversion du F

sens du courant et définit une direc-
tion privilégiée correspondant a la per-
pendiculaire joignant les deux fils. En
effet, d’'une part, changer le sens du cou- a) b)
rant revient a inverser le sens de B sup-

I4 Ip 14 Ip

; : Fig. 9.4. Champ magnétique (a) et force (b) créés
posé orthoradial, d’autre part la direc-  parun fil conducteur A parcouru par un courant sur un

tion orthoradiale et 'axe du fil B défi- fil conducteur B, également parcouru par un courant.
nissent ensemble une troisiéme direction, perpendiculaire aux deux premiéres (fig. 9.4.a).
Nous pouvons donc conclure qu’un fil rectiligne infini parcouru par un courant I engendre
en un point M de I'espace un champ magnétique orthoradial. Son sens est donné de fagon
arbitraire en postulant qu'un observateur, parcouru par le courant lui rentrant par les pieds
et lui sortant par la téte et regardant le point M, verrait le champ magnétique allant de
la droite vers la gauche (cette régle est connue sous le nom de « régle du bonhomme

d’Ampere »).

Par ailleurs, les mesures quantitatives de forces magnétiques montrent que son intensité
varie comme l'inverse de la distance » au fil :

1
BQO(—
r
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Munis de cette définition du champ magnétique et de la relation 9.1 donnant la
force de Laplace, nous pouvons calculer la force entre les deux fils infinis de U'expérience
d’Ampere. Cette force est orientée le long de la perpendiculaire aux deux fils et son
intensité par unité de longueur des fils est proportionnelle a I,/ (fig. 9.4.b), résultat
correspondant exactement aux observations expérimentales présentées au paragraphe 9.1.

Champ magnétique créé par un circuit quelconque
Loi de Biot et Savart

Pour étendre son analyse a des circuits de formes différentes, Ampére pensa initialement
que tout circuit parcouru par un courant était décomposable en éléments infinitésimaux
orientés dans le sens du courant, la force magnétique entre deux circuits étant alors égale a
la somme vectorielle des forces magnétiques existant entre chacun de ses éléments. Cette
idée de superposition, en parfait accord avec les idées issues de la théorie de Newton,
était tentante, d’autant plus qu'une expérience menée par Ampere avait montré que la
force entre un fil sinueux et un fil rectiligne proche était identique a celle entre deux fils
rectilignes. Ampére poussa cette analyse aussi loin qu’il le put et donna de la force une
expression compliquée faisant intervenir tous les parameétres géométriques définissant les
positions respectives de chaque élément des circuits A et B. Il convient cependant de
noter que 'idée d’isoler un élément de courant n'a aucun sens physique car le courant qui
parcourt un élément de fil doit y étre introduit et en sortir, et on ne peut plus du coup
négliger l'effet des fils apportant et évacuant les charges de I'élément considéré, mais on
peut toutefois accepter ce « découpage » comme un pur artifice mathématique. Cest ainsi
qu’a été établie la loi de Biot et Savart donnant 'expression mathématique du champ
magnétique créé par un circuit. Cette loi n’a pas du tout la méme valeur fondatrice que la
loi de Coulomb, il faut simplement la considérer comme une loi empirique justifiée par
I'expérience.

Lot de Biot et Savart
Considérons le circuit quelconque C présenté sur la figure 9.5 et calculons le champ
magnétique créé par le courant I en un point M, repéré par le vecteur 7.

Chaque élément d7 du circuit, situé au point P(rp) et orienté dans le sens du
courant, crée au point M une contribution vectorielle dB au champ magnétique total.
Cet élément infinitésimal de circuit peut étre considéré comme rectiligne. La loi de Biot
et Savart, analogue magnétique de la loi de Coulomb en électrostatique, s'exprime par

le fait que le module de d B(71) est proportionnel a I/ |7p — 7 \2 ; son orientation,
conformément aux conclusions présentées au paragraphe précédent, est telle que le triedre
(d l ipMm, d B ) soit direct, zpp étant le vecteur unitaire dans la direction PM. L'ensemble
de ces caractéristiques est contenu dans 'expression vectorielle :

dB =2~ 47 Adpum (9.2)
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o

Fig. 9.5. Contribution d'un élément infinitésimal de circuit parcouru par un courant constant au champ
magnétique.

Dans cette expression, le facteur g /41 est un facteur dimensionnel qui vaut 10~7 dans
le systtme MKSA, le champ magnétique étant alors exprimé en Tesla. Le facteur po /4
est une constante introduite pour que les unités des grandeurs magnétiques s'ajustent a
celles employées dans I'expression de la loi de Laplace. Ainsi, si le courant est exprimé en
amperes, le champ magnétique exprimé en tesla, un fil de 1 m parcouru par un courant de
1 A dans un champ de 1 T ressent une force de 1 N. Le Tesla est une unité relativement
grande et on utilise couramment le Gauss qui vaut 10~ 4 T. Pour obtenir I'expression du
champ magnétique total B (7m), il convient maintenant d’effectuer la somme vectorielle
de toutes ces contributions infinitésimales. Chaque composante B; de B Sécrit alors sous
la forme d’une intégrale prise le long du contour défini par le circuit C. Lorsqu’il existe
plusieurs circuits indépendants, cette somme vectorielle doit étre effectuée sur I'ensemble
des circuits. Nous obtenons ainsi une expression des composantes B; du champ connue
sous le nom de loi de Biot et Savart :

7 A iipw);
B(7y) = MOIY{ (d 7 A upwm) 9.3)
4w C ‘7}) — ?M|2

Il est parfois commode d’exprimer cette relation en fonction de la densité de courant

] dans le fil conducteur. Par définition, le courant I transporté par le circuit est égal a
I'intégrale de la densité de courant ] sur la section transverse § du fil :

En utilisant cette définition, nous pouvons écrire la loi de Biot et Savart sous sa forme
)
généralisée comme une intégrale se faisant sur tout le volume occupé par le conducteur

constituant le circuit :
A i
Bi(7ym) = // (j few) 5 dT (9.4)
|7p — 7l
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Un peu d’histoire

Biot et Savart

Biot et Savart n'étaient pas « ampériens »
mais soutenaient qu'il fallait plutot tout
ramener 2 la loi de Coulomb et aux fluides
magnétiques. La bataille faisait rage entre
les deux points de vue. Pour eux, « les effets
électrodynamiques ne sont que la consé-
quence secondaire d'une véritable aimanta-
tion imprimée par le courant électrique aux

] entrainent une
complication d’arrangements et de suppo-
sitions si grande qu’elle en devient presque

autour des molécules [...

inexprimable ». A linverse, Ampere consi-
dérait que « l'action qui émane de courants
voltaiques ne peut étre due a une distribu-
tion particuliere de certains fluides au repos
dans les conducteurs ».

conducteurs métalliques constituant les cir-
cuits [...] les courants voltaiques circulant

Orientation du champ magnétique et symétrie des distributions de courants
Nous avons étudié en détail au chapitre 3, I'influence de la symétrie des distributions de
charges sur l'orientation du champ électrique. Dans ce paragraphe, nous analyserons de
méme l'influence de la symétrie des distributions de courants sur 'orientation du champ
magnétique qu'elles créent.

Considérons tout d’abord les éléments de symétrie nous permettant de réduire le
nombre de variables pertinentes nécessaires pour décrire les variations des différentes
composantes du champ B. Prenons 'exemple d’un fil infini paralléle a 'axe Oz parcouru
par un courant constant. Ce fil étant infini, la distribution de courant est invariante par
translation le long de l'axe Oz et les composantes de B ne dépendront pas de la variable z.
De méme, I'invariance du systéme par rotation autour de 'axe Oz nous permet d’affirmer
que, en coordonnées cylindriques, elles ne dépendront pas non plus de 'angle 6. Le
champ magnétique créé par un tel fil ne pourra varier qu'avec la distance au fil. Le méme
type de raisonnement peut étre effectué dans le cas d’une spire dont 'axe Oz est I'axe
de révolution. Ce systéme est invariant par rotation autour de Oz, le champ magnétique
ne dépendra pas lui non plus de 'angle 6. Sur ces deux exemples, nous retrouvons les
mémes arguments que ceux utilisés pour réduire le nombre de variables nécessaires a la
description du champ électrique créé par une distribution de charges électriques. Nous
pourrons les étendre a toutes les distributions de courants.

Examinons maintenant les arguments qui permettent d’identifier les composantes du
champ magnétique qui sont nulles par symétrie. Comme dans le cas du champ électrique,
nous allons commencer par définir des plans de symétrie et d’antisymétrie magnétique.
I est toutefois nécessaire de souligner que les conclusions auxquelles nous arriverons
sont radicalement différentes de celles obtenues dans le cas du champ électrique (a la
différence du champ électrique qui du point de vue mathématique est un vecteur, le
champ magnétique est un pseudo-vecteur). Considérons par exemple deux fils rectilignes
infinis et paralleles A et B. Supposons tout d’abord que ces deux fils soient parcourus par
des courants identiques orientés dans le méme sens (fig. 9.6).
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Fig. 9.6. Composantes normales et tangentielles du champ magnétique par rapport a un plan de symétrie.

La figure de gauche donne en M et M’ le champ créé par les fils parcourus par les
courants I, et I; sur la partie droite, on a décomposé le champ en ses composantes
paralléle et perpendiculaire au plan de symétrie.

Dans ce cas, le plan médian Py, paralléle aux deux fils est un plan de symétrie des
distributions de courants. En effet, le point P appartenant au fil A est projeté par symétrie
par rapport au plan P sur le point P’ se trouvant sur le fil B. Par cette méme opération de
symétrie, le vecteur densité de courant ] (P) au point P se transforme en un vecteur qui
est égal a J@) puisque par hypothese les deux courants sont identiques. Que peut-on
dire dans ces conditions du champ magnétique que crée un tel systéme en un point M
quelconque ? Nous avons vu au paragraphe 9.1 que le champ magnétique créé par un fil
était nécessairement orthoradial ; le champ magnétique créé par les deux fils est donc, en
vertu du principe de superposition, nécessairement dans le plan perpendiculaire aux fils
passant par le point M. Ce champ peut s’écrire sous la forme :

B(M) = B, (M) + B|(M)

B, (M) et B(M) étant les contributions au champ respectivement perpendiculaire et
parallele au plan P;. Nous pouvons effectuer la méme décomposition pour le champ
magnétique au point M, symétrique de M par rapport a P; :

B(M/) = BL(M/) + BH(MI)
Comme nous pouvons le constater sur la figure 9.6 (nous ne ferons pas ici la démonstration
analytique de cette propriété), nous avons :

B, (M) = B, (M)

> - 5
BjM) = —B(M") 3

Ce résultat se généralise a tout plan de symétrie de la distribution des courants. Si le
point M appartient au plan de symétrie P;, M est confondu avec son symétrique, les
relations 9.5 imposent alors :

By(M) = —B;M' =M) =0 (9.6)
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Le champ magnétique en un point appartenant a un plan de symétrie P, est nécessai-
rement perpendiculaire a ce plan.
Supposons maintenant que les courants dans les fils A et B soient de sens opposés

(fig. 9.7).

0 e ls 0! .
B = ; Tl Bary |
*F\(M )‘; BsM") B|(M)[ZM) *x_&BH(M’)
BsM) M’ M B | By M
P] l:’1

Fig. 9.7. Composantes normales et tangentielles du champ magnétique par rapport a un plan d'antisy-
métrie.

Dans ce cas, ] (P) se transforme par symetne par rapport au plan P; en un vecteur
qui est opposé maintenant au vecteur J (P’). Le plan P; nest plus un plan de symétrie
magnétique mais un plan d’antisymétrie. Que peut-on dire dans ces conditions des champs
en M et M, symétriques par rapport a P; ? Si nous effectuons la méme construction que
précédemment, nous constatons que cette fois :

B, (M) = —B, (M)

o o 9.7)
B”(M) = BH(M/)
Si le point M appartient au plan d’antisymétrie, nous aurons :
B,(M)=—B,(M'=M) =0 (9.8)

Le champ magnétique en un point appartenant a un plan d’antisymétrie P, est néces-
sairement parallele a ce plan. Remarquons que n’importe quel plan P, perpendiculaire
aux deux fils est un plan d’antisymétrie. En effet, si P” est le symétrique de P par rapport
a un tel plan, le vecteur densité de courant J (P) se transformera en un vecteur opposé a
] (P"). En consequence de quoi le champ est nécessairement dans le plan perpendiculaire
aux fils, ce qui est bien le cas.

9.3. Propriétés locales du champ magnétique

Au chapitre 3 nous avons étudié les propriétés locales du champ électrostatique, propriétés
associées a sa divergence et son rotationnel. Que peut-on dire d’équivalent en ce qui
concerne le champ magnétique ?
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Divergence du champ magnétostatique

Pour calculer la divergence du champ magnétique B, nous pouvons utiliser la relation de

Biot et Savart (9.4) :
B(7w) = /// SN
|7p — 7yl

La divergence de ce champ au point M a pour expressmn :

= 3 J A dipn
V.B- / / / dr
7o — 7ul”
Bien entendu, 'opérateur V nagit que sur les coordonnées du point M et pas du tout
sur celles de P ou du courant /. On peut donc faire entrer cet opérateur a l'intérieur de

I'intégrale de volume :
—» A
/ / / ] upM dr
7o — 7ul”

Pour calculer cette intégrale, il convient de transformer I'expression a intégrer en
utilisant les propriétés de différenciation d’un produit vectoriel

V-AANB)=B-(VAA)—A4-(VAB)
et le fait que v n'opére pas surj:

= j/\ﬁpM - a—
V. LB FYA

N - - - 2
|7p — 7mM| |7p — 7M|

—

UpM

De plus, nous pouvons constater que Upm/ |7p — ?M’2 est au signe prés le vecteur
gradient de 1/ |7p — 7pm|. Le second terme de I’équation précédente apparait donc
comme le rotationnel d’un gradient, qui est donc toujours nul. Nous obtenons la relation
fondamentale :

V-B=0 (9.9)

Cette équation est absolument générale, aucune condition particuliére sur la forme
du circuit n'ayant été nécessaire pour I'établir. Elle s’applique  toutes les distributions de
courants.

Cette propriété locale du champ magnétique a un équivalent macroscopique. En effet,
si nous calculons le flux de B 4 travers toute surface fermée § enveloppant le volume 7,
en vertu du théoréme de Green (voir chapitre 3), nous obtenons :

//* ds = // V-Bdr=0

Le flux du champ magnétique a travers toute surface fermée est strictement nul. Tout
comme I'équation 9.9, ce résultat fondamental est tout & fait général et s’applique a
n'importe quelle distribution de courants. Il est intéressant de comparer cette équation
a I'équation équivalente obtenue en électrostatique. Par analogie, la valeur nulle du flux
magnétique a travers une surface fermée nous permet de conclure a 'inexistence de charges
magnétiques isolées qui seraient I'équivalent des charges électriques. De plus, puisqu’il n’y
a pas de charges magnétiques isolées a partir desquelles les lignes de champ magnétique
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partiraient ou vers lesquelles elles convergeraient, toute ligne de champ magnétique doit
donc se refermer sur elle-méme, ne pouvant ni naitre ni se terminer en un point de
l'espace.

Rotationnel du champ magnétostatique - Théoréme d’Ampére

Une seconde propriété locale du champ magnétique peut étre décrite par le rotationnel de
B. Pourle calculer, nous allons procéder en deux temps. Nous commencerons par calculer
la circulation de B le long d’une boucle fermée, puis nous en déduirons 'expression du
rotationnel du champ magnétique en utilisant le théoréme de Stockes (voir chapitre 3).

Circulation du champ magnétique
Considérons un contour fermé C; le long duquel on calcule la circulation de B. Par
définition, cette circulation C est égale a :

@=7{ B.d47,
C

d /4 étantun déplacement infinitésimal sur le contour C;. Supposons de plus que le champ
magnétique B soit créé par un courant I circulant dans un circuit C,. En introduisant la
loi de Biot et Savart (9.3), nous pouvons réécrire la circulation sous la forme :

d7, A .
e—— f{f 2 ”PM-dz1 (9.10)
C Cz|rP*TM\

d 72 étant un élément infinitésimal centré au point P du circuit C,, #py le vecteur
unitaire de P vers M. 11 est intéressant de noter que cette double intégration ne dépend
que des contours C; et C,, nous pouvons donc espérer pouvoir la décrire par le produit
de l'intensité I et d’un terme purement géométrique.

En vertu des propriétés du produit mixte, Uexpression 9.10 peut également s’écrire :

j{j{ dllAdlz R
5 UPM
Cy Cz|7P*rM|

Examinons le nouvel élément a intégrer. Par définition, le produit vectoriel d 7 1A d 7 2
est le vecteur d2$ dont le module représente l'aire d’un parallélogramme construit sur
ces deux vecteurs et qui est orienté perpendiculairement 4 cette surface (fig. 9.8.a), aire
qui correspond 2 celle qui serait balayée par I'élément de circuit d 7, sionle déplagait de
d/;.

Notons alors que I'élément (d Iy Ad 72/ (] 7p — 7M‘2>> - ZpM est, au signe prés,

I'angle solide infinitésimal d?() sous lequel on « voit » d2s depuis le point M du contour
C; (voir la définition de 'angle solide en annexe). Ainsi, la premiére intégration le long du
circuit C; correspond, toujours au signe pres, a 'angle solide d €) sous lequel on voit depuis
M la surface balayée par le circuit C; lorsqu'on le déplace d’une quantité infinitésimale
d7 1 (fig. 9.8.b).

Il est utile de remarquer que cette intégration correspond également 2 la variation de
I'angle solide sous lequel on «voit » le circuit C; lorsqu’on se déplace de la quantité d / 1 sur
le contour C;. Nous verrons au paragraphe 9.4 que cette propriété s'avére extrémement
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utile pour calculer les champs magnétiques lorsque les géométries sont telles que le calcul
de I'angle solide sous lequel on voit le circuit est simple.
11 ne reste plus qu’a effectuer la seconde intégration sur le contour C;.

(63)

dl] dll
a) b)

Fig. 9.8.

La généralisation du raisonnement précédent montre que I'intégration sur C; donne la
variation de I'angle solide sous lequel on voit C, depuis C; lorsqu’on fait un tour complet.
Compte tenu de la définition algébrique de I'angle solide, cette variation vaut 0 si C; et
C; ne s’entrelacent pas, +4 si les deux courbes s’entrelacent;; le signe + correspond au
cas ou le courant dans C, traverse la surface délimitée par le contour C; dans le sens de
son orientation, le signe — au cas contraire. Il est commode d’associer a ce courant une
valeur algébrique positive dans le premier cas et négative dans le second.

Ainsi, nous pouvons donner une expression simple de la circulation du champ magné-
tique sur le contour Cy, connue sous le nom de théoréme d’Ampere :

C =j{ B-dii=pol (9.11)
Cy

La circulation du champ magnétique sur une courbe fermée est égale a o fois la somme
algébrique des courants qui traversent cette courbe.

Un peu d’histoire

Premiére formulation du théoréeme d’Ampere
La forme explicite du théoreme d’Ampere  mémoire de Lord Kelvin en 1850 pour la

n’a pas été donnée par Ampere lui-méme en  trouver sous sa forme actuelle.
1820; il fallut attendre la publication d'un
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Rotationnel du champ magnétique
Nous allons maintenant établir une formulation locale du théoréme d’Ampére. Le théo-
réme de Stokes (voir annexe) nous permet en effet d’écrire :

e=7§ E-d71=/ G AB-dS = pol
C

§ étant une surface hmltee par le contour Cq. Nous pouvons formellement introduire
la densité de courant ] traversant la surface § (bien entendu, dans le cas du circuit C4
étudié, cette densité est non nulle uniquement a 'intérieur du circuit lui-méme, elle sera
prise nulle ailleurs) ; nous avons donc par définition :

I=/ 7.d5

S

//§A§d§=m/‘jd§
S S

Puisque cette équation est vraie quels que soient le contour et la surface qui s'appuie
L
dessus, nous pouvons en déduire I'expression locale du rotationnel de B :

VAB=pJ (9.12)

Nous obtenons ainsi :

Loi de continuité du champ magnétique

Au chapitre 3, nous avons discuté le compor-
tement du champ électrique lors de la traver-
sée d’une surface chargée. Nous avons mon-
tré la continuité de la composante tangen-
tielle du champ électrique et la discontinuité
de sa composante normale. Nous allons nous
intéresser ici au comportement du champ
magnétique au passage d’'une nappe de cou-
rant plane, infinie et homogene.

Calculons le champ magnétique créé par
une telle nappe. Par commodité, plagons-
nous en coordonnées cartésiennes, la densité
linéaire de courant ; étant supposée orientée
dans la direction 7, (fig. 9.9).

Cette distribution homogene de courants est invariante par translation du plan. Par
symétrie, le champ magnétique B qu’elle crée ne peut donc dépendre ni de x ni de y. Par
ailleurs, tout plan P paralléle 2 J et perpendiculaire a la nappe étant un plan de symétrie
magnétique, le champ B en tout point du plan P doit donc lui étre perpendiculaire, B n’a
donc pas de composante suivant Ox. De méme, tout plan P’, perpendiculaire 4 la nappe
et a J étant un plan d’antisymétrie magnet1que le champ B en tout point appartenant

<

Fig. 9.9. Champ magnétique créé par une nappe
de courant.

a ce plan doit par symétrie appartenir 2 P’. Le champ magnétique B ne peut donc avoir
de composante que suivant Oy. Ainsi, le champ magnétique en un point M(x, y, z) peut
sg'écrire :

B(x,y,2) = By(2) iy
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Enfin, la nappe elle-méme est un plan de symétrie magnétique, aussi si M’ est le symé-
trique géométrique de M par rapport au plan xOy, nous aurons :

B(M') = —BM)
B(x,y, —2) = —B(x,3,2),
By(—z) = —By(2)
Il ne reste donc plus qu’a calculer la composante By(z). Puisque le courant j est orienté

suivant Ox, la formulation locale (9.12) du théo@me d’Ampére nous permet d’affirmer
que la composante suivant Oy du rotationnel de B est nulle :

(VAB)y =y =0
0B,
oz

0

La composante B, est donc une constante indépendante de z. Pour déterminer cette
constante, nous calculerons la circulation du champ B sur un contour rectangulaire situé
dans le plan yOz symétriquement de part et d’autre de la nappe (fig. 9.9). D’aprés le
théoreme d’Ampére, nous pouvons écrire :

2B,L = —poJL

L étant la longueur du c6té du contour paralléle a la direction y. Nous obtenons ainsi
l'expression générale du champ magnétique B en tout point M(x, y, z) de 'espace :

B(M) = —“TQ/ sgn(2) y (9.13)

Il y a discontinuité de la composante tangentielle du champ magnétique de part et
d’autre de la nappe de courant supposée infiniment mince. A 'inverse, chaque fois que la
composante d’'un champ magnétique, parallele a une surface, présentera une discontinuité
au passage de cette surface, nous pourrons conclure qu’il existe une nappe de courant
circulant dans cette surface.

9.4. Exemples de calcul du champ magnétique
créé par différentes distributions de courants

Champ créé par un fil infini parcouru par un courant /

Considérons un fil infini parcouru par un courant uniforme I (fig. 9.10). Calculons le
champ magnétique en tout point M, caractérisé par ses coordonnées cylindriques (7, 6, z),
laxe Oz étant confondu avec le fil.
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Application de la loi de Biot et Savart

Le champ élémentaire d B créé au point M par un
élément infinitésimal du fil d / situé au point P est 4B

égal par définition a : M

- Idi NG r
4B = ™ “PM (9.14)

c N EPM o
- - 2 . Z
4m |7p — 7 \\’/
Cette contribution est située dans le plan perpen-

diculaire au fil passant par M, son orientation est
déterminée par la reégle du triedre direct (régle du p
« bonhomme d’Ampére ») et son module d B vaut :

. d/
_ kol d/sinB P1

A |7y — Pl

B étant I'angle entre, d7 et ipy. Le champ total Fig. 9.10. Champ magnétique créé
B (M) est la somme vectorielle de toutes les contri-  par un fil infini parcouru par un courant
butions d B(M). Toutes ces contributions étant  constant.

orthoradiales, le module du champ total est donc simplement la somme de tous les
modules dB. Pour effectuer cette somme, il est commode d’exprimer la contribution
infinitésimale d B en fonction de B et de la distance » de M au fil. La coordonnée z étant
égale 4 » cotan 3, la longueur de I'élément d/ peut s’écrire :

d
d/ =dz =r— E
sin® 3
De plus
1 _ sin’B
7p — ?M|2 2
Nous obtenons ainsi : )
4B — Mosin B dBI
41 r

Pour calculer le champ magnétique créé par 'ensemble du fil, il suffit maintenant
d’intégrer sur toutes les valeurs possibles de 3 ou, ce qu1 revient au méme, compter deux
fois 'ensemble d 7 correspondant a des x positifs. 3 varie de 7 a m et B(r) est égal a:

B(r) = %I / sindB _ po (9.15)

T r 2mr

Application du théoréme d’Ampere
Pour calculer le champ magnétique créé par ce fil rectiligne, nous pouvons procéder
différemment, en déterminant son orientation par des arguments de symétrie puis en
calculant son module a I'aide du théoréme d’Ampére.

Nous avons vu au paragraphe 9.2 que la symétrie de la distribution de courant permet
de conclure que le champ B est nécessairement orthoradial et qu'il est indépendant de z
et 0. Pour calculer la circulation de B, il est donc judicieux de choisir pour contour un
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cercle de rayon 7, centré sur le fil. En appliquant & ce contour particulier la relation 9.11,
nous obtenons :

7{]§~d7=?{]§~rdeﬁe=7£Brd9=2’rrrB=uol

_ ol
27r

Champ créé par une spire circulaire de rayon R, parcourue par un
courant /

Considérons une spire circulaire de
rayon R parcourue par un courant [
(fig. 9.11). Nous nous contenterons ici
de calculer le champ magnétique le
long de I'axe de révolution de la spire,
confondu avec 'axe Oz des coordonnées
cylindriques.

Comme dans le cas du fil rectiligne
infini, nous allons tout d’abord consi-
dérer la contribution au champ magné-
tique créé par un élément infinitésimal
de la spire. Ce champ élémentaire dB
créé au point M(z) par un élément d l
de la spire situé en P, est donné par la
relation 9.14. Cette contribution, dont
la direction et le sens sont donnés parla  Fig, 9.11. Champ magnétique créé par une spire par-
régle du triedre direct (régle du « bon-  courue par un courant constant.
homme d’Ampére »), n'est pas orienté
suivant 'axe Oz ; toutefois, comme nous I'avons montré au paragraphe 9.2, la symétrie
de la distribution de courant nous impose un champ magnétique total dirigé suivant
Oz, aussi sera-t-il suffisant de nous intéresser uniquement a la composante z de cette
contribution. La projection de d B sur I'axe Oz est égale a:

B, d/cosB

dB, = = S 2
|7p — 7|

Le module du champ magnétique total créé par la spire, orienté suivant Oz est égal a la
somme de toutes ces contributions infinitésimales. Puisque nous pouvons écrire :

R
cosPB = ———=—
[7p — 7u|
d/ = Rd6
Cette sommation revient a intégrer sur toutes les valeurs possibles de 6. Nous obtenons
ainsi : )
T R*dS I R
potey [T KAl K 916
dnJo [Fe—Ful 2 R+
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En particulier, le champ magnétique au centre de la spire, en z = 0, est égal a :

I
p= Mot
2R

Champ créé par un solénoide infini de 7 spires de rayon R par
unité de longueur, parcouru par un courant /

Considérons un solénoide infini, constitué de 7 spires jointives par unité de longueur,
parcouru par un courant I (fig. 9.12), 'axe du solénoide étant confondu avec I'axe Oz
des coordonnées cylindriques. Nous calculerons successivement le champ magnétique a
I'intérieur et a extérieur du solénoide.

A4

Fig. 9.12. Champ magnétique créé le long de I'axe de révolution d'un solénoide infini.

Un peu d’histoire
Solénoide

Ampere écrivit en 1820 qu'il avait fait avait réussi ». Il appellera en 1822 ces
construire « des hélices en fil de laiton pour  hélices « solénoides », du grec solén, « tuyau,
imiter tous les effets de I'aimant... et qu'il  étui », et du suffixe oide « en forme de ».

Solénoide infini représenté par une nappe cylindrique de courant

Cette distribution de courant est invariante par translation et rotation autour de I'axe Oz
(on néglige la trés faible composante longitudinale du courant due a I'enroulement du
solénoide) ; le champ magnétique au point M(r, 0, z) ne dépend donc a priori que de la
coordonnée radiale 7. De plus, tout plan perpendiculaire a I'axe du solénoide étant un
plan de symétrie magnétique, B devra donc étre perpendiculaire a ce plan :

B=B,07,

Nous pouvons maintenant en déduire qua I'extérieur comme a l'intérieur du solénoide,
le module de B est constant. En effet, la circulation de B sur tout contour rectangula1re
dont un coté est parallele 4 'axe Oz contenu tout entier a extérieur ou a l'intérieur
du solénoide est nulle en vertu du théoréme d’Ampere puisqu’il n’y pas de courant qui
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le traverse. Les contributions paralleles 4 Oz doivent donc se compenser, ceci n'étant
possible que si B,() est indépendant de 7.

Evaluons maintenant ces constantes. Commencons par le champ magnétique a I'inté-
rieur du solénoide. Ce champ constant est égal en particulier a celui sur 'axe de révolution
Oz. Or ce champ peut étre calculé facilement en utilisant le principe de superposition.
Considérons en effet un élément de solénoide constitué de ndz spires et calculons sa
contribution au champ en un point O situé a la distance z du centre de cet élément. En
généralisant Uexpression 9.16 du champ crée par une spire sur son axe de révolution, nous
obtenons :
wornl  R*dz

2 (R + 2232

Pour obtenir le champ total, il suffit de sommer sur toutes les valeurs possibles de z :

B- worl [T R*dz
2 . (RZ + Z2)3/2

En introduisant I'angle a tel que z/R = tan a, nous pouvons écrire :

dB =

3
B= p,OnI/ cosada = ponl
0

La détermination du module du champ magnétique extérieur B, est alors immédiate.
Considérons le contour présenté sur la figure 9.13, le théoréme d’Ampére nous donne :

% E : d7 = (Bint - Bext)z = MO?’ZZI
C

Nous obtenons ainsi la valeur du champ magnétique a 'extérieur du solénoide :
B =0

Fig. 9.13. Champ magnétique créé le long de I'axe de révolution d'un solénoide infini.

Utilisation de l'angle solide

Considérons un élément d 7 d’une « spire » constituée par une longueur d z du solénoide,
soit #dz spires réelles. Cet élément créé au point M situé sur I'axe Oz un champ
élémentaire dont le module d B est égal par définition a :

Rd6

72

dB = * 1,4,
47

7 étant la distance de la « spire » au point M (fig. 9.14).
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Fig. 9.14.

La symétrie de la distribution de courant imposant que le champ magnétique soit
dirigé le long de Oz, nous pouvons restreindre le calcul 4 la projection de d B sur cet axe :
2mR dSsina
dB, = j—OIndz S sina = j—on —

T 7 T T

Dans cette relation, d§ = 2wR dz est la surface latérale élémentaire d’un cylindre de
hauteur dz; ds:# est donc 'angle solide d€) sous lequel on « voit » cette surface
élémentaire depuis le point M. Le module du champ magnétique total est donc égal a :
B, = X,10
4

) étant l'angle solide sous lequel on voit 'ensemble du solénoide. Pour un solénoide
infini, {} = 4, nous obtenons alors B = wy7I. Pour un solénoide de longueur L finie
(fig. 9.14), 'angle solide () est égal a :

Q=47 — (217(1 — cosaq) + 2m(1 — cos az)) = 2m(cos oy + cos ay)
2m(1 — cos ag) et 27(1 — cos o) étant respectivement les angles solides sous lesquels on

«voit » les extrémités du solénoide du point M. Ainsi, le champ magnétique a I'intérieur
d’un solénoide de longueur finie obéit a la relation :

5= po7l

(cosaq + cosay)

Exercices

KBl Chercher la dimension des modules des vec-
teurs champ électrique et magnétique, de po
et gg dans le systeme international d'unités. En
déduire la dimension du produit pogo.

B a. Calculer le champ magnétique produit par
une portion de fil rectiligne conducteur de lon-
gueur finie L et parcouru par un courant /, en
un point quelconque M de I'espace situé a la
distance a du fil, en dehors du plan médian.

b. Retrouver le champ magnétique créé par un
fil infini.

c. Donner la valeur du champ si le point M appar-
tient au plan médian.
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EJ Calculer le champ magnétique produit en
son centre, par un polygone régulier de n cotes,
de rayon circonscrit R et parcouru par un cou-
rant /. Retrouver le champ créé par la spire cir-
culaire.

A Calculer le champ magnétique produit, en
un point quelconque de son axe par une spire
carrée de coOté [, parcourue par un courant
1. En déduire I'expression de ce champ dans
les cas particuliers suivants : au centre de la
spire et trés loin du centre. Que peut-on en
conclure?



IF Une sphére conductrice, portée au potentiel
V, tourne sur elle-méme autour d'un de ses axes
de symétrie a vitesse angulaire constante w. Cal-
culer le champ magnétique créé au centre de la
spheére. En considérant que la Terre est conduc-
trice et que le champ électrique a sa surface est
d’environ 100 V/m quel serait le champ magné-
tique terrestre associé? Que peut-on conclure
si on compare ce résultat a la valeur réelle du
champ magnétique terrestre ?

Indice. On assimilera la sphére a une collection
de spires circulaires parcourues par un courant
que l'on exprimera en fonction de la densité
superficielle charges o de la sphére.

A Calculer le champ magnétique créé a I'inté-
rieur et a I'extérieur d'un fil rectiligne infini par-
couru par un courant /, sa section étant circulaire
de rayon R.

Indice. Utiliser le théoréme d’'Ampére et les
symétries; introduire la densité de courant

Soit un fil de cuivre d'axe Oz, de longueur
infinie et de rayon R, dans lequel est creusée
une cavité cylindrique de rayon R’, d'axe O’z’
parallele a Oz et tel que OO’ = a.

a. Montrer qu'il existe un champ magnétique
dans la cavité cylindrique si le conducteur est
parcouru par un courant uniforme /.

b. Calculer I'orientation et le module de ce
champ.

EJ Une balance de Cotton est réalisée comme
indiqué sur le schéma. O est un couteau hori-
zontal, autour duquel pivote un fléau; a l'un des
bras de celui-ci, en R, est accroché un plateau
de trébuchet. L'ensemble OQPNM, qui consti-
tue I'autre bras, comporte deux arcs de cercle
centrés en O : MQ et NP.

Fig. 9.15. Une balance de Cotton

En O, un fil conducteur suit le trajet OQAINPO.
Il est relié a deux connexions souples qui per-
mettent d'y faire circuler un courant /, Dans la
région de la portion MN du circuit, régne un
champ magnétique B paralléle au couteau (donc
perpendiculaire a la portion MN).

a. Montrer que seule intervient dans I'équilibre
de la balance, la force de Laplace relative a la
portion MN.

b. Quelle masse m faut-il placer dans le pla-
teau de la balance pour assurer cet équilibre
siOR = 10 cm; NO = 9cm, /| = 1 cm,
B=10""T,I=5A.

Bl une petite spire circulaire reliée a une source
de courant est placée de fagon a ce que son axe
coincide avec celui d'un aimant permanent cylin-
drique de rayon plus grand, dont on a représenté
sur la figure ci-dessous quelques lignes de champ
magnétique.

a. Trouver suivant la distance de la spire a I'ai-
mant, la direction de la force subie par la spire.
Que se passe-t-il expérimentalement?

b. Vérifier que, si on est suffisamment loin de
I'aimant, la régle dite du « flux maximum » est
respectée, c'est-a-dire que F tend a déplacer la
spire dans le sens qui augmente le flux de B a
travers la surface.

9. LE CHAMP MAGNETOSTATIQUE 157






Chapitre r

Le potentiel vecteur

Nous avons vu en électrostatique qu'une distribution de charges crée, en tout
point de U'espace, un potentiel scalaire ¥ (7) qui permet de décrire les propriétés
électrostatiques associées a cette distribution. Nous allons montrer dans ce chapitre
qu’il existe une notion équivalente en magnétostatique, le potentiel vecteur A(7)
créé par une distribution de courant. Aprés en avoir donné la définition et les
principales propriétés, nous calculerons ce potentiel sur quelques exemples.

10.1 Potentiel vecteur et champ magnétique

Définition du potentiel vecteur

Choix de jauge

Potentiel vecteur et flux du champ magnétique

Exemples de potentiels vecteurs associés 4 un champ magnétique constant

10.2 Potentiel vecteur associé a des courants continus
Définition de 4 a partir des courants
Equation locale du potentiel vecteur

10.3 Exemples de potentiels vecteurs

Fil rectiligne parcouru par un courant uniforme

Champ magnétique créé par une boucle de courant : dipole magnétique
Potentiel vecteur associé a un solénoide

o Potentiel vecteur o Choix de jauge
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10.1. Potentiel vecteur et champ magnétique

Définition du potentiel vecteur

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que le champ magnétique B obéit a la
relation fondamentale :

V- -B=0 (10.1)

Cette équation permet d’identifier le champ B au rotationnel d’un autre champ de vecteurs
A puisque la divergence de tout rotationnel est nulle et que réciproquement tout champ
de divergence nulle est le rotationnel d’un autre champ. Nous pouvons ainsi poser :

B=VAA (10.2)

Par définition, ce champ de vecteur A est appelé le « potentiel vecteur » associé au
champ magnétique B. Précisons dés a présent que la définition 10.2 n’en est pas une
a proprement parler, plusieurs champs de vecteurs différents pouvant satisfaire cette
équation. En effet, si nous considérons non plus le potentiel vecteur 4 mais le potentiel
vecteur 4 = A + VW, il vérifie également I'équation 10.2 puisque le rotationnel d’un
gradient est nul. Le potentiel vecteur n’est donc défini qu’a un gradient de champ scalaire
W pres, résultat qui est a rapprocher de la définition du potentiel scalaire a une constante
prés.

Un peu d’histoire

Introduction du potentiel vecteur

C’est en tentant de développer une représen-  le « champ magnétique, » serait le « rota-
tation mécaniste des forces magnétiques par  tionnel », ce potentiel ne dépendant que des
I'intermédiaire de I'élasticité des solides que  intensités et de la forme des circuits qui pro-
Thomson, lord Kelvin, est amené a intro-  duisent le champ. Celle idée sera reprise par
duire en 1847 un « potentiel vecteur » dont  la suite par Maxwell.

Choix de jauge

Le choix d’'un potentiel scalaire W permettant de définir complétement le potentiel
vecteur 4 est appelé « choix de jauge ». Nous dirons que B est invariant par changement
de jauge puisque I'ajout de n'importe quel potentiel scalaire W ne modifie pas le champ
B. Cette propriété est tres utile. Elle permet en particulier de choisir le potentiel vecteur
le plus adapté au probléme traité, c’est-a-dire celui qui simplifie au maximum les calculs
ultérieurs. En magnétostatique, nous verrons qu’il est commode (voir 10.2) de sélectionner
le potentiel vecteur tel que :

V-A=0 (10.3)

Ainsi, nous choisirons de définir le potentiel vecteur 4 comme le champ de vecteurs véri-
fiant les deux équations 10.2 et 10.3. A est alors défini dans la jauge dite de « Coulomb ».
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Potentiel vecteur et flux du champ magnétique

Lévaluation de la circulation de A le long d’un contour fermé nous permet de préciser
le sens physique de ce potentiel vecteur. Si nous calculons la circulation de 4 sur un
contour C entourant une surface § nous obtenons, en utilisant le théoréme de Stockes
(voir chapitre 3), la relation :

fz.w://wz.w://é.dﬁ
C S S

La circulation du potentiel vecteur A4 sur le contour C est ainsi égale au flux ® du champ
magnétique B a travers la surface §. Ce flux s’exprime en Weber : 1 weber correspond au
flux d’un champ magnétique de 1 tesla a travers une surface de 1 m?.

1)

Exemples de potentiels vecteurs associés a un champ magnétique
constant

Considérons un champ magnétique B constant et calculons les expressions des potentiels
vecteurs pouvant €tre associés a un tel champ magnétique. Nous pouvons choisir le repére
cartésien (O, uy, iy, 4,) tel que B = Bi,. Dans ce repére, la relation B = V A A4 se
traduit par les trois équations :

04, GAy — 0
dy 0z
04, 04,

— = O
0z dx
814), 04,
—_— = B
dx ady

Conformément au principe d’invariance de jauge de B, une infinité de potentiels vecteurs
)

peuvent satisfaire & ces équations. En particulier, les trois champs de vecteur suivants

remplissent ces conditions :

( ( 1
A, = —By 4, =0 A= 5By
1
)4 4,=0 2)q 4y=—Bx  3)q4,=>Bx
A, =0 A, =0 A, =0

Nous pouvons remarquer a 'aide de ces trois exemples dont les variations sont illustrées
sur la figure 10.1, que des potentiels vecteurs d’aspects tres différents conduisent pourtant
a un méme champ magnétique B.
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Fig. 10.1. Exemples de potentiels vecteur décrivant un champ magnétique uniforme et constant paralléle
a l'axe Oz.

10.2. Potentiel vecteur associé & des courants
continus

Le potentiel vecteur A peut également s’exprimer directement en fonction des courants
qui créent le champ magnétique B. Ce calcul de A en fonction des courants est parfois
plus simple que le calcul direct de B, il est alors commode de commencer par calculer 4
puis d’utiliser la relation 10.2 pour determmer B.

Définition de A4 a partir des courants

Il existe plusieurs maniéres de déterminer les expressions des composantes du potentiel
vecteur 4 en fonction des distributions de courants. Commencons ici par la plus naturelle,
obtenue directement a partir de 'expression macroscopique du champ magnétique donnée
par Biot et Savart.

Expression de A a partir de la loi de Biot et Savart
Revenons ala relation 9.3 donnée par Biot et Savart pour décrire le champ magnétique créé
en un point M par une distribution de courants caractérisée par la densité de courant J :

Bo d7 A A/ Napm ] A tpM
B(rM) = — dr
4’” |7p — TM\ v |7p— TM’
Pour déterminer une expression du potentiel vecteur 4 en fonction des courants, nous

allons mettre ce champ magnétique sous la forme d’un rotationnel. Nous avions remarqué
au chapitre précédent que :

U — 1
&2 - v <ﬁ>
’?p—?M’ ‘7P_7'M’
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Dans cette relation, V représente I'opérateur gradient n'agissant que sur les coordonnées
du point M. Nous obtenons ainsi une autre expression du champ magnétique :

B(y) = 22 ///( <|rP_17M’>Aj>dT (10.4)

Par ailleurs, nous pouvons appliquer la relation vectorielle :
VA(FHE) =T NG+ Tf(F) A G (10.5)

dans laquelle /(7) et G représentent respectivement une fonction scalaire et un vecteur
quelconques. Lexpression 10.4 du champ magnétique B peut donc se réécrire sous la
forme :

E(?M)zﬁ///gA % dT—E/// % g/\jd”r
47 \V4 ’rp - 7M| 417 Y4 |7’p - rM‘

Lopérateur n'agissant que sur les coordonnées du point M, V A J est nul par définition.
Le champ magnétique est donc simplement égal a la premiére intégrale :

E(?M)=w// §A % d'T
41 \Y4 |7’P_7’M‘

En comparant cette expression a la relation 10.2, nous obtenons par identification 'ex-
pression du potentiel vecteur A :

- J d7
417 \V4 |7’P— TM’ 417 |7’p— rM]

d 7 étant un élément infinitésimal centré en P du circuit parcouru par le courant uniforme
I. Ainsi, le calcul de chacune des composantes du potentiel vecteur revient a une intégrale
de volume de la composante de la densité de courant correspondante.

Notons que cette intégrale est de méme forme que celle rencontrée dans le calcul du
potentiel scalaire V'(7) créé par une distribution de charges p (voir chapitre 4). Dans
de nombreux cas, nous profiterons de cette analogie pour déterminer les composantes
du potentiel vecteur a partir des résultats préalablement connus en électrostatique, il
conviendra alors de remplacer p/eg par les composantes qJ; correspondantes.

Remarquons également que le potentiel vecteur 4 se transforme comme la densité
de courant J par les opérations de symétrie associées a la distribution de courants. A4
est donc un « vrai » vecteur qui se transforme selon les relations 3.10 et 3.11, le champ
magnétique étant lui, comme nous 'avons vu, un pseudo-vecteur se transformant selon
les relations 9.5 4 9.8.

Jauge de Coulomb
Nous allons maintenant vérifier que le potentiel vecteur donné par Ilgxpression 10.6
correspond a celui de la jauge de Coulomb satisfaisant a la relation V - 4 = 0 :

‘V*.*:&‘v*.///%(h
47 V|7’P_7M’
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En utilisant la relation vectorielle V - 1 6) =f V-G+ (§f ) - G , ous pouvons écrire :

6’.2:@/// g ]dT+—/// *< 1 )dT
4m v |7p — 7ml |7p — 7m]
41 v |7’P—7’M’

puisque v n'agit que sur 7.
Letape suivante consiste a introduire dans 10.7 non plus le gradient v par rapport a
7w mais celui par rapport a 7p, noté Vp Nous pouvons facilement établir la relation :

1

= _—V_'Pﬁ
[7p — 7u|

Le second terme de la relation 10.7 peut donc se réécrire :
- - — 1 B — 1
VA_&///]VﬁdTZ—&/\//]VPﬁdT
417 A |7’p — rM‘ 47T A |7'P — rM|
. o - -
ﬂ///ﬁVP'JdT—ﬂ// VP'%dT
qn V’TP—TM‘ 41 V4 ‘TP—TM’

Le premier terme de cette expression est nul, la conservation de la charge électrique dans
le circuit imposant Vp - / = 0, nous obtenons :

REE /A= h

Si nous appliquons le théoréme de Green-Ostrogradski a cette expression l'intégrale
apparait comme le flux de J / |7p — 7| & travers la surface limitant le circuit. La densité
de courant étant par définition localement parallele a cette surface, ce flux est nul. Ainsi

nous pouvons conclure que V - 4 = 0

Equation locale du potentiel vecteur

Pour obtenir I'équation locale devant étre vérifiée par le potentiel vecteur 4, considérons
la propriété locale du champ magnétique :

V AB =]

En 1ntrodulsant dans cette equatlon la relation B = YV A A et utilisant la relation
v A (V A A) V(V A) V24, nous obtenons I'équation vectorielle :

§(§ Z) - VZZ = },Loj
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Comme nous pouvons toujours choisir pour potentiel vecteur celui correspondant a la
jauge de Coulomb V - 4 = 0, 'équation fondamentale devant étre vérifiée par le potentiel
vecteur s’écrit simplement :

V24 = —pof (10.8)

Dans e cas de coordonnées cartésiennes, cette équation est équivalente au systéme d’équa-
tions associées a chaque composante /4; :

(V2A), = V2d; = — o),

Chacune de ces équations a la méme structure que 'équation de Poisson présentée au
chapitre 4 pour décrire les propriétés du potentiel scalaire V(7) créé par une distribution
de charges p. Ainsi tous les résultats obtenus concernant le potentiel scalaire V(7),
associé a une distribution de charges p(_’ 7) donnée, pourront étre utilisés pour déterminer
les composantes du potentiel vecteur 4 lorsque des distributions de courants analogues
a ces distributions de charges existent. Il suffira de remplacer dans les différents résultats

p/%o par pofi-

10.3. Exemples de potentiels vecteurs

Nous allons maintenant utiliser ces définitions pour déterminer le potentiel vecteur associé
a quelques distributions de courants simples.

Fil rectiligne parcouru par un courant uniforme

Considérons un fil rectiligne infini, de section T, parcouru par un courant permanent
I. Nous choisirons le syst¢éme de coordonnées cylindriques pour calculer les composantes
de B, l'axe z étant confondu avec le fil. Dans ce repere, la densité de courant J a pour
composantes :

J=Jo=0
_ L
]Z_"ITLZZ

Calcul du potentiel vecteur

Par symétrie, le potentiel vecteur en un point M(r, 0, z) doit étre paralléle a l'axe Oz (le
potentiel vecteur a la méme symétrie que la densité de courant / comme le montre la
relation 10.5) et son module ne peut dépendre que de 7 :

A =4,r)u,
Pour déterminer la composante 4,, il suffit de résoudre 'équation :

I
T T e

'1TLZ
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Au chapitre 4, nous avons montré que le potentiel scalaire V' (7), créé par un fil unifor-
mément chargé de densité \ 4 la distance » du fil, était de la forme :

A
V(7)) = —3 Inr + Cte

mEQ
Par analogie, en identifiant N\/gp 2 pol/ ma®, nous obtenons pour la composante z du
potentiel vecteur :

A,(r) = ol In7 + Cte
2t
Calcul du champ magnétique

En coordonnées cylindriques (%, #¢, #,), le rotationnel du potentiel vecteur est donné
par le déterminant :

ZZr 776 Ziz
- 0 0 J
B = —_— —_— —_—
Jr 90 0z
0 0 4,
> 11
B = p“i_;;e
2w r

Nous retrouvons la I'expression 9.15 calculée directement a partir de la définition du
champ magnétique.

Champ magnétique créé par une boucle de courant : dipole
magnétique

Calcul du potentiel vecteur
Pour calculer le potentiel vecteur associé 4 une spire circulaire parcourue par un courant
I, en un point M situé a une distance » du centre de la spire de rayon « (fig. 10.2), nous
allons utiliser la relation 10.6 :

-2 > =
() fm_ —

Pour effectuer ce calcul, il est commode de se placer en coordonnées sphériques
(O, uy, uy, ). Dans ce systeme de coordonnées, nous constatons immédiatement que
le potentiel vecteur en un point M(r, 8, 0) (le repére est choisi précisément pour que le
point M soit de coordonnée ¢ = 0) doit étre dans un plan perpendiculaire & Oz puisque
I'élément de courant appartient au plan xOy. Par ailleurs, la symétrie de la distribution

e courant impose a la composante radiale d’étre nulle. En effet, le plan Uy, g
d t 1 te radiale d’ét lle. En effet, le plan (O, %
passant par M étant un plan d’antisymétrie, le vecteur A au point M doit donc lui étre
perpendiculaire (du point de vue des symétries, cette situation est similaire a orientation
du champ électrique en tout point appartenant au plan médian d’un dipéle électrique).
Le potentiel vecteur 4 se réduit donc a la seule composante A4,

ol [dlcose  pola 2™ cospde
¢ 41 r! 4 Jo !

d/ étant un élément de circuit, centré au point (r, 7, ¢), et distant de 7" du point M.

r
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Fig. 10.2. Potentiel vecteur créé par une boucle de courant.

Plagons-nous maintenant dans ’hypothése » >> a et calculons 'expression approchée
de 1/7". Nous avons :

2
P =2+ 4 — 2ar cos

Au premier ordre en a/r, nous pouvons écrire :

| =

1 a
= ~1+4+ —cos{
\/1+ (f)z—z—fcostb 4

En introduisant ce développement dans I'expression de 4, nous obtenons une expression
approchée de la composante orthoradiale du potentiel vecteur :

T 2m
A@:M)a/o <1+;coscp>coscpdcp

/

<

417

wola® [T
= 5 coscos @ de
47T7' 0

Dans cette géométrie, on peut montrer que cosi = sin cos @, ce qui nous permet
d’écrire :
wola? sin O 2 3 wolma? sin O
Ay = ———5— cos” pdp = —————
A1rr 41rr

Il est traditionnel d’associer a la spire de surface orientée § parcourue par un courant I,
le vecteur moment magnétique M défini par :

—

M=1S
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Le potentiel vecteur s’exprime alors simplement en fonction de M :
G- B M
2

N
3

Cette relation est générale et peut s'appliquer a tout circuit plan. Dans le cas d’un circuit
non plan, il conviendra de le décomposer en circuits infinitésimaux puis de sommer
vectoriellement toutes les contributions.

Calcul du champ magnétique
Comme précédemment, le champ magnétique B est donné par le rotationnel de 4. En
coordonnées sphériques nous obtenons :

U, rig rsin 0
B R 9
= Zang |97 a0 » a(PSinz 5
0 0o ——
41 7
= WM [2cosb sinf _
B = 4 s s

Les composantes 2 cos 0/7° %, et sin 0/7° %q se comportent exactement comme celles du
champ électrique créé par un dipole orienté suivant l'axe z (voir chapitre 5). Nous dirons
qua une distance grande devant ses dimensions, une spire circulaire se comporte comme
un « dipole magnétique », 'équivalent en magnétostatique du dipole en électrostatique
(souvenons-nous toutefois qu'il n’y a pas de charges ponctuelles magnétiques isolées
comme pourrait le laisser croire cette expression).

Remarquons que pour 6 = 0, nous déterminons ainsi le champ magnétique en tout
point appartenant 4 'axe de révolution de la spire. Ce champ magnétique est égal a :

RoM . poM_  pold
Uy = U, =
273 213 223

E:

résultat qui est identique a4 celui qui serait obtenu en utilisant 'expression 9.16 dans
laquelle nous aurions introduit la condition ¢ < z.

Potentiel vecteur associé a un solénoide

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que le champ magnétique créé par un
solénoide infini constitué de 7 spires par unité de longueur parcouru par un courant [
est nul & I'extérieur du solénoide et constant a l'intérieur. Il conviendra donc d’étudier le
potentiel vecteur a 'extérieur et a I'intérieur du solénoide et d’envisager les conditions de
raccordement.
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A Pextérieur au solénoide

Pour calculer ce potentiel vecteur, commen-
cons par évaluer en un point M(r, 0, z) exté-
rieur au solénoide, la contribution au potentiel / \
vecteur due a une longueur dz de solénoide \/
(fig. 10.3). Cet élément infinitésimal, centré 3

en O’ contenant ndz spn’es peut étre assi-
milé 2 moment magnétique dM = nISdz7,,
i, étant le vecteur unitaire dans la direction }

de l'axe du solénoide orienté par rapport au /O—J\ .
sens du courant, conformément a la convention \\—/ e
décrite au paragraphe 2. Chacun de ces élé- ‘

ments apporte au potentiel vecteur une contri- 3
bution d 4 : - P

—

0 - tad M1y L O

4»]1' p2 \\'_/

p et i, étant respectivement la distance et Y

le vecteur unitaire dans la direction O'M. Le ~_
potentiel vecteur sera la somme de toutes ces  Fig. 10.3. Calcul du potentiel vecteur associé
contributions. a un solénoide.

Lanalyse des symétries de la distribution des courants nous montre que seule la
composante orthoradiale 4y sera non nulle et qu’elle ne dépendra que de 7. La contribution
dAy de I'élément dz est égale en vertu du principe de superposition a 7 fois celle de la
composante Ay calculée pour une seule spire :

ry [ nlScospdz MonIS

cosepd
4Tr p? 47 eae

de
2

. r
puisque z = rtan @, cos¢ = —etdz = r .
cos” @

Pour obtenir la valeur totale de A4y, il convient d’intégrer sur toutes les valeurs possibles
de g:

IS [ 1S
A(r) = 55 / cospde = 22
ava _ 7

MmondR
Ug.

A la surface du solénoide, » = R, le potentiel vecteur s’écrit alors : 4(R) =

Nous pouvons vérifier que ce potentiel vecteur conduit bien au champ magnétique
attendu :

U, rilg iU,
S 1|0 9 0
B=—lor a8 9z =0
IS
0 P2
2mr
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A Pintérieur du solénoide

Calculons maintenant, le potentiel vecteur a I'intérieur du solénoide. Le champ magné-
tique y est constant et égal 4 : B = ponlu,

Au paragraphe 10.1, nous avons vu que dans ce cas nous pouvions écrire un potentiel
vecteur A sous la forme :

A= EB VAN 7 = EI.LQ?’IIZ{‘Z A 7 = EI.LO”I?’Z{‘Q
N - IR
A la surface du solénoide, » = R, et A(R) = Ho? Uy .

En comparant les expressions du potentiel vecteur calculé de part et d’autre de la
surface constituée par 'ensemble des spires, on peut constater que le potentiel vecteur est
continu 2 la surface. Ce résultat est général, la continuité des composantes du potentiel
vecteur étant le pendant en magnétostatique de la continuité du potentiel scalaire

rencontrée en électrostatique.

Approfondissement

Circuit rectangulaire parcouru par un courant

Considérons une boucle rectangulaire de
courant, de dimension (a, b) et calculons le
potentiel vecteur associé a une telle distri-
bution de courant. La largeur a et la lon-
gueur b peuvent définir respectivement les
axes Ox et Oy d'un systéme de coordon-
nées cartésiennes. Dans ce repére, il n'y a
pas, par construction, de courant dans la
direction z. A; est donc nul. Il y a des cou-
rants dans les directions x et y. La solution
de I'équation 10.7 pour Ay est donc for-
mellement identique a celle obtenue pour
le potentiel électrostatique V créé par deux
barres chargées de signe opposé. Puisque
nous calculons le potentiel vecteur loin de
la boucle, le potentiel scalaire équivalent est
celui créé au point P par un dipble consti-
tué par deux charges Aa et —\a distantes de
b. Nous avons montré au chapitre 5 que ce
potentiel scalaire a pour expression :

1 P-tU, Xaby
V(P) = = e
*) dmey 12 dmeg I3
avec P le moment dipolaire égal a

P = \abil,.

Par analogie, en remplagant % par pol et en
tenant compte de I'orientation du courant
dans la barre, nous obtenons :

» Mo/aby_.
A=
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De la méme fagon nous obtenons I'expres-
sion de Ay :
A, = Molabxg
47 3
Comme précédemment, nous pouvons
introduire le moment magnétique dipolaire

de la boucle M : M = labi,.
Sous forme vectorielle, A s'écrit :

A== (1)

= _ Mo M A L—jr

A= 2 P
Nous retrouvons ainsi le résultat décrit
en 10.3.2. Comme nous le voyons, cette
expression du potentiel vecteur en fonction
du moment magnétique associé est tout a
fait générale et ne dépend pas de la forme
de la boucle qui crée le champ magnétique.

z A, :
P -,
A,

y

Fig. 10.4.



Exercices

El a CEtablir les expressions du champ

magnétique B et du potentiel vecteur A
créés, en tout point de l'espace, a l'inté-
rieur et a l'extérieur d'un cylindre métal-
lique de diamétre d, parcouru par un cou-
rant de densité uniforme dirigé selon I'axe du
cylindre.

b. Tracer I'allure de B(r) et A(r) en supposant
que A = 0 ala surface du conducteur, r étant la
distance a I'axe de révolution du cylindre.

c. Discuter des continuités de B et A a la surface
du conducteur.

d. Est-il facile de calculer le potentiel vecteur

directement? Si non, essayer d'expliciter |'ori-
gine des difficultés.

EJ Etablir les expressions du champ B et du
potentiel vecteur A créé, en tout point de I'es-
pace, par un cylindre infini, de diamétre d,
d'axe Oz, parcouru par un courant surfacique de
densité uniforme \ par unité de longueur, dirigé
selon i.

[EJ Etablir les expressions du champ magnétique
B et du potentiel vecteur A créé, en tout point
de I'espace, par un cylindre infini, de diamétre d,
d'axe Oz, parcouru par un courant surfacique de
densité uniforme \ par unité de longueur, dirigé
selon .

Indice. Identifier la distribution a un solénoide
de longueur infinie, ayant n spires jointives par
unité de longueur et parcouru par un courant i.

10. LE POTENTIEL VECTEUR 171






Chapitre r

Iinduction magnétique

Apres avoir présenté succinctement les principaux résultats expérimentaux qui
ont permis a Faraday de mettre en évidence les phénomenes d’induction, nous
introduirons les notions de force électromotrice induite et de champ électrique,
généralisation du champ électrostatique pour des charges en mouvement. Enfin,
nous présenterons quelques aspects liés a I'utilisation pratique de ces phénomenes
en introduisant la notion d’inductance et en décrivant les schémas de principe de
quelques systémes utilisant ces effets d’induction.

11.1 Mise en évidence expérimentale de I'induction

11.2 Force électromagnétique induite et courant induit

Force électromotrice et courant induit

Loide Lenz
11.3 Interprétations de la loi de Faraday

11.4 Définition et propriétés locales du champ élecirique
Définition du champ électrique E .

Propriétés locales du champ électrique £

Equation de jauge

11.5 Notion d'inductance

Inductance mutuelle de deux circuits

Auto-inductance

Relation entre inductance mutuelle et auto-inductance - Coefficient de couplage entre
des circuits

Exemples de coefficients d’inductance

11.6 Exemples d’applications de phénoménes d’induction
Principe du générateur de courant alternatif

Principe du moteur électrique

Principe d’un transformateur

e Loi de Faraday o Force électromatrice e Inductance mutuelle ¢ Auto-inductance
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Les expériences d’Oerstedt et d’Ampére ayant montré qu'un courant électrique crée un
champ magnétique, la tentation fut grande au XIX° si¢cle d’essayer de savoir si a son tour
un champ magnétique pouvait créer un courant électrique. De nombreuses expériences
furent réalisées, sans grand succes. Il fallut attendre les travaux de Faraday publiés en 1831
(dans les premiéres séries de Recherches expérimentales, Royal Society) pour comprendre
que ce n'était pas le champ magnétique lui-méme qui créait un courant dans un circuit
mais la variation du flux de ce champ a travers ce circuit. Ce résultat essentiel conduisit
alors au développement rapide des machines électriques, pouvant convertir de 'énergie
mécanique en énergie électrique (générateurs) et vice versa (moteurs électriques).

Un peu d’histoire

Faraday (1791-1867)

Apprenti relieur, auditeur aux cours de la
Royal Institution, premiére publication de
chimie en 1817, accueilli par H. Davy dans
son laboratoire en 1819, premiere publica-
tion de physique en 1821, successeur de
Davy en 1827, Faraday est I'un des plus
brillants scientifiques de son temps.

L'un de ses premiers travaux (1821) est
I'étude des mouvements relatifs d'un bar-
reau magnétique et de courants électriques,
expériences qui conduisent a la réalisation
des moteurs électromagnétiques Une autre
découverte fondamentale faite par Faraday
est la mise en évidence et I'explication des

phénomenes d'induction, Apres plusieurs
années d'insucces, Faraday montre en 1831
l'existence d'un courant induit dans un cir-
cuit lors de l'ouverture et de la fermeture
d’un circuit voisin, résultat qu'il interprete
aussitdot comme lié aux variations des condi-
tions magnétiques du circuit induit. Il faut
attendre 1852 pour qu'il livre son explication
la plus complete de l'induction : « Quand
un fil se meut directement 2 travers des
lignes de force... la quantité d’électricité pas-
sant dans le circuit est proportionnelle au
nombre de lignes coupées. »

11.1. Mise en évidence expérimentale de

I'induction

Expérience 1 : circuit déformable dans un champ magnétique constant

Considérons le circuit électrique plan consti-
tué de deux rails conducteurs et d’'un barreau
métallique pouvant glisser sur ces rails, le
contact électrique étant maintenu entre le
barreau et les rails. Un ampéremeétre per-
met de mesurer 4 chaque instant le courant
dans ce circuit. Plagons ce dispositif dans
une région dans laquelle existe un champ
magnétique B uniforme, de direction per-

pendiculaire au plan contenant le circuit

(fig. 11.1).
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Fig. 11.1. Circuit déformable dans un champ

magnétique uniforme constant.



Lorsque le barreau est fixe, 'ampéremétre n'indique aucun courant dans le circuit. En
revanche, si le barreau est mis en mouvement, il apparait instantanément un courant et
ce tant que le barreau se déplace. De plus, si le sens de déplacement du barreau change,
le sens du courant électrique observé change également.

Expérience 2 - circuit indéformable fixe, source de champ magnétique appliqué
fixe mais champ magnétique variable

Considérons maintenant un circuit électrique

indéformable placé au voisinage d’une bobine C T B

fixe dans laquelle on peut faire varier l'inten-

sité du courant (fig. 11.2). Si le courant dans la | ;
bobine est maintenu constant, ce qui correspond

aun champ magnétique constant, aucun courant D A

ne parcourt le circuit. En revanche, un courant

apparait dans le circuit dés que l'on fait varier

le courant dans la bobine. Son sens change sui- courant variable
vant ql‘l’on augm.ent\e ou diminue le courant .d\ans Fig. 11.2. Circuit indéformable dans un
la bobine. Il s’agit 1a d’une des toutes premieres  champ magnétique uniforme variant au cours
expériences couronnées de succes entreprises par ~ du temps.

Faraday. Dans ce type d’expérience, il observait des courants induits dans un circuit lors-
qu’il ouvrait ou fermait un circuit voisin.

>

Expérience 3 : circuit indéformable mobile dans un champ magnétique non
uniforme

Une autre expérience consiste & déplacer un circuit indéformable dans un champ magné-
tique non uniforme créé par une bobine fixe (fig. 11.3). Si le circuit est fixe, aucun courant
dans le circuit n'est détecté par 'ampéremeétre. En revanche, dés que le circuit se met en
mouvement, un courant apparait. Comme dans I'expérience 1, le sens du courant mesuré
dans le circuit change avec le sens de déplacement du circuit.

C B

<y

courant variable

Fig. 11.3. Circuit indéformable mobile dans un champ magnétique variable.
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Comment peut-on comprendre qualitativement ces différents phénomeénes? Dans
l'expérience 1, I'apparition du courant dans un circuit soumis a un champ constant est
due ala déformation du circuit ; dans U'expérience 2, seule la variation d’intensité du champ
magnétique crée un courant dans le circuit indéformable ; enfin, dans expérience 3, alors
que le circuit est indéformable et le champ constant, 'apparition du courant est liée a
I'inhomogénéité du champ. Ces trois expériences, réalisées par Faraday, lui suggérérent
que le « moteur » des électrons dans le circuit n’était pas a chercher dans les variations de
la forme du circuit ou du champ magnétique, mais dans celles d'une grandeur qui lie ces
deux parametres : le flux du champ magnétique a travers le circuit.

Un peu d’histoire
L'induction

A partir des expériences qu'il réalisa durant  quoique assez difficile a exprimer : ils

l'automne 1831, Faraday imagina le phé-
nomene d'induction comme étant lié au
fait que des lignes de champ traversent les
conducteurs du circuit dans lequel passe le
courant induit; il reconnut que ces phéno-

dépendent de la fagon dont le conducteur
coupe les courbes magnétiques [...] jen-
tends les lignes de force qui seraient tracées
par la limaille de fer. » (d’apres R. Taton, La
science contemporaine, PUF).

menes obéissent « a une loi tres simple,

11.2. Force électromagnétique induite et courant
induit

Force électromotrice et courant induit

Pour décrire commodément ses expériences, Faraday introduisit une grandeur &, qu’il
appela force électro-motrice (f.e.m.) ayant la dimension d’une différence de potentiel.
Cette « force » est associée au courant induit I par la relation & = RI, ou R est la
résistance du circuit.

En analysant le sens et I'intensité du courant induit dans le circuit, toutes ces expé-
riences peuvent étre comprises en liant la force électromotrice & a la variation instantanée
du flux magnétique @ a travers toute surface orientée s'appuyant sur le circuit. On obtient
la relation fondamentale de I'induction :

& = _do (11.1)
dz

Un circuit électrique est orienté par le sens du courant que I'on considére convention-

nellement comme positif; la surface s'appuyant sur ce circuit est alors orientée suivant

la régle du « bonhomme d’Ampeére ». Suivant cette régle, l'orientation de la surface est

donnée par la direction indiquée par « le bras gauche d’un bonhomme qui regarde le

centre du circuit tandis que le courant conventionnel lui rentre par les pieds et lui sort par
la téte ».
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Cette équation (11.1) rend compte du fait essentiel découvert par Faraday : il ne peut
y avoir de force électromotrice induite et de courant induit apparaissant dans le circuit
que sl y a, d'une maniére ou d’une autre, variation de flux magnétique dans le circuit.
Toutefois, bien que toutes les situations expérimentales étudiées par Faraday puissent
étre décrites par la méme relation 11.1, soulignons dés a présent que les mécanismes
responsables de ces courants induits sont différents et peuvent paraitre inconciliables.
Nous reviendrons sur cette question au paragraphe 11.3.

Notons de plus que les valeurs & et I sont algébriques. En effet, considérons par
exemple l'expérience 1 présentée au précédent paragraphe; comme il est indiqué sur
la figure 11.1, le courant positif conventionnel parcourt le circuit dans le sens ABCD
et la surface § s'appuyant sur ce circuit est alors orientée dans le sens des z > 0. Si
le barreau AB se déplace selon les y > 0, ® augmente, & et I sont alors négatifs en
vertu de la relation 11.1. Ceci qui veut dire que le courant I circule réellement dans
le sens opposé au sens ABCD. A Tlinverse, si le barreau AB se déplace selon les y
négatifs, ® diminue, & et I sont positifs et le courant circule alors réellement dans le sens

ABCD.

Approfondissement

Ces résultats sont bien entendu indépen-  mais diminue en valeur algébrique) et & et
dants du sens conventionnel du courant. | sont alors positifs : le courant réel par-
Par exemple, si nous avions choisi de faire  court donc le circuit dans le sens choisi pour
circuler le courant dans le sens DCBA, la la circulation DCBA. Nous retrouvons la le
surface S aurait été orientée dans le sens  résultat physique obtenu lorsque nous avons
des z < 0. Dans ce cas, le déplacement de  choisi le sens ABCD comme sens de circula-
AB vers les y > 0 conduit & une diminu-  tion.

tion du flux (il augmente en valeur absolue

Loide Lenz

Examinons maintenant un autre aspect associé a ce courant induit. En vertu des lois
générales des champs magnétiques créés par des courants électriques, le courant induit
va a son tour créer un champ magnétique induit. Quelle est son orientation ? Revenons
a l'expérience 1. Lorsque le barreau AB se déplace selon les y > 0, le courant parcourt
le circuit dans le sens DCBA, le champ magnétique induit sera donc orienté suivant
les z < 0. Si nous retenons le sens ABCD comme sens conventionnel de circulation,
le flux magnétique associé au champ créé par la bobine est positif et augmente, en
revanche celui associé au champ magnétique induit est négatif. Ainsi, la variation du
flux du champ magnétique appliqué va se traduire par 'apparition d’un champ magné-
tique induit dont le flux va compenser la variation du flux du champ appliqué. Nous
arrivons 4 la méme conclusion si la barre AB se déplace selon les y < 0. Dans ce cas,
le champ induit est orienté suivant les z > 0, son flux positif augmente pour s'op-
poser a la diminution de flux associé au champ B. Des conclusions analogues pour-
raient étre faites pour chacune des expériences présentées au paragraphe 11.1; dans
tous les cas, le courant induit est tel que le flux du champ magnétique induit tend
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a s'opposer a la variation de flux qui lui a donné naissance. On dit que « le cou-
rant induit créé un champ magnétique dont le flux s'oppose a la variation du flux du
champ magnétique appliqué B ». Ce résultat général est connu sous le nom de « loi de
Lenz ».

11.3. Interprétations de la loi de Faraday

Avant de rentrer dans les détails de I'analyse des résultats expérimentaux de Faraday et
de sa loi de variation de flux, il convient de rappeler I'expression de la force subie par un
électron de charge électrique —e soumis 4 un champ électromagnétique :

F=—«E+3AB)

Dans cette description de la force électromagnétique, les champs électrique E et magné-
tique B sont définis comme les champs responsables des contributions respectivement
indépendante et dépendante de la vitesse de I'électron (cette formulation a été proposée
par le physicien hollandais Hendrik Antoon Lorentz en 1892). II est indispensable de
garder en mémoire cette distinction pour comprendre les analyses proposées.

Analyse de l'expérience 1 : circuit déformable dans un champ magnétique
constant

Dans I'expérience 1, lorsque I'on déplace le barreau a la vitesse @, chaque électron qu'il
contient est soumis a la force :

F=—c3A\B (11.2)
Les autres électrons ne subissent pas cette force puisqu’ils se trouvent dans des éléments
fixes du circuit et qu'aucun champ électrique n'est appliqué. Cette force magnétique va
provoquer le déplacement de I'électron le long de AB. C’est ce mouvement des électrons
dansla barre qui va induire un courant électrique dans tout le circuit. En effet, ces électrons
en se déplacant vont « pousser » & leur tour par répulsion électrique les autres électrons et
ainsi induire le courant. Notons que dans 'expression 11.1, nous n'avons pas tenu compte
de la vitesse de I'électron le long du fil pour ne retenir que la vitesse d’entrainement
associée au mouvement du barreau. Cette vitesse crée également une force magnétique
perpendiculaire au fil mais elle ne nous intéresse pas pour le moment. Vous pourrez vous
convaincre qu’il s’agit d’'une force de « freinage », opposée au déplacement du barreau.

Calculons la circulation de cette force magnétique de long du circuit ABCD. La
force magnétique étant non nulle uniquement sur le segment AB, de longueur L, nous
obtenons :

j{ﬁ'd7=—e%%’A§-d7=eWLB (11.3)

Introduisons maintenant le vecteur surface §, orienté dans la direction imposée par le sens
de la circulation (en utilisant la régle du bonhomme d’Ampére et le sens de circulation
ABCD comme sens conventionnel), ayant pour module la surface instantanée du circuit.
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Nous obtenons immédiatement que :

d - = do

® étant par définition le flux du champ magnétique B a travers la surface orientée du
circuit. En comparant les expressions 11.3 et 11.4, nous obtenons :

- dCD
— ¢ F-di =
S dr

Par définition 'expression _% f F-di correspond 2 la force électromotrice (f.e.m.) & du
circuit :
1 [~ -
=— @ F-d!/
—e

Analyse de l'expérience 2 : circuit indéformable fixe, dans un champ magnétique
variable

Les forces magnétiques discutées au paragraphe précédent ne peuvent pas étre invoquées
pour interpréter les résultats de I'expérience 2 dans laquelle le courant apparait des que
I'intensité du champ magnétique varie. En effet, ici il n'y a pas de déplacement relatif
des éléments du circuit et de la bobine. Il faut donc voir, dans 'observation d’un courant
induit, un résultat d’une nature tout 2 fait nouvelle et lui accorder une valeur informative
particuliere. Nous verrons que c’est a ce titre que Maxwell lui a accordé un statut de
postulat indépendant. Ne pouvant plus avoir recours aux forces magnétiques décrites
par Lorentz pour expliquer 'existence d’'un courant dans le circuit lorsque le champ
magnétique appliqué varie, nous sommes donc obligés de conclure a I'existence d’un
champ électrique responsable de ce mouvement. Ce champ électrique E, i, quon appellera
désormais le « champ d’induction », vérifie par définition du courant et de la fie.m, la

relation :
- - do
E,-d/ =86 =—— 11.5
fEaT=s=-T a15)

Ce résultat impose immédiatement deux commentaires importants. Tout d’abord, le
champ électrique d’'induction présente une circulation non nulle sur une boucle fermée.
11 diftere donc radicalement du champ électrostatique pour lequel cette circulation était
nécessairement nulle. En corollaire, ce résultat nous indique, qu’a la différence du champ
électrostatique, le champ électrique d’induction ne dérive pas d’un potentiel électrique
scalaire et que son rotationnel est non nul. Calculons ce rotationnel. En appliquant
le théoréme de Stockes et en utilisant la définition du flux, nous pouvons réécrire

I'expression 11.5 : .
oL dB -
(V/\Ei)-dSZ—/ —-dSs (11.6)
S g dz

§ étant la surface orientée s’appuyant sur le circuit indéformable fixe C. Cette relation
devant étre vérifiée quel que soit le contour C, nous obtenons, par identification, I'égalité
des deux intégrants :

N B
VA Ei = *d— (117)
dz
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Cette équation, obtenue par Maxwell, rend compte au niveau local du résultat expéri-
mental de Faraday (équation appelée parfois équation de Maxwell-Faraday).

Analyse de l'expérience 3 : circuit indéformable mobile dans un champ
magnétique non uniforme

Dans les explications que nous avons données aux deux paragraphes précédents pour
expliquer la régle du flux, il est apparu indispensable de distinguer le cas correspondant
a un circuit déformable de celui correspondant & une variation du champ magnétique.
Lanalyse de I'expérience 3 va relativiser cette distinction.

Dans l'expérience 3, seuls les électrons des segments AB et CD, subissent des forces
magnétiques orientées le long du circuit, elles seules contribueront 4 la force électromotrice
& du systtme. Comme dans 'expérience 1, nous allons évaluer la circulation de ces forces
le long du circuit parcouru dans le sens ABCD pour calculer €. Si L est la longueur des
segments AB et CD, nous obtenons ainsi :

fﬁ -d7 = —eo(B; — B) (11.8)

Introduisons maintenant la variation de flux magnétique a travers le circuit observée entre
les instants ¢ et # + df. Laugmentation du flux due au déplacement du segment AB est
égale & ByvLdt; a l'inverse le déplacement du segment CD va provoquer une diminution
du flux égale en valeur algébrique 2 —BjvLdt. Ainsi la variation instantanée de flux
magnétique est égale a :

do

— = (B, — By)oL (11.9)
dz

En comparant les expressions 11.8 et 11.9, nous constatons que nous pouvons écrire

comme au paragraphe :
1 - do
V¢ F.a7 =2
<—e> 7{ dz

On peut se convaincre facilement que nous obtiendrions le méme résultat en maintenant
le circuit fixe et en déplagant la source de champ 2 la vitesse —o (pas d’effet relativiste
tant que U est petit devant la vitesse de la lumiere).

Changeons maintenant de regard sur cette expérience, plus exactement changeons
de référentiel. Dans la description précédente nous étions dans le référentiel fixe de la
bobine, le champ magnétique en chaque point était constant. Plagons-nous maintenant
dans le référentiel du circuit. Dans ce référentiel, le circuit est fixe par définition, le champ
magnétique apparait en revanche comme variable. Dans un tel référentiel, un observateur
ne pourra pas invoquer les forces de Lorentz pour expliquer le courant qu’il observe, il sera
obligé comme pour I'analyse de I'expérience 2, de faire intervenir un champ électrique
d’induction. Sans rentrer dans plus de détails, cet exemple doit nous permettre de garder
en mémoire que les champs électrique et magnétique ne sont que les différents aspects
d’une méme entité appelée « champ électromagnétique ». Suivant le référentiel, les roles
joués par les champs électrique et magnétique peuvent permuter. Toutefois, quelle que
soit la situation physique rencontrée, la relation fondamentale de I'induction donnée par
I'expression 11.1 reste valable.
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11.4. Définition et propriétés locales du champ
électrique
Définition du champ électrique E

Lorsqu'il reformule 'ensemble des équations permettant de décrire I'électromagnétisme,
Maxwell définit le champ électrique £ comme le champ qui exerce, sur une charge ¢, une
force indépendante de la vitesse de la charge. Bien entendu, les champs électrostatiques
E étudiés au chapitre 2 rendent compte de cette propriété, toutefois les résultats obtenus
par Faraday obligent Maxwell 2 y adjoindre le champ électrique d'induction. Le champ
électrique E est donc défini en toute généralité par :

E=FE,+E;
Ni les contemporains de Laplace ni ceux de Maxwell ne connurent la théorie de la relativité
qui naquit au début du XX° siécle. Les analyses proposées pour les expériences 1 et 2
semblaient incompatibles. Pour contourner cette difficulté, Maxwell élabora le concept

de champ électrique, extension au domaine des charges en mouvement du concept de
champ électrostatique limité au cas des charges fixes.

Propriétés locales du champ électrique E

Dans le chapitre 3, nous avions exploré les propriétés locales des champs électrostatiques.
Que pouvons-nous dire des propriétés équivalentes associées au champ électrique ?

Divergence du champ électrique
Nous avons montré au chapitre 3 que le champ électrostatique E, vérifie la relation locale

V- E, = p/eo. En fait on peut montrer que cette relation peut s’appliquer également
aux charges en mouvement. Nous pourrons donc écrire en toute généralité :
— p
v.FE=2F
€0

Rotationnel du champ électrique — relation de Maxwell-Faraday
Nous pouvons obtenir trés simplement 'expression du rotationnel du champ électrique :

VAE=VAEA+E)=VAE+VAE

Le champ électrostatique et le champ ¢ electrlque d’induction vérifiant respectivement

les relations 3.5 et 11.7, V A E =0etVAE;= aB , nous obtenons :
- 9B
VAE=-" (11.10)
af

Cette équation constitue I'une des équations fondamentales de I'électromagnétisme
connue sous le nom de relation de Maxwell-Faraday. Le champ B étant une fonction de
I'espace et du temps, c’est la dérivée partielle par rapport au temps qui intervient dans la
relation de Maxwell-Faraday.

11. LINDUCTION MAGNETIQUE 181



Equation de jauge

Létude des champs électrostatiques nous a montré que ces champs dérivent d’un potentiel
scalaire V' :

=-Vr
Que pouvons nous écrire d’ equ1valent en ce qui concerne le champ electrlque E? En
introduisant la relation B = V A A dans I'équation 11.10, nous pouvons écrire :
= Y ~
T (B+0) =
ar

Cette équation nous permet de conclure que le vecteur E + %2 est nécessairement le

gradient d’une certaine fonction que 'on notera de fagon formelle 7. On écrira donc en
toute généralité :
04

E=-Vr--= (11.11)
ot

Notons que dans cette expression, le potentiel V' n'est pas nécessairement égal au
potentiel de Coulomb. En particulier, il ne faut pas oublier que le champ électrique E
étant une grandeur physique doit, a ce titre, étre invariant lors d'un changement de jauge,
c’est-a-dire le remplacement du couple (7, A) par un couple (¥, A") vérifiant également
la relation 11.11. Ceci impose au potentiel scalaire Vet au potentiel vecteur A d’étre liés.

En effet, si on modifie le potentiel vecteur par le changement de jauge A =4+ V‘If
v

il faut modifier le potentiel scalaire V en conséquence et écrire : V' =V — o

11.5. Notion d’inductance

Du point de vue plus pratique de I'électrotechnique, I'étude de circuits électriques exploi-
tant des effets d’'induction ne nécessite pas une description de ces phénomeénes en termes
de champs électrique et magnétique; il est en général plus simple d’'introduire la notion
d’inductance qui permet de les décrire uniquement a 'aide de forces électromotrices et de
courants. Cette notion s’avére en particulier trés commode dés qu'un ou plusieurs circuits
sont parcourus par des courants variables, notamment dans le cas de circuits électriques
contenant des boucles (spires, solénoides...). Nous supposerons toutefois que ces varia-
tions sont suffisamment lentes pour que nous puissions utiliser les résultats obtenus pour
calculer les champs magnétiques associés a des courants continus. Par ailleurs, nous ver-
rons au chapitre 13 que cette notion est essentielle dés quon étudie les énergies associées
aux phénomeénes magnétiques.

Inductance mutuelle de deux circuits

Considérons deux circuits électriques, C; et C,, dont les positions sont fixes 'une par
rapport a l'autre (fig. 11.4). Si nous faisons passer un courant variable I dans le circuit
C4, ce courant va créer dans tout I'espace un champ magnétique variable By. Le flux de
ce champ magnétique a travers toute surface orientée s'appuyant sur le circuit C, sera
également variable. En vertu de la loi de Faraday, il y aura donc création d’'une force
électromotrice et d’'un courant induit dans le circuit C,.
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Plus quantitativement, nous pouvons exprimer le champ B1(7,) créé par le courant
I circulant dans la boucle C; en tout point 7, de I'espace :

S o= o I d/
Bi(72) = V Ady(72) = POV /\7{ —L
41T C, | r1 — 7’2|
d 74 étant un vecteur infinitésimal de déplacement le long de la boucle C; centrée en 7.

Le flux ®;; de ce champ magnétique B; 4 travers une surface orientée s’appuyant sur le
circuit C; s’écrit par définition :

®y, = //S By(75)- d5(r)

C1 \\

C

Fig. 11.4. Inductance mutuelle de deux circuits.

— —

En appliquant le théoréme de Stockes et en introduisant la relation B = V A 4,
I'expression du flux @, peut s’écrire :

/ (6/\21)d§2=f21d72
Sz C2

I d7 .
_ o 71_".(1/2

E C2|?1_72

CI)21

Par définition, la force électromotrice &1 qui apparait dans le circuit C, lorsque le
courant [ varie est égale a la variation temporelle de ce flux :

d¢’21

821=_

d7 dl dr drI
&1 = < 7{% L > = —-My1—
C, JC; |7'1—7'2| df

Considérons 'opération symétrique : le courant variable I passant maintenant dans le
circuit 2. En faisant le méme type de raisonnement que celui que nous venons de faire,
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nous obtiendrions :

d/i-d1, dI dr
812 MIZ
C, JCy |7’1— 7'2| df

L'intégrale purement géométrique :

% % d7 1-d 7 2
71— 72
étant symétrique par rapport aux variables des circuits C; et C,, ces forces électromotrices

&1 et &1, sont, dans un cas comme dans l'autre, proportionnelles au méme facteur
géométrique prenant en compte la forme et la position relative des deux circuits :

dl1 dl2
My = My =
C, JC, |71_ 72|

Ce coefficient est appelé coefficient d’'inductance mutuelle des circuits C; et C,. Dans
le systeme MKSA, ce coefficient se mesure en henry (weber/ampere). Il peut étre positif
ou négatif selon les sens retenus pour calculer les circulations. La relation 11.12 porte le
nom de formule de Neumann.

Un peu d’histoire

(11.12)

Le potentiel de Neumann

En 1845, partant de I'ensemble des travaux
d’Ampere, Neumann introduisit le « poten-
tiel mutuel » ¥’ entre deux circuits qu'il défi-

pour amener les deux circuits de l'infini
a leur position finale sans changement de
forme ni d’intensité :

nit comme le travail mécanique qu'il faut
fournir contre les forces électrodynamiques

dzd/

vV =—II /
7!

Auto-inductance

Considérons maintenant un seul circuit parcouru par un courant variable I. Ce courant
va créer un champ magnétique dont le flux a travers toute surface orientée s’appuyant
sur le circuit sera également variable. Le circuit est donc traversé par le flux variable d’'un
champ qu’il a lui-méme créé. La loi de Faraday étant tout a fait générale, cette variation
de flux va induire une force électromotrice d’induction dans le circuit.

La relation de Biot et Savart indique que le champ magnétique en tout point de
I'espace est proportionnel & I, tout comme le flux ® de ce champ a travers le circuit. Nous
pouvons donc écrire :

o =1Ll
La force électromotrice induite est donc égale par définition a :
dI
& =—-L— (11.13)
dz

Le coefficient L est appelé coefficient d’auto-inductance (plus généralement inductance)
du circuit. Comme le coefficient d’'inductance mutuelle, il est mesuré en henry. Soulignons
toutefois que le coefficient L est toujours positif.
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Remarquons enfin que nous ne pouvons pas utiliser la relation 11.12 pour calculer
le coefficient d’auto-inductance. En effet, les deux intégrales curvilignes s’effectueraient
alors sur le méme circuit, le dénominateur |71 — 75| prendrait une valeur nulle lorsque
les éléments infinitésimaux d 7 1 etd 7 » seraient confondus, L deviendrait alors infini
(cela est dt au fait que le champ crée par un fil infini varie en #~!, ce qui le rend divergent
si on néglige la diametre du fil; or c’est précisément 'approximation que I'on fait pour

établir la relation 4 = ’LOI f al o).

Relation entre inductance mutuelle et auto-inductance -
Coefhicient de couplage entre des circuits

Nous allons établir pour finir une relation qui décrit 'intensité du couplage entre circuits
parcourus par des courants variables. Reprenons le systéme constitué par les deux circuits
considérés précédemment et faisons le bilan des différents flux :

Gy = L1
b,y = LD
M.
By = MyyL; = —2dyy = kydyy
L,
M.
Dy = My, = %‘I’zz = ky®,,
2

A partir de ces quatre équations, nous obtenons :

My1 = kply
My = kily

En vertu du principe de réciprocité qui veut que M;, = M, 1, nous obtenons la relation :
(Mi,)* = kikyLiLy = KL, L,

Cette relation est générale, le coefficient K, appelé coefficient de couplage, caractérise
efficacité du couplage par induction entre les deux circuits. Ce coefficient de couplage
varie de 0 & 1. Par exemple, nous dirons que le couplage est total lorsque @1, = Pq;
et @51 = Py, K estalors égal a 1.

Exemples de coefficients d’inductance

Inductance mutuelle de deux spires
Soient deux spires coaxiales C; et C,, de
rayons rq et 7, tels que ), K 71, situées
dans le méme plan (fig. 11.5). Les sens 0 >
conventionnels associés a l'orientation M
des surfaces s'appuyant sur les boucles
sont indiqués par les fleches.

Supposons que la  spire Cl soit Fig. 11.5. Calcul de I'inductance mutuelle de deux
parcourue par un courant variable [;.  spires.

Cy

Vv
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Le rayon de la spire C, étant trés petit devant celui de la spire Cq, on peut supposer
que le champ magnétique traversant la spire 2 est uniforme et égal a celui créé par le
courant ; au centre de la spire 1. Ce champ magnétique vaut :

_ koh
B; =
27’1
Le flux de ce champ a travers toute surface orientée s'appuyant sur C, est égal a :
ol1
(I)l 2 =T 7‘% B
27‘1
Nous pouvons alors en déduire le coefficient d’inductance mutuelle Mj 5 :
2
oY
M 12 — H 2
27’1

Remarquons quen vertu du principe de réciprocité, My, = May, le flux d'un champ
magnétique créé par un courant dans la petite spire a travers la surface de la grande spire
peut étre évalué simplement :

Bor)
27’1

Le calcul direct est un peu plus compliqué, le champ magnétique créé par la petite spire
étant différent en chaque point de la surface bordée par la grande spire ; on peut toutefois
arriver au résultat en écrivant que la somme du flux que la petite spire envoie dans la
grande et du flux extérieur est nul. Il suffit donc de calculer ce deuxi¢me terme, ce qui est
facile si on applique I'approximation dipolaire.

En utilisant le principe de superposition appliqué aux champs magnétiques, ce
calcul se généralise facilement au cas de deux bobines contenant respectivement V;
et [V, spires jointives. Le coefficient d’inductance mutuelle vaut alors :

Oy =MoL = 1)

Coefficient d’auto-inductance d’un solénoide
Considérons un solénoide de longueur / constitue de 7 spires de rayon R par unité de
longueur. Nous pouvons calculer, dans 'approximation d’un solénoide infini (R < /), le
champ a l'intérieur du solénoide :

B = ponl

Le flux magnétique qui traverse chaque spire (orientée par le sens du courant) vaut
wozImr?. En vertu du principe de superposition, le flux total a travers le solénoide, soit
N = nl spires, est égal & :
® = worIwr?l
Nous pouvons en déduire le coefficient d’auto-induction du solénoide L :
Lo
2 p2
4t/
ou L = 2mrnl est la longueur de fil constituant le solénoide.

L = worlmr? = wolm(nr)? =
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11.6. Exemples d'applications de phénoménes
d’induction

Les phénomenes d’induction sont trés largement utilisés pour convertir de I'énergie élec-
trique en énergie mécanique, et vice-versa. Nous ne donnerons ici qu'une série d’exemples
représentatifs de ce type d’utilisation, une présentation plus détaillée de ces dispositifs
sera faite au chapitre 14.

Principe du générateur de courant alternatif

De fagon schématique, un géné-
rateur de courant alternatif peut
étre représenté par une spire cir-
culaire mobile autour d’un de ses
diametres, 'ensemble étant sou-
mis 4 un champ magnétique B
constant (fig. 11.6). L'axe de rota-
tion sera défini comme 'axe O, le
champ magnétique étant orienté
suivant Oz.

Lorsque la spire tourne autour
de son axe 2 la vitesse angulaire w,
le flux magnétique qui la traverse
varie. Cette variation de flux du
champ magnétique va induire un
courant dans la spire dont I'inten-
sité va varier au cours du temps a
la fréquence w. Plus quantitative-
ment, le vecteur surface § dont le module est égal a la surface S de la spire et dont la
direction normale au plan contenant la spire est orientée selon la régle du « bonhomme
d’Ampere » peut s’écrire :

Fig. 11.6. Principe du générateur de courant alternatif.

-

8§ = 8, cos wt + Sy sin wf
Le flux du champ magnétique vaut donc :
® = B-S§ = BScoswt

On en déduit alors aisément la valeur de la force électromotrice & :

d® )
= —— = BSwsinow?
ds
Un courant [ va circuler alors dans la spire, son intensité étant définie par la relation :
& BSo .
I=—-=—snwt
R R

Remarquons que ces variations du courant /, en quadrature avec celles de ®, correspondent
bien a celles données par la « loi de Lenz ». Tant que ® diminue, le courant induit crée
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un champ magnétique induit de méme sens que S, créant ainsi un flux induit qui s’ajoute
au flux inducteur. Dés que @ augmente, le flux induit est de sens opposé a §, créant alors
un flux induit négatif qui se retranche du flux inducteur. Dans chaque cas, le flux induit
tend a s'opposer 4 la variation de flux qui lui a donné naissance.

Principe du moteur électrique

Considérons un systeme identique a celui présenté au paragraphe précédent, mais impo-
sons maintenant, non plus le mouvement de rotation de la spire, mais le courant I qui
la parcourt. Ce courant permet d’associer a la spire un moment magnétique M=1I§;
si la spire est libre de ses mouvements, sous l'effet de la force de Laplace qui s’exerce sur
elle, elle subira un couple et elle tournera sur son axe de maniere a orienter M le long du
champ magnétique appliqué B.

Deés que le moment magnethue M est orienté suivant le champ magnétique B, le
couple devient nul. Toutefois, si on congoit les connexions liant la spire au générateur de
courant [ de telle sorte que le courant change de sens dans la spire 2 chaque demi-tour
(essayer d’imaginer un tel systéme), le moment M sera perpétuellement « mal » orienté
par rapport au champ magnétique et la spire ne cessera pas de tourner, ne trouvant jamais
de position d’équilibre. Cette rotation de la spire, due a la désorientation perpétuelle du
moment magnétique par rapport au champ, est le principe de base du fonctionnement de
tout moteur électrique.

Principe d’un transformateur

Selon les lois de I'induction, un circuit soumis & un champ magnétique variable est par-
couru par un courant induit. Ainsi, la variation d’intensité du courant dans une bobine
induit un courant dans une seconde bobine. Si le courant existant dans la bobine géné-
ratrice est alternatif, le courant induit est bien entendu a la méme fréquence, mais son
intensité peut étre tres différente. En effet, le courant induit dépend de la force élec-
tromotrice induite, de la résistance de la bobine et de I'inductance mutuelle des deux
bobines. Cette intensité pourra étre plus grande ou plus petite suivant les géométries et
les positions relatives retenues. Un tel systéme est un transformateur.

Exercices

K Un solénoide rectiligne de rayon r, de lon-
gueur £ > r comportant N spires est parcouru
par un courant variable /(t). Une boucle plate de
rayon R est placée de telle sorte que son axe
de révolution coincide avec celui du solénoide.
Quelle est la f.e.m. d'induction dans la boucle
danslecasouR>retR<r?
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BX Un fil cylindrique, infiniment long, de dia-
meétre d est parcouru par un courant constant /
uniforme dirigé selon I'axe de révolution, noté
Oz, du cylindre. Un circuit rectangulaire rigide
de cotés a et b, de coefficient d'auto-induction
et de résistance négligeables, est placé dans le
plan xOz de facon que les deux c6tés soient res-
pectivement paralléles aux axes Ox et Oz.



a. Le courant / étant constant, on déplace ce
circuit a vitesse constante. Déterminer en utili-
sant la loi de Faraday et le calcul de la circulation
du champ électromoteur, la force électromotrice
induite dans le cadre. Préciser le sens du courant
induit. Trouver la direction et le sens de la résul-
tante des forces de Laplace exercées sur le cadre.
Ce résultat vous surprend-t-il ?

b. Le cadre est maintenantimmobile et le courant
I qui traverse le fil est sinusoidal /() = Io cos wt.
Calculer la f.e.m. induite en utilisant les deux
méthodes indiquées dans la question précé-
dente. Préciser, pendant la demi-période ou /
décroit, le sens du courant induit. Ce résultat
vous surprend-t-il ?

Quelle est I'expression de la f.e.m. induite si le
circuit se déplace a vitesse constante et que le
courant varie sinusoidalement ?

[EJ Une bobine, constituée de N spires enroulées
sur un cadre circulaire, de rayon R, tourne autour
d'un de ses diametres a une vitesse angulaire @
constante telle que & = wii,, dans un champ B
uniforme perpendiculaire a Oz.

a. Trouver I'expression de la f.e.m. induite dans

la bobine en tenant compte de son coefficient
d'auto-induction L et de sa résistance R.

b. Calculer son amplitude si: o = 5tr/s, N = 50,
R=5em,B=0,1T,L=1mHetR=1Q.

EJ On accole I'une contre l'autre, deux boucles
identiques de coefficient d'auto induction L.

a. Calculer le coefficient de mutuelle induction
M d'une boucle sur |'autre.

b. Discuter le signe de M en fonction du sens des
courants parcourant les deux circuits,

E On enroule régulierement et dans le méme
sens deux bobines indépendantes de N; et N,
spires jointives sur un support torique de rayon
moyen R dont la section est un rectangle de hau-
teur h et de largeur a. Les deux bobinages sont
parcourus par les courants /4 et /.

a. Calculer les coefficients d'auto-induction L4
et L, des deux circuits et leur coefficient de
mutuelle induction M.

b. Calculer L1Ly — M?, L1 — Ly — 2M et le coef-
ficient de couplage K.

c. Donner les expressions des différences de
potentiel V4 et V5, aux bornes de deux circuits.

A A lintérieur d'un supraconducteur E = 0 et
B = 0 dans des conditions idéales. Ceci se pro-
duit méme si on refroidit le matériau en présence
d'un champ magnétique.

a. Montrer que B est tangent 4 la surface juste a
I'extérieur de celle-ci.

b. Montrer que J.ong est nul & I'intérieur de la
surface du supraconducteur.

Des courants doivent donc circuler trés prés de
la surface. On suppose des conditions station-
naires.

c. Existe-t-il une relation entre la composante
tangentielle de B et la densité superficielle de
courant?

d. Montrer que le flux magnétique a travers une
surface limitée par une courbe C entierement
située dans un supraconducteur pur doit rester
constant.

e. Que se passe-t-il si I'on déplace un anneau
supraconducteur d'un endroit ou le champ
magnétique vaut B4 vers un autre ou il vaut B ?
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Chapitre

Magnétisme dans la matiere

Dans ce chapitre, nous commencerons par présenter les caractéristiques magné-
tiques d’un atome isolé en absence ou en présence d’un champ magnétique appliqué.
Chaque atome étant associé a un dipole magnétique permanent ou induit, cette
notion sera étendue au cas d’'un matériau magnétique pour lequel nous introdui-
rons la notion d’aimantation et de courants d’aimantation. Nous en déduirons alors
les propriétés magnétiques associées aux matériaux magnétiques, notamment les
expressions des champs magnétiques B qu’ils engendrent dans I'espace. Nous ver-
rons qu’il est souvent commode, pour calculer ces champs, d’introduire un champs
auxiliaire H qui ne dépend que des courants électriques macroscopiques.

12.1 Aimantation de la matiére
Caractéristique magnétique d’un atome
Caractéristiques magnétiques d’un systéme dense d’atomes ou de molécules

12.2 Champ magnétique et courants d’aimantation dans la matiére
Champ magnétique dans la matiére
Courant d’aimantation

12.3 Le champ auxiliaire 7

Définition du champ auxiliaire H

Susceptibilité magnétique

Conditions de continuité des champs magnétique et auxiliaire

Complément : ferromagnétisme
Existence d’une température critique
Phénomene d’hystérésis

o Aimentation e Susceptibilité magnétique e« Courants ampériens o Champ auxiliaire
o Diamagnétisme o Paramagnétisme o Ferromagnétisme
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Jusqu'a présent, nous avons considéré que les champs magnétiques sont indissocia-
blement liés aux courants électriques. Cependant notre expérience nous montre que de
nombreux matériaux, tels les aimants permanents, présentent également des propriétés
magnétiques sans pourtant qu'aucun courant apparent n'y circule. Comment résoudre ce
paradoxe ? Ampere suggéra assez vite qu'il devait exister dans la matiére magnétique, a
I'échelle microscopique, des courants dits « ampériens » ne pouvant pas étre directement
mesurés a 'échelle macroscopique comme on peut le faire pour des courants chimiques.
Cette hypotheése fut justifiée a posteriori dés que 'on eut compris plus précisément la
structure de la matiere a I'échelle atomique. Les courants ampériens pouvaient alors
étre interprétés comme liés a la circulation des électrons autour des noyaux; la physique
quantique a justifié cette interprétation et a méme introduit une seconde contribution au
magnétisme de la matiére, sans équivalent classique, le spin.

Un peu d’histoire

Terre de Magnésie

L'origine du moi « magnétique » n'est pas  trouvait deux sortes de pierres ; I'une aux ver-
stre. Il semble toutefois probable que ce  tus purgatives, la magnésia ou magnésie en

N

terme puisse étre associé a la ville de francais, I'autre ayant la propriété d'attirer le
Magnésie en Asie Mineure dans laquelle on  fer, la magnétis (lithos), la magnétite.

12.1. Aimantation de la matiére

Lanalyse des propriétés locales du champ magnétique nous a permis de conclure a
I'inexistence de charges magnétiques isolées. En revanche, nous avons vu que toute boucle
de courant pouvait étre assimilée a un dipdle magnétique (voir chapitre 10). Lhypothese
des courants ampériens postulait 'existence de telles boucles a4 'échelle microscopique et
la description de la matiere a 'échelle atomique a permis de les mettre en évidence.

Caractéristique magnétique d’un atome

Du point de vue de ses propriétés magnétiques, 'atome est caractérisé par deux grandeurs
de natures radicalement différentes : son moment magnétique orbital 7, et son moment
magnétique de spin 72s. Alors que le premier peut étre compris comme lié au mouvement
des électrons autour de leur noyau, le second a une origine purement quantique que nous
ne chercherons pas a expliquer, nous contentant ici d’en étudier les conséquences.

Moment magnétigue orbital m;,

Le modele simple de Bohr nous permet de comprendre qualitativement la contribution
orbitale du moment magnétique atomique. Dans ce modéle, un atome est constitué d’'un
noyau autour duquel gravitent des électrons, disposés sur diverses orbites atomiques. Le
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mouvement de ces charges électroniques peut étre assimilé a un courant qui crée un
moment magnétique 7iy,. Considérons par exemple un atome d’hydrogeéne pour lequel il
n'y a qu'un seul électron périphérique (la généralisation 4 un atome quelconque peut s’ef-
fectuer par superposition des contributions de chaque orbite atomique). Dans le modele
de Bohr, cet électron gravite autour du noyau a une vitesse U, sur une orbite circulaire de
rayon 7y (par commodité, nous choisirons d’orienter l'orbite de telle sorte que v < 0). Ce
déplacement électronique peut étre associé au courant I ayant pour valeur :

—ev

I=

211'7’0
v/ 27 représentant le nombre de tours par seconde effectués par I'électron.

Ainsi le mouvement de I'électron autour de son noyau permet d’assimiler un atome
neutre 2 une « boucle » de courant. A des distances grandes devant le rayon de Bohr 7,
une telle « boucle » de courant se comporte comme un dipdle magnétique dont le moment
permanent orbital 71, a pour expression :

ou 7 est le vecteur normal au plan de l'orbite électronique. Lindice L rappelle que ce
moment magnétique est & rapprocher du moment angulaire L = 79 A m.0 = meryvi.

Que se passe-t-il si nous soumettons maintenant cet atome d’hydrogene a un champ
magnétique ? Nous supposerons que B est parallele a 721, et que le champ magnétique
s’établit entre les instants O et . Pendant la période d’établissement du champ, son flux a
travers L'orbite électronique va varier. En vertu de la loi de Lenz, un courant s’'opposant a
cette variation de flux va étre induit dans la « boucle » atomique, autrement dit la vitesse
de I'électron va étre modifiée. Ceci a pour conséquence de réduire la valeur du moment
71, Evaluons cette variation de moment magnétique orbital. Le champ électrique E ,
tangent a la trajectoire de I'électron, vérifie par définition la relation :

S d®
E-d/ = Erp = ———
/ 21 70 dt

En multipliant les deux membres de cette équation par la charge électronique —e et en
intégrant sur le temps #, on obtient :

—eER2wry = e(‘l)(f) — <I)(0)) = O(r) = e’n’rgB

Or, par définition, —eE¢ correspond a la variation de la quantité de mouvement de
I’électron. Nous obtenons ainsi :

Bery

Av = o(£) — v(0) = —

2me
m, étant la masse de 'électron. En supposant que le rayon de l'orbite reste le méme (cette
hypothése nest justifiée qu’au premier ordre), cette variation de vitesse correspond a une
variation du moment dipolaire orbital Ay, égal 4 :
627(2) B

Amy, = my(¢) — m(0) = — (12.1)

Nous aurions obtenu le méme résultat quelle que soit I'orientation du champ magnétique
B. Notons d’ailleurs que cette notion d’orientation relative entre le plan de l'orbite

12. MAGNETISME DANS LA MATIERE 193



électronique et le champ magnétique appliqué n’a pas grand sens, la « trajectoire »
électronique ayant en fait la symétrie sphérique; toutefois cette image, introduite ici
par commodité, permet de simplifier considérablement les calculs du moment orbital. En
appliquant le principe de superposition, la relation 12.1 se généralise également au cas
d’un atome ayant plusieurs électrons en périphérie (dans le cas d’atomes ayant plusieurs
orbites occupées, le résultat 12.1 pourra étre appliqué en remplagant 77 par la moyenne
des carrés des rayons des orbites). Ainsi, ce résultat montre que I'application d’'un champ
magnétique 4 un atome a pour conséquence une réduction de son moment magnétique
orbital. Tous les atomes présentent cette caractéristique; on parle du comportement
« diamagnétique » des atomes.

Toutefois il convient de souligner que ces effets sont tres petits ; la correction de vitesse
électronique Av étant de 'ordre de 10° fois plus faible que la vitesse des électrons, elle
pourra étre négligée tout comme l'effet diamagnétique qu’elle induit.

Un peu d’histoire

Courants moléculaires

Sur la base des résultats des expériences  réellement de tels courants autour des axes

qu'il mena dés 1820 sur le magnétisme,
Ampere développa initialement l'idée qu'il
existait & 1'échelle macroscopique des cou-
rants a la surface des aimants : « il ne me

parait guere possible de douter qu'il n'y ait

des aimants ». Il abandonna quelques mois
plus tard cette idée au profit d'une inter-
prétation basée sur des courants microsco-
piques « circulant autour de chacune de
leurs particules ».

Moment magnétique de spin ms
Outre cette contribution orbitale, chaque atome peut posséder un moment magnétique
supplémentaire 725 associé aux spins de ses constituants, noyau et électrons.

En effet, a chaque électron correspond un moment magnétique intrinséque, dit de spin
électronique. Bien que l'origine de ce moment permanent soit purement quantique, nous
pouvons nous en faire une représentation en imaginant 1’électron comme une particule
chargée tournant sur elle-méme, créant ainsi un courant et donc un moment magnétique.
Pour un électron isolé, ce moment, appelé « magnéton de Bohr » pp, a pour valeur :

eh

A1rm,

ot1 4 est la constante de Planck. Ona pg = 9,27 - 1072*A - m?.

Considérons maintenant un atome contenant plusieurs électrons. Lorsqu’ils rem-
plissent les différentes couches atomiques, une régle, dite « principe de Pauli », leur
impose de se grouper par paires et d’orienter leurs moments de spin dans des directions
opposées, le moment magnétique associé a chaque paire étant nul. Dans le cas d’un atome
contenant un nombre pair d’électrons, le moment total associé aux spins sera nul. Pour les
atomes contenant un nombre impair d’électrons, cette annulation est impossible. L'atome
présentera donc un moment permanent de spin non nul.

ms = WB =
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A ce moment de spin électronique 75 s'ajoute celui associé au noyau atomique. Ainsi a
chaque atome, pourrons-nous associer un moment magnétique permanent, superposition
des contributions de spins des noyaux et des électrons périphériques (le moment associé
au noyau est négligeable devant celui de I'électron, sa masse étant au moins 1000 fois
plus grande). Si nous soumettons un tel atome a un champ magnétique, son moment
magnétique de spin s’alignera avec le champ. Nous reviendrons sur cette question au
paragraphe 2.

Pour conclure ce paragraphe consacré aux caractéristiques magnétiques d’un atome
isolé, signalons qu’elles peuvent s’étendre sans difficulté a celles d’'une molécule. En effet,
dans la plupart des cas, les électrons d’une molécule sont localisés autour des atomes qui la
constituent; ainsi en utilisant le principe de superposition, on peut transposer, au moins
qualitativement, les résultats obtenus pour I'atome a ceux de la molécule.

Caractéristiques magnétiques d’un systéeme dense d’atomes
ou de molécules

Considérons maintenant, non plus un atome ou une molécule isolée, mais un ensemble
dense d’atomes ou de molécules. Les idées générales permettant de décrire de tels systémes
sont trés similaires a celles que nous avons utilisées pour décrire les propriétés électrosta-
tiques de la matiere au chapitre 7. Nous emploierons donc le méme type de démarche
pour élaborer les concepts nécessaires a la description des propriétés magnétiques de la
matiere.

Pour commencer, il convient d’oublier le caractére discret des atomes ou des molécules
qui constituent le matériau magnétique pour ne le considérer qu’a une échelle macro-
scopique. La notion de dipole magnétique individuel 7 est alors remplacée par celle de
densité d’aimantation M, définie par la relation :

M = Nn
N étant le nombre d’atomes ou de molécules par unité de volume. Cette aimantation
(le terme « densité » ayant disparu a l'usage) est homogene a un dipdle magnétique par

unité de volume et se mesure en ampére/métre. Ainsi chaque élément de volume d7 du
matériau pourra étre caractérisé par un moment dipolaire magnétique Mdr = Ndn.

Un peu d’histoire

Introduction de la notion d’aimantation

Poisson fut le premier en 1824 a intro- le matériau considéré. Cette notion intro-
duire la notion « d’aimantation ». Cette duite, il développa une méthode de calcul
grandeur, qui était une « grandeur dirigée »  du champ magnétique créé par une distribu-
(nous dirions un vecteur), caractérisait loca-  tion d’aimantation donnée et put ainsi mon-
lement le moment magnétique de l'unité trer que les poles correspondaient précisé-
de volume de chaque matériau et dépen- ment aux directions vers lesquelles pointait
dait selon lui des distributions de ce qu'il  « l'aimantation ».

appelait les « fluides boréal et austral » dans
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Commentrelier les caractéristiques de 'aimantation ainsi introduite a celles des atomes
ou molécules isolés ? Examinons successivement les contributions orbitale et de spin.

Contribution orbitale a laimantation M,

En absence de champ magnétique appliqué, la contribution orbitale a 'aimantation ML
est nulle. En effet, bien que chaque atome ou molécule possede un moment magnétique
orbital 721, non nul, aucune direction particuliére de ce moment n'est a privilégier. En
conséquence de quoi, les orientations de ces moments individuels sont aléatoirement
distribuées et leur orientation moyenne est nulle.

En revanche, en presence d’un champ magnétique appliqué, il existe une contribution
orbitale M. 1, induite qui est, dans la plupart des cas, la simple juxtaposition des corrections
diamagnétiques individuelles A7iy,. En effet, lapplication d’'un champ magnétique définit
une orientation particuliére de I'espace qui sera, en vertu de la relation 12.1, celle de
toutes les corrections A7y, ; les effets de moyenne évoqués pour annuler la contribution
permanente ne peuvent plus s’appliquer et la contribution orbitale 4 'aimantation induite
est égale a NAnmy.

Cette procédure grossiere est en général suffisante pour décrire le comportement
orbital de I'aimantation, mais ce n'est pas toujours le cas. En particulier, elle rendra
mal compte de 'aimantation induite dans les conducteurs pour lesquels les électrons
de conduction sont libres de se déplacer dans tout le matériau, apportant eux aussi
une contribution magnétique orbitale macroscopique propre qui ne pourra pas étre une
conséquence directe des comportements microscopiques individuels.

Contribution de spin a l'aimantation Mg
Seuls les matériaux constitués d’atomes ou de molécules ayant un moment individuel non
nul présenteront une contribution de spin.

En absence de champ magnétique, les différents moments individuels sont, dans la
plupart des cas, indépendants les uns des autres. Ils s'orientent alors de fagon aléatoire
dans toutes les directions. En moyenne, I'aimantation MS est nulle. Le systéme est
dit « paramagnétique ». Toutefois il existe une classe trés importante de matériaux, les
« ferromagnétiques », dans lesquels les moments individuels ne sont pas indépendants :
les aimants permanents sont un exemple de ces matériaux qui jouent un role essentiel
dans le magnétisme instrumental et industriel. Les interactions entre moments de spins
entrainent alors des comportements collectifs tendant a orienter les moments individuels
les uns par rapport aux autres, ce qui conduit 4 une aimantation de spins Mg macro-
scopique non nulle. Les propriétés générales de ces matériaux sont présentées dans le
complément en fin de chapitre.

Si nous soumettons a un champ magnétique B un matériau dont les constituants
possédent un moment de spin non nul, ces moments vont avoir tous tendance a s'orienter
dans la direction du champ magnétique pour minimiser leur énergie (voir chapitre 13).
Toutefois I'agitation thermique tend a les désorienter les uns par rapport aux autres. 11
en résulte une aimantation induite, dite d’« orientation », paralléle au champ qui est un
compromis entre ces deux effets. Nous avons déja rencontré cette situation au chapitre 7
lorsque nous avons discuté la polarisation d’orientation d’un diélectrique.
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Plus quantitativement, les dipoles, purement quantiques, ne peuvent s’aligner que
suivant le champ magnétique ou suivant la direction opposee Comme nous le verrons au
chapitre 13, leur énergie dans le champ magnethue B est égale a —msB AT équilibre
thermique, les nombres moyens de moments mg paralleles ou antiparalléles au champ
magnétique B, notés respectivement 7 et z_, sont donnés par la statistique de Maxwell-
Boltzmann et sont égaux a :

= KemsB/kT = KefmsB/kT

ket 7T ayant été définis au paragraphe 2.3 du chapitre 4 et le coefficient de proportionnalité
K étant déterminé d’apres la relation :

N=n,+n_=K (emsB/kT + efmsB/kT)

Nous obtenons ainsi une expression simple de I'aimantation induite d’orientation, paral-
lele au champ magnétique :

msN tanh(msB/kT)

Dans le cas de la polarisation d’orientation décrite au chapitre 7, le moment dipolaire élec-
trique individuel pouvait prendre n'importe quelle orientation par rapport au champ élec-
trique £ ; cette différence de comportement est due au fait que le moment dipolaire élec-
trique est classique tandis que le moment de spin est une propriété purement quantique.

Ms = nyms + n_(—ms) = ms(ny —n_) =

A température nulle, il n'y a aucune agitation thermique, tous les moments de spins
sont alignés selon le champ magnétique. Au fur et a mesure de 'augmentation de la
température du systeme, les spins se désorientent; toutefois, la population de moments
alignés sur le champ magnétique reste, pour des raisons énergétiques, supérieure ou égale
a celle des moments anti-paralléles. Enfin, si on fait tendre la température du systéme
vers I'infini, les deux populations sont égales et le systéme ne présente plus d’aimanta-
tion. Ainsi dans la matiére dense, les spins apportent une contribution a 'aimantation,
paralléle au champ appliqué ; cette contribution décroit avec la température. On parle de
la « contribution paramagnétique de spins ».

Classification des matériaux selon leurs propriétés magnétiques

Nous pouvons, maintenant classer les matériaux suivant trois catégories, selon I'impor-
tance relative de chacune des contributions 4 'aimantation. Pour simplifier cette présen-
tation, tous ces matériaux seront supposés isotropes. Lorsque cela a un sens, on définit
une susceptibilité magnétique représentée par la lettre grecque x, qui mesure le rapport
de I'aimantation au champ qui la produit.

Un peu d’histoire

Corps magnétiques

La classification des corps suivant leurs
caractéristiques magnétiques est due a Fara-
day qui découvrit en 1845 les matériaux
diamagnétiques en étudiant l'orientation
d’un verre lourd suspendu dans un champ
magnétique. En effectuant des études

systématiques, il conclut que tous les maté-
riaux présentaient des propriétés magné-
tiques et il les classa en trois catégories
selon l'orientation qu'ils prenaient lorsqu’on
les suspendait 2 un fil dans un champ
magnétique.
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e Considérons tout d’abord les matériaux diamagnétiques. Dans ces matériaux, la
contribution des spins est nulle ou négligeable; il ne reste alors qu'une aimantation
induite due a la contribution orbitale. S’il s’agit de la contribution orbitale atomique, la
susceptibilité magnétique x4 associée est de la forme :

S nezrg
B 4m,

Cette situation correspond aux matériaux constitués généralement d’atomes dont les
couches externes sont pleines, le moment associé étant alors nul. Il peut donc s’agir par
exemple de cristaux de gaz rares ou de cristaux ioniques (NaCl, ZnS, CsCL...). Dans les
cristaux ioniques, un électron « quitte » le cation pour « se fixer » sur 'anion. Initialement
neutres ceux-ci deviennent respectivement chargés positivement et négativement. Ce
« transfert » de charge électronique correspond 4 la constitution d’orbitales externes
pleines, le cation se dépouillant des électrons de sa couche externe tandis que I'anion les
récupere pour remplir sa couche externe.

Certains systémes possédant des électrons libres de se déplacer peuvent présenter éga-
lement des comportements diamagnétiques. Dans ces systémes, les électrons sous 'action
du champ appliqué prennent des orbites circulaires et ce courant de charges crée un champ
magnétique opposé au champ appliqué (Loi de Lenz). Il en résulte un comportement
diamagnétique qu’il n’est pas utile de décrire plus en détails ici. Dans certains métaux
(cuivre, plomb), mais également pour les semi-conducteurs, cette contribution sera domi-
nante et le matériau est alors diamagnétique. Dans tous les cas, 'aimantation est faible,

de l'ordre de 10~° fois le champ appliqué.

Xd =

e Dans les matériaux paramagnétiques, les moments de spins sont non nuls mais
indépendants. Ils ne présentent donc pas d’aimantation en absence de champ magnétique
externe. En revanche, dans un champ magnétique, les contributions des spins sont domi-
nantes devant les contributions diamagnétiques ; 'aimantation induite est alors carac-
térisée essentiellement par sa contribution paramagnétique de spins. Pour des champs
magnétiques usuels, wpB/4T est de l'ordre de 1073, la susceptibilité paramagnétique x,
calculée au premier ordre est alors égale a :

Ms  Npj
B kT

Les matériaux présentant ce type de comportement peuvent se classer grossierement en
trois catégories : les systémes dont les constituants possédent un nombre impair d’élec-
trons, les systémes dont les atomes possédent une couche interne incompléte (éléments de
transition) et enfin les métaux non magnétiques pour lesquels la contribution diamagné-
tique n'est pas dominante (sodium, aluminium...). Dans tous les cas, 'ordre de grandeur
de 'aimantation est d’environ 10~ fois le champ appliqué.

Xp =

e Enfin dans les matériaux ferromagnétiques, les moments de spins sont en interaction
entre eux. Il en résulte trois comportements caractéristiques qui les différencient des autres
matériaux. En champ nul, ces matériaux présentent une aimantation non nulle ; pour un
champ donné, 'aimantation induite est supérieure de plusieurs ordres de grandeur a celles
des matériaux paramagnétiques, enfin ces deux propriétés remarquables disparaissent au-
dessus d’'une température critique pour laquelle I'agitation thermique est alors telle que
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tous les moments de spins redevenant indépendants, le matériau retrouve des propriétés
paramagnétiques. Les aimants permanents appartiennent a cette classe de matériaux.
Vous pouvez vous convaincre de cette derniére propriété des ferromagnétiques en prenant
un aimant vers lequel sont attirés des clous. Si vous chauffez ces clous au-dessus de
leur température critique, vous constaterez qu'ils se détachent de I'aimant : ils ont perdu
leur caractére ferromagnétique, mais ils le retrouvent par refroidissement. Les exemples
les plus répandus d’aimant sont les métaux magnétiques et leurs alliages (fer, cobalt,
magnétite Fe3Oy,...) et certains alliages 4 base de chrome ou de manganeése.

12.2. Champ magnétique et courants
d’aimantation dans la matiére

Champ magnétique dans la matiére

Considérons un matériau magnétique soumis @ un champ magnétique extérieur By. Que
pouvons-nous dire du champ magnétique créé par ce systéme en tout point de 'espace ?

Hors du matériau, le principe de superposition nous permet d’affirmer que le champ
magnétique B est égal & B augmenté de la contribution associée aux dipoles magnétiques
constituant le matériau. Par définition, chaque point a 'extérieur du matériau est loin de
n'importe quel dipole magnétique individuel, aussi la contribution dipolaire pourra-t-elle
étre calculée en considérant le matériau comme une distribution continue de dipéles
magnétiques caractérisée par 'aimantation M.

La description du champ magnétique a lintérieur du matériau est plus délicate.
Bien entendu le champ magnétique réel est, comme a l'extérieur, égal a By augmenté
de la contribution dipolaire. Ce qui va changer, c’est la fagon dont on calcule cette
derniére contribution en un point particulier. En effet, il faudra maintenant tenir compte
partiellement du caractére discret de la distribution des dipéles, au moins en ce qui
concerne les dipoles appartenant 4 un voisinage immédiat du point considéré, les autres
pouvant continuer a étre décrits par une aimantation M. Le champ magnétique ainsi
déterminé sera appelé champ magnétique local. C’est ce champ magnétique local qui agit
sur chaque atome ou molécule, crée les moments dipolaires induits et détermine donc le
comportement magnétique du matériau.

Comme dans le cas des matériaux diélectriques dans lesquels il n'était pas nécessaire
de connaitre le détail du champ électrique local, il n'est pas non plus nécessaire de
connaitre ce champ magnétique local en tout point du matériau pour pouvoir décrire ses
propriétés magnétiques a I'échelle macroscopique. En effet, si nous nous intéressons a des
phénomenes qui s’établissent sur les dimensions macroscopiques du systéme, il nous suffit
en fait de connaitre la valeur moyenne dans le temps et dans I'espace de ce champ local
qui varie sur des distances de I'ordre de la distance interatomique et fluctue constamment
en fonction du temps en raison de l'agitation thermique. C’est cette valeur moyenne du
champ local que nous appellerons dorénavant champ magnétique B.

12. MAGNETISME DANS LA MATIERE 199



Ce champ magnétique B, qui, par définition, ne varie que sur de grandes distances,
doit étre considéré comme le champ magnétique exact a 'extérieur du matériau et comme
la moyenne des champs locaux a I'intérieur du milieu magnétique. De ce point de vue, B
est & rapprocher de la notion précédente d’aimantation M.

Courant d’aimantation

Comme dans le cas des diélectriques, nous allons, pour calculer ce champ magnethue
B, établir les équations constitutives auxquelles il doit obéir. On aurait pu env1sager
de calculer le champ local puis d’effectuer sa moyenne mais pour que celle-ci ait un
sens, elle devrait étre faite sur des temps grands devant le temps caractéristique des
fluctuations temporelles de chaque dipdle et sur des dimensions grandes devant la distance
interatomique ou intermoléculaire.

Le champ magnétique B, doit tout d’abord vérifier 'une des équations fondamen-
tales de la magnétostatique :

V +Bioe =0

Cette équation signifiant I'inexistence de charges magnétiques isolées, elle doit étre
également vérifiée par le champ magnétique B, aucun effet de moyenne ne pouvant
permettre de mettre en évidence de telles charges. Nous obtenons donc la premiére
équation devant étre vérifiée par B :

—

V-B=0 (12.2)
Par ailleurs, le champ magnétique local vérifie également I'équation :
§ A éloc = MOjloc

Jloc représentant la densité volumique de courants locaux a l'échelle atomique. La
moyenne de I'équation nous conduit a la seconde équation fondamentale devant étre
vérifiée par B :

VAB =/ (12.3)

Dans cette expression, j représente la densité volumique de courant macroscopique,
moyenne de la densité a I'échelle microscopique.

Il convient de préciser la nature de cette densité volumique de courant J . Considérons
un milieu caractérisé par une aimantation M. Chaque élément infinitésimal de volume
du matériau peut alors étre assimilé 2 un moment dipolaire magnétique Mdr, équivalent
a un courant d[ circulant a la surface de 'élément infinitésimal (fig. 12.1).

Si l'aimantation est homogene, on congoit que ces courants de surface s’annulent
deux a deux sur les parois communes des cellules. Les seuls 4 ne pas se compenser sont
les courants externes circulant a la surface de I'élément infinitésimal. Ces courants de
surface externes peuvent étre décrits par une densité surfacique de courant notée ; qui
est homogene a 'aimantation. Sa direction est parallele a la surface et son orientation est
prise en compte par la relation :

= MA 7 (12.4)

71 étant le vecteur unitaire normal 4 la surface.
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La situation est un peu plus com-

pliquée si l'aimantation varie d’un M. (x) M. (x + dx)
point 4 un autre du matériau car, ' T T '

dans ce cas, il n’y a pas compensation | |

des courants circulant sur les parois : :

des cellules infinitésimales. Nous ne | di -l

terons pas ici le calcul correspondant
et nous admettrons qu’il suffit dans
ce cas d’introduire une densité volu-
mique de courant d’aimantation :
J=VAM (12.5)

Soulignons encore une fois que ;
et J ne correspondent pas a des cou-
rants supplémentaires différents de ceux créés par les mouvements électroniques autour
des noyaux atomiques. Ces courants surfacique et volumique n'apparaissent que pour
permettre une description cohérente du systéme en termes de grandeurs moyennes (de
ce point de vue, ils sont & rapprocher des densités surfacique et volumique des charges de
polarisation). _

Ainsi, a échelle macroscopique, si nous connaissons 'aimantation M d’un matériau,
ce systéme pourra étre décrit comme un ensemble de courants caractérisés par une densité
surfacique ; = M A 7 et une densité volumique / = V A M, ces courants permettant
de calculer le champ magnétique non seulement a I'intérieur mais également a l'extérieur
de la matiére.

Un peu d’histoire

%d]] / %d[z

coodly | dIL

dy

=V

Fig. 12.1. Eléments infinitésimaux d'un matériau

aimanté.

Théorie des deux ensembles

Poisson présenta a l'académie des sciences
en 1824 un Mémoire sur la théorie du magné-
tisme. Dans ce traité, partant des idées
de Coulomb, il se proposait d'expliquer le
magnétisme a partir de la séparation sur
des distances extrémement faibles de deux
fluides magnétiques, le fluide boréal (Nord)
et le fluide austral (Sud) et il introduisit a
cette occasion l'idée que cette séparation

pouvait peut-étre se faire « dans les molé-
cules mémes des corps aimantés » intro-
duits par Ampere en 1820. Cette théorie fut
définitivement abandonnée en 1850 apres
les travaux de Thomson sur les matériaux
magnétiques, Lord Kelvin ayant développé
une théorie phénoménologique basée sur les
grandeurs mesurables, aimantation, suscep-
tibilité et perméabilité.

12.3. Le champ auxiliaire 7

Dans les chapitres précédents, nous avons établi un certain nombre de relations permettant
de calculer le champ magnétique créé dans le vide par des courants électriques. Au
paragraphe 12.2 nous avons vu que dans les situations physiques faisant intervenir de la
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matiére, il convient d’adjoindre a ces courants électriques ordinaires, dit « libres », c’est-
a-dire pouvant varier a volonté, les courants ampériens rendant compte de 'aimantation
du matériau.

Bien entendu nous n'avons pas acces directement a l'aimantation, aussi est-il en
général plus judicieux d’introduire un champ H, dit champ auxiliaire (parfois appelé
champ magnétique!) qui ne dépend que des courants « libres » que 'on contréle. Nous
pourrons alors le calculer et en déduire, a l'aide de relations phénoménologiques, les
expressions de M et B.

Définition du champ auxiliaire H

Nous allons construire ce champ auxiliaire H . Considérons donc un circuit immergé
dans un matériau magnétique et faisons circuler dans ce circuit un courant macroscopique
caractérisé par une densité volumique /. L'aimantation du matériau sera décrite par les
densités de courants ampériens J 5. Ainsi, en toute généralité, le théoréeme d’Ampeére doit
s'écrire sous la forme :

VAB=w(Ji+Ta) = w1+ VA M)
Nous pouvons alors définir le champ auxiliaire H = % -M qui vérifie 'équation locale :
VAH=] (12.6)

La structure de cette équation montre que les propriétés du champ magnétique dans
le vide se transposent a celles du champ auxiliaire /7 lorsque le circuit est immergé
dans de la matiere. Nous pourrons ainsi calculer le champ auxiliaire / en appliquant
tous les résultats du chapitre 9 consacré aux champs magnétiques dans le vide, pourvu
que nous nous limitions aux courants libres. /7 connu, nous pourrons alors en déduire
Paimantation M puis le champ magnétique B. Notons toutefois que ce champ auxiliaire
n’a pas la dimension d’un champ magnétique mais celle d'une aimantation. Il se mesure
en ampere/métre.

Susceptibilité magnétique

Nous nous limiterons ici au cas d’'un matériau isotrope homogene linéaire dont les pro-
priétés magnétiques sont entiérement prises en compte par une grandeur ne dépendant
que de la température, la susceptibilité magnétique (les ferromagnétiques ne font pas
partie de cette catégorie de matériaux et nécessitent une étude spécifique).

Dans le cas d’'une aimantation induite, nous pouvons définir la susceptibilité magné-
tique X, au moyen de la relation :

M=XB
Mo

Formellement, par analogie avec la définition de la susceptibilité diélectrique donnée
au chapitre 7, nous aurions di définir la susceptibilité magnétique par ﬁ—“; Toutefois la
définition retenue a une justification pratique, cette notation conduisant en effet a la
relation M = x,H qui est celle que I'on détermine expérimentalement.
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Dans la plupart des matériaux, 'aimantation est proportionnelle a H etla susceptibilité
est un scalaire, négatif dans le cas des matériaux diamagnétiques, positif dans celui des
matériaux paramagnétiques. Le champ magnétique est alors simplement proportionnel
au champ auxiliaire H :

= wo(H + M) = po(1 + xm)H
(12.7)

oyl bot

= powd = nH

Les coefficients w et p, sont appelés respectivement la permittivité et la permittivité
relative du milieu. En d’autres termes, les relations 12.6 et 12.7 nous indiquent que le
champ magnétique B créé par des courants macroscopiques immergés dans ou autour
de matériaux magnétiques isotropes, linéaires et homogenes, se calcule comme dans le
vide, a condition de remplacer la permittivité du vide par celle du milieu. Soulignons
encore une fois que nous ne pourrions pas utiliser ces formules dans le cas de matériaux
présentant une aimantation permanente.

Conditions de continuité des champs magnétique et auxiliaire

Examinons malntenant les condltlons de continuité auxquelles doivent satisfaire les
champs magnétique B et auxiliaire A au passage d’une interface entre deux milieux.

Conservation de la composante normale du champ magnétique B
Considérons tout d’abord un cylindre

dont les faces supérieure et inférieure, infi-
niment proches, sont paralléles a la surface
séparant les deux milieux et calculons le

flux de B a travers la surface limitant ce
cylindre (fig. 12.2).

En appliquant le théoréme de Green- | :
Ostrogradsky, nous constatons que ce flux e
est nul puisque la divergence de B est
nulle. Le flux a travers la surface latérale d§2l
étant nul par construction, nous pouvons
en conclure que le flux a travers la surface
supérieure doit étre égal en valeur absolue
a celui a travers la surface inférieure. Nous obtenons ainsi :

d§1 A 5

Fig. 12.2.

1'd§1+§2-d§2:0

B, - B, (12.8)

La composante normale du champ magnétique doit étre continue 2 la traversée de I'in-
terface.
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Discontinuité de la composante tangentielle du champ magnétique B

A la différence de ses composantes nor- y

males, les composantes tangentielles du B
. 4 . n

champ magnétique présentent une discon- 4

tinuité a linterface. B

En effet, considérons maintenant le cir-
cuit fermé présenté sur la figure 12.3, les 1/; QN
deux segments paralleles étant infiniment > —
proches.

Draprés le théoréme d’Ampére, la circu-  gig, 12.3.
lation du champ magnétique B le long de
ce circuit doit étre proportionnelle aux courants traversant ce circuit. Puisque les deux
éléments principaux du circuit sont infiniment proches, il ne peut s’agir que de courants a
I'interface. Il n’existe pas de tels courants libres, néanmoins nous avons vu que, dans le cas
de matériaux magnétiques, il existait des courants ampériens de surface. Nous obtenons
ainsi :

By — By = mo(ii — f2) (12.9)

Conservation de la composante tangentielle du cbamp auxiliaire

Si nous calculons la circulation du champ auxiliaire / le long de ce méme circuit, elle est
nulle puisqu’il n'existe pas de courant libre a I'interface. Nous pouvons donc conclure que
les composantes tangentielles du champ auxiliaire sont égales :

Hy = Hy (12.10)

Complément : ferromagnétisme

Nous avons déja mentionné les propriétés particulieres des matériaux ferromagnétiques
qui se caractérisent par trois comportements spécifiques : a basse température (7" < T),
existence d’une aimantation spontanée en absence d’'un champ magnétique appliqué, exis-
tence d’une susceptibilité magnétique extrémement élevée, existence d’'une température
critique 7, au-dessus de laquelle le matériau acquiert un comportement paramagnétique.
Nous allons ici décrire plus en détails ces matériaux et préciser notamment le sens de ces
différents termes.

Existence d’une température critique

Comment peut-on comprendre plus quantitativement le comportement des matériaux
ferromagnétiques et en particulier I'existence d’une température critique 7 ? Dans ces
matériaux, les moments magnétiques individuels des atomes ne sont pas indépendants
mais il existe au contraire un couplage trés fort entre ces moments qui a pour effet
de les aligner tous, ou presque; nous ne rentrerons pas dans le détail des origines de
cette intense interaction, dite « d’échange », qui, comme le spin, est de nature purement
quantique. On peut dans ce cas montrer qu'en présence d'un champ appliqué, le champ
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magnétique local By, responsable de cet alignement s’écrit formellement sous la forme
Biye = wo(H =+ AM) ol N est une constante inconnue mais trés supérieure a 1 et que
l'aimantation M est donnée par la relation :

B Bioc uBMo(H + NM)
= Npgtanh —MMM =
KT Hp tan KT

|M| = Nug tanh

La forme méme de I'expression de B, montre qu’il s’agit 1a d’'une interaction différente
de I'interaction dipolaire décrite dans les chapitres précédents.
En introduisant les variables :

MB o
= ——(H + A
x kT( M)

M
J Npp
1B
= 2 woH
a kTpLO
2
RoppV
= 20BN
B kT

on peut réécrire ces deux relations sous la forme :

y = tanhx
x=a+ By
Pour un A donné, létat
magnétique du systtme est V| 7.7 H=0 T<T. H%0
obtenu par la résolution simul- /
tanée de ces deux équations qui 3 7} 5

est obtenue graphiquement par
I'intersection de ces deux courbes
(fig. 12.4).

Lorsque le champ magné-
tique appliqué est non nul,
H # 0 (o # 0), il existe toujours
une solution comme le montre la
droite 1. En particulier, silapente ~ Fig- 12.4.
de la droite est faible, B < 1, I'intersection avec la courbe se produit pour des valeurs assez
élevées de y, ce qui correspond a de fortes aimantations pouvant dans les cas extrémes
étre proches de I'aimantation de saturation définie par M, = Npp (tous les moments
sont alignés). .

Examinons maintenant le cas ot le champ appliqué est nul. Dans ce cas, H = 0 et
'état magnétique du systeme est alors simplement donné par I'intersection de la droite
y = g avec la courbe y = tanhx. Comme le montre la figure, les solutions obtenues
dépendent de la valeur de la pente %
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Lorsque % < 1, il existe une solution autre que x = y = 0 (droite 2). Ceci indique que
le systéme présente une aimantation spontanée. Le systeme est dans sa phase ferromagné-
tique. En revanche, si B > 1, la seule solution possible correspond a l'origine (droite 3),
le systéme ne présente alors aucune aimantation. Le changement de comportement de
ce systéme apparait pour la valeur critique 3. = 1 (droite 4) qui peut s’identifier 2 une

température critique 7, dite « température de Curie », telle que :
AT. = popa N\

Remarquons que cette température de Curie, qui augmente avec la densité de moments
a aligner et avec I'interaction \, varie d’un matériau a 'autre. Elle vaut par exemple 770 °C
pour le fer alors quelle n’est que de 358 °C pour le nickel. Pour 7" < Tg, % < 1, il existe
une aimantation spontanée (domaine ferromagnétique) tandis que pour 7' > T cette
aimantation est nulle en absence de champ appliqué (domaine paramagnétique).

Enfin, si on se place a une température supérieure mais voisine de 7, pour un
champ A non nul, on peut résoudre le systeme d’équations en approximant la tangente
hyperbolique par sa pente a I'origine. Nous avons alors :

y=x

I
2
+
|
X

X

et donc :

(1 T\ _ popsH
7. kT
Nous obtenons ainsi I'expression de I'aimantation lorsque le systéme est dans sa phase
paramagnétique a une température trés proche de 7, :

Npjg

M= T

ot = poxmfd

Cette relation constitue la « loi de Curie-Weiss ». Elle exprime le fait que la suscepti-
bilité paramagnétique X, devient infinie lorsqu’on s’approche par valeurs supérieures de
la température de Curie. Elle est parfaitement vérifiée pour 'ensemble des corps ferro-
magnétiques. Soulignons que la mesure de 7, permet d’accéder expérimentalement au
parametre inconnu A :

kT,
mongN

A_

Précisons maintenant quelques ordres de grandeur et prenons I'exemple du nickel. Dans
ce matériau, la température critique 7. = 631 K et la densité de moments par unité de
volume est égale 4 N = 9 - 10°® m 3. On peut en déduire une valeur de \ :

N =~ 900
On vérifie bien, a posteriori, que 'hypothése d’un champ magnétique local tres supérieur

a poH était justifiée.
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Phénoméne d’hystérésis

Courbe d’hystérésis

Plagons-nous dans la phase ferromagnétique, 7" < 7T, et étudions maintenant un phé-
nomene caractéristique de cette phase : I'hystérésis. Considérons un tore constitué¢ d'un
matériau ferromagnétique dont le rayon R est grand par rapport aux dimensions de sa
section (si la section est circulaire, § = 7% avec r < R) sur lequel sont enroulées N

spires jointives d’un fil conducteur (fig. 12.5).
oscillo

g 7z z
‘ générateur de
tension alter.

H = VIR

résistance

bobine
N spires

N
S
Ry

bobine
N’ spires

circuit '
intégrateur Bx®

Fig. 12.5. Montage de mise en évidence du phénomeéne d’hystérésis.

e=—dd/dt

Pour évaluer 'aimantation du ferromagnétique il suffit de faire passer un courant dans
la bobine, déterminant ainsi le champ auxiliaire /7, et d’évaluer le champ magnétique B
ainsi créé grace a la mesure du flux traversant une seconde bobine.

La relation entre I'aimantation M et le champ H dépend en fait de T'histoire du
matériau. Nous nous limiterons ici au cas simple d’un tore en fer soumis a un champ
auxiliaire alternatif. Lorsque le champ auxiliaire /7 croit d’une fagon continue jusqu'a la
valeur H 1, le champ magnétique B commence par croitre lentement puis plus rapide-
ment pour atteindre une valeur limite correspondant a une aimantation maximale, dite
« aimantation saturée ». Cette variation représentée par la courbe OA est dite courbe de
« premiére aimantation » (fig. 12.6).

Si maintenant nous faisons décroitre de fagon continue H de H, jusqu’a O, les
variations du champ B ne suivent pas la courbe de premiére aimantation, la courbe
représentative demeure au-dessus de la précédente. En particulier lorsque le champ H
redevient nul, le tore demeure aimanté. Il y a une aimantation « rémanente ». Inversons
le sens du courant, et faisons croitre le champ H en sens inverse de 0 4 —H ;.

Pour une certaine valeur H du champ auxiliaire, dit « champ coerc1t1f », le champ
magnétique B sannule. Au dela, 'aimantation s’aligne sur le champ H; Jusqu a atteindre
en module la valeur de saturation. Diminuons alors le courant pour faire varier le champ
H de —H120:la courbe représentative est encore différente et reste en dessous des deux
premiéres. [/aimantation est négative quand H = 0. Enfin si on augmente de nouveau
le champ Hj jusqu'a H  on retrouve état initial B. Si on parcourt un grand nombre de
fois le cycle complet, on constate quil est reproductible 4 une température donnée. Ce
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cycle s’appelle « cycle d’hystérésis ». Il indique qu’a chaque instant, I'aimantation et le
champ magnétique sont en retard sur le champ auxiliaire.

B(®)]

aimantation de
saturation M g

courbe 2
(cycle
d'hystérésis)

courbe 1
(premiere aimantation)

—H; —H. 0

H. H, HU)

courbe 3

Fig. 12.6. Courbes d'hystérésis.

La forme du cycle, caractérisée par I'aimantation de saturation M, le champ coercitif
H et le champ auxiliaire H 1, varie d'un matériau a 'autre. Pour le fer pur (dit fer doux),
ce cycle est tres étroit alors que 'aimantation rémanente est trés intense (beaucoup plus
grande que celle observée dans les substances paramagnétiques, de 'ordre de 0,1 T). En
revanche pour les aciers, 'aimantation rémanente sera plus faible et les champs coercitifs
trés grands. Pour un matériau non ferromagnétique, on obtient la courbe : B = poH ou
B = popH avec p, >~ 1.

Au dela de cet aspect purement descriptif, comment peut-
on comprendre ces phénomeénes d’hystérésis et de premiére
aimantation observés dans la phase ferromagnétique ? En fait
l'alignement des moments magnétiques attendu dans un fer-
romagnétique ne se fait pas a I'échelle macroscopique dans
tout le volume. Le matériau s’'organise en effet en domaines de
dimensions micrométriques séparés par des parois (fig. 12.7).

A Tintérieur de chaque domaine, tous les moments sont
paralléles et orientés le long de certaines directions cristallo-
graphiques appelées « directions de facile aimantation » ; les dif-
térents domaines sont en revanche désorientés les uns par rapport aux autres, les moments

. . , R o
contenus dans les parois s’'adaptant progressivement d'un domaine a I'autre. Clest ainsi
qu'un morceau de fer doux apparait comme non aimanté. Toutefois, dés quun champ
auxiliaire /A est appliqué, les différents domaines vont s'orienter de fagon non réversible
(phénomene de Barkhausen), 'aimantation et le champ magnétique augmentent. Il sagit
de la courbe de premiére aimantation.

Fig. 12.7.
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Si maintenant on supprime progressivement le champ, les domaines ont tendance
a se désorienter les uns par rapport aux autres, toutefois la présence de défauts cristal-
lographiques géne cette réorganisation, qui s'accompagne alors d’'un échauffement du
matériau, et 'aimantation restera non nulle 4 champ appliqué nul. Lhystérésis observée
rend compte des difficultés rencontrées par le systéme a redistribuer ses domaines et parois
lorsque le champ auxiliaire varie.

Ainsi, on pourra obtenir un champ magnétique important en introduisant un morceau
de fer doux dans un solénoide. Donnons quelques ordres de grandeur. Considérons un
tore, identique a celui de la figure 12.5, ayant les caractéristique suivantes R = 20 cm,
7 = 2 cm en fer caractérisé par u, = 10°. Un courant de I = 1 A parcourant la bobine
constituée de N = 1000 spires crée un champ auxiliaire, # = 800 Am™", le champ
magnétique B = pop,H est alors d’environ 1 T tandis qu'il serait voisin de 10~ T
dans le cas d’un matériau non ferromagnétique. En revanche pour avoir des aimants
permanents, il sera préférable d’utiliser des systémes présentant des champs coercitifs
importants ne pouvant pas étre détruits par des champ faibles. De tels systémes sont
obtenus par exemple avec des aciers a base de tungsténe. Ce comportement caractéristique
des matériaux ferromagnétiques disparait brutalement dés que la température du systéme
est supérieure & une température critique 7, le matériau présentant alors comme nous
I'avons vu des propriétés identiques a celles des matériaux paramagnétiques.

Détermination de B et de H

Revenons maintenant a la détermination de B proprement dite. Pour obtenir B ,0nvaen
fait mesurer la tension aux bornes d’'une bobine de V' spires enroulée sur le tore ; on sait
que lorsque le champ varie, il apparait dans cette seconde bobine une force €électromotrice

& = ‘f;f ol @ est le flux créé dans la bobine par le champ magnétique B:
dB
&§=-N'S§——
dz

Par intégration de &€ on obtient B. Pour obtenir /7, on applique le théoréme d’Ampeére au
champ auxiliaire /, sur la circonférence / = 2mR du tore. La condition » < R permet
de supposer que H est constant dans toute la section du tore :

j{ﬁ.d7=NI=2ﬂRH
C

NI
2R

Perméabilité relative .,

La non linéarité de la relation entre le champ magnétique Betle champ auxiliaire H,en
d’autres termes entre le flux ® et le courant I rend trés difficile le calcul d’'un coefficient
d’auto-inductance en présence d’un noyau ferromagnétique. Toutefois, pour de faibles
excursions de  autour de lorigine la relation linéaire B = Moer reste valable, la
perméabilité relative ., pouvant alors valoir 10® 2 10° suivant les matériaux.
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Exevrcices

EJ Quels sont les courants ampériens, la valeur
des champs magnétique B et auxiliaire H en tout
point a I'intérieur d'un long tube aimanté unifor-
mément dans une direction paralléle a son axe,
dans les deux cas suivants?

a. Le tube est plein.

b. Le tube est creusé d'une cavité cylindrique de
méme axe de révolution.

B3 un long fil conducteur rectiligne de rayon a,
est entouré d'un long cylindre creux en fer, de
rayon intérieur r; et de rayon extérieur re consti-
tué d'un matériau isolant magnétique, de per-
méabilité xm. Trouver le champ auxiliaire A, le
champ magnétique B, le vecteur aimantation M
et les courants ampériens dans tout I'espace, le
fil étant parcouru par un courant /, parallélement
a son axe dans les cas suivants :

a. rp = a et re est supposé infini (le tube est
supposé occuper tout I'espace).

b.ri=b>aetre = c>b>a. Quel serait I'effet
sur la valeur du champ magnétique a la distance
r>re si le cylindre de fer était supprimé ?

EJ Un barreau cylindrique de longueur / et de
rayon R posséde une aimantation permanente
M supposée uniforme et paralléle a I'axe zz’ du
barreau.

1. Quels sont les courants ampériens surfacique
et volumique, équivalents je et J. dans un tel
aimant?

2. On suppose que la longueur L du barreau est
trés petite devant son rayon R.

a. Calculer le champ B au centre de la pastille.
En déduire le module et le sens du champ A au
méme point.

Indice. On montrera I'équivalence avec une
spire circulaire parcourue par un courant.

b. Donner les expressions des champs B et A sur
|'axe, & une hauteur z > g du centre du disque.
c. Calculer les modules de B et H au centre si
M=10° A/m,h =1mm,R=5cm.

3. On suppose maintenant que la longueur L du

barreau n'est plus négligeable devant son rayon
R.

a. Donner I'allure des lignes du champ magné-
tique B dans tout I'espace.
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b. Calculer sa valeur en tout point de I'axe ainsi
que celle du champ auxiliaire H (préciser son
sens).

¢. Que se passe-t-il pour B et A aux extrémi-
tés du barreau? Ne pouvait-on pas prévoir ces
(dis)continuités ?

d. Pour M donné, comment choisir le barreau
pour que B soit le plus grand possible aux extré-
mités ? Montrer qu'on ne peut pas conserver un
aimant court. Evaluer la dimension critique.

A Selon le modele de Bohr, un électron en rota-
tion a la vitesse angulaire o autour d'un noyau
équivaut a une spire parcourue par un courant.

1. Exprimer le moment magnétique de cette
« spire ». Donner la relation entre le moment
magnétique et le moment cinétique orbital de
I'électron.

Remarque : En fait pour obtenir la relation
entre le moment magnétique M d'un atome son
moment cinétique orbital L, il faut aussi tenir
compte de la rotation de I'électron sur lui-méme
et de la contribution des différents électrons
d'un atome; la relation précédente est modifiée :
un facteur de proportionnalité supplémentaire g
(facteur de Landé compris entre 1 et 2) doit étre
ajouté.

2. Pour un électron de nombre quantique orbital
1, rappeler le nombre de valeurs que peut prendre
la composante L, de [ sur un axe Oz. Quelle
est la valeur du moment cinétique L, pour I'en-
semble des électrons d'une sous couche com-
pléte ? En déduire quelles sont les substances qui
comportent des moments magnétiques perma-
nents.

H Lorsqu'on applique un champ magnétique a
un atome, les électrons de cet atome acquiérent
un mouvement supplémentaire qui tend a s'op-
poser a I'établissement de ce champ. La sub-
stance acquiert une aimantation de direction
opposée au champ appliqué.

a. Exprimer la force que subit un électron
pendant |'établissement du champ magnétique
(qu'on supposera uniforme et perpendiculaire a
I'orbite de I'électron).

b. On suppose que le rayon de l'orbite de
I"électron n'est pas modifié. Quelle est la nou-
velle valeur de la vitesse angulaire de I'électron
lorsque le champ B a atteint sa valeur finale ?
Exprimer la différence w| entre ces valeurs.



c. De facon générale, on montre que sous I'ac-
tion d'un champ magnétique, les Z électrons
d'un atome acquiérent un mouvement de pré-
cession autour de B & la vitesse angulaire w;.

— Exprimer le moment magnétique correspon-
dant induit dans I'atome (pour cela, on intro-
duira la valeur moyenne du carré du rayon de
I'atome).

— En déduire I'expression de la susceptibilité xm.

— Calculer un ordre de grandeur de xm pour les
gaz, pour les liquides et pour les solides.

A Lexpérience de Stern et Gerlach en 1921
a permis une démonstration directe de la
quantification spatiale, par déflexion d'atomes
d'argent dans un champ magnétique inhomo-
geéne. Dans I'entrefer d'un électro-aimant dont
I'une des piéces est taillée en forme de coin, la
force exercée sur un atome d'un jet d'atomes
(neutres) est proportionnelle au gradient de
champ magnétique et au moment magnétique
de l'atome. Si l'atome posséde un moment
magnétique, sa trajectoire sera déviée.

™

Expérience de Stern et Gerlach.

On suppose que le coin, d'angle 26 et de lar-
geur L faible devant la longueur de I'aréte, a une
aimantation M uniforme et paralléle & Oz. On
néglige le champ magnétique créé par les parties
autres que le coin.

1. On veut déterminer le champ magnétique B
en un point P de I'entrefer situé¢ dans le plan
horizontal Oxz de I'aréte, au niveau du milieu
de cette arréte et a une distance tres petite z de
I'aréte.

a. Calculer les courants ampériens circulant dans
le coin.

b. Donner la direction du champ magnétique
dans I'entrefer en un point de I'axe Oz et son
module B.

2. Montrer que 2 est de la forme £ ou K est

iz
une constante que I'on calculera.

Un solénoide « infini » de section circulaire
comportant n tours de fil par unité de longueur,
est parcouru par un courant alternatif de pul-
sation . A l'intérieur du solénoide, on place
un noyau métallique de rayon a, de longueur
1, dont I'axe coincide avec celui du solénoide. La
perméabilité magnétique de ce noyau est p, sa

a. Montrer que des courants sont induits dans le
noyau, déterminer la direction de ces courants
dits « courants de Foucault ».

Indice. Utiliser les symétries du probléme.

b. Calculer la puissance dissipée par effet joule
dans une couche métallique cylindrique de rayon
r et d'épaisseur dr (0 < r < a) donnée, en négli-
geant les phénoméne d'auto-induction.
c. En déduire la puissance moyenne (p) dissipée
par effet Joule dans le noyau métallique.

d. Calculer (p) si le noyau est un cylindre
(Il = 20 cm, a = 5 cm) de fer (uw = 500,
p = 0,6536-10~7 Q)-m) et si le solénoide consti-
tué de 1000 spires est parcouru par un courant
alternatif d'amplitude ip = 1 A, de fréquence
égale a 10* Hz.

e. Montrer, en utilisant le fait que le champ
est constant dans tout le solénoide « infini »,
qu'en juxtaposant N noyaux cylindres métal-
liques paralléles de rayon a ~ \/% dans la sec-
tion S du solénoide, on diminue d'autant plus la
puissance dissipée que N est grand et que I'on a
toujours intérét a « feuilleter » les noyaux métal-
liques pour éviter un échauffement important a
haute fréquence, plutot que d'utiliser un noyau
massique.

12. MAGNETISME DANS LA MATIERE 211






Chapitre

L énergie magnétique

Ce chapitre est consacré a I'étude de I'énergie emmagasinée dans un systeme de
circuits parcourus par des courants électriques. La caractérisation de cette énergie
est trés utile car elle permet dans de nombreux cas de déterminer simplement
les forces et moments exercés sur les différents éléments du systeme, grandeurs
quil peut étre important d’évaluer comme par exemple dans le cas d'un moteur
électrique. Apres avoir donné l'expression de I'énergie magnétique en fonction
des champs magnétique B et auxiliaire A, nous montrerons que cette énergie ne
dépend que des courants et des inductances du systeme. Ces différentes formes
permettront de déterminer les expressions des forces et des moments appliqués sur
les éléments du systeme. Enfin, ces expressions et leurs avantages respectifs seront
discutés sur 'exemple du moteur universel.

13.1 Energie magnétique emmagasinée dans une boucle de courant

Energie associée 4 un systéme de deux circuits

Energie associée a un ensemble de circuits

13.2 Expression de I'énergie en fonction des champs B et &
En absence de matériaux magnétiques

En présence de matériaux magnétiques

Contribution des courante ampériens

13.3 Expression de I'énergie en fonction des inductances
En absence de matériaux magnétiques
En présence de matériaux magnétiques

13.4 Forces et moments de forces
Expressions de la force et de son moment
Exemples de calcul de force, de moment et d’énergie magnétiques

» Energie magnétique
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13.1. Energie magnétique emmagasinée dans
une boucle de courant

Avant d’établir plus formellement U'expression de I'énergie magnétique associée a un
systeme de circuits parcourus par des courants constants, nous allons commencer par
donner une représentation simple de 'énergie magnétique associée a une seule boucle de
courant.

Considérons donc un circuit unique alimenté par un générateur de tension établissant
a l'instant # = 0 une différence de potentiel V" a ses bornes. A Tlinstant initial # = 0,
il n’y a pas de courant dans le circuit, le systéme « circuit » est dans un état caractérisé
par une énergie que nous définissons comme étant I'énergie nulle. Lorsque la différence
de potentiel est établie, il apparait un courant I(#) dans le circuit. Si nous attendons
un temps suffisamment long, le systéme sera alors en régime stationnaire et l'intensité
I(#) pourra étre considérée comme constante et égale a I. Le temps caractéristique de
Iétablissement de ce régime est égal 2 L/R ou L est 'auto-inductance et R la résistance
du circuit. Evaluons I'énergie associée a ce nouvel état du systéme. Lorsque la différence
de potentiel 7 est établie, le courant I(#) qui apparait dans le circuit crée a son tour un
champ magnétique. Ce champ magnétique est variable jusqu’a I'établissement de I'état
final stationnaire (I /& constant) correspondant 4 un flux magnétique constant a travers
le circuit. En vertu des phénomeénes d’induction décrits au chapitre 11, il apparait dans
le circuit durant la phase transitoire une force électromotrice associée que nous pourrons
décrire a I'aide d’une auto-inductance L. La différence de potentiel 7 et le courant I sont
dans cette situation liés par la relation :

dI
V =RI+ L—
dz

Pour faire circuler le courant (), le générateur fournit la puissance instantanée VI(#);
I'énergie correspondante fournie entre les instants 0 et # vaut :

/0[ VI(#)dt

Pendant ce méme intervalle de temps, la résistance R dissipe sous forme de chaleur une
puissance RI? qui correspond entre les instants 0 et 7 2 une énergie égale a :

t
/R_Izdt
0

La différence U entre ces deux énergies correspond a I'énergie stockée jusqu’a l'instant #
dans le circuit; elle vaut :

t t I 1
/(VRI)Idtz / le— dt = ZLI*®¥)
0 o dz 2

Lorsque le régime stationnaire est atteint, I(#) = I, 'énergie de I'état final est alors égale
a %LI 2, Cette énergie représente précisément I'énergie magnétique emmagasinée par un
circuit d’auto-inductance L parcouru par un courant constant I. Cette premiére expression
nous montre comment évaluer 'énergie magnétique en fonction des caractéristiques
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macroscopiques du circuit ; nous reviendrons au paragraphe 13.3 sur cet aspect dans le cas
plus général d’'un ensemble de circuits parcourus par des courants, mais pour le moment
nous allons donner une autre expression de cette énergie magnétique faisant maintenant
apparaitre les caractéristiques locales associées a ce circuit.

Nous avons vu au chapitre 11, que par définition de l'auto-inductance, LI est égal au
flux magnétique ® du champ créé par le courant I a travers le circuit. L'énergie magnétique
de I'état final peut donc également s'écrire en fonction de I et @ :

1
U= -]
2

Nous pouvons aller encore au dela en introduisant le potentiel vecteur 4 associé au champ

dans la définition du flux ® :
®=/Zd7

ou d/ est un élément de longueur infinitésimal du circuit. L'énergie emmagasinée U

s’écrit alors :
1 [~ -
I | A-d/
-

En introduisant 'expression de la densité de courant J, nous obtenons finalement I'ex-
pression de I'énergie emmagasinée uniquement en fonction de J et A4 :

UZ%// j-z?d*r

Cette énergie magnétique est emmagasinée dans le circuit et sera dissipée sous forme
d’une forte étincelle (extra-courant) lorsqu'on ouvrira le dit circuit. Au-dela de ce simple
exemple, nous allons montrer maintenant que l'expression précédente établie pour une
seule boucle de courant est tres générale et peut s'étendre au cas d’'un ensemble de circuits
parcourus par des courants constants.

Energie associée a un systéme de deux circuits

Nous allons maintenant calculer 'énergie associée 2 un ensemble de deux circuits C; et C,
se trouvant dans des positions relatives fixées et parcourus respectivement par les courants
constants [; et [,. L'énergie associée a I'état initial « les circuits sont parcourus par des
courants nuls et sont infiniment éloignés » sera considérée comme l'origine des énergies.
Pour calculer I'énergie associée a 'état du systéme, il convient au préalable de remarquer
qu’elle estindépendante de la fagon dont nous avons établi I'état du systeme, I'énergie finale
sera la méme si, par exemple, nous établissons les courants dans les circuits quand ils sont
infiniment éloignés pour les rapprocher ensuite jusqu’a leurs positions finales ou si nous
commengons par les rapprocher pour ensuite établir les courants. En effet si nous faisons
évoluer les circuits de leur état initial jusqu’a leur état final suivant une procédure donnée
pour ensuite les ramener a leur état initial par une autre procédure, I'état de l'univers
a la fin de 'opération n'aura pas changé. Nous pouvons donc en conclure que I'énergie
échangée entre le systeme et le reste de 'univers lors du trajet aller sera intégralement
restituée lors du trajet retour. U'énergie associée a I'état du systéme est donc indépendante
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de la fagon dont a été établi cet état. Nous retrouvons la un raisonnement que nous avons
déja effectué dans le cas de I'électrostatique.

Ce résultat nous permet de choisir la procédure de mise en place du systéme la plus
commode pour calculer 'énergie associée. Considérons donc le protocole suivant : les
deux circuits ouverts (I; = I, = 0) sont amenés de l'infini a leurs positions finales. Le
circuit C; est alors fermé. Le courant s’établit dans le circuit. Conformément au résultat
obtenu au paragraphe précédent, I'énergie emmagasinée dans le circuit est égale a :

Uy = %// 71() - Ai(7)dr
C

ot J1(7) et A1(7) sont respectivement la densité de courant et le potentiel vecteur associés
au circuit C;. Le circuit C; est alors fermé a son tour. Pour que le courant s’établisse, il
faut que le générateur alimentant le circuit C, fournisse 'énergie :

0= [ 720 dxr o

Cette énergie nest pas la seule a étre mise en jeu lorsque le circuit C, est fermé. En effet,
en s'établissant, le courant I va créer un champ magnétique variable dont la variation
de flux dans le circuit C; va induire une force électromotrice. Cette f.e.m. a pour valeur

instantanée :
d® d - -
E=——=—— A -d/
dz dz (/C1 2) )

ol A,(#) est le potentiel vecteur associé au champ magnétique crée par le courant cir-
culant dans le circuit C,. Ainsi, la puissance instantanée que devra fournir le générateur
alimentant le circuit C; pour maintenir le courant constant devra donc étre égale a :

d - -
P=-8L=1L— A -d/
1 1dl‘</c1 2(2) >

et I'énergie qui devra étre fournie par le générateur alimentant le circuit C; est égale a :

T d . .
Uénéz/I_</A([)'dl>dt
§ o e\ Je, 7’

ou 7 représente le temps nécessaire a I'établissement de I'état final du systeme. Cette

énergie peut se réécrire :
Ugéné =1 (/ ZZ(ZL) ! d7>
C

ou A, représente le potentiel vecteur associé au circuit C; lorsque le courant est égal a .
En utilisant la définition de la densité de courant J 1, cette derniére expression devient

Upent = / / RECRZOLE
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Nous pouvons maintenant calculer 'énergie totale associée a 'état final du systéme :

U= %// RIGRICEE %// [ ) 2o
+ [[[ 716 At an
L fe - amas L] 7. Ay de
2// Cy 2 &)

+ ///Czjz(;') - Ay(7)dr

La derniere équation est justifiée en considérant que bien entendu I'énergie du systéme
doit étre la méme si nous la calculons en commengant par fermer le circuit C, puis le
circuit Cy.

Energie associée a un ensemble de circuits

La procédure que nous venons de présenter pour calculer 'énergie associée a deux circuits
se généralise aisément 4 un ensemble de circuits. Amenons tous les circuits de I'infini
a leurs positions finales, les circuits restant ouverts puis fermons-les successivement.
Comme dans le cas précédent, I'énergie nécessaire a I'établissement du courant dans le

circuit Cy est égale a :
1 2 T o
v =5 [[] 7o drs
Gy

Il en sera de méme pour tous les autres circuits C;. Fermons maintenant le circuit C,.
Nous venons de voir que I'énergie devant étre fournie est égale a :

%//Cjz(?)'ﬁz(?)dw//Qﬂ(?)-zz(?)dT

Le courant établi dans les circuits Cq et C,, on ferme le circuit C3. Pour maintenir
constants les courants I; et I, les générateurs alimentant les circuits C; et C, devront
alors fournir une énergie égale a :

// Cljl(?)ﬁg(;’)dw// C2j2(?)-23(?)d7

Cette évaluation des contributions énergétiques se généralise 4 I'ensemble des fermetures

des circuits. En sommant toutes ces contributions, nous obtenons 1’énergie associée a
)

’état correspondant a ’ensemble des circuits C; parcourus par les courants I; placés a leurs

I’état corr dantal ble des circuits C; parcour rl rants I, pl leur

positions finales. Cette énergie a pour expression :

1 % o 1 L e
RN/ IR LRI/ EE
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Le coefficient 1/2 dans le dernier membre de cette équation apparait pour ne tenir compte
qu'une seule fois de 'énergie d’interaction entre les circuits. Cette énergie peut se réécrire :

v=3 ¥ [[[ ) | S ) as
i i ;

U= %// J(7) - A(F)dr (13.1)

Dans cette derniére expression, ] (7) est la densité de courant au point r définie
comme égale 2 ] (7) en tout pomt du circuit C; et nulle ailleurs, tandis que A (7) est
le potentiel vecteur au point 7 créé par 'ensemble de tous les circuits C;. Avec cette
convention, l'intégration se fait sur tout 'espace.

13.2. Expression de I'énergie en fonction des
champs B et H

En absence de matériaux magnétiques

En absence de matériaux magnétiques, la densité de courant s’exprime simplement en
fonction du champ magnétique B :

j=1Fnb
o

Nous pouvons, en introduisant cette expression dans la relation 13.1, écrire I'énergie
du systéme de circuits parcourus par les courants uniquement en fonction du champ
magnétique :

U—zmjj?(VAB) Adr = Llho// (V AA)-Bdr (13.2)
B-Bdr
2o

Cette équation montre que I'énergie totale associée 4 un ensemble de circuits parcourus
par des courants constants ne dépend que du champ magnétique créé par ces courants en
tout point de 'espace. Cette expression de 'énergie en fonction du champ magnétique est
importante parce qu'elle est en fait plus générale que I'expression 13.1; en particulier elle
s'applique également aux cas des champs magnétiques variant au cours du temps tandis
que l'expression 13.1 n'est valable que pour des champs constants.

En présence de matériaux magnétiques

Lorsque nous avons établi la relation 13.1, nous avons clairement identifié la densité
de courants J et le potentiel vecteur 4 : J correspond aux courants circulant dans les
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boucles tandis que A correspond au potentiel vecteur créé en tout point de 'espace. En
absence de matériaux magnétiques les courants J et les sources du potentiel vecteur sont
confondus ; en présence de matériaux magnétiques ce n'est plus le cas. En effet, alors que
J ne prendra en compte que les courants [y, circulant réellement dans les boucles, le
potentiel vecteur sera lui créé non seulement par ces courants [/, mais également par les
courants ampériens J ump. Par définition nous avons donc :

1 L
U:—// Jib - AdT

Cette expression peut maintenant s’ exprimer en fonctlon du champ aux111a1re H En
introduisant comme au paragraphe précédent B = V A 4 etla relation ] lib = = VA H
nous obtenons :

U=%///(§/\ﬁ)-2d¢=%///(§/\2)-[?d1‘
U= %///(é-ﬁ)dT (13.3)

Dans le cas ou I'aimantation est simplement proportionnelle au champ magnétique,
B = wH = wop.H, nous obtenons alors :

U= “O;r// i B dr

Contribution des courante ampériens

Comparons maintenant les énergies de deux systémes constitués des mémes circuits,
parcourus par les mémes courants, mais I'un contenant de la matiére magnétique, I'autre
pas. La différence des énergies associées a chacun de ces systémes est égale a :

AU——///B BdT__// i Bdr
2o
U=5// (B — wof) - Bdr

Au chapitre précédent, nous avons vu que les courants ampériens pouvaient s'exprimer
: ous 4y
en fonction des champs B et H :

— 1 — — —
]amp = 7V/\(B*|.L0H)
Mo

En introduisant cette relation dans I'expression de AU, nous remarquons que cette diffé-
rence d’énergie s’exprime simplement en fonction des courants ampériens :

1 I
AU=§// Jamp - A dr

Nous pouvons avoir une idée encore plus simple de l'origine de cette énergie en introdui-
sant la définition des courants ampériens : J,mp = V A M. Nous pouvons alors exprimer
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cette différence d’énergie directement en fonction de 'aimantation A du systéme :

AU=;// M- Bdr (13.4)

Ce résultat est la généralisation de celui que nous avions obtenu dans le cas de deux
circuits. Lorsque I'aimantation est proportionnelle au champ magnétique, propriété que
nous exprimons par une relation liant le champ auxiliaire /4 et 'aimantation, M = xH,
nous obtenons alors :

o fff s fff i ns

Dans les deux cas, cette énergie est simplement celle associée a l'interaction des dipoles
magnétiqugs (induits ou permanents) contenus dans les matériaux magnétiques soumis
au champ B. Ainsi énergie emmagasinée, potentiellement disponible, dans un systéme
de circuits parcourus par des courants en présence de matériaux magnétiques est simple-
ment égale a I'énergie qui serait emmagasinée dans les mémes conditions en absence de
matériaux magnétiques diminuée de I'énergie nécessaire au couplage entre 'aimantation
de ces matériaux et du champ magnétique.

13.3. Expression de I'énergie en fonction des
inductances

Comme nous l'avait suggéré notre présentation de l'énergie magnétique au para-
graphe 13.1, les différentes énergies que nous venons d’étudier peuvent également
étre exprimées en fonction des auto-inductances et inductances mutuelles décrites au
chapitre 11.

En absence de matériaux magnétiques

Considérons comme précédemment un ensemble de circuits C;, parcourus par des cou-
rants constants I;. En absence de matériaux magnétiques, I'énergie du systéme est la
somme des énergies propres nécessaires a 'établissement des courants et de I'énergie
d’interaction entre circuits. Exprimons chacune de ces contributions en fonction des
coefficients d'inductance Mj; et d’auto-inductance Z; associés aux différents éléments de
ce systeme. Lénergie d’interaction entre les circuits C; et C; a pour expression :

szifﬁj.cﬁ
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ou dS§ et 7 sont respectivement un élément infinitésimal de surface s’appuyant sur le
circuit C; et la normale a cet élément. En introduisant les définitions du flux magnétique
et des inductances, nous pouvons réécrire cette énergie sous la forme :

U = L®; = ML,

En sommant toutes ces contributions en prenant soin de ne pas compter deux fois la
méme énergie d’interaction, nous obtenons la contribution des interactions entre circuits
alénergie du systéme :

1 1
Uj = 5> 1% = 5> MLl

i#j i#j

Examinons maintenant 'énergie propre U; associée au circuit C; qui est égale par défini-

tion a:
1 Lo
U = 5//]i'14id7

ans laquelle A; est, par construction, le potentiel vecteur créé par la densité de couran
dans laquelle 4; est, p truction, le potentiel vect par la densité d t
J i circulant dans la boucle. Nous avons donc :

1 L. 1 (= -
Uiz// ]i’AidTZIi/Ai'dli
2 2

Or par définition des flux, | 4;-d /; correspond précisément au flux ®;; du champ créé par
C; a travers lui-méme. En introduisant la définition de I'auto-inductance L;, ®; = L; L,
nous obtenons pour I'énergie propre du circuit C; :
15
U = ELiIi
Nous obtenons ainsi 'expression générale de I'énergie du systéme associée aux courants
libres circulant dans un ensemble de circuits sous la forme :

1
U= 32 ke
L)

— 1 2 1
U= ZLiIi +5 > MLL (13.5)

i#j

En présence de matériaux magnétiques

Dans le cas d’un systéme dans lequel chaque circuit est dans un environnement magné-
tique caractérisé par une susceptibilité x;, I'expression 13.5 de I'énergie du systéme
demeure valable 4 condition de modifier les coefficients d’inductance. Calculons par
exemple D'énergie propre associée 4 un circuit immergé dans un milieu magnétique. Par
définition, cette énergie est égale a :
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L étant Pauto-inductance en présence de matériau magnétique. Il convient donc de déter-
miner L en présence d’un matériau magnétique. Par définition I'énergie U; est égale a :

1 . 1 | .
1= = i Ald = *Ii Aldl =*Ii BldS
U 2// J1ib T 21b/ 21b//

En présence d'un matériau magnétique que nous supposerons linéaire et homogene,
5 >, .
B = pop H, nous pouvons donc écrire :

U = %Iﬁb//uoﬁi'dg

Or cette derniére intégrale est précisément égale au flux du champ magnétique créé
par le courant Iy, en absence de matériau magnétique. En introduisant le coefficient
d’auto-inductance correspondant Ly, nous obtenons :

U—1 Lol?
i 2P~r 04jib

Nous voyons donc que la présence d’'un matériau magnétique revient simplement a
remplacer I'auto-inductance Ly par I'auto-inductance L :

L= Lo (13.6)

Lénergie d’interaction entre deux circuits C; et C; est donnée par définition par :

Uij:///jilib'zjd”r:]i/zj‘d?i

En introduisant la définition de 4; en fonction des courants libres dans le circuit 7, on
obtient :

Uy = (1 + X)L + X)EEMoi = oMoy iy
Yi = Mt (13.7)

Nous voyons qu'il suffit dans ce cas de multiplier I'inductance dans le vide par le produit
des coefficients de permittivité relative. Lénergie totale du systéme s’écrit donc :

= %ZLiIiZ + %ZMJIJJ
i i#]

1 , 1
U= 2D wloll + 5> b Moglif

i i#j

13.4. Forces et moments de forces

Apres avoir calculé les expressions de I'énergie magnétique dans différents systémes, nous
allons maintenant en déduire celles des forces et de leurs moments.
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Expressions de la force et de son moment

Pour calculer les forces et les moments de forces dans des systémes en présence de
champs magnétiques, nous allons utiliser le principe des travaux virtuels. Comme en
électrostatique, il sera trés important de préciser les conditions dans lesquelles s’effectuent
ces déplacements infinitésimaux virtuels, en distinguant les déplacements se faisant a
flux constant (équivalents de ceux a charges constantes) de ceux s'effectuant a courants
constants (équivalents de ceux a potentiel constant). De maniére générale, 'énergie libre
est toujours égale au produit d’'une variable intensive et d’'une variable extensive. En
électrostatique, la variable intensive est le potentiel tandis que la variable extensive est
la charge du systeme. En magnétostatique, ces variables seront respectivement le flux a
travers le circuit et le courant parcourant le circuit.

A« flux constants »

Nous considérons ici des déplacements virtuels tels que le flux total traversant un circuit
reste constant. Il n'est pas tres facile de concevoir physiquement de telles transformations,
sauf en utilisant des anneaux supraconducteurs parcourus par des courants permanents.
On se convainc aisément dans ce cas que les générateurs ne fournissent aucun travail,
puisqu’il n’y a pas de générateurs... D’aprés le principe des travaux virtuels, les expressions
de la force et du moment de forces sont respectivement égales a :

7o _dud/

d/ d/
dU

de
Calculons par exemple la variation d’énergie dU d’un systéme constitué de deux

circuits C; et C; pour un tel processus. Les générateurs n'intervenant pas, U'énergie U du
systéme s’écrit :

(13.8)

1 1
U= 511((1)11 + @q,y) + 5—’2(‘1’22 + ;1)

avec, par hypotheése :

D11+ Dy = L1} + My, = Cte
@22 + @21 = I, + My, = Cte (139)

Calculons dans ces conditions la variation infinitésimale d U d’énergie associée 4 un
déplacement virtuel :

1 1
dU = E(q)ll + CI)lZ) dIl + E((DZZ + @21)(1[2 (1310)

Mais les conditions 13.9 imposent une relation entre d Iy et d :

d(q)ll + ‘1)12) - d(Llll + MlZIZ) = Ll d[l + 12 dM12 + M12 d]z =0
d(Pyy + ®yq) = d(Iy1y + Mo L) = LydL, + LidMy + My d; =0
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En multipliant ces deux équations respectivement par ; et I, puis, en les sommant, nous
obtenons :

Llfl dIl + 1211 dM12 + M12]1 dlg + Lz[z dIZ + 11]2 dM21 + M2 1]2 dIl =0
(q)ll + @12) dIl + ((I)ZZ + (I)21) dIz + 11]2 dM12 + 11]2 dM21 =0

En introduisant la variation d’énergie d U donnée par I'expression 13.10 et en profitant
de I'égalité My, = M>1, nous obtenons :

dU = —_[2_[1 dM12

d’ot les expressions de la force et du moment :

oM.
F,=LL—
ox
oM.
I' = 11]2 12
90

Cette variation d’énergie correspond précisément a la variation de I'énergie mécanique
que nous avons introduite au début du chapitre, validant ainsi les expressions 13.8. Ce
résultat se généralise sans difficultés a un systeme constitué de plus de deux circuits.

A « courants constants »

Dans le cas d’'un déplacement virtuel a « courants constants », on doit prendre en compte
non seulement les énergies échangées par les circuits mais également les travaux effectués
par les générateurs pour maintenir les courants constants dans les circuits. Il convient donc
d’étudier les variations d’énergie du systéme constitué par les circuits et leurs générateurs.
La variation d’énergie associée aux circuits s’écrit :

dU = %hd(q’u + @) + %bd@zz + ®y1)
mais
d(®y1 + 1) = ALy + MyyLh) = L dM,
d(®yy + P21) = d(Loly + My11h) = L1 d My
puisque l'auto-inductance Z; et les courants I sont constants. Nous obtenons ainsi :
dU = LI; dM;,

D’autre part, lorsque 'on déplace les deux circuits 'un par rapport a 'autre, les générateurs
fournissent au cours du déplacement des travaux qui peuvent étre calculés simplement.
Considérons tout d’abord la variation du flux @57 du champ magnétique créé par le
circuit C, dans le circuit C;. Cette variation de flux induit dans le circuit C; une force
électromotrice :
=0
dz dz

Le générateur alimentant le circuit C; doit donc fournir un travail égal a :

St St
do dM.
/ L 21 dl‘211[2/ 21 dfz_h_lZszl
0 dz o dz

82_
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ou &7 est la durée du déplacement. De fagon similaire, le travail fourni par le générateur
alimentant le circuit C, s’écrit :

LLdM, = L, dM,,
Au total, la variation d’énergie du systéme « circuits et générateurs » s'écrit :
AW =dU — LLdMy, — LLdM;, = —LLdM;, = —dU
Les forces et les moments sont donc donnés par les relations :

- dwdil dudil

F=—wa - a4
_ dw _dUu
de de

Exemples de calcul de force, de moment et d’énergie magnétiques

Force et moment s’exercant sur une spire
Considérons une spire de rayon 4, parcourue par un courant constant /, tournant autour
d’un axe Ow et placée dans un champ constant B (fig. 13.1).

Commengons par donner I'expres-
sion de l'énergie potentielle de cette
spire en utilisant le résultat qui vient
juste d’étre obtenu. On peut considé-
rer la spire comme située a lintérieur
d’un trés grand solénoide parcouru par
un courant constant. La position de la
spire est repérée par I'angle 0 que fait
son axe avec le champ magnétique B. ,
Lors d’une rotation infinitésimale d0 Nl
de la spire, la variation de son éner- ‘
gie dw = —11[2 dM12 = —Il d(I)lz
fait intervenir la variation d® du
flux qui la traverse, qu'on peut écrire
d® = d(BScos0) =d(B-8). _ _

De l'expression d W = —Id(B-§) =
—d(B-I18)=—d(m - S), en désignant Fig. 13.1. Spire mobile dans un champ magnétique
par m = I S le moment magnétique constant.
de la spire, on tire par intégration la valeur de I'énergie potentielle de la spire, et par
extension celle de tout moment magnétique constant 7 placé dans le champ B :

W= —m-B

[>v7i

X

Nous pouvons évaluer les forces et le moment des forces appliquées sur cette spire en
utilisant la définition des forces magnétiques décrites au chapltre 9. En vertu de la loi de
Laplace, I'élément d 7 situé au point M de la spire est soumis a la force :

dF =1d/ A B
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La somme de toutes ces contributions ramenées au centre de la spire est nulle (pour s’en
convaincre, il suffit de considérer la somme des forces appliquées sur deux éléments de
la spire diamétralement opposés). En revanche ces forces induisent un moment de forces
sur la spire. En effet, au point O, chaque contribution crée un moment infinitésimal :

dT = OM AdEF =IOM A(d7 A B)
En utilisant 'expression du double produit vectoriel, on obtient :
dl' =1d7(OM - B)— B(OM -d7) =1d7(OM - B)

le second terme étant nul puisque le vecteur OM est perpendiculaire 4 I'élémentd /. Cal-
culons explicitement ce moment. Nous avons dans le référentiel (O, iy, #y, #,) delaspire::

OM = acos @iy + asin @iy
B = B(sin 07y + cos07,)
L¢lément infinitésimal d / étant égal a:
d/7 = ad@(—sin @i, + cos @iiy)

le moment total I" s’écrit sous la forme :
. 2 2
I = &2 IBsin 6 Zix/o —sinpde + ZZY/O singcosede

Dans cette expression, la seconde intégrale est nulle tandis que la premiére vaut —r.
Nous obtenons ainsi un moment de module égal a :

I' = wa’IBsin 0

Revenons maintenant aux définitions de la force et du moment données par les rela-
tions 13.8. L'énergie magnétique du systéme considéré est comme nous I'avons vu égale
AU = —i - B ou  est le moment magnétique associé a la spire, égal a ma?I4,. Elle
peut donc s’écrire : 5
= —ma“IB cos 9

Le champ et le courant étant uniformes, cette énergie est indépendante de la position de
la spire, la force totale appliquée est nulle. Pour ce qui est du module du moment associé,
nous avons : d

U
' = — = wa’IBsin0
de

Comme il se doit, nous retrouvons la I'expression obtenue par le calcul direct. La spire
sera soumise a un couple qui tend a maintenir le moment magnétique associé a la spire
paralléle au champ magnétique appliqué B.

Ce principe est utilisé pour fabriquer un moteur élémentaire. Supposons qu'a I'instant
initial, le champ appliqué et le moment de la spire soient alignés et que I'on inverse le
sens du courant dans la spire, la spire qui était a I'équilibre se trouve brutalement dans
sa position de plus haute énergie, elle va tourner pour perdre mécaniquement I'énergie
2mB. Supposons de plus, que le courant qui alimente la spire 1 provienne du générateur
par lintermédiaire de deux demi-cylindres sur lesquels s'appuient des balais. A chaque
demi tour, la spire 1, emportée par son inertie, dépasse sa position d’équilibre, le sens du
courant s'inversant alors dans la spire. Le couple associé aux forces magnétiques garde
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ainsi constamment le méme signe et la spire continue a tourner sous l'influence de ce
couple moteur permanent.

L'énergie disponible mécaniquement est égale a 2B par demi-tour, soit une puissance
mécanique fournie par la spire de 4mBn, si la spire effectue 7 tours par seconde. Pour
maintenir constant le courant dans la spire, le générateur I'alimentant doit fournir une
puissance strictement égale 4m,Bn. Ceci serait donc équivalent 4 un moteur de rendement
de 100 %. En fait, nous n’avons pas tenu compte de la dissipation par effet Joule et des
pertes d’énergie qui en résultent.

Calcul de I'énergie dissipée le long d’un cycle d’hystérésis
Reprenons le tore décrit dans le chapitre 12 (fig. 12.5) pour calculer I'énergie dissipée
dans le cycle présenté sur la figure 12.6.

Revenons a la mesure proprement dite de B. Pour obtenir B, on va en fait mesurer la
tension aux bornes d’'une bobine de N’ spires enroulée sur le tore ; on sait que lorsque le

champ varie, il apparait dans cette seconde bobine une forcg électromotrice & = — % ol
® est le flux créé dans la bobine par le champ magnétique B :
do dB
= =_N'§——
dz ds

Par intégration de &, on obtient B. Pour obtenir /, on applique le théoréme d’Ampeére au
champ auxiliaire /, sur la circonférence / = 2mR du tore. La condition » < R permet
de supposer que H est constant dans toute la section du tore :

j[ﬁ-cﬁ:z\u:zwm
C

NI
2R
La puissance fournie par le générateur de courant alimentant la premiére bobine s’écrit :
deéné dd dB N’ NI dB N’ dB
— 5 =J— =IN'§— = ——2nRS§— = — Ho—
ds dz R R VI

ot v est le volume du tore. St N = N',ona:
deéné = HvdB

Wgéné = @%HdB
C

c'est-a-dire la surface a I'intérieur de la courbe d’hystérésis. Cette énergie est fournie par
le générateur et puisque sur un cycle fermé I'état magnétique final est identique a I'état
initial, cette énergie ne peut étre dissipée que sous forme de chaleur.

Sur un cycle complet, on trouve :

13. CENERGIE MAGNETIQUE 227



Exevrcices

Kl Un « cable coaxial » est formé de deux
cylindres coaxiaux creux sans épaisseur de
rayons a et b, séparés par un diélectrique de
permittivité relative e,. Des courants de mémes
intensités mais de sens opposés circulent dans les
deux cylindres.

a. Calculer le coefficient d'auto-induction A par
unité de longueur du cable, a partir de I'énergie
électrique emmagasinée dans le cable.

b. En admettant que les surfaces en regard
portent des charges +\ et —\ par unité de lon-
gueur, calculer la capacité ' par unité de lon-
gueur de ce cable a partir de I'énergie magné-
tique emmagasinée dans le cable.

c. Exprimer le produit AT"; quelle est sa dimen-
sion?

EX (Force exercée par un champ magnétique
inhomogeéne]

a. Utiliser I'expression de I'énergie potentielle
d'un dipole magnétique M dans un champ
magnétique B pour calculer les composantes de
la force subie par ce dipole si le champ est inho-
mogene.

b. En déduire I'expression de la force subie par un
volume élémentaire de matiére magnétique, de
susceptibilité xm, dans un champ inhomogene.
Un petit cylindre allongé est placé entre les poles
tronconiques d'un électroaimant et peut pivo-
ter librement autour d'un axe perpendiculaire a
I'axe des poles et passant par son milieu. Discu-
ter la position d'équilibre du barreau selon que le
matériau dont est constitué le cylindre est dia ou
paramagnétique. Que se passe-t-il si les pieces
polaires sont planes?

[EJ Deux solénoides coaxiaux a et b longs et fins
(leurs longueurs I, et I, sont grandes devant leurs
rayons) sont parcourus par les courants /5 et /,
circulant dans le méme sens et sont emboités I'un
dans I'autre d'une longueur / (figure ci-dessous).
Pour simplifier, on suppose qu'ils ont presque
méme rayon r et on néglige les effets de bord.

a. Donner les coefficients de self induction L,
et Ly, et la mutuelle M, si les deux solénoides
ont respectivement nj et n’ spires par unité de
longueur.

b. Donner [|'énergie magnétique du systéme et
sa variation si on déplace I'un des solénoides par
rapport a I'autre de d/, en maintenant constants
les courants /, et /,,. Expliquer pourquoi on doit
fournir de I'énergie pour maintenir constants ces
courants et calculer le travail que doivent fournir
les sources S, et S,. En déduire le travail méca-
nique fourni par la force d'interaction F,, entre
les solénoides. Cette force d'interaction est-elle
attractive ou répulsive ?

c. Retrouver cette force a partir de I'expression
dWnm = 21?82 dr.

d. On déplace maintenant de d/ I'un des solé-
noides par rapport a l'autre, en maintenant
constants les flux. Calculer le travail fourni par
les sources S, et S, pour maintenir constants ces
flux. En déduire le signe de la variation d'énergie
magnétique au cours du déplacement.

Deux solénoides emboités.
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Chapitre r

Applications du magnétisme

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques systemes exploitant les propriétés
de matériaux magnétiques.

14.1 Etude de quelques circuits magnétiques
Lélectroaimant

Notion de réluctance - Loi d’'Hopkinson
Circuits magnétiques en courant alternatif

14.2 Les transformateurs
Transformateur idéal
Transformateur réel

14.3 Les moteurs électriques
Un moteur élémentaire
Moteurs a champ tournant

o Electroaimant . Transformateur « Moteur électrique
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14.1. Etude de quelques circuits magnétiques

L’électroaimant

Un électroaimant est un instrument
permettant de créer des champs magné-
tiques intenses et, si possible, homo-
génes dans un domaine limité de l'es-
pace. Il est formé d’une carcasse fer- carcasse '
romagnétique présentant un entrefer magﬂétique - le
le, C’est-a-dire une rupture du circuit
magnétique, dans lequel se dévelop-

entrefer

pera le champ magnétique recherché
Sur la carcasse de longueur /%, est
enroulée une bobine constituée de NV bobine
de N spires 1

spires parcourues par un courant I.
Dans Ia suite les indices e et f seront
respectivement associés aux grandeurs
dans lentrefer et dans la carcasse.
On suppose ici le circuit magnétique de section constante, et 'entrefer /. trés étroit
par rapport aux dimensions de la section. Connmssant I, N et la courbe d’hystérésis du
matériau, calculons le champ magnétique B dans Ventrefer.
On dispose pour ce faire des éléments suivants :

Fig. 14.1. Schéma d'un électroaimant.

— le théoréme d’Ampére appliqué au champ auxiliaire H:
LH, + lH; = NI (14.1)

— la relation V - B = 0 qui entraine la continuité de la composante normale de B a
lentrefer :

B. = B¢ (14.2)

— dans lentrefer :
B. = woH, (14.3)

et la courbe d’hystérésis qui donne B(H) dans la carcasse (fig. 14.2)

Les relations 14.1 et 14.3 conduisent a I'équation :

B.
l.— + [fHy = NI
Mo
En utilisant maintenant la relation 14.2, on a donc le champ dans 'entrefer :
Mo VI
B. = By = T MOZ_Hf

Dans le graphe B(H), de la figure 14.2, cette fonction est représentée par une droite de
pente —uoi—f.
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B(®) 4

H(I)

Fig. 14.2. Courbe d'hystérésis.

On voit quen fonction de I'histoire antérieure du systéme, il y a 0 ou 2 solutions.
En particulier en courant nul, il existe une solution qui correspond 4 une valeur non
nulle de B, avec H de sens opposé a B. Un tel champ auxiliaire porte le nom de champ
démagnétisant.

Le champ a l'intérieur d’un tore avec entrefer est inférieur a celui du méme tore sans
entrefer. Rappelons que pour un tore sans entrefer de longueur /, on a By = o M‘r¥~ Si
J. < [, on peut identifier / 4 / et exprimer B et B, en fonction de By. En effet, dans le
cas d’une faible hystérésis, on peut écrire B = wopm. s et expression de By précédente,
devient :

molNVI By
B = _ Aot
le le Pt
NI 1 1
Bf — Be — Mo Mo ~

X -~ By X ————
ke 1+p~ri 1+p“i

Cette expression nous montre que, dans un électroaimant, a courant donné, le champ est
d’autant plus faible que I'entrefer est large.

Par exemple, pour un tore en fer (pn, = 10%) de rayon R = 20 cm, d’entrefer
. = 7 cm sur lequel sont entourées 1000 spires parcourues par un courant de 1 A, on a
B, = 0,116 B,.

Cet effet peut se comprendre en considérant que lorsque deux pdles opposés appa-
raissent sur les piéces polaires, ils créent a lintérieur de I'électro-aimant un champ
magnétique de sens opposé a celui qui leur a donné naissance, appelé « champ déma-
gnétisant », qui se déduit du champ inducteur, aboutissant au résultat qu'on vient de
VOIr.
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Notion de réluctance - Loi d’Hopkinson

Considérons maintenant un circuit_contenant 7 portions de sections différentes
Ay, ..., A4,. La conservation du flux (V B = 0) s'écrit :

® = Bp1A1 = BgyAy = B A.

Comme précédemment, on a :

NI = LH, + ItH; = LH, + Y IyHy

le kB le ki
- S (e T )
M Rode nd;

Mo

Cette expression se transforme en :
NI
[fi
HOA Z wd;

relation qui constitue la loi d'Hopkinson. La quantité NI porte le nom de force magné-
tomotrice du circuit, chaque terme du dénominateur s'appelant la réluctance R; de la
portion correspondante du circuit. La force magnétomotrice est égale au produit du flux
par la réluctance du circuit :

® = BA. =

NI NI
N S @

Les réluctances s'ajoutent dans un circuit magnétique de la méme maniére que les résis-
tances dans un circuit électrique. Il est & remarquer que 'on peut comparer cette relation a
celle que nous obtiendrions en appliquant la loi d’Ohm 4 un syst¢me de méme géométrie
que celui-ci, dont chaque section serait caractérisée par une résistivité p; :

V
ii
2%

Toutefois, dans un circuit magnétique p, n'excéde pas 10°-10*, ce qui fait que la per-
méabilité magnétique des matériaux magnétiques utilisés, dits « noyaux », bien que tres
grande, n'est pas infiniment plus grande que celle de I'air. Le matériau et l'air différent,
du point de vue des propriétés magnétiques, bien moins qu’ils ne le font du point de vue
des propriétés de transport du courant puisque la conductivité électrique des métaux est
10'° supérieure 4 celle de lair. Il y a donc des fuites magnétiques qu'on ne peut ignorer,
exactement comme il y aurait des fuites électriques dans un circuit immergé dans I'eau.

(I):

I =

Circuits magnétiques en courant alternatif

Les circuits magnétiques présentant une hystérésis et des fuites magnétiques ne sont plus
équivalents 4 de simples auto-inductances. Pour s’en convaincre, cherchons I'expression
du coefficient d’autoinductance d’un circuit de réluctance R entouré d’un bobinage de V
spires.
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Si @ est le flux qui traverse une spire de la bobine, le flux traversant le bobinage est,
1l n’y a pas de pertes :

NO
O, =NO et L=—="—
I I
En utilisant la relation d’Hopkinson, on peut écrire :
NI N?
d=— e L=—
R R

En présence de fuites, le flux traversant le bobinage peut s’écrire :

N® NO N> N’
®, = NO+ ND; et L,=—+— =— +—
I I Ri  Re
Cette expression est valable méme si le terme Ry, représentant la réluctance du circuit de
fuite, n’est pas calculable de fagon simple.

14.2. Les transformateurs

Comme nous I'avons mentionné au chapitre 11, un transformateur permet de réduire ou
d’augmenter une tension électrique appliquée a un circuit. Il comprend au moins deux
enroulements situés sur le méme circuit magnétique, couplés aussi complétement que
possible I'un a l'autre (fig. 14.3). Un transformateur idéal est caractérisé par des enrou-
lements sans résistance, par un circuit sans fuite et un noyau magnétique sans hystérésis
avec un ., infini, donc une réluctance nulle. On peut donc schématiser un transformateur
comme la somme d’un transformateur idéal et d’éléments complémentaires qui seront
des résistances et des auto-inductances de fuite partielle.

L L
N om :§ v,
=N
R R
Fig. 14.3. Schéma d'un transformateur.
Si une différence de potentiel sinusoidale Uy = Fpe/® est appliquée aux bornes

du primaire indicé par 1, celui-ci est traversé par un courant alternatif (on rappelle que
cette notation, introduite pour simplifier les calculs ultérieurs, signifie par convention que
Uy = Re(Vime€") = Vipcoswf) qui crée dans le circuit un flux variable ®. Celui-ci
engendre dans le secondaire une f.e.m. induite de méme fréquence que la source et utili-
sable pour alimenter un récepteur d'impédance complexe Z,. On dit que le transformateur
est une machine a flux forcé.
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Transformateur idéal

Dans un transformateur idéal, on supposera nulles la réluctance du circuit magnétique,
les résistances des enroulements Ry et R et les auto-inductances de fuite Lgq et Lg,. Le
flux ® créé par le circuit primaire se retrouve donc intégralement « transmis » au circuit
secondaire.

Ce flux ® crée dans le primaire une force élec-
tromotrice &; égale a —nl‘% avec les conventions
de signes indiquées sur la figure 14.4. Puisque la
résistance des enroulements est nulle (fig. 14.5),
nous obtenons simplement la relation entre la ten- I I
sion appliquée U et le flux @ :

Ul = —81 = nld—q) = nljwdCI) y
dz

Le flux ® étant conservé puisque, par hypo-
theses, il n’y a pas de fuites magnétiques, on obtient
aux bornes du circuit secondaire une relation équivalente :

A
\
Y

VU2

Fig. 14.4.

do U. o®d
—ny—— — Uy = —myjw
dz J
1 I
— ~ ~ —
[ — -
~ U, =R n ny :3 Uz
| = - 1

Fig. 14.5.

Le rapport des tensions % est donc égal au rapport des nombres de spires dans les

enroulements :

o o 14.4
U2 ny m ( )

On peut également calculer le rapport des intensités I; et I, circulant respectivement
dans les circuits primaire et secondaire. Il suffit d’écrire le flux ® sous la forme :

ml + ml,
R

et de remarquer que Phypothése d’une réluctance R nulle impose la relation :

(D:

mly + nyly =0
Nous obtenons ainsi :

(14.5)
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Nous pouvons constater 4 'aide des relations 14.4 et 14.5 que, tandis que les tensions et
intensités sont modifiées, la puissance électrique fournie se conserve :

1 o 1 .
= SRe(UI]) = S Re(U15)

Ce dernier résultat souligne I'intérét d’utiliser un transformateur de cette nature pour
réduire une tension. En effet, 'utilisation d’une résistance électrique aurait pu également
provoquer une chute de tension mais les pertes par effets joule auraient entrainé une perte
de puissance.

Transformateur réel

Le fonctionnement d’'un transformateur réel doit prendre en compte I'existence de résis-
tances dans les enroulements, de pertes magnétiques qui font que seule une partie du
flux créé au primaire traverse le secondaire, et du fait que le matériau ferromagnétique
décrit une courbe d’hystérésis a chaque cycle de la tension alternative. Limportance
technologique, industrielle et économique de ces facteurs est considérable, mais les déve-
loppements auxquels ils donnent lieu sortent du cadre de cet ouvrage. On se contentera
d’une description qualitative de ce fonctionnement.

Dans un transformateur réel, on doit tenir compte des résistances R; et R; et des auto-
inductances de fuite L¢; et Ls,. Les tensions quon mesure, U; et U, s’écrivent alors :

U1 = Rlll +ij1 (1)]1 - Ull
U2 = —R2]2 —ijzu)IZ + UZ/

U] et Uj sont les tensions fictives du transformateur idéal correspondant, avec :

. 4
= —n —_—
! Vdr
- 4o
= —n —_—
2 2ds
et
U
—_— = —m
U,

Les flux de fuite étant pris en considération dans les auto-inductances L¢; et Ly, C’est le
méme flux ® qui intervient dans U] et U,.

Lorsque le circuit secondaire est ouvert, il passe un courant Iy dans le circuit primaire.
D’apreés la définition de la réluctance, on a :

d = mly _ Ull
R nyo
RO RU; RVim . 0y
m Jwn] o7y 2

La présence du facteur —; signifie que le courant a vide Iy est en quadrature sur la tension.
I1 est en général faible; il est sinusoidal si la réluctance R reste constante. Mais comme
celle-ci dépend de ., qui varie si le champ auxiliaire 7 = 711 est important (c’est-a-dire
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si my est grand), Iy n'est pas sinusoidal si la tension d’alimentation du circuit est trés
élevée. On peut observer cette déformation, due a I'hystérésis du matériau constituant la
carcasse, aux bornes d’'une résistance ajoutée sur le circuit primaire.

En charge (secondaire connecté sur une impédance Z) il passe un courant I; dans le
primaire et J, dans le secondaire. On peut écrire :

7’l1]1 + 7’12[2
R

Le flux ® ne dépend que de Uj. Il est indépendant des courants qui circulent dans les
enroulements, donc :

(I):

I L+ nylL 1
mo _MUTMR o =—-1
m

R R
Comme le courant a vide est faible, on trouve I; ~ — %Iz et on retrouve :
L U, 1
L U m

14.3. Les moteurs électriques

Tous les moteurs électriques fonctionnent sur le méme principe de base : la partie mobile
(rotor) porte un moment magnétique et la partie fixe (stator) engendre un champ magné-
tique qui n'est jamais aligné avec le moment du rotor. Il en résulte un couple qui fait
tourner le rotor et délivre un travail. Toute la variété des moteurs repose sur les diffé-
rentes méthodes développées pour maintenir un angle entre champ et moment, malgré
la rotation du moment.

Un moteur élémentaire

On a calculé au chapitre 13, le couple > qui s’exerce
sur une spire de moment magnétique M parcourue
par un courant et située dans un champ magnétique
homogeéne B et on a introduit de fagon élémentaire
le principe de la « commutation », qui permet de
retourner le moment du rotor chaque fois qu’il va
étre aligné avec le champ du stator. On va rappeler
brievement ici ce principe. Fig. 14.6.

Le courant qui alimente la spire vue sur la figure 14.6 en perspective provient du géné-
rateur par l'intermédiaire des deux demi-cylindres sur lesquels s'appuient deux « balais ».
A chaque demi-tour, le sens du courant s'inverse dans la spire, ce qui retourne son moment
magnétique. Le couple moteur qui en résulte garde ainsi constamment le méme signe et
le moteur tourne.

Supposons qu'au moment ou B et M sont alignés (minimum de I'énergie potentielle),
on inverse le sens du courant, ce qui rameéne I'énergie potentielle 4 sa valeur maximum. La
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boucle va tourner et perdre 2MB d’énergie potentielle par demi-tour, soit 41/B par tour.
Si la spire fait ainsi # tours par minute, la puissance mécanique fournie vaudra 4)Bn.
Nous avons construit un moteur. Retrouvons ce résultat en exploitant les résultats que nous
connaissons déja. Nous avions vu que la valeur instantanée du couple moteur de la spire
tournante vaut ['(8) = MB |sin 6|, moment qui fournit la puissance instantanée a l'axe :

doe . do
I'— = MB’s1n6| —
dz dz
En écrivant que la vitesse de rotation constante de la spire est caractérisée par la vitesse
angulaire % = w = 27n, on obtient une puissance moyenne de la forme :
de S
I'— = MBw }sme‘
dz

m
.. I~ . 2
Par définition, la valeur moyenne |sin 6] vaut % / sin0d6 = —. En remplagant, on
0 ™

retrouve bien la valeur précédente de la puissance du moteur.

Dans le meilleur des cas, celui d'un moteur sans pertes par effet Joule dans la spire qui
aurait un rendement de 100 %, pour maintenir le courant I constant, le générateur doit
fournir la puissance moyenne égale 4 la puissance motrice du moteur : P, = 4MBn
Toutefois, si le générateur dispose d’'une f.e.m. ¢, il ne pourra fournir de puissance que
tant que e sera supérieur a la force contre-électromotrice & induite dans le rotor, qui croit
avec la vitesse de rotation suivant la relation & = 4®Pyn, ou est P le flux maximum qui
traverse la spire.

Lorsque & atteindra 4®yn, 'égalité sera atteinte et le générateur ne pourra fournir
plus de puissance, ce qui donne, pour un & donné, la condition de vitesse maximum
de rotation : n = ¢/4®,. Cette relation montre en particulier qu'on peut augmenter la
vitesse en diminuant ®.

Ce genre de moteur est extrémement utilisé dans toutes les applications fonctionnant
en courant continu, comme par exemple les modeles réduits ou les lecteurs de cassettes
portables. Dans ces moteurs, la spire unique alimentée par un collecteur a deux électrodes
est remplacée par un ensemble de bobinages enroulés autour d’un noyau ferromagnétique,
décalés angulairement et alimentés par un collecteur ayant un grand nombre de lames.

En général, le champ magnétique fixe est produit par un aimant permanent. On
peut aussi le produire par un bobinage parcouru par un courant. Si on connecte en série
ce bobinage inducteur et la bobine tournante, on constitue un « moteur universel »,
fonctionnant aussi bien en courant continu qu’en courant alternatif : en effet, 4 chaque
demi-alternance, le sens du courant s'inverse, donc également le sens du champ inducteur
et celui du moment du rotor : champ et moment retrouvent leurs positions respectives et
le couple ne change pas.

Moteurs a champ tournant

Le moteur a courant continu est caractérisé par un rotor alimenté en courant par I'inter-
médiaire d’un collecteur assurant la commutation, le role du stator consistant a fournir
un champ magnétique fixe. Il existe d’autres types de moteurs dans lesquels le stator
délivre un champ magnétique, dit « champ tournant », dont 'orientation varie au cours
du temps.
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Le champ tournant

Considérons un systéme comprenant un stator
ferromagnétique et un rotor également ferroma-
gnétique porteur d'un moment magnétique M
(fig. 14. 7). Nous supposerons que le champ magné-
tique Bo créé par ce moment est, dans tout le volume
du rotor, parallele a M. Nous supposerons en outre
que l'espace entre stator et rotor est partout faible,
de sorte que dans cet entrefer, le champ est radial.
A un instant donné, l'angle de M par rapport a
une direction origine vaut wz. Compte tenu de la
conservation de la composante normale du champ
dans l'entrefer, le champ dans I'entrefer au niveau de
Porigine s’écrit :

By(O) = By cos wt
Pour un point repéré par I'angle o :
B(a) = By cos(wz — o)

On peut imaginer que le rotor comporte non
plus deux poles mais p paires de poles (fig. 14.8).
On voit que lors d’une rotation de vitesse angulaire
o, un point M de T'entrefer voit défiler les poles
a la pulsation pw et le déphasage d’'un point situé
angulairement a o de M est égal a4 pa. Le champ
tournant au point o s’écrit alors :

B(at) = By cos p(wr — o) (14.6)

Réalisation de champ tournant

Dans le paragraphe précédent, on a introduit la
notion de champ tournant en utilisant le champ
créé par un aimant qui tourne. On appellera en
général champ tournant, tout champ magnétique
décrit en chaque point de l'entrefer par une rela-
tion du type 14.6, quel que soit le dispositif utilisé
pour 'engendrer. On va examiner quelques-uns des
champs tournants les plus employés techniquement.
Commengons par le champ dipolaire qui pourra,
par exemple, étre crée dans lentrefer d’'un électro-
aimant alimenté en courant alternatif (fig. 14.9) :

B(a)

By cos w# cos a
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On a la superposition de deux champs tournant
en sens inverse a la pulsation w.

On peut aussi créer un champ dit « multipo-
laire ». Il est engendré par trois circuits magnétiques
identiques a celui du paragraphe précédent, déca-
1és angulairement de 120° et alimentés sur les trois
phases d’une distribution triphasée (fig. 14.10) :

B; = By cos w#cosa

2m 2m
By, = Bycos | wf — — | cos [ aa — —
3 3

41 4m
B3 = By cos | wf — EN A Gy Fig. 14.10.

La superposition de ces trois termes donne d’une part un terme %Bo cos(wt — a),
qui correspond a un champ tournant de pulsation w, d’autre part une somme de trois
termes dont on vérifie facilement qu'elle est nulle. Grice au courant triphasé, on peut
donc réaliser facilement des champs tournants. C’est une des principales raisons de son
emploi.

Moteurs a champs tournants

On a vu que le principe général des moteurs consistait a maintenir un décalage angulaire
entre le champ magnétique du stator et le moment magnétique du rotor. Lutilisation des
champs tournants permet d’obtenir ce résultat, suivant deux principes, celui des moteurs
synchrones, peu pratiques, et celui des moteurs asynchrones, qui représentent la majorité
des moteurs industriels.

B Moteurs synchrones et alternateurs

Un stator crée un champ tournant a la vitesse (). Le rotor est un dipdle magnétique
de moment M, par exemple un aimant permanent. Soumis au champ B, il ressent un
couple I' = M A B = MBsinak. Si () est la vitesse angulaire du rotor, le module de
I' s’écrit :

I' = MB, sin((Q — Qe+ (.p)

ou ¢ représente le déphasage entre le champ tournant et le rotor. On voit immédiatement
que :

0 si) # Q)

r= . :
MBysing si) =/

— Sising > 0 (0 < ¢ < ), le champ du stator est en avance sur celui du rotor, I' est
positif. Le systéme fournit du travail, c’est un moteur.
La zone de stabilité est celle ou |I'| augmente avec |¢| (fig. 14.11). Lorsqu'on demande
trop d’effort au moteur, I" augmente ainsi que ¢ jusqu’a ce que le déphasage atteigne la
valeur 3. A ce moment le moteur « décroche » d’un tour par rapport au champ tournant
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jusqu’a retrouver une zone de stabilité. Le moteur synchrone a besoin, pour démarrer,
d’un systéme auxiliaire qui crée un couple non nul jusqu’a ce que (2 = )'.

— Sising < 0(0 > ¢ > —m), le couple fournit du travail au systéme, qui fonctionne alors
en générateur et constitue alors un alternateur.

Dans le fonctionnement en alternateur, le champ tournant est engendré par la cir-
culation des courants induits dans le stator par la rotation du moment magnétique du
rotor. Ces courants ne circulent que si le générateur est relié a un circuit d’utilisation,
mais si 'intensité demandée par lutilisateur devient trop importante, le phénomene de
décrochement se produit comme pour le moteur. Dans un réseau synchronisé comme le
réseau E.D.F en France, cette situation serait catastrophique et doit donc étre évitée a
tout prix.

r
. ] .z s
stabilité Bstator
Erotor
moteur
¢
¢
générateur >
Q

Fig. 14.11.

B Moteurs asynchrones

Dans ces moteurs, le stator fabrique un champ Eo tournant a la vitesse ). Le rotor est
forme d’une spire en court-circuit tournant a la vitesse ()’ < ). Elle ressent un champ tour-
nant de pulsation () — )’ = AQ) dont la composante normale B = B cos A)# donne un
flux ®(#) = ByS cos AQz. Celui-ci produit une f.e.m. d’induction e = —BySAL) sin AQz.

La spire de résistance R étant en court-circuit, il circule un courant I = I sin(AQz— o)
dont une partie I, est en phase avec ¢ et 'autre I, en quadrature retard :

B
I = LAQ sin AQz
R
_ BySAQ
Ia = —m cos AQ¢
BySAQ
b= ——
VR? + [2AQ?
LAQ
tand) = T
R
cosdh =

VR? + L2A0?
Le moment créé par le courant I est alternatif de pulsation Af), c’est donc la somme
de deux moments tournant en sens inverse 'un de 'autre par rapport a la spire. Ils sont
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entrainés par la spire a la vitesse (). L'un des deux moments tourne donc par rapport au
stator 4 la vitesse :

Q-0 +0' =0

cest-a-dire a la vitesse du champ tournant. On a bien créé une situation « moteur »
puisqu'un moment solidaire du rotor tourne 4 la méme vitesse que le champ tournant,
mais avec un déphasage retard donné par tan¢d = LAQ/R. Le couple fournit bien de
I'énergie mécanique. On retrouve ce résultat en calculant directement le couple :

I = MBsin(M, B) = SI sin(AQ# — &) By sin AQz
SIyBy SIyBy
cos d
2 2

F:

(cos & — cos(2AQ s — d))) =

Ona:

BySAQ
VR2 + [2A02
R
VR? + [2AQ?
1 (ByS)*RAQ
2 R?2 + [2AQ2

IO_

cos d
F =

On reconnait I'allure d’une courbe de résonance (fig. 14.12).

AQ

Fig. 14.12.

Au démarrage, ) = 0, AQ) = ) et le couple n’est pas nul. Il passe par un maximum
pour un certain glissement A{). Il est stable pour des glissements inférieurs. Si le couple
résistant devient trop important, le moteur s’arréte.

Exevrcices

Kl Quelles sont les formes de cycles d'hystérésis
les mieux adaptés a :

(1) des appareils a courant alternatif ?
(2) des électroaimants ?
(3) des aimants permanents?

(4) des appareils électroniques (ex : amplifica-
teurs) ?

B3 Soit un tore de rayon moyen b, de section
carrée de coOté a, fait avec un matériau ferroma-
gnétique de perméabilité relative wr, supposée
constante dans les conditions d'utilisation; on
bobine, sur la totalité du tore, N tours de fil par-
courus par un courant /. On néglige les « fuites
magnétiques ».

14. APPLICATIONS DU MAGNETISME 241



a. Déterminer le champ auxiliaire H et le champ
magnétique B en tout point de I'espace. Mon-
trer que l'inductance L du circuit peut s'écrire
en fonction de la réluctance R du circuit par la
relation L = NTf.

b. On pratique dans le tore un entrefer vu du
centre O sous un angle a. Déterminer le nou-
veau champ B, en tout point de I'espace et cal-
culer la nouvelle inductance L’ en fonction de la
nouvelle réluctance R”’.

c. Comparer R’ et R”, B, B, et le champ By
que I'on obtiendrait avec un bobinage identique
enroulé sur un matériau non ferromagnétique.

d. Calculer numériquement L, L', R’, R", % et
g—g pour ur = 103, R = 5cm, a = 0,05 cm
et a = 5. Que doit-on faire pour obtenir un
champ intense dans I'entrefer?

EJ un moteur est constitué d'une poulie iso-
lante de centre O et de rayon D, mobile sur
un axe horizontal A. Un fil conducteur OM est
fixé sur la poulie, dans une position radiale. L'ex-
trémité M du fil est en contact électrique avec
une boucle métallique fixe de méme rayon et de
méme axe que la poulie. Les points O et M sont
reliés aux bornes d'un générateur. La résistance
du circuit est R. Le systéme est placé dans un
champ magnétique uniforme B perpendiculaire
a la poulie.
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a. Le systéme est initialement au repos. Etablir
la loi de variation de la masse m pendue a I'ex-
trémité d'un corde enroulée autour de la poulie
et la valeur du courant en fonction de la vitesse
angulaire.

b. On enléve la source de courant. Montrer que
ce systéme est un générateur de courant. Préci-
ser ses caractéristiques quand la vitesse angulaire
o atteint la vitesse limite.



C onclusion

Dans les chapitres précédents, nous avons établi et commenté les différentes équations
permettant de rendre compte de 'ensemble des phénomenes électrostatiques et électro-
magnétiques. Reprenons une 4 une ces équations.

Il'y a tout d’abord I'équation de Coulomb reliant le champ électrique E i la densité
de charges p : ~ =~ p
V-E=—

€0
Cette équation, forme locale du théoréme de Gauss, montre qu'en électrostatique, seules
les charges électriques sont sources de champ électrique. Cette équation est toujours vraie
et s'applique aussi bien aux charges en mouvement qu’aux charges statiques.
Les champs magnétiques n'étant quant a4 eux créés que par des courants et non par
des charges magnétiques isolées, ils vérifient 'équation :
V-B=0
Par ailleurs, les lois décrivant les phénomenes d’induction mis en évidence par Faraday
ont montré que les variations temporelles du champ magnétique donnaient naissance a
un champ électrique induit décrit par 'équation :

—

VAE=-2
at

Enfin, les expériences d’Ampere liant 'apparition d’un champ magnétique a la circulation
d’un courant électrique stationnaire conduisent a '’équation :

VAB=p
Lensemble de ces quatre équations permet de décrire tous les phénomenes de I'électro-
magnétisme dans le vide, pourvu que les distributions de charges et les courants soient
stationnaires.

En revanche, dés que les distributions de charges et les courants varient au cours
du temps, ces équations doivent étre partiellement modifiées, 'équation d’Ampere telle
quelle est formulée dans le cas de courants stationnaires devenant insuffisante dans le
cas général. En effet, si nous calculons la divergence du courant Ja partir de 'équation
d’Ampere, nous obtenons :

V. i=—V-(TaB=0
Ko

résultat toujours vrai puisque la divergence de tout rotationnel est nulle. Par ailleurs, la
loi de conservation des charges, jamais invalidée expérimentalement et véritable pierre
angulaire de I'électromagnétisme, nous indique que :

G.j=_2

ot

Ainsi, lorsque les distributions de charges varient au cours du temps, cette équation de
conservation des charges impose a la divergence de J détre non nulle. Ce résultat est en
contradiction avec le calcul de la divergence issue de 'équation d’Ampere.
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Cette incompatibilité entre 'équation d’Ampére et I'équation de conservation des
charges fut mise en évidence par Maxwell. Il proposa alors de modifier 'équation d’Am-
pére en ajoutant aux courants J un second courant, dit « de déplacement », de maniére
a lever cette incompatibilité. Pour ce faire, Maxwell observa qu’en utilisant I'’équation de
Coulomb pour exprimer la densité de charges en fonction du champ électrique, il pouvait
réécrire 'équation de conservation des charges sous la forme :

= - a(V-E) = (- oF

V'j+80T—V'(]+80¥) =0
ce qui lui suggéra de modifier I'équation d’Ampére et de la réécrire :

6/\§ = Mo <j+80§)
ar
Ce résultat montre que la variation dans le temps du champ électrique induit 'apparition
d’un champ magnétique.
Les phénomenes de I'électromagnétisme dans leur ensemble pouvaient ainsi étre

décrits en toute généralité a partir de quatre équations appcgées équations de Maxwell :

= = = B
V.E=L VAE=-2
&0 dz
— - o . OF
V-B=0 V/\B:FL()(]"‘SOE)
Dans le vide, ces équations sont totalement symétriques :
- = = = dB
ar
= = = = oE
VB=O VABquSQE

Elles permirent 2 Maxwell de montrer que des ondes électromagnétiques pouvaient se
propager, la vitesse de propagation c vérifiant 'équation :
Apogo = 1

Le champ électromagnétique se propage par les effets superposés de I'induction et du cou-
rant déplacement. Si le champ magnétique décroit, il apparait alors un champ électrique
opposé a sa disparition (loi de Faraday); a 'inverse si le champ électrique disparaissait,
il apparaitrait dans le méme temps un champ magnétique. Ainsi champs magnétiques et
champs électriques se soutiennent 'un I'autre et se propagent dans le vide.

A I'époque de Maxwell, on savait mesurer la constante &y et en déduire pwo. Ainsi,
si on prend une unité de charge arbitraire, on peut déterminer &y en mesurant la force
entre deux charges unités au repos en utilisant la loi de Coulomb. Ces unités de charges
données, on peut définir un courant unité, mesurer la force entre deux circuits parcourus
par des courants unité et en déduire po. A partir des données expérimentales, on obtient
une vitesse de propagation des ondes électromagnétiques égale a ¢ = 3.10% m/s. Max-
well observa que cette vitesse de propagation de 'onde électromagnétique était celle de la
lumiere et put conclure que la lumiére consistait en la propagation d’une onde électroma-
gnétique. Apres Faraday, Oerstedt et Ampere qui avaient unifié et rationnalisé les théories
concernant I'électricité et le magnétisme, Maxwell avait franchi une étape supplémentaire
en unifiant la lumiere a I'électromagnétisme. Mais c’est une autre histoire...
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Annexef

Eléments &' analyse vectorielle

A.1. Les systémes de coordonnées

Les coordonnées cartésiennes

Tout point M peut étre repéré par ses coor- i.
données cartésiennes (x,y,z) dans un tri-
¢dre orthonormé direct de vecteurs de base M

ly, iy, i, et de centre O (fig. A.1). i iy

Dans ce systeme de coordonnées : z

— un déplacement élémentaire entre deux 0]
points M et M’ est donné par : X

K<V

d7 = i dx+ @, dy + 7,dz Y
X

— le volume élémentaire est égal a :

dr =dxdydz

Fig. A.1. Systéme de coordonnées cartésiennes.

5
— un vecteur A s’écrit en fonction de ses
composantes Ay, Ay, 4, :

A = i A + i Ay + i,

Les coordonnées cylindriques R

Sile probléme est de révolution autour d’'un i
axe, on peut utiliser les coordonnées cylin-
driques. La position du point M est alors 0 iig
repérée par sa distance p a 'axe Oz, sa cote .
z par rapport au plan xOy et 'angle azimutal
0 entre le plan xy et le plan contenant M et
l'axe des z (fig. A.2).

Le triedre local autour du point M est 0
alors le triedre 7, ug, %, tel que :

Y
- 4

— 1, estdans la direction de la perpendicu-

. N M X
laire a 'axe des z passant par M.

Fig. A.2. Systeme de coordonnées cylindriques.
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— g est perpendiculaire au plan contenant M et I'axe des z, dans le sens des 0 croissant.

R .
u, est dans le sens des z croissants.

Dans ce systeme de coordonnées :

— un déplacement élémentaire est donné par :

d7 = d,dp + Hypd6 + ,dz

le volume élémentaire est égal a :

dt = pdpd6dz
— un vecteur 4 s’écrit en fonction de ses composantes 4,, Ay, 4, :

A = Gpdy + Gody + Tiyd,

Les coordonnées sphériques

Si le probleme admet un point O
comme centre de symétrie, on uti- A
lise les coordonnées sphériques.
La position du point M est
alors repérée par sa distance 7 au
point O, l'angle 6 entre I'axe Oz
et le rayon vecteur OM et I'angle

azimutal ¢ (fig. A.3).

Le triédre local autour du point
M estalors #,, #g, 4, ettel que:

\<V

— 1, estdans la direction du rayon
vecteur OM.

— g, perpendiculaire au rayon
vecteur OM, est dans le plan

contenant le rayon vecteur OM
et I'axe des z; il est dirigé dans  Fig- A.3. Systeme de coordonnées sphériques.

le sens des 0 croissants.

— g, perpendiculaire au plan contenant le rayon vecteur OM et I'axe des z, est dirigé
dans le sens des @ croissants.

Dans ce systéme de coordonnées :

— un déplacement élémentaire est donné par :
d7 = 7, dr + nord® + uyrsinfde
— le volume élémentaire est égal a :
dt = r*sinfdrdede
— un vecteur 4 sécrit en fonction de ses composantes Ay, Ay, A :

A = G A + dody + Tipd,
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COORDONNEES
CARTESIENNES

COORDONNEES
CYLINDRIQUES

COORDONNEES
SPHERIQUES

di2 = dx? + dy? + dz2

di? = dp? + p2 d6? + dz?

X =pcosO = rsin@cos ¢
y =psin6 =rsin@sing
z =z =rcos6
0<6 <2m 0<0<m0<¢<2n

iy =1 iip =1icos® +jsin® fiy = isinBcos g + jsin® sing + k sin O
iy =j iig = —isin® +jcos® iiq = icos 0 cos ¢ + jcos O sing —ksin®
i, =k i, =k iy = —iSin ¢ + jcos
. dx o dp o dr
dOM = dI | dy dOM = dI | pd6 dOM = di | rde

dz dz rsinqde

di2 = dr? + 12 d6? + r2 sin? 6 dp?

dS = dxdy = dxdz = dydz

’

dSy = rdodr
0
'////
/d<p P

P/
,A. !
M s, = | M
r2sin®d6 dg

ds, = rsin®ded6

N
dV = dxdydz dv=pdodpdz M’ dv = r2sin0 d0 drdg
Foo 00, 00 99, Goo 0%, L Loe. 90 Goo 0%, 100, 1 00
T T T ST paetet G T T 98" T Fsine ag 'Y
— . 0Ay  BAy 04, -~  13(pA 10Ag  9A; - 1902
JA= 2 y : va— 1304 1340 04| Gp 13074
ax ay 0z p I p 6 9z 2 or
I (9(Agsin®) 94,
rsin® a0 Bl
gk || pie @ ,|ar e rsini,
SN i) 9 9 Sy i) i) i) UAA— 0 0 0
VAA=|57 W 9z V/\A:E il 39 3z V/\A_ﬂsine 3 36 Rz
Ay Ay A Ap pAg Az Ay rAg rsinBAy

A 19 (za N Lo
(=2 (22 -2
r2ar ar r2sin@ 00

il
ino-L
in 89)

Fig. A.4.
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Dans le tableau de la page précédente rassemblant ces trois systémes de coordonnées,
on donne :

— le triedre xyz, le « triedre local » et les relations qui permettent de passer d’un systéme
a lautre;

— les composantes d’'un déplacement élémentaire quelconque d /, la longueur d/ de ce
déplacement et les différentes surfaces élémentaires ;

— lexpression du gradient et du laplacien d’un scalaire ®, de la divergence et du rotationnel
d’un vecteur A4, notions que nous allons définir dans cette annexe.

A.2. Orientation de I'espace
Triédre direct

Considérons le triedre formé de trois vecteurs unitaires s,
u, (fig. A.5).
Le triedre (y, #y, #,) est direct si, vue de #,, la rotation
qui améne #y sur #y suivant 'angle inférieur a  se fait dans
le sens trigonométrique (inverse du sens des aiguilles d’'une
montre). Le triedre de la main droite (pouce, index, majeur)
est direct.

Une permutation circulaire des vecteurs conserve 'orienta-
tion. Toute transposition et retournement d’'un nombre impair
de vecteurs inverse 'orientation du triédre. Fig. A.5.

-
lly,

Surface orientée
Une surface ouverte est limitée par une courbe fermée dont s =nds

on peut choisir un sens de parcours (fig. A.6). Ce sens permet
d’orienter la surface dans I'espace, puisquon peut définir un
coté de la surface d’ou le sens de parcours est vu comme direct.

Pour une surface élémentaire, assimilable 4 son plan tangent, il est courant de définir
un vecteur d § dont le module est égal a I'aire de la surface élémentaire, dont la direction
est celle de la normale a cette surface et dont le sens est directement associé au sens de
parcours par la régle dite du « bonhomme d’Ampére » : un observateur, ayant les pieds
sur la surface et la téte au niveau de la pointe du vecteur d’orientation, voit tourner la
circulation du parcours dans le sens trigonométrique. Pour une surface fermée, on oriente
généralement la surface vers 'extérieur.

Fig. A.6.
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A.3. Produit de vecteurs

Produit scalaire de deux vecteurs 4 et B

Clest un scalaire noté 4 - B tel que :

—
— —

A-B = | 4| Bl cos(4, B)

Si4-B = 0,les vecteurs A et B sont orthogonaux. Le produit scalaire est commutatif
et distributif :

— -

A-B=B-A4 e A-(B+C =A4-B+A4-C
En coordonnées cartésiennes,
A-B=AB + AB, + A4,B,

En coordonnées cylindriques,

-

A-B = A4,B, + AyBy + 4,B,

En coordonnées sphériques,

—

A-B = AB, + AyBy + A,B,

Produit vectoriel de deux vecteurs 4 et B
Cest un vecteur C = A A B de norme :
ICIl = |l4 A B|| = [|4]| || B| sin(4, B)

-

La d1rect1on du produit vectoriel de deux vecteurs A et B est perpendiculaire au plan

-

contenant A et B et son sens est tel que le triedre (A B, o ) est direct.
SiANB = 0 les vecteurs A et B sont colinéaires.
Notons que le prodmt vectoriel est distributif mais non commutatif :

ANB+C)=ANB+ANC
ANB=—-BnA
En coordonnées cartésiennes,
C =A4ANB = (4B, — 4,B,)iy + (4,B, — A,B,) %, + (4B, — 4,B)%,
En coordonnées cylindriques,
C = AN B = (4yB, — A,By)iir + (4,By — AyB,) iy + (A,By — AyB,)ii,
En coordonnées sphériques,

C =ANB = (4yB, — A,By)ti; + (A,B, — A,B,)iig + (4.By — AyB,) %,
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A.4. Vecteur gradient

Définition du gradient

Soit une fonction scalaire /(7 ) définie dans une région de l'es-

pace, nantie des qualités d'une « bonne fonction » (continuité, H gradf
dérivabilité,...) comme le sont généralement les grandeurs

physiques comme par exemple la température 7', I'indice de _ M
réfraction, la masse volumique... M di

On définit son gradient entre_ deux points voisins M et
M’ (fig. A.7), tels que MM’ = d 7 , par le vecteur grad f qui

vérifie la relation :
df = fM') — fM) = gradf - d /
Selon cette définition :

— le maximum du produit scalaire a lieu lorsque MM et grz{ / sont colinéaires; en
d’autres termes, le vecteur gradient pointe dans la direction ot la fonction varie le plus
vite ;

— a l'inverse, si MM’ est perpendiculaire a gr;i /> le produit scalaire est nul. Ceci
indique que la fonction f ne varie pas dans cette direction : grad / est normal aux
surfaces satisfaisant a la relation f(7) = Cte;

— la longueur du vecteur gradient est d’autant plus grande que la variation de la fonction
dans cette direction est plus forte;

— remarquons enfin que, entre deux points 4 et B, la variation de la fonction f* est
indépendante du chemin (C) suivi pour aller de 4 a4 B :

B
f(B) —f) = / gradf - d/
A
Sur un contour fermé,

jqégr?if-ﬂzo

Expression du gradient en coordonnées cartésiennes

Considérons deux points voisins M(x, y, z) et M'(«', y', 2'), avec &’ = x+dw,y’ = y+dy
et ¥ = z + dz. On peut écrire le vecteur MM’ sous la forme :
MM’ = dxu, + dyuiy + dzi,

D’apres le développement de Taylor :

Jd

f(M’)=f(M)+(fd + fd + fdz)

ady 0z

et I'expression se réécrit :

FM) = £(M) + grad f - MM’
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Par identification, nous en déduirons que U'expression du gradient est :

—_— Jd d Jd
grad f = iﬁx + lﬁy + iiz’z
dx dy dy

m Exemple

Soit la fonction température :

1
T(x,y,2) = e +y2 + 522 = Cte

C’est I'équation d’un ellipsoide de révolution :

grad T' = 2wiiy + 2yiiy + 27,

Expression du gradient en coordonnées cylindriques et sphériques
En coordonnées cylindriques, on a :

MM’ = dpi, + pd0iy + dzi,

—_— d 10 )
grad f = liip + —1229 + lZZZ
ap p a0 0z

En coordonnées sphériques, on a :

MM' = dri, + rd0ig + rsin0dei,
d 19 1 9
l“ + l“ + l"

- L1
grads = Gt g

u
rsin® d@ ©

Expression du gradient en fonction de 'opérateur V

Pour représenter le gradient, on utilise souvent formellement 'opérateur V (nabla) comme
§'1l s’agissait d’un vecteur :

Cet opérateur ne prend de sens que lorsqu’on I'applique 4 une fonction. grad f s’écrit
en coordonnées cartésiennes :

— J 0 0
Sr=ul i ¥ 5Y
dx dy 0z

Cet opérateur se comporte comme un vecteur, dans des produits scalaires, vectoriels;

il permet des unifications d’écriture commodes, mais attention, les formules de I'algebre
vectorielle ne sont pas toujours applicables & ce « vecteur ».
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A.5. Flux et divergence d'un champ de vecteurs

Flux d’'une grandeur vectorielle a travers une surface

Prenons l'exemple d’un filet
étendu perpendiculairement au
courant d’une riviére caractéri-
sée en tout point par sa vitesse
locale T (x, y, z) (fig. A.8a). Le
volume d’eau Q qui traverse une
maille du filet est proportionnel
a la vitesse du courant, a la sur-
face de la maille et au temps
écoulé : Q = |T|| SAz Clest le
volume du parallélépipede rec-
tangle de base considérée § et a) b)
de hauteur || 7| Az

Le flux volumique d’eau est
le volume d’eau qui transite par unité de temps : & = oS.

Si la surface de la maille n'est pas perpendiculaire au courant (fig. A.8.b), il passe
moins d’eau, le flux est moindre et vaut :

® = ||| Scosb =3 - S

Le sens du vecteur § est arbitraire, mais une fois choisi, il impose un signe déterminé
au flux.

Sion considére 'ensemble du filet, de surface X, le flux a travers chaque maille supposée
suffisamment petite, apparait comme un flux volumique élémentaire d® = T -d §, défini
en chaque point de la surface et le flux volumique total @ s’exprime par 'intégrale de

surface : .
® = //a.ds
3

La notion de flux s’étend 4 toute grandeur vectorielle définie dans une région de I'espace :
champs électriques ou magnétiques,...
Par exemple, le flux d’'un champ électrique 2 travers une surface 3, s'écrit :

@(E)z//zﬁ-d§

Définition de la divergence

Par définition, la divergence d’un vecteur A est la limite du flux de ce vecteur (ramené a
'unité de volume) a travers la surface fermée S, entourant un volume 7, quand ce volume
tend vers zéro :

S
Qe
v

Fig. A.8.

divd =lim () A-d8
V—0
ou

dd = divAdr
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La divergence donne la différence entre le flux
entrant et le flux sortant. Elle peut avoir deux //
sources : la variation de longueur d’'un vecteur ; 2 f ,
quand on se déplace dans son sens et la fagon dont .
les lignes de champ s'écartent (« divergent ») les W\

unes des autres (fig. A.9).
Fig. A.9.

Si on prend un volume élémentaire cylin-
drique dont la base est perpendiculaire en son
centre au champ vectoriel étudié, on constate que,
si seule la longueur du vecteur change, c’est uniquement le flux & travers les faces planes
du cylindre qui contribue au flux total ; en revanche, si le module du vecteur est constant
mais que son orientation change, seule la surface latérale contribue au flux total. Dans le
cas général, ces deux contributions s’ajoutent.

Expression de la divergence en coordonnées cartésiennes

Considérons un cube de cotés dx, dy, dz, centré sur le point M(x, y, z) et dont les arétes
sont paralléles aux axes iy, iy, 4, (fig. A.10).
Désignons par A(x, y, z) un vecteur d’origine M, dont on veut calculer le flux a travers
la surface totale du cube, la normale étant orientée sur chaque face vers I'extérieur.
Considérons les faces perpendiculaires 4 7,.

Seule la composante A, contribue au flux : A%
04, dx A
dq)avan = AX + 5 d d
i)
3AX dx . dx
dq)arriére = - (AX - 9 2> d_y dz Az dy
dq)x = dq)avant + dq)arriére - > >
A Uy Uy y
04y
= < ) dxdydz
dx X

En tenant compte des contributions des deux autres  Fig. A.10.
paires de faces, on trouve :

A
dx dy 0z

04 04, 04
dCI>=d<I>X+d<I>y+d<I>Z=< z 4+ Z)dT

La fonction scalaire fabriquée a partir du vecteur 4 définit la divergence de 4 dont
I'expression en coordonnées cartésiennes est donc :

- addy 04, 04,
divd = + 2+
Ox dy 0z

Pour représenter la divergence, on utilise souvent formellement 'opérateur :

= - 04 a4, 04,
v.ﬂ: X y+ z

A. ELEMENTS D’ANALYSE VECTORIELLE 253



En effet,
= ~d 4 9 - - -
V-Ad=|ty—+u,—+ u,— |- (Axux + 4y u, +Azuz)
On démontre que la divergence est invariante par changement de repére.

Expression de la divergence en coordonnées cylindriques

Soitun vecteur 4 ayant comme origine le centre du volume élémentaire MNPOM'N'P'Q'.
A travers les surfaces d §1 et d 87 (fig. A.11), seules les composantes dirigées selon %, ont
un flux non nul.

On a donc :
a4, d a4, d
do, = <Ap + —P_"> a8 — <Ap - —"—p> ds;
ap 2 ap 2

CommedS§; = (p —dp/2)d6dz et dS; = (p +dp/2)dbdz,

a4, dp
d®, = 4,dpd6dz + Z—Bpp P dodz
a4 10(p4,
do, = <Ap + —"> odpdedz = 2204 4
ap p dp

dz

X

Fig. A.11.

A travers les surfaces élémentaires d S, et d §), seules les composantes dirigées selon
g ont un flux non nul. Comme d§, = d§) = dpdz, on obtient :

a4y do 104
ddy = 222 dpdz = = dr
90 2 p 90
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A travers les surfaces élémentaires d §3 et d 85, seules les composantes dirigées selon
i, ont un flux non nul. Comme d§3 = d§; = pd@dp,ona:

04, dz 04,

do, = —pd0dp = d
28Z2p9p 8zT

Au total :

1 d(pA4 194 04,
o = (L12e4) | 1ody dr
p dp p 99 0z

Expression de la divergence en coordonnées sphériques

Soitun vecteur 4 ayant comme origine le centre du volume élémentaire MNPOM'N'P'Q'.
A travers les surfaces d §; et d §7 (fig. A.12) seules les composantes dirigées selon #, ont
un flux non nul :

04 04,
4P, = <14r ; _@) asi - (Ar _ fﬂ> as,
or 2 or 2

Comme dS; = (r — dr/2)*sin0d0de et dS; = (r + dr/2)*d0sin0de

dr\? dr\? .
dd, = 4, r+— ) —|r—— sinfdode
2 2
+Mrﬂ +ﬂ2+ —ﬂz in6d6d
5 2 r+ - r— sin o)

r

d®, ~ 24,rsin6drd6do + p
-
supérieur.
On adonc:

#*sin0drd6 de en négligeant les termes d’ordre

do, = (2/i + 04;

7 or

) #sin0dodrde

A travers les surfaces d §; et d 8} seules les composantes dirigées selon #g ont un flux
non nul. On a donc :

a4 a4,
dq)ez 149"‘79@ dSé— 149—79@ dS2
09 2 a0 2
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Comme d§} = rsin(0 + d6/2)dedr et dS, = rsin(6 —d6/2)dedr

ddy = 4, <sin <6 + d;) — sin (9 — d;)) rdedr
04y d d d
+ 34 49 sin 6+—e + sin 6——6 rdedr
90 2 2 2

do a4y do de

=2 Aecosesin—+—e—sin6cos— rdedr
2 0 2 2

de

Comme sin — ~ — et cosizl,ona:

2 2

4
ddy = <A9 cos6do + a—eedﬂsin6> rdeodr

On adonc:

6 04
dd, = < ecos o

+ —) rsin8dedrdo
20

sin 6

1 d(r sin 0.4p)
= - dr
72sin O 00

A travers les surfaces d 83 et d 8} seules les composantes dirigées selon 7, ont un flux
non nul; comme dS3 = d§} = »d6dr, on obtient :

a4, d 1 o4
do, = 222¢5% 4o dr = 2% s
de 2

rsin® de
Au total :
dd = 1 9(7* sin 0.4,) N d(r sin 0.4y) N a(rA,) dr
r2sin 0 ar a0 1o
llz
0
%
X
Fig. A.12.
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A.6. Circulation et rotationnel d’'un champ
de vecteurs

Circulation d’un vecteur
Pour un déplacement élémentaire dM, le travail d’'une force F* s'exprime par :

dw = F-dM

Pour un trajet fini 4B, ce travail s'exprime par
I'intégrale curviligne appelée « circulation » :

2

B
Wa_p = / F-dM
A dl
_ Plus généralement, la circulation d’un vecteur
A entre deux points 4 et B (fig. A.13) est : A

B, Fig. A.13.
C=/ A-d!/
A

Sur un circuit fermé, la circulation s’écrit :
% A-d!/

Définition du rotationnel

Le rotationnel du vecteur 4 est lui-méme un vec-
teur. La composante du rotationnel du vecteur 4
suivant la normale 7 en un point d’une surface d §
(fig. A.14) est la limite de la circulation du vec- n
teur (ramenée a I'unité de surface) sur un contour
C fermé délimitant une surface §, quand cette s
surface tend vers zéro :

L o — = o1 - = Fig. A.14.
n-rotA=11m§ A-d/

2|

b

S—0
ou

dC = rot A4 -dS#

Compte tenu de la relation entre circulation élémentaire et rotationnel, on voit qu'un
rotationnel non nul signifie que le champ vectoriel possede une composante « tournante »,
analogue au vecteur vitesse d’un mobile sur un cercle. La direction du rotationnel est
perpendiculaire au plan dans lequel cette composante tournante est la plus élevée (comme
le vecteur moment angulaire du mobile précédent) et le vecteur rotationnel est d’autant
plus grand que cette composante est plus forte.
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Expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes

Calculons la circulation d’un vecteur sur un trajet fermé, infinitésimal. Soit un contour
le long duquel la circulation n'est pas nulle. Il nous faut évaluer localement le rapport
d C/ d S entre la circulation et la surface. Décomposons la surface limitée par le contour
en un maillage de surfaces élémentaires ayant des contours communs (fig. A.15.a). Nous
nous limiterons au cas des surfaces situées dans les plans définis par les axes du systéme
de coordonnées. Considérons, par exemple un rectangle élémentaire dans le plan xOy
(fig. A.15.b). ~

La circulation du vecteur 4 le long du trajet MIVPQ comporte 4 termes correspondant
aux 4 cotés :

d a4, d
m sur MV : Ay (x,y—%) dx = <Ax_ ax_y> dx

2

w sur VP : ﬂy

a) b) 2 2
Fig. A.15.

En regroupant les différents termes, on obtient :

- o a4, o4 ad, 04
dcz/A-oU: — - )daxdy= (=2 -—)ds
dx dy dx dy

et
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Un calcul analogue dans les deux autres plans de coordonnées donne respectivement :

a4, 94
< — —y> sur yOz
ady 0z
04 04
S — sur z0x
( 0z dx )

o
Ces trois expressions sont les trois composantes du vecteur rotationnel de 4 :

— = 04, aﬂy . 04, 04, \ BAy oA, \
rot 4 = — — | u, + — Uy + | — — U,
dy 0z 0z dx dx ady

que I'on peut écrire en fonction de U'opérateur 6' :
- - 04, 04,\ _ oA, 0A4,\ _ a4, oA\
VANA= — =) u + — ay + —— U,
dy 0z 0z dx dx ady

On peut également écrire le rotationnel de A :

—

-
Uy Uy U,

g 0 0 0
rotd =|— — —
dx dy 0Jz
Ay Ay A,

Nous admettrons ici sans démonstration que 1_51 propriété qui vient d’étre établie a
propos du rapport entre la circulation du vecteur A4 sur le contour et I'aire de la surface
reste vraie méme lorsque les contours ne sont pas situés dans les plans de coordonnées
(justification par le caractére invariant du rotationnel).

Expression du rotationnel en coordonnées cylindriques

Sur la figure A.16, on a signalé par des fleches différentes, le sens de parcours des trois

surfaces; il est tel que les normales aux surfaces soient orientées respectivement dans les
. . . . S5 o o ’ . .

directions du triedre direct #,, #g, #,. Le long des contours M’ N'P'Q/, la circulation

est égale a
d de
dC; = 4y ((—),z— ;) pd6 + 4, (z,ﬂ-i- 7) dz
d de
— 4 <6,z+ g) 0d6 — 4, <z,6— 7) dz

04y d d4,de
= ﬂe——e—z pdo+ (4, + —— ) d=z
dz 2 90 2

a4y d a4, d
—(ay+ 042 fqp— (4, - 2220 4,
dz 2 a0 2
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A
z— —epdzdﬂ
0z

lod, 044,
- = pdodz
p 00 0z

B (1 a4, Me)ds
-\ 1

p 06 0z

Fig. A.16.

Le long de MQQ'M’, la circulation est égale 4 :

dp d
dG, =4 (z,p—7>dz+ﬂ (p,z+ g)dp
dp d
—Az<z,p+7>dz— <p,z—§>dp
= (g, = AR gy (44 Medz) g,
ap 2 0z 2
04, dz a4, dp
———|dp— (4, — )d
() ()

(04, 4,
0z ap

>dpdz

04, aAZ
( ) as,
0z ap
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Le long de M'N'NM, la circulation est égale a

=00+ ) (542 a0 4, 0+ 2 0
(002 (- 2 a0+ (502
(s 20) (4 80) gy (4 2 0)
- <A9+ %"?) <p+ %) de + <Ap+ %"%) dp

4 a4
0 dpdo— =2dpd6 + A, dpdb
ap 20

A 194 A
(e Lody A g
ap p do p

()oY g
p

ap a9
Autotalon a:
- 104, 04\ . a4, a4, \ 1 [ a(p4, a4, \ .
rotd = | - - Uy + —r_ ug + — (pe)——p U,
p a9 0z 0z ap p op a0

que l'on peut écrire :

l

P,
@]
[
Al

I

O | =

7, 7,
9 9
ap 90 oz
A A,

Expression du rotationnel en coordonnées sphériques

Sur la figure A.17, on a signalé par des fleches différentes, le sens de parcours des trois
surfaces ; il est tel que les normales aux surfaces soient orientées respectivement dans les
directions du triedre direct #,, g, #g.
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Fig. A.17.
Le long de M'Q'P'N’, la circulation est égale 4 :

d d d
A, <cp,9+79)rsin(9+76>dcp—ﬂe (G,cp+7cp> rd6
de de d
—A@(cp,ﬂ—j)rsin(ﬂ—?)dcp-i-ﬂe (e,cp—%’)rde
a4, do . de 04y do
= (A, + —2— 0+ — |de— Ay + —— | rd6
(5 ) (05 oo (24 25)
04, do ) de a4y do
— Ay — = — — — |de+ (4y— —— | d
<¢ aez)rsm(ﬁ 2> ¢ (9 8@2) 0
04, d6 . de ) de
= E? sin 6+7 + sin 6—7 d(P
a4
_ @(sin<9+dze>—sin<9—dze)>rdcp—d(:rdedcp

a4, do de de a4
=2 =2— sinﬂcos—rd@+2A‘Pcosﬁsin—rdcp——erd()dcp
90 2 2 2 10

a4 a4
—%5in0d0de + 4,7 cos0d0de — =, de do
00 ¢

7sin 0 7d®  7rsin® e

_ Aq;.cosﬁ_i_éﬂqg_ 1 6_149 ds
7sin 0 rd®  rsin® d¢

dc, = 1 a(rsin 04, B d(rAp) 45,
7% sin 0 a0 R10)

A 0 94 1 a4
=< 988 | Ho —9> #sinfd0de
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Le long de NN'M’M, la circulation est égale a :

A 7(P 2 7 r 2,(P r 2 (P
— 4 <r cp_dT)ernf < —%AP) <r—%>d"’

a4, d a4, d d
— (4 ) ar+ ‘P——‘P—r i sinfde
dp 2 ar 2 2

04, 1 94, ) .
= ( + — >rs1n6drd6—14q,sm9drdcp
Or  rsinf
a4 1 94, 4 .
dc, = | ——2 + — ) rsin6drdo
ar rsin® d¢ r
1

a4,  a(r4,
= ( - _ ‘P)> ds,
rsinf de ar

Le long de NN'P'P, la circulation est égale 4

de dr dr
dC; = 4, (7,9—2> dr — A4 (r—2,9> <r—2> do
—Ar<r,6+@)dr+de(r+ﬂ,6> <r+ﬂ>d9
2 2 2
= Ar aA da dr— e—a—zgeﬂ 7'—&. dﬂ
90 2 ar 2 2
(a0 g (g 20 (80
90 2 ar 2 2
04, 194,
( ’ )rdrd6+Aedrd9

o r 99

04 104, A4 o(r4 104,
do; = (22 DY gpap = (20 104
or r 00 r or r 09

Autotalona:

1

72sin 0

—

rot 4 =

<—(rsm 04,) — 8(5A9)> U,
¢

. 1 04, B a(r4,) -
rsin® d¢ ar

a(rAe) 1 0A,
+ ig
or r 00
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On peut écrire :

i, riug rsin®ig
— - 1 ad ad d
rot4 = 2sin® |0r 90 ¢

A, rdy  rsin04,

A.7. Le laplacien

Le laplacien d’une fonction scalaire /" est la divergence du gradient de cette fonction.
C’est un scalaire ; on le note V2f ou Af :

div(grad ) = V - Vf
En coordonnées cartésiennes :
2 62
G PP
02 92 92
En coordonnées cylindriques :

2 = —_——
V/= pf)p

af 1 azf ’f
L)+ =
8p 02 862 922

En coordonnées sphériques :

,0f 1 of 1 &F
V2 0L ) + 7
S = ( ar) 2 5in 0 00 (Sm ae) 2 5in2 0 0>

Compte tenu des significations du gradient et de la divergence, le laplacien d'un champ
scalaire calculé en un point mesure une « dérivée seconde » de la variation de ce champ
autour du point considéré :

— la nullité du laplacien exprime la « régularité » de la fonction et sa variation autour de
ce point;

— sanon nullité exprime un changement de I'intensité de la variation de la fonction autour
de ce point.

A.8. Théoréme de Green-Ostrogradsky

Selon le théoréme de Green-Ostrogradsky, le flux total de tout vecteur 4 a travers une
surface § entourant le volume 7 est tel que :

//52~d§=//v(§-2)d7
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Pour démontrer ce théoréme, considérons une sur-
face fermée § a travers laquelle nous voulons calculer
le flux d’'un champ 4. Créons une paroi fictive P qui
sépare le volume contenu dans § en deux (fig. A.18);
nous obtenons ainsi deux surfaces fermées distinctes Sy
et S5, la paroi P leur étant commune.

Nous constatons immédiatement que le flux a travers
§ est exactement égal a la somme des flux a travers §;
et §. En effet, soient les surfaces S, et §, telles que
S,=8+Pet S =25 +P,

//2.d§=//z.d§+//z.d§
S S, S,
=//2-d§1+//2-d§p1+//2-d§p2+//2-d3‘2
S, P P Sy

Sur la paroi d §p1 =—d :S:pz, donc

//2.d§=//2.d§1+//2.d§2
S S, S,

En généralisant cette procédure de segmentation, le volume 7 peut étre découpé en
une infinité d’éléments infinitésimaux, chacun de ces volumes étant caractérisé par une
enveloppe extérieure de surface infinitésimale s.

En raisonnant comme dans le cas précédent, on peut facilement admettre que le flux
a travers la surface fermée S est égal 4 la somme des flux 4 travers chacune de ces surfaces
infinitésimales ainsi définies. Le flux a travers la surface fermée S ne dépend pas de
la fagon dont on découpe le volume 7. Comme le flux est également indépendant du
systéme de coordonnées retenu, nous utiliserons ici les coordonnées cartésiennes et ainsi
chaque élément infinitésimal sera un parallélépipéde de volume dxdydz dont l'un des
sommets est situé au point (x, y, z) (fig. A.19).

S

Fig. A.18.

(x,y,z+ dz)

(x, y,2) (x +dx, y, 2) X

Fig. A.19.
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Nous avons déja calculé le flux a travers une surface infinitésimale en faisant la somme
des flux a travers les six faces du parallélépipéde apres les avoir groupées deux par deux.
Nous avons trouvé que le flux total a travers la surface s entourant un élément infinitésimal
de volume dxdydz est égal a :

0E, OFE oE,
dd = + 24 dxdydz
Ix dy 0z

Nous avons également vu que le terme entre parenthéses est égal au produit scalaire
V - A définissant la divergence de A.

En superposant I'ensemble de ces contributions, nous pouvons calculer le flux total a
travers la surface $ entourant le volume V" :

//SZ-d§=//V(§.2)dT (A.1)

Lapplication du théoréme de Green au vecteur :

B Exemple

VT = 2xiiy + 295y + 23,

ot T est encore la fonction : T'(x, y, 2) = 2 + y2 + %zz donne :

ﬂﬁrd§=/// 6’-(6’f)dV=///5dV=5V
S V entouré par § S

A.9. Théoréme de Stockes

Selon le Théoréme de Stockes, la circulation totale de tout vecteur A4 sur le contour C
entourant la surface § est telle que :

/CZ d7 = /(V/\A) ds

Pour démontrer ce théoréme, considérons un contour C, que nous supposerons dans un
plan, surlequel nous voulons calculer la circulation d’un champ A (fig. A.20.a). Etablissons
un « itinéraire de dérivation » entre les points A et B appartenant a C pour créer deux
boucles nouvelles, C; et C;. Nous constatons immédiatement que la circulation de A sur
C est égale a la somme des circulations sur les contours C; et C;. En effet, '« itinéraire
de dérivation » étant parcouru en sens opposé sur C; et C, la somme des contributions
associées 2 ce trajet est nulle. Etendons cette procédure et découpons maintenant la
surface fermée § bordée par C en éléments infinitésimaux de surface d §, chacune de ces
surfaces étant a son tour délimitée par un contour infinitésimal ¢ (fig. A.20.b).
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c c[C[C][Cy
LOlclclelelcley
Ci C lclclclcle|clo)
\Clc|c|c|c|clc/
ClCc|c|clc/
B
a) b)

Fig. A.20.

Calculons la circulation de 4 sur chacun de ces contours ¢ et sommons I'ensemble
des contributions. En généralisant le raisonnement effectué pour une division en deux
boucles, il est facile de se convaincre que la plupart des contributions se compensent deux
a deux. La circulation sur C est donc égale a la somme de ces circulations infinitésimales.

La circulation sur C étant indépendante de la facon dont on effectue le découpage
et du systéme de coordonnées retenu, nous utilisons ici par commodité les coordonnées
cartésiennes (x, y, z) dans le repére orthonormé (zy, 7y, #,).

Nous avons déja calculé la circulation du champ A sur un rectangle infinitésimal et nous
avons trouvé que la circulation associée au contour ¢ entourant un élément infinitésimal
de surface peut s’écrire :

- o 04 04, 04 04
jéﬂ-dlZ Y = ) dxdy = Y = )ds
. Ox dy ox ady

Le terme entre parenthéses correspond a la composante suivant 'axe z d’un vecteur
V AA(7) défini comme le rotationnel de 4. Aussi pouvons-nous exprimer la circulation
associée au contour infinitésimal ¢ sous la forme :

742@7 = [(VAA®)], dS = [V AAR)] i, dS = (V AAT)) -dS

d § représentant le vecteur normal a la surface, de module d§ et orienté suivant Oz.
En sommant ’ensemble de ces contributions, nous obtenons la circulation totale sur le

contour C :
j[z/’.d? = / (V AAP)
C S

Ce calcul a été effectué pour une surface § plane et nous admettrons sans le démontrer
u’il peut étre é u 2 une su . Nou ‘ex i éné
1 peut étre étendu a une surface non plane. Nous obtenons alors 'expression générale

du théoréme de Stockes :
fﬁ-cﬁ://(%’AZ)-dE (A.2)
C S

Dans cette expression, le vecteur d y represente un vecteur normal a la surface infini-
tesunale, de module d § et orienté de maniére a ce que le triedre (d l v,d S ) soit direct,
¥ étant un vecteur quelconque orienté vers le centre de la boucle.
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A.10. Quelques relations & connaitre en algébre
vectorielle

div(fd) = V - (FA) =fdivd +4- grad £
=fV-A+4-Vf
div(grad @) = V - Vb = V2D = A®  laplacien de ®

rot(fot A) = 6_4 (VAA) =V (V-A4)— V4

= grad(div4) laplacien vectoriel de 4

div(rot A) = V- (VAA) =0  quel que soit 4
rot(grad ®) = VAV® =0 quel que soit P différentiable
ot(AANB) =V AUAB) =B-VA—-UA-V)B+(V-B)Ad— (V. -A)B

ot(fA) = V A(FA) = (NANA +F(V A A)

V- -(AANB)=B-(VAA) — AN A B)

A.11. Quelques formules utiles

Quelques relations entre les fonctions trigonométriques

sin(a + ) = sina cos B & cosasin B

cos(a £+ B) = cosa cos 3 F sinasin

+
sina:l:sin[3=2sina Bcosa:FB
2 2
+ J—
cosa+cosB=2cosa Bcosa B
2 2
+ —
cosa—cosB=—2sina Bsina B
2 2

sin2a = 2 sin o cos &

cos 20 = cos® o — sin’ &

2tan

tan 200 = —

1 —tan‘«
L, a

281r12§ =1—cosa
o

2cos’ — =1+ cosa

2
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m Fonctions hyperboliques

X —X
. e —e
sinhx =
2
X —X
e¥ +e
coshx =
2
X —X
e* —e
tanhx =
e+ e *
m Nombres complexes
2=-1
19 _ « .
e’ = cosO +1sinB
] 610 _ e—19
sinf = ——
21
e19 + 6719
cos = ——
2

Développements en série

Développement binomial

n(n — 1)(n—2)x3 L
3!

A+x)"=1+nx+ n(nzT Dey

Six <1,
A+x)"~1+nx

Développement en série utiles et leurs approximations pour x < 1:

S S ix<1, fal+
e = X 5 § st 1, e~ x.
oK ,
1n(1+x)=x—5+§+-~ six <1, In(1+ %) ~ x.
. x3+x5+ . 1 sing A
smx—x—z 5 six K< 1, sinx =~ «.
P .
cosx=1—j+zl+--- six << 1, cosx~ 1.
t +x3+2x5+ 1x <1, t
anx =x+ —+ — +--- six , tanx & x
3 15
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Développement en série de Taylor de la fonction [ (x) autour de f (x)

_ df ! d?f
) = Flo) + (= 0) (d—> + 5= )’ (@> +

1 o (4
-+ E(x— DCO) (dx”)xx{)

Valeur moyenne d’une fonction y = f(x) dans lintervalle (a, b)

1 [ 1 [
¥ b_a/aydeE/af(x)dx

A.12. Définition de I'angle solide

Par analogie avec I'angle plan, défini comme la surface plane comprise entre deux demi-
droites concourantes, I'angle solide est la portion d’espace contenue a l'intérieur d’'une
surface conique fermée. Il se mesure par l'aire découpée par ce cone sur la surface d’une
sphére de rayon unité centrée sur le sommet du cone. Lunité d’angle solide est le stéradian
et I'angle solide correspondant a tout I'espace vaut 47 stéradians.
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Réponses aux exercices

Chapitre 2

a. tan O sin” 0 = ¢*/16meomgl”.
b.¢ =1,36.10~° C.

a. E = g/4mepd® = 1,3.108° V/m.
b. F = —eE.

a. En M, M’ et O, le champ est
suivant Ow, dans le sens des x négatifs.

b. En N et N’, le champ est dirigé selon

Ow, dans le sens des x positifs.

d. Non.
B vy 753 =\(Inb — Ina)/2ms,.
o = 2megmg/q ne dépend pas de la

position de la spheére.

Chapitre 3

a. ® = 47R’E = q/€o.

a.01 = —0,, E, = 0/g entre les
deux plans et il est nul partout ailleurs.
01 = 073, le champ est nul entre les
plans; pour x > d/2, E, = /g et pour
x < —d/2, E, = —a/s.

a. Appliquer le principe de
superposition.
b.E = (02 +0D)V?/2¢y = 1,4.10° V/m.

A Le champ est perpendiculaire 2 la
couche chargée et indépendant de x en
dehors de la couche.

Bl a.7<4 E =pr/2g et
r>a, E, = pd[2sr.

a. E(r) = (1 + r/a)e™ /" /dmeor.

Chapitre 5

a. V(P) = ga*(3cos’0 — 1) /4mregr.
b. E. = —dV /oret
Ey = —(1/r)(aV /90).

a. Pour » > a,
V(M) = 3ga*(2 cos® 0 — 1)/4meor.

Chapitre 6

b.0,=—-03 = —41T0'R§.
c. O3 =0.

b. Q = 4meoRV.

c.g =—rQ/d.

d. Vs =(1—R/d)V.

e.q = 65107 rad.
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C = 2meo/In(R'/R). b. B = pol/2ma.
B, = ponl tan(w/n)/2mR.
B = ol 2/2m[(o?+ 12 /4)(>+12 /2)V?].

Chqpltre 8 A L. champ est orthoradial.
Bine = worl /2mR? et Bey = wol /277

d = ggl/4ﬂ80Ec.
U = Q2/81T80R.
U. = 3Q%/40meoR = 810 MeV. Chopi’rre 11

a. M| = L.
Chqpltre 9 a. L; = woHN? In(b/a)/27. M|
= woHN1 N, In(4/a) /2.
[eopo]l = T?L~2, b. K = 1.
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