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Avant-Propos

Cet ouvrage s’adresse en premier lieu aux étudiants de deuxieme année de DEUG sciences.
Il comporte de trés nombreux exercices de difficulté progressive qui permettent la compré-
hension et la maitrise des notions.

Notre objectif a été d’amener 'étudiant a trouver par lui-méme les solutions des exercices.
Pour cela, chaque chapitre est divisé en trois parties:

— les éléments de cours;

— la liste des exercices;

— des indications sur la démarche a adopter, suivies des solutions détaillées.

Chaque chapitre comprend deux types d’exercices: les premiers sont une application
immédiate du cours et les seconds constituent un approfondissement et une synthése.

Les erreurs a éviter sont clairement signalées.

Notre souhait est que I'étudiant se sente guidé dans son travail et qu’il étudie longuement
chaque question. C’est la raison pour laquelle je lui recommande de limiter le recours a la
solution afin de lui permettre de continuer seul la réflexion.
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Eléments de cours

Tous les espaces vectoriels sont relatifs au corps K=R ou C.

Norme
Soit £ un espace vectoriel. On appelle norme sur £ toute application N de E dans R,, véri-
fiant :
() Yu€E, Nu=0 © u=0;
(i) VAEK, NYu€E, Na=|Ar| Nu);
(i) V (u,v) € E2,  Nu+v) < Nu)+N©).

Notation
Quand il n’y a pas d’ambiguité, on note :
NGy = ull.
Remarque
La propriété (iii) est appelée inégalité triangulaire.

exemple

n
En posant, pour tout ~ X=(x,...,x,) ER", ||X]||= [ > x2,
i=1

on définit une norme, appelée norme euclidienne sur R”.

Espace vectoriel normé
Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Normes équivalentes
Soient £ un espace vectoriel, N, et N, deux normes définies sur E.
On dit que N, et N, sont des normes €quivalentes si :

Fa>0, AB>0/Vu€E, oN(u)sN,y(u)<BN,(u).
Onnote: N, ~N,.

exemple

Les normes usuelles définies sur R” par :

n n
VX=(xp,ox) ERL O lX|I= [ S 22, ||X||=lexl~| et [[Xl= max
i=1 i= <isn

sont équivalentes.
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Boule
Soient £ un espace vectoriel normé, a« € E et r>0.
On appelle boule de centre a et de rayon 7 le sous-ensemble de £ défini par :
Ba;r)={u€E/|u—all <r.

Partie bornée
Soient £ un espace vectoriel normé et 4 une partie de E.

On dit que A4 est bornée si :
IM=0/Yued |ul|l=m

Voisinage
Soient £ un espace vectoriel normé et @ un élément de E.

On dit qu’une partie /' de E est un voisinage de a si :
1r>0/ B(a;r)CV.

Théoréme 1
Soient £ un espace vectoriel normé et a un élément de E.
(7) La réunion d’une famille (méme infinie) de voisinages de @ est un voisinage de a.
(if) Lintersection d’une famille finie de voisinages de a est un voisinage de a.

Ouvert

Soient £ un espace vectoriel normé et 4 une partie de E.
On dit que A4 est une partie ouverte si 4 est un voisinage de chacun de ses points.
Cest-a-dire: Va€A4d, 3Ir>0/Ba;r) CA

Fermé

Soit £ un espace vectoriel normé.
On appelle partie fermée de E, le complémentaire d’une partie ouverte de E.

Intérieur
Soient £ un espace vectoriel normé et 4 une partie de E.
On dit qu’un élément a de E est intérieur a A4 si A est un voisinage de a.
Lensemble des éléments intérieurs a 4 est noté A.
Autrementdit: a€ A < 3 r>0/B(a;r) CA.

Remarque
[e]

A CA.

Adhérence
Soient £ un espace vectoriel normé et 4 une partie de E.
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On dit qu’un élément a de E est adhérent a A si tout voisinage de a rencontre 4 ; ¢’est-a-dire :
Vr>0, Bla;r)NA+J.
Lensemble des éléments adhérents & A est noté A .

Remarque

AC 4.

Recouvrement

Soient E un espace vectoriel normé, 4 une partie de E et / une partie de N.

On appelle recouvrement de 4 toute famille (4;) de parties de E telle que :

i€l
ACUd4,;.
iel
On dit que le recouvrement est fini lorsque / est un ensemble fini.
Le recouvrement est dit ouvert lorsque, pour tout i € /, Al. est un ouvert de E.

Partie compacte

Soit £ un espace vectoriel normé.
On dit qu’une partie 4 de E est compacte si, de tout recouvrement ouvert de 4, on peut
extraire un recouvrement fini.

Théoréme 2
Soient £ un espace vectoriel normé de dimension finie et 4 une partie de E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A est une partie compacte ;
(i) A est fermée et bornée.

Remarque
Les parties compactes de R sont les intervalles fermés et bornés.

Suite

Soit £ un espace vectoriel normé. On appelle suite de E toute application de N (ou d’une
partie de N) dans E.

Convergence, divergence

Soit (u, ) une suite d’un espace vectoriel normé E.
On dit que la suite (u, ) converge vers un €lément € de £ si :

Ve>0, 3In,€N/Vn=ng, ||un—€|| <e.
C’est-a-dire : la suite numérique ( || u, =€ || ) converge vers 0.

On note : lim un=€.
n— +eo

On appelle suite divergente toute suite qui ne converge pas.
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Suite de Cauchy
Soit £ un espace vectoriel normé.
On dit qu’une suite (u,,) de £ est une suite de Cauchy si :

Ve>0, 3nyeN/Vp=ny, Vg=ny o lu,—ull <e

Théoréme 3
Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Remarque
La réciproque du théoréme 3 est vraie pour E =R ou E =C.

Théoréme 4
Soit £ un espace vectoriel normé.
Lensemble des suites convergentes de £ est un sous-espace vectoriel de E.

Application vectorielle
Soient £ et F' deux espaces vectoriels normés et 4 une partie de £. On appelle application
vectorielle, toute application de A vers F.

Continuité, continuité uniforme
Soient £ et F' deux espaces vectoriels normés respectivement par les normes || . ||1 et || . ||2
On considére I’application f: 4 C E— F  etun élément a de 4.
On dit que f'est continue en a si :
Ve>0, 3o, ,>0/VYu€d, |u-all, sa = [fw-f@l,se

On dit que f est uniformément continue sur 4 si :
Ve>0, Ja>0/V(uv) € 4% ||u—v||l sa = ||f(u)—f(v)||2S8.

Application bornée
Soient E et F deux espaces vectoriels normés respectivement par les normes || - || | €t -1l 2
On considére ’application f: 4 C E— F.
On dit que fest bornée sur 4 si :
IM=0/Vued, |fwl,=<m

Théoréme 5

Soient £ un espace vectoriel normé et 4 une partie compacte de E.
Toute application continue de 4 dans R est bornée et atteint ses bornes.

ELEMENTS DE COURS 11



e Exercices

APPLICATION IMMEDIATE

Normes et suites

i.1 | Soient £ un espace vectoriel et N une norme définie sur E.
Montrer que :  V (1, v) € E2, | N(u) — NOv) | < N@u—v).

| .Il Soient £ un espace vectoriel et N' I’ensemble des normes définies sur E.

Montrer que la notion de normes équivalentes définit bien une relation d’équivalence sur N

i. 3| Soient £ un espace vectoriel de dimension 7 et (e, ..., ¢,) une base de E.
n
Yu€E, A (uy,..,u)EK"/u=> ue,.
i=1

On consideére :

N, : E—>R, N,: E—->R, Ny :
v e Ll w2l

1. Montrer que N, et N, sont des normes équivalentes de E.
2. Montrer que les normes N,, N, et N; sont équivalentes.

| .‘I'l Soit E I’espace vectoriel des fonctions numériques continues sur / = [0 ; 1].

Pour tout £ € E, on pose : :
N = | S

Montrer que N est une norme sur E.

| o5| Soient n un entier non nul et £ I’espace vectoriel des polyndomes a coefficients réels,

de degré < n. Pour tout P € E, on pose :

P(k)(O)
P =
M P =, max [
Si  P(x)= > a;x', onpose:
=0
NP = S e et NyP) = Zoa
i=0 i=

Montrer que N, N, et N; définissent trois normes équivalentes de E.
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| .6| Soient £ un espace vectoriel réel normé et / un intervalle de R.
On considere ’ensemble & des applications bornées de / dans E et on définit sur & 1’ap-
plication N par : YiEF N)=supllf(n]l
tET
Montrer que N est une norme sur .

l._1| Soit Jl I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Si M= (al.j) € M, onpose:
Ml = max layl et lall, = 2 fayl.
1. Montrer que I’on définit ainsi‘deux normes sur J. v

2. Soit (M, N) € M?.  Montrer que :
a. [|mnll, < n ||yl NIV

b. [|MN||, < n? || M|, [[N]],.

1 .8| Soient £ un espace vectoriel, N| et N, deux normes €quivalentes de E.
Montrer que toute suite convergeant pour ’une des normes converge également pour
I’autre et que la limite est la méme.

| .’I Soit £ un espace vectoriel normé.

On considere (u,) et (v,) deux suites de E et (N, ) une suite de K.

1. Montrer que : si (u,) converge vers €, alors lim I u, | =1l¢].
n—> +oo

2. Montrer que si (u,) converge, alors (u, ) est bornée.

3. On suppose que (\,,) converge vers 0 et que la suite (u,,) est bornee.
Que peut-on dire de (A, u,) ?

4. On suppose que la suite (N, ) converge vers \ et que la suite (u,) converge vers €.
Que peut-on dire de la suite (N, u,) ?

Fonctions vectorielles

1.1 °| Soient 4 un ensemble et £ un espace vectoriel normé de dimension .
On considere /= (f}, ..., f,)  une application de 4 dans E.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
) fest bornée ;
(@) Vi€[l;n], f estbornée.

1.1 l| 1. Soient (E, ||| ) et (F,

cation linéaire de E vers F.

| . || , ) deux espaces vectoriels normés, et fune appli-

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
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(i)  fest continue ;
@ 3IM=0/Vu€E, |fwll,=mlul,.
2. Soit £ un espace vectoriel muni de deux normes N, et N, telles que les applications
¢:(E,N)—(E,Ny) et b:(E,N,) — (E, N soient continues.
ur—>u u—u
On suppose que £ # {0}.
Que peut-on dire des normes N, et N, ?

1.1 ll Soient £ et F deux espaces vectoriels normés tels que £ soit de dimension finie.
Montrer que toute application linéaire de E vers F est continue.

1.0 3] 1. Soient (Z, ||| ,) et (F,

Une application f'de E vers F est dite lipschitzienne si :
3k=0/Vwv)€EL |lfw—fmlly<kllu—v],.

Montrer que toute application lipschitzienne est uniformément continue.
2. Montrer que toute norme sur un espace vectoriel £ est une application uniformément

||| ,) deux espaces vectoriels normés.

continue de £ sur R, .
3. Soient £ un espace vectoriel normé et 4 une partie de E.
On définit sur E I’application d par :
VxE€E, dx) = inf ||x—all.
a€ A4

Montrer que d est uniformément continue sur E.

APPROFONDISSEMENT ET SYNTHESE

1.1 ‘I'I Soit E I’espace vectoriel des fonctions numériques continues sur 7 = [0 ; 1].
Pour tout £ € E, on pose : .
N =sunlro] e N =] Lol

1. Montrer que N, et N, sont des normes sur E.
2. Les normes N, et N, sont-elles équivalentes ?

1.1 5| 1. Soit £ un espace vectoriel réel normé.
a. Montrer que I’application N de R X E dans R, définie par :
VO,u)ERXE, NOMu) = |\| + ||ul]| estunenorme.
b. On considére 1’application f'de R X E, ainsi normé, dans £ définie par :
O\, u) = \u.
Montrer que fest continue sur R X E.
2. Montrer que I’application  (x, ) — xy  est continue sur R?.
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1.1 6| Soient £ un espace vectoriel réel normé, et L(E) 1’espace vectoriel réel des appli-
cations linéaires continues de E.
Onpose: B={x€E/ ||x|| <1} etpourtoutu € L(E), N(u) = su% ||u(x) ||
x e
1. Soit # un endomorphisme de E.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

() u est nul ;

(ii)  u est nul sur B.
2. Montrer que N est une norme.
. Montrer que : Vu€ L(E), Vx€E, | u(x) ]| < Nuw) ||x]|.
4. Soit  (u,v) € L(E) X L(E).

Montrer que : N (u o v) < N(u) N(v).

[

1.17 | Soient £ un espace vectoriel réel de dimension n et I = [a ; b] un intervalle de R.

On désigne par (uy, ... , u,) une base de E et on considére une application f'= > nz
de 7 dans E telle que : =1
Vi€ [l;n], f estcontinue.

1. Montrer que I’on peut définir I’intégrale de fpar :
b n b
[ rwar= > ( | fl.(t)dt>ui.
a i=1 \"a

2. Montrer que :

Hff(t)dt”$ f 17l a.

1.1 8| Soient £ un espace vectoriel, N, et N, deux normes définies sur E.
On deésigne par O, (resp. O,) ’ensemble des ouverts de £ pour N; (resp. N,).
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

() N et N, sont équivalentes ;
@) 0, =0,.

1.1 9| Soit £ un espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que deux normes quelconques définies sur £ sont équivalentes.

1.20)| Soient £ 1> - » E,  nespaces vectoriels normés de dimensions finies,
et E=E X.XE,.
On note N, la norme sur £; et on pose : .
V=0 enx) €8 lxlly = max Nie),  llxll, = 30N 6.

i=1

Montrer que 1’on définit ainsi deux normes équivalentes sur £.
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indications

* Noter qu’il revient au méme de démontrer que :
Y(u, v) EEZ  — Nu — v) < Nu) — Nv) < Nu — v).
* Appliquer l'inégalité triangulaire.

solution
La propriété a démontrer équivaut a :
Y(u,v) € E2,  — Nu —v) < Nu) — Nv) < Nu — v).
Comme: wu=v+((u-—v), ona:

N@w) < Nv) + Nu — v).
Ainsi:  N@u) — N(v) = Nu — v).
Deméme: N(v) — Mu) < Nu — v).
En résumé :
Y(u,v) € E2, | N@)— Nw)| < N@u — v).

indication

Considérer la relation binaire R définie sur N par :
VIV, N,) EN 2 N,RN, <& N, etN, sont équivalentes.

solution
* Soit R la relation binaire définie sur N par :
V(N,,N,) EN?, N/ RN, & N,~N,.
Montrons que R est réflexive, symétrique et transitive.
*Soit NEWN
Yu€E Nu)< Nu) =< Nu).
Ainsi: NRN.
D’ou R est réflexive.
*Soit (N}, N,) € N2
Supposons: N, RN,, c’est-a-dire: N, ~N,.
Ona: Ja>0, dAB>0/Vu€E, aoN|(u) =< Nyu)=< BN, (u).

On en déduit : é H(u) < N(u) < éNz(u).
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Ce qui montre que :  N,~N,; c’est-a-dire: N, RN,.
Ainsi R est symétrique.
*Soit (N}, N, N;) € N3,
Supposons: N, RN, et N, R N;.
Ona:
() Fa>0, IB>0/Vu€E, aoN|(u) < Ny(u)=<PpN(u);
2 Fvy>0, IN>0/Vu€E, yNyu)< Ny(u) < AN,(u).
La proposition (1) équivaut a :
(3)  ayN|(u) = yN,(u) et AN,(u) < ABN,(u).
La combinaison de (2) et (3) donne :
Vu€eE, ayN|(u)=< N;u)=<NBN,(u).
Ainsi: N, ~N;; Cclest-a-dire: N RN;.
D’ou R est transitive.
En résumé :
la notion d’équivalence de deux normes définit bien une relation d’équivalence.

indications

1. Noter que : Y u € E, | u; | < N, (u).

2. Montrer que ~ N; ~ N;.

Pour cela, remarquer que : ¥ u € E, |u, | < N;(w).

En déduire N, ~ Ny en appliquant le résultat de ['exercice 1.2.

solution

1..—Soit u€EE.
Nw =0 =  max lu| =0 & Vie[l;n]l, u=0.
. . SRR
Ainsi :

N@w) =0 < u=0.

~VNEK, VYu€E N(u= |\ N@.
—Soit  (u, v) € E2. ., .
Ay, ou) €KY, N (v, ,v) EK /u=> ue e v=> ve,.

i=1 i

Ona: Vie€]l;n], |ui+vi|$|ui|+|vi|.

On en déduit : max |ul.+vl.|$ max |ul| + max |vl.|.
I<isn lsisn Il<isn

Ce qui montre que : ~ N,(u +v) < N,(u) + N, (v).

En résumé :

N1 est une norme.

INDICATIONS ET SOLUTIONS 17



«—Soit u€E.

Nyw)=0 & Vie[l;n], |ul|=0.
Ainsi:  N,(u) =0 < u=0.
~VNEK, Vu€E, NOu= |\ Nu).
—Soit  (u,v) € E2. . .
M (upyosu) €K N (v, v)EK /u=> ue; et v=> ve,.

n i=1 i

Ona: Nyu+v)=> |u +v| <Ny(u)+ Ny).
i=1

En résumé :
N2 est une norme.

* Montrons que N, et N, sont équivalentes.

Soit wu€FE. I (up..,u) EK"/u=> u.e,.
i=1

Ona: Vie€[l;n], |u|<N®).

Onendeduit:  N,(u) < n N,(u).

Parailleurs: Vi€ [l;n], |ul.| < N,(u).

Ainsi: N (u) < Ny(u).

En résumé :

N, et N, sont des normes équivalentes.

2. Montrons que N, ~N;. n
Ona: Vu€E, 3I(up,..,u) EK"/u=7> ue,.
Onobtient: Vu€E, | ul.| < N,(u). =1
Ainsi: Vu€E, Ny < \/;Nl(u).

Par ailleurs: Vu€E, |y | < N;(u).

Ainsi : V u € E, N (u) < Ny(u).

D’ou N, et Ny sont équivalentes.

Enrésume¢: N, ~ N, et N, ~ N;.

D’apres le résultat de I’exercice 1.2: N, ~ N;.

Conclusion :

les normes N,, N, et N; sont équivalentes.

1.4

indications

1
* Noter que : si f est une fonction continue et positive sur [0 ; 1], alors f fOdt=0=f=0.
)

* Montrer que : Y (f g EE?2 ’flf(t)g(t)dt‘S \/Jolfz(t)dtjolgz(t)dt.
0
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solution
IEE NJf)=0 < flfz(r)dt=o o f2=0 o f=0.
0

*VNER, VfEE NN)= |\ NS).
«Soit (f,g) E E2
Considérons le trindbme suivant en \ pour f#0:

1 1 1
POV = [ ) +e@n?di =N [ A de+on [ foemd + [ g0
0 0 0 0

Ona: VMAER,PMN)=0.
On en déduit que le discriminant du trindme est négatif ou nul.
Par conséquent :

1 1 1
(f () g(t) dt)zs f fA1) dtf g(¢t) dt.
0 0 0

Cette inégalité reste vraie pour f = 0.

folf(t)g(t) dt‘ =< \/folfz(t) dtfo1 gX(t) dr .

Ainsi: (1) V(f.g) € E?,

Par ailleurs :

T
N+ = ] 00 + 2050 + £y ar
Or d’apres (1) :

1 _ 1 1 2
[ 020+ 27080+ 20y dz\(\/jo 20 dt+\/ [ gz(t)dt> .

Donc :
N(f+ g =< N(J) + NMg).
Conclusion :
N est une norme.
1.5
indications

* Montrer que N, est une norme.

Pour cela, noter qu’un polynome de degré n a au plus n racines.

e Observerque : N k€[0;n], P®©O0) =k a,.

e Appliquer les resultats de I’exercice 1.3 pour établir ['équivalence des normes.

solution

* Montrons que N, est une norme.
—Soit PEE.
N, (P)=0 & Vke][0;n], P®©0) = 0.
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1ONS

tions et soluti

indica

Onendéduit: Pa n + 1racines.

Dou: P=0.

~VNER, VPEE, NO\P) = |\|N(P).
—Soit (P, Q) € E2.

P®(0) + 0V(0)

NP + Q)= max T

0<k<n

< N,(P) + N,(Q).

En résumé :
N, est une norme.

e E est un espace vectoriel de dimension n + 1.
Considérons (1, x, ... , x"*) la base canonique de E.

n
Tout élément ~ P(x) = > akxk de E a comme coordonnées :
k=0

(ay, ..., a,) dans cette base.

(k)
Par ailleurs: VY k€ [0; n], PH0) _

a; .
k! k

» D’apres I’exercice 1.3, on peut conclure :

Ny, N, et N; sont des normes équivalentes sur E.

1.6

indication
Se servir des propriétés de la norme || . || sur E.

solution
e Soit fE F.

N =0 & Yiel sl =o.

Or || || est une norme sur E.
Donc :

M) =0 @ Vi€l [f(t)=0.
*Soient ANER et [feEF
NOV) = sup Il

Or: INFOl = IN] |/ car ||| est une norme.
Donc :

NV = [N NCP).
«Soit  (f, ) € F2.

N(f+ g =sup [If(6) + g0 ]|
tel
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or: s +ewll = llrfoll + gl
car || . || est une norme.

Donc: N(f+ g)=N(f)+ Ng).

En résumé :

N est une norme sur %.

1.7

Indication

2. Noter que si M = (al.j) et N=(b j), alors

n
MN=(c;) avec ¢ =kzl ay by

solution
1. * Soit M=(aij)€ﬂ/t.

[Ml,=0 & Vie[l;n, Vj€[l;n], a;=0.
Mll,=0 & Vi€ll;nl, Vj€[l;n, a; =0,

VAER, VMed, [aMm|,=|x[]M], et [Ixm],=[N]][M]],

*Soit (M, N) € M>.

Supposons : M = (aij) et N= (bij).

17+ NI, = maxa,; + byl < llall, + (V1]

M+ Nl =2 la,; + b, <lMll, + [[N]],.
LJ

Conclusion :
|- ||1 et || ||2 sont des normes.

2.S0it (M, N) € M>.
Supposons : M = (a,;) et N = (b))

Ona: MN=(c,) avec ;= > ay by,

Y=
a. On obtient : ||MN||l = max |cij|.
Or: Ja,| =Ml et [b,] <IN,
Donc : |cl.j| Sn||M||1 ||N||1
D’ou:

[MN|[; < (Imll IV
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b [[MN][, = |e;].

Or: |al.k| < ||M||2 et |bkj| $||N||2.
Donc: e, | = |l 11Vl
Onendéduit: ||MN[[,< > nl[M]], ||N]l,.

Comme il y a n? termes dans la sommation, on obtient :

[MN|l, < w?[[ M|l V]l

Indication

Noter qu'il revient au méme de démontrer que pour toute suite (u,,) de E :

lim N (,)=0 < lim N,(u,)=0.
n— +oo n— Foeo

solution

Soit (u,) une suite de E.
D’apres la définition, la suite («,) converge vers € € E si :
lim N(u, =€) = 0.

n— +oo
Il revient alors au méme de montrer que :

i M) =0 = lim_ 1t <0

Comme N, et N, sont des normes équivalentes, on a :
@) Fa>0, AB>0/Vx€EE, oN,(x) =< N(x) =< BN,(x).
Supposons : lim N (u,) = 0.

n— +oo
Cela équivaut a :

Ve>0, 3In,eN/Vn=n;, Nu,sae
On en déduit, d’aprés (1) :

Vn=n, Ny(u,)s<ece
Ainsi : lim N,(u,) = 0.
n— +oo
Le méme raisonnement donne :
lim Ny(u,) =0 = lim N,(u,) = 0.
n— +oo n— +oo

Conclusion :

si deux normes sont équivalentes, alors toute suite convergeant
pour ’une converge également pour ’autre vers la méme limite.
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Indications

1. Appliquer le résultat de [’exercice 1.1.
2. Appliquer le résultat de la question 1.
3. Noter qu'une suite (u,) est bornée si :

AM=0, An eN/Nn=ny, |lull =M

4. Poser: o, =N, —N et v, =u, —L

Remarquer que :  N,u, =N+ \v, + o, u,.
Appliquer le théoreme 4.
solution

1. D’apres le résultat de ’exercice 1.1, on a :

V=0, [llu,ll = [l€lll< llu, - €]l
Or: lim ||un—€||=O.
n— +oo
Donc : lim ||un|| = | ¢]|.
n— +oo
D’ou:
si (u,) converge vers €, alors lim ||un|| = ||€ .
n— +oo

2. Soit (u,,) une suite de £ convergeant vers €.

D’apres la question 1 : lim ||un|| =] ;

n— +oo
c’est-a-dire: Ve>0, 3In,€N/Vn=ng |||un||— lell| <e.
Onen déduit: Vn=n, ||un||S||€||+£;

ce qui montre que la suite (u, ) est bornee.
Conclusion :
toute suite convergente est bornée.

3. Montrons que la suite (A, u,) converge vers 0.

Puisque la suite («,) est bornée, on a :
iM=0, 3dAn,eN/Vn=n,, ||un||<M.
On en déduit : YV n=n, ||)\nun|| sM|)\n|.
Par ailleurs, la suite (\,) converge vers 0.
Il en résulte que la suite (A, u,) converge vers 0.
Conclusion :
si (\,) converge vers 0 et si (#,) est bornée, alors (A, u,) converge vers 0.
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4.Posons: Vn=0, o =N —\N et v,=u,—<.
Onobtient: A u, =A+Av, + a u,.
* Par hypothese : la suite (v, ) converge vers 0.
On en deduit (théoreme 4) que la suite (Av, ) converge vers 0.
* Le résultat de la question 2 donne :  la suite (u,,) est bornée.
Comme («,) converge vers 0, en en déduit (question 3) 1 («, u, ) converge vers 0.
D’ou (A, u,) converge vers A€.
Conclusion :
si (A,,) converge vers A et (u, ) vers €, alors (A, u, ) converge vers A .

Indication

Noter que E peut étre muni d’'une des normes définies a [’exercice 1.3.

solution

Comme E est de dimension finie, £ peut étre muni d’une des trois normes définies a
I’exercice 1.3.
Supposons que f'soit bornée, c’est-a-dire :
AM=0/Vxed, |f| = max |fx)|<Mm
Ceci équivaut a : t=i=n
Vie[l;n, IM=0/Vxed, |f(x] <M.
Conclusion :

S = (fys - f,,) est bornée si, et seulement si, pour tout i € [1 ; n], f; est bornée.

Indications

1. * Remarquer qu une application linéaire de E vers F est continue si, et seulement si, elle est
continue en 0.

e Supposer (ii) et montrer que f est continue en 0.

* Supposer (i) : f est continue en 0.

En déduire : AM>0/VtEE, ||t||1$1 = ||f(t)||2sM,

Poser: t= pouru € E — {0}.

Conclure.
2. Montrer que N, et N, sont équivalentes.
Pour cela, appliquer le résultat de la question 1.
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solution

1. Remarquons qu’une application linéaire de £ vers F est continue si, et seulement si, elle
est continue en 0.
La proposition (i) équivaut alors a :
fest continue en 0.
* Supposons (ii).
— Remarquons que pour M = 0, on a fnulle et la proposition (i) est vérifiée.
— Si fn’est pas la fonction nulle, on obtient :
AM>0/VuekE, |fwll,<Mlul,.

Montrons que f est continue en 0.
Soient: €>0 et u€kE.

Si || u ||1 = %, alors d’apres (ii), || fu) ||2 <e.
Ainsi fest continue en 0.

* Supposons (i) : fest continue en 0.
Cela équivaut a :
ve>0, 3a>0/[xl,=a = lrwll,=e

X .
Enposant: ¢=-—, on obtient:
a

Il =1 = Nl =~
Par conséquent :

(1) 3Im>o0/vieE |, <1 = |lfol,=m
Soit u € E — {0}.

On obtient : H u =1.
Tl |,
D’apres (1), on a: Hf(ﬁ) =M.
EALY)
Ce qui équivaut a : ||f(u)||2£M||u||1.

D’ou :
@ AM>0/YuecE-{0}, |fall,<m|lul,

La proposition (2) reste vraie pour u = 0.
Nous avons ainsi établi (i7).

Conclusion :

une application linéaire f de (E, || . || 1) vers (F, || . || ,) est continue si,
et seulementsi, IM=0/VYu€EE, ||f(u)||2$M||u||1.
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2. Les applications ¢ et s sont linéaires.

Commes elles sont continues, on peut appliquer le résultat de la question 1 :
Ja=0/Vu€E, N,(u)=<aN(u);
IB=0/Vu€E, N/(u)=<BN,y(u).

De plus a et 3 sont non nuls car £ # {0}.

Par conséquent :

da>0, IB>0/Vu€EE, lN2(u)SN1(u)S[3N2(u).
On en déduit : °

N, et NV, sont des normes équivalentes.

Indications

* Noter que d’apres le résultat de I'exercice 1.11, il suffit d’établir que toute application linéaire
fde E vers F verifie :

AmM=0/YuekE | sl <m|ul.

* Observer que E étant de dimension finie, E peut étre muni d 'une des normes définies a l’exer-
cice 1.3.

solution

* Soit f'une application linéaire de (E, || - || 1) vers (F, ||| 2)-
Montrons que f est continue.
Pour cela, montrons que (cf. exercice 1.11) :

IM=0/Vu€E, |fwll,=Mlull,.
* E est de dimension finie.
Dé¢signons par (e, ... , e,) la base canonique de E.

D’aprés I’exercice 1.3, E peut étre muni de la norme || - || | définie par :
n

VYVu€E, N(uy,..,u)EK"/u=> ue et ||u||1= > |“1|
Ona: =1 =1
()  Vu€ek, ||f(u)||2=‘

n

3 wfte)

i =

n
< > lul 7l
, =
Posons: M = max ||f(€,-)||2-
l<isn

Ondéduitde (1): Vu€ekE |fwl|,<sm> |ul.

i=1

Ainsi: AM>0/VueE, | fwll,<m|lul,
Conclusion :

si E est un espace vectoriel normé de dimension finie sur R ou C, toute application
linéaire de E vers un espace vectoriel normé F est continue.

26 CHAP 1 : ESPACES VECTORIELS NORMES



Indications

2. Appliquer le résultat de [’exercice 1.1.

Conclure a l'aide de la question 1.

3. Montrer que d est lipschitzienne.

Pour cela, remarquer que :  x —a=(y —a)+ (x — ).

solution
1. Par hypothése, on a :
3k=0/Y v EEL | fw—fmlly<kllu-vl,

* Si k = 0, fest constante et donc uniformément continue.
e Supposons :  k#0.

Soit €>0.
Ona:
VuveE? |lu-vl,<e/k = [fw-rwll,<kllu-vl,<e

Ce qui montre que fest uniformément continue.
Conclusion :

toute application lipschitzienne est uniformément continue.

2.S0oit N:E—R, unenorme.

D’apres ’exercice 1.1, on a :
Y (u,v) €EE?,  |Nu) — Nv)|< Nu — v).

On en déduit: N est lipschitzienne.
Par conséquent : N est uniformément continue.
Conclusion :

toute norme sur un espace vectoriel est une application uniformément continue.

3. Soit  (x,y) € E2.
Remarquonsque: Va€d4d, x—a=y—a+(x—y).
On en déduit :
lx—all < lly = all + [lx = »]l.
Ce qui implique :

B

it [lx —all = inf [ly —all + x|

c’est-a-dire :
dx) < dy) + |lx =yl
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Ainsi, on obtient :
() dw) —de) =[x =yl

En permutant x et y dans (1), on a :
@  dy)—dw =[x =yl
La combinaison de (1) et (2) donne :

ld@) = dw)| < [lx =yl
Ce qui montre que d est une application lipschitzienne.

D’aprés la question 1 :
d est uniformément continue sur E.

1.14

Indications

2. » Construire une suite de E convergeant pour N, et divergeant pour N .
* Appliquer le résultat de [’exercice 1.8.

solution
1. «Soit fEE.
N(f)=0 & (Vrel, f()=0) & f=0.
Le raisonnement de 1’exercice 1.4 donne :
N(f)=0 & f=0.
*Soient NER et [fEE.
NO) = INEN() et Ny = NN ().
«Soit  (f, g) € E2.
NS+ = supl/() + 2] < N(f) + Ny(2);

1
Ny(f+g) = f () + g ]dt < Ny(f) + Ny(g).
En résumé :

N, et N, sont des normes.

2. Consideérons la suite de fonctions (f,) définie par :

[ 20t si 0<i=<-.
2n
2—om s <<l
V=1, [f()= ?n n
0 si —=<r=<1.
n
\
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Ona: Vn=1, LEE N(f)=1 et Nz(fn)=2L.

Par suite : "
lim N,(f,) =0 et lim N(f,) = 1.
n— +oo n— teo

On en déduit :
la suite (f, ) converge vers 0 pour N, alors que ce n’est pas le cas pour N,.
D’apres I’exercice 1.8, on peut conclure :

les normes NV, et V, ne sont pas équivalentes.

1.15

Indications

1.b. Montrer que f est continue en (\, u) € R X E.
Pour cela, remarquer que :
VwuvVERXE w—A=@u—-—Nu+Xv—u)+(u—N0v-—u).

2. Appliquer le résultat de la question 1.b.

solution
1.a.+Soit(\, u) €E R X E.
NA w =0 & [N+ flull =0 & (IN[=0 et |lull =0

Comme |||| est une norme : ||u|| =0 & u=0.
Ainsi :

N\, u) =0 < (\,u)=(0,0).
Soient aE€ER e (Nu) ERXE.

N(a(N, u)) = N(an, au) = || N\, w).

eSoient W\ u)ERXE et (nv)ERXE.
N, u) + (uv) = NN+ pou+v) = [N+ pl+ |lu+v]|< N, w) + N, v).
En résumé :

N est une norme sur R X E.

b. Soit (N, u) ER X E.
Montrons que f'est continue en (A, u) ; c’est-a-dire :
Ve>0, Ja>0/V(uv)ERXE,
N(wv) —hw)<a = |/ -rfawll<e
Cela équivaut a :
Ve>0, Ja>0/V(uv)ERXE,
ol vl <a = flw—all<e.
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Remarquons que :
pw—Au=Qu—MNu+Av—u+@—Nv—u.
On en déduit :
T =Nl < Tw= N Tl + INE v = ull + Ta =] v = ull.

Par conséquent :

Ml =l < Tw= Tl + Q= wll 1+ I Iy =l
Posons : A=|)\—u|+||u—v||.
Ona: |)\—H|SA et ||u—v|| < A.
On en déduit, d’apres (1) :

lw = || <42+ (N + ul) 4 =4+ N+ |ul).

Soit €>0.

Pour: o = min (1 ; £ ), ona:
1+ [N+ [Jul]

A=In=pl+ lu=v]| sa = ||w =2l s4d + [N +]|u]]) e
En effet :

eSi a=1, 2 >1 et A<I.
T NEN
Par suite : ||pv—)\u||<l+|7\|+||u||<8~
eSi a= 2 as<1 et A<l
1+ N+ lu
Par suite : ||uv—)\u||SOL(l+|?\|+ lull) = e.
En résumé :

fest continue sur R X E.

2.Posons: E=R e Vx»ERY, Nuxy=|x|+ |yl
D’apres la question 1.b :

Papplication (x, y) —xy est continue sur R2,

Indications
1. Remarquer que : Y x € E — {0}, H ”;CH H =1

2. Appliquer le résultat de la question 1.

3. Observer que : Y x € E — {0}, IT(xI)|:”<IIxII>'
X X

4. Se servir du résultat de la question 3.
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solution
1.*Ona: (i) = (i).
* Supposons :  (ii).
Soit x € FE — {0}.
On obtient : - € B.
[ x]]

Par conséquent : u(H;C”) =(||1”>u(x)=0 < ux) =0.
X

Par ailleurs :  u(0) = 0.
Ainsi u est nul.
En résumé :
u est nul si, et seulement si, # est nul sur B.

2. «Soit  u € L(E).

On obtient :
Nuy=0 & Vx€B, |luw|] =0 < VxEB, ukx) =0.
D’aprées la premiere question, cela équivauta: u = 0.

Va€R, VYu€LE), MNou)= |a| Nu).
V (u,v) € L(E) X L(E), N(u + v)=< Nu) + N©v).
Conclusion :

N est une norme sur L(E).

3. Soit  u € L(E).
* La propriété est vraie pour x = 0.
*Soit x € E — {0}.

Remarquons que : |T(x|)| =u ( ” 2l ” )
X X
Or: *_eB.
x|

Donc : u (L) < N(u).

[[x ]l
Onendéduit:  [|u@)|| < ||x]|| Nw).
Ainsi :

Yu€ELE), Vx€E, |uw|<Nuwlxl.

4. Soient (u,v) € L(E) X L(E) et x€B.
D’aprés le résultat de la question 3 :

luov@ |l = llupen |l = Ny [[veo ]
De méme : VxeB, || <Nv).
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On en déduit :

Vx€B, |uov®] =< Nu) Nw).
D’ou:
N@u o v) =< Nu) N(»).
1.17
Indications

1. 1l s’agit de montrer que la définition de l’intégrale vectorielle ne dépend pas de la base choisie.
2. Considérer la norme suivante sur E :
Vx€E Ix,...x)ER/x=>xu et x|l =Z|xl.|.

solution

1. Montrons que !’intégrale vectorielle ainsi définie ne dépend pas de la base choisie.
Soient (v, ..., v,) une autre base de E et (g, ... , g,) les coordonnées de frelativement a
cette base.

Ja,ER/IViE[l;n], v,= > a,u,.
i 2

Onendéduit: Vi€[l;n], fi= > a; g
j=1

D’ou :
b n b
ffl.(t) dt= > aﬁf g; () dr.
a j=1 " a
Par suite :
n b n n b n b
i; (L 0) dt)ui=i;1 ,;1 a; L gj(t)dtuiZjZI (L gj(t)dt) v;.
Conclusion :

P’intégrale vectorielle ne dépend pas de la base choisie et

fbf(t)dt = i (fbfi(t)dt>ui .

i=1\"a

2. Munissons E de la norme suivante :
n n
Vx€E, 3!(x1,...,xn)€R”/lezlxiui et ||x]| Z'lexl.|.
i= i=
D’apres la définition de I’intégrale vectorielle, on a :

Lbf(t)dt . Lbfl.(t)dt’.

i=1

Or f; est une fonction numérique.

Lbfi(t)dt sf j;(t)’dz.
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n b b n
Henrésulte: > || /() dt‘ <[ > 15wl
i=1 |7a a =1
C’est-a-dire :
b b
H | f(t)dtH< [ a0 .
1.18
Indications
‘() = (i)
Etablir que : VBa;r) CO, Ja>0/ Bya;ar)CB(a;r).
L) = )
— Remarquer que :  B(0;1) € O,.
—Endéduire:  3r>0/ B,(0;r)CB(0;1).
— Noter que: VY x€E — {0}, ZNZ(x) x€B,(0;r).
solution

Par convention, les boules d’indice i (i = 1
* Supposons :
e)

Soient

Ja>0,

Q€0 e a€).

,2) sont relatives a la norme N,.

N, et N, sont équivalentes.
AB>0/VxEE,

alN,(x) < N,(x) < BN,(x).

Par définition, ), est un ouvert, donc un voisinage de a.

On a alors :
2) 3 r>0/B,(a;r)CQ,.
La combinaison de (1) et (2) donne :

B, (a;ar) C B, (a;r).

Ainsi :
VaeQ,
Dou Q,€0,et0, CO,.
De méme: 0O, CO,.
Nous avons démontré que O, = O,.

* Supposons (i7).

Remarquons que : B, (0;1) € O,.

Comme: 0O0,CO0O, ona:
3) 3r>0/B,(0;r)C B (0;1).
Soit x € E — {0}.
Ona:
,
4) ——x € B, (0;7r).
2N,(x) 2

B, (a;ar) CQ,.
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La combinaison de (3) et (4) donne :

rx _ r
M <2N2(x)> T oy =t

D’ou :
(5) Vx€E- {0} gNl(x) < N,(x).

De plus, N(x) = N,(x) =0 pour x = 0.
Ainsi :
Ja>0/Vx€EE, aN|(x) =< N,y(x).
Deméme: d1B>0/Vx€E, N,(x)<BNX).
Enrésumé: N, ~N,.
Conclusion :
deux normes sont équivalentes si, et seulement si,
tout ouvert pour I’une est un ouvert pour I’autre.

1.19
Indications
* Considérer (e, ..., e, ) la base canonique de E.
Poser:  Ny(x) = max |x,| e A={x€E/Nx =1}
« Etablir qu’il existe o > 0 tel que pour toute autre norme N,,onait: N,<aN,.
En déduire que I'application N, est continue de (E, N\) dans R ,..
* Appliquer les théorémes 2 et 5.

solution

* Soit (ey, ... , e,) la base canonique de E.
Désignons par N, la norme suivante sur £ (cf. exercice 1.3) :
n

Vx€E, I(x,...x)EK"/x=> xe, N = max |x].

i=1 l<isn
* Soit N, une autre norme de E.

Montrons que N, est une application continue de (£, N;) dans R, .

VxEE, Nyx) < Z] |x;] Nye;) < Ny(x) 121 Ny(e,).
On en déduit : l l
Ja>0/VxEE, N,(x)<aNx).
D’ou :
Y (x,y) € E%, |N2(x) _Nz(y)| S Nyx —y) S aNj(x — ).
Ce qui montre que N, est une application lipschitzienne.
D’apres I’exercice 1.13 : N, est une application continue.
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*Posons A4 ={x€E/N/x) =1}
La partie A est fermée et bornée.
D’apres le théoreme 2, A est une partie compacte.
Par conséquent, d’apres le théoréme 5 :
N, est bornée sur A et atteint ses bornes.
D’ou :
dJa>0, IB>0/«a =xi(151fAN2(x), B= iuepANz(x).

o et B sont non nuls car 0 & A.
Soit x & E — {0}.

Ona: L _ea
N1 (x)
. X
Onendéduit: a<N = f.
? (Nl(x)>

Ce qui équivaut a :
a Ni(x) = Ny(x) < B Ny (x).
De plus, cette proposition reste vraie pour x = 0.
Ainsi N; et N, sont des normes €quivalentes.
Lexercice 1.2 permet de conclure :

dans un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C,
deux normes quelconques sont équivalentes.

Indication

Se servir du résultat de [’exercice 1.19.

solution
*—Soit x € E avec x = (x|, ..., X,).
Ix|l, =0 & Vie[l;n], Ni(x)=0.
Comme N, est une norme, cela équivauta:  x = 0.
-Va€K, Vx€gE, ||ooc||1 =1rnax N, (ax;) = || ||x||1
/<7
V£ lxtyll= max N +y) < lxll + Iyl
D’ou || - ||1 est une norme.
« De méme || - ||2 est une norme.

* E est de dimension finie.
D’apres I’exercice 1.19 :

les deux normes sont équivalentes sur E = E; X... X E,.
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Eléments de cours

R" est muni de la norme euclidienne.
Limite
Soient /: 4 C R" — R” une application, et X, € A
On dit que la limite suivant 4 de f'en X, existe et vaut L si :
Ve>0, 3a>0/VXEL X—X|<a = [f0)-L| <=

On note :
lim AX)=L ou lim AX)=L s'iln'yapas de confusion possible.
XE 4

Théoréme 1
La limite d'une fonction en un point, lorsqu'elle existe, est unique.

Continuité
Soient f: 4 C R"” — R” une application, et X, € 4.
On dit que f'est continue en X, si lim  AX) =f(X,).
X— X,
Clest-a-dire : 0
Ve>0, 3a>0/VXE4L [X—X|<a = [AN)-AX) <e.

Théoréme 2
Soient f: 4 C R"— R” une application, et X, € 4.
On pose : f=(f], ...,_};), les coordonnées de f par rapport a la base canonique de R”.

Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) fest continue en X, ;
@ f ...,_}; sont continues en X),.

Théoréme 3
Soient f: 4 CR"— RP, g:4— RP et X:4— R trois applications, et X, € 4.
On suppose que f, g et A sont continues en X,
Alors, f+getAf sont continues en X,

Théoréme 4
Soient f: 4 C R"— R? et g:A4— R deux applications, et X, € 4.
On suppose que f'et g sont continues en X, et g(X;) # 0.

S

Alors == est continue en X,

38 CHAP 2 : FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES



Continuité dans une direction
Soient 4 une partie de R”, et f'une application de 4 vers R?.
On considé:re)_('0 e A4, ue R — {6}, et on pose :
B=[X€4/31ER, X=X,+1u].
On dit que f'est continue en )?0 dans la direction w si:  lim f()?) =f HO).
X=X,
_ _ Xe B
Clest-a-dire : }iilqof(XO +ru)=11X,).
Théoréme 5

Si fest continue en X, alors f'est continue en X, dans toute direction.

La réciproque du théoreme 5 est fausse.

Continuité par rapport a une variable
Soient A une partie de R”, fune application de 4 dans R?, et X:o € A.
On désigne par (?1, ooy ?n) la base canonique de R”.

On dit que f'est continue en X, par rapport a la variable x; si f'est continue en X, dans la
direction &;.

Dérivée suivant un vecteur
Soient 4 un ouvert de R”, et f une apphcatlon de 4 dans R?.
On considére X EA et UER" —{ }

On dit que fadmet une dérivée suivant % en )?0 Si:
f()?;)'i'tﬁ) _f<)?o>

t

=L

3L € R/ lim
t— 0

of
On note : L.
ou ( O)
Dérivée partielle
Soient A4 un ouvert de R”, fune application de A dans R”, et )? € A.
On d1t que f'admet une dérivée particlle en Xo par rapport a la Varlable x; si f'est dérivable
en X suivant 8
On note :

U (%)=L (%)

0x;

Différentiabilité
Soient 4 un ouvert de R”, et fune application de 4 dans R”.
On désigne par L(R”, RP) l'espace vectoriel des applications linéaires de R” dans R”.
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On dit que fest différentiable en un point )_()0 de 4, 'l existe £ € L(R", RP) telle que :
m f(fo +ﬁ)_£(io) _€<ﬁ)
-0 H|
S (X +H) —f(X) =
\H]|

=0.

,—

Si on pose, pour H # 0, e(H )=

, alors fest différentiable en

)_(;) s'il existe ¢ € L(R", R?) tel que :
fIX,+H)=f(X)+¢(H)+|[H| e(H) ou Lim &(H)=0.

—

Dans le cas général d'une application définie sur un espace vectoriel normé E, € doit étre
continue.
Cette condition est verifiée pour E =R", d'apres le résultat de l'exercice 1.12.

Différentielle
L'unique application linéaire ¢ (lorsqu'elle existe) vérifiant la définition d'une fonction dif-
férentiable en X, est appelée différentielle de fen X, et notee d o f
0

Théoréme 6
Soient 4 un ouvert de R”, et X € A.
On considére f: 4 — RP, g: A —RPetA: A — R trois applications différentiables en X
Alors f+g et Afsont différentiables en X

Théoréme 7
Soient 4 un ouvert de R”, fune application de 4 dans R?, et )_(;) € A.
Onpose : f=(f}, ..., ];), les coordonnées de f par rapport a la base canonique de R”.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) fest différentiable en X ;
(il) fys -..f, sont différentiables enX,.
De plus : VH €R", d_f(H)=(d_fiH), ...d_fH)).

X0 X0 X0

Théoréme 8
Soient A4 un ouvert de R”, et fune application de 4 dans R”.
Si f'est différentiable en )?0 € A, alors f'admet des dérivées partielles en)?o.
De plus :

VH =y, e y) € R A j(H)— S L(x).

i=1 lax

Théoréme 9

Soient A4 un ouvert de R”, et fune application de 4 dans R”.
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6f (1

i < n) existe au voisinage de X, € 4, et est continue en X, alors f'est diffe-

rentlable en X o

Application de classe C!
Soient 4 un ouvert de R”, et fune application de 4 dans R”.
On dit que f'est de classe C' sur 4, si f est continue sur A et admet des dérivées partielles
continues sur 4.

Théoréme 10
Soient 4 un ouvert de R”, et fune application de 4 dans R?.
Soient B un ouvert de R?, et g une apphcatlon de B dans RY.
On suppose que fest différentiable enX et g différentiable en Y =/l }0) B.
Alors gofest différentiable en X et

d)?(; gof= d708°dX0f~

Matrice jacobienne, déterminant jacobien
Soient 4 un ouvert de R”, et fune application de 4 dans R”.
On suppose que f est différentiable en )? € A.
La matrice de l'application d f €L (IR” R? ) relativement aux bases canoniques de R”

et R?, est appelee matrice ]acoblenne de fen X,
On note : Jf(X ).
Si p = ¢, le déterminant de Jr ( 0) est appelé déterminant jacobien de f'en X,

Théoréme 11

Soient 4 un ouvert de R”, fune application de 4 dans R” et )_(;) € A.
On suppose que fest différentiable en X, et on pose f=(f, ..., fp).

Alors
LN —— LN
axl ( O) axn ( 0)
JX)=| i !
/AT — % 3
6x1 (XO) Gxn ( 0)

Théoréme 12 (difféomorphisme)
Soient A4 et B deux ouverts de R”, et fune application de A vers B.
fest un difféfomorphisme de 4 vers B si, et seulement si :
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(i)  festbijective ;
(if)  fest différentiable en tout point de 4 ;
(iii)  le déterminant jacobien de fen tout point de 4 est non nul.

Théoréme 13
Soient a et b deux réels tels que a < b.
On considére une application f'de [a ; b] dans R”.
On suppose que fest continue sur [a ; b] et admet en tout point de ]a ; b[ une dérivée majo-
rée par M = 0 ; c'est-a-dire :
AM=0/VtEla;bl, |1 <=M
Alors

| fla) = fib)| < M(b — a).
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e Exercices

APPLICATION IMMEDIATE

Limites, continuité, différentiabilité

i.7)

R2 est muni de sa base canonique ( i,j)

2.1 I On considére la fonction f définie sur R? par :

X .
5 fyz si (x, ) # (0,0) ;

S, y) =

0 sinon.

1. fadmet-elle une limite en 0°
2. Etudier la continuité de f'en 0 suivant toute direction.

2 .QI Montrer, en appliquant la définition, que 1'application

S y)—=x
est continue sur R2.

2. 3| On considere la fonction £ définie sur R? par :

X 2)/

si(x,y) #(0,0);
oy, SEn#00

S, y) =

0 sinon.

Etudier la continuité de f sur R2.

2 .4| On considére la fonction f définie sur R? par :
2
x

5 si(x, y) # (0,0);

4
x*+
[, y) = 4
0 sinon.
1. Etudier la continuité de fen 0 suivant toute direction.

2. Etudier la continuité de f'en 0 .
3. Etudier l'existence des dérivées de f'en 0 suivant tout vecteur.
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2.5 | On considére la fonction f définie par :

2.2
x_i/ siy # —x;
xXTy
Sx,y) =
0 sinon.

1. Montrer que f'est continue en 0 suivant toute direction.
2. Etudier la continuité de f'sur A = {(x, —x), x € R*}.

2 o‘l On considére la fonction f définie par :

e ¥ six #0;
Sx, y) =

0 sinon.

Etudier la différentiabilité de fen 0.

x3)? .
2.1| On pose : L2 si(x,y) # (0,0);
xTTy
fx, y)=

0 sinon.

Etudier la différentiabilité de 1 sur R2.

4
sin
2.8| On pose : % si (x,y) # (0,0);
x“+y
Sx, y)=
0 sinon.

Etudier la différentiabilité de f'sur R2.

2.9| Soit f'1a fonction définie sur R? par :

V1+x?—1
= si (x, ) # (0, 0) et v)° = —1;
x%+)2
Sox, y)=
0 sinon.

Etudier la différentiabilité de f'en 0.
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2.1 °| On considére la fonction f définie sur R? par :

1
(x +y)? sin 7@ si (x, ) # (0, 0);
Sx, y) =

0 sinon.

Etudier la continuité puis la différentiabilité de f sur R2.

2.1 l| Soit: R - R
¥ In (1+)?) .
Tyz si(x,y) #(0,0);

(x,y)—
0 sinon.

Etudier la différentiabilité de f'sur R2.

2.1 ’l On considére la fonction f définie sur R? par :

2
(n (1+ k)2 si(x,) #(0,0);
X2+

Sox, y) =

0 sinon.

1. Etudier la dérivée de fen 0 suivant toute direction.
2. Etudier la différentiabilité de fen 0.

Généralités

2.1 3| Soit f'une application de R” dans R’ telle que :
(1) VxeR Vi>0, fitx)=tx).
On suppose f différentiable sur R”.
Montrer que la proposition (1) équivaut a :

n

2 Vx=@,..x)ER,> xi% (x) = fx).

i=1
2.1 4| Montrer, en appliquant la définition que, 1'application :
R"— R
X X
est différentiable sur R”.
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2.1 5| Soit /il 1'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients réels.

On considére 'application f définie sur Jl par :
YV M e M, AM)=M?.
Montrer que fest différentiable sur JL.

2.1 6| Soient £ et F deux espaces vectoriels normés.

Montrer que toute application linéaire et continue de E vers F est différentiable.

2.17 I Soient £ et F' deux espaces vectoriels normés.

Montrer que toute application différentiable de E vers F est continue.

2.1 8| Soient A une partie de R, fune application de 4 vers R”, et X, € 4.
On suppose :
(@) il existe g parties 4; (1 <i < q) telles que, 4 :iLleAi ;
(i) VjE{l,...q}, X, € Ej. ; et lim fAX)=L.
X=X,
X€E4;

Montrer que : lim fX)=L.
X=X,

2.1 9| Soient 4 une partie de R”, fune application de 4 dans R”, et X, € A

On suppose : lim fiX) =L.
X=X,

1. Montrer que : L € fA).
2. On considére une application g de f{4) dans R telle que : lim g(Y) =M.
Y—L
Montrer que : lim gof(X) =M.
X=X,

Q.QOI Soient 4 une partie de R”, et fune application de 4 dans R, différentiable en

X, € 4.
Montrer que : V 1 € R”—{a}, —j_[,( ) d_, f( >
ou
%o
2.21 I Soient 4 un ouvert de R”, et f une application différentiable de 4 dans R.
On dit que f admet un extremum enX € A, s'll existe un voisinage deX inclus dans 4,
sur lequel, X f ( )— 1 (XO), garde un 51gne constant.

Montrer que si f'admet un extremum en X, alors la différentielle de / enX est nulle.
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Difféomorphismes

Qoﬂll Soient ¢ : R — R3
(r, 0, ©) — (rsin 6 cos @, rsin 0 sin ¢, 7 cos 0)

et, D=1{(r,0,¢)ER}/r>0, OE]O;%[ et @E]O;%[}.

Montrer que ¢ est un difféomorphisme de D sur un ensemble a préciser.

2.2 3| Soit ¢ : R? — R?2
(x,y) = (P + )% x +y).

Montrer que ¢ est un difféomorphisme de D= {(x, y) € R?/ x > y} sur un ensemble a
préciser.

1.’4| Soit ¢ : R?2 — R?
(6, ) = (P —x, x+ 7).
Montrer que ¢ est un difféomorphisme de D= {(x, y) € R?/y > 0} sur un ensemble D’
a préciser.

1.25| Onpose : D={(x,y)) ERZ/x>0, y>0 et x>y}

2

Montrer que : (x, ) g (—x2+xy, y*—xy) estun difféomorphisme de D sur un ensemble

D' a préciser.

APPROFONDISSEMENT ET SYNTHESE

1.16| Soient 4 une partie de R”, et fune application de R” dans R.

On dit que f'est convexe sur A4 si :
V(,y)EALVLE[0; 1], Atx+(1—1)y) < tfx)+ (1 —1)Ay).
1. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes (A4 étant convexe) :
0) fest convexe sur 4 ;
(i) YV (x,y) € A%, t+—> fitx+ (1 —1)y) estconvexe sur [0 ; 1].

2. Soient 4 un ouvert convexe de R”, et fune application différentiable de A dans R.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
) fest convexe ;
(iii))y ¥V (a,x) € 4%, fix) =fla)+d, fix—a).
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Qoﬂil On pose : A =10 ;+oo[ X]0 ; +oo[.
Soit ¢: A— R?

(x, y) — |xp,

=

Montrer que ¢ est un difféomorphisme de 4 sur un ensemble B a préciser.

2.28| vl

2

e * six#0;

Soit  flx,y) =
0 sinon.

1. Etudier la continuité de fen 0.
2. Etudier la différentiabilité de fsur R2.

2 o”l On considere la fonction f définie sur R? par :
sinx —siny
Xy

Six #y;
Sx,y) =

coS X sinon.

Etudier la différentiabilité de f'sur A = {(x, x), x € R}.

2. 3°| Soit f'une fonction numérique de classe C' sur R vérifiant :
V(b €R), IxeER/x+fla—fx)=b et
(1) JkeE[0;1[/VIER|f(1) <k
Soitp: RZ — R2
(x, y) = (x /), y +fx)).

Montrer que ¢ est un difféomorphisme sur R2.

2.31 | Soient U un ouvert de R”, fune application de U dans R?, et (a, b) € U?.
Soit: [=[a;b]l={a+tb—a),t € [0; 1]}, un segment de U.
On suppose que f est continue sur / et admet sur ]a ; b[ une différentielle majorée en

norme par M.
Montrer que : |Ab) —fla)| < M|b—al.

2.3 72| Soient 4 un ouvert convexe de R”, et fune application différentiable de 4 dans R”.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(@) fest constante sur 4 ;
(i)  les dérivées partielles de f'sont nulles sur 4.
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indications

1. Déterminer deux parties de R? suivant lesquelles f admet deux limites différentes en 0.
Conclure a l'aide du théoreme 1.

2. Considérer 7((1, b) # 6 et calculer tlimO f (6 + t?)

solution
1. Posons : D, ={(x,x),x € R*} et D,={(x,—x),x € R*}.
Ona: SR
lim _  Ax,y) =lim x_2__;
) — 0 x—02x= 2
(x,y) € D;
2
lim _ fix,y) =lim —__ L
) — 0 —0 2x2 2
(X>J’)ED2

Ainsi f'admet en 0 deux limites distinctes suivant les ensembles D, et D,.
D'aprés le théoréeme 1 :

fn'admet pas de limite en 0.
2.Soit  u(a,b) # 0.
Déterminons tlirno f (6 + t;)

Pour ¢ #0, tu # 6

o — t’ab
A : t#0 tu)=—— 5
insi = f( u) 240
s ) — =\ ab
d'ou th—r>n0f(0 +l‘u>—m.

or f0)=o.
Donc fest continue en 0 suivant la direction E(a, b) si, et seulement si, ab =0.
Conclusion :

f'n'est continue en 0 que suivant les directions i et j.

INDICATIONS ET SOLUTIONS 49



indications

Considérer X, € R,
Etablir que :

Ve>03a>0/VXER: [X—X,|<a = [0 —fiX,)| <e
Pour cela, remarquer que : si X = (x, y) € R?, ‘x‘ = HX H

solution
Soit X, = (xy, yy) € R2.
Montrons que f'est continue en X,,.
Soit X=(x, y) € R2.
Ona: [f1X)—fXp=hk—x)=|x—x].
D'ou :
Ve>0,X-X/<e = [AN)-AX) <e
Ainsi f est continue en X,.
Conclusion :
I'application (x, y) — x est continue sur R2,

indications

« Etablir que f est continue en Xy # 0.
Pour cela, appliquer le résultat de l'exercice 2.2 et les théorémes 3 et 4.

* Pour la continuité en 6 il s'agit de montrer que :
Ve>03a>0/|X|<a = [fX)—£(0)<e
11 suffit alors de montrer que :
vxer, |fx)-s(0)<elx])
ou ¢ est une fonction numérique continue en 0 avec ¢(0) = 0.

Ainsi : - = — .
(im_ (X)) =tm  o(X))=0) = 1m_r(x]=7(0)
X—0 [xl =0 x=0
solution

* Montrons que f est continue en /\_’;) # 0.
D'apres le résultat de 'exercice 2.2 :
(x,y) > x est continue sur R2.
D'apres le théoréme 3 :
(x,y) —x*+)* et (x,y)— x% sont continues sur R2.
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On en déduit, d'apres le théoreme 4 :
fest continue en tout point de R — {0}.

« Etudions la continuité de fen 0.
Il s'agit de montrer que :
Ve>03a>0/|x|<a = [X) —/(0)<e

) -£(0) =222 <y

VXZ(x,y)ERZ—{ﬁ}, 2 s

Dot lim _ f(x)=/(T).

X =0
Il en résulte que fest continue en 0.

Conclusion : fest continue sur R2.

2.4

indications

1. Considérer 7 (a, b) # 0.

Calculer tlEnO 0+ 1.

Distinguer deux cas : b=0 et b+ 0.

2. Raisonner comme pour la question 1 de l'exercice 2.1.

F0+¢7%) —f(ﬁ)'

t

3. Calculer lim
t— 0

solution
1. Soit 1 (a, b) # 0.
* Supposons b =0.
Dans ce cas, a # 0 car u# 0.
Ona:VtElR*,tﬁ# 0.
D'ou )
- - t a‘b
VteR* f(0 +tu)=—F—=0.
S u) 2a* + b?
Ainsi
lim £(0 +¢u)=0=£(0);

1—0
ce qui montre que f est continue en 0 suivant u.
* Supposons b # 0.
lim £(0 + )= lim ﬂ=0=f(6)
t—0 t— 0 2q* + b? o
En résumé :

fest continue en Osuivant toute direction.
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2. Considérons :
P ={(x, ), x ER*} et P,={(x,—x?),x E R*}.
fadmet 1/2 et —1/2 comme limites respectives en 0 suivant P, etP,.

Par conséquent :

—

f'n'est pas continue en 0.

3.Soit  u(a, b) # 0.
S0 + )=/ (0)

Calculons lim

t—0 t
Ona: - - 5
fim L0+ 00 =/10) o
t— 0 t t(—o0t-a*+b
1#0
. flo i) —fl0
Si b=0, fim LOFEO=/0)_,
t—0 t
. 0+ i) —f10) _ &
Si b #0, lim f(O fu) f(O):a_.
t—0 t b
En résumé :
fadmet en 0 une dérivée suivant tout vecteur non nul.
2.5
indications
1. Considérer 7(41, b) #6, et calculer lim0 f (6 +t;).
t—
Distinguer deux cas : b=—a et b+ —a.

2. Etudier d'abord la continuité suivant toute direction.

solution
1. Considérons  u (a, b) # 0.

Calculons lim0 f (6 +1u).
t—

* Supposons b=—a.
Ona: ViER, fltu)=0.

Parsuite  lim £(0 +1d)=£(0).
t—

* Supposons b # —a.
Ona: t#0 = tb+#—1ta.
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On en déduit :

li 0 +tu)=li
tgnof( u) tgno a+b

En résumé :
-
fest continue en 0 suivant toute direction.

2. Soit  x, # 0.
Etudions la continuité de fen X o = (xp» —X,) suivant la direction U(a,b) #0.
Pour cela, calculons : lim0 flx o F1u).

t—
Supposons b # —a.
t#0 = —x,t+tb#—(x,+1a).
Par conséquent :

) - - . (xptta )2 (=xy+ th)?
1 X, +tul=1 =
Yim Xy + ) =lim = =

On en déduit que fn'est pas continue en X, suivant la direction considérée.
D'apres le théoréme 5 :
f'n'est pas continue sur A.

indications

« Etudier l'existence des dérivées partielles en 0.
Pour cela, calculer :
S0 +1i7)=f(0) [0 +1j7)=f(0)

lim et lim
t—0 t t—0 t

« Considérer H= (h, hy) € R2.

0 +H)=f(0) == (X)) by —— (X;) h
118 +17) =48 = (5 by~
Poser: YH#0, e(H)= ||ﬁ||
Calculer lim ¢ (ﬁ )
H=0
Pour cela, se reporter aux indications de l'exercice 2.3.
solution
» Déterminons I'existence des dérivées partielles de f'en 0.
On obtent: fO+T)—/(0) 0P
m =lim =lim —=0.
t—0 t t—0 t—0 ¢

t#0
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pou L (0)=0.
ox
De meme  /(0+47)- /(0] f0, )
lim =lim =0.
t—0 t t—0 f
of 1#0
Par suite : —(6)20.
9y
- Soit H=(hy, hy) € R2.
Posons : T T f (3
_l’_ — A —_ L
70 47)=110)= 2L )0, = 2L (@)
VH+0,s(H)= IH]|

[est différentiable en 0 si, et seulement si, lim & (ﬁ ) =0.

On obtient :
*h%
ht R 40
e sih; #0;
o Vhi + h3
VH#0,eH)=

VHER2—{0},[e(H) < |n|=|H].
On en déduit: lim &(H)=0.

H=0 . .
Conclusion : f'est différentiable en 0, et la différentielle de f'en 0 est I'application nulle.

2.7

indications

« Etudier la différentiabilité de f en 0 en raisonnant comme pour l'exercice 2.6.

* Appliquer le théoreme 9 pour la différentiabilité de f en )?(; # 0.

solution
« Btudions la différentiabilité de fen 0 .
Pour cela, raisonnons comme pour I'exercice 2.6.

On obtient : A (6) A (6) =0.
0x ay

Pour H=(h,, h) € R2— {0}, posops: _ -
v A0+ H) = 1(0) =L (G hy =L (5,

—

elH)= I1H|
Ona:
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L
VH#0, elH)=—5 55
(2 + W3y
D'ou
VHER —{0}, |s(H) =< |k <|H|
ce qui montre que fest différentiable en 0 .
« Btudions la différentiabilité de fen tout point de R2 — {0 }.

Pour y fixé non nul, x — f{x, y) est dérivable sur R.
Pour y=0, x~ f{x,y) est dérivable sur R*.

On en déduit : g—f existe en tout point de R? — {6}.
X
De plus :
o s 2T, Ly G

I

D'apres les théoremes 3 et 4, P est continue sur R? — {0 }.
X

Le méme raisonnement donne :

P, existe et est continue sur RZ — {0 }.
y

On en déduit, d'aprés le théoréme 9 :
fest différentiable sur R? — {6}.
En résumé :
fest différentiable sur R2,

indications

* Raisonner comme pour l'exercice 2.7.
* Pour la différentiabilité en 0, on notera que :
VieR, [sint] < |t

solution

* En raisonnant comme pour l'exercice 2.7, on obtient :
fest différentiable en tout point de R? — {6}

« Etudions la différentiabilité de f'en 0.

O : s —
na SO+ =0) A0 sin(t)
lim =1lim =lim 3 =0.
t— 0 t t— 0 t t— 0 t
0+17)-7(0 0, ¢
De méme : lim f( ]) f( )Zlim A )ZO.
t—0 t t—0 t
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—_ 0 ud
pou (5= L (50
ox ady
Par ailleurs : sin (h%)
- 1

VH#0, E(H):W'
Or V:¢ieR, |[sing=<].
Donc

VH#0, |e(H)<h|<|H].

Il en résulte que fest différentiable en 0.

Conclusion : fest différentiable sur R2.
2.9
indication
Noter que : :
Vi=—1,V1+t =T
solution
i A0 O SO
t—0 t t—0 !

pou  L(T)=0.
dx

S0+167)-/(0] f0.0

e lim =lim
t—0 t t—0 t
of —
On en déduit : —f(o)=o.
ay
* On obtient :
~ — o Vi+hh3i-1
VH#0, ¢H= ———F— si hhd=-1.
(h3 + h3)32 2
* Déterminons  lim ¢ (ﬁ ).
H=0
Posons  V={H=(h,, hy) € R*/ 1+h, h3 =0}

On obtient :
- h, hg

VHE V- {0}, H)= .
O W)= o e Vish a1

On en déduit :
VHEV-{0}, |s(H)|<|h|=<|HI
Ce qui montre que :
f est différentiable en 0.
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indication
VX=(xy) ER (x+y)? =< 4| X|P.

solution
* Le raisonnement de l'exercice 2.3 donne :

fest continue en tout point de R2 — {0}.

« Etudions la continuité de fen 0.
Ona:
VX=(ry) ERL X)) < (x+3)? < (Wl +)I) < 4| XIP.
Ainsi, f'est continue en 0.
* Le raisonnement de 1'exercice 2.7 donne :
fest différentiable en tout point de R2 — {0}.

« Etudions la différentiabilité de fen 0.

Ona: o .
_ flo+d)=f0) A0
lim =lim =lim ¢sin—=0
t— 0 t t— 0 t t— 0 |t|
0+1)—f(0
De méme : lim0 f( Jt) f( ) =0.
t—

o L(5)=L(5)=0.

0x ay
- — (hy + hz)z . 1
Posons: VH#0, &H)=——sin

‘\/h21+h22 v h%—i_h%

VH#T0, |s(H)<4|H|
Par conséquent, f est différentiable en 0.

On obtient :

Conclusion :
fest continue sur R? ;
fest différentiable sur R2.
2.11
indications

* Montrer que f est différentiable en X, # 0 en procédant comme pour l'exercice 2.7.

* Pour la différentiabilité en 0, on pourra noter que :
Vi=0In(l1+H=<t
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solution

* Le raisonnement de 1'exercice 2.7 donne :
fest différentiable en tout point de R2 — {0}.
« Etudions la différentiabilité de fen 0.

On obtient : a—f(6)=a—f(6)=0
ox ay

Posons : B (1412
VH#0, o(d)=tnE )
(hy+ h3)
Remarquons que :
(1) V=0, In(l+n=<t
L'inégalité (1) peut étre établie par I'étude des variations de ¢+ 1In (1 +¢)—¢ sur[0; + o[.
On en déduit :
VHE R {0}, |s(H) < hd=<|H|

D'ou : fest différentiable en 0.
En résumé :

f est différentiable sur R2.

indication

2. Noter que : In(1+¢)=t+te(t) ou llimo @(t) =0.

solution
1. Soit  u (a, b) # 0.
S0 +rd)—f(0)

t

Calculons lim
t—0

* Supposons b # 0.

Ona:
) [In (1 + r%ab))]?
viwo, LU0 Dn(+ e
t 2|t (7| a*+ |B])
Or In (1+x)A0«x.
t—}
Donc lim M=0.
t—0 ¢
* Pour b =0, on obtient également : ﬁ)
t
lim L5 =,
t—0 f

En résumé :
fadmet en 0 une dérivée suivant tout vecteur non nul.
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20na: L0)=L(7)=0.
0x ay

VH#0, e(H)

Posons : (In (1 + |h,hy)))?

(BB )R+ RHV2

SiH= (hy, h,) tend vers 6, alors h, et h, tendent vers 0, puisque |h,| < Hﬁ” et|h,| < ||ﬁ\|.
Or
In (1 +1¢)=t+te(t) avec lim0 e() =0,
t—
donc  (In(1 +|h,hy))? = h3h3 (1 + @(h,h,))>.
On obtient :
VHER2— (0}, |s(H) <P +eHhhy)>
11 existe alors un voisinage ¥ de 0 tel que :
VHEV, lphh) <1 car lim ¢ (hh,)=0.

H—0
On en déduit : VHeV—{0},|s(H) < 4| HS
D'ou f est différentiable en 0.

2.13
indication

Remarquer que : (2) < d_f(x) = f(x).

solution
* Supposons (1).
Par hypothese, les fonctions ¢+ f{tx) et ¢+ ¢f(x) sont dérivables sur ]0 ; +oo[.
Par conséquent :
VxeR", V>0, d_fix)=[fx).
En particulier pour 7=1,o0na:
VxeR", d flx)=Ax).
Or d fix)= Z X; K/ (x).
i=1 ax,‘
Donc nous avons établi (2).

* Supposons (2).
Soit x € R™.
Ona:
V>0, d, flx)=ftx).
ce qui équivaut a :
3) V>0, td, fix)=£x);
Considérons ¢+ ¢(f) = f(tx).
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Onobtient: V>0, ¢'()=d,fix).
Ainsi la proposition (3) équivaut a :

V>0, to'()=ot).
Ce qui équivaut a :

On en déduit :

D'ou
V>0, fltx)=x).
En résumé :
si f'est un application différentiable de R” dans IRP, alors
{VxeR",Vit>0,flxx)=tf(x)} & {V x € R", d_fix)=flx)}.
2.14
indications

Considérer X, € R".
Déterminer une application linéaire £ de R" dans R telle que :

S(mzf(XﬁH)—{(Xo)—f@( )
]

tende vers 0 lorsque H tend vers 0.
Pour cela noter que : f()z(;+ﬁ) —f()z(;)z ||I-_I’||2 + 2)?6 .

solution

Soit)_(’0 e R".
Montrons qu'il existe une application linéaire € de R” dans R telle que :
o T4 zf(Xo""H)_f(Xn)_e(H)

lim ¢ H)=0, ou e(H =
70 ) ) ||

pour H #0.

Ona:
VHER, fIX,+H)—fIX)=|H|*+2X, H.
car |u|*=u - u, - désignant le produit scalaire.
Posons: VH € R, €(ﬁ)=2)?0 ‘H.
€ est une application linéaire de R” dans R.
On en déduit : o .
VH #0, e(H)=|H]|.

Ce qui montre que f'est différentiable en)_(;).
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Conclusion :

2.15

indications

* Raisonner comme pour l'exercice 2.14.

* Noter que JM est un espace vectoriel de dimension finie.

* Appliquer le résultat de l'exercice 1.19.

* Ne pas oublier que le produit matriciel n'est pas commutatif.

solution

JM est un espace vectoriel réel de dimension r2.

Par conséquent, d'apres l'exercice 1.19, deux normes quelconques de Jl sont équivalentes.
Considérons par exemple une des normes définies a I'exercice 1.7.

Ona:
(D 3k>0/V (M N) € M, |MN|<k|M||N|
SoitH0 e M.

Montrons que f'est différentiable en H,,.
Pour cela, il faut établir qu'il existe un endomorphisme ¢ de Jt tel que :

f(H() + H) _f(Ho) — {(H) —0

P I
On obtient :
VHEM, fH,+H)—fH)=HH+HH,+H?
Posons :

VHeM, €H)=HH+HH,.
€ est un endomorphisme de JL.

De plus : H2

VAHeE M—{0},e H)=—.

1]
Or, d'apres (1) :
|H?|| < k|[HIP.
Donc
VHeEM={0}, e = k[H]|
D'ou lim ||e (H)||=0.
H—0

Ce qui équivauta: lim & (H)=0.
H—0
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Il en résulte :
[ différentiable en H|, et dHo SH)=HyH + HH,,.

Conclusion :
M A M? est différentiable sur i et
V (H,H) € M2, dHO f(H)=HyH + HH,).
2.16
indications

Considérer X, € E.
Déterminer une application linéaire continue € de E vers F telle que :
SXy +H)—f(X))—€(H)=||H|| e(H) oithl{im0 e(H)=0.

solution

Soit X, € E.
Ona: VHEE, fX,+H)—fX,)=AH).
Posons : {=f.
On obtient alors :
fXy+ H)—fiX) — €E) =||H| s(H) od Y HEE, s(H)=0.
De plus, par hypothése, € est linéaire et continue.
Conclusion :

si E et F sont deux espaces vectoriels normés, toute application linéaire et

continue de E vers F est différentiable.

2.17

indications

Considérer X, € E.
Noter que :
fXy+H)—f(Xy) — €H)=|H| e(H)

ou { est une application linéaire continue et lim e(H)=0.
H—0

solution

Soit X, € E.
Pour tout €lément H de E tel que X, + H soit dans une voisinage de X, ona:
Sy H) = fX0) = () = ] e(H) o lim o(H)=0.
Or ¢ est linéaire et continue,
donc lim €(H)=+€(0)=0.
H— 0
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D'ou lim f(X,+ H)=f(X,),
H—0

ce qui montre que f'est continue en X),.

Conclusion :
toute application différentiable est continue.
2.18
indications
* Traduire : lim f(X)=L.
X=X,
XE 4;

J
*Noterque : N X€ A4, 3j€ /[l q]/ Xed,

solution

Soit € > 0.
D'apres (ii), on a :
(i) Elaj>O/VXEAj, HX—XOHsocj = |- =<-s
D'apres (i), on a :
VXed, 3Fje]l ;q]/XEAj.

Posons a =min «..
lsisg J

On obtient alors :
VXEAIX-X|sa = 3jE[l;q]/ XEAJ. et ||X—XO\|<0LJ..

Par suite, d'apres (iii) : || AX) — L|| < e.
Ainsi
Fa>0/VXed |X-X|sa = [f)-L]|se
Ce qui montre que lim AX)=L.
X=X
Conclusion
q
si A=U A. et lim f(X)=L pourtout i€ |[l;gq],
1 X—X)
X€E4;
alors lim =L.
im0

indications

1. * Traduire l'hypothese : lim  f(X) = L.
X=X,

«Noterque :LEf(d) < Ye>0 BL; e NfA)+D
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solution
1. « L'hypothese X, € A assure :
(1) Va>0, IXeEA4/ |X-X)<a
* Nous avons par hypothese : XliinXO X =L.

Soit ¢ > 0.
On a alors :

) Ja>0/XEdet|X—X)|[<a = [fN)—-L]|<e.

Remarquons que :
Xed = fX) EfA).

Par ailleurs :  [|AAX)—L||<e < AX)EB(L;se).
Ainsi la proposition (2) équivaut a :

3) Ja>0/Xedet| X=X <a = AX)EB(L;e) NAA.
Par conséquent, la combinaison de (1) et (3) donne :

B(L ;&) N fld) # &.

Conclusion :

si X, € A et )%iLnX fAX)=L, alors L EﬁA—)
0

2. Soit e > 0.
Ona: Ilim g(Y)=M.
Y— 1L

Cela équivaut a :
4 Ja>0/ [Y-L|<a = |g)—M)|<e.
Comme lim f{X)=L, on obtient :
X—X

0
AB>0/ X=X N<B = [fO-L|<a

On en déduit, d'aprées la proposition (4) :
AB>0/ X=X N<B = [giX)—M|]<e.

D'ou
li =M.
Jim gofiX)y=M
0
2.20
indications

TRTITIR) o X+ )~y = B+ ] o (D

d —
Noter que : —[. (Xp) =lim
du t—0

Poser H=tu.
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solution

- X, + i)~ X
Par définition:;—f.(xo)zlir% L L;) X,
u t—

Par ailleurs, fétant différentiable en X gpona:

(1) SO +H)—fX,)= tH)+||H]| ¢ (H)

ou lim £(H)=0 et ¢H)=d_ flH).

Posons H=1i.
La proposition (1) devient :
S+ )= fX,) =€) + |4 [[d]) € (Fd)  ou  lim e (7u)=0.

t— 0
On en déduit : _ f()?o + tﬁ) —ﬂ}o) _

Il en résulte :

indications
Etablir que: Y uER — {0}, d;f(ﬁ) =0.
0

Pour cela, appliquer le résultat de I'exercice 2.20.

solution

Supposons que f admette un 1 maximum enX c'est-a-dire :
il existe un voisinage V de X inclus dans 4 tel que :

VXeE V,f(X)—fLXO) <0.
Soient u € R"— {6} et t € R*, tels que )?0 +tu €V.

Ona:

X+t X X, +¢ X
im0 u>ﬂ)$06tlimﬂ ”>f(> = 0.
t—0* t— 0"
Or —j_[, Q_() ) existe, car f'est différentiable en )Z).

du

A
D 0.
onc P ( 0)

D'apres le résultat de I'exercice 2.20 : d_, flui)=0.

X
- 0
Ainsi: V u € R"— {0}, d_, flu)=0.
X
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De plus d_, f(6) =0 car d_, f estune application linéaire.
X, X
0
Conclusion :

si fadmet un extremum en )?0, alors la différentielle de f en )?0 est nulle.

indication

Appliquer le théoréeme 12.

solution

* Montrons que f est bijective.

Soit (7, 8, ¢) € D.

Posons: x=rsinfcos¢, y=rsinOsing et z=rcos 0.
On a, par hypothéses :

r>0, 0€0; 7] et eelos ],

Onendéduit: x>0, y>0 et z>0.
Posons A={(x,7,2)ER} /x>0, y>0 et z>0}.
Pour tout (x, y, z) € A, étudions I'équation vectorielle :
D 0202 =b(0,e),
les inconnues étant r, 6 et ¢.
L'équation (1) équivaut a :
Xx=rsin 0 cos ¢
y=rsin 0 sin ¢

z=rcos 0.
On en déduit :
@ tge=2;
X
3) x2+y2+22=r2;
4) cos ==,
. r y
On déduit de (2) : ¢ = Arctg (2).
x
Or Z>O;d0nc @E]O;E[.
X 2
On déduit de (3) :
r=Vx2+y2+z2 car r>0.
De plus : z<r.
Parsuite: 0<=<1 et 6=Arccos (5\),
r \7
m
d'ot 6 0;—.
ot .|
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En résumé :
Vxy2€eA 36, €D/ (xy,2)=d(r0,¢);
ce qui montre que ¢ est une bijection de D sur A.
* Montrons que ¢ est différentiable en tout point de D.
Pour tout (r, 6, ¢) € D, posons :

b, (1,0, 9)=rsinbcose, b, (r,0,¢) =rsinbsine, &;(r, 0, ¢)=rcosb.
Pour 6 € }0 ; %[ et ¢ € }0 ; %[, r— ¢, (r, 0, @) est dérivable sur ]0 ; + oof.

De plus a—l est continue sur D.
r

. Id, AT .

De méme —— et —— existent et sont continues sur D.
00 310

On en déduit, d'apres le théoreme 9 :

¢, est différentiable sur D.

Le méme raisonnement donne :

b, et &, sont différentiables sur D.

D'apres le théoreme 7 :

& est différentiable sur D.

* Déterminons le déterminant jacobien de ¢ en tout point (7, 8, ¢) € D.
Ona:

sinf cos ¢ r cos 0 cos ¢ —7rsin 0 sin @
Jd) (r, 0, @) =|sin 0 sin ¢ 7 cos 0 sin @ 7 sin 0 cos @
cos 6 —rsin6 0

On en déduit :
det Jd) (r,0, ¢)=r2sin .

Ainsi
Y (r,0,0) €D, detJd) (r, 0, @) # 0.
En résumé :
¢ est un difféomorphisme de D = {(r, 0, 9) ER3/r>10, 6 € }0 H %{
et @E]O;%[}surA={(x,y,z)€ R3 /x>0, y>0 et z> 0.
2.23
indication

Raisonner comme pour l'exercie 2.22.

solution

* Montrons que ¢ est bijective.
VY (x,y) € D, x2+y2=0.
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Soient u =0 et vER.
Résolvons le systeme d'équations :

(1

x2+y2=u

x+y=w.
Ce systéme d'équations équivaut a :

y=v—x

2x2 = 2vx+1v2—u=0.

Si 2u—v?> 0, alors il y a deux solutions :

x:v+ \V2u —v? x:v—\/2u—v2
2 2
(2) et 3)
_v—=V2u—1? v+ V2ou—y?
YT YTy

La solution (2) est unique dans D.
Ainsi
¢ est une bijection de D sur A = {(u,v) € R/ u =0, 2u >1?}.
* En procédant comme pour I'exercice 2.22, on obtient :
¢ est différentiable en tout point de D.

* Pour tout (x, y) € D,on a:
detJ¢(x,y)=2 (x—y) # 0.
En résumé :
¢ est un difféomorphisme de D ={(x,y) € R?/x >y}
sur A ={x,y) ER?/x=0 et 2x > )’}

2.24

indication

Raisonner comme pour l'exercice 2.22.

solution
* Soit (x, y) € D.
Posons : u=—x+)* et v=x+)%
On en déduit : u+v > 0.
Considérons (1, v) € R?> avec u+v >0 et résolvons le systéme :

Y—x=u
(1) x+y2=v
(x,y) € D.
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Ce systéme a une solution unique :
= vV—u ot y= u+v
2 TN T2
D'ou

¢ est une bijection de D sur D' = {(u, v) € R/ u+v > 0}.

* Le raisonnement de l'exercice 2.22 donne :
¢ est différentiable en tout point de D.

* Le déterminant jacobien est non nul en tout point de D.

Conclusion :
¢ est un difféomorphisme de D = {(x,y) € R?/y > 0}
sur D' ={(x,y) € R?/x > —y}.
2.25
indications

* Raisonner comme pour l'exercice 2.23.
* Noter que : si u = —x2 +xy et v =y2 —xy, alors v > u.

solution

« Etudions la bijection de f.

Soit  (x,y) € D.

Posons: wu=—x*+xy et v=3%—2xy.

Ona: u<0 et v<O.

Deplus: v—u>0 et utv<O0.

Considérons (1, v) € R2/u <v <0 et u+v <0 etrésolvons le systétme d'équations :

x(y—x)=u
O yO-—x)=v
(x,y) € D.

On en déduit :
. xv

y=-
u

D) x2 (v—u)=u?
(x,y) € D.

On obtient la solution unique :
—u —v

xX= et .
Vv—u 7 Vv—u

Si on pose D' = {(u, v) € R? /u < v < 0 < —u}, alors ¢ est une bijection de D sur D’.

* Le raisonnement de 1'exercice 2.22 fournit :
¢ est différentiable en tout point de D.
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* En tout point de D, le déterminant jacobien est non nul.

En résumé :
¢ est un difféomorphisme de D ={(x,y) € R?/x >y > 0}
sur D' ={(x,y)) ER?/x <y <0<-—x}.
2.26
indications

2. Noter que :
si s est une fonction numérique dérivable sur un intervalle I, alors \s est convexe sur I si, et seu-
lement si,

Viax) P b@x)=¥(+¥ @k —a.

solution
1. * Supposons (if).
Soit  (x,y) € 42
Posons ¢ (O)=ftx+(1—1)y).
Comme ¢ est convexe sur [0 ; 1],on a :
Vie[0;1], o= (X 1+0—-HX0)=<te(l)+(1—1) ¢ (0).

Or
te()+=0¢0)=tfx)+(1—1)Ay).
Donc
Vie[0;1], ix+A—-0y) <t x)+{1—-0HAp).
D'ou

fest convexe sur 4.
* Supposons que f'soit convexe sur A.
Soit  (x,y) € 42
Montrons que :
V(a,b,) E[0;1], @e(ta+(1—0)b)<t@(a)+(1—1) ¢ (b).
Posons : x;=ax+(—a)y et y,=bx+(1—-0D)y.
Ona:(x,y) € A? car A est convexe ; de plus
¢ (@=fx) et ¢ (b)=1y.

Par ailleurs :

¢ (ta+(1—=0b)=fltx, +(1 =0 y)).
Or fest convexe.
Donc fie, +(A =0 y) <tf (x)+1—1)Ay).
D'ou e(tat(1—0b)<tp(a)+(1—1) ¢ (D).
Ce qui montre que ¢ est convexe.
Conclusion :

les propositions (i) et (if) sont équivalentes.
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2. Rappelons que :
(1) si {5 est une fonction numérique dérivable sur un intervalle /,
alors {s est convexe sur / si, et seulement si :
V(a,x) €17 U () = (@) +I (a) (x—a).
D'apres la question 1, on a I'équivalence des propositions :
(i)  fest convexe sur 4 ;
(i) YV (a,x) € 4%, t— ¢ (t)=fitx + (1 — ) a) est convexe sur [0 ;1].
* Supposons que f'soit convexe sur A.
D'aprés (1), on en déduit :
2 e()=e(0)+e¢ (0).
Or ¢ (t)=dtx+(1_t)af(x—a).
Donc la proposition (2) équivaut a :
fx) = fla) +d, fix —a).
D'ou (i) = (iii).
* Supposons (iif).
Soit  (x,y) € 42
Posons V(€ [0; 1], 0 (©)=f(tx+ (1 —1)y).
Onaalors: V (a, B) E[0; 172,

JBx+(1=PB)y) =flax+ (=) ) +dy i o, JIB—) x=p)].

Ce qui équivaut a :

suoiljnjos }d suoijedipul

eB)=e ()t (B—a)e ()
D'aprés (1), on en déduit :
¢ est convexe sur [0 ; 1].

Par suite, f'est convexe sur 4.
Conclusion :

si A est un ouvert convexe de R”, et fune application différentiable de 4 dans R,
alors f est convexe sur A si, et seulement si, V (a, x) € 4%, fix) =fla)+d Jx—a).

2.27

indication

Raisonner comme pour l'exercice 2.22.

solution
*Ona: ¢(A4) CJ0;+oo[ XR.
Soit  (u,v) € 10 ; +oo[ X R.
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ions

tions et soluti

indica

Résolvons le systeme d'équations :

Xy =u
R 3 <oy
(x,y) € A.
Ce systeme d'équations équivaut a :
u
=y
X=x2
X2+ 20X —u?=0
(x,y) € A.

Résolvons : X 2+2vX—u?=0.
Onobtient: X=—v+Vur+12ouX=—v—Vu?+2
De plus :
V (u,v) E10;+2[XR, v < Vit +v? et —v<Vu>+12%
Ainsi (1) équivaut a :

u
y=—
X

x=V —v+Vur+12.

Onen déduit: y=

u
V —v+ Vil +12

Cela équivaut a : 2= u (vt V2 +12)
T Ve 2 :

Parsuite:  y="Vv+ Vut+12
D'ou : ¢ est une bijection de 4 sur B=10 ; +oo[ X R.

* Le raisonnement de 1'exercice 2.22 permet de conclure :

¢ est un difféomorphisme de 4 =1]0;+o[X]0;+ ] sur B=]0; -+ XR.

indications

1. Se servir des variations de la fonction t — te ' sur [0 ; +[.
2. Etudier la différentiabilité de f enX; = (xp, ¥y) € R-.

Pour cela, distinguer plusieurs cas : (x, # 0, y, # 0), (0,y,#0), (x,#0,0) et
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solution

1. Déterminons _1)11‘11} I (/\_; >

Ona: X—=0

Vx#0, VyeR, fix,y)=x

5 €
x2

L'étude des variations de 7+ te™? sur [0 ; +oo[ donne :

(1) Vi€ tof te! <L

. e
On en déduit : )

Vx#0, VyER, 0=f(x,y) <> =x2<|x P
D'ou _ ¢
lim_fx)=0=r(7)

X—0
Ce qui montre que :
fest continue en 0.

2.+ Posons A ={(x,y) ER?*/x# 0 et y # {0}.
Pour y # 0, x+— f(x,y) estdérivable sur R — {0}.
of

De plus : P est continue sur A.
X

R af . .
De méme : a—f existe et est continue sur A.
v
D'apres le théoréme 9, on obtient :
[est différentiable en tout point de A.

« Etudions la différentiabilité de f en/\_’(;Z (xp> 0), avec x, # 0.

)l g
lim =1lim [f] .
t—0 t t—0 t

Il en résulte que f'n'est pas dérivable en X, suivant 7
Par conséquent, f'n'est pas différentiable en (x,, 0) avec x, # 0.

« Etudions la différentiabilité de /'en )?(; 0,y,) avec y, # 0.

ient - Ly =Y (x)=
On obtient : o (XO) ay (XO) 0.
Soit H =(hy, h,) avec h, # 0.
Considérons - f()};) +H)- f()?;))
€ (H) =

(Rl
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ions

tions et soluti

indica

Ona:
= h% te !

ST

Yot hy
hi

avec 1=

Ainsi
2
h

VﬁZh,h avec h, #0, H) < ————< | H|.
(1 2) Vv 1 le(H )| e\/w | H|

Par ailleurs, s(ﬁ) =0sih =0eth, #0.
Par conséquent : vV H #0, |8(ﬁ)| < Hﬁ”.

D’ou lim e (ﬁ) =0.
H—0
Il en résulte :
[ est différentiable en (0, y,) avec y, # 0, et sa differentielle est 1'application nulle.

« Etudions la différentiabilité de fen 0.

On obtient :

L (@)= (0)=0
0x ay

Considérons pourﬁ =(h, h,) # 0.

/10 +H) (7]

o ()= -
1|
On obtient :
di te”! avec t Vol si b, #0
e Vi =— .
) VR " b
e [H)=
0 sihy=0 et h, #0.
D’ot VH#0, |e(H) <|H|
Ce qui montre que fest différentiable en 0.
Conclusion :

fn'est différentiable que sur R? — {(x, 0), x € R"}.
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indications

« Etudier la différentiabilité de f en (X9, X% ) Xy E R
Pour cela, considérer, pour tout réel x :

P (x) = sinx —(x —x,) cos X, +% (x —x, )? sin X
« Etablir a l'aide de la formule de Taylor-Lagrange et du théoréme des accroissements finis que :

1
VXER VyeR b0l =7 k—yllc—x.» —x)I%

solution
Soit x, € R.
« Etudions la différentiabilité de f'en Xy = (xg, X)-

sin (x, + ) — sin x,,

> = a2 — cos X,
t—0 t t—0
t
Or: sin (x,, + #) = sin x, cos ¢+ cos x,, sin ¢,
2
sint=t+1> @, () et cosr=1 —%+t2<p2 @).
. : t? . .
Donc :  sin(x, + ) — sin x, = cos x;, — > sin x,, + t2 @ (f) ou hnb ¢ (1)=0.
t—
- af (v 1 .
Ainsi : . (XO) =73 sin x,,.
De méme : A (}0) -1 sin X
ay 2
- Soit H=(h,hy) ou h #h, et H #0.
Considérons :
o= = | .
sl T H) =X + o (b + hy) sinxg
€ (H) = .

Izl

Pour tout réel x, posons :
§ (x) = sin x — (x — x;) cos x;, + % (x— xo)2 sin x,,.
La formule de Taylor-Lagrange donne :

. 1
V x € R, [cosx — cosx, + (x —x;) sinx,| < E(X_xo)z'

Dot VxeR, U (x)=< %(x—xo)z.
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On en déduit, d'apres le théoréme des accroissements finis :
1
VxERVyER W@ —40) <5 ko —xp =3P

= ¢(xo+h1)_¢(xo+h2)
O e )= Al

Donc VH =(h,h)#0 avec h #hy, \8(ﬁ>\$%”ﬁ“.

=(h,h) avec h#O.

Cette inégalité reste vraie pour  H
m & (H ) =0.
0

D'ou li
H—
En résumé :
[ est différentiable en tout point de A.

2.30

indication

Etablir que :

V (a, b) € R2 x—x +f(a —f{x)) + b est une bijection sur R.
solution

* Soit (4, v) € R2,
Résolvons le systéme d'équations suivant :

@) |* +y)=u
y+fix)=v.
Ce systéme d'équations équivaut a : |y =v — f{x)

x+f(v—fix)) —u=0.
Pour tout réel x, posons ¢ (x) =x + f{v —fix)) —u.

@ est dérivable sur R.

Deplus: VxeR, ¢ (x)=1—f'"(v—fx) f'(x).
Dapres (1): VxeR, o' (x) >0.

Par conséquent : ¢ est une bijection sur R.

D'ou

NxeR/ex)=x+f(v—fix))—u=0.

Il en résulte que le systéme d'équations (2) a une solution unique.
Nous avons démontré que ¢ est une bijection sur R2,

* Le raisonnement de I'exercice 2.22 fournit :
¢ est différentiable en tout point de R2.
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« En tout point (x, y) de R?, on a, d'aprés (1) :
detJ(b e, =1=f'"x)f'» #0.

En résumé :
¢ est un difféomorphisme de R2.

indication

Appliquer le théoreme 13.

solution
Posons h=b—a et o(t)=f(a+ th).
@ est une application de [0 ; 1] dans R”.
Par ailleurs, ¢ est continue sur [0 ; 1] et dérivable en tout point de ]0 ; 1[.
Deplus: V€051 ¢ ()=d,, /i) ;et|e” Ol <|d,. /1 2] < M|lA.
D'apres le théoreme 13 :
le (D= O =/ (a+m) —f(@) < M|, cequiéquivauta: [fb)—Aa)| <M |b—adl.

Nous avons établi :

I'inégalité des accroissements finis pour une application vectorielle de R” dans R’.

indication

Appliquer le résultat de l'exercice 2.31.

solution

* Si fest constante sur A4, alors en tout point de 4, les dérivées partielles sont nulles.
* Si les dérivées partielles de f sont nulles sur 4, alors la différentielle de f'en tout point
de A est I'application nulle.
Soit (a, b) € 42 ; le segment I = [a ; b] est inclus dans 4 car 4 est convexe.
En appliquant le résultat de l'exercice 2.31 avec M=0,on a :
| fla)— fib)]| =o.
On en déduit : f'est constante sur 4.
Conclusion :

sif: A4 C R"— R’ est différentiable sur un ouvert convexe A, alors f est constante
sur A si, et seulement si, les dérivées partielles de f sont nulles sur A.
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Eléments de cours

E est un espace vectoriel normé sur K =R ou C.

Série
Soit (u,) une suite de (E).
Pour tout entier n, on pose : S, =uy+ ...t u,.
S, est appel¢ somme partielle, et on dit que la suite (S,) définit la série de £ de terme gén¢-
ral u,.
On appelle série numérique toute série de nombres réels.

Convergence
Soit (u,) une suite de E.
On dit que la série de terme général u, converge si la suite (S,) converge vers un élément
SdeE.
S est appelé somme de la série et on note :
+oo
S =Z u,.

n=20

On dit que la série de terme général u,, diverge lorsque la suite (S,) diverge.

Théoréme 1

Soit (u,) une suite de E. Pour que la série de terme général u, converge, il est nécessaire
mais non suffisant que la suite (u,) converge vers 0.

Théoréme 2
Soient (u,) et (v,) deux suites de E.
(f)  On suppose que les séries de termes généraux u, et v, convergent.
Alors, pour tout (o, B) € K2, la série de terme général au, + Bv, converge.
(ii)  On suppose que les séries de termes généraux u, et v, sont respectivement conver-
gente et divergente.
Alors, la série de terme général u, +v, diverge.

Théoréme 3

(i) La série de terme général —1 , n =1, converge.
n(n+1)
+oo
1
De pl —=1
eplus 2 o

(ii)  La série de terme général L, n =1, diverge.
n

80 CHAP 3 : SERIES NUMERIQUES



Théoréme 4

Soient (u,) et (v,) deux suites numériques a termes positifs telles que :
=
Iny€EN/Vn=ny u,<v,
(i)  Si la série de terme général v, converge, alors la série de terme général u, converge

+oo +oo
=
et Z un Z Vn‘
n:no n:no

(i) Sila série de terme général u, diverge, il en est de méme de la série de terme géne-

+oo
ral v, et z u, = oo,

n:no
Théoréme 5

u
Soient (u,) et (v, ) deux suites numériques strictement positives telles que : 3 £> 0, lim —* =k.
n—>toeo V
n

Alors les séries de termes généraux u, et v, sont de méme nature.
Ce résultat, est vrai, en particulier, lorsque les suites (u,) et (v,) strictement positives véri-

fient: u, ~v,.

Séries de Riemmann
1
On appelle série de Riemann toute série de terme général — avec n=1 et a €R.
n

Lorsque la série converge, sa somme est appelée somme de Riemann.

Théoréme 6
La série de Riemann converge pour a> 1 et diverge pour o =< 1.

Théoréme 7

Soit (u,) une suite numérique a termes positifs.
(i) Silexiste k<1 et n, €N tels que \%t_ngk pour tout n = n, alors la série
de terme général u, converge.

(ii)y Siona \/u_n =1 pourtout n = n, alors la série de terme général u, diverge.

Théoréme 8
Soit (u,) une suite numérique a termes strictement positifs.

un+1

(i) Silexiste k<1 et ny €N tels que
série de terme général u, converge. n

< k pourtout n = n, alors la

Uy

(i) Silexiste n, € N tel que =1 pour tout n = n, alors la série de terme
n

général u, diverge.
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Théoréme 9 (Régle de D'ALEMBERT)

Soit (u,) une suite numérique a termes strictement positifs.

u
Onsuppose: 3€=0/lim 2L =¢.

n —>too un

(i) Si €<1, alors la série de terme général u, converge.
(i) Si €>1, alors la série de terme général u,, diverge.

Théoréme 10 (Régle de CAUCHY)

Soit (u,) une suite numérique a termes positifs.
On suppose : 3 € = 0/ lim \"/u_nz €.

n— +oo
(i) Si € <1, alors la série de terme général u, converge.
(if) Si € > 1, alors la série de terme général u, diverge.

Série alternée
On appelle série alternée une série numérique dont le terme général u,, est de la forme :
— (— n
u, = (=1)y"v,

ou (v,) est une suite positive.

Théoréme 11
Soit u, = (—1)" v, le terme geénéral d’une série alternée telle que la suite (v,) soit
décroissante et de limite nulle.

(i)  La série de terme général u, converge, et si
“+ oo

Szzoun,alors:VpBO, S2p+1<S$S2p.

Gy vneN, |s-sl<lu I

Convergence absolue
On dit que la série numérique de terme genéral u, est absolument convergente si la série
de terme général |un| converge.

Théoréme 12

Toute série numérique absolument convergente est convergente.

Remarque

Une série peut étre convergente sans l’étre absolument.
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e Exercices

APPLICATION IMMEDIATE

Nature de séries particuliéres

3.1 | Soit @ un réel. Etudier la nature de la série de terme général a”.

3. QI Déterminer la nature de la série de terme géneral u, défini par :

L 1 e”
l.un=e” Z.un=m 3.un=ﬁ
1 In @+ e
4. un = ; 5. un = T

3. 3| Montrer que la série de terme général :
: 1
u = ——"—"—— n=1,
" nln+ D(n+2)
converge, et préciser sa somme.

3.4[ Déterminer la nature de la série de terme géneral u, défini par :

Lun:co:jn 2.un=h:1—3n 3.un=1n(l+%>
1 1 1 o1

4.un=1n<l+W) 5'”n:ﬁ_W 6.un=s1n(F)

. (1 sin n

. u, = sin (W) 8.u, = o

1
3.5| 1. Montrer que la série de terme général —, n= 0, converge. Soit S sa somme.
n.
2. Montrer que : 2<<.§ <3.
Généralités
3.6| 1. Soient (u,) et (v,) deux suites numériques de méme signe telles que les séries

de termes généraux u,, et v, divergent.
Quelle est la nature de la série de terme général u, + v, ?
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2. Soient (u,) et (v,) deux suites positives vérifiant :
()3a>0, 36>0, Any€EN/Vn=ny, av,<u,<bv,
Que peut-on dire des séries de termes généraux u, et v, ?

3. Pour tout entier #» non nul, on pose :
e —sinn
u = ———"
n n

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

3.7 | Soit (u,) une suite numérique positive et décroissante definie sur N*. On suppose

que la série de terme genéral u,, converge ; soit § sa somme.

Pour tout entier » non nul, on pose :

n n
Sn=z Uy, v,=n(u, —u, ) et Tn=z Vi
K=1 K=1

1. Veérifier que la suite (v,) est positive.
2.a.Montrerque : Vn=1, T,<S§, <3S

b. En déduire que la série de terme général v, converge.
3. En déduire : lim nu,.

n— +w

M Soient (u,) et (v,) deux suites numériques strictement positives telles que :
lim —*= 0.
n—+* Vv,
Montrer que :
(i)  si(2v,) converge, alors (Xu,) converge ;
(ii) si(2u,) diverge, alors (v,) diverge.

3.9| Soit (u,) une suite positive telle que la série de terme général u,, converge.

Quelle est la nature de la série de terme général u,21 ?

3.1 °| 1. Soient (u,) et (v,) deux suites numeériques strictement positives telles que :

1% u
(1) VneN, 2 < ol
A4

n un

Montrer que :
(i)  si(2u,) converge, alors (2 v,) converge ;
(ii) si(Zv,) diverge, alors (2u,) diverge.
2. Soit (u,) une suite numerique strictement positive.
Montrer que :
U1

a.si lim ——— =17, alors (3u,) diverge ;

n— +ow un

b.si lim \/u_n = 17, alors (Su,) diverge.

n— +ow
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3.11 | Soit (u,) une suite strictement positive.
1.Onsuppose: Fa>1 et €ER/lim n*u, = ¢€.

n— +ow
Quelle est la nature de la série de terme général u, ?

2.0nsuppose: Ja<1/lim n*u, = 4.
n— +o»

Quelle est la nature de la série de terme général u, ?

APPROFONDISSEMENT ET SYNTHESE

3.1 Ql Déterminer la nature de la série de terme général u, défini par :

1
5 2ch(—
n-l-l) n

Lu,=e"In ( 7 2.u, = P
3 . n 4 —(14+ 1\n 5 _ n+1
.un—(_3)n .un—< n) e 'u”_(—l)”\/ﬁ—n
6.u, = (In n)~ 2" T.u, = 1n_2n 8.u, = e Vn,
n

3.1 3| Déterminer la nature de la série de terme général
1+ (=1)"Va
u = ———.

n n

3.1 ‘I'l Pour tout entier » non nul, on pose :
_135.2n—1)
“n T T 46..2n)

u
1. Calculer lim -+

n— +oo un

2. Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

3.1 5| Pour tout entier #» non nul, on pose :

nn+1

T e )

u v
+ +

1. Montrer que : V n =1, —2L = ntl
u %
n n

ou v, est le terme général d’une série divergente.
2. En déduire la nature de la série de terme géneéral u,.
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3.1 6| Déterminer la nature de la série de terme général

e

3.17 I 1. Soit a un réel strictement positif. Etudier suivant les valeurs de a, la convergen-
ce de la série de terme général :

u,=1—(n +a)ln(1 +%>
2. Pour tout entier » non nul, on pose :
n! /n\-n
= (e) .
Déterminer la nature de la série de terme général u,,.
(=" )

n

3.1 8|P0urt0utn = 1,onpose: u, =Inn <1 +

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

/2
3.1 9| 1. Pour tout entier 1, on pose : u, = f (sin x)" dx.
0

Etudier la nature de la série de terme général u,.
2. On considere la suite (v,) définie par :
n
vy = —, v, =1
0 2 1
Vn=0, vy =

Quelle est la nature de la série de terme général v, ?

3.2 °| 1. Vérifier que pour tout n = 1 et pour tout réel x :
1 n—1 (_ l)n x2n

— Z (_l)kx2k +

1 + x2 _k:Q 1+ x2.

2. En déduire :
+0 (_1)n71
D

n=1

3.21 I Soit (u,) une suite positive.

On suppose que la série de terme général u, converge.

1

Déterminer la nature de la série de terme général — \/u_n
n

3.22 I Soit (u,) une suite strictement positive. Montrer que les séries de termes généraux u,, et

u
v, = " sont de méme nature.
1+u

n
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3.2 3| Soit (u,) une suite convergente.

Etudier la nature comparée des séries de termes généraux u, et sin u,,.

3.2 4| Déterminer toutes les valeurs du réel x pour lesquelles la série de terme général
u,(x) converge :

L, () =—— 2.0, () =
u ()= cu, (x) = —
! (n+ | x| )? " n!
(=" (=1
Jou, =-—— 4. =———
T, ) = 0~ an)
X X
50u (x) =—— 6.u (x)=—"—"F7—-
! \/Z(1+nx2) 8 1+ |x|\/ﬁ
3.25 | Soit (a,) une suite numérique strictement positive telle que :
a
lim a,=+% et lim —L=1.
n— +% n— +ow a,

Discuter suivant les valeurs du réel x, la convergence de la série de terme général
— n n
(=D"a, x".

3.16| Pour tout entier n = 1, on pose :
n 1 n 1
un=z ; et Vn:Z —

k=1 k=1 U

Déterminer, suivant les valeurs du réel x, la convergence de la série de terme général
— n n
(=D, x"

3.27 | Le but de cet exercice est de proposer une autre démonstration du résultat de
I’exercice 3.7.

Montrer que : (2u,) converge

.\ L. = lim nu =0.
(u,) positive et décroissante p>de M

3.2 8| 1. Soient (u,) une suite strictement positive et un réel a.

u n a
Onpose: V n=0, An="—ﬂ— :

u, n+1
Montrer que :

(i) slilexisteny, €N et a>1 tels que:
Vn=n, A <0,
alors la série de terme genéral u, converge ;
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@) silexiste ny €N et a<1 tels que:
Vn=ny, A,>0,
alors la série de terme général u,, diverge.

2. Soient (u,) une suite strictement positive et un reel 3.

u 1 1 1
Onsupposein—ﬂ=l—ﬁ+—s(—> ou lim s(—>=0.
u

n n \n ns+e \np
n
Montrer que :
(0 si B > 1, la s¢rie de terme général u, converge ;

(@) si B <1, la série de terme général u, diverge.
3.29' On considere la fonction f'définie par :
+oo 1
fo)=> ——

= n+n3x’
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Déterminer un équivalent de f au voisinage de + oo.

+ — 1\ 1
3.3°|Démontrerquezz D —f In x dx.

A n—1)2 o 1+x2
' Inx . ' Inx

On notera que : 5 dx = lim 5 dx.
o 1+x a—0tla 1+x

a
3.31 | Soit (a,), n = 1, une suite numérique telle que la série de terme général —*
n

converge.

n

Montrer que : lim — Z a;=0.
notEn =

3.3 Ql 1. Soient (u,) et (v,) deux suites numériques.

Pour tout entier n, on pose :

S, =uyt..tu, et a=v,—v, .

On suppose :

() IM>0/Vn=0, |s|<m;

(i)  la série de terme général a, converge absolument ;
iii) lim v =0.

(i) n— +o

Montrer que la série de terme général u, v, converge.

2. Soient (u,) et (v,) deux suites telles que :
(iv) la série de terme général u, converge ;
(v)  lasuite (v,) est monotone et bornée.
Quelle est la nature de la série de terme général u, v, ?
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indications

« Etudier suivant les valeurs de a, la limite de a™
* Calculer la somme partielle.

solution
*Ona: hm a”—O < ol < 1.
n—+

Par consequent, d’apres le théoréme 1, la série de terme général a” diverge pour |a| = 1

* Soit @ un réel tel que |a| < 1.

n
. p— n p—
Posons : u, =a" et Sn—z u, .

o k=0
na: | — gt
Vn=0, §=—"
l—a
1
et lim S = .
n— +oo l—a
Conclusion :
la série numérique de terme général a” converge si,
et seulement si, [a| < 1, et sa somme vaut
—a
3.2
indications

1. Calculer llm u

n— "
2. Noter que la série de terme general L converge.
Appliquer le théoréme 5.

3. Calculer lim u,.
n— +ow

4. Appliquer le théoreme 4.
5. Raisonner comme pour la question 2.

solution

Remarquons que dans chaque cas, la suite (u,) est positive.
1.Ona: lim u, =1.

n— +oo
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D’apres le théoréme 1 :
1

la série de terme général e diverge.

2. La série de terme général v, =— est une série de Riemann convergente (théoréme 6).
n
1

u
On obtient : lim —*=—.
n—tey 4

Comme les suites (u,) et (v,) sont strictement positives, le théoréme 5 donne :

les séries sont de méme nature.
D’ou

la série de terme général converge.

1
2n + 1)?
en
3.0na: lim — =t
n— +ow n

Il résulte du théoréme 1 que :
- . e’ .
la série de terme général — diverge.
n

2
4.0na: Vn=2 n"=n’

En effet, pour tout @ =1, x+~> a* est croissante sur R.
On en déduit :

VnBL-%SJ;

n n

Or la série de terme général % converge.
Donc "

- - 1
la série de terme général —- converge.
n

5. Le raisonnement de la question 2 donne :

- oy MQ2+e™)
la série de terme général —————  converge.
n
3.3
indication
, 1 . .
Décomposer —————— en éléments simples.

n(n+1)(n+2)
solution
1
* Posons v, = ;

Les suites (u,) et (v,) sont strictement positives.
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u
Deplus: lim —*=1.

n— +oo vn
D’apres le théoréme 5 : la série de terme général u, converge.

* Décomposons m en éléments simples.
Ona:‘v’nzl,uzll 2 + L )

" 2\n n+tl n+2

Posons: V=1, § = Z u,.

k=1
La sommation donne :

vast sl L1

212 nt+l n+2
Il en résulte que la suite (S,) converge vers %
Conclusion : 1 1
la série de terme général ———————— converge, et sa somme vaut —.
nn+1)(n+2) 4
3.4

indications

2. Noter que : ¥ x>0, Inx <x.
3. 4. Appliquer le théoreme 5.

solution

1. La suite (u,) est positive.

n n3
Or la série de terme général — est une serie de Riemann convergente.
n
Donc 2

la série de terme général converge.

w

2. La suite (u,) est positive.
Or Vx>0, lnx <ux.

1
Donc Vn=1, u,<—.

"2
D’ou

- - In n
la série de terme général —— converge.
n
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3. La suite (u,) est strictement positive.

u
. n
lim a1 =1.
n— +o0

n?

On en déduit :

la série de terme général In
4. La suite (u,) est strictement positive.
u
lim ——=1.
n—+o 1
Vn
Par conséquent :
la série de terme général In

- o 1
5. La s¢rie de terme genéral — converge.
n

. . 1 .
La série de terme général —= diverge.
Vn

On en déduit, d’apres le théoréme 2 :

. - 1 1
la série de terme général — ———

n?

6. La suite (u,) est strictement positive.

g}

=1.

Eneffet: Vn=1,

Par ailleurs : lim
n— +ow

S
J>|’_‘|=: 3_,;|’—‘

Ainsi :
la série de terme général sin

n

Autre solution
Ona:¥ x€R, |sinx| < x|

1
1+—
n2

L

converge.

diverge.

diverge.

converge.

On en déduit que la série de terme général u, converge absolument.

7. La suite (u,) est strictement positive.

u
lim =1,
n— +ow 1

Vn
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diverge.

Vn

Ainsi
la série de terme général sin

1
.

8. La suite (u,) n’est pas positive.
V=1, Ju|<s
n

Ainsi la série de terme général u, converge absolument
converge.

Par suite :
la série de terme général 2
n

u,= )

sin n 1
Ona:Vn=l1, =—

n n
Mais le théoreme de comparaison (théoréme 4) ne permet pas de conclure car la suite

(u,) n’est pas positive.

3.5

indications
» Remarquer que : ¥ n>3, n!=n(n+ 1)

* Appliquer les thoremes 3 et 4.

solution
1. Une démonstration par récurrence donne :
Vun>3 nl>nmn+1).

On en déduit : :
1 Vn>3 <L —
M " c =, (n+1)

Or, d’apres le théoréme 3, la série de terme général converge et sa somme

_
nnt+1)

vaut 1.
Donc, d’aprés le théoréme 4 :
la série de terme général — converge.
n!

2.0na: S=1+1+%+...

Par conséquent, S > 2.
D’apres (1), on a: e o
ST
n=4 " n=4 I’l(}’l"‘l)

On en déduit :
S—uy—u, —u,—u Sl—l———
0 1 2 3 2 6 12
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D’ou S < 3.
Conclusion : 2 <SS <3,

En négligeant les premiers termes d’une série, on ne modifie pas sa nature, mais sa
somme si elle converge.

indications

L. Noter que : si une série de terme général u, positif diverge, alors lirrir S, =+
3. Appliquer le résultat de la question 2. "

solution

1. » Supposons que les suites (u ) et (v,) soient strictement positives.

Posons: Vn=0, S, Zuk et T,= ka

La suite (S,) diverge car la série de terme général u, diverge.
De plus, la suite (S,) est strictement croissante car la suite () est strictement positive.

On en déduit : ,,h_,nlm S, = e
De méme : nli}rriC>O T,= +o.
Par suite, la suite (S, + T,) diverge.
D’ou :

la série de terme général u, +v, diverge.
* Le raisonnement est identique pour deux suites (u,) et (v,) strictement négatives.
En résumé :

si (u,) et (v,) sont deux suites numériques de méme signe telles que les séries de
termes généraux u, et v, divergent, alors la série de terme général u, +v, diverge.

n n
2. Posons : V n = ny, Sn=z u, et TﬁZ Vi
k:no k:no

On déduit de (1) :
Vn=ny, al,<S, <bT,,
ce qui montre que les suites (S,) et (7,) sont de méme nature.
Ainsi
si (u,) et (v,) sont deux suites positives telles que :
3a>0, 36>0, 3nyEN/VYn=ny, av,<u,<bv,
alors les séries de termes généraux u, et v, sont de méme nature.
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3. Remarquons que la suite () est positive.
De plus :

e—1 e+1
n n

V=1, 0<
Or la série de terme général 1 diverge.
n

Donc, d’apres le résultat de la question 2 :
e—sinn

la série de terme général ——— diverge.
n

3.7

indications

2.a. Noter que :

1) Vn=1, T,=S —nu, ;
* la suite (T, ) est croissante.

3. « Se servir de (1).

n— —+ow
solution
1.Ona: Vn=1, u,—u, ,=0.
Car la suite (u,) est décroissante.
D’ou

la suite (v,) est positive.

2.a. La sommation donne :
(1) Vn=1, T,=S —nu,_,.
Onendéduit: Vn=1, T, <S5,
Par ailleurs, la suite (S,) est croissante et converge vers S.
On en déduit :
2 Ve=1, T, <SS <S.

n n

b. La suite (7)) est croissante d’apres le résultat de la question 1.

De plus, d’apres (2), (7)) est majorée.
On en déduit que la suite (7)) converge vers un réel 7.
Par suite :
la série de terme général v, converge.

3.D’apres (1),ona:
3) lim nu, =S—T

n— +oo

Or §=T.
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En effet, supposons S+ T.
La proposition (3) équivaut a :

u
lim “tl=5-7
n— +ow 1

D’apres le théoréme 5, la série de terme général u, , | divergerait ; ce qui est absurde.

Donc
4) nllerxn u, . =0.
Enfin :
Vn=0, m+Du,, ,=nu, +u, .
D’ou
nlinzrm(n—i-l)unjL 1 =0.
Conclusion :

pour toute suite numérique (,) positive et décroissante telle que la série de terme
général u, converge, la suite (n u,) converge vers 0.

indications

u
* Traduire U'hypothése :  lim — =0.
n— 4o v}'l

* Appliquer le théoréme 4.

solution

Soit € > 0.
On a, par hypothése :
u
Iny€EN/V n=n, ‘L <eg
v

n

On en déduit :
(D Vn=zny, u,<ev,
* Supposons que la série de terme général v, converge. D’apres le théoreme 2, la série de
terme géneral v, converge.
Par suite, le théoreme 4 permet de dire que la série de terme général u, converge.

* Supposons que la série de terme général u, diverge.
Le raisonnement précédent indique que la série de terme genéral v, diverge.
En résumé : u
pour toutes suites (u,) et (v,) strictement positives et vérifiant lim+ =0,
n— +owo yp
n
la convergence de la série de terme général v, implique celle de u,

et la divergence de la série de terme général u, implique celle de v,.
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indications

* Noter que : 3ny EN/V n=ny,, 0<u, <1
* Appliquer le théoreme 4.

solution

Ona:
lim u,=0 & Ve>0, 3n,€N/Vn=ny, |u|<e.

n— +ow
En particulier pour ¢=1:
Any€EN/Vn=ny, O0<u,<1I.
On en déduit :
InyeN/Vn=ny, 0sul<u
D’apres le théoréme 4, la série de terme général u% converge.

n

Conclusion :
si la série de terme général u,, positif converge, alors il en est de méme
de la série de terme général uﬁ.

indications

1. « Noter que : (1) =V n=0, uyw, <vju,.
* Appliquer le théoreme 4.

u
n+1 =1

u
2. * Noter que lim ot _+=3 ny€EN/V n=n,

— +00
n + un un

* Appliquer le théoréme 1.

solution
1. Remarquons que la proposition (1) implique :
= <
Vn=0,uy, <vu,
D’apres le théoréme 4 :
si la série de terme général u, converge, alors la série de terme général v, converge ;
si la série de terme général v, diverge, alors la série de terme général u, diverge.

2. a. On a, par hypotheése :
Upt1 =1

In, €N/ Vn=ng,
n

On en déduit que la suite (u,) est croissante a partir du rang n,,
Or la suite (u,) est strictement positive.

INDICATIONS ET SOLUTIONS 97



Donc la suite (u,) ne converge pas vers 0.
D’apres le théoreme 1, la série de terme général u,, diverge.
Ainsi u

si lim+ —1+1 _ 1+, alors la série de terme général u, diverge.
n— +wx
b. On a, par hypothese :

In, €N/ VY n=ng, \Vu_nzl.
On en déduit :
IngeEN/VYn=ny u, =1

D’apres le théoreme 1, la série de terme général u,, diverge.

Conclusion :
si lim+ V u,=1%, alors la série de terme général u, diverge.
n— +ow
3.11
indications

1. Distinguer deux cas : € =0 et € # 0.
* Pour € # 0, appliquer le théoréme 5.
* Pour £ =0, se servir du résultat de [’exercice 3.8.

solution

1. « Supposons ¢ # 0.
On a, par hypothése :
u
da>1/ lim T”Z{f.

n— +o0

nOL

- . 1
Or la série de terme général — converge.
n

Donc d’apres le théoréme 5 :
la série de terme général u, converge.

* Supposons ¢ = 0.

u
Ona:3da>1/ lim —2=0.
n— +o0 1

nOL

D’aprés le résultat de I’exercice 3.8 :
la série de terme genéral u,, converge.
Conclusion :
si (u,) est une suite strictement positive telle qu’il existe o« >1 et ¢ ER

vérifiant lim n®u, = {, alors la série de terme général u, converge.
n— +o«©
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2.0na:
VM>0, 3nyeN/Vn=n, n*u,=M.
Onendéduit: V n=n, u,= n—Az
D’apres le théoréme 4 :
si (u,) est une suite positive telle qu’il existe o < 1 vérifiant lim »n*u, = +oo,

n— +ow

alors la série de terme général u, diverge.

indications

La démarche suivante pourra étre adoptée afin de déterminer la nature d’une série de terme géné-
ral u,,.
A. Calculer la limite de u,,.
Abandonner ce calcul s’il s’avere difficile.
B. Etudier le signe de u,

a. Siu, = 0, appliquer ['un des théorémes sur les séries a termes positifs.

b. Si la série est alternée, appliquer le théoréme correspondant.

c. Si le signe de u,, est difficile a établir ou si le signe est quelconque, alors passer a C.
C. Etudier la série de terme général |u o

ou

trouver une série de terme général v, dont la nature est connue et vérifiant : u, % v,.

solution
1. La suite (u,,) est positive.
1
Ona: Vn=1, u,<In 1+—|.
n
1
Posons: Vn=1, v,=In 1+—|.
1 n
Ona: vn;ﬁ.

D’apres le theoréme §, la série de terme général v, converge.
En appliquant le théoréme 4, on obtient:

2
- - - h
la série de terme général e " In > converge.
n
2. La suite (u,) est positive.
2
Deplus : u,z—.
n ( 1 )
Il en résulte : 2 Ch\;

la série de terme général L2 converge.
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3. La série est alternée.
Posons: Vrn=1, v =
On obtient :

1) Vam1, 2ei_ntl

v, 3n

Ainsi la suite (v,) est décroissante.

< 1.

Par ailleurs, la suite (v,) converge vers 0.
On en déduit, d’apres le théoréme 11 :

;e Py n
la série de terme général i converge.

Autre solution

On obtient :
lim el L
n— -ty 3
D'’apres le critere de D’Alembert, la série de terme général u, converge absolument.
Par conséquent :

la série de terme général u, converge.

L
4. Remarquons que : V n = 1, u, =" n|! o l—e.
On a, au voisinage de I’infini :
1) 1 1 1 .
Infl+—|=———+—¢,|—|ou lim g [—|=0.
nl n 2nr n? 7 lin n—+o g
On en déduit :
{ 1) 1 (1) (1)
LT e e L
Par suite :
[+ 1] 1 1 1 N 1
ennl+1=¢l1 ———+—¢g,|—| ou lim &, —|=0.
2n n “n n—+e “n
D’ou
e
2 U ~— .
N
Le résultat (2) indique que la suite (u,) est strictement négative a partir d’un certain rang.
. e
Ainsi —U =
n%®2n
D’apres le théoreme 5 : la série de terme général —u, diverge.
Conclusion : 1
la série de terme général |1 +—| — e diverge.
n
5. La suite (u,) converge vers —1.
D’ou
ou n+1

la série de terme général ——__ _ —  diverge.
' 8 (—1)"Va—n 08
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6.0Ona: Vn=2 u, >0.
1
Parailleurs: V 7 =2, Vu, =u"=(nn)"2
Ainsi lim  Vu =0.

n— +ow

On en déduit :
la série de terme général (In n) 2" converge.

7. La suite (u,) est strictement positive pour tout n= 2.
3
On obtient : lim n?u, =0.

n— +oo

D’apreés le résultat de I’exercice 3.11 : |
nn
la série de terme général —— converge.
n

8. La suite (u,) est strictement positive.
: - 2
Posons : V n = 1,v, =In (nu,).
On obtient :

Vn>1,vn=2lnn+lnun=2lnn+1n(e_\/;)=21nn—\/_=\/22%—1).
n
Onen déduit: lim v, = —co,

n— +o

Par conséquent : lim n? u,=0.
n— +ow
D’apres le résultat de I’exercice 3.11 :

-Vn

la série de terme général e converge.
3.13
indication
R 1 en
emarquer que : u, = p Vi
solution
Ona:Vn=1 Ly
na:Vn=1, u=— !
" n Vn
1

La série de terme général — diverge.
n

— 1 n
La série de terme général —\/_ converge (théoréme 11).
n

On en déduit, d’apres le théoréme 2 :

la série de terme général u, diverge.

- - . (D"
La série de terme général u,, diverge et pourtant :u,

oo,\/;'
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3.14

indication

2. Déterminer une suite (v,) telle que :

Vn=l, =
un vn
solution
1. Remarquons que :
(2n)!

Vn=1, un—W_
Par suite :

vn>1 un+1:2n+1

’ u, 2n+2°
D’ou "
lim n+1 =1
n— +ow un
u n
2.0na: (1) Van=1, 2+ =—+
u, n+1
Posons : V n =1, vn=l_
n

La proposition (1) équivaut a :

Vn=1 un+1>vn+]

Lln vn

La série de terme général v, diverge.
Le résultat de I’exercice 3.10 permet d’affirmer que :

la série de terme général

3.15

indications

2
1. Observer que : ¥ x= 0, In(1 +x) = x—%.

2. Appliquer le résultat de I’exercice 3.10.

solution
u ntlp41

n+2’

n+1
n

ntl _

uy,

1.Ona:Vn=1, 1
e
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n+1jppt!

n

Lo
Posons: Vn=1,a, = =+t i+ ]

Remarquons que :

2
(1) Vx=0, 1n(1+x)>x—x?

. IR TI - . X
Ce résultat peut étre établi a 1’aide des variations de la fonction x — In (1 +x) —x+ Y
sur [0; +oo.
D’apres (1), on a :

Onendéduit: Vrn=1, a =e.

Par conséquent :

2. En appliquant le résultat de I’exercice 3.10, on obtient :

n+1

la série de terme général ———  diverge.
et (n+1)!

indication

Déterminer un équivalent de u, au voisinage de l'infini.

solution
Au voisinage de I’infini, on a :
: 1,1 1

- 1
et—1l=—+—F+—F+—¢
n 2nt 6n3 nd

\n

ou lim e
n— +ow

1
" 2%
ce qui montre que la suite (u,) est strictement positive a partir d’un certain rang.

Par suite : u

Ainsi 1

la série de terme général 1— e"—1/| converge.

"3

3.17

indications

1. Déterminer un équivalent de u, au voisinage de !'infini.

2.+ Poserv, =Inu,  , —Inu,

* Déterminer la nature de la série de terme général v,.

* En déduire :  lim  Inu,
n— +ow
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solution
1. On obtient :

* Supposons a # Ex
Dans ce cas : u, ;;(;l (% - a).
Si %— a >0, alors la suite (u,) est positive, et la série de terme genéral u, diverge.

Si l—a<0, alors —u ’;——l—a.
2 n ni\2

D’ou : la suite (—u,) est positive et la série de terme général —u, diverge.

On en déduit que la série de terme général u,, diverge.
* Supposons a = %
1
me 120
Par conséquent, la série de terme général —u, converge. On en déduit la convergence de
la série de terme général u,,.

Danscecas: —u

En résumé :

la série de terme général 1 — (n +a) In (1 + l) converge si, et seulement si, a = %

2.Posons: Vn=1, v,=Inu,,  —Inu,

1
n

On obtient: v, =1— (n + %) In

On en déduit :

ce qui équivaut a :
n
Vn=1, lnun+1=1+z Vi
k=1
D’apres le résultat de la question 1, la série de terme général v, converge.
D’ou

nlirr}rmlnunH:(? ou £ ER.
Par conséquent, la suite (u,) ne converge pas vers 0.
Conclusion :

- (o hl (n|Tm
la série de terme général n (— diverge.
n'el
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indications

* Faire un développement limité a [’ordre 2 au voisinage de l’infini.
* Appliquer le théoreme 2.

solution
Ona:
=br 1 oo
) u,= , —%1—2‘9; ou nll)n}ms ;ZO.
1 1
Posons : v.=——=|1—2 &|—||, pour n assez grand.
" 2n? n

On obtient : |v,| oy

Par conséquent, la série de terme général v, converge absolument.
Par suite, la série de terme général v, converge.

b

Or la série de terme général converge.

Donc d’apres (1), la série de teme général u, converge. Ainsi :
"

la série de terme général In |1+ converge.

indications

1. * Remarquer que : ¥ x € |0 ;E cosx < 1.

b

* En déduire une suite (v,)) telle que : ¥ n =0, u, =v,.

solution

0;1

cosx = 1.
29

1. Remarquons que : V x €

Onendéduit: Vn=0, Vx&

/2
Par suite: V n =0, f sinx cos x dx < u,,.
0

Le calcul de I’intégrale donne :

0;

iy . .
?, sin”x cos x = sin”x.

Par conséquent :
/2
la série de terme général f sin”x dx diverge.
0
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2.0na: u0=E et u; =1
2

De plus, une intégration par parties donne :

n
v = =
n = O, un 2

Ainsi les suites (u,) et (v,) sont identiques.
Il en résulte :
la série de terme général v, diverge.

indication

2. Intégrer membre a membre [’égalité de la question 1.

solution
1— (_l)n x2n

n—1
1.Ona: Vr=1 VxeR — 1)k x% =
n a n , X , kZ'o( )Yex T2

On en déduit :

n—1 _1\m "
M) V=1 VxeR —L =Y (—ppahs CUE

1+x2 =, 1+x2
2. Il résulte de (1) :
UGV L
) Va=1, = el dx.
@ " d A TV e ®
Posons : y U 2n
=1,u = dx.
" >t o 1+x2 *
1
Ona: Vn=1, 0<u < .
nas v S nt
Par conséquent :  lim u, =0.
n— +ow
La proposition (2) donne alors :
io () _m
o 2k+1 4
+oo +oo —
(-1 X7 !
O = .
r kZO 2k+1 nZI 27’1_1
Donc
"'Z‘” ( 1)"_1:1T
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indications

Montrer d’abord que si u, et v, sont les termes généraux positifs de deux séries convergentes,
alors la série de terme général V u,v, converge.

Pour cela, remarquer que : ¥ a=0, Vb=0, Vab (a +b).

solution

Soient u, et v, les termes généraux positifs de deux séries convergentes.
Montrons que la série de terme général Vu,v, converge

Remarquonsque: Va=0, Vb=0, Va - (a+b)

n

s 1
Onendéduit: Vn=0, Vuy, < by (u, +v,).
Or les séries de termes géneraux u, et v, convergent.
Donc la série de terme général Vu,v, converge.

Appliquons ce résultat avec: Vrn=1, v =L2.

" n
On obtient :
si la série de terme général positif #, converge,

- - 1
alors la série de terme général — \/u_n converge.
n

indications

* Supposer que la série de terme général u, converge.
Montrer que la série de terme général v, converge.
Pour cela appliquer le théoréme 5.

* Supposer que la série de terme général u, diverge.

n

Distinguer plusieurs cas pour 1im u
n— +oo

solution

Montrer que deux séries de termes généraux u, et v, sont de méme nature, ne revient
pas a établir :

(1) (% u,)converge=(%v,) converge ;

(2) (2v,) diverge=(% u, ) diverge.

En effet, la proposition (2) est la contraposée de (1).

Par conséquent, ces deux propositions sont équivalentes.
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* Supposons que la série de terme général u, converge.
D’apres le théoréme 1: lim u_ =0.
n— +o N

De plus, les suites (u,) et (v,) sont strictement positives.

. vn
Comme lim —=1,
n— +ow un

il résulte du théoréme 5 que la série de terme général v, converge.
* Supposons que la série de terme général u, diverge.

Notons que ( Eun ) diverge # lim+ u, #0.
n— +oo

On sait que la suite (u,) est positive.
— Supposons :  lim u, =¢ = 0.
n— +ow
Le raisonnement précédent indique que la série de terme général v, diverge.
— Supposons :  lim u, =+
n—+

oo

Danscecas: lim v =1.
n— +o N

Par conséquent, la série de terme général v, diverge.

— Supposons : lim u n’existe pas.
n— 4o 7

. . X . .. .
Dans ce cas : lim v, n’existe pas car x — 1 est continue et bijective sur [0 ; +o0].

n— 4o +x
Par suite, la série de terme général v, diverge.
Dans tous les cas, la série de terme général v, diverge.
En résumé :
si la suite (u,) est strictement positive, alors les séries de termes généraux u,

u
et —2— sont de méme nature.
1+u

n

indications

Poser €= lim u
n— +ow

Distinguer deux cas : € #0 et € =0.

n

solution

* Supposons que la série de terme général u, converge absolument.
Dans ce cas, la série de terme général sin u, converge absolument.
Eneffet, Vn=0, [sinu,|<|u,l.

* Supposons que la suite (u,) soit strictement positive et que lirriL u,=0.
n— +o0
™

Danscecas: dn,€N/V n=0, 0<un$?.
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Ainsi : Vn?no.sinu > 0.
Sinu_ "

Par suite : lim =
n— 4o un

D’apres le théoreme 5, les séries de termes généraux u, et sin u, sont de méme nature.

En résumé :
* si la série de terme général u, converge absolument, il en est de méme pour sin u,, ;

* si la suite (u,) est strictement positive et de limite nulle, alors les séries de termes géné-
raux u, et sin u, sont de méme nature.

3.24

indications

* Déterminer les valeurs de x pour lesquelles : 1irr1+ u, (x) = 0.
n— +o0

* Appliquer les criteres de convergence a la série (X |u, (x)|) ;
ou

trouver un équivalent de u, (x), au voisinage de l'infini ;

ou

appliquer le théoreme sur les séries alternées.

solution
1. Pour tout n = 1 et pour tout réel x, u, (x) > 0.
1
Deplus: u, (x) CIvL
D’ou
pour tout réel x, la série de terme général u, (x) converge.

2. * Pour x = 0, la série de terme général u, (x) converge.
un +1 (x)
u,, (x)

Par conséquent, la série de terme général u, (x) converge absolument.

*Ona:Vx#0, lim =

n— +ow

Conclusion :
- P 4 ,
la série de terme général — converge pour tout réel x.
n.

3. Pour x| > 1, nli_)mﬂo u, (x) #0.
Par suite, la série de terme général u, (x) diverge.
Uy 4 1 (X)
i, (x)

Ainsi, pour |x| < 1, la série de terme général u, (x) converge absolument.

*Vx€ER", lim = |x| et la série est nulle pour x = 0.
n

— 4o
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tions et soluti

indica

. 1 - s .
*Si x=—-1, u, (x)= o pour tout 7 = 1, et la série de terme général u, (x) diverge.

*Si x=1, la série de terme genéral u, (x) est une série alternée convergente.
En résumé :
(="

n

la série de terme général converge si, et seulement si, x € |—1; 1].
4.+ Six? > 1, la série de terme général u, (x) diverge car lin}F u, (x) #0.
n— +o0
1
2n—1)2n)’

*Silxl=1, fu, ()=

Or la série de terme général converge.

1
(2n—1)(2n)

Donc la série de terme général u, (x) converge absolument.

En résumé :
- - (=1 x> . .
la série de terme général —————— converge si, et seulement si x| < 1.
2n—1)(2n)
5.« Pour x=0, la série converge.
* Soit x# 0.
1
Ona:u, (x) 7 ——.
" nVnx
On en déduit : [u, (x)| = ——F— .
iy @) nVn x|
- . 1
Or la série de terme général converge.
nVn

Donc la série de terme général u, (x) converge absolument.
Conclusion :

la série de terme général converge pour tout réel x.

_x
Vi (1+nx?)

6. ¢ Pour x =0, la série converge.
* Soit x # 0.

1
Posons: Vn=0, v (x)=—""=.
n ) 1+ x| Va

1
La suite (v, (x)) est positive et v_(x) & .
(v, (x)) estp () WEV

Or la série de terme général 7 diverge, donc la série de terme général v, (x) diverge.
n

Par suite la série de terme général u,, (x) diverge.
Conclusion :

- - X
la série de terme général ne converge que pour x=0.
1+ x| Vn
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3.25

indications

Etudier la convergence absolue de la série.
Pour cela, appliquer le critére de D’Alembert.

solution
Posons: Vn=0, VxeR, u,(x)=(=1)"a,x"
* Pour x=0, la série converge.

* Soit x#0.
Ona:
u X
(1) lim M:M-

n=tefu, ()]
—Si x| <1, la série de terme général u, (x) converge absolument.

Si x| > 1, la série de terme général |u,, (x)| diverge d’apres (1), et on ne peut rien en
déduire pour la série de terme général u, (x).

—Silx| > 1, lim [x]"= 4o,
n— +ow
Or lim a =+oo,
n— 4o 1N
Donc lim |a, x"| = +c°.
n— +ow
D’ou la série de terme général u, (x) diverge.
- Si x| =1, liqur |u, (x)] = +oo et la série de terme général u, (x) diverge.
n— +o
En résumé :

la série de terme général u, (x) converge si, et seulement si, |x| < 1.

indication

Se servir du résultat de I’exercice 3.25.

solution
« Etudions la nature de la suite v,)-
Ona:
k+1
Vi=1, Ls ﬂsl.
k+1 k t k

On en déduit, par sommation :

Vn=2, l—i—...—i—lglnn.
2 n
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tions et soluti

indica

Par suite :

Vn=2 u <1+lnn
Or Vaon=1, Inn<n.
Donc

(1) Vn=2 L=_1
u
n

n+1’

D’apres (1), la série de terme général €1 diverge.
u

D’ou la suite (v,) diverge. n
De plus :
i = +oo,
(2) nll'n]F Vn
« Etudions la limite de  —%1
V}’l
1
Ona: Vn=1, vn+1=vn+u
n+1

On en déduit:

v 1
n+1 _
Vn=1, =1+ .
Or vn un+1 vn
Iim u =lim v =+oo,
n—40o " p—otoo N
Donc

v
3) lim “Hl=1.

“+ o0
n— Vn

* Les propositions (2) et (3) permettent d’appliquer le résultat de 1’exercice 3.25.
Il en résulte :
la série de terme général (—1)" v, x" converge si, et seulement si, |x| <1.

3.27

indications
ePoser: VYn=1, Sn:Z U
=1

* Noterque: Y n=1, n Uy, <S,, =S,
e Endéduire : lim n Uy,

n— +ow
solution
n
Posons: Vn=1, Sn=kZI U
Ona: Vn=1, S, =S, =u,,  +.. +tu,,

Or Vie(l;n], u,,;=u,, car (u,)décroit.

n+
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Donc

Ainsi

Comme la série de terme genéral u,, converge, la suite (S,) converge.
On en déduit :

(1) nli’n}rwn u,,=0.
Le méme raisonnement donne :

2) nli)nloo (n+1)uy,,, =0.

La proposition (1) équivaut a :
3) nll}rnﬂc 2n u,, = 0.
Remarquons que :

2n+1
(2n+1)u2n+1=nTl(n+1)u2n+l.
Ainsi, d’apres (2), on a :

@) nlimﬂo @n+1)uy,, =0.
Posons: Vn=1, v, =nu,.
Les propositions (3) et (4) deviennent :
nli,m“c Van :nli,mm Van+1=0-

Il en résulte que la suite (v,) converge vers 0.

Conclusion :
lim nu,=0.
n— +ow
3.28
indications

1. Appliquer le résultat de ['exercice 3.10 (question 1).

2. Faire le développement limité de

Z ] “ (au voisinage de infini) et appliquer le résultat de
la question 1.

solution

1.Posons: Vn=1, v,=—.
u v
Ona: Vn=1, A =—2+l__ntl

n

*(@) Supposons:IAn, EN, Ja>1/Vn=n, A <O0.
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tions et soluti

indica

- . 1
D’une part, la série de terme général —— converge.
n

D’autre part, d’apres I’exercice 3.10, la série de terme général u, converge.

D’ou
u

. . n o
il existe ny=0 et o >1 telsque: V n=n ntl o2,
u, n+1
alors la série de terme général u, converge.
* (ii) Le méme raisonnement donne :
U n o
sil existeny =0 et a <1 telsque: V n=n ntl > 2,
u, n+1
alors la série de terme général u, diverge.
2. Soitax € R.
Ona:
+1\-« 1|~ 1
L L =1+= =1-Z+—¢ |-
n+1 n | n n o n n
ou lim g (= =0.
n— +ow n
Ainsi
u n o _oa—fB 1 1
1 A n+1 — + — & —
M " u, n+1 n n 2\n
ou lim &, [—|=0.
n— +ow n

Il résulte de (1) que A, a le signe de a — B pour 7 assez grand.
* Si B > 1, pour un choix de a > 1 tel que B > a,ona A, <0.
D’apres le résultat de la question 1, la série de terme général u, converge.

* De méme, si B < 1, un choix de a < 1 avec 3 < a indique que la série de terme géné-
ral u, diverge.

En résumé : 1

n

y . . oy un +1 B 1
(u,) étant une suite strictement positive telle que ——=1—"—-+—¢|—|,
u n

n

n
—si B > 1, la série de terme général u, converge ;

—si B <1, la série de terme général u, diverge

indications

1. 11 s agit de déterminer toutes les valeurs de x pour lesquelles la série converge.

1 1
2y

2. Noter que : ¥ x #0, ———
n+nx " nx
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solution

Posons: Vn=p, VxER, u,()=——"—7

avec p=1 sixa'f—l et p=n+1 sinon.
n

.*Pour x=0, la série de terme général u, (x) diverge.
Par conséquent, f'n’est pas définie en 0.

* Soit x # 0. :

Ona: u,(x) I

On en déduit :  |u, (x) % %
nx|

Par conséquent, la série de terme général u, (x) converge absolument.

Conclusion : Df=R*.
. Soit x> 0.
Remarquons que : u, (x) 3 Lz
nex
Ona:
V=1 u (x)_L:_il
o n2x  nx (n+n*)’
On en déduit : - -
FRYSES SO W B N
x =, n? x = n(n+nx)’
Or Vn= 1,;2s%.
n(n+nx) nx
+ o0 +oo
1 1 1
Donc N — 2
,Zl n(n+n%x) x nZI n’
Par suite, on a :
131 131
2 Vx>0, 0<— —-= — == —.
@ o (ﬂx) xn; nzy xZn; n3
+oo 1 +oo 1
Posons : a= 2 et BZZ PER
n=1 n=1

La proposition (2) équivaut a :

Y x>0, —£$f%—1<0.
o o

x
D’ou lim f%Zl.
x— -+ =
X
Ce qui montre que : to St
D 1 lz 1
=1 n+nix T x, = n?
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indication

Se servir du résultat de I’exercice 3.20 (question 1).

solution
D’apres I’exercice 3.20, on a :
n—1 (_ )n y2n
Vn=1 Vx€ER, = > (DR ———
k=0 I+x

On en déduit :

1)" x2" In
Vaz=1, V>0, 0% Z (= 1)t a2k 4 DX I

dx.

1+ 1+x2
Soit a € 10 ;1].
Ona:
' Inx ! o (o (X Inx
1 Va=1, f = 3 (1) f 2 Inx de+ (1) f s
1
Posons : V k=0, [, (a)ZJ ¥ In x dx.
Une intégration par parties donne :
a2k+1 lna 1
Vk=0,1 = — + Zk+1 1),
N k@ 1 a1 )
D’ou
. 1
2 Vik=0, lim I =——
@) 2 D @)= = ey
Posons :
x* In x e 1]
six ;115
Vn=1l¢ (0= 1+ x2
0 six=0.
Pour tout n = 1, ¢, est continue sur [0 ; 1].
Par conséquent :
3) V=1, Ii f d fl d
n=1, lim X) dx = x) dx.
) a_}()acpn() | @n )
Remarquons que la proposition (1) équivaut a :
' Inx ot i !
@ V= 1,L o dx—kZO (—DF 1, (a)+(—l)"ja ¢, (¥) dx.
Faisons tendre a vers 0 dans (4).
La combinaison de (2) et (3) donne :
) V=1 f In x x:nilﬂ_F(_l)njlxhln—xdx
’ 0 1+x2 k:0(2k+1)2 0 1+x2 '
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L’égalité (5) montre que le réel f dx existe méme si la fonction x 113_)62 n’est
pas définie en 0. *

Cette intégrale est dite généralisée.

2n1
Posons: Vn=1, J = f nx
1+x2

1
Ona: Va=1, U sj 2 [In dx=—f 2 1n x d.
0 0
Or | 1
VnBI,J;xZ"lnxdx=lim In(a)=—m.
Donc lim J =0.
n— +o
Il en résulte, en faisant tendre n vers +o0 dans (5) :
1 RN 8 |
J’ In x dy— (—1) .
o 1+x2 o k+1)?

Conclusion :
+ —1)» 1
Z (-1 . :J' In x d.
=1 2n—1) o 1+x2
3.3 1
indications

n
a.

_ i _

*Poser : ¥ n=1w, '51 : et w,=0.

=

al’l
° . = — L
Remarquer que : N'n= 1, w, —w, | L

* Noter que si une suite (u,) converge vers €, alors
u, +...+tu
lim —L———n_
n— +ow n

solution

Posons: Vn=1,w :Z

. > — =
Ona:Vn=1lw —w, _, .

On en déduit :

Par suite :
(1) V=1, L
n
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indica

Rappelons que : u +..+u,

2) si (u,) converge vers €, alors lin}r — =
n— +oo n

Or la série de terme général —* converge.
Donc "
3) la suite (w,) converge.
n

La combinaison de (1), (2) et (3) donne : lim 1 Z a.=

n—+wopn =
Conclusion : a

si une suite (a,) est telle que la série de terme général 7" converge,

alors lim Z a,=0.

n— +e n; =

indications

1 Poser T, = Z U vy,
=0
Verifier que : ¥ (p, q) € N? avec g > p,

T

L1 T,= ZSa-I—S -S v

+1 Vg+1 +1
==t g+1 % Pp
2. » Etablir d’abord que toute suite monotone et bornée vérifie la propriété (i) de la premiére
question.
* Appliquer le résultat de la question 1 aux suites (u,) et (v,—€)ou £ =1lim v _
n—

+oo

solution
1. Posons : V n =0, Tn=z Uy V.
K=0

Montrons que la suite (7)) est une suite de Cauchy.

Soit (p, g) € N2 avec ¢ > p.

Ona: g+ 1 g+ g+ 1
Tq+1_Tp Z Z Sn—l)v Z SV_Z nVn+1
p+1 p+1 p+1

Ce qui équivaut a :
q

=pZISnan+Sq+lvq+l Spvp+l
On déduit de I’hypothese (i) :
q
(1 | g+1 p|$M(Z+:l|an|+|vq+1|+|vp+1|)'
P

Par ailleurs, la suite (v,) converge vers 0.
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Par conséquent :

&
2) Any=0/Vp=n, VYVg=p+1, |vq+1|+|vp+1|sﬂ‘
D’aprés I’hypothése (ii), la suite | > ||

k=0
D’ou

q
3) 3n120/Vp2n1,Vq2p+l,Z|a|<
T

P 1

est une suite de Cauchy.

La combinaison de (1), (2) et (3) donne :

Y (. q) EN% g >p=max (ng,n) =T, L1 <e
Il en résulte que la suite (7)) est une suite de Cauchy.
Conclusion :

la série de terme général u, v, converge.

. * Montrons d’abord que la suite (v,) monotone et bornée vérifie la propri¢té (ii) de la
question 1.
Rappelons que la suite (v,) converge vers un réel €.

. = = —
Posons: Vn=0, a,=v,  —v,.
. . . ) - _ B
Si la suite (v,) est croissante, alors : V n =0, |an| V4TV
D’ou "

lim Z |ak|— lim (v, —vy)=€—v,

n—>+ook:0 n— +ow

Le mé€me raisonnement peut étre fait si (v,) est décroissante.

suoiljnjos }d suoijedipul

Ainsi

(4)  toute suite monotone et bornée vérifie la propriété (ii) de la question 1.

* Appliquons le résultat de la premicre question aux suites (u,) et (v, — €).

On a alors la convergence de la série de terme général u, (v, — €).

Or, pour tout n = 0,

u, (v,—€)=u, v, —u, €, etlasérie de terme général u, converge.

Donc la série de terme général u,, v, converge.

Conclusion :

si la série de terme général u, converge, et si la suite (v,) est monotone et bornée,
alors la série de terme général u, v, converge.
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Eléments de cours

Intégrale généralisée sur un ensemble borné

Soit fune fonction numérique définie sur /= [a ; b et intégrable sur tout compact inclus
dans 1.
La fonction x> j f(¢) dt est définie sur 1.

Si J f(#) dt admet une limite € € R lorsque x tend vers b, on dit que f est intégrable sur /.
On note : f f(®) dt =

On dit que ’intégrale f f(#) dt converge vers €, et cette intégrale est dite généralisée ou
impropre.

Lintégrale généralisée est dite divergente si la fonction x — f f(t) dt n’a pas une limite
finie lorsque x tend vers b.

Théoréme 1

Soit fune fonction numérique définie sur /= [a ; b[, et intégrable sur tout compact inclus
dans L.
Lintégrale de f'sur I converge si, et seulement si :

Vex>0,3cE€la;bl / VYV (u,v)Elc;bX[c;bl,

Théoréme 2
Soient a et b deux réels tels que : a <b.

b
Lintégrale L 7 Cft),

converge si, et seulement si, 7 < 1.

Théoréme 3

Soient f'et g deux fonctions définies et positives sur I =[a ; b[.
On suppose que fet g sont intégrables sur tout compact inclus dans 7, et que f < g

b b
(i) Si f g(?) dt converge, alors j f(t) dt converge.
b b
i) Si | /(1) dt diverge, alors [ g() dt diverge.
Théoréme 4

Soit fune fonction numérique positive sur /= [a ; b[ et intégrable sur tout compact inclus
dans /.
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Onsuppose:drER, ICER 7/ limb (b—x) f(x) = €.

b
(i) Sir <1, alors I’intégrale f f(x) dx converge.

b
(ii) Sir=1et €+ 0, alors I’intégrale ff(x) dx diverge.

Intégrale généralisée sur un ensemble non borné
Soit f'une fonction numérique définie sur / = [a ; +oo[, et intégrable sur tout compact inclus
dans 1. .
La fonction x+ f f(?) dt est définie sur /.
a

Si j f(¢) dt admet une limite € € R lorsque x tend vers +eo, on dit que f'est intégrable sur
L

+oo
On note : J o) dt = €.

+oo

On dit que I’intégrale | f(¢) dt converge vers € et cette intégrale est dite généralisée ou

impropre. ¢ x

Lintégrale généralisée est dite divergente si la fonction x f f(t) dt n’a pas une limite
a

finie lorsque x tend vers +oo.

Le théoréme I reste valable pour un ensemble non borné.

Théoréme 5

Soit @ un réel strictement positif.
+oo
Lintégrale f r converge si, et seulement si, 7 >1.

a

Théoréme 6

Soient fet g deux fonctions définies et positives sur /= [a ; +oo[. On suppose que fet g
sont intégrables sur tout compact inclus dans 7, et que f < g.

“+ oo “+ oo

(i) Si J g(?) dt converge, alors f(t) dt converge.

+oo

+oo
(ii) Si f(¢) dt diverge, alors f g(?) dt diverge.

Théoréme 7

Soit f une fonction numérique positive sur /=[a ;+oo[, et intégrable sur tout compact
inclus dans /.
Onsuppose: dreR I€€R / lim X" f(x) = €.

X+ Foo
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+oo
(i) Sir>1, alors 'intégrale f f(t) dt converge.

+oo

(ii) Sir =<1 et €#0, alors I'intégrale f(t) dt diverge.

Convergence absolue
Soit fune fonction définie sur I =[a ; b[, et intégrable sur tout compact inclus dans 1.

b b
Si J | f() | dr converge, on dit que I’intégrale f f(¢) dt converge absolument.

Théoréme 8

Soit f'une fonction définie sur /=[a ; b[, et intégrable sur tout compact inclus dans /.

b b
Si f f(t) dt converge absolument, alors f f(t) dt converge.

Une intégrale peut étre convergente sans l’étre absolument.
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e Exercices

APPLICATION IMMEDIATE

Nature d’intégrales

4.1 I Etudier la convergence des intégrales suivantes.

1.1= fm)flfxx z.lzfmx/t_gx d ’ xm_hljx
v In (1 + 1)
4.1= fl =

4.2 | Soit a un réel strictement positif.

1. On considére une fonction positive et intégrable f sur tout compact inclus dans [a ; +eo].
On suppose qu’il existe o < 1 tel que :
lim x®f(x)=

x> Foeo +oo
Quelle est la nature de 1’intégrale J f(x)dx?
a
2. En déduire un résultat analogue pour une fonction positive et intégrable sur tout compact
inclus dans ]0 ; a].

4.3| Etudier la convergence de I’intégrale : /= f e’ dx.

4.4| Etudier la convergence de I’intégrale : [ = j \/)_c dx.
0

/2
4.5' Etudier la convergence de I’intégrale : f In (sin x) dx.
0

, I(In £)?
4.6' Etudier la nature de I’intégrale : f (n 1) dt
0

1—1¢
~sin ¢
t

"
4.7 I Etudier la convergence de ’intégrale : [ = f dt.
0

+oo
4.8| Déterminer la nature de 1’intégrale : f cos (t2) dt.
0
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‘I'o,| Etudier la convergence absolue de I’intégrale :

Fooi 3
sin°t
1=f d.
0 t

4.1 °| Soient @ un réel et b un réel pouvant étre infini.

On considére une fonction ¢ strictement positive et intégrable sur tout compact inclus
dans [a ; b[.
On suppose qu’il existe une fonction s telle que : ¢ .

b b
Montrer que les intégrales f @(x) dx et f i (x) dx sont de méme nature.

Nature d’intégrales suivant des parameétres

4.11 | Etudier suivant les valeurs du réel « la convergence de I’intégrale :

Feo s
f SIS
o 1+x

4.1 Ql Etudier suivant les valeurs des réels o et B la convergence de ’intégrale :
1
f(l — 1) B dt.
0

4.1 3| On considere la fonction ¢ définie par :

too gy

(p(x)ZL Sy

Montrer que le domaine de définition de ¢ est ]0 ; +oo[.

4.1 ‘l'l 1. Etudier suivant les valeurs du réel « la nature de I’intégrale :

1
I = [ 1(in 2 dt.
0

2. Déterminer /(n) pour tout entier 7.

4.1 5| Pour tous réels a et x on pose :

+oo
I (x) = jo e Xl gy,

1. Etudier suivant les valeurs de « et x la convergence de o).
2. Déterminer / p(x) pour tout entier p non nul et pour tout réel x > 0.
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Intégrales et séries

4.1 6| 1. Soient p un entier, et f une fonction continue, positive et décroissante sur

[p; +ool. e

Montrer que I’intégrale f(x) dx et la série de terme général f(n) ont la méme nature.
r

2. Discuter suivant les valeurs du réel a la nature de la série de terme général ﬁ
n(ln n
4.17 | Soient a et b deux réels strictement positifs.
Pour tout entier n, on pose :
(G0 NI
u, = et S(a b)= u,.
" a+nb (@) nZO "
1. Soit « un réel strictement positif.
1 xa*l
Montrer que :  S(a, 1) = f dx.
ol +x
2. En déduire :
=24
Sao= [
(@ b) o 1+ xb "
4.1 8| On considere la suite (/) définie par :
1
Vn=0, I =[mamepd
0
2
On pose : f (Gl t)
1—¢
1. Montrer que : [ = z I, + R,, ou (R,) est une suite que I’on précisera.
2. Montrer que : lim R, = 0.
nr— +oo
+oo
3. Exprimer Z —5 a’aide d’une intégrale que I’on ne cherchera pas a calculer.
p=1 p

4.1 9| Pour tout entier p = 2 et pour tout réel x >0, on pose :

—+ oo

— —xt yp—1
Ip(x)—J;exﬂ’ dr.

+oo

.y 1.,
1. Ecrire nzl Py al’aide de / p(n).
+oo +oo p—1
e 1 1 P
2. En déduire : nzl Prin —1)! f o] dt.
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APPROFONDISSEMENT ET SYNTHESE

4.2 °| Soit x un réel strictement positif.

< Int
O o Ix) = J ——— dt.
n pose (x) L 21

1. Montrer que /(x) est bien défini.
2. Calculer /(x).

1 )
4.21 I Montrer que I’intégrale : / = L ln(lTx) dx converge et préciser sa valeur.

4.2 QI Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue sur [a ; +oo[.
On suppose : lim f(x) = +eo.
X+ +oo

+

1) dt

Etudier suivant les valeurs du réel o = —1, la convergence de f
a

4.2 3| Soient a et b deux réels vérifiant a < b ot b peut étre infini.

Soit fune fonction positive, intégrable sur tout compact inclus dans [a ;b[ et vérifiant :
d¢eR / limbf(x)=€.
"
On suppose : j f2(x) dx diverge.
“ b
Quelle est la nature de f fx) dx?

4.2 ‘I'I Soit @ un réel. On considére une fonction f définie sur [a ; +oo[, décroissante et

positive. too

On suppose que I’intégrale f(x) dx converge.

Montrer que : lim xf(x) =0.
X+ Foo

4.25[ Onpose: I(p,q) = jlxp (ln %)q dx.
0

Etudier suivant les valeurs des réels p et ¢ 1’existence de I (p, ).

4.2 6| Discuter suivant les valeurs du réel x non nul, la nature de 1’intégrale :

rWL dt.

b e™—1

4.27 I Etudier suivant les valeurs des réels « et B, la convergence de ’intégrale :

+oo
f x®In (1 + eP¥) dx.
0
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too ix
4.18| Pour tout réel x, on pose :  f(x) = j tl :I_ltt dt.
0

Déterminer I’ensemble de définition de f.

4.2 9| Etudier suivant les valeurs des réels a et b la convergence de I’intégrale :

f*ﬂnm2+0 t
o LA+

. 30| On considére la fonction f définie par :

1 x—1

VrER, S =] dt.

ol +1¢

Déterminer un équivalent de fau voisinage de 0.

4.31 | Soit fune fonction continue sur [0 ; +oo[ et telle que :

+oo
f(x) dx converge.
0

Montrer que pour tout y = 0, I’intégrale :

+oo
f e f(x) dx converge.
0

4.3 Ql Soient a et b deux réels vérifiant @ < b ou b peut étre infini.

1. On considére deux fonctions /et g, intégrables sur tout compact inclus dans [a ; b[ et
telles que :

(i) fest monotone sur [a ; b[ ;
(i) lim f() =0

(i) IAM>0 |/ Vx€Ela;bl,

f a(t) dt‘ =M.
b a
Montrer que I’intégrale f f(t) g(t) dt converge.

2. Montrer que si /et g sont deux fonctions continues sur [a ; b[ et vérifiant :
(i)  fest monotone et bornée sur [a ; b| ;

b
(ii) f 2(t) dt converge ;

b
alors I’intégrale f S(t) g(t) dt converge.
f.1=f
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ions

tions et soluti

indica

indications et solutions

4.1

indications

Noter que toute fonction continue sur un compact y est intégrable.
xInx

T six>0;
1+x
1. Poser :  f(x)=
0 six=0.
Remarquer que f est continue en 0.
2. » Remarquer que :  x — Vtgx est une fonction positive sur [0 ; %[
m
e Poser: t=— —ux
2

3. ¢ Observer que: Y x€]-1;0[ xIn |x|>0.
e Poser  t = 1+x pour I’étude du voisinage de —1.
1
In{1+—
n1+7]
4. Poser  f(x) = Vil

oo

2
o Etudier la nature de I, = f f(x)dx et = f(x) dx.
1 p)

solution
1. Posons :
T_lfﬁ six>0;
X
Jx) =
0 six=0.

D’une part, la fonction f'est continue en 0.
D’autre part, fest continue sur [0 ; +oof.

Par conséquent, f est intégrable sur tout compact inclus dans [0 ; +oo].

Le probleme de convergence de 1’intégrale se pose alors uniquement au voisinage de
I’infini.

Ona: Vx=1, fx=0.

Deplus:  lim x2f() = lim 2% =
X > +oo

x> too X
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Il résulte du théoréme 7 :

xIn x
1+ x4

+oo
Pintégrale f dx converge.
0

. o o . ™
. La fonction x — V'tg x est positive et intégrable sur tout compact inclus dans [0 ; ?[

4
Posons : t= 7—x.

On obtient :

/2
cos ¢
1= f |[— dt.
0 sin ¢

Le probleme de la convergence de 1’intégrale 7 se pose en 0.

. cos t .
Ona: lim V¢ =1cars1nt3t.

t—0 sin ¢

On en déduit, d’apres le théoréme 4 :
/2

P’intégrale I = V tg x dx converge.
0

. Posons :
X 1n|x|

N sixe]-1;0[;
fx) =

six = 0.

suoiljnjos }d suoijedipul

La fonction f'est continue en 0.
De plus, fest positive et intégrable sur tout compact inclus dans ]—1 ; 0].
Le probléme de convergence de I’intégrale / se pose seulement en —1.
Posons: =1+ x.
On obtient :
Lit=DIn(1—9)
i fO o,

. ¢t—DIn(d—¢r
Or tlgno\/i—\/; =

Donc, d’apres le théoréme 4 :

0.

0o XIn |x|
Pintégrale Vitx dx converge.
-1

1
In ( + )
. La fonction x — f(x) = VY est positive et intégrable sur tout compact inclus
2

dans ]1 ; +oo[.
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1ONS

tions et soluti

indica

2 +oo
Posons: 1, = | f)dx et L= fo)dx
1 2

Ona: lim (- 12 s = 22

na: im (x— x) = :
x> 1 V2

D’apres le théoreme 4 : [, converge.

Par ailleurs :  f(x) = Lz
X
Cela équivaut a : lim x2f(x) = 1.
X+ +oo

D’apr¢s le théoréme 7 : 1, converge.

En résumé :
1
oo In (1 + 7)
Pintégrale f —— —— dx converge.
1 Vx2-1
4.2
indications
1. Traduire I’hypothese : lim x®f(x) = +eo.
X > +oo
Appliquer le théoréeme 6.
solution
1.0Ona: lim  x®f(x) = +eco.
X+ too

Cela équivaut a :
VM>0,3b>a |/ Vx=b x%f(x)=M.

Onendéduit: VM>0,3b>a /| Vx=b, f(x)>%.

e, e dx . .
Or I’intégrale f —  diverge (théoreme 5).
b X

“+ oo

Donc I’intégrale fix) dx  diverge (théoréme 6).
b

+oo

Par suite : I’intégrale f(x) dx  diverge.

a

Eneffet: | fa)dy = | "t v+ [ i) dv.
a a b
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Conclusion :
si f est positive et intégrable sur tout compact inclus dans [a ; +oo],

a>0etvérifiant: 3a<1 / lim x“f(x) = +oo,
X +oo

+oo
alors ’intégrale | f(x) dx diverge.

2.0na: 1im0 X f(x) = +oo,
X —

Cela équivaut a :
VM>0, 3b€]0;af / 0<x=<b = x*fx)=M.

|=

Onendéduit: VM>0, 3IbE|0;al / VxE]0;b], [flx)=

Q

X
S bdx . L
Or I’intégrale f — diverge (théoréme 2).
0 Xx

b
Donc I’intégrale f f(x)dx  diverge (théoréme 3).

0
Par suite : I’intégrale J f(x)dx  diverge.

0

Conclusion :
si f est positive et intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; a] et vérifiant :

Ja=1 / lim x® f(x) = +oo, alors intégrale j f(x) dx diverge.
x 0

=0

suoiljnjos }d suoijedipul

4.3
indications
e Poser t= l

X
* Appliquer le résultat de [’exercice 4.2.

solution
1

La fonction x —> e~ est positive et intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; 1].

1
Posons : ==

+oo Lt
Ona: IZI f—zdt.

1 t
Posons: Vi¢=1, cp(t)Zf—z.

On obtient : lim ¢ (f) = +oo.
t> +oo
D’apres le résultat de I’exercice 4.2 :

1 1
I’intégrale f ex dx diverge.
0
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4.4

indications (1\
COoS _)

Rr e

+ o0
e Poser 1120 Vx dx et IZZL Va dx.

* Etudier la convergence absolue de I I
* Appliquer le théoréme 7 pour I,.

solution
cos(—
X/
e La fonction x — Vot intégrable sur tout compact inclus dans [0 ; +od[.

Posons : cos (l) cos (_]
X/

1 +oo

llzfo o dx et 12=f1 o dx

* Etudions la convergence de I I
On obtient :

Vxelo; ] \/; <

Udx

Or f —— converge (théoréme 2).

0 Vx
Donc, d’apres le théoréme 6, I’intégrale /, converge absolument.
Par suite, I’intégrale /; converge (théoréme 8).

* Etudions la convergence de L,

Ona: Vx=1, iE]O;l[.
b 2
1

cos(

”
Par conséquent: V x =1, Ve O 0.

De plus : cos( 1 )
b

lim Vx = 1.
x'in:oo x \/-;

D’apres le théoreme 7, I'intégrale 7, diverge.
En résumé : 1
cos (—J

+oo \ X
29 A - = 3
Pintégrale fo Vx dx diverge.
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4.5

indications

e Noter que: Y x€]0; %], In (sinx) < 0.

* Remarquer que : ¥ a >0, lim  u*Inu=0.
u—0

solution
Posons: Vx€]0; %], f(x) = In (sin x).
Remarquons d’abord que :  V x € ]0; %], fix) =< 0.

Par ailleurs, f est intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; g]
/2

Etudions la convergence de f — f(x) dx.
0
On obtient :
1in(1)+\/)_c [—In(sinx)] =0
X —
car sinxﬁx et Va>0, lim  u%Inu=0.

ur—0

En fait, nous avons : sin x T = In (sin x) T In x.

En effet, si ¢ et iy sont deux fonctions strictement positives au voisinage de x avec
¢ Yy et lim @) = lim ¢Yx) =c (oua#1) alors In go(x);o In (x).

xt—>x0 XHXO

/2
On en déduit, d’apres le théoréeme 4, que 1’intégrale — f(x) dx converge.
0

Par suite :
/2

I’intégrale f In (sin x) dx converge.
0

Autre solution

La fonction x — In (sin x) est intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; %]

De plus : 1in2)+\/)_c | In (sin x) | = 0.
X >

/2
D’aprés le théoréme 4 : j | In (sin x) | dx converge.
0

Le théoréme 8 permet de conclure :
/2

Pintégrale f In (sin x) dx converge.
0
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4.6

indications
a(] t2 1 t2
s Poser: I = ﬁdt et Izzf Ma’t
o 1—1t o 11—t
avec a€0;1].
e Noter que: ¥V o ER, lirr(l)Jr t(Inp* = 0.
t—
solution
Soit a€]0;1[.
a (] t2 1 1 t2
Posons : IIZJ(H) dt et IZZJQCIL
o 11—t e 1—1t
. (In £)? . ., .
La fonction ¢ — ——— est positive et intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; 1[.
. In )2
*Ona: lim \/E(n) = 0.
0T 1—1¢

D’aprés le théoréme 4, I’intégrale /; converge.
* Considérons 7,

Posons x=1-—1t

1—a 1 1 _ 2
On obtient: [, = f M dx.
0

X
Or In(I-x)5—x
In (1 —x))?
Donc limMZO.
x—0 X

Par conséquent, I’intégrale 7, converge d’apres le théoréme 4.

Conclusion : 5

1

t

Pintégrale f (n )
0

dt converge.
1—¢ g

4.7

indications

* Noter que le probleme de la convergence de l’intégrale ne se pose pas en 0.
L “sin t
* Considerer f — dt, pour a > 1.
1

Intégrer par parties.
Faire tendre a vers +oo.
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solution

sin ¢

sit#0;
Posons :  f(f) =
1 sinon.

La fonction f'est continue sur R.
11 en résulte :

(1)  fest intégrable sur tout compact inclus dans [0 ; +oof.
1 Foo
Posons: 1, = fydi et L= foad.
0 1
* D’aprés (1), I’intégrale /; converge.

* Remarquons que : [, = lim 1) dt.

avr—> +oo Y]
Soita = 1.
Intégrons par parties.
On obtient :
“ cosa (“cost
2) j ft)dt = cos 1 — —j S dt.
1 a 1t
cos ¢ 1 e
Or V=1 | 5 ‘ s— et J —  converge.
t t 1 t
= cos ¢
Donc I’intégrale f 2 dt  converge absolument.
1

cos ¢t
12

~+oo
Par suite, I’intégrale j dt  converge.
1

Ce qui équivaut a :

3 3decer / 1im | Lla=e¢
a—> 4o J1  f
Par ailleurs, on a :
@) lm LS4 g [eSaf L
ar> +oo a a a

La combinaison de (2), (3) et (4) donne :
lim f(H)dt = cos 1—¢€.
1

ar—>+oo
Ce qui montre que I'intégrale 7, converge.

En résumé :
4o s

. sin ¢
P’intégrale f Y dt converge.
0
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4.8

indications

+oo
Considérer I, = f cos (t2) dt.

1
Faire un changement de variable pour ramener I, a une intégrale semblable a celle de I’exercice
4.7.

solution
La fonction ¢+ cos (¢2) est intégrable sur tout compact de R.
1 +oo
Posons: [, = LCOS (t)dt et I,= f] cos (t2) dt.
* Lintégrale 7, converge.

« Etudions la convergence de I,

Pour cela, posons : ¢ = V.
On obtient :
1 (t=cosx
o L[
220 Wi
, , ) YL, *ecos x
La démarche de I’exercice 4.7 assure la convergence de 1’intégrale Vs dx.
1 X
Par suite, I’intégrale 7, converge.
Conclusion :
+oo
P’intégrale f cos (%) dt converge.
0
4.9
indications lsin]
" | sin’t
* Poser : Vn=0, u, :j fdt.
0

* Montrer que la suite (u, ) n’est pas une suite de Cauchy.

Pour cela, considerer : Uy, 1 — Uy

solution
| sin3¢|
t

sit#0;

Posons :  f(¥) =
sinon.

La fonction f'est continue sur R.

nim (n + D
Posons: Vn=0, u, =f0 |f(t)| dt et a, =f |f(t)| dt.

n
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Ona:
TT

(n + 1
Vn= 0, a, = Wf FSiH?’Z" dt.
n T ‘nmw

(n + ) T 4
Or f ’)sin3t| dt = | sindtdt = 3
0

ni
Donc

4
1 Vn=0 = —
@ " » 3m(n+1)

Remarquons que :

2) Vn=0, u2n+1—un=J

ni

Q2n + D)

2n
ol de=> a,
k=n

La combinaison de (1) et (2) donne :

1
Vn=0, u2n+1—un>3—ﬂ_.
Il en résulte que la suite (u,) n’est pas une suite de Cauchy.
o +e | sindt .

D’ou I’intégrale f | | dt diverge.

0
Conclusion :

e s +esin3¢ .

P’intégrale — dt diverge absolument.

0
4.10

indications

* Traduire I’hypothése : ¢ 5 v

* Appliquer le théoréme 3.

solution

On a par hypothese : ¢ - .
(1) Soit0 < g < 1.

On a alors :

2 3a>0 / Vx€[a:b[, 0<b—x<a = (P(x)—l‘Sa.

Comme s est une fonction strictement positive, la proposition (2) équivaut a :

3 3Ja>0 / VxE]Ja,;b|,
0<b—x<a = (d-98b@W=s=e@=0+2e)Yx).

b
* Supposons que 1’intégrale f U (x) dx converge.
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b
La combinaison de (3) et du théoreme 3 indique que I’intégrale f ¢ (x) dx converge.

* Supposons que I’intégrale f btb (x) dx diverge.

Drapres (1) et (3) : ‘

si x=a e 0<b—-—x=s=ao,alors ox)=(—¢)P(x)>0.
On en déduit, d’apres le théoréme 3 :

I’intégrale j bcp (x) dx diverge.

°Le raisonnemaent est similaire pour b infini.

Conclusion :

si ¢ et s sont deux fonctions strictement positives et intégrables sur tout compact
inclus dans [a ; b[ (b fini ou infini), vérifiant ¢ Y U5, alors les intégrales

b b
f ¢ (x) dx et f s (x) dx sont de méme nature.

4.11

indications

1 ya +oo X
 Considerer J dx et f dx.
o 1 +x 11 +x

* Se servir du résultat de [’exercice 4.10.

solution

Pour tout réel o la fonction x+— f(x) = est strictement positive et intégrable

X
1 +x
sur tout compact inclus dans 10; +oof.

+oo

1 X Y@
Posons: [, = f ——dx et I,= f dx.
ol +x 1 1 +x
0 x?
[ ] . — ~ o
na: f(x) 1+x0x'

1
Or f x® dx converge si, et seulement si, — o < 1.
0
Donc, d’apres le résultat de I’exercice 4.10, /| converge si, et seulement si, a > — 1.
* Onobtient :  f(x) —x* L.
+oo
Or f x®~ 1 dx converge si, et seulement si, —a + 1 > 1.
1

Donc, d’apres le résultat de I’exercice 4.10, 7, converge si, et seulement si, o < 0.
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Conclusion :

“+ oo o
f r ax converge si, et seulement si, « € ]— 1 ; 0[.
o 1+x

4.12

indications

* Noter que suivant le signe de o, le probleme de la convergence de l'intégrale peut se poser en 1.
* Raisonner comme pour [’exercice 4.11.

solution

La fonction ¢ — f(£) = (1 — )* ¢P est strictement positive et intégrable sur tout compact
inclus dans ]0 ; 1].
12 1
Posons: I, = | f(dt et I,= j f() dt.
0 12
*Ona: f(ny1P
On en déduit que /; converge si, et seulement si, o est quelconque et > — 1.

*Ona: f(1) T(l — ™

Par conséquent, 1, converge si, et seulement si, 3 est quelconque et a > — 1.
Conclusion :

1
f (1 — 9 ¢P dt converge si, et seulement si, « > —1 et p > —1.
0

4.13

indication

+oo ,—1x

1l s’agit de montrer que I'intégrale f
0

dt converge si, et seulement si, x > 0.

solution

Etudions I’existence de ¢(x) pour tout réel x.

e—tx 1 +oo
P 1 V>0, ) = I = Hdt et L = ?) dt.
our cela posons f( o h fof() € ) 1 f(@

Remarquons que f est positive et intégrable sur tout compact inclus dans 0 ; +oo[.
e Soit x>0. :
—Ona: f(? RV
Or f L converge. Donc /; converge
o Vit ge- ! ge-

—Ona: lim 2£(r) = 0.

t— +oo
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On en déduit que 7, converge.
+oo

Ainsi, pour tout x > 0, I’intégrale f(#) dt converge.
0

D’ou ¢(x) existe pour tout x > 0.

e Supposons :  x < 0.
— Lintégrale I, reste convergente.

—Ona: lim Vif(f) = +oo.

= +oo
D’apres le résultat de I’exercice 4.2, 1, diverge.
Par conséquent ¢ (x) n’existe pas.

e Pour x = 0, intégrale 7, diverge, tandis que /; converge.
D’ou ¢(0) n’existe pas.
En résumé :

+we—m

dt est |0 5 +oof.

le domaine de définition de x — f
o Vi

4.14

indications

1. * Supposer : o> —1.

Montrer que I'intégrale converge.

Pour cela, appliquer le théoreme 4.

* Montrer que pour o < — 1, l'intégrale diverge.
Pour cela, appliquer le résultat de [’exercice 4.2.

solution

1. La fonction ¢ —> ¢* (In £)? est positive et intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; 1].

e Supposons o > — 1.
Soit 3 un réel vérifiant: —oa < <1.

Ona: lim,  ¢B[*(In#?] = lim r**P(Insy> dr =0, cara+ B>0.
t—0 t—0

Comme B < 1, le théoréme 4 permet d’affirmer que I’intégrale fo 1 t* (In £)? dt converge.
e Lintégrale /(o) diverge pour o = —1.

e Supposons o < — 1.

Soit @ un réel vérifiant: 1 <pB < — a.

On obtient :
lim, 1P [t* (In7)*] = +eo, cara + B <0.
t—0
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Comme B > 1, le résultat de I’exercice 4.2 donne :
1
I’intégrale f t* (In £)? dt diverge.
0
Conclusion :
1
I’intégrale f t* (In )% converge si, et seulement si, o« > — 1.
0
2. Deux intégrations par parties successives fournissent :

VneN,In) =m.

4.15

indications

1 +oo
1. Poser: A = f e e lgr e B :j e—xt a1 gy
0 1

« Etudier la convergence de A.
* Pour B, discuter suivant le signe de x.
2. Déterminer une relation de récurrence entre I 5 () et Ip(x).

solution

1. La fonction ¢+ e~ t*~ ! est positive et intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; +oo[.
1 +oo
Posons: A4 = f e ¥a-lgr et B= f et pa=1 gz
0 1

* Considérons 4.
Ona: e ¥l gl
0
Ainsi, A converge si, et seulement si, x est quelconque et a > 0.

* Considérons B.

—Si x>0, le raisonnement de 1’exercice 4.13 donne :
B converge si, et seulement si, a est quelconque.

—Si  x = 0, B converge si, et seulement si, a < 0.

— Supposons  x < 0.

Ona: Va€R, lim Vie™t* 1 = 4o

t— +oo
Le résultat de I’exercice 4.2 fournit :

B diverge pour tout réel a.
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En résumé :
+oo
P’intégrale f e~ t*~1 gt converge si, et seulement si, (x > 0 et o > 0).

0
2. Une intégration par parties fournit :

VpeN, Vx>0, [.,(x= glp(x).

D’ou
N —-1)!
VpeEN, Vx>0, I=2"D
P xP
4.16
indications

+oo
1. *Noter que : f f(x) dx existe lim j f(x) dx est finie.
P

nH (==}
-k

*Remarquer que : N k>p, f(k) < f@)dt <f(k—1).
=1

2. Distinguer deux cas : o >0eta <0.

solution
1. Soit k> p.
Comme f'est décroissante, on a :

Vielk—-1:k, fk)<f@)=</fk-1).

D’ou
k
(1) Vk>p, f(k)SL_lf(f)def(k—l)-

La sommation des inégalités (1) donne :

n—1

@ Vazp+l Y fl= ff(x)dx<2f<k)

k=p+1
+oo

* Supposons que I’intégrale f(x) dx converge. Cela équivaut a :
92

3) 3J€€R / lim f(x)dx—€

n+—> +oo

S

Posons: Vn=p+1, =
e
La suite (S,) est croissante.

La combinaison de (2) et (3) donne la majoration de (S,) par €.
Ainsi la série de terme général f(n) converge.
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oo

* Supposons que I’intégrale j f(x) dx diverge.
p

Le méme raisonnement fournit :

la série de terme général f(n) diverge.
En résumé :

si p est un entier et f une fonction continue, positive et décroissante sur [p ; +oo[,
+oo

alors I’intégrale | f(x) dx et la série de terme général f(n) ont l]a méme nature.
P

. * Supposons a < 0.

l -
Ona: Vn=1, . %
n
1
Par conséquent: Vn=3, u, =—
n

Ainsi la série de terme général u, diverge.

eSoit «o>0.

) 1 . ..
La fonction x> ——— est continue et décroissante sur [2 ; +oo[.
x(In x)*

D’apres le résultat de la premicre question, la nature de la série de terme général
teo dx

est celle de I’intégrale f e
2 x(In x)*

n(In n)*

Or, par le calcul, I’intégrale converge si, et seulement si, o > 1.

[
2 x(In x)*
Donc

- . 1 . .
la série de terme général ﬁ converge si, et seulement si, o > 1.
n(Inn

Autre solution

n+1

Posons: Vn=p, v, = J f(x) dx.

n
Remarquons que la série de terme général v, converge si, et seulement si, I’intégrale

+oo
f(x) dx converge.

n

En effet, lim ( Z Vk) = lim J f(x) dx.
k=p n—> +oop

n+— +oo

Or Vnz=p, fntl)s v, <f(n).
Donc les séries de termes geénéraux v, et f(n) ont la méme nature.
D’ou

+oo
f f(x) dx est de méme nature que la série de terme général f(n).
p
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4.17

indications

1
a+tn

1
1. Remarquer que : YVa>0, Vn=0, = f xoetn=1 gy
0

2. Observer que: N a>0, VYb>0  S@b) = % S(%, 1).

solution

1

1. Remarquons que: Va>0, Vnrn=0,
a+n

1
— f xa+n—l dx.
0

On en déduit :

—1)" 1
YVa>0, Vn=0, ( )—f a1 (—x)" dx
a+n
Par suite :
n (=D
Vn=0, = [“1 ]
" /CZO a+k f Z( X)
D’ou
n lk 1 o 1 1 n+oc
1) Van=0, b)) =f dx + (— 1)f
k=0 0L+k 01+
1 .nta
Posons: V n=0, [n:Jx dx.
o 1+x
Ona Vn=0, 0] < !
" nta+l

Ce qui montre que :
(2 lim I, =0.

n+— +oo
Puisque S(a, 1) = lim Z St
n> too jT ()L+k

la combinaison de (1) et (2) donne :

1, a—1

S 1) = [ Z_ax.
o 1+x
Conclusion :

. - oo (51
si a > 0, la série de terme général T converge

a—1

et sa somme S(o, 1) vaut f dx.
o 1+x
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2.0na:
S(a, b) = Z( l)n et S(a, 1) =

Par conséquent :
1 a
S(a,b) =—S|[— 1)
@b =55(51]
D’apres le résultat de la question 1, on a :

S(a, b) = lf

a/b -1

Posons : x = ¢t

a—1

U x
On obtient :  S(a, b) = J

dx.
o 1+x? o

Conclusion :

si a et b sont deux réels strictement positifs, alors la série de terme général

(_l)n xa- 1
converge et sa somme S'(a, b) vaut f 5 dx.
atn +x

Ces résultats assurent la convergence des intégrales :

1 a1 1 ya—1
dx et f 5 dx pour a >0 et b>0.
o 1+x 0
4.18
indications

1. Calculer Z I,
=0

3. Se servir du résultat de [’exercice 4.14 (question 2).

solution

Rappelons que la convergence des intégrales / et /, a €té étudiée aux exercices 4.6 et 4.14.

1. Calculons : Z 1.
=0
. “ 1

Onobtient: Vn =0, Z I, = fo (In¢)

D’ou
n 1 l t 2 tn+]
M Va=0, 1=31,+R,ouR,=[ "0

k=0

()} 1—1¢
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ions

tions et soluti

indica

Remarquons que I’intégrale R, converge.
En effet, posons :

t(In £)?

ite |0;1];
- site ]0; 1[

e(1) =
0 sit=0out=1.

La fonction ¢ est alors continue sur [0 ; 1].
Il en est de méme de la fonction 7+ t" @(f).

1
2.0na: Vn=0, Rn:j t" o(1) dt.
0
Or ¢ est continue sur [0 ; 1].

Donc :

IM=0 / Vie[o:1], lew] =M
On en déduit :

Vn=0, O0sR < M
n+1
Ainsi
lim R, =0.
n+— +oo

3. D’apres le résultat de I’exercice 4.14, on obtient:

2
2) Vk=0, [[=—=_
& Ko+ 1)3

La combinaison de (1) et (2) donne : [ = Z I, + lim R

k=0 nH-&-oon

On en déduit, d’apres le résultat de la question 2 :

+oo 1 1 12
> 2 =f W0 4
k:0(k+1)3 o 1—t¢
Par suite :
*Z L:_f (lnt)2
P P
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4.19

indications

1. Appliquer le résultat de [’exercice 4.15 (question 2).
2. «Verifier que :

N + oo
vN=L Y =]
n=1

+oo,—Nt p—1

N e tP

ou Sy :f —dt
0

el—1
* Montrer que : lim Sy =0.
N +— +oo
Pour cela, remarquer que : YV tER, e'—1=t
solution
1. D’apres le résultat de I’exercice 4. 15 (question 2),on a :
1
Vp=2, Vn=l, i o 1)' 1(n).
D’ou
too N
1 1
1 — = lim I
( ) n=1 n? (p_l)' > Foo nZI p(n)

2. Soit N=1.
N
* Considérons Z Ip(n).
n=1

N +oo Nt
Ona: > I(n) ety
n=1 l—e !
Ce qui équivaut a
+eo yp—1
@ S 1m- | sy
n=1 6_1
+°°tp*1 e*Nl‘
Sv=| dr
o N e'—1

eParailleurs: V:iER, e'—1=¢
Le résultat peut étre établi a I’aide des variations de la fonction ¢ +— e’ —7— 1 sur R.
On en déduit :

+ oo
VN=1, O$Sst tP=2 e N g,
0

Foo
5 _ . (=2
Or A tP2¢ Ntdl_[p—l(N)_W'
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Donc

3) lim §, =0,carp=2.
N +o

La combinaison de (1), (2) et (3) permet de conclure :

. S | 1 oo gp—1
pour tout entier p = 2, = J ;
o e'—1

— dt.
A= (p—1!

4.20

indications

1 +oo
1. Etablir la convergence des intégrales J f() dt et f f@) dt
In ¢ 0 1

oi [ =5

2+
2
X
2. Poser u="-—
t

solution

f

. t . .
1. La fonction ¢+ 5 est intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; +oof.

_ni_
X2+t

1 +oo
Posons: 1, = [ fydt et L= fd.
0 1
* fest négative sur |0 ; 1].
In ¢t
Ona: —f(9 T
1
Or f (— In ?) dt converge.
0

Donc I, converge.
* fest positive sur [1 ; +oof.

Deplus: f(¢) = %

+ oo
In ¢
Or j e dt converge.
1

Donc I, converge.

Conclusion :
our tout x > 0 T Int dt converge
P ’ o x2+ 22 ge.
%2
2. Posons : u=-—.
t
On obtient :
+oo ) +oo +oo
In (x“/u) du Inu
I(x =f —du=21nxf — _—| —=——du.
) o X%+ u? o x2+u? o X*+u?
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+oo
Ce quiéquivauta: 2/(x)=2Inx f du

o x2+u?
Or fr; du___ T
o x2+u? 2x
Donc o In g I
V>0, [ = TRE
0o Xx-+t 2x
4.21
indications
.2
LNIES R Te
* Poser f(x) = X
-1 six =0.

Remarquer que f est continue en 0.

eConsidérer a € ]0; 1[.
1
Etudier la nature de J f(x) dx au voisinage de 1.

Pour cela, poser t =1 —x.

B
* Pour le calcul de I, observer que : = limO J’ f(x) dx.
it
solution
42
ln(lizx) six e ]0;1[;
X
*Posons f(x) =
—1 six = 0.

La fonction fest continue et négative sur tout compact inclus dans [0 ; 1[.
*Soit a€]0;I1[.

1 _ .2
Etudions la nature de f M dx.

X
Pour cela, posons: ¢ =1—ux.

Ona:

"In (1 —x?) “n (2 -9 1= In¢
WO ge= [ REZD 4y [y
L 2 ~ -L (1= 1) L (1— 1)

1=aln (2 —¢)

Lintégrale f (1—17 Ih@=9
b _

(1-12 est continue sur [0 ; 1 —a].

dt converge car t —

Par ailleurs :
—In¢

(l—l‘)2 ’(‘)'—lnt.
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1ONS

tions et soluti

indica

Or (— In t) dt converge.
0

1—a 1
Donc f dt converge.
o (1—1) Ve
)
Ainsi f In (1 x) dx converge.
En résumé :

1 )
1= J de converge.
0 x?

* Calculons 1.

B _
Ona: [= lim Ma’x.
a0 x2

Bl

Une intégration par parties et une décomposition en ¢léments simples fournissent :

Va€e]0;1[, VBeE]0;1],

B — 32 _ _
[l (=BMA=B) (1) 4
o x B B
)
+ln(l o) +ln1+a.
o l—«
Comme lim ulnu =0,onendéduit: [/=-—21In2.

u—0
Ce résultat confirme le signe de / sur [0 ; 1[.
Conclusion :

2
I’intégrale ) dx converge vers — 2 In 2.

J’ ln(l X

4.22

indication

Raisonner comme pour ’exercice 4.2.

solution
La fonction fest intégrale sur tout compact inclus dans [a ; +oo.
Ona: lim f(f) = +eo.

t+— +oo

Cela équivaut a :
€)) YVM>0, 3Jc>a /| Vi=c, [fO=M.
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Il en résulte :

2) Vi=ze, t*f()=t*M= fﬂa
D’apres (1), Vi=c, f(t)>0.
De plus, d’apres le théoréme 5 :

+oo

3) jc tc_l—ta diverge.

La combinaison de (2) et (3) donne :
+oo
f t* f(¢) dt diverge.

Conclusion :
si une fonction f est continue sur [a ; +co[, a > 0, et

+oo
lim f(#) = +oo, alors pour tout o = —1, I’intégrale f t*f (¢) dt diverge.

t—> +oo

Autre solution

La fonction f'est intégrable sur tout compact inclus dans [a ; +oo.
Deplus: 3dc>a /| Vi=e fi>0

car lim f(f) = oo,

t> +oo
* Supposons o = — 1.
Ona: lim t(ﬂ)= +oo
t+—> Foo t
\ . . {0} .
D’aprés le résultat de I’exercice 4.2 : f — dt diverge.

* Supposons o >—1.

Cela équivauta: —a <I.

Considérons un réel 3 tel que :

(1) —a<B<I.

On obtient :
lim ¢P (t“f(z)) = +oo
t— +oo

car d’apres (1), o +B >0 et lim f(f) = +oo.

t+— +oo

+ oo

Il résulte de I’exercice 4.2 : J t* f(¢) dt diverge.

Conclusion :

si une fonction f est continue sur [a ; +oo[, a > 0, et lim f(f) = +oo,
t— +oo
~+oo

alors pour tout o = —1 ’intégrale f t“ f(9) dt diverge.

a
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4.23

indications

b b
Etablir que : f f(x) dx converge = f f?(x) dx converge.

Pour cela, traduire I’hypothese : limb fx) =€
X >

solution
b b
Montrons que : f f(x) dx converge = f f2(x) dx converge.
*Ona: lim f(x) = €.
x—b

Ce qui équivaut a :

Ve>0,3a>0 / VxEla b, 0<b—x<a = {-es<flx)sl+es
On en déduit :

Vx€E€la;b, 0<b—x<a = [f*(x)<{+¢e)fx).

b
Or f f(x) dx converge.
“ b

Donc, d’apres le théoréme 3 : J f2(x) dx converge.

b ¢ b
Ainsi : f f(x) dx converge = f f2(x) dx converge.
Ce qui équivaut a :

b b

f f2(x) dx diverge = f f(x) dx diverge.

* Le raisonnement est similaire pour b infini.
Conclusion :

si f est une fonction positive, intégrable sur tout compact inclus dans [a ; b,

b b
telle que limb fx)=Cet f f%(x) dx diverge, alors f f(x) dx diverge.
X = a a

4.24

indications

« Etablir que : .
Ve>0, 3a>0 / x>a = |/Md=s

Pour cela appliquer le théoréme 1.
e Noter que: ¥V x=q, ff(t) dt = (x —a) f(x).

* Remarquerque: AR >0 / Vx=8, xXfx) <2 (x —a)f(x)
* Conclure.
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solution

*Soit &>0.
+oo
Puisque ’intégrale f f(x) dx converge, le théoréme 1 donne :

() da>0, a=a/Vx=aq, Jf(t)dt<8.

*Or Vie[ax], f(=f
car f'est décroissante.
Donc

@ [rwd= - sw.
* De plus :
B) x=Z2a=xf(x)<2x—a)f(x).
* La combinaison de (1), (2) et (3) donne :
Vx=2a xf(x)<2e.
Ce qui montre que lim xf(x) =0.
X+ Foo
Conclusion :
si f est une fonction décroissante et positive sur [a ; +oo[ telle que ’intégrale

+oo
f(x) dx converge, alors lim x f(x) = 0.
a X > +oo

4.25

indications

* Noter que la fonction  x L xp (ln l)q est positive sur [0 ; 1[.
x

a 1
* Considérer a €10;1[, I :ff(x) de et I, :jf(x) dx.
0 a

* Poser t=In 1 pour 1,, et appliquer le résultat de I’exercice 4.15.
X

s Poser t=1—x pourl,

solution

* La fonction  x erP (ln l)(] est positive et intégrable sur tout compact inclus dans
10 1L *
*Soit a€]0;1][.

a 1
Posons: [, = jf(x) dc et I,= ff(x) dx.
0 a
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1ONS

tions et soluti

indica

« Etudions la nature de / I
Posons: t=1In l

X
On obtient : e

I, = f e Pt Drra gy
—Ina

D’apres la démonstration de ’exercice 4.15 (question 1), I, converge si, et seulement si,
(p > —1 et g quelconque), ou (p = —letg < —1).
« Etudions la nature de I,.
Pour cela, posons : ¢t =1—x.

l1—a

Ona: I, = A (1=0HP(—In (1 —1¢)?dt.

Or (1 —=#HP (—In (1 —1))1 th.
Donc :

I, converge si, et seulement si, g > — 1.
En résumé :

1
q
Pintégrale f xP (ln l) dx converge si, et seulement si,p > —1letg> — 1.
0 X

4.26

indications

1 +oo
« Poser: I, :fof(t) dt et L= fwd
X

oi  flt) =—L

e —1

« Etudier le signe de f puis procéder par équivalence.

solution
tx
e —1’

fest intégrable sur tout compact inclus dans |0 ; +oo[.

Posons: Vx#0, V>0, f()=

1
« Etudions la nature de [ L= f 1) dr
0

— Supposons x> 0.
La fonction fest positive sur ]0 ; 1].
tx— 1

Deplus: f(¢) ~ .
0 x

Par conséquent, /; converge.
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— Supposons  x < 0.
La fonction f est négative sur [0 ; 1].

tx*l

Ona: —f(? 5
D’ou /; diverge.

Ainsi /| converge si, et seulement si, x> 0.

« Etudions la nature de L,

—Pour  x <0, /, ale méme signe que /,.
Or [, diverge.

Donc 7 diverge quelle que soit la nature de 7,

— Supposons x> 0.
La fonction f'est positive sur [1 ; +oo[.

Comme  f(t) — t* e, I, converge d’apres la solution de I’exercice 4.15.
+oo
* Conclusion :

“+ oo
tx

I’intégrale f
0

dt converge si, et seulement si, x > 0.

etx

4.27

indication

Procéder comme pour [’exercice 4.26

solution
Posons: Vx>0, f(x)=x%In(1+ eP¥).
La fonction fest positive et intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; +oof.

1

« Etudions la nature de I, = f f(x) dx.
0

Ona: f(x) an In 2.

D’ou /; converge si, et seulement si, « > — 1 et B quelconque.

+oo
« Etudions la nature de L= f(x)dx.
1

— Supposons 3 = 0.

Ona: f(x)=x%In2.

D’ou 7, converge si, et seulement si, o < —1.
— Supposons 3 > 0.

Ona: f(x):;Bx“Hcar 1 ~I—eBx:;eBx.

Par conséquent, 7, converge si, et seulement si, o < — 2.
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— Supposons 3 < 0.
On obtient :  f(x) ~ x* ePx

car lim eP*=0 et In(l+ eP¥) ~ ePx.

X+ +oo
D’apres la solution de I’exercice 4.15, I, converge.
Conclusion :

+oo
I’intégrale f x*1In (1 + eP¥) dx converge si, et seulement si, « > —1 et § < 0.
0

4.28

indications

1 +eo
s Poser : I, = ff(t) dt et I,=| f@)dt
0 1

t*Int
1+¢

1
* Remarquer que I, est de méme nature que J' t*In ¢t dt.
0

avec  f(t) =

. ) . . t*
* Faire le méme raisonnement pour I ,, et noter que : VxR, Vit=e, f(t)=——
2 1+

solution

t*Int
1+t

La fonction fest intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; +oo[.

*Posons: VxER, V:€]0;+[, [f()=

1
« Etudions la nature de I, = f f() dt.
0

La fonction f est négative sur ]0 ; 1].

De plus : —f(t)AO» —t*Int. 1

Ainsi /| est de méme nature que  J = fo t*In ¢t dt.
-Si  x=-—1,Jdiverge.

— Supposons  x # — 1.

Une intégration par parties fournit :

1
S f ' — lim ' In a.
x+ 1% x+la—oo

Par conséquent, /; converge si, et seulement si, x> —1.

oo

« Etudions la nature de L= | f(@)dt
1

La fonction fest positive sur [ 1 ; +oof.

Deplus: f(t)— t* 'Int.

+oo
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4.29

On en déduit que 7, est de méme nature que :
+oo

K=| t*1intdr
1

—-Si  x =0, K diverge.
— Supposons x < 0.

4
Ona K= lim t* Uln ¢ dr.

Ar> +oo 1
Une intégration par parties donne :
4
K=2 lim (4% inA—[ 11 dn.
X A +oo 1

Par conséquent, si x < 0 alors /, converge.
— Supposons x> 0.
tx

Ona: Vi¢=e, t) =
/" 1+¢

+oo L x

Or I’intégrale f diverge pour x > 0 (exercice 4.11).
1

+ ¢
Donc 7, diverge.

En résumé :
t*Int¢

+oo
la fonction x— f dt n’est définie que sur |—1 ; 0[.
0

suoiljnjos }d suoijedipul

indication

Se servir des résultats éetablis dans la solution de [’exercice 4.28.

solution
In (a® + 1)
LA+

La fonction fest intégrable sur tout compact inclus dans ]0 ; +oof.

Posons: Vt>0, f(t)=

1
« Etudions la nature de I, = f f(1) dt.
0

— Supposons  a = 0.
In ¢

Ona: Vi>0, f(l‘):m

1
I, est de méme nature que f t70In t dt et d’aprés la solution de 1’exercice 4.28, cette inté-
0

grale converge si, et seulement si, b <1.
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tions et soluti

indica

— Supposons  a # 0.

. 1 . . .
Sia’=1, £ ThoT D’ou /; converge si et seulement si, b < 2.
a2
Sia’# 1, M) 57— Ainsi I| converge si, et seulement si, b < 1.
En résumé, /; converge si, et seulement si, (@=1leth<2)ou(a’# leth<1).

+oo
« Etudions la nature de L= | f(t)adt
1

+oo
I, est de méme nature que 5" n ¢ dr.
1

D’apres la solution de I’exercice 4.28, I, converge si, et seulement si, 5> 0eta €R.

Conclusion :
+ oo
Pintégrale J w dt converge si, et seulement si,
o A+
(@=1letbE10;2))ou(a’# lethc]0;1]).
4.30
indications

1
e Poser u =—
t

o Verifier, a l’aide d’une intégration par parties que :

1 T u du
Y x>0, X) = — f
16 = 1+ u?
too  _y +oo
* Montrer que : lim f utdu f du 7
a0 (T4+w? h (1+uw

solution

Notons que, d’apres la démontration de I’exercice 4.11 :
la fonction fest définie sur |0 ; +oo.

*Posons: u=—.

t “+oco ufx “+ oo u
Ona: Vx>0, f(x)ZJ duZJ w1 du.
1 1+u 1 1 +u

* Une intégration par parties donne :

+ oo
du

* Montrons que lim g(x) = f S
a x'—>0g() 1 (1 + u)?
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On obtient :

oo too —x _
Vx>0, g(x)—f _du f udu.
1 (1 + u)? 1 (1 + u)?
Remarquonsque: Vu=1, Vx>0, w*=<]I.
Par suite :
T du AR T
Y x>0, ‘ X)— — | = ——  du.
£0) fl (1 + u)? fl (1 + u)? .
Soit & >0. =
. . T du . Q.
Puisque I’intégrale j —— converge, on obtient, d’apres le théoreme 1 : u—
1 (1 + u)? (g
34>1 / Vv=4, fﬂsﬁ. o
A1+ u? 2 :"_
On en déduit : e
34>1 / lm [M_<F 5
vis teo La (1 4+ u)2 2
Ce qui équivaut a : D
e -e
D/ A
4 (1 +u? 2 (7
oo X oo °
Deplus: Vx>0, Va>1, J liudusf __du —
a (14 u)? a (1 + u)? [ —
Par suite, on obtient : =
e l—uX € (=)
2) d4>1 / Vx>0, — —dus—
4 (1 + u)? 2 =
P (. x) = L1 =
osons : u,x) = ——.
® a0 + )

Pourtout u €[1;A4] lafonction x+— ¢ (u, x) est continue en 0.
Par conséquent :

dJa>0 / 0<x<a = (p(u,x)ﬁé.
2(A4-1)
D’ou
A €
3) da>0 / 0<x$a=>fcp(u,x)du<5.
1
La combinaison de (2) et (3) donne :

+oo

da>0 / 0<x<a:>f © (u,x)du < e.

Ce qui montre que : :
. T du

lim :f —_—

R L A

+oo
Par ailleurs : f L = !
1

(1 +u? 2

INDICATIONS ET SOLUTIONS 161



1

On en déduit : (4) lim g(x) = —.
x—0 2

Il résulte alors de (1) et (4) :
lim x f(x) = 1.
x—0

Ce qui équivaut a : f(x) o %
Conclusion : D
fo lt + ¢ dt?%’
4.31
indications

oo X
* Remarquer que  x+—>F((x) = | f(t)dt— ff(t) dt est une primitive de — f et que
lim F(x) =0. 0 0

X > +oo

* Appliquer le théoréeme 1.

vV
Pour cela, considérer j e Y f(x) dx, et intégrer par parties.
u

solution.

Posons: Vx>0, F(x)= O+°}(z) dt — foxf(t) dt.

F est une primitive de —f.
De plus, on a :
(1) lim F(x) =0.
X+ +oo

eSoient u=0, v=0 et y=0.
Une intégration par parties donne :

@ | e ) dx = — FO e + Fwye W —y | " Fx) e dx.

*Soit &>0.
La proposition (1) équivaut a :

3) da>0 / Vu=aq, |F(u)|$s.
On déduit de (2) :

4 VYwveR?> / v=u=0,

| f e (%) dx‘ < |F0)| e+ [Fw)| e+ y f V|F(x)| e dx.

La combinaison de (3) et (4) donne :

v “+ oo
vEuza, = | e im i <@ ey y[ e,
u 0
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Or Vu=0, Vv=0, Vy=0, e <1

v “+ oo
et yJe_xydx$yf e Vdr<1.
u 0

“+ oo +oo
Eneffet,si  y =0, yf e Vdx=0,etsi y>0, yf e Vdx = 1.
0 0

Donc :

V=2U= Qo =

Jve_xy f(x) dx‘ <3e.
! +oo

Ceci montre, d’apres le théoréme 1, que I’intégrale f e f(x) dx converge.
0

Conclusion :
+ oo

si fest continue sur [0 ; +oo[ et si f(x) dx converge,
0

“+oo
alors pour tout y = 0, f e f(x) dx converge.
0

4.32

indications

1.  Noter que :

Ve>0, da>0 / 0<b-x< = < 2
e o x<a Ry

* Appliquer le théoréme 1. Pour cela, considérer J f) gt) dt avec) <b—u < qa,

suoiljnjos }d suoijedipul

0 <b—v <a,u =<vetse servir du second théoréeme de la moyenne :
si fet g sont intégrables sur [B ; 7y, et si f est monotone sur [B ; y| alors

5% A Y
ArEB Y]/ fB 10 g0 dt = 1(B) fB () dt +f(y) L g(t) di.

solution

1. Soit &> 0.

» D’aprés I’hypothése (i), on a :

(1) Ja>0 / xE€[a;b[, 0<b—x<a = If(x)ls%,

D’apres I’hypotheése (ii), on obtient :

2) Vu€la:b[, VveEla:bl, ng(t)dt‘=‘J:g(t)dt—f:g(t)dt‘<2M.

e Soit  (u,v) €E[a;b[ X[a;b[ tel que:
0<b—u=a O0<b—-v=a e u=sw

Le second théoréme de la moyenne fournit :

3 3Aneluv] / \L?(r)g(t)dr\ < lfa| \fg(r)dr’ + sl Hﬂvg(z)dr\.
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La combinaison de (1), (2) et (3) donne :

da>0 / Vwv)Ela;b[X[a;b]
0<b—u=a 0<b-v=aq,

Uusvy,

va(t) g(t)dt ‘ < e.

b
Ainsi, d’apres le théoréme 1, f f(t) g(¢) dt converge.
Conclusion : “

si fet g sont deux fonctions intégrables sur tout compact inclus dans [« ; b[ vérifiant:
(i) fest monotone sur [a ; b[ ;
(ii) lim f(x) =0;
x—b

fg(t)dt‘ =M ;

b
alors I’intégrale j f(?) g(¢) dt converge.

(i) AM>0 | Vx€E]la;b],

2. ¢ Il résulte de I’hypothese (i) :
d¢eR 7/ limbf(x)=€.
X =

b
* Notons que la convergence de f g(t) dt assure :

AM>0 /| Vx€la;b|, fg(l)dt‘SM.

* Appliquons le résultat de la premiére question aux fonctions f— € et g.
On obtient :

f b(f(t) - €> g(t) dt converge.
b
Or J 2(t) dt converge.

b
Donc J f(t) g(t) dt converge.

Conclusion :

si f et g sont deux fonctions continues sur [a ; b[ et vérifiant :
(i)  fest monotone et bornée sur [a ; b[ ;

b
(ii) f g (9) dt converge ;

b
alors ’intégrale f f(?) g(¢) dt converge.
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Eléments de cours

Convergence simple d’une suite de fonctions
Soit 4 une partie de R. On dit qu’une suite ( f,) de fonctions numériques définies sur 4
converge simplement sur A4 si, pour tout x € 4, la suite numeérique ( f,(x)) converge.
On définit ainsi une application f'de 4 dans R par :
Vxed, flx)= lim f (x).
. n— +oo
On note : lim f =f

n— +oo
fest appelée la limite de la suite de fonctions ( f).

Bien que ce chapitre traite des suites et séries de fonctions numériques, les définitions
subsistent pour les suites et séries de fonctions vectorielles.

Ainsi, si E et F sont deux espaces vectoriels réels normés et A une partie de E, on dit
qu'une suite ( f,) de fonctions définies de A vers F converge simplement sur A si, pour
tout élément x de A, la suite ( f,(x)) converge.

Convergence uniforme
Soient A une partie de R, et (f) une suite de fonctions numériques définies sur A.
On dit que ( f,) converge uniformément vers f'si :

Ve>0, dnyeN/ Vn?no, XEA = |fn(x)—f(x)|$£.

(i)  Dans la définition précédente, [’entier n, ne dépend que de €.
(i) La convergence uniforme implique la convergence simple.

Théoréme 1
Soient 4 une partie de R, et (f) une suite de fonctions numériques définies sur A.
La suite ( f,) converge uniformément vers f'sur 4 si, et seulement si :

n 1—1>n:1|—oo xsgpA |fn(X) _f(X)| =0
Théoréme 2
Soient 4 une partie de R, et (f,) une suite de fonctions numériques continues sur 4.
On suppose que la suite ( f,) converge uniformément sur 4 vers une fonction f.
Alors fest continue sur A.

Si une suite de fonctions continues converge simplement vers une fonction f, alors f'n’est
pas nécessairement continue.
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Théoréme 3
Soit (f,) une suite de fonctions numériques continues sur un intervalle / = [a ; b]. On sup-
pose que ( f,) converge uniformeément sur / vers une fonction f.
Alors, la suite (g,) de fonctions définies sur / par :

Vxel g = jxfn(t) dr

X
converge uniformément sur / vers  x —> f f(0) de.
a

Ainsi : x x
viel lim [ fod=[ 0.
n— too g a

Séries de fonctions
Soient A une partie de R et (,) une suite de fonctions numériques définies sur 4.
On appelle série de fonctions associée a la suite (u,), la suite de fonctions (s,) définies sur
A par: n
S, = 2 U
k=0

ou u, est le terme général de la série de fonctions, et s, la somme partielle.

Convergence simple, convergence uniforme
Soient A4 une partie de R, et (,) une suite de fonctions numériques définies sur 4.
On dit que la série de fonctions de terme général u,, converge (resp. uniformément) sur 4
si, la suite de fonctions (s, ) converge simplement (resp. uniformeément) sur 4.

Convergence normale
Soient 4 une partie de R, et (#,) une suite de fonctions numériques définies sur 4.
On dit que la série de fonctions de terme général u, converge normalement sur 4, s’il exis-
te une série numérique convergente de terme général v, telle que :

Vx€d, |ux]|=<v,

La convergence normale implique la convergence uniforme.

Théoréme 4
Soient 4 une partie de R, et (#,) une suite de fonctions numériques continues sur 4.
On suppose que la série de fonctions de terme général u, converge uniformément vers une
fonction s.
Alors, s est continue sur A.

Théoréme 5
Soit (u,) une suite de fonctions numériques continues sur un intervalle 7 = [a ; b].
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On suppose que la série de fonctions de terme général u, converge uniformément sur / vers s.
Alors la série de fonctions de terme général v, défini par :

VYEL v, = u0d

X
converge uniformément sur / vers ~ x — f s(t) dt.
a

Ainsi : Joo

Vx€&El r >

a n=0

wdi= S [ a0
n=0"714

Théoréme 6
Soit (u,) une suite de fonctions numériques de classe C Usur un intervalle 7 = [a ; b].
On suppose que :
(i) la série de fonctions de terme général u/, converge uniformément (resp. normalement)
sur [ vers ¢ ;
(if) il existe x, € I tel que la serie numérique de terme général u, (x,,) converge (resp. abso-
lument) vers un réel k.
Alors, la série de fonctions de terme général u, converge uniformément (resp. normalement)

sur / vers la fonction x+—k +f o(?) dt.
*0

Ainsi : te
x+> > u(x) estdérivable sur /,
n=20

“+ oo “+ oo

et Vx€el, ( ZO un(x)), = ZO ul (x).
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e Exercices

APPLICATION IMMEDIATE

Convergence uniforme

5.1 I Pour tout entier n et pour tout réel x, on pose :
2
nx
X)=—"—""".
) 1 + nx?
Soit a un réel strictement positif.
Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( /) sur

A={x€ER/|x|=a} e B={xeER/|x|=<al

5.1| Etudier la convergence uniforme sur R de la suite de fonctions /f,, définies par :
sin nx

VxeR, [fx=

n

5.3| Soient o« €ER et I=1]0; +oo[.

Etudier la convergence uniforme sur 7 de la suite de fonctions /f,, définies par :

S x) = n% xe™ "™
5 .4[ Pour tout entier n et pour tout réel x, on pose :

1+ (x—n)?

Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( 1)

5.5 I Pour tout entier » non nul, on pose :

Jo(x) = e cos(nx).
Etudier la convergence uniforme sur R, de (f)).
5 .6| Pour tout entier n, on pose :
2™

SO = e

1. Etudier la convergence uniforme de ( S)sur [—1;1].
2. Soit a € 10 ; 1[. Etudier la convergence uniforme de ( fysur[—1;—=alUla;1].
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Permutation des symboles lim et f

5.1| Soient a et b deux réels vérifiant: 0 < a < b.

) b ng'(x) dx
Calculer lim ne) de
n—+eda NTX
ol ¢ est une fonction de classe C! sur [a ; b].

5 .8| Soient a et b deux réels vérifiant: 0<a < b < 1.

b x2n
Calculer lim sin (7) dx

n— +too g 1 + xzn
/2
. nx
5.9 Calculer lim cos dx.
n—+w Jo n+x

5.1 °| Pour tout entier #» non nul, on pose :

x“n(l—kl) six>0;
Jux) =
0 six = 0.

1
Calculer lim /,(x) dx.
0

n—+o

5.11 | Pour tout entier » non nul, on pose :

. 1
n3x si 0<x=<-—;
n
1 2
f(x) =1 —nx + 2n si. S Ssxs—;
n n
.2
0 si —=sx<2.
2
\ n

1. Vérifier que pour tout n = 1, f, est continue sur / = [0 ; 2].
2. Verifier que (f,) converge simplement sur / vers une fonction f.
3. Etudier la convergence uniforme de (f,) sur I.

2 2
4. Verifierque:  lim [ fdr = [ i) dr.
n—+ow JQ 0

Généralités sur les suites de fonctions

5.1 Ql Soit (f, ) une suite de fonctions numériques bornées convergeant uniformément

vers une fonction f- Montrer que f est bornée.
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5.1 3| Soit f'une fonction numérique continue sur / = [a ; b].

Montrer qu’il existe une suite (f,) de fonctions en escalier sur / convergeant uniformément
vers f.
On rappelle que toute fonction continue sur un compact y est uniformément continue.

5.1 ‘I-l Soient / = [a ; b] et (f,) une suite de fonctions de classe C! sur 1. On suppose que :
) (f, ) converge uniformément sur / vers ¢ ;
@ dJdaeelLdABER/ lim f(a)=p.
n— +oo

Montrer que (f,) converge uniformément.

Séries de fonctions

5.1 5| Soient (a,) une suite numérique, et x, # 0.

1. Montrer que si la série de terme général a,, x{; converge, alors pour tout réel x tel que |x|
< |xyl, 1a série de terme général a, x" converge absolument.
2. Montrer que si la série de terme géneral a, x| diverge, alors la série de terme général
N ] A
a, x" diverge pour tout réel x tel que |x| > |x,|.

5.1 6| Pour tout entier n = 1 et pour tout réel x, on pose :

—nx? Foo

1
P xe 2 et  Skx)= nzl u,(x).

u,(x) =

1. Montrer que la fonction S est continue sur R.
2. Montrer que S est dérivable sur 7 = ]0 ; +o°[.

5.17 | Etudier la convergence uniforme sur [0 ; 1] de la série de fonctions de terme géné-

ral u,(x) = (=1)"x"*1 In x.

5.1 8| Pour tout entier n et pour tout réel x, on pose :
- - _ o2
u,(x) =e ™ (1 —e 7).
1. Etudier la convergence uniforme sur 7 = [0 ; 1] de la série de fonctions de terme général
u.

n 1 £ t» 1
2. Vérifier que : J ( Z u,(x)) dx = Z f u,(x) dx.
0 n=0o0 n=0 "0

5.1 9| Soient / un intervalle ouvert contenant 0, et fune fonction numérique de classe
C* sur 1. On suppose que la suite de fonctions (/) est bornée sur /.

- : oy X L
Montrer que la série de fonctions de terme général - f(")(O) converge sur /, et préciser
n!
sa somme.
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o0
5.2°| Pour tout entier n, on pose : fix) = Z ey,

n=20
Montrer que fest continue sur [0 ; +0o°[.

5.21 I 1. Soient @ un réel strictement positif, et / = [—a ; a].

Pour tout entier n, on pose : N
(=<}

u, (x) = ’:l—‘ et Sx) = Zo u, (x).

a. Montrer que S est dérivable sur /.
b. Soit x € I. Déterminer une relation entre S’ (x) et S(x).
c¢. En déduire S. o

n
2. Montrer que : Vx € R, & = x_'
n=0 N
5.2 QI Pour tout entier » non nul, on pose :
(_l)n xZn (_1)11 x2n
= —-— t =
1 () 2n R W W

1. Montrer que la série de fonctions de terme général u, converge uniformément sur
1 =[—1; 1] vers une fonction S a préciser.

2. a. Montrer que la série de fonctions de terme général v, converge normalement sur / vers
une fonction 7.

b. Déterminer T.
< (=1

3. En déduire : :
n déduire HZI = 2n)

5.2 3| Pour tout entier » non nul, et pour x € [ = [0 ; 1], on pose :

—+\3n
u,(x) = =™ .
+oo n
Soit x € 1. Exprimer f{x) = Z u,(x) a I’aide des fonctions €lémentaires.

n=1

5.2 4| On considére la fonction f définie par :
oo
1

VxET=[0;+%, Afx)=>

n=1

(n + x)*

Etudier la continuité et la dérivabilité de f'sur 1.

APPROFONDISSEMENT ET SYNTHESE

5.2 5| Pour tout entier n, et pour toutx € 7 = [0 ; %], on pose :
J,(x) = n(cos x)" sin x.
Etudier la convergence uniforme sur / de la suite de fonctions )
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5 .16| Etudier la convergence uniforme sur / = [0 ; 1] de la suite de fonctions (f,) défi-

nie par :
Vn=0, Vi€l [f@=0-0p*"L

5.2 1| Pour tout entier #» non nul, et pour x € / = [0 ; 1], on pose :
X)) =x— x?z + .+ (= );—n —In(1+ x).
Etudier la convergence uniforme sur / de la suite ()
5.18| Pour tout entier n, on pose : u, () = (=" (1 = % 12+l
Déterminer :

+oo (_1)n
=0 (n+ D(n+ 2)2n + 3)

a ’aide de la série de fonctions de terme général u,,.

5.2 9| Soit a un réel strictement positif.

Pour tout entier n, on pose :
X

Vi (1 + )

Etudier la convergence normale sur [ = [a ; +%[ de la série de fonctions de terme

u,(x) =

général u,.
5. 30| On considére la fonction f définie sur 7 = ]0 ; +oo[ par :

foy=> B

s=oNnTXx

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de /'sur .
2. Déterminer une relation entre f{x) et fix + 1).

x—1

1
3.Montrerque : Vx€&Il fix)= j dt.

o 1+1¢

4. Montrer que :
lim (i —f(x)) = In 2.

x—0t \x

5.a.Montrerque: Vx>0, 2fix+1)=< 1 < 2f(x).
X

b. En déduire un équivalent de f'au voisinage de +°.
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5.31 | Soient a et b deux réels vérifiant a<b et [=]a;b].

Soit f'une fonction continue sur /.
Pour tout entier n, on pose :

b
¢, = f A£) cos nt dt.

Montrer que la suite (c,) converge et préciser sa limite.

5.32| Soient/ = [a; b], et (f,) une suite de fonctions continues sur /. On suppose que

(f,) est une suite monotone, c’est-a-dire, pour tout x € /, la suite numérique (f, (x)) est
monotone.

On suppose de plus que (f,) converge vers une fonction f continue sur /.

Montrer que la convergence est uniforme sur /.
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5.1

indications

La démarche suivante peut étre adoptée pour I'étude de la convergence uniforme d’une suite de
Jonctions (f,) définies sur une partie A de R.

(i) Etudier la convergence simple.

Pour cela, déterminer pour tout x € A, ngrgrlm ).

(i) Etudier pour tout n =0 :sup | 1,0 — f(x)| par :
xXEA

— la majoration de | f,(x) — f(x)| sur A indépendamment de x ;
— I’étude des variations de f, — [ sur A.

solution
« Etudions la convergence simple de (f,) sur A.
Soit x € 4. 5
Ona: lim f(x)=lim = =1
’ n—+o " n—+w  px2

car Vx€A4,x#0.
Posons: Vxe&4, fix)=1.
Nous avons établi que la suite (f,) converge simplement sur 4 vers f.

V=0, VXE4, [f(x)—fx) = !

1+ nx?
Or Vxed I = I
1+ mx? 1+ na?
1

Donc Vrn=0, s - s —F.

n =0, 5w 00— 0l < T
Par suite, lim  sup [f,(x) — flx)| = 0.

n—+o
x €A

D’apres le théoreme 1 :

la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur 4 vers x — 1.

« Etudions la convergence simple de (f,) sur B.
Soitx € B — {0}.
Ona: lim f(x) = 1.

n—+o

De plus : £,(0) = 0.
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Par conséquent, la suite de fonctions (f,) converge simplement sur B vers la fonction g
définie par :
]I sixeB — {0};
&) = {0 six =0,
*Etudions:  Vn =0, sup |f,(x) — gkx)|.
xEB

Pour x =0, f(x)—gx) =0.
1
1 +nx?

Pour x€ B — {0}, |f,(x) —gx)| =

Il en résulte : sup [ f,(x) — g(x)| = L.
xEB

On en déduit, d’apres le théoréme 1 :

la suite (f,) ne converge pas uniformément sur B.

5.2

indication

Se reporter aux indications de [’exercice 5.1.

Solution
*Ona:Vx€eR, lim £ (x) = 0.
n—+ow
Par conséquent, la suite (f,) converge simplement sur R vers la fonction nulle.

-Deplus:VnB1,Vx€|R,|fn(x)\sl.
n

On en deéduit : sup |/ (x)| < l
x€R n

Il en résulte : lim sup |[f (x)]=0.
n—+w ER

Conclusion :

la suite ( f, ) converge uniformément sur R vers la fonction nulle.

5.3

indications

* Se reporter aux indications de [’exercice 5.1.
* Discuter suivant les valeurs de o.

Solution
*Ona:Va€ER, Vxel, lim f(x) =0.
n—-+o

D’ou la suite (f,) converge simplement sur / vers la fonction nulle.
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* Létude des variations de f,, pour tout entier n, donne :
-1
na

sup [, = .
xel e

Par conséquent, la convergence est uniforme sur / si, et seulement si, a < 1.

En résumé :

la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur /, si et seulement si, « < 1.

5.4

indication

Se reporter aux indications de [’exercice 5.1.

Solution

* La suite ( f,) converge simplement vers la fonction nulle.
* La convergence n’est pas uniforme car

sup [£, (0] = 1.
Ainsi TER
la suite (f,) ne converge pas uniformément sur R.
5.5
indication
Appliquer le théoréme 2.
Solution
—Pourx =0,ona f(0)=1
- > 1 =
Pour x > 0, nli)n}roo f,x) = 0.

Il en résulte que la suite (f,) converge simplement sur R, vers la fonction f définie par :

six € ]0; +oof ;
six = 0.

foo =1

, .
Remarquons que f'n’est pas continue sur R, .

Or pour tout n =0,  f, est continue sur R , .

Donc, d’apres le théoréme 2, la convergence n’est pas uniforme.

Car si la suite ( f,) convergeait uniformément sur R, 1a fonction f'serait continue sur R | .
D’ou

, .
la convergence de ( f,) n’est pas uniforme sur R .

INDICATIONS ET SOLUTIONS 177



5.6

indication

Raisonner comme pour [’exercice 5.5.

Solution
1. - Soitx € [—1; O[.
Ona: nll)nlmfn(x) =2.
-Six =0, f(x)=1,pourtout n=0.
-Six€]0; 1], lim f(x) =0.
n—+o
Il en résulte que la suite de fonctions (f)) converge simplement sur [—1 ; 1] vers la fonc-
tion f définie par :

2 sixe[—1;0[;
fx)y=91 six=0;
0 sixe]0;1].

Observons que la fonction f ainsi définie n’est pas continue en 0, alors que pour tout
n=0, f estcontinuesur [—1; 1].
On en déduit, d’apres le théoréme 2 :

la suite de fonctions (f,) ne converge pas uniformément sur [—1 ; 1].

2. « Etudions la convergence uniforme de () sur [— 1; —al.
2 2
Ona: Vxe[-1;—al |fx —fx|= e < T+ o

Par conséquent, la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [—1 ; —a].

« Etudions la convergence uniforme de (f,) sur [a; 1].

. Qe 2eM
On obtient : V x € [a ; 1], | f,(x) — fix)| = (1o 1t

Ainsi, la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [a ; 1].

En résumé :

la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [—1; —a] U [a ; 1]
aveca €]0; 1].

5.7

indications

Appliquer le théoréeme 3.
Pour cela, poser f,(x) =

ne'(x)
sur[a ; b]. T

et étudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)
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Solution

Posons :

Vn=0, Vx€la;b], fn(x):%(x)‘
n X

* La suite de fonctions ( f,) converge simplement sur [a ; b] vers ¢'.
*Ona:

Mo _ e’ (o)
n+x n+a’

Vn=0, VxE[a;b], |f,x)—¢'®| =

Or  x— x|o'(x)| est continue sur [a ; b].
Donc

AM=0/Vx€Ela;b], xlo'x)|<M.
D’ou
M

Vn=0, sup [f,(x)— )< .
X € [a;b] n+a
Il en résulte que la suite ( f,) converge uniformément sur [a ; b].
* Pour tout n = 0, la fonction f, est continue sur [a ; b].
D’aprés le théoréme 3 :
b po'(x) dx

si ¢ est de classe C! sur [a ; b], alors lim f — = ¢@(b) — ¢(a).
n—+w J, n-+x

5.8

indications

* Raisonner comme pour l’exercice 5.7.
* Noter que : ¥V t € R, [sin f| < |{].

Solution

*Vx€la;b], lim x?" = 0.
n—+o
Par suite, la suite de fonctions (f,) converge simplement sur [a ; b] vers la fonction nulle.

*Ona:

2n 2n

X
<
1 + x2n

Vn=0, Vx€E la;b], x2 < b2,

N

sin

1 + x2
On en déduit que la convergence est uniforme sur [a ; b].

* Pour tout n = 0, la fonction f, est continue sur [a ; b].
D’apres le théoreme 3 :

b 2n
si 0<a<b<l, linl fsin(m)dXZO.
n—TX© Jg X
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5.9

indications

Raisonner comme pour ’exercice 5.7.
Noter que : ¥ (p, q) € R2, cos p — cos g = 2 sin

2
Solution
Posons: V=1, Vxe& [0;%], /,(x) = cos nf .
“Pour x=0, f(x) = 1. e
* Pour x#0, lim f (x) = cos (x).
n—+o

Ainsi, la suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0 ; E] vers la fonction
f: x> cos (x).

* De la formule
ptq . g—p

VY (p, q) € R%, cosp — cos g = 2sin 2 sin 7
on déduit :
Y (p, q) € R%, |cosp — cos g| < 2 |sin 9 2p‘.
A ™ .1 x2
Par conséquent: V=1, Vxe€[0;—], |f,(x) — fix) <2 |sin— .
. 2 7 2\n+x
Or VteR, [sint < 1.
Donc ) )
Vn=1, Vxe[0;~ — ) =2 —<T
n=1 Vr €057 £ - o] = A<
Ce qui montre la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) sur [0 ; %].

) . ™ -
Puisque, pour tout n = 1, f, est continue sur [0 ; ?], le théoréme 3 donne :

/2

lim cos
n—+w Jo n-+x

nx

dx = 1.

5.10

indications

* Raisonner comme pour ’exercice 5.7.
*Noterque: Yt=0, n(1+¢H=<t

Solution

* Soitx > 0.
Ona: lim f(x)=0 car In(1 + )t
n—+ow

*Pour x =0, f(0)=0.
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Ainsi la suite de fonctions (f,) converge simplement sur R vers la fonction nulle.

*Soit n=1.0na: f(0)=0.

Par ailleurs, V=0, In(l +¢) <1t

Ce résultat peut étre établi griace aux variations de la fonction ¢+ ¢ — In (1 + ¢) sur
[0 +oe[.

Ainsi, Vn=1, Vx€10;1], |fn(x)|s1si.
n n

Dou Vn=1, sup [f ()< i
[0;1] n

X E

On en déduit que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [0 ; 1].
*Ona:

Va=1, Yx>0, [fx] <>

n
On en déduit :  lim f (x) = 0.
x—0

Ainsi pour tout n = 1, f, est continue en 0.
Par suite, f, est continue sur [0 ; 1] pour tout n = 1.

Le théoréme 3 permet alors de conclure :

1
lim f £,() dx = 0.
0

n—+w

5.11

indication
2. Noter que: Vx€10;2], 3neEN" / %sx,
n

Solution
1.0na:

pour tout n =1, f, est continue sur 7 = [0 ;2].

2. Observons que : lim 1 0.
n—+w pn 2
Par conséquent: Vx€]0;2], dn=1/—5<ux
n
D’ou
Vxe]0;2], lim f(x) = 0.
n—+o

Par ailleurs, Vn=1, f(0)=0.
Il en résulte :

la suite de fonctions (f,) converge simplement sur / vers la fonction nulle.
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3. Etudions pour tout n =1, sup | 1,
xel

3x est croissante sur R.

* La fonction x — n
D’ou sup | £,(x)] = n.
XE[0; 7]
* De méme : sup [f, 0] = n.
X € Ly, o]

On en déduit :  sup | f,(x)| = n.
xel

Ainsi
la convergence n’est pas uniforme sur /.

2
4. Le calcul donne : j f,(x) dx = l.
0 n
D’ou:
Tim f £,(x) dx = f lim £, () dv.

Nous venons de voir que :
(i)  une suite de fonctions continues peut converger vers une fonction continue
sans qu’il y ait convergence uniforme ;
(ii)  la convergence uniforme n’est pas nécessaire pour permuter les symboles lim

A

5.12

indications

Noter que : Ye>0, Any €N/ Vn=ny, sup|f,x) —fix)|<¢
En déduire que f — fest bornée.
Conclure.

Solution

Soit (f,) une suite de fonctions définies et bornées sur une partie 4 de R.
La convergence uniforme de (f,) équivaut a :
Ve>0, dn,€N/Vn=ng, sEuB|fn(x)—f(x)|$8

On en déduit que la fonction f — fest bornée.
Or f est bornée.
Donc f est bornée.
Conclusion :

la limite uniforme d’une suite de fonctions bornées est une fonction bornée.
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5.13

indications

Considérer € > 0.
Noter que f est uniformément continue sur I, ce qui équivaut a :
Aa>0/ VuvVER u—vi<a = |fu—fv<e
Considérer pour toute subdivision de I en n parties
(a=xy<x,<..<x,=b et Vi€[l;n—1] |x,, —x/|=<a)lafonctionf, définie sur I
par:
S(xg) si x € [xy,x];
f;l(x) = f(xl) :S'l x € ]xlaxz] y

S, Isi xE€x,_,x,]

Solution
Soit € > 0.

fest uniformément continue sur / car / est compact.
D’ou

(1) J3a>0/Vu,vVVEILu—v<a = [fu)—fiv)<e
Considérons, pour toute subdivision de / en n (n = m) parties,

(@a=xy<x<.<x,=b e Vie[l;n—-1], x,; —x|=< a)lafonctionf,
définie sur / par :

Sxp) si x € [xp,x(];
£(6) = fix) si X € v, x,];

S, st xElx, 4, x,]

D’apres (1), on a :
Vi=0, V(v € [x,x,], [flu)—fv)<e.

Par conséquent :

Vn=m, sup|fix)—f,(x) <¢,
xel

ce qui montre que la suite de fonctions en escalier (f,) converge uniformément vers f.
Nous avons établi que :

toute fonction continue sur un compact est limite uniforme
d’une suite de fonctions en escalier.

INDICATIONS ET SOLUTIONS 183



5.14

indications
*Poser: Yn=0 Vxe&l gn(x)=f [, @ at.

Remarquer que la suite de fonctions (g, ) converge uniformément.
Pour cela, appliquer le théoréme 3.

X
* En déduire que la suite (f, ) converge vers x — B+ J’ () dt.

Solution

* Posons : N
i) Vn=0, Vx€L g=] f0d

Comme les fonctions f, sont de classe C' sur I, les fonctions f » sont continues sur /.
D’apres I’hypothese (i), on peut appliquer le théoréme 3.
On obtient : .
(iv)  la suite (g,) converge uniformément sur / vers x AN j ¢(?) dr.
o

* Montrons que la suite (f,) converge uniformément sur / vers s + (.
Ona:

sup | £,(x) — b(x) — B = sup [g,(x) + f () = Y(x) — B
xe€l x€l

car, d’apres (iii) : g,(x) = f,(x) = f, (o).
D’ou
(v)  sup [/,(x) — ¥(x) — Bl =< sup |g,(x) — V(x)| + sup |f, () — B].
xel xel xel
La combinaison de (ii), (iv) et (v) donne :
A, Sup |/,(x) = ) — Bl = 0.

Ainsi, (f,) converge uniformément vers § + .
Conclusion :

si (f,,) est une suite de fonctions de classe C! sur I = [a ; b] vérifiant :
()  (f,) converge uniformément vers ¢ ;
@ 3Ja€l, IBER/Ilim f()=8;
n—+ow

alors (f,) converge uniformément vers x — 3+ f e dt.

Ainsi ( nh%n}r B £, (x)> = ,,1;“1 ocf ) (x).
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5.15

indications

1. Remarquer que la suite (a, x) est bornée.

X n
. — n
Noter que : a, x" = a, x; (x ) .
0

2. Raisonner par contraposée.

Solution

1. Puisque la série de terme général a, x{j converge, on a :

lim a x? =0.
n—+wo " 0

Par conséquent, la suite (a, x{) est bornée.

C’est-a-dire :
(D) AM=0/ VYn=0, |a,xj<M.
Notons que :
X n
Vn=0, |a,x" =la,xj | —
0
D’apres (1) :
n
Vn=0, la,x"|<sM .
Xo

Or, la série de terme général (—) converge car c’est une série géométrique avec

X,
x 0

X0

<.

Donc la série de terme général a, x" converge absolument.
Conclusion :

si, pour x, # 0, la série de terme général a, x{; converge, alors pour
tout x tel que |x| < |x,|, la série de terme général a, x" converge absolument.

Ce résultat indique que si pour x, #0, la série de terme général a, X}, converge, alors
la série de fonctions de terme général a, x" est définie sur ] —|x,| ; [x,|[.

2. Raisonnons par contraposée.
vy (e L s n
Supposons qu’il existe x vérifiant |x| > |x,| tel que la série de terme général a, x
converge.
En raisonnant comme pour la question 1, on a :

xon
AM=0/ Vn=0, |a,xjl<M|—

INDICATIONS ET SOLUTIONS 185



Ainsi la série de terme général a, x{j converge.

Conclusion :

si, pour x,# 0, la série de terme général a, x| diverge, alors la série de terme
général a, x" diverge pour tout réel x tel que |x| > |x|.

5.16

indications

1. Appliquer le théoréme 4.

Pour cela, étudier; pour tout n = 1, les variations de la fonction u,,.

2. Montrer d’abord que S est dérivable en tout point de [a ; b] avec 0 < a < b.
Pour cela, appliquer le théoréme 6.

Solution
1. « Pour tout n = 1, la fonction u,, est continue sur R.
* Soitn = 1.

L étude des variations sur R de la fonction u , donne :

1
(1) VxeR, ux)|<—————.
" n+ 1) Vn
o 1 1
r ~ .
(n+1) Vn nVn
1
Donc la série de terme général ——— — converge.
£ n+1)Va s

Par conséquent, la série de fonctions de terme général u, converge normalement vers S
sur R.

Par suite, la convergence est uniforme.

D’apres le théoréme 4 :

S est continue sur R.

2. « Soient a et b deux réels vérifiant : 0 < a < b.
Montrons que S est dérivable sur [a ; b].
— Pour tout n = 1, u, est de classe C! sur [a ; b].
— D’apres la question 1, il existe x, € [an ; ,b] tel que la série de terme général u, (x,)

e 2
-Vn=1, Vx€la;b], [u,x))<s 1+n «a

converge.

n’
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ou a, = max <|1 — nb?, |1 — na2|>.
—na®
2
e Q,
De plus, la série de terme général 1 + n  converge,

car lim n?

n—-+w
On en déduit, d’apres le théoréme 6 :
S est dérivable sur [a ; b].
* Il en résulte :
S est dérivable sur |0 ; +oo[.

5.17
indications
* Poser : S, (x) = kZO u(x) et S(x) = nl;n}_ . S, ().
Etablir que :

Vn=0 Vxe&][0;1] IS, =8 <

Pour cela, appliquer le théoréme 11 du chapitre 3.
« Etudier les variations de x > U, (x)‘ sur [0 1].

U, (x)‘

Solution

n

Posons: Vn=0, Vxe€[0;1], S,(x) =D u®).
k=0

* Pour tout x € [0 ; 1], la suite (u,, (x)) est alternée.

Deplus: Vxe€[0;1], linl u, (x) = 0, et la suite (|u,(x)|) est décroissante.
n—+o

D’aprés le théoréme 11 du chapitre 3 on a :
pour tout x € [0 ; 1], la série de terme général u,(x) converge vers S(x).

De plus :
V=0, Vx€[0:1], I,0) — S| <, , | .
*Ona: Vn=0, Vx€[0;1], Ju,, , ® =—x""Inx
Létude des variations de x+—> — x"72Inx sur [0 ; 1] donne :
1
Vn=0, Vxe][0;1], |un+1(x)|<m.

On en déduit : lim sup  |S,(x) — S(x)| = 0.
T xe0;1]
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Ceci montre que la suite de fonctions de terme général S, converge uniformément sur
[0 1].

Par suite, la série de fonctions de terme général u, converge uniformément.

Conclusion :

la série de fonctions de terme général (—1)" x""1Inx converge
uniformément sur [0 ; 1].

5.18
indications
n “+oo
L. Déterminer : ¥Y'n=0, Vx€I S (x) = Z u(x) et S(x)zz U (x).
k= k=0
2. Etablir que : hrn I(S (x) — S(x)) dx = 0.
Solution
n —+o0
LePosons:Vn=0, Vx€I S => X et S&x)=> uX).
On obtient : k=0 k=0
14+ e (1 — —(nt1)x H = 11
R (R TR I RS U E
n 0 si x=0;
. s _{1+e‘x si x€10;1];
€t SD=1 si x=0.

* Pour tout n = 0, la fonction u,, est continue sur [0 ; 1].
Or la fonction S n’est pas continue sur [0 ; 1].
Donc, d’apres le théoréme 4 :

la convergence de la série de fonctions n’est pas uniforme.
2.0na: Vn=0, Vx€[0;1], [S(x) —S@x)|<(l+e e rx
Parsuite: V=0, Vx€[0;1], [S,(x) —Sx)|<2e (n+1Dyx,

Il en résulte :

Vn=0

1 1 2
=[5, — Stonae = [ 15,00 — sl =2
0 0 n

1 1
| Sn(x)clx—fO S(x)dx’ s

1 1
Do [ Swdr=lim_ [ 5,00 v,
0 n—+o Jg
1, + T 1
c’est-a-dire : f Z u,(x))|dx = Z f u,(x) dx.
0 = n=0 "0
Cet exercice montre que la convergence uniforme n’est pas une condition nécessaire

pour permuter les symboles | et 3.
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5.19

indication

Appliquer la formule de Maclaurin.

Solution

La formule de Maclaurin donne : .

. — x_k k) LH (n+1)
(1) VneEN, Vxe€I, 36€]0;1[/Ax) kzok!ﬂ (0)+(n+1)!f D).

nok
Posons: VneEN, Vx€EI S (x)=> %f(k)(o).
Par ailleurs, on a : k=o ™
2 3a=0/VneEN, VxEL x| <a.

La combinaison de (1) et (2) fournit :

|x|n+1
VneN, VxeIl Sx)—fx)|<——a
8,0 = A0 =
n
Or la série de terme général |' converge pour tout réel x (chapitre 3, théoréme 9).
Donc "
. x"
VxeR, lim — =0.
n—+o p!
Conclusion :

soient / un intervalle ouvert contenant 0, et f une fonction numérique de classe C*
sur I ; si la suite de fonctions (f() est bornée sur I, alors la série de fonctions de

n
terme général x_' f@™(0) converge sur I, et sa somme est f.
n.

5.20
indications .
* Remarquer que :  f(x) = x Z (x e )"

n=0
« Etudier les variations de la fonction x+— x e ™ sur[0; +[.

Solution .
* Remarquons que : fix) = x Z (x e ™"
n=20
Létude des variations de la fonction x+> xe™ sur [0 ; +o°[ donne :

(1) Vxe][0; +o, xexE[O;é].
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Ainsi, pour tout x = 0, la série de terme général (x e *)" est une série géométrique
convergente.

On en déduit que fest définie sur [0 ; +o[.

*Pourtout n =0, x+— x" e ™ estcontinue sur [0 ; +0o°.

Par ailleurs, il résulte de (1) :

V x €[0; +oo, 0$x”e_”x$L,

e}’l
ce qui assure la convergence normale sur [0 ; +oo[.
On en déduit, d’apres le théoréme 4 :
—+ oo
X Z x"T1 g7nx est continue sur [0 ; +oo].
n=20
5.21

indications

1. Appliquer le théoréme 6.
2. Noterque : ¥V x€R, 3a>0/ xE[—a;al

Solution

1. a. » La fonction u, est de classe C ! sur I pour tout entier .
* La série numérique de terme général u,(0) converge.

|a|”_1
Vn=1, Vxel, ()| < ——.
n—1!
| ap!
Or la série de terme général ( N converge.
n—1)!

Donc la série de fonctions de terme général u; converge normalement.
D’apres le théoréme 6 :

S est dérivable sur 1.
b. On obtient :
1 Vxel S =S5x).

c.Ona: S0)=1.
Il résulte de (1) :
Vxel Sk)=e"

2. Nous venons d’établir que : to
Vx€EI =5 x—'
n=o0 M
Or VxeER, 3a>0/ xE[—a;ada].

Donc too
xn
VXxER, ef= > =
n:()n!
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5.22

indications

1. * Appliquer le théoreme 11 du chapitre 3 pour convergence uniforme.
* Considerer |a| < 1.

Déterminer S sur [— a ; a.

Pour cela, appliquer le théoreme 6.

2. b. Exprimer T a l'aide de S.

Solution

1. « Pour tout x € [— 1 ; 1], la série numérique de terme général u,(x) est alternée et conver-
gente. n oo

Posons: Vn=1, Vx€[-1;1], Sx)=> ukx) et S&x)=> ux).

k=1 K=1
D’aprés le théoréme 11 du chapitre 3, on a :
Vaz1, Yxe[-1;1] [S,0) - S0 < [u,., ).

Or
Vo=l Vxe[-1:1], |y, , @< 3
Donc
lim  sup |S,(x) — S(x)] = 0.
n—+w
xel
Ainsi

la série de fonctions de terme général u, converge uniformément sur 1.

Par ailleurs, § est continue sur /, car pour tout n = 1, la fonction u, est continue sur I.
» Déterminons S.

Soitaunréel tel que : 0 < a < 1.

Pour tout n = 1, la fonction u, est de classe Cl'sur[— a;ad].

De plus, la série de fonctions de terme général u;, converge normalement sur [— a ; a].
D’aprés le théoreme 6 :

S est dérivable sur [— a ; a] et S'(x) = Z (=1 x2—1,

Ona: VxE[—a;0[U]0,a], S'(x) = Z (= xz)”z_

Xn=1

On en déduit :
Vx€[—a;0[U]0,a]l, Sx)= —%ln(l + x2) + k.

Or Sestcontinueen0 et S(0) = 0.
Donc lim  S(x) = 0.
x—0

Ainsi k= 0.
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D’ou : 1
Vx€[—a;a], Sk)= —Eln(l + x2).

Puisque S est continue sur [— 1 ; 1],ona:
VxeE[-131], Sx)= —%ln(l + x2).

1

vV <——
2.a.0na: xel, v,(x) = 2w
1

m converge.

Or la série numérique de terme général

Donc

la série de fonctions de terme général v, converge normalement
vers une fonction 7 sur 1.

b. Remarquons que :
Vn=1, I = ! - L
2n—1)2n) 2n—1 2n

On en déduit :

— 1\ 42n—1
Va=1, Vxel[-1:1] v)=x 0
" 2n — 1 n
Le raisonnement de la question 1 donne :
1N 2n—1
Vxe]| Z (22_1 = — Arctg x.
Ainsi
VxeE|[-1;1], T(x) = — x Arctg x + %m a + x?).
3. Comme 7(1) = — LA lnz,ona:
4 2
Sy a o m2
=1 2nQ2n — 1) 4 2
5.23
indication
Se servir du résultat de l'exercice 5.22 (question 1).
Solution
Nous avons établi a ’exercice 5.22 :
40 xz,,
= —In (1 + x?).

Vxe[-1;1], > (=1 =
n=1
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Ceci équivaut a :
+0 n
Vie[0;1], > (-1 —=—In(l + o).
n=1 n

On en déduit :

+o0 (_x)3n
Vxe[0;1], > = —In (1 + 2.
n=1
5.24
indication
Appliquer les théorémes 4 et 6.
Solution
Soit a un réel strictement positif.
1

Posons: Vn=1, Vx€[0; 4+, u(x)=—"-":.

[0 4L, w0, = s
* Pour tout n = 1, la fonction u, est de classe C'sur [0 ; a].
Ona: 1

Vn=1, Vx€[0;a], 0<u,(x <
n

ce qui montre que la série de fonctions de terme général u, converge normalement sur
[0 al.

On en déduit, d’apres le théoréme 4, que f est continue sur [0 ; «].

Par suite :

f est continue sur [0 ; +oo].

* On a également :
Vn=1, Vx€[0;a], [ux) $%.
Ainsi la série de fonctions de terme général u, converge normalement.
D’apreés le théoréme 6, f est dérivable sur [0 ; a].
D’ou
fest dérivable sur [0 ; +oof.

5.25

indication

, . i . T
Déterminer les variations de la fonction f, sur [0 ; ?]

Solution
*Si x =0, pour tout n=0, f(0)=0.

Si x e ]O; 1}, cosx € [0; 1], parsuite, lim f(x)=0.
2 n—>+co 7N
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En résumé, la suite de fonctions (f, ) converge simplement sur / vers la fonction nulle.
* Soit #n un entier non nul.
Etudions les variations de S, sur L.
On obtient :
Vx€E€IL f)(x)=n(cosx)" [~ (n+ 1)sin’x + 1].
Posons : = sinx .
Ona: t&€[0;1].
Létude du signe de la fonction ¢+ — (n + 1)+ 1 indique que f, admet un maximum

1
n+1

D’ou :
. 1 n
sin o, = et cosa, = [——.
n n+1 n n+1

On en déduit :

en a, € [O ; %} tel que : sin? a, =

sup f(x) % Ve 2.

xel

Il en résulte :

la convergence de (f, ) n’est pas uniforme sur /.

5.26

indication

Etudier les variations de la fonction I

Solution
*Pour tE€[0; 1], nlgllm 12+l =,
Ainsi nlgr}roo 1,0 =0.
*Vn=0, f,(1)=0.
D’ou la suite de fonctions (f, ) converge simplement sur / vers la fonction nulle.
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* Létude des variations de la fonction f, sur [0 ; 1] fournit :

2 n
Vn=0, Vie[0;1], Osfn(z)s< 2 ) (2n+1>2 1

2n + 3 2n + 3

2 2/2n+ 1\2n+1
Dou Vn=0, S .
ou " ,es%);l]f”() (2n+3> <2n+3>

2n + 1\2n+ 1 2n + 1 2 _
Or <2n . 3) — en+ DIn s @nt ) n (1—2%3);6 2
Donc, la convergence de ( f,) est uniforme sur [0 ; 1].
5.27
indications

* Déterminer sup |f,(x)| a l'aide des variations de la fonction f, sur [0 ; 1].
xel

n—1
* Noter que : In2 = Z - ) ( méthode de l’exercice 3.20).

n=1

Solution
Soitn = 1.
Etudions les variations de la fonction -

(_1)n+l X"

Onobtient: Vx€[0;1], f,(x) = 1T
X

On en déduit : £, est monotone sur [0 ; 1].
De plus : £,(0) = 0.
Par conséquent :

(1t )k !
sup | £,0] = | £, (1) = Z “nal.

xel =1
Or
In2= Z (Gl l)n L lim i ﬂ (méthode de I’exercice 3.20)
n—>+00 K=1 k . '
Donc
Jim xSlépI | f,(x)] = 0.
Il en résulte :

la suite de fonctions ( f, ) converge uniformément sur [0 ; 1] vers la fonction nulle.
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5.28

indication

Appliquer le résultat de l'exercice 5.26 et le théoreme 5.

Solution

«Posons: Vn=0, VtE[0;1], S()= /Zo () et S@) = lim_S,(0).
* Pour tout 7 € [0 ; 1], la suite (u,(7)) est alternée.
De plus, pour tout # & [0 ; 1], la suite (Ju,(?)]) est décroissante et de limite nulle.
On en déduit, d’apres le théoréme 11 du chapitre 3 :
Vn=0, Vie[0;1], |S()—SO|<u, (0
Le résultat de I’exercice 5.26 donne :
Jim | S e 0= 0
Il en résulte que : lir§1r sup |S,(t) — S()| = 0.
n—+coo
Ainsi la série de fonctions de terme geénéral u, converge uniformément sur [0 ; 1].
* Déterminons la fonction S.
Ona: Vn=0, ViE[0;1], ult)=11— 1P (—t)"
On en déduit :

. (1 = 1)? B
Vie[0; 1], S(t)_71+t2 et S(1)=0.
Par suite : (1 — t)2

VIED: 1)L S0 ="

* Pour tout n = 0, la fonction u, est continue sur [0 ; 1].

En appliquant le théoréme 5, on a :

1 +oo 1
(1) J S(rydt = > f u (f) dt.
0 n=0"°%0
Une intégration par parties donne :

1 _ 1\
V=0, [ ud= (=D
0

1
2m+1)(n+2)2n+3)°

Ainsi (1) équivaut a :
NI (=1
o m+ 1)y(n+2)2n+3)

=2f1 S(t) dt.
0

! m™—3
De plus : S(t) dt = .
e plus fo() >
Conclusion :
“+oo _ n
N =1 — w3,

w=o (n + 1)(n + 2)2n + 3)
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5.29

indications

* Observer que : 3N >0/V n= N, %<a
« Etudier les variations de la fonction u,
Solution
e Comme nl_i)nlw % =0,ona:
(1) IN>0/Vnrn=N, L<a.

Vi

« Létude des variations de la fonction u,, fournit :
. . 1
(2) V n=1,lafonction u, estdécroissante sur {7 ; +00[.
n

La combinaison de (1) et (2) donne :
a

Vn=N, VxEla;+o, S ————.
" *€la L o) Vi (1 + na?)

a 1

Vi (1 + na?) ¥en anVn'

Donc

la série de fonctions de terme général u, converge normalement sur [a ; + .

5.30

indications

1. * Noter que la série est alternée.

* Appliquer le théoréme 6.

3. Appliquer le résultat de l’exercice 4.17.

4. Se servir du résultat de la question 2.

5. a. Déterminer d’abord le sens de variation de f.

b. En déduire : ¥ x> 1, ésf(x)sle_z_
Solution
1.*Posons: Vr=0, Vx>0, S(x)= i D
' ’ ’ ’ n k:0X+k.

. 1 ..
Pour tout x > 0, la suite ( n ) converge vers 0 en décroissant.
x+n
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Le théoréme 11 du chapitre 3 donne :

1 1
Vn=0, Vx> - < = :
n=0, x>0, [S5,(x) — fx)] x+n+1 n+1
(="

Il en résulte que la série de fonctions de terme général x +— converge uniformé-

n+x
ment sur J0 ; +oo[.

* Soient a et b deux réelstels que: 0 <a <b.
. 1 .
Pour tout n = 0, la fonction x +— — est continue sur [a ; b].
n+x

Il en résulte, d’apres le théoreme 4, que f est continue sur [a ; b].
Par suite :

fest continue sur |0 ; +|.

*Pourtout n =1, x+— est de classe C! sur [a ; b].

n+x

Vn=1, Vx€Ela;b],

¢ La série numérique de terme général converge.
n X

On en déduit, d’apres le théoréme 6, que la fonction f est dérivable sur [a ; b].
Il en résulte :

f est dérivable sur |0 ; +co].

2. Soit x > 0.

+o — 1yt +x -1
Ona: M+D=—Z-LJL—=—Z(:)=—@ﬂ—a-

o nt1+x S=1 ntx

Ainsi

Q) Vx>0, f(x+1)=i—j(x).

3. D’apres le résultat de I’exercice 4.17, on a :

1
vx>mﬂ@=Ll+t

x—1

dz.

4. On déduit de (1) : :
lim (— —f(x)) = lim0 fix + 1).
x—

x—0t \ x

Or fest continue sur 0 ; +o9[.
Donc lim fix + 1) = A1).
x—0
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lim <l — f(x)> = In2.
X

x—0t

Nous retrouvons le résultat de [’exercice 4.30 :
1 4x—1
t 1
| dt ~ L
o 1 +¢ 0 x

5.a.+ Soit (x,y) E R avec 0 <x<y.
On obtient : t* = ¢,
car pour ¢ € ]0; 1], la fonction o+ t* est décroissante sur ]0 ; +oo[.
On en déduit :

Jx) = fy).
Par conséquent :
(2)  fest décroissante sur /.
* D’aprés (2),ona:
(B3) Vx>0, fix + 1) <fx).
La combinaison de (1) et (3) donne :

4 Vx>0, 2fx+1)=<

% =

< 2f(x).

b. « 1l résulte de (4) :
5) Vx>l 2f(x)<%$2f(x— ).
X

suoiljnjos }d suoijedipul

* La combinaison de (4) et (5) fournit :

Vx>1, lszf(x)s ! :
X x—1
Conclusion : Lot
L PR
o 1 +¢ 1% 2x
5.31
indications

« Etablir que : si f est une fonction en escalier, alors lirg c, = 0.
n—+ow
* Appliquer le résultat de l’exercice 5.13.

Solution

* Montrons d’abord que si f est une fonction en escalier sur /, alors lini c, = 0.
n—+oo
Puisque f'est une fonction en escalier, il existe un entier p non nul et une subdivision de /
en p intervalles Joy,_, oy, (1 <k =<p)tels que:
V te ]akfla ak[a f(t) = Bk‘
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Ainsi

b p
Vn=1, ff(t) cos nt dt = Z &(sinnak—sinnakl).

k=11
D’ou

P

b 2
Vn=1, Jf(t)cosntdt‘$—z
a =1

Byl-

Il en résulte que :  lim ¢, = 0.
n

— -+

Nous avons établi :

b
(1) si f'est une fonction en escalier sur [a ; b], alors linl f At) cos ntdt = 0.
n—+wo J,

* Soit f'une fonction continue sur [a ; b].
D’apres I’exercice 5.13 :
(2) il existe une suite de fonctions en escalier (f, ) convergeant uniformément vers
fsur [a; b].
Soit ¢ > 0.
D’apres (2) :
e

() ImEN/Vn=m swplf) = /01 <5

Par ailleurs :

b b b
@ | Aoycosnrdi=[ (o)~ f,0) cos ntdi + [ f,(0) cos nt dt

De plus, f,, est une fonction en escalier.

Par conséquent, d’apres (1) :

b
5) 3geEN/Yn=gq, ffm(t)cosntdt‘<

£
>
La combinaison de (3), (4) et (5) donne :

b
YV n = max (m, q), f At) cos nt dt‘ < g,

ce qui montre que : lim ¢, = 0.
n—+ow N
Conclusion :

b
si f'est une fonction continue sur [a ; b], alors lin}r j f(®) cos ntdt = 0.
n—+w J,
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5.32

indications

* Supposer que la suite (f, ) est croissante, ¢ est-a-dire :
Vx€L Vn=0, f(x)<f  x.
*Poser: Yn=0, g =f—f.
* Montrer par 'absurde que :  1lim_ sup |g,(x)| = 0.
n—+ow el

Pour cela, supposer qu'il existe & >0 et une suite (x, ) tels que :
' Vn=0, x,€la;b] et g,(x,)>e
* Etablir a I'aide du théoréeme de Bolzano-Weierstrass :

it€la;b]/Vm=0, g, () >e

* Conclure.

Solution

* Supposons que la suite de fonctions ( f,,) soit croissante :
D Vxel, Vn=0, f,(x) <f, ().

On en déduit :
) Vx€el f(x) =< fx).

*Posons: Vn=0, g =f—f.

La combinaison de (1) et (2) donne :

la suite (g,) est décroissante et positive.

* Montrons par I’absurde que :  lim sup |g,(x)] = 0.
note, ey

Pour cela, supposons qu’il existe & > 0, et une suite (x,) tels que :

3) Vn=0, x, €1 et g,(x,) > e
Comme la suite (x,) est bornée, le théoréme de Bolzano-Weierstrass donne :
3 ¢ strictement croissante de N dans N et € €7 telsque: lim x_ . = €.

. n+oo @(n)
Soit m = 0.
Puisque ¢ est strictement croissante, il existe n = 0 tel que :

¢(n) = m.
On en déduit :
gm(xtp(n)) = Eo(n) (x‘P(n))
car la suite (g,) est décroissante.
Il résulte de (3) :
g (x¢(n)) > g.

Or

g,, estcontinue sur /[ et nlinlw Xom) = .

Donc g,(f) = e
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Nous avons établi :

3e>0/Vm=0, g ({)=e.

Ce qui est absurde, car  lim g, (€) = 0.
. n—+o

Conclusion :

si (f,) est une suite monotone de fonctions continues sur / = [a ; b], et convergeant
sur / vers une fonction continue f sur 7, alors la convergence est uniforme.
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Eléments de cours

Série entiére
Soit (a,,) une suite numérique. On appelle série entiere la série de fonctions de terme gené-
ral a, x".
Les réels a, sont appelés coefficients de la série.

Rayon de convergence
Soit (a,) une suite numérique.
On appelle rayon de convergence de la série enticre de terme général a, x", l'unique €lé-
ment » € R, U {+ oo} tel que :

(i) VxeR,

x | <r implique que la série de terme général a, x” converge absolument ;

(i) VxeR, |x| >r implique que la série de terme général a, x" diverge.

Théoréme 1
Soit (a,) une suite numérique telle que : lim V/ |an =€ ot {€ER, U{+ o}
n— too
Alors, le rayon de convergence de la série enticre de terme général a,, x” est :
(i) r=-— si {estfini;
(ii) r=+c si £=0;
(iii) r=0 si € =-+oo

Théoréme 2
Soit (a,) une suite numérique telle que :

ingeN / Vn=n, a,#0.

Ayt

On suppose que : lim ‘
n— +oo a

=€ ot €ER,U{+ o).

n
Alors, le rayon de convergence de la série enticre de terme général a,, x" est :

(i) r=v si € estfini;
(ii) r=+csi £=0;
(iii) r=0 si €= +teo,
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/4 b . . . n
Les théoremes 1 et 2 ne sont pas toujours applicables car lim 'V | a, | ou
n — teo
. t1 , . , .
lim n'existent pas nécessairement.

n — +oo an

Par conséquent, sir est le rayon de convergence d'une série entiere de coefficient

a,,

an+1

a4,

cela n'implique pas : lim 'V |an| =L ou lim

n — too r n — +oo

Disque de convergence
Soit @, x" le terme général d'une série enticre de rayon de convergence 7. On appelle
disque de convergence de la série enticre, la boule de centre 0 et de rayon r, c'est-a-dire
l'intervalle ]— 7 ; 7[.

Toute série entiere est normalement convergente sur tout compact inclus dans son
disque de convergence.

Théoréme 3
Soient r et ' les rayons de convergence respectifs des séries de termes généraux a, x" et
b, x".
Posons: Vn=0, ¢,=a,+b,.

Sir <r', le rayon de convergence de la série enticre de coefficient c, est .

Théoréme 4
La somme d'une série entiere est continue dans le disque de convergence.

Théoréme 5
Soit (a,) une suite numérique.
xn+1
(i)  Les séries enticres de termes généraux a, x” et nTl ont le méme rayon de
n

convergence r.

(i) Voa€l-r;r[L,VBE]-r;rl, fB< fanxn>dx=+zw fﬁanxndx.

n=20 n=0"«
Théoréme 6
La série entiere de coefficient a, est de classe C* sur son disque de convergence D.

+oo +oo
En particulier: V x € D, % ( nZ‘oa” x") =nZl na, XL
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Théoréme 7 - Produit de deux séries entiéres
Soient 7 un réel strictement positif, a, x" et b, x" les termes généraux de deux séries
entiéres absolument convergentes de sommes fetgsur [ = ]—r;r[.
- -y " n _
La série enti¢re de terme général ¢, x"avec ¢, = a, bn +a, bn_1 +..ta, b] +a, bo
converge absolument sur / et

Vx€el, iocn x" = f(x) g(x).

Développement en série de Taylor
Soit fune fonction de classe C* sur un intervalle / contenant 0.
On appelle développement en série de Taylor de £, la série entiere de terme général

AL
n

Théoréme 8
Soit f'une fonction de classe C* sur un intervalle / contenant 0.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

+oo xnf(n)(()) o

i) Vx€I f(x)=>

B

=0 I’l!
n+1
(ii)  le reste de Maclaurin Wf("“) (6x), 6 € [0 ; 1], tend vers 0, pour tout x € I,
n+1)!

quand » tend vers l'infini.

En particuliersi: IdM=0 / Vrn=0, Vx€&I, |f(")(x)| =M,
+oo

alors VxelI, fx)= Z fl—Tf(”)(O).

n=20 """

Développements en série de Taylor des fonctions usuelles

+oo
X — x"
VxeR, e nZOn‘
+oo
Vr€l-1:1[ Va@N, (1+ne=1+y ezlloazntl) ,
n=1 n:

. N oyt X
Vxel-1;:1], m1+x)=> (-1 1n

n=1

2n

+oo
— _1yn X
VxeER, cosx —nZO( 1) 2!
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Tee 2n+1
; — 1y X
Vx€ER, sinx nio( 1) 2n+ 1)
x2nt1

2n+1

+oo
Vxe[-1;1], Arctgx=> (=1)"
n=20
Série trigonométrique
Soient (a,) et (b,) deux suites numériques.
La série de fonctions de terme général u,(t) = a, cos nt+ b, sin nt est appelée série tri-
gonométrique.

Convention

a
. % .
Le terme de u (¢) est noté - au lieu de a,,.
Théoréme 9
Si les séries de termes généraux a,, et b, convergent absolument, alors la série trigono-
métrique associée converge normalement sur R.

Théoréme 10
Si la série trigonométrique converge uniformément vers f sur un intervalle de longueur
21, alors

1 2T 1 2
f(t)cosntdt et b f(¢) sin nt dr.

Vn=0, a =— ==
> n ™ Jo n T Jo

Série de Fourier d'une fonction
Soit f'une fonction numérique périodique, de période 27 et continue sur un compact de
longueur 2.
On appelle série de Fourier de f, la série trigonométrique :
a, I

74—2 (a, cos nx+ b, sin nx)

n=1

1 21 1 21T
f(t)cosntdt et b f(¢) sin nt dt.

ou Vn=0, a =— ==
’ n m Jo n T Jy

Fonction réglée
Une fonction numérique définie sur un intervalle 7 est dite réglée si elle admet, en tout
point de /, une limite a droite et une limite a gauche.

Théoréme 11
Toute fonction numérique réglée sur un compact est limite uniforme d'une suite de fonc-
tions en escalier.
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Théoréme 12
Soit f'une fonction numérique réglée définie sur [0 ; 27].
Alors, le terme général u,, de la série de Fourier de f'tend vers 0 lorsque » tend vers I'infi-
ni.

Théoréme 13
Soit fune fonction numérique continue sur R, périodique de période 27, admettant en
tout point de R une dérivée a gauche et une dérivée a droite.
Alors la série de Fourier de f converge, et sa somme est f.

Dérivabilité d'une fonction réglée
Une fonction réglée f définie sur un intervalle / est dérivable a droite et a gauche en tout
i S+ —f(") o Jat)—fx7)
im, ——————~ m —

et li
ot t t—0" t

point x de 7 si :

sont finies.
Rappelons que :  f(x") = lim,_ f(z) et f(x7)=1lim_ f(?).
t—>Xx t—Xx

Théoréme 14
Soit fune fonction numérique réglée définie sur R, périodique de période 21, et déri-
vable a droite et a gauche en tout point de R.
Alors la série de Fourier de f converge, et sa somme, pour tout réel x, est :
S +fx0)
2 .
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e Exercices

APPLICATION IMMEDIATE

Rayons de convergence et sommes

6.1 I Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

xn
1+n®

xn
n3n >

a € R.

Lou,(x) = 2. u,(x) =

6.2| Pour tout entier nonpose : a, =n+2" et b =n-—2"
Déterminer les rayons de convergence des séries entieres de coefficients

a,b, et a, +b,.
6. 3| Soient a, x" le terme général d'une série enti¢re de rayon de convergence R, et p
un entier non nul.

Déterminer le rayon de convergence de la série de terme général a, xP.

6.4[ Déterminer le rayon de convergence de la série de terme général u,(x) et préciser

sa somme :
(_ 1)n x2n+l
— (17 21 . - .
Lou(x)=(=D"x"";  2.u,(x) 1
x4n
6.5[ On considere la série de terme général il

1. Déterminer son rayon de convergence R.
2. Préciser sa somme S(x) pour x € |—R;R[.
3. Ftudierlescas x=R et x=-R.

6.6' Soient a un réel non nul tel que | a | <1, et u, un réel strictement positif.

).

Déterminer le rayon de convergence de la série enti¢re de coefficient u,.

On définit la suite (u,)par: Vn=0, u,, , =In (1 + ‘a" u,

6.7 I 1. Soit (a, ) une suite numérique telle que :
(i)  la série de terme général a, diverge ;
(i) Vn=0, |an|s1.

EXERCICES 209



Déterminer le rayon de convergence de la série enticre de coefficient a,,.
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de coefficient sin ».

6.8| On considere la série de fonctions de terme général :

xn
_ ; .
n(n+l)’n !

1. Vérifier que cette série converge normalement sur /7 = [0 ;1] ; soit S sa somme.
2. Déterminer S.

©.9)| Soient a un réel strictement positif, fune fonction strictement positive, dérivable sur

I=[—a;al, et u,donné appartenant a /.

Pour tout entier n, on pose :  u, . ; = f(u,).

On suppose :  f(I) C I et (u,) converge vers 0.

Déterminer le rayon de convergence de la série enti¢re de coefficient u,, .

6.1 °| Soit a, x" le terme général d'une série entiere de rayon de convergence r et de
somme f.
Montrer que :

f=0 = Vn=0, a =0.
6.11 |Soient (a,), (b,) et (c,) trois suites numeriques telles que :
IngeN / Vn=n, |an|<|bn|$|cn|-

On suppose que les séries enticres de coefficients @, et ¢, ont le méme rayon de conver-
gence R.
Déterminer le rayon de convergence de la série enticre de coefficient b,,.

n
1
6.1 ’lPourtoutn = l,onpose a, = Z e
p=1P

Déterminer le rayon de convergence de la série enticre de coefficient a,,.

6.1 3|s0it g , X" le terme général d'une série enti¢re de rayon de convergence » > 0. On

suppose :  a, # 0.
Montrer que :

+oo
3a>0 / Ixl=sa = D lallxl"<lq,l.
n=1
Séries et équations différentielles

6.1 4‘| On considere 'équation différentielle suivante :

(E) y' =y
Déterminer une solution de (£) sous forme de série entiére.
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6.1 5| On considere I'équation différentielle suivante :

E) Y+y=0,y0)=1 et »(0)=0.
1. Déterminer la solution de (£) sous forme de série enticre.
2. En déduire le développement en série enti¢re de la fonction cosinus.

6.1 6| On considére I'équation différentielle suivante :
(E)y x"+y'+xy=nx
Déterminer une solution de (£') sous forme d'une série entiere dont on précisera le
rayon de convergence.

©. 1 7|0n considere I'équation différentielle suivante :

) V' =xp.
Déterminer, a l'aide de séries entieres, toutes les solutions de (E).

Développements en séries entiéres

6.1 8| Soit p un entier. Développer en série enti¢re la fonction f définie par :
"X
f@=[wera
0

+ oo
6.1 9| Pour tout réel x, on pose :  f(x) = f e dr.

Développer la fonction f'en série enticre.

Vi

e o
On rappelle que : f e de = -
0

6.1°| Développer en série entiere : In ( 11_+2xx>_

, , . . e
6.21 |Developper en serie entiere : L ix
X

Séries de Fourier

6.2 ’l Soit f'la fonction périodique, de période 2, définie par (f0) =A—m)=0) :

-1 sixE]—w;O[;
Sx) = ,
1 six € [0;m|.
s < =y
Déterminer pZO 2pil a l'aide de f.
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6.2 3| Soit f1a fonction périodique, de période 21, paire et définie sur R par :
Viel[0;w], f(r) =1t
1. Déterminer la série de Fourier de f.

2. Etudier la convergence de cette série.
3. En déduire :

+oo +oo
1

2 cosk+1)x
6.24| Démontrerque:  Vx €[0; 7], ’lT—X:lei Z (—2)
6.24| 2 Twm &, @kt

APPROFONDISSEMENT ET SYNTHESE

6.2 5| Soit x un réel vérifiant |x| <1.

U l—¢ ™
On admet que xhn}i NEp— 3

3 :ant?an_zxn $3n+l
1 —xt —0

n=20 n

1. Vérifierque: Vr€[0; 1],

= 1

2. En déduire : nZO m

6.26|5s0it « , X" le terme général d'une série enticre de rayon de convergence 1 et de
somme f.

n
Pour tout entier n, on pose : s, = Z a.

Déterminer le rayon de convergence r de la série entiere de coefficient s,, et exprimer sa
somme g a l'aide de f.

n
| - : -\ 1L
6.2 7| pour tout entier n, on pose : s, = Z .

p=1
1. a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére de terme général
(—1n*l s, x", et la nature de cette série pour x = *R.
+oo
_ . — _1yn+tl
Pour x&]-R,R[, onpose: f(x)= Z (—DHrtls, xm

n=1

b. Déterminer f.

2
2. En déduire le développement en série enticre de : <ln (1 +x)> .

212 CHAP 6 : SERIES ENTIERES ET TRIGONOMETRIQUES



6.2 8| Soit (a,) une suite numérique vérifiant :
1 1
1 dn,EN Vin= —<aq < -
M "o / A Y

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere de coefficient a,, et montrer
que sa somme est continue et dérivable sur [— R ; R].

6.2 9| Soient a, x" le terme général d'une série enticre de somme S, et p un entier non

nul.
On suppose : lim V |an =€ ou {ER, U/{+ oo}
n— +oo
a
Onpose: Vn€EN, b = :

n+p
1. Déterminer le rayon de convergence de la série enticre de coefficient b,. Exprimer sa

somme fa l'aide de S.
2. Déterminer le rayon de convergence, et la somme g de la série entiére de coefficient :
1

n+1)(n+2)(n+3)

6. 3°| Soit @, x" le terme général d'une série entiere de rayon de convergence R.
_ p(n)

=
q(n)

o o . oy
d p <d g, et n'ayant aucune racine entiere.
Déterminer le rayon de convergence  de la série entiere de coefficient u,,.

Pour tout entier n, on pose :  u a,, ou p et g sont des polynomes tels que

6.31 |On considere 1'équation différentielle :
(E) x"+2'+xy=0, y(0O)=1 et y’0)=0.

1. Déterminer une solution f'de (£) sous forme de série entiére.
2. En déduire l'expression de f'a l'aide de fonctions élémentaires.

6.32 | On considere la suite (a,,) définie par :
TI' n+1
> a=1 e Vn=0, Apiy = 75 n
1. Déterminer le rayon de convergence de la série enti¢re de coefficient a,,.
/2 dt

— ¢t
o l—xsint

ag =

2. Déterminer le développement en série enti¢re de la fonction x —
préciser le rayon de convergence.
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ions

tions et soluti

indica

indications et solutions

indication

Appliquer les théorémes 1 ou 2.

solution

1.Posons: Vn=1, a,=—3

1
Ona: V=1, V a|=—3.

Par conséquent, d'apres le théoréme 1 :
r=+ o,

2.Posons: V n=0, an=1+na.

*Si  a<0, lim a,=1
n— +oo

Par suite, lim V |an| = 1.

n— +oo

D'apres le théoréme 1: » = 1.
*Si a=0,alors: Vn=0, a =

On obtient également : » = 1.

o
«Si  «>0, lim L= fim V=,
n— 4 A, n— +eo \n+1

D'apres le théoreme 2 :  » = 1.
En résumé :
pour tout réel o, 1 est le rayon de convergence

de la série entiere de coefficient .
1+n¢

indication

Noter que le théoreme 3 n’est pas applicable.
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solution

D'apres le théoreme 1 :

les rayons de convergence des séries entiéres de coefficients a,, b, eta, +b,

sont respectivement : %, % et 1.

indications

Poser  t=xP.
Revenir a la définition du rayon de convergence R.

solution

Posons ¢ = x”.

Ona: Vn=0,a,x""=a,t"

D'apres la définition de R, on a :

—si | t| = |xp | <R alors la série de terme général a, x"P converge absolument ;
—si | t| = |xp | >R alors la série de terme général a, x"P diverge.

On en déduit:
1

—si |x | <R? alors la série de terme général a, x"P converge absolument ;
1

—si |x | > R? alors la série de terme général a, x"7  diverge.
Conclusion :
si R est le rayon de convergence de la série entiére de terme général
1

a, x" et p un entier non nul, alors R” est le rayon de convergence
de la série de terme général a, x"P.

6.4
indications
1. Se servir du résultat de l'exercice 6.3.
(_1);1 x2n+1 (_1);1 x2”
2. Noter que : 1 =x Thil

solution
1. D'apres le résultat de 1'exercice 6.3, le rayon de convergence de la série de terme général
u,estl.
De plus, cette série étant géométrique, on a :

-1 N _ 1\ 20 —
Vxe]-1;1], nZO( D" x T
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2. *» Remarquons que :

v o v R (_l)n x2n+l (_l)n x2n
= =
n=0 VXER T T 21
L L (=D x"
* Le rayon de convergence de la série de terme général EPYEE est 1. Il en est de

méme pour la série de terme genéral u, (exercice 6.3).
Soit T sa somme.
* D'apres le théoréme 6 :

+oo
Vxel-L1[ T => (—x*).
n=0
D'ou :
1
1+x2°
Onendéduit: Vxe]-1;1, T(x) = Arctgx+k.
Comme T(0) = 0, on obtient : k= 0.

Vxel-1;1, T'(x) =

D'ou

Vxe]-1;1[, T(x) = Arctg x.

(_ 1)n x2n+1
Remarquons que la série de terme général T, 4 convergepour  x = *1.
Conclusion :
+oo
_l)n x2n+1
Vxe]-1;1 ( = Arctg x.
I=15 10, ,,Zo e g
6.5

indications
1. Appliquer le résultat de l'exercice 6.3. LAt
2. Déterminer d'abord la somme de la série de terme général P
Pour cela, raisonner comme pour l'exercice 6.4 (question 2).

solution
n

dn+1

1. Le rayon de convergence de la série entiére de terme général est 1.

Le résultat de l'exercice 6.3 donne :

le rayon de convergence est R = 1.

2.8it x€]-1; 1[U]o;1[.

+ oo
1 x4n+l1

Ona: S(x)=;z p——
n=20
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Le raisonnement de l'exercice 6.4 donne :

T dnti 1 1+
Vxel-1;1], Z X =—<Arctgx+%ln x>.

W=od4n+1 2 I—x
D'ou
1+
—(Arctgx—i——ln x) sixel]-1;0[U]o; 1],
S(x) e 2.x l_x
1 six = 0.
3. La série diverge pour x ==*1.
6.6
indications
* Remarquer que : ¥V x=0, In(l+x) <x

* Appliquer le théoreme 2.

solution
*Ona: (1) Vx=0, m(l+x)<ux
Ce résultat est immédiat grice aux variations de x> In (1 +x)—x sur [0 ;+od[.
* On a, par définition:  V n =0, u,>0.
On obtient, d'aprés (1) :
Vn=0, u, < |a|”un.

Il en résulte :
u

. +1

lim +—=0.
n— teo U,

D'apres le théoréme 2 : = + oo,

Conclusion :

le rayon de convergence de la série est infini.

6.7

indications

1. *» Noter que : la série entiere converge pour tout réel x tel que x| <1.
* Appliquer le résultat de l'exercice 5.15.

solution
1. * L'hypothése (i) équivaut a :
la série enti¢re diverge pour x = 1.
D'apres le résultat de 1'exercice 5.15, ona:
la série enti¢re diverge pour tout réel x tel que x| > 1.
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* D'apres (ii), on a :
Vn=0, VxeR, |anx"|$|x|".
Ainsi la série enti¢re converge absolument pour lx] <1.
Conclusion :
si une suite (an) vérifiant : Vn=0, |a n | =< 1, est telle que la série
de terme général a, diverge, alors le rayon de convergence
de la série entiére de coefficient a, est 1.

2.Posons: Vn=0, a,=sinn.
La série numérique de terme général a, diverge car lim a, #0.
n— +oo
Deplus: Vn=0, |an|<l.

D'aprés la question 1 :
le rayon de convergence de la série entiére de coefficient sin » est 1.

i +1
Observer que lim M

n'existe pas.
n— 4o SINT

indications

, 1 iy .
2. » Décomposer ————— en éléments simples.
n(n+1)

* Raisonner comme pour l'exercice 6.4 (question 2).
solution

x" 1
= . < =
LVr=1 Vxe[0;1] 0 nn+1l) nm@+1).

Il s'ensuit :

la série de terme général PYPEETY n+1) converge normalement sur [0 ; 1].
2. » Remarquons que :
x" x" X
v = . _ = .
" l’vxem’”’nm+n n n+1l

n

+oo n

x_n = x
el S,(x) Zn-f-l'

1 n=1

+oo
Posons: Vx€/[0;1], Sl(x)zz
* Le raisonnement de 1’exercice 6.4 (question 2)donne:
Vxel0;1] §x) =—In(l-x)
—1-Lma-x» sixelo:i[;
X

et S(x) =
0 six=0.
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* On en déduit :

|+ (1—x)In(1—x)
Sx) = x
0

sixe ]0;1[;
six=0.

« La convergence normale assure la continuité de S sur [0 ; 1].
Par conséquent, lim_ Sx) =S1) = 1.
x -1

Conclusion :
1-x)In(1—
1+M sixe]o;l[;
X
Sx)=10 six=0;
1 six=1.
6.9
indication
Appliquer le théoreme 2.
solution
u
Ona: lim L= S,

Or fest dérivable en 0.

Sy
Donc lim — = f'(0) car f{0)=0.
x—=0 X
. : (u,) :
Par suite : lim S, = f'(0), car lim u, = 0.
n—te U, n— 4o
Conclusion :
1
* si '(0) # 0, le rayon de convergence est ——— ;
f'(0) # 0, le ray g 20K
esi  f'(0) = 0, le rayon de convergence est infini.
6.10

indications
* Raisonner par contraposée.
* Remarquer :  3m =0 avec a, #0 / |x| <r = f=x"(a,*ta, x+..)
* Noter que :

si une fonction ¢ est continue en 0 avec ¢(0) # 0, alors ¢ ne s'annule pas sur un voisinage de 0.
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solution

* Raisonnons par contraposée.
Pour cela, supposons que les coefficients @, ne soient pas tous nuls.
* Par conséquent :
im=0 avec a,#0 / x| <r = ) =x"(a,ta,, x+..).

Posons: Vx€]J-r;r[, g)=a,+a, x+..

r est le rayon de convergence de cette série.
D'ou :
pour tout « tel que 0 < o < r, g est continue sur [ —a ; « |.
En particulier :
(1) g estcontinue en 0.
De plus :
2) g0)=a, #0.

* Notons que :

3) si une fonction ¢ continue en 0 est telle que ¢(0) # 0, alors ¢ ne s'annule

pas sur un voisinage de 0.
En effet :
Ve>0,3n>0 / lxl<m = le@-o0] <e
On en déduit :
xl=m = ew@w=-e+e0)
En choisissant € de sorte que —&+¢@(0) >0, (sie(0)>0)ona:
¢ ne s’annule pas sur [ — m ;.

* La combinaison de (1), (2) et (3) donne :

g est non nulle.
Par conséquent, f est non nulle.
Conclusion :

si a, x" est le terme général d'une série entiere de somme nulle,
alors les coefficients sont tous nuls.

6.11
indications
Considérer r le rayon de convergence de la série entiére de coefficient b,.
Comparer r et R sachant que : Van= g, | bn | = | c,
solution

Désignons par r le rayon de convergence de la série entiere de coefficient b,,.
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Ona:
(1) Vn?no, |bn|S|cn|.
Soitptelque: 0 =<p<R
On obtient, d'apres (1) :
vV n=n), |x|<p = |bnx”|$cnp”.
Or la série numérique de terme général ¢, p” converge.
Donc la série de terme général b, x” converge absolument.
Dou r=R
De méme, on obtient : < R.
En résumé :
si les séries enti¢res de coefficients a, et ¢, ont le méme rayon
de convergence R, alors ce rayon est aussi celui de la série entiére
de coefficient b, tel que :  V n = n, |an| < |bn| < |c” |.

indications

* Vérifier que : V=1, 1<a <n

* Appliquer le résultat de l'exercice 6.11.

solution

Ona: Vn=1, I<a,<n.

Or les séries entieres de coefficients 1 et # ont le méme rayon de convergence, a savoir : 1.

Donc, d'aprés le résultat de 1'exercice 6.11 :
le rayon de convergence de la série entiére de coefficient

n

anzz lestl.

p=1 4
6.13
indication
“+oo
Noter que : xX— z | a, | |x | " est continue sur tout compact inclus dans 1-7;rL
n=1
solution

La série de fonctions de terme général a, x" converge normalement sur tout compact
inclus dans |—r ; r[.
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+o0

, . [0} . .
Par conséquent la fonction x+— Z | a, | |x |” est continue sur tout compact inclus
dans |—7; r[. n=1

En particulier, ¢ est continue en 0.
On en déduit :

Ja>0 / xl=a = > la,| [x]"<a,l.
n=1

6.14

indications

La démarche suivante, conséquence de l'exercice 6.10, peut étre adoptée pour déterminer la solu-
tion d'une équation différentielle sous forme de série entiere.
+ oo
_ 0o
* Supposer que y Zo a, x" vérifie (E).
n=
* En déduire qu'une fonction développée en série entiere est nulle.

* Déterminer le terme général de cette série.
* Appliquer le résultat de l'exercice 6.10.

* Déterminer a, et le rayon de convergence de la série entiére.

solution
+ oo
Supposons que  y = Z a, x" soit solution de (£).
n=20
Ona:

Vxel y =y.

+ o0 “+oo

P - n—1 — n

Ce qui équivauta: V x €1, Z na,x —Z a, x".
n=1 n=20

On en déduit : e
Vxel, Z [(n+1)an+1—an]x"=0.
n=20

D'apres l'exercice 6.10, on a :

Vn=0, (n+1)a,  —a, =0.

n

Il en résulte :

V=0 a
n= a =
» Tl 4
D'ou
49
VYn=0, a =—".
" nl
Le rayon de convergence est infini.
En résumé : Hoo Mt
pour a, donné, y = a, zo o de rayon de convergence
=

’

infini, est solutionde: ' = y.
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6.15

indications

1. Procéder comme pour l'exercice 6.14.
2. Résoudre d'abord 'équation différentielle (E).

solution
1. Supposons que  y = > a, x" soit solution de (E).
Ona: Vxel y'+y=0,
ce qui équivaut a :
+oo too
Vxel > n(m—1a,x" 2+ > a, x"=0.
n=2 n=20
On en déduit: N
Vxel, ZO[(n+2)(n+l)an+2+ an]x" =0.

D'apres l'exercice 6.10 :
Vn=0, m+2)(n+1)a, ,+a,=0.

D'ou
a
(D) VnBO,a+2=——”.
n n+1)(n+2)
Ona:

yO=1 = a,=1
Par ailleurs, y’(0) = 0 implique :
2) a =0.
La combinaison de (1) et (2) donne :
Vp=0, a1 = 0.
Soit p = 0. Déterminons ay,
La relation (1) fournit :
(=D*
Vp=0, a, » = m
Le rayon de la série de coefficient a,, est infini.
En résumé :

( 1)? x2p
y= Z @p)! ———— de rayon de convergence infini est la solution de (F).

2. On vérifie que :
x +> cos x est l'unique solution de (E).
D'aprés la premiére question :
&P

VxER, cosx =
,,Zo @p)!
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indication

Raisonner comme pour l'exercice 6.14.

solution
+oo
Supposons que J’:Z a, x" soit solution de (E).
n=20
Ona:
+oo
Vx€I a + z [n+D%a,, +a, |x"=x
n=1

On en déduit :
(1) a, =0;
(2) da,+ta,=1;
3) Vn=2 (n+1)a

n+1 + L 0.
La combinaison de (1) et (3) donne :

Vp=0, ay, = 0.
La combinaison de (2) et (3) fournit :
1
a, = 7 (I—ay);

(_1)p+1 a2

Vp = 2, a2p = W .
Conclusion : 1 teo (=1)PH 2
pour a, donné, y= a0+z (1-ay)x?+(1—ay) Z (") 227

p=2
de rayon de convergence infini est solution de (E).

6.17

indication

Raisonner comme pour l'exercice 6.14 pour déterminer deux séries indépendantes solutions de (E).

solution
Supposons que  y = >a, x" soit solution de (E).
On obtient :

1 a,=0

(2) Vn=0, n+3)(n+2)a, ;= a,

n

B
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On en déduit :
a, et a; etant donnes,
_ 147.G6p-2) ~ 258..6p—1)

Vp=1, as, —(3p)! ay, Ay, = —(3p )] ay, ay,., = 0.

Déterminons deux solutions particulieres :
= 147.0C3p—2)

our a,=1 e a,=0,ona: =1+ — X3,
P ! NI T Gy

e 258.3C8p—-1)
pour ay=0 e a, =1lona: y,=x+ £2:0-0P 1) 3p+1

=1 Gp+)
Les rayons de convergence des deux séries sont infinis.

De plus, y, et y, sont deux fonctions linéairement indépendantes.
Il en résulte :

la solution générale de (E) est

B = 147.0Gp=2) | tr 258.0Gp—1) |
y_O‘(”,,ZI o XY S )

p=1

ou y est définie sur R, o et 3 étant des constantes.

indication

Se servir du développement en série entiére de €.

solution
+oo (_1)}’1 tn
Ona: V:ieR, e*’=z —
n=20 n.
On en déduit :
Foo +
—1)y" TP
VieER, tPe’=> L
n=20 n!
. g
Or la série de terme général converge normalement sur tout compact de R.
Donc
X Foo (_1)n X
VxeR, ftpe*fdtzz ft"*Pdt.
0 =0 n' Yo
D'ou
xn+p+1

X +oo
VxER, f e tdt=> (-1)
0

n=20

m)(n+p+1)
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indications

Feo 5 e 2
* Noter que : f e! dt:j e dr— f 1 de.
0

X

* Raisonner comme pour l'exercice 6.18.

solution

“+ oo +oo X
Ona: Vx€eR, f eftzdtZI e*’Zdt—feftzdt.
x 0 0

De plus : t2n

ViER, ¢ —Z (="~
n=20
Le raisonnement de 1'exercice 6.18 donne :
+ oo (—1)” x2n+1

R _ AP
Vx€eR, J;e dr nZO 2+ 1)

O J‘+m _t2 dt — ﬁ
T A e = B .
Donc
viem [Tetas YT E e
> ) o (m)H(2n+1)
6.20
indication

Se servir du développement en série entiere de In (1 +u).

solution
oo un
Ona: V|u|<1, 1n(1+u):z (_1)n71_‘
n=1 n
Le rayon de convergence de la série entiére de somme In (1 +x) est 1.

1
Le rayon de convergence de la série entiere de somme In (1 —2x) est 3

D'apres le théoréme 3 :

1 1+x (1l I o 2n
Ona: V|x|< , ln<1_2x)—z + .

n=1 n n=1 1
D'ou
M 1 1+x e (=1 I42n
X <z = l(l—Zx) n:17n x"
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indications

* Développer e™* et 1 en séries entieres.

* Faire le produit des deux séries ainsi obtenues.

solution

*Ona: e o
VxeR, e_xznzo(—l ”ﬁ;

1 T
Vxe]l-1:1][, 1—+x=2 (—1)n xm.
n=20

* Le produit donne :
—x +oo

1 1

e 1
Vxe]-1;1], m= Z —n" <W+F+...+E>x".

n=20

indications

* Noter que la fonction f est impaire.
* Déterminer la série de Fourier de f.
* Etudier sa convergence.

solution

Déterminons la série de Fourier de f.
Comme f est impaire, on a :

On obtient :

Vn=0 b,==] sinmdz=l<1—(—1)n).
™ Jo niw

D'ou

4

Vp=0, b2p=0 et bzp_H:W.

Par conséquent :
4 i" sin(2p+1)x

la série de Fourier de fest : R

p=0
D'apres le théoréme 14 :
4 ¥ sin(2p+1)x
VxEIR,f(x)—ﬂ_Z 1

p=0

INDICATIONS ET SOLUTIONS

227



v

En particulier pour x = Seona:
~+o0

Conclusion :

»=0 2p+1 4
6.23

indications
1. Remarquer que : N n=0, b,=0 carfest paire.
3. b. Observer que :

< 1 *z‘” 1 +Z°° 1

— = - :
n=ln2 1):1(217)2 p=0(2p+1)2

¢. Noter que la série de Fourier converge normalement sur R.

solution

1. « Comme fest paire, on a :

2 ’IT
*Ona: aoz—jtdtzw
m Jo
2 T
et Vn=l1, an=—ftcosntdt.
™ Jy

* Le calcul donne :

—4
Vp=1, a2p=0 et Vp=0, a2p+l=m.
On en déduit : .
a -
la série de Fourier de fest : 704-20 ay,41 €08 (2n+1)x.
Ainsi

la série de Fourier d (. T ii" cos2n+1)x
a série de Fourier de fest : 5 wnzo—(2n+1)2 .
2. D'apres le théoréme 13, on a :
T 4 I cosn+x
M Vxel0siml fO =37 2 T,y
3. a. En remplagant x par 0 dans (1), on a :
+oo 1 2

n
2. Qn+1)} 8 °

n=20
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b. Remarquons que :

+oo 1 +oo 1 +oo 1
— = + .
nZI n? pZ1 2p)* pZO Q2p+1)?
Ainsi N . N
< 1 1 iy 1
nZ n? 4 Z 2 ZO Qp+1)*
Il en résulte : w2 2

o1

2 T
c. La série de Fourier converge normalement sur R.
D'apres le théoréme 5 du chapitre 5, on a :

Vxelo:al, fxf(t)dt=%x f cos (2n + 1)t dt.
0

Z (2n+1)2

On en déduit :

) VxE[O;Tr], %(x—w)z—%ngo%
En remplagant x par , la formule (2) devient :
f = A
S @n+1)3 32
6.24
indications

1l s'agit d'utiliser le développement en série de Fourier d'une fonction f a déterminer.
Noter que la fonction f est paire.

solution

Considérons la fonction f périodique, de période 2, définie sur [0 ; 7] par :

fx) =m—x.

La série trigonométrique étant paire, on va supposer la fonction fpaire ; c'est-a-dire :

T—X sixe[0;w];
f(x) = .
T+Xx sixE[—mw;0].
La série de Fourier de fest :
4 +oo
T Z oS (2n+;)x
2w, =, (@n+1)

Le théoréme 13 permet de conclure :

m
-+

cos (2n +1)x
3 —

Vxe[0;xw], m—x = Qn+ 17

+oo
3

n=20
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6.25

indications

1. Vérifier que t — = est développable en série entiere, et préciser le rayon de convergen-
ce de la série. *
2. Appliquer le théoréme 5.

solution
1 + oo —+oco
. — 3\n — n43n
1.Ona: =3 nZO (xt°) nzox ",

Le rayon de convergence de cette série est ME T (exercice 6.3).
x

On en déduit :

_1 1 l_t +oo
‘v’te] [

+oo
e n43n _ n ¢3n+1
[ sl Ve A WE AN A
n=20 n=20

M

Or |x| <1,

-1 1
donc [O;I]C] 1;—1[.
Ix|5 " Ix[5

D'ou
. 3 3n+1
Vee([0;1], = xt3 § X t"—E xng3ntl

n=20 n=0

2.Comme [0;1]C ] ML 1 [, le théoréme 5 donne :
x

ME

+oo n X

Lo 1—t X n
fo = & _nzo<3n+l _3n+2)'

Il s'ensuit :
. ! —t : ey x"
S ) Toxs YT im e ob el _HZO Gn+ D)3Bn+2)’

Or la série de terme général converge normalement sur [0 ; 1].

Gn+1)3n+2)

Donc la fonction ¢ est continue sur [0 ; 1 ].

1
D'ot li j = o¢(1).
R
Conclusion : too

1 ™

L, Bu+D@n+2) 3V3
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indications

* Appliquer le théoréme 7.
* Montrer que r < 1.
Pour cela, noter que si |x | <, alors la série de terme général a, x" converge absolument.

solution

* Remarquons que la série entiere de coefficient s, est le produit des séries enticres de
coefficients respectifs 1 et a .
D'apres le théoréme 7,ona: r=1.

*Ona: Vn=0, a,=s,,,—5,

lenrésule: Vn=0 VxeER, |a | |x|"< |sn+1| |x|”+|sn| | x|,

n
Ainsi
(1)  pour lx| < r, la série de terme général a, x” converge absolument car r est le
rayon de convergence de la série de coefficient s ,.
Or 1 est le rayon de convergence de la série enticre de coefficient a ,.
Donc, d'aprés (1) :  r=<1.
Enrésumé: r=1.
Ainsi
si la série entiére de coefficient a, a pour rayon de convergence 1,

n
il en est de méme de la série enti¢re de coefficient s, = Z a,.

* D'apreés le théoréme 7, on a :

+oo oo +oo
Vxe]-1;1] Z snx”:( Z x”)( Z anx”).
n=20 n=20 n

Ter 1
Oor Vxel-1;1[, > x"= .
n=20 l—x
Donc
)
Vxe]-1;1[, g(x)Z{Tx.
6.27
indications

1. Appliquer le résultat de l'exercice 6.26.
2. Appliquer le théoréme 5.
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solution

n
1. a. Remarquonsque: Vn=1, s = Z a, ou a, = ;
Le rayon de convergence de la série enticre de coefficient a, est 1, et la somme de cette

série vaut —In (1 —x) pour x € ]—1; 1[. On déduit de I’exercice 6.26 :

R =1 et la série diverge pour x= *1 car lim s, =+ .
n— + o

b. D'apres le résultat de 1'exercice 6.26 :

g In (1—
Vxe]|-1;1], Z snx”——M.
n=1 l_X
+oo Foo
Or Z (—1)”+1Snx"=—z s, (—x)".
n=1 n=1
Donc
In(1+
Vxel-1:1[ f@)=+00F0
1+x

2. D'apres le théoréme 5, on a :

“+ oo

veel- 1L [ foa=3 nmls, [ ra

D'ou +1
Vre]-1;1[, <1n(1+x))2=—zz (- 1)"5”""—.
6.28
indications

* Appliquer le résultat de l'exercice 6.11.
* Etudier la convergence normale de la série.

solution
, , - 1 1
* Les séries entieres de coefficients —5 et — - ont le méme rayon de convergence, a
. n n? Vn
savoir : 1.
* D'apres le résultat de l'exercice 6.11: R = 1.

« Il vient de (1) que la série entiére de coefficient @, converge normalement sur [— 1; 1].
* D'apres le théoréme 4 du chapitre 5, on obtient la continuité de la somme sur [—1; 1].
* De méme, la série de terme général n a,, x"~! converge normalement sur [—1; 1].
D'apres le théoréme 6 du chapitre 5, la somme de la série entiere de coefficient a, est
dérivable sur [— 1 ; 1].
En résumé :

le rayon de convergence de la série entiere de coefficient a, est 1,

et sa somme est continue et dérivable sur [—1 ;1].
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indications

1. S'inspirer de la démarche de l'exercice 6.5.
2. Appliquer le résultat de la question 1.

solution
L+Ona: lm Vb |=1m Vla/l.
n— +oo n— +oo

Par conséquent :
les séries entiéres de coefficients a, et b, ont le méme rayon de convergence R.

* Désignons par S la somme de la série de coefficient a,,.

+oo (D

Ona: Vx€]-R;0[U]O;R][, f(x)zx*PnZOanner.
oo P

Posons: Vx&]-R;R[, ¢okx) =nZO a, nip

Onobtient: Vx€]-R;R[, ¢'(x) =xP"1Skx).
Onendéduit: Vx&€]-R;R[, ok = f: P~ S() dr.
Conclusion :
x‘l’f:tl"IS(t)dt sixE]-R;0[U]J0O;R[;
Sfx)= a,

— six = 0.
p

2. » Le rayon de convergence de la série enticre est 1.
1 1 1 1 1 1

n+1Dmn+2)n+3) T2 n+1 _n+2+5 n+3’

*eOna: Vn=0,

Considérons:  Vn =0, a,=1.
1
On obtient : \v4 |x| <1, Skx) = T
Foo n

Posons: V |x| <1, cpi(x)zz
n=20

X .
i€ ({1,2,3),

Le résultat de la question 1 fournit :

—In(1—x)

X

sixe]-1;0[U]0;1[;

‘P](x):
1 six=20;
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—xiz[xﬂn(l—x)] six€]-1;0[U0;1[;

%) =1,
5 six=0;
1 1, .
-3 x—i—zx +1In(1—x) sixe]-1;0[U]0;I1[;
‘P3(x): 1
3 six=0;
En résumé :

! |:—x+ix2—(1—x)zln (l—x)] sixel]-1;0[U]0;1[;

2 x3 2
gx) =
1 .
E six =0.
6.30
indications

| o . .
nexiste pas necessairement.

* Noter que lim ‘

n— +oo a,

» Comparer r et R.

Pour cela, observer lim &
n— +eo q(n)
solution
n
Posons: Vn=0, anzp( ).
q(n)
* On a, par hypothése : lim o, =0.
n— too

On en déduit :
inyeN /  Vn=ng, |0¢n|S1.
Ainsi
Vn?no, |un| < |an|.
D'apres le résultat de I'exercice 6.11 :
r=R.
* Supposons > R.
C'est-a-dire : il existe un réel X, vérifiant |x0 | >R,

et tel que la série de terme général u,, xg converge absolument.
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Considérons un réel x, vérifiant :

R < |x1| < |x0|.

Ona:
n X, |n
Vn=0, |anxrll|=|unx0|” q(m) L
p(n) X0
. n Xy |n
Or lim CACON i)
s TR
d'apres les croissances comparées.
Donc
in, =0 / Vn=n, anx';|$ u, x|

. . o o J o n
Ainsi la série numérique de terme général a,, x| converge absolument avec |x1 | > R,

ce qui est absurde, car R est le rayon de convergence de la série enticre de coefficient a,,.

Par conséquent: r < R.
Conclusion :

indication

2. Se reporter aux développements des séries entieres des fonctions usuelles.

solution

1.Si  y =2 a,x"estsolution de (E), alors on a :

a, = 1;
a; =0; .

—_ n
V=06, = G Ty

On en déduit :
. 4oo (_l)n x2n
la fonction x> f(x) —nZ,O @+’

définie sur R, est I'unique solution de (E).

2. Le développement en série entiere de sin x indique :

sin x

six#0;
Sx) =

1 six=0;

est I'unique solution de (E).
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indications
/2

1. Verifier que: VY n=0, a”=J' (sin £)" dt.
0

2. Se servir du résultat de la question 1.

solution

/2
1. On reconnait l'intégrale de Wallis:  a, = j (sin ¢)" dt.
0

Ona: (1) Vn=0, a, ,<a <a,

n+1
De plus, une intégration par parties donne :

n+1
2 Vn=0, Apiy = 7 A
La combinaison de (1) et (2) fournit :
a
lim — =1
n— +o d

n

11 s'ensuit :

le rayon de convergence de la série entiére de coefficient a, est 1.

2.0na
Foo too /2
Vxe]-1;1], Z anx”ZZf (x sin ¢)" dr.
n=20 n=0"0
C'est-a-dire :
+oo N /2 w2 N
viel-11L S a x'= lim [ @sinnrdr=tim | X sin £)" dt.
] [ nZO n N—>+°°n§::0 0 ( ) N— +e J0 nZO( )

T
Soient x €& ]—1;1[ et ZE[O;E].
On obtient :

(x sin )N T!

N 1
Z (x sin )" = =

e xsint l—xsint
On en déduit :

w2 N /2 d /2 (Sil’l t)N+1
. t

z (x sin ¢)" dtZJ %—xNHJ‘ —_—
0 . =0 o l—xsint o l—xsint

Or: VtE[O;;], |sint|<l,

donc

/2 (sin )VT! /2
‘xNﬂr % t‘s|x|]\/+1fﬂ dt. '
o 1l—xsint o 1l—xsint
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Ainsi

Par conséquent :

Vxe]-

En résumé :

/2 : N+1
Nl Jﬁ (sin 7)
o 1—xsint

I
e

lim «x
N — +oo

/2 dr too /2 Foo
BIL [ =Y wr [ innrdr = a,xn
0 =0 n=0

l—xsint )

dr

1—xsint

/2 +oo
Vxe]-1;1], f z a, x" avec
0 =0

0y
a, = 7,(11 = 1 et pour tout n = 1,

m (2n)! 221 ()2

4, = (n!)z 22n+1 et Dp+1 = (2n+1)!‘
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Eléments de cours

Intégrale dépendant d'un parameétre
Soient [= [a;b], et E une partie de R.

Soit ffIXE - R
(t,x) — S, x).
On considére la fonction
b:FE - R

b
x = ff(t,x)dt.

d(x) est une intégrale dépendant d’un parameétre.

Théoréme 1
Si f est continue sur / X E, (E étant un intervalle) alors ¢ est continue sur E.

Théoréme 2
Soient [ =1[a;b], et J unintervalle de R.
Soit fiIXJ > R
(t,x) — ft,x).
. . . of .
Si fest continue sur /XJ etsi (¢, x)+— I (¢, x) estcontinue sur / X J, alors la fonc-
tion
db:J - R

b
x o [ A
est de classe C! sur J.

b
Deplus, ¥ x€J, ¢'(x)= | %(t,x) dr.

Intégrale impropre dépendant d'un paramétre

Soient a un réel, E une partie de R, et f'une application de [a ; +[ X E dans R.
On considere la fonction
b E-R

“+ oo

x> fit, x) dt.

¢ est une intégrale impropre dépendant d’un paramétre.
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Convergence simple

On dit que I’intégrale converge simplement sur £ si :

Vx€E, Ilim f ft, x) dr existe et est finie.
a—+oJ,

Convergence uniforme

On dit que I’intégrale converge uniformément sur £ si :

fo(t, x) dt

Vex>0, dc=a/Va=c, VB=c sup <e.
xEE

Convergence normale
On suppose que pour tout x € E, I’application ¢+ f(t,x) de [a; +o[ dans R estloca-
lement intégrable.
S’il existe une application localement intégrable
gila; +o[ >R,
vérifiant :

—+oc
(@) f g(?) dt converge ;

a

i) Y (LX) € la;+o[ XE, | fit, )] =g);
—+ oo
alors I’intégrale fit, x) dt est dite normalement convergente.

a
Théoréme 3

La convergence normale implique la convergence uniforme.

Théoréme 4

Soient a un réel, / un intervalle de R, et fune application continue de [a ; +o[ X [ dans R.
oo

Si At, x) dt converge uniformément sur /, alors I’application
a

b:I-R
“+oo

X fit, x) dt

est continue sur /.

Théoréme 5

Soient a un réel, / un intervalle de R, et f'une application de [a ; +o[ X [ dans R vérifiant :

(@) (t, x) — % (¢, x) est continue sur [a; +oo[ X[;
X
~+o0

(if) ft, x) dt converge simplement sur / ;

a
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+ 9
(iii) f B_f (¢, x) dt converge uniformément sur /.
a X
Alors, I’application
b:I-R

—+ oo

X = A, x) dt

est de classe C! sur /.

+oo
Deplus, Vx€I, ¢'(x)= f s

a (¢, x) dt.
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e Exercices

APPLICATION IMMEDIATE
Intégrales définies sur un compact
1
0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de ¢ sur R.
2. Soit x # 0. Déterminer une relation entre ¢'(x) et b(x).

7.1 I Pour tout réel x, on pose :  (x) = f e dr,

1.1[ Soitaunréel tel que: 0 <a <1.

/2
Onpose: flx) = J In (1 + x sin?¢) dt.
0

Montrer que fest définie et dérivable sur I = [—a ; a].

1
7. 3| Pour tout réel x, on pose :  fix) = f e cos (x) dr.
0

1. Montrer que f est dérivable sur R.
2. Montrer que f vérifie une équation différentielle du second ordre.

7 «4&| Pour tout entier n =1 et pour tout réel x, on pose :
1
¢, (x) = J (e + t?) 7" dt.
0
Montrer que pour tout n =1, ¢, vérifie une équation différentielle a préciser.

Intégrales généralisées

t* Int

1.5| V x = 0, on pose : <b(x)=f —— dt
1

X2+ 2

Montrer que ¢ est de classe C! sur tout compact inclus dans [0 ; +o°].

o0 efx,2

dr.

7 0| Pourtoutréel x=0,onpose: flx) = f 2
o 1 +1¢
1. Montrer que f est de classe C! sur J0O ; +oo].

2. Montrer que f vérifie une équation différentielle a préciser.
™

—+o0
On admettra que : j e du = -
0
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T ¢ sin (xt)

Pour tout réel : =f
1.1| our tout réel x, on pose fix) | T2

Déterminer I’ensemble de définition de f.

—+o0
7 08| Pour tout réel x, on pose :  flx) = f e~% cos (tx) dr.

Déterminer f{x) pour tout réel x.

+oo e—f(x + )
1.9| Soit o > 0.Onpose: ¢(f) = f — sin x dx.
0 X+ a

1. Montrer que ¢ est continue sur |0 ; +oo].
2. Calculer  lim ¢(2).
f—>+o0

e e tsin (&
7.1 °| Pour tout réel x, on pose :  @(x) = f ¢ lsin (@) dr.

0 t

Déterminer le développement en série entieére de .

APPROFONDISSEMENT ET SYNTHESE

7.11 I Pour tout entier n et pour tout réel x, on pose :

1

) = [ o) cos (),

0

ol ¢ estune fonction continue sur [0 ; 1].
1. a. Montrer que f est lipschitzienne.

b. Que peut-on en déduire pour f?
2. Montrer que f est de classe C! sur R.

+ o0
7.1 QI Pour tout réel x, onpose: flx) = f p(t) e~ Vit+x dt, on p estun polynd-
0

me de degré n.
Montrer que f est de classe C! sur 10 ; +ocf.

7.1 3| Soit E I’espace vectoriel des fonctions numériques continues sur / = [0 ; 1] muni

de la norme :
VEE, |fll=sup|Ax)
xel

Soit &k une fonction continue de /X7 dans R.
Pour toute fonction f'de E, on pose :

Flx) = fo "k ) dr
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1. Montrerque: V fE€E, FEE.
2. En déduire que I’application f+> F est continue.

7 o 1 4| Soient deux réels a et b vérifiant 0 < a < b.
Onpose D= {(x,) ER2/a<x<t<b} et I=][a;Db]
Soit K une application continue de D dans R telle que :

sup {|K(x, )|, (x,?) € D} <a.

On désigne par B I’ensemble des fonctions numériques bornées sur /.

Pour toute application # de B, on pose :

b K(x, t) h(f) ds

Il = sup Ao et Then) = | =0

xel x
1. Montrerque: VY hE€ B, Th € B.
2. Montrer que I’application  T': h+—> Th est continue de B dans B.
3. Pour toute application 4 de B, on pose :
T = h, et pour tout entier n, T"T1 h = T(T" h).
a. Montrer que pour toute application /4 de B, la série de fonctions (T” /&) converge nor-
malement sur /. e
b. Soit h € B. Montrer que Z " h est 'unique élément f'de B vérifiant :
n=0

ST =h
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7.1

indications

1. Appliquer les théorémes 1 et 2.

Pour cela, poser :

[=[0:1, E=J=R et fit, x)=e "
2. Intégrer &'(x) par parties.

solution
1.Posons [=[0;1], E=J=R et fit,x) = e .
* La fonction fest continue sur /X E.
D’apreés le théoréme 1 :

¢ est continue sur R.

9
* Pour tout (¢, x) € IXE, a—f (¢, x) existe.
X

9 .
Deplus (¢, x) —> a—f (t, x) est continue sur [XE.
X

D’apres le théoréme 2 :
& est de classe C! sur R.
1
2.0na: VxR, ¢'(x :_J 12 e dt.
0

Soit x # 0.
Une intégration par parties donne :

VEE0, 6= () - e

7.2

indications

/2
» Vérifier que : x| <a = J In (1 +xsin®f)dr existe.
0

* Appliquer le théoréme 2.

solution

* Soit x un réel tel que : |x| < a.
. . . n
La fonction #+> In (1 + x sin #) est continue sur [0 ; ?}
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D’ou

f est définie sur 1.

* Considérons la fonction :

g:[O;%}X[—a;a] - R

(t, x) — In (1 + x sin? £).
Les hypotheses du théoréme 2 sont vérifices.
On en déduit :

fest de classe C! sur 1.

7.3

indication

Raisonner comme pour l'exercice 7.2.

solution
1. Considérons la fonction g définie sur [0 ; 1]XR par:
g(t, x) = e cos (tx).

g vérifie les hypothéses du théoréme 2.
Il s’ensuit :

f est dérivable sur R.

2. Une intégration par parties fournit :

fest solution de I'équation différentielle : ' + % y= Sin x

7.4

indications

« Etablir que : ¥ n =1, ¢, est dérivable sur R.
« Ecrire b, (x).

* Déterminer une relation de récurrence entre & n €l ) 41

solution

D’apres le théoréme 2, pour tout n =1, &, est dérivable sur R.

De plus :
(1) Vrn=1, VxR, ¢,(x)=—ne"d, | (x).
Considérons :

1
6,00 = [ (e + ) a
0
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Une intégration par parties donne :

2) Vn=1 VxeR, ¢n+l(x)=2ie*X(ex+1)*n+2”2—_1e*xd>n(x).
n n

La combinaison de (1) et (2) fournit :

Vn=1, VxER, d/x)+ 2”2_1 d,(x) = —% (e +1)".
7.5
indications
* Consideérer : 0 < a < b. |
nt
« Poser : - toof X [a: = .
Poser Y (@ x)E[l;+o[ X [a;b], [t x) a4

* Appliquer le théoréme 5.

solution

Soient a et b deux réels vérifiant : 0 < a < b.
Montrons que ¢ est de classe C' sur I = [a ; b].
Pour cela, posons :

In ¢
- +oo[ X [a; = ,
V(60 € (15 X[as bl finx) = 5
. of .
* La fonction (¢, x) — ™ (t, x) est continue sur [1 ; +oo[ X[
X

*Soit x € I

Lintégrale f +Oc _Inz_ dr converge
& 1 P+ ge-

of 2bInt
eV (t,x) €1 ; +oo[ X1, ‘—— t, ’s-——————m
(0 €10 +0XL [SH00] = 5000
Or
fﬂo _Inzdr converge, car lim 2 _ It
1 (2 +a?) B A (2 + a?)?

+oo a
Donc f a—f (¢, x) dt converge normalement (par suite uniformément) sur /.
1 X

D’aprés le théoréme 5, & est de classe C! sur 1.
Conclusion :

& est de classe C! sur tout compact inclus dans [0 ; +oo[.
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7.6

indication

1. Montrer que fest de classe C' sur tout compact inclus dans 10 ; +o[.

solution

1. Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b.
Montrons que fest de classe C' sur I = [a ; b].
Considérons la fonction g définie sur [0 ; +oo[ X[ par:

2
£, x) = :
8t x) 1+ 12
* La fonction (¢, x) — g_g (t, x) est continue sur [0 ; +oo[ X [.
X

*Soit x € I

“+ oo
Lintégrale f g(t, x) dt converge car tlirr+1 2 g(t,x) = 0.
0 —T®

eV (t,x) €0 ; +oo[ X, g—g(t, x)| < eat?,
X

—+oc
Or I’intégrale j e~at? dt converge,
0

donc :

+oc
f % (t, x) dt converge normalement sur /.
0

ox

Il résulte du théoréme 5 que f'est de classe C' sur .

D’ou
fest de classe C! sur |0 ; + .
+o0 _t2 e*xtz
2.0nobtient: Vx>0, f'(x) = fo i dr.

On en déduit :
—+oo _ 2
Vi>0, o) =fw-| e
0

+oo \/_
Ona:J e‘“2du=Tﬂ.
0

Par suite :
Vo

2Vx'

Vx>0, f/)—fiy=-—
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7.7

indication

11 s'agit de determiner toutes les valeurs de x pour lesquelles l'intégrale converge simplement.

solution

* La fonction fest définie pour x = 0.
* Soit x # 0.

Etudions la convergence simple de
Considérons : a > 0.

Une intégration par parties donne :

+o0 :
J ¢ sin (xt) dr
0 1+

“rsin@) 1« 1 (=1

cos (ox) + cos (x?) dz.
o 1+7 x 1+ a? (o) x o (1 + 127 @)

te (1 1)?
Par ailleurs, I’intégrale f =g cos (xf) dt converge absolument.

o (1 + 12

De plus  lim cos (ax) = 0.

a—+e | + o2

On en déduit :
lim

a—+®©

JO‘ t sin (x?)

12 dr est finie,
0

+e ¢ sin (xt)

ce qui montre que 1’intégrale f d¢ converge simplement.
0

+ 2
En résumé : L1
f est définie sur R.
7.8
indications

Montrer d'abord que fvérifie une équation différentielle.
Pour cela, procéder comme pour l'exercice 7.6.

solution
* La fonction f'est définie sur R.
Deplus: VxER,flx) =2 f(:w e~ % cos (zx) dt.
Considérons la fonction g définie sur [0 ; +oo[ X R par :

gt x) = e™'% cos ().
g vérifie toutes les hypothéses du théoréme 5.
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Par conséquent, f est de classe C' sur R.
+ oo
Ona: VxER fm=2] -tesin(w)ad.
0
Une intégration par parties fournit :
VxeR, f(x)= —% 1x).
+oo P
or =2 e?dar=Vm
0
Donc fest I’unique solution de 1I’équation différentielle :

y'=—=y et y0)=Vm

2
Conclusion :
+oo _x?
Vx€eER, f e"zcos(tx)dt=\/;e 4,
7.9
indications

1. Montrer que @ est continue sur tout compact inclus dans 10 ; +o°[.
Pour cela, appliquer le théoréme 4.
2. Déterminer une fonction {5 telle que :

V>0, o) = ).

suoiljnjos }d suoijedipul

solution

1. Soient a et b deux réels tels que : 0 < a < b.
Considérons la fonction g définie sur [0 ; +oo[ X [a ; b] par :

e*t(x + a) )
, ) = ——sinx.
8. 1) xt+a *
e—a(x+0L)
Vx,0)€[0; +o[X[a;b], |gk, 0| <
xt+a
oo pmalxta)
Or I’'intégrale f — dx converge.
(o X+ a

Donc :

—+ oo
j g(x, 1) dx converge normalement, et par suite uniformément, sur [a ; b].
0

On en déduit, d’aprés le théoreme 4 :
¢ est continue sur [a ; b].
D’ou

¢ est continue sur |0 ; +oof.
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—tx

e
2.Onobtient: V>0, o)< j
0

o0
Or f e Mdx = l.

0 t
Donc

V>0, o) =
D’ou «
fim €0 =0
7.10

indications

* Montrer d'abord que ¢ est dérivable sur R.
e Calculer ¢’ (x).
* En déduire le développement en série entiere de .

solution
Considérons la fonction fdéfinie sur [0 ; +o[ X R par :
e~ !sin (xf)

S, x) = !
X si (t,x)€ {0} XR.

si (t,x)€]0; +oof XR;

—+oc
* L'intégrale J At, x) dt converge simplement sur R.
0

* La fonction (¢, x) — /A (t, x) = e"!cos (xt) est continue sur [0 ; +oo[ X R.

ox
*V(t,x)E[0; +oof XR, ‘i(t,x)
ox

<e

o0
ce qui assure la convergence normale de J % (t, x) dt sur R.
X
D’aprés le théoreme 5 : 0
¢ est dérivable sur R.

“+ o
Deplus: VXER, ¢'(x) = J e~ cos (xt) dr.
0

* Deux intégrations par parties successives donnent :

VxeR, ¢ = .
X B (P (x) 1 + x2
Or ¢(0) =0,
donc V x € R, o¢(x) = Arctg x.
Conclusion :

x2n+1
2n+1°

e~ !sin (x?)

-+ oo
x|<1 = f
0

dt=i (-1)"
n=0

252 CHAP 7 : INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE



7.11

indications

L a. Montrer que : 3 a=0/V(xy) € R |fix) —fy) < ax —y|
+ —

Pour cela, noter que : cos p — cos g =2 sin L sin 1 5 P

solution

l.a.Ona: V (x,y) ERZ fix)—fy) = fl @(?) (cos tx — cos ty) dt.
0

+ —_
Or VYV (p,q) ER? cosp—cosqg =2 sin%sinu.
2 ! . Hx—y)
Donc ¥ (.)) €RZ )~/ = | le(0) |sin T’ d,
0

Deplus: Va€R, |sinagl<|a|
On en déduit : 1
V() € R A0 A0 < 3 lrl [ ele] b
Ainsi
Fa=0/V (x,y) €ER? |Ax)—fy) < alx—y
Par conséquent :

f est une fonction lipschitzienne.

b. D’aprés ’exercice 1.13 :

f est continue sur R.

2. Considérons la fonction g définie sur [0 ; 1] X R par :

g(t, x) = (1) cos (x).
g vérifie toutes les hypothéses du théoréme 2.
Par conséquent :

fest de classe C! sur R.

7.12

indications

+oo
« Etudier la convergence absolue de f p)e " Vi+xdr
0

* Appliquer le théoreme 5.
* Noter que : ¥V o =0, lir? tp(f) e~ = 0.
t—+o0
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solution
Considérons la fonction g définie sur £ = [0 ; +oo[ X ]0 ; +oo[ par :
gt,x) =p) e ' Vi + x

* Lapplication (#, x) — 92 (z, x) est continue sur E.
X

0.

* Pour toutx > 0,ona:
lim 2 |g(z, x)| = 0,
(—+o

puisque pour tout o =0, lim ¢*e™! = 0, et que p est un polyndme.
t—+oo

“+oo
Il s’ensuit que f g(t, x) dt converge absolument, par suite simplement, sur ]0, +o[.
0

lp(0)le™
2V

*V(t,x) EE, ‘a_g (t, x)‘ <
ox

Or I’intégrale f +wM dt converge
g b NG gc.

Donc :

—+oo
j oL (t, x) dt converge normalement sur ]0 ; +oo[.
0

ox
On en déduit, d’apres le théoréme S :
fest de classe C! sur 0 ; +][.

7.13

indications

1. Appliquer le théoréme 1.
2. « Montrer que l'application f+> F est linéaire.
« Etablir que: AM=0/Y fEE, |F|<M]|f.

solution

1. La fonction (¢, x) — k(x, t) f{f) est continue sur /X1,
D’apres le théoréme 1, F est continue sur /.
Ainsi
VfEE, FEE.

2. » Remarquons que I’application f+> F est un endomorphisme de E.
*Ona: Vel [fl =</l
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1
Onendéduit: Vx€I, |Fix)|<|f| f |k(x, 1)| dt.
0
D’apreés le théoréme 1,

1
la fonction x — J |k(x, £)] dt est continue sur /.
0

1
Posons : M = sup f |k(x, 7)] dz.
xer 0

On obtient :
VfEE, |[Fl=M|fl.
Il résulte de I’exercice 1.11 :

I'application f+— F est un endomorphisme continu.

7.14

indications

K (x, 1)
1‘2

1. Noter que : (x, t) — est continue sur D.

2. « Verifier que : hvw— Th est linéaire.

* Montrer que :

() AME0;1[/VheEB |Th|<M|h|
3. a. Se servir de (1).

b. Prouver a l'aide de (1) que :

VYfEB Tf=f = f=0.

solution

x7

£

1. Lapplication (x, ?) — est continue sur D.

Il s’ensuit que 7h est bornée sur 1.
Conclusion :

VheB, TheB.

2. « Lapplication T est linéaire.
*Ona:

K(x, 1) h(2) 4]
V(X,f)ED, ‘ t2 ‘SA tz:
ou A = sup {|K(x, 1), (x, ) € D}.
On en déduit :

b dt
Vx &L [The) =4 A] &

b
Or VxeI J %Z—%ﬁ-l.
x X
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ions

tions et soluti

indica

Deplus: Vx €1 ——+lsisl.
X Xx a

Donc: Vx €I, |Th(x)|<£\|h||.
a

Posons : M = é.
a
On obtient :
(1) Me[0;1] et YVhEB, ||Th|<M|h|.
Le résultat de I’exercice 1.11 indique :

T est continue sur B.

3. a. On déduit de (1) :
Vin=0, |T"h||<M"|h|.
Par hypothese, 4 < a. Il en résulte :

la série de terme général 7" h converge normalement sur /.

b. « Montrons que :

VfEB, Tf=f = f=0.
On a, d’apres (1) :

If=f = [fl<M]|fl

Onendéduit: Tf=f = (1-M)||f]| <O.
Or 1-M>0,donc |f]=0.
Ainsi

VfEB, Tf=f = f=0.
On en déduit que, pour tout 42 € B, I’équation f— 7f = h admet au plus une solution
dans B.

» D’aprés le résultat de 1’exercice 5.12 (étendu aux séries) :
—+oo

> T"heB.
anrOx

. Z T"h estsolutionde: f—Tf=nh
n=20

—+oo + oo

car Z T" h — Z Th+lp = h et Testcontinue sur B.
n=20 n=20

Conclusion :

+ oo
Z T" h est I'unique élément f de B vérifiant f— Tf=h.

n=0

Achevé d’imprimer
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