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AVANT-PROPOS

Les origines de la méthode des éléments finis remontent aux années 1950
lorsque des ingénieurs l'utiliserent afin de simuler des problemes de méca-
nique des milieux continus déformables. Depuis, le champ d’applications s'est
considérablement étendu et les fondements théoriques de la méthode se sont
amplement consolidés. Il existe de nos jours un nombre important de logi-
ciels commerciaux et académiques qui utilisent la méthode des éléments finis
comme un outil de simulation robuste pour des problemes de mécanique des
milieux continus, de mécanique des fluides, de thermique, d’électromagné-
tisme ou de finance, pour ne citer que quelques exemples.

Lessor de la méthode des éléments finis repose sur deux ingrédients fonda-
mentaux. D’une part, les propriétés interpolantes des éléments finis : ceux-ci
permettent d’approcher des fonctions définies sur un domaine en maillant ce
domaine puis en choisissant sur chaque maille des combinaisons linéaires de
fonctions de forme (par exemple polyndmiales). D’autre part, la méthode de
Galerkin, qui fournit un cadre d’approximation général pour une large classe
de problemes ot I'inconnue est une fonction qui doit satisfaire une ou plu-
sieurs équations aux dérivées partielles et des conditions aux limites.

Cet aide-mémoire s'adresse en premier lieu aux ingénieurs en bureaux d’études
qui utilisent ou développent des modeles numériques basés sur la méthode des
éléments finis. Son objectif est de rappeler (sans démonstration) les principaux
résultats théoriques fondant la méthode, d’en analyser des applications a divers
problemes modeles des sciences de 'ingénieur et, enfin, d’en étudier la mise
en ceuvre numérique et les bases de sa programmation. Cet aide-mémoire
constitue également un outil de travail pour les éleves-ingénieurs et étudiants
de niveau master. En particulier, certains chapitres correspondent a des cours

Vi
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dispensés par auteur en premiére et deuxiéme années d’Ecoles d’ingénieurs.
Une annexe qui résume les bases mathématiques de la méthode des éléments
finis permet au lecteur de faire le point sur son bagage mathématique afin de
tirer le meilleur profit de la lecture de cet ouvrage.

Cet aide-mémoire peut également servir d’introduction au livre de Ern et
Guermond, Theory and Practice of Finte elements, Applied Mathematical Se-
ries, volume 159, Springer, New York (2004), qui s’adresse aux étudiants de
troisiéme cycle et aux chercheurs. Le lecteur désireux d’approfondir I'étude de
la méthode des éléments finis est invité & consulter cette référence. Il y trouvera
en particulier la preuve des résultats qui sont ici énoncés sans démonstration.
Par ailleurs, cet aide-mémoire propose une bibliographie comprenant quatre-
vingts références a la lictérature spécialisée dont une quarantaine d’ouvrages
de référence dans le domaine.

Jadresse mes plus vifs remerciements & Erik Burman, Linda El Alaoui, Jean-
Frédéric Gerbeau, Tony Leli¢vre et Pierre Tardif ' Hamonville pour avoir relu
cet ouvrage et m'avoir fait part de leurs suggestions.
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1 < PRELUDE : ELEMENTS FINIS
EN DIMENSION UN

Ce chapitre introductif a pour but d’éclairer les fondements théoriques de
la méthode des éléments finis et les grandes étapes intervenant dans sa mise
en ceuvre numérique 2 travers I'étude d’un exemple relativement simple : un
probléme aux limites d’ordre deux en dimension un. Cette étude permettra
d’introduire d’une part quelques mots clés essentiels pour la compréhension
de la méthode et d’autre part quelques éléments finis classiques en une dimen-
sion d’espace.

1.1 Le probleme modéle

On considére un intervalle Q =]z, 6[. Ftant donné deux fonctions
a:Q — Retf: Q — R, on cherche une fonction # : () — R telle que

— (o) =f dans (), (1.1)
u(a) = u(b) = 0. (1.2)

Le probleme modele (1.1)—(1.2) admet plusieurs interprétations physiques.

e Equilibre mécanique d’une corde tendue. On considére une corde ho-
rizontale tendue entre ses deux extrémités situées aux points 2 et 6. On
applique a cette corde une densité linéique d’efforts verticaux. Ces efforts
sont décrits par la fonction " : pour x € (), f'(x)dx représente 'intensité des
efforts appliqués sur le segment (x,x + 9x) de la corde. La fonction u re-
présente le déplacement vertical de la corde 4 I'équilibre ; voir la figure 1.1.
Enfin, la fonction o décrit les propriétés mécaniques de la corde. Si la corde
est homogene, la fonction o est constante.
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AN XA

Figure 1.1 - Equilibre mécanique d’une corde tendue : déplacement de
la corde a I'équilibre (a gauche) et densité linéique d’efforts appliqués (a
droite). Lorsque la fonction « est constante et égale a 1, la fonction de droite
est égale a I'opposé de la dérivée seconde de la fonction de gauche.

e Equilibre thermique d’une barre chauffée. La barre occupe le domaine
), la fonction inconnue # représente la distribution de température dans la
barre, la fonction £ la puissance linéique fournie et la fonction o la conduc-
tivité thermique de la barre. Si la barre est homogene, la fonction a est
constante.

Les équations (1.1)—(1.2) interviennent également dans des modeles de diffu-
sion et dans des modeles d’électrostatique.

Dans le probleme (1.1)—(1.2), l'inconnue # est une fonction de () dans R. La
méthode des éléments finis permet de construire une approximation de cette
fonction, c'est-a-dire une fonction de ) dans R que I'on note #, et telle que
la différence # — u, en une certaine norme puisse étre rendue suffisamment
petite. Toutefois, avant d’étudier 'approximation du probléme (1.1)—(1.2) par
la méthode des éléments finis, il convient de préciser le cadre mathématique
dans lequel on se place. Lobjectif est de s'assurer que le probleme (1.1)—(1.2)
est bien posé, Cest-a-dire qu'il admet une et une seule solution. Pour cela, on
reformule ce probleme sous la forme suivante, appelée forme faible,

Chercher # € V tel que
Jooadv' = [ fo, YveV,

ol V est un espace fonctionnel (un espace vectoriel dont les éléments sont

(1.3)

des fonctions) qui sera précisé par la suite. On suppose que les éléments de V'
sannulent en 2 et en b. Formellement, I'équivalence entre (1.1)—(1.2) et (1.3)
repose sur une intégration par parties. En effet, si # est solution de (1.1)—(1.2),
alors en multipliant (1.1) par une fonction test v arbitraire dans V, en intégrant
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par parties et en utilisant le fait que v sannule en @ et en 4, il vient

/Qﬁ/= /Q—(au’)’y= /Qau’y’—[au’y]ﬁ= /Qau'v’. (1.4)

Réciproquement, si # est solution de (1.3), on obtient en intégrant par parties
le membre de gauche de (1.3),

Yve v, /[f + (as) 1o = 0. (1.5)
Q

Puisque v est arbitraire dans V/, on en déduit (1.1). De plus, par construction,
u € V implique que # sannule en & et en 4, si bien que I'équation (1.2),
quon appelle condition aux limites, est également satisfaite.

Afin d’érablir le caractere bien posé de (1.3), il est nécessaire de préciser I'es-
pace fonctionnel V. Un point important concerne le sens & donner aux dé-
rivées. En effet, si le coefficient o est discontinu (ce qui est le cas dans les
exemples ci-dessus lorsque la corde ou la barre est hétérogene), on ne peut
pas donner un sens classique 4 la dérivée de ax’’ méme si la fonction u est
réguliere. Pour remédier cette difficulté, on introduit la notion de distribu-
tion sur () et celle de dérivée au sens des distributions. Les distributions sur
) constituent une généralisation naturelle de la notion de fonction : toute
fonction intégrable (au sens de Lebesgue) sur ) est une distribution sur (),
mais il existe des distributions sur £} qui ne peuvent pas étre représentées par
des fonctions (par exemple, la masse de Dirac). De plus, toute distribution
sur ) est dérivable au sens des distributions. Cette notion fournit une exten-
sion naturelle de la notion de dérivation au sens classique puisque pour toute
fonction contintiment différentiable sur €), sa dérivée usuelle et sa dérivée au
sens des distributions coincident. De plus, pour une fonction continue sur
Q) et différentiable par morceaux, sa dérivée au sens des distributions s’évalue
simplement en dérivant au sens usuel la fonction 1a ot elle est dérivable. Ainsi,
la dérivée au sens des distributions de la fonction 1 —|x| sur = ]—1, 1[ est la
fonction valant 1 sur ]—1,0[ et —1 sur 0, 1[; voir la figure 1.2. Pour des rap-
pels sur les bases mathématiques de la méthode des éléments finis, on renvoie
a l'annexe A.
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Figure 1.2 — Fonction 1—|x| (a gauche) et sa dérivée au sens des distributions
(a droite).

On introduit les espaces fonctionnels suivants :
H' Q) ={vel’(Q);/ e *(Q)}, (1.6)
Hy () = {v e H' Q)5 v(a) = v(b) = 0}, (1.7)

les dérivées étant entendues au sens des distributions!. On équipe les espaces

H'(Q) et H}(Q) de la norme

1

2 2 \:2
lola = (Iell.a + 1150) " (1.8)
olt || - [[o,n désigne la norme canonique de I*(Q) : pour v € I*(Q)), on
a |l7llo,0 = (Jq »*)?. Un résultat classique d’analyse fonctionnelle montre

quéquipés de cette norme, les espaces H'(Q)) et Hy (1) sont des espaces de
Hilbert. Par ailleurs, on pose

w0 = 11¥]l0,0- (1.9)

On notera que | - |1 o est une semi-norme (et non une norme) sur - 1(Q) car
[v]1,0 = 0 n'implique pas v = 0 (la fonction v peut étre constante sur (}).

1. Les éléments de H'(€2) sont des fonctions définies presque partout sur ), c’est-a-
dire que ces fonctions sont définies partout sur {) sauf sur un ensemble de mesure nulle.
Il n’est donc pas évident @ priori que I'on puisse parler de la valeur de ces fonctions en 2
ou en 4. En fait, un résultat classique d’analyse fonctionnelle montre que si v € H'(€2),
les valeurs prises par v en a et en & ont bien un sens ; voir la section A.4.
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Par la suite, on considere également les espaces fonctionnels suivants, qu'on
appelle espaces de Sobolev : pour un entier s > 1,

HQ) = {ve *(Q);Vke {1,...,s}, " € L2}, (1.10)

ot ¥ désigne la dérivée d’ordre £ de v (au sens des distributions). Equipé de
la norme

_ 2 2 3
lolla = (Iol3a + 1010 + . + 100 ) = (ZW >|m)

(1.11)
H*(Q) est un espace de Hilbert. Par ailleurs, on introduit la semi-norme

lv],0 = 110“]]o,0- (1.12)

Il s'agit d’'une norme et non d’une semi-norme car ||, o = 0 si la fonction »
. P ol s
est un polyndme de degré inférieur ou égal a (s — 1).

On formule le probleme (1.3) sous la forme suivante :

{ Chercher u € Hj(Q) tel que (1.13)

Joodv' = [ fo, Vve Hy Q).
On suppose que £ € L*(Q)) et que la fonction a : 4 — R est d’une part

minorée sur () par un réel o strictement positif et d’autre part majorée sur
) par un réel ;. On a le résultat suivant.

Proposition 1.1. Avec les hypotheses ci-dessus, le probleme (1.13) est bien posé.

Le caractere bien posé du probleme (1.13) résulte du lemme de Lax—Milgram ;
voir la section 2.1.1. En particulier, on utilise le fait que

Vo € H (), /Qot(z/) aol2li .0 = coaoll?]l] 0. (1.14)

ol ¢q est une constante strictement positive ne dépendant que de la mesure de
lintervalle ). La premiére minoration résulte de 'hypothese sur la fonction
a. La deuxiéme minoration est une conséquence de [inégalité de Poincaré;
voir le lemme 5.1 et la section A.4.



1 o Prélude : éléments finis 1.2 Principes de la méthode
en dimension un des éléments finis

1.2 Principes de la méthode des éléments
finis

La méthode des éléments finis repose sur deux principes : d’une part, la formu-
lation d’un probléme approché par la méthode de Galerkin (ou une variante
de celle-ci) ; d’autre part, la construction d’un espace d’approximation (de di-
mension finie) & 'aide d’un maillage, de fonctions polyn6émiales par morceaux
et de degrés de liberté sur chaque maille.

1.2.1 Le probléme approché

On cherche une solution approchée du probleme (1.13) en y remplagant es-
pace de dimension infinie ; (Q)) par un sous-espace de dimension finie. En
notant V), C H; () ce sous-espace de dimension finie, qu'on appelle espace
d approximation, le probleme approché consiste &

Chercher #;, € V), tel que

[ it = [ i o€ i
QO Q

La méthode d’approximation introduite ci-dessus porte le nom de méthode de
Galerkin. Elle est présentée ici sous sa forme la plus simple. Plusieurs variantes
sont étudiées dans le chapitre 2.

(1.15)

Le probleme approché (1.15) nest rien d’autre qu'un systeme linéaire. En
effet, soit {¢1,...,¢@n} une base de V), ou IV désigne la dimension de V).
On décompose la solution approchée #, dans cette base selon

N
0= Ue, (1.16)
i=1

et on introduit le vecteur U de RY formé par les composantes de #, dans
cette base, U = (Uj)1<;<n- Soit A € RN la matrice de rigidité dont les
composantes sont

Ay = [aelel, ije (N, (1.17)
Q
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et soit F € RY le vecteur de composantes

Fi:/f‘-Pi, ief{l,...,N}. (1.18)

Q

Un calcul élémentaire montre que #, est solution de (1.15) si et seulement si
AU = F. (1.19)

La méthode de Galerkin permet donc de remplacer un probleme posé en
dimension infinie par un syst¢me linéaire.

Grace a I'inégalité (1.14), on montre que la matrice de rigidité A est définie
positive. Le systeme linéaire (1.19) admet donc une et une seule solution et il
en va de méme du probleéme approché (1.15).

La prochaine question qui se pose est de savoir si la solution approchée u, est
une bonne approximation de la solution exacte #. Pour répondre 4 cette ques-
tion, on dispose de [estimation d'erreur suivante. Il s'agit d’un cas particulier
du lemme de Céa qui sera énoncé au chapitre 2 sous une forme un peu plus
abstraite.

Proposition 1.2. 1/ existe une constante c, indépendante du choix de ['espace
dapproximation V), telle que

e — wp|ly,0 < ¢ inf [lu—vyll1 0. (1.20)
A

La quantité inf,,cy, ||# — v,]; o s'interpréete comme la distance de la solution
exacte # a I'espace d’approximation V), (pour la distance induite par la norme
I - II1,0). Lestimation d’erreur (1.20) montre que la solution approchée n’est
pas « trop loin » de la plus proche fonction 4 # dans V.

Lestimation (1.20) résulte de la relation d’orthogonalité de Galerkin que I'on
retrouvera au chapitre 2.

Lemme 1.3. Pour tout v, € V), on a
/ ol — up)v), = 0. (1.21)
Q

La preuve du lemme 1.3 est immédiate. Pour tout v, € V), il vient

/au;,y;,= /ﬁ/;, =/0Lu'112, (1.22)
Q Q Q



1 o Prélude : éléments finis 1.2 Principes de la méthode
en dimension un des éléments finis

la derniére égalité résultant du fait que Vj, C Hj(€2). En utilisant Iinéga-
licé (1.14), on déduit que pour tout v, € V),

cool|u — w7 o < / alu— ) (u— )
O

< / au—uy) (u—v)) < oullu— w1 0lln— vyl1.00
Q
(1.23)

L& puisque la fonction v, est arbitraire

d’oti I'estimation (1.20) avec ¢ = o Z—(‘)

dans V.

1.2.2 Construction de I'espace d’approximation

La premictre érape dans la construction de l'espace d’approximation V,
consiste & mailler 'intervalle ). En une dimension d’espace, un maillage de
Q = ]a, b est une collection indexée d’intervalles, {/; = [x1,;, %2, 1] }1<i<n,.
tous de mesure non-nulle, et formant une partition de {). En d’autres termes,
ona

Nma
la, 6] = U[xl,i,xz,i] et Jxi,x[Nxj, %0, =@ pouri#j. (1.24)

i=1

Les intervalles 7; sont appelés les mailles (ou les éléments ou les cellules du
maillage) et entier Ny, désigne le nombre total de mailles. La fagon la plus
simple de construire un maillage est de choisir (Vma + 1) points distincts de
Q tels que

a=x; <x < ..<xy, <xn,+1 = b, (1.25)
etde poser x1,; = x; et x2; = xj+1 pour tout i € {1,..., Nma}. Les points de
lensemble {x1, ..., xn,,+1} sont appelés les sommers du maillage. On désigne

par Ny, le nombre de sommets du maillage. En une dimension d’espace, on a
donc

Nso = Nma + 1. (1.26)
Le maillage est 2 priori de pas variable. On pose pour tout 7 € {1, ..., Nm},
bhi =x;+1 —x; et h= max b (1.27)

IS/
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On dit que le maillage est uniforme lorsque h; = hpourtouts € {1,..., Nma}.
Par la suite, le maillage est désigné sous la forme 7;, = {/;}1<;<n,,, lindice 4
indiquant la finesse globale du maillage.

La deuxi¢me étape dans la construction de I'espace d’approximation consiste
a choisir des fonctions de forme sur chaque maille. En d’autres termes, les fonc-
tions de V), sont telles que leur restriction & chaque maille /; € 7, est dans tel
ou tel espace polynémial.

Définition 1.4. Soit un entier b > 1. En une dimension d'espace, on désione
4
par Py espace vectoriel des polynémes i coefficients réels de degré inférieur ou égal

ak.
On pose
W), = {w, € L*(Q); Vi {1,..., Nua}, w,

I € Pk}. (1.28)

I est clair que W, est un espace de dimension finie, sa dimension étant égale
a (kb + 1) X Npa. Toutefois, W), ne peut pas étre utilisé tel quel dans le
probléme approché (1.15) car il n'est pas inclus dans H; (). En effet, une
fonction w;, € W), peut étre discontinue aux interfaces entre les mailles et
un résultat classique d’analyse fonctionnelle montre que dans ces conditions,
wy, & H'(Q). De plus, une fonction w, € W), n’est pas nécessairement nulle
en a et en b. On pose donc

V, = W, N Hy (). (1.29)

Les sections 1.3 et 1.4 présentent des exemples concrets d’espaces d’approxi-
mation V),

1.3 Elément fini de Lagrange P,

On considere les espaces vectoriels suivants :
P, ={v,€C’Q); Vi€ {l,...,Nm}, v|s € P1}, (1.30)

Pl,o={v € Pl v(a) = v(b) = 0}, (1.31)
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dont les éléments sont des fonctions continues et affines par morceaux. Les
fonctions de PC17 ,, sont dérivables (au sens classique) sur chaque maille; elles
sont de plus continues aux interfaces entre les mailles. Un résultat d’analyse
fonctionnelle conduit alors au résultat suivant.

Proposition 1.5. P!, C H'(Q) et P!, , C Hy(€).

On introduit la famille de fonctions {¢i,...,¢n,} que lon défi-
nit localement sur chaque maille de la maniere suivante : pour tout
i€{2,...,No — 1},

e —xim1)  six € L,
(P,(X) = h%(x,q.l 7x) six € [[, (132)

0 sinon,

et (on rappelle que Nyo — 1 = Nna)

hi(xz—x) six € 1,
P1lx) = 0‘

sinon,

(1.33)

Yoy (x —xn,—1) six €Iy, 1,

on, (x) = )
0 sinon.

Il est clair que ¢; € Péh pour tout i € {1,..., N} et que ¢; € P;M pour
touti € {2,..., N — 1}.

Pour tout 7 € {1,..., Ny}, lafonction ¢; vaut 1 au sommet x; et 0 aux autres
sommets du maillage. On a donc

‘Pl(x]) = 81], l,]e {177]\780}7 (134)
ol1 8; désigne le symbole de Kronecker tel que 8;; = 1sii = jetd; = 0si

i # j. Les fonctions ¢; sont appelées fonctions chapeau en référence a la forme
de leur graphe; voir la figure 1.3. La dérivée au sens des distributions de la
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X1 X2 Xi—2  Xi—1 Xi o Xi+1 Xi+2 XNyo—1 XN,

Figure 1.3 - Fonctions de forme dans I'espace d'approximation P:,h :
fonctions chapeau.

fonction ¢; sexprime sous la forme

;,’.1_1 six € ]i—17
Qi) = _lal,- six € I, (1.35)
0 sinon.

Il s'agit donc d’une fonction constante par morceaux.

La famille {¢1, ..., @n, } est une base de P; ,- En effet, cette famille est clai-
rement libre puisque si la fonction

N,
w = Zajcpj (1.36)
j=1
est identiquement nulle sur €1, il est clair que pour tout 7 € {1,..., Ni},
ona
Ny, Ny
wla) = Y eygila) = ) ad; = a; = 0. (1.37)
=1 j=1

Cette famille est également génératrice de PC17 ,- En effet, soit v, € Pcl7 b
On pose
Neo
wy, = Z (%) @;. (1.38)

j=1
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Sur chaque intervalle /; € 7), 7 € {1,..., Nma}, les fonctions v, et w), sont
affines et coincident en deux points (les extrémités de la maille 7;). Par consé-

quent, ces fonctions sont égales. On en déduit que v, = w), sur £}, ce qui

montre que toute fonction de P!, peut s’écrire comme une combinaison li-
:

néaire des fonctions {¢1, ..., ¢n, }-

Pour tout i € {1,..., Ny}, on définit la forme linéaire
vi :C°@) 30— vlx) €R. (1.39)
Il est clair que pour tout 7,7 € {1,..., Nw},
vi(g)) = 8j. (1.40)
Proposition 1.6.

(i) La famille {¢1, ..., on,} est une base de Pclyh
et la famille {y1,...,Yn,} est une base de E(PCI’,,; R).

(ii) La famille {@2, ..., @n, 1} est une base de P, ,
et la famille {y, ..., YN, —1} est une base de £(Pcl’h’0; R).

Corollaire 1.7.
dimPl, = Nyo = Noa +1 e dimPl, o= Nio —2 = Npa — L.
Définition 1.8.
() Les formes linéaires {y1,...,Yn,} sont appelées les degrés de liberté dans

Pg, ,, et les fonctions {@1, ..., Qn,} sont appelées les fonctions de forme
1
dans P, .
(i) Les formes linéaires {2, ..., YN —1} sont appelées les degrés de liberté
dans Pcl b0 ¢t les fonctions { @2, . .., N, —1} sont appelées les fonctions de

1
forme dans P_ ), .

On introduit [opérateur d'interpolation suivant :
Ny,
1 00 1
i, :Cf) 30— > yil)ei € Py, (1.41)
i=1
Pour une fonction » € C°(QY), Ié ,v est l'unique fonction continue et af-
fine par morceaux qui prend les mémes valeurs que v aux Ny, sommets du
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maillage ; voir la figure 1.4. La fonction IC{ ,v est appelée interpolé de La-
grange de v de degré 1.

En une dimension d’espace, les fonctions de H 1(Q) sont continues. Par
conséquent, 7!, peut également étre vu comme un opérateur de H'({2)
:

dans H'(Q)). On montre que cet opérateur est continu et que sa norme
||Icl’,7\| L @)H1 (@) est uniformément bornée en 4. En d’autres termes, il

existe une constante ¢, indépendante de 4, telle que pour tout v € H' (),

I1Z2 4ollh,0 < cllollh0- (1.42)

X1 XNyo
Figure 1.4 — Interpolé de Lagrange de degré 1.

Par ailleurs, on souhaite connaitre la précision de 'opérateur d’interpolation

Icl 4> Cest-a-dire que pour toute fonction » suffisamment réguliere, on sou-
,

haite estimer l'erreur d’interpolation v — Z' ,» dans une certaine norme. On
;
a le résultat suivant.

Proposition 1.9. Pour tout b et pour tour v € H 2(Q), on a

1 2 1
lv = Z: sollo,0 < A7 lvla0 et |v—T w0 < bl (1.43)

On dit que lerreur d’interpolation en norme L est d’ordre 2 en / et qu'elle
est dordre 1 en / en semi-norme H' (et donc également en norme A D. La
preuve de la proposition 1.9 est 4 la fois relativement simple et instructive.
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(i) On considére un intervalle ; € 7. Soit w € H'(I;) une fonction qui
sannule en (au moins) un point § dans 7;. Alors, pour tout x € /;, on a

)] = |w(x) — w(®)] < /g C 1) ds

< (/ d;)z </ |w'(s)\2d.v)2 < W lwlir,
£ £

grice 4 I'inégalité de Cauchy—Schwarz. On en déduit ||wl|o,;, < Ailw]1, .-
(i) Soit v € H*(Q) et soit i € {1,..., Nma}. On pose 0, = (v — Icl,bv)|1,
et w; = 0% 1l est clair que w; € HY(I) et d’apres le théoréme des
accroissements finis, w; s'annule en (au moins) un point & dans /;. On
déduit de I'étape (i) ci-dessus que ||w;lo,;;, < hi|lwil1 ;.. Par conséquent,

o= T2 o011, = lwillo,, < hilwilyy, = hilvla,

puisque la fonction (Z! ;)" est identiquement nulle sur 7;. En sommant
les estimations ci-dessus sur toutes les mailles, on obtient la deuxieme
majoration dans (1.43).

(iii) Afin de prouver la premiére majoration dans (1.43), on observe que l'es-
. . 5, . . n . .. 1
timation de étape (i) ci-dessus peut étre appliquée a (v — Z ,v)|;; avec
& = x;, ce qui donne

lo = T pollos, < hilv = T2 yola s, < Aol
On conclut en sommant sur les mailles.

Cette preuve illustre trés clairement le fait que les propriéeés interpolantes
de l'opérateur Icl’ , sont purement locales. On établit d’abord une estimation
de Perreur d’interpolation sur chaque maille, puis on déduit les estimations
globales (1.43) en sommant les contributions des différentes mailles. Cette
observation motive 'approche adoptée dans les chapitres 3 et 4 ol :

(i) on définit un élément fini et 'opérateur d’interpolation associé en adop-
tant un point de vue local sur une maille;

(ii) puis, on construit un opérateur d’interpolation global en maillant le do-
maine ().
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Figure 1.5 - Une fonction a interpoler dont la dérivée seconde n’est pas
grande (trait fin), une fonction a interpoler dont le graphe présente une
forte courbure (trait pointillé) ; ces deux fonctions ont ici le méme interpolé
de Lagrange de degré 1 (trait gras).

Remarque 1.10

Le fait que la dérivée seconde de v intervienne dans les estimations (1.43) est re-
lativement naturel dans la mesure oli plus cette dérivée seconde est grande, plus le
graphe de la fonction v est courbe, d’ot1 une plus grande déviation par rapport 2 un
interpolé affine par morceaux ; voir la figure 1.5 pour une illustration graphique.
Par ailleurs, si la fonction 2 interpoler n'est pas suffisamment réguli¢re pour étre
dans H%(()), on dispose des majorations suivantes :

Vh, ||1/71—C1J711H07Q < Aol et }%‘”*I&W‘l,ﬂ =0,

qui montrent que l'erreur d’interpolation en norme H' tend vers zéro et que l'er-
reur d’interpolation en norme Z? converge 4 'ordre 1 en .

1.4 Elément fini de Lagrange P,

Soit un entier # > 1. On considere les espaces vectoriels suivants :
Pty = {0, e C®Q);Vie {1,..., Nua}, vsl;, € P4}, (1.44)
Peyo = {w € Piys @) = u(6) = 0}, (1.45)

dont les éléments sont des fonctions continues et polyndémiales de degré & par
morceaux. On a le résultat suivant.
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Proposition 1.11. P* 5 C H' Q) et P ,, o C Hy ().

Afin d’exhiber les fonctions de forme dans Pcli , et P 0 on introduit les po-
lynémes d’interpolation de Lagrange.

Définition 1.12 (Polynémes d’interpolation de Lagrange). Soir un entier
k > 1. On considere une famille F = {so,...,s;} constituée de (k + 1) réels
distincts. Les polyndmes d'interpolation de Lagrange {LF ..., LT} associés i la
Jamille F sont définis comme suit :

£ = Hl*mi‘, me{0,... k. (1.46)
Hl#msm_s { }

Par construction, on a
LEG0) = 8y, mne{0,... k). (1.47)

Par la suite, les polynémes d’interpolation de Lagrange associés a la famille de
réels {7 Yo<m<r équirépartis sur Iintervalle [0, 1] sont notés {ck, ..., Ef}.
Le tableau 1.1 contient une représentation graphique ainsi que I'expression
analytique de ces polynoémes pour # € {1,2,3}.

Soiti € {1,..., Nma}. On considere la famille de (£ + 1) réels équirépartis
sur la maille /; € 7, telle que

Fi = {xi + Thito<m<e (1.48)

Un simple changement de variables montre que les polynémes d’interpolation
de Lagrange associés a la famille F; s'expriment sous la forme

5 =t (;_) me{0,..., k). (1.49)

On regroupe les NV, familles de réels F; en une seule grande famille. En
comptant une seule fois les réels qui se trouvent aux extrémités des intervalles
(voir la figure 1.6 pour un exemple avec # = 3), on obtient une famille de
(kNma + 1) réels distincts que 'on note

{ﬂ17“"d/€Nm3+1}‘ (1.50)



(© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

1 ¢ Prélude : éléments finis 1.4 Elément fini
en dimension un de Lagrange P,

Tableau 1.1 - Polynémes d'interpolation de Lagrange {L"é, .. .,L,’Z} pour
k € {1,2,3} : représentation graphique et expression analytique.

k=1 k=2 k=3

(

: Ly=@t-ne-1
Lo =1-t ) L) = 3tBt - 2t - 1)
. L3t = 4t(1 - 1) ;
»C1(t) = »Cz(
(

L3t = tRt—1)

Les réels aj sont appelés les neeuds du maillage'. On note Nyo le nombre de
neeuds du maillage. On a donc

Nno = kNma + 1. (1.51)

Pour un neeud 4 avec j € {1,..., Nyo}, on effectue la division euclidienne
de (j — 1) par £ sous la forme

j—1= k() —1) +mn(), (1.52)
aveci(y) € {1,..., N} etm(j) € {0,...,k—1}. Lorsquem(j) # 0, le nceud
aj se trouve a l'intérieur de lintervalle /5. Lorsque m(j) = 0, le nceud 4;
coincide avec le sommet x3(j du maillage.
On introduit la famille de fonctions {¢1,..., ¢y, } définies de la maniere
suivante : pour toutj € {1,..., Mo},

1. Pour # = 1, la notion de nceud coincide avec celle de sommet.
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Figure 1.6 — Assemblage des nceuds du maillage pour I'espace d'approximation Pfyh.

(i) sim(y) # 0, la fonction @; est définie localement sur chaque maille par

T ; »
git) = § o &% € i (153)
0 sinon;
(i) sim(j) = 0, la fonction ¢; est définie localement sur chaque maille par
,C/e}-ig)il(x) six € [i(j)flv
G0 =S L7V six € Ly, (1.54)
0 sinon.
Sii(j) = 1 oui(j) = N, seulement un des deux intervalles intervient

dans la définition ci-dessus.

Il est clair que ¢; € Pf/7 pourj € {1,...,Nno} et que @; € Pck,h,o pour
j€12,..., Nno — 1}. De plus, par construction, on a

¢jlay) =8y, i €{l,..., Nao}. (1.55)

Enfin, on notera que la dérivée au sens des distributions de @; est une fonction
polynémiale de degré (# — 1) par morceaux. Cette fonction est discontinue
aux sommets du maillage.

La figure 1.7 présente une illustration graphique des fonctions ¢; pour # = 2.
Pour 7 € {1,..., Nma}, on note X1 le point milieu de l'intervalle 7;. On
observera la différence de support entre les fonctions associées aux sommets
du maillage (le support est constitué de deux mailles) et celles associées aux
milieux des mailles (le support est réduit 4 la maille correspondante).

La famille {¢@1, ..., @u,, } est une base de Pé ,- En effet, cette famille est claire-

ment libre puisque si la fonction w = Zsz“‘i o;@; est identiquement nulle sur
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Q, il est clair que pour tout 7 € {1,..., Ny}, ona w(a;) = a; = 0. Cette
famille est également génératrice de Pé ,- En effet, soit v, € Pé 4, On pose
wy, = EJALI vy(aj)@;. Sur chaque intervalle ; € T), i € {1,..., N}, les
fonctions v, et wj, sont des polynémes de degré £ qui coincident en (# + 1)
points (les noeuds {@u;—1)+m+1fo<mss situés dans ;). Par conséquent, ces
fonctions sont égales. On en déduit que v, = wj, sur (), ce qui montre que
toute fonction de Pé , peut s’écrire comme une combinaison linéaire des fonc-
tions {¢1,..., PN, }-

P2 P2i—2 P2; PN, —1

P2i—3{P2;—1y P2i+1

X._3 X._1 X, 1 X..3 Xn 3
i+3 it3 Neo—3

*No—1

Figure 1.7 — Fonctions de forme dans I'espace d’approximation Pf)h.

Pour toutj € {1,..., Nno}, on introduit la forme linéaire

v :C°Q) 3 v — v(g) ER. (1.56)
Il est clair que ;(¢;) = 8, pour tout j,7' € {1,..., Nuo}-
Proposition 1.13.

(i) La famille {¢1, ..., ¢n, } est une base de Pf,h
et la famille {y1,...,yn,,} est une base de E(Pf,h; R).

(i) La famille {¢>, ..., QnN, —1} est une base de Pf’,,,o
et la famille {y>, ..., YN, —1} est une base de £(Pf,h,0? R).

Corollaire 1.14.
dim Pl = Noo = kNma + 1 et dim P, o = Noo — 2 = kNima — 1.
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Définition 1.15.

(1) Les formes linéaires {1, ... ,Yn,, } sont appelées les degrés de liberté dans

et les fonctions {@1,...,on_} sont appelées les fonctions de forme
Pty et 0 @1, PN, } sont appelées les fi de fi
k
dans P,
(i) Les formes linéaires {2, ..., YN, —1} sont appelées les degrés de liberté
lans et les fonctions { @2, . . ., @, —1} sont appelées les fonctions de
dans P, et les fonctions {2, ..., on,, t appelées les f d

3
forme dans P, .

On introduit [opérateur d’interpolation suivant :

Nao
) @ 30— > vilwes € Py, (1.57)

i=1

Pour une fonction » € C°(€)), If’ v est I'unique fonction continue et poly-
noémiale de degré & par morceaux qui prend les mémes valeurs que v aux Npo
noeuds du maillage. La fonction Ié v est appelée Linterpolé de Lagrange de v
de degré k.

Lopérateur d’interpolation Ié , peut également étre vu comme un opérateur
de H'(Q) dans H'(}). On peut montrer que cet opérateur est continu et
quon a la propriété de stabilité suivante : il existe une constante ¢, indépen-
dante de / (mais dépendant de #), telle que pour tout » € H' (),

I1Z¢ 42010 < ellollha- (1.58)

Par ailleurs, le résultat suivant permet d’estimer la précision de 'opérateur
5. . b
d'interpolation Z_ .

Proposition 1.16. 1/ existe une constante ¢ (dépendant de k) telle que pour rour
b et pour tout v € HH(Q,

¢ 4 p
o —ZZpollo.0 + Ao — Tt 4ol < eh o0, (1.59)
et
k+1 N 2
SN le-Thlhy ) < Bl (1.60)
p— i=0
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Lestimation (1.59) montre que l'erreur d’interpolation est d’ordre (£ + 1) en
norme || - ||o.q et qu’elle est d’ordre £ en semi-norme | - || o ; elle est donc
également d’ordre # en norme || - || o. La preuve de la proposition 1.16 est
analogue a celle de la proposition 1.9. Le point important est qu'a nouveau,
les propriétés interpolantes de I'opérateur If’ , sont purement locales.

Une comparaison entre les estimations de la proposition 1.16 et celles de la
proposition 1.9 montre que, & maillage fix¢, erreur d’interpolation est plus
petite si on utilise des polynémes de degré élevé pourvu que la fonction i inter-
poler soit suffisamment réguliére. En particulier, si v € H*(Q) et v ¢ H'(Q)
pour un entier s < 4, on montre que l'estimation (1.59) devient

r ¢
llo =T pollo0 + Alv = Zc o)1 0 < cFlv)q- (1.61)

On obtent donc la méme estimation que pour une interpolation par des
polynémes de degré (s — 1).

1.5 Analyse de convergence

Lobjectif de cette section est 'analyse de convergence de la solution #, du
probleme approché (1.15) vers la solution # du probléeme exact (1.3) lorsque
Iespace d’approximation V}, dans (1.15) est pris égal a Pg,/;,o ou plus généra-
lement a Pf,h,() pour un entier # > 1.

On cherche d’abord 2 estimer lerreur # — #;, dans la norme H'. Pour cela, on
utilise I'estimation (1.20), ce qui conduit a

e —wlio <c inf flu—ol0
Uh=Le po

<ellu—ZEyulli0 (1.62)
13
< chlulpr 0,

pourvu que la solution exacte soit suffisamment réguliere, a savoir
u € H*"'(Q). On notera que If,bu € Pf’h,O puisque # € H}(Q); en
d’autres termes, Iﬁ 4 est bien nul en @ et en 4. On a ainsi montré le résultat
suivant.

21
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Proposition 1.17. Soit un entier k > 1. On suppose que la solution de (1.3) est
dans H*"1(Q). On désigne par w, la solution du probleme approché (1.15) avec
lespace d'approximation V), = Pﬁ p.0- Alors, il existe une constante c, indépen-

dante de b, telle que

/3
|| — uhHLQ <ch |u|/e+179. (1.63)

On dit que I'estimation d’erreur (1.63) est optimale car elle est du méme ordre
en 4 que Perreur d’interpolation en norme /' ; voir la proposition 1.16.

Si la solution exacte n'est pas suffisamment réguliere, par exemple si
u e H(Q) mais u & H1(Q) pour un entier s < 4, on montre la majoration
d’erreur suivante :

e — w10 < b Ml (1.64)

En d’autres termes, 'approximation basée sur I'élément fini de Lagrange P,
est sous-optimale car on obtient le méme ordre de convergence que si on avait
choisi des polynémes de degré (s — 1) par morceaux. Ce résultat permet d’éta-
blir un lien direct entre 'ordre de convergence de la méthode des éléments
finis, la régularité de la solution exacte (quantifiée par le plus grand entier s tel
que # € H*(Q) mais u ¢ H* Q) et le degré polynémial des fonctions de
V}, sur chaque maille. En notant 8 cet ordre de convergence, on a

= min(k,s — 1). (1.65)

On s'intéresse maintenant 4 une estimation de lerreur # — %, en norme L?.
h

Pour cela, on udilise la technique suivante, dite de dualité. On introduit un

probleme adjoint qui consiste &

Chercher z € HL () tel
{ ercher z f el que 1.66)

f&) arv'z = fﬂ(u —w)v, Yve Hol ().

Ce probléme est clairement bien posé. De plus, en supposant que a € C'((),
on déduit de la relation —(az’)’ = # — u;, que z € H*(Q) N Hol (Q) et que

lzl2,0 < ¢ llu—ullo0, (1.67)
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pour une constante ¢ indépendante de 4. En prenant v = u — u;, dans (1.66),
il vient

lu— w50 = / alu— )2
O

(1.68)
= [ate—wVe—a). Ve e
d’apres la relation d’orthogonalité de Galerkin (1.21). On en déduit
= w50 < cillz — z5ll1,0llu — uyll1,0, Vz, € Py (1.69)
Puisque z € H*(Q) N H; (), en prenant z, = ,Jz ept 0 dans la majora-

tion ci-dessus et en utilisant les estimations (1.43) et (1.67), on obtient!

= wyll5.0 < chlzlralle— w0

(1.70)
< chllu —wllo,alle — w0

D’ot finalement,
llu— wyllo,0 < ehllu— w10, (1.71)

ce qui, grice 4 I'estimation (1.63), conduit au résultat suivant.

Proposition 1.18. Avec les hypotheses de la proposition 1.17 et en supposant que
o € C'(Q), il existe une constante c, indépendante de b, telle que

/3
o — wyllo.0 < K s q- (1.72)

Lestimation d’erreur (1.72) est optimale car elle est du méme ordre en 4 que
lerreur d’interpolation en norme Z*; voir la proposition 1.16. Enfin, si la
solution exacte n'est pas suffisamment réguliere, par exemple si # € H’(€))
mais # ¢ H*"' () pour un entier s < k, on montre la majoration d’erreur
suivante :

lw — wsllo,0 < ch'lul 0. (1.73)

1. Dans cet aide-mémoire, on adopte la convention de notation suivante : ¢ désigne
une constante générique, indépendante de 4, mais dont la valeur numérique peut chan-
ger & chaque occurrence.
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1.6 Résolution numérique

Dans la section 1.2.1, on a vu que la méthode des éléments finis consiste 2
approcher la solution du probleme modele (1.3) par la solution du probleme
approché (1.15) en introduisant un espace d’approximation V}, de dimension
finie. De plus, en choisissant une base {1, ..., ¢x} de V;, ou N = dim V),
les composantes de la solution approchée dans cette base sobtiennent par la
résolution du systeme linéaire (1.19). Lobjet de cette section est d’examiner
bri¢vement Iévaluation de la matrice de rigidité A intervenant dans (1.19) et
la résolution du systéme linéaire. On rappelle que les coefficients de la matrice
de rigidité s'expriment sous la forme

Aﬁ:/a@;@;, ije{l,....N}. (1.74)
0

Pour simplifier, on suppose que 'approximation est basée sur I'élément fini de
Lagrange P;. On a donc V), = Pcl,h,o et N = Npa — 1 = Ny — 2; voir la
section 1.3. Soitj € {2,..., Ny — 1}. Le support de la fonction de forme ¢;
associée au j-ieme sommet du maillage est réduit aux deux mailles partageant

ce sommet. Par conséquent,

Aj=0 si li—jl>1. (1.75)
En d’autres termes, la matrice A est tridiagonale :
A A
Ay Ap Ap
A=
Ayv_inv—2 Av—in—1 An—in
An.N—1 Ay.N
(1.76)
Afin d’évaluer les coefficients non-nuls de cette matrice, on pose, pour tout
ie{l,...,Nm}
1
o = 7 /I;OL' (1.77)
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Un calcul direct montre que

1 .
A i+l =A,’+1,,‘:—h—&i+1, ie{l,...,N—1}, (1.78)
i+1
Aii = —Aiim1 — Aiitt, ie€{2,...,N —1}, (1.79)
ainsi que
1 1 1 1
A= —oq + et Any = ay + ——ay+1. (1.80)

h h_zaz hy v b+

Dans le cas particulier ot la fonction « est constante sur () et vaut g et ot le
maillage est uniforme de pas 4, on obtient

Qo

A=

tridiag(—1,2, —1). (1.81)
Lorsque la fonction o n'est pas constante, on ne dispose pas nécessairement
d’une expression explicite permettant d’évaluer sa valeur moyenne sur les
mailles. Dans ces conditions, les coefficients de la matrice de rigidité sont éva-
lués de fagon approchée par une formule de guadrarure. Le chapitre 9 présente
diverses formules de quadrature en une, deux et trois dimensions d’espace.
Lutilisation de quadratures est également nécessaire afin d’évaluer le membre
de droite du systeme linéaire (1.19).

Une fois calculés les coefficients de la matrice de rigidité, il sagit d’évaluer
la solution U du systeme linéaire (1.19). Lorsque la matrice A est tridia-
gonale, on dispose d’'un algorithme de résolution particuli¢rement efficace,
connu sous le nom dalgorithme de Crout; voir I'algorithme 1.1. On procede
en deux étapes.

(i) la matrice A est décomposée sous la forme d’un produit d’'une matrice
bidiagonale inférieure et d’'une matrice bidiagonale supérieure (dont les
coefficients diagonaux valent 1) :

dl 1 uy

L d
A=|7 7 : (1.82)
1 un—y

ZN. dy 1
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(ii)

On désigne par 7™ et 759, respectivement, la matrice bidiagonale in-
gne p Y g
férieure et supérieure dans le membre de droite de (1.82).

La solution du systtme AU = F sévalue en deux étapes : on forme
d’abord le vecteur de travail ¥ € RY tel que Tinfy = . pour cela, on
résout le systeme bidiagonal inférieur en balayant les lignes dans 'ordre
croissant. Puis, on inverse le systtme bidiagonal supérieur 7P U = Y
en balayant les lignes dans 'ordre décroissant. A I'arrivée, on obtient

AU = Ty = 70y = F, (1.83)

si bien que U est effectivement la solution du systeme linéaire AU = F.

Algorithme 1.1 Algorithme de Crout pour résoudre le syst¢eme tridiago-
nal AU = F

Input: F € RV et A € RVV

====Décomposition de la matrice A selon (1.82)

forie {2,...,N} do

I = Aii

end for
di = Ap
forie {2,...,N} do

i—1,i

Mim1 T g

di = Aii — L

end for

n

====Résolution du systéme linéaire Tty = F

a4

foric{2,...,N}do

i = g (F = LY)

end for

====Résolution du systéme linéaire 7°PU = Y

UN:YN
foric {N—1,...,1} do

Ui=Yi—uiU:

end for
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Le cadre idéal des matrices tridiagonales est toutefois tres limité. On verra
dans le chapitre 10 que la structure de la matrice de rigidité est nettement
plus complexe lorsque le probléeme modele est posé en deux ou trois dimen-
sions d’espace. La résolution du systeme linéaire (1.19) se fait, en général,
en utilisant une méthode itérative. De telles méthodes sont décrites dans le
chapitre 11.

Remarque 1.19

Meéme en une dimension d’espace, la matrice de rigidité n'est plus tridiagonale,
mais bloc-tridiagonale, lorsquon emploie un élément fini de Lagrange P, avec
k> 2.

1.7 Complément : élément fini de Hermite
On considere I'espace vectoriel

P = {v, € C'(Q); Vi€ {1,..., Nua}, vls, € P3}, (1.84)
dont les éléments sont des fonctions de classe C' et polynémiales de degré 3

par morceaux. On vérifie que P} C H?((2).

Tableau 1.2 - Polyndmes de Hermite sur [0, 1] : représentation graphique et
expression analytique.

01(t) = (2t + 1)(t — 1)
0,(t) = t(t — 1)

03(t) = 3 — 20)t?

Ba(t) = (t — Dt

27
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Afin d’exhiber les fonctions de forme dans P}, on introduit les polynémes de
Hermite {01, 02, 03, 04} sur 'intervalle de référence [0, 1] ; voir le tableau 1.2
pour leur représentation graphique et leur expression analytique. En introdui-
sant les formes linéaires {01, 02,03, 04} sur P5 telles que

a1(p) = p(0), 02p) = 4'(0), a3(p) = p(1), 0s(p) =p'(1), (1.85)

on observe que
On(0,) = pn, m,n € {1,2,3,4}. (1.86)
On introduit les fonctions {¢1,0, ..., ®n,.0, P1,15- - -, Pn,,1 telles que

0 (52=) siwe li,
CPi,O(x) =140 %) six € [,

0 sinon,
(1.87)
51;164 (%) SiXE],;l,
i1l = (hio2 (45%)  sixel,
0 sinon,
avec des modifications élémentaires si 7 = 1 ou si 7 = Ns. Pour tout
i€ {l,..., Ny}, on considere les formes linéaires suivantes :
Yi,0 :C' Q) 30 — ulx) ER, (1.88)
Vi1 :Cl(ﬁ) 50— J(x) R (1.89)

On constate que
(i) pourtoutz,j€ {l,..., Ny} et pour tout 7,7 € {0,1},
'\/i,m(cpj,n) = Szjamm
(ii) la famille {@1,0,...,®n,,0:P1,15- -, PN,,1} est une base de P}I;I”;

(iii) la famille {~y1,0,-..,Yn,,0o¥1,1,---,YN,,1 } est une base de E(P,I;IC';R) ;
(iv) dim P} = 2N,
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Les formes linéairgs {V1,0, -+, YN0, V1,15 - - - s YN, 1 } sont appelées les degrés
de liberté dans P,'" et les fonctions {¢1,0,...,Pn,,0,P1,1,- -, PN,,1} sont
appelées les fonctions de forme dans P}

On introduit /opérateur d'interpolation suivant :

Ny Ny
T C' ) 50 — Y vio@eio + Y Vi @ein € P (1.90)

i=1 i=1

La fonction Z}" v est appelée Linterpolé de Hermite de v. Comme les fonctions
de H*(Q) sont de classe C', I,I;Ier peut étre vu comme un opérateur de A 2(Q)
dans H%(Q)). Cet opérateur est uniformément continu en 4. De plus, on a le
résultat suivant.

Proposition 1.20. [/ existe une constante ¢, indépendante de b, telle que pour
tout v € H*(Q)),
Her

Her Her

lo— T} vllo,0 + Ao — T} o]y 0 + Ko — T 0 < ch'lolaq. (1.91)

Lopérateur d’interpolation de Hermite est donc particulierement précis,
pourvu que la fonction & interpoler soit suffisamment réguliere. Lélément
fini de Hermite peut étre utilisé pour approcher le probleme modele (1.3). Il

peut étre également considéré dans 'approximation du probleme suivant :
Chercher # € HZ () tel que
f(), o'y = fnﬁj Yo € HO (),
ol HOZ(Q) ={ve H*(Q) 5 0(a) = V' (a) = v(b) = V' (b) = 0}. Ce probleme

intervient par exemple dans la modélisation des poutres en flexion et encas-

(1.92)

trées 2 leurs deux extrémités. On observera que (modulo des modifications

triviales au bord) PHer C HE(Q) mais que Pk o & HZ(Q) car les dérivées des

fonctions de P* .0 sont discontinues aux interfaces entre les mailles.
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2 - LA METHODE DE GALERKIN

La méthode de Galerkin permet d’approcher la solution de problemes mo-
deles dont la formulation abstraite est la suivante :

Chercher # € V tel que

a(u,w) = f(w), Ywe W, @2.1)

ol V' et W sont des espaces fonctionnels (des espaces vectoriels dont les élé-
ments sont des fonctions), « est une forme bilinéaire définie sur V- X W et f
est une forme linéaire définie sur W. On dit que V' est [espace solution et que
W est Lespace test. Les éléments de W sont appelés des fonctions tests.

Les espaces fonctionnels V' et W sont équipés de normes, notées ||-||y et || || w
respectivement, qui leur conferent une structure d’espace de Banach (V et W
sont des espaces vectoriels normés ot toute suite de Cauchy est convergente).
Dans de nombreuses applications, les normes || - || et || - ||w sont induites
par des produits scalaires, notés (-, )y et (-,-)w respectivement, si bien que
V et W sont en fait des espaces de Hilbert. Pour simplifier, on conserve cette
hypothese par la suite.

On suppose que la forme bilinéaire # est continue sur V' X W, ce qu’on note
a € L(V X W;R). On rappelle que cette hypothese consiste & supposer qu’il
existe une constante ¢; telle que pour tout (v,w) € VX W,

a(v,w) < e |lllv]wlw. (2.2)

De méme, on suppose que la forme linéaire £ est continue sur W, ce qu'on
note f € L(W;R) := W', Cest-a-dire qu'il existe une constante ¢ telle que
pour tout w € W,

fw) < axllwllw. 2.3)



(© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit
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On introduit les normes de @ et £ (dans £(V X W;R) et W respectivement)

définies par

a(v, w) f(w)

lallv,w =" sup i, fllwr = sup =——, (2.4
VS 1 7 7 A A 7

étant entendu que les arguments des suprema sont pris non-nuls. On renvoie
a la section A.1 pour des compléments.

2.1 Le probleme modéle est-il bien posé?

Lobjet de cette section est de rappeler bri¢vement les deux principaux résultats
qui permettent d’étudier le caractere bien posé du probleme (2.1). La notion
de probleme bien posé est entendue au sens de la définition suivante.

Définition 2.1 (Hadamard). On dit que le probléme (2.1) est bien posé s/
admet une et une seule solution.

Lorsque le probleme (2.1) est bien posé, son unique solution # satisfait I'esti-
. e . . /
mation @ priori suivante : il existe une constante ¢ tel que pour tout f € W',

v < ellfllwr (2.5)

Cette estimation découle des propriétés générales des opérateurs bijectifs dans
les espaces de Banach ; voir la section A.1.4.

2.1.1 Le lemme de Lax—Milgram

On considere d’abord le cas particulier ol 'espace solution et I'espace test
dans (2.1) sont identiques : V' = W. Le probleme modtle consiste donc &

{ Chercher # € V tel que 2.6)

a(u,w) = f(w), YweV.

Définition 2.2 (Coercivité). Soit V un espace de Hilbert. On dit gu'une forme
bilinéaire a € L(V X V;R) est V-coercive, ou coercive sur V, si

Ja>0, YeeV, alwv)>ald}. 2.7)
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est-il bien posé?

Lemme 2.3 (Lax-Milgram). Soit V un espace de Hilbert, a € L(V X V;R)
et f € V'. On suppose que la forme bilinéaire a est V-coercive. Alors, le pro-
bleme (2.6) est bien posé.

Lorsque la forme bilinéaire 2 n'est pas coercive sur V, peut-on en déduire
que le probleme (2.6) n’est pas bien posé? La réponse est négative : le lemme
de Lax—Milgram ne fournit que des conditions suffisantes pour analyser le
caractére bien posé de (2.6).!

2.1.2 Le théoréme de Banach-Nec¢as-Babuska (BNB)

Le théoreme BNB est le résultat fondamental pour analyser le caractere bien
posé des problemes (2.1) et (2.6). Contrairement au lemme de Lax—Milgram
qui ne fournit que des conditions suffisantes, le théoreme BNB fournit des
conditions nécessaires et suffisantes pour que le probleme modele soit bien posé.

Théoréme 2.4 (Banach—Necas—Babuska). Soir V' et W deux espaces de Hil-
bert,> a € L(V X W;R) et f € W' Alors, le probleme (2.1) est bien posé si et

seulement si
a(v, w)

Ja > 0, inf sup ————— > (BNB1)
07 wery Tollv ol
Ywe W, (MveV, alv,w)=0) — (w=0). (BNB2)

La terminologie adoptée pour ce théoreme a été introduite par Ern et Guer-
mond [38]. Elle fait référence au fait que le théoréeme BNB est une reformu-
lation de deux résultats fondamentaux dus & Banach : le théoréme de I'image
fermée et le théoreme de I'application ouverte ; voir la section A.1.4. Le théo-
réeme BNB a été énoncé dans sa forme ci-dessous par Necas en 1962 [58]. Son
importance pour I'analyse des méthodes d’éléments finis a été soulignée par
Babuska en 1972 [9].

1. Si la forme bilinéaire 2 est symétrique (2(v,w) = a(w,v) pour tout
(v,w) € V X V) et positive (a(v,v) > 0 pour tout v € V), la V-coercivité est
une condition nécessaire et suffisante pour que le probleme (2.6) soit bien posé.

2. Voir la section A.1.4 pour le cadre général du théoreme BNB qui est celui des
espaces de Banach.
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La condition inf-sup (BNB1) se reformule de la fagon suivante : il existe o« > 0
tel que pour tout v € V,
a(v, w)

ally|ly < sup (2.8)

wew l[wllw
Pour prouver la condition inf-sup, on peut procéder comme suit : on consi-
deére une fonction » € V et on construit une fonction w, € W telle que
a(w,w,) > ai||v||} et |ws|lw < aal|v]ly. Ceci permet de montrer que la

condition (BNB1) est satisfaite avec o = {t.

2.2 Principe de la méthode de Galerkin

On consideére le probléeme modele (2.1) et on suppose quil est bien posé.
La méthode de Galerkin permet d’approcher la solution # de ce probleme.
Lidée consiste & remplacer dans (2.1) les espaces fonctionnels V et W par des
espaces de dimension finie, notés V), et W), ce qui conduit a

{ Chercher #;, € V), tel que

2.
ap(uy, wy) = fr(wy),  Ywy, € W), 29)

On dit que (2.9) est le probleme approché ou le probléme discret et que uy, est la
solution approchée. On notera que sous sa forme la plus générale, le probleme
approché (2.9) fait intervenir une forme bilinéaire 2, € L(V), X W);R) qui
est une approximation de la forme bilinéaire # et une forme linéaire f; € W,
qui est une approximation de la forme linéaire f. Lespace V), quon appel-
lera espace dapproximation, et Uespace W), quon appellera espace test discrer,
sont construits a 'aide de la méthode des éléments finis selon les techniques
présentées dans le chapitre 1 pour les problemes en dimension 1 et dans les
chapitres 3 et 4 pour les problémes en dimension supérieure. Lindice 4 fait
référence 4 la finesse des maillages employés pour construire ces espaces. Les
éléments de W), sont appelés des fonctions tests discretes.

Un choix particulier dans (2.9) consiste a utiliser le méme espace V), comme
espace d’approximation et comme espace test discret, ce qui conduit au pro-
bléeme approché suivant :

{ Chercher u; € V) tel que (2.10)

ay(up, wy) = f(wy), Yw, € V).
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de Galerkin

Dans ce cas, on parle de méthode de Galerkin standard, alors que si les espaces
discrets V), et W), sont différents, on parle de méthode de Galerkin non-standard
(dans la littérature, on rencontre également la terminologie « méthode de
Petrov—Galerkin »).

Définition 2.5 (Conformité). Luapproximation (2.9) est dite conforme si
V, C Ve W, C W; elle est dite non-conforme si V), ¢ V ou W), ¢ W.
On dit que l'espace V), est V-conforme lorsque V), C V' et que l'espace W), est
W -conforme lorsque W), C W.

Définition 2.6 (Consistance). Soit u la solution unique de (2.1). On suppose
que la forme bilinéaire a), peut étre étendue i (V' + V) X W), Lapproximation
(2.9) est dite consistante si

Vw, € W), ay(u, wy) = f(wy). (2.11)
Si tel nest pas le cas, lapproximation est dite non-consistante.
En d’autres termes, 'approximation est consistante si la solution exacte satis-
fait les équations discretes. La non-consistance de la méthode d’approxima-

tion peut, par exemple, provenir de ['utilisation de quadratures pour évaluer
les intégrales dans la forme bilinéaire # et la forme linéaire /.

Le probleme approché (2.9) est un systeme linéaire. En effet, on pose
N =dim V), et M = dim W,. (2.12)

Soit {@1,...,®n} une base de V), et soit {Us1, ..., Yy} une base de W),. On
décompose la solution approchée %, dans la base de V), selon

N
w, =Y Ui, (2.13)
i=1

et on introduit le vecteur U de RY formé par les composantes de #, dans
cette base, U = (U;);<;<n- Soit A € RN la matrice de rigidité dont les
composantes sont

Ag:dh(¢]’¢l)7 le{L’M}’]E{l?aN}? (214)
et soit F € RM le vecteur de composantes
F=f),  ief{l,....M}.

Il est clair que #,, est solution de (2.9) si et seulement si

AU = F. (2.15)
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2.3 Le probleme approché est-il bien
posé?

Lobjet de cette section est d’analyser le caractere bien posé du probleme ap-

proché (2.9). On retiendra les résultats suivants.

e Pour une approximation consistante et conforme d’un probleme dont la
forme bilinéaire est coercive, le probleme approché est automatiquement
bien posé. De plus, la matrice de rigidité est définie positive.

e Lorsque le caractere bien posé du probléme modele repose sur les condi-
tions inf-sup (BNB1) et (BNB2), celles-ci ne sont pas transférées automa-
tiquement au cadre discret. Pour montrer que le probléme discret est bien
posé, il faut (et il suffic de) prouver une condition inf-sup discréte et vérifier
que l'espace d’approximation et I'espace test discret ont la méme dimen-
sion.

2.3.1 Approximation consistante et conforme
d'un probléeme coercif

Soit V' un espace de Hilbert, soit 2 € £(V X V;R) une forme bilinéaire et
V-coercive et soit f € V. Dans ce cadre, le probléme modele (2.6) admet une
unique solution #. Pour approcher cette solution, on considere le probleme
discret suivant :

(2.16)

Chercher #;, € V), tel que
a(uy, wy) = f(wy), Vw, €V,

et on suppose que V;, C V. On notera que le probleme discret (2.16) fait
intervenir la méme forme bilinéaire # et la méme forme linéaire / que le

probléme modele (2.6).

Proposition 2.7. Avec les hypotheses ci-dessus, la matrice de rigidité A est définie
positive ; par conséquent, le probleme discret (2.16) est bien posé.

Le caractere défini positif de la matrice A résulte du fait que pour tout
X =X)i<ign € RY ot N = dim V), on a

S AKX = al&,®) > ollElf7, (2.17)

1<i j<N
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avec £ = Zf\ilX,'cp,' €V, {¢1,...,¢n} étant une base de V). Par suite,
>i<ijen AiXiXj = 0 implique § = 0 et donc X = 0.

I Remarque 2.8.

Si la forme bilinéaire & est symétrique, la matrice de rigidité 'est également.
' q g g

2.3.2 Cas général

On considére maintenant le cas général, C'est-a-dire que 'on considere le pro-
bleme modele (2.1), que 'on suppose bien posé, et on souhaite utdiliser le
probleme discret (2.9) pour obtenir une solution approchée #;,. On notera
Il - llv, et || - lw, les normes dont sont équipés les espaces discrets V), et W,
respectivement. Lapproximation pouvant étre non-conforme, il n’est pas pos-
sible d’équiper a priori les espaces discrets V), et W), des normes induites par
V et W, respectivement.

Clairement, en vertu du théoréeme BNB, le caractere bien posé de (2.9) est
équivalent aux deux conditions suivantes :

Joy, > 0, inf sup M > oy, (BNB1y)

%€V wew, 103llv; llwsllw,

Vuw, € W), (Yo, € V), ay(vp,wp) = 0) = (w, = 0).  (BNB2y)
La condition (BNB1}) est une condition inf-sup discréte. Méme si I'approxi-
mation est conforme et consistante, rien ne garantit a priori que la condition
inf-sup (BNB1) implique la condition inf-sup discrete (BNB1},). La méme dif-
ficulté se pose entre les conditions (BNB2) et (BNB2y,).
On constate que linterprétation des conditions (BNB1,) et (BNB2j,) en
termes matriciels est la suivante :

(i) (BNB1y) équivaut au fait que la matrice A est injective ;

(ii) (BNB2j) équivaut au fait que la matrice A est de rang maximal.

Par conséquent, les conditions (BNB1y) et (BNB2,) sont équivalentes a
(BNB1y) et dim V), = dim W,. En résumé, on a le résultat suivant.

Théoreme 2.9. Le probleme approché (2.9) est bien posé si et seulement si la
condition inf-sup discréte (BNB1y,) est satisfaite et si dim V), = dim W,
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Remarque 2.10.

La constante o, intervenant dans (BNB1y,) est la plus petite valeur propre de

AT A.

2.4 Analyse d’erreur

On consideére le probleme modele (2.1) et son approximation (2.9) par la
méthode de Galerkin. On suppose que ces deux problémes sont bien posés,
Cest-a-dire que :

(i) laforme bilinéaire z est dans £(V X W;R) et elle satisfait les conditions
inf-sup (BNB1) et (BNB2);

(ii) la forme bilinéaire ;, est dans £(V}, X W);R), elle satisfait la condition
inf-sup discrete (BNB1y,) et dim V), = dim W,

On note u et u;, la solution unique de (2.1) et (2.9), respectivement. Lobjectif
de cette section est d’estimer erreur # — #,,. Cette quantité est appelée [errenr
d approximation. En particulier, on souhaite préciser sous quelles hypotheses
erreur d’approximation tend vers zéro lorsque 4 tend vers zéro (on rappelle
que le parametre 4 fait référence 2 la finesse du maillage qui est utilisé pour
construire les espaces Vj, et W},). On sintéresse donc a des familles d’espaces
{Vi}s>0 et {W),},>0 obtenues en raffinant le maillage.

2.4.1 Approximation consistante et conforme

On suppose dans cette section que l'approximation est consistante et
conforme. On a donc V), C Vet W, C W et la relation (2.11) est satisfaite.
On considére le probleme approché suivant :

{ Chercher #;, € V), tel que (2.18)

ay(uy, wy) = f(wy),  Vw, € W,
Lhypothese V), C V implique en particulier que erreur # — 2, est dans V.

On peut donc utiliser la norme || - ||y pour la mesurer. Une conséquence
immédiate de (2.11) est la suivante.
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Lemme 2.11 (Orthogonalité de Galerkin). Avec les hypothéses ci-dessus, on a
la relation, dite d’orthogonalité de Galerkin,

Yuw, € W, ay(u — up, wy) = 0. (2.19)
On suppose en outre que 2, = a et f;, = f. Le résultat suivant est connu sous
le nom de lemme de Céa.

Lemme 2.12 (Céa). Avec les hypothéses ci-dessus, on a
—uplly < (1 D) inf (= vyl 2.20
[— ) iof fle—ully. 20

On suppose en outre que V' = W, V,, = W), et que la forme bilinéaire z est
V-coercive. Dans ces conditions, on montre que I'estimation d’erreur devient

= aylly < 1 o (= w1y, 2.21)
v, €V

oll o est la constante de coercivité de 4. Si la forme bilinéaire « est de plus
symétrique, cette estimation peut encore étre améliorée en

1
= ylly < (L) inf flu— o). (2.22)
v €V

Afin d’écablir la convergence de #;, vers u, on doit contréler la quantité
inf,,cy, ||# — v||v. Il Sagit donc d’estimer la distance de # 2 V), pour la
norme || - ||y. Pour cela, on introduit la notion suivante.

Définition 2.13. On dit que la famille despaces {V),} ;>0 est asymptotique-

ment dense dans V si

YveV, lim ( inf [jv — uh||y) =0. (2.23)
h—0 \ €V
Théoreme 2.14. On suppose que :
(i) la condition (BNB1y,) est satisfaite uniformément en b ;
(i) [approximation est consistante et conforme ;

(iii) la famille {V)})>o est asymprotiquement dense.

Alors, on a
gimo |l — |y = 0. (2.24)
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2.4.2 Le cadre général pour I'analyse de convergence

Lapproximation pouvant étre non-conforme, l'erreur # — u;, n’appartient pas
nécessairement & Uespace V' mais a I'espace étendu

Vih) =V +V, (2.25)

On équipe cet espace d’une norme érendue || - ||y et afin d’effectuer 'analyse
d’erreur, on fait les hypotheses suivantes :

Vo, € V), lloallvey = lloallv,s (2.26)
VveV, lellvey < cllellv, (2.27)

pour une constante ¢ indépendante de v et de 4. Ces deux hypotheses signi-
fient que la norme étendue est une extension de la norme de V), et que V'
sinjecte contintiment dans V' (/) pour la norme étendue. La notion de densité
asymptotique se reformule 4 'aide de la norme étendue || - || (s de la maniére
suivante.

Définition 2.15 (Densité asymptotique). On dit que la famille despaces
{V}s>0 est asymptotiquement dense dans V si

li inf ||v — =0. 2.2
Yo eV, hlm ( HEth ||z 1//7\|V(/,)) 0 (2.28)

—0 \ v

Afin d’estimer la quantité ||« — u|| (), on introduit une nouvelle notion : la
consistance asymptotique.

Définition 2.16 (Consistance asymptotique). Oz suppose que la forme bili-
néaire ay, est uniformément continue en h sur Vy, X W, cest-i-dire que ||a;||v,,w,
est majoré uniformément en h. Lapproximation (2.9) est dite asymptotiquement
consistante s7/ existe un opérateur 11, : V' — V), tel que (i) pour tout v € V,
0 — ||y < cinfy, ey, v — vyl o ¢ est une constante indépendante de
vetdebh, et (ii)

h=0 \w,ew, N3]l w,

lim ( sup L0 — Ul w””) = 0. (2.29)
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Dans ces conditions, on définitl'erreur de consistance Ry, (u) par

Ry = sup s wp) = ay My, wy)|
wEW, llwplw,

(2.30)

Remarque 2.17

Lorsque la famille {V},},~0 est asymprotiquement dense, la notion de consis-
tance asymptotique est indépendante du choix de lopérateur II,. En effet,
soit IT) : V' — 'V}, un deuxiéme opérateur tel que pour tout » € V,
Mo — vllvy < cinfyey, lv — vpllyg. Soit R) () Perreur de consistance
mesurée avec I'opérateur IT). Alors, pour tout w;, € W,

Vo wp) — a0, wy)| < |fo(wy) — ay(yu, wy)| + |ay(Lyu — 0, wy)),

ce qui implique, grice 4 I'uniforme continuité de 4, et a 'inégalité triangulaire,
que

/ .
Ry () < Ry(w) + cllayllv,w, ( inf [lu—wvyllve ) -
v €V
n utilisant la densité asymptotique de , cette inégalité implique que I'ap-
En utilisant la d ymprotique de {V}},~0 galité implique que l'ap
proximation (2.9) est asymptotiquement consistante en utilisant 'opérateur IT).
En d’autres termes, l'erreur de consistance est indépendante, 2 un facteur pres

contr6lé par la propriété de densité asymptotique de la famille {V},},~0, de lopé-
rateur 11, utilisé pour I'évaluer.

Théoreme 2.18. On suppose que :
(i) la condition (BNB1y,) est satisfaite uniformément en b ;
(i) la forme bilinéaire a), est uniformément continue en b sur V;, X W), ;
(iil) la famille {V}} >0 est asymptotiquement dense ;
(iv) lapproximation est asymprotiquement consistante.

Alors, en notant Ry,(u) lerreur de consistance, on a
= sl < LR + e (i =l ). @30
v EV)

si bien que

/}11}) ot — wyl|l vy = 0. (2.32)
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Ce théoreme montre quelles sont les quatre propriétés A satisfaire pour garan-
tir la convergence de 'approximation dans la méthode de Galerkin : stabilité
de @), uniforme en 4, continuité de 4, uniforme en 4, densité asymptotique
et consistance asymptotique. Un principle général de I'analyse numérique,
connu sous le nom de principe de Lax, est que stabilité et consistance im-
pliquent convergence. Le fait que ce principe ne mentionne pas explicitement
la continuité et la densité asymptotique ne veut pas dire que ces deux proprié-
tés doivent étre considérées comme aquises dans tous les cas. On pourra par
exemple consulter [38, p. 97] pour un contre-exemple 4 la densité asympto-
tique dans le contexte des équations de Maxwell.

2.4.3 Cas particuliers : lemmes de Strang

Les deux estimations d’erreur présentées dans cette section sont connues sous
le nom de premier et deuxieme lemme de Strang.

On suppose d’abord que l'approximation est conforme, cest-a-dire que
V, C VetW, C W.Onadonc V(h) = V, ce qui permet de mesurer
lerreur dans la norme || - || .

Lemme 2.19 (Strang 1). On suppose que V), C V et W, C W. Alors, on a
f (wp) — firawp)]

lle —wlly < L sup L2200 (2.33)
= w,€W), ”w/ﬂ”Wh

4 oinf (1 N ”d!‘:’w)H”—WoHV"‘fh sup |a(vy, wy) — ay(vy, wy)|
wEV, wEW, sl w,

La preuve du lemme 2.19 est relativement simple. Soit v, € Vj,. On déduit
de la condition (BNB1}) que

a,(uy, — vy, wy)
aylluy — vylly < sup W (2.34)
wEW, wylw,

Un calcul direct montre que

ay(uy, — vy, wy) = alu — vy, wy) + alvy, wy) — ay(vy, wy) + f(wy) — fwy).
(2.35)
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Par conséquent,

la(vy, wy) — ay(vy, wy)|

o lluy — vyl < llallv,wllu—vyllv + sup
w, W), ”w/IHVVh
n [f () ﬂ(w)l
wew,  lwpllw,
(2.36)
On conclut en udilisant I'inégalité triangulaire
ll = wllv < llu—wvllv + llu, — vyllv, (2.37)

puis en prenant I'infimum sur v, € V.

On ne suppose plus maintenant que I'approximation est conforme; par
contre, on suppose que la forme bilinéaire 4, peut étre étendue a V(h) X W, ;
par suite, a,(v, w),) est bien défini pour v € V()) et w), € W,

Lemme 2.20 (Strang 2). On suppose que ay, est continue sur V(h) X W),

Alors, on a
e = wpllvy < (1 + Jinf [l = o3Iy
+

Hﬂhllvm Wh)

2.38
L ) - s w) (2.38)
& w, W), ||ZU/7HVV,7
De plus, si lapproximation est consistante, alors
= wpllvy < (1+ L2005 inf vy, (2.39)

La preuve du lemme 2.20 est relativement simple. Soit v, € V), et soit
wy, € W,.Ona

ay(wy — vy, wy) = ap(uy — u,wy) + ay(u — vy, w)) (2.40)
= fwy) — ay(u, wy) + ay(u — vj, wy). '

Grace 2 la condition (BNB1},) on obtient

5 (wy) — ay(u, wy)|
gl — wllvy < sup LD =B il — willve-
wy W), Hw}!H‘Vh

(2.41)

On conclut en utilisant une inégalité triangulaire puis en prenant I'infimum
sur v, € V).
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2.4.4 Le lemme de Aubin-Nitsche

On suppose que V' = W et qu'il existe deux espaces de Hilbert Z et L tels
que
ZCcVcClL, (2.42)

avec injections continues. On considére une forme bilinéaire / sur L X L que
I'on suppose continue, symétrique et positive. On désigne par |- |, = 1//(:, ")
la semi-norme induite par /. Lobjectif de cette section est d’estimer [erreur
dans la semi-norme | - |;. Pour simplifier, on se restreint au cadre d’une ap-
proximation consistante et conforme par la méthode de Galerkin standard
(V = W) et V), C V); voir, par exemple, Braess [18, p. 108] pour un cas
plus général. On suppose que :

(i) il existe une constante de stabilité cs telle que pour tout g € L, la solu-
tion s(g) du probleme adjoint

{ Chercher s(g) € V tel que (2.43)
a(v,s(g) = l(g,v), VveV,
satisfait 'estimation « priori
Is@llz < eslglzs (2.44)
(ii) il existe une constante ¢; telle que
Vh, Vv € Z, inf [|v—vlly < ahllolz. (2.45)

v, €V

Le résultat ci-dessous est connu sous le nom de lemme de Aubin—Nitsche;
voir, par exemple, Aubin [8].

Lemme 2.21 (Aubin—Nitsche). Avec les hypotheses ci-dessus, on a
Vb, |u—wle < chllu—wullv, (2.40)
avec ¢ = cics|a||v,v.

Définition 2.22. Lorsque la propriété (2.44) est satisfaite, le probleme (2.43)
est dit régularisant.
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On utilisera la notion de probléme régularisant et le lemme de Aubin—Nitsche
dans le chapitre 5 pour le Laplacien et les modeles de mécanique des milieux
continus (| - |z correspondra a la norme I2(Q) ou [L2(Q)]?) et dans le cha-
pitre 6 pour le probleme de Stokes (| - |1 correspondra a la semi-norme | - |; o
de la vitesse).
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3 « ELEMENTS FINIS
DE LAGRANGE

Lobjet de ce chapitre est d’étudier les éléments finis les plus couramment ren-
contrés dans la pratique,  savoir les éléments finis de Lagrange. On effectue
cette étude en adoptant un point de vue local. Cette approche permet d’ap-
préhender les éléments finis de Lagrange (et plus généralement tout élément
fini; voir le chapitre 4) comme la brique élémentaire permettant d’interpo-
ler des fonctions définies sur un domaine () : on maille ce domaine (par des
triangles, des quadrangles ou d’autres types de mailles) puis on géneére des ¢lé-
ments finis sur chaque maille & partir d’'un élément fini de référence dont les
propriétés sont purement locales.

Ce chapitre est organisé comme suit. On donne d’abord une définition gé-
nérale d’'un élément fini de Lagrange et on introduit les notions de degrés de
liberté, de fonctions de forme et d’opérateur d’interpolation local. On pré-
sente ensuite les exemples classiques d’éléments finis de Lagrange. Enfin, on
étudie comment mailler un domaine et comment utiliser ce maillage afin de
construire d’'une part un opérateur d’interpolation global et d’autre part des
espaces vectoriels de dimension finie qui ont vocation a étre utilisés comme
espaces d’approximation dans le cadre de la méthode de Galerkin afin d’ap-
procher la solution de probléemes modeles.

3.1 Notion locale d’'élément fini
de Lagrange

Soit K une partie de R? ; pour simplifier, on suppose que K est un intervalle
en dimension 1, un polygone en dimension 2 ou un polyedre en dimension
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3. Soit P un espace vectoriel de fonctions (en général polynomiales) définies
sur K et & valeurs dans R. Soit {a1,...,a,} un ensemble de points dans K
ol 7¢ est un entier strictement positif. Pour 7 € {1,..., 7}, on introduit la
forme linéaire

0 : P2 pr— pla;) €R. (3.1)
On pose 2, = {01,...,0u}.
Définition 3.1 (Elément fini de Lagrange). Si [application linéaire

T 2
P3p — (01(p),...,0x(p)" €R™, (3.2)
est bijective, on dit que le triplet {K, P, 3} est un élément fini de Lagrange. Les
points{ay, ..., ay} sont appelés les noeuds de ['‘élément fini et les formes linéaires
{O1,..., 0} sont appelées les degrés de liberté de ['élément fini.
La bijectivité de l'application linéaire définie en (3.2) signifie que pour
tout (ar,...,a,)7 € R™, il existe un et un seul polynéme p € P tel que
pla;) = o pour tout i € {1,. .., ns}. Ceci équivaut au fait que
dimP = card > = g,
VpeP, (pla)=0,ie{l,....n}) = (p=0),
ou encore au fait qu'il existe une base de P, notée {01, ..., 0,}, telle que
0','(6]‘) = ej(di) = 8[]‘, i,j S {1, ey nf}. (3.3)

On rappelle que 8;; désigne le symbole de Kronecker tel que 8;; = 1sii = j
et d; = 0sii # j. Les fonctions {01, ...,0,} sont appelées les fonctions de
forme de I'élément fini. Pour 7 € {1,..., 7}, la fonction de forme 6; vaut 1
au noeud 4; et 0 aux autres noeuds.

Définition 3.2 (Opérateur d’interpolation local). Lopérateur d'interpola-
. L o )
tion local T,'® est défini comme suit :

ng
IIL(ag CYK) 3 v — Z v(a;)0; € P. (3.4)
i=1

. L . ; . 4
On dit que Z/®v est Linterpolé de Lagrange de v sur K. Linterpolé de Lagrange
est tel que sa valeur aux noeuds {1, . . ., 4, } coincide avec celle de la fonction
a interpoler v.
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o > c L _—
Lopérateur d’interpolation Z,;0*® est une projection de C°(K) dans P. En effet,
pour tout p € P, en décomposant p dans la base des fonctions de forme selon
2 = >2;L; %9j, on obtient

7
I[I}agp = Zp(ﬂl)e Z X] dz i Z X]Sl]e P (35)
i=1

iy=1 =1
P t tout EC(K) il tILag( Lag)— Lag,, Cete iéeé
ar suite, pour tout v il vien T ®v. Cette propriété
se généralise & tout type d’élément fini;; voir la section 4.2.

3.2 Exemples classiques d’'éléments finis
de Lagrange

Lobjet de cette section est de dresser le catalogue des principaux éléments finis
de Lagrange utilisés en pratique. On considere :

(i) les éléments finis de Lagrange unidimensionnels ;

(i) les éléments finis de Lagrange simplectiques (X est un triangle, un té-
tratdre ou plus généralement un simplexe) : on parle d’¢léments finis de
Lagrange Py ;

(iii) les éléments finis de Lagrange a structure tensorielle (K est un carré, un
cube ou plus généralement un hypercube) : on parle d’éléments finis de
Lagrange Q ;

(iv) les éléments finis de Lagrange prismatiques (K est un prisme).

On désigne par x le point courant de R? et on note (xi, . . . , %) ses coordon-
nées cartésiennes.

3.2.1 Eléments finis de Lagrange unidimensionnels

Définition 3.3. Soit un entier b > 1. Soit K = [c,d] un intervalle de me-
sure non-nulle. En une dimension d'espace, ['élément fini de Lagrange P}, est dé-
Sfini comme le triplet {K, P, 3} tel que P = Py et 3, = {0,...,0,} oit les
Jormes linéaires 0., m € {0, ..., k}, associent & p € Py sa valeur au noeud
am =c+ §d - o).
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Les nceuds {ao, ..., a,} associés a 'élément fini de Lagrange [P, sont illus-
trés sur la figure 3.1 pour £ € {1,2,3}. Lorsque K = [0, 1], les fonctions
de forme de I'élément fini de Lagrange P, sont les polynémes d’interpola-
tion de Lagrange {£{, ..., L4} introduits dans la section 1.4. Le tableau 1.1
page 17 contient une représentation graphique de ces polynémes ainsi que
leur expression analytique. Lorsque K = [¢, 4], les fonctions de forme sont
les polyn6mes 6,,(x) = Eﬁz(jzf), me{0,...,k}.

c

k=1 k=2 k=3

Figure 3.1 — Noeuds {ao,...,ar} de I'élément fini de Lagrange P,
k € {1,2,3}, en dimension 1.

3.2.2 Eléments finis de Lagrange simplectiques

Soit {so, - - - , 54} une famille de points dans R? avec 4 > 2. On suppose que
les vecteurs {s1 — 5o, ...,5; — o} sont linéairement indépendants.

Définition 3.4. Lenveloppe convexe des points {so, ... ,s;} est appelée un sim-
) 5 3d

plexe de RY et Jes points {so, ..., s} sont appelés les sommets du simplexe. En

particulier, le simplexe unité de R est Lensemble de points

d
{xeRd; x;>0,ie{l,....d}, et ingl}, (3.6)
i=1
dont les (d + 1) sommets ont pour coordonnées cartésiennes (0, . .., 0) et pour

touti € {1,...,d},(0,...,0,1,0,...,0), le 1 étant en i-iéme position.

De maniére équivalente, on peut définir un simplexe de R? comme I'image
par une transformation affine bijective du simplexe unité. En dimension 2,
un simplexe est appelé un #riangle et en dimension 3, un simplexe est appelé
un tétraédre.

Pour 7 € {0,...,d}, on définit F; comme la face de K opposée & un sommet
5; et on définit 7; comme la normale extérieure a K sur £ ; voir la figure 3.2.
En dimension 2, une face est également appelée arée.
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de Lagrange d’éléments finis de Lagrange

n;
Si

Figure 3.2 — Un triangle K, un sommet s;, la face opposée F; et la normale
extérieure n;.

Définition 3.5. Dans un simplexe K de R, on définit les coordonnées bary-
centriques (Ao, . .., Ny) telles que pour tout i € {0, ...,d},

(x—s5) - m

)\,—:Rdax — 1 —
(5 — 1) - mi

eR, (3.7)

ois 5j est un des sommets de K situés sur F;, (x — s;) le vecteur reliant s; & x et
(sj — 5i) le vecreur reliant s; & s;.

La définition (3.7) de A; est clairement indépendante du choix particulier du
sommet s; sur la face F;. La coordonnée barycentrique N; est une fonction
affine qui vaut 1 en s; et sannule sur la face F;. De plus, ses courbes de niveau
sont des hyperplans (des droites si on est en dimension 2) qui sont paralleles a
la face F;. Le barycentre de K a toutes ses coordonnées barycentriques égales
4 7. Si K est le simplexe unité, on a

en dimension 2, N =1—x1 —x, A1 =x1€et\y) =x3;
en dimension 3, No

lfxlfxzfxg,M =x1,)\2 =xzet7\3 = X3.

Les coordonnées barycentriques satisfont les propriétés suivantes :
(i) pourtoutx € K,0 < Ni(x) < 1;

(ii) pour toutx € RY,

d
Z)\i(x) =1 et x = Z N (x)s;. (3.8)
i=0 =
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On considere I'espace vectoriel des polynémes en les variables (x1, . . .,x,), &
coefficients réels et de degré global inférieur ou égal 4 4. On pose

Pk = p(x) = Z ocl-‘,,.l-dxi‘ ..‘xi;; Qy..iy € R >. (39)

IP; est un espace vectoriel dont la dimension s'exprime en fonction des coeffi-
cients binomiaux de Pascal sous la forme
k41 sid =1,
dimPy = Gy = { Lk + D)(k + 2) sid = 2, (3.10)
Hk+ Dk +2)(k+3) sid=3.

Proposition 3.6. Soit K un simplexe de R”. Soit un entier k > 1. On considére
Lensemble de noeuds {a;}1< <, dont les coordonnées barycentriques sont

(&,...,%), 0<io,...,ig<hk, io+...+i5 =k (3.11)

et on note 3, les degrés de liberté associés i ces neeuds. Alors, ng = dimPy, et
le triplet {K, Py, 3} est un élément fini de Lagrange, appelé élément fini de
Lagrange P,.

Le tableau 3.1 présente les nceuds et les fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange P, P, et P3 en dimension 2 et 3. On notera que pour
k = 1,les (d + 1) fonctions de forme sont les coordonnées barycentriques.
En dimension 2 et pour # = 2, les fonctions de forme sont

{No@No — 1), A1 (2N — 1), A2 (2N — 1), 4NoN1, 4NoN2, 4N N2}

Lespace polyndmial P, sert, de maniére plus générale, a définir le degré d’'un
élément fini de Lagrange quelconque.

Définition 3.7. Soit {K,P,3} un élément fini de Lagrange. Le plus grand
entier k tel que P, C P est appelé le degré de [élément fini.
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Tableau 3.1 - Degrés de liberté et fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange Py, P, et P3 en dimension 2 et 3; en dimension 3, seuls les
degrés de liberté visibles sont représentés.

P P, P3

RSN
RO

INBN = D3N -2 [0<i<d]

INGN =N [0<ij<d,i#]]

27NN\ D<i<j<k<d]

3.2.3 Eléments finis de Lagrange a structure tensorielle

Définition 3.8. On considere un ensemble de d intervalles {[ci, d;) }1< ;<> tous

de mesure non-nulle. Lensemble K = Hf/: 1lei, di] est appelé un hypercube (ou,
également, un pavé).

Définition 3.9. Soit K un hypercube. Pour x € K, il existe un unique vec-

teur de composantes (n, ..., t;) € [0, 114 tel que pour tour i € {1,...,d},
xi = ¢ T ti(di — ). Les réels (t1, . . ., tg) sont appelées les coordonnées locales
de x dans K.
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On considere I'espace vectoriel des polyndomes en les variables (x1, . .., x,),
a coefficients réels et de degré inférieur ou égal 4 % en chaque variable. Cet
espace est noté

Q= glx) = Z QX Xy oy, ER DL (3.12)
0 i, ia Sk

Qp, est un espace vectoriel de dimension
dimQ; = (k + 1. (3.13)

On notera les inclusions P, C Q, C Py, et le fait quen dimension un,
Py = Q.

Proposition 3.10. Soit K un hypercube de R?. Soit un entier k > 1. On
considére lensemble de neuds {a;}1<; <, dont les coordonnées locales dans K
sont

(4,....%), 0<it,...,ig<h (3.14)

et on note S, les degrés de liberté associés i ces neeuds. Alors, ng = dimQy et
le triplet {K,Qy, 2} est un élément fini de Lagrange, appelé élément fini de
Lagrange Q. Cer élément fini est de degré k.

Le tableau 3.2 présente les noeuds et les fonctions de forme pour les élé-
ments finis de Lagrange Q;, Q, et Q3 en dimension 2 et 3. On rappelle
que {LE, ..., L%} sont les polynémes d’interpolation de Lagrange asso-
ciés aux noeuds {ao,...,4;} de lintervalle [0,1] tels que @, = % pour
m € {0,..., k}. On notera que les fonctions de forme pour I'élément fini de
Lagrange @, sobtiennent simplement par produit tensoriel des polynémes
d’interpolation de Lagrange évalués en les coordonnées locales (#1, . . ., ;) de
x dans K.

En dimension 2, les fonctions de forme sont pour £ = 1,
{L5(0)Lo(82), L1(1) Lo(82), Lo(1)L1(12), L1(1)L1(12)},
et pour £ = 2,
{L8(n)L5(12), £3(01)L1(02), L6(1)L3(12), L1(0)LE(12), -, L3(01) L3(12) ).
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Tableau 3.2 - Degrés de liberté et fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange Q1, Q, et Q3 en dimension 2 et 3; en dimension 3, seuls les
degrés de liberté visibles sont représentés. (ti, ..., ty) sont les coordonnées
locales du point courant de I’'hypercube.

Qs Q Qs
* * * *
L ] L] L ]
* * * *
* .O.C
A 4 (] o
® O.II s o o
—————————————— [ . [ (]
® o o o
Lj(t) ... L} (t) L3 (t).. L (t) L3 () ... L3 ()
[0<I177ld<1] [0<’177ld<2] [0<I1$7ld<3]

3.2.4 Eléments finis de Lagrange prismatiques

Dans cette section, on se place en dimension & > 3. Pourx = (x1,...,x,) € R?,

on pose ¥’ = (x1,...,x7_1). Soit K" un simplexe de R~ et soit [a, 6] un
intervalle de mesure non-nulle.

Définition 3.11. Lensemble K = {x € R? ;' € K' et x; € [a,b]} est
appelé un prisme.

On introduit les coordonnées barycentriques (Ao, . . ., Ay—) de x’ dans K et
on considere ¢ € [0, 1] tel que x; = a + (b — a).
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Définition 3.12. On appelle coordonnées prismatiques de x € K le vecteur de
composantes (No, ..., Ny—1; ).

Soit P, [x'] (respectivement, P4[x,]) I'espace des polynémes 4 coefficients réels
en la variable x” (respectivement, x,/) de degré global inférieur ou égal 4 k. On
pose

PR, = {p(x) = p1(x') pa(x4) 5 p1 € Pul¥'], p2 € Pulxs}- (3.15)

On constate que P, C PR, et que dim PR, = %(/e + 1)2(k + 2) en dimen-
sion 3.

Proposition 3.13. Soit K un prisme de R”. Soit un entier k > 1. On considere
Lensemble de neeuds {a;}1 <<, de coordonnées prismatiques

(%,...,i”{/:l;%), 0<doye.nyty_1,ig<th, fo+ ...+ iy =k,
(3.16)
et on note 3, les degrés de liberté associés i ces neeuds. Alors, ng = dim PRy, et
le triplet {K, PRy, 2} est un élément fini de Lagrange, appelé élément fini de
Lagrange prismatique. Cet élément fini est de degré k.

Le tableau 3.3 présente les nceuds et les fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange prismatiques de degré # € {1,2,3} en dimension 3. En
notant (No, N1, \2; 2) les coordonnées prismatiques du point courant dans le
prisme, les fonctions de forme s’expriment comme un produit tensoriel des
fonctions de forme associées au triangle K’ (et qui font intervenir les co-
ordonnées barycentriques (No, A1, \2)) et des polyndmes d’interpolation de
Lagrange unidimensionnels en la variable z.

Par exemple, pour £ = 1, les fonctions de forme sont les suivantes :

(ML (), N1 L (1), NaLo (), No L1 (), M L1(D), Mo L1 (D)}

3.3 Notions élémentaires sur les maillages

Intuitivement, un maillage d'un domaine £} est une partition de € en mailles.
Pour simplifier, on suppose que ces mailles sont des intervalles en dimen-
sion 1, des triangles ou des quadrangles en dimension 2 et des tétraédres, des
prismes ou des pavés en dimension 3. Les mailles sont également appelées les
cellules du maillage.
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Tableau 3.3 - Degrés de liberté et les fonctions de forme pour les éléments
finis de Lagrange prismatiques de degré k € {1,2,3}; seuls les degrés de
liberté visibles sont représentés. (Ao, A1, \2; t) sont les coordonnées prisma-
tiques du point courant dans le prisme.

PR, PR, PR3

T T

NN = DL [0<i<2]
D L INBN - BN - 25 [0<i<2)
NN =DM [0<i<2)
1 , ; _ 0<m<2)
ML) [0 << 2] NN =DM 0<i<2] 2 .. .,
. ) 5 o INGBN — DNLR®) [0<7,j < 2,0 #]]
NEID [0<i<2]  Aned® [0<i<j<2]
o 0<m<2
aNLAE) [0<i<j<2]
o 2TMoMNLE, (1) 0<mM<2]
MNLID [0<i<j<2]
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La famille de mailles constituant le maillage sera notée {K}i<mgn,,, O
Nma est le nombre de mailles. Par hypothese, les mailles sont des fermés et
leurs intérieurs sont deux & deux disjoints (il n'y a pas de recouvrement entre
les mailles). Par la suite, on pose

b, = diam(K,) = max_ s =g, mE {1, Nu}, (3.17)

x1,%2 €K
olt || - [|ge désigne la norme euclidienne sur R?. On pose également
h= max bg, (3.18)
1<m < Niwa
et
Ty, = {Kn}1<ms N (3.19)
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Dans les applications, on est souvent amené a considérer une suite de
maillages de plus en plus fins, ce qu’on notera conventionnellement {7}, } .
On patle de famille de maillages.

Définition 3.14 (Famille de maillages quasi-uniformes). On dir que la fa-
mille {7} y>0 est quasi-uniforme s7/ existe une constante c telle que

Vb VK €T, hx > ch. (3.20)

Lorsque le domaine € est un polygone ou un polyedre, le maillage peut étre
construit de fagon a recouvrir exactement {) ; on a donc

Nia
Q= U K, (3.21)
m=1

ol ) désigne 'adhérence du domaine ). Par contre, si le domaine () est &

frontiere courbe, le recouvrement n’est pas exact en général; dans ces condi-
Nina

. e
tions, on note (), l'intérieur de [ J;,™

1 Ko, si bien que

N

Q= K (3.22)
=1

Qulest-ce quau juste un domaine? En dimension 1, un domaine est un in-
tervalle ouvert et borné. En dimension 4 > 2, les polygones dans R* et les
polyedres dans R? sont des domaines. Plus généralement, un domaine de R?
est un ouvert borné et connexe dont la frontiere 9} satisfait certaines pro-
priétés de régularité, a savoir qu’il existe :

(i) deuxréelsa>0et >0;

(ii) une famille finie, de cardinal R, de systtmes de coordonnées locales
¥ = (" x)) pour r € {1,..., R}, avecx” € RY! etx; € R;

(iii) une famille finie de R cartes locales ¢ qui sont lipschitziennes' sur leur
domaine de définition {x” € RY~"; |x"| < a};

1. On dit qu'une fonction f* : D — R” est lipschitzienne sur son domaine de
définition D C R” sl existe un réel L tel que pour tout (x,y) € D X D,
1) = FOlrr < Lllx = yller-
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tels que

R
o0 = | J{&" x5 xp = ') 5 |7 <

r=1

et pour tout » € {1,..., R},
{7 1) () < x) < &) + B x| < a} C Q,
{7, x) s ") =B <) < ') ; x| < a} € RAQ,

otr |x”| < < a pour tout 7 € {1,...,d — 1}. On no-
tera qu'un domaine est nécessairement situé d’'un seul coté de sa frontiere.

Lorsque les propriétés ci-dessus sont satisfaites, on dit que la frontiere de ()
est lipschitzienne.

Pour un entier 7 > 1, on dit qu'un domaine £} est de classe C” si toutes les
cartes locales ¢” sont de classe C”. Pour un domaine de classe C”, sa normale
extérieure 7 est définie en tout point de sa fronticre.

3.3.1 Génération du maillage

Un maillage est généré a partir d’'une maille de référence, qu'on note K, et
d’une famille de mransformations géométriques envoyant K dans les cellules du
maillage. Par la suite, on fait 'hypothese que ces transformations sont des cl-
difféomorphismes et pour une maille X € 7}, (on omet 'indice 7 pour alléger
les notations), on note
TK . ]? — K 5

la transformation géométrique correspondante.

Comment spécifier la transformation géométrique 7% ? Une facon simple de
procéder consiste a utiliser un élément fini de Lagrange. Par la suite, cet élé-
ment fini sera noté {K Pgeo7 Egeo} On pose 72g60 = card(Egeo), on désigne par

{§1, > @ne} les nceuds de K et par {lbl, e ,\bngéu} les fonctions de forme
correspondantes.

Définition 3.15. On dit que {K Pgeo7 Egeo} est I'élément fini géométrique,

{&1, - > @neeo } s0m1 les noeuds géométriques et{lln, ce l!Jngm} sont les fonctions
de forme géométriques.
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Tableau 3.4 - Exemples de transformations géométriques générées a partir
d'un élément fini de Lagrange.

P,

@

Pour chaque maille X' € 7, on dispose d’un 7ge-uplet {gf ..., g;i} La

transformation géométrique envoyant K dans X est alors définie comme suit :

gt
Tx :K3% — > i@ e K, (3.23)

i=1
si bien que Tx (@) = giK pour tout i € {1,..., 7 }. On observera que

Tx € [Pyol”. Les points {gX, ..., gé;o} sont appelés les naeuds géométriques
de K.

Le tableau 3.4 présente des exemples de transformations géométriques géné-
rées a partir d’'un élément fini de Lagrange en dimension 2. Lélément fini
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de Lagrange P permet de transformer le triangle unité de R* en un triangle
non-dégénéré ; I'élément fini de Lagrange P, permet de transformer le triangle
unité de R* en un triangle courbe ; I'élément fini de Lagrange Q; permet de
transformer le carré unité de R? en un quadrangle non-dégénéré. Par la suite
et pour des raisons de simplicité, on supposera que toutes les mailles sont gé-
nérées a partir du méme élément fini géométrique. Lorsque K estun triangle,
on dit que le maillage est une triangulation.

Remarque 3.16

La transformation géométrique 7k définie en (3.23) étant un C'-difféomorphisme,

la numérotation des noeuds {gX, ..., gﬁi} doit étre compatible avec celle adop-

tée dans I'élément fini géométrique. La figure 3.3 présente un exemple et un

contre-exemple en dimension 2 pour I'élément fini de Lagrange P,.

1 1
Tyer K
K X Tk 6
/\ :
6 ) p)
4
3
2 4 3

Figure 3.3 - A droite, la numérotation des nceuds de K est compatible avec
celle de K; a gauche elle ne I'est pas.

Définition 3.17 (Maillage affine). Lorsque toutes les transformations
{Tx} ke, sont affines, cest-a-dire lorsque pour tour K € T, il existe un vecteur
br € R? et une matrice Jx € R4 tels que

T[(:I?SSC\D—> b](‘f’]](/x\EK, (3.24)
on dit que le maillage est affine.

Des exemples de maillages affines sont les suivants :

(i) lorsque I'élément fini géométrique est 'élément fini de Lagrange Py,
toutes les mailles sont des triangles en dimension 2 et des tétra¢dres en
dimension 3 ;
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(ii) lorsque I'élément fini géométrique est I'élément fini de Lagrange Q; et
quion se restreint A des transformations affines, toutes les mailles sont
des parallélogrammes (et non des quadrangles) en dimension 2 et des
parallélépipedes (et non des héxaedres) en dimension 3.

3.3.2 Faces, arétes et sauts

La maille de référence K étant un polygone en dimension 2 ou un polyedre
en dimension 3, on convient d’appeler sommers, arétes et faces d’'une maille
K = TK(I? ), limage par 7k des sommets, arétes et faces de K. Lorsque la di-
mension d’espace n’est pas explicitée, on convient de désigner indifféremment
par « faces » les arétes de K en dimension 2 et les faces de X en dimension 3.

Par la suite, on désigne par F, L I’ensemble des faces intérieures (ou interfaces)
dans le maillage et par FJ I'ensemble des faces situées sur la frontiere de
€y, (on rappelle que € est le domaine recouvert par le maillage). On pose
F, = Fy U FP. En dimension d > 3, on désigne par &} et & I'ensemble
des arétes intérieures et des arétes situées sur la frontiere, respectivement, et
on pose &, = 5}, U 5,)8.

Pour F € f,i, il existe deux mailles K et K, dans 7, telles que F = Kj N K.
On désigne par 71 et 7 la normale extérieure & K et K3, respectivement
(noter que 71 + 7 = 0 par définition). Soit » une fonction  valeurs scalaires
et définie localement sur chaque maille. On suppose que v est suffisamment
réguliere pour admettre une limite des deux cotés de F (ces limites n'étant pas
forcément les mémes). Dans ces conditions, on pose v1 = vk, et v; = |,
et on définit le saut de v a-travers F par

[w]F = vim + vans. (3.25)

On notera que [#]# est une quantité vectorielle!. Par la suite, sil 'y a pas
d’ambiguité, on pourra omettre 'indice . Lorsque la fonction v est a valeurs
dans R?, on notera

[o-nlr = vi-m + vama, (3.26)

1. Lavantage de ce formalisme par rapport a celui ot le saut est défini par la différence
(v2 — v1) est qu'il n'est pas nécessaire de choisir @ priori une orientation a-travers F
pour calculer le saut.
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le saut de la composante normale de » -travers . En dimension 3, on définit
le saut de la composante tangentielle de v a-travers F par

[oXnllp = v1Xn1 + vaXny. (3.27)

3.3.3 Maillages conformes et relations d'Euler

Définition 3.18 (Maillages conformes). Un maillage conforme est un
maillage ot lintersection de deux mailles distinctes est soit vide, soit un sommet,
soit une aréte, soit une face.

La figure 3.4 présente un exemple et un contre-exemple de maillage conforme.
Les maillages conformes présentent deux intéréts : d’une part, ils sont utiles
dans la construction d’espaces d’approximation H'-conformes (voir la sec-
tion 3.5) et d’autre part, sur de tels maillages, on dispose des relations d’Euler.

Figure 3.4 - A gauche : deux mailles triangulaires dans un maillage
conforme; a droite : trois mailles triangulaires dans un maillage non-
conforme.

Lemme 3.19 (Relations d’Euler). Soit 7, = {K,.}1<n<n,, un maillage
conforme. On note Q, Uintérieur de\J2™, K.

(i) En dimension 2, soit I le degré de multiple connexité' de O, Ny le nombre
darétes du maillage, Ny le nombre de sommers, Na‘? le nombre darétes

situées sur la frontiére de ), et N2 le nombre de sommets situés sur la
frontiére. Alors, on a

Nma 7Nar + jvso =1- [, (328)
NS~ N2 =o. (3.29)

1. 7 est le nombre de « trous » dans ().

61




3 « Eléments finis 3.4 Génération d'éléments
de Lagrange finis de Lagrange

62

De plus, si les mailles sont des polygones & v sommets, on a

2Ny = N = vNpa. (3.30)
En particulier, 2Ny — Na(? = 3Nma pour un maillage par des triangles et
2Ny — N = 4Nma pour un maillage par des quadrangles.

(i) En dimension 3, soit I le degré de multiple connexité de (Y, ] le nombre
de composantes connexes de la frontiére de V), Ni, le nombre de faces du
maillage, Nyt le nombre d'arétes, Ny, le nombre de sommets, Ng le nombre
de faces situées sur la frontiere de O, N2 le nombre d'arétes situées sur la
[frontiéres et 1\/;2 le nombre de sommets situés sur la frontiére. Alors, on a

Nma_Nfa+Nar_]\/s0:_l+[_]7 (331)
N = Nol + Ng =20 = D). (3.32)
De plus, si les mailles sont des polyédres a v faces, on a

2Ng — NP = viNpa. (3.33)

En particulier, 2Ng, — N = 4Nma pour un maillage par des tétraédres et
2Ng — NP = 6Nua pour un maillage par des hexaédres.

3.4 Génération d’'éléments finis
de Lagrange

On considere un maillage 7}, construit a partir d’'un élément fini géométrique
{[A( , T)géo, Egéo}. Un maille K € 7, est donc 'image de K par la transforma-
tion géométrique 7k définie en (3.23).

Etant donné un élément fini de Lagrange {K,P,3}, quon appelle élément
fini de référence, I'objectif de cette section est de générer une famille d’éléments
finis de Lagrange

{K, Pk, 2k YkeT, (3.34)
On désigne par {21, ..., 4y} les nceuds de 'élément fini de référence et par
{61,...,0,} les fonctions de forme correspondantes.
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Proposition 3.20. Soit K € T),. On pose Px = {po T ' ;p € T’} Pour tout
i€{1,...,n}, onpose ag ; = Tx(a;). On désigne par S les degrés de liberté
associés aux neuds {ag 1, . .., ak ,} dans K. Alors, le triplet {K, Px, Sk} est
un élément fini de Lagrange.

Les fonctions de forme de I'élément fini {K, Px, 2k} sont définies par
b= 00T ie{l...m), (3.35)
et [opérateur d'interpolation local par
n
I CK) 30— > wlag,) Ok, € Pk. (3.36)
i=1
Une propriété importante de Ill}ag est que pour tout » € C°(K),

%o Ti) = L) o T, (3.37)

ol I]?ag désigne P'opérateur d’interpolation local associé a I'élément fini de

s DS ” S L .
référence {K,P,X}. Une deuxiéme propriété importante de Z*® est la sui-
vante :

Théoreme 3.21. On suppose que :
(i) la transformation Ty est affine ;
(i) PpCPerk+1>2.

On note by le diamétre de K et pi le diametre de la plus grande boule inscrite
dans K ; voir la figure 3.5. On pose
hi

WK — —. (338)
Px

hi

Figure 3.5 — Paramétres géométriques hi et px associés a un triangle.
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Alors, il existe une constante ¢, indépendante de K, telle que pour rout
v € H*"\(K) et pour tour m € {0,... k + 1},

La; ft+1—
lv — T80k < b TR 0]k k- (3.39)

Lestimation (3.39) montre que la précision de 'opérateur d’interpolation IIL(ag
est d’autant meilleure que le parametre g est petit (Wx est, par définition,
supérieur a 1). Par exemple, si K est un triangle, le parametre wy est inver-
sement proportionnel & sin @x ol @i est le plus petit angle de K'; il empire
donc avec 'aplatissement du triangle K. Par ailleurs, I'hypothese £ + 1 > £
est une hypothese technique qui garantit que H**1(K) ¢ C°(K); on ob-
servera que cette hypothese nest pas restrictive en dimension 2 et 3 des que
k > 1. Enfin, lorsque la fonction 4 interpoler n'est pas suffisamment régulire,
par exemple si v € H'(K) et v ¢ HHK) pour un entier s < 4, l'estima-
tion (3.39) devient

v — T80), k. < chig "o ks (3.40)

pour tout 72 € {0, ..., s}.

3.5 Espaces H'-conformes

Définition 3.22. On dit qu'un espace vectoriel V), de fonctions définies sur un
domaine (Y, est H' -conforme si V), C HY(Q)).

3.5.1 Construction

Soit {[?, P, i} un élément fini de référence. Soit 7, un maillage de ). On
désigne par {K, Px, 2 } ke, 1a famille d’éléments finis de Lagrange générés
selon la proposition 3.20. On pose

W), = {v, € L*(Q) ; VK € T}, vylx € P} (3.41)

1l est important d’observer qu'a ce stade, lespace W), n’est pas H'-conforme
car les fonctions de W), peuvent étre discontinues aux interfaces entre les
mailles. On pose

V, = W,nC°Qy) = {v, € W;VF € Fj, [)]r = 0}).  (3.42)
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On a le résultat suivant.

Proposition 3.23. V), C H'((),).

Afin de construire simplement une base nodale de 'espace V}, on suppose que
le maillage 7}, est affine et conforme (voir les définitions 3.17 et 3.18) et on

fait les hypotheses suivantes sur 'élément fini de référence {K, P, 2.}

(i) Toutes les faces de K ont le méme nombre de noeuds et la disposition de
ces nceuds est la méme sur chaque face'.

(ii) La restriction d’'une fonction de P i une face de K est déterminée de
mani¢re univoque par les valeurs que cette fonction prend aux nceuds
de K situés sur cette face.

Tous les éléments finis de Lagrange présentés dans la section 3.2 satisfont ces
deux hypotheses.

VAVARY,V,

Figure 3.6 — Réunion des noeuds de Lagrange associés aux différentes
mailles; exemple pour I’élément fini de Lagrange PP, en dimension 2.

On note {a1,...,ay} = Ukeﬂ{"K,lv ..., aK »} la réunion des nceuds de
tous les éléments du maillage, les nceuds situés aux interfaces n’étant compta-
bilisés qu’une fois ; voir la figure 3.6. Soit #; un nceud du maillage.

(i) Si le nceud 4; appartient a l'intérieur d’'une maille K, on définit ¢;
comme la fonction qui coincide avec la fonction de forme associée au
neceud 4; dans K et qui vaut zéro sur les autres mailles.

1. Cette hypothése signifie qu'en considérant deux faces F; et > de K, pour toute
transformation affine envoyant F; sur /5, I'image de I'ensemble des nceuds de F; est
I’ensemble des nceuds de /.

65



3 « Eléments finis 3.5 Espaces H'-conformes
de Lagrange

66

(i) Sile nceud a; est partagé par plusieurs mailles, on définit ¢; comme la
fonction qui coincide avec la fonction de forme associée au nceud 4; sur
chacune de ces mailles et qui vaut zéro sur les autres mailles.

Proposition 3.24. Pour tour i € {1,...,N}, ¢; € V). De plus, la famille
{¢1,...,¢n} forme une base de V.

On dit que les fonctions {¢1,..., ¢y} forment la base nodale de V). Ces
fonctions sont également appelées les fonctions de forme dans Vj,. Pour tout
i€ {1,...,N}, on définit la forme linéaire

Yi:V, €vy — vy(a;) € R (3.43)

Il est clair que la famille {1, . .., yn} forme une base de £(V); R). Les formes

linéaires {71, ...,yn} sont appelées les degrés de libert¢ dans V).

3.5.2 Exemples fondamentaux

Deux exemples fondamentaux d’espaces /' -conformes sont les suivants' :
Piy = {0, € C°(Q) s VK € T, v, 0 T € B}, (3.44)
QL) = {v, €C°(Qy) VK € Ty, vy 0 Ty € Q- (3.45)

Le tableau 3.5 indique la dimension de ces espaces pour # € {1,2,3}. La fi-
gure 3.7 illustre les fonctions de forme dans les espaces PCI’ 5 €t PCZ’ , en dimen-

sion 2. Les fonctions de forme dans P!, sont également appelées fonctions
.

chapeau en référence 2 la forme de leur graphe. Par la suite, on considérera

également les espaces suivants :

Pf,h,o ={y € Pf,h s vloa, = 0%, (3.46)
Qo = {oy € Qs wiloaa, = 0} (3.47)

1. Les transformations 7 étant affines, on a :

Pt ={v, €C°Q)); VK € Ty, vylx € P4}
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Tableau 3.5 — Dimension des espaces Pfyh et Ofy,, en dimension 2 et 3 pour
k € {1,2,3}. Les notations sont définies dans le lemme 3.19.

espace d k=1 k=2 k=3
Pk, 2 Ny, Ny + Ny Ny + 2Ny + Ny
Q, 2 Nio Ni + No + Ning Ny + 2No + 4N,
Pfh 3 Nqo N, + N Ny, + 2N, + Ng,
o, 3 N, Ny + Ny + Ni + N, Ny, + 2N, + 4Ng, + 8N,

Figure 3.7 - Fonctions de forme dans les espaces P!, et P?, en dimension 2;
a gauche : fonction chapeau dans |'espace P! , ; au milieu : fonction de forme
dans P?, associée & un sommet du maillage; & droite : fonction de forme

dans Pf,, associée a un milieu d'aréte du maillage (son support est réduit
aux deux mailles partageant I'aréte en question).

3.5.3 Projections orthogonales

Soit un entier # > 1. On considere les projections orthogonales
my: (@) — Py, (3.48)
0y H'(@Q) — Py, (3.49)

associées aux produits scalaires :

(v, w)o 0 =/uw et (v,w) 0 =/uw+/V1/-Vw, respectivement.
Q Q Q
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En d’autres termes, on a
Voe ), Vo el M80) 000 = @00, (3.50)
Voe H'(Q), Vo, el ([D0), 0010 = @010 (BS)

Lopérateur Hl’}/f est appelé projectenr elliptique. On peut également considé-

rer la projection orthogonale de Hj(Q)) dans P* 1.0 avec le produit scalaire
Jo Vo-Vw. Ce projecteur satisfait les mémes propriétés que celles énoncées

ci-dessous pour 'opérateur Hi:/f.

Les projecteurs HS:: et Hl”/f satisfont les propriétés de stabilité suivantes :
Vo e @), [Zelloa < [lvfoe (3.52)
voe H'@Q), [05elha < o). (3.53)

De plus, si la famille {7,},~¢ est qua51—un1forrne, il existe une constante c,
indépendante de 4, telle que

Vo e H'(Q), T e <ellvlla- (3.54)

De plus, les projecteurs Hc e ' o sont tels que:

(i) il existe une constante ¢ telle que pour tout 4, pour tout / € {1,..., k}
et pour tout v € H™H(Q),

v — h(” lo.o < e Molir0, (3.55)

lv =T @la < ehlelis.03 (3.56)

(i) si € est convexe, il existe une constante ¢ telle que pour tout 4, pour
tout / € {1,..., k} et pour tout v € H'71(Q),

Hv—HI,,(v)Ilon eH ol ,05 (3.57)

(iii) si la famille {7),}>¢ est quasl-umforme, il existe une constante ¢ telle
que pour tout 4, pour tout / € {1,. .., k} et pour tout » € H'*1(Q),

Hv—Hoh(v)lhn cHolis1.0- (3.58)

Des résultats analogues existent pour des opérateurs de projection orthogonale

sur les espaces Qﬁ,y définis en (3.45).
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3.6 Interpolé de Lagrange sur un maillage

Soit {K,P,3} un éément fini de référence. Soit 7, un maillage affine et
conforme de €). On désigne par {K, Px, 3k } xe7; 1a famille d’éléments finis
de Lagrange générés selon la proposition 3.20. Soit V), l'espace H'-conforme
construit dans la section 3.5. On désigne par {¢1,...,¢x} la base nodale
de V), et par {a1,...,an} les nceuds associés. Lopérateur d’interpolation de
Lagrange est défini comme suit :

N
,5:C° ) 50— > vla)ei € V. (3.59)

i=1
On observera que pour tout K € 7, et pour tout v € '),
(Z,%0) [k = T8(|x). (3.60)

En d’autres termes, la restriction de I'interpolé de Lagrange 4 une cellule du
maillage coincide avec l'interpolé de Lagrange local appliqué a la restriction
de la fonction 2 interpoler.

Définition 3.25 (Régularité d’une famille de maillages). On dit que la
Jamille de maillages { T}~ est régulitre 57l existe une constante wy telle que

Vh, VK € T, wyx < Wo, (3.61)
ot Wy est défini en (3.38).
Théoreme 3.26. On suppose que :
(1) {7} y>0 est une famille réguliere de maillages affines et conformes ;
(i) PpCPerk+1>2.
Alors, il existe une constante ¢ telle que pour tout h et pour tour v € H**1(Q),
lo = Z;%0llo.0, + hlv— T, %010, < cH " olesr g, (3.62)

De plus, pour toutm € {2,..., k+ 1}, ona

1

2
L —
S lv—Z 50k <chT 0k, (3.63)
KeT,
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Ce théoreme est une conséquence directe du théoreme d’interpolation lo-
cal 3.21. On notera que 'hypothese portant sur la régularité de la famille
{7,})>0 permet de contrdler uniformément les rapports Wy qui apparaissent
dans (3.39). Enfin, lorsque la fonction 2 interpoler n'est pas suffisamment
réguliére, par exemple si v € H'(Q) et v ¢ H''(Q,) pour un entier
s€{l,...,k}, estimation (3.62) devient

Lag Lag

lv =, vllo,0, + Alv —I,%vl1,0, < vl g, (3.64)

3.7 Interpolation isoparamétrique

Lorsque le probléeme modele est posé sur un domaine a frontiere courbe et
> . -1 712 . e z 2 z >
quon souhaite utiliser un élément fini de référence de degré élevé, on n'ob-
tiendra des propriétés d’interpolation optimales que si la fronti¢re du domaine
est décrite avec une précision suffisante. On doit donc utiliser un élément fini
géométrique de degré élevé. Ces considérations motivent la définition sui-

vante.

Définition 3.27 (Interpolation iso- et subparametrlque) Soit {K P E}

[élément fini de référence et soit {K, Pgm,Egm} lélément fini géométrique.
Lorsque ces deux éléments finis sont les mémes, on parle d’interpolation isopa-
ramétrique. On parle d'interpolation subparamétrique lorsque Posy C P er
Pyo # P.

On suppose par exemple que I'élément fini de référence est I'élément fini de
Lagrange P, en dimension deux. Si I'élément fini géométrique est I'élément
fini de Lagrange P; (le maillage est alors composé de triangles), I'interpo-
lation est subparamétrique. Si I'élément fini géométrique est 'élément fini
de Lagrange PP, (le maillage peut alors contenir des triangles courbes; voir
ci-dessous pour un exemple de construction), I'interpolation est isoparamé-
trique.

3.7.1 Un exemple de maillage par des triangles courbes

Cette section présente une technique simple permettant de générer a partir
d’un maillage affine de triangles un maillage contenant des triangles courbes
qui décrivent mieux la frontiere du domaine lorsque celle-ci est elle-méme
courbe. Le principe consiste 2 ne modifier que les triangles ayant une aréte de
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bord, c’est-a-dire une aréte dont les deux sommets sont sur la frontiére, et a

conserver tels quels les autres triangles.

Pour fixer les idées, on présente I'algorithme dans le cas ot 'élément fini géo-
métrique est 'élément fini de Lagrange ;. Les arétes des triangles courbes
sont donc des coniques.

)

(i)

(iii)

Soit K un triangle dont une des arétes a ses deux sommets sur la fron-
tiere 9€). On note {4, ..., bngéo} les noeuds géométriques de K. Dans

Pexemple considéré, ng, = 6 et les nceuds géométriques du triangle K
sont ses trois sommets et les milieux de ses trois arétes.

Pour chaque b; avec i € {1,...,ng.}, on construit un nouveau nceud

g de la maniere suivante :

e Si b; est situé sur une aréte ayant ses deux sommets sur la frontiére,
on construit le point g; comme l'intersection avec 9€) de la normale
a laréte en question passant par &;.

e Sinon, on pose simplement g; = &;.

On remplace K par le triangle courbe X' = TK([? ) ou1
o
VEEK,  Tx® =) g, (3.65)
i=1
{@1, .. 7$”gé0} étant les fonctions de forme de I'élément fini de La-
grange P>.

Lalgorithme ci-dessus est illustré sur la figure 3.8.

b

%
00"\ I b

bé

b1

Figure 3.8 - Construction d’un triangle courbe prés de la frontiere.
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3.7.2 Un résultat d’interpolation isoparamétrique

En sinspirant de la construction présentée dans la section précédente,
on considere ici des maillages non-affines obtenus par transformation de
maillages affines. La question est alors de savoir comment étendre la notion
de régularité (voir la définition 3.25) & de tels maillages.

Soit {'ﬁ}h>0 une famille de maillages affines. On pose ﬁh UI(ET K. Soit
un entier kg, 2> 2. On considere une transformation £, : ﬁ;, — Q) = F;?(Q;,)

telle que pour tout K e 77,, Fylz € [P 4. Pour tout h > 0, cette transfor-

]
6o >
mation permet de construire un nouveau maillage 7, = {F,(K)}z_7 .
Définition 3.28. On dit que la famille de maillages {7} )~ est réguliere si
la famille {T}} )~ est réguliere selon la définition 3.25 et si les transformations
{F}}p>o satisfont les propriétés suivantes :

() la restriction de F, & une maille K de T, est lidentité si 0K N9, = & ;

(ii) SUp. 5, dist(x, 0Q) < c b oir la constante ¢ est indépendante de b ;

(iii) la matrice jacobienne de F), et son inverse sont bornées sur (Y, uniformément
en h, ainsi que toutes leurs dérivées jusqu'ie lordre kgs,.

L5 a0 1 . = ~L
Soit {K, P, 2} un élément fini de Lagrange tel que P4 C P. On note Z,*
'opérateur d’interpolation construit en utilisant {K, P, %} comme élément
fini de référence et 7, comme maillage. Pour » € C°(€),), on pose

I, %0 = [I,%(wo F))l o F; . (3.66)

. . . FL

La fonction v o Fj est dans C°(€),) ; elle appartient donc au domaine de Z,*¢.
L e L

De plus, on observe que Z,**v est une fonction définie sur €),. Pour simplifier,

on suppose que les degrés de liberté de 'élément fini de Lagrange ont été

choisis de sorte que l'interpolé de v soit dans A 1(Q,) ; voir la section 3.5.

Théoreme 3.29. On suppose que k + 1 > 4 et que la famille de maillages
{T)} >0 est réguliere selon la définition 3.28 avec kgso = k. Alors, il existe une

constante ¢ telle quepour tout b et pour tout v € H*"1(Q),),

L 3
||lv—Z ,7 v||ogh+b|v— agvhgh ch +1|U‘/€+1,Qh. (3.67)
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a3
a4

Tk

=)

a
ai

o~ ~

a1 a

Figure 3.9 — Transformation non-affine du carré de référence en un quadrangle.

On pourra consulter Brenner et Scott [20, p. 117] pour la preuve de ce ré-
sultat. Voir également Ciarlet [28] pour une autre extension de la notion de
régularité.

3.7.3 Interpolation sur des quadrangles

On considére un domaine polygonal de R* quon suppose maillé par des qua-
drangles. Lélément fini géométrique est donc 'élément fini de Lagrange Q;.
Ceci implique, en particulier, que les transformations 7k ne sont pas néces-
sairement affines.

Pour un quadrangle K € 7, on note hgx son diamétre et on pose
q g
px = minjg;<4pi ol p; est le diametre du cercle inscrit dans le triangle
formé par les trois sommets (#;);; de K. On pose
4)j

Px

On dit que la famille de maillages {7},},~0 est réguliere s'il existe wy tel que
pour tout 4 et pour tout K € 7), wg < w.

On suppose que 'élément fini de référence est I'élément fini de Lagrange Q;
etquek + 1> ‘21’1. Pour tout K € 7}, on considere I'opérateur d’interpolation

local ;7% défini en (3.36). On considere également Popérateur d’interpolation
global I;ag défini en (3.59). On a le résultat suivant.
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Théoreme 3.30. 1/ existe une constante c telle que pour tour K € Ty, pour tout
v € H*"Y(Q) et pour tourm € {1,... k + 1},

L /3

o= Z80)lox < cwrhic olir ks (3.69)
Lag 4m—1h/e+1—m

v — I < cwy % [v]p+1,k- (3.70)

De plus, si {T),} >0 est une famille réguliere de maillages conformes, on a pour
tout b et pour tout v € H (),

La; L 3
o —Z,%v]l0.0 + hlv — Z,%0]1.0 < ¢ olhe1.0, (3.71)

et pour vourm € {2,..., k + 1},

1

2

2x | <ol a (3.72)

L
> llv =1,

KeT,

On pourra consulter Girault et Raviart [46, p. 104] pour plus de détails.
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4 - AUTRES ELEMENTS FINIS

Ce chapitre poursuit 'écude commencée dans le chapitre 3 sur les éléments
finis de Lagrange en I'étendant a d’autres types d’éléments finis pour lesquels
les degrés de liberté ne sont pas nécessairement définis a partir de valeurs
ponctuelles. On donne d’abord une définition générale d’un élément fini et
on construit l'opérateur d’interpolation local qui lui est associé. Puis, a 'aide
d’un maillage, on construit un opérateur d’interpolation global. Enfin, on
étudie I'élément fini de Crouzeix—Raviart, I’élément fini de Raviart—Thomas,
Iélément fini de Nédélec et les éléments finis de degré élevé.

4.1 Définition générale d’un élément fini
Conformément 2 la définition introduite par Ciarlet [27, 28], un élément fini
est défini comme un triplet {K, P, %} satisfaisant les conditions ci-dessous.
Définition 4.1. Un élément fini est un triplet {K, P, %} oir :

() K est une partie compacte, connexe, d'intérieur non-vide de R? dont la
[frontiére est lipschitzienne ; par exemple, un intervalle en dimension 1, un
polygone en dimension 2 ou un polyédre en dimension 3 ;

(ii) P est un espace vectoriel de fonctions (en général polyndmiales) p : K — R*
ol | est un entier positif;

(iil) X est un ensemble de ng formes linéaires {1, . .., Ou} agissant sur les élé-
ments de P et tel que lapplication linéaire

P3p — (01(p),...,0u(p) €RY, (4.1)

soit bijective; ce qui revient & dire que S, est une base de L(P;R). Les formes
linéaires {01, ..., 0} sont appelées les degrés de liberté de [élément fini.
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Soit {K, P, %} un élément fini. Puisque . est une base de L(P;R), il existe
dans P une base duale de 2. Cette base de P est notée {01, ...,0,}. Par
définition, on a

O‘l'(ej) = 8,]', i,j S {17...771{}. (4.2)

On rappelle que 8;; désigne le symbole de Kronecker tel que 8;; = 1sii = j
et 8;; = 0sii # j. Les fonctions {01, ...,0,} sont appelées les fonctions de
forme de I'élément fini.

La condition (iii) de la définition 4.1 est équivalente au fait que pour tout
(ag,..., oc,,f)T € R™, il existe un et un seul p € P tel que

oi(p) = o, ie{l,... n}.
Cette condition est également équivalente aux propriétés suivantes :

dim P = cardX = #y,
VpeP, (oip) =0,i€{l,....n}) = (p=0).

Cette propriété est connue sous le nom de propriété dunisolvance. Dans la
liteérature, on rencontre parfois une définition légérement différente d’un élé-
ment fini ol la bijectivité de I'application définie dans (4.1) n’est pas requise
pour que le triplet {K, P, %} soit un élément fini et si cette propriété est sa-
tisfaite, on parle d’élément fini unisolvant.

Définition 4.2. Soit {K, P, 3} un élément fini. Le plus grand entier k tel que
[PLI¥* C P est appelé le degré de ['élément fini.

Remarque 4.3

En général, les fonctions de P sont 2 valeurs scalaires si bien que p = 1. Deux
exemples d’éléments finis & valeurs vectorielles ot . = d sont I'élément fini de
Raviart-Thomas et I'élément fini de Nédélec; voir les sections 4.5 et 4.6, respecti-
vement.
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4.2 Opérateur d’interpolation local

Soit {K, P, 2} un élément fini. Lobjectif de cette section est de construire 2
partir de {K, P, %} un opérateur d’interpolation local, c’est-a-dire un opéra-
teur qui permette d’approcher des fonctions définies sur X (et a valeurs dans
R™) par des éléments de P dont les degrés de liberté sont convenablement
choisis.

Etant donné une fonction v, il semble naturel de définir son interpolé par
nf
PGS (4.3)
i=1

En effet, cet interpolé appartient bien 4 P et ses degrés de liberté sont les
mémes que ceux de v puisque I'on a pour toutj € {1,..., n},

aj | Y o) | =D 0i0)0j(0) = > 0:i(0)d; = o). (4.4)
i=1 i=1

i=1

On notera que le terme « interpolation » est utilisé ici dans un sens relative-
ment large puisque I'interpolé nest pas nécessairement construit en imposant
des valeurs ponctuelles en certains nceuds.

Afin de construire I'interpolé de manitre rigoureuse, il convient de préciser
quelles sont les fonctions que I'on peut interpoler. En d’autres termes, on doit
spécifier le domaine de définition de 'opérateur d’interpolation. Ce domaine
de définition est noté V(K). Les éléments de V(K) sont des fonctions de K
dans R". Lespace fonctionnel V' (K) doit satisfaire certaines propriétés mini-
males, en occurrence d’étre un espace vectoriel normé tel que :

(i) PCV(K);
(i) les formes linéaires {o1, . .., 0, } admettent une extension 2 V(K)'.

Cette deuxieme condition, qui signifie qu’il existe une constante ¢ telle que
pourtouti € {1,..., ¢} et pourtoutv € V(K), (0;, v)yxy ,vix) < |7l vk
est importante pour assurer la continuité de 'opérateur d’interpolation local
sur son domaine de définition.
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Définition 4.4. Lopérateur d’interpolation local Ty est défini comme suit :
Ix : VK) 30— Y 0i(0)6; € P, (4.5)

Lopérateur d’interpolation Zx est une projection de V(K) dans P. En effet,
pour tout p € P, en décomposant p dans la base des fonctions de forme selon
P = 222 %9, on obtient

nf

ng ng
Tkp =D 0ip)8i = > x0,(0)0; = Y 58,0, =p.  (4.6)

i=1 ij=1 iy=1

Par suite, pour tout v € V(K), il vient Zg (Zgv) = Zgv.

4.3 Opérateur d’interpolation global

Soit Q un domaine de R? et soit 7, = {Kn}1<mgn,, un maillage de €);
voir la section 3.3. On rappelle que le maillage 7), ne recouvre pas néces-
sairement {) et quon désigne par £}, l'intérieur de 'ensemble UZ‘;I K, La
construction d’un opérateur d’interpolation global sur le domaine €}, se fait
en suivant une démarche analogue a celle adoptée pour les éléments finis de
Lagrange : on choisit d’abord un élément fini de référence {K,P, i} et on
génere une famille d’éléments finis sur les mailles de 7}, puis on définit l'opé-
rateur d’interpolation global 4 partir de l'opérateur d’interpolation local sur
chaque maille.

4.3.1 Génération d’éléments finis

On choisit un élément fini de référence (K, 7’,3} On désigne par
{G1,...,04} ses degrés de liberté et par {/9\1, . ,6,,f} ses fonctions de
forme (2 valeurs dans R"™). On note V([?) le domaine de l'opérateur
d’interpolation local ; on a donc

Iz VK) 57 +— > 6:@)6; € P. (4.7)
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Afin de générer un élément fini sur une maille K € 7, il faut pouvoir passer
de fonctions définies sur X 3 des fonctions définies sur K. Ijgur cela, on doit
d’abord préciser la contre-partie de 'espace fonctionnel V(K) sur K, Cest-a-
dire un espace vectoriel normé V(K) de fonctions définies sur K et a valeurs
dans R*. On suppose qu'il existe un isomorphisme

Vi VK) — V(). (4.8)
Une facon simple de construire cet isomorphisme est de poser
b : VK) 3 v — vo Ty € V(K), (4.9)

ol Tk est la transformation géométrique envoyant K dans K ; voir la sec-
tion 3.3.1. La définition (4.9) est pertinente pour générer la plupart des élé-
ments finis mais n’est pas suffisamment générale pour couvrir tous les cas ; voir
par exemple 'élément fini de Raviart—Thomas et 'élément fini de Nédélec ot
on utilise la transformation de Piola.

Proposition 4.5. Soit K € T),. Alors, le triplet {K , Py, %k } défini par
K = Tx(K),
Pe={i' @) spe P, (4.10)
Sk = {{ok,iti<i<n s Ok, @) =0k (p), Vp € Pk},

est un élément fini.
Les fonctions de forme de I'élément fini {K, Pk, 2k} sont telles que

Ok =0 0),  ie{l,... m}, (4.11)
et [opérateur d’interpolation local est tel que
n
Ik : VIK) 30— > ok {(0)0k,; € Pk (4.12)
i=1
Une propriété importante de Zx est que pour tout v € V(K),

Tz Wk () = Ux Tk (). (4.13)
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Cette propriété résulte du fait que

nf

Tk (@) = Zai(¢K(V))§i = ox,i@xOk,) = Ux(Tx(v),

i=1 i=1

(4.14)
puisque g est linéaire. En d’autres termes, le schéma suivant est commutatif :
v —Y L v
7 Iz
P — Y% P

Une deuxie¢me propriété importante de Zx est la suivante.

Théoreme 4.6. On suppose que :
(i) la transformation Ty est affine ;
(i) [Pe* C P [H*" (K" C V(K).

Alors, il existe une constante ¢, indépendante de K, telle que pour tour
v e [H YK et pour tout m € {0, ...,k + 1},

v = Ticvlmi < chiy 7w o]k, (4.15)

ot Wy est défini en (3.38).

Remarque 4.7

On peut procéder a des changements d’échelle entre les degrés de liberté de I'¢l¢-
ment fini de référence et ceux de I'élément fini {K, Px, 2k }. Une construction
possible est la suivante. Pour toute maille X € 7}, on choisit un vecteur ag € R™
tel que ag; # 0 pour tout 7 € {1,...,n}. On définit le triplet {K, Px, 2%}
en prenant K et Px comme dans (4.10) et en choisissant les degrés de liberté
3% = {0% 1> 0%,, } tels que

0% Px 3 p — ag0:ix (), ie{l,...,n}. (4.16)
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Dans ces conditions, le triplet {K, P, 2%} est un élément fini. De plus, les fonc-

tions de forme de cet élément fini sont telles que 6% ; = u;’lidll;l(’éi) pour tout
i€ {1,...,n}, et lopérateur d’interpolation local est tel que
e
Ig:VIK) 30— > 0% (0% ; € Pk. (4.17)

i=1

Le théoreme d’interpolation local 4.6 s'applique également a 'opérateur d’inter-
polation Z¢ défini ci-dessus.

4.3.2 Espaces d'éléments finis totalement discontinus

On pose
W), = {0, € [LXQI* s VK € T, vylx € P} (4.18)

Lespace W), est souvent appelé un espace d'éléments finis totalement discontinu.
La terminologie fait référence au fait que les fonctions de W), peuvent étre
multi-valuées aux interfaces entre les mailles puisqu’elles ne satisfont aucune
condition de raccord. En d’autres termes, pour toute face F € .7-"}, telle quil
existe deux mailles K et K dans 7), telles que ¥ = K; N K>, on a a priori
pour tout x € F,

}gl} u(y) # ll_rgxl v (p). (4.19)

YEK] YEK)

Ceci ne pose pas de probleme théorique puisque 'ensemble (e r, F est de
mesure nulle.

Pour p = 1 et lorsque Px = P, pour tout K € 7, I'espace totalement
discontinu correspondant est noté

[d,/7 {Z/;, € L Q;,) VK € T, 1//?|1( S Pk}. (4.20)

Par la suite, il sera commode d’introduire les versions discretes des opérateurs
gradient et divergence définis sur Pﬁi ,, de la maniere suivante :
,

19 VK €T, (Vyu)lk = Vi),
(4.21)

Vy: td/ﬂ Su— Vyy, € [Ptd/,

V- [Ph ) 5 0y Vo, € de . VYK €T, (Vy0,)|x = V(0,]x)-

(4.22)
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Ces opérateurs consistent 4 évaluer localement le gradient ou la divergence sur
chaque cellule du maillage sans se préoccuper d’éventuelles discontinuités aux
interfaces (qui provoquent l'apparition de masses de Dirac surfaciques si les
dérivées sont prises au sens des distributions sur £);).

4.3.3 Construction de I'opérateur d’interpolation global

Lopérateur d’interpolation global est défini comme suit :

ng
Z,:DT;) >v — Z <Z 0K,i(”|1()91(,i) 1x € Im(Z;) C W,

KeT,

i=1

(4.23)
out 1x est la fonction indicatrice de K (1x vaut 1 sur K et O ailleurs). Le
domaine de définition de 7, cest-a-dire 'espace vectoriel des fonctions que
'on peut interpoler, est tel que

D)) = {v € [L*Q)]"; VK € T, v|x € V(K)}. (4.24)

Pour une fonction v € D(Z)), les quantités ok ;(v|x) ont bien un sens sur
chaque maille K" € 7}, et pour chaque indice 7 € {1, ..., n}.

On s’intéresse enfin a la précision de I'opérateur d’interpolation Z), : étant
donné un sous-espace Z de D(Z),) constitué de fonctions suffisamment régu-
lieres, on souhaite estimer l'erreur d’interpolation v — Z,v pour tout v dans
Z.
Théoreme 4.8. On suppose que :

() {7} y>0 est une famille réguliere de maillages affines ;

(i) pour tout K € T,, [P,]* € P C [H* 1 (K)* C V(K).
Alors, il existe une constante c telle que pour tout h et pour tout v € [H*! Q)1

1

k+1
lo = Tyollog, + D" D lv=Tplhx| <chMolesrg, (429
m=1 KeT,
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4.4 Eléments finis de Crouzeix—Raviart

4.4.1 Point de vue local

Soit K un simplexe de R?. On pose P = P; et on prend pour degrés de
liberté de p € P sa valeur moyenne sur les (¢ + 1) faces de K. On a donc

pouri € {0,...,d},
. 1
oilp) = mes(F) /FP (4.26)
On pose 3= {Ui}ogigd-

Proposition 4.9. Le triplet {K, P, %} est un élément fini.

Cet élément fini a été introduit par Crouzeix et Raviart [32]; voir égale-
ment Brezzi et Fortin [22, pp. 107-109]. Le tableau 4.1 présente les de-
grés de liberté et les fonctions de forme en dimension 2 et 3. Les cercles
noirs sur chaque face indiquent que le degré de liberté consiste a évaluer la
valeur moyenne sur cette face. En utilisant les coordonnées barycentriques
(N0, - - ., \y) définies en (3.7), les fonctions de forme sont telles que

0,00 = 1 —d\(x), ie{0,....d}. (4.27)

Tableau 4.1 - Degrés de liberté et fonctions de forme de I'élément fini de
Crouzeix-Raviart en dimension 2 et 3; en dimension 3, seuls les degrés de
liberté visibles sont représentés.

d=2 d=3

12, [0<i<2] 1-3\[0<i<3]
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On observera que 0;|, = 1 et 0,(s)) = 1 — 4 ol s; est le sommet opposé 2 la
face F;.

Un choix relativement simple pour le domaine de l'opérateur d’interpolation
local consiste a prendre

VRK) = (k). (4.28)

Linterpolé local de Crouzeix—Raviart est défini de la manigre suivante :

IR VRE) 30— Z <mesp / v) 0; € P1. (4.29)
F;

=0

4.4.2 Point de vue global

Pour simplifier, on suppose que le maillage 7, est affine et conforme. On
prend pour élément fini de référence {K,P, i} I'élément fini de Crouzeix—
Raviart. On choisit V(K) = C°(K), V(K) = C°(K) et lisomorphisme U5
défini en (4.9).

On construit la famille {K, Pk, Sk }xe7, comme dans la proposition 4.5.
Pour chaque K € 7}, en posant Fy ; = TK(E) pour tout 7 € {0,...,d},
ol {?70, . ,E{} sont les faces de K, les degrés de liberté s'expriment sous la
forme

Ok, () = 0’1(‘1’1( mes(F) / Yg(v) = m/ v. (4.30)
Fx

Vi
Par ailleurs, comme le maillage est affine, Px = P;. Par conséquent,
{K, Px,2k} est un élément fini de Crouzeix—Raviart.

Lespace d’éléments finis de Crouzeix—Raviart est défini comme suit :

= {1/;7 S Lz(Qh) s VK € T, v/,|1( c€P;VF € .7:;,, /[Iv/y]] = 0}.
(4.31)
Puisque le saut de ;, est linéaire sur F, la condition f[,[[v;] = 0 est équiva-
lente 4 la continuité de v, au barycentre de . Lindice inférieur dans Plt , fait

référence au fait que la condition [;.[z,] = 0 est souvent appelée le « patch—
test » d’ordre 0.
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Pour une face F € Fj, on définit la fonction ¢ € P;ln,h dont le support
est constitué du ou des deux simplexes contenant F et telle que sur ces sim-
plexes, la fonction ¢ coincide avec la fonction de forme de I'élément fini
de Crouzeix—Raviart associée a F. La figure 4.1 illustre le graphe d’une telle
fonction @r en dimension 2. La famille {¢r}re 7, est une base de P;r’ ;- Ceci
implique que

Ny sid =2,

4.32
Ny, sid = 3. (4.32)

dim P}, , =

Les fonctions {¢r} peF, sont appelées les fonctions de forme dans P;[, e

Figure 4.1 — Fonction de forme dans I'espace d'éléments finis de Crouzeix—
Raviart en dimension 2. Le support est indiqué en traits gras et le graphe en
traits fins.

Pour tout ' € F), on définit la forme linéaire yr : P;t’h Sy ﬁ(ﬂ Jrv R

On observe que méme si v, € P;t7 ,, peut étre multi-valuée sur F, la quantité
vr(v;) est bien définie de maniére univoque puisque || vy = 0. La famille
{YF}reF, est une base de L',(P;t7,7;IR). Les formes linéaires {yr}rc 7, sont
appelées les degrés de liberté dans Pét7 B

Lopérateur d’interpolation de Crouzeix—Raviart est défini comme suit :
c _
R Q) 50— Z (ﬁw) / v> ©r € P;tv,,. (4.33)
FEF, r

Lopérateur Z;® satisfait les conclusions du théoréme d’interpolation 4.8 pour

k=1
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4.5 Eléments finis de Raviart-Thomas

4.5.1 Point de vue local

Soit K un simplexe de R?. On considere I'espace vectoriel des polyndmes 2
valeurs dans R? défini par

RTo = [Po]” @ xPo. (4.34)

Il est clair que RTy est un espace vectoriel de dimension (4 + 1). On prend
pour degrés de liberté de p € RT l'intégrale de la composante normale de p
sur chacune des (¢ + 1) faces de K. On a donc pour 7 € {0,...,d},

O'i(P):/FP'”i- (435)

On pose 2 = {Gi}0§i<d~
Proposition 4.10. Le triplet { K, RTo, 2} est un élément fini.

Cet élément fini a été introduit par Raviart et Thomas [62] ; voir également
Brezzi et Fortin [22, p. 113], Quarteroni et Valli [61, p. 82]. II est utilisé,
par exemple, dans les problemes de mécanique des fluides ot les fonctions &
approcher représentent des vitesses qui doivent satisfaire certaines propriétés
de conservation. Le tableau 4.2 présente les degrés de liberté et les fonctions
de forme en dimension 2 et 3. Les fleches sur chaque face indiquent que le
degré de liberté consiste a évaluer l'intégrale de la composante normale sur
cette face. Les fonctions de forme s'écrivent de la maniere suivante :

1
d mes(K)

ol s5; est le sommet opposé 4 la face Fj. On observera que la composante
normale de 0; est constante sur la face F; et est nulle sur les & autres faces
de K. La figure 4.2 présente une illustration graphique des fonctions de
forme en dimension 2. En dimension 3, pour 7 € {0, 1,2, 3}, on considére
une face F; dont les sommets s, 5, et 5, sont numérotés de sorte que
[(sp — 54) X (s4 — 5,)]-n; > 0 dans ces conditions, on a

8, = 20, VA XV, + N VA XVN, + N, VN, XVA,). (4.37)

0:(x) = (x — 1), i€{0,...,d}, (4.36)
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Tableau 4.2 - Degrés de liberté et fonctions de forme de I'élément fini de
Raviart-Thomas en dimension 2 et 3; en dimension 3, seuls les degrés de
liberté visibles sont représentés.

d=2 d=3

ﬁs(m()(—si) 0<i<2] ﬁs(K)(X—Si) 0<i<3]

O

NN\
NN\
SSONONNN
SSSONNNN N
NN N

Figure 4.2 — Représentation graphique des fonctions de forme de I'élément
fini de Raviart-Thomas en dimension 2.

Un choix relativement simple pour le domaine de 'opérateur d’interpolation
local consiste a prendre

VE(K) = [H'(K))". (4.38)

En effet, la trace d’'une fonction de [H'(K)]? sur une face de X est bien
intégrable sur cette face; voir la section A.4. Linterpolé local de Raviart—
Thomas est défini de la maniere suivante :

d
Ix VK 30— Y < / y.n,-> 6, € RT,. (4.39)
F;

=0
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Lopérateur d’interpolation ZX! est tel que
voe VRI(K),  wk(Vo) = V(I ), (4.40)

ot Ty désigne le projecteur orthogonal de I*(K) dans Py (pour tout
w e I*(K), ﬂ%w = ?ISK J, « w). En d’autres termes, le diagramme suivant
est commutatif :

V) — Y P
o o
RT, v P,

4.5.2 Point de vue global

Pour simplifier, on suppose que le maillage 7}, est affine et conforme. On

prend pour élément fini de référence (K, 7’72} *élément fini de Raviare—
Thomas. On choisit V(K) = [H'(K)]* et on définit V(K) de maniére ana-
logue. Lisomorphisme entre V(K) et V(K) est la transformation de Piola dé-

finie comme suit :
U : VK) 3 v — Y@@ = det(fi) Jg ' [vo Te®)] € V(K), (4.41)

ol J est la matrice jacobienne de 7.

On construit la famille {K, Px, Sk }xe7, comme dans la proposition 4.5.
Pour tout K € 7, et pour tout 7 € {0,...,d}, on pose Fx ; = Ti(F) o
{?70, e ,ﬁd} sont les faces de K. On vérifie que :

(i) pour tout 7 € {0,...,d}, les degrés de liberté sur K sont tels que
og,i(v) = fF;( v-ng,; ol ni ; est la normale extérieure & K sur Fi ;;

(ll) P]( = RT().
Par conséquent, {K, Px, %k } est un élément fini de Raviart—Thomas.

Lespace d’éléments finis de Raviart—Thomas est défini comme suit :

Dy, = {v, € [LXQ1 ; VK € T}, vyl € RTo,VF € F, [wynllz = 0}.
(4.42)
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Cet espace est tel que
D, C H(div; Q) = {v € [L*(Q))]"; Vv € I*(Q))}. (4.43)

On dit que l'espace D, est H (div)-conforme.

Pour une face F € F), soit ny un vecteur unitaire normal 2 F (sa direction
est sans incidence pour la suite). On définit la fonction ¢ € D, dont le
support est constitué du ou des deux simplexes contenant F et telle que sur ces
simplexes, la fonction ¢f coincide (au signe pres) avec la fonction de forme
de I'élément fini de Raviart—Thomas associée 4 F. La famille {¢@7}rcr, est
une base de Dj,. Ceci implique que

dimp, = | M 14 =2, (4.44)
Nfa sid = 3.

Les fonctions {@r}re 7, sont appelées les fonctions de forme dans Dj,.

Pour tout F € F},, on définit la forme linéaire vz : D), 5 v, — fF v, ng € R.
La famille {yr}re 7, est une base de £(Dj; R). Les formes linéaires {yr} re 7,
sont appelées les degrés de liberté dans D,

Lopérateur d’interpolation de Raviart—Thomas est défini comme suit :
I}fT : [Hl(Q;y)]d Sv — Z (/ v-np> ©r € Dy (4.45)
FeF, NE

Théoreme 4.11. Avec les hypotheéses ci-dessus, il existe une constante c telle que
pour tout K € T), et pour tout v € [H (K))? tel que V-v € HY(K),

lo — I llo.x < cwrhkloh k. (4.46)
IV-(v = TR ok < ¢ bl Vool g, (4.47)

ot @y est défini en (3.38). De plus, si la famille {T),} )~ est réguliére, on a pour
tout b et pour tout v € [HY Q] tel que NV -v € HY(Q,),

T T
lo—Z5" sllo.q, + |V-(0—T;"5)|

Lo, + V-2l

0,0, < ch(|lv 1.0,) (4.48)
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4.6 Eléments finis de Nédélec (ou d’aréte)
4.6.1 Point de vue local

Soit K un simplexe de R? avec 4 = 2 ou 3. On considére 'espace vectoriel
des polynémes A valeurs dans R? défini par

Ny = [Po]* @ Po(x2, —xl)T en dimension 2, (4.49)
No = [Po]> @ (x X [Po]’)  en dimension 3. (4.50)

On désigne par 7. le nombre d’arétes de X; onadoncne = 3sid = 2 et
gne p
ne = 6sid = 3. On désigne par {e;}1<;<, l'ensemble des arétes de K et
pour chaque aréte ¢;, on choisit un vecteur unitaire tangent qu’on note . On
prend pour degrés de liberté de p € Ny l'intégrale de la composante tangente
de p le long des 7. arétes de K. Pourz € {1,..., n.}, les degrés de liberté sont
) IR )

donc définis de la maniére suivante :

oi(p) = /,Mi. (4.51)

i

On pose 2 = {0} 1<i<n.-
Proposition 4.12. Le triplet {K,No, %} est un élément fin.

Cet élément fini a été introduit par Nédélec [59]. 1l intervient, par exemple,
dans les problemes d’électromagnétisme et de magnéto-hydrodynamique;
voir, par exemple, Bossavit [16, Chap. 3]. Le tableau 4.3 présente les degrés
de liberté et les fonctions de forme en dimension 2 et 3. Les fleches sur
chaque face indiquent que le degré de liberté consiste a évaluer I'intégrale de
la composante tangentielle (orientée dans le sens de la fleche) sur cette aréte.
On observera que la composante tangentielle de 6; est constante le long de
laréte ¢; a laquelle elle est associée et est nulle le long des autres arétes. La
figure 4.3 contient une représentation graphique des fonctions de forme en
dimension 2. Enfin, en dimension 3, on peut également écrire les fonctions
de forme de la manitre suivante. Pour /,/ € {0,1,2,3}, on note ey le
numéro de I'aréte comprise entre les sommets s; et s et pour / € {0, 1,2,3},
on note A; la coordonnée barycentrique associée au sommet s;; dans ces
conditions, les fonctions de forme {61, ..., 06} sexpriment sous la forme

96(17//) = 7\1V)\1/ — )\I/V)\[. (452)



(© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

4 ¢ Autres éléments finis 4.6 Eléments finis de Nédélec

(ou d'aréte)

Tableau 4.3 — Degrés de liberté et fonctions de forme de I'élément fini
de Nédélec en dimension 2 et 3. En dimension 2, pour i € {1,2,3}, s5;_1
désigne le sommet opposé a l'aréte e; et R : R? — R? la transfor-

mation telle que R(x1,X2) = (x2, —x1). En dimension 3, seuls les degrés
de liberté visibles sont représentés. De plus, on a introduit I'application
jA{1,...,6} 50 — ji) € {1,...,6} telle que j(i) soit I'indice de I'aréte

opposée a e;, c'est-a-dire de la seule aréte de K qui n’intersecte pas e;; m;
désigne le point milieu de e;.

d=2 d=3
R(X —Si_1) (x —mj) X ti;
t- [R(E5 — 5;_1)] mes(ey) ti-[(m; — my) X ;] mes(ey)

ie{1,2,3}, iy, #i—1] lie{l,. .. 6}

Figure 4.3 — Représentation graphique des fonctions de forme de I'élément
fini de Nédélec en dimension 2.
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Un choix relativement simple pour le domaine de I'opérateur d’interpolation
local consiste a prendre

vNWK) = [H'(K)). (4.53)

Linterpolé local de Nédélec est défini de la maniere suivante :
TR VNK) S0 — Y (/ v-tl') 0, € No. (4.54)

Lopérateur d’interpolation Z}' satisfait les propriétés suivantes.

(i) Endimension 2 ou 3, pour tout v € H*(K), III}I(Vv) = V(I}(U) oll I}(U
est l'interpolé de Lagrange IP; de v. En d’autres termes, le diagramme
suivant est commutatif :

HEK) —Y o [H &)
| 2
Py Vv Np

(i) En dimension 3, pour tout v € [H*(K))?, IET(VXU) = VX(III}IU). En
d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif :

P — o 5 @)
v lz}?
No VX RTy

4.6.2 Point de vue global

Pour simplifier, on suppose que le maillage 7}, est affine et conforme. On
se place en dimension 3 (une construction analogue est possible en dimen-
sion 2). On prend pour élément fini de référence {K, ﬁ,g} I'élément fini
de Nédélec. On choisit V(IA( ) = [H 1(IA\( NE et on définit V(K) de maniere
analogue. Lisomorphisme entre V(K) et V(K) est la transformation de Piola
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4.6 Eléments finis de Nédélec

4 o Autres éléments finis
(ou d'aréte)

définie comme suit :

Y s VIK) 30— I )@ = JElvo Tx®] € VK).  (4.55)
On construit la famille {K, Px, Sk }xe7, comme dans la proposition 4.5.
On désigne par {e1,...,%} les arétes de K et pour tout 7 € {1,...,6}, on
désigne par ex; = Ti (&) les arétes correspondantes de K. Soit 7 un des
vecteurs unitaires portés par ¢;; alors, tx; = Tx (%) est un vecteur unitaire

porté par ex ;. On vérifie que :
(i) pour tout 7 € {1,...,6}, les degrés de liberté dans K sont tels que
oi(v) = fe,(“ VIR i
(i) Px = No.
Par conséquent, {K, Pk, 2k} est un élément fini de Nédélec.

Lespace d’éléments finis de Nédélec est défini comme suit :

Ry = {v, € [LXQ)) s VK € Ty, vlxc € No5 VF € Fj, [0, Xn]lr = 0}.
(4.56)

Cet espace est tel que
R, C H(rot; ) = {v € [L*(Q)]’ ; VXv € [L*(Q,)]*}. (4.57)

On dit que I'espace Rj, est H (rot)-conforme.

Pour une aréte ¢ € &), on choisit un vecteur unitaire porté par ¢, que 'on
désigne par 7, (sa direction est sans incidence pour la suite). On définit la
fonction ¢, € R, dont le support est constitué du ou des simplexes contenant
e et telle que sur ces simplexes, la fonction ¢, coincide (au signe pres) avec
la fonction de forme de I'élément fini de Nédélec associée a e. La famille
{¢c}.cg, est une base de R),. Ceci implique que

dim R, = Ny (4.58)

Les fonctions {¢.}.cg, sont appelées les fonctions de forme dans R),.

Pour tout ¢ € &), on définit la forme linéaire -y, : R, 3 v, — [ vt € R. La
famille {y.},cg, est une base de L(R);R). Les formes linéaires {7, }.cg, sont
appelées les degrés de liberté dans R),.
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Lopérateur d’interpolation de Nédélec est défini comme suit :

I;I,\I JH QP 30— Z </v-tg) ©. € Ry (4.59)

€&y

Théoreme 4.13. Avec les hypothéses ci-dessus, il existe une constante c telle que
pour tout K € T), et pour tout v € [HY(K)]? avec VXv € [HY(K))?,

[lo— III}IyHO,p,K < cwghilvhpk, (4.60)
VX — IR 0)|opx < ¢hr| VX015, (4.61)

oiL W est défini en (3.38). De plus, si la famille {T)} )~ est réguliére, on a pour
tout b et pour tout v € [H'(Q,)]P avec VXv € [H (Q)),

lo =23 vllo,0, + IVX@ = Z,'9)llo,0, < chlllell 0, + 1VX2]l1,0,)-
(4.62)

4.7 Eléments finis de degré élevé

Lorsqu'on utilise des éléments finis de degré élevé, il est important de bien
choisir labase {61, . .., 0, } des fonctions de forme. Plusieurs criteres peuvent
fonder ce choix.

(i) La possibilit¢ d’'imposer facilement la valeur de I'interpolé sur la fron-
tiere de K. Cette propriété est essentielle lorsqu'on souhaite raccorder
de fagon continue des interpolés sur des mailles adjacentes.

(i) La possibilit¢ d’inverser facilement la matrice de masse élémentaire
M e R dont les composantes sont

M:’Li=/emen, mone{l,. .. ). (4.63)
K

On notera que cette matrice est symétrique définie positive. Dans des
algorithmes de marche en temps explicites, la matrice de masse élémen-
taire doit étre inversée A chaque pas de temps;; il est donc important que
cette inversion soit la moins cotiteuse possible.
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4 ¢ Autres éléments finis 4.7 Eléments finis

de degré élevé

(iii) La stabilité de lopérateur d’interpolation local Zx défini en (4.5). Cette
stabilité peut se mesurer en évaluant la norme

I[(Z/ P
IZk | cvimy,py = sup u, (4.64)
vevi 12llvi

ou || - ||p et || - |[vx) sont des normes sur P et V(K), repsectivement.
Pour un élément fini de Lagrange {K, P, 2}, un choix naturel consiste
a équiper V(K) = C°(K) et P de la norme canonique || - [|co(xy définie
pour v € C°(K) par ||v||cox) = sup, ¢ g |#(7)]. Un calcul simple montre

, . . L
que pour 'opérateur d’interpolation de Lagrange 7%, on a

L 1Z&%lcow S
ag - K -
IZ 5Nl ccouy,py = sup I = sup Z [0.(1)] ). (4.65)
vecrx)  IIPllcow) €k \ =1
Cette quantité ne dépend que des noeuds {a1, . . ., @, } de 'élément fini
de Lagrange et est appelée la constante de Lebesgue associée A ces noeuds.
Par la suite, cette constante est notée N({a1, . .., a,}). La constante de

Lebesgue permet d’évaluer la qualité de 'opérateur d’interpolation III?g
dans C°(K). En effet, pour tout f € C%K), ona

If = ZE%f lleogy < (1 + M{a, - . D) inf If = e (460

Cette estimation montre que si la constante de Lebesgue nest pas trop
grande, l'erreur d’interpolation en norme || - [|co(x) West pas « trop loin »
d’étre optimale.

Comment satisfaire les criteres (i)—(iii) ci-dessus? Afin d’apprécier la diffi-
culté du probléme, on suppose que I'on souhaite utiliser un élément fini de
degré % en dimension 1. Si on choisit de travailler avec un élément fini de
Lagrange, un choix naturel consiste & prendre pour fonctions de forme les
(k + 1) polyndmes d’interpolation de Lagrange associés aux nceuds équi-
répartis sur K ; voir la section 1.4. Ce choix présente 'avantage d’étre bien
adapté au critere (i) ci-dessus puisque seuls deux des polynémes d’interpola-
tion de Lagrange sont non-nuls aux extrémités de K. Malheureusement, le
fait d’avoir pris des nceuds équirépartis sur K conduit a des situations désas-
treuses quant aux criteres (ii) et (iii). On montre en effet que le nombre de
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conditionnement' de la matrice de masse explose exponentiellement en 4. De
plus, la constante de Lebesgue associée aux nceuds équirépartis explose, elle
aussi, exponentiellement en 4.

Cette section présente quelques bases de fonctions de forme permettant de
satisfaire (au moins en partie) les criteres ci-dessus pour des éléments finis
de degré élevé. On abordera d’'une part les bases modales, ol les fonctions
de forme sont définies directement sans la médiation de degrés de liberté, et
d’autre part les bases nodales, qui sont associées a des éléments finis de La-
grange pour des nceuds convenablement choisis. La présentation est restreinte
aux éléments finis en dimension 1 et a l'utilisation de produits tensoriels sur
des hypercubes en dimension supérieure.

4.7.1 Bases modales

On se place d’abord en dimension 1 et on pose K = [0, 1].

Définition 4.14 (Polyndémes de Legendre). Les polynémes de Legendre
{En}m>o sur Uintervalle de référence K = (0, 1] sont définis par la formule

14",

En(t) = i

-0 (4.67)

Le polyndéme de Legendre &, est de degré m, il vérifie £,(0) = (—1)",
En(1) = 1 et ses m racines se trouvent toutes dans K.> La colonne de gauche
du tableau 4.4 contient une représentation graphique et I'expression analy-
tique des polynémes de Legendre &, pour m € {0, 1,2, 3,4}.

1. Le nombre de conditionnement d’une matrice symétrique Z est défini comme le
rapport entre la plus grande et la plus petite valeur propre de la matrice. Lorsque ce
nombre est trés grand, les systemes linéaires de la forme ZX = Y sont tres difficiles &
inverser, notamment parce qu'ils deviennent trés sensibles aux erreurs d’arrondi; voir
la section 10.1.

2. Dans la littérature, les polynomes de Legendre sont plus fréquemment définis sur
Pintervalle de référence K = [—1,1]. En notant &;;(s) les polynémes de Legendre
définis sur [—1,1], on a EX(s) = 5m(%(1 + 5)). La méme remarque s'applique pour
les polyndmes de Jacobi définis par la suite.
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Tableau 4.4 - Représentation graphique et expression analytique des poly-
nomes de Legendre &, (a gauche) et des éléments de la base modale 6;‘{"* (a
droite) pour m € {0,1,2,3,4}.

polynémes de Legendre {&m}o<m<a base modale {624} o<mca

0 05 1 0 05 1
Eot) =1 o) =1-t

E(t) =2t -1 9‘1“°d(t) =t

&(t) = 6t — 6t + 1 9'2"°d(i') =t(1 -0

&(t) = 203 — 30t + 12t — 1 egwd(t) =t(1 — )4t — 2)

E4(t) = 70t* — 140> + 90t — 20t + 1 OTOd(t) = t(1 — (15> — 15t + 3)

La propriété fondamentale satisfaite par les polyndmes de Legendre est que
pour tout m, n > 0,

1
/ En(DEND) dt = 218,00, (4.68)
0

Par conséquent, la matrice de masse élémentaire associée a la base
{&,...,&} est diagonale et son nombre de conditionnement vaut
(2k + 1), ce qui représente une amélioration considérable par rapport aux
polynémes d’interpolation de Lagrange.
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Une deuxi¢me propriété intéressante des polyndomes de Legendre est qu'ils
forment une base hiérarchique de P, au sens de la définition suivante.

Définition 4.15 (Base hiérarchique). Soit un entier k > 0. On dit que la
Jamille de polynomes {Po, ..., Py} forme une base hiérarchique de Py si pour
tout | € {0, ..., kY, la famille {Po, ..., P} forme une base de P,.

Lintérét des bases hiérarchiques est que si I'on souhaite augmenter le degré
de I'élément fini (par exemple pour améliorer la précision de I'interpolé), il
suffit de rajouter des nouveaux polynémes 2 la base sans devoir modifier les
anciennes fonctions de base. Lexemple le plus simple de base hiérarchique de
P, est la famille des mon6mes {1,¢,. .., tk}. On observera que la famille des
polynémes d’interpolation de Lagrange ne constitue pas une base hiérarchique
de P;. En effet, si on rajoute un point d’interpolation, tous les polynémes
d’interpolation de Lagrange sont modifiés.

Un défaut des polyndmes de Legendre est quaucun d’entre eux ne s'annule
aux extrémités de K. Afin de pallier cette difficulté, on introduit les polynémes

de Jacobi.

Définition 4.16 (Polynémes de Jacobi). Soient deux entiers o > —1
et B > —1. Les polyndmes de Jacobi {j,ff’s},,go sur Uintervalle de référence
K = [0, 1] sexpriment sous la forme

e I 1 (CE ) B CY D)
Les polynémes de Jacobi sont tels que pour tout m, 7 > 0,

1
/ 1= 0*PTEPOTSP @ dt = ¢ pdmm, (4.70)
0

_ 1 (m+a)!(m+B)! . 0,0 _
aAveC CmaB = TrFaTBTT lmtaTP)l - On notera par ailleurs que T’ = Enm

pour tout 7 > 0. Pour des compléments sur les polynomes de Legendre
et de Jacobi, on pourra consulter Abramowitz et Stegun [1, chap. 22] ou
Karniadakis et Spencer [54, p. 350].

1. Les polyndomes de Jacobi peuvent étre définis pour des parametres o et 3 réels tels
quea > —let>—1.
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Pour un entier # > 2, on définit la base modale {05°4, ..., 074} de la ma-

niére suivante :

1—1¢ sim =0,

omod () = { ¢ sim=1, 4.71)
(1 - t)t[]”llfz(t) sil<m< k.
Cette base possede plusieurs propriétés intéressantes :

(i) elle constitue une base hiérarchique de P, au sens de la définition 4.15;

(ii) lavaleur de l'interpolé aux extrémités de K peut étre imposée facilement
puisque seules les deux premitres fonctions de la base sont non-nulles
aux extrémités de K ;

(iii) la matrice de masse élémentaire reste relativement bien conditionnée et
celle-ci a une structure « presque tridiagonale » puisque M3, = 0 pour
[m—mn| >2etmmne{0,....k}saufsim=rketn<2oun=rket
m < 2.

La colonne de droite du tableau 4.4 contient une représentation gra-
phique et lexpression analytique des éléments de la base modale pour
m e {0,1,2,3,4}.

Lorsque K est un hypercube en dimension & > 2, on peut construire une
base modale sur K a partir de produits tensoriels des éléments de la base
modale unidimensionelle. Par exemple, en dimension 2, en notant (7, ;) les
coordonnées locales du point courant de K, les éléments de la base modale
sexpriment sous la forme

0mos (1, 6) = 024 ()0%Y(n),  mi,m €{0,... k). (4.72)

La construction de bases modales sur des simplexes ou des prismes est plus
technique car elle utilise des transformations non-linéaires ; voir Karniadakis

et Spencer [54, pp. 70-94].

4.7.2 Bases nodales et éléments finis spectraux

Les bases nodales sont construites 2 partir de polynémes d’interpolation de
Lagrange, mais les noeuds associés ne sont pas équirépartis. Des répartitions
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autres que celle uniforme permettent en effet d’améliorer substantiellement la
précision de I'interpolé lorsqu’on utilise des polyndomes de degré élevé.

On se place d’abord en dimension 1 et on pose & nouveau K = [0, 1].

Définition 4.17 (Points de Gaufi-Lobatto). Soit un entier kb > 1. Les
(k + 1) points de Gaufe-Lobatto {gf,. .., gt} sur lintervalle de référence
K = [0, 1] sont les deux extrémités de Uintervalle, gt = 0 er gf = 1, er les
(k — 1) racines de &},

On notera que comme &, admet £ racines distinctes sur K, &, admet (£ — 1)
racines distinctes sur K. Les points de GaufS—Lobatto sur K sont portés dans

le tableau 4.5 pour £ € {1,2, 3,4}.

k=1 k=2 k=3 k=4
I=0 0 0 0 0
I=1 1 }oa-dhH 10—
1=2 1 10+ :
1=3 1 10+ 3
=4 1

Tableau 4.5 - Points de GauB-Lobatto sur I'intervalle de référence K = [0, 1]
pour k € {1,2,3,4}.

Proposition 4.18. Les (k£ + 1) polynéma d'interpolation de Lagrange associés
aux (k + 1) points de Gauff > Lobatto {gf, ..., gf} sur lintervalle de référence
K = [0, 1] sont notés {GGL kL GL 1. Ces polyndmes sont tels que

(r— l)tfk(t)
(ke + 1)E(gh)(r — gk)’

oSh* () = me {0,... k). (4.73)

La famille {GOGL’/e7. GL k} forme une base nodale de P;. Le tableau 4.6
contient une représentatlon graphique et I'expression analytique des poly-
nomes {GGLk ,GkGL’k} pour £ € {3,4}. Pour £ € {1,2}, la base nodale
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est constituée des polyndmes d’interpolation de Lagrange usuels puisque les
points de Gaufi-Lobatto sont équirépartis sur [0, 1] (voir le tableau 4.5). La
base nodale {GOGL’/@, ceey BSL’/?} n'est pas hiérarchique (ce qui explique la pré-
sence de l'indice supérieur 4) mais elle présente plusieurs avantages 4 la lumiére
des criteres (i)—(iii) ci-dessus. Le critere (i) est clairement satisfait puisque les
deux extrémités de lintervalle font toujours partie de 'ensemble des points
de Gaufi-Lobatto. De plus, méme si la matrice de masse est dense, elle de-
vient diagonale si ses coefficients sont approchés en utilisant la quadrature de
Gaufl-Lobatto décrite dans la section 9.2.2. On patrle de condensation statique
de la matrice de masse lorsque les coefficients de cette matrice sont approchés
par quadrature. Enfin, un résultat dii 2 Fejér (1932) est que la base nodale

{BOGL’k, ce BEL’k} est telle que

k

sup (3 (GgL’k(t))z =1. (4.74)

tekK

m=0

Cette propriété remarquable implique en particulier que

sup [052F ()] = 1, me {0,... k}. (4.75)
€K

En d’autres termes, le polyndome 05" atteint son maximum sur K au point de
Gauf-Lobatto gk. Cette propriété est clairement visible sur le tableau 4.6. On
observera que cette propriété n'est pas satisfaite par les polyndomes d’interpo-
lation de Lagrange puisque ceux-ci peuvent prendre des valeurs plus grandes
que 1 sur K'; voir le tableau 1.1. Une conséquence importante de la pro-
priété (4.75) est que la constante de Lebesgue associée aux points de Gauf3—
Lobatto est majorée par (£ + 1). En effet, on déduit immédiatement de la

formule (4.65) que

k
N{gos gt D) = sup [ D100 ) < (b + 1). (4.76)

tek

m=0

Meéme si cette estimation est quelque peu pessimiste, elle représente déja une
amélioration considérable par rapport a la constante de Lebesgue associée aux
noeuds équirépartis sur K, cette derniere explosant exponentiellement en 4.
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Tableau 4.6 - Représentation E;raphique et expression analytique des élé-
ments de la base nodale {65",... 05"} pour k € {3,4}; les points de
GauB-Lobatto sont indiqués dans le tableau 4.5.

L I
05 05 1

054 (t) = 2t — Nt — HIE — Tt + 1)
0740 = Ft(1 - )t - Dt —g)
8Sh4(t) = 8¢t — NI — Tt + 1)
6540 = Le(1 - (¢ - Dt - gD
a4 (1) = 2t(t — DAL — Tt + 1)

0513 (t) = (1 — O — 5t + 1)
e‘fL'3(t) = 5%(1‘z — Bt — 93)
053 (t) = =52 (2 — )(t — g3)
053 () = t(5t° — 5t + 1)

102

En dimension d > 2, lorsque K est un hypercube, on peut construire une
base nodale sur K 4 partir de produits tensoriels des éléments de la base no-
dale unidimensionelle. Par exemple, en dimension 2, en notant (#1, %) les
coordonnées locales du point courant de K, les éléments de la base nodale
sexpriment sous la forme

055 (11, 1) = 05 F ()0 (1), mi,ma €{0,... k). (4.77)

On observera que la famille de polynémes {6%,’”/2 Yo<m ,my<k €St constituée
des polynémes d’interpolation de Lagrange associés aux (£ + 1)? points de
coordonnées locales (g,/;1 , g,/f,z). Ces points sont obtenus par produits tensoriels
des points de Gaufl—Lobatto unidimensionnels.

Définition 4.19. Un élément fini dont la base nodale est constituée des poly-
némes d'interpolation de Lagrange associés aux points de GaufS—Lobatto en di-
mension 1 ou & des produits tensoriels de ceux-ci en dimension d > 2 est appelé
un élément fini spectral.
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5 < APPROXIMATION
DE PROBLEMES COERCIFS

Ce chapitre est consacré a 'approximation par éléments finis de problemes
coercifs. Le prototype est le probleme de Dirichlet : étant donné une fonction
[+ Q — R, chercher une fonction % : ) — R telle que

—Au=f dans (), (5.1)
u=0 surdl), (5.2)

ou Au = Z?,:l 2w est le Laplacien de u. Léquation (5.2), qui impose la nul-
licé de la solution # sur la frontiere du domaine, est appelée une condition aux
limites de Dirichlet homogéne. D’autres conditions aux limites (de Dirichlet
non-homogene, de Neumann ou de Robin) sont possibles et seront abordées
ci-dessous. Le probleme (5.1)—(5.2) intervient dans de nombreux modeles
physiques, notamment en thermique (% représente une température), en élec-
trostatique (# représente un potentiel électrique), en mécanique (# représente
un déplacement vertical de membrane) et en hydraulique (# représente une
charge dans un écoulement de Darcy). Un deuxietme exemple de probleme
coercif est celui des équations d’advection—diffusion—réaction avec diffusion
dominante. Un troisitme exemple est fourni par la mécanique des milieux
continus déformables dans le cadre de I'élasticité linéaire. Dans ce cas, I'incon-
nue est une fonction % : & — R? qui représente un champ de déplacement.

Les problémes coercifs ont fourni le premier cadre d’application de la mé-
thode des éléments finis, lorsque des ingénieurs ont utilisé cette méthode dans
les années 1950 pour approcher la solution de problemes de mécanique des
milieux continus déformables. Lanalyse mathématique des problemes coer-
cifs est relativement simple puisqu’elle repose sur le lemme de Lax—Milgram.
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5 ¢ Approximation de 5.1 Le Laplacien
problémes coercifs

Lapproximation par éléments finis se fait en général par une méthode de Ga-
lerkin standard dans un cadre conforme ou non. Lanalyse de convergence est
effectuée en s'appuyant d’une part sur les résultats du chapitre 2 concernant
Ianalyse abstraite de la méthode de Galerkin et d’autre part sur ceux des cha-
pitres 3 et 4 concernant les propriétés interpolantes des espaces d’éléments
finis.

5.1 Le Laplacien

Cette section aborde I'approximation par éléments finis du probleme de Di-
richlet homogene (5.1)—(5.2). Apres avoir établi le caractere bien posé du
probléme continu, on considére la méthode de Galerkin standard dans un
cadre conforme puis non-conforme. On étudie également d’autres conditions
aux limites pour le Laplacien ainsi que I'approximation par éléments finis des
équations d’advection—diffusion—réaction avec diffusion dominante.

5.1.1 Le cadre mathématique

On suppose pour simplifier que la donnée f est dans 2*(€)). La formulation
faible du probléme de Dirichlet homogene (5.1)—(5.2) est la suivante :

Chercher # € Hj (Q) tel que (5.3)
fﬂ Vu-Vw = fﬂﬁu, Yw € H} (). '
En introduisant l'espace fonctionnel V' = H} (Q), la forme bilinéaire

a € L(V X V;R) définie par a(v,w) = [, Vv - Vw et la forme linéaire'
f € V' définie par f(w) = [, fiw, le probleme (5.3) s’écrit sous la forme

abstraite suivante :

{ Chercher # € V tel que (5.4)

a(u,w) = f(w), YweV.

On retrouve donc le probléme (2.6) analysé dans la section 2.1.1.

1. On commet ici un abus de notation en utilisant le méme symbole /" pour la fonc-
tion de L2(€)) et la forme linéaire sur H} (€2).
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problémes coercifs

Lespace V équipé de la norme ||-||1 o (définie par [[v]|; o = (||1/H§7Q + HVuHaQ)I/Z
pour v € V) est un espace de Hilbert et les formes « et £ sont continues sur
V' X V et V, respectivement. La seule propriété non-triviale pour établir le
caractere bien-posé de (5.3) est la coercivité de a sur H; (Q). Celle-ci résulte
de l'inégalité ci-dessous.

Lemme 5.1 (Inégalité de Poincaré). Soit ) un ouvert borné de R?. 1] existe
une constante Lo relle que

Vo € Hy (Q), lvll0.0 < LallVello,o- (5.5)

On notera que la constante £ a la dimension d’une longueur; elle peut s'in-
terpréter comme une longueur caractéristique de l'ouvert borné ).! Linégalité
de Poincaré implique la coercivité de la forme bilinéaire « sur H; () puisque

Vo e Hy (Q), a(v,v) = ||Vo|[5.0 > ﬁnuuig. (5.6)

Le lemme de Lax—Milgram permet de conclure quant au caractere bien posé
du probleme (5.3).

Afin d’obtenir des estimations d’erreur optimales en norme Z* pour I'approxi-
mation par éléments finis, on utilise par la suite la notion suivante.

Définition 5.2 (Probleme régularisant). On dir que le probleme (5.3) est
régularisant s7/ existe une constante cs telle que pour tout f € L*(QV), la solution
unique u de (5.3) est telle que

12,0 < es|lfllo,0- (5.7)

En termes un peu plus abstraits, le probleme (5.3) est régularisant si I'opéra-
teur (—A)7!: 12(Q) — H*(Q) N H(Q) est un isomorphisme. Une condi-
tion suffisante pour que le probleme (5.3) soit régularisant est que £} est un
domaine de classe C* ou que ) est un polygone (ou un polyedre) convexe;
voir Grisvard [48].

1. Linégalité de Poincaré sétend aux ouverts de R? bornés dans au moins une
direction.
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5 ¢ Approximation de 5.1 Le Laplacien
problémes coercifs

5.1.2 Approximation conforme

On considere une approximation conforme du probleme (5.3) par éléments
finis de Lagrange. On suppose pour simplifier que {) est un polygone de R?
ou un polyedre de R®. On considére une famille réguliére et conforme de
maillages affines de ) que I'on note {7,};~¢. On choisit comme élément

fini de reference {K,P, E} un élément fini de Lagrange tel que P, C D et
k+ 1> 2.1 0n pose

Lt = {0, € ") ; VK € T), vj0 Ty € P}, (5.8)

ou Tk est la transformation géométrique envoyant K dans K. Si on utilise un
élément fini de Lagrange P, ou Q, on obtient les espaces d’approximation
PF, et QF, définis en (3.44) et (3.45), respectivement. Afin de construire un

espace d’approximation qui soit inclus dans V' = H; (), on pose
V, = LE, N Hy(Q). (5.9)

Les éléments de V), sont les fonctions de Li , qui sannulent sur la frontiere de
Q. Si on udilise un élément fini de Lagrange P, ou @, on obtient les espaces
d’approximation Pﬁ 5o €t chi »,0 définis en (3.46) et (3.47), respectivement.

On considere le probleme approché suivant :

{@mmwewdwe (5.10)

alup, wy) = f(wy),  Vwy € V),
qui est clairement bien posé puisque # est coercive sur V et que V), C V.
Théoreme 5.3 (Convergence). Avec les hypothéses ci-dessus, on suppose que
la solution unique u de (5.3) est dans H Q) N H} Q). Alors, il existe une

constante ¢ telle que pour rout b,

llu— w10 < chulisr o (5.11)

1. En dimension 2 ou 3, I'hypothese £ + 1 > %’ n'est pas restrictive dés que £ > 1
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5 ¢ Approximation de 5.1 Le Laplacien

problémes coercifs

De plus, si le probléeme (5.3) est régularisant, il existe une constante c telle que
pour tout b,

= ullo.0 < eH M ulerr a (5.12)

Lestimation (5.11) résulte du lemme de Céa 2.12 et du théoréme d’interpo-
lation 3.26. En effet, on a

_ <o oinf lu—
llv — w10 < e Jof [l — v3ll1,0

L.
<cllu—I,%ul1 0
< cPlulpsr 0,

olt I,fag est l'opérateur d’interpolation de Lagrange défini dans la section 3.6.
Par ailleurs, I'estimation (5.12) résulte du lemme de Aubin—Nitsche 2.21 qui
permet d’affirmer que

ll — wyllo0 < chlu— uyly q, (5.13)

si bien que (5.12) se déduit de (5.11).

Lexemple canonique d’application du théoréme 5.3 en dimension 2 ou 3
est celui de approximation par éléments finis de Lagrange 1 ou Qy, pour
lesquels, si le probleme (5.3) est régularisant, on a

| — uhHmQ + hlju — uhHLQ < C/?ZH]“HO,Q. (5.14)

On obtient donc une convergence a 'ordre 1 en norme A et une convergence
3 lordre 2 en norme 7.

On dit que les estimations d’erreur (5.11) et (5.12) sont optimales car leur
ordre de convergence en /4 est le méme que celui de l'erreur d’interpolation.
Lorsque la solution exacte # nest pas suffisamment régulitre, l'erreur d’ap-
proximation converge bien vers zéro mais son ordre de convergence n'est pas
optimal. Par exemple, sous la seule hypothese que # € Hy (€2), on montre que
limy_ || — wy)|1.0 = 0. Parailleurs, si # € H*"'(€) avec % —1<s<hlil
existe une constante ¢ telle que pour tout 4,

||” - ”h“l,ﬂ < cb’|u|j+179.
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5 ¢ Approximation de 5.1 Le Laplacien

problémes coercifs

On obtient donc le méme ordre de convergence que si on avait utilisé un
élément fini de Lagrange de degré s < 4.

Remarque 5.4

Lhypothese de régularité de la famille de maillages {7},},~¢ intervient dans le
théoreéme d’interpolation 3.26 pour obtenir des estimations uniformes de I'erreur
d’interpolation valables pour toute fonction v € H*"1(€). Or, pour estimer 'erreur
d’approximation ||z — ||, 0, on ne doit contrdler I'erreur d’interpolation que
pour une seule fonction, A savoir la solution exacte de (5.3). On peut donc imaginer
que si le maillage est « adapté » 4 la solution exacte, I'erreur d’approximation ne
sera pas trop grande. Ces considérations sont a la base des techniques d’adaptation
du maillage basées sur la hessienne (la matrice des dérivées secondes) de la solu-
tion exacte # ou d’une approximation de celle-ci ; voir la section 8.6 pour plus de
déails.

5.1.3 Approximation non-conforme

On considere une approximation non-conforme du probleme (5.3) par élé-
ments finis de Crouzeix—Raviart. On suppose 2 nouveau que () est un po-
lyedre de R? et on considére une famille réguliére et conforme de maillages
affines de € que 'on note {7} ;0. On choisit comme élément fini de réfé-
rence {1? D, 2.} I'élément fini de Crouzeix—Raviart décrit dans la section 4.4.
Partant de 'espace d’éléments finis de Crouzeix-Raviart P;n , défini en (4.31),
on considere I'espace d’approximation

Prepo = {05 € Py VF € FY, fru,= 0}
= {v, € I’(Q)) ; VK € T}, v)|x € Py ; VF € Fy, [.[,] = 0}.

(5.15)
On considere le probleme approché suivant :
1
Chercher u), € P, , , tel que 1 (5.16)
ay(uy, wy) = f(wy), Vv, € Py j o,

olt la forme bilinéaire #;, est telle que pour tout (v, w;) € Pét,h,o X P;[),,)O,

ay(vp, wp) Z/QVM'V/JW/J- (5.17)
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On rappelle que l'opérateur de gradient discret est défini en (4.21) ; on a donc

a/y(vjy,u//y) = Z ijy'th. (5.18)

Le probleme discret (5.16) résulte d’une approximation non-conforme
de (5.3) puisque P;n 50 ¢ HOI (€)). En effet, les gradients des fonctions de

Pgn y0 D€ sont pas nécessairement dans [Z2(Q)]? (Cest pourquoi la forme
bilinéaire z a été remplacée par la forme bilinéaire ;). De plus, les fonctions

de P;u 5,0 e sont pas nécessairement nulles sur 9¢).
On pose V(h) = P;(, po H(Q) et pour v € V (), on définit la semi-norme
H'-brisée par

w10 = IVirlloa = [ D IVellok | - (5.19)
KeT,
On munit Pespace V'(h) de la norme || - [y = || - [lo,0 + | - [5,1,0- Lanalyse

de convergence de I'approximation par éléments finis de Crouzeix—Raviart
repose sur les résultats suivants.

e Stabilité. La forme bilinéaire @), définie en (5.17) est || - ||y /(;-coercive sur
P;t’ 5,0 uniformément en /; cette propriété implique que le probleme ap-
proché (5.16) est bien posé. La coercivité de la forme bilinéaire ), résulte
de I'inégalité suivante, qui est une inégalité de Poincaré étendue; voir, par
exemple, Temam [72, Prop. 4.13].

Lemme 5.5 (Inégalité de Poincaré étendue). Soit Q) un ouvert borné de
R?. On suppose h < 1. Alors, il existe une constante Kb telle que
/
Vo e V(h), llvllo,0 < Lalvlpa- (5.20)
e Continuité. La forme bilinéaire #;, est uniformément continue en 4 sur

V(h) X V(h) : il existe une constante ¢, indépendante de 4, telle que pour
tout (v, w) € V(h) X V(h),

ay(v,w) < cllollvey llwllve- (5.21)
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¢ Consistance asymptotique. En supposant que la solution exacte « de (5.3)
est dans H*(Q)N H; (Q), il existe une constante ¢, indépendante de 4, telle
que pour tout 4,

If (wy) — ay(u, wy)|

Tolvon < chlulyq. (5.22)

sup
whEP;(’ 5,0
e Densité asymptotique. Il existe une constante ¢, indépendante de 4, telle
que pour tout 4 et pour tout v € H*Q)n HOI (Q),

inf v —wllvy < chlvlzo. (5.23)

i
”/Iepp(,h,o

En procédant comme dans la preuve du deuxi¢me lemme de Strang 2.20, on
aboutit au théoréme de convergence ci-dessous.

Théoreme 5.6 (Convergence). Soit {7),})~¢ une famille réguliére de
maillages affines et conformes. On suppose que la solution exacte u de (5.3) est
dans H*(Q) N H} Q). Alors, il existe une constante c relle que pour tout b,

e — wyll vy < e hlulzq- (5.24)

De plus, si le probleme (5.3) est régularisant, il existe une constante c telle que
pour tout b,
2
lw— wyllo0 < chlulpq. (5.25)

5.1.4 Variations sur les conditions aux limites

Cette section passe en revue les conditions aux limites, autres que celles de

Dirichlet homogenes, que 'on peut considérer pour le Laplacien.

e Condition aux limites de Dirichlet non-homogene. Frant donné une
fonction f* € I*(Q) et une fonction g€ %1 (o0Q) (¢ est lipschitzienne sur
90),! on cherche une fonction # : ) — R telle que

—Au=f dansQ, (5.26)
u=g surOQ. (5.27)

1. Plus généralement, on peut prendre g dans I'espace de Sobolev fractionnaire

H7(9Q) défini en (A.56).
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problémes coercifs

Lhypothese ¢ € C%'(0€Q) permet daffirmer qu'il existe un relevement u,
de g dans H '(Q)), Cest-a-dire qu'il existe une fonction g dans H L) telle
que #;|pa = g Dans ces conditions, on effectue le changement d’inconnue
uy = u — ug et on considére la formulation faible suivante :

{ Chercher uy € Hy (Q) tel que (5.28)

a(uy, w) = f(w) — alug, w), Yw € HOI(Q).

Par le lemme de Lax—Milgram, ce probleme est bien posé.

On s'intéresse 2 une approximation conforme de (5.28) par éléments finis
de Lagrange. On reprend le cadre discret de la section 5.1.2. On suppose
que la donnée g est suffisamment réguliere pour admettre un relévement

uy dans c’(Q) N H'(Q). On note IhLag lopérateur d’interpolation associé
au maillage 7), et a 'élément fini de Lagrange de référence {K,P, g} ; voir
la section 3.6. On rappelle que Lf,b désigne 'espace H'-conforme basé sur
cet élément fini et que V}, est I'espace d’approximation H;-conforme défini
en (5.9). On pose N = dimLi,}. On désigne par {@1,...,¢n} la base
nodale de Lfy et par {ai,...,ay} les nceuds associés. Par définition, pour
ueC’(Q),ona
N

I, %0 ="y ua)ei, (5.29)

i=1

et on introduit également /7nterpolé de Lagrange surfacique

7, (u| o) = > ula)eiloq. (5.30)
;€00

On considere le probléme approché

(5.31)

Chercher %, € V), tel que
alugy, wy) = fwy) — al,Bug, wy),  Yw, € V),

. . . , L -
qui est clairement bien posé. On pose u;, = ug, + Z,*®u, si bien que ;|90
coincide avec I'interpolé de Lagrange surfacique de g. En d’autres termes,
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uy, est solution du probleme

Chercher u), € Lf’ , tel que

a(uy, wy) = fw,), Vw, € V), (5.32)
agd

wlon = I,

Pour tout neeud surfacique 2; € 9€), on a donc u,(2;) = g(a;), mais en
général u;|90 # g.

Théoreme 5.7. Avec les hypotheéses ci-dessus, on suppose que la solution unique
u de (5.28) est dans H* 1 (Q) N Hol (Q). Alors, il existe une constante c telle
que pour tout b,

= w10 < chulisr 0. (5.33)

De plus, si le probleme (5.28) est régularisant, il existe une constante c telle que
pour tout b,

= wllo,0 < eH ulesr 0 (5.34)

On peut également considérer une approximation du probléme (5.28) par
éléments finis de Crouzeix—Raviart. Le probléeme approché est le suivant :

Chercher u, € P! o, tel que
ay(uy,wy) = fwy),  Vwy € Py, (5.35)

wylon = I§*%%g,

ou la forme bilinéaire 4, est définie en (5.17), les espaces P;u , et P! ot ,0

en (4.31) et (5.15), respectivement, et ol Zy7 désigne Iinterpolé de
Crouzeix—Raviart surfacique dont la définition se déduit de (4.33) en se
restreignant aux faces situées sur €. Pour toute face F € F7, on a donc
Jr = fF.g, mais en général ;|90 # g. La solution u, de (5.35) satisfait
des estimations d’erreur analogues a celles du théoreme 5.7.
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e Condition aux limites de Neumann. Etant donné un réel \ strictement

1.

positif, une fonction f* € I*(Q) et une fonction g€ L*(0Q), on cherche
une fonction # : ) — R telle que

—Au + Nu=f dans (), (5.36)
O = g sur 0€), (5.37)

ot d,u désigne la dérivée normale de u sur la frontiere!. La formulation

faible de (5.36)—(5.37) consiste a

Chercher # € H'(Q) tel que (5.38)
ax(u,w) = f(w), Vwe H'(Q), -
ou
an(v, w) = /QVI/'VW + /Q)\vw, (5.39)
et
N(w) = /ﬁu + . (5.40)
Q o0

Le caractere bien posé de (5.38) résulte de la coercivité de la forme bilinéaire
an sur H'(Q).

Le probléme (5.38) peut étre approché par des éléments finis de Lagrange.
On reprend le cadre discret de la section 5.1.2. On considére le probleme
approché suivant :

{ Chercher #;, € L/; , tel que

(5.41)
an(uy, wy) = f(wy),  Vauy € L,

qui est clairement bien posé. Une différence importante entre la condition
aux limites de Neumann et celle de Dirichlet est que la premitre n'est pas
imposée explicitement dans I'espace oli on cherche la solution mais résulte
du fait que les fonctions tests dans (5.38) peuvent prendre des valeurs non-
nulles au bord. Cette différence se traduit, au niveau de 'approximation par
éléments finis, par le fait que la solution #), de (5.41) satisfait la condition

En notant # = (1, ..., ny)" les coordonnées cartésiennes de la normale extérieure

en un point de la fronti¢re, on a par définition 9,u = n-Vu = Zle n;0;.
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aux limites de Neumann de maniére approchée et non de maniére exacte.
Enfin, analyse de convergence du probleme approché (5.41) conduit, sous
les hypothéses du théoréme 5.3, aux mémes estimations que pour le pro-
bleme de Dirichlet homogene.

On peut également considérer, au prix de quelques difficultés techniques, le
probléeme de Neumann avec N = 0. On cherche une fonction # : ) — R
telle que

—Au =f dans(Q, (5.42)
Owu = g sur 0. (5.43)

On observe quune condition nécessaire a I'existence d’une solution est que
les données f et ¢ satisfassent la condition de compatibilité

/f + [ g=o, (5.44)
Q o0

puisque fo + fagg = — fQ Au + faﬂ O = 0 d'apres le théoreme de
la divergence'. Par ailleurs, une solution de (5.42)—(5.43) n’est déterminée
qu’a une constante additive pres. On convient donc de chercher la solution
dans I'espace fonctionnel

HNQ) = {v e H'(Q); /Qv = 0}. (5.45)

La formulation faible de (5.42)—(5.43) est la suivante :

{ Chercher # € H(€) tel que (5.46)

au,w) = fw), Vw e Hi(Q),

1. Le théoréme de la divergence exprime le fait que pour tout champ de vecteurs ¢

suffisamment régulier,
/ Ve = / bon.
Q o0

En particulier, en prenant ¢ = Vi ol # est une fonction suffisamment réguli¢re, on
obtient fﬂ Au = fan Ot
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avec la forme bilinéaire # telle que a(v, w) = fQ Vv-Vw. Le caractere bien
posé de (5.46) résulte de la coercivité de la forme bilinéaire « sur (),
cette derniére propriéé étant elle-méme une conséquence de I'inégalité ci-
dessous.

Lemme 5.8 (Inégalité de Poincaré—Wirtinger). Soir Q) un ouvert borné

de R?. Il existe une constante Upy telle que

Voe Hy (),  vllon < o)Vl (5.47)

Le probleme (5.46) peut étre approché par des éléments finis de Lagrange,
ce qui conduit au probleme approché suivant :

{ Chercher u), € L*  tel que (5.48)

u;,, wb) ﬁ\](w;, Vw;, S Lf,//

) , TS S
On observera que I'espace d’approximation L, n'est pas conforme dans

HNQ) et que le systtme linéaire associé au probleme discret (5.48) est
singulier. En notant ce systéme linéaire sous la forme

AU = F~, (5.49)

et en introduisant le vecteur Z = (1,...,1)" € RY ot N = dim Lf,,], on
constate que Ker(A*) = vect(2), Im(A*) = Z+ et F € Z*. Par consé-
quent, le systeme linéaire (5.49) admet une infinité de solutions. Lune
d’entre elles peut étre approchée a I'aide d’une des méthodes itératives dé-
crites dans le chapitre 11, par exemple la méthode du gradient conjugué.
On désigne par U I'approximation fournie par la méthode itérative. La
solution de (5.49) dont les composantes sont de moyenne nulle est obtenue

Cnposant
N (U°°,Z>RN>
U=u>_ (Y L) 5 5.50
( Z D G:50)

ol (-, -)rwv désigne le produit scalaire euclidien sur RV,
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e Condition aux limites de Robin. Ftant donné une fonction fe I2(Q) et

1.
Y(x) = yo > 0 pour presque tout x € ).

une fonction g € I7(8Q), on cherche une fonction # : Q) — R telle que

—Au=f dansQ, (5.51)
Yu + Owu = g sur 0D, (5.52)

ot y > 0 est un parametre réel!. La formulation faible de (5.51)—(5.52)
consiste a

(5.53)

Chercher # € H'(Q) tel que
ap(u,w) = fu(w), VYw e H'(Q),

ot la forme linéaire /iy est définie en (5.40) et oli la forme bilinéaire ag est
telle que

aR(v,w)=/Vv~Vw+/ yow. (5.54)
Q o0

Le caractere bien posé de (5.53) résulte de la coercivité de ar sur H LQ),
cette derniere propriété étant elle-méme une conséquence du fait quil
existe une constante pq telle que

Vo € H' (), l12llo,0 < palllV2llo.n + [l2]lo,00)- (5.55)

Partant du cadre discret de la section 5.1.2, on s'intéresse 4 une approxima-
tion de (5.53) par éléments finis de Lagrange. On considére le probleme
approché suivant :

{ Chercher u;, € LY, tel que (5.56)

ar (uy, wy,) :ﬁ\l(wh)a V), € Lf,h’

qui est clairement bien posé. Comme pour la condition aux limites de Neu-
mann, celle de Robin résulte du fait que les fonctions tests dans (5.53)
peuvent prendre des valeurs non-nulles au bord; elle n’est donc pas sa-

Plus généralement, on peut considérer une fonction y € L°°(9)) telle que
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tisfaite de maniére exacte par la solution discrete #;, mais uniquement de
maniere approchée. Enfin, I'analyse de convergence pour la solution
de (5.56) conduit, sous les hypothéses du théoreme 5.3, aux mémes esti-
mations que pour le probléme de Dirichlet homogene.

5.1.5 Advection-diffusion-réaction avec diffusion
dominante

On considere un opérateur différentiel de la forme
Lu= —V-(0-Vu) + B-Vu+ pu, (5.57)

ol 0, B et p sont des fonctions définies sur ) et a valeurs dans R%4 RY et
R respectivement. Lopérateur (5.57) intervient, par exemple, dans la modé-
lisation des problémes d’advection—diffusion—réaction ; le premier terme du
membre de droite dans (5.57) est le terme diffusif, le deuxieme le terme ad-
vectif! et le troisieme le terme réactif. Copérateur £ intervient également dans
des problemes de finance liés au pricing d’options. Par la suite, on suppose
que o € [L°Q)), B e [L®(W)], VB € L®(Q) et p € L®(Q). De

plus, on suppose que 'opérateur L est elliptique au sens suivant.

Définition 5.9 (Opérateur elliptique). Lopérateur L défini en (5.57) est dit
elliptique si/ existe une constante 6o > 0 telle que, presque partout dans (),

d d
VEER!, D oyt > 00 (Z g?) : (5.58)
i=1

=1

Le Laplacien entre dans la catégorie des opérateurs elliptiques puisqu’il est
obtenu ‘Jpartir de Len prenant = 0, w = Oetad = 7, la matrice identité
dans R

1. Ce terme est parfois appelé le terme « convectif » et on parle d’équation de
convection—diffusion—réaction.
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Etant donné une fonction [ € I%(€)), on cherche une fonction # : Q) — R
telle que

Lu=f dansQ, (5.59)
u=0 surd). (5.60)

La formulation faible de (5.59)—(5.60) est la suivante :

{ Chercher # € H} (Q)) tel que (5.61)

aopp(u,w) = f(w), Vw € Hy(€Y),

avec la forme bilinéaire a4p, telle que pour tout (v, w) € H; (Q) X HO1 ),
agpp.(v, w) = / Vw-o-Vv + w(B-Vo) + pwo. (5.62)
Q

On pose! p = infess,cq (n — 3V-B) et on rappelle que £q est la constante
intervenant dans I'inégalité de Poincaré (5.5). Alors, on montre que sous la
condition

0o + min(0, £np) > 0, (5.63)

la forme bilinéaire a4p,, est coercive sur Hol (1), si bien que, grice au lemme
de Lax—Milgram, le probleme (5.61) est bien posé. La condition (5.63) étant
une minoration de 0, on retiendra que la coercivité est garantie pourvu que
0 soit suffisamment grand, c’est-a-dire en régime de diffusion dominante.

Lapproximation conforme de (5.61) par éléments finis de Lagrange reprend
le cadre discret introduit dans la section 5.1.2 pour le Laplacien. On peut
également considérer une approximation non-conforme par éléments finis de
Crouzeix—Raviart, la coercivité du probléme approché nécessitant en particu-
lier d’utiliser I'inégalité de Poincaré étendue (5.20). Enfin, on peut considérer
ala place de (5.60) des conditions aux limites de Dirichlet non-homogene, de
Neumann ou de Robin.

1. Pour une fonction f € L>°(Q)), infess,cq f(x) = sup{M € R+ ;f(x) > M
presque partout dans ()}.
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5.1.6 Principe du maximum discret

On considere le probleme (5.1)—(5.2) et on suppose que f < 0 dans
Q. On suppose que la solution # est suffisamment régulitre, a savoir
u € C*(Q) N C°(Q). Dans ces conditions, # < 0 dans Q. Cette propriété du
probleme continu (5.1)—(5.2) porte le nom de principe du maximum ; voir,
par exemple, Gilbarg et Trudinger [45, p. 179]. On considére maintenant
une approximation par éléments finis du probleme (5.1)—(5.2), par exemple
le probleme (5.10). Si on a I'implication

(f < 0dans Q) = (»), < 0 dans ), (5.64)

on dit que 'approximation par éléments finis jouit d’un principe du maximum
discrer. Cette propriété nest pas évidente  priori, méme pour une approxima-
tion aussi simple que celle par éléments finis de Lagrange IP;.

RNV

Définition 5.10 (M-matrice). On dit quune matrice A € est une M-

matrice s elle est relle que :
() Aii > 0 pourrouri € {1,...,N};
(i) Aj <0 pourvourij€{l,... N} eti #j;

(iii) en posant Z = (1,..., DT € RY, le vecteur AZ a toutes ses composantes
positives et au moins une composante strictement positive ; en d autres termes,
la somme des coefficients dans la i-ieme ligne de la matrice A est positive
pour tour i € {1,..., N} et cette somme est strictement positive pour au
moinsuni € {1,...,N}.

Une propriété importante des M -matrices est la suivante.
Proposition 5.11. On suppose que la matrice A € RY"N est une M-matrice.
Alors, A est inversible et tous les coefficients de son inverse sont positifs.

La proposition 5.11 implique que si le vecteur F € R a toutes ses com-
posantes négatives, il en est de méme du vecteur U € RY qui est solution
du systeme linéaire AU = F. Dans le cadre de la méthode des éléments
finis, les composantes du vecteur F sexpriment sous la forme F; = f(¢)),
ie{l,..., N}, ou{ei,..., @y} désignent les fonctions de forme dans l'es-
pace d’approximation. Par conséquent, une condition suffisante pour que la
propriété (5.64) soit satisfaite est que la matrice de rigidité A soir une M-
matrice.
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On s’intéresse maintenant 4 'approximation par éléments finis de Lagrange
P; du probléeme de Dirichlet homogene (5.3). Les coefficients de la matrice
de rigidité sont tels que

Ay = / Vei Ve,  ije{l,....N}. (5.65)
Q

En dimension 1, la matrice de rigidité est tridiagonale et on vérifie facilement
que cest une M-matrice. En dimension & > 2, la matrice de rigidité est une
M -matrice si et seulement si le maillage satisfait certaines conditions géomé-
triques. On considére un maillage de ) par des simplexes. Pour une maille
K € 7T), et une aréte « de K, on désigne par s1, et 53, les deux sommets
de l'aréte et par F , et F5 , les faces de K opposées aux sommets s, €t 52 4,
respectivement. On désigne par W, x la mesure (en dimension (4 — 2)) de
Iintersection £, N £, (lex = 1 en dimension deux) et par 0, x I'angle
entre les faces /1 , et /% ,. On a le résultat suivant; voir Xu et Zikatanov [77].

Proposition 5.12. La matrice de rigidité pour le probleme de Dirichler homo-
gene est une M -matrice si et seulement si le maillage satisfait la condition géomé-
trique suivante : pour toute aréte a du maillage, on a

77D d_ ;D ek cotB) > (5.66)
KGT( )

o011 T (a) désigne l'ensemble des éléments de T, dont a est une aréte et cot la fonction
cotangente.

En deux dimensions d’espace, la condition géométrique de la proposition 5.12
signifie que pour chaque aréte intérieure du maillage, la somme des deux
angles opposés a cette aréte est inférieure ou égale 2 7. Un tel maillage est ap-
pelé une triangulation de Delaunay; voir, par exemple, George et Borouchaki
[44] ou Frey et George [41]. Une condition suffisante pour qu'une triangu-
lation soit de Delaunay est que tous les angles des triangles soient aigus, mais
une telle condition est plus restrictive, et donc moins générale, que celle de la
proposition 5.12.

On peut également formuler des schémas d’approximation par éléments fi-
nis de Lagrange Py qui jouissent d’un principe du maximum discret pour les
équations d’advection—diffusion—réaction. En particulier, on souhaite que le
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re

principe du maximum discret soit satisfait uniformément pour toutes les va-
leurs du champ d’advection B, cest-a-dire aussi bien en régime de diffusion
dominante (voir la section 5.1.5) qu'en régime d’advection dominante (voir la
section 7.3). Dans ce cas, on ne peut pas imposer des conditions géométriques
sur le maillage pour que la matrice de rigidité associée au probleme (5.61)
soit une M-matrice. Par contre, sous les hypotheses de la proposition 5.12,
on montre qu'on peut rajouter un terme de capture de choc non-linéaire a
la forme bilinéaire 25, définie en (5.62) de sorte que le probléeme appro-
ché (5.61) jouisse d’un principe du maximum discret uniformément en la
valeur du champ d’advection 3 ; voir [26] pour plus de détails.

,
5.2 Elasticité linéaire
Cette section aborde 'approximation par éléments finis de problemes de mé-
canique des milieux continus déformables en trois dimensions d’espace. Le
domaine Q C R? représente un milieu déformable, initialement au repos et
auquel on applique un chargement extérieur f : ) — R3, Lobjectif est de dé-
terminer le champ de déplacement # : () — R? induit par ce chargement une
fois que le milieu a atteint 'équilibre. On suppose que les déformations sont
suffisamment petites pour pouvoir les modéliser dans le cadre de /Zlasticiré
linéaire. Pour simplifier, on suppose également que le milieu est isotrope.
Onnote o : Q — R*3 e champ des contraintes. La condition d’équilibre
s écrit

V.o +f =0 dans. (5.67)
On note &(u) : O — R>3 le champ des déformations linéarisées défini par!

e(u) = L(Vu + V). (5.68)

Dans le cadre de I'élasticité linéaire, le champ des contraintes s'exprime en
fonction du champ des déformations linéarisées sous la forme

o(u) = Ntr(e(u)I; + 2pe(n), (5.69)

s

1. On rappelle que Vu est le champ a valeurs dans R*? de composantes

(Vu); = Oju;, 1,5 € {1,2,3}.
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ol \ et W sont les coefficients de Lamé et T3 la matrice identité dans R*°. En
utilisant (5.68), il vient

o(u) = N(V-u)Ts + p(Vu + Vul). (5.70)

Les coefficients de Lamé sont des coefficients phénoménologiques qui, pour
des raisons thermodynamiques, sont contraints par les relations p > 0 et
N + Zp > 0. Pour simplifier, on suppose que X > 0 et que le milieu est
homagene si bien que les coefficients N et p sont des constantes. Dans cer-
taines applications, il est plus pratique d’introduire le module de Young E et le
coefficient de Poisson v tels que

E= M3)\+2p, et y =

i o (5.71)

D=

Le coefficient de Poisson est tel que —1 < v < % ;de plus, v > 0siN > 0. Un
coefficient de Poisson trés proche de 1 (Cest-a-dire des coefficients de Lamé
tels que le rapport ﬁ est tres grand) caractérise un matériau pratiquement
incompressible.

Le probléme modele (5.67)—(5.70) doit étre complété par des conditions aux
limites. Par la suite, on considere deux cas.

(i) Le probleme de Dirichlet homogene ot on impose la condition aux li-
mites

u=0 surd). (5.72)

(ii) Le probléme de traction pure (ou probleme de Neumann) ot on impose
la condition aux limites

o(u)n=g surd), (5.73)

oli g : 9Q — R? représente un champ de forces appliqué sur le bord de
Q) et 7 la normale extérieure a ().

D’autres conditions aux limites sont possibles comme, par exemple, des
conditions mélées Dirichlet—Neumann.
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5.2.1 Le cadre mathématique

Sur [H(Q)]? X [H'(Q)]?, on introduit la forme bilinéaire!
alv,w) = /ﬂ a(v):e(w / ANV-0)(V-w) + / 2pne():e(w).  (5.74)

Il est clair que 2 € LIH' () X [H'(Q))P;R). De plus, la forme bilinéaire
a est symétrique et positive. Par contre, la forme bilinéaire # est singuliere. En
effet, en introduisant 'espace vectoriel des déplacements rigides

R={z¢€ H' Q) ; o, B) € R X R VxeQ, z2(x) = a + B X x},
(5.75)

on a I'équivalence
(zeR) = (Vwe [H'Q), alz ) =0). (5.76)

On notera qu'un déplacement rigide consiste en la composée d’une translation
et d’une rotation et que

RN [Hy (Q)° = {0}, (5.77)

puisque le seul déplacement rigide qui conserve la frontiere est le déplacement
nul.

e Probleme de Dirichlet homogene. Afin d’écrire le probleme de Dirichlet
homogene sous forme faible, on introduit 'espace fonctionnel

Vo = [H (), (5.78)

et la forme linéaire f € Vi telle que pour tout w € Vp,

folw) = /fw (5.79)
Q
On obtient le probleme suivant :

{ Chercher # € Vp tel que

a(u,w) = fo(w), VYwe Vp. (5.80)

1. Pour deux matrices o et € dans R*3, o1& désigne leur contraction maximale, qui

oy N3
est égale & Zid:l gjE.
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Le caractere bien posé de (5.80) résulte de I'inégalité ci-dessous.

Lemme 5.13 (Premiére inega.lite de Korn). Soit Q un domaine de R>. On
pose ||le@)]lo,0 = fﬂ e(v):e(v )Z 1l existe une constante k) telle que

Vo € [Hy (), kallvll1,0 < [le@)llo,0- (5.81)

Linégalité (5.81) implique la coercivité de la forme bilinéaire 2 sur
Vo = [H Q)] puisque

Yo € [Hy ()], a(v,0) > 2plle@ 5.0 > 2pkillollf . (5.82)

Probleme de traction pure. Létude mathématique du probleme de trac-
tion pure demande quelques précautions. En effet, on ne peut pas chercher
la solution # dans [H'(Q)]? et demander que pour tout w € [H L3,
aw,w) = [of-w + [5,gw car la forme bilinéaire 2 est singuliere sur
[H' ()] X [H'(Q)]?. Une condition nécessaire pour lexistence d’une
solution est que

Vz € R, /fz + 2z=0. (5.83)
Q o0

Cette équation exprime le fait que la résultante de I'ensemble des efforts
extérieurs et leurs moments sont nuls. De plus, la solution #, si elle existe,
n'est déterminée qu’a un déplacement rigide pres. On considere donc l'es-
pace fonctionnel

W = {ve[Hl(Q)P; /y=o; /v><y=0}, (5.84)
Q Q
et la forme linéaire Ay € V4 telle que pour tout w € Vi,
A(w) = /fw + / gw. (5.85)
Q o0

On obtient le probleme suivant :

(5.806)

Chercher # € Vx tel que
alu,w) = f(w), Ywe Wn.
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Le caractere bien posé de (5.86) résulte de I'inégalité ci-dessous.

Lemme 5.14 (Deuxi¢me inégalité de Korn). Soiz Q) un domaine de R>.
1 existe une constante Ky, telle que

Vo € [H'(Q7, kalzlio < lle@lloa + lI2llo.0- (5.87)

On montre que I'inégalité (5.87) implique la coercivité de la forme bili-
néaire a sur Vx.
Remarque 5.15

En mécanique des milieux continus, la fonction test w intervenant dans les for-
mulations faibles (5.80) et (5.86) s'interpréte comme un champ de déplacement
virtuel admissible et les formulations faibles expriment le principe des travaux vir-
tuels. Par ailleurs, la forme bilinéaire # étant symétrique et coercive sur Vp et Wy,
la solution unique de (5.80) et (5.86), respectivement, minimise sur Vp et Vy la
fonctionnelle d’énergie

Epv) = ;A/Q(v-u)z + %u/ﬂs(v):a(v) — o), (5.88)
et
Eno) = ;x/ﬂ(v.y)z + %u/ﬂs(v):a(v) — K@), (5.89)

On retrouve le principe de moindre énérgie. Les termes quadratiques en v dans
(5.88)—(5.89) représentent I'énergie élastique de déformation et les termes linéaires
Iénergie potentielle sous le champ des forces extérieures.

5.2.2 Approximation conforme

On considere une approximation conforme des problemes (5.80) et (5.86)
par éléments finis de Lagrange. On suppose que ) est un polyédre de R? et
on considere une famille réguliere et conforme de maillages affines de () que

I'on note {7;} 0. On choisit comme élément fini de référence {K, P, g} un
élément fini de Lagrange de degré # > 1.

o Probleme de Dirichlet homogene. Afin de construire un espace d’ap-
proximation Vb-conforme, on pose

Voy = [LX,)° N [Hy ()P, (5.90)
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ol Li , est défini en (5.8). Les éléments de Vp, sont les champs de vecteurs

dont chaque composante est dans Lé,y et qui sannulent sur la fronticre
de Q.

On considere le probleme approché suivant :

Chercher #;, € Vp,, tel que

5.91
a(uy, wy) = fo(wy), Vw, € Vpy, 690

qui est clairement bien posé puisque a est coercive sur Vp et que Vp;, C Vp.

Théoreme 5.16 (Convergence). Avec les hypothéses ci-dessus, on suppose que
la solution unique u de (5.80) est dans [H Q) N Hol ()12, Alors, il existe
une constante c telle que pour rout b,

= wyll1.0 < eh .0 (5.92)

De plus, si le probleme (5.80) est régularisant (Cest-a-dire sil existe une
constante cs telle que pour tour [ € (L2 ()P, la solution unique de (5.80)
satisfait ||u|,,0 < es||f llo,o) i existe une constante c telle que pour rout b,

/3
e — wyllo.0 < B ulgrr 0 (5.93)

Lestimation (5.92) résulte du lemme de Céa 2.12 et du théoreme d’in-
terpolation 3.26 que I'on applique composante par composante. Lestima-
tion (5.93) résulte du lemme de Aubin—Nitsche 2.21.

e Probléeme de traction pure. Pour le probleme de traction pure, une ma-
niere d’éliminer le déplacement rigide arbitraire au niveau discret consiste

I

A
(i) imposer que le déplacement en un nceud du maillage, 4, est nul;

(ii) choisir trois autres nceuds du maillage, a1, 2, a3, et trois vecteurs uni-
taires, T, T2, T3, tels que Pensemble {(2; — a0) X 7;}1<,;<3 forme une
base de R?;

(iii) imposer que le déplacement au neeud 4; le long de la direction T; est nul.
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Ceci conduit a 'espace d’approximation

Vi = {0 € [COQ)F ; VK € T, vy 0 Ty € [P

5.94
vy(ag) = 05 0(a)7, =0,7€ {1,2,3}}. ( )
On considere le probleme approché suivant :
Chercher #), € Vy, tel que (5.95)
a(uy, wy) = N(wy), Ywy, € V.

En utilisant la deuxi¢me inégalité de Korn, on montre que la forme bili-
néaire  est coercive sur Vyy, si bien que le probleme discret (5.95) est bien
posé.

Théoréme 5.17 (Convergence). Avec les hypothéses ci-dessus, on suppose que
la solution unique u de (5.806) est dans [H L) N V. Alors, il existe une
constante ¢ telle que pour tout b,

lu— w0 < chlulisr 0 (5.96)

De plus, si g = 0 et si le probleme (5.806) est régularisant, (cest-i-dire sil existe
une constante cs telle que pour tour f € (L2 ()P, la solution unique de (5.86)
avec g = 0 satisfait ||ull,.0 < cs||fllo,o)s i existe une constante c relle que
pour tout b,

= uyllo. < e H M ulpr (5.97)

Remarque 5.18

Une condition suffisante pour que les problemes (5.80) et (5.86) soient régulari-
sants est que le polyedre ) soit convexe et que ¢ = 0; voir, par exemple, Grisvard

[48].
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5.2.3 Matériaux pratiquement incompressibles :
perte de coercivité

Dans cette section, on s’intéresse 4 des matériaux dont le rapport des coefhi-
cients de Lamé est tel que

A > 1. (5.98)
n

Cette situation se produit lorsque le coefficient de Poisson est tres proche de
1, Cest-a-dire pour des matériaux pratiquement incompressibles.

Pour de tels matériaux, on constate que si on utilise un maillage qui nest pas
suffisamment fin, la solution discrete est polluée par des oscillations parasites.
Ce phénomene, qu'on appelle perte de coercivité, peut sexpliquer en repre-
nant l'analyse d’erreur présentée dans la section 5.2.2. Le rapport ﬁ étant tres
grand, il n'est pas raisonnable de I'absorber dans les constantes génériques ¢
apparaissant dans les estimations d’erreur.

On considere la forme bilinéaire 2 définie en (5.74). On pose

o = inf 200 (5.99)
veV ||V||1’Q

a(v, w)

W, = sup sup (5.100)

AT TR
vevwev I2lallwlho
ol V est 'espace fonctionnel sur lequel est posé le probléme continu. Sous
Ihypothése (5.98), on montre que le rapport £« est d’ordre X. En reprenant
Ianalyse de convergence présentée dans la section 5.2.2, on obtient I'estima-
tion d’erreur

[l —uplli0 < )‘/7 4] 441,05 (5.101)

avec une constante ¢ indépendante de 4 et du rapport . Cette estimation
montre que le maillage doit étre suffisamment fin pour que lerreur soit
contrdlée. La figure 5.1 illustre le phénomene de perte de coercivité dans
l'approximation par éléments finis (¢ = 1) des déformations d’un barreau
élastique percé de deux trous. Lorsque le rapport » est de I'ordre de lunité,
le malllage considéré conduit & des résultats acceptables. Ce nest plus le cas
lorsque A =10
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Figure 5.1 — Déformations d'un barreau élastique percé de deux trous; en
haut : maillage et configuration de référence; au milieu : configurations dé-
formées; en bas : isovaleurs du déplacement vertical u, ; colonne de gauche :
A = 1; colonne de droite : % = 10°.

5.3 Complément : approximation
spectrale

Soit Q un domaine de R?. On considére le probléme spectral suivant :

Chercher §s € Hy () \ {0} et X € R tels que (5.102)

—Ay = Ny dans (), .
dont la formulation faible consiste 2

Chercher j € Ho1 @)\ {0} et A € R tels que (5.103)

Jo VU-Vw =\ [(bw, Ywe H; (). .

Lorsque le couple {\, s} est solution de (5.103), on dit que N est une valeur
propre du Laplacien (avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes) et
que la fonction W est une fonction propre du Laplacien. On peut montrer (voir
Yosida [78, p. 284] ou Brezis [21, p. 192]) que le probleme (5.103) admet
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une infinité dénombrable de solutions {\,, U },>1 et que ces solutions sont
telles que :

() {N\u},>1 est une suite croissante positive telle que X, —=+ o0
(ii) {Ws},>1 forme une base hilbertienne orthonormée de L*(Q).

En dimension 1, les valeurs propres du Laplacien peuvent se calculer

facilement. Par exemple, pour & = ]0,1[, ces valeurs propres sont les
réels N, = #*m* pour n > 1, et les fonctions propres sont les fonctions
Yn(x) = sin(nmx) pour » > 1. Ces fonctions deviennent de plus en plus

oscillantes 4 mesure que 7 croit. En dimension 4 > 2, on dispose d’une
formule analytique pour les valeurs propres du Laplacien uniquement lorsque
le domaine ) a une forme géométrique simple. Par exemple, si celui-ci est
un hypercube, les valeurs propres s'écrivent comme la somme de o valeurs
propres du Laplacien unidimensionnel. Dans le cas général, les valeurs
propres et fonctions propres du Lapalcien doivent étre approchées, par
exemple en utilisant une méthode d’éléments finis.

Pour simplifier, on suppose que £) est un polygone ou un polyedre et on consi-
dere une famille {7,},~0 de maillages conformes de €). Pour tout » > 0,
on construit un espace d’approximation H'-conforme, V}, en utilisant le
maillage 7, et un élément fini de Lagrange de degré £ > 1. Le probleme
spectral approché est le suivant :

herch A\ R tel
{ Chercher s, € V},\ {0} et N, € R tels que (5.104)

Jo V- Vw, =N, [ by, Yw, €V,
Soit {@1,...,¢n} une base de V,, ou N = dim V). On désigne par

¥, € RY le vecteur formé par les composantes de s, dans cette base. Le
probleme (5.104) consiste a

{ Chercher ¥, € R\ {0} et M € R tels que (5.105)

A\I’;, = )\;,M\I’;,,

ol A est la matrice de rigidité et M la matrice de masse. Ces deux matrices ont
pour coefficients

Aj Z/chg-vcpj et M Z/CP,‘(P]‘. (5.106)
Q Q
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Les matrices A et M sont clairement symétriques et définies posi-
tives. Le probleme spectral approché (5.104) admet donc NV solutions
{Np, Upnb1<nv- Les fonctions propres approchées peuvent étre choisies
telles que {Wy,..., Py} soit une base orthonormée de V) et telles que
i << oy

On fixe un entier 7 > 1 et on suppose que le maillage est suffisamment
fin pour que m < N. On pose V,, = vect{{s,..., ¥} et on note S,
la sphere unité de Vj, dans I*(Q). On introduit le projecteur elliptique
I, : H3(Q) — V) tel que pour tout v € H} Q) et pour tout v, € V),

/ Vvl —v) -V, = 0. (5.107)
[9)

Proposition 5.19. Soitm > 1 et N = m. On suppose qu’il existe un entier
k > 1 et une constante c¢1(m) tels que
Jnf ([T = vllo.q + Al = vlh,0) < almh'™. (5.108)

Alors, il existe des constantes cy(m), c3(m) et c4(m), indépendantes de h mais qui
explosent lorsque m —+ oo, telles que, si b est suffisamment petit, on a

N < Ny < N+ e2(m) BN, (5.109)
De plus, si la valeur propre N, est simple, on a

1 = .0 < e30m) BN, (5.110)

W = Wimllo,0 < eglom) A N (5.111)

Si la valeur propre N, est multiple, \p,n peut érre choisi de sorte que les estima-
tions (5.110)—(5.111) sont satisfaites.

Par exemple, on considere un maillage uniforme de 0 = ]0,1[ de pas
h = 54 Les matrices de rigidité et de masse sont tridiagonales et telles que
!
h
si bien que les valeurs propres du probleme spectral approché sont

N, — 6 1 — cos(nmh)
=R\ 2+ cos(nh)

A = —uidiag(—1,2,-1) et M = gtridiag(lA, 1), (5.112)

), nef{l,...,N}. (5.113)
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5 ¢ Approximation de 5.3 Complément :
problémes coercifs approximation spectrale

La figure 5.2 présente les V premicres valeurs propres exactes et les N valeurs
propres approchées pour N = 10 et V. = 100. On observe que :

(i) les valeurs propres sont approchées par exces, en accord avec I'estima-
tion (5.109) ;

(i) a /V fixé (donc a A fixé), seules les premieres valeurs propres sont appro-
chées avec une précision satisfaisante.

r Vvp exacte 1 r Vvp exacte
L vp approchée ] L vp approchée

1.10° - 5

5.10°

0 4
s b b b b b b b ey P N NN NS W WU S S S S

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figure 5.2 — Valeurs propres exactes (trait plein) et approchées par éléments
finis (trait pointillé) pour le Laplacien sur I'intervalle Q = 10, 1[; a gauche :
N = 10, a droite : N = 100.
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6 « ELEMENTS FINIS MIXTES

On consideére un probleme modele qui s'exprime sous la forme d’un systeme
d’équations aux dérivées partielles oli interviennent plusieurs fonctions incon-
nues qui ne jouent pas le méme role mathématique et physique. Par exemple,
dans le probléme de Stokes,

—Au+ Vp=f dansQ, (6.1)
V-u=yg dans(, (6.2)

le champ # : 0 — R? représente une vitesse et la fonction p : Q — R une
pression. Dans le probleme de Darcy,

o+ Vu=f dans, (6.3)
V.o =g dans ), (6.4)

le champ o : Q — R? représente une vitesse et la fonction  : Q — R
une charge hydraulique. En général, le caractére bien posé de ces problemes
résulte d’une condition inf-sup qui, comme on I'a vu dans la section 2.3, nest
pas automatiquement transférée au niveau discret. En pratique, cela veut dire
que pour que 'approximation par éléments finis soit bien posée, il faut que les
espaces d’approximation pour les deux fonctions inconnues satisfassent une
condition de compatibilité donnant lieu A une condition inf-sup discréte. Dans
ce cas, on parle déléments finis mixtes.

Ce chapitre est organisé comme suit. On présente d’abord quelques résultats
mathématiques pour I'analyse et I'approximation par éléments finis de pro-
blemes de type point selle. Méme si ces problemes ne recouvrent pas tous les
cas rencontrés dans ce chapitre, ils sont historiquement importants car ils ont
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fourni le premier cadre théorique pour I'analyse de la méthode des éléments
finis ne reposant pas sur le lemme de Lax—Milgram et la notion de coercivité.
Puis, on présente divers exemples d’éléments finis mixtes, d’'une part pour le
probléme de Stokes (6.1)—(6.2) et d’autre part pour le probleme de Darcy
(6.3)—(6.4).

6.1 Problemes de type point selle

Etant donné deux espaces de Hilbert X et M et deux formes linéaires £ € X
et g € M’, on considére deux formes bilinéaires 2 € L£(X X X;R) et
b e L(X X M;R). On s'intéresse au probleme abstrait suivant :

Chercher (#,p) € X X M tel que
a(u,v) + b(v,p) = f(v), VYveX, (6.5)
b(u, g) =g, VgeM.

Définition 6.1. Si la forme bilinéaire a est symétrique et positive sur X X X,
on dit que (6.5) est un probleme de type point selle.

Le probleme (6.5) a une structure tres particuli¢re puisque :
(i) Pespace solution est le méme que I'espace test;
(i) la fonction inconnue p n'intervient pas dans la deuxie¢me équation ;

(iii) les fonctions inconnues # et p sont couplées via la méme forme bilinéaire
dans la premiére et la deuxie¢me équation.

Lobjet de cette section est de présenter les principaux résultats relatifs au ca-
ractere bien posé de (6.5) et a son approximation par éléments finis mixtes.

6.1.1 Caractére bien posé

Il est clair que le probleme (6.5) est un cas particulier du probleme (2.1) dont
lanalyse mathématique est présentée dans la section 2.1. En effet, en posant
V = W = X X M et en introduisant la forme bilinéaire c € L(V X V;R)
telle que

((u,p), (v, 9)) = a(u,v) + b(v,p) + b(u, q), (6.6)
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et la forme linéaire » € L(V;R) telle que
h(v,q) = f(v) + g(g), 6.7)

le probléme (6.5) équivaut &
{ Chercher (#,p) € V tel que
((u,p), (v, q) = h(v,q), Y, g €V.

Ainsi, sur le plan mathématique, tout est dit : le probleme (6.5) est bien posé si
et seulement si la forme bilinéaire ¢ satisfait les conditions (BNB1) et (BNB2)
du théoreme BNB.

Lorsque la forme bilinéaire @ est coercive, les conditions (BNB1) et (BNB2)

(6.8)

sur la forme bilinéaire ¢ peuvent se formuler de maniére relativement simple.

Théoreme 6.2. On suppose que la forme bilinéaire a est coercive sur X. Alors,
le probleme (6.5) est bien posé si et seulement si la forme bilinéaire b satisfair la
condition inf-sup suivante : il existe 3 > 0 tel que

b(v, q)
B > 0, inf sup ——— 2
B /o0 Tolxllallor =

> B. (6.9)
Afin de justifier la terminologie introduite dans la définition 6.1, on introduit
le Lagrangien | € L(X X M;R) défini par

(v, q) = %a(v, v) + b(v,q) — fv) — g(9), (6.10)

et la notion de point selle ; voir la figure 6.1.

Figure 6.1 — Graphe d’une fonctionnelle présentant un point selle.
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Définition 6.3 (Point selle). On dit que le point (u, p) € X X M est un point
selle de [ si

Vo XXM, g <lwp <lop. (61D

Proposition 6.4. Sous les hypotheses du théoréme 6.2, le Lagrangien | défini
par (6.10) admer un unique point selle. De plus, ce point selle est également la
solution unique du probléme (6.5).

6.1.2 Approximation par éléments finis mixtes

On se restreint 2 une approximation du prob}l‘eme (6.5) par une méthode de
Galerkin standard dans un cadre conforme. Etant donné deux espaces d’ap-
proximation Xj, C X et M;, C M, on consideére le probléeme approché sui-
vant :

Chercher (), p;) € X), X M, tel que

alup, vy) + b(vp, py) = f(v), Vo, €X,, (6.12)

b(uy, 95) =glqn), Vg, € M.

Théoréme 6.5. On suppose que la forme bilinéaire a est coercive sur X. On
suppose que X, C X et My, C M. Alors, le probleme (6.12) est bien posé si et
seulement si la condition inf-sup discrete suivante est satisfaite : il existe B, > 0
tel que

b(vy, q5)
upllxllgnllar =

= By (6.13)

inf su
BEM) 4, €,

On retiendra que pour que le probleme discret (6.12) soit bien posé, il faut
que les éléments finis utilisés pour construire les espaces d’approximation X,
et M), satisfassent la condition de compatibilité (6.13). Dans la lictérature, cette
condition est souvent appelée la condition de Babuska—Brezzi ou la condition
de Ladyshenskaya—Babuska—Brezzi.

On sintéresse maintenant a l'analyse d’erreur pour le probleme appro-
ché (6.12). Le résultat suivant généralise le lemme de Céa 2.12 aux problémes
de type point selle.
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Lemme 6.6. Sous les hypotheses du théoréme 6.5, la solution unique (uy, p;) de
(6.12) satisfait les estimations suivantes :

u—1u < ¢y inf ||lu—1v + ¢ inf — 6.14
H hHX X nex, H h||X zthMh HP %HM, ( )
p—p < inf ||u— + inf ||p— 6.15
” /;HM X G3) WEX, Hu V};”X “411%th ” q}!HMv ( )

b o,
avec ¢y, = (1+ ”””X XXy (14 I P;X M), o est la constante de coercivité de a sur X,
— léllx.m — ll]lx x — 6llx a0 lla]lx x
a0 b T Clyp, T e Cap 1+ 5 + P

On observera que les constantes ¢y, ¢3) et ¢4, sont d’autant plus grandes que
la constante 3, dans la condition inf-sup discrete (6.13) est petite.

6.1.3 Le systéme linéaire

On sintéresse a la version matricielle du probleme discret (6.12). On
pose NV, = dimX), et N, = dim M. Soit {db;}i<;<n, une base de X), et
{l!}k}lgkgjvp une base de M), Pour tout %), = Zf\il u;; dans Xj, et pour tout

, = Z:fil]’/ell’/e dans M), on introduit les vecteurs U € R et P € R
formés par les composantes de 1, et p; dans ces bases, respectivement. On a
donc U = (uy,..., uM)T et” = (p1,... ,pr)T. Le probleme discret (6.12)
est équivalent a chercher la solution (U, P) du systeme linéaire suivant :

A BT [U] Z [F
ot les matrices A € RV« et B € RN ont pour coefficients
Aj = aldj, i) et By = b(di, by, (6.17)

et ol les vecteurs F € R™ et G € R™ ont pour composantes F; = f(d;) et
G, = g({5). On observe que :

(i) puisque la forme bilinéaire @ est symétrique et coercive, la matrice A est
symétrique définie positive;;

(ii) la matrice du systeme linéaire (6.16) est symétrique mais elle n’est pas
positive ;
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(iii) la condition inf-sup discrete (6.13) est équivalente au fait que la matrice
B est de rang maximal (ou, en termes équivalents, que Ker(BT) = {0});

(iv) d’apres le théoréme 6.5, la matrice du systeme linéaire (6.16) est inver-

sible.

Les contre-exemples ol la condition de compatibilité (6.13) n'est pas vérifiée,
et oll, donc, la matrice B n'est pas de rang maximal, relévent en général de
I'une des deux situations suivantes :

(i) dim M), > dim X, : Iespace M), est trop grand pour que la matrice B soit
de rang maximal ; en général, la matrice B est injective (Ker(B) = {0}) :
on patle de vérouillage;

(ii) il existe un vecteur Q* # 0 dans Ker(BT). Le champ discret

N, , .
q; = 2,2, Qi dans M, est appelé un mode parasite. Par construc-
tion, ce champ est tel que &(v;, g;) = 0 pour tout v, € X,

Des exemples o ces situations se produisent sont présentés dans la sec-
tion 6.2.3 pour 'approximation du probléme de Stokes.
Remarque 6.7
Des considérations matricielles élémentaires permettent de montrer directement
que si A est définie positive et si B est de rang maximal, la matrice du systeme
linéaire (6.16) est inversible. Pour cela, on montre simplement que cette matrice
est injective. Soit en effet (U*, P*) un vecteur du noyau de cette matrice. On a
donc AU* + BTP* = 0 et BU* = 0. La matrice A étant inversible, on obtient
BA~!'BTP* = 0. En prenant le produit scalaire avec P* et en utilisant le fait que
la matrice A" est définie positive, on déduit que BT P* = 0, puis que P* = 0
et, enfin, que U* = 0, ce qui termine la preuve.

La matrice

U=BA'B, (6.18)

porte le nom de matrice d’Uzawa. Cette matrice est clairement symétrique
et positive ; de plus, le raisonnement développé dans la remarque 6.7 montre
quelle est définie positive. La matrice d’Uzawa apparait naturellement lors-
quon élimine la vitesse U dans le systeme (6.16), ce qui conduit au systeme
linéaire en P suivant :

UP=BA 'F-G. (6.19)
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Linversion du syst¢tme (6.19) (par une méthode itérative) est une des ap-
proches possibles pour résoudre le systeme (6.16). Une autre méthode consiste
3 utiliser une technique dite de compressibilité artificielle ; voir la section 6.4.

6.2 Eléments finis mixtes
pour le probleme de Stokes

Cette section passe en revue quelques contre-exemples et de nombreux
exemples d’éléments finis mixtes pour I'approximation du probléeme de
Stokes (6.1)—(6.2). Pour simplifier, on se restreint a des conditions aux limites
de Dirichlet homogene en la vitesse; voir, par exemple, [38, p. 179] pour
d’autres conditions aux limites. Par ailleurs, on suppose que les données f et
¢ sont dans [Z2()]% et L2(QY), respectivement, et que fQ g=0.!

Le probleme (6.1)—(6.2) intervient dans la modélisation des écoulements
incompressibles a faible nombre de Reynolds. Léquation (6.1) exprime
la conservation de la quantité de mouvement (f représente une densité
volumique d’efforts extérieurs) et I'équation (6.2) exprime la conservation
de la masse (g représente les sources et puits de masse dans I'écoulement).
Lorsque ¢ = 0, le champ # est a divergence nulle;; on dit que # est so/énoidal.

6.2.1 Formulation faible et caractére bien posé

Afin d’écrire le probleme de Stokes sous forme faible, on introduit I'espace
fonctionnel

L2(Q) = {q e I*(Q); / q= o} : (6.20)
Q

1. Cette dernitre condition s'obtient en intégrant (6.2) sur £) et en utilisant le théo-
reme de la divergence, ce qui conduit &

/g:/Vvu:/ wn =0,
Q Q o0

car on impose une condition aux limites de Dirichlet homogene sur #. La condition
Jo & = 0 est donc une condition nécessaire 4 I'existence d’une solution (x, p) pour le
probléme de Stokes avec de telles conditions aux limites.
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Le probleme de Stokes s'écrit sous la forme faible suivante :
Chercher (x, p) € [H} ()] X L2(Q) tel que
JoVu:Vo— [opVv = [ofv, VoelH Q) (6.21)
—JaqVu =~ Jogg, Vg€ LiQ).

On retrouve bien le probleme abstrait (6.5) avec X = [HOI(Q)]”{ et
M = I2(Q), les formes bilinéaires!

a(u,v) = | VuVo et b(v,p) = —/ Vv, (6.22)
Q Q

et les formes linéaires f'(v) = [, f-v et g(g) = — [, gg. On observera que
dans le probleme de Stokes (6.1)—(6.2), la pression nest déterminée qu'a une
constante additive pres et que dans la formulation faible (6.21), on a convenu
de chercher le champ de pression de moyenne nulle sur (). De plus, il est
inutile de tester la deuxi¢me équation dans (6.21) par les constantes puisque
cela conduit 4 I'équation triviale [, V-« = 0 = [, g. On élimine les fonc-
tions tests constantes dans la deuxi¢me équation en prenant les fonctions tests
dans Z2(Q).

Le caractere bien posé du probleme de Stokes (6.21) repose de maniere fon-
damentale sur le résultat suivant; voir Girault et Raviart [46, p. 22], Galdi
(42, lemme 3.1, chap. III] ou Ern et Guermond [36, p. 423].

Lemme 6.8. Soit Q) un domaine de R? avec d > 2. Alors, lopérateur
V- [Ho (@) — L), (6.23)
est surjectif.

On déduit du lemme 6.8 et du lemme A.3 qu'il existe une constante > 0
telle que pour toute fonction g € L2(Q), il existe un champ de vecteurs
v € [Hy(Q) tel que V- = g et lo]l1,0 < %Hq”o,g. En d’autres termes,
ona

Vv
inf su fﬂqf > B. (6.24)
9€LLWD) e (1 () 12[l1,0llg]lo,0

1. Les champs « et v étant 4 valeurs vectorielles, on a a(u, v) = Zf’j:l f_Q Oju;0;v;.
\
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Par conséquent, la condition inf-sup (6.9) est satisfaite. Par ailleurs, la forme
bilinéaire # est coercive sur [Hy K grice a l'inégalité de Poincaré (5.5)
que l'on applique composante par composante. Le théoreme 6.2 permet de
conclure quant au caractere bien posé de (6.21).

6.2.2 Approximation par éléments finis mixtes

On s'intéresse maintenant 2 une approximation conforme du probleme (6.21)
par éléments finis mixtes dans le cadre de la méthode de Galerkin stan-
dard; voir la section 6.1.2. Erant donné deux espaces d’approximation
X, C [H] ()14 et M, C L2(Q), on considere le probléme approché suivant :

Chercher (uy, p) € X;, X M), tel que
fﬂ Vu,:Vu, — fﬂp/,v-llh = fﬂf-vb, Yo, € X), (6.25)
—JamNVw =—Jogt: Vo €M,
D’apres le théoreme 6.5, ce probléme est bien posé si et seulement si les es-
paces Xj, et M), sont tels quil existe une constante 3, > 0 telle que

v.
inf sup ooV B). (6.26)

€M, e, | gllo.allosllio

Lorsque cette condition est satisfaite avec une constante (3 indépendante de 4,
on dit que les espaces X, et M), satisfont (6.26) uniformément en h.

Lorsque la condition de compatibilité (6.26) est satisfaite, le lemme 6.6 per-
met d’obtenir une estimation d’erreur pour la vitesse en norme H' et une
estimation d’erreur pour la pression en norme Z*. De plus, afin d’obtenir des
estimations d’erreur pour la vitesse en norme Z?, on utilise la notion suivante.

Définition 6.9 (Probleéme de Stokes régularisant). On dit que le probleme
de Stokes (6.21) est régularisant s7/ existe une constante cs telle que pour tour

fe [L2())?, la solution unique (&, (p) de (6.21) avec g = 0 est telle que
€ull2,0 + [1Go]11,0 < esllf 1o, (6.27)

Une condition suffisante pour que le probleme (6.21) soit régularisant est que
) est un polygone convexe en dimension 2 ou que £) est un domaine de classe
¢! dans R? avec d = 2 ou 3 ; voir, par exemple, Amrouche et Girault [5].

141




142

6 * Eléments finis mixtes 6.2 Eléments finis mixtes
pour le probleme de Stokes

Dans la pratique, il n'est pas trés commode d’imposer la condition [, g, = 0
sur les champs de pression discrets car cela rend difficile la construction d’une
base de M), composée de fonctions dont le support est localisé. On préfere
travailler avec un couple d’espaces X), X M. Lespace d’approximation en
pression M, admet la décomposition M, = M), & vect(Z) telle que

(i) le couple d’espaces X, X M, satisfait la condition de compatibi-
licg (6.26) ;

.. N* N , . . .
(i) le vecteur Z € R, ot N," désigne la dimension de M}, a toutes ses
composantes égales a 1.

La matrice du systeme linéaire associé au couple d’espaces X), X M)’ est singu-
liere, son noyau étant de dimension 1 et son image étant de co-dimension 1.
Plus précisément, le noyau de cette matrice est R(0, Z) et son image est 'hy-
perplan (0, 2)%. Puisque le membre de droite du systeme linéaire appartient

. . NS N .
a cet hyperplan (car [, ¢ = 0 implique >*,” | G; = 0), le systeme linéaire ad-
met une infinité de solutions. Si on utilise une méthode itérative pour appro-
cher une des solutions du systeme linéaire et si la méthode itérative est conver-
gente, on peut soustraire au champ de pression ainsi obtenu une constante de
fagon & imposer [, p; = 0.

6.2.3 Contre-exemples

Cette section présente trois contre-exemples classiques d’éléments finis mixtes
pour le probleme de Stokes.

e Elément P1/P, : verrouillage. On cherche la vitesse discrete dans l'es-
pace Xj, construit avec 'élément fini de Lagrange Py et la pression dans
lespace M), constitué des fonctions constantes par morceaux. On a donc
X, = [P, )7 ou P!, ; est défini en (3.46) avec k = 1 et M), = P, ou
PY, , est défini en (4.20) avec k = 0.

wd,h
Les espaces Xj, et M), ainsi construits ne satisfont pas la condition de com-
patibilit¢ (6.26). En deux dimensions d’espace sur un domaine () qui est
simplement connexe, ce fait résulte simplement des relations d’Euler rap-
pelées dans le lemme 3.19. En reprenant les notations du lemme 3.19, on
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obtient _
dim(X),) = 2N, et dim(M}) = Nma, (6.28)

ot Niy = Nyy — N2 désigne le nombre de sommets intérieurs, si bien que
dim(M;) — dim(X;) = Nopa — 2Nl = N2 —2 > 0. (6.29)

Un simple argument de dimension montre donc que la matrice B ne peut
pas étre de rang maximal. En d’autres termes, 'espace M), est beaucoup
trop riche pour que la condition de compatibilité (6.26) soit satisfaite. Par
ailleurs, on a en général Ker(3) = {0}, si bien que le seul champ de vitesse
discret %, dont le vecteur composantes U™ satisfait BU* = 0 est le champ
nul.

Figure 6.2 - Mode de pression parasite pour les éléments finis mixtes Q1/P ;
les mailles grisées correspondent a la valeur +1 et les autres mailles a la
valeur —1.

Elément Q;/P, : mode parasite. On cherche la vitesse discrete dans Ues-
pace X), construit avec I'élément fini de Lagrange Q; et la pression dans
espace M), constitué des fonctions constantes par morceaux. On a donc
— 10! 14 oy Ol oo - — po

Xy = [Q. 01" ot Q. o est définien (3.47) avec k = L et M), = Py .
Sur le carré unité maillé avec un maillage uniforme, on peut construire fa-
cilement un mode de pression parasite : il s'agit de la fonction g constante
par morceaux qui vaut alternativement +1 et —1 comme sur les cases d’un
échiquier ; voir la figure 6.2. On vérifie que

Vo, € [QL)]", /Q V0, = 0, (6.30)

si bien que les espaces X), et M), ne satisfont pas la condition de compatibi-

licé (6.26).
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o Elément P;/P; : mode parasite. On cherche la vitesse discrete dans

Pespace X, construit avec I'élément fini de Lagrange Py et la pression
dans I'espace M), construit également avec cet élément fini. On a donc
X, =[Pl ) et M, = P!,
Sur le carré unité maillé avec une triangulation structurée et uniforme, on
peut construire facilement un mode de pression parasite : il s'agit de la fonc-
tion ¢}, qui vaut alternativement +1, 0 et —1 sur les sommets du maillage ;
voir la figure 6.3. On vérifie que

Vo e Plyal’s [ iV =0, 631)

si bien que les espaces X), et M), ne satisfont pas la condition de compatibi-

lieé (6.26).

& O

Figure 6.3 — Mode de pression parasite pour les éléments finis mixtes P¢/P; ;
les cercles blancs correspondent a la valeur +1, les cercles gris a la valeur 0
et les cercles noirs a la valeur —1.

6.2.4 L'élément mini

La raison pour laquelle I'élément P1/P; ne conduit pas a la condition inf-
sup discrete (6.26) est que I'espace d’approximation des vitesses n’est pas assez
riche. Lidée de la construction de I'élément mini est de conserver une ap-
proximation de la pression basée sur I'élément fini de Lagrange P; et d’enri-
chir espace d’approximation des vitesses afin qu’il existe un champ de vitesse
discret v, tel que [, ¢, V-v; # 0, out g} est le mode de pression parasite
illustré dans la figure 6.3.
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On suppose que le domaine €2 est un polygone de R* ou un polyédre de R? et
on consideére une famille réguliere {7}, de maillages affines de €) consti-
tués de simplexes (triangles en dimension 2 ou tétra¢dres en dimension 3).

On note X le simplexe de référence.

Définition 6.10 (Fonction bulle). On dit qu'une fonction b: K — Rest une
fonction bulle s :

(i) be Hy(K);
(i) 0 < Z(Ec\) < 1 pour tout s € K;
(iii) Z(E) =108 Gestle barycentre de K.

Un exemple de fonction bulle est la fonction

d
b=+ D" N, (6.32)
i=0
oll (5\\07 . ,Xd) désignent les coordonnées barycentriques sur K ; voir la par-

tie gauche de la figure 6.4. Un autre exemple consiste a construire (¢ + 1)
simplexes dans K en reliant le barycentre de K aux (4 + 1) sommets de X,
puis & prendre pour b la fonction continue et affine par morceaux dans K qui
sannule aux (4 + 1) sommets de K et qui vaut un en son barycentre ; voir la
partie droite de la figure 6.4.

Figure 6.4 — Lignes de niveau de deux fonctions bulle sur le triangle de référence.

Soit & une fonction bulle sur K. On pose

? = [P1(K) @ vect(B)]*, (6.33)
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et on introduit les espaces d’approximation

X, = {0, € (") ;VK € Tj, 0 Tx € Psuylon = 0}, (6.34)
M, =P, (6.35)

Lemme 6.11. Les espaces X), et M), N I2(Q) satisfont la condition de compati-
bilité (6.26) uniformément en h.

Théoreme 6.12. On suppose que la solution (u,p) du probleme de
Stokes (6.21) est suffisamment réguliere, & savoir u € [H 21 n (H] ()17 et
pEH Q) N L2(Q). Alors, il existe une constante c telle que pour tout b,

lw — w0 + N2 — pslloa < chllullz,n + llpll0)- (6.36)

De plus, si le probleme de Stokes est régularisant,
= ullo,0 < cH*(|lullr0 + lIplh,0)- (6.37)

Lidée d’utiliser des fonctions bulle dans I'approximation du probleme de
Stokes remonte aux travaux de Crouzeix et Raviart [32]. Lanalyse de I'él¢-
ment P1-bulle/P; est due aux travaux de Arnold, Brezzi et Fortin [6]. Dans la
liteérature, cet élément est souvent appelé [ élément mini.

6.2.5 L'élément de Taylor-Hood et variantes

Lélément mini présente I'avantage de satisfaire la condition inf-sup dis-
crete (6.26). Toutefois, I'estimation d’erreur (6.36) n'est pas optimale dans la
mesure ot espace d’approximation en pression est suffisamment riche pour
laisser espérer une convergence de ||p — pyllo,0 & 'ordre deux en 4. Par contre,
Pespace d’approximation en vitesse n'est pas suffisamment riche pour que
[l — w1 0 converge a I'ordre deux en A.

Lidée de I'élément de Taylor—Hood consiste a enrichir encore davantage 'es-
pace d’approximation de la vitesse. On cherche la vitesse discrete dans I'espace
X), construit avec 'élément fini de Lagrange IP; et la pression dans I'espace /),
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construit avec I'élément fini de Lagrange ;. On a donc

X, = [P2,01°, (6.38)
M, =P, (6.39)

Comme dans la section précédente, on suppose que le domaine ) est un
polygone de R? ou un polyedre de R? et on considére une famille réguliere
{7,} >0 de maillages affines de () constitués de simplexes. On suppose que
toutes les mailles ont au moins & arétes dans () (ou, en termes équivalents,
toute maille a au plus une aréte sur la frontiere 9€) en dimension 2 et au plus
trois arétes sur la frontiere () en dimension 3).

Lemme 6.13. Les espaces X, et My, L2(Q) satisfont la condition de compati-
bilité (6.26) uniformément en h.

Théoreme 6.14. On suppose que la solution (u,p) du probleme de

Stokes (6.21) est suffisamment réguliere, & savoir u € [H 3 n [H] ()7 er

peH 2(Q) N L2(Q). Alors, il existe une constante ¢ telle que pour tout b,
lu—wllia + o= palloa < ch(lulls.0 + llpll2.0)- (6.40)

De plus, si le probleme de Stokes est régularisant,
e = upllo.0 < P (lulls0 + llpll2,0)- (6.41)

Pour les preuves des résultats ci-dessus et des compléments, on pourra consul-
ter Bercovier et Pironneau [15], Verfiirth [75], Girault et Raviart [46, p. 176]
ou Ern et Guermond [38, p. 192]. Dans la litcérature, I'élément P,/P; est
souvent appelé élément de Taylor—Hood. Plusieurs variantes de cet élément
sont possibles.

e Eléments P/P;_; et Q,/Q,_,. On considere un enter # > 2. Délément
IP4/P;_; consiste & approcher la vitesse et la pression dans les espaces

X, =[Pt 01", (6.42)
M, =P (6.43)

Une autre possibilité consiste a considérer une famille réguliere {7}~ de
maillages affines constitués de quadrangles en dimension 2 ou de hexaedres
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en dimension 3 et & approcher la vitesse et la pression dans les espaces

X, = [Q4).0%, (6.44)
My = Q5" (6.45)

Dans les deux cas, les espaces Xj, et M, N L2(€)) satisfont la condition de
compatibilité (6.26) uniformément en 4 pour tout £ > 2. De plus, pourvu
que la solution exacte (, p) soit suffisamment réguli¢re et que le probleme
de Stokes soit régularisant, on a I'estimation d’erreur [22]

= wyllo,0 + Alllu— w0 + lp=psllo,0) < eh (lullesro + lpleo)-
(6.46)

e Eléments P;-iso-P,/P; et Q-iso-Q;/Q;. On considére d’abord un
maillage 7}, constitué de simplexes. En dimension 2, chaque triangle de
7, est divisé en 4 sous-triangles en joignant les milieux de ses 3 arétes.
En dimension 3, chaque tétra¢dre de 7}, est divisé en 8 sous-tétratdres en
divisant chaque face en 4 sous-triangles comme en dimension 2 puis en
joignant les milieux d’une paire d’arétes dont I'intersection est vide; voir
le tableau 6.1. On note 7, le nouveau maillage ainsi construit. Lélément

2
IP;-iso-IP,/P; consiste & approcher la vitesse et la pression dans les espaces

X, = {v € [C°Q) ;YK € Ty, w0 T € P15 wylon = 0}, (647)
M, =P, (6.48)

Dans la littérature, cet élément est souvent appelé 4P /Py en dimension 2 et
8P1/P; en dimension 3. Les espaces X), et M, NL2(Q) satisfont la condition
de compatibilité (6.26) uniformément en 4. De plus, pourvu que la solu-
tion exacte (#, p) soit suffisamment réguliere et que le probleme de Stokes
soit régularisant, on a 'estimation d’erreur

= uyllo,o + bl = w0 + llp = slloe) < cP(lullzn + lpli0)-
(6.49)
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Une construction analogue est possible lorsque le maillage 7}, est consti-
tué de quadrangles en dimension 2 ou de hexa¢dres en dimension 3. En
dimension 2, chaque quadrangle est divisé en 4 sous-quadrangles en joi-
gnant les milieux des arétes opposées. En dimension 3, chaque hexatdre
est subdivisé en 8 sous-hexatdres en divisant chaque face en 4 sous-faces
comme en dimension 2 puis en joignant les milieux des faces opposées;
voir le tableau 6.1. On note 7, le nouveau maillage ainsi construit. Lélé-

2
ment Q;-iso-Q2/Q; consiste a approcher la vitesse et la pression dans les
espaces

X = {0 € '@ VK € Ty, 0 Tic € [Q1)" s wylog = 0}, (6.50)

M, = Q. (6.51)

Dans la littérature, cet élément est souvent appelé 4Q;/Q; en dimension 2
et 8Q1/Q; en dimension 3. Les espaces X), et M), NL2(Q) satisfont la condi-
tion de compatibilité (6.26) uniformément en 4. De plus, pourvu que la
solution exacte (u, p) soit suffisamment réguliere et que le probleme de
Stokes soit régularisant, on retrouve I'estimation d’erreur (6.49). Lélément
Q1-is0-Q2/Q; est souvent utilisé dans les logiciels industriels car il est tres
simple & programmer.

Tableau 6.1 - Construction de |'espace d'approximation en vitesse pour les
éléments 4P,/P; et 4Q,/Q, en dimension 2 et les éléments 8P,/P; et 8Q4/Q
en dimension 3 (seuls les degrés de liberté visibles sont représentés).

dimension 2 dimension 3

4P1/Pq 4Q1/Q4 8P1/Py 8Q1/Qq

149



6 * Eléments finis mixtes 6.2 Eléments finis mixtes
pour le probleme de Stokes

150

6.2.6 L'élément Crouzeix-Raviart/P,

On suppose que le domaine €2 est un polygone de R? ou un polyeédre de R? et
on considére une famille régulicre {7}, de maillages affines de ) consti-
tués de simplexes. On approche la vitesse dans I'espace X, construit avec I'¢lé-
ment fini de Crouzeix—Raviart et la pression dans I'espace M), constitué des
fonctions constantes par morceaux. On a donc X), = [Plt’,,’o]‘l et M), = Ptod’,,.

On introduit les formes bilinéaires 2, € L(X;, X X};R) et b, € L(X), X M)
définies par’

ay(vy, wp) = /QV/JV/J:V/JW/J et by(oy, qp) = —/Q%V/;'% (6.52)

et on considere le probleme approché suivant :

Chercher (u), p) € X), X M, tel que
ay(uy, vp) + by, py) = fvy), Vo, € X, (6.53)
by (uyy q) =glgp), Vq, € My,

ol les formes linéaires f* et ¢ sont définies dans la section 6.2.1. On notera

que (6.53) réalise une approximation non-conforme (en vitesse) du probleme

de Stokes du fait que X, = [P;t7,)70]4 ¢ [H} -

Les espaces X, et M), définis ci-dessus satisfont la condition inf-sup discrete
suivante : il existe 3 > 0 tel que pour tout 4,

inf __bwa) (6.54)
w€My ,ex, 1osll1p.0ll9sll0,0
olt la norme || - ||; 5,0 est définie en (6.70). La condition (6.54) implique

que le probleme discret (6.53) est bien posé. De plus, pourvu que la solution
exacte (u,p) soit suffisamment réguliere et que le probleme de Stokes soit
régularisant, on a I'estimation d’erreur

e = wyllo,e + Al = wylli 0 + o = pllo,n) < e (lullz,0 + lIpll1,0)-
6.55

1. Les opérateurs de gradient et de divergence discrets sont définis en (4.21) et (4.22),
respectivement.
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Lélément Crouzeix—Raviart/Py a été introduit dans [32]. Un des intéréts de
cet élément est que le champ de vitesse approché est tel que

V/,'uh = th. (656)
En particulier, pour ¢ = 0, le champ de vitesse approché est localement
solénoidal (on gardera toutefois a I'esprit que V-, = 0 nimplique pas

V-u;, = 0 a cause des discontinuités de #;, aux interfaces).

6.3 Eléments finis mixtes pour le
probléeme de Darcy

Lobjet de cette section est de présenter quelques exemples d’éléments finis
mixtes pour 'approximation du probleme de Darcy (6.3)—(6.4). Ce probleme
intervient dans la modélisation des écoulements stationnaires dans un milieu
poreux. Léquation (6.3), en général avec / = 0, exprime la loi phénoméno-
logique de Darcy qui stipule que pour de tels écoulements, la vitesse du fluide
o est proportionnelle au gradient de la charge hydraulique . Léquation (6.4)
exprime la conservation de la masse (g représente les sources et puits de masse
dans 'écoulement).

Une observation importante est quen éliminant o de (6.4) a l'aide de (6.3),
il vient

Linconnue # satisfait donc une équation de Laplace. Léquation (6.57) s'ap-
pelle la formulation primale du probleme de Darcy, alors que le systeme (6.3)—
(6.4) en constitue la formulation mixte. Linconnue u est appelée la variable
primale et inconnue o le flux.

Une premitre possibilité pour approcher le probléeme de Darcy consiste & ob-
tenir dans un premier temps une approximation par éléments finis de l'in-
connue # en utilisant les techniques d’approximation présentées dans la sec-
tion 5.1 pour la formulation primale (6.57), puis a reconstruire le flux discret
0, en prenant le gradient de la solution discrete #,. Toutefois, dans de nom-
breuses applications, on souhaite disposer d’une approximation plus précise
du flux discret 0, car celui-ci a vocation a servir, par exemple, pour simuler le
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transport de polluants dans le milieu poreux. On préfere donc considérer une
approximation de la formulation mixte.

Dans cette section, on considere plusieurs formulations mixtes du probleme
de Darcy (6.3)-(6.4). Ces formulations different au niveau de I'espace so-
lution et de I'espace test qulelles font intervenir. Sur le plan mathématique,
toutes ces formulations faibles sont éguivalentes (pourvu que les données f°
et ¢ satisfassent des hypotheses de régularité minimales) au sens ol elles sont
toutes bien posées et leur unique solution (o, #) est la méme. Par contre, cha-
cune d’entre elles conduit & un probleme discret différent a cause des différentes
intégrations par parties qui sont utilisées pour les établir.

Pour simplifier, on se restreint 4 des conditions aux limites de Dirichlet ho-
mogene en #. D’autres conditions aux limites sont possibles, par exemple des
conditions portant sur la composante normale du flux ou sur une combinai-
son linéaire entre la composante normale du flux et la variable primale. On
suppose également que les données f* et g sont dans [Z2()]? et I2(Q), res-
pectivement, et que le domaine {) est un polygone de R* ou un polyedre
de R?. On considére une famille réguliére {7;},~( de maillages affines de
constitués de simplexes.

6.3.1 Formulation mixte dans [Z2(Q)]? X H}({)

On considere une formulation mixte ol on prend en compte 'équation de
Darcy 0 + Vu = f pour chercher a priori le flux dans [Z2(Q)]? et la variable
primale dans A 1(Q). Les fonctions de H'(Q) étant suffisamment régulieres
pour admettre une trace sur la frontiere 9€), on prend en compte la condi-
tion aux limites en cherchant la variable primale dans H (). On obtient la
formulation mixte suivante du probleme de Darcy :

Chercher (0, %) € [L2(Q)]? X HH(Q) tel que

JooT+ [omVu= [ f1, Vrell’(Q), (6.58)

fﬂ o-Vv = - fngv, Vo € Ho(Q).

On retrouve le probleme abstrait (6.5) avec X = (2] ec M = HL(),

les formes bilinéaires

alo, 1) = /QO'-T et b(t,u) = /QT-Vu, (6.59)
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et les formes linéaires /(1) = [, /-7 et g(v) = — [, gv. Il est clair que

of Jo TV 5 [IV]lo,0

up ol > > (1+ )77, (6.60)
veH @) e ITlloolllle ~ vemi@ vl

ol £ est la constante intervenant dans 'inégalité de Poincaré (5.5). Par consé-
quent, le probleme (6.58) est bien posé.

Afin d’approcher le probleme (6.58) dans un cadre conforme par des élé-

ments finis mixtes, on considére les espaces d’approximation S, = [PY ;17
.
et V, = P!, . On approche donc le flux par une fonction constante par

morceaux et la variable primale par une fonction continue et affine par mor-
ceaux. Ceci conduit au probleme discret suivant :

Chercher (0, ) € S, X V}, tel que
Joort + [omVu, = [ofT V1, €8, (6.61)
fﬂ a,-Vu, = ffﬂgw?, Yo, € V).

Puisque Vv, € S, pour tout v, € V), ona

Av v
inf sup fQTb i > inf 7H Zhllo.0

S KL >(1+4)75, (662
€V n,es, ITallo,allesllia = wevi llullha

si bien que le probleme discret (6.61) est bien posé. De plus, si la solution
exacte (0, ) est suffisamment réguliere, on a l'estimation d’erreur

Lo < chollia + llullzo)- (6.63)

llo—opllo,n + llu— u)l

En prenant 7, = Vu, dans la premiére équation de (6.61), o1 v, est une fonc-
tion arbitraire dans V), on constate que #, coincide avec la solution unique
du probleme primal discret suivant :

Chercher #;, € V), tel que
Jo Vu,-Nu, = [(f Vo, + gu), VY, € V),

La facon pratique de résoudre (6.61) consiste donc :

(6.64)

(i) a résoudre le probleme primal discret (6.64) afin d’obtenir #, ;

(ii) puis, & reconstruire le flux discret o, en posant

o, = —Vuy, + 1,1, (6.65)
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T
constant par morceaux et égal, sur chaque maille, 4 la valeur moyenne de f

sur cette maille :

VK €T,  Tflx =gf = 1o / f. (6.66)
K

ou II, est la projection I*-orthogonale sur [P(ii’,y]d. Le champ II,f est

On constate que la solution discrete (07, %)) satisfait une loi de Darcy /lo-
cale. Par contre, elle ne satisfait I'équation de conservation de la masse que
de maniere fzible (au sens des distributions). Plus précisément, pour un som-
met intérieur du maillage 5, on désigne par ()(s) le macro-élément formé par
la réunion des mailles contenant s et par w; la fonction de forme dans Pcl7 50
associée A ce sommet. Le macro-élément ()(s) est illustré sur la figure 6.5 a
gauche. On note F(s) l'ensemble des faces du maillage contenant s. Pour une
face F € F(s), on note |F| sa mesure et [0-7]F le saut de la composante
normale de ¢, a-travers F ; voir la section 3.3.2. Avec ces notations, la conser-
vation de la masse discréte s exprime de la manitre suivante : pour tout sommet
intérieur du maillage 5, on a

Lo, n)p|F| = — 5 (6.67)
Z d()'/?ﬂ]:| | /Q(x)go.)

FEF(s)

Cette équation s’établit simplement en prenant v, = o, dans la deuxi¢me
équation de (6.61) et en intégrant par parties le membre de gauche.

o

Figure 6.5 — Macro-élément pour la conservation de la masse discréte associé
aux probléemes (6.61) (a gauche; 6 triangles) et (6.68) (a droite; les 2 triangles
en gris).

On peut également approcher le probleme (6.3) dans un cadre non-conforme
par des éléments finis mixtes. On considere les espaces d’approximation

Sy = [P?d,h]d et V), = P;t,f/,()’ ce dernier espace étant défini en (5.15). On
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approche donc le flux par une fonction constante par morceaux et la variable
primale par une fonction dans 'espace d’éléments finis de Crouzeix—Raviart.
Ceci conduit au probleme discret suivant :

Chercher (o), ;) € S, X V), tel que
Jaowty + JomVu = [of T VT, €S, (6.68)
fQ a5V = —ngv/q, Y, € V),

On rappelle que 'opérateur de gradient discret V), est défini en (4.21) ; son
utilisation est rendue nécessaire par le fait que les fonctions de V}, peuvent
étre discontinues aux interfaces entre les mailles. Le probléeme (6.68) est bien
posé et, pourvu que la solution exacte (0, %) soit suffisamment régulitre, on a
Iestimation d’erreur

lo—oulloa + llu—mlli 0 <chloflia + [« (6.69)
ott la norme H'-brisée est définie comme suit :
1
loliso = (Ilia + I1¥5ell0) (6.70)

Comme pour I'approximation conforme du probléeme de Darcy (6.61), on
constate que #, coincide avec la solution unique du probléme primal discret
suivant :

Chercher #;, € V), tel que

fﬂ Vouy- N pvy, = ‘/‘Q(](‘~V;,Z/;, + gvb), Yo, € V).

La facon pratique de résoudre la formulation mixte discrete (6.68) consiste
donc:

(6.71)

(i) a résoudre le probleme primal discret (6.71) afin d’obtenir #;

(ii) puis, & reconstruire le flux discret 0, en posant
g, = —thh + H/yf (672)

On constate que la solution discrete (07, %)) satisfait une loi de Darcy /lo-
cale. Par contre, elle ne satisfait I'équation de conservation de la masse que
de manicere faible (au sens des distributions). Plus précisément, pour une face
intérieure du maillage 7, on désigne par (U(F) le macro-élément formé par la
réunion des deux mailles partageant F et par wy la fonction de forme dans
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P;t’ 0 associée a cette face. Le macro-élément QU(F) est illustré sur la figure 6.5
a droite. Avec ces notations, la conservation de la masse discréte s exprime de la

manigre suivante : pour toute face intérieure dans le maillage 7, on a

o, nlp|F| = — gor. (6.73)
O(F)

Cette équation s'établit simplement en prenant v, = wp dans la deuxi¢me
équation de (6.68) et en intégrant par parties le membre de gauche.

En comparant (6.67) et (6.73), on constate que le macro-élément sur lequel
sexprime la conservation de la masse discrete est plus compact pour I'approxi-
mation non-conforme que pour I'approximation conforme. Cette améliora-
tion se traduit par un cofit numérique puisque le systeme linéaire (6.64) est de
taille N, le nombre de sommets intérieurs du maillage, alors que le systéme
linéaire (6.71) est de taille IV}, le nombre de faces intérieures. En dimension 2
pour des triangles, les relations d’Euler (voir le lemme 3.19) permettent d’af-
firmer que dans la limite pratique ot le nombre de faces sur la frontiere est
petit devant le nombre de faces intérieures, on a

Ng, ~ Nfia ~ 3N, et Nina = 2NL,. (6.74)

Le systeme linéaire (6.71) est donc approximativement trois fois plus grand
que le systeme linéaire (6.64).

6.3.2 Formulation mixte dans H(div; Q) X L*(Q)

On considere une formulation mixte ol on prend en compte I'équation de
conservation de la masse V-0 = g pour chercher a priori le flux dans I'espace
fonctionnel

H(div; Q) = {o € [[’()]?; V-0 € L*(Q)}. (6.75)

On s’intéresse 2 la formulation faible suivante :

Chercher (o, %) € H(div; Q) X L*(Q) tel que
JooT— [quVT= [ f-1, Ve H(div;Q), (6.76)
- fQ vV-o = — fﬂgz/, Yv e LZ(Q).
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On retrouve 2 nouveau le probleme abstrait (6.5) avec X = H(div; ()) et
M = I*(Q), les formes bilinéaires

alo,T) = / o-T et b(t,u) = —/ uV-T, (6.77)
Q O

et les mémes formes linéaires f* et ¢ que pour (6.58). On montre que la
forme bilinéaire & satisfait la condition inf-sup (6.9) sur H(div; Q) X L*({2)
si bien que le probleme (6.76) est bien posé. De plus, sa solution unique
est également celle du probleme (6.58), ce qui implique, en particulier, que
u € Hol (€2). On observera que dans (6.76), la condition aux limites sur la
variable primale ne peut pas étre imposée @ priori dans I'espace solution (car
les fonctions de Z?(€)) n’admettent pas nécessairement de trace sur la frontiere
o).
On s’intéresse 4 une approximation du probleme (6.76) dans un cadre
conforme par des éléments finis mixtes. On approche le flux dans I'espace
d’éléments finis de Raviart—Thomas défini en (4.42) et on approche la
variable primale par une fonction constante par morceaux. On pose donc
S, =DjetV), = P&, 5> e qui conduit au probleme discret suivant :

Chercher (o), #;,) € S X V), tel que
Joormh = fouNt = [ofTh VT, €S, (6.78)
— fﬂ v, V-0, = —fngll/y, Yo, € V),

Le probléme (6.78) est bien posé et, pourvu que la solution exacte (0, #) soit
suffisamment réguliere, on a I'estimation d’erreur

lo = ollo + V-0 —0)llo,0

F llu—wllo,o < chllolho + [IV-ollia + llulh,0)
(6.79)
Un des intéréts du probleme discret (6.78) est que la deuxieéme équation im-
plique immédiatement la conservation /ocale de la masse discrete sous la forme

V.o, = 1L,¢. (6.80)

Par contre, la loi de Darcy ne s'exprime plus de maniere locale.
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Le systeme linéaire (6.78) est de taille
dim D, + dim PYy , = Nuwa + Niy = 5N, (6.81)

soit une taille & peu pres cing fois plus grande que celle du systeme
linéaire (6.64). La technique des éléments finis mixtes hybrides exposée
ci-dessous, qui permet de résoudre le probleme (6.78) en se ramenant a
un systeme linéaire de taille plus petite, présente donc un intérét pratique
considérable. Lidée consiste, dans un premier temps, a relicher la contrainte
de continuité de la composante normale du flux aux interfaces et & introduire
un multiplicateur de Lagrange associé 4 cette contrainte sur chaque interface.
On introduit les espaces discrets

D} = {7, € [*( W) ; VK € T, 7| € RTo}, (6.82)
F) = {\, € [*(F}) ; VF € F), Mylr € Po}. (6.83)
On observera que D, = {1, € D} ;VF € F, [t,nllr = 0} et que
pour tout T, € Dj, la fonction [7n]+ définie pour tout F € F, par

[vy,-nl7|r = [7)-nlF est dans F,?. On considere le probleme approché sui-
vant :

Chercher (0, u;,\;) € Dj X V), X F,? tel que
Joormh = [ou VT, — fﬂ Nyl = [of T, VT € D),

AR =—[ogu, Vv, €V,
~ [ wlloynllr =0, Vi, € F.
(6.84)

On montre que le probleme (6.84) est bien posé et que si (07, #;, Nj;) est
solution de (6.84), alors o), € D), et (07, 1)) est solution de (6.78).

Lintérét du systeme (6.84) est que les deux premicres équations sont pure-
ment locales. Afin d’expliciter ces équations, on se place pour simplifier en
dimension 2 et on suppose que f = 0. Tout ce qui suit se généralise a la
dimension 3 et au cas /* # 0. Soit K € 7. On désigne par Ug € R la valeur
prise par la fonction (constante) u;|x. On désigne par {0k 1,0x,2,0x 3} les
fonctions de forme de I'élément fini de Raviart—Thomas sur la maille K et par
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By la matrice d’ordre 3 de terme générique
B](#j = / 91(71‘-91(71‘, i,j € {1,2,3}. (685)
K

Soit Sy € R? le vecteur formé par les trois composantes du flux dans la base
locale {0k 1,0k 2,0k 3}. Soit Ag € R3 le vecteur dont les trois composantes
sont les multiplicateurs de Lagrange sur les trois faces de K. Avec ces nota-
tions, la premitre équation dans (6.84) est une loi de Darcy locale qui s'écrit
dans R? sous la forme

B](SK — UKZ + A[( = 07 (686)

avec Z = (1,1, 1)7. La deuxiéme équation est une équation de conservation
de la masse locale qui s'écrit sous la forme

(Sks Zs = /K ¢ 6.87)

ol (-, -)gs désigne le produit scalaire euclidien dans R®. Des propriétés élé-
mentaires de la matrice Bg (voir le lemme 6.15 ci-dessous), on déduit

Uk = (Mg, Dps + tpicllkg, (6.88)

ol Popérateur g est défini en (6.66), puis que
Sk = By ([%(AK,Z)Rs + LpiTlglZ — AK). (6.89)

La quantité px (dont les dimensions sont celles d’'une longueur) désigne le
rayon de giration de K et s'évalue de la maniere suivante :

px = K| | mklox  avec  mk(x) = Gx, (6.90)

ol Gg est le centre de gravité de K et Gyx désigne le vecteur obtenu en
joignant G au point courant x dans X

Le principe des éléments finis mixtes hybrides est le suivant : sur chaque face
intérieure, on écrit la continuité de la composante normale du flux en uti-
lisant (6.89). Ceci conduit 2 un systéme linéaire de taille N}, ot les seules
inconnues sont les multiplicateurs de Lagrange. Une fois évalués ces multipli-
cateurs de Lagrange, on utilise les formules de reconstruction (6.88) et (6.89)
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pour évaluer localement le flux et la variable primale. En conclusion, la mé-
thode des éléments finis mixtes hybrides nécessite uniquement la résolution
d’un systéme linéaire de taille NV, ~ 3V%,, ce qui représente un gain de 40%
par rapport 2 la taille initiale du probleme (6.78).

Lemme 6.15. Soit K un triangle non dégénéré. Alors, la matrice By est inver-
sible et on a

: Y2+ v3 —V3 —V2 1
B]; = —Y3 Y1+ vs —Y1 + —Z®Z, (691)
3k
Y2 —Y1 Y1+ Y2

otty; = 2cotBy ,, i € {1,2,3}, Ok ; érant l'angle entre les deux arétes au i-
iéme sommet de K, et cot la fonction cotangente. De plus, on a ly = %pf( |K| 2
ot p est le rayon de giration de K défini en (6.90).

6.3.3 Formulation mixte dans H(div; Q) X H}(Q)
On considere la formulation faible suivante :

Chercher (0, ) € H(div; Q) X H(€Q) tel que

Joom+ [oVu= [yf1, Vie[LHD), (6.92)

JovV-o = [ygv, Vo€ LX(Q).
Il sagit d’'une formulation mixte de type non-standard puisque l'espace
solution H(div; ) X H} () est différent de l'espace test (2] X [2(Q).
Cette formulation ne rentre donc pas dans le cadre particulier du pro-
bleme abstrait (6.5). Son analyse mathématique se fait plus naturellement
dans le cadre du théoreme BNB. En introduisant les espaces fonctionnels
V = H(div; Q) X Hj(Q) et W = [L*(Q)]? X L*(Q), on montre que la
forme bilinéaire c € L(V X W;R) définie par

c((o,u), (7,0)) :/QO'~T+ /QT~Vu+ /QUV'O', (6.93)

satisfait les conditions (BNB1) et (BNB2); voir, par exemple, Ern et Guer-
mond [38, p. 271]. Le probleme (6.92) est donc bien posé. De plus, sa solu-
tion unique est également celle des problemes (6.58) et (6.76).

On s’intéresse A une approximation du probleme (6.92) dans un cadre 7on-
conforme par des éléments finis mixtes [31]. On approche le flux dans I'espace
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d’éléments finis de Raviart—Thomas et la variable primale dans I'espace d’¢lé-
ments finis de Crouzeix—Raviart. On considére le probleme discret suivant :

Chercher (0, ) € Dy X P;(,h,o tel que
fQ o, T, t+ fQ T, Vpuy = fﬂf‘T/,, VT, € [Pgi’/y]d, (6.94)
fﬂ v, V-0, = fﬂ vy, Yo, € P&Jj.

Le probleme (6.94) est bien posé et, pourvu que la solution exacte (o, ) soit
suffisamment régulitre, on a I'estimation d’erreur

o = oullo0 + V(e —oplon + [[u—ul
TIV-allia + [0

o <choln
! Y (6.95)

On notera, en particulier, que ce sont les relations d’Euler qui permettent
d’affirmer que le probleme discret (6.94) contient autant d’inconnues que
d’équations. On a en effet

dim D, + dim Py, o = N + Ni, = (d + 1)Nina
= dim[PY ;) + dim Py, ,.

T

(6.96)

Il est possible de considérer dans (6.94) des fonctions tests constantes par
morceaux (par exemple, les indicatrices des mailles) aussi bien pour le flux
que pour la variable primale. Le probleme discret (6.94) s’interprete donc
comme un schéma de type « volumes finis ». Dans la littérature, il porte égale-
ment le nom de schéma boite. Le schéma boite (6.94) présente deux propriétés
intéressantes.

(i) Conservation locale de la masse. On déduit immédiatement de la
deuxi¢me équation dans (6.94) que

V-O';, = H;,g. (697)

Cette propriété est également satisfaite par le probleme discret (6.78) ;
voir 'équation (6.80).

(ii) Reconstruction locale du flux. Sur toute maille X € 7}, tout champ
discret o), € D, s'écrit sous la forme

oylx = Hgo, + 1(V-0)) |k, (6.98)
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ot my € [P1]% est défini en (6.90). On déduit alors de la premicre
équation dans (6.94) et de (6.97) que

oy = =V, + ILf + (0w, (6.99)

ol )| = Tk pour tout K € Ty,

On observera que ces deux propriétés remarquables résultent du fait que, grice
au choix des espaces d’approximation pour @, et %, aucune intégration par
parties n'a été effectuée dans la formulation du probléme approché (6.94).

Le systeme linéaire (6.94) est de taille significativement plus grande que le
systeme linéaire (6.61). Par exemple, en deux dimensions d’espace, ce systeme
est de taille 7 fois supérieure. La technique présentée ci-dessous, qui permet
de se ramener a un systtme de taille plus petite, présente donc un intérét
pratique considérable. Lobservation essentielle est que la solution discrete #,
est également 'unique solution du probleme approché suivant :

Chercher #;, € P;m »0 tel que

(6.100)
fQ Vuy,-N vy, = fﬂ[f-VhW + (H/,g)w,], Y, € P}lt,h,O'

La facon pratique de résoudre (6.94) consiste donc :
() a résoudre le probleme primal discret (6.100) afin d’obtenir #, ;

(ii) puis, & reconstruire le champ discret o, en utilisant (6.99).

6.3.4 Résumé

Le tableau 6.2 résume les propriétés des formulations mixtes du probleme
de Darcy étudiées dans cette section et les propriétés de leur approximation
par éléments finis. On rappelle 'espace fonctionnel dans lequel est cherché
la solution exacte (0, %), le cadre conforme ou non-conforme de I'approxi-
mation, les espaces d’éléments finis mixtes, les propriétés qui sont satisfaites
localement sur chaque maille (la loi de Darcy (6.3) et/ou la conservation de
la masse (6.4)) et enfin, la taille du systeme linéaire. On rappelle qu'en deux
dimensions d’espace, dans la limite pratique o1 le nombre de faces sur le bord
est petit devant le nombre de faces intérieures, on a N, ~ 3N
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Tableau 6.2 — Propriétés des formulations mixtes pour le probléeme de Darcy.

(0, u) (L2@19 x H} () H(div; Q) X L2(Q)  H(div; Q) X Hy(Q)
approx. conforme non-conforme conforme non-conforme
©@nstup) [P RIT X Pl IPY LT X P L Dy X Py Dy X Phono
local Darcy Darcy masse Darcy+masse
taille N N N Ni

6.4 Complément : compressibilité
artificielle

Une technique pour résoudre le systéme linéaire (6.16) consiste & considérer
le systéme linéaire perturbé

ABT [U} _ [_F] (6.101)

olt € > 0 est un coefficient dit de compressibilité artificielle et M, la matrice
de masse associée A I'espace d’approximation A),. La terminologie provient
du fait qu'en notant u et py les fonctions de X), et M), associées a Uk et Pe,
respectivement, la deuxi¢me équation dans (6.101) s'écrit sous la forme

b(wpe, 1) — €Pres @)oo = 2(qn), Vg, € M. (6.102)
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Pour le probléeme de Stokes avec ¢ = 0, on constate que 'on a remplacé
I'équation d’incompressibilité V- = 0 par une équation de compressibilité
artificielle V- + €p = 0.

En éliminant P dans (6.101), il vient

<A+ BTM—‘B> =F+ BTM (6.103)

Lintérét du systeme (6.103) est qu’il fait intervenir une matrice symétrique
définie positive. Par conséquent, la solution Ue peut s'obtenir de maniére treés
efficace en mettant en ceuvre une méthode du gradient conjugué précondi-
tionné; voir la section 11.2. De plus, avec les notations du lemme 6.6, ler-
reur entre la solution (1, p;) de (6.12) et le couple (#e, pje) résultant de la
solution de (6.101) est controlée sous la forme

s — el + 12y plle <l 610

Tlallx,x ||XX

Le conditionnement de la matrice du systeme (6.101) se dégrade lorsque
€ — 0, ce qui rend I'approche par compressibilité artificielle peu attractive
lorsqu'on souhaite satisfaire la condition d’incompressibilité avec une bonne
précision.
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7 - GALERKIN/MOINDRES
CARRES

Ce chapitre décrit le principe général de la méthode de Galerkin/moindres
carrés (en anglais, Galerkin/Least-Squares ou, en abrégé, GaLS) puis en pré-
sente des applications 2 trois problemes modeles : I'équation d’advection-
réaction comme prototype des problemes d’ordre un ; I'équation d’advection—
diffusion avec advection dominante comme exemple de perturbation singu-
liere d’un probléme d’ordre un; enfin, le probleme de Stokes approché par
des éléments finis pour la vitesse et la pression ne satisfaisant pas la condition
de compatibilité (6.26) étudiée au chapitre 6.

7.1 Principe de la méthode

Etant donné deux entiers p et 7, une matrice A € R?” et un vecteur F € R?,
on considere le systeme linéaire

AX = F, (7.1)

ot X € R”. On suppose que la matrice A est injective (Cest-a-dire,
Ker A = {0}) ce qui implique p > . Lorsque p = #, cette hypothese
équivaut a linversibilité de A. Par contre, lorsque p > 7, la matrice A nest
pas de rang maximal si bien que le systtme (7.1) n’admet pas nécessairement
de solution. Pour un entier # > 1, on désigne par (-, -)p+ le produit scalaire
euclidien sur R et par || - ||+ la norme induite.

Définition 7.1 (Moindres carrés). On dit que le vecteur X € R” est solution
de (7.1) au sens des moindres carrés si U minimise sur R” la norme du résidu

||F — AXHRP.
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On vérifie facilement que U € R” est solution de (7.1) au sens des moindres
carrés si et seulement si U est solution du systeme linéaire

ATAax = ATF. (7.2)

La matrice A7 A est carrée d’ordre n, elle est clairement symétrique
et, de plus, elle est définie positive puisque pour tout ¥ € R”,
(ATAY, Y)re = ||AY |k, > 0 avec égalité si et seulement si AY = 0,
ce qui équivaut 2 ¥ = 0 car A est injective. Par conséquent, le systeme
linéaire (7.2) admet une solution unique.

Par la suite, on s'intéresse aux systemes linéaires issus d’approximations par
éléments finis. Ces systemes étant carrés, on se restreint au cas p = n. On
observe qu'une formulation équivalente du systéme linéaire (7.1) consiste a
chercher X € R” tel que

(AX, Y)grs = (F, Y)rs, VY e R". (7.3)
De méme, le systeme linéaire (7.2) consiste & chercher X € R” tel que
(./4)(7 AY)RI/ = (F, .AY)RVI, VY e R”. (7.4)

La matrice A érant inversible, ces deux problemes admettent la méme solu-
tion. Un troisitme systeme linéaire équivalent consiste a choisir un parametre
8 > 0 et a chercher X € R” tel que

(AX, V)r» + 3(AX, AY)ps = (F,Y)gs + 8(F, AY)gs, VY e R".

(7.5)

Le systeme linéaire (7.5) est A la base de la méthode de Galerkin/moindres

carrés.

Lorsque la matrice A est symétrigue définie positive, il est possible de donner

une interprétation du systeme linéaire (7.5) dans un cadre variationnel. On

vérifie facilement que X € R” vérifie AX = F si et seulement si X minimise

sur R” la fonctionnelle

JiR'SV — AV, V)p. — (F,V)p € R. (7.6)

Pour tout V' € R”, le gradient de / en V, qui est un vecteur de R” que 'on
note V/(V) (voir la section 11.2.1 pour plus de détails), est tel que

VJ(V)= AV - F. (7.7)
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La formulation (7.3) s’écrit donc sous la forme
(VJ](X),V)r» =0, VY eR" (7.8)

Cette équation est la condition d’Euler—Lagrange permettant de caractériser
le vecteur X € R” réalisant le minimum de la fonctionnelle / sur R”. Le sys-
weme linéaire (7.5) peut également se formuler comme une condition d’Euler—
Lagrange associée 4 la minimisation d’une fonctionnelle sur R”. On pose

Ji:R' SV v J(V) + 3||F - AX|f» € R. (7.9)
On constate que (7.5) s'écrit sous la forme
(VIiX),Y)r = 0, VY € R”. (7.10)

En conclusion, les termes proportionnels & 8 dans (7.5) réalisent une pénali-
sation au sens des moindres carrés de la norme euclidienne du résidu.

Afin de donner une interprétation plus spécifique de la méthode de Ga-
lerkin/moindres carrés a I'approximation d’équations aux dérivées particlles
avec conditions aux limites, on suppose que le systeme linéaire (7.1) provient
de l'approximation par la méthode de Galerkin d’un probléeme modele qui
consiste A chercher une fonction # : {) — R” (oll m > 1 est un entier fix¢é)
telle que

Au = f dans (), (7.11)
Bu =g surd, (7.12)

olt A un opérateur différentiel sur ) et B un opérateur qui permet d’exprimer
les conditions aux limites. On suppose que la formulation faible de (7.11)-
(7.12) consiste a

Chercher # € V tel que
(7.13)
a(u,w) = f(w), Ywe W,

olt V' et W sont des espaces de Hilbert, 2 € L(V X W;R) et f € W’. En
général, ona V' C L ol on a posé L = [Z2()]. On note (-, -); le produit
scalaire dans Z. On distingue deux cas.
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)

(i)

Lopérateur A est un isomorphisme de V' dans L. Cette situation se pré-
sente par exemple pour I'équation d’advection—réaction étudiée dans la

section 7.2. Dans ce cas, on peut prendre pour espace test W = L
dans (7.13) si bien que pour tout (v,w) € V X L,
alv,w) = (Av, w); et fw) =, w). (7.14)

Etant donné un espace d’approximation V, que l'on suppose V-
conforme, la méthode de Galerkin standard conduit au probleme
approché suivant :

(7.15)

Chercher #;, € V), tel que
(Awywy)r = (F,wp)r,  Yw, €V,

La méthode des moindres carrés conduit au probléeme approché suivant :

{ Chercher #;, € V), tel que (7.16)

(Awy, Awp)r = (f, Awy)r, Vwy, € V),

et la méthode de Galerkin/moindres carrés a

Chercher #), € V), tel que
(Auy, wy) 1 + 3(h)(Auy, Awy) 1 (7.17)
= (f,wp)r + 3D, Awy)r, Vw, €V,

On notera que ces systemes linéaires sont tous bien posés, mais que leurs
solutions respectives sont a priori différentes. On notera également que
le parametre de pondération & dans (7.17) dépend de 4. Cette dépen-
dance est en général déterminée par I'analyse de lerreur # — u, le but
étant d’obtenir une estimation d’erreur en norme || - ||z qui soit d’ordre
le plus élevé possible en 4.

Lopérateur A est tel que A(V) ¢ L si bien que A n'est pas un iso-
morphisme de V' dans L. Cette situation se présente par exemple pour
I'équation d’advection—diffusion étudiée dans la section 7.3 et pour le
probleme de Stokes étudié dans la section 7.4. Dans ce cas, le pro-
bléeme modele est (7.13) et pour simplifier, on se restreint au cas ot
W = V. Soit V}, un espace d’approximation V-conforme. Comme
A(V) ¢ L, les produits scalaires (Avy, Aw,); n'ont a priori pas de sens
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pour (v, wy) € V), X V). Lidée consiste alors a localiser ce produit
scalaire sur les éléments du maillage 7), qui a servi 4 construire 'espace
d’approximation Vj. Pour K € 7, on note (-,-)z,x le produit scalaire
dans [Z*(K)]”. On observe que la restriction & une maille K* € 7), d’'une
fonction de V}, est de classe C°° (Cest en général un polyndme), si bien
que le produit scalaire (Avj,, Aw,)r x a un sens. La méthode de Galer-
kin/moindres carrés consiste &

Chercher u;, € V), tel que, V), € V),
awy, wy) + > g e, O(hi) (A, Awy)r, (7.18)
= flwy) + X ke, 3, Awy) 1k -

Enfin, on observera que les deux problemes discrets obtenus par la méthode
de Galerkin/moindres carrés, & savoir (7.17) et (7.18), sont consistants puisque
la solution exacte # satisfait les équations discretes. Un exemple de formula-
tion de type Galerkin/moindres carrés non-consistante est étudié dans la sec-
tion 7.5.

7.2 Advection-réaction

Dans cette section, on considere une équation d’advection—réaction comme
prototype d’un probléme d’ordre un. On analyse I'approximation de cette
équation par la méthode des moindres carrés et par la méthode de Galer-
kin/moindres carrés.

7.2.1 Un probléme modéle unidimensionnel

On pose ) = 10, 1[. Etant donné une fonction £ € L(€)), on cherche une
fonction # : ) — R telle que

i =f dansQ, (7.19)
#(0) = 0. (7.20)

Ce probléme rentre dans le cadre du probleéme modele (7.11)—(7.12).
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Une formulation faible possible de (7.19)—(7.20) consiste a considérer le pro-
bleme (7.13) avec V = {v € H'(Q) ; »(0) = 0}, W = I2(Q) et les formes

alv, ) = /Q Jw e fw) = /Q fo. (7.21)

On montre que la forme bilinéaire # vérifie les conditions (BNB1) et (BNB2)
du théoréme BNB si bien que le probleme (7.13) est bien posé.

On considere le probleme discret (7.15) qui résulte d’une approximation
de (7.13) par la méthode de Galerkin standard. Lespace d’approximation V/,
est construit a 'aide de 'élément fini de Lagrange IP;. Dans ces conditions, on
montre qu’il existe des constantes positives ¢; et ¢, indépendantes de 4, telles
que

ab < inf sup M < ah. (7.22)
w€Vi w,ev, l1onlliallwsllo,n

Ce résultat a des conséquences importantes puisqu’il implique que I'erreur
u — uy, nest pas controlée en norme A 1 la dégradation de la condition inf-
sup en 4 érant du méme ordre que l'erreur d’interpolation. Dans la pratique,
cela se traduit par des oscillations parasites qui polluent la solution discrete
Uuj.

7.2.2 Un probléme d'advection-réaction

Soit Q) un domaine de R? de frontiére suffisamment réguliere. On considere
un champ de vecteurs B défini sur Q et 2 valeurs dans R?. On suppose que

B e [L2°()]) et V-B € L°°(Q). On pose
00~ = {x € 90 ; Bx)nlx) < 0}, (7.23)
0"t = {x € 0Q) ; B(x)-n(x) > 0}, (7.24)

I

ol 7 est la normale extérieure 2 ) sur 9. Lensemble 9Q)~ sappelle
- ) + oo s
la frontiére entrante de € et I'ensemble Q" sappelle la frontiére sortante.
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Erant donné des fonctions u € L°(Q) et f € I%(€)), on cherche une fonc-
tion # : ) — R telle que

B-Vu+ pu=f dans(), (7.25)
u=0 surdQ . (7.26)

Ce probleme rentre dans le cadre du probleme modele (7.11)—(7.12). On
introduit les espaces fonctionnels

V ={vel*Q);B-Vve I*(O)}, (7.27)
Vi ={ve V;uvgg- = 0}, (7.28)
et on pose L = L*(€)). On équipe V' de la norme du graphe,
VeeV, lellv = lvlloa + BVl (7.29)
On introduit I'opérateur
A:Vov— pv+BVrvel (7.30)

Clairement, A € L(V;L). On introduit également la forme bilinéaire
a € L(V X L;R) et la forme linéaire f € V'’ définies par

alv, 1) = (v, who = fy(po + BVo)uw

(7.31)
et fw) = (f,won = [ofw
La formulation faible de (7.25)—(7.26) est la suivante :
Chercher # € Vi tel que
(7.32)
a(u,w) = f(w), Vwe L.
Par la suite, on suppose qu'il existe o > 0 tel que
W= %VB > o presque partout dans (). (7.33)

Cette hypothese implique que la forme bilinéaire a est L-coercive sur Vi
puisque I'on a
Yoe Vi,  alv,v) > pollvli- (7.34)

Bien entendu, cette propriété seule est insuffisante pour prouver le caractere
bien posé du probleme (7.32). On a le résultat suivant.
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Proposition 7.2. Sous [hypothése (7.33), la forme bilinéaire a définie en (7.31)
satisfait les conditions (BNB1) er (BNB2) du théoréme BNB. Par conséquent, le
probleme (7.32) est bien posé (ou, en termes équivalents, lopérateur A : Vi — L
est un isomorphisme).

Par la suite, on suppose que le probleme (7.25)—(7.26) a été adimensionnalisé
de sorte que le champ B est d’ordre un et on suppose que la fonction p est au
plus d’ordre un. Lanalyse d’erreur pour 'approximation par éléments finis se
fera en englobant ces parametres dans les constantes génériques c.

7.2.3 Approximation par la méthode des moindres carrés

Soit V, un espace d’approximation H'-conforme, donc V-conforme; par
exemple, V}, peut étre construit & partir d’un élément fini de Lagrange P,
ou Q. En imposant a zéro la valeur aux nceuds du maillage situés sur 00,
on peut supposer que V), est Vi-conforme. En général, 'approximation dans
V), du probleme (7.32) par la méthode de Galerkin standard ne conduit pas
a des résultats acceptables pour les mémes raisons que celles évoquées dans la
section 7.2.1.

La méthode des moindres carrés consiste a considérer le probleme approché
suivant :

{ Chercher #), € V), tel que (7.35)

(Awy, Awp)o 0 = (f, Awy)o.0, Yw, € V.

Puisque l'opérateur A : Vi — L est un isomorphisme, il existe & > 0 tel que
pour tout v € Vi, ||Av||; > ooy ; voir la section A.1.4. Cette propriété
implique que la forme bilinéaire ' € £(V X V;R) définie par

d(0,0) = o Ao = [ (w0 + BV + BT, (730

est V-coercive sur Vi. En effet, pour tout v € Vi, ona
d(v,0) = || Av|[g,0 > oo]|7. (7.37)

Il découle immédiatement du lemme de Lax—Milgram que le probleme dis-
cret (7.35) est bien posé. Par ailleurs, le lemme de Céa 2.12 conduit au résultat
suivant.
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Proposition 7.3. Dans le cadre des hypothéses ci-dessus, il existe une constante

¢, indépendante de b, telle que

lu—wllv = llu—wuplloo + IB-V(—wuy)loa < ¢ vhig‘f,h |u—wyllv. (7.38)

On suppose que I'espace V), jouit de la propriété d’interpolation suivante : il
existe un sous-espace Z dense dans V, un entier # > 1 et une constante ¢,
indépendante de 4, tels que pour tout z € Z,

inf (|2~ wllog + AV~ 25)llo.0) < b lzllz. (7.39)
vV

Par exemple, lorsque V), est construit 4 partir d’'un élément fini de Lagrange
de degré k et d’une famille réguliere de maillages affines et conformes, I'esti-
mation (7.39) est satisfaite pour Z = H(Q).

Théoreme 7.4. Dans le cadre des hypothéses ci-dessus, on suppose que la solution
u de (7.32) est dans Z. Alors, il existe une constante c, indépendante de b, relle
que

e = wpllo.o + 18-V = u)llo.q < ¢ 4|lulz- (7.40)

On observe que I'estimation d’erreur est sous-optimale d’un facteur 1 en
norme L? et qulelle est optimale dans la semi-norme liée 2 la dérivée advec-
tive!. Lestimation en norme L* ne peut étre améliorée par les techniques
de dualité¢ utilisées dans le lemme de Aubin—Nitsche car les problemes
d’advection—réaction ne jouissent pas de propriétés régularisantes.

7.2.4 Approximation par la méthode de Galerkin/moindres
carrés

Afin d’obtenir une estimation plus fine en norme I?, on introduit la méthode
de Galerkin/moindres carrés suivante. On choisit une constante y > 0 indé-
pendante de /4 et on pose

3(h) = vh. (7.41)

1. On rappelle que le terme optimal veut dire que I'erreur d’approximation dans une
certaine norme est du méme ordre en /4 que 'erreur d’interpolation dans cette méme
norme.
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On introduit la forme bilinéaire @, € L(V X V;R) définie par
ay(v,w) = (Av, w)o 0 + 3(h)(Av, Aw)o g, (7.42)
et la forme bilinéaire f, € V’ définie par
Sw) = (f, w0 + 3O, Aw)o q-

On considere le probleme discret suivant :

Chercher #;, € V), tel que (7.43)
ap(uy, wy) = flwy), Yw, €V '
On introduit les normes suivantes sur Vi,
1 1
[2llp,a = (Av, v)5 o + h2[lAv]|o,0, (7.44)
_1
[2lly,1 = llollsa + A7 2 l2lo,0- (7.45)

On observera que la définition ci-dessus a bien un sens puisque, grice a 'hy-
pothese (7.33), la forme bilinéaire z associée a I'opérateur A est L-coercive sur
Vi, ce qui implique (Av,v)y 0 > 0 pour » € Vi. On montre les propriétés
suivantes.

o Stabilité. La forme bilinéaire 4, définie en (7.42) est || - ||, a-coercive sur
V}, uniformément en 4; cette propriéeé implique que le probléme appro-
ché (7.43) est bien posé.

e Continuité. Il existe une constante ¢, indépendante de 4, telle que pour
tout (v, w) € Vi X Vi,

ay(v,w) < c||1/||,77% lw]],a- (7.46)
e Consistance. Pour tout w;, € V),
ah(u — Uy, u//y) =0. (747)

En procédant comme dans la preuve du deuxi¢me lemme de Strang 2.20, on
déduit estimation d’erreur suivante.
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Proposition 7.5. 1/ existe une constante ¢, indépendante de b, telle que

e = wpllpa < ¢ inf i =yl 1 (7.48)

On suppose que la propriété (7.39) est satisfaite. On en déduit facilement que
pour tout z € Z,

. b+ L
Jof llz = vlly,1 < 2 |l2llz- (7.49)

Il en résulte le résultat de convergence suivant.

Théoreme 7.6. Dans le cadre des hypotheses ci-dessus, on suppose que la solution
u de (7.32) est dans Z. Alors, il existe une constante ¢, indépendante de b, relle
que

= wllo.q + 52 |B-V (- w)lloo < ch a2 (7.50)

On observe que lestimation d’erreur est sous-optimale d’'un facteur i en
2

norme L* et quelle est optimale dans la semi-norme liée 2 la dérivée advec-
tive. Lamélioration de I'estimation d’erreur en norme L* est i lorigine de la
popularité de la méthode de Galerkin/moindres carrés.

7.3 Advection-diffusion avec advection
dominante

Cette section considere une équation d’advection—diffusion(-réaction) avec
advection dominante comme prototype d’une perturbation singuliere d’'un
probleme d’ordre un. On analyse I'approximation de cette équation par
la méthode de Galerkin/moindres carrés. Lapproximation des équations
d’advection—diffusion avec advection dominante par une méthode de type
Galerkin/moindres carrés a été proposée par Brooks et Hughes [24]; la
méthode a été appelée « méthode SUPG » (de I'anglais, Streamline Upwind
Petrov—Galerkin). L'analyse de convergence remonte aux travaux de Johnson,
Nivert et Pitkiranta [53] qui ont proposé le terme de « méthode SD » (de
Ianglais, Streamline Diffusion). Lanalyse présentée ci-dessous a été introduite
par Ern et Guermond [38, p. 244]. On pourra également consulter Johnson
[52], Quarteroni et Valli [61] et Codina [30] pour des compléments.
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7.3.1 Le probleme modeéle

On reprend les notations et les hypotheses de la section 7.2.2. On se donne
en outre un réel € > 0 et on cherche une fonction % : {) — R telle que

—€Au + B-Vu+ pu=f dansQ, (7.51)
u=0 surd). (7.52)

Comme dans la section 7.2.2, I'analyse d’erreur se fera en englobant les pa-
rametres 3 et W dans les constantes génériques ¢. Par contre, on conservera
explicitement le parametre € dans les estimations d’erreur car on souhaite
construire une méthode numérique robuste lorsque € — 0. Pour une maille
K € T, le rapport & sinterpréte comme le nombre de Pécler local. Uhypo-
these d’advection dominante signifie que sur au moins une partie des mailles,

onae€ < by, Cest-a-dire que le nombre de Péclet local est tres grand.

La formulation faible du probleme (7.51)—(7.52) rentre dans le cadre
de (7.13) en posant V = W = H} (Q) et en introduisant la forme bilinéaire
ae € LV X V;R) telle que

ae(v, w) = /Qer-Vw + /Q(;.w + B-Vo)w, (7.53)

et la forme linéaire £ € V/ telle que f(w) = fQ fw. Le probleme modele est

le suivant :

(7.54)

Chercher # € V tel que
ac(u,w) = f(w), YweV.

Proposition 7.7. Sous [hypothese (7.33), le probleme (7.54) est bien posé.

7.3.2 Approximation par la méthode de Galerkin/moindres
carrés

Soit V}, un espace d’approximation H'-conforme ; par exemple, V}, peut étre
construit a partir d’un élément fini de Lagrange et d’un maillage 7). Par la
suite, on suppose que la famille {7}~ est réguliere. De plus, en imposant &
zéro la valeur aux neeuds du maillage situés sur 9€), on peut supposer que V,
est V-conforme.
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En général, lapproximation dans V), du probleme (7.13) par la méthode de
Galerkin standard ne conduit pas a des résultats acceptables lorsque le nombre
de Péclet local est trop grand car la solution approchée est polluée par des
oscillations parasites. Ces oscillations peuvent étre éliminées en raffinant le
maillage 1 ol le nombre de Péclet local est élevé. Toutefois, cette approche
peut conduire & des coflits de calcul excessifs lorsque le parametre € est tres
petit. De plus, dans des problémes non-linéaires o1 le nombre de Péclet local
dépend de la solution, on ne sait pas  priori oli celui-ci est grand. Dans ces
conditions, il est préférable d’utiliser une méthode de type Galerkin/moindres
carrés.

Dans la méthode de Galerkin/moindres carrés appliquée 4 'approximation
de Péquation d’advection—réaction, le parametre de pondération 8 ne dé-
pend que de la finesse globale du maillage /; voir (7.41). Pour I'équation
d’advection—diffusion, ce parametre dépend de la taille /ocale des mailles et du
coefficient de diffusion €. Par la suite, on considere la fonction suivante :

1 e\
K €17, ) =|({—+ —= . .
VKT, b9 = (50 ) 7.55)
Plus généralement, I'analyse présentée ci-dessous reste valable pour toute fonc-
tion 8 de (g, €) satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) il existe une constante ¢; telle que pour tout (hx, €), d(hx, €) < c1hk s

(ii) il existe une constante ¢; telle que pour tout (bx, €), d(hg, €) < czhf(e_l -

(iii) il existe des constantes 3 et ¢4 telles que pour tout (b, €), € < c3h
implique 8(/k, €) > cshi.
Il est clair que la fonction 8 proposée en (7.55) vérifie ces trois propriétés.

On désigne par H*(T;) le sous-espace de I*(Q) constitué des fonc-
tions dont la restriction & chaque maille X' € 7, est dans H*(K).
On pose V(h) = H*(T;) N H}(Q). On introduit la forme bilinéaire
ape € LIV (h) X V(h);R) définie par

ape(v, w) = ac(v, w) + Z d(hi, €)(Aev, Aew)o k, (7.56)
KeT,
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ol la forme bilinéaire ze est définie en (7.53) et ou pour V'(4), on a posé sur
chaque maille X € 7,

Aev = —€Av + B-Vo + po. (7.57)

On considere le probléme discret suivant :

Chercher u;, € V), tel que (7.58)
ape(up, wy) = fre(wy),  Vw, € V), .
avec la forme linéaire fj. € V; définie par
frewy) = (Fowp)oa + Y (b, O)(f, Acwy)o k.
KeT,
On introduit les normes suivantes sur V' (5),
3
1 1
[2ll58 = A, 0)¢ o + €lohia + | D 80k, @l devllig | » (759
KeT,
el = llolsa + | D Ax'lellox | - (7.60)

KeT,

On rappelle que Popérateur A est défini en (7.30) et que compte tenu de
I'hypothese (7.33), on a pour tout » € V(h), (Av, v)o.q > }L()Hl/||(2)79. Dans le
cadre des hypotheses ci-dessus, on montre les propriétés suivantes.

e Stabilité. La forme bilinéaire 2 définie en (7.56) est || - || 4. -coercive sur
V (h) uniformément en / et en €; cette propriété implique que le probleme
approché (7.58) est bien posé.

e Continuité. I existe une constante ¢, indépendante de 4 et de €, telle que
pour tout (v, wy,) € V(h) X V),

aye(@,w3) < cllvlly 1wyl (7.61)
e Consistance. Pour tout w), € V),

ape(u — wy, wy) = 0. (7.62)
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En procédant comme dans la preuve du deuxieme lemme de Strang 2.20, on
déduit estimation d’erreur suivante.

Proposition 7.8. Dans le cadre des hypothéses ci-dessus, on suppose que la solu-
tion u de (7.54) est dans V (h). Alors, il existe une constante c, indépendante de h
et de €, telle que

e = wpllpa. < ¢ inf [l — ], (7.63)

On suppose que I'espace V), jouit de la propriété d’interpolation suivante : il
existe un sous-espace Z dense dans 1(Q), un entier £ > 1 et une constante
¢ indépendante de 4 tels que pour tout z € Z et pour tout K € 7T,

ig£(||z_7/h”0,1( + bl V=) ok + Pkl Alz—vp)llo.x) < e bk 2l k0
V) h
(7.64)

ol || - || z,x désigne la norme de Z localisée sur K. Par exemple, lorsque V), est
construit & partir d’'un élément fini de Lagrange de degré £ et d’'une famille
réguliere de maillages affines et conformes, I'estimation (7.64) est satisfaite
pour Z = H*'(Q) et || - |26 = || - |le+1.1- On déduit facilement de (7.64)
que pour tout z € Z,

oI

. k
1glf/ llz — ”/th,; <c E }ﬁ( (hx + e)||z||§,,( . (7.65)
23 h

KeT,

Il en résulte le résultat de convergence suivant.

Théoreme 7.9. Dans le cadre des hypotheses ci-dessus, on suppose que la solution
u de (7.54) est dans Z. Alors, il existe une constante c, indépendante de b et de €,
telle que

e = wpllpa, < e | D hi G + OlalZk | - (7.66)
KeT,

Corollaire 7.10. Pour tour~y > 0, il existe une constante cv, indépendante de h
et de €, relle que :
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(i) sie > vh,

e —mlho <ey | D MllullZg | s (7.67)

KeT,

(ii) sie <y mingeg;{hx}

ST obkllAw—w) x| <oy | D ATl

KeT, KEeT,

Jk| - (7.68)

De plus, si la famille {1}~ est quasi-uniforme, pour tour~y > 0, il existe une
constante ¢y, indépendante de h er de €, telle que :

(@) sie Zvh [|[V(u—u)on < cy/?kHuHZ;

(i) sie <A |IB-V(u—w)oa < eyb|u

|2.
Corollaire 7.11. I/ existe une constante c, indépendante de b et de €, telle que

1

2

lu—wlloa <e| D hlhg +Ollallzr | - (7.69)
KeT,

De plus, pour tour y > 0, il existe une constante cy, indépendante de b et de €,
telle que si € < yh,

b+ L
[l = wpllo,0 < e 2|z (7.70)

Le corollaire 7.10 signifie que lorsque les nombres de Péclet locaux sont suf-
fisamment petits (régime dit de diffusion dominante), 'approximation par la
méthode de Galerkin/moindres carrés fournit un contréle optimal du gradient
de lerreur. Par contre, lorsque les nombres de Péclet sont grands (régime dit
d’advection dominante), seules sont contrdlées les dérivées de I'erreur le long
des lignes de courant. Le corollaire 7.11 signifie qu’en régime d’advection do-
minante, la méthode de Galerkin/moindres carrés reste relativement précise
en norme L* car elle n’est sous-optimale que d’un facteur 1.
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7.4 Probleme de Stokes

Cette section est consacrée a 'approximation du probleme de Stokes (6.21)
par une méthode de Galerkin/moindres carrés. Lintérét de I'approche réside
dans le fait qulelle permet d’udiliser des éléments finis pour la vitesse et la
pression qui ne satisfont pas la condition de compatibilité (6.26). Ces tech-
niques ont été introduites et analysées par Franca et Frey [40] et par Tobiska
et Verfiirth [73]. Lanalyse présentée ci-dessous a été introduite par Ern et
Guermond [38, p. 201].

On introduit 'espace fonctionnel V' = (H] Q)7 x 12(Q). On peut formu-
ler le probleme de Stokes de la maniere suivante :

{ Chercher (u,p) € V tel que

al(,p), 0, 9) = L(v,9), Y, q) €V, (7.71)

ol la forme bilinéaire 2 € L(V X V;R) est définie par
a((u, p), (v,9) = (Vu,Vo)ga — (V-v,p)00 + (V-u,9)0,0, (7.72)

et la forme linéaire £ € V' par {(v,q) = [[f-v + g, f € (LX) et
g€ I*(€) étant les données du probleme de Stokes (6.1)—(6.2).

On choisit une constante y > 0 indépendante de 4. Pour tout K € 7, on
pose

S(hg) = yhr. (7.73)

On consideére un espace d’approximation pour la vitesse, noté Xj, et supposé

[H; ()]?-conforme, et un espace d’approximation pour la pression, noté M),
et supposé L2 (Q)-conforme. On pose V), = X), X M), et

Vi) = (H @) 0 [H @) X H'G)NLW),  (7.74)

ou H"(7)), m € {1,2}, désigne le sous-espace de L*(Q) constitué des fonc-
tions dont la restriction  chaque maille X € 7}, est dans H”(K). On intro-
duit la forme bilinéaire 2, € L(V(h) X V(h); R) définie par

ay((wy, p1)s Wy qp)) = (Vay, Vop)o.a — (Vovp, pploa + (Vouy, q1)0.0

+ Z d3(hi) ((Vpy — Awy, Vg — Avp)ox + (Vouy, Vovy)ox). (7.75)
KeT,

181




7 * Galerkin/moindres carrés 7.4 Probléme de Stokes

On introduit la forme linéaire {;, € V (/)" définie par

8wy, qi) = Lvp, qp) + Z S(hi)((f. ), (Vg — Avy, Vovy))ox, (7.76)
KeT,

et on considere le probleme approché suivant :

Chercher (uy, p;) € V), tel que 7.77)
ay((up, )y (s 4p)) = Cpwpy q1), Y0y, q5) € V) '
On introduit la norme suivante sur V (),
@, Dllsa = 1210 + llgllo,0
+ | 22 30 IVallix + Vg — Adlis i + [IV-olioe) | - (7.78)

KeT,

On suppose que les inégalités suivantes sont vérifiées : il existe une constante
¢, indépendante de 4, telle que pour tout #, € Xj, et pour tout K € 7,

1Az,]lo.x < chi IV opllo.x, (7.79)
< lo,x- (7.80)

IVosllox < chi'llos

Dans le cadre des hypotheses ci-dessus, on montre les propriétés suivantes.

e Stabilité. La forme bilinéaire 2, définie en (7.75) satisfait la condition inf-
sup suivante : il existe a > 0, indépendant de 4, tel que

ay((vy, g1), Wy, 1))

inf (7.81)
@90 EVs (w,,r,)EV, [1(@ss @)l s, all oy, 7)1l 5,A -

Cette propriété implique que le probléeme approché (7.77) est bien posé.

1. Les inégalités (7.79) et (7.80) sont satisfaites si I'espace d’approximation X), est
construit & partir d’une famille réguliere de maillages.
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e Continuité. Il existe une constante ¢, indépendante de 4, telle que pour
tout (v, 9), (wy, 7)) € V(h) X'V},

a,((v, ), (wy, 7)) < )hA- (7.82)
e Consistance. Pour tout (v, q;) € V),
ay((u = wy, p — pp), (v, q4)) = 0. (7.83)

On déduit des propriétés ci-dessus I'estimation d’erreur suivante.

Proposition 7.12. Dans le cadre des hypothéses ci-dessus, on suppose que la solu-
tion (u, p) de (7.71) est dans V' (h). Alors, il existe une constante ¢, indépendante
de b, relle que

(7.84)

u—uy,, p— <c¢ inf u—v,
Ii¢ = Pp)llna < (oot II¢ by

On suppose que les espaces X, et M), jouissent des propriétés d’interpolation

suivantes : il existe un entier # > 1 et une constante ¢, indépendante de 4, tels

que pour tout (zy, 2,) € H*1H(Q) X H*(Q), on a pour tout K € 7,
inf,,ex, (2 — v3llo.x + hxllV(2u — vp)llo,x

(7.85)
+ gl Az = vp)llo.x) < e zulles 1.k

—gllox) < chilzplex.  (7.86)

inf _
%léth(”Zp
On déduit facilement de (7.85) que pour tout (z,, 2y) € HH Q) X HYQ),

. ’
inf |[(zu — v3,20 — gp)|lpa < b (|zullpr1,0 T [12plle.0).  (7.87)
(h,q)EV),

Il en résulte le résultat de convergence suivant.

Théoreme 7.13. Dans le cadre des hypotheéses ci-dessus, on suppose que la solu-
tion (u, p) de (7.71) est dans HYQ) X HYQ). Alors, il existe une constante
¢, indépendante de b, telle que

e = willa + o= palloa < chlulisro + llle)-  (7.88)
De plus, si le probleme de Stokes est régularisant (voir la définition 6.9),

= mllo,0 < ch* (lullirra + llplleg)- (7.89)
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7.5 Complément : viscosité de sous-maille

La technique de viscosité de sous-maille a été introduite par Guermond [49,
50]. Elle permet de stabiliser la méthode de Galerkin standard lorsque celle-ci
est utilisée afin d’approcher par éléments finis des opérateurs linéaires mo-
notones. Pour simplifier, on restreint la présentation a l'opérateur A défini
en (7.30) sous I'hypothese (7.33). Le principe consiste 4 :

(i) enrichir I'espace d’approximation V}, sous la forme
Vi =V, eV, (7.90)

ol V,yf est appelé lespace des échelles fluctuantes et Vi lespace dapproxi-
mation enrichi;

(ii) considérer un probleme discret posé sur 'espace d’approximation enrichi
V), et faisant intervenir une forme bilinéaire qui est la somme de la forme
bilinéaire associée 4 la méthode de Galerkin standard et d’un terme de
pénalisation (au sens des moindres carrés) dont le role est de controler
les échelles fluctuantes de la solution discrete.

On reprend le probleme modele (7.32) de la section 7.2. Soit V), 'espace
d’approximation Vi-conforme considéré dans le probleme discret (7.43). On
suppose qu'on dispose d’un espace des échelles fluctuantes, Vhf, qui est Vi-
conforme et en somme directe avec V},. Par la suite, on décompose les fonc-
tions de Vj sous la forme vj = 7/2 + v, avec 1/2 € V,,f et v, € V). On fait les
hypotheses suivantes.

(i) La décomposition (7.90) est I?-stable au sens suivant : en notant
Py € L(V}; V) le projecteur tel que
Py Vi3 vp— v, €V, (7.91)

il existe une constante ¢, indépendante de 4, telle que

Vo, € Vi, IPlloa < allvilloo (7.92)
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(i) La condition inf-sup suivante est satisfaite : il existe une constante
¢ > 0, indépendante de 4, telle que

inf a(vy, wy)

— >, (7.93)
lopllv 25 ]lo,0

€V w; €V

o la forme bilinéaire « est définie en (7.31) et la norme || - || en (7.29).
T e , ) L -
(iii) Linégalité suivante est satisfaite sur I'espace d’approximation enrichi
Vy; : il existe une constante ¢;, indépendante de 4, telle que

vis e Vi, lleglly <ahdgllo (7.94)

Par ailleurs, on choisit un réel ¢, > 0 et on introduit la forme bilinéaire
by, € LIV X V5 R) telle que

by (W5, w5) = e,h(V), Vidy)o q- (7.95)
On considere le probléme discret suivant :

Chercher #j, € Vj tel que

. . (7.96
a(uy, wy) + by, wy) = f(w;), V) € V. )

On observera que la forme bilinéaire &, réalise une pénalisation au sens des
moindres carrés du gradient de la composante aux échelles fluctuantes de la
solution discrete . Par la suite, on note 6, la forme bilinéaire « + 5.

On considere les normes || - || .4 et || - ||,?’% définies en (7.44) et (7.45), respec-

tivement. Dans le cadre des hypotheses (7.92), (7.93) et (7.94), on montre les
propriétés suivantes.

e Stabilité. Il existe une constante «, indépendante de 4, telle que

inf sup o) z (7.97)
GV ureve ||”/,H/7AHW/7H/;A
Cette propriété implique que le probleme (7.96) est bien posé.

o Continuité. ]| existe une constante ¢, indépendante de 4, telle que pour
tout (v, w) € Vi X Vi, ona a,(v, w) < chHh,% l|l]|5,-

e Consistance. Pour tout wj, € Vj;, on a 0,(u), w)) = a(u, wy).
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En procédant comme dans la preuve du deuxieme lemme de Strang 2.20, on
déduit estimation d’erreur suivante.

Proposition 7.14. [ existe une constante c, indépendante de b, telle que

e = w3llpa < ¢ inf flu =2yl 1 (7.98)

En supposant que la propriété (7.39) est satisfaite et que la solution # de (7.32)
est dans Z, on en déduit

1 1
e —wyllo,0 + H2|B-V (e — wp)llo0 < eH*2 |ul2, (7.99)

pour une constante ¢ indépendante de 4. On retrouve la méme estimation
d’erreur que pour la méthode de Galerkin/moindres carrés classique; voir
Iestimation (7.50). La technique de stabilisation par viscosité de sous-maille
s'étend aux équations d’advection—diffusion avec advection dominante. On
obtient des estimations d’erreur analogues a celles de la section 7.3.2. Lavan-
tage de I'approche par viscosité de sous-maille est que le parametre ¢;, est indé-
pendant du coefficient de diffusion € alors que le parametre 8 intervenant dans
la méthode de Galerkin/moindres carrés présentée dans la section 7.3 dépend
de €. Un autre avantage de 'approche par viscosité de sous-maille est que cette
technique s'étend de maniere naturelle aux problemes instationnaires alors que
la méthode de Galerkin/moindres carrés nécessite de considérer des éléments
finis espace-temps discontinus en temps ; voir, par exemple, [38, p. 321] pour
Ianalyse de la méthode de viscosité de sous-maille instationnaire.

Pour conclure cette section, on décrit quelques exemples d’espaces d’échelles
fluctuantes admissibles lorsque 'espace d’approximation V), est associé a 'élé-
ment fini de Lagrange Py ou P;.

(i) Lorsque V), = PCI’ , N Vi, Pespace des échelles fluctuantes peut étre en-
gendré par des fonctions bulle sur les mailles ; voir la définition 6.10 et
la formule (6.32). On pose

V= {u, €’ Q) ; VK € T}, o, o Ty € vect(b)}. (7.100)
Une autre possibilité pour I'espace des échelles fluctuantes consiste a
poser

Vi = {0} € CXQ) s VK € Tj, tffx € Priwa(K)}, (7.101)
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ol l'espace P.iso-2(K) est défini de la maniére suivante : on divise X en
quatre sous-triangles en reliant les milieux de ses trois arétes ; une fonc-
tion est dans P1is.2(K) si elle est continue et affine par morceaux dans
K et si elle sannule aux trois sommets de K. Avec ce choix, I'espace
d’approximation enrichi est celui associé a 'élément fini de Lagrange P
sur le maillage Tg. Les figures 7.1(a) et 7.1(b) contiennent une représen-

tation conventionnelle des degrés de liberté.

(ii) Une construction analogue est possible lorsque V, = Pi N Vi. On peut
soit utiliser trois bulles par élément pour définir I'espace des échelles fluc-
tuantes soit subdiviser chaque triangle en quatre sous-triangles de sorte
que l'espace d’approximation enrichi est celui associé a I'élément fini de
Lagrange PP, sur le maillage T% Les figures 7.1(c) et 7.1(d) contiennent

une représentation conventionnelle des degrés de liberté.

@ S ©

Figure 7.1 — Espaces des échelles fluctuantes permettant d’enrichir les es-
paces d'approximation associés aux éléments finis de Lagrange : (a) élément
fini de Lagrange P; enrichi par une bulle sur chaque triangle; (b) élément
fini de Lagrange P; enrichi par subdivision de I'élément; (c) élément fini
de Lagrange P, enrichi par trois bulles sur chaque triangle; (d) élément fini
de Lagrange P, enrichi par subdivision de I’'élément. Les degrés de liberté
dans I'espace Vj, sont représentés par des cercles noirs et ceux associés aux
échelles fluctuantes par des cercles blancs.

Pour les choix ci-dessus, on montre, sous des hypotheses raisonnables sur le

champ d’advection B, que les hypotheses (7.92), (7.93) et (7.94) sont satis-
faites [49].
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8 < ESTIMATION D’ERREUR
A POSTERIORI

Lobjectif de ce chapitre est d’estimer I'erreur entre la solution exacte d’un
probléme modele et son approximation par éléments finis, et ce uniquement
en fonction de quantités accessibles au calcul, c’est-a-dire la solution appro-
chée, les données du probléeme modele et le maillage. De telles estimations
sont appelées estimations d’erreur a posteriori et se distinguent des estimations
d’erreur a priori présentées dans les chapitres précédents par le fait que ces der-
nitres font également intervenir la solution exacte (qui n'est pas, en général,
accessible au calcul). Depuis les travaux pionniers de Babuska et Rheinbolt
[10], l'intérét pour les estimations d’erreur a posteriori s'est considérablement
accru, d’une part parce que ces techniques permettent d’estimer explicitement
lerreur d’approximation et d’autre part parce quelles sont a 'origine des algo-
rithmes de raffinement adaptatif du maillage qui permettent tres souvent de
réduire substantiellement le cofit des calculs. Trois types d’estimateurs d’er-
reur & posteriori sont présentés dans ce chapitre : les estimateurs par résidu, les
estimateurs par dualité et les estimateurs hiérarchiques.

8.1 Cadre général

Cette section précise le cadre dans lequel on se place pour étudier les diffé-
rentes techniques d’estimation d’erreur @ posteriori. On introduit également
deux notions importantes relatives aux estimations d’erreur a posteriori : la
fiabilité et optimalité.
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8 ¢ Estimation d’erreur 8.1 Cadre général
a posteriori

8.1.1 Le probleme modeéle
On considere le probleme modéle suivant :

Chercher # € V tel que ®.1)
a(u,w) = f(w), Ywe W, ’
ol V et W sont des espaces de Hilbert (dont les éléments sont des fonctions
définies sur un domaine Q de R et & valeurs dans R), « est une forme bili-
néaire dans £(V X W;R) et f est une forme linéaire dans W’. On suppose
que la forme bilinéaire # satisfait les conditions (BNB1) et (BNB2) du théo-
reme BNB si bien que le probleme (8.1) est bien posé; voir le théoreme 2.4.
De plus, on suppose que le membre de droite dans (8.1) s'écrit sous la forme
Jo.fiv pour une fonction f € L*(Q) ; on abuse des notations en utilisant le
méme symbole pour la fonction £ et la forme linéaire dans W',
Pour fixer les idées, on pourra supposer que (8.1) est la formulation faible
d’un probleme d’advection—diffusion—réaction. On a donc :

) V=Ww= HO1 (€)) si on impose des conditions aux limites de Dirichlet
homogenes et V. = W = H'() si on impose des conditions aux
limites de Neumann ;

(ii) pour (v,w) € V X V, alv,w) = fQ[VwU-Vv + w(B-Vov) + pwr]
ot ¢ € [L®(O)]4?, B e [L™ ()]? avec VB € L®W), et
w € L),

Si on suppose quil existe un réel oy > 0 tel que pour tout § € R,
Z;{jzl ;&€& > o Z;{:l & presque partout dans () et qu'il existe un réel
o > 0 tel que p.— 3 VB > po presque partout dans ), la forme bilinéaire 2
est coercive si bien que le probléme (8.1) est bien posé. On pourra consulter
la section 5.1.5 pour des compléments.

La forme bilinéaire # est associée 2 un opérateur différentiel £ tel que pour
tout » € V et pour toute fonction w € D({)), on a

av,w) = (L, w)p' D, (8.2)

au sens des distributions. Par exemple, pour un probleme d’advection—
diffusion—réaction, on a

Lv=—V:(0-Vov) + B-Vv + po. (8.3)
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8 ¢ Estimation d’erreur 8.1 Cadre général

a posteriori

Pour simplifier, on se restreint dans ce chapitre a des approximations conformes
du probleme modele (8.1) ; voir, par exemple, les références [35, 68] pour des
estimations d’erreur a posteriori dans un cadre non-conforme. On considere
donc deux espaces d’approximation Vj, et W), tels que V;, C Vet W, C W.
On suppose que les espaces V), et W), sont construits a 'aide des techniques
présentées dans les chapitres 3 et 4, c'est-a-dire a partir d’'une famille régu-
liere de maillages {7),},~0 et d’'un élément fini de référence {K,P,3}. On
considere le probleme approché suivant :

{ Chercher #;, € V), tel que 8.4)

a(up,wy) = fwy), Yuw, € W,

Par la suite, on suppose que le probleme (8.4) est bien posé. Pour simplifier,
on suppose que la méme forme bilinéaire # et la méme forme linéaire f in-
terviennent dans le probléeme modetle (8.1) et son approximation (8.4). Ceci
implique la propriété de consistance suivante :

Yw, € W), a(u— uy, wy) = 0. (8.5)
Les espaces V' et W étant des espaces fonctionnels, leurs normes respectives
I - llv et || - [[w peuvent étre localisées sur les éléments du maillage sous la
forme
: :

v = DI v e [-llw={> lI-lvc| - 6

KeT, KET,

Par exemple, pour V = H'(Q), ona |- ||y = || - haetl-llv.e =1,

8.1.2 Indicateurs d’erreur, fiabilité et optimalité

Soit 1 une fonctionnelle de (u), 7), 4, f), Cest-a-dire de la solution approchée
uy, du maillage 7), et des données du probleme modele (représentées par la
forme bilinéaire et la forme linéaire f). On observera que les valeurs de la
fonctionnelle m sont accessibles au calcul.

Définition 8.1. On dit que la fonctionnelle 1 est un estimateur d'erreur a pos-
teriori sil existe une constante c, indépendante de b, telle que

||u - u/aHV < C'T](%h,?;,,ﬂ,ﬂ. (87)
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a posteriori

De plus, si la fonctionnelle 1| peut étre localisée sous la forme

Ny, Tpa f) = | D e a.f)* | (8.8)

KeT,

on dit que les fonctionnelles {n } xc1, sont des indicateurs d’erreur locaux.

Lestimation (8.7) s'interpréte comme une propriéeé de frabilité puisquelle
garantit que lerreur ||z — ||y est effectivement contrdlée par I'estimateur
derreur a posteriori.

Les indicateurs d’erreur locaux fournissent I'ingrédient principal dans une
stratégie de raffinement adaptatif du maillage. Le principe consiste d’une part
a raffiner les mailles X € 7), ot 'indicateur d’erreur local mg est grand et
d’autre part 2 regrouper des mailles adjacentes dans lesquelles I'indicateur
d’erreur local est petit afin de former une nouvelle maille de taille plus grande.
Cette procédure peut étre répétée plusieurs fois et conduire (dans une certaine
mesure) a optimiser le cotit des calculs en fonction du niveau d’erreur atteint.
On peut se fixer divers objectifs pour I'adaptation du maillage, par exemple
celui d’équirépartir les indicateurs d’erreur locaux sur toutes les mailles (uni-
formément ou avec une certaine pondération) ou encore celui d’amener 'es-
timateur d’erreur global 1 en dessous d’une certaine tolérance.

Pour qu’une procédure de raffinement adaptatif du maillage soit efficace,
il faut que les indicateurs d’erreur locaux jouissent d’une certaine propriéeé
d’optimalité. Cette propriété garantit que localement sur chaque maille, I'in-
dicateur d’erreur local est asymptotiquement équivalent a erreur réelle. En
d’autres termes, on souhaite qu’il existe des constantes ¢; > 0 et ¢, indépen-
dantes de 4, telles que pour tout X € 7,

ek, a, f) < |lu— wpllv g < cong(uy, a,f). (8.9)

Dans la plupart des problemes modeles, il est impossible d’obtenir ce type
de propriété. On dispose de la majoration globale (8.7) et d’'une minoration
étendue sous la forme suivante : il existe une constante ¢; > 0, indépendante
de 4, telles que pour tout X € 7,

amk(wy, a,f) < |lu — wlly s, + 1Ak, a,f), (8.10)
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8 ¢ Estimation d’erreur 8.2 Estimateurs par résidu

a posteriori

ol Ag est un macro-élément centré sur la maille K, c’est-a-dire un ensemble de
mailles dont I'intersection avec K est non-vide, et [I(Ag, 4, f) est un terme de
perturbation qui est soit négligeable devant erreur locale || — u,||y A, soit
du méme ordre que celle-ci asymptotiquement en 4. De plus, on a conventio-

nellement noté ‘

2

Flvae =1 D -l | - (8.11)

K'€Ax

Lestimation (8.10) s’interprete comme une propriété & optimalité puisquelle
garantit que localement sur le macro-élément Ay, indicateur d’erreur local
Mk ne « surévalue pas trop » l'erreur réelle. La figure 8.1 illustre deux exemples
de macro-éléments Ax en dimension 2 : I'ensemble des mailles (incluant K)
partageant un c6té avec K et 'ensemble des mailles (incluant X) partageant
un sommet avec K.

K

Figure 8.1 - Exemples de macro-éléments Ax centrés sur la maille K en di-
mension 2; la maille K est en gris foncé; I'ensemble des éléments partageant
une face avec K est constitué de K et des trois triangles en gris clair; I'en-
semble des éléments partageant un sommet avec K est constitué du macro-
élément précédent et des neuf triangles en blanc.

8.2 Estimateurs par résidu

Cette section présente une introduction aux techniques d’estimation d’er-
reur a posteriori par résidu. Ces techniques ont été introduites par Babuska
et Rheinbolt [10], puis leur analyse a été étendue par Verfiirth [75] ; voir éga-
lement [76] pour une revue relativement exhaustive.

Définition 8.2. Soit w € W. On définit le résidu de la solution approchée u,

en w par
p(up; w) = alu — wy, w). (8.12)
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On observera que la propriété de consistance (8.5) s’écrit sous la forme
Ywy, € W), p(u;,; w/,) = 0. (8.13)

On suppose que le résidu peut étre localisé comme suit :

pluysw) = > picluys w), (8.14)
KeT,
pr (s w) = (f — Ly, w)o,x + (Awy)-ng, w)o ok, (8.15)

ol A est un opérateur de trace 4 valeurs dans R? et 7z est la normale extérieure
a K. On observera qu'on a implicitement supposé que les fonctions de W
admettent des traces définies de mani¢re univoque aux interfaces du maillage,
ce qui est clairement le cas pour un probléeme d’advection—diffusion—réaction
ot W = H'(€Q). Pour ce probleme, 'opérateur de trace A est tel que

Au;, = O'-Vu;,. (816)

Soit ¥ € F), une face intérieure du maillage, Cest-a-dire telle qu'il existe deux
mailles K; et K> dans 7), avec ¥ = Kj N K. On désigne par n; et 7 les
normales extérieures 2 Kj et K>, respectivement. On note

[[Au;,ﬂ]] = (Au;,)|1(lﬂ1 + (Au;,)\j(z«nz, (817)

le saut de la composante normale de Aw, a-travers F. Pour une face F € F}
située au bord, on pose simplement [Awu,-n]] = (Auy)| k-7 ot K est I'élément
de 7, dont F est une face et 7 est la normale extérieure a ().

On suppose que I'espace W jouit de la propriété d’interpolation locale sui-
vante : il existe une constante ¢, indépendante de 4, telle que pour tout
w e W, il existe w;, € W), tel que pour tout K € 7,

1
lw — wyllox + hillw — wyllo,ox < chrllwllw, ae (8.18)

ol Ay est le diametre de K et Ax est un macro-élément autour de K. La
propriété d’interpolation (8.18) est satisfaite pour W = H'({)) si la famille
{7, } >0 est régulitre. En dimension 4 > 2, on ne peut pas prendre pour
wy, linterpolé de Lagrange de w car les fonctions de H'({)) ne sont pas
nécessairement continues. On utilise d’autres techniques d’interpolation

ol linterpolé est défini sur chaque maille & partir de moyennes sur un
macro-élément centré sur cette maille. La définition précise de ces opérateurs
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d’interpolation n’est pas nécessaire pour la suite; on utilisera simplement
le fait que ces opérateurs existent et qu’ils permettent de satisfaire 'hypo-
these (8.18). Pour plus de détails, on pourra consulter les travaux de Clément
[29] ou de Scott et Zhang [69].

Théoreme 8.3 (Fiabilité). Pour K € T), on pose

Ny, a, f) = hllf — Luglloxc + hE||[Aw ]|, 0k (8.19)

Alors, dans le cadre des hypotheéses ci-dessus, N\ est un indicateur d'erreur local ;
en dautres termes, il existe une constante c, indépendante de b, telle que

1

2

lw—wllv < e | D Uillf = Lusllox + hicllTAmyn]l[50x] | - (8.20)
KeT,

De plus, lorsque les fonctions de W sont nulles au bord, le terme de saur dans
(8.19) est restreint & la partie de OK qui se trouve i lintérieur de ).

Lestimation (8.20) découle directement des hypotheses ci-dessus. De la
condition (BNB1), on déduit
alu— wy, w
ol — w|ly < sup A= wp, w)
weW ”w”W/
En utilisant la définition (8.12) du résidu et en appliquant la propriété de
consistance (8.5) 4 la fonction wy, résultant de la propriéeé (8.18), on obtient

OLHZt _ uhHV g sup a(u— Up, W — wh) = sup p(uh;w_ w/a)

wew  lwllw e 1%
< sup SxerIf = Luplloxllw — wyllox + [[TAmynlllo,ox 1w — wllo,ox]
el llow]lw

ol

0. + bl TAmynl5 o]

<D I - Lol

KeT,

1
— — 2
(Seen Al - will s + A o= wsf o
X sup

weW [l w

o=

< ¢ Z T]K(uh7ﬂ7f)2

KeT,
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On a utilisé le fait que grice a hypothese de régularité sur la famille {7}, } >,
le nombre de triangles appartenant 4 un macro-élément Ag peut étre majoré
uniformément en 4. On observera que dans I'analyse d’erreur @ posteriori,
seule intervient la condition inf-sup satisfaite par la forme bilinéaire # sur les
espaces fonctionnels V et W et non la condition inf-sup discrete satisfaite sur
les espaces d’approximation V), et W,.

Par exemple, pour un probléme d’advection—diffusion—réaction, I'indicateur
d’erreur local par résidu s'exprime sous la forme

Ni(wy, a,f) = hr|lf + V]'(U'Vuly) — BV, — payllo.x
+ h||[(o-Vuy)-nl|lo ok -

En particulier, pour le Laplacien oli o est la matrice identité, 3 = O et = 0,
on obtient

iy, a, ) = hellf + Awylloxc + hillIVuynllo.ox- (8.22)

Si on utilise un élément fini de degré un, le premier terme du membre de
droite s’écrit simplement A ||f [|o,x -

(8.21)

On s’intéresse maintenant a 'optimalité de l'indicateur d’erreur (8.19). Le
résultat suivant est dii  Verfiirth ; voir [76, p. 10].

Théoreme 8.4 (Optimalité). On suppose que lopérateur L est défini par (8.3)
et lopérateur N par (8.16). Alors, il existe une constante c, indépendante de b,
telle que pour tour K € T),

Ny, a,f) < c| lu—uyli o, + hx éﬂf I = wsllo,ag | » (8.23)
U<l
ot Ay est le macro-élément constitué de ['ensemble des éléments de T;, (incluant
K) partageant une face avec K.

La conclusion du théoreme 8.4 reste vraie pour tout entier / > 0 (avec une
constante qui dépend de /) si l'infimum dans (8.23) est pris pour v, € Pfd7 s
voir [38, p. 428]. Cette variante permet de montrer que lorsqu’on utilise un
élément fini de Lagrange de degré # et que I'indicateur d’erreur local est évalué
de manitre approchée en utilisant des quadratures (voir la définition 9.1),
Perreur de quadrature reste négligeable devant I'indicateur d’erreur pourvu
que la quadrature soit d’ordre 24.
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8.3 Estimateurs par dualité

Cette section présente une introduction aux techniques d’estimation d’erreur
a posteriori par dualité. Ces techniques ont été introduites Johnson [52]. On
pourra consulter Becker et Rannacher [14] pour une revue relativement ex-
haustive.

Un des intéréts des techniques d’estimation d’erreur @ posteriori par dualité est
quelles permettent d’estimer d’autres erreurs que celle mesurée dans la norme
de stabilité naturelle || - ||y. Etant donné une fonctionnelle ¥ : V' — R, on
souhaite estimer la quantité suivante :

E=V(u) — V(). (8.24)

Dans les applications, la fonctionnelle ¥ permet d’extraire une information
sur la solution qui intéresse plus directement le numéricien. Par exemple, dans
un calcul d’écoulement autour d’un profil daile, cette information pourra étre
la portance ou la trainée de laile. Par la suite, on suppose que la fonction-
nelle ¥ est suffisamment réguli¢re pour qu'en tout » € V, sa différentielle

W' () € L(V;R) soit définie.

Afin d’estimer la quantité £, on introduit le probleme dual suivant :

Chercher z € W tel que
(8.25)

a(v,z) = fo (W' (w), + se),v vy yds, VveV,

ol ¢ = u — uy. On rappelle que le résidu p(u;; w) de la solution discrete #,
en w € W est défini en (8.12).

Proposition 8.5. On a
Vz, € W), E = pluy; z — z). (8.26)

La formule (8.26) découle simplement du fait que

1
E=V(u) —V(u, = /0 (‘I"(u;, + se),e)yr y ds = ale, 2) = pluy; 2),

et on conclut grice a la propriété de consistance (8.13). La formule (8.26) s'in-
terprete comme une formule de représentation de ['erreur puisqu’elle exprime le
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fait que la quantité & est égale au résidu de la solution approchée sur la dif-
férence entre la solution du probleme dual (8.25) et une fonction arbitraire
dans W,

Remarque 8.6

On peut également estimer la quantité £ = W(x — ;). La fonctionnelle W étant
a priori non-linéaire, cette quantité differe de celle définie en (8.24). Dans ce cas,
on suppose que la fonctionnelle ¥ admet une densité s : V' — V telle que pour
toutv € V, W) = (v), )y ou (-,-)y désigne le produit scalaire dans V. On
introduit le probléme dual suivant :

(8.27)

Chercher z € W tel que
av,2) = (o), )y, VveV.

La formule de représentation de I'erreur (8.26) reste valable  condition de I'évaluer
sur la solution du probléeme dual (8.27).

La formule de représentation de lerreur (8.26) se localise en utilisant (8.15).
On suppose que 'espace W jouit d’'une propriéeé d’'interpolation locale 1ége-
rement plus forte que (8.18), 4 savoir on suppose qu’il existe un sous-espace
Z dense dans W et une constante ¢, indépendante de 4, telle que pour tout
{ € Z, il existe w;, € W, tel que pour tout K € 7,

1
1 — wpllox + HLIIC— wyllo.ox < e hxllEllz aps (8.28)

ol A est le diametre de K et Ax est un macro-élément autour de K. La
propriéeé (8.28) est satisfaite pour W = H Q) et Z = H*(Q) si la famille
{7, })>0 est réguliere.

Théoreme 8.7 (Fiabilité). On suppose que la solution z du probléme
dual (8.25) est dans Z. Pour K € T), on pose

ox(2) = hillzllz,a.- (8.29)
Alors, dans le cadre des hypothéses ci-dessus, on a
€] < e > iy, a, Pok(a), (8.30)
KeT,

ot Mk (wy, a, ) est défini dans (8.19).
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A moins que la fonctionnelle W ne soit linéaire, la solution duale z dépend de
la solution exacte #. Lestimation (8.30) nest donc pas, en toute rigueur, une
estimation d’erreur a posteriori. Dans la pratique, deux approximations sont
nécessaires pour évaluer explicitement I'estimation (8.30).

(i) La premiere consiste 4 éliminer la dépendance en # dans le probleme
dual (8.25). On peut pour cela remplacer le membre de droite par
(V' (), v) . Cette approximation revient a remplacer une intégrale

1 . . .
du type [; ®(s)ds par la valeur ®(0), ce qui est raisonnable si la
fonction @ varie peu entre 0 et 1, Cest-a-dire si la solution approchée
uy, est suffisamment proche de la solution exacte .

(i) La deuxitme approximation consiste a remplacer le probleme
dual (8.25) par un probleme de dimension finie ol une solution
duale discrete est cherchée dans un espace d’approximation Z),. Un
choix relativement simple est de prendre Z, = W), puis de reconsti-
tuer localement une approximation de [|z]|z,a, afin d’évaluer wg(2).
Par exemple, pour un probléeme d’advection—diffusion—réaction, la
quantité ||z||z,a, fait intervenir les dérivées secondes de z qui peuvent
étre reconstituées localement a partir des valeurs de la solution duale
discrete en utilisant des formules de différences finies ou des projections
Lz—orthogonales sur Ag.

Malgré les deux difficultés évoquées ci-dessus, les estimations d’erreur a pos-
teriori par dualité ont été mises en ceuvre avec succes dans de nombreuses
applications, notamment afin de générer des maillages adaptatifs pour I'ap-
proximation par éléments finis de systémes d’équations aux dérivées particlles
non-linéaires comme les équations de Navier—Stokes ou les équations des gaz
réactifs.

Remarque 8.8

En général, il nest pas facile de prouver une propriété d’optimalité pour les esti-
mateurs d’erreur par dualité car on ne dispose pas d’estimation & priori locale sur
la solution duale.
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8.4 Estimateurs hiérarchiques

Les estimateurs d’erreur a posteriori de type hiérarchique ont été introduits
par Bank et Weiser en 1975 [12]. Lanalyse de ces estimateurs a d’abord été
effectuée pour des approximations de type Galerkin standard dans un cadre
consistant et conforme [12, 11], puis étendue aux approximations de type
Galerkin non-standard dans un cadre non-consistant et non-conforme [2].
Pour simplifier, la présentation ci-dessous est restreinte au cadre consistant
et conforme, mais pour des méthodes de Galerkin non-standard. Pour une
revue relativement détaillée des estimateurs d’erreur @ posteriori de type hié-
rarchique, on pourra consulter Ainsworth et Oden [4].

8.4.1 Cadre général

On considere le probléeme modele (8.1). On note a la constante intervenant
dans la condition inf-sup (BNB1) satisfaite par la forme bilinéaire « et on note
w la norme de 2 dans £(V X W;R); en d’autres termes,

o = inf sup M, (8.31)
eV yew [[vllviiwlw
® = sup sup (v, w) (8.32)

veEV weW H”HVHWHWA

On note #y, la solution du probleme discret (8.4). On rappelle qu'on a supposé
que ce probleme est bien posé et pour alléger les notations, on suppose que la
forme bilinéaire # satisfait une condition inf-sup discrete sur V), X W), avec la
méme constante  que dans (8.31).

Le principe des estimateurs d’erreur « posteriori de type hiérarchique consiste
A enrichir les espaces d’approximation V), et W), intervenant dans (8.4) de la
maniere suivante :

Vi=V,eVi e W= W,o W, (8.33)

ot Vi et Wf sont appelés des espaces d'échelles fluctuantes et ot V§ et W
sont appelés des espaces d'approximation enrichis. On considere les problemes
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discrets suivants :

Chercher #}, € V}; tel que

e c c c e (834)
ﬂ(u/ﬂ u/})) =f(w/,), Vw}) S W/y,

et
Chercher e,fj S Vhf tel que

a(eg, w,f,) =f(w2) — a(uy, wﬁ,), sz e \V,f (8.35)
On observera que le membre de droite dans (8.35) est égal & p(u; w,i), Cest-
a-dire au résidu de la solution approchée #, sur les fonctions de 'espace des
échelles fluctuantes W}, On suppose que les problemes (8.34) et (8.35) sont
bien posés, Cest-a-dire que dim V} = dim W} et que la forme bilinéaire #
satisfait une condition inf-sup discréte sur Vi X W} et sur VX W Pour
alléger les notations, on suppose que ces conditions inf-sup discretes font in-
tervenir la méme constante a que dans (8.31)!.
En pratique, le probleme discret (8.34) n’est pas résolu, mais sert uniquement
a lanalyse théorique. En revanche, le probleme discret (8.35) est résolu et sa
solution ¢} permet de calculer P'estimateur d’erreur hiérarchique. Lanalyse de
Iestimateur hiérarchique repose sur les deux hypotheses suivantes.
o Inégalité de Cauchy—Buniakowski-Schwarz. Il existe une constante

v € [0, 1] telle que pour tout 4, on a

Vw, € Wy, Y, € Wi, (wp, ww < ylwyllwllwhllw.  (8.36)

Dans la littérature, cette inégalité est également appelée inégalité de Cauchy—
Schwarz forte.

e Hypothese de saturation. Il existe une constante 3 € 10, 1] telle que, pour
tout /, on a

[l = wiyllv < Bllw— wyllv- (8.37)
Ces deux hypotheses sont discutées dans les sections 8.4.2 et 8.4.3. Elles

conduisent au résultat suivant.

1. Dans un cadre conforme, c’est clairementle cassi V= W, V), = W, be = \V,f
et si la forme bilinéaire « est coercive sur V.
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Théoreme 8.9. Dans le cadre des hypothéses ci-dessus, on a
S0 =B =YV llu=mly <lglly < Flu—mlly.  (©.38)

La quantité ||ef||y est appelée un estimateur @ posteriori de type hiérar-
chique. Dans la plupart des cas, la norme de V' peut se localiser selon
My = Cger Il - H%,J()% si bien que les quantités ||ef||y x sont des
indicateurs d’erreur locaux.

On observera que les hypotheses (8.36) et (8.37) n'interviennent que pour
établir la fiabilité de Vestimateur a posteriori ||éb|| v, Cest-a-dire Iinégalité de
gauche dans (8.38). Dans un cadre conforme, I'inégalité de droite dans (8.38),
qui exprime une propriété d’optimalité globale de I'estimateur a posteriori
||e,€|| v, ne nécessite pas les hypotheses (8.36) et (8.37).

8.4.2 Ll'inégalité de Cauchy-Buniakowski-Schwarz

Linégalit¢ de Cauchy-Buniakowski-Schwarz est une propriété intrinseque
aux espaces tests discrets W), et W}, Elle ne dépend pas du probléeme mo-
dele dont on cherche 4 approcher la solution. Une interprétation géométrique
de cette inégalité est que langle entre les espaces W, et W} est minoré par
une quantité strictement positive, et ce uniformément en h. Cette propriété
sinterprete également en termes de projecteurs de la maniere suivante.

Lemme 8.10. Soit I, € L(W};; W) le projecteur (oblique) induit par la dé-
composition W§ = W@ W, Alors, WLl 2w wy) est borné uniformément en
h par un réel o <+ o0 si et seulement si ['inégalité de Cauchy—Buniakowski—

Schwarz est satisfaite avec
1\
1Y

En général, la vérification de I'inégalit¢ de Cauchy-Buniakowski-Schwarz se
fait localement sur chaque cellule du maillage. Soit {i{s1,..., ¥y} une base
. . f f
de W}, (les fonctions de forme dans W},) et soit {{s},..., s} une base de
W!. Soit K € 7T, Les restrictions 2 K des fonctions ci-dessus (dont le sup-
b h p
port a une intersection non-vide avec K) sont, respectivement, les fonctions
de forme {0x.1,...,0x ., } de 'élément fini sur K et les fluctuations locales

I S 1f
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{92’17 ce 95(74}. On définit les matrices de Gram

Gl eR™™ (G =GR eR™ o GREeR™  (8.40)

dont les coefficients s'expriment sous la forme

1(1] (ehe )W7 Z7j S {1,...,7’1{}, (841)
GKZJ O,00w, ic{l,....m}, je{l,...,A}, (8.42)
Gey = 0L0)w,  ije{l,... (8.43)

Lemme 8.11. Pour K € T), on pose

(8.44)

1
X GRGE)GEX \?
YK = ax T 11
X ER' XI'GHx

Alors, l'inégalité de Cauchy—Buniakowski—Schwarz est satisfaite avec la constante
Y T MgeT, VK-

Pour chaque élément K € 7, la constante yx définie en (8.44) sobtient en
résolvant un probleme aux valeurs propres généralisé de petite taille (sa taille
est égale au nombre de degrés de liberté de I'élément fini de référence qui a
servi & construire 'espace W},). En général, on ne dispose pas de formule ana-
lytique simple pour yx, sauf dans certains cas trés particuliers comme celui
ol K est un triangle équilatéral ou celui ot K est un triangle rectangle isoctle.
Par ailleurs, on peut étudier numériquement la variation de la constante yx
en fonction de la forme de K. Dans la plupart des cas, on constate qu'une ma-
joration uniforme en K du type yx < yo < 1 est possible en supposant que
la famille {7},} ;¢ est réguliere. Un exemple est discuté dans la section 8.4.4.

8.4.3 L'hypothése de saturation

Lhypothese de saturation signifie que la solution discrete #j, est une meilleure
approximation de la solution exacte que ne lest la solution discrete #,, et
ce uniformément en /4. Contrairement a I'inégalité de Cauchy—Buniakowski—
Schwarz, cette hypothese dépend du probléeme modele. Elle ne peut donc
étre prouvée que dans des cas tres particuliers, comme par exemple celui ol
les espaces enrichis correspondent & une approximation par éléments finis du
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méme type que celle réalisée avec les espaces V), et W), mais avec un maillage
plus fin ou avec un ordre polynoémial plus élevé. Par ailleurs, il existe des
techniques permettant de saffranchir de 'hypothese de saturation ; voir, par
exemple, [35].

8.4.4 Un exemple simple

On considére un probleme d’advection—diffusion—réaction avec des condi-
tions aux limites de Neumann ou de Robin si bien que V= W = H'(Q).
Tout ce qui suit s'adapte facilement aux conditions aux limites de Dirichlet.
On se place dans le cadre de I'approximation de Galerkin standard, si bien
que Vj, = W, et V,f = W,f On suppose que U'espace V}, est construit & partir
d’une famille réguli¢re de maillages affines et de 'élément fini de Lagrange P;.
Onadonc V), = Pcl,h ; voir 'équation (3.44).

Pour une face F € F), on définit la bulle conforme associée a la face F de la
maniere suivante. On désigne par 77 I'ensemble des éléments de 7, dont F
est une face (on notera que le cardinal de 77 est de 2 si F € f,iy et de 1 si
F e f,?). Pour T" € Tr, on désigne par (Ao,7,..., Nz 7) ses coordonnées
barycentriques et par ir,7 I'indice (compris entre 0 et &) du sommet de 7°
opposé a F. On pose

d
d* [ Nor siT €T,
j=0

blr = (8.45)

JFIE T

0 T ¢ Tr.

On constate que (i) b7 € H (Tp), (i) 0 < b5(x) < 1 pour tout x € 7r et
(iii) b%(x) = 1 six est le barycentre de la face F.

On choisit pour espace des échelles fluctuantes I'espace V} tel que
Vi = vect{b§5} rer,- (8.46)

Avec ce choix, I'espace d’approximation enrichi est V; = Pé,y. Il est donc
raisonnable d’espérer que si 4 est suffisamment petit et si la solution exacte est
au moins dans H>(Q), I'hypothese de saturation (8.37) est satisfaite.

Il reste & vérifier I'inégalité de Cauchy—Buniakowski—Schwarz (8.36). On pré-
sente une vérification numérique en deux dimensions d’espace. Soit K € 7.
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Grice 4 lisotropie et a 'invariance d’échelle, on peut supposer que deux des
sommets du triangle X ont pour coordonnées (0, 0) et (1, 0), respectivement,
et paramétrer le triangle K par ses angles a et B; voir le dessin de gauche
sur la figure 8.2. Pour chaque couple (a, B), on détermine numériquement
la quantité yx définie en (8.44) en résolvant le probleme aux valeurs propres
généralisé sur K. Par isotropie et invariance d’échelle, on observe que le méme
résultat est obtenu pour y si les deux angles a et B sont pris dans 'ensemble
{a, B, ™ — o — B}. Létude numérique peut donc étre restreinte au domaine

D= {(o,B) €]0,w[X]0,w[; =B+ 2B >m; a0 + B <}
(8.47)
Ce domaine est illustré par le triangle gris dans la figure 8.2 au centre. On
construit ainsi la fonction

D> (a,B) — vk € R. (8.48)

Les isovaleurs de cette fonction sont présentées sur la figure 8.2 a droite. Les
valeurs sont comprises entre % (couleur noire) et 1 (couleur blanche). On
observe que le coefficient yx est minimal lorsque le triangle K est équilatéral.
De plus, la valeur 1 n’étant atteinte que lorsqu'un des angles du triangle tend
vers T, le coefficient yx peut étre contrdlé par une quantité strictement plus
petite que 1 si la famille de maillages est réguliere, Cest-a-dire si les triangles

ne sont pas trop aplatis.

B

a_ B
0,00 (1,0)

Figure 8.2 - A gauche : triangle K d'angles « et ; au centre : domaine D
(triangle gris) pour les couples («, B) admissibles; a droite : isovaleurs de la
fonction définie en (8.48) (pour faciliter la visualisation, le domaine D a été
agrandi).
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8.5 Maillages adaptatifs

Un algorithme relativement général d’adapration de maillage est le suivant.
(i) On choisit un maillage initial que I'on note 7(p). On pose 7 = 0.
(ii) On résout le probleme discret sur 7;. On note #;) la solution discrete.

(iii) Sur chaque élément K de 7(;), on calcule un indicateur d’erreur local. On
pourra choisir I'un des indicateurs d’erreur présentés dans les sections
précédentes.

(iv) Silestimation d’erreur globale est inférieure 4 un seuil de tolérance, on
arréte les calculs.

(v) Sinon, sur la base de ces indicateurs d’erreur, on décide de raffiner cer-
taines mailles et d’en déraffiner d’autres. On note 7,41y le nouveau
maillage ainsi construit.

(vi) On incrémente I'indice 7 de 1 et on revient a I'étape (ii).

VZaY &
K

i

o, VAVAVAN

Figure 8.3 — Maillage initial et maillage adaptatif généré a partir d'un indi-
cateur d'erreur a posteriori de type résidu pour un probléme d’advection-
diffusion avec une couche intérieure.

Plusieurs stratégies sont possibles & Iétape (v) lorsque le nouveau maillage
est construit a partir des indicateurs d’erreur locaux. Une stratégie fréquem-
ment utilisée dans les applications consiste & éguirépartir lerreur sur les mailles.
Le critere de raffinement est alors que I'indicateur d’erreur local est supé-
rieur 2 la moyenne des indicateurs d’erreur sur le maillage. La figure 8.3 pré-
sente un exemple de maillage initial et de maillage adapratif généré a par-
tir d'un indicateur d’erreur a posteriori de type résidu pour un probleme
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d’advection—diffusion. Le domaine () est le carré unité, le champ d’advec-
tion est B = (2,1)7 et le coefficient de diffusion vaut € = 10, On impose
une valeur unité 2 la solution sur le c6té inférieur du carré, une valeur nulle
sur le coté gauche et des conditions aux limites de Neumann homogenes sur
les deux autres cotés. La discontinuité de la donnée d’entrée au coin inférieur
gauche provoque I'apparition d’une couche intérieure qui est transportée par
le champ advectif B et qui reste tres localisée du fait de la faible valeur du
coefficient de diffusion.

8.6 Compléments

o Indicateurs d’erreur basés sur une reconstruction locale du gradient.
Le principe de ces indicateurs est d’utiliser la solution discréte #, afin d’ap-
procher localement le gradient de la solution exacte #. Ces indicateurs sont
souvent appelés indicateurs d'erreur ZZ en référence aux travaux de Zien-
kiewicz et Zhu ot ils ont été introduits [80].

Pour simplifier, on restreint la présentation aux approximations par des

éléments finis de Lagrange ;. Dans ces conditions, V, € [P[Od’,,]d oll

Pgi, ,, est Pespace d’éléments finis totalement discontinu défini en (4.20)
pour £ = 0 il s'agit de 'espace vectoriel constitué des fonctions constantes
sur chaque cellule du maillage. On définit un opérateur de reconstruction
R, : P&,h — Pcl’,? en utilisant une projection Z*-orthogonale : pour tout

v, € P[Od) 4» Ryvy, est Punique fonction de Pj) , telle que
Yy, € P, (Ryv), — vy, wp)o,0 = 0. (8.49)

Laction de I'opérateur de reconstruction R, est illustrée en une dimension
d’espace sur la figure 8.4 4 gauche. Soit {¢1,...,x} la base nodale des
fonctions de forme dans Pcl’ ,- On introduit la matrice de masse M € RN
de terme générique M = (@i, @j)o,q pour tout £,j € {1,...,N}. On
décompose R,v;, dans la base nodale selon Rz, = Zf\i VRp; et on pose
VR = (Vl-R)lg,gN. On introduit le vecteur V' € R" de composantes
Vi = (v, @i)o,0 pour tout i € {1,...,N}. On observe que (8.49) est
équivalent a chercher VX € RY tel que

MVR =V, (8.50)
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Figure 8.4 — A gauche : action de I'opérateur de reconstruction Ry, en une di-
mension d’espace; a droite : macro-élément ((s;) pour approcher les valeurs
nodales de R,vy, en deux dimensions d’espace lorsqu’on utilise une conden-
sation statique de la matrice de masse.

La matrice de masse est symétrique définie positive et elle est bien condi-
tionnée (voir la section 10.1). Par conséquent, le systtme linéaire (8.50)
peut se résoudre facilement 4 'aide de la méthode du gradient conjugué
décrite dans la section 11.2.2. Une technique encore plus simple consiste &
évaluer les coefficients de la matrice de masse de maniere approchée en utili-
sant une quadrature : on remplace I'intégrale d’une fonction sur une cellule
du maillage par la moyenne des valeurs que cette fonction prend aux som-
mets de la maille ; voir la section 9.2. Cette technique d’approximation de la
matrice de masse, qu’on appelle condensation statique, permet d’approcher
cette matrice par une matrice diagonale; par suite, I'inversion du systeme
linéaire (8.50) devient immédiate. On désigne par R; v, 'approximation de
Ryv;, obtenue par condensation statique de la matrice de masse. Afin d’ex-
pliciter R} v, on désigne par {s,...,sn} les sommets du maillage. Pour
7€ {1,...,N}, on désigne par 7 (s;) 'ensemble des mailles dont s; est un
sommet et on introduit le macro-élément O(s;) = |J ke K- Lensemble
Qf(s;) est illustré sur la figure 8.4 A droite. Avec ces notations, on a
1

Rivy(s;) = m{(;ﬂf)wyh{mes([(), ie{l,...,N}. (8.51)

Une fois défini Popérateur de reconstruction R, (ou son approxima-
tion R}), on définit l'opérateur de reconstruction locale du gradient
Gy : PCIJY — [P(}’,,]d en posant pour tout v, € PCIJY et pour tout
ie{l,...,d},

(Gyvp)i = Ry(Oivy). (8.52)
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En d’autres termes, on reconstruit localement le gradient composante par
composante en utilisant opérateur R,

Lopérateur de reconstruction locale G, défini en (8.52) peut étre
utilisé comme indicateur d’erreur dans 'approximation du probleme
modele (8.1). Pour tout K € 7, on pose

nx = |Gy — Vuyllox, (8.53)

ol #, est la solution du probleme approché par éléments finis (8.4). Les
quantités {Mg“}xe7, sont souvent utilisées dans les logiciels d’éléments
finis comme indicateurs d’erreur locaux afin de raffiner le maillage de ma-
niere adaptative. Méme si ces indicateurs d’erreur ne reposent pas sur des
bases théoriques aussi solides que les estimateurs d’erreur @ posteriori pré-
sentés dans les sections 8.2, 8.3 et 8.4 (les quantités {n '} xc7, ne sont
pas, en général, des indicateurs d’erreur locaux selon la définition 8.1), leur
utilisation est motivée d’une part par le fait qu’ils sont relativement simples
A évaluer et d’autre part par le fait que les maillages basés sur les techniques
de reconstruction locale du gradient sont, en général, relativement bien
adaptés aux phénomenes physiques que 'on cherche a capter.

Par ailleurs, on dispose d’un certain nombre de résultats qui apportent
une caution théorique minimale 2 l'utilisation des indicateurs d’erreur
{M% }keT,- D’une part, ces indicateurs sont globalement équivalents a la
contribution des sauts dans I'estimateur par résidu défini en (8.19) lorsque
la matrice de diffusion est diagonale. Plus précisément, on montre (voir
[64]) qu'il existe des constantes ¢ et ¢, indépendantes de 4, telles que

a Y hlllVunllls ox < - F <er D bl [Vuyenll5 ok
KeT, KeT, KeT,
(8.54)
D’autre part, sous certaines hypotheses sur le maillage et la régularité de
la solution exacte #, on montre que le gradient reconstruit G, possede
une propriété de superconvergence au sens ot il converge plus vite vers V
(asymptotiquement en /) que V. Dans ces conditions, la décomposition

Vu—Vu, = (Gyu, — Vu,) + Vu— Gyuy) (8.55)

montre que le premier terme du membre de droite domine (asymptotique-
ment en /) le deuxieme. En d’autres termes, la différence (Gyu;, — Vuy)
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fournit une bonne estimation de 'erreur d’approximation en semi-norme
H', Cest-a-dire de la quantité Vu — Vuy,

Enfin, le gradient reconstruit G,u;, peut étre utilisé afin d’estimer la hes-
sienne 4(x) de la solution exacte #, Cest-a-dire la matrice h(x) € R%% de
composantes A(u);; = Oju pour tout 7,j € {1,...,d}. Plusieurs tech-
niques sont possibles afin d’estimer ces dérivées secondes, la plus simple
consistant & approcher djju par %(@-(Ghu;,),» + 0i(Gyuy,);) ; on peut éga-
lement considérer des projections locales sur des macro-éléments autour
de chaque maille ou des approximations le long des arétes du maillage. La
connaissance d’une approximation de la matrice hessienne de la solution
exacte permet d’estimer l'erreur d’interpolation lorsqu’on utilise des élé-
ments finis de degré 1. Dans la mesure ol I'analyse d’erreur « priori montre
que l'erreur d’approximation est contrdlée par l'erreur d’interpolation pour
la solution exacte, la matrice hessienne approchée peut étre utilisée afin de
piloter le raffinement adaprtatif du maillage. Uintérét de ces techniques est
qu’elles permettent de construire des maillages dits anisotropes o1 les mailles
sont étirées dans les directions ou la dérivée seconde de la solution est faible
et fines dans les autres directions [39, 70]. On observera qu'une caractéris-
tique des estimateurs de I'erreur d’interpolation est qu’ils sont indépendants
de la nature du probléme modele que 'on cherche a approcher. Ces esti-
mateurs sont donc facilement portables sur une gamme relativement large
de problemes modeles.

e Estimation  posteriori des erreurs de modélisation. On s'intéresse a la

situation suivante : on suppose quon dispose de deux modeles, I'un précis
et coliteux, 'autre moins précis et plus économique. On souhaite réali-
ser un compromis entre la précision et le cotit des calculs en n'utilisant le
modele précis que dans une partie du domaine. On souhaite également
équilibrer les erreurs de discrétisation et de modélisation afin d’éviter des
situations ot, par exemple, on utilise un modele précis, mais cofiteux, pour
approcher une solution qui est polluée par des erreurs de discrétisation trop
importantes. La partie du domaine ot le modele précis doit étre utilisé étant
a priori inconnue, elle est déterminée par une analyse d’erreur a posteriori.
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On considere le probléme suivant :

{ Chercher # € V tel que (8.56)

a(u, w) + 8(u,w) = f(w), Ywe W,

ot V et W sont deux espaces de Hilbert, 2 € L(V X W;R),
d € LV X WiR) et f € W' Ici, la forme bilinéaire # représente
le modele grossier, la somme 2 + & le modele fin et la forme linéaire 8 la
différence entre le modele fin et le modele grossier. Lutilisation du modele
grossier seul conduit au probléme suivant :

{ Chercher u,, € V tel que (8.57)

a(um,w) = f(w), Ywe W.

La différence u — u,, est appelée l'erreur de modélisation. On suppose que les
problemes (8.56) et (8.57) sont bien posés. En pratique, on ne résout pas
le probléeme (8.57) mais une approximation de celui-ci, par exemple par la
méthode des éléments finis. Ceci conduit &

8.58
Wty wp) = Flay), Yy € W (8.58)

{ Chercher #y,, € V), tel que
Pour simplifier, on se place dans le cadre d’'une approximation conforme si
bien que V), C Vet W), C W. De plus, on suppose que le probleme (8.58)
est bien posé.
On consideére une fonctionelle ¥ : V' — R; pour simplifier, on suppose
que W est linéaire. On souhaite estimer la quantité

&=V — ¥, (8.59)

Cest-a-dire 'impact sur la fonctionnelle ¥ des erreurs de modélisation et
de discrétisation. On introduit le probleme dual

(8.60)

Chercher z € W tel que
a(v,z) + 8(v,2) = V(), YveV,
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ainsi que la discrétisation de ce probleme avec le modele grossier, ce qui
conduit &

Chercher z,, € W, tel que

8.61
a(vy, zp) = Y(vy), Yo, € V. (8.61)

Proposition 8.12. Dans le cadre ci-dessus, on a pour tout (vj, wy) € V), X W),

E= =8, zpm) T 5 (P(tps 2 — wp) + P (B3 1 — 1))
. (8.62)
- f(a(u/ﬂmz - z/am) + 8(” - uhm>z/7m))7
avec les résidus p(up,; w) = f(w) — a(uy,, w) pour tout w € W, er

p* Zps v) = V() — alv, 2y, pour toutv € V.

La formule de représentation de lerreur (8.62) peut étre utilisée afin
de construire un algorithme de raffinement adaprtatif du maillage et
du modele. Le principe est que le premier terme du membre de droite
dans (8.62), —&(uy,,, z),,), mesure l'erreur de modélisation, le deuxiéme
terme, %(p(uhm;z —wy) + p* (g u — v;)), mesure lerreur de discré-
tisation et le troisitme terme, qui est d’un ordre supérieur en lerreur de
modélisation, est négligé. Lalgorithme est le suivant.

(i) Inidalisation : on choisit un maillage initial et on divise a priori les
mailles en deux groupes, celles ot on utilise le modele grossier, ’Z;ng,
et celles ol1 on utilise le modele fin, ’Z;?ﬁ".

(i) Erant donné un maillage 7, partitionné selon Thgm U ’Z}f“, on résout
le probleme primal (8.58) et le probléeme dual (8.61) en remplagant la

forme bilinéaire # par la forme bilinéaire

a(-,) + Z Bk (), (8.63)
ke
ot1 dx (-, -) est la localisation de la forme bilinéaire & 4 la maille K.

(iii) On utilise les solutions discretes #y,, et 2, obtenues a étape (ii) afin
d’évaluer les indicateurs locaux d’erreur de modélisation et de discrétisa-
tion.
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(iv) Sur la base de ces indicateurs, on décide de raffiner certaines mailles,
d’en déraffiner d’autres et de modifier la répartition des mailles entre les
deux groupes de modélisation.

(v) On revient a I'étape (ii) et on poursuit les itérations jusqu'a ce que I'esti-
mation d’erreur soit inférieure 3 un seuil de tolérance.

Pour plus de détails sur 'analyse des erreurs de modélisation et de discréti-
sation et sur la mise en ceuvre de I'algorithme adapratif ci-dessus, on renvoie
aux travaux de Braack et Ern [17] ot ces techniques ont été introduites.
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9 - QUADRATURES

Une quadrature est une formule permettant d’évaluer une intégrale de ma-
ni¢re approchée. Lutilisation de quadratures est pratiquement incontournable
dans la méthode des éléments finis. En effet, une fois construit 'espace d’ap-
proximation, la solution discréte s'obtient par la résolution d’un systeme li-
néaire dont les coefficients de la matrice et du membre de droite s'évaluent
a partir d’intégrales. Lobjet de ce chapitre est de décrire le principe général
des quadratures, d’en présenter des exemples en une, deux et trois dimensions
d’espace et, enfin, d’analyser 'erreur d’approximation due a l'utilisation de
quadratures.

9.1 Principe des quadratures

Soit K une partie non-vide, connexe et compacte de R? de frontiere lipschit-
zienne. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, X est une cellule du
maillage.

Définition 9.1. Soit un entier ly > 1. Une quadrature sur K & lq points consiste
en la donnée de :

(i) un ensemble de Iy réels {1, ..., oy}, ci-apres appelés les poids de la qua-
drature, zels que Zj“:l w; = mes(K);

(ii) un ensemble de Iy points {&1, ..., &, } dans K, ci-aprés appelés points de
Gauf ox noeuds de la quadrature.

Le plus grand entier k tel que ,
e [ pde=3 i) ©.1)
=1

est appelé I'ordre de la quadrature ez est désigné par kq.
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Lhypothese Zj‘*zl w; = mes(K) permet d’affirmer que la quadrature est au
moins d’ordre 0. Par ailleurs, une quadrature sur K permet d’approcher I'in-
tégrale d’une fonction suffisamment réguli¢re sur K. En effet, & I'aide de dé-
veloppements de Taylor, on vérifie aisément le résultat suivant (voir la sec-
tion A.2 pour les notations).

Proposition 9.2. Pour tour b € CHTUK), ona

kgt 1

mes(}() /d)(xdx szfb(f;/ Sehd 1ot gy 9.2)

ot hx = diam(K).

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, on souhaite évaluer des
intégrales sur le domaine () ol est posé le probleme modele. Soit ¢ une
fonction définie sur ) que I'on suppose suffisamment réguliere. On dispose
d’un maillage 7), de (), celui-ci étant construit a partir d'un élément fini
géométrique {[? T’geo, 3¢} 5 voir la section 3.3.1. Pour une maille X € 7,
on note Tx : K — K la transformation géométrique engendrant K.
On rappelle ((]%16 Tk est un C'-difféomorphisme et pour ¥ € K, on pose
Jk®) = 82& € R (si le maillage est affine, /x ne dépend pas de % et
son déterminant est égal au rapport entre la mesure de K et celle de K). En
effectuant le changement de variables x = 7 (%), il vient

[ o= [ o(Ti@) dec(i@) o 9.3)
On suppose quon dispose d’'une quadrature avec /; points de Gauf§ sur la
maille de référence K. On désigne par {&;, ..., E/q} ces points de Gaufl et par
{®1,..., @} leurs poids respectifs. Il vient
l‘l
/K o0 de S @y det(Ji @) & (T @) 9.4)
=1
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En posant pour / € {1,..., 4},

wg, = O det(jk@)), 9.5)

& = Tx(&), 9.6)

on obtient une quadrature sur K de la forme

A

/K o0 dx ~ 3 o blEx ), ©.7)
/=1
d’oti on déduit, en sommant sur les mailles, une quadrature sur €2 de la forme
l‘l
[t 33 obie). 9.8)
Q KET, I=1

Les deux résultats suivants permettent d’estimer l'erreur de quadrature
d’abord sur une maille quelconque X~ € 7}, puis sur le domaine de calcul €).

Lemme 9.3. On suppose que {T}} )¢ est une famille réguliére de maillages
affines. On désigne par kq lordre de la quadrature sur K et on suppose que

kg + 1 > £. Soit un entier s tel que & < s < kg + 1. Alors, il existe une

2
constante o(K), indépendante de h, telle que, pour tour K € T, et pour tout
b € H'(K),

/Cl
| /K b dv — 3 wpe dlEr)| < c®) hemes(K): lox.  (9.9)
=1

Théoreme 9.4. Dans le cadre des hypothéses du lemme 9.3, il existe une
constante ¢, indépendante de h, relle que, pour rour b € H*(Q)),

<chldla. (9.10)

/q
‘ /Q o di— 3 S o blEx)

KeT, I=1
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Le théoreme 9.4 est une conséquence directe du lemme 9.3. En effet, en no-
tant R le membre de gauche dans (9.10), on obtient

lq
RS | [ otdr =3 o bt
K =1

KeT,

<e®) S hie mes(K)* [,k

KeT,

< oK) /;‘( > mCS(K))%( > |¢|:27K)%7

KeT, KeT,

grice 4 'inégalité de Cauchy—Schwarz. On conclut en observant que

Z mes(K) = mes({).

KeT,
Dans le cadre de la méthode des éléments finis, on a parfois besoin d’évaluer
des intégrales sur certaines faces du maillage. C’est le cas par exemple lorsque
le probleme modele fait intervenir des conditions aux limites de type Neu-
mann; voir la section 5.1.4. Pour simplifier, on suppose que toutes les faces
de Pélément de référence X sont équivalentes, A une transformation bijective
prés, & une face de référence F € R?~". Par exemple, si K est un triangle ou
un carré de R?, la face de référence F est le segment unité [0, 1]. Pour une
face F € F), on note T : F — F la transformation géométrique engendrant
F. En dimension quelconque, on observera que F C R mais que F C R”.
Pour % € F, on pose Jr(x) = % e R (sile maillage est affine, /¢
ne dépend pas de %). En effectuant le changement de variables x = 77 (%), il
vient

/ () dx = [ o(T5(®) dex(gr () . 0.11)
F F

avec gr(x) = (/F(B?))[]F(EE) Si le maillage est affine, la quantité det(gp(Sc\))%
est égale au rapport entre la mesure de F et celle de F.
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9.2 Exemples de quadratures

On considére une quadrature sur F définie par les an points de Gaufd

{E?, . ,El%} etles /2 . poids {ool e 63?9} En posantpour/ € {1,..., /C?},
wpy = @) det(gr )7, 9.12)
Ery = TrE), (9.13)

on obtient une guadrature surfacique sur F de la forme

[owdsm Y or b, (9.14)
/=1

9.2 Exemples de quadratures

Cette section dresse un catalogue, non-exhaustif, des quadratures les plus fré-
quemment rencontrées dans le cadre de la méthode des éléments finis. Pour
des compléments, on pourra consulter Abramowitz et Stegun [1], Davis et
Rabinowitz [34] ou Stroud [71].

9.2.1 Quadratures en dimension un:
points de GauB-Legendre

On considere les polyndmes de Legendre introduits dans la définition 4.14.
Soit un entier /; > 1. On rappelle que les / racines du polynéme de Legendre
&, sont toutes dans 'intervalle [0, 1].

Proposition 9.5. On désigne par {&,,...,&,} les ly racines du polynome de
Legendre E;,. On pose pour | € {1,..., 4},

&
o = /Hf;/ . dr, 9.15)

Alors, la quadrature basée sur les points de Gaufe {&€, ..., &, } avec les poids
respectifs {1, ... ,u);q} est dordre kg = 2lq — 1 sur lintervalle de référence

K =10,1].
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La formule (9.15) pour les poids garantit que la quadrature est au moins
d’ordre ({3 — 1). En effet, en notant {ﬁ%, ce [,Z} les polynémes d’interpola-
tion de Lagrange associés aux points de Gaufd {£;, ..., E/q}, on constate que
W, = fol Ef(t) dz pour tout / € {1,..., lq}. Par ailleurs, pour tout p € P; _y,
ona

lq
p=> pENL]. (9.16)
/=1
On en déduit

A Iy

1 q 1
| r0a=3"pe) [ ciod=3 e, ©17)
/=1

/=1
ce qui montre que la quadrature est au moins d’ordre (/; — 1). Le fait que
la quadrature est d’ordre (2/; — 1) tient a la propriété d’orthogonalité des
polynémes de Legendre ; voir la formule (4.68). Soit p € Py, —1-En effectuant
la division euclidienne du polynéme p par &, , on obtient p = ¢&; + r ot g
et 7 sont dans P ;. On en déduit

1 1
/ p)de = / [q(0)E,, (1) + r()] dz
0 0

ly

1
= /O () de =Y r(E)wy (9.18)
A =1
= pE)wr,
/=1
car les points de Gaufd {1, ..., élq} sont les racines de &, La quadrature de

la proposition 9.5 est donc d’ordre (au moins) (2/; — 1). Enfin, on peut facile-
ment exhiber un contre-exemple montrant qu'elle n’est pas d’ordre supérieur.
Par un simple changement de variables, on déduit de la quadrature sur
K = [0, 1] définie dans la proposition 9.5 une quadrature sur un intervalle
quelconque K = [a, b]. Les noeuds associés {1, ..., Elq} sont appelés les
points de GaufS-Legendre dans K. Le tableau 9.1 présente les points de
Gauf—Legendre et les poids correspondants pour les quadratures d’ordre 1,
3, 5 et 7 sur un intervalle borné [, 4].
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Tableau 9.1 - Points de GauB-Legendre et poids associés pour les quadra-
tures d'ordre 1, 3, 5 et 7 sur l'intervalle [a, b]; m = %(a +byetd=b-—a.

kq Iq points de GauB-Legendre poids associés
1 1 m B
3 2 mEES 13
5 3 m+3,/2 55
m 23

7 4 m=+34/L(15 + 2v30) (
m=+ $4/4(15 - 2v30) (

PO
I~
4

—
=4

EShS
Sl=

Remarque 9.6

Les racines du polyndme de Legendre &, ne peuvent étre déterminées de maniére
analytique que pour les premieres valeurs de /;. Lorsqu'on souhaite utiliser des
quadratures de degré élevé, les points de Gaul—Legendre et leurs poids sont dé-
terminés de maniere approchée par une méthode itérative; on pourra consulter
Karniadakis et Spencer [54, p. 357] pour plus de détails. La méme remarque est
valable pour les points de Gaufi—Lobatto présentés dans la section 9.2.2.

9.2.2 Quadratures en dimension un :
points de GauB-Lobatto

Soit un entier # > 2. On consideére les (£ + 1) points de Gaufi-Lobatto
{gt ... gt} sur lintervalle de référence K = [0,1]. On désigne par
{BOGL’k,...,BEL’k} les (# + 1) polynémes d’interpolation de Lagrange
associés aux (k + 1) points de Gau3—Lobatto ; voir la définition 4.17 et la
proposition 4.18.
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Proposition 9.7. On pose ly = k + 1 et pourl € {1,...,14},

1 1
= , 9.19
T Rk D &g P ©.19)
E=g 1 9.20)
Alors, la quadrature basée sur les points de GaufS-Lobatto {&,, . .., &, } avec les

poids respectifs {w, . .., 0y } est dordre kg = 2k — 1 = 2lq — 3 sur l'intervalle
de refe’rence[? = [0, 1].

Tableau 9.2 - Points de GauB-Lobatto et poids associés pour les quadratures
d’ordre 3, 5 et 7 sur l'intervalle [a,b]; m = %(a + b)etd=b—a.

kq Iy points de GauB-Lobatto poids associés
3 3 m=+ 3§ 15
m 23
5 4 m=£$ 53
m=§./1 5
7 5 m= 3 A8
m=4./3 EER
m 165

Par un simple changement de variables, on déduit de la quadrature sur
K = [0,1] définie dans la proposition 9.7 une quadrature sur un intervalle
quelconque K = [4,4]. Les nceuds associés {£i,...,€,} sont appelés
les points de Gaufe-Lobatro dans K. Le tableau 9.2 présente les points de
Gauf-Lobatto et les poids correspondants pour les quadratures d’ordre 3,
5 et 7 sur un intervalle borné [, 4]. La quadrature d’ordre 3 est également
connue sous le nom de formule de Simpson.
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9.2.3 Quadratures sur un triangle

Le tableau 9.3 présente quelques quadratures sur un triangle quelconque
(non-dégénéré). La position des points de Gaufl avec leur poids associé est
illustrée dans la figure 9.1 sur un triangle rectangle isocele.

1 1
3 20
1 2
1 B 2 =
3 3 15 15
1 1 : + ol
3 3 = = 20
3 15

Figure 9.1 — Points de GauB et poids pour diverses quadratures sur le tri-
angle; les poids doivent étre multipliés par la surface du triangle.

Tableau 9.3 - Points de GauB3 et poids pour diverses quadratures sur un
triangle non-dégénéré de surface S. La multiplicité indique le nombre de
permutations a réaliser sur les coordonnées barycentriques afin d’engendrer
tous les points de GauB.

kq Iy coord. barycentriques multiplicité poids
1 1 (3:3:3) 1 s
1 3 (1,0,0) 3 s
2 3 (1.1.9) 3 is
37 (3.3.3) 1 %S
(3.2.0) 3 %S
(1,0,0) 3 %S
5 7 (3:3:3) 1 S
(@j,ai,1—2a;) ie{1,2} 3
_ 65 _Ji5
ay = =/ 1551200155
a; = E£Y15 e B
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Une autre quadrature d’ordre 43 = 2 sur le triangle est basée sur les
lq = 3 points de Gaufl de coordonnées barycentriques (%, %, %), (%, %, %) et
(%, %, %), chacun avec le poids %S . Une autre quadrature d’ordre kg = 3 est
basée sur les /; = 4 points de Gauf§ de coordonnées barycentriques (%, %7 %),
(g, 3 5) (57 e S) et (57 3 5) le premier avec le poids — S et les trois
autres avec le poids 2. Lavantage de cette quadrature d’ ordre 3 par rapport
a celle présentée dans le tableau 9.3 est qu'elle emploie 4 points de Gauf§ au
lieu de 7 ; son cofit de calcul est donc moindre.

9.2.4 Quadratures sur un tétraédre

Le tableau 9.4 présente quelques quadratures sur un tétraedre quelconque
(non-dégénéré).

Tableau 9.4 — Points de GauB et poids pour diverses quadratures sur un
tétraédre non-dégénéré de volume V. La multiplicité indique le nombre de
permutations a réaliser sur les coordonnées barycentriques afin d’engendrer
tous les points de GauB.

kqy coord. barycentriques multiplicité poids
L (322 4) 1 v
T4 (1,0,0,0) 4 1v
2 4 @,a,a,1—3a) 4 1v
_5-\5
20
2 10 (3.3.0,0) 6 v
(1,0,0,0) 4 RV
3 s (5 44.4) : ey
(6:5:52) 4 5V
515 CRIER) : ey
(aj,aj,a;,1—2a;) ie{1,2} 4
a; = 7_3‘4/ﬁ 2665+14\/TV
= 2665 14\/7
a; = 7+3%ﬁ 37800 v
@a,3-2a3-a 6
_ 10—-2/5
4= "7 sV
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9.2.5 Quadratures sur un hypercube

Lorsque K est un hypercube (un carré en dimension 2 ou un cube en di-
mension 3), la maniere la plus simple de construire une quadrature sur K
consiste A considérer des produits tensoriels de quadratures en dimension 1.
On considere une quadrature d’ordre #q sur I'intervalle de référence [0, 1].
On désigne par {&;, ..., &, } les [ points de Gaufl de cette quadrature et par
{o1,..., 0} leurs poids respectifs.

Proposition 9.8. On considére un hypercube de R? de la forme K = H]”‘i:1 la;, b;].

La quadrature & (lq)d points de GaufS {&;, .. i, }1<i, eomria<ly de coordonnées car-
tésiennes

§i.iy = (g + (bj — 4)&;)1<j<as 9.21)

et de poids associés

W ..., =

(b]‘ — dj)(x),‘j, (9.22)

d
=1

J

est exacte pour les polynomes de Qy, sur K.

La figure 9.2 présente trois exemples de quadratures sur un carré construites
selon la proposition 9.8 a partir des quadratures de Gaufi—Lobatto d’ordre 3,
4 et 5 en dimension un; les quadratures sur le carré font intervenir 9, 16 et
25 points de Gaufi, respectivement.

Figure 9.2 - Position des points de GauB pour une quadrature sur le carré
construite a partir des quadratures de GauB-Lobatto d’ordre 3 (gauche), 4
(centre) et 5 (droite) sur I'intervalle de référence [0, 1].

Remarque 9.9

Les polynomes de Q4 peuvent contenir des mondmes de degré total dkq; tou-
tefois, la quadrature construite dans la proposition 9.8 n'est pas d’ordre d4y. En
d’autres termes, il existe des polyndmes de Py pour lesquels cette quadrature n'est
pas exacte.
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9.3 Erreurs de quadrature
dans la méthode des éléments finis

Lobjet de cette section est d’étudier 'impact des quadratures sur la méthode
des éléments finis. Lutdlisation de quadratures induit des perturbations au
niveau de la forme bilinéaire et du membre de droite intervenant dans le
probléme approché. Deux questions se posent :

(i) le probleme perturbé par I'utilisation de quadratures reste-t-il bien posé ?

(ii) en cas de réponse positive, comment choisir 'ordre des quadratures pour
que la solution de ce probléeme perturbé satisfasse une estimation d’er-
reur optimale en 4.

9.3.1 Le probleme discret avec quadratures

Afin de répondre aux questions ci-dessus, on considére le probleme discret
suivant :

{ Chercher u;, € V), tel que (9.23)

ay(up, wy) = f(wy), Yw, € W),

ol Vj, et W), sont des espaces d’approximation, 2, € L(V), X Wj;R) et
Ji» € L(W);R). Les espaces d’approximation V), et W), sont construits par la
méthode des éléments finis & partir d’'un maillage 7, de ) et d’un élément fini

de référence {K, P, X}.
On suppose que la forme bilinéaire ,, et la forme linéaire f, s’écrivent sous la
forme

ay(vy, wy) = /QAh(x, vy, wy) dx, (9.24)
fitwn = [ s+ [ G, 029)
Q 0
oA, : QO XV, XW,—-R,F,: QX W, —-RetG,: 00y X W, =R

sont des opérateurs et ott 9}y est une partie de la frontiere de () (dans ce qui
suit, 0y peut éventuellement étre de mesure nulle).



(© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

9 ¢ Quadratures 9.3 Erreurs de quadrature
dans la méthode des
éléments finis

Pour fixer les idées, on considere un probleme d’advection—diffusion—réaction
avec des conditions aux limites mélées Dirichlet—Neumann. On introduit
opérateur différentiel

Ly = —V-(0-Vv) + B-Vv + po, (9.26)
avec o € [L®(Q)]%, B € [L®()])4, VB € L®W) et p € LZ().

On suppose que lopérateur £ est elliptique au sens de la définition 5.9.
On considere le probléme modele suivant : érant donné une partition
Q) = 9Qp U 9Oy ol dp est de mesure strictement positive et des
fonctions £ € L*(Q) et g € L*(0Qy),

Chercher # € V tel que
(9.27)
ﬂO‘B).L(u7 w) :f(w)7 Yw € V7
onV={veHQ); v|pa, = 0} et pour (v,w) € V X V,
agpp (v, w) = / Vw-o-Vv + w(B-Vov) + pwo, (9.28)
Q
fw) = /ﬁu + qw. (9.29)
Q OOy

On suppose que le probléeme modele (9.27) est bien posé!. La solution unique
de (9.27) satisfait Lu = f dans L*(Q)), #|gq, = 0 et n-0-Vu|pq, = g Enfin,
en utilisant une approximation conforme de (9.27), on obtient le probleme
discret (9.23) avec

Ap(x, v, wp) = Vuwy-o(x)-Vo, + w,(B(x)-Voy) + wx)vw,, — (9.30)
Fye, wp) = fx)wy, 9.31)
Gy, wy) = g(x)wy,. (9.32)

1. Une condition suffisante pour que le probleme modele (9.27) soit bien posé est que
la constante de diffusion o intervenant dans (5.58) soit suffisamment grande. Cette
condition est donnée en (5.63) lorsque 9 = O€)p. Lorsque )y est de mesure
strictement positive, la condition est analogue mais fait intervenir une constante de
Poincaré sur V au lieu de la constante de Poincaré classique sur H| (€2).
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Lutilisation de quadratures dans I'évaluation des intégrales volumiques et sur-
faciques intervenant dans la forme bilinéaire 4, et dans la forme linéaire f,
induit une perturbation du probleme discret (9.23). En effet, ces formes sont
approchées de la manitre suivante :

ay(vp, wy) = apq(vy, wy), (9.33)
Jowy) = fro(wy), (9.34)
avec

)

apupwy) = > Y ox A s vy Ex), wyEr ), 9.35)

KeT, I=1
lq
o) = D o 1 FyEx s, wyE,) (9.36)
KeT,l=1
g
+ Z Z wr Gy (&F 1, wy(EF D). (9.37)
FEN, =1

Pour simplifier, on a supposé que le maillage 7), est tel que 9y est une
union de faces d’éléments de 7}, et on a désigné par NV, l'union de ces faces.
Lutilisation de quadratures conduit donc au probléme approché suivant :

{ Chercher u;q € V), tel que (9.38)

oy, wy) = fro(wy), Vuwy, € W,

9.3.2 Analyse d’erreur

Les deux résultats suivants permettent de déterminer I'ordre minimal des
quadratures volumique et surfacique afin que d’'une part le probleme per-
turbé (9.38) soit bien posé et d’autre part qu'il conduise aux mémes estima-
tions d’erreur qu'en I'absence de quadratures. On pourra consulter Ciarlet
[27, p. 178], Dautray et Lions [33, Chap. 12] ou Raviart et Thomas [63,
p. 123] pour des compléments sur les résultats ci-dessous.
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Théoreme 9.10. Orn suppose que {T;} )~ est une famille réguliére de maillages
affines. On suppose par ailleurs que Py C P et quil existe un entier [ > 1 tel
que :

(l) 7) (- ]P)l N

(i) la quadrature sur K est d'ordre 21 — 2.
Alors, le probleme (9.38) est bien posé si b est suffisamment petir.

Théoreme 9.11. Avec les hypothéses du théoréme 9.10, on suppose qu’il existe
un entier k > 1 tel que :

(i) Pp C P;
(i) la quadrature surfacique est d'ordre b + [ — 1.

On suppose par ailleurs que f € ctQ), g€ H N 0ON) et w € HH(Q).
Alors, il existe by > 0 et ¢ tels que, pour tout h < ho,

k 1
e — ol < (lullerr,o + [1Flleroy + 22 Mgl (9:39)

Par exemple, si on considere une approximation par éléments finis de La-
grange PP, la quadrature volumique doit étre au moins d’ordre 0 et la quadra-
ture surfacique au moins d’ordre 1 pour que I'erreur % — #, soit d’ordre 1 en
norme H'. La régle générale pour déterminer lordre de la quadrature volu-
mique est que les dérivées d’ordre le plus élevé dans la forme bilinéaire doivent
étre évaluées exactement lorsque les coefficients de I'équation aux dérivées par-
tielles (ici, o, B et ) sont constants.
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10 - MATRICES D'ELEMENTS
FINIS

La méthode des éléments finis permet d’approcher la solution d’un probleme
modele en résolvant un probleme discret formulé & laide d’un espace
d’approximation. En cherchant les composantes de la solution discrete dans
une base particuliere de 'espace d’approximation constituée des fonctions de
forme associées a 'élément fini, on se ramene a la résolution d’un systéme
linéaire

AU =F, (10.1)

ot A € RMN est appelée la marrice de rigidité, F € R" dépend des don-
nées du probleme et V est la dimension de I'espace d’approximation ; voir la
section 2.2.

Lobjet de ce chapitre est d’étudier quelques propriétés importantes de la ma-
trice de rigidité. La premitre est son conditionnement. 11 sagit d’évaluer un réel
permettant de quantifier la difficulté numérique a résoudre le systéme (10.1)
ou 4 en construire une solution approchée par une méthode itérative. Plus le
nombre de conditionnement de A est élevé, plus ces difficultés sont grandes.
Ces difficultés se déclinent d’une part en termes de stabilité de la solution
de (10.1) par rapport & des perturbations des coefficients de A et de F et
d’autre part en termes de taux de convergence si on utilise une méthode itéra-
tive pour approcher U. La deuxi¢me section de ce chapitre présente quelques
rappels sur les techniques de factorisation LU (de I'anglais Lower—Upper Fac-
torization). La présentation de cette section est relativement générale et ne
tient pas compte des spécificités de la structure des matrices d’éléments finis.
La troisitme section est centrée autour d’une propriété spécifique des matrices
d’éléments finis, a savoir leur structure creuse : 1a matrice de rigidité contient
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trés peu d’éléments non-nuls et la disposition de ces coefficients dans la ma-
trice dépend directement de la numérotation choisie pour les fonctions de
forme dans I'espace d’approximation. On présente quelques techniques de
renumérotation permettant de regrouper autant que possible ces coefficients
autour de la diagonale.

10.1 Conditionnement

Lobjet de cette section est d’étudier d’une part le conditionnement de la ma-
trice de rigidité A et d’autre part la stabilité de la solution U de (10.1) par
rapport a des perturbations des coefficients de A et de F.

10.1.1 Préliminaires

On rappelle que la norme euclidienne sur RY est définie pour tout
X = ()(j)lgigjv € RN par

N
Xl = (Z |Xi|2) : (10.2)
i=1

On utilise la méme notation pour la norme matricielle induite : pour
Ze RN’N, on pose

zZX
12 gy = sup 1EXI=r

. 10.3
b A (10.3)

Définition 10.1. Le nombre de conditionnement dune matrice inversible
Z € RNV o5t le réel

— -1
K(Z) = [ Z]pv |27 lrv- (10.4)
Par construction, on a kK(Z) > 1. Par ailleurs, si la matrice Z est symérrigue,
on montre que le nombre de conditionnement de Z est tel que

)\min (Z) ’
oll Amin(Z2) et Amax(Z) désignent, respectivement, la plus petite et la plus
grande valeur propre de Z en valeur absolue.

k(Z) = (10.5)
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Remarque 10.2

On peut également définir le nombre de conditionnement d’une matrice in-

versible en utilisant d’autres normes matricielles, par exemple celles induites
i

par les normes vectorielles || X[, = (XN, |X|?)? pour p € [1,+ ool ou

[[Xlloo = max;g;<y |Xi|. Le nombre de conditionnement défini en (10.4) est

alors appelé le nombre de conditionnement euclidien de la matrice Z.

Définition 10.3. On dit qu'une matrice inversible Z € RVY et mal condi-
tionnée sz on a

k(Z2) > 1. (10.6)
Par la suite, on considere le probleme approché suivant :

Chercher #;, € V), tel que

(10.7)
ay(wy, wy) = filwy), Vw, € W),

ol V), et W}, sont des espaces d’approximation, 4, est une forme bilinéaire sur
V), X W), et f; une forme linéaire sur W,. Les espaces V), et W), sont construits
en utilisant les techniques d’éléments finis présentées dans le chapitres 3 et 4;
en particulier, on note 7}, le maillage du domaine ). On introduit les deux
constantes suivantes :

o, = inf sup @) (10.8)
%€V wew; l2sllvillwsllw,
w, = sup sup M. (10.9)
eV, wew; 12sllvillwsllw,
Par la suite, on suppose que
oy, >0 et dim V, = dim W, (10.10)

Ces deux conditions impliquent que le probleme (10.7) est bien posé.

On pose N = dimV, = dim W), et on désigne par {¢1,...,¢pn} et
{¥1,..., Py} la base de V), et de W), constituée des fonctions de forme dans
V}, et dans W), respectivement. Pour une fonction v, € V), on note X € RY
le vecteur formé par les coordonnées de v, dans la base {¢1,...,@n}. De
méme, pour une fonction w;, € W), on note ¥ € RY le vecteur formé par les
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coordonnées de w), dans la base {{s1, ..., ¥y }. Ona donc
N N
vy = Z)(,‘(p,' et wy = Z Y;lll, (10.11)
i=1 =1
On introduit les isomorphismes suivants :
Cy,: Vdyr—Xce ]RN, (10.12)
Cw,: W,3w,— Y eRY. (10.13)

Lemme 10.4. On suppose que la famille {T,} )~ est quasi-uniforme. Alors, il
existe des constantes positives ¢\, ¢2, ¢3 et ¢4, indépendantes de b, telles que

Yo, €V, aph < loa g (10.14)
| Cv, vl

4 w, 4
Vw;, S VV},, £'3b2 < % S f4h2 . (1015)
b R

On introduit les matrices de masse M, € RY"N et M, € RV de terme
générique

M:,ij:/ﬂpﬁpj et Mt,ij:/lljilbﬁ (10.16)
Q Q

pour i,j € {1,...,N}. Les indices s et # font référence au fait que la ma-
trice M est relative a I'espace solution V}, et que la matrice M, est relative
a lespace test discret W),. Les matrices M; et M, sont symétriques définies
positives. On note {1,..., Mo n} €t {Me1, ..., ey} les valeurs propres
(classées par valeurs croissantes) de M, et M, respectivement. On pose

K;:K(Mg)% - (M)z et K;ZK(M;)% - (““_N>2
s, 1 Mz,
(10.17)

Une conséquence intéressante du lemme 10.4 est la suivante.

Corollaire 10.5. On suppose que la famille {T,} )~ est quasi-uniforme. Alors,
pourtouri € {1,... N}, ona

c%hd < i < c%bd et c%bd < pr,i < fﬁbd, (10.18)
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s bien que

Ke <2 et ke < 2 (10.19)

A titre d’exemple, la matrice de masse associée a 'élément fini de Lagrange Py
en une dimension d’espace sur un maillage uniforme de pas 4 est telle que

M = Luidiag(1, 4, 1). (10.20)

Un calcul direct montre que ses valeurs propres sont les N réels
{%(2 + cos(ihm))}1<icy- Toutes ces valeurs propres sont équivalentes
3 b en accord avec l'estimation (10.18). De plus, le nombre de condi-
tionnement de M, qui est égal au rapport entre sa plus grande et sa plus
petite valeur propre, est bien borné uniformément en 4 en accord avec
I'estimation (10.19).

10.1.2 Conditionnement de la matrice de rigidité

Lobjectif de cette section est de présenter des bornes inférieures et supérieures
pour le nombre de conditionnement k(A) de la matrice de rigidité. Les résul-
tats ci-dessous ont été établis dans [37]. On pose

. a, (v, w
o, = inf sup M, (10.21)
2€Vi wew, 1sllo,allwsllo.o
a, (v, w
), = sup sup M (10.22)
wev, wew, 1sllo.allwsllo.o
Théoreme 10.6. Pour tout h, on a
1 —1Wo.p [OhWA
kT 2 < R(A) < ek —2 (10.23)
Q0,5 Qo)

On souhaite affiner le résultat ci-dessus dans le cas ot on connait le compor-
tement asymptotique en /4 des constantes o 4 et ®g ;. On suppose qu'il existe
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des réels 7y et  tels que

0 < cpe = liminfa ™ <+ oo, (10.24)

0 < cop = lir;lsup o ph Y <+ oo, (10.25)
—0

0< = 1%5&0)0%@—5 <+ oo, (10.26)

0 < cop = lirhnsup w()’h/o_s <+ oo. (10.27)
—0

Théoreme 10.7. Dans le cadre des hypothéses ci-dessus, pour tour € € 10, 1[, il
existe he tel que pour tout h < he,

(1— )Gtk A7 < k() < (1 + 92 b 770 (10.28)
Csup Cinf

Le théoreme 10.7 montre que le nombre de conditionnement de A est

asymptotiquement de l'ordre de 472, A titre d’illustration, on considére

les exemples suivants. On suppose que la famille {7}, })~¢ est quasi-uniforme

si bien que grice au corollaire 10.5, les constantes K; et K, sont bornées

inférieurement et supérieurement par des constantes indépendantes de 4.

e Laplacien en formulation primale. On considere le probleme dis-
cret (5.3). On montre que y = 0 et 8 = 2 si bien quil existe des
constantes positives ¢ et ¢, indépendantes de 4, telles que

ah™? < k(A < b (10.29)

En une dimension d’espace avec des éléments finis de Lagrange P sur un
maillage uniforme de pas 4, la matrice de rigidité est telle que

A = Juidiag(—1,2,—1). (10.30)

Un calcul direct montre que ses valeurs propres sont les N réels
{71 — cos(ihm)}1<i<ny. On vérifie que le nombre de conditionne-
ment de A, qui est égal au rapport entre sa plus grande et sa plus petite
valeur propre, explose bien en b2 en accord avec l'estimation (10.29).

e Laplacien en formulation mixte. On considére le probleme discret (6.94).
On montre que y = 0 et 8 = 1 si bien qu’il existe des constantes positives
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a1 et oo, indépendantes de 4, telles que
ah V< k(A < bl (10.31)

On obtient la méme estimation pour les problemes (6.68) et (6.78).

e Advection-réaction et Galerkin/moindres carrés. On considére le pro-
bleme discret (7.43). On montre que y = 0 et 8 = 1 si bien qu'il existe
des constantes positives ¢; et ¢, indépendantes de 4, telles que

ah P < k(A < ab (10.32)

10.1.3 Stabilité discrete

Lobjet de cette section est d’étudier la sensibilité de la solution U du systeme
linéaire (10.1) par rapport a des perturbations dans les coefficients de la ma-
trice A et du membre de droite F. Pour 8F € RY et 8.4 € RY*, on note
U + 3U la solution du systeme perturbé

(A + 3A)N(U + 8U) = F + dF. (10.33)
Proposition 10.8. On suppose que F # 0 et que la perturbation A est suffi-

samment petite pour que ||A||gy < 3| A IHRI Alors, on a
13U [ (HSFHRN ||5A||RN)
T < 2k(A) + . (10.34)
Ul [Flley [ Allgy

La preuve de (10.34) est élémentaire. Un calcul direct montre que
U=y + A B4 ATBF —3AD), (10.35)

ol Zy est la matrice identité d’ordre V. Puisque [|3.Al[gy < 3[4~ 1||RN’ on
a||@y + A7'8A) T |py < 2. On en déduit

18Ul < 2k(A) Al (I8F Iy + [18Al[g | Ulle), (10.36)

et on conclut en observant que || F||gy < || Al|py || U||rw. Par ailleurs, il existe
des perturbations 8F et 8.A pour lesquelles la borne supérieure dans I'estima-
tion (10.34) est atteinte ; on dit que cette estimation est optimale.

Un autre point de vue intéressant sur la stabilité d’un systeme linéaire consiste
a faire le lien entre résidu et erreur. On suppose quon a déterminé (par
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exemple 2 l'aide d’une des méthodes itératives décrites dans le chapitre 11)
une approximation U ® de la solution U de (10.1). On définit erreur et le
résidu associés & U2 de la maniére suivante :

U e« R =F— AU (10.37)

On observe que

AE® = R (10.38)

Si on connait explicitement U® mais pas U, on peut évaluer le résidu mais
pas lerreur. La question naturelle qui se pose est de déterminer un critére sur
la taille du résidu permettant d’affirmer que l'erreur est suffisamment petite.

Proposition 10.9. On suppose que F # 0. Alors, on a

(PN

R (10.39)
1U | 1FllRy

De plus, cette inégalité est optimale.

En combinant les estimations (10.34) et (10.39) avec le théoreme 10.7, on
aboutit & des résultats trés pessimistes quant 2 la stabilité discrete de (10.1)
puisque k(A) explose en /¥ ° (par exemple, en 4% pour le Laplacien en
formulation primale). En fait, les estimations ci-dessus peuvent étre nette-
ment améliorées lorsque le systéme linéaire résulte d’une approximation par
éléments finis. On utilise pour cela les propriétés de stabilité du probleme ap-
proché (10.7) et, notamment, la condition inf-sup discrete o, > 0 ol o, est
défini en (10.8).

Soit U®° une approximation de la solution U du systeme linéaire (10.1). On
pose 5 = cy, LU, Par ailleurs, on introduit la norme suivante sur R”,

X, Y
[1X]|« = sup X Ve — Jrx (10.40)
verv ||y, Yiw,
On observe que pour tout v, € V),
ay(vp, w
ploply, < sup DT —yACy ), (10.41)
wew, llwsllw,
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De plus,
F, W) (wy,) ay(uy, wy)

1Flle = sup o WIRY Silwy) - _ iy, 1) o .

wery |Cy, Wllw, — wew, lwillw,  wew, llwsllw,

(10.42)
1l en résulte le résultat suivant.
Proposition 10.10. On a
) 5

lapllv, o [IFlls

En général, I'approximation par éléments finis est construite de sorte qu'il
existe des constantes positives ¢ et ¢z, indépendantes de 4, telles que

5] < Qy, < Wy, < . (1044)

Dans ces conditions, on déduit de I'estimation (10.43) que lerreur relative
Nl =21l v, IR

sl 1711
le probleme discret (10.7) étant bien posé, le systeme linéaire (10.1) jouit de

. En d’autres termes,

est bien controlée par le résidu relatif

propriétés de stabilité méme si la matrice de rigidité est mal conditionnée. La
norme || - ||« étant coliteuse a évaluer, on préfere en pratique évaluer le résidu
relatif en norme euclidienne.

10.2 Factorisation LU et variantes

Cette section expose quelques notions relatives 2 la factorisation LU des ma-
trices inversibles. La présentation est limitée aux résultats essentiels; on ren-
voie, par exemple, 2 Golub et van Loan [47], Lascaux et Théodor [56], Ortega
[60] ou Saad [66] pour plus de détails et des nombreux compléments. On
oublie provisoirement que la matrice provient de 'approximation d’un pro-
bléeme modele par éléments finis; on y reviendra dans la section 10.3. Dans
cette section, A désigne donc simplement une matrice inversible d’ ordre IV,

Ay .A]N
A= . (10.45)
.AN1 -ANN
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10.2.1 Méthodes d’inversion directe et colit asymptotique

On considere le probléeme suivant : étant donné une matrice inversible
A € RYY et un vecteur F € RY, évaluer le vecteur U € RY tel que
AU = F. On s'intéresse  une classe particuliere de méthodes pour résoudre
ce probleme, la classe dite des méthodes dinversion directe au sens de la
définition suivante.

Définition 10.11. Une méthode d’inversion directe foumit, en labsence d'er-
reurs d'arronds, la solution du systtme linéaire AU = F en un nombre fini
d'opérations.

On souhaite estimer le colit numérique d’une méthode d’inversion directe.
On sintéresse 4 la dépendance de ce cotit en NV et, en particulier, & son com-
portement asymptotique lorsque le parametre NV est grand. Afin de quantifier
ce colit, on effectue un décompte des opérations élémentaires qui sont réali-
sées par la méthode d’inversion directe.

Définition 10.12. On convient de définir une opération élémentaire comme
une multiplication et une addition entre deux réels. On dit quune méthode d'in-
version directe a un colt asymptotique de @(N) pour une certaine fonction
¢ : N — N, si le nombre dopérations réalisées par cet algorithme, que l'on
note w(N), est tel que

(V)

N—1>Too W =1. (10.46)

Dans la pratique, une méthode d’inversion directe nest viable que si son cotit
asymptotique est polynémial en N, par exemple, ¢(N) = N? ou N°. Une
méthode dont le cotit asymptotique est exponentiel en N ne peut étre uti-
lisée que pour des valeurs de NV petites, ce qui limite considérablement son
champ d’application. Pour mémoire, une méthode d’inversion directe dont le
colit asymptotique est exponentiel en NV est celle basée sur le calcul des dé-
terminants de Cramer : on évalue d’abord la matrice A~ en calculant son
déterminant ainsi que celui de tous ses cofacteurs puis on effectue le produit
matrice—vecteur U = A~'F.
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10.2.2 L'algorithme du pivot de Gau3

La méthode d’inversion directe la plus couramment utilisée pour résoudre le
systeme linéaire AU = F est celle basée sur 'algorithme du pivot de Gaufi.
Cet algorithme construit une matrice triangulaire inférieure 7 et une ma-
trice triangulaire supérieure 7°* telles que’

A = Tinfgsep, (10.47)

De plus, une des deux matrices, par exemple 7°'F, peut étre construite de fa-
gon a ce que ses éléments diagonaux soient tous égaux a 1. Lorsque la matrice
A est écrite sous la forme (10.47), on parle de factorisation LU.

Le principe de I'algorithme du pivot de Gaufl consiste & construire une suite
de matrices (AV, ..., A™) telles que AV = Aet pourk € {2,...,N}, la
matrice A% possede la structure suivante :

e
0 1
. (k)
" : 1A%
AV = ; . . (10.48)
0 ... ... 0 AY .ooAR
(k) (%)
Apiig Ay

0 .. .0 AL oAl

En supposant que AZ? # 0, la matrice A% est construite de la maniére

suivante :

(i) on divise la A-ieme ligne de A® par Ag}? ; on note L}, la ligne ainsi
obtenue;

1. On rappelle qu'une matrice triangulaire inférieure 7™ est telle que ’];Ji-“f = 0 pour
j > 7; de méme, une matrice triangulaire supérieure 7°P est telle que ’Z;UP = 0 pour
J<i
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(i) pourtouti € {k+ 1,..., N}, on retranche 4 la i-ime ligne de A® la
ligne Zj, mulcipliée par AE,I:).

Ces opérations permettent de remplacer la colonne

AW 1
(k)
A 0
. par e (10.49)
4 0
et de former ainsi la nouvelle matrice A**V. On observera que I'on a
TERAB = gD oy 7P st une matrice triangulaire inférieure
telle que 7" = 8, pour tout 7,j € {1,...,N} sauf pour j = k et

j
i€ {k,...,N}ouona

k
Tt h = ! Tinf® — AL b+ 1 NY. (10.50
_A(k) et ik W7Z€{ yeeey }( . )

kel

Une fois engendrée la matrice AM | les matrices 7™ et 75 dans (10.47)
sont obtenues en posant 7P = AN e 70 = [T)Y 7D, On vérifie 2

Z

l'aide d’'un décompte d’opérations que le colit asymptotique d’évaluation des
3
matrices 7 et 7% est de & opérations. Dans la pratique, il est souvent

commode de stocker les matrices ’T"‘f et 7 en une seule matrice 7 € RV

T = { A (10.51)

telle que

’Z;S”P sij > i
La matrice 7 recueille toute I'information contenue dans les matrices 7 et
TP puisque les coefficients diagonaux de 7" sont égaux a 1.

Lalgorithme décrit ci-dessus peut se terminer prématurément lorsque
A(k) = 0; or, cette éventualité peut se produire méme si la matrice A
est 1nversible. De plus, les erreurs d’arrondi dans les calculs ont des effets
d’autant plus prononcés que l'on est amené 2 effectuer des divisions par
des nombres petits en valeur absolue. Il est donc souhaitable que dans
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I'algorithme ci-dessus, le coefficient AZ; soit, en valeur absolue, le plus grand
possible. On peut envisager deux stratégies.

() Permurtation de lignes : on recherche I'indice 7y € {4, ..., N} tel que
(/e) (/e>
Al = E{[/;l'z?() [AY], (10.52)

® avant de former la matrice

et on permute les lignes 7y et # dans A
A% La matrice A étant inversible, on peut montrer que A(k) # 0.
Une variante de cette stratégie consiste 4 adimensionaliser la colonne

avant d’effectuer la recherche du coefficient maximal : on évalue d’abord

si = MaXje 4 N} |Ag€)| pour tout 7 € {k,..., N}, puis on recherche
indice 7o € {k,..., N} tel que
AL AP
—% = max (10.53)
Sio i€{k,....N} i

(ii) Permutation de lignes et de colonnes : on recherche les indices
io,jo € {k,..., N} tels que

(/e) (/e)
[ Aol = e AL, (10.54)

et on permute les lignes 7y et # ainsi que les colonnes jy et # dans A®
avant d’effectuer les opérations ci-dessus. On peut également considérer
une variante adimensionnée de cette stratégie.

Le cotit de la stratégie par permutation de lignes est de O(%*) comparaisons'

alors que celui de la stratégie par permutation de lignes et de colonnes est de
O(#®) comparaisons?. Dans la pratique, on utilise de préférence la stratégie
par permutation de lignes car elle permet d’éviter 2 moindre cotit la plupart

1. Pour deux fonctions §; : N — Net i, : N — N, la notation §yy = O@s)
signifie qu’il existe des constantes ¢; et ¢, telles que pour tout 7 suffisamment grand,
e () < a(n) < el (n)

2. Une comparaison entre deux réels est, en général, plus cotiteuse que les opérations
élémentaires considérées dans la définition 10.12; ce surcotit est négligé en premicre
approximation.
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des problemes liés aux erreurs d’arrondi et aux singularités des coefficients
diagonaux.

Lalgorithme du pivot de Gauf§ avec permutation de lignes conduit a la dé-
composition suivante :

A = 77, (10.55)

ot TI” est une matrice de permutation. Etant donné une permutation
o:{l,...,N} — {1,..., N}, les coefficients de la matrice I1” s'expriment
al'aide du symbole de Kronecker sous la forme

15 = 34, i,je{l,...,N}. (10.56)
On vérifie facilement que la matrice I1” est inversible et que
(HU)—l — H(o-fl) _ (HU)T~ (1057)
Une fois obtenue la décomposition (10.55), la solution du systeme linéaire
AU = F sSobtient de la maniére suivante :
(i) résoudre le syst¢me triangulaire inférieur Ty =11°F
(i) résoudre le systeme triangulaire supérieur 7°PU = V.

On vérifie que
AU = )7 7oy = ()~ 'y = (1197 'H°F = F. (10.58)

Par ailleurs, le colit asymptotique de la résolution des deux systemes linéaires

. 2 , . . .
ci-dessus est de 2~ opérations. En conclusion, on retiendra que lorsque V est
grand, le cotit total de la résolution du systeme linéaire AU = F par I'algo-
rithme du pivot de Gaufl (avec permutation de lignes ou non) est dominé par

le cotit de la décomposition (10.55) ; il est donc de 'ordre de NTS opérations.

Remarque 10.13

Lalgorithme du pivot de Gaufl avec permutation de lignes et de colonnes conduit
a la décomposition suivante :

TI° ATTT = Tfsep, (10.59)

ol I1? et II" sont deux matrices de permutation.
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10.2.3 Variantes dans le cas symétrique

Lorsque la matrice A est symétrique, on considére généralement des algo-
rithmes de factorisation qui exploitent cette symétrie. En I'absence de permu-
tations de lignes ou de colonnes, on peut décomposer une matrice symétrique
A de la manigre suivante :

A = TprhH7T (10.60)

ol D est une matrice diagonale et ot 7! est une matrice triangulaire infé-
rieure dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1. Dans la littérature,
la décomposition (10.60) est connue sous le nom de factorisation LDLY . Lal-
gorithme de factorisation est décrit dans Golub et van Loan [47, p. 137] ou
dans Burden et Faires [25, p. 376]. Lavantage de la factorisation LDL” par
rapport a 'algorithme du pivot de Gauf§ est qu'en exploitant la symétrie de la
matrice A, elle permet de diviser par deux le colt asymptotique de la factori-

. .. s, .
sation ; celui-ci est donc de 'ordre de % opérations.

Une variante de la factorisation LDL7, connue sous le nom 4 algorithme de
Choleski, conduit a la décomposition A = ToHTHT of T est toujours
une matrice triangulaire inférieure mais dont les coefficients diagonaux ne
sont pas nécessairement égaux a 1. Lalgorithme de Choleski nécessite I'éva-
luation de /V racines carrées, ce qui peut étre pénalisant en termes de colit
de calcul. On pourra consulter Golub et van Loan [47, p. 141] pour plus de
détails sur I'algorithme de Choleski.

10.2.4 Factorisation QR

On considére une matrice A € RV (2 M lignes et N colonnes). On suppose
que M > N et que la matrice A est de rang V. Le principe de I'algorithme de
factorisation QR consiste A construire une matrice Q € RMN et une matrice
R € RV telles que :

(i) 9T Q est une matrice diagonale que I'on note D et dont les coefficients
sont strictement positifs ;

(ii) R est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux
sont tous égaux a 1 ;
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(iii) la matrice A s’écrit sous la forme
A= OR. (10.61)

Les matrices Q et R peuvent étre construites grice a divers algorithmes, par
exemple le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, la méthode de
Houscholder (basée sur l'utilisation de matrices de symétrie) ou encore la mé-
thode de Givens (basée sur I'utilisation de matrices de rotation). Pour plus de
détails, on pourra consulter Golub et van Loan [47, p. 211]. La méthode de
Givens est brievement décrite dans la section 11.2.3 ci-apres dans le cadre de
la méthode GMRes. Les méthodes de factorisation QR sont, en général, plus
coliteuses que algorithme du pivot de Gauf§ mais elles présentent 'avantage
d’étre parfois plus robustes vis-a-vis des erreurs d’arrondi. La factorisation QR
est également utile dans la résolution de probleémes de minimisation au sens
des moindres carrés. Par exemple, pour F € RM, la solution X € RY du
probléme

inf ||F — AY gy, (10.62)

YERN

satisfait les équations, dites normales, AT AX = ATF. La solution X s'obtient
en posant X’ = D' Q' F puis en résolvant le systéme triangulaire supérieur
RX = X'

10.3 Matrices creuses et renumérotation

Dans cette section, on introduit les notions de matrice creuse et de graphe as-
socié A de telles matrices. Puis, on présente une technique de renumérotation
des matrices creuses qui est souvent employée pour les matrices d’éléments
finis. On pourra consulter Saad [66] pour une présentation détaillée des tech-
niques de renumérotation dans le cadre de la résolution des systémes linéaires
par méthodes itératives et George et Liu [43] lorsque cette résolution se fait
par une méthode d’inversion directe.

10.3.1 Notion de matrice creuse

Les matrices provenant de 'approximation par éléments finis d’équations aux
dérivées partielles sont creuses au sens de la définition suivante.
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Définition 10.14. On dit que la matrice A € RNV est creuse si dans chaque
ligne (et chaque colonne) de A, le nombre d'éléments non-nuls est majoré par une
quantité indépendante de N. Par la suite, on désigne par Xiin et Xcol» respecti-
vement, le nombre maximum d'éléments non-nuls dans une ligne et une colonne

de A.

Un exemple simple de matrice creuse est la matrice bloc-tridiagonale

A4 B0 ... ... 0
G A B
A= - b (10.63)
o . .
Cn—l An—l Bn—l

o ... ... 0 C, Ay

otr les matrices {Ai}1<i<n {Bit1<i<n—1 et {Citagicn sont carrées d’ordre
n et tridiagonales. La matrice A est carrée d’ordre N = 7. Cette matrice
provient, par exemple, de I'approximation par éléments finis de Lagrange P,
du probleme de Poisson avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes
sur le carré unité avec un maillage structuré uniforme ol chaque cellule carrée
est subdivisée en deux mailles triangulaires selon la premitre diagonale ; voir
la figure 10.1 & gauche. Dans cet exemple, on a

Xlin = Xcol = 9. (1064)

Une observation importante est que la szructure creuse de la matrice A, cest-
a-dire la disposition des éléments non-nuls de A, dépend de la numérotation
des degrés de liberté dans I'espace d’approximation. Dans I'exemple ci-dessus,
les degrés de liberté sont associés aux nceuds du maillage et ceux-ci ont été
numérotés en balayant les lignes (par exemple, de la gauche vers la droite et
du bas vers le haut).

Lorsquon utilise des maillages non-structurés (voir la figure 10.1 a droite), la
disposition des éléments non-nuls dans A ne s'organise pas de maniere simple.
La structure creuse de A se déduit de la numérotation des fonctions de forme
dans I'espace d’approximation a partir de I'observation suivante : pour deux
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Figure 10.1 — A gauche : maillage structuré uniforme du carré unité, ou
chaque cellule carrée est subdivisée en deux mailles triangulaires selon la
premiére diagonale; a droite : maillage non-structuré du carré unité par des

triangles.
fonctions de forme @; et ¢; aveci,j € {1,...,N}eti # j,ona
(support(e;) N support(p;) = @) = (A; = 0). (10.65)

Dans la pratique, on souhaite numéroter les degrés de liberté de maniere a
regrouper autant que possible les éléments non-nuls de A autour de la dia-
gonale. Une des motivations est que cela permet de réduire le niveau de rem-
plissage dans une factorisation LU. Pour préciser cette notion, on pose pour

ie{l,...,N},

l; = min{j <i; A; # 0}, (10.66)
u; = max{j > i; A; # 0}. (10.67)
La quantité
9 = max (4 — ), (10.68)
1<i<N

sappelle la largeur de bande de A. Pour la matrice A définie en (10.63), on a
5= 0@ = ON?).

On considére maintenant la décomposition LU de la matrice A sous la
forme (10.47). On peut montrer que la matrice triangulaire inférieure 77f
est telle que ’Z;ji-"f = 0 pour j < /;, mais 7;-}“ # 0 pour la plupart des
j€{l,...,i}. De méme, la matrice triangulaire supérieure 7°' est telle que

sup __ . ) . sup . . .
7,7 = 0 pourj > uj, mais ;" # 0 pour la plupart des j € {7, ..., u}.
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" = 2—®
i, o %@Pﬁ

EE = e

Figure 10.2 - Matrice creuse d’'ordre 7 et graphe associé. Un carré noir dans
la matrice indique que I'élément correspondant est non-nul.

En d'autres termes, la matrice 7 définie dans (10.51) a une largeur de
bande 8 (qui est donc la méme que celle de la matrice A), mais le nombre
d’éléments non-nuls par ligne dans 7 est de l'ordre de & et non plus de Xji,.
On observera que le rapport entre le nombre d’éléments non-nuls de 7 et
ceux de A explose en 7.

10.3.2 Graphes et matrices creuses

Les algorithmes de renumérotation des matrices creuses sont basés sur la no-
tion de graphe. Soit V' un ensemble (fini) et soit R une relation binaire sur V.
On pose £ = {(x,y) € V X V;xRy}. Le couple G = (V, E) est appelé un
graphe. Les éléments de V' s'appellent les naeuds du graphe et les éléments de
E sappellent les arétes du graphe. Lorsque la relation binaire R est symétrique,
on dit que le graphe est non-orienté. Pour un sous-ensemble X C V, on pose

AdjX) ={ye V\X;Ix € X, (x,y) € E}. (10.69)

Pour x € V, I'ensemble Adj({x}), qui est simplement noté Adj(x), s'appelle
le voisinage de x et le cardinal de Adj(x) sappelle le degré de x.

On peut associer & une matrice creuse A € RY"" un graphe de la maniére
suivante : on pose V = {1,... . N} et E = {(x,9) € V X V; A, # 0}.
Ce graphe est non-orienté si (4, # 0) <= (4,x # 0). Une facon simple de
représenter un graphe consiste  associer a chaque nceud un point du plan et
a tracer une fleche de x vers y lorsque xRy. Lorsque xRy et yRx, on trace une
ligne plutdt que deux fleches de sens contraire. Enfin, lorsque xRx, on trace
un cercle autour de x. La figure 10.2 présente un exemple de matrice creuse
d’ordre 7 et son graphe associé.
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10.3.3 Renumérotation par ensembles de niveau

Soit G = (V, E) un graphe et soit x € V. On associe au nceud x une suite
(finie) d’ensembles de niveau (/Vq, IV, . . .) de la maniére suivante :

(i) on pose N1 = {x};

(ii) pour % > 1, on pose NVpy = Adj(Nk)\(Uf:1 N)).
Sile graphe G est tel qu’il existe un chemin reliant deux neeuds quelconques,
la suite finie (Vi, V2, . . .) forme une partition de V.

La figure 10.3 & gauche présente un exemple de matrice creuse d’ordre 15. La
figure 10.4 illustre le graphe associé 4 cette matrice. Les ensembles de niveau
associés au nceud 2 sont les suivants :

Ny = {2}, N ={57}, Ns={9,11,14}, N;={1,3,12,15},
Ns = {8,10,13}, Ny = {4,6}.

(10.70)

En concaténant ces ensembles, on forme un tableau per m qui induit une
permutation de I'ensemble V' = {1,...,15}. On obtient

perm= (2,5,7,9,11,14,1,3,12,15,8, 10, 13,4, 6). (10.71)

Le graphe de la matrice considérée dans cet exemple est tel que les ensembles
de niveau forment une partition de V. Si tel nest pas le cas, on considere un
nouveau neeud y qui nest pas relié a x et on construit les ensembles de niveau
associés 4 . Un nouveau tableau per mest ensuite formé en concaténant les
tableaux per massociés a x et a y. Ce processus est répété jusqu’a ce que tous
les nceuds de V' figurent dans le tableau per m

Une fois construit le tableau per m on pose

B = Aper mi,per niji (10.72)

ol per m7] désigne le i-ieme élément du tableau per m La technique de re-
numérotation décrite ci-dessus porte le nom de renumérotation BFS (de I'an-
glais Breadth-First-Search). La matrice B jouit de la propriété remarquable
suivante.

Proposition 10.15. On suppose que le graphe G associé i la matrice A est
non-orienté. Alors, la matrice B est bloc-tridiagonale; plus précisément, pour
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Figure 10.3 - Matrice creuse avant renumérotation (a gauche) et apres re-
numérotation BFS (a droite).

Figure 10.4 — Graphe de la matrice creuse illustrée sur la figure 10.3 a gauche.

i,j € {1,...,N} tels quil existe un chemin reliant per m(i) a per ny), on a
Bjj = 0si perm(i) € Ny et per i) € Ny avec |k — k| > 2.

La figure 10.3 a droite présente la matrice BB obtenue par renumérotation BFS.
La structure bloc-tridiagonale est clairement visible.

Remarque 10.16

Dans I'exemple traité ci-dessus, les noeuds sont classés au sein de chaque ensemble
de niveau selon I'ordre naturel (croissant). Cette stratégie peut étre améliorée en
choisissant d’ordonner les noeuds d’une autre fagon, par exemple par degré crois-
sant ou décroissant. On obtient ainsi I'algorithme de renumérotation de Cuthill-
McKee (CMK).
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11 - SOLVEURS ITERATIFS

Le chapitre précédent a montré que 'approximation par éléments finis d’'un
probleme modele fait intervenir un systéme linéaire, que 'on note

AU = F, (11.1)

dont la matrice associée est, en général, de tres grande taille et creuse. Pour de
tels systemes, les méthodes de résolution directe (basées sur une factorisation
LU ou des variantes de celle-ci) ne sont pas bien adaptées car, méme en em-
ployant une technique de renumérotation performante, on aboutit souvent a
des matrices a structure bande pour lesquelles le taux de remplissage lors d’'une
factorisation LU reste élevé. On préfere alors utiliser une méthode itérative.
Le principe consiste & approcher (plutdt qu'a calculer exactement) la solution
U de (11.1) A l'aide d’une suite de vecteurs de RY . Etant donné U° € RY, on
génere une suite (U%); de vecteurs de RY jusqu’a satisfaire un certain cri-
tere de convergence. Lerreur U — U* ne pouvant étre évaluée explicitement,
ce critere fait, en général, intervenir le résidu RF=F — AU~

Deux considérations interviennent dans I'évaluation d’'une méthode itérative.
Le premier est la vitesse de convergence ; le deuxieme est le cofit par itération.
En général, 'amélioration de la vitesse de convergence induit une augmen-
tation du codt par itération. Le cofit total étant égal au produit du nombre
d’itérations effectuées par le colit d’une itération, la sélection d’'une méthode
de résolution itérative releve souvent d’un compromis entre ces deux considé-
rations.

Ce chapitre présente quelques solveurs itératifs employés dans le cadre de la
méthode des éléments finis. On considére les méthodes dites de relaxation,
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puis la méthode du gradient conjugué et ses variantes, et enfin, les méthodes
multi-échelles, dont le prototype est la méthode multi-grille. Afin d’alléger
les notations dans ce chapitre, on désigne par (-,-)n le produit scalaire eu-
lid: RY ! induite, olt NV est la taille d ¢
clidien sur et par || - || & la norme induite, ot V est la taille du systeme
lindaire (11.1).

11.1 Méthodes de relaxation

Cette section décrit le principe général des méthodes de relaxation et en pré-
sente quelques exemples classiques : la méthode de Jacobi, la méthode de
Gaufi-Seidel et la méthode SOR.

11.1.1 Principe général
Le principe d’'une méthode de relaxation consiste & décomposer la matrice A
sous la forme

A=P-Z, (11.2)

ott la matrice P € RV est inversible (la matrice Z n'est pas nécessairement
inversible). Etant donné U° € RY, on génere la suite (U’ ) #>1 en résolvant,
pour tout # > 0, le systeme linéaire

PUM = ZzU* + F. (11.3)
Il est clair que si la suite (U*);> converge, sa limite est la solution du systeme
linéaire AU = F.
Afin de mettre en ceuvre de maniere efficace la méthode de relaxation basée

sur la décomposition (11.2), il convient d’effectuer une sélection judicieuse
de la matrice P. Celle-ci doit étre telle que :

(i) la suite (Uk)k>1 définie en (11.3) converge (de préférence quel que soit
le vecteur initial U° € RY);

(ii) la matrice P est relativement simple & inverser si bien que le colt de
calcul de U**1 3 partir de U' * reste modéré ;

(iii) la suite (U’ k)/@l converge « rapidement » vers sa limite.
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Afin d’analyser la convergence de la suite (U*);>;, on introduit la matrice
d’itération T telle que
T=P 'z (11.4)

On note T* la k-i¢me puissance de la matrice 7".!

Définition 11.1. On dit qu'une matrice T € RV et convergente si

lim 7% =0. (11.5)

ks +00
En notant E¥ = U — U* I'erreur 4 la k-iéme itération, on observe que

E¥ = TE, (11.6)
si bien que, par récurrence, on déduit immédiatement de (11.3) que

Ef = T'E®, (11.7)
ot E* = U — U est erreur initiale.
Proposition 11.2. On suppose que la matrice T est convergente. Alors, quel que
soit U° € RY, la suite (U/e)/@l définie par (11.3) converge.

Un critere important dans la sélection de la matrice P est donc de garantir que
la matrice 7 est convergente. On désigne par 0(7) le spectre de T, Cest-a-dire
I'ensemble des valeurs propres de 7, et par
7) = max |\ 11.8
p(7) Keﬁml I, (11.8)
le rayon spectral de T. On a les résultats suivants.

Proposition 11.3. Une matrice T € RYVY

p(T) < 1.

Proposition 11.4. On suppose que la matrice A est syméirique définie positive.
Alors, si la matrice P est telle que P + P — A est définie positive, la matrice T
est convergente.

est convergente si et seulement si

1. Ily a une collision de notations avec I'exposant utilisé pour la suite U*. Lexposant
k indique donc une puissance pour les matrices (en lettres calligraphiées) et I'indice
d’une suite pour les vecteurs (en lettres majuscules).
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Afin de quantifier la vitesse de convergence de la suite (U*);, on introduit
la notion de raux de convergence.

Définition 11.5. Soit || - || une norme sur RY (en général, on choisit la norme
euclidienne). On suppose qu’il existe un réel o € 10, 1[ tel que pour tout k > 1,

U - UY| < otl|u = U°. (11.9)

Le plus petit véel o € 0, 1[ satisfaisant la condition ci-dessus est appelé le taux de
convergence de la méthode itérative en norme || - ||.

Lintérét pratique de la notion de taux de convergence est le suivant. On se
fixe une tolérance, par exemple de la forme 107~ oli # est un entier positif, et
on souhaite arréter les itérations lorsque la norme de I'erreur initiale aura été
réduite du facteur 10. La relation (11.9) montre que ce critere de convergence
est satisfait lorsque

k> d

> “log@) (11.10)

Plus la quantité o est proche de 1, plus la convergence de la suite (U k)/gl
est lente; plus la quantité o est proche de 0, plus la convergence de la suite
(U #>1 estrapide. La relation (11.7) permet d’estimer le taux de convergence
d’une méthode de relaxation. On obtient en premicre approximation

o = p(7). (11.11)

En conclusion, une méthode de relaxation est utilisable si le rayon spectral de
T nlest pas « trop proche » de 1.

11.1.2 Exemples classiques

Les méthodes de relaxation présentées dans cette section sont basées sur la
décomposition
A=D-L-U, (11.12)

RN,N RN,N

RN

ol la matrice D € est diagonale, la matrice £ € est triangulaire
inférieure stricte (£; = 0si 7 < /) et la matrice U € est triangulaire
supérieure stricte (U = 0sii > j). Clairement, la relation (11.12) détermine
de maniére univoque les matrices D, £ et U a partir de la matrice A.
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La méthode de Jacobi consiste 2 prendre

Py =D, (11.13)
T =D ML+ U). (11.14)
La méthode de Jacobi est particuli¢rement simple & mettre en ceuvre puisque
la construction de la suite (U*) 4>1 ne demande que I'inversion d’une matrice

diagonale a chaque itération. En notant (Uf)lg i< les composantes de U’ k
la relation (11.3) s’écrit sous la forme

i—1 N
1
Uikﬂ _ E‘—ZAijUjk_ Z AijUjk . (11.15)
=

A,.
" j=i+l

La méthode de GaufS-Seidel consiste a prendre
Pgs =D - L, (11.16)
Tos = (D — L)~ 'U. (11.17)

Le colit par itération dans la méthode de Gaufl-Seidel reste relativement mo-
déré puisque la construction de la suite (U*); ne demande que inversion
d’une matrice triangulaire inférieure 2 chaque itération. La relation (11.3)
s'écrit sous la forme

i—1 N

1 _ 1 b+l k

U; =4 FZ_E AZJU] — E A,‘]'Uj . (11.18)
j=1 j=itl

On constate que, contrairement a la méthode de Jacobi, la méthode de Gaufi—
Seidel utilise les composantes de U s qui ont déja été évaluées. Par ailleurs,
les expressions (11.15) et (11.18) montrent que le cotit asymptotique par ité-
ration dans les méthodes de Jacobi et de Gaufl-Seidel est le méme. Il reste a
étudier la convergence de ces deux méthodes.

Proposition 11.6. On suppose que la matrice A est telle que A;; > 0 pour tour
ie{l,...,N}er Aj <O pourroutri,j € {1,...,N} eti # j. Alors, l'un des
quatre points suivants (mutuellement exclusifs) est vrai :

@) 0<p(Tgs) <p(Ty) <1;
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(i) 1 <p(Ty) < p(Zcs) 5
(i) p(Zgs) = p(7y) = 1;
(iv) p(Zgs) = p(Ty) = 0.

La proposition 11.6 montre que, pour la classe de matrices considérées dans
I'énoncé, les méthodes de Jacobi et de Gaufl-Seidel convergent ou divergent
ensemble et que si elles convergent, le taux de convergence de la méthode de
Gaufl-Seidel est meilleur. Par ailleurs, les points (iii) et (iv) ne se produisent
que dans des cas tres particuliers. Par exemple, le point (iii) ne peut se réaliser
que si la matrice A est singuliere; en effet, un vecteur X € RY est dans le
noyau de A si et seulement si X est vecteur propre de la matrice d’itération
avec la valeur propre 1.

Un deuxieme résultat de convergence, spécifique a la méthode de Gaufi-
Seidel, est le suivant.

Proposition 11.7. On suppose que la matrice A est symétrique définie positive.
Alors, la méthode de GaufS-Seidel converge.

On observera que le caractere symétrique défini positif de A ne suffit pas a
garantir la convergence de la méthode de Jacobi.
Une variante de la méthode de Gaufl-Seidel, qui, en général, donne lieu a
un meilleur taux de convergence, est la méthode SOR (de I'anglais, Successive
Over-Relaxation). La méthode SOR consiste a prendre

Psor = +D — L, (11.19)

w

Tior = (D — 0L) (1 — 0)D + old), (11.20)
oll ® est un parametre réel. Pour @ = 1, on retrouve la méthode de Gauf3—
Seidel. La relation (11.3) s’écrit sous la forme
© i—1 N
k1 _ rrk k+1 k
Uttt = U 4 F=Y AU =N AUF (11.21)
j=1 j=i
Cette relation montre que le colit asymptotique par itération de la méthode

SOR est le méme que celui de la méthode de Gauf3—Seidel. 11 reste a écudier
la convergence de la méthode SOR.
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Proposition 11.8. La matrice TsoR est convergente seulement si 0 < w < 2.
Réciproquement, si la matrice A est symétrique définie positive et si 0 < @ < 2,
la matrice Tsor est convergente.

Dans la pratique, on souhaite optimiser la valeur du parametre w afin d’obte-
nir le meilleur taux de convergence possible. La difficulté est que cette valeur
optimale ne peut étre déterminée explicitement que dans certains cas particu-
liers car elle dépend du spectre de la matrice A. Par exemple, si la matrice A
est tridiagonale, symétrique et définie positive, on montre que

p(Tas) = p(T))” < 1, (11.22)
et la valeur optimale du paramétre w est telle que

2

== (11.23)
1+ (1-p(Zcs))?

Wopt

Pour cette valeur optimale, on a
p(Tsor) = Wope — 1. (11.24)

Afin d’illustrer la sensibilité de la méthode SOR au choix du parametre w,
la figure 11.1 présente le nombre d’itérations effectuées par cette méthode
en fonction du parametre o afin de résoudre un systeme linéaire avec une
matrice tridiagonale d’ordre N' = 20. La matrice A est celle résultant de
la discrétisation par éléments finis de Lagrange P sur maillage uniforme du
Laplacien en une dimension d’espace. Le membre de droite F a toutes ses

Figure 11.1 — Nombre d'itérations effectuées par la méthode SOR en fonc-
tion du paramétre o.
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composantes nulles sauf la premiere et la derniere qui sont égales a 1. Le
critere de convergence est |U* — U Y|y < 1070 U*| v

11.2 Gradient conjugué et variantes

Lobjet de cette section est de présenter une méthode classique pour la ré-
solution itérative des grands systemes linéaires dans le cadre de la méthode
des éléments finis : la méthode du gradient conjugué. On introduit d’abord
les idées essentielles qui sous-tendent cette méthode & partir de 'étude d’une
classe de méthodes plus simples, 4 savoir les méthodes de type gradient. Puis,
on présente la méthode du gradient conjugué pour les systemes symétriques
définis positifs. On en décrit ensuite une généralisation, connue sous le nom
de méthode GMRes, qui est pertinente pour des systemes linéaires ol la seule
propriété de la matrice est le fait d’étre inversible. Enfin, on aborde la ques-
tion, trés importante, du préconditionnement de ces méthodes.

11.2.1 Les méthodes de type gradient
On considere la fonctionnelle
J:RY s Ve LAV, V)y — (F,V)y €R. (11.25)

On suppose que la matrice A est syméirique définie positive. La symétrie de A
implique que pour tout V, W € R" et pour tout # € R, on a

JV + W) = J(V) + AV — F, W)y + 1AW, W)y, (11.26)

Lexpression (11.26) est un développement de Taylor de / en V a l'ordre deux;
ce développement est exact car / est quadratique en V. De plus, on observe
que le gradient de / en V' est égal a 'opposé du résidu de V/, ce que I'on écrit
sous la forme

VJj(V)=AV — F = —R(V), (11.27)

et que la matrice hessienne de / en V' est égale a la matrice A. La matrice
A étant définie positive, la fonctionnelle / est convexe sur RY. Enfin, des
expressions (11.26) et (11.27) on déduit aisément le résultat suivant.

Proposition 11.9. Le vecteur U € RY est solution du systeme linéaire
AU = F si et seulement si V] (U) = 0, cest-a-dire si et seulement si U réalise
le minimum de la fonctionnelle | sur RY .
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La proposition 11.9 est a la base de la construction des méthodes itératives de
type gradient. En effet, le principe de ces méthodes est de chercher & minimi-
ser la fonctionnelle / sur R”. Une fagon simple de procéder consiste 2 choisir
un vecteur initial U° € RY, puis pour tout 4 > 0, A réaliser les opérations

suivantes :

o)

(i)

(iii)

calculer le gradient de la fonctionnelle / en U £
V/(UY = -k = AU* - F. (11.28)
sélectionner une direction de descente D¥ ; on prend
D' = —vj(U" = R". (11.29)

Ce choix est guidé par le fait que localement au voisinage de U*, DF est
la direction selon laquelle / décroit le plus rapidement.

choisir U**! sur la droite {Uk + Dt e R},
Uttt = Ut + 4D (11.30)

Dans la méthode du gradient i pas fixe, on se fixe a priori une valeur du
pas #¥ = #* qui nest pas modifiée au fil des itérations. Dans la méthode
du gradient i pas optimal, on effectue une recherche de minimum sur la
droite {U* + tD* ; + € R}. On a donc

JUF = igﬂgj(Uk + D). (11.31)

En posant {5, : R > ¢ — J(U* + D) € R, on obtent
1(1) = t(AD*, DY)y — (R*, D¥)y, si bien que
L0 q

r_ (R, DYy
= _— 11.32
" D, Dby (1132
En utilisant (11.29), il vient
p_ (RLRYy
d = R (11.33)

On observe que le rapport ci-dessus est bien défini tant que R* # 0; or,
R* = 0 implique que U* est la solution cherchée.
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On peut envisager plusieurs tests de convergence pour les itérations (i)—(iii).
Le plus couramment utilisé est basé sur la norme euclidienne du résidu R* : on
arréte les itérations lorsque ||R*||y < t ol . En général, la tolérance t 0l est
évaluée A partir d’une tolérance absolue, une tolérance relative et la norme eu-
clidienne du résidu initial selon lexpression t 0 =t 0l p, + t Ol ||R°| .

Lalgorithme 11.1 récapitule la mise en ceuvre de la méthode du gradient a pas
optimal. On observera que le cotit asymptotique par itération est dominé par
le produit matrice—vecteur Z k= ARF: ce cotit est de I'ordre de N2 opérations
si la matrice A est dense, mais il est proportionnel 2 N si la matrice A est
creuse ; voir la définition 10.14. La méthode du gradient a pas fixe a clairement
le méme cotit asymptotique par itération. Il reste a étudier la convergence de
ces deux méthodes.

Algorithme 11.1 Méthode du gradient & pas optimal

choisir U° € RV, poser RO =F— AU°
choisir une tolérance t ol
poser £ = 0
while |R*|y >t ol do
calculer le vecteur 2% = AR*
= (R, Ry /(2" Rhy
Uk+1 — Uk + t_kRk
R/e+1 — ka t/ez/e
b—Fk+1
end while

Proposition 11.10. O suppose que la matrice A est syméirique définie positive.
Alors,

(i) la méthode du gradient & pas optimal converge quel que soit U° € RY ;

(1) si le parametre t* est suffisamment petit, la méthode du gradient i pas fixe
converge quel que soit U 0 ¢ RV,

Dans la pratique, la méthode du gradient & pas optimal est bien plus efficace
que la méthode du gradient 2 pas fixe : les deux méthodes ont le méme cotit
asymptotique par itération et la premitre offre un meilleur taux de conver-
gence que la seconde.
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11.2.2 La méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué, introduite par Hestenes et Stiefel en 1952,
est une généralisation de la méthode du gradient A pas optimal présentée
dans la section précédente. Assortie d’un bon préconditionneur (voir la sec-
tion 11.2.4 ci-dessous), la méthode du gradient conjugué est une des mé-
thodes les plus efficaces pour la résolution itérative des systemes linéaires ob-
tenus dans le cadre de la méthode des éléments finis et dont la matrice as-
sociée est symérique définie positive. Lobjet de cette section est de présenter
le principe général de la méthode du gradient conjugué et ses propriétés re-
marquables en évitant de trop rentrer dans les détails techniques; on renvoie a
Saad [66, p. 193] ou & Golub et van Loan [47, p. 525] pour des compléments.
Soit U° € R ; on pose R® = F — AU". Pour un entier # > 1, on introduit
Lespace de Krylov

K, = vect{ R, AR®, ... A*"1R°}. (11.34)

Par récurrence, il est clair que la suite (U k)/@o générée par la méthode du
gradient & pas optimal (voir I'algorithme 11.1 ci-dessus) est telle que

Ut e U° + K, (11.35)
Il est également clair que
K, = vect{R’,... R*'}. (11.36)

De plus, par construction, le vecteur U* fourni par la méthode du gradient
a pas optimal jouit d’une propriété d’optimalité unidimensionnelle dans
U’ + K, puisquil réalise le minimum de la fonctionnelle J sur la droite
{U/?_1 + Dt e R} (qui est incluse dans U° + K,). On souhaiterait
modifier Palgorithme afin que U* satisfasse une propriété d’optimalité sur
tout le sous-espace affine U’ + K.

Définition 11.11. Soit un entier k > 0. Une famille de vecteurs {P°, . .. P*}
est dite A-conjuguée si pour tout m,n € {0, ..., k} avecm # n, ona

(AP", P")y = 0. (11.37)
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Le principe de la méthode du gradient conjugué consiste 2 construire trois
suites de vecteurs, (Uk)k>0, (Rk)/@o et (P/e)/e>0, telles que U° € RY,
PP=R=F—AU° et pour tout # > 1,

(i) R estle résidu de U*;

(ii) K, = vect{R’, ... ,Rk_l} = vect{P’,... 7])/@—1};
(iii) la famille {R°, ..., Rk_l} forme une base orthogonale de Ky, ;
(iv) la famille {P°, ..., P*~'} est A-conjuguée;

La construction de ces suites est basée sur une forme astucieuse du procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Elle repose sur les récurrences sui-
vantes :

U = UF + S P (11.38)
R = RE AP, (11.39)
P = RETT 4 kPR (11.40)

ot s* et #* sont des réels donnés par les formules

£ (R*, R")y £ (R, APY)

= 7(.,41”,]’/")1\/ et t = _7(AP/",P/?)N . (11.41)

K

Les relations (11.38) et (11.39) impliquent clairement que R* est le résidu de
U*. De plus, on constate que

(R Ry = (R Ry — H(APH Ry
= (R Ry — F(APF, PF — A 1 Py (11.42)
= (RY RYy — (AP, Py =0,

car la famille {P°, ..., P*~'} est A-conjuguée. Ce calcul justifie le choix de

s* comme celui permettant d’orthogonaliser R**! et R*. De méme,

(P APY N = (RY APYy + #(PF, APYN = 0, (11.43)

ce qui justifie le choix de #* comme celui assurant la .A-conjugaison de P**!
et de P¥. La propriété remarquable est que les récurrences d’ordre 1 induites
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par les formules (11.39) et (11.40) permettent d’assurer que le nouveau ré-
sidu R¥*! est orthogonal & zous les vecteurs {R’, ... , R*} et que le nouveau
vecteur P**1 est A-conjugué A rous les vecteurs {P°, ... P*}. La preuve, de
nature technique, est omise; on retiendra simplement le fait qu'elle repose
fondamentalement sur la symétrie de la matrice A.

La construction des suites (Uk)/@o, (R/e)@() et (Pk)/go selon les récur-
rences (11.38)—(11.40) est possible tant que (AP/e,Pk)N # 0. Or, ceci ne
peut se produire que si U* est la solution du syseme linéaire AU = F,
Cest-a-dire si R = 0. En effet, (AP/e7 PHy =0 implique P* = 05sibien qua
I'itération précédente, on a obtenu 0 = RF + #=1pF1 Comme PF! € K,
et que RF est orthogonal 4 cet espace, on en déduit R* = 0. En conclusion,
tant que RF # 0, les récurrences (11.38)—(11.40) sont bien définies.

Une autre propriété remarquable de la méthode du gradient conjugué est la
suivante.

Proposition 11.12. Le vecteur U* réalise le minimum de la fonctionnelle | sur
le sous-espace affine U° + K.

En effet, on déduit de (11.38) que
k—1
Ut=0"+ >4 (11.44)
[=0

Or, un vecteur V' € RY qui s'écrit sous la forme V = U° + Zf;()l ~'P!
réalise le minimum de / sur le sous-espace affine U° + K, si et seulement si
pour tout / € {0,...,k—1},

(V/(V), Py = 0. (11.45)

Un calcul direct montre que V/(V) = R + Zf:_ol yl AP et en utilisant
le fait que la famille {P°, ..., P*~'} est A-conjuguée, on en déduit
(RO7 PI)N

'\/[:m, le{O,...,k—l}. (1146)
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Il est clair que pour tout / € {0, ...,k — 1},
(R, Py = (R + XL smapm, Py
=R, Py =R, R+ /'R Py = (R R
(11.47)

Par conséquent, y; = s5; pour tout / € {0,...,k — 1}, ce qui complete la
preuve de la proposition 11.12.

Algorithme 11.2 Méthode du gradient conjugué

choisir U° € RY, poser R = F — AU et P° = R°

choisir une tolérance t ol

poser k£ = 0

while || R*||y >t ol do
calculer le vecteur Z* = AP*
& = (R, RY /(24 Py
UkJrl — Uk + A_/ep/e
Rk+l — Rk—.kak
t/e — (R/eJrl,R/eJrl)N/(Rk,Rk)N
Pk+l — Rk+l + t/epk
be—Fk+1

end while

Lalgorithme 11.2 décrit la mise en ceuvre de la méthode du gradient conju-

* et t* ont été rééerits de maniere équivalente a (11.41).

gué. Les coefficients s
Le colit asymptotique par itération est dominé par le produit matrice—vecteur
Z*% = AP*. Lorsque la matrice A est creuse, celui-ci est proportionnel 3 N. A
ce colit sajoutent celui des deux produits scalaires pour calculer le coefficient
s et celui des trois mises & jour vectorielles dans (11.38)—(11.40). Tous ces

colits sont proportionnels a V.

Il reste a étudier la convergence de la méthode du gradient conjugué. La pro-
position 11.12 implique que la méthode du gradient conjugué converge en,
au plus, IV itérations; en effet, si la convergence ne s'est pas produite pour
k < N, on constate que pour # = N, ona U’ + K; = R" si bien que U
est la solution cherchée d’apres la proposition 11.9. Dans ces conditions, la
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méthode du gradient conjugué peut étre vue comme une méthode d’inversion
directe plutdt que comme une méthode itérative. Toutefois, dans la pratique,
la méthode du gradient conjugué est employée comme méthode itérative car
le nombre d’itérations nécessaires afin d’obtenir une précision suffisante est
souvent bien inférieur & N.

Le résultat suivant permet d’estimer le taux de convergence de la méthode
du gradient conjugué en fonction du conditionnement de la matrice A. Pour

1
X € RY, on considere la norme [|X|| 4 = (AX,X)%. On rappelle que k(A)
désigne le nombre de conditionnement de la matrice A ; voir la section 10.1.

Proposition 11.13. Pour toutk > 1, on a

1 k
U - UHa<2 % U= U°]a. (11.48)

La proposition 11.13 montre que le taux de convergence de la méthode du
gradient conjugué se détériore lorsque k(A) > 1, cest-a-dire lorsque la ma-
trice A est mal conditionnée. Dans ce cas, il convient de modifier la méthode
du gradient conjugué a I'aide d’un préconditionneur; voir la section 11.2.4
pour plus de détails.

11.2.3 La méthode GMRes

On souhaite généraliser la méthode du gradient conjugué a la résolution ité-
rative de systemes linéaires dont la matrice nest plus symétrique. Or, en I'ab-
sence de propriété de symétrie, on peut montrer que de telles généralisations
ne peuvent préserver qu'une seule des deux propriétés remarquables de la mé-
thode du gradient conjugué :

(i) soit le fait que la A-ieme itérée U* jouit d’une propriété d’optimalité sur
un sous-espace affine de dimension £ (voir la proposition 11.12) ;

(ii) soit le fait que la méthode nemploie que des récurrences d’ordre 1 si
bien que le colit par itération n'augmente pas au fil des itérations.

La méthode GMRes, qui est présentée dans cette section, préserve la pro-
priété (i). La méthode Bi-CGStab, qui est présentée dans la section 11.4,
préserve la propriéeé (ii). Ces deux méthodes sont souvent employées pour
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la résolution itérative de systemes linéaires non-symétriques dans le cadre de
la méthode des éléments finis.

La méthode GMRes (de I'anglais, Generalized Minimal Residual Method) a
été introduite par Saad et Schultz en 1986 [67]. Soit U° € RY; on pose
R’ = F — AU et on considére 2 nouveau espace de Krylov K, défini
en (11.34). Le principe de la méthode GMRes consiste a construire la £-ieme
itérée U* de sorte que celle-ci minimise la norme euclidienne du résidu R
sur le sous-espace affine U + K.

Afin d’écrire les conditions d’optimalité permettant de déterminer U¥, on
considere une base judicieusement choisie de K. La base en question,
(V.. V*) est eelle que :

(i) la famille {V', ..., V*} est orthonormée;
(i) R =BV" avec B = [|R||ns
(iii) pour tout / < k, AV! € vect{V!,... VI*1},

La construction de cette base se fait selon une variante du procédé d’ortho-
gonalisation de Gram—Schmidt connue sous le nom d’algorithme d’Arnoldi;
voir I'algorithme 11.3. Léventualité ot 4j+1; = 0 se produit lorsque K; est
invariant par multiplication par A. Dans ce cas, on montre que la solution du
systeme linéaire AU = F est dans U° + K;.

Algorithme 11.3 Algorithme d’Arnoldi

poser B = [[Ry et V! = R/
poser j = 1
while j < % do
hij = (AVZ, V' )y pouri€ {1,....j}
P = AV
hier = V7 |y
si })j+1,]‘ =0 stop
Vit = ’Vjﬂ//]ﬁhj
]<—] + 1
end while
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Lalgorithme d’Arnoldi génere (¢ + 1) vecteurs {V' ..., V¥™1} tels que

la famille {V', ..., v* } satisfait les trois propriétés (i)—(iii) ci-dessus. On
note V¥ € RY* la matrice dont les colonnes sont les vecteurs { V!, ..., V*}
et on utilise une notation analogue pour V! € RMA*! Les vec-
teurs {Vl,...,VkH} ¢tant orthonormés, on a (VTHIVFL = T,
ol Ty4; désigne la matrice identit¢ dans R¥*1#71 On introduit éga-
lement la matrice H* € R*"1* de terme générique Hzl;- = hi; pour
Je{l,.. . kyetie{l,...j+ 1} et Hs = Opourj € {l,....k—1}et
i€{j+2,...,k+ 1};la matrice H* est rectangulaire et telle que
k k
Hll ... ... Hlk
k k :
Hy Ha
=1, -~ .. | (11.49)
k
: : 7Z/e/e
0 . 0 Hiy

Une matrice avec une telle structure est appelée une matrice de Hessenberg.
Enfin, d’apres I'algorithme 11.3, on a

AVE = P, (11.50)

Un vecteur U* € U° + K, peut s'écrire sous la forme U* = U° + Ef=1 vv!
avec ¥; € R pour tout / € {1,...,4}. En posant ¥ = (¥))1</<k € R*, on
adonc U* = U + V*Y. Par ailleurs, en utilisant le fait que R = BVl et
WYV = 7, il vient

IRl = I8 = AV |l = 1BV = VR Yy = [Ber = HY e,

(11.51)
ol e est le premier vecteur de la base canonique de . Chercher le vec-
teur U* minimisant la norme euclidienne du résidu sur le sous-espace af-
fine U° + K, équivaut donc 2 chercher ¥* € R* réalisant le minimum
de ||Ber — H*Y||ges sur R 11 sagit d’'un probléeme d’optimisation stan-
dard. La matrice H* étant de rang maximal, la solution ¥* est unique. Par
ailleurs, celle-ci peut étre évaluée en effectuant une factorisation QR de la
matrice H* : il existe une matrice unitaire Q% € R¥T 1411 telle que la matrice

Rk+l
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RF = OFH* € R¥ 1% admer la structure bloc suivante :

k
RFE=(_U_|, (11.52)

ot la matrice U* € R¥* est triangulaire supérieure et inversible. La construc-
tion pratique des matrices QF et R* est détaillée ci-dessous. Par conséquent,
on obtient

IBer — H Y |[gen = | Q5 (Ber — HEY)|[pens = ||GF — R¥Y||gess, (11.53)

ot G* = Bqu € R, Le vecteur Y* € R* réalisant le minimum de
IBer — H*Y||ge+1 sur R¥ sobtient donc en inversant le systéme triangulaire
supérieur
v i
utl s l=1:1. (11.54)
* k
v Gy

La k-iéme itérée de la méthode GMRes s’écrit sous la forme

k
Uvt=0"+> v, (11.55)
=1

et le résidu correspondant est
IR Iy = 1GE- (11.56)

Une propriété agréable de la méthode GMRes est qu'il nest pas nécessaire de
reconstruire le vecteur U* afin d’évaluer son résidu. Cette idée est reprise dans
lalgorithme 11.4.

Afin de construire les matrices QF et R* au fil des itérations de I'al-
gorithme 11.4, on procéde de la manitre suivante. La matrice Q% est
décomposée en un produit de matrices de rotation élémentaires (dites
matrices de Givens) sous la forme ofF = Hle F!. Les matrices de Givens
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Algorithme 11.4 Méthode GMRes

choisir U° € R" et une tolérance t ol
poser k=0, R = F — AU B = ||R||yec V' = R°/B
while |R*|y >t ol do

k—Fk+1

hiw = (AVE Viy pouri € {1,...,k}

i}/e-%—l — AV/e o Zf:l }]i,kvi

P = |V |y

VT = §k+1/bk+17k

¢valuer les matrices H*, OF et R*

évaluer le vecteur G* = QF Ber

poser || Ry = |G|
end while
résoudre le systtme triangulaire supérieur (11.54)
poser U = U° + Sk vrv!

ont la structure suivante :

Il 0 0
F=| o 9 T io |, le{l,... k},
LS
o 0 Ty

oll, pour un entier 7 > 1, Z,, désigne la matrice identité dans R (lorsque
m = 0, la matrice est omise de la structure bloc de F* ). Les coefficients ¢,
et 5; sont calculés au fil des itérations. En désignant par /75;) les coefficients

!
génériques de la matrice (Hf/:l FIYH, ona

g=— o« g= B (11.57)
(Otl +|31)2 (0‘/ +B/)2

(I—1)

141,00

Contrairement a la méthode du gradient conjugué, la méthode GMRes né-

cessite la connaissance de tous les vecteurs { V!, ..., V*} constituant la base

avec oy = /J%*l) etB, =4
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d’Arnoldi de l'espace de Krylov K afin de construire le nouveau vecteur
V**1 Pour cette raison, le cofit par itération croit linéairement au fil des ité-
rations ; il en va de méme de la place mémoire nécessaire pour stocker la base
d’Arnoldi. Dans la pratique, on utilise souvent une variante de la méthode
GMRes avec réinitialisation. On se fixe a priori une dimension maximale 7
pour I'espace de Krylov. Si la convergence n’a pas été obtenue au bout de 7
itérations, on évalue l'itérée courante U” et on réinitialise I'algorithme en pre-
nant U° = U”. Cette variante de la méthode de GMRes est connue sous le
nom de GMRes(7).

Il reste & étudier la convergence des méthodes GMRes et GMRes (7). Les prin-
cipaux résultats sont rappelés ci-dessous ; voir, par exemple, Saad [66, p. 195]
pour la preuve et des compléments.

Proposition 11.14. On suppose que la matrice A € RN et inversible.
Alors,

() lalgorithme 11.4 converge en au plus N itérations quel que soir U 0 e RY;

(ii) si la matrice A est définie positive, l'algorithme GMRes(n) converge pour
tour n > 1 quel que soir U e RV,

Afin de quantifier le taux de convergence de la méthode GMRes, on suppose
que la matrice A est diagonalisable dans C sous la forme A = ITAII™

A est une matrice diagonale. On note E(c, d, a) lellipse du plan complexe de
centre ¢ € R, de distance focale & et de demi-grand axe @ (les parametres 2
et d sont soit réels soit imaginaires purs). On suppose que toutes les valeurs
propres de A sont contenues dans lellipse £(c, d, a) et que 0 & E(c, d, a).

Proposition 11.15. Dans le cadre des hypothésex ci-dessus, on a pour tout k > 1

—
=
—

1R < k(D) ||R°||N, (11.58)

it Ep(2) = E@)F + () F eré(z) = 2 + (z2 — 1),

Lorsque la matrice A est mal conditionnée, on obtient I'estimation

k

2

||R/eHN <c (1 — —(A)l) 1R |- (11.59)
K 2
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Le taux de convergence a donc un comportement analogue a celui observé
pour la méthode du gradient conjugué.

11.2.4 Préconditionnement

Lobjectif d’un préconditionneur est d’améliorer le taux de convergence du
solveur itératif lorsque la matrice associée au systeme linéaire est mal condi-
tionnée. Le principe general consiste a remplacer le systeme linéaire AU = F
par un nouveau systtme, AU = F, dont la matrice A est mieux conditionnée
que A.

On considére deux matrices P, € RN et Py € RYVY telles que les sys-
temes linéaires PeX = Y et PyX’ = Y’ sont relativement simples 2 inverser.
Par exemple, les matrices Py et Py peuvent étre diagonales ou triangulaires
inférieure ou supérieure. On considere le nouveau systéme linéaire

(Pg "APY) (PaU) = P, 'F. (11.60)
_,_/\/—’ H/—’
¥y o F

La matrice Py est appelée le préconditionneur i gauche et la matrice Py est ap-
pelée le préconditionneur i droite. Des cas particuliers de (11.60) sont celui olt
le systéme linéaire est uniquement préconditionné a gauche (Py = Zy) et ce-
lui ot le systeme linéaire est uniquement préconditionné i droite (Py = Zy).
Afin de mettre en ceuvre une version préconditionnée de la méthode du gra-
dient conjugué, on doit préserver la symétrie du systeme linéaire. On choi-
sit donc Py = PgT et on pose P = PngT. La version préconditionnée de
la méthode du gradient conjugué est présentée dans l'algorithme 11.5. On
observera que seule la matrice P intervient dans cet algorithme. En posant
Ut = PgT U*, P = PgTPk et R = Pgle, on vérifie que (~]k, P* et R* sont
les itérées générées par la méthode du gradient conjugué appliquée au systeme
linéaire (11.60). Par suite, le taux de convergence de 'algorithme 11.5 dépend
du nombre de conditionnement de la nouvelle matrice A.

Choisir un préconditionneur reléve d’'un compromis entre le colit par itéra-
tion et le taux de convergence. Dans la méthode préconditionnée, le cofit
par itération dépend de la simplicité avec laquelle on peut inverser la matrice
P alors que le taux de convergence dépend du nombre de conditionnement
de la nouvelle matrice A. Si on choisit un préconditionneur relativement
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Algorithme 11.5 Méthode du gradient conjugué préconditionnée

choisir U° € RY, poser R=F— AU et P’ = PR
choisir une tolérance t ol
poser &£ = 0
while ||R¥|;y >t ol do
calculer le vecteur Z* = AP*
&= (PTIRY, Ry /(28 Phy
Uk+1 — Uk + J_kp/e
Rk+l — Rk —yka
t/e — (fpfleﬁ-l’Rkﬁ-l)N/(zpfle,R/e)N
PH = plphtl 4 kph
k—Fk+1
end while

simple (par exemple, la matrice diagonale de terme générique P; = 3;Aj;,
i,j € {1,...,N}), le colit par itération reste modéré mais, en général, le taux
de convergence n'est guére amélioré. Deux exemples de préconditionneurs
pour la méthode du gradient conjugué sont les suivants :

(i) Gaufl-Seidel symétrique (SGS). On considére la décomposi-

tion (11.12). La matrice A étant symétrique, on a
A=D-L-r" (11.61)

Le préconditionneur SGS est défini comme suit :
Psgs = (D — LD (D - L) (11.62)

Lemploi de ce préconditionneur nécessite la résolution d’un systeme
triangulaire inférieur et d’un systeme triangulaire supérieur a chaque ité-
ration.

(ii) Factorisation LDL” incompléte. Le principe de ce précondition-
neur est de former la factorisation LDL” de la matrice A (voir la
section 10.2.3) mais de ne stocker les coefficients de 7™ que s'ils
sont inclus dans la structure creuse de A. En d’autres termes, on ne
stocke pas 7;}"f si Ajj = 0. Lavantage de ce préconditionneur est qu’il
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content plus d’informations sur la matrice A que le préconditionneur
SGS si bien qu'en pratique la matrice A est souvent relativement bien
conditionnée. Le préconditionneur LDL est néanmoins plus cher, tant
sur le plan du cofit des calculs que de la place mémoire nécessaire pour
le stocker.

La méthode GMRes ne nécessitant pas de propriété de symétrie, elle peut étre
Y

préconditionnée & gauche ou a droite uniquement. Un préconditionnement &

gauche conduit a considérer 'espace de Krylov préconditionné

KI = vect{R’, (P AR’,..., (P AR} (11.63)

La méthode GMRes préconditionnée i gauche se déduit de I'algorithme 11.4 en
remplagant A par P~ A et F par P~ F. Deux exemples de précondition-
neurs pour la méthode GMRes sont le préconditionneur SGS décrit ci-dessus
et la facrorisation ILU (de 'anglais, Incomplete LU Factorization). Le principe
de la factorisation LU incomplete est de former la décomposition LU de la
matrice A sous la forme (10.47) mais de ne conserver que les coefficients ’Z;ji-"f
et ’Z;;up pour lesquels A; # 0. On peut également modifier le précondition-

neur ILU en compensant la perte des coefficients de 7™ et 7°"P qui n'ont
pas été stockés. Le préconditionneur correspondant porte le nom de précon-
ditionneur MILU (de 'anglais, Modified ILU). Pour approfondir I'étude des
techniques de préconditionnement, on pourra consulter Saad [66, p. 280].

11.3 Méthodes multi-échelles

Cette section contient une introduction aux méthodes multi-échelles pour
la résolution itérative des systemes linéaires. Lexemple prototype de ces mé-
thodes est fourni par les méthodes multi-grilles. On présente d’abord quelques
éléments relatifs a I'analyse en fréquence des méthodes de relaxation en une
dimension d’espace. Puis, on étudie le principe général des méthodes multi-
échelles et on décrit exemple classique du V-cycle. Pour une introduction
détaillée aux fondements spectraux des méthodes multi-grilles, on pourra se
référer A Briggs [23]. Pour approfondir I'étude des méthodes multi-grilles et
multi-échelles, on pourra consulter, entre autres, Brandt [19], Hackbusch

[51], Knabner et Angermann [55] ou McCormick [57].
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11.3.1 Analyse en fréquence des méthodes de relaxation

Pour simplifier, on se place dans cette section en une dimension d’espace et on
considere 'approximation par éléments finis de Lagrange P; du probleme de
Dirichlet homogene (1.15) avec o = 1 ; voir la section 1.3. On rappelle que
cette approximation par éléments finis conduit 2 la résolution d’un systeme
linéaire de la forme AU = F ol la matrice A est d’ordre N (N = N, ol
Ny, désigne le nombre de sommets intérieurs du maillage) et tridiagonale :

A= /1] tridiag(—1,2, —1), (11.64)

ol 4 est le pas du maillage supposé uniforme. La matrice A est symétrique
définie positive. On vérifie que ses valeurs propres s'expriment sous la forme

o = Lsin? (PTPY e 1. N), (11.65)
h 2
et sont associées aux vecteurs propres {51, . .., Sy} de composantes
Smn = sin(mnh), mn€{l,...,N}. (11.66)
A chaque vecteur propre Sy, m € {1,..., N}, on associe la fonction propre
Sm € Pcl,h,o définie par
N
5w =D S, me{l,...,N}, (11.67)
n=1
ot {@1,...,¢@n} sont les fonctions de forme dans I'espace d’approximation

Pcl, »,0- La fonction propre s, est affine par morceaux et ses valeurs aux som-
mets du maillage coincident avec les composantes correspondantes du vecteur
propre S,.. La figure 11.2 présente les fonctions propres s1, s4, 516 €t s128 pour
N = 256. On observera que la fonction propre s, est de plus en plus oscil-
lante & mesure que  croit. Par ailleurs, on notera que, par construction, la

famille {s1, ..., sy} forme une base de Pcl,h,o etla famille {1, ..., Sy} forme
une base de R”Y. On pose

ZBF = VCCt{Sm}lgmgg s (1 1.68)
ZHE = VCCt{Sm}g<m<N, (11.69)
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Figure 11.2 - Fonctions propres s, pour m € {1,4,16, 128} et N = 256.

si bien que RY = Zsr & Zur. (11.70)

Le sous-espace Zpp est appelé espace des modes basse-fréquence et le sous-
espace Zyr est appelé espace des modes haute-fréquence. Pour un vecteur
X € RY, on note X = Xgr + Xur la décomposition de X induite
par (11.70).

On considére une méthode de relaxation pour la résolution itérative du sys-
teme linéaire AU = F ; voir la section 11.1. On note 7 la matrice d’itération
définie en (11.4). Etant donné un vecteur initial U° € RY, on désigne par
(U*)41 lasuite de vecteurs générée par la méthode de relaxation. On rappelle
quen notant £° = U — U° Perreur initiale et £ = U — U* Perreur 4 la
k-iéme itération, on a ¥ = T*E®. On décompose I'erreur initiale en ses com-
posantes basse-fréquence et haute-fréquence sous la forme EY = E%: + EYp.
On déduit que pour tout £ > 1,

EF = T*EY: + THEY:. (11.71)

Définition 11.16. On dit que la matrice d'itération T € RYN st un
lisseur pour la matrice A sil existe un réel o € 10,1[ rel que pour tout
X = (Xgr, Xur) € RY, on a pour tout k > 0,

|T*Xuir || v < co®|| T* Xae ||, (11.72)

la constante ¢ pouvant dépendre de X mais pas de k.
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os| 4

Figure 11.3 - Evolution des composantes haute-fréquence et basse-
fréquence de I'erreur dans une méthode de relaxation dont la matrice d'ité-
ration 7 est un lisseur pour la matrice .A. A gauche : erreur initiale; au
milieu : erreur aprés une itération; a droite : erreur apreés deux itérations. La
composante haute-fréquence de I'erreur est amortie trés rapidement alors
que la composante basse-fréquence décroit plus lentement.

La signification de la définition 11.16 est claire & la lumitre de la for-
mule (11.71) : les composantes haute-fréquence de l'erreur initiale sont
amorties plus rapidement que les composantes basse-fréquence. La fi-
gure 11.3 illustre ce phénomene. Lerreur initiale est prise égale 2 S, + %516
avec N = 128. Les erreurs E' et E? ont été évaluées en supposant que
TSZ = 0.852 et 7816 = 0'25516-

Une classe particuliere de matrices d’itération 7 satisfaisant la défini-
tion 11.16 est celle ot les matrices 7 et A ont les mémes vecteurs propres et
ol en notant N, (7) la m-i¢me valeur propre de 7 telle que 7S, = Nu(T)Sn,

ona
inf  [NA(T)| > sup  |[Nu(T)]. (11.73)

N
ISm< 5 Y em<N

Dans ces conditions, en décomposant I'erreur initiale dans la base de vecteurs
propres {S1, ..., Syu} selon

E' =" muSm, (11.74)
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on obtient pour tout # > 1,

N
BN =3 k(1) S, (11.75)

ce qui, compte tenu de (11.73), montre que les composantes haute-
fréquence de l'erreur sont amorties plus rapidement que les composantes
basse-fréquence. De plus, lorsque V est grand, on a en général

sup A7) ~ 1, (11.76)

1<mg§

si bien que les composantes basse-fréquence de I'erreur décroissent tres lente-
ment.

Pour conclure cette section, on présente deux exemples de méthodes de relaxa-
tion dont la matrice d’itération 7 est un lisseur pour la matrice tridiagonale
A définie en (11.64). Dans la premiére méthode, les matrices A et 7 ont les
mémes vecteurs propres, mais ce n'est pas le cas dans la deuxi¢éme méthode.

(i) La méthode de Richardson. Etant donné un parametre réel © € ]0, 1[
et un vecteur initial U° € RY, la méthode de Richardson consiste &
générer la suite (U /e)/@l selon

UMt = UF + oh(F — AUY). (11.77)
Soit la matrice d’itération
TRich = IN — GhA (1 178)

1l est clair que les matrices Ty, et A ont les mémes vecteurs propres et
que les valeurs propres de Tg;qp, sont telles que

Mon(Tricn) = 1 — 40 sin” (’”T“/“) ; me{l,...,N}. (11.79)

On vérifie facilement que pour 6 = 1, la propriété (11.73) est satisfaite.

On a en fait la propriété plus forte suivante :

1> N (TRich) > .. > Av(Trin) > 0, (11.80)
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avec N1 (Zrich) =~ 1 et Ay (ZRich) = 0 lorsque NV est grand. On observera
que pour 6 = 1, on obtient la méthode de Jacobi mais que la matrice
d’itération associée n’est pas un lisseur pour la matrice A.

(i) La méthode de Gaufl—Seidel. La matrice d’itération associée a la mé-
thode de Gaufi—Seidel s'écrit sous la forme 7gs = (D — £)~'U ot les
matrices D, £ et U sont associées, respectivement, a la partie diagonale,
triangulaire inférieure et triangulaire supérieure de la matrice A ; voir la
formule (11.12). On vérifie que les valeurs propres de la matrice 7
sont telles que

Mn(Tss) = cos®(mmh), me{l,...,N}, (11.81)
et que les vecteurs propres associés {S{7 S ,SZIV} ont pour composantes
Sin,n = [cos(mmh)]” sin(mnh), myn€{l,...,N}. (11.82)

On peut montrer quil existe des réels {o1,...,0n5} tels que
1 >0 > ... >0y > 0ettels que pour m € {1,...,N}, on
a pour tout £ > 1,

| TsSulln < enchy. (11.83)

La matrice d’itération 7Gg est donc un lisseur pour la matrice A.

11.3.2 Principe des méthodes multi-échelles

Cette section présente le principe des méthodes multi-échelles. On commence
par présenter ces méthodes dans un cadre simplifié ot n'interviennent que
deux échelles. Plus précisément, le point de départ est constitué d’un pro-
bleme a 'échelle fine

AU = A, (11.84)

oli A est une matrice d’ordre NV; et F; est un vecteur de R . On suppose que
la matrice A; est symétrique définie positive. Le probleme (11.84) correspond
au systeme linéaire AU = F que l'on obtient dans le cadre de la méthode
des éléments finis. Lespace R™' représente I'espace des échelles fines. Erant
donné une approximation Uy € R™ de la solution exacte de (11.84), on
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note £y = U, — Uf" lerreur correspondante. Le principe des méthodes multi-
échelles présentées ci-dessous consiste a formuler un probleme 4 une échelle
plus grossiere dont la solution peut étre utilisée afin de réduire l'erreur ).

On considére un entier N, < Nj et deux matrices
O, eR™M o I, e RV, (11.85)

Lespace R™ représente I'espace des échelles grossiéres. La matrice ITj_., per-
met de passer des échelles fines aux échelles grossieres ; I'opérateur linéaire as-
socié est généralement appelé opérateur de restriction. La matrice II, .1 permet
de passer des échelles grossieres aux échelles fines ; I'opérateur linéaire associé
est généralement appelé opérateur de prolongement. On suppose que la matrice
I, est de rang maximal, ¢'est-2-dire que tout vecteur de R est la restric-
tion d’au moins un vecteur de R . On suppose aussi que la matrice IT,—,; est
injective, Cest-a-dire que si X et Y5 sont des vecteurs de R™ distincts, leurs
prolongements I1, 1 X5 et I1,_.; ¥, dans R™ sont distincts.

On définit la matrice A, d’ordre IV, par
Ay =TI AT (11.86)
Par la suite, on suppose qu'il existe une constante vy telle que
I, =~I1_,,. (11.87)

Cette propriété implique que RM = Ker(IT; ;) @ Im(I1,—). La matrice
A\ étant symétrique définie positive, on en déduit

RM = Ker(Il}—2.4;) @ Im(I15_.1). (11.88)

On observera que cette décomposition est orthogonale par rapport au
produit scalaire (-,-) 4, induit par la matrice A;, Cest-a-dire tel que pour
tout X1, ¥, € RM, (X, a4, = (AiX, Y)n, ot (-, -)y, désigne le pro-
duit scalaire euclidien dans RM. En effet, pour Xi € Ker(Il;,A4,) et
Y € Im(Il,—,1), il existe ¥ € R™ tel que Y1 = I, Y si bien que

X1, )4, = X, 1L Y2) 4, = (AiX, T V),

(11.89)
%(H1—>2A1XI7 Yz)Nz =0.

Lalgorithme 11.6 présente la méthode de correction d’erreur a deux échelles.
Méme si cet algorithme n'est pas applicable directement car on ne connait pas
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Algorithme 11.6 Correction d’erreur 2 deux échelles

Initialisation : erreur £; € RV a I'échelle fine
======former le résidu a I'échelle grossitre
Rz = Hlﬂle avec R1 = .A1E1
======¢valuer l'erreur 2 I'échelle grossiere
résoudre le systeme linéaire A2E, = R,

======correction d’erreur 2 I'échelle fine
E — E -1, E

Perreur £i, celui-ci constitue le noyau des méthodes multi-échelles présen-
tées dans cette section. On constate que I'algorithme 11.6 revient 2 effectuer
Popération £y «— TcpE) avec la matrice 7p dordre V) telle que

—1
Top = Iy, — I Ay T AL (11.90)
Cette matrice a deux propriétés remarquables, a savoir

VX1 € Ker(Ili 2. A1), ZoeXi = X, (11.91)
VY1 € Im(I1,-), TeeVh = 0. (11.92)

N .

En d’autres termes, l'algorithme 11.6 consiste & projeter lerreur Ej sur
Ker(IT, ,A;) parallélement & Im(I1,—.1) selon la décomposition (11.88). La
propriété (11.91) est de vérification immédiate. Quant a la propriéeé (11.92),
pour Y1 € Im(ILL 1), ona ¥y =, Yo avec V5 € R™ si bien que

Te Vi = Vi — T A7 T A T Vs

. (11.93)
YI_H2—>1A2 AZYZ = Yl—Yl =0.

Dans le cadre de I'approximation par éléments finis, une fagon naturelle de
mettre en place une formulation 4 deux échelles consiste a introduire un es-
pace d’approximation basé sur un maillage dont les mailles sont deux fois plus
grandes que celles du maillage considéré initialement. En dimension 1, on a
donc NV, ~ 1N et, plus généralement, en dimension 4, on a IV, ~ 274Ny
Lorsque la formulation multi-échelles est obtenue a partir d’une hiérarchie de
maillages, on parle de méthode multi-grilles.
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Afin d’illustrer les notions introduites ci-dessus, on revient a I'exemple de 'ap-
proximation par éléments finis de Lagrange 1 du probléeme de Dirichlet ho-
mogene considéré dans la section 11.3.1. On suppose que I'entier IV est im-
pair, on pose Ny = N et N, = %(N — 1) et on introduit [opérateur de
restriction dont la matrice est

1 2
1 2
II,_, = 7 > 1| (11.94)
ainsi que [opérateur de prolongement dont la matrice est
1
2
1 1
T 1
Loy =20, = 2 ) (11.95)
2
1 1
2
1

On vérifie que la matrice ITj—, est de rang maximal et que la matrice
IT,—.1 est injective. La restriction d’un vecteur X; € RM est le vecteur
X, = [1,0X; € RM de composantes

X0, = (X pic1 + 2X10 + X piv1), ie{l,....,\2}.  (11.96)

Le prolongement d’un vecteur X, € RM est le vecteur X; = [, X, € RV
de composantes Xj; = 5,4 si i est pair et Xi,; = %(Xz,% + Xz,%) si i
est impair. La figure 11.4 illustre 'action des opérateurs de restriction et de
prolongement. On observera qu'en désignant par {@2,1,..., @25, } les fonc-
tions de forme dans Pcl,zb,o et par {@1,1,...,¢1,n, } les fonctions de forme

dans P!, , Popérateur de prolongement est tel que si X; = I, X3, on a

Ny N
sz,z"Pz,i = ZX1,i<P1,i. (11.97)
i=1 i=1
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Figure 11.4 - lllustration de |'action des opérateurs de restriction (a gauche)
et de prolongement (a droite) définis par les formules (11.94) et (11.95) res-
pectivement.

Enfin, un calcul direct montre que
.Az = H1_>2.A1H2_>1 = ﬁ tridiag(—L 27 —1). (1 1.98)

La matrice A est donc exactement la matrice de rigidité obtenue en discréti-
sant le probleme de Dirichlet homogene par I'élément fini de Lagrange P sur
un maillage uniforme de pas 2/.

On revient au cas général. Tous les éléments du puzzle sont maintenant en
place pour présenter I'algorithme itératif & deux échelles pour la résolution
du probleme (11.84). On rappelle qu'on dispose de deux décompositions en
somme directe de I'espace des échelles fines, a savoir

RV = Zpp & Zur, (11.99)
RM = Ker(IT)—».A;) @ Im(ITr—1). (11.100)

La premi¢re décomposition résulte du spectre de la matrice A; et la deuxieme
du cadre multi-échelles. On rappelle également que ces deux décompositions
sont orthogonales par rapport au produit scalaire associé¢ a la matrice A;.
On note || - || 4, la norme induite par ce produit scalaire. On fait les deux
hypotheses suivantes.

(i) 1I existe une constante ¢ < 1 telle que pour tout X € Zgf, en décom-
posant X sous la forme X = Xier + Xim avec Xier € Ker(II1 2 A1) et
Xim € Im(I1y—1), ona

[[Xierll.4, < e[| X[ 4, - (11.101)

Cette hypothese signifie que 'opérateur de prolongement excite peu les
hautes fréquences, ou, en d’autres termes, que son image est proche du
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sous-espace Zpr. Pour I'exemple uni-dimensionnel présenté ci-dessus,
onapourm € {1,..., N, },

H2~>1S2,m = (1 — €m)51’m + €m517N1_m, (11.102)

avec €, = sin’(2mh) et ou {S21,-- -, Som e {Si,1, ..., S ) dé-
signent les vecteurs propres associés aux matrices Ay et A; respective-
ment. On observe que si m < IV, on a €, < 1 si bien que la compo-
sante haute-fréquence de I1,,15; ,, est pratiquement nulle.

(i) On dispose d’'une matrice d’itération 7; € RM "™ qui est un lisseur pour
la matrice A;. La matrice 77 amortissant rapidement les composantes
p p
haute-fréquence, on peut supposer quon peut choisir un entier 7; tel
que pour tout X; € R™, le vecteur 7 X; est pratiquement dans Zgg.

Lalgorithme 11.7 présente la méthode itérative & deux échelles pour la réso-
lution du systeme linéaire (11.84). A I'échelle fine, on applique une méthode
de relaxation au systeme linéaire A; Uy = Fi, ce qui conduit 4 une récurrence
de la forme

Uttt = U + G, (11.103)

ou A =P — 2,71 =P, 'Ziet G = P, 'F.

La figure 11.5 illustre le déroulement de I'algorithme 11.7. On a représenté les
deux décompositions A; -orthogonales de R définies en (11.99) et (11.100).
Lhypothese (i) ci-dessus se traduit géométriquement par le fait que I'angle
entre les sous-espaces Zgp et Im(Il,—.1) est petit. Etant donné un vecteur
U} € RM, Perreur initiale £} est représentée par un point du plan. Apres
avoir effectué 7; pas de la méthode de relaxation avec la matrice d’itération
71, Phypothese (ii) ci-dessus permet d’affirmer que 'erreur E? M1 est pratique-
ment dans Zgg. Dans la mesure ot les composantes basse-fréquence de 'erreur
ont été peu amorties, lerreur £\ est proche de la projection de EY sur Zgr
parallelement & Zyg. Puis, 'étape de correction a I'échelle grossiere, qui re-
prend I'algorithme 11.6, permet d’affirmer que Ierreur £ est la projection
de E?’"l sur Ker(IT;—,.A;) parallelement a Im(II,—;). Lalgorithme 11.7 se
poursuit en zigzag comme illustré sur la figure 11.5. Son efficacité est d’autant
plus grande que 'angle entre les sous-espaces Zpr et Im(II,—.1) est petit.

Létape la plus cotiteuse de I'algorithme 11.7 est la résolution du systeme li-
néaire AyE, = R, a léchelle grossiere; ce colit reste inférieur a celui de la
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Algorithme 11.7 Algorithme itératif & deux échelles

choisir UY € R™ et poser RY = F, — A, U}
choisir une tolérance t 0l
poser £ = 0
while || Rf||y, > tol do
======7; pas de relaxation a Iéchelle fine
poser U{e’o = Uf
forme {1,...,m} do
Ubm = ottt + Gy
end for
======correction a I'échelle grossiere
R =11/ — A Ulk’m)
résoudre le systéme linéaire Ay E> = R,
Ulk-H = Ulk’m + 11 B,

end while
Ker(I1;,.A1)
ZHF E)
Ef
ZBF
0,7
ES"
Im(H2—>I)
Figure 11.5 - lllustration du déroulement de I'algorithme 11.7.

résolution du systeme linéaire (11.84) a I'échelle fine puisque N, < N;. Tou-
tefois, ce colit reste encore relativement élevé et 'algorithme 11.7 ne prend
toute son efficacité que lorsqu’il est mis en ceuvre sur une hiérarchie de pro-

blemes.

Ftant donné un entier et une famille d’entiers {/Vi, ..., Ny} telle
Etant d M > 0et famille d e

que N1 > ... > Ny, on considére une famille d’opérateurs de restriction
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associés a des matrices {I1,,—+1}1<ncpm—1 et une famille d’opérateurs de
prolongement associés a des matrices {IL,+1—m }1<mar—1. On suppose que
pour tout 2 € {1,...,M — 1}, les hypotheses formulées ci-dessus pour
le couple (IT; ., II,_.;) sont valables pour le couple (IL,,— 41, ILy41—5m).
Etant donné une matrice A; d’ordre IV (qui correspond 2 la matrice obte-
nue par la méthode des éléments finis), on construit une famille de matrices
{An}1<m<y en posant pour m € {1,..., M — 1},

A1 = i1 Al L1 =0 (11.104)

Algorithme 11.8 Correction d’erreur multi-échelles

=======Algorithme Multi—Echelles(m, Au, Fn, Xnn)
Input:me{1,...,M}, A, € RV Mo E e RV et X, € RV
if m < M then

X < Relax(n, m, Am, Fun, Xn)

Fm+1 — Hm—>m+1(Fm - -Ame)

forpe {1,...,pqu} do

Y41 « Multi—Echelles(m + 1, A,+1, Fput1,0)

end for

Xm <_)(m + Hm+1—>mYm+l
else

résoudre le systeme linéaire Ay Xy = F
end if
Output : X,

Lalgorithme 11.8 présente la méthode de correction multi-échelles. La nota-
tion

X, — Relax(n, m, Am, Fo, Xom), (11.105)

signifie quétant donné un entier 2 > 1, un entier m € {1,..., M}, une ma-
trice A,, d’ordre NN, et deux vecteurs F!, € RV et X,, € RV, on effectue »
pas d’'une méthode de relaxation sur le systéme linéaire A,,U,, = F,, en ini-
tialisant les itérations avec le vecteur X,,. A 'issue des itérations, le vecteur X,
contient la solution approchée du systéme linéaire en question. On observera
que lalgorithme 11.8 est formulé de manitre récursive. Le parametre entier
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Figure 11.6 — Déroulement de I'algorithme 11.8 dans le cas M = 4 : V-cycle
(a gauche) et W-cycle (a droite) ; en ordonnée, I'indice m € {1, 2, 3,4}.

Peyel détermine la forme du cycle multi-échelles. En pratique, on considére
les valeurs pe, = 1, qui donne lieu au V-cycle, et pyer = 2, qui donne lieu
au W-cycle. La forme de ces cycles est illustrée sur la figure 11.6. A Tissue
du V-cycle ou du W-cycle, la norme du résidu sur I'échelle fine est évaluée et
un test de convergence est effectué. Les cycles se poursuivent jusqu’a ce que
la norme du résidu soit inférieure A un seuil de tolérance fixé par le numé-
ricien. Lalgorithme 11.8 remplace donc le contenu de la boucle while dans
lalgorithme 11.7.

11.4 Compléments

e Méthode des directions alternées (ADI). La méthode ADI (de I'anglais,
Alternating Direction Iterative Method) est basée sur la décomposition

A:.Al +.A24 (11106)

On suppose que la matrice A est définie positive, que les matrices A; et
Aj sont positives et que 'une d’entre elles est définie positive. La termino-
logie adoptée provient du fait que les méthodes ADI ont été, a lorigine,
développées pour des matrices A issues de la discrétisation d’équations aux
dérivées partielles en dimension deux i I'aide de la méthode des différences
finies. La matrice A; représente les contributions des dérivées selon la pre-
miere direction spatiale et la matrice A, la contribution des dérivées selon
la deuxi¢me direction spatiale.

Frant donné un vecteur initial U° € RY, on génere deux suites de vecteurs,

(UH%)/(}O et (Uk)/@l, de la maniére suivante :
YU - UN + AU = F— AU, (11.107)
YU = UM + UM = AU+ gt - U (11.108)
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La méthode ADI fait intervenir deux parametres réels, y et p. On suppose
quey > 0 et que p # —1. Pour p = 0, on obtient le schéma de Douglas—
Rachford et pour p = 1, le schéma de Peaceman—Rachford. On observera
que les matrices (YIy + Ai) et (YIny + A;) sont inversibles car définies
positives; les suites (UH%)/@O et (Uk)/@] sont donc bien définies. De
plus, le schéma (11.107)—(11.108) est consistant avec le systeme linéaire
AU = F puisque si les suites (UH%)/@() et (Uk)/@l convergent vers des
limites notées V' et W, respectivement, on déduit aisément de (11.107)—
(11.108) que V=W = A"'F = U.

Le schéma (11.107)—(11.108) rentre dans la catégorie des méthodes de
relaxation étudiées dans la section 11.1. En effet, en éliminant Ukts
dans (11.107)—(11.108), on montre facilement que U1 se déduic de U*
A 'aide d’une relation de la forme (11.3) avec la matrice d’itération

T = (WIn + A) '(VIy + A) " WP Iy — pyA + AjAy). (11.109)

Pour le schéma de Peaceman—Rachford, on peut montrer assez simplement
que p(7) < 1; voir, par exemple, Quarteroni et Valli [61, p. 38].

La méthode Bi-CGStab. La méthode Bi-CGStab (de langlais, Bi-
Conjugate Gradient Stabilized Method) a été proposée par van der Vorst
en 1992 [74]. Cette méthode offre une alternative intéressante a la
méthode GMRes pour la résolution itérative des systemes linéaires dont
la matrice n'est pas symétrique (ni définie positive). Contrairement 2 la
méthode GMRes qui assure une propriété d’optimalité de Iitérée U* sur
un sous-espace affine de dimension 4 mais au prix d’'une augmentation
linéaire du cofit des calculs au fil des itérations, la méthode Bi-CGStab
renonce A garantir une propriété d’optimalité mais propose des récurrences
d’ordre 1. La méthode Bi-CGStab est présentée dans I'algorichme 11.9.
On constate que le colit par itération est de deux produits matrice—vecteur

et de quatre produits scalaires (pour R = RY). Lorsque la matrice A est
creuse, le cofit par itération est donc proportionnel 2 N. En raison de 'ab-
sence de propriété d’optimalité, il n’est pas certain que I'algorithme 11.9
converge (on peut facilement construire des contre-exemples). Lexpérience
montre quen pratique, les méthodes Bi-CGStab et GMRes se comportent
de maniere comparable lorsqu’elles sont appliquées a la résolution itérative
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de grands systemes linéaires provenant de I'approximation par éléments
finis de problemes modeles.

Algorithme 11.9 Méthode Bi-CGStab

choisir U° € RV, poser R=F—-AU e P’ = R°
choisir B’ € RY (par exemple, R =R
choisir une tolérance t ol
poser k£ = 0
while | R|y > tol do
calculer le vecteur z* = AP
of = (R, R)w/(Z* Ry
S/e = Rk _ (x/ezle
calculer le vecteur 7% = AS*
ot = (T, $n/(T*, THy
Ut = Ut + o' P+ oSt
R/e+1 — S/e _m/eT/e
B = (/) X (R Ry /(R Ky
P/eJrl — Rle+1 + B/e(])/e _w/ezle)
b—Fk+1
end while

e Autres solveurs itératifs. Les dernitres décennies ont connu un dé-
veloppement trés important des solveurs itératifs et des techniques
de préconditionnement pour les grands systemes linéaires creux, tels
ceux issus de la méthode des éléments finis. Une liste relativement
exhaustive des solveurs disponibles sur Internet se trouve a l'adresse
suivante : http://ww. netlib. org/ utk/ peopl e/ JackDongar r a/
l'a-sw. htm
Un autre axe de recherches qui a connu un développement considérable
est celui de 'implémentation de solveurs itératifs et de préconditionneurs
sur des ordinateurs a architecture paralléle. La parallélisation d’un logiciel
d’éléments finis pouvant étre assez technique, des équipes de recherche ont
développé des outils de parallélisation qui peuvent étre utilisés en boite
noire.
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11 » Solveurs itératifs 11.4 Compléments

Parmi les exemples de librairies disponibles sur Internet, on peut citer la
librairie Aztec
http://ww. cs. sandi a. gov/ CRF/ aztecl. ht m
et la boite 4 outils PETSc
http://wwe uni x. nts. anl . gov/ pet sc/ pet sc- 2/
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12 - PROGRAMMER
LES ELEMENTS FINIS

Lobjectif de ce chapitre est de fournir quelques éléments relatifs 4 I'implémen-
tation de la méthode des éléments finis afin que le lecteur puisse se familiariser
avec l'organisation générale d’'un logiciel d’éléments finis. Il s'agit d’une part
de présenter les structures de données relatives au maillage et aux quadratures
et d’autre part de décrire brievement les opérations relatives & 'assemblage et
au stockage de la matrice de rigidité. Enfin, on présente le fonctionnement
général d’'un mailleur et quelques techniques permettant d’implémenter les
conditions aux limites de Dirichlet non-homogenes.

12.1 Structure de données pour
le maillage

Un maillage 7, est un nuage de points qui sont numérotés et connectés entre
eux. On rappelle que ces points, appelés neuds géométriques, sont générés a

partir d’un élément fini géométrique de référence {K, Pyco, Zgéo } 5 voir la sec-

tion 3.3.1. On suppose que {[A( , ﬁgéo, Egéo} est un élément fini de Lagrange.

On désigne par {71,...,2,.} les noeuds de K, oll 74 est le nombre de
gne par \gi, - - - Lngeo o

nceuds, et par {{y, ..., Yy, } les fonctions de forme de I'élément fini géo-

métrique.

On désigne par Ny, le nombre de nceuds géométriques dans le maillage.
Par exemple, Ngeo = Nso si I'élément fini géométrique de référence est de
degré 1. Les nceuds géométriques sont numérotés de 1 & Ngg, 5 cette numé-
rotation est dite globale car elle concerne I'ensemble des noeuds géométriques
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indépendamment des cellules du maillage auxquelles ils appartiennent. Les
neeuds géométriques sont identifiés par leurs coordonnées ; celles-ci sont sto-
ckées dans un tableau de taille & X Ngg, ot 4 est la dimension d’espace. Ce
tableau est noté

coord(l:d, 1: Ngg). (12.1)

Pour k € {1,...,d} et m € {1,..., Nyo}, coord(k, n) est la k-itme coor-
donnée du 7-itme noeud géométrique.

Les nceuds géométriques sont regroupés en éléments (ou mailles) par le biais
d’un tableau de connectivité géométrique. On désigne par Nma le nombre
de mailles. Les mailles sont numérotées de 1 2 Npa; cette numérotation est
globale. On rappelle qu'une maille X' € 7}, est 'image de K par une transfor-
mation géométrique T : K —K. Limage par 7 des nceuds géométriques
de K définit localement les noeuds géométriques dans K. La numérotation
des nceuds dans K est celle induite par la numérotation dans K. Cette nu-
mérotation est Jocale car elle concerne uniquement une maille. Le tableau de
connectivité géométrique est de taille 7256, X Nma et est noté

connect g&o(1:7g0, 1: Nina). (12.2)

Pourn € {1,...,ngo} et m € {1,..., Nima}, connect géo(n, m) est le nu-
méro global du 7-itme nceud local dans la m-ieme maille. La figure 12.1
présente un exemple de numérotation locale et de numérotation globale des
neeuds dans un maillage composé de triangles et ot chaque triangle contient
trois noeuds géométriques (76, = 3) qui sont ses trois sommets. Trois mailles,
de numéros 67, 148 et 472, sont représentées sur la figure. Le tableau de
connectivité géométrique prend les valeurs suivantes :

connect géo(1,67) = 13, connect géo(l, 148) = 77, connect _géo(l,472) = 250,
connect_géo(2,67) = 37, connect géo(2,148) = 53, connect_géo(2,472) = 37,
connect géo(3,67) = 53, connect géo(3, 148) = 37, connect _géo(3,472) = 13.

Dans certaines situations, il est commode de pouvoir identifier les éléments
qui partagent une face avec une maille donnée. Pour cela, on introduit un
tableau de voisinage. Par exemple, dans un maillage composé de simplexes,
chaque maille partage une face avec au plus (4 + 1) mailles voisines (ce
nombre est effectivement égal a (4 + 1) si la maille en question ne contient
pas de face située sur le bord). On numérote les voisins localement. Une fagon
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250 numéro global du nceud
® numéro local du neeud
numéro global du triangle

Figure 12.1 — Numérotations locale et globale des nceuds dans un maillage
composé de triangles.

simple de procéder lorsque chaque simplexe contient (4 + 1) nceuds géomé-
triques qui sont ses (4 + 1) sommets, consiste 2 affecter & chaque voisin le
numéro local du sommet opposé  la face en commun. Le tableau de voisinage
est de taille (4 + 1) X Npa et est noté

vois(l:d+1,1: Npa). (12.3)

Pourn € {1,...,d + 1} et m € {1,..., Nma}, vois(n, m) est le numéro
global du 7-i¢me voisin de la m-i¢éme maille. Si la face opposée au 7-itme
neeud de cette maille est située sur le bord du domaine, on peut poser conven-
tionnellement vois(n, m) = 0. La figure 12.2 présente un exemple de numé-
rotation locale et de numérotation globale des voisins d’un triangle. Le tableau
de voisinage prend les valeurs suivantes :

vois(1,326) = 450, vois(2,326) = 128, vois(3,326) = 29.

Afin de pouvoir imposer des conditions aux limites, il est commode de dis-
poser d’un tableau de connectivité 4 la frontiere. Si l'intersection d’une maille
avec la frontiere du domaine est une variété de dimension (4 — 1), cette in-
tersection est ap{gelée une face de frontiére. Les faces de frontiere sont numé-
rotées de 1 2 Vg . Pour simplifier, on suppose que 'élément fini géométrique
de référence a été choisi de sorte que le nombre de noeuds sur chaque face de

K est le méme; on note 7

oéo C€ nombre. Par conséquent, toutes les faces de
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® numéro local du noeud

numéro local du voisin

Figure 12.2 - Voisinage du triangle de numéro 326.

frontiere contiennent 7%, nceuds. Le tableau de connectivité 2 la frontiere est

géo

de taille ngéo X NZ et est noté
o 0
connect g front(1:7g,, 1: V). (12.4)

Pour n € {1,..., ngéo} et pour m € {1,... ,Nf?}, connect g front(n, m)
est 'indice global du 7-i¢éme nceud local dans la m-iéme face de frontiere.
Dans certaines situations, on souhaite imposer plusieurs types de conditions
aux limites. La frontitre du domaine est donc partitionnée en 7* compo-

santes sous la forme 6Q) = Ufi? 0€); et une condition aux limites fixée (par
exemple, de type Dirichlet, Neumann ou Robin) est imposée sur chaque 9€);.
Afin de repérer le type de condition aux limites que 'on souhaite imposer, on
peut introduire un tableau de taille N noté

icondlim(1: Nf?). (12.5)
Pour m € {1,...,NZ}, icondlim(m) indique le type de condition aux
limites qui est imposée sur la 7-ieme face de frontiere.
Enfin, certains problemes font intervenir une décomposition du domaine en

I composantes sous la forme () = U£1 Q. Sur chaque sous-domaine, cer-
tains parametres du modele peuvent prendre des valeurs différentes ; on peut
également considérer des modeles différents par sous-domaine. Afin d’identi-
fier quelle est la valeur du parametre ou quel modele doit étre considéré sur

128 numéro global du triangle
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chaque maille, on peut introduire un tableau de taille Ny, noté
iﬁdom(l:Nma). (126)

Pour m € {1,..., Nma}, i dom(m) indique la valeur du paramétre ou le mo-
deéle qui doit étre considéré sur la 7-ieme maille.

12.2 Structure de données pour
les quadratures

Lutilisation de quadratures est pratiquement incontournable dans la méthode
des éléments finis puisque la solution discrete s'obtient en résolvant un sys-
teme linéaire dont la matrice et le membre de droite s'évaluent & partir d’inté-
grales. Le principe général des quadratures est décrit dans le chapitre 9. Dans le
cadre de la méthode des éléments finis, on rappelle qu’on choisit d’abord une
quadrature sur 'élément de référence K , Cest-a-dire un ensemble de points
de Gauf$ {/E\l, e ,E,q} et de poids associés {®1, . . ., (T)lq}, puis on génere une
quadrature sur un maille K € 7, par l'intermédiaire de la transformation
géométrique T ; voir les formules (9.5) et (9.6).

On rappelle que .., lllngm} désignent les fonctions de forme de I'élément
fini géométrique {K Pgeo, Egeo} On stocke les valeurs des fonctions de forme
aux points de Gaufd {§17 . é[q} dans un tableau de taille 76, X /q noté
psi(Lings, 1: ). (12.7)
Pourn e {1,... ,ngtetle{l,... ./}, ona
psi(n, 1) = P, (&). (12.8)

De méme, on stocke les valeurs des dérivées des fonctions de forme aux points
de Gauf dans un tableau de taille 4 X 74¢, X /g noté

dpsidx(l:d, Lingo, 1: ly). (12.9)
Pourkec {1,....,d},nc{l,... ,ngtretle{l,... . [4},ona

dpsidx(k, n, 1) = g‘%{ ). (12.10)
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Lorsque le maillage est affine, les dérivées des fonctions de forme sont
constantes sur K et ne dépendent donc pas du point de Gauf§ considéré. Par
conséquent, la taille du tableau dpsi dx peut étre réduite & d X 7g4,.

Pour k € {1,...,d}, [ € {1,...,[q} ee m € {1,..., Nma}, on déduit
de (3.23) et (9.6) que la k-itme coordonnée du /-ieme point de Gauf§ dans la

m-ieme maille s’écrit sous la forme

o
(‘EKm,/)k = z coord(k, connect géo(n, m)) psi(n, /). (12.11)

n=1
Cette formule permet de positionner les points de Gaufl {&x 1,. .., EK’/q}
définis en (9.6). Par ailleurs, on stocke les valeurs des poids {wg 1, . . ., u)KJq}

définis en (9.5) dans un tableau de taille /g X Ny, noté
poids(l: /g, 1: Nima). (12.12)

Pour/ e {1,...,lq}etm € {1,..., Nma}, poids(/, m) estle poids du /-itme
point de Gauf$ dans la 7-iéme maille. On a

poids(/,m) = &;det(Jk, €)), (12.13)

ol J, € R* est la matrice jacobienne de la transformation géométrique T,
associée a la 7-iéme maille. Les coefficients de la matrice jacobienne s'évaluent
sous la forme suivante :

o

(]Km (E;)) = Z coord(k;, connect géo(n, m)) dpsi dx(ka, n, /).
n=1

kv sy
(12.14)
Lorsque le maillage est affine, la matrice /g, est constante sur K et ne dé-
pend donc pas du point de Gauf§ considéré. Son déterminant est égal au rap-
port de la mesure de K, sur celle de K. Afin de réduire la taille des tableaux
a stocker, on peut ne pas stocker le tableau poids mais réévaluer les poids
{ok,1,..., 0k} 2 partir de la formule (9.5) chaque fois que cela savere
nécessaire.
On considére maintenant un espace d’approximation V), construit a partir

du maillage 7), et d’'un élément fini de référence {K,P, i} On désigne par
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{61, e ,gnf} les fonctions de forme de I'élément fini {1?7 P, i}, ol 7y dé-
signe le nombre de degrés de liberté de I'élément fini de référence. Il est com-

mode de stocker les valeurs des fonctions {61, .. ,/e\nf} aux points de Gaufl
{&1,...,&,} dans un tableau de taille ¢ X /g noté
theta(l: 7, 1: fy). (12.15)

Pourne {1,...,n} et/ € {1,...,/4},ona
theta(n, [) = 0,(&). (12.16)

De méme, on stocke les valeurs des dérivées de ces fonctions de forme aux
points de Gauf§ dans un tableau de taille & X 7¢ X /g noté

dthetadx(1:4, 1: m, 1: 4y). (12.17)

Pourke {1,...,d},ne{l,...,nfecl€{l,...,[4},ona

dtheta dx(k, n,[) = gg” ). (12.18)
k

On s’intéresse maintenant aux fonctions de forme dans V), et 4 leurs dérivées.
On désigne par N le nombre de fonctions de forme dans Vj, (IV est égal
a la dimension de V},). Les fonctions de forme sont numérotées de 1 a IV
et notées {¢1,...,Pn}; cette numérotation est globale. La restriction d’une
fonction de forme dans V), & une maille K € 7, est, par construction, une
des fonctions de forme {01, ..., 0k » }. On suppose que ces fonctions sont
générées a partir des fonctions de forme de I'élément fini de référence selon la
formule

Ok =0,0T¢", ne{l,... n} (12.19)

Afin de faire le lien entre fonctions de forme sur X et les fonctions de forme
dans V},, on introduit un tableau de taille 7¢ X Npa, appelé tableau de connec-
tivité des fonctions de forme et noté

connect forme(1l: 7, 1: NVima)- (12.20)

Pour n € {1,...,n} et m € {1,...,Nma}, connect forme(n, m) est le
numéro de la fonction de forme dans V), dont la restriction A la 72-iéme maille
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est la z-iéme fonction de forme sur cette maille. On a donc

Vx € K, (Pconnect_forme(n,m)(x) = 6;1 o T](_ml (x)7 (12-21)
si bien que pour / € {1,...,/;}, on obtient
‘Pconnectﬁforme(n,m)(EK,,,,!) = theta(n, /). (12.22)
Afin d’évaluer les dérivées des fonctions de forme dans V), on utilise la for-
mule (12.19) et la regle de la dérivation composée. Pour 41 € {1,...,d}, on
obtient
O®conn rme (7,7 8/9\”OT_1
conmect LOmE (£, 1) = —5 (£, )
89% 89%
4 g8 (12.23)
_ n e o1 —1
-y ® (Ue@17), -

Une premicre stratégie consiste a stocker ces dérivées dans un tableau de taille
d X g X Iy X Nipg noté

dphi dx(1: 4, 1: ng, 1: b, 1: Nina). (12.24)

Pourke {1,....d},ne{1,....n}, L€ {1,.... [qy etm e {1,..., Nma},
ona

dphi,dx(/e, n, 17 m) — 8‘Pconnectﬁforme(n,m) (g[( l)~ (12.25)
Oxy, "

La taille du tableau dphi_dx pouvant étre tres grande, on peut concevoir des

stratégies alternatives qui allégent les besoins en place mémoire au prix d’'une

(Iégere) augmentation du cotit des calculs. Par exemple, lorsque la transforma-

tion Tk, est affine (ce qui est souvent le cas pour des transformations subpara-

métriques), la matrice jacobienne Jx, est constante sur K, et ne dépend donc

pas du point de Gauf considéré. Dans ce cas, on peut opter pour la stratégie

suivante : on stocke I'inverse de la matrice jacobienne dans un tableau de taille
d X d X Nma noté

inv jac(l:d, 1:d, 1: Nma), (12.26)

tel que pour ki, by € {1,...,d}etm e {l,...,Nn},ona
inv jac(kr, kb, m) = ([]Km]_l)k e (12.27)
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puis, chaque fois que 'on a besoin des dérivées des fonctions de forme dans
V), on effectue les opérations suivantes :

d
Z dtheta dx(ky, n, /) inv_jac(k,, k1, m).
k=1

6@connectﬁf orme(n,m)
SIS (e, ) =

s

(12.28)
On observera que le rapport entre la taille des tableaux dphi dx et inv jac
est de 7%,[‘* On peut pousser la stratégie encore plus loin en ne stockant pas le
tableau inv_jac, mais en en recalculant ses composantes chaque fois que cela

s'avere nécessaire.

12.3 Assemblage

Lassemblage désigne I'ensemble des opérations réalisées dans un logiciel d’¢lé-
ments finis afin d’évaluer les coefficients de la matrice et du membre de droite
dans le systeme linéaire AU = F.

On reprend les notations de la section 9.3.1; on suppose notamment que la
forme bilinéaire 4, intervenant dans le probleme discret (9.23) s’écrit sous la
forme

ay(up, wpy) = /Ah(x, uy, wy) dx, (12.29)
Q

ot 4, : & X V), X W, — R est un opérateur qui dépend du probleme
modele. Pour simplifier, on suppose que l'espace solution V), et I'espace
test discret W), dans (9.23) sont les mémes. Pour 7,7 € {1,...,N} ou
N = dim(V}) = dim(W},), on a donc

Az] = ﬂ;,(‘Pj,‘Pi) = AAh(x7 (P]7"Pl) dX, (1230)

olt {@1,..., @y} sont les fonctions de forme dans V). Les coefficients A
s'évaluent par des quadratures selon la méthode décrite dans la section 9.1.
Lalgorithme 12.1 décrit I'assemblage de la matrice .A. On observera que la
boucle principale seffectue sur les mailles et non sur les noeuds. Le tableau de
connectivité des fonctions de forme, connect_forme, permet de positionner
la contribution de chaque maille au sein de la matrice A.
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Algorithme 12.1 Assemblage de la matrice A
A=0
======Boucle sur les mailles
forme {1,..., Nm} do
======Boucle sur les points de Gauf§
for/ e {1,...,/4} do
======Boucles sur les fonctions de forme
for ni € {1,...,n} do; i = connect forme(nz, m)
for nj € {1,...,n} do; j = connect_forme(nj, m)
======Accumuler
Aij = Aj + poids(/,m) * A,k 1, theta(nj, [), theta(ni, /)

end for
end for
end for

Lorsque la matrice A est de tres grande taille, le temps d’exécution de l'al-
gorithme 12.1 peut étre pénalisé par des acces mémoire trop fréquents aux
coefficients de la matrice A. On préfere alors introduire un tableau tempo-
raire de taille 7¢ X ¢ noté

tenmp(1: g, 1: np), (12.31)
et procéder 4 'accumulation des contributions
poids(/, m) x Ay, theta(nj, [), theta(ni, [))

dans t enp(#i, 7). La mise a jour de la matrice A se fait & Uextérieur de la
boucle en / (sur les points de Gaufl). Ces opérations sont décrites dans I'algo-
rithme 12.2.

Afin de préciser quelques détails d’implémentation, on considere 'exemple
d’un probleme d’advection—diffusion—réaction pour lequel

Apx, @5, 0:) = Voiro-Vo; + 9:(B-Ve)) + poig;, (12.32)
ol 0, B et w sont des fonctions données a valeurs dans R%4 RY et R, respec-

tivement. Lassemblage de la matrice A est présenté dans l'algorithme 12.3.
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Algorithme 12.2 Assemblage de la matrice A (variante)
A=0
======Boucle sur les mailles
forme {1,..., Nm} do
temp =0
======Boucle sur les points de Gauf§
for/e{1,...,4} do
======Boucles sur les fonctions de forme
forni € {1,...,n} do
fornj € {1,...,n} do
======Stocker provisoirement
t enp(ni, nj) = t enp(ni, nj)
+ poids(/,m) x A,(Ex, /, theta(nj, [), theta(ni, [))

ms

end for
end for
end for
======Boucles sur les fonctions de forme
forni € {1,...,n} do; i = connect forme(ni, m)
for nj € {1,...,n} do; j = connect_forme(nj, m)
======Accumuler
A = Ajj + tenp(ni, nj)
end for
end for
end for

On observera ['utilisation du tableau de connectivité géométrique et de ce-
lui de connectivité des fonctions de forme. A nouveau, on peut considérer la
variante inspirée de l'algorithme 12.2 afin de réduire les accés mémoire.

Lassemblage du membre de droite procede de manitre analogue. Par
exemple, lorsque le membre de droite dans (9.23) sécrit sous la forme

Filw) = /Q Fye, wp) d, (12.33)

olt £, : ) XV}, — R est un opérateur qui dépend des données du probléeme,
'assemblage du vecteur F peut se faire selon l'algorithme 12.4. Lorsque le
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Algorithme 12.3 Assemblage de la matrice A pour un probleme
d’advection—diffusion—réaction
A=0
======Boucle sur les mailles
forme {1,..., Nm} do
======Boucle sur les points de Gauf§
for/ e {1,...,/4} do
—=====FEvaluer les coordonnées cartésiennes du point de Gauf§ &g

forke {1,...,d} do

g
xil(k) = Z coord(k, connect géo(n, m)) * psi(n, /)
n=1
end for
======Boucles sur les fonctions de forme
for ni € {1,...,n;} do; i = connect forme(ni, m)
for nj € {1,...,n} do; j = connect_forme(nj, m)
======Evaluer V¢;.0-V¢;
d
x1 =Y dphi dx(ki, ni, L, m)x0y, 4, (xi 1)+ dphi dx(ky, nj, L, m)
b=1
======Fvaluer ¢i(B-Veg))
d

x, = theta(ni,[) > By, (xi1) + dphi dx(k1, nj,/, m)
bi=1

::::::Evaluer @i p;

x3 = Ww(xil) % theta(ni, /)  theta(nj, /)

======Accumuler
Aii = Ajj + [x1 + x + x3] x poids(/, m)
end for
end for
end for
end for
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probleme modele fait intervenir des conditions de Neumann non-homogenes,
le membre de droite dans (9.23) contient également une intégrale surfacique.
Celle-ci est évaluée grace a des quadratures surfaciques; voir la section 9.1.
Dans ces conditions, I'algorithme 12.4 est complété, apres la boucle sur les
éléments du maillage, par une boucle sur les faces de frontitre ou la condition
de Neumann non-homogene est imposée. On utilise pour cela les tableaux
connect g front et i cond 1im définis dans la section 12.1.

Algorithme 12.4 Assemblage du membre de droite 7

F=0

======Boucle sur les mailles

forme {1,...,Nm} do
======Boucle sur les points de Gauf§
for/ € {1,...,/4} do

======Boucle sur les fonctions de forme

forni € {1,...,n} do; i = connect forme(ni, m)
======Accumuler
F; = F; + poids(/,m) « F,(ég,, ;, theta(ni, [))
end for
end for
end for

12.4 Stockage

Les matrices issues de la méthode des éléments finis étant creuses, on réalise
des économies substantielles de place mémoire en ne stockant que les coefhi-
cients non-nuls de ces matrices. Cette section présente deux formats de com-
pression des matrices creuses, le format CSR (ou sa variante CSC) et le format

Ellpack—Itpack.

12.4.1 Format CSR

Le format de compression CSR (de I'anglais, Compressed Sparse Row) est
un des formats les plus couramment utilisés pour le stockage des matrices
d’éléments finis. Le format CSC (de I'anglais, Compressed Sparse Column)



(© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

12 ¢ Programmer les 12.4 Stockage

éléments finis

est analogue, les roles joués par les lignes et les colonnes de la matrice étant
simplement échangés.

On considére une matrice A € RV (le format CSR peut également étre uti-
lisé pour compresser des matrices rectangulaires). Le format de compression
CSR est basé sur I'utilisation de trois tableaux

ia(1: N+1), ja(l:nnz) et aa(l:nnz), (12.34)

ol nnz est le nombre d’éléments non-nuls dans la matrice A. Ces tableaux
sont définis de la maniére suivante.

(i) Le tableau ia, a valeurs entiéres, stocke le nombre d’éléments non-nuls
sur chaque ligne de A. On pose ia(l) = 1 et pouri € {1,...,N},
ia(i + 1) — ia() est égal au nombre d’éléments non-nuls dans la i-
ieme ligne de A. Clairement, on a nnz = ia(/N + 1) — ia(1).

(i) Le tableau ja, a valeurs entieres, contient les numéros de colonne des
éléments non-nuls de A. Pour 7 € {1,...,V}, la liste

(Gal)iam<p<iat+n—1 (12.35)

contient les numéros de colonne des éléments non-nuls de la 7-ieme
ligne de A. En général, on choisit d’ordonner le tableau ja de sorte
que pour une ligne fixée, les numéros de colonne sont classés par ordre
croissant.

(iii) Le tableau aa contient les valeurs des coefficients non-nuls de A. Pour
ie{l,...,N}, laliste

(aa(p))iam<p<iat+)—1, (12.306)

contient les valeurs des coefficients non-nuls de A situés sur la 7-iéme
ligne. Lordre des colonnes utilisé pour les tableaux ja et aa est le méme
si bien que pouri € {1,..., N} etpourp € {ia(s),...,ia(i + 1)—1},
ona

aa(p) = Aj jap)- (12.37)
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A titre d’exemple, on considére la matrice A d’ordre 5 telle que

1. 0. 0. 0. 2
3. 4.0. 5 o
A=16. 0. 7. 8 9.|. (12.38)
0. 0. 10. 11. O.
0. 0. 0. 0. 12.

La compression au format CSR de cette matrice conduit aux trois tableaux
suivants :

1 6 10 12 13

ia:| 3
ja=|1 5 1 2 4 1 3 4 5 3 4 5|
aa=|1 2 3 4 5 6 7. 8 9.10. 11 12.]

Lors de I'assemblage de la matrice A, on réalise plusieurs fois 'opération sui-
vante : étant donné deux indices 7,7 € {1,..., N}, tels que A;; # 0, et une
valeur val , rajouter val i Aj. Lorsque la matrice A est compressée selon le
format CSR, cette opération peut s'implémenter selon 'algorithme 12.5. En-
fin, dans le cadre de la résolution itérative du systeme linéaire AU = F, on
est amené 2 effectuer plusieurs fois des produits matrice—vecteur de la forme
AX ott X est un vecteur donné dans R”. Cette opération peut s'implémenter
selon 'algorithme 12.6.

Algorithme 12.5 Mise 4 jour de A;; # 0 en format CSR

Input:7,j e {1,...,N}etval € R
for p € {ia(y),...,ia( + 1) — 1} do
if ja(p) = j then
aa(p) = aa(p) + val ; Fin boucle en p
end if

end for
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Algorithme 12.6 Produit matrice-vecteur ¥ = AX en format CSR

Input : X
foric{1...,N}do
;=0
for p € {ia(i),...,ia(i + 1) — 1} do
Y=Y + aalp) * Xja(p)
end for
end for

12.4.2 Format Ellpack-Itpack

Le format de compression CSR présente certains défauts, notamment pour
une mise en ceuvre sur des ordinateurs a architecture paralléle ou & accélération
vectorielle. Les difficultés proviennent d’une part du fait que les lignes de la
matrice compressée n'ont pas toutes la méme longueur et d’autre part du fait
que 'indice du premier coefficient non-nul de chaque ligne doit étre recalculé
chaque fois que de besoin.

Le format de compression Ellpack—Itpack permet de lever partiellement ces
difficultés au prix d’une (légere) augmentation de la place mémoire nécessaire

au stockage de la matrice compressée. Pour 7 € {1,..., N}, Nnax(i) désigne
le nombre d’éléments non-nuls dans la i-i¢me ligne de la matrice A. On pose
Niax = max Npax (7). (12.39)

<N

Le format de compression Ellpack—Itpack est basé sur I'utilisation de deux
tableaux

aa(l: V, 1: Nmax) et ja(l: N, 1: Nmax)- (12.40)
Ces tableaux sont définis de la maniére suivante.

(i) Le tableau aa stocke les valeurs des coefficients non-nuls de A. Pour
7e{l,..., N}, laliste

(aalZ, P <p< N> (12.41)

contient les valeurs des coefficients non-nuls de A situés sur la i-
itme ligne. Par convention, ces coefficients sont ordonnés de sorte
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que les numéros de colonne sont classés par ordre croissant. Si
Nmax(?) < Nmax, on pose conventionnellement aa(7,p) = 0 pour
2 € {NVmax(d) + 1,..., Nmax }-

(i) Le tableau ja, a valeurs entieres, contient les numéros de colonne des
éléments non-nuls de A. Pour 7 € {1,..., NV}, la liste

(320, P << N (5 (12.42)

contient les numéros de colonne des coefficients non-nuls de A situés
sur la 7-iéme ligne. Si Nmax(7) < Nmax, on pose conventionnellement
ja(t, p) = jali, Nmax(9) pour p € {Nmax(?) + 1,..., Nmax}.

A titre d’exemple, pour la matrice d’ordre 5 définie en (12.38), le format de
compression Ellpack—Itpack conduit aux tableaux suivants :

1. 2. 0. 0. 1 5 5 5
3. 4. 5. 0. 1 2 4 4
aa=|6. 7. 8 9. et ja= |1 3 4 5 (12.43)
10. 11. 0. O. 3 4 4 4
12. 0. 0. 0. 5 5 5 5

Enfin, algorithme 12.7 décrit la mise 4 jour d’un coefficient A;; # 0 en for-
mat Ellpack—Itpack et I'algorithme 12.8 décrit 'implémentation du produit
matrice—vecteur dans ce méme format. On observera que le fait d’avoir mis a
zéro les coefficients aa(z, p) pour p € {Nmax(i) + 1,..., Nmax} permet de ne
pas effectuer de test dans la boucle en p.

Algorithme 12.7 Mise 4 jour de Aj;; # 0 en formar Ellpack—Itpack

Input:7,j e {1,...,N}etval €R
forp € {1,..., Nna} do
if ja(i, p) = j then
aa(7, p) = aa(i, p) + val ; Fin boucle en p
end if
end for
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Algorithme 12.8 Produit matrice—vecteur ¥ = AX en format Ellpack—
Itpack

Input : X
foric{1,...,N}do
Y =
forp e {1,..., Nnu} do
Y=Y + aa(i,P) *Xja(z',p)
end for
end for

12.5 Mailleurs

Un mailleur est un logiciel permettant de mailler un domaine  de R* ou de
R3, Cest-a-dire de générer les différents tableaux décrits dans la section 12.1.
Pour simplifier, on se place en deux dimensions d’espace; pour une descrip-
tion plus générale, on renvoie a George et Borouchaki [44] ou a Frey et
George [41].

Afin de décrire le principe général du fonctionnement d’un mailleur, on part
des observations suivantes.

(i) Un domaine Q) est entitrement déterminé par sa frontiere 9€), qui est
une variété de dimension 1.

(i) La frontitre est décomposée en ses composantes connexes et chaque
composante connexe est décomposée en lacets élémentaires. Chaque lacet
élémentaire est une variété de dimension 1 qui est suffisamment régu-
liere, en général de classe C' au moins. Par exemple, les lacets élémen-
taires composant la frontiere d’un carré sont ses quatre cotés. On pose
Q0 = [, 9. ot 9Q. désigne un des lacets élémentaires composant
la frontiere et £ le nombre total de lacets élémentaires. Chaque lacet élé-
mentaire est paramétré par une transformation vy, : [0,1] — €. Les
sommets du lacet 9€), sont les deux points v.(0) et y.(1).

Un mailleur met en ceuvre l'algorithme suivant.
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(i) On construit un maillage de chaque lacet 9Q,, ¢ € {1,...,E}, en
maillant lintervalle [0, 1] et en transformant ce maillage par y.. On
choisit donc un maillage Uz[‘f=_01 [%c,i, %,i+1] de lintervalle [0, 1] et on
obtient un maillage de 9€), en considérant UZI-;_OI Ye([Xe,i, e i+1]). La
partition

E [—1
U yf([xe,iaxe,i+l])7 (1244)
e=1 0

=

constitue un maillage de 9€) qui est la trace du maillage de ) qui doit
maintenant étre généré.

(i) On maille I'intérieur du domaine €) en étendant le maillage de fron-
tiere (12.44). Plusieurs techniques peuvent étre utilisées pour réaliser
cette extension. Un exemple classique, permettant de générer des tri-
angulations dites de Delaunay, est I'algorithme de Bowyer—Watson ol
le maillage de €) est construit par induction en insérant des nouveaux
sommets et en modifiant les arétes ; voir, par exemple, [38, p. 346].

Disposer d’'un bon mailleur est un aspect important dans une mise en ceuvre
robuste de la méthode des éléments finis. Les sites suivants :

htt p:// ww« users. i nformati k. rwt h-aachen. de/ “roberts/

sof tware. ht m

et
htt p:/ / www. andr ew. cnu. edu/ user/ sowen/ nesh. ht m

contiennent une liste de mailleurs disponibles (gratuitement ou non) sur In-
ternet et une bibliographie relativement exhaustive sur le sujet. Parmi les
mailleurs développés en France, on peut citer les exemples suivants.

(i) Les logiciels EMC2 (Editeur de maillages et de contours en deux
dimensions), BAMG (de l'anglais, Bidimensional Anisotropic Mesh
Generator), GHS3D (mailleur tétraédrique commercialisé sous le nom
de TetMesh) sont développés a I'Inria au sein du projet Gamma (PL.
George, H. Borouchaki, P. Frey, E Hecht et collaborateurs). Le site Web
du projet Gamma se trouve a I'adresse suivante :

http://wwe=rocqgl.inria.fr/ganma/eng. htm
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(i) Le logiciel Mefisto est développé dans le laboratoire Jacques-Louis Lions
de I'Université Paris VI par A. Perronnet, P. Joly, C. Doursat et colla-
borateurs. Il contient un mailleur bidimensionnel et tridimensionnel
ainsi qu'une boite & outils éléments finis pour résoudre des problemes
de thermique et d’¢élasticité. Ce logiciel est accessible a 'adresse suivante :
htt p:// ww. ann. j ussi eu. fr/ “perronne/ nefi st o. gene. ht

12.6 Conditions aux limites de Dirichlet

On considére un probleme modéle ol on impose des conditions de Diri-
chlet non-homogenes de la forme #|5q = g oll g est une fonction fixée sur
Q) que l'on suppose suffisamment réguliere. On considere un espace d’ap-
proximation V), construit & partir d’'un élément fini de Lagrange. On dé-
signe par {¢1,...,¢n}, ot N = dim(V}), les fonctions de forme dans V,
et par {ai,...,ay} les noeuds associés. On désigne par Vp le nombre de
neeuds situés sur la frontiére et, sans perte de généralité, on suppose que la
numérotation des nceuds est telle que les noeuds situés sur la frontiere sont
{a1,...,an,}. On pose

Vio =A{v € Vy 5 mlog = 0} = veer{en,+1,- -, on}, (12.45)
et on considere le probleme discret suivant :

Chercher #), € V), tel que
a(uy, wy) = f(wy), Yw, € Vo, (12.46)
wloo =T, w0,
oua € LV, X VzR), f € LIV);R) et olr

. Np
7,%%¢ = 3" gla)ei (12.47)
i=1
est linterpolé de Lagrange surfacique de la donnée de Dirichlet non-

\

homogene. On retrouve, 2 un changement de notation pres, le probleme
discret (5.32) étudié dans la section 5.1.4.

En posant #, = Zf\il Uigi, on déduit de (12.46) que U; = g(a;) pour
ie{l,...,Np}, et ]-A;la(cpj,cp,-)Uj = f(¢)) pouri e {Np +1,...,N}.
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Pour un vecteur X € RY, on introduit la décomposition bloc X = X% X
ot X° = X, ... ,XND)T regroupe les composantes de X associées aux
neeuds de Dirichlet et X = Xnvp+1,s - - X! regroupe les autres com-
posantes. On pose Ny = Np et N+ = N — Np. On introduit le vecteur

F=(FFY) eRY el que
F = gla), pouri e {1,...,No}, (12.48)
E' = f(en+i), pourz e {1,...,N+}, (12.49)

et les matrices 470 € RV e ATT € RV N+ telles que

A0 = al), o), pouri € {1,...,Ns}etje{l,...,No},
(12.50)
Ai" = alony+j ong+),  pourdj e {l,... Ny}, (12.51)

Le probleme (12.46) conduit au systeme linéaire

0 0
A [ng} = [1{;] avec A=

ol Zy;, est la matrice identité d’ordre Nj.

(12.52)

In, | 0}

Une premiére approche consiste 4 éliminer le vecteur U° dans (12.52), ce qui
conduit au systeme linéaire

AttUt = FT 7A+0F0. (12.53)

Ce systeme linéaire présente deux avantages par rapport a (12.52) : il est de
taille plus petite et si la forme bilinéaire @ est symétrique, la matrice AT est
symétrique. Linconvénient est qu’il faut assembler séparément les matrices
A0 er AT,
Une deuxiéme approche consiste 2 assembler d’abord la matrice A* € RV
de coefficients

AZ- = a(ej, ¢i) pourz,je{1,...,N}, (12.54)

sans tenir compte des conditions aux limites de Dirichlet (on assemble ainsi
la matrice associée au probleme de Neumann). Clairement, les Vy premiéres
lignes de la matrice A* different de celles de la matrice A définie en (12.52).



(© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

12 ¢ Programmer les 12.6 Conditions aux limites
éléments finis de Dirichlet

Puis, on corrige ces lignes en annulant tous les coefficients sauf les coefficients
diagonaux auxquels on affecte la valeur 1. On obtient ainsi la matrice A. Soit
R= (R, R") € RV ; on désigne par Ky Lespace de Krylov

K, = vect{R, AR, ..., A""'R}. (12.55)

Une observation importante est que si la forme bilinéaire a est symétrique,
la restriction de la matrice A 4 K est symétrique pourvu que R’ = 0. En
d’autres termes, méme si la matrice A n’est pas symétrique, on peut appli-
quer la méthode du gradient conjugué afin d’approcher la solution de (12.52)
pourvu que la forme bilinéaire # soit symétrique et coercive et que la mé-
thode ait été initialisée avec un vecteur satisfaisant les conditions aux limites
de Dirichlet.

Une troisitme approche consiste a4 imposer les conditions aux limites
de Dirichlet non-homogenes par pénalisation. On assemble la matrice
A* € RV définie en (12.54) ainsi que le vecteur F* € RY tel que
F* = f(¢;) pour i € {1,...,N}. Puis, on choisit un paramétre € suffi-
samment petit et pour 7 € {1,..., Ny}, on rajoute €' au coefficient Aj; et
e ! ¢(a;) au coefficient F;*. Pour I'analyse de cette méthode de pénalisation et
ses variantes, on pourra consulter, entre autres, [7].
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ANNEXE A - BASES
~ MATHEMATIQUES DE LA
METHODE DES ELEMENTS FINIS

Cette annexe contient quelques rappels sur les bases mathématiques de la mé-
thode des éléments finis. Pour approfondir les notions présentées ci-dessous,
on pourra consulter, entre autres, Adams [3], Aubin [8], Bartle [13], Brezis

[21], Rudin [65], Yosida [78] ou Zeidler [79].

A.1 Espaces de Banach

A.1.1 Espaces vectoriels normés

Soit V un espace vectoriel réel (tout ce qui suit sadapte facilement aux espaces
vectoriels complexes).

e Norme. Une norme sur V' est une application de V' dans R+, généralement
notée || - || v, satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(i) (homogénéité de degré 1) Ve e R, Vo € V, ||cv|ly = |c] [|9]|v;
(ii) (inégalité triangulaire) V(v,w) € V X V, |lv + wl||v < ||v|lv + |w|lv s
@ii)) (|||ly = 0) = (v = 0).

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’'une norme. Une

application de V' dans R+ qui ne satisfait que les propriéeés (i) et (ii) est
appelée une semi-norme.
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e Normes équivalentes. On dit que deux normes || - ||y,1 et || - ||v,2 sont
équivalentes sur V' s'il existe deux constantes strictement positives ¢| et ¢
telles que

vweV, aldlve <llvllva < ey

Si 'espace vectoriel V' est de dimension finie, toutes ses normes sont équi-
valentes. Ce résultat est faux en dimension infinie.

e Produit scalaire. Un produit scalaire sur V' est une application de V' X V'
dans R, généralement notée (-, )y, telle que :

(i) (bilinéarité) Vo € V, les applications V' 5 w +— (v,w)y € R et
V 3 w+—— (w,v)y € R sont linéaires;

(ii) (symétrie) YV(v,w) € V X V, (v, w)y = (w,v)y ;
(iii) (positivité) Vo € V, (v,v)y > 03
(iv) (v, 0)y = 0) = (v = 0).

Un espace euclidien est un espace vectoriel équipé d’un produit scalaire. Un
produit scalaire induit une norme sur V' en posant pour tout v € V,

oI

lollv = (,0)}. (A.1)
On dispose alors de [inégalité de Cauchy—Schwarz : pour tout (v, w) € V' X

@, wv < llellvwly. (A.2)

e Intérieur, adhérence et densité. Soit V' un espace vectoriel normé. On
dit qu'un ensemble O C V est ouvert (dans V) si pour tout x € O, il
existe 7 > 0 tel que la boule de centre x et de rayon 7 est incluse dans O,
Cest-a-dire

eVilx—yllv<r}CO. (A.3)

On dit qu'un ensemble ¥ C V est fermé (dans V) si son complémentaire
dans V est ouvert. Soit £ un ensemble inclus dans V.
e On appelle intérieur de E la réunion de tous les ouverts inclus dans £';

o
cet ensemble est noté E.

v,
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e On appelle adhérence de E dans V lintersection de tous les fermés de

, =V . - .
V' contenant £'; cet ensemble est noté £ ou, plus simplement, £ si
aucune ambiguité n’est possible.

e On dit que 'ensemble £ est dense dans V' si EV =

A.1.2 Espaces de Banach

e Suites de Cauchy. Une suite de Cauchy dans un espace vectoriel V' équipé
d’une norme || -
propriété suivante :

Ve>0, IN>0 telque Vo= N, Vp =20, |va+p—vilv <€

(A4)
Un espace vectoriel normé est dic complet si toute suite de Cauchy
converge dans V. Si les normes || - ||y,1 et || - ||v,2 sont équivalentes, V'
équipé de la norme || - [|y7,1 est complet si et seulement si V' équipé de
la norme || - ||y est complet. Par ailleurs, un résultat classique est qu'un
espace vectoriel de dimension finie est complet.

e Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

e Applications linéaires continues. Soient V' et W deux espaces vectoriels
normés et soit A : V' — W une application linéaire de V' dans W. On dit
que A est continue si’

[[Av][w
sup ———

<+ 0. (A.5)
v llelv

On note L(V; W) I'espace vectoriel des applications linéaires continues de
V dans W. En posant pour 4 € L(V; W),

v
1Al zeviw) = SUP il [Avllw (A.6)
lolly

1. On adopte la convention de notation suivante : dans les expressions du type
sup, e, (), il est entendu que le supremum est pris pour » € V' \ {0}. La méme
convention est adoptée pour les expressions du type inf,e v ().
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on munit £(V; W) d’une norme. De plus, si W est un espace de Banach,
on montre que L(V; W) est un espace de Banach pour la norme (A.6), et
ce indépendamment de la complétude de V.

Dualité. Soit V' un espace vectoriel normé. Lespace vectoriel L(V;R) est

noté V7 et est appelé L'espace dual de V. Un élément A € V' sSappelle une

forme linéaire sur V. Laction d’une forme linéaire A € V' sur un vecteur
4 4 !/

v € V est également notée (A, )+ . En posant pour 4 € V7,

<A» ”>V’,v
[Ally: = sup ————

, A7
S ol (A7)

on munit ¥’ d’une norme. Lespace V' est toujours un espace de Banach
pour cette norme puisque R, de dimension finie, est complet.

Espaces de Banach réflexifs. Soit V' un espace de Banach. On note V"
Lespace bidual de V', Cest-a-dire I'espace dual de V’. On montre que I'ap-
plication linéaire Jiy : V' — V"' définie pour tout » € V et pour tout
v € V' par

(Jvv, Vl)v”,v' = <”/7”>V’,V7 (A.8)

est une isométrie. Par conséquent, cette application est injective. Par contre,
elle nest pas nécessairement surjective. Lorsque I'application /i est surjec-
tive, les espaces V et V"’ sont isomorphes; on dit que I'espace de Banach
V est réflexif.

Opérateur transposé. Soient V' et W deux espaces vectoriels normés et
soit A € L(V, W). Lopérateur transposé de A est une application linéaire
de W’ dans V'’ qui est notée A”. Cette application est définie de la maniére
suivante : pour tout w e W et pour tout v € V, on a

(A", vy = (W, A . (A9)

Lorsque V' est un espace de Banach réflexif, on dit que l'opérateur
A € L(V; V') est auto-adjoint si AT = A modulo lidentification de V et
de V",
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e Espaces polaires. Soit V' un espace vectoriel normé. Pour un sous-espace
vectoriel ¥ C V, on pose

Yt={/eV;wey, )y, =0} (A.10)
De méme, pour un sous-espace vectoriel Z C V', on pose
Zt={veV;VzeZ (z0)yy =0} (A.11)

Les espaces Y- € V' et Z1 € V sont appelés les espaces polaires de ¥ et
de Z, respectivement.

e Formes bilinéaires continues. Soient V' et W deux espaces vectoriels nor-
més. On dit qu'une application 2 : V' X W — R est une forme bilinéaire
continue sur V' X W si:

(i) Yv € V, a(v, ) est une application linéaire de W dans R;

(i) Yw € W, a(-, w) est une application linéaire de V" dans R;

a(v,w)

i) supeuyevxw ToffyTulw <+
On note L(V' X W;R) Pespace vectoriel des formes bilinéaires continues
sur V' X W. En posant pour 2z € L(V X W;R),

a(v, w)

lallv,w =  sup (A.12)

wawevxw 1lviwlw’
on définit une norme sur £(V X W;R) et on munit cet espace d’une
structure d’espace de Banach.
Lorsque V' = W, on dit que la forme bilinéaire 2 € L(V X V;R) est
symétrigue si pour tout (v,w) € V X V, a(v,w) = a(w, v). On dit que la
forme bilinéaire @ est positive si pour tout v € V, a(v,v) > 0. Un exemple
simple de forme bilinéaire continue, symétrique et positive sur V' X V, ol
V est un espace euclidien, est le produit scalaire (-, -)y.

A.1.3 Espaces de Hilbert

e Un espace de Hilbert est un espace euclidien qui est complet pour la
norme induite par le produit scalaire.
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e Théoréme de représentation de Riesz. Soit V' un espace de Hilbert. Pour
tout v/ € V', il existe un et un seul # € V tel que pour tout v € V,

W o)y = (n,0)y. (A.13)

Lapplication V' 3 ¢/ — u € V est un isomorphisme isométrique. Une
conséquence de ce résultat est que les espaces de Hilbert sont réflexifs.

A.1.4 Opérateurs bijectifs dans les espaces de Banach

Dans cette section, V' et W désignent deux espaces de Banach. Pour
A € L(V; W), on note Ker(4) le noyau de A et Im(4) son image. Lob-
jectif de cette section est de caractériser les opérateurs A qui sont bijectifs,
Cest-a-dire tels que Ker(4) = {0} (A est injectif) et Im(A) = W (A4 est
surjectif). En général, Iinjectivité d’un opérateur est plus simple & montrer
que sa surjectivité. En effet, montrer I'injectivité de A revient a prouver que
pour tout v € V, Av = 0 implique » = 0. Par ailleurs, montrer la surjectivité
de A revient a prouver que pour tout w € W, on peut trouver un antécédent
vw € V tel que Aviy = w; or, il nlest pas toujours évident d’exhiber un tel
antécédent. Lobjectif des résultats ci-dessous est de caractériser les opérateurs
bijectifs a partir de propriétés relativement simples  vérifier.

o Liens entre noyau et image. Pour tout A € L(V; W), ona:
(i) Ker(4) = Im@A")*;
(ii) Ker(4”) = (Im(A4))*
(iii) Im(4) = (Ker(4"))*
(iv) Im(A7) C (Ker(4)*

>
>

o Les deux théoremes suivants, dus a Banach, jouent un réle fondamental
dans la caractérisation des opérateurs bijectifs.

Théoreme A.1 (Image fermée). Soir A € L(V; W). Les propositions sui-
vantes sont équim[mtex :

() Im(A) est fermé;
(i) Im(AT) est fermé;
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(i) Im(4) = (Ker(4")*;
(iv) Im(A”) = (Ker(A)*.

Théoreme A.2 (Application ouverte). Si A € L(V; W) est surjectif et si
O est ouvert dans V', alors A(O) est ouvert dans W.

Le théoréme de 'application ouverte a pour conséquence le lemme suivant.

Lemme A.3. Soit A € L(V;W). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

() Im(A) est fermé;

(i) il existe o > 0O tel que pour tour w € Im(A), il existe v, € V tel que
Avw = w et of|vw|lv < ||w||w.

Une conséquence importante de ce lemme est que si A € L(V; W) est
bijectif, alors son inverse est nécessairement continu.

o Caractérisation des opérateurs surjectifs. Les deux résultats suivants sont
une conséquence du théoreme de I'image fermée et du théoreme de I'appli-
cation ouverte.

Lemme A.4. Soit A € L(V;W). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

) A:V — W est surjectif;
Gi) AT W = V' est injectif et Im(A”) est fermé dans V' ;
(iii) 7/ existe oo > 0 rel que

v e W, AT v = ol ||y (A.14)

Lemme A.5. Soir A € L(V;W). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

() A" - W' — V' est surjectif;
(i) A:V — W est injectif et Im(A) est fermé dans W ;
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(iii) 1/ existe oo > 0 rel que

VoeV,  |ldv]lw = allvfv. (A.15)

e Caractérisation des opérateurs bijectifs. Une conséquence importante
des lemmes A.4 et A.5 est le théoréme suivant.

Théoreme A.6. Soit A € L(V; W). Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) A:V — W est bijectif;

(i) AT : W' — V" est bijectif:
(iii) A7 est injectif, A est injectif et (A est fermé dans W ;
(iv) AT est injectif et il existe o > 0 tel que

YoeV, l4v||w > al|o||v. (A.16)

e Le théoreme BNB dans les espaces de Banach. Le cadre naturel du théo-
réme BNB, qui a été énoncé dans la section 2.1.2 dans le cadre simplifié
des espaces de Hilbert, est celui des espaces de Banach. Plus précisément,
soit V' un espace de Banach et soit W un espace de Banach réflexif. Soit
a€ LV X W;R) et f € W Le théoreme BNB s'énonce de la maniére
suivante : le probleme

{ Chercher # € V tel que (A.17)

d("ﬂ w) = <f7 w)W’,W7 Vwe W,

admet une et une seule solution si et seulement si les deux conditions
(BNB1) et (BNB2) sont satisfaites, c’est-a-dire si et seulement si

Ja>0, inf sup 29> (A.18)
eV yew |l2llvilwllw
Ywe W, (VveV,av,w)=0) = (w=0). (A.19)

Afin d’interpréter ces conditions a l'aide d’opérateurs bijectifs dans

I

les espaces de Banach, on associe a la forme bilinéaire 2 I'opérateur
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Ae L(V; W) tel que pour tout v € V, Av est la forme linéaire continue
sur W définie par

Ywe W, (Av, wyy w = alv, w). (A.20)

Le probleme (A.17) revient A chercher u € V tel que Au = f dans W'.
Puisque I'espace W est réflexif, l'opérateur transposé A7 : W' = W — V'
peut étre défini de la maniére suivante :

Yv,w) e VX W, <ATw, vy y = (Av,w)y w = alv,w). (A.21)

Gréce aux lemmes ci-dessus, les conditions (BNB1) et (BNB2) s'interpétent
comme suit :

(BNB1) <= (Ker(4) ={0} et Im(A) fermé dans W) <— A" surjectif),
(BNB2) < (Ker(AT) = {0}) <« (AT injectif).
Du théoreme A.6 on déduit que les conditions (BNB1) et (BNB2) sont

équivalentes a la bijectivité de A, donc au fait que le probleme (A.17) admet
une et une seule solution.

Opérateurs coercifs. On dit qu'un opérateur A € L(V; V') est monotone
St Yoe vV, (Av, v)yr v > 0. (A.22)

On dit qu'un opérateur A € L(V; V') est coercif s'il existe une constante
a > 0 telle que )

YveV, (Av, vy v = alv]|y. (A.23)
La notion d’opérateur coercif nest pertinente que dans un cadre hilbertien.
En effet, en posant pour (v,w) € V X V,

1
(Ua W)V = §(<A1}’ Z'U>V’,V + <AZU, v>V',V)7

on vérifie qu'on équipe V' d’un produit scalaire dont la norme induite est
équivalente a la norme || - ||y ; par conséquent, existence d’un opérateur
coercif dans £(V; V') implique que V' est un espace de Hilbert.

On vérifie facilement qu'une condition suffisante pour qu'un opérateur
A € L(V;V') soit bijectif est quil soit coercif. Par ailleurs, lorsque
Popérateur A € L(V; V') est monotone et auto-adjoint, la coercivité est
équivalente 2 la bijectivité.
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A.2 Espaces de fonctions réguliéres

e Espaces C*. Soit un entier # > 0. Soit  un ouvert borné de R?. On
désigne par Q I'adhérence de Q) dans R?. Soit £ un sous-ensemble de €.
Les espaces C*(E) sont définis de la maniére suivante. Pour £ = 0, C*(E)
désigne I'espace vectoriel des fonctions continues sur £ a valeurs dans R.
Pour 4 > 1, C*(E) désigne I'espace des fonctions £-fois contintiment diffé-
rentiables sur £ & valeurs dans R.

On note (xi,...,x;) les coordonnées cartésiennes dans R?. Pour
i€ {l,....d} et pour f € CHE), d;f désigne la dérivée partielle de f
par rapport 4 x;. Pour un entier o; € {0,...,k}, 07f désigne la dérivée

partielle de # d’ordre ; par rapport 4 x; avec la convention que 9Yf = f.
En posant pour % > 0 et pour f € C*(E),

fllceer) = max (SUP|3af(X)|> ; (A.24)
aeN xEE

|| <k

on munit C*(E) d’une norme. Dans la définition ci-dessus, & est un multi-
indice de N?, Cest-a-dire @« = (ay,...,0,) avec 0y € N pour tout
i {l,...d) ol = XL aret 8% () = (8 ...0%f)x). On in-

troduit également la semi-norme suivante :

[flcer = max sup |0%F (=) | - (A.25)
Taﬁlﬁ’z xEE
Il sagit d’une semi-norme et non d’une norme car |f|crz = 0 si f est

dans P,_;.

Proposition A.7. Equipé de la norme définie en (A.24), C*(E) est un espace
de Banach.

e Espaces de Holder. Soit un réel o € ]0,1]. On désigne par CO°(E) le

sous-espace vectoriel de C(E) constitué des fonctions telles que

su| 711[()6) 7fu()},)‘ <+ 0. (A.206)
(x,9)) EEXE ||x 7}’”]1@4
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Pour un entier # > 1, C*(E) désigne le sous-espace vectoriel de C*E)
constitué des fonctions telles que pour tout multi-indice v tel que |y| = 4,
la fonction OVF est dans C*(E). Les espaces C*(E) sont appelés des es-
paces de Hilder. Les éléments de C*(E) sont appelés les fonctions hisldé-
riennes sur E d’ordre k et d’exposant w. Lorsque # = 0 et o = 1, les
éléments de C*' (E) sont appelés les fonctions lipschitziennes sur E.

Proposition A.8. Soit un entier k > 0 et soit un réel € 10, 1]. Equipé de

la norme
NF(x) — "
Fllerwm = [l + max | sop  ZLEZTTON) 5 27)
ven! (x,)) EEXE ”x 7}’”]1@4

[y =k

CH(E) est un espace de Banach.

A.3 Intégration et espaces de Lebesgue

e Ensembles et fonctions mesurables. On montre qu’il existe :

(i) unensemble de parties de R? noté T, et appelé la tribu borélienne de R?
(Pensemble T, est suffisamment riche pour contenir tous les ouverts et
fermés de RY, il est stable par passage au complémentaire et par réunion
dénombrable) ;

(ii) une application N : T, — Ry = Ry U {+ oo} appelée mesure de
Lebesgue et telle que

- NM@) =0;
— si (73),en est une suite d’éléments de T, deux a deux disjoints,
alors
MU T =D M (A.28)
nEN neN

— pourun pavé P = Hil (ai, b;) (ol la notation (a;, ;) désigne 'un
quelconque des intervalles [a;, b;], [4i, bil, 1ai, b:] ou ]a;, bi[), on
aNP) = Hflzl(b,' — a;) avec la convention que ce produit vaut 0
si 'un des facteurs (b; — ;) est nul, méme si d’autres facteurs
valent + oo.
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Un élément 7" € T, est appelé un ensemble mesurable (pour la mesure de
Lebesgue) et le réel N(7") (pouvant éventuellement valoir + c0) est appelé
sa mesure. Dans cet aide-mémoire, on utilise la notation plus explicite

mes(7) = N(T). (A.29)

Soit  un ouvert de R?. On dit qu'une fonction £ : & — R = RU{+o0}
est mesurable si pour tout a € R, I'ensemble réciproque £~ (Jar, + 00]) est
mesurable. On dit qu'une fonction e est « en escalier » si elle peut s’écrire
sous la forme

N
e = Z O(iXAn (ABO)
=1

ol, pour tout 7 € {1,...,N}, oy € R, A; € T, et x4, désigne la foncrion
indicatrice de 'ensemble mesurable A; (x4,(x) = 1six € Aj et x4,(x) =0
sinon). On vérifie facilement qu'une fonction en escalier est mesurable.
Par ailleurs, on montre qu'une fonction mesurable peut toujours s'écrire
comme limite simple d’une suite de fonctions en escalier.

Intégrale de Lebesgue. Soit ¢ la fonction en escalier définie en (A.30). On
suppose que ¢ est positive. On définit I'intégrale (de Lebesgue) de e sur RY
comme le réel

N
/ ed\ =) " a\) € R+ (A31)
R4 i=1
Pour une fonction mesurable et positive, on pose
fdh= sup </ e d)\) e Ry, (A.32)
R4 ¢ en escalier R4
0<e<f

et on dit que f est intégrable sur R? si [, f dN <+ oo. Pour une
fonction mesurable £, on pose f = f7 — f~ avec fT = max(f,0) et
7 = max(—f,0). On dit que f est intégrable sur R? sif+ et f lesont;
dans ces conditions, on pose

Rdfd)\z/Rd]” d)x—/Rdf’ d. (A.33)
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Enfin, on dit qu'une fonction mesurable f* est intégrable sur un ouvert £}
de R? si la fonction Xaf est intégrable sur R? ol xq désigne la fonction
indicatrice de (. On note £'(€2) espace des fonctions intégrables sur ().

Dans cet aide-mémoire, on omet, sauf dans quelques situations, le symbole
dN dans les intégrales, étant entendu que celles-ci sont zoujours considérées
pour la mesure de Lebesgue. De plus, 'ensemble des fonctions mesurables
étant suffisamment riche pour contenir toutes les fonctions habituellement
rencontrées en sciences de I'ingénieur, on suppose implicitement que toutes
les fonctions considérées dans cet aide-mémoire sont mesurables.

e Propriétés vraies presque partout et classes de fonctions. On dit qu'une
propriété est vraie presque partout sur un ouvert £} si elle est satisfaite par-
tout sauf sur un sous-ensemble de ) qui est de mesure nulle. Par exemple,
on dit que deux fonctions f et g sont égales presque partout sur ) si
AM{x € Q; f(x) # glx)}) = 0.Sif = g presque partout sur ) et si /" est
intégrable sur (), alors g est intégrable sur Q etona [, g = [, f. La re-
lation (fRg) < (f = g presque partout sur {)) étant une relation d’équi-
valence sur £'(Q)), on introduit Iespace quotient LYQ) = £Y(Q)/R. Un
élément f € L'(Q)) est une classe de fonctions; dans la pratique, I'objet £
peut étre vu comme une fonction qui est définie & un ensemble de mesure
nulle pres, Cest-a-dire qu'il est invariant si on change la valeur de f'(x) pour
x € A et A est un ensemble de mesure nulle. Pour simplifier, un élément
de L' (Q) est appelé une fonction. Par la suite, on considére également I'es-
pace ‘C’lloc (€2) composé des fonctions intégrables sur tout compact de ) et
Pespace quotient L} (Q) = £} (Q)/R.

e Espaces de Lebesgue. Soit un réel p € [1, + oo]. On pose
I7(Q) = {f mesurable ; ||f || @) <+ oo}, (A.34)

avec pour p € [1, + oo, N
b
Wiow = ([ 1)’ (439)
et

[f 1222 ) = sup ess £ (x)]
x€Q (A.36)
inf{M € R+ ; |f(x)| < M presque partout dans 2}.
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En particulier, on a

Wl = /Q . (A.37)

Théoréme A.9 (Fischer—Riesz). Soit p € [1,+ ocl. Equipé de la norme
Il - |2 cy> L2 (82) est un espace de Banach.

Théoreme A.10. Soit un réel p € [1,+ ool. Alors, lespace dual de 17 ((})

peut etre identifié avec [F ' Q) onp €11, + oo] désigne le réel conjugué de p
tel que + i = 1 (avec la convention que p’ =+ cosip = 1).

Pour p = 2, on obtient I'espace I*(Q) qui joue un réle important dans
I'analyse de la méthode des éléments finis. Cet espace peut étre muni d’'une
structure hilbertienne grice au produit scalaire

.0 = /Q % (A38)

Dans cet aide mémoire, on préfere utiliser les notations || - o0 pour
Il - Iz et (-, )o,0 pour (-, )2, car ces notations sont cohérentes avec
celles employees pour les espaces de Sobolev. En particulier, on a

Wloa= (] W)%. (A.39)

A.4 Distributions et espaces de Sobolev

e Fonctions indéfiniment dérivables a support compact. Soit {) un ouvert
de R”. Soit ¢ une fonction définie sur € i valeurs dans R. Le support de @
dans  est défini comme I'ensemble

support(p) = {x € ; ¢(x) # O}Q. (A.40)

On désigne par D((2) I'espace vectoriel constitué des fonctions de C*°(€2)
dont le support dans €} est compact. Lespace D(£)) est suffisamment riche
pour satisfaire les deux résultats suivants.
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Théoreme A.11. Soit un réel p € [1,+ ool. Alors, D(Q) est dense dans
7 (Q).

Théoreme A.12. Soit f € L, (Q) telle que [fe = O pour tout
¢ € D). Alors, f = 0.

Distributions. On dit qu'une application linéaire
u:DQ) 3¢ — (u, ¢)p'p €ER, (A.41)

est une distribution sur €} si la propriété suivante est satisfaite : pour tout
compact K inclus dans (), il existe un entier 7 et une constante ¢ tels que

aeNd K
DESANE

Vo € D), supp(e) C K, (u,¢)prp < ¢ max <sup |0°‘<p(x)|> .

(A.42)
La notion de distribution sur £) est une généralisation du concept de fonc-
tion sur . En particulier, toute fonction £ € L] ({)) peut étre vue comme
une distribution en posant pour tout ¢ € D(£)),

(fro)pp = /chp. (A.43)

Par contre, il existe des distributions sur ) qui ne peuvent pas étre repré-
sentées par des fonctions, par exemple la masse de Dirac 8, définie pour tout
@ € D) par (3., ¢)pr.p = ¢(a) otz € ().

Dérivation au sens des distributions. Un des points d’orgue de la théo-
rie des distributions est le fait que toute distribution est dérivable au sens
suivant : soit # € D'(Q)) et soit i € {1,...,d}; alors, en posant

Oiu D)) 3 ¢ +— (O, @)pr p = —(u,0:9)p’ D, (A.44)

on définit une distribution sur €). Plus généralement, si o est un multi-
indice, en posant

u:D) 3¢ — (ue)pp = (=D, p p, (A45)
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on définit une distribution sur ). On pose conventionnellement
Vu= Ou,..., 0" edu=u

La notion de dérivation au sens des distributions est une extension de la
dérivation usuelle’. Si # € C'(Q), on vérifie facilement que sa dérivée
classique et sa dérivée au sens des distributions coincident. Dans cet aide-
mémoire, il est implicitement entendu que routes les dérivées sont prises au
sens des distributions.

Espaces de Sobolev. Soit un entier s > 0. Lespace de Sobolev H°(€)) est
défini comme suit :

H(Q) = {veD'(Q); 0% e (), |of < s} (A.46)

Pours = 0,ona H°(Q)) = L*(€)). On montre que pour tout s > 0, H*(€2)
est un espace de Hilbert lorsqu'il est équipé du produit scalaire

(v,w) 0 = Z /Qa"va"‘w. (A.47)

lo|<s

La norme induite est notée

o=

lollo = | D 10%I6.a | - (A.48)

jol<s

On considere également la semi-norme

o= D I10%I5a] - (A.49)
la|=s
La norme || - [|,,0 est équivalente 2 la norme 37, <, [|0“()[|o,0 ; dans cet

aide-mémoire, on utilise indifféremment 'une ou l'autre de ces normes.

C’est pourquoi on utilise la méme notation pour la dérivée au sens des distributions
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On introduit également l'espace

§ D@
Hy(Q) = DY)

(A.50)
Lorsque Pouvert () est borné, cet espace est strictement inclus dans A*(€2).
Pour s = 1, on obtient I'espace de Hilbert

H' Q) ={ve’(Q);Vie{l,...,d}, dwe *(Q)}, (A.51)

avec le produit scalaire

d
(v,w)l,g=/vw-l—/Vu-Vw:/vw-i-Z/&-v&-w, (A.52)
Q o Q — Jo

et la norme induite

oo = ([ 2+ [0)" = (olia + 1) - 453
Q Q

La norme || - ||;,q est équivalente 4 la norme || - oo + | - [1,0; dans cet
aide-mémoire, on utilise indifféremment 'une ou l'autre de ces normes.
Enfin, par définition, on a

@) =py" @, (A.54)
Une propriété importante des espaces de Sobolev est que
H'(Q) CL®@Qnc™ @ si s> 4, (A.55)

ona =1-— %. La propriété (A.55) implique les fonctions de H*(£2) sont
continues' dés que s > % Ainsi, les fonctions de H' () sont continues en
dimension 1 et les fonctions de H*(€)) sont continues en dimension 2 et 3.

Théorie des traces.La frontiere ) étant un ensemble de mesure nulle, on
ne peut pas donner un sens a v|gq lorsque » € L*(Q). Par contre, on peut

Plus rigoureusement, pour v € H*(£)), il existe une fonction continue dans la classe

de fonctions définies presque partout qui est représentée par v.
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considérer I'application yo : Q) s v— vaq € C°(0€Q). On pose

d+1

HE (00) = {v € 12(00) ; M € 1200 X 69)} . (AS6)
x =y

On a le résultat remarquable suivant : si {) est un ouvert borné de fronticre
lipschitzienne, on peut étendre 'application yo &

yo: H'(Q) 3 v v]po € H? (0Q)), (A.57)

de sorte que :

(i) lapplication yg est surjective ;

(ii) le noyau de yo est espace HO1 Q).
De plus, du théoreme de l'application ouverte on déduit qu'il existe une
constante ¢ telle que pour tout g € H > (0Q), il existe v, € H 1(Q) tel que
uloa = g et |lzlh.a <cligll: a0-
On peut également étendre la notion de dérivée normale si on suppose que
la frontiére de () est de classe C*. Dans ces conditions, on montre que I'ap-
plication v : C'(Q) 3 v — (v|pa, 7-Vv|sq) € C1(AQ) X C°(DQ), ot n
est la normale extérieure 2 ), sétend 3 H*((2), que I'application étendue
est surjective sur 3 OQ) X H > (0€)) et que son noyau est 'espace HE Q).
Onaposé H2(0Q) = {v € H'(9Q) ; Yo tel que || = 1, 8%v € HZ (0Q)}.

Inégalité de Poincaré et variantes. Soit ) un ouvert borné de R”. Il existe
une constante £ telle que

Vo € Hy (), l2]l0.0 < LoV

o,0- (A.58)

Cette inégalité est utilisée dans la section 5.1.1 pour prouver le caractere

bien posé du probleme de Dirichlet.

Une version un peu plus générale de I'inégalité de Poincaré consiste & consi-
dérer une forme linéaire continue sur /' ((2), que I'on désigne par f et dont
le noyau ne contient pas les fonctions constantes sur {) ; en d’autres termes,
f(xa) # 0ol Xq est la fonction indicatrice de ). On suppose que I'ou-
vert {) est borné, connexe et de frontiere lipschitzienne. Alors, il existe une

327



A ¢ Bases mathématiques de A.4 Distributions et espaces
la méthode des éléments de Sobolev
finis

constante ¢ telle que

callvllie < [[Velloa + [f@). (A.59)

De plus, si f(xa) = 1, en posant Z = {v € H'(Q) ; f(v) = 0}, il existe
une constante ¢ telle que

Yve Z, ollvlla < IVeloq- (A.60)

Cette inégalité est connue sous le nom d'inégalité de Poincaré—Friedrichs.

M H N _ 1 [ 22 s . . ,
Le.ca.s partlcu.her ol f(v) = oy Jo v conduit a Linégalisé de Poincaré—
Wirtinger; voir le lemme 5.8.
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NOMENCLATURE

Convention générale

Dans les estimations d’erreur, on désigne par ¢ une constante générique dont
la valeur numérique peut changer 4 chaque occurrence.

Vecteurs, matrices et espaces vectoriels

X1,...,Xn)
ou (X 1<i<m
X, Y)m
X[ m

R™"

Ker(2)
Im(Z2)

ZT

tridiag(a, 4, ¢)

ZX

composantes du vecteur X dans une base de R”

produit scalaire euclidien dans R” : (X, V), = > | XiV;

norme euclidienne sur R” (induite par le produit scalaire
euclidien) : |[X|,, = (X7, X7

espace vectoriel des matrices 2 7 lignes, 7 colonnes et a
coefficients réels; un coefficient générique d’'une ma-
trice Z € R™" est noté Z; pour i € {1,...,m} et
je{l,...,n}

noyau de la matrice Z

image de la matrice Z

matrice transposée de Z : pour Z € R™", 2T ¢ R""
avecZ,va = Zipouri € {1,...,n}etje{1,...,m}

matrice tridiagonale de terme générique
Sji1a + 8;b + 8;i+1c

produit matrice—vecteur : pour Z € R™”, X € R” et
i€ {1, .. .,m}, (Z2X); = Z}Z=1 leXj
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A matrice de rigidité ; voir (2.14) page 34

M matrice de masse; voir (10.16) page 231

L matrice identité dans R

vect{v1,...,un} espace vectoriel engendré par la famille {v1, ..., vy}

dim(V) dimension de I'espace vectoriel V'

Dans I'espace physique R? (avec 4 = 1, 2 ou 3), on utilise également les

notations suivantes.

o€ produit matrice—vecteur : pour ¢ € R%, & € R? et
i€ {1, d} (08 = L, o4k

(o0& pourag € R, { e R et§ € RY, [0k = Zt{i:l Lioj&;

o:T double contraction matricielle : pour ¢ € R%? et

dd s — e
TeR ,O'.T—ZZ.FIO'ZJTZ]

(®E produit tensoriel entre vecteurs : pour { € RY et
£ € RY, (@8 € R avec ((®&; = (& pour
i,je{l,...,d}

19243 produit vectoriel dans R® de composantes
(L& — 536,086 — 06, 066 — L&)

tr(o) trace de la matrice ¢ € R%? : tr(o) = Zil g

Formes linéaires et bilinéaires

L(V;R) ou V’ espace vectoriel des formes linéaires continues sur un es-
pace vectoriel normé V'

W 1w norme de f dans V' ; voir (A.7) page 313

LV X W;R) espace vectoriel des formes bilinéaires continues sur
V' X W ou V et W sont des espaces vectoriels normés

llallv,w norme de @ dans L(V X W;R); voir (A.12) page 314

Opérateurs différentiels

(1, ..., %9) coordonnées cartésiennes du point courant de R?
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Nomenclature Fonctions et espaces
fonctionnels

Oiu dérivée (au sens des distributions) de # par rapport a x;;
voir page 324

0"u dérivée (au sens des distributions) d’ordre 72 de # par rap-
portax;;meEN

Ojju dérivée (au sens des distributions) de # par rapport a x; et
Xj

o multi-indice : & = (a1, ...,0,)" € N’ aveca; € N pour
tout: € {1,...,d}

|| longueur du multi-indice . : ja] = a1 + ... + oy

O*u .. 0% u

Vu gradient de # : Vu = (D, ..., 0,u)" € R si u est 2

valeurs dans R ou Vi = (Oju:)1<igm, 1<j<d € R4
si u est a valeurs dans R”

V-u divergencede u: V-u = Z;i] O;u; ol u est a valeurs dans
Rd

V Xu rotationnel de # : VXu = (Qruz—03uz, O3u1 —O1u3z, Oyuz— &)’
olt # est & valeurs dans R?

Au Laplacien de # : Au = Z?’:l O;iu

\ opérateur de gradient discret; voir (4.21) page 81

V) opérateur de divergence discrete ; voir (4.22) page 81

Fonctions et espaces fonctionnels

ulg restriction de la fonction # 4 'ensemble £

(02) espace vectoriel des fonctions continues sur £

CH(E) espace vectoriel des fonctions 4-fois continiment différen-
tiables sur £

COY(E) espace vectoriel des fonctions lipschitziennes sur £

ct C(E) espace vectoriel des fonctions héldériennes sur £ d’ordre

k et d’exposant @

LY(Q) espace vectoriel des fonctions intégrables (au sens de Le-
besgue) sur )
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Nomenclature Espaces polynémiaux

1112
LX)

1/ llo.0
L=

V125 @)
D)

D'(Q)
H'(Q)
H'(Q)
Hy ()
H? Q)
H(div; Q)
H(rot; )

norme de /" dans LN(Q) ; voir (A.37) page 323

espace vectoriel des fonctions dont le carré est intégrable
(au sens de Lebesgue) sur )

norme de f dans L*(Q) ; voir (A.39) page 323

espace vectoriel des fonctions bornées presque partout sur
Q
norme de /" dans L% (£)) ; voir (A.36) page 322

espace vectoriel des fonctions de classe C°*° sur () et dont
le support dans () est compact

espace vectoriel des distributions sur £} ; voir page 324
espace de Sobolev ; voir (A.46) page 325

espace de Sobolev ; voir (A.51) page 326

espace de Sobolev ; voir (A.54) page 326

espace de Sobolev ; voir (A.56) page 327

{ve [L2)Y; Vv e LX)}

{ve [P ; VXv e [P}

Espaces polynémiaux

P,

Qe

RTy

332

espace vectoriel des polynémes en les variables
(x1,...,x4), & coefficients réels et de degré glo-
bal inférieur ou égal & £; voir (3.9) page 50 ainsi que
la définition 1.4 en dimension 1

espace vectoriel des polynémes en les variables
(x1,...,x4), & coefficients réels et de degré infé-
rieur ou égal & & en chaque variable; voir (3.12)
page 52

espace vectoriel des polyndmes de Raviart—Thomas de
plus bas degré; voir (4.34) page 86

espace vectoriel des polyndmes de Nédélec de plus bas de-

gré ; voir (4.49) et (4.50) page 90
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Nomenclature

Eléments finis et espaces
d’approximation

Eléments finis et espaces d’approximation

{K,P,%}

ng

{01,...,0,}

{o1,...,04}

{dh et 7ﬂ”f}
La;

IKg

Ix

V(K)

{K,P,3}

{617 . 76nf}

{61’ . 7671(}

Tz

V(K)

Pf,/:' et Pf’/} 0

k k
Qpet Q0

k
Ptd,l/

1 1
Ppt,h et Ppt,ly,O

Dy,

R,

élément fini; voir la définition 4.1 page 75

nombre de fonctions de forme et de degrés de liberté de
I'élément fini

fonctions de forme de I'élément fini

degrés de liberté de I'élément fini

noeuds d’un élément fini de Lagrange

opérateur d’interpolation local associé & un élément fini de
Lagrange ; voir (3.4) page 46

opérateur d’interpolation local associé 2 un élément fini
{K,P,%}; voir (4.5) page 78

domaine de 'opérateur d’interpolation local Zx

élément fini de référence pour la génération d’éléments
finis

fonctions de forme de I'élément fini de référence

degrés de liberté de I'élément fini de référence

opérateur d’interpolation local associé a I'élément fini de
référence ; voir (4.7) page 78

domaine de 'opérateur d’interpolation local Z5

espaces d’éléments finis de Lagrange P;; voir (3.44)

et (3.46) page 66

espaces d’éléments finis de Lagrange Qy; voir (3.45)
et (3.47) page 66

espace d’éléments finis totalement discontinu ; voir (4.20)
page 81

espaces d’éléments finis de Crouzeix—Raviart; voir (4.31)
page 84 et (5.15) page 108

espace d’éléments finis de Raviart—Thomas; voir (4.42)
page 88

espace d’éléments finis de Nédélec; voir (4.56) page 93
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Programmation des
éléments finis

Maillages et quadratures

T
Q,

{T}s>0

hx = diam(K)
h

Tk

ngéo

N, géo

Nma

Nae, Nig, N2
Ney N, NY
& &L, ED
F, Fiy FY
lq

k

q
(& By}

{(1)1(71,. .

maillage ; voir (3.19) page 55

domaine recouvert par le maillage ; voir (3.22) page 56
famille de maillages

diamétre de la maille K € 7,

diameétre maximum des mailles de 7, : / = maxgc7, hr

élément fini géométrique servant a générer le maillage;
voir la définition 3.15 page 57

transformation envoyant ['élément géométrique de réfé-
rence K dans une maille X

nombre de fonctions de forme de I'élément fini géomé-
trique

nombre de nceuds géométriques dans le maillage

nombre de mailles

nombre d’arétes, d’arétes internes et d’arétes de frontiére

nombre de faces, de faces internes et de faces de frontiere

nombre de sommets, de sommets intérieurs et de sommets
de frontiére

ensemble des arétes, des arétes intérieures et des arétes de
frontiére

ensemble des faces, des faces intérieures et des faces de
frontiere

nombre de points de Gauf§ de la quadrature;; voir la défi-
nition 9.1 page 213

ordre de la quadrature

points de Gaufl pour la quadrature sur la maille K;
voir (9.6) page 215

. u)K,/q} poids de la quadrature sur la maille K ; voir (9.5) page 215

Programmation des éléments finis

connect_forme

voir p. 294

connect g front voir p. 291
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Nomenclature Autres symboles

connect _géo voir p. 289
coord voir p. 289
dphi dx voir p. 295
dpsidx voir p. 292
dthetadx voir p. 294
icondlim voir p. 291
idom voir p. 292
inv_jac voir p. 295
poids voir p. 293
psi voir p. 292
theta voir p. 294
vois voir p. 290

Autres symboles

card(F) cardinal de 'ensemble £

;i symbole de Kronecker : 8;; = 1sii =jetd; = 0sii #j

L(E; F) espace vectoriel des opérateurs continus de £ dans F ot £
et F sont des espaces vectoriels normés

mes(E) mesure (de Lebesgue) de 'ensemble £ C R? ; voir (A.29)
page 321

Q adhérence de I'ensemble €} ; voir page 312
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