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1 « ARITHMETIQUE

ALGEBRE ET TRIGONOMETRIE

1.1 Symboles usuels de I'algébre

Symboles
v

3

ac E
ag E
EoF
FCcE

ENF

EUF

aT b=c

aTe=e¢eT a=a
aT a'=e

aRb

7= f(%)

e f

fog

a modulo 7
|l

Symboles dits quantificateurs

signifie « quel que soit » ; par exemple Vae E, quel que
soit # appartenant a E.

signifie «il existe » ; par exemple Jz€ E, il existe zappar-
tenant a £, tel que ... .

a est un élément de 'ensemble F.

a nappartient pas a E.

Symbole de I'inclusion signifiant que F est un sous-
ensemble de E, cest-a-dire contenu dans E et pouvant
étre E'lui-méme.

Ensemble vide.

Intersection de E et de F; ensemble des éléments
communs a Feta F

Réunion de E de F; ensemble des éléments appartenant
soit a E, soit a K soit a leur intersection.
Complémentaire de A sous-ensemble de £ on a

Ach=®.

Relation exprimant que ¢ est le résultat de 'opération
interne effectuée sur zet Hélémentsde £. On trouveaussi :

alb; axb; a+ b; a.b.

eest I'élément neutre de I'opération T .

aet a’sont des éléments symétriques dans 'opération T.
a et bsatisfont & une relation binaire désignée par R.

x élément de E s'applique sur y élément de
Lapplication est bijective.

application composée signifiant y = f[g(x)] ; ne pas
confondre avec go fsignifiant y — g[f(x)].

signifie 2 + Kn, quel que soit K entier relatif.

valeur absolue ou module de 4.



1 o Arithmétique 1.2 Structures algébriques
Algeébre et trigonométrie

1.2 Structures algébriques

A) Groupe : ensemble G non vide possédant une loi de composition interne
satisfaisant aux axiomes suivants :

1°Va, byce G:(aT b Tc=aT(bTo (associativité),

2°dee G,Va:aT e=eT a=a (e, élément neutre),
3°Vae GIa":a’Ta=aTa'=e¢ (a’, symétrique),
Groupe abélien:NVa, be G:aT b=56T a (commutativité).
Propriétés :

Va,bce GaTc=bT c=a=bcT a=cT b= a= b (tout élément
est régulier) ;

Va,be G Axe G tel que aT x=b:x=a’T b

et xT a=b:x=bT a’.

Sous-groupe : G’ G est un sous-groupe de Gsi Va, be G":aT b’e G’
(6”symétrique de & dans G).

B) Anneau : ensemble A muni de deux lois de composition interne satisfai-
sant aux axiomes suivants :

I. A est un groupe abélien pour la premitre loi (addition) :

1°Va, byce A: (a+b) +c=a+ (b+0);

2°30€ A Va:a+0=0+a=a;

3°Vae Ad-a):a+(—a)=(-a) +a=0;

4°Va be A:a+ b=b+ a

II.Va, b, ce A: (ab) c= a(bo) (associativité de la multiplication).
III.Va, b,ce A: alb+ ¢) = ab+ ac, (a+ b) c= ac+ be (distributivité).
Anneau unitaire : dee A, Va:ea=ae=-¢

(&, élément neutre pour la deuxiéme loi, appelé unité).

Anneau d’intégrité : Va # 0, V6 # 0 = ab # 0 (pas de diviseurs de zéro).
Propriétés : Va, b: (—a) b=a(- b) = (— ab),Va:a2.0=0.2=0.

C) Corps : ensemble K'muni de deux lois de composition interne satisfaisant
aux axiomes suivants :

I. Kest un groupe abélien pour la premiere loi (addition).
1°Va, byce K:(a+b)+c=a+(b+ o),

2°30€ K Va:a+0=0+a=a,

3°Vae KA(-a):a+(-a)=(-a) +a=0,

4°Va, be Kia+ b=b+ a.
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1.3 Calculs dans I'ensemble
des nombres réels

I1. K (privé de 0) est un groupe pour la deuxi¢me loi (multiplication).

1°Va, b, ce K: (ab) c= a(bo),
2°dee K Va:ea=ae=a,
3°Va# 0,35 cadt =l a=e

II.Va bce K:a(b+c)=ab+ ac,(a+ b) c= ac+ be.
Corps commutatif (ou droit) : la deuxieme loi est commutative.

1.3 Calculsdans|'ensemble des nombresréels

1.3.1 Exposants et radicaux
Exposants : p, g entiers positifs, négatifs ou nuls, z et 4 réels différents de 0

F=1, ﬂ:-l—p, A=,

a
VA
@71=2%  (ay=arrt, (%) -2

Radicaux : 7, g entier positifs, p entier relatif, # et & réels

Wa=b==a=¥, " = 1
V4
"7 = W =dl ="

m, m’rationnels, a et b réels positifs

m m/ m+m/ m/ mm/ —m
a"d" =4 , (@ =

1.3.2 Identités usuelles
(az b)2 =t 2ab+ b
£V = (a+ b)(a-b)
a+ b\2 (a—b\?
“bz( 2 ) _( 2 )

(a = 17)3 =2+ 342b+ 3452 + 5
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Algeébre et trigonométrie des nombres réels

(al+¢z2+...+an)2= Z al-2+2 Z aa;

1<i<n 1<i<j<n
3 _ 3 2
() +ay+.. +a,) = Z a; +3 z aja; +6 Z ;a4
1<i<n 1i<j<n ISi<j<k<n
]
(ay+ay+.. +a )l = Z Pk gk
n k' k ] 1 n
lepsky e sy, L
sommation étendue 2 tout ensemble d’entiers 4y, ..., £, positifs ou nuls tels

que by + ..+ k= p.

Division par (x + )
"= (x—a) (@ P TP s ),
Identité de Lagrange :

(P + P +P) (@ 62+ —(aa” +bb” + cc”)? =
= (be” = cb")? + (ca’ — ac”)? + (ab” - ba’)? .

Théoréme de Bezout. — Si 2 polyndmes A et B sont premiers entre eux,
il existe un polyndéme # de degré < a celui de B et un polyndéme v de degré
< Atels que I'on ait Au + By = 1.

1.3.3 Sommations usuelles

Progressions arithmétiques : # premier terme,
7 raison,
n nombre de termes.
Somme des 7 premiers termes S=a+(a+7)+...+(a+n—-1)r).
g = [2a+(n=D)rln
2
Progressions géométriques : ¢ = raison, @ = 1" terme,

Somme des 7 premiers termes S =a +ag+...+ aqn_l.
n

S = aﬂ;l,
q-1
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1 o Arithmétique 1.3 Calculs dans I'ensemble
Algeébre et trigonométrie des nombres réels

Limite de Squand g < Jet z—> o0 :
$=_2 .
l-gq

Produit des 7 premiers termes :

P = A" = (a[)z.

Sommations sur nombres entiers

Somme des 7 premiers nombres entiers :
S$1=1+2+3++(n-1)+n= n(nT-l-l)

Somme des carrés des 7 premiers nombres entiers :

52:12+22+32+-~-+(n—1)2+n2:M~

Somme des cubes des 7 premiers nombres entiers :
2
S5 = P+2243 s (=124 = [@J = (Sl)z.
Somme des quatriemes puissances des 7 premiers nombres entiers :
n(n+1)2n+ 1)(3;12 +3n-1)

S=14 24 4 _14 4 _
% +2% 43 s (m=1)" + m 30

Somme des nombres impairs :
1+3+5+-+2n=3)+Q2n-1) =
Somme des nombres pairs :
2+4+6+ +2n=28 =nn+1).
Somme des carrés des nombres impairs :

124324 5% 4oy Qo 1)2 - M22=DCnt 1),
3
Somme des carrés des nombres pairs :
22+42+'-~+(2n)2: M
3

Somme des cubes des nombres impairs :

P+3245 44 2n-13 = 227 - 1).
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Somme des cubes des nombres pairs :

BB+ @nd =220+ 1)2.

Sommes tirées de la relation :

n+1
lax+x?+sx’= ﬁ-—-i_*l (progression géométrique).
x—
Dérivons :
n+1—(n+l)xn+l
142x+3x2 4+ md 1225 3 o ox# 1.
Faisons x = %: (x=1)
1+2+%+~+ L =40—”+9,
2 2 2;1— 2n+
oul+%+i+...+ﬁ=2(1—”+21) —p_nt2
2 23 2n 2n+ 2n

En dérivant encore une fois, on a :

n+1 n
2+2.3x+3.4x2+~~+n(n—1)x”_2=i”x —(n+1)x+l=

(x-1)*
n(n—1)xn+1—2x”(x2—1)+n(n+1)xn_1—2
(x-1)°
. 1 - 1
En faisant x = 5 eten multipliant par 5 et ona les sommes :
2

g+2;23+%+m+n(n—11) _ 3 +3n1+4)

2 2% 2 2" 2"
%+%+%+...+M = zz_w.

2° 27 2 2" 2"

Sommations de la forme § = z n(n—1).

S =12+23+34 4+ n(n—1) < L DAA=1)
_(n+tDn(n=1)(n=-2)
_ - ,
...... i T
7 k+1 '

S123=123+234++(n=-2)(n-1)n
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1 o Arithmétique 1.4 Numération binaire
Algeébre et trigonométrie

Sommations de la forme S = Z

n(ﬂ—l)
1 1 1 1 1 1
S, = —+ — + o F = ( _;) =1-=.
1 1.2 23 n(n—1) Z n—1 n
SzzL L+..,++=l(1_ 13))
1.3 3.5 2n+1)2n+3) 2 2n+
2
53 1 + 1 P 1 _ln-n=-2 _1 1
1.2.3 234 (n=2)(n—=1)n T2 22— 2 T4 Zn(n—l)

1.4 Numération binaire

En numération binaire il n’y a que 2 signes (que I'on désigne généralement
par 0 et 1). Tout nombre, en numération binaire, sexprime par une suite de
termes formés de 0 et de 1 qui, multipliés par les puissances de 2 successives,
donnent la représentation décimale du nombre.

Exemple : 23—16+4+2+1_
S 1+ 2% 0+22x1+2'x1+29%1=10111.

Pour transformer en binaire un nombre exprimé en décimal, il faut
commencer par diviser ce nombre par la plus haute puissance de 2 y
contenue, diviser le reste par la plus haute puissance de 2 contenue dans ce
reste, etc.

Puissances de 2. Exemple : Transformer 365 en numération binaire.
20 - 1
2! = 2 La plus haute puissance de 2 conenue :
22 = 4 dans 365 est 256 = 28 ¢ reste 109 ;
23 = 8 dans 109 est 64 = 2° , reste 45 ;
24 _ 16 dans 45est 32 =22 reste 13;
25 - 32 dans 13est 8=23 reste 5;
20 _ 64 dans Sest 4= 22, reste 1
27 = 128 dans lest 1=2%reste O0;
28 = 256
20 = 512
2102 1024 365=28%1+2"x0+2°x1+2°x1+2%%x0+
212 2048 +28x1+22x1+2'x0+2%%1
2122 4096
213 8192 =101101101.
Etc.
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Inversement pour transformer un nombre du binaire en décimal, il faut addi-
tionner les puissances de 2 matérialisées par le rang du symbole 1.

Exemple : Transformer 10101 00=22+2%+2024+16+64=84.

Le nombre de signes /V utilisé en numération binaire est pour exprimer un
méme nombre de 7 chiffres en décimal,

= n = n .
log102 0,301 03

Ainsi, un nombre de 9 chiffres en décimal exigera 30 signes en binaire.

Opérations en numération binaire

Table d’addition : ol1

1(1{0

avec report de 1 2 la colonne suivante pour 'addition 1 + 1 = 10.

ADDITION DE 2 NOMBRES. — Se fait comme en décimal, en additionnant les
chiffres de méme rang en commengant par la droite. Quand on a 2 fois 1 le
résultat est 0 et on reporte 1 a la colonne suivante.

Exemple : Additionner27=11011et13=1101.

11011
1101
101000=32+8=40.
Addition de plusieurs nombres. — 11 faut procéder par récurrence, addi-

tionner les 2 premiers, ajouter le troisi¢me 2 la somme obtenue, etc.
SOUSTRACTION. — Méthode par complémentation.

Dans le chiffre 2 soustraire on remplace les 1 par 0 et vice versa ; on addi-
tionne avec le premier nombre ; on supprime le premier 1 sur la gauche et on
ajoute 1 au résultat obtenu.

Exemple : 83 — 42 = 41.
83=1010011
42=101010; complément 010101.
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1 o Arithmétique 1.4 Numération binaire
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Opération 1010011
010101
1101000
1
101001 =32+8+1=4L.
Multiplication. — Table de multiplication.

Multiplicande
0|1

0]0]0
Multiplicateur =711

autrementdit: 1 X 1= 1. Tousles autres cas donnent 0. La multiplication s opere
comme en décimal. Tous les produits partiels sont 0 ou le multiplicande.
Additionner les produits partiels successivement.

Exemple : 19 X 13 = 247 .

10011

1101

10011

00000
10011
3 premiéres lignes 1011111
quatri¢me ligne 10011
T1110111 =247.

Remargue. — Le nombre de chiffres du produit est au plus la somme des
nombres des chiffres du multiplicande et du multiplicateur (ici 5 + 4 = 9).
Regle générale quelle que soit la base de numération.

DIVISION. — La division directe en binaire s'opére par soustractions succes-
sives, opération assez compliquée. Les machines qui utilisent la numération
binaire, opérent par formules itératives utilisant 'addition, la soustraction et
la multiplication et donnant l'inverse du diviseur. Il suffit ensuite de multi-

plier.
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Binaire décimal

Chaque chiffre décimal de 0 2 9 est représenté par sa valeur en binaire normal
et un nombre est formé de la juxtaposition de ces représentations. Par
exemple 72 se traduit par7=0111et2=0010,s0it011100 1 0. Cette
représentation utilisée dans certaines machines électroniques n'a plus aucun
rapport avec le binaire normal (elle représenterait 114).

1.5 Algébre delalogique ou algébre de boole

Lalgebre de Boole opere sur 2 éléments seulement que 'on représente habi-
tuellement par 0 et 1. Cette notation indique seulement 2 états ou 2 posi-
tions qui s'excluent mutuellement (par exemple I'état ouvert ou fermé d’un
contact électrique, comme nous le verrons plus loin).

Une variable de I'algebre de Boole est un symbole qui peut prendre arbitraire-
ment l'une ou l'autre des 2 valeurs 0 et 1. En permutant ces valeurs, on
obtient des relations correspondant par dualité avec les relations initiales.
Lalgebre de Boole comporte 3 opérations de base :

ol 1° La somme logique (symbole v) dont la table est celle ci-

J contre : ce qui veut dire que x Vv yvaut 1 si 'une au moins des

olol1 variables vaut 1 ou encore si 'une ou l'autre vaut 1. Si les

2 variables valent 0, xv y = 0.

11111 Quel que soit x, xV x = x (idempotence).
2° Produit logique (symbole.) dont la table est celle ci-contre : x
ce qui veut dire que x.y vaut 1 si et seulement si les 2 variables |y 011
valent 1 (ou encore si I'une et autre valent 1).
Sil'une des 2 variables vaut 0, x.y = 0. 01010
Quel que soit x, x.x = x (idempotence).
On désigne encore quelquefois ces 2 opérations par 'opéra- 1101

tion ou (somme) et 'opération ez (produit).

3° Négation ou complémentation. — Opération 2 1 seule variable (symbole x”
ou quelquefois ¥, x barre) qui consiste en ce que le résultat vaut 1 si la
variable initiale vaut 0 et inversement.

On vérifie que ces opérations possedent les propriétés suivantes :

Commutativité : XVy=yVvx, X)) = pX.
Associativité : xv(va=kxvyVvs a.(b.0) = (a.b).c

Ce qui permet de supprimer les parenthéses.
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Distributivité d’'une opération par rapport a 'autre :
x(yVva=xyVvxz,
xV () = (xv)y).(xV 2).
Propriétés de la négation :

xvax'=1, xx’=0
(xvy)'=x"y; (x.9) "=x"v y’.

FONCTIONS DE VARIABLES BOOLEENNES x, % 2, ... C’est une quantité binaire
(Cest-a-dire qui ne prend que les valeurs 0 et 1) dont la valeur (0 ou 1) est
connue quand on connait les valeurs de x, 3 z.

Développement normal disjonctif :

Quelle que soit la fonction, ona:
flonz.)=[f(1,pz..).xVv [0,y z.).x"

Lexpression du premier membre comprend des termes comportant un
variable de moins. On peut donc développer n’importe quelle fonction de 7
variables en une expression comportant 2” termes.

Développement normal conjonctif : dérivé du précédent par dualité. Identité de
base :

flopz.)=[f1, 32 Vvxl.[fO, 52 va.

Comporte également 2” termes.
. . . n
Nombre de fonctions possibles de 7 variables = 22",

1.6 Analyse combinatoire

Permutations. Nombre de groupes différents que 'on peut faire avec m
objets en tenant compte de 'ordre des objets.

1° Sans répétitions (Cest-a-dire qu’il y a m objets différents et que, par consé-
quent, chaque objet figure une seule fois dans chaque groupe) : P,,= m!

1"



1 o Arithmétique 1.6 Analyse combinatoire
Algeébre et trigonométrie

2° Avec répétitions : plusieurs objets semblables peuvent figurer dans chaque
groupe ; nombre de permutations de 7 objets dont o, B, ¥, ... semblables,
telsque b+ B+ 7Y+ =m

R(x, B, y... _ Pm _ m!
" Poc‘PB‘Py"' al!Bly!..
Exemple :

meda=2p-2; 2= 2 _¢

I N N NI
aabb baba
abab baab
abba bbaa

Arrangements de 72 objets p 4 p = nombre de groupes de p objets différents
que 'on peut former avec m objets différents en tenant compte de 'ordre :

m!
(m=p)!
(Sip:m,onaAZ =P,=ml).

A = m(m=1)..(m—p+1) =

Combinaisons de 7 objets p 4 p = nombre de groupes de p objets différents
quon peut former avec 7 objets sans tenir compte de l'ordre.

4 A m!
1° Sans répétition : C, = —* = —————.
PP pl(m=p)!
2° Avec répétitions : Kfi = mmtD.(mtp-1) _ Cﬁwp—l , que l'on

p!
peut encore mettre sous la forme
k? = @+ D@p+2)..(ptm=1)
” (m-1)!
Répétition signifie ici que l'on peut faire entrer dans le méme groupe
plusieurs fois le méme objet (ou la méme lettre) sans cependant que le total
des objets différents dépasse m.

Exemple CZ =4: Kj = -4--§--'6 = 20.
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1.6.1 Propriétés des combinaisons

T e
Sans répétitions:  C, = C, 7,

ct - Cfﬂ_ 1+ C‘;__ll (triangle de Pascal),

P P 1 =1 a =1
C,=C,_ 1+C,_5+-+ CP +Cp_1

Avec répétitions : K =Kk’ 4 Kfl_l -

m = Tm—1 m+p—1°

AR R LI (oL

m

1.6.2 Formule du bindme et formules dérivées
(x+a)(x+b)..(x+1)=x"+5 i +S2xm72 4o +prm7]’ + o +S

avec : ’
Si=a+b+c+ -+
Sy =ab+ac+ - +bc+bd+ e +cdr o
Sz =abc + abd + acd + bed + - .
Sia=b=c--=1/onalaformule du binéme de Newton

x+a” =x"+ Crlnax’”*1 + le azxm72+--~+C:_lam71x+am.
Le nombre des termes est (72 + 1).
. 1 2 7 n
Si x=a=1=1+C, +C +-+ C =27

x=—a=1=1+ Cj+ Cj+--~= C}i+ C3+ C2+~--=2”71.

13
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1.6.3 Triangle de pascal

111
112 1
13 3 1

1.7 Equations algébriques

1.7.1 Fonctions symétriques des racines

f(x)Eﬂoxn+¢1x”_1+...+¢ =0,

n

O, représente la somme des produits p a p des racines, S, la somme des puis-
sances p de celles-ci.

a a a a
1 y)
0j=——,=0,= —,...,GP:(_l)P L, . 0,= ()" 2.
) 4 a4y )
ay Sy +a;=0

ﬂ052+dl Sl+2dz=0

‘ZOSn+/e+ﬂl Sn+k—l+"'+dsk:0'

Pour le calcul des sommes S[7 (p < 0), prendre I'équation aux inverses.
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> =S S-Sy 0B,
¥

S S-S,

5 x‘j‘%?;{ - (F)s, - T ST (0, B,y difirencs).
i, k

1.7.2 Equations réciproques

Soit /" une fonction telle que /(1) #0, f(~ 1) #0 et :

f(x)E¢0x2p+ -t quZp—q+ -t apxp+ et aqxq+ o+ g

= xP|:dO(xP+ i_p) Foee aq(xﬁ’ 94 ..;l:.q) Foee api|
X

1
se transforme par  y=x+ >

1 1
x2+x—2 =52=J’2_2""’xp+x_p =SP=J/SP_1_SP_2'

1.7.3 Equations du premier degré

Voir au chapitre Déterminants et Matrices, le paragraphe « Systemes
linéaires », p. 22.

1.7.4 Equations du deuxiéme degré
a? + bx+ c=0.
1°A = —4 ac>0: 2 racines réelles
¥ } _ bt b —4ac

”

2a

2°SiA= b —4dac=0,1 racinedouble:x:—i ;

15
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3°SiA= P —4ac< 0, 2 racines imaginaires :

¥ } _ bt ihac— ¥

2a

”
X

W Relations entre coefficients et racines

_ b 2 52—4116' _ ’ ”
y = {(x+2_a) —4—42} = a(x—x")(x—x").

Somme des racines: S=x"+x"=—--.
a
. . c
Produit des racines : P =x"x"= =
a

DETERMINATION DE 2 NOMBRES x ET % dont on connait la somme S et le
produit 2 ou la différence D et le produit 2

Avec x + y = S, x et y sont racines de :
X?-8X+P=0.
Avec x—y = D, x et (- ) sont racines de :
X* - DX-P=0.

CONSTRUCTION GEOMETRIQUE :
Connaissant Set 2 Connaissant Det P

s

x'=AB,x"=AC x'=AB,x"=AC
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On en déduit 2 théoremes :

a) Le produit de 2 nombres réels variables, dont la somme est constante, est
maximal lorsque ces 2 nombres sont égaux.

b) La somme de 2 nombres positifs, dont le produit est constant, est mini-
male lorsque ces 2 nombres sont égaux.

B Etude du trindme du deuxiéme degré

y=at + bx+c
Signe du trindme :
Y —4ac<0, y toujours du signe de 4
b —4ac=0, ydu signe de 4, sauf pour x =— Eb:z pour lequel y =0 ;
b —4ac>0, y du signe de @ a lextérieur des racines et du signe

contraire a I'intérieur.

1.7.5 Equations du troisieme degré

(1 X+ ax® + bx+ c=0.
RESOLUTION ALGEBRIQUE. — En posant x = y— g ., on obtient :
2 3
) )ﬁ+py+q:0, avecp:b_% et q:%—%b+c.

Formons R = (@2 + (§)2 ou 4])3 +27 qz

Les racines de (2) sont :
.X'l =UuU+ .X'2 = M(Xl + Z/(X.z, .X'3 = M(Xz + Z/(X.l,

u et v étant les expressions

PN TR Ry PR TR

o et O, étant les racines cubiques de 'unité :

_-1+iJ3 _—1+-i3
2 2

o, et 0,

17
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Si R > 0, une seule racine réelle :

y = ?/_g + (@2 + (5)3 + 3/\/_3 - (@2 + (93 (formule de Cardan)

Si R =0, 1 racine double = _;_6] et une simple = 3_61

Si R < 0, 3 racines réelles qui, quoique réelles, se présentent sous forme
imaginaire (somme de 2 imaginaires conjugués) (voir résolution trigonomé-
trique).

. . a
RESOLUTION TRIGONOMETRIQUE. — Par la transformation x = y — 3000
amene Péquation 4 la forme y? + 3 py+ 2 4= 0.

1% cas: p> 0. Posons sh ¢ = .
Les 3 racines sont alors : p«/}

N =—2J}sh£§,
y2=ﬁsh£§+i@ch§,

y3=ﬁsh§—i@ch5§~

2°cas: p<O.
oc)p3+qz>0. On pose

ch (p = ....L.
~p-p

Ona

N = _ZA/_—P ch S?f)?)

)= A/——p ch 539+ ir=3psh 539,

J3 = J—Tb ch Sg —in/=3psh 532
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B) #° + 4> < 0. On pose

Ona

1.7.6 Equation du quatriéme degré
v ad v b v oxr d=0.
On calcule les solutions de I'équation du troisieme degré 3 + 792 + sy + £= 0,

dont les coefficients sont 7= — b, s=ac—4 d, t= d4 b— a2) —
Soit yla plus grande racine réelle de I'équation en y

On calcule
2 2
a a J
=24 2] —b+y, g=2+¢ (2) —-d;
p=2+ &) -y q=1
2 2
a a J
=5 @ —b+y, q1=§—8 @ —d;
avec
€=+1 s %/—c>0;
e=—1 si %’—c<0.

Les racines de I'équation du quatritme degré sont racines des 2 trindmes

x2+px+q= 0,
2
X +px+q=0.
19
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1.8 Déterminants systemes linéaires
et matrices

1.8.1 Déterminants

M Calcul du déterminant d'une matrice carrée

DEFINITION. — Une matrice est un tableau de nombres. Une matrice 4 »

lignes et p colonnes est appelée matrice 7 X p ou matrice de taille 7 X p.

Si 7= p, on parle de matrice carrée.

Le déterminant d’une matrice carrée est un nombre réel. On le note a 'aide

de barres verticales ou en écrivant le mot « det » devant la matrice. On

présente ci-dessous la régle de calcul d’'un déterminant dans trois cas particu-

liers puis dans le cas général.

Déterminant 1 X 1. — Si 2 est un nombre réel, det(a) = 4.

/ . a4

Déterminant 2 X 2. — ) = ay1ay) — Ay, -
21

Déterminant 3 X 3. —

Q1 4y 43

a. a a. =
21 22 23
T 43422431 T 4114343 T 412421433

aapaszy +  apayzaz; o a41342143)

431 43y 433

Pour retrouver simplement cette formule, on peut utiliser une disposition
pratique appelée régle de Sarrus.

Déterminant 7 X n (n24). — A désignant une matrice carrée de taille
nX n, on note 4;;le coefficient de la matrice 4 I'intersection de la ligne 7 et de
la colonne . On’ appelle mineur d'ordre (i, j) et on note A le déterminant de
la matrice A privée de la ligne 7 et de la colonne ;. On obtient ainsi une

20
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matrice carrée d’ordre (7 —1) X (7 — 1). On présente deux fagons de calculer
le déterminant :

— développement selon la ligne iy : det A= Z (—l)i0 a4 A,

YR YA
J=1

n
—de o =S (1t og. A
développement selon la colonne jy : det A Z D"y Ay

i=1

Grice A cette technique, on est conduit, pour calculer le déterminant d’une
matrice de taille 7 X 7, 4 calculer des déterminants de taille (7 —1) X (7 —1).

En réitérant ce procédé, on peut toujours se ramener au calcul du détermi-
nant de matrices de taille 2 X 2.

M Propriétés des déterminants

1° Nombre de termes = 7!

2° Un déterminant ne change pas de valeur quand on permute lignes et
colonnes (autrement dit quand on le fait tourner autour de sa diagonale prin-
cipale).

3° Quand on échange 2 lignes (ou 2 colonnes) il change de signe.

4° Quand il a 2 lignes (ou 2 colonnes) identiques ou proportionnelles, sa
valeur est 0.

5° Quand on multiplie tous les éléments d’une ligne (ou d’une colonne) par
un méme nombre, le déterminant (sa valeur) est multiplié par ce nombre.

6° Quand on ajoute aux éléments d’une ligne (ou d’une colonne) les éléments
d’autres lignes (ou colonnes) multipliés par un nombre quelconque (le méme
nombre pour une ligne ou une colonne) le déterminant ne change pas.

7° On ne change pas la valeur d’'un déterminant d’ordre 7, en lui adjoignant
au-dessus une ligne composée de 1 et de 7 zéros et en avant, une colonne de
termes quelconques de fagon a former ainsi un déterminant d’ordre (7 + 1).

M Produit de deux déterminants d'ordre n
Si A et Bsont deux matrices de taille 7 X 7, det(AB) = det A det B.
Application. Identité de Lagrange.
2 2.2 ,
abzabxab=a+baa+bb
a b a b a b ad + bl A b
Dot (ab"— ba’)? = (& + 6) (a”® + b™) = (aa”+ bb")?.

21
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B Déterminants particuliers

Déterminant diagonal. — Tous les termes d’'un méme c6té de la diagonale
principale sont des 0 (sans que cette diagonale principale comporte elle-
méme un terme nul, sans quoi le déterminant serait nul)

a1 dlz e Ay,
0 ayy ... dyy _
. . . =a1143)...4y,.
0 ... 0 a4,
Déterminant de Van der Monde. — Déterminant de la forme :
1a 42 ﬂ?)
1666
, 5| (b—a)(c—a)(d—a)(c— b)(c—d)(b—-4d).
lcc ¢
V\dd* &

Déterminant antisyméirique.—Diagonale principale composée de zéros. Les termes
symétriques par rapport a cette diagonale principale égaux et de signes contraires :

0 b ¢
A=1|_p 0 | estnulsidordre impair.

—c—e0
DERIVEE D’'UN DETERMINANT dont les éléments sont fonctions de x.

La dérivée est la somme des déterminants obtenus en dérivant successive-
ment chaque ligne (ou colonne) sans changer les autres lignes.

1.8.2 Systémes linéaires et systémes d'équations linéaires
Soit le systeme

ap X+ apx, e tayx, = by,

Ay X) F dyy Xy + et ay X = by,

@ Xy F Ay + et X, = b,




© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

1 o Arithmétique 1.8 Déterminants systémes
Algeébre et trigonométrie linéaires et matrices

1° o) m = net D, déterminant de la matrice A dont le coefficient 2 la ligne 7
et la colonne jest 4;;
1 solution, donnée par la régle de Cramer :

x; a pour valeur une fraction dont le dénominateur est D et le numérateur,
D dans lequel on a remplacé la colonne 7 par la colonne des 6.

Si by = by =0, on a un syseeme homogéne, dont la seule solution, si D# 0, est
x| :xz...:xn:()_

B) m = net D = 0. Les inconnues sexpriment en fonction de 'une d’elles.
Infinité de solutions dépendant d’un paramétre.

2° m < n. Il y a au moins un déterminant d’ordre 7 tiré des équations, = 0.
On peut donner a (7 — m) inconnues des valeurs arbitraires et les 7 inconnues
sexpriment en fonction de ces (7 — ) valeurs. Il y a une infinité de solutions.

3° m > n. Il y a au moins un déterminant d’ordre 7 tiré des équations, # 0.
Pour vérifier que les autres équations sont compatibles, on borde le détermi-
nant # 0, & droite par les termes & ; en bas, par les coefficients de I'équation
(n + 1) : il faut que ce déterminant soit nul.

Autre forme de la condition de compatibilité : il faut que la somme des
produits respectifs des & par les solutions non nulles de I'équation homogene
transposée, = 0 (C’est-a-dire que le produit scalaire des 2 vecteurs soit nul).

1.8.3 Matrices

Une matrice est un tableau de chiffres ou de données dont la manipulation
obéit A certaines regles.

Lexemple le plus courant de matrice est le tableau de coefficients d’'un
systeme linéaire de 7 équations linéaires & 7 inconnues.

ay x; + e tax, = by
ay X+ +ay,x, = by
avec m#* nou m = n.

Si m = n,on a une matrice carrée.

23
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Si on écrit les coefficients sous la forme :

1 by
Ay dyy e
11 12 1n
*2 b,
A= ’ o et les vecteurs X=| . | et B=
a i da .. d
ml “m2 mn
- . %7 o

on a AX= B, équation matricielle.

W Régles d'opération sur les matrices

1° Addition : ¢ = a + b. Matrices ayant méme nombre de lignes et de
colonnes. Le terme général de ¢ est Cij = ajj + 1717 (autrement dit, addition
terme A terme).

2° Multiplication par un scalaire. On multiplie zous les termes de la matrice
par ce scalaire.

3° Multiplication de 2 matrices : A (m lignes, n colonnes) B (n lignes,
m colonnes).

k=n
Terme général de C= A.B, cjj = Z a;,X bkj‘
k=1

Remarque trés importante. — Ne pas intervertir lordre des matrices : AB# BA.
4° det C = det A X det B sI matrices carrées ;
d’otr : det A” = (det A)”.

W Définitions et propriétés

o) Matrice identité. Composée de 0, sauf la diagonale principale, composée
del:
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Propriété : Al=IA=A.
B) Transposée A’ de A. C'est la matrice dont les colonnes sont les lignes de A4 et
inversement.

v IMatrice inverse d'une matrice carrée. C'est une matrice A telle que
A A=1

8) Calcul de l'inverse. C'est la matrice transposée de A dans laquelle les termes
ont été remplacés par les termes correspondants du déterminant adjoint.

€) Matrice singuliére : Matrice carrée dont le déterminant = 0.
Matrice réguliere : — — — — #0.

C) Matrice nulle. Matrice dont tous les termes sont nuls.
La multiplication (pré ou post) d'une matrice réguliere par la matrice 0,
donne toujours la matrice 0. L'inverse n'est pas vrai : le produit de 2 matrices
non nulles, peut étre nul si les matrices sont singulieres.

PRODUIT DE MATRICES CARREES :

1° Transposée d'un produit = produit interverti des transposées.
C=BA, C’=A’B
2° Inverse d'un produit = produit interverti des inverses :
Apt=B"A.
S'étend 2 un nombre quelconque de matrices :
(ABC.y"=..ctBtA

3° Le produit d'une matrice par son inverse est commutatif : AAT =
AtA=1.

4° La transposée de I'inverse est I'inverse de la transposée : AN =Un".
5° Matrices diagonales. Tous les termes sont nuls sauf ceux de la diagonale
principale.

200/ |0o00| |a 0 0
Produit 060/%Xl0B0 =1]0 6B 0
00c |00y 0 0

25
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a00 ) 1/a 0 O
Inverse A=loso0.4 =0 1/6 0
00 ¢ 0 0 1/

200 " A0 0
Puissances A" = 060 =10 4" 0

00 ¢ 00
MATRICES A ELEMENTS COMPLEXES :

o) Matrice conjuguée. — Matrice @ dont les éléments sont conjugués des
correspondants de

—a ba-=bi

|

Si a=a, aestréel.

La conjuguée de l'inverse est I'inverse de la conjuguée : (cz_l) = (Zz)_1 .

B) Matrice adjointe ou transconjugée. — C'est la conjuguée de la transposée de 4.

a*=7a’.

B Valeurs propres

Ce sont les racines de 1'équation caractéristique :

Ay a1 o d
A—ay, —ay, .. —ay, 11 412 1n
—421 7L— 422 _4271 = 0, avec A =
—a —a . A—a
nl n2 nn
An1 Ay e A

Ce sont donc les nombres complexes A solutions de I'équation polyndmiale
det(AJ—A) = 0, otr / désigne la matrice identité de taille 7 X 7.

Si une matrice de taille 7 X 7 est  coefficients dans 'ensemble des nombres
complexes, alors elle admet exactement 7 valeurs propres complexes.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

1 o Arithmétique 1.8 Déterminants systémes
Algeébre et trigonométrie linéaires et matrices

VECTEURS PROPRES :

Directions telles que tout vecteur est transformé par la matrice en un vecteur
de méme direction. Vecteurs solutions du systeme AX = A X.
On écrit :

i
z

d;=| _|=vecteur correspondant a A,

g

LOCALISATION DES VALEURS PROPRES. Disques de Gerschgorin.

On doit avoir :

’l—aii’SPi et ’l—aii’SQj,

j=n

avec P; = Z |al-]- , somme des termes de la ligne 7, avec i # J; @D
j=1
i=n

Q= Z "lji , somme des termes de la colonne j, avec i # ;. (1)

i=1
Les inégalités (I) déterminent dans le plan complexe des disques dont la
réunion délimite un domaine D. Les inégalités (II) délimitent de méme un
domaine D’et l'intersection de D et D’forme I'ensemble des points du plan
complexe qui comprend les valeurs propres de la matrice.

PROPRIETES DE L’EQUATION CARACTERISTIQUE.

Léquation caractéristique d’une matrice carrée A est A(A) = 0, ot P désigne le
polyndme défini par P(A) = det(Al — A). Cette équation se réécrit, lorsque
lon développe le déterminant :

PO =A"+ou A" 4. 40, =0.

Les racines de P sont les valeurs propres de A. Ps’appelle le polynéme carac-
téristique de A.

27
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1°Ona P(0)=a, =det(—A4) =(-1)"det 4 .
2° Trace de la matrice A=Tr(A)= somme des termes diagonaux de la
matrice. On a:

Tr(A) =—0 = somme des valeurs propres de A.

3° Produit des racines noté A. A=det A=(-1)"a.,,.

4° Les valeurs propres des puissances de A sont les puissances des valeurs
propres de A. Ces puissances peuvent &tre choisies négatives si bien que les
valeurs propres de A~ sont les inverses des valeurs propres de A.

5° Théoréme de Cayley-Hamilton. P est un polyndme annulateur de A, autre-
ment dit

P(A)=A"+ OLIA”_I + -+ 0o,/ = la matrice nulle.

DIAGONALISATION DE MATRICES CARREES.

Dlagonahser une matrice A, cest trouver une matrice inversible 2 appelée
« matrice de passage » telle que la matrice P AP soit diagonale. On note D
cette matrice. Ses éléments diagonaux sont les valeurs propres de A notées
Als wos Ay Pest la matrice (X, ..., X)), ol X; est le vecteur propre (colonne)
associé A la valeur propre A

La diagonalisation d’une matrice carrée n'est pas toujours possible. Elle I'est
par exemple si toutes les valeurs propres de A sont distinctes. Si pour une
valeur propre, racine d’ordre p du polyndme caractéristique, on peut trouver
p vecteurs propres indépendants lui correspondant, alors A est diagonalisable.

On donne bri¢vement une méthode permettant de diagonaliser une matrice
A (si celle-ci est diagonalisable).

1° On calcule son polynéme caractéristique P et on détermine ses racines
7»1, .. 7» ainsi que leurs ordres de multdiplicité respecnfs MYy s My Ces
racines sont bien sir les valeurs propres de la matrice A.

2° Pour chaque valeur propre A, dordre de multiplicité m; on determlne m;
vecteurs propres de A associés a A; linéairement 1ndependants D¢ lm‘.
Cela passe bien évidemment par la ‘tésolution de I équation AX =

On rappelle que £ vecteurs #;, ..., #; sont R-linéairement indépendants si, et
seulement si pour tous réels Uy, ..., Ly, ona:

Hpeosg + e+ e, =0 = Uy = =, = 0.
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3° On construit alors la matrice P = (Xl, lel,...,X,I,,,..,X;"”) et on
détermine son inverse P\

4° Conclusion. On a alors : D = P_IAP, ol D est la matrice diagonale dont

la diagonale est [Aq,...,A[,..., A, A, ]

mfois m,fois

TRIGONALISATION DE MATRICES CARREES.

Trigonaliser une matrice A, cest trouver une matrice inversible 7 appelee
« matrice de passage » telle que la matrice P~ AP soit triangulaire supérieure.
On note 7 cette matrice. Ses éléments diagonaux sont les valeurs propres de
A notées Ay, ..., A, Il est 2 noter que si A est une matrice a coefficients dans
R ou C, elle est toujours trigonalisable (corollaire du théoreme de d’Alem-
bert stipulant que tout polynéme de degré 7 a coefficients complexes possede
exactement 7 racines complexes).

Voici, comme précédemment, une méthode permettant de trigonaliser une
matrice A.

1° On calcule son polynéme caractéristique P et on détermine ses racines
Ay, ..., A, ainsi que leurs ordres de multiplicité respectifs m, ..., 7y

2° Pour chaque valeur propre A;, d’ordre de multiplicité m,, on determme m;
vecteurs caractéristiques de A associés a A; linéairement mdependants )¢
X7, Cest-a-dire m; solutions 1ndependantes de Péquation (A— A, 7)™ 0,
ot est la matrice identité de méme taille que A.

3° On construit alors la matrice de passage P=(X],.. X

X,i,. .., X,/") et on détermine son inverse Pl
4° Conclusion. On aalors: T = P_IAP, ol 7 est triangulaire supérieure.

H Polynémes, séries et fonctions de matrices carrées

Polyndme de matrice : g(a) = a" + my, &' + - + m, a = matrice carrée.

1° La matrice g(a) a pour valeurs propres g(A,), les A; étant les valeurs propres
de a.

2° Matrice ayant pour valeurs propres les racines d'un polynéme. Soit P
le polynéme défini par P(x) = x” + a4y "' + - + a, polynéme en x de
degré 7.
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000.. -a,

Matrice A = 100 .. -4, 1| Lamatrice 4 a pour équation
010..-a, , caratéristique le polynéme.
000..1-4

A est applée « matrice compagnon » du polynéme P

SERIE DE MATRICES OU SERIES DE NEUMANN :

Série dont les termes sont des matrices carrées : la somme de la série est une
natrice dont les termes sont les séries sommes des termes correspondants de
chaque natrice terme. Si ces séries sont convergentes, la matrice somme est
convergente.

Série S= 1+ Aa + - + A" 4" + ..., avec A # des valeurs propres de 4.

S est convergente et égale a 'inverse de (/ — Aa) lorsque IAl est inférieur a
l'inverse de la plus grande valeur propre de 4.

M Dérivation des matrices

Les termes d'une matrice peuvent étre fonctions d'une variable # La matrice
dérivée sera par définition, la matrice formée des dérivées des termes.
Dérivée d'une somme de matrices = somme des matrices dérivées.

frivée o dab) _ b da
Dérivée d'un produit ab : PERT + dtb'
(Ne pas intervertir les produits.)
_ de

dd’ da da
Dérivée de 2* : €L +— (on ne peut écrire 24—) .
ds de

R TART
B Matrices particuliéres

I. MATRICES SYMETRIQUES. — Matrices dont les termes symétriques par
rapport 4 la diagonale principale sont égaux.

Propriétés: a=a’.
La transposée de la matrice vecteurs propres en colonne est égale A son
inverse :

prlop
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Diagonalisation : toute matrice symétrique est diagonalisable dans une base
orthonormée de vecteurs propres et ona D= PAPet A= PDP".
Puissances : Ce sont encore des matrices symétriques.

FORMES QUADRATIQUES. — Toute forme quadratique :
2 2 2
F=ay x| +ayxy + a3 X3+ 2 a4%) %0+ 2 a5 x1 03+ 2 a6 %) X3,

peut se mettre sous la forme :

X ay a4 4s
F=lxy x m]A|x,|, avec A=|a, a, ay-
X3 as ag 43

Sil'on remplace A par A= PDP’et si on pose

*1 N
Pl x| = (3>
*3 )3
ona:
W
F=ly n 51D |y
)3

et Fs'écrit sous la forme d’'une somme de carrés de y; (réduction de Gauss).

II. MATRICES ANTISYMETRIQUES. — Matrice dont les termes diagonaux sont
nuls et les termes symétriques égaux et de signes contraires.

Une matrice antisymétrique d'ordre impair est singuli¢re (déterminant = 0).
La transposée d'une matrice antisymétrique est antisymétrique.

n . . . ..
a symétrique si # pair positif ;
Puissances

n . . . . . ..
4 antisymétrique si 7 impair positif.

III. MATRICES STOCHASTIQUES ou matrices de probabilités.

Tous les termes sont positifs ou nuls, < 1 et la somme de chaque colonne ou
ligne est égale a 1.
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Propriétés.
1° Toutes les puissances des matrices stochastiques sont des matrices stochasti-
ques.
2° La prémultiplication d'un vecteur stochastique par une matrice stochas-
tique donne encore un vecteur stochastique.
3° L'équation caractéristique d'une matrice stochastique a au moins une
racine = 1.
4° Les racines autres que 1 de l'équation caractéristique d'une matrice
stochastique sont :

a) toujours < 1 si elles sont réelles ;

b) de module inférieur ou égal a 1 si elles sont complexes.

5° Quand le module des racines complexes de I'équation caractéristique est
égal a 1, ce sont les racines de ['unité.

1.9 Fonctions usuelles simples

1.9.1 Fonctions circulaires

* y=sin x. Période 2 m, impaire, sin (x + ) = —sin x

I
0 - T
. r

sin x| 07 2 A =7 1N 0

Ni—= |13

NI%! N
N®ml?—l

=

* y = cos x. Période 2 T, paire, cos (x + ) = —cos x.

cos x = sin (x+lc) =sin (E— ) 1
2 2

T L n
2 ol *\ | 27
23\ |
N\
N Oy -] -1

4
AN ﬁ\
2

x‘O

NI Wi

Nl% ala

cos x| 1N
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1.9 Fonctions usuelles simples

sin x . . .
* y=tan x= — . Période T, impaire.
cos x

clo @ mon o=
6 4 3 2

tan x

07 L2 12 J37 400
J3

Cos x 1

®y=cotan x = —
sinx  tan x

cotan x = tan (g’—x)=—tan (.X"l'%t)

clo T ®m®m =m
6 4 3 2

cotan x

+ooN /3N 1N Ly o
3

1.9.2 Fonctions circulaires inverses

. Période m, impaire.

RR

. . T i
* y=Arcsin x> x=sin j avec _ES)’S +§ et —-1<x<1.

X -1 0 +1
. b T
A —=2 A -
rcsin x > 0 +2

y=arcsin x.

Arcsin x+ 2 nm
& x = siny.
T —Arcsin x+ 2 nm

(7 entier)
*y=Arccos x> x=cos) avec 0<y<m.

x -1 0 +1

Arc cos x

TN gxo
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y=Arc cos x

Arc cosx+ 2nn
& x = cosy.
—Arc cos x+ 2nm
(7 entier)

T
*y=Arctanx& x=tany, avec —g <y<+Zetxe R

X + o0 0 + o0 Y,
Arc tan x I 07 +1;E
2 2 —_—
/o
y=Arc tan x j

=Arctan x+ 7T & x=tan y
(7 entier).

. . '
Relations : Arc cos x + Arc sin x = 3 avec x€ [-1, 1]

+ v
Arc tan # + Arc tan v = Arc tan

—uv
(n=0 st wv<l,
n=+1 si wv>1, avec wuet vpositifs,
n=— si uv>1, avec wuet vnégatifs).

T

Arc tan x + Arc cotan x = 3

1 .
Arctan = si x>0,
Arc cotan x = X

1 .
T+ Arctan = si x<0.
x

T

1
Arctan x+ Arctan - =€ = (=% 1, avec €x>0).
x

N
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1.9.3 Fonction exponentielle y = a*

a>1 x‘—ooO + o0

tzx‘()f 17 +o0

O<a<l1 x‘—oo 0 + 00

cf“+°°\l 1N 0

. 1 _ Lo
sia’= 2, a™ = a* les graphes de y = 4" et y = 2™ sont symétriques par

rapport a Oy

1.9.4 Fonction logarithmique y = log, x

Notation : log,, x est le logarithme de base 2 de x;
Inx — — — edex dit logarithme népérien.

y=log,x= x=a’
y=Inxo x= ¢
RELATIONS FONDAMENTALES :
log,a=1,Ine=1 (e, base des logarithmes népériens = 2,718 28 ...).

log, " = mlog, u, log, uv=1log, u + log, v
log, x = log, b logy x -y
a X = 1084 bX= 1.
Ina
log, 6xlog,a=1,
logig x=M.lnx, M=0,43429 ...;

1
e™ = xpour x> 0.

In (¢*) = x pour tout réel x.

Variation :
x |0 1 + o0 Y axl
a>1
logﬂx —c0 /A 07 4+o0
. L 0 1 400 o AN x
<a<
logx [+ =S 05 —e o<a<i
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1.9.5 Fonction puissance y = x™

y=x" = &% défini pour x> 0

(xm défini aussi pour x< 0 si m est rationnel de la forme m = 2—%)
q

0 1 4+ 00
1) m<0

+ooN 1IN 0

0 1 + o0
2) m>0

07 17 +o

1.9.6 Fonctions hyperboliques

(voir : trigonométrie hyperbolique, p. 53)

X+ —X
chx=§--2~e~—, ch x + Sh x=¢%,
x 2_
shx=S"S%| chx—Shx=¢e™
2x
shx e -1
thxzc_x:t:2x+l.
y = ch x (paire)
x |0 4 00 Yy ,I
5 h
Ch.x 17 +o chx /IShJ,‘
y = sh x (impaire) T foiie
ST B
shx |07 +o /7_]
/
y = th x (impaire) 1
x |0 + 00
thx|(072 1
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1.9 Fonctions usuelles simples

1.9.7 Fonctions hyperboliques inverses

¥
0 x

y=Argshx=1In(x+ /\/x2+ 1)o x=shy.

X ‘—00 0 + 00

Argshx‘—t><>7I 07 +oo

y=Argchx=1In (x+ «/x2—1)<:>x=chy,

avec y > 0 (définie pour x> 1) .

x ‘1 + 00

Argchx‘07I + 00

y=—Argchx=1In (x- A/x2—1)<:>x:chy,

avec y < 0 (définie pour x> 1).
1 1+x
=Argthx= = In —= =sh
7y rg th x 2n1_x<:>x shy
(définie pour— 1 < x< 1).

x ‘—1 0 +1
Argthx‘—oo/‘ 07 +oo

SIGNIFICATION GEOMETRIQUE DES FONCTIONS HYPERBOLIQUES :

Soit I'hyperbole équilatere x? — 32 = 1.

X=X

Y= A/Xz_l.

M, coordonnées :

@ = aire du secteur compris entre OM, OM et I'hyperbole :

¢ =1In (x+ A/xz—l):argchx;
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OP =x=chg,
m:y:A/xz—lzsh(p, TA
AT =2Y ¢ (car 04 = 1).
or AP
1.10 Croissance et limites _”|
M
1.10.1 Croissance comparée
X —> 400, %—>+°<> (a>1,m>0);
x
X —> +o0, iZx" =0 0O<a<l,m>0);
log x
X —> 400, —— > +oo (m>0);
x
x—0, xmlogﬂx—>0 (m>0).

1.10.2 Limites remarquables

b 2271828

e=l+ T+ o

m m
lim (1+l) =e, lim (1+ﬁj = ;
m—> o m, m—> o m,
lim (1 +0Lx)1/a ="
oa—0

. sinx ., .

lim === (xexprimé en radians) = 1 ;
x—0 X

. tanx
lim == — — =1;
x—0 X

. Inx

lim — = 0;
x—oo X

e -1

lim =1;
x—>0 X

38



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

1 o Arithmétique 1.10 Croissance et limites
Algeébre et trigonométrie

-1 _ Ina, a>0;

1.10.3 Formes indéterminées. Régle de I'Hospital
Formes indéterminées. — Ce sont des formes qui ne sont pas redevables des

régles habituelles sur les limites. Il s'agit de z, (4+0) + (=o0), g et 0 X oo,
Regle de I'Hospital. — Si une expression % se présente au voisinage de
g(x

Ly, ., oo 0 . .. . "(x
sous une forme indéterminée de type — ou =, et si la limite lim f#
e 0 x—a g (x)

existe, alors lim [() existe eton a :
x—a g\ X

’
o fx) L )
lim iG] = lim f,—
x—a g(x)  x—a g'(x)
Les résultats qui suivent s'obtiennent en utilisant (plusieurs fois successives si
Cest nécessaire) la regle de I'Hospital.
Croissances comparées. — Soit oL > 0.
. X . . —
lim —=0 lim x%lnx=0 lim x% ¥ =0

x—>+oo xa x—0" x—>+oo

Conséquences et exemples.

X X
. a , . a 1
— Calcul de lim —, avec 2> 1 et m > 0. On écrit —=—
x—>+oo " XM e ¥Ina
X
| . a
Dot lim — =+oo.
X—>+o0 xm
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Inx

¥=e*, puis par composi-

— Calcul de lim x*. On écrit pour x> 1, e
x—>+oo
tion, lim =l =1,
X—>+too

— Calcul de lim x*. De méme que dans l'exemple précédent, il suffit
x—0"

xlnx

d’écrire que x¥ =e et d'utiliser les régles de croissances comparées.

Ainsi, lim x* =1.
x—0"

1.11 Nombres complexes ou imaginaires

Définition. — Nombres z de la forme z=a + b1, a et b étant des nombres
réels et i le nombre imaginaire tel que i = —1.

Formes trigonométrique et exponentielle. — En posant :

a=pcosB®, b=psinB, avecp=20 et

®
3 0¢e [0,2x[,
O 3
S
; g ona
L 'M z=p(cos O +isin ) = peie )
bl P i c0s = —Z— | §in@- ——ro tane—é‘
1 3 - bl - ﬂ bl
8 Axe Jd+ b /\,ﬂ2+b2
a réel 0 = argument,

p=la+bil= N + b = module.

Addition des imaginaires: z = a4 + bi,z’=a’+ b1
z+z'=(a+a’) +i(b+b).

Différence des imaginaires: z—z"=(a—a’) +1(6—5").
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1.1

—_

Nombres complexes ou

imaginaires

Produit d’imaginaires de la forme :

2,=p,(cosB,+isinB,) = p”eie,,

Z=p Py .. Pylcos 01 +6, + - +6))
+isin (07 +6, + - +0,)]

i)

= pl P2 p}’l ei(el +02 + - +9n).

Géométriquement : homothétie + rotation (= similitude).

Argument de Z = somme des arguments des z;
Module de Z = produit des modules des z;.

FORMULE DE MOIVRE :

(cos © +1sin ©)” = cos mO + i sin m0O = elm®,

VALEURS PARTICULIERES DE L' IMAGINAIRE :

2 =-1, P=ifi=—i i*=ikif=1, ewc;

4n =1, i4n+1=i, i4n+2=_1) i4n+3=—i;

e111: =e—11'l',=_1’ 62111::1’

e171',/2 i e—l‘rc/2 _ e3171',/2 -

i 1+i S

C17t/4= , —1=T=11;

N2 i

FEA— em(x/Z’ %o e—moclz’ (- i)(x =i o 1__je-1
La multiplication de z= p e® par i soitiz=p el0,eM2 _ p (i®+72)
A une rotation de + /2. o
La multiplication par — i, soit — iz = p ¢®.¢ ™2 = p @ -2

rotation de — 70/2.

équivaut

L N
€quivaut a une
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1.12 Trigonométrie

1.12.1 Trigonométrie plane

RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES.

2 .2 sin x
cos“ x +sin“x=1, tanx= , cotan x= s
cos x tan x
2 1 .2 1 tan  x
cos” x= ———— . sin“ x= = .
2 2
1+ tan” x l+cotan” x 1+tan x

ADDITION DES ARCS.

cos (a + b) = cos a cos b —sin asin b,
cos (a—b) = cos acos b+ sin asin b,
sin (@ + b) = sin a cos b + sin b cos a,
sin (¢ — b) = sin a2 cos b —sin b cos a,

tan 2+ tan b

1—tan z tan &’
tan 2—tan b

1+ tan « tan &’
cotan a.cotan H—1

tan (@ + b) =

tan (z— b) =

cotan (a+ b) = R
cotan b+ cotan «

cotan 4.cotan b+ 1

cotan (a— b) = ,
cotan b— cotan a

cos (@+ b+ +1)=cosacos b...cos [(1 -8 + 85—
sin (@+ b+« + 1) =cos a.cos b... cos [ (S} — S3 + S5 + -

S, =8+ 8o+ -t
tan (a + 19+---+[)=..L..,i..,.,.5.......

Sp désignant la somme des produits pa p de tan 4, tan 4, ..., tan /

arc cos a + arc cos b = arc cos [ab— /(1 — az)(l - bz)]

. . . 2 2
arcsin 2 + arcsin b= arcsin [an1 =6~ + ba/1 — 4" ]
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1.12 Trigonométrie

a
arc tan 4 + arc tan b = arc tan
1—ab

b-1

a
arc cotan 4 + arc cotan & = arc cotan

MULTIPLICATION DES ARCS ET FORMULE DE MOIVRE.

cos2 a=cos?a—sin®a=2cos* a—1=1-=2sina=

+b

1 —tan’a

bl
1+ tanza

2 tan a

sin 2 2=2sin acos a = )

b
1+ tan“a
2 tan a

1-tan’a

(cos a + 1sin @)” = cos na + isin na,

n—4

tan2 a =

2 2

2 _ . 4 .
cos na = cos” a— C, cos” " “ asin® a+ C,, cos asin

n-3 3

. 1 _ . 3 .
sin 74 = Cn cos” 1 asin a— Cn cos asin’ a + -,

1 3 3
C,tang—C tan” a+ -
tan na =
2 2 4 4 ’
1-Ctan" 2+ C tan a— -

3

cos 3 a=cos’ a— 3 cos asin2ﬂ=4cos3a—3cos a,

3

sin3ﬂ=3c052asin a—sin’ 4= 3sin a—4 sin® a,

3
3tana—tan 4
tan3 a= —_
1—3tn a

DIVISION DES ARCS :

o+ l—cosa’ Cosf:ill+cosa’
2 2 2

2
a_ l—cosa -1xAl+tan 2

tan = =
2

sin

[\SREN

1+cosa tan 4

sin a 1 —cos a

1+ cos a sin a

. 1 _1 a4 . a 3 _3 4
sina=C, cos™” 12 sin 2 _ C;, cos™ 3£
m m m

4

a— -,
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2 m—2
- C,, cos

a .
cos a = cos™ — sin
m

REEY

1 a 3 3a
Cmtan7n— C),tan p + .
tan a =

2 2a 4 4da
1-C, tan 7—n+Cmtan 7_n+

EXPRESSION DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES EN FONCTION DE LA
TANGENTE DE L'ARC MOITIE :

a a a
l—tani 2 tan= 2tan§
cosg= ————, sing= —————, tang= —————
2a 2a 2a

1+tan§ 1+ tan = l—tanz

TRANSFORMATIONS TRIGONOMETRIQUES
sinp+sinq=25inL;g cos ‘%q,
sinp—sinq:Zsin‘%q cos%q,
cosp+cosq=2cos%q cos‘%q,

cos p—cos g =—2sin L;? sin L;q,

in(p+
tan])+tanq=jo—sf’%q—;)q,

sin(p— g)
tan p—tan g = ZEL2L

sin(p +
cotan p + cotan g = sin(p+ )

sin p.sin ¢’
=sin(p—¢g)
cotan p—cotan g = — - ,
Sll’lp.SlIlq
Coszg_l+cosa Sinzg_l—cosa
2 2 ’ 2 2 ’
a sin a 1—cosa 2a 1—cosa
tan = = = — , tan® = = ————.
2 1+cosa sin 4 2 1+cosa

1+sina:2c052(E—f), 1—sina:2cosz(7—t+f),
4 2 4 2
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l—sina_tanz(g:_iz) l—tana_tan(g_d)
l+sinag 4 2)7 l+tana 4 ’

sin 2 + cos b= 2 sin (T—t+ﬂ_b) cos (E_ﬂi..b)’
4 2 4

2
. . (m a+b T a—b
sin a—cos b=—2sin (Z_ 5 ) cos (Z+T) ,
. . (n a—b) (n a+b
cosa—sin b=2sin |=—=—] cos | = ——],
4 2 4 2
cos a—sin b= 2 sin (g_%b) cos (Ti_%b) ,
tan 4 + cotan b = w,
cosa.sinb
tan 2 — cotan b = M,
cosa.sinb
sin a.sin b = cos(a=b) —cos(a+?) oS a.cos b= cos(a+ 4) + cos(z—b)
2 ’ ‘ - 2
Sin 2.cos b = sin(a+ 6) +sin(a—6) Sin bucos 42 sin(a+ b) —sin(a—b)
2 ’ : a )
tan a.tan b = cos(a—b)—cos(a+4) tana _sin(a+b)—sin(a—b)

cos(a—b) +cos(a+ b)’ tanb ~ sin(a+ b) +sin(a— b)

cos (a + b).cos (a— b) = cos® a—sin? b = cos? b—sin® a
sin (2 + 6).sin (a— b) = sin® a— sin b = cos® b— cos? a

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES DE QUELQUES ARCS.

. T T T T 3n
Arc en radians 0 6 2 3 5 b1 5
Angles en degrés 0 30 45 60 90 180 270
- 1 L2 B _
(3] P 0 3 > > 1 0 1
SR 1
(<o LT 1 5 > 3 0 1 0
111 VT 0 g 1 J3 o 0 o
cotan....cooveeenn. o J3 1 ? 0 o 0
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SOMMES DE SINUS ET DE COSINUS D'ARCS EN PROGRESSION ARITHMETIQUE :

sina+sin (a+h) +sin(@a+2h) + - +sinfa+ (n-1) 4] =
sin[ﬂ+ £--’il:«-l--)--—qsinn—l7
2 2

= >

sin=

2

cosa+cos(a+h) +cos(a+2h) +-+cos[a+ (n—1)h =
Cos[d+ M’Jsin”—b
2 2

= >

sin=

RELATIONS TRIGONOMETRIQUES DANS LE TRIANGLE
(Voir : géométrie du triangle, p. 209.)

1.12.2 Trigonométrie sphérique

DEFINITIONS :

a+b+c=2p=périmetre du triangle sphérique ABC,
A+B+C=23,

A+B+C-m=2e=28-m); 2¢€ =excessphérique.

Al 4 RELATIONS GENERALES :
brc>a>b-g
a+b+c<2m,
n<A+B+C<3m,
A+m>B+C,

0<2e<2m.

FORMULES FONDAMENTALES.
sinz _ sinb _ sinc
"sinA  sinB sinC
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cos a = cos b.cos ¢+ sin b sin ¢ cos A,
cos b = cosc cosa + sinc sina cos B,

cos ¢ = cos 2 cos b+ sin a sin & cos C.

III. Relations paralléles :

cos A = —cos Bcos C +sin Bsin Ccos a,
cos B =—cos Ccos A +sin Csin A cos b,

cos C =—cos Acos B +sin Asin Bcos c.

IV. cotan asin & = cos b cos C + sin C cotan A4,

cotan 4 sin ¢ = cos ccos B + sin B cotan A4,
cotan & sin ¢ = cos ccos A + sin A cotan B,
cotan & sin 4 = cos a cos C + sin Ccotan B,
cotan csin 2 = cos @ cos B+ sin B cotan C,

cotan csin & = cos b cos A + sin A cotan C.

RELATIONS IMPORTANTES.

VL

singl _ /\/sin(p— b)sin(p— )

sin b.sin ¢ .
Relation correspondantes pour

A Jsin p.sin(p— a) BecC
cos— = |———~L -
2 sin b.sin ¢
sind = [ZCos S.cos(S—A) _ fsin€.sin(A—¢)
2 sin B.sin C sin B.sin C
cos? = cos(S— B).cos(§— C) _ [sin(B—¢€).sin(C—¢)
2 sin B.sin C sin B.sin C

Relation correspondantes pour Bet C.
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VII. cotan € =

1.12 Trigonométrie

a b
cotan—.cotani + cos C

sin C
VIII. tan g = tan‘g.tanp; 2 anl= b.tanp; £
IX. Formules de Delambre :
cos cost = cosﬂ+ bsing
2 2 2°
sin cost = cosﬂ_ bcosg
2 2 2’
cosT=sin< = sina+ bsing
2 2 2’
sin2=Zsin< = sina_bcos—c~
2 2
X. Formules de Néper :
cos=— cos?= b
tana+ b - 2 tans, tan + B _ 2 cotang ;
2 A+B" 2’ 2 a+ b 27
cos cos
2 2
tan?= b_ o ; tans, tanY—= = " ; cotan&
2~ . A+B 2’ 2 T L a+ b 2
sin > sin >

XI. Triangles rectangles, C = /2,

c= hypoténuse :

Cos ¢ = cos 4.cos b = cotan A.cotan B,

P cos A b cos B
cos a= — cos b =
in B’ 5 sin A’
sin 2 n
sin A= ——, s A= ——, nA=
in ¢ nc
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XIL. Surface d'un triangle sphérique :
S=(A+B+ C—m) p>=2¢p%,  p =rayon de la spheére.

Rayons sphériques Ret 7du cercle circonscrit et du cercle inscrit 4 un triangle
sphérique :

.a. b. c
2 sin=sin=sin=

2 2 2

sink =
(siniz + siné + sing)(sinf + siné— sing) X
2 2 2 2
X (sing +sins — sin@(sin—b +sins — sin@
2 2 2 2
anR = J sin €
sin(A—¢€)sin(B—¢€)sin(C—¢€)

any fin(p— a)sin(p— b)sin(p— ¢)
sinp
1.12.3 Trigonométrie hyperbolique
DEFINITIONS :

—X

e e’ shx e —e
Shx= , chx= , thx=— = , cothx=
2 2 ch x —x

D'ou:chx+shx=es, chx—shx=¢e™

RELATIONS FONDAMENTALES
sh(-x)=—shx, ch(—x)=chx, th(-x) =—thx
h2
sh? x = t_x2
1-th™x 1-th"x
ch(a+b) =chachb+shashb,

ch?x—sh?x=1, ch?x=

ch(a—b) =chachb-shashb,

sh(a+ b)) =shach b+sh bcha,
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sh(a—b)=shach b—sh bch a,

tha+thbé tha—thé
thier b= me’ M0 =TT

chp+chg=2ch 224 ch 224,
chp—ch g=2sh 50 sh 221,
shpshg=2sh 220 ch 224,
shp—shg=2sh 54 ch 224,
thp+thq:s—h-(~g--1-ﬂ

chpchg’

h(p—
thp—thgs= m,

ch(@a+b+-+/l)y=chachb..chl(1+S+8+S8+-),

sh(z+ b+ +[)=chachb..chi(S+S8+S5+-),
S+ 8+ S+
th(as be sy 2—3 S
L+ 8+ 8+
en désignant par S, la somme des produits p a p des quantités th 4, th 4,

o s

MULTIPLICATION DES FONCTIONS HYPERBOLIQUES.

2
ch2a=ch?a+sh?a=2ch?a—1=2sh%a+1-= Lt+eha

>

1-th’
sh2a=2shacha-= 2tha R
1-th’a
th2ae 2tha
1+t
ha+1
h? - ,
) 2
ha-1
n? g -
) 2
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h . sh 2 :cha—lzi cha—l,
2 cha+1 sha cha+1

(ch @+ sh @ = ch na + sh na =",

ch na=ch” a+ C% ch"~ % ash? a+ C4 ch”~ % ash* 2+ -,
shna=Cl ch" Vasha+C ch” 3 ash®a+ ..,

Ci th a+ Ci th3¢1+ Cz thsa+

th na =

>

1+Ci th24+ Ci th4a+~--
ch3a=ch®a+3chash®a=4ch®2-3cha

sh3a=3ch?asha+shda=4sh34+3sha

3
th3ae 3thd+t§1 a
1+3th"«
EXPRESSION DES FONCTIONS HYPERBOLIQUES EN FONCTION DE th g .
1+th2£Z 2th§ Zthg
cha= e sha= vt tha= Pt
a
1 —th 5 1-t 5 1+th 5
SOMME DE sh ET ch EN PROGRESSIONS ARITHMETIQUES.
Ch(ﬂ + %1 /J) sh%}]
cha+ch(@+h)+-+chla+(n-1) 4 = b
Shi

n—1 nh
o+ 252t
sha+sh(a+h) +-+shla+ (n-1) h] =

h
sh2
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1.12.4 Relations entre imaginaires et fonctions circulaires,
hyperboliques et logarithmiques

Formule de Moivre : (cos x + 1 sin x)™ = cos mx + 1 sin mx = '™,
ix —ix ix —ix
e +e . e —e
cos x= ———, sinx=

2 2i

cosix=chx, sinix=ishx, tanx=ithux

>

. . 1 . 1 .
cosx=chix, sinx==-shix, tanx= = thix

arcsin x=—iargshix=—1iln (ix+ /\/1—X2),
arccosxz—iargchx:tiln(x+idl—x2),

1+ix
1—ix’

. . 1 ix—1
arc cotan x = i arg coth ix= = In ; ,
21 ix+1

arcsinix=1iargshx=1iln (x+ «'1 +x2),

. . .. /
arcc051x:—1argch1x=§ +iln (x+ 1+x2),

. . 1
arctan x=—jarg thix= 7 In
i

—_

+x

In

. i
arctan ix=iarg th x= 3

—

x

1.13 Séries

Définition. — Etant donné une suite infinie :
Ul Uy eoes Uy 15 Uy

la série de terme général u,, est convergente si la somme :
S=up+uy+ -+ u,

tend vers une limite finie quand n — l'infini. Sinon elle est divergente.
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1.13 Séries

1.13.1 Séries numériques a termes positifs

REGLES DE D'ALEMBERT (#,, > 0).

Uy :
1) ——<k<1 (Va>N),ilyaconvergence.
n
Hyyl . .
2) —21 (Vn>N), il y a divergence.
u

" /<1 ilyaconvergence,
3) lim 251 =7 sy il y a divergence,
n—oo U,
/=1 incertitude.

%y

Mais, si — 1 en décroissant, il y a divergence.
u
n

REGLES DE CAUCHY (#,, > 0).

1) ’1/’7;1 <k<1l (Vn>N),ilya convergence,
2) % >1 (Vn>N), il y a divergence,

/<1 ilyaconvergence,

3) lim ’% =/ />1 ilyadivergence,
n—> oo
/=1 incertitude.

Mais, si #/u,— 1 en décroissant, il y a divergence.

COMPARAISON A A/#* (u,,> 0). (Régles de Riemann.)

D A { o> 1, il y a convergence,
u -2
" > o<1, il y a divergence,
2) lim naun =0, o> 1, il y a convergence,
n—> o0
3) nli_t:lwnaun = o0, o<1, il y a divergence.
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REGLES DE DUHAMEL (#,,> 0).

prr _ 1
u, 1+0 n
1) no,, 2 k<1 (Vn>N),ilya convergence,
2) no,, <1 (Va>N), il y a divergence.
/<1, ilya convergence,
3) lim no, = / [>1, ilyadivergence,

n— o0 ) i
/=1, incertitude.

SERIES DE BERTRAND

1 . .
Posons u,, = TR La série de terme général u,, converge si, et seulement
n InPn

sioo>louo=1etf>1.

1.13.2 Séries alternées

Séries dont les termes sont alternativement positifs et négatifs (série alternée)
et vont en diminuant en valeur absolue.
Convergente si le terme général #, — 0.

1.13.3 Séries a termes de signes quelconques

La série est convergente si la série formée des valeurs absolues (ou modules)
des termes est convergente.
La réciproque n'est pas vraie.

B Formules de Taylor et de Mac-Laurin
FORMULE DE TAYLOR.

flas h=f@ s @ s L0 4 R,

b”+1

Reste : R, = m-'f(”* 1)(‘41+ 0/, 0<0<1,
n !

si £ fs oy £ définies et continues pour x € [, a + 4], f”* 1 définie pour
X€ la, a+ h[.
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M Reste de la somme d'une série

TS
ets1—<

u
a) Si la convergence a été reconnue au moyen de la régie
u n
. e +1 ? .
le reste de la série est inférieur 3 <=, #, . | étant le premier terme négligé.
1-K "7t

b) Si la convergence a été reconnue au moyen de1 la regle de Cauchy et si
P+
nfu, < K le reste de la série est inférieur a T—x 2t 1 étant 'ordre du

premier terme négligé.

o) Si la convergence a été reconnue par la recherche de I'ordre infinitésimal
o> 1 du terme général de la série, le produit n%u, reste inférieur 2 un
nombre fixe K. Le reste de la série est inférieur &

K 206—1

1 o-1 ’

(p+1)* 2% -1
(p + 1) étant le rang du premier terme négligé.
d) Si la série est absolument convergente, on prendra le reste de la série des
mOdulCS.
¢) Si la série est alternée, le reste est inférieur en module au premier terme
négligé.

1.13.4 Développements usuels en séries entiéres

2L

A) ex:1+1!+2!+m+—'+-~
ax=1+xin' +(xl;1'ﬂ) .. +(xln'zz) .
! n!
2 u
cosx—l—;+%—m+(—1) (2”)'+
sin x=x= _x_3+x_5_m+(_l)n—x2”+l + e
T3 45! 2n+1)! 7
chx:l §2‘ ‘432- + (;2)' + ey
n
shx—x+x—3 x—s x2”+1 +
T35 T 2nt1)!

Ces développements sont valables pour toute valeur de x.
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B) L:1+x+x2+-~-+x”+---,
1-x
| _ _ \n
---1+x_1 x4 P + (=D +
3 n
ln(l+x):x—x—2—2+%— +(—l)”+1%+ ,
n(l—x):—x—z—g— - -
Arctanx:x—g+§— -+ (=1) T it
Argth x=x+ ERR IR vl
(1T+207=14+mx+ —m(nza'—l) et m(m—l)...('m—n+l)xﬂ+.
! n!
quel que soit 7 réel
1 1135 13.Qa-1) ,
/—1_,6'1J'2“2.4x2+ T T2 4..(2n) sl
Arcsineova L2 130 135.Qu-1
T2 3 7245 2.4.6..2n) 2n+1° "
12 132 2135201 "]
Areshv=x—s S+ d s~ 62 anrit
— .1 L1, 1133 11354
Dhr=le g gl s S = s
1 1. 13, 1353 L3574
iy 24¥ 246" 168t
s/ .1 12, 1255 1258 4
R S v Yo L W RE AR
1 1 1.4 1.4.7 1.4.7.10 4
=l-cx+ =K — < — .
M. 3 367 73697 "369.127
Ces développements ne sont valables que pour Ixl < 1.
5 7
lnuzz(x+x—+x—+x—+--), Ixl<1,
l-x 3 5 7
mEt ) (1+—~1-+—-1-+---), lxl>1,
x=1 X 3% 5x¢
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lnx:2|:x;i+ (x;D %( 1) } x>0,

3 b) 7
ln(x+A/x2+1):x—E%;—4% ;'i'z%+:argshx, | x1<1,
tan x = x+x_3+2_x5 17 +62—x9+... [ xl< 2

3 35 357 3%57.9 2
cotanx—l—)—c—x—3— 22 - ’ — O<lxl<Tm
x 3 3’5 3’57 325ty
arctanx—g+x_1—l(x_1)3+l(x_l)s— x20
T4 x+133x-gl 5\x+1 ’ -7
. 2, 226 2 1
sh x= — x" - = —x -,
sin x.sh x Z!xz 6!x210!x3
sinx.chx:x+%xj’—%xs—%x7+',

2 3

cosx.shxzx—%x,’—%x5+2—!x7— R
2 4 6
cosx.chx:l—%x4+%x8—%x12+ R
cotx—l+ L + L + L + 1 + 1 + 1 +
T x  x—TM  x+T x—2T x+2T x—3T x+37

1.13.5 Nombres de Bernoulli et séries s’y rattachant

Les nombres de Brenoulli sont les coefficients des termes du développement
en série de la fonction

e —1 .2 6
x Bix  B,x & Bgx
=l+— +—=— +B4 >~ +—— +- pourlxl<2m.
e*—1 1! 2! 41 6!
Les nombres de Bernoulli se calculent par la formule B, = (B + 1)” dans
laquelle les puissances B* sont remplacées dans le second membre par By
A partir de 7 = 2, ce qui entraine
By=Bs=B,=--=0 (tousles Bd'indice impairsontnuls, al'exceptionde B;).
1 1 1 1 1 5
Bi=—=,By=7,By=— ==, Bg=7=,By=— ==, Bp=— =
1772276 T T 307 0T 4278 T T 307 7107 T 66

Séries s'exprimant au moyen des nombres de Bernoulls.
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2 4 6
. 2 2 2
lnsmx:lnx—Bz(z?' + By (42)' - By (62)' + o Ixl<z,
4
(2x) (2x)
lncosx:—( )8222' ( _1)8444' I 6
_ 26_1)36(62’2' v lxl< X
66!
_ 2 (2x) 4 (2x)
Intanx=Inx+(2°-2) B ) o1 -(2%-2) B4 a1t
+(2°-2) B, (622)' e lxl< T
2
xtanx=(22—1)32(22—x') ( —1) By (2x)
+(26 1) B (26’? lxl<
xcotan x=1- B, (2x') + By (24x') — By (26x') “ x| <.

(Voir note relative au calcul des nombres de Bernoulli).

1.13.6 Nombres d'Euler et séries s'y rattachant
Les nombres d'Euler sont définis par les formules de récurrence suivantes :
C3" E—C{" Ey +C¥" Ey+ -+ (= 1)"E, =1, avec n=1,2,3,.
E =1, E=5 Ej=61, E=1385 Fs=50521.

Séries s'exprimant en fonction des nombres d'Euler.

1 ) Elx2 sz4 E3x6 el T
cosx 21 T4 Ter T <32
T, X x3 x5 x7 I
lntan(Z-FQ:x+E1?;+E2;+E3ﬂ+W |x|<5.

1.13.7 Sommes de séries

Le calcul exact de la somme d'une série convergente ne peut s'effectuer que
dans des cas particuliers : en général on ne pourra calculer ladite somme que
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par approximations. Nous donnons ci-dessous quelques cas ot le calcul exact
de la somme de certaines séries est possible.

SERIE GEOMETRIQUE ET SERIES EN DERIVANT :
1
lex+aPsomtnd 4o = - quand x < 1.
- X

En dérivant :

1+2x+38 + v amd Lo = L ,
(1-x)?
2423 x4t nn—1x""% 4. = 2.
(1-x)°
SERIE HARMONIQUE ALTERNEE :
1 1 1
1—2 +3 -7 +--=In2= 0,693 147.

(In (1 + x) danslaquelle x=1).

. 1 1 1 1
Série = + — + —5 + +---:ln2|:ln(1—x) pour x=—]
27222 32° 42° 2
SERIE DE TERME GENERAL un=l—ln (1+%)-
n
un:1+%+%+---—(1n2+ln%+ln§+~-+lnrnl) —lnn-:;l
=1+%+%+-~—lnn—lnn+l—>C.
. 1.1 1 _
C=limite |1+ =+=+--+==1n n| = 0,577 215.
n— oo 2 3 n

C = constante d’Euler.
SERIE HARMONIQUE (DIVERGENTE). Somme des 7 premiers termes :

B, B By

=C+lnn+L—

1+ _ R, S
27 24 44 2kt

+

N L

_l+..-+
4

[NSR R
D=

C = constante d’Euler. B, = nombres de Bernoulli.
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SERIE La = (). Fonction de Riemann, ot > 1.
n

Valeurs entiéres de oL

2p 2P
z 1 +L+...+L+... 2 P=1,2,3,;
2;; 2p 22;; 320 2 2(2];)'
2
p=1, iz+i2+...+l2+...=n_,
1 2 n 64
=2, 1+i4+i4+ +i4+ =1,
2t 3 " %0
el
1 3% s Q2 n+1) &
i2+l2+i2+' + 1 2+.. =Tl',_’
2 4 6 2 n) 2
e
2?37 4 s L
R
2t 3t 4 720
1+i4+l4_i4+.—"—
3t 5t 7 26
— Sommations :
2
z 1 =(.n)=l+ z 1
(z— n)2 sin T z2 (z—mn)
—co < <+ o0 —co < <+ o0
n#0
En intégrant en z:
-1,
tanTCz_z Zz—”
n>1

1.13.8 Séries de Fourier

Soit fune fonction définie pour — x < x <. Cette fonction étant supposée

intégrable et obéissant dans l'intervalle (— m, + ) aux conditions suivantes
dites conditions de Dirichlet :

1° la fonction est bornée ;
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2° elle a un nombre fini de maximums et de minimums ;
3° elle n'est discontinue qu'en un nombre fini de points.

En dehors des points de discontinuité, elle peut étre représentée par une série
trigonométrique dite série de Fourier, de la forme suivante :

f() = ag+ aj cos x + by sin x + - + a,,cos nx + b, sin nx + -+,

dans laquelle les coefficients z et & sont donnés par :

ay = sz. f(x)dxa— I f(x) cos nxdx, b, = J. f(x) sin 7x dx.

Si f paire dans (-, +m), tous les 4, = 0.
Si f impaire dans (— T, + ), 4 et tous les 4, = 0.

DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION PERIODIQUE DE PERIODE 7
QUELCONQUE

On osex—w—wt (l)—°2-~°1-t
p - T - > = T
2T .27 2 nm . 2nm

f®) =Ay + A cos - t+B sm—T t+--~+Ancos—T t+ anm—T t+ e
avec :

+7172 +7172

M= 3] FOdn A=) cos monds
772
+7/2

B,= —J‘ f(2) sin nordx.
172

A, et B, sont appelés « coefficients de Fourier de la fonction f».

APPLICATIONS ET EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS

Développement de x — cos (Ax) , A quelconque non entier :

cos Ax = > > —
T A -1 A -4 -

Développement de x — sin (Ax)

A sin ATC |:L2_2 cos x 2 cos 2x_m(_1)n+ 2 cos nx :| )
A

sin o = 2 sin ATC [_ s;nx +252in 2x+"'(_1)n+%s“i‘l"l“£§+"']
T A -1 AT—4 A=
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=- - 0
Développement de la fonction définie par : {f(x) ¥ pour —m=x<
f(x)=x pour 0<x<Tm

Fonction paire. Tous les coefficients 4, = 0 :

[ otm ¢
a,=—=| f(x) cosnxdx==| x cos nxdx.
ol Ty

Intégrons par parties : x= #, dv = cos nxdx;

dx=du, v=lsin nx.
n
T n T n
X . 1. 1
I x cos nxdx = | = sin nx —I —sin nxdx= — cos nx
0 0 0" n* 0
:lz (cos nm — 1),
7
an:% (cos nmt —1).
TTn
Si n pair, a,, =0 ; si # impair, 2, =— -Z%.Donc:
n
fl) = T_ 4 (cos x+—-1-cos 3x+ -Lcos 5x+---).
2 T 2 2
3 5
Six=0,ona:
m_4 (l+i+—+ ),
2w 2
3 5 )
1 1 1 b
1+..E+..5+...+...............3+... = =.
35 (2 n+1) 8

Développement d'une fonction impaire de période 2 / égale & p (x) dans
l'intervalle [0, /], avec p (x) = psur OBet 0 sur BA:

(=0 pour—l<x<—§l,
0)



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

1 o Arithmétique 1.13 Séries
Algeébre et trigonométrie

/
—=+p pour 0<x<_,

; 2 |
—=0 pour §<x</, l
oL BL A
T=2/=2—n, u)=7—t; u= x, x= 2. 1—2 2
()] / (O]
u

b,= %J‘j:p(m) sin nudu = %tj‘:‘b(g) sin nu du,

p(o—t;) = p dans l'intervalle 0, g ;

(z) T
p 0) - 2’ .
n/2 /2
b, = %EI sin nudu=2—£ s =2—£(1—cosﬂ).
Ty b n o nm 2

D'ot le développement :

-y 22 (1 o) in T e
p(x) = Znn 1 cos—=) sin 7 n=1,2,3,..

n=1
_2p [, 20 1. 3T -
= {sml+sm i +3sm ] + -(termeen 7, = 0) + J
1.13.9 Intégration et dérivation des séries de Fourier

Une fonction fdéfinie dans l'intervalle (- m, + ) et remplissant dans cet
intervalle, les conditions de Dirichlet peut étre intégrée et dérivée dans cet
intervalle, 2 condition d'opérer séparément dans les intervalles o1 elle est
continue.

1° Intégration. — Soit f(x) = ag + ay cos x + by sin x+ -+ + a, cos nx + b, sin nx

T a 1 4, . n
I f(x)dx:aox+T sinx+— (1-cosx) + -+ — sinnx+— (1 —cosnx)+---.
0 n n

1

On n'obtient pas, dans ce cas, une série de Fourier en raison de la présence
du terme 4 x.

2° Dérivation. — Soit la dérivée f’développée en série de Fourier.

7 7 ’ /. , ;.
(%) =af +a’cosx+b’sinx+ - +a’,cos nx+bysin nx + .
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Calculons les coefficients a7y, ..., a7, b%,:
+n
2maf - j () dx.
-

Sil'on tient compte des discontinuités de f dans l'intervalle (— &, + ), on a
P
Lo 1
agy = 21 :O_zsk >
1
p étant le nombre de discontinuités dans (- 7, + )

s0=f(m-0)-f(-m +0),
sp=f (o, +0) = f(x, —0),

c'est-a-dire les sauts de la fonction aux points x;.
De méme :
1 o e
a’, = ;C(—l) S0~ Zsk cos nxy| + nb,
1

1 .
b, = z:k sin nx;, — na,,.
1

Ces formules permettent de former le développement d'une fonction non
continue en partant de sa dérivée, dans le cas o1 cette derniére est continue.

—1 dans lintervalle -, 0 ;

Exemple. — Fonction égale a {
+1 — — 0, m.

La dérivée de cette fonction est nulle et tous les coefficients 27y, 27, , &%, sont
nuls, 55 = 2. Une seule discontinuité pour x = 0, pour laquelle s; = 2.

On a donc 0 = — 54, soit 4, = 0,

1 2
0= 1D"2-24mb, b,==[1-1";

f(x) - é |:§.l£1_.ic+ M.f +§§l@2.:l)i‘+..} .
Tl 1 3 2p—1

64



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

1 o Arithmétique
Algeébre et trigonométrie

1.13 Séries

Faisant x = 7/2 par exemple, f° (E) =

2
_4 (1 1, 1.1, )
T 3 5 7 ’
1—l+l—l+... :é.
3 5 7 b
1.13.10 Produits infinis
SiLX' = COSE COSiC COSx COS‘iC'"-
x 2 4" 16
2 2 2 2
sin x = (1_36_](1_.5_.}(1_.{_ (1_ x}
7522 47t22 9n§ 167>
cos x = 1_4_x 1—4AJ[1_4L]"
2 912 257E2

Formule de Stitling :

1+60
n!:nne_”A/ZTCn[l+—l-2L-+ ';j

avec 8, — 0 quand 7 —> oo,
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2 * ANALYSE

2.1 Dérivées et différentielles

NOMBRE DERIVE. — Le nombre dérivé d’une fonction fen 4, sil existe, est
défini par

f,(ﬂ)zlmf(ﬁb)—f(ﬂ) i L) = f(@)

h—0 h x—a X—a

On le note également parfois j_f(a) .
x

Géométriquement, le nombre dérivé d’une fonction fau point « est le coeffi-
cient directeur de la tangente a la courbe de fau point d’abscisse 4. Cette
tangente a d’ailleurs pour équation y = f"(a)(x —a)+ f(a)

FONCTION DERIVEE. — Clest la fonction f”:x 1 f'(x) .

DIFFERENTIELLE. — La différentielle df(#) de la fonction fau point a est
lapplication linéaire telle que : £ (a+ h)— f(a)=df (a)(h)+ he(h) , ol € est

une fonction telle que lim €(/)=0. Si fest dérivable en g, elle y est égale-
h—0
ment différendiable et df'(a): 5+ f(a).h, si bien que :

fla+h)— f(a)= f'(a).h+ he(h), avec }}im e(h)=0.
—0

Cette écriture sappelle également développement limité a lordre 1 de fau
voisinage de 4.
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2.1.1 Regles de dérivation

u et v sont des fonctions de la variable x dérivables sur un intervalle 7. A est
un nombre réel donné, et 7 un entier relatif non nul donné.

Fonction | Dérivée

uthv | ' +A

uy wv+uy
’ ’
u w'v—uv
v 112
m —
u ' w1

DERIVEE DE FONCTIONS INVERSES OU RECIPROQUES.

Soit f: ] — J une application bijective. On appelle f 1. 7> I son appli-

cation réciproque. Si f est dérivable sur J et si x€/ est tel que

f'[f_l(x)] #0, alors :

SN
(f )(x)_f’of_l(x)

DERIVEE D’'UNE COMPOSEE DE FONCTIONS.

Soient u: 1 — J et v:J — K, deux fonctions dérivables sur leur intervalle
de définition. Alors vou est dérivable, de dérivée
(vou) (x)=u'(x)X v ou(x) .
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2 * Analyse

2.1 Dérivées et différentielles

2.1.2 Dérivées

DERIVEES DES FONCTIONS USUELLES SIMPLES.

Fonctions :

X7

Jx

X |=

X

logx

In x

COs X

sin x

tan x

cotan x

Arc sin x

Dérivées :

m Xm—1

1
2./x
1

2
X
eIna
e

L
xlna

1
X
—sin x (x en radians)

cos x (x en radians)

L ou 1 +tan?x

Cos X

1

(x en radians)

——  ou —(1+cotan®x)

sin

X .
(x en radians)

1

j
x
N
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2.1 Dérivées et différentielles

Fonctions : Dérivées :
-1
Arc cos x
2
1-x
1
arc tan x
2
1+x
ch x sh x
sh x ch x
th x + ou 1-th?x
ch™x
coth x 1 _1_coth?x
2
sh™x
arg sh x = In(x+«/x2+1) L
A1 +x2
argchx:ln(x+dx2—1) 21 x> 1
x =1

1, 1+x
thx=zI

arg th x 2n1_x

1, x+1

hx=c-In"—7—

arg coth x an_1
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2 * Analyse 2.1 Dérivées et différentielles

DERIVEES D’ORDRE 7.

Fonctions : Dérivées n-iémes :
xm mm-1)...(m-n+ 1) x™"
ax a*(In a)n
1 n!

1-x A _X)n+1
€os X cos(x+ ng)
. . T
sin x sm(x+n2)
_1(n=")!
In(1+x) yr et
(1+x)

Formule de Leibniz : u et v fonctions de x,
(ul/)(n) = u(n)v+ C'Lu(n_l)v’+ et C’Zu(n_m + ...+ m/(n)

DERIVEE D'UNE FONCTION IMPLICITE : f(x, y) = 0.

fio s . —Jx AP TR
Dérivée de y considérée comme fonctionde x: y' = == ; fi, f, dérivées
J
. A e ’ M . 2.2
partielles de fpar rapport & x et 3 sous réserve que ]; #0 au point considéré.

DERIVEE D'UNE FONCTION COMPOSEE: y = f (1, 4 w), 1, 3 w étant fonctions de x.

Y = fu ux +fy vi + fo cws.
FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS.
fO)=f(@)=(b-a)f ()  celadl,
ou Fla+h) = Ra)+ hf (a+0h) 0<0<1.
Hypotheses : fcontinue pour x€ [a, b], ou [aa+h];

fdérivable pour x€labl, ou laa+hl

n
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2.1.3 Normes et distances dans R"

Définition. — Une application N :R”"——> R est appelée norme si, et
seulement si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

1° Mx) = 0= x = 0, pour xeR”.

2° Soit AeR. N(?\.x)=|?\.|.N(x) .

3° Pour tout couple (x,y) d’éléments de R”, N(x+ y)< N(x)+N(y).
(Inégalité triangulaire).

Remarque. — Une conséquence de cette définition est que N(x)>0 pour
tout x élément de R”.

Quelgues normes dans R” .

Soit x = (x1,%y,...,x,) un élément de R”.

— On appelle norme  euclidienne, la  norme  définie par

||x||2=\/x12+x%+...+x3 .

— On définit également la norme 1 de x par ||x||1 = |x1| + |x2| +...+ |xn| .

— On définit la norme infinie de x par |||, = max(|x1|, |x2|, - |x”|) .

— Plus généralement, on peut munir R” de la norme p, pour p entier naturel
non nul, définie par

1

el =1 17+t 1)
DEFINITION. — La boule ouverte
(resp. fermée) de centre x; € R” et
de rayon 7 >0 associée a la norme
N désigne 'ensemble des éléments x
de R” tels que N(x—xy)<r (resp.
N(x—x¢)<r). On la note
B(xg,r) (resp. Bf(xo,r)).
Ci-dessous, on a représenté les
boules unités (de rayon 1) associées
aux trois normes |. ||1 o ||2 et

|| . ||°° dans R2.
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2 * Analyse 2.1 Dérivées et différentielles

DEFINITION. — Un ensemble O est dit ouvert si pour tout élément xy de O,
on peut trouver 7 >0 tel que la boule ouverte B(xy,r) est incluse dans O.
On dit qu'un ensemble Fest fermé si son complémentaire est ouvert.

2.1.4 Fonctions de plusieurs variables

Soit £ une fonction définie sur un sous-ensemble ouvert de R” noté O et 2
valeurs dans R. On note :

frix=(x1,...,x,) €0 f(x,...,x,) €R.

Soit x° = (xlo, . ,xB) € O . On définit les notions de continuité et différenti-
abilité au voisinage de .

Continuité. — f est continue en x° si lim0 fx)= f(xo) .
X=X

— Existence de dérivées partielles selon x; . — fadmet une dérivée partielle

selon x en x¥ i lapplication € R +— f(xlo +t,xg,...,x2) est dérivable

. . , 9 .

en 0. Si c’est le cas, on note indifféremment fx1 (xo) ou _f(xo) sa dérivée
X1

partielle en x* selon x;. On définit de la méme fagon fx, (xo) ou
s
ax,«

— Différentiabilité. — On dit que fest différentiable en «9 si, et seulement si f

(xo) pour ; entier compris entre 1 et 7.

admet un développement limité 2 P'ordre 1 au voisinage de x°. Clest-a-dire
que pour tout 4 =(A,....h,) tel que x*+5 :(x? + by x +/7n)e 0, il
existe une application linéaire df, :R” > R et une application ¢ définie

au voisinage de (0,...,0) et a valeurs dans R telles que :

F(=048)= £ ()= dfs, )+ A, 8 e lim ¢()=0.

73



2 ¢ Analyse 2.1 Dérivées et différentielles

74

Remarqgue 1. Si fest différentiable en %0, alors le terme d’ordre 1 se calcule 3
l'aide de la limite

F(0+en)- £(+)

t

df, ()= i
f, ()= lim

teR,t#0

Remargue 2. Dans Iécriture du développement limité, le choix de la norme
n’a pas d’importance. Une propriété des normes en dimension finie (7 ici) est
quelles sont toutes équivalentes, ce qui implique que, si fadmet un dévelop-

pement limité 4 Pordre 1 au voisinage de x° pour une certaine norme, elle
admettra le méme développement & I'ordre 1 pour toute autre norme de R”.
Classe C'. — On dit que fest de classe C! au voisinage de A” si, et seulement

. . . 4 ’ . ..
si les applications fy , ..., f, sontcontinues au voisinage de 0.
n

Remarque. Si f est de classe C! au voisinage de ', on a

df,, (h) = fx,1 (xo)bl +.o.+ fx,n (xo)/)n . On définit le gradient de fen «°, que

I'on note Vf(xo) ou gradf(xo) , par Vf((xo))=(fx'1 (xo), ,..,fx; (xo)) .

Ainsi, si fest de classe C 1y voisinage de £, son développement limité sécrit :
0 0 0 .
+h)— =V “h+|h||eh) et lim &(h)=0.
£+ h)= £ ()= VF () b+ eth) exlim elh)

On peut faire le lien entre les différentes notions ci-avant :

fetC' =  fadmetun DLalordrel = f continue
U

f admet des dérivées partielles
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2 ¢ Analyse 2.2 Intégrales

2.2 Intégrales
2.2.1 Définitions

1° INTEGRALE DE RIEMANN.
Soit f'une fonction réelle, définie et bornée sur le segment [4,6] et une
subdivision de ce segment en 7 segments partiels tels que

<X, <b=x

Xy =aA<X] <Xy <... <Xy<X el

P p+
Si &, est un nombre arbitraire du segment [x XppXp1], avec X, < & <x
dit que fest intégrable au sens de Riemann sur [4,4] si la sofme

Z (%01 = %)f (€)= (o~ @)f (&) + ..
(5,01~ %) (B + ot (b= x,)f (5,)

tend vers une limite 7 quel que soit le choix des &, lorsque le nombre des
segments partiels augmente indéfiniment, le plus grand d'entre eux tendant
vers 0.

Cette limite /est l'intégrale de f et s'écrit :

I= Ibf(x)dx.

2° INTEGRALE CURVILIGNE. — Si on se donne une fonction fet une autre fonc-
tion (x, y) = f(x, ) continue par rapport aux variables x et y, on dit que

p+1° on

b

I F(x, y)dx est une intégrale curviligne le long de la courbe Cly = f(x)].
a

On écrit : b

J. F(x pdx = I F (x, y)dx.

a

) . o o ;
Si Cest définie paramétriquement, on est amené
) A considérer les intégrales curvilignes du type
1
A [ Pley)der QG )y,
1 H ¢
i i qu'on ramene & une intégrale simple de la forme :
I [ f
ndz.
a b [
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3° INTEGRALE CONSIDEREE COMME FONCTION DE SA LIMITE SUPERIEURE.

Si f est une fonction intégrable sur le segment [4,4], la fonction
E x— j ¥ F(pds
a

a pour dérivée fsur ce segment.

4° DERIVATION SOUS LE SIGNE j' :

J
si lapplication == existe et est continue sur [4,6] x /avec [ intervalle de R, on

ot

a les résultats :

a) Si les limites 2 et & ne dépendent pas de la variable z:
d o _[bof

b) Si les limites dépendent de la variable #:

J‘b(t)af

= (x, Odx+ b F16(0), - d(1)f[a(s), 1].
a(t) ot

d @
a—t Ia(t) f(x, Adx =

2.2.2 Méthodes de calcul des intégrales

L. Changement de variables. — Soit J f(x)dx.

On pose x = @(#) ou t = ¥ (x), Y(x) étant une fonction de x. On a dx =
@' (9ds, et

If(x)dx = Jf[(p(t)]q)'(t)dt.

IL. Intégration par parties.

Iu dv=uv— I vdu, u et v étant des fonctions continues de x.
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2 ¢ Analyse 2.2 Intégrales

2.2.3 Intégrales indéfinies

M Primitives usuelles simples

Ces primitives ne sont définies qu'a une constante quelconque pres.

Fonctions : Intégrales :
m+1
el +C (m+120)
m+1
1
- In|x|+C
X
21 5 lArc tan¥+C
X" +a @ a
1Arg th¥+c si |x|<a
1 a a
2 2
ar =X Linja+x s c v x
2a ja—x
L Arcsin¥+C, ou -Arc cos¥+cC
22 a a

J)(;—_,7 In|x+A/x2+h|+C

X
1 {si h=-a Arg Cha+c
J+hlsi h=+a’ Arg sh;—(+C
e e“+C
X
& L ne
Ina
COS X sinx + C
sin x —cosx+C
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2.2 Intégrales

Fonctions :
1
2
cos x

1

.2
sin X

sin? x

COS2 X

tan x

cotan x

Intégrales :

tan x + C
—cotanx + C

%(x— sinx - cosx) + C
%(x+ sinx - cosx) + C
—In|cosx| + C
In|sinx| + C

In‘tan’z—( +C

X T
tan(§+z)
tgx-x+C

shx+C
chx+C

In +C

thx+C

-1 4c

%(—x+shx-chx)+C
%(x+shx~chx) +C
Inchx+C
In|shx|+C

In +C

X
thi

2 Arcth (%) + C

x—-thx+C
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2 ¢ Analyse 2.2 Intégrales

W Procédés de calcul des primitives de certaines fonctions

P(x)
EXPRESSIONS DE LA FORME —-QT—) s
x
Pet Q érant 2 polyndmes (degré P < degré Q) (s'il n'en était pas ainsi, il n'y
aurait qu'a effectuer la division et le reste se présenterait sous cette forme).
Décomposition en fractions rationnelles.
1° Racines réelles de Q.

o) Racines simples. — On met — sous la forme

Q

(calcul de A, B, C, ... soit en donnant a x les valeurs des racines, soit en iden-
tifiant les puissances égales de x).
Les intégrales sont de la forme A In (x— ) + Constante.

B) Racines multiples de Q. On écrit :
P(x) A b A,
= oo s
(=)= 6P T (v a)? (x-2)®

B étant éventuellement un polynome, et on intégre terme & terme.
2° Racines imaginaires de Q.
P(x)
Q(x)
A x+ B A,x+ B
1 L oy "2 2 4.
Sy )
agx + byx+ ¢y ayx + byx+

o) Racines simples : s'écrit

On met les dénominateurs sous la forme 22 + 2%, en utilisant une actorisation
canonique et I'on a des intégrales de la forme

j‘Mudu ot J‘ Ndu
2 2 2 2
a +u a +u

Intégrale de la forme / = J‘ﬂdu
42 + 142

On pose #* + & = v. D'ot 2 udu = du
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dv M M, 2. 2
= 2 " delaformezlnv—zln(u +4).

, Ndu
— Intégrale de la forme J- 5 - Clest un arc tan.
a +u
B) Racines multiples. — On est ramené A des intégrales de la forme

__pxtq

>

(sz2 + bx+ c)m

: Pu+ Q
avec 7 > 1, qui peuvent se mettre sous la forme du.

2 2.m
(" +4a)
Intégrale /; = A“m,onposeuz+dz=v,2udu=du
(u +az)
Pr dv . P )
11—§I7” Si m>1, Il_mvm—l'
2 2 2
Intégrale 7, = j _du lzj wrd-u
(u2+az)m a (u2+42)m

_ 1 1 wAdu _l 1
]771_ﬂ12".(142+az2)m_1 ﬂzI ” 2 I +42)

(i + %)
2
u du N .
I — ,,, Slntegre par parties et donne

2 2
(u"+a”) . ) ] J_ du
21 -md )" T2 2y

D'ot1 la formule de récurrence :

1_[11+ 1 _ u
_2

280 =m) 221 - )P+ D"
I = 3-2m I _ u

2 m -1
247 (1-m) 2821 - my(i + )"

ou 2a2(m—1)]m=(2m—3)]m+..........’f.........:_1_
(> +a*)"
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2 ¢ Analyse 2.2 Intégrales

INTEGRALES DE FRACTIONS RATIONNELLES DE LIGNES TRIGONOMETRIQUES
DE L'ARC x
I= J. R(sinx, cosx, tanx)dx,

R étant une fraction rationnelle.

, (. 2
Méthode générale : on pose tan¥ = et x=2arctan s dx = dt2 -On
2 1+7¢
exprime cos x; sin x; tan x en fonction de #:
2t 1-7 2t
sinx = ,  Cosx = , tanx =
1+ 1+7 1-#
etl'ona:
/= J‘ﬁ{ 1-7 Zt] 2d¢
142 142 1-21+72
— Si Rest une fonction de sin? x cos® x, sin x x cos x, tan x, on pose : tan x =
t,x=arctan ¢, dx = ds 5
1+1¢
2 t
—sin x = , COS X = > sinx - cosx = 5
1+¢ 1+7¢ 1+¢
et
7 t 1 dr
1= 2 2’ 20! 2
1+ 14+ 14+ 1+7¢
. dx
—Si Rest de la forme —————— :
asinx + bcosx
7= J‘ dux
asinx + bcosx

b . asin(x+ @
On pose = =tan @; asinx+ bcosx = ( ),
a cos @

I = ﬂj‘ = lcos(plntan¥+ C.
a

sm(x+ 0)

INTEGRALES DE LA FORME [ = I sin”xdx et J= I cos”x dx,
m entier positif.
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On exprime sin™ x et cos” x en fonction linéaire des sinus et cosinus des ares
multiples.
m = positif ou négatif, mais pair.

dz

>

14+
On exprime sin et cos en fonction de zet on est amené a intégrer une fraction
rationnelle de z
m positif ou négatif, mais impair.
On pose sin x = £, cos x dx = dz

On pose tan x = ¢; dx=

_ -1)/2
I = J- cos™ L cosx dx = J-(l—tz)(m : dz.

Intégrales de la forme I tan”’x dx. Méme méthode.

INTEGRALES DE LA FORME /= J R(sin mx;, cos mx, tan mx, cos 7x, sin 7x, tan 7x) dx.

R fraction rationnelle ; 7 et 7 entiers quelconques.
On exprime rationnellement les lignes trigonométriques en fonction des
lignes d'un seul arc soit le p. g. c. d. de m et #, noté p. On pose alors px = r;

pdx=dz

1 .
= I R(sint, cost, tanz)dz.

INTEGRALES DE LA FORME I sin mx cos nx dx ET ANALOGUES.
On transforme les produits en sommes :

sinmx - cosnx = %[sin(m + n)x+ sin(m— n)x]

et on a A calculer des intégrales de la forme I sin oux dx.

INTEGRALES DE LA FORME [ = I P(x, sin mx, cos mx, sin nx, cos nx) dx, P étant
un polyn6me entier.

On peut remplacer toutes les puissances des sin et cos ou tout produit de ces
lignes par une fonction linéaire de lignes d'arcs multiples. On est alors
ramené 2 des intégrales de la forme

m

I = I x" cos bx dx et T = I x'sin bx dx.
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Posons ¥ = u et v’ = cos bx, p = Snbx
En intégrant par parties : b
I, = éxmsinkx —Z-Z I X" Vsindx dx
_ 1 m . b m
= Zx sin bx —Z]m_l.
Sy = —lbxmcosbx+ LZI " eosbxdx = —lbxmcosbx+LZ I, ..
Loi de récurrence : &/, — ml,, | = —x""cos bx.
bly =sin bx + ¢, bfy =—cos bx + ¢
bly + Jp = xsin bx, bjy — Iy =—xcos bx, etc.

B Intégration de radicaux

FRACTIONS RATIONNELLES DE x ET D'UN RADICAL DU DEUXIEME DEGRE :
2
I= J- R(x, A ax™ + bx+ c)dx.

Premiére Méthode. — On peut décomposer en 3 parties :

une fraction rationnelle ;
m

X .. .
une somme de termes de la forme ——————, m positif ou négatif ;

2
Nax + bx+ ¢
1
une somme de termes de la forme
H 2
naire (x— (X,)m/\/ ax + bx+c

En posant x— 0. = £ la troisitme forme se traduit par :
1

AR+ Bry C

On est donc ramené 3 la forme :

, o réel ou imagi-

m
X

I = J. . (6. néoatif 1
m ;  m, positif, négatif ou nul.
o ax2 + bx+ ¢
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, . 1 -1 b m-1 . .
On peut écrire x” = 2—(2 ax+ b)x" - 2—xm (on fait apparaitre au
a a
numérateur la dérivée de ax* + bx + ¢). Intégrons par parties :
-1
2ax+ b)x”
Qaxtb)x dx ;

A/ax2+ bx+ ¢
ona
2xm_1«/¢zx2+ bx+ c—2(m— I)J X2 ax + bxt o dx

m—2 2
Z 9, /ax2+bx+ c—2(m—1)j x “(ax” + bx+ c)dx
A/ﬂx2+bx+c

m—1 m

25" Vax + bx+ o— Z(m—l){ I X dx+ bjx dx+ ij dx}
J A

= 23" o + byt c=2(m=1)(al + bI, |+, ).

D’otr :

1 m-1][ 2 1 b
1m=;x’” ax’ + bxt c==(m=Vlal, +bl,_,+cl, )]1-51,

2a

et la formule de récurrence
2mal,+ 2m—1)bl, |+ 2m-2)cl, 5= 2 371 czx2+ bx+ c,

ce qui donne

2al; + bl = Nax' + bx+ ¢ pour m=1;
4412+Sb]1+2610 = 2m/ax2+bx+ ¢, pour m=2;

et la suite pour les exposants positifs ;

et —bl [ —=2cl ;= 24 ax’ + bx+ ¢ pour m=0
x
—2al | =36l ,—4cl 5= %/\/ ax” + bx+ ¢ pour m=—1

et la suite pour les exposants negatlfs.
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Il est donc nécessaire de connaitre [y et L ;.

S dx
J A/zzx2+bx+c

a> 0. On se ramene a

Calcul de 1

J‘--c-lf-—zlnz+ z2+/e.

22+/e
a < 0. On se ramene a

J‘ dz _ .z

———— = arcsin="

2 2 m

Nm —2z

Calculde 1_1 = I ‘mi}i-*'-‘-Onposexz l 5 dx: _d_u

[ 2 u 2
xnax” + bx+ ¢ u
du [
I, = —| —————— dela forme précédente.
2
New +bu+a

Deuxiéme Méthode.
4 < 0. Racines réelles. On peut mettre ax* + bx + ¢ sous la forme 7% — 2.
On pose z=msin @ :

dz= m cos@ 4o, i M- =m cosQ .
Ona I = IRl(m sin@, m cos® )cos® d@.

a > 0. Racines réelles. On peut mettre ax’ + bx + csous la forme 2 — 7.

m —m

On pose z=—; dz = cos® do.
sin@ sinz(p
. - _ _m_ m cosQ) cosQ
Ona: ! .[Rz(sin(p’ sin@ )Sinz(pd(p

Fraction rationnelle en sin® cos¢ .

. 2 . ..
a> 0. Racines de ax™ + bx+ ¢ imaginaires.
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On peut mettre ax* + bx + ¢ sous la forme 2% + 7%, Posons :

2
z=m tan@ ; dz=m i +

cos (p

cos (p

On est ramené a

_do

cosz(p

I = JR3(m tan @,

cos

Intégrales de la forme [/ = I axz + bx+ cdx.

= ax+bx+c xdx bde Q,
j/\/ﬂlx +bx+c j ! J cj-“/—

intégrales de la forme précédente.

INTEGRALES DE FRACTIONS RATIONNELLES DE x ET DE RADICAUX DU
PREMIER DEGRE

= I R(x, NJax+ b) dx, R = fraction rationnelle.

uz—b dx=2udu.

Onposeﬂx+b=u2; x = R
a a

SHLCh

Intégrales de la forme I R(x, Jax+ b, Jex+ d) dx.

2
Onposc ax+ b=1; x = % _17, cx+d=%l(cu2+ad—bc).

a

—b . .
u du, fraction rationnelle en .

On est ramené 3 la forme

[

INTEGRALES DE LA FORME.

[ Aty (g o

u, cii* + ad— bedx|.
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. m m
Soit zle p. p. c. m. de g, ¢, ... Les fractions deviennent —, —
n n
ax+ b n du"— b
Posons —— = " ; x = ——.
cx+d cu’'—a
n—1
n(bc— ad)u
dx = _mbemad)u du,
n 2
(cu” —a)
etl'ona

, n—1
= —n(bc— ﬂd)j R( d” — b, " " = du,

n
' —a (cu”—a)
fraction rationnelle en .

M Intégrales d'expressions ou figurent des exponentielles

= I R(™) dx ; R = fraction rationnelle.
Onpose e = u; " dx= du, dx—lﬂ
m u

L[ gy d
]_mJR(u)u

Intégrales I comprenant I P(x, €™, sin mx, cos mx, sin nx, cos nx, ...) dx,
P = polynéme entier.
On exprime sin x et cos x par des exponentielles.

. m ax
On est ramené & des intégrales de la forme J. x e dx

Intégration par parties :

[_J‘xmeaxdx_lmﬂx MJ‘ —lax

m
Formule de récurrence :

al,, + ml, | =x"e™

ax ax
Iy=e¢", alj+mly=xe", et
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B Intégrales d'expressions dans lesquelles figurent des logarithmes

Soitj xlnxdx = [m,l

Intégration par parties (lnx =y, dx_ du, dv=x" dx) :
x

1
Pour m = -1, ]1’_1 = 3 (In x)z.

Forme 7, » = I x"(Inx)” dx, m quelconque, p entier et positif.

Intégration par parties :
m+1

_Xx r__p m p—1
[’”7[’ m+1(lnx) m+1jx (In) dx ...

FOI‘lelC de récurrence :

(m+ 1)1, ,+ pl = " nw? .

m p-1
2=0, (m+1)lm0 = x™l,

p=1, (m+1)]m1+]m0:xm+llnx;
p=2, (m+1I ,+21 =x"1 (In %2, etc.

INTEGRALES DE POLYNOMES ENTIERS EN x ET In x.
]=Jﬂnh@dm
1° On peut décomposer en termes de la forme x”(In x)?.

2°Posons In x= #; x= e, dx = e’ d.

I = j P(e’, e’ de, forme précédente.
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B Intégrales d'expressions comprenant des fonctions
circulaires inverses

m
I, = J- X arctan axdx.

Intégration par parties :
m+1 m—1

X a X
I = arc tan ax—

m 2 2
m+ 1 m+ 1 1+ 4%

dx.

On est ramené a une fraction rationnelle.

m+ 1 m+ 1
. a X
arc sin ax— — dx.
+1 1

I =I x" arc sin ax dx =
m 22
+1 m .

Polyndmes en (x; arc sin ax) :

I= I P(x, arcsin ax) dx.

. 1
On pose arc sin ax = r; dx = —coszdz.

a
I = 1 I P(lsint, t)costdt.
a a

2.2.4 Intégrales définies

B Méthodes de calcul des intégrales définies

b
Il y a de nombreuses méthodes de calcul des intégrales I dont la plus
a

courante est, quand il est possible, le calcul d’'une primitive % c’est -a-dire
telle que Hx) = I f (%) dx, dont on tire H$) — Ha). Malheureusement ce
calcul n'est pas toujours possible et quand les limites sont 0 ou o, on tombe

souvent sur une indétermination et l'on est obligé de chercher un autre
moyen.
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Autres méthodes :

Utilisation de la méthode des résidus.
Utilisation des transformations soit de Laplace, soit de Mellin.
Nous donnons ci-dessous un certain nombre d'intégrales définies parmi les
plus usuelles, et nous indiquerons ensuite les principes et des exemples
d'utilisation des méthodes des résidus et de Laplace.
LA FONCTION SOUS LE SIGNE I EST UNE FONCTION ALGEBRIQUE :
b 1 m!n!

j (x—a)"(b—x)"dx= (b- zz)er PR n=0,1,2, ...

P (m+n+1)!

J‘m dx =1J'+°° dx T

0 axl4b 27 alvb 24ab

a>0, 6>0;

=

T [

L -1
j‘ x" l(l—nf)n dx=lB(@, n); B = fonction eulérienne de 1™

espece, appelée également fonction Beta.
~ r(‘;’) F(oc - i;)
oo xa 1 dx

.[ o - %1 T(o)

0<a<1 T = fonction eulérienne de 2°
espece, appelée également fonction Gamma.
-1

oo a
Sioc:l,j X dx=1r(i‘”)r(1—iﬂ’)=l T
X n ”siny

0 (1+x)
) n
_dx _ = , p=2,3,4,
0 2/1_xF psin=
oo 2p
B drs—
—o x4+ 1 nsin—fin
2n
1
_ _ V4
IxP N1y P2 =l( a(x) T 0<p<t;
0 x+o o\l + sin pT

o réel et extérieur a (-1, 0).
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En dérivant cette derniére relation par rapport a o, on calcule les intégrales
de la forme

j;f Mo ?—2x

(x+ oc)

INTEGRALES DE FONCTIONS CIRCULAIRES OU HYPERBOLIQUES.

/ /2
In 2sinznx dx =J. cos™" x dx
0 0
1.35..2n—-1)
= — - =1,2,3, ..
246..2n) 27" 3
/2 /2
Intégrales I sin2n+1x dx =I coszn+lx dx
de Wallis 170 0
2.4.6..(2n)
= —; =1,2,3, ..
357 .. 2n+1) " 3
(%5
/2
I sin’xcos’x dx = 2 PA/ZT—t
0 (£+ 1)
- - 0 si m#n
-[ cosmxcosnxdx=f sinmxsinnxdx =g . smn=1,2,3,..
0 0 z S1 m=n

a a
mmnx . nux mix nmx
sln--—sln— dx= cos —= - cos—= dx
a a a

—a —a
0si m#zn
= . s omn=1,2,3, ..
asi m=n
M ommx amx
I sm—cos— dx=0; mn=1,2,3,..
“sinax - sin bx a+b
J —-----—dx=—ln-- a>b>0.
0 x a-b
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x=—=
2
0 X 2

I sinaxsin bx dx=tm , Acondition que 2> 620.
w2 si a>6>0,
w4 si a=6>0,
0 si b>a>0.

o .
sin axcos bx
0 X

T
© sinx 2(1-a) pour [ <1
[ _ dx=
0 x(1—2a cosx+a’) ﬁ pour |4 >1.
pour |4 <1;
1-2a
T
COS 72X
J' — X (x= n=01,23,..
0 1-2a cosx+ a*
—, —— pour ld >1.
a(a - 1)

Iwwdx=jm—c~9-s-fdx=ﬁ,
Intégrales | "0 Jx 0 Ax 2

de Fresnel| o 5 ) 1
cos ¢ dt=I sin ¢ dt=—ﬁ-
0 0 2N 2

“sin(a— x)+cos(¢z X) dx = J2msing.

SlIl LZ.X‘

T
Xx==; >0.

> a
__sinax =—(1—e /7); b20,a2>0.
0 x(b +X) Zb

xsmax T —ab

Ee ;5 a>0,620.

J,
I
[ anerg
I
J, 5

0b+
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o —OlX . 0,
J. € SIMX qx="_arc tanot; si o= 0: J. sinx _ T
0 x 2 0 X 2
2 n/2 ﬁr(a; 1)
T
.[0 sinaxdx=j cos¥xdx = e 0 > —1 .
0 o
ocl“(—)
2
2n

_dx  _ 5.

0 1+4cos x

J. 2 cosx dx = I'(p) cos X2 ; J. x? Ysing dx = I'(p) sin2Z.
0 2 0 2
(Silon fait = 1/2, on retrouve les intégrales de Fresnel).

J. cosx” dx = 11‘@ cosl ; I siny” dx = 11‘(%) sinl, n>1.
0 n 2n 0 n 2n

2

J‘w costx T 4
0 1+7¢ 2

INTEGRALES DEFINIES DE FONCTIONS EXPONENTIELLES.

o0 2
I e dx=l/\/i; a>0.
0 2Na

J‘oo G /\/;E —2ab
e dx="=e¢
0 2a

Jmﬂcdlen(g); 250, b>0.

0 X

;s a>0,6>0.

(=) 2
J de=T_.
0 e +1 12
L 2
J. xzne_dx dx=—1'3‘5 2 (2n-1) E; a>0,n=0,1,2,3, ...
0 2n+1an a
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2.2 Intégrales

2+1—a n!
P xdx= 7 a>0,2=0,1,2,3, ...

2a

_(ax +2bx+c) dx //i',e(bz—ac)/a_ 250
a ’ ’

—b /4
coskxdx—ﬁe 2 4>0.
a

I,
I
I
e xsm&xdx-;a Jete a0,
I,
f, e
J

a
n!
xe 1 a>0, n=0,1,2,3,..
a
tcostydt—j e Ycostxdr= —= 55 x>0, y>0.
0 x +y
xﬂe_bx dx = F(a+l)’ a>-1, 6>0.
ba+1
1_,(a+1)
oo 2
I xae—bx dx=ﬁ; a>-1, 6>0.
0 2b
I e dx=1—M; a>0.
0 a

INTEGRALES DEFINIES DE FONCTIONS LOGARITHMIQUES.

T T

j In(cosx) dx = j In(sinx) dx=-mIn2.
0 0
T Tl',2

j x In(sinx) dx = 7ln2.
0

0 pour ld <1

2nln|d  pour ld>1"

T 2
I In(14£24 cosx+ a )dx={
0
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S
J. x'e xlnxdx=%[\u(a+l)—lnb]; a>-1,56>0.
0 b

0
Y(x) : voir fonctions eulériennes.

0 (1+x)°
J‘w Inx dx=7—£.
0x2—1 4

INTEGRALES DEFINIES DE FONCTIONS DE BESSEL.

Ioo]u(ax) de=1.
0 a
J'w](x(‘lx) dx = l
o~ o

J‘we_bx]a(ax) dx =

o

a
0 A/bz+az(b+ﬁ+az)a
© e (ax) g
[t
0 o(b+ b2+¢2)
A 2ﬂ+11"(oc+9~
0 T

- —xzyd _n —t2/8y l’2
-[0 Jo(1x)e x = 4—}’6 Iyn §5, .

J:Nﬂ(tx)eﬁ_l dx= Zit_ﬁlr(a; )F(B;a)cos[(ﬁ—a)g}

avect>0, PB<1/2, Btoa>0.

J e ‘Inxdx=1-C= W(1); C-=constante d’Euler = 0,577 215 665.
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Bl Calcul des intégrales définies au moyen de la transformation
de Laplace

Soit Fimage de f(2) ou de A(2).
Intégrales de la forme I h(t) de.
0

On utilise la relation I h(t) dt= |F(P)|So
0

Intégmle:de/aﬁrmej M-Ona] Mdf:j Fp) dp.
o ? o f 0

Exemple : sinor dr = = dp = |arc tanZ -
J, a5t L
Intégrales de la forme ¢ h(£) . — On a j Zh(e) de=(-1)"" nd_#

0 dpn 0

Exemple : I P o“:dz,‘—( 1)
0

O() _3L
p+ 4

Intégrales de la forme e_wb( 7).
J e Mh()de= |F(p+ oc)lgo

0
Exemple : jo e_w]n(t) dz, n quelconque.
7|0 n
oy < et +1-rof| _(oe+i-o)

Jp+ra)+1 - o +1

Sil'on fait o = 0, on retrouvej I =1, quel que soit 7.
0

Bl Calcul des intégrales définies au moyen de la transformation de Mellin

(Voir définition de la transformation de Mellin, p. 180.)
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B Calcul des intégrales définies par la méthode des résidus

RAPPEL DE NOTIONS RELATIVES AUX FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

Une fonction complexe F = f(2) peut se mettre sous la forme F= Px, y) +
iQ(x, ). Pour que F soit holomorphe sur €, un ouvert de I'ensemble des
complexes, c’est-a-dire dérivable en tout point de © 2 dérivée continue, il
faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(Conditions de Cauchy) %5 = —%-(—3 et %..? = _%f.:,
ce qui implique
2 2 2 2 2
o P =_3_2Q et 8—2Q= aP soit a—2Q+a—2Q=O.
dy dx Ox 3y 9x0y y a5 dy

De méme pour R Dans ce cas, on dit que la fonction Fest analytique.
Fonction continue. — Méme définition que pour les fonctions de variable réelle.
Fonction uniforme, qui n'a qu'une seule détermination pour une valeur de z.

THEOREME DE CAUCHY. — L'intégrale I f(2) dzprise le long d'un contour
c
Cal'intérieur duquel fest holomorphe, est identiquement nulle.

Formule de Cauchy. x étant un point intérieur d'un contour C fermé dans
lequel fest holomorphe, on a

=L f(2) d
f(x) - 21T J‘C(z—x) z
En dérivant 7 fois par rapport a x, ona

f(n)( x) = -'—-n' J- _f®) dz.

2iT c(z—x)”+1

Formules de Taylor et de Mac-Laurin. — Mémes formules que pour les fonc-
tions de variables réelles dans tout disque de centre # 4 condition que la fonc-
tion soit holomorphe dans ce disque et sur sa frontiére.

THEOREME ET SERIE DE LAURENT :

Une fonction f holomorphe dans une couronne circulaire privée de sa fron-
tiere et de son centre, est a l'intérieur de cette couronne développable en série
de puissances positives et négatives de (z— ).
2 Bl BZ Bn
fl@=Ag+ Afz—a) + A(z— D + ... + — + —=—+ .+ —2—+
z—a 2 n
(z—a) (z—a)
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Points singuliers.
Soit fune fonction holomorphe sur un domaine Q du plan complexe limité
par une courbe simple T", sauf éventuellement en un nombre fini de points
21, -+, 2z . Ces points sont appelés points singuliers. On distingue diffé-
rents types de points singuliers :
— Point singulier artificiel : tel que f'se prolonge par continuité en ce point.
— Péle : Cest un point singulier z, pour lequel le développement de fen série
de Laurent est du type :
N, SN+
(z—20)" (22"

+.tcgtalz—z9)+...,

avec N entier fini non nul et ¢_p #0.

— Point singulier essentiel : ce sont les autres points. En particulier, leur déve-
loppement en série de Laurent posséde un nombre infini de termes d’indices
négatifs. 1
On appelle résidu de la fonction, au point a, le terme By, coefficient de ——
du développement en série de Laurent. -
Théoréme des résidus. — a étant un péle ou un point essentiel I'intégrale

If(z) dz

prise le long d'un cercle trés petit entourant # est égale 4 2im B, , soit

J-f(z) dz = 2inB, .

S'il y a plusieurs poles

n n

If(z) dz = 2in(B,+ B, +..+B,), By, B, ... B
c

érant ici les résidus afférents aux différents poles.
CALCUL DES RESIDUS :

a) Péle simple : ) si f(2) peut se mettre sous la forme f(2) = _ &2

ona B = fj%. (z2—a)h(2)
a
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B) Si on ne peut pas mettre f(z) sous la forme précédente, on écrit

f(z) = g2 » [2) ayant a comme racine simple : B, = &) (regle de
[(Z) l’( d)

'Hospital appliquée a %S@ ).

b) Péle multiple : f(z) = €N
(2)

_ 4 re@=a)"
(n_l)!Bl_dz”_l[ l(z) :|pourz=a

n—1

= ”_1[(2— ‘Z)nf(z)]pour z=a-.
z

Donc Il'intégrale I f(2) dz al'intérieur du domaine délimité par la courbe
c

Cest égale a 2im(B; + ... + B,) si la fonction f(2) est holomorphe dans ce

domaine sauf bien entendu aux péles ou points essentiels dont les résidus
sont By, B,, ..., B

Si la fonction est multiforme, on détermine une zone fermée en entourant les
points de ramification de petits cercles que 1'on raccorde a la zone générale
par des Jacets et on intégre le long de la courbe ainsi formée qui délimite un
domaine dans lequel la fonction est holomorphe.

Cette intégration est facilitée par les 2 théorémes suivants :

ne

Théoréeme A. — Soit fune fonction continue dans le voisinage du point 4,
sauf au point # lui-méme et telle que |(z— 2) £ (2)| tende vers 0 avec |z— 4 .

L'intégrale I f(2) dz prise le long d'une circonférence y de centre 4 et de
rayon P, tend vers 0 avec p.

Théoréme B. — Soit fune fonction continue a l'extérieur d'un cercle 7 de
centre 4 et telle que [(z—a)f(2)| > 0 quand |z—4 croit indéfiniment.
L'intégrale f(2) dz prise le long d'une circonférence C de centre 4 et de
rayon R, — 0avec 1/R, c'est-a-dire quand R —> oo.
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Exemples de calcul dune intégrale définie par la méthode des résidus.

L. Fonction uniforme. Soit f(2) = 2~ o=, p constante réelle telle que 0 < p< 1;

f(2) holomorphe dans le domaine 0ABBA(C). Intégrons le long de la courbe C.

1° Segment 04 :
8 X
I f(2) dz=J. xp_le_xdx=r(p).
oA 0
B 2° Cercle AB:
I 271 da.
0 < A AB

R cos®

L'imaginaire sous le signe I a pour module R’ le™ quand z parcourt

le quart de cercle AB. II est facile de voir que cette expression — 0 quand
R — oo L'intégrale tend donc vers 0.

3° Intégrale BB ; z = peie, 0= g’

271 = pp_le(l]_l)ie = pp_l[cos(p— 1)§+i sin(p— l)g:|

pp_l(sin%t—i cos%ﬂ’)

—z I

m . . _ —ip _ .
exp[—p(cosz +1 sz):l =e¢ =cosp—1sinp,

o
1]

dz =idp.

L'intégrale est donc le long de BB :
-1 . m . T Lo
f(z)dz = p? " sinZE —i cosZE | (cosp —i sinp)i dp
TS R

_ P P [ p-] e
(cos2 +151n2)JRp (cosp—isinp)dp .
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A la limite : = | cosZE +i sin&Z mpp_l(cosp—i sinp)dp .
[ - o)
4° Intégrale le long de Po.

l2f (2)| = rpe "0 0 quand r—0.
Posons

U(p) =j' p?leosp dp et W(p) =j- p? " Lsinp dp .
0 0
On a donc (théoreme de Cauchy) :
I(p) = (cos%t+i sin%t)(U—i V).
En développant :
I'(p) = Ucos%t + Ui sinpzn—i Vcos%E + Vsin‘%c ,

ce qui donne 2 équations :

U cosP® + Vsin2® = I'(p),
2 2
U sinZZ — v cos2Z = 0.
2 2
Dou U = TI'(p) cosf%E et V=T(p) sin‘I%t ce qui donne les 2 intégrales :

J.mxp_lcosx dx = T'(p) cos%t et °<,xp_lsinx dx=T(p) sin%TC~
0 0

Silon fait p = 1/2, on retrouve les intégrales de Fresnel. On en tire également :

I, = I cosx” dx.
0

1 _
Posons x”" = t; x=t" et dx=-#1/M-1

n
I, = lj t(l/”)_lcostdt=lU(%’)=ll"G)cos£, n>1.
n n n 2n

0
J. sinx” dx = 11‘@ sin % .
0 n 2n
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I1. Fonction multiforme.

1 7
Soit: [ = J. (1 =) dx.
o l+x
Posons f(z) = Na(z—1)

z+1
chement pour z= 0 et z=1 et un péle simple pour z=— 1.

, fonction multiforme ayant des points de bran-

Soit z = pe®erz—1= Py el

c Si Cest un cercle de centre O et de rayon
R> 1, f(2) est uniforme dans le domaine
compris entre C et le lacet (0, 1) avec un

\ pole simple en z=— 1.
i(6+6,)/2
Ame—nl fop RICESA
- o= |A fl2) = """*IT;“;““

Soit R_; le résidu au point — 1.
Les intégrales prises le long des petits cercles
0 et 1 sont nulles. On a donc

[r@de-| -] =2inr,.

mn nm

Calculons ces diverses intégrales
1°Lelongde m'n" : p = x,p; =1-x06

_ Jx(1 = x) e—inlz - Jx(1—x)

1+x 1+x

I
S
@
I
[
a

f(2)
Donc : j f(z) dz=—il.

2°Lelongdenm: p = x,p;=1-%0=0,0,=m.

_ Jx(1 = x) eiTc/Z _ ia/x(1—x)

1+x 1+x

f(2)
. 0A/x(l—x) . 1_.
Inmf(z)dz—ljl-—-l-:-;*-dx——lj =il.

0
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3° Le long de C'de rayon R.

z 1 1/2
= —1-=] .
£ z+ 1( 2
Développons en sériesi |2 > 1 :

1/2
R U OO SR (P SOV RS W O
1+2z z 22 2z g2

Pour déterminer le signe, cherchons la valeur de l'intégrale au point A4 :

p=Rp =R-1;0=0,0,=0.
JR(R-1)

(z)=~———=—>1 quand R—oo.
1+R 1

Donc signe +.

f(o) = 1—Zi+e(ln),n=2,3,
Z

Z

Intégrons le long de C:

J £ dz=] dz_éj.sif+Aj_§g+

1° j dz—j ip c®do=p |0 = p(em—1) = 0.

. d I .

2 jf:j ‘—%HJO do=2in

o d %40 . (2" de

3 I £ J lpzezle 1J.0 peie—>0 quand p o,

donc J-f(z) dz=-3 .

llen résulte: =3 im+2i/=2inR
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Calculons R_; . Cest, pour z = — 1, la valeur de Jz(z——D .
p=-1, 06=-m, 0, =-7.
Donc R | = me_m = -2.
en définitive : —3 T+ 27=-27./2 ;
21 = 3n-2n.2 et = 2(3—2[2).
Nous donnons ci-dessous, 2 titre de contréle et de comparaison, le calcul

J'«/x(l——x

direct de l'intgrale 7 =

Nx(1=x) _ x(1—x) _ (Z—x——--z-) 1 ;
x+1 (x+ 1) /x(1=x) x+ 1V [x(1-x)

_1/2
12l -3 ) o] U

(B, intégrale eulérienne de premiére espéce) .

-1/2

1 -1/
Calcul de 1; = I x(x+lx) dx.
0

1
v _ -1, - dx _l( oca)ﬁ T
L'intégrale J = '[0 <71 -x) ra o\l g 0<p<l.

Faisons o = 1, p = 1/2.

Donc:

~
|

P C I R .3
23(2’2) BZ’ ﬁ

() QG

ry @ .5
1 2t 3m
2n 2n—:/-§——-—m/§——(3 Zﬁ
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III. Fonctions comportant un logarithme sous le signe J.

=

Cas des intégrales de la forme I F(x)Inn dx, ott Fest une fonction ration-
0

nelle sans pole sur le demi-axe réel (0, o).

Considérons la fonction Hz) (In 2)% et inté-

grons le long d'un cercle de centre O avec un \§
lacet le long de l'axe des x et entourant

l'origine. Les intégrales le long des courbes y; A
et y, —> 0. Restent donc les intégrales le long B
du lacet.

Quand I'argument de z tourne de 2 Tt (de A2 B
dans le sens de la fleche) In zdevientIn z+ 2 iTt :

in

(1nele+2”c = Ine'® + Ine?

= lnz+ 2im).
L'intégrale le long du lacet donne :

IwF(x)(lnx)z dx —j " Foo(Inx + 2im)? d
0 0

= 2iny" Résidus de Fz)(Inz)”.

j F(lnx)z—j A F(Inx)* + (2in)’ + 4in Inx] dx = 2in’y” Résidus.
0 0

2 e . .
—(2im) Fdx—4in| Flnxdx=2inY)" Résidus.
J, I, )

inJ‘ F(x) dx = J. Flnxdx = —% Z Résidus H2)(In 2)%.
0 0

Si Fest une fonction réelle de la variable x, I F(x) dx et I Fx)Inxdx
sont des fonctions réelles et I'on a : 0 0

I F(x)Inx dx = Partie réelle de [—lz résidus de F(z)(lnz)2:|
0 2

r

. H(x) dx = Partie imaginaire de [_%EZ résidus de F(z)(In z)2:| .
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Exemple : Calculerj lnx—dx3
0 (1+x)
2
Le pole de (In2) estz=—1.
(1+2)

Posons 1 + z=t;z=¢t—1.

[n(r—1)]°

La fonction devient . Le résidu au point — 1 est le coefficient de

# dans le développement de [In (- D]~

In(z—=1) = In[-1(1-9] = In(=1)+In(1 -2
. | . ?
= im+ n(l—t)—1n—t—5~

2

[n(z—1)]? = [in—t—%z—..} .

Le cocfficient de # est 1 — it dont la partie réelle est 1.
Donc:

J‘Mlnxdxz 1
0 (1+x)° 2

Cas ou la fonction Hx) a un pdle au point x = 1.
Dans ce cas, le circuit d'intégration a la forme
ci-contre et présente en plus du lacet 0 oo,
0 une petite demi-circonférence au point x = 1.
On démontre que dans ce cas on a

J. Fx)Inxdx
0

= m°Re[Résidu 71, _, —3 Re[ 3" Residu £ |

fétant la fonction Hz) (In 2)? ot la sommation est étendue 2 tous les poles de
Fautres que 1 et ot Re signifie partie réelle.
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Exemple : I ;nx dx.
0 x —1
" 1 . 1
Résidu de aupoint x= 1= —— : pour
x2 —-1 x+1
2
Résidu de (lnzi pour z=-1.
z—
Dénominateur = — 2.
Numérateur (In — 1) = in(ln — 1)? = - 7%,
2 2
Résidu = i = TC_ N _l
— 2 2
jm Inx o= n’ n? _
2 2 4
0 x —1

M Intégrales elliptiques

N I—

b
Ce sont des intégrales de la forme I ~P(x) dx, dans lesquelles P est un
a

polynéme du quatrieme degré au plus.
Elles se raménent toutes 2 3 types :

Intégrale de premiere espéce

); dz

0 J(1=A)(1- K

et, en posant ¢ =sin 0 :

P
I, = J' _d6
0 J1- Ksin%0

Intégrale de deuxiéme espéce :

x 2.2 ¢
3 =J‘ l:.li.f.dt=J 1— Fsin20 do .
0N 1—¢2 0

t

b = , avec O0<k<l1;
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Intégrale de troisieme espéce :

=J‘x dt _ J‘q’ de .
O (1421 =D =D "0 (1+ #%sin”0)/(1 - Fsin’0)

2.2.5 Calcul approché des intégrales définies

L

b
On cherche A calculer I'intégrale I f(x) dx de fagon approchée, fétant
a

réguliere sur [2,6]. On appelle M, le maximum sur [4,6] de f 0 a
dérivée i de f On choisit une subdivision xqg=a, x, ---, x,=6 de

lintervalle [2,6] .
A) Méthode des rectangles. — Elle consiste 4 approcher la fonction fpar une

constante ¢; sur tout intervalle (x;_j,x;). Cette constante peut étre
¢;=f(x;_1) (méthode des rectangles 4 gauche), {; = f(x;) (méthode a
droite) ou ;= f (x’%ﬂc’) (méthode du point milieu). La formule de

quadrature composée s’écrit :
b
I f(.X') dx = (xl - xo);l + (x2 —Xl);z +...+ (xn - Xn_l)gn +R.
a

Dans le cas ott le pas x; —x;_; est choisi constant égal 3 /4, on sait que :

— |R| £ Mi(b—a)h/2 pour la méthode des rectangles 4 gauche et 4 droite.
—|R| S My(b- )h*124 , pour la méthode du point milieu.

B) Méthode des trapézes. — Elle consiste & approximer la courbe de fpar des

morceaux de droites sur tout intervalle (x;_1,%;) . On pose #; = x; —x;_1 , le
pas variable a priori. La formule dans le cas général est :

b 1 hy + b,
J‘ﬂf(x) di = S(hf(50)+ h,f () + ===2F () + .
h, 1+h,
T.)“(357171)+13,

et |R| SM,y(0b—- a)/Jz/IZ dans le cas ol le pas est constant égal a A.
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C) Méthode de Simpson. — On approxime sur (x;_1,%;) la courbe de fpar
des morceaux de paraboles d’axes paralltles 2 (Oy), ayant mémes ordonnées

XX

aux points d’abscisses x;_j, Tfl et x; . On obtient donc :

) e =B e i () ).

Dans le cas ol le pas est constant égal & 4, cette formule devient :

b
[ £ dv = UG+ () # 2 ) 4 )

[T e fE)

avee |R| < Myh*(6—2)/2880.

Méthode du trapéze corrigée. — On approxime sur (x;_;,%;) la fonction fpar
un polyndme P de degré inférieur ou égal 2 3 tel que Pi(x;_1)= f(x;1),
Plx,_ ) = f(x,_1)> Px) = f(x) et P{x) = £(x;). On obtient

dans le cas d’'un pas constant 4 :

b
[7Fe dx = HFC) ot fo )+ 3G+ £,

B :
+ S+ (@ -f )+ R,

avec |R| < Myh*(b—a)1720.

Méthodes de Gauss. — Lidée consiste & remplacer, comme pour les méthodes
b

des rectangles, des trapézes et de Simpson, I'intégrale I f(x) dx par une
a

expression de la forme Ay f (xg)+...+ A,f(x,) ol les coefficients A; sont

indépendants de fet les x;, 7 points de [,6] , tous choisis de telle sorte que
lon obtienne des formules d’intégration exactes pour des polynémes de
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degré inférieur ou égal & 2z+1. De plus, ces méthodes permettent de
calculer des intégrales ot la fonction fdevient infinie en certains points, par

1 -

e . . 1y
exemple J. —— dx. Clest pourquoi on va plus généralement considérer le
0 ~x

b
calcul d’intégrales du type I f(x)w(x) dx, ol w est une fonction poids
a

qui, dans la pratique, contiendra la singularité.

Ces méthodes utilisent des familles de polyndmes présentées dans le chapitre
« Fonctions diverses » : les polynémes de Legendre ou les polynémes de
Tchebycheff. Pour cette raison, il sera, dans la pratique, intéressant de
toujours nous ramener a l'intervalle d’'intégration (—1,1), a I'aide du change-
ment de variable :

b+ta b-—a
X = +
2 2
b b—a!
Ainsi,j F()w(x) dx= J Fx()) wl(x(#)) dr.
a 2 J
Principe de la méthode : une fois les n points Xy, ..., x,, choisis, on écrit :

1
I fw(x)dx = Ay f(x)w(xg) + A, fx,)w(x,),
-1

1
avec A; = J. [(x)w(x) dx et ot /(x) désigne le produit des termes
4

X=X

——, lorsque j parcourt tous les entiers entre 0 et n, excepté -

X;— X
J

En ce qui concerne le choix des points, on peut faire appel a I'une ou l'autre

des reégles suivantes :

— Meéthode de Legendre-Gauss : dans ce cas, w(x)=1 sur [-11]. Les x; sont

les zéros des polyndmes de Legendre. Le tableau ci-dessous donne les valeurs

numériques des poids 4; jusqua IV =4 . La quatritme colonne fournit une
majoration de 'erreur commise dans 'approximation.
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Racines x; Poids A; Erreur
+0.5773502691 1 My/135
0 0.8888388888
Mg/15750
+0.7745966692 0.5555555555
+0.3399810435 0.6521451548
Mg/3472875
+0.8611363115 0.3478548451
0 0.5688888888
+0.5384693101 0.4786286704 M/1237732650
+0.9061798459 0.2369268850

— Méthode de Gauss-Tchebycheff : dans ce cas, w(x)=—= = sur (-1,1). Les
1-x
27+ l)n)

x; sont les zéros des polynémes de Tchebycheff x; = cos(2 (e 1)

pour =0,...,7, et tous les coefficients A; sont égaux et valent
n+1
1l existe d’autres choix de poids w et de points x; , obtenus de la méme fagon que

précédemment, 4 'aide des polyndomes de Laguerre ou Hermite par exemple.

2.2.6 Intégrales doubles et triples

INTEGRALES DOUBLES.

Définition. — Analogue 2 celle des intégrales simples.

Soit (D) un domaine plan borné, quarrable et une fonction (x, y) = f(x, y)
bornée dans ce domaine. Subdivisons D en # domaines partiels quarrables D;;
soit ®; l'aire de D; et M;, m; les bornes supérieure et inférieure de f'(x, )
dans D;.

A chaque subdivision correspondent les sommes :

n n
S, = Zu)l.Ml» et S, = Zwimi.
1 1

m
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Les sommes S, ont une borne inférieure / les sommes s, une borne supé-
rieure 7. On d1t que f f > est intégrable dans (D) si I I lorsque le
nombre des domaines partiels croit indéfiniment de fagon que chacun d'eux
tende vers 0 dans'toutes ses dimensions. On écrit :

I = IIDf(x,y) dzdy.

Caleul des intégrales doubles.

Dans le cas ol la courbe entourant le ¥4
domaine est rencontrée en 2 points seule-
ment par toute parallele 2 Ox, eca Oypona:
Xy 1)
I = j dx_[ f(x ) dy,
Xy 1)
Ip %)
I = I dyj f(x 9) dx.
e % (7)

Si le domaine a une forme plus compli-

quée, on le partage en domaines partiels de fagon que la condition énoncée
ci-dessus soit remplie.

Dans le cas ot f(x, 3) = @(x)y(y) et que le domaine est un rectangle de
coOtés paralleles aux axes, on a

IIRf(x, y)dxdy = Ixz(p(x) dxj‘yz(p(x) dxj‘yzly(y) dy.
X N

N
INTEGRALES TRIPLES.

Définition. — Analogue 2 celle des intégrales doubles.

I = H-I f(x 7y, 2 dvdydz.

M el ] e

2(% )

= LA dz chzf(x,y, z) dx dy.
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,,, est le contour apparent du domaine ® sur xoy ; 24 et zg sont les cotes

extremes du domaine ; G, est 1'aire découpée par le plan de cote z.
CHANGEMENT DE VARIABLES DANS LES INTEGRALES MULTIPLES.

Sionax=f(u, 4 w),y=gu v w), z=Hu, v w),ona:

I_” F(x 7y 2) dxdydz

III Ff(u v, w), glu, v, w), g(u, v, w)] X

of 9of 9f]
du v dw
Dieh _ o a5 o
D(u, v, w) du dv Jw
dh b 9dh
du dv 0w
éant le dérerminant functianne/ ou jacobien de la transformation, et @ le
domaine correspondant & @ dans l'espace des #, 4 w; a condition que les
fonctions f, g admettent des dérivées partlelles continues sur ® ; Cest-a-dire

soient de classe C', que, en notant F=(fgh F:0 o SOlt objective et
que son apphcatlon réciproque ! soit elle aussi de classe C! sur .

.izig...‘ dudvdw.

1/{, v, w

2.3 Equations différentielles

Définition. — Relation entre une variable x, une fonction y de x et ses dérivées

dy &y &y

d.X" dxzr > dx” 5
soit :

dy &y

f x,y,—-l',—z,...,—-z... =0.

dx de dx”
Ordre. — Elle est d'ordre 7 si 7 est lordre maximal des dérivées quelle
renferme.
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Théoréme général sur les équations linéaires d'ordre quelconque.

Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme
S 4y () et p, (Y p(X)y = ().

c'est-a-dire dans laquelle les différentes dérivées de y figurent au premier
degré et ne se multiplient pas entre elles. g est le second nombre de cette
équation.

Le théoréme général est le suivant :

1° Eqmmbm sans second membre (c'est-a-dire dans laquelle g = 0). On dit
dans ce cas que I'équation différentielle est homogene. — Si l'on connait 7
solutions particulieres indépendantes yg, y;, ..., 3, de 1'équation sans second
membre, la solution générale de cette équation est

7=Con+ G+t Cyyys

G, G, ..., C, érant des constantes arbitraires quelconques.

2° Equations avec second membre. — Si 'on connait une solution particuliere
3" de I'équation avec second membre, la solution générale de cette équation
avec second membre est ¥'= y + y’ y étant la solution générale de I'équation
sans second membre.

Notons qu'il est toujours possible de ramener toute équation différentielle a
une équation différentelle du premier ordre. En effet, posons

Y =[y,5...y" . Alors, 'équation différentielle linéaire précédente avec

d
second membre se réécrit d—Y = A(x)Y + P(x) , avec
x

0 1 0 0
A(x) = 0 0 ] et P(x) =
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2.3.1 Equations différentielles du premier ordre
A) Equations dont les variables se séparent :
L= fay) avee  f()=9V0),

Ay _dx o fdy _fdx Lo
V() 0w o) o)

B) Equatz'om homogenes ; de la forme ?11 =f ({) .
x

] oy L odn du _
On pose y = ux. D'ou I u+xdx soit u+xdx —f(u)

Les variables se séparent et :

ST

Equations de la forme dy = f(fx_-l-b‘,u,) .
dx a’x+b'y+c

On pose x = X + 0L et y = Y+ P, et on détermine o et B de fagon que les
termes constants du numérateur et du dénominateur soient nuls. On est
alors ramené 2 :

v _ f( aX+ bY) équation homogene
ax  I\axyey gene.

II faut b’ — ba’#0.

Siab’—ba’ = 0, on pose ﬂ, =A= é, Ona:
a b
dy _ fF.(a X+ b'z)+c}
dx cz'x+b'y+c' '

On pose a’x+ b’y = z
a'dx+ b'dy = dz,

dz bf()\'z+ c) .

dx z+ ¢

équation 2 variables qui se séparent.
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C) Equations linéaires du premier ordre : équations du premier degré par

rapport a y et c—il/ Forme é-1/+)/f(x) =Q(x) .
dx dx

1° Equation sans second membre : gll +9f(x)=0.
x

Elle est & variables séparées : l —f(x).

Iny = - F(x) +C,  y= ce

2° Equations avec second membre :
L af () = o).
x

On commence 2 résoudre I'équation sans second membre :
g—z+yf(x) =0, soit y-= ce
x

et on considéere C comme une fonction de x (méthode de la variation des
constantes) :

dy _ oo F + 9
dx f& ¢ '
Portons dans 1'équation
dE 0 _ (.
dx = ol

Les variables se séparent :

C = J. ) QO(x)dx et y= i I Y ¢(x) dx+ C.
D) Equatz'om: se ramenant aux équations linéaires du premier ordre.

1° Equation de Bernoulli. De la forme gl, +9f(x) = )/”q)(x) .
x

On se ramene a une équation linéaire :
1dy

”dx %)
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dz=-2= ldy et _1 d=z, zf (x) = @(x)
n—1dx

équation linéaire.

2° Equation de Lagrange : y = x£(y) + @(y) .

Onpose y' = p = %’d’(’h y = xf(p)+0(p). (1)
Différentions :

dy = f(p)dx+xf"(p)dp+ 9" (p)dp
= f(p)dx+ dp[xf,(p)+(p’ »] avec dy=pdx;

dxlf ()= (P + dplxf (p) + 9" (] = 0 @)

équation linéaire si 'on considére x comme la fonction et p comme la
variable. On résouten x = Y(p, ¢), etl'on élimine p entre (1) et (2).

3° Equation de Clairaut (cas particulier du précédent)
y=x+0(y). Méme méthode.
Ona[x+¢'(p)dp = 0.
Solutions : dp =0 et x+ ¢'(p) =0,
p=y'=Cte et y=Cx+¢(C).
E) Equations linéaires du premier ordre & coefficients constants.

a) Sans second membre

é-1/+117)/=0.
dx

. , —pX ’
Solution générale: y = Ce 4 , avec C, une constante réelle.

b) Solution particuli¢re de I'équation avec second membre.
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0) Si le second membre est de la forme P e®*, P étant un polynome entier
en x et O une constante, une solution parucuhere est de la forme x#Q- eax,

Q érant un polyndéme de méme degré que Pet k=0 ou 1 suivant que 0. n'est
pas ou est racine de I'équation caractéristique # + p = 0.

n calcule les constantes par identification.
On calcule ] tant dentificat

B) Si le second membre est de la forme R cos Bx + Ssin Bx, Ret S étant des
polyndmes en x et B une constante, une solution particuliére est de la forme
T cos Bx + Usin Bx, Tet U étant des polynémes de degrés égaux au plus
élevé des degrés de Ret S.

v) Si le second membre est de la forme
vesp Mt > (R cosPx+ S sinp),
une solution particuli¢re est de la forme :
JW Zku "+ (T cosP+ UsinB),

avec les mémes conditions que précédemment et W polyndme de méme
degré que ¥y = 0 ou 1 suivant que 0 n'est pas racine ou est racine de |'équa-
tion caractéristique.

2.3.2 Equations différentielles du deuxiéme ordre

A) Equations linéaires & coefficients constants.

) Equations sans second membre :
2

dy
+pd +4qy=0.

Soit une solution de la forme y =", u érant une constante.
On détermine # par les racines de / 'équation caractéristique :

i+ pu+q=0.
1" cas : racines réelles, pz —44>0.
U x Uy X L.
y=Ce +C,e" ;(, G constantes arbitraires.
u; et u racines de |'équation caractéristique.

casp —4g9=0, y=e"(C) x+ C);
Ccas: pf—4 q<0, y=e%(C; cos Bx + G, sin B ;
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avec O+Pi=u, o-Bi=u,.
b) Equations avec second membre :

dy, dr,
2t 9=/

Recherche d'une solution particuliere,
. ox ., .
o) Si le second membre est de la forme P e, Pétant un polyndme en
X, a une constante, une solution particuli¢re est de la forme : x* Q e Q
polynéme de méme degré que 2

k=0 si 0 n'est pas racine de o + pu + q=0.
k=1si o est racine simple de # + pu + 4= 0.
k=2 si 0 est racine double de 2 + pu + q=0.

On calcule les coefficients par identification.
B) Si le second membre est de la forme R cos Bx + Ssin Bx, Ret Sétant des
polyn6mes en x et B une constante, une solution particuliere est de la forme

x/e( T cosPx+ UsinBx),

T et U érant des polyndmes de degré au plus égal au plus élevé des degrés de
Ret S, et k=0 ou 1 suivant que B7 n'est pas ou est racine de |'équation
caractéristique.

v) Cas général ou le second membre est de la forme :

V+ ZP S Z(R cosPx+ S sinBx) .
Une solution particuliere est de la forme :
LWy Zku e+ Zx[( T cosPx+ U sinPx),

avec les conditions ci-dessus.
Les coefficients se calculent par identification.
La solution générale est donc y + y;, y étant la solution générale de I'équation
sans second membre (calculée en 4) et y;, une solution particuliere de I'équa-
tion avec second membre.
) En utilisant la transformation de Laplace (voir ci-apres).
2
B) Equati dlaﬁrme(ij:f(x).
quations de >
dx

ox
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On résout par 2 intégrations :

= Jf(x)dx= F(x) + C,

y = jF(x)dx+ Cix+ C, = ®(x) + Cyx+ C,.

2

C) Equations de la forme 22 =f.
i

On multiplie les 2 membres par 2 g;{ :

2
dydy_ dy
2dx de B zf(y)dx’

(f‘lf)z = 2] fdy+ C =2 Fy)+ Cy,

dx = ..-.-.C.ll.-.-. et X = .-..-.El.ll.-.-_ + C2 .
2 F(y) + C, 2 F(y) + C
2

D) Equations de la forme dr f (x, é‘f) .
i’ d

On pose dy _ u, d’ Sro d_u = f(x, u) : équation du premier ordre.

dx dxz
s d? y dy ,

E) Equations de la forme — +p(x)d +q(x)y=0, p et g étant des fonc-

dx ¥

tions algébriques et répondant aux conditions (dites de Fuchs).
A
p(x) = - + 0+ 0 X+

- 8,C
g(x) = x2+ x+[30+[31x+...

120



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

2 * Analyse 2.3 Equations différentielles

Ce genre d'équation s'integre par des développements en séries représentant
des fonctions particulieres dont les principales sont :

Fonctions de Bessel 2d Xy x'-l/ + (x —-n )y 0.
4
2
Polynémes de Legendre : (1= xz)ﬂ— ZxQ-Z +n(n+1)y=0.
dxz dx

Fonction hypergéométrique : (2 - x)—x2+[(1 +o+B)x— y] + ofy=0.
d

Polyndmes de Jacobi (- x)d?;/ﬂ(l +p)x— q]g-l'—n(;w n)y=0.
x
5mes d'Hermi &y dy -
Polynémes d'Hermite : 2x=2+20y=0 o= Cre
d? dx
2

Polynémes de Laguerre xé-%,+ (1- x)gz +2y=0.

dx

Polyndémes de Gegenbauer : (1—x ) xg x(o+ 1) + n(n+2a)y=0.
A 2 dzy 51.2/
Polyndmes de Tchebytcheff: (1 -x")—=-x =% +n y =0.
de?  dx

(Voir au chapitre des fonctions particuliéres, les propriétés de certaines de ces
fonctions.)

2.3.3 Intégration des équations différentielles au moyen
de la transformation de Laplace

2
Principe. — On exprime x, g.l’ 2 e en fonction des images de y. [Voir le
l’

ol

Q_

tableau des transformées des expressions #4(), 2 k), b’(t) , t//(t) , £ /7’(t) ,
.. ] Il en résulte une équation différentielle en p d'un ordre généralement
inférieur. L'avantage de la méthode est que les relations ci-dessus dépendent
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de 9(0), y’0, ce qui permet d'introduire immédiatement des conditions que,
J q q
par la méthode générale, on est obligé d'utiliser pour calculer les constantes.

3
Exemple : + dy _ siny, avec (0)=0, »'(0)=0,5"(0)=0.
dx dx
2
Posons dy _ u; é-——+ u=sinx.
dx d
X
Soit Fimage de #. On a:
Fpl+ F= F=—21 4= Lisinr—tcoss),
p +1 (pz + 1)2
1 .
et y=5 J- (sinz— ¢ cost)dz ;

en tenant compte de 3(0) = 0 et en revenant a la variable x:

1.
Y= 1—cosx—§x sinx.

2.3.4 Systemes différentiels linéaires

On sintéresse au systeme (S)Y’ = A(x)Y + P(x), ot ¥ est une application
dérivable d’un intervalle 74 valeurs dans C”. A(x) est une matrice zXn et

Pune application de /dans R”.
DEFINITION. — Soient V{, ..., V,,, nsolutions de (§) . On appelle wronskien

de V1, ..., V, , lapplication Wdéfinie sur /par : W (x) = det(V;(x),...,V,(x)).

Résolution de (S) .

Supposons que I'on sache déterminer # solutions Vj, ..., V, du systtme
homogene associé & (S), Cest-a-dire (H) YV’ = A(x)Y. S'il existe xy €/ tel
que le wronskien de V}, ..., V), en ce point soit non nul, alors on peut en

déduire que Wi, ..., V, forme une base de solutions de (H).
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On peut alors adapter la méthode de variation de la constante en cherchant
les solutions de (S) sous la forme V =4V, +...+ 4V, , avec Ay A
7 fonctions A valeurs réelles. Alors V est solution de (S) si, et seulement si
V’=A(x)V , qui se réécrit, compte tenu du fait que V; est solution de

(H) : 7[1 Vi+..+ 7»;1 V, = P(x). Les V; étant indépendants, on obtient

. . , ,
un systeme linéaire de Cramer d’inconnue A, ..., A, que 'on peut résoudre.

1l suffit d’intégrer les solutions pour obtenir V.
Cas o A est constante.

On cherche a résoudre le systtme homogene ¥’ = AY . A étant une matrice

a coefficients dans R, elle est trigonalisable dans une base de vecteurs
propres. 1l existe donc une matrice 2 inversible et une matrice triangulaire

supérieure 7"a coefficients dans C telles que A= PP | Le changement
d’inconnue Z =[z,...,2,]'= PY nous conduit a résoudre le systeme diffé-
rentiel Z’=7Z . On détermine de prime abord z, qui est solution d’une

équation différentielle linéaire & coefficients constants. En remontant les
lignes du systeme, z,_; est solution d’une équation différentielle faisant

intervenir z,. En réinjectant 'expression de z, dans I'équation donnant
Z, 1, on trouve 2, 1, et ainsi de suite... On en déduit successivement

Pexpression de toutes les composantes de Z, puis ¥, car ¥ =P71Z .

2.3.5 Méthodes numériques de résolution des équations
différentielles

Pré-requis : soit i =[u,,...,u,] unvecteur de R”. On définit la norme eucli-

dienne du vecteur # par: |i| N +...+u2 .

Le probléeme : on sintéresse 2 la résolution numérique d’équations différen-
tielles s'écrivant

7 (x) = f(x y(x)) x€(0,7)
$0) = yo-

123



124

2 ¢ Analyse 2.3 Equations différentielles

On a vu précédemment que toute équation différentielle peut se mettre sous

. , . \ n
cette forme. y est donc une fonction définie sur [0,77] et 2 valeurs dans R",

I

et £ une application définie sur [0,7]x R” 4 valeurs dans R”. Pour mettre
en ceuvre les méthodes numériques, on introduit une subdivision de l'inter-

valle [0,7] : 0=xy<x<...<x,=T1. On pose h;=x,,—x; et h la
valeur maximale des ;. On définit I'erreur de consistance, notée silon; , qui
représente l'erreur que Pon fait au /"¢ pas en remplagant I'équation diffé-
rentielle par 'équation discrétisée :

& = y(xi1) = y(0x;) = bif (x5, y(x;))-

On dit quune méthode numérique est consistante si la somme

||£1||+...+||8n|| tend vers 0 quand 4 tend vers 0. On dit qu'une méthode
numérique est d’ordre p si l'on peut montrer que cette somme est inférieure a

Kh? , ot Kest une constante réelle strictement positive.
Méthodes d’Euler.
La méthode d’Euler explicite. — Elle s'écrit :

Vie1 =0+ hi f(x90,i= 0, s m—1

Yo = )’;)-
Cette méthode est d’ordre 1.
La méthode d’Euler implicite. — Elle s écrit :
Vie1 =it hi f (x5 05415150, n— 1
Yo = )/6.

La détermination de y;,; nécessite de résoudre un probleme. Cette méthode
est également d’ordre 1.

Les O-méthodes.
On choisit un réel 8 dans l'intervalle [0,1]. Ces méthodes s'écrivent :

Jie1 =0+ hl0f (%, 1590 D)+ (1=0)f(x;,9)],i=0, .., n—1

Jo = Jo-
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Si 0 = 0, on retrouve la méthode d’Euler explicite et si 0 = 1, on retrouve la
méthode d’Euler implicite. Si 0 #1/2, cette méthode est dordre 1. En
revanche si 0 = 1/2, elle devient d’ordre 2. Ce choix est souvent appelé

méthode de Crank-Nicholson.
Méthodes de Runge-Kutta.

Ces méthodes reposent sur la mise sous forme intégrale des équations diffé-
rentielles et I'utilisation de méthodes d’intégration numérique plus ou moins
précises.

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2. — Elle s'écrit :

Ji+1 = i +%(/ef + kﬁ), i=0,...,n—1
kli =hif (x5 9:)

B = hif (o + by + K

%= Jo

La méthode de Runge-Kutta d'ordre 4. — Elle s'écrit :
1 , o
Vil = Vi +g(/ef +2ky +2k5+ k5), i=0,..,n—1

k= hif (i)
K

kﬁ =/Jif(xi+?l,_)/i+7}

, h; K
B =) R R §
3 zf[xz 2 Ji 2}

= hif (xi41,0;+ )
Jo = )70 '

Meéthodes & pas multiples.
Les méthodes a s pas utilisent, pour calculer une valeur approchée 3,11 de

¥(xi11), information obtenue aux points %;, ---, x;_, .
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La méthode d’Adams-Bashforth @ 4 pas. — Connaissant quatre valeurs appro-
chées yp, ---, y3 de y(xg), ..., y(x3),on passe alitération suivante grice 3

la formule :
h
Jin1=Ji+ Z[sz(xi’y(xi)) =59 f(xj1, y(xi1))
+37 f (i, y(x;2) = 9 f (x5, y(x;3))]:

Cette méthode est d’ordre 4, mais peut présenter une certaine instabilité
numérique. Pour pallier ce probleme, on peut utiliser des méthodes impli-
cites telles que :

La méthode d’Adams-Moulton & 3 pas. — Cette fois, la formule de récurrence
est implicite et nécessite la résolution d’un probleme :

Yir1 =i +§[9f(xi+l’)’(xi+l))+19f(xi’)/(xz'))
=51 (i, yCeim)) + f (x50, y(x))]

Cette méthode est d’ordre 4 et stable.

2.4 Equations intégrales

Définition. — Equations de la forme :
b
O()-A[ Gls De(ndr=f(s),
a

l'inconnue étant la fonction @ ; £(s) : fonction connue et intégrable ; A :
terme numérique réel quelconque ; G(s, #) : noyau de I'équation.

Premier cas : Le noyau est dégénéré, c'est-a-dire est la somme d'un nombre fini
de produits de fonctions ci(s) par des fonctions B(?) :

G(s, t) = Z“i(‘)ﬁi(’)'
1

On pose
b . b
[ Bivoyndr=¢, e [ Bnf(ndr=f,
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et

n
o(s) = lel-OLi(s) +£(s).
1
Les x; sont solutions du systéme linéaire :

1 1 1

Xy = Mt xy + by + o+ 2,x) = f,
2 2 2

Xy =M%y + Gy + o+ 6,x) = £,
n n n

x, = M(tjx) + tyxy + o+ x ) = £

Sous réserve que 1/A ne soit pas une valeur propre de la matrice M du
systeme, la solution est donnée par

0o(s) = ?\-le'a,‘(f) +£() .
1

Deuxiéme cas : Equations résolubles par la transformation de Laplace.
a) Cas ot le noyau est égal a 1 et I'intervalle d’intégration de 0 a s:

o(s) = xj Q(Hdr+ £ (5).
0

On prend les images des 2 membres.
@, image de @ ; Fimage de f
Ona:

o-22-r o=2L.
? r—A

Connaissant £ on en déduit @ et .
b) Equation de Volterra. Noyau : K (#— 1) et K fonction connue de T. Léqua-
tion est

t
o(%) —xj P(VK(1—1)dT = £(2).
0
Soit Fimage de @, ® image de K, G image de [
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Ona
G .
1-AD

Troisieme cas: Cas général. — On recherche une solution de la forme :

0(s) = @o(s) + Ao, (s) + 7\,2(p2(5) to kAP () +

F-AFO =G, F=

Par identification, on calcule :

(po(j) = f(5)7

b
0,19 = [ G5 Do(nds

b
0,(9=[ Gs 9o, ()ds

a

relations qui permettent de calculer les @ de proche en proche.
11 faut toutefois sassurer de la convergence de la série, qui sera certaine si :
1
Al < :
B(b-a)
B étant une borne supérieure du noyau G(s,2).
La série est appelée série de Liouville-Neumann.

b
Silon pose G, (x, 1) = j G(x w)G,_(u, )du :

a

b
0,(0) = [ G, (x Doy(ndr.

a

Les G, sont appelés les noyaux itérés.

2.5 Calcul des variations

Le calcul des variations est une partie des mathématiques qui traite du
maximum ou du minimum de certaines intégrales dépendant d’une ou
plusieurs fonctions inconnues.

Le plus simple des probléemes du calcul des variations est le suivant : soit F
une fonction donnée des variables x, y, " continue et ayant des dérivées
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partielles jusqu'au deuxi¢me ordre. Soit, d’autre part, un arc de courbe AB du
plan, susceptible d’étre représenté par une fonction y = f(x) continue et déri-
vable et I'intégrale

= j Fx, 3, y)dx.
AB

Il s'agit de déterminer si parmi les courbes des fonctions f il en existe une qui
rende maximale ou minimale I'intégrale /et de déterminer cette fonction f
La fonction y = f'(x) doit vérifier |'équation différentielle suivante dite égua-

tion d'Euler :
agor)_or_,
dx\dy”/ 9y '

Application. — Courbes extrémales de |'intégrale
I = J._ymﬂl +y'2dx,

dans laquelle 7 désigne un exposant positif, négatif ou nul.
Apres transformations, I'équation d'Euler s'écrit

m(1+y2)—(yy"=0).
Sous cette forme, cette équation est identique a celle des courbes pour
lesquelles on a la relation

LG MC _ 1

MN  m’
MC étant le rayon de courbure de la
courbe en M et MN la portion de la
normale comprise entre M et |'axe des x.
Ces courbes sont dites courbes de
Ribeaucour. Pour m = 1, on a
N (1+y2)—yy"=0.
0 Les courbes sont des chainettes.

m=-1, (1 +y'2)+y)/" =0. Cercles.

, %(1 +y'2) —y” =0. Paraboles.

m=—=, %(1 +y2) + "= 0. Cycloides.
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2.6 Optimisation dans R"

. . . n . qe
Dans tout ce qui suit, on munit R” de la norme euclidienne notée ""2 ,
mais tous les résultats énoncés ici tiennent encore si 'on munit R” d’une
autre norme.

2.6.1 Résultats théoriques
Cadre de ['étude.

. . . , . . . n N
Soit fune application définie sur un domaine D inclus dans R” et 4 valeurs
réelles. Tout probléme d’optimisation se met sous 'une ou 'autre des formes :

0 {minfl()x) ou (2) {maxf(x)

x€ xeD
On peut se contenter d’étudier les problemes de type (1) en remarquant que
maximiser fsur D équivaut a minimiser — £ sur D.
Existence de solutions.

Le probleme (1) posséde (au moins) une solution si I'une ou l'autre des
conditions suivantes est réalisée :
1° D est fermé, borné (i.e. il existe une constante strictement positive M telle

que pour tout x dans D, ||x||2 < M) et fest continue sur D.

2° D est fermé (pas nécessairement borné), f'est continue et coercive (i.e.
lim  f(x)=+co) sur D.

I, —>+e

Unicité des solutions.

On obtient en général 'unicité a 'aide d’arguments de convexité.

DEFINITIONS.

1° Un ensemble D est dit convexe si pour tous éléments x et y dans D et pour

tout tdans [0,1], m+(1 —1)y est lui aussi dans D.

2° Une application fdéfinie sur un sous-ensemble convexe D c R” et 2
valeurs réelles est dite convexe (resp. strictement convexe) si pour tous x, y

éléments de D et tout élément de [0,1], f(tx+(1—2)y) <t (x)+(1—12)f(y)
(resp. flaxe+(1-2)y)<tf(x)+(1 —t)f(_y))-
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Voici un résultat garantissant I'unicité de solutions d’un probleme d’optimi-
sation : si une application fdéfinie sur un ensemble D convexe est convexe,
alors tout minimum local de fest global. Si fest strictement convexe, alors il
y a au plus un minimum global.

Conditions d optimalité au premier ordre.

1° Optimisation sans contrainte. Un probleme d’optimisation sans
contrainte s'écrit de fagon générale :

min f(x)
xeR”.
Si fest réguliere (de classe C' par exemple), la condition d’optimalité au
premier ordre s'écrit :
x*solutionde (1) = Vf(x*) =0.

On dit alors que x* est un point « stationnaire » ou « critique ».

2° Optimisation sous contraintes. Un probléeme doptimisation sous
contraintes s'écrit de fagon générale :

min f(x)

@1 vec,

ot C est un sous-ensemble de R”. On distingue différents types de
contraintes :
(a) Contraintes de type égalité. S’il y a p contraintes de ce type, on les met

toujours sous la forme A(x)=0, ol /: R” > R?

x = h(x)=(/71(x),...,/7p(x)) .
(b) Contraintes de type inégalité. S’il y a g contraintes de ce type, on les met
toujours sous la forme g(x)<0, 0l g: R” > RY

x = glx)=(g1(x),....g,(x))
I'inégalité ayant lieu composante par composante. ’
Supposons que 'ensemble des contraintes soit :

C={xeR"Ih(x)=0 et gx)<0}.
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) . . cn, . w
DEFINITION. — On dit que les contraintes sont qualifiées au point X~ si: ou

bien les fonctions g; sont affines, ou bien les vecteurs Vg;(x") sont linéaire-

.y, . *
ment indépendants, pour tout 7 tel que g;(x )=0.

P . . T~ i .
Si x~ est solution de (4) et que les contraintes sont qualifiées en x, alors il
existe p nombres réels Ay, ..., 4 » et g nombres réels positifs 4, -, H,,
appelés multiplicateurs de Lagrange tels que :

Vf(x*) + ﬂlvl(x*)+ Lt ﬂPVp(x*)+,u1Vg1(x*) +. ..+,qugq(x*) =0
#jg;(x")=0 pour tout j € {L,....q}
x"eC.
On appelle ces conditions nécessaires conditions de Kubn-Tucker.
Condition d’optimalité au deuxiéme ordre.
Soit f:R" >R, une application de classe C'. Soit x* tel que

Vf(x*):O. On appelle matrice hessienne de fau point x* la matrice

2
2 * N s . s .
D*f(x") dont le terme 4 la /™ ligne et /™ colonne est _9f i toutes

axlax]
les valeurs propres de D? f (x") sont strictement positives, alors x* est un
minimum local pour f
2.6.2 Quelques méthodes numériques d'optimisation

On s’intéresse a la résolution numérique du probleme (1). On présentera
notamment des algorithmes dits de descente, Cest-a-dire que x*, solution du
probléme (1) sera vu comme la limite d’'une suite (x;) de points de Dtelle que :

{xo donné,
Xp41 = Xp + Pyl
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ol dj, est un vecteur de R” appelé direction de descente et py, , le pas de la

méthode itérative, choisis de telle sorte que f(x;11) < f(xp) .

B Algorithmes unidimensionnels ou recherche du pas

Ces algorithmes permettent d’optimiser une fonction d’une variable 4 valeurs
réelles. On s’intéresse donc ici au probleme :

{min f(x)

x €la,b).

1° Méthode de la section dorée.
On appelle #, le point de [4,6] en lequel fest minimale. On suppose que

est décroissante sur [a,%y] et croissante sur lfg,6] (on dit alors que fest

unimodale). On pose T = 14—2—“/5 T est le nombre d'or. Lidée est de cons-

truire une suite d’intervalles [4;,6;] contenant tous les points #y réalisant le
minimum de f

— Initialisation. On pose @y =a et fy=6.

— Itération # . a;, et by, étant connus, on calcule :

a = “k"'%(bk_“k) et b = “k"'l([’k_‘l/e)
T T

Si f(a’)< f(&'),onpose ay, ) =ay et by =6

Sinon, on pose 4y =4’ et by, =b,.

Critere d’arrét. On arréte 'algorithme lorsque |17/€ - a/e| <tol, ou tol estun
parametre (petit) fixé par ['utilisateur.

2° Méthode d’interpolation parabolique.

Lidée consiste & remplacer la courbe de la fonction fpar une parabole, et 2
rechercher le minimum de celle-ci.

— Initialisation. On choisit Xo, yy et 2o dans [4;6] tels que f(x)= f(yy)

et f(ZO)Zf(}lo)

133



2 ¢ Analyse 2.6 Optimisation dans Rn

134

— Itération % On pose 4glxp;y.]= M, qlxpsyeszp]=
Yk =%k
qlxe 21— gl i Xtk qlxus el
€ Jpr1 = - :
2 =X 2 24l 2]

Si 441 €lxg5,] alors on pose xp =x; etz =y, .
Sinon, si y,.; €[y;;2;] alors on pose x,, =y, et zpy =2 -
— Critere d’arrét. On s'arréte par exemple lorsque | 441 — y; I< 20/ , ol 2ol est
un parametre (petit) fixé.
3° Méthode de Goldstein (1967).
On choisit 7 et m, tels que 0<m <m, <1. On recherche un pas p qui
vérifie : {f(x)Sf(OHmlpf’(O)
f(x)Z £(0)+mypf(0).
4° Méthode de Wolfe (1969).
On choisit 7 et m, tels que 0< m; <my <1.0n recherche un pas p qui
vérifie : {f(x) < £(0)+mpf’(0)
[ (x)2my f7(0).

B Optimisation sans contrainte
On s'intéresse dans cette partie 4 la résolution approchée de problemes du type :
min f(x)
{ xeR”,
o f:R" >R,
1° Méthodes de gradient.

Un algorithme de type gradient s'écrit :
xg donné,
Xpa1 = X = PV ().
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2 * Analyse 2.6 Optimisation dans Rn

Pour le pas pj, , on peut choisir :
— p; constant. C'est la méthode du gradient i pas fixe ;

— P qui minimise la fonction d’'une variable p+—s f(x, — pVf(x,)) - 1l

sagit de la méthode du gradient & pas optimal. La recherche du pas optimal
peut parfois savérer coliteuse. C'est pourquoi on utilise parfois les algo-
rithmes unidimensionnels présentés précédemment pour rechercher le pas.

. y . . qe *
Convergence de ces algorithmes. ""2 désigne la norme euclidienne, et ¥~ un
minimum de £ Si fest 0-convexe (c’est-a-dire qu’il existe o > 0 tel que pour

tous x, ydans R”, (VL (%)= VF(y) - (x—y) 2 Oc||x—y||§), si Vf est lips-

chitzienne (Cest-a-dire qu’il existe M >0 tel que pour tous x, y dans R”,
||Vf(x) _Vf(}’)"2 < M"x _J’Hz) et §'il existe deux réels 2 et & tels que le pas

20

variable vérifie 0 <a<p,<b<=, la méthode de gradient converge de
M

fagon géométrique, c’est-a-dire qu'il existe B € 10, 1[ tel que:
* *
xp—x || < "”x —-x ” .
“ k “z Bl =1,

Remarque : dans ce cas, une méthode de gradient converge vers un minimum
local de £ Rien n’assure qu'il soit global.

2° Méthode du gradient conjugué.
On cherche 2 minimiser dans R” une fonctionnelle quadratique s'écrivant :

f(x)=%x'z4x+17~x,

ol A est une matrice symétrique de taille 7 x 7 dont toutes les valeurs propres
sont strictement positives (ce qui assure que le minimum cherché existe), & un

vecteur colonne de taille 7. On a alors Vf(x) = Ax + 4 . Lalorithme présenté

ci-apres converge en théorie vers le minimum de fen au plus 7 itérations.

— Initialisation. On choisit xo. On pose gy =Axg+6, dy=—g,-et k=0

—Pour £=0,1,...,n, on calcule : x;, =x; + pd, , avec:

P/e=—gk—dk’g/e+1 =V 1) 1 = =G By e By = S 2y '
d,Ad, d,Ad,
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3° Méthode de Polak-Ribiére.

Cette méthode permet de déterminer le minimum de fonctionnelles quel-
conques (pas nécessairement quadratiques). Il généralise la méthode du
gradient conjugué.

— Initialisation. On choisit x; . On pose dy==Vf(xy) et k=0.

— Tant que ||xk _xk—lllz <rol, ol to/ est un parametre fixé, on calcule :

Xpy1 = Xp + Prdy, , avec:
— P qui minimise p— f(x; + pd},), ou bien plus simplement, on mene
une recherche du pas comme dans les algorithmes unidimensionnels
présentés précédemment ;

\Y% -V A%
— dp1 =V (1) + Bpdy . avec B, = ( f(xgjlf)(xk)fv(;k(z;)f(xk) .

4° Méthode de Newton.
— Initialisation. On choisit x; .

— Tant que "x/e - x/e_1||2 <tol, ol tp/ estun parametre fixé,

— on résout le systeme linéaire d’inconnue 7, : D? Flep)n =Vf(x) s
—on pose Xp | =x;, =7 .

5° Méthodes de Quasi-Newton.

— Initialisation. On choisit x .

B _ < . N . .

Tant que "x/e x/e_1||2 <tol, ol tol est un parametre fixé, on calcule :
X1 =% — H VS (),

olt A, est une matrice qui approche I'inverse de la matrice hessienne

sz(x/e). Il existe plusieurs fagons de la choisir. Posons s, = x4, — x5,

Ie =V )=V (xp) -
— Algorithme DFP (Davidon-Fletcher-Powell).

ek Howty

Hy = Hyt —
TRy Hyy,
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— Algorithme BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno).

sy H, + Hyy,s, H 5,5
H,., =Hk+M+1+(Mjﬂ_

Y Sk Ve Sk)IVe Sk

B Optimisation sous contraintes

On s’intéresse dans cette partie a la résolution approchée de problemes du

type:

min f(x)
xeC,

ot C est un sous-ensemble de R” défini par des contraintes égalités ou
inégalités. Bien souvent, on se ramene a la résolution d’une suite de
problémes sans contrainte.

1° Méthode de projection.

On suppose que C est un convexe fermé. On sait alors que pour tout

xeR”, il existe un unique point Fo(x) (le point de C le plus proche de x)

appelé projection de x sur C'. On se donne un algorithme de minimisation
sans contrainte que I'on note 54 (par exemple une méthode de gradient ou de
Newton). Lalgorithme de projection s'écrit :

— Initialisation. On se donne x;, dans R”.

— Tant que ||xk Xp_ 1"2 tol , ou o/ est un parametre fixé, on fait :
- xk+1 =s(xy) .

— Xy = o (opgn).

On connait 'expression de 'opérateur de projection dans certains cas :

~C={xeR"Ix2a}.8i j#], (B(x);=x; et (P(x); = max(x;,a;) -
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- C={xeR"lx;<a4}.Si VAR (Pc(x))j =x; et (Fp(x)); = min(x;,4;) -

- C={x€R"|ﬂinl~S17i}.Si ]7&], (Pc(x))]:.x] et
(PC(x)), = min(max(xi,ai),bi) .

— Cz{xeR”l"x—xOHZSR}.

x sixeC

Po(x)=

xg+R sixgC.

IIx xO"z

2° Algorithme d'Uzawa.
On suppose que I'ensemble des contraintes s’écrit :

C={xeR”1h(x)=0 et g(x)<0},

o f:R">R, h: R” 5 R? et g: R” - R?, On définit le Lagran-
gien de ce probleme, pour ,u:(,ul,...,,up) et ﬂ:(ﬂl,,,,,/ﬂ) par:
2:R*XR?xR? — R

(e, iA) f(x)+ﬂ1/y1(x)+...+y1’191,(x)+/vgl(x)...mng(x).

— Initialisation. #=0, on choisit &y € R? et AygeRY,
— Itération. Tant que le critere d’arrét n'est pas satisfait :

min  (x, 4,4 )

, 4 'aide d’une

— Calculer x;, € R” solution de (@k) {
x€R”

méthode d’optimisation sans contrainte.

M1 = ) +,0/7'(x/e) i=1..,p

— Calculer g, et A,,, avec )
+1 I ﬂk+1 = max(0, ﬂ +pgi(xp), j=1..m

oll p>(,estun réel fixé (par l'utilisateur).
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Convergence de l'algorithme d’Uzawa.

On suppose que fest C L o-elliptique (i.e. il existe o > 0 tel que pour tous x,
ydans R”, VA(x) = VF(p) - (x—y) 2 (x||x—y||§ )> que 4 est affine, que gest
convexe de classe C! et que 4 et g sont lipschitziennes. On suppose que le
probléme de minimisation sous contrainte posséde (au moins) une solution.

Alors, il existe py < p; positifs tels que pour tout pe[py,p,], la suite (xz)

générée par lalgorithme d’Uzawa converge vers la solution du probleme de
minimisation.
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3 * FONCTIONS DIVERSES

3.1 Intégrales de Fresnel

(x) = Ixcos( )dt S(x) = J‘xsin(n—tz)dt.

0 0 2

J. costzdtzj. smtdt-—ﬁ;
2N2

0 0
) 2 o 2
J. cos(ﬁ)dt = J- sin(y—-)dt =1
o 2 o V2 2
Développements en série :

n=co dn+1

Z( 1)( (2n)'2n+1

n=0

C(x)

4dn+1

o (_1)”(E)2n+l 1 x .
2 2 (2n+ 1)1 4n+3
n=20

Expressions en fonction des fonctions de Bessel :

stin( Xz)dx = ]3/2(7: ) +/7/2(n;2) +](4”+3)/2(TE ) .

0

J_chs(nxz) =]1/2(n ) ]5/2(7522) +](4n+1)/2(1t )_'_

0

S(x)

3.2 Sinus intégral et cosinus intégral

sint

Si (x) = j s, Ci(x):—jm%”dt.
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3.2 Sinus intégral et cosinus
intégral

sint

Sion posesi (x) = I —dt, onaSi(x) = =+si(x).
0 2
Développement en série :
3 5 n 2n+1
Si(=E X 4 X _ D
A0 331 55! 2r+1)2n+1)!
x2 x4 ( l)n 2n
Cix)=Inx+ C— —— + — ~—~=__  C =constante d'Euler ;
2 4.4 2n(2n) r
Ci(x) = Inx+ C— I ﬂdt.

Développement en série asymptotique :

09-3-y

(_l)n(zn) !_ W
X

T

z(_l)n(2n+l)!,

2n 2n+1
n=0 x n=0 *
o (2! Q2n+1)!
smx n(2n)! cosx n(ln+
Citx) = 2 3 (-1 221 Z(nﬁ
n=20 x n=20
VALEURS DES MAXIMUMS ET MINIMUMS DE Si (x) ET Ci (x).
I

X Si(x) X Ci(x)

T + 1,851 94 05m + 0,472 00
27 + 1,418 16 157 -0,198 41
3n + 1,674 76 25m + 0,123 77
47 + 1,492 161 35®m + 0,089 564
5n + 1,633 964 457 + 0,070 065
6T + 1,518 034 551 - 0,057 501
7n + 1,616 085 6,57 + 0,048 742
8n + 1,531 131 75n -0,042 292
9n + 1,606 076 85mn + 0,037 345
10n + 1,539 029 95n -0,033 433
M= + 1,599 685 1057 + 0,030 260
12n + 1,544 307 11,57 -0,027 637
137 + 1,595 252 1257 + 0,025 432
14n + 1,548 083 1357 -0,023 552
157 + 1,591 997 145n + 0,021 931

15,5=n -0,020 519
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.3 Fonction © ou fonction d'erreur
et fonction IT

3.3 Fonction © ou fonction d’erreur
et fonction I'1

2 1% -2
O(x) = =| e d:.
JT—t"-o

Relation O|X|+1=2M(x).
(ﬁ
1 ¥ _Pn
I(x) = —| e dz.
A/ZEIO

Représentation : Courbe en cloche
représentative de la fonction de
2
Gauss Y(x) = Leﬂ /2.
Jam

II(x) = aire de la courbe en cloche

située a gauche de l'abcisse x.
Développement en série de P(x) :

n 2n+1

—+...+%+...]
n!(2n+1)

Développement asymptotique de 1 — O(x) :

2

—-x
e [y_1 13 135 _y-1135...2n-3)
1—®(x)_xﬁi1 Ay R RSN = J

2°x 27x 2
Tables (voir tables statistiques).

3.4 Fonctions eulériennes

Fonction de premitre espéce (fonction béta)

T
= o P71
By, 9=[, ¥ —x)"“alx=2j02 sin”? '0cos’? " 0d0 =j0 (lt—)p_'_th.
+ ¢
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.4 Fonctions eulériennes

Fonction de deuxieme espece (fonction gamma [I']) :

I'(x) =I Tl du, avec x>0.
0
Propriété principale :
T(x+1) = x['(x).
Six <0, fonction définie entre O et 1, 1 et 2, ... par I'(x) =
Relation avec l'intégrale de premiere espece :

_T()I(g) |
B9 =T1,v0

Fx+1)

Propriétés : I'(a)I'(1 — a) = — T
sinam

G- = o

Formule de duplication :
2x-1

4 non entier

T(2x) = zﬁc r(x)r(x+%) ou T(p)= 2%11"@1“(/’;—1)
On en tire
r(£+ 1) - @/Ll)
g 2? F(Eﬂ)
2

Dérivée de In T'(x) :

d d

SoInl(x) = r(x) I [ (1+x) J_x.
Fonction y(x) = dilnl"(x) = llm |:lnn N x+ 1 —_t .t ;—}_-— :|

l} =-C (constante d’Euler)

7.

.. 1
=1 —1-=—..-
w(l) limice |:lnn 1 5
~0,577 215 664 9
\II(Z) = (1 - O >
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3.4 Fonctions eulériennes

2

d—zlnr(x)= 35+ 1 S 1 .
dx X (x+1) (x+ n)
FORMULE DE STIRLING :
I"(x+1)=xx67X 27‘|:x1+i+ 12+%,
12x 988«

avec o0 — 0 (valeur approchée de I" pour les grandes valeurs de x).

COURBE REPRESENTATIVE DE I":

Valeurs remarquables de T (x)

(1)

i

1,T(2)=1,T(3) = 2!

)=y -

%ﬁ 1° » pair,
Vi |- F(n+l) _135..2n-DJn
1 i 2 n
i 2
R T _ 2! r
8V | 927
12 n!2
2° pimpair, soit 7=2 p+ 1 :
F(n+l) = F(2p+1+l) =
{2V 2 2
1 _ 1 1
F(2p+5+1)—(2p+91"(2p+9

et 'on est ramené au cas 7 pair.

Minimum de I'(x) dans la partie positive des x: 0,885 60 pour x = 1,461 63.
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INTEGRALES S'EXPRIMANT PAR DES FONCTIONS EULERIENNES :
/2

Intégrales de Wallis: I, = J sin”x dx.
4) n pair : 0
; = L35 (n—l)Tt _Tl35.. (n—-1)
b) nimpair : (n— 1) =112
—)!
I = — .
" 1.35...n
¢) o quelconque, mais > —1:
o+1
n/2 n/2 ﬁr( 2 )
.o a
J. sin xdx=J‘ cos xdx= ————.
0 0 gc)
O‘r(z
n/2 n/2
Intégrales de la forme 1, = I sin’x cos’x dx =277 I sin 2x dx :
0
ey ]
pogrdm 222 1L 2
r T2 T2 T(p+1
F(g + l) (r+1)

(voir tableau des intégrales définies).

Fonctions elliptiques :
1
d
I= I _”, J= I
O J1- u3

)
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3.5 Fonction hypergéométrique

n-],

1

L
(

Ji
12=j F

(voir tableau des intégrales définies),

3.5 Fonction hypergéométrique

Cest une solution de I'équation différentielle :

(zz—z)y"+ [((I+a+B)z—yly+afy=0.

Développement en série

Ho, B,y z)—1+—%

oc((x+ DBB+1) 2
1.29(y+ 1)

oc(oc+1) (oa+p-1BP+1).. (B+p—1)zp+
L2 .p-y(y+ D(y+p-1)

La série hypergéométrique est génératrice de nombreuses fonctions.
—Sia=1,B =7 onalasérie géométrique :

2
1+z+2 +...

n
+z +..,

convergente si |4 < 1.

—Sio=-n(enter), t+B=pyY=¢g>1:

F(OL7B7’Y"Z) =
xF(1,1,2;—x) = In(1 +x);
Ao, B, B s—x) = (1+x)"

xF (l 13 ;xz) = arc sinx;

2722

1.3
F(11,2
X 2

I'(-n, p+ n, q; z) ; onales polyndmes de Jacobi ;

2)
;—x | = arctgx ;
2 g
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148

Limite F(l, B,1; E—Q =" quand P o oo

2
. 3 x .
Limite de F (OL, B, 3 40€B) =sinx quand 0,3 > .

3.6 Fonctions de Bessel

DEFINITION. — Ce sont des intégrales j, de I'équation différentielle :

2
I 1 ¥+ (1 _ %j y=0, o étant quelconque.
x
x

Si o n'est pas un entier, |'intégrale générale de cette équation est de la forme
y=AJy(x) + B]_y (%), A et Bétant 2 constantes quelconques et :

° 2n+ 00

= Y 1y =)

n!T(o+n+1)
n=0

Jo, est appelée fonction de Bessel de 1™ espece.

Si o est entier. Dans ce cas J et J_g ne sont pas indépendants. 1l faut trouver
une autre solution particuliere de 1'équation différentielle et 'on adopte
souvent la fonction :

cosOUT/, (%) = J_o (X)
sinoLT '

Ny(x) =

Cas particulier de o = *k/2, k érant un entier impair.
On démontre que par exception, dans ce cas, les 2 intégrales /,,(x) et

J_42(x) sont indépendantes et I'intégrale générale est encore de la forme

A2 (%) + BJ_yp (%) -



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

3 ¢ Fonctions Diverses 3.6 Fonctions de Bessel

3.6.1 Différentes représentations des fonctions de Bessel

= Y (—1)"%,
n=0
J(2) = #ﬁmj; S0 20 os[2(1 - 0 dix,
Jo(2) = #_ﬁ/z)j:sinzat cos(z cos?) dr,
Ju(2) = #ﬁm jj 1= P eoszu du,
Jol2) = ﬁrlffgial/z) I:eiz e dr,
Jole) = 2T j+1 1= 2™ du,

Jrl(o+1/2) 74

1 c™
Jo(2) == I cos(00 — z sin@) d6 —
Ty 0

S7 o est entier :
n

J,(2) = ’I_IE J. cos(70 — z sin0) dO .
0

3.6.2 Propriétés des fonctions de Bessel

Formules de récurrence :

20/
Jov1t -1 = za’
z
Jo = ﬁ[]owl"']oc—l]'

sinOm [~ —o—zshe
T e dz.

149
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DERIVEES :

v Ja17J, o/, o/,
Jo = * 12(x+1=7a_]a+1=]a_1_70z
d 1

d_z(zoc+1]a+1) _ z(x+ ]a
d -
z‘”d—z(z YD)+ Ty =0.

Valeurs de /15, /172, J32 ete.

[2 . [2
Jip= |“sinzg, [ .,,= [—cosz,
1/2 Tz 1/2 Tz
Z(Sinz )
= [=|——cosz|.
S = ==
n= +o0 3,1
(+-3)

FONCTION GENERATRICE : Z 7] (2) = e ,  nentier

n=—oo

+00 oo
Z]2n+1=0’ 2]271: L,

_[ Jo()dx=2] 1 +2]y 3+ .. =2 Zjoc+2n+1'
0

n=0

Sioo=0 : J. jo(x)dx=2]1+2]3_"‘+2]n+1+“'
0

X
jo T dx= 2J30 + 210+ o4 J gy 3y F e -
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.6 Fonctions de Bessel

Intégrale de Fresnel :

0

X

J

3.6.3 Fonctions dérivant des fonctions de Bessel

0

1° FONCTION DE BESSEL MODIFIEE /.

o, S (a2
=10 = 3 e
Formes diverses de la fonction / : !
(z12)* m

I,(2) = I sin”®z ch (zcosz) dz

JrT(o+1/2)Y

o T .
I,(2) = &) J. ¢ Gin” % dr
JaD(a+ 1/2)Y

12)% +1 2.0-1/2 *zu
[(x(z) = (z/2) I 1

JaT (o + 1/2) _1( —«) ¢

1" t sinom " —zchr—ar
I,(2) = T_t.[ e®  cosardr— TJ‘ e’ dz.

0 0

Si o entier, 0 = 72 :

T
—2Z Cost

J. e cosntdz.

0

1(2) =

il

2
Equation différentielle d'origine : y"+ iy’— (1 + a—zJ y=0.
2z

2
. WX X X Tx
_[ sin=- dx:fm(Tz) +]7/2(TZ) o +](4n+3)/2(72) T

2
X nx X X
COST dx=]1/2(72) +]5/2(72) ot S 1)/2(9 + .
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.6 Fonctions de Bessel

Formules de récurrence :

I,(z) =L ,(2) si 0O entier;

21 (2)

ol (2)+zl,, (2) = zl,_ | —ol, ;

, o o
Iy = [oc+1+;1(x=1a—1_zla;

I = fav1¥ iy 1
o 2

2° FONCTION DE BESSEL MODIFIEE K, :

[l -1 © e
K (2) = ----------[ _a;z') +a(2)] = J e htch ordz,
SINOLTT 0
1% —zchr—ar
K, (2) = EI_.X, e dr.
1 % —zchr —z chr
Si o =0, I(O(z)—zj_w d_jo d

1 u
3° FONCTIONS DE BESSSEL DE 2€ ESPECE N, :

Jo(2)cosam—J_ (2)

No(2) = sinTwo
Joz=J_o(2) cosam
Nald = G

4° FONCTIONS H DE HANKEL :

H(l)(z) () —]ae_uin
o - i sinam

e ACCe C)
o isinoLm
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.6 Fonctions de Bessel

QUELQUES FORMULES IMPORTANTES RELATIVES AUX FONCTIONS DE BESSEL.

Jo /\,Xz +y2 —2xy cosO

n=1

2 2
NX +y —2xy cosal

2n
[ dv = 2y (x) /o)
0

QUELQUES INTEGRALES PARTICULIERES DES FONCTIONS DE BESSEL.

j eiaxjo(bx)dx = 1 , a>0
0 az + bz
2 sin(x_BTI: pour o#f,

=

a(x) ] (X) dy = Tl?(OCz—Bz) 2
X

ZLOL pour o = .

J

0

= Jo(x) - [y +2 Z (%) - ] (y) cos nat,,

Graphique de la fonction /,(x).
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Graphique de la fonction 7,

2
Ky \K K,
Iy
1 \
1,
/ 13
o 1 2

Graphique des fonctions 7, et X,
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.6 Fonctions de Bessel

RACINES DE //(2) = 0.

Rang de la racine

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0000 3,8317 7,0156 10,1735 13,3237 16,4706 19,6159 22,760 1 25,903 7
1,8412 53314 8,5363 11,7060 14,863 6 18,0155 21,164 4 24,311 3
3,0542 6,7061 9,9695 13,1704 16,347 5 19,5129 22,672 1
4,2012 8,0152 11,3459 14,5859 17,788 8 20,972 4 24,146 9
53175 9,2824 12,6819 15,964 1 19,196 0 22,401 0
6,4156 10,5199 13,987 2 17,312 8 20,575 5 23,803 3
7,5013 11,7349 15,268 2 18,637 4 21,931 8
8,577 8 12,9324 16,529 4 19,941 9 23,268 1
9,647 4 14,1156 17,774 0 21,229 1 24,587 2
10,711 4 15,286 8 19,004 5 22,501 4
11,770 9 16,447 9 20,223 0 23,760 8

- O

O 00 N o U b~ W N

-
o

RACINES DE /,(2) = 0.

Rang de la racine

1 2 3 4 5 6 7 8
2,404 83 5,52008 8,653 73 11,791 53 14,930 92 18,071 06 21,211 64 24,352 47
3,83171 7,01559 10,173 47 13,323 69 16,470 63 19,615 86 22,760 08
513562 8,417 24 11,619 84 14,795 95 17,959 82 21,117 00 24,271 12
6,380 16 9,761 02 13,015 20 16,223 47 19,409 42 22,582 73
7,588 34 11,064 71 14,372 54 17,6160 20,8269 24,1990
8,771 42 12,338 60 15,700 17 18,980 1 22,217 8
9,936 11 13,58929 17,0038 20,3208 23,586 1
11,086 37 14,821 27 18,287 6 21,6416 24,9349
12,22509 16,0378 19,5545 22,9452
13,354 30 17,2412 20,8070 24,2339
14,475 50 18,4335 22,0470

- o >

W 0 N o U A W N

-
o
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.7 Fonctions de Kelvin

3.7 Fonctions de Kelvin

Solutions de I'équation différentielle :
Yy +=y—|i+=|y=0.
¥ 2

FONCTIONS D'ORDRE 0. — Définition : Ber x+ i Bei x=/,(x i /1) = [j(xs/i).
Développement en série :

4 2
o (-U(@ ' o cosg(g) '
Ber x = Z = i 5 R

[(271°

r=0 r=0

B r£4r+2 'E_”fzr
Bei x = i&= i(—u’“ﬁ

[(2r+ 1) )

r=0 r=0
FONCTIONS D'ORDRE QUELCONQUE :
Ber,(x) +iBeig(x) =/ (infix) = J (e

ws[Go 313"

r!T(o+7r+1)

(—U’m[@a_ aﬂ(g)owzr

r!T(o+7r+1)

in/4
3im x),

>

Ber,(x) = i (-1)"
r=0

>

M s

Bei, (%)

Formules dans le cas de o entier :

ber_,(x)

(1) %bery(x),
bei_g(x) = (=1)"beiy(x),
berg (—x) = (=1)"bery(x),
beiy(—x) = (=1)"beiy(x),
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.8 Série et polyndmes
de Legendre

{bera(—x) = cosOT ber,x — sinow bei (%),

bei, (—x) = cosam bei,x — sinam berg (x).

3.8 Série et polyndmes de Legendre

Découlent de I'équation différentielle :
(1- zz)y”— 2zy'+ k(k+1)y=0.
Dérivent de la série hypergéométrique en faisant :

o=k+1, B=-k y=-1, x=1;z,

Intégrale générale de I'équation de Legendre :

A[l Gkt 1) 2 RR=2)(k+ D)(k+3) 4, J

21 41
. Bz[1 (k= 13)('/e+ 2) 2, (k=D)(k+ 25)('k—3)(/e+ 4 4, } <t

Si k est entier cette expression se réduit a des polyndmes.

Si B=0 et k=2, ona A(1-37) ;

k=4, ona A(I - 10z2+ 34—524) .

Si A=0 et k=1, ona Bz;
k=3, ona Bz(l—gzz).

Définition et expression générale des polyndmes de Legendre :

g

n

_135.Q2n=1[ n_ a(n=1) n-2 nn=1)(n=2)(n=3) »-4
- nl [z 22n-1)° 24.2n-1)(2n-3) © +}
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.8 Série et polyndmes
de Legendre

ce qui donne :

53 3z
= P=_ )
P =z, 3 2z 5
2 4
3z -1 35z 152 3
= me— P:——— =.
h== 4T3 T4 Ty

PROPRIETES DES POLYNOMES DE LEGENDRE :

Formule d'Olinde Rodrigues : un polyndme d'ordre 7 de Legendre peut se
mettre sous la forme :

Ld 2 4

P =
2"n1 d2"

n

-1/2
Fonction génératrice: @(p, 2) = (1 -2pz+ pz)

Les termes 7! P,(2) sont les coefficients du développement en série de Mac

Laurin de ¢ (en p).
Formules de récurrence :

(n+1)P

n+1"

(2n+1)zP,+nP, | =0,

nP, = zP P,

n—12

’

P, —2P,—~(n+1)P, =0

Zéros des polyndmes. Racines de P, = 0.
Elles sont toutes réelles, distinctes et comprises entre —1 et +1.

Orthogonalité :
+1

j P(2)Py2)dz=0 si i%k;

+1

2_ 2
I_l 2T = o
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3 ¢ Fonctions Diverses

3.9 Fonction de Weber-Hermite

3.9 Fonction de Weber-Hermite

Solutions particulieres de I'équation différentielle :

2
. —z 14
Sil'onpose y = ¢ *

d z2

2 2
d_.l/+( +l_z_) =0
T

Développement en série :

n quelconque réel.

u1'équation différentielle devient

_ F4 d pn(n=2)..(n=2p+2) 2p
y=e czol+2(—l) 2p)! Z
p=1

ay et a1, quelconques.

+az 1+ i (—I)P(”_

D(n=3)..(n=2p+1) Z2p

p=1

Fonction de Weber-Hermite, D,. On pose

dm
il

z

dz

ay =2

nl2 ﬁ

et

=

Formules de récurrence :
D, (2)=2zD (2)+nD,_,(z) = 0

2p+1)!

ﬂlz_z(n/2)+(1/2) N .

)

2D/ (2)+ 2D, (2)—2nD, |(2) = 0 ;

+ 214

e D (2)

]

d_’:l [e- 214 D, (z)}

+2 14

= n(n—-1)..(n—m+1)e

m + 214

=(-1)e D,, (2.

Dn_m(z), n>m;
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.9 Fonction de Weber-Hermite

POLYNOMES D'HERMITE. — Quand # entier, le développement s'arréte.
Si 7 pair positif : 2 py, 4; = 0, et le développement s'arréte au terme en z%2.
Sinimpair:2 p+ 1, aO = 0, et le deuxieme terme s'arréte au terme en z22*1,
En général : D,(2) = ¢ "y (2) 5 H,, polynéme de degré .
Formule générale de H,(2) :

n n(n—=1) n-2 n(n-1)(n-2)(n— 3) n— 4

- +

FTTa? 24

1)...(n— 2p+1) n— 2p

p n(n—
*=D 2.42p!

Fonctions génératrices :

Polynémes d'Hermite :

zt 212 _ Z H (Z)_
Fonction de Weber-Hermite, 7 entier :
— Pl +zi— 12 > "
e z +zt—t — an(z);
Orthogonalité :
+ee —Zn
[=I D (2)D,(2) dz = I e HJ(2)H, (2)dz = 0si m#n.

[=n!m si n=m.

FORMULES RELATIVES AUX POLYNOMES D'HERMITE :

n +2102 d —z2/2

H(2) = (-1)"e e ,
dz
H,, (2)—zH,, (2)+(n+1)H, (2) =
H , (2) = (n+1)H(2),

Hy=1, Hy=z, H=z7-1, H=2z-3z

H4=z4—6z2+3, H5=z5—10z3+15z,
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.10 Polynémes de Tchebycheff

L1574 1454~ 15,

2 —212 +105% — 1052,

- 2820 +2102" — 4202° + 105,

= 2 —367 +3782 — 12602 + 945z,

LSS SIS VRS VRSN
I

o = 2 — 452 +6302° 31505 + 47257 — 945,

= 2 552 49902 — 69302 + 17325 2 — 10395z,

RS

L = 272665 + 14855° — 138602° + 519755" — 623702 + 10395 .

3.10 Polynémes de Tchebycheff

Solutions de I'équation différentielle :

2
(1—(1)2)£i--2—0)£11+n2 =0.
do’ dw g

Solutions indépendantes :
T () = cos(narc cos®)
lol <13

U, (®) = sin(#narc cos®)

T (@) = ch(zarg ch )
lof >1 ;
U, (®) = sh(narg ch o)

T(0) = %’|i((l)+/\/(1)2—1)”"'(0)—/\/(1)2—1)”}.

Développement du polynéme :

T,(0) = 2"_1[(0”— ”zm"_2+—”(”_43)w”_4+...]
112 212
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3.10 Polyndmes de Tchebycheff

F si n=2k,

Dernier terme :

(2f+ Do si n=2k+1.

U(o)=tfl-0p, s lo/<l

=tJo -1p, si |o|>1,

avec :

p, = 2n—1|:0)n—1_ n—an—3+(n—3)(n—4)mn—S+m:|.

2711 221
2k .
22k_1 si n=2k,
Dernier terme : |
—_ si n=2k+1.
22/e

Zéros des polyndmes. — Les zéros des polyndmes T sont réels et compris entre
—1 et +1. Le zéro de rang  est donné par la formule

®, = cos(2r— 1)2%1

4 s rT
Les zéros de Usont donnés par la formule ®, = cos— -

Expression par dérivées : !
n—1 n
(=1) 2 d 2, 7= 112
T (0) = ===t /1 — 1-
A =55z e )
_1y* ! n=1 n—1/2
U () = 1) d__1-o®)™"

13.5 (2n—1) 4!
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.10 Polynémes de Tchebycheff

FORMULES DE RECURRENCE OU ADDITIVES :
T, (@) =T ()T, (0)- U, (0)U,(0),
Uys f0) = U (0)T (0)+ U(0) T, (),
r,_ (o) =TT, (0)+U(0)U, (0),
U,_(0)=U(@T,(0)-U(0)T, (o),
(0)-207, (0)+7, (w) =0,
erl(oo) 207, (0)+ 7, (®) =0,
AT, ()] =T [T (®)] = cos(nmarc cosw) =T, (®),

m+1

ZT”((o) =1+7,,(0).

FONCTIONS GENERATRICES :

Zt (),

1+ t —ZtOJ
I
l-o Zt U (o),
1+t - 210
e’ cos(t//1— ) = z — t,(®),
n=20
sin(tf1 - %) = > f-'— U ().
n=20
PREMIERS POLYNOMES :
TH(w) =1 po(®) =0
(o) = o () =1
T)(o) = 2u)2—1 (@) =20
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.11 Polynémes de Laguerre

(o) = 40)3—30:) p3(0) = 4o’ -1
Ty (w) = 80)4—80)2+1 p4(@) = 8(»3—4(»
Ty(®) = 160° —200° + 50 p5(®) = 160" - 120" + 1

Ty(w) = 320)6—480)4+ 18m° — 1 ps(®) = 320)5—320)3+6w

(w)= 640 —1120° + 560)3 70 p (@)= 640° — 800)4 + 2407 -1

Ty(®) = 1280°-2560° + 1600°  py(0)=1280" —1920°
—R0 +1 +800° — 80

3.11 Polynémes de Laguerre
Solutions de I'équation différentielle :
xp"+ (0 +1—-x)y'+ny=0.

Forme générale :

Zn: cnr (—x)r= L(na)x

n+ o 7'!
r=0
2 3
. 1 2 3 x
Si =0, LJ(x)=1-C, x+ anx—!—cné-!~+....

Relation de récurrence :

nL'P(x) = (x+ 204 0= LY () -+ a- 1)L ().

Fonctions génératrices :

t/(1—1¢) 150
/(1 — -
e _ (o) n
Y e
( _t) n=0
(o) S d” v ato
100 = S L
todx
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3 ¢ Fonctions Diverses 3.12 Polyndmes d'interpolation
de Lagrange

Orthogonalité :

Ime L0 L () dy = TO+ ) ¢

n+ o mn’
0

3, , = symbole de Kronecker.

n

3.12 Polynémes d'interpolation de Lagrange

Soit £ une fonction définie sur le segment [4,6] et a valeurs dans R. On
suppose que I'on connait les images de # + 1points xp, ..., X,, de linter-
valle [4,6] par f Cest-a-dire f(xy), ---» f(x,)

Il existe un unique polynéme P de degré inférieur ou égal & 7 tel que
P(x;)= f(x;) pour i entier compris entre 0 et 7. Ce polynéme est défini
par:

P(x)= f(xg)Lo(x)+...+ f(x,)L(x,),

. . xX—x . . .
olt I; est le produit des termes =% pour £ variant de 0 A 7, mais avec

Xi T Xk
Y ox—x
k # i . Mathématiquement, cela s'écrit Z;(x) = H LA
b0 Xi —xp
k#i

P est appelé polyndme d'interpolation de Lagrange de la fonction faux points
X0, oevy Xy
Onad allleurs le résultat d’estimation de l'erreur faite en approximant

Iapplication fpar son polynéme d’interpolation P sur le segment [4,6], si f

est supposée n+1 fois dérivable, avec f<”+1) continue sur [a,b] :

|- P(x>| My |(x x)-.-(x = x,)|,

olt M, estlavaleur maximale de f(”“) sur lintervalle [«,6] .
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4 » ALGEBRE DES TRANSFORMATIONS

4.1 Transformation de Laplace

Nous ne donnerons pas ici, les origines, ni les utilisations (voir au calcul des
intégrales définies et aux équations différentielles, les utilisations mathémati-
ques de la transformation de Laplace) de la transformation de Laplace ; nous
nous bornerons 2 indiquer les méthodes de calcul, les proprié¢tés de ladite
transformation ainsi que les transformées d'un certain nombre de fonctions.

DEFINITION.— Cest |'intégrale
o e
Hp) =I h(re? de,
0

étant une fonction de la variable réelle # p une variable complexe ou non,
étant toujours supposée nulle lorsque #< 0.

Symbolisme. — F(p) C h(2) signifie F(p)= J' T e dr et h(5) D ?)
0

de méme. On énonce que F est la transformée ou l'image de 4 et / est
l'original de £

Conditions d'existence. — 1l faut que l'intégrale soit convergente, ce qui
.. —oit, .. .
implique e~ |A(#)] = limite finie.

Si # n'est pas nulle quand 7 < 0, on suppose toujours que 4 est multipliée par
une fonction dite fonction unité ou échelon unité, telle que = 0 quand 7< 0
et =1 quand 7> 0.

Propriétés de la transformation de Laplace (nous supposerons que les fonc-
tions 4 remplissent les conditions ci-dessus).

1°hy+hyD Fy+ F,; ah(?) D aK(p).
2° Transformée d'une constante 2: A(%) = a, Hp) = 2.
b
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4 o Algébre 4.1 Transformation de Laplace
des transformations

3° Transformées des puissances de ¢: A(#) = ¢"
p - - _nt .
a) nentier: F(p) = [;”+1 ;
b) n quelconque réel : h(z) = £, Hp) = % ,  o>-1.
V4
—ot 1

, —ot
4° Transformée de e : e D—.
P +

5° Transformées des dérivées de 4 :
B (8) 2 pF(p) = h(0) ;
/J(O) = valeur que prend 4(?) quand #— 0 par valeurs positives ;

?:sz(p) Ph(0) = K (0) ;

t

n—2

L )= 5" ) = "2 (0).. = 1D 0).

dt
12

6° Transformée de I h(t) entre O et ¢: I h(t)deD lF(p) ,
0 ?

p> F(p) érant la transformée de 21— A(z) .
7° Dérivation par rapporta p:
F(p) c—th(9 ou th(H) > —F(p),

Cu:c( D" b(o).

dp”

8° Intégration par rapporta p:

j F(p)dp:J. e‘f”M dr ou M:j Fp) dp
p V4

I dpj dp.. j F(p)dpch(t)-

9° Translation de la varlable t:

WMo e PHp).
10° Translation de la variable p :

Fp+ M) e ™h(r) .
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4 o Algébre 4.1 Transformation de Laplace
des transformations

11° Changement d'échelle :
Lp(e @
/J([(t)DKF(]J ou K/](Kt)DF( .

12° Théoréme du produit, ou #héoréme de Borel :

t 12
Flﬁzcj by (WY hy(2= L) d =j hy(h) by (£=1) dAL.
13° Transformées de #/(?) et ( J) (voir 7° et 8°) :

dF

h
th(t) D— dp

@) DI Fp)dp.
Y
14° JMF(])) dp = J b(—:) dz  (c'est une égalité ici) .
0 0
o [Th(D) 1~
150 [ 2D 452 [ Fop)dp.
J S| A0
o [T A 4,51 [f
16 Jt - dt:)pjo Fp)dp.

17° Transformées de 7 /4(2) et des dérivées successives de A. Multipliées par
les puissances (entieres) de 7 (Fimage de 4) :

Ch() o (1) —= d” F
dp”

db dF

TR P
tzi—hsp d—f+2¥,

2
tMDh(O) 2 pF— pZdF

ds dp

2 d 4 pZd—F+4p j—F+2F

dt dp
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4 o Algébre 4.1 Transformation de Laplace
des transformations

18° Transformée de A(#?) :
h( tz) - L Im]*"(xz)e_])zﬂm2 dx, F = image de A.
N
19° Transformée de /(sh ) :

h( she) D I ]P( w)F(u) du, Jp= fonction J de Bessel,
0 F=image de A

20° Transformée de ! /?(l) :
2
bl /2
o 1}1(1) ) I (ﬁ) Jo(2 A@)F( t) dz, J = fonction de Bessel.
4 0

D'ow, pour o= 1: b@ DJ‘W(]—DIQ T, ) Fp) de,

0=0: %/J@ Dj ") de,
0=2: t/J(lt) Djo }’;]2(2@)1:(;) dr,

1 1,(1 1 T .
==: —=jh=-|o=| == 2 de,
o 3 7 (I)Dﬁjo J;; sin ( A/gJ) t
_ 1 1 N1 (TR
o= - 'tjtb(f) Dﬁ IO 7 cos(2A/ZD) dz.
o nl
21° Original de ”1+1FGJCI (9 zjn(zﬁ)/y(u) du.
Y/ 0

D'ol, pour 7=0: lF(}l’) CJ ]O(ZM)b(u) du
? 0

nel: lF(D Jj jl(zﬁ)ly(u)du

2
?




© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

4 o Algébre 4.1 Transformation de Laplace
des transformations

_F(P) cj:(-jm Ty (2oJeu) h(u) du

=L jw(ﬁ sin(2/7) b( ) du
n=—=: g ﬁ . ECOS(ZA/—u)/J(u) du.
J‘ —u /41}]( )d

22° Original de F([) c
8 p tJ—t

o~ FAp) 71 e
23° Original de c| — h(u)du.
Jp jo Jui

o , u—1
24° Original de F(Inp) CJ‘ ( h(u) du.
o \I

4.1.1 Tableau des transformées d'un certain nombre
de fonctions

FONCTIONS ALGEBRIQUES.

(1) Hp)

Constante 4

?

1 1

?

Y (¢) : fonction unité 1

?

Y’(#) : fonction de Dirac 1
Y”( l') P

Y’,I( t) Pz

i o>—1 L
(@)’ °

m



4 o Algébre
des transformations

172

4.1 Transformation de Laplace

h(9) Rp)
; ;
Jt V4
J .
2p:Jp
" %ﬁ
4p"p
3/ I'(4/3)
»p
1
- —2./pn
ol ?
(=p) x
1 —e’ Ei(—p) = ? e
T4 : ¢’ Ei(-p)=e¢ j_m xdx
— ™ Ei(-p)
1 ﬁ el1 —CD(J})], ® = fonction erreur
1+¢ ?
1 . . T .
sin p Ci(p) + cos p| = — Si(p)
oy pp ]’[2 4 J
¢ . T o .
sin p | = —Si(p) | —cos p Ci(p)
L1 ? [2 ? J pip
¢ 1] . T ¢ B . 1
7, a{sm ap [2 SL(ﬂp)J cos ap Cl(ap)J
At+ B . .
tz N ﬂz Ci(ap)[ B sin (ap) —A cos (ap)]

i BC _ Si(ap):|[A sin (ap) + B cos (ap)]
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4 o Algébre
des transformations

4.1 Transformation de Laplace

W9 Hp)
1 or
&A/t(t+ 20) e7](1(0(‘1)), K, = fonction K de Bessel
t+ Ol op
—_— e "K (ap)
oaHt+20) 1P
t
b K, (ap)
1
oA t2 - 062
2 2 ok, (0p)
r —o _—
b4
FONCTIONS CIRCULAIRES ET HYPERBOLIQUES
cos Wz TLZ
p +tO
. ()
sin ¢
y4 + ®
ch o¢ —L2
2 2
p -0
()
sh oz 3 5
p -0
—ot . (0]
e  sin Ot 5 5
(p+o) +o
e % cos or —%
(p+o) +o
e " sh wr 0)2
(p+r+a)y —o
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4 o Algébre
des transformations

4.1 Transformation de Laplace

¢ ch or
tsin W¢
tcos Wt
tsh oz

tch oz

sin Wz+ Wz cos Wt
20

sin Wz— Wz cos W¢

20°

sin ¢
t

1— cos Wt
t

1—-ch ot
t

.2
s Mz
2
cos Oz

cos Wt sin Wt = %sin 2 ot

174

__pta
(p+0L)2—(02
2pw

2 2.2
(p +07)
2_0)2
2 2.2
(p +o7)
2pw
2 2.2
(p +o%)
2+(02
2 2.2
(p -

2

_r
2 2.2

(p +07)
1

o))

(O]
arc cotan E = 7I—aI‘C tan E = arc tan —
o 2 (0]

In _/’_NZ*‘“)Z
P

2 2
lnN2_—®
P

20)2

P07+ 40
2 2
p 20
2 2.2
p(p +4w7)

p2 + 4(02
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4 o Algébre 4.1 Transformation de Laplace
des transformations

2
.2 207 p
Cos Mz sin M¢ ) > 5 )
P +o)p +I907)
sin30)t 60)3
(0 + o)) (" +907)
1/2
cos Ot _m(p_'_ /P2+a2)
Nt
Jt cos ot ﬁ 'D —o’ +p p +o’
4
(p + o )A/p +oc
sin Oz sin ¢ 11n g +(0(+(1))
t 2 2
p +(a—-m)
i 20) 1 z_;2+4 2
sin t n [O)
t 4 2
b4
i 20)t 20 2+4o|)2
sln_2 0)arctan——‘2-)ln‘p—2
¢ P p
. 2n 1) 2n! (.02”
s @7 2 2, 2 2 2 2
plp"+ o) 1p +(4w) 1..[p +(2nw)"]
62" o (2n+1) Lttt
[p +m ][p +(3w) ]... p +(2n+1) m]
arc tan ¢ ]lj[sinp Ci p+ cos p(g—Si _pﬂ
cos 2. /ot _l_e—oc/p
Jrt Jp

2 .2
M La transformée de cos” "¢ se calcule de la méme fagon que celle de sin nOJt,
2ior  -2ior

2i

5 NPT . 2n-2 T S .
Cest-a-dire en partant de sin ot , en multipliant par en appli-

quant la relation e r h(no> Fp+a).
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4 o Algébre
des transformations

4.1 Transformation de Laplace

sin 2«/&;‘
1 .
— sin ZA/Jt
Tt
L ch 2o
e
sh 2oz

1
Jna

FONCTIONS EXPONENTIELLES

—afi2
e

—2.Jat
€

176

A/_OL —oc/p
PP

'L(L&l) : y(a’x) =J.xe—l‘ t(l—l dt

a ? 0
= fonction I incomplete

a’T(=p, a), avec T(a, x) =T(0) — y(at, x)

aB(ap, o) = ﬂ_‘D_II:EZp)-{((Jg)
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4 o Algébre
des transformations

4.1 Transformation de Laplace

—at

1-—e¢
1 —e_t
1- -
1- e_t
(1- -
Hl1- ¢ )
_so-1 _
(1-¢"  (l-ze t)B
1 o/4t
-c
t
e—(xz/4t
eoct_eBt
t
1 P lar
- €
Jnt
FONCTIONS DE SINUS INTEGRAL
si=T= -j snx g
2 ;X
J‘ Sll’lX'
Ci = _J‘wcosx
¢ X
oo —§

InT"(p)

V(p+a)—y(p), avec Y(p) = dp

Y(p+ta)-W(p)-W(p+atb)+v(p+b)

LT (p+ 2+ 6)
C(p+a)T(p+b)
B(p, o) F(B, p,o+p; 2)

B = fonction eulérienne de premiére espece
F = fonction hypergéométrique

2K, (au/p)

ET COSINUS INTEGRAL

1
l——arctan])

2p

1

— arc tan P
—}Jln/\/‘pz +1

In(p+1)
V4

177



4 o Algébre
des transformations

4.1 Transformation de Laplace

cost Si(z) —sint Ci(z)

cost si(z) — sinz Ci(z)
(avec si = Si(#) —m/2)

sin# si(#) + cost Ci(z)

FONCTIONS LOGARITHMIQUES

Inz

In(1 + a2)

In(1+ 6)
a-1
t

Inz

tln ¢t

Int

Jt
Jrlng

(lnz‘)2

178

np+2lnp
207+ 1)

Inp
2
p+1

_plnp

p2+l

_Inp+C
p
=——ﬂlnp , C=Iny, y=¢©

e Ei(—‘s)

i[lnb—e”b Ei(- pb)]

, C = constante d’Euler

T(o)p *[w(a) — Inp]

Y(2)—Ilnp _ 1-Inpy
2 - 2
V4 4

- ﬁ Inpy

4
1 [’—‘(2— Inpy)
2pNp

i[%z + (lnpv)z}
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4 o Algébre
des transformations

4.1 Transformation de Laplace

1n(t2+ az)

2

2
lﬁln% = lt[ln(t2 + az) - lnaz]

FONCTIONS EULERIENNES :

(4 %) = j Ay

X

V(4 x) = T(a)-T'(a x)

FoNCTIONS ©

S}

|7
'O(J/r)

R O(anr)

O(Jr)

¢ 'Or)

o(z0)

Yina sinas(2- sicap)

—cosap Ciap]

~[(si ap)” +(Ci ap)’]

Ty ey
, -+

I—Ml -4
p(+p)

l—e_xA/;
b4
l—e_zﬁT
b4
N S
(p—D)p
o
Jp(p—o)
1
pilp+1
1
(p+D)Jp+2

1 Oszz
;}e [1-O(ap)], o>0

179




4 o Algébre
des transformations

4.1 Transformation de Laplace

FONCTIONS DE BESSEL

Jo(®)
Jo(#)
Jolat)

(/1) Jo 2N 1)

/2
RAEN=)

1, (at)

Iy(at)

I, (a?)
t

K, (at)

180

il 1

A/p2+1 A/p2+1(A/p2+1+p)a

1

A/p2+1

o

f\/])2+d2(p+4/p2+az)a

2 2
enposant r = Np +a et pla = shu,

-1 -
Jylayor— ™"

o

X —x/]
prrshl
?

(11+ 1 e_x/P
?

d(l
T T
L jp2tdp —d o
2 a
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4 o Algébre 4.1 Transformation de Laplace
des transformations

1 2
> Hf)”(t)—Hff)(t)] —T—CIn(p+A/p2+1)-
= fonction Y de Bessel

Do NP+ 2ar

Yo(s) =

1
A,P2+l

p2+1

2 —
]O(I\/tz—zﬂt) e—-—------a P2+1 P)

p +1

Jo 2= 2]

alp— p—l]
]O(I\/fz'l'zdt) <
Pl
2
—anNp —1
[o(“’z—“z) = >

2 2 a
t —a
[2
[( tz_dz] —ap—l_ —ap
1 e e
2 2 a

jtfo(’\ltz_uz)f(”) du F—L Fimage de f
0
o/2 5 2 C—MP +1

JyNO® —a

&
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4 o Algébre
des transformations

4.1 Transformation de Laplace

en posant O = t+a

‘e—a /2
0+a

2 2
—a

A

ﬁ Ao-12
f(3) T

A (D

Ber (2.4/%)

Bei (24/1)

h(2) : tan@(t—T)Y(z—71)

h(t) : tan@(z+1)Y (%)

h(t) @ tan@(t—T)Y(2)

182
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4 o Algébre
des transformations

h(1)

h(1)

h(t)

h(1)

h(1)

4.1 Transformation de Laplace

IEHACRER 13

[T rasslogd

2
AY(t-1) Hp) - (%+2—§+T—je_ﬂ
pyopr 7
0| a b 4

1

- 0<i<71 1-
T Hp) © —
1 T<t<+oo V2

1 0<t<1
T LT
~fi2 r<i<on Hp) (—e2 :
T 1
0 2T<t< + o0
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4 o Algébre
des transformations

184

h(?)

h(2)

h(%)

h(2)

h(2)

4.1 Transformation de Laplace

Oy o

Y(z— kt)

a

M

=~
1]
(=}

¥
4
{7 T T
0

. SRR oa g Pt
Par(0 422 (D) Y(—k)|  Fp) Pth 2
k=1
a
o] T 2T 3T 47 1t
> 1
4N (=1) Y(z— k1) Fp) : ¢
1211 ? 1+C_PT
a
o| T 27 3% 3
o 2T
.4 _ _ a4 —pt-l
Pl Y (2) z Y(z— k1) Hp) : T 2
k=1 p (e -1)
NN
. (O]
sin®# ‘ Fp) 3 >
P + ®
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4 o Algébre 4.1 Transformation de Laplace
des transformations
N t

n
h(r) : premicre boucle Hp) 3 @ 2(1 +e 0)]

:

h(t) : arcs positifs de la sinusoide

—Tp/0
o 1+ 0] T
Hp) : 5 2 e_n o= > coth 55)

P+t 1-¢ ? p to

_ V\ /\ /\ ¢
.. , , [0) 1
h(2) : arcs positifs séparés par Hp) —
un intervalle P rol-e ?

4.1.3 Recherche de I'original d'une fonction donnée F(p) de p

I° Consultation du catalogue.

2° Quand on peut mettre F(p) sous la forme d'une somme de fonctions (par
ex. fractions rationnelles) ['original est la somme des originaux des termes de
la somme.

3° Quand on peut mettre la fonction sous la forme p‘l G(p), l'original est
1

J h(2) dz; h(2) étant I'original de G(p).

0




4 o Algébre 4.2 Transformation de Fourier
des transformations

186

4° Application du théoréme de Borel. Quand la fonction peut étre mise sous
la forme F(p) x F5(p), l'original est :

t t
[RAGEAACE S WACGHSAGRTS
0 0

by et by, étant les originaux de F; et F. Cette écriture intégrale porte le nom
de « produit de convolution ».

5° Formule de Mellin-Fourier :
c+ioco

1
h(s) = ﬂj ~ LHp dp.

4.2 Transformation de Fourier

Définition.— Transformation qui, & une fonction fde la variable ¢ respondre
une autre fonction F(f) telle que :

+ o0 .
F(s) = j <2 L(p) dr.

—oo

Propriétés de la transformation de Fourier.
Réciprocité— On a :

+ o0 .
FGs) = j Flo) e 2™ 4y

et oo

A1) =j F(s) 2™ 4y

—oo

THEOREME DE PARSEVAL :

+ oo oo

j |f|2df=j |F|* ds.

—oo —oo

Transposition : #— f(0.z) a pour transformée |“(1;|F (é) .

TRANSFORMEES DE FOURIER A PLUSIEURS VARIABLES.

2 variables :

too 4o
Hu, v) = I J. e vy)f(x,y) dxdy.
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4 o Algébre 4.2 Transformation de Fourier
des transformations

Si flxy) = (P(r),oflx2+y2=72,enposant u2+1/2=p2 :
+ oo 2T .
(u,v) = D(p) = j (p(r)U e—2mpr193cosede]rd
0 0
+ oo

O(p) = 2nj ro(7)Jy(2mp7) dr.

—oo

cas 7 variables :

oo

2 /.
d(p) = M(n—TEZ)/z J ¥ 2](n_2)/2(275()7’)([>(7’) dr.
) 0

2 2 2 2 2 2 2 2
Avec X+t tx b utuy bt P
. . 2n < an
Formule d’inversion : ¢(7) = r(n——Z)/Z IO p” ](”_2)/2(21tp n®(p) dp

Ju—2yn = fonction de Bessel.

TRANSFORMEES DE FOURIER DE FONCTIONS USUELLES

£0) Ap)
2 2
e—m e"‘f
2 52
e—(xt ﬁ e—n ol
o
Y(z) : fonction unité 1
22
cosoct2 ﬁ[cosi—g}
o o 4
22
sinoct2 A/E[cogt f + E}
o o 4
—al4 2a
¢ 2,2
a+4nf
._.,.2.5.2._2 Al
a+4n’t
1 - e—2n[f|
2
1+7¢

187



4 o Algébre 4.3 Transformation de Mellin
des transformations

188

4.3 Transformation de Mellin

Définition.— Transformation qui, 2 une fonction fde la variable réelle # fait
correspondre une fonction @ de la variable s = 6 + i@, telle que

=

o) = [ FTfdr.

0
4.3.1 Regles opératoires

¢ étant la transformée de £, on a

Fflad  Transformée M [f(at)] = a ¢(s)

(9 MI£f(D] = @(o+s)
£ MIFE = Lo2)
%‘f(lt) M [lt f(lt)} = @(1—s) sous réserve

ts_lf(t) =0 pour{t= 0

I = oo

£ MIf (5] = —(s-1D)e(s—1)
Ja?) M[f(")(t)] = (1) (= 1)(5=2) (5= m)Q(s—1).

Formule d'inversion :

=

09 = [ £ fndr,
0 .
f0 =5 e ds.

c—ioo
Formule du produit : f et g dont les transformées sont @ et y,

c+ oo

Mfx9 =5=[ W@t du.

c—ioo
do

v

Original de @()Y(s) = I:f(vt) g(%)
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4 o Algébre
des transformations

4.3 Transformation de Mellin

4.3.2 Transformées de fonctions usuelles

—t

f=e

cost
sin ¢

1
tln(l + 1)

1 -1/
-¢

o —at
€

Mf(H] = T(s)

M = T'(-s)
M=-"=
SinTrs
M = B(s,0—5)

1“(5 F(oc— :
m=plat) = i#

r(3r(1-2)

. 1
si OL—I,M—n ()

T
nsin (T s/n)

cos%j T'(s), avec 0<o<1

sin%j T'(s), avec 0<o<1

T
(1-5)sinTs

I'(1-y)

PR N

oo

roy - o>l

=0 "

()
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4 o Algébre 4.3 Transformation de Mellin
des transformations

TRANSFORMEES DES FONCTIONS DE BESSEL.

2: o-1 F(J
— -1
5 o) j Ja(€ ™" dx
F(oc— 3 + 1)
ey
Jo (%)
o s
n(%+1-2)
2a+: 1 T o+a+s
o9 5]
o o—a—s
F(—Z + l)
212 F(g+5+%‘)
2 2
N Jo (%) 3
F(g + S + =
2 2
K, 52 r(sga) r(:—za)
2
Ky (%) 22 1“@
K () a2 r(é +o F(ES)
(45 PR e
K25 HOIE
¢ “cosbx a ' cos' eI (s)cos@s = b ' sin'QI'(s)cos@s
avec tan@ = é, ¢ = arc tan-
a a
¢ “sinbx 4 cos’OI'(s) sin@s
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4 o Algébre 4.4 Transformations réciproques
des transformations et transformation de Hankel

4.4 Transformations réciproques
et transformation de Hankel

4.4.1 Transformations réciproques

Soit K(4, #) une fonction de / et de ¢et 2 fonctions de la variable ¢ fet g.
On dit que I'on a une transformation réciproque si Kest telle que I'on ait a la
fois

(o) = jo Kb, 0g(h) db et g(h) = jo K(h, )f(2) dr.

Kest appelé le noyau de la transformation.
Condition pour que X, étant une fonction du produit # = Az soit noyau
d'une transformation réciproque :

p(s)p(1—5) = 1, p étant la transformée de Mellin de K(#).

1° Transformation réciproque en cosinus :

K = 2 cosx est un noyau. En effet, p(s)p(1—5) = 1.
T

Si f(x)=J‘ Jz cos®xg(®) dw, ona g((x))=J f cos®xf (x) dx.
o VT o NT
2° Transformation réciproque en sinus :
Si £(x) =j [3 sinoxg(®) do, ona g(m)=f f sinoxf (x) dax.
o NT o NT
3° Transformation de Hankel. — C'est la transformation de noyau
172
K(u) = u "], (u).

Ce noyau remplit la condition p(s)p(1—35) = 1 ; J, fonction de Bessel
d'ordre o

@ =[ 0™ Julmgn dy e g1 = " Juonf @) d
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4 o Algébre 4.4 Transformations réciproques
des transformations et transformation de Hankel

192

Autres formes de la transformation

Si f(x) = xll2 o(x) et g(y) = yll

e
o(x) = j:y]a(xy)v(y) dy et 10) = j:x/u(xy)cpm dx.
Si x= A2t et y= 25
0(J21) = ) = j:/a(zﬁs)c(s) ds

V) = G = [Ty Ao dr.
0

REGLES OPERATOIRES :
1° Relation de récurrence :

Hol ' 9(x)] = F-{Hy 1 [0(0)] + Ho y  [0(0)]}-
2° Transformée de la dérivée :

H,(¢) = zié[(ow DH, —(o-1)Hy, 1.

Si o=1: H(9)=-yHy(9).

3° Transformée de (q)” + 9) pouro=0:
x

) o d =
Ho(q) +%) - _),2[—[0(@), a condition que [xa(xjo)l) =0.
4° Produit. S H(y) = Ha[f(x)] et G(y) = Ha[g(x)] .
[ 9 60 dy= [ (g d.
0 0
5° Formule de réciprocité.
o/2

Soient H et G les images de Laplace des fonctions r— f(#)¢ et
t—> g(2) P fet gétant 2 fonctions réciproques de Hankel, on a:

G(p) = 1+1HG) :

o
p
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4 o Algébre
des transformations

4.4 Transformations réciproques
et transformation de Hankel

4.4.2 Tableau de quelques transformées de Hankel

Fonction @(x)

Transformée j %/ (x))P(x) dx
0

-1 —ax
X €

o—-1 —ax
X e

a>0et (00>-1)
—a o
A=
y ta
(o +1/2) 2"

1/2°
A/;t ()/2 + dz)(l+

a>0,00>0

l(lﬂ)a _.yz/4ﬂ >
75 e , a>0,0=0

2
)/_le_y A [0(%2), o>-1

-1/2
(az—yz) , 0<y<a oa=0

y_l, o>-1
. 2 N2 2
¥ Kln%+C> _.6—} o=1

C = constante d’Euler

2
-1\ T . X
-y [Z+512}

I—COSdZI) o=1,
ay
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5 ¢ CALCUL VECTORIEL
ET CALCUL TENSORIEL

5.1 Calcul vectoriel

5.1.1 Identité de Chasles
0 A B

%
AB = objet mathématique défini par sa direction (AB), son sens (de A vers B)

et sa norme || ABIl (la longueur AB).

La relation de Chasles s’écrit :
— - —>
AB + OA = OB.
5.1.2 Produit scalaire

Clest le produit des mesures de ces 2 vecteurs par le cosinus de leur angle.
Clest un scalaire.
En dimension 2 ou 3, on se place dans un repére orthonormé.

- =
Soient V; et V,, deux vecteurs de coordonnées respectives (x1, y1) et (x), y,)
dans le plan (ou (x7, 71, 21) et (%3, 35, %) si lon sest placé dans I'espace).

o~

- =

Le produit scalaire V] . V, a pour expression générale :
- = = = = S
ViV, = IV, lecos (Vy, V),

Py - [2. 2
ot IV, Il désigne la norme euclidienne du vecteur V, cest-a-dire ,/x; + y;

2 2 2 s
dans le plan et ,/x; + y; + 2; dans I'espace.

On connait également I'expression analytique du produit scalaire. Dans le
- = -
plan, V] .V, =x1x) + y1p, et dans espace V, .V, = x1x, + 195 + 21 2.

195



5 e Calcul vectoriel 5.1 Calcul vectoriel
et calcul tensoriel

196

Le produit scalaire est commutatif et distributif, c’est-a-dire :

- - 5 5 - i e - -5 -

N
VoV, V, V(U + U) (Vs V)= UV, + Uy V5 U, Vs Uy V.

[\S)

. . - =
5.1.3 Produit vectoriel : I/ A

- -

Si Vet V, sont colinéaires (Cest-a-dire proportionnels), alors
> o

VAV = O On suppose dorénavant que ce n'est pas le cas.

55

V AV, =vecteur OP dont l'origine est un pomt Oquelconque, la direction

perpendiculaire au plan engendré par les vecteurs V et V; (sens tel quele triedre
OMM, P ait la méme disposition que le triedre C]ie reference choisi a

> >
Porigine) et qui a pour norme le produit | VI.IV; | Isin ( V V )| des mesures
des vecteurs par le sinus de leurs angles. Cest un vfcteur

EXPRESSION EN AXES ORTHONORMES ; coordonnées :
- -
VinVy, M 5-2 Yy 4%-X2 X Yh-1X
%

- -
Le produit vectoriel est non commutatif : VA Vi # V, A V.
Distributif par rapport 4 'addition

— _— — —_ —— = —
OA A (OM, + OM, + ) = OA A OM; + OA A OM, + -

5.1.4 Produit mixte

Produit scalaire d’un vecteur et d’un produit vectoriel. C’est un scalaire.
1° On peut permuter circulairement les 3 vecteurs composants.

- > = - 5 - - S -
Vi (Van V3) = VoV A V) = ViV A V).

2° On peut intervertir les signes . et A :

- 5 - e
Vi (VoA V3) = (VA V)V
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5 e Calcul vectoriel 5.1 Calcul vectoriel
et calcul tensoriel

3° Expression analytique (axes orthonormés) :

X, X, X,

- = =

Vp Vo, V)= | 1, Y, ¥
VA AA

Valeur absolue = mesure du volume du parallélépipede qui a pour arétes les

— — — i )
vecteurs OM,, OM,, OM; équipollents aux vecteurs donnés ; C'est aussi le
produit par 6 de la mesure du volume du tétra¢dre OM; M, M.

5.1.5 Double produit vectoriel de 3 vecteurs
— - -
T=Vi A (V,AV3) Non commutatif.

A
T= (4 V) V- (4) 7,

5.1.6 Barycentre
Gest barycentre du systeme {(A4}, ), (A3, X)), -+, (4,, A.,)} si, et seulement si :

—> —> —>
oC - A OA; + 1,04, + -+ L, 04,

AM+h,++),

s (M +A, + -+ A #0)

— — —
A GA + X, GAy + -+ L, GA, = 0.

Axp+Ayx, + o+ A x)
*= M+h, 4t
G Myp+ R+ + Ay,
PE TR A r
1 FAy T A,
Mz + Az + -+ Az,
£ M+, 4t )

Si
A +A, 4+ +A, =0,

— — — —
le vecteur MV =Xy MA, + Ay MA, + - + A, MA, est indépendant de M.
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5 e Calcul vectoriel 5.2. Vecteurs glissants. Moments
et calcul tensoriel

5.2. Vecteurs glissants. Moments

5.2.1 Moment d'un vecteur par rapport a un point
— - = 5 —
A(xg, ¥ 79), (X ¥, Z) = composantesde AB, My (AB)=0OAA AB = OG.

L= J’OZ -3,Y,
—
O, origine des coordonnées = OG § M = zy)X—x,Z,

N=xqY=y,X.

—_— = — = = =
Moment en Oy, (x1, 31, 2) : O;G; = OG+ 0,0~ Ob (Ob= AB),

L =L-yZ+3zY,
—
0, G, M, = M-z X+x,Z,
N, = N-x Y+ y X

5.2.2 Moment d'un vecteur par rapport a un axe A

9
A défini par O;(xy, 31, 21) et U (o, B,7),
¢ OL+BM+YN+AX+uY+vZ

My
[2 2 2
o +P +y

A =y7-2B,
N
W=z 0-x7, estle M (U)

N
ou

v =xB-y0.
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5 e Calcul vectoriel 5.2. Vecteurs glissants. Moments
et calcul tensoriel

. —> —>
5.2.3 Moment relatif de deux vecteurs AB et A’B’

— — — = —> — — =
M(AB, A’B)=(A"A A AB).A’B' = (AA" A A’B).AB

—_— = = =
OG.A’B + OG' .AB

— — — — — —>
LX + MY + NZ' + X+ M'Y + N'Z.

5.2.4 Eléments de réduction d'un systéme de vecteurs
(ou torseur)

Résultante générale ou somme géométrique :

X= ZX’
— —

OR = ZAiBi Y= z Y,

z=¥z,

=31,

— —
Moment résultant en O : OG = Z 0G4 M= ZMZ«,

N= ZNi'

—  — —
Momenten Oy : 0,G, = OG +JW01(OR).

Les composantes écrites pour un vecteur restent valables.
Moment par rapport & un axe : les formules écrites pour un vecteur restent
valables.

Invariants du systéme :
— — ——
ORX Y2 e OROG =L X+MY+NZ

sont indépendants du point O; envisagé.
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5.2.5 Axe central

H
Lieu des poiﬁnts ol le moment résultant est parallele 3 OR (Cest la droite
parallelea OR) :

L—yZ+3zY _ M—zX+xZ _ N—xV+yX
X Y Z

5.2.6 Systémes équivalents

—  — )
OR=0G =0, systeme équivalent 2 0 ;
= —

OR =0, OG#0 (constant), systeme équivalent 2 un couple ;
- - =

3

OR#0, OR.0OG =0, systtme équivalent A un vecteur unique (le
support de ce vecteur est le lieu des points ol
le moment résultant est nul) ;

— — )

OR.0G#0, torseur le plus général, équivalent 2 un
vecteur et un couple ou & deux vecteurs non
coplanaires.

AU POINT DE VUE ANALYTIQUE

Systeme équivalent a 2 vecteurs non situés dans un
méme plan ; équivalent aussi 3 un vecteur dirigé

LX+ MY+ NZ#0{M<me Pan s <q . &
suivant I'axe central et 2 un couple dont le plan est
perpendiculaire 4 cet axe.

Systeme
équivalent
A un vecteur
1°X2+ Y2+ Z2>0 { unique
dirigé sui-
Systeme équi- vant 'axe
valent 4 2 central.
LX+ MY+ NZ=0{\ vecteurs situés

dans un méme o - §yst.errie
lan 2 X2: Y =4 02 équivalent
pran- L7+ M*+ N“>0) aun couple
unique.
o ozl
=0, M=0,N=0 a zéro.
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5.3 Analyse vectorielle

%
Dérivée d'un vecteur. — Si le vecteur U est fonction d’'un parametre # la
dérivée U’ est la limite du vecteur

- -
U(t+Ar)—U(2)
At

Clest un vecteur ; c'est la tangente 2 la trajectoire de extrémité des vecteurs

quand Ar—0 ;

équipollents 3 U (#) menés par un point fixe.
On déduit : si le vecteur a un module constant (non nul), il est perpendicu-
laire 4 sa dérivée.
. - . . - %, . .
Sile vecteur U # 0 satisfaita U U’ =0, sa direction est fixe.
. > = 0 =
S$lona U#0, U AU #0et

U est paralltle 4 un plan fixe.

<>

%
U’ U” (produit mixte) = 0, le vecteur

5.3.1 Expressions de dérivées vectorielles et régles
de dérivation

2 ? . , .
U(#), W(¢), vecteurs fonctions d’une variable #:

&’ x
dx —
1 d¢
X(?) - P - -
7 dU | 4y U | ¢y dU dU du
Y(2) :>d— - Ty — o =TT
| de g2 d¢  du dr
4z
dr &z
dZ
d= = 7 by -
dv+vy=4U, 4V —[k()U] —U+x—
dz t dz
d.= dU 5 = dV S ooy
d Yy dv. 4 __l_] av
T(UV) =2 Ve U (U V) VaUAT

Dans cette derni¢re expression, ne pas modifier I'ordre des facteurs.
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érivée d’un point. Si un point est fonction d’une variable # et en désignant
D d g
par M(2) ce point, la dérivée du point est la limite du vecteur.

M(t+ At)— M(¢)

A quand Ar—0.

C’est donc un vecteur. On écrit M’(2) = 1 Si l'on joint M a un point
- —
est également la dérivée du vecteur U = OM .

fixe O, %’

5.3.2 Formule de Taylor

- - t— 1>, (t—to)”71—>(n—1)
U(r) = U(t0)+1—!U(t0)+---+(n_—l)!U(t0) )

(t—%) = >

(Ul +e ],

+

A

>
ol € =0 lorsque £ %,.

5.3.3 Fonctions de points

Fonctions dépendant de la position d’un point M. Fonction scalaire s'il s'agit
d’un élément scalaire (densité, potentiel, etc.).
Fonction vectorielle §il s'agit d’un vecteur (vitesse, accélération, champ élec-
trique, magnétique, etc.).
que, magnétique, etc.) > > o
GRADIENT. — g)mt M=0+xi +yj +zk ;x 3 3 coordonnées du
IR

point; 7 , j , k vecteurs unitaires selon les axes. Soit m = f(M) :

- > -
grad m = %—:’: i+ %—;”] + %—Z k . Vecteur.
Ona grad m.dM=dm.
SURFACES DE NIVEAU. — Surfaces telles que 72 = Cte, soit dm = 0.
On aalors grad m.dM=0.
—
Donc le vecteur M.gradm est normal a la surface.

LIGNE DE FORCE. — Lieu de M tel que vecteur M(grad m) soit tangent a
cette ligne : grad m A dM = 0.
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DERIVEE NORMALE DE 7 PAR RAPPORT A UNE SURFACE S :

AN g - . . .
(gradm).n”, n” = vecteur unitaire de la normale & S (scalaire, produit de
2 vecteurs). Clest la projection de (grad ) sur la normale.

PROPRIETES DU GRADIENT :

1° Soit f(m, n, ... ), on a

grad f= 8_85 grad m + gf grad 72 + -
grad (m + n) = grad m + grad n }Formules analogues
grad (m.n) = mgrad n+ ngrad m | a celles de la dérivation.

grad [J‘ mf(m)dm} = f(m) grad m.

DIVERGENCE ET ROTATIONNEL :

%
U, vecteur fonction du point M.

> > —
M=0+xi +y] +zk.
- —>a% ea% —)36
dlvU:z'--g+j —-q+k-—-q,scalaire;
ox dy 0z
- -
- 2 U 2 90U 7 U
rot U=i A== +j A= +k A =—,vecteur.
dx dy 0z

%
Expressions analytiques. — Si X, ¥, Z sont les composantes de U  :

- > —
U=iX+j] Y+ k Z

%
I SRR

ax 9y 9z’
w0 -(-30) 7 (B-50)7 L (-2 7

- - -
Propriétés. — 1°Si U = Cre,div U =0, rot U =0.
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- >
2° U et V, 2 vecteurs quelconques fonctions de A4,
- - - -
div(U + V)=div U +div V,
- - - -
rot (U +V)=rot U +rot V.
%
3° met U étant un nombre et un vecteur fonctions de M :
- - -
div(mU)=mdiv U +(grad m) U
- - -
rot(m U)=mrot U + (grad m) A U .
e T " -
4°div(U AV)=Virot U - U rotV.
%
5° rot (grad m) = 0, div (rot U) = 0, div (grad m) = Am.
%

- -5 - - - = dq d‘_/)
6°grad (U.V)=U ArotV + Vit U +—= + .

I
dv dU
T - - - dZ d?/
7°rot(U A V): UdivV -V div U + - t =
- - - dV dU
8°rot (rot U)=grad (div U)-AU.
dZ - -
A érant Popérateur laplacien défini plus loin, == = dérivée de U suivant V'
(voir ci-apres). dv

OPERATEURS. — Opérateur laplacien :

2 2
- 8_2 + 3_2 + 3_2 .
ox  dy 0z
Appliqué 2 une fonction scalaire 72:
82 82 82
Am = —72” + —72” + —72"
ox  dy 0z

AU = — — t— vecteur.
ox dy z
Opérateur hamiltonien ou nabla
2d ?9d 70
V —_ —_ —_ _
Tt ay+ k 0z

204



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

5 e Calcul vectoriel 5.3 Analyse vectorielle
et calcul tensoriel

Appliqué & une fonction scalaire 7 :

_odm, 2w,
Vm=i F ) ay+/e

%
Produit scalaire de V et du vecteur U :

dU, dU, AU
V.U =div U= S0 S5

%—7: = grad m.

x dy 0z
%
Produit vectoriel de V et du vecteur U :
- 50U, dU. >9U. dU —U. dU, -
= ;| ——2_ 7 X _ =2 VX =
VAU Z(By E)z> (az ax) (Bx Bz) rotU

Dérivée d’un vecteur suivant un autre vecteur :

N o7 8% 8% 8%
Dérivée de U suivant V : d_i] = -5ng+ ~§qu+ -é-qu.
x y z

dv
5.3.4 Formules de I'analyse vectorielle
Circulation d’un vecteur #  fonction de M :

. " — - .
Clest lintégrale curviligne J- #” dM. En mécanique, Cest le travail de la
e C
force u” .

Flux d’un vecteur sortant d’une surface S (do, élément d’aire) :

Clest I J. n u’ do, n” = vecteur unitaire de la normale, un sens positif
S

ayant écé fixé.

Formules fondamentales :

1° THEOREME D’OSTROGRADSKY (ou formule de la divergence).

S, surface fermée limitant le volume 7.

“Ldiv Udt = ”5;7.7d0.

Lintégrale de la divergence d’un vecteur, étendue 2 un volume est égale au
flux de ce vecteur sortant de la surface qui limite ce volume.
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2° FORMULE DU GRADIENT.

j”tgrad mdt = ”S?m do.

3° FORMULE DU ROTATIONNEL :

IJJ rot # dt = J-I 7w Au do.
T N

4° FORMULE DE GREEN. — p et ¢ étant 2 scalaires fonctions de 4,

”L (pAgq—qAp)dT = ”S(p grad g— g grad p) 7 dG .

. . — ,
5° FORMULE DE STOKES. — La circulation du vecteur #” le long d’une
courbe fermée Cest égale au flux de son rotationnel sortant de S, surface déli-
mitée par C:

u = n .rot u” do.
J. dm J.J. d
C N

5.4 Calcul tensoriel

5.4.1 Généralisation de la notion de vecteur

Une suite de 7z nombres dans un espace R”, pris dans un ordre donné, cons-
titue un vecteur.
Tout vecteur de cet espace peut se mettre sous la forme

S o o, >,
x = x +ey, x5+t X
les vecteurs ¢; étant les composantes d’une base dans R”, x* étant les compo-
%
santes du vecteur x”.

CHANGEMENT DE BASE. — Soit une autre base du méme espace R”, définie
parles E; On a
- 25 n=>
7

E 1
j=4a; e +a; e +ta e,

les a sont les projections des E sur les axes déterminés par les e.
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. nd > . N
On écrit E; = Za} ¢; : la composante selon I'axe j dans le systeme E est la

z
somme des termes dont l'indice inférieur des a est j et indice supérieur
toutes les valeurs de 1 & 7.
7, indice de sommation, sappelle indice muet.
Silon résout par les formules de Cramer, on a

- 1 = 2 = n =
e = bl E + bl Ey, + -+ 171 En
- 1 = 2 = n =
e = bl- E + bl- E, + .+ 171- £,
N .
= JE.
e = Zbl E] .
J
Relations entre les a et les 4.
1
bl]- = Z] , A= déterminant des 4, A; = coefficient des a]l- dans A
(mineur avec son signe) ;
k
;B . k . £
a, = 3 B = déterminant des 4, B; = coefficient des 4,

:[‘4.
3G b= si k=j =0 si k%),
i

TRANSFORMATION DES COORDONNEES D’UN VECTEUR V dans un change-
ment de base :
Xi- Z/ﬂ;xj, = Zafxl
J i

Les nouveaux X (dans les nouveaux axes) se déduisent des anciens x (anciens
axes) par les coefficients & qui donnent les anciens e en fonction des
nouveaux F.

PRODUIT SCALAIRE DE 2 VECTEURS :
RN — hxd 4 4 -
x .y = (! 2 + X ey + o+ X en)()/1 ep ++y"e,)
- - . -
= e Zy’el. 4o+ x/ ¢ Zylel- + ey
i i
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que l'on écrit :
S
J yJ
Z e; ¢ Xy,
i
i et j prenant toutes les valeurs de 1 a 7.
On écrit encore cette sommation sous la forme abrégée.

- - > > ;o . . .
*xJ,  convention d’Einstein .

Xy =6 x
. . , > > -

TENSEUR METRIQUE. — Par définition, c’est &G =¢ ¢ |= Zez- ¢

Ensemble de 72 coefficients. ij

NORME D’UN VECTEUR. — Produit scalaire d’un vecteur par lui-méme :
- - i s> —
x ox = gl'jx’ ¥/, quon écrit (x Y2 = (Nx ).
Dans R?, en coordonnées orthogonales, V7 = x2 + y2 + 22,
Sie; = ey = - =1, la base est normée.
) o > T
En coordonnées orthogonales et normées, ¢; . e ;= Osii#jete
i=j
ANGLE DE 2 VECTEURS (dans R”) :

=1 i
o€ 1
f] N

_ &i 'xl)’]
cos ¢ = —;' — -
J&ix ey

(rappelons toujours qu’il s’agit de sommations).

5.4.2 Coordonnées contravariantes et covariantes

. = 7 . .=
Soit le vecteur x~ = ¢ xJ. Formons le produit scalaire ¢; . x

> . .
€ X = el»ejx]=gl'jx].

Cette derniére quantité s'écrit g;; x/ = x;; et s'appelle coordonnée covariante de
%

x.

Signification géométrique dans R? :

xl = 611, x2 = ﬂz,
_ ’ _ ’

X1 = ﬂl, Xy = 612;

confondues en coordonnées orthogonales.
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Relations ;
x; =g x/, x)=gYx, avec g¥= E]

g = déterminant des g;;

. N N
Produit scalaire : x”.y" = x" ;.

Norme : (Nx) = g x' ol = gij x; ;= X X;.

5.4.3 Définition d'un tenseur

Groupe de termes appelés composantes du tenseur (en nombre 3 dans R3)
chacune de ces composantes étant rattachée & 1, 2, 3 ou 7 axes de coordon-
nées et tels que, dans un changement de base défini par les z et les 4, les
nouvelles composantes dérivent des anciennes au moyen des formules de
transformation suivantes :

Si L, m, n sont les indices des nouveaux axes correspondant 2 7, j, 4, des
anciens, la composante

Im I om ki
T, = Zbl- b a, 1],
i j, k

la sommation se faisant selon les indices de 'ancienne base et en respectant la
régle des indices muets (les indices supérieurs correspondant aux compo-
santes contravariantes, et les indices inférieurs aux composantes covariantes).
La position des indices indique la variance.
Le nombre des indices indique I'ordre p du tenseur.
On a donc des tenseurs entiérement contravariants (ne comportant que des
indices supérieurs) ; des tenseurs enti¢rement covariants (ne comportant que
des indices inférieurs) ; des tenseurs mixtes (comportant les 2 sortes d’indices).

5.4.4 Propriétés des tenseurs
Addition. — Les tenseurs de méme ordre et de méme variance
s'additionnent : tZ+ uZ est encore un tenseur.

T . ij ij
Multiplication par un scalaire : t/Z XA = th est encore un tenseur.
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Multiplication de 2 tenseurs : érant donnés 2 tenseurs d’ordres et de variances
quelconques, les divers produits d’'une composante du premier et d’une
composante du second sont les composantes d’'un tenseur.

Multiplication d’un tenseur d’ordre 7 par les composantes de 7 vecteurs de
variances inverses et sommation des termes : on a un invariant.

Relations entre les composantes covariantes et contravariantes d’un tenseur et
transformation des tenseurs :

iih i ik ij bk . .. T
Ztl/ L = tZ ;= ZtZ ¢ (Disposition de I'indice).
h h

Tenseur de Kronecker. — Transformation du tenseur métrique en tenseur
mixte :
g]-=0 si i#j et =1st i=j.

5.4.5 Coordonnées curvilignes
Soit un systéme de coordonnées curvilignes tel que (dans R?) :
L= 0557 P=h0L A7) 2= F0L A
Si on exprime 3!, 5%, 5 en fonction des x', ¥, ° :
P =g A ), Fenbd A0, P gl A o).

Les y sont les coordonnées du point dans un systtme de coordonnées défini
par les surfaces g1 = ¢ = g5 =0.

Condition. — 1l faut que le jacobien j#0,

% % 2%
8}/1 8)/2 8)/3
ayl ayz 8y3
ayl ay2 ay3

#0.
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On définit le repere naturel dans ce systeme par

{ax ax ax

ST (dans les systemes des x| x, x3).
9y 3y 3y
, > >
Tenseur métrique appelé ici tenseur fondamental : e; ¢ -
Elément linéaire

Zgz] dy' dy’.

5.4.6 Symboles de Chrlstoffel

Déterminons, par rapport a un repére Rattaché au point M (x*), le repere simi-
laire (R’) relatif au point infiniment voisin M’, de coordonnées curvilignes

x'+ dx".

Les composantes du vecteur ¢/, dans la base R, sont : (,0 0) , 7 infini-
ment petlts, comblnalsons linéaires ct homogenes des dx’ di”

On pose (’Ji = Firdx .D’ou
k2 _pk >
de =0/ e, =T, ¢ dv.
k .

Ces I';, au nombre de 7 (dans R?) sont appelés symboles de Christoffel.
Ona

k k h

=V Uip=gw Uiy Ty =Ty

P - 51 indi inféri

Les quantités T';; sont symétriques par rapport a leurs indices inférieurs ; et
lesT";, ,; sont symétriques par rapport a leurs indices extrémes.

Explicitation des symboles de Christoffel.

Ona:
T +T =0 ou
jik T ij/e:a/e’ ou o gjj.
X

1
Uini = Tigj = 5 Qigjie+ 98— 0r &p)-
DIFFERENTIELLE ABSOLUE D’UN VECTEUR OU D’UN TENSEUR :

DV=¢;dV’ + @), V.

AR
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Composantes contravariantes de la différentielle absolue :
. i z
ViVi=0, Vi Ty, Vh avec 0, V= g—ka .

Composantes covariantes de la différentielle absolue :
h
ApVi==0Vi= T} Vi

THEOREME DE Riccl. — La différentielle absolue du tenseur fondamental g
est nulle.
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6.1 Birapport, critére de cocyclicité

Birapport ou rapport anharmonique
BIRAPPORT DE QUATRE DROITES CONCOURANTES

On considére quatre droites dl, d2 , d3 et dy , concourantes en O et une
droite A sécante aux quatre droites en quatre points distincts 4, B, Cet D.
On définit le birapport ou rapport anharmonique de ces droites :

(4,B,C,D]=

z| 3l
SIS

— —
On rappelle que AB désigne la mesure algébrique du vecteur AB sur une

- . —
droite (A;7), ol 7 est colinéaire & AB, et vaut +AB, selon que le vecteur
— -

AB a méme sens ou non que le vecteur 7.

Le birapport [4, B, C, D] est indépendant de la sécante A et ne dépend donc
que des positions relatives des droites dy, d, dj et dy. On le notera donc [4},
dy, dy, dy], plutdt que [4, B, C, D).

Lorsque le birapport de quatre points alignés vaut —1, on dit que ces quatre
points sont en division harmonique.

CRITERE DE COCYCLICITE DE QUATRE POINTS

On se place dans le plan rapporté au plan complexe. On considere quatre
points A, B, Cet D, d’affixes respectives 4, b, cet d. Leur birapport est défini par :
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Pour que A, B, Cet D soient cocycliques, cest-a-dire situés sur un méme
cercle, il faut et il suffic qu'ils vérifient :

1° [A, B, C, D] est un nombre réel. _

2° La partie imaginaire du nombre complexe (6—a)(c—a) est non nulle
(sinon, ces quatre points seraient alignés).

6.2 Géomeétrie et formules

du triangle 8
Théoréeme de Ménélaus. — Relation entre P
segments déterminés sur les cotés d'un triangle N
par une sécante
© p v
NC PB MA _ 1 c
NB PA"MC
Théoreme de Céva. — Relation entre
segments déterminés sur les cotés d’'un
B triangle par des droites concourantes
issues des 3 sommets :
p W NC 7 WA _|
c NB A MC
A m Théoréme de Stewart :
AB*CD+ AC* BD
A = AD? BC + BC.CD.DB,
+ suivant que D intérieur ou extérieur a
c m b (BO.
Si (AD) est médiane :
B a D c

AB? + AC* =2AD* +2DC?

2
a

b+ 2 = 2mP+E
2
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Droite de Simson.

Les pieds des perpendiculaires abaissées
d’un point du cercle circonscrit 3 un
triangle, sur les c6tés de ce triangle sont
en ligne droite.

Les droites de Simson de 2 points
diamétralement opposés du cercle sont
perpendiculaires. Le lieu de leur point
de rencontre est le cercle des neufs
points du triangle.

Cercle des neuf points.

Cercle passant par les milieux des c6tés,
les pieds des hauteurs et les milieux des
segments des hauteurs compris entre le
sommet et 'orthocentre. Rayon : R/2,
R rayon du cercle circonscrit au triangle
ABC; O centre du cercle circonscrit ; H
orthocentre ; G, point de concours des
médianes ; ® = centre du cercle des
9 points. O, H, G, ® sont 4 points
alignés (droite d’Euler)

Ow=0H/2,
GO=2Gw=GH/2.

D’olt OG =20w/3 . Les 4 points O, G, ®, H forment une division harmo-
nique. (leur birapport vaut — 1).

Propriétés du cercle des 9 points :

Le cercle des 9 points est tangent au cercle inscrit et aux 3 cercles exinscrits au
triangle (théoreme de Feuerbach).

Les 3 triangles formés par les sommets 4, B, Cet l'orthocentre H ont méme
cercle des 9 points. Ce dernier est donc tangent aux 16 cercles inscrits et
exinscrits  ces 4 triangles.

Le lieu géométrique des centres des hyperboles équilateres passant par les
3 sommets d’un triangle est le cercle des 9 points de ce triangle.
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du triangle

6.2.1 Relations algébriques et trigopnométriques
dans le triangle

TRIANGLE RECTANGLE :

4> = b* +¢*, théoreme de Pythagore.

A
h* =HC.HB. !
b* =aCH . Eh
1oLt
Kooy H
TRIANGLE QUELCONQUE :

a, b, clongueurs des cotés ; A, B, C, angles.
R = rayon du cercle circonscrit.

7= rayon du cercle inscrit.
N 1
p = demi-périmetre = — (2 + b+ ).
2
b, = hauteur issue de A.

O = centre du cercle circonscrit.

G = point de concours des médianes (centre de €
gravité).

r, = rayon du cercle exinscrit dans I'angle A.
b,b, = bissectrices intérieure et extérieure de 'angle A.

Relations géomérriques :
Surface :

ch,
Tr=Zt=t=pr={p(p-a)(r-4)(r-0)
=1’7.7ﬂ.7’b.7€ Zz_i;

Rayon du cercle inscrit :

abe SJ(p—ﬂ)(p—b)(p—f).

a2
4Rp  p P
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Rayon du cercle circonscrit :
abce abe 1

A e 1)

b+t

Relation : R? =0G? +

Rayon du cercle exinscrit dans 'angle A

~

r, = 2 r= P(‘D_b)(])_c)zptanji.
p—a (p—a) 2
Médiane : _l 2(b2+52)—ﬂ2
2
Bissectrice : 4, =—— bfp(p—a)=bi be (52+02)—42
c

. 3
Relations : mﬁ +m2 +m[2 =Z(42 +b2 + 52) ,

1 1 1 1 1 1 1
—=—t—t—=—+ ,
ror,o o . by by b

11,11

teo by b ha'

Relations trigonométriques :
b
a £ _-2R,

sinA sinB  sinC
a=cosC +ccosB,

A =b*+ - 2bccosA,
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du triangle

~ ~

4= (6- 5)2 - 4bcc052% =b- c)z + 4bcsin2%,

o~ 1 ~ T _b _

tanA:KCA, tanli= ro_ (P )(]’ ”)’
b—acosC 2 p-a p(p—a)
sinli— (p_b)(p_[), coSA_ ]’(P—‘Z)’
be be

a+b COS’% cosAZB

¢ cosAzLB sm% |
a—b sin EB sm’qgl§

¢ sinddE o cos§ ’
a+b tantiB

, A B C
S = p tan—tan—tan— =7 cotan—.cotan—.cotan—
2 2 2 2

2 A B
=7, cotan—tan—tan— = 77,cotan— = 7.7, tan—
2 2 2 2 2

=2R?*sinA sin BsinC,
48 = a*cotanA + b*cotanB + czcotanC,

28 = R(ﬂcosz/‘l\ +bcosB+ ccosa).

- A A a .
psin®: 7COSS 7, COSS o~ 2SsinA
a= = 2/\: = 2/\: aA 2A=2RSlnA: = . = >
cosgcos% singsin% cosgcos% sinB.sinC
R= P _ p—a
A osBoosC  hsinBsinC cosd
4cos S cos 5 coss 4sin 5 sin5-cos
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6 ®» Géométrie 6.2 Géométrie et formules
du triangle

B A B . C
r= (p —a)tan— = ptan—tan—tan— = 4Rsin—.sin—.sin—
2 2 2 2 2 2
B o C
_ asinZ.sin
cos%
A C B acosgcos%
r, = ptan—=(p—b)cotan—=(p—r)cotan—=—A,
2 2 cos4
2
. C
=4Rsin—cos—cos— = r cotan—cotan—,
2 2 2
P asin BsinC a 2psin§sin% _ Zrcosgcos% 3 besind
= —— = = = — = .
sinA4 A ind a
cos?; sing
27 sinLsin& ~ -~
=—% 22 _)RsinBsinC.
sin‘%
2bc A 2bc . A b, B-C
b,= cos—, b = sin—, %~ =tan .
b+c 2 b—c 2 ’ 2

Relations purement trigonométriques (121\ +B+C=180° ):

~ ~ ~

C

sind +sinB+sinC = 4coszcosEcos—,

~ ~ -~ A . B
cosA +cosB+ cosC = 4sinzsinzsin% +1,

~ ~ ~

inA +sin B — si 6—4sin£sin£cosc
sinA +sinb —sinC = 5 5 5

~

~ ~ -~ B
cosA + cos B—cosC = 4cos—cos—sin——1,
2 2 2

sin?A +sin® B+ sin’ C = 2cosA.cos B.cosC + 2,
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du triangle

sin?A +sin” B —sin> C = 2sinA..sin B.cos C,
cos>A + cos® B+ cos> C +2cosA.cos B.cosC =1

tanAd +tan B+ tanC =tanA.tan B.tanC,

~ ~ o~ ~ ~ o~

A B
cotan— + cotan— + cotan— = cotan—.cotan—.cotan—,

cotanA.cotanB + cotanA .cotanC +cotanB.cotanC =1,
sin2A +sin2B +sin2C = 4sinA .sin B.sinC,

sin2A4 +sin 2B —sin 2C = 4cosA .cos B.cosC.
6.2.2 Relations métriques dans les polygones
QUADRILATERE INSCRIPTIBLE
Cotés a, b, ¢, d. Rayon du cercle circonscrit : R. A » g
A - angle DAB . 'V
~ — <]
B =angle ABC etc.

D
o = angle des diagonales. %
(o

m, n, longueurs des diagonales.

S=%mnsin(x=\/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d),

A_ [o-ap-&)  B_ [(p-b)p-a)
2

tan— = s , etc.
(p=6)(p—c) 2 N(p-op-4d)
o_ |(p=b)(p-d)
2 \N(p-a)p-¢)
n

sinQl = , —_—,
ac+bd sin4

= (ad + bc)(ac + bd) . (ab+ cd)(ac + bd)
_\/ (ab+cd) (ad +be)
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6 ®» Géométrie 6.2 Géométrie et formules
du triangle

Théorémes de Prolémée :
m _ad+be

n ab+cd

mn=ac+bd,

POLYGONES REGULIERS

(¢, cOté ; 4, apothéme ; R, rayon du cercle circonscrit ; S, surface.)
Rappelons que 'apothéme désigne la distance du centre d’un polygone régu-
lier & n’importe lequel de ses cotés.

Polygones Cotés Apothemes Surfaces
Triangle ...ccccoeveenee. Rﬁ g %Rzﬁ
Carré ...ooeeeeeeeeieeeen. R ﬁ R% 2R?

Pentagone convexe .. gAMO—Zﬁ g(ﬁ+ 1) ng 10+2./5
Pentagone étoilé ...... gmo +2./5 g(ﬁ —1)

Hexagone ...........c...... R R? ngﬁ
Octogone convexe ... Ry2- 42 ';/2 + 2 2R%.\2
Octogone étoilé ........ RN2 + .2 g 2-.2

2
Décagone convexe ... g(ﬁ—ﬂ gA/10+2A/§ % 10-2./5
Décagone étoilé ....... g(ﬁ +1) gmo 2.5

Dodécagone R R 2
CONVEXE .vreerrriereeennes Z(Ja_ﬁ) 4(ﬁ+ﬁ) 3R

Il y a autant de polygones réguliers inscrits de n cotés que de nombres premiers
avec n et inférieurs a nf2.

La somme des angles d un polygone quelconque de n corés est égale & 2(n-2)
multiplié par la mesure d’un angle droit, soit 90 °.
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6.3 Géométrie analytique

6.3.1 Géométrie plane

Formules générales. Coordonnées cartésiennes

On notera &, le repere cartésiens considéré, d’axes perpendiculaires ou non.

a) Axes quelconques: OM =1.
le couple (x, 3) désigne des coordonnées de M.

sinQ

y=mx, aveCc m=————
sin(0 — o)

est I'équation de la droite (OM) dans
le repere.

sin(6 — o) sinQ
a= b =

sin® sin®’
bsin®

tanol = ———.

a+bcosO

b) Repere orthonormé.

b=atana.

Changements d'axes. Coordonnées quel-
congques.

Méme origine: (O/x,_ay) =0,

(Ox,0x") = 1,(Ox,09") = B.
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6.3 Géométrie analytique

x=xsm(9—0c)+y sm(e—B)’ y y

I sin@
_ x’sinot+ y’sinf3

va
J sin® ’ v £
x,_xsinB—)/sin(G—B) L
- sinB-a)

,_ ysin(@—o)— xsinol

sin(B — o)

]

1I

r
2

Axes perpendiculaires g = I B—o=
2

x=x"cos — y’sind,

I .
y=x"sin0+ y cosoy;

I x’ =xcosOl+ ysinQL,
y’ = ycost— xsino.

Si Porigine nest pas la méme, il suffit d’ajouter x5, yy (coordonnées de
Pancienne origine O par rapport aux nouveaux axes) aux coordonnées des
formules II.

DISTANCE DE DEUX POINTS M| ET M, de coordonnées respectives ( xy,; )
et (xy,7; ).

4 = (= x2)" + (= 32)" + 209 = x2) (31 = 72)cosO
(0 : angle des axes de Ry),

d* = (=) + ()= 32)" + (21— 2,)°

(axes orthonormés de Ry).
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6.3 Géométrie analytique

ANGLE DE DEUX DIRECTIONS (axes orthonormés).

) - — G —
Dans R* : sl(ap Bl), 62((12’ Bz)’ (61, 82) =0
o0, + BB,
cose = [2 2[2 2
oy + Byajos + B oy B, — By
tanp = ———=—,
. oy B, —a,B, o0, + BB,
sne = 2 2 2 2.
VO + B0 + B
AIRE DU TRIANGLE M; M, M DANs R?.
o 1 (8, angle des axes de Ry), avec My, M, et Mj trois
S =5 %y ¥, 1 sin®, points de coordonnées respectives (x1, 1), (%3, )

X3 )3 1 et (Xg, y3)~

VOLUME D’UN TETRAEDRE M| M, My M, DANS RZ.

oy o7 1

1|x 2z, 1
g Y2 # (axes orthonormés).

6|x3 V3 % 1

x4 Y4 7 1

6.3.2 La droite
LA DROITE DANS LE PLAN

On se place dans un repére orthonormé R,.
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6 © Géométrie 6.3 Géométrie analytique

Représentation paramétrique.

Tout point M(x, y) de la droite passant par M(xg,yo) de vecteur directeur
# (o, B) vérifie :

BN > X = xy+px
il existe un réel p tel que MM = pu <
y=2+PB

Equation cartésienne.

La forme la plus générale est ax+by+c =0, avec 4, b, ¢ trois nombres réels
et (x,9), les coordonnées d’un point M de la droite. Une telle droite admet
pour vecteur directeur # (—b,4) et comme vecteur normal (orthogonal)
7 (a, b).

Si la droite nest pas verticale (C’est-a-dire 4 #0), on peut mettre son équa-
tion sous la forme : y =mx + p , ol mest appelé coefficient directenr ou pente
de la droite. p est 'ordonnée a l'origine, ce qui traduit que le point de coor-
données (0, p) appartient a cette droite.

Pente de la droite.

- o
SiTon sS'est placé dans un repere orthonormé (O; 7, 7), on appelle 6, I'angle

. e . . . .
orienté O =(7,#), # désignant un vecteur directeur de la droite considérée.
Alors, avec les notations précédentes :

Droite passant par M\(x1,y;) et My(xy,y,), avec x; # x, .

Tout point M (x, y) de cette droite vérifie : y—y =u(x—xl) , qui
s'écrit aussi : X2 T X

x oy 1
x oy =0
x ) 1
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Condition pour que trois points My(x1,y1) , My (xy,y,) et M3(x3,y3) soient

alignés.
o1
xy ¥, 1=0.
x3 y3 1

Intersection de deux droites
Disaix+by+c =0, Dy=ayx+byy+cy=0.

a b .

222222, (roites confondues,
s b

aH b ¢ .

22222 droites paralleles,

@ b
a b .,
2.2, droites sécantes

q b

Condition pour que trois droites soient concourantes :

a, 172 6|=0
ay by o
DROITE EN COORDONNEES POLAIRES :

Droite passant par le pole : 0 = o
Droite ne passant pas par le pole, mais

perpendiculaire 3 Ox: 7 = . 6
. cos© 0 x
Equation générale:
1 . a Yy
—=acosO+ bsinO ou r :9—
r cos(0—a) M/
a = distance de l'origine 4 la droite; ay
o = angle de la perpendiculaire 4 la droite Al
avec Ox . oi x
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6.3 Géométrie analytique

Droite définie par un point A(z, o) et
langle que forme avec elle le rayon vecteur

de A:

1 1
LT os@0—0) =22 60—,
7 a a

PROPRIETES METRIQUES. Axes Orthonormés.

Distance du point M;(x;.y;) 4 une droite d’équation cartésienne :
|dx1 + &_)/1 +c |

Na* +b?

Bissectrices de  deux  droites  d’équations  cartésiennes  respectives
ax+by+e=0cet ayx+byy+cy,=0:

¢x+17}/+c=0:d=

czlx+bly+c+a2x+bzy+cz _

0.
\/412+1712 \[a22+1722
Angle de deux droites: V =(Dy, D,)

Coefficients directeurs : 72y et my : tanV = LR

1+ mymy
ax+biy+e =0 a; b, —a,b
Droites : tanV=-12 21
ayx+ byy+c, =0 ajay + b, b,

Conditions orthogonalité de deux droites :

1+mmy =0, ou aa,+bb =0.
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Axes obliques d’angle 6
A= (ax) + by, + ¢)sin®
i\/zzz +b* —2abcosd
ax+by+c + azx+b2y+52 0

\/ﬂl2 + 1712 —2aby cosB \/ﬂ22 + /722 —2a,b) cosO

anl/ = (my —my)sin®
1+ mymy + (my +my ) cosO

tanV = (ﬂlbz - azbl)sine

ajay + bbby — (a1b) + ayby) cosB
1+ mymy + (my +my)cos® =0
@ay + bbby —(a1by + ayb)cos0 =0
Droite passant par 2 points (;»1, 9, ) (,27 92) .
cos®  sin0

cos®; sin6,|=0.

= T S

— cos0, sin0,
7

6.3.3 Courbes d'équations y = f(x), avec f dérivable

TANGENTE EN M[xg, yo = f(x9)] .

=20 = f"(x)(x = x¢).
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6.3 Géométrie analytique

NORMALE EN M), (AXES ORTHONORMES) [xg, 79 = f(xg)], si f"(x9) #0.

1 , ,
Y=y == —x=x).  Onposey, = f(x).
J(x0)
Y T
+
Tangente : MT=u
'Mo J
¢
| N Normale : MN = yg/1+ y;,
o /T Q x

CONCAVITE ET INFLEXIONS AU POINT (xp 3p)-

”

On pose y5 = f"(xq) -

70 >0, concavite vers les y positifs;
76 <0, concavite vers les y negatifs ;

”.

y6=0 0’ #0, point d’inflexion

On pose y) = £V (xy).

7 pair point d’inflexion
W=y==y"0)=0
o y(()”) >0 concavite vers les y positifs,
y(")(O) £0 7 impair ) ) )
Yo <0 concavite vers les y negatifs.
ASYMPTOTES.

y=mx+p, avecm= lim f(x)’ p= lim [f(x)—mx].

x—oo X X—>00

si ces limites sont finies.

Utiliser de préférence les développements limités de S
x
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6.3.4 Courbes définies paramétriquement

x= f(2),y = g(?), avec fet grégulitres sur leur intervalle de définition.

OM = f(2)i +¢(t)] =U ).

Notations : o
Uy =09 )
=)
7 =g t)
J— n —_
Mo =T = Ttag) = (1 — )05 + 4= )U : %(Ug’”n”).
n.

TANGENTE EN M (%) .

’
= R X=X - S
Uy#0, 0_2 ,)’0 coefficient directeur m = }’_,
X0 Jo X
> on >(n=-1) > >(n) > x—X -
Uv=Up=..00 =0, Uy #0 ()0=J/(J;0
n n
*0 Jo
NORMALE EN M, (axes orthonormés).
Uy#0: xj(x—x0)+ y0(y—y9) =
a: CONCAVITE EN UN POINT ORDINAIRE (Cest-3-dire tel
i que UL #0).
U”I MO UO q UO 750)
0
U UyAUg#0: courbe du cote de Uy par rapport a la tangente.
(]
Mo UsAU§=0, UjAU#0: inflexion.
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6 © Géométrie 6.3 Géométrie analytique

Pratiquement : inflexions données par,

d
xy"—y'x”"=0, ou o 0
dr

’
v
’
X

m=

, . dm . .
N. B. — Léquation de — =0 admet aussi des solutions en ¢ correspon-
dant A des points 2 I'infini9?
77 _ A . r_ s _
POINT STATIONNAIRE (U = O soit x = y5 =0). 7
o
Uy#0, UiAUY20:
rebroussement de premitre espéce. o

Ui+0,  UZAUP20,  UiaUY 20:
rebroussement de deuxi¢éme espece. M, U,

>(p) . .
Généralement : Up  premier vecteur dérivée non
nul.

>(q) . =22
UO pl‘leCr vecteur non nul et non cohnealre a UO

 impair, q pair, apparence ordinaire;
2 impair, q impair, inflexion;
2 pair, q impair, rebroussement de premiere espece ;
2 pair, q pair, rebroussement de deuxi¢me espece.
Points doubles.
f&)=f(n),
'une des équations peut étre remplacée par

gt =¢(1),

f@&)_f)
g(t) gty

1 #6y,0u ty #t)+1 (T: période commune de fet g).
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6.3.5 Courbes algébriques f(x, y) =0

Equation implicite

I

POINT ORDINAIRE M, (xg,y9) appartenant a la courbe d’équation

fle,y)=0.
Tangente : (x—xo)fx/o +()/—}’0)ij =0.

Normale: X~20 YV~ J0 |
’ ’
f Xo f Jo
N. B. — Ces équations sont valables pour une courbe non algébrique
d’équation non résolue f(x,y)=0.
POINT MULTIPLE.

Point de multiplicizé p si toutes les dérivées d’ordre p — 1 (et d’ordre inférieur)
sont nulles en ce point.

Point i lorigine des coordonnées :
f(x’}’) = (Pn(x,}’)+ (pn—l(x’_y) +eeet (Pp(x,)’) =0

(94 , polyndme homogene d’ordre 4).
Lorigine est un point de multiplicité p.
Faisceau des tangentes en O: @ »(%9)=0.

ASYMPTOTES : f(x, y) = @,,(x, y)+@,,_1 (5, )+ -+
Directions asymptotiques : 0,(x,7)=0.

Asymprotes paralleles & Oy: Leurs abscisses annulent le coefficient de la plus
haute puissance de y dans f'(x,y) .

Asymprotes paralléles & Ox : Leurs ordonnées annulent le coefficient de la plus
haute puissance de xdans f'(x, 7).

Asymptotes obliques: y=mx+ p ,
avec @, (1, m) = 0 et pannulant le coefficient de la plus haute puissance de

xdans f(x, mx+ p).
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courbes planes

6.4 Propriétés métriques des courbes planes

On se place dans un repére orthonormé.

Soit C, une courbe plane réguliere paramétrée (au moins localement autour
du réel 7y) par le réel 7 Cette courbe est décrite par 'ensemble des points
M (#). On définit I'abscisse curviligne d’origine #, de cette courbe, notée s,

par:
—
dOM‘

dz

t

{9 = j

fy

dz.

VECTEUR TANGENT UNITAIRE 7 .

) dx =dscosa,
x,t) =00 .
dy =dssino.
En coordonnées polaires :
Gri)=0, F.1)=V dr=ds cosV,
x,7)=0, (7,£)= .
rd®=ds sinV.
VECTEUR NORMAL UNITAIRE 7 .
., dr
v=—
do
o s . n di .
v se déduitde 7 par une rotation de +E: o —7 .
o

RAYON DE COURBURE ALGEBRIQUE p :
_ds d7 U
PRl &y 4
CENTRE DE COURBURE C.
MC = Rii =p7,

X=x—psinoc=x—d—y,
do

Y=y+ oa=y+ —dx
= cost =
y+p Y q
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courbes planes

DETERMINATION PRATIQUE DE RET C.
Courbe y= f(x) :

’2
1+y
3/2 X=x—9y —2—
/2 x b
(1+), ) )’ y”
R= I r/I 4 2
1+
g Y=y+—
J
x=f
Courbe f():
Y =g(t)
’2 2
y x"ty
(X/2+}/'2)3/2 sz_)/ ’ o’
_ C x}/ —)/.X'
|xfy” ’ Ml’ ,2+ 2
y=yx S
X
2/3
(7’2+r'2)
Courbe »= f(8):R= 5
‘r + 272 ="

Courbe enveloppe de  xcos®+ ysin8— p(0)=0 :
R=[p+p"®), MC==(p+7");
MC = projection de R sur 7; (Ox,7)=6.

Courbe passant par l'origine et tangente & Ox:

2

Courbe passant par l'origine et tangente 4Oy :

2

R=lim 2.

x—02x
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6 ®» Géométrie 6.5 Courbes en coordonnées
polaires r = f (6)

LONGUEUR D’UN ARC DE COURBE :

b
Elle est définie par L =I ds.
a

b
ds? =dx? + dy2 ;L :J. 1+ f'z(x)dx.
a
En représentation paramétrique :

_ b 72 ’2
L=] 20+ g

6.5 Courbes en coordonnées polaires r = f (0)

EQUATIONS PARTICULIERES

. 1
Droite: — = gcos0+ bsin® ou l=1‘1cos(9—0€),
r r

0 =0, : «droite passant par le pole.
Cercle passant par le péle :

r=acos®+bsin® ou r=Acos(0—o).

Cercle quelconque : 1> —2r(acos®+ bsin®)+c=0.
Conique de foyer au pole :
P

r=——-——(axe focal Ox; ¢, excentricité)
1+ ecosO

ou

1
—=acosO+bsinO+c¢  (axe focal quelconque)
,

. .
axe focal quelconque, directrice : —zcos®+6sin® .
r
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polaires r = f (6)

Tangente au point (170 ) :

V(M) V=027
roor

Equation:

11 "

—=—cos(0-0p)+|—| sin(0-06).

P rle,

Normale au point (70y)

1 1 1. — ,
—=—cos(0—6p)+——sin(6—6); sous-normale ON = 7,
p R ", 0

Concavité et inflexions.

Concavité vers le pole :

”

1

r

1
—+
r

>0, ou 72+2r’2—rr”>0-

r

”

. 1
Inflexions : —+ =0, ou r>+22—m"=0,

7

7

ou encore j—g:O, =04V =(0Ox,MT).

Branches infinies (non spirales).

OK= lim OH = lim rsin(0—06;)

06, 0—06,
- ;T
r
1 6=6,
r el

mesuré sur QY

T
6, +—
)

236




© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

6.6 Problemes relatifs au cercle

Longueur d’'un arc de courbe en coordonnées polaires : ds? =dr? + 2 (de)2 .

Homothétie : Si 7 = £(0) , la courbe homothétique de rapport Ket de centre
Oest p=Kf(0).

K
Inverse: p=——.

AC)

6.6 Problémes relatifs au cercle
1° LIEU GEOMETRIQUE DES POINTS DONT LE RAPPORT DES DISTANCES a 2

M,
points fixes est constant et égala — =K .
MA
Cercle de diamétre [CD], C et D étant les
points CB+KCA=0 et DB—KDA=0.
2° LIEU DES POINTS DONT LA SOMME DES

CARRES des distances a 2 points fixes est
constante :

MA? + MB* = K*.

Lieu de M: Cercle de centre O, milieu de

K\MN
D A C B
M
[AB] et de rayon
2 4 -
A 0 B
T B
%
M \.OJ

3° PUISSANCE D’UN POINT M PAR RAPPORT A
UN CERCLE :

Produit P =MA.MB pour un point donné
M et un cercle donné de rayon R.

P=D*-R*>, D=0M,

P= MTZ.
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4° AXE RADICAL DE 2 CERCLES : Lieu des
points ayant méme puissance par rapport
aux 2 cercles. C’est une droite, lieu des
points d’ol1 'on peut mener des tangentes

\—/\{L/ égales aux 2 cercles. Si les 2 cercles se
coupent, Cest la corde commune.

Si les cercles ne se coupent pas, Cest la

droite qui joint les milieux des tangentes

communes, limitées aux points de contact.

5° CENTRE RADICAL : Point de rencontre
des axes radicaux de 3 cercles. Point d’ott
Pon peut mener 6 tangentes égales aux
3 cercles. Centre du cercle orthogonal
aux 3 cercles.

Relations analytiques dans le cercle

EQUATIONS PARAMETRIQUES.
Centre (a, b), rayon R. M (x, ) est un point de ce cercle :

1-¢?

x=a+RcosO=a+R 7
1+1¢
2

y=b+Rsin@=b+R 1,‘2.
1+1¢

Le parametre est 6 €[0, 2m] ou re R
Tangente en un point de parametre © :

(x —a)cos®+(y—b)sin0—-R=0,

ou xcosO+ ysin@—R=0, si O estlecentre.

EQUATION CARTESIENNE.
(x—a)2 +(y—b)2 -R? =0, x? +y2 —R*’=0 si Oestle centre,

ou f(x,y)Ex2+y2—Zax—2by+c=0 (R*=a*+b* -0

La courbe d’équation  F(x, y) = A+ 2Bxy+ Cyz +2Dx+2Ey+ F=0;
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6.6 Problemes relatifs au cercle

est un cercle si

A=C, B=0.
Tangente en M (xy, ) au cercle d'équation f'(x, y) =0 :
xxg + yyo —alx +x9) —b(y + yo) + ¢ =0.

PUISSANCE DE M (x1, ;) , PAR RAPPORT A UN CERCLE :

Cercle d’équation F(x,y)= A(x* + yz) —2Bx—-2Cy+ D=0,
ou f(x,y)Ex2 +y2 —2ax—=2by+c=0.

La puissance de M par rapport a ce cercle vaut :
F(xp, 1)
— (M) === f ).
AXE RADICAL DE DEUX CERCLES (MEME NOTATION) :

Flx,y) Hxy)
——L———22=0, ou F(x,y)—F(x,y)=0,
y, 4 (e, )= F(x,y)
ou 2(a—a)x+20b—b)y—(c—c)=0.
ANGLE DE DEUX CERCLES :
V] angle des rayons aboutissant 2 un point commun.
261&11 + bel —C—(
2RR,

cosV =

CERCLES ORTHOGONAUX :
2am +2bb —c—c; =0.
Cercles en coordonnées polaires.
Cercle passant par le pole : »=dcos(0—a), A
d = diametre du cercle ; o = angle du
diamétre passant par le pole avec l'axe

polaire. .
Si o=0:7=dcosb. o

Cercle quelconque, rayon R: O\_/ x
rz+az—2 arcos(B—a) = Rz,

(4,00 coordonnées polaires du centre).

239



240

6.7 Coniques

Les coniques forment une famille de courbes planes résultant de I'intersection
d’un plan avec un cone de révolution. On se place donc dans le plan rapporté a
un repere orthonormé R, de centre O(0, 0). On considere une droite (d) et un
point Fqui n’appartient pas a cette droite. Soit ¢, un réel strictement positif.
DEFINITION. — On appelle conique de droite directrice (d), de foyer F et
d'excentricité e, ensemble des points M du plan qui vérifient :

—=e,

ME

ot ME désigne la distance de A 4 la droite (d).

On distingue différents types de coniques suivant les valeurs de ¢

—Si0< e<1,'ensemble des points M est une ellipse.

—Si e=1, 'ensemble des points M est une parabole.

—Sie> 1, I'ensemble des points M est une hyperbole.

— Si Fest sur (d), on obtient des coniques dégénérées (se réduisant a des
droites ou des points).

Point de vue analytique

Les coniques sont des courbes planes algébriques du second ordre, Cest-a-dire
les courbes planes décrites par M (x, 7), ol x et y résolvent I'équation polyno-
miale du second degré :

Flx,y)= Ax* + 2Bxy+ Cy* + Dx + Ey+ F =0,

ol 4, B, G désignent des réels non tous nuls, et D, E'et Fdes réels quelcon-
ques. Le genre de la conique se détermine a l'aide de la régle suivante :

—Si B>~ AC >0, la conique est du genre hyperbole.
~Si B2-A4C=0,la conique est du genre parabole.

~Si BP—AC<0,la conique est du genre ellipse.

En général, on recherche I'équation réduite de la conique. En effectuant une
rotation et/ou une translation du repere R, il est toujours possible de faire
disparaitre des termes de I'équation générale du second degré. Voici la méthode :
1° On fait subir au repére une rotation d’angle 0, bien choisi pour que le
terme B disparaisse dans I'équation générale. On vient donc de voir que 'on
peut toujours ramener I'équation de la conique a une équation de la forme

A+ O + Dix+ Ejy+ K =0.
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6 ® Géométrie 6.7 Coniques

2°Si A#0, on fait ensuite subir au nouveau repere une translation suivant
l'axe des x pour faire disparaitre le terme D;. Si C#0, on fait subir au
nouveau repére une translation suivant I'axe des y pour faire disparaitre le
terme £j.

Dans le cas d’une conique 4 centre (ellipse ou hyperbole), on fait subir au
repére une translation de vecteur OQ , ot Q est le centre de la conique, dont
les, coordonnecs (xp> 79) sont solutions du systeme £ (x9,50)=0 et
f (x0,70) =

Dans la section Quadrlques, une étude plus systématique des courbes du
second degré, a 'aide des matrices, est proposée. Elle s’adapte sans probleme
a I'étude des coniques.

On récapitule a présent les différents cas de figure :

-SiA=00u C=0,o0n peut ramener I'équation générale de la conique a une
équation de la forme x“ = constante (droites paralleles) ou y= px2 (para-
bole), avec p réel ou A une équation obtenue  partir des équations précé-
dentes en permutant les réles joués par x et y

—Si AC> 0, les techniques précédentes ramenent I'équation 4 :

x? (r)

o B Vs

(X, Y) désignant les coordonnées d’'un point de la conique dans le nouveau
repere, O, 3 étant deux réels, et Y étant —1, 0 ou 1.

— Siy = -1, l'ensemble des points (X, V) est vide. Si ¥ = 0, la conique est
réduite & un point.

—Siy=1, on obtient I'équation cartésienne réduite d’une ellipse.

—Si AC< 0, les techniques précédentes ramenent I'équation a :

x| (r)

o B

(X, Y) désignant les coordonnées d’un point de la conique dans le nouveau
repere, O, § étant deux réels, et ¥ étant —1, 0 ou 1.

Siy =0, la conique est réduite 2 deux droites sécantes. Sinon, on obtient
Iéquation réduite d’une hyperbole.

6.7.1 Coniques en coordonnées polaires

Conique admettant le point O comme foyer et la droite D comme directrice.

(o, 4 ) coordonnées polaires de P
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D .. c
Excentricité e=—;  p=ed.
a
P
d M —
1+ ecos(0—0o)
0 Si l'axe polaire est confondu avec I'axe focal :
-7 ou r= _r (suivant orientation axe focal)
1+ ecosO 1—ecos

2 = longueur de la moiti¢ de la corde focale parallele a D.

Si la conique est une parabole, ¢ =1, et

) 1 2cos’6/2
r= ou —=——m
1+ cos@ r p

6.7.2 Etude spéciale de I'ellipse

X2 2
4+l -1=0.
a” b
Equations paramétriques
1-7
x = acosb = a—, avec e [0,2n] ou te R
) 1+7¢
t= tanz-
2 . 2t
y = bsinb = >
1++¢

TANGENTE AU POINT ( x; y,) DE L’ELLIPSE.

On appelle 6 le paramétre correspondant  ce point sur Pellipse.
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0 in©
B0 Do yog gy Feosb, ysindy
a b a

1=0.

Equation donnant les coefficients directeurs des tangentes issues de ( x1,;) :

mz(az—xlz)+2mx1yl+bz—yf=0.

NORMALES :
Normale au point (xg,y0) :

2 b
ZX 2V 220 avec F=da-bt

X0 Jo

pieds des normales menées du point (x1,y, ) a lUellipse (hyperbole d’Apollonius) :

XTx_J™h

X

5 ou czxy+b2y1x—azx1y =0.
a* »

Développée (enveloppe des normales) :
(2% + b2y2 — A 2+ 274217204x2y2 =0,

— (@) + (by)?P = 43 =0,

Equations paramétriques de la développée :

2 2
x= C—cosa o, y= —%sina o, ¢e[0,2mn
a

Théorémes d’Apollonius - 4
7/
M
v M
OM?* +OM"? = a® +b? D’ D
OM.OM’sinV =ab 0 £/ |x
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FOYERS ET DIRECTRICES :
2

Foyers (x =%c,y=0). Directrices : x=%—, ¢“=a
c

Rayons focaux : MF=a—-%, MF =a+<.

CERCLE ORTHOPTIQUE OU CERCLE DE MONGE (lieu géométrique des points
tels que les tangentes issues de ce point sont orthogonales) :
x* +)/2 —(42+172)=0 .

EQUATION FOCALE :

Origine 4 'un des foyers. Axe Ox grand axe
Yy de Pellipse :

M
/— wﬁ £ MP=SME, f=e<l excenicité
k _j X a a

(x—c)2+y2= Z_4,
a
2
y (x+c)2+y2= Zia
B £ “

CERCLES OSCULATEURS AUX SOMMETS :

- ‘
k t/)A 2
x2+)/2—2—x+ﬂ2—2b2=0,
a

/

2
o x2+)/2+26—}/+b2—2a2=0.
a

On rapelle qu'un cercle osculateur est un cercle qui approxime une courbe
réguliere autour d’un point a priori mieux que ne le point la tangente elle-
méme.

Construction. De E on abaisse la perpendiculaire sur (4B).

b

Longueur du rayon de courbure en A= AC=—.
a
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2
Longueur du rayon de courbureen B=BC’ = % .

EQUATION POLAIRE :

Foyer au pole. Axe polaire = axe focal orienté du centre vers la directrice :

&2
B e
1+ ecos6O a a

Péle au centre. Axe polaire = axe focal : —=

Propriétés géométriques élémentaires de lellipse

Si 2 demi-diametres, [OM], [OM;], y
sont perpendiculaires, on a m,
H M
1 1 1 1 1

oM* oM{ 4 b OH? \__/

Donc OH constant.

Lenveloppe de [MM;], est un cercle
de centre O, de rayon OH.

Tangente et normale : bissectrices de
'angle formé par les rayons vecteurs.

Théoréme de Poncelet. Les angles formés
par les tangentes issues d’'un point et les
droites joignant ce point aux foyers sont
égaux.

Cercle orthoptique ou cercle de Monge :
Lieu des points d’olt 'on peut mener
2 tangentes rectangulaires 4 [lellipse.
Construction du centre de courbure et
du cercle osculateur en un point quel-
conque.
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6.7 Coniques
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La normale en M coupe l'axe (FF’) en N.
Perpendiculaire & (MN) jusqu'en S, point
de rencontre avec (MF’) . Perpendiculaire
en Sa (MF’) . rencontre (MN) en I, centre
de courbure.

Ellipse projection du cercle

NP b

——=Cre=cos@=—.
MP a

a, b, axes de ellipse.

¢ = angle du plan du cercle et de lellipse
projection.

Application. — Lieu du point N d’un
segment de longueur constante dont les
extrémités décrivent 2 droites rectangulaires.

Construction par points d’'une ellipse dont
on connait les 2 axes.

Sur une bande de papier on porte les
longueurs z et & ; on fait décrire aux extré-
mités du segment (2 + ), les 2 axes le
point N décrit Pellipse de demi-axes a et &.

— Le produit des distances des foyers a
une tangente est constant :

FLFL =a*—c? = b2,

— Langle sous lequel on voit du foyer la
portion de tangente limitée au point de
contact et a la directrice, est droit :

TFD =90° .

Construction d’une ellipse de demiaxes
et b.

On trace 2 cercles concentriques de rayons
(a+b) et (a—b), 2 rayons issus de O et
symétriques & Ox, coupent R(a+b) et
r(@a—b) en Jet J'.

Le milieu de [//’] décrit I'ellipse de demi-
axes a et b.
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6.7.3 Etude spéciale de I'hyperbole

x2 2
2 1=,

EQUATIONS : P

X

Equations paramétriques :

1+t
x=ach®= -
cos @ l—t

2’

(z‘=tan9=the
2 2

avec re -1, 1[, 0eR" et ge

il
1
cos20

Equation polaire, centre au pdle : 2=

Tangente au point ( xq, yg) :
X0 _JWo _1-

P

ou

—ch9——sh9 1=0=———2ung-1=0,
b acos® b

ou

a

Normale au point ( xy,)p) :

a2x bz 2

—+—=-c"=0.
X0 Jo

Pieds des normales menées de (7, 1)

sur [hyperbole d’Apollonius, T _JThn
xla® - ! B
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3/2
Rayon de courbure: R = ib(azshzﬂ + 6% chze) .
a

Théoremes d’Apollonius.

OM*-OM"?=a* -,
OM .OM’sinV = ab,
V =angle (OM,0M").

CERCLE ORTHOPTIQUE :

x2+y2=az—172 ; réel si a>b.

FOYERS ET DIRECTRICES :

Coordonnées des foyers :

OF =¢
=a*+ b
Y OF =—c
4
ADE £ Directrices
FlC C\F 2
/ © \ oc="_
D D’ ‘
’ ﬂz
oC'=——.
c
Rayons vecteurs :
M sur la branche de gauche.
MF=a-%, MF=-2_4  MF-MF=2a
a a
Excentricité :
MF"  MF ¢ o1
ME ME  a
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EQUATION FOCALE (origine aux foyers) :

(x—c)2+y2=

cx
(x+c)2+y2= —+a
a

HYPERBOLE EQUILATERE : 2 = b, ¢ = a2 .

2 2

Lo 2
Rapportee 4 8Cs axes: x —jy = a .

Rapportée a ses asymptotes : xy = 22
Equation polaire: méme formule que Iellipse, avec ¢ >1.
Propriétés géométriques de I'hyperbole

1° Sécante coupant 'hyperbole en M et p
1
N, les asymptotes en Pet Q. ¥ p M

al'axe Ox; est tel que :

N
oM

Ona
2° Un segment de droite perpendiculaire /

PBM;x BN, =b*.

3° Un segment de droite parallele a I'axe
Ox compris entre les branches de hyper-
bole est partagé par une asymptote en 2 segments dont le produit = 2.

4° La portion de tangente comprise entre les 2 asymptotes a son milieu au
point de contact.

5° Tous les triangles formés par les 2 asymptotes et une tangente ont méme
surface = ab.

6° La projection de la normale sur les rayons vecteurs est constante.

6.7.4 Etude spéciale de la parabole

EQUATION :
}/2 =2px; P = parametre

= distance du foyer a la directrice.
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p
4 . L, . X = —cotanQG,
Equations paramétriques 2
y = pcotan,

0, angle de la tangente avec O, appartenant a 0, T[.
TANGENTE :

o — plx + xg) = 0.
Coefficients directeurs des tangentes menées du point (x, ;) :

p—2m(y; — mxp) = 0.
NORMALE
X—x _J~Jo
- Jo
Pieds des normales menées de M (xy, y;) :

Normale en (xq,0) ou xyp+ py—yolxg+ p)=0.

les ordonnées (y”,y”, ™) sont solutions de
3 2
7 +2py(p=x)=2p"y =0,
y’ +y// + }/,,, = 0'
Développée :
3 2 _ 2 3 _
pu +2v" (pu+w)=0, ou 27 py” —8(x— p)” =0.

Hyperbole d’Apollonius : (x, — x)l+ (yo=y)=0
b
FOYERS ET DIRECTRICES

Foyer, coordonnée 2.

2
Directrice : x=—2" = lieu des sommets des angles droits circonscrits.
2
) 2 2
Equation focale : |x _2) = |x +2
2 2
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Excentricité: ¢=1. b M
Rayon vecteur : MF = x +§ .
Sous-tangente : TH =2 x . /é
T S| F H N
Sous-normale : AN = p .
Rayon de courbure :
3/2 3
+2 N
R= % =—, N = longueur de la normale
? ?
=— ‘I; , ¢ = angle de la tangente et de "axe Ox.
sin” @
Rayon de courbure au sommet : p.
Equation polaire :
= ﬁ = L, pole F et axe polaire = Ox.
+ cos
2cos” —

Propriétés géométriques

1° La tangente au sommet partage la tangente en M, limitée & M et A I'axe
Ox, en 2 parties égales.

2° La parabole est I'enveloppe du c6té d’un angle droit dont I'autre c6té passe
par un point fixe Fet le sommet de 'angle droit décrit une droite D (foyer £
tangente au sommet D).

3° La surface comprise entre 'ordonnée du point A4, I'axe des x et la para-
bole est égale aux 2/3 de 'aire du rectangle des coordonnées de M (théoreme
d’Archimede).

4° Le lieu des orthocentres des triangles circonscrits a la parabole est la direc-
trice.

5° Le lieu des foyers des paraboles inscrites 4 un triangle est le cercle circons-
crit A ce triangle.
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6.8 Géométrie dans |'espace

6.8 Géométrie dans I'espace

Transformation de coordonnées

% et € sont deux reperes de R

’

x x %9
M {ydans6, M’ {y"dans€’, origine O’ de €’{ y, dans 6 ;
z z 20

les vecteurs unitaires de %’ ont pour composantes dans € les vecteurs
colonnes de la matrice

a a4y a x=xg+ax"+ayy +azz’,
P=lb by byl {y=pthx thy 0
a ¢ e g=zy+oax +oyy +e37,

x
ou, sous forme matricielle, avec X =|y| : X =Xy +PX’,

z

et, inversement, X' = Pil(X —Xj), car P doit étre inversible pour étre la
matrice d’un changement de base.

Si 6 et € sont tous deux orthonormés directs : P est une matrice orthogonale :
pl= P, |P| =1, si“et % sontdirects,
2 2 2
ay +a; +a5 =1,

b3 +63 =1,

d+ b+t =1,
a2 +by+cl =1,

2 2 2 _ 2 2 2
as +b3 +£‘3—1, L‘1+C2+L‘3— 1,

soit =

aqa) + blbz + 16 = 0,
Lllﬂ3 + ble + 13 = 0,
d2d3 + bzb?) + 3 = 0,

P’ estici la transposée de 22
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ﬂlbl + ﬂzbz + d3b3 = 0,
acy +ﬂ2£‘2 +Ll3f3 = 0,
blfl + bzfz +b3£‘3 = 0,
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6.8 Géométrie dans I'espace

Angles d’Euler: 6 et €’ orthonormés directs, de méme origine.
¢, déduitde 6 par rotation d’angle ¥ autour de Oz: X =X,

%, déduit de 61, par rotation d’angle 8 autour de Ox; : X; =1 X,,
@’ déduit de 6, par rotation d’angle ¢ autour de Oz, : X, =X’ .
X=RPPX ,avec:

cosY —siny 0 1 0 0
B =|siny cosy O], P =|0 cos® —sinb|,
0 1 1 0 sin® cosO

cos@ —sin@ 0
Py =|sin@ cosp O0].
0 0 1

6.8.1 Le plan dans R

B Equations paramétriques

Plan passant par M (xg, y9,2p) et engendré par les vecteurs m'((x,ﬁ,y) et
OA' (o BY") :
x=xy+po+pa,
MoM =pOA+p’OA" { y = yo +pB+p’P".
z=zy+py+p'Y.
p et p” sont les paramétres. Ils appartiennenta R .
Si M(x,y,2) appartient au plan passant par M, M, et Mj, il existe deux
réels A et p tels que:

xp+ Ay + nthy+uys 2z +Az) + 23
X = , = , 2= .
I+A+U 7 1+A+u 1+A+u
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6.8 Géométrie dans |'espace

B Equations cartésiennes
ax+by+cz+d=0.
Vecteur normal : 7(a,b,¢) .

Plan passant par M (xy, yg,20) et perpendiculaire 4 (a, b, ¢) :
a(x—xg)+b(y — yo)+c(z—25)=0.
Plan passant par M|, et paralléle aux vecteurs (0, B, ¥) et (o', B, 7') :

X=X JY™Jo 2720
o B Y |=0.
u/ BI ,Y/

Plan défini par trois points, My, M,, Mj :

x y z 1
1N A 1:0
Xy Yy % 1 ’
x3 y3 23 1
§+%+§_1:0,si My(a, 0, 0), My(0, b, 0), M;(0, 0, c).

H Systémes de plans
[nterseftion dfipltlﬂf:
B=ax+by+toz+d =0, P =ayx+byy+cyz+d, =0.
2 _b_o_b
Gl - b - 0 - 4’
dy

L _ b =2, —=, plans paralleles.
@ b oo

Dans tous les autres cas, droite commune a distance finie.

plans confondus.
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6.8 Géométrie dans I'espace

Bl Propriétés métriques (axes orthonormeés)

Distance de M(x1, y1,21) au plan d’équation ax+by+cz+d =0 :
8=|axl+byl+cz1+a’|

NERE
Plans bissecteurs de By er Py déquations respectives ayx +byy+ciz+dy =0 er
ayx+byy+cyz+dy, =0 :

zzlx+bly+qz+d1+azx+b2y+czz+d2_
Jad +i + J2+i2+c
Angle de deux plans P er P, :

0.

|dlﬂz + blbz + 51%) |

\/a12+1712+512\/a§+b22+c§

cosV =

Condition d'orthogonalité :
aay + ble + €16y = 0.

6.8.2 La droite dans R3
B Equations paramétriques

Tout point M(x,y,z) appartenant a la droite passant par M(xg, y9,2g) >
parallele 2 O—A'((x,[j,y) vérifie :

x =xy+pa,
Il existe p € R tel que MgM = p@ ou {y=yy+pP,
z=zy+PY.

Droite passant par My, et M, .
X7 _J7Nn _ 273
2T 2T A2TA
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6.8 Géométrie dans |'espace

B Equations cartésiennes

Droite passant par M) , parallele 3 OA(at,B,y)

X7X _J~Jo _ET%0
o B Y

B Condition pour que les deux droites d'équations respectives

XTX_JTN_ETA X=X Y= _2"%
04 By 11 2% B, Y2

1° Soient coplanaires :

Xy—x 0y O
Y2~ N B1 Bz =0.
Co R T (R )

2° Soient paralléles :

o _B_m,

o B, 12

Intersection de la droite X—X0 — Y~ V0 _ 2720 ayec le plan

o B Y
ax+by+cz+d=0.

1° 400+ 6B+ cy #0 : un point de rencontre.

axg +byg +czy+d #0 : droite paralltle au plan ;

2° ao+bB3+cy=0
pey axg +byy+czg+d =0 : droite située dans le plan.

Angle des 2 droites :
XoX _yTh_E A, XTX_JYT) _FTEH
o B Y o B v
I+ /+ ’
cosV = oo+ BB+ vy

(@2 +B2 + ) + B+
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D’ol condition pour que 2 droites soient perpendiculaires :

oo’ +Bp" + vy =0.
PERPENDICULAIRE COMMUNE A DEUX DROITES D’EQUATIONS RESPECTIVES

X7 _JTNh _E2TA
o By Y1

et
X=Xy _JT)2 373
- ’
%%) B, Y2

avec les notations précédentes.

Direction : ]V(p,q,r) , ol
2=Biv2-Bav1 q="10 =20, r=0ouBy — 0.
Equations :

X—x )7y 27F

V4 q r
Angle de la droite d’équation X~X _J _[3}/ 02720 ot dy plan d'équation
o v
ax+by+cz+d=0.
sinV |0+ BB+ cy | (axes orthonormés).
Va2 442 +52\/oc2 +p2+9?
Conditions pour que la droite soit perpendiculaire au plan :
a_b_c
o By
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Perpendiculaire issue de (xp, yg,2) au plan d’équation 4x + by+cz+d=0:

X=X _J~=) _2T30
a b c

Plan mené par (x7, y1,%,) perpendiculaire 4 la droite d’équation
XTX _J~"JVo_2" %20
o B Y
ox—x)+B(y—y)+v(z—2)=0.

Condition pour que la droite soit parallele au plan :

a0+ B+cy=0 (axes quelconques).

B Distance de Mg(xg,Yq.2p) @ une droite
Droite définie par deux plans Py, Py orthogonaux :

d* = d12 + dzz, d et dy distances de My 2 B et .
Droite définie par deux plans Py et Py quelconques :

On se rameéne au cas précédent en déterminant un plan P orthogonal 2 A
et contenant la droite.

Droite définie par M(x,y1,2,) et @i(d,b,[) :
(04 n M, M,
~Jod

a \/[b(zl —zp)—c(n _}’0)]2+ [c(xl —x9)—a(z — zo)]2+[a(y1 = 90) = blx —xo)]

2
N +62+8

Distance du point (xy,y,29) au plan d’équation ax+by+cz+d =0 :

_ |dX0 +b)/0 +CZO +d|

J 462+
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6.8.3 Courbes gauches

Une courbe gauche peut étre définie par l'intersection de 2 surfaces :
O flep2)=0 @2  @l,y2)=0.
Elle peut étre également définie paramétriquement :
x=f(), y=g@), z=h0),
OM = f(2)i + g(t)] + h()k =U (1),
MoM =U(6)-Ulzy),
(= 10)*
2

_ n
=(t— 1)U+ Ui+ +@ Ji+E .
n.

TANGENTE EN M (2 =t4) , ou (X, 3, 2)-

07 0 XTX _ )TN _E7%
X0 Jo 20
T’ _ T _ =((n-1) _ —»(n) X—Xg_J~Jo_R"%
Up=Ug="=Uy '=0. Up # W
X0 Jo 2

Projection de la courbe sur un plan (xOy par exemple). Sobtient en éliminant z
entre fet @ .

LONGUEUR DE L’ARC DE COURBE
x=f(z), y=g(t), z=h(z), abscisse curviligne : s=arc AM , ol A(zg)
M) -

ds= 8\“('2 + }/,2 + z'zdt
(€ = + 1 définit l'orientation).
B Plan normal au point M (xq, Yo, Zg)

Cest le plan perpendiculaire 4 la tangente en ce point :

U—é;ﬁO: x4 (x = x0)+ y0(y = yo) + 2 (z — 23) = 0.
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PLAN OSCULATEUR AU POINT (xp, ¥, 2) :

Limite du, plan passant par la tangente en M et par un point voisin M’
quand M — M.
Equation :
X=-x Y-y Z-2z
x y/ 2 | = 0,

’” ” ”
X y z

B Normale principale

Normale en M située dans le plan osculateur = intersection du plan oscula-
teur et du plan normal.

M Binormale
perpendiculaire en M au plan osculateur.
Equation de la binormale en M(x,y,z) :
X=-x Y-y  Z-z

. ” 7, r_nm ’on Y

r_n ”
V2" =z2y" X" —x2" Xy —y'x

M Indicatrice sphérique

Si, par un point O quelconque, on mene des paralléles aux tangentes & une
courbe gauche, ces paralleles décrivent sur la sphere
de centre O et rayon 1, une courbe appelée indica-
trice sphérique. Point m correspondant & M. Plan
tangent au cone Om = parallele au plan osculateur
en M. Tangente a l'indicatrice en 7 = parallele 2 la
normale principale.

Perpendiculaire Op en O au plan Omt = paralletle a
binormale.
Tangente 4 la courbe décrite par p = parallele & mz.

M Courbure et torsion en M

Soit € l'angle des tangentes M7 et M’ T’ en 2 points voisins ; € — 0 avec
MM’ . La courbure en M est la limite de €/As quand As=arc MM’ —0.
Rayon de courbure R = inverse de la courbure.
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Soit m langle des plans osculateurs en M et M’, M tendant vers 0 avec

MM’ . La torsion est la limite du rapport N/As quand As —0.
Rayon de torsion 7= inverse de la torsion.

Rayon de courbure: p = E , 0 =arc de l'indicatrice :
do

(.X',2+_}’,2+ z,2)3/2
R= .

J (y/zll _ zfy,’)z
Silon prend s comme variable :
o
ds?

2 2 2

1

RZ

&’y
ds?

o
ds?

Rayon de torsion: T = 4 , d0 = angle de 2 binormales infiniment voisines.

Soit o’ , B’, Y les cosinus directeurs de la normale principale ;

o, p7 Y — — — — binormale :
,,2 112 ’”
1 (da” )" (dB7)T di),
72 ds ds ds
B Formules de Frenet
do_o/ B P dv_7.
d&s R’ ds R’ ds R’
do” o dp” B v _ ¥
ds 75 ds T ds T’
d(xl__g_a// dBI__E_E d'Y,__l_FY,,.
ds R T ds R T ds R T’
’ 2 ’ 2 ’ 2
A1 (Ao} AR ()
R 17 lds ds ds

Caleul. — Si x, y z sont des fonctions de #:

ds= ﬂx'z + }/,2 + z'zdt,

261



6.8 Géométrie dans |'espace

’

x’ ! z
B J

az—z, =—2’ ’Y:—z
’x/2+y’ +Z/2 ,x'2+)" +Z/2 'x'2+}" +Z/2
doo _do dr da 1

ds dr ds dr ,x'2+)"2+z'2’

permettent de calculer Ret o .

’ ’
di = do ﬁ permettent de calculer 7et o .

ds dr ds

Expression vectorielle des formules de Serret-Frenet

De méme,

7 (vecteur normal) est dans le plan osculateur et dans la concavité.

n=— G est I"abscisse curviligne sur I'indicatrice sphérique lieu de [ tel

que Fp =7.

TN
Rayon R et centre C de courbure.

R=£(> 0), courbure Czl, MC = Ri.
do R

Formules de Frenet.

% =Q A7,
&7 x .
ds R’ avec ﬁ=i+—
— L - R T
ﬂ = —i-l- i ou T
s R T’ S N
— ds
db 7 - .
= (Q, vecteur rotation instantanée).
ds T .

48 _&as,

s
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DETERMINATION PRATIQUE DE R, 7, C:

Calculer successivement :

dx,dy,dz,ds = E\[dxz + dy2 +dz? (choix arbitraire de €),

dx
o=—
ds
7 B=ﬂ, do,dB,dy,do =&\/da’ + dB* +dy?, R=S
ds do
_ds
Ly
o _da
==
jg X=xt+Rop, (o =By2-viBs,
7 B1=£ C{Y =y+RpBy, b {By =710 — 0472,
dy Z=z+Ry, Y2 =04, —Broy,
Y1=7=
do

=% _ B _n
do, — df, — dy,
ds ds ds

Directement, en posant
U= f(0)i + g()] + b0k,

— —2

U ‘U’ AT”
== I'=——"—.
U AU” (U’, U, U)
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6.8.4 Surfaces
B Représentation paramétrique x = f (u, v), y = g(u, v), z= h(u, v)

x—flu,v) y—guv) z—hlu,v)
Plan tangent f; Z v, =0.

u
1o £ b,
M Equation cartésienne f (x, y, 2) = 0

Plan tangent en M (xy,¥o,2g) :
(e =x0)f" o +(r=20)f", +(z=20)f", =0.

X — X, - z2—z ,
Normale en A : 0_J= N _ 0 (axes orthonormés).

A AR A

0

0

B Surfaces réglées

Toute surface qui peut étre engendrée par une droite dont la position dépend
d’un parametre

x=a(t)z+ p(t)

Lieu de (G) non parallele  xOy.
y=0b(t)z+4(2),
Coéne directeur : lieude % = _ 2.
a(t) b(z) 1

Surface développable (plan tangent fixe le long de chaque génératrice)

a'(t)q’ () =b'()p’(£)=0 Vt.

x=az+ p,
Arete de rebroussement |y =bz+¢q
_YO__4
a'(z) v

Point central d’une surface réglée non développable (surface gauche).
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Le plan mené par G (génératrice) perpendiculaire au plan asymptote relatif a
cette génératrice est tangent a la surface en un point @ de G. Cest le point
central.

Quand G se déplace, le lieu de ® est la ligne de striction.
W Surfaces de révolution (axes orthonormés)
FORME GENERALE DE L’EQUATION :

f(x2 + yz, z)=0, axe Oz en coordonnées cartésiennes.

f(r, 2)=0, équation en coordonnées cylindriques ( 6, 2).

x =rcosH,
y=rsinb, équations paramétriques d’une surface d"axe Oz.
z2=0(r),

0€(0,27 et 7> 0.

FORMATION DE L’EQUATION :

Surface d’axe Oz, de méridienne y=0, f(x,z)=0 :

f(iw/xz +9%, z)= 0.

Surface d’axe Oz contenant la courbe x =(«) , y=y(u), z2=0(x) :

202 gt iy,
z=0(u).

éliminer « entre

CONE DE REVOLUTION DE SOMMET O':

x2 + ]2 + Z2 — k(o + [5}, + '\{z)z =0, axe paralléle a(a, B, Y)~
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6.8.5 Quadriques

On se place dans R? muni d’un repére orthonormé Ry d’origine 0(0,0,0) .
DEFINITION. — On appelle guadrique, toute surface dans R” d’équation :

f(x,y,z)Esz +By2 +Cg? +2Dxy+2Exz+2Fyz+Gx+ Hy+1z+ ] =0
avec A, B, C, D, E, E des réels non tous nuls et G, H, 1, J, des réels.

B Méthode de réduction de I'équation d'une quadrique

On considere la matrice de la forme quadratique associée :

A D E
M=|\D B F
E F C

1° Cette matrice est symétrique, donc diagonalisable dans une base ortho-
normée de vecteurs propres. On écrit M = PDP’ , avec P~ '= P’ (matrice
orthogonale de changement de base) et D, matrice diagonale. On note A,
A, et A3 les valeurs propres (réelles) de M. Dans la base (orthonormée) de
vecteurs propres de M, dont les coordonnées seront notées X, ¥, Z, ona:

Ax? +B}/2 +Cz? +2ny+2Exz+2Fyz=7\.1X2 +7\.2Y2 +9\,3ZZ.

Géométriquement, cela revient a faire une rotation du repére.

2° On se débarrasse des termes de degré 1 a 'aide d’une factorisation canonique.
. e 2 2 2

Cela correspond 2 ludlisation de lidentité #” +20u=(u+0)" -0~ .

Géométriquement, cela revient & effectuer une translation du repére.

Si la quadrique est une quadrique a centre, on doit effectuer une translation

-
de vecteur OQ, ol les coordonnées de Q sont solutions du systeme

Fil(x,9,2)=0, f}:(x,y,z)=0 et f.(x,9,2)=0.

Grice A cette méthode, on trouve 'équation réduite d’une quadrique. Létude
des quadriques a partir de leurs équations réduites est proposée ci-apres.
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B Classification des quadriques, en fonction des valeurs propres de M

Notons que, si deux valeurs propres de A sont égales et non nulles, la
quadrique est de révolution.

-Si Ay, A, et A3 sont de méme signe, la quadrique est soit un ellipsoide,
soit un point, soit le vide.

— Si deux valeurs propres sont de méme signe et que la troisieme est nulle, la
quadrique est soit un paraboloide elliptique, soit un cylindre elliptique, soit
une droite ou le vide.

— Si deux valeurs propres sont non nulles, de signes différents et que la troi-
sitme est nulle, la quadrique est soit un paraboloide hyperbolique, soit un
cylindre hyperbolique, soit deux plans sécants.

— Si deux valeurs propres sont non nulles, de méme signe et que la troisieme
est du signe contraire, la quadrique est soit un hyperboloide 4 une ou deux
nappes, soit un cone.

— Si 0 est valeur propre double et que la troisieme valeur propre est non nulle,
la quadrique est soit un cylindre parabolique, soit deux plans paralléles, soit
un plan ou le vide.

M Quadriques sur I'équation réduite

Ellipsoide .,

X
a“ b c

SECTIONS PAR LE PLAN ux +vy+wz+h=0 :

| I}
38} IS}

-1=0

Z2u? + b+ Fw? - b > 0, ellipse réelle ;
2P + b+ Fw? - b < 0, ellipse imaginaire.
PLAN TANGENT EN (xg,9,20) :

=0 W0, 0

P
NORMALE :
X~X _J~Jo_2"%0
*0 Jo Zo
a b o
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CONE CIRCONSCRIT DE SOMMET (xg, y,20) :

XX ZZ 2 x2 2 ZZ x2 2 Z2
—20+W—2°+—20—1) - —g+y—g+—(2’—1 _2+y_2+_2_1 =0.
a b c a b c b ¢
CYLINDRE CIRCONSCRIT PARALLELE A (01, B, y):
2
ax By Yz o2 Bz Y2 2 yz 22
—t+Zt+—| - [+t ||=+=+—=-1|=0.
27 2 272" 2 27 272
a b ¢ a b c a b ¢

ELLIPSOIDE RAPPORTE A 3 DIAMETRES CONJUGUES, 4”, &', ¢’ (axes obli-
ques) :
2 2 2
)

+ —1=0, avec 2+ 2+2=a’ 467+ 2
12 b,z 6,2

a
SPHERE DE MONGE (lieu des sommets des triedres trirectangles circonscrits)
Py (@ P+ =o0.

SECTIONS CIRCULAIRES. Plans cycliques centraux :

1 1 1 1
x/b_z__z_gz /_2_17_2=0’ e==11, a>b>c.
a c

Tout plan parallele 2 I'un de ces plans est cyclique
OMBILICS :

g ete’=%1; 4 ombilics.

Hyperboloide i deux nappes
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SECTION PAR LE PLAN zx + vy +wz+ h=0:

réelle :
. P+ 6407 + A+ h > 0.
ellipse { . Lo
imaginaires :
22 22 2 2
aut+o v+ cCw <0 42u2+52u2—02w2+/72<0;

deux droites sécantes imaginaires :

P+ 6P =Pt =

parabole : 5 #0.

b*v* — c*w? = 0{ deux droites paralléles imaginaires :

h=0.

au+

522

au* + —*w? >0 hyperbole.

Pour les autres problemes se reporter & lellipsoide en changeant a* et b
2 2
—a - b".

Hyperboloide i une nappe

x2 2 2,2
S+l Z-1=0.
a“ b ¢
SECTION PAR LE PLAN #x + vy +wz +h=0.
2t b2 — 2wt <o, ellipse réelle ;
5 2 2 parabole: 5 # 0,

2 22
au”+bv —
“ roew deux droites paralléles réelles: /=0

hyperbole : u? + b0 - Fw? - 0.
b*0* — *w? >0 | deux droites sécantes réelles :

2462 -t - =0

au+
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Pour les plans tangents, cones et cylindres circonscrits se reporter & l'ellipsoide en

remplagant 2 par—c*.

Génération : 'hyperboloide A une nappe est engendré par une droite variable
assujettie a rencontrer 3 droites fixes non paralleles 2 un méme plan.

Génératrices
X z y
=M1,
G a ¢ ( b)
(1" systeme) £+5=l 1+2 :
a ¢ A b
x z y
T EZouh+Z,
r a ¢ b
(2° systeme) £+E=l(1_l ‘
a ¢ U b
Point commun a Get I :
1+ _bk—u _1-Au
x=a , y=b—-o, z=c—.
A+u A+l A+

Plan (G, T'):
A+ M)E+ A= )2 — (1 =) Z~(h+p) =0.
a b c

Plans cycliques centraux :

cy\/az—bzibz\/42+cz=0, a>b.

Paraboloide elliptique

2 2
T4l 2220 (perg>0).
P 9

SECTION PLANE :
w =0, parabole,
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puz + qu —2wh >0, ellipse réelle,

w#0 pu2 + quz —2wh <0, ellipse imaginaire,

W’ + gv® —2wh = 0, deux droites sécantes imaginaires.
q g

PLAN TANGENT EN (xq, 9,%p) :

=0 | o
y

Z+Z0):0.

NORMALE

272 _J"Jo_X*¥"X0
-1 o LI
q ?

CONE CIRCONSCRIT DE SOMMET ( xg, Jo, 2g) :

o 22 - W2y
—0+—0—z—z0 - —0+—O—2z0 —+—-2z|=0.
p q P 9 9
CYLINDRE CIRCONSCRIT PARALLELE A (o, B, ) :
2 p2 22
%_’_B_)/_ — (X_+I3_ X_+}I__zz =0'
» 9 P q9]\Pr 9

PLANS CYCLIQUES

z\/;ixwlq—p=0. z\/;iy p—q=0.

OMBILICS :
_q9-P _ -+ _ .
2= =0, x=%/plqg—p), q>p;

z=%, y=%Jap-9), 2=0, g<p.
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Paraboloide hyperbolique

2 2
X ) 5.-0 (p et g positifs).

? 9
SECTION PLANE :

o pu2 - qu #0, parabole,
w= 2 2 .
pu”—qv” =0, unedroite.
0 puz - qu —2wh#0, hyperbole,
w#

pu2 - qu —2wh =0, deux droites sécantes réelles.

Pour les plzms tangents, cones et cylindre: circonscrits, se reporter au pﬂmboloi'de

elliptique, en remplacant q par— q.

GENERATRICES :
X y . .
——=+—===A, paralléle au plan directeur
G » 1
(1% systeme) | Xy 2z LI
N N AN

r

(2° systeme)

Point commun 4 Get T :

_ pMtu _rh-p _M
x—\/; > y=4/9 > F=—"
Plan (G, T'):
At 7\'_}/L}/—Zz—Ml:O.

A"
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GENERATION DU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE

1 mode : une droite assujettic a sappuyer sur 3 droites données paralleles &
un méme plan, deux quelconques de ces droites n’étant pas dans un méme
plan.

2° mode : une droite assujettie & rencontrer 2 droites fixes non situées dans
un méme plan, et A rester paralléles a4 un plan fixe auquel les droites données
ne sont pas paralleles.
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7 + PROBABILITES ET STATISTIQUES

7.1 Probabilités

7.1.1 Probabilités simples et conditionnelles

On considére une expérience aléatoire &, cest-a-dire une expérience dont
I'issue ne peut étre préalablement déterminée, parmi toutes les possibilités.

NOTATIONS

— Q: univers ou ensemble de toutes les issues possibles de £.

— Evénement A : tout sous-ensemble de Punivers Q (en réalité, ce n'est pas la
définition exacte d’un événement car celle-ci nécessite des concepts mathé-
matiques plus ardus non présentés dans cet ouvrage).

— Evénement élémentaire {®} : sous-ensemble de l'univers constitué d’un
seul élément (autrement dit, un singleton).

— Evénement impossible : événement qui ne contient aucun des éléments
de Q.

— Evénement certain : ensemble Q de toutes les possibilités.

— Evénements incompatibles A et B: ce sont deux parties A et B de Q telles
que ANB=0.

DEFINITION SIMPLIFIEE DE LA NOTION DE PROBABILITE.

Cet ouvrage n'étant @ priori pas destiné 2 des mathématiciens, mais a des
ingénieurs, nous préférons ne donner qu'une définition approximative, mais
intuitive, de la notion de probabilité. La facon rigoureuse de définir cette
notion consiste  introduire la notion de tribu et & évoquer la théorie de la
mesure, ce que nous ne ferons pas dans cet ouvrage.

Une probabilité (ou mesure de probabilité) est une application P 4 valeurs
dans [0, 1] telle que :

1° P(@)=0, P(Q)=1.
2° Pour tous A, B, incompatibles, P(AuU B)= P(A4)+ P(B).

CAS PARTICULIER : EQUIPROBABILITE. — Si tous les événements élémentaires
®q, -, M, constituant Q (de cardinal 7) ont la méme probabilité p, on a
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P({w;}) = p pour tout ientre 1 et #, et de plus :
P(Q)= P{o}u...u{w,) = Plo D) +...+ Pw,})=np,

dou p= l

Il découle de ceci que la probabilit¢ d’'un événement A sécrit alors
P(A)= card 4 , ot card A désigne le nombre d’événements élémentaires de
Act card @ celui de Q.

PROBABILITES DE L'UNION. — Si A et B ne sont pas incompatibles :
P(AuB)= P(A)+ P(B)— P(ANB).

On retrouve bien sir la formule définissant une mesure de probabilité si A et
B sont incompatibles, car dans ce cas, P(4A N B)=0.

PROBABILITES CONDITIONNELLES.

Al B désigne I'événement « A, lorsque B est réalisé ». On a :
P(AIB)= M, siP(B) > 0.
P(B)
Conséquence : formule de Bayes. Soient Ay, -+, A,, 7 événements deux a deux
incompatibles dont la réunion forme I'ensemble €, tels que P(4;) >0 pour
tout 7 On dit alors que ces ensembles réalisent une partition de €. Soit B,
un événement tel que P(B)>0.Ona:

P(A)P(BI| A;
. (A)P(BIA) |
P(A)PBI A)+...+ P(A4,)P(BI A,)
INDEPENDANCE. — Deux événements A et B sont dits indépendants si, et

seulement si P(A N B)= P(A)P(B). Dans le cas ott P(A)>0 et P(B)>0,
cela revient a dire que P(A| B) = P(A) ou P(B/A)= P(B).

7.1.2 Notion de variable aléatoire réelle (v.a.r.)

Comme précédemment, on adoptera dans ce paragraphe plutdt le point de
vue de I'ingénieur et on choisira de ne pas entrer dans des considérations
mathématiques abstraites trop poussées. En effet, pour définir rigoureuse-
ment la notion de v.a.r., il est nécessaire d’utiliser des rudiments de la théorie
de la mesure. Ici, nous donnons une définition plus approximative, mais
aussi plus intuitive, n'utilisant pas cette théorie.

On se place dans un espace probabilisé, Cest-a-dire un espace Q sur lequel on
a défini une mesure de probabilité P.
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DEFINITION. — Une v.a.r. X est une application associant 2 un événement
élémentaire un nombre réel. On note X : Q — R.

LOI DE PROBABILITE [Py D’UNE V.A.R. X.

Py est une application a valeurs réelles définie pour A, sous-ensemble de R

par:
Py (4) = Ploe Q| X(w) e A}).

FONCTION DE REPARTITION Fy D’UNE V.A.R. X.

La loi d’une v.a.r. X peut aussi étre caractérisée par Fy : R —[0,1], sa fonc-
tion de répartition, définie par :

Fy(t)= P(X <1)= Py (]—oo,z]).

Fy est toujours croissante, continue 4 droite (i.e. lim Fy(t)= Py (]—o0,a)),
t—a

t<a

telle que hm FX(t) Oet lim FX(t)—l

oo

Deux v.a.r. X] et X; ont
mémeloide probablhte si, etseulementsi elles ont méme fonction de répartition.

Lien entre loi de probabilité et fonction caractéristique — Notons que la fonction
caractéristique d’une v.a.r., qui sera introduite ultérieurement, permet elle aussi
de caractériser la loi d’une v.a.r. En effet, deux v.a.r. X] et X; ont méme loi de
probabilité si, et seulement si elles ont méme fonction caractéristique.

M V.a.r. discretes

DEFINITION. — Une v.a.r. est dite discréte si elle prend un nombre fini ou
dénombrable de valeurs.

Rappel : un ensemble E est dit dénombrable s’il existe une application bijec-
tive de /Vdans E.

FONCTION INDICATRICE ET MESURE DE DIRAC.
On appelle mesure de Dirac en a et on note 8, 'application :
5,: PEQ — {01}
1 siaeA
0 siagA.

A —
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On appelle fonction indicatrice de A 'application :

1, Q —— {01}
1 sime A
O —
0 simegA.

LOI, ESPERANCE ET MOMENTS DE V.A.R. DISCRETES.
Une v.a.r. Xest discrete si elle s’écrit :
X=xly+. . +x,ly +..,
ol A; désigne un sous-ensemble de Q et x; un nombre réel. Dans ce cas,
Py =pd, +...+ pOy +..., ol p; =P(X =x;)
=P({w € Q tel que X(®) = x,}).
De plus, py+...+ p,=1.

Espérance de la v.a.r. — f(X) ol fest une fonction de R dans R telle que
2l G+ + p, | fx,)|+...<+ee. On la note E(f(X)) et elle est
définie par :

E(F(X)= pfGe)+...+ p,fx,)+...
Dans le cas particulier o1 fest la fonction identité, on a:
EX)=px;+...+ p,x, +...

Dans le cas particulier ol f(x)zxp, avec _peN*, E(X?) Sappelle
moment d ordre p de X.

Variance de X. — Si X admet un moment d’ordre 2, on définit :
Var(X) = B{(X — E(X))*].

On peut aussi la calculer grice 4 la formule de Konig

Var(X) = E(X?)-(B(X))?.
E'mrt—type de X. — On le note 6(X) et on le définit par :

o(X)=+/Var(X).

FONCTION CARACTERISTIQUE D’UNE V.A.R. DISCRETE.
Elle est notée @y et est définie par :

Qx(t)= B(™)= pe™ +.. .+ pe™n + ...
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Loi de Bernoulli B(p) : expérience aléatoire comportant deux issues (par
exemple, le lancer d’une pitce) : le succes (par exemple pile) de probabilité
p et Péchec (face dans cet exemple) de probabilité 1 — p.

Loi binomiale B(n, p) : on répete n fois et de fagon indépendantes une
épreuve de Bernouilli de parametre p.

Loi de Poisson P(N) : supposons que sur une période 7, un événement
arrive en moyenne A fois. Appelons X; la variable aléatoire déterminant le
nombre de fois ol I'événement se produit dans la période 7" X prend des
valeurs entiéres : 0, 1, 2, --- et suit une loi de Poisson de paramétre A.

On se sert également de la loi de Poisson pour fournir une approximation
de la loi binomiale. Lorsque 7 est grand et que p tend vers 0, avec 7p = A,
la loi binomiale peut étre approximée une loi de Poisson de parametre A.
En pratique, on remplace la loi binomiale par une loi de Poisson des que
n>30et np<5.

Loi géométrique G(p) : la variable aléatoire X donnant le rang du premier
succes lorsque 'on répete de fagon indépendante une épreuve de Bernoulli
de parametre p suit une loi géométrique de parametre p.

M V.a.r. absolument continues

DEFINITION. — On dit qu'une v.a.r. admet une densité ou que la loi de Xest
absolument continue s'il existe une fonction f(dite mesurable) a valeurs dans
[0,+0<] telle que, pour tout sous-ensemble A de R :

Py(A)= P(X € A)=| o F@L(0dx.

[ Sappelle la densité de X. On a nécessairement Py (R) =1 =IR f(x)dx .
FONCTION DE REPARTITION.

La loi de X peut étre caractérisée par sa fonction de répartition

Fy : R —10, 1] définie par:

Fy()= P(X <n=[ | [

Fyest croissante et vérifie lim Fy(#)=0et lim Fy(z)=1.
f—>-oo

t—>—oo

Remarque : si fest continue, alors Fyest dérivable et Fy = f.
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LOI, ESPERANCE ET MOMENTS DE V.A.R. A DENSITE.

On considere X, une v.a.r. absolument continue de densité f

Espérance de la v.a.r. — g(X), ou g est une fonction R dans R telle que

J-]R | £ (x)g(x)|dx <+eo. On la note E(g(X)) et elle est définie par :

B(g(x) =], g()f (x)dx.

Dans le cas particulier o1 g est la fonction identité, on a :

ECO =[ L o (.

Dans le cas particulier ot g(x)=x”, avec peN", E(X?) sappelle

moment d ordre p de X.

Variance de X. — Si X admet un moment d’ordre 2, on définit :

Var(X) = B[(X - B(X))*] =IR (x = BOO) £(x)dx.

On peut aussi la calculer grice a la formule de
Var(X) = B(X?) - (B(X))* .
Emrt—type de X. — On le note 6(X) et on le définit par :

o(X)=+/Var(X).

FONCTION CARACTERISTIQUE D'UNE V.A.R. CONTINUE.
Elle est notée @y et est définie par :

Oy () =E(™)= j Re"’fx £(x)dx.

Kénig
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* Loi gaussienne N'(m,6%) : on peut utiliser la loi normale comme approxi-
mation d’une loi binomiale de parametres (7, p) lorsque 7 est grand et que
pet1— psont du méme ordre de grandeur. On approche alors la loi bino-
miale par la loi gaussienne ayant méme espérance 7p et méme variance
np(1 — p). En pratique, on remplace une loi binomiale par une loi normale
desque #>30, np>5 et n(l—p)>5.

*  Loiuniformeld ([0,1]) : sil'on choisitun pointau hasard dansle segment 4, 4],
et on note Xle réel obtenu, alors la v.a.r. X'suit une loi uniforme sur [, 4].

o Loi exponentielle E(N) : on utilise la loi exponentielle (notamment) dans le
domaine de la radioactivité. Chaque atome radioactif possede une durée
de vie qui suit une loi exponentielle. Le parametre A s’appelle alors la cons-
tante de désintégration.

* Loi de Cauchy : 1a loi de Cauchy est la loi d’une variable aléatoire quotient
de deux variables aléatoires normales indépendantes centrées et de méme
écart-type.

7.1.3 Quelques compléments

V.A.R. INDEPENDANTES.

Soient Xet ¥ deux v.a.r. La loi jointe de (X, ¥') est définie par sa fonction de
répartition :
FiX,Y) : RxR — [0,1]

(x,7) — PX<xeY<y)
On dit que X et Y sont indépendantes si pour tout couple de réels (x, j),
Fx y)(x, )= Fx(x)Fy (y), ot Fy et Fy désignent respectivement les fonc-
tions de répartiion des wvar X et ¥ Cela implique que
Var(X +Y) = Var(X)+ Var(¥).
De fagon équivalente, X et ¥'sont indépendantes si, et seulement si pour tous
sous-ensembles A et Bde R, P(XeAet Y eB)=P(X € A)P(X € B). En
particulier, si X et ¥ sont des v.a.r. a densité, la densité fiy y) du couple
(X, Y) vérifie pour tout couple de réels (x, y), f(x y)(x,y)= Fx ) fy (), ot
fxet fydésignent respectivement les densités des v.a.r. Xet ¥
INEGALITE DE MARKOV.

Soit X, une v.a.r. définie sur un espace probabilisé (€2, P) et admettant une
espérance. Alors, pour tout €> 0 :

P(X| > S)SéE(IXI)-
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INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV.

Soit X, une v.a.r. d’espérance L et de variance finie 6. Alors pour tout £> 0 :

62
]P(|X—u|2€)£—2.
€
LOI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES.
Soient X, -+, X,, n v.a.r indépendantes et ayant méme loi de probabilité
d’espérance commune notée . Alors, pour tout réel € >0, on a:
. Xi+-+X
lim P[22 s e =o.
n—>+too n
LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES.
Soient Xj, -+, X, 7 v.a.r. indépendantes définies sur un méme espace proba-
bilisé ayant méme loi de probabilité, d’espérance [L. Alors :
. X+t X
P| lim 22—y | =1,
n—y+oo n

THEOREME CENTRAL LIMITE.
Soient Xj, -, X, n va.r. définies sur un méme espace probabilisé ayant
méme loi de probabilité, d’espérance U et de variance 6° finies. Posons

Vo (X 4+ X . .
Z,=— 4—u). Alors, la loi de Z, converge vers la loi

(¢} n

normale A/(0,1), Cest-a-dire que pour tout < &:

b
lim Pla<Z,<b)= % [ "o,
T

n—>+oo a
SOMME DE DEUX V.A.R. INDEPENDANTES.

Si Xet Ysont deux v.a.r. absolument continues indépendantes, la densité de
probabilité de lav.ar. S=X+Y est:

fo=fxx fr el feOfy(e=nde.

En particulier, on a: E(S)=E(X)+E(Y) et Var(S)= Var(X)+ Var(Y).
LOI CENTREE REDUITE D’UNE V.A.R.

Si X est une va.r. d’espérance finie W et de variance finie 67, on pose
v X=

la loi de Yest centrée et réduite.

. Alors, Yest une va.r. d’espérance 0 et de variance 1. On dit que
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TABLE 1 : LOI BINOMIALE
Effectif n = 30
Probabilité Pr(k)=C¥ p*(1- p)"*.

Probabilités individuelles Pr(k) = Ck p¥ (1 - p)"—¥

p=1% p=2% p=3% p=4% p=5% p=6% p=7% p=8% p=9% p=10%
0 07397 05455 0,4010 0,2939 02146 0,1563 0,1134 0,0820 0,0591 10,0424
1 02242 03340 03721 03673 0,3389 0,2992 0,2560 0,2138 0,1752 0,1413

2 00328 00988 0,669 0,2219 0,2586 0,2769 0,2794 0,2696 0,2513 0,2277
3 00031 00188 00482 0,0863 0,1270 0,1650 0,1963 0,2188 0,2319 0,236 1
4 00002 00026 00101 0,0243 0,0451 0,0711 00997 0,1284 10,1548 0,177 1
5 0,0003 0,0016 00053 0,0124 00236 0,0390 00581 0,0796 0,1023
6 0,0002 0,0009 0,0027 0,0063 00122 0,0210 0,0328 0,047 4
7 0,0001 0,0005 0,0014 0,0032 00063 00111 0,0180
8 0,0001 0,0003 0,0007 0,0016 00032 0,0058
9 00001 0,0003 0,0008 0,0016
10 0,0001 0,0002 0,0004
11 0,000 1

k=c

Probabilités cumulées z ckpk(1-p)n-k
k=0

c p=1% p=2% p=3% p=4% p=5% p=6% p=7% p=8% p=9% p=10%
0 07397 05455 0,4010 0,2939 02146 0,1563 0,1134 0,0820 0,0591 10,0424
1 09639 08794 0,7731 0,6612 05535 04555 0,3694 0,2958 0,2343 0,1837

2 09%7 09783 09399 08831 08122 0,7324 06488 0,5654 04855 04114
3 09998 09971 09881 09694 09392 0,8974 0,8450 0,7942 10,7175 0,647 4
4 09999 09996 09982 09937 09844 09685 0,9447 09126 08723 10,8245
5 1 1 0,9997 09999 0997 09921 0,9838 0,9707 0,9519 09268
6 1 0,9999 0,9994 09983 09960 0,9918 0,9848 0,9742
7 1 0,9999 09997 09992 0,9980 0,9959 10,9922
8 1 0,9999 09999 09996 0,9910 0,9980
9 1 1 0,9999 09998 0,9995
10 1 1 0,999 9
11 1
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Effectif, » = 40

Probabilités individuelles Pr(k) = CK pX (1 -p)"~¥
p=1% p=2% p=3% p=4% p=5% p=6% p=7% p=8% p=9% p=10%
0 006690 04457 0,2957 0,1954 0,1285 0,0842 0,0549 0,0356 0,0230 0,0148
10,2703 0,3638 0,3658 0,3256 0,2706 0,2149 0,1652 0,1238 0,0910 0,0657

-

2 20,0532 0,1448 02206 0,2646 0,2777 0,2675 0,2425 0,2100 0,1754 0,1423
3 30,0068 0,0374 0,084 0,1396 0,181 0,2162 0,2212 0,2313 0,2198 0,2003
4 40,0006 00071 00247 0,0538 0,0901 0,1277 0,17709 0,1860 0,2011 0,2059
5 0,0010 0,0055 0,0161 0,0342 0,0587 0,0872 0,1165 0,1432 0,1647
6 0,0001 0,0010 0,0039 00105 0,0218 0,0383 0,0591 0,0826 0,1068
7 0,0001 0,0008 0,0027 0,0069 0,0140 0,0250 0,0397 0,057 6
8 0,0001 0,0006 0,0018 0,0043 0,0090 00162 0,0264
9 0,0001 0,0004 0,0012 0,0028 0,0057 0,0104
10 0,0001 0,0003 0,0007 0,0017 0,0036
11 0,0001 0,0002 0,0005 0,0011
12 0,0001 0,0003
13 0,000 1

k=c
Probabilités cumulées z ck pk (1 -p)n-k
k=0

C p=1% p=2% p=3% p=4% p=5% p=6% p=7% p=8% p=9% p=10%
0 06690 04457 002957 0,1954 0,1285 0,0842 0,0549 0,0356 0,0230 0,0148
09393 08095 06615 05210 0,3991 0,2990 0,2201 0,1594 0,1140 0,080 5

-

2 09925 09543 08822 0,7855 06767 0,5665 0,4625 0,3694 0,2894 0,2228
3 09993 09918 09686 09252 0,8619 0,7827 0,3837 0,6007 0,5092 0,423 1
4 1 0,9988 0,9933 0,9790 09520 09104 0,8546 0,7868 0,7103 0,629 0
5 0,9999 0,9988 09951 09861 09691 09419 0,9033 0,8535 0,7937
6 1 09998 0,9990 0,9966 0,9909 09801 09624 0,9361 0,900 5
7 1 09998 0,9993 09977 09942 0,9873 0,9758 0,958 1
8 1 0,9999 09985 0,9985 0,9963 0,9920 0,9845
9 1 0,9999 0,9997 0,9990 0,9976 0,9949
10 1 0,9999 0,9998 0,9994 0,9985
11 1 1 0,9999 0,999 6
12 | 0,999 9
13 1

286



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

7 * Probabilités 7.1 Probabilités
et statistiques

DENSITE DE PROBABILITE DE LA LOI NORMALE REDUITE (Loi de Laplace Gauss)
(ordonnées de la courbe normale)

u f(u) A
0,0 0,398 9 -19
0,1 0,397 0 -60
0,2 0,391 0 -9%
03 0,3814 - 131
0,4 0,368 3 -162
0,5 0,352 1 - 189
0,6 0,333 2 - 209
0,7 0,3123 -226
0,8 0,289 7 236
0,9 0,266 1 -242
1,0 0,2419 - 240
1,1 0,217 9 -237
1,2 0,194 2 -228
1,3 0,1714 -217
1,4 0,149 7 -202
1 _.p» 1,5 0,129 5 - 186
f(u)=—e 1,6 0,1109 - 169
\/E 1,7 0,094 0 - 150
5 1,8 0,079 0 -134
1 1[x—m 1,9 0,065 6 -116
ou f(x) :mexp _5 ° 2,0 0,054 0 - 100
2.1 0,044 0 -85
2,2 0,035 5 -72
23 0,028 3 -59
2,4 0,022 4 -49
2,5 0,017 5 -39
2,6 0,013 6 -32
2,7 0,010 4 -25
2,8 0,007 9 -19
2,9 0,006 0 -16
3,0 0,004 4 -1
3,1 0,003 3 -9
3,2 0,002 4 -7
33 0,001 7 -5
3,4 0,001 2 -3
3,5 0,000 9 -3
3,6 0,000 6 —2
3,7 0,000 4 -1
3,8 0,000 3 -1
3,9 0,000 2
4,0 0,000 135
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7 ¢ Probabilités 7.1 Probabilités

et statistiques

TABLE 3 : LOI DE POISSON
k
m

Prob (4) = e_mE

k

Probabilités individuelles Pr (k) = ¢ " k!
m=01 m=02 m=03 m=04 m=05 m=06 m=0,7 m=0,8 m=0,9
0 09048 0,8187 0,7408 0,6703 06065 05488 0,4966 0,4493 0,406 6
1 0,0905 0,1637 0,2222 0,2681 03033 03293 10,3476 0,3595 0,365 9

2 0,0045 0,0164 0,0333 0,0536 0,0758 0,0988 0,1217 0,1438 0,1647
3 0,0002 0,0011 0,0033 0,0072 0,0126 0,0198 00294 0,0383 0,0494
4 0,000 1 0,0003 0,0007 0,0016 00030 0,000 00077 0,0111
5 0,0001 0,0002 0,0004 0,0007 00012 0,0020
6 0,0001 0,0002  0,0003
mk
« Probabilités individuelles Pr (k) = e_mﬁ

m=10 m=15 m=20 m=25 m=30 m=35 m=40 m=45 m=5,0
0 0,3679 0,2231 0,1353 0,0821 0,0498 0,0302 0,0183 0,0111 0,006 7
1 0,3679 0,3347 02707 0,2052 0,1494 0,1057 0,0733 0,050 0 0,0337

2 0,1839 0,2510 0,2707 10,2565 0,2240 0,1850 0,1465 0,1125 0,084 2
B 0,0613 0,1255 0,1804 10,2138 0,2240 0,2158 0,1954 0,168 7 0,140 4
4 0,0153 0,0471 0,0902 0,1336 0,1680 0,1888 0,1954 0,1898 0,1755
5 0,0031 0,0141 00361 00668 0,1008 0,1322 0,1563 0,1708 0,1755
6 0,0005 0,0035 0,0120 0,0278 0,0504 0,0771 0,1042 0,128 1 0,146 2
7 0,0001 0,0008 0,0034 0,0099 0,0216 0,0385 0,0595 0,0824 0,104 4
8 0,0001 0,0009 0,0031 0,0081 0,0169 0,0298 0,0463 0,065 3
9 0,0002 0,0009 0,0027 0,0066 0,0132 0,0232 0,036 3
10 0,0002 0,0008 0,0023 0,003 0,0104 0,018 1
11 0,0002 0,0007 0,0019 0,0043 0,008 2
12 0,0001 0,0002 0,0006 0,0016 0,003 4
13 0,0001 0,0002 0,0006 0,001 3
14 0,0001 0,0002 0,000 5
15 0,000 1 0,000 2
16 0,000 1
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7 * Probabilités

et statistiques

7.1 Probabilités

TABLE 3 : LOI DE POISSON (suite)

20

21

22

23

24

m=5,5
0,004 1
0,022 5
0,0618
0,133
0,155 8
0,1714
0,157 1
0,123 4
0,084 9
0,051 9
0,028 5
0,014 3
0,006 5
0,002 8
0,001 1
0,000 4

0,000 1

m=6,0
0,002 5
0,014 9
0,044 6
0,089 2
0,133 9
0,160 6
0,160 6
0,137 7
0,103 3
0,068 8
0,041 3
0,022 5
0,0113
0,005 2
0,002 2
0,000 9
0,000 3

0,000 1

mk

Probabilités individuelles Pr (k) = e k!

m=6,5
0,001 5
0,009 8
0,0318
0,068 8
0,111 8
0,145 4
0,157 5
0,146 2
0,118 8
0,085 8
0,055 8
0,033 0
0,017 9
0,008 9
0,004 1
0,001 8
0,000 7
0,000 3

0,000 1

m=17,0
0,000 9
0,006 4
0,022 3
0,052 1
0,091 2
0,127 7
0,149 0
0,149 0
0,130 4
0,101 4
0,071 0
0,045 2
0,026 4
0,014 2
0,007 1
0,003 3
0,001 4
0,000 6
0,000 2

0,000 1

m=17,5
0,000 6
0,004 1
0,015 6
0,038 9
0,072 9
0,109 4
0,136 7
0,146 5
0,137 3
0,1144
0,085 8
0,058 5
0,036 6
0,021 1
0,0113
0,005 7
0,002 6
0,001 2
0,000 5
0,000 2

0,000 1

m=28,0
0,000 3
0,002 7
0,0107
0,028 6
0,057 3
0,091 6
0,122 1
0,139 6
0,139 6
0,124 1
0,099 3
0,072 2
0,048 1
0,029 6
0,016 9
0,009 0
0,004 5
0,002 1
0,000 9
0,000 4
0,000 2

0,000 1

m=28,5
0,000 2
0,001 7
0,007 4
0,020 8
0,044 3
0,075 2
0,106 6
0,129 4
0,137 5
0,129 9
0,110 4
0,085 3
0,060 4
0,039 5
0,024 0
0,013 6
0,007 2
0,003 6
0,001 7
0,000 8
0,000 3
0,000 1

0,0001

m=9,0
0,000 1
0,001 1
0,005 0
0,015 0
0,0337
0,060 7
0,091 1
0,117 1
0,1318
0,1318
0,118 6
0,097 0
0,072 8
0,050 4
0,032 4
0,019 4
0,0109
0,005 8
0,002 9
0,001 4
0,000 6
0,000 3

0,000 1

m=9,5
0,000 1
0,000 7
0,003 4
0,010 7
0,025 4
0,048 3
0,076 4
0,103 7
0,123 2
0,130 0
0,123 5
0,106 7
0,084 4
0,061 7
0,041 9
0,026 5
0,015 7
0,008 8
0,004 6
0,002 3
0,001 1
0,000 5
0,000 2

0,000 1
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7 ¢ Probabilités 7.1 Probabilités

et statistiques

TABLE 3 : LOI DE POISSON (suite)

m=10 m=11 m=12 m=13 m=14 m=15 m=16 m=17 m=18

0,0005 0,0002 0,000 1

0,0023 0,0010 0,0004 0,0002 0,0001

0,0076 00037 0,0018 00008 0,0004 0,0002 0,00071

0,0189 0,0102 0,003 0,0027 0,0013 0,0007 0,0003 0,0002 0,000 1
00378 00224 0,0127 0,0070 0,0037 0,0019 0,0010 0,0005 0,0002
00631 00411 00255 0,0152 10,0087 0,0048 0,0026 0,0014 0,0007
00901 00646 00437 00281 00174 0,0104 00060 0,0034 0,0019
0,1126 00888 0,0655 00457 0,0304 0,0194 00120 0,0072 0,004 2
9 0,1251 0,1085 0,0874 00661 0,0473 0,0324 0,0213 0,0135 0,008 3
10 0,1251 0,1194 0,1048 0,0859 0,0663 0,0486 10,0341 0,0230 0,0150
11 0,1137 0,1194 10,1144 10,1015 10,0844 0,0663 0,0496 00356 0,0245
12 00948 0,1094 0,1144 10,1099 10,0984 0,0829 00661 0,0504 0,0368
13 0,0729 00926 0,056 0,1099 10,1060 0,0956 10,0814 0,0658 0,0509
14 00521 0,0728 0,005 0,1021 10,1060 0,1024 10,0930 10,0700 0,0655
15 00347 00534 00724 0,0885 0,0989 0,1024 10,0992 10,0906 0,0786
16 00217 00367 0,0543 0,0719 0,086 009%0 00992 0,093 0,0884
17 00128 10,0237 0,0383 0,0550 0,0713 0,0847 0,0934 10,0963 0,0936
18 0,0071 0,0145 0,0255 10,0397 10,0554 0,0706 0,0830 0,0909 0,0936
19 00037 00084 00161 00272 00409 0,058 00699 10,0814 0,0887
20 00019 00046 00097 00177 00286 00418 00559 00692 0,0798

0 N O U A WN =S O X

21 0,0009 0,0024 0,005 0,0109 00191 0,0299 10,0426 00560 0,068 4
22 0,0004 0,0012 0,0030 00065 00121 0,0204 0,0310 10,0433 0,0560
23 0,0002 0,0006 0,0016 00037 00074 00133 00216 00320 0,0438
24 0,0001 0,0003 0,0008 00020 00043 0,0083 00144 0,0227 0,0329

25 0,0001 0,0004 0,0010 0,0024 0,000 0,002 0,0154 10,0237
26 0,0002 0,0005 0,0013 0,0029 00057 00101 10,0164
27 0,0001 0,0002 0,0007 0,0016 0,0034 0,0063 0,0109
28 0,0001 0,0003 0,0009 0,0019 0,0039 0,0070
29 0,0002 10,0004 10,0010 0,0023 0,0044
30 0,0001 10,0002 0,0006 0,0013 0,0026
31 0,0001 0,0003 0,0007 0,0015
32 0,0001 0,0001 0,0004 0,0009
33 0,0001 0,0002 0,0005
34 0,000 1 0,000 2
35 0,000 1
36 0,000 1

292



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

7 ¢ Probabilités 7.2 Eléments de statistiques
et statistiques

7.2 Eléments de statistiques
On rappelle que les fonctions I" et B sont définies par les relations :

T(x) :I ;rw el dt et B(x,y) = f ;rw 71— e

7.2.1 Quelques lois de probabilités utiles en statistiques
W La loi du 2

Cette loi est caractérisée par un paramétre k€ N appelé degré de liberté.
Soient X] «, X}, k v.a.r. indépendantes de méme loi normale A (0,1) (loi
normale centrée et réduite). Alors, la va.r. X = X{" + -+ + X} suit une loi du

%% 2 kdegrés de liberté.

Nom de la loi x2(k), avec k e N*

(1/2)k/2 k/2-1_—x/2

Densité de la v.a.r. X fx(t) = mx S IT
Espérance k
Variance 2k
Fonction caractéristique ox(®) =(1- 2it)"‘/2

M La loi de Student

Soit Z, une v.a.r. suivant une loi normale centrée et réduite. Soit U, une v.a.r.

Z
indépendante de Z suivant une loi du y2(#). Alors, la v.a.r. T = suit
P X JUTk

une loi de Student 3 k degrés de liberté.

Nom de la loi Student a k d.d.l, avec k e N*
1 TUk+1)/2)(, £ =
Densité de la v.a.r. X o =L L& 1)) ) 2
A0 Jkr T(k/2) (1 * k)
Espérance 0si k> 1 et non définie sik =1
Variance +oosik<2et é sinon
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M La loi de Fisher-Snédécor

. . . Uy/d
Une v.a.r. Xsuit la loi de Fisher-Snédécor lorsque X = 1/ L avec Uy et Uy
2042
deux va.r. indépendantes suivant une loi du % respectivement 2 4, et d,
degrés de liberté.
Nom de la loi Fischer-Snédécor F(d;, ds), avec (d;, d) € (N*)?
( d1X d1/2( ~ d»IX d,/2
I x|t dix+d dix+d :
ensité de la v.a.r. x(t) = XB(d:/2,dy/2) [0, oo
2 % gidy>2
Espérance 33 sidy >
2
20%(d, +dr-2)
Variance e R

dy(dy—2)%(dy—4)

— Soit U, une v.a.r. suivant la loi normale réduite N (0,1) et Z, une v.a.r.

indépendante de U suivant une loi du x? a # degrés de liberté. Alors, la

var T = % suit une loi de Student 4 £ degrés de liberté.

— Si Xest une v.a.r. suivant une loi de Student 4 £ degrés de liberté, alors X 2
suit une loi de Fisher-Snédécor de degrés de liberté &) =1 et d, = k.

7.2.2 Caractéristiques des échantillons

On considere une série statistique, mise sous la forme d’un tableau du type :

Observations X1 Xk
Effectifs N nge  savecxe R
Fréquences f1 fx

On pose N =7 +---+n;, (effectif total). On rappelle que la fréquence de la
valeur x;est f; = n—A', .
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7 ¢ Probabilités 7.2 Eléments de statistiques

et statistiques

B Caractéristiques de tendance centrale

Il est en général nécessaire dans le tableau précédent de classer les observa-

tions par ordre croissant.

— Moyenne d'une série statistique : W= fix) + -+ fix.

— Quartiles d'une série statistique : le premier et le troisieme quartiles sont les
valeurs telles que, respectivement 25 % et 75 % des observations sont au-
dessous d’eux, 75 % et 25 % se situent au-dessus.

— Déciles d'une série statistique : le premier et le neuvietme décile laissent
respectivement 10 % et 90 % des observations au-dessous d’eux, 90 % et
10 % au-dessus d’eux.

— Médiane d’une série statistique : la médiane est le deuxieme quartile. Cest
une valeur qui laisse 50 % des observations au-dessous et 50 % au-dessus.
Voici une fagon (non unique) de la calculer : si le nombre d’observations
N est impair, la médiane est la valeur de I'observation qui se trouve au rang
(N +1)/2. Si N est pair, la médiane se trouve au milieu de l'intervalle

[en/2: %N /241]
M Caractéristiques de dispersion

— Etendue d’une série statistique : écart entre la plus grande et la plus petite

valeur de la série.

Vﬂ?‘lzﬂ?’lfe d'une 5erze :mtzstzque s ot = [l W il — )=

Sixt 4ot fug -

— Ecart-type d’une série statzstzque cest O (la racine carrée de la variance).

— Ecart absolu moyen d uneserze:tdtzxtzque e=fi |x1 i+t fp |x/€ ul.

— Ecart interquartile d'une série statistique : C'est I'écart entre le troisiéme et le
premier quartile de la série.

7.2.3 L'estimation statistique

MR BN N . . . . *

On considere un parametre 6 dont on souhaite obtenir une estimation ”. Le
probleme se ramene a déterminer une fonction des observations

* . . . .
0 = f(x1,---, x3), aussi proche que possible du paramétre 8. On associe aux
k observations £ v.a.r. Xj, -+, X;. On dit alors qu'une v.a.r. 7} dépendant de
Xy, -+, X}, constitue un estimateur de 0 si c’est une fonction qui fait corres-

1 k
pondre A une suite d’observations issues du modéle une valeur 8" appelée
estimation.
Si, pour tout 7, F(7:) =0, 'estimateur est dit « sans biais ».

7
Lestimateur 7} est dit convergent s'il converge en probabilité vers 0, soit :
k

lim P(|7, —0|>¢€)=0, Ve>0.
k—>c0
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W Définition
Intervalle de confiance de I'estimation de 0, au seuil de probabilité o €]0,1[

(proche de 1).
Clest un intervalle du type [0" —¢&;, 8" —¢,], ot €& et €, sont choisis tels
que :

PO—-T, €lg;, e,))=1—-0.

B Estimation d'une moyenne

On considere une population de moyenne L inconnue et un nombre d’obser-
vations k grand. Xj, -, X}, sont k v.a.r. associées aux observations. On

suppose quelles possedent des moments d’ordres 1 et 2, de méme loi de
probabilité.

. . 2
— Si la variance G~ est connue.

. .. , ¢ 1
Un estimateur sans biais de la moyenne est donné par ' = (X + -+ X)),

Intervalle de confiance de la moyenne au seuil de probabilité o, lorsque k est

’

* o * (9
grand : |1 o2 e Wt o2

ol #yy, est lu dans la table de la loi normale centrée réduite (voir les tables

de lois, en fin de chapitre) de sorte que P(U [> #y,)) =0, avec U, une v.a.r.

de loi M (0, 1).

_ Si la variance 6~ mest pas connue.

On clalcule de prime abord un estimateur sans biais de la moyenne
*

w = 7@()(1 ++ X)),

k-1

. .. 2 2 1 #\2 #\2
Un estimateur sans biais de 6° est 6% = —— (xl - ) ot (x/e -u ) .
Intervalle de confiance de la moyenne au seuil de probabilité o, lorsque k est

>

* G* * (5*
grand : |l —fa/zﬁ, u +tw2ﬁ

ol #y5 est lu dans la table de la loi de Student & £ —1 degrés de liberté (voir
les tables de lois, en fin de chapitre) de sorte que P(|S[>7g;) =0, avec S,
une v.a.r. suivant une loi de Student de parametre #—1.
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B Estimation d'une variance

On c?lcule de prime abord un estimateur sans biais de la moyenne
u*=Z(X1+---+X,e).

On désigne par 52 la variance de cette série statistique, Cest-a-dire
2= =k Gy =)

Un estimateur sans biais de la variance est donné par
o= pgl(w s (|

b—1 1 k .

Intervalle de conﬁzmte de la variance au seuil de pmlml?ilz'té o, lorsque k est

2 2
ns ns

207
X X2 5 y
k—1 degrés de liberté, telles que ]P’(X € [Xl ,Xz]) =1-o.

grand : [ , ol X12 et X% sont lus dans la table de la loi du X2 a

7.2.4 Larégression linéaire

On considere deux grandeurs statistiques X et ¥ Parfois, il apparait que ces
grandeurs semblent lides par une relation affine, du type V= aX + 4. La
régression linéaire consiste a4 déterminer une estimation des valeurs z et bet
quantifier la validité de cette relation grice au coefficient de corrélation
linéaire.

A partir de mesures des variables statistiques X et ¥ on peut placer sur un
graphe les points M;(x;,y;). On appelle ce type de graphe un nuage de
points. Si les points M; paraissent alignés, on peut alors tenter une régression
linéaire, c’est-a-dire chercher la droite (D) dont 'équation est y = ax + b et
qui passe au plus pres des points M, selon la méthode des moindres carrés.
Cette méthode consiste a rendre minimale la somme des carrés des écarts des
points 2 la droite, autrement dit, on cherche z et 4 tels que la quantité :

d* =(y —ax) —b)* +---+ (yp —ax;, — b)*
soit rendue minimale.

M Notations

— Moyenne empirique des X : x= %(xl +otxy).
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— Moyenne empirique des Y : ;zé(yl oot ).

1 —\2 —\2
— Variance empirique des x : Var(x)=— (xl—x) +~~~+(xk—x) )=
1 B n
—(x12+---+x'42,)—x2.
n

— Eazrt—lypf empirique des x : 6,.= | Var(x).

— Variance empirique des y : Var()/)zl(()/l—;)2+---+(yk—;)2)=
1/ 2 2\ —2 ?
;(}’1 +"'+}’k)_}’ :

— Ecart-type empirique des y : 0, = Var(y) .
1

— Covariance empirique des x et y :  cov(x,y)=-((x —;)(yl —;)+-~+

(5 =) (pp = D)= 4Gy +-+ xpp) =5
Bl Caractérisation de la droite de régression d'équation y = ax + b
cov(x,y)

Var(x)

— Cocfficient directeur : a =

Ordonnée & lorigine : b=y —ax.
Notons que cette droite passe par le point moyen G(x, y).
Coefficient de corrélation linéaire. La valeur absolue de ce coefficient est infé-
rieure 2 1. En général, on considere que I'ajustement affine est valide lorsque
la valeur absolue de ce coefficient est supérieure & +/3/2 . Il est défini par :
_ cov(x,y)

6,0,

M Intervalle de confiance d'une observation

Une droite de régression peut étre utilisée pour prédire lordonnée y;,, ; d'un
(k+ 1)° point du nuage.

Estimateur sans biais de observation : y* p1=aXp +0b.
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k-1
Intervalle de confiance de l'observation au seuil de probabilité o, lorsque k est
grand :

2
_ —\2 2
Estimateur sans biais de la variance : 6* = L=2 ((Yl - )’) e (Y/e _}’) ) :

* £l * *
[J’ b1~ 120 By ) pi1 H 1020 B]

—\2
, (xk+1 X )
— onaposé f= [1+— — —
k (xl—x) +---+(x/e—x)
— 1yo est lu dans la table de la loi de Student & £ — 2 degrés de liberté (voir

les tables de lois, en fin de chapitre) de sorte que IP’(|S | > th) =0, avec S,
une v.a.r. suivant une loi de Student de parametre £— 2.
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TABLE 4

LOi du Xz 0 x? +

m 2 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010 0,001
1 0,000 2 0,001 0 0,0039 0,0158 2,71 3,84 5,02 6,63 10,83
2 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21 13,82
3 0,12 0,22 035 0,58 625 7,81 935 11,34 16,27
4 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,49 11,14 13,28 18,47
5 0,55 0,83 1,15 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09 20,52
6 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 14,45 16,81 22,46
7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,47 24,32
8 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,53 20,09 26,13
9 2,09 2,70 3,33 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67 27,88
10 2,56 3,25 3,94 4,87 15,99 18,31 20,48 23,21 29,59
1 3,05 3,82 4,57 5,58 17,27 19,67 21,92 24,72 31,26
12 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,22 32,91
13 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69 34,53
14 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,12 29,14 36,12
15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,49 30,58 37,70
16 5,81 6,91 7,96 9,31 2354 2630 2884 3200 3925
17 6,41 7,56 8,67 10,08 24,77 27,59 30,19 33,41 40,79
18 7,01 8,23 9,39 10,86 25,99 28,87 31,53 34,80 42,31
19 7,63 8,91 10,12 11,65 27,20 30,14 32,85 36,19 43,82
20 8,26 9,59 10,85 12,44 28,41 31,41 34,17 37,57 45,32
21 8,90 10,28 11,59 13,24 29,61 32,67 35,48 38,93 46,80
22 9,54 10,98 12,34 14,04 30,81 33,92 36,78 40,29 48,27

23 10,20 11,69 13,09 14,85 32,01 35,17 38,08 41,64 49,73
24 10,86 12,40 13,85 15,66 33,20 36,41 39,37 42,98 51,18
25 11,52 13,12 14,61 16,47 3438 37,65 40,65 44,31 52,62
26 12,20 13,84 15,38 17,29 3556 38,88 41,92 45,64 54,05
27 12,88 14,57 16,15 18,11 36,74 40,11 43,19 46,96 55,48
28 13,57 15,31 16,93 18,94 3792 41,34 44,46 48,28 56,89
29 14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,59 58,30
30 14,95 16,79 18,49 20,60 40,26 43,77 46,98 50,89 59,70
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7.2 Eléments de statistiques

TABLE 5 : LOI DE STUDENT

y 09 08 070 060 050 040 030 020 0,0 0,05 0,02 0,01 0,001
m

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

40
80
120

0,158
0,142
0,137
0,134
0,132
0,131
0,130
0,130
0,129
0,129

0,129
0,128
0,128
0,128
0,128
0,128
0,128
0,127
0,127
0,127

0,127
0,127
0,127
0,127
0,127
0,127
0,127
0,127
0,127
0,127

0,126
0,126
0,126
0,126

0,325
0,289
0,277
0,271
0,267
0,265
0,263
0,262
0,261
0,260

0,260
0,259
0,259
0,258
0,258
0,258
0,257
0,257
0,257
0,257

0,257
0,256
0,256
0,256
0,256
0,256
0,256
0,256
0,256
0,256

0,255
0,254
0,254
0,253

0,510
0,445
0,424
0,414
0,408
0,404
0,402
0,399
0,398
0,397

0,396
0,395
0,394
0,393
0,393
0,392
0,392
0,392
0,391
0,391

0,391
0,390
0,390
0,390
0,390
0,390
0,389
0,389
0,389
0,389

0,388
0,387
0,386
0,385

0,727
0,617
0,584
0,569
0,559
0,553
0,549
0,546
0,543
0,542

0,540
0,539
0,538
0,537
0,536
0,535
0,534
0,534
0,533
0,533

0,532
0,532
0,532
0,531
0,531
0,531
0,531
0,530
0,530
0,530

0,529
0,527
0,526
0,524

1,000
0,816
0,765
0,741
0,727
0,718
0,711
0,706
0,703
0,700

0,697
0,695
0,694
0,692
0,691
0,690
0,689
0,688
0,688
0,687

0,686
0,686
0,685
0,685
0,684
0,684
0,684
0,683
0,683
0,683

0,681
0,679
0,677
0,674

1,376
1,061
0,978
0,941
0,920
0,906
0,896
0,889
0,883
0,879

0,876
0,873
0,870
0,868
0,866
0,865
0,863
0,862
0,861
0,860

0,859
0,858
0,858
0,857
0,856
0,856
0,855
0,855
0,854
0,854

0,851
0,848
0,845
0,842

1,963
1,386
1,250
1,190
1,156
1,134
1,119
1,108
1,100
1,093

1,088
1,083
1,079
1,076
1,074
1,071
1,069
1,067
1,066
1,064

1,063
1,061
1,060
1,059
1,058
1,058
1,057
1,056
1,055
1,055

1,050
1,046
1,041
1,036

3,078
1,886
1,638
1,533
1,476
1,440
1,415
1,397
1,383
1,372

1,363
1,356
1,350
1,345
1,314
1,337
1,333
1,330
1,328
1,325

1,323
1,321
1,319
1,318
1,316
1,315
1,314
1,313
1,311
1,310

1,303
1,296
1,289
1,282

6,314
2,920
2,353
2,131
2,015
1,943
1,895
1,860
1,833
1,812

1,796
1,782
1,771
1,761
1,753
1,746
1,740
1,734
1,729
1,725

1,721
1,717
1,714
1,711
1,708
1,706
1,703
1,701
1,699
1,697

1,684
1,671
1,658
1,645

12,706
4,303
3,182
2,776
2,571
2,447
2,365
2,306
2,262
2,228

2,201
2,179
2,160
2,145
2,131
2,120
2,110
2,101
2,093
2,086

2,080
2,074
2,069
2,064
2,060
2,056
2,052
2,048
2,045
2,042

2,021
2,000
1,980
1,960

31,821
6,965
4,541
3,747
3,365
3,143
2,998
2,896
2,821
2,764

2,718
2,681
2,650
2,624
2,602
2,583
2,567
2,552
2,539
2,528

2,518
2,508
2,500
2,492
2,485
2,479
2,473
2,467
2,462
2,457

2,423
2,390
2,358
2,326

63,657
9,925
5,841
4,604
4,032
3,707
3,499
3,355
3,250
3,169

3,106
3,055
3,012
2,977
2,947
2,921
2,898
2,878
2,861
2,845

2,831
2,819
2,807
2,797
2,787
2,779
2,771
2,763
2,756
2,750

2,704
2,660
2,617
2,576

636,619
31,598
12,929
8,610
6,869
5,959
5,408
5,041
4,781
4,587

4,437
4,318
4,221
4,140
4,073
4,015
3,965
3,922
3,883
3,850

3,819
3,792
3,767
3,745
3,725
3,707
3,690
3,674
3,659
3,646

3,551
3,460
23878
3,291
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TABLE 6 : LOI DE SNEDECOR

my=1 my=2 my=3 my=4 my=5
M2 P=0,05 P=0,01 P=0,05 P=0,01 P=0,05 P=0,01 P=0,05 P=0,01 P=0,05 P=0,01
1 161,4 4052 1995 4999 2157 5403 2246 5625 230,22 5764
2 1851 9849 19,00 99,00 19,16 99,17 19,25 99,25 19,30 99,30
3 10,13 34,12 9,55 30,81 9,28 29,46 9,12 28,71 9,01 28,24
4 7,71 21,20 6,94 18,00 6,59 16,69 6,39 15,98 6,26 15,52
5 6,61 16,26 5.79 13,27 541 12,06 5,19 11,39 5,05 10,97
6 5,99 13,74 514 10,91 4,76 9,78 4,53 9,15 4,39 8,75
7 5,59 12,25 4,74 9,55 4,35 8,45 4,12 7,85 3,97 7,45
8 5.32 11,26 4,46 8,65 4,07 7,59 3,84 7,01 3,69 6,63
9 512 10,56 4,26 8,02 3,86 6,99 3,63 6,42 3,48 6,06
10 4,9 10,04 4,10 7,56 3,71 6,55 3,48 5,99 3,33 5,64

11 4,84 9,65 3,98 7,20 3,59 6,22 3,36 5,67 3,20 5,32
12 475 9,33 3,88 6,93 3,49 5,95 3,26 5,41 3,11 5,06
13 4,67 9,07 3,80 6,70 3.41 574 3,18 5,20 3,02 4,86
14 4,60 8,86 3,74 6,51 3,34 5,56 3,11 5,03 2,96 4,69
15 4,54 8,68 3,68 6,36 3,29 5,42 3,06 4,89 2,90 4,56
16 4,49 8,53 3,63 6,23 3,24 5,29 3,01 4,77 2,85 4,44
17 4,45 8,40 3,59 6,11 3,20 518 2,96 4,67 2,81 4,34
18 44 8,28 3,55 6,01 3,16 5,09 2,93 4,58 2,77 4,25
19 438 8,18 3,52 5,93 3,13 5,01 2,90 4,50 2,74 4,17
20 435 8,10 3,49 5,85 3,10 4,94 2,87 4,43 2,71 4,10

21 4,32 8,02 3,47 5,78 3,07 4,87 2,84 4,37 2,68 4,04
22 4,30 7,94 3,44 5,72 3,05 4,82 2,82 4,31 2,66 3,99
23 4,28 7,88 3,42 5,66 3,03 4,76 2,80 4,26 2,64 3,94
24 4,26 7,82 3,40 5,61 3,01 4,72 2,78 4,22 2,62 3,90
25 4,24 7,77 3,38 5,57 2,99 4,68 2,76 4,18 2,60 3,86
26 4,22 7,72 3,37 5,53 2,98 4,64 2,74 4,14 2,59 3,82
27 4,21 7,68 3,35 5,49 2,96 4,60 203 4,11 2,57 3,78
28 4,20 7,64 3,34 5,45 2,95 4,57 2,71 4,07 2,56 3,75
29 4,18 7,60 3,33 5,42 2,93 4,54 2,70 4,04 2,54 3,73
30 4,17 7,56 3,32 5,39 2,92 4,51 2,69 4,02 2,53 3,70
40 4,08 7,31 3,23 5,18 2,84 4,31 2,61 3,83 2,45 3,51
60 4,00 7,08 3,15 4,98 2,76 4,13 2,52 3,65 2,37 3,34
120 3,92 6,85 3,07 4,79 2,68 3,95 2,45 3,48 2,29 3,17
oo 3,84 6,64 2,99 4,60 2,60 3,78 2,37 3,32 2,21 3,02
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TABLE 6 : LOI DE SNEDECOR (suite)

\ooa\lc\m.bww—xé

=
o

12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
40
60
120

m;=6 my=8 mqy =12 my =24
P=0,05 P=0,01 P=0,05 P=0,01 P=0,05 P=0,01 P=0,05 P=0,01 P=0,05 P=0,01
2340 5859 2389 5981 2439 6106 2490 6234
19,33 99,33 19,37 9936 19,41 99,42 19,45 19,56
8,94 27,91 8,84 27,49 8,74 27,05 8,64 26,60
6,16 15,21 6,04 14,80 5,91 14,37 5,77 13,93
4,95 10,67 4,82 10,27 4,68 9,89 4,53 9,47
4,28 8,47 4,15 8,10 4,00 7,72 3,84 7,31
3,87 7,19 3,73 6,84 3,57 6,47 3,41 6,07
3,58 6,37 3,44 6,03 3,28 5,67 3,12 5,28
3,37 5,80 3,23 5.47 3,07 511 2,90 4,73
3,22 5,39 3,07 5,06 2,91 4,71 2,74 4,33
3,09 5,07 2,95 4,74 2,79 4,40 2,61 4,02
3,00 4,82 2,85 4,50 2,69 4,16 2,50 3,78
2,92 4,62 2,77 4,30 2,60 3,96 2,42 3,59
2,85 4,46 2,70 4,14 2,53 3,80 2,35 3,43
2,79 4,32 2,64 4,00 2,48 3,67 2,29 3,29
2,74 4,20 2,59 3,89 2,42 3,55 2,24 3,18
2,70 4,10 2,55 3,79 2,38 3,45 2,19 3,08
2,66 4,01 2,51 3,71 2,34 3,37 2,15 3,00
2,63 3,94 2,48 3,63 2,31 3,30 2,11 2,92
2,60 3,87 2,45 3,56 2,28 3,22 2,08 2,86
2,57 3,81 2,42 3,51 2,25 3,17 2,05 2,80
2,55 3,76 2,40 3,45 2,23 3,12 2,03 2,75
2,53 3,71 2,38 3,41 2,20 3,07 2,00 2,70
2,51 3,67 2,36 3,36 2,18 3,03 1,98 2,66
2,49 3,63 2,34 3,32 2,16 2,99 1,96 2,62
2,47 3,59 2,32 3,29 2,15 2,96 1,95 2,58
2,46 3,56 2,30 3,26 2,13 2,93 1,93 2,55
2,44 3,53 2,29 3,23 2,12 2,90 1,91 2,52
2,43 3,50 2,28 3,20 2,10 2,87 1,90 2,49
2,42 3,47 2,27 3,17 2,09 2,86 1,89 2,47
2,34 3,29 2,18 2,99 2,00 2,66 1,79 2,29
2,25 3,12 2,10 2,82 1,92 2,50 1,70 2,12
2,17 2,96 2,01 2,66 1,83 2,34 1,61 1,95
2,09 2,80 1,94 2,51 1,75 2,18 1,52 1,79

my=oc

254,3
19,50
8,53
5,63
4,36
3,67
3,23
2,93
2,71
2,54

2,40
2,30
2,21
2,13
2,07
2,01
1,96
1,92
1,88
1,84

1,81
1,78
1,76
1,73
1,71
1,69
1,67
1,65
1,64
1,62
1,51
1,39
1,25
1,00

6366
99,50
26,12
13,46
9,02
6,88
5,65
4,86
4,31
3,91

3,60
3,36
3,16
3,00
2,87
2,75
2,65
2,57
2,49
2,42

2,36
2,31
2,26
2,21
2,17
2,13
2,10
2,06
2,03
2,01
1,80
1,60
1,38
1,00
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INDEX ALPHABETIQUE

0-méthodes, 124

A

Accroissements finis (formule des), 71
Adams-Bashforth (méthode de), 126
Aire du triangle, 224
Alembert (regles de), 53
Alembert (théoreme de), 29
Angle

de 2 vecteurs, 208

de deux directions, 224

de deux droites, 227

de deux plans, 255
Anneau, 2

d’intégrité, 2

unitaire, 2
Apollonius (théoreme de), 243, 248
Apotheéme, 221
Application convexe, 130
Arccosinus, 33
Arccotangente, 34
Arcsinus, 33
Arctangente, 34
Aréte de rebroussement, 264
Argument (d’'un nombre complexe), 40
Arrangements, 12
Associativité, 2
Asymptotes, 229, 232

Axe focal, 242
Axe radical de 2 cercles, 238

Barycentre, 197
Bayes (formule de), 276
Bernoulli
(équation de), 116
(lot de), 279
(Nombres de), 57
Bessel (fonction de), 95, 121, 148, 170,
180, 190
Beta [B] (fonction de), 143, 293
Bezout (théoreme de), 4
BFGS (algorithme de), 137
Bienaymé-Tchebychev (inégalité de), 284
Binéme (formule du), 13
Binormale, 260
Birapport, 213
Bissectrices de deux droites, 227
Boole (algebre de), 10
Borel (théoréme de), 169, 186
Boule
fermée, 72
ouverte, 72

Cauchy
(loi de), 282
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Index alphabétique

(regles de), 53

(théoreme de), 97
Cayley-Hamilton (théoreme de), 28
Central limite (théoreme), 284
Centre de courbure, 233
Centre radical, 238
Cercle

de Monge, 244, 245

des neuf points, 215

orthoptique, 244, 245, 248

osculateurs, 244
Céva (théoreme de), 214
Changement de variables, 76, 113
Chasles (identité de), 195
Christoffel (symboles de), 211
Clairaut (équation de), 117
Classe C, 74
Cocyclicité (critere de), 213
Coefficient de corrélation linéaire, 298
Combinaisons, 12
Commutativité, 2
Complexes (Nombres), 40
Composée de fonctions, 68
Concavité, 229, 236
Cone directeur, 264
Conique, 235, 240
Coniques dégénérées, 240
Continuité, 73
Contraintes qualifiées, 132
Coplanarité (critere de), 256
Corps, 2

commutatif, 3
Cosinus, 32

hyperbolique, 36

intégral, 141, 177
Cotangente, 33
Courbes gauches, 259
Courbure, 260
Covariance, 298
Cramer (regle de), 23

Croissance comparée, 38

D

Déciles d’une série statistique, 295
Delambre (formules de), 48
Densité d’une v.a.r., 280
Dérivée

d’un vecteur, 201

normale, 203

partielle, 73
Déterminants, 20, 21

antisymétrique, 22

de Van der Monde, 22
Développée, 243, 250
Développement limité a 'ordre 1, 67
DEFP (algorithme de), 136
Diagonalisation de matrices, 28
Différentiabilité, 73

absolue, 211
Différentielle, 67
Dirac

(fonction de), 171

(mesure de), 277
Directrices, 244, 248, 250
Distance

d’un point 4 un plan, 255

d’un point 2 une droite, 227

de deux points, 223
Distributivité, 2
Divergence, 203
Duhamel (regles de), 54

E

Ecart absolu moyen d’une série
statistique, 295

Ecart interquartile d’une série statistique,
295

Ecart-type, 278, 281

_ d’une série statistique, 295

Echantillons, 294

Elément neutre, 2

Elément symétrique, 2

Ellipse, 240

Ellipsoide, 267




Index alphabétique

Elliptique (fonction), 146
Equation

différentielle, 115

du 1" degré, 15

du 2 degré, 15

du 3¢ degré, 17

du 4° degré, 19

focale, 244, 249, 250

homogene, 115

implicite, 232

intégrale, 126

paramétrique, 238

polaire, 245

réciproque, 15
Equiprobabilité, 275
Espérance, 278, 281
Estimateur sans biais, 296, 297
Ftendue d’une série statistique, 295
Euler

(constante de), 178

(équation de), 129

(méthode de), 124

(Nombres de), 58
Eulérienne (fonction), 143, 177, 179
Evénement, 275

certain, 275

élémentaire, 275

impossible, 275

incompatibles, 275
Excentricité, 242, 251
Exponentielle, 35

Fermé, 73, 130
Fisher-Snédécor (loi de), 294
Fonction

0,179

caractéristique d’une v.a.r., 278, 281

d’erreur, 143

de répartition, 277, 280

dérivée, 67

erreur, 172

implicite, 71

indicatrice, 278

inverse, 68

puissance, 36

unité, 171

I" incomplete, 176

{ de Riemann, 60
Fonctions usuelles, 69
Formes

indéterminées, 39

trigonométrique et exponentielle, 40
Fourier

(coefficients de), 61

(transformation de), 186
Foyers, 244, 248, 250
Fractions rationnelles, 83, 86
Frenet (formules de), 261, 262
Fresnel (intégrales de), 93, 141

G

Gamma [I'] (fonction de), 90, 144, 293
Gauss (méthode de), 109
Gauss-Tchebycheff (méthode de), 111
Gerschgorin (disques de), 27
Goldstein (méthode de), 134
Gradient (formule du), 206
Gradient, 202
Green (formule de), 206
Groupe, 2

abélien, 2

H

Hamiltonien, 204
Hankel
(fonction H de), 152
(transformation de), 191
(transformées de), 193
Hospital (regle de), 39
Hyperbole, 240
d’Apollonius, 247, 250
équilatere, 37, 249
Hyperbolique (fonction), 36
Hyperboloide
a deux nappes, 268
A une nappe, 269
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Index alphabétique

Hypergéométrique (fonction), 121, 147,
177

Indicatrice sphérique, 260
Inflexions, 229, 236
Intégrale
curviligne, 75
de Riemann, 75
de Fresnel, 93, 141
de Wallis, 91, 146
doubles, 111
elliptiques, 107
triples, 112
Intégration par parties, 76
Interpolation parabolique (méthode de),
133
Intersection d’une droite et d’un plan,
256
Intervalle de confiance, 296, 297

K

Kelvin (fonction de), 156
Kronecker (symbole de), 165

L

Lagrange (équation de), 117
Laplace
(méthode de), 90
(transformation de), 96, 121, 127,
167
Laplace Gauss (loi de), 287
Laplacien, 204
Legendre-Gauss (méthode de), 110
Leibniz (formule de), 71
Lieu géométrique, 237
Limites, 38
Logarithme
de base 4, 35
népérien, 35
Loi
binomiale, 279, 285
centrée réduite d’une v.a.r., 284

de probabilité, 277

du 2, 293, 300

exponentielle, 282

faible des grands nombres, 284
forte des grands nombres, 284
gaussienne, 282

géométrique, 279

normale réduite, 287
uniforme, 282

M

Markov (inégalité de), 283
Matrice, 20, 23

adjointe, 26

antisymétrique, 31

compagnon, 30

conjuguée, 26

hessienne, 132

identité, 24

inverse, 25

stochastique, 31

symétrique, 30

transposée, 25
Médiane d’une série statistique, 295
Mellin (transformation de), 96, 188
Mellin-Fourier (formule de), 186
Ménélaus (théoreme de), 214
Meéthode

de gradient, 134

de moindre carré, 297

de projection, 137

de rectangle, 108

de trapeze, 108

du gradient conjugué, 135

du point milieu, 108

du trapeze corrigée, 109

des résidus, 90
Module d’'un nombre complexe, 40
Moivre (formule de), 41, 52
Moment

d’ordre p d’'une v.a.r,, 278, 281

d'un vecteur par rapport & un axe, 198

d'un vecteur par rapport A un point,

198

relatif de deux vecteurs, 199




Index alphabétique

Moyenne
d’une série statistique, 295
empirique, 297
N

Nabla (opérateur), 204

Négation, 10

Néper (formules de), 48

Newton (méthode de), 136

Nombre dérivé, 67

Normale, 229, 232, 236, 243, 247, 250,
267,271

Norme, 72
d’un vecteur, 208

Numération binaire, 7

(o]

Olinde Rodrigues (formule de), 158
Ombilics, 268, 271

Optimisation, 130

Ostrogradsky (théoreme de), 205
Ouvert, 73

P

Parabole, 240, 249
Paraboloide

elliptique, 270

hyperbolique, 272
Parseval (théoreme de), 186
Permutations, 11
Perpendiculaire commune 4 deux

droites, 257
Plan

bissecteur, 255

cyclique, 271

normal, 259

osculateur, 260

tangent, 267, 271
Point

multiple, 232

ordinaire, 232

singulier essentiel, 98

stationnaire, 231
doubles, 231

Poisson (loi de), 279, 290
Polak-Ribiére (méthode de), 136
Pole 98
Péle multiple, 99
Polyn6émes
d’interpolation de Lagrange, 165
de Gegenbauer, 121
de Jacobi, 121
de Laguerre, 121, 164
de Legendre, 121, 157
de Tchebycheff, 121, 161
d'Hermite, 121, 160
Poncelet (théoreme de), 245
Primitives, 77
Probabilité, 275
conditionnelle, 276
de l'union, 276
Produit
logique, 10
mixte, 196
scalaire, 195, 207
vectoriel, 196
infinis, 65
Progressions arithmétiques, 4
Progressions géométriques, 4
Ptolémée (théoreme de), 221
Puissance d’un point par rapport
a un cercle, 237

Q

Quadratiques (formes), 31
Quadrique, 266

Quantificateurs, 1

Quartiles d’une série statistique, 295
Quasi-Newton (méthodes de), 136

R

Rayon de courbure, 233, 251, 261
Rayon de torsion, 261

Régression linéaire, 297

Résidus (théoréme des), 98

Reste de la somme d'une série, 55
Ricci (théoréeme de), 212
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Riemann A une courbe, 228
(intégrale de), 75 hyperbolique, 36
(regles de), 53 Taylor (formule de), 54, 202
Rotationnel, 203 Tenseur, 209
(formule du), 206 fondamental, 211
Runge-Kutta (méthodes de), 125 métrique, 208
s Torseur, 199
Torsion, 260
Sarrus (regle de), 20 Trace, 28
Section dorée (méthode de la), 133 Transformation
Séries, 52 de Fourier, 186
alternées, 54 de Hankel, 191, 193
de Bertrand, 54 de Laplace, 96, 121, 127, 167
de Fourier, 60 de Mellin, 96, 188
de Laurent, 97 Triangle de pascal, 14
de Neumann, 30 Trigonalisation de matrices, 29
entieres, 55 Trigonométrie, 42

géométrique, 59

harmonique, 59 hyperbolique, 49

sphérique, 46

Simpson
(méthode de), 109 u
) (droite de), 215 Univers, 275
Sinus, 32 . Uzawa (algorithme de), 138
hyperbolique, 36
intégral, 141, 177 v
Snedecor (loi de), 302 Var.
Somme iscre
de deux v.a.r. indépendantes, 284 ﬂizc;;;séfztzs, 283
quique, 10 Valeurs propres, 26
Sphere de monge, 268 Variable aléatoire réelle, 276

Stewart (théoreme de), 214
Stirling (formule de), 65, 145
Stokes (formule de), 206

Variance, 278, 281, 295
Variations (calcul des), 128

Student (loi de), 293, 301 Vecteur
Surface normal, 233
de niveau, 202 propre, 22733
de révolution, 265 tangent, .
A Volterra (équation de), 127
développable, 264 A
Systémes Volume d’un tétraedre, 224
différentiels, 122 w
linéaires, 20, 22 Lo
Heatres Wallis (intégrales de), 91, 146
T ‘Weber-Hermite (fonction de), 159
Tangente, 33, 230, 232, 236, 238, 239, Wolfe (méthode de), 134
242,247,250, 259 Wronskien, 122
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