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Préface

Paul Erd6s aimait parler du Grand Livre, dans lequel Dieu inscrit les preuves
parfaites des théoremes mathématiques, suivant ainsi la remarque de Hardy :
il n’y a pas de lieu permanent pour les mathématiques laides. Erd6s disait
aussi que 1’on n’a pas besoin de croire en Dieu, mais qu’en tant que ma-
thématicien, on doit croire au Grand Livre. Il y a quelques années, nous lui
avions suggéré d’écrire une premiere (et tres modeste) ébauche du Grand
Livre. L’idée I’enthousiasma et, comme a son habitude, il se mit immédia-
tement au travail, remplissant des pages et des pages de suggestions. Notre
livre devait paraitre en mars 1998 comme cadeau pour le 85¢ anniversaire
d’Erd6s. Malheureusement, la mort de Paul durant 1’été€ 1996 n’a pas per-
mis qu’il en soit I’'un des co-auteurs. Ce livre est dédi€ a sa mémoire.

Nous n’avons pas de définition ni de caractérisation de ce qui constitue une
preuve du Grand Livre : nous ne faisons qu’offrir les exemples que nous
avons sélectionnés, en espérant que nos lecteurs partageront notre enthou-
siasme pour des idées brillantes, des points de vue ingénieux et de magni-
fiques observations. Nous espérons aussi que nos lecteurs ne nous tiendront
pas rigueur des imperfections de notre exposé. La sélection est essentielle-
ment due a Paul Erd6s lui-méme. 11 a suggéré un grand nombre de sujets,
plusieurs preuves lui reviennent directement, d’autres ont été amorcées par
la bonne question ou la bonne conjecture qu’il a su proposer. On peut donc
considérer que, dans une grande mesure, cet ouvrage reflete le point de vue
de Paul Erdés a propos de ce qui devrait étre considéré comme une preuve — “Le Grand Livre”
du Grand Livre.

Nous avons limité notre sélection de sujets de sorte que le livre tout en-
tier soit accessible aux lecteurs dont les connaissances mathématiques se
restreignent a un premier cycle universitaire. Un peu d’algebre linéaire,
quelques notions fondamentales d’analyse et de théorie des nombres, et
une bonne maitrise des concepts élémentaire de mathématiques discreétes
devraient suffire pour comprendre ce livre dans son intégralité et en tirer
profit.

Nous sommes extrémement reconnaissants envers certaines personnes qui
nous ont aidés et soutenus dans ce projet ; on compte notamment parmi elles
les étudiants d’un séminaire pendant lequel nous avons discuté d’une ver-
sion préliminaire de I’ouvrage. Merci a Benno Artmann, Stephan Brandt,
Stefan Felsner, Eli Goodman, Torsten Heldmann et Hans Mielke. Nous re-
mercions également Margrit Barrett, Christian Bressler, Ewgenij Gawrilow,
Michael Joswig, Elke Pose et Jorg Rambau pour leur aide technique dans
la composition de ce livre. Nous devons beaucoup a Tom Trotter qui a lu le
manuscrit de la premiere a la derniere page, a Karl H. Hofmann pour ses
magnifiques illustrations, et surtout au grand Paul Erdés.

Berlin, Mars 1998 Martin Aigner - Giinter M. Ziegler



Préface de la deuxieme édition

La premiere édition de ce livre a été trés bien accueillie. Nous avons re¢u un
nombre inhabituel de lettres contenant des commentaires et des corrections,
quelques raccourcis, d’intéressantes suggestions de preuves différentes et
de nouveaux sujets a traiter. Bien que nous essayions de répertorier des
preuves parfaites, notre exposé ne 1’est pas.

La seconde édition nous donne 1’occasion de présenter une nouvelle version
de notre livre : il contient trois chapitres supplémentaires, des modifications
substantielles, de nouvelles preuves, ainsi que des améliorations mineures
suggérées par nos lecteurs. Le chapitre consacré au “probleme des treize
spheres” a été supprimé. La démonstration reposait sur des détails que nous
ne pouvions pas rédiger de maniere succincte et élégante.

Merci a tous les lecteurs qui nous ont écrit et aidés ; parmi eux, Stephan
Brandt, Christian Elsholtz, Jirgen Elstroth, Daniel Grieser, Roger Heath-
Brown, Lee L. Keener, Christian Lebceuf, Hanfried Lenz, Nicolas Puech,
John Scholes, Bernulf Weillbach et beaucoup d’autres. Merci encore pour
leur aide et leur soutien a Ruth Allewelt et Karl-Friedrich Koch de Springer
Heidelberg, a Christoph Eyrich et Torsten Heldmann de Berlin, et a Karl H.
Hofmann pour les nouvelles superbes illustrations.

Berlin, Septembre 2000 Martin Aigner - Giinter M. Ziegler

Préface de la troisieme édition

Lors de la préparation de la premiere édition, nous n’aurions jamais 0sé
réver d’un tel succes : le livre a été traduit dans plusieurs langues et nous
avons re¢u de nombreux courriers de lecteurs enthousiastes avec des sug-
gestions d’améliorations et des propositions pour développer de nouveaux
themes si nombreuses qu’elles pourraient nous occuper pendant plusieurs
années.

Ainsi, cette troisieme édition comporte deux nouveaux chapitres (sur les
partitions d’entiers d’Euler et sur les manieres de mélanger un jeu de cartes),
le regroupement de trois démonstrations pour le calcul de la série d’Euler
au sein d’un chapitre a part entiere. Il présente aussi de nombreuses amé-
liorations comme le procédé de Calkin-Wilf-Newman pour “énumérer les
rationnels”.

Nous remercions tous ceux qui ont soutenu ce projet pendant les cinq der-
nieres années et dont les indications ont permis les améliorations que 1’on
trouve dans cette nouvelle édition. Plus particulierement, merci a David Be-
van, Anders Bjorner, Dietrich Braess, John Cosgrave, Hubert Kalf, Giinter
Pickert, Alistair Sinclair et Herb Wilf.

Berlin, Juin 2003 Martin Aigner - Giinter M. Ziegler



Préface de la deuxieme édition
francaise

Compte tenu du succes rencontré par I’ouvrage anglais, et afin de le mettre
a la portée de tous, nous avons souhaité qu’il soit traduit en frangais. Nous
sommes heureux qu’une nouvelle édition rende accessible au lectorat fran-
cais les améliorations de la plus récente édition anglaise.

Cette édition frangaise correspond a la troisieéme édition anglaise (et corrige
méme certaines coquilles ou erreurs subsistant dans celle-ci). Ces modifi-
cations font de cet ouvrage la version la plus a jour de ce texte a la date de
publication.

Nous sommes trés reconnaissants aux traducteurs” pour le travail qu’ils ont
effectué. Nous souhaitons remercier particulierement Nicolas Puech pour
ses suggestions, pour la rigueur qu’il a apportée a la traduction de certains
passages et pour le considérable travail de mise en page accompli afin que
puisse étre réalisé 1I’ouvrage francais dans sa forme actuelle.

Berlin, Février 2006 Martin Aigner - Giinter M. Ziegler

“Nicolas Puech remercie Laurent Decreusefond, Mohamed Koubaa, Christian Lebceuf,
Philippe Martins, Alain Maruani, Bruno Petazzoni et Giinter Ziegler pour leur aide dans la
mise au point des éditions successives de cet ouvrage.
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Six preuves de l'infinité de Chapitre 1
I’ensemble des nhombres premiers

Il est bien naturel de commencer ces notes avec la Preuve probablement la
plus ancienne du Grand Livre, habituellement attribuée a Euclide (Eléments
IX, 20). Elle montre que la suite des nombres premiers est infinie.

M La preuve d’Euclide. Etant donné un ensemble fini {py,...,p.} de
nombres premiers, considérons le nombre n = pips - - - p, + 1. Ce nombre
n a un diviseur premier p. Cependant p n’est pas I’'un des p; sinon p serait
un diviseur de n, du produit p1ps - - - p,, et donc aussi de la différence n —
pip2 . ..pr = 1, ce qui est impossible. Ainsi, un ensemble fini {py, ..., p,}
ne peut constituer la collection de fous les nombres premiers. O

Avant de poursuivre, fixons quelques notations. N = {0,1,2,3,...} est
I’ensemble des entiers naturels, N* = N\ {0} I’ensemble des entiers natu-
relsnonnuls, Z = {...,—2,-1,0,1,2,...} ’ensemble des entiers relatifs
etP={2,3,5,7,...} 'ensemble des nombres premiers.

Dans ce qui suit, nous allons exposer quelques autres démonstrations (choi-
sies parmi bien d’autres) de ce résultat ; nous espérons que le lecteur les ap-
préciera autant que nous. Bien qu’elles utilisent des points de vue différents,
elles utilisent toutes les résultats suivants : les entiers naturels croissent au-
dela de toute borne, et tout entier naturel n > 2 admet un diviseur premier.
Ensemble, ces deux faits contraignent P & étre infini. Les trois preuves sui-
vantes viennent du folklore, la cinquiéme a été proposée par Harry Fiirsten-
berg, et la derniere est attribuée a Paul Erdés.

Les deuxieme et troisieéme preuves utilisent des suites particulieres d’entiers
bien connues.

B Deuxieme preuve. Examinons tout d’abord les nombres de Fermat £ 3
F,=2""4+1oun=0,1,2,... Nous allons montrer que deux nombres de FO B 5
Fermat (distincts) sont premiers entre eux ; en conséquence, il doit y avoir F; - 17

un nombre infini de nombres premiers”. A cet effet, vérifions la formule de F, = 257

récurrence : o1 Fy, = 65537
[[6 = Fo-2 (=1 Fs = 641 x 6700417
k=0 Les premiers nombres de Fermat

a partir de laquelle on déduit immédiatement notre assertion. En effet, si m
est, par exemple, un diviseur de Fy, et F), (k < n) alors m divise 2, et, par
conséquent, m = 1 ou m = 2. Mais m = 2 est impossible puisque tous les
nombres de Fermat sont impairs.

N.d.T. : puisque chaque nombre de Fermat comporte dans sa décomposition en facteurs
premiers au moins un facteur qu’on ne retrouve pas dans la décomposition des autres.
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Le théoréme de Lagrange

Si G est un groupe (multiplicatif)
fini et U un sous-groupe de G, alors
|U| divise |G|.

B Preuve. Considérons la relation
binaire :

a~b:i<e= ba teU

On déduit des axiomes de groupe
que ~ est une relation d’équiva-
lence. La classe d’équivalence qui
contient I’élément a est exactement
la classe :

Ua={za:z €U}

Puisque  I'on a  clairement
|[Ua| = |U|, on en déduit que
G se décompose en classes d’équi-
valence ayant toutes le méme
cardinal |U]|, et que, par conséquent,

|U| divise |G]|. O

Dans le cas particulier ou U
est un sous-groupe cyclique
{a,a®,...,a™}, on trouve que m
(le plus petit entier positif tel que
a™ = 1, appelé [’ordre de a) divise
le cardinal |G| du groupe.

1 2 n n+1

Escalier au dessus de la fonction

Pour montrer la formule, nous faisons un raisonnement par récurrence sur
n. Pour n = 1, nous avons Fjy = 3 et F; — 2 = 3. Nous constatons ensuite
que :

n n—1
[17 = ( I1 Fk>Fn — (F, —2)F, =
k=0 k=0
on+1

=¥ -nER¥+1) =2 -1=F,,-2 O
M Troisieme preuve. Supposons que P soit fini et que p soit le plus grand
nombre premier. Considérons le nombre de Mersenne 2P — 1 et montrons
que tout facteur premier g de 2P — 1 est plus grand que p, ce qui implique
la conclusion désirée. Soit ¢ un nombre premier qui divise 27 — 1. Nous
avons donc 2”7 = 1 (mod ¢). Puisque p est un nombre premier, cela signifie
que I’élément 2 est d’ordre p dans le groupe multiplicatif Z,\{0} du corps
Z4. Ce groupe a ¢ — 1 éléments. Grace au théoreme de Lagrange (voir
encadré), nous savons que ’ordre de chaque élément divise le cardinal du
groupe, c’est-a-dire que p | ¢ — 1, et par conséquent p < q. |

Penchons-nous maintenant sur une preuve qui utilise I’analyse.

B Quatriéme preuve. Soit 7(x) := #{p < z : p € P} le cardinal de
I’ensemble des nombres premiers qui sont inférieurs ou égaux au nombre
réel 2. Enumérons les nombres premiers P = {py, p2, ps3, . ..} dans I'ordre
croissant. Considérons le logarithme naturel In z, défini par Inz = | IL %dt.

Comparons maintenant 1aire qui se trouve sous le graphe de f(t) = % avec

une fonction en escalier qui se trouve au dessus (voir aussi 1’appendice en
page 11 a propos de cette méthode). Sin < z < n + 1 nous avons :

1 < 1+ L + ! + + ! + !
n -4+ —+ =
o= 273 n—1"n
L. s .
< — ou la somme s’étend a tous les m € N* qui n’ont
m

que des diviseurs premiers p < x.

Puisque chaque m s’écrit de maniere unique comme un produit de la forme

1 p"». nous voyons que la derniére somme est égale 2 :
p<w

1
()
peP k>0
p<z

La somme qui se trouve a I’intérieur est une série géométrique de raison %,
et par conséquent :

1 P 2
Inz < Hl_l: A

-1 -1
peP P pep P pe1 Pk
p<z p<z
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11 est maintenant clair que py, > k + 1, donc :

1 1 k+1
Pk =1+ §1+,:i
pr—1 pr—1 k k

et par suite :

7(z)
k+1
Inz < klill% = 7(z)+1

Tout le monde sait que Inz n’est pas borné. On en conclut que 7(z) est
également non borné, et qu’il existe une infinité de nombres premiers. [J

B Cinquieme Preuve. Apres ’analyse, la topologie ! Considérons la cu-
rieuse topologie définie de la maniére suivante sur I’ensemble Z des entiers.
Pour a,b € Z, b > 0, posons :

Noyp={a+nb:nelZ}

Chaque ensemble N, ; est une progression arithmétique infinie des deux
cotés. Nous disons qu’un ensemble O C Z est ouvert si O est vide, ou si
pour chaque a € O il existe b > 0 tel que N, C O. Il est clair qu’une
réunion d’ensembles ouverts est encore un ouvert. Si O, Oy sont ouverts,
etque a € Oy N0y vérifie Ny p, € O et Ngp, € Oz, alorsa € Ny pyp, C
O;1 N Os. 11 en résulte que toute intersection finie d’ensembles ouverts est
encore ouverte. Cette famille d’ouverts induit donc une véritable topologie
sur Z.

Notons les deux résultats suivants :

(A) Tout ensemble ouvert non vide est infini.

(B) Tout ensemble N, ; est fermé.

Le premier résultat est une conséquence de la définition. Pour le deuxieme,
on observe que :

b—1
Nap = Z\|J Natip
=1

ce qui prouve que N, 3 est le complémentaire d’un ensemble ouvert et qu’il
est donc fermé.

Jusqu’a présent, les nombres premiers n’interviennent pas, mais ils arrivent
ici. Puisque tout nombre n # 1,—1 a un diviseur premier p, et qu’il est
donc contenu dans Ny ,,, nous pouvons affirmer que :

Z\{1,-1} = U No.p “Jeter des galets, indéfiniment”
peP

Toutefois, si IP était fini, Up P Ny, serait une réunion finie d’ensembles fer-
més (d’apres le résultat (B)), et serait donc fermé. Par conséquent, {1, —1}
serait un ensemble ouvert, ce qui contredit le résultat (A). O

M Sixieme Preuve. Cette derniére preuve représente un pas en avant consi-
dérable car elle démontre non seulement qu’il y a une infinité de nombres
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premiers, mais aussi que la série ZPGP ]% diverge. La premiere preuve de
ce résultat important a ét€ donnée par Euler (elle est intéressante en elle-
méme), mais la preuve donnée ici, inventée par Erdds, est d’une irrésistible
beauté.

Soit p1, po ... la suite des nombres premiers écrite dans 1’ordre crois-
P1,P2,P3,

sant. Supposons que ZpEIP’ % converge. Il doit donc y avoir un entier naturel

k tel que Zi2k+l p% < % Appelons pi, ..., py les petits nombres pre-
miers, et Pi+1,Pr+2,-- . les grands nombres premiers. Si N est un entier
naturel arbitraire, nous avons donc :

Eﬁ<% M

iski1 Pi

Soit Nj, le nombre d’entiers positifs n < N divisibles par un grand nombre
premier au moins, et Ny le nombre d’entiers positifs n < N qui n’ont que
des petits diviseurs premiers. Nous allons montrer que pour un N conve-
nable :

Ny+ Ny < N

ce qui aboutira a la contradiction souhaitée, puisque par définition N, + N
devrait &tre égal a V.

Pour estimer Ny, notons que Lpﬂj dénombre les entiers positifs n < N qui

sont des multiples de p;. Par cofiséquent, d’apres (1) on obtient :

D Dl A I @

i 2
i>k+1 DPi

Examinons maintenant N,. Ecrivons chaque n < N n’ayant que des petits
diviseurs premiers sous la forme n = anbfl, ou a,, est le facteur sans carré.
Chaque a,, est ainsi un produit de petits nombres premiers différents. On en
déduit qu’il y a exactement 2% facteurs sans carré différents. Par ailleurs,
comme b, < v/n < /N, ilyaauplus /N facteurs différents qui sont des
carrés . Ainsi :

N, < 28N

Puisque 1’on a établi I'inégalité (2) pour tout N, il reste a déterminer un

nombre N tel que 28V N < &, c’est-d-dire 281 < /N, N = 22h+2
convient. O
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Le postulat de Bertrand

Nous avons vu que la suite des nombres premiers 2,3,5,7,... est infi-
nie. Pour nous convaincre que la distance séparant deux nombres premiers
consécutifs n’est pas bornée, considérons le produit N := 2.3.5.--- .p de
tous les nombres premiers inférieurs a k + 2. Remarquons qu’aucun des &
nombres :

N+2N+3,N+4,....N+kN+(k+1)

n’est premier, puisque pour 2 < ¢ < k + 1 nous savons que ¢ a un facteur
premier plus petit que k + 2, que ce facteur divise également N, et donc
aussi N +1. Par ce biais, nous trouvons, par exemple pour £ = 10 qu’aucun
des dix nombres :

2312,2313,2314,...,2321

n’est premier.

La distance séparant deux nombres premiers consécutifs peut également
étre majorée. Il existe une borne célebre qui se définit comme suit : “I’écart
entre un nombre premier et le nombre premier suivant ne peut pas étre
supérieur au nombre duquel on est parti”. Ce principe est connu sous le nom
du postulat de Bertrand, puisqu’il a été supposé et vérifié empiriquement
pour n < 3000 000 par Joseph Bertrand. I a été€ démontré pour la premiere
fois pour tout n par Pafnuty Chebyshev en 1850. Une preuve plus simple
a été fournie par le génie indien Ramanujan. Notre Preuve du Grand Livre
est due a Paul Erdds : elle est extraite du premier article publié par Erdss,
paru en 1932 alors qu’il avait 19 ans.

Le postulat de Bertrand
Pour tout n > 1, il existe un nombre premier p tel que n < p < 2n.

B Preuve. Nous allons estimer 1’ordre de grandeur du coefficient binomial
(2:) de fagon suffisamment précise pour nous assurer que, s’il n’admettait
aucun facteur premier dans ’ensemble {n + 1,...,2n}, il serait “trop pe-

tit”. Notre argumentation se décompose en cinq étapes.

(1) Nous montrons d’abord le postulat de Bertrand pour n < 4000. Pour
cela, on n’a pas besoin de vérifier 4000 cas. Il suffit (le procédé est connu
sous le nom d’*“astuce de Landau”) de vérifier que :

2,3,5,7,13,23,43, 83,163, 317,631, 1259, 2503, 4001

Chapitre 2

Joseph Bertrand

Beweis eines Satzes von Tschebyschef

Voo P, Eands ke Budapest,

Fir den zoend von Tscuewvscwer bewlesenen Sate, laut
dessen es awischen eier naturlichen Zahl und ihrer zweilachen
sets wenigstens ¢ine Primzahl gibd, ligen in der Literatur mehrere
Beweise vor. Als einfachsien kann man ohne Zweilel den Bewels
von Ramasupan®) hereichnen, lin selnem Werk  Vinfesrgen  iiter
Lahlentheorte (Leipzig, 1927), Band 1, S. 66—63 gite Herr Lascoau
clnen besonders elnfachen Beweis for einen Satz uber die Anzahl
der Primzahlen unter giner gegebenen Ornonee, nos welchém un-
mittelbar folgt, dab Hir cin peelgnetes ¢ zwischen einer natlrlichen
Fahd und (hrer gefachen siels eine Primcabl liegl. Fibr e angen-
bikckiichen Zwecken des Herrn Lasvay kommt es nbcht aof die
numerische Bestimmung der Im Bewels aultretenden Konstanten
an; man Oberzeugt sich aber durch eine numerische Verlolgung
des Bewebscs feicht, dall ¢ jedenfalls grofer als 2 awstdilt

In den folgenden Zeilen werde fch arigen, daB man dirch
gine Verschilrfuny der dem Lasoas n Beweis sugrunde |
den 1deen zu elnem Bewels des oben erwahnten TSCHEWY: 2
schen Satzes gelangen kann, der — wie mir tcheint — an Ein-
lachkeil micht hinter dem Ramastjasschen Beweis stehl. Uriechische
Ruchstaben sollen fin Folgenden durchwegs positive, labeinische
Bocliatuben natdrliche Zahblen bezeichnen; die Bezeichnung p ist
far Primzahlen vorbehalsen

V. Der BinpminikocHizient

Tl A Rewksian, A B
dizy Mathematical Sacien
SHINIYATA RAMAKUZAN (Cambeiige.

& Postulate, fouraaf of the fan
1182~ Collcted Papers of

L’article publié par Erd6s en 1932
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Notes manuscrites d’Erdés

Le théoreme de Legendre

Le nombre n! contient le facteur pre-
mier p exactement

>
fois.

B Preuve. Il y a exactement L%j
termes parmi les facteurs de n! =
1.23.---
p, et qui fournissent L%J p-facteurs.

.n qui sont divisibles par

IIya \_p%J termes parmi les fac-
teurs de n! qui sont divisibles par p?,
et qui fournissent les LP%J facteurs
premiers p suivants de n!, efc. O

est une suite de nombres premiers tels que chacun d’entre eux est plus petit
que le double du précédent. Par conséquent, chaque intervalle {y : n <
y < 2n} tel que n < 4000, contient un de ces 14 nombres premiers.

(2) Nous montrons ensuite que :

Hp S 4m71

p<z

pour tout réel x > 2 (1

ol notre notation — ici et dans ce qui suit — signifie que le produit s’étend
a tous les nombres premiers p < x. Pour cela, nous utilisons une démons-
tration par récurrence sur le cardinal de ces nombres premiers. Elle n’est
pas tirée de 1’article original d’Erdés, mais elle est encore due a Erdds (voir
en marge). C’est réellement une Preuve du Grand Livre. Nous notons tout
d’abord que si g est le plus grand nombre premier tel que g < z, alors :

Hp:Hp et

p<z p<q

4q71 S 4171

11 suffit donc de vérifier (1) lorsque z = ¢ est un nombre premier. Pour
q = 2 on obtient 2 < 4, et I’on continue ensuite avec les nombres premiers
impairs ¢ = 2m+ 1. Pour ces nombres, on sépare le produit en deux parties
et calculons :

e I»

H p < 4771<2m+]‘> < 4m22m _ 42m
p<2m+1 p<m+1

m

m+1<p<2m+1

Tous les éléments de cette ligne de calcul sont faciles a vérifier. En effet :
I » <

p<m+1

se montre par récurrence.
L’inégalité :
2m +1
[ovs(
m
m+1<p<2m+1

c . ! .
est une conséquence du fait que (2"7’:1) = % est un entier, et que

les nombres premiers que nous considérons sont tous des facteurs du nu-
mérateur (2m + 1)! mais pas du dénominateur m!(m + 1)!. Enfin, on a :

<2m + 1) S 22m
m

2m + 1 ot 2m + 1
m m+1

sont deux termes (égaux !) qui apparaissent dans la somme :

2mz+1 (2m, + 1) — 92m+1
L =

k=0

puisque :
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(3) Nous déduisons du théoreme de Legendre (voir encadré) que (27:7) =
(2n)!
nin!

contient le facteur premier p exactement :

> ()2 5)

fois. Ici, chaque terme de la somme est au plus égal a 1, puisqu’il vérifie :

2n n 2n n
EIRF IR S RO

et qu’il est entier. En outre, les termes de la somme disparaissent des que
k
Pt > 2n.

Ainsi, (277) contient p exactement :

ZQ%’:J 72{1%D < max{r: p’ < 2n}

E>1

: ¢ : S e (27 oo

fois. Par conséquent, la plus grande puissance de p qui divise ( :) n’est pas
supérieure a 2n. En particulier, les nombres premiers p > +/2n apparaissent
au plus une fois dans la factorisation de (*").

En outre — et d’apres Erdss, c’est le point clé€ de sa preuve — les nombres
premiers p qui vérifient %n < p < nne divisent pas (2:) .Eneffet, 3p > 2n
implique (pour . > 3, et par conséquent p > 3) que p et 2p sont les seuls
multiples de p qui apparaissent comme facteurs du numérateur de (3!77"2!!,
alors qu’il y a deux p-facteurs au dénominateur.

(4) Nous sommes désormais préts pour estimer (2:) Sin > 3, en utilisant

une estimation de la page 12 pour la borne inférieure, nous obtenons :

%S(ZS)S I I » -  II »

p<V2n \/2n<p§%n n<p<2n
Ainsi, puisqu’il n’y a pas plus de v/2n nombres premiers p < v/2n,

i < (2n)1+‘/ﬂ. H p . H D pour n>3 (2)
\/%<p§%n n<p<2n

(5) Supposons maintenant qu’il n’y ait pas de nombre premier p tel que
n < p < 2n. Le deuxiéme produit dans (2) vaut donc 1. En substituant (1)
dans (2), nous obtenons :

477, S (Zn)l+\/ﬂ4%n
ou :

45" < (2n)'HVRn (3)

Des exemples comme :

(39) =2°.5%.7.17.19.23

(3%) = 2°.3°.5%.17.19.23

(39) =2*.3%.5.17.19.23.29

illustrent le fait que de “tout petits” fac-
teurs premiers p < v/2n peuvent appa-
raitre avec des puissances €levées dans
(%), de “petits” nombres premiers tels
que vV2n < p < %n apparaissent au
plus une fois, alors que des facteurs tels
que %n < p < n n’apparaissent pas du
tout.
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ce qui est faux des que n est suffisamment grand ! En fait, en utilisant la
relation a +1 < 2¢ (que I’on peut montrer par récurrence pour tout a > 2),
nous obtenons :

on = (Yan)® < (| Yan| +1)° <26l ¥21) < o692 (g

Ainsi, si n > 50 (et par conséquent 18 < 2/2n), on déduit de (3) et de (4)
que :

92n < (zn)s(wx/ﬂ) < 29/%(18+18\/ﬂ) < 92092nv2n _ 520(2n)?/2

Cela implique (2n)'/3 < 20, et donc n < 4000. O

On peut déduire bien plus de ce type d’estimations : avec les mémes mé-
thodes , on peut déduire de (2) que :

[T p=2%" si n>4000

n<p<2n
et qu’il y a donc au moins :

1 n

logy, (2357) = — "
082, (277") 30 logyn + 1

nombres premiers dans I’intervalle compris entre n et 2n.

Cette estimation n’est pas si mauvaise : le “vrai” nombre d’entiers pre-
miers contenus dans cet intervalle est grosso modo n/ Inn. C’est une consé-
quence du “théoreme des nombres premiers”, qui dit que la limite :

iy 7P <7 p est premier}
n—00 n/lnn

existe et est égale a 1. Ce résultat célebre a été prouvé pour la premiere fois
par Hadamard et de la Vallée-Poussin en 1896 ; Selberg et Erd6s ont mis
au point une preuve élémentaire (ne faisant intervenir aucun outil d’analyse
complexe, mais la démonstration demeure encore longue et compliquée) en
1948.

En ce qui concerne le théoreme des nombres premiers lui-méme, on peut
encore espérer des progres : par exemple, une preuve de I’hypothese de
Riemann (voir page 48), un des problemes ouverts majeurs en mathéma-
tiques, fournirait également une amélioration substantielle des estimations
du théoréeme des nombres premiers. En ce qui concerne le postulat de Ber-
trand, on peut aussi attendre des améliorations spectaculaires. En fait, le
probléme suivant n’est toujours pas résolu [3, p. 19] :

Y a-t-il toujours un nombre premier entre n? et (n + 1)% ?
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Appendice - Quelques estimations

Comparaison a une intégrale

Il existe une méthode tres simple, mais efficace, pour estimer certaines
sommes au moyen d’intégrales (comme celle déja rencontrée a la page 4).
Pour estimer les nombres harmoniques :

n 1
Hy =+
k=1
nous dessinons la figure qui se trouve dans la marge et déduisons de celle-

Cl:
7L1 71,1
Hy-1=Y - < [ Zdt =1

en comparant I’aire qui se trouve sous le graphe f(t) = % (1<t<n)a
celle des rectangles ombrés, puis :

n—1
1 1 "1
Hy—==Y —> [ Zdt =1
" ;k /1t o 1 2 n

en comparant a 1’aire des grands rectangles (en incluant les parties 1égere-
ment ombrées). Ces deux résultats impliquent que :

1
Inn+—- < H, < Inn + 1
n

En particulier, lim H, — oo, et I’ordre de croissance de H,, est donné
n—0o0

par lim g = = 1. En fait, on connait de bien meilleures estimations (voir
n—oo

[2]), comme :
Ici O (%) désigne une fonction f(n)

1
H, = lnn—l—’y-i—i— 12+%+O(iﬁ) telle que I'on ait f(n) < c-5 ol ¢ est
2n 12n 120n n une constante.

ou vy ~ 0.5772 est la constante d’Euler.

Estimation des factorielles — Formule de Stirling

La méme méthode appliquée a :
n
In(n!) = m2+mn3+...+Inn = Zlnk
k=2

conduit a :
In((n—1)!) < / Intdt < In(n!)
1
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Ici f(n) ~ g(n) signifie que

1 7 21 35 35 21 7

Le triangle de Pascal

ou I'intégrale se calcule facilement :
n n
/ Intdt = [t Int — t} =nlhn—-—n+1
1 1

Ainsi, nous obtenons un minorant de n! :

o n\"m"
n' > enlnn n+1 _ 6(7)
e

et aussi un majorant :

_ ny\"
n! = n(n—1) < pern-nrtl — en(f)
e

On aurait besoin d’une étude plus précise pour obtenir 1’équivalent de n!,
donné par la formule de Stirling :

n
nl ~ V2mn <E>
e

La encore, il existe des résultats plus précis comme :

nl = 27m<2)n 1+i+ ! *ﬂJrO L
T e 12n  288n2?  5140n3 n?t

Estimation des coefficients binomiaux

En se fondant sur la définition des coefficients binomiaux selon laquelle
(2) est le nombre de k-parties d’'un n-ensemble, on sait que la suite (3),
(1), - (1) de coefficients binomiaux :

n
e apour somme Y (}) =2",
P L(n) n
. est symétrique : (k) = (n_k)
A partir de I’équation fonctionnelle (}) = ”‘T’”l ("
que, pour tout n, les coefficients binomiaux (Z) forment une suite qui est
symétrique : elle croit vers son milieu, de sorte que les coefficients bino-

miaux du milieu sont les plus grands de la suite :

L= () < () < < (ujag) = (pujr) > > (1) > () =1

La notation | x| (respectivement |z |) désigne le nombre x arrondi a I’entier
inférieur (respectivement supérieur) le plus proche.

) , 1l est facile de voir

A partir des développements asymptotiques de n! mentionnés précédem-
ment, on peut obtenir des estimations tres précises des coefficients bino-
miaux. Cependant, dans la suite, nous n’aurons besoin que d’estimations
assez modestes comme (’kl) < 2" pour tout k, alors que pourn > 2,0ona:

(Ln%J) > 5
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I’égalité ayant lieu seulement si n = 2. En particulier pour n > 1,on a:

2n 4
Z -

n 2n
En effet, (\_nT/L2 j)’ coefficient binomial médian, est le plus grand élément
de la suite (7)), (%), (1), (5):---»(,,”,). dont la somme est 2" et dont la
moyenne est donc 27
Par ailleurs, on peut majorer de maniere élémentaire les coefficients bino-
miaux en écrivant :

(n) nn—1) - (n—k+1) _ n* n*

= < <
k <

k! - k!

ce qui est une estimation raisonnable pour les “petits” coefficients bino-
miaux aux extrémités de la suite, lorsque n est grand (par rapport a k).

Bibliographie

[1] P. ERDOS : Beweis eines Satzes von Tschebyschef, Acta Sci. Math. (Szeged) 5
(1930-32), 194-198.

[2] R. L. GRAHAM, D. E. KNUTH & O. PATASHNIK : Concrete Mathematics.
A Foundation for Computer Science, Addison-Wesley, Reading MA 1989.

[3] G. H. HARDY & E. M. WRIGHT : An Introduction to the Theory of Numbers,
fifth edition, Oxford University Press 1979.



Les coefficients binomiaux Chapitre 3
ne sont (presque) jamais
des puissances

Il existe un épilogue au postulat de Bertrand qui conduit a un beau résultat
sur les coefficients binomiaux. En 1892, Sylvester a amélioré le postulat de
Bertrand de la maniére suivante :

Sin > 2k, alors I’'un au moins des nombres n,n—1,... ,n—k+1

a un diviseur premier p plus grand que k.
Notons que, pour 7 = 2k, nous obtenons précisément le postulat de Ber-
trand. En 1934, Erdds a établi une Preuve du Grand Livre courte et élémen-
taire du résultat de Sylvester, en suivant les grandes lignes de sa démons-
tration du postulat de Bertrand. Voici une maniére équivalente d’énoncer le
théoreme de Sylvester :

Le coefficient binomial
n nn—1)---(n—k+1)
= >
(k) i (n > 2k)

a toujours un facteur premier p > k.

Gardant cette observation a I’ esprit, nous abordons un nouveau bijou d'Erdés.
Quand (}}) est-il égal a une puissance m* ? Il est facile de voir que I'équa-
tion (%) = m? admet une infinité de solutions. En effet, si (%) est un carré,

alors ((2";1)2) en est un également. Pour s’en convaincre, il suffit de poser
n(n — 1) = 2m2. Cela implique que :

(2n—1)*((2n —1)2 = 1) = (2n — 1)%4n(n — 1) = 2(2m(2n — 1))?
et par conséquent :

(*57) = emn-ny2

En commencant avec (g) = 62, nous obtenons une infinité de solutions ;

289)

la suivante est ( 5 ) = 2042. Cependant, cela ne donne pas toutes les so-

lutions. Par exemple, (%

2 50\ __ 2
("%%%) = 11892. Si k = 3, on sait que (%) = m? a pour unique solution () =140
n = 50, m = 140. Mais nous sommes la au bout du chemin. Pour & > 4 et  est la seule solution pour k = 3, { = 2.
pour tout £ > 2, il n’existe aucune solution. C’est ce qu’Erdds a prouvé par

un argument ingénieux.

) = 35% est le début d’une autre série, ainsi que

Théoréme. L'équation () = m*

(>2 et 4<k<n-—4

n’a pas de solution entiere pour
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B Preuve. Remarquons d’abord que 1’on peut supposer n > 2k puisque
(%) = (,”"+)- Supposons que le théoréme soit faux, et que (}) = m’. La
preuve, par I’absurde, se construit autour des quatre points suivants.

(1) Selon le théoreme de Sylvester, il existe un facteur premier p de (Z)
plus grand que k. Par conséquent, p’ divise n(n —1)---(n —k +1). Tl est
clair qu’un seul des facteurs n — ¢ peut étre multiple de p (puisque p > k).

On en déduit que p’ | n — 4, et donc que :

anZ>k€2k2

(2) Considérons un facteur quelconque n — j du numérateur et notons-le
sous la forme n — j = a; mﬁ, ol a; n’est divisible par aucune puissance /-
icme non triviale. Nous remarquons grice a (1) que a; n’a que des diviseurs
premiers inférieurs ou égaux a k. Nous voulons montrer ensuite que a; #*
aj pour ¢ # j. Supposons, au contraire, que a; = a; pour un certain i < j.
Alors m; > mj + let:

k (n—4i)—(n—j) = aj(mf—mf) 2 aj((mj"‘l)l_mg)

>
> ajﬁm?l > E(aﬂn?)ln > n—k+1)Y?
2

(o +1)2 > il

ce qui contredit Iinégalité n > k? établie ci-dessus.

(3) Nous prouvons ensuite que les a; sont les entiers 1, 2, ..., k écrits dans
un certain ordre (ce qui constitue pour ErdSs, le point crucial de la preuve).
Puisque nous savons déja qu’ils sont tous distincts, il suffit de prouver que :

apay - --ap_q1 divise k!
En substituant n — j = a]-m§ dans I’équation () = m", on trouve :
apay - - - ap—1(momy - - mk_l)e = klmt
En simplifiant par les facteurs communs a my - - - mx_1 et m, on obtient :
apay - ap_1ut = kot

avec pged(u, v) = 1. Il reste a montrer que v = 1. Si tel n’était pas le cas,
v contiendrait un diviseur premier p. Puisque pged(u,v) = 1, p doit étre
un diviseur premier de aga; - - - ax—1 et, par conséquent, il est inférieur ou
égal a k. D apres le théoréme de Legendre (voir page 8) nous savons que k!
contient p & la puissance >, [pﬁj Estimons maintenant I’exposant de p
dans n(n —1)---(n — k + 1). Soit ¢ un entier positif, et soient by < by <
... < by les multiples de p’ qui se trouvent parmi n,n —1,...,n —k+ 1.

Alors b, = by + (s — 1)p’ et par conséquent :

(5_1)pi = bs—by < n—-(n—-k+1) = k-1
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ce qui implique :

o
IN

VEIJ“ < L%JH

Donc, pour chaque i, le nombre de multiples de p’ qui se trouvent parmi
n,...,n—k+1, et par conséquent parmi les a;, est borné par Lpij +1.Cela
implique que 1’exposant de p dans apay - - - ap—1 est au plus :

-1

> (L5]+1)

=1

grace au raisonnement que nous avons utilisé pour le théoreme de Legendre
dans le chapitre 2. La seule différence est que, cette fois, la somme s’arréte
a1 = { — 1, puisque les a; ne contiennent pas de puissance (-ieéme.

En considérant ces deux résultats simultanément, nous concluons que 1’ex-
posant de p dans v* est au plus :

-1

Z(L%JH)—ZL%J < -1

i=1 i>1

et nous obtenons la contradiction souhaitée, puisque v* est une puissance
{-ieme.

Cela suffit déja a régler le cas ¢ = 2. En effet, puisque k£ > 4, I’'un des a;

doit étre égal a 4, mais les a; ne contiennent pas de carré. Supposons donc
maintenant que ¢ > 3.

(4) Puisque £ > 4, nous devons avoir a;, = 1, a;, = 2, a;, = 4 pour
certains i1, 73, i3, ¢’ est-a-dire :

n—i; =mi n—iy=2mb n—iy=4mi
Nous affirmons que (n—is)? # (n—i1)(n—i3). Sinon, on pose b = n — iy
etn—iy =b—x,n—iz3=>b+y,ou0 < |z|,|y| < k. Par suite :
V=0-x)b+y) ou (y-a)b=uxy

ol x = y est clairement impossible. Nous avons maintenant grice a la
partie (1) :

lzy] = bly—z| > b > n—k > (k—1)% > |zy

ce qui est absurde.

Nous avons donc m2 # mqyms. Supposons que m2 > myms (I’ autre cas
2 2

étant analogue), et écrivons nos dernieres chaines d’inégalités. Nous obte-

nons :

2k—1n > n?—n—k+1)? > (n—iz)*—(n—i1)(n—iz)
Am3" — (mim3)] > 4l(mimg +1)° = (mims)’]

4bm = tmi!

Y

On constate que notre analyse est en ac-
cord avec (‘20) = 1402, puisque :

50 = 2.52
49 = 1.7°
48 = 3.4?
et5.7.4 = 140.
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Puisque ¢ > 3etn > k' > k* > 6k, cela implique :
20k — Dnmams > 4mimb = L(n—i1)(n —i3)

> Un—k+1)?* > 3(n—%)2 > 2n?

Puisque m; < n'/¢ < n'/3, nous obtenons finalement :
kn?/® > kmims > (k—1mimsz > n

ou k% > n. Avec cette contradiction, la preuve est terminée. (]
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Représentation des nombres Chapitre 4
comme somme de deux carrés

2 2
Quels sont les nombres qui peuvent s’écrire comme somme de deux ; _ iz i (1)2
carrés ? 3= 77
4 =240
Cette question est aussi vieille que la théorie des nombres et sa solutionest 5 = 22 + 12
un classique dans ce domaine. La partie “difficile” de la solution consiste 6 = 77
a vérifier que chaque nombre premier de la forme 4m + 1 est une somme 7
de deux carrés. G. H. Hardy écrit que ce théoréme des deux carrés de Fer- 8
mat “est a juste titre considéré comme 1’un des plus fins de I’arithmétique”. 9

[y
o

Néanmoins, la démonstration développée ci-dessous est relativement ré-
cente.

[
—

Commengons par quelques “échauffements”. En premier lieu, il convient de
distinguer trois classes de nombres : le nombre premier p = 2, les nombres
premiers de la forme p = 4m + 1 et les nombres premiers de la forme
p = 4m + 3. Chaque nombre premier appartient exactement a I’une de ces
trois classes. Sur ce point, nous pouvons noter (en utilisant une méthode
“a la Euclide™) qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme
4m + 3. En fait, s’il y en avait seulement un nombre fini, nous pourrions
considérer py, le plus grand nombre premier de ce type. En posant :

N, = 2235, pp—1

(ou p; = 2, p2 = 3, p3 = 5, ... désigne la suite de tous les nombres Pierre de Fermat
premiers), on trouverait alors que N}, est congru a 3 (mod4). Il devrait

donc avoir un facteur premier de la forme 4m + 3, et ce facteur premier

serait plus grand que pj, ce qui contredit la définition de py. A la fin de

ce chapitre, nous verrons également qu’il existe une infinité¢ de nombres

premiers du type p = 4m + 1.

Notre premier lemme est un cas particulier de la célebre “loi de réciprocité
quadratique” qui caractérise les nombres premiers pour lesquels —1 est un
carré dans le corps Z,, (dont les propriétés sont résumées dans 1’encadré de
la page suivante).

Lemme 1. Pour tout nombre premier p=4m--1, I’équation s> = —1(mod p)
admet deux solutions s € {1,2,...,p—1}, pour p = 2, I’équation admet
une solution, et pour les nombres premiers de la forme p = 4m+ 3, [’équa-
tion n’admet pas de solution.

B Preuve. Pour p = 2, on prend s = 1. Pour p impair, nous construi-
sons la relation d’équivalence sur {1,2,...,p — 1} qui est définie en asso-
ciant chaque élément a son symétrique pour 1’addition et a son symétrique
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Sip = 11, la partition est : {1, 10},
{2,9,6,5},{3,8,4,7}:
sip=13,c’est: {1,12},{2,11,7,6},
{3,10,9, 4}, {5, 8}, la paire {5, 8}
fournissant les deux solutions de

s> = —1mod 13.

N =
AW~ oo
O W N =
— Ok w |
D= O R wlw
LW = O

o O O OO
W N = Ol
= N O N

w N = O
N e =] E
=N W o O

Addition et multiplication dans Zs

pour la multiplication dans Z,,. Ainsi, les classes d’équivalence “générales”
contiendront quatre éléments :

{':C7 -, z7 _I}

puisqu’un ensemble a 4 éléments de ce type contient les deux inverses de

chacun de ses éléments. Cependant, il existe des classes d’équivalence plus

petites lorsque ces quatre nombres ne sont pas distincts :

e 1 = —ux est impossible si p est impair.

e 1 = T est équivalent 2 22 = 1. Cette équation a deux solutions, respec-
tivement x = 1 et x = p — 1, conduisant a une classe d’équivalence
{1,p — 1} de cardinal 2.

e z = —T est équivalent 2 22 = —1. Cette équation peut soit ne pas avoir
de solution, soit avoir deux solutions distinctes : zg, p — z¢ auquel cas la
classe d’équivalence est {z,p — zo}.

L’ensemble {1,2,...,p — 1} contient p — 1 éléments. Nous ’avons par-

titionné en ensembles a 4 éléments (que nous appellerons quadruplets) et

en une ou deux paires. Pour p — 1 = 4m + 2, nous constatons qu’il n’y

a que la paire {1,p — 1}, le reste est composé de quadruplets, et donc

52 = —1(modp) n’a pas de solution. Si p — 1 = 4m, il doit y avoir
une deuxiéme paire, ce sont les deux solutions de s = —1 que nous cher-
chions. a

Corps premiers
Si p est un nombre premier, I’ensemble Z,, = {0,1,...,p — 1} muni
de I’addition et la multiplication “modulo p” est un corps fini. Nous

aurons besoin des propriétés simples suivantes :

o Six € Zp, v # 0, le symétrique pour I’addition (habituellement
noté —x)estp—x € {1,2,...,p—1}. Sip > 2, x et —x sont des
éléments distincts de Zj,.

e Tout v € Z,\{0} a un inverse unique pour la multiplication noté

T € Z,\{0} qui vérifie donc 27 = 1 (mod p).
La définition des nombres premiers implique en effet que 1’appli-
cation Z,\{0} — Z,\{0}, z — xz est injective. Z,\{0} étant
fini, elle est aussi surjective, et donc pour chaque z # 0 il existe
un unique Z # 0 tel que 27 = 1 (mod p).

e Les carrés 02,12,22,. .., h? définissent des éléments distincts de
Zy, pour h = £ ].

En effet, 72 = y2, ou (x + y)(z — y) = 0, implique que = = y ou
que z = —y. Les 1+ | 5| éléments 02,12, ..., h? sont appelés des
carrés dans Zy,.

A ce stade, notons que pour fous les nombres premiers, I’équation 2% +y% =
—1(mod p) a des solutions. En effet, il y a | 5| + 1 carrés distincts de la
forme #2 dans Z,, et | & | + 1 nombres distincts de la forme — (1 +y?). Ces
deux ensembles de nombres sont trop grands pour étre disjoints, puisque
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Z, n’a que p €léments. 11 doit donc exister x et y tels que 2 = —(1 +
y*) (modp).

Lemme 2. Aucun nombre n = 4m + 3 n’est somme de deux carrés.

B Preuve. Le carré de tout nombre pair est (2k)2 = 4k? = 0(mod4),
tandis que les carrés des nombres impairs sont de la forme (2k 4 1)% =
4(k® 4+ k) +1 =1 (mod4). Ainsi, toute somme de deux carrés est congrue
20,1 ou2(mod4). O

11 est évident que les nombres premiers p = 4m + 3 sont “mauvais”. On
poursuit donc en espérant obtenir de “bonnes” propriétés pour les nombres
premiers de la forme p = 4m + 1. Voici le point clé pour parvenir au
théoréme principal.

Proposition. Tout nombre premier de la forme p = 4m + 1 est somme de
deux carrés, ¢’est-a-dire qu’il peut s’écrire sous la forme p = x% 4y avec
z,y € N

Nous allons présenter ici deux preuves de ce résultat, aussi élégantes et
surprenantes 1’une que 1’autre. La premiere preuve combine une applica-
tion saisissante du “principe des tiroirs” (déja utilisé avant le lemme 2 ;
voir aussi le chapitre 22 pour en savoir davantage sur ce principe), et des
congruences. L’idée est due au théoricien des nombres norvégien Axel
Thue.

B Preuve. Considérons les paires d’entiers (z/,y’) telles que 0 < 2/, ¢y’ <
/D. ¢ est-a-dire telles que 2.y’ € {0,1,...,[/pJ}. Mya (|\/p] +1)2
paires de ce type. En utilisant I’estimation [z ] 4+ 1 > z si z = /p, on voit
qu’il y a plus de p paires d’entiers de ce type. Ainsi, pour tout s € Z, il est
impossible que toutes les valeurs ' — sy’ produites par les paires (x/,y")
soient distinctes modulo p. Donc pour chaque s, il existe deux paires dis-

tinctes :
(@), (",y") € {0.1,.... [vp]}?
telles que :
2 —sy = 2" — sy’ (modp)
On peut maintenant considérer des différences. On a 2’ — 2" = s(y’ —

y'") (mod p). Ainsi, en posant :

1

xi=|z' —2" et y:=|y -9

on obtient :

(z,y) € {0, 1,.... [vp]}?

Nous savons aussi que z et y ne peuvent étre nuls tous les deux, parce que
les paires (2/,y') et (z”,y") sont distinctes.

avec x = +sy (modp)

Soit maintenant s une solution de s> = —1 (mod p) (cette solution existe

d’apres le lemme 1). Alors 22 = s%y? = —y? (mod p), et nous avons

Pour p = 3, et I'on

13, lvpl =
est donc amené a considérer x’,y’ €
{0,1,2,3}. Pour s = 5, la somme
2’ — sy’ (mod 13) prend les valeurs sui-

vantes :
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donc mis en évidence un couple (z,y) € Z? tel que 0 < 22 + 32 < 2p
et 22 + y? = 0(modp). Mais p est le seul nombre qui se trouve entre
0 et 2p et qui est divisible par p. Ainsi, 22 + y?> = p ce qui termine la
démonstration. O

Notre deuxieme démonstration de la proposition — il est clair que c’est
aussi une Preuve du Grand Livre — a été découverte par Roger Heath-
Brown en 1971. Elle est parue en 1984. (Une version condensée en “‘une
phrase” a été donnée par Don Zagier). Elle est tellement élémentaire que
nous n’avons méme pas besoin d’utiliser le Lemme 1.

L’argument de Heath-Brown est structuré autour de trois involutions li-
néaires : la premiere completement évidente, une deuxieme cachée, et une
troisieéme triviale qui constitue une sorte de “bouquet final”. La deuxieme
involution, inespérée, repose sur une structure cachée sur I’ensemble des
solutions entieres de I’équation 4xy + 22 = p.

B Preuve. Etudions I’ensemble :
S = {(z,y,2) €Z® 4wy +22=p, x>0, y>0}

Cet ensemble est fini. En effet, z > 1 et y > 1 impliquent que y < I et
x < §.1In’y a donc qu’un nombre fini de valeurs possibles pour z et y. En
outre, étant donnés x et y, il y a au plus deux valeurs possibles pour z.

1. La premiere involution linéaire est définie par :
fZSHS, ($7y72)’—>(y7$772)

elle “échange x et y, et change le signe de 2”. Elle envoie S sur lui-méme,
et c’est une involution : appliquée deux fois, elle donne I’identité. Remar-
quons que f n’a pas de point fixe, puisque z = 0 implique p = 4zy, ce qui
est impossible. D’autre part, f envoie les éléments de

T = {(z,y,2) € S:2z>0}

sur les éléments de S\ T qui satisfont z < 0. Enfin, f inverse les signes de
r — y etde z, et envoie donc les éléments de

U = {(z,y,2)€S:(x—y)+2z>0}

sur les solutions de S\ U. Pour nous en assurer, nous devons nous convaincre
qu’il n’y a pas de solutions telles que (x — y) + z = 0, ce qui est le cas
puisque cela impliquerait : p = 4y + 22 = day + (v — y)? = (z + y)*
Que peut-on conclure de 1’étude de f ? L’observation principale est la sui-
vante : puisque f envoie les ensembles 7" et U sur leurs complémentaires,
elle échange aussi les éléments de T\U avec ceux de U\T. C’est-a-dire
qu’il y a le méme nombre de solutions dans U qui ne sont pas dans 7" que
de solutions dans 7" qui ne sont pas dans U. Donc 1" et U ont le méme
cardinal.
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2. La deuxieme involution que nous étudions est une application définie
sur I’ensemble U :

g:U—U, (z,y,2)— (x—y+2zy,2y—2)

Vérifions d’abord que cette application est bien définie : si (z,y,2) € U,
alorsz —y+2z >0,y > 0etd(x —y+2)y+ (2y — 2)% = 4oy + 22, donc
g(x,y,2) € S.Puisque (x —y+2) —y+ (2y — z) = = > 0, on en conclut
que g(z,y,2) € U.

Par ailleurs, g est bien une involution puisque ¢g(z,y, z) = (x—y+z,y, 2y—
z) estenvoyé par g sur ((z —y +2) —y+ 2y — 2),y,2y — 2y — 2)) =
(z,y,2).

Enfin g a exactement un point fixe :

(xvyaz) = g(%lhz) = (mnyrz,y,nyz)

ne se produit que si y = z. Mais alors, p = 4zy + y? = (4a + )y, ce qui
B . 1 _ p—1

nestlecasquesiy =1 =z, etx = 5.

Comme g est une involution sur U comportant exactement un point fixe, le

cardinal de U est impair.

3. La troisieme involution (triviale) que nous devons étudier est I’applica-
tion définie sur 7" qui échange x et y :

h:T—T, (x,y,2)— (y,2,2)

Il est clair que cette application est bien définie, et que c’est une involution.
Combinons maintenant ce que nous savons des deux autres involutions : le
cardinal de 7" est égal au cardinal de U, qui est impair. h étant une involution
sur un ensemble fini de cardinal impair, elle a un point fixe. 1l existe donc
un point (z,y, z) € T tel que = y, c’est-a-dire une solution de :

p=da® + 22 = (22)% + 2° O

Notons que cette démonstration conduit a un résultat plus précis : le nombre
de représentations de p de la forme p = 2 + (2y)? est impair pour tous
les nombres premiers de la forme p = 4m + 1 (la représentation est en
réalité unique, voir [4]). Notons aussi que les deux preuves ne sont pas
efficaces : essayez de trouver x et y pour un nombre premier a dix chiffres !
Des méthodes efficaces pour trouver de telles représentations en sommes
de deux carrés sont décrites dans [1] et [8].

Le théoreme suivant répond completement a la question posée au début du
chapitre.

Théoréme. Un entier naturel n peut étre représenté comme une somme
de deux carrés si et seulement si chaque facteur premier de la forme p =
4m + 3 apparait avec un exposant pair dans la décomposition en facteurs
premiers de n.

S
Sur un ensemble fini de cardinal impair,

une involution admet au moins un point
fixe.

T




24

Raisonnements divins

H Preuve. On dit qu'un nombre n est représentable s’il est la somme de
deux carrés, c’est-a-dire s’il existe 2,y € N tels que n = z2 + 2. Le
théoreme est une conséquence des cinq résultats suivants.

(1) Les nombres 1 = 12 + 02 et 2 = 12 + 12 sont représentables ; tout
nombre premier de la forme p = 4m + 1 est représentable.

(2) le produit de deux nombres représentables quelconques ny = 3 + y?
et ng = a2 + y2 est représentable puisque niny = (179 + y1y2)? +
(x1y2 — x2y1)2.

(3) Sin estreprésentable, n = x2+y?, nz? est aussi représentable puisque
nz? = (v2)% + (y2)2.

Les résultats (1), (2) et (3) permettent d’établir I’implication directe du

théoreme.

(4) Sip = 4m + 3 est un nombre premier qui divise un nombre représen-
table n = x2 + y2, alors p divise z et y, et donc p? divise n. En effet,
si z # 0(modp), on pourrait trouver T tel que Z = 1 (mod p), et en
multipliant I’équation 22 4 2 = 0 par Z2, on obtiendrait :

1+¢y*z2 =1+ (Ty)? = 0(mod )p

ce qui est impossible pour p = 4m + 3 d’apres le lemme 1.

(5) Si n est représentable et p = 4m + 3 divise n, alors p? divise n, et
n/p? est représentable. Cela se déduit de (4) et ainsi la démonstration est
terminée. O

Comme corollaire de cette démonstration, on obtient qu’il existe une infi-
nité de nombres premiers de la forme p = 4m + 1. En effet, considérons le
nombre :

My, = (3.5.7---py)% + 22

qui est congru a 1 modulo 4. Tous ses facteurs premiers sont supérieurs a
Dk, et, d’apres le résultat (4) de la démonstration précédente, il n’a pas de
facteurs premiers de la forme 4m + 3. Ainsi, M}, a un facteur premier de la
forme 4m + 1 qui est supérieur a py.

Pour terminer, voici deux remarques :

e Si a et b sont deux nombres naturels premiers entre eux, alors il existe
une infinité de nombres premiers de la forme am + b (m € N). C’est
un théoreme célebre (et difficile) de Dirichlet. Plus précisément, on peut
montrer que, pour de grandes valeurs de x, le nombre d’entiers premiers
p < x de la forme p = am + b est approché de maniere assez précise

par (p(la)ﬁ ou ¢(a) désigne le nombre d’entiers b, 1 < b < a, qui
sont premiers avec a (ce résultat constitue un raffinement substantiel du
théoréme sur les nombres premiers établi en page ??).

e Cela signifie que, pour a fixé, en faisant varier b les nombres premiers
apparaissent a la méme fréquence. Néanmoins, pour a = 4, une observa-
tion attentive montre qu’il existe “bien plus” de nombres premiers de la
forme 4m + 3 que de la forme 4m + 1. Cet effet est connu sous le nom de
“biais de Chebyshev” (voir Granville et Martin [2], Riesel [5] ainsi que
Rubinstein et Sarnak [6]).
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Tout corps fini est commutatif Chapitre 5

La structure d’anneau joue un rdle important en algébre moderne. Si un
anneau R a un élément unité 1 pour la multiplication et si tout élément
non nul admet un inverse pour la multiplication, on dit que R est un corps.
L’exemple le plus connu de corps non commutatif est le corps des qua-
ternions découvert par Hamilton. Toutefois, comme 1’affirme le titre du
chapitre, un tel corps est nécessairement infini. Si R est fini, les axiomes
forcent la multiplication a étre commutative.

Ce résultat désormais classique a stimulé ’imagination de nombreux ma-
thématiciens. Comme 1’écrit Herstein : “Il est trés inattendu de mettre en
relation deux objets apparemment sans rapport, le nombre d’éléments d’un
certain systeme algébrique et la loi de multiplication de ce systeme.”

I Théoreme. Tout corps fini est commutatif.

Ernst Witt

Ce beau théoreme, habituellement attribué a MacLagan Wedderburn, a été
démontré par de nombreux mathématiciens, en utilisant une grande va-
riété d’idées. Wedderburn lui-méme en a donné trois preuves différentes
en 1905 ; une autre preuve a été proposée par Leonard E. Dickson la méme
année. D’autres encore ont été données plus tard par Emil Artin, Hans Zas-
senhaus, Nicolas Bourbaki, et bien d’autres. L'une d’elles s’impose par sa
simplicité et son €élégance. Elle a été trouvée par Ernst Witt en 1931 et
combine deux idées élémentaires qui meénent a une conclusion brillante.

B Preuve. Notre premier ingrédient est issu de 1’algébre linéaire. Etant
donné un élément s € R arbitraire, soit Cx ’ensemble {z € R : xs = sz}
des éléments permutables avec s; Cy s’appelle le centralisateur de s. 11
est clair que C; contient O et 1; c’est un sous-corps de R. Le centre Z
de R est ’ensemble des éléments qui commutent avec tous les éléments
de R, etdonc Z = ﬂs cR Cs. En particulier, tous les éléments de Z sont
permutables, 0 et 1 appartiennent & Z, et Z est un corps fini. Posons |Z| =
q.

On peut considérer R et C; comme des espaces vectoriels sur le corps Z et
en déduire que |R| = ¢", ol n est la dimension de ’espace vectoriel R sur
Z.De méme, |C| = ¢"+ pour des entiers ns > 1 convenables.

Supposons maintenant que I? ne soit pas commutatif. Cela signifie que pour
un certain s € R le centralisateur C’s n’est pas R tout entier, ou, ce qui
revient au méme, que n; < N.
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Sur I’ensemble R* := R\{0}, considérons la relation :

¥ ~r <= ' =z lrz pouruncertain xz € R*.

11 est facile de vérifier que ~ est une relation d’équivalence. Soit :
Ay = {o7 sz 2 € R*}

la classe d’équivalence contenant s. Remarquons que |As| = 1, précisé-
ment lorsque s appartient au centre Z. Par hypothese, il y a donc des classes
A, telles que |[Ag| > 2. Si s € R*, considérons maintenant 1’application,
de R*sur A, fo: 2 +—— 2 'sz.Ona:

rlse =yTlsy = (yrV)s=s(yzt)
— yzlec:
— yeCix

ot Cix = {zz : z € C}} a pour cardinal |C}|. Par conséquent, tout
élément 2~ Lsx est I'image d’exactement |C| = ¢ — 1 éléments de R*
par I’application fs, et I’on en déduit que |R*| = | A;| |C|. En particulier,
on remarque que :

R* m—1
\lC’*: = qnil = |As| estun entier pour tout s.
q 8 —
E}

On sait que les classes d’équivalence constituent une partition de R*. Re-
groupons maintenant tous les €léments centraux Z* et désignons par Aj,
..., A les classes d’équivalence qui contiennent plus d’un élément. Par
hypothese, nous savons que ¢ > 1. Puisque |R*| = |Z*| + 22:1 |A;], nous
obtenons le résultat suivant, connu sous le nom de formule des classes :

" B qn_l
-1 = q71+2q% (1)

oul< ;1:%—711 € N pour tout 4.
L’égalité (1) nous fait passer de I’algebre abstraite a I’arithmétique. Nous
allons maintenant montrer que si ¢"* — 1|¢™ — 1 alors n; |n. En effet,

écrivons n = an;+r avec 0 < r < n;. Alors ¢ —1 | ¢*™* " —1 implique :
qm, 1 ‘ (qam-O—T o 1) o (qn,-, o 1) — qnq-, (q(a—l)n,:+r . 1)

etdonc ¢ — 1| q@= it _ 1 puisque g™ et ¢™ — 1 sont premiers entre
eux. En poursuivant dans cette voie, nous trouvons que ¢" — 1|¢" — 1 si
0 < r < n,;, ce qui n’est possible que si 7 = 0, et donc n; | n. Finalement,
on constate que :

n;|n pour tout % 2)

Le deuxiéme ingrédient intervient maintenant : I’ensemble des nombres
complexes C. Considérons le polyndme x™ — 1. Ses racines dans C sont
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appelées les racines n-iémes de l'unité. Puisque A" = 1, toutes ces ra-
cines A vérifient |A\| = 1 et appartiennent par conséquent au cercle unité
du plan complexe. En fait, ce sont précisément les nombres A\, = e HE =
cos(2km/n) + isin(2kw/n), 0 < k < n — 1 (voir encadré). Certaines
racines \ vérifient \Y = 1 avec d < n ; par exemple, la racine A = —1 vé-
rifie A2 = 1. Pour une racine ), soit d le plus petit exposant positif tel que
A% = 1. En d’autres termes, d est I’ordre de A dans le groupe des racines
de I'unité. Alors d | n, d’apres le théoreme de Lagrange (“I’ordre de chaque
élément d’un groupe divise 1’ordre du groupe” ; voir encadré du chapitre 1).

27

Notons aussi qu’il y a des racines d’ordre n, comme A\ = e .

Racines de 'unité

Tout nombre complexe (non nul) z = x + iy peut s’écrire sous forme
polaire _
z = re*¥ = r(cosp +isinyp)

ou 7 = |z| = /a2 + y? est la distance de z a I’origine, et ¢ est
I’angle mesuré a partir de 1’axe x. Les racines n-iemes de 1’unité sont
par conséquent de la forme :

Ap=e i = cos(2km/n) + isin(2k7/n) 0<k<n-1
puisque pour tout k :
AR = €2k — cos(2km) + isin(2km) = 1

On obtient géométriquement ces racines en inscrivant un polygone
régulier & n cotés sur le cercle unité. Notons que A\, = ¢* pour tout
k,ou ( = et Ainsi, les racines n-iemes de 1’unité forment un
groupe cyclique {¢,¢?,...,¢"71,¢" = 1} d’ordre n.

Regroupons maintenant toutes les racines d’ordre d et posons :

¢a(z) = [[ @-N

A d’ordre d

Remarquons que la définition de ¢4(z) est indépendante de n. Puisque
chaque racine a un certain ordre d, on peut affirmer que :

" -1 = H ¢a(x) 3

d|n

Voici I’observation cruciale : les coefficients des polyndmes ¢,, () sont en-
tiers (¢’est-a-dire que ¢, (x) € Z[z] pour tout n), et, en outre, le coefficient
constant de ces polynomes vaut 1 ou —1.

Vérifions soigneusement cette affirmation. Pour n = 1, 1 est la seule racine,
et donc ¢ (z) = x — 1. Procédons maintenant par récurrence, en supposant

z=re¥

y=rsing

A2

Les racines de 1’unité lorsque n = 6
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lg = pf > lg =1

que ¢q(x) € Z[x] pour tout d < n, et que le coefficient constant de ¢4(x)
est 1 ou —1. D’apres la relation (3) :

a" —1 = p(x) ¢n(x) ©)
¢ ) n=t .
oup(z) =Y pir’, ¢n(z) =Y a;a’, avec pp = 1oupy = —1.
i=0 j=0
Puisque —1 = pgag, nous voyons que ag € {1, —1}. Supposons que nous
sachions déja que ag, ay, ..., ap_, € Z.En calculant le coefficient de 2"

dans les deux membres de (4), nous trouvons :

k k
Zpiakfi = Zpiak—i+p0ak € Z
i=0 i=1

Par hypothese, tous les ag,...,ar—1 (et tous les p;) appartiennent a Z.
Ainsi, ppaj et par conséquent aj, doivent étre aussi des entiers, puisque
po estégala 1 ou —1.

Nous sommes préts 4 donner le coup de grdace”. Soit n; | n.1’un des nombres
apparaissant dans (1). Alors :

a1 = [[talz) = @ = Voux). [[  dalx)
d|n d|n,dtn;, d#n

On a donc dans Z les relations de divisibilité suivantes :

q" —1
g —1

bn(q)|q" =1 et ¢nu(q)| )
Puisque (5) est vérifiée pour tout , nous déduisons de la formule des classes
(1) que :

¢n(Q) ‘q -1

mais c’est impossible. En effet, nous savons que ¢, (z) = [[(x — ) ou

A parcourt toutes les racines de ™ — 1 d’ordre n. Soit A = a + ib ’'une
de ces racines. Comme n > 1 (puisque R # Z), nous avons A # 1, ce
qui implique que la partie réelle a est plus petite que 1. Maintenant \X\z =
a® + b% = 1, par conséquent :

lg=AP = lg—a—ib]> = (g—a)’+’
= ¢*—2aq+ad®>+b* = ¢*—2aq+1
> ¢ —2¢+1 (puisque a < 1)
= (¢-1)°

etdoncona \q—X\ > q— 1 pour foutes les racines d’ordre n. Cela implique
que :

"N.d.T. : en frangais dans le texte original.
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6n(a)] = [Jla—A>q-1
A

ce qui signifie que ¢,,(¢) ne peut pas étre un diviseur de ¢ — 1. O
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I “m est irrationnel”

C’est ce qu’Aristote a conjecturé lorsqu’il a annoncé que le diametre et la
circonférence d’un cercle ne sont pas commensurables. La premicre preuve
de ce résultat fondamental a été donnée par Johann Heinrich Lambert en
1766. La Preuve de notre Grand Livre est due a Ivan Niven, en 1947 : une
preuve en une page, extrémement élégante, qui ne requiert que des calculs
élémentaires. Son idée est puissante et I’on peut en tirer bien davantage,
comme 1’ont montré Iwamoto et Koksma :

e 72 est irrationnel ;

e ¢” estirrationnel pour tout rationnel r # 0.

Toutefois, Niven a eu des précurseurs. Sa méthode trouve ses origines dans
un article désormais classique de Charles Hermite, datant de 1873 ; Hermite

est le premier a avoir établi que e est transcendant, c’est-a-dire que e n’est Charles Hermite
pas racine d’un polyndme a coefficients rationnels.

Suivant ainsi I’ordre chronologique dans lequel ces résultats ont été établis,

nous allons nous intéresser au résultat le plus facile a établir, a savoir que e

et ses puissances entieres sont irrationnels, avant de traiter le cas de 7.

e = 1+%+%+é+i+...

Pour commencer, on constate facilement (comme le fit Fourier en 1815)
= 2,71828182845905...

— 1 - 1 o a4
quee=>" k>0 & est 1rrat}0nnel. En effet, si I’on pouvait écrire e = § avec
a et b > 0 entiers, on serait conduit a :

nlbe = nla

pour fout n > 0. Une telle égalité ne peut étre vraie car on obtiendrait un
entier pour le membre droit de 1’égalité alors que si 1’on é&crit :

e—(1+l+l+ +l)+( CU S — )
N 20 ) n+1D! n+2)! (n+3)!

le membre gauche de 1’égalité se décompose en un premier terme entier :
1 1 1
! 4= -
bn.<1+ 1 + o +...+n!)
et un second terme :

o( L ! + ! +.)
n+l (n+1)n+2) m+1)(n+2)(n+3)
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Séries géométriques
Pour une série géométrique se pré-
sentant sous la forme :

Q=+ +5+..

avec ¢ > 1, on trouve :

Q=1+;+5+...=1+Q
et donc :
1
Q= q—il
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SUR LIRRATIONNALITE DU NOMBRE
e=#,718...5

M J. LIOUVILLE.
On prouve dans les éléments que be nombre e, base des logarithmes
népériens, n'a pas une valeur rationnelle. On devrait, ce me semble,

ajouter que la méme méthode prouve sussi que ¢ ne peut pas dre ra-
cine d'une équation du second degeé b coefficients rationnels, en sorte

que Van be peut pas avoir ae 4 £ = ¢, i dant o entier positifet b, ¢,
des entiers positifs ou négatifs. En effot, si Pon remplace dans cette
équation e et £ ou ¢~ par beurs diveloppements diduits de celui de e,

puis. qu'on multiphie les dewx membres par 1-3.3. ..
aisément

n, on trouvers

— . =
el —x(l )=
4t étant un entier. Chn pent toajours faire o sorte que It Bacter

[}

1!'-)—!

sait positify il suffira de supposer n pairsi b est <o et u inpairsi b et
o7 en prenant de plus o trés grand, I'équation que nous venons
déerire conduira dés lore & ume absurdité; car son premier memben
#tant essentiellement positif et tres petit, sera compris entre o o 1,
ot ne pourra pas étre égal & un entier . Tioac, ole.

L article de Liouville

qui vaut a peu pres n, si bien que pour de grandes valeurs de n il ne peut
pas étre entler On peut en effet montrer que le terme en question est plus
grand que +1 et plus petit que ~ en posant :

1 1 1
n+l (+Dn+2) w+1)(n+2)(n+3)
et en effectuant une comparaison avec une série géométrique :
! < < ! + ! + ! + _ ! d
n+1 "Tndl (n+1)2 0 (n+1)3 0T T

On peut alors se demander si cette astuce consistant a multiplier par n!
permet aussi de montrer que e? est irrationnel. Ce résultat est nettement
plus fort que la simple irrationnalité de e : le nombre /2 est irrationnel
mais son carré ne 1’est pas.

John Cosgrave nous a indiqué deux astuces qui permettent chacune de prou-
ver irrationnalité de e? et dont la combinaison conduit 4 I’irrationnalité de
e*. La premiére astuce figure dans un article d’une page rédigé par J. Liou-
ville en 1840. La seconde est présentée dans un “addendum” que Liouville
fit paraitre sur les deux pages suivantes du méme journal.

Pourquoi e? est-il irrationnel ? Que peut-on déduire de e =

Liouville, il faut considérer la question de la maniére suivante :

% ? Selon

be = ae” !,

substituer & e et e~ ! leurs développements en série :

1 1 1 1 1

= 1 —
¢ tite et Tt
et:
S TR
- 1 2 6 24 120

puis multiplier par n! pour un entier n pair suffisamment grand. On constate
alors que n!be est presqu’un nombre entier puisque :

111 1
(1454542 +. )
1 n!

2 6
est entier et que le reste :

1 1

””’<(n+ NIRECET]

+>

vaut a peu pres ;> car ce reste est plus grand que
comme nous I’avons vu précédemment.

De méme, n!ae™! est lui aussi presqu’un nombre entier ; nous obtenons un
premier terme entier et un reste :

. 1 1 1
(=1) +1”'“((n+1)! BEP RS )

n+1 et plus petit que 2
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. N oo (_1\ntla e . .
qui vaut a peu prés (—1)" T 2. Plus précisément, pour un entier n pair, le
reste est plus grand que —< et plus petit que :

n

( 1 1 1 ) a ( 1 1 ) <0
—a — — —..) == - = .
n+l (n+1)2 (n+1)3 n+1 n

C’est alors qu’apparait une contradiction puisque cela signifierait que pour
de grands entiers n pairs, nlae™! serait juste un peu plus petit qu’un en-

tier tandis que n!be serait juste un peu plus grand qu’un entier si bien que
I’égalité nlae~! = n!be ne pourrait pas étre vérifiée. O

De maniére 2 montrer que e est irrationnel, nous raisonnons a nouveau par

I’absurde, posant courageusement e* = ¢ et écrivons ceci sous la forme :
be? = ae 2.

Nous pourrions essayer a nouveau de multiplier par n! pour un grand entier

n et regrouper les termes non entiers mais cela ne conduirait a rien d’exploi-

N N n+1
table. En effet, le reste du membre gauche vaudra a peu pres bQT contre

gnt1

(71)"+1aT pour le reste du membre droit, ces deux termes demeurant

grands lorsque n tend vers I’infini.

Il convient donc d’examiner la situation avec un peu plus de soin et d’ap-
porter quelques améliorations a la stratégie mise en ceuvre jusqu’alors. Au
lieu de prendre un grand entier n quelconque, on va plutdt considérer des
puissances de 2, c’est-a-dire des entiers de la forme n = 2™. Ensuite, au
lieu de multiplier par n!, on va multiplier par 2,?—_'1 On sera alors conduit
a utiliser un lemme élémentaire, cas particulier du théoréme de Legendre
évoqué dans cet ouvrage (voir page 8) : pour tout n > 1, la décomposition
en facteurs premiers de ’entier n! fait apparaitre le facteur 2 au plus n — 1
fois — avec égalité si et seulement si n est une puissance de 2.

Ce lemme n’est pas difficile 2 montrer. | 5 | des facteurs de n! sont pairs,
| 4 ] d’entre eux sont multiples de 4 et fournissent donc chacun un nouveau
facteur 2 et ainsi de suite. Si donc 2% est la plus grande puissance de 2 telle
que 2¥ < n, alors la décomposition de n! comporte le facteur 2 exactement :

| BRIt

Gl lg] < g+ g = n(-g) <0
— — — —t—4+...+— =n R n—
2 4 2kl = 2 4 2k 2k) =
avec égalité dans les deux inégalités exactement si n = 2F.

Revenons a be? = ae~2. Observons maintenant :

n! 5 nl 4
62'”7718 = aﬁe (1)

et substituons 2 e? et e~ 2 leurs développements en série :
2 4 8 A

2
1
e +1+2+ + +r!+
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et:
2 4 8 2"
—2 T
=l—-=-4+=-—-—=+4+ ... 1) —4...
e 1 + 576 + +(-1) o +
Pour < n nous obtenons des termes généraux entiers dans chaque membre,

a savoir : | or | or
n! s nl
271,71ﬁ et (_1) a2n71 F’
ou pour 7 > 0 le dénominateur ! contient le facteur 2 au plus r — 1 fois
tandis que n! le contient exactement n—1 fois. Ainsi, pour r > 0, les termes
généraux sont pairs.

Comme n est pair (on a supposé n = 2), les restes que 1’on obtient pour
r>mn+ 1sont:

2 4 8
26(n+1 + (n+1)(n+2) + (n+1)(n+2)(n+3) * )

et:

2(1(— 2 + 4 - 8 +)
n+1l (m+1)n+2) n+1)n+2)(n+3)

Pour un grand entier n, ces restes valent a peu pres %b et 747“, toujours
en comparant a une série géométrique. Pour un entier n = 2", cela signi-
fie que le membre gauche de (1) est un peu plus grand qu’un entier tandis
que le membre droit de (1) est un peu plus petit qu'un entier : contradic-
tion ! |

Nous savons donc maintenant que e* est irrationnel. Pour montrer que e?,

€5, etc. sont aussi irrationnels, il faut recourir & un argumentaire plus éla-
boré, c’est-a-dire se tourner vers le calcul différentiel et intégral tout en
s’appuyant sur une nouvelle idée — qui remonte pour I’essentiel a Charles
Hermite et dont la clé réside dans le simple lemme suivant.
Lemme. Pour un entier n > 1 fixé, on pose :
(1 —ax)"

n!

flx) =

Alors :
(1) La fonction f est une fonction polynéme qui peut s’écrire :

2n

flz)= % Z it

out les coefficients c; sont entiers.
(ii) Pour0 <z <1,0na0< f(z) < 4.
(iil) Les dérivées f*)(0) et f*)(1) sont entiéres pour tout k > 0.

B Preuve. Les résultats (i) et (ii) sont évidents.

Pour (iii), notons que (i) implique que la k-iéme dérivée f*) s’annule en
r = 0 sauf sin < k < 2n, et dans ce cas f(’“)(O) = %ck est un entier. De
f(z) = f(1 — z) ontire que f*)(z) = (=1)*f*)(1 — z) pour tout z, et
par conséquent que f*) (1) = (=1)* f*)(0) est un entier. O
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Théoréme 1. e” est irrationnel pour tout r € Q\{0}.

B Preuve. Il suffit de montrer que e® ne peut étre rationnel pour aucun
entier positif s (si e était rationnel, (e ¢ ) = e le serait aussi). Supposons
que e* = £, ol a,b > 0 sont des entiers, et soit n suffisamment grand pour

D
que n! > as®™*+1. Posons :

F(Qf) = San(fL') o SQn_lf,(:L') +82n_2f”($) . +f(2n)($)

ol f désigne la fonction définie au lemme précédent. F'(x) peut aussi
s’écrire sous la forme :

Flo) = &f(x)— "L @) + 822 (@)

puisque les dérivées f(*) () d’ordres k > 2n sont nulles. On en déduit que
le polyndéme F(x) vérifie I’identité :

F'(z) = —sF(x) + s*" T f(2)

La majoration n! > e(%)" fournit

e
explicitement un 7 qui est “suffisam-
ment grand”.

En dérivant, on obtient :
% [e*"F(z)] = se*"F(z) + e F'(z) = s*" e’ ()
et par conséquent :
N = b/o1 §2"HLes f(p)de = ble**F(x)]y = aF(1) — bF(0)

N est un entier puisque la partie (iii) du lemme implique que F'(0) et F'(1)
sont des entiers. Cependant, la partie (ii) du lemme donne un encadrement

de N :
! 1 as?t1
0 < N = b/ 2 Tes f()de < bs?Tlet— = <1
0 n! n!
qui montre que N ne peut pas étre un entier : il y a contradiction. ]

Comme cette astuce a si bien fonctionné, nous allons I'utiliser encore une
fois.

Théoréme 2. 72 est irrationnel.

B Preuve. Supposons que 72 = % pour des entiers a,b > 0. Introduisons
maintenant le polyndme :

F(z) = b"(wQ”f(m)—7r2”72f(2)(z)+7r2"*4f(4)(x)—...)

qui vérifie F"(2) = —n2F(z) + b"n 22 f(2).
De la partie (iii) du lemme, on déduit que F'(0) et F'(1) sont des entiers.
Les regles élémentaires de dérivation conduisent a :

d

. [F'(z)sinme — wF (x)cosmz] = (F"(z)+ mF(z)) sinm

b t2 f(2) sin

n?a" f (x) sin
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7 n’est pas rationnel, mais il admet
de “bonnes approximations” par des ra-
tionnels. Certaines d’entre elles sont
connues depuis I’antiquité :

2 = 3.142857142857...

35 = 3.141592920353...

104348 — 3.141592653921...

33215
T 3.141592653589...

et I’on obtient ainsi :

1

1
1

N = 7r/ a" f(x)sinmx dz ZF'(x)sinmx — F(x) cosmx
0 ™

0

F(0) + F(1)

qui est un entier. En outre, N est positif puisqu’il est défini comme I’inté-
grale d’une fonction qui est positive (sauf aux bornes). Cependant, si n est
choisi suffisamment grand pour que ”7%, < 1, alors la partie (ii) du lemme
permet d’écrire :

n

1
0 <N = 7r/ a" f(z)sinTrdr < Q <1
0 T

ce qui contredit le résultat précédent. |
Voici un dernier résultat sur les nombres irrationnels.

Théoreéme 3. Pour tout entier impair n > 3, le nombre

An) = %arccos (%)

est irrationnel.

Nous aurons besoin de ce résultat pour traiter le troisieme probléme de
Hilbert (voir chapitre 8) lorsque n = 3 etn =9. Sin = 2 oun = 4, nous
avons A(2) = 1 et A(4) = %, la restriction aux entiers impairs est donc
essentielle. Ces résultats se voient sur la figure représentée dans la marge.
L’ affirmation “% arccos (ﬁ) est irrationnel” se traduit par le fait que I’arc
polygonal construit a partir de % et dont toutes les cordes ont la méme
longueur, ne se referme jamais.

Nous laissons comme exercice au lecteur le soin de montrer que A(n) est
rationnel seulement sin € {1,2,4}. A cet effet, il convient de distinguer

les cas ou n = 2" de ceux ou n n’est pas une puissance de 2.
B Preuve. On utilise la formule d’addition :

_ a+p a—f
cos a + cos 3 = 2 cos 5 COS =

issue de la trigonométrie élémentaire, qui donne pour o« = (k + 1) et
f=(k-1p:
cos(k+1)p = 2cosp cos kp — cos(k—1)p (2)

Pour I’angle ¢,, = arccos (ﬁ) (défini par cos @, = ﬁ et < ¢, <),
on obtient des représentations de la forme :
A

cos kp, = —
n



Quelques nombres irrationnels

39

ol Ay est un entier qui n’est divisible par n pour aucun k£ > 0. En effet,
on a de telles représentations pour & = 0,1 puisque Ay = A; = 1, et par
récurrence sur k en utilisant (2) on obtient, si k& > 1 :
1 Ak Ak’fl ZAk - ’n,Ak,1
cos(bk+ 1), = 2———3 ——— = T
NLRYAD n Vn

Ainsi, Ag11 = 24, — nAg_1. Sin > 3 est impair, et si Ay n’est pas
divisible par n, alors Ay ne peut pas non plus étre divisible par n.

Supposons maintenant que :

1 k
A(”) = ;‘Pn = 7

soit rationnel (k, ¢ > 0 étant des entiers). Alors ¢, = k7 implique que :
Ay

4
n

+1 = coskm =

¢ . . Y

Donc \/n~ = +A, est un entier, avec £ > 2, et par conséquent n|+/n .
Y .. . .

Comme /n" | Ag, n divise Ay, ce qui est contradictoire. O
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4 1o
Nous savons que la série Zn21 > N’est pas convergente et nous avons vu

1
PEP p
Toutefois, la série des inverses des carrés converge (bien que tres lentement

comme nous le verrons) vers une valeur intéressante.

au chapitre 1 que méme la série ) diverge.

Série d’Euler.

Ce résultat célebre, établi par Leonhard Euler en 1734, a une conséquence
fondamentale : il fournit la premiére valeur non triviale, {(2), de la fonction
Zgta de Riemann (voir appendice en page 48). Cette valeur est irrationnelle,
comme nous ’avons vu au chapitre 6.

Ce résultat qui occupe une place particuliere dans 1’histoire des mathéma-
tiques a été démontré a plusieurs reprises et de différentes fagons. Certaines
preuves particulicrement élégantes ou astucieuses ont été découvertes et
redécouvertes par plusieurs auteurs. Dans ce chapitre nous en présentons
trois.

H Preuve. La premiere démonstration apparait comme exercice dans I’ou-
vrage de théorie des nombres que publia William J. LeVeque en 1956. 11
dit cependant : “Je ne sais pas du tout d’ou vient cette idée mais je suis
convaincu que je n’en suis pas I’auteur”.

La preuve consiste a évaluer de deux fagons différentes I’intégrale double” :

1
I = // dx dy
[0,1]x[0,1] 1—ay

Pour la premiere, on développe ﬁ en série géométrique, avant de dé-
composer I’intégrale double en produit d’intégrales simples qui se calculent

“N.d.T. : il s’agit de I’intégrale d’une fonction positive sur le domaine considéré, son exis-
tence dans R en résulte.

Chapitre 7

Timbre suisse de 1957 a leffigie de
Leonhard Euler

1 — 1,000000
141 = 1,250000
NS = 1,361111
ITEE = 1,423611
444t L = 1,463611
I+llely iyl — 401388
/6 = 1,644934
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7

Y=

sans effort :
I = //[071]”071} n%:()(ly)n drdy = n%:o//[o,l]x[o,l] x"y" dx dy
- () ([ra) - Zatian
= Tt S =

Ce calcul montre aussi que cette intégrale double (d’une fonction positive
ayant un pdle en x = y = 1) est finie. Notons que le calcul est aussi facile et
direct si nous le lisons a I’envers : I’évaluation de (2) conduit a I’intégrale
double /.

La deuxiéme maniere d’évaluer I repose sur le changement de variables
suivant :

y+x y—x
et v =
2 2

Le nouveau domaine d’intégration est un carré de coté %\/i transformé
de I’ancien domaine par la composée d’une rotation d’angle 45° et d’une
homothétie de rapport —. En substituant ces nouvelles coordonnées, on

B V2
obtient :

1 1

1—zy 1 —u2+402
Pour transformer I’intégrale, il convient de remplacer dx dy par 2 du dv afin
de compenser le fait que le changement de variables réduit les aires dans un
facteur constant 2 (qui est en fait la valeur absolue du déterminant jacobien
de la transformation ; voir encadré).

Le nouveau domaine d’intégration et la fonction a intégrer sont symétriques
relativement a I’axe des u, il suffit donc simplement de doubler la valeur de
I’intégrale sur la moitié supérieure du domaine, que nous divisons naturel-
lement en deux parties (ce qui fait apparaitre un nouveau facteur 2) :

1
3 u dv 1 1—u dv
I =4 — |d 4 — |d
/0 (/0 1—u2+v2)u+ /%(/0 2—u2+v2)u

d 1
Sachant que / 27332 = —arctan (f) + C, on trouve :
a® +x a a
1 1
2 U
1 = 4 ———— arctan | —— | du
Jo V1 —u? (\/1—u2>

+ 4/1 ! t ( Lu )d
————=arctan [ —— | du
i Vi-w? V1—u?

Ces expressions peuvent étre simplifiées. En effet, les valeurs de la fonc-
tion arctan qui apparaissent dans les intégrales sont des angles ¢ dans I’in-
tervalle 0 < 6 < m/2. Si u = sin#, alors V1 —u? = cos#, et donc
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20
55
= tan 5. Nous faisons

“ ~ . .
= = tan #. De méme, siu = cos#, alors 1 —u = 1—cosf = 2sin
) 1
— 2
et V1 —uZ = sinf = 2cos 2 5 sin 3, ainsi, \/17

ainsi d’une pierre deux coups puisque les intégrales a calculer se simplifient
en:

1
"2 i 1 Larccos(u

I = Lcsm(u) du + 4 z - ( )du
Jo V1—u? i Vi-w?

et que I’on reconnait des intégrales de la forme [ f(u)f’(u)du qui s’in-
tegrent donc en £ f2(u) :

1

1/2
I= 4 [% arcsin(u)Q]O - 2 [% arccos(u)ﬂ
2

T 2 2 T
= 5+ G -F .
6 3 6
Cette démonstration tire la valeur de la série d’Euler d’une intégrale a
I’aide d’un changement de variables relativement simple. Une autre ver-
sion ingénieuse de la démonstration fondée sur le méme principe, mais
reposant cette fois sur un changement de variables non trivial, a été dé-
couverte plus tard par Beukers, Calabi et Kolk. Le point de départ de leur
preuve consiste a séparer les termes pairs des termes impairs dans la somme
Zn>1 . Manifestement, les termes pairs 22 + = 42 + = 62 +.. Zkzl ﬁ
contribuent au résultat a hauteur de ZC (2), de sorte que les termes impairs
1% + 3% + 5% +.. = Zkzo m contribuent.aux trois quarts de ce
méme résultat. Ainsi, le théoreme précédent est équivalent a :

1/2

1 T
D GTE %

k>0
Comme précédemment, on fait appel a une intégrale double, en 1’occur-

rence
// —1
[0,1]x[0,1] 1 ﬂfzyz

On cherche donc a calculer cette intégrale .J. A cet effet, Beukers, Calabi
et Kolk ont proposé le changement de variables suivant :

1
dady = 3 G
= (2k+1)

1—2z2 1— 2
vV = arccos

u o= — —
1 — 2292 1 — 2292

arccos

Pour le calcul de cette intégrale double, on peut négliger les bords du do-
maine d’intégration et considérer que x et y appartiennent a I’intérieur du
rectangle ouvert 0 < x < 1et(0 < y < 1. Par suite, u et v vont appartenir

La formule du changement de
variables

Si S,T C R? sont des domaines
plans, et si ® : T — S est une ap-
plication bijective, de classe C"* sur
Uintérieur de T et dont la réciproque
est de classe O sur Uintérieur de S
définie par :

o: T — S
(@(u,v),y(u,v))

alors pour calculer I’intégrale :

(u,0) +—

i :/Sf(x,y)dxdy

on peut effectuer le changement de
variables défini par ®, et I’intégrale
1 s’écrit encore :

//Tf(ac(u,v),y(u,v))|Jq>(u,v)|dudv

ou Jo(u,v) désigne le déterminant
Jjacobien associé a la transformation
@ :

oz Oz

_ du v

Jo(u,v) = oy Oy
ou v
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Ay

Yo

SIE]

Ys

(NIE]

Pour m = 1,2, 3, on trouve :

27
cot” 5 =

cot?

cot?

S IERCIE]

1
3

+ cot?
+ cot?

27

27

=2

—l—cot(‘)%7T =5

a lintérieur du triangle ouvert u > 0, v > 0, u + v < 7/2. Ce changement
de variables peut étre inversé explicitement et 1’on trouve :
sin u sinv

r = and y =
cos v cos U

On vérifie facilement que ces formules définissent une transformation bi-
jective (et continiment différentiable ainsi que sa réciproque) de 1’intérieur
du carré unité S = {(z,y) : 0 < z,y < 1} sur I'intérieur du triangle
T={(u,v):u,v>0, ut+v<7/2}.

Il reste a calculer le déterminant jacobien associé au changement de va-
riables. Sa valeur se révele étre :

cos u sin u sin v .2 .2
det cosv cos? v _ _ smousm- v 1 — 2242
sin u sin v cos v - cos2 u cos2 v - Y
cos? u cos u
L’intégrale initiale se ramene donc finalement a :
J = / / 1 dudv
JJr
S s lim\2 _ w2 :
qui n’est autre que aire 5(%)? = & du triangle 7. O

Splendide ! Et ce d’autant plus que la méme méthode se généralise au cal-
cul de ¢(2k) comme intégrale 2k-dimensionnelle pour tous les & > 1. Le
lecteur peut se reporter a 1’article original de Beuker, Calabi et Kolk [2]
ainsi qu’au chapitre 20 ou 1’on établira le méme résultat d’une autre ma-
niere en ayant recours a 1’astuce de Herglotz et a la méthode initialement
développée par Euler.

Apres ces deux démonstrations qui utilisent le changement de variables
dans le calcul d’une intégrale, nous ne pouvons résister a la tentation de
présenter une preuve complétement élémentaire de », 4 % = %2. Elle
apparait dans une série d’exercices du livre écrit par les fréres jumeaux
Akiva et Isaak Yaglom dont I’édition originale russe parut en 1954. Des
versions de cette preuve ont été redécouvertes et présentées par F. Holme
(1970), 1. Papadimitriou (1973), et par Ransford (1982) qui I’attribua a John
Scholes.

B Preuve. La premiere étape consiste a établir une relation remarquable
entre (les carrés de) certaines valeurs de la fonction cotangente. Pour tout
m > 1, on peut affirmer :

2 2 2 2 ( m _ 2m(2m-—1)
cot (2n;r+1)+c°t (27717-T+1)+"'+C0t (27'7'111) = 6 M
Pour établir ce résultat, partons de la relation :

cosnx +isinnr = (cosx +isinz)”

dont nous prenons la partie imaginaire qui est :

. n . n— n N n—
sinnr = (1) sinz cos" tx — (3) sin®zcos" P x4 ... 2)
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Posons maintenant n = 2m + 1 et faisons prendre a = les m valeurs dis-
tinctes x = #’j_l, avecr = 1,2, ..., m. Pour chacune de ces valeurs, nous
avons nx = rm, et donc sinnz = 0, alors que 0 < z < 7 implique que
sin z prend m valeurs positives distinctes.

En particulier, nous pouvons diviser les deux membres de (2) par sin” x, ce
qui donne :

0 = (T) cot"ta — (g) cot" B+ ...

soit encore :
2 1 2 1
0 = ( m1+ )cotQmm— ( m3+ )cot2m72x+..‘

pour chacune des m valeurs distinctes de . Ainsi, le polyndme de degré m

2m + 1 2m +1 2m +1
t = tm _ tmfl o —1)m
p(t) ( 1 ) ( 3 ) toet (2D <2m + 1)

possede les m racines distinctes :

a, = cot2(27;11) pour r=1,2,...,m

Par conséquent, le polyndme coincide avec :

2m+1 9 5
pt) = ( . >(t —cot® (57)) -+ (= cot? (5257))
La comparaison entre les coefficients de ™~ dans p(t) implique mainte-
nant que la somme des racines est : Comparaison de coefficients :
(%) _ omioms o e
a+...+a, = 2m3+1 = Imim ) e coefficient de ™! est

—clar + ...+ am).

ce qui prouve (1).
Nous avons encore besoin d’une deuxieme identité du méme type :

CSC2 (#ﬂ) +CSC2( 27 )+..4+CSC2( mm ): 2m(2gn+2) (3)

2m—+1 2m—+1
ot la fonction cosécante est définie par cscx = snll —. Comme :
9 1 cos? x + sin® x 2
st = ——5— = —5 =cot“z+1
sin sin”

nous pouvons déduire (3) de (1) en ajoutant m aux deux membres de I’ équa-
tion.
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O<a<b<c
implique :
0<icict

(m+1)? |

m+1

Tout est maintenant en place. Dans l'intervalle 0 < y < 7 on observe que :

0 < siny < y < tany,

et donc :

0 < coty < < cscy

ce qui implique :

2 1 2
cot“y < — < cscty
Y
Appliquons cette inégalité a chacune des m valeurs distinctes de x, et ad-
ditionnons membre a membre les inégalités obtenues. En utilisant (1) pour
le membre gauche, et (3) pour le membre droit, on trouve :

2m@m-1) (%)24_(%)2_,_”._%(27%1)2 < 2m(2gn+2)

6 2 mm

c’est-a-dire :

w2 2m  2m—1 1 1 w2 2m  2m42
6 < 1*‘2”'2*2"'"""*2 < 6 2m+12m+1

1
—
. . 2 ~
Majorant et minorant convergent vers %- lorsque m — oo d’ou la conclu-
sion. O
1

A quelle vitesse ~z converge-t-elle vers 72/6? Pour le savoir, il faut

évaluer la différence :
2

oyl oyt
6 n2 n2’
n=1 =m-+1

Cela est tres facile si I’on “compare a une intégrale”, comme nous I’avons
fait dans 1’appendice du chapitre 2 (page 11). On obtient de la sorte un
majorant du reste :

n

oo

v L /Ooldf _ !
n? m 2 m
n=m-+1
ainsi qu’un minorant :
(e o]
1 Sad| 1
S [ i =
n=m+1 n Jm+1 m+

Si I’on veut étre un peu plus précis, on a méme :
oo

1 <1 1
> 2 pdt =
n mtit m—+

n=m-+1 )

[NIES

en utilisant la convexité de la fonction ¢ +— %2
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Cela signifie que la série ne converge pas tres vite. Si I’on calcule la somme
partielle des mille premiers termes, on peut espérer une valeur approchée
de la somme & 10~ prés. De méme, si I’on calcule la somme partielle du
premier million de termes, on peut espérer une valeur approchée 2 106
preés. C’est alors que se présente un phénomene trés surprenant : on peut
obtenir pour le méme prix une précision a 10~4% pres.

7r2/6 = 1,644934066848226436472415166646025189218949901
108

1
Zﬁ = 1,644933066848726436305748499979391855885616544

L’observation des deux valeurs approchées reproduites ci-dessus permet
de constater que le sixieme chiffre apres la virgule de la somme partielle
est erroné (inférieur a la bonne valeur de 1 ) mais les six chiffres suivants
sont corrects ! Puis a nouveau le chiffre suivant est erroné (supérieur a la
bonne valeur de 5 ) puis de nouveau les cinq chiffres suivants sont corrects.
Cette découverte surprenante tres récente est due a Roy D. North de Colo-
rado Springs en 1988. En 1982, Martin R. Powell, un professeur de lycée
d’ Amersham, Bucks, en Angleterre, passa a coté de cet effet remarquable
faute de moyens informatiques suffisants a 1’époque. Ce phénomene est
trop étrange pour n’étre qu’une coincidence... L’observation de la valeur
approchée du reste avec 45 chiffres significatifs :

oo

1
Z 2= 0,000000999999500000166666666666633333333333357
n=106+4+1

fait clairement apparaitre une forme réguliere. On peut encore écrire ce
nombre sous la forme :

—6 11n0—12 11n—18 1 —30 1 —42
+1076 — 110712 4 L1071 — 110730 4 110792 4 ...

ou les coefficients (1, f%, é, 0, 7%7 0, é) des 1075 constituent le début
de la suite des nombres de Bernoulli que nous rencontrerons a nouveau au
chapitre 20. Nous renvoyons le lecteur a I’article de Borwein, Borwein &
Dilcher [3] pour d’autres “coincidences’” surprenantes — et pour les dé-

monstrations qui leur sont associées.
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Appendice - La fonction Zéta de Riemann

La fonction Zéta de Riemann((s) est définie pour tout réel s > 1 par :

) = 3

n>1

Les estimations établies pour H,, (voir page 11) impliquent que la série

1 . _ . . A
;1 = diverge pour s = 1 et converge pour tout réel s > 1 ce qui entraine
n>

I’existence de ((s) pour s > 1. La fonction Zéta admet un prolongement
canonique sur le plan complexe privé du point s = 1 (la fonction présente
un pdle simple en ce point), qui peut étre construit en utilisant des déve-
loppements en séries entieres. La fonction complexe qui en résulte est de la
plus haute importance pour la théorie des nombres premiers. Mentionnons
trois résultats différents :

(1) L’identité remarquable :

due a Euler contient le fait que chaque entier naturel admet une décomposi-
tion unique (!) en facteurs premiers ; en effet, a partir de la décomposition
des entiers, le résultat d’Euler est une simple conséquence du développe-
ment en série entiere :

(2) La localisation des zéros complexes de la fonction Zéta fait I’objet de
“I’hypothese de Riemann” : c’est I’une des conjectures non résolues parmi
les plus célebres et les plus importantes de toutes les mathématiques. Elle
affirme que les zéros non triviaux s € C de la fonction Zéta vérifient :

{o S

(1a fonction Zéta s’annule pour tous les entiers pairs négatifs, appelés “zéros
triviaux” de la fonction Zéta).

Tres récemment, Jeff Lagarias a montré que 1’hypothese de Riemann est
curieusement équivalente a I’affirmation élémentaire suivante :

pour toutn > 1, Zd < H, + exp(H,)In(H,)
d|n

ou H,, désigne toujours le n-ieme nombre harmonique, 1’égalité n’ayant
lieu que sin = 1.
(3) On sait depuis longtemps que, si s est un entier pair s > 2, ((s) est un

multiple rationnel de 7°, et qu’il est par conséquent irrationnel (voir cha-
pitre 20). En revanche, I’irrationalité de ((3) n’a été prouvée qu’en 1979
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par Roger Apéry. En dépit d’efforts considérables, les connaissances sur
((s) sont bien incompletes pour les autres entiers impairs s = 2t + 1 > 5.
Tres récemment, Keith Ball et Tanguy Rivoal ont montré qu’une infinité de
valeurs (2t 4 1) sont irrationnelles. Mieux, méme si I’on n’a pas réussi a
établir le caractere irrationnel d’un ((s) particulier pour s > 5 impair, Wa-
dim Zudilin a réussi & montrer qu’au moins ’un des quatre nombres ¢(5),
¢(7),¢(9) ou¢(11) est irrationnel. Nous renvoyons le lecteur au magnifique
article de synthese rédigé par Fischler [4].
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Le troisieme probléeme de Hilbert : Chapitre 8
la décomposition des polyédres

Lors de sa conférence légendaire au cours du Congres International des
Mathématiciens a Paris en 1900, David Hilbert demanda — il s’agissait du
troisieéme de ses vingt-trois problemes — de déterminer :

“deux tétraedres de bases égales et de hauteurs égales qui
ne puissent d’aucune maniere étre décomposés en tétraédres
congruents, et qui ne puissent pas étre combinés avec des tétraedres
congruents pour former deux polyedres qui seraient eux-mémes dé-
composables en tétraédres congruents.”

On trouve mention de ce probleme dans deux lettres de Carl Friedrich
Gauss datant de 1844 (publiées en 1900 dans le recueil des ceuvres de
Gauss). Si des tétraédres de volume égal pouvaient étre décomposés en
parties congruentes, cela fournirait une preuve “élémentaire” du théoréeme
XIL.5 d’Euclide selon lequel des pyramides de méme base et de méme hau-
teur ont le méme volume. On obtiendrait ainsi une définition élémentaire du  puyid Hilbert
volume des polyedres (ne reposant pas sur des arguments issus de 1’analyse,

et en particulier d’arguments de continuité).

La croix est équicomplémentaire a un
carré de méme aire.

En fait, la croix et le carré sont méme
équidécomposables.

Il existe un énoncé similaire en géométrie plane : le théoreme de Bolyai-
Gerwien [1, Sect. 2.7] affirme que les polygones plans sont a la fois équi-
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décomposables (on peut les découper en triangles congruents) et équicom-
plémentaires (on peut les rendre congruents par adjonction de triangles
congruents), si et seulement s’ils ont la méme aire. Hilbert, comme le montre
sa formulation du probleme, s’attendait a ce qu’il n’y ait pas de théoreme
analogue en dimension 3 et il avait raison. En fait, le probleme fut com-
pletement résolu par Max Dehn, un étudiant de Hilbert, dans deux publi-
cations : la premiere, exhibant des tétra¢dres non-équidécomposables de
base et hauteur égales, parut des 1900, la seconde, traitant aussi le pro-
bleme d’équicomplémentarité, parut en 1902. Cependant, les publications
de Dehn ne sont pas faciles a comprendre, et il fallut beaucoup d’efforts
pour s’assurer que Dehn n’était pas tombé dans un piege subtil dans lequel
d’autres étaient tombés : des preuves tres élégantes, mais fausses, ont été
proposées par Bricard (en 1896 !), par Meschkowski (en 1960), et I’on peut
penser que d’autres encore ont essay€ en vain. Heureusement, la preuve de
Dehn a été retravaillée et vérifiée a plusieurs reprises, et apres les efforts
conjoints de V. F. Kagan (1903/1930), Hugo Hadwiger (1949/54) et Vla-
dimir G. Boltianskii, nous disposons maintenant d’une Preuve du Grand
Livre. L’appendice qui clot ce chapitre fournit quelques notions élémen-
taires sur les polyedres.

(1) Un peu d’algebre linéaire
Pour tout ensemble fini de nombres réels M = {m4,...,mi;} C R, on

définit I’ensemble V(M) de toutes les combinaisons linéaires d’éléments
de M a coefficients rationnels, ¢’est-a-dire :

V(M) := {zk:(hmi 1 EQ} CR
i=1

La premiere observation (triviale mais importante) consiste a remarquer
que V(M) est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps Q des
nombres rationnels. En effet, il est clair que V(M) est stable pour I’addi-
tion et pour la multiplication par des rationnels, et les axiomes de corps de
R font de V(M) un espace vectoriel. La dimension de V(M) est le car-
dinal de n’importe quelle partie génératrice minimale. Par définition, M
engendre V (M), M contient donc une partie génératrice minimale, ainsi :

dimg V(M) < k = |M|
Dans ce qui suit, nous aurons besoin d’utiliser des fonctions Q-linéaires :
foV(M) —Q

que nous interpréterons comme des applications linéaires de Q-espaces
vectoriels. La propriété clé est que, pour toute combinaison linéaire ration-
nelle nulle, Ele g;m; = 0 avec ¢; € Q, nécessairement Zle g f(m;) =
£(0) = 0. Voici le lemme qui assure le bon fonctionnement des choses.
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Lemme. Pour tout sous-ensemble fini M C M’ de R, le Q-espace vec-
toriel V(M) est un sous-espace vectoriel du Q-espace vectoriel V(M").
Ainsi, si [ : V(M) — Q est une fonction Q-linéaire, alors f peut étre
prolongée en une fonction Q-linéaire ' : V(M') — Q telle que f'(m) =
f(m) pour tout m € M.

B Preuve. Toute fonction Q-linéaire V(M) — Q est entierement dé-
terminée par les valeurs qu’elle prend sur une Q-base de V/(M). Il suffit
de constater que toute base de V(M) peut étre complétée en une base de
V(M') pour terminer la démonstration. O

(2) Les invariants de Dehn

P étant un polyedre de dimension 3, on note M p 1’ensemble de tous les
angles déterminés par des faces adjacentes (angles diedres) auxquels on
ajoute le nombre 7. Ainsi, pour un cube C, on obtient Mo = { g, 7r}, tandis
que pour un prisme orthogonal ) dont la base est un triangle équilatéral,
on trouve Mg = {%, 5.7}

Etant donnés un ensemble fini M C R contenant Mp, et une fonction Q- Mc = {3, n}
linéaire

V(M) —-Q

qui satisfait f(7) = 0, nous définissons [’invariant de Dehn de P relative-
ment a f comme le réel :

Dy(P) == > l(e)- f(ale)) N

ol la somme s’étend sur toutes les arétes e du polyedre, ¢(e) désignant la Mo = {3, 5.7}
longueur de e, et a(e) 1’angle entre les deux faces qui se coupent en e.

Nous calculerons différents invariants de Dehn par la suite. Pour le moment,
remarquons seulement que, pour de telles fonctions f Q-linéaires, f (g) =
£f(m) = 0, si bien que

D¢(C) =0

c’est-a-dire que I’invariant de Dehn d’un cube est nul relativement a route
fonction f.

(3) Le théoreme de Dehn-Hadwiger

Comme précédemment, nous disons que deux polyedres P et () sont équi-
décomposables s’ils peuvent étre décomposés en un nombre fini de po-
lyedres Py, ..., Py, Q1,...,Q, tels que P; et (); soient congruents pour
tout i (1 < i < n). Deux polyedres sont équicomplémentaires s’il existe
des polyedres Pi,..., P, et Q1,...,Q, tels que les intérieurs des P;
soient deux a deux disjoints et soient disjoints de P, méme hypothese pour
les Q; et pour @, tels que P; soit congru a Q; pour tout 4, et tels que
P:=PUPUPU...UP,etQ:=QUQR1UQ2U ... UQ,, soient
équidécomposables. Un théoreme de Gerling de 1844 a pour conséquence
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qu’il est indifférent de prendre ou non en compte les réflexions lorsqu’on
considére les congruences.

Il est clair que des polyedres équidécomposables sont équicomplémen-
taires, mais la réciproque est loin d’étre évidente. Le théoréme suivant dii
a Hadwiger (dans la version de Boltianskii) fournit un outil pour trouver,
comme I’a proposé Hilbert, des tétraédres de volume égal mais qui ne sont
pas équicomplémentaires, et donc pas équidécomposables.

Théoreme. Soit P (respectivement QQ) un polyédre d’angles diédres o, . . .
oy, (respectivement 31, . .., 3,) en chacune de ses arétes, et soit M un en-
semble fini de réels tels que :

{0517”-7047)7517”'75(1771-} g M

Si f: V(M) — Q est une fonction Q-linéaire telle que f(m) = 0 et telle
que :

Dy(P) # Dy (Q)

alors P et Q) ne sont pas équicomplémentaires.

B Preuve. La démonstration comporte deux étapes.

(1) Si un polyedre P admet une décomposition en une famille finie de po-
lyedres P, ..., P,, et si tous les angles diedres de ces parties P, ..., P,
appartiennent a I’ensemble M, alors pour toute application Q-linéaire f :
V(M) — Q, les invariants de Dehn s’additionnent :

D¢(P) = Dy(P1)+...+Dy(P,)

Afin de nous en assurer, associons une masse a toute partie d’aréte d’un
polyedre de la maniere suivante. Si ¢’ C e est une partie d’une aréte e de
P, alors sa masse est :

c’est-a-dire le produit de sa longueur par I’image par f de son angle diedre.
A présent, si P se décompose en Py, ..., P,, considérons la réunion de
toutes les arétes des parties P;. Le long des arétes e’ qui sont contenues dans
des arétes de P, nous voyons que les angles diedres des parties s’ajoutent a
I’angle diedre de P en €’ ; ainsi, les masses s’additionnent.

En toute autre aréte ¢/’ de I’un des P; contenue dans I’intérieur d’une face
de P ou dans l'intérieur de P, les angles s’additionnent pour faire 7 (res-
pectivement 27), et donc les images par f des angles dans ces parties s’ad-
ditionnent pour faire f(7) = 0, (respectivement f(27) = 0). Ainsi, on ob-
tient pour la somme des masses la méme valeur que celle que nous avions
attachée aux arétes relativement a P au départ, a savoir 0.

(2) Si P et (Q étaient équicomplémentaires, nous pourrions élargir M en un
sur-ensemble M’ qui contiendrait aussi tous les angles diedres apparaissant
dans toutes les parties concernées. M’ est fini, puisque nous ne considérons
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que des décompositions finies. Le lemme précédent permet alors d’étendre
faf V(M) — Q,etI'étape (1) conduit a une équation de la forme :

Dy (P)+Dg (Py)+ ... 4D (P) = Dy (Q)+D s (Q1)+ .. +D 5/ (Qun)

olt Dy/(P;) = Dy(Q;) puisque P; et (); sont congruents. On en conclut
que Df(P) = D¢(Q), ce qui contredit I’hypothese du théoreme. O

Exemple 1. Etant donné un tétraddre régulier T, de longueur d’aréte /,
nous calculons 1’angle diedre a 1’aide de la figure ci-contre. Le centre M
du triangle de base divise la hauteur AFE du triangle de base dans un rapport
1: 2, et puisque |AE| = |[DE|, nous trouvons cos v = % ; ainsi

o = arccos%

En posant M := {«, 7}, nous remarquons que le quotient :

o} 1 1
— = —arccos g
™ ™

est irrationnel, conformément au théoreme 3 du chapitre 6 (en prenant n =
9). Ainsi, le Q-espace vectoriel V(M) a pour dimension 2, et admet M
comme base. En outre, il existe une fonction Q-linéaire f : V(M) — Q
telle que :

fla):=1 et f(mr):=0

Relativement a cette fonction f, on calcule :
Dy(Ty) = 6(f(a) = 60 # 0

Ainsi, un tétraedre régulier et un cube ne peuvent pas étre équidécom-
posables ou équicomplémentaires, puisque [’'invariant de Dehn d’un cube
s’annule pour tout f.

Exemple 2. Soit 7} un tétraedre engendré par trois arétes orthogonales
AB, AC, AD de longueur u. Trois angles diedres de ce tétraédre sont
droits, et trois autres sont égaux a un angle ¢, que nous calculons a 1’aide
de la figure ci-contre :

AE|  3V2u 1
- IDEl  L3V2u V3

et donc :

En prenant M := { %, arccos %, 7}, le Q-espace vectoriel V(M) a pour
dimension 2. En effet, m et 7 sont linéairement dépendants, et V(M) =

V ({ arccos %, 7} ). Cependant, il n’existe pas de relation rationnelle entre

1 P 1
arccos —z et ou, de fagon équivalente, -

nous 1’avons prouvé au chapitre 6 (prendre n = 3 dans le théoreme 3).

arccos % est irrationnel, comme
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Ainsi, nous pouvons construire une application Q-linéaire f en posant :
— J 1Y .
f(m):=0 et f(arccos \Ts) =1

d’oli 'on tire f(5) = 0, et donc :

Dy(Ty) = 3uf(%) +3(\/§u)f(arccos%) =3V2u # 0

Cela prouve que 73 et un cube C' de méme volume ne sont ni équidécom-
posables ni équicomplémentaires, puisque D (C') = 0 pour fout f.

Exemple 3. Soit 75 un tétraédre ayant trois arétes consécutives AB, BC et
CD mutuellement orthogonales (un “orthoschéme”) et de méme longueur
u. Nous n’allons pas calculer les angles d’un tel tétracdre (ils sont égaux
a 3, 5, et 7), mais plutdt remarquer — en utilisant le milieu des arétes,
le centre des faces, et le centre — qu’un cube de coté u peut étre décom-
posé en six tétraedres de ce type (trois copies congruentes et trois copies
symétriques). Toutes ces copies congruentes et symétriques ont les mémes

invariants de Dehn ; ainsi, pour toute fonction f convenable :

1

Dy(T>) = 5

D¢(C)=0

Tous les invariants de Dehn d’un tel tétra¢dre s’annulent donc ! Cela résout
completement le troisieme probléme de Hilbert car nous avons construit au-
paravant un tétraedre différent, 77, de base congruente et de méme hauteur,
tel que D¢ (1) # 0. Le théoreme de Dehn-Hadwiger permet d’affirmer que
T et T ne sont ni équidécomposables, ni méme équicomplémentaires.

Appendice - Polytopes et polyédres

Un polytope convexe de R? est 1’enveloppe convexe d’un ensemble fini de
points S = {s1,..., s, }, c’est-a-dire, ’ensemble :

P = COHV(S) = {iAlsz : )\L Z 0, zn:/\i = 1}
i=1 i=1

Les polytopes sont évidemment des objets familiers : les premiers exemples
sont les polygones convexes (polytopes convexes de dimension 2) et les
polyedres convexes (polytopes convexes de dimension 3).

Il'y a plusieurs types de polyedres qui généralisent naturellement ce concept
en dimension plus grande. Par exemple, si I’ensemble S est affinement
libre, et de cardinal d + 1, alors conv(.S) est un simplexe de dimension
d (ou un d-simplexe). Si d = 2, c’est un triangle, si d = 3, un tétraedre. De
méme, les carrés et les cubes sont des cas particuliers de d-cubes, comme
le d-cube unité défini par Cy = [0, 1]¢ C R?.

Les polytopes généraux sont définis comme des réunions finies de poly-
topes convexes. Dans ce livre, les polyedres non-convexes apparaitront dans
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le contexte du théoreme de rigidité de Cauchy au chapitre 12, les polygones
non-convexes dans le contexte du théoréme de Pick dans le chapitre 11, et
aussi lorsque nous travaillerons sur le théoreme de la galerie d’art au cha-
pitre 31.

Les polytopes convexes peuvent étre définis de facon équivalente comme
les ensembles de solutions bornées de systemes finis d’inégalités linéaires.
Ainsi, tout polytope convexe P C R a une représentation de la forme :

P = {z cR?: Az < b}

ou A € R™*4 est une matrice et b € R™ un vecteur. En d’autres termes, P
est I’ensemble des solutions d’un systeme de m inégalités linéaires al'z <
b;, ot @l est la i-iéme ligne de A. Réciproquement, un tel ensemble borné
de solutions est toujours un polytope convexe, et peut donc étre représenté
comme |’enveloppe convexe d’un ensemble fini de points.

Pour les polygones et les polyedres, on a les concepts familiers de sommets,
arétes, et 2-faces. En ce qui concerne les polytopes convexes de plus grande
dimension, on peut définir leurs faces comme suit : une face de P est un
sous-ensemble F' C P delaforme PN{x c RY:a”x =b},ona’x <b
est une inégalité linéaire réalisée en tout point © € P.

Toutes les faces d’un polytope sont elles-mémes des polytopes. L’ensemble
V' des sommets (faces de dimension 0) d’un polytope convexe est aussi1’en-
semble minimal pour I’inclusion satisfaisant conv(V') = P. Sil’on suppose
que P C R? est un polytope convexe de dimension d, les facettes (les faces
de dimension (d—1)) déterminent un ensemble minimal d’hyperplans, donc
de demi-espaces contenant P, dont I’intersection est P. En particulier, cela  Quelques polytopes familiers :
implique le fait suivant, dont nous aurons besoin plus tard : soit /' une fa- tétragdre, cube et permutacdre
cette de P ; notons H r I’hyperplan qu’elle détermine, H I}f et Hy, les deux
demi-espaces bornés par H . Alors I’'un de ces deux demi-espaces contient
P (et I’autre non).

Le graphe G(P) d’un polytope convexe P est constitué de I’ensemble V'
des sommets, et de I’ensemble F des arétes (les faces de dimension 1). Si
la dimension de P est 3, alors ce graphe est planaire, et donne naissance a
la fameuse “formule d’Euler des polyedres” (voir chapitre 11).

Deux polytopes P, P’ C R? sont congruents s’il existe une application af-
fine préservant les longueurs, qui envoie P sur P’. Une telle application
peut inverser 1’orientation de 1’espace, comme le fait une réflexion rela-
tivement a un hyperplan, qui envoie P sur un symétrigue de P. Ils sont
combinatoirement équivalents s’il existe une bijection qui envoie les faces <
de P sur les faces de P’ et qui conserve la dimension et les inclusions

entre les faces. Cette notion d’équivalence combinatoire est beaucoup plus
faible que la congruence : par exemple, notre figure montre un cube unité
et un cube déformé qui sont combinatoirement équivalents (nous pourrions
appeler I’un ou I'autre “un cube”), mais certainement pas congruents.

/

On dit qu’un polytope (ou un sous-ensemble plus général de R?) a une  Polytopes combinatoirement €équiva-
symétrie centrale s’il existe un point ¢, € R? tel que : lents

ro+x P <— =xg—x P
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Dans ce cas, ¢ s’appelle le centre de P.
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Droites du plan et Chapitre 9
décompositions de graphes

Peut-étre le plus connu des problemes sur les configurations de droites fut-
il soulevé par Sylvester, en 1893, dans un recueil de problemes mathéma-
tiques :

QUESTIONS FOR SOLUTION.

11851. (Professor Svrvesrer.)—Prove that it is not possible to
arrange any finite number of real points so that a right line through
every two of them shall pass through a third, unless they all lie in the
same right line.

Montrer qu’il n’est pas possible de disposer un ensemble fini de points du
plan de sorte que les droites définies par les différents couples de points
passent aussi par un troisieme point sans que tous les points de cet en-
semble soient alignés.

On ne sait pas si Sylvester lui-méme avait établi une preuve. Une démons-
tration correcte fut donnée par Tibor Gallai [Griinwald] quelques quarante
années plus tard. C’est pourquoi on attribue communément le théoreme
suivant 2 Sylvester et Gallai. A la suite de la preuve de Gallai, plusieurs
autres démonstrations apparurent, mais on peut considérer que 1’argument
suivant, dii a L. M. Kelly, est tout simplement le meilleur.

J. J. Sylvester

Théoreme 1. Pour toute configuration de n points non alignés du plan, il
existe une droite qui contient exactement deux de ces points.

H Preuve. Soit P I’ensemble des points. Considérons ’ensemble £ de
toutes les droites qui passent par deux points au moins de P. Parmi toutes
les paires (P, £) € L x P telles que P ne soit pas sur ¢, choisissons une
paire (Po, {o) telle que Py soit le point le plus proche de ¢y, et soit @ la
projection orthogonale de Py sur £g.

Proposition. Cette droite {y répond a la question !

Sinon ¢, contiendrait au moins trois points de P, et deux d’entre eux,
appelons-les P; et Ps, seraient du méme coté de ). Supposons que P;
se trouve entre () et P, (P; coincidant éventuellement avec (). La figure

de droite montre cette configuration. Alors la distance de P; a la droite 3
{1 déterminée par Py et P, est inférieure a la distance de Py a ¢, ce qui
contredit notre choix de /g et P. O

Dans la preuve, nous avons utilisé des axiomes métriques (plus petite dis-
tance) et des axiomes d’ordre (P; se trouve entre @) et P») du plan réel.
Avons-nous réellement besoin de ces propriétés en plus des axiomes habi-
tuels d’incidence de points et droites ? En fait, une condition supplémen-
taire est requise, comme le montre le célebre plan de Fano représenté dans
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la marge. Ici, P = {1,2,..., 7} et L se compose de 7 droites constituées de
trois points comme le montre la figure, la “droite” {4, 5,6} comprise. Tout
couple de points détermine une unique droite, et donc les axiomes d’inci-
dence sont satisfaits, mais il n’y a pas de droite engendrée par 2 points.
Ainsi, le théoréeme de Sylvester-Gallai montre que la configuration de Fano
ne peut étre plongée dans le plan réel de sorte que les sept triplets de droites
colinéaires appartiennent a des droites réelles : il doit toujours y avoir une
droite “tordue”.

Cependant, Coxeter a montré que les axiomes d’ordre suffisent a démontrer
le théoreme de Sylvester-Gallai. On peut donc imaginer une preuve qui
n’utilise aucune propriété métrique (voir aussi la preuve utilisant la formule
d’Euler donnée au chapitre 11).

Le théoreme de Sylvester-Gallai implique directement un autre résultat cé-
lebre sur les points et droites du plan, dii a Paul ErdSs et Nicolaas G. de
Bruijn. On a en fait un résultat plus général avec des systémes arbitraires
de points-droites, comme 1’avaient déja observé Erdds et de Bruijn. Nous
allons étudier ce résultat plus général ultérieurement.

Théoreme 2. Soit P un ensemble de n > 3 points non alignés du plan.
Alors 'ensemble L des droites passant au moins par deux points contient
au moins n droites.

M Preuve. Sin = 3, il n’y arien a montrer. Nous allons maintenant pro-

céder par récurrence sur n. Soit [P| = n + 1. En utilisant le théoréme
précédent, il existe une droite £, € £ contenant exactement deux points P
Q et @ de P. Considérons I’ensemble P’ = P\ et ’ensemble L des droites

déterminées par P’. Si les points de P’ ne sont pas alignés, alors un raison-
nement par récurrence montre que |£’| > n et donc [£]| > n+ 1 a cause de
la droite supplémentaire £y de L. Si, d’autre part, les points de P’ sont ali-
gnés, alors nous obtenons le “faisceau” qui se compose d’exactement n + 1
P P3 P4 e Pn+1 droites. O

Voici, comme promis, le résultat qui s’applique a des “géométries d’inci-
dence” beaucoup plus générales.

Théoreme 3. Soit X un ensemble de n > 3 éléments, et soient A1, ..., Ap,
des sous-ensembles propres de X, tels que chaque paire d’éléments de X
soit contenue dans un ensemble A; exactement. Alors m > n.

B Preuve. La preuve suivante, attribuée selon les cas a Motzkin ou a
Conway, est tout a fait admirable et tient presque en une ligne. Si x € X,
soit r,, le nombre de sous-ensembles A; contenant x. (Notons que 2 < r, <
m par hypothese.) Si x ¢ A;, alors r,, > |A;| parce que les ensembles | A;|
contenant = et un élément de A; doivent étre distincts. Si m < n, alors
m|A;| < nry, donc m(n —|A;|) > n(m —r,) siz ¢ A, et par suite :

— 1 _ 1 1 _ 1
L= Z n Z Z n(m—rg) > Z Z m(n—|A;|) — 4 m

rzeX zeX A;:xdA; A; zadA;

ce qui est absurde. g
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Il existe une autre preuve tres courte de ce théoreme qui utilise 1’algebre
linéaire. Soit B la matrice d’incidence de (X; As,...,Ap,), en d’autres
termes les lignes de B sont indexées par les éléments de X, les colonnes
par Ay, ..., Ay, avec :

1 si z€A
Baa '_{0 si xgA

Considérons le produit BBT. Si  # 2’ nous avons : (BBT),. = 1,
puisque z et 2’ sont contenus dans un seul ensemble A;. Ainsi :

Ty, —1 0 0 1 1 ... 1

BBT = 0 rIQil + 1 1
: . 0 : R
0 0 7. —1 1 ... 1 1

ol 7, est défini comme indiqué ci-dessus. Puisque la premiére matrice est
définie positive (elle admet des valeurs propres toutes strictement positives)
et la deuxieme matrice est semi-définie positive (elle admet les valeurs
propres n et 0), BBT est définie positive et donc en particulier inversible ce
qui implique que rang(BBT) = n. On en déduit que le rang de la (n x m)-
matrice B est au moins n, et nous concluons que n < m, puisque le rang
ne peut pas excéder le nombre de colonnes.

Allons un peu plus loin et tournons-nous vers la théorie des graphes (nous
renvoyons a I’appendice de ce chapitre pour un rappel des notions élémen-
taires sur les graphes). Un moment de réflexion montre que 1I’énoncé suivant
est en fait identique au théoréme 3 :

Si I’on décompose un graphe complet K,, en m cliques” distinctes
de K,, telles que chaque aréte appartienne a une unique clique,
alors m > n.

En effet, si nous faisons correspondre a X 1’ensemble des sommets de K,
et aux ensembles A; les ensembles des sommets des cliques, alors les énon-
cés sont identiques. Notre tache suivante est de décomposer K, en graphes
bipartis complets tels qu’a nouveau, chaque aréte se trouve exactement dans
un de ces graphes. Il y a une fagon simple de s’y prendre. Numérotons les
sommets {1,2,...,n}. Prenons d’abord le graphe biparti complet joignant
1 a tous les autres sommets. Nous obtenons ainsi le graphe K ,,—1 appelé
étoile. Ensuite, joignons 2 a 3, ..., n, ce qui donne une étoile K7 ,,_». En
continuant, nous décomposons K, en étoiles Ky ,,—1, K1 5—2,..., K7 1.
Cette décomposition utilise n — 1 graphes bipartis complets. Peut-on faire
mieux, ¢’est-a-dire utiliser moins de graphes ? Non, comme 1’affirme le ré-
sultat de Ron Graham et Henry O. Pollak :

Théoreme 4. Si K,, se décompose en sous-graphes bipartis complets H,
Hs, ..., H,, alorsm >n — 1.

“N.D.T. : se reporter a I’appendice en fin de chapitre pour une définition de ce terme.

N

Une décomposition de K5 en 4 sous-
graphes bipartis complets
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Un graphe G avec 7 sommets et
11 arétes. Il possede une boucle, une
aréte double et une aréte triple.

Contrairement au théoreme d’Erd&s-de Bruijn, aucune preuve combinatoire
de ce résultat n’est connue ! Toutes les démonstrations utilisent I’algebre li-
néaire d’une maniere ou d’une autre. Parmi diverses idées plus ou moins
équivalentes, examinons la preuve de Tverberg, qui semble étre la plus
transparente.

M Preuve. Notons {1,...,n} ’ensemble des sommets de K, et soit L;, R;
les ensembles de sommets du graphe biparti complet H,;, j = 1,...,m. A
chaque sommet ¢ nous associons une variable x;. Puisque Hy, ..., H,, dé-

compose K, nous avons :

m

Zmia:j = Z( Z T - Z Zp) (1)

i<j k=1 a€Ly bERy
Supposons maintenant le théoreme faux, ¢’est-a-dire que m < n—1. Alors,
le systeme d’équations linéaires :

T+ ...+ xy

S

a€Lly

Il
—
x>

Il
=

3
N

a moins d’équations que de variables et admet une solution non triviale
C1,...,Cn. De (1) on déduit :

ZCiCj =0

i<j

Mais cela implique :

n
0 = (Cl+~~~+cn)2 = ZC?+2ZCiCj = ZC? > 0
i=1

i<j i=1

ce qui est contradictoire. O

Appendice - Notions élémentaires sur les graphes

Les graphes font partie des structures mathématiques les plus fondamen-
tales. Il en existe plusieurs versions, représentations et incarnations diffé-
rentes. De fagon abstraite, un graphe est un couple G = (V. E), ou V est
I’ensemble des sommets, E est I’ensemble des arétes, chaque aréte e € F
“reliant” deux sommets v, w € V. Nous considérons seulement les graphes
finis, ceux pour lesquels V' et E sont finis.

Habituellement, nous travaillons avec des graphes simples : nous excluons
donc les boucles, c’est-a-dire les arétes dont les deux extrémités coincident,
et les arétes multiples qui partagent les mémes extrémités. Les sommets
d’un graphe sont dits adjacents ou voisins si ce sont les extrémités d’une
aréte. Un sommet et une aréte sont dits incidents sil’aréte admet le sommet
en question pour extrémité.
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Voici une petite galerie de graphes (simples) importants :
K% K i K, ﬁ Ks
*—o .i:
Ky Kip
K3 E K4
Ky 3

Ks o
s
PV PA P%l\‘ P7\>‘

A el ] -

Deux graphes G = (V, E) et G’ = (V', E’) sont isomorphes s’il existe
des bijections V' — V' et E — FE’ qui conservent les incidences entre les
arétes et leurs extrémités. Un probleme majeur non résolu consiste a savoir
s’il existe un test efficace qui permette de décider si deux graphes donnés
sont isomorphes. Cette notion d’isomorphisme nous permet de parler du
graphe complet K5 a 5 sommets, etc.

G' = (V' E') est un sous-graphe de G = (V,E)si V' C V,E' C E,
et si chaque aréte e € E’ a les mémes extrémités dans G’ et dans G. G’
est un sous-graphe induit si, en outre, toutes les arétes de GG qui relient les
sommets de G’ sont aussi des arétes de G’.

Ky

De nombreuses notions sur les graphes sont tout a fait intuitives : par exem-
ple, un graphe G est connexe si tout couple de sommets est reli€ par un
chemin de G, ou de fagon équivalente si G' ne peut pas se décomposer en
deux sous-graphes non-vides dont les ensembles de sommets sont disjoints.

Nous terminons ce survol des notions €élémentaires sur les graphes par
quelques autres éléments de terminologie. Une clique dans G est un sous-
graphe complet. Un ensemble indépendant dans G est un sous-graphe in-

Les graphes complets K,, a n sommets
et (%) arétes

Les graphe bipartis complets K, ., a
m + n sommets et mn arétes

Les chemins P,, a n sommets

Les cycles C', a n sommets

est un sous-graphe de :
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duit sans arétes, c’est-a-dire un sous-ensemble de I’ensemble des sommets
tel qu’aucun couple de sommets ne soit reli€ par une aréte de G. Un graphe
est une forét s’il ne contient aucun cycle. Un arbre est une forét connexe.
Finalement, un graphe G = (V, E) est un graphe biparti s’il est isomorphe
aun sous-graphe d’un graphe biparti complet, c’est-a-dire si I’ensemble des
sommets peut &tre décrit comme la réunion V' = V; UV; de deux ensembles
indépendants.
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Le probleme des pentes Chapitre 10

Nous suggérons au lecteur, avant de poursuivre la lecture de ce chapitre,
d’essayer de construire des configurations de points du plan qui déterminent
“relativement peu” de pentes. A cet effet, on suppose bien siir que les n > 3
points ne sont pas alignés. Rappelons le théoreme d’Erds et de Bruijn,
(voir chapitre 9) : les n points vont déterminer au moins n droites diffé-
rentes. Mais, bien sir, beaucoup de ces droites peuvent étre paralleles, et
déterminent donc la méme pente.

A KKK

=3 n=4 n=>5 n==6 n="7
3 pentes 4 pentes 4 pentes 6 pentes 6 pentes
ou

Une rapide expérimentation pour une
petite valeur de n conduira probable-
ment le lecteur a une suite semblable
aux deux suites représentées ici.

= n=4 n=>5 n =206 n="7T

3 pentes 4 pentes 4 pentes 6 pentes 6 pentes

Apres quelques essais pour trouver des configurations ayant un nombre de
pentes plus faible, on peut conjecturer, comme Scott en 1970, le théoréeme
suivant :

Théoreme. Si n > 3 points du plan ne sont pas alignés, alors ils dé-
terminent au moins n — 1 pentes différentes, I’égalité étant réalisée
seulement dans le cas ou n est impair et n > 5.

Les figures ci-dessus représentent quelques-unes des premieres configu-
rations appartenant a deux suites infinies d’exemples et montrent que cet
énoncé est le meilleur possible : pour tout entier impair n > 5 il existe
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Trois jolis exemples sporadiques du ca-
talogue de Jamison-Hill.

Cette configuration de n = 6 points
détermine ¢ = 6 pentes différentes.

—_
w
9]

[ e

123 45 6

Ici, une direction de départ verticale
conduit a g = 123456.

une configuration de n points qui détermine exactement n — 1 pentes dif-
férentes, et pour tout autre entier n > 3, il existe une configuration ayant
exactement n pentes.

Cependant, les configurations représentées ci-dessus sont loin d’étre les
seules. Par exemple, Jamison et Hill ont décrit quatre familles infinies de
configurations, chacune d’entre elles étant constituée de configurations ayant
un nombre n impair de points qui ne déterminent que n — 1 pentes (“‘confi-
gurations critiques de pentes”). En outre, ils ont énuméré 102 exemples
“sporadiques” qui ne semblent pas s’inscrire dans une famille infinie, la
plupart d’entre eux ayant été découverts apres de longues recherches sur
ordinateur.

Le bon sens conduit a penser que les problemes extrémaux sont d’autant
plus difficiles que les configurations extrémes sont diverses et irrégulieres.
Il y a en effet beaucoup a dire sur la structure des configurations de pentes
critiques (voir [2]) mais une classification semble completement hors de
portée. Cependant, le théoréme précédent admet une preuve simple qui re-
pose sur deux ingrédients principaux : une réduction du probléme a un mo-
dele combinatoire efficace, due a Eli Goodman et Ricky Pollack, et un bel
argument a propos de ce modele grace auquel Peter Ungar a pu établir la
preuve en 1982.

H Preuve. (1) Remarquons d’abord qu’il suffit de montrer que chaque en-
semble de points du plan de cardinal pair n = 2m (m > 2) détermine au
moins n pentes. En effet, le cas n = 3 est trivial, et pour tout ensemble de
n = 2m+1 > 5 points (non tous alignés) on peut trouver un sous-ensemble
de n — 1 = 2m points, non tous alignés, qui déterminent déja n — 1 pentes.
Ainsi, dans la suite, nous considérons une configuration de n = 2m points
du plan qui déterminent ¢ > 2 pentes différentes.

(2) Le modele combinatoire est obtenu en construisant une suite périodique
de permutations. Pour cela, on commence avec une direction du plan qui
n’est pas 'une des pentes de la configuration, et I’on numérote les points
1,...,n selon 'ordre dans lequel ils apparaissent lorsqu’on les projette
sur une droite parallelement a cette direction. Ainsi, la permutation 7y =
123...n représente I’ordre des points relatif a la direction de départ.
Ensuite, on fait tourner la direction de projection en sens inverse des ai-
guilles d’une montre, et I’on observe comment change 1’ordre des projetés.
Les changements dans 1’ordre des points projetés se produisent exactement
au moment ou la direction correspond a I’une des pentes de la configura-
tion.
Ces changements sont loin d’étre aléatoires ou arbitraires : en effectuant
une rotation de 180° de la direction, nous obtenons une suite de permuta-
tions :

T — T — T2 — ... —> M1 — T¢
dont on peut énoncer quelques propriétés remarquables.

e La suite commence avec my = 123...n et finit avec 7 = n...321.
e Lalongueur ¢ de la suite correspond au nombre de pentes de la configu-
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ration de points.

e Au cours de la suite, chaque paire ¢ < j est inversée une fois exactement.
Cela signifie qu’entre mp = 123...n et m; = n...321, seules des sous-
chaines croissantes sont inversées.

e Tout mouvement est constitué de I’inversion d’une ou plusieurs sous-
chafines croissantes disjointes (correspondant a une ou plusieurs droites
paralleles a la direction donnée).

T = 654321

my = 625314

m3 = 265314
my = 213564
m = 213546

mo = 123456

En poursuivant ce mouvement circulaire autour de la configuration, on peut
considérer la suite comme une partie d’une suite périodique infinie des deux
cOtés :

Lo ] T e > T > W] > e > T2 ..

ou 7,4 est I'inverse de 7; pour tout ¢, et donc 7; o, = ; pour tout ¢ € Z.

Nous allons montrer que chaque suite possédant les propriétés ci-dessus (et
t > 2) doit avoir une longueur ¢ > n.

(3) Laclé de la preuve consiste a diviser chaque permutation en une “moitié
gauche” et une “moiti€ droite” de méme longueur m = 7, et a compter les
numéros qui traversent la barriere imaginaire délimitant la moitié gauche
de la moiti€ droite.

m; — Ti4+1 est appelé un mouvement traversant si I’'une des sous-chaines
qu’elle inverse met en cause des numéros qui se trouvent des deux cotés de
la barriere. Le mouvement traversant a un ordre d s’il déplace 2d numéros
a travers la barriere, c’est-a-dire si la chaine traversante comporte exacte-
ment d numéros d’un coté et au moins d numéros de 1’autre. Ainsi, dans

Voici la suite des permutations rencon-
trées dans I’exemple étudié.
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265314

213564

Un mouvement traversant

Un mouvement touchant

Un mouvement ordinaire

652341

213546

I’exemple :
my = 213:564 — 265:314 = 73

est un mouvement traversant d’ordre d = 2 car il déplace 1, 3, 5, 6 a travers
la barriere (qui est représentée par “: ), et :

652:341 — 654:321
est un mouvement traversant d’ordre d, = 1, tandis que, par exemple :
625:314 — 652:341

n’est pas un mouvement traversant.

Au cours de la suite m1g — 7 — ... — 7, chacun des numéros 1,2,...,n
doit traverser la barriere au moins une fois. Si dy,...,d. désignent les
ordres des ¢ mouvements traversant, cela implique :

c
Z 2d; = #{numéros qui traversent la barriere} > n
i=1

Cela implique également que 1’on a au moins deux mouvements traver-
sants, puisque I’on a un mouvement traversant tel que 2d; = n seulement
si tous les points sont sur une méme droite, c¢’est-a-dire pour ¢ = 1. Géo-
métriquement, un mouvement traversant correspond a la pente d’une droite
de la configuration qui a moins de m points de chaque coté.

(4) Un mouvement touchant est un mouvement qui inverse une chaine ad-
jacente a la barriere centrale, mais qui ne la traverse pas. Par exemple :

w4 = 625:314 — 652:341 = 75

est un mouvement touchant. Géométriquement, un mouvement touchant
correspond a la pente d’une droite de la configuration qui possede exac-
tement m points d’un coté et donc au plus m — 2 points de ’autre coté.

Des mouvements qui ne sont ni des mouvements touchants ni des mouve-
ments traversants seront appelés des mouvements ordinaires. En voici un
exemple :

m = 213:546 — 213:564 =

Ainsi, tout mouvement est soit un mouvement traversant, soit un mouve-
ment touchant, soit un mouvement ordinaire, et nous pouvons utiliser les
lettres T (touchant), C' (traversant) et O (ordinaire) pour désigner chaque
type de mouvement. C'(d) désignera un mouvement traversant d’ordre d.
Ainsi, pour I’exemple étudié :
T @) c(2) 9 T c(1)
Ty — M — My —— M3 — Ty — T5 —— Tg

On peut méme désigner cette suite plus brievement par 7', O, C(2),0, T,
c(1).

(5) Pour établir la preuve, nous avons besoin des résultats qui suivent.
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Entre deux mouvements traversants, il y a au moins un mouvement
touchant ;

Entre tout mouvement traversant d’ordre d et le mouvement tou-
chant suivant, il y a au moins d — 1 mouvements ordinaires.

En effet, aprés un mouvement traversant d’ordre d, la barriere est conte-
nue dans une sous-chaine symétrique décroissante de longueur 2d, avec d
numéros de chaque coté de la barriere. Avant le mouvement traversant sui-
vant, la barriere centrale doit étre placée dans une sous-chaine croissante
de longueur 2 au moins. Mais seul un mouvement touchant affecte le fait
que la barriere se trouve dans une sous-chaine croissante. Cela implique
le premier résultat. Quant au second, remarquons qu’a chaque mouvement
ordinaire, renversant une sous-chaine croissante, la 2d-chaine décroissante
ne peut étre raccourcie que d’un numéro seulement de chaque coté. Tant
que la chaine décroissante comporte au moins 4 numéros, un mouvement
touchant est impossible. Cela implique le second résultat.

Si nous construisons la suite de permutations en commengant par la méme
projection initiale mais en utilisant la rotation dans le sens des aiguilles
d’une montre, nous obtenons alors la suite inversée des permutations. Ainsi,
la suite enregistrée doit aussi posséder la propriété réciproque du second
résultat, a savoir :

Entre un mouvement touchant et le mouvement traversant suivant
d’ordre d, il y a au moins d — 1 mouvements ordinaires.

(6) Le modele 7T-O-C' de la suite infinie de permutations, déduit de (2),
est obtenu en répétant indéfiniment le modele 7-O-C' de longueur ¢ de la
suite 1g — ... — ;. Ainsi, en utilisant les résultats établis en (5), on
trouve que dans la suite infinie de mouvements, chaque mouvement traver-
sant d’ordre d se trouve dans un modele 7-O-C' de type :

T,0,0,...,0,C(d),0,0,...,0 (%)

>d-1 >d—1

de longueur 1 4+ (d— 1)+ 1+ (d— 1) = 2d.

Dans la suite infinie, nous pouvons considérer un segment fini de longueur
t qui commence avec un mouvement touchant. Ce segment est constitué de
sous-chaines de type (x), dans lesquelles peuvent étre insérés des 1" supplé-
mentaires. Cela implique que sa longueur ¢ vérifie :

c
t>>"2d; >n
=1

ce qui termine la preuve. O
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Trois applications
de la formule d’Euler

On dit qu’un graphe est planaire si on peut le représenter dans le plan R?
(ou, ce qui est équivalent, sur la sphére S? de dimension 2) sans que ses
arétes ne se coupent. On dit qu'un graphe est plan si 1’on dispose déja
d’une telle représentation. Une représentation de ce type décompose le plan
ou la sphere en un nombre fini de régions connexes, en incluant la région
extérieure non bornée, qui sont appelées faces. La formule d’Euler met en
évidence une belle relation entre les nombres de sommets, d’arétes et de
faces, valide pour tout graphe plan. Euler a mentionné ce résultat pour la
premiere fois dans une lettre a son ami Goldbach en 1750, mais il n’en avait
pas de preuve complete a 1’époque. Parmi les nombreuses démonstrations
de la formule d’Euler, nous en présentons une particulierement élégante et
“auto-duale” et qui ne fait pas appel a un raisonnement par récurrence. On
peut la trouver des 1847 dans le livre de von Staudt intitulé Geometrie der
Lage.

Formule d’Euler. Si G est un graphe plan connexe a n sommets, e
arétes et f faces, alors
n—e+f =2

B Preuve. Soit 7' C E I’ensemble des arétes d’un arbre recouvrant de Gz,
c’est a dire d’un sous-graphe minimal qui relie tous les sommets de G. Ce
graphe ne contient pas de cycle a cause de la condition de minimalité.
Nous avons besoin du graphe dual G* de G : pour le construire, on place
un sommet a I'intérieur de chaque face de G, et I’on relie deux sommets
de G par une aréte lorsqu’ils appartiennent a des faces qui ont une aréte
bordante commune. S’il y a plusieurs arétes bordantes communes, alors on
dessine plusieurs arétes de liaison dans le graphe dual. Ainsi, G* peut avoir
des arétes multiples méme si le graphe original G est simple.

Considérons la collection 7" C E* des arétes du graphe dual correspon-
dant aux arétes de E\T. Les arétes de T™* relient toutes les faces puisque
T n’a pas de cycle. 7™ aussi ne comporte pas de cycle, sinon il séparerait
certains sommets de G a Iintérieur du cycle de sommets a ’extérieur (ce
qui est impossible puisque 7" est un sous-graphe générateur et que les arétes
de T" et de T™* ne se coupent pas). Ainsi, 7" est un arbre recouvrant de G*.
Pour un arbre, le nombre de sommets est égal au nombre d’arétes plus 1.
Pour s’en convaincre, on choisit un sommet comme racine, et I’on dirige
toutes les arétes vers I’extérieur de la racine. Cela définit une bijection entre
les sommets autres que la racine et les arétes qui associe a chaque aréte le

Chapitre 11

Leonhard Euler

Un graphe plan G : n = 6, e = 10,
f=6.

LT
et ‘e
. .

Arbres recouvrants duaux dans G et
dans G*.
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Les cinq solides platoniciens.

[N]

2 2
Le degré est précisé a coté de chaque
sommet. En comptant les sommets d’un
degré donné, on obtient : ny = 3, ng =
0,74 = 1, n5 = 2 etn; = 0 pour les
autres valeurs de <.

A
0,

Le nombre de cOtés est précisé dans
chaque région. Le décompte des faces
ayant un nombre donné de cotés conduit
arfi=1fo=3fa=1fo=1et
fi = 0 pour les autres valeurs de 7.

sommet vers lequel elle pointe. En appliquant ce résultat a I’arbre 7" on
trouve n = er + 1, tandis que pour ’arbre 7™ on trouve f = ep~ + 1.
En additionnant les deux équations, nous obtenons : n + f = (ep + 1) +
(er+ +1)=e+2. O

La formule d’Euler conduit ainsi a une conclusion numérique forte a par-
tir d’une situation géométrique et topologique : les nombres de sommets,
arétes et faces d’un graphe fini G satisfont n — e + f = 2 chaque fois
que le graphe est ou peut étre représenté dans le plan ou sur la sphere.
De nombreuses conséquences classiques et bien connues se déduisent de
la formule d’Euler. Parmi elles figure la classification des polyedres régu-
liers convexes (les solides platoniciens), le fait que K5 et K3 3 ne sont pas
planaires (voir ci-dessous) et le théoreme des cinq couleurs qui affirme que
toute carte plane peut étre coloriée avec cinq couleurs au plus de sorte que
deux régions adjacentes ne soient pas de la méme couleur. Mais pour ce
dernier résultat il existe une preuve bien meilleure, qui n’utilise méme pas
la formule d’Euler (voir chapitre 30).

Ce chapitre rassemble trois autres belles preuves qui reposent sur la for-
mule d’Euler. Les deux premiéres — une preuve du théoréme de Sylvester-
Gallai et un théoréme sur les configurations de points 2-coloriés — utilisent
la formule d’Euler astucieusement combinée a d’autres relations arithmé-
tiques qui font intervenir certains parametres fondamentaux de la théorie
des graphes.

Examinons d’abord ces parametres.

Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes qui ont ce sommet pour ex-
trémité, les arcs qui définissent une boucle comptant double. Notons n; le
nombre de sommets de degré ¢ dans G. En dénombrant les sommets en
fonction de leur degré, on obtient :

n =mny+n +ne+nsg+... (1)

D’autre part, chaque aréte a deux extrémités ; elle contribue donc deux fois
a la somme de tous les degrés, et ainsi :

2¢e = n1+2ny+3ng+4dng+ ... (2)

On peut interpréter cette identité comme le dénombrement des extrémités
des arétes, c’est-a-dire les incidences aréte-sommet, effectué de deux fa-
cons différentes.

Le degré moyen d des sommets est donc :

Comptons ensuite les faces d’un graphe plan en fonction de leur nombre
de cotés : une k-face est une face qui est bordée par k arétes (une aréte qui
borde une méme région des deux cotés doit étre comptée deux fois !). Soit
fx le nombre de k-faces.
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En comptant toutes les faces, on trouve :
f=h+tl+f+fat... 3)
En comptant les arétes en fonction des faces qu’elles bordent, on obtient :
2e = fi+2f2+3f3+4fa+... €}

Comme précédemment, cette relation peut étre interprétée comme deux
manieres de dénombrer les incidences aréte-face. Remarquons que le nombre
moyen de cotés par face est :

ok

f

On peut en déduire rapidement a 1’aide de la formule d’Euler que le graphe
complet K5 et le graphe complet biparti K3 3 ne sont pas planaires. Relati-
vement a une hypothétique représentation planaire de K5 on aurait n = 5,
e=(3) =10,donc f =e+2—-n="Tet f =2 = 2 < 3 Maissile
nombre moyen de co6tés était plus petit que 3, le plongement comporterait
une face ayant au plus deux cdtés, ce qui est impossible.

Pe méme, pour K33 ontrouve:n =6,e=9et f =e+2—n =5, donc
f= 2—; = % < 4, ce qui est impossible puisque K5 3 est simple et biparti,
donc tous les cycles ont une longueur au moins égale a 4.

Bien entendu, la ressemblance entre les équations (3) et (4) relatives aux

fi et les équations (1) et (2) relatives aux n; n’est pas fortuite. Elles sont

K5 représenté avec une intersection.

transformées les unes des autres par la relation de dualité G — G* précé- K3 3 représenté avec une intersection.

demment évoquée.

A partir des identités précédentes, on obtient les énoncés suivants. Ce sont
des conséquences “locales” importantes de la formule d’Euler.
Proposition. Soit G un graphe plan simple non vide a n sommets. Alors
(A) G aun sommet de degré au plus 5.

(B) G a au plus 3n — 6 arétes.

(C) Siles arétes de G sont 2-coloriées, alors il existe un sommet de G qui
présente au plus deux changements de couleurs relativement a [’ordre
cyclique des arétes défini autour de ce sommet.

H Preuve. Pour chacun de ces énoncés, on peut supposer que G est connexe.

(A) Chaque face a au moins 3 c6tés puisque G est simple. Par suite, (3) et
(4) impliquent :

f
2e

fa+ fat+ fs+...
3fs+4fa+5f5+...

etdonc:2e —3f > 0.
Si chaque sommet a un degré au moins égal a 6, alors (1) et (2) impliquent :

n
2e

n6+ TL7+ n8+
6n6+7n7+8n8+...
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Les fleches pointent vers les coins pré-
sentant un changement de couleurs.
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et donc 2e — 6n > 0.
En considérant ces deux inégalités a la fois, on est conduit a :

6le—n—f) = (2e—6n)+22e—3f) >0

etdonc: e > n + f, ce qui contredit la formule d’Euler.

(B) Comme dans la premiere étape de la partie (A), on obtient : 2e—3f > 0,
et donc :

3n—6 = 3e—3f > e

d’apres la formule d’Euler.

(C) Soit ¢ le nombre de coins ou se produisent des changements de cou-
leurs. Supposons que I’affirmation soit fausse. Alors nous avons ¢ > 4n
changements de couleurs, puisqu’a chaque sommet, il y a un nombre pair
de changements. Comme chaque face ayant 2k ou 2k + 1 cOtés présente au
plus 2k coins de ce type :

in < ¢ 2f3+4fa+4fs +6f6 +6f7+8fs+ ...
2f3+4f4+6f5 +8f +10f7 + ...
2(3f3 +4fs+5fs +6fc+Tfr+...)
~4(fs+ fat+ fs+ fo+ fr+..0)

= de—A4Af

[ IAIA

en utilisant encore (3) et (4). Ainsi, nous avons e > n + f, contredisant
encore une fois la formule d’Euler. O

1. Le théoréme de Sylvester-Gallai revisité

Norman Steenrod a, semble-t-il, remarqué le premier que la partie (A) de
la proposition fournit une preuve remarquablement simple du théoréme de
Sylvester-Gallai (voir chapitre 9).

Le théoreme de Sylvester-Gallai. Erant donné un ensemble de
n > 3 points quelconques non alignés du plan, il existe toujours
une droite qui en contient exactement deux.

B Preuve. (Sylvester-Gallai via Euler)

Plongeons le plan R? dans R® “prés” de la sphére unité S? comme le
montre la figure. Alors chaque point de R? correspond 4 un couple de points
antipodaux sur S2, et les droites de R? correspondent a des grands cercles
de S2. Ainsi, le théoréme de Sylvester-Gallai est équivalent au résultat sui-
vant :

Etant donné un ensemble quelconque de n > 3 couples de points
antipodaux sur la sphére, qui ne sont pas tous sur un grand cercle,
il existe toujours un grand cercle qui contient exactement deux
couples de points antipodaux.
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Maintenant on passe au probleme dual en remplagant chaque paire de points
antipodaux par le grand cercle correspondant sur la sphere. C’est-a-dire
qu’au lieu de considérer les points +v € S? on considére les cercles or-
thogonaux définis par C,, := {x € S% : (x,v) = 0}. Ce cercle C,, est
I’équateur si on consideére v comme le pdle nord de la sphere.

Alors le probleme de Sylvester-Gallai revient a montrer :

Etant donnée une collection quelconque de n > 3 grands cercles
sur S2, ne passant pas tous par un méme point, il existe toujours
un point qui se trouve exactement sur deux de ces grands cercles.

La configuration de ces cercles induit un graphe plan simple sur S2, dont
les sommets sont les points d’intersection de deux des grands cercles qui
divisent les grands cercles en arétes. Par construction, tous les degrés des
sommets sont pairs, et au moins égaux a 4. La partie (A) de la proposition
précédente implique I’existence d’un sommet de degré 4. Le théoreme est
démontré ! 0

2. Droites monochromatiques

Le résultat suivant, analogue “coloré” du théoreme de Sylvester-Gallai, est
da a Don Chakerian.

Théoréme. Etant donnée une configuration de points noirs et blancs non
alignés du plan, il existe toujours une droite “monochromatique”, c’est-a-
dire une droite qui contient au moins deux points d’une méme couleur et
aucun point de [’autre.

B Preuve. Comme pour le probleme de Sylvester-Gallai, on transporte le
probleme sur la sphere unité et I’on passe au probleme dual. Il faut donc
montrer :

Etant donnée une collection finie de grand cercles “noirs” et “blancs”
sur la sphere unité, ne passant pas tous par un méme point, il existe
toujours un point d’intersection qui se trouve uniquement sur des
grands cercles blancs ou uniquement sur des grands cercles noirs.

Ce résultat est une simple conséquence de la partie (C) de la proposition
précédente puisqu’en chaque sommet intersection de grands cercles de cou-
leurs différentes, se trouvent toujours au moins 4 coins présentant des chan-
gements de signe. O

3. Le théoréeme de Pick

Le théoreme de Pick, établi en 1899, est un trés beau résultat, en soi surpre-
nant, mais c’est aussi une conséquence “classique” de la formule d’Euler.
Dans ce qui suit, on dit qu’un polygone réseau convexe P C R? est élémen-
taire si ses sommets ont des coordonnées entiéres et s’il ne contient aucun
autre point du réseau.
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Nint = 11 et npg = 8 donc A = 14.

Bases d’un réseau

Une base de Z? est un couple de vecteurs linéairement indépendants
(e1,es) tels que :

Z2 = {)\161 + Ages : /\1,)\2 S Z}

Soient e; = (‘;) et eg = (fi) Laire du parallélogramme engendré
par e} et e; vérifie A(ey, ez) = |det(eq, ez)| = | det (7 3)|-

Sify = (2) et fo = (i) forment une autre base, alors il existe une
Z-matrice inversible @ telle que (7)) = (7 5)Q. Puisque QQ~! =
(é (1)), et puisque les déterminants sont entiers, on a |det Q| = 1,
et donc |det(f,, fo)| = |det(e1,es)|. Ainsi, tous les parallélo-
grammes formant une base ont une méme aire égale a 1, puisque

A((): () = 1.

Lemme. Tout triangle élémentaire A = conv{p,, p,,ps} C R? a une aire
_1

A(A) = 3.

M Preuve. Le parallélogramme P de coins pg, p,, P2, P; + Dy — Dy et le

réseau Z2 sont invariants par 1’application :

o.:x — Pt Ppy— T

qui est la symétrie dont le centre est le milieu du segment reliant p; a p,.
Ainsi, le parallélogramme P = A U o(A) est également élémentaire, et
ses translatés entiers recouvrent le plan. {p; — py, Py — Py} est donc une
base du réseau Z? qui admet 1 pour déterminant. L’ aire de P est donc 1 et
celle de A est % (pour des explications a propos de ces calculs, se reporter
a I’encadré). O

Théoréme. L’aire de tout polygone Q C R? (non nécessairement convexe)
de sommets entiers vérifie :

1
A(Q) = Nint + inbd -1
ol Nyny (respectivement nyq) désigne le nombre de points entiers a l’in-
térieur (respectivement sur le bord) de Q).

H Preuve. Un tel polygone peut toujours étre triangulé en utilisant tous les
n;ne points du réseau qui se trouvent a ’intérieur, et tous les 1,4 points du
réseau qui se trouvent sur le bord de ). Cette propriété n’est pas complete-
ment évidente, en particulier si I’on n’impose pas a () d’étre convexe, mais
I’argument donné au chapitre 31 sur le probleme de la surveillance d’un
musée le montre.
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A présent, interprétons la triangulation comme un graphe plan, qui partage
le plan en une face non bornée et f — 1 triangles d’aire % Alors :

AQ) = 5(7-1)

Chaque triangle a trois cotés, et chacune des e;,; arétes intérieures borde
deux triangles, tandis que les e;q arétes du bord apparaissent chacune dans
un unique triangle. Par suite, 3(f — 1) = 2¢;,,+ + epq et ainsi f = 2(e —
f) — epa + 3. En outre, il y a autant d’arétes que de sommets sur le bord,
epq = npg. Ces deux affirmations et la formule d’Euler conduisent a :

= 20e~f)—ea+3
= 2(n—2) —npa+3 = 2n4nt +npa — 1
et donc :
AQ) = %(f —1) = nipe + %nbd -1 O
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Le théoreme de rigidité de Cauchy Chapitre 12

Un résultat célebre, conséquence de la formule d’Euler (précisément de
la partie (C) de la proposition du chapitre précédent) est le théoreme de
rigidité de Cauchy pour les polyedres de dimension 3.

En ce qui concerne les notions de congruence et d’équivalence combina-
toire utilisées dans la suite, nous nous référons a I’appendice sur les po-
Iytopes et les polyedres du chapitre concernant le troisieme probleme de
Hilbert (page 58).

Théoreme. Si deux polyédres convexes de dimension 3 appelés P
et P’ sont combinatoirement équivalents et si les facettes de P et
P’ qui se correspondent sont congruentes, alors les angles entre les
paires correspondantes de facettes adjacentes sont égaux (et donc
P est congru a P’).

L’illustration figurant en marge montre deux polyedres de dimension 3 qui
sont combinatoirement équivalents et dont les faces correspondantes sont
congruentes. Ils ne sont toutefois pas congruents, un seul des deux poly-
edres étant convexe. L’hypothese de convexité est donc essentielle pour le
théoréme de Cauchy !

Augustin Cauchy

H Preuve. Pour I’essentiel, ce qui suit reprend la preuve originale de Cau-
chy. Soient deux polyedres convexes P et P’ dont les faces sont congruentes.
Colorions les arétes de P comme suit : une aréte est noire (ou “positive”)
si I’angle intérieur des deux facettes adjacentes est plus grand dans P’ que
dans P ; elle est blanche (ou “négative”) si I’angle correspondant est plus
petit dans P’ que dans P.

Les arétes noires et blanches de P forment ensemble un graphe plan a deux
couleurs sur la surface de P, qui peut étre envoyé sur la spheére unité par ¢
projection radiale en supposant que O est a Iintérieur de P. Si P et P’

ont des angles-facettes correspondants différents, alors le graphe est non
vide. En utilisant la partie (C) de la proposition du chapitre précédent, on
constate qu’il existe un sommet p adjacent a une aréte noire ou blanche T
au moins, tel qu’il y ait au plus deux changements entre arétes noires et
blanches (relativement a I’ordre cyclique).

Coupons maintenant P avec une petite sphere S., de rayon &, centrée au
sommet p, et coupons P’ avec une sphere S. de méme rayon  centrée
au sommet correspondant p’. Dans S; et S’ nous obtenons des polygones
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convexes sphériques ) et Q' dont les arcs correspondants ont méme lon-
gueur, puisque les facettes de P et P’ sont congruentes, et que nous avons
choisi le méme rayon €.

Marquons par + les angles de @ tels que I’angle correspondant dans Q'
soit plus grand, et par — les angles tels que I’angle correspondant dans Q’
soit plus petit. En d’autres termes, lorsqu’on va de @ vers Q’ les angles +
s’ouvrent, les angles — se ferment, tandis que les longueurs des cotés et les
angles non marqués restent constants.

Le choix de p implique qu'un certain nombre de signes + ou — appa-
raissent, et que relativement a 1’ordre cyclique il y a au plus deux chan-
gements +/—. Si un seul type de signes apparait, alors le lemme qui suit
implique directement une contradiction, une aréte devant changer de lon-
gueur. Si les deux types de signes se produisent, alors (puisqu’il n’y a que
deux changements de signe) il y a une “ligne de séparation” qui relie les
milieux de deux arétes et sépare tous les signes + de tous les signes —.
A nouveau, nous obtenons une contradiction grice au lemme ci-dessous,
puisque la ligne de séparation ne peut pas étre a la fois plus grande et plus
petite dans Q' que dans Q. O

Le lemme du bras de Cauchy.
Soient () et Q' des n-gones convexes (planaires ou sphériques), numérotés
comme indiqué sur la figure suivante :

@F qn—1
q2 3 o) —
Qg
q1 dn

tels que les longueurs des arétes correspondantes vérifient I’égalité q,q; | =
4;q;q pour 1 < i < n — 1, et que les mesures des angles correspondants
vérifient I'inégalité o; < o pour 2 < i < n — 1. Alors la longueur de
[’aréte manquante vérifie :

QW < D
avec égalité si et seulement si ov; = o pour tout i.

I1 est intéressant de savoir que la preuve originale du lemme de Cauchy
était fausse : un mouvement continu qui ouvre les angles et laisse fixe la
longueur des cotés peut rendre la convexité caduque (voir figure). Le lemme
ainsi que la preuve donnée ici sont issus d’une lettre de I. J. Schoenberg a
S. K. Zaremba. IlIs sont valides aussi bien pour les polygones planaires que
pour les polygones sphériques.

M Preuve. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 3 est facile : si
dans un triangle, on augmente 1’angle v entre deux cotés de longueurs fixes
a et b, alors la longueur ¢ du c6té opposé augmente aussi. Analytiquement,



Le théoréme de rigidité de Cauchy 83

cela résulte de la relation :

? = a?+b%>—2abcosy

dans le cas planaire, et de son analogue :
cosc = cosacosb+ sinasinbcosy

en trigonométrie sphérique. Ici, les longueurs a, b, ¢ sont mesurées sur la
sphere de rayon 1, et prennent donc leurs valeurs dans Iintervalle [0, 7].
Supposons maintenant n > 4. Si, pour un certain ¢ € {2,...,n — 1},
nous avons «; = o, alors le sommet correspondant peut étre supprimé en
introduisant la diagonale de ¢;_, a g;, (respectivement de ¢j_; a ¢;,),
avec q;_1q;,, = q;_14; . et le résultat est démontré par récurrence. Nous
pouvons donc supposer «; < o pour 2 <4 <n — 1.

On définit a présent un nouveau polygone Q)* a partir de () en remplagant

a1 par le plus grand angle o _; < «/,_; possible tout en laissant Q*

convexe. A cet effet, g, est remplacé par ¢*, les autres q; €étant conservés
comme les longueurs d’arétes et les angles de (). Bien entendu, si 1’on peut
- =

choisir o _; = af,_; en laissant Q* convexe, alors : ¢,q, < ¢, ¢} <

¢4, en utilisant le cas n = 3 dans un premier temps, puis une récurrence
analogue a la précédente dans un deuxieme temps.

Sinon, un mouvement non trivial conduit a :

9 > G4, )]

et nous nous retrouvons dans la situation ol g,, ¢, et g}, sont colinéaires et
tels que :

G201 + 195, = G295, @

En comparant maintenant Q* et @’ on trouve :

00, < 45q), (3)

par récurrence sur n (en ignorant les sommets ¢; et ¢}). On trouve finale-
ment :

77 (;) T T @ — @ —— 0 —
@9 2 D — Q19 2 94 — @19 = 49 > Qs

ou () résulte simplement de 1’inégalité triangulaire, toutes les autres rela-
tions ayant déja été démontrées. ]

Nous avons vu un exemple montrant que le théoreme de Cauchy n’est pas
vrai pour les polyeédres non convexes. La particularité de cet exemple vient
de ce qu’il résulte de I’application d’une déformation non continue qui en-
voie un polyedre sur I’autre en conservant les facettes congruentes tandis
que les angles diedres font des “sauts”. On peut demander mieux :

Peut-il exister; pour un polyedre non convexe, une déformation
continue qui laisse les facettes plates et congruentes ?
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Un bel exemple de surface flexible
construite par Klaus Steffen. Les droites
en pointillés représentent les arétes
qui correspondent aux diedres rentrants
dans ce modele en papier. Il faut plier les
lignes pleines comme des crétes et les
lignes en pointillés comme des vallées.
Les arétes du modele ont des longueurs
égales a 5, 10, 11, 12 et 17 unités.

Il avait été conjecturé qu’aucune surface triangulée, convexe ou non, ne
pouvait admettre un tel mouvement. Ce fut donc une surprise lorsqu’en
1977, plus de cent-soixante ans apres le travail de Cauchy, Robert Connelly
présenta des contre-exemples : des spheres triangulées (fermées sans bord)
plongées dans R (sans auto-intersections) qui sont flexibles, avec un mou-
vement continu qui conserve les longueurs des arétes constantes, et qui
conserve les faces triangulaires congruentes.

La théorie de la rigidité des surfaces nous réserve bien d’autres surprises :
tres récemment, Sabitov a réussi a montrer que lorsqu’une telle surface
flexible bouge, le volume qu’elle enferme doit étre constant. Sa démonstra-
tion est tres belle notamment dans son recours a une machinerie algébrique
qui dépasse le cadre de cet ouvrage.
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Simplexes contigus Chapitre 13

Combien de simplexes de dimension d peut-on positionner dans R¢
de sorte qu’ils soient deux a deux contigus, c’est-a-dire que leurs
intersections deux a deux soient de dimension (d — 1) ?

C’est un vieux probleme trés naturel. Appelons f(d) la réponse a ce pro-
bleme, et notons que trivialement f(1) = 2. Si d = 2 la configuration de
quatre triangles représentée ci-contre montre que f(2) > 4. Il n’y a pas
de configuration similaire avec cinq triangles, parce que la construction du
graphe dual, qui dans notre exemple de quatre triangles conduit a une re-
présentation planaire de K4, impliquerait un plongement planaire de K,
ce qui est impossible (voir page 75). Ainsi : f(2)>4

f2)=4

En dimension trois, on voit facilement que f(3) > 8. A cet effet, on utilise

la configuration de huit triangles représentée ci-contre. On relie les quatre

triangles gris a un point x qui se trouve au dessous du plan de la figure,

ce qui induit quatre tétracdres qui touchent le plan par dessous. De méme,

on relie les quatre triangles blancs a un point y qui se trouve au dessus du

plan du dessin. On obtient ainsi une configuration de huit tétraédres de R?,
c’est-a-dire, f(3) > 8. £(3)>8
En 1965, Baston a écrit un livre dans lequel il a montré que f(3) < 9, et,

en 1991, il fallut a Zaks un autre livre pour établir que :

fB)=8

Comme f(1) =2, f(2) =4 et f(3) = 8, il ne faut pas beaucoup d’inspira-
tion pour formuler la conjecture suivante, énoncée en premier par Bagemihl
en 1956.

Conjecture. Le nombre maximal de d-simplexes deux a deux contigus dans
une configuration de R est :

f(d) =21

La borne inférieure f(d) > 2¢ est facile a vérifier, si I’on s’y prend bien. | !
Cela demande un usage lourd de transformations de coordonnées affines et
une récurrence sur la dimension, et conduit au résultat plus fort suivant, di

N “Simplexes contigus”
a Zaks [4].
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Théoréme 1. Pour tout entier d > 2, il existe une famille de 2% d-simplexes
de R deux-a-deux contigus, ainsi qu’une droite transverse qui rencontre
Uintérieur de chacun d’entre eux.

B Preuve. Si d = 2 la famille de quatre triangles que nous venons de
considérer est bien traversée par une telle droite. Considérons maintenant
une configuration en dimension d de simplexes contigus et qui posseéde une
droite transverse ¢. Toute droite parallele voisine ¢’ est aussi une droite
transverse. Si nous choisissons ¢’ et ¢ paralleles et suffisamment proches,
alors chacun des simplexes contient un intervalle orthogonal (de longueur
minimale) reliant les deux droites. Seule une partie bornée des droites / et
' est contenue dans les simplexes de la configuration. Nous pouvons donc
ajouter deux segments de liaison en dehors de la configuration, tels que
le rectangle engendré par les deux droites de liaisons extérieures (c’est-a-
dire, leur enveloppe convexe) contienne tous les autres segments de liaison.
Ainsi, nous avons placé une échelle telle que chacun des simplexes de la
configuration contienne un des barreaux de 1’échelle en son intérieur, tandis
que les quatre bouts de I’échelle sont en dehors de la configuration.

La principale étape consiste a effectuer un changement de coordonnées
(affines) qui envoie R? sur R?, et transforme le rectangle engendré par
I’échelle en un rectangle (demi-carré) défini, comme le montre la figure
ci-contre, par :

R' = {(x1,22,0,...,0): 1<z, <0;—-1 <y <1}

Ainsi, la configuration des simplexes contigus X' dans R? ainsi obtenus
possede 1’axe 21 comme droite transversale, et elle est positionnée de fagon
telle que chacun des simplexes contient un segment :

Sta) = {(a,22,0,...,0): =1 <y <1}

en son intérieur (avec « tel que —1 < a < 0), tandis que 1’origine O est en
dehors de tous les simplexes.

Fabriquons maintenant une deuxiéme copie de cette configuration en pre-
nant la symétrique de la premiere relativement a I’hyperplan défini par
21 = 2. Cette deuxieme configuration 2 possede 1’axe x5 comme droite
transverse, et chaque simplexe contient un segment :

S2(B8) = {(z1,6,0,...,0): =1 <z, <1}

en son intérieur, tel que —1 < 3 < 0. Mais chaque segment S*(a) coupe
chaque segment S?(/3), et ainsi I’intérieur de chaque simplexe de ! coupe
chaque simplexe de X2 en son intérieur. Ainsi, si nous ajoutons une nou-
velle (d + 1)-eme coordonnée x4 1, et si nous définissons X par :

{conv(P; U {—eqs1}): P € 2} U {conv(P; U {eas1}): P; € %2}

nous obtenons une configuration de (d + 1)-simplexes contigus dans R4+,
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En outre, I’antidiagonale :
A = {(z,-z,0,...,0):z € R} C R?

coupe tous les segments St () et S%(3). Nous pouvons “I’incliner” un peu,
et obtenir une droite :

L. = {(z,—,0,...,0,ex) :x € R} C R!

qui, pour tout € > 0 suffisamment petit, coupe tous les simplexes de X.
Cela acheve la récurrence. (]

A I’inverse de cette borne inférieure exponentielle, il est plus difficile d’ob-
tenir des bornes supérieures fines. Un raisonnement par récurrence naif
(considérant séparément toutes les facettes hyperplanes d’une configura-
tion contigu€) implique seulement que :

fd) < S+

ce qui est bien loin de la borne inférieure du théoreme 1. Cependant, Micha
Perles a trouvé la démonstration magique suivante, qui fournit une borne
bien meilleure.

Théoréme 2. Pour toutd > 1, ona f(d) < 29+,

M Preuve. Etant donnée une configuration de r d-simplexes contigus P,
Py, ..., P, dans R% commencons par dénombrer les différents hyperplans
H,,Hy, ..., H, engendrés par les facettes de P;. Pour chacune d’entre
elles, choisissons arbitrairement un coté positif [, f , et appelons I’autre coté
H, .

Par exemple, pour la configuration de dimension 2 de » = 4 triangles
dessinée a droite, nous trouvons s = 6 hyperplans (qui sont des droites
sid=2).

A partir de ces données, construisons la B-matrice comme suit : ¢’est une
matrice de r x s coefficients dans {+1, —1,0}, définie par :

+1 si P; aune facette dans Hj, et P; C Hj+
B;j = —1 si P; aune facette dans H;, et P; C H;
0 si P; n’a pas de facette dans H;

Par exemple, la configuration de dimension 2 de la figure conduit a la ma-
trice :

1 0 1 0 1 0

-1 -1 1 0 0 0

B= -1 1 0 1 0 0
0 -1 -1 0 0 1

Voici trois propriétés importantes de ce type de matrices. Premierement,
puisque chaque d-simplexe comporte d + 1 faces, chaque ligne de B a
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La premiére ligne de la C-matrice re-
présente le triangle ombré, tandis que
la deuxieéme ligne correspond a une
intersection vide de demi-espaces. Le
point x induit le vecteur :

(1-1 1 1-1 1)

qui n’apparait pas dans la C'-matrice.

exactement d + 1 coefficients non nuls et exactement s — (d + 1) coef-
ficients nuls. Deuxieémement, nous travaillons avec une configuration de
simplexes deux a deux contigus, donc pour chaque paire de lignes, il existe
une colonne dans laquelle une ligne a un coefficient égal a +1, alors que
le coefficient correspondant dans 1’autre ligne est égal a —1. En d’autres
termes, les lignes sont différentes méme si [’on ne tient pas compte des co-
efficients nuls. Troisiétmement, les lignes de BB “représentent” les simplexes
P; selon la formule :

p= () H n () H; ()
1

j:Bij=1 j:Bij=—

A présent, construisons 2 partir de B une nouvelle matrice C, ol chaque
ligne de B est remplacée par tous les vecteurs lignes que I’on peut générer
a partir d’elle en remplacant tous les 0 soit par +1 soit par —1. Puisque
chaque ligne de B a s — d — 1 coefficients nuls, et puisque B a r lignes, la
matrice C' a 2°~ %17 lignes.

Dans notre exemple, la matrice C' est une matrice de 32 x 6 coefficients qui
débute comme suit :

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 -1

1 1 1 -1 1 1

1 1 1 -1 1 -1

1 -1 1 1 1 1

1 -1 1 1 1 -1

¢= 1 -1 1 -1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1

-1 -1 1 1 1 1

-1 -1 1 1 1 -1

les huit premieres lignes de C' étant déduites de la premiere ligne de B, les
huit lignes suivantes provenant de la seconde ligne de B, etc.

Il est important de constater que toutes les lignes de C' sont distinctes : si
deux lignes sont déduites de la méme ligne de B, alors elles sont différentes
puisque leurs zéros ont €t€ remplacés de fagons différentes ; si elles sont
déduites de deux lignes différentes de B, elles sont différentes quelque soit
la facon dont les zéros ont été remplacés. Mais les lignes de C' sont des
vecteurs de composantes (+1) et de longueur s. Il y en a seulement 2°
différents. Ainsi, puisque les lignes de C' sont distinctes, C' a au plus 2°
lignes, et donc :

Zs_d_lT < 98

Cependant, tous les (+1)-vecteurs possibles n’apparaissent pas dans C, ce
qui implique une inégalité stricte 2579~ !r < 2° et donc r < 291, Pour
s’en convaincre, notons que chaque ligne de C représente une intersection
de demi-espaces, exactement comme les lignes de B dans la formule ().
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L’intersection est un sous-ensemble du simplexe P; déterminé par la ligne
de B correspondante. Prenons un point € R qui ne se trouve dans au-
cun des hyperplans H;, et dans aucun des simplexes F;. Avec cet x, nous
construisons un (+1)-vecteur qui enregistre pour chaque j si € H;‘ ou
siw € H; . Ce (£1)-vecteur n’apparait pas dans C, parce que son demi-
espace intersection selon (x) contient « et n’est donc contenu dans aucun
simplexe P;. O
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Tout grand ensemble de points Chapitre 14
détermine un angle obtus

Autour des années 1950, Paul Erd&s a conjecturé que tout ensemble de plus
de 2¢ points de R détermine au moins un angle obtus, ¢’est-a-dire un angle
strictement supérieur a 7. En d’autres termes, tout ensemble de points de
R? qui ne font que des angles aigus (incluant les angles droits) a un cardinal
au plus égal 4 2¢. Ce probléme, posé comme question primée par la Société
Mathématique Néerlandaise, ne recueillit de solutions que pour d = 2 et
d=3.

Pour d = 2, le probleme est facile : les cinq points peuvent déterminer un
pentagone convexe, qui a toujours un angle obtus (en fait, au moins un angle
d’au moins 108°). Sinon, il y a un point contenu dans 1’enveloppe convexe
de trois autres, qui forment un triangle. Ce point voit les trois arétes du
triangle sous trois angles dont la somme est 360°, et donc I’'un des angles
vaut au moins 120°. Le deuxiéme cas contient aussi les situations dans °
lesquelles il y a trois points alignés, et donc un angle de 180°.

Indépendamment, Victor Klee a demandé quelques années plus tard — ques-

tion étendue par Erdés — quelle pouvait étre la taille d’un ensemble de p—
points de R¢ possédant la propriété d’“antipodalité” suivante : pour fout  ----
couple de points de I’ensemble, il existe une bande (bornée par deux hy-
perplans paralleles) contenant 1’ensemble des points et telle que les deux O

points choisis se trouvent sur deux cotés distincts du bord.

Puis, en 1962, Ludwig Danzer et Branko Griinbaum ont résolu les deux B
problemes a la fois : ils ont intercalé les deux cardinaux étudi€s dans une
chaine d’inégalités, qui commence et finit par 2¢. Ainsi, la réponse 2¢ est
commune au probléme d’Erdds et a celui de Klee.

Dans la suite, nous considérons des ensembles (finis) S C R? de points,
leurs enveloppes convexes conv(S), et des polytopes convexes généraux
Q C R? (voir encadré sur les polytopes, page 58 pour un rappel des no-
tions élémentaires). Nous supposons que la dimension de ces ensembles est
effectivement d, c¢’est-a-dire qu’ils ne sont inclus dans aucun hyperplan. De
tels ensembles sont contigus s’ils ont au moins un point de leur bord en
commun, alors que leurs intérieurs ne se coupent pas. Pour tout ensemble
Q C R? et tout vecteur s € R?, on note () + s I'image de @ par la trans-
lation qui envoie O sur s. De fagon similaire, ) — s est le translaté obtenu
par I’application qui envoie s sur I’origine.

Que le lecteur ne soit pas intimidé : ce chapitre propose une excursion en
géométrie de dimension d, mais les arguments qui suivent ne demandent
pas d’“intuition en grande dimension” puisqu’ils peuvent tous étre suivis,
visualisés et donc compris en dimension trois, ou méme dans le plan. Ainsi,
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des figures vont illustrer la démonstration lorsque d = 2 (un “hyperplan”
est ici simplement une droite), et le lecteur pourra imaginer les figures pour
d = 3 (un “hyperplan” est alors un plan).

Théoreme 1. Pour tout d, on a la chaine d’égalités et d’inégalités sui-
vante :

(1)
24 < max{#S|S C RY, <(si,85,8,) < T pour tout {s;,85,8,} C S}
S C R tel que pour tout couple de points {s;, s;} C
(%) max { #5 S, il existe une bande S(i, j) qui contient S, telle que

s; et 8 se trouvent dans les hyperplans paralléles for-
mant le bord de S(i, j)

S C Retel que les translatés P—s; de P := conv(
#5S | se coupent en un méme point, et sont seulement conn-

gus

4) S C Retel que les translatés Q + s; d’un certain
< #5S | polytope convexe de dimension d, Q@ C R, sont deux
a deux contigus

S C Retel que les translatés Q* + s; d’un certain
#58 | polytope convexe a symétrie centrale Q* C R? sont
deux a deux contigus

INS

21,

B Preuve. Nous devons vérifier six affirmations (égalités ou inégalités).
Allons-y.

(1) Considérons S := {0, 1}d I’ensemble des sommets du cube unité stan-
dard de R?, et choisissons s;, sj, 8} € S. Par symétrie, nous pouvons sup-
poser que : s; = 0 est le vecteur nul. Ainsi, I’angle peut étre calculé a partir
de:

<sia sk)

cos <((8;,8j,8;) = AT
K2

qui est évidemment positif. Ainsi S est un ensemble tel que : |S| = 27 et
qui n’a pas d’angles obtus.

(2) Si S ne contient pas d’angles obtus, alors pour tout s;,s; € S nous
pouvons définir les hyperplans paralleles H;; + s; (respectivement H;; +
s,) passant par s; (respectivement s;) orthogonaux a I’aréte [si, sj]. Ici,
H;j = {x € R?: (z, 8;—s;) = 0} est ’hyperplan passant par I’origine et
orthogonal 2 la droite passant par s; et s, H;; +s; = {x +s; : € H;;}
est le translaté de H;; qui passe par s, etc. Ainsi, la bande qui se trouve
entre H;; + s; et H;; + s; est exactement constituée, en plus de s; et s;,
de tous les points z € R? tels que les angles <(s;, s;,) et <I(s;, 8;, T)
soient non-obtus. Par conséquent, la bande contient tout S.

(3) P est contenu dans le demi-espace de H;; + s; qui contient s; si et
seulement si P — s; est contenu dans le demi-espace de H;; qui contient
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s; — s : une propri€té du type “un objet est contenu dans un demi-espace”
n’est pas détruite si ’on translate a la fois 1’objet et le demi-espace de la
méme quantité (ici par —s;). De la méme fagon, P est contenu dans le
demi-espace de H;; + s; qui contient s; si et seulement si P — s; est
contenu dans le demi-espace de H,; qui contient s; — s;.

En réunissant ces deux assertions, on conclut que le polytope P est contenu
dans la bande qui se trouve entre H;; +s; et H;; +s; si et seulement si P —
s; et P — s; appartiennent a différents demi-espaces relatifs a I’hyperplan
HZ] .

Cette correspondance est illustrée par la figure qui se trouve dans la marge.
En utilisant, en outre, le fait que s; € P = conv(S), on constate que
I’origine O est contenue dans tous les translatés P — s; (s; € S). Ainsi,
les ensembles P — s; se coupent tous en 0, mais sont seulement contigus :
leurs intérieurs sont disjoints deux a deux puisqu’ils se trouvent sur les
cOtés opposés des hyperplans H;; correspondants.

(4) On obtient gratuitement le résultat suivant : la condition “les translatés
sont deux a deux contigus” est plus faible que la condition “ils se coupent
en un point commun, mais en étant contigus”. De la méme fagon, on peut
affaiblir les conditions en supposant que P est un d-polytope convexe arbi-
traire de R?. On peut aussi remplacer S par —S.

(5) La partie > de 1’égalité est triviale mais ne constitue pas le sens de
I’égalité qui importe pour clore la démonstration. On doit commencer avec
une configuration S C R? et un d-polytope @ C R? arbitraire dont les
translatés @) + s; (s; € S) sont deux a deux contigus. Dans cette situation,
on peut utiliser :

Q={b@-y R mycQ)

a la place de @. Il n’est pas difficile de s’en convaincre : Q* est de dimen-
sion d, il est convexe, et a symétrie centrale. On peut vérifier que Q* est
un polytope (ses sommets sont de la forme %(qz - qj), ou g;, q; sont des
sommets de () mais ce n’est pas important pour nous.

Nous allons montrer maintenant que () + s; et ) + s; sont contigus si et
seulement si Q* 4 s; et Q* + s; sont contigus. A cet effet, on remarque,
comme I’a suggéré Minkowski que :

(@ +8:) N(Q" + ;) #0
— 3q¢;,q9/.4;,4] €Q:5(qi —q])+s: =
3@ +df)+si =

(q; —aj) +s;
(@ +aq))+s;

Nl= Nl

— 34;,4/,4;,4] €Q:
< 3¢;,q; €Q:q;,+tsi=q;+s;
— Q+s)N(Q+s;)#0

ou la troisiéme équivalence (cruciale) repose sur le fait que chaque g € @
peut s’écrire comme q = %(q + g) pour obtenir I"implication réciproque,
et que @ est convexe, donc que % (q} + q}), %(q; +q/) € Q pour obtenir

I’implication directe.
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Facteur de normalisation %,
vol(P;) = vol(P).

Ainsi, le passage de ) a Q* (connu sous le nom de symétrisation de Min-
kowski) conserve la propriété que deux translatés Q) + s; et QQ + s; se
coupent. En d’autres termes, nous avons montré que pour tout convexe (),
deux translatés () + s; et () 4 s; se coupent si et seulement si les translatés
Q* + s; et Q" + s; se coupent.

La caractérisation suivante montre que la symétrisation de Minkowski con-
serve la contiguité :
Q + s; et () + s; sont contigus si et seulement s’ils se coupent,
alors que Q + s; et Q + s;+ E(Sj — 87;) ne se coupent pour aucun
e>0.

(6) Supposons que Q* + s; et Q* + s; soient contigus. Pour tout point
d’intersection :

@ e (Q"+s)N(Q" +sy)
nous avons :
r—s5€Q" and x—s5;€Q"
donc, puisque Q* est a symétrie centrale :

*

si—x=—(x—s5)€Q
et donc, puisque Q™ est convexe :

3(si—s;)=5((x—s5)+(si —m) €Q*

1(si + s;) est donc contenu dans Q* + s; pour tout i. En conséquence,

pour P := conv(S), nous obtenons :
P]' = %(P+ Sj) = COIIV{%(SZ' +Sj) 1 8; € S} C Q* + S

ce qui implique que les ensembles P; = %(P + s;) peuvent seulement étre
contigus.

Enfin, les ensembles P; sont contenus dans P, parce que tous les points s;,
s et %(sl +s;) sont dans P car P est convexe. Mais les P; sont seulement
plus petits, normalisés, translatés de P et contenus dans P. Le facteur de
normalisation est %, ce qui implique que :

1
vol(P;) = ﬁvol(P)
puisque nous travaillons avec des ensembles de dimension d. Cela signifie
qu’au plus 2¢ ensembles P; s’ajustent dans P, et donc que | S| < 24,

La chafine des inégalités est complete et la preuve est terminée. a

... Mais ce n’est pas la fin de I’histoire. Danzer et Griinbaum ont pos¢ la
question naturelle suivante :

Que se passe-t-il si I’on demande que tous les angles soient aigus
au lieu d’étre simplement non-obtus, c’est-a-dire si l’on interdit les
angles droits ?
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Ils ont construit des configurations de 2d — 1 points de R? ne formant que
des angles aigus, conjecturant que cela devait étre la meilleure possibilité.
Griinbaum a montré que c’est vrai pour d < 3. Mais vingt et un an apres, en
1983, Paul Erd6s et Zoltan Fiiredi ont montré que la conjecture est fausse,
de maniere considérable si la dimension est grande ! Leur démonstration
constitue une excellente illustration de la puissance des arguments probabi-
listes (se reporter au chapitre 35 pour une introduction aux méthodes proba-
bilistes). La version de la démonstration que nous proposons tient compte
d’une amélioration a la preuve de Erdds et Fiiredi proposée par David Be-
van, un de nos lecteurs.

Théoreme 2. Pour tout d > 2, il existe un ensemble S C {0,1}% de
2L§ (%)dj points de RY (sommets du cube unité de dimension d) qui
ne déterminent que des angles aigus.

En particulier; en dimension d = 34, il existe un ensemble de 72 > 2 .34—1
points ne formant que des angles aigus.

d
B Preuve. Posons m := L@ (%) |, et prenons 3m vecteurs

x(1),2(2),...,x(3m) € {0,1}¢

en choisissant toutes leurs coordonnées indépendamment et aléatoirement,
de facon a ce qu’elles soient égales a 0 ou 1, avec une probabilité % pour
chaque alternative. On peut lancer une piece parfaite 3md fois a cet effet ;
cependant, si d est grand, cela devient rapidement lassant.

Nous avons vu précédemment que les angles définis par des vecteurs de
coordonnées 0 ou 1 sont nécessairement aigus. Rappelons que trois vecteurs
(1), (j), (k) déterminent un angle droit de sommet () si et seulement
si le produit scalaire :

(z(i) — x(j), 2(k) — 2(j) )
s’annule, c’est-a-dire, dans le cas présent, si :
(i) —2(j)e=0 ou z(k)e—a(j)e=0

pour chaque coordonnée ¢. Nous appelons (i, 7, k) un mauvais triplet si cela
se produit (si z(i) = x(j) ou (j) = x(k), alors I’angle n’est pas défini,
mais le triplet (7, j, k) est certainement mauvais).

e . . . . d
La probabilité qu’un triplet particulier soit mauvais est exactement (%) .
En effet, il sera bon si et seulement si I’une des d coordonnées ¢ vérifie :

soit (i) =
soit (i) =

I
8
—
B
N

~

= 0, z(])p = 1,
=1, z(j)e=0.

|

8
—
By
N

~

On se retrouve donc avec six mauvaises options parmi huit équiprobables.
Un triplet sera mauvais si et seulement si I’une des mauvaises options (de
probabilité %) se produit pour chacune des d coordonnées.



96

Raisonnements divins

Le nombre de triplets que nous devons considérer est 3(3;)" ’), puisqu’il y
a (P’T) ensemble de trois vecteurs, et pour chacun d’entre eux, il y a trois
choix pour chaque sommet. Bien sir, les événements définissant des situ-
tations dans lesquelles différents triplets sont mauvais ne sont pas indé-
pendants, mais la linéarité de [’espérance (valeur obtenue en faisant la
moyenne sur I’ensemble de toutes les sélections possibles; voir appen-
dice) implique que le nombre attendu de mauvais triplets est exactement

3(°") (2)°. Celasignifie — c’est 1a que les méthodes probabilistes montrent
leur puissance — qu’il existe un certain choix des 3m vecteurs tel qu’il y
ait au plus 3(3;}“) (2)" mauvais triplets, avec :

3

m 3\ d m 3\ d 9\2 /3\d
3 (3)° < 3BF () = m¥(H) (D) < m,

par le choix de m.

(=2}

Toutefois s’il n’y a pas plus de m mauvais triplets, alors nous pouvons
retirer m des 3m vecteurs x(i) de telle sorte que les 2m vecteurs restants
ne contiennent pas de mauvais triplets, c’est-a-dire qu’ils ne déterminent
que des angles aigus. O

La construction “probabiliste” d’un grand ensemble de points de coordon-
nées 0 ou 1 sans angle droits peut étre facilement implémentée a 1’aide
d’un générateur de nombres aléatoires pour “lancer la piece”. David Bevan
a ainsi construit un ensemble de 31 points déterminant des angles aigus en
dimension d = 15.

Appendice - Trois outils issus des probabilités

Nous rassemblons ici trois outils fondamentaux issus de la théorie des pro-
babilités discretes qui apparaitront plusieurs fois : les variables aléatoires,
la linéarité de 1’espérance et 1’inégalité de Markov.

Soit (€, p) un espace probabilisé fini, ¢’est-a-dire que 2 est un ensemble
fini et p = Prob est une application de €2 dans I'intervalle [0, 1] telle que
> weq P(w) = 1. Une variable aléatoire X sur () est une application X :
Q0 — R. 1l est d’usage de noter (X = z) I’événement X ~!({z}) et
on a donc un espace probabilisé sur I’ensemble image X (€2) en posant
p(X = ) 1= 3 x(u)—, P(w). Un dé non truqué constitue un exemple
simple pour lequel tous les p(w) valent %, et pour lequel X = “le nombre
figurant sur la face supérieure du dé lorsqu’il a été€ lancé”.

L’ espérance E(X) de X est la moyenne attendue, ¢’est-a-dire :

E(X) = ) pwX(w)

weN

Supposons a présent que X et Y soient deux variables aléatoires sur ().
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Leur somme X + Y est encore une variable aléatoire et :

E(X +Y)

S p() (X (@) + Y ()
S @)X @) + Y pw)Y (@)

E(X)+E(Y)

11 est clair que cela peut s’étendre & une combinaison linéaire finie de va-
riables aléatoires. Cette propriété s’ appelle la linéarité de I’espérance. No-
tons que nous n’avons pas besoin d’hypothese sur “I’'indépendance” des
variables aléatoires, en quelque sens que ce soit !

Notre troisieme outil concerne les variables aléatoires X qui prennent des
valeurs non négatives, simplement notées X > 0. Soit :

Prob(X >a) = Z p(w)

w:X(w)>a

la probabilité que X soit supérieure ou égale a un certain a > 0. Alors :

EX) = Y pwXw + Y p@Xw =a Y pw)

w:X(w)>a

w:X(w)<a w:X(w)>a

et nous avons ainsi prouvé 1'inégalité de Markov :
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La conjecture de Borsuk

L’article de Karol Borsuk intitulé “Trois théoremes sur la sphere eucli-
dienne de dimension n”” de 1933 est célebre parce qu’il contient un résultat
important, conjecturé par Stanistaw Ulam, connu maintenant sous le nom
de théoreme de Borsuk-Ulam :

Toute application continue f : S* — R? envoie deux points anti-
podaux de la sphére S sur un méme point de R%.

Le méme article est également célebre parce qu’a la fin y figure un pro-
bleéme désormais connu sous le nom de conjecture de Borsuk :

Tout ensemble S C R® de diamétre borné diam(S) > 0 peut-il étre
partitionné en au plus d + 1 ensembles de diamétre plus petit ?

La borne d + 1 est la meilleure possible : si S est un simplexe régulier
de dimension d, ou simplement I’ensemble de ses d + 1 sommets, alors
aucune partie d’une partition réduisant le diametre ne peut contenir plus
d’un des sommets du simplexe. Si f(d) désigne le nombre minimal tel que
tout ensemble borné S C R ait une partition réduisant le diamétre en f(d)
parties, alors I’exemple d’un simplexe régulier donne f(d) > d + 1.

La conjecture de Borsuk a été démontrée, par Borsuk lui-méme, lorsque
S est une sphere, et pour les corps lisses en ayant recours au théoreme de
Borsuk-Ulam pour d < 3 mais la conjecture générale restait ouverte. La
meilleure borne supérieure pour f(d) a été établie par Oded Schramm, qui
a montré que :

f(d) < (1.23)7

pour tout d suffisamment grand. Cette borne semble bien faible comparée
a la conjecture f(d) = d + 1, mais elle a subitement semblé raisonnable
quand Jeff Kahn et Gil Kalai ont mis en échec de facon spectaculaire la
conjecture de Borsuk en 1993. Soixante ans apres ’article de Borsuk, Kahn
et Kalai ont montré que : f(d) > (1.2)V? pour d suffisamment grand.

La version de la preuve de Kahn-Kalai pour le Grand Livre a été fournie par
A. Nilli : courte et sans références externes, elle donne un contre-exemple
explicite a la conjecture de Borsuk en dimension d = 946. Nous présentons
ici une version modifiée de cette preuve, due a Andrei M. Raigorodskii et a
Bernulf Weilbach, qui réduit la dimension a d = 561, et méme a d = 560.

Chapitre 15

Karol Borsuk

N

Tout d-simplexe peut étre décomposé€ en
d+1 parties, chacune d’entre elles ayant
un diametre plus petit.
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A. Nilli

Ea

-1 -1 1 -1)
-1 -1 1 -1
1 1 -1 1
1 1 -1 1
-1 -1 1 -1
1 1 -1 1

Un nouveau “record” a d = 323 a été établi par Aicke Hinrichs durant I’ été
2000.

Théoreme. Soit ¢ = p™, p étant un entier premier, n := 4q — 2, et d :=
(5) = (2q — 1)(4q — 3). Alors il existe un ensemble S C {+1,—1}" de
272 points de R? tel que : toute partition de S dont les parties ont un
diametre plus petit que celui de S, se compose d’au moins :

2n72
q—2 1
> (")
1=0

parties. Pour ¢ = 9, cela implique que la conjecture de Borsuk est fausse
en dimension d = 561. En outre, f(d) > (1.2)V? pour d assez grand.

H Preuve. L’ensemble S se construit en quatre étapes.

(1) Soit g un entier premier, soit n = 4q — 2, et soit :

Q = {az e{+1,-1}" 1z =1, #{i:z; = —1}est pair}

Cet ensemble () se compose de 2"~ 2 vecteurs de R"™. Nous allons voir
que I’on a (x,y) = 2(mod4) pour tous vecteurs ¢,y € (. Nous dirons
que x, y sont presque orthogonaux si |(x,y)| = 2. Nous allons montrer :
que tout sous-ensemble Q' C @ qui ne contient pas de vecteurs presque
orthogonaux doit étre “petit” : |Q'] < 3977 ("h.

k3

(2) A partir de (), on construit I’ensemble :

R = {zzT iz cQ}

Vecteurs, matrices et produits scalaires

Avec les notations retenues, les vecteurs x,y, ... sont des vecteurs
colonnes ; les vecteurs transposés z” , yT, . .. sont donc des vecteurs
lignes. Le produit de matrices xa” est une matrice de rang 1 et
(J:CET),'J' = I;xy.

Si x, y sont des vecteurs colonnes, leur produit scalaire est défini
par :

(x,y) = Zl’iyz‘ = oy
i

Nous aurons également besoin de produits scalaires de matrices
X,Y € R™ "™ qui peuvent &tre interprétées comme des vecteurs de
dimension n?. Leur produit scalaire est défini par :

(X,Y) = Z TijYij
i,j
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des 22 matrices symétriques (n x n) de rang 1.Nous les interprétons
2
comme des vecteurs a n? composantes, & C R" . Nous allons montrer
que ces vecteurs ne forment que des angles aigus : leurs produits scalaires
sont positifs et au moins égaux a 4. En outre, si R C R ne contient aucun
couple de vecteurs dont le produit scalaire est minimal et €gal a 4, alors
TN q—2 (n—1

|R!| est “petit” : [R'| < >0 ("7 ).

(3) A partir de R, on construit un ensemble de points de R(2) dont les
coordonnées sont les coefficients qui se trouvent sous les diagonales des
matrices correspondantes :

S = {(zz’);>; : xzz” € R}

A nouveau, S est un ensemble de 2”2 points. La distance maximale entre
ces points est précis€ément obtenue avec les vecteurs presque orthogonaux
@,y € Q. Ainsi, un sous-ensemble S’ C S de diametre plus petit que celui
de S doit &tre “petit” : | S| < 302 ("7h.

1
(4) Estimations : on déduit de (3) qu’il faut au moins :
24q—4

9(q) = W

i=0 [

parties dans chaque partition de S réduisant le diametre. Ainsi :
f(d) = max{g(q),d+1}  pour d = (2¢—1)(4q — 3).

Par conséquent, chaque fois que g(q) > (2¢—1)(4¢—3)+1, on a un contre-
exemple de la conjecture de Borsuk en dimension d = (2¢ — 1)(4q — 3).

Nous allons montrer plus loin que ¢g(9) > 562, ce qui donne un contre-
exemple de dimension d = 561, et que :

e 27\?
g(‘]) > 64q2 (Tﬁ)

ce qui conduit a la borne asymptotique f(d) > (1,2)*/a pour d suffisam-
ment grand.

Détails de (1) : commengons avec quelques considérations inoffensives de
divisibilité.

z:g) est polynomiale de degré q — 2. Elle
prend des valeurs entiéres pour tous les entiers z. L’entier P(z) est divisible
par p si et seulement si z n’est pas congru a 0 ou 1 modulo q.

Lemme. La fonction P(z) := (

M Preuve. Ecrivons le coefficient binomial comme suit :
P(Z) _ (272) _ (272)(2*3)%-.'(27(1{»1)
q-2 (g—2)(g—3) ... ... 21

et comparons le nombre de p-facteurs au dénominateur et au numérateur. Le
dénominateur a autant de p-facteurs que (¢ — 2)!, ou que (¢ — 1)!, puisque

()
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Proposition. Si a = b # 0(modq),
alors a et b ont le méme nombre de p-
facteurs.

B Preuve. Onaa = b+sp™,oubn’est
pas divisible par p™ = q. Ainsi, chaque
puissance p* qui divise b vérifie k < m,
etdivise donc également a. L’ énoncé est
symétrique en a et b. O

q — 1 n’est pas divisible par p. En effet, d’aprés la proposition figurant
dans la marge, on obtient un entier ayant le méme nombre de p-facteurs
en prenant n’importe quel produit de ¢ — 1 entiers, un dans chaque classe
résiduelle non nulle modulo q.

Siz = 0oul (modg), alors le numérateur est aussi de ce type : tous les fac-
teurs du produit proviennent de différentes classes résiduelles, et les seules
classes qui n’apparaissent pas sont la classe nulle (les multiples de ¢), et
soit la classe de —1 soit la classe de +1. Mais ni +1 ni —1 ne sont divi-
sibles par p. Donc le dénominateur et le numérateur ont le méme nombre
de p-facteurs, le quotient n’est donc pas divisible par p.

D’autre part, si z # 0,1 (mod g), alors le numérateur de () contient un
facteur qui est divisible par ¢ = p"™. En méme temps, le produit n’a pas de
facteurs provenant de deux classes résiduelles adjacentes non nulles : I'une
d’elles représente des nombres qui n’ont pas de p-facteurs du tout, I’autre
a moins de p-facteurs que ¢ = p™. Ainsi, il y a davantage de p-facteurs au
numérateur qu’au dénominateur, et le quotient est divisible par p. g

Considérons maintenant un sous-ensemble arbitraire Q' C Q qui ne contient
pas de vecteurs presque orthogonaux. Nous voulons établir que @’ doit étre
“petit”.

Proposition 1. Si x et y sont des vecteurs distincts de Q, alors
1({z,y) + 2) est un entier vérifiant I’encadrement :

—(¢=2) < j((zy)+2) < ¢—1

x et y ont tous deux un nombre pair de composantes égales a (—1), donc
le nombre de composantes ou x et y different est également pair. Ainsi,

(,y) = (4g—2) — 2#{i 2 #y} = —2 (mod4)
1
1
Comme x,y € {+1,—1}*9"2 nous voyons que : —(4q — 2) < (z,y) <
4q—2, ¢’est-a-dire que : —(¢—1) < {({z,y)+2) < ¢. Laborne inférieure
n’est jamais atteinte, puisque : 1 = y; = 1 implique que  # —y. La
borne supérieure est atteinte seulement si ¢ = y.

pour tout &,y € Q, c’est-a-dire que : ; ((x,y) + 2) est un entier.

Proposition 2. Pour tout y € Q', le polynome a n variables
Z1,...,%, de degré q — 2 défini par :

i((zy) +2) -2
Ri@) = Py ) = (100007
est tel que Fy(x) est divisible par p pour tout ¢ € Q'\{y}, mais
ne l’est pas pour x = y.

L’écriture utilisant un coefficient binomial montre que Fy () est un poly-
ndme a valeurs entieres. Si = y, on obtient la valeur F,(y) = 1. Si
x # y, le lemme implique que Fy,(x) n’est pas divisible par p si et seule-
ment si % ((z,y) +2) est congru a 0 ou 1 (mod ¢). En utilisant le résultat 1,
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on voit que cela a lieu seulement si %((m, y) +2) estégal a 0 ou 1, c’est-a-
dire si (x,y) € {—2,+2}. x et y doivent donc étre presque orthogonaux,
ce qui contredit la définition de Q’.

Proposition 3. Le méme résultat est vrai pour les polynomes Fy ()
an — 1 variables x4, . .., x, obtenus comme suit : on décompose

Fy (cc) en mondmes, on retire la variable x, et on réduit toutes les
puissances plus élevées des autres variables en substituant x1 = 1,

etx? = 1sii > 1. Les polynomes Fyy(x) ont un degré au plus égal
aq—2.

Les vecteurs * € @ C {+1,—1}" satisfont tous z; = 1 et 2? = 1.
Ainsi, les substitutions ne modifient pas les valeurs des polyndmes sur I’en-
semble Q. En outre, elles n’augmentent pas le degré, et donc Fy(x) a un
degré au plus égal a ¢ — 2.

Proposition 4. 1l n’y a pas de relation linéaire (a coefficients
rationnels) entre les polynomes Fy(x), c’est-a-dire que les poly-
némes F'y(x), y € Q', sont linéairement indépendants sur Q. En
particulier, ils sont distincts.

Supposons qu’il existe une relation de la forme -, o oy F'y (z) = 0 telle
que les coefficients oy, ne soient pas tous nuls. Aprés multiplication par un
scalaire convenable, nous pouvons supposer que tous les coefficients sont
entiers, mais que tous ne sont pas divisibles par p. Dans ce cas, pour tout
y € Q' I'évaluation en x := y implique que oy, 'y (y) est divisible par p,
donc oy, I’est puisque F',, (y) ne 1’est pas.

Proposition 5. |Q'| est borné par le nombre de mondmes sans
carrés de degré au plus ¢ — 2 en n — 1 variables, c’est-a-dire par

i (-
Par construction, les polyndomes Fy sont sans carré : aucun de leur mondme
ne contient de variable de degré supérieur a 1. Ainsi, chaque F'y(x) est une
combinaison linéaire de mondmes sans carré de degré au plus égal a ¢ — 2
enn — 1 variables xo, . .., x,. Puisque les polyndmes Fy(:v) sont linéaire-
ment indépendants, leur nombre (qui est |Q’|) ne peut pas étre supérieur au
nombre de mondmes en question.

Détails de (2) : la premicre colonne de za” est «. Ainsi, pour des € Q
distincts, nous obtenons des matrices distinctes M (x) := zxT. Interpré-
tons ces matrices comme des vecteurs de longueurs n? de composantes
2;2;. Un calcul simple :

SO (wiw) (wivs)

i=1 j=1

(S (Som) = o = 4

<]W(w), ]V[(y)>
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montre que le produit scalaire de M (x) et M (y) est minimal si et seule-
ment si z, y € @ sont presque orthogonaux.

Détails de (3) : notons U(x) € {+1, —1}% le vecteur composé de tous les
coefficients qui se trouvent sous la diagonale de M (x). Puisque M (x) =
xxT est symétrique et puisque les termes de sa diagonale sont +1, on voit
que : M(x) # M (y) implique : U(x) # U(y). En outre :

4 < (M), M(y) = 2U(),U(y))+n

c’est-a-dire : n
V(@) U(y) 2 —5+2

I’égalité ayant lieu si et seulement si et y sont presque orthogonaux.
Puisque tous les vecteurs U (x) € S ont méme longueur /(U (x), U(x)) =
\/ (5). celassignifie que la distance maximale entre les points U (), U (y) €
S est atteinte exactement lorsque « et y sont presque orthogonaux.

Détails de (4) : Pour ¢ = 9 on a g(9) =~ 758.31 qui est plus grand que
d+1=(%)+1= 562

Pour obtenir une borne générale pour de grandes valeurs de d, nous utilisons
la monotonie des coefficients binomiaux, ainsi que les estimations n! >
e(Z)™etn! < en(Z)" (sereporter aI’appendice du chapitre 2) et on trouve
que :

() <o) it <o i 0
Ainsi : 94q—4

e 27\ 4
fld) > g(q) = % > 6442 (E)

A partir de ce résultat, avec :

d = (2¢—1)(4g—3) = 5¢*+ (¢ — 3)(3¢q 71) > 5¢®> pourq > 3,
=3+ \/E>\fet 275 5 >1.2032,

v vd
f(d) > @(1 2032)V > (1.2)V4

pour tout d suffisamment grand. |

on obtient :

On peut obtenir un contre-exemple de dimension 560 en remarquant que
pour ¢ = 9 le quotient g(q) ~ 758 est beaucoup plus grand que la dimen-
sion d(q) = 561. Grice a cela, on obtient encore un contre-exemple de
dimension 560 en prenant uniquement les “trois quarts” de I’ensemble S,
définis par les points de @ qui satisfont (21, x2,z3) # (1,1,1).

On sait que la conjecture de Borsuk est vraie pour d < 3, mais elle n’a
pas été vérifiée pour des dimensions plus grandes. En revanche, elle est
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vraie jusqu’a d = 8 si I’on se restreint aux sous-ensembles S C {1, —1}¢
construits comme ci-dessus (voir [8]). Il est fort possible que 1’on puisse
trouver des contre-exemples dans des dimensions raisonnablement petites.
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Ensembles, fonctions Chapitre 16
et hypothése du continu

La théorie des ensembles, élaborée par Georg Cantor dans la seconde moi-
tié du 19¢ siecle, a profondément transformé les mathématiques. Les ma-
thématiques modernes sont inconcevables sans le concept d’ensemble, et,
comme 1’a affirmé David Hilbert : “Personne ne nous chassera du paradis
(de la théorie des ensembles) que Cantor a créé pour nous”.

L’un des concepts fondamentaux introduits par Cantor est la notion de taille
ou de cardinal d’un ensemble M, noté | M |. Pour les ensembles finis, la no-
tion ne présente pas de difficulté : on compte simplement le nombre d’élé-
ments et ’on dit que M est un n-ensemble ou qu’il a n pour cardinal si M
contient précisément n éléments. Deux ensembles finis M et /N ont donc le
méme cardinal | M| = |N| s’ils contiennent le méme nombre d’éléments.
Pour étendre cette notion d’égalité de taille aux ensembles infinis, recou-
rons a ’expérience pratique suivante pour les ensembles finis : supposons
qu’un certain nombre de personnes montent dans un bus. Quand peut-on
dire que le nombre de personnes est le méme que le nombre de sieges
libres ? Une facon simple de procéder consiste a laisser tout le monde s’as-
seoir. Si chacun trouve un siege, et si aucun siege ne reste libre, alors
le nombre d’éléments de 1’ensemble des personnes est le méme que le ~ Georg Cantor
nombre d’éléments de I’ensemble des sieges. En d’autres termes, les deux

ensembles ont le méme cardinal s’il existe une bijection de I’'un des en-

sembles sur I’autre.

Nous prendrons donc cette définition : deux ensembles arbitraires M et N
(finis ou infinis) ont méme taille (ou cardinal) si et seulement s’il existe une
bijection de M sur V. Il est clair que cette notion d’égalité de taille définit
une (sorte de) relation d’équivalence sur les ensembles et I’on peut ainsi
associer un nombre, appelé nombre cardinal, a chaque classe d’ensembles
de méme cardinal. Pour les ensembles finis, par exemple, on obtient les
nombres cardinaux 0,1,2,...,n,...; k est le cardinal de la classe des k-
ensembles, et, en particulier, 0 est celui de I’ ensemble vide &. En outre, on
observe le fait évident qu’un sous-ensemble propre d’un ensemble fini M
a toujours un cardinal plus petit que celui de M.

La théorie devient trés intéressante et nettement moins intuitive lorsqu’on
se tourne vers les ensembles infinis. Considérons a cet effet I’ensemble
N* = {1,2, 3, ...} des nombres entiers non nuls. Un ensemble M est dit
dénombrable il peut étre mis en bijection” avec N*. En d’autres termes,

“N.d.T. : nous conservons les définitions du texte original, d’ot la mise en bijection avec
N* et non N comme le veut 1’usage frangais. L'usage anglo-saxon veut en effet que N soit
défini comme {1,2,3,...} et non comme {0,1,2,3,...}. Nous avons choisi de garder la
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M est dénombrable si I’on peut numéroter la liste des éléments de M de la
maniere suivante : mj, me, ms, . . . Toutefois un étrange phénomene se pro-
duit alors. Supposons qu’on ajoute a N* un nouvel élément z : I’ensemble
N* U {z} est toujours dénombrable et son cardinal est donc encore égal a
celui de N* |

Ce résultat est agréablement illustré par 1’“hotel de Hilbert”. Supposons
qu’un hotel dispose d’un ensemble infini dénombrable de chambres numé-
rotées 1,2, 3, ..., et que chaque chambre ¢ soit occupée par un hote g; si
bien que I’hétel est complet. A son arrivée, un nouvel hote = qui demande
une chambre se voit répondre : “désolé, toutes les chambres sont réservées”.
“Pas de probleme”, dit le nouvel arrivant, “déplacez simplement 1’hote ¢,
dans la chambre 2, I’hote go dans la chambre 3 et ainsi de suite, puis je
prendrai la chambre 1”. A la surprise du gérant (il n’est pas mathémati-
cien), ce systeme fonctionne : il parvient a loger tous ses hotes ainsi que le
nouvel arrivant x !

Il est maintenant clair qu’il peut encore loger un nouvel arrivant ¥, puis
encore un autre z, etc. Ainsi, contrairement au cas fini, il peut trés bien
arriver qu’un sous-ensemble propre d’un ensemble infini M ait le méme
cardinal que M. En fait, comme nous allons le voir, ¢’est une caractérisation
de I’infinité : un ensemble est infini si et seulement s’il a le méme cardinal
que I'un de ses sous-ensembles propres.

Laissons la1’hotel de Hilbert et examinons les ensembles de nombres usuels.
L’ensemble Z des entiers est encore dénombrable puisqu’on peut énumérer
Z de la maniere suivante Z = {0,1,—1,2,—2,3,—3,...}. Il est peut-&tre
plus surprenant que 1’ensemble Q des nombres rationnels soit aussi dénom-
brable.

Théoreme 1. L’ensemble Q des nombres rationnels est dénombrable.

H Preuve.

En listant I’ensemble Q* des rationnels positifs comme indiqué sur la fi-
gure ci-contre, tout en éliminant les nombres déja rencontrés, on observe
que Q% est dénombrable, et donc que Q 1’est aussi puisqu’il suffit d’en
faire la liste en commengcant par O et en plagant —% juste apres %. Avec ce
procédé d’énumération :

1 1 1 1 1 1
= R R =
1 2 3 1 5 6 :
V / / / Q = {0717_1727_27%7_%7%7_%737_3747_4>%7_%7'“}
2 2 2 2 2
1,2 3 / 1 / 5 O
: 3 On peut aussi interpréter la figure autrement et dire que :
/ 4 Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables M, est dé-
nombrable.

En effet, il suffit de poser M,, = {an1, ana, ans, ...} et de lister :

oo
U M, = {au,a21,alg,a13,azz,a31,a41,a32,a23,a14,...}
n=

SNNN N
MR

| O - — | T

notation frangaise N = {0, 1,2, 3, ...} par respect pour les habitudes du lecteur. Il en résulte
quelques occurrences de N* qui peuvent sembler superflues au premier abord...
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exactement comme précédemment.

Observons I’énumération des rationnels positifs selon le schéma de Cantor
un peu plus attentivement. En considérant la figure, nous avions obtenu la
suite :
1211 23 4 3 2 11 2 3 45

T0 102032201212 223 4254321 """

)

de laquelle il convenait de retirer les doublons comme % = % ou % = %

En fait il existe une maniere encore plus élégante et systématique de lister
les éléments en question qui évite les doublons. Elle a été proposée tres
récemment par Neil Calkin et Herbert Wilf. Leur liste commence par :

[J[eY]
Wi

3
1°

(SISt}
(NI
ST
N
=l

5 5 g e e

wlot

4
39 ) I )

I

I I )

W=

11 2
1020 10
Le dénominateur du n-ieme rationnel de la suite est égal au numérateur

du (n + 1)-ieéme. En d’autres termes, la n-ieme fraction est de la forme
b(n)/b(n+ 1) o (b(n)), ., est une suite qui commence par :

(1,1,2,1,3,2,3,1,4,3,5,2,5,3,4,1,5, ...).

Dans un article de 1858, le mathématicien allemand Moritz Abraham Stern
est le premier a s’étre intéressé a cette suite, désormais connue sous le nom
de “suite diatomique de Stern”.

Comment obtenir les éléments de cette suite et ainsi une maniere efficace de

lister les rationnels positifs ? Considérons 1’arbre binaire infini représenté

dans la marge. Il est facile de constater la nature récursive de sa construc-
tion :

- % figure a la racine de 1’arbre ;

— chaque neeud £ a deux fils : le fils gauche est = et le fils droit est HT] .

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

(1) Toutes les fractions qui apparaissent dans 1’arbre sont réduites, c’est-a-
dire que lorsqu’une fraction % apparait dans I’arbre, r et s sont premiers
entre eux.

La propriété est vraie pour la racine de I’arbre % et ’on va procéder par

récurrence vers le bas de I’arbre. Si r et s sont premiers entre eux, alors il

en va de méme pour 7 et r 4+ s, comme pour s et r + s.

(2) Toute fraction réduite = > (0 apparait dans I"arbre.

On procede par récurrence sur la somme 7+ s. La plus petite valeur possible
pour cette somme est r +s = 2, correspondant a £ = %, valeur qui apparait
a la racine de I’arbre. Si » > s, alors, d’apres ’hypothese de récurrence,
*~* apparait déja dans ’arbre et ’on obtient £ comme son fils droit. De
manicre analogue, si 7 < s, -~ apparait déja dans ’arbre et % apparait
comme son fils gauche.

(3) Toute fraction réduite apparait exactement une fois.

ST : : s : 5 . . :
Si £ apparaissait plus d’une fois dans I’arbre, alors  # s puisque tout nceud
de I’arbre, a I’exception de la racine, est de la forme ﬁ <loul > 1.
Comme r > s ou s > 7, on procede par récurrence, comme on I’a fait dans
le point précédent.

AN
AT
fOA
PR
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s s'—r!

Par exemple, h(6) = 3, avec les repré-
sentations hyperbinaires possibles sui-

vantes :
6=4+2
6=4+1+1

6=2+2+1+1.

Tout rationnel positif apparait donc exactement une fois dans 1’arbre et on
peut écrire la suite de ces nombres de gauche a droite, niveau par niveau,
en descendant dans 1’arbre”. On obtient ainsi les premiers termes listés pré-
cédemment.

(4) Le dénominateur de la n-iéme fraction de la suite est égal au numéra-
teur de la (n + 1)-iéme.
Le résultat est évident pour n = 0 ou lorsque la n-ieme fraction est un
fils gauche. On raisonne par récurrence. Supposons, que la n-ieme fraction
= est un fils droit. Si % est I’élément le plus a droite d’un niveau, alors
s = 1 si bien que la fraction qui lui succede se trouve la plus a gauche
dans le niveau suivant et présente un numérateur qui est 1. Si, en revanche,
© n’est pas au bord de son niveau, et si :—: désigne la fraction qui la suit

immédiatement, alors ~ est le fils droit de *_* et g—; est le fils gauche de

- N N z 2. . —8
ﬁ et alors, d’apres I’hypothese de récurrence, le dénominateur de Ts‘s

! . .
est le numérateur de —"— si bien que s = 7.

Tout cela est tres bien mais il y a encore mieux. Deux questions se pré-
sentent de maniere naturelle :

— Est-ce que la suite (b(n)) a une “signification” ? En d’autres termes,

n>0
est-ce que b(n) dénombre quelque chose de simple ?

— Ftant donné +, dispose-t-on d’un moyen simple pour calculer son suc-
cesseur dans la suite ?

Pour répondre a la premiere question, nous allons montrer que le nceud
b(n)/b(n + 1) admet les fils b(2n + 1) /b(2n + 2) et b(2n + 2) /b(2n + 3).
La procédé de construction de 1’arbre conduit a la récurrence :

b(2n+1) =0b(n) et b(2n+2)=">b(n)+bn+1). (1)

Posant b(0) = 1, la suite (b(n)),>o est parfaitement définie par les rela-
tions (1).

Ainsi la question devient : y a-t-il une “jolie” suite “connue” satisfaisant a
ces relations de récurrence ? La réponse est affirmative. Nous savons que
tout nombre 7 peut étre écrit de maniére unique comme la somme de puis-
sances de 2 distinctes : c’est 1’habituelle représentation binaire de n. Une
représentation hyperbinaire de n est une décomposition de n en somme de
puissances de 2 dans laquelle chaque puissance peut apparaitre au plus deux
fois. Soit h(n) le nombre de représentations hyperbinaires possibles pour n.
Le lecteur est invité a constater que la suite de terme général h(n) satisfait
aux relations de récurrence (1), ce qui suffit a prouver que b(n) = h(n)
pour tout n.

Incidemment nous avons prouvé un résultat surprenant : soit % une fraction
réduite, il existe un unique entier n tel que » = h(n) et s = h(n + 1).

N.d.T. : I'informaticien dirait : “en effectuant un parcours en largeur” de 1’arbre.
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Tournons nous a présent vers la deuxieme question. Dans 1’arbre figure :

r

S .
/ \ soit encore, avec T := = / \
+

T r+Ss x+1

r+s s

Nous utilisons ce schéma pour générer un arbre infini encore plus grand

0 / \ 1
S O\
. 2 ANAN
NG AN A A A
YA R wwwwwww
S A AR
ywwwwwww

5
Dans cet arbre, toutes les lignes sont identiques et elles fournissent toutes
le procédé de dénombrement des rationnels positifs de Calkin-Wilf (en par-
tant de %).
Comment fait-on alors pour passer d’un rationnel a son successeur ? Pour
répondre a cette question, remarquons d’abord que pour tout rationnel x,
son fils droit est = + 1, son petit-fils droit est  + 2 et son descendant droit
d’ordre k est x+k. De mamere analogue, le fils gauche de x est 17— + dont le
propre fils gauche est et ainsi de suite. Le descendant gauche d’ordre
k de x est

=}

\

=l
[

=l

T
1+kz

A présent, pour trouver comment on passe de £ = x ason successeur f(x)
dans la liste, il nous faut analyser la situation représentée dans la marge.
En fait, si I’on considere un rationnel x strictement positif quelconque dans
I’arbre binaire infini, alors on voit que c’est le descendant droit d’ordre %
du fils gauche d’un certain rationnel y > 0 (pour un certain £ > 0) tandis
que f(x) s’obtient comme le descendant gauche d’ordre % du fils droit de
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ce méme y. Ainsi, a partir de la formule donnant la valeur des descendants
d’ordre k on trouve : y
r = ———+k,
1+vy
comme indiqué sur la figure ci-contre. Ici, K = |x] est la partie entiere de x

tandis que ¥ = {x} est sa partie fractionnaire. On en déduit :

y+1 1 1 1

I = T+ — A BT ERE TO

Nous avons donc obtenu une magnifique formule pour le successeur f(x)
de x, récemment établie par Moshe Newman :

La fonction :

1

= fo) = oIyt

engendre la suite de Calkin-Wilf.

1

1 1
1 2 1 3 2 3 1 o= g 7 oo

ol

dans laquelle figure exactement une fois tout rationnel positif.

Le procédé d’énumération de Calkin-Wilf-Newman présente d’autres pro-
priétés remarquables. Par exemple, on peut se demander si I’on dispose
d’un moyen rapide de calculer la n-ieme fraction de la suite, disons, par
exemple, pour n = 106. Le voici :
Pour trouver la n-ieme fraction de la suite de Calkin-Wilf, il faut expri-
mer n sous sa forme binaire n = (bybg_1...b1bg)2 et suivre dans 1’arbre
de Calkin-Wilf le chemin défini par les chiffres b;, en partant de § = %
b; = 1 signifie “choisir le fils droit”, ¢’est-a-dire “ajouter le dénomina-
teur au numérateur”, tandis que b; = 0 signifie “choisir le fils gauche”,
c’est-a-dire “ajouter le numérateur au dénominateur”.
La figure représentée ci-contre dans la marge montre le chemin pour n =
25 = (11001). Ainsi le 25-iéme terme de la suite de Calkin-Wilf est £.
Le lecteur pourra aisément établir un procédé qui calcule la (représentation

binaire de la) position n d’une fraction donnée § dans la suite.

Signalons, pour en finir avec Q, une autre facon, tres élégante, de montrer
que Q7 est dénombrable : elle consiste 4 observer que 1’application de Q
a valeurs dans N qui & p/q irréductible associe 2737 est injective.

1 Qu’en est-il de I’ensemble des nombres réels R ? Est-il lui-aussi dénom-

% % % % % % % % % \ % % % % % y{;able ? 1l n’en est rien. La méthode employée pour le démontrer — la
éthode diagonale de Cantor — n’a pas seulement une importance capi-

tale pour la théorie des ensembles toute entiere, elle appartient aussi a coup
stir au Grand Livre pour le trait de génie qu’elle constitue.
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Théoreéme 2. L’ensemble R des nombres réels n’est pas dénombrable.

Ml Preuve. Tout sous-ensemble IV d’un ensemble dénombrable M = {m;,
ma, ms, ...} est au plus dénombrable (c’est-a-dire fini ou dénombrable).
En effet, il suffit de lister simplement les éléments de N tels qu’ils appa-
raissent dans M. Si donc on peut trouver un sous-ensemble de R qui n’est
pas dénombrable, alors a fortiori R ne peut pas étre dénombrable. Le sous-
ensemble M/ de R que nous allons examiner est I’intervalle |0, 1] de tous les
nombres réels r tels que 0 < r < 1. Supposons, au contraire, que M soit
dénombrable, et soit M = {r1,72,73,...} une énumération des éléments
de M. On écrit 7, sous la forme de son unique développement décimal
infini (sans suite infinie de zéros a la fin") :

Tn = O.anlangang e

ol a,; € {0,1,...,9} pour tout n et pour tout 7. Par exemple, 0.7 =
0.6999 . .. Considérons maintenant le tableau doublement infini :

T = 0.a11a12a13 e

T2 0.a21a22a23 N

Tn 0.(Ln1(Ln2(Ln3 “e

Pour chaque n, choisissons b,, € {1,...,8} différent de ay,, ; il est clair
que c’est toujours possible. Alors : b = 0.b1b2bs ... by, ... est un nombre
réel appartenant a 1’ensemble M qui doit donc étre indexé sous la forme
b = ry,. Toutefois cela est impossible puisque by, est différent de ayy. O

Attardons-nous un moment sur les nombres réels et remarquons que les
quatre types d’intervalles ]0, 1[,]0, 1], [0, 1] et [0, 1] ont le méme cardinal.
Nous pouvons notamment vérifier que |0, 1] et |0, 1] ont méme cardinal. On
définit I’application f :]0,1] —]0, 1[, x — y par :

3

s — si <z <1,

1
<£L'§§,

1
<x§17

—x si

—x si

00]Co |00
00 [ =

convient. En effet, cette application est bijective, puisque y décrit 1’inter- >

valle % < y < 1 ala premiere ligne, % <y < % a la deuxieme ligne, 0
+ <y < ] alatroisieme ligne, et ainsi de suite.

f:1]0,1] —]0,1]

“N.d.T. : c’est-a-dire en faisant le choix (justifié par le raisonnement qui suit) de représen-
ter, par exemple, 3/10 par le développement 0,29999 . .. plutdt que par le développement
0,30000. ..
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Nous constatons ensuite que tous les intervalles (de longueur finie stricte-
ment positive) ont méme cardinal en considérant la projection centrale re-
présentée sur la figure. Il y a méme mieux : chaque intervalle (de longueur
strictement positive) a le méme cardinal que la droite réelle R entiere. Pour
s’en convaincre, il suffit de regarder I'intervalle ouvert plié |0, 1 et de le
projeter sur R a partir du centre S.

En conclusion, tous les intervalles ouverts, semi-ouverts, fermés (finis ou
infinis) de longueur strictement positive ont le méme cardinal. On note ¢
ce cardinal, ¢ pour continu. On dit que ces ensembles de nombres ont la
puissance du continu.

Le fait que des intervalles finis ou infinis aient le méme cardinal peut appa-
raitre comme intuitif apres réflexion, mais voici un résultat qui va comple-
tement a I’encontre de I’intuition.

Théoreme 3. L’ensemble R? de tous les couples de nombres réels, (c’est-
a-dire le plan réel) a le méme cardinal que R .

B Preuve. Pour s’en convaincre, il suffit de montrer que 1’ensemble de
tous les couples (z,y), 0 < x,y < 1, peut étre envoyé de fagon bijective
sur 0, 1]. Ici encore, la démonstration mérite de figurer dans le Grand Livre.
Considérons le couple (x,y) et écrivons I'unique développement décimal
infini de x et y comme dans I’exemple suivant :

r = 03 01 2 007 08
Y 0.009 2 05 10008

Nous avons séparé€ les chiffres de x et y en groupes qui s’arrétent dés qu’un
chiffre non nul apparait dans le développement. Nous associons ensuite a
(z,y) le nombre z €]0,1] en écrivant le premier groupe de chiffres appa-
raissant dans 1’écriture de z, puis le premier groupe issu de y, ensuite le
deuxieme groupe issu de z, et ainsi de suite. Ainsi, avec 1’exemple précé-
dent, on obtient :

z = 0.3 009 01 2 2 05 007 1 08 0008

Comme ni x ni y ne sont composés que de zéros a partir d’un certain rang,
I’expression de z est un développement décimal infini. Réciproquement, a
partir du développement de z, nous pouvons immédiatement reconstituer
son image réciproque (x, y), I’application est donc bijective. |

Comme (x,) — x + iy est une bijection de R? sur ’ensemble des
nombres complexes C, on obtient : |C| = |R| = c. Pourquoi le résultat
|R?| = |R| est-il aussi inattendu ? Parce qu’il va & I’encontre de I’intuition
qu’on peut avoir de la notion de dimension. Le résultat précédent dit que
le plan R? de dimension 2 (et plus généralement, par récurrence, 1’espace
R™ de dimension n) peut étre envoyé bijectivement sur la droite R qui est
de dimension 1. Ainsi, la dimension n’est pas conservée en général par les
applications bijectives. Cependant, si nous demandons a 1’application et a
son inverse d’étre continues, alors la dimension est conservée, comme 1’a
démontré Brouwer.
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Allons un peu plus loin. Jusqu’a présent, nous avons la notion d’égalité de
cardinal. Quand pourra-t-on dire que M est au plus aussi grand que N ? Ce
sont encore les applications qui apportent la clé. Nous dirons que le nombre
cardinal m est inférieur ou égal a w, si étant donnés des ensembles M et
N tels que [M] = m et |N| = n, il existe une injection de M dans N.
11 est clair que la relation m < n est indépendante des représentants M et
N choisis. Si les ensembles sont finis, cela correspond encore a I’intuition.
Un m-ensemble est au plus aussi grand qu’un n-ensemble si et seulement
sim < n.

On est maintenant confronté a un probleme fondamental. I serait évidem-
ment souhaitable que les lois usuelles concernant les inégalités soient éga-
lement vérifiées pour les nombres cardinaux (notamment infinis). En parti-
culier, est-il vrai que m < netn < m implique: m =n?

La réponse affirmative est fournie par le célebre théoréme de Schroder-
Bernstein que Cantor énonga en 1883. La premiere démonstration de ce
résultat fut établie par Friedrich Schroder and Felix Bernstein bien des an-
nées plus tard. La démonstration que nous en donnons ici est issue d’un
petit ouvrage rédigé par I’'un des géants de la théorie des ensembles, Paul
Cohen, qui est célebre pour ses travaux sur I’hypothese du continu (theme
que nous allons aborder un peu plus loin).

Théoreme 4. Si chacun des deux ensembles M et N s’injecte dans I’autre,
alors il existe une bijection de M sur N, ¢’est-a-dire |M| = |N|.

B Preuve. Nous pouvons supposer que M et N sont disjoints — si tel
n’est pas le cas, on remplace N par une copie de V.

Soit f et g les applications qui transportent respectivement les éléments
de M vers N et ceux de N vers M. Une maniere d’éclaircir la situation
consiste a aligner les éléments de A/ U N en une chaine. On va prendre un
élément arbitraire mq de M, et former une chaine a partir de cet élément en
lui appliquant f, puis en appliquant g a son image, puis & nouveau f et ainsi
de suite. La chaine peut se refermer (cas 1) si I’on retombe sur mg au cours
de I'itération de ce procédé ou, au contraire, étre constituée d’une suite
infinie d’éléments distincts (le premier élément qui se répéterait dans la
chaine ne pourrait étre que my par injectivité des applications considérées).
Si la chaine est infinie, alors on va essayer de la parcourir en marche ar-
riere, en passant de mg a g1 (my) si mq appartient a I'image de g, puis a
F (g (mo)) si g~ (mg) appartient a I'image de f et ainsi de suite. Trois
nouveaux cas peuvent alors se présenter. Soit le parcours rétrograde de la
chaine est infini (cas 2), soit le parcours s’interrompt en un élément de M
ne figurant pas dans I’image de g (cas 3), soit le parcours s’interrompt en
un élément de N ne figurant pas dans I’'image de f (cas 4).

Ainsi, quatre cas peuvent se présenter pour les chaines de M U N et nous
allons voir que dans chaque cas il est possible d’indexer les éléments de la
chaine de telle sorte que F' : m; — n; soit une bijection.
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Cas 1 : cycle fini constitué de 2k + 2 éléments distincts (k > 0).

f g f f

mo——"ng — M) —=— myp —= Ng
\ g

Cas 2 : chaine infinie des deux cOtés constituée d’éléments distincts.

f g f g f

s —e My —>=="N9 —3= N1 —>= N] —3= 1My —>=

Cas 3 : chaine infinie constituée d’éléments distincts commengant en
mo € M\g(N).

f g f g f

mo—=——ng —= M| —= N] — Ny —>=—

Cas 4 : chaine infinie constituée d’éléments distincts commengant en
ng € N\ f(M).

g f g f

nyg —m— My —==— N| —= 1M —>—

“Schroeder et Bernstein en train de
peindre”

Qu’en est-il des autres relations gouvernant les inégalités ? Comme d’ha-
bitude, nous posons m < n si m < n et m # n. Nous venons de voir
qu’étant donnés deux cardinaux m et n I’une au plus des trois possibilités :

m<un,m=n, m>n

peut se produire. Il découle de la théorie des cardinaux qu’en fait, une rela-
tion exactement est vraie (se reporter a I’appendice de ce chapitre, proposi-
tion 2).

En outre, le théoreme de Schroeder-Bernstein nous dit que la relation < est
transitive, c’est-a-dire que m < n et n < p impliquent m < p. Ainsi,
les cardinaux sont placés dans un ordre linéaire qui commence avec les
cardinaux finis 0,1, 2,3, ... En faisant appel au systtme axiomatique de
Zermelo-Fraenkel (notamment a 1’axiome du choix), on établit facilement
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qu’un ensemble infini M contient un sous-ensemble dénombrable. En effet,
M contient un élément, soit m;. L’ensemble M \ {m;} n’est pas vide
(puisque M est infini) et il contient donc un élément ms. De méme, M \
{my,ma} contient un élément m, et ainsi de suite. Ainsi, le cardinal d’un
ensemble infini dénombrable est le plus petit cardinal infini habituellement
noté N (prononcer “aleph zéro”).

Comme Ny < m pour tout cardinal infini m, on obtient immédiatement le
résultat de I’*hotel de Hilbert” pour tout nombre cardinal infini m, c’est-a-
dire qu’on a |M U {z}| = |M| pour tout ensemble infini M. En effet, M
contient un sous-ensemble N = {my, ma, ms, ...}. Maintenant, envoyons
X sur mq, mq sur mse, et ainsi de suite, en laissant fixes les éléments de
M\N. Ce procédé fournit la bijection désirée.

Jusqu’a présent, nous avons rencontré les cardinaux 0, 1,2, ..., Ng, et nous
savons aussi que le cardinal ¢ de R est plus grand que Xj. Le passage de
Q de cardinal 8y a R de cardinal ¢ suggere immédiatement la question
suivante :

Le cardinal infini ¢ = |R| est-il celui qui suit immédiatement X ?
A présent nous sommes confrontés 2 la question de savoir s’il existe un
nombre cardinal plus grand suivant X, ou en d’autres termes, s’il est perti-
nent d’introduire un nouveau cardinal X;. On peut répondre par 1’affirma-
tive et la preuve est esquissée dans 1’appendice de ce chapitre.
L’énoncé ¢ = N; est connu sous le nom d’hypothése du continu. La ques-
tion de savoir si I’hypothese du continu est vraie a constitué¢ pendant plu-
sieurs décennies I'un des plus grands défis de toutes les mathématiques. La
réponse, finalement donnée par Kurt Godel et Paul Cohen, nous mene aux
limites de la pensée logique. Ils ont montré que 1I’énoncé ¢ = N; est indé-
pendant du systeme d’axiomes de Zermelo-Fraenkel, tout comme I’axiome
de I'unique parallele est indépendant des autres axiomes de la géométrie
euclidienne. Il y a des modeles pour lesquels ¢ = N; et d’autres modeles
de la théorie des ensembles pour lesquels ¢ # N;.
A la lumiére de ces remarques, il est intéressant de se demander s’il existe
d’autres conditions (provenant par exemple de 1’analyse) qui sont équiva-
lentes a I’hypothese du continu. Dans ce qui suit, nous voulons présenter un
exemple de ce type ainsi que sa solution, tres élégante et tres simple, due a
Paul Erd6s. En 1962, Wetzel a posé la question suivante :

Soit { fo} une famille de fonctions analytiques sur C, deux a deux
distinctes, telles que pour tout z € C [’ensemble des valeurs
{fa(2)} soit dénombrable ; appelons (Py) cette propriété.

Peut-on en déduire que cette famille est elle-méme dénombrable ?

Treés peu de temps apres, Erdés a montré de facon surprenante que la ré-
ponse dépend de I’hypothese du continu.

On montre par la méme occasion un ré-
sultat annoncé plus tot :

tout ensemble infini a le méme cardinal
que l'un de ses sous-ensembles propres.

“Le plus petit cardinal infini”
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Théoréme 5. Si ¢ > Ny, alors toute famille { f,,} vérifiant (Py) est dénom-
brable. Si, en revanche, ¢ = Ny, alors il existe une famille { fa} de cardinal
¢ vérifiant la propriété (Py).

La démonstration de ce théoréme fait appel a certains résultats élémentaires
sur les nombres cardinaux et ordinaux. Le lecteur qui ne serait pas familier
avec ces notions est invité a se reporter a I’appendice ou se trouvent réunis
les résultats requis.

H Preuve du théoreme 5. Supposons d’abord ¢ > X;. Nous allons mon-
trer que pour toute famille { f, } de fonctions analytiques de cardinal Ny, il
existe un nombre complexe zg tel que toutes les Wy valeurs f,(z0) soient
distinctes. Par conséquent, si une famille de fonctions satisfait (F), alors
elle doit étre au plus dénombrable.

Pour s’en convaincre, il faut faire appel aux nombres ordinaux. On com-
mence par bien ordonner la famille {f,} relativement au nombre ordinal
initial wy de N;. Cela signifie, d’apres la proposition 1 de 1’appendice,
que I’ensemble des indices parcourt tous les nombres ordinaux « qui sont
plus petits que w;. Ensuite, on montre que I’ensemble des paires («, 3),
a < 3 < wi, a Xy pour cardinal. Puisque tout § < w; est un ordinal dé-
nombrable, I’ensemble des paires («, 3), o < (3, est au plus dénombrable
pour tout 3 fixé. En prenant la réunion sur tous les 3 (au nombre de V),
on déduit de la proposition 6 de 1’appendice que 1’ensemble de toutes les
paires («, 3), « < 3, a pour cardinal X;.

A présent, pour toute paire o < /3, considérons 1’ensemble :

S(e,B) = {z€C: falz) = f5(2)}

Nous affirmons que chaque ensemble S(a, 3) est au plus dénombrable.
Pour le vérifier, considérons les disques C, de rayon k = 1,2, 3, ... autour
de l’origine du plan complexe. Si f, et fg coincident en une infinité de
points sur un certain Cj, alors f, et fz sont identiques selon un résultat
bien connu sur les fonctions analytiques. Ainsi, f, et f3 coincident seule-
ment sur un nombre fini de points sur chaque C}, et donc au plus sur un
nombre dénombrable de points. Maintenant, on pose S = |, 5 S(a, 3).
Encore une fois, grace a la proposition 6, on établit que .S’ a pour cardinal
N, puisque chaque ensemble S(a, 3) est au plus dénombrable. Le point cl§
apparait ici : comme nous le savons, le cardinal de C est c, et ¢ est plus
grand que N; par hypothese. Il existe donc un nombre complexe zy qui
n’appartient pas a4 S, et pour un tel zo toutes les Ny valeurs f,(z) sont
distinctes.

Supposons maintenant que ¢ = N et considérons 1’ensemble D C C
des nombres complexes p + iq de parties réelle et imaginaire rationnelles.
Puisque pour tout p ’ensemble {p + iq : ¢ € Q} est dénombrable, D est
dénombrable. En outre, D est un ensemble dense dans C donc tout disque
ouvert du plan complexe contient un point de D. Soit {2z, : 0 < @ < w1}
un bon ordre sur C. Nous allons construire une famille {fz : 0 < 3 < wy}
de N; fonctions analytiques telles que :

f8(za) € D quand a < 3 (1)
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Une telle famille vérifie la condition (P). En effet, chaque point z € C
a un indice, disons z = z,. Pour tout § > «, les valeurs {fg(za)} ap-
partiennent a I’ensemble dénombrable D. Puisque « est un nombre ordinal
dénombrable, les fonctions f3 telles que 3 < « vont ajouter une quantité au
plus dénombrable de valeurs supplémentaires f3(z,). Ainsi, I’ensemble de
toutes les valeurs { fg(z)} est encore au plus dénombrable. Donc, si nous
pouvons construire une famille { f3} satisfaisant (1), alors la seconde partie
du théoreme est démontrée.

La construction de {f3} utilise une récurrence transfinie. Pour fj, nous
pouvons prendre n’importe quelle fonction analytique, par exemple une
fonction constante. Supposons que fg ait déja été construite pour tout 3 <
~y. Puisque + est un ordinal dénombrable, nous pouvons réordonner { f3 :
0 < B < 7} en une suite g1, g2, g3,... Le méme ordonnancement de
{#a : 0 < a < v} donne une suite wq, wa, ws, ... Nous allons mainte-
nant construire une fonction f., satisfaisant pour tout n les conditions :

fr(wn) e D et fy(wn) # gn(wn) 2)

La deuxieme condition va permettre de s’assurer que toutes les fonctions
Iy (0 < v < wq) sont distinctes, et la premiére condition est simplement
la condition (1), ce qui implique (Pp) grice a notre argument précédent.
Notons que la condition f, (w,,) # ¢, (ws,) est une fois de plus un argument
diagonal.

Pour construire f., on écrit :

fy(z) = eo+ei(z—wi)+ea(z —wr)(z —wo)
+es(z—w)(z —wa)(z —w3) +....

Si 7y est un ordinal fini, alors f, est un polyndme ; elle est donc analytique
et nous pouvons certainement choisir des nombres ¢; tels que (2) soit satis-
faite. Supposons maintenant que -y soit un ordinal dénombrable ; alors :

(2) = o+ Y en(z—w) (2 —wp) 3)
k=1

Remarquons que les valeurs de &, (m > n) n’ont pas d’influence sur la
valeur f.,(w, ). Nous pouvons donc choisir les &,, pas a pas. Si la suite (&,,)
converge vers 0 suffisamment rapidement, alors (3) définit une fonction
analytique. En définitive, puisque D est un ensemble dense, nous pouvons
choisir cette suite (g,,) de sorte que [+ satisfasse (2), ce qui termine la
démonstration. O
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“Une légende raconte que saint Augus-
tin, marchant le long de la plage et
contemplant infini, vit un enfant qui
essayait de vider ’océan avec un petit
coquillage...”

Les ensembles bien ordonnés :
N ={1,2,3,...}
et:
N* ={1,3,5,...,2,4,6,...}
ne sont pas similaires : le premier ordre
n’a qu'un élément sans prédécesseur

immédiat, tandis que le second en a
deux.

Appendice - A propos des nhombres cardinaux et or-
dinaux

Interrogeons-nous, tout d’abord, sur la question de I’existence d’un nombre
cardinal supérieur & un nombre cardinal donné. Pour commencer, nous
montrons que pour tout nombre cardinal m, il existe toujours un nombre
cardinal n plus grand que m. Pour ce faire, nous utilisons encore une fois
une version de la méthode diagonale de Cantor.

Soit M un ensemble. Nous affirmons que I’ensemble P (M) de tous les
sous-ensembles de M a un cardinal plus grand que M. En associant a m €
M le sous-ensemble {m} € P(M), on voit que M peut étre envoyé bijec-
tivement sur un sous-ensemble de P (M), ce qui implique |M| < [P(M)|
par définition. Il reste & montrer que P (M) ne peut pas étre envoyé bijecti-
vement sur un sous-ensemble de M. Supposons qu’au contraire

¢: N — P(M)

soit une bijection de N C M sur P(M). Considérons le sous-ensemble
U C N constitué des éléments de N qui ne sont pas contenus dans leur
image par ¢, c’est-a-dire que U = {m € N : m ¢ ¢(m)}. Puisque ¢ est
une bijection, il existe u € N tel que p(u) = U. On a donc soit u € U,
soit u ¢ U, mais les deux sont impossibles ! En effet, si u € U, alors
u & @(u) = U par définition de U, et siu ¢ U = ¢(u), alors u € U, ce
qui est contradictoire.

Il est probable que le lecteur connait déja cet argument. C’est le vieux pa-
radoxe du barbier : “un barbier est un homme qui rase les personnes qui ne
se rasent pas elles-mémes. Est-ce que le barbier se rase lui-méme ?”

Pour poursuivre cette théorie, nous introduisons un autre concept important
di a Cantor : les ensembles ordonnés et les nombres ordinaux. Un ensemble
M est ordonné par < si la relation < est transitive, et si, pour tout couple
d’éléments distincts a et b de M, on a soit a < b soit b < a. On peut, par
exemple, ordonner N* de maniére naturelle N* = {1,2,3,4, ...}, mais on
peut aussi évidemment 1’ordonner a I'envers N = {...,4,3,2,1}, ouen
énumérant d’abord les nombres impairs, ensuite les nombres pairs N* =
{1,3,5,...,2,4,6,...}.

Voici maintenant le concept fondamental. Un ensemble ordonné M est dit
bien ordonné si chaque sous-ensemble non vide de M a un premier élément
(ou plus petit élément). Ainsi, le premier et le troisieme ordres associ€s a
N* ci-dessus sont de bons ordres, mais ce n’est pas le cas du deuxieme. Le
théoreme fondamental du bon ordre, déduit des axiomes, (incluant I’axiome
du choix), affirme que rout ensemble M admet un bon ordre. A partir
de maintenant, nous ne considérerons que des ensembles munis d’un bon
ordre.

On dit que deux ensembles bien ordonnés M et N sont similaires (ou iso-
morphes, ou encore de méme type d’ordre) s’il existe une bijection ¢ de
M sur N qui respecte 1’ordre, c’est-a-dire telle que m <,, n implique
w(m) <, ¢(n). Remarquons que tout ensemble ordonné similaire a un
ensemble bien ordonné est lui-méme bien ordonné.
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11 est clair que la similarité est une relation d’équivalence. Nous pouvons
donc parler d’un nombre ordinal o appartenant a une classe d’ensembles
similaires. En ce qui concerne les ensembles finis, deux ensembles ordon-
nés quelconques ont des bons ordres similaires, et nous utilisons a nouveau
le nombre ordinal n pour désigner la classe des n-ensembles. Remarquons
que, par définition, deux ensembles similaires ont le méme cardinal. Ainsi,
on peut donner un sens au cardinal || d’'un nombre ordinal «.. Notons
encore que tout sous-ensemble d’un ensemble bien ordonné est aussi bien
ordonné par I’ordre induit.

Comme nous 1’avons fait pour les nombres cardinaux, nous pouvons com-
parer deux nombres ordinaux. Soit M/ un ensemble bien ordonné, m € M,
alors M,, = {x € M : & < m} est appelé le segment (initial) de M
déterminé par m ; N est un segment de M si N = M, pour un certain m.
Ainsi, en particulier, M,,, est I’ensemble vide lorsque m est le premier élé-
ment de M. Soient, maintenant, y et v les nombres ordinaux des ensembles
bien ordonnés M et IN. Nous disons que p est plus petit que v, ;1 < v, si
M est similaire a un segment de V. Cette relation est a nouveau transitive,
c’est-a-dire que 1 < v, v < w impliquent ;1 < 7, puisqu’une application
de similarité envoie un segment sur un segment.

Pour les ensembles finis, m < m a le sens habituel. Notons w le nombre
ordinal de N* = {1,2,3,4, ...} naturellement ordonné. En considérant le
segment N,, 1, on trouve que n < w pour tout n fini. Ensuite, on voit que
w < « pour tout nombre ordinal infini «. Bien s(r, si I’ensemble infini
et bien ordonné M a pour nombre ordinal «, alors M contient un pre-
mier élément my, ’ensemble M\ {m;} contient un premier élément mo,
M\{m4,msy} contient un premier élément ms. En continuant de cette fa-
¢on, on construit une suite m; < mg < mg < ...de M. Si M =
{m1, ma,ms,...}, alors M est similaire & N*, et ainsi @« = w. D autre
part, si M\{m1,ma, ...} estnon vide, alors il contient un premier élément
m, et donc N* est semblable au segment M,,,, c’est-a-dire w < o par défi-
nition.

Nous énoncons maintenant (sans développer les démonstrations qui ne pré-
sentent pas de difficulté) trois résultats fondamentaux sur les nombres or-
dinaux. Le premier affirme que tout nombre ordinal 1 a un ensemble bien
ordonné “standard” W, qui le représente.

Proposition 1. Soit ;i un nombre ordinal. Notons W, I'ensemble des nombres

ordinaux plus petits que p. Alors

(i) les éléments de W, sont deux a deux comparables.

(ii) sil’on ordonne W, naturellement, alors W, est bien ordonné et a pour
nombre ordinal .

Proposition 2. Deux nombres ordinaux p et v vérifient exactement [’'une
des relations suivantes : |1 < vV, [L =V OU [i > V.

Proposition 3. Tout ensemble de nombres ordinaux (naturellement ordon-
nés) est bien ordonné.

Le nombre ordinal de {1,2,3,...} est
plus petit que le nombre ordinal de
{1,3,5,...,2,4,6,...}.
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Apres cette présentation des nombres ordinaux, revenons aux nombres car-
dinaux. Soit m un nombre cardinal. Notons Oy, ’ensemble de tous les
nombres ordinaux p tels que || = m. En utilisant la proposition 3, nous
savons qu’il existe un plus petit nombre ordinal wy, dans Oy, qu’on ap-
pelle le nombre ordinal initial de Oy,. Par exemple, w est le nombre ordinal
initial de V.

Apres ces préliminaires, nous pouvons démontrer un résultat fondamental
de ce chapitre.

Proposition 4. Tout nombre cardinal wv a un successeur.

B Preuve. Nous savons déja qu’il existe au moins un nombre cardinal n
supérieur 2 m. Considérons maintenant I’ensemble /C de tous les nombres
cardinaux plus grands que m et inférieurs ou égaux a n. Associons a chaque
p € K son nombre ordinal initial wp. Parmi ces nombres initiaux, il en
existe un plus petit (proposition 3), et le nombre cardinal correspondant est
alors le plus petit élément de K. C’est donc le nombre cardinal successeur
de m que I’on cherchait. (]

Proposition 5. Soit M un ensemble infini de cardinal w. Supposons M
bien ordonné relativement au nombre ordinal initial wyw. Alors M n’a pas
de dernier élément.

B Preuve. En effet, si M avait un dernier élément m, alors le segment
M, aurait un nombre ordinal ;1 < wpy tel que |¢| = m, contredisant la
définition de wyy. O

Nous avons besoin d’une amélioration considérable du résultat qui affirme
que la réunion d’une famille dénombrable d’ensembles dénombrables est
encore dénombrable. Dans le résultat suivant, nous considérons des familles
arbitraires d’ensembles dénombrables.

Proposition 6. Supposons que { Ay} soit une famille de cardinal m d’en-
sembles au plus dénombrables A, oi wv est un cardinal infini. Alors la
réunion ) A, a un cardinal au plus égale a m.
[e3

Bl Preuve. On peut supposer que les ensembles A,, sont deux a deux dis-
joints et dénombrables, puisque cette hypothése ne peut qu’augmenter la
taille de la réunion. Soit M tel que |M/| = m soit ’ensemble des indices,
bien ordonné selon le nombre ordinal initial wy,. Remplagons chaque o €
M par un ensemble au plus dénombrable B, = {bo1 = &, ba2,ba3, ...},
ordonné par w, et appelons le nouvel ensemble M. Alors M est encore bien
ordonné en posant by; < bgj si a < fFet by < by; pour i < j. Soit 11 le
nombre ordinal de M. Puisque M est un sous-ensemble de M. ,onapu <[
par un argument précédemment développé. Si p« = 1, alors M est similaire
aM ,etsipu < i, alors M est similaire 2 un segment de M. Maintenant,
puisque I’ordre wy, sur M n’a pas de dernier élément (proposition 5), on
voit que M est, dans les deux cas, similaire a la réunion d’ensembles dé-
nombrables Bg, et donc de méme cardinalité.
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Le reste est facile. Soit ¢ : |JBg — M une bijection. Supposons que
©(Bg) = {1, as, as, . ..}. Remplagons chaque «; par A,, et considérons
la réunion |J A, . Puisque | J Aq, est la réunion dénombrable d’une famille
d’ensembles dénombrables (il est donc dénombrable), on voit que Bg a le
méme cardinal que |J A,,. En d’autres termes, il existe une bijection de
Bg sur |J Aa, pour tout 3, et donc une bijection ¢ de | B sur | A,. Par
conséquent, ¢ o ¢! fournit la bijection désirée de M sur |J A,. Ainsi,
|UAq| =m. O
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“Infiniment plus de cardinaux”



A la gloire des inégalités Chapitre 17

L’analyse fourmille d’inégalités, comme en témoigne, par exemple, le cé-
Iebre ouvrage Inequalities de Hardy, Littlewood et Pélya. Voici deux inéga-
lités parmi les plus fondamentales, deux applications pour chacune d’elles,
et les démonstrations retenues par George Pdlya, lui-méme champion du
Grand Livre.

Notre premiere inégalité est suivant les cas attribuée a Cauchy, a Schwarz
et/ou a Buniakowski :

Théoreme I. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (a,b) un produit scalaire sur ’espace vectoriel réel V muni de la
norme |a|? := (a, a). Alors :

(a,b)* < laf*b]?

pour tous vecteurs a,b € V, I’égalité ayant lieu si et seulement si a et b
sont linéairement dépendants.

B Preuve. Ladémonstration suivante est probablement la plus courte. Consi-
dérons la fonction quadratique :

|za 4+ b> = 22|al® + 22(a,b) + |b?

de la variable x. Nous pouvons supposer a # 0. Si b = Aa, il est clair que :
(a,b)? = |a|?|b|%. D autre part, si a et b sont linéairement indépendants,
alors : [za + b|?> > 0 pour tout z, et le discriminant {(a, b)? — |a|?|b|? est
inférieur a 0. U

Notre second exemple présente une relation entre les moyennes harmo-
nique, géométrique et arithmétique :

Théoreme II. (Moyennes harmonique, géométrique et arithmétique)
Soient ay, . .., a, des nombres réels positifs, alors :

n ay+...+ay
< Yaas...a, < ———

1 1 =
4.+ = n
o Tt e

I’égalité ayant lieu, dans chaque cas, si et seulement si tous les a; sont
égaux.

B Preuve. La belle démonstration qui suit repose sur un raisonnement par
récurrence trés original, attribué a Cauchy (voir [7]). Soit P(n) 1’énoncé
concernant la deuxieme inégalité, écrite sous la forme :

a1+...+an)”

alag...ang ( "
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Pour n = 2, il faut établir que a1 as < (%)2 c’est-a-dire (a1 —az)? > 0,
ce qui est vrai. Nous allons maintenant procéder en deux étapes :

(A) P(n)= P(n—1)

(B) P(n)et P(2) = P(2n)

qui manifestement impliquent le résultat pour tout 7.

n—1
Pour montrer (A), posons A :=
k=1
1 nX—:l 4 n
i P(n) ap + n—1A+ A\ n
(Maw)a " (B2 1) - (nettedy
n
n—1
n—1 n—1
ar.
et donc : H ap < A = <k:21 k)
k=1 n—1

Pour (B), on voit que :

fec= (o) (o) "2 (5255 %)

k=n+1 k=1 k=n-+1

2n ag \ 2n 2n 2n
P(Q) i ag
< (k21 n ) = (kzl )
2 2n

La condition d’égalité s’en déduit facilement. L’inégalité de gauche, entre
la moyenne harmonique et géométrique, se déduit de la précédente en consi-
dérant -, ..., L. O

’ An

B Une autre Preuve. Parmi bien d’autres preuves de 1’inégalité entre les
moyennes arithmétique et géométrique (la monographie [2] en dénombre
plus de 50), on peut en retenir une récente, particulicrement étonnante et
due a Alzer. En fait, cette preuve conduit a 1’inégalité plus forte :
ai*ah? .. abr < prag 4 paag + ..+ pray

pour tous nombres positifs ay,...,an,,p1,...,Pn tels que : Z:Lzl p; = 1.
Notons G ’expression de gauche, et A celle de droite. On peut supposer
que:a; <...<a,. llestclairque:a; <G < ay,. Il doit donc exister un
ktel que : ap < G < aj41. Par suite :

k

qu;/aG<f——>dt+Zp7/ dt )

i=1 ikt 1

puisque tous les intégrandes sont positifs. En réécrivant (1), on obtient :

n ai n /az 1
i —dt
Sl X
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ou I’expression de gauche est égale a :

" ai*G_A

tandis que celle de droite est égale a :

n n
Zpi(lnai —InG) = lnHaﬁ” —InG=0
i=1 i=1
On en conclut que : % — 1 >0, donc que A > G. Dans le cas d’égalité,
toutes les intégrales de (1) doivent étre égales a 0, ce qui implique : a; =
..=a, =G. O

Notre premiere application est un beau résultat de Laguerre (voir [7]) concer-
nant la localisation des racines des polyndmes.

Théoréme 1. Supposons que toutes les racines du polynéme ™ +a, 1"+
...+ ag sont réelles. Alors elles sont contenues dans I’intervalle d’extré-

mités :
ap—1  n—1 2n
-4 az_ | — (n—2
n n n—1
B Preuve. Soit y ’'une des racines et soient 41, . .., y,_1 les autres. Alors

le polynéme s’écrit (z — y)(z — y1) - - (T — Yn—1). Ainsi :

—p—1 = YF+yi+.. o+ Yn-1,
ap—2 = y(yl +...+ yn—l) + Zyly]

i<j
et donc :

n—1
2 2 2
A, 1 — 22—y = § Yi
=1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (y1,...,y,—1) et (1,...,1)

implique :
(@1 +9)? = @ityt. . +y1)?
—1
< (n— 1)7123%2 = (n—1)(a}_y — 2ay-2 —y*)
i=1
soit encore :
y? + 2(1;—1y + 2(”; 1)%72 - 20’31—1 <0

Ainsi, y (et donc tous les ;) se trouve entre les deux racines du trindme du
second degré. Ces racines sont les bornes recherchées. (]

Pour notre deuxieme application, nous commencons par une propriété élé-
mentaire bien connue de la parabole. Considérons 1’arc de parabole décrit
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(0,2)
0.1
o) 0 (1,0)
(1'0,2/0)
—1 5 1

Mathematical Reviews

Ve 1% & EANUARY, 198 P 10

Erdds, P. and Griowald, T. On
roots. Ann. of Math. 40, 537-548 (1939). [MF 03]
Es s¢i f(x) ein Polynom mit our reellen Wrzeln,

Si=1)=fi1)=0, O<fix)=Sfla) for —1<x<l,
wobel =1-Cp<l, 50 dass o die Stefle des Muximums von
Sz} im Intervall {=1, 1) bedeutet. Dann ist

NF-1) g
1—————= | fl=Mdri- 2l
Fi=ri-1n '[I

par f(x) =1 — a2 entre x = —1 etz = 1. Nous associons a f(z) le tri-
angle tangent et le rectangle tangent comme indiqué sur la figure ci-contre.

. . 1 c N
Nous constatons que 1’aire ombrée A = f—1 (1—22)dx estégale a: %, etles

aires 7" et R du triangle comme du rectangle sont égales a 2. Ainsi : % = %
3

5
Dans un bel article, Paul Erdés et Tibor Gallai se sont demandé ce qui arrive
lorsque f () est un polyndme réel arbitraire de degré n tel que f(x) > 0si
—l<az<1et f(—1) = f(1) = 0. Laire A est donc égale a fil f(z)dz.
Supposons que f(z) atteigne son maximum sur | — 1,1 en b. Alors R =
2f(b). En calculant les tangentes en —1 et en 1, il est facile de se convaincre
(voir encadré) que :

R _
etjf

T =

20 1) o

(1) = f(-1)
et T=0si f/(1) = f'(—1) = 0.

Le triangle tangent

L’aire T du triangle tangent est précisément yo, ot (zo,yo) est le
point d’intersection des deux tangentes. Les équations de ces tan-
gentes sont y = f'(=1)(z+ 1) ety = f/'(1)(z — 1), par suite :

f)+ (=1
1) = f(=1)

) =

Ainsi :

En général, il n’y a pas de bornes non triviales de % et

R
-
convaincre, prenons f(z) = 1 — 2%". Alors T = 2n, A = 22

2n+1°
%, qui tend vers 1 lorsque n tend vers

Pour s’en
et donc

% >n.Deméme,R:2et% =
I’infini.

Cependant, comme Erdds et Gallai 1’ont montré, les polyndmes qui n’ont
que des racines réelles, admettent effectivement de telles bornes.

Théoreme 2. Soit f(x) un polynéme réel de degré n > 2 qui n’a que des
racines réelles, tel que : f(x) > 0si =1 <x < ler f(—1) = f(1) = 0.

Alors : ) 5
“T < A<=
3 - -3
I’égalité n’ayant lieu, dans chaque cas, que si n = 2.

R,

Erdds et Gallai ont démontré ce résultat a I’aide d’une récurrence compli-
quée. Dans la critique de leur article, qui fut publiée en premiere page du
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premier volume du Mathematical Reviews en 1940, George Pélya expliqua
comment la premiere inégalité peut aussi étre démontrée a 1’aide de 1’in-
égalité entre les moyennes arithmétique et géométrique : cela constitue a
la fois un bel exemple de critique consciencieuse et une Preuve du Grand
Livre.

H Preuve de %T < A. Puisque f(x) n’a que des racines réelles, et qu’au-
cune d’elles n’est dans ’intervalle ouvert | — 1, 1], elle peut s’écrire (a un
facteur constant positif pres qui disparait a la fin) sous la forme :

fl) = Q=) [J(ai =) [](8 + o) 3)

i J
avec a; > 1, 3; > 1. Ainsi :

A= / (1—2?) H(aif ')H(ﬁj+x)dx

1 ; J

En faisant la substitution  —— —x, on trouve également que :
1
A= / (1 - a?) [J (e +2) [[(8; - 2)da
—1 i ;

et donc, d’apres I’inégalité entre les moyennes géométrique et arithmétique
(remarquons que tous les facteurs sont positifs)

A = /711%[ (1—x2)H(ai—x)H(ﬁj+x) +

(1 ) [ o + ) H(B] — ) ]dx
> /iu—w%(Ilm?—x%fn@—w%)”am
! 2 2 2 1/2

> [ a=at) (Tl -] -n) i

i J

(T2 -0 T1e -) "

: J

Calculons f/(1) et f'(—1) (on peut supposer f'(—1), f'(1) # 0, sinon
T = 0 et 'inégalité %T < A devient triviale). De (3) on déduit :

) = -2 H(a,- -D[[wi+1

J

et de la méme facon :
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Ainsi : 5
Az (= Of(=1)"
En appliquant maintenant 1’inégalité des moyennes harmonique et géomé-
trique & — f/(1) et f'(1), et en utilisant (2) on arrive a la conclusion :
2 4 (1) f(-1 2
1 A Smrey 2,

A = - =
6 +ﬁ Sfl(l) _fl(_l) 3

SV )

ce qu’il fallait démontrer. En analysant le cas d’égalité dans toutes les
inégalités, le lecteur peut facilement déduire la derniere partie du théo-
reme. |

Le lecteur est invité a chercher une preuve aussi inspirée de la seconde
inégalité du Théoréme 2.

Apres tout, I’analyse peut se résumer a des inégalités | Voici maintenant un
exemple issu de la théorie des graphes ou I’on utilise des inégalités de fagon
inattendue. Au chapitre 32 nous parlerons du théoreme de Turdn. Dans le
cas le plus simple, il prend la forme suivante :

Théoréme 3. Soir G un graphe a n sommets sans triangles. Alors G a au
2

plus " arétes, I’égalité ayant lieu seulement si n est pair et si G est le

graphe complet biparti K., 3 ,, /3.

B Premiere preuve. Cette preuve, qui repose sur I’inégalité de Cauchy-
Schwarz, est due a Mantel. Soit V' = {1,...,n} I’ensemble des sommets
et £/ I’ensemble des arétes de GG. Nous notons d; le degré de ¢, donc :
> icv di = 2|E| (voir page 164 du chapitre 22 sur le double dénombre-
ment). Soit 5 une aréte. Comme G n’a pas de triangles,on a d; +d; < n
puisqu’aucun sommet n’est voisin a la fois de 7 et de j.

Par suite :
> (di+d;) < n|E|

ijEE
Comme d; apparait exactement d; fois dans la somme, on obtient :
2
nlEl > Y (di+dy) = Y d;
ijEE eV

et donc, en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz aux vecteurs (d1, . . .,
dp)et(l,...,1):

d;)? 4|E)?

nEl >y & > Cd) 4B

B> Y A A
eV

on trouve immédiatement le résultat. En cas d’égalité, nous trouvons d; =

d; pour tous les 4, j, et, en outre, d; = & (puisque d; + d; = n). Comme G

est sans triangle, on en conclut immédiatement que G' = K, /. 1, /2. O
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H Deuxiéme preuve. La preuve suivante du théoreme 3, qui utilise 1’in-
égalité des moyennes arithmétique et géométrique, est une preuve folklo-
rique du Grand Livre. Soit « la taille d’un ensemble indépendant maximal
Aj; posons B = n — «a. Puisque G n’a pas de triangle, les voisins d’un
sommet ¢ forment un ensemble indépendant, et donc d; < « pour tout i.
L’ensemble B = V'\ A de taille 3 rencontre chaque aréte de G. En comptant
les arétes de G selon leurs extrémités dans B, on trouve : [E| < 3.5 d;.
L’inégalité des moyennes arithmétique et géométrique implique alors :

a+ B\2 n?
El <S4 < < ( ) -
Bl < 3 di < af < (= .
i€B
Le cas d’égalité se traite, encore une fois, sans difficulté. O
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Chapitre 18

Un théoréeme de Pdlya
sur les polynémes

Parmi les nombreuses contributions de Pdlya a I’analyse, le résultat suivant
a toujours €té celui que préférait Erdés, a la fois pour son contenu surpre-
nant et pour la beauté de sa preuve. Soit :

f(z) = 2"+ b 12" 4 b

un polyndme complexe de degré n > 1 et de coefficient dominant 1. Asso-
cions a f(z) 'ensemble :

C:={zeC:|f(»)| <2}

c’est-a-dire que C est I’ensemble des points qui sont envoyés par f dans
le disque de rayon 2 et de centre 1’origine du plan complexe. Sin = 1, le
domaine C est tout simplement un disque de diametre 4.

Par un argument étonnamment simple, P6lya a découvert que cet ensemble
C possede la belle propriété suivante :

Prenons une droite quelconque L du plan complexe et considérons
la projection orthogonale Cy, de I’ensemble C sur L. Alors, la lon-
gueur totale d’une telle projection n’excede jamais 4.

Que signifie le fait que la longueur totale de la projection Cy, est au plus 4 ?
Nous allons voir que Cy, est une réunion finie d’intervalles disjoints I, . . .,
I, et la condition signifie que £(I1) + ... + ¢(I;) < 4, ou £(I;) est la
longueur habituelle d’un intervalle.

Quitte a faire une rotation du plan, il suffit de considérer le cas ou L est
I’axe réel du plan complexe. Avec ces remarques a 1’esprit, €énoncons le
résultat de Pélya.

Théoreme 1. Soit f(z) un polynéme complexe de degré au moins égal a
1 et de coefficient dominant 1. Soit C = {z € C : |f(z)] < 2} et R la
projection orthogonale de C sur ’axe réel. Alors, il existe des intervalles
I, ..., 1 de la droite réelle dont la réunion recouvre R et vérifiant :

L)+ ...+ 6(T) < 4

Il est clair que la borne 4 du théoreme est atteinte pour n = 1. Pour mieux
nous imprégner du probléme, examinons le polyndme f(z) = 2% — 2, qui
atteint lui aussi la borne 4. Si 2 = x + 7y est un nombre complexe, alors x
est sa projection orthogonale sur la droite réelle. Ainsi :

R ={z € R:x+iy € C pour un certain y }

George Pélya
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|
o<

(2) =2"—2

z=x+ 1y

cL = ay, + by
bl
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Timbre soviétique de 1946 a I'effigie de
Pavnuty Chebyshev

Le lecteur peut facilement montrer que si f(z) = 22 —2,ona: x +iy € C
si et seulement si :

(@® +9%)° < 4@ —y?)
Par suite, 7* < (22 + ¢%)? < 422, et donc : 22 < 4, c’est-a-dire |2| < 2.
D’autre part, tout z = z € R tel que |x| < 2 vérifie : |22 — 2| < 2, eton
voit que R est précisément 'intervalle [—2, 2] de longueur 4.
Une premiére étape vers la preuve consiste a écrire f(z) sous la forme
f(z) =(z—c1) - (z—cp) avec ¢, = ay+iby, et a considérer le polyndme
réel p(x) = (x —ay1) -+ (x — ay). Soit z = x + 1y € C. Alors le théoreme
de Pythagore implique que :

|z —arl® + [y — bel® = |2 — ci/?
etdonc |z — ax| < |z — ¢ pour tout k, ¢’est-a-dire :
lp(@)] = [z —ai|- |z —an] < [z—cl-|z—cl = [f(2)] <2

Ainsi, R est contenu dans ’ensemble P = {z € R : |p(z)| < 2}. Si nous
pouvons montrer que ce dernier ensemble est recouvert par des intervalles
de longueur totale au plus égale a 4, nous aurons terminé. Notre principal
théoréme 1 sera donc une conséquence du résultat suivant.

Théoreme 2. Soit p(x) un polyndme réel de degré n > 1 et de coefficient
dominant 1, dont toutes les racines sont réelles.
Alors Uensemble P = {z € R : |p(z)| < 2} peut étre recouvert par des
intervalles de longueur totale au plus égale a 4.

Comme P6lya le montre dans son article [2], le théoréme 2 est a son tour
une conséquence du célebre résultat suivant di a Chebyshev. Pour que ce
chapitre soit autonome, nous en proposons une preuve en appendice (en
nous inspirant du bel exposé de Pélya et Szegd).

Théoréme de Chebysheyv.
Soit p(x) un polynéme réel de degré n > 1 et de coefficient dominant 1.

Alors : 1

>
_max [p(@)] 2 5

Notons tout d’abord la conséquence immédiate suivante :

Corollaire. Soir p(z) un polynéme réel de degré n > 1 et de coefficient
dominant 1. Supposons que |p(x)| < 2 pour tout x de Uintervalle [a,b].
Alors : b—a < 4.

B Preuve. Considérons la transformation y = (1’ —a) — 1. Elle envoie
'intervalle [a, b] de I’axe des z sur I’ 1ntervalle [ 1, 1] de I'axe des y. Le
polyndme correspondant :

a(y) = p(*5%(y+1) +a)
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a pour coefficient dominant (252)™ et vérifie :

max |p(x)]

max |q(y)| = max

—1<y<1

Le théoréme de Chebyshev implique :

> > b—ayn _1 — b—a\n
2 > max [p(o)] 2 (552)"pr = 2(%52)

et donc : b — a < 4, comme nous le souhaitions. O

Ce corollaire nous rapproche beaucoup de I’énoncé du théoreme 2. Si I’en-
semble P = {z : |p(z)| < 2} est un intervalle, alors la longueur de P est
au plus 4. Cependant, I’ensemble P peut ne pas étre un intervalle, comme
dans I’exemple représenté sur la figure ci-contre, ou P est constitué de deux
intervalles.

Que pouvons nous dire sur P ? Puisque p(z) est une fonction continue,
nous savons en tout cas que P est la réunion d’intervalles fermés dis-
joints Iy, I, ..., et que p(z) prend la valeur 2 ou —2 a chaque extrémité
de I'intervalle I;. Cela implique qu’il n’y a qu’un nombre fini d’intervalles
I, ..., I, puisque p(x) ne peut prendre la méme valeur qu’un nombre fini
de fois.

L’idée prodigieuse de Pélya a été de construire un autre polyndme p(z) de
degré n, dont le coefficient dominant est 1, tel que P = {z : [p(z)| < 2}
soit un intervalle de longueur au moins égale a (1) + ... + ¢(I;). Le
corollaire implique alors que : £(I,) + ... + £(I;) < {(P) < 4, et 'on a
terminé.

Bl Preuve du théoréme 2. Considérons p(z) = (v —ay) - (v — ap)
et P ={x € R: |p(z)] <2} = I U...UI. Nous avons rangé les
intervalles I; de fagon telle que I; soit I'intervalle qui se trouve le plus a
gauche, et [; le plus a droite. Nous affirmons d’abord que tout intervalle
I; contient une racine de p(x). En effet, nous savons que p(x) prend les
valeurs 2 ou —2 aux extrémités de /;. Si une valeur est 2 et I’autre —2, alors
il existe certainement une racine dans /;. Supposons donc que p(z) = 2
aux deux extrémités a la fois (le cas —2 étant analogue). Supposons que
b € I; soit un point tel que p(z) atteigne son minimum dans ;. Alors :
p'(b) = Oetp’(b) > 0.Sip”(b) = 0, alors b est une racine multiple de
p' (), et donc une racine de p(z) d’apres le résultat 1 de I’encadré. D’autre
part, si p”(b) > 0, alors p(b) < 0 d’apres le résultat 2 du méme encadré.
Ainsi, lorsque p(b) = 0, nous avons notre racine, et lorsque p(b) < 0, nous
obtenons une racine dans I’intervalle qui s’étend de b a I’'une des extrémités
de I j-

Voici I’idée finale de la preuve : Soit I, ..., I; les intervalles précédents.
Supposons que I'intervalle qui se trouve le plus a droite I; contienne m
racines de p(z), comptées avec leur multiplicité. Si m = n, alors I; est
le seul intervalle (d’apres ce que nous venons de montrer), et la démons-
tration est terminée. Supposons donc m < n, et soit d la distance entre
I;_1 et I; comme I'indique la figure. Soit by, ..., by, les racines de p(z)

1 14+v3 [|~3.20

Pour le polyndme :
p(x) = 2*(x - 3)
nous obtenons :

P=[1-3,1U[l+V3,~ 3.2

d

L I, 0 Iy I;
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qui appartiennent a I; et ¢y, . . . ¢;,—,,, les racines restantes. Ecrivons p(z) =
g(@)r(x) avec g(z) = (3—by) - - (1—by), (&) = (3—c1) -+ (£ —Com),
et posons p1 (z) = ¢q(x + d)r(x). Le polyndme p; (x) est 2 nouveau de de-
gré n et de coefficient dominant 1. Pour z € I U ... U I;_1, nous avons :
|z +d — b;| < |z — b;| pour tout 7, et donc |q(z + d)| < |g(x)|. Par suite :

Ip1(z)| < Ip(x)] < 2 sizelU...UL_;
D’autre part, si € I, on voit qu’alors |r(z — d)| < |r(z)| et donc :
iz —d)| = lg@)llr(z —d)| < |p(z)] < 2

ce qui signifie que I; —d C Py = {z : |p1(z)| < 2}.

En résumé, nous voyons que P; contient [y U ... U ;1 U (I; — d) et
que sa longueur totale est donc supérieure ou égale a celle de P. Remar-
quons maintenant qu’avec le passage de p(z) a py(z) les intervalles I, _; et
I; — d se confondent en un seul intervalle. Ainsi, les intervalles J, . .., Js
de p; (z) formant P; ont une longueur totale supérieure ou égale a £(1;) +
...+ £(I:), et que I’intervalle le plus a droite J, contient plus de m racines
de p1(z). En répétant cette procédure au plus ¢ — 1 fois, nous obtenons fi-
nalement un polyndme j(x) od P = { : |j(x)| < 2} est un intervalle de

longueur £(P) > £(I1) + ...+ ¢(I;). La preuve est terminée. O

~

Deux résultats sur les polynémes a racines
réelles

Soit p(z) un polyndme non constant n’ayant que des racines réelles.

Proposition 1. Si b est une racine multiple de p'(x), alors b est aussi
une racine de p(x).

M Preuve. Soient by < ... < b, les racines de p(z) de multiplicités
S1,-++3 80 25— 85 = n. De p(x) = (x — b;)* h(z) on déduit que
b; est une racine de p'(z) si s; > 2 et que la multiplicité de b; dans
p'(z) est s; — 1. En outre, il y a une racine de p/(z) entre by et bo,
une autre racine entre by et bs, ..., et une entre b,._1 et b,.. Toutes ces
racines doivent étre des racines simples, puisque 22:1 (s;=1)+(r—
1) atteint déja le degré n — 1 de p/(z). En conséquence, les racines
multiples de p’(x) ne peuvent se trouver que parmi les racines de

p(z). O
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Proposition 2. Ona p'(z)? > p(z)p”(x) pour tout x € R.

B Preuve. Si x est une racine ay de p, alors le résultat est évident.
Supposons que x ne soit pas une racine de p. p étant de la forme

p(z) = ][ (x — ax), la formule de dérivation d’un produit conduit

a:

p(z) _ 1
p(z) ; z —ay

et, en dérivant a nouveau, on obtient :

aey l’—/.%‘2
P (@)ple) e _ 3

2 1
— <0
p(w)? 2w —an)? = -

Appendice - Le théoreme de Chebyshev

Théoréme. Soit p(x) un polynéme réel de degré n > 1 de coefficient
dominant 1. Alors,

ax [p(@)] > —
7111%(]5;1 plr - 2n71

Avant de commencer, examinons quelques exemples pour lesquels il y a
égalité. Dans la marge sont représentés les graphes de polynomes de degrés
1, 2 et 3 pour lesquels 1’égalité est réalisée. En fait, nous allons voir que
pour chaque degré il existe exactement un polyndme réalisant 1’égalité du
théoreme de Chebyshev.

B Preuve. Considérons un polynome réel p(z) = 2™ +a, 12" 1 +...+
ao de coefficient dominant 1. Puisque nous nous intéressons a ’intervalle
—1 < 2 < 1, posons 2z = cos ) et notons g(1) := p(cos ) le polyndme
résultant en cos 1,

g(9) = (cos9)"™ 4 ap_1(cos)" ™' + ... +ap (1)

La preuve se déroule en deux étapes, chacune d’elles constituant un résultat
classique et intéressant en lui-méme.

(A) Nous exprimons g(1}) comme un polynéme trigonométrique en cosinus,
c’est-a-dire un polynéme de la forme :

g(9) = bycosnd +b,_qgcos(n—1)9+...+bcos?+by (2)

avec b, € R, et nous montrons que son coefficient dominant est b,, = 2%1

Les polyndmes pi(z) = z, p2(x) =
2® — % et ps(z) = 2° — 3z réalisent
I’égalité dans le théoreme de Cheby-

shev.
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(B) Etant donné un polyndme trigonométrique en cosinus /(9)) d’ordre n
(ce qui signifie que le coefficient A,, de cos n est non nul) :

h(9) = Apcosnd+ A\,—1cos(n — )0+ ...+ Ng 3)

nous montrons que |\, | < max |h(1)], ce qui, appliqué a g(¢), démontrera
alors le théoréme.

Preuve de (A).

Pour passer de (1) a la représentation (2), nous devons exprimer toutes les
puissances (cos®)® comme des polynémes trigonométriques en cosinus.
Par exemple, la formule d’addition des cosinus donne :

c0s29 = cos? ¥ —sin® ¥ = 2cos? ¥ —1

et donc cos? ¥ = %cos 29 + % Dans le cas d’une puissance arbitraire
(cos )™, on utilise les nombres complexes et la formule d’Euler :

1 . )
cost) = 5(6“9 +e )
A I'aide de la formule du bindme de Newton on trouve :

1, .
(cos)™ = 27(6“94»67“9)’”

1 &/ ;
- i(n—k)9  —ikd
w2 (i)

et en regroupant les termes deux par deux en partant de chaque extrémité de

5 . o ny _ n .
I’expression précédente et en remarquant que (}) = (,,",) on est conduit
a:

1 [n/2] n ' _
(cosV)™ = o Z (k’)(e’w-i-e*”“g)

k=0

1 [n/2] n
= (k) cos(k?d)

27L71
k=0

Ainsi, (cos1))™ peut s’écrire comme un polyndme trigonométrique en co-
sinus d’ordre n de coefficient dominant b,, = 2%1

Preuve de (B).

Soit h(¥) un polyndéme trigonométrique en cosinus d’ordre n s’écrivant
comme dans (3), et supposons, sans perte de généralité, que A,, > 0. Po-
sant : m(9) := A, cos nvJ, nous sommes conduits a :

m(Er) = (=1)F\, pour k=0,1,...,n.

Supposons, par I’absurde, que max |h ()| < A,. Alors :

m(%ﬂ) — h(fﬁ) = (—l)k)m — h(%w)



Un théoreme de Pélya sur les polyndmes

141

est positif pour k pair et négatif pour k£ impair pour 0 < k£ < n. On en
conclut que m (1) — h(¥) s’annule au moins n fois dans I'intervalle [0, 7].
Cela ne peut pas se produire puisque m(J) — h(J) est un polyndme tri-
gonométrique en cosinus d’ordre n — 1 et que le polyndme associ€ a cette
expression trigonométrique ne peut s’annuler plus de n — 1 fois.

La preuve de (B) est achevée. Nous avons donc terminé la démonstration
du théoreme de Chebyshev. O

Le lecteur peut facilement compléter cette analyse en montrant que g,, (1) =
%%1 cosnd est le seul polyndome trigonométrique en cosinus d’ordre n et

de coefficient dominant 1 qui réalise 1’égalité max |g(9)| = z=t.

Les polyndmes T, (z) = cosnd, x = cosd sont appelés polynémes de
Chebyshev (de premiere espece) ; ainsi, QH%IT w(2) est 'unique polyndme
unitaire de degré n tel que 1’égalité ait lieu dans le théoreme de Chebysheyv.
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Sur un lemme
de Littlewood et Offord

Dans leur travail sur la distribution des racines des équations algébriques,
Littlewood et Offord ont montré en 1943 le résultat suivant :

Soit ay,as,...,a, des nombres complexes tels que pour tout 1,
|a;| > 1. Considérons les 2™ combinaisons linéaires Y ;._, £;a; oil
e; € {1,—1}. Alors le nombre de sommes >, €;a; qui appar-
tiennent a l'intérieur d’un disque de rayon 1 n’est pas supérieur
a:
n
¢ —— Inn o c est une constante strictement positive.

vn

Quelques années plus tard, Paul Erd6s a amélioré cette borne en éliminant
le terme Inn. Toutefois, ce qui est plus intéressant, c’est qu’il a montré
que c’est en fait une simple conséquence du théoreme de Sperner (voir
page 171).

Pour avoir une intuition de la preuve, examinons le cas ou tous les a; sont
réels. Nous pouvons supposer que tous les a; sont positifs (en changeant
a; en —a; et ¢; en —¢; chaque fois que a; est négatif). Considérons un en-
semble de combinaisons Y £;a; qui appartiennent toutes a I’intérieur d’un
intervalle de longueur 2. Soit N = {1,2,...,n} I’ensemble des indices.
Pour chaque ) &;a;, nous posons I := {i € N : g; = 1}. Si I G I' sont
deux tels ensembles, nous pouvons conclure que :

Ze;ai—Z&ai =2 Z [e73 Z 2

iel'\I

ce qui est contradictoire. Ainsi, les ensembles / forment une antichaine, et
nous concluons en utilisant le théoréeme de Sperner qu’il y a au plus (Ln72 J)
combinaisons de ce type. La formule de Stirling (voir page 11) implique :

27L
(LT;QJ) < Cﬁ pour un certain ¢ > 0

n
n/2
> | €ia; dont la somme est 0. En examinant I'intervalle | — 1,1, on voit
que le coefficient binomial fournit la borne exacte.

Si n est pair et si tous les a; valent 1, nous obtenons ( ) combinaisons

Dans le méme article, Erdés a conjecturé que <Ln72 J) est aussi la bonne
borne pour les nombres complexes (il a seulement pu montrer la formule
avec ¢2"n~'/2 pour un certain ¢) et que la méme borne est en fait valide
pour des vecteurs aq, ..., a, tels que |a;| > 1 dans un espace de Hilbert
réel, en remplacant le cercle de rayon 1 par la boule ouverte de rayon 1.

Chapitre 19

John E. Littlewood

Théoréeme de Sperner. La taille de
toute antichaine de sous-ensembles d’un
ensemble de cardinal n est au plus
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Erd&s avait raison, mais il a fallu attendre vingt ans avant que Gyula Ka-
tona et Daniel Kleitman présentent indépendamment une preuve pour les
nombres complexes (ou, ce qui est équivalent, pour le plan R?). Leurs
preuves utilisaient explicitement le fait que le plan a pour dimension 2, et
I’on ne voyait absolument pas comment elles pouvaient étre étendues aux
espaces vectoriels réels de dimension finie.

En 1970 Kleitman a montré la conjecture complete sur les espaces de Hil-
bert avec un argument d’une étonnante simplicité. En fait, il a méme prouvé
mieux. Son argument est un excellent exemple de ce qu’on peut faire lors-
qu’on trouve la bonne hypothese de récurrence.

Un mot de réconfort pour tous les lecteurs qui ne sont pas familiers avec la
notion d’espace de Hilbert : nous n’avons pas réellement besoin d’espaces
de Hilbert généraux. Puisque nous travaillons uniquement avec un nombre
fini de vecteurs a, il est suffisant de considérer I’espace réel R? avec le
produit scalaire habituel. Voici le résultat de Kleitman.

Théoréme. Soit a1, ...,a, des vecteurs de R* de longueur supé-
rieure ou égale a 1, et soit Ry, ..., Ry, k régions ouvertes de R%, o
|z — y| < 2 pour tout x,y appartenant a la méme région R;.
Alors le nombre de combinaisons linéaires Z?zl €ia;, € €
{1, =1}, qui peuvent appartenir a la réunion | J, R; de ces régions
est au plus égal a la somme des k plus grands coefficients bino-

. n
miaux (J)

S . o

En particulier, si k = 1, on obtient la borne (Ln/2J)'

Avant de passer a la démonstration, il faut noter que la borne est exacte
pour :
a = ... =a, = a = (1,0,...,0)

n
n/2—1
égales a (—2)a, (n/;H) sommes égales a 2a, et ainsi de suite. En choisis-
sant des boules de rayon 1 autour de :

En effet, pour n pair, on obtient (n’/LQ) sommes égales 2 0, ( ) sommes

—2[52a, ... (-2)a, 0, 2a, ... 2[%1]a

on obtient :

<LLJ>++<1)+(Q+(£)++(LLJ)

sommes appartenant a ces k boules, et cela constitue I’expression promise,
puisque les plus grands coefficients binomiaux se répartissent vers le milieu
(voir page 12). Un raisonnement similaire fonctionne aussi lorsque n est
impair.

B Preuve. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que les ré-
gions R; sont disjointes, et nous le ferons a partir de maintenant. La clé
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de la preuve est la récurrence sur les coefficients binomiaux, qui nous dit

comment sont reliés les plus grands coefficients binomiaux de n et n — 1.
T _ —k+1 _ +k—1 n n n

Sil'on pose r = [ 25+ | s = | =L | alors (1), (,/}1),- -, (%) sont

T s

les k plus grands coefficients binomiaux relatifs a n. La récurrence (?) =
("1 + (7)) implique :

3

MU‘
—
=3
N
Il

Mf’)
—
3
~
MU‘
—
=3
.
N

i=r 1=

_ Z(n;l)_i_il(n;l) 0

i=r i=

> ()20

i=r—1 i=r

et un calcul facile montre que la premieére somme ajoute les & + 1 plus
grands coefficients binomiaux (";1), et la seconde les k — 1 plus grands.
La preuve de Kleitman consiste en une récurrence sur n, le cas n = 1 étant
trivial. A la lumigre de (1) nous avons seulement besoin de montrer pour les
besoins de la récurrence que les combinaisons linéaires de ag, ..., a, qui
appartiennent a k régions disjointes peuvent étre envoyées bijectivement
sur des combinaisons de a1, ..., a,_1 qui appartiennent a k + 1l ou k — 1
régions.

Proposition. L'une des régions translatées R; — a,, au moins est

disjointe de toutes les régions translatées Ry + a.,, ..., Ri + a,.

Pour montrer ce résultat, considérons ’hyperplan H = {x : (a,,z) = ¢}
orthogonal & a,,, qui contient tous les translatés R; + a,, du coté défini par
(an,x) > ¢, et qui touche ’adhérence d’une région, appelons la R; + a.,.
Un tel hyperplan existe puisque les régions sont bornées. On a |z — y| < 2
pour tout & € R; et y dans I’adhérence de R;, puisque R; est ouvert. Nous
voulons montrer que : ; — a,, se trouve de I’autre coté de H. Supposons
au contraire que : (@, — a,) > ¢ pour un certain € R;, c’est-a-dire,
(an,x) > |a,|? +ec.

Soit y + a,, un point out H touche R; + a,,, alors y est dans I’adhérence
de Rj, et (a,,y + a,) = ¢, c’est-d-dire, (a,, —y) = |a,|?> — c. Donc:

<an7w_y> 2 2|an‘2
et I’on déduit de I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
2|an‘2 S <an7w_y> S |a"n,Hw_y|

Donc (avec |a,| > 1) on trouve 2 < 2|a,| < |x — yl, ce qui est
contradictoire.

Le reste est facile. Nous classons les combinaisons ) | €;a; qui appartiennent
a R1U. . .UR) comme suit. Dans la classe 1 nous mettons tous les Z?:l £;a;
tels que : ¢, = —1 et tous les Z?zl €;a; tels que : €, = 1 appartenant a
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R;, et dans la classe 2 nous mettons les combinaisons restantes Z?Zl £;a;
telles que : €, = 1, qui ne sont pas dans R;. Cela implique que les com-
binaisons Z:le g;a; correspondant a la classe 1 appartiennent a k& + 1
régions disjointes 21 + ay, ..., Ry + a, et R; — a,, et que les combi-
. -1 s .
naisons E?:l g;a; correspondant a la classe 2 appartiennent aux k& — 1
regions disjointes Ry — @, ..., Ry — a, sans R; — a,. Par récurrence, la
classe 1 contient au plus >0 | ("’;1) combinaisons, tandis que la classe
2 contient au plus Zf:_rl (";1) combinaisons ; en utilisant (1) cela termine
completement la preuve, directement issue du Grand Livre. g
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La fonction cotangente et
I’astuce de Herglotz

Parmi les formules qui contiennent des fonctions élémentaires, quelle est
la plus intéressante ? Dans un bel article [2], dont nous suivons de pres
I’exposé, Jiirgen Elstrodt met & la premiere place le développement en série
de la fonction cotangente :

1 1
_|_
T +n T—n

meotTr = %—i—i( ) (z € R\Z)
n=1

Cette élégante formule a été démontrée par Euler au §178 de son Introduc-
tio in Analysin Infinitorum. Elle compte a coup slir parmi ses plus beaux
résultats. On peut aussi 1’écrire encore plus élégamment de la maniere sui-
vante :

S
mcotmr = lim 1
N—oo Z T+n M
n=—N
mais il faut remarquer que I’évaluation de la somme 3, ﬁ est un peu

dangereuse puisque la série n’est pas absolument convergente, et sa valeur
est donc subordonnée a un choix judicieux de 1’ordre de sommation.

Nous déduirons I’identité (1) d’un argument d’une étonnante simplicité
connu sous le nom d’“astuce de Herglotz”. Pour commencer, posons :

N

1
= t = 1
f(z) T cot T g(x) Nﬂo 2 T

et essayons d’établir suffisamment de propriétés communes a ces fonctions
pour finalement se convaincre qu’elles doivent coincider ...

(A) Les fonctions f et g sont définies et continues en toute valeur non
entiere.

C’est clair pour la fonction cotangente donc pour f(xz) = wcotmer =

TSI (voir figure). Pour g, nous utilisons d’abord I’identité —— + —— =
sin T z+n T—n

nf_”ﬁ pour écrire la formule d’Euler de la maniere suivante :

I & 2
t = 7_5 = 2
T cot mx P R 2)

Ainsi, pour établir (A) nous devons montrer que pour chaque x ¢ Z la

Chapitre 20

Gustav Herglotz

La fonction f(x) = 7 cot mx
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Formules d’addition :
sin(z + y) = sinz cosy + cosx siny
cos(z + y) = cosz cosy — sinzsiny
= sin(z+5) = cosz
3 Ty — -3
cos(z + §) = —sinzx
sinz = 2sin § cos 5
2

cosT = cos” 5 — sin

2z
5.

série :

>t

2 _ 2

n=1 n x
converge uniformément dans un voisinage de .
Le terme d’indice n = 1 ainsi que les termes d’indice n tel que 2n — 1 <
22 ne posent pas probléme puisqu’ils sont en nombre fini. D’autre part, si
n>2et2n — 1> z?, cest-a-dire si n2 — 22 > (n — 1)2 > 0, les termes
sont majorés par :

1 1

0
S @z < (n—1)2

et cette borne est non seulement valable pour la valeur x elle-méme, mais
aussi pour des valeurs qui se trouvent dans un voisinages de x. Enfin, le

. 2
fait que ﬁ converge (vers &,

uniforme requise.

voir page 41) assure la convergence

(B) Les fonctions f et g sont toutes les deux périodiques de période 1,
c’est-a-dire que 'on a f(xz + 1) = f(z) et g(z + 1) = g(x) pour tout
z € R\Z.

Comme la fonction cotangente a 7 pour période, f a 1 pour période (voir
figure). Pour g nous raisonnons comme suit. Soit :

gy(@) = > xin

n=—N
alors :

N N+1

1 1
2 it T 2 wiw

n=—N" n=—N-+1

1 n 1
zt+N x4+ N+1

gy(r+1)

Iy (@) +
Ainsi, g(z +1) = lim gy (z+1) = lim gy, () = g(x).

(C) Les fonctions f et g sont toutes les deux impaires, c’est-a-dire que
f(—z) = —f(z) et g(—x) = —g(x) pour tout z € R\Z.

La fonction f vérifie évidemment cette propriété, quant a ¢ il suffit d’ob-
server que : g, (—z) = —g, ().

Les deux derniers résultats constituent I’astuce de Herglotz : d’abord, on
montre que f et g vérifient la méme équation fonctionnelle, ensuite que
h := f — g peut étre prolongée continiment a tout R.

(D) Les deux fonctions f et g vérifient la méme équation fonctionnelle :
&)+ F(E5Y) =2f(x) et g(5) +g(%3h) = 29(x).
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Pour f cela résulte des formules d’addition des fonctions sinus et cosinus :

cos T gin ZE
T 1y 2 2
F(3)+ (5 Lin% cos%]
cos(BE + TE
sin(%t + &F)
L’équation fonctionnelle satisfaite par g vient de 1’égalité :
) + oy = 2 + 2
gN(f) QN(T) = gzN(l’) ZT+2N+1
qui, a son tour, résulte de I’égalité :
1 n 1 _ o ( 1 n 1 )
g—O—n f”;lﬁ»n o r+2n z+2n+1
Examinons maintenant :
1 > 2x
h(z) = f(z) — g(x) = mcotme — (E - Z m) (3)

Nous savons que h est une fonction continue sur R\Z qui vérifie les pro-
priétés (B), (C), (D). Que se passe-t-il pour les valeurs entieres ? En utilisant

< P . . . 2 4 .6
les développements en série du sinus et du cosinus, ou en appliquant deux cosz =1— % + 4 — &
fois la regle de I’'Hospital, on voit que : ) R

sinx = — 3 + 57 — =
. 1 . rcosx —sinx
Iim (cotx ——) = lim ——— = 0
z—0 xT z—0 Trsimmx

et donc :

1
lim <7TCOt T — 7> =0
x—0 x

Puisque la derniere somme -, % de (3) converge vers 0 lorsque

x — 0, on a en fait lin% h(z) = 0, et donc en utilisant la périodicité
e

lim h(x) = 0 pour tout n € Z

r—mn
En résumé, on vient de montrer que :

(E) Enposant h(z) := 0six € Z, h est une fonction continue sur R
(tout entier) et vérifie les propriétés énoncées en (B), (C) et (D).

Nous sommes préts pour le coup de grdace”. Comme h est une fonction
périodique continue, elle admet un maximum m. Soit z;p un point de [0, 1]
tel que h(xg) = m. On déduit de (D) que :

h(22) + h(25L) = 2m

“N.d.T. : en frangais dans le texte original.

HooH
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et donc que : h(%2) = m. Par récurrence on obtient 2(5%) = m pour tout
n, et ainsi h(0) = m par continuité. Or h(0) = 0, et donc m = 0, c’est-
a-dire que h(x) < 0 pour tout = € R. Comme h est une fonction impaire,
h(z) < 0 est impossible, et donc h(x) = 0 pour tout z € R. Le théoréme
d’Euler est démontré. |

On peut déduire de la relation (1) un grand nombre de corollaires. Le plus
célebre concerne les valeurs de la fonction Zéta de Riemann aux points
entiers pairs (se reporter a I’appendice du chapitre 6) :

[ee]

R = Y o (keN) @

n=1

Pour terminer notre histoire, voyons comment Euler quelques années plus
tard, en 1755, a traité la série (4). Considérons d’abord la formule (2). En
multipliant (2) par = et en posant y = 7z nous trouvons, si |y| < 7 :

veoty = 1-2) o

S S
mn? | _ (1)2
mn

1-2

n=1

Le dernier facteur est la somme d’une série géométrique, donc :

ycoty = 1—222(%)

Il
—
|
[\]
—~
i‘H
=
(¢
3
o =
=
~—
<
[ V)
=

Nous avons ainsi établi le résultat remarquable suivant :

Pour tout k € N*, le coefficient de y** dans le développement en série
entiere de ycoty est égal a :

2 =1 2
2k o B
[y ]ycoty - _ﬁZW - _ﬁC(Qk) (5)
n=1

Il y a un autre chemin, peut-étre bien plus “canonique”, pour obtenir un
développement en série entiere de y cot y. Nous savons par I’analyse que
e" = cosy + isiny, et donc que :

e 4 e~ W . e — e
COS = — Sin = —_——
4 2 v 2i
ce qui implique :
e 4 e e 41
ycoty = wy—m7 = 1y

e — e~y ey 1
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Posant z = 2iy, on obtient :

z e*+1
ycoty = = =

z
- 6
2 e -1 2 ©
Ainsi, nous avons seulement besoin du développement en série entiere de
la fonction % . Remarquons que cette fonction est définie et continue sur
tout R (pour z = 0 on utilise le développement en série entiere de la fonc-
tion exponentielle, ou encore la régle de I'Hospital qui donne la valeur 1).

Nous écrivons : ”
z z
—— = Y B> @
e —1 n!
n>0

Les coefficients B,, sont connus sous le nom de nombres de Bernoulli. Le
membre gauche de (6) est une fonction paire (c’est-a-dire que f(z) =

f(=2)), donc B,, = 0 pour n > 3 impair, et B; = —2 correspond au
terme en z de (6).

2

A partir de :

(Ze)e-n = (To)(Zh) - -

n>0 : n>0 : n>1

nous obtenons, en comparant les coefficients de 2™

By, 1
Bn—k)! {o

On peut calculer les nombres de Bernoulli par récurrence a partir de (8). La
valeur n = 1 donne By = 1, n = 2 conduit a B” + B; = 0, c’est-a-dire
B1 = —=, et ainsi de suite.

Ona presque terminé. La combinaison de (6) et (7) implique :

Z By, 2 22@;

et permet d’obtenir, avec (5), la formule d’Euler de {(2k) :

n—1 .
sin=1

sin#1 ®)

o0

E

=0

k22kB
ycoty 2k 2k

ol 1 - (_1)k7122k71B2k ok .
;W = e (k € N¥) )

En examinant la talz)le des nombres de Bernoulli, on retrouve la valeur de la
1 G €tablie au chapitre 6. En outre :

n2
ot 90’ = nb 945’ = n® 9450
10 =1 691 7'2

n; 712~ 638512875

nl0 1 23 4 567 8
11 1 1 1
"|1_§60_E0@0_%

Les premiers nombres de Bernoulli

IN DEFIRIEND. SUMMIS SERIER, INFINIT. 13
I-.n. Quo autem valor harum fammarum  claris perfpicia-
Serierum

lures b cemmodion modo
bic adjiciam,
I
|+-; + e i ] o
1 +?+-;.+T';+&:.m,_ I
Er et i.+ :.+&c - #
|+—u+-.-+ +-1+&t‘— s

s+ Tl _|+‘l_+—r|+&|:.—
l+;n'+3 +;n+-r+&f
g+ o b i b=
than o ot o+ e de=
oo o+ b g b ke=
:+;:1 +;'u+ I{—.ﬁ- ;'r.
x+;:'4 - 3 5:. + ;i-. - ?1'—.+aac.=
i

I T

L

X 32). oo,
1

1
+mtee

Huculque iftos Poteflatum iplius = Exponentes artificio alibi
aponendo continuare lizuit, quod ideo hic adjunxi, ﬂud
R 3 ici

Page 131 de I’“Introductio in Analysin
Infinitorum” publiée par Euler en 1748
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Le nombre de Bernoulli By = % qui conduit a ((10) semble assez inof-
fensif mais la valeur suivante, Bis = f%, utile pour le calcul de ((12),
contient le grand facteur premier 691 au numérateur. Euler avait d’abord
calculé quelques valeurs ¢ (2k) sans avoir remarqué le lien avec les nombres
de Bernoulli. Seule I’apparition de I’étrange nombre premier 691 1’a mis sur

la bonne piste.

Incidemment, puisque ((2k) converge vers 1 lorsque k — o0, I’équation
(9) nous indique que les nombres | By | croissent trés vite, ce qui n’est pas
clair a partir des premieres valeurs.

En revanche, on connait trés peu de choses sur les valeurs de la fonction
Z@&ta de Riemann aux valeurs entiéres impaires k > 3 (voir page 49).
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Le probleme de l'aiguille Chapitre 21
de Buffon

En 1777, un noble francais, Georges Louis Leclerc, Comte de Buffon, posa e T WEEET Tl o
le probleme suivant : [REPUBLIOUE FRANCAISE]

;]?jg

Supposons que [’on laisse tomber une petite aiguille sur une feuille
de papier réglée. Quelle est la probabilité que I’aiguille tombe dans
une position telle qu’elle traverse ['une des droites ?

La probabilité dépend de la distance d entre les droites de la feuille de
papier réglée, et de la longueur ¢ de 1’aiguille que I’on laisse tomber. Elle
dépend en fait du quotient 5. Nous dirons qu’une aiguille est petite si elle
est de longueur ¢ < d. En d’autres termes, une petite aiguille ne peut pas
couper deux droites a la fois : elle parvient a toucher deux droites a la fois
avec une probabilité nulle. La réponse au probleme de Buffon peut paraitre
surprenante : elle fait intervenir le nombre 7.

Théoreme (“Le probleme de I’aiguille de Buffon”)

Si une petite aiguille de longueur { est envoyée sur du papier réglé dont les
droites sont régulierement espacées d’une distance d > {, alors la proba-
bilité que 'aiguille se place dans une position telle qu’elle coupe I’une des ~ Timbre francais a I'effigie du Comte de
droites est exactement : Buffon

2/

md

Ce résultat signifie que 1’on peut obtenir des valeurs approchées de 7 par
I’expérience : si on laisse tomber une aiguille N fois, et si on obtient une - / .
réponse positive (une intersection) dans P cas, alors % doit étre approxima- ‘\ \\
tivement égal a %g, c’est-a-dire que I’on peut approcher 7 par %. Le test
le plus extensif (et exhaustif) a dii étre fait par Lazzarini en 1901. Il préten-
dit méme avoir construit une machine dans le but de faire tomber un baton
3408 fois (avec g = %). I1 trouva que le baton coupa une des droites 1808
fois, ce qui conduit & I’approximation 7 ~ 2 - 2 3408 — 3 1415929..., ré-
sultat correct jusqu’au sixieme chiffre de 7, et beaucoup trop beau pour étre — /

vrai ! Les valeurs que Lazzarini a choisies conduisent directement a I’ap- \ T /
proximation bien connue 7 ~ % (voir page 38). Cela explique le choix v \
plus que suspect de 3408 et %, nombres tels que %3408 soit un multiple

de 355 (voir [5] pour une évocation de la mystification de Lazzarini).

p =

—_

On peut résoudre le probleme de 1’aiguille en évaluant une intégrale. Nous
allons le faire plus loin, et avec cette méthode nous allons aussi résoudre le
probléme pour une aiguille longue. Mais la Preuve méritant de figurer dans
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le Grand Livre, présentée par E. Barbier en 1860, n’a pas besoin de recou-
rir a une intégrale. Elle consiste simplement a laisser tomber une aiguille
différente. ...

Si on laisse tomber une aiguille quelconque, petite ou grande, alors le
nombre attendu d’intersections est :

E = p1+2p2+3ps+...

ol p; est la probabilité que I’aiguille se positionne avec une unique inter-
section, po est la probabilité d’obtenir deux intersections exactement, p3 est
la probabilité de trois intersections etc. La probabilité d’obtenir au moins
une intersection, ce qui est demandé dans le probleme de Buffon, est donc :

p =p1+p2+p3+...

Les événements tels que 1’aiguille se positionne exactement sur une droite,
ou a touche par son extrémité une des droites, ont une probabilité nulle. Ils
peuvent donc étre ignorés dans notre propos.

D’autre part, si I’aiguille est petite alors la probabilité d’obtenir plus d’une
intersection est nulle, po = p3 = ... = 0, et donc £ = p : la probabi-
lité que nous cherchons est simplement le nombre d’intersections attendu.
Cette reformulation est extrémement utile, parce que nous pouvons main-
tenant utiliser la linéarité de 1’espérance (voir page 97). En effet, notons
E(¢) T’espérance du nombre d’intersections obtenues en laissant tomber
une aiguille droite de longueur /. Si cette longueur est { = x + y, et si on
considére la “partie avant” de longueur x et la “partie arriere” de longueur
y de I"aiguille séparément, alors on obtient :

E(x+y) = E(x)+ E(y)

puisque le nombre total d’intersections est égal au nombre de celles pro-
duites par la partie avant et par la partie arriere.
Par récurrence sur n, cette “équation fonctionnelle” implique que E(nz) =
nE(z) pour tout n € N, et que mE(2z) = E(mftz) = E(nz) =
nE(x). Ainsi, nous avons E(rz) = rF(z) pour tout rationnel r € Q.
De plus, il est clair que E(x) est monotone en z > 0, d’ott I’on déduit que
E(z) = cx pour tout 2 > 0, ot ¢ = E(1) est une constante.
Mais quelle est cette constante ?
Pour répondre a cette question, nous utilisons des aiguilles de différentes
formes. En effet, laissons tomber une aiguille “polygonale” de longueur
¢, qui est constituée de morceaux de droites. Alors, le nombre d’intersec-
tions obtenu est, avec probabilité 1, la somme des nombres d’intersections
produites par ces morceaux de droites. Ainsi, I’espérance du nombre d’in-
tersections est a nouveau :

E = ¢t

par linéarité de I’espérance (il importe peu que les morceaux de droites
soient reliés entre eux de maniere rigide ou flexible !).
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La clé de la solution de Barbier au probleme de I’aiguille de Buffon est de
considérer une aiguille qui soit un cercle parfait C' de diametre d, donc de
longueur z = dr. Si on laisse tomber une telle aiguille sur une feuille de
papier réglée, elle produit toujours exactement deux intersections !

On peut approcher le cercle par des polygones. Imaginons simplement qu’avec

I’aiguille circulaire C, nous laissions tomber un polygone inscrit P,,, et un
polygone circonscrit P". Toute droite qui coupe P, va couper aussi C,
et si une droite coupe C' alors elle touche aussi P™. Ainsi, 1’espérance du
nombre d’intersections satisfait :
E(P,) < E(C) < E(P")

Mais P,, et P™ sont tous les deux des polygones, et donc le nombre d’in-
tersections espéré est égal a “c fois la longueur” pour chacun d’eux, alors
que ce nombre vaut 2 pour C, et donc :

cl(P,) < 2 < cl(P") (1)

Comme P, et P™ approchent tous les deux C lorsque n — oo, on a en
particulier :
lim ¢(P,) = dr = lim ((P")

n—oo n—oo

et donc lorsque n — oo on déduit de (1) que :
cdr < 2 <ecdrm

O

ce qui conduita c = 2
K

1
3
I1 était possible d’obtenir ce résultat par le calcul ! L’astuce pour se ramener
a une intégrale “facile a calculer” est de considérer d’abord la pente de
I’aiguille. Disons qu’elle tombe avec un angle « par rapport a I’horizontale,
ot a vérifie 0 < o < 7. On ignore le cas ot I'aiguille se positionne
avec une pente négative, puisque le cas est symétrique a celui de la pente
positive, et conduit a la méme probabilité. Une aiguille qui se positionne
avec un angle a a une hauteur /sin o, et la probabilité pour qu’une telle
aiguille traverse une des lignes horizontales espacées d’une distance d est
“i%. Ainsi, on obtient la probabilité en calculant la moyenne sur tous les

angles « possibles :

2 (2 (sina 2/ s 20
p = ;/0 ] do = ;3[—cosa]5 = —=

Pour une aiguille longue, on obtient la méme probabilité “g“’ tant que

{sina < d, ¢’est-a-dire dans I’intervalle 0 < o < arcsin %. Cependant,
pour des angles « plus grands I’aiguille doit traverser une ligne, et donc la

probabilité est 1. Ainsi :
) 2
fsina | / 1da:>
. d
arcsm(i)

9 arcsin(
—
T Jo

d
[

all

QU
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“Un probleme ?”

= Z2(Z| =~ cosa aresin %) + T arcsing
72r 2 0 | 2 ¢

1+%<§<1— 1—?—5) —arcsin%)

sif > d.

La réponse n’est donc pas aussi belle pour une aiguille plus longue, mais

elle fournit un bel exercice : montrer (simplement “par sécurité”) que la

formule donne % lorsque ¢ = d, que p est strictement croissante en fonction

de ¢, et tend vers 1 lorsque ¢ — oc.
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Le principe des tiroirs Chapitre 22
et le double décompte

Certains principes mathématiques, comme ceux qui figurent dans le titre de
ce chapitre, sont si simples que 1’on peut penser qu’ils ne produisent que
des résultats évidents. Pour se convaincre que “ce n’est pas nécessairement
le cas”, nous les illustrons par des exemples que Paul Erdds suggérait de
présenter dans le Grand Livre. Nous retrouverons aussi certains d’entre eux
dans les chapitres suivants.

Le principe des tiroirs.
Si n objets sont placés dans r boites, avec v < n, ['une des boites
au moins contient plus d’un objet.

Ce résultat est évident et il n’y a rien a prouver. Dans le langage des ap-
plications, ce principe s’énonce de la maniére suivante : soit /N et R deux
ensembles finis tels que |[N| = n > r = |R|, et f : N — R une appli-
cation. Alors il existe a € R tel que |f~!(a)| > 2. On peut méme énoncer
une inégalité plus forte ; il existe a € R tel que :

el = 2] ()

r

En effet, sinon on aurait |f~'(a)| <  pour tout a, et par conséquent :
n= Y [fa)] <72 =n,cequiest impossible.
acER

“Le principe des tiroirs...”

1. Nombres

Proposition. Considérons les nombres 1,2, 3, ..., 2n, et choisissons-
enn + 1. Parmi ces n + 1 nombres, il en existe deux qui sont pre-
miers entre eux.

C’est encore un résultat évident : il doit y avoir deux nombres qui ne dif-
ferent que d’une unité, et qui sont donc premiers entre eux.

Prenons le probleme autrement.
Proposition. Supposons encore A C {1,2,...,2n} avec |A| =

n + 1. Il existe toujours deux nombres dans A tels que I'un divise
lautre.

Ce n’est pas si clair. Comme nous 1’avait confié Erdds, il avait posé cette
question au jeune Lajos Pdsa lors d’un diner, et lorsque le repas fut terminé,
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Ces deux résultats ne sont plus vrais
si 'on remplace n+1 par n : il
suffit de considérer respectivement
les ensembles {2,4,6,...,2n} et
{n+1,n+2,...,2n}.

Le lecteur peut s’amuser a montrer que
pour mn nombres, I’affirmation n’est
plus vraie en général.

Lajos avait la réponse. C’est resté 1'une des questions d’““initiation” aux
mathématiques préférées d’ErdSs. La solution est fournie par le principe
des tiroirs. On écrit chaque nombre a € A sous la forme a = 2¥m, ot m
est un nombre impair compris entre 1 et 2n — 1. Puisqu’il y a n+ 1 nombres
dans A, mais seulement n composantes impaires différentes, il doit y avoir
deux nombres dans A de méme composante impaire. Par conséquent 1’un
est multiple de 1’autre. (]

2. Suites

Voici un autre résultat parmi les préférés d’Erdss, qui figure dans un article
d’Erdés et Szekeres sur les problemes de Ramsey.

Proposition. Dans toute suite a1, as, . . . , Gympt1 de mn+1 nombres
réels distincts, il existe une sous-suite croissante :

a, < a, <...<a;,.,, (11 <id2 < ... <imy1)
de longueur m + 1, ou une sous-suite décroissante :

aj, > aj, > ... > a5, (J1 <jo<...<jnt1)
de longueur n + 1, ou les deux a la fois.

Cette fois, 1’application du principe des tiroirs n’est pas immédiate. Asso-
cions a chaque a; le nombre ¢; qui est la longueur de la plus longue sous-
suite croissante qui commence par a;. Sit; > m+ 1 pour un certain 4, nous
obtenons une sous-suite croissante de longueur m + 1. Supposons alors que
t; < m pour tout 7. La fonction f : a; — ¢; qui envoie {a1, ..., Gmnt+1}
dans {1,...,m} vérifie d’apres (1) la propriété suivante : il existe un cer-
tain s € {1,...,m} tel que f(a;) = s pour =* + 1 = n + 1 nombres
a;. Soient aj,, aj,,... a5, (j1 <...< jny1) ces nombres. Examinons
deux nombres consécutifs aj, et aj,,,. Si aj, < aj,,,, on obtiendrait une
sous-suite croissante de longueur s qui commence par a;,  , , et par consé-
quent une sous-suite croissante de longueur s + 1 qui commence par a;,,
ce qui est impossible puisque f(aj;) = s. On obtient donc une sous-suite
décroissante aj, > aj, > ... > aj,,, de longueurn + 1. O

Ce résultat a priori simple sur les sous-suites monotones a une conséquence
importante tres peu évidente sur la dimension d’un graphe. Nous n’avons
pas besoin ici de la notion de dimension pour un graphe en général, mais
seulement de savoir ce qu’est la dimension d’un graphe complet K,,. Cette
notion peut étre formulée de la maniére suivante. Soit N = {1,...,n},
n > 3. Considérons m permutations 71, . .., T, de N. On dit que les per-
mutations 7; représentent IK,, si pour tout triplet de nombres distincts ¢, j, k
il existe une permutation 7 pour laquelle £ se trouve apres i et j. La dimen-
sion de K, est alors le plus petit m pour lequel existe une représentation
TlyeeesTTm.
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A titre d’exemple, dim(K3) = 3 puisque chacun des trois nombres doit se
trouver a la fin, comme dans m; = (1,2,3), mo = (2,3,1), m3 = (3,1, 2).
Qu’en est-il de K4 ? Notons d’abord que dim(X,) < dim(K,,+1) : il suffit
de supprimer n+1 dans une représentation de K, 1. Par suite, dim (K4) >
3; en fait, dim(K) = 3, puisqu’il suffit de prendre :

mo=(1,2,3,4), m=(2,4,3,1), w5 =(1,4,3,2).

Il n’est pas si facile de prouver que dim(K5) = 4, mais ensuite, de maniére

surprenante, la dimension reste 4 jusqu'a n = 12, puis dim(K33) = 5.

Ainsi, dim(K,,) semble étre une fonction plutdt sauvage. En fait, il n’en

est rien ! Lorsque n tend vers 'infini, dim(k,,) est en fait une fonction au ™' 34 1112 910 6 5 8 72

comportement régulier. La recherche d’une borne inférieure repose sur le ~ T4° 41210 91211 7 8 5 63

principe des tiroirs. On peut affirmer : Ces quatre permutations  repré-
sentent Ky2.

m:123 5 6 7 8 9101112 4
m:234 8 7 6 5121110 91

dim(K,,) > log,logyn. (2)

Puisque, comme nous 1’avons vu, dim(k,,) est une fonction monotone en
n, il suffit de vérifier (2) pour n = 22" + 1, c’est-a-dire de montrer que :

dim(K,) > p+1 pour n=22"41.

Supposons, par I’absurde, que dim(K,,) < p, et considérons des permu-
tations 71, ..., m, représentant N = {1,2,..., 22" 4 1}. Utilisons p fois
le résultat sur les sous-suites monotones. Dans 71 il existe une sous-suite
monotone (croissante ou décroissante, cela n’a aucune importance) A; de
longueur 927! + 1 . Considérons cet ensemble A; dans 7. En utilisant
encore le résultat, on obtient une sous-suite monotone Ay de A; dans mo
de longueur 927" + 1, et A, est bien stir également monotone dans 7. En
continuant, on trouve finalement une sous-suite Ap de taille 22" +1=3
monotone dans foutes les permutations ;. Soit A, = (a, b, c). Alors soit
a < b < csoita > b > cdans tous les 7;. Mais c’est impossible, puisqu’il
doit exister une permutation pour laquelle b arrive apres a et c. ]

Le comportement asymptotique exact a été mis en évidence par Joel Spen-
cer (borne supérieure) et par Fiiredi, Hajnal, Rodl et Trotter (borne infé-
rieure) :

1
dim(K,) = logslogon + (5 + 0o(1))log,logslogyn.

Mais I’histoire n’est pas terminée : trés récemment, Morris et Hosten ont

trouvé une méthode qui, en principe, établit la valeur exacte de dim(K,). dim(Kp) <4 <= n <12

En utilisant leur résultat et un ordinateur, on peut obtenir les valeurs in- dim(Kn) <5 <= n <81
diquées dans la marge. Ce résultat est véritablement étonnant ! Comment ~ dim(K») <6 <= n < 2646
peut-on décider parmi toutes les permutations d’un ensemble 1422564 élé-  dim(K,) <7 <= n < 1422564

ments si I’on a besoin de 7 ou de 8 d’entre elles pour représenter K1422564 ?
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3. Sommes

Paul Erdds attribuait a Andrew Védzsonyi et Marta Sved la belle application
du principe des tiroirs qui suit :

Proposition. Soient n entiers ay, . .., ay, distincts ou non. Alors il

existe toujours un ensemble de nombres consécutifs agi1, Ag+2, ..., ap
¢ .

dont la somme ) ;. | a; est un multiple de n.

Posons N = {0,a1,a1+as,...,a1+as+...+a,tetR={0,1,...,n—
1}. Considérons I’application f : N — R, ou f(m) est le reste de m dans
la division par n. Puisque |N| = n + 1 > n = |R|, il existe deux sommes
a1+ ...+ agetay + ...+ ap (k < £) ayant le méme reste, la premiere
somme pouvant étre la somme vide valant 0. Par suite :

14 0 k
E a; = E a; — E a;
i=1 i=1

i=k+1

a pour reste 0, ce qui conclut la démonstration. ]

Abordons maintenant le second principe qui consiste & compter un en-
semble d’objets de deux manieres différentes.

Double décompte.

Soient deux ensembles finis L et C, et un sous-ensemble S C L x C.
Chagque fois que (p, q) € S, on dit que p et q sont incidents.

Si £y, désigne le nombre d’éléments qui sont incidents ap € L, et c,
désigne le nombre d’éléments qui sont incidents a q € C, alors :

Dol =8l = D 3)

pEL qeC

Une fois de plus, il n’y a rien a prouver. La premiere somme considere
les couples dans S selon le premier indice, alors que la seconde somme
considere les mémes couples selon le deuxieme indice.

On peut représenter I’ensemble S’ de la maniére suivante. Considérons la
matrice d’incidence A = (a,q) de S, ou les lignes et les colonnes de A
sont indexées par les €léments de L et C respectivement, avec

1 si(pg)es
Arry =
. 0 si(pg ¢S

Ainsi posé, £, est la somme de la p-ieme ligne de A et ¢, est la somme de
la g-iéme colonne. Par conséquent, la premiére somme dans (3) additionne
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les éléments de A (c’est-a-dire compte les 1 dans S) en suivant les lignes
alors que la seconde le fait en suivant les colonnes . L €1 23456 7 8
L’exemple suivant devrait éclairer cette correspondance. Considérons L = 1111111111
C ={1,2,...,8}, etposons S = {(4,7) : idivise j}. Nous obtenons la 2 1 1 1 1
matrice qui figure dans la marge ou seuls les 1 sont affichés. 3 1 1
4 1 1
5 1
4. Encore des nombres 6 1
Examinons la matrice qui vient d’étre étudiée. Le nombre de 1 dans la co- 7 1
lonne j est précisément le nombre de diviseurs de j ; notons ¢(;j) ce nombre. 8 1
On peut se demander quel est 'ordre de grandeur de ce nombre £(j) en
moyenne lorsque j varie de 1 a n. Etudions donc la quantité :
., n (123456 7 8
t(n):%Zt(]’). ()18 2322113

j=1

A premiére vue, il semble sans espoir de trouver une estimation de t(n).
Pour un nombre premier p on trouve #(p) = 2 alors que pour 2¢ nous
obtenons la (grande) valeur #(2¥) = k -+ 1. Donc #(n) est une fonction
trés irréguliére, et 1’on peut conjecturer qu’il en est de méme pour ¢(n).
Mauvaise intuition, c’est le contraire qui est vrai! Un double décompte
fournit une réponse inespérée et simple.

Considérons la matrice A précédente pour les entiers varient de 1 a n. En
comptant par colonnes, nous obtenons : 2?21 t(j). Combien y a-t-il de 1
dans la ligne ¢ ? C’est assez facile, les 1 correspondent aux multiples de ¢ :
1,2, ..., et le dernier multiple qui ne dépasse pas n est | % 7. On obtient
par conséquent :

erreur dans chaque terme, en passant de | % | a %, étant inférieure a 1. Par
conséquent, I’erreur globale sur la moyenne est inférieure a 1 également.
Maintenant, la derniere somme est le n-iéme nombre harmonique H,,. En
combinant I’encadrement H,, — 1 < (n) < H,, avec I’estimation de H,,
établie en page 11, on est conduit a :

1 _
mn-1 < H,-1-— < t(n) < H, < Inn+1.
n
Ainsi on obtient le résultat remarquable suivant : alors que le comportement

de t(n) est tres irrégulier, la moyenne ¢(n) se comporte magnifiquement.
t(n) vautInn a1 pres.

Les premieres valeurs de £(n).
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5. Graphes

Soit G un graphe fini simple dont I’ensemble de sommets est V' et I’en-
semble d’arétes est E. Nous avons défini au chapitre 11 le degré d(v) d’un
sommet v comme le nombre d’arétes qui admettent v pour extrémité. Dans
I’exemple présenté sur la figure ci-contre, les sommets 1,2, ..., 7 sont res-
pectivement de degré 3, 2,4, 3, 3,2, 3.

Presque tous les livres traitant de la théorie des graphes commencent par le
résultat suivant, déja rencontré aux chapitres 11 et 17 :

> dw) = 2|E|. “)

veV

Pour démontrer ce résultat, considérons S C V' x E, ou S est I’ensemble
des paires (v, e) telles que v € V soit une extrémité de e € E. En dé-
nombrant S de deux fagons différentes, on obtient dun coté ) .y, d(v),
puisque chaque sommet contribue pour d(v), et de I’autre coté 2| E|, puisque
chaque aréte a deux extrémités. (]

Aussi simple que paraisse le résultat (4), il a plusieurs conséquences impor-
tantes. Certaines d’entre elles seront évoquées dans la suite de notre propos.
Dans cette partie, nous voudrions mettre en évidence la belle application
suivante a un probleme de maximum sur les graphes. Voici le probleme :

Soit G = (V, E) un graphe a n sommets ne comportant pas de
cycle de longueur 4 (noté Cy), c’est-a-dire pas de sous-graphe I:I .
Quel est le nombre maximum d’arétes que peut posséder G ?

A titre d’exemple, le graphe 2 5 sommets représenté ci-contre ne comporte
pas de 4-cycle et a 6 arétes. Le lecteur peut facilement montrer que pour 5
sommets, le nombre maximum d’arétes est 6, et que ce graphe est en fait le
seul graphe sur 5 sommets a 6 arétes qui n’a pas de 4-cycle.

Abordons le probleme général. Soit G un graphe a n sommets sans 4-cycle.
Comme précédemment, on désigne par d(u) le degré de u. Soit S 'en-
semble des paires (u, {v,w}) telles que u soit adjacent a v et & w, avec
v # w. Dénombrons S de deux fagons différentes : en d’autres termes,
nous dénombrons toutes les situations du type :

u
v /.\ w
En sommant sur u, on trouve [S| = 7 . (d(2“>). D’autre part, chaque

paire {v, w} a au plus un voisin commun (a cause de la condition Cy). Par
conséquent |S| < (4), et donc :

(%) =0)

D dw)? < nn—1)+ > d(u) 5)

ueV ueV

soit encore :
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Ensuite (c’est typique de ce genre de probleme d’extremum) on applique

I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux deux vecteurs (d(uq),...,d(uy)) et
(1,1,...,1), obtenant ainsi :
2
(Y daw) < n ) dw?
ueV ueV

et par conséquent, en utilisant (5) :
2
( 3 d(u)) < n’(n—1)+n d).
ueV ueV

En invoquant (4) on trouve :
4|E]? < n*(n—1)+2n|E|
soit encore : 5
-1
|B|? — E‘E| _ni(n=1)
2 4

En résolvant 1’équation du second degré correspondante, on est conduit au
résultat suivant dd a Istvan Reiman.

IN

0

Théoréme. Siun graphe G a n sommets ne contient pas de 4-cycle, alors

Bl < |5 (0+vin=3)] ©6)

Pour n = 5, cela donne |E| < 6, et le graphe de 1’exemple montre que
I’égalité peut avoir lieu.

Compter de deux fagons différentes a ainsi permis facilement de trouver
une borne supérieure sur le nombre d’arétes. Mais quelle est la finesse de la
borne (6) en général ? Le bel exemple suivant ([2], [3], [6]) montre que c’est
presque la meilleure possible. Comme souvent dans de tels problemes, la
géométrie finie montre la voie.

La présentation de cet exemple suppose que le lecteur est familier avec
le corps fini Z;, des entiers modulo un nombre premier p (voir page 20).
Considérons ’espace vectoriel X = (Z,)3. On construit 2 partir de X le
graphe G, suivant : les sommets de GG, sont les sous-espaces de dimension
1 engendrés par les vecteurs non nuls de X, [v] := Vectz, {v}, et deux tels
sous-espaces [v] et [w] sont reliés par une aréte si :

(v, w) = viwy + vaws + v3wsz = 0.

Notons que le vecteur non nul choisi pour représenter le sous-espace n’a
pas d’importance. Dans le langage de la géométrie, les sommets sont les
points du plan projectif sur Z,, et [w] est adjacent a [v] si w se trouve sur
la droite polaire de v.

Par exemple, le graphe G5 n’a pas de 4-cycle, contient 9 arétes et atteint
presque la borne 10 donnée par le théoreme. Nous voulons montrer que ce
résultat se produit pour tout nombre premier p.

(0,0,1)

(1,0,1) . (0,1,1)
N><¢
N

(L0,0) (110 (0,10

Le graphe G2 : ses sommets sont les
sept triplets non nuls (z, y, z).
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Prouvons d’abord que G,, vérifie la condition Cy. Si [u] est un voisin com-
mun & [v] et & [w], u est solution des équations linéaires :

vir + vy + v3z =0
w1 + way + wzz = 0.

Puisque v et w sont linéairement indépendants, 1’espace des solutions est
de dimension 1, et par conséquent le voisin commun [u] est unique.

Déterminons ensuite le nombre de sommets de G),. C’est encore un double
décompte qui conduit au résultat. L’ espace X contient p> — 1 vecteurs non
nuls. Puisque chaque sous-espace de dimension 1 contient p — 1 vecteurs
’; 5:11 = p? + p+ 1 sous-espaces de dimension 1, ¢’est-a-dire
que Gpan = p?+p-+1 sommets. De méme, tout sous-espace de dimension

non nuls, X a

2 contient p? — 1 vecteurs non nuls, et par conséquent % = p+ 1 sous-
espaces de dimension 1.

Il reste a déterminer le nombre d’arétes dans G, ou ce qui est équivalent
selon (4), a déterminer les degrés. Par construction de G, les sommets
adjacents a [u] sont les solutions de I’équation :

urr + usy + usz = 0 (@)

L’espace des solutions de (7) est un sous-espace de dimension 2, etil y a
par conséquent p + 1 sommets adjacents a w. Mais attention, il peut arriver
que [u] lui-méme soit une solution de (7). Dans ce cas, il y a seulement p
sommets adjacents & [u].

En résumé, nous obtenons le résultat suivant : si w se trouve sur la conique
définie par 2 + y2 + 22 = 0, alors d([u]) = p, sinon d([u]) = p + 1.
Il reste donc a trouver le nombre de sous-espaces de dimension 1 sur cette
conique. Enongons un résultat que nous montrerons dans un moment :

Proposition. L’ équation x> + y* + 22 = 0 a exactement : p? so-

lutions (z,y, z), et par conséquent (en éliminant la solution nulle)
2

G, a exactement 1;7:11 = p + 1 sommets de degré p.

A T’aide de ce résultat, complétons notre analyse de Gp.1ly a p+1 sommets
de degré p, etdonc : (p2 +p+1) — (p+ 1) = p? sommets de degré p + 1.
En utilisant (4), on trouve :

(p+Lp , pP’(p+1) _ (p+1)?%

Bl = =
1] 2 * 2 2
+1 >+
= w(u(zpﬂ)) = R0V )

En posant n = p? + p + 1, la derniére équation s’écrit :

-1
|E| = "= (1+ Vin—3),

ce qui est presque en accord avec (6).
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Maintenant, revenons a la démonstration principale. L’argument suivant est
une belle application d’algebre linéaire utilisant des matrices symétriques et
leurs valeurs propres. On retrouve la méme méthode au chapitre 34, ce qui
n’est pas une coincidence : les deux démonstrations sont issues du méme
article d’Erdés, Rényi et Sos.

On note comme précédemment les sous-espaces de dimension 1 de X par
des vecteurs v1, v, ..., Vp24p,11, deux quelconques d’entre eux étant li-
néairement indépendants. De méme, on peut représenter les sous-espaces
de dimension 2 par le méme ensemble de vecteurs, le sous-ensemble re-
présenté par u = (uq,uz, us) étant ’espace de dimension 2 des solutions
de I'équation u;x + u2y + uzz = 0 comme dans (7) (il ne s’agit que de
I’application du principe de dualité de 1’algebre linéaire). Par conséquent,
d’apres (7), le sous-espace de dimension 1 représenté par v; est contenu
dans le sous-espace de dimension 2 représenté par v;, si et seulement si
<Ui7 v j> =0.

Considérons maintenant la matrice A = (a;;) de dimensions (p? +p + 1)
x(p? + p + 1) définie comme suit : les lignes et les colonnes de A corres-
pondent a v1, ..., V,24p41 (NOus utilisons la méme numérotation pour les
lignes et les colonnes) et :

R 1 si (v;,v;) =0,
7] 0 sinon.

A est donc une matrice symétrique réelle et a;; = 1 si (v;,v;) = 0, c’est-
a-dire précisément lorsque v; se trouve sur la conique 2 + y2 + 22 = 0.
Ainsi, il ne reste plus qu’a montrer que :

trace A = p+ 1.

L’algebre linéaire nous dit que la trace est égale a la somme des valeurs

propres. Et c’est ici qu’intervient I’ astuce : alors que A semble compliquée,

la matrice A? est facile 4 analyser. Remarquons d’abord les deux résultats
suivants :

e toute ligne de A contient exactement p+ 1 fois 1. Cela implique que p+ 1
est une valeur propre de A, puisque A1 = (p + 1)1, ou 1 est le vecteur
dont toutes les composantes valent 1.

o Etant données deux lignes distinctes v; et v; il existe exactement une
colonne ayant un 1 dans les deux lignes (la colonne correspondant a
I’'unique sous-espace engendré par v; et v;).

En utilisant ces résultats, on trouve :

p+1 1 - 1
A2 1 p+1 : = pl 4+ J
1 p+1

ou [ est la matrice identité et J la matrice dont tous les coefficients sont
des 1. D’autre part, .J a pour valeurs propres p> + p + 1 (de multiplicité

O OO = =O

OO OO
O = OO O =
— OO~ OO
O MF,OORFRO
HHROORKROO

La matrice de G2

O === OoOoOo
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Les triangles de trois couleurs diffé-
rentes sont ombrés.

1) et O (de multiplicité p? + p). Par conséquent, A2 a pour valeurs propres
p?+2p+1 = (p+1)? de multiplicité 1 et p de multiplicité p2 + p. Puisque
A est réelle et symétrique, donc diagonalisable, A admet la valeur propre
p+ 1ou—(p+1)etp? + p valeurs propres égales a +,/p. D’apres la
premiére remarque faite précédemment, la premicre valeur propre doit étre
p + 1. Supposons que ,/p ait une multiplicit€ r et —,/p une multiplicité s,
alors :
trace A = (p+1) +7ryp— syp.

Nous sommes arrivés au bout de nos peines : comme la trace est entiere, on
doit avoir r = s, donc trace A = p + 1. O

6. Le lemme de Sperner

En 1912, Luitzen Brouwer a publié son célebre théoreme du point fixe :

Toute fonction continue f : B™ — B™ d’une boule de dimension

n dans elle méme admet un point fixe (c’est-a-dire un point x €

B™ tel que f(xz) = x).
Pour la dimension 1, ¢’est-a-dire pour un intervalle, ce résultat se déduit fa-
cilement du théoreme des valeurs intermédiaires, mais pour des dimensions
plus grandes, la preuve de Brouwer repose sur un raisonnement sophistiqué.
Par conséquent, il fut trés surprenant de voir qu’en 1928 le jeune Emanuel
Sperner (il avait 23 ans a I’époque) montre un résultat combinatoire simple
a partir duquel on peut établir le théoreme du point fixe de Brouwer ainsi
que I’invariance de la dimension par bijection continue. Et, que demander
de plus, le lemme ingénieux de Sperner est assorti d’une preuve également
magnifique : un double décompte.

Nous allons étudier le lemme de Sperner, et le théoreme de Brouwer qui
s’en déduit, dans le premier cas intéressant, celui de la dimension n = 2.
Le lecteur ne devrait pas avoir de difficultés a étendre les démonstrations a
des dimensions plus grandes en raisonnant par récurrence sur la dimension.

Lemme de Sperner.

Supposons qu’un “grand” triangle de sommets V1, Va, V3 soit triangulé
(c’est-a-dire décomposé en un nombre fini de “petits” triangles qui s’ajus-
tent ensemble aréte par aréte).

Supposons que les sommets de la triangulation aient des “couleurs” choi-
sies dans I’ensemble {1,2,3} telles que V; soit de la couleur i (pour tout
1), et que seules les couleurs i et j soient utilisées pour les sommets qui se
trouvent le long de [’aréte allant de V; a V; (pour i # j), alors que les
sommets intérieurs peuvent étre coloriés arbitrairement avec 1, 2 ou 3.
Alors il doit y avoir dans la triangulation un petit triangle “tricolore”,
c¢’est-a-dire dont les trois sommets sont de couleurs différentes.

B Preuve. Nous allons montrer un résultat plus fort : non seulement le
nombre de triangles tricolores est non nul, mais il est toujours impair.
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Considérons le graphe dual de la triangulation, mais sans retenir toutes ses
arétes : on retient seulement celles qui coupent une aréte du graphe initial
ayant ses extrémités de couleurs (différentes) 1 et 2. On obtient ainsi un
“graphe dual partiel” dont chaque sommet a pour degré 1 s’il correspond a
un triangle tricolore, un degré 2 s’il correspond a un triangle dans lesquels
seules les deux couleurs 1 et 2 apparaissent, et un degré 0 s’il correspond a
un triangle qui ne présente pas les couleurs 1 et 2. Ainsi, seuls les triangles
tricolores correspondent aux sommets de degré impair (de degré 1).

Le sommet du graphe dual qui correspond a I’extérieur de la triangulation
a un degré impair : en effet, le long de la grande aréte de V; a V5, il y a
un nombre impair de changements entre 1 et 2. Un nombre impair d’arétes
du graphe dual partiel coupent donc cette grande aréte, alors que les autres
grandes arétes ne peuvent pas avoir les deux couleurs 1 et 2.

Maintenant, comme le nombre de sommets impairs d’un graphe fini est pair
(d’apres I’équation (4)), le nombre de petits triangles ayant trois couleurs
différentes (qui correspondent aux sommets impairs intérieurs du graphe
dual) est impair. O

On déduit facilement le théoréme de Brouwer de ce lemme.

H Preuve du théoréme du point fixe de Brouwer (pour n = 2). Soit A
le triangle de R? de sommets e; = (1,0,0), e = (0,1,0) etesz = (0,0,1).
11 suffit de montrer que toute application continue f : A — A a un point
fixe, puisque A est homéomorphe a la boule By de dimension 2.

On note §(7) la longueur maximale d’une aréte d’une triangulation 7. On
peut facilement construire une suite infinie de triangulations 77, 75, . .. de
A telle que la suite des diametres maximaux d(7;) converge vers 0. On
peut obtenir une telle suite par une construction explicite ou par récurrence,
en prenant par exemple pour 7; 1 la subdivision barycentrique de 7.
Pour chaque triangulation, on définit une 3-coloration de ses sommets v en
posant A(v) := min{i : f(v); < v;}, c’est-a-dire que A(v) est le plus
petit indice 4 tel que la i-iéme coordonnée de f(v) — v soit négative. En
supposant que f n’a pas de point fixe, une telle définition est valide. Pour
s’en convaincre, il suffit de remarquer que chaque v € A est dans le plan
x1 + 22 + 3 = 1, et par conséquent y ., v; = 1. Donc si f(v) # v, I'une
au moins des coordonnées de f(v) — v doit &tre négative (et I’'une au moins
doit étre positive).

Vérifions que cette coloration satisfait les hypotheses du lemme de Sperner.
D’abord, le sommet e; doit recevoir la couleur ¢, puisque la seule compo-
sante négative possible de f(e;) — e; est la i-ieme composante. De plus,
si v est sur I'aréte opposée de e;, alors v; = 0, la ¢-iéme composante de
f(v) — v n’est pas négative, et par conséquent v n’est pas de couleur i.
Le lemme de Sperner permet maintenant d’affirmer qu’il y a dans chaque
triangulation 7}, un triangle tricolore {v*!, v*:2 v} avec A(v*7) = i.
La suite de points (v*'1);.>1 ne converge pas nécessairement, mais puisque
le simplexe A est compact, il existe une sous-suite de cette suite qui conver-
ge. Apres avoir remplacé la suite de triangulations 7}, par la sous-suite cor-
respondante (encore désignée par 7j, pour simplifier) nous pouvons suppo-
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ser que (v*1);, converge vers un point v € A. Mais la distance de v*? et
v#3 3 v*1 est au plus égale 2 la longueur de la maille §(7}), qui converge
vers 0. Ainsi, les suites (v*2) et (v*:3) convergent vers le méme point v.

Ou se trouve f(v)? Nous savons que la premiére coordonnée f(v*1) est
inférieure a celle de v**! pour tout k. Puisque f est continue, la premiére
coordonnée de f(v) est inférieure ou égale a celle de v. Le méme raison-
nement s’ applique pour les deuxieme et troisieme coordonnées. Par consé-
quent, aucune des coordonnées de f(v)—wv n’est positive, ce qui contredit
I’hypothese f(v) # v. d
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Trois théoremes célébres Chapitre 23
sur les ensembles finis

Ce chapitre est consacré a un theme fondamental de combinatoire : les pro-
priétés et les cardinaux de familles particulieéres F de sous-ensembles d’un
ensemble fini N = {1,2,...,n}. Nous commengons par deux résultats
classiques dans ce domaine : les théoremes de Sperner et d’Erd6s-Ko-Rado.
Ces deux résultats ont en commun d’avoir été démontrés plusieurs fois et
d’avoir ouvert un nouveau domaine en théorie combinatoire des ensembles.
Dans les deux cas, un raisonnement par récurrence semble naturel, mais les
arguments évoqués sont tres différents et vraiment inspirés.

En 1928 Emanuel Sperner s’est posé et a résolu la question suivante : sup-
posons que ’on se donne ’ensemble N = {1,2,...,n}. Appelons an-
tichaine une famille F de sous-ensembles de NN telle qu’aucun ensemble
de F ne contienne un autre ensemble de la famille F. Quelle est la taille
maximale d’une antichaine ? Il est clair que la famille F, de tous les k-
ensembles vérifie la propriété d’antichaine avec |F;| = (7). En cherchant
le maximum des coefficients binomiaux (voir page 12) on voit qu’il y a une
antichaine de taille (Ln72 J) = maxy, (Z) Le théoréme de Sperner affirme
qu’il n’y en n’a pas de plus grande.

Emanuel Sperner

Théoreme 1. La taille maximale d’une antichaine d’un n-ensemble
est: (Ln%])'

B Preuve. Parmi toutes les preuves, celle qui suit, due a Lubell, est proba-
blement la plus courte et la plus élégante. Soit F une antichaine arbitraire.
Nous devons montrer que |F| < (L "1)- La clé de la preuve consiste a

n/2]
considérer des chaines de sous-ensembles & = Cy € Cy € Cy C ... C
C,, = N,ou|C;| =ipouri =0,...,n. Combieny a-t-il de chaines ? Il est

clair que 1’on obtient une chaine en ajoutant un par un les éléments de N.
Il y a donc exactement autant de chaines qu’il y a de permutations de [V, a
savoir n!. Ensuite, étant donné un ensemble A € F déterminons combien
de ces chaines contiennent A. C’est encore facile. Pour passer de @ a A, on
doit ajouter les éléments de A un par un, et pour passer de A a N on doit
ajouter les éléments restants. Ainsi si A contient k éléments, en considérant
tous ces couples de chaines reliées entre elles, on voit qu’il y a précisément
k!(n — k)! chaines de ce type. Notons qu’aucune chaine ne peut traverser
deux ensembles différents A et B de F, puisque F est une antichaine.

Pour terminer la preuve, notons my, le nombre de k-ensembles de F. On a
|F| = > p—_o mu. On déduit de notre discussion que le nombre de chaines
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On vérifie que la famille de tous les 7-
ensembles pour n pair, les deux familles

de tous les "T_l—ensembles et de tous les

n+tl_
2

seules antichaines de taille maximale !

ensembles pour n impair, sont les

qui traversent un élément de JF est :

Z my k! (n —k)!
k=0

et que cette expression ne peut dépasser le nombre n! de toutes les chaines.
Par conséquent :

Z kk.(n ' k)! < 1 Z?”rik < 1
. n: — (k)
k=0 k=0

En remplagant les dénominateurs par le plus grand coefficient binomial, on
obtient :

1 - n
— > my <1 c’est a dire |F| = my < ( )

et la démonstration est terminée. O

Le deuxieéme résultat présenté ici est de nature totalement différente. Consi-
dérons encore I'ensemble N = {1,...,n}. On dit qu'une famille F de
sous-ensembles est une famille intersectante si deux ensembles quelconques
de F ont au moins un élément commun. Il est presque immédiat que la
taille de la plus grande famille intersectante est 2"~1. Si A € F, son com-
plémentaire A° = N\ A a une intersection vide avec A et ne peut donc pas
étre dans F. Nous concluons qu’une famille intersectante contient au plus
la moitié des 2" sous-ensembles, c’est a dire |F| < 2"~ D’autre part,
en considérant la famille de tous les ensembles qui contiennent un élément
fixé, par exemple la famille F; de tous les ensembles qui contiennent 1, on
voit que | F;| = 271, et le probleme est réglé.

Posons maintenant la question suivante : quelle taille peut avoir une famille
intersectante F si tous les ensembles de F ont la méme taille k£ ? Nous
appellerons de telles familles des k-familles intersectantes. Pour éviter les
banalités, nous supposons n. > 2k car sinon deux k-ensembles quelconques
ont nécessairement une intersection non vide et il n’y a rien a prouver. En
reprenant I’idée précédente, nous sommes certains d’obtenir une telle fa-
mille 77 en considérant tous les k-ensembles qui contiennent un élément
fixé, par exemple 1. Il est donc clair que nous obtenons tous les ensembles
de F; en ajoutant a 1 tous les (K — 1)-sous-ensembles de {2,3,...,n}.
Par conséquent | F;| = (Z:}) Est-il possible de faire mieux ? Le théoréme
d’Erd&s-Ko-Rado affirme que non.

Théoreme 2. La taille maximale d’une k-famille intersectante dans un n-
ensemble est (Zj) lorsque n > 2k.

Paul Erdés, Chao Ko et Richard Rado ont trouvé ce résultat en 1938, mais
il ne fut publié que 23 ans plus tard. Depuis, on en a donné une multitude
de variantes et de preuves, mais I’argument suivant que 1’on doit a Gyula
Katona est particulierement élégant.
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B Preuve. La clé de la preuve est le simple lemme suivant qui, a pre-
miere vue, semble totalement sans rapport avec le probleme. Considérons
un cercle C' divisé par n points en n arétes. Nous appelons arc de longueur
k la réunion de k£ + 1 points consécutifs et des k arétes situées entre eux.

Lemme. Soit n > 2k et soient t arcs distincts Ay, ..., A; de longueur k,
tels que deux arcs quelconques aient une aréte commune. Alors t < k.

Remarquons d’abord que tout point de C' est ’extrémité d’un arc au plus.
En effet, si A; et A; avaient une extrémité commune v, ils devraient par-
tir dans des directions différentes (puisqu’ils sont distincts). Mais alors ils
ne peuvent pas avoir une aréte en commun puisque n > 2k. Fixons A;.
Comme tout A; (i > 2) a une aréte en commun avec A, I'une des ex-
trémités de A; est un point intérieur & A;. Puisque ces extrémités doivent
étre distinctes, comme nous venons de le voir, et puisque A, contient k& — 1
points intérieurs, nous concluons qu’il peut y avoir au plus k£ —1 autres arcs,
et par conséquent au plus k arcs en tout. ]

Poursuivons maintenant la preuve du théoreme d’Erd6s-Ko-Rado. Soit F
une famille k-intersectante. Considérons un cercle C' a n points et n arétes
comme précédemment, considérons une permutation circulaire quelconque
m = (a1, az,...,a,) etécrivons les nombres a; a coté des arétes de C' dans
le sens des aiguilles d’une montre. Comptons les ensembles A € F qui ap-
paraissent comme k& nombres consécutifs sur C. Comme F est une famille
intersectante, le lemme implique que 1’on obtient au plus &£ ensembles de ce
type. Puisque cela se produit pour toute permutation circulaire, et puisqu’il
y a (n — 1)! permutations circulaires, on obtient par ce procédé au plus :

k(n —1)!

ensembles de F qui apparaissent comme des éléments consécutifs de per-
mutations circulaires. Combien de fois compte-t-on un ensemble fixé A €
F ? C’est assez facile : A apparait dans 7 si les k éléments de A appa-
raissent consécutivement dans un certain ordre. Par conséquent, il y a k!
possibilités d’écrire A, et (n — k)! fagons d’ordonner les éléments restants.
Nous concluons donc qu’un ensemble fixé A apparait dans k!(n — k)! per-
mutations circulaires exactement, et par conséquent que :

E(n—1)! (n—1)! _(n—-1
S ey Bl 3 T ey (k—l) H

On peut encore se demander si les familles qui contiennent un élément fixé
sont les seules k-familles intersectantes maximales. Ce n’est certainement
pas vrai pour n = 2k. Par exemple, pour n = 4 et £k = 2 la famille
{1,2},{1,3},{2, 3} a aussi pour taille (i’) = 3. Plus généralement, pour

n = 2k les k-familles intersectantes les plus grandes sont de taille %(Z) =

(Zj) et sont composées de la maniere suivante : on considere tous les
couples composés d’une k-partie A et de son complémentaire N\ A et I’on

choisit I'une des deux k-parties pour appartenir a la famille. Mais pour

point aréte

| /4

Un cercle C' avec n = 6. Les arétes en
gras dessinent un arc de longueur 3.

Une famille intersectante pour n
k=2

4,
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“Un mariage collectif”

n > 2k les familles qui contiennent un élément fixé sont en fait les seules.
Le lecteur est invité a essayer de le démontrer lui-méme.

Venons-en enfin au troisiéme résultat qui est probablement le théoréme fon-
damental le plus important de la théorie des ensembles finis, le “théoréme
du mariage” que Philip Hall a démontré en 1935. Il ouvre la porte a ce
qui est appelé aujourd’hui la théorie du couplage et a une grande variété
d’applications. Nous traiterons certaines d’entre elles tout au long de cette
partie.

Considérons un ensemble fini X et une collection Aq,..., A, de sous-
ensembles de X (non nécessairement distincts). Nous dirons qu’une suite
T1,...,&, estun systeme de représentants distincts (SRD en abrégé) de
{Ay,..., A} siles x; sont des éléments distincts de X et si z; € A; pour
tout 7. Bien sdr un tel systéme peut tres bien ne pas exister. C’est le cas, par
exemple, lorsqu’un des ensembles A; est vide. Le théoréme de Hall fournit
une condition pour qu’un SRD existe.

Avant d’énoncer le résultat, voici I’interprétation humaine qui lui a valu
le nom folklorique de théoreme du mariage : considérons un ensemble de
filles {1,...,n} et un ensemble de garcons X . Chaque fois que z € A;,
alors une fille 7 et un gar¢on x sont enclins a se marier, et donc A; est sim-
plement I’ensemble des alliances possibles de la fille ¢. Un SRD représente
ainsi un mariage collectif ou chaque fille épouse un garcon qu’elle aime.

Revenons aux ensembles, voici le théoreme.

Théoreme 3. Soit Ay, ..., A, une collection de sous-ensembles d’un en-
semble fini X. Alors il existe un systeme de représentants distincts si et
seulement si la réunion de m sous-ensembles quelconques A; contient au
moins m éléments, pour 1 < m < n.

11 est clair que la condition est nécessaire : si m ensembles A; contiennent
a eux tous moins de m éléments, alors ces m ensembles ne peuvent certai-
nement pas étre représentés par des éléments distincts. Le fait surprenant
(qui confere au théoréme son universalité) est que cette condition évidente
est aussi suffisante. La preuve originale de Hall était plutdt compliquée, et
I’on donna par la suite plusieurs preuves différentes. Celle qui semble la
plus naturelle est due a Easterfield ; elle a ét€ redécouverte par Halmos et
Vaughan.

B Preuve. On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, il n’y a rien a
prouver. Soit n > 1, et supposons que {41, ..., A,} vérifie la condition
du théoréme (que 1’on appelera (H) dans la suite). On dit qu’une collection
de ¢ ensembles A;, 1 < ¢ < n, est une famille critique si sa réunion a un
cardinal égal a /. Deux cas se présentent.

Cas 1: 11 n’y a pas de famille critique.

Choisissons un €élément x € A,,. Supprimons = de X et considérons la
collection A}, ..., Al,_, avec A; = A;\{z}. Puisqu’il n’y a pas de famille
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critique, la réunion de m ensembles quelconques A} contient au moins m
éléments. Un simple raisonnement par récurrence sur n montre qu’il existe
un SRD 1, ..., 2,1 de {A},..., A) _,}. Eny adjoignant z,, = z, cela
fournit un SRD pour la collection originale.

Cas 2: 11 existe au moins une famille critique.

Apres éventuelle réindexation, on peut supposer que { Ay, ..., Ay} est une
famille critique. Alors Ule A; = X avec | X| = £. Puisque £ < n, on
déduit par récurrence 1’existence d’un SRD pour Ay, ..., A, c’est-a-dire
qu’il existe une fagon d’indexer x1,...,x, de X telle que z; € A; pour
tout 7 < /.

Considérons maintenant la collection restante A1, ..., A,, et prenons m
de ces ensembles. Puisque la réunion de Ay, ..., A, et de ces m ensembles

contient au plus £ + m éléments par la condition (H), les m ensembles
contiennent au plus m éléments hors de X. En d’autres termes, la condition
(H) est vérifiée pour la famille :

A \X, AN\

La récurrence fournit a présent un SRD pour A1, ..., A, qui évite X.En
la combinantavec z1, . . ., x; on obtient un SRD pour tous les ensembles A;.
Comme nous I’avons indiqué, le théoreme de Hall a été a I’ origine du vaste
domaine de la théorie du couplage [6]. Parmi les nombreuses variantes et
ramifications, énongons un résultat particulierement attractif que le lecteur
est invité€ a démontrer lui-méme :

Supposons que les ensembles Ay, ..., A, aient tous un cardinal
k > 1 et supposons qu’aucun élément ne soit contenu dans plus
de k ensembles. Alors il existe k SRD tels que pour tout i, les k

représentants de A; soient distincts et forment ainsi I’ensemble
A;.

Un joli résultat qui devrait ouvrir de nouveaux horizons sur les possibilités
de mariage.
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Mélanger un jeu de cartes

Combien de fois faut-il mélanger un jeu de cartes pour que l’on
puisse considérer que les cartes sont dans un ordre aléatoire ?

L’étude de processus aléatoires est une chose courante dans la vie quoti-
dienne (“Combien de temps faut-il pour se rendre a 1’aéroport aux heures
de pointe ?”’) comme en mathématiques. Bien évidemment, si I’on pose les
questions de maniere pertinente on favorise grandement 1’obtention de ré-
ponses pertinentes a ce type de problemes. Dans 1’exemple que nous nous
proposons d’étudier, en I’occurrence comment bien mélanger un jeu de
cartes, cela consiste :
e 2 spécifier le nombre de cartes composant le jeu (disons n = 52 cartes) ;
e 2 préciser le procédé mis en ceuvre pour mélanger (nous analyserons une
méthode qui consiste a placer au hasard dans le jeu la carte supérieure du
tas avant de considérer une méthode plus réaliste et plus efficace consis-
tant a mélanger le jeu a I’américaine) ;
e a dire précisément ce que 1’on entend par “aléatoire” ou “presque aléa-
toire”
Ainsi, notre but dans ce chapitre est-il d’analyser le processus consistant
a mélanger un jeu de cartes en se fondant sur une méthode due a Edgar
N. Gilbert et Claude Shannon (1955, inédit), reprise par Jim Reeds (1981,
inédit) et qui est présentée dans une étude du statisticien David Aldous et
du magicien devenu mathématicien Persi Diaconis [1]. Nous n’allons pas
démontrer le résultat le plus fin selon lequel il suffit de mélanger les cartes
7 fois a I’américaine pour obtenir un jeu bien mélangé (c’est-a-dire dans
lequel I’ordre des cartes est presqu’aléatoire) mais nous allons démontrer
que 12 est un majorant. Nous allons, chemin faisant, découvrir quelques
idées extrémement brillantes : le concept de critere d’arrét, celui de temps
d’arrét, un lemme qui affirme que le temps d’arrét majore la mesure de
variation totale, le lemme d’inversion de Reed ; ceci nous aménera a inter-
préter le fait de mélanger des cartes comme un “tri inversé”. La question se
réduira finalement a deux problemes combinatoires classiques : le probleme
de la collection de vignettes et le paradoxe des anniversaires. Commencgons
donc par étudier ces deux problemes.

Chapitre 24

La carte de visite de Persi Diaconis alors
qu’il exercait la profession de magicien.
Répondant a une interview, il avait dit :
“Si vous dites que vous étes professeur a
Stanford, les gens vous considérent avec
respect. Si vous dites que vous préparez
des tours de magie, ils refusent de vous
présenter a leur fille”.
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Le paradoxe des anniversaires

On considere une assemblée de n personnes prises au hasard — par exemple
les auditeurs d’un cours ou d’un séminaire. Quelle est la probabilité pour
que les dates anniversaires de toutes ces personnes soient distinctes ? Avec
les hypotheses simplificatrices habituelles (365 jours dans I’année, pas d’ef-
fet saisonnier, pas de jumeaux dans 1’assemblée) la probabilité est :

p(n) = Zl:[l (1 — %),

valeur qui est inférieure a % des que n est supérieur ou égal a 23 (c’est
ce que 1’on a coutume d’appeler “le paradoxe des anniversaires”). Elle est
inférieur a 0,09 pour n = 42 et vaut exactement 0 pour n > 365 (confor-
mément au “principe des tiroirs”, voir chapitre 22). La formule précédente
est facile a établir : si les ¢ premieres personnes considérées ont des dates
anniversaires distinctes, alors la probabilité pour que la (i + 1)-iéme per-
sonne ait encore une date anniversaire distincte des dates du groupe des ¢
premilres personnes est 1 — puisqu’il reste 365 — ¢ dates libres.

36
De maniere analogue, si n boules sont placées indépendamment et aléa-
toirement dans K boites, alors la probabilité qu’aucune boite ne contienne
plus d’une boule est :

La collection de vignettes

Les enfants achetent des vignettes représentant des chanteurs célebres (ou
des joueurs de football) pour compléter des albums. Les vignettes sont ven-
dues dans des sachets opaques de sorte qu’on ne peut pas savoir au moment
de I’achat quelles vignettes on va obtenir (on suppose ici pour simplifier
qu’un sachet contient une vignette). Si la collection comporte n vignettes
différentes, combien faut-il acheter de vignettes pour espérer avoir com-
plété la collection ?

De maniere analogue, si I’on tire aléatoirement des boules dans une urne
contenant n boules indiscernables, et que 1’on replace la boule dans 1’urne
apres le tirage (tirage avec remise) et que 1’on mélange le contenu de 1’urne,
combien de tirages faut-il effectuer en moyenne pour étre certain d’avoir
extrait de ’'urne chacune des boules au moins une fois ?

Sil’on a déja réussi a extraire k boules différentes de I’urne, alors la proba-
bilité pour qu’apparaisse au tirage suivant une boule déja présente dans la
liste des k premieres est % Ainsi, la probabilité de devoir recourir a exacte-
ment s tirages avant d’obtenir une boule distincte des k déja rencontrées est
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(Bys=1(1 - %) Le nombre moyen de tirages que 1’on doit effectuer avant

n

d’espérer obtenir une nouvelle boule est donc :

> ()05 -

s>1

le calcul étant effectué en s’aidant du résultat évoqué ci-contre dans la
marge. Ainsi, le nombre moyen de tirages nécessaires pour avoir rencontré
chacune des boules au moins une fois est :

n—1
Sl
1—k n n-1

k=0 n

en s’appuyant sur I’estimation du n-iéme nombre harmonique H,, établie
en page 11. La réponse au probleme de la collection de vignettes est donc
qu’il faut s’attendre a devoir faire a peu pres n In(n) achats de vignettes.

+? = nH, =~ nln(n),

IS

La majoration que nous allons maintenant établir concerne les cas oll nous
aurons besoin de recourir & un nombre de tirages nettement plus élevé que
nln(n) pour parvenir a nos fins. Si I’on désigne par V,, le nombre aléatoire
de tirages effectués jusqu’a obtenir, pour la premiére fois, au moins une
fois chaque boule (on vient de voir que I’espérance de V;, vérifie E[V,,] ~
nln(n)), alors pour n > 1 et ¢ > 0, la probabilité pour que I’on ait besoin
de plus de m := [nln(n) + cn] tirages vérifie :

Prob[V, >m| < e

En effet, si A; désigne I’événement “la boule ¢ n’est pas sortie lors des m
premiers tirages”, alors :

Prob[V,, >m| = Prob[UAi] < ZProb[Ai]

1 m
n<177> < pe™n < e,
n

Considérons a présent un jeu de n cartes. On peut indexer les cartes de
1 a n en fonction de leur ordre d’apparition, de sorte que la carte portant
le numéro 1 est celle qui se trouve en haut de la pile alors que celle por-
tant le numéro n se trouve au bas de la pile. Nous notons désormais &,,
le groupe symétrique d’ordre n, c’est-a-dire 1’ensemble des permutations
de {1,...,n}. Mélanger le jeu de cartes revient a appliquer aléatoirement
un certain nombre de permutations a 1’ordre des cartes. De maniere idéale,
cela sous-entend que chacune des permutations m € &,, appliquée a la
séquence initiale (1,2,...,n) a la méme probabilité -; d’étre appliquée.
Ainsi, ’application d’une permutation transforme I’ordre des cartes en une
nouvelle séquence 7 = (7(1), 7(2), ..., m(n)) parfaitement aléatoire. Tou-
tefois, ce n’est pas ce qui se produit dans la pratique. En effet, lorsque 1’on
mélange un jeu de cartes, ce sont seulement “certaines” permutations qui
se produisent, et pas toujours avec la méme probabilité. On mélange donc
plusieurs fois le jeu et on espere qu’a I’issue de ces opérations le jeu est au
moins rangé dans un ordre que I’on peut considérer comme “proche” d’un
ordre aléatoire.

Z$'571(1 —z)s =

s>1

s—1 s
= E xT s — E T s

s>1 s>1
— st(s+1) — Za}ss
s>0 s>0
s _ 1
= ;I T o1-—2a

ou la derniére égalité s’obtient par som-
mation d’une série géométrique (voir
page 34).

Un petit calcul montre que la fonc-
tion z +— (1 — %)m est croissante
sur |1, +oo[ et qu’elle tend vers 1/e en
+o00. Il en résulte que (1 - %)" < 1

€
pour tout n > 1.
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La carte supérieure est insérée au hasard

dans le jeu.

G| =] o | N

Mélanges a partir de la carte du haut de la pile

On peut mélanger un jeu de cartes trés simplement en partant de la carte du
haut de la pile : le jeu étant rang€ en tas, on prend la carte supérieure du tas
et on I’insere au hasard dans le reste du jeu a I’une des n places possibles,
ces places étant équiprobables de probabilité 711 Ainsi, on applique a I’ordre
initial des cartes une permutation de la forme :

i
1
o= (2,3,...,4,1,i+1,...,n)

ou 1 < i < n. Apres une telle manipulation, I’ordre des cartes ne peut
étre considéré comme aléatoire et I’on s’attend a ce qu’il soit nécessaire de
recourir a un grand nombre de manipulations de ce type pour parvenir a un
ordre aléatoire des cartes. Une succession typique de mélanges effectués a
partir de I’insertion aléatoire de la carte supérieure peut ressembler a ce qui
suit (pour n = 5) :

l

l

T

U= [ |0

l
l
l
l
l

La question est a présent de savoir comment on mesure le fait d’avoir ob-
tenu un ordre “presqu’aléatoire” ? Les probabilistes ont mis au point la
“mesure de variation totale” comme une mesure impitoyable du caractere
aléatoire. On considere la distribution de probabilité sur les n! ordres pos-
sibles du jeu, ou, ce qui revient au méme, sur les n! permutations o € &,,
conduisant a ces ordres.

Par exemple, la distribution de départ, |, est définie par :

Iid) = 1
[(m) = 0

sim#1id,

et la distribution uniforme U est définie par :

U(r) = =, pourtout ™€ S,,.

1
n:

La mesure de variation totale entre deux distributions de probabilité Q; et

Q3 est définie comme :

Q1 = Qafl = 3 D |Qu(r) — Qa(m)|.

€S,
En posant Q;(S) := > g Qi(7), on peut montrer que :

||Q1—Q2|| = Sﬂéi&’\Ql(S)—QQ(S)L
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en tenant compte de Y Qi (m) = > Qa(m) = 1. En effet, la majoration
S) — 9)| < —
Jnax 1Q1(S5) = Q2(9)] < [|Q1 — Q2|

est facile a établir et I’égalité s’ obtient en considérant le cas particulier S :=
{m € &, : Qi(m) > Qa(m)}. Il est manifeste que 0 < ||Q; — Q2| < 1.
Dans la suite, “étre presqu’aléatoire” sera interprété comme “étre a petite
distance (a petite mesure de variation totale) de la distribution uniforme”.
Ici, la distance séparant la distribution initiale | et la distribution uniforme

U est tres proche de 1 :
Ir=ul = 1-5.

Apres insertion aléatoire de la carte supérieure dans le tas, les choses ne
s’améliorent pas beaucoup :
[Top U = 1— 5ty

La distribution de probabilité sur &,, que 1’on obtient apres avoir répété k
fois une insertion aléatoire de la carte supérieure sera notée Top™*.La ques-
tion est de savoir comment se comporte | Top™ — U|| lorsque & augmente,
c’est-a-dire au fur et & mesure que I’on mélange le jeu. Que se passe-t-il
pour d’autres fagons de mélanger ? La théorie générale (en particulier, les
chaines de Markov sur les groupes finis ; voir, par exemple, Behrends [3])
établit que pour des grandes valeurs de k la distance (de variation totale)
d(k) = ||Top*™* — UJ| tend vers 0 exponentiellement. Cependant, cette
théorie ne rend pas compte du phénomene de “coupure” que 1’on observe
en pratique : aprés un certain nombre ky d’opérations, d(k) décroit rapide-
ment vers 0. La représentation graphique présentée dans la marge illustre
ce phénomene.

Critere d’arrét uniforme fort

L’étonnant critere d’arrét “uniforme fort” tel qu’il a été introduit par Aldous
et Diaconis permet de transcrire les notions essentielles. Imaginons qu’un
directeur de casino observe attentivement 1’opération consistant a mélanger
les cartes et qu’il note les permutations appliquées au jeu a chaque étape de
sorte qu’il puisse dire “ON ARRETE !” aprés un certain nombre d’étapes
dépendant des permutations qu’il a vues. Il disposerait ainsi d’un “critere
d’arrét” permettant d’interrompre le mélange des cartes. Un tel critere ne
doit dépendre que des opérations effectuées (aléatoirement) sur le jeu. Le
critere d’arrét est dit uniforme fort sila condition suivante est satisfaite pour
toutk > 0:

Si le processus est interrompu apres exactement k étapes, alors les per-
mutations associées a l’ordre potentiel des cartes (résultat des k étapes)
ont une distribution (exactement) uniforme.

Soit 7" le nombre d’étapes exécutées jusqu’a ce que le critere d’arrét se
déclenche et soit X}, la permutation de &,, associée a I’ordre dans lequel

Pour les joueurs de cartes, la ques-
tion n’est pas “a combien précisément
se trouve-t-on de la distribution uni-
forme apres avoir mélangé un million
de fois ?” mais “est-ce que sept mé-
langes suffisent ?”.

(Aldous & Diaconis [1])

d(k)

Probabilités conditionnelles

La probabilité conditionnelle
Prob[A | B]

désigne la probabilit€ de 1’événe-
ment A sous la condition que I’évé-
nement B se réalise. C’est aussi la
probabilité que les deux événements
se réalisent divisée par la probabilité
que B se réalise :

Prob[A A B|

Prob[A|B] = Prob[B]
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se trouve le jeu de cartes apres la k-ieme opération de mélange. 1" et X,
sont des variables aléatoires et le critere d’arrét est uniforme fort si pour
toutes les valeurs possibles de & :

1
Prob[Xk =7 |T= k} = — pourtout € S,.
n!

Cette expression est remarquable et utile a trois titres.

1. Elle prouve que des criteres d’arrét uniforme forts existent ; ils peuvent
méme étre tres simples dans certains cas.

2. Les cas en question peuvent étre analysés : Prob[T" > k| conduit souvent
a des problemes combinatoires simples.

3. Le résultat précédent conduit a des bornes supérieures sur des distances
du type d(k) = || Top™ — U

Par exemple, le procédé consistant a insérer la carte supérieure dans le jeu

admet comme critere d’arrét uniforme fort :

“ARRETER dés que la carte du bas de la pile (celle numérotée n)
est a son tour insérée dans le tas pour la premiere fois”

En effet, si I’on suit la position de la n-ieéme carte au fur et a mesure des

opérations :
(7] [ [ —=[7]
E [ 2 ]
SSEES
1 1 5 5
[5 ] [5 ] 3

T T,

on constate que tout au long du processus, 1’ordre des cartes situées au-
dessous de cette carte obéit a une loi uniforme. Ainsi, lorsque la n-iéme
carte a atteint le sommet de la pile et qu’elle va étre insérée au hasard dans
le jeu, tout I’ordre de tout le tas obéit a une loi uniforme. On ne connait pas
précisément le moment ou cet événement se produit (seul le directeur du
casino le sait).

Désignons par 7; la variable aléatoire qui décompte le nombre d’opérations
de mélange effectuées avant que pour la premiére fois ¢ cartes reposent sous
la carte numéro n (celle qui était initialement au bas de la pile). Il nous faut
calculer la distribution de :

T =T,=Ti+T-T)+...4+ (D1 —Thz) + (T, — Tp1).

Chaque terme de la somme correspond a un probleme de collection de vi-
gnettes : 7; — T;_; indique le nombre d’opérations qui ont été effectuées
avant que la carte du haut de la pile n’atteigne 1’une des ¢ places possibles
se trouvant en-dessous de la carte numéro n. C’est donc aussi le nombre
d’achats effectués pour que la collection de vignettes passe de la (n — i)-
ieme image a la (n — i + 1)-iéme. Soit V; le nombres de vignettes achetées
jusqu’a obtention de ¢ vignettes distinctes. Alors :

‘/n - Vl + (‘/2 - Vl) + ...+ (anl - ‘/n72) + (‘/n - Vn71)>



Meélanger un jeu de cartes

183

et nous avons vu que Prob[T; — T;_1 = j] = Prob[V,,_;+1 — Vi = j]
pour tout ¢ et tout j. Ainsi, le probleme de la collection de vignettes et
I’opération consistant a mélanger un jeu de cartes (en plagant la carte supé-
rieure au hasard dans le jeu) conduisent aux mémes séquences de processus
aléatoires indépendants (ils different en ce qu’ils se produisent en ordre in-
verse 1’'un de ’autre). Le déclenchement du critere d’arrét uniforme fort
pour mélanger les cartes ne nécessitera donc plus de k = [nln(n) + cn|
étapes qu’avec la probabilité :

Prob[T > k] < e “.
Cela signifie qu'apres k& = [nln(n) 4 cn] étapes, le jeu de cartes est “bien
mélangé” puisqu’il vérifie :
d(k) = [Top™ —U| < e,

d’apres le lemme, simple mais essentiel, qui suit.

Lemme. Soir Q : &,, — R une distribution de probabilité quelconque
définissant un procédé Q** pour mélanger les cartes avec un critére d’arrét
uniforme fort de temps d’arrét T'. Alors, pour tout k > 0,

1Q* —u| < Prob[T > k.

B Preuve. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans &,,, dont la distri-
bution de probabilité est Q, on écrit Q(S) pour désigner la probabilité que
X prenne une valeur dans S C &,,. En d’autres termes, Q(.S) = Prob[X €

S, et dans le cas de la distribution uniforme Q = U on trouve :
151
n!’

U(S) = Prob[X € 5] =

Pour chaque sous-ensemble S C &,,, on obtient la probabilité que le jeu
de cartes soit ordonné selon une certaine permutation S de la maniere sui-
vante :

Q™*(S) = Prob[X; € 9]
= ) Prob[Xz €S AT=j] + Prob[Xz €S AT >k
i<k
= Y _U(S)Prob[T = j] + Prob[X) € S|T > k] - Prob[T > k]
i<k
= U(S) (1 — Prob[T" > k]) + Prob[X}, € S|T > k] - Prob[T" > k]
= U(S) + (Prob[X) € S|T > k] — U(S)) - Prob[T > k].
On en tire :
|Q**(S) —U(S)| < Prob[T > k]

puisque la quantité :

Prob[X; € S| T > k] — U(S)
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Mélange a I’américaine

est obtenue comme différence de deux probabilités si bien qu’elle est de
valeur absolue inférieure a 1. (]

A ce stade nous avons terminé I’analyse de la procédure consistant & mé-
langer un jeu de cartes en insérant la carte supérieure au hasard dans le
jeu : nous avons établi une majoration du nombre d’itérations du procédé
nécessaires pour que I’ordre du jeu puisse étre considéré comme aléatoire.

Théoreme 1. Soit ¢ > 0 et k := [nln(n)+cn]. Alors apres k itérations du
procédé de mélange a partir de la carte du haut, la distance (de variation
totale) entre le résultat et la distribution uniforme vérifie :

d(k) = |[Top™* —U| < e ©

On peut aussi montrer que la distance d(k) reste grande si 1’on un nombre
d’itérations k nettement inférieur & n In(n) parce qu’un nombre inférieur de
mélanges ne permet pas de défaire 1’ordre initial sur les cartes appartenant
a la partie inférieure du tas.

Bien siir, mélanger un jeu de cartes selon le procédé que nous avons étudié
dans cette partie, c’est-a-dire en placant la carte supérieure au hasard dans
le tas, est un procédé extrémement inefficace. Il faudrait, en effet, répéter
le procédé nln(n) ~ 205 fois pour qu’un jeu de n = 52 cartes puisse étre
considéré comme convenablement mélangé. Nous nous intéressons donc
désormais a un procédé pour mélanger les cartes qui soit plus efficace et
plus réaliste.

Mélange a ’américaine

Mélanger un jeu & I’américaine” consiste a séparer le jeu en deux paquets et
A entrelacer les cartes des deux paquets selon un motif irrégulier. A cet effet,
chaque paquet est tenu par les extrémités a I’aide des pouces a ’intérieur
et des majeurs a I’extérieur. Les index sont sur le dessus des paquets et
plaquent les paquets sur la table de jeu. Les pouces soulevent et effeuillent
simultanément les deux paquets. Les deux paquets s’entrecroisent. Pour
terminer le mélange, les paquets sont poussés I’un vers 1’autre pour ne plus
former qu’un seul tas.

Un mélange a I’américaine effectue un certain nombre de permutations sur
les cartes du paquet. On considere que les cartes du paquet sont numérotées
de 1 a n, 1 étant le numéro de la carte du haut du paquet. Les mélanges a
I’américaine correspondent exactement aux permutations 7 € &,, telles
que la séquence :

(m(1),7(2), ... ,7(n))

puisse se décomposer en deux sous-séquences croissantes entrelacées (sauf
dans le cas de la permutation identité ot I’on n’a qu’une séquence). Il y a

"N.A.T. : le “mélange i ’américaine”, appelé riffle shuffle en anglais (littéralement “mé-
lange mitraillette”), probablement a cause du bruit que font les cartes pendant I’opération, est
aussi connu en frangais sous le nom de “mélange a la queue d’aronde”.
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exactement 2" — n fagons de procéder a un mélange a 1I’américaine pour un
jeu de n cartes.

o 1 |

En fait, si le paquet est coupé de sorte que les ¢ cartes de dessus sont tenues

dans la main droite (0 < ¢ < n) et les n — ¢ cartes de 1’autre paquet sont

tenues dans la main gauche, alors il y a (’;) facons d’entrelacer les deux

paquets, chacune d’elle engendrant une permutation distincte — a ceci pres

que pour chaque valeur de ¢ il est possible que 1’on obtienne la permutation

identité.

A ce stade, il n’est pas évident de savoir quelle distribution de probabi-

lité il convient de plaquer sur le mélange a I’américaine. Il n’y a pas de

réponse unique dans la mesure ou, par exemple, les joueurs amateurs ne

vont pas procéder de la méme fagon que des croupiers professionnels. Ce-

pendant, le modele suivant, proposé en premier par Edgar N. Gilbert and

Claude Shannon en 1955 (a I’époque membre du légendaire département

de “mathématiques des communications’ des Bell Labs) présente plusieurs

avantages :

e il est élégant, simple et parait naturel ;

e il modélise tres bien la maniere dont un amateur va procéder a un mé-
lange a I’américaine ;

e ct nous avons une chance de pouvoir 1’analyser.

Voici trois descriptions qui caractérisent la méme distribution de probabilité

Rif sur &, :

1. Rif : &,, — R est définie par :

ntl sir=id,
Rif = L i i d S i
if(m) = 50 si 7 consiste en deux séquences croissantes,
0 sinon.

2. Couper le jeu de sorte que le premier paquet contienne ¢ cartes avec
une probabilité 2% (;’) , prendre ce paquet dans la main droite et prendre
I’autre paquet dans la main gauche. A présent, considérant que 'on a r
cartes dans la main droite et ¢ cartes dans la main gauche, faire tomber
la carte du bas du tas tenu en main droite avec une probabilité - et
la carte du bas du tas tenu en main gauche avec une probabilité ﬁ.
Recommencer.

3. Un mélange inverse consiste a prendre un sous-ensemble des cartes du
jeu, a les extraire du jeu et a les poser au-dessus du paquet restant, tout
en conservant 1’ordre relatif de chaque paquet. Un tel réarrangement du
jeu est caractérisé par le sous-ensemble choisi, on considere que tous
les sous-ensembles sont équiprobables.

Les mélanges a I’américaine inverses
correspondent aux permutations telles
que la séquence 7 = (7(1),...,m(n))
soit croissante a 1’exception d’une “dé-
croissance” (seule la permutation iden-
tit€ ne présente pas de décroissance).
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De maniere équivalente, on peut affecter de maniere aléatoire et indé-
pendante, une étiquette O ou 1 a chaque carte avec la probabilité % et
choisir de déplacer les cartes auxquelles on a affecté un 0 vers le haut
du paquet.

On vérifie assez facilement que ces trois fagons de procéder conduisent aux

mémes distributions de probabilité. Pour (1) <= (3), il suffit d’observer

que I’on obtient la permutation identité chaque fois que les cartes affectées

d’un 0 sont au-dessus des cartes qui sont affectées d’un 1.

On vient de définir le modele, il faut maintenant I’analyser. Combien de

fois faut-il répéter le mélange a I’américaine pour obtenir un résultat pres-

qu’aléatoire ? Nous n’allons pas établir le résultat optimal mais allons tout

de méme trouver une réponse assez précise en combinant trois arguments :

(1) on va analyser les mélanges inverses plutot que les mélanges a I’amé-
ricaine directs ;

(2) on va établir un critere d’arrét uniforme fort pour les mélanges in-
verses ;

(3) on montre que la clé de 1’analyse des mélanges inverses est fournie par
le paradoxe des anniversaires.

Théoreme 2. Apres avoir exécuté k mélanges a I’américaine sur un jeu de
n cartes, la distance de variation totale vérifie :

n—1 .
ex )
|Rif* —U|| < 1—H(1—ﬁ).

=1

M Preuve.

(1) 11 est possible d’analyser les mélanges inverses et on peut essayer de
voir a quelle vitesse ils font passer de la distribution initiale & une dis-
tribution proche de la distribution uniforme. Les mélanges a I’américaine
inverses correspondent & la distribution de probabilité définie par Rif (7) :=
Rif (7~ 1).

Toute permutation admet une unique inverse et U(wr) = U(r1), ce qui
permet d’écrire :

IRiF* — U = |RF™" .

C’est ce qu’on appelle le lemme d’inversion de Reed.

(2) A I’occasion d’un mélange inverse, chaque carte se voit affectée d’un 0
oudunl:
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Si I’on peut se souvenir des valeurs affectées a chaque carte — disons, en
les écrivant sur la carte —, alors, apres & opérations de mélange inverse,
chaque carte s’est vu affecter une chaine de & chiffres (0 ou 1). Nous choi-
sissons alors le critere d’arrét suivant :

“ARRETER deés que toutes les cartes ont des chaines distinctes.”
Lorsque cela se produit, les cartes du jeu sont triées en fonction des nombres
binaires bybg_1 ... bab1, ol b; est le bit que la carte a collecté au moment
du ¢-ieme mélange inverse. Comme ces bits sont parfaitement aléatoires et
indépendants, le critere d’arrét est uniforme fort.

Dans I’exemple suivant, pour n = 5 cartes, on a besoin de recourira 7' = 3
mélanges inverses avant de s’arréter :

000 00 0
001 01 0
010 — =<— 01 “ <1
101 10 1
111 L5 ]

(3) Le temps 7" requis par le critere d’arrét est distribué selon le paradoxe
des anniversaires pour X = 2*. On place deux cartes dans une méme boite
si elles ont la méme étiquette byby_1 ... baby € {0,1}*. Ty adonc K = 2F
boites et la probabilité pour qu’une boite recoive plus d’une carte est :

n—1 .
ProbT >k = 1-[] (172%),

i=1

et, comme nous 1’avons vu, cette quantité majore la mesure de variation
. ek
totale ||Rif* — U|| = || Rif "~ — U]

O

Finalement, combien de fois faut-il mélanger le jeu ? Pour de grandes va-
leurs de n, on aura besoin de mélanger plus de k£ = 21ny(n) fois. En effet,

en posant k£ := 2lny(en) ot ¢ > 1, on trouve (aprés quelques calculs

1
2¢2 "

Plus précisément, pour n = 52 cartes, la majorante du théoreme 2 vérifie
d(10) < 0.73, d(12) < 0.28, d(14) < 0.08, si bien que & = 12 conduit
a un processus “‘suffisamment aléatoire”. Cependant, on ne procede jamais
a 12 opérations de mélange “dans la pratique” ! En fait, il n’est pas néces-
saire d’en faire autant, comme le montre une analyse plus précise (dont les
résultats sont présentés dans la marge). L’analyse des mélanges a I’améri-
caine fait encore aujourd’hui 1’objet de débats, notamment pour savoir ce
qui constitue une bonne mesure de ce qui peut étre considéré comme “suf-
fisamment aléatoire”. Diaconis [4] est une bonne introduction aux récents
développements concernant cette question.

d’analyse élémentaire) que P[T > k] =~ 1 — PRI

Apres trois mélanges a I’américaine, un jeu de cartes trié peut paraitre bien
mélangé mais il ne ’est pas du tout. Martin Gardner [5] (chapitre 7) décrit
un certain nombre de tours de cartes étonnants qui exploitent 1’ordre caché
du jeu de cartes.

d(k)

E

1.000
1.000
1.000
0.952
0.614
0.334
0.167
0.085
0.043

O © 0O Uk W

—_

1.000

La mesure de variation totale apres k
mélanges a I’américaine, d’apres [2].
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Chemins dans les treillis Chapitre 25
et déterminants

L’essence méme des mathématiques consiste a démontrer des théoremes et
c’est bien ce que font les mathématiciens : ils démontrent des théoréemes.
Mais a dire vrai, ce qu’ils aimeraient vraiment faire une fois dans leur vie,
c’est démontrer un lemme, comme le lemme de Fatou en analyse, le lemme
de Gauss en théorie des nombres, ou le lemme de Burnside-Frobenius en
combinatoire.

Mais qu’est-ce qui fait d’une assertion mathématique un lemme célebre ?
D’abord, elle doit étre applicable a une grande variété de situations ainsi
qu’a des problémes apparemment sans rapport. Ensuite, le résultat doit étre,
une fois qu’on I’a compris, tout a fait évident, la réaction du lecteur étant
de I’ordre de la jalousie : pourquoi n’ai-je pas remarqué cela avant ? Enfin,
sur un plan esthétique, le lemme, et particulierement sa démonstration, doit
étre beau !

Nous examinons dans ce chapitre une de ces merveilles du raisonnement
mathématique, le lemme d’Ira Gessel et Gérard Viennot, devenu classique
en énumération combinatoire depuis sa parution en 1985. Une version si-
milaire avait été obtenue auparavant par Bernt Lindstrom.

Le point de départ se trouve dans la représentation habituelle du détermi-
nant d’une matrice en termes de permutations. Soit A/ = (m;;) une matrice
réelle n X n. Alors :

detM = Z () Mic(1) Mac(2) " Mo (n) €8]
ag
ol ¢ parcourt toutes les permutations de 1’ensemble {1,2,...,n} et ou la
signature ¢( o) de o est 1 ou —1 selon que o est un produit pair ou impair
de transpositions .
Passons maintenant aux graphes, plus précisément aux graphes bipartis
orientés et pondérés. Représentons les lignes de M par les sommets A,
..., A, et les colonnes par les sommets By, ..., B,. Etant donnée une
paire (4, j), on trace un arc de A; vers Bj et en lui attribuant le poids m;;,
comme indiqué sur la figure.
Voici I’interprétation de la formule (1) en termes de graphes :
e [e membre gauche est le déterminant de la matrice-chemin M, dont le
coefficient (i, j) est le poids de [’unique chemin orienté de A; vers B;.
e [e membre droit est la somme pondérée (signée) sur tous les systemes de
chemins a sommets disjointsde A = {A;, ..., A,}aB={B,...,B,}.
Un tel systeme P, est déterminé par les chemins :

Al - Bo‘(l)> LR 7A7L - Ba(n)7
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et le poids du systeme de chemins P, est le produit des poids de chaque
chemin :

w(Pa) = w(Al - Bo‘(l)) w(An - B(T('n,))~

Avec cette interprétation, (1) se lit :

det M = Y e(o)w(P,).

o

Quel est le résultat de Gessel et Viennot ? C’est la généralisation naturelle
de (1) d’un graphe biparti a un graphe quelconque. C’est précisément cette
caractéristique qui ouvre un champ d’application aussi large a ce lemme.
En outre, sa preuve est prodigieusement simple et élégante.

Réunissons d’abord les notions nécessaires. On se donne un graphe fini
orienté acyclique G = (V, E), le terme acyclique signifiant qu’il n’y a pas
de cycles orientés dans G. En particulier, il n’y a qu’un nombre fini de
chemins orientés entre deux sommets A et B ; on compte tous les chemins
triviaux A — A de longueur 0. Chaque aréte e porte un poids w(e). Si P
est un chemin orienté de A vers B, brievement noté P : A — B, on définit
le poids de P par :

w(P) = H w(e),

ecP
qui vérifie par définition w(P) = 1 si P est un chemin de longueur 0.

Soient maintenant A = {A;,...,A,} et B = {By,...,B,} deux en-
sembles de n sommets, A et 5 n’étant pas nécessairement disjoints. Asso-
cions a A et B la matrice chemin M = (m;;) définie par :

P:A;—B;j
Un systeéme de chemins P de A vers B3 est 1la donnée d’une permutation o et

de n chemins P; : A; — B,(;y,olti = 1,...,n. Onnotera (P) = (o).
Le poids de P est le produit des poids des chemins :

w(P) = _Hw(Pz-), @)

c’est-a-dire le produit des poids de toutes les arétes du systeme de chemins.

Enfin on dit que le syst¢éme de chemins P = (P4, ..., P,) est a sommets
disjoints si deux chemins de P n’ont aucun sommet commun.

Lemme. Soit G = (V, E) un graphe acyclique fini orienté et pondéré,
A={Ay,...,A,} et B={By,...,B,} deux ensembles de n sommets,
et M la matrice des chemins de A vers B. Alors :

det M = > e(P)w(P). 3)

P, systeme de chemins
a sommets disjoints
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B Preuve. Le terme £(0) m14(1) - Mpo(n) dans det(M) peut s’écrire :
eo) (D w) - (>, w(B)
P1:A1—Bs(1) Py:An—Bgs(n)

En sommant sur o on déduit immédiatement de (2) que :

det M = Zs(P)w(P)
P

ol P parcourt fous les systemes de chemins de A vers B (2 sommets dis-
joints ou non). Par conséquent, pour arriver a (3), nous devons simplement
montrer que :

> eP)w(P) = o0, )

PeN

ou NV est I’ensemble de tous les systeémes de chemins qui ne sont pas a som-
mets disjoints. L’argument est d’une rare beauté : on exhibe une involution
m: N — N (sans point fixe) telle que pour P et 7P

w(mP) = w(P) et e(nP) = —e(P)

11 est clair que ce résultat implique (4) et donc la formule (3) du lemme.

L’involution 7 est définie trés naturellement. Soit P € N avec P; : A; —  A;, Aj,
B, (). Par définition, certaines paires de chemins ont un sommet commun.
e Soit ¢y I'indice minimum tel que P;, partage des sommets avec un autre
chemin.
e Soit X le premier sommet commun de ce type sur le chemin F;,. X
e Soit jy I'indice minimum (jo > o) tel que P;; ait le sommet X en
commun avec F;.
Construisons maintenant le nouveau systtme 7P = (Pj,...,P)) de la
maniere suivante.
e On pose P; = Py, pour tous k # i, jo.
e Le nouveau chemin P,L-’O vade A;, a X lelong de P;, et continue ensuite
vers By (j,) le long de Pj,. De méme, P vade Aj, a X le long de P,
et continue vers B, ;) le long de P;,.
1l est clair que 7(7P) = P, puisque I'indice i, le sommet X, et I’indice
Jo sont les mémes qu’auparavant. En d’autres termes, en appliquant 7 deux
fois, on revient aux anciens chemins P;. Ensuite, puisque 7P et P utilisent
exactement les mémes arétes, on a w(7wP) = w(P). Finalement, puisque
la nouvelle permutation ¢’ est obtenue en multipliant o par la transposition
(0, o), onae(nP) = —e(P). O

a(jo)

Le lemme de Gessel-Viennot permet de retrouver toutes les propriétés fon-
damentales des déterminants, simplement en étudiant les graphes appro-
priés. Considérons un exemple particulierement frappant, la formule de
Binet-Cauchy, qui donne une généralisation tres utile de la regle du pro-
duit pour les déterminants.

Bo (i)
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6
1 7 21 35 35 21
a=3

b=4

A,
[ ]
Bs °
[ ]
C,
1
7T 1

Théoréme. Si P est une matrice (r x s) et Q une matrice (s x 1), r < s,
alors :

det(PQ) = ) (det Pz)(det Qz),

Z

ou Pz est la sous-matrice (r x 1) de P dont les colonnes sont définies par
Z, et Qz la sous-matrice (r x r) de Q) constituée des lignes correspon-
dantes Z.

B Preuve. Comme précédemment, faisons correspondre a P le graphe bi-
parti sur 4 et B, et de méme, faisons correspondre a () le graphe biparti sur
B et C. Considérons maintenant le graphe concaténé représenté sur la figure
de gauche, et observons que le coefficient m,;; de la matrice des chemins
M de A vers C est exactement m;; = Zk Pikqrj- On adonc M = PQ).

Puisque les systémes de chemins a sommets disjoints de A vers C dans le
graphe concaténé correspondent aux paires de systemes de A vers Z et de
Z vers C, le résultat se déduit immédiatement du lemme, en remarquant
ques(or)=¢e(0).e(T). O

Le lemme de Gessel-Viennot est aussi la source d’un grand nombre de ré-
sultats qui relient des déterminants a des propriétés énumératives. La recette
est toujours la méme : on interprete la matrice M comme une matrice de
chemins et on essaie de calculer le membre droit de (3). En guise d’illus-
tration, nous allons considérer le probleme initialement étudié par Gessel
et Viennot, qui les a conduits a leur lemme :

Soient a1 < as < ... < ay, etb; < by <...<b, deux ensembles
d’entiers naturels. On veut calculer le déterminant de la matrice
M = (m;j), ou my; est le coefficient binomial (Zl)

J

En d’autres termes, Gessel et Viennot étudiaient les déterminants de ma-
trices carrées arbitraires extraites du triangle de Pascal. Par exemple :

0 G 6 s 1 o
det| () () () | = der| 4 4 1
© © © 6201

est défini par les coefficients du triangle de Pascal écrits en gras dans la
marge.

Avant de donner la solution du probléme, rappelons un résultat bien connu
qui relie les coefficients binomiaux aux chemins dans les treillis. Considé-
rons un treillis @ x b comme celui représenté ci-contre. Alors, si les seuls
pas autorisés pour les chemins sont ceux qui vont vers le haut (nord) et vers
la droite (est), le nombre de chemins allant du coin inférieur gauche au coin
supérieur droit est (“").

a
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La démonstration de ce résultat est facile : chaque chemin est composé
d’une suite arbitraire de b pas vers 1’est et a pas vers le nord, et peut donc
étre codé par une suite de la forme NENEEEN, composée de a + b lettres,
a N et b E. Le nombre de telles chaines est le nombre de fagons de choisir
a positions de lettres N sur un total de a + b positions, c’est donc (“Zb) =
(7).

Examinons maintenant la figure de représentée ci-contre,ot A; est le point
(0, —a;) et Bj le point (b;, —b;).

Le nombre de chemins qui vont de A; a BB; sur cette grille (et qui n’utilisent
que des pas vers le nord et vers 1’est) est, d’apres ce que nous venons de
voir (bf“‘;?*bf)) = ({*). En d’autres termes, la matrice de coefficients bi-
nomiaux M est exactement la matrice des chemins de A a B dans le graphe
de treillis orienté dont toutes les arétes ont un poids égal a 1, et dont toutes
les arétes sont orientées vers le nord ou vers I’est. Par conséquent, pour cal-
culer det M nous pouvons appliquer le lemme de Gessel-Viennot. Un peu
d’attention montre que chaque systeéme de chemins a sommets disjoints P
de A a B doit étre composé de chemins P; : A; — B; pour tout i. Ainsi,
la seule permutation possible est I’identité, dont le signe est 1, et nous ob-
tenons le beau résultat suivant :

det <(‘;7)) = 4 systemes de chemins 2 sommets disjoints de A vers 3
J

En particulier, cela implique le fait (loin d’étre évident) que det M est tou-
jours positif, puisque le membre droit de 1’égalité dénombre quelque chose.
En fait, on déduit du lemme de Gessel-Viennot que det M = 0 si et seule-
ment si a; < b; pour un certain i.

Par exemple,

(?) (g) @) systemes de che- 3 3
det | () 3 ) = #mins a sommets .
((1;) (3) (i) disjoints dans
6
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La formule de Cayley Chapitre 26
pour le nombre d’arbres

Une des plus belles formules en combinatoire énumérative est relative au S——
nombre d’arbres étiquetés. Considérons I’ensemble N = {1,2,...,n}. 2
Combien d’arbres différents peut-on former sur cet ensemble de sommets ?
Soit 7, ce nombre. Le décompte “a la main” donne 77 = 1, T = 1,
Ts = 3, Ty = 16, avec les arbres représentés dans le tableau suivant :

1 1 2 1 2 1 2 1 2

Arthur Cayley
Il faut remarquer que 1’on considere ici des arbres étiquetés. Ainsi, par
exemple, bien qu’il y ait un seul arbre d’ordre 3 a isomorphisme de graphe
pres, il y a 3 arbres étiquetés différents (on commence par choisir le sommet
intérieur). Pour n = 5, il y a trois arbres non isomorphes :

AN

5 60 60

Il est clair qu’il y a 5 étiquetages différents pour le premier arbre, et qu’il y
a %‘ = 60 étiquetages pour le second et le troisieme. Nous obtenons donc :
Ts = 125. Cela suffit pour conjecturer que 7}, = n"~2, et ¢’est précisément

le résultat établi par Cayley.
Théoreme. Il y a n™~2 arbres étiquetés différents sur n sommets.

Cette belle formule a donné lieu a des démonstrations aussi belles les unes
que les autres, qui reposent sur des techniques diverses allant de la combi-
natoires a I’algebre. Nous esquisserons trois d’entre elles avant de présenter
celle qui est a ce jour la plus belle de toutes.
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2

@D

@

Les quatre arbres de 72

p——<—o 10

<o 3

H Premiére preuve (Bijection). La méthode classique, qui est aussi la plus
directe, consiste a trouver une bijection de 1’ensemble de tous les arbres a
n sommets sur un autre ensemble de cardinal connu égal & n™~2. Naturel-
lement, on pense immédiatement a ’ensemble de tous les (n — 2)-uplets
(a1,...,an—2)telsque 1 < a; < n.On veut donc coder de maniére unique
chaque arbre 7" par un (n — 2)-uplet (a; ...,a,—2). Ce code, trouvé par
Priifer, figure dans la plupart des livres de théorie des graphes.

Nous présentons ici une autre preuve due a Joyal, qui construit une bijec-
tion, moins connue mais d’une élégance et d’une simplicité similaires. A cet
effet, nous ne considérons pas seulement des arbres ¢ sur N = {1,...,n}
mais des arbres auxquels on adjoint deux sommets distincts, 1’extrémité de
gauche O et extrémité de droite [_], qui coincident éventuellement. Soit
T, = {(t; O, [])} ce nouvel ensemble ; il est alors clair que |7,,| = n*T,.

Notre but est donc de montrer que |7,,| = n™. Or n™ est le cardinal de ’en-
semble NV de toutes les applications de N dans N. La formule est donc
établie si on exhibe une bijection de NV sur 7,,.

Soit f : N — N une application quelconque. Représentons f par un
graphe orienté G'; en placant des arcs de i vers f(i).

Par exemple, I’application :

fe 123 45 6 7 8 9 10
“\7 5591258 4 7
est représentée par le graphe orienté figurant dans la marge.

Examinons une composante de G - Puisqu’il y a exactement une aréte qui
part de chaque sommet, cette composante contient autant de sommets que
d’arétes, et par conséquent exactement un cycle orienté. Soit M C N la
réunion des ensembles de sommets de ces cycles. Un moment de réflexion
permet de voir que M est 1’unique sous-ensemble maximal de N tel que la
restriction de f & M soit une bijection sur M. Ecrivons :

flar = ( f(aa) f?b) f(ZZ) )

ot les nombres a, b, . . ., z de la premiére ligne apparaissent dans un ordre
naturel. Cela fournit un ordre f(a), f(b),..., f(z) de M déduit de la se-
conde ligne. f(a) est I'extrémité gauche et f(z) est I’extrémité droite.

On construit a présent 1’arbre ¢ correspondant a 1’application f de la ma-
niere suivante : on place f(a),..., f(z) dans cet ordre comme un chemin
de f(a) a f(z), et on complete avec les sommets manquants en les plagant
comme dans G’f (sans tenir compte de 1’orientation ¢’est-a-dire en suppri-
mant les fleches).

Avec I’exemple précédent, on obtient : M = {1,4,5,7,8,9},

Flar = 1 45 789
M=\7 915 8 4
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et donc I’arbre ¢ représenté ci-contre.

On voit immédiatement comment inverser cette correspondance : étant don-
né un arbre ¢, on regarde 1’'unique chemin P de I’extrémité gauche a I’ex-
trémité droite. Cela fournit I’ensemble M et Iapplication f|,,. Les corres-
pondances restantes ¢ — f(4) sont alors réalisées par les uniques chemins
deiaP. O

H Deuxieme preuve (Algebre Linéaire). On peut considérer 7;, comme
le nombre d’arbres recouvrants du graphe complet K,,. Examinons main-
tenant un graphe simple connexe arbitraire G sur V- = {1,2,..., n}, et
notons ¢(G) le nombre d’arbres recouvrants minimaux ; alors 7;, = ¢(K,).
Le résultat évoqué qui suit est le théoreme de I’arbre-matrice de Kirchhoff
(voir [1]). Considérons la matrice d’incidence B = (b;.) de G, dont les
lignes sont indexées par V', les colonnes par E, avec b;. = 1 ou 0 suivant
quei € eou i ¢ e. Remarquons que |E| > n — 1 puisque G est connexe.
Remplagons dans chaque colonne un des deux 1 par —1 de maniere arbi-
traire (ce qui équivaut a orienter (7), et appelons C' la matrice ainsi obte-
nue. M = CC7 est alors une matrice (n x n) symétrique avec les degrés
di,...,d, surla diagonale principale.

Proposition. On a t(G) = det M;; pour tout i = 1,...,n, on M;; se
déduit de M en supprimant la i-ieme ligne et la i-iéme colonne.

B Preuve. La clé de la preuve est le théoreme de Binet-Cauchy démontré
au chapitre précédent : si P est une matrice (7 X s) et ) une matrice (s xr),
r < s, alors det(PQ) est égal a la somme des produits des déterminants
des sous-matrices (r x r) correspondantes, ot “correspondantes” signifie
que I’on prend les mémes indices pour les r colonnes de P et les r lignes
de Q.

Pour M;;, cela signifie que :
det M = ) detN-detNT = % (det N)*

ou NN parcourt toutes les (n — 1) x (n — 1) sous-matrices de C'\{ligne 7}.
Les n — 1 colonnes de N correspondent a un sous-graphe de G ayant n — 1
arétes sur n sommets. Il reste & montrer que :

+1 sices arétes engendrent un arbre

det N = { 0 sinon

Supposons que les n — 1 arétes n’engendrent pas d’arbre. Il existe alors
une composante qui ne contient pas ¢. Puisque les lignes correspondantes
de cette composante ont une somme nulle, elles sont linéairement dépen-
dantes, et donc det NV = 0.

Supposons maintenant que les colonnes de /N engendrent un arbre. Il existe
alors un sommet j; # i de degré 1 ; soit ey 1’aréte incidente. En supprimant
J1,e1 nous obtenons un arbre avec n — 2 arétes. Il y a encore un sommet
ja2 # i de degré 1 avec une aréte incidente e2. On continue de cette facon

e

“Une méthode non standard pour
compter les arbres : placer un chat dans
chaque arbre, promener son chien et
compter le nombre de fois ou il aboie.”
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jusqu’a ce que I’on ait déterminé ji, jo,...,Jn—1 €t €1,€2,...,€,_1 tels
que j; € e;. Permutons maintenant les lignes et les colonnes pour amener
Jr ala k-ieme ligne et e;, a la k-ieéme colonne. Puisque, par construction,
jr & eg si k < £, nous voyons que la nouvelle matrice N’ est triangulaire
inférieure avec tous les éléments de la diagonale principale égaux a +1.
Ainsi, det N = +det N’ = +1, ce qui est le résultat désiré.

Dans le cas particulier G = K, il est clair que I’on obtient :

n—-1 -1 ... -1
-1 -1 -1
Mi; = : ! - :
-1 -1 ... n-1
et ’on calcule facilement det M;; = n™ 2. O

B Troisieme preuve (Récurrence). Une autre méthode classique en com-
binatoire énumérative consiste a établir une récurrence. On doit essentielle-
ment I’idée suivante a Riordan et Rényi. Pour trouver la récurrence appro-
priée, on considere un probleme plus général qui apparait déja dans I’ article
de Cayley. Soit A un k-ensemble arbitraire de sommets. On désigne par
T, le nombre de foréts étiquetées sur {1,...,n} constituées de k arbres
ol les sommets de A apparaissent dans des arbres différents. Il est clair que
seul le cardinal k de I’ensemble A, et non la nature de ses éléments, joue
un role. Remarquons que 75, 1 = T),.

12 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

N DA ) (7S g

3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4
Considérons une telle forét ' avec A = {1,2,...,k}, et supposons que
1 soit adjacent a ¢+ sommets, comme indiqué dans la figure représentée
ci-contre. En supprimant 1, ces ¢ sommets en association avec 2,...,k
engendrent 7,1 ;,—14,; foréts. Comme on peut choisir arbitrairement les

sommets ¢ parmi les n — k sommets différents de 1,...k, on en déduit,
pourn >k > 1,que:

n—k
n—k
Ty = Z( ; )Tnfl,mi ey

=0

Par exemple, Tyo = 8 pour A =

{1,2}.

— ot on a posé€ Tpo = 1, T,,,0 = 0 pour n > 0. Il est nécessaire de choisir
T‘(),() =1 pour que Tn,n =1

Proposition.

Toi = kn"** )
et donc en particulier, :
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B Preuve. En utilisant la relation (1) et en procédant par récurrence, on
trouve :

Tn,k = Z
=0

=n"F—(n—kp"lk = ganolok O

B Quatrieme preuve (Double décompte). La merveilleuse idée suivante,
due a Jim Pitman, donne la formule de Cayley ainsi que sa généralisation
(2) sans récurrence ni bijection : elle fait seulement appel a un double dé-
compte astucieux.

Une forét enracinée sur {1, ... ,n} est une forét et un choix de racine dans
chaque arbre qui la compose. Soit F, ;. I’ensemble de toutes les foréts enra-
cinées constituées de k arbres enracinés. En particulier, 7, ; est1’ensemble
de tous les arbres enracinés.

Remarquons que |F,, 1| = nT,, puisqu’il y a dans chaque arbre n choix
de racine. Nous considérons maintenant F}, , € F, j comme un graphe
orienté ou toutes les arétes sont orientées depuis les racines. On dit qu’une
forét F' contient une autre forét F’ si F' contient F’ en tant que graphe
orienté. Il est clair que si F' contient proprement F’, alors F' a moins de
composantes que F’. La figure montre deux telles foréts, les racines se
trouvant en haut.

Voici I’idée cruciale. On dit qu’une suite F1, . .., F}, de foréts est une suite
raffinante si F; € F,, ; et I contient [, pour tout 7.

Soit maintenant F}, une forét fixée dans F;, .. On note :

e N (Fj) le nombre d’arbres enracinés qui contiennent F}, et

e N*(F}) le nombre de suites raffinantes qui se terminent dans F.
Dénombrons N*(F},) de deux fagons différentes, d’abord en commengant
par un arbre et ensuite en commencant par F. Supposons que F; € F,, 1
contienne F,. Puisque ’on peut supprimer les k — 1 arétes de F'; \ F, dans
un ordre quelconque pour obtenir une suite raffinante de F; a Fj, on a

N*(Fy) = N(Fy) (k—1)! 3)

Commengons maintenant de 1’autre coté. Pour produire un Fj_; a partir
de F}, il faut ajouter une aréte orientée, allant d’un sommet quelconque a

10

F5 contient F3

10
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vers I’une quelconque des k& — 1 racines des arbres qui ne contiennent pas
a (voir figure pour le passage de F3 a F : on ajoute ’aréte 3e—=—=e7). Il
y a donc n(k — 1) choix possibles. De la méme maniére, pour F_; nous
pouvons produire une aréte orientée qui va d’'un sommet quelconque b vers
I’une quelconque des k& — 2 racines des arbres qui ne contiennent pas b. Cela
laisse n(k —2) choix possibles. En continuant de cette maniére, on obtient :

N*(Fp) = nfF =Yk - 1), )
et I’on trouve, a I’aide de la relation (3), la relation simple et inattendue :
N(Fy) = nk-t pour fout Fy, € Fp, j.

Pour k = n, F,, se compose seulement de n sommets isolés. Par consé-
quent, N(F,,) dénombre fous les arbres enracinés. Finalement : |F,, 1| =
n"~ !, et ’on obtient donc la formule de Cayley. (|
En fait, cette démonstration apporte bien plus. La formule (4) donne pour
k=n:

#{suites raffinantes (Fy, Fy,...,F,)} = n"'(n=1)1 (5

Pour Fj,€F,, i, on note N**(F,) le nombre de ces suites raffinantes F7, .. .,
F,, dont le k-iéme terme est Fy. Il est clair que ¢’est N*(F},) fois le nombre
de fagons de choisir (Fy41,. .., F},). Mais ce dernier nombre est (n — k)!
puisque 1’on peut supprimer les n — k arétes de Fj, de n’importe quelle
fagon, et donc :

N*™(F,) = N*(F)(n—k)! = n* Lk=Dln-k)! (6

Puisque ce nombre ne dépend pas du choix de F},, la division de (5) par (6)
donne le nombre de foréts enracinées a k arbres :

) <n),m

[ =1k — 1)!(n — k)! k

Il'y a (}) facons de choisir k racines, on a montré une nouvelle fois la
formule 77, , = kn™*—1 sans recourir & une récurrence.

Terminons par une note historique. L’article de Cayley de 1889 a été pré-
cédé par les travaux de Carl W. Borchardt (1860), ce que reconnut Cayley
lui-méme. Un résultat équivalent apparut méme plus tot dans un article de
James J. Sylvester (1857), voir [2, chapitre 3]. La nouveauté apportée par
I’article de Cayley réside dans le recours a la théorie des graphes et depuis
le théoreme est associé a son nom.
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Comment compléter un carré latin Chapitre 27

Parmi les objets combinatoires les plus anciens, dont I’étude remonte appa-
remment a des temps reculés, se trouvent les carrés latins. Afin d’obtenir 1123 |4
un carré latin, on doit remplir les n? cellules d’un tableau carré (n x n) avec 21114 |3
les valeurs 1,2, ..., n de sorte que chaque nombre apparaisse exactement
une fois dans chaque ligne et dans chaque colonne. En d’autres termes, 413 1|2
chaque ligne et chaque colonne contient une permutation de I’ensemble 314 12 |1

{1,...,n}. Appelons n I’ordre du carré latin. -
.. R . . N . Un carré€ latin d’ordre 4
Voici le probleme que nous voulons traiter : on dispose d’un carré dont cer-

taines cellules sont déja remplies avec des valeurs de {1,2,...,n}. A quelle
condition est-il possible de compléter ce carré pour en faire un carré latin ?
Pour avoir une chance de réussir, on doit, bien sir, supposer que chaque va-
leur apparait au plus une fois dans chaque ligne et dans chaque colonne. On
parlera de carré latin partiel d’ordre n si certaines cellules d’un (n x n)-
tableau contiennent des valeurs appartenant a I’ensemble {1,...,n} de fa-
con telle que chaque valeur apparaisse au plus une fois dans chaque ligne
et dans chaque colonne. Le probleme est donc le suivant :

A quelle condition un carré latin partiel peut-il étre complété en
un carré latin de méme ordre ?

Examinons quelques exemples. Supposons que les n — 1 premieres lignes
soient remplies et que la derniere soit vide. On peut alors facilement remplir
la derniere ligne. Chaque valeur apparait n— 1 fois dans le carré latin partiel
et est donc absente d’une colonne exactement. Par conséquent, le carré peut
étre complété correctement en écrivant chaque élément dans la colonne ou 3|1 |4 ]2

W | U | DN |

2
5
3
1

>~ = | W | ot

1
4
2
5

3
1
4
2
5

il manque. Un carré latin cyclique
Inversement, supposons que seule la premiere ligne soit remplie. Il est en-

core facile de compléter le carré en décalant d’une case les €léments de

maniere cyclique dans chacune des lignes suivantes.

Ainsi, alors que dans le premier cas il n’y a qu’une maniere de terminer, on 112 L n-1
a beaucoup de possibilités dans le deuxiéme cas. En général, moins il y a
de cellules remplies, plus on devrait avoir de possibilités pour compléter le
carré.

Cependant I’exemple donné dans la marge montre un carré partiel qui ne
peut évidemment pas étre complété puisqu’il n’y a aucune possibilité de
remplir le coin supérieur droit sans enfreindre les regles.

Si I’on a rempli moins de n cellules dans un tableau n X n, peut-on Un carré latin partiel qui ne peut pas étre
toujours le compléter pour obtenir un carré latin ? complété
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11312
21113
3121

L:111222333
C:123123123
E:132213321

Si on permute les lignes de I’exemple

ci-dessus selon le cycle :
L—C—FE—L

on obtient le carré latin et le tableau en

ligne suivants :

11213
3112
2131

L:132213321
C:111222333
E:123123123

Cette question a été soulevée par Trevor Evans en 1960, et I’affirmation
selon laquelle une réalisation est toujours possible s’est vite fait connaitre
sous le nom de conjecture d’Evans. C’est, comme souvent, un raisonne-
ment par récurrence qui conduit au succes. La preuve donnée par Bohdan
Smetaniuk en 1981 est un bel exemple qui montre la subtilité nécessaire
d’un raisonnement par récurrence pour faire aboutir un tel travail. Et, que
demander de plus, la preuve est constructive. Elle permet de compléter ex-
plicitement le carré latin a partir d’une configuration initiale partielle.

Avant de passer a la démonstration, penchons-nous avec soin sur les carrés
latins en général. On peut voir un carré latin comme un (3 x n?)-tableau,
qui est appelé tableau en ligne associé au carré latin. La figure ci-contre
montre un carré latin d’ordre 3 et son tableau en ligne associé, ou L, C et
F représentent les lignes, les colonnes et les éléments.

La condition imposée aux carrés latins équivaut a dire que dans chaque
paire de lignes du tableau en ligne, toutes les n? paires ordonnées appa-
raissent (et par conséquent chaque paire apparait exactement une fois). Evi-
demment, on peut permuter arbitrairement les symboles dans chaque ligne
(ce qui correspond a des permutations de lignes, de colonnes et d’éléments)
et1’on obtient encore un carré latin. Mais la condition sur le (3 xn?)-tableau
en dit plus : aucun élément ne joue un role spécial. On peut aussi permuter
globalement les lignes du tableau, on conserve encore les conditions sur le
tableau en ligne, et 1’on obtient aussi un carré latin.

Les carrés latins liés par de telles permutations sont dits conjugués. Voici
I’observation qui va éclairer la démonstration : un carré latin partiel corres-
pond évidemment a un tableau en ligne partiel, (chaque paire apparait au
plus une fois dans deux lignes quelconques), et tout conjugué d’un carré la-
tin partiel est encore un carré latin partiel. En particulier, un carré latin par-
tiel peut étre complété si et seulement si tout conjugué peut I’étre, (il suffit
de compléter le conjugué et d’inverser la permutation des trois lignes).

Nous aurons besoin de deux résultats, que 1’on doit a Herbert J. Ryser et
Charles C. Lindner, déja connus avant le théoréme de Smetaniuk. Si un
carré latin partiel est tel que ses r premieres lignes sont complétement rem-
plies et que les cellules qui restent sont vides, on dit que I'on a un (r x n)-
rectangle latin.

Lemme 1. Tout (r X n)-rectangle latin, v < n, peut étre étendu en un
((r 4+ 1) x n)-rectangle latin et peut donc étre complété en un carré latin.

B Preuve. Nous appliquons le théoreme de Hall (voir chapitre 23). Soit
Aj I’ensemble des nombres qui n’apparaissent pas dans la colonne j. Une
(r + 1)-iéme ligne admissible correspond alors précisément a un systéme
de représentants distincts pour la collection Ay, ..., A,. Afin de prouver
le lemme, nous devons d’abord vérifier la condition de Hall (H). Chaque
ensemble A; a pour cardinal n — r, et chaque élément est exactement dans
n — r ensembles A; (puisqu’il apparait r fois dans le rectangle). m de ces
ensembles A; contiennent m(n — r) éléments et par conséquent au moins
m éléments différents, ce qui est exactement la condition (H). [
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Lemme 2. Soit P un carré latin partiel d’ordre n ayant au plus n — 1
cellules remplies et au plus 5 éléments distincts. Alors P peut étre complété
en un carré latin d’ordre n.

B Preuve. Transformons d’abord le probleme sous une forme plus pra-
tique. En utilisant le principe de conjugaison abordé ci-dessus nous pou-
vons remplacer la condition “au plus 5 €léments distincts” en imposant
que les entrées apparaissent dans % lignes au plus, et nous pouvons suppo-
ser aussi que ces lignes sont les lignes supérieures. Supposons donc que les
lignes ayant des cellules remplies soient les lignes 1,2, ..., r, avec f; cel-
lules remplies dans la ligne i, ot r < 5 et >i_, fi <n—1.En permutant
les lignes, nous pouvons supposer que f1 > fo > ... > f,. Nous complé-
tons maintenant les lignes 1, ..., 7 pas a pas jusqu’a ce que nous obtenions
un (r x n)-rectangle qui puisse, grace au lemme 1, étre étendu en un carré
latin.

Supposons que les lignes 1,2, ..., ¢ — 1 soient déja remplies. Dans la ligne
Cily a f, cellules remplies, (nous pouvons supposer qu’elles se trouvent
a la fin). Cette situation est décrite dans la figure ci-contre ou les parties
ombrées désignent les cellules remplies.

La complétion de la ligne ¢ est assurée par une autre application du théo-
reme de Hall, mais elle est cette fois plus subtile. Soit X 1’ensemble des
éléments qui n’apparaissent pas dans la ligne £. On a donc | X| = n — f.
Pourj =1,...,n— f, notons A; I’ensemble des éléments de X qui n’ap-
paraissent pas dans la colonne j (ni au-dessus, ni au-dessous de la ligne /).
Afin de compléter la ligne ¢, nous devons vérifier la condition (H) pour la
famille Ay,..., A,_y,.

On montre d’abord que :
n—fo—0+1 > L—14 for1+---+ fr. (1)

La cas ¢ = 1 est clair. Sinon, Z::I fi<n, i>-->fretl<{l<r
impliquent :

no> Y fi > (=Vfecr+fot+fr
i=1

Alors, soit fy;—1 > 2 (dans ce cas on a (1)), soit fy_; = 1. Dans le dernier
cas, (1) seréduitan > 2({ — 1) +r— L€+ 1 =r+{— 1, qui est vérifié
puisque £ < r < 3.

Considérons a présent m ensembles A;, 1 < m < n — f, et soit B leur
réunion. Nous devons montrer que |B| > m. Considérons le nombre ¢ de
cellules des m colonnes correspondant aux A; qui contiennent des éléments
de X. 1y aauplus (¢ — 1)m cellules de ce type au-dessus de la ligne £ et
au plus fo41 + - - + fr au-dessous de la ligne ¢. Par conséquent :

c < (=Um+ for1+-+fr

D’autre part, chaque élément 2 € X\ B apparait dans chacune des m co-
lonnes. Ainsi, ¢ > m(|X| — | BJ), et donc (puisque | X | =n — f;):

1Bl > [X[—je > n—fo—({—=1) = L(fora+-+ fr)

Une situation pour n = 8, avec £ = 3,
fi = fa= f3 =2, fs = 1. Les carrés
sombres représentent les cellules pré-
remplies, les carrés clairs représentent
les cellules qui ont été remplies par le
processus de complétion.
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Cela implique que |B| > m si:
n—fo—(=1) = 5 (ferr+-+ fr) > m-1
c’est-a-dire si :
mn—fe—0+2—m) > foo1 4+ fr 2)

L’inégalité (2) est vraie pour m = 1, pourm = n— f; —{+ 1 d’apres (1) et
par conséquent pour toutes les valeurs m comprises entre 1 et n— f; —£+1,
puisque le coté gauche est une fonction quadratique en m de coefficient
directeur —1. Il reste a traiter le cas m > n— f;— ¢+ 1. Puisque tout élément
x de X estcontenu dans £ — 1+ fyy1 +- - -+ f, lignes au plus, il peut aussi
se trouver dans le méme nombre de colonnes au plus. En invoquant encore
une fois (1), on constate que x appartient a I'un des ensembles A;, et que
dans ce cas B = X donc |B| =n — f; > m. O

Montrons enfin le théoréme de Smetaniuk.

Théoréme. Un carré latin partiel d’ordre n tel que n — 1 cellules au plus
sont remplies peut étre complété en un carré latin du méme ordre.

B Preuve. Nous procédons par récurrence sur n. Les cas n < 2 sont tri-
viaux. Nous étudions donc un carré latin partiel d’ordre n > 3 compor-
tant au plus n — 1 cellules déja remplies. Avec les notations précédentes,
ces cellules se trouvent dans » < n — 1 lignes numérotées sy, ..., S,, qui
présentent f1,..., f, > 0 cellules remplies, avec Z:zl fi < n.D’apres
le lemme 2, on peut supposer qu’il y a plus de 5 éléments distincts. Par
conséquent il y a un élément qui apparait une fois seulement . Apres éven-
tuelles permutation et réindexation des lignes, on peut supposer que c’est
I’élément n qui apparait une seule fois en ligne s;.

Dans I’étape suivante, on va permuter les lignes et les colonnes du carré
partiel de sorte qu’une fois les permutations effectuées, toutes les cellules
occupées figurent en dessous de la diagonale, a 1’exception de la cellule qui
contient n qui va finir sur la diagonale (la diagonale étant constituée des
éléments (k, k) avec 1 < k < n). On parvient a ce résultat en procédant
de la maniere suivante : on commence par mettre la ligne s; en position fi.
Par permutation des colonnes, on fait en sorte de placer toutes les cellules
remplies sur la gauche, de sorte que n apparaisse en dernier sur sa ligne, sur
la diagonale. On déplace ensuite la ligne so vers la position 1+ f1+ f2, et, de
nouveau, par permutation de colonnes on déplace les cellules remplies vers
la gauche. De maniere générale, pour 1 < ¢ < r,laligne s; est déplacé vers
la position 1+ f1 + fo + - - -+ f; et les cellules pleines sont déplacés vers la
gauche. Ce procédé conduit manifestement a la configuration souhaitée. La
figure qui suit montre un exemple avec n = 7 : les lignes s; = 2, so = 3,
s3 = b et s4 = 7 associées respectivement a f1 = fo =2et f3=fy =1
sont déplacées vers les lignes de numéros respectifs 2, 5; 6 et 7. Dans le
méme temps les colonnes sont permutées “vers la gauche” si bien qu’a la
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fin toutes les éléments du carré a I’exception de 7 se retrouvent en dessous
de la diagonale signalée par des e.

°
2 7 2 |7
5 4 °
—_— .
5 4 |5 °
5 °
4 4 °

De maniere a pouvoir appliquer ’hypothese de récurrence, on va enlever
la valeur n de la diagonale et ne pas prendre en compte la premiere ligne
et la derniere colonne (qui ne contiennent que des cellules vides) : on est
donc maintenant face a un carré latin partiel d’ordre n — 1 comportant n —
2 cellules déja remplies, qui d’apres 1’hypothese de récurrence, peut étre
complété en un carré latin d’ordre n — 1. On peut voir dans la marge I’une
des nombreuses facons de compléter le carré partiel de 1’exemple étudié.

Les éléments originaux figurent en gras, ils sont déja en position finale. 21314111615

Dans I’étape suivante, on voudrait déplacer les éléments de la diagonale slel1]l4al2]3

vers la derniere ligne et placer les éléments n sur la diagonale a leur place.

Cependant, il n’est en général pas possible de procéder a cette opération car 1123 |6]5 |4

les éléments diagonaux doivent étre distincts. C’est pourquoi on va procé- 6lalslals]i

der successivement pour £ = 2,3, ...,n — 1 a’opération suivante :

Mettre la valeur n dans la cellule (k,n) ce qui conduit & un carré latin 3|1 |6]5[4]2

partiel correct. Ensuite on échange le contenu xy, de la diagonale (k, k) 40512131116

avec le contenu n de la cellule (k,n) de la derniére colonne.

Si la valeur zj, ne figure pas déja dans la derniére colonne, on en a terminé

avec k. Apres cette manipulation, les éléments de la k-ieme colonne ne

changeront plus.
2|3T4|1|6|5]7 2|7 |4|1)6[5]3 2/7(4|1]|6|5]3
5061423 5106|1742 [3[7 5067|4231

-

1123 |6]|5]|4 112 |3|6|5]|4 1123|6547
6145|231 6145 (2|31 6|4 52|31
3116|542 3116|542 3|1 1]6] 5| 4|2
4(5|2|3|1]6 4(5|2|3|1]6 4| 5[ 23| 1|6

Dans I’exemple étudié cela fonctionne sans probleme pour £ = 2, 3 et
4, et les éléments diagonaux correspondants 3, 1 et 6, se déplacent vers
la derniere colonne. Les figures suivantes montrent les opérations corres-
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T

pondantes. Les cellules ombrées contiennent des éléments qui demeurent
inchangés au cours des manipulations.

Il reste a traiter le cas ou il y a déja un élément x;, dans la derniere colonne.
Dans ce cas on procede de la maniere suivante :

S’il y a déja un élément xy, dans une cellule (j,n) de la derniére colonne
(avec 2 < j < k), alors on échange aussi dans la ligne j I’élément xj, avec
x}, de la k-iéme colonne. Si I’élément x|, figure lui-aussi déja dans une
cellule (j',n) de la n-iéme colonne, alors on échange aussi les éléments
de la j'-ieme ligne qui apparaissent dans les n-iéme et k-ieme colonnes, et
ainsi de suite.

En procédant de la sorte il n’y aura jamais deux fois le méme élément dans
une ligne puisque 1’on ne fait que des échanges entre éléments de cette
ligne. De méme, le procédé assure qu’il n’y aura pas deux €léments égaux
dans une méme colonne. Il ne reste donc plus qu’a vérifier que ce processus
d’échange entre les k-ieéme et n-ieme colonnes ne boucle pas indéfiniment.
Cela peut se voir en considérant le graphe biparti G, dont les sommets
correspondent aux cellules (i, k) et (j,n) avec 2 < 4,5 < k et dont les
éléments ont pu faire I’objet d’échanges. Il y a une aréte entre (i, k) et (j,n)
si ces deux cellules se trouvent dans la méme ligne (c’est-a-dire si ¢ = j)
ou si les deux cellules avant tout échange contenaient le méme élément (ce
qui implique ¢ # 7). Dans le schéma, les arétes correspondant au cas i = j
apparaissent en pointillé. Tous les sommets de G}, sont de degré 1 ou 2.
La cellule (k,n) correspond a un sommet de degré 1. Ce sommet est le
début d’un chemin qui conduit a la colonne k sur une aréte horizontale, et
qui ramene €ventuellement a la colonne n par une aréte inclinée, puis qui
retourne vers la colonne % horizontalement et ainsi de suite. Le chemin se
termine en colonne k sur une valeur qui n’apparait pas dans la colonne n.
Ainsi, le procédé d’échange doit se terminer en un point en lequel il faut
introduire un nouvel élément dans la derniere colonne. On s’arréte donc en
colonne k et les contenus des cellules (i; k) (i > 2) de la k-iéme colonne
sont définitivement fixés.

2741|653 2 (74|13 |5]6
5067]4]2]3]1 506 (74 |2(3]1
1| 23[7|5]|4]6 1|2 (3|7]6]|4]|5
6|4|5|23[1]7 6 [4|5]2|7[1]3
316|542 3[1(6](5 42
4] 5|2|3|1]6 452|316

Dans I’exemple étudié, le “cas d’échange” se produit pour £ = 5 : I’élément
x5 = 3 est déja présent dans la derniere colonne si bien que I’élément
doit étre ramené en colonne 5 ; 1’élément de substitution 25 = 6 n’est pas
nouveau non plus, il est donc a son tour échangé avec x} = 5 qui, lui, est
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nouveau.
Enfin, I’échange pour K = 6 = n — 1 ne pose pas de probleme et il n’y a
alors plus qu’une seule maniere de terminer le carré latin.

7131161424
2| 7|4]1|3|5]6 2| 7|4(1(3|5]|6 271411 (13|5]|6
506|7|42]|3]1 501674231 516 |714]123]1
1(2(3|7]6]4]5 112(3|7|6|4]|5 1123|7645
64|52 7|1]3 614|527 |1]|3 614527113
3116|5427 3116|5472 31|65 4|7] 2
452|316 4|52 |3|1|6 4|52 (3|16 7

La méme chose se produit dans le cas général : on place un élément n
dans la cellule (n,n) et ainsi la premiere ligne peut étre complétée par les
éléments manquants des colonnes correspondantes (voir lemme 1), ce qui
termine la preuve. ]
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Le probleme des quatre couleurs a eu un role majeur dans le développe-
ment de la théorie des graphes telle que nous la connaissons aujourd’hui.
La coloration de graphes est encore 1’'un des sujets préférés de nombreux
théoriciens. Voici un probleme de coloration simple, soulevé par Jeff Dinitz
en 1978, qui arésisté a toutes les tentatives jusqu’a la solution étonnamment
simple trouvée par Fred Galvin dix-huit ans plus tard.

Considérons n? cellules formant un (n x m)-carré. On désigne par C(i,7)
(%, 7) la cellule située a la ligne i et la colonne j. Supposons qu’a
chaque cellule (i, j) on associe un ensemble C(i,j) de n couleurs. 1
Est-il toujours possible de colorier la totalité du tableau en co-
loriant chaque cellule (i, j) d’une couleur issue de son ensemble — i
C(i,7) de fagon telle que les couleurs dans chaque ligne et chaque
colonne soient distinctes ?

Pour commencer, considérons le cas ou tous les ensembles de couleurs
C(i,7) sont identiques et égaux a {1,2,...,n}. Alors le probleme de Di-
nitz se réduit a la question suivante : remplir le carré (n x n) avec les
nombres 1,2, ...,n de sorte que chaque ligne et chaque colonne soient
composées de nombres distincts. En d’autres termes, une telle coloration
correspond a un probleme de carré latin, abordé au chapitre précédent. Dans
ce cas, on peut répondre par I’affirmative a la question posée.

Puisque ce probleme est tres facile, pourquoi serait-il plus difficile dans le
cas général, lorsque I’ensemble C' := | J, ; C(4, j) contient plus de n cou-
leurs ? La difficulté provient du fait que toutes les couleurs de C' ne sont
pas disponibles pour chaque cellule. Dans le cas du carré latin, on peut évi-
demment choisir une permutation arbitraire des couleurs pour la premiére
ligne, mais ce n’est plus possible dans le cas général. Le cas n = 2 illustre
déja cette difficulté.

Supposons donnés les ensembles de couleurs indiqués sur la figure. Si 'on  |{1,2}{{2,3}]
choisit les couleurs 1 et 2 pour la premiere ligne, on se trouve en difficulté
puisque I’on ne peut prendre que la couleur 3 pour les deux cellules de la  |{1, 3} {2,3}
deuxieme ligne.

Avant d’aborder le probleme de Dinitz, formulons le probléme en utilisant
le langage de la théorie des graphes. Comme d’habitude, nous considérons
des graphes G = (V, E) sans boucles ni arétes multiples. On note x(G)
le nombre chromatique du graphe, c’est-a-dire le plus petit nombre de cou-
leurs nécessaires pour affecter une couleur a chaque sommet de facon telle
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Le graphe S3

{1,3}
{1,2}
{1,4}

(3.4) {2,3}
{2,4}

Coloration du graphe K5 4

que des sommets adjacents aient des couleurs différentes.

En d’autres termes, une coloration définit une partition de V' en classes (de
sommets de méme couleur) telle qu’il n’y ait pas d’aréte a I’intérieur d’une
classe. Un ensemble A C V est dit indépendant s’il n’y a pas d’aréte a
Iintérieur de A. Le nombre chromatique est le plus petit cardinal d’une
partition constituée d’ensembles indépendants de V.

En 1976 Vizing et trois ans plus tard Erd&s, Rubin et Taylor ont étudié la
variante suivante qui conduit directement au probleme de Dinitz. On donne
G = (V,E) un graphe dont chaque sommet v est associé un ensemble
de couleurs C'(v). Une coloration par liste est une coloration ¢ : V. —
Uper C(v) telle que c(v) € C(v) pour chaque v € V. La définition du
nombre chromatique listé X, (@) est claire : c’est le plus petit nombre & tel
que pour toute liste de couleurs C'(v) telle que |C'(v)| = k pour toutv € V,
il existe toujours une coloration par liste. Bien siiron a x,(G) < V| (on ne
manque jamais de couleur). Puisqu’une coloration ordinaire est un simple
cas particulier de coloration par liste pour laquelle tous les ensembles C'(v)
sont égaux, pour tout graphe G :

X(G) < x,(G).

Pour revenir au probleme de Dinitz, considérons le graphe .S;, qui a pour
ensemble de sommets les n2 cellules de notre (n x n)-tableau, deux cellules
étant adjacentes si et seulement si elles se trouvent sur la méme ligne ou sur
la méme colonne.

Comme n cellules quelconques d’une méme ligne sont deux a deux adja-
centes, on a besoin d’au moins n couleurs. En outre, toute coloration avec
n couleurs correspond a un carré latin, les cellules occupées par le méme
nombre formant une classe de couleur. Comme nous avons vu que les car-
rés latins existent, on en déduit que x(S,,) = n, et le probleme de Dinitz
peut maintenant s’énoncer succinctement comme suit :

est-ce que XZ(S") =n?

On pourrait penser que x(G) = x,(G) pour tout graphe G, mais c’est loin
d’étre le cas. Considérons le graphe G = K> 4. Le nombre chromatique est
2 puisque 1’on peut utiliser une couleur pour les deux sommets de gauche et
une deuxieme couleur pour les sommets de droite. Mais supposons mainte-
nant que I’on nous donne les ensembles de couleurs indiqués sur la figure.
Pour colorier les sommets de gauche, nous avons quatre possibilités 1|3,
1/4, 2|3 et 2|4, mais chacune de ces paires se trouve &tre un ensemble de
couleurs sur le coté droit. Une coloration par liste n’est donc pas possible.
Par conséquent x 2(G) > 3, et le lecteur peut s’amuser a montrer que
X, (G) = 3 (il n’est pas nécessaire de tester tous les cas possibles !). En
généralisant cet exemple, il n’est pas difficile de trouver des graphes G tels
que x(G) = 2, mais tels que x,(G) soit arbitrairement grand. Le probleme
de la coloration par liste n’est donc pas aussi simple que I’on pourrait le
croire au premier abord.

Revenons au probleme de Dinitz. Un pas important vers la solution a été fait
par Jeanette Janssen en 1992 lorsqu’elle a prouvé que x,(S,) < n + 1. Le
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coup de grace” a été donné par Fred Galvin qui a ingénieusement combiné
deux résultats (connus tous les deux depuis longtemps). Nous allons étudier
ces deux résultats et montrer comment ils impliquent x, (Sp) =n.

Fixons d’abord quelques notations. Si v est un sommet du graphe G, on
note, comme précédemment, d(v) le degré de v. Dans le graphe carré S,
chaque sommet a un degré égal 2 2n — 2. Etant donné un sous-ensemble
A C V, on désigne par G 4 le sous-graphe qui admet A comme ensemble
de sommets et qui contient toutes les arétes de GG entre les sommets de A.
Nous appelons G 4 le sous-graphe induit par A, et nous disons que H est
un sous-graphe induit de G si H = GG 4 pour un certain A.

Pour énoncer notre premier résultat, nous avons besoin de la notion de
graphe orienté G = (V, E), ¢’est-a-dire de graphe tel que chaque aréte e
soit orientée. La notation e = (u,v) signifie que I’on consideére un arc e,
noté aussi u—swv, dont le sommet initial est u et dont le sommet final est v.
On peut donc parler de degré externe d* (v) et de degré interne d~ (v), ou
d™ (v) dénombre les arétes ayant v comme sommet initial, et d~(v) dé-
nombre les arétes ayant v comme sommet final; on a d*(v) + d~(v) =
d(v). Lorsque I’on écrit G, on parle du graphe G non orient.

Le concept suivant est issu de la théorie des jeux, il joue un role fondamen-
tal dans la démonstration.

Définition 1. Soit G = (V, E) un graphe orienté. Un noyau K C V est un

sous-ensemble de sommets tel que :

(1) K estindépendant dans G, et

(ii) pour tout v ¢ K il existe un sommet v € K tel que v — v soit une
aréte.

Examinons I’exemple proposé dans la marge. L’ensemble {b, ¢, f} consti-
tue un noyau, en revanche le sous-graphe induit par {a, ¢, e} n’admet pas
de noyau puisque les trois arétes forment un cycle qui traverse les sommets.

Nous sommes maintenant préts pour énoncer notre premier résultat.

Lemme 1. Soit G = (V, E) un graphe orienté. Supposons qu’a chaque
sommet v € V soit associé un ensemble de couleurs C(v) de cardinal su-
périeur a son degré externe, |C(v)| > d*(v) + 1. Si chaque sous-graphe
induit de G possede un noyau, il existe une coloration par liste de G telle
que chaque v ait une couleur de C(v).

B Preuve. Nous procédons par récurrence sur |V|. Pour |V | = 1,iln’y a

rien a prouver. Choisissons une couleur ¢ € C' = J,,cy, C(v) et posons :

Ale) = {veV:celCv)}
Par hypothése, le sous-graphe induit G 4(.) posseéde un noyau K (c). Nous

colorions maintenant chaque v € K/(c) avec la couleur ¢ (c’est possible
puisque K (c¢) est indépendant), et supprimons K (¢) de G et ¢ de C'. Soit G’

“N.d.T. : en frangais dans le texte original.
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Un graphe biparti avec un couplage

le sous-graphe induit de G sur V\ K (¢) ayant C’(v) = C(v)\{c} comme
nouvelle liste de couleurs. Remarquons que pour chaque v € A(c)\K (c),
le degré externe d*(v) diminue de 1 au plus (du fait de la condition (ii)
vérifiée par un noyau). On a donc encore d*(v) + 1 < |C’(v)| dans G'.
Les sommets qui se trouvent hors de A(c) vérifient la méme condition,
puisque dans ce cas les ensembles de couleurs C'(v) demeurent inchangés.
Le nouveau graphe G’ contient moins de sommets que G, et le résultat
s’obtient par récurrence. (]

La maniére de traiter le probleme de Dinitz est maintenant claire : il faut
trouver une orientation du graphe S,, avec des degrés externes d*(v) <
n — 1 pour tout v, qui assure 1’existence d’un noyau pour tous les sous-
graphes induits. C’est possible grice au deuxieéme résultat qui suit.

Nous avons encore besoin de quelques notions préliminaires. Rappelons
que, (voir chapitre 9), qu’un graphe biparti G = (X UY, E) est un graphe
qui présente la propriété suivante : I’ensemble des sommets V' se décom-
pose en deux parties X et Y telles que chaque aréte a une extrémité dans X
et ’autre dans Y. En d’autres termes, les graphes bipartis sont précisément
ceux qui peuvent étre coloriés avec deux couleurs 1’une pour X et I’autre
pour Y).

Nous arrivons maintenant a un concept important, “les couplages stables”,
qui ont une interprétation terre a terre. Un couplage M dans un graphe
biparti G = (X UY, E) est un ensemble d’arétes tel qu’aucun couple
d’arétes de M n’ait d’extrémités communes. Dans le graphe représenté
dans la marge les arétes tracées en gras constituent un couplage.

Si I’on considére X comme un ensemble d’hommes et Y comme un en-
semble de femmes, et sil’on interprete wv € E en disant que u et v peuvent
se marier, un couplage est alors un mariage de masse dans lequel personne
ne pratique la bigamie. Dans notre contexte, nous avons besoin d’une no-
tion plus fine (et plus réaliste ?) de couplage, telle qu’elle a été suggérée
par Gale et Shapley. Dans la vie réelle, chaque personne a évidemment des
préférences et c’est cet aspect que I’on veut intégrer. Dans G = (X UY, E)
on suppose que pour chaque v € X U Y il y ait un ordre sur 1’ensemble
N (v) des sommets adjacents a v, N(v) = {21 > 22 > ... > z4(y)}. Ainsi,
z1 est le meilleur choix pour v, ensuite c’est zg, etc.

Définition 2. Un couplage M de G = (X U Y, E) est dit stable si la
condition suivante est réalisée : chaque fois que wv € E\M, u € X,
v €Y, soituy € M avecy > v dans N (u) soit zv € M avec > u dans
N (v), soit les deux.

Avec notre interprétation dans la vie réelle, un ensemble de mariages est
stable s’il n’arrive jamais que w et v ne soient pas mariés et que u préfere v
a sa partenaire (s’il en a une) et que v préfere u a son partenaire (si elle en
aun), ce qui constituerait évidemment une situation instable.

Avant de montrer notre second résultat, penchons-nous sur 1’exemple sui-
vant :
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{A>C} a A {¢ >d>a}
{C >D > B} b B {b}
{A > D} @ C {a > b}
{A} d D {c > b}

Notons qu’il y a dans cet exemple un unique couplage maximal M a quatre
arétes, M = {aC,bB, cD,dA}, mais que M n’est pas stable (considérer
cA).

Lemme 2. [ existe toujours un couplage stable.

B Preuve. Considérons 1’algorithme suivant : dans une premiere étape,
tous les hommes u € X demandent en mariage leur premier choix. Si une
fille recoit plusieurs proposition, elle garde le candidat qu’elle préfere au-
pres d’elle et si elle regoit une seule proposition, elle garde le (seul) candidat
aupres d’elle. Les hommes qui restent sont rejetés et forment le réservoir
R. Dans la deuxieme étape, tous les hommes de R demandent en mariage
celle qu’ils ont placées en deuxieme position. Les femmes comparent les
propositions (avec celui qui est aupres d’elle, s’il y en a un), en choisissent
un et le gardent aupres d’elles. Ceux qui restent sont rejetés et forment un
nouvel ensemble RR. Les hommes de R font encore une fois une demande
en mariage, et ainsi de suite. Si un homme fait une demande en mariage
lors de son dernier choix et qu’il est encore rejeté, alors cet homme est
écarté pour toute considération future, (il est aussi écarté du réservoir). Au
bout d’un certain temps, le réservoir R est évidemment vide, et c’est a ce
moment que s’arréte 1’algorithme.

Proposition. Lorsque I’algorithme s’arréte, les hommes qui se trouvent
aupres d’une femme forment avec elles un couplage stable.

Notons d’abord que les hommes choisis par une fille particuliere se suc-
cedent aupres d’elle dans I'ordre de ses préférences croissantes puisqu’a
chaque étape, la fille compare les nouvelles propositions avec le partenaire
courant et choisit son nouveau favori. Par conséquent, si uv € E mais
uv ¢ M, alors soit u n’a jamais demandé la main de v et dans ce cas il
a trouvé une meilleure partenaire avant méme de s’intéresser a v, ce qui
implique que uy € M avec y > v dans N (u), soit u a demandé la main de
v mais il a été rejeté, ce qui implique que zv € M avec x > u dans N (v).
C’est exactement la condition pour que le couplage soit stable. 0

En rassemblant les lemmes 1 et 2, on obtient la solution de Galvin au pro-
bleme de Dinitz.

Théoréme. Ona x,(S,) = n pour tout n.

H Preuve. Comme précédemment, on note (¢,7), 1 < i,7 < n, les som-
mets de S,,. (i,7) et (r, s) sont donc adjacents si et seulement si ¢ = r ou

Les arétes en gras constituent un cou-
plage stable. Dans chaque liste de prio-
rités, le choix qui meéne a un couplage
stable est imprimé en gras.
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e

c

Construction d’un graphe des arcs

[

= W N

j = s. Considérons un carré latin L dont les valeurs parcourent {1, 2, ..., n}
et notons L(i,7) I'entrée de la cellule (i,7). Ensuite, faisons de S,, un
graphe orienté §n en orientant les arétes horizontales dans le sens (i, j) —
(i,7") si L(i,7) < L(i,7") et les arétes verticales dans le sens (i,7) —
(', 7) si L(i, ) > L(i, j). Ainsi, on oriente horizontalement du plus petit
élément vers le plus grand, et verticalement du plus grand vers le plus petit.
(voir exemple avec n = 3 dans la marge.)

Notons que d* (i, ) = n — 1 pour tout (i, 7). En effet, si L(i,j) = k, alors
n — k cellules de la ligne 7 contiennent un coefficient plus grand que k, et
k — 1 cellules de la colonne j ont un coefficient plus petit que k.

D’apres le lemme 1 il reste 2 montrer que chaque sous-graphe induit de
S, posséde un noyau. Considérons un sous-ensemble A C V, soit X I’en-
semble des lignes de L et Y ’ensemble de ses colonnes. Associons a A le
graphe biparti G = (X UY, A), ou chaque (i,j) € A est représenté par
I’aréte ij telle que © € X, j € Y. Dans I’exemple de la marge, les cellules
de A sont ombrées.

L’orientation de S,, induit naturellement un ordre sur les voisinages dans
G = (X UY,A) :onditque j/ > j dans N (i) si (i, j) — (i,5') dans S,
(respectivement i’ > ¢ dans N(j5) si (¢,7) — (¢/,7)). Selon le lemme 2,
G = (X UY, A) possede un couplage stable M. Cet ensemble M, consi-
déré comme sous-ensemble de A, est le noyau recherché ! Pour comprendre
pourquoi, notons d’abord que M est indépendant dans A puisqu’en tant
que famille d’arétes dans G = (X U Y, A) celles-ci n’ont pas d’extré-
mités ¢ ou j en commun. Ensuite, par définition d’un couplage stable, si
(4,7) € A\M, il existe soit (,5") € M tels que j* > j soit (i',j) € M
tels que ¢ > 4, ce qui signifie pour S, que (¢,7) — (i,j") € M ou que
(i,7) — (i',j) € M. La preuve est terminée. O

Pour finir, allons un peu plus loin. Le lecteur a pu remarquer qu’une construc-
tion simple permet d’obtenir le graphe S,, a partir d’un graphe biparti.
Considérons le graphe biparti complet, noté K, ,,, tel que | X| = |Y|=mn,
et qui contient toutes les arétes entre X et Y. Si nous considérons les arétes
de K, , comme des sommets d’un nouveau graphe, en joignant deux tels
sommets si et seulement s’ils ont une extrémité commune, en tant qu’arétes
dans K, ,, il est clair que nous obtenons le graphe carré S,,. Nous dirons
que S, est le graphe des arcs de K,, ,,. On peut faire cette construction sur
n’importe quel graphe G, et appeler le graphe qui en résulte graphe des
arcs L(G) de G.

En général, on dit que H est un graphe d’arcs si H = L(G) pour un
certain graphe G. Bien s(r, tous les graphes ne sont pas des graphes d’arcs,
un exemple étant le graphe K> 4 que nous avons déja étudi€. Nous avons
vu que ce graphe vérifie x(K2,4) < x,(f2,4). Mais qu’en est-il si H est
un graphe d’arcs ? En adaptant la preuve du théoréme, on peut montrer
facilement que I'on a x(H) = x, () chaque fois que [ est le graphe des
arcs d’un graphe biparti et la méthode pourrait bien étre utile pour vérifier
la conjecture supréme dans ce domaine :

A-t-on x(H) = x,(H) pour tout graphe d’arcs H ?
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On sait peu de choses sur cette conjecture et le probleme semble difficile —
mais apres tout, on savait peu de choses concernant le probleme de Dinitz
il y a vingt ans...
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Identités et bijections Chapitre 29

On considere le produit infini (1 +z)(1+22)(1+2%)(1+2%)--- quel’on

développe selon la méthode habituelle sous la forme d’une série >, - anz”
en regroupant les termes correspondant a la méme puissance de x. On

trouve alors pour les premiers termes :

H(1+xk)=1+x+x2+2x3+2x4+3x5+4x6+5x7+... 1)
E>1

On constate, par exemple, que ag = 4 et a7 = 5, et I’on peut penser (a juste
titre) que a,, tend vers I’infini avec n.

Le produit (1 — z)(1 — 22)(1 — 2®)(1 — 2*) - - -, qui s écrit pourtant aussi
simplement que le précédent, conduit a un phénomene plus subtil. Si 1’on
développe, on trouve :

H(lka) =l-o—a?+2°+2" -2 2P a2 12— Q)
k>1

11 semble que tous les coefficients soient égaux a 1, —1 ou 0. Cette assertion
est-elle vraie et, le cas échéant, selon quel motif se répartissent les valeurs
en question ?

L’étude de la convergence de séries et de produits infinis joue un role cen-
tral en analyse depuis les débuts de la discipline ; des contributions sur ce
theme ont été faites par les plus grands noms, de Leonhard Euler a Srinivasa
Ramanujan.

Cependant, en écrivant des identit€s comme (1) et (2), on ne se pose pas
la question de la convergence, on manipule simplement les coefficients.
On dit que I’on travaille avec des séries ou des produits “formels”. Dans
ce contexte, nous allons montrer comment des arguments combinatoires
permettent de prouver des identités qui, de prime abord, semblent difficiles
a établir.

La notion fondamentale qui apparait ici est celle de partition d’un entier 5 _ 5

naturel. On appelle partition de I’entier n toute suite A1, A, ..., A\; décrois-  5— 441
sante d’entiers telle que : 5=2342
5=3+1+1

Arn =M+t ...+N avec M > >... >N >1 5-91911

5=2+1+1+1

t est la longueur de la partition. Dans la suite nous appellerons partition
5=1+1+1+1+1

de n toute décomposition de n en somme d’entiers naturels non nuls et
laisserons au lecteur le soin d’ordonner les termes de cette somme pour en ~ Les sept partitions de 5.
faire une suite conforme a la définition. Nous noterons P(n) I’ensemble de
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6=5+1

6=3+3

6=3+1+1+1
6=1+1+14+14+1+1

Partitions de 6 ne faisant intervenir que
des entiers impairs : p,(6) = 4.

=T
T=5+1+1
7T=3+3+1

7T=3+1+1+1+1
T=1+14+1+1+1+1+1

T=T
T=6+1
7T=5+2
T=4+3
T=4+2+1

Les partitions de 7 en entiers impairs (en
haut) et en entiers distincts (en bas) :
Po(7) = pa(7) = 5.

toutes les partitions de n et p(n) := |P(n)| le nombre de ces partitions,
avec la convention p(0) = 1. Que viennent faire les partitions dans notre
probléme ? Considérons le produit infini de séries suivant :

4zt 4o+ ) (I+a?+at 28+ )+ 428 42%4+..) - (3)

dont le k-ieme facteur est (1+x* + 22 +23% + ... ). Quel est le coefficient
de x™ lorsqu’on développe ce produit en une série >, -, a,z™ ? Un peu
de réflexion permet de se convaincre que ce coefficient n’est autre que le
nombre de fagons différentes d’écrire n comme une somme :

n n-l4+ng-2+ng-3+...

= 14+...+41+2+...+424+3+...+3 + ...
N———— N———— N———
ny n2 ns

Le coefficient recherché est donc le nombre p(n) de partitions de n. Comme
la somme de la série géométrique 1 + x* + 2% 4 ... est égale a ﬁ, on
vient de prouver une premiere identité :

1
i =

k>1

> pn)a". “)

n>0

Mieux encore, on constate que le facteur ﬁ est celui qui correspond a

la contribution de k£ dans une partition de n. Ainsi, si I’on exclut % du

—zk
produit du premier membre de 1’égalité (4), alors k n’apparait pas dans les

partitions du second membre. C’est ainsi que 1’on obtient immédiatement :

HH% = > po(n)a™, )

i>1 n>0

ol p,(n) est le nombre de partitions de n dont les décompositions ne font
intervenir que des nombres impairs. Une identité analogue peut étre établie
pour les décompositions ne faisant intervenir que des entiers pairs.

A ce stade de I’exposé, il est facile de prévoir ce que sera le n-idme coeffi-
cient du produit infini [, , (1 4+ 2*). Cette fois nous ne considérons que
les partitions dans lesquelles I'un quelconque des termes & apparait au plus
une fois. Autrement dit, le produit infini de (1) est développé en :

[Ta+2% = > pan)ar, 6)

E>1 n>0

ol pg(n) désigne le nombre de partitions de n en termes tous distincts.

C’est maintenant que la méthode des séries formelles révele toute sa puis-
sance. Puisque 1 — 22 = (1 — x)(1 + z), nous pouvons écrire :

2k 1

1—=z
[[o+ = 1155 = Il

k>1 k>1
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car tous les facteurs 1—z2* s’éliminent. Les produits infinis introduits en (5)
et en (6) sont donc identiques et il en va de méme pour les séries auxquels
ils sont associés, si bien que 1’on est conduit au joli résultat suivant :

po(n) = pa(n) pour tout n > 0. (7)

Une égalité aussi €tonnante requiert qu’on 1’établisse directement par le
biais d’une bijection — du moins c’est le point de vue de tout combinato-
riste qui se respecte.

Probléme. Soit P,(n) (respectivement P;(n)) I’ensemble des partitions de
n en entiers impairs (respectivement en entiers distincts). Trouver une bi-
Jjection de P,(n) sur Py(n).

Plusieurs bijections répondant a la question sont connues. Celle que nous
présentons dans la suite, due a J. W. L. Glaisher (1907), est peut-étre la plus
pure. Soit \ une partition de n en entiers impairs. En regroupant les termes
on peut écrire :

M4+ + X+ F 4+ o+ Mt N
N —
ni ng nt

?7/1~/\1+7l2-/\2+...+?7,t-/\t.

On écrit a présent ny = 21 422 4 ... 4 2™~ selon sa décomposition en
base 2 et I’on fait de méme pour tous les n;. On trouve alors une nouvelle
partition de n :

Nooon=2"0 4220 .. 42" A + 2R N+

11 faut vérifier que \" appartient 2 P;(n) et que ¢ : A — )\’ est bien une bi-
jection. Ces deux points sont faciles & établir. Si 2 \; = 2°);, alors 2% = 2°
car A; et A; sont tous les deux impairs. Ainsi, \; = A;. Il en résulte que \’
appartient & P;(n). Par ailleurs, si I’on peut écrire n = py + g + ... + s
ou tous les termes p; sont distincts, on peut proposer un schéma pour trou-
ver I’antécédent de cette décomposition par ¢ en regroupant les termes p;
présentant la méme puissance de 2 et en en déduisant la décomposition en
somme d’entiers impairs, comme cela est montré dans 1’exemple développé
ci-contre dans la marge.

La manipulation de produits formels a donc conduit a I’égalité p,(n) =
pa(n) pour les partitions d’entiers ; nous avons alors donné une autre dé-
monstration de cette égalité en exhibant une bijection. Nous allons procéder
en sens inverse : nous allons établir une égalité concernant les partitions a
I’aide d’une bijection et en déduire une identité. Notre objectif est cette fois
de trouver la forme du développement obtenu dans 1’égalité (2).

Par exemple :

A 25 =5+5+54+34+3+1+1+1+1

est envoy€ par ¢ sur :

N 125=(241)5+ (2)3 + (4)1
=10+5+6+4
=10+6+5+4.

On écrit :
N :30=124+6+5+4+3
sous la forme :

30=4(3+1) +2(3) + 1(5+3)

=(1)5+ (4+24+1)3 + (4)1

et I’on obtient pour ¢~ *(\') la parti-
tion :
A:30=54+34+3+3+3+3+3+
3+1+1+1+1
en entiers impairs.
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Nombres pentagonaux

Considérons :
Loz a2 425 47 — 12— 15 4 422 4 226 035 40

A T’exception du terme constant, les exposants semblent s’apparier par
signes et si I’on prend le degré du premier terme de la paire a chaque fois,
on trouve la suite :

1 5 12 22 35 51 70

bien connue d’Euler. Il s’agit de la suite des nombres pentagonaux f(j)
dont le nom est suggéré par la figure présentée ci-contre dans la marge.

. . 3524 =/ . 35245
On montre facilement que f (]) = =L et que f(j) = =45 f pour le
second élément de chaque paire. En d’autres termes, nous conjecturons,

comme le fit autrefois Euler, que I’on peut établir I’égalité suivante :

Théoreme.
; i2—j 52+
H(l—xk) = 1+Z(_1)](x3]2~7+x3 7 ) )
k>1 j>1

Euler a prouvé ce remarquable résultat en faisant des calculs sur des sé-
ries formelles mais nous allons en donner une preuve digne de passer a
la postérité en exhibant une bijection. Nous commengons par remarquer
que, selon (4), le produit [, -, (1 — 2*) est exactement I'inverse de la série
3,50 P(n)z™ associée aux partitions. Ainsi, si I'on pose [, (1 —2*) =:
> >0 c(n)z”, on trouve :

(Zc(n)x") . (Zp(n)x") = 1.

n>0 n>0

La comparaison des coefficients montre que ¢(n) est ’unique suite vérifiant
c(0) =1let:

Z ck)p(n—Fk) = 0 pour tout n > 1. )
k=0
) 3424
Si I’on écrit le second membre de (8) sous la forme (71)71'%
j=—00

, il

reste 2 montrer que la définition :

/'2 y . .
1 sik=3 2+J7aV6C] € Z pair,

ck) = <=1 sik= 3]'22+j7avecj € Z impair,

0 sinon
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5
est bien celle de 1’unique suite qui nous intéresse. En posant b(j) = 3]%

pour j € Z et en substituant cette notation dans (9), la conjecture s’écrit
simplement :

S pn—b(G) = 3 pn—b(j)  pourtout n,

J pair J impair

ou, bien siir, on considere seulement les j pour lesquels b(j) < n. Le décor
est planté, il faut maintenant exhiber une bijection :

v |JP—-00) — |J PO—b)).

J pair J impair

Plusieurs bijections ont été proposées pour répondre a la question ; la sui-
vante, due a David Bressoud et Doron Zeilberger est étonnament simple.
Nous nous contentons d’en donner la définition et invitons le lecteur a faire
la preuve de son caractere bijectif (on remarquera qu’en appliquant un pro-
cédé analogue a 1/(\) on revient a \).

AXN: A +...+ )\ € P(n—0b(j)), on associe :

P(A) =
A 1 A 1 14+...+1 it+35 <A,
e+ 4.+ N+ D) +1+... + st t+37 <A
A —t—3j—1

ol I’on ne mentionne pas les 0 éventuels. On constate que () appartient
a P(n—>b(j—1)) dans le premier cas et 2 P(n—b(j+1)) dans le deuxieme
cas.

Tout cela est magnifique et 1’on peut en tirer encore davantage. On sait déja
que :

H(l +2P) = Zpd(n) ",

k>1 n>0

Etant devenus des experts dans la manipulation des séries formelles, nous
constatons que I’introduction de la nouvelle variable y conduit a :

H(l_"/ymk) = Zpd,m(n)l‘nym,

k>1 n>0

ol pg,m(n) dénombre les partitions de I’entier n en exactement m termes

distincts. Pour y = —1, cela conduit a :
[[a=2% = > (Ea(n) - Oa(n))a™, (10)
k>1 n>0

ou E4(n) (respectivement Og4(n)) désigne le nombre de partitions de n en
un nombre pair (respectivement impair) de termes distincts. Voici mainte-
nant le coup d’éclat. En comparant (10) au développement d’Euler dans

A titre d’exemple, considérer n = 15,
j = 2, donc b(2) = 7. La partition 3 +
242+ 1de P(15—b(2)) = P(8) est
envoyée sur 9+ 2+ 141, qui appartient
aP(15—-0b(1)) = P(13).
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Les partitions pour le cas n = 10 :
10=9+1

10=8+2
10=7+3
10=6+4
10=4+3+2+1
et:

10=10
10=7+2+1
10=6+3+1
10=5+4+1
10=5+3+2.

On vérifie que E4(10) = O4(10) = 5.

Timbre indien a I’effigie de Srinivasa
Ramanujan

(8), on trouve le magnifique résultat suivant :

. i2 y . .
1 s1n:%ave0j > 0 pair,

Eq(n) —04(n) = -1 sin= 31?1 avec j > 1 impair,

0 sinon.

Ceci n’est, bien str, que le début d’une longue histoire qui est toujours
d’actualité. La théorie des produits infinis est truffée d’identités inatten-
dues avec leurs contreparties sous forme de bijections. Les exemples les
plus célebres sont les identités connues sous le nom d’identités de Rogers-
Ramanujan dans lesquelles le nombre 5 joue un role mystérieux :

2
n

1 T
I] 1—aF a1 —a25h 1) 2;; A—z)(1—22) - (1—an)’
Lni4n

1 x
H (1 — a®k=3)(1 — 25k=2) - Z (I—z)(1—22)--- (1 —an)’

k>1 n>0

Le lecteur est invité a traduire ces identités en terme de partitions selon le

schéma introduit par Percy MacMahon :

— Soit f(n) le nombre de partitions de n dont tous les termes sont de la
forme 5k + 1 ou 5k + 4 et soit g(n) le nombre de partitions dont les
termes different au moins de 2. Alors f(n) = g(n).

— Soit 7(n) le nombre de partitions de n dont tous les termes sont de la
forme 5k+2 ou 5k+3 et soit s(n) le nombre de partitions dont les termes
different au moins de 2 et ne comportant pas 1. Alors 7(n) = s(n).

La plupart des preuves des identités de Rogers-Ramanujan reposent sur

I’utilisation des séries formelles et 1’on a longtemps attendu une preuve fon-

dée sur une bijection. Une telle preuve a finalement été établie par Adriano

Garsia et Stephen Milne ; les bijections qu’elle utilise sont cependant trés

compliquées et nous ne pouvons faire figurer cette démonstration dans notre

ouvrage.
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Cing-coloration des graphes Chapitre 30
planaires

La coloration des graphes planaires a fait I’objet d’une recherche intensive
depuis les débuts de la théorie des graphes a cause de son lien avec le pro-
bleme des quatre couleurs. A origine, le probleéme des quatre couleurs
posait la question de savoir s’il est toujours possible de colorier les régions
d’une carte plane avec quatre couleurs de sorte que les régions qui ont un
bord en commun (et pas seulement un point) soient de couleurs différentes.
La figure montre que colorier les régions d’un plan revient a colorier les
sommets d’un graphe planaire. Comme au chapitre 11 (page 73), on place
un sommet a I’intérieur de chaque région (en considérant aussi la région
extérieure) et 1’on relie deux sommets qui appartiennent a des régions voi-
sines par une aréte qui traverse leur frontiere.

Le graphe G qui en résulte, le graphe dual de la carte M, est donc un
graphe planaire. Colorier les sommets de GG au sens usuel revient a colorier
les régions de M. On peut donc aussi bien se concentrer sur la coloration
des sommets des graphes planaires. On peut supposer que G n’a ni boucles  Le graphe dual d’une carte
ni arétes multiples, puisque cet aspect est sans rapport avec les problemes
de coloration.

Dans I’histoire longue et ardue des différentes tentatives pour démontrer

le théoréme des quatre couleurs, beaucoup se sont approchées du but, mais

c’est finalement la combinaison de tres vieilles idées datant du 19¢me siecle

et de la puissance de calcul des ordinateurs modernes (dans la preuve de

Appel-Haken de 1976 et aussi dans celle plus récente de Robertson, San-

ders, Seymour et Thomas de 1997) qui fut finalement couronnée de succes.

Vingt-cinq ans apres la preuve originale, la situation est toujours a peu pres

la méme, aucune preuve du Grand Livre n’est en vue.

Soyons donc plus modestes et demandons-nous s’il existe une preuve claire

du fait que tout graphe planaire est 5-colorable. Au tournant du vingtieéme

siecle, Heawood avait déja donné une démonstration de ce théoreme des

cinq couleurs. L’élément fondamental de sa preuve (qui est en fait aussi

celle du théoreme des quatre couleurs) est la formule d’Euler (voir cha-

pitre 11). Lorsque I’on colorie un graphe G, il est clair que 1’on peut sup-

poser G connexe puisque 1’on peut colorier les composantes connexes du

graphe séparément. Un graphe planaire divise le plan en un ensemble R

de régions (parmi lesquelles il faut faire figurer la région “extérieure”).  Ce graphe planaire a 8 sommets,
La formule d’Euler affirme qu’étant donné€ un graphe planaire connexe 13 arétes et 7 régions.
G = (V, E) on a toujours :

VI-IEl+|R] = 2
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Un graphe planaire quasi-triangulé

Pour nous échauffer, regardons comment la formule d’Euler pourrait &tre
appliquée pour montrer que chaque graphe planaire G admet une 6-colo-
ration. On procede par récurrence sur le nombre n de sommets. Pour de
petites valeurs de n (en particulier, pour n < 6) le résultat est évident. En
utilisant la partie (A) de la proposition de la page 75 on sait que GG posséde
un sommet v de degré au plus 5. Effacons v et toutes les arétes incidentes
a v. Le graphe G’ = G\{v} qui en résulte est un graphe planaire a n — 1
sommets. D’apres I’hypothése de récurrence, G’ est 6-colorable. Puisque v
a au plus 5 voisins dans G, 5 couleurs au plus sont utilisées pour ses voisins
dans la coloration de G’. On peut donc étendre toute 6-coloration de G’
en une 6-coloration de GG en attribuant a v une couleur qui n’est utilisée
pour aucun de ses voisins dans la coloration de G’. Ainsi, G admet une
6-coloration.

Examinons maintenant le nombre chromatique listé des graphes planaires,
dont nous avons parlé dans le chapitre consacré au probleme de Dinitz. 11
est clair que notre méthode de 6-coloration fonctionne aussi bien pour des
listes de couleurs (on ne manque jamais de couleurs), et 'on a x,(G) < 6
pour tout graphe planaire GG. Erdds, Rubin et Taylor ont conjecturé en
1979 que chaque graphe planaire avait un nombre chromatique listé au
plus égal a 5, et, qu’il existe en outre des graphes planaires G tels que
X, (@) > 4. IIs avaient raison sur les deux points. Margit Voigt a ét€ la pre-
micre a construire un exemple de graphe planaire G tel que (G) = 5(son
exemple avait 238 sommets) et dans le méme temps, Carsten Thomassen a
donné une preuve absolument incroyable de la conjecture pour les colora-
tions 5-listées. Sa preuve est un exemple révélateur de ce que 1’on peut faire
lorsque I’on trouve la bonne hypothese de récurrence. Celle-ci n’utilise pas
du tout la formule d’Euler !

Théoreme. Tous les graphes planaires G admettent des colora-
tions 5-listées :
X, (G) <5.

B Preuve. Notons d’abord que I’addition d’arétes augmente seulement le
nombre chromatique. En d’autres termes, lorsque H est un sous-graphe de
G, alors on a clairement x,(H) < x,(G). Par conséquent, nous pouvons
supposer que GG est connexe et que toutes les faces bornées d’un plongement
ont des triangles comme bords (et que la face non bornée est aussi fermée
par un circuit simple qui peut étre un triangle ou peut étre formé de plus de
trois arétes). Nous disons qu’un tel graphe est quasi-triangulé. La validité
du théoréme pour les graphes quasi-triangulés établira le résultat pour tous
les graphes planaires .
Lastuce de la preuve consiste a montrer 1’énoncé suivant qui est plus fort
et qui permet de recourir a un raisonnement par récurrence :

Soit G = (V, E) un graphe quasi-triangulé, et B le cycle qui li-

mite la région extérieure. Faisons les hypotheses suivantes sur les
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ensembles de couleurs C’(v), veV:

(1) deux sommets adjacents x,y de B sont déja coloriés avec des
couleurs (différentes) a et 3.

(2) |C(v)| > 3 pour tous les autres sommets v de B.

(3) |C(v)| = 5 pour tous les sommets v intérieurs.

Alors, la coloration de x,vy peut étre étendue a une coloration

propre de G en choisissant les couleurs dans les listes. En par-

ticulier, XZ(G) < 5.

Si |[V| = 3 c’est évident, puisque le seul sommet v qui n’est pas colorié
vérifie |C(v)| > 3, et il y a donc une couleur disponible. Nous procédons
maintenant par récurrence.

Cas 1: Supposons que B ait une corde, c’est-a-dire une aréte qui n’est pas
dans B et qui joint deux sommets u,v € B. Le sous-graphe G qui est
borné par By U {uv} et qui contient x,y,u et v est quasi-triangulé ; par
conséquent, par récurrence, il admet une coloration 5-listée. Supposons que
dans cette coloration les sommets u et v recoivent les couleurs 7y et §. Exa-
minons la partie basse de G2 qui est bornée par By et uv. Comme u, v
sont déja colori€s, les hypotheses de récurrence sont également satisfaites
par G5. Par conséquent GG admet une coloration 5-listée avec les couleurs
disponibles, et il en est donc de méme pour G.

Cas 2: Supposons que B n’ait pas de corde. Soit vy le sommet qui se trouve
sur B de I’autre c6té du sommet «-colorié x , et soient x, vy, ..., v, w les
voisins de vg. Puisque G est quasi-triangulé, on se trouve dans la situation
montrée dans la figure.
Construisons le graphe quasi-triangulé G’ = G\{vo} en supprimant de G
le sommet vy et toutes les arétes issues de vg. G' admet B’ = (B\{vo}) U
{v1, ..., vt} pour bord extérieur. Puisque |C'(vg)| > 3 d’apres I’hypothese
(2), il existe deux couleurs ~y et 6 de C'(vy) différentes de «. Remplagons
maintenant chaque ensemble de couleurs C(v;) par C(v;)\{7,d} en gar-
dant les ensembles de couleurs originales pour tous les autres sommets de
G’. Ainsi, G’ vérifie clairement toutes les hypothéses. I admet donc par
récurrence une coloration 5-listée. En choisissant v ou ¢ pour vy, différent
de la couleur de w, on peut étendre la coloration listée de G’ a G tout entier.
O

Ainsi, le théoreme de coloration 5-listée est démontré. Mais 1’histoire n’est
pas totalement terminée. Une conjecture plus forte affirmait que le nombre
chromatique listé d’un graphe planaire G est au plus supérieur d’une unité
au nombre chromatique ordinaire :

Est-ce que x,(G) < x(G) + 1 pour tout graphe planaire G ?
Puisque x(G) < 4, d’apreés le théoreme des quatre couleurs, nous avons
trois cas :

Cas 1: x(G)=2 = x,(G) <3
Cas II: x(G) =3 = x,(G) <4
Caslll: x(G)=4 = x,(G)<5

B,
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Le résultat de Thomassen résout le cas III, et le cas I a été démontré par
un argument ingénieux (et tres sophistiqué) d’ Alon et Tarsi. En outre, il y a
des graphes planaires G tels que x(G) = 2 et x,(G) = 3, par exemple le
graphe K> 4 que nous avons étudi€ dans le chapitre consacré au probleme
de Dinitz.

Qu’en est-il du cas II ? Ici, la conjecture est fausse : cela a d’abord été mon-
tré par Margit Voigt sur un graphe qu’avait construit auparavant Shai Gut-
ner. Son graphe sur 130 sommets peut étre obtenu de la maniére suivante :
considérons tout d’abord le “double octaedre” (voir figure), qui admet clai-
rement une 3-coloration. Soient o € {5,6,7,8} et # € {9,10,11,12};
considérons les listes qui sont données dans la figure. On peut vérifier
qu’aucune coloration n’est possible avec ces listes. Prenons maintenant 16
copies de ce graphe, et identifions tous les sommets du haut et tous ceux du
bas. Cela donne un graphe sur 16 - 8 + 2 = 130 sommets qui est toujours
planaire et qui admet une 3-coloration. Attribuons {5,6,7,8} au sommet
du haut et {9,10, 11,12} au sommet du bas, les listes intérieures corres-
pondant aux 16 paires (o, ), a € {5,6,7,8}, 8 € {9,10,11,12}. Pour
chaque choix de « et 3 nous obtenons ainsi un sous-graphe (comme dans
la figure). Une coloration par liste du grand graphe est donc impossible.
En modifiant un des autres exemples de Gutner, Voigt et Wirth ont trouvé
un graphe planaire plus petit ayant 75 sommets, tel que x = 3 et x, = 5,
qui en outre utilise le nombre minimal de cinq couleurs dans les listes. Le
record actuel est de 63 sommets.
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Voici un probleme attrayant soulevé par Victor Klee en 1973. Le directeur
d’un musée veut étre slir qu’a tout moment chaque endroit du musée est

surveillé par un gardien. Les gardiens sont placés a des postes fixes, mais
ils peuvent se tourner. Combien de gardiens sont nécessaires ?

Dessinons les murs du musée comme un polygone a n cotés. Bien sir,
si le polygone est convexe, un gardien suffit et le gardien peut se trouver
en n’importe quel point du musée. Mais, en général, les murs d’un musée

peuvent avoir n’importe quelle forme de polygone fermé. Un hall d’exposition convexe

. e L

celui représenté dans la marge. 11 est facile de voir que ce dernier requiert
au moins m = % gardiens. En effet, il y a n murs. Remarquons que le
point 1 ne peut étre observé que par un gardien qui se trouve dans le tri-
angle ombré qui contient 1, et il en est de méme pour les autres points =
2,3, ..., m. Puisque tous ces triangles sont disjoints, au moins m gardiens  __j

sont nécessaires. Mais m gardiens suffisent également, puisqu’ils peuvent "1 —
&tre placés sur les cotés supérieurs des triangles. En supprimant un ou deux
murs 2 la fin, nous concluons que pour tout n il existe un musée a n murs

Considérons un musée en forme de peigne avec n = 3m murs, comme _l'
(.

Une véritable galerie d’art. ..
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Un musée avec n = 12 murs

Une triangulation du musée ci-dessus

Cl

B/
A/

N

Le polyedre de Schonhardt : Les angles
diédraux intérieurs aux arétes AB’,
BC'" et CA’ sont supérieurs a 180°.

Sy

qui requiert | ¢ | gardiens.
Le résultat suivant affirme que c’est le pire des cas.

Théoréme. Pour tout musée a n murs, | 5| gardiens suffisent.

Ce “théoreme de la galerie d’art” a d’abord été démontré par un ingénieux
argument de VaSek Chvdtal, mais voici une tres belle preuve de Steve Fisk.

B Preuve. Dessinons d’abord entre les coins des murs n — 3 diagonales qui
ne se coupent pas, de sorte que I'intérieur soit triangulé. Par exemple, nous
pouvons tracer 9 diagonales dans le musée représenté ci-contre. La triangu-
lation retenue n’a pas d’importance, n’importe laquelle convient. Considé-
rons maintenant la nouvelle figure comme un graphe planaire dont les coins
sont les sommets, et dont les murs et les diagonales sont les arétes.

Proposition. Ce graphe est 3-colorable.

Pour n = 3iln’y arien a prouver. Pour n > 3, prenons deux sommets quel-
conques u et v reliés par une diagonale. Cette diagonale va diviser le graphe
en deux graphes triangulés plus petits qui contiennent tous les deux 1’aréte
uv. Par récurrence, nous pouvons colorer chaque partie avec 3 couleurs, et
nous pouvons choisir la couleur 1 pour u et la couleur 2 pour v dans chaque
coloration. En fusionnant les colorations, on obtient une 3-coloration du
graphe tout entier.

Le reste est simple. Puisqu’il y a n sommets, une des classes de couleurs
au moins, celle dont les sommets sont colorés par 1 par exemple, contient
au plus | % | sommets, et c’est en ces points qu’il convient de placer les
gardiens. Puisque chaque triangle contient un sommet de couleur 1, chaque

triangle est gardé, et par conséquent il en est ainsi pour tout le musée. O

Le lecteur attentif a pu relever un point délicat dans le raisonnement. Est-ce
qu’il existe toujours une triangulation ? A premiére vue on peut penser que
c’est le cas. Elle existe en effet, mais ce résultat n’est pas completement
évident, et en fait, il ne se généralise pas en dimension trois (partition en
tétraedres) ! On peut s’en convaincre avec le polyedre de Schonhardt, re-
présenté dans la marge. Il est obtenu a partir d’un prisme triangulaire en
faisant tourner le triangle du haut, de sorte que chacune des faces quadri-
latérales se décompose en deux triangles avec une aréte non convexe. On
ne peut pas trianguler ce polyedre ! Tout tétraedre qui contient le triangle
du bas doit contenir un des trois sommets du haut mais le tétraedre qui en
résulte n’est pas contenu dans le polyedre de Schonhardt. Il n’y a donc pas
de triangulation sans sommet supplémentaire.

Pour prouver qu’un polygone planaire non convexe admet une triangula-
tion, on procede par récurrence sur le nombre n de sommets. Pour n = 3 le
polygone est un triangle, et il n’y a rien a démontrer. Soit n > 4. Pour faire
un raisonnement par récurrence, on doit seulement exhiber une diagonale
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qui divisera le polygone P en deux parties plus petites qui pourront &tre
fusionnées ensemble, comme on 1’a fait plus haut.

Nous disons qu’un sommet A est convexe si I’angle intérieur au sommet
est inférieur a 180°. Puisque la somme des angles intérieurs de P est égale
a (n — 2)180°, il doit y avoir au moins un sommet convexe A. En fait, il
y en a au moins trois : c’est pour I’essentiel une application du principe
des tiroirs ! On peut aussi considérer 1’enveloppe convexe du polygone, et
remarquer que tous ses sommets sont convexes.

Examinons maintenant les deux sommets voisins B et C' de A. Si le seg-
ment BC' se trouve entierement dans P, BC' devient la diagonale cherchée.
Sinon, le triangle ABC' contient d’autres sommets. Faisons glisser BC' vers
A jusqu’a ce qu’il touche le dernier sommet Z dans ABC. AZ est mainte-
nant a ’intérieur de P et constitue la diagonale cherchée.

Il existe plusieurs variantes du théoréeme de la galerie d’art. Nous pouvons
par exemple imposer que seuls les murs soient gardés (apres tout, c’est I’en-
droit ou sont accrochés les tableaux), ou bien que les gardiens soient tous
placés a des sommets. Une variante particulierement belle du probleme, a
ce jour non résolue, est la suivante :

Supposons que chaque gardien puisse patrouiller le long d’un mur
du musée, il marche donc le long de son mur et voit tout ce qui peut
étre vu de n’importe quel point de ce mur.

De combien de “gardiens de murs” a-t-on besoin pour garder le
contréle du musée ?

Gottfried Toussaint a construit I’exemple de musée figurant dans la marge
qui montre que | % | gardiens peuvent étre nécessaires.

Ce polygone a 28 cotés (et en général 4m cotés), et le lecteur est invité a
vérifier que m gardiens placés sur les cotés sont nécessaires. On conjecture
que, sauf pour quelques petites valeurs de n, ce nombre est également suf-
fisant, mais une preuve, sans méme penser a une Preuve du Grand Livre,
n’est pas encore en vue.
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“Gardiens de musée”
(Un probleme tridimensionnel de gale-
rie d’art)




Le théoreme de Turan Chapitre 32

Un des résultats fondamentaux de la théorie des graphes est le théoréme
de Turédn, datant de 1941, qui a lancé la théorie extrémale des graphes.
Le théoréeme de Turdn a été redécouvert plusieurs fois avec des preuves
différentes. Nous traiterons cinq d’entre elles et laisserons le lecteur choisir
celle qui selon lui doit figurer dans le Grand Livre.

Fixons quelques notations. Nous considérons des graphes simples G sur
un ensemble de sommets V' = {vy,...,v,} et un ensemble d’arétes E. Si
v; et v; sont voisins, on écrit v;v; € E. Une p-cligue de G' est un sous-
graphe complet de G a p sommets, noté K,. Paul Turdn a posé la question
suivante :

Supposons que G soit un graphe simple sans p-clique.
Quel est le nombre maximal d’arétes que G peut contenir ?

Paul Turdan

On obtient facilement des exemples de tels graphes en partageant V en p—1
sous-ensembles deux a deux disjoints V' = Vi, U ... U V,_1, |V;| = ny,
n =mni + ...+ n,_1 eten joignant deux sommets si et seulement s’ils se
trouvent dans des ensembles distincts V;, V;. Notons Knl’__,np_1 le graphe
qui en résulte; il contient ZZ < My arétes. n €tant fixé, on obtient un
nombre maximum d’arétes dans de tels graphes si I’on divise les nombres
n; autant que faire se peut, ¢’est-a-dire si |n; — n;| < 1 pour tous 7, j. En
effet, supposons que n; > ng + 2. En déplacant un sommet de V; a Va,
on obtient K, —1,ny41,....n,_, qui contient (n; — 1)(ng + 1) — nyng =
n; —ng — 1 > 1 arétes de plus que Knl,n%wnp_l. Appelons graphes de
Turdn les graphes K, . n,_, tels que |n; — n;| < 1. Remarquons que si
p — 1 divise n, on peut choisir n; = 1% pour tout ¢, obtenant ainsi : Le graphe K22 3

G = ()
2 p—1/ p—1/ 2
arétes. Le théoréme de Turdn affirme alors que ce nombre est une borne
supérieure du nombre d’arétes de fout graphe a n sommets sans p-clique.

Théoreme. Si un graphe G = (V, E) a n sommets n’a pas de p-clique,

p > 2, alors : 1 n2
Bl < (1- ﬁ)g. M
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Pour p = 2 c’est trivial. Dans le premier cas intéressant, c’est-a-dire pour
p = 3, le théoréme affirme qu’un graphe sans triangle a n sommets contient
au plus ”72 arétes. On connaissait des preuves de ce cas particulier avant le
résultat de Turdn. Deux preuves élégantes utilisant des inégalités figurent
au chapitre 17.

Penchons nous sur le cas général. Les deux premieres preuves utilisent un
raisonnement par récurrence ; on les doit respectivement a Turdn et Erd6s.

B Premiere preuve. On procede par récurrence sur n. On vérifie facile-
ment que (1) est vraie pour n < p — 1. Supposons maintenant que n > p et
soit G un graphe sur V = {v1,...,v,} sans p-cliques et avec un nombre
maximal d’arétes. G contient certainement des (p — 1)-cliques puisque
sinon, on pourrait ajouter des arétes. Soit A une (p — 1)-clique; posons
B:=V\A.

A contient (” ;1) arétes. Nous allons maintenant estimer le nombre d’arétes
ep de B et le nombre d’arétes e4 p entre A et B. Par récurrence, nous
avons ep < (1 — p%l)(n — p + 1)2. Puisque G n’a pas de p-clique,
chaque v; € B estadjacent a p — 2 sommets de A au plus, et nous obtenons
ea,B < (p—2)(n—p+ 1). Finalement, cela implique :

B1< (P31 +5(1- ) m-p s 024 =20 p )

. z * z z b 2
qui est précisément égal a (1 — 27) %5 O

B Deuxieme preuve. Cette preuve utilise la structure des graphes de
Turdn. Soit v,;, € V un sommet de degré maximal d,,, = maxi<;<y d;.
Notons S I’ensemble des voisins de vy, |S| = di,, et posons T = V\S.
Comme G ne contient pas de p-clique, et que v, est adjacent a tous les
sommets de S, S ne contient pas de (p — 1)-clique.

Construisons maintenant le graphe H sur V' suivant (voir figure). H cor-
respond a G sur S et contient toutes les arétes entre S et 7', mais pas
d’arétes a I’intérieur de 7. En d’autres termes, 7" est un ensemble indé-
pendant dans H, et donc H n’a pas de p-clique. Soit d; le degré de v; dans
H.Siv; € S, alors dé- > d; par construction de H, et pour v; € T, on
voit que d} = |S| = d,, > d; grice au choix de v,,. Il en résulte que
|E(H)| > |E|, et que parmi tous les graphes ayant un nombre maximal
d’arétes, il doit y en avoir un qui a la forme de H. Par récurrence, le graphe
induit par S a au plus autant d’arétes qu’un graphe convenable I, .

sur S. Donc |E| < |[E(H)| < E(Kp, o ) obn, 1 = |T], ce qui
implique (1). (]

Les deux preuves suivantes sont de natures completement différentes. Elles
utilisent un argument de maximum et des idées issues de la théorie des
probabilités. On les doit respectivement a Motzkin et Strauss et a Alon et
Spencer.
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B Troisieme preuve. Considérons une distribution de probabilité w =
(wi, ..., wy) sur les sommets : attribuons aux sommets des valeurs w; > 0
telles que Z?:l w; = 1. Notre but est de maximiser la fonction :

flw) = Z w;w;

viv; EE

Supposons que w soit une distribution quelconque, et soient v; et v; deux
sommets non-adjacents auxquels on a attribué des valeurs positives w;, w;.
Soit s; la somme des valeurs de tous les sommets adjacents a v;. Définissons
5; de la méme maniére pour v;, en ayant supposé que s; > s;. Déplacons
maintenant le poids de v; a v;, c’est-a-dire que le nouveau poids attribué a
v; est w; + wj, tandis que le poids attribu€ a v; est égal a zero . La nouvelle
distribution w’ vérifie :

fw') = f(w) +wjsi —wjs; > f(w)

En répétant cette opération (on obtient moins de sommets a valeurs posi-
tives a chaque étape) on constate qu’il y a une distribution optimale telle
que les poids non nuls soient concentrés sur une clique, par exemple une
k-clique. Supposons que w; > wy > 0, et choisissons € tel que 0 < € <
w; —ws. Changeons w; en wy — € et we en wa + €. La nouvelle distribution
w' vérifie f(w') = f(w) +e(wy —ws) —e? > f(w). La valeur maximum
de f est donc atteinte pour w; = % sur une k-clique et w; = 0 ailleurs.

k(k—1)
2

Puisqu’une k-clique contient arétes :

=75 12"

k

Comme cette expression croit avec k, le mieux que nous puissions faire est
de poser k = p — 1 (puisque G n’a pas de p-cliques). Ainsi :

k(k—1) 1 1(1 1)

pour foute distribution w. En particulier, cette inégalité a lieu pour la dis-
tribution uniforme définie par w; = % pour tout ¢. On trouve ainsi :

5 1) < 5t
2~ I\MTh) =% p—1/’

ce qui est précisément (1). O

M Quatrieme preuve. Nous utilisons cette fois encore quelques concepts
de la théorie des probabilités. Soit G un graphe arbitraire sur I’ensemble des
sommets V' = {vy,...,v,}. Notons d; le degré de v;, et w(G) le nombre

de sommets d’une clique maximale, appelé le nombre de clique de G.
n
Proposition. Ona w(G) > Z

- n—d;
i=1 v

“Déplacement de poids”
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semble des sommets. A réindexation pres, on peut noter T = VU2 . ..U,
cette permutation. Construisons 1’ensemble C; suivant : on met v; dans C';
si et seulement si v; est adjacent a tous les v; (j < ) qui précedent v;. Par
définition, C; est une clique dans G. Soit X = |C| la variable aléatoire
correspondante. Nous avons X = Z?:l X;, ou X; est la variable aléatoire
indicatrice du sommet v;, c’est-a-dire que X; = 1 ou X; = 0 suivant que
v; € Crouv; ¢ Cr. Notons que v; appartient a C; pour la permutation
v1V2 . .. Uy, Siet seulement si v; apparait avant tous les n — 1 — d; sommets
qui ne sont pas adjacents a v;, en d’autres termes, si v; est le premier parmi
v; et ses n — 1 — d; non-voisins. La probabilité que cela se produise est
n%dl, et par conséquent EX; = n%dz. Par linéarité de I’espérance (voir
page 97) on obtient alors :

Choisissons au hasard, avec équiprobabilité -, une permutation 7 de 1’en-

n

E(C,]) = EX = ZH:EX => !

i—1 o d

Il doit donc y avoir une clique de cette taille au moins, ce que nous affir-
mions. Pour en déduire le théoréme de Turdn, on va utiliser 1’inégalité de
Cauchy-Schwarz évoquée au chapitre 17,

()’ = (520 (30)

On pose a; = /n — d;, b; = \/ﬁ, ainsi a;b; = 1, et donc :

n n

w < (Y- )Y ) S W@ Y n-d) @

i=1 i=1

Appliquons a présent I’hypothese w(G) < p — 1 du théoréme de Turdn. En
utilisant aussi le fait que >, d; = 2|E| d’apres le chapitre sur le double
décompte, I’inégalité (2) implique :

n? < (p—1)(n* - 2|E|)
ce qui est équivalent a I’inégalité de Turan. g

Nous sommes maintenant fin préts pour la dernieére preuve, qui est peut-
étre la plus belle de toutes. Son origine n’est pas claire : elle nous a été
communiquée par Stephan Brandt, qui 1’a entendue a Oberwolfach. Elle
doit venir du folklore de la théorie des graphes. Elle montre simultanément
que le graphe de Turdn est en fait I’unique exemple qui possede un nombre
maximal d’arétes (remarquons que les deux preuves 1 et 2 impliquent aussi
ce résultat plus fort).

B Cinquieme preuve. Soit G un graphe sur n sommets sans p-clique,
ayant un nombre maximal d’arétes.

Proposition. G ne peut pas contenir trois sommets u, v, w tels que
vw € E, mais tels que ni uv ¢ E, ni uw ¢ E.
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Supposons le contraire, et considérons les cas suivants.

Cas 1: d(u) < d(v) ou d(u) < d(w).

On suppose par exemple que d(u) < d(v). On duplique v, ¢’est-a-dire que
I’on crée un nouveau sommet v’ qui a exactement les mémes voisins que v
(mais vv’ n’est pas une aréte), on efface u, et I’on garde le reste tel quel.

Le nouveau graphe G’ n’a toujours pas de p-clique, et son nombre d’arétes
vérifie :

|E(G)] = |B(G)|+d(v) —d(u) > |E(G)|

ce qui est contradictoire.

Cas 2: d(u) > d(v) et d(u) > d(w).

On duplique u deux fois et ’on efface v et w (comme indiqué dans la
marge). Une fois de plus, le graphe G’ n’a pas de p-clique, et I’'on a (le —1
résulte de I’aréte vw) :

[E(G)] = |[BE(@)| +2d(u) - (d(v) +dw) = 1) > |E(G)

On obtient encore une contradiction.

Un peu de réflexion montre que I’assertion démontrée est équivalente au
fait que la relation :

u~v = w & E(G)

est une relation d’équivalence. Ainsi, G est un graphe multiparti complet,
G = Kp,,....n,_,» ce qui termine la démonstration. O
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Communiquer sans erreur Chapitre 33

En 1956, Claude Shannon, le fondateur de la théorie de I’information, posa
I’intéressante question suivante :

Supposons que I’on veuille transmettre des messages a un récep-
teur a travers un canal (dans lequel certains symboles peuvent étre
modifiés au cours de la transmission). Quel est le taux de transmis-
sion maximum qui permette au récepteur de retrouver le message
original sans erreur ?

Examinons ce que Shannon a voulu dire par “canal” et “taux de transmis-
sion”. On se donne un ensemble V' de symboles. Un message est simple-
ment une chaine de symboles de V. Modélisons le canal comme un graphe
G = (V,E), out V est ’ensemble des symboles, et £ I’ensemble des
arétes entre des paires de symboles incertains, c’est-a-dire des symboles
qui peuvent étre confondus pendant la transmission. Par exemple, dans le  Claude Shannon
cadre d’une communication par téléphone on relie les symboles B et PP par

une aréte puisqu’il y a de bonnes chances que le récepteur les confonde.

Appelons G le graphe de confusion.

Le 5-cycle Cs joue un role primordial dans le développement qui suit. Ce
graphe signifie qu’il y a un risque de confusion entre 1 et 2, mais pas entre 1
et 3, etc. Dans I’idéal, on aimerait utiliser les 5 symboles pour la transmis-
sion, mais, comme on veut communiquer sans erreur, on peut, a condition
de n’envoyer que des symboles seuls, utiliser seulement une lettre pour
chaque paire qui pourrait étre confondue. Ainsi, en ce qui concerne le 5-
cycle, on peut se restreindre a deux lettres différentes pourvu qu’elles ne 4 3
soient pas reliées par une aréte. Dans le langage de la théorie de I’infor-

mation, cela signifie que I’on réalise pour le 5-cycle un taux d’information

de log,2 = 1 (au lieu du maximum log,5 ~ 2.32). Dans ce modele, il est

clair que pour un graphe arbitraire G = (V, E), le mieux que ’on puisse

faire est de transmettre des symboles a partir d’un ensemble indépendant de

taille maximale. Ainsi, en envoyant des symboles seuls, on atteint le taux

d’information log,a(G), ot (G) est le nombre de stabilité de G.

Voyons si I’on peut accroitre le taux d’information en utilisant des chaines

plus grandes a la place de symboles seuls. Supposons que 1’on veuille trans-

mettre des chaines de longueur 2. Les chaines ujuy et v1vo peuvent étre

confondues dans 1’un des trois cas suivants seulement :

e u; = v; et ug peut étre confondu avec va,

e uy = vy et u; peut étre confondu avec vy,
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e wuy # v1 peuvent étre confondus et us # vy peuvent étre confondus.
En termes de théorie des graphes cela revient a considérer le produit G1 x
G des deux graphes G; = (Vi, Ey) et Gy = (Va, Es). G x G5 a pour
ensemble de sommets Vi X Vo = {(u1,u2) : uy € Vi,us € Va}, ol
(u1,u2) # (v1,v2) sont reliés par une aréte si et seulement si u; = v;
ou u;v; € E; pour i = 1,2. Le graphe de confusion des chaines de lon-
gueur 2 est ainsi G = G x G, le produit du graphe avec lui-méme. Le
taux d’information par symbole déterminé par les chaines de longueur 2 est
donc :

logya(G?)

2

On peut, bien sir, utiliser des chaines de longueur n quelconque. Le n-ieme
graphe de confusion G" = G X G x ... x G a pour ensemble de sommets
V= {(u1,...,uy) u; € V}iou (ug,...,u,) # (v1,...v,) sont reliés
par une aréte si u; = v; ou si u;v; € E pour tout ¢. Le taux d’information
par symbole déterminé par les chaines de longueur n est :

A a

n

= logy\/a(G?)

Que dire sur «(G™) ? Voici une premiere observation. Soit U C V un
ensemble indépendant maximal dans G, avec |U| = a.. Les o™ sommets de
G" de la forme (uq,...,uy,), ol u; € U pour tout i, forment clairement un
ensemble indépendant dans G". Par conséquent :

a(G’Il) 2 a(G)7l
et donc :
YalG") > aG)

ce qui signifie que 1’on ne diminue jamais le taux d’information en utilisant
des chaines de plusieurs symboles au lieu de chaines de symboles seuls.
C’est d’ailleurs une idée fondamentale de la théorie des codes : en codant
des symboles dans des chaines plus longues on peut établir une communi-
cation sans erreur plus efficace.

En ne tenant pas compte du logarithme on arrive a la définition fondamen-
tale de Shannon : la capacité d’erreur nulle d’un graphe G est donnée par :

O(G) := sup Va(Gn)

n>1
Le probleme de Shannon a été de calculer ©(G), en particulier ©(C5).

Examinons C5. Nous savons jusqu’ici que «(C5) = 2 < O(Cj). En étu-
diant le 5-cycle représenté plus haut, ou le produit C'5 x C'5 représenté ci-
contre, on voit que I’ensemble {(1,1),(2,3),(3,5), (4,2), (5,4)} est indé-
pendant dans C5?. Ainsi, nous avons o(C5?) > 5. Puisqu’un ensemble in-
dépendant ne peut contenir que deux sommets de deux lignes consécutives,
a(Cs?) = 5. Par conséquent, en utilisant des chaines de longueur 2 nous
avons augmenté la borne inférieure de la capacité jusqu’a ©(C5) > /5.
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Nous n’avons jusqu’ici aucune borne supérieure de la capacité. Pour en
obtenir une, suivons encore les idées originales de Shannon. Nous avons
d’abord besoin de la définition duale d’un ensemble indépendant. Nous
rappelons qu’un sous-ensemble C' C V' est une cligue si deux sommets
quelconques de C sont joints par une aréte. Ainsi, les sommets forment des
cliques triviales de taille 1, les arétes les cliques de taille 2, les triangles les
cliques de taille 3, et ainsi de suite. Soit C I’ensemble des cliques dans G.
Considérons une distribution de probabilité arbitraire x = (z, : v € V)
sur ’ensemble des sommets, c’est-a-dire que xz,, > 0 et ZUEV x, = 1.

s

Associons a chaque distribution « la “valeur maximale d’une clique” :

et posons enfin :

AG) = minA(x) = minmax E Zy
x x CeC
vel
Pour étre rigoureux, on devrait utiliser inf au lieu de min, mais le minimum
existe car A est continue sur 1’ensemble compact de toutes les distributions.
Considérons maintenant un ensemble indépendant U C V' de taille maxi-
male a(G) = « et définissons la distribution associée a U, x;; = (2, :

v € V), en posant x,, = é siv € U et x, = 0 sinon. Puisque toute clique
contient au plus un sommet de U, A(z;) = é et donc, par définition
de M(G) :
1
MG) € —— G) < ANG)!
@<yg @ @SN

Shannon a observé que A(G)~! est en fait une borne supérieure de tous
les ¥/a(G™), et donc aussi de ©(G). Pour le prouver, il suffit de montrer
qu’étant donnés des graphes G et H :

MG x H) = MG)\(H) (1)
puis que cela implique A(G™) = A(G)" et donc :
Oé(G") S )\(Gw)fl — )\(G)7n
Va(Gr) < MG

Pour prouver (1) on applique le théoréme de dualité en programmation li-
néaire (voir [1]) et ’on obtient :

A(G) = minmax T, = maxmin 2

@) x CecZ Y yXuevac @
velC C3v

ou le terme de droite parcourt toutes les distributions de probabilité y =

(yo: C €C)surC.

Considérons G' x H. Soit « et =’ des distributions qui atteignent les mi-
nima, A\(z) = AG), A(&’) = A(H). Dans I’ensemble des sommets de
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G x H attribuons la valeur z(,.) = x,, au sommet (u,v). Puisque
2 (u0) Z(uw) = Dy Tu o, T, = 1, nous obtenons une distribution. Nous
observons ensuite que les cliques maximales de G x H sont de la forme
C x D = {(u,v) : uwe C,ve D}ouC etD sontdes cliques de G et H
respectivement. Par conséquent :

MG xH) < MNz) = max Z Z(u,w)
* (u,w)eCxD

— / —

= max Ty, Z x, = MG)AN(H)
ueC veD

par définition de A(G x H). De la méme maniére on montre 1’inégalité

inverse A\(G x H) > A(G)A(H) en utilisant I’expression duale de \(G)

dans (2). En résumé :

0(G) < AG)™

pour tout graphe G.

Appliquons ce que nous avons trouvé au 5-cycle et, plus généralement,
au m-cycle Cy,,. En utilisant la distribution uniforme (,..., L) sur les
sommets, nous obtenons \(C,,) < %, puisque toute clique contient deux
sommets au plus. De la méme maniere, en choisissant % pour les arétes et
0 pour les sommets, nous obtenons A(C),) > % d’apres I’expression duale
de (2). On en conclut que A(C,,) = % et par conséquent :

pour tout m. Si m est pair, on a évidemment o(C,,) = % et donc aussi
O(Cy) = . Sim est impair on a o(Chy,) = mT_l Sim = 3, C3 est une
clique, et chaque produit C'§' est aussi une clique, ce qui implique «(C3) =
©(C3) = 1. Donc le premier cas intéressant est le 5-cycle, pour lequel nous
savons jusqu’a présent que :

VG < 8(C) < 3)

N | Ot

Avec des méthodes issues de la programmation linéaire (et d’autres idées)
Shannon a été en mesure de calculer la capacité de nombreux graphes, en
particulier de tous les graphes a cinq sommets ou moins, a la seule excep-
tion de C'5, pour lequel il n’a pas pu améliorer les inégalités (3). C’est a ce
stade que les choses ont stagné pendant plus de vingt ans jusqu’a ce que
Laszl6 Lovasz montre par un argument étonnamment simple qu’en fait,
O(Cs) = /5. Un probléme combinatoire apparemment trés difficile fut
résolu par un argument élégant et inattendu.

La principale idée neuve de Lovdsz a consisté a représenter les sommets v
du graphe par des vecteurs réels de longueur 1 de sorte que deux vecteurs
quelconques associés a des sommets non adjacents dans G soient ortho-
gonaux. Appelons représentation orthonormale de G un tel ensemble de
vecteurs. Il est clair qu’une telle représentation existe toujours : il suffit
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simplement de prendre les vecteurs unitaires (1,0, ...,0), (0,1,0,...,0),
...»(0,0,...,1) en dimension m = |V|.

On peut obtenir une représentation orthonormale du graphe C5 dans R? en
considérant un “parapluie” a cinq baleines vy, ..., vs de longueur unité.
Ouvrons maintenant le parapluie (les extrémités restant a I’ origine) jusqu’a
ce que les angles entre des baleines alternées soient égaux a 90°.

Lovasz a alors montré que la hauteur h du parapluie, c’est a dire la distance
entre 0 et S, conduit a la majoration :

o(Cs) <

<z C)

Un calcul simple donne h? = % (voir encadré) On en déduit O(C5) <

/5, et par conséquent O(Cs) = /5.

Voyons maintenant comment Lovasz a procédé pour montrer 1’inégalité (4)
(ses résultats étaient en fait beaucoup plus généraux). Considérons le pro-
duit scalaire habituel :

<$,y> =211 + ...+ 2sYs

de deux vecteurs ¢ = (21,...,75), ¥y = (y1,...,ys) dans R®. |z|? =
(z,x) = 22+ ...+ 22 estalors le carré de la longueur |x| de , et I’angle
v entre x et y est défini par :

(x,y)

T ally]

Ainsi, (x,y) = 0 si et seulement si « et y sont orthogonaux.

Recherchons maintenant une borne supérieure “0O(G) < O’;l” pour la ca-
pacité de Shannon de tout graphe GG possédant une représentation orthonor-
male particulierement “belle”. Pour cela, soit 7' = {v™® ..., v("™} une
représentation orthonormale de G' dans R?, ot v(*) correspond au sommet
;. Supposons de plus que tous les vecteurs v(?) font le méme angle (#£90°)
avec le vecteur u := %('v(l) +...4+ 'v<’”)) ou, ce qui est équivalent, que
le produit scalaire :

ait la méme valeur o, # 0 pour tout 4. Appelons cette valeur o, la
constante de la représentation 7'. En ce qui concerne le parapluie de Lovdsz

qui représente Cs, la condition (v, u) = o est certainement réalisée si
u:=0S.

h

0

Le parapluie de Lovdsz
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Les pentagones et le nombre d’or

Traditionnellement, on considere qu’un rectangle est esthétiquement
agréable si, apres en avoir découpé un carré de longueur a, le rec-
tangle restant a la méme forme que 1’original. Les longueurs a,b

des cotés d’un tel rectangle doivent vérifier 3 = 3%-. En posant

b i — 3, on obtient : 7 = T—il c’est-a-dire 72 — 7 — 1 = 0. La ré-

solution de cette équation du second degré conduit au nombre d’or
T = 145  1.6180.

a Considérons maintenant un pentagone régulier de coté a. Soit d la
longueur de ses diagonales. Euclide savait déja (Livre XIII, 8) que
% = 7, et que le point d’intersection de deux diagonales divise les
diagonales dans une proportion égale au nombre d’or.

b—a Voici la Preuve du Grand Livre d’Euclide : puisque la somme totale
des angles du pentagone est 37, I’angle en tout sommet est égal a %’r
Cela implique <ABE = %, puisque ABFE est un triangle isocele.
Cela, a son tour, implique <AM B = 3?”, et I’on en conclut que les
triangles ABC' et AM B sont semblables. Le quadrilatere CM ED
est un losange puisque ses cOtés opposés sont paralleles (examiner
les angles), donc |[MC| = a et par suite |AM| = d — a. Comme

ABC et AM B sont semblables,

d |AC| _ |AB]| _a |MC| _
’. a |AB|  |AM| d—-a  |MA] T
B FE . N s .
En outre, la distance s d’un sommet au centre de gravité S vérifie la
relation suivante, que le lecteur est invité a démontrer : s = T‘fz

(noter que B.S coupe la diagonale AC' a angle droit et la divise en
deux segments égaux). Pour terminer cette excursion en géométrie,
considérons maintenant un parapluie formant un pentagone régulier.
C D Puisque des baleines alternées (de longueur 1) forment un angle droit,
le théoréme de Pythagore implique que d = /2, et par conséquent
& = ?2;—2 = \/?jl+5' Donc, en utilisant a nouveau la relation de Py-
thagore, la hauteur 1 = |O.S| vérifie le résultat espéré

1+v5 1

2 =1-5% =

T VB+5 B

Nous procédons maintenant en trois étapes.

(A) Considérons une distribution de probabilité x = (z1,...,z,,) sur V,
posons :

ulx) = \mlv(l) 4+ ..+ xmv('")\z
et:

pp(G) = inf u(z)
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Soit U un ensemble indépendant maximal dans G tel que |U| = a. Défi-
nissons &;; = (x1,...,&m,) O z; = % siv; € U et z; = 0 sinon. Puisque
tous les vecteurs v(*) sont unitaires et que (v(?, v())) = 0 pour tout couple
de sommets non-adjacents :

—_

NT(G) < :u(wU) - ‘ZIi’U(Z) = ZI? :a? = E
i=1 i=1

Ainsi, nous avons f1,,,(G) < a~!, et par conséquent :

1

U (e)

(B) Calculons ensuite /.. (). Rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(a,b)* < |af*|b]?

pour des vecteurs a, b € R*. Appliquée 2 @ = 0™ + ... + 2,v(™) et
b = u, I'inégalité implique :

(10D + 4 o™ w)? < px) |ul? (5)

Par hypothese nous avons (v(?), u) = o, pour tout 7, et donc :

(:clv(l) +...+ mmv(m), u) = (z1+...+2y) o =0,

pour foute distribution . En particulier, cela se produit pour la distribu-

tion uniforme (L L), ce qui implique |u|? = o.. Par conséquent (5)

m?’° T m

s’écrit :
cr; < pu(z) o, ou pp(G) = o
D’autre part, si = (..., 1), on obtient :

1 (G) < p(x) = |20+ 40P = |u]? = o,

et nous avons donc prouvé que :
pr(G) = o (6)

En résumé, nous avons €tabli I’inégalité :

o(G) < i )

pour foute représentation orthonormale 7' de constante o...

(C) Pour étendre cette inégalité a ©(G), procédons comme précédemment.
Considérons encore le produit G x H de deux graphes. Attribuons a G
et H des représentations orthonormales R et S respectivement dans R” et
R?, de constantes o, et 0. Soit v = (v1,...,v,) un vecteur de R et
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“Parapluies a cing baleines”

N

I
= o O = O
OO = O
S = O = O
= o kOO
SO = OO

La matrice d’adjacence du 5-cycle C’s

w = (wy,...,ws) un vecteur de S. Au sommet de G X H correspondant
a la paire (v, w) nous associons le vecteur :

T ’
VW = (VW .., VI Ws, VoW, « oy VoW e v oy Vpl, . o, VW) € RTS
1 est immédiat de vérifier que R x S := {vwT : v € R,w € S} est une
représentation orthonormale de G' x H de constante o Par conséquent,
nous obtenons grice a (6) :

RrRs"

Ppys(GXx H) = pp(Gug(H)

Pour G" = G'x...x G etlareprésentation 1" de constante o,., cela signifie
que :

1y (G") = iy (G)" = o

et nous obtenons d’apres (7) :

a(G™) < o." Va(Gn) < 0;1

En réunissant ces éléments, on obtient le résultat de Lovasz :

Théoreme. Pour toute représentation orthonormale T =
{vM ... v™} de G de constante o ona:
1
0(G) < —. (8)
I

En examinant le parapluie de Lovdsz, nous constatons que u = (0, 0, h:%ﬁ)
et par conséquent : 0 = (v(),u) = h? = L, ce qui implique O(C5) <

\/g >
/5. Le probleme de Shannon est donc résolu.

Poursuivons encore un peu notre discussion. On déduit de (8) que la majo-
ration obtenue pour ©(() est d’autant meilleure que o, est grand pour une
représentation de GG. Voici une méthode qui nous donne une représentation
orthonormale pour n’importe quel graphe G. Associons a G = (V, E), avec

V ={v1,...,vm}, lamatrice d’adjacence A = (a;;), définie par :
P 1 si ’Ui’UjEE
R 0 sinon

A est une matrice symétrique réelle avec des 0 sur la diagonale principale.

Nous avons maintenant besoin de deux résultats d’algebre linéaire. D’abord,
en tant que matrice symétrique, A posséde m valeurs propres réelles A; >
Ao > ... > A\, (certaines d’entre elles pouvant étre égales), et la somme
des valeurs propres est égale a la somme des éléments de la diagonale de A,
c’est-a-dire 0. Par conséquent, la plus petite valeur propre doit étre négative
(sauf dans le cas trivial ot G n’a pas d’arétes). Soit p = |Ap,| = =y, la
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valeur absolue de la plus petite valeur propre. Considérons la matrice :
1
M =1+ —A,
p

ou [ désigne la (m x m)-matrice identité. Cette matrice M a les valeurs
propres suivantes : 1 + % > 1+ % >...> 1+ AT’" = 0. Enongons
maintenant le second résultat nécessaire pour la suite : si M = (m;;) est
une matrice symétrique réelle dont toutes les valeurs propres sont > 0, alors
il existe des vecteurs v ... v(™) € R* ol s = rg(M), tels que :

mij = (@ ) (1<i,j<m)
En particulier, si M = I + A on obtient :

(W 0Dy = my =1 pour tout ¢

Les valeurs propres de C,,

Examinons la matrice d’adjacence A du cycle C,,. Pour trouver ses
valeurs propres (et ses vecteurs propres) on utilise les racines m-
iemes de I'unité. Ce sont 1,¢,¢2,..., (™ L avec ¢ = e (voir
encadré en page 29).

Considérons A\ = ¢* I’une quelconque de ces racines. Nous affirmons
que (1, X, A2,..., A1) est un vecteur propre de A relatif 2 la valeur
propre A + A~L. En effet, la forme de A implique que :

1 A+ oAt 1

A Ao+ 1 A
A N _ A+ A =+ )\—1) A2

)\mfl 1 4L )\m72 )\mfl
Comme les vecteurs (1, A, ..., A™ 1) sont indépendants (ils forment

une matrice de Vandermonde), si m est impair :

CF+¢F = [(cos(2km/m) + isin(2km/m)]
+ [cos(2km /m) — isin(2kw/m)]
= 2cos(2km/m) (0< k<L)

sont toutes les valeurs propres de A. La fonction cosinus étant dé-
croissante, la plus petite valeur propre de A est :

— il
2 cos (7(”1 )F) = —2cos—
m m




250 Raisonnements divins

Par exemple, pour m = 7 nous savons

seulement que :

7

4

V108 < < —
08 < ©(Cr) < 1+ (cos Z)71

c’est-a-dire que :

3.2237 < ©(C7) < 3.3177.

et: ) ) 1 o

(v vy = Eaij pour i # j

Comme a;; = 0 dés que v;v; € F, on voit facilement que les vecteurs
v .. (™) forment une représentation orthonormale de G.

Appliquons enfin cette construction aux m-cycles Cy, lorsque m > 5 est
impair. On trouve facilement dans ce cas que p = |[Apin| = 2cos % (voir
encadr¢).

Chaque ligne de la matrice d’adjacence contient deux 1, ce qui implique
que chaque ligne de la matrice M a pour somme 1 + % En ce qui concerne

la représentation {v(!), ... v(™} cela signifie que :

; , 2
(@ oW 4 4 em)y = 1+2 =1+
et par conséquent :

i 1 _
(v(‘)7u> = E(l + (cos ) Hh=o¢
pour tout 7. Nous pouvons ainsi appliquer le résultat principal (8) et conclure

que :

m
o, < —

(Cm) = 1+ (cos )~1
Comme cos 7~ < 1, la majoration (9) est meilleure que la majoration
O(C,,) < % trouvée auparavant. Notons de plus que cos ¥ = 7, oll
T = @ est le nombre d’or. Par conséquent pour m = 5 nous obtenons :

5 5(vbh+1
OCs) < = “fﬂ =5

+ 5+ V5
La représentation orthonormale donnée par cette construction est précisé-
ment le “parapluie de Lovdsz”.

(pour m > 5 impair) )

Qu’en est-il de C7, Cy et des autres cycles impairs ? En considérant o(C2,),
a(C3)) et d’autres petites puissances, on peut certainement améliorer la
minoration 5% < ©(C,,) mais pour aucun nombre impair m > 7, les
meilleures minorations connues ne correspondent a la borne supérieure
donnée dans (8). Ainsi, vingt ans apres que Lovasz eut merveilleusement
démontré que ©(C) = /5, ces problémes restent ouverts et sont considé-
rés comme tres difficiles. Mais apres tout, nous étions déja dans une situa-
tion analogue auparavant.
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Personne ne sait qui le premier a soulevé le probleme suivant. Personne ne
sait non plus qui lui a donné une connotation humaine. Le voici :

Dans un groupe d’individus, supposons que toute paire de per-
sonnes ait exactement un ami commun. Alors, il y a toujours un
individu, le “politicien”, qui est ami avec tout le monde.

Dans la littérature mathématique, ce résultat est connu sous le nom de théo-
reme de I’amitié.

Avant d’en aborder la preuve, formulons le probleme en termes de théo-
rie des graphes. Interprétons les individus comme un ensemble de som-
mets V' et joignons deux sommets par une aréte si les personnes corres-
pondantes sont des amis. Nous supposons tacitement que I’amitié€ est ré-
ciproque, c’est-a-dire que si u est I’ami de v, v est aussi I’ami de u, et
aussi que personne n’est son propre ami. Ainsi, le théoréme prend la forme
suivante :

“Un sourire de politicien”

Théoreme. Soit G soit un graphe fini dans lequel deux sommets ont exac-
tement un voisin commun. Il existe alors un sommet adjacent a tous les
autres sommets.

Remarquons qu’il existe bien des graphes qui posseédent cette propriété,
comme dans la figure, ol u est le politicien ; en fait, nous montrerons que
ces “graphes en moulin a vent” sont les seuls graphes qui ont cette propriété.
En effet, il n’est pas difficile de vérifier qu’en présence d un politicien, seuls
sont possibles les graphes en moulin a vent.

Cet énoncé ne se généralise pas aux graphes infinis. On peut, en effet,
construire un contre-exemple par récurrence. On part d’un 5-cycle et I’on
ajoute de maniere répétitive un voisin commun a toutes les paires de som-
mets du graphe qui n’ont pas déja un voisin commun. Cela conduit a un
graphe d’amitié comportant un nombre infini dénombrable de sommets
mais sans politicien.

Un graphe en moulin a vent

Plusieurs preuves du théoreme de 1’amiti€ existent, mais la premiere, de
Paul Erd6s, Alfred Rényi et Vera Sés, est encore la meilleure.

H Preuve. Supposons que I’affirmation soit fausse, et que GG soit un contre-
exemple, c’est-a-dire qu’aucun sommet de G ne soit adjacent a tous les
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autres sommets. Pour aboutir a une contradiction nous procédons en deux
étapes. La premiere est combinatoire, la deuxiéme utilise I’algebre linéaire.

(1) Nous affirmons que G est un graphe régulier, et donc d(u) = d(v) pour
tout u,v € V.
Notons d’abord que la condition du théoréme implique qu’il n’y a pas de
cycle de longueur 4 dans G. Appelons cela la Cy-condition.
Prouvons dans un premier temps que deux sommets non-adjacents u et v
ont des degrés égaux d(u) = d(v). Supposons que d(u) = k, ol wy, ..., w
sont les voisins de u. L’un exactement des w;, appelons le wa, est adjacent
a v, et wo est adjacent a I’'un des autres w; exactement, appelons le w1, de
sorte que nous obtenons la situation de la figure de gauche. Le sommet v
a, avec wy, le voisin commun ws, et avec w; (¢ > 2) un voisin commun z;
wy wi (i > 2). D’apres la condition Cl, tous ces z; doivent étre distincts. Ainsi,
d(v) > k = d(u) et donc d(u) = d(v) = k par symétrie.
Pour terminer la preuve de (1), observons que tout sommet différent de wo
n’est adjacent ni a w ni a v. Il a donc un degré égal a k, d’aprés ce que nous
v avons déja montré. Mais puisque wy a aussi un non-voisin, son degré est
2k également k et donc G est k-régulier.

<

La somme des degrés des k voisins de u est égale & k2. Puisque chaque som-
met (sauf u) a exactement un voisin commun avec u, nous avons compté
chaque sommet une fois, sauf pour u, qui a ét€ compté k fois. Le nombre
total de sommets de G est donc :

n = k2—k+1 6

(2) Le reste de la preuve est une magnifique application de résultats stan-
dards d’algebre linéaire. Notons d’abord que £ doit étre supérieur a 2,
puisque pour k < 2 seuls G = K et G = K3 sont possibles d’apres (1),
les deux étant des graphes en moulin a vent triviaux. Considérons la ma-
trice d’adjacence A = (a;;), définie en page 248. D’apres la partie (1),
toute ligne contient 1 exactement k fois, et d’apres la condition du théo-
reme, étant données deux lignes, il y a exactement une colonne sur laquelle
elles ont toutes deux un 1. Notons de plus que la diagonale principale est
formée de 0. Nous avons par conséquent :

Eo1 1
1k 1

A2 = ) = (k-—1DI+J
1 1k

ou [ est la matrice identité, et J la matrice composée de 1. On vérifie im-
médiatement que J a pour valeurs propres n (de multiplicité 1) et 0 (de
multiplicité n — 1). A% admet donc les valeurs propres k — 1 4+n = k% (de
multiplicité 1) et k — 1 (de multiplicité n — 1).

Puisque A est symétrique et donc diagonalisable, A a pour valeurs propres
soit k soit —k (de multiplicité 1), v/k — 1 (de multiplicité r) et —vk — 1
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(de multiplicité n—1—r). Supposons que 7 des valeurs propres soient égales
avk — 1etque s d’entre elles soient égales a —k — 1,avecr+s =n—1
(on peut remarquer que 1’on a déja calculé les valeurs propres d’une matrice
de ce type au chapitre 22). Nous sommes presque arrivés au bout. Puisque
la somme des valeurs propres de A est égale a la trace de A (qui est nulle),

on obtient :
+k+rvk—1—svk—1 = 0

en particulier r # s, et :

k

s—r

k-1 = +

Or, si la racine carrée \/m d’un nombre entier est rationnelle, alors /m
un entier ! Dedekind a proposé une démonstration élégante de ce résultat
en 1858 ; la voici. Soit ng le plus petit entier naturel tel que ngy/m € N.
Si /m ¢ N, alors il existe £ € N tel que 0 < y/m — ¢ < 1. En posant
ny := no(y/m — £), on trouve finalement que n; € N et que ny/m =
no(v/m — £)y/m = nogm — {(ngy/m) € N. Comme n; < ng, on est
conduit a une contradiction.

Revenons au résultat précédent et posons h = v/k — 1, si bien que :
h(s—7) = k = h*+1

Puisque h divise A% 4 1 et h2, h doit étre égal 4 1, et donc k = 2, ce que
nous avons déja exclu. Nous sommes donc arrivés a une contradiction, et la
preuve est terminée. O

Cependant, 1’histoire n’est pas totalement finie. Formulons le théoréme de
la maniere suivante. Soit G un graphe possédant la propriété suivante : entre
deux sommets, il y a exactement un chemin de longueur 2. Il est clair que
c’est une formulation équivalente de la condition d’amiti€. Le théoréeme dit
donc que de tels graphes ne peuvent étre que des graphes en moulin a vent.
Mais qu’en est-il si nous considérons des chemins qui ont une longueur
supérieure a 2? Une conjecture d’Anton Kotzig affirme que la situation
analogue est impossible.

La conjecture de Kotzig. Soit ¢ > 2. Il n’existe pas de graphe fini pos-
sédant la propriété suivante : entre deux sommets il existe précisément un
chemin de longueur {.

Kotzig a vérifié lui-méme sa conjecture pour ¢ < 8. Dans [3] la conjecture a
été démontrée jusqu’a ¢ = 20 et A. Kostochka nous a dit récemment que la
conjecture venait d’étre prouvée pour tous les ¢ < 33. Une démonstration
générale semble pour le moment hors de portée.
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Les probabilités facilitent Chapitre 35
(parfois) le dénombrement

Comme nous avons commencé ce livre avec les premiers articles de Paul
ErdSs en théorie des nombres, nous le terminons en discutant de ce qui
sera probablement considéré comme son héritage le plus durable, 1’intro-
duction, avec Alfred Rényi, de la méthode probabiliste. La voici énoncée
de la maniere la plus simple :

Si, dans un ensemble donné d’objets, la probabilité pour qu’un objet
n’admette pas une certaine propriété est strictement inférieure a 1,
alors il doit exister un objet admettant cette propriété.

Nous avons 1a un résultat d’existence. Il peut étre tres difficile (et ¢’est sou-
vent le cas) de trouver 1’objet en question, mais on sait qu’il existe. Nous
présentons ici trois exemples de plus en plus sophistiqués de la méthode
probabiliste d’Erdds en terminant par une application trés récente et parti-
culierement élégante.

Pour nous échauffer, considérons une famille 7 de sous-ensembles A;, tous
de cardinal d > 2, d’un ensemble fini X. On dit que F est 2-colorable
s’il existe une coloration de X a deux couleurs telle que dans chaque en-
semble A; les deux couleurs apparaissent. Il est évident que 1’on ne peut
pas colorier n’importe quelle famille de cette maniére. A titre d’exemple,
prenons fous les sous-ensembles de taille d d’un (2d — 1)-ensemble X.
Dans ce cas, peu importe comment on 2-colorie X, il y a toujours d €lé-
ments qui sont coloriés de la méme fagon. D’autre part, il est également
clair que chaque sous-famille d’une famille 2-colorable de d-ensembles est
elle-méme 2-colorable. Par conséquent, nous nous intéressons au plus petit
nombre m = m(d) pour lequel il existe une famille de m ensembles qui
n’est pas 2-colorable. Autrement dit, m(d) est le plus petit nombre qui ga-
rantit que chaque famille ayant moins de m(d) ensembles est 2-colorable.

Théoreme 1. Toute famille ayant au plus 2¢~1 d-ensembles est 2-colorable,
c’est-a-dire m(d) > 2471,

B Preuve. Supposons que F soit une famille de d-ensembles compre-
nant au plus 24~ ensembles. Colorions X de maniére aléatoire avec deux
couleurs, toutes les colorations étant équiprobables. Pour chaque ensemble
A € F, soit E4 I’événement suivant : “tous les éléments de A sont colo-
riés de la méme maniere”. Puisqu’il y a exactement deux colorations de ce

type :
Prob(E4) = (1)
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bleu
arétes

et par conséquent si m = |F| < 2%~ (notons que les événements E 4 ne
sont pas disjoints) :

Prob(U Ey) < ZProb(EA) = m(3) <1
AeF AeF

Nous concluons qu’il existe une 2-coloration de X sans ensemble unico-
lore, ce qui est exactement la condition voulue. O

Erd6s a aussi établi une borne supérieure pour m(d), grossierement égale
A d?2%, en utilisant encore une méthode probabiliste, considérant cette fois
des ensembles aléatoires et une coloration fixe. On connait seulement les
valeurs exactes des deux premiers m(2) = 3, m(3) = 7. Bien slr, m(2) =
3 est réalisé par le graphe K3, alors que la configuration de Fano implique
que m(3) < 7.1ci F se compose des sept 3-ensembles de la figure (incluant
le cercle {4,5,6}). Le lecteur peut s’amuser a montrer que JF requiert 3
couleurs. Pour prouver que toutes les familles de six 3-ensembles sont 2-
colorables, et par conséquent m(3) = 7, il faut un petit peu plus d’attention.

L’exemple suivant est un classique dans ce domaine : les nombres de Ram-
sey. Considérons le graphe complet Ky sur N sommets. On dit que Ky
présente la propriété (m, n) si, quelle que soit la fagon dont on colorie les
arétes de K v en rouge et bleu, il y a toujours un sous-graphe complet sur m
sommets dont toutes les arétes sont colori€es en rouge ou un sous-graphe
complet sur n sommets dont toutes les arétes sont coloriées en bleu. II est
clair que si Ky a la propriété (m,n), il en est de méme pour tout K tel
que s > N. Ainsi, comme dans le premier exemple, nous cherchons le plus
petit nombre NN (s’il existe) possédant cette propriété : c’est le nombre de
Ramsey R(m,n).

Pour commencer, nous avons évidemment R(m,2) = m parce que, soit
toutes les arétes de [, sont rouges, soit il y a une aréte bleue et il en
résulte un K5 bleu. Par symétrie, R(2,n) = n. Supposons maintenant que
R(m—1,n) et R(m,n—1) existent. Nous allons prouver alors que R(m, n)
existe et que :

R(m,n) < R(m—1,n) + R(m,n—1) (1)

Notons N = R(m — 1,n) + R(m,n — 1), et considérons une colora-
tion arbitraire rouge et bleu de K. Etant donné un sommet v, considé-
rons 1’ensemble A des sommets reliés a v par une aréte rouge, et B I’en-
semble des sommets reliés par une aréte bleue. Puisque |A|+|B| = N —1,
soit |A| > R(m — 1,n), soit |B| > R(m,n — 1). Supposons que |A| >
R(m — 1,n), autre cas se traitant de maniére analogue. D’apres la défini-
tion de (m — 1,n), soit il existe dans A un sous-ensemble A, de taille
m — 1 dont toutes les arétes sont coloriées en rouge, ce qui donne avec v un
Ky, rouge, soitil y a un sous-ensemble A , de taille n dont toutes les arétes
sont coloriées en bleu. Il en résulte que Ky vérifie la propriété (m,n) et
I’affirmation (1) en découle.
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En combinant (1) avec les valeurs de départ R(m,2) = met R(2,n) = n,
on obtient d’apres la formule classique de récurrence sur les coefficients

binomiaux :
m+n—2
R <
my < (")

et en particulier :
2k —2 2k -3 2k -3 ok—3
k) < = <
Rk b) < (k—l) (k—1)+<k—2)_2 @
On est particulierement intéressé par un minorant de R(k, k). Cela signifie
trouver un N < R(k, k) aussi grand que possible tel qu’il existe une co-

loration des arétes sans pour autant qu’il en résulte un K, rouge ou bleu.
C’est ici que la méthode probabiliste entre en jeu .

Théoreme 2. Pour tout k > 2, les nombres de Ramsey vérifient I'inégalité
suivante :
k
R(k,k) > 22.

H Preuve. Nous avons R(2,2) = 2. D’apres (2), nous savons que R(3,3) <
6, et le pentagone colori€ de la figure montre que R(3,3) = 6.

Supposons maintenant £ > 4. Supposons que N < 2%, et considérons
toutes les colorations rouge-bleu, en coloriant chaque aréte indépendam-
ment en rouge ou en bleu avec une probabilité % Alors, toutes les colo-

rations sont équiprobables, de probabilité 2-(3). Soit A un ensemble de

sommets de taille k. La probabilité de 1’événement A r les arétes de A

k
sont toutes coloriées en rouge” est donc 2-(5) par conséquent, la probabi-
lit€ p, qu’un k-ensemble guelconque soit colori€ entierement en rouge est
majorée par :

Pp = Prob( U AR) < Z Prob(AR) = (]Z)Q*(IE)

|Al=k |A|=k

Maintenant si N < 2% et k > 4, en utilisant (JZ) < ;)’—fl si k > 2 (voir
page 13), on trouve :

k 2
<N>2—<:> <« Mo £ 98w Z gk o

N

k 2k—1

Par conséquent p, < %, et par symétrie p, < %, (probabilité que k£ som-
mets aient toutes les arétes qui les relient de couleur bleu). On en conclut
que p, +py < 1pour N < 22. 1l doit donc y avoir une coloration sans
K, rouge ou bleu, ce qui signifie que Ky n’a pas la propriété (k, k). O

Bien sir, il y a un grand écart entre les bornes supérieure et inférieure de
R(k, k). Néanmoins, aucune borne inférieure avec un meilleur exposantn’a
été trouvée pour k quelconque, pendant les 50 ans qui suivirent le résultat
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d’Erdés. En fait, personne n’a été capable de trouver une borne inférieure de
la forme R(k, k) > 2(z+9)* nj une borne supérieure de la forme R(k, k) <
2=k ayec un & > 0 fixé.

Notre troisieme résultat est une autre belle illustration de la méthode proba-
biliste. Considérons un graphe GG sur n sommets et son nombre chromatique
X(G). Si x(G) est élevé, c’est-a-dire si I’on a besoin d’un grand nombre de
couleurs, on pourrait penser que G contient un grand sous-graphe complet.
C’est cependant loin d’étre vrai. Déja, dans les années quarante, Blanche
Descartes avait construit des graphes ayant des nombres chromatiques ar-
bitrairement élevés et sans triangle, c¢’est-a-dire dont chaque cycle a une
longueur supérieure ou égale a 4 ; d’autres auteurs ont fait de méme (voir
encadré).

Cependant, dans ces exemples, il y a beaucoup de cycles de longueur 4.
Peut-on faire mieux ? Peut-on stipuler qu’il n’y a pas de cycle de longueur
petite, et que malgré tout le nombre chromatique est arbitrairement élevé ?
Oui ! Pour préciser les choses, appelons circonférence v(G) de G la lon-
gueur d’un cycle minimal de GG'; on a le théoréme suivant, que Paul Erd6s
fut le premier a démontrer.

Théoreme 3. Pour tout k > 2, il existe un graphe G a nombre chromatique
X(G) > k et de circonférence v(G) > k.

La stratégie est semblable a celle des preuves précédentes : on considere
un certain espace probabilisé sur des graphes, on montre encore que la pro-
babilité d’avoir x(G) < k est inférieure a % et de méme que la probabilité
d’avoir v(G) < k est inférieure a % Par conséquent, il doit exister un

graphe avec les propriétés désirées.

B Preuve. Soit V = {v1,vs,...,v,} 'ensemble des sommets, et p un
nombre fixe entre 0 et 1, qui devra étre soigneusement choisi plus tard.
L’espace probabilisé G(n,p) se compose de tous les graphes sur V, les
arétes individuelles apparaissant avec une probabilité p, indépendamment
les unes des autres. En d’autres termes, on consideére une expérience de
Bernoulli o chaque aréte est tirée avec une probabilité p. Par exemple,
la probabilité Prob(K,,) d’un graphe complet est Prob(K,) = p(;). En
général, nous avons Prob(H) = p™(1 — p)(;)_m si le graphe H sur V' a
exactement m arétes.

Considérons d’abord le nombre chromatique x(G). On désigne par @ =
(@) le nombre d’indépendance, c’est-a-dire la taille maximale d’un en-
semble indépendant de G. Puisque dans une coloration ayant y = x(G)
couleurs, toutes les classes de couleurs sont indépendantes (et par consé-
quent de taille < «), ya > n. Ainsi, si « est petit par rapport a n, x doit
étre grand, ce que nous voulons.

Soit r vérifiant 2 < r < n. La probabilité qu’un r-ensemble fixé de V' soit
indépendant est (1 — p)(;), et nous concluons par le méme argument que
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celui du théoreme 2 que :

Prob(a > 1) < (:l) (1- p)(;)

”T(l—p)(g) = (n(l—p)%l)r < (ne*P(Tfl)/Z)r

IN

puisque 1 — p < e P pour tout p.

Graphes sans triangle présentant un nombre
chromatique élevé

Voici une suite de graphes sans triangle G's, Gy, . . . tels que :
x(Gp) = n.

On commence par le 5-cycle G3 = C5; on a x(G3) = 3. Supposons
que nous ayons déja construit GG, sur I’ensemble de sommets V. Le
nouveau graphe G,, 11 admet V U V/ U {z} pour ensemble de som-
mets, les sommets v’ € V' étant en bijection avec les v € V, et z
étant encore un autre sommet. Les arétes de G, se classent en 3
catégories : d’abord, nous prenons toutes les arétes de G, ; ensuite,
chaque sommet v’ est relié a chaque voisin de son image v dans G, ;
enfin z est relié a tous les v’ € V. Ainsi, a partir de Gz = C5 on
obtient pour G4 le graphe de Mycielski.

Il est clair que G, n’a pas de triangles. Pour montrer que
X(Gn+1) = n + 1 procédons par récurrence sur n. Prenons une n-
coloration quelconque de GG,, et considérons une classe de couleur
C. 11 doit exister un sommet v € C' qui est adjacent a au moins un
sommet de chacune des autres classes de couleur ; sinon, on pourrait
distribuer les autres sommets de C' dans les n — 1 autres classes de
couleur, ce qui impliquerait x (G,,) < n—1. Mais il est clair que v’ (le
sommet de V' correspondant a v) doit recevoir la méme couleur que
v dans cette n-coloration. Donc, toutes les n couleurs apparaissent
dans V’, et I’on a besoin d’une nouvelle couleur pour z.

Etant donné un k£ > 0 fixé, choisissons maintenant p = n~ #+1. Nous allons
montrer que pour n assez grand :

n 1
Prob(a> ) < o 3

Y =9K) < 2 &
En effet, puisque R augmente plus vite que Inn, on a R > 6klnn
pour n assez grand, et donc p > Gk%. Avec r =[] cela implique
pr > 31nn, etdonc :

A

ol oo _3 1 1
ne P02 — pe=5 el < peiMes = pTre

Construction du graphe de Mycielski
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qui converge vers 0 lorsque n tend vers I’infini. Par conséquent (3) est vé-
rifiée pour tout n > nj.

Examinons maintenant le second parametre y(G). Pour k fixé, montrons
qu’il n’y a pas trop de cycles de longueur < k. Soit ¢ un entier compris entre
3 et k, et soit A C V un i-ensemble fixé. Le nombre de i-cycles possibles
sur A est clairement le nombre de permutations cycliques de A divisé par 2
(puisque I’on peut parcourir le cycle dans les deux sens) ; il est donc égal a

G=D! e nombre total de i-cycles possibles est donc (7;) (i_;)!, et chaque

cygle C' apparait avec une probabilité p’. Soit X la variable aléatoire qui
compte le nombre de cycles de longueur < k. Pour estimer X nous avons a
notre disposition deux outils simples mais beaux. Le premier est la linéarité
de I’espérance, et le second est I’inégalité de Markov pour les variables

aléatoires non-négatives, qui s’écrit :

ou FX est’espérance de X (se reporter a I’appendice du chapitre 14 en ce
qui concerne ces deux outils).

Soit X la variable aléatoire indicatrice du cycle C' de longueur ¢ par
exemple. En d’autres termes, posons X = 1 ou 0 selon que C' apparait ou
non dans le graphe ; on a EX = p'. Puisque X dénombre tous les cycles
de longueur < k, nous avons X = > X, et par linéarité :

k .
EX = Z " 7(1_1)!1;" < EZn‘pl <
i 2 T 24 -

=3

(k —2)n*p"

N —

. - oz < . 1
la derniére inégalité étant une conséquence du fait que np = n#1 > 1. En
appliquant maintenant I’inégalité¢ de Markov avec a = %, on obtient :

EX (np)*

< T/Q < (k-2 " = (k—2)n #7

Prob(X > %)

Puisque le membre droit tend vers 0 lorsque n tend vers 1’infini, on voit que
p(X > %) <%sin2n2.

Nous sommes presque arrivés au bout de nos peines. Notre analyse im-
plique que pour n > max(ny, ny) il existe un graphe H sur n sommets
avec o(H) < 5 et moins de § cycles de longueur inférieure ou égale a k.
Supprimons un sommet de chacun de ces cycles, et considérons le graphe
G obtenu. On a donc (G) > k. Puisque G contient plus de § sommets et
vérifie a(G) < a(H) < g5, on obtient finalement :
n/2 n n

oG = va(@m ok "

X(G)

d

On connait des constructions explicites de graphes (de tailles énormes) a
circonférence et nombre chromatique élevés. En revanche, on ne sait pas
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fabriquer de colorations rouges/bleus n’ayant pas de grandes cliques mo-
nochromatiques, dont 1’existence est pourtant assurée par le théoreme 2.
Ce qui reste frappant a propos de la démonstration d’Erd6s, c’est qu’elle
prouve I’existence de graphes relativement petits 2 nombre chromatique et
a circonférence élevés.

Pour terminer notre excursion dans le monde des probabilités, traitons un
résultat important de la théorie géométrique des graphes (qui remonte en-
core une fois a Paul Erdds) dont la Preuve étonnante du Grand Livre est
d’un cru récent.
Considérons un graphe simple G(V, E) & n sommets et m arétes. Nous
voulons plonger G dans le plan comme nous 1’avons fait pour des graphes
planaires. Nous savons depuis le chapitre 11, comme conséquence de la
formule d’Euler, qu’un graphe planaire simple G' a n sommets posséde au
plus 3n — 6 arétes. Par conséquent, si m est supérieur a 3n — 6, il doit y
avoir des intersections d’arétes. Le nombre d’intersections cr(G) est donc
défini de fagon naturelle : c’est le plus petit nombre d’intersections parmi
toutes les plongements de G. Ainsi, cr(G) = 0 si et seulement si G est
planaire.
Etant donné un tel plongement minimal, les trois situations suivantes sont
écartées :
e aucune aréte ne peut se croiser elle-méme ;
e les arétes qui ont un sommet commun ne peuvent pas se Croiser ;
e deux arétes ne peuvent se croiser deux fois.
En effet, dans chacun de ces cas, nous pouvons dessiner le méme graphe
avec moins d’intersections, en utilisant les opérations qui sont indiquées
dans notre figure. A partir de maintenant, nous considérons que tout plon-
gement suit ces régles.
Supposons que G soit plongé dans R? avec cr(G) intersections. Nous pou-
vons immédiatement en déduire une borne inférieure du nombre d’inter-
sections. Considérons le graphe [ suivant : les sommets de H sont ceux
de G auxquels on ajoute tous les points d’intersection, et les arétes sont
tous les morceaux des arétes originales en parcourant le graphe de point
d’intersection en point d’intersection.
Le nouveau graphe H est désormais planaire et simple, (cela se déduit des
trois hypotheses précédentes). Le nombre de sommets dans H est n+cr(G)
et le nombre d’arétes est m+2cr(G), puisque chaque nouveau sommet a un
degré 4. En utilisant la borne sur le nombre d’arétes des graphes planaires,
on trouve :

m+2cr(G) < 3(n+cr(G))—6

c’est-a-dire,
cr(G) > m—3n+6 4)

Par exemple, pour le graphe complet K¢ on obtient :
cr(Kg) >15—-18+6=3

et en fait, il existe un plongement avec seulement 3 intersections.

s
¥ ¢

@
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La borne fournie par (4) est relativement bonne lorsque m est linéaire en n,
mais lorsque m est plus grand, la situation change et fait 1’objet du théoréme
qui suit.

Théoreme 4. Soit G un graphe simple a n sommets et m arétes, tel que
m > 4n. Alors : 1 m3

er(@) = 64 n?

L’histoire de ce résultat, appelé lemme d’intersection, est assez intéressante.
I1 a été conjecturé par Erdds et Guy en 1973 (é étant remplacé par une
constante c). les premieres preuves furent données par Leighton en 1982
(avec 155 a la place de g;) et indépendamment par Ajtai, Chvital, New-
born et Szemerédi. Le lemme d’intersection n’était guere connu (en fait,
beaucoup de mathématiciens le connaissaient toujours en tant que conjec-
ture bien apres 1’apparition des premieres preuves), jusqu’a ce que Laszl6
Székely montre son utilité dans un bel article, en 1’appliquant a différents
problemes géométriques extrémaux difficiles. La preuve que nous présen-
tons maintenant est le fruit de conversations par courrier électronique entre
Bernard Chazelle, Micha Sharir et Emo Welzl. Elle appartient sans aucun
doute au Grand Livre.

H Preuve. Considérons un plongement de G, c’est-a-dire une représenta-
tion plane minimale de G, et soit p un nombre réel compris entre 0 et 1 (qui
sera choisi plus tard). On génere un sous-ensemble des sommets de G en
effectuant un tirage indépendant de chaque sommet de GG avec une proba-
bilité p. Le graphe induit ainsi obtenu est appelé G,

Soient n,, m,, et X, les variables aléatoires qui comptent le nombre de
sommets, d’arétes et d’intersections dans G,,. Puisque I'on a cr(G) —m +
3n > 0 d’apres (4) pour fout graphe, I’espérance doit satisfaire :

E(X, —my+3n,) > 0

Calculons maintenant chaque espérance E(n,), E(m,) et E(X,). Il est
clair que E(n,) = pn et E(m,) = p>m, puisqu’une aréte est dans G, si
et seulement si ses deux extrémités y sont. Finalement, E(X,) = pter(GQ),
puisqu’une intersection est dans G, si et seulement si les quatre sommets
(distincts !) y figurent.

Par linéarité de I’espérance, nous obtenons donc que :
0 < E(X,) - E(m,) + 3BE(n,) = p'er(G) - p*m +3pn

c’est-a-dire : 5
p°m — 3pn m  3n
(@) = T ) ®)
p p p
Voici maintenant 1’argument final. En posant p = % (qui vaut 1 au plus
par hypothese), (5) devient :

4m 3n 1 m

1
(@) 2 G \m/mE ~ m)y 642
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c’est ce que nous cherchions. O

Paul Erd6s aurait adoré cette preuve.
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