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PREFACE

et ouvrage vient compléter le livre de cours d'Analyse (tome I) de la
collection " Maths-plus". Il propose des exercices et problemesde
niveaux variés sur le programme des premieres années aes facultés
et instituts supérieurs.

Les exercices sont rangés par ordre de difficulté croissante et sui-
vent presque fideélement les paragraphes et chapitres du livre de cours
d'Analyse (tome I) de 1a collection "Maths-plus".

La méthode est simple : chaque exercice est suivi d'une solution dé-
taillée et quelquefois en plus, d'exercices de méme type non résolus. Ainsi,
pour une bonne compréhension du cours et une bonne préparation a un exa-
men, il est vivement conseillé de chercher et d'essayer de résoudre SEUL les
exercices et le cas échéant, revoir la ou les parties du cours avant de consulter,
en extréme recours, la solution du probléme, 1'écrire et la refaire soi-méme.

Nous espérons que ce livre apportera une aide efficace aux étu-

diants et leur permettra de mieux aborder les notions et méthodes nouvelles
introduites au début des études supérieures en Analyse.

LES AUTEURS.
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calcul dans R - 9.

1.1

1.2.

CALCUL DANS R

Soit A une partie non vide de R. On pose (- A) = {- x /x € A}. Montrer que :
1°) Si A est majorée, (-A) est minorée etona: inf (- A) = - sup A.
2°) Si A est minorée, (-A) est majorée eton a: sup (- A) = - inf A.

Solution
1°) Soit A une partie non vide, majorée de R. Soit & sa borne supérieure. Donc,
par définition on a :
H)Vxe A x<a.
inVeeoO dxpe A o—¢e<xg <0
1l est clair que (-A) est une partie non vide et minorée par o' =— o puisque
d'aprés i) :
Vye(-A) -ye A donc -y<a.cestadire -a<y.
D'autre part, soit € > 0. On sait, d'aprés ii) qu'il existe x5 € A tel que :
o-g<xp<a.Dol -a<-x,<-a+¢e  Parsuite
a<-xg<a'+e Dou: Ve>0 dyje (-A) a'<yg<a’ +E&.
Donc o' = - sup A est la borne inférieure de (-A)
2°) Démonstration analogue. |

Soient A et B deux parties acn vides de R. Montrer que :
1°) Si A et B sont majorées, A U B est majorée et
sup (AUB) = sup (supA, supB).
2°) Si A et B sont minorée, A U B est minorées et
inf (AUB) = inf (infA, infB)

Solution

1°) A et B sont des parties non vides majorées de R, soit a=sup A et § =sup B
Soit M = sup (o, B). M est alors un majorant a la fois de A et de B,donc de (AUB)
Comme A et B jouent des roles symétriques, on peut supposer, par exemple que

M= .
Soit £ >0.Comme M = =sup B,ilexiste ygpe Belque P-e<yy<pB.
D'oti : Ve>0 Jyge (AUB) B-e<yy<B.

Ce qui prouve que sup (A w B) = M= sup (sup A, sup B). )
2°) Démonstration analoguc. -
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1.3.

Soit {Ag}, < ; une famille quelconque de parties non vides de R.
.1°) Si pour tout e l, A, est majorée et si I'ensemble
U = {supA,/ael} est majoré, alors UA, estmajoréeetona:
ael
sup (U Aa) = sup (sup Au)
ael

Peut-on avoir le résultat si I'hypothese "U majoré" n'est pas vérifice?

2°) Si pour tout ael, A est minorée et si I'ensemble V= {infA, / ael}

est minoré alors v A, est minorée etona: inf( v A() = inf (inf Aa)
ael ael

Peut-on avoir le résultat si I'hypothése "V minoré" n'est pas vérifiée?

Solution

1°) Pour tout o € I, A est une partic non vide et majorée de R. Soit so = SUpA,,.
De plus, I'ensemble U= { sq =sup A, /o€ I} est majoré (et non vide).
Soit s = sup U. Pour simplifier I'écriture, posons A= U A

On a par définition: Vae I supA,<s. ael
D'on : VxeA x<s. et A est alors majorée par s.
Soit e > 0.

Comme s=supU,ilexistexe I tel que s-€/2 <sy<s.
Mais alors, comme par définition sg =sup A, il existex € A, tel que
So -€/2<x < sy . Don:
S-€=(s5-82)-€2<50q-82<x<5q <5,
Et par suite:
Ve>0 dIxe A s-g<x<s.
Ce qui montre que : s = sup A . Cest a dire :
sup (U Aa) = sup (sup Aa)
ael
Supposons, maintenant que U n'est pas majoré. Dol :
VneN 3Japel telque Sa, > .

En choisissant € = (sq,, - n) > 0, on peut écrire par définition des sq

Vne N I xn€ Aq, telque sq, -€<Xp< sq, -
D'oii : .
Vne N dxp€ Aq, tel que n < Xy
ou encore Vne N Ixp€ A tel que n <xy,.

Ce quiprouve que A= Aa n'est pas majorée.
oel -
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1.4.

L.5.

Exemple: I=N,
Vne N Ap =1 -e0, n]
Pour tout n € N, A est majorée et sup Ap=n,donc U=N,etA= U A =R
ne N

n'est pas majoré. On peut poser dans ce cas, par convention : sup A=+oo
2°) La démonstration est analogue. n

Soient A et B deux parties non vides de R. On définit I'ensemble

A+B= {x+y/xeAetyeB}. Montrer que :
1°) Si A et B sont majorées , (A+B) est majorée eton a:
sup (A + B) = sup A + sup B.
2°) Si A et B sont minorées , (A + B) est minorée etona:
inf (A + B) = inf A +inf B.
3°) Généraliser ces résultats 2 un nombre fini de parties non vides de R.

Solution
1°) Posons ao=sup A et P =supB.
Pourtout z=x+ye (A+B)ona:
z=X+y<sup A +supB.
Donc (A + B) est majorée eton a : sup (A + B) <sup A + sup B.
Mais, de plus,on a :

Ve>0 3Ixg€ A o-€f2<xg <0
Ve>0 dype B B-e2<yy<B.
D'oli, en posant  zy=xp+yg€ (A+B),ona:
Ve>0 1 z5e (A+B) telque (x+P)-e<zp<(o+pP)
Ce qui prouve que (ot + B) est la borne supérieure de (A + B).
Autrement dit : sup (A + B) =sup A + sup B.

2°) Démonstration analogue.

3°) Pour généraliser ces résultat, il suffit de voir que :
A + B + C = (A + B) + C, et appliquer, par réccurence, les résultats 1) et 2).
|

Soient f et g deux fonctions-numériques définies sur une partie E, non vide, de R
Si f est bornée on définit sup £ = sup f(E) et inf f = inf f(E) . Montrer que :
1°) Si f et g sont majorées , ( f + g ) est majorée eton a:
Sup(f+g) <supf+supg
A-t-on égalité dans le cas général ? Justifier votre réponse.
2°) Si f et g sont minorées , (f + g) est minorée etona:
inf f + inf g < inf (f+g)
A-t-on égalité dans le cas général ? Justifier votre réponse.
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Solution
1°) Soient fetg deux fonctions numériques majorées, sur une partie E non vide

de R. Par définition on a :
VxeE (f+g & =1fx)+gkx) <supf+supg.

Donc (f+ g) (E) est une partie non vide et majorée par sup f + sup g.

Comme la borne supérieure est le plus petit des majorants, on a ;
sup(f+g)<supf+supg

on n'a pas égalité dans le cas général. En effet :
SiE=[-1,1) et fx)=x etgx)=-x

f et g sont majorées sur [-1, I]etsupf=1etsupg=1

Alorsque (f+g)(x)=0 pourtout xe [-1,1].

donc sup(f+g)=0 # supf+supg=2.

2°) Démonstration analogue |

1.6. | Soient A et B deux parties non vides majorées de R+.

On définit I'ensemble AB = {xy /x€ A et y e B}
Déterminer sup (AB) et inf (AB).

Solution .
Soient a=supA et B =supB.
Si A ou B est réduit a {0}, le produit AB = {0}
donc sup (AB) =0 =sup A . sup B.
Supposons donc que A et B ne soient pas réduits a {0},
Donc oz0 et B=0.
On a d'abord Vxe A VyeB Xy < sup A sup B.
Donc off est un majorant de AB,
D'autre part :
€
Ve>0 dxge A o-—<xp<0.
2B
£
Ve>0 dyse A B-—<y,<B.
2c

A et B éant des partiesde R+et ao20etP=0donc a>0etP>0. Donc:
2

e -
a2z, =x5y,>0p-e+ —>af-¢.
40P

Dou: Ve>0 3zyze AB telque af-e<zy<af.

En résumé sup (AB) =sup A . sup B.
De méme, on démontre que : inf (AB) =inf A . inf B. [ ]
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1.7. | Pour chacun des ensembles suivants donner, si elles existent, la borne inféricure
et la borne supérieure et dire si elles font partie de I'ensemble considéré :

19 A={xeQ /x2<7)

2°) B={xeQ /x3<8)

3°) C={xeR /x2<5)

Solution

1°) Soit A={xeQ /x2< 7).
D'abord : V xe A x2<7<9.
dou : YV xe A x e [-3, 3]

Donc A est une partic de R qui est bornée, donc elle admet une borne inférieure
et une borne supérieure. et on a :

supA=\7¢ A

et infA=-v7¢ A.
2°)B={xe Q /x3<8).
VxeB x3 <8 équivaut a dire que : (x - 2) (x24+2x+4) <0.

Or le discriminant du trindme (x2+2x +4) est négatif donc cette
quantité est toujours strictement positive . D'olr :

VxeR :[xeB & xeQ et x<2].
Dou B=]-9,2]nQ. Bestalors majorée par 2 ¢t sup B=2¢€ B.
Alors que B n'est pas minorée. On peut poser, par convention inf B = - oo

3°) C={xeR /x2<5)
VxeR :[xeC oxel-V5,V5]]

DoncC=[-\/§,/§]doncinfC=-\/§ eC et supC=5 e C.
|

1.8.| SoitE={xe R* /I (mneZ2 x=m+n V2 )}
Montrer que inf E = 0.

Solution

Soit E={xeR* /Ei(m,n)eZ2 x=m+n /2 }.

Montrons que infE =0.

D'abord, comme E est une partie non vide de R*+ puisque 1 € E , E est minorée
par O donc posséde une borne inférieure.

Soit x5 =-1+ J2:=E X, € 10, 1[. Montrons que pour tout k € N* xg e E.
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1.9.

Par récurrence. .
Pour k=1 xp=xp€ E.
Supposons que x'é e E. Dot il existe un couple (m, n) € 72

tel que xg =m+ nﬂ

Ona: x§+1=xg.x0=(m+n\/§)(-l +\/T’Z)=(2n-m)+(m-n) ﬂ

[P k+1
dou xg

Ainsi, on a construit une suite géométrique d'éléments de E, de premier terme x_ et

€ E. carx*e E donc x*>0 et x,>0.

de raison x_ € ]O, 1[. Cette suite est convergente et tend vers 0. D'ou :

Ve>0 INeN VkeN/[k=2N= IxK-0l<e]

Donc, en particulier N N
X=Xy € E et O<xy<e

Dou Ve>0 3FJx13e E tel que 0<x1<0+¢.
Ce qui prouve que O est 1a borne inférieure de E. [ ]

Montrer que chacun des ensembles suivants est borné, et calculer sa borne
supérieure et sa borne inférieure :
19 A={ M1 /penx)

n+1

2°) B = { sin ((n/n) - 7/4) / neN* )
3°) C={1/n+sinnn/3) /ne N*}

Solution .
1°) Soit A = { I;T /ne N}
Pourtoutne N :
' n-1 2
1< ——=1--22<1
n+ n+l

Donc A c [-1, 1] donc -1 est minorant de A et 1 est un majorant de A.
Comme -] = % € A donc inf A = -1 qui est donc le plus petit élément de A.
Montrons que 1 est 1a borne supérieure de A.

i . o 2
Considérons la suite de terme général =

Lorsque n tend vers + o, cette suite tend vers 0. Donc :
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vVe>0 INege N Vne N [(n2Ng = 3. <]
- 2
Donc en particulier NF1<¢
: £
-2
R >-€ et 1-g <1-
Dot N +1 N +1
€ €
2
Posons xE:l-—NFEA on a alors :

Ve>0 Jxge A telque 1-g<xg<].
Ce qui montre que : sup A=1.

29YB={ sin(n/n-m/4) /ne N*}.
V xe R Isinx 1< 1, donc l'ensemble B est borné.

V2

sin(r - ©/4)=sin T4 = SiII(TE/z -mM) = >

D'autre part V xe N [n22.= -4 <7/ -7/M4<n/4]

Comme la fonction sinus est croissante sur [-/2, t/2Jona:Vye B - <

V2
= =Y
V2

2 ) 2 .
Donc - —— est un minorant et —=—  est un majorant de B. Comme 5 €B

2 2
2
c'est donc le plus grand élément de B. d'out sup B = \/_2—_
2
Montrons que inf B = - 4

V2
2

La suite{m/n}p tend vers O lorsque n tend vers +eo
Il en résulte que la suite {(n/n - nt/4)}p tend vers -w/4

Comme la fonction sinus est continue sur R, la suite {sin(nt/n - ©/4)}

est également convergente et tend vers sin (-n/4) = - - - D'ou :

2
Ve>0 TdNge N VneN [m 2Ng :>lsin(1t/n-7t/4)+{2—_l<s]

D'ou en particulier :

: 2
_fz__z.-e<sin(1r/N£-7t/4)<- 4”,
Et par conséquent : 5 \/-2
Ye>0 dyeB tel que -TSy0<-—2-+e.

Ce qui prouve que  infB = -

S

3°) Soit C = { 1/n + sin n7/3 / n € N*}
Pour tout n € N* on a O<1i/n<i et -1<sinnm/3<1.
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1.10.

I1 en résulte que 1< l/n+smnn/3<2, Vn € N*,
Ceci montre que I'ensemble C est borné: -1 est un minorant et 2 est un majorant de
C. Pour tout n € N*, nn/3 prend les valeurs 0, n/3, 2n/3, &, 41/3, Sn/3
modulo 2n. Doncona: V3 . nm < V3

| P
Ceci montre que 1 + T (puisqu'il apparticnt a C) est le plus grand élément de C.
D'ot supC=1+ @

Montrons que - .\12_} est la borne inférieure de C.

Lasuite{1/n}; tend vers O lorsque n tend vers + 0. D'ol :
Vex>0 I Nge N V ne N [Nn>Ne = 1/n <¢]
Soit m un enticr supérieur ou égal & Ne. Posonsn=5+ 6m .
On voit facilement que :
iyn> Ng

ii) n/3 = 5n/3 + 2mmn.

Ilcnrésulthue:i+sm_m_t=.1_-£<-_3+
n 3 n 2 2
D'ou, en résumé :
3 3
Vex>0 Jz5e C tel que '\/T_SZO<'12__+€
. . 3
Ce qui montre que inf C= - —\/2_— |

(Coupures de DEDEKIND).
Soit f la fonction définie de R dans R par f(x) =x3+x-1.
1°) Etudier 1a monotonie de f.
- 2°) Soit p/q un rationnel. Montrer que I'€galité f(p/q) = O est impossible.
3)SoitA={aeQ /f@)<0} et B={beQ / fb)>0}.
Montrerque : a)AnB=9p ¢t AUB=(Q
b)Vae A et Vbe B ac<h.
4°) Montrer l'existence de o = supA et B = infB dans R et qu'elles vérifient
O<a<P <.
5°) a)Montrer Ve>0 Jae A Jbe B telsque O<b-a<e
b) En déduire que o = .
6°) a) Soit O<x<y<l.
Montrer que 0 < f(y) - f(x) < 4(y - x).
b) En déduire que f(x) <0 et f(B)=0.
¢) Conclusion?
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Solution
Soit f(x) = x3 + x - 1 une fonction définie de R dans R.
1°) Etudions la monotonie de f.
Soit (x, y) € R2,
Ona : f(x)-f(y)=x3-y3 +x -y
=(x-y) [x2 + xy + y2 + 1]
La quantité entre crochets peut étre considerée comme un trindme du second degré
en x avec un paramétre y. Son discriminant, pour chaque valeur de y, est :

A=y2-4(y2+1)=-3y2+4)<0 VyeR.
Donc ce trindme est toujours strictement positif pour tout x € Rettouty € R.
D'ot le signe de [f(x) - f(y)] estceluide (x -y) et parsuite fest strictement
croissante sur R.

2°) Soitp/q € Q, p et q étant des entiers relatifs premiers entre eux. Supposons que
f(p/q) = 0. D'ou, aprés avoir réduit au méme dénominateur, on a :
p3+pq?-q3 =0.
ou encore p(p2 + ¢2) = ¢3.
p divise le membre de gauche, donc p divise g3.
Or p et q sont premiers entre eux donc p divise g
Ce qui absurde et prouve, par conséquent, que 1'égalité f(p/q) = 0 est impossible.

3°)a) Soient A={ae Q / fa)<0} et B={be Q /f(b)>0]}.
f étant une application, A et B ne peuvent avoir de point commun, donc A "B =g.
D'autre part,onabien AUB c Q.
Soit x € Q. On sait que f(x) = 0 est impossible, donc :
-oubien f(x) <0donc x e A.
- ou bien f(x) > 0donc x € B.
etparsuite xe AuB.Doi AUB=Q

b) Maintenant, si I'on suppose qu'il existe a€A et be Btelsque b<a.
Comme f est strictement croissante f(b) < f(a) .
Orbe B donc f(b)>0
et ae A donc f(a) < 0. Ce qui est absurde. D'ott :

YVae A et VbeB a<b.

4°) D'aprés ce qui précede, A est une partie non vide (de R) et majorée par n'importe

quel élément de B. Donc A posséde une borne supérieure o = sup A qui vérifie :

Vbe B a<b.
Ainsi, B est une partie non vide (de R) minorée par o donc admet une borne
inférieure
B = inf B qui vérifie o< B.

Par ailleurs,ona{(0) =-1<0donc 0 A ¢t O<a etf(l)=1>0doncl € B
etb<l. Dou: O0<a<bcl
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5°) a) Supposons qu'il existe €g> 0 tel que :

Vae AetVbeB b-a2 g
Doi  3Jg>0 Vae A VbeB b>a+¢g,
Ilenrésulte que:  Jgg>0 Vae A B=a+ g
D'ou dep >0 tel que Bza+eg

Or nous savons que Q est dense dans R. Donc :
3z2pe @ telque o <p-gp-~sy<P.
Mais alors : zp<P<b ¥YbeB
donc zyge B etzp>B-gy2>a2a Vae A donc zge A.
Etpar suite zy¢ AUB.
Or z5e @ et AuB=Q.Ce quiest absurde.

Et par conséquent :
Ve>0 Jae A dbe B telsque O<b-a<e.
b) Montrons que o = B.
D'apres ce qui précede : i
Ve>0 dae A et Jbe B tels que a<b<a+e

D'ol puisque o=sup A:
Ve>0 Jae A dbe B telsqueta<bc<a+e.
Comme¢ VaeA e VbeB a<P<b ona:
Ve>0 Jae A telque a<P<oa+e
Or o<fB.dou: Ve>0 as<sB<oa+e.

Ouencore : Ve>0 0<B-oc<e
Ce qui montre que (B—a)=0cestadire a=0.
6°)a)Soit O<x<y<l. ™

Montrons que 0 <f(y) - f(x) <4 (y-x)
On a déja vu que : f(y) - f(x) = (y - X) [ y2 + yx + x2 + 1]
D'ol 0 < f(y) - f(x) < 4 (y - x) . dapres (*).
b) Supposons que f(o) > 0. -
D'apres la propriété de la borne supérieure, on peut écrire, en choisissant
€=1/4n,ne N*:

¥V ne N* dxpe N/ o - 1/4n < x,< 0.
On en déduit alors que : fxp) <0 VneN car Xxp € A.
Et d'aprés la propriété précédente : 0 < f(o) - f(xp) <4 (0 - xp) = 1/n.

Ainsi {f(xn)},, est une suite de nombres réels strictements négatifs qui converge vers
un nombre strictement positif qui est f(c). Ce qui est absurde.
Par conséquent  f(o) <0.
Une démonstration analogue prouve que (). 0.
¢) Comme ona vu que o= P, d'apres ce qui précede ona: f(o)=0=1{(3). W
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1.11.

Soit A un sous-ensemble non vide de R. Unpoint o € R est dit point
d'accumulation de A si pour tout € > 0, l'intervalle ] o - €, o + €[ contient un
élément de A différent de o.

1°) Montrer que si o est un point d'accumulation de A , alors pour tout € > 0,

I'intervalle Jo - €, o + g[ contient une infinité d'éléments de A (différents de @)
2°) Déterminer_tous les points d'accumulation des ensembles suivants : |

Q) A={(D"+l/n / ne N*}.
b)B={1/m-1/m / (,m)e ™W*)2 0<n<m}.

1 nr
c0C= { T3+ cosg /ne N}

Solution
1°) Soit o un point d'accumulation de A.

Par définition, pour tout € > 0, l'intervalle Vg = ]a - €, o + €[ contient au moins
un élément de A, distinct de o.
Ce qu'on peut écrire, pour € = 1/n , n € N*, comme suit :

¥V ne N* (Ja-1m,a+ In[\Noa})n A=#g.
Ou encore :

V ne N¥ Ixpe A/ O<lxp-al<l/n
Lasuite {xq}p ainsi construite est formée d'éléments de A, tous distincts de o, et
qui converge vers Q.
Cette suite ne peut étre stationnaire, car sinon :

Jk e N* ¥ ne N* [n>k = xp=x.].
Ce qui est absurde, car {xg} converge vers o et non vers xy # .
Ainsi l'ensemble U = {x,/ne N*} estinfini (U c A).
D'autre part, d'aprés la propriété d'Archimede :

Ve>o Ange N* / 0<1/ng <e.

D'otl (Jo-Ung,o+ng[\N{a}) < (VeNla})
Comme le premier ensemble contient une infinité d'éiéments de A (distincts de o),
il en est de méme pour V¢ \ {a}.

Remarque : L'ensemble des points d'accumulation de A est appelé ensemble dérivé
de A etestnoté A
Il est & noter que A’ n'est pas nécessairement contenu dans A.

2°) Pour déterminer tous les points d'accumulation d'un ensemble, il suffit
de chercher toutes les limites possibles de suites (infinies) d'éléments de cet
ensemble ;
a) A={-D"+1/n /ne N*}.
Les seuls points d'accumulations de A sont ov=1etf =-1
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En effet : soit x, = (- 1)2“ + -l— ety =( 1)2n+1 % ,ne N*

{xn}p (resp. {yn}; ) est une suite d'éléments de A, tous distincts de 1 (resp.-1) et qui
converge vers 1 (resp. -1). Donc  A'= {-1, 1}.

b) B={l/m-1/m / (n,m)e N*2  (O<n<m}.

Tous les points  op = 1/n, n € N* sont des points d'accumulation de B. En effet,
pour tout n € N* fixé, la suite {1/n - 1/m}, est convergente et tend vers oy, = 1/n .
D'autre part 0 est aussi un point d'accumulation de B. Car si I'on choisit m =2 n.
et on pose Xpn=1/m-1/2n=1/2n ne N*

{xn} est une suite d'éléments de B, tous distincts de O et qui converge vers (.

Par ailleurs les points de la forme -1/m ne sont pas des points d'accumulation de B,
car on ne peut pas construire de suite d'éléments de B, tous distincts de -1/m qui
converge vers -1/m. in T

Donc B'={0} U {I/n /ne N*}

| |
I :
1 m | AN I
c)C: —— + 008~ /HEN \ 27 v T
[ n+1 3 in ’ \ 5__
3

Lorsque n varie dans N, cos nn/3 prend ses valeurs dans  {-1;-1/2;1/2;1},
indéfiniment
Ce qui nous permet de construire des suites d'éléments de C qui convergent
vers -1, -1/2,1/2 ou 1.
Par exemple; la suite

Xp = e +l)+cos((6n+5) —)

1 1
Ona:Vne N x,= m+ 5 qui converge vers 1/2.

On obtient ainsi C'={-1,-1/2,1/2,1 }. ]

1.12. | Soit A une partie bornée et infinie, de R. Soient a et b deux réels tels que :
A c [ a, b]. On définit 'ensemble :
E={xe [ab] / [a x| A estinfini}.
1°) Montrer que E est non vide et posséde une borne inféricure 0.
2°) Montrer que E est un intervalle. Est-il fermé ?
3°) Montrer que o est un point d'accumulation de A

Solution
Soit A une partie bornée et infinie de B. Soit a et b deux réels tels que
A c[a, b]. On définit: E= {x € [a,b] / [a, x[ ™ A est infini}.
1°) Montrons que E est non vide et possede une borne inféricure o.
D'abord b € E puisque [a, b[~ A=A (ou A\ {b}) est infini. Donc E #g@.
Comme E C [a, b, doncE est une\partie bornée et non vide de R, elle possede
une borne inférieure o ( et aussi une borne supéricure ), avec a (et ) € [a, b].
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2°) Montrons que E est un intervalle. Pour cela, il suffit de montrer que :
YV (x1,x2)€ EZ Vxe R [x1<x<xp=x€ E]

Soient Xy < x < xg,avec (xi,xp) € E2,
Ona [a,xi[¢ [ax[ ¢ [axf.
Donc ([a,x1[MA) c¢ ([a,x[nA) c (l[ax nA)
Comme x1 € E, I'ensemble [a, x1[ N A est infini. Par conséquent, 'ensemble
[a,x [ m A est infini. Ce qui prouve que x € E. Donc E est un intervalle.
E est - il fermé ?
Comme inffE=a,E < [ab], be E et E estun intervalle, on pourrait déja
écrire que E = [, b] ou bien E =]a, b]. Seulement, on ne peut pas affirmer que E
est fermé, puisqu'on peut avoir les 2 cas:

1€F cas : Si A=1[0, 1] et [a, b] =[O0, 1].

E={xe[0,1] / [0, x[ m [0, 1] est infini }.

Il est clair que 0 ¢ E puisque [0, O] = .

Comme 1e E, O0=infE et E estunintervalle,on a: E =10, 1].
Donc E n'est pas fermé.

2éme cas :SiA={(-1)n / ne N*} et [a b]=][-1,1].
E={xe [-1,1] / [-1,x[ m Aestinfini }.

Cette fois 0e€ E car [-1,0{nA={ 2[1—-1!-1 /ne N} quiest bien un ensemble
infini.
Mieux encore, ona: O=infE,carpourtout €>0, -e¢ E
et
En effet, la suite — est convergente et tend vers 0.
Donc, par définition : n
Ve>0 IdNe N [n>N = -e<ﬂ< €]
donc [-1, -€ [ A A est un ensemble fini. !
Par conséquent, O est le plus petit élément de E.
Comme E c [-1,1],1¢€ EetEestunintervalle,ona E = [0, 1].
E est bien un intervalle fermé.

3°) Montrons que o est un point d'accumulation de A.
Par définitionde o« = infE ona:
Ve>0 dxeE / ag<x<a+e.
Donc pour €= 1/n.
¥Yne N¥ Jxpe E o< Xp <o+ 1/n.
Onen déduitque xp€e E et (xp-1/n) e E.
Seulement, les xp e sont pas nécessairement dans A.
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1.13.

1.14.

xp€ E donc [a,xp[ ™ A est infini.
(xn-1/m)e¢ E  donc [a,(xp-1/n) [ M A est fini.
D'ou [ x5 - 1/n, Xy [ ™ A est infini.

Pour tout n e N*, on choisit un élément yp tel que :

yn€ [xp-1/nm, xpl MA,yp20 ¢t yn#yk Vk<n
Ceci est possible car cet cnsemble est infini.
Donc, la suite {yn},, ainsi construite, est une suite (infinic) d'¢léments de A , tous

distincts de o et qui converge vers o
Ce qui montre que o est un point d'accumulation de A . n

Soit x le nombre : 0,234234234..234...
En comparant 1000x et x , écrire x sous la forme d'une fraction rationnelle a/b.

Solution

Soit x = 0,234 234 234..234...

1000.x = 234, 234 234 ..234 ..= 234 + x.

d'on 1000.x - x = 234,

Clest a dire 999 .x = 234.

ou encore x = 234/999.

Ainsi ¥ s'écrit bien sous la forme fractionnaire : a/b. |

Tout élément x de @ est un nombre rationnel qui peut s'écrire de deux
maniéres possibles (pour x > 0)
1°) écriture fractionnaire x = a/b.
2°) écriture décimale, qui comporte deux cas :
- une écriture limitée x = 0g0L1...0k » Ok+1---Op-
- ou bien une écriture illimitée :
X = 0p0...0k » (xk+1...ochlB2...Bn B1B2.-.Bn.-
Montrer que les deux écritures 1) et 2) du rationnel x, sont équivalentes.

o0]... Ok s'appelle la partie entiére
Ok+1---0p I'anti-période.
B1B2...Bn la période.

Solution

Soit xe Q x> 0.

Montrons qu'il y a équivalence entre les deux écritures 1) fractionnaire et 2)
décimale limitée ou illimitée.
1) = 2) . Soit x =a/b, ae N*¥ be N*,
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Exemple 3/4=0,75.
et 1/7=0, 142857 142857 142...
Comme il y a au plus , b restes possibles, on effectue (au maximum) b divisions

euclidiennes de 10P.a parb, pe {0, 1,2, ..., b-1}. Ce qui donnera :

1&re division a=bgg+r1g avec 0<rp<h.
2&me division 10.a = b.qy+ 17 avec 0<rj<b.
b-i¢me division 10>1a=bqy,+1,; avec 0<r,j<b.

Deux cas se présentent :

lercas: I3pe {0, 1,2,.,b-1} tel que p = 0.
La division s'arréte, et dans ce cas x = a/b admet une écriture décimale limitée
X=0p01...0k, Ok+1..-Cp.

2éme cas: Vpe {0,1,2,..,b-1} p# 0.

Mais alors, comme les valeurs des restes possibles sont prises dans I'ensemble
{1,2,3..., b-1}; au bout de 1a b-eme division, au plus, il existera p, s € {0,1,2...b-1}
tels que rp=15. Carilyab restes et seulement (b-1) valeurs possibles
(le zéro étant exclu!).

Ainsi le processus de division effectué aprés la k-eéme et celui effectué apres la
p-&me sont identiques.

Puis on recommence indéfiniment.Ce qui donne une écriture décimale illimitée de x.

X = OgO...0, Ok 1... OpB1B2-..BnB1B2---Bn...

0p0...0% s'appelle la partic enticre
Ok +1--0p l'anti-période
et PBi1Py... By la période.
2)=1)
ler cas: X = OgQy...0 » O] Og42.--Op
10k x e N. donc 10K x =ae N.

dou x = a/10nk
et x est alors de la forme a/b.

2éme cas: X = 0Og0y...0 » ockH...apBIBz... BnB1By.. By -
10PK X = 01g0L ). O O 1 -0 B1Bo- By o
107PKx = o000 10, BiBo-.. B . BBy B oo
Ainsi, st on posc Y] = Olo0 . OOk 41--0p € N.

et Y2 =00 .00k, 1 0p B1Bo.. By € N
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On a: 100+P-Kx L ys = 10PK x - y,.

donc (10m+p-k . 10P'k) X=Yyy-y1.
Dou bx=a.

ol a=(y;-y) e N* et b=(100+P-k_10PK) e N |
1.15. | 1°) Montrer, en utilisant les notions de divisibilité et de facteurs premiers
dans N,que 2: est irrationnel.
2°) Soit Ne N*, Montrer que /N est rationnel si et seulement si N est
un carré parfait.
Solution

1) Montrons que /2 est irrationnel. Par 'absurde.
Supposons qu'il existe deux entiers non nuls p et q , premiers entre eux tels que :

V2 =ph.

Dou p?= 2q2. On en déduit que p? est pair.

Ce qui entraine que p est pair (carsinon p=2k+ 1et p? = 4k? + 4k + 1 qui
serait impair). D'olt p = 2k., k € N*.

Mais alors p2 = 2q2 donne 4k2 = 2q2 ou encore q2 =2k2. Le méme
raisonnement que plus haut montre que q doit étre pair.

Ainsi p et q sont tous deux pairs donc ne sont pas premiers entre eux. Ce qui
est absurde et prouve que /2 est irrationnel.

2°) Montrons que [ N carré parfait < /N rationnel].
(=) trivial, puisque si N =02, o € N¥,
JN=o € N* c Q.

(<) Supposons que /N est rationnel : /N = p/g, avec p el q premicrs ¢nire cux.
Donc Nq? = p?. Supposons que N n'est pas un carré parfait.

p divise p2 donc p divise Nq2 . Comme p et q sont premiers entre eux, p divise N.
D'on, il existe k € N tel que N = pk. Mais alors on aura, aprés simplification :
p = ¢2.k. Un méme raisonnement montre que p divise k. D'o, il existe k' € N
tel que k = pk' et apres simplifications, il vient: 1 = qz.k. q ct k' étant des enticrs,
cette dernicre ¢galité entraine que k'=q=1. Il sensuitque k=1 ¢t p=1
et par conséquent N = 1. Ce qui est absurde puisque 1 ¢st un carré parfait.

|
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SUITES NUMERIQUES

Montrer que la somme d'une suite convergente et d'une suite divergente est une
suite divergente.

Solution
Soit {un} une suite convergente et soit {vy} une suite divergente. Si la suite de

terme général wy = up + vy, converge il en est de méme pour 1a suite wy, - up = v

ce qui contredit I'hypothése.
[ |

Montrer que si la suite {up) converge vers [ alors {I ug I} converge vers | [ .
Et la réciprioque?

Solution
Montrons que : Vx,ye R
(1) Fixi-tyll < ix-yi
Enécrivant x=x-y+y e y=y-X+Xx ona:

IxI<Ix-yl+1yl

Iyi<ix-yl+[x]
Ce qui implique que :

lx-yl<lxl-lyl<lx-yl,soitlarelation (1).
Ve>0 INeN VYneN
(n>N = Jup-Ll<e)

or llunl-ILIISlun-Ll ainsi >N = lluyi-1Cl<e).

La réciproque est fausse : siu, = (-1)1

{ lug !} converge vers 1 mais {up} diverge.
on a cependant I'implication

lup! = 0 entraincque  u, — 0.

n— + o n-— +oo

Soit {ug} une suitc numérique telle que ses suites extraites {usy,), (Upn41)
ct {ug,} convergent respectivement vers [, £, 0", Montrer que  {up} cst

convergente versLetque C=0=1".
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!
Solution
La suite {ug,} estune suite extraite a la fois de {u,,} et {u3,}. Doncelle
converge 2 la fois vers [ et [". Et d'aprés l'unicité de la limite ona: [=1(".
De méme puisque {u3(2n+1)} est une suite extraite 2 la fois de {uy,;} et de {u3n}
On en déduit alors que [' =",
Finalementona: L=["=[".
Soit €>0. Comme lim upp=L=1limuy,,;.ona:
_ n—> e n— e
9))] INije N VneN [n>N; = luyy-Ll<e]
) INse N Vne N [n>Ny = luyy,-Ll<e].
Posons N = sup (2N, 2Ny + 1).
Ainsi 1'égalité [up - [ 1< € est vérifice par tous les entiers n > N.

Ce qui montre que { uy, } est convergente et tend vers [. -

24. Etudier la nature des suites définies par :

a) ! + ! + ...+ !
X = P
" n2+1 n2+2 n2+2n+1

n n n
b) y,= + Fot —— .
Jot+1l /nt+2 Jnt+n
B log n N
c) zn——3—— ne .
n +1

Solution
a) Pourtout ke {1,2,3,.2n+1} ona:
1 1 1
< <
n2+(2n+1) P+k n’+1

En faisant varicr k, puis en prenant la somme membre 4 membre des (2n+1)
inégalités , il s'cn suit :

(2n+1) (Cn+1)
= V. = -

(n+1)° Yot

unp<xp<vp ol

Comme les deux suites {un} et {vq} sont convergentes et tendent vers zéro, la suite

{xn]} est convergente et tend ¢galement vers z¢ro.
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2.5.

b) Un raisonnement identique au précédent montre que :

up<yp<vyp ol U= e v =

Comme {ug} et {vy} sont convergentes et tendent vers 1, la suite {yn]} est
convergente et tend également vers 1.

Logn
0  ZyE—
n+1
Nous savons que V x € R+* Logx <x.

Dot 0z € ——

v 41

La suite définie par le membre de droite est convergente et tend vers zéro. Donc il en
est de méme de {zy} -

Etudier la convergence et déterminer la limite, lorsqu'elle existe, de la suite {up}
définie par :

a +b"

ol aetbsontdesréelstelsque lal=lbl

Solution
On distingue deux cas possibles :

ler cas: lal< bl Ceci entraine d'aprés 'hypothese que b# 0. Posons alors
k = a/b.

o kK'-1
Ainsi:  u, = =
k +1
Or | k | < 1 donc la suite géométrique {k™} est convergente et tend vers z€ro.
D'ol {up} est une suite convergente etona: up —> -1.

n—o o
2¢me cas : |al>!b|.Comme plus haut, ceci entraine que a # 0. Posons alors
k = b/a.
1-k"
Ona: =
1+k"
Puisque Ik < 1.1ls'en suit que {uy} est une suite convergente et que Up —-1.

n — +o°
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2.6. Soit {up} , n € N* une suitc numérique convergeant vers £ € R.
Appelons vy, la moyenne arithmétique (Somme de Césaro) :

U1+ U2++U.n
vV, = —

n n

Montrer que {vy} converge ¢galement vers L.

Solution
C'est un résultat classique généralement vu en cours.
Soit £ > 0. Puisque {up} converge vers[:

dnge N , Vne N

) In>ng=> lup-L1<e/2]

Soitn>ng. v .[= ! z“: u -L= ! U,zn;ukw_n[,]
k=1

n n

=

1
n g

= (u-D
1

i}

i) n

I
v b1S =Yty b4 — 2 lu -]
0=

k=ng+1
Il en résulte de (1) et en posant

"o
A=2lu, L1
k=1

n-ng g
2

v -Ll<—+
n n

A €
<Tts

lim A/n=0 ilexistealorsnie N telque [n>n;p= A/n<e/2 ).

n — +oo

Posons N = max (ng,nj)ona Vne N [n>N = lvy-Li<e]

Ce qui montre que {vp} est convergente ct tend vers [.

2.7.
[ € R+*. Appelons v, la moyenne géométrique :

_n
A\ Ul cUp. Uy

Montrer que {vy} converge également vers{ .

Soit { up } , n € N* une suite de récels strictement positifs convergeant vers
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Solution
Posons wp =Logup,ne N*

n
1
Log v,= Y Z Wk
k=1

qui n'est autre que la moyenne arithmétique de la suite {wp} . { Log vy} converge
donc vers la m&me limite que la suite {wy} ( voir exercice 2.6.).
Ainsi lim Log v, =Log [ et donc lim vy=L[.
n — +oo n—+o
puisque la fonction exponentielle est une bijection de R sur R*+. =

2.8. Soit {x}, ne N une suite numérique telle que
lim xp41 - X5 =L . Etablir que lim xp/n = [

n— +oo n-— +eo

Solution
Posons up = Xp - Xp-1

n

1

et V.= —
LU

3
n pourne N

Uy

Ainsi {uy) et sa moyenne arithmétique {v} convergent vers{ (voir 2.6.)
or vp = Xp/n - Xg/N.

Ainsi {x,/n} converge versL. [ |

2.9. | Soit {xn} , ne N, une suite de réels strictement positifs telle que

lim ™ ={ (>0.Etablir que lim "Vxa =
n—+oo *n n—+oo
Solution
Posons u, =
n-1
n ne N*
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{un} converge vers [. 11 en est donc de méme pour sa moyenne géométrique {vp} .
Log x,

or vo="/%,."/ 1/, donc "/ 1k,=€ " tend vers 1 pour tout xg > 0.

im /%, =t

on conclut que
n o +oo u

2.10. -

Soit {ug} une suite numérique telle que :  lim . [
n— + oo n

Etablir que :
1°) 1fl<1= {uy} converge vers 0
2%y IL1>1= {up} diverge
3°) Que peut-on dire concernant la convergence de la suite si [ 1=1
4°) Application : Etudier les suites définies par

l,‘k n

]_1n=_1'1 Vo=
X

I >

i avec ke N*  x e R*,

=

Solution
Remarquons tout d'abord que si { uy | Jconverge vers 0 il en est de méme pour

{un} etsi { lug |} diverge alors {u;,} diverge également .
11 suffit donc d'établir ces implications pour la suite { | uy 1}.
Ce qui revient & supposer que la suite {up) est a termes positifs,

1°) Supposons L<1 ([20) u,
Ve>0 3INeN VneN N2Nol-t£<—atclf+e] (1)
Soit ¢ € ]0,1-L[.Posons g=[L+€.ona O<q<1

un+1<q]
u,

VneN [n>2N = 0<

onen déduitque: [n>N = 0<uy <q™Nuy]
Et puisque {q"N ux} — 0 lorsque n— +oo, la suite {up}, qui est A termes positifs
converge vers 0.

290>1
Prenons maintenant dans(1) €€ ]0,[-1[. Posons q=C[-¢
Ona q>1. Ondéduitde (1)que VneN [n=N =

Unyl

>q]

n
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2.11.

Ce qui entraine que :

VYneN [n>N = up>q"Nuy]

La suite {q"N uy) tend vers + oo quand n —> + oo puisque q> 1.
11 en est de méme pour la suite {ug].

3°)Si L=1 (ouf=-1) on ne peut rien dire :
Siup=n onal=1 mais {uy} diverge

Siup=1/n onaf=1 mais {up} converge vers 0

40) a) Upii (IH‘ l)k i

n+l k
un X n
. Uy 1
lim = —
u X
n—oo n

Parconséquent: si Ixi>1 alors {ug} =0
silxl<1 | {up} diverge
si x=1 up =0k uy — 400 . {uy) diverge
si x=-1 up=(-1"nK (uy} diverge.

v n+1 '

b) n+l X n
= P —
v, (n+1)! X"
: Vn+l CS *
lim =0 ainsi vp — O pour tout x € R*.
n-—oo Vi ’

Comme pour x =0, {vp) est la suite constante et égale 2 0 (n € N*), il s'en suit

que {vp) est convergente et tend vers O pour tout x € R. u
n n
i e 1 ak+b
Montrer que les suites définies par: u, = Z il et v, = z T
k=0 K- :
convergent et determiner leurs limites .
Solution
1 . .
Uny = U+ oDt donc {up} est strictement croissante.
Montrons qu'elle est majorée par 3.
1<1 ! ! <1 1 énéral t, il est facile de voir que 1’< !
5!—_?, E —_)(—3_§ et plus gencralement, 11 €S Cl q k!—zk'l

pour tout k > 1.
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2.12.

A

.. 1 1 1
Ainsi un=1+'1—!+ﬁ+ﬁ+"'+

1 1
51+1+7+—+...+

|~

22 2n-l
N 1-(12%
I s'ensuitque: <1+ +—-0 R

<1+201-12m<3.
La suite {uy} étant croissante et majorée, elle est convergente.
Appelons e sa limite.

1 1 11 1
= +— vt — I—t=t...+——
b(l A TR .)*a( 17 21 (n—l)!)
D'Ofl Vn = b.uH + a.Un-l.
Comme les deux suites {up} et {uy.1} sont convergentes et tendent vers € , il s'en
suit que {vn} est également convergente et lim v, = (a +b) .e.
° n —oo ! u

Soit f une fonction continue [0, 1] et admettant une dérivée a droite
au point 0, égale 2 A € R.
On suppose , de plus, que f(0) = 0. Posons pour tout n € N* ;
1 1 1

Sn=';1"+m+...+2—n

S H=f (-:T)+f(r%)+...+ f(z_lﬁj

1°) Montrer que {Sp} converge vers une limite S.
2°) Montrer que {Sp(f)} converge vers AS.

3°) Calculer Sy(f) lorsque f(x) = Log (1+x).

4°) En déduire l1a valeur de S.

Solution
1°) Montrons que {S,} est décroissante minorée.
1 1 1 1 1 1
St S T it WA W T w

Donc la suite {S} est décroissante.
D'autre part , pour tout ne€ N* : S, > (.
D'ou {Sy} est décroissante, minorée par 0, elle est convergente vers une limite S.
2y fim (WO _y
x = 0t *

Ve>0 3In>0 telque [OD<x<n = {X)/x-Al<e].

et f(0)=0 entrainent que :
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Soit N e N* telque N>1/m,ona:

VNeN* [n>N = 0< l/n<n = In. f(l/n)-Al<e]

Ainsi , 1a suite de terme général uy, = n.f(1/n) converge vers A.
11 suffit alors de montrer que la suite de terme général (Sp(f) - un.Sy) converge vers 0

u u 1 uz u u u
O S (f)-u,. sn=(;“+ n‘% ot 2—;j (;“+5+11+...+ z“

. |un+k'un‘ 1

———<— 2, lu -yl
= +k
-1 n+tk niyy =o n

n

1S, (D -u,.S,I<
k

Or {ug) est une suite convergente vers A, donc c'cst une suite de Cauchy etona:
Ve>0 INeN V@mmeN2 [m2n>N= luy-upl<el
Ainsi si n>N VkeN lup+k - up ] <&

D'oll si n>N [Sp(f) - up.Sp I < ng/n =e.

Ce qui prouve que { (Sp (f) - upSp) } converge vers 0.

Comme les deux suites {up} et {Sp} sont convergentes et tendent respectivement

vers A et S, il s'en suit que la suite {Sp(f) } est convergente et tend vers AS.
3°) Si f(x) = Log(1+x), f est définic et continue sur [0, 1]. De plus f est dérivable
adroiteenOet fg(0)=1=A.0Ona:

1 1 1
Sn(f)-Log(1+;)+Log (1+n—+—1)+ ...+Log(l+ﬂ)

Lo (n+1) L n+2) Lo 2n+1)—Lo 2n+1
=gl ) 0g(n+l toe g( 2n ) g( n )

Ainsi la suite {Sp(f)} est convergente et tend vers Log 2.
4°y Comme A=1 et A.S=Log2 ona S=Log2. [ |

2.13. | Considérons les fonctions f(x) = asinx + b , g(x) = asinx + b - x avec
e ]-1,1[,be R
1°) Montrer que g s'annule en un unique point ¢t
2°) Montrer que f est contractante, c'est a dire que :
Jke 10,1l Vx,y)eR?:Ifx)-fy)l<klx-yl
3°) En déduire que la suite {xn} définie par xg € R et Xp+1 = f(xp)

converge vers o.

Solution
19 1lim gx)=+oo et lim g(x) = -eo. Ainsi
X— - o0 X— + oo

3XeR,3YeR telsque X<YetgX)>0 et g¥Y)<0
puisque g est continue : Jo e )X, Y[ tel que g(o) =0
g'(x)=acosx-1<0 pour tout x.
g est donc strictement décroissante. Ce qui montre l'unicité de o.
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Ainsi, f admet un unique point fixe o. (f(o0) = ).

) f(x)-f(y) =a(sinx -siny)=2acos Y sin ¥
X-y
If(x)-f(y)lSZIall—Tl

puisque | sinz | <z pour tout z.
f est donc contractante de ceefficient k=1al

3°) On va montrer que la suite {xp} — o lorsque n — +eo
Etablissons directement ce résultat.

VneN {Xp+1 - l=1f(xp) - fla) I<k!xp-al
On a par une recurrence simple :
VneN IXp-ol<knixg-al

0 <k < 1 entraine que {xp-o.} — 0. Ce qui montre le résultat.

n-o 4o u

2.14. | Soit a = 1. On considére les deux suites définies par :
a Uy + Va
Up=2a , Vp=r= et U=
1°) Montrer que {up} et {vn} sont deux suites adjacentes.
2°) Calculer leur limite commune.

Solution
1°) Montrons que les 2 suites {up} et {vp} sont adjacentes . Remarquons tout d'abord

que up>0, v, >0 pourtout n.

u, + v,
a) Unig ~Up = 2 - U,
v, - U, a-uﬁ (ﬂ-un)(\/_a+un)
T2 T, 2u, .
Ainsi le sens de variation de la suite {up} dépend du signe de a- uy). Orona:
ui +a
(un+1'\/zl = U "/B
n

_uﬁ-zun\/é+a_ , - \/3)2>0

~
P} vy 2Un

Ce qui montre que la suite {up} est décroissante et que up - vp 2 0 pour tout n.

b) D'autre part, comme pour toutn € N

vn+1_ u, .

v, u

la suite {vp] varie dans le sens contraire de celui de {up}. Donc elle est croissante.

n+1

¢) Il reste & montrer que lim (up - vp) =0

n— e
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Or, comme {vp]} est croissante, on a:
(Un+1 - vn+1) < (Un+1 - Vo)
u, + v,

=— -vn=1/2(un-vn)

Et par conséquent : 1
Vne N, 0< (un-vn)S—;(uo-vo)
2

On en déduit que  lim (up - vp) = 0.
n— oo

Ce qui prouve que les deux suites {un} et {vn} sont adjacentes . Donc elles sont

convergentes et tendent vers une méme limite L.

2°) € doit vérifier les 2 relations déduites des définitions :
L=afl et L= +)/2.

Ce qui donnel =:+/a

Comme les 2 suites {up) et {vy} sont positives, il s'en suit que | £= Va -

2.15. Soient aetbdesréelstelsque O<a<b.
Définissons les suites {ap} , {bn} ,n € N, par:

& +b,
ap=a e bp=b et a, =.ab b= 5
Montrer que ces suites sont adjacentes.

Solution
Etablissons par réccurence que : pour toutn € N

O<ap <ant1 <bp+1 <bp oy
Puisque O<a<b on a bien 0O<ag<a; et by <bg.

b-2Vab
D'autre part bl-al=#--/ab=?+——2——a—

2

Supposons maintenant la relation (1) verifiée
an+1 <bny1  entraine que apni] < apy2 €t bpy2 < bpt

_ 441 + bn+1 -2 an+1bn+1

2
_ (\/ Al "V bn+1 )2
- 2

Par ailleurs b

-a

n+2 n+2

ce qui montre que 0 <ap+1 <apt2 <bptz <bpsl.
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Les suites {a,) et {b,} sont donc respectivement croissante majorée par bg et

décroissante minorée par ag. Appelons [ et [' les limites respectives.

On déduitde b, =

ce quimontre que [ = [i et achéve la démonstration.

a, +by e o b
> qu |;=_?2_

[ |
2.16. Soit ug et vo deux réels tels que 0<ug<vg
On définit deux suites {ug) et {vy} par:
_ 2u,v, t _ u, + v,
Uner = u, + v, ¢ Vol = 2
1°) Montrer que :
Vne N O<up < vy
2°) En déduire que les suites {uy} et {vy) convergent vers la méme limite.
Solution
1°) Raisonnons par réccurence. La propriéié est vraie pour n = 0.
Supposons 0 <up<vp.

11 en résulte immédiatement que up4] > 0.

R 2_ .2 2 . 2 2
Par ailleurs (v, -u,)” =v,-2u, v, +u; >0 entraine que vy +u; >2u v,

d'ou

2_ .2 2 .
(vy+u) =vp+2u v +ug >4 v,

vot+tu, 2u,v,

Par conséquent : > d'oll vp41 > Up+i

2 u, + v,

2°) La suite {v,) est décroissante . En effet :

un+vn

Vnel = —2'— <Vn

puisque la suite {vp} est minorée par 0 elle converge donc vers un réel v.

Par ailleurs, u

2u, v, vy, vy,
>u, pourtoutn, car "
n+1 n+ 1

>1

n+l1°= =,
Un‘f'Vn vV,

Ainsi la suite {up} est croissante majorée par vo, appelons u sa limite.

11 résulte de la relation Voe1 =

+ v,

2

u+v .
que v= — ct finalement u = v.
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2.17, Soit {u,} une suite de nombres réels strictement positifs tels que :

Vn21 Up=y/ Upg- Uy

A quelle condition sur ug, u; la suite est - elle convergente?

Solution
Posons v =Logu,.Ona :

Vn =1/2 (V1 + V1)

Vn+l -Vp+vp1 =0
C'est une suite de Fibonacci d'équation caractéristique :

2-2r+1=0 o r=1
Ainsi , vp = o™ + Bnr® = o + PBn.
o=V, B=vy-v,

Vn = Vo + n(V] - Vo) u,
Log u, = Log uo+ n Log ™

0
Y
un=u0(l:]

Finalement {u,} converge si et seulement si uj < ug u

2.18. Soit {up} la suite définie par u, € R et la relation up +1 = aup+b,ne N.
Etudier suivant les valeurs de a, b, u, la convergence de {up].

Selution
Si a=1 lasuite {u,} est arithmétique de raison b. Elle ne peut converger que

si b=0, auquel cas la suite {uy} est constante.
Si a#1 I'équation{ = al + b admet une racine unique [ = b/(1-a)
siug=[ lasuite {u,) est constante et up = [ pour tout n.
siug#2l ona (up+1-0)=a(uy-l)
La suite de terme général vy, = uy, - [ est géométrique de raison a. On a:
up - L=af (ug-0)
Une condition nécessaire et suffisante pour que {up} converge est que

lal< 1.
Elle admet alors pour limite b/(1-a). m
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2.19. | La premitre année de sa création une société de fabrication automobile a

‘ produit Py = 450 unités. La deuxitue année P; = 720 unités. Appelons P,
la production de l'année n.

On suppose que la production annuelle évolue suivant le modtle suivant :

P =3AP +—3—P

n+2 n+l 4 n
oll APp,1 =Py - P, désigne l'accroissement de la production de I'année
n +1.
a - Déterminer la production annuelle Py, en fonction de n.

AP_+1

b - En déduire le taux d'accroissement

AP,

n

Solution
a-Pn42 =3(Pnp41 - Pp) +3/4 Py,
Pn+2 - 3Pp+1 +9/4 P =0
{Py) est une suite de Fibonacci d'équation caractéristique :
2-3r+9/4=0 & r=3/2.
Ainsi P, =1 (A + nB)
Pour n=1 et 2 ona:

450=32(A+ B)

}:=> A=280 et B=20, do Pn=(3/2)7(280 + 20n).

720=9/4 (A+2B)

b- APy ="t (A+(n+1)B -1 (A +nB)
=m[(r-1)(A-nB)+1B]

AP, =32 (170+ 10n)

AP,.i 3 17+n
= AP, °7 16+n
n
AP, =(3/2"" (160+ 10n)

LN
2.20. Soit {uy} la suite définie par ses premiers termes u, €t Uy, avec g # Uj
et 1a relation de réccurence
Un+2 = aup+1 + (1 - @) up pourn € N,

Donner une condition nécessaire et suffisante sur le parametre réel a pour
que cette suite converge . Donner alors sa limite {.

Solution
Posons vp=1Up4)-Uy,neN
Vn+l = Un42 - Up4] = aung] + (1 - a)up- Upy1 = (@ - 1) (Up+1 - up)
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{vn} est donc une suite géométrique de raisonr=a- 1.
vn=mvg,vg=u]-ug#0
Si {uy} converge versf,alors {vy} converge vers O ce qui entraine que frl<1

et finalement O<a<?2.
Réciproquement, montrons que si- 0 < a < 2 alors {uy} est convergente :

uj - Yp = Vo
u2 - uj =1vp

Up - Up.q =101 vy
En sommant terme 2 terme, on obtient :

1-1°
U, -Ug = Vg 1-1
1-1°

donc : U, =ug+ (U -u) g avec r=a-l

ae ]0,2 [ entrainé que ry, — 0 lorsque n — oo,

Ainsi. 1 . up-u,
insi, la suite {u,} converge vers [=u + ——
\ { n} g L uO 1 T

U1+(1 ‘a)uo

d'olr _
2-a

2.21. Soit {up} la suite définie par :

_ 2
u1=1 Upy1 = u, + —

Montrer qu'elle est de Cauchy.

Solution
Pour tout n up>1.Eneffet uo21

[ 2
Supposons up>1.ALors un+l1= / Ug+ 12" 2 1.

Uyl ~Up =/ urz1 +1/2"=u, . Multiplions par la partie conjuguce
12" 1

= = <

n+1
[+ 12" +u, 2
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Soient m et n deux entiers tels que m > n.
Up -Up =Up - Uyl + Upo] - U2 + o Upit - Up.
lum - up <t um - ump [+ fup1 -om2 1+ o+ lupey - ug !

1 1 1
Ium-unIS——+ +.t—

2m 2m-l ) 2n+l
1 1 1
Ium-u IS—{——+ ...+——+1}

n 2n+1 2m—nAl_ 2
1
b-—
| 1< 1 2 1 1
R v I ) S S V)

Finalement | uy, - u, [ < 1/20

La suite {1/2"} converge vers 0 donc
Ve>0 IN /] VneN (n>N > 12"<e¢)
Ainsi Vm,ne N [m>n>N = lup-uyl<e]

|
2.22. Montrer que la suite {s,}, ne N* , définie par :
o1
S p—t _—
1 k
est divergente.
Solution
11 suffit de montrer que la suite {s;} n'est pas de Cauchy.
2n n
1) (g1
I's, -s |=(Z— Ay -
momla k) ek )
n
i 1 1 1 \
= — —_= ) ~
ittt o k2:’1n+
1 1 1

Or Vke {1,2,..n}: '271<1'1Tk<n_+1

Mais alors, en faisant varier k et en prenant la somme des n inégalités, il s'en suit
que : Isop-syl>n.1/2n=1/2

Ainsi 3e5=12>0 VNe N* Ime N* m=2N) Ine N* (n=N)
tels que: m>2N e n=N et Isy-spl>e€q.
Donc la suite {sy, } n'est pas de Cauchy. Elle ne peut alors converger.
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2.23.

Etudier la fonction  f(x)= (x2 + az) /2x ,a>0.

~ En déduire la convergence de la suite {up) définie par la donnée de up € R*

. . 2

et la relation de récurrence 1 a
=7 (Ut

n

Solution
1 2
()= +a) /2x =7 (x+ =)

Etude de f : f est définie sur R*. C'est une fonction impaire. On va l'étdier sur R*

1[1_a’-]_(x-a)(x+a)

P) = | 1o I=
’ 2 L XZJ 2x2
0 a “+o00
|
f£(x) - 0 +
|
E— v oo
f(x)
\ ) /
x a .
Par ailleurs, f(x) - - =5 donc lim [f(x)-x2]1=0

. X — + oo

Ainsi la droite d'équation y = x/2 est asymptote 2 la courbe de f au voisinage de
l'infini.
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Etude de la suite {uy]}
Cette suite est définie par : u, , 1 = f(u,) .
Puisque f est continue, les limites possibles sont solutions de I'équation f(f) = L.
on obtient [ =+ a.
ler cas ug >0
Siug = a par une recurrence simple on montre que up, =a pour tout n.
Siug>a posons D=]a, +oo |
f(D) € D. Ainsiuye D,ue D... uype D Vne N,
{un} est alors minorée par a .
(@a-ug)a+ugy)
Ainsi uy <ug et puisque f strictement croissante sur D,ona up < u,.
Plus généralement up+] <u, Vne N
La suite {uy} étant décroissante et minorée par a, elle converge vers une limite [ > a.
Onen déduitquel =a
Si O<uyg<a. )

fJ0,a) € D.Donc uye D et upe D Vne N*

On retrouve le cas précédent (voir figure)
Ainsi, pour n>1 lasuite {u,} est décroissante minorée par a et converge vers a.

2¢éme cas : ug < 0
Considérons la suite de terme général v, = - up.
Vn+l = - Un+1 = - f(ug) = (- up) = f(vy).
Ainsi la suite {vq} esttelle que vo >0 et vy = f(vy), on déduit du ler cas que
{vn]} converge vers a.
Il en résulte que {uy} converge vers - a. ]

2.24. Etudier suivant les valeurs deaetdeb,a>0etb > 0.
la nature de Ia suite numérique définie par :

u,=a, u,=/u+b pourne N,

Solution

Posons f(x)=+v x+Db Df = [- b, +eol.
Prenons D=R+ ona f:D—->D et u,e D.
Ainsi {up} est bien définie et uy = 0 pour tout n.

- Cherchons les limites [ possibles. Puisque f est continue, [ doit vérifier f({) = :

2
vVi+b =L < [+b=( et [>0
(2--b=0 A=1+4b
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A 2 0onadonc deux racines [ = -V 1+4b [ 1+ 1+4b

2 "2 2
mais puisque [ >0, on a une scule limite possible [ =[5

1

2V x+b

Ainsi f est strictement croissante sur D.
- Comparaison de ugetuy : ug <uj o asJa+b
oaZ<a+b o a2-a-b<0

- Variationde f : f (x) = Vx>-b

oaell].hleac[0,L[puisque [1<0, a=0 et (=1

ler cas: Siae [0,[ [ alors ug<uy donc {u,) est croissante
a<l = ug <[ = u <l pourtout ne N

La suite {up} est alors convergente et admet * <, pour limite
e

-b ug uru, L

2éme cas: Sia=L[, ug=L, ceci entraine que up=[ pour tout n.
3éme cas: Sia>[, alors ug > uj. La suite {un]} est alors décroissante.

Elle est minorée par L puisque ug > [, elle converge donc vers [ =[5. n
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2.25.

- Chapitre 11
Soit a un réel strictement positif. Etudier la convergence et déterminer la limite
éventuelle de la suite de terme général :
L=a+ \/a + /a+ V a+..+/a (afiguren fois dans I'expression)
Solution
1é sthode

On peut définir la suite {un} de la mani¢re suivante uy =a etug+;=a+/ Yy

ne N*

Posons f(x)= a++/x etD=R+
f(D)c D et uy € D. fest croissante sur D,
Cherchons les points fixes de f:

a+V/x =x & Jx=x-a

& x=x2-2ax+a2 el x2a.
L'équation du 2¢me degré admet les racines

_2a+1-Vda+1 . _2a+l1+V4da+ 1

X = 5 2 5

On peut vérifier que x1 <a < x3

Ainsi x7 est I'unique point fixe de { et I'unique limitc possible de {ug}.

On peut montrer par aillcurs que pour tout x positif

(fx)>x o xel0,x2D ¢ ({x)<x e x>x9).

ler cas : a< xp ainstuj <x2 puisque f cst croissante sur D.

uy < X7 et plus généralement uy < X2 pour tout n € N*

Par ailleurs uy < x2 entraine que {(uy) > uy.

Ainsi up > uy et plus généralement, par applications successives de fon a
Vne N* uyp1 > up

Ainsi {ug) est croissante ct majorée. Elic converge done vers x2.

2éme cas ujp > x2 : On montre de méme que @ Vne % upy > x2 ¢l Upy) < Up.
Ainsi la suite {up} est décroissante ¢t minorée, donc converge vers xo )
3éme cas uj = x2. On a évidemment

Vne N* uy =xp lasuite est constante ot égale & xo.

2eme méthode :
Un+1 = a+ /u,
Posons vy =up-a

onapourtoutne N* v, ., = /v +4a L+ Jarl
On déduit de l'exercice 2,24 que {vp} converge vers ["2 =
Ja+ i+ da+ ]

Etdonc {up} converge vers [, =a+ (', =

)
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2.26.

Suites homographiques se ramenant 3 une suite géométrique.

Soient a, b,c,d, desréelsque ad-bc#0 et c=0.
posons  f(x) = —

On suppose que (d - a)2 + 4bc > 0.
1°) Montrer que f admet deux points fixes o et .
Etablir l'existence d'une constante k telle que :

f(z)-on_ . Z- 0
fz)-B  az-B

2°) Etudier 1a suite {u,} définie par nge R et

Vzzp

au, +b

u ,=—— ne N,
n+1 cu +d

On suppose que : Vne N up #-d/c (uy est défini pour tout n)

3°) Pour quelle valeurs de ug la suite {ug} est-elle définie pour tout n ?

Solution

1°) Soit x #-d/c, xestunpoint {ixe de f si f(x) = x, ce qui équivauta :
cx2+(d-ax-b=0.

A=(d-a)2+4bc. Or A>0, ainsi cette équation va admettre deux racines
réelles distinctes o et B qui vont &tre les points fixes de f. aoet B vérifient les
relations co2+ (d-a)a-b=0 et cBZ+(a-a)B-b=0. %))

f(x)-a_ax+b-acx~d(x
fx)-p ax+b-Pex-dP

En utilisant (1), on peut écrire :

2
fix) - ax -ocx+co -ad

fx) 'B— ax - Bex + ch- ap

a-co x-0
Ta- g x-B
a-co
11 suffit donc de prendre K =
a-cf
2V ne N Un+1 = f(up) @)

Siug=a ou ug=p lasuite {uy} est constante, sinon pour tout n € N

ona: up o et up#P.
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u - o

Considérons la suite de terme général v =
f(u) - o u -o u, -
= = k
fu)-B uy-P

Ainsi {vp] est une suite géométrique de raison k.

i

n+l

va=km.vg.Pourtoutne N

. _an-a
n- vy -1
n
n n
Bk'v,-o . Bv, - ok
lln = ﬁ Oon a aussi un = ———;—
Vo - vo- 1k

ler cas si lkl<l alors kPR— 0 et u,—>«a

2éme cas si |kl>1 alors 1k —>0et u,—B

-
3éme cas si k=-1 u =0+ _B___;[un} est alors divergente.
D"vy-1
on ne peut avoir k=1 carc#0.
3°) Supposons que la suite ne soit définie que jusqu'a l'ordre n.
Clestadire uj#-d/c pour i=0, ..., n-1 mais up=-d/.
Le calcul fait en 2) est valable jusqu'a I'ordre n.
Bk, - u, - o
On a en particulier : u=— avec v, =
anO -1 Ug - B
d(B - ak™) + caf (1-k%

c(a-BKY+d(1-kY
Pour que la suite {up} soit définie pour tout n, il faut et il suffit que ug # wp

up =-d/c entraine que up=wpou W =

pour tout ne N,

En particulier up est définie si ug # wg , wg = - d/c. n
2.27. Suites réccurentes homographiques se ramenant 2 une suite
arithmétique.
Soient a, b, ¢, d, desréels telsque ad-bc#0 et c¢=#0.
osons  fi ax+ b
P )= &+3

on suppose (d-a)2+4bc=0.
1°) montrer que f admet un unique point fixe o et qu'il existe une

constante k telle que : 1 i
Vx#0 = +k.
fix)-oo x-a
o : : P au, + b
2°) Etudier la suite {up} définie par ug e Ret Ui = T
n

(on suppose que up, = -~d/c pour tout n).
3°) A quclle condition sur ug la suite est - elle définie pour toutn ?
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2.28.

Solution
1°) Comme pour l'exercice précédent x est un point fixe de f si cx2+ (d-a)x-b=0
Or A =(d - a)2 + 4bc est supposé nul

donc f admet un unique point fixe
En utilisant les relations b - od =« = 7o o d =-20c + a, on déduit :

1 cx+d cX-Qc+a-oc

f(x)-0 ax+b-ocx-do  (x-0)(a- 00)
1 C

= +

X-0 a-0o¢

onprend k=
a-oc

2°) Si uo = o la suite est constante. Sinon, la suite n'est pas stationnaire et up # o
pour toutn. Posons _ 1

n

u, -

B 1 1
flup-o u,-a

La suite {vy} est donc arithmétique de raison k.

Y +k

n+l

vn = Vg + nk.
Up =0+ 1/vy
1
v, + nk
puisque k # 0 car ¢ #0, la suite {uy} converge vers o.

=0 +

39) Si la suite uy, est définic jusqu'a l'ordre n sculement .
Clestadire uj#-d/cpour i=0,1,n-1 ¢t u, = - d/c.

On déduit du calcul précédent que 1
u = Ot ——
Vo ¥ nk
- nka -
Ainsi 0= - Pt (b, - )
1 -nk (u, - o)
_n(@-d)-2d

Si up = - d/c alors U, = m
Pour que la suite soit définic pour tout n il faut ct il suffit que pour tout n € I
n(-d)-2d
b MO0 =
2¢ (1 +n)

Etudier la convergence de la suite {up} définie par :
-1

Zl) UO:O un+1:1+u
n

3u, +1
b) Ll0=] un+1:u—;—]
n
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Solution
a ) Cherchons les solutions de I'équation
3L+ 1
[=- =
(+1

2.29.

(2.24-1=0 et [ #-1 & [= 1£/2
posors a=1-/2 B=1+ 2

u -
n

posons Vv =
u, - B
on peut vérificr que {vy} est une suite géomdlrique de raison

3.0 2+2

k= ——= , lkiI>1

3-B 2.2
Bv_ -a

v =k"v o u=—o

n 0 n vn'l
Bvo-()t/kn

u=——— . Etpuisquelk|>1
vo-l/kn

u, —> B quand n — +ee. Ainsi {uy} converge vers 1+/2

b) cherchons Ies solutions de (L) =L avec  {(x) = T

-1
f(l:) = [/ (=] C: —_
L+1
Sl+l+1=0
A = - 3 ainsi cette équation n'admet pas de racine réelle.
Par conséquent {up) ne peut converger vers unc limite réelle. Elle est divergente. g

2u,+4

Soit {up} la suitc définic par uge Ret u ;= Y
n

a) Pour quelle valeur de ug la suite cst-clle définie seulement jusqu'a ordre 100?
b) Déterminer uq pour que la suite soit définic pour tout n.

Solution
a) On doit determiner ug telleque : Vn=0,1,...99 ug#6 et ujgo=6
2x+ 4 L
La fonction  f(x) = -))((+ 3 admet un unique point {ixe x =2, {(x) = x.
1 -X+6 1 1
VX2 2T m8 32 7
1
Posons pour n<100  Vq=-—5
n
Pour n < 100 ! ! ! !
urn = — e . = R
Yol Sfuy-2 0, -2 4 7




Suites numériques - 49

2.30.

1
Par conséquent v, = v - n/4 avec v)= —s
uy -2
4 2
Y= v, ¥n”
1 o u, (4+2n)-4n
or vn-u“_2 ainsi uo__——n(un-2)+4
. . . 6+ 2n
Finalement , un = 6 si et seulement si  u = P~

ainsi Ia suite est définie jusqu'a l'ordre n = 100 si et seulement si

u, = 6+2.100=2_0_§
_ 100+ 1 101 6+ 2n
b - La suite est définie pour toutn € N si Uy # ———  pour tout n.
Soit p un entier naturel non nul, on pose :
Up=petupy] =p+ l/uy pourtoutne N,
1°) a) Montrer que uy est bien définie pour tout n € N.
b) Montrer que up € Q pour toutn € N.
¢) Calculer ug,uj,up etus.
2°) Soient vy =upy et wp =Upp4] pourtoutn € N,
a) Vérifier que :
P +1)v, +P @+ 1) w, +P
V"+1=_1'>_vn_471__ ct Wﬂ”:__pTv;Tl_
b) Montrer que les deux suites {vp} et {wp} sont convergentes .
(on remarquera que ces deux suites sont écrites a l'aide d'une relation de
récurrence définie par une méme fonction f ).
3°) En déduire que la suite {uy,} est convergente, et calculer sa limite L.
4°) Que peut-on remarquer, quant 2 la nature des termes up, et de lalimte € 7.
Solution
Soit p € N* . on pose ug=p
up+] =p + lup VneN
1°) a - Montrons par récurrence que Uy est bien défini et que uy > 0 pour tout
ne N .
pour n=0 , ug=p>0.
Supposons que up > 0. doll  lup>C¢ ct p>0.

Donc up4p > 0.
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b) Montrons que ¥V n e 1d upe
Par &, ance. ug=pe N donc uge Q.
Supposons que up € & (donc up € $F4)
dou I(a,bye N*x N* /[ u,=a/b
d'ou

ap+b
Un+1 =p + llup=p+ bla= P
comme p, a, be N*  donc upe € QF+
2 2
+1 +1
c) Uup =p, u1=p , u, =p+ 5 c[u3=p+_p_;____
p +1 pp° +2)
2y Vne N Vn = U2p et Wn = Wn+1
a) Vptl = W(ns1) = U2n+2
=p+ Huppyq
. 1 @+ Duy , +p P+ v, +p
p+—1— T puy + 1 pv,+1
Uy,

D'ou le résultat.
On utilise un procédé identique pour wy,.
b - Montrons que les deux suites {vn} et {wp} sont convergentes :

(p2+1)x+p
()= —xv1—-

Considérons 1a fonction définic par :

On va l'étudier sur D = R*+.

YneN Vet = (V)
ct w1 = [(Wp).
Etudions la monotonie de la fonction f. Pour cela, calculons sa dérivée :

@D [px+1-p. [ +Dx+p] 1

=—>0
(px + 1) (px + 1)

f'(x)=

Donc f est strictement croissante sur D. Par ailleurs, f(D)C Detvg, woe D,
on en déduit que les deux suites {vp} et {wp} sont monotones et leur sens de
variation dépend des deux premiers termes de chaque suite.

) f(vg) -vo=Vvi-Vo=u2-Ug= >0. donc la suite {vy} est croissante.

p2+1

-1

ii)f(wo)-wozwl-w0=u3-u1:_._2___..
P (P*+2)

décroissante.

< 0 donc lasuite {wp} est

Par ailleurs, la fonction f (restreinte au domaine D = R*+) est strictement croissante
¢t on a le tableau de variations et les limtes suivantes :
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X 0 + oo
£'(x) +
f(x) / p

p

. p’+1

Ainsi, f(D) c [p, P 1 ¢ D.
2
Donc f est bornée sur D, et par conséqueni : Vne N Vn,Wn€ [p,p *1 |
2
. . . pr+1

La suite {v,} est croissante majorée par D , et la suite {wy} est décroissante

minorée par p. Ainsi, {vy} et {wy} sont convergentes.

3°) Les deux suites {vp} et {wy} sontconvergentes et leurs limites doivent &tre
nécessairement solution de 'équation [ f(x) = x ] c'est a dire :

(p2+ x+p
Tpx+1  *
d'od P2 + 1)x + p = px2 +x.

ce qui donne : px2 - p2x - p=0
En simplfiant par p #0, il sen suit: x2-px-1=0
Le discriminant A = p2 + 4 > 0, et cette équation admet donc deux solutions réelles
2 /2
_P-vpTs +4 et r _prvp *e 4
17 2 2 2

Comme les deux suites {vy} et {w,]} sont positives on a :

T

lim vy =limwp=19
n— oo n— oo 2
. . p+vp +4
ouencore : lim uy, = limup,p = —s
n— oo n— +oo
Les deux sous-suites {upn]} et {up,.+1} .sont convergentes et tendent vers la
méme limite, donc 1a suite {uy,) est convergente et tend également vers cette limite.
[ 2
p+Vp +4
Soitl =" )
4°) On peut vérifier que pour tout pe N*ona: [ e R\Q. Ainsi, la suite des

nombres rationnels u, admet n(yL limite un nombre irrationnel.
1+V5
Exemple : pour p = 1. [ =— e R\Q.

[y est appelé le nombre d'Or = 1,618 "correspondant a une proportion considérée
comme particulieérement esthétique ". (Larousse) [}
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N

FONCTIONS NUMERIQUES DE LA VARIABLE
REELLE

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

19 fx)=V-x+ 29 fx)=/1gx 39 f(x)=V/cos2x
1-
1+x * . 2
49 f(x)=Log X 59 f(x) = Arcsin (1 -x%).
Solution

Désignons par Dy le domaine de définition de la fonction f.
(on rappelle que Dy est I'ensemble des nombres réels x tels que f (x) existe).

19 fx)=V/-x+

1

1-x
xe D & [-x20 et 1-x>0] dou Dg=]-,0]
2% fx)=Vigx

xe Df @ 1gx20 & 3 ke Z tel que : erk=[k7t,k7t+7c/2[.

dod Df = U I

ke Z .
3 fx)=Vces2x D= [-rM4+kr,n/4+kn]
ke Z
4%y f(x)=Log 13+ * La fonction Log étant définie sur ] 0, + oo [ :

- X
xeDp o x#3 @ >0 o (1+03-0>0.
dou Dp=1-1,3L
5°) f (x) = Arcsin (1 - x2). La fonction Arcsin étant définie sur [- 1, 1}
xeDf o -1<1-x2< 1. Donc D.=[{-V2;V2] -

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes

19 f _hx2_1 29 [(x)= Arctg | o
I fX)=1 3 ) f(x)= Arcig 1

x“+1
2x
39 f(x)=Argch(3x +2) 49 f(x)=Argth >
(1-x)
Solution 2
1°) La fonction th est définic sur R, donc f (x) existe si ~~  est défini, ce qui
X"+ 1

est verifié pour tout x € X
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Donc Dy =R

2°) La fonction Arctg est définie sur R.

Or x-1
x+1

n'appartient 3 Rquesi x#-1

et (x-1)(x+1)20. cest-a-direque x€ J-oo,-1[U[1,+0oo]
doiDp=J-00,-1[U[1,+0][.
3°) On sait que la fonction Argch est définie sur [1, + o [, donc f (x) existe si
3x+221 donc Dp={-1/3; + e[

4°) La fonction Argth est définie sur }- 1,1 [ donc f est définie si : 5
etx# 1. (1-x)
donc f (x) existe si et seulement si :

e ]-1,1][

x#1 x# 1
2x<(1-x)2 = X2 -4x +1>0

—(1-x)2<2x 24150

D'od Di=]-w,2-/3[U]2+/3;+] -

Etudier la limite en x de la fonction f définie par :

_l82x o 29 te="F 4 o

1 f)= X > X=0 tg TX 0
1-sinx T 2

39 f(x):————2 s Xe= 5 49 f(x)=x"(1-cos I/x) , x,=-o
n/2-x)

Solution
1°) On sait que tg 2x ~ 2x  puisque lim tgu/u= 1.
donc f(x) 5 2x/x u-0
et par suite : Iimf(x)=2
x— 0,

2°) Onsaitque sinx ~ x et 1gx ¢ X donc :

sin 3x 3x .
~ et par suite lim f (x) = 3/n
gnx 0 WX

x— 0
1-cost

3°) Posons w/2-x =t Alors f(x)=

t
Or 1-cost " t2/2.
2
Dou limf(x) =lim U2_1
x — 1/2 t— 0 [2 2
4°) Lorsque x tend vers - e, t = 1/x tend vers O-.

1 —cos(l/x)_ 1-cost

1/7(2 tz

On peut écrire : f (x) =
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3.4

3.5

1-cost_ 1
-7

et d'apres la question 3°) : Iim f (x) = lim

X—> -0 t—0 t -

Etudicr la limite de la fonction f au point x, = 0, dans les cas suivants :
2.2

T2 .
19 f= Y214 ¢ 29 f(x) = X
x> +b%-b 1-cosx
Solution lal-a
1°) En calculant directement la limite de f on constate que lim f (x) = BT76
x— 0
Plusieurs cas se présentent alors :
ler cas: Si b<O.
i >
limf(x)={0 51. a0
‘50 ab  si a<o0

2éme cas: Si b>0 e a<O.

Iim f(x) =+ o

x— 0
3eme cas: Sib>0,a>0.0n a alors une forme indéteminée pour lever
l'indétermination, on multiplie et on divise par l'expression conjuguée du
numérateur et du dénominateur, il vient :

Vv x2+b2+b
v x2+a2+a

f(x)=
etdonc lim f (x) = b/a
x—>0
4emd cas:Si a=0 et b=0 onaf(x)=1.
2Y0nz2 1l-cosx=2 sin2 x/2 et sinx =2 sin x/2. cos x/2.

sin x/2 cos x/2
Isin x/2 |

donc f(x)=/2.

etalors limf (x)=/2 et limf x) = -2

x > 0F x - 0-
Etudier la continuité de la fonction f sur R
x-1 1
9 fxXs— 29 f(x)=tg —
X (x+1) (x%-4) I T=1g

Solution
-1 .
1%) f(X)=————x————~ f est définie sur R\ {0,-1,-2,2}
x(x+1) (x2-4)
Comme f est une fraction rationnelle, donc elle est continue sur son domaine de
définition.
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3.6

De plus : lim f (x), lim f (x) , lim f (x) et Iim f (x)
x> 0 Xx— -2 x— -1 X— 2
sont infinies et par conséquent f ne peut &tre prolongée par continuité en ces points.
29 f(x)=tgl/x festdéfiniesur R-{0;2/(k+ 1)n ouke Z}
elle est continue sur son domaine de définition comme composée de fonctions

continaes.
Etudions la continuité au point 0.
Soient deux suites (Xp)ne n* € (Ypdpe N telles que :
] 3
X, =—— e y =—
" onm " 6n+ D)™

ona limx,=0 et limy,=0
n— + oo n— + oo
Mais f(xp)=tg2um) =0 et f(yy) =3
donc  limf(xy)=0 et limf(yy =3
n-— + o n-> + oo
et par conséquent f n'admet pas de limite en 0 et ne peut &tre prolongée par continuité

en ce point. De méme, on ne peut la prolonger aux points 7y = 2/(2k + Ir,

k € Z, puisqu'clle n'admet pas de limites finics en ces points. ]

Etudier la continuité de la fonction f sur R :

19 f(x):E(/%) 22y fx)=E [(V2-DJUX]

Solution
19) (%) =E( /%) f est définie sur R* et ona: Vne N*

fx)=m-1) si 2(n-1)2 < x<2n?

f(x)=n si 20 <x<2(n+1)?
f est alors continue sur I, =\ ([2(n- 1)2 , 2n? D)
ne N*
deplus imf(x)=n et limf(x)=n-1
X — 2n2 X — 2n2
X > 2n2 X > ?.n2

) . . ‘ 2
et par conséquent f est discontinue en tout point X, = 2n” ,n € N*

29 f(x)=E[ (V/2- 1)/ x| méme raisonnemsnt quau 1°).

2
n

f est continue sur Y -{——  /ne N* )

2-1)
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3.7 | Lever I'indétermination ct prolonger la fonction { par continuit¢ en X,

Vii+x -1

19 f(X)T , x,=0 29 f(x)=(-logx)(log (x-¢) » Xo=¢€
Solution
vi1i+x

-1
1°) [‘(x):—r~x— festdéfinicsur [ - 1,40 - { km; 2k + 1)n/2/ke N}

g
f est définie au voisinage de x5 =0
et lim f(x) = lim X - %
x—0 x—= 0 1gx. (Vx+1+1)
donc en posant f (0) = 1/2, on prolonge ainsi [ par continuité en x5 =0.

2°) f(x)=(1-1log x) log (x - e).

Dp=Je;+eo]
Calculons lim f (x)
x - et
. . 1 - logx
lim f (x) = lim —— . (e-x)(log (x -¢)
e-X
x — et x - ct
. 1-log x . logx-loge . 1
Or lim e-X = lim —'x_—e“‘ = (IOg) (e) = 'e—
x — et x > et
et lim(e-x)log (x-¢)=0. dou limf(x)=0.
x— et x > ¢t
On peut alors prolonger f par continuité cn x, = € cn posant f (€) =0 -
3.8 Lever l'indétermination et prolonger la fonction f par continuité en x :
19 f(0= [ —t—+1 L
9 fx)= x—3+7+ - x—3+?_ ;X =
Sin T X
29 f(x)= ,  X,=1
sin 2 tx
1-2cosx
39 f()= ——— , x,=T/3.
m-3x
Solution
1°) f est définie sur un intervalle du type ] 0, a] ,a>0
. : 2
et lim f (x) = lim =0

o 0t x> ot UK Ukl S U k-
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3.9

donc f est prolongeable par continuité a droite en xo = 0 et on prend f (0) = 0

SmT X puisque lim f (x) = - 1/2 on pourra prolonger f par
SiIl 2 X X -1

29 f(x)=

continuitéen posant f (1) = - 1/2.

1-2cosx

3°) f(x)= .Onpose t=m-3x.

m-3x
donc 1-2cosx=1-cost/3 -3 sint/3.
et puisque 1 - cost/3 & 2 /18 et sin /3 I t/3

sint/3
t

1-cost/3

don¢c lim f(x) = lim -lim /3.
X > n/3 t—> 0 t— 0

eten posant f(n3) =- /33 festprolongé par continuité en Xq = T/3.

=-/3/3

Soit f la fonction définie de [0, 1] dans R, par :

X

f(x)=
x“+1

a) Montrer directement que f est strictement monotone.

b) En déduire que f est bijective et déterminer {1

Solution
a) Soit (x7,x9) € [0, 1]1x [0,1]
Supposons que X] > X
(x; - %) (1-x; %5)
1 +x) (1+x)

f(x)-£{xy)
Xq- %Xy

Ona  f(x)-f(xy)=

donc le signe de est celui de (1 - x1xp)

mais 0<x3<1 et 0<xp <1 donc 1-x5xp 20.
f est alors strictement croissante (car 1 - x1xp > 0)

b) f étant continue sur [0,1], strictement monotone donc elle est bijective de [0,1]

sur £ ([0,17) = [0,1/2].

Déterminons f~ 1

£l est définie sur [0,1/2] & valeurs dans [0,1) , continue et strictement croissante

sur [0,1/2].

De plus par définition on a pour x € [0,1/2] ety e [0,1]y = £l x) © x=f(y).

.donc x = y2 & xy-y+x =0
l+y
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ce qui donne pour x € ] 0, 1/2] unc unique solution :

/ P
-V 1-4x appartcnant a l'intervalle 1 0, 1)

D'ou y 2x
0 1-J1-4x*
f )= e |
3.10 Soit  f: R — R unc fonction continue et vérifiant :
limf(x)=A ; limf(x)=B avec AB < 0. A ctB pecuvent &tre infinis.
X — + oo X — -o0

a) Montrer qu'il existe deux réels x ety tels que f (xg) . £ (yg) < 0.
b) En déduire que 'équation f (x) = 0 admet au moins unc solution réclle.
¢) Etudier le cas ou f est un polynéme de degré impair.

Solution
a) Distinguons plusicurs cas :

ler cas : Supposons quc A ct B sont finis ¢t que AB < 0.
(on prénd par exemple A >0 ¢t B <0 etle cas contraire se démontre de la méme

manigre).
On a par I'hypothese lim f(x)=A et Limf(x)=B.
X — + oo X — - o0
Donc Ve>0 3 a>0 telque x>a ona Ifx)-Al<e. 1
Ve>03 B>0 tclque x<-fB ona If(x)-Bl<e 2)
Prenons alors € = A dans (1) ¢t € =-B dans (2).
On a alors pour tout x > o O<f(x) <2A
et pour tout x < - f3 2B< f(x) <0

11 suffit de prendre n'importe quel xg > o

etyo<-P onabien f(xy).f(yy <O.

2eme cas : Supposons que A et B sont infinis par excmple A=+ et B=-oo,
Puisque lim{(x) =+ et limf(x)=-co
X 5 +o0 X > - o0
on a alors :
Voa>0 3IB>0 telque x> B ona f(x)>a
Vo>0 3IP>0 telque x<-B  ona fx)<-ao.
Donc: Vx>8 f(x) >0
Vx<-§ fx) <0
Il suffit donc de prendre x5, € |3, + oo [.

etyg€ ]J-o,-B'[ onabien f(xy).f(yy) <O.
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3.11

3.12

3eme cas : Supposons A fini et B infini (Par exemple A >0 et B = - o).
En combinant le choix du ler cas et du 2éme cas. On démontre aisement le résultat.

b) f est continue sur R, elle l'est donc sur [(Xg > Yol
etf(xg) . f(yg) <O
Donc d'aprées le théoréme des valeurs intermédiaires :
3 vIxg.¥o [ tel que f () =0.
¢) Si f est une fonction polyndéme de degré impair, elle vérifie les hypothéses de

I'enoncé donc appliquer a) et b) et conclure :
Tout polyndome de degré impair admet au moins une racine réelle. [

Démontrer que I'équation (E) admet au moins une solution réelle.

1 1
(E) — COS X -

p) =0

(x + 1)?

Solution

1
Posons f(x)= 5 COSX- 5
x+1

f est définie, continue sur tout intervalle ne contenant pas - 1.

1 1
De plUS f(zn) = 7 - (—2—T)2 >0
T+

1 1
et f(3n):-7-————2<0
Br+1)

Donc d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € ] 2r, 3n [ tel que
f(c)=0.

[ ]
Montrer que les équations suivantes admettent au moins une solution réelle.
a) x3 -3x2 4 15x -7 =0.
b) x* -2x3 +3x%2-x -5 =0
¢c) 1+sinx ~x2=0.
Solution

a) On pourra, en étudiant les variations de la fonction f définie par

f(x)= x3 -3x2 + 15x - 7 démontrer que f (x) = 0 admet une solution ou
encore en remarquant que f(0)=-7etf(1)=6

Et, par application du théoréme des valeurs intermédiares il exixte x; € 10,1 [
tel que f (x5) = 0.
on peut étendre ce résultat a tout polyndéme de degré impair (voir Ex 3.10)
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b) Méme raisonnement qu'en  aj sur [- 1, 0]
¢)Posons f (x)=1+sinx - x*
{ estcontinue sur [0, m] ct ona:fQ)=1 et f(my=1- rr2 <0
d'ol I'équation { (x) =0 admet unc solution dans l'intervalle O, x| -
3.13 Soit {1 ® > R unc fonction continue admettant des limites nulles en + oo
cten - oo,
i) Monurer que { est bornéc.
b) Est-ce que les deux bornes sont nécessairement atteintes ?
¢) Est-ce que l'unc au moins des deux bornes est néccssairement atteinte ?
Solution
a) Comme lim f (x) = 0, on a d'apr¢s la définition de la limite en prenant € =1:
X — 1 oo
J A<0 1V xeR [x<A = IHXI<1]
et I B>0 :V xeR [x>B = [fx)I«<l]
Ainsi : Vxe |-, AlUu]l B+ @ I{(x)I<].

De plus f est continue sur R donc en particulicr sur [A, B]. Elle est donc bornée sur
[AB]:
IM>0/V xe [AB] :If{x)1<M

si I'on pose Mg =sup (I,M) ilestclairque V xe R 11(x) <My
Par conséquent, f est bornée.

b) les deux bornes ne sont pas nécessairement atteintes. 11 suffit pour s'en aperge-

voir de considérer la fonction [ définie par: f(x) =¢ X
f estcontinuesurRet limf(x)=0

X — T oo
Une étude succincte de la fonction f , montre que :
inf f(x)=0 et sup f(x)=1
x e R x € R

La borne supérieurc cst atteinte car f (0) = 1, tandis que la bornc inféricure ne I'est
pas puisque la fonction exponenticlle ne s'annule jamais.
¢) Montrons que l'une au moins des deux bornes est néeessairement atieinte.
Supposons gu'aucune des deux bornes n'est atteinte. ’
Soit o =inf f et B =supf
Si f n'est pas identiquement nulle (cas trivial), au moins 'une des deux bornes n'est
pas nulle.
Supposonss que o # 0 (le cas B # 0 se déduit de celui-ci en considérant la fonction
=-1).
D'aprés I'hypotese  (lim f (x) = 0) on peut écrire, en prenant € =10 4/2 dans la
X — koo
définition de la limite que :
() 3 a>0/ Vxe Jro,-afula,+o] : I I<lal)2
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3.14

3.15

Or par définition de 1a borne inférieure :

2) Ve>0/ Ixe R / asf(x)<a+e

si on prend en particulier € vérifiant 0 < € < | ¢ 1/2 la relation (2) devient :

3 VeelO,lal2] T x5e R : asfxy)<o+e.

Et puisque, d'aprés (1), pourtout x€ R\ [-a,a]. I f(x)!<lol2 donc
Xg€ [-a,al.

Par conséquent « est alors la borne inférieure def sur [-a,a] or fest définic et
continue sur [- a, a] donc elle est bornée et atteint ses bornes.

Ainsi, la borne inférieure o serait atteinte.

Ce qui contredit I'hypothése et prouve que 1'une au moins des deux bornes est néces-

sairement atteinte.
n

On considére la fonction f définie dans R par :
f (x) = Arcsin x + Arcsin 2x.
a) Préciser le domaine de définition de f et montrer qu'elle est injective.
b) Sur quel intervalle, la fonction réciproque de f est elle définie ?

¢) Résoudre 1'équation f (x) = 2n/3.

Solution
a) f est définie si et seulementsi:-1< x<1 et -1<2x<1,

Donc Dg=[-1/2, 1/2].

Montrons que f est injective. Pour cela, il suffit de montrer que f est strictement
monotone, les deux fonctions x — Arcsin x et X — 2x sont strictement croissantes
Donc leur composée est strictement croissante sur Dy. Comme f est la somme de

deux fonctions strictement croissantes, f est aussi strictement croissante sur Dy.
Cest-adire: V x,xeDp [x<x = (X< {EKE)]
C'est-a-dire V x,x'eDf [xzx = [x#*IX)]

Donc f est injective.
b) fétant continue et strictement croissante, c'est une bijection de {- 1/2,1/2 ]

sur [£(-1/2),£(1/2) 1=[- 273, 2n/3 .
Par conséquent £ ! est définie sur [-27/3 , 2m/3 1.
o f=2n3 o x=fl@m) o x=12

Soit f une fonction définie et continue de [a,b] dans [a,b] telle que f o f soit
injective. Montrer que f est injective et que f o [ est strictement croissante.

Solution
Montrons d'abord que f est injective.

Soit (x,x") € [a,b]z. Supposons que f (x) = f (x)
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Par hypothese : f (x) € [a,b] etf(x')e [ab]

f est alors une application de [a,b] dans [a,bl donc: f(f (x))=f(f (x)) cestadire
fof(x)=fof ).

Or fof estinjective donc x =x' ctparsuite festinjective.

Montrons maintenant que f o f est strictement croissante.
Pour cela, il suffit de démontrer que f est strictement monotone.

Supposons le contraire. Il existe alors trois réels o < B <y deux a deux dinstincts et
tels que (o) <f(y)<f(B) (linégalité dans le sens contraire conduirait au méme

résultat). A
f étant continue sur [a,b]
donc en particulier sur 1) I
[o,B). Dapres le théoréme i
des valeur.s intermédiaires £(y) :
elle atteint toutes les Sk k==
valeurs situées entre f(o) et f(B). | :
orf) e 1f(o), £(B) [donc: F@)- - - — 5 \
Jce Ja, B[ telquef ) =T (). E : :
cest-d-dire: a<c<PB<ydou c<y. a gB ;/ >
Ce qui est absurde puisque f est injective.
Par conséquent f est nécessairement strictement monotone.
Ce qui entraine évidemment que f o f est strictement croissante. -
3.16 Soient f et g deux fonctions numériques définies et continues sur un méme
intervalle [a,bjde Rettellesque: V x e {ab] f(x)>g ®).
Montrer qu'il existe unréel k >0 tel que :
V x € [ab] f(x)=2gx +k

Solution
Considérons la fonction ¢ définie sur 1'interva}le [a,b] par:
V xe€ [ab] ¢ x)= f(x)-gX.
@ est continue sur l'intervalle fermé borné [a,b ] donc elle est bornée et atteint ses

bornes.
Soit k sa borne inférieure sur {a,b] : k = inf ¢ (x)
x € [a,b]
Donc YV x e [ab] ¢ x)2k (1)

De plus k est atteint, il existe x, € [a,b] telque @ (xy) =k

Comme par hypotheése 9 <0, ona: ¢(xgy) >0, c'est-a-dire k> 0.
Par conséquent, d'aprés (1) :

3 ke R*, V x e [ab] f(x)>gx +k
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3.17 Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle fermé borné [a,b}.
Soient X7, x9...xp, n valeurs de [a,b]. Prouver qu'il existe un élément

c € [ab] tel que :

1
£©=— [FG)+1(x) + . +£(x) ]

Solution

f est définie et continue sur [a,b], donc elle est bornée sur [a,b] et atteint est bornes.
Posons m=inff et M=supf, m<f(x)<M. Vxe [ab].

Parsuite: m< f(x;)<M pourtout i=1,2,3,..n

s

n n
Cequidonne Y m< f(x) < S M
i=1

i=1 i=1

1

n

ilvientdonc: m< fx)<M

IIM=

—

D'aprés le théorgme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [a,b] telque

1 n
flo)=— Z,l £ (x).

3.18 Soit f une fonction définie et continue sur [0,1] telle que f (0) = f (1).
Démontrer que, pour tout entier n non nul, il existe un réel x, de l'intervalle

[0,1] tel que :

f(x)) =f(x, + %)

Solution

Considérons la fonction g définie sur l'intervalle {0, 1 - 1/n] par:
g(x)=fx+1n)-f(x)

g est définie, continue sur {0, 1 - 1/n]

d'apres l'exercice 3.17 : si I'on prend n valeurs X1, X9,..Xp de [0, 1 - 1/n], il existe

n

1
g(x) =4 _21 g (x))

1=

Xg€ [0,1-1/n] telque:

n-i
Prenons maintenant Xj=——  pour tout ie (1, 2,..,n}
n n
n+1-i n-i
Or 2 )= 2 f( ) -f(—)
i=1 i=1 n n
=f (1) - £ (0).

Doli: g (xg)=0  cesta-die  f(xo)="f(xg+1/n)

3.19 | Soient f et g deux fonctions continues sur R et vérifiant, pour tout x € Q,
f (x) = g (x). Montrer que f = g
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3.20

Solution
Posons Qo) =fx-gX:.
Montrons que VxeR ox)=0
Supposons qu'il existe Xo€ R\ Q telque ¢ (xg) = 0.
¢ étant continue donc elle garde un signe constant au voisinage de X.
Supposons ¢ (xg) >0 donc:
Ja>0/Vxe]xg-a,xg+0l : ¢(Xx)>0.
Or Qest dense dans R donc
dre xg-a,Xg+ &[N Q
et evidemment @ (r) > 0, ce qui absurde puisque ¢ = 0 sur Q par hypotheése.
D'ou VxeR ,fx)=g &)
On raisonne d'une maniére analogue si @ (xp) < 0.

1°) Soit f une fonction numérique uniformément continue sur [0, + oof.
Montrer qu'il existeae R*, et be R telsque:
Vxe [0,+0o] [f(x)I<ax+Db
2°} A-t-on la réciproque ?
Solution

1°) f est uniformément continue sur [0, + ¢ [. Donc :

Ve>03n >0V (x,x) e R+"2 Ix-xt<m = If(x) -fX)I<e].
Prenons € = 1. Soitm le pas correspondant :

VneN f({n+1mn) -fom)l<l.

Par suite: Vne N If(nm) -f©0)1<n
Soit x € Rt etsoit ne N ,lentiertelque: nm<x<mn+1)n
ona lx-nnl<n = {fX-fm)l<l1
dou 'fx)-f(0)I<n+1 et parsuiteona:
HESITO) ) +n+1<1fO)] +xMm+ 1
Posons maintenant a=1/n et b=1f0)1+1

Ainsi Vx e R+  If®I<ax+b.
2°) Considérons la fonction f définie sur Ry par :
f(x)_{(zkn)(x-zk) si xe[2k,2%k+1]ke N
-2k D) [x-Qk+2)] si xe[2k+1,2k + 2.

f est définie, continue sur R+ et vérifie, par construction :
Vx e R+ I f(x) < x.
Pourtant f n'est pas uniformément continue sur R+ . En effet :
prenons e=1.
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P
10+ )
9.
8
7
6 '
5] '
n i
3
2]
1
X
2 34567800012, >
Soit 1 > 0 . Montrons qu'il existe (x,x") € RZ  tels que :
Ix -x'l <7 et IfX)-fix)I>21.
posons a=inf(M/2,1). Soitke N tels que :
kz{d/a - 1)/2
prenons x=2k e xX=2k+a
on a bien x-x'l<m
parailleurs 1fX)-f(x)I=a 2k + 1)
entraine alors que Ifx)-fx)I21.
Conclusion ,
Si f est une fonction uniformément continue sur R+ alors :
Jae R*, etbe R telsque  VxeR+ [f(x)I< ax+b.

La réciproque est fausse.
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FONCTIONS DERIVABLES

4.1. Etudier la dérivabilité de la fonction f , dans chacun des cas suivants /

/T 2 j’:
Dix)=vx"-1 2)f(x)=log(x+/ x“-1) 4
= E /
D=1 |
Solution

D fx)= x>-1 festdéfinie sur Joo, -1 ] U [1, +oo [. dérivable sur son
domaine de définition comme composée de fonctions dérivables, sauf aux points - 1
etl.

Etudions la dérivabilité aux points xg=-1,x; =1.

2
2 X -1
im  O-fCD gy VX1 o i / 5
x+ 1 X+ 1 N (x+1)

X — -1- X — -1- x — -1
donc :
. - f(- . -1
lim  -ICD .
X+ 1 x+1
X — -1- X — -1-

f n'est pas dérivable au point X =-1. On montre d'une manié¢re analogue que f
n'est pas dérivable a droite au point x1 = 1.

2) fx)=logx+ - 1)

f est définie sur {1, +oo [, dérivable sur ]1 +oof
Etude de la dérivabilité au point 1.

ona lim fI(x)-1(1) = lim log (x + V/x*- 1)

x— 1+ x-1 x — 1t x-1
lim Mlog xﬂ+(1og(1 + 1—1/)(2)]
s 1+ LAX 1 x-1

Silonpose t=x-1,o0n obtient alors :-

logx _ 108(1*’0:1

t

lim
x — 1+ %1 t— 0t

deplus: ' I- 14* tend vers 0+ quand x tend vers 1+ . donc :

10g(1+\/1—1/x2)~1' 11K
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4.2.

I — / 2
Donc  lim log(1+ ll/x) = lim —1'1/7(

x — 1t x— 1t

2
/ 2 X - X+ 1
mais lim 1-1k = lim 2 [ 2 —=-
x-1 X —1) 1+ x“(x-1)

x> 1t x — 1=
Do f n'estpas dérivable en xo = 1.

5
X

1-
30) f(x): -

f est dérivable en tout point de R sauf peut - &tre en 1 puisque pour tout x # 1 :

5
1-
f(x)= X =x*+ 3+ x4 x+1
1-x
or lim fx) = lim x4 +x3+x2+x+1)=5
x — 1 x = 1
donc f est prolongeable par continuité en 1.
En posant f(1) =5, calculons lim w si elle existe
xo1 X 1
5
lim  fO-I) oo XX+ o fimx3 4 2x2 4 3x + 4 = 10
x > 1 x-1 x— 1 (xrl)2 x> 1

D'ou f estdérivablecn 1 ctona (1) = 10.

Etudier la dérivabilité de la fonction f:
D )= 1x2-31 oo [ s _,
) 2 ) 1-cosx Vs
exp 1 silxl < a
9= NP '
0 siixi>a ou a € R+ /
Solution
) f(x)=1x2-31 [{estdéfinic, continuc en tout point de X, dérivable sur X,
sauf peut-éue en 3 el - 3.
Etudions la dérivabilité aux points xg =+3 . x) =-3.
lim -3 i xv Ty
X — 3t x=3 x 3+ T
. .. 3 - ,\'2
ct  him w = lim 2 =~y
x -3 oAl :
X — 3- X = 3

don¢ g(3)=9 ct f
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La dérivée a droite est différente de Ja dérivée a gauche . La fonction f est dérivable
a droite , dérivable & gauche au point 3 mais n'est pas dérivable au point. 3
A l'aide d'un raisonnement analogue on montre que f n'est pas dérivabie au point -3

Xsinx
2) = 1-cosx

f est définie si  xsinx =0 et x=#2km donc:

D=( U [(2k-l)n,2kn[ju( U J2kn:,(2k+l)7t])

keZ- keZ+
f est dérivable sur Dy. f ne peut-éue détinic par prolongement par continuité aux

points xgx = 2k7 pour k e Z*.

Mais en 0 on a lim f(x)=/2 . Par conséquent, cn posant f(0)= /2
x - 0 ) ;
onaura: lim f(x) - £(0) _ et lim -10)_
x — 0t X e x - O x-0
Conclusion : la fonction f, prolongée par continuité, n'est pas dérivable en 0.
3) f est définie sur R , continue en tout point de R. Elle est dérivable sur X sauf
peut-&tre aux points a et - a .

Etudions 1a dérivabilité au point a.

lim 0 -T@ .0 (car fx)=0 et fla)=0).

X — a+ X-a

lim fO-f@ = im0
X-a x—aa-X_a

X = a-
=x alors quandx > a-, X—> - et lim XeX=0
¥ -a X 5 —oo
Dot lim f(x)-f(a) =0.
X — a- X-a
Par conséquent, f est dérivable au point a et f'(a) = 0.
D'une mani¢re analogue , on démontre que f est dérivable en - a. /

Posons

Soit f une fonction définie sur un voisinage de Xg.
Considérons 1a fonction g définie par : L
/

f(xy + %) - (x4 - %)
2x .

g(x) =

a) Montrer que si la fonction f admet une dérivé a droite ct une dérivéc 2
gauche aupoint xg, alors g(x) admet une limite lorsque x tend vers 0.

Exprimer alors cette limite en fonction de 'g(xg) ¢t Fyg(xp)

b) Etudier la réciproquc de la proposition a) en considérant la fonction f
définie par f(x) =xsinl/x si x #0et f(0)=0.
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4.4,

Solution
Puisque f admet une dérivée a droite et une dérivée & gauche au point xg, on a alors:

f(xo + h) - f(x,)

. h) -
hm f(XO+ ) f(X()) _ f'd(xo) et llm - f-g(xo) (1)
hos 0+ h h— 0 h
En remplagant h par -h dans (1) on aainsi:
. f(xo-h) - f f(xg-h) - f
m IO ey ertim et
h—- 0O h h-0+ h
f(xg +h)- f(xg)  f(xg) - f(xg - h)
or &)= Zh M

Donc: lim  g(h)= _;_ [ 4xg)+ £ 0rg) 1 2t lim g(h) = 1/2[ (Fy(xo) + Fg(xo)]
h—-0+t h—- 0
D'ou lim g(x) = 1/2 [ fg(xq) + f'd(x0) ]
x—0
En particulier si f est dérivable en x,ona: lim g(x) = f'(xc).
x—0
b) Prenons xg=0 et f(x)=xsinl/x si x#0 et f(0)=0.
Ona:g(x)=1/2x ( x sinl/x - x sin}/x ) =0 Donc lim g(x) =0

x—0
Mais f n'est pas dérivable au point 0 :
En effet :
im 0 fO iy sinl/x qui n'existe pas.
x-0
x—0 x— 0

Conclusion : La réciproque de a) est fausse.

Soit £ une fonction définie sur ] -a, a [ et continue en 0. Vérifiant :
f(x) - fkx
lim (x) - fkx)

x>0 X

a) Montrer que f est dérivableen O et que f (0) = Tk
b) Montrer que le résultat reste valable si k > 1.

=f oukesttelque O0<k<1

Solution

a) Par hypothése ona: 100 -F() |
Ve>0 3In>0 telque ¥V x / [lxl<ny :1———)(—~—-£i<s. ]
or O<k<1 donc |kPxI<mn pourtout pe N et tout x tel que lx ! <.

_€<f(x)-f(x)~
£

Donc : [ <€
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£ (kx) - f (k%)
<

Vx/lxl<mn ona: -g L<e
kx
fRE 20 & %)
-g< = -L<e
K" *x
£(k" %) - f (k" x)
-g< -f<e
n-1
k X

En faisant la somme, membre 2 membre, des inégalités obtenues, il vient :
f(x) - f(k" . .
-s(1+k+k2+...+k"'1)<£‘)—)f(—_x_)_ L+k+.+kK"Dlce @ +k+.+ k01

Comme f est continue en 0, en faisant tendre n vers e on obtient :

PRI IV S

1-k — X 1-k71:k
d'ou le résultat . 7

f(x)-f(kx

b) si k>1 et lim—(—)—x—g=[ .

x—0 (LX) - £(X)
Posons X =kx,K=1/ketL=-1 kalors: [=Ilim __X___k

x—0

f(X) - f(kX
On a alors lim Q#:L avec 0<K«1
Ainsi f d’x'_)l())l Oet f(0)= _ A d'ot £ (0=t
mns1f est dérivable en( e ()_m_r_l—/k ou ()-m

Pour tout 2 0 on pose : fo (X) = ox + xZsinl/x si x#0 et fg(C) =0.
a) Montrer que f est continue sur R,
b) Montrer que f est dérivable sur R.
¢) f' est-elle continue en zéro ?
d) Calculer lim f(x) et lim fo(x)
X—> +oo X—> +o0
e)onpose x = 1/kn , ke Z*  calculer fig(xy)
f) Montrer que si 0 <o <1 alors fy n'est monotone sur aucun intervalle
ouvert contenant 0.
g) Montrer que : Vke Z*, f; admet un maximum local stricte au
point X2k.
En déduire que f1 n'est monotone sur aucun intervalle ouvert contenant 0.
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Solution
a) lim fg(x) =lim (ox + x2 sinl/x) = 0 = f(0).
x—0 x—0

(car lim x2 sinl/x = O puisque sin 1/x est bornée et x2 — 0)
x—0

b) sur R*, f, est dérivable comme somme , produit et composée de fonctions.
dérivables sur R* et g (x) = o + 2x sinl/x - cosl/x
De plusonalim fy (x)/x =lim (o + x sinl/x) = o puisque | x sinl/x [ <1x 1,
x>0 x—>0
donc f est dérivable en zéro et f(0) = o
¢} Siflg etait continue en z€ro , lim cosl/x = lim (& + 2x sinl/x - f(x) ) =0

‘ x—0 x—0
Ce qui est faux puisque lim cosl/x n'existe pas.
x— 0
En effet : en considérant les deux suites (xg) = 1/2kT ety, = ——1—— pour k= 1
il vient ; Ze+ Dm
limcos 1/xx =1 et limcos l/yx =-1.

kK —>+o0 k 5+ee
. . . inl .

d) lim x sinl/x = lim 51r11/ G =1 etlimcosl/x=1
X —+oo X—>+oo x X —>+o0

Donc lim fo (x) = lim  x (a + Shll/i/x} teo et limfg (0 =0+ 1
X —>+oo X —+o0 X —>+oe
e)Pour xx=1/KkT, (ke Z¥) ona fg{xx) = - cos kT
donc: fg(xp) =a - (-1k.
) Soit 0 < o < 1. Supposons que fy soit monotone sur un intervalle de la forme

|]-a,alou a>0.
{' o, doit alors garder un signe constant sur l'intervale j-a,af.

Orpour k assez grand, xpx et Xok+1 appartiennent & J-a,a[ et

fo (xw=0-1<0 et  fo Xopr1) =0 +1>0.
Dou fg n'est monotone sur aucun intervalle ouvert contenant 0.
g2 Ona f1(xo)=1-1=0 et f"71(xpx)=-4kw<0 donc f est
strictement décroissante au voisinage de X9 et Xpk est un maximum local de f7.
Par conséquent f; n'est monotone dans aucun intervalle ouvert contenant 0 :
si k estassez grand , xk€ J-a,al,
f1(x)>0 si x<xpgetf(x) <0 si x>xgx (pour x suffisamment proche de
X2k)
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U, donné et un+1 = f (up).

46{ Soit f une fonction de classe C!. Considérons la suite {(Un}y e n définie par
|
1 On suppose que (up) n'cst pas stationnaire. Montrer que :

Si (uy) cenverge vers [ alors [ (()1< 1.

Solution ,
f étant continue , on peut écrire  f(f) =L. Supposons que f{l)I>1.
Puisque " est continue, on considere la fonction continue ¢ (x) =1£ (x) - 1.
puisque  Je>0 / Vxell-g,l+ef x> 1.
Et comme { up}, e N converge vers [
3 Ne N / ¥Yn=N upe€ Jl-e,L+¢]
Appliquons le théoréme des accroissements finis entre u, et :
Il existe centre upetl,donc ce JL-¢e,0+¢e[,tel que:
(f(up) -L)=1(c) (up-0)
Ainsi luper -L1=1£0c)! tu, - L
fupey -LI> g -L1 puisque ce JL-¢e,0+¢]
Cette inégalité étant vraic pourtout n=N,ona:
VanxN lu,-fi2lun-T!
or lun-[1> 0, puisque la suite { u,) est non stationnaire, donc la suite { luy -[ 1}
ne peut tendre vers 0 et { u,) ne peut converger vers [ . Ce qui contredit 'hypothése.
Ainsi 1 ()1<1 m

4.7. | Soitla fonction définie par: f(x) = (x2-1)*, ne N*
a) Montrer que Il'ona:  (x2 - 1) f'(x) = 2nx f(x) . )

b) En déduire que l'on a : o7 - DI 00 + 2x £ V) -1 (1) 1P = 0

Solution
a)Ona f(x)=2nx (x2 - 1)n-1,
En multipliant par x2-1 ona (x2- 1) f(x) = 2nx f(x).
b) En dérivant (n+ 1) fois la relation (1) il vient :
(GZ-1)f (x) 10D = [ 2nx f(x) J0+D)
En appliqunt la formule de Leibnitz on a donc :

n+1 n+1
2 CE @@ )™t V=20 3 CE x®nri-bgy,
k=0 k=0

or x2-1H® =0 V k23 et x& =0 Vk22.

D'od : &% - DE 0 + 2x £2Vx) - n (1) £0(x) = 0
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4.8.

4.9.

Soit )= 1+x*
a) Démontrer que l'ona @ (1 + x2) {(x) = x {(x) )
b)En déduire la relation :
A+ 00 + Cn-1x Y% + nn-DP=0 @
¢) Démontrer que f®"*1)(0)=0  pour tout ne N.
Solution

a)Ona f (x)=

X
v 1+ x2
En multipliant par (1 + x2) on obticnt la relation (1).
b) En derivant (n + 1) fois la relation (1) et en utilisant la formule de Leibnitz
on a la relation (2).
¢) On procéde par récurrence : ' (0) =0 1a formule est donc vraie pour p = 0.
Supposons que :  {@P*Ugy =0 et montrons que {?P*gy =0
D'aprés b) ona:

A+ x5 + @p+ Dx £2Px) + 2p2p+ 1P %) =0

Dou:  f2#¥0)=-2p2p+ 1) f***0)=0

On considere la fonction f: R — R définie par :
-1
fx)=] 2,1 silxl<1
€
0 silxl>1
Montrer que f est indéfiniment dérivable.

Solution
Il est clair que f est définie, continue sur R et dérivable sur R - (-1, 1}.

De plus pour tout n € N* :
1

x) = P .eA"_Z: silxl<l. M) =0 si Ix1>1.
(x2_1)2n

Ou Pp est un polyndme de degré n.

M) - £71) o

lim fMx)=0 et lim —
x> 1 x> 1
™) - £ 1
im fMx) =0 et lim ——9—‘%#0
x = -1 . x— -1

Dou f est indéfiniment dérivable sur tout R.
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4.10. | Peut-on appliquer le théoreme de Rolle aux fonctions suivantes :
a) f(x)= sin2x sur [0, TC].
1- 2
b) f(x)= —ﬁxs—n_x sur [-1, 1].
i
©) fxy=1-"Jx*  sur[-1, 10
d) f)= e sur [ -T/2 , T/2]
2x
Solution

a) f est continue sur [0, 7] , dérivable sur ] 0, [ et f(0) = f(;r) donc on peut
appliquer le théoréme de Rolle a f sur [0, 7]
Il existe alors ¢ € 10, [ tel que f'(c) =0.
[2sinc . cosc =0 = c =T/2]

b) f est définie sur [-1, 1] - {0} , et lim f(x) =0 car 1 -cos27x '6 4T02x2/2.
x—0

Donc , en prolongeant f par continuité en O en prenant  {(0) =0,
f est alors continue sur [-1, 1].

fO-fO  _ o
X
x—0 x— 0
donc f est dérivable sur ]-1, 1{ et f(-1) ={(1).
Le théoréme de Rolle est alors appliquable af sur [-1,1] et on a alors | ‘existence
dunpointc e ]-1,1] tclque f'(c)=0.
c¢) fest definie continue sur [-1, 1Jet {(-1)={(1).
Mais f n'est pas dérivable en O donc le théoréme ne s'appliquc pas.
d) f (-1t/2) = £ (1t/2) donc le théoréme de Rolle n'est pas appliquable.

1 - cos2mx

de plus Lm 12

2
X

4.11. Soit f la fonclion définie par : f(x) = Log (1 + 0x) oll o€ R*+.

Soient aetb des réelstels que -1/o <a <b.

N a) Démontrer qu'il existe ¢ e Ja, bl telque @ (M) -T@=M-a) )
b) Détérminer c.

Solution
a) f cst définie sur ] -1/, +oo |
Donc f est définie , continue sur [a , b] dérivable sur Ja, b|
Draprés le théoréme des Accroissements {inis, il existe ¢ € fa, bl tel que:
fb)-f(a) =(b-a)l(c)
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b) ona f (x)=
1+ 0x
aMd-a)
Donc log (1 +ab)-log(l+aa)=
1+ ac
D'oli : Cz____b'a L
1+ab) o
log( W u
Y (1+aa)

4.12. | Soit f Ia fonction définie par :
fR=xx+DE+2)x-1)x-2)(x-3).
Démontrer que f, f", £, f4) ont respectivement 5, 4, 3, 2 racines réelles.

Solution
I est clair que f admet 6 racines :
x1=-2, xp=-1, x3=0, x4=1, x5=2, x6=3.
Dans chacun des intervalles [xj, xj+1] 1<i<5, f vérifie les hypothéses du
théoreme de Rolle, donc il existe ¢; € 1xj, xj+1[ 1 <1<5 tel que f(c;) =0.
Ce qui montre que f' admet 5 racines .
Un raisonnement analogue , montre que ", " et 4 ont4,3 , 2 racines réelles.

4.13. | Montrer que l'équation ' eX=1-x admet l'unique solution x = 0

Solution

x =0 est bien solution de I'équation eX=1-x.

Supposons qu'il existe une deuxiéme solution xq # 0. et considérons la fonction
f définie par f (x) =¢e* -1 +x

f est continue , dérivable sur R donc en particulier sur [0, xg] si x>0

{ou [x0,0] si xg<0) etona:f(0)="f(xp)=0.

Donc d'aprés le théoréme de Rolle il existe ¢ € 10, xp[ tel que :

f(c)=0 clesta dire ec=-1 ce qui est absurde.

4.14. | Montrer que 'équation x - ¢e*=0 admet une solution unique xp € R et
que l/e < xg < 1.

Solution

Posons f(x)=x-¢X

f est continue et dérivablesurRetf (x)=1+¢* , £ (x)>0.

f est alors une bijection de R sur R. 1l existe alors xo € R unique tel que {(xp)=0
Deplus f(I)=1-1/e>0 et f(lfe)=1/e-ele<0

D'ou: e <xg< 1. u
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4.15.

7

Soit h un réel strictement positif. En appliquant le théoréme des Accroissements
finis sous la forme :
f(xo+h)-f(xg)=hf xo+6h) o0 6€]0,1]
expliciter © en fonction de h et étudier sa limite lorsque h tend vers O dans
chacun des cas suivants :

1
Q) fx)=2x2+3x+1 , xge R b) f(x)=

1+x

X0 € R*+

¢) f(x)=eX ,X0=0 d) f(X)=2+V% ,x0=0

Solution
Dans chacun de ces cas, { est continue sur [ xq, Xo+h] et elle est dérivable sur

1 xg, Xo+h [ donc il existe 6 € 10, 1 [telque: f (Xo+h)-f(xp)=h{f (xo+6h).

a) 2(xg+h)’ +3(xg+h) +1-(2x5+3xo+1)=h[4(xy+6h)+3]

donc aprés simplification il reste :

2h2 = 40h2 dob : 0 =1/2

1 1 -h
1+X0+h 1+X0 (1+X0+9h)2
donc : (1 + xg+6h)2=(1+x0) (1 +xo+ h).
qui nous donne une équation de second degré en 6.

62h2 + 26h (1 + xg) - h (1 + xg) = 0.

(I x)+ /(A +x)(1+x5+h)

b) ona

donc 6= - (on a rejeté la solution négative)
1+x
et lim 6 (h) = lim (1+xo) - ,;_
h—0 h—»0 JO+x0)(1+x,+h) +(1+xp)
cona o " gfoap o0t

ce qui conduita:

eh—l

h
Etudions lim 8 (h):
h— 0

Par applications successives de la régle de 'Hopital (cf I'excrcice 18 / ch IV).
On trouve

h

" don B (h)=— Log|
= o 0= Log|

1
lim 6 (h)= =

h—->0

dyonaf(x,+hy-f(x,)=hf (xg+0h).
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1
or f(x,+0h)=—ur—o—r
2./ x,+6h)

h

donc /X, +h - /% = ———xnu x,=0.
2/ x, +6h
N .
Dou: vh= ce qui donne @ = _‘/22 |
2V 6h
4.16. |Démontrer les inégalités suivantes :
a) sinx < x six2 0.
b) log (1 +x)<x six 2 0.
c) Arctg x £ x six2 0.
1
3 d) Arcsin X < —— si O0<x<l.
E J1-%
3
c) x <1gx ct X+?<lgx sixe 10, /2

Solution

a) La fonction t — sint est continue sur [0, x] et dérivable sur JO, x [ pour tout

x >0. Donc d'aprés le théoréme des Accroissements finis il existe ¢ € ]0, x [
tcl que : sinx = X COSC
or 0<cosc<1 d'ot sinx < x vV x>0.
L'inégalité est évidemment satisfaite si x =0. ’
b) On applique le théoreme des Accroissements finis a la fonction

t— log (1 +t) surlintervalle [0,x] ona:

X 1 oo )
log(l+x)=1—;z<10r T_+7:<1 d'ou le résultat.

¢) En raisonnant de la méme maniére qu'en a) et b) il vient :

< 1.

mais
l+c¢ 1+c¢

Arcig x =

d) méme démonstration que precédement.
¢) En appliquant le théoréme de Accroissements finis  la fonction t — tgt sur

[0, x] puis 4 1a fonction t — tgt- (t+ 33 9 sur [0, x]. -

4.17. Démontrer que : V (a, b) € R2  telsque O<a<b ona:

.“‘ 5,
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4.18.

4.19.

Solution
Lafonction t— logt est définie, continue sur [a, b] pour tout (a, b) € R2
tel que 0O <a<b etelleest dérivable sur ]a, b[.

Donc d'aprés le théoréme des Accroissements finis il existe ¢ € Ja, b[ tel que :
logb-loga=(b-a).1l/k

or a<c<b donc 1b<l/ic<1/a.
Dou : Do-2 b b-a [
5 < log a < 2
Démontrer que : V {(a, b) € R?  vérifiant : 0<a<b<T/2.Ona:
b-a b-a
< tgb-tga <
2 2
cos a cos’b

Solution
Le théoreme des Accroissements finis appliqué a la fonction t — tgt sur [a, b]

‘v’(a,b)ER2 . O<a<b<m/2

donne : igh - tga= ouc € Ja, b[.

cos C

Mais la fonction cosinus est décroissante sur [0, T/2] donc :

cos2b < cos? ¢ < cos?a.
b-a b-a
Dou : < tgb-tga <
cos a cos’b |
On consideére 1a fonction définie sur R par f (x) =x -cosx.

1°) Montrer que I'équation [x - cos x = 0] admet une solution x, dans

/6 , m/4].
w6 . N
2°) Montrer qu'il existec € |1 x,,m/d [telque: ————— =1(c).

-4 x,

Solution
1°) La fonction f est définie et continue sur I'intervalle

2)
(n/6 , m/4] et f(m/6) .f(n/A)= [%QJ(QQJ <0

Drapres le théroéme des valeurs intermédiaires, il existe une valeur x, comprise

strictement entre ©/6 et /4, telle que {(x,) = 0. C'est a dire x,, est solution de
I'équation [x - cos x = 0].

2°) f est définie, continue et dérivable sur R. En particulier clle est définic ct
continue sur [x, , /4] ct dérivable sur |xg, /4. Ainsi, elle vérific les

hypotheses du théoréme des accroissement finis .
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N T
Dol : f(n/4)-f(x°)=(74— —xojf‘ ()

_ ) T n-2V2

Cequisetraduitpar: 3ce x,, z[ @ ——— =f (9.
T -4%,
Ceci provient du fait que f(x,) =0 etque x,#n/4. -
4.20. | En utilisant la régle de 1'Hospital , calculer les limites :
2 2 og (si
Dlim 160X o)y 1-cosx” 3) lim g—(sm—’?
x>0 x* x > 0 X sinx X o ®/2 (- 2x)
Solution 2
. . , . f(x) 1-cosx .
1) On applique la régle de I'Hospital au rapport o) = ——— Dpuisque les
X
fonctions f et g sont définies, continues et dérivables dans un voisinage de 0 et
£ (x) 2xsinx®> sinx?
ona: - = =
A R . 4
.2 B 2
or lim S _1 donc  lim - CZSX = %
x> 02¢ 2 x— 0 X
2 2
1- - . 1- 1
2) COSX . 1-cos . _L Don¢c lim SCOSX == (d'aprés a ).
X’ sinx xtoosix x — 0 X sinx

3) Posons £ (x)=log (sinx) et g (x) = (T - 2x)2
f et g sont deux fonctions définies, continues et dérivables dans un voisinage de
n/2 etona:

£ (X>=§—$§ et g (x)=-4 (T - 2x).

f(x) -1 cosx

D'ou - = — qui conduit & une indétermination.
g (x) 4sinx p_ox

Une deuxiéme application de la régle de I'Hospital a €0sX  donne :

i cosx ) -sinx 1 T - 2x
lim = lim ) = ?
X > Tr,/2n'2x X — nf2
o f& 1 . s feo_ 1
Dot lim PR et par conséquent : lim ey 3 [ ]

X = 72 X — w2
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4.21. | En utilisant la réglc de I'Hospital calculer les limites .
) log tg7x ) sh’x - sh’a ) 1 et -1
_,~  1) lim fog 1g2x 2) lim — > 3)lim  —- log
/ x> 0 xofn X2 x— 0
i
|
% Solution

1) Un calcul directe de la limite , montre qu'on a une indetcrmination.

. . , .y T(x) log(1g7x)
Appliquons donc la régle de I'Hospital a 200" log (w2%)

continues et dérivables sur tout intervalle de la forme Jo,a[etona:

_T(1+1g°7%) _2(1+1g°2%)
T gk T X

. fet g sont définics,

£ (x) g x)

£ (x) 70+ 70 192x

donc —— = @ qui conduit, encore , a une forme indéterminée.
g ®) 5 +gtx) 87X
Appliquons la régle de I'Hospital 2 ‘g;zf . 1g 2x et tg 7x vérifient les hypothéses
de 'Hospital eton a : 1g7x
tg2 2 2
im  EX < lim w= =
x—)Og x> 0 7(1+1g77x)
. 7(1+1g°7x) 7 o £ (%
or.lim PN TN D'ou lim —<=1
2(1 +1g°2x) (x)
x—>0 £ (x) x - 0
Finalement : lim —(7)=
x>0 ; h? shx
2) on suppose que a#0 (sinon lim S_zj = lim (7—) =1)
x -0 X x =0

. Enposant f(x) = sh2x - sh2a et g{x)= x2 -a2

ona f_(x_) = 2_.__th Ch__x et lim f' & = %1 .
g (x 2x X q B0 22

Do lim 1% _im £ _ sh2a
x—)angx x—)ag'(x)_T

) 1 e -1
3) Calculons : lim — log
X X

x— 0

X

e -1 fl(x)_xex-ex+1

g () x(-1)

Posons  f,(x) = ]og( ] et g, =x .Donc

. f; (x)
et lim

, présente une forme indéterminée
x—> 0 8 &
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posons f (x) = xe* - e* + 1 et gy (x) = x (¢* - 1) et appliquons une deuxizme fois
la regle de I'Hospital a f (x) /gy (x)

. . f, (x)
fo X)=xe* et gy (x)=eX+xe*-1 et lim 2 :onduit également a

une forme indétérminée. x— 08 (X)
Une troisieme application de 1a régle de I'Hospital donne :
f"2 (x) ] e" +xe" 1
lim — = lim T 5T
X—)ng(x) X — 0 € +¢ +Xe
fix) 1
Dot : lim EI(T) ==
x 0! |

4.22. | Utlisant le développement de Mac laurin de la fonction f (x) = log (1 + X)

Déterminer la limite de Ia suite de terme généralU, = 112+ 1/3 +...+ (-1)“'1 1mn

lorsque n tend vers +oo

Solution _
fx)=(1+x)1 " (x)=-1(1+x)2 £ (x) =2 (1 + x)3
festde classe C®sur ]1-1,+00| et f)= Dl m- 1)1 +x)™. Ce qui nous

0 _ ™

permet de calculer : _
n! n
Pourtoutx € J-1,+ oo [:
2 3 n n+l
. Xx© X ni X n X
log (1+x)=x——2—+?+...+(—1) —+ (-1 —
n (n+1)(1+c)"

avec c¢=6x , 0€]0,1[
pourx=1 ona: R, 1" R 1

log2=U_+R_ ol S— <—

& nt o (+1)(1+ 6)"* Ton+l
lim R,=0 Parconséquent: lim U,= log2 : ]
n — +oo n— +eoo
4.23. Etablir les inégalités suivantes :
2 250 /
- - <X m ir x>0
a X 2Slog(1+x)_x 2+3 ’ poti
2 2 4
l-f— <cosx<l—x—+§— our toutx € R
b- g seosx s bty p
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Solution
a) La double inégalité est vérifiée si x = 0. Supposons x > ()
La formule de Mac Laurin & I'ordre 2 appliquée a4 f (x) =log (1 + x) donne :
2 3

X X
f(x):x_?q\-._____? , Be]o, 1]
31+ 6x)y

3 3

. X X

puisque x >0 ,ona: (< —— <.

3(1+6x)° 3

2 2 .3

. X X° x
Finalement : X- 5 <log(1+x)<x—7+—3- pour tout x > 0 .

b) Appliquons la formule de Mac Laurin 2 la fonction cosinus :
2

X
cosx =1 -700581x

2 4
X X
=le—+ — avec 64,0, € 10,1
Cosx = 1- -+ 57 c0s B, 1.9 €] [
On déduit alors le résultat a partir des inégalités

2 2 4 4
—X—<-)i—cosex et X—cosex <)—(—
27 2 1 24 27 724

4.24, Soient xy € R, € € R*+ et f une fonction de classe C**1 sur I'intervalle

[Xg- € %o+ €], telle que f ™D (x ) =0,
Montrer que le réel 8y, (h) défini par la formule de Taylor

- nl
E(xg+h)=f(xg) + h £ £ (xg) +. +( o £ x )+—f(“)(a+h9 ()
vérifie : hhi . 0 (h)= m
Solution

Ecrivons la formule de Taylor & l'ordre au dessus

f(Xo +h)= f(Xo) + h f(xo) tot = t(n)(xo) + f(nﬂ) (a+ hen+1 ()

En comparant ces deux expressmns on obtlem :

+l)'

h" n h" n n
— 1 (xo + 0o, () = Ef( Jxg) + 1‘ "D(a+ho,_ (h)

(n +1)'

o h
£ (g +hg, (1) -1 () = —= £ D@+, | ()
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4.25.

Px)=

4.26.

Le théoréme des accroissements finis appliqué a ™) entre Xg €t Xq + hOy(h).
nous permet d'écrire :
@) (x5 +h8,(h)) - £ (xg) = ho,(h) £+1) (xg + hAB,(h))

¢ £ (x, +h0_ ()
‘ol 0 (h)=—
n m1 D 4 hAe_(h)

n+l

Puisque (1) (x) #0 et f*1) continue, f0+1) (xo+hO (h)) et
£f0+1) (x ) + hAB(h)) sont non nuls pour h suffisamment proche de 0 et tendent

vers f(n+1) (xo) quand h tend vers 0. m
Ce qui montre le résultat.

Soit P un polynéme de degré n et X, un réel. Développer suivant les puissances

de (x - x) le polyndéme P.

Solution

La fonction polyndme P est indéfiniment dérivable sur R.

Appelons P&K) sa dérivée kitme, Le développement de Taylor 4 I'ordre de P(x) au
voisinage de x, est donné par :

( 0) P"(xo) P (n)(xo) Pe+c) et

2
P(xg) + (x-xo) + 51 (X-%Xp)“ +... + (x-x)" + T (x - %
or P® =0 si k> n. Ainsi le développement recherche est le suivant :
P <x ) P“‘)(x )
Px)=P(xp)+ —— (x-xg) + (x - xg)" =

Développer le polyndme P(x) = x4 - 5x3 + 5x2 + x + 2 suivant les puissances
de (x - 2)

Solution

Px) = x*-5x3+5x2+x+2 - PQ) =0

P'(x) =4x3-15x2+10x+1 o P@)=-7

P'(x) =12x2-30x+10 - P'Q)=-2

P"(x) =24x-30 - P"(Q2)=18

PWx =24 - P#2) =24

PO)x) =0

On applique alors la formule de Taylor avec reste de Lagrange, a l'ordre 4:

2 2 2 (x - )

P(0=PQ) + X 2) P'(2)+ (X L)+ (x ) P (2)+ (" ! ZP00) + =P
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Orpourtout xe R P(S)(x) =0 , donc , aprés simplifications :
Px)=-7(x-2)- (x-2)2+3(x-27°+(x-2* u

4.27. |Utilisant la formule de Taylor 4 l'ordre 2, donner une valeur approchée de cos63°.
Estimer l'erreur duc a cette approximation.

[

Solution

La formule de Taylor a F'ordre 2 au voisinage de x, est :

sinXx, cosX, 5 sinc 5
I (X‘X0>‘—2‘!—(X'X0) + - (X - xg)

3!
ol c=Xy+06(x-xy5) avec B¢ ]0,1]

COSX = COSX) -

En posant X = 63° Xg = 60°.
La formuie ci-dessus n'gst valable que si x et X sont exprimés en radian.

T T TE

x0=—3— x=?+&)~.Ams1

+ €

=C0S = - -~ 8in — - —
3 60 3ot 2
3
n

2
. (Tt b8 T W T T cosm3
cos63—cosk—§—+@

avec £ sin C.

~ 6.60°
Finalement cos 63° =0, 45399 ou l'erreur d'approximaticn en valeur absoluc est :
lel < 2,510 [

4.28. Donner une valeur approchée de e & 10™ prés, sachanl que e < 3.

Solution
La formule de Mac Laurin appliquéc a la fonction { (x) =¢*
2 n n+1

X X X [}
= l4+x+=+ ¥

5 '"+H+(nTl)_!e avee 6 € |0, 1[

car fK) = eX enparticulier %) (0) =1 pour out k € N*,
pour x = 1, 1 1 e?

e:l+1+§‘i+...+ﬁ—!+m'{
0
Posons R:——f——- ona: IR | < c < 3
o (n+ 1)! ’ n (n+ D! (n+ !
3 3 -5,
Or T =74 10-3 et m:(), 8210 " il faut don¢ prendre n = 8 pour

avoir IR, 1 < 103, on a alors :
8
soit ¢ =2,71828  avec une erreur inféricure 4 1075

1
e: ——
Koo k!
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5.1

FONCTIONS USUELLES

Démontrer les égalités
1) Arc sinx + Arc cosx = Tt/2 Vxe [-1, 1]
2) Arc sinx + Arcsin v 1x* = vV xe [01].

Solution

1) 1€T€ méthode: ’

pour tout x € [-1,1], posons : & = Arcsinx et 5 = Arc cosx.

Par définition : o € [-71/2, /2] et B e [0, 7] donc (/2 - Bye [-m/2, /2]
Ona: sina = x et sin (7/2 - B) = cosP = x.

D'oir sina = sin (7/2 - B).
. . e N
Or la fonction sinus est une bijection de [7’ 7] sur [-1,1]

donc a=72-B.Cestadire o+ f=m/2.

et par suite ;: Arc sinx + Arc cosx = Tt/2.

2éme méthode:

Considérons la fonction définie sur [-1, 1] par : f(x) = Arc sinx + Arc cosx.

1 -1
fest dérivable sur }-1, H{et ' (x)= + =0.

\/l—x2 v l—x2

Donc f est constante sur ]-1, 1{. En prenant x = 0. On trouve la cor stante égale a
Tt/2. Et par continuité : f-1)=f(1)=m/2. Dot :

vxe [-1,1] f (x) = Arc sinx + Arc cosx = /2.

2) Fn utilisant la 2¢me méthode :

soit  f(x) = Arc sinx + Arc sin 1-x
{ est définie sur [-1, 1] et dérivable sur J-1, 1{ cton a:

1

-2 1 - X
. = — +
1-(1-x5 WSi1x S VRV

1
£ (x)= -+
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5.2

Pour x € [0, 1[ f (x) =0, donc f est constante sur [0, 1[ . En prenant x =0
on trouve la constante égale a TT/2. Et par continuit¢ (1) = 7T/2 .
Dod: Vxe [0,1] Arcsinx + Arc sin / 1-x* = /2.

|
Exercices proposés:
Démontrer les égalités :
1) Vxe R*, Arc tgx + Arc tgl/x = T/2. Que peut-on dire pour x < 0 ?
2)VxeR sin Arc tgx =
1+x
3)VxeR cos Arc tgx =
1+x2
Simplifier les expressions suivantes :
1-
1) A(x) = Arc cos (1-2x2) 2)B(x)= Arctg | 1—;};

Solution

1) A(x) est définie sur [-1, 1]. On vérifie facilement que :
[-1€1-2x2<1] o xe [-1,1].

Posons alors x = sina. pour o € [ -7/2, /2]. Ce qui donne :
1-2x2 = (1 - sin20) - sin2o = cos2a - sinZa = cos20,

d'ot A (x) = Arc cos(cos2a).

Par suite A(x) = 2a si o e [0, t/2].
et AX) = -20 si ae [-1/2,01.
Comme o= Arc sinx , on obtient :
Arc cos (1 - 2x2) =2 Arc sinx si xe [0, 1].

= - 2 Arc sinx si xe [-1, 0l

Expression qu'on peut simplifier encore en écrivant :
Arc cos (1 -2x2)=21Arcsinx! pourtoutx € [-1, 1].

2) B(x) est définie sur ]-1, 1]. T
- X
La racine étant positive, posons [ %" tgo avec ¢ € [0,n/2]

1-
tgz(p=cos2(p
1+tg70

Ce qui donne , aprés simplifications : x =
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5.3

Comme @€ [0,T2[ , 2¢ € [0, x[. La fonction cosinus étant une bijection de

[0,7] sur [-1,1], ona: = 1/2 Arc cosx.

Finalement pour tout xe ]-1,11 : Arctg | -11—_-,_1 =1/2 Arccosx. m
X
Exercices proposés :
Simplifier les expressions suivantes : 1-x2
1) Aj (x) = Arc sin (2sinx cosx) 2) Ax(x)= Arccos —
T+x

) 1-cosx
3) Az (x)= Arctg(/ 14x* - x) 4) A4x)= Arcig /Tmsx.

Résoudre 1'équation :
Arc sin2x - Arc sin x/ 3 = Arc sinx.

Solution
On peut reécrire cette équation sous la forme:

Arc sin 2x = Arc sin x /3 + Arc sin x ¢))]

Cette équation est définie pour x € [-1/2, 1/2]. D'autre part, nous savons que pour
toutte [-1,1}:  cos (Arc sint) /1%

(puisque Arc sint € [ -7/2, T/2] donc son cosinus est positif).

Maintenant, en prenant le sinus des deux membres dans I'équation (1) , il vient:

m=x/3.S1-2+x/1-3% . @

x =0 estévidemment solution de I'équation {2).
Pour x # 0, I'équation (2} devient :

2=/3-32 +S1-3x% don 2-V3-3x2 =/ 1-34.

En élevant au carré les 2 membres et aprés simpliffication on trouve:

vE L
2" X

En élevant de nouveau au carré et aprés simplification on trouve :
, x2=1/4. Cequidonne x==1/2.
Finalement I'ensemble des solutionsest: S ={-1/2,0,1/2 }.

Exercices propose€s :

) 2Acg(/ 14x% - x) + Arc igx= T/2
2)  Arcig(x-1) + Arc tg(x+1) =T/2 - Arc 1gx
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5.5

Discuter suivant les valeurs des réels a, b , ¢, I'existence de solutions de
I'équation : a cosx + b sinx = c. 1)

Solution

Si a=b=0T1équation se réduita 0=c qui admet Rou & pour ensemble de

solutions.
Supposons doncquea#0 ou b=0.

a b c

Fosons ’ \/a2+b2,[3 \/a2+62 -7 a’ + b’
L'équation (1) devient : « . cosx + B sinx =y ()
Avec ol + [32 =1
1l existe donc 6, € [0, 2] tel que o = sin 6y et B = cos 6.
L'équation (2) devient :

sin (X + 8g) = ¥. 3)
lercas : si |y I>1 [l'équation (3) n'admet pas de solution: S = (.

2éme cas: si |y <1, ilexiste 67€ [0,2n[ tel que: +y=sin 6.

Et par conséquent 1'équation (3) devient : sin (x + 0g) = sin 01.
Ce qui donne x+6,=6, + 2kn ke Z
oux+6,=mn-6,+2kn

Et par suite : { x=(0,-6,)+2kn

ou x=1t-(91+90)+2kn.

Exercices proposés:
Résoudre les équations :

1) /3 .cosx - sinx= 1
2) sinx-cosx=1

Discuter suivant les valeurs des réels a, b, ¢, I'existence de solutions de
I'équation achx+bshx=c¢ (D).

Solution

D'abord si a=b=0,l'équation se réduit 0 = ¢ qui admet R ou @ pour
ensemble de solutions.

Supposons donc que a# 0 ou b # 0. Nous allons distinguer 3 cas possibles :

L ]
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S.6

Tercas :silal=1b1#0.
En simplifiant par 1al, I'équation (1) devient :
chx tshx=c¢'.oucncore e =¢ oue=%1
Cette derniére équation admct une solution unique si ¢' > O et n'admet pas de
solution s1 ¢' < (0.
2éme cas si lal>1bI

a b c
Posons o =-——— ,fB=

Bt Y= ——

N a* - b ! Ja -
L'équation (1) devient : o chx + Bshx =7y, 2)
avec » a?-B2=1.
Ainsi, le point M (o, B) appartient & 'hyperbole équilatére d'équation X2-Y2 =1,
Donc il existe x,€ R tel que: o = chxg et B = shxg.
Par suite, I'équation (2) devient: ch (x + xg) =Y. 3)
Si y<1 Tléquation (3) n'admet pas de solution.
Si y =1 I'équation (3) admet une solution unique : x = -xq.

Si vy >1 I'équation (3) admet deux solutions puisqu'il existe x; € R tel que :

chxy=vy.

Par conséquent I'équation (3) s'écrit : ch (x + xg) = chxy.
Donc : { X+ Xo=% d'ot , { X=X %o

ou X+ Xp=-Xg ou  X=-X;-X,
3éme cas :siltbi>1al
P o= 2 B= b el y= <
L'équation (1) devient : B.shx + o chx =vy. 03
Avec B2 -0a2=1.
Il existe xg € R tel que : B =chxg et o= shxg.
Par suite I'équation (2') devient:  sh (x + xg) =7. 3)

Or lafonction sh est une bijection de R sur R , donc pour tout o € R,
il existe un unique réel xq tel que: shxy;=7.
Par conséquent I'équation (3) admet une solution unique : x=X1-%. W

Exercice proposé :
Résoudre 1'équation : 3 chx + 2shx = 4.

Résoudre le systeme : {Arg shy =2 Arg shx

Arg chy = 3 Arg chx
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5.7

Solution

Le systeme est défini sur D =[1, +eo [ x [ 1, +oo[.
/12
En utilisant les formyles : sh2t = 2sht cht et cht=v sht+1

et en prenant le sh des deux membres, la premi¢re équation du systéme devient :

y:2x\/x2+1 (1)

Puis en calculant ch3t en fonction de cht uniquement, on trouve : ch3t = 4ch3t - 3cht
Ce qui donne, en prenant le ch des deux membres de la seconde équation :

y =4x3 - 3x 2
Les relations (1).et (2) entrainent :

2xV x2+1=4x3—3x (E)

On cherche alors les solutions de (E) pour des x 2 1. (donc x # 0). ce qui donne :
2x/ 2 +1=4x2-3 ouencore: 16x4 - 28x2 + 5= 0.
En posant x2=X il s'en suit :

7+ V29 7-V29

X, = 3 ou X, = 3
Seule la racine supérieure a 1 convient . c'est a dire :
, 1+ 29 _T1+V29
x"= —e— ouencore  X= [—g—

Par conséquent :

AR B

X
Soit f la fonction définie sur 0,1 par : f(x) = X2 (x-1).log (1—{)

a) f est- elle prolongeable par continuité a l'intervalle [0, 1] ?
b) Si oui, étudier les tangentes a 1a courbe de la fonction prolongéeenOcten 1.

Solution

lim f(x) = lim (x - 1) . [ x2logx - x2.log(1 - x) ] = 0.
x> 0t x> 0t

lim f(x) =lim x2 [ (x - Dlogx + (1 - x) log (1 - x) | = 0.
X - 1- X — 1-

Donc f est prolongeable par continuité aux points 0 ¢t 1 en posant : £f(0) = £(1) = 0.
Etude des tangentes :

lim  f)-£(0) =lim  x(x-1)log %zo
x — 0+ x-0 X - 0+ ’
et lim M = Iim )(2 1()g(_L)= - oo
x-1 l-x

X — 1- x - 1°
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5.8

5.9

Par conséquent la courbe admet une demi tangente horizontale & droite de 0 et unc
demi-tangente verticale dirigée vers le haut, 2 gauche de 1.

2
X~ logx

x2-1

Soit la fonction définie sur R* \ {1} par: f(x)=
a) f est- elle prolongeable par continuité au point 1 ?
b) Si oui, la fonction prolongée, notée f , est - elle dérivable au point 1 ?

Solution 2 losl .
a) lim f(x) = lim [ X ),Cog’“ og )=_
X+ 1 x-1 2

X =1 X — 1

Donc f est prolongeable par continuité au point 1 en posant f (1) = 1/2.
b) x est au voisinage de 1 donc on pose x =1 +h.

f1+h)-f(1)_ 1 [(1+h)210g(1+h) 1

h ThL onend 2
_2(1+2h+h?) log(l +h)-(2h+h?)
2h (2h + h?)

Un développement limité de log(1 + h) au voisinage de 0, a I'ordre 2 donne, aprés
simplifications :

f(1+h)-f(1) 1+eh)
h T 22+h)

Donc f est dérivable en 1 et £(1) = 1/4 . .

qui tend vers 1/4 quand h — 0.

Déterminer les asymptotes éventuelles a la courbe, au voisinage de I'infini, de

la fonction définie par ~ f(x)= >/ x> +3x+2

On précisera 1a position de la courbe par rapport a ces asympltoics.

Solution
On effectue le changement de variable t= 1/x.

1
f)=x.>[1+Z+ =T.(1+312+213)”3.

2 3
X7 x

t tend vers 0 lorsque x tend vers l'infini donc (312 + 203) 0.
On fait alors un développement limité au voisinage de 0 a l'ordre 1 de [ (x) :

foo=1/.[1+1332+20%) + (2 + 20y g6 (V) 1.
=1t (T+2242€@))=1/t+1+1E (.
=x+ 1/x + 1/x € (1/x).
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Ainsi la droite d'équation y = x est asymptdte & la courbe vers + oo et vers - oo,
La position de la courbe est précisée par le terme 1/x. Donc :

. Au voisinage de + o= , la courbe est située au dessus de l'asymptote .
. Au voisinage de - o |, la courbe est en dessous. |

5.10 Determiner les asymptotes éventuelles 2 la courbe au voisinage de l'infini

de la fonction définie par :
fx)=e™ . /x(x+2)
On précisera la position de la courbe par rapport aux asymptotes.

Solution:
On effectue le changement de variable = 1/x.

/2 e
_ 1/x £ = A2
f(x)=Ixle 1-§-X (”.(1+21)

On fait alors un développement limité de cette expression, a l'ordre 2 au voisinage

de0: 1 ¢, 2,
f(x)=m.(1+1+7+teo(t))(1+1-?+t el(l)).
1
=m.(l+2t+t2+12€(t)) ot e () » 0
t— 0

. Au voisinage de +oo :

1 1 1 1
f(x)z_t_+2+t+t€(t)=x+2+Y+—x—£(7)

La droite d'équation y =x + 2 est asymptote a la courbe vers + o,

La position de la courbe est précisée par le terme 3/2x, donc la courbe est située au
dessus de I'asymptote vers +oo.

. Au voisinage de -oo,

-1 1 1
f(x)=T-2+ltl+te(t)=—x—2+l—ﬂ+—x—€(l/x)

La droite d'équation y = -x - 2 est asymptéte a la courbe vers - oo,

La position de la courbe est précisé par le terme < donc la courbe est située
au dessus de l'asymptote vers oo, ]

S.11 | Etdier le sens de variation de 1a fonction définie par :
f 0 2 cos2x + 1
()= 2cosx - 1

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé,
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Solution
1) Domaine de définition : Soit xe R.

xe Df & cosx # 1/2 =4 X #+7/3 + 2kT
Dod Df=R\{zn/34+2kn /keZ}.
2) f est périodique de période 27 donc on réduit le domaine d'étude a un intervalle

de longueur 27 : [-T, 7] Dy _
D'autre part T est une fonction paire donc on rédujt encore le domaine d'étude a
Do = [0 "Dy = [0, W/3[ v ]n/3, 7]
3) f est définie et continue en tout point de son domaine de définitioneton a:
lim f(x) = + o et lim f(x) = - oo,
X o w/3" x » w/3%

4) f est dérivable sur son domaine de définition et on a aprés simplification :
2.sm2x (1 - cosx)

Fx) = 2cosx - 1
f'(x)=0 ¢t xe€ Dg < sin2x=0 ou cosx = 1.
& x=0 ou XW/2 ou x=T.
Ce qui conduit au tableau de variations suivant :
5)
X 0 /3 T2 i
I
f'(x) 0 + + 0 - 0
|
[
+o00 0
2 00 '2/3

I,
N
4

.
—
&
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S.12

Etudier le sens de variation de la fonction définie par :

f(x)=Arcsin(2x/ 1- x2)

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé. (On précisera les
tangentes aux points remarquables).

Solution
1) Domaine de définition . Soit x € R,

xe Df & [-1<x<1] e [-1<€2x J1-xH)<1].
Or, on remarque que la fonction f est impaire, donc il suffit de chercher I'ensemble
des x € [0, 1] vérifiant la condition :

0<2xJ/1-x% <1 soit 4x2(1-x%)< 1.

Ce qui donne -(2x2-1)<0.

Condition réalisée pour tout x € [0, 1]. Par suite Df=1[-1, 1.
2) fest impaire, donc on réduit le domaine d'étude 4 [0, 1].

On complétera la construction de la courbe par symétrie par rapport a l'origine O.
3) f est définie et continue sur [-1, 1]. Elle cst dérivable en tout point

x € [-1, 1] vérifiant les conditions :

1-x2#0 et 2x/ 1-x
Ainsi le domaine de dérivabilité de fest ;

-1 1 1

R R R vz R vl
' V2 V2 /2 V2
Calcul de la dérivée, pour tout x € Dyr ona:

f(x)=

VA - 4x® (1-x

2(1—2x)

I1-2x2|.\/ 1-x2

fx)=

Simplifions cette expression :

-1 ' 2
.Pourx € ]1——{ f'(x) = .
\/5 Vv 1-x2

donc f(x)=-2 Arcsinx +k ¢t par continuité de f, cn prenant x = -1,

ontrouve k=-T donc f(x)=-T-2 Arc sinx.
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-1 1 2
.Pour x e }777 +— f(x)=
2 2 1-x2

donc f(x)=2 Arc sinx (k =0cn prenant x = 0).
P } : 1[ £(x) 2
.Pour x —, X) =
ﬂ Vv 1-x?
donc {(x)=T -2 Arc sinx (k=T ,cnprenant x = 1),
4) Tableau de variations :
1
X 0 J2 1
{'(x) +

[ (x) / \
0 0

5) La fonction f admet des limites finics a droite et & gauche aux points +—

V2

donc f est dérivable a droite et & gauche aux points +——  e¢tona:
V2
1 1
fg — =22 af, —]=-2\/§
V2 V2
Pour x e }1_1[ f (x)=T -2 Arc sinx.
/2

La fonction x — Arc sinx n'est pas dérivable aux points + 1, et sa courbe admet
des demi-tangentes verticales en ces points. I en est de méme pour la fonction f .

+2x

(1xHY/ 12

La dérivée scconde s'annule au point O en changeant de signe donc c'est un point
d'inflexion de la courbe

6) Pour tout x e Dp  f'(x)=
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n/zﬁ y
1]
ek O 1 4’
-1 _L 1 1 X
2 2
—_— Tc.{_
2

5.13 |Euwdier le sens de variation de la fonction définic par :
1
f(x)= = Argshx

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé. (On ne demande
pas le calcul d'eventucls points d'inflexion)

Solution

1) Le domainc de définition de fest : Dy=x-.

2) La fonction f est paire puisque la fonction Argshx est impaire.
Donc on réduit le domaine d'étude a l'intervalle Do =10, 4o {.

3) f est définic ct continue en tout point de son domaine de définition ctona:
lim f (x) = lim Mﬁ =1
x50 x— 0 x0
Ainsi la fonction [ peut ¢tre prolongée par continuité au point ) cn posant , par
définition () =1. ’
Pour calculer la limite de { (x) pour x au voisinage d¢ +oo, on cffcctue
le changement de variable  x = shy . Puisque la fonction sh est unce bijection
de Rsur’X ctona :

| x=shy & y=Argshx | dou:
limf (x) = lim 7 -’lim —
= Sh y - (\h y>/y =
X — +oo y — oo Yy > oo

Ceci provient du fait que lim (shy)/y = +e

y > too
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Par conséquent la fonction f admet Y'axe Ox pour asymptote horizontale au
voisinage de + e (etde - o).
4) f est dérivable en tout point de son domaine de définitionetona:

) 1 LR NN ox)
X)= — . ———=-— Argshx = —.
2 2
VGRS X
X
ol ¢ (x) = ————- Argshx..
X"+ 1

Afin de déterminer le signe de £(x) , nous allons faire une étude succincte de la
fonction (auxiliaire) ¢ .

D(p =R . ¢ estune fonction impaire . @ est définie, continue et dérivable sur tout

Ret ona:

2

-X
PX)=—————==<0 et [0 ' x)=0 ¢ x=0].
(x2+1)J X+ 1

lim@(x)=- et ¢(0)=0. Dot le tablcau de variations de ¢:

X = 40
X 0 + oo
o) | O -
0
JCN \
| i} T

Ce qui montre que : Vx € 10, +oo [ f(x) < 0.
5) Etude du comportement de f au voisinage de 0. Cela revient a étudier la
dérivabilité de la fonction prolongée en 0. Calculons :
f(x)-1
im S g
x-0
X — 0+ x> 0 X
Pour cela, effectuons le développement limité de la fonction Argsh au voisinage de 0
alordre3ona:

Argshx - x

1 : 1 1
= (1" = 1 —j—xz +x° £, (X).
1+x2
1
donc : Argshx=x-€x3+x3£1 (x)
Argshx - 1

par suite : —gs—z—x= SE Xt €, () - 0.

X x— 0
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Ce qui montre que la fonction prolongée est dérivable en 0 et a pour nombre dérivé
(O =0.

Remarque :
L'allure de la courbe montre Pexistence de 2 points d'inflexions .

4

1

5.14 Etudier le sens de variation de la fonction définie par :

3
ro= /=
)= [ —
< - 1
Tracer sa courbe représentative dans un repere othonrmé. (on précisera les
tengentes aux points remarquables).

Solution
1°) Le domaine de définition de fest Dg=]-00, 0] U] 1, 40 (.
2°) D¢ n'élant pas symétrique, f n'est ni paire ni impaire. Elle n'est pas périodique.
3°) f est définie et continue ¢n tout point de son domaine de définition

etona: mf(x) =+ = limf (x)
X — + oo X —> - o0

et limfx) =0 =) et Iim f(x) =+ =
x — x o> 17

Donc Ia droite d'équation x = 1 est aymptote verticale a la courbe.
49y f est dérivable en tout point de Dp=1-00,0 [ ] 1, + o [. et pour tout x € Dy
2l Ay -
ona: ) = Rx-3) _ VoIx1T(2x-3)
< 2.0x-11/1x-11

x -1

2(x- 1)

Ainst ['(x)=0 & x =372

cl f'x)y>0 < xe€ ]3/2;+ 0]
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Remarquons que f' (x) admet une limite finie (égale a 0) au point 0, donc f est
dérivable a gauche en 0. Ce qui nous donne :

5°) Tableau de variations :

X | -0 0 1 3/2 + o0

£ ) : % S N

f (x) \0 % \~ 26/'

6°) Etude des branches infinies : Comme f (x) = IxI. | XL ,ona:

-1
f f
im %:- et lim 'ﬂ:

X —> -co X > +oo

)

+1

m Au voisinage de + oo, 0on a: f(x)—x=x[ ;}—1 -1}

Onpose (= 1 eton effectue un développement limité au voisinage de t =0,
X

al'ordre 1 de cette expression. Ce qui donne :

1-t T

A
f(x)—x:—:—[(l ) -1}- ! [(1+l+t£°(t))”2—1]

_1[1 ]_1 ¢
=T 7t+tz\:1(t) ‘7*51()‘
1

Dob lim(fx)-x] = lim [+€ @ |=7 |
b t

2
X — + oo t— 0

Ainsi, la droite d'‘équation y =x + 5 est aysmptote oblique 2 la courbr au

voisinage de + oo, -
m Au voisinage de - e, on a f(x)+x=-x(/m~l)

dlob lim [ f(x) + x ] = _;_

X — -o0

Ainsi, la droite d'équation y=-x - 5 est asymptote oblique a la courbe au
voisinage de - eo.
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5.15 | Etudier le sens de variation et tracer la courbe représentative de la fonction

définie par: ="y x*-3x

On préciscra lcs tangentes aux points remarquables ¢t la position de la courbe
par rapport aux asymptotes ¢ventuclles.

Solution

19y Df=R  {est délinic et continue sur tout R.

2°y f étant impaire, on réduit le domaine d'étude “a l'intervalle I=]0, + oo .
On complétera la construction de la courbe par symétrie par
rapport a 1" origine 0. :

3% les limites aux bornes ;. Im{(x)=f(0)=0 ct Iimf(x) =+

‘ x - 0t X — + oo

4%) La dérivée : La fonction f est dérivable en tout point de Dot f(x) =0 .

Dong le domaine de dérivablité de fest: D' p=%-{ /3 ; 0:/3 |.

2
23 X" -1

(’z /Xzigx)z

PN R .
ctona: | (x)—T(h -3).(x7-3%x)

On ¢n déduit le wableau de variation suivant :
5y
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6°) Etude des tangentes aux points remarquables :
f(x)-f(© 3
a) Lim M= lim3/1——=-oo
x-0 2
x—0 x— 0 X
La courbe admet une tangente verticale au point d'abscisse 0.

b) En 3 : lim fx-£(/3) _ lim > ’if_"i?H
x—»\/g X—ﬂ x—>\/§ (X'ﬂ)

La courbe admet une tangente verticale au point d'abscisse /3 (ainsi qu'au point
d'abscisse - /3 , par symirie).
7°) Recherche des branches infinies. Pour cela, calculons :

f(x 3

im S w2 102 o1
X 2
X — + o0 X 5+ o X

Pour calculer la limite de [ f (x) - x] lorsque x tend vers + oo, cherchons le développe
~ ment limité de cette expression au voisinage de + «». Ona:

NS
f(x)=—X=X 1‘—2-1
X

3 . .
Enposant = — on cherche le développement limité a l'ordre 1 de I'expression
X

entre crochets qui devient :

1
a-pi3.1=1 I IR

1
?H-LE(I) ou lim e()=0
t— 0
I s'en suit que :
1 3 3 1 3 3
f(x)-x:x[——+—.£(—2) } = —74—?‘8(—)

2 2 2
X X X X

Dot lim [f(x)-x]=0

X —> oo
Par conséquent, la droite d'équation y=x est asymptotre (oblique) a la courbe
vers + oo et Vers - e, De plus, la position de la courbe par rapport a l'asymptote st

1 .. C e
précisée par le signe de [ {(x) - x] , c'est-a-dire de [ -X—J au voisinage de l'infini .
Ainsi :

- Pour x au voisinage de + o, la courbe est située en dessous de I'asymptote.
- Pour x au voisinage de - =, la courbe est située au dessus de l'asymptote.
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5.16

Etudier le sens de variation de la donction définie par :

x+1
f(x)=x—_—1. Log Ix!

Tracer sa courbe représentative dans une repére orthonrmé. [Log désigne le
Logarithme néperien}.

Solution

1°) f est définie sur Dp=R \{0;1}=]-00,0{u]0,1[U]1,+e]
2°) D¢ n'étant pas symetriquee, f n'est ni paire ni impaire.
3°) fest composée de fonctions continues donc f est continue en tout point de

chacun de ses intervalles de définition et on :

lim f (x) =+ donc la droite d'équation x =0 (c'est-a-dire l'axe Oy)
x— 0

est asymptote verticale a la courbe.

Loglxl-LoglllJ ’

imf (x) = lim (x+1).[ ol

b | x—1

Ainsi f peut étre prolongée par continuité au point 1 en posant, f (1) = 2.
D'autre part lim f (x) = + oo = lim { (x)

X — + o0 X — - oo

4°) f est dérivable en tout point de Dp =R \ {0, 1} etona:

ol

f’(x):i:w}bg|x|+(;‘f_l]_) 1 = (\O(X)

x-1) X x-1P
2

(p(x):xx 2 Log x|
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Ainsi, le signe de la dérivée est celui de la fonction auxiliaire ¢, dont on va faire une

étude succincte. ¢ est définie, continue et dérivable sur R* etona:
, el 2 xE-2x+1 (x-1)7
¢ X)=— - x 2 T2
X X X

Cette quantité étant positive pour tout x € R*, on en déduit le tableau de variation
suivant, sachant que @ (- 1) =0 = ¢ (1).

© (%) 0/
S a -
Ainsi, @ (x)=0 ] x=-1 ou x=+1
¢ x)>0 & xel-1,0[ull,+e]
o x)<0 &> X€ J]-00,1fUu]O0,1[.
5°) Par conséquent, on a le tableau de variation de la fonction prolongée :
X ) -1 0 1 + o0
U ! ; — : .
£ (x) i 0+ .0
| r‘ ;
+ oo + oo 3+ =) ‘ + oo
f (x) \ / ! \ ‘ /
0 | 2

6°) Chercher les demi-tangentes a la courbe au point 1, revient a étudier la dériva-
bilitée de la fonction prolongée au point 1, donc a calculer :

fx)-2 . f(l1+h)-2 1[h+2 J
= —_ 7 = _ — -2
T Iim T Iim m M .Log(1+h)

X o1 h— 0 h—->0

Le développement limité de la fonction h — Log (1 + h), au voisinage de 0,

alordre 3, donne : ) 3

he n’ o,
Log(1+h)=h-7+-3—+h € (h)

2 3
h+2 h
l—h—.Log(1+h)=2+€+?+h3e(h) o g(h) -0

h— 0

2

f h)-2 h I

fd+h)-2 = lim [—+L+hze(h)}=0
h 6 3

h -0 h—> 0
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Par conséquent, 1a courbe de la fonction prolongée, admet une tangente horizontale
au point 1,
7°) Etude des branches infinies :

f +1 Logixl
O ym X £X -0

lim .
x-1 X
X — Feo X > t oo
Comme lim f (x) - Ox = + oo, la courbe admet une direction asymptotique d'axe Ox,
X =t oo
VIS + oo €t VIS - oo,

Ay

5.17

Etudier le sens de variation de la fonction définic par :
c ¥ 1x )
(x)= — €
- -

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthogonal (o, i, j)

-

.
_tel que fill=2em et Il jE=0,5cm

On précisera la position de 1a courbe par rapport aux asymptotes éventuellcs.

Solution

I9)Df=RN{0; 1} =]-00,0[u]0;1[U]l;+].
D¢ n'est pas symetrique donc f n'est ni paire ni impaire.

2°) f est composée de fonctions continues donce elle est continue sur chacun de scs
intervalles de définition . Calculons Ics limitcs aux bornes
lim f (x) = - o0 et lim f(x) =+ 0

X — - oo X — + o
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Iimf(x)=0 mais  limf(x)=-o0
x - 0 x— 0
Ainsi { peut étre prolongée par continuité & gauche sculement au point 0 en posant
f (0) = 0, mais elle n'cst pas prolongeable par continuité en 0 car sa limite a droite
n'cst pas finic.
lim f (x) = - o0 ct lim f (x) =+ e
x = 17 x> 17
Par conséquent, les droites d'équation  x=0 ct x=1 sontdecs asymptotes
verticales a la courbe.
3°) f est dérivable en tout point o clle définic. Donc son domaine de dérivabilité
estDp=Dyg ctona:
X 3x+1 1K
— €

(x-1)°
Ainsi, la fonction désivée a ic méme signe que le trindme X2 - 3x+ 1 qui
s'annule pour les valeurs :

_3-V5 345

f(x)=

X = —5— =038 et xy= i =262
On cn déduit, alors, le tableau de variations suivant :
T ]
X | -o0 0 X1 1 ) + o0 \
T-—’* '''''''''' — q—;""’k“r'”mA*‘ "_r'
£' () + | + 0 ] ] 0+ !
| 1 o I
0] ~ (- 3,19) + o0 | +°°f
(%) / | / \ \ | |
| | |

5°) Recherche de la demi-tangente (4 gauche) en O:

o fx-0 X ellx
im -~ = Im =

x—Q

=0
x—>0

Donc, on a une demi-tangente horizontale & gauche au point 0.
6°) Recherche des branches infinies. Pour cela calculons :

f 1/x
™ m e
X— koo X > too
On a f(x)-x:x[re -1]

Posons t= — et cherchons le développement limité & l'ordre 2 de I'expression
X

entre crochets au voisinge de I'infini ; On a :
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1-—

ol t est au voisinage de 0 . On sait que :

t o, I 2 2
e_1+t+i—'+tso(t) et ﬁ_1+t+t+tel(t)
ol g5 ct €1 sontdeux fonctions qui tendent vers 0 quant  t 3 0.
t
e 5
Donc 1—=1+2[+7[2+12€2(1) o (M) -0
t -0
t

s c 5
Dou  — 1 =2(+2 247
T 21 2.t IEz(t)
En revenant a la variable x, cela donne :

x X 2 5 .
—€ -1 = -+t t—E (x) , ctparsuite :
x-1 X

£00 [2 > ()} 24 4 le ()
X)-X =X —+H+-s X)| = 24+ 50—+ —€,(—
2 3 2V
X 2x2 X2 2x X X
Ce qui entraine : Iim [fx)-(x+2)]=
X — oo
Par conséquent, la droitc d'équation  y=x+2 estasymptote (oblique) a la courbe
vers + oo et vers - o, De plus, la position de la courbe par rapport a l'asymptotr est
,— 5 —]
précisée par le signe de | £ (x) - (x + 2)], c'est-a-dire dLL 5%
Ainsi :
- pour x au voisinage de + oo, la courbe est située au dessus de 'asymptote,
- pour x au voisinage de - oo, la courbe est située en dessous de Tasymplote.

au voisinge de l'infini.

Remarque : On pourrait calculer la limite de Fexpression [ f (x) - x| sans utiliser
les développements limités. En effct, sin on effectue Ie changement de variable

=1/x,ona:
t r {
i y i 1€ , e +1-1W
im  [{{x)-x] = lim LT -1 | = lm TL—IT')
X o too 10 oot '
L 1
A 1 |€ +1t-1 ' {€+1—11
= lim e S =lim ——l—)
t -0 ’ *
L -0
{

qui n'est autre que e nombre dérivée de la fonction g (O =c'+1 aupoint =0,

cest-a-dirc g'(0) =2,
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el

5.18 Etudicr le sens de variations de la fonction définie par :
2
f(x)=Ixr"

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

Solution
Le domaine de définition est Df=R* puisqu' ona:
x* Log x|
f(x) =€
2°) Dr est symétrique par rapport a 0 et pout tout x € R*, f (- x) =1 (x).
Donc f est paire. Il suffit donc de I'étudier sur } 0, + oo[. On complétera
la construction de la courbe par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées Oy.
3°) fest définie et continue en tout point de JO, + eo [ et lim f (x) = + oo,
X = + o0

2

ctcomme limx“Logix|=0 ona Iimf(x)=1

x>0 x— 0

Ainsi la fonction f peut &tre prolongée par continuité au point O cn posant , par
définition : f (0) =1
4°) f est dérivable en tout point de son domaine de définition et pout tout x € R*
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x* Log Ix 1
ona: f'(x)=x(1+2Loglxl)€

Comme f' (x) admet une limite finie (égale a 0) au point 0, la fonction prolongée est
alors dérivable en 0 et sa courbe admet une tangente horizontale au point 0. Ainsi,
on peut également prolonger par continuité, la fonction dérivée, au point O en posant
(0 =0.
Dautre part : f'(x)=0 < x=0 ou x=¢
5°) Tableau de variations de la fonction prolongée.
+ Tl :
_ ,,73”7770M¥7 R e M 7_ = O, 6
f @] 0 0 ©

-1/2

- +

1
f()m0 83

1 + oo
e,
[ (%) /
e -1/2e
x* Loglix|
e . f(x) . e
6°) Etude des branches infinies : im  —— = lim =+ o0
X — oo X X —> oo X

donc 1a courbe admet une branche parabolique de direction les y positifs.

}




Fonctions usuelles - 109

519 Etudicr Ic sens de variation de la fonction définie par :
X+ 1
IX + 1
f(x)= ‘ *
(x)= |~
Tracer sa courbe représentative dans un repere othonrmé {on détermincera les
tangentes 4 la courbe aux points - 1 ¢t 0)
Solution

) Dp=R\ {-1:0)

X+ 1 L X+ 1
.y
- ()g( " J

F(x) = € Si X€]-00,1[U]0,+00]

st xel-1,0 [
2) f est composée de fonctions continues donce elle est continue sur chacun de
ses intervalles de définition eton a:
limfx)=1 = limf(x)
X => - oo X —> + oo
Donc la droite d'¢quation 'y =1 est aysmptote horizontale & la courbe vers + o et
VerS - oo,
D'autre part, commc  limtLogt=0,ona:limf(x)=1

x— 0F x— -1
Donc f peut étre prolongée par continuité au point - 1 cn posant f (- 1) = 1.
De mémeona : Imf(x)=0 , mais limf(x)=+o

x — 0 x — 0%
3) f est dérivable en tout point de son domaine eton a :
BpOUrx € J-oo ,-1[U]0,+o[.

f'(x){ -%Log(x:l)+(x:1). (Xlﬁ) ()

X

N ) N 1 x+1
dou f (x)——x—z[Log[T—j+l]f(x)
spourxe |-1,0[

f '(x)= —%[Log(%l)i— IJ T (x)
X

11 suffit de chercher le signe de I'expression ou entre crochets cela revient 4 résoudre

X

I'équation : Log

+1‘ =-1 Ouencore : )ﬂ =l *
X X e
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e
Sixe]-o00,-1[U]0,+0o] *) & x=——=-1,58
1-€
-C
Sixe]-1,0] *) & x= =-0,73
C+1

Sans oublicr le signe négatif de [—2J ,on en déduit le signe de la dérivée puis le
tableau de variation suivant : X

4°)
X |- e/(1-¢) -1 -e/e +1) 0 + oo
f'(x) | i | + i — - i
[ 1 1 \ n 145 + oo
re \ | / | / \ \
| 20,69 I 0 1

5°) Cherchons la demi-tangente a la courbe, & gauche au point 0. Cela revient 4
étudier la dérivabilité de la fonction prolongée au point 0. En effectuant le
changement de x en (-x) il vient :

X+1
-0 X
lim 0 - Iim 76 Log

x— 0 x—>0

x+ 1 -1

1-x 1-x
x - 0" — . Log —
X X

x. €
Si 'on pose maintenant t = (1 - x) /x donc x=1/0+1)
Ona: (x - 0+) & (t—>+00) donc:

; =lim
X

-0 +1
m =5~ = t.Logt ~
c

x>0 L+ o

Ainsi, la courbe admet une demi-tangente horizontale  gauche , au point 0.
= cherchons les demi-tangentes 4 la courbe au point d'abscisse - 1 de la fonction
prolongée. Effectuons le changement de variable t=(x+1)/x

x=1/(-1) etx+1=t/{1-1). Ainsiona: t — 0

-1
f(x)-1 _(t-1y tLogltl 7
Tl—_(T-)[e -1

donc
et :

On fait un développement limité, a l'ordre 2, au voisinage de 0, de I'expression entre

crochets en posantZ =t . Logltl.Ona:
Z 72

e =1 +Z+§T+22£(Z).

Z——0 et:
t - 0
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tLogltl 2 » )
Donc € =l+lLog|t|+—2—LOglll+t Log“ltle(tLogltl)
s t-1\ tLogltd -1
D'ou (T)[e -1]=(t-1)Loglll+(2 ).tIAog2I1I+

[(t-1).t Log? I t1]e (t Loglt¥)
Lorsque t tend vers 0, le premier terme de cette expression tend vers + oo et les autres
vers 0. 11 s'en suit que : £()- 1

ETIA
x> -1
Par conséquent, la courbe admet une tangente verticale au point - 1.
A
y
M j
——— »— —
g/l-e -1-¢k+1 i X

5.20

Considerons la famille de fonctions définies a l'aide du parametre réel A par :

1 X
f}"(X)=()b(X- l)+m) €
a) Montrer que toutes les coubes %) passent par un méme point fixe A
que l'on déterminera.
b) Etudier le comportement de {3 au voisinage de + oo, - oo ct du point - 1.
On précisera les asymptotes éventuclles.
¢) Etudier le sens de variation de f3. Montrer que pour A <0 ct A#- 1,

fy. admet deux extrémums d'abscisses non nulles @ xq () <xp (A ).
d) Déterminer I'ensemble I" des points Py, des courbes %), correspondant

a ces extrémums.

¢) Tracer sur unc méme figurce Ies courbes & pour
1
A=-2;-1; -5 ;05152
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Solution
a) D'abord toutes les fonctions {3 sont définies sur le méme domaine :

D=R\{-1}.
Soit M (x,y) un point du plan et soit (A\,A ") € RZ. Ona:
Me® Nn% & [HE =y=fHH &
1 X 1 X
P (l(x-1)+m)e = (X' (x-1)+m)e
S xX-DR-A=0
Comme A # A', ceci entraine que le point A, intersection de toutes les courbes %) a
pour abscisss x=1 donc: A:(1,€/2). Etc'estle seul point d'intersection,
d'aprés les équivalences précédentes .
b) Pour tout A € R, f) est continue en tout point de son domaine de définition et
ona limfy (x)=0.
X — -o0
Donc l'axe des abscisses est asymptote a toutes les courbes ) vers - oo,
D'autre part suivant le signe de A,on a:
+oo si A20

-0 81 A<O

lim f, (x) = {
X = +eo
Et comme 1'exponentielle 'emporte sur la fonction puissance, le rapport f3 (x)/x

tend vers + oo si A >0 etvers-e si A< 0 lorsque x tend vers + oo. Par
conséquent, toutes les courbes, %), admettent des branches paraboliques dirigées vers

les y positifs si A > 0 et vers les y négatifs si A <O0.
¢) Pourtout A € R, f est dérivable sur son domaine de définition D = X\ {- 1}

1 X
f'x(x)={7» + 2}. x€ .
x+1)
mlercas: A >0

Le terme entre crochets dans ) (x) ne s'annule jamais.

Donc [f'l(x)=0<:>x=0] et [f'k(x)>0 & x>0]

etona:

Ce qui donne le tablcau de variations suivant :

X - oo -1 + oo

fy (%) - -

f), () \ \ /
(l-x ) .
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Ainsi, pour A >0, la fonction f admet un seul extrémum d'abscisse nulle.
B 2¢me cas:A <0
i) lersouscas A =-1
X ) X
: , x€ -x+2)x°€
£, =>0-x+1)". 5= )
(x+1) x+1)
Ce qui donne le tableau de variations suivant :
X - 00 -2 -1 0 + 0
l 1
2 x) + 0 - - 0 -
|
| 2
2/e H oo
i ® / \ e -A)
0 - - o0
Par suite, la fonction f_1 admet un seul extrémum d'abscisse non nulle.
i) 2éme sous cas - 1 <A <0
Posons =y -} donc A = et 0<t<l1.
X X
5 5. x€ x€
f'}»(x)=(1-t x+1)) =d-t&x+D))A+tx+1) 5
(x + 1) x+1)
: -t -1-
D'ou fx(x)=0 < x=0 ou Xx=—— ou x=——t—t
1 1
© x=0 ou x=—-1 ou x=-—t—-1
i
Posons x;(A)=-1- <-1 et xA) =-1+ >-1
Y VARYS
Comme A€ ]-1,0{ donc te]O,1][ D'ou :
x; (M) <-1<0 < x@R)
Ce qui donne le tableau de variations suivant :
X - oo XIO\.) -1 0 X2O\') + o
L} I | I
£ ) + 0 o * 0
| |
__1___—1 + o0 ’1_ 1
£y, (x) e \ 2ne Ja
| \
0o—"" ‘ - b ' -
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Ainsi, pour- 1 <A <0, £, admet trois extrémums dont deux d'abscisses non nulles.

iti) 3eme souscas: A <-1 donct>1letona: x; W) <-1<x,(A) <0
Ce qui donne le tableau de variations suivant :

X - o0 x1 (M) -1 x2 (A) 0 + oo
I I I
fra (%) + 0 - - (i) + 0 -
|
"1
) |
I + 0o 1-x)
£y (0 -21e \ N \
Pl | \ Vol
i 0 | - o0 -20€ - o0

Par conséquent, pour tout A <0 et A #-1, lafonction f3, admet deux extrémus
d’abscisses non nulles.

d) Lorsque A varie dans ] - e ; 0 [, le nouveau paramétre t= ./ - A varie dans
105 4+ o= { et les points P3 varient sur la courbe I', réunion dew deux courbes
I'y et 'y définies par les équations paramétriques :

1
x(t):xl()\)=[—-l te ]0;+ |
1
+ T 1
yO=f (x, ) =+21°¢€
1
xM=x% ) =-—-1
et I

yO=1f, x, W =+20€

Remarquons que la courbe 'y se déduit de I'j en changeant ten - t. Autrement dit,
lacourbe I'=T"7 U T’y apour équation paramétrique :

1
x(t):T—l

oute R*
I: 1

+-1
Ly(t)=+2t?‘e

En éliminant le parametre t entre ces 2 équations (écrire t en fonction de x puis
remplacer dans y) on trouve une équation "classique” de la courbe I :

X
+2¢

;

= ZXER\{-I}
x+1)
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INTEGRALES

6.1 Soit n un enticr naturel non nul. Considere la [onciton £ ¢* 5o par :

2
: P ptl
=5 s xe |5
n

pour tout entierptelquc0<p<n-1 et {(1)=1.

a) Montrer que f est une fonction en escalier.
1

b) Calculer en fonction de n : f(x) dx

Solution
a) L'entier naturcl non nul n étant fixé, on définit la subdivision

On ={X0=0’X17x2""’xn=l}

de I'intervalle [0,1] par @ X, = % ol 0<p<n

La fonction f est alors constante sur chacun des intervalles 1%, » %5 4 1 [

ot 0 <p<nl avec: Vxelx,,x,,I g,=f== et f(x) = %,
Ce qui prouve que f est bien unc fonction en escalier.
1

1

=

n-1
P n-1
b) Par définition IZJ f(x)dx = 2 (po-xp).gp =3
p=0 p=1

]

2 n-1
pr]_1 2
n n p=0

N(N+1)2N+1
Or Sz=12+22+...+(N—1)2+N2= (N+ )6( *D
1 -D(@2n-1
Donc pour N= (n-1). On trouve : I= — n-1).n.2n-1)= M—)
6n 6n°
. ) m-1)2n-1)
Finalement : I--—z— n

6n
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6.2

Soit a un nombre réel strictement positif. Soit f une fonction définic et
intégrable sur [-a,a]. Montrer que :

+a
a) Si f est impaire, alors J' f(x) dx = 0

-a

+ 2 a

b) Si f est paire, alors J f(x) dx = 2. J fx) dx
-a 0
3n
2
¢) En déduire x% sin” x dx.
3n
2

Solution
a) Soit { unc fonction impaire cst intégrable sur [-a,a).
Drapres la relation de Chasles :
.ta 0 +a
fx)dx = | f(x)dx+ f(x) dx . *)
0

Dans la premicre intégrale du membre de droite, on fait le changement de-variable
x=-t,doncdx=-di. Enchangecantles bornes et f(x) il vient : '

0 0 0 a
f(x)dx = -y . (-dy= f(udi=- f(tyde.
0
En remplagant dans la relation (*) il s'en suit :
+a
f(x)dx=0
0 a
-a r
by Lorsque f est paire, un calcul identique montre que : f(x)ydx= , fde
+a ta Y a !
on c¢n déduit que f(x)dx=2. f(x)dx.

-a "0

‘ . g . 2.7 . .
¢) Comme la fonction définic par {(x) = x“sin x  ¢stimpairg :
T

2

2 .7
x“sin xdx=0

a
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6.3

Soit f une fonction intégrable sur tout intervalle fermé borné de R .
Montrer que si f est périodique de période T , alors :
a+T b+T

ayVaeR,Vbe R J f(x)dx:J F(x) dx .
a b
+n T +T
b)VaGR,VHEZ Jf 1‘(x)(ix:n.r f(x) dx.
3
. 2
En déduire la valeur de I= sin® @x) dx.
T
7
Solution a+ T
a) Pour touta € R on pose 13=J f(x) dx

On doit alors montrer que pour tous réelsaetb: I =1,.

Pour cela , il suffit de montrer que pourtouta e R, I, =1 c'estadire:
T

J f(x)dx = J' f (x) dx.

0

a+T
Ona: rf(t)dx+J' f(x)dx+J f(x) dx.

a 0
a+ T
Considérons alors l'intégrale : J,= J' f%) dx .
T

et faisons le changement de variable : x =t + T.
Onaalors:t=x-T et dx=dt.

a

Ainsi ; J :Jf(t+T)d[

a

0
Or f est périodique de période T, donc Vte R {(t+T) = {(1) .
a 0 T a
Donc 1, = J fe+T)a Dot I, = J f(x)dx + [ f(x)dx + _J( f (x) dt.

0 a 0 0
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T

Cest-a-direque: I = J f (x) dx.
0

Ce qui montre que I, est indépendante du choix de a.

b) D'aprés ce qui précede; il suffit de montrer que :
nT T

VnelZ j f(x)dx=n,J f (x)dx. ™
0 0

D'abord le changement de variable x = - t montre que la relation (*) est vraie pour
n € N, elle reste également vraie pour n' = - n. Donc on peut supposer que n € N,

D'apres la relation de Chasles, on peut écrire :
a +nT a+k+ 1T

@-1)
f(x)dx = Y fx)dx=n.I,

k=0
a a +kT [ ]

Soit f une fonction continue sur [a,b] , distincte de la fonction nulle sur [a,b]
ettelleque : Vxela,b] f(x) 20
b

a) Montrer que J f(x) dxs>0
a

b) En déduire que si h est une fonction (quelconque) continue sur {a,b],

alors :
J h (x)dx=0=>h=0
Solution
a) La fonction f n'étant pas constamment nulle, il existe un point x, € [a, b]
telque f(xy))#0 donc  f(x,)>0 par hypothese.

D'autre part, comme f est continue sur [a,b], elle est continue en X, Ainsi ; par
définition: Ve>0 dn>0 Vxe [a,bl{Ix-x l<m = If(x)-f(x)I<e]

Réécrivons cette propriété pour € =f(x)/2 et posons pourle m >0
correspondant . =x - M  et. B= x_+7. pourtout x€ [a, Bl

ona: -& <If(x)-f(x)I<e .Cequientraine: f(x)-g <f(x)<fix)+¢,

Comme f(x5)>0,0na:K=1f(x)-g >0, donc:Vxe [a,B] fx)>K>0.

Ainsi :

B B
[f(x)dxz J K.dx=K@-a)>0

s
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b o B b
Maintcnant on a : J f(x)dx= | f(x)dx+ | f(x)dx+ J f(x)dx .

a a o

Dans le second membre, le premier et le troisiéme terme sont positifs ou nuls
(puisque f est positive sur [a,b]), alors que le terme du milieu est strictement positif.
b B

Ainsi :
1nst J fx)dx> | fx)dx>0

a o
b) Soit h une fonction continue sur [a,b]. Alors la fonction h? est également

b

continue sur [a,b]. Supposons que J' h* (x)dx=0

a
Si l'on suppose h? que n'est pas constamment nulle ;
d'apres la question précédente on peut en déduire que h2(x) dx > 0
Ce qui scrait absurde. Donc : h=0

: |
6.5 a) Montrer que pour tous entiers m,n on a I'égalité :
1 1
J xT (1 »x)%ix:JA xM(1-x)" dx .
0 0
b) Calculer la valeur commune I de ces 2 intégralcs.
Solution
a) le changement de variable 1= (1-x) , c'est-d-dire x = 1- tet dx = - dt ; entraine :
1 0 1
J XM -x)" dx:J (a-v". ,(-do:[ L1 -0%dre.
0 1 0

b) D'apres la formule du bindbme ; on a
n
P
1-0"=2 C, 1)<,
p=0
L P
Dorc - ™ (1-x"= 2 C 1P KR
: "o
En suppposant que m # 0 , il vient :
1

I=
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D'apres la premicre question on peut écrire : (n #0 etm =0 ).

I_ch(l)p ZC 1y

Dm+p+1 p0 Mn+p+ 1

(voir une formule plus simple dans l'excrcice suivant.) |

6.6 Pour tous entiers naturels m,n on définit
b

I (m,n) = J x-af"(b-x)" dx .
a4
1) On se propose de calculer I de deux maniéres :
a) en utilisant le changement de variable t = x - a et la formule du binéme
b) en établissant, a I'aide d'une intégration par partics, unc relation de
récurrence entre Iy € Iy n 4 1 puis en déduisant 1 (m,n)
ducalulde I (9m + n) a

. . - 1P 1
2) Déduire de ce qui précede que: D, S c._'

p=0m+p+1 n m+n+1° "M+

Solution b
1) Calcul de l'inlégral I (m’n) — J (x- a)m (b- X)n dx .

a

a) En utilisant le changement de variable t=x - a (donc dx = dt)

b-a
ilvient: I, .= M@+b-0"d.
0
Or d'apres la formule du bindme : @a+b- "= 2 Cz 1P a+ )P
Lop
donc : "@+b-0t= 2 Cocn @)t PR
p=0
b-a
m+p+ 1
Ainsi : I n:[ CP 1P (a+b ! 1
(m,n) EO CO ol Py |
n
s Py . \
Dot : Tmny = 2 Cnﬁ(Tﬁ)Jr—l_(ub)” P o(b-a)n !
p=0

b) En utilisant intégration par partics, cn posant :
u=(x-a)" w=m.(x-a)" :

1 +
vi=b-x)" vz—(b S
1+ 1
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Onapourm #0

b
I b m
1 [" ) m n+lj| m- 1 NER
mn) = —— .(x-a) .(b-x + -a) . (b-x)
() = ™ o0t e
a
Cos m
Dou: I(m,n)_ITﬁ I(m~l;n+1)
En rééerivant cette formule pour différentes valeurs de m on aura :
I m m-1 m-2 1
m,n "n¥] n+2 n+3 n+m  (0.n+m)
m! I
T+ Dm+2)...n+m)  (o,n+m)
. min! m
ou cncorce la formulc : I(m = Trm T Mo, n+m = Cn+ m- I(O n+m)
Calculons maintenant I (o 14m)-
b
_ b
i -
n+m | Wn+m+ ]
L= - X dx = —— . (b-x J
(o, n+my (b -x) Ln+m+1 ( ) .
“a
n+m+ 1
=———— . (b-a
n+m+1 ( )

& . 1 m n+mtl
Il en résulte que : I(m ny = mcn+m'(b"‘0

2) En choisisant a =0 ctb =1 puis cn écrivant I'égalit¢ de la formule ci-dessus
avec celle trouvée dans la question a), on trouve :
n
y ey P 1"
m+p+1"""n m+n+l1 " Tm+n

p=0 u

6.7 Soit [ unec fonction définie et deux fois dérivable sur [a,b). Montrer que
b

J xf"x)dx=[ bf(b)-f(b)]-[afl" (a)-f(a)] .

a

Solution

. .. . . u=x donc u =1
En faisant une intégration par parlies, en posant :

vi=f'(x) doc v={1(x)




6.9 Soient f une fonction continue dans [a,b] et g une fonction croissante et

SR TR AT, SRR TR A A e
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b b

Ona: J xf' ®)dx= [xf (x)]° J ' (x)dx

=bf ()-af (a)- [f0];
= bf'(b) - af'(a) - f(b) + f(a)

= [bf'(b) - f(b)] - [af'(a) - f(a)] |

6.8 Dans chacun des cas suivants, calculer la valeur moyenne de la fonction f sur
l'intervalle indiqué :

a) f(x)=1x1sur I= [-22].

b) f{(x)=x2+3x+2 sur I=[-1;0] puissur J=[-1;1].

) f(x)=cosx sur I= [o,%J puis sur J = [0, 2 n]

Solution L
La valeur moyenne d'une fonction intégrable sur [a,b] estégalea: p=¢— - [ f(x) dx
2 2
1 1
ay u =2—:(_—2)J le.dx=z.2.[ xdx=1.
-2 4]
o}
1 ) 3.
b) sur I = [-1,0]: H1=m~{ (x +3X"‘2)dX=7'

-1
1

1
surJ=(-1,1]: Hy= 7.[ (x2+3x+2)dx=3.

-1

T
2

2 2
Hy=— . cosxdx=—.
T T
0
2r

1

sur ] =[o0,2m] u2=—J cosxdx=0
27

0

continiment dérivable dans [a,b]. Montrer qu'il existe ¢ € [a,b] }eJ,q-a&:..\
b " *\,Q&:Ym‘l* \
A% N

J fx) g (x)dx=£c) [g®) - g@ 1/

a

ORI L

Conty Naticnpia  xe
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Solution
La fonction g étant continfiment dérivable et croissante, g' est alors continue et

positive sur [a,b]. Donc, on peut appliquer le théoréme de la valeur moyenne a f,

qui est continue et g' qui garde un signe constant. Ainsi, il existe un c € [ab]
b b

tel que : J f(x). g' (x) dx=1(c) J g (x)dx.
b a
Or: J g ()dx=[g) ] =g®) - ga) -
b
Dol : 3¢ ¢ [a,b] J f(x). g' (x)dx =f(c). [g®) - g(@)] . -

a

6.10 | Soit f une fonction admettant une dérivée seconde continue sur l'intervalle [a,b]
a) Déterminer une primitive de la fonction ¢ définie par :
ox)=[f" xX)+f(x)]sm(x-a).
b

b) En déduire : J ¢ (x) dx.

a
¢) On suppose que b - a =7 et que f est strictement positive sur [a,b].

Montrer qu'il existe un réel o € [a,b] telque (o) + f(o) >0

Solution
a) Pour chercher une primitive de la fonction ¢ , calculons les dérivées des deux
fonctions : [f(x) . cos(x-a)]' = f'(x) cos(x-a) - f(x).sin (x-a).

[f(x) . sin (x-a)]' = " (x) sin(x-a) + f'(x).cos (x-a).
En retranchant membre a2 membre la premigre a la seconde égalité, il vient :
[f(x).sin(x-a)-f(x).cos(x-a)] =¢ (xX).
Ainsi une primitive de ¢ est la fonction @ définie sur [a,b] par :
@ (x) =f (x) sin (x - a) - f(x) cos (x - a) .

b
b) { @X)dx=®(b)-D(a)=1{" (b). sin(b-a)- £ (b). cos (b-a) + f (a).

a
¢) On suppose maintenant que b - a = ¢ et f strictement croissante . Cela donne :
b

J ox)dx=f@®)+f(@>0.

a
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f étant deux fois dérivable et f* continue entrainent que ¢ est aussi une fonction
continue sur [a,b]. D'aprés le théoréme de 1a valeur moyenne :
b

l .
Jae [a,b] (p(a)=u=g—_—a. J o (x)dx.

" 1
dour: Jaela,b] (a)+f(<1))8in((l-a)=—n—‘ (f(b) + £(2)) .

Comme f(b) + f(a) >0 et [oe-a]Je [o,x] ona: sin(a-a)>0etf'(o)+f(c)>0 MW
6.112 6.19

Dans les exercices suivants, on demande de calculer l1a limite,
si elle existe, de la suite { U, } :

611 U= —

po1n?4p?
6.12 -;11—\/(n+1)(n+2) (n+n)
1
6.13 ;(/ . /—)
6.14 U,,,=i2 Zo\/p(n-p).
n p=

S
615 Up== X sin—.

n
Sk kn
6.16 Up= 2 — sin —.

k=1n n+1

6.17 Un=“/@+l)(a;?)"'(a+n) o a>0
6.18 U,,=£f2—°;t—’l—'f—“j ol a{> 0
6.19 %éon/

oll p et q sont des entiers naturels non nuls.

Solutions

Dans chacun des exercices ci-dessus, il faudrait trouver une fonction f et un intervalle
[a,b] tels que f soit continue sur [a,b] et que la suite {U, } puisse s'écrire sous I'une
des 2 formes : n-1

uﬂ:%. 2 f(a+k.(¥)) ou un=—’11—.kzz,lf(a +k.(l—)—n_—a))

k=0
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Nous savons que, dans ce cas, puisque f est continue sur [a,b] ; 1a suite {U_ } est

alors convergente et tend vers la valeur moyenne de f sur [a,b]
b

1
ﬁl’nUn:l»l:'b—-—aJ f(X)dX.

6.11 Solution

1
On pose alors f(x) = 5 sur [ab]= [o,1].
1+x

1 < p 1-0)
On a bien : Un=3-.2f(%) ot =0+p.-—F— .
p=1

f est bien une fonction définie et continue donc intégrable sur l'intervalle [0,1].
Donc la suite {U, } , ainsi définie, est convergente et tend vers la valeur moyenne

de f sur [0,1]. .

. 1 ax 1 T
imU =—. = [Arcig x J, = Arctg 1 = —.
2 4
1+x
0 |

n -+

6.12 Solution
Un=—111—n\/(n+ D@n+2)...(n+n).

_n (n+1)(n+2)...(n+n)_n n+l n+2 n+n
_f : = JESES.ED

n

On ne pourra pas écrire U_ sous la forme d'une somme.
Mais, pour détourner le probléme, on définit une nouvelle suite {V_} par:

V. =L U-I[L n+1l L n+2 L n+n ]
n= og n—; Og(—n—‘ + Og(—rl——)+...+ Og(—-n—) .

=%[Log(l+%)+Log (1+—i—)+...+Log(1+%)].

On pose alors f(x) = Log (1+x) et {a,b] = [0,1] .
f est définie et continue donc intégrable sur [0,1]. Donc la suite {V_} est

convergente et tend vers la valeur moyenne de f sur [0,1]. Ainsi:

1
, 1
hmVn-l—_—(—)J' Log (1+x)dx=2Log2-1.

n—o +oo
0
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La fonction exponenticlle étant continue, la suite {U } est également convergente

2Log2-1 4
cttend vers € =—.. u
€
6.13 Solution
1 ( /1 /2 / n j
U,=— —_+ [ —F .+ — .
n n n n
11 suffit de poser f(x) = /x et [ab]=[0,1].
f étant continue sur [0,1], {U_} estconvergentcetona:
1
. 1 2
thn:ﬁJ ﬂdx=—3—,
n— + oo o |

6.14 Solution
1 n 1 n 1
Un=—2‘2 \/P(ﬂ'p)=72 —
n p=1 = n

. (n P) 1
2: iy

nM:

e

IL suffit alors de poser f(x)=+ x(1-x) et {ab] =[0,1]
f étant continue sur {0,1] , la suite {U_ } cst convergente eton a:

1

1 T
lim Un =mJ Vv X(I'X) dX'—'—8—

n-— +oo 0

6.15 Solution
n
1 _km
UH:F .kglslnf .

Dans cet exemple, on a deux choix possibles ; en posant
fix)=snnx:t I;=1[0,1] ,ou encore:

fbx)=smx et I = 0, ©l
Naturellement, d'aprés 1'unicité de la limite, les deux choix conduisent au méme
résultat. f, (resp. f, ) est continue sur I, (resp. sur I, ) donclasuite (U}

estconvergente eton a:

1 T

1 1 2
lim U =10 sin @ x dx= — sinxdx=— .
n 1- J n-0 T
n— +oo 0 0 [ |
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6.16 Solution

k
U=E k2 sm—l

n k=1n n+1 n
. 1 -a
On ne pourra pas trouver de fonction f telle que Z (a+k - )
n+1 =
1 (-2)
ou encore Unzmkglf(a.pk_m)'

C'est pour cela qu'on va introduire une petite rectification en définissant une
nouvelle suite {V_ } par:
2

1 - k kn
n .
Vnz(——) U= z . sin

n

n+1 n+1 /7 n+1l n+1°

. 1 Z k _ km
qu'on peut écrire encore : V"=n+1k=0n+1'smn+1'

puisque le terme en k = 0 n'intervient pas.

k km
Enposantn'=n+1 Vor1=Ve Zn— s —- .
On considere alors la fonction f définie par: f(x) = x.sinnx et l'intervalle [a,b] = [0,1].
f étant continue sur [0,1], la suite {V_ } est alors convergente et tend vers la valeur

moyenne de fsur [0,1]: .

. 1 .
lim Vg, =170 x.smnxdx—;.
n— +oo 0
' . . 1
D'autre part : lim Up = lim Vy = —.
T |

n— +o Nn— +oe

6.17 Solution
u,="

(a+ (a+2)...(a+n) oua>0
n!

n a+ 1\ra+2 a+n
o=/ (5 )
ﬂl a) a . a
-3 5)
On considere la suite {U_ } définiepar:V =LogU,
7 2, (1)

On ne pourra pas trouver de subdivision {x, } , de "pas” égal, de l'intervalle [0,1]
en prenant  f(x) = Log (1 + ax)

ou f(x)=Log(1+ ;)
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Dong il faut chercher une autre méthode.
Or; on a vu dans le chapitre I (sur les suites) que si une suite {U, } converge vers

une limite [ alors sa moyenne géométrique converge également vers { .

s,—( = /55,5 —l

n— e n— e

Comme (1 + %) ———1 donc lasuite {U, } est convergente et lim Up =1

k- 4o n -3 + oo
6.18 Solution u
1 +2% 4+ ... 40"
U, = a>0
a+1
n
1{1¢4 ¢ >
Un=—[—+—+...+n— .
n o o o
n n n

1[’1m 2\ nu]lika

B (‘n‘) +(i) +---+(;) =;-k=l(;) -

On pose f(x) =x* et [a,b] = [0,1]. f est définie et continue donc intégrable sur
[a,b].

Lasuite {U_ } estconvergenteetona:

. 1
limu =—-——-Jxadx= !
n~1°0
b | ]

B3+ e

6.19 Solution
11 faut distinguer 2 cas possibles :

n
1efcas:p=q alors U =% > (n: b , lonc 1a suite {Uy,} est convergente et
k=0

tend vers q lorsque n tend vers linfini.

28me cas : Supposons p#q donc —Z—:l. Ona:
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Posons K = (%) f)=K* et [abl=[0,1].
La fonction f est définie et continue donc intégrable sur [0,1]. Donc la suite {V_}

est convergente etona:
1 1

. 1 X xLogK K-1
;lunvn_T—_—().Jde _Je d"=—gK

0 0

On en déduit que (U, } estconvergente etona:

(%)'1 ___p-q

limu, =q.limV, =q. = .
n=4 n=4 Log(P) Logp-Logg
n-—oo g q

6.20 On considére la suite définie pour tout n € N*
1 1 1 1
S =

=gt + +...+ .
St S22 Jof-(n-1)?
a) Peut-on utiliser 1a formule de la moyenne pour déterminer la limite
(si elle existe) de la suite {Sp } ?
b) On considere la fonction définie sur [0,1[ par: f(x) =
montrer que pour tout n € N* : /1-x

[*

1-

bl'—‘

1 1 1
Sn-;f(l-;)< f(X)dX< Sn-—n—

0

c) En dédyire que {Sy, } est convergente et calculer sa limite.

Solution
On considére la suite :

1 1 1 1
S =

n=ot + TR
nto1 Sn?o2? Jt-@m-1)?

1 1 1
a) Sy=—| 1+ + + ...+ -
1y 2 n-1Y
RIS VARG
n n n
1 5 1
donc S, =— ) ——
n k=0 \/1 [k\2
=
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Onpose f(x)= avec [a,b]= [0,1].

1-x
On ne peut pas appliquer la formule de 1a valeur moyenne car la fonction f n'est
pas continue en x, =1 ; elle n'est méme pas définieen x =1.

b) Soit n € N* | Montrons que :

1
1-—
n
1 1 1
sn-;'f(l--n—)< f(x)dx < Sn-;.
0
Considérons la subdivision de l'intervalle [0,1]. définie par :

k
0={x,=0, % ,%,...,x,=1} of xk:?'

f étant strictement croissante sur [0,1]. Pour tout k e {0,1,2,...,n-2},0ona:

Vxe %, X 4l f(xy) < f(x) < f(x, ;1)
k+1 Xk +1 Xk 41
donc : fix) . dx < fo). dx < £y 4 1) - dx.
Xk Xk Xk
Ce qui donne :
Xk +1
(Xk+1—xk)'f(xk)< f(x) dX< (xk+1-xk)'f(xk+l)'
Xk

En faisant varier k dans {0,1,2..., n - 2}, puis en faisant la somme membre a
membre, il s'en suit :

2 "n-1 2
n- n-
1 1
= Y fxy < J fx)dx < — 2 ).
k=90 k=0
0
(n-1)

donc : Sy-— () <

1
dou : S -—f(l—)<J f(x)dx<Sn-?1—.
0

¢) D'apres I'inégalité précédente on peut déduire que :

0 dx < —. 3 fxy) .
o og=1

2 1
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6.21

et
—

1-— 1-—
n n

1 | e 1
—+ fdx < S, < ;f(\l-q)+ f(x) dx .
0 0
qu'on simplifie en écrivant : A, < S, <By, 0l A, et B, sont respectivement les
membres de gauche et de droite de I'inégalit¢ ci-dessus.
-
n
. . . . 1 T
Or: limA, = lim fx)dx = lim Arcsin (1 - F) =5

n — +eo n - +ed n— + oo

' 1 1 1 1
D'autre part : -_,f(l__)=__ — 50 .
n " " 2 (n_]jz V2n-1 no+e

n -

n

s
donc lmA, =—=1imB_ .
n— +oo n— +ee
Finalement, d'aprés le théoréme de comparaison des suites, {Uy} est convergente

T
et tend vers 5 - |
Soit f une fonction continue sur [0,1]. et telle que V x € [a,b] f(a+b -x) = f(x)
b b
a+b
a) Montrer que : J t.f@dt= —5 ( f (1) dt.
a
b) En déduire la valeur de l'intégrale
T
I X . Sin X d
= — X .
1+ cos? x
0
Solution

a) On fait le changement de variable t=a+b-x.
dt = - dx . Ainsi comme pour tout x € [a,b]: f(a+b-x) =f(x),ona:

b a
J( t.f(t)dt=J (a+b—x).f(x).(-dx)=J (a+b)f(x)dx-f x (f(x) dx .

a b a a



Chapitre VI 133

[
(W]

b b
Cequidonne: 2.1 ¢ fOdi=(a+b). | {(x)dx.
a a
b b
X a+b .
Ou encore : LA dt=——. | fHdi.
a
T T
b) D'aprés ce qui précdde i I = X sin x dx = m+0 sinx dx
1+ cos® x 2 1+ cos? x
0 0

En faisant un nouveau changement de variable : u = cos x. Donc : du = - sin x dx

‘ot T -du 0w du
Dou I= . S .
- 1+u” 2 1+u
1
T . T

:7[Arclgu]‘1_7 x2=T .

n

On considere l'intégrale 1= AL
Vv sin X + Vv QOSX
0

En faisant un changemecnt de variable convenable, calculer 1a valeur de
I'intégrale I (On ne demande pas de chercher une primitive)

Solution
11 suffit de choisir ie changement de variable qui transforme Ic sinus en cosinus.

T
Posons X= -1 doncdx=-dt et ona:
T

2 0

v sinx dx /mcd[) B cos t dt
Vsinx + /cosx cost +/sint O\/grﬁat cost
™
2
=Jl.dx:
()

s
2

et [ =

0 T

D'autre part: I+1] ; Do I=] =
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6.23 Soit f une fonction continue sur [a,b). On considére u et v deux fonctions
dérivables sur un intervalle T tel que u(l) et v(I) soient inclus dans [a,b].
On définit 1a fonction G sur I par : V&)
Vxel Gx) =J f(t) dt.
u(x)
1) Exprimer G a I'aide de u, v et F, ou Fest la fonction définie sur {a,b]
par : y
Fy) = J f(y dr.
a
2) En déduire que G est dévirable sur [ et calculer G'(x) pourx € I :
3) Calculer la dérivée de la fonction
2
GK) = .
1+
X
Solution
a) D'apres la relation de Chasles, on a
A3 v (x)
G(x)= f(t)ydr + J f () dt.
Ju x) a
AV (X} u(x)
donc G ()= f@de - J f@d.  don  G(x)=FK) - Fukx)
v
a a -

b) Les fonctions u, v sont dérivables sur I par hypoth¢se. La fonction F ¢st
dérivable sur [0,1] car f est continue. Donc G, qui est composée de u, v

et F est aussi dérivable pourtoutx e I et :
G'(x) = [F(vex)I' - [Fu(x)))’

donc: G'(x)=v' .FEX) -u(x). Fu)).
dot: GX) =v(X).vEX)-uk). fuk)).

2
X
. dt
) soit G(x) = -
1+1¢
X
1 o . 2x 1
G'x)=2x. 1. ) dot G = - .
1+ x 1+ 14+x  1+x°
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T

6.24 Soit f une fonction continue sur [o,n] telle que : f(tysintdt=0

0
Montrer qu'il existe unréel e Jo,m [ tel que f(a) = 0.

Solution i
Considérons la fonction F définie sur [o,r] par: F(x) = | f()smntdrt.
0

F est définie et continue sur [0,7] et comme f est continue, F est dérivable sur ]0,xf.
On a F(0) = 0 et d'aprés I'hypothése  F(n) = 0.

Donc F vérifie les hypotheses du théoréme de Rolle.

Par conséquent il existe un réel a € Jo,m | tel que F'(a) = 0. C'est-a-dire

fla).sinoe=0.0r o€ Jom[donc sin o=0. Etpar suite f(o) =0 . [
6.25 On considere les deux intégrales définies pour tout x € R :
X X
t t
A = € cos2tdt e B=1 e sin2tdr.
0 )

1) Etablir deux relations entre A et B puis en déduire les valeurs de A et de B.

X X
1 t
2) On pose : I=J € costdt et J=J € sin®t dt.
0 0

- Calculer I1+7J etl-J
- En déduire les valeurs de I et de J.

Solution
1) On fait une intégration par parties de A et de B , on rouve :

_e'sn2x B 6))
T2 2

1-efcas2x A
= 2
B 5 + )

En substituant B dans A puis en résolvant 1'équation, on en tire :

1 .
A=— . (2¢e*sin2x+c*cos2x-1).

5
1 . X
B=—5—.(((2+e sin2x-2¢ cos2x)
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2) En utilisant la linéarité de l'intégrale ,on a :
X

/- r*
I+]= el(coszl+sinzt)dt= ddit=e*-1.
) )
> ~X
1-J= et(coszl-sinzl)dt= ecos2tdi=A.
Jo Jo
ol A est I'intégrale calculée dans la question 12. D'on 2I=A+¢*-1
Ce qui donne : I=(A+e*-1)/2 et J=E"-1-A)/2. u
2 x
6.26 On définit la fonction F par : F(x)_-:J' a -
I+t

X

a) Déterminer le domaine de définition de F
b) Etudier la parité de F et calculer les limites aux bornes.
¢) En utilisant la relation de Chasles, calculer F'(x).
d) Dresser le tableau de variation de F et donner 1'allure de sa courbe
représentative dans un repére orthonormé.

1
( on cherchera & majorer F(——] )
V2

Solution
a) La fonction f définie par f(t) =

est définie et continue sur tout
4
1+t

intervalle fermé borné de R . Donc elle est intégrable sur tout intervalle fermé
d'éxrémités x et 2 x, pour tout x € R . Donc F est définie sur tout R .
DouD.=R .
- 2x

b) Calculons F(-x)= [ _d[_

4
% 1+t

Pour cela, faisons l¢ changement de variable t=-u donc dt=-du
2x

et F(—x):J W R

v 1+u’

Donc F est impaire. Il suffit alors de l'étudier sur l'intervalle [0, + oo [.
1l est clair que F (0) = 0 Cherchons la limite de F au voisinage de + o« . Ona:
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VieR 1+t¢>¢ donc Vte R 0<

<_
2
1+¢0 ¢
2x
d tont R*¥ : 0 F(x) < g ™
onc pour tont X € P < F(x tz.
X
2x
. dt 1 1 .
Or e —— 0. Donc limF(x)=0
[2 2X X
X = +eo X — + oo

X

u(x)

¢) On a déja vu que si G(x) = f f(1) dt et si f est une fonction continue et u

. a

dérivable, 1a fonction G est dérivable et G'(x) = u' (x) . f(u (x)) .

Drapres la relation de Chasles on peut écrire F(x) :
2 x X

dt dt
F(x)= - .
1+f 1+f

0 4

F' () 2 1
donc : X)= - .
J 1+16x* / 1+ x*
En réduisant au méme dénominateur, puis en multipliant par la quantité conjuguée
on trouve :

3.(1-2xH A +2x%
\/1+16x4.»ﬁ+x4 [\/1+16x4+2. Vv 1+x4]

La dérivée s'annule pour les deux valeurs IV2
On en déduit le tableau de variation suivant ; sur [0,+oo[ :

F x)=

F' (x) 1 + 0 - |
F (x) F(1/2 )\
0 0

. . 1
D'apres l'inégalité (*) on peut calculer une majoration de F (——]

/3 V2

P < G255,
2

—

S



138

Intégrale

0,35

1 \/—2

6.27

[ S

/2

Soit f une fonction de classe C! sur [0,a] , a>0 . On suppose que f est stric-
tement croissante de [0,a] sur [0,b] avec {(0) =0 ctf(a) =b . Posons g=1"
1) Montrerque: Vae [0,a] 3Be lob] telque:
o i

xf (x)dx= g(x)dx.

0

0
a B
En déduirc que off=1 fx)dx+ [ g(x)dx .
0 0

2) Montrer que V a € [0,a] V B'e [0,b]

a B
off' < [ f(x) dx +J g(x) dx. *)

0 0
3) En étudiant le sens de variatton des fonctions définies par

t t

h(t)=(xt-J gx)dx et k(t)=Bt-J f(x) dx

0

définies respectivement sur [0,3] et [0,a], retrouver la relation (*)
4) Soient p et q deux réels strictement supérieurs a 1

tels que 1 + 1z =1 Déduire de ce qui précede que :
p q p
'q
2 . [04
V((}.,B')ER+ U«B S'f)"*'-('l_
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Solution
1) Soit a € [0,a) . Prenons B = f(a) et faisons le changement de variable x = f(t)

B
dans l'intégrale I:J g(x) dx

0
B o o

Onadx=f(t)dt.Donc: 1=] gx)dx=| gf@).f@dt=| t.f @®dt.
0 0 0

Ce qui montre le résultat puisque (gof) () =t
D'autre part :
a B o o

fx)dx+ | gx)dx=| Ex)+xf&x)dx = [ {x) dx =[xf(x)] Z= af .

0 0 0 0
2)Posons o' =g(BY;ona: oe [o,a].

ler cas: o' < o. En utilisant 1a seconde égalité domontrée dans la question 19) ,
on peut écrire :

a B a [v]
= { f(x)dx + J gix)dx = J f(x)dx+ o'’ - l( fix) dx
0

0 0 0

a o
= J fx)dx+ o'’ 2 J flo') dx + o'’ puisque f est supposée croissante.
a’ o
Ce dernier membre peut encore s'écrire
(a-a)f@)+oB =af -a' B +af =af car B'=fa).
Ce qui montre la relation (*).

2éme cas: o>
B p p B
T=0af J g(x) dx +J g(x) dx .=aB+J gxydx 2 ap +J g(B) dx
0 0 B

car B'> [ et g croissante .

Ainsi J2of+(B'-B) gB)=Pa car gP)= o
Ce qui montre la relation (*) dans ce 2&éme cas.
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6.28

t

3)h(t)=at_,( gx)dx. Donc h' ()=o - g(1).

0
Or f est croissante, donc:  Vte [o,b] g(t) <g(B)

Comme g(B) = o, ceci montre que h' est positive sur [0,]
donc: VB <B h(B)<hP) Clest-a-dire:
) B p o
af -] gdx <af - | gxydx dou: of -} gx)dx < | f(x)dx.

a B

Ainsi: VB e [o,B] offf < fix) dx+ | g(x)dx.

0 0

Ce qui montre la relation (*) dans le cas B’ < B (c'est-a-dire or'<or)
En utilisant maintenant la fonction k, acec un raisonnement analogue, on montre
la relation (*) dans le cas &' > a.

4) Posons f (x) = xP -1 f vérifie les hypothéses ci dessus .

1 1
Comme —+—=1 ona =p+4q..
g pd=p+q

D'autre part, comme (p-1)(q-1)=pq-(p+q+1=1,
La fonction réciproque de { n'est autre que la fonction g définic par: g(x)= x"~ :
(lp B 4
-1
%P dx:j et xq‘ldx:T‘
0 0

p

Diaprés larelation (*)ona: of <—+

B
P q

Ceci nous donne une autre démonstration du lemme qui permet de démontrer
l'inégalité de Holder (cf cours). u-

Pour tout enticr n € N, on définit :

T+x T 3 o
a) Calculer I 0
1
b) Montrer que pour tout n>1 ol = et L=CD"(,+S
. 1
¢) Montrer que sin>1 ona: __1* <] < .
2(n+ 1) "T M+ 1)

d) déduire de cc qui précede la limite de la suite {S )
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Solution
1

dx 1
a) I = J =[Log (1 + x)], = Log2.

1+x

0
b) pourtoutn>1ona:
1 1
1

xu_‘_xn+1 [n+1:| 1
I+ = e = X" dx = = .
athhs 1+x dx n+l1l, n+l
0 0
o 1
On déduit : In=;‘1n-1
1
In-1=m‘ln-2
1
Il=_1—_ o

En multipliant chaque I, par (- 1)* puis en faisant la somme membre 2 membre,

on trouve apres simplifications :
n
x 1 ;
lekzjl(_n“ "A? SEE) L A
Comme (-1y *=¢ 1)* il vient:

n . 1 n
L=(1) .kzl(-l)".?. +CD T,

Vs _ n
d'ol L=C¢D".(0,+S,).

¢) Pour tout x € [0,1] ona _1_3 ! <1.
2 1+

D'ol en multipliant par x™ qui est positif, il vient :
n n
X X n

pour tout x € [o,1] : —<x
1+x

Puis en intégrant les trois membres on trouve, d'apres la croissance de l'intégrale :

1 1

[

Ce qui donne <1 <

2m+1) ~

d) Lorsque n tend vers + oo.., I tend vers O d'aprés le théoréme de comparaison
des suites. Et d'apres la question (b) la suite {S_} est convergente et tend vers
-I,=-Log2. =

n+1"
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1

6.29 | On considere l'intégrale 1 = f x"/1-xdx
0

1) Etablir une relation de récurrence entre I, etI  ,ne N*

2) Calculer I, puis en déduire 1a valeur de I en fonction de n
3) En faisant un changement de variable et en utilisant la formule du bindéme,
donnez une autre expression de I .

Que peut-on en conclure ?

Solution
1) On fait une intégration par parties, en posant :

-1

n ' n
u=n.Xx

u =X donc

2
V=¢V1-x donc V=-§-(1-X)
1 1 5-

3
I [ 2 "‘(1-x)7} +%n/{x“'1(1-x)7dx.
0

3

2

2=l
0
1

In=0+§.n.J "N (1-x)/T-x dx.

0
1

1
2n 2n

2n n-1 2n n
1n=_§__l(x \/l—de-3—[X\/1‘XdXdOHC In=7-ln-1‘T
0 0

En passant les I, dans le membre de gauche, il vient aprés simplification :
2n
h=rme3 o
1

: 3
2) IO=J\/1-X dx:{_%(l_x)f} =%
0

0

_ 2n 2n-2 4x2
nT3n+3 2n+1 Tx2 o

Ainsi
don
2n2n-2)...x4 x2 x2

T BRI Gne ) X7 x5 53
2n+3

! H2
Ce qui donne : 1, =" (n(; n)+ 3]
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3) Faisons, maintenant, le changement de variable : t=1-x donc
"= -0 et dx=-dt

1 l( 1\
o K+—
In=[ (1-1)“./'1dz=J L Ci(-l)“.x ZJdI
k=0

0 0

k=0
0
3
n X k+—2—
k 2
=2 C.1r b = C ¢ =
n 3 n 2k+3°
k=0 k=90
k+70
= 2n+3
i - k 2 n'(n+1)t2¢n*
Conclusion : ~ _
}Z‘Ocn O 3 =T @aea =

x 1-1
- - - tn
6.30 On considére I'intégrale 1, = J dt, ne N*
0

1) Calculer I,

2) Etablir une relation de récurrence entre [ et I |, (n> 2)

3) Calculer I, en fonction de n
4) Déterminer, pour n fixé, l1a limite de 1, (x) , lorsque x tend vers +oo

1 1-1

n

c
5) On pose Jj =In(1)=4[ = dr.
0

1
Montrer que pour toutne N* : 0<J WS =

/ n
6) Onpose U = IK Z EIT) Montrer, en utilisant le calcul de I que :
k=0%X"

Y ne N* U, <e<U +

n

1
m .

7) Calculer la limite de U_ quand n tend vers +eo
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Solution

n n!

X 1-1
re 1-t
1) Soit I = dt. Calculons I, =| 1€ dt.
0 0

On fait une intégration par parties :
u=t donc u'=1 et v=el-t donc v=-el-t
X

X
Il=['tel-t]|0 +] €

t 1-x 1-x
dt =-x€ -€ +€.

0
2) On fait une intégration par partics pour I_en posant:
n tn -1
u= —' donc u = m
1-1 1-1

. X *
Ce qui donne : In=In_1-I—l——e *)
3) En écrivant les (n-1) relations (*¥) puis en faisant la somme membre & membre,
on trouve, aprés avoir simplifié et remplacé I,  par la valeur trouvée au 1°) :

1

1-x I— 1 xk| (**)
I =¢-¢ .LEO )

4) Sachant que I'exponcentielle 'emporte sur la fonction puissance, n ¢tant fixé,

ona: liml, (x)=¢€

1 e t X ~> + oo
5 3 :J —— d=1(1) ,on aévidemmentJ = 0.
o

Dans (*) sion prend x = 1

\T %

¥Yne N

>0 donc 0<J <

1 1
on aura Jn=Jn~1‘rﬁ -1 HTS(n-l)',

1
d'ou Vne N* 0<g JSF

n

6) Si on prend x = 1 dans (**) on aura ] =€- U_ d'ot le résuliat cherché,
7y lim Uy =€ (évident d'apres la question 6) ]

n— +o
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CALCUL PRATIQUE DES PRIMITIVES

Dans les exercices suivants, calculer les primitives des fonctions suivantes ;
a l'aide du tableau des primitives usuclles ou bien en utilisant I'un ou Ies deux
procédés fondamentaux : changement de variable et intégration par partics.

1
7.1 f(x)= — 7.2 )=
x (Log x) x/ 1+ Logx
¢ Log VX
73 fo=TEr 7.4 =xe’
. 1+x)
sin X 2x X
7.5 fx)=cosx€ 7.6 fx)=€ .cos€
_ SInX - €os X 2
7.7 f{x)= SiN X + COS X 7.8 f(x)=x1g"x

7.9 fx= . 7.10 f0=Jx"-1.
3+ 5x

7.11 f(x) = (1+2x) Arg th x 712 fx)=x"shx

Solutions
71 Calculde  F)= dx
x (Log x)2
dx
On effectue le changement dc vaniable : u=Logx = du= =
du 1 -1

F(x)=Ju—2=T+C=Lng+C. ]

dx
7.2 Calcul de Fx)= J S —
xv 1+ Logx dx

On effectue un changement de variable : u=Logx =du= <

d
F(x):[ Y 2 /T7u+C=2./T+logx +C. B

1+u

Log x
7.3 Calcul de Fx)= J £ ng 5 dx.
QA +x9)

Effectuons d'abord le changement de variable y=x2 =dy=2xdx.
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Lo . . . . :
Fx)=—. [ gy dy . Maintenant, faisons une intégration par parties en posant
(I+y)
L ds . tv' d —
u=10gy.doncu =-— et v = oncv=- .
’ 1 +y)? (1+y)
1 Logy 1 dy
FX)=-— 22 + — | —————,
O Ty 4Jy(1+y>
11 .
Or y(a+y) -y {+y - celadonnedonc:
1 Logy 1 1 y I
F(X)—_Z(lTy)-FZ. g ‘1+—y +C.
2
1 Logx 1 X
=-5 ——+—Log +C.
2 1+ x2 4 1+x2
VX
7.4 calcul de Fx)=| x€ dx . |

on effectue le changement de variable t=/x= dx=2tdt.

2 a2 3 At
Fx)=|t".€ .Qudy=2.07.€ .dt=F, (».

il faudrait faire trois intégrations par parties successives pour abaisser le degré du
polyndme P(t) = 2 ¢ dans la derniere intégrale . En pratique , on utilise la méthode
(simple ) suivante : sachant que F () sera également le produit d'un polynéme de

méme degré et de € on écrit F (1) avec des coefficients indéterminés :
1
F ()= (a® +bl+ct+d) € .

En dérivant F (t) et en identifiant , il vient :
Fi)=[@’+bPf+c+d+GBa’+2bi+o)]et=2¢.e".

On simplifie par €' puis par identification , il vient :
a=2;b+3a=0;¢c+2b=0;etd+c=0.Celadonnea=2:b=-6;c=-12
etd=12. Par conséquent :

1
F)=F,0=Qt -6 +12t+12)€ +C.

Sx

=2. x/x-3x-6/%x+6)€ +C. [

sin x
7.5 Calcul de F(x)= Jcos x€ dx.

On effectue , naturellement , le changement de variable :
u=sinx.=>du=cosxdx. etona:
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S u sin x
Fx)=]€ .du=€ +C=¢€ +C.

2x X x 2 X
7.6 Calculde F(x)=|€ cos€ dx=| (€ ) .cos€ dx.

X X
Onposeu =€ = du=€ dx donc F(x)= | u.cosu.duqu'on intégre par partics
u.cosu.du=usinu-| smu.du=u.sinu+cosu+C.
. X X X
Dol F(x)=€ sin€ +cos€ +C. n

7 7 Calcul de  F(x)= SI X - C0s X

SmX + Cos X

En divisant le numérateur et le dénominateur par cos x , il vient :
tgx-1
F(x)= I & dx
tgx+1

On effectue maintenant le changement de variable :

du s u-1 du
u=tgx = x=Arctgu et dx= 5. Dou F)= . 5 -

1+u u+l 1+u

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle sous le signe
somme, donne ;

d d 1
Foo= | —% | 2 -~ og+ud)-Logl+ul+C.
1+u2 l1+u 2
1 2
Dol F(x):T.Log(l-Hgx)-Log|1+tgxI+C.
ou encore F(x)=-Loglsinx +cosx!+C [ ]

7.8 Calcul de Fx)=|xig’xdx.

On fait une intégration par parties . On pose :
u=x doncu'=1etv =tg?x donc v=tgx-x.

2

X
Fx)=x(@gx-x)- [ (lgx-x)dx, dou F(x):x[gx-xz—Loglcosxl+-2—+C.
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2

. X
Par suite F(x)=xtgx-7-Loglcost+C. [
7.9 Calculde Fx)= L:i d_x
3+5% 3 1+%x2

Effectuons le changement de variable suivant ;

=/ > dx = /3 d
u= ?.x donc X = 5 u
1
F(x)——/ —————Arctgu+C
1+u

J15

/5
! Arclg( -,;.x)+C
Vv 15 ’

7.10 Calcul de F(x)= J Jx*-1dx.
On fait une intégration par parties en posant :

X
u=\/x2—1 donCU'=J_ et vi=1 donc v=x.

dot F@X)=

x" -1
2
F(X)=x\/x2-1-4{ X dx puisonéerit xX*=x*-1+1:
2
x -1

dx o
=x\/x2-1-F(x)—J do
Vv x* -1

2Fx)=x x2—1—L0ng+\/ x*-11+ C.

1
ou encore : F(x):% x2—1—7.Loglx+\/X2—ll+C.
|
7.11 Calculde F®)= J(l +2x) Argth x dx.

On fait une intégration par parties en posant :

u=Argthx donc u' = etv'=(1+2x) doncv=x+x

1-x

dx

2

+
F(x):(x+x2).Argthx-{x X
1-x
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F(x)=x(1 +x)Argth x + [% dx puisenécrivant x=x-1+1

F(x) = x(1+x) Argth x + x + Log Ix - 1+ C ]

r.
7.12 Calcul de F(x)= | x* shxdx.
Y
On fait deux intégrations par parties successives en posant :

u=x% doncu'=2x.etv'=shx doncv=chx.
{
Fx)= x*chx-2 | x chxdx puis en posant :

v

u=x donc u =1cet v, =chx donc:v, =shx.

F(x) = x*chx-2.[xshx -Jshxdx ]

F(x)=xchx-2xshx+2chx+C. |
Dans les exercices suivants, calculer les primitives les fraction rationnelles
5. .4
-8
7.13 fo="2"1° 714 1=— 00
x*-4x o+ D(x-2)
10 x-1
7.15 f(x)=_2—_~__—3_ 7'16 f(x)=——2———5.
X +4x+5) x7-x+1)
Solutions
S+ x*-8
7.13 Calcul de F()= | ———dx.
X -4x
On commence par décomposer la fraction rationnclle f , en €léments simples,
dans R (x)
2 2 7 1 ) o
fix)=x"+x+4+ Tt 3 xy3c buisen intégrant, cela donne :

3 2
F(x)=%+x_+4x+2Log|x|+7Log|x-2|-Log|x+2|+c.

2
7[
(x-2) ‘
X+2 +C

7.14 Calcul de F(x)=J——2—-x—+-3——§dx. u
2+ 1)(x - 2)

On décompose la fraction rationnelle , en éléments simples dans R (X). ll s'en suit

&y ,
ou encore : F(X)=?+—2—+4X+Log X
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1 3 3x+1
F ()= ( - LS ]dx.
x-2?% 5(x=2) Se3+1)

13 3 2x 1 dx
= -—.Loglx-2l+ — . | —— . .
x-2) 5 0] %41 5 1x%41

. Log Ix-21+— .Log (*+ 1)+ =. Acigx+C. B
—m-? Oog I X - +-l~(—)~. og(x + )+‘? Cclg X .

dx
xEedx+5)7}

Le changement de variable simple t = x + 2 (mettre sous la forme canonique),
transformerait l'intégrale comme suit :

7.15 Calcul de F(x)=

dt

F(x)= .
@+ 1)

Une intégration par parties de cette derniere intégrale augmenterait le degré du
dénominateur, au lieu de I'abaisser. Ainsi, pour le calculer, on pose, pour tout

dt
@+ D"

J et]_,, en faisant une intégration par parties .

ne N* : J =

. et 'on va établir une relation de récurrence entre

1 . -2nt
Posons : u=-— = DU = el vi=l = v=t
+1) ©+1
2
. tdt
Ainsi : Jn=[ > }+2n -
@+ 1" @+

En ajoutant et retranchant 1 dans la derniere intégrale, on obtient :

Jn=

(t2+ 1)n+2an—2an+l.

On en déduit la relation de récurrence :

; B t +(2n-l) I
= .
T on @2t U 2n "

. t 3
Ainsi Fx)=J,= ————-—+—.]

5
4@+1)? 4
{

1
A +5 1

2:———
2(12+ 1) 2
dt

2
t+1

et Ji = =Arcigt+C.
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Par conséquent , on peut écrire :

t 3 t 1
Fx)= 5 2+Z[ > +-2—.Arctgt]+C.
4(C+1) 27+ 1)
en renvenant ala variable x , cela donne :
X+2 3x+6 3 h
F (x)= + +—Arcg(x+2)+C. N

40P +4ax+5° 8(x*+4x+5) 8

(x-1)dx

(xz—x+1)2.

F () 1 2x - 2)dx 1 @x-1)-1 d
= . — =, —_— (dX
2 ()(2-)(+1)2 2 (xz-x+1)2

_ -1 1 dx
(x2-x+1) 2 (xz-x+1)2.

7.16 Calcul de F(x):[

_ -1 4\/_§ dt . 2x -1
x+ 1) &+ 1) S3

Or d'apres la formule de récurrence, établie dans I'exercice 7.15,

dt J ! ! Arcig 1+ C
ona: =2= + —. IC + .
+1)7° 2¢+1) 2

Par conséquent, en revenant 2 la variable x, il vient :

-1 2x -1 1 2x - 1
F(x)=— -— + - Arcig +C. [
x7-x+1) 6(x"-x+1) 3

7.17 Calculer les primitives des fonction irrationnelles suivantes :

2.3/ x+x iV, X+ /%

1°) fx)=—o0—— 29 fx)= —-——
x> -8x x (/x- 1)

X.

1) Calcul de
3
X -8x
On commence par chercher le dénominateur commun k des exposants
rationnels de x . Ici k = 6. On effectue alors le changement de variable

Solution 3
F(x)= Jz_‘/_—ﬁf d

6
X=t = dx=6[5
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2.t2+t6 +t5
£-8¢

dt.

5 2t
6.0 dt = 3
tr-8

F(x)= J

On décompose en éléments simples dans R (X) la fraction rationnelle :

5

t+ 3 5t+6
fi 0= —5—=0 2
t-8 t-2) t"+2t+4
C+2t. O 5 ) a
3 di=—+3 .Loglt-21+—.Log(t"+2t+4)- T
t-8 3 2 r+2t+4
dt
. a dt 1 V3 1 t+1
ol: | % = 5 =—, = — Arctig| — [+ C.
r'+2t+4 t+1+3 /3 (t+1)+1 V3 V3
V3
En revenant 2 la variable x , cela donne :
Vx 5 1 8/ x+1
F(x)=—3-§+3Logl6\/;-2I+—2—Log(3\/;+26\/;+4)-———Arctg MEY e,
V3 V3

x(V/x-1)

Le dénominateur commun des exposants rationnels de x estk =4 .
On effectue alors le changement de variable x = ¢ =>dx=4¢.dt.

FXx)=
,{t4(t2-1)

En revenant a la variable x, cela donne :

2) Calculde F(x)= [

3

2
+1

3 t+1
4t dt=4. 5

-1

de.

3-1+2

1+1
dt=4t—2.Logl————1 +C
1 1-t i

12 -

4
Fy=4 /52 . Log |L7 e -
1-4V%
Dans chacun des exercices suivants calculer les primitives :
x+1 X x+1
7.18 W=——"—7"7"— 7.19 1= [
x-HVx-2 x-12 ¥ x-1
f(x) = Xx+3 ) X+ 4
S X)= ————————— .
7.20 /s ax-x 7.21 m
1 —_——
7.22 fx)= = 7.22 f(x):/)_(2+2x+2.
xv 1-x
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Solution

1
7.18 Calcul de F(X)=J—£——dx.
x-3)Vx-2

On effectue le changement de variable : 1= v x-2
Doux=t"+2 etdx=2t.dt

Foo= | D suama. (1022
(X)— 62—_—1)——[ tdat = 2. (+?j_[_+-_l_) t.

t-1

En revenant 2 la variable x, cela donne :
vx-2-1
Vx-2+1

F(x) =2x+4 Log +C. [ |

1
7.19 Calcul de F(x)= _* /)-(f—dx
[(X _ 1)2 x-1

On effectue le changement de variable : 1=

241 -2dx
et 2tdt=

£-1 x-17
En remplagant dans l'intégrale; il vient :

’ 2,2
F(X)=J([ +1\.t.(-t.dt)= _JMdt.

x+1

x-1°

Dou x=

\2-1) ’

-1
1 1
_ 2 T
= ,[(l +2+t_1 t+1)dl.

3
t
= ——3—+2[—L0g|t-1| Loglt+11+C.

En revenant 4 la variable x cela donne :

Xx+1

G-7x) [x+1 x-1
R Yy | +C.
T6T x_1+Log ||

Fix)=

3
7.20 Calcul de F(x)= J _ 2 ax.

v 5—4)(-)(2

F () IJ -2x-6 d 1[(-2x-4)—2 dx
=-— | ——————= X =- 5 | T —— .
2 /
2 \/5—4)(-)(2 5-4x—x2
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=-J5 —4X—x2+J—dx-——
J9-x+27°

2 R X+ 2
=-/5-4x-x +Arcsm(——)-+C

3

X+2
Cette derni¢re intégrale s'obtient en faisant le changement de variable t= =3 [ |

x+4

7.21 Calcul de F(x):J _ dx.

V/ X +2x-3
1 2x+ 8 1 2x+2)+6
F(x)=7. —-———dx:—z— ——— dx
\/x2+2x—3 \/x2+2x-3

= x2+2x—3 34[———(1)(——-
Jx+1)-4

Pour le calcul de cette dernicre intégrale , on effectue le changement vaniable :
2t=(x+1)=>2dt=dx.

dx 2dt a 2
= = =Loglt+/ "-1I+C.
[\/(x+1)2—4 4{\/412-4 J\/tz-l

En revenant i la variable x, cela donne :

+1 1
F(X)=\/x2+2x—3-3LOg & )+—.\/x2+2x-3 ’+C [ ]

2 2
dx
7.22 Calcul de  F(x)= J‘— .
xv 1- x2
lére méthode : on effectue le changement de variable x = sin u donc dx = cosu du .

Ce qui donne :

cosu .du du
Fx) =l —r—-"-1=| —.
sinu.cosu s u

u
On effectue un nouveau changement de variable t=tg 5

(méthode générale pour le calcul d'intégrales de fonctions trigonométriques . Voir
plus loin ) . Cela donne :
2dt

1+ ¢ 1+

. du 1+¢ 2.dt | dt
Ainsi : = T 5= — =Loglitl.
snu U 1+t t

Ainsi, en revenant successivement, a la variable u puis a la variable x, il s'en suit

sinu= du=

(car u=2. Arctgt).

1 .
F(x)=Log ltg(i Arcsin x)\ +C.
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2éme méthode : valable pour le calcul d'intégrales du type :
J dx 1
on pose u= x_+ .
(px+q) Vv ax2+bx+c) LR

du
Dans notre cas, on pose : u= donc dx=—.
Ce qui donne : u

du

)
u -d
F(X)=J =J' : =-Logli+/u® -11+C
l 1__1_ \/u2-1
u 2

1 1
=_L0g‘T+7\/ 1—x2I+C=LOngI—Log(1+\/l-x2)+C. ]
7.23 Calcul de F(x)=J,/x2+2x+2 dx .

| -

Onécrit F(x)= J' v x+ l)2 +1 dx puis on effectue le changement de variable

(x+ 1) =sht=dx=cht dt.

h2t+ 1 1 t
F{&x) = J\/ sh2t+1 .chtdt= Jch2 dl=J(c )dt= —sh2t+ —+C.

2 4 2

1 1
Parconséquent: F (x)= T .sh2 Argsh(x+ 1)+ 7Argsh(x+ D+ C

|
Dans les exercices suivants, calculer les primitives des fonctions trigonomdtrigues
1 B 1
7.24 )= 5o 7.25 9T eosx
7.26 f0=——ot . 7.27  fx)= vigx dx
cos x (1 + ces“x) sin2 x
1
7.28 =14 7.29  fx) = .
Solutions
dx
7.24 Calcul de F(X) = J m

La méthode générale consiste a effectuer le changement de variable suivant :
2dt

X
t=tg7=>x=2Arc1gt et dx= 5
1+1
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2t 1-2 2t
COos X = ellgx:——a.
1+¢ 1+t 1-t¢

En remplacant dans l'intégrale ci-dessus, il vient :

smXx=

2.dt 2 3-t
F(x"J“—z =—.Log L S
3.t /3 VERS
V3-18 —;—
En revenant 2 la variable x, on obtient : F(x)= — Log — +C. B
V3 S3+1g >
dx
7.25 Calcul de F(x)= J—————— .
l+sinx-cosx
En effectuant le méme changement de variable que dans l'exercice n° 7.24
(ci-dessus) on obtient :
F—dt- ! 1d-—LoIILo!lIC
x)= 12+t_ (T-H_l) t=Logltl-Loglt+11+C.
X
€7
D'ou Fx)=Log < + C. N
1+1g 5

7.26 Calcul de F(X)=J—ﬂ—dx.

cos (1 + cos® X)
La méthode générale conduirait 2 des calculs trop compliqués.

Remarquons que cette fonction peut s'écrire sous la forme : F'(x) = sinx. R (cos X).

On effectue alors le changement de variable u=cos x = du=-sinx dx.
Ce qui donne :

-du 1 u 1 2
Fx)= —= (-+ > du.:—Log|u|+—2—.Log(1+u)+C.
"u(l+u") u l+u

J 1+cos2x
D'ot Fx)=Log| ————— | +C.

lcos x |

7.27 Calcul de F(x)=J B X 4x

sin2x

dx.
2.8 X COs X

ona F(x)=J,__.__.__ ,lgxdxz[_____ /12X

2.tgx . cos’x
Cette fonction f s'écrit seulement en fonction de tgx et de puissances paires de cos x

(ou de sinx). Donc on peut effectuer le changement de variable  u = tgx.
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ona: du=(l+tg’x)dx= Donc :
s X
v d 1
F(x) = 2_:g_’f(—;—J= _2‘/—;du = du=u+C.
X {cos“x u 2/1—1
Par conséquent Fx)=Vigx+ C. ]
dx
7.28 Calcul d¢  F(x)= J Trgx

On effectue le changement de variable u = tgx

D'ou :

donc x = Arctgu et dx=
1+u

Fooe |— 1 LS P
(1 +u)(1+u?) 2 (1+u u2+1j

1 1 1
=—.Logll+ul- —.Log W*+1) + = Arcigu +C
2 4 2
N 1 1 X [}
D'od F(x)=7.Logll+tgxl+7Loglcosx|+—2-+C.

7.29 Calcul de F(x)= J'1g3x dx .

F(x):J'[tgx.(1+tg2x)-tgx]dx.

) 274 sinxd
= Jtgx(1+tg"x)dx - oo Ix-

Dans la premiére intégrale on pose u = tgx. et dans la seconde , on pose v =C0s X .

Cela donne ;
dv 1
F(x)=[u.du—[7=7u2—l_,og|vl+c.
. L)
Finalement F(x)=7.tg x -Loglcosx |+ C ]

7.30 | Calculer les intégrales suivantes :

dx sh x
1 = ) J=| ———dx.
) I Jshx+20hx 1+c¢ch2x X
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dx

1) Calcul d =\
) Caleulde 1 Ishx+20hx'

On écrit la fonction sous le signe somme en fonction de e* :
1 1 2¢*

shx+2chx e e N 3e2x+1
+¢e +e¢

On effectue alors le changement de variable t = ¢* , donc dt = e* dx . Il s'en suit :

I_JZexdx 2 J V3 .dt
3e41 /3] (V3. 0241

2
= ——.Arctgﬂt+C=-iArctg(\/§.e")+C
V3 V3

hx
2) Calculde = |_S"*
) J [1+ch2xdx'

1+ch2x:1+sh2x+ch2x:20h2x.

2.ch2x
t=chx =>dt=shxdx.

Dot J= J sh x dx . On effectue le changement de variable

s dt 1 -1
D'ou J=J—=——+C Fmalement: J=—+C
t ch x
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8.1

8.2

INTEGRALES GENERALISEES

+ oo

dx

xz-l

Etudier par un calcul direct, 1a nature de l'intégrale : 1= [

Solution
Posons, pour tout xe€ R-{-1;1} :f(x)=

x2—l

L'intérale I admet deux singularités en 1 et en + eo.
Pour cela on écrit pour a>1 :

1 a + oo

I dx dx dx I I I

= + + = + 1+ .
xt-1 X1 21 ° ¢
0 1 a

Enoutre: pourtout xe R-{-1;1} f(x)=

1
2(x-1) 2+
1 -1
Une primitive de f est donnée par  F (x) = = Log ‘ |
2 x+1
Par définitionona: [ = lm | F(x)-F (0) ] =- e donc I estdivergente et

donc I aussi. x ol
| |

Etudier la convergence des intégrales suivantes

1 + o0

Lo
1=J Logx v, et J=[ BX ix.
x-1 x-1

0 1

Solution
Pour I : on a un probléme au voisinage de 0 et au voisinage de 1

( Log IX n'est pas définie en ces deux points) .

c 1

Log x Log x .
Posons donc I=1,+1, avecIl=[ ogl dx etI2=J xi dxounl<c<1

1

0
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Log x _Logx—Logl

au voiginage de 1: =
x-1 x-1

qui n'est autre que le taux d'accroissement de la fonction Log au point 1

Log x

donc onaura T '-1' 1 donc I, converge
au voisinage de C

Log x

1 -Logx quand x - 0.

C C
Et comme on a -Logx dx=- lim Logxdx =- lim [xL_ogx-x]i

£€-5>0 e—>0

=c-clogc
Donc I, converge .
En definitive I=1 + 1, estconvergente .
+ oo
Pour J: ;= LOglx dx on fait le changement de variable = h
X - X
1
0 0 1
d'ott = Logt g_t - Logt di= Logt .
1 2 t(1-1) t(t-1)
— -1\t
1 0
1 1
Logt Logt
= & dt - o8 da=I+K.
t-1 t
0 0

ou I est 'intégrale convergente précédente et

! 1

Logt . {(Logoz}
" - lim =+

at
e —0 2 €

Il

Donc K diverge.

0

Ainsi, J qui est la somme d'une intégrale convergente et d'unc intégrale divergente
est divergente

||
8.3 Préciser la nature de I'intégrale généraliséc suivante :
+ oo
dx
I= -
x (1 +x%)
Solution

I est bien unc intégrale généralisée puisqu'on integre sur un intevalle infinie.
Le seul probléme qui sc pose ici, ¢'cst au voisinage de +oo
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8.4

8.5

Or au vbisinage de +oo f(x) ~ _1§ etf(x)>0 Vxe[1,+o0].
+o0 X
+ 00 + o0

1
I= f(x) dx est convergerte car = dx estconvergente .
X

Quelle est la nature de I'intégrale généralisée
+ oo

Arctg x
I= 2g dx.
X

Solution

I'est une intégrale généralisée car l'intevalle d'intégration est infini, et en plus quand
x tend vers 0 : f(x) —— + oo .

f est définie et continue sur ] 0,40 [

1 + oo
Arctg x Arctg x
posons I=1+1, avec L= o dx et L= > X.
X X

0 1
Surlo, 1] f(x)>0. .
Au voisinage de 0:  f(x) ~ L ,or B est divergente donc I diverge aussi.

X X

0
n

Etudier la nature de l'intégrale généralisée
+ oo

Solution
On est en présence d'une intégrale généralisCe, avec f définie et continue sur [0,+o0]

et f(x) >0 Vxe[o,+oof.

- X

<
au voisinage de +econa: fix) =~ -
Etonsaitque lim x%e*=0 pourtout >0 .
X — 4 oo

Donc x%¢ <M pourx vaisinde + oo (x 2a>0) .
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8.6

M

a+1
X

En particulier si =1, onaura:

e* M
x

. o e’
Ainsi: x — < = ——<
X X

+ oo

- %
€

X

X
e dx
X
a + oo

< donc est majorée par une intégrale de Riemann convegente,

Mol B

donc elle est convergente . Par conséquent : f(x) dx est aussi convergente .

+ oo a + oo
Finalement: I= f(x)dx=| f(x)dx + f(x) dx .
0

Ainsi I est 1a somme d'une intégrale définie et d'une intégrale généralisée convergente
ce qui implique que I est convergente.

||
+ oo
Etudier l'existence de l'intégrale : I= x+1- xZ42x+2)dx.
0
Solution
Soit f définiepar fx)=x+1-vV x*+2x+2.
f est définie continue sur [0, +oo [ , fx)<0 Vvxe[o,+ef.

Le seul probléme qu'on a dans cette intégrale généralisée se situe au voisinage de + oo
1
l —_—

— 2
Posons : A= (x*+2x+2)% =(x+1)(1+ 2)
x+1)

. Lorsque x est au voisinage de + oo, u est au voisinage de 0 et

Soit u=

(x+1)2 )
ona: V1+u = l+7u—~8—u2+u2€(u)

=1+ ! 5 ! 4+ ! 48( 12).
2(1+x) 8(1+x) x+1) x+1)
1 1 1 1
Donc : A=(x+1) + - T+ ; 8(7]
2(1 +x) 8(1+x) x+1) X
1 1 1 1
Dou: fx)=- + + el —=1.
20x+D gx+1° x+1) (xzj

-1

Finalement : au voisinage de + ocona f(x) .~ |
2(x+1)
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8.7

8.8

+ oo

1 . .
Or: J ICEeD) dx est divergente, donc I est divergente.
1 |

Soit p € N*
1) Montrer que la fonction x — (Log x)? est intégrable sur ] 0,1].

1

2) Calculer I,=| (Logx)°dx. en faisant le changement de variable
t=1logx 0
Solution
1) On saitque V o> 0 Iim x* (Logx)’=0.
x>0

pour £=1,ilexisen>0 telque :[0<x<m = k@Logx)PI <1’

1
D'onn I(Logx)Pi< — au voisinage de 0, et ce pour tout o > 0.

X
En particulier pour o= ! ona
) 7 n
dx gt convergente donc I(Log x)Pldx  est convergente .
172
X

0

d'ot IP est absolument convergente donc convergente.

2) t=tgx —ox=¢  doll dx =¢' dt.
0 0
1= lim Pe'dt = lim I avec J = P et dt.
E—>o+ +
Log € £—-0 Log €
0
1P t40 tp-1
or J=[tPel .- et dt
Loge
dod  I,=limJ =-pI,_, et parrécurrence on alors Ip:(_1)1°‘1p!I1
e——>0+
1
d'ou I =lim Logxdx=-1 .Finalement: 1p=(-1)p p!
esot |
€
Jrapey
xP !

Préciser Ia nature de l'intégrale dx suivant les valeurs de p

o
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8.9

Solution -1
. X . .
La fonction x—— —5 est définie surR*  V pe R.
X
p-1
. X :
au voisinage de 0 ona — —_~ xP°',
x+1,
a a
pov a>0ona X ldx = dx qui n'est convergente que si1 -p<1
x'?
0
Clest-a-dire p> 0. o
xp -1
an voisinage de +c  Soit T3 %9
a
p-1
X p-2 ..
Or ~ X au voisinage de + oo .
1+x
+ oo + oo
donc xP 2dx = dx .qui n'est convergente que si 2 - p>1 dou p<1
x> P
a
+ oo
xp -1
Par suite l'intégrale . dx estconvergente si et seulementsiO<p<1.
+ X
0 |
+ oo
Nature de l'intégrale = __dx_ pour n € N*,
(Logx)"

Solution
Le seul probleme qu'on a dans cette intégale généralisée, se trouve au voisinage
de + oo,

or Vx2>e onsaitque "x>Logx

Clest-a-dire : x > (Log x)" doil

+ oo
1 < 1 . « dx di
— ——— eton sat que — diverge
T ogx)” *

[

+ oo
Par conséquent : _ est également divergente .
(Log x)"
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8.10

8.11

soit I = - dx ne Z.

1) Pour quelles valeursde n € Z, 1 existe t-il 7 .
2) Etablir une relation de récurrence entre les I
3) Calculer I_.

Solution
1) Pour cette intégrale généralisée 1, , il y'a problime en O eten 1
Au voisinage de 0 :

n
X

J1-x2 0

Au voisinage de 1 :

n
X 1
ona ~ -dont l'intégrale converge en 1. Donc I converge
121 /148

~ x" donc on n'aura convergence que sin> -1 . Cestadiren>0

pourn =0
2) En faisant une intégration par partie de I on trouve :
n-1
L=—01L.2:
_ QK)! T
3)pourn=2k onaura: I2k'—2k—,21° avec l=5
2°7 (kY
22K (k12
pourn=2k+1 12k+1=m11 avec Il=1'
Etudier l'existence de l'intégrale suivante en fonction de o,
+ oo 1
I = xa(l-e\/;)dx.
o
0
Solution
Au voisinage de 0 :
1
On a Xa (1-¢ x)~xu
0
a 1 a
D'olt x*Q-e Vi)~ x%dx. quin'est convergente que si o >-1
0
0 0
Au voisin +oo

On sait que 1 - €* = - x + € (x) pour x voisin de 0
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1
NeIR! -
Donc : l-e‘/;~—. pour x voisin de +oo

V'x
L 1
o- —
N o Vx 2
Doi: x (1-e~")~x lorsque X — + oo
+ oo 1
o - —
2 . 1
Ainsi : X dx converge si @ <--—
a
+ o0 1
- . = ] 1
Finalement : x* (1-e \/;) dx converge siet seulementsi:-l<oa<- 5
0 N

+e /Xsin 1)
2

¢ éci 'inté 1 = —_—
8.12 Préciser la nature de l'intégrale I J' TRy dx

0

Solution
au voisinage de 0 :

1

Vx sin (=)
x* ﬂ
< vV x>0
Log (1 +x) Log (1+x)
Sx 1

au voisinage de 0, —1757 "=
0g (1 + X) \/—'
X

Log (1 +x)

X

e
* 2 /x sm(—]
2
dx s X
comch —— converge pour tout a>0, lmtegraleJ " 7 4x converge.
0

0

au voisinage de + oo :

1 A . 1 1
sin —~ — pour X-—>+oo d'ou ﬂsm(—zj~7_
2

X

2 x
1 _ 1
et comme — < — pour x assez grand
x2 Log(1+x) x 2
+ oo
dx .y .
alors = -onverge car majorée par une intégrale convergente.

3

* x*Log(1+x)
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8.13

X

*= /X sin (%J

En définitive 1= TR a+n dx converge .
0
+
Soit 1a fonction définie pour x € R par 'ix)= fletat.
0

a) Quel est I'ensemble de définition de I”

b) rouver une relationentre ' (n+ 1 Yet I (n)

c)CalculerI'(n+ 1 ) pour ne N.
Solution

a) l'ensemble de définition de I, est I'ensemble des x € R pour lesquels l'intégrale
+ oo

< 1etqr estconvergente,

0

ay voisinage de 0 :ona ¢ 'e '~ "' . (fonctions positives)

c
or t* "1 dt est une intégrale de Riemann qui converge Si 1-x< 1
0

c'est- & -dire si x > 0. (¢ étant un nombre strictement positif).
<

par conséquent : J & 1etgr converge six >0

.. 0
U voising € too !

ona t*¢! >0 VYoae R
donc en particulier pour a =x + 1 = (x - 1) + 2 etdanscecas (cfEx 1)

o1 - M
tlets — . pour tassez grand.
+ oo t
donc * le'dt converge Vxe R
c + oo
P x-1-t .
En définitive t" e dt  converge six >0

0
Par suite 'ensemble de définition de T'est Dy = Jo,+ |

b) par une intégration par parties, on montre que I' (X + 1) =x T" (x) Vx>0.
¢) En appliquant la relation précédente pour x=ne N

onaura '(n+ D=n! T). or T(D=1.

doo I'(n+1)=n! Vne N. -
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8.14 1) Soit A € R*, et a e R. Trouver les valeurs de o pour lesquelles l'intégrale

+ oo
e *'t*dt est convergente.
0 + oo
e- t
2) a) Soit x € R, montrer que — cos (x) dt estabsolument
convergente t

b) Soit f la fonction définie par
+ oo

-t

f(x) = € cos (ix) dt  montrer que f est continue sur R .
t

0

Solution e
1) A>0 etaoe R,posons [= e"“.t“d1=11+12.
0
1 + o0

ou L=| e*®dt et = A g

[ 1

étudions la convergence de I, etdel, .
pour I :auvoisinagede G ona et ~t
donc puisqu'on est en présence d'une fonction positive, I, se comporte comme
1
1 dt intégrale de Riemann qui converge si o > -1 (diverge s <- 1) .

0

pour I,: quandt——>4+e oOn a tBe'M—-—>0 VBe car A >0

. a7 . ..
Donc la fonction g®=fe¢ ™'  est bornée au voisionage de + =, (V B € R ).
cest-a-dire, pour tout B € R, il existe M€ R tel que # ¢*'<M pourt assez
grand.
o -A
(<)

En particulier si f=0+2 on aura alors: ¢

te 2
t

C'est-a-dire que I, sera majorée par une intégrale de Riemann convergente, donc I,
converge et cela pour tout 0. € R . En définitive I, converge si o >-1 et 1, converge
pour tout & € R donc I converge quand les deux inégrales I, et 1, sont en méme

temps convergentes, cestddiresio>-1.

2)a)ona:
+ oo + oo + oo + oo
-t -t -t

e [ € -
— cos (tx) dt —lcos(tx) Idt < —dt= e t “dt
t St St

A
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8.15

+ o0

-t
Donc l'intégrale J' 'e—-oos tx
Ve

. 1 N N .
une intégrale convergente {A =1 et & =--->-1 ) d'apres la premiére question.

2
Ce qui démontre 1a convergence absolue de l'intégrale donnée.

+ oo

-t
€ . .
b) f(x)= J — cos (1x)dt , soit x, € R , montrons que f est continue en x_
t

0
+ oo + oo

e

dt est convergente, car elle est majorée par

et (x-x,)  t(x+xy)

-t
f(x) - f(x,) = J /_(COS (tx) - cos (txg)) dt = -2 { 7 sin 7 sin 3

t
0 t 0

Comme pour toutu e R :isinul<lul ona:
+ oo

lf(x)-f(xo)lslx-xolJ et V/1d = Ix - xpl L.
0

+ oo
. 1
avec : I=J, e"\/t_dzquwstconvergente(k:l eto =—2—>-1).
0

donc I est finie
Alors si x — x_ on aura f(x) — f(x,) , c'est-2-dire que f est continueenx, . W

Soit a,b tels que o< a < b et f une fonction définie et continue sur [0,+ o [ .

(0 _
On suppose que la fonction t— (T est intégrable sur [ 1,4+ oo [ .

. f(kx) _
1) Montrer que la fonction x — - est intégrable sur [ u,+oo [
Vu>0etk>0.

+ oo au

2) Montrer que J fox) - flax) | = !' O
t

X
bu

3) Montrer que la fonction x—

+ oo

et J fon) - @) 4 - f(o)Log%.

f(bx) - f(ax)
X

X
0 + oo

valeur 0

ast intégrable sur [0,+oo[

bt at
(53 -€
4) Prouver la convergence de l'intégrale J T dt et calculer sa

de.



170 - Chapitre VIII

Solution

1) La fonction () est intégrable sur [1,+ oo [ définie et continue sur ] 0,+0)

posons t=kx .On adonc

+ o0 ky

y
f(k f(k f(t) dt
1=[ %) 4x = Im J(X)dx=ﬁm[ Wdr
X X 1
y =+ o y =+ e
u uk

(=1

=0 +1,
Les deux intégrales I, et I, sont convergentes, car la premiére est une intégrale
définie et la deuxieme est convergente d'aprés I'hypothese.

2) on a montré ci-dessus que :

+ oo + oo

J fa(x)dx:J f?dl. Vk>0.
uk
D'ou: sik=b J f(bx) = @ dt.
"W
. [ f(ax) r‘erf(t)
sik=a = — dt.

oo

f R
Par suite : J —(bi)x—f(—::‘—x—) dx=[ @dt,

u bu
4 oo + oo au
0 U'—‘<)0+ U—‘)0+ bu
or f(_t)_f(_") f© - (o)
t t t
dou J 0 4 SJ ]@ldtSJ' 'fi@' dz+J 'f(t)'f(o) da
1 1 1 1
u b ub u
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ua

a dt
< If(o)1 Log (——-)+ Sup 1f(p)-f(o)l. —.
b t € {ua,ub] t
<1 (0) | Log (%)+ Sup 1f()-f(0)!. Log (3)
te [ua,ub] b
Orsiu—>0 , Sup [f@®)-f(e)l —>0.

t € [ua,ub]

+ oo

. f(bx) - f(ax) a
donc im J — dx SIf(o)!LogF

+
u--> 0 u

Donc la fonction fox) - f@x) o intégrable sur [0, + oo [
X

au au au

N . () f(o) f(v) - f(o) a
D : L dt= o = 2
autre part on a J n dl_([ n dt +J n dt=f(o) Log 5 +1,.

bu bu bu

u—o

avec [ = j 9 -19) 4 . Montrons que lm I[,=0
b

f) - f
ona IIUISJ ()t(o)'dts Sup 1)~ £(0)1.Log - —0.
te {buauj u—> 0
b
+ oo
b -
donc Im I,=0 ,D'od J f_(x_)xf(a_")dnf(o)Log%.
0

4) Cette question n'est qu'une application de ce qui précéde pour f définie par
fiy=e" festdéfinie et continue sur [0+ oo [ .

-t
La fonction (——; € estintégrable sur [1,+ oo [ .
t
(verifier le) !
+ o3
e bt _e at
donc = — dt  estconvergente
0

a a
et I= f(o)Log—g = Log -
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9.1

9.2

DEVELOPPEMENT LIMITE

Les fonctions suivantes admettent-elles des développements limités (DL)
al'ordre 1 au voisinage de 0 :

f(x)=LogIxIi g(x):sin-)—l(— h(x) =sin /x| .

Solution
Une condition nécessaire d'existence d'un DL au voisinage de x_ est que la fonction
admette une limite finie quand x tend vers x .

Ce qui n'est pas le cas pour les fonctions f et g ainsi ces fonctions ne peuvent
admettre de D.L. au voisinage de 0.
Supposons que : sin V' IxI=a +a x +X&(X) avec lIm e(x)=0

On déduit, en faisant tendre x vers O que a, = 0 x>0
~ sin /x| i
etque lm — = lim (a; +£ (X)) =a,.
x—0 x =0
i i o snVx

ce qui est absurde, puisque : Im ————=+c0 -
X
x>0

Discuter suivant les valeurs de I'entier naturel n I'existence d'un DL a Vordre 2

!
au voisinage de o de la fonction définie par :  f(x) = x" sin =

Que peut-on dire de l'existence d'un DL a l'ordre k au voisinage de 0,k € N,

Solution ]
Daprés l'exercice 9.1 la fonction sin < n'admet de DL a aucun ordre au voisinage

de 0, ce qui élimine le cas n = 0, prenons donc n 2 1 et supposons que f admette
le DL suivant :
1 N .
xnsin—x— =a +a +a2x2+x2£(x) » n 21 enwaineque a,= lim f(x)=0
x— 0

. IR
On a alors, en divisant par x : x" sin—=a;+ 3 X+ x€(x) .

un tel DL ne peut exister que sin - 12 1.
De méme, n > 2 entraine que a, =0 .

En redivisant par x, on obtient :
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9.3

. 1 .
x" 2sin;{— =a,+¢€(x). Etfinalement n-2 >1.

Ainsi pour que f admette un DL a P'ordre 2 au voisinage de 0, il faut quen> 3.
Montrons que cette derniere condition est suffisante .

Eneffet,sin23

1
x® sin i: x"g(x) avec €{x) =x""2sin— on a bien Iim &(x)=0.
X X x -0
Ainsi f admet un DL d'ordre 2 dont la partie réguliére est le polynéme nul.
Supposons que f admet le DL d'ordre k suivant :

X" sin 1/x = ay + 81X +... + g XK + 0 (xK) )
Montrons que tous les a; sont nuls. En effet, dans le cas contraire on peut écrire :
xMgin 1/x = a, xP + a1 xPHl 4 4 akxk +0 (xk) (2)

avec p<k et a,#0.

- Supposons que n > p. En divisant (2) par xP on obtient :
X'Psin 1/x = ap + ag, 1+t xEP 4 o(xKP)
on a alors a, = lim x™P sin 1/x
x— 0
Si n=p ondoitavoir ap = lim sin 1/x. Absurde.

x — 0.
Si n>p onauraitalors a, = 0. Ce qui contredit 'hypothése.

- Supposons que n < p. En divisant (2) or X on obtient :
sin 1/x = a, xPT o+ ay XK 4 o(xkmy
Ce qui conduita  lim sin 1/x = 0. Absurde.
x— 0
Dongc finalement tous les a; sont nuls et (1) devient x"sin I/x =0 (xk)
On ne peut avoir  k>n car sinon on aurait
sin 1/x = 0 (x*™) et alors lim sin 1/x = 0.
x> 0
Ainsi une condition nécessaire d'existence du DL (1) est que
n>k etay=a;=..=a,=0
La condition suffisante est évidente puisque
n>k = x" sinl/x=0 x5 ]

Trouver le DL 2 Fordre 5 au voisinage O de la fonction f définie par :
f(x)=asinbx-bsinax aveca,beR.
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9.4

Solution
3 5
X
sinx=x - 37 5’+o(x)
. b3 X3 5.5
smbx:bx-T+ 57 +0(X)
3 5
asinbx—abx-a x3+£x5+o(x5)
- 31 51 '
. ba’ e’
De méme, bsinax:bax-?—x3+5—'xs+0(xs).
ab(a b) 3 ab(a -b) 5
f(x) = T X 5 +o(x) [ |

Soient f et g les fonctions définies par : f(x) = tg x et g(x) = sin (1gx) - tg (sinx)
Determiner le DL & I'ordre 5 au voisinage de 0 de f et en déduire que g est
négligeable devant x* au voisinage de 0.

Solution
3 5 X2 4

+o(x) et cosx= 1-—+§—+o(x)

smx=x - 21

*t3y
Appelons P(x) et Q(x) les parties réguliéres respectives de ces DL. Puisque Q(o) # 0,
on obtient le DL de tgx en faisant la division suivant les puissances croissantes
jusqu'a l'ordre 5 de P(x) par Q(x). Ce qui nous permet d'écrire :

3

P(Y) =Q(X)( SRS 5)+o(x5).

3

X
Etfinalement: gx=x+ 3 + 3

5% +o(x)

Cherchons le DL a l'ordre 5 au voisinage de O de la fonction g.

x3 25 3 5

u u
Posons USX+ ot EX . Ona sin(gx)=u- 5'+o(u).
Or u3=x3+x5+o(x5)etu5=u5+o(x5).
i _(xzzs)l ¢
insi sin (g x) = x+?+-i75x - 3'(x +x)+ +o(x)

3 .5

+x X
sin (igx)=x & 0

R X X . v 5 5
De méme, en posant V=X-3y+zy  ,ona: tg(Srl'1X)=V+?+-1—5V +o(v).
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Or v3=x3—%+o(x5) et v5=x5+o(x5).
. X 1 3 ) 2 s
Onadonc: g(smx)= x-z7tsi |t -7 +f+o(x).
3 XS
D'oll:  (g(sinx)=x + +o(x’).

6 40
Ainsi, g (x) =0 (x°).

5

Et donc finalement g est negligeable devant x° au voisinage de 0.

Soicent f et g des fonctions admettant des DL a I'ordre n au voisinage de Q.

n
On suppose que  f(x)= D, a, x"+o0(x") awc O<p<n eta,#0.
K=p

Montrer que 'ordre minimal g, auquel il faot developper g(x) pour obtenir
le DLal'ordrende gof(x) est q=E(@/p).

Solution

Puisque la limite de f en O est nulle, on pecut déduire le DL.de gof  alordre n
a partir des DL a l'ordre n des fonctions fet g . Aimsiq<n.

Considérons le DL al'ordrende g :

g(x)= i b, x“+o0 (™.
k=0
g ()= élo b £ )+ o (* ) -
Posons P (x)=§‘,pakxk . On apourloulkZp,f"(x) =PX (x) + o (x).
Par ailleurs puisque 1(x) ';' a, xP . donc o (f"(x)) =0 (xPM).
Finalement, g (f (x)= ki_o b PK(x)+0 (™. Or Prx)=o(x™si k.p > n.

Ainsi l'ordre minimal q recherché est le plus grand entier k tel que kp<n.
Onen déduitque q=E(n/p).

En particulier si n est un multiple de p il faut utiliser un DL de g(x) a I'ordre g =n/p I

Déterminer le DL & l'ordre 6 au voisinage de 0 de la fonction définie par :
f(x) = Log (1 + x sin x)

Solution
3 5

. X X 5
smx=x—§—! +§+o(x).
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. 2 X
xsinx=x"- 5'+o(x)

Puisque cette dermere fonction est d'ordre deux il suffit de developper log (1 +x)
al'ordre 3 pour obtenir le DL de f 4 'ordre 6, (voir I'exercice précédent).

Posons
4 6
- 2-‘_ ’L
u=x"- 5
NURN
Log(l+xsinx)=u-—=+ — o(u)
2 3
<8
u? = x4 —?+0(x6) et u3=x6+o(x6).

X6
IR (x4—§—) 46
Ainsi, f(x)= (2 —+ ) L 2 soxY.

5t 2 3
2 6
Log(1+xsmx)—x -—3— 5 X +o(x)
9.7 En utilisant la relation th'x=1-thx? Vxe}-1,1][, trouver le DL

a l'ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction tangente hyperbolique.

Solution

La fonction définie par {(x) = thx est indéfiniment dérivable au voisinage de 0, elle
y admet donc un DL a n'importe quel ordre.

Elle est en outre impaire, son DL ne contient donc que des monémes de degré impair
3 5 5

Posons hx =ax+bx +cx  +0(x7).

Ainsi th?x = (ax + bx’ + cx5)2 + 0 (xs).

2.2 4 5
=a " x"+2abx +o0(x7).

La partie régulicre du DL de { & l'ordre S étant la méme que celle du DL de £ a
I'ordre 6,0n a :

th' x:a+3bx2+50x4+o(x5)

On obtient : a+3b\ +5ex’ +0(x)_l<dx “2apx’ +0(x)
1l résulte de T'unicité du DL que:

a=1

2 a=1 b= ! \_2
3b=-a = a= T3 L_E'
Sc=-2ab

3 s
Finalement : thx=x - XT + %Jr o (x°)
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9.8 Déterminer le DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 de chacune des fonctions
suivantes :
: X
f(X) = Cos X g( ) sm X
Solution
2 4
X X 4
COS X = 1_7+ﬂ +o(x).
La division suivant les puisances croissantes jusqu'a I'ordre 4 de x par
2 3 .
P(x) =1- PR donne «x =(x+7) PX)+o0(x™).
Ainsi = — 4
P x+ 3 +o(x).
35
. X X 1
sinx=x -y 5'+o(x)doup0urx¢0 Pk > x4
1- 37 5 T +0 (x )

Effectuons la division suivant les puissances croissantes du numérateur par le
dénominateur. Cela donne :

2 2 4
T PULISMCANES | PO L P
6 * 360 IR

2

. X 7
Finalement = lt—tzX +0 (x4) .

sin x 6 360 [ |

Remargque : On aurait obtenu un résultat erroné si on avait divisé x par la partie
réguliére du DL a l'ordre 4 de sin x. En effet il faut d'abord s'assurer que le poly-
néme par lequel on divise ne s'annule par en 0 (voir Tome 1 page 210).

9.9 Donner le DL 2 I'ordre 3 de f 0 g - g o f au voisinage de 0, sachant que

3
f(x) = Z akxk+o(x3).
k=1

3
g(x)= Z b, xk+0(x3).
k=1

L 1+
#-Log(l-{- xzj_
1-Log (1+x) 1-x

au voisinage de 0.

Elle deduire que la fonction  h(x)=

est négligeable devant x3

Solution
Posons:  u=b, x+b,x*+byx°

u?=b2x*+2b, b’ +0 ().

3_.3.3 3
=b; X +o0(x).
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9.10

f(g(x))=a1u+a2u2+a3u3+o(u3).
fog()=ab x + (@ by+a,bi) x>+ (@ by+2a,b, by+a;b)x>+0 ).
De méme

gof(x)=bya;x+(b;a,+b,a; ) x* + (b, a,+2bya, 8 +by 2] ) x* +0(x°) .

ng(X)-gOf(X)=(albz'bﬂz"'azb%'bza%)xz+(al by-bya;+2a,b,(b,-2a)

3 3 3 3
+a;b] -bza) ) x"+o(x).

et gx)=Log(1+x).

Application aux fonctions : f(x} =

Onabien h=fog-gof. 1-x
1 1 2 2 X _ 3 3
O 7——==1+x+0{(x) donc =1+x"+0(x") et =x+Xx +o(x).
1-x r 2 1- X2
-X
Ainsi  a; =1 a,=0 a3 =1,
2 .3
X X 3 n -1 1
Log(l+x)=x—7+?+o(x ) entraineque b, =1, b2=7 , b3=?.
En remplagant les a, et b, par leus valeurs dans le developpementde fog-go
on obtient h(x) =0 (x3) . L
Déterminer le DL au voisinage de 0 de la fonction f a l'ordre n indiqué
a) f(x)=Log(1+thx) ((n=3)
X
b = — =4
) f(x)=Log T (n=4)
Seclution

a - Nous avons déja determiné le DL 4 l'ordre S au voisinage de 0 de 1a fonction
tangente hyperbolique (voir Exercice 9.7)
On peut l'obtenir directement, en faisant la division suivant les puissances

croissantes jusqu'a l'ordre 5 de la partie réguli¢re du DL
35

X X
th=x+3——!+5—!+o(x5).

A
Parcellede: chx=1+—+-—+0(x).

2 4!

X X5
On adonc: 1hx=x—~+2—+o(x5),

3 15

3 4 5

osonsu:x-x—+2x— alors Lo (1+thx)=u~u—+u—A—+l—l—+o(u5)
P 3715 BT R0 273373 '

Log (1+ th (2 2x5) L2, ) 1 s sk o 5
og (1+ x)—kx——3—+ I—SI—TLX 2 g X e ro),
2 4

X
Finalement Log (1 +1thx) =x - 7+ )l(—2+o (xs) .
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b - On a obtenu a I'exercice 8 le résultat suivant .
2 4

X o 7 4
stnx— +g+ %(-)'f'o(x).
2
2 4 2 4 2 4
. X X X 1 (x X 4 X X 4
AlnslIaogs“——inx—[z+7—36—oj-?('g+7§—6—(—)j +O(X) —g"‘m“'o(x). .
9.11 Déteriner le DL a l'ordre 4 au voisinage de o de la fonction :
Arcig x
fx)=€ X
Solution |
' 2 2 .
Arctg x=1 5 or m:l—x-{»x +0(x“). On en déduit
+X
L 24 4 . : o
o -X"+X +0(x) etpuisque Arctg 0 = 0, on obtient par intégration :
X
35 2 4
I i LI A
Arctgx_x——3—+§+0(x). ct P 3+5+o(x).
Arctg X
posons  v(x) = -1 ona Ce qui donne :

2 i L 4\22 .
ev(x)=l+(——+—j X

+ = B X 4
35 2v(x)——?+§+o(x).
2 4
=1- 23 soih
3 90 '
1+v(x) x° x* .
or f(X) =¢ Par suite : f(X)=e 1- —3—+23-9—(—) +O(X“
9.12 Donner les DL a l'ordre 4 au voisinage de O des fonctions :
1
fx)=——— ¢ gx)=V 14 %
IT+1gx
Solution
En utilisant la formule
(o -1 -1 -2 -1 -2¥a -3
(1+u)Ol =1 +0Lu+a ;O: )u2+ot(0t 3?(0‘ ) u3+(x(0t )(;1' X )u4+o(u4)

1
On déduit en prenant @ =- = que

1 1 3 5 35
=l-—u+=uw-—wl+=ut+o0ix?.

\/T+—u 2 8 16 128

Par ailleurs  tgx =x + X? +oxY.
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3 3
. 1 1 X 3 X 5 4 35 4, 4
Ainsi ———=1-—2—(x+?j+§(x+-§—j TEX T to.
3, 23 5 67 4

vVii+tgx
4
Par conséquent: f(X)=1-7=x+ox"-72x"+ 50X +o(xh.

Détermination du DL de g :
2 3 4 3
Vs ltu+ — +o(x) xcos:x—x—+0(x4)
€= 26 ; et 2 '
2

S X COS X X3 1 X3 X3 x6 4
Ainsi e =1+ X- +7 X- 5 +€+2—4+0(x ).
2 .3 4

=1 AN P 4
= +X+—2—“?- 2—4+0(X).

X COS X
€

1
1 2 3 4 2
X

X COs X\2 _ _X_ X____ X_ 4\
(1+e >_\/§(1+2+4 ¢ 1148+0(X)J

1
b) 1 1 1 5
: 2 L S 4 4
Or (I+w) =1+ FUu- g U gt - gl +ou).

2 .3
x x x4

Maintenant, en posant U=+ - = - 72 X , cela donne :
1 1 2 1 3 5 4 4\
g(X)—ﬂ(l+7u—§u +gW gt tow )}.
23 )
2—__. ——— JE—
u —4+4 548+o(x).
3
3_X
u = 8+Rx +o(x)
X4
ut= T (x ) et, aprés substitution, il s'en suit :
4
x  3x% 41 3 189 x 4
g(x)“/—(” * 33 333" @T]”(X)' |

9.13 Soit f la fonction définic par  f(x)=
e - 1
1) Montrer qu'au voisinage de 0 la fonction f admet un developpement limité
4 un ordre n quelconque (on ne cherchera pas explicitement le developpe

ment limité de f) X Xz "
2) on pose fx)=By+B, — +B, 257 ..+ By ~+o(x) )

Déterminer une relation de rccurrcncc hant les CO@[I!LICH[S b .

En déduire les valeurs de B,.B,.B,,B;. <

3) Démontrer ¢n utilisant 1a roncuon f(x) = AN 5
. X
e -1

que tous les coclficients B d'ordre impair excepté B, , sontnuls.
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Solution

1) Pour tout n € N , la fonction exponentielle admet le DL a I'ordre n + 1
n+1

=1+ 2 akxk+o(x"+l)
k=1

avec a; #0.

X
ainsi la fonction g(x)= # admet pour DL au voisinage de 0 le DL suivant
n

g(x)= kz—lo a xX + o(x™.

‘ : 1
Et puisque a, #1 lafonction f= E admet au voisinage de 0 un DL 2 l'ordre n.
2) On déduit de la relation (1) que :

X X' n X
X = Bo"'Blﬁ"‘-'-*'BnH‘!*O(X) e -1).

Bo X e X X2 x" n\
X = m+B11—! .+ By —+o(x) 1!+ﬂ+"'+ﬁ+o(x ))A
n

= Z ckxk +o@(x™.
k=1

k-
B
avec our k =1,...,n
= _]ZO-]'(k T pou
don ¢ =1 e ¢g=0 =si k22,
By B, By 4

Ainsi B =1 ,etpourtoutk>2ona: =0
0 P okl T Trk-n Y e

on en déduit que :

B, =1

B, B

0 1

E-T‘F!:O

B, B, B, .

RSN

B0 B, B, 53_0

AR

1 1

Etfinalement By=1 By=- By=- B,=0

X X x/cx+1w
D gm= oy = |
1 2 2l

La fonction ¢ est paire. En effet :

0(x)= 1( +1w x(1+c+x\)=i(ex+1\.
\e —1} Kl—e+x) zkex—lj
D'un autre coté, ¢ admet le developpement suivant :
x2 X 4
® (x) —f(x)+——f(x) B, = 1, =By + B,y 57+ By gyt By + 00
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Et puisque ¢ est paire tous les coefficients B,,.;avecp € N*sontnuls. |

9.14 Calculer la limite suivante, si elle existe :
1

1-cosx

sin x
L= lim (-——)
X

x>0

Solution 1

. 1-cos x
smx
s yv=(2)

Lorsque x tend vers 0, y se présente sous la forme indéterminée 17,

1 sin X
1-c05xLOg x

y=c8Y  avec Logys=

au voisinage de 0, on a :

2 . 2
X
l-cosx=—=+0(x) et Logm=Log(l—x—+o(x2)j.
2 X 6
Par conséquent : X
- *o (x%) :
Logy=— - quand x tend vers 0.
X 2
. ? +0 (X )
. ) |
fnakment L=e¢ °

9.15 | Déterminer le developppement limité de la fonction f(x) = (cos x)¥ au
voisinage de zéro a l'ordre 5 .

Solution

ona f(x)=eX Log cos x

au voisinage de zéro on a
2 4

L =L 1x2 x 4 l=Logl avec _ LR
og cos x = Log _7+K!_+O(X) =Log (1 +v (x)) V(X)—-7+ZT

2
On a bien v(x)——0 donc Log(l+v(x))=v(x)-v—éx—2+o(v2(x))
x>0
R “ x* 4
D'ou Logcosx=-7—ﬁ+o(x).
X 5
xLogcosx=-?—ﬁ+o(x).
3 5
(cosx)x=exmgcosx=l—x——x—+o(x5). |

2 12
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9.16 | Calculer la limite suivante :
L= lim (sin x)lgzx.
T
X — —
2
solution -
4 2 . . e
quand X = o y = (sin x)ig"x s¢ présente sous la forme indéierminée 1
n R
Posons h=74 <, 81 x > alors h—>0.
1
Ti; log y 1
dorc y=(cos h)® " =¢®#*  Logy=-—— Logcosh.
au voisinage de¢ 0, on aura g"h
b’ )
1 () el I
L()g)'=ﬁLOgL1*7+O(h) :-‘7————2— _—> -
h* + o (") - h*+o(h") w0
1
donc L=c * o
¢ . . e Logx
9.17 Soit la fonction définie par  f(x) = Log | — |

Calculer le DL de { 4 l'ordre 3 au voisinage de 1.

Solution
Pour se ramener au cas des DL au voisinage de 0, faisons le changement de

variable t=x-1 et considérons la fonction F(1) = f(1+0)

F@) = Log (L();, (ll + 1))
A 4
Log(l+1)=t-7+?—j+o(t).
Log(1+9 S 3
t—:l-?+§~—4~+o(t)

2 3 2
F(1)=u*u—+i+0(l13) avec u=Ai+t—»—+o(13).
2 3 2 3 4

. L5, U 3
On obticnt F(t):——2—+2—41 —§-+o(1).

Logx)

(x~1)+i’xfl)z-i(x—l)3+0(x—1)3
x-1 24 g - |

1
Et finalement Log ( 5
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9.18 Calculer la limite suivante
lim 3\/)(3+x+1 -/x2+x.
X — + oo
Solution

Soit  f(x)= 3\/X3+X+1 —\/x2+x.
Au voisinage de + oo, f(x) se présente sous la forme indeterminée oo - oo
1 1

. 1 1y 1y
x)=x (l+—2+—3) -(1+;—)
x° X

On doit donc chercher la lirhite de
1 1
g)=[A++)3- @ +n? /1. Lorsque t tend vers 0.

1

3

1
Or (1+t2+t3) =1+T([2+[3)+0(t3)

1
3 1 . 1
(1+t)2=1+71+o(t). Ainsi g(t)=-3+o(l)
[ |

- c . R 1
Et donc la limite recherchée est égale & - 5 -

9.19 | Déterminer le DL au voisinage de + o de la fonction définie par :
1 T
a) f(x)=Log (x sin T) A l'ordre 4

B o= (X + 1)‘ A Pordre 3

Solution :
a) Par le changement { = — —on est amené a calculer le DL a I'ordre 4 au voisinage

de 0 de la fonction F(t) = Log (_.) développement qu'on a déja trouvé a
I'exercice 9.10

L sint _ 12 14 4
0( —)=— 180+o(t).
ainst, en revenant a x, au vo1smage de + o NOUS avons :
1 1 1
Log(xsm—)———+ —to 7]'
6x* 180 x X,

1 X
b) f(x)=(1+Y) 1 Log (1 +)

1 1 T t

Posons t = et F(1)=f(T) ona F@®W=(0+1 =¢

X
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2 3 4
LOg(1+I)=t'—2_+?"I
Log (1+1) t 2 g 3
_— 1—7+?——‘—1—+o(1).
3

+0 (t4).

n =
Posons L, e 3, ona: Fx)=e' "'=e.¢"
usegrg g ro® '
u u3
F(X)ze%{ 3}
1+u+—2+——6+o(u) R

Ce qui donne :
1
T t 11, 7 3] 3
1+ =€ [l--2—+2—4t ! +o(t).
Finalement en revenant 3 x, on obtient le DL au voisinage de + oo
1y o1 11 7 1
(l"‘— =e|:1—2—+—'—2— 3}"'0 — | -
X X 24x° 16x x> u

Déterminer le DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 la fonction définie par :

9.20

n
f(x) = (Amg x) avecne N¥*

Solution
< . . Arctg X
Déterminons celui de u (x) =
tgx
1
=1-x2+x4+o(x4).

1+x

3 5
X X
3773

On en déduit par intégration que Arctg x = x - +0 (xs) .
Nous avons déja déterminé le DL au voisinage de 0 la fonction tangente

(voir Ex 9.4)
X3 2 5 5
tgx=x+§+l—5x +0(x7).
2 4
1-§—+§—+o(x4)
. 35
Ainst  u(x) = >
X 4 4
1+—3—+—1—5x +0(x)

La division suivant les puissances croissantes donne
2 5 13 4 4
u(x)—l—?x +21—5x +o0(x).
2 5 134 2 Y ~ K (2 13 Y 4
f(x)—(l-—3~x +Bx +o(x )) = kg,ocnx (-—3—+25—x ) +0(x)
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2
k 2 13 ,¥
2k 4 . 2k 2 4
Or = k>2 doc fx)= 2, C ( ) :
X I(x7) si mc f(x) & n X T tz3X +o(x)

. k
avec laconvention C_ - si n < k.
n

2

Foed 2 13 n(n-l) 4 2 13 2 4
Finalement = ol T 2 I Sl e o el
maie f(x) 1+nx( 3-9-45x )+ 3 X ( 3+45x)+o(x).

Arctg x ' 2n , n /3 4, 4
(tg—x)_l—Tx +'§-(?+2n)x ‘ro(x). .

T
9.21 Déterminer le DL a l'ordre 5 au voisinage de T de la fonction
f(x) = Log (1g x)

Solution -
Par le changement de variable t=x - 4 onse ramene au cas du DL au voisinage 0

s
de lafonction F)=flt+—|.
L\ 4)

tg (l+ %)J_“_g‘ et F()=Log(l+tgt)-Log(l-tgt)

1-1gt
3 5 2 3 4 5
t 2t 5 N _ u u 5
tgt=t+?+ﬁ+o(t). D'ou Log(l+tgt)_u-7+7-z~+?+o(u).
_ 12 25
avecu—t+?+1—5t.

o 1o 23 74 25 s
A =1- = =1 - = =
msi Log(l+1igt) =1 2t+31 12t+3t+o(t).

De mé&me en remarquant que Log (1 - tg t) = Log (1 + tg (- t)) . On obtient :

_ Vo 25 74 25 5
Log(l—tgt)——t—jl —?t -ﬁt -?t + ().

4 4
F(t)=21+-§t3+?t5+o(15).

T 4 T 4 T T
Finalement, Log (igx) = 2(){— —)+—(x- —) +——(x-_) 5+o(x— Zj .
4
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10.1

10.2

COURBES PLANES
PARAMETREES

Déterminer les points doubles, lorsqu'ils existent, de la courbe paramétrée par :
2t t+1
x(1)=2 et y(t):2
" -1-2 ' +2

Solution
Premi¢re méthode : Cela revient a résoudre le systéme

X () =x (1)
{y )=y ()
Dans notre cas cela donne
{(211 DA -4,-2)=QL -1 (-1, -2)

G+ DG+ =+ 1) +2) et #t,.

Posons = L+t et P=t.1,. (pour somme et produit).

et 4 #F b

Aprés avoir effectué les calculs et simplifié par (t,-t, ) # 0 , il vient :
{2 P-S+5=0
P+S-2=0
CequidonneP=-1 et S=3
t, et t, sont alors les solutions de I'équation : X* - SX +P=0.
Clest-a-dire : X*-3X-1=0.
3-V 13
17 2
. 1 .
Etle point A (x (1) ,y () = (1 ,?) est un point double .

Il s'en suitque : ¢

et 1,

_3+\/ 13
=

Deuxiéme wméthode :

Pour que A : (u,v) soit un point double il faut et il suffit que les deux trinOmes :
PX)=u.(X*-X-2)-2X-1) et QX)=v.(X*+2)-(X+1).

aient deux racines communes. Cela se traduit par la proportionalité de leurs
coefficients.

. u u=uv+2v
Cestadire: —=—— =——— . Celadonne: {
A%

2uv+4v+u=3
Onentreque u=1 erv=.

1
Par conséquent : A 5(1 . 3) estun point double de .

t-1 12+14_%
5 ety()=5——

Méme exercice avec x () = .
1"+ 2 -3+ 1
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10.3

Solution

La premigre méthode, utilisée dans l'exercice précédent, aboutit 4 une absurdité :
S-P=2etS-P=-2.

Ce qui pourrait laisser croire qu'il n'existe pas de point double.

Deuxieme méthode : Soit A(u,v) un point double éventuel.

Les coefficients des deux trinOmes :

PX)=uX*+2)-(X-1)

etQX)=v(X?*-3X+1)-(X*+X-3).

sont proportionnels. Et par suite, on a :

v-1=3uv +u

u -1 _2u+1
v+3=2@uv+w)+3v+1’

ISV I S ve3 cequ donne {
Douv=1etu=0

Ainsi le point A (0,1) est un point double de I".

Remarque :
La premidre méthode ne peut aboutir que si le point double correspond a des
parametres t, et t, de valeurs finies. Alors que la seconde méthode permet de trouver

les points doubles, méme quand l'une des valeurs des paramétres est infinie

Dans notre cas : A: (0,1) correspond at, =1 et t, =t oo, n
Etudier la nature des points M (t;) dans les cas suivants :
1°) xO=t-1 1 2°) xO=C+3C+31
2
yO=r+1  etty=—. y@=2 e te{-1,0}.
Solution

Dans tous les cas, on va chercher le plus petit entier naturel p tel que F® (1) # 0
ou F () = (x (), y (1)) et le plus petit entier q>p tel que ( FP (), F? (1)
soit une base de R.

“(7)- (7
@ )

donc (F (%) . E" (.i_)) est bien une base de R*.’

1)On a

. 1 . s
le point M(Z) est alors un point de concavité.

2) En calculant les dérivées successives de x et y et en vérifiant au fur et & mesure
on trouve :

{x' ©0)=3 x"(0)=6

v 0)=0 v (0)=2 le point M (0) est alors un point de concavité.
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10.4

10.5

Pour lc point M(-1) on a:
(x'(-1)=0 {x"(~ H=0
y (¢ 1h=-2 Ay e n=2
On voit que (F'(—l) , F'(-1)) est un systeme 1ié, mais F"'(-1) = (6,0)
donc (F'(-1) , F"'(-1)) est une basc de R”.

D'ott M(-1) est un point d'inflexion . n
1) Etudier la nature des points M (to)'dans les cas suivants :
2
Xx(H=t"+21 2 s
19) ! =-1 29 {X(D‘t T =0
yO=--21 ym=t'

t
30) {x(t):sinzt t0=0

y(D=1-cost
Solution
X O=2t+2 x'(-1)=0
D N -_%_ donc {
{y O=52 ¥ 1)=0
x"{)=2 x"W=0
o 6 -24
{y 0= {y' 0=
t {

donc F'(- 1)=(2,6) et F"(- 1) = (0,- 24)
det F'"(-1),F"(-1))#0 doncp=2,q9=3
le point M (- 1) est un point de rebroussement de 1ére espece.

2) F (0) = (0, 0) donc le point (0 , 0) est un point stationnaire de plus

F'(0)=(2,0) et F"(0)=(0,0) mais F®(0) = (0,24)
on voit bien que (F"(0), F(0)) est une base de R?

donc le point M(0) est un point de rebroussment de 2¢me espece.
3HOnax' 0=y 00=0

F'(0)=(2,1) ,F"0)=0,0) et F®0)=(-8,-1)
donc p =2, q =4 le point M(0) est un point de rebroussement de 26me egpace. W

1) Etudier l'existence des points d'inflexion de la courbe " parametrée par la
fonction vectorielle F definie par :
1
x®=- x(t)=2Logltl-t
1 t 2 )
3 yO=t"+5t1
%4 O=t+ T
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10.6

Solution

On cherchera les valeurs du parametre t pour fesquelies (F(1) , F'(1)) est un
systeme lié et (F'(t) , F'(t)) est libre on est donc amené a calculer les dérivées
premicres, sccondes ct troisieme si nécessaire dans les quatre cas.

1) x est paire, y étant impaire donc I” est symétrique par rapport a ox il vient
alors que si M(t,) est un point d'inflexion alors M (- t ) I'cst aussi.

On resteindra la recherche pourte J 0+ oo [ .
F® , F'@) est li¢ si et seulement si det (F'(1),F'))=0.
. . P N -6 6
Ce quiestéquivalenta: — + —=0.
¢

Ou encore (1 - %) =0 ce qui donne la valeurt, = 1.

mais F"'(1) = (- 24 , - 18)

On a bien (F'(1), F"'(1)) libre donc le point M(1) = (1,4) est un point d'inflexion et
pour la raison citée plus haut. M(-1) = M(-1,4) cst aussi un point d'inflexion.

2)yonadet (F (1),F" (V) = ~2g (12 -41-5).
1

Les deux vecteurs F'(t) et F'(t) sont liés si et seulementsi 1*-4t-5=0.

Donc il existe deux valcurs t, et t, pour lesquelles les points correspondants peuvent
&re des points d'inflexion.

t=5 et,=-1.

et comme (F'(-1), F"'(-1)) est libre le point A (-1) est un point d'inflexion .

De méme (F'(5), F"(5)) est libre, donc le point A (5) est un point d'inflexion. u

Méme exercice avec
_ 2 1
X([)'[1+2l 2) x(t)=2cost-—2—c052t
yh=—-21 y (1) =sint

t

Solution

Ddet FOF W) =0=41"+41+3=0.
une étude sommaire de la fonction j () =4 t*+41+3.
montre que 4 t* +41+3>0.

Donc la courbe I" ne posséde pas de points d'inflexion.

2) x et y sont périodique de période 2, on réduit le domaine d'étude a {- «, 7] .
De plus x est paire et y impaire, I" présente alors une symétrie par rapport 4 ox.
On restreint 1a recherche a P'intervalle [0,7x].

Onadet (F),F') =0 = 1-cos®t=0.

donc la valeur pour laguclle on peut avoir un point d'inflexion est t, =0 .
Mais F"'(0) = (0,-1) et F'(0) = (0,1) les deux vecteurs sont liés.

Or F%0) = (- 6,0)

Le point M(0) ne peut-&tre un point d'inflexion car (F'(0), F*(0))-est libre.
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10.7

10.8

Etwdier les branches infinies de la courbe définie par :

t+2)° t-2)°

x()= 1 et y(= —

on précisera la position de 1a courbe par rapport aux asymptotes

Solution :

1) La fonction vectorielle F(t) = (x (t) , y (1)) est définie sur R- {-1,1} .

En changeantten-tona:
{X(-t) =-y(®
yEn=-x(
on aldrs une symétrie par rapport a la deuxiéme bissectrice (y = - x)
11 suffit alors de faire I'stude sur [0, 1 [LW]1;+ee .

E voisin =1:
9 . .
Ona ﬁmx([)=.§._ et lim y()=+o , lim y({=-o.
t— 1 11t ts 1"
Donc la droite d'équation x= =  est une asymptote verticale & la courbe

(quandttend vers 1) . 2

Etude au voisinage de + co:
lim x (1) =limy (t) =+ . Lacourbe présente une branche infinie
t - 4o t—o +o
yoO_ . @-2f 1,
—=

Comme lm —<= — .
SO Y

t o+ o

2
-6t"+8
et Im y() -x(t)= lim =-6.

to +oo ts 4+ (1)
D'oil la droite d'équation  y=x-6 est une asymptote a la courbe .

i . 2
Dautrepart Um [y®-x(®-6)}= lm ———=0".

t— oo t—+oe (U7 -1)

Donc la courbe est située au dessus de I'asymptote.

Etudier les branches infinies de la courbe définie par :

2at2 22113
x ()= et y()= 5
1+t 1+t

, ae R*

Solution
Le domaine de définitionest D=D, "D =R-{-1}.

puisque  lim x(f) = o0 et lim y(®=-a.
t— -1 t— -1
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10.9

donc la droite d'équation y = - a est une asymptote horizontale 2 la courbe quand
tend vers - 1,

Etude au voisinage de l'infini
lim x()=o (ouo ) et lim y(t)=(sigredea)(+o) .

t— + oo L= 4o ‘
im x()=o0 (ouo ) et lim y(t)=(signedea)(-eo).
t— - o t— -oo

Donc la droite d'équation x = O est une asymptote verticale & la conrbe (quand t tend
vers l'infini) ]

Soit 1a courbe I" parametrée par 1a fonction F de composantes

{x(t)=L0g|t+ 11+ Loglti
y@t)=Loglt+11-Logltl.

a) Déterminer le domaine de définition de F et montrer que I est
symétrique par rapport a I'axe ox.
b) Etudier les branches infinies de I .

- -
¢) Tracer I' dans un repere orthonormée (o, i

)]

Solution

a) Le domaine de définitionde Fest : D,=D, "D =R- {o,-1}.
Montrons I" que est symétrique par rapport a ox.

I est symétrique par rapport 4 I'axe y = a si et seulement si

VteD, 3teD,:y(t)=2a-y@®etx(t)=x(1).

or VteD, 3t=-t-1 telque:x(-t-1)=x(® ety(-t-D=-y(®.
donc I est symétrique par raport a laxe y=0.

donc on restreint 1'étude 2 l'intervalle [ - %- ,o[Ulo, +oo .

b) Ona lim x()=-o e limy@®=+oc.
t—0 t— 0

Lacourbe I' admet une branche infinie quand t tend vers 0

oy Logit+11-Loglt!

lim — = Lim .
:_.ox(t) t__)oLoglt+ll+LogltI

3
La régle de 1'Hospital nous donne : lim )—{-E—t; =-1.
t—

Donc la droite y=-x est une direction asymptotique .
Mais comme lim y(@)+x ()= lim 2Loglt+11=0.

t—>0 to> 0
La droite d'‘équation y =-x est une asymptote & la courbe.
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Etude du voisinage de l'infini
et limy(t)=0

lim x (t) = + oo
t— + o

1= + o0

La droite de I'équation y =0 est une asymptote & la courbe.
¢) Sens de variation et graphe.

2t+1
XM=—0——= e y@®O

=1(t+1)'

10.10

tt+1)
1
2 1 + o0
X | o : +
1
-2Log2 : + o0
O T~ /
oo || =00 Log 2
+ oo + oo
y o/ Log2 0
y' () 4 + B
A e
\\\\\\\\V >’
J)\\
NS
AN

1) On considere la courbe plane I' parametrée par :

{x(t)=t+LogIl -t

y=v1-¢

a) déterminer le domaine de définition de la fonction vectorielle F de

composantes x (t), y (1) .

b) Etudier le sens de variation des fonctions x et y

(on précisera les branches infinies de ') .

¢) Ewdier la nature du point (0,1} et tracer la courbe T
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Solution
a)Festdéfiniesur D, nD =[-1,1[.
b) Les variations de x et y sont résumées dans le tableau suivant :

x' (1) +

T
0
0
0
-1+log?2 l
1
|
|
0

YO | /

y' (® +

La droite d'équation y = 0 est asymptote a la courbe

(car lim x () =+ o0 et Iim y()=0).

t— 1 t—> 1

¢) Puisque x'(0) = y'(0) = 0 le point (0,1) est un point stationnaire .
Mais F'(0) = (- 1; - ) et F"(0) = (- 2, 0) Ce qui montre que (0,1) est un point

de rebroussement de 1€1€ espece.
y %

~1+log?2 X

10.11 | 6) soit la courbe parametrée par F(t) = (x (1), y (1)) ou

x() =t +Logltl, y(l)=%+l.
a) Déterminer Dy et montrer que I” est symetrique par rapport a I'axc Ox .
b) Etudier les branches infinics de I” .

¢) Montrer I" que admet deux points d'inflexions;
d) Tracer la courbe I'.

Solution

a) D.=R*.
La fonction x étant paire et y impaire donc T" est symétrique par rapport & 1'axe Ox.
On réduit alors l'intervalle d'étude 2 1 0 ;+ oo [ .
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b) Im x()=-o , m y@=+00.
t— 0+ t— O+
donc I' admet une branche infinie quand t tend vers 0
Etpuisque lim x(@)=+e e lim y()=+oco.
t— + o0 t =+ o
I admet une branche infinie quand t tend vers + oo
YO _ 1+¢
—— = lim 5 =t
+ X +t" +tLoglitl

t—>o0

Or lim
too

I' admet alors une branche parabolique de direction Oy .

2
1
et Comme lim & = lim —rr =0
x () 3 ( Log Ij
[ t— 4o ¢ 1+ —
2
t
Lacourbe I'  possede une branche parabolique de direction Ox .
¢) Les points d'inflexions se trouvent parmi les points M (t,) tels que :
(F'(to) , F'(t0)) estlié .
Or det (F(ty) , F'(ty) =0 21*-7¢*-1=0.
Ce qui donne les deux valeurs:

7+/57 7+ /57
b= —— et t,=- y

/1
Deplus :(F" (), F" (1)) est ié t== 5

Dot (F"(ty) . F"(ty)) et( F'(t), F"(t)) sont deux systemes libres ce qui confirme
que les points A (ty) et A, (t,) sont deux points d'inflexions de T" .

d) Les variations de x et y sont resumées dans le tableau suivant :
0 1 + oo

x' (1) + , -+

/——'+°° 2
x (1) //1 x'([)zzl +l
- o0 t

2
y© \ / y(t)zt—2
- 2

y (v - 0 +
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\

10.12 | Soit la courbe plane parametrée par la fonction vectorielle F de composantes :
15 7 1
3 2
= - -— et = —
x(=21 2t +91 5 y(® 2t+t2
a) Déterminer le domaine de définition de F et étudier les branches infinies .
b) Etudier le sens de variations des fonctions x ¢t y.

¢) Etudier la nature du point A : (o, 3) et tracer I" .

Solution :
a) D =R*

Iim x({@)+e

Il o t
Hos donc:comme lm z—ét—; =0 la courbe I' admet une branche

lim  y()=+eo R parabolique de direction Ox .

1ti— +eo

7
my @) y@®=+c et lim x([®=-=.

2
t—0 t—0

s s . 7 5
la droite d'équation x = - 5 estune.asymptote a I" .

2 . L
bjon a x' (t)=6t2- 15t+9 ety (® =2-—3. et le tableau de variations :
t

- oo 0 1? 3/i2 + oo
x' (1) + (') - 6 +
! |
0 s
/
a2 T l
o | ' \ _148/
+ oo [+ oo l + o0
y ) / \ 31—
S 3/
y' (© + - (l) + +
l
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¢) le point (0,3) est un point stationnaire (x'(1) = y(1)=0) .
Or x"(1),y" ) =(-3,6etx"1),y"1)=>012,-24)
Le vecteur F'(1) est égal a - 4 F"(1) donc les deux vecteurs sont liés,

120
or Pw=0 , y®P@= —.
1

Donc (F” (1) , F® (1) est une base de R?

Ce qui entraine que le point A (1) = (0, 3) est un point de rebroussement de 26Me

espece.
(T
|
|
|
i
i
|
|
'. 3
| A
L7
[ 2 .
: 0 x
|
' 7
X = —
! 2
10.13 Etudier et tracer la courbe parametrée par la fonction F définie par :
x(=ck’t ,y@®=sh’t.
Solution ‘
D.=R.

x étant paire , y impaire le domaine d'étude se réduitalors 8 R*>.et on complite 13
courbe par rapport 8 Ox .

Limites et branches infinies

lim x()=+eo et lim y() =+oo.
L=y + 00 t—> + oo
£
o tm X0 im wdi=1.
x (D
t D4 t 9+ o
S3e.e
etcomme lim [y@®-x®] = lm —g =
t— +oo t o+ oo

donc la courbe T" admet une branche parabolique de direction
la droite y = x
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Sens de variation :

0 voo | 3
l

x| 0 + ?

+ oo
X (f) . / .

+ o0
y () 0 /

S
\\\

y®]o0 + *

10.14

Le point ( 1, 0) est un point stationnaire : comme F" (0) = (0,6) et F"(0) = (0, 3)

Les deux vecteurs sont libres donc le point (1, 0) est un point de rebroussement de
18T€ gspece . [ |
4 2

T2

1
9) Construire la courbe plane :  xO)=t+— .y m=

-

(on précisera la nature du point (2 , 2).)

Solution :
Le domaine de définition est D, =R .

Limites et branches infinies.

limx () =%+ , limy ()=0 = Ladroite y = 0 est une asymptote
lt] = + oo ltl— +o0 a la courbe quand t tend vers oo,
Iimx()=+co ; limy ()= -0

+

Lo+ e t> o 1 b he infini d
. . on a alors une branche infinie quand t
imx(@)=-ee ; imy ()= -co tend vers o.
t 50 t—o
(1 t
Mais lim )—()=+°° et i ———y()=—<>o
x (D) +X®

t—o t— o

Donc la coube admet une branche parabolique de direction Oy .-
Sens de variation .

1 -4
Ona X ([)=1-t—2 ety([)=[7+—3-.
Le point A (2, 2) est un point singulier , étudions alors sa nature
ona(x"(1),y"(=(@2,-4) e &"1),y"(D)=(6;24)
Le systeme (F"(1) , F"'(1)) est libre donc le point A est un point de rebroussement

de 1°T€ espece .
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Les variations de x et y sont alors resumées dans le tableau suivant :

T
-1

.O

T

- 00 1 4 oo
X' (1) ] | +
N ‘2 }+°° +4 oo
x| \ \ /
- = 2
0
yO ! 6 S~
- 00 —00/ 0
y () + ? -
AY
2 X
%-6

10. 15 10) Construire la courbe plane : x (1) = 2 Arctg (1) ; y(® = Log

+[2
1-1%
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Solution :
Le domaine de définition est I'intervalle ]-1, 1 [. La fonction x est impaire , y est
paire, donc la coube est symétrique par rapport a Oy , il suffit de faire I'etude sur

[0,17]. -
limy(l)=+°° et lin’l)(([)z7
t— 1 1o 17
. , . n -
Donc la droite d'équation x = 5 est une asymplote a la courbe .

Les variations de x et y sont données par le tableau ci-dessous :

0 1
X0 2 +
- O] 2
5 X (1) = .
| 4
vool |y m———
y(®) / | A+ -1)
0 |
y' (O 0 + i
AY
- D - L
2 2
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11.1

COURBES EN POLAIRE

1) Donnez en coordonnées polaires, 1'équation d'une droite D connaissant son
équation cartésienne y =ax+b
2) Ecrire, en coordonnées polaires, I'équation d'un cercle % passant par le pole.

Solution
1) Dans un premier cas, si b = 0, la droite D passe par l'origine. Son équation,

exprimée en coordonnées polaires , s'écrit :

En effet : I'équation y = ax s'ecrit: A
p sin 8 = a p cos 0 et entraine :
tg0=a dou 6 estconstante.
Supposons maintenant que b= 0 .
y=ax +b, entraine
psinB-apcosf=b.
Ce qui donne: b 0

q Cop=-— . >

sin® -acos 9

Ce qui a bien un sens puisque bz0,

donc p et I'expression au dénomi-
nateur ne peuvent étre nuls. A
Plus généralement, il est facile de D
voir que 1'équation :
1

p=———

Acos® +Bsin6
est bien I'équation d'une droite dont /

I'¢quation cartésienne est :
Ax+By=1 -~
2) L'équation cartésienne d'un cer-
cle passant par le pdle est :
xX2+y-2ax-2by=0o0l(a,b)
représente les coordonnées du cen-
tre I du cercle.
En remplagant x et y par p cos 0

et p sin O respectivement
Cela donne :
p*—2apcosO-2bpsin 6=0.

Sip #0. L'équation devient :

p=2acosB+2bsinb.

Cette équation représente tout le

cercle, y compris le pdle pour la

valeurde O telleque: 2acos 6 +2bsin8=0.

Plus généralement : I'équation p = A cos 6 + B sin 6. (A B)
272

représente le cercle passant par l'origine O et de centre 1=
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11.2

11.3

Remarque
Pour un cercle de centre O et de rayon R, il est facile de voir que son équation polaire

est p=R.

|
Chercher les équations cartésiennes des courbes d'équations polaires suivantes :
cos 8 -smn6

1°) p=a—-—— oun az0.

sin 0 cos ©

4 0
29)p = —— 3°) p=a.tg?.

2-cosB
Solution

1) Multiplions les deux membres de I'équation par p. Il vient :
p*sin@cos®=a(pcosO- psinB).

Cequidonne xy=a(x-y) ouencore y(X+a)=ax

La substitution x = - a dans cette équation entraine que a = 0. Ce qui est contraire &

notre hypothese.

D'oli cette équation s'écrit:  y =

ax

Xx+a’

2) Cette équation peut s'écrire 2p=pcosd +4,

En élevant au carré les deux membres, cela donne 1 4 (x> + y?) = (x + 4)*

Apres simplifications ona: 3 x>+ 4 y> - 8 x - 16 =0, qui n'est autre que I'équation
d'une ellipse. :

8 i 2t
3) En posant t=tg 5 on saitque sin@=

1+t2

- L . P
En multipliant les deux membres de cette équation par p et en remplagant t par .
il vient :
2
2ap
y =

2
a2+p

Cequidonne 2a(x*+y)=y@+x*+y?. -
qui est une équation cartésicnne implicite.

Soit T, la courbe d'équation polaire p, (8) =a + 2 cos 8.
1) Déterminer la nature de l'origine pour T,
2) Démontrer que l'origine cst un point double pour T,
3) Tracer ', , T, ,T,et T

Solution
Pour toute valeur de a , p, est définie sur R , périodique de période 27, on étudiera

alors psur [- &, @) .
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Dla na)ture de l'origine est donnée par la parité du plus petit naturel p vérifiant
pip 0,)= ool 9, est solution de I'équation p, (8,) =0.
Sip est impair, l'origine est un point de concavité sinon c'est un point de rebrousse-

ment de 181¢ espéce et se sont les seuls cas.
Ona P2(9)=0 © 6 =-1 ou 8 =m.

et P, (6)=-25n0 donc  p(8)=p (8,)=0.

de plus p",(®)=-2cos® et P (@) =2% 0.
D'oil le point O est un point de rebroussement de 1&re espece.
2) T, apouréquation p,(8)=1+2cos 6. L'équation p,(8) =0 a pour solu-

0=2T" ot elz_%ﬂ_eplus p,(6)%0 et p (6)%0,

tion g

donc l'origine est un point auutle .

3) On pourra réduire l'intervalle d'étude & 1= [0V, ] (car p est paire) et compléter
l'arc obtenu par symétrie par rapporta Ox . p',(0) =-2sin 0.

La tangente & la courbe fait un angle o avec u (8) vérifiant: 1o = :'a(:;()))
au point M (8) =0, a0
si p', (0,) #0 sinon 0 w2 2m/3
elle est portéeparu’' (8). | P (O |y -2 - /3
SiM (8) = 0 la tangente a+2 : }
est portée par u (0,). p (8) a ‘ a-2 }
On obtient alors les courbes a-1 1
ci-dessous. Ay
a=3
y

X

ol ]
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11.4

On considere la courbe I', d'équation en coordonnées polaires

,a > 0.

P (6) = a+
cos 6
1) Démontrer que l'origine est un point de rebroussement de 1&re espéce pour I',
2) Démontrer que l'origine est un point double pour I,

3) Tracer ', pour a=1, a=2 ,a=3

Solution
p, est définie sur R - {(2 k + 1) n/2] et elle périodique de période 2 il suffit alors

- -T W

T
de I'étudier sur [ -x ,—2—[u] T’;[U]"z_’n ]
' 2smn0
p'.(8) = —— V¥ a > 0.
cos” 6

1) Cherchons les valeurs de 6 telles que 92(9) =0,

P, (6)=0 admet pour solution 6 =-7 et 6,=m.

Deplus p, ()=0 et p",(6)#0. i=0,1.

Ce qui prouve que l'origine est un point de rebroussement de 1 ére espece.
2) Méme démonstration qu'en (11.3 2°/) .

T T
3) p, est paire, on restreint I'étude & [0 , 5 [V] 5, ™ ]. eton complete par

symétrie par rapport a ox

T
imp (8) =t et lim p (8).sin(8-—=)=-2
a a 2

b4 T
8-> — 85—
2 2

Ce qui prouve que la droite d'équation Y = -2, dans le repére faisant un angle

'
6, = 5 avec le repére oxy est une asymptote a I'y .

) n/2 T

p'(0) 0 + + 0
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Y

0 2
Iy (a=2)
r, (a=h

1
I
|
I
|
!
]
|
|
I
]
]

>

; 2/ |
|
|
I
|
|
!
i
I

11.5 Etudier les branches infinies de la courbes T, d'équétion polaire

20
pPO)=—.
1-6

Solution : p est définiesur R-{1}.
Pour étudier les branches infinies de la courbe T, nous étudions les limites aux

bornes du domaine de définition de f. Ona :
im p(8)=-2 et lim p@)=-2.

B > +oo 0 — - o0
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Donc le cercle de centre o et de rayon 2 est un cercle asymptote AT .
etcomme lim I[p (8)!-2=0%, la spirale s'enroule autour du cercle en restant

exterieur. 6 - - -
et lim 1p(®©)I-2 =0 1a spirale tend vers le cercle dans le sens des aiguilles
0 -+
d'une montre en restant & l'intérieur.
Iim p(8)=+c0 et imp (6) =-c0.
01 8—>1
8>1 6>1
On étudie alors  lim p (8).sin(9-1):
01

20
mais p(e).sin(()-l)=m— sin (6-1) .

donc Iim p(0) sin(0-1)=-2.
6—-1

On conclut alors que la droite Y = - 2, dans le repére faisant un anglé 6, = 1
avec Oxy, est une asymptote a la courbe.

11.6 Etudier les branches infinies de la courbe I', d'‘équation polaire :
2

5 ¢]
p( )—;_—9’

Solution _
lim p(0) =-0 , lim p(B)=+o.
0 > +oo 8- oo

—>
On a alors une branche spirale qui s'agrandit avec H OM (9)11.
m p(0) =- et lim p(0) =-%.
8 1t+ 0

On étudiedonc lm p (8) sin (0 -7):
0= .
. 2 sn(®-%) 2
Mais  lim p(8)sin(®-n) = tm -9 . —— =.q .
8- xr 8 ox 6-m

La droite d'équation Y = - t* est une asymptote 2 la courbe.

11.7 Etudier les branches infinies de la courbe I', d'‘équation polaire :
2cos O

Solution i
p est définic sur R »{——+2kn,-—+2kn}.
3
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11.8

p est périodique de période 2 =, il suffit de 1'étudier sur le domaine :

T
[_‘n,'?[u]-?,—é—[u]?,n]- .

. . oy T
p est pairc, on restreint I'étude a I'intervalle I=[0 —[uU] 57 1.
et on compléete par symétrie par rapport a l'axe Ox.
3

T
lim p(6)=+°° et lim p®)=:sin|8— — |=— —.
T 13 3

9 ] i
-3 -3

T
2cos€.sin[6——3—j

T
Eneffet:  p () sm(e__]=
3 2cos6—1
Onpose y=¢- ; et on fait un developpement limité au voisinage de 0.

2
1-/3 u-u?+0(u<2)

V3 S +0w)

T
Donc p(U+—§—) sinu =

T i 3

Dot lim p (6) sin 9——)=limp U+——jsinu=-—\{—_,
x 3 3 3

u— o

9-—);

et par conséquent la droite d'équation Y= —5— dans le repére déduit par une rotation

T
d'angle T par rapport au repére oxy est unc asymptole a la courbe.

[
Etudier les branches infinies de la courbe T, d'équation polaire :
C2 3]
pO)=

62 °. 2
Solution
Dp=R -{Logv2} , lm p(®) =1

68—+

Le cercle de centre O et de rayon 1 est un cercle asymptote a la courbe.

La courbe s'enroule autour du cercle en restant a 'extericur .

lim p(®)=-1. encore le cercle €(O , 1) cst asymptote a la courbe qui
0> -

s'approche du cercle en étant intérieure & celui-ci. Et finalement :

lim P(B) =+00 ct lim pO)=-o0.
05 (og V2O 8 = (Log V2)
Etudions alors lim  p(8) sin(® - Log V2) .

1
[¢] —Log2
-5 2
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6-Logv2 sin(@ -Log/2
ona p(®) .sin(®-Logv/2)=(" " +2). gv/2 sin( g\/').

e2 o 2 0 -Log ﬂ
im ¢°%+2=4 e lim sin(9-Logﬂ)=1
8 Log V2 6oLogVs 0-Log/2
et par application de la régle de I'Hospital on a :
lim 9____— Log v/2 = lim ———1 = i .
%2 26 4
6> Log V2 8> Log V2
Dot : lim p(8)sin(®-Log/2)=1.
0 — Log \/E
Ce qui montre que la courbe posséde la droite 'Y = 1 comme asymptote. .
11.9 Déterminer les points d'inflexion de la courbe I d'équation
pO)= ——.
cos 6 -cos 20

Solution :
Les points d'inflexions correspondent aux valeurs de 0 telles que :

©0) = [—1— + (—i—] -l s'annule en changement de signe.
Le(®) \p(®))]

Ona @®)=3cos20.
(en tenant compte des symétries (périodicité, parité)) on ne cherche que les points
d'inflexions correspondant aux valeurs de 8 e [0, 7] .

((p(6)=0 )@(6:5 ,9=5—nj

(6eo,n]) 4 4
I" possede alors quatre points d'inflexions : les points trouvés ci -dessus et leurs
symétriques par rappport a l'axe Ox . u
11.10 Determiner les points d'inflexion de la courbe I, d'équation :

pOB)y=3+2cosf.

Solution :

On résoud encore 1'équation ¢ (8) =0 oi cette fois ®O)=17+18cos 9.
Ce quidonne 17+ 18cos8=0.

donc on obtient un point d'inflexion qui correspond 2 la valeur 6, . telle que
cos@_=- 1_; et son symétrique par rapport a I'axe Ox.
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11.11

e
Soit I'la courbe paramétrée en coordonnées polaires par: p (0) =1 + g 5
1) Déterminer le domaine de définition de p et étudier les branches infinies.

2) Déterminer les points doubles de I .
3) Déterminer les tangtentes aux points doubles.

Solution :
1) pestdéfiniesur R-{ Qk+1)n/keZ}.
p est périodique, de période 2 , il suffit de faire une étude sur l'intertvalle ]- 7, & [

Branches infiniegs
)
im p(@)=- et Lm p@©@)sin(@+m)= Im sin® +25in27=-2.

— - 0o-=x
8—-m, 60— -m, +

donc la droite d'équation Y =-2 est une asymptote a la courbe.
Im p(0) =+0c0 et lim p(B)sin(®-w)=-2.
8w 8> T
donc la droite d'équation Y =-2 est une asymptote a la courbe.
2) Les points doubles de I" correspondent aux valeurs de 6 solutions des équations :

1) pO+2km=p ©O)

ou oi ke Z*

2 p®+2(k+1)m=-p(6)
or p est périodique de poériode 2 m donc I'équation (1) n'a pas de solutions.
Résolvons alors I'équation (2)

T s

ona:p(® +Qk+1)mM)=-p(O)=>sin(®@ +2k+ 1)7)=cos(9 +Q2k+ 1)?) .

Ce qui donne deux solutions dans ]-t ,w [pourk=-1.

T

3n n 3n
9 = —4— et 0 = —4- avec p(:)—p(T).

s
La courbe I admet alors un seul point double M: (-4—)

1( 29
P'(9)=‘§‘ 1+1g 5
3)ona

®)=1 °
= + —
P g 5

L in .
On constate que p' (T] #0 et p' (—J#—- 0. donc pour détérminer
‘ 0
CH) 1+1g 5
= =2

= s = 5 .
p( 0) (l‘f'tgz?)

les tangentes A I au point double, on calcule 1gv
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. . 6 6 .
Or I'équation (2) pour k = - 1 devient 1g* 5 +2ig—5-1=0 .Ce qui donne

0 . T T 6
— g—+ig—. 85
T+ig 4 4 "2 (m 8)
fgv= donc tgv= =gl —+—1.
. n m 8 L4 2)
-85 gr-ig—. 18—
2 4 4 2
T In in Sn Ce qui dé . fai
9 =g = V=g et B'T , v=—g-lequ e:termmepar aitement
les tangentes. ]

11.12 | Construire les courbes I' d'équation polaire :
a)p B)=cos26 b)p (B)=cos3 6

Solution :

a) le domaine de définitionde pestD=R. P

p est périodique de période m, on réduit alors I'intervalle d'étude a I= [7 ) —Z—J
et on complete I'arc obtenu par une rotation de centre O et d'angle 7.

p est paire, on restreint 'étude 2 [o, 7t /2] et on complete par symétrie par rapport

a l'axe Ox.
i ;
P (®)=-2sin280. | 0 n/4 n/
Le pdle est un point de concavité car | ;
T n p'(6) |0 - -2 - 0
p(—]:O et p'(—)io. \ 1
4 4 [ 1 f

On obtient la représentation graphique | \ '
ci-dessous. A L p(9) 0\
| | 3

b) Méme étude qu'en a) ; on donne
brievement les étapes essentielles. -
D=R ;intervalle détude I= [0 , '?]
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0 ﬂ{é /3 /3
P® 0 - -3 - 90 /6
1 i
\ X
p(6) \0\
| -1

Remargque : On peut généraliser ce résultat : p(8) =cosn 8.
Si n est pair : la courbe obtenue est une fleur a 2 n pétales
Si n est impair : la courbe €st une fleur A n pétales.

|
11.13 Construire la courbe I" d'équation polaire
a)p (0) = ¢° b) p(6)=2+1tho.
Solution :

a) p est définie sur R

N 0 + oo lim p (8) = + > On a alors
0 >+
p'(8) + 1 + une branche spirale qui s'agrandit
+ oo | cnseloignantdeO.

0 -

limp (8)=0 donc O estun point asymptote.
8- Ay

A /

lim p (8) = 3 donc le cercle de centre O et de rayon 3 est un cercle asymptote a I
[FE

limp (8)=1 le cercle de centre O et de rayon 1 est un cercle asymptote & I .
0 oo
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y

: 1
/3 ' Neng
p (6) 2
L

1N
Ny

o
11.14 Construire la courbe I' d'équation polaire : p (6)= £
1-0
Solution
D=R-(1)
lim p(8)=0 donc le péle est un point asymptote A T .
6 — + o0

lim p(8)=+< onaune branche spirale

0 — - 1
lim p (B8) =% o0 et lim p(@®) sn(6-1)=-—

e
01 051

donc la droite d'équation  Y=-—-  dans le repére faisant un angle o =1 avec
le repere Oxy est une asymptote a la courbe

9 e'e - 00 O 1 + oo
p'6)= 5 T
(1-0)

p'(0) - + +

+ oo + oo 0
p(6) /

1 - oo
Points multiples

Les points multiples sont solutions des équations
I p6+2km= p®)
ou

2 pB+(CZk+1)m=-pO)

ke Z*
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Ce qui donne une infinité de valeurs de 9 .

1-2km -¢ 257 e DT ks
= ou O =

-2 xn k -2
1-e 1+c(k+1)1r

Donc I admet une infinité de points multiples.

k

Graphe : 4y
Y
XV
11.15 | Etwdier et représenter graphiquement les courbes d'équations polaires :

a) p(8)=v/2 cos’0 +2sin’0 .
b)p(6)=\/300336+33in38.

Solution :
a)D=R .O0Ona p{®+m)=p(B) donc p est périodique de période r, il suffit de

2

faire I'étude sur [_ E} ct compléter l'arc obtenu par rotation de centre O
et d'angle 7t . 2
p est en plus paire donc on restreint I'étude sur [O , E} ct on complcte la
courbe par symétric par rapport a l'axc Ox. 2

p@)=202- S 2) cos0sin8 .
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0 /2
p(6) +
2
p(v)
"A
V2
2
y
r A
3
. 2
/2 f)
X r
: A
90 :
/6
i —
2 0 /3 x
b)D=R
pestpériodique 2t et pO+m)=- p(d)
donc il suffit d'étudier p sur [o,x] .
p'®)=3cos6snB (3sinb-/3cos0).

0 n/6 n/2 0, n

| | T -

PO 0 - o o+ o - | - 0
| 1 :
V73 3 i
p(0) T~
i

7 : ~ 5

L'éxistence de la valcur de 8, est assurée par le théoréme des valeurs intérmediaires Wl
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1
12.1| Soit I'équation différenticlle : (E) 2xy +y=1—.

1) Intégrer (E) sur chacun des intervalles I, =]-e,0[,L,=]0, 1
L=]1,+e[.
2) Est-il possible de trouver une solution de (E) sur J - oo, 1[.

Solution
1) (E) est une équation différentielle linéaire du ler ordre.

Résolution de l'équation sans second membre :
(E") 2xy +y=0
Les solutions y qui ne s'annulent pas sur R* sont aussi solutions de
y' 1 , L. dy -dx
Z =-— .quel'onpeut écrire —=-—
y 2x 4 peu y 2x

on obtient par intégration  Log %: - —;—Log Ix i

oi1 C est une constante du méme signe que y.
C

Vixl

Résolution de I'équation compléte :
on applique la méthode de la variation de la constante

Finalement y =

(E) s'écrit alors :

onpose y=C(x) y, avec y =

Vx|
2x[C Xy, +CX) vy +C(x)yl=1 5 -
- X
! 1
2xC'(x)y1+C(x)[2xy1+y1]=T_—x.
Et puisque y, est solution de (E') on obtient
' 1 . ' _ vV !Xl
2xC(x)y1=1—_)—(. soit C' (x) TG
a - Résolution sur IL=]-0,0[:
1 .
Onobtient C x)=——— ,puisque -x=-X Vv/-X

2/ % (1-x)
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. -dx
Par suite : C(x):J——————, posons t=/-x
2V -x(1-x)
dt
C(X)=J > = Arcigt+C, . C(x) =Arcig V/-x+C,.
1+¢
Arcig /-x+C
Par conséquent : y(x)= eV Xt 0
-X

b - Résolution sur I, =]Jo,1[.

C (x) = ——e
2Vx(1-%)

dx

— . Enposant t=x ,celadonne:
2/ x(-x)

Par suite : C (x) = J

dt 1
C(x):J'—l—zzArgtht+C2 car sur ]—1,1[(Argtht)'=l—2.
-t -t

Argth \/; +C,
Sx

¢ - Résolution sur I, =] 1, +oe [.

Finalement y

On obtient par le changement de variable t= VX

C ) dt
X) = | —=
1-1

. 1
etpuisquesur ] -oo,-1[ W] 1,4+ (Argcaht)' = —-
ona: C(x)= Argecoth t + C, 1-t
Ar cothﬂ+C
Ainsi y= BNV ET @)
v'x

2- Soit f 1a fonction définie sur I, et I, respectivement par les formules (1) et (2) .
f admet une limite finieen O0si C,=C,=0.
Cette limite est alors égale a 1. Posons f(0) = 1

La fonction f est alors continue sur ] - oo, 1 [. Montrons qu'elle est dérivable sur cet
intervalle. 11 sufit de montrer la dérivabilité en 0.

Posons t= /x|

Arctg t t
sioxel, f=—t=1-—+4o0(d.
t 3
. Argtht ¢ 2
si xel, f(x) = =1+-3— +0o ().
X
Amsi pour Xx€ }-eo,+1[ fX)=1+5+0(x).

3
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12.2

12.3

12.4 déterminer la solution de I'équation

{ ¢ant continue en O et admet un DL d'ordre 0 au voisinage de 0, ¢lle est-donc

dérivableen Q ct £(0) = 1/3 |
2
Intégrer I'équation differenticlle :  y' -2xy=e* sinx .
Solution

Résolvons d'abord 1'équation sans second membre

dy

y'-2xy=0 donc —Z=2xdx don Log%: x*
y

et par suite y = C ¢*
Cherchons la solution de I'équation compléte sous la forme :
2
y=Cxhy, avec y, =e
En substituant dans I'équation (E) on obtient :

2
C'(X)y,=e" sinx. Puis,aprés simplifications : C' (x) = sin x

Cequidonne: C(x) =-cosx+K

2
Finalement y = (K-cosx)e* . [ ]
Intégrer I'équation diffenticlle :
2
®  y-@x-Dy=
Solution

Equation sans second membre :

d y 2
y-(2x-1)y=0  donc —yz=(2X-1)dX et par suite  Log == X

2-x
X

y=Ce

Equation compléte par la méthode de Variation de la constante :

2
Posonsy=C (x)y, avec y,=¢ "

2
" (E) devient : C' (x) y, = €* . Puis, aprés simplifications :  C' (x) = e*

Parsuite: C(x)= ¢*+K

2 2 ,
Finalement : y=¢" +ke . [ ]

COS X

(E) y +ycogx=e n
sur l'intervalle ] 0,x [ telle que y (?) =0
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12.5

12.6

Solution
Equation sans second membre :

N y .
(E) y'+ycotgx=0 donc d_. cogxdx dob Log& =- Log sin x
y

Par suite : y=

sin x’
Equation compléte par la meéthode de variation de la contante :

1
Posons y=C(x) y, avee y;=——.
(E) devient: C' (x) y; +C (x) [y'; +yj cotgx ] =e***

Parsuite: C (X)=sinx ¢

Celadonne: C (x) =-¢° "+ K
K _ eCOS X

Do y=——m—m™

sm X
T

la condition y (_2_) =0 nousdonne K=1

1 _ eCOS
Finalement y=

X

sin x

Résoudre 1'équation différentielle :
(E) xy =eV-y

Solution
L'équation peut sécrire - xy' +y=¢"  donc (xy) =€ *

Posons z =xy onobtient:  z'=¢?
Aprées substitution, cela donne : ¢ dz = dx
Par suite e* =x+C
D'out z=Log (x+C)
La solution sur un intervalle I telque O0g¢ I et I € ] -C, +eo [ . est donnée par
Log (x+C)
y= % m

Intégrer 1'équation differentielle suivante
y +2xy+xy*=0

Solution
C'est une équation dec Bernoulli. On se ramene 4 une équation linéaire en divisant
4 '
ar 2x
pary b +—+x=0
4 3
y |y
1 o3y :
Posons Z = 3 Z = — onobtient: (E) -

y y

W N



Equations différentielles 219

Résolution de I'équation sans second membre : - %— +2xZ=0
. &
On peut écrire 7=6xdx.
. . Z 2 3 x2
Cequidonne: Log o 3x et Z=Ce

Résolution de (E) : posons Z =C (x) Z, avec Z,=¢
L'équation (E) devient :

2
-%C' (x) Zy=-x ou encore C'(x) =3xe "

. 1 »3x2

Par suite C(x)=- 5 € +K.

.. 342 1
Ainsi Z(x)=Ke -

7.
. 1
Finalement y = —.
2 1 .
3 3 x
Ke - —2-
12.7 Résourdre I'équation différenticlle
y'+y=y’sinx.
Solution
C'est une équation de Bernoulli. Divisons par y?, il vient :
' 1
XE + — =sinx
y y
Posons 7= i donc 7 = _}; etonobtient;: -Z'+ Z=sin x .
y y

L'équation - Z'+ Z=0 admet pour solution Z =C¢*
Considérons maintenant ¢ comme une fonction de x . (E) devient :
-Ce-Ce*+Ce =sinx.

C=- Jsinxe'xdx.

On obtient par une double intégration par parties
sin X + €OS X

C= ——2 C- X +K
sin X + €OS X . 1
Finalement Z=i2—+ch et y = [ |
12.8 Déterminer la solution de I'équation différenticlle .
'
(E) y-*y _ 1

\/)(2+y2 1 o

définic sur R ct passant par les points A (0) B ( 0)
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Solution
Posons ==

Y=xZ'+Z etdonc xy=x*Z'+xZ
Ainsi y-xy'=-x*2".

< . . x*Z -1x1Z
L'équation (E) devient —_— =1 d'oll —_ =1

x2+x27? J1+7?
Résolution sur R * :
) -xZ' L. &z -dx
Puisque ———=1 on peut alors écrire —— = —.
1+72 1+27*

C
Donc Argsh Z = Log ~ avec C>0.

C
Or ArgshZ=Log Z+/ 1+7%) donc z+J1+7% =—
Par suite : xZ++V Z+x22%=C soit y+ x2+y2 =C.

x=lety=0 implique que C=1

donc : X+ =1-y d'oli X2+>’2 =1-2y +y2.
Yy

Finalement  y=-—; pour xe R*,
Resolution sur R_* :onobtient si x < 0

xZ' dZ dx
=1 ou encore ———=

1+2° J1+7° Y‘
Ce qui donne : LOg(Z+\/1+ZZ)=L0g—é—. avec C<O0.
Parsuite: x=C(Z+V 1+Z7°)
Puis, en multipliant par x : x%= C(xZ-V x* +x? ZZ)
Et, aprés substitution : x>=C (y-v/ x*+ y%)
Pour que le point B (‘(1) ) ppartienne 2 la courbe il faut que C = - 1. On en déduit

que  x*+y=./x?+y> Enélevanten carré on obtient x*+2 x>y = x2. D'oi

X*+2y=1. 2
. 1-x
Ainsi pour x e R*_ y=—5
1-x?
Finalement y=-— VxeR n



-12.9 ] Déterminer les solutions de 'équation différentielle.
(E) m2x+yy' =m m2x2+y2

qui passent par le point A ((1))

Solution :

Posons Z=m?>x*+y?  donc Z=2(mx+yy).
L'équation (E) devient
ZV
5 =m JZ ouencore ~£—=mdx.
2VZ

En intégrant, cela donne : VZ=mx+ C ouencore v m’ x2+y2 =mx+C
y(0)=1entraine que C=1 etdonne m?x*> +y*> =m’x*> +2mx+ 1.

Finalement y'=2mx + 1
? y m>0
m=0 1 “
—
-12m X
m=0
m<0
12.10 Déterminer la solution générale de 1'équation differentielle.
1
(E) Y-y =5
e +2

Solution :

On va utiliser la méthode générale de résolution de I'équation compléte

(voir Tome 1 p. 279)

L'équation homogene (E)y"-y=0  admet pour solution y = & e+ e
Posonsy, = ¢* et y,= ¢*.

On peut chercher la solution générale de (E) sous laforme:y=uy,+vy,,

ot u,v sont des fonctions a déterminer verifiant: u'y, +v'y, =0
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Onaalors y'=uy +vy,.
et y'=uy' ,+vy', +uy, +Vvy,.
En substituant dans (E) on obtient :
1

u(y' ~yp+t vy, -y tuly +Viy, = "
e +2

et puisque y, et y, sont solutions de (E"), les fonctions u et v doivent satisfaire

le systéme : Wy 4V y,=0

vy, +Vy,= " =f(x).
e +2
dont les solutions sont :

y £ (x) , N f®
v W

oll w(x) désigne le Wronskien, de y, et y, .

y y
wm={, =2
Y Y2
X - X
€ €
Parconséquent: u=-|——— dx et v= — dx .
2(*+2) 2" +2)
En effectuons le changement de variable t=e¢* onaura
S L € +2)+A
T+ 2 B¢ '

et le changement de variable s=e¢*

Ve - ds _l sds_l[ 1L|12I:|B
- 2(—1—)—'7 T+2s) LS 7 roglitesij+b.

—+2
]

1 - X - X
=3 [Log(1+2e )-2e¢ ]+B.
1 )
=7 [-x+LogE*+2)-2¢*1+B.
"“Log(e*+2) €' Log(e+2 o
Finalement y=Ae”‘+Be"-e ng(e ) +2 ogie ) -X_Z;B_-? -
12.11 Résoudre et discuter, suivant les valeurs du paramétre réel m, I'équation
differentielle :
EB) y'-2y+y=xe
Solution
L'équation sans second membre EYy"-2y'+y=0 admet pour équation

caractéristique associée A?*-2 A+ 1=0 dont la solution unique est A=1, etla
solution générale de (E") est alors y = " (A + Bx) .Soient y, =¢* ety,=xe* lcs
solutions correspondantes respectivement a2 (A,B) = (1,0) et (A,B) = (0,1) .
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Résolution de 1'équation compléete (E)
Chercher la solution sous la forme y=uy +vy,

o u et v sont deux fonctions a déterminer telles que u'y, + v'y, =0
on aboutit alors au syst2me suivant :

{u' Y1+V y,=0

uy, +v Yo =xe"*

X X
dont le déterminant est w(x):'e xe l=e2"
X X
e (1+x)e|
mX
xe g2 .x mx
et N2 K 2m-Dx
w (X) 2x
e
m X X .m x
.1 X¢ _Xxe'e _ yem-Dx.
w (X) er
Ainsi u= | 2™ DX dx @ ve | xe™ VX gx.
ler cas:si m=1
2 2
2 X . X
u= | -x dx=—?+A et v = xdx=7+B

La solution générale de (E) est alors

X3 X X2 X \ s g X X3
y= -7+A e + 7+B xe . Clest a dire y=¢ —6—+Bx+A
2¢éme ¢as:Si m#1:
@-1)x xe(m-l)x e(m-l)x
Xe dx = ——M - —
m-1 (m-1)
xe(m-l) e(m-l)

= - +B
m -1 (m—l)2

V= dx.

’ 2 (m- x - 1)x m-1)x
. x"e 2 Xe e
u= [s2e™ DXgx=_ + - -,+A.
(m-1) (m-1)| m-1 (m- 1)2
. m-1)x-2
D'ot finalement y=——— e™* + " [A+ Bx]. -
(m-1)
12.12

Soient P(x) un polynéme et a,b,c,s des constantes réelles. (a # 0) .
Montrer que I'équation différenticlle (E) ay" + by’ + cy = P(x) e3*
admet une solution unique de la forme  y = x¥ Q (x) 3%
ou Q(x) est un polyndme de méme degré que P(x) et k=0 si s n'est pas
racine de I'équation caractéristique :  (C) aA2+bh+c=0.
et k=1 ou k=2 suivant que s est racine simple ou double de (C).




224. Chapitre XII

Solution
Déterminons un polyndme R(x) tel que y = R (x) e* vérifie (E)
y' =R (x) +sR (x) e
y'=(R" (x) +2 s2R"(x) + s R (x)) e**
En substituant dans (E) on obtient
[@s?+bs+c)R(x)+(2as+b) R (x) +aR" (x) ] e =P (x) e
Posons A=a32+bs+c,B=2as+b,C=a.Onobtient:
(1) AR +BR'x)+CR"(x)=P(x)
Posons: P(x)=a +a, x+..+ax" avec a,#0.
16T cas : Si s est racine double de (C) : Alors A=B =0
L'équation (1) devient CR" (x) =P(x)
Cette équation admet une solution unique de la forme
R(x)=x*[b,+b, x+..+b x"]

ak

Ona b= &2

pour tout k.
2€mMe a6 : Si s est racine simple de (C) : Alors A=0etB=0.
L'équation (1) devient BR'(x) + CR"x) =P(x) (2)
Cherchons une solution de la forme
Rx)=x [b,+b, x+.+b x"].
I'équation (2) s'écrit :
n n-1 n
B Y (k+Dbx"+C 2 (k+D)(k+2b,, x= X ax.
k=0 k=0 k=0

On obtient par identification ‘
(n+1)Bby=a, etk+ HBb +Ck+1)k+2)b,, ;=2 pourk=0,1,.n-1

Ces relations peuvent se mettre sous la forme d'un systéme :

B 2C 0Oessese (Do a,
0 2B 6Caeseael |[D] |7
eseecesse 3B nm1)C B

Oeeeseseesd (M+1B/ | b a

n

C'est un systeme de Cramer, admettant donc une solution unique.
3eme cas : si s n'est pas racine de (C) : A = 0.

n
Cherchons une solution de la forme R (x) = Z b, <&
L'équation (1) devient : k=0
n-1 n-2 n

n
Z bksk +B Y (k+1)bk+1xk+ c 2 (k+2)(k+1)bk+2xk= > akxk.
k=0 k=0 k=0 k=0
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On obtient par identification le systéme suivant :

A B 2C 0 0 ) (%
0 A 2B 6C b, a,
A 3B 0 |-
A n(n-1)C
: nB . .
X .0 A) b la)

A étant non nul la matrice du systéme est inversible et ce dernier admet une solution

unique.

Remarque :
le résultat établi reste valable dans le cas ou a,b,c,s sont des complexes.

12.13 | Intégrer I'équation différenticlle
() y"+2y+2y=e Xcosx.

Solution
L'équation caractéristique est A%+ 2X +2 =0 dont les solutions sont- 1 +1i et

-1-1. et lasolution générale de I'équation sans second membre est
yg=¢ *[Acosx +Bsinx].

Cherchons une solution particuliere y, de I'équation complete (E). Puisque e X cos x

est la partie réelle de e(' 1+i)x , déterminons une solution particuliére complexe
de I'équation (E) y"+2y' +2y= -1+ x

s = -1 + i étant une racine de 1'équation caractéristique. Cette solution particulidre

sera de la forme y = ax €% (voir exercice 12.12)

doll y'=(a+sax)eS¥
2% ax) ¢5X et en portant dans (E) , on aura

SX _ oSX

y'=(2sa+s
(2sa+s?ax)eS* +2@+sax) e +2axe
puisque s2+2s+2=0cets+1=i, on obtientalors

0| —

a=-

une solution particuliere de (E.) estdonc - 5 X ¢ * dont la partie réelle est

S -X . —
S e smx= Yp -
la solution générale de (E) estalors y=yg+ Yp soit :

y=e'x[Acosx+Bsinx+%sinx]. [

12.14 Intégrer I'équation différentielle :
y"-4y'+4y=x-ezx + 25 ¢os X .
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Solution
L'équation caractéristique (C) A?-4 A +4 =0 admet une solution unique A = 2
la solution de I'équation homogeéne y"-4y' +4y=0 est y=(A +Bx)e?"
Determinons une solution particuliére Yp.1 d (E) y"-4y+4y=xe*
2 éant racine double de (C) on cherchera cette solution sous la forme y = R (X) e2X
avec R (1) = x2 (a + bx) .
onobtient : y' = (R' (x) + 2 R(x)) 2 X
y'= R"(X) + 4R (x) + 4R (x)) 2 X

en substituant dans (E)) on btient :

R" (x) e** = x e** puis, apres simplifications 2a + 6bx = x

o\lxwo'\l.—-

Cequidonne a=0 e b

2x

Finalement Ypu= e

Détcrminons une solution Yp.2 de y"-4y'+4y=25cosx.
Celle ci sera obtenue comme la partie réelle d'une solution de :
E) y' -4y +4y=25¢"

En substituant dans (E,) on obtient:

-a-4ai+4a) e'* =25%

25

-4

a=3+41

a=z

Yp.2=Re[(B+4i)el*]
yp72=3cosx-4sinx
Yp=VYp,1+Y¥p,2 estune solution partuculiere de (E) .
finalement la solution générale est :
3
y=(A+Bx+§—)e“+3005x-4s‘mx.

6 ]

12,15 |a) Soit o un parmetre réel, déterminer la solution y, de I'équation differenticlle :

V'+2y+(Q+o0d)y=1.

telle que ya(o) = et y’a(O) = 1.
1+a

b) x étant fixé, montrer que l'application o ———— Y, () estcontinue en 0.

Solution
a) I'équation caractéristique est A*+2 A+ (1 + o =0 dont les solutions sont
-lxlall.
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12.16

Ainsi I'équation sans second membre admet Ia solution
y,=¢*[Acoslolx+Bsin lolx]

Le second membre de (E) étant 1, (E) admet la solution particuliére Yp =

Ainsi la solution générale de (E) est I+a

1
2

y=yh+yp=e'x[AcosI(xIx+Bsin|(x|x]+ 5
l+a

y(©) =A+ dot A=0.

I+o
yX)=e*[-Bsinlalx+lalBcoslaix].

1
y () =lalB=1 dod B=-— si a#0.

lod
Finalement la solution de (E) est :
- X
€
yu=—sin|0tlx+ si oo #0.
lal 1+a
Si a=0 y,=xe X+ 1.

b) x étant fixé ona y,— y_ (x) donc y_ est continue en 0. comme fonction de [l

Si la population d'un pays double en 50 ans, en combien de temps triplera-t-
elle compte tenu du fait que le taux instantanné d'accroissement est
proportionne! au nombre d'habitants.

Solution

Appelons y(t) le nombre d'habitants a l'instant t.
L'accroissement instantanné de y étant proportionnel 2 y.
Signifie que dy dy

— =Ky d'ou m = kdt. cest-a-dire y=c(,) e

k(- ty)
dt ’

C (ty) est la population a l'instant t,
Si I'unité du temps est 'année on a par hypothése y (t+50)=2y () (1)

On doit déterminer T  tel que y(t+T)=3y® 2)
. 50 - k(t-t)
(1) peut encore sécrire. C(t ) ek 3050 s t,)e o
. Log2
Clest-a-dire 539 =2 d'o k = _50%_ )
\ . Log3 Log3
. kT

é = =—~—=_—"—.50 = 79,24

de méme (2) entraine e 3 soit T X Tog2 50 8

Ainsi la population va tripler pour T =79,248 ; c'est-a-dirc en 79 ans et 3 mois
environ. B
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NOTIONS SUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS

VARIABLES

13.1 Soit la fonction f de 2 dans R définic par

Xy - 3x° + 7y3

x2+y'

of
a) En revenant aux définitions caleuler 5 et Py en (0,0)

£(0,0) =0 ol f(x,y) = ailleurs

of
b) En utilisant les formules classiques, calculer — et ? ailleurs
¢) Ecrire la différenticlle de f au point (0,0). 9% y

Solution
f(h,0)-£(0,0)

of
a) 35 0:0) =

h -0 h
of f(0,h)- (0,0
0.0 = tim &M-TO0_,
gy h— 0 h

b) En appliquant la formule de la dérivée d'un quotient apres avoir supposé
successivement y puis x constantes on trouve :

of y3 - x2y S3xt ()><2y2 -14 xy3
a_)'( (X’Y) = ) 2.2
(x"+y9)
of 21k xyP +6xPy + 7 y*
et 3{ (va) = ) )
x"+y)

et cela en tout point (x,y) # (0,0).
of

ay(O,O)dy=—3 dx +7dy.

of
¢)d [(0.0)= 0.0 dx +

13.2 Soit la fonction définie par
1

iV X2 +y2+22
82f+ ot

of t
Calculer % 2 et la quantité Af= Sttt
X ox ox" dy  9dz

f(x,y,2)=
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13.3

13.4

Solution

ona of oy.2) X . azf( ) 2yt A
o XY, d)=-— [ — (X,y,2) = —————
dx (x2 + y2 + 22)3/2 ax® (x“+ y2 + 22)5/2

et puisque X,y etz jouent des roles symétriques dans l'expression de f,
on en déduit que :
3%f 2y2 x*-Z
E;z (x.y.2) = EtyP 4 )P
etque
o%r 275 - x5 y?
d'ou le laplacien dc f est tel que :

2 2 :
f

L0 T v+ Ly =0
ox dy 9z

on dit alors que f est harmonique.

At (x,y,2) =

Soit f Ia fonction de r2 dans R définic par :

Fy) =xt+y*-2(x - y)?
Trouver tous les points critiques de f

Solution

. .. : of of
Les points critiques M (x,y) sont tels que 5 (X,y) = =—
donc ici x dy

4x3 4 (x-y)=0
et 4y3+4(x-y)=0
Les solutions sont les points (x,y) tels que x = -y avee soit x =0, soit x+ /2
d'ot les 3 couples solutions

x=0 ct y=0

x=/2 et y=-/2

x=-V2 a y=2 -

(x,y)=0

Soit f une fonction de X2 dans X , on note le Laplacien de f :
9 3’
Af(y)= — (xy) +— (xy)
d x dy
et on dit que f est harmonique si Af (x,y) =0 V (x.,y)
vérifier que lIcs fonctions suivantes sont harmoniqucs

f, (x,y) = Log / 4yt Ly (xy)=c¢" cosy.
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Solution
of, x 9’1, V2 - x?
a) on a _(X,Y) = et —_(X,Y) =TT
ox 24 yz 3 o+ yz)z
d'ou puisque x et y jouent des roles symétriques dans f;, on en déduit que :
2
Eﬁ x,y) _in
ayz (x2+y2)2
1, 9f,
etalors  Af (x,y)= —(x,y)+ —(x,y)=0
Jdx dy
b) f5 (x,y) =e*cosy alors
o, I ) .
g KoY = —Z R (x,y)=¢€* cosy.
af, . %, .
W(X,y)=-e siny et a—yz(x,}’) =- e*cosy- fr (x.y)
d'ou Af (xy)=0 =
13.5 f étant une fonction de RZ dans R , on pose
x=r1rcos® e y=rsin®
et on définie alors la fonction Fpar : F(r,8)=f(rcos 9 ,rsin 6)
Montrer que
, FFI,0) 10F 13°F
Af(rcos® ,rsin@)=——— "+ — ——(1,0)+ — —(1.8)
arz r or r2 862
Solution
OF dfdx dfdy 0 of | eaf
éT-EHa_r-F a—};—a—r—cos a—x+sm —a—y
PF_ o o O g0 o9 af
a7—cos ﬂ(cos Eﬁ*- sin 8—§)+ sin 3—37(005 a—x+sm 5?)
2
2% 9% f 9acos() of easinOaf o s of
= cos 5;5+cos a—x.a—x+cos Té—y+cos smem
2
o 0 of ) eacoseaf -Zeazf ‘easineaf
+ sm Cos m+sm —a—S]——é—X'f'Sln 5;5+Sm —Wa_;
2
NS S of  , Pf
= cos“°0 — +2sin6 cos®O +sin“6 — +
axz ox ay ayz

[8 of a(sine)af} ) [8coseaf dsin® af:|
cos é—;(cose)a—;+—————ax 5—}’ + sin 3y 8_x+ 7y a_y
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X X . y
Or cosO=T=7 et sinf = ———
x2+y2 x2+y2
s J Y sin’ 0
d'ol m(cose)= T an s
x°+y9) r

-sinB cos O

0 0
a—y(cos ) = -

. d(sin®) sinb cosHO 0 (sin 6) cos’ ©
de méme =- et =—
dx dy T

T

et finalement en remplagant dans I'expression ci-dessus.
2

2 2
, o f f f
on a 8_F= cos?0 — +2sin6 cos O +sin? 6 o f (D
ar 3 x> d x dy y?
D'autre part
oF df g9x 9fay af of
— = — +5— 2 =yt X =
36 9Xge 9Yge Ix "dy
ct 2
d°F Ff 9 f 3°f OF
2=rzsinz@ —2-21231119 cosea—a+r2c0329 -—2—ra— (2)
56 Jx X0y dy r
en divisant (2) par r% et en la sommant avec (1) on trouve
3*f 9°f 9*F 109F 19°F
Af(x,y)= —2+—2=§—7+— a—+78—2
ax° Ay o T T 54
13.6 dans R , on définit la fonction f par :
3+smx+cosy sin y
G,y = (FERTRY
1) Montrer que f est définie , continue et différentiable sur R?
2) En utilisant les formules classiques, calculer le developpement limité
de f au voisinage de (0,0) a l'ordre 3.
of of
cdui —— — (0,0).
3) En déduire 5% (0,0) et 3y (0,0)
4) Calculer ? et g_f en un point quelconque de ®2et vérifier le
X y
résultat donné en (3)
Solution

1) f(X’y) = exp {L()g (z_js_mz—m(ﬂ)x Siny}
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, L2
comme Sin X +¢osy=-2 V(X,y) € 2*

3+ SN X +Cosy) o ) ] .
Log (—T—~ st donc définie, continue ct ditferentiable comme composée

de telles fonctions. 11 en résulte que ( est différentiable sur ]2

. 3 2
3+8inX +cosy 1{ X y 3 %}
- L - N -l +¢ I I
2) a 7 3+x 6+1 2+s(x,y)(|x +1lyl)
X y2 X 3 3
=1+_4_4§~ﬁ+e(x,y)(lxl + 1y )
3+snx+cosy’ X y2 x* <
L()&(-———/_l——szOg(l'f'U)—(I—'g -ﬁ alordre 2

. 3+sinx +cosy X y2 X2
smy.LOg(“——’q_——“):y T -% 37/ alordre 3

2 3 2.3
o RN N T R iy
dot f(x,y>—0><p{z g Tt g e IxT+ly D)
3) on cn déduit donc que :
(00121 IL0.0) L2100
( > )"' ct ax - C ay
4) on trouve .
df(x,y) sin y cos x
" dx  3+sinx+cosy f&oy)
df(x,y) { 3 +sinx +cos y sin’y }
et = . ,
dy -LOSyLOg( 4 ) 3+smx+cosy EGoy).

et on vérifie bien les résultats trouvés en (3) puisque
£(0.0)=1 Bf(O,O)_af(O,O)_O
T dx o9y

13.7 Soit f la fonction de R? dans R définie par :
3 xy?
fxy)y=xy+¢€

O f o f , )
Calculer IxXTy et IVox et montrer qu'elles sont égales.

Solution

2
af_ 2 2 Xy Bf_ 3 Xy
5_3)( y+y..€ et g—}-,—x +2xy €

11 s'en suit alors ;
o f o (af\ 3 , ‘)



Fonctions de plusieurs variables - 233

2 2 2
=3x2+2ye™ +2xy.y2. e =324 20+xy)ye ™Y
Fr 9 (f\ I . o, XV
3y ox x_a—y(ﬁ)_g—-ny y+y' € )
2 2 2
=3x2+2ye™ +2xy.y?2.e® =3x2+20+xy)yeY .
dxdy dydx

On voit bien qu'on a I'égalité . Cette églaité provient du fait que

ces dérivées partielles existent et sont continues en tout point (x,y) € R

13.8 Soit f la fonction de R? dans R définie par :
5

Xy
foy) = 745

*fr 2f ,
Calculer Hﬂ—y(o’o) et IyITX (0,0) puis conclure.

si x#-y et f(xy)=0 si x=-y

Solution

En tout point (x,y) € R?> telque Xx#-y ona:

af( ) y> af( ) 2y x%+xy?
X,y) = et Xy) = —————r

ox ey 0¥ (x+y)?

D'autre part, en revenant a la définition, on peut calculer
af of

Il s'en suit immédiatement que :

ot 1 af )
873_y 0,0) = ylino 7 Jx 0,y)=1
2
aaTaf_x(O’O)= lim %.g-;(x,O)=0
x-» 0

o*f 2 .
Conclusion : Comme IXIy 0,00 # Iy Ix (0,0), l'une au moins de ces deux

dérivées partielles secondes n'est pas continue en (0,0). [ ]

13.9 Chercher les extrémums relatifs de la fonction
Fxy)=-2(x-yP+xt+y
et préciser leur nature

Solution
les extrémums de cette fonction, ont déja ¢1é déiérminé dans I'exercice (13.3)

etsont A(0,0), B(2,-vV2 C(V2,V2)
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a)En A ona f(0,0)=0.
et au voisinage de (0,0) on peut écrire

- "2 oM (12
f(x,y)=-2x-y) +IOMI” e (x,y)
donc au voisinage de (0,0) f(x,y)<0 donc A estun maximum relatif,
b) En B f(V/2,-S2)=-8
2

f f

ona ?—2=4(3x2-1) et 82—2=4(3y2—1) et
Jx oy

posons x=+'2+h y=-V2+k

s _ 1 2 2 — 2
d'ou f(x,y)—-8+—2——[20h +8hk+20k"] + IOM I € (h,k).

donc f(xy)-f(B)=f(x,y)+ 8 estdusignede 10 h?+4hk+10k2 qui est
toujours >0.

donc f (x,y) +8>0 d'ot B est minimum relatif.
cyen C méme chose et on trouve que C est aussi en minimum relatif, »n
13.10 On se propose de déterminer toutes les fonctions f de R? dans R de classe
C', vérifiant. 5t o
a = +b ¢ (Ey)

ola,b,c,sontréelsavec a#0 et b=0
1)Soit ¢ rR? - RrZ?
xy) > o xy)=(@yv) avec u=ax+py
etv=yx+08y avec B, y,d réels et ad-Byz0
Montrer que f est solution de (Eq) si et seulement si

g:(yv) > g(uv) définiepar g=fo (p'l est solution d'une
équation que I'on déterminera.
2) Montrer qu'on peut choisir @, B, v, 8 de fagon que g satisfasse a
une équation particulierement simple dont on déterminera les solutions
3) Trouver toutes les solutions de (Eq) relatives a ce choix.

Solution
1) f de classe ¢! done g de classe ctl.
on a alors :
of dgdu dgav dg dg
Jx odudx avax L auYav
of dgodu dgav dg dg
a_y=a_§ﬂ+é_§ﬂ= Bé’ﬁ”a_v'
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doi fe B) & (o +b[3)a—+ a0 + bd) a——g c. (B

A\
donc fe (E)) @ ge (Ey

2) choisissons o, B,yet 8 _ telsque ao+bp=1 etay+bd=0
et alors (E,) devient §§= ¢ clest-a-dire g (u,v) =cu+h (v)
u

3)onauraalors f(x,y)=c(ax+Py) +h(yx+8y) ou h estde classe c!

13.11 Soit la fonction f définie par :
f(x,yz)=xLogx+yLlogy+zLogz

les trois variables liées par la relation x+y+z =«

Déterminer la nature de l'extrémum de f.

Solution
Le lagrangien est alors tel que :
L (x,y,z) = £ (x,y,2) - A (x + y + 2) et I'extrémum sera donné par le systéme suivant :

JL ’

m(x,y,z) =Logx+1-A=0
oL
5—y(x,y,z)=Logy+l—7»=O

oL z)=Lo 1-A=0
B_Z(X’Y’L)_ gz+1-A=

X+y+z=0 o
ce quinousdonne Logx=Logy=Logz clest-a-dire x=y=z= Y

Précisons la nature de cet extrémum, en utilisant e développement limi*.: dc la
fonction f au voisinage de ce point, pour ccla

o o o (
posons x—7+h,y—?+k et 2_?+
’;
d'otr f(xy/)~(xLog~+(1+Log——)(h+k+L)+—~(h +k +L)+

2o

(h2+k2+[)s(h,k,L)
Orx+y+z=q d'oti h+k+0=0

d'ot f(x,y,z)= f(

T )+—(h + K +£)+(h +k +L)s(hk£)
2o

¢'est-a-dire que cet extrémum cst un minimum =
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13.12 | Soit 1a fonction définic par :

Xy .
{——— st (x,y)# (0,0)
fOoy) =4V X +y"

0 si (x,y) =(0,0)

Etudicr la continuité des derivées partielles premicres de f, et la différenticlle de f.

Solution
cn (0.0) | les fonctions particlies sont :
X = f(x0=0 ot y = [(0,y)=0

donce of 0.0) ~af 0,0)=0
g—/\'( Ay “’a‘?( s )"

St (xy) = (0,0) ona:
d f( ) y d f( . x°
=—(XYy)=———"—0r o —Xy=—
‘ 2, 2312 2, 23R
a X (X + y ) a Yy ;
pourles (x,y) # (0,0),la continuité des derivées partielles premidres résulte des
théoremes généraux, et donc fa fonction f est différentiable en de tels points.
pour (x,y) = (0,0), en passant aux coordonnées polaires on a
of af
I (x,y) = sin® @ et a—y(x ,y)= cos’ 9 .
donc les derivées particlles n'ont pas de limite lorsque 1 tend vers zéro, d'oil la non
continuit¢ des derivées particlles premidres de f au point (0,0).
f peut cependant étre différentiable en ce point, car il suffit de trouver unc fonction de
deux variables € qui tend vers z¢éro en (0,0) et telle que

FOLY)= (0,00 +0x + 0y +/ x° +y% £(x,y)
Xy
X2 + Yy
Or ccute tonction n'a pas de limitc en (0,0)  (cf Livre du cours méme collection)
donc ' n'est pas differentiable en (0,0).

Onauraalors ‘¢ (x,y) =

13.13 Calculer une valeur approchée de Arcig l au voisinage du point
(1.1). en utilisant la différenticlle.

Solution

Sont Ia foncton ) = Arere ~ clle est définie, continue, admet des derivées
I(x,y)=Arcg -

particlles premicres continues pour x # 0, done elle est différentiable en tout point

(x.yyavee x# 0, cn particulicr au point (1,1).
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Soit (1 + h, 1 + k) un point voisin de (1,1), on a alors

, . af af
f(1 ~ — —
(1+h,1+K) f(1,1)+hax(1,1)+kay(l,1)

af y of X
Or a—&y)=- et —(Xx,y)=s —— pour x#0
dx 2+ y? dy 4y
. of 1 of 1
dou - = — =
ax(l,l) 5 et ay(1,1)— >
l1+4k =©™ 1
i f@1 = — =+ — (k-
et finalement (I+h,1+k)=Arcig +a-z 7t ) (k-h) -
13.14 | Soit I'équation i
x34-4xy+z2-3y22-3=0 E)
montrer que (E) permet d'exprimer z en fonction de (x,y) au voisinage du
point (1,1,1), calculer alors les derivées partielles premigres de z au point (1,1).
Solution

f(x,y,z) = x> + 4xy + 22 - 3yz2 -3
f est une fonction polyndme possedant donc des derivées partielles continues :

et

af 2 of 2
ﬂ(x,y,z)—?}x +4y 3 a—y(x,y,z)-4x-3z

;i;—i(x’y,@ﬂz-ﬁyz etaupoint (1,1,1) ona

of

of of
AL =7, a—y(1,1,1)=1 et =—(1,1,1)=-4

f -
puisque f (1,1,1)=0 et . g—z (1,1,1) # 0 . Le théoréme des fonction inplicites

(cf livre cours Tome I), assure que z peut s'exprimer en fonction de (x,y) au voisin-
age du point (1,1,1), et qu'on a:

ct

af
a—z(l,l,l) 7

oz D=
S P
ﬁ(v?)
—-—af 1,1,1
2z ., _ &y hD 1
sy =3 =3
(L1
d u

13.15

Monurer que (3x%y -4 y2-2x) dx + (x> - 8 xy) dy. peut s'écrire comme la
différentielle totale d'une fonction f et trouver cette fonction.
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Solution
lére méthode : Supposons que

2 2 3 e of of
BxTy-4y -2x) dx + (x -8xy)dy—df_ﬁdx+é_ydy
Jf 2 2
On a alors : [ﬁ=3x y-4y*-2x (1)
of 3
a—yzx - 8xy (2)

En intégrant (1) par rapport & x en gardant y constant, il vient :

t‘(x,y)=x3y-4x y2- x>+ C (y).
ot C (y) cst la constante d'intégration par rapport a x. Ensuite, en dérivant { (x,y)
par rapport a y gardant x constant, il vicnt :

f
ﬁ=x3-8xy+C' ).
Maintenant, cn substituant ccci dans (2), on obticnt la fonction f cherchée qui peut

donc s'écrire : fxy) =xy-4xy2-x>+K;
ou K c¢st unc constante arbitaire.

2éme méthode : On peut utiliscr unc méthode directe en groupant Ies termes ¢

3x%y dx + (X - 2y) dy = (3x%y dx + x> dy) - y> dy

=%y dx + x3dy) + (0dx - y> dy) =d P y) +d -y} ) =d (XPy - y*).

Par suite, c'est bicn la différenticlle totale d'une fonction f définic par :
fxy)=x>y-y*+K

ot K est une constante arbitaire. u
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