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AVANT-PROPOS

Ayant pour objet d’exploiter et d’interpréter ’information contenue dans des données
le plus souvent entachées de variations et d’incertitudes, les méthodes statistiques
recouvrent :

- la statistique descriptive dont le but est de traduire I'information sous forme
synthétique et efficace et de dégager les caractéristiques majeures du phénoméne
étudié ;

- la statistique inférentielle (dite mathématique) qui, & partir des données contenues
dans un échantillon, vise a formuler prévisions et décisions étendues & toute une
population, ce qui requiert modélisation probabiliste et évaluation des risques
d’erreurs.

C’est ce dernier aspect qui est développé dans cet ouvrage, les applications quasi
universelles des outils présentés touchant les domaines les plus divers comme la politique
(sondages), les sciences sociales (prévisions économiques), la médecine (diagnostics et
expérimentation des traitements), lindustric (contrfle de qualité), D'agriculture
(rendements et procédés), la biologie (évolution des espéces),...

Fedkoak

Historiquement, les premiéres opérations statistiques remontent, a travers
recensements et gestions diverses, & plus de 2000 ans avant notre ére (Egypte, Chine,
Incas...). Toutefois, il faut attendre le XVIII*™ sigcle pour voir apparaitre représentations
graphiques ¢t constructions de tableaux qui forment les bases de la statistique descriptive,
la statistique inférentielle ne trouvant, quant  elle, son essor qu’au XX siécle aprés
I’émergence, au cours du XIX“™ siécle, de I'étude des lois fondamentales pour la
modélisation probabiliste 4 commencer la loi normale.

Ainsi Ronald Aylmer FISHER (1890-1962) est-il présenté comme le pére de
I’estimation statistique selon le principe du «maximum de vraisemblance » et
contribue-t-il au développement de la théorie des tests d’hypothése, William Sealy
GOSSET alias STUDENT (1876-1937) apportant ici, de par son expérience professionnelle
en production industrielle, une contribution déterminante au plan des applications.

Egon PEARSON (1895-1980) et Jezzy NEYMAN (1894-1981) posent quant & eux les
bases de la théorie des tests, Jezzy NEYMAN étant également, suite 4 ses travaux sur
Pestimation par intervalle de confiance et sur I’échantillonnage par stratification, un
fondateur des techniques modernes de sondage.

Enfin, Abraham WALD (1902-1950) invente le concept des tests statistiques
séquentiels ouvrant ainsi une évolution importante des applications statistiques dans le
domaine du contrble industricl de qualité.

Comme le lecteur pourra le constater dans la table des matiéres 4 la lumiére de la
diversité marquante des tests aujourd’hui disponibles, la présente liste susmentionnée des
pionniers de la statistique mathématique, ne saurait étre exhaustive.
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Entre autres, on peut citer ainsi, William Edwards DEMING (1900-1993),
Wallodi WEIBULL (1887-1979), Charles SPEARMAN (1863-1945),  précurseurs
respectivemment, du management par la qualité, de la théorie de la fiabilité, de 'analyse
factorielle.

Kok

S’appuyant sur le calcul des probabilités dont les techniques usuelles sont supposées
acquises et maitrisées, cet ouvrage a pour objet de présenter les principales méthodes
utilisées en statistique mathématique, leur illustration par des probiémes concrets étant,
dans ce cadre, une préoccupation majeure.

11 s’adresse donc & un large public qui est celui des étudiants des écoles d’ingénigurs,
des [.U.T, mais aussi des écoles de commerce et des facultés dans les nombreux domaines
qui ont été mentionnés précédemment. Il concerne également ceux qui, dans un cadre
professionnel, sont confrontés a des problémes d’estimation ou de décision statistique.

Le plan est classique. Dans le premier chapitre, les lois de probabilité rencontrées
usuellement en statistique sont rappelées et les distributions d’échantillonnage les plus
courantes sont caractérisées et étudides. Par ailleurs, une introduction & la pratique des
sondages y est ¢galement présentée.

Le second chapitre traite le délicat probléme de 1’estimation ponctuelle et par
intervalle de confiance, les proprétés des estimateurs et leurs modes de construction étant
largement développées et illustrées & travers divers modéles classiques et plusieurs
techniques particulidres d’estimation.

Le troisieme chapitre rassemble quant & lui, une présentation des principaux tests
paramétriques et non paramétriques qui peuvent étre mis en ceuvre pour répondre a la
question du choix entre deux hypothéses (décision statistique), notamment 3 des fins de
conformité, de comparaison, d’ajustement, d’indépendance. Les exemples d’application y
tiennent 14 encore une place majeure,

Enfin. le dernier chapitre porte sur une initiation aux modéles de régression lindaire
simple et multiple, diiment illustrée.

Quant a la présentation, elle comprend pour chacun des chapitres ci-dessus, un rappel
de cours restreint au strict nécessaire, puls un ensemble consistant d’applications
commentées regroupées par thémes, une série d’exercices corrigés complétant ces
développements aux fins d’entrainement.

J'adresse enfin, tous mes remerciements les plus chaleureux au Professeur
Claude CHEZE, directeur de la collection, pour toute la confiance qu’il m’a accordée et ses
encouragements A concrétiser le difficile challenge d’un tel projet, 4 la suite de mon
précédent ouvrage paru en 2008 et portant sur le calcul des probabilités.

T’associe également 4 ces remerciements Philippe MONVOISIN, Professeur et
responsable du département informatique & I'Ecole Spéciale des Travaux Publics, et mon
fits William, pour toute I"aide technique apportée dans le montage de cet cuvrage.
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CHAPITRE I

ECHANTILLONNAGE

A -

Rappels de cours

1. Lois de probabilités

1.1 Définitions et caractérisations

Les principales lois de probabilités, leurs conditions de validité, et leurs parametres
représentatifs sont rappelées dans le tabicau ci-dessous:

Lo

Nature

Définition

Caractérisation

EX)

Var(X)

BERNOULLI

Discréte

Variable
indicatrice
d’un caractére
ancours de n
¢preuves de
BERNOULLI

(*)

Valeurs : {0,1}

Prob(X =0)=gqg
Prob(X=D=p

P

q

Binomiale

B(nsp)

Discréte

Occurrence
d’un caractére
au cours de n

éprenves de
BERNOULLI
mdépendantes

Valeurs : {0,1,2....,n}

Prob(X =x)=Cip'g"™

np

npgq

Hypergéométrique

Discréte

Occurrence
d’un caractére
aucours den
épreuves de
BERNOULLI
dépendantes
(2 savoir le tirage
sans remise d’un
échantillon de
tailie n dans vne
population de
taille N)

Valeurs : {0,1,2.....n]

X ft—,

C, C;
Prob{X =x)= —Ni;rf—“— .

Cy

n.p

POISSON
P(a)

Discréte

Occurrence
des
gvénements
relativement
rares

Valeurs : N

X

Prob(X =x}= e L
x!

(*) Pour rappel, 1*épreuve de BERNOULLI est une dpreuve dans laguelle, seuls sont possibles, les résultats

C (avec 1a probabilité p) et C {avec la probabilité complémentaire g =1— p).
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Loi

Nature

Définition

Caractérisation

E(X)

Var(X)

Géométrique

Discréte

Nombre de
tentatives
nécessaires
Jusqu’a
I’obtention du
caractére C 4
travers des
épreuves de
BERNOQULLI
indépendantes

Valeurs: N
Prob(X =x)=q""p

1

P

q

2

P

Binomiale
négative

Discréte

Nombre de
tentatives
jusqu’a
Pobtention r
fois d'un
caractére C 4
fravers des
épreuves de
BERNOULLI
indépendantes

Valeurs : [7,+oo[

Prob(X=x)=C._p' .

X

|

=8

Uniforme

Ul

Continue

Probabilité
uniforme sur

o8]

Valeurs :[a,b]

1
f(x)= ;’_’;-l[a,;,] (x)

(b-ay
12

Exponentielle

Continue

Caractéristique
des durées de
vie des
équipements
qui ne
vieillissent pas
(lot « sans
mémoire »)

Valeurs : R*

f(x)=1e?”

o | —

Gamman

Continue

Loi de la
sotnme de n
variables
aléatoires
exponentielles
indépendantes

Valeurs : RY -

An e—}..x xn—l

Jx)= "

PRI

Normale
N{m,0)

Continue

Loi
«universelle »
vers laqueile
convergent une
large part des
autres lois

Valeurs : R

(x—m)’

]
£ Lo

f(x)=

OAN2T

{tables de valeurs en
annexes)
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Loi Nature Définition Caractérisation Var(X)
Chi-deux Continue Loidela Valeurs : R* 2n
1 (n) somme ZXf ny
i 1= x? e?
ot les X, sont - N o
des variables "2
normales, N LT
centrées, avee ['(n) = 1: e dt
réduites, et {tables de valeurs en
indépendantes annexes)
STUDENT | Continue Loi de Valeurs : R* [
X
T(]'l) T=— 2 (n+l) n-2
Y r( s Xy n>-2
n f(x)= n (mﬁnéez)
1 Our 1n =
ou X est vnr -F(E) d
normale
centfee red-mte (tables de valeurs en
etou Y suitla
: annexes)
loi du
chi -deux
1 (m)

FISHER Continue Loi de Valeurs: B P Voir
SNEDPECOR X/ ﬁ renvoi (¥)
Fin, =21 o) ag " ci-

(n,p) F y ou X nz.p!; MaTNEERE oo
P f= — |
etY s‘uwent T( n VT r Y(nx+p) ?|
respectivement 27 72
182S lois (tables de valeurs en
X (met annexes)
2(p)
. -2
(*) La variance de la loi de FISHER SNEDECOR est égale 3 ( i )y 2n+p-2) pour p>4. .

1.2 Propriétés de convergence

p-2"" n(p-4)

« Le théoréme central limite tient une place fondamentale dans la justification desdites
convergences. Pour rappel, son énoncé est le suivant :

Soit X,,neN,une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi

=n

d’espérance m et de variance ¢’ finies. Alors, la somme Z =) X, converge pour n

=1

assez grand (en pratique & particr de n=30) vers la loi normale de moyenne nm et

d’écart -type 0'.\/; .




4 Chapitre I — Echantillonnage

o Sur un plan plus genéral, les lois de probabilités mentionnées dans le paragraphe
précédent satisfont A un ensemble de convergences, essentielles pour les applications en
statistique, et qui s’énoncent comme suit :

- La loi hypergéométrique converge, pour N grand, vers la loi binomiale
B(n, p) (condition le plus souvent satisfaite dés lors qu’on est amené a pratiquer un

sondage).

. s N
Pratiquement, cette conivergence est satisfaite pour — = 10.
7

- La loi binomiate B(n, p) converge, pour n assez grand et p ni frop voisin de 1 ni de 0

vers Ia loi normale N(m=n.p,6”" =n.pyg).

C’est le théoréme de MOIVRE- LAPLACE qui résulte de I’application du théoréme central
limite au cas particulier de la somme de n variables aléatoires de BERNOULLI indépendantes.

Au plan pratique, plusicurs conditions de validité de cettc convergence sont applicables. On
peut retenit entre autres, 1230 et np>~5 et ng>~5, on, n=30 et np215 et

npg-S.

- La loi binomiale B(n, p) converge, pour n assez grand, et p faible (ou voisin de 1) vers
la loi de POISSON de paramétre a=n.p.

Au plan pratique, on peut citer, entre autres, la condition n230 et p<0,l et n.p<15.

- La loi de POISSON de paraméire @ converge, pour n assez grand, vers 1a loi normale
N(m=a,0" =a).

Au plan pratique, 1a convergence en question devient satisfaisante dés que a > 15.

- La loi de STUDENT, T'(n), converge, pour n assez grand, vers la loi normale centrée
réduite N(0,1}.

Auplan pratique, cefte approximation devient satisfaisante dés que 72> 30.
- La loi dn chi-deux, y’(n), converge, pour n assez grand, vers la loi normale
Nim=no" =2n).

Iei encore, cette approximation est vérifiée a partir de n=30 .

Lz schéma ci-dessous résume les propriétés de convergence susmentionnées

Loi n 230 Loide
Binomiale .| POISSON
B(n,pj p<0,l np<ls P(a) avec

N a=np

2z >
v/ V’ n>30
: npz13 az15
Loi
Hypergéométiique npg =3

1\ Loi de

STUDENT

Loi du Chi-Deux




A — Rappels de cours 3

2. Statistiques et distributions d’échantilionnage

2.1 Le principe de ’inférence statistique

L’objectif est d’évaluer la valeur inconnue d*un paramétre caractéristique déterminé au
sein d'une population, & travers le prélévement d’un échantillon et une expression du
paramétre en question en fonction des observations faites (principe de I'inférence
statistique). Il faut distinguer dans ce processus :
a) les techniques de prélévement de I'échantillon (X, X,,....X,)dont la forme la
plus simple est celle d’un tirage aléatoire avec remise (échantillons dits de
« BERNOULLI » non exhaustifs) ;

b) les données (x,x,,...,x,) fournies par un échantillon particulier et /'estimation
qui en résulte pour le paramétre 6 inconnu, soit 6= T (X% 00mes X, ) 5

¢) Pétude des variations aléatoires de I'estimation 7, {x,x,,....,x,) en fonction des
divers échantillons (x,x,,...,x,) que l'on peut extraire de la population,
c'est-a-dire la caractérisation de la loi de la statistigue T (X, X.....,X,)(dite
encore « estimateur »), loi formant la distribution d’échantillonnage.

11 est précisé qu’on appelle « statistique » toute fonction des observations faites,

2.2 Le cas d’une moyenne

« Considérant une variable aléatoire X (de moyenne m inconnue et de variance o~
connue ou non}) et un échantillon (X, X,,....,A,)de »n valeurs indépendantes prises par
X (échantillons de type « BERNOULLI »), la transposition de ’expression probabiliste de

X
E(X) conduit, pour ce qui est de la moyenne, i la statistique X ==L dont il découle
n

0_2

immédiatement E(Y) =m, Var(X)=—.
n
YE(X)

La linarité de I’espérance mathématique entraine immédiatement E(X)=-1—— soit
n

!

V(X))
E(X) ="‘7m =m. Par silleurs, I'indépendance des X, eniraine Var(X) == ——,

étant entendu, par ailleurs que Var(a.X)=a’ Var(X). Finalement, on obtient bien

_ 2 2
var(X)=22 =
H 4]

« Pour ce qui est de la distribntion d’échantillonnage, le théoréme central limite

n e . (o3 5
entraine, pour 7230, la convergence de X vers la loi normale N(m, T). En d’autres
n

termes, la variable suit la loi normale centrée réduite N(0,1).

N
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Plus encore, désignant par §? D’estimateur ponctuel de la variance ¢ lorsque cette
derniére est inconnue ( S2 = Z(X -X ) suivant résultats présentés dans le chapitre
L=l

1T}, 1a variable X ™ suit I loi de STUDENT, T(n-1),4 v =n-1 degrés de libertés.

Vn

La démonstration de ce résultat est présentée dans ’application 1.1 du présent chapitre.

2.3 Le cas d’une proportion

o Considérant la fréquence inconnue p d’un caractére C dans une population et la
variable aléatoire X qui décrit 'occurrence de C dans des échantillons de taille »
aléatoires, indépendants (prélévements avec remise), la fransposition de I’expression
probabiliste de E(X) conduit, pour ce qui est de la fréquence inconnue p, a la

statistique £ = dont il est évident que E(F,)= p et Var(F,) =24
n n
En effet, X suit la loi binomiale B(#, p) de moyenne n.p et de variance #.p.g. La linéarité

E(X) _
n

1
de |’espérance entraine E(F}= = p. Par ailleurs, Var(F))=— Var(X ), soit

var(Fy=24
]

On remarquera que p représente aussi 1’espérance de la loi de BERNOULLI associée 4 chaque

élément prélevé de ’échantillon. Dés lors et par application des résultats du paragraphe 4
susmentionné pour ce qui concerne les moyennes, la statistique représentative de p est fournie

Sx,

par X = o tes X, forment une suite de n variables aléatoites de BERNOULLI
n

indépendantes.

i=n
La somme ZX . constituant la variable X de loi binomiale B(n, p), on on retrouve ainsi
i=1

. X .
'expression — qui caractérise F .
n

Cette analogie d’une proportion avec une moyenne sera couramment utilisée par la suite.

« Pour ce qui est de la distribution d’échantillonnage, le théoréme de MOIVRE
LAPLACE justifie, pour » =30 et pni trop faible, ni trop voisin de 1 (critéres pratiques
rappelés précédemment), la possibilité d’approcher la loi de F, par la loi normale de

moyenne p etde variance 24 , soit la loi N( p,J }.

11 est précisé que dans I’hypothése contraire ol p est faible, voire n petit, on pourra mener des
calculs directs a partir des lois binomiales et de POISSON et déterminer ainsi Ia distribution

X
d’échantillomage de F, = —.
n
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2.4 Le cas d’une variance

+ Soient X une variable aléatoire (de moyenne m connue ou non et de variance o’
inconnue) et (X, X,,...,.X,) un ¢chantillon de » valeurs indépendantes prises par X
(échantillon de type « Bernoullien »). La transposition de Dexpression probabiliste de
1 j=

> (X,—m) (tesp.

i=1

Var(X) conduit, pour ce qui est de la variance, 3 lIa statistique S* =

. 1& . .
la statistique S =—.Z(X . — X)) lorsque m est inconnue).
=

Le lecteur se méfiera néanmoins que, dans P'hypothése ol m est inconnue, c’est "estimateur

— i i=n _ )
« non biaisé », §* = ——lz (X,—X) qu'il faudra retenir (et non S') -> se reporter pour
=1

cela au chapitre 11

a -3 -1 .
On montre dans I’application 1.2 proposée ci-aprés, que E(S*)=o" (resp. £(S7) = g
n

lorsque m est inconnue). Par ailleurs, il est montré également dans la méme application que

4 o~ —
Var(S2)=E“——G— et Var(Sz)-:ﬂw— =3
n oA n n{r-1

la variable centrée X ~ E(X), soit p1, = E[ (X - E(X))" ] .

o( Y, désignant le moment d'ordra & Iz

s Pour ce qui est de la distribution d’échantillonnage, et sous 'hypothése de 1=

normalité de la loi de X (échantillons dits « gaussicns »), la variable Ao _d
o

suit 1a loi du chi- deux i # degrés de libertés, soit ¥ (n).

=r

_ o 2 Z(Xi _})2
(n=-D-3 = n'S2 =i suit la loi du chi- denx 2

De méme, la variable 5

o’ o o

n—1 degrés de libertés, soit x(n-1).

Le premier de ces résultats est immédiat puisque la loi du chi- deux, y*(n), caractérise la

somme des carrés de n vanables aléatoires, normales, centrées, réduites, indépendantes,

. , X —m
ce qui est le cas pour les variables —
c

est proposée dans I’application 1.1 ci-apres.

. Quant au second résultat, sa démonstration

« Pour 1230, on pourra approcher la loi du chi- deux, soit y°(»), par la loi normale

de moyenne » et de varance 2#, soit N(n,2n), et ceci conformément au théoréme
central limite.

Cette convergence est assez simple & établir. On rappelle tout d’aberd que si (U,U,,....,U,)
forment une suite de n variables aléatoires indépendantes, il en est de méme de la suie
(U5,Us ... UT). En effet, partant d’un n- uplet (U/,,U,,...,U,) de densité de probabilité

S, uy,.01,) , il est évident que I"indépendance des U, entraine, pour cette densité sur R”

une expression égale au produit an(ur.) des densités @(, ) de chacune des variables U,.

=l
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Dés lors, le changement de variables (¥, =U,Y, =U;,...,¥, =U) conduit, pour le n- uplet
(U},U2,...,U?)  1a densité de probabilité élémentaire :

S AT l3 Y| oy by,

otl, le jacobien J est égal au déterminant :

1
—_— 0 0
2.
1
0 0 1
J: 2 y - ———
24,

Or, la décomposition de f(»,,,.....7,) en fonction des produits des densités @(y,)
conduit, pour la densité dun-uplet (1,,Y,,....,Y, }au produit ci-dessous :

o) or)dy, oy, )b,
20 2%, 2¥,
qui est le produit des demsités de probabilités de chacune des variables U’,U},...,U”.

Ainsi I"indépendance des U} est-elle établie.

S1 on considére désormais la snite des variables normales, centrées, réduites, et indépendantes,
Z

X -m 1 U
solent {/, =—4—— (loi N(0,1}de densité de probabilité ¢(u)=——.exp(——)), on
o ( p! @(u) m p( 2 ))

remarque que E(U?) = Var(U,)+ [E(U,.)]2 =1 (puisque E(U,)=0).

2
Dautre part, Var(U’)=EU}) —[E(Uf):[2 avee E(U')= %.ﬁt“.exp(—%).dt ,
i

2 2
soit E(U) = [-ﬁ.ra.exp(_%)} + 3.% Etz.exp(—%).dr {suivant intégration par

parties). Suite & la mullit¢é du premier des deux termes ci-dessus, il reste
i ¢
E(U})=3.—.| F.exp(-—)dt=3.E(U})=3.
2r 'Ej 2
Ainsi obtient-on, le résultat, Var(U’)=3-1"=2.

En résumé, le théoréme central limite appliqué aux » variables aléatoires indépendantes (/ f
de moyenne égale 4 1 et de variance égale a 2, entralne la convergence de la somme

=
ZU * vers la loi normale de moyenne # et de variance 2#, ce qui forme le résultat annoncé.
i=1

2.5 Récapitulatif concernant espérance, proportion, et variance

» Tous les résultats précédents qui, rappelons le, correspondent au cas d’un
gchantillonnage aléatoire élémentaire avec replacement (tirages non exhaustifs), sont
résumés dans le tableau présenté ci-aprés.
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Objet moyenne (7 ) proportion (p) variance (6)
Statistique i=n X > 1 & )
associde —_ ZX; E, :—n_ S :;'Z(X’”m)
XY= - i=
n (ot X = 'Z x suit | (lorsque m est connue)
i=l i=
L 5 1 & -
la loi binomiale | 8% =-—=3 (X, - X’
B(n, p)et ou les | n-1% )
X, sont des (lorsque m est inconnue)
variables de
BERNOULLI)
Parametres E(X)=m E(F)=p E(§Y)=0c"
représentatifs 2 g - ,
var(X)=2- Var(F,)= "% E(S)=0
n P r 0‘4
Var(§%) ="t - —
non
var(s%) = £ _ 23
n nn-1)
{oh u, désigne le moment
d’ordre 4 de la variable
centrée X' — £(X), soit
#e=E[(X = E(X)*]
Distributions X-m F-p Supposant 1’échantillon
d’échantillonnage = —?—q— gaussien, 1a variable
3 r s’
converge versla | converge vers la c
1oi normale lot normale suit la loi du chi- deux
N(0,D) N(@O,D #2(n) & ndegrés de
{pour n=30) {pour n=30) hbertés.
lé(zr’s?]u’i:_;’ agit (du moins, pour La vana%le
cchantilons | i trop faible, ni (n-1).8
gaussiens, . R
— trop voisin de 1). el
X-m suit la foi du chi- deux
c

Jn
suit Ja loi N(0,1)
et par ailleurs,
X—-m

suit la toi T{n-1)
de STUDENT &
v=n-1 degrés

de libertés.

Sinon, on fera un

calcul direct et on

utilisera la loi de

POISSON lorsque

n est assez grand
et p faible).

7 (n~1) & n~-1 degrés de
libertés.

Dans le cas d’échantillons
non gaussiens, on pourra
effectuer des calculs
directs, voire utiliser le
théoréme central limite
pour n 230.
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« D’autres estimateurs sont également rencontrés en statistique et ils donnent lieu, pour
certains d’entre eux, a des développements dans ce chapitre et les suivants, On peut citer
aingi, des statistiques portant sur :

- les paramétres représentatifs d’une variable aléatoire comme /a médiane, les quartiles,
les déciles, I'étenduie. ..

- les différences de moyennes, praportions, variances, entre populations, échantillons. .. ;

- les coefficients de la droite de régression, le coefficient de corrélation ...

3. La pratique de I’échantillonnage

Les résultats de statistiqie mathématique sont usucllement développés dans
I’hypothése d’échantillons élémentaires de taille n, prélevés aléatoirement (suivant la loi
uniforme) dans une population de taille N, et ceci avec remise (tirages non exhaustifs),
ce qui assure la propriété d’indépendance entre les composantes de I’échantilion. Mais, en
pratique, les méthodes de sondage font appel fréquemment & des processus plus
complexes en fonction de la nature des problémes étudiés (contrdle industriel, analyse de
mesures, enquétes sociologiques...).

« Il yatout d’abord, et toujours dans le cadre d*un échantillonnage aléatoire simple, le

cas de prélévements sans remise dans une population de taille N (tirages exhaustifs),
méthode dont il est montré dans les applications ci-aprés qu'elle conduit anx mémes

résultats que ceux du tirage non exhaustif pour ce qui est des statistiques X et E,
associées respectivement aux moyennes et proportions, les variances desdites statistiques

érant cependant & corriger par le facteur

« Plus généralement, il faut faire une distinction entre les méthodes de prélévement
empirique et les méthodes aléatoires dans lesquelles les éléments sondés résultent d*un
tirage aléateire au sein de la population (base de sondage). Pour chacune de ces méthodes,
des techniques plus ou moins évoluées comme les quotas, le prélévement par grappes,

la stratification, et les plans A plnsieurs degrés, permettent une amélioration notable de
Yefficacité. Certains de ces aspects, sont abordés dans les applications ci-aprés.

Plus précisément, le choix raisonné est le plus classique parmi les méthodes empiriques
d’échantillonnage (c’est par exemple, sonder une personne sur dix, sonder les personnes dont
les noms commencent par A...).

La méthode des quotas est trés usitée dans le cadre des cette approche empirique. Elle consiste
4 partitionner la population suivant un certain nombre de critéres (sexe, classes d’fge,
catégories professionnelles...), ’échantillon étant construit au prorata des effectifs suivant un
taux réducteur dit « faux de sondage ». Les quotas sont imposés aux enquéteurs et le choix des
éléments qui composent I’échantillon cst laissé & leur initiative,

Pour ce qui est des sondages aléatoires, le tirage avec remise (indépendance des éléments de
I'échantillon), voire sans remise, constitue le procédé le plus élémentaire utilisé, I'usage d’une
simulation de la loi uniforme pouvant faciliter le choix des éléments de I’échantillon.

Plusieurs techniques permettent d’alléger la base de sondage, c'est 4 dire d’éviter de travailler
sur la population de référence dans sa totalité. Les sondages a plusieurs degrés sont les plus
courants ici. Par exemple, travaillant sur les médecins, on pourra en premier lieu, tirer an sort
un certain nombre de villes (premier degré de sondage) puis au sein de chaque ville, dresser la
liste des médecins en activité et former un ¢chantillon 4 partir de ceux-ci (deuxidme degré de
sondage).
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Citons également une méthode proche qui est le prélévement par grappes (par exemple, un
ménage est constitué d*une grappe de personnes, une ville forme une grappe de ménages...).

Enfin, la stratification (qui est trés proche de la méthode des quotas) permet une amélioration
notable de la précision des estimations effectuées 4 partir de 1’ échantillon, son principe étant de
s’assurer que ce derttier est bien représentatif des diverses configurations rencontrées au sem
de la population. L'1dde est de découper cette dermére en groupes homogénes (strates) par
rapport a un critére donné {exercice reconductible & des niveaux successifs de plus en plus
précis), et de constituer un échantillon par prélévement dans chacune des strates (au prorata des
effectifs ou suivant &’ autres méthodes -> cf. application 2.2 ci- aprés).

B - | Applications

1. Distributions d’échantillonnage et propriétés

Dans cette partie, il est proposé d’étmdier les disiributions d’échantillonnage les plus
courantes et de justifier certaines de leurs propriétés.

1.1 Meyenne ¢t variance dans le cas ¢’échantillons gaussiens (théoréme de FISHER)

Enoncé: Considérant un échantillon (X,,X,,....X,) de taille » pour une variable

. . . . X~ . .
aléatoire X de loi normale N(m, o) il est proposé de montrer que — 7 suit la loi da

Jn

-~

STUDENT 4 v =n—1 degrés de libertés et que la statistique (iﬂ suit la lon du
o

chi- deux 4 v =n—1 degrés de libertés (loi y*(n—1).
PARTIET
1°y ¥ étant une variable aléatoire suivant la loi du chi- deux & »# degrés de libertés (loi

notée y°(n)) , exprimer la fonction caractéristique @,.(¢) de la variable V.

2°) ¥, et ¥, étant deux variables de chi- deux supposées indépendantes et respectivement
a n, et n, degrés de libertés, exprimer la fonction caractéristique de la somme ¥ +V,,

soit @, _, (1), et en déduire la loi suivie par cette somme.

3°) Déduire du résultat précédent que si ¥ et F, sont deux variables aléatoires
indépendantes, si ¥, suit la loi du chi- deux & n, degrés de libertés, soit x’(n), et
quenfin 1 ¥ =¥, +¥, suit la loi 1 (n) (avec n>n,), alors la variable aléatoire ¥, suit la
loi du chi- deux a v, = n~n, degrés de libertes.

4°) Montrer que si X suit la loi normale, centrée, réduite, soit N((,1), la variable
aléatoire ¥ = X7 suit 1a loi du chi- deux 2 un degré de liberté.

PARTIE Il
(X, X,,...,X,) étant ’échantillon susmentionné en introduction, on admettra le résultat
suivant lequel Iestimateur de la variance o’ est foumi par S§° =(ﬁl—6.Z(X;. -X)
1) =

{cf. chapitre II).
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/‘\ —

(n- DS = it = H(X

).

2°) On rappelle que, s’agissant de vanables aieatoues de lot normale, la condition
nécessaire et suffisante d’indépendance se raméne a la nullité de la covariance, ce qui est
loin d’&tre i cas de fagon générale,

1°) Montrer que

2-a) Montrer que X et les variables aléatoires X, —X sont indépendantes, Vi/1<i<n.

2-b) En déduire I'indépendance de X avec les variables aléatoires (X, - X)*,Vi/1<i<n.

_ _ 2
2-c) Etablir que X et w sont indépendantes et en conclure I'indépendance de V]
o)

(n—1).5°

2
a

avec

et
3°) Reconnaissant les lois de 7 et de J], en déduire la loi de w (distribution

d’échantillonnage de la variance).

4°) Etablir que T = )g_ 7 suit 1a loi de STUDENT & v =n—1 degrés de libertés.
e

5°) Montrer que les statistiques X et

(n-1).5°
2

o

sont indépendantes.

Solution : I-1°) Lorsque X suit la loi y°(n), sa densité de probabilité 4 pour expression

LI
xt e?
== .
22 I(—
(2)
g—l (i.P%).x ) 2 g int
I s’ensuit <DX(t)=E[e“'X]=rx . dx=— ._mez e 2

?rg) ﬁr&)

2 Iy X
d ) et (DX(I)—M _Emuz 1.e 2 dhu (aprés
22.1“(5)

Posant (1-2.i8)x=wu, il vient Jc=1

développement et simplifications). Or et par définition de la densité de probabilité f(x)

il .

- u? e’ . . o
delalol y°(n), .[:m du =1 En conclusion, on obtient @, (f) =(1--2i¢) *.
ﬁrg)

1-2°) La fonction caractéristique de la somme V, +V,, soit @, (¢) est égale au produit

des fonctions caractéristigues puisqu’il s’agit de deux variables aléatoires indépendantes.

& +"z

Onadonc @,,, (f)=(1-2i4) 2 - 211) B =(1- 21!) N . On reconnait 1a, la fonction

caractéristique de la loi ¥ (n] +m,).
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ol a

I-3°) ¥et ¥, ont pour fonctions caractéristiques respectives, @, (f)=(1-2.iz)* et

®, (1)=(1-2.if) ? . Considérant la fonction caractéristique ®, (1) de la variable
aléatoire V,, l'indépendance de ¥ et de V, entraine @, , ()=, (1).®, (£). Ainsi,

(1-2if) ? , e .
e =(1~-2if) * ,ce quiétablit le résultat cherché, 4 savoir

(-2in?
V —V, suit ta loi du chi- deux & n—n, degrés de libertés, soit y*(n-n,).

obtient-on O, (1=

I

e_z
oy

1
On notera que la fonction F(%)z -Em t? [.e".dr est égale, suivant le changement de

[-4°) Lorsque n=1, la variable y*(1) a pour densité de probabilité g(y)=

2

variable ¢=u’, a lintégrale L““ ®  Dudu,soit 2. j:" e du =1 . Ainsi, 72(1) a-t-elle
H

¥

2

. e
pour densité de probabilité g(y)= J_— .
2ry

Cec dit, considérant la variable aléatoire X , normale, centrée, reduite de loi Ni10.1),

_"2_' ‘
c'est 4 dire de densité de probabilité F(x)= 5.2_ , le changement de variable ¥ =X~
Fis

conduit au calcu] ci-dessous, le caractére non injectif de la transformation appelant ici des
précautions  puisque  Prob(0<¥Y < y)=FProb(—Jy<X =< ‘[y_) et  non  pas

Prob(0< X < [y) .
Dés lors en recourant i la fonction de répartition, F(x)=Prob(X <x), on obtient
I’expression Prob(0<Y < y)=F (J;)—F (m‘[y_). Désignant par g(y) la densité de

< ‘ .
probabilité de Y, il en résulte g(y)= dProb(0<Y <y) = F (‘[y_) —-(~ F (‘[y_)) .
dy 2.4y 2.y

2
Mais, pour tout u,F (u)= f(u), avec pour le cas présent, f(u)= jz_ {puisqu’il
¥4

W e

s’agit de la loi N(0,1)). Finalement, g(y}= + = . 11 s’agit bien de
22y 24y ay

Ll

laloi du y* & un degré de liberté.

i=n — i=# _ 1
11-1°) On peut éerire (n7-1).5° zZ(X,. -Xy =Z[(Xr —m)ﬂ-(X—m):I , €& qui conduit
i=l i=1
au développement {n— l).g"5 = i (X,-m) + 2(? —m)? —2.2 (X, - m)(X —m).

=1 =l 1=i
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Or, d’une part Z(X m)’ =n{X —m), et d’autre part, Z(X m).(X; —m) est égal

i=1

a (X- m).(ZX,. —nm)= n.(}- m)’ puisque ZX = nX. En définitive, on obtient
i=l i=l

Ai <X - m X-m)

A“i‘ Z( - ( )

——— qui est l¢ résultat annoncé.
o

Pexpression (r—1).

M-2°-a) S’agissant de variables aléatoires normales, l'indépendance de X avee les
variables X, — X revient & montrer la nullité de la covariance (puisque cela devient alors
une condition nécessaire et suffisante).

Cette covariance est égale a E [}.(X = })] -k (}).E (X, —}) , expression dans
laquelle Ie second terme est nul puisque, par linéarite,
E(X,-X)=E(X)-E(X)=m-m=0. Quant au premier terme, son développement

k=n

— — k=n —
conduit a E[X.(X,, —X)]:E{Z%—X J ZE(X A)- E(X }, compte tenu

k=1

de la linéarité de I’espérance mathématique.
2

Mais, E(fz) = Var(f)+E (E)2 = i m* Par ailleurs, I'indépendance deux 4 deux
n
des variables X, et X, entraine cov(X,,X,)=E(X, X )~ E(X)).E(X;)=0, ou encore

E(X,.X,)=E(X)E(X)=m". Enfin, E(X])=Var(X)+E(X ) =’ +m".
k=n k=n
I s’ensuit ZE(X X, )=ﬁ E(X)+ ZE(X X, )—— [(a2 +m’)+ (n=lym’ |,
ktx
cecl compte tenu des expressions obtenues ci-dessus, En conséquence, £ [f.(X,, ——f)]

1 a’ - . . —
est égale & — (07 + mm®)—— —m" = 0. Ceci établit la nullité de la covariance entre X et
" n

X - X , ésultat vérifié pour tout i/1<i<n.

Se référant A 'approche géométrique des variables aléatoires et du probléme de la
corrélation lindaire, on remarquera que !'indépendance ci-dessus, se¢ traduit au regard du
produit scalaire classique < X,Y »=E(X.Y), par ['orthogonalité de X avec X, -X,

(X 14X, -X }, et mémg par I’orthogonalité de X avecle sous-espace vectori¢l engendré
parles X, - X, soit H = Vect(X, - X, X, - X,..,X, - X).

11-2°-b) Dans la mesure ot I'indépendance de X et de ¥ entraine pour toutes fonctions ¢
et w et ceci V(X,Y), l'indépendance du couple {p(X),w(Y)) (résultat justifié dans les
rappels de cours précédents -> cf. paragraphe 6), il en résulte Pindépendance (ou encore,
Iorthogonalité) de X avec chacune des variables (X, - X) et 4 fortiori avec le
sous-espace vectoriel qu’elles engendrent, soit :

H =Veet((X, - XY, (X, - X ), (X, —Yﬁ:{mz =§ai.(X,. —?)2}.

i=l
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Ce résultat est vérifié entre autres, pour 1a somme Z(Xl -X)Y eH ot méme pour la
=]

el
pour la variable aléatoire M‘E_
o}
. - 0§ o
11-2°-¢) De V'indépendance de X avec (n_2)_+ et toujours pour les raisons développées
o

en 2-b) quant au lien entre I'indépendance de X et de Y et celle de @(X) et y(¥),
découle Vindépendance de 7, = n(X=")? avee =I5
a

< X, —m . . . o
H-3°%) V= Z(——’—f suit, en sa qualité de somme de » variables aléatoires,
: o
indépendantes, de loi normale, centrée, réduite, N(0,1), la loi du chi- deux a n degrés de
libertés, soit x*(n). Ce résultat mentionné dans les rappels de cours est une conséquence

o e g . . . X, —-m,,
immédiate des propri¢tés établies dans la partie I, puisque chague variable (— m)_ est

de type #7(1) et que la somme deux variables ¥°(1) suit une loi y¥*(2) et amsi de suite...

« D’autre part, ¥ =U%, ot U suit la loi normale N(0,1} puisque E(X)=m et

0'/ J_

que Var(X) = 9 Laloide ¥, est donc, d’apres la question 1-4°), la loi du chi- deux a

Vn

un degré de liberté, soit °(1).
« Par ailleurs, on a montré dans les questions II-2°) précédentes que les variables 7] et

(n—)
o’

étaient indépendantes.

(n- I)S

. Enfin, il a été établi dans la question 1I-1°) que ———— =V -V].

De tout cela, et compte tenu du résultat €tabli 2 la question [-3°), on en conclut que

(= ) suit la loi du chi- deux & n—1 degrés de libertés, soit " (n-1).

11-4°) 11 est rappelé que si X et ¥ suivent respectivement la loi normale centrée réduite,

N(0,1), et la loi du chi- deux & n degrés de libertés, y*(n), la variable T = J;; suit Ja
n

loi de STUDENT & n degrés de libertés, soit T(n) (résultat mentionné dans les rappels de
cours « paragraphe 1 » et dont la démonstration est faisable A partir des techniques
X-m

ar
(n— 1)S/

{(n-1)

usuelles de calcul des probabilités). Or, —
T
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Par identification de Pexpression précédente avec T, on reconnait, au numérateur, la
variable normale centrée réduite (de toi N(0,1)), soit X', et au dénominateur, la variable

ol
1/Y/ ou, ¥, qui est égale a (n-1)5 /3 suit 1a loi du chi- deux & v =n—1 degrés de
n—1 o
libertés, soit > (n—1), d’aprés la question précédente [1-3°),

Dans ces conditions, T = suit la foi de STUDENT @ v =n-| degrés de

n-1
libertés compte tenu du rappel précédent.

o n . . . X-m X-m
Les résultats qui viennent d’étre obtenus ici relativement aux lois de T,A——, et
n 8
var

S pour des échantillons gaussiens, constituent le théoréme de FISHER.

1.2 Paramétres représentatifs des statistiques décrivant la variance
Enoncé : On considére un échantillon de taille #, soit (X, X,,...,X,), de n valeurs

indépendantes d’une variable aléatoire X de moyenne m et de variance o,

1 i=n . ~3 1 i=n - o ., .
—.Z(X,—m)“ et § =—.E(X, — XY les statistiques assocides 4 la
n n-

i=t =1

Sojent S%=

variance (respectivement lorsque m est connue ou non).
~2

1°) Calculer E(S*) et E(S ).

2-a) Calculer Var(S?).

2-b) Calculer Var(S ).

2-c) Etudier le cas particulier o (X, X,,...., X,) estun échantillon gaussien de » valeurs
indépendantes d’une variable aléatoire X de loi N(m, o).

Solution : 1°) La linéarité de |’espérance mathématique permet d’écrire immeédiatement,

1 _[& 1& nal
le développement E(S*)=~.E X -ml =—NYEl(X.-m |="—"—=02,
évelopp ()N{E(*’")J,,;[(*’”)] —=0

i=l

i=|

Drautre part, (n—1).E(5 )= E{i(){i —})2} = E[i(Xf 2XX+X )}, soit par
i=1

i=n g

décomposition, £ [E’:X, 22X .iX i+ E’:}_} Mais, j:Z"Xi =nX et ZX —nX .

=] i=| i=] i=1 i=i

A2 i=n — —
Ainsi, (n—D.E(S)=F [Z)(f -2nX : +nX }, soit par linéarité de [espérance

i=l
mathématique, (n—1).E (3’2) = E,:E (Xf) - n.E(fz) .
i=1
Or, Var(X,)= E(X))~E(X ) = E(X}) =a? +m® ¢ Var(X)=E(X )-EXY =
a

T2 : 2 a2 1,2 o’ 2 2
E(X )y=——+m" . llentésuite (n-1.E(S Y=n(o"+m)—n(—+m)= (n-1)c’.
n n
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Finalement E(§2)=0'2. Lorsque la moyenne m est inconnue, on remarquera ici que
la statistique S* =%.§(Xi — Xy conduirait 4 Iespérance E(S'z)znT_l.az. Ainsi 1a
=1
moyenne des estimateurs de o faite 4 partir d’une suite d’échantillons de taille 7 et de fa
statistique S :l.i()(r — X)* conduit-clle 4 une valeur moyenne limite « biaisée » par
) 7

- \ - PP [y L e +
rapport 4 la valeur inconnue o 4 estimer. D’0d, le recours A la statistique S =—1.S ?
n_

pour compenser cette « errenr de parallaxe » (se reporter au chapitre IT).

2-a) Var(Sz)=i2.Var(Z(A" -m)’). Or l'indépendance deux a deux des variables
n

=l
aléatoires X, voirc X, —m , entraine I'indépendance deux 4 deux, des variables (X, —m)’
(ct. calcul mené en rappel de cours du présent chapitre, paragraphe 6).

Ainsi Var(i(X,. —m)?) = iVar[(X,. -my’ | = E[(X,-m)'] —[E[(X,. —my? ]]2 , soit

var (2 (X, ~m)" )=, —c* ou u, désigne le moment d’ordre 4 des variables centrées
i=l
4
X, —m . En conclusion, Var(S*)= H O
n

2-b) Var(§2) =-(Ll)2.Va{z (X —Y)z J Pour simplifier les calculs qui, au demeurant.
n- i=l

restent lourds, il est propos¢ de travailler sur les variables centrées U, =X —m dont

I’indépendance est induite par celle des X,.

i=n

« Ona X=ZM=m+a dvec U=+ Ainsi X, - X = (U, +m—U —m), soit
n n

X, ~X=U,-U eta fortiori :

Var(g' 2) =

Var{jf:()(r_—})z}= l Varlii(Ui—a)lJ.

i=] (n - 1)2 ‘ i=1

Par contre, il est facile de vérifier que les variables X, ~X et a fortiori, les variables

(n-1)*

U, —U ne sont plus indépendantes deux i deux, malgré I'indépendance des X, (resp. des
U,).

» On peut écrire .’S\'2=%.(ZU?—71.(M)Z). Par ailleurs, on a par
n- i=l h

- ~ ~ ]
définition, Var(§) = E{(Sz)ﬁ}—[E(Sz )} . le dernier de ces deux termes étant égal & o

d>aprés le résultat de la d question. Avant de passer au développement du carré de §2 ,

i=n f=n

~2
on peut écrire § =L1. U+ U +..+U? "iz.(U]2 +U 4.4 U+ D UUY
n- n i=t j=1

£E)



18 Chapitre I — Echantillonnage

Ainsi,  § = Z(i——)Uz—w ZJZU U, ): ,. Mij.Uj.
i=l izl 4=t i=l (" 1) i=l =
>

~2 i=n j=n
Dans ces conditions, E [(S )2} ( Z 1) U,U,y |. Décomposant
=l =l j—1
i !
i=n 1 I=n j=n
cette différence en posant A= ZU ! e B= : U.U,, on obtient
ns n{n=1) =3
izj
) ) 1 i=t 4 i=n j=n 2 1 i=m j=n k=n ,
successivement A =~5.ZU;. ZZU , AB=— UUU, et
L == n (n 1) i= j=l k=1
ij 7
i=n j=n i=n j=nk=n
enfin B = .| 2. ZZUf U: T+ Z Z Ut U, U, {. S’agissant de cette derniére
i=l j=l i=l J=1 k=1
iwf ik

expression de B’ et plus particuliérement du coefficient 2 portant sur le premier de ses
deux termes, il suffit de faire un développement pour le cas particulier n=3, par
exemple, pour s’apercevoir que les doubles produits (U.U)).(U,.U,) générent une somme

supplémentaire de U’ .Uf . ce qui motive le facteur multiplicatif en question,

+ LD’mdépendance deux & deux des U, et des U, entraine E(U .U )=E(U).E(U )=0
puisque, par ailleurs, les variables U, sont centrées. Plus largement, les variables p(U)) et
w(U ) sont indépendantes pour toutes fonctions ¢ et y , ce qui dans le cas de la fonction
z— 7*, implique "indépendance deux a deux des U et des U?. On a done, par nullité de
la covariance, E(U2U%) = E(U?).E(UY) =c* (puisque E(U?)=Var(U)+[EU)], avec
E(U;)=0). De méme, E(U;U,U,)=E(U})EU,)EU,)=0 (toujours en raison du
caractére centré des variables U,). Enfin, E(U}.U,)= E(U;).E(U,)=0.

« En définitive; E[(§2)2] =E(4 -2 AB+B), clest-a-dire :

E[(§2)2] ZE(U4 ZE(U U+t5—— pry ZE(U U?), tous les autres

f:éj ij
termes &tant nuls pour les raisons précisées ci-dessus.

a2 2 ~2 P
» Finalement I’expression de Var(S ), qui est égale & £ [(S )ﬂ—[E(SZ)} , 8’¢écrit
compte tenu de tous les résultats ci-dessus :

Var(S) np.,, n(w—l)0_4_|_2.;1.(:1—1).0_4_(74:&L (n— 3)
" o A(n-1) n n{n- 1)

(4, désignant, pour rappel, le moment d'ordre 4 de la variable centrée U, soit

=E(U,.4)=E[(Xi~«m)4:|.
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X,—-m

2-¢) Dans le cas d’échantillons gaussiens, p, = E [(Ji’r —m)é] =g*E {( )4}, ol la

variable aléatoire &= X,-m désigne la variable normale, centrée, réduite, de loi
oy
fl
t4.exp(~5) E
N(O,1). Ainsi, p,=c' | ———=—-dt. Posant U=+¢,dV =texp(——), soit
4 J:j P P 2

£ I :
dU =31 dt et V = -exp(~ _5) , it vient immédiatement, suivant intégration par parties

1 3 £17 36% =, £
=——I|-rexp(——)| +F5==.| #.cxp(~=).dt
Hy \/’2;[ p( > ):l_m m E p )
Le premier de ces deux termes est nul. Quant au second, on reconnait, dans !'intégrale

2
ﬁ. f: tz.exp(—%).dt, le moment d’ordre deux E(&?) dont il est immédiat qu’il est

égal 4 1, puisque Var(@):E(éz)—[E(é)]zzl et que E(£)=0.Enbref, g, =30

4

et Var(g':) = 20 .
n-1

20

1l s’ensuit, Var(S*) =

1.3 Distributions d’échantillonnage des rapports de variances (loi de FISHER -
SNEDECOR)

Enoncé : 1°) On considére deux variables aléatoires indépendantes, soient Xet Y,
suivant respectivement les lois du chi- deux 4 n et p degrés de libertés.

[-a} Exprimer le lo1 de du rapport Z = )%, .

X/
1-b) En déduire que la variable F = 7" it 1a loi de FISHER-SNEDECOR 3 n et

Y
Vo
p degrés de libertés.

29) Soient (X, X, X)) et (Y;,}’z;....,Yp) deux échantillons.indépendants de tailles n et
p extraits de deux populations normales de moyennes respectives m, et m, et de

variances respectives o et o, (échantillons gaussiens).

i=n i=p
2-a) Considérant les statistiques S> =i.Z(X,. —my) et S; =l.Z(Y, ~-m,Y , montrer
nS

=
St/

. 44 . . . .
que la statistique F = S/ —*- suit la loi F'(n, p)de FISHER- SNEDECOR 4 # et p degrés
¥
oy

de libertes.

- = = 18 o,
2-b) On forme les statistiques §% = lz (X, -XYetSI=—2 (L-Y).
n ra
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nS"% i(n~).o}
pSy/(p-Day
SNEDECOR 3 nn—1 et p —1degrés de libertes.

Montrer que la statistique F = suit la F(n-1,p—1) de FISHER-

3°) On considére deux échantillons de tailles respectives 20 et 30 extraits de deux
populations distribuées normalement avec des variances respectivement égales 4 25 et 16.
Quelle est 1a probabilité pour que la vartance du premier échantilion soit supérieure au
double de celle du second de ces échantilions ?

Solution : 1-a) Par définition (cf. rappels de cours), X et ¥ qui suivent les lois y*(n)et

LI L
2 o . . x? e? v oe? .
x (pyont donc pour densités de probabilité respectives — et = , ce qui

DR a2 1 P
2.1“(2) 2.F(2)

entraine, pour le couple (X.Y), la densité de probabilité élémentaire :

X p‘! y

Ry X =
x2 elty? g?

dx.dy
22221"( o 7y

Pour déterminer la loi de Z =)%,, on va utiliser le changement de variables

(X=Y.Z,Y =Y), transformation dont le¢ jacobien est J=

0
1[=Y. Ainsi (¥,Z) a-t-il

LS N |
2 Z 2 2 2
" s s ozt oyt eyt ey
pour densité de probabilité élémentaire . Y aydz .

2’r& )22r(p)

La foi des probabilités marginales conduit 3 1a dens1te ®(z) de la variable aléatoire 7
( m—_p_l ) y.(1+2)

L}
22yt e oy
'r . Posant M:;,:J;: 24 et aﬁ;:%fd’_’

i savoir ¢(z) =

22 2 i+z’
22211_( )F( 2y +z +z
o B '”_p_[
22 2222 w? etdu
on obtient ¢(z)=—-: i soit aprés simplifications et rappel de

22272 )22r(p)(1+z) 2

a+p n_
_2_) 22 H

FOTE) (4

I(

I'expression de ['intégrale d FULER, I'la) = J:mt“ e dl, p(z)=

, Z . . o .
2-b) Le nouveau changement de¢ variable F = p.— conduit, pour la variable aléatoire F a
n

A+ p n
,,,,, F(2)i'ﬂf:*pp"fdf

mpoon

F(*)F(‘) (p+nf)® p* .p

Aprés simplifications, il reste pour ce qui est de la densité de probabilité yw(f)de la
variable aléatoire F', ’expression donnée en page suivante.
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r(?’1+p

v(f)=- >
TOTE) (pnf)®

la densité de probabilité est rappelée au début de ce chapitre.
Z 2
2°) Les statistiques n.S% , et 4 "%3 suivent les lois du chi- deux, respectivement & n
A ¥

et pdegrés de libertés (cf. rappels de cours). De la question précédente, il résulte que la

) .n;.lr)f.f;_I
i . 11 s’agit bien de la Joi de FISHER-SNEDECOR, dont

n.S; Si, 7
_ no / o .
statistique F =_TS/“—/&=-§2—"—X suit la loi de FISHER-SNEDECOR, F(m,p)a n et
Py 174
/ p‘o-f'% /o-iz’
p degrés de libertés.

12 7]
« De méme, les statistiques n§ % , et 4 'S%2 suivent les lois de chi- deux,
X ¥

respectivement & n—1 et p-1 degrés de libertés (cf. rappels de cours et application 1.1
nS" 4 .
AL I
pS Yy .
// (P - 1)-0';

FISHER-SNEDECOR, F(n—1Lp-1)a n—1 et p—1degrés de libertés.

du présent chapitre). 1l s’ensutt que la statistique F =

=y — l =y _ o ) o

3°) Soient 5% =—I—Z (X,-X) et §5 =——.Z(K. ~Y) les statistiques qui décrivent
n_y i=l Y =l

les vanances calculées pour chacun des échantillons prélevés respectivement dans les

deux populations considérées (n, =20,n, =30,0 = 25,6} =16). Précisons cependant

qu’en a pris ici les variances calculées sur I'échantillon et non pas les variances corrigées
—2 —2
S, etS, .

2

1t s°agit ici de calculer la probabilité Prob(S"; ~2.5%), soit Prob(S X (T he 2y. Or,

Y
n 8%/
2
la variable F= —— 7 P 0I5 Gl 1o e FISHER-SNEDECOR, F(n, 1,1, —1).

my .57 ,
(n, -.o,

12 _ 2
Ainsi, Prob( 1/, »2) = Prob(F = 2.7 0G0y ot prob(F >1,30) ob F estla
5% ny(n, 1oy

ioi de FISHER-SNEDECOR, F(19,29).

Des tables plus élaborées que celles annexées au présent ouvrage sont nécessaires ici
pour obtenir un résultat suffisamment précis. En effet, ces tables indiquent, pour
v, =20,v, =29, les résultats Prob(F ~1,94)=0,05 et Prob(F>2,21)=0,025. La
seule conclusion qu’on peut en tirer est que Prob(F »=1,30) est nettement supérieure a
0,05 voire 0,10.

En fait, I’appel & un calculateur trouvé sur internet fournit plus précisément, pour la loi
F(19,29), et par approximations successives les évaluations ci-apres.
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L’appel a ['un des calculateurs accessibles par internet fournit plus précisément, par
approximations successives et pour la loi F{19,29}, les évaluations :
Prob(F ~1,684)=0,10 - Prob(F »1,404)=0,20 - Prob(F »1,230)=0,30
Prob{F »131)=0,25 - Prob(F »129)=0,26

La réponse cherchée est donc environ, 0,253.

1.4 Distributions d’échantillonnage des différences de¢ moyennes

Enoncé: Considérant deux échantillons indépendants de tailles n et n,, soient
(X, Xy X, ) €t (7,1, T, ) extraits de deux populations £ et F, dont les moyennes

gt variances sont respectivement (m,m,) et (a7,a7), il est proposé de déterminer la

i:rr, =,
I 37 A 3¢ 4
distribution d’échantillonnage de la statistique X' —¥ (avec X == et ¥ =

n n,

).

PARTIE ]

On suppose, dans cette partie, que les variances cr,2 ct crj sont connues.

1-1°) Caractériser la loi limite suivie par la statistique X —Y dans le cas de grands
échantillons (#, 230,n, 230).

I-2°) Quelles conditions faut-il impeser pour conduire les calculs & terme dans le cas de
petits échantillons (7, < 30,1, <30} ?

1-3°) Les lampes électriques fabriquées par un industriel 4 ont une durée de vie moyenne
de 2000k avec un Ecart-type de 300k. Celies fabriguées par un industriel B, ont une
durée de vie moyenne de 1500k avec un écart-type de 2004 .

Testant des échantillons aléatoires de tailles 100 et 130, respectivement pour chacune des
fabrications en question, déterminer la probabilité pour que les lampes prélevées dans la
fabrication émanant de A aient une durée de vie moyenne au moins supérieure de 600k i
celles prélevées dans la fabrication issue de B.

PARTIEII
On suppose, dans cette partie, que les variances o} et ¢, sont inconnues.

II-1°) Dans I’hypothése de grands échantillons (n 230,n, 230), par quelle loi limite
peut-on approcher la loi de X —Y 7.
11-2°) Etant cette fois, dans I’hypoth¢se de petits échantillons (n, < 30,1, <30) et

suppesant o, = &, =0, caractériser la loide X -Y .

I[-3°) Sotent deux populations de chevaux de courses, & savoir les bons sauteurs et les
mauvais sauteurs. On étudie la hauteur du garrot que I'on suppose étre distribuée
normalement (c'est-a-dire suivant une loi normale), dans les deux populations. Pour cela,
on préléve un échantilion dans chacune de ces deux populations, ce qui donne les résultats
présentés dans le tableau présenté en page suivante.
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Population Taille de Moyenne Ecart- type corrigé
I"échantillon *)
Bons sauteurs n =50 x =164 ;\] =4,7
Mauvais sauteurs n, =40 }; =161,5 ;; =3,2

f=n

(*) On rappelle que 5= le X, - X
h—=1 g

H-3°-a) Dans I’hypothése ol la hauteur du garrot est la méme (en moyenne) pour chacune
des populations « bons sauteurs » et « mauvais sauteurs », dans quel intervalle se situe la

statistique d = ‘Yl— E‘ dans 95% des cas ?

1I-3°-b) Les résultats observés ici, pour —XT et X, sont-ils conformes & I’hypothése
susmentionnée suivant laquelle il n’y a pas de différence significative entre les moyennes

au garrot des bons et des mauvais sauteurs ?

II-3°-c} Reprendre la question précédente dans le cas de deux échantillons d’effectifs
n=15ct n,=12.

Solution : I-1°) Pour n 230 et n,230, le théoréme central limite justfie la

>.X, PR
comvergence de chacune des statistiques X == et ¥=-1— vers les lois normales
n n,
o} o! = =
respectives N(m,,—L) et N(m,,—%). Il en résulte que la différence X -Y converge
n 1,

également vers une foi normale d’espérance E(X)-E(Y) suivant la lindarité de
I'espérance mathématique, et de variance égale a Var(?)+Var(I_/) et non pas
Var(X)—Var(Y), car il ne faut pas oublier que Var(a.X}=a*Var(X),¥(a,X).

2 2

Finalement, la statistique X-Y converge vers la loi normale N(m, —m,,—+-—2), ce
B

?—?-(m,—mz)

qui 8’écrit aussi —
’0' 0.

futt gt 3

Boon

1-2°) Dans le cas de petits échantillons, cette convergence n'est plus vérifide et la
connaissance des lois de X et de ¥ est nécessaire pour mener 4 terme un calcul exact.

converge vers la loi normale, centrée, réduite, N(0,1).

En particulier, dans le cas d’échantillons gaussiens, X et Y sont des variables
XY (m—m,)
0.l

L+
nooom

aléatoires normales et on aura donc qui suit la loi N{0,1).

2
T

1-3°-a) Avec les notations précédentes, on a pour I'exemple proposé,
(m, =2000,n, =100,c, =300) et (m, =1500,n, =130,0, =200).
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On cherche a évaluer Prob(X —Y >600). Les conditions de convergence vers la loi
X —Y —(2000-1500)

dont aprés caleuls,

normale étant satisfaites ici, on a donc
f3002+2002
100 130

X —Y -500

YT qui suit, approximativement, la toi normale N(0,1).

I’expression s’ écrit

Ainsi, Prob(X -Y 2600) s’écrit, en notant par & la variable normale, centrée,

600500
34,75

»

réduite, N(0,1), Prod(é = =2,87)=0,0021.

» On notera que ¢’est trés faible, mais il est bien évident que les fluctuations de X etde
Y diminuent trés sensiblement quand on augmente la taille de Iéchantillon (plus
précisément, cette variation est inversement proportionnelle 4 Jn ).

II-1°) Dans le cas oli o, et o, sont inconnues, le théoréme central limite autorise 1ci
encore, lorsqu’il s’agit de gramds échantillous, la convergence de la statistique
XY —(m —m,)

Boon

~2 ~2
. ol o S, S,
On pourra alors finaliser les calculs en approchant |—-+—% par ,/——+-—2- avec
LT B

—~ = —, —~ = _.
DA I TN XA
By =iy

1 ]_1'

vers la loi normale N(0,1).

i=]

1I-2°) Dans le cas de petits échantillons, 'hypothése o0, =0, =0 est quasiment
incontournable pour mener a bien les caleuls (car dans le cas contraire, il faut recourir a
des tables trés complexes en fonction du rapport des variances).

» On notera cependant qu’en dépit de son caractére restrictif, cette hypothése d’égalité de
la variance entre les deux populations, est souvent vérifiée. En effet, ce qu’on mesure
principalement, ce sont les traitements ou les fabrications d'un méme objet ce qui
généralement ne modifie par la variance, du moins a un instant donné. Cette derniére est
plus fonction de I'usure d’une phénoméne au cours du temps, que des variations
instantanées de réglages.

« Regroupant les deux échantillons de tailles » et n, pour former un estimateur
—~2 S:«Z
~2
commun de o] et o, soit S, on remarque que (m,~D.=% et (m,—1).=%- suivent
o 7

respectivement les lois du chi- deux, y*(n —1) et %" (n, ~1) (se reporter a I"application 1.1

-~ 1

. S
du présent chapitre). Il s’ensuit que (#, —1).%4'(}’11 —1).~%- suit 1a loi du chi- deux de
!

type yx'(n —1+n,-1), soit x’(m +n,—2) (toujours d’aprés le méme exercice 1.1

mentionné ci-dessus).
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~2 —~2 ~2
(i, -1).8 +(n, -3 (n ~1+n —1).5
1 1 5 2 par | :22

, on conclut ainsi que la

+
» Remplacant
o
~2

statistique (1, +n, —~2).—'S-'? suitfaloi y'(n +n,-2).
o

?_)—,—(m] _mz)

X-¥ J’JLLL U
. Dans ces conditions, =— _l(ml Imz) = h =, s’identifie & —V—— ,
sl Jmen-n § ——
G (m+n,-2) a* SR

ou U suit la loi normale, centrée, réduite, N(0,1) , et ou V suit la loi du chi- deux a
v=n+n,-2 degrés de libertés, soit y’(n, +n,—2). Conformément aux résultats
montrés dans Pappheation 1.1 du présent chapitre, il s’agit de Iz Joi de STUDENT &
v =n +n,— 2 degrés de libertés.

11-3°-a) Dans 1’exemple proposé ici, on se trouve dans le cas de grands échantilions avec
des variances inconnues ef non nécessairement égales. D' aprés les résultats de la question
X~Y-(m~m,)

2
(o8 7.
| + 2

noom
(« suit » et non « converge vers » car la distribution de référence (celle du caractére émdie
qui est en I’ oecurrence la hauteur du garrot, est supposée Etre une lof normale).

II-1°) précédente, la statistique suit donc la loi nommale N{0.1

Désignant par £, le nombre vérifiant Prob(—t, <§ <1, )=0,95, ol £ est la variable
normale, centrée, réduite, de lot N(0,1), il vient par lecture dans la table des valeurs de &
(cf. annexes), ¢, =1,96. Il en résulte immédiatement et sous 1’hypothése m, =m,,

2 : 2 b
Pencadrement 1,96, |21+ %2 <X X <1,9. /"—w“—z.
. oo oo

Remplagant o, et o, par leurs estimations ;1 =4,7 et 5; =52, il vient
numériquement, I’encadrement cherché -2,07 SZ—EQQ, 07. Ce résultat, signifie
que, sous I’hypothése d’une hauteur moyenne de garrot égale pour les bons et les mauvais
sauteurs, la différence des moyennes Z et Fz associées aux échantillons de tailles 50 et

40, respectivement prélevés dans les populations «bons sautewrs » et wnauvais
sauteurs », se trouve comprise entre -2,07 et +2,07 dans 95% des cas (soit, 3 I'extérieur de
cet intervalle dit « de confiance », dans 5% des cas).

» Or, concrétement, et pour ’exemple choisi, on a x, —x, =164-161,5=2,5. Il sagit
d’une valeur 4 ’extérieur de I'intervalle susmentionng. Il est donc prudent ici de rejeter
Vaffirmation « i n'y pas de différence de hauteur de garrot enive les bons ef les mauvais
souteurs», le vrisque pris a travers cette décision étant celui d’avoir

Y,— Z ¢ [—2,07; +2,07] alors qu’on a m, =m,, soit 5%.

Cet exercice préfigure la décision statistique (théorie des tests), développée au
chapitre III.
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+ La théorie exacte qui consisterait 4 supposer o, =0, =c et 4 utiliser la statistique
f—-l_/—(m, —-m,)
A

!’Il ?1‘2
4 I'estimation 5 = 4,9278 . Considérant, par ailleurs, la loi de STUDENT 4 50 +40-2 =88
degrés de libertés, soit T', et le nombre ¢, vérifiant Prob(—t, <T <¢,)=0,95, il s’ensuit

ot (n +n, —2).3‘2 =(n - l)..§ i +(n, —l).S‘;2 conduit, numeériquement,

t, =199 et ’encadrement :

~1,99x4,9278 x /l+igZ—X < +1,99x 4,9278 x }l+i
50 40 : 50 40

Apres calculs, on obtient le résultat -2,08 SE~Z£2, 08 qui est trés proche du

résultat antérieur, ce qui valide I’approximation faite précédemment en remplagant les o,

par leurs estimations s, .

11-3°-b) Par contre, lorsqu’on a des pefits échantillons la méthode exacte qui consiste i
supposer g, =o, =0 et i passer par la /oi de STUDENT est incontournable. Par exemple,

pour #, =151, =12, on trouve successivement s=4, 9262,r, =2,06, et I’encadrement

-3,93< X, - X, <+3,93.

Cette fois, la méme différence ohservée ;,—g=164—161,5=2,5 se¢ situe dans la
zone d’acceptation de ’hypothése "m, =m,". En fait, et comme on le verra dans le

chapitre 111, ’augmentation de la taille des échantillons et & fortiori des informations
disponibles, affine la précision des conclusions et la pertinence de la décision.

» Enfin, dans cette application comme la suivante, on considére extraire des échantillons

de deux populations différentes. Mais, 11 est bien évident que les résultats obtenus ici
demeurent valides lorsqu’il s’agit de comparer deux échantillons au sein d’une méme

population.

1.5 Distributions d’échantillonnage des différences de proportions

Enroncé : On considére deux populations P, et P, au sein desquelles un caractére C donné
est rencontré avec les probabilités respectives p, et p,.

1?) On forme deux échantillons indépendants et avec remise extraits de chacune des deux
populations en question et de tailles respectives n, et n,. On considére les statistiques K
et F, définies par les fréquences observées de C dans chacun desdits échantillons
(fréquences empiriques), Supposant #, et n, assez grands (en pratique, n 230,n, 230),
préciser vers quelle loi converge # - F, ?

2%y Une étude révéle que dans une population donnée, 35% des personnes ont les yeux

bleus. Quelle est la probabilité pour que les fréquences observées sur deux échantilions
distincts de taille 200 extraits de cette population, soient distantes d’au moins 5% ?
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Solution : 1°} Se référant a la variable X, égale au nombre de personnes ayant les yeux
bleus parmi les 5, personnes constituant I’échantillon extrait de la population 7, il est
immédiat que X, suit la loi binomiale B(n,p,) dont la convergence vers la loi normale
est assurée pour », 230 et pni trop faible, ni trop voisin de 1. Plus précisément, il s’agit

de la loi normale N(n.p,,6° =n.p.q)).

Quant 4 F =—1, c’est aussi, & la limite, une Joi normale d’espérance
"

1 . 1 . . .
E(F)=—E(X,)= p, et de variance Var(F)=—5n.p.g, = P4 Bien entendu, il en est
g 1 ,
de méme pour F, dont la loi limite est Ia loi normale N(p,,0° = &'q—?).
",

» Dans ces conditions et compte tenu de 1'indépendance entre les échantillons, la
statistique F-F converge vers la  loi normale de  movenne
E(F, -FE)=EF)-E(F,)=p —p, et de variance Var(F - F,)=Var(F)+Var(F.). soit

Var(F - F,) = Py Pe®y Une autre fagon d’écrire ce résultat est la convergence de la

m m
variable, centrée, réduite, M vers 1a variable normale de o1 N(G.1).
Pl Pt
n ,

2°) Comme il a été remarqué en fin d’application I-4°) du présent chapitre, le
raisonnement susmentionné reste valable lorsqu’il s’agit de comparer deux échantillons
issus d’une méme population. Ainsi, transcrivant les conditions de 1’application

numérique proposée, on a p,=p, =p=0,35 et n =n, =200, la question posée étant
d’évaluer Prob{|F, - F| 2 0,05).

& étant la variable normale, cenwée, réduite, égale a (puisque

P, = p, = p), la probabilité cherchée s’écrit en définitive :
0,05

Prob(|Z|> —
\f0,35X0,65.1’5(E+ﬁd

Utilisant 1a table annexée qui donne les valeurs de la fonction de répartition I{#) de la
variable  aléatoire normale, centrée, réduite, &, on a immédiatement
Prob(|&|>1,048) = 2.Prob(& 21,048)=2.[1-Tk(1,048)] = 2.(1- 0,853) = 0,293.

=1,048)

1.6 La différence entre estimation et estimateur

Cet exercice illustre les propriétés mises en évidence dans les applications précédentes
concernant moyenne et variance et permet de bien comprendre ia différence entre 1a donnée
particuliére d’nn échantillon et la distribation d’échantillonnage, voire plus largement le

principe de inférence statistique.
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Enoncé : Une population comprend les valeurs suivantes 3,5,7,9,12 relativement 4 un -
caractére donné.

1°) Evaluer la moyenne et ’écart- type de ces valeurs au sein de la population.

2°) On se propose d’estimer ces paramctres a partir d’échantillons de taille n=2 extraits
avec remise de cette population ef ceci de fagon uniforme.

2-a) Enumérer tous les échantillons qui peuvent tre ainsi exiraits et pour chacun, calculer

la valeur de la statistique X =-=1—  Interpréter la série de valeurs ainsi obtenue.
L3

2-b) On forme la moyenne des valeurs ci-dessus. Quels résultats obtient-on et quelle
interprétation peut-on en tirer ?
2-¢) On forme la variance de la série des valeurs exprimées a la question 2-a).
2
. . . = O
Se rapprochant de la question 1°), retrouver ainsi le résultat classique Far(X)=—-.
n

2-d) Pour chacun des échantillons énumérés en question 2-a), calculer les variances
IS .- %y
i=]

2-¢) On forme la moyenne des variances susmentionnées en 2-d). Interpréter ici encore le

assocides S* =

~2Z
résultat obtenu et retrouver I’expression classique E(S )=o”.

Solution : 1°) Les cing valeurs qui sont proposées ici au sein de la population considérée

de taille ¥ =35, ont immédiatement pour moyenne m et pour variance o :

3152 +7°+9°+12°
5

2-a) Les échantiflons de taille » =2 que I’on peut extraire avec remise de la population en

question de taille N =5, sont en nombre égal 3 N" =5"=25. Plus précisément, leur
énumération conduit a la série d’échantillons ci-dessous :

3+5+74+9+12
m=

=72¢eto’= —(1,2Y =9,76, soit o =3,124.

(3.,3) (3,5) (3,7 (3,9) (3,12)
(5.3) (5,5) (5,7 (5,9) (5,12)
(7.3) (7,5) (7,7) (7.9) (7,12)
(9.3) (9,5) (9,7 (9,9 (9,12)

(12,3) (12,5) (12,7) (12,9) (12,12)

=%
R X!
Pour chacun des ces 25 échantillons possibles, la valeur de la statistique X =%

est calculée ci- aprés

3 4 5 6 7,5 4 5
6 7 8,5 5 6 7 8
9.5 6 7 8 9 10,5 1,5

8,5 9,5 10,5 12

Ces valeurs sont toutes équiprobables (hypothése de P'uniformité des prélévements

aléatoires) et ceci suivant la probabilité uniforme Alm :2% puisqu’il s’agit, qui plus est,

de tirages avec remise.
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La série des 25 valeurs possibles de X , munie de la probabilité uniforme représente la
loi de probabilité de X . C’est la distribution d’échantillonnage !

2-b) Le calcul de E(X) a partir des 25 valeurs u, ci-dessus et de leurs probabilités
=2
o :2—15(1 <i<25), conduita £(X) = u,.p, = 2—15.(3+4._...+12) =7,2.
i=l
Or cette valeur de 7,2, ¢’est aussi la valeur de la moyenne calculée sur I’ensemble de la

population dans la 1¥° question. On retrouve donc ici le résultat £ (f) =m.

« En faisant la moyenne de I’ensemble des moyennes X calculées 4 partir des N"
échantilions que 1’on peut extraire de 1a population de référence de taille &, on obtient la
valeur de la moyenne sur ’ensembile de la population.

2-¢) De méme, le calcul de Var(?) conduit & former, 4 partir des 25 valeurs précédentes
=25 i=25

- . - 1 1
de X, soient u (1<i<25), Pexpression Var(X)=—2 (u.-7,2) ' =— Y u'-7,2°.
. ), Pexp (X) 25;(. ) 25;

. L. — 41
Il s’ensuit, numériquement, Var(X) = L2~5—§-n 7,22 =4,88.

» Comparant avec la variance calculée sur I’ensemble de la population, soit o° =9.76.
calculée sur I’ensemble de la population {cf. 1¥® question), on retrouve ici le résultat
classique Var(X) = g (avec n=2 puisque les échantillons extraits ici, sont de taille 2).

n

2-d) Reprenant le raisonnement précédent pour ce qui est des variances, on obtient pour
chacun des 25 échantillons et comme expressions de S", les résultats

1 2 g |} 2 - : . .
5.1:(3—3) +(2-3) ]—0, 5.[(3«—4) +(5-4) ]wl,..._ Soit a série des 23 valeurs ;

0 i 4 9 20,25 1 0

1 4 12,25 4 1 0 L
625 9 4 1 0 225 2025
1225 625 225 0

2-¢) Ici encore, on a affaire pour ce qui est de S, A une variable aléatoire 4 25 valeurs v,

équidistribuées de probabilités associées p, = %{— =§1§(I <£i<125), variable dont le calcul
=15 1 =23

de I’espérance mathématique conduit & E(S”)= Z V.p, = 2—52 v,=4,88 .
i=] i=l

« Or se référant & o* =9,76 qui représente la variance sur la totalité de la population, on

constate ici que E(S") vérifie la relation E($7)= —E—l.ﬂ'2 {avec n=2). En considérant
n —

~Z ~2
pour chaque échantillon, la statistique § =i1.S 7 (seit § =2.5"), on retrouve fe
.

résultat E(S ) = o,

« Les mécanismes développés ci-dessus montrent, comment a partiv des échantillons et
des distributions des statistigues d'échantillormages, on est conduit A tirer des conclusions
quant 4 /'ensemble de la population considérée.
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C’est la propriété de I'inférence statistique qui sert de fil conducteur a l'ensemble des
technigues de statistique mathématique présentées dans les chapitres suivants.

2. Exemples de méthodes d’échantillonnage

Méme si les tirages aléatoires équiprobables et avec remise, restent Phypothése Ia
plus couramment admise dans les développements de statistique mathématique,
d’autres méthodes plus perfectionnées sont susceptibles d’augmenter
considérablement Defficacité de 1’échantillonnage. Plusieurs exemples en sont
présentés ci-aprés.

2.1 Les sondages aléatoires (équiprobables) sans replacement {sondages dits
« exhaustifs »)

Enoncé: Dans cette application, on constitue des échantilfons de taille »n par
prélévements aléatoires sans répétition (sans remise) au sein d’une population de taille N
dans laquelle m et o” désignent la moyenne et la variance du caractére aléatoire étudié,

Pour chaque élément "i" de cette population, la valeur du caractére X en question est
notée x, .

1-a) On associe a chaque élément "i" susmentionné, la variable indicatrice £, égale a 1 si
I’élément fait partie de 1’échantillon de taille » considéré et & 0, dans le cas contraire.

— ZX? 1 =N
Montrer que X =4—="%"X ¢, .
n n =]

1-b) Caractériser, pour { fix€, la Ioi de X £, et en déduire I’expression de E(-X‘).
1-¢) Pour tout couple (7,/)/1<i SN, 1< j<N, caleuler E(g,¢,).

=N 2 i=N j=N
I-d) Formant {Z(Xi —m)] , mentrer que Z Z (X, —=m).(X,—m)= ~N.o’ . En déduire

i=] =1 i
i*j

la valeur de Var(f) .

2°) Montrer que la statistique S 'Zzl.Z(Xi—Y)z a pour moyenne
L=

. -1
B = (e

3°) En reprenant la population de tailte ¥ =3 de ’application 1.0 précédente ct ses
valeurs (3, 5,7, 9, 12), remrouver les résultats ci-dessus.

Solution : 1-a) Le résultat est en fait une évidence. La revne de tous les éléments
i/1<i<N de la population et lc filvage induit par ¢, =1 si ['élément appartient &

'échantillon considéré et & =0 sinon, conduit immédiatement a fa relation cherchée :

Il est important de noter ici la différence de signification de !’indice de sommation i
entre les deux sommes susmentionnées comme cela est expliqué ci-aprés.
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1 & (o 0 . . .
Dans m.ZX ., X, désigne la valeur de X pour ’élément de rang i dans |'échantillon
L
1 i=N
formé et constitue donc une variable aléatoire. Dans —.Z X, , X, estla valeur associde
B

sans ambiguité a I'élément muméroté i dans la population considérée et est donc une
valeur déterminée lorsque i est fixé (autrement dit, pour i fixé, X, est constant).

[-b) La variable X,.e a pour valeurs X, et O avec les probabilités respectives

n n
Proble =1)=— et Proble. =) =1-—.
(&, =1 I (& =0) N

11 s’cnsuit par linéarité de I’espérance mathématique, E(X)= *—.Z E(X.g) avec
i=]

n i=N

E(X &)= nﬁl+(1—*) 0“‘— X, . En résumg, E(X)= E X =m.

aw

1-¢) E(e)=1%Prob(e, =1)+0°.Prob(s, =0)=Prob(e =1)=f—. D’auire part, pour tout
1 1 l i N p

couple (i, )}/i# j, la loi du couple (£,&;) peut étre représentée par le tableau de

i*7F
contingences ci-dessous :

g\, 0 1
0 (N-n) (N-n-1) | (N-n) n
N  (N-D N (N-)
1 n (N-n) n (n=1)
N (N-1) N(N-1)
Ainsi a-t-on E(g.£,)= f—.—@—_}l .
N (N -1)

=N j=N

1-d) [f()(,.—m)] Z(X ~m) +ZZ(Xf m){ X, —m). Mais, il est bien évident

i=1 =l -l
]

i=]

=N 2 [i=x 2
que {Z(X ,.—m)il =[ZX ; —N.m:| =0 puisque sur I'ensembie de la population on a

=1

=N
ZXI' i=N j=N
m= ’]N . Il en découle la relation ZZ(Xf m).(X; - m)=wZ(X m) =-No’,
=l
i+
parce que sur ’ensemble de Ia population ona o’ =— Z(X -m)y .

i=l

« Revenant 2 la variance Var(f)=E [(Y ~-m)’ :! dont on cherche I’expression, on a

i=N
d’une part X ~m= Z(X m)= ! Z(X —m)., , et d’antre part, suivant élévation au
=t
. 1 =N j=N
carré, (X —m)’ =—2.Z(X,. -m)’.&f +—2.ZZ(X1. —my(X,—m)e,.£,
[ (=T
i2f
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Dés lors, par passage 2 1’espérance mathématique et remarquant, ici encore, que les
valeurs X, —m et X, -m sont constantes pour { et ;j fixés, il vient compte tenu des

expressions de E(z]) et de E(e,.£,) établies en 1-c), le résultat :

= 1 mn-1) P&
= — > (X - — -m)(X,
E(X —m)y Z( TN DZ}}Z}( m).(X, —m)
1=N J=N -
Or, Z(X —m)' =No’ et ZZ(Xz m).(X; - m)——N o’ . Par substitution dans
i=t i=] J=1

. oy . “1 2 .
’expression précédente, on obtient £(X —m) =iz.i.N.02 ——ZL(YL-TL.N.J', soit
n N n N(N-1)
1 _ 2
en définitive, E(X my = N n._o;_.
N-U' N-1'n

» Ainsi, lorsqu'il s’agit d’échantillons exhaustifs, la variance est-elle multipliée par le

—n . : i TS T .
, expression qui nous est déja familiére & travers la distinction entre la loi

binomiale et la loi hypergéométrique.

facteur

2°)y On va s'inspirer ici de [lapplication 1.2 du présent chapitre. On a

i=n - i=n —
nS? = Z(X —X) :ZX Z—nX et donc, par lindarité de I'espérance mathématique,

i=l i=]

nE(ST)= Y E(X?)-nE(X). Mais, E(X?)=Var(X,)+ E(X,) =0 +m" et de méme,

i=1

E (—fz) =Var(X)+ E(X) = I:’ T.—({~+ m (d’aprés les résultats des questions
-1 n
antérieures).
2 —
En développant, n.E(S?)=n(c? +m’)}—n"". N = nol{l- N- "y, soit
n N-1 n{N-1)
en conchision :
E(SY) =0 nN n—N+n N ‘f:_l‘o_g
n(N-1) N -1 n

3°) Reprenant I'application 1.6 précédente et la population de valeurs (3, 5, 7, 9, 12) de
laquelle on extrait, cette fois, des échantillons de taille n =2, sans remise, ces derniers se
trouvent &tre en nombre C7, soit dix possibilités représentées par les couples ci-dessous :

(3,5) (3,7 (3,9 (3,12) (5,7
(5,9 (5,12) 7.9 (7,12) (9,12)

(om notera que les sélections (3,7) et (7,3) induisent le méme échantillon et ainsi de
suite...).

« La série des moyennes x conduit immédiatement aux valeurs ci-dessous !

4 [ 5 [ 6 [ 75 ] 6 1 7 [ 851 8 [95 [ 10 |
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o Son espérance mathématique, qui est égale 4 1a moyenne précédente calcnlée sur la base
. . o 1

de I’'ensemble des échantillons possibles soit dix, est donc 1—6.(4 +54..4+10,5)=7,2.On

retrouve le résultat £ {X) =m.

+ Quant 2 |a varignce des 10 moyennes en question, elle est ¢gale 4 la somme :

1 2 2
| (4=T,2) +....(00,5-7.2) {=3,66.
o [@-7.27 4. )]
s . = N-no' .
Rappelant que ¢° =9,76, on retrouve la relation Var(X)= Nl puisqu’on a
- 1
numériquement, Var(f) = 2’—72 z—ﬂ—lg =3,66.

+ De la méme maniére, le calcul de $* pour chacun des dix échantillons possibles
conduit a la série :

[ 1 ] 4 ] 9 J2025] 1 | 4 Ju1225] 1 [ 625 | 225 ]

1’espérance mathématique est égale & E(§%)= 1_16[1 +4+...42, 25] =6,1. Or, ¢’est aussi

- Top—
L.n—l.cz avec 0> =9,76,N=5,n=2. Ainsi la relation E(S’z):—A—.n—l.cz
N-1 n N-1

établie 4 la 2°™ question est-elle vérifiée pour 1’exemple proposé.

2.2 Les sondages par stratification

La méthode vise 4 découper la populafion de référence de taille N en groupes homogénes z2u
regard de certains critéres, la constitution de I'échantillon de taille n 4 partir de ces groupes
ayaut peur effet une meilleure représentativité et notamment un amortissement des
fluctuations inhérentes 3 un prélévement aléatoire élémentaire tels ceux décrits jusqu’a

présent.

Enoncé : La population de taille N étant découpée en £ strates de tailles N, (1<h<k) et

les échantillons prélevés dans chacune des strates étant de tailles n(1<h<k et
. m+n,..+n, =n),on désignera par :

- m et ¢ la moyenne et la variance du caractére aléatoire X étudié, sur I’ensemble de la

population ;

- m, et o, la moyenne et la variance de X au sein de chacune des strates (1<h<k);

- (X,: X} 5500 X, ) Uéchantilion de taille n, extrait de la sous- population "h" et

—_— 2 Lo . .
X,,S, les moyennes et variances associées & savoir, pour rappel , les statistiques définies

. . 1 i=ny, ~2 1 i=ny, .
par les relations X, = A—Z X8, =
L n—13

b=k _ _ —

1°) On forme la statistique X = Z%X . . Calculer E(X) et Var(X) dans chacune des
A=t

hypothéses d’un sondage non exhaustif et d’un sondage exhaustif.
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2%) On se propose dans ceite question de présenter plusieurs méthodes de répartition des
tailles des échantillons entre les strates, I’hypothése de tirages exhaustifs étant supposée
vérifiée ici.

b=k =

_ 22X,

2-a) A quelle condition X =21 9 En déduire une procédure de construction de
n

I’échantillon (méthode des prélévements suivant faux de sondage uniforme).
2-b) On se propose dans cette question de déterminer les n, de sorte que Var(X) soit

H N, -1
b =1 = constante

minimale. Montrer que cela conduit aux conditions optimales
leg
Bk k

(VRIN<h<k) et " _ = constante (Vh/1Sh<k), dans le cas d’échantillonnages
PR

respectivement exhaustifs et non exhaustifs. En déduire une procédure de construction de

I’échantillon (méthode de I'échantillon optimum dite de NEYMAN).

2-¢) On suppose cette fois que le coiit de I"enquéte est fixé & ’avance, soit C, et on note
par ¢, les coiits unitaires de sondage pour chacune des strates ». Montrer gue cela

. . -1
conduit aux conditions optimales Al = constante (VR/I1<h<k) et

b - constante , (Vh/1<h<k) dans le cas d’échantillonnages respectivement
N o g p
HNpldy

Ve,

exhaustifs et non exhaustifs,

3°) On se propose ici de comparer les méthodes précédentes au plan de la précision de
I’estimateur X , précision caractérisée par Var(X). On considére ainsi une population de
300 entreprises réparties en 4 strates dont les tailles N, et les écart-types o, sont décrits
c1-dessous, le paramétre étudié étant le chiffre d’affaires annuel (en millions d’euros).

Strate 1 Strate 2 Strate 3 Strate 4
N, 105 40 75 80
a, 6,35 5,52 8,75 34,53

On souhaite effectuer un échantillonnage de taille #»=60. Calculer Var(X) pour chacune
des hypothéses :

3-a) échantillonnages aléatoires stratifiés représentatifs (taux de sondage uniforme) avec et
sans remise ;

3-b) échantillonnages aléatoires optimaux de NEYMAN avec et sans remise.
4°) Que peut-on conclure des résultats de la 3™ question ?

Solution : 1°) Par linéarité de l'espérance mathématique, on peut écrire les relations
et N,m
Rh

_ N _ B=k

E(X)=) 2 EX)=

; N ; N

quel que soit le mode de prélévement, exhaustif ou non.

=n . On notera, qui plus est, que ce résultat est valable
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D’autre part, Iindépendance entre les strates, entraine par pseudo linéarité de la

. R=k N — = N2 —
variance, les relations Var(X) = ZVar(J.X )= Z%.Var(X ).
A=l N L] N
o 0_2 =k N 2
« Pour des prélévements non exhaustifs, ona Var(X,) =~ = Var(X) = Z‘&_ G
n, - n,

+ Pour des prélévements exhaustifs or a suivant les résultats de Papplication 2.1

_— — h=k 2
précédente, Var(X k):Mh_ " = Var( X) ZN N, -m, U;, _
N,—1 n, “NTN,-1 n,
X h=k i=ny N 1 b=k i=ny
2-a) K= Z Ao X,, séerit sous la forme _ZZXh si et
=L nk N N o = {

4 =—(Vh/1 £ h<k). 1 s’ensuit la condition . =—(Vh/l <h<k).

n, R N, N

Ce rapport constant f =B S T onstitue le taux de sondage, les
N N, N,

échantillons prélevés dans les strates |'étant ainsi au prorata des effectifs. On parle en

Poccurrence d’échantillonnage stratifié représentatif.

seulement si

2-b) S’agissant d’échantillonnage exhaustif, il s’agit de trouver les valeurs des effecufs
n, {1 < h < k) qm rendent minimale la fonction :

NZN n,,c,f
NN~ n,

les variables n,,n,,....,n, ¢étant lides par larelation 7, +n,....+n, =n.

U(nlsnza SHI:) z

On notera que U(nm,n,,...,n)= Var(X)=E I:(X —m)l] représente la précision de
I"estimation puisque c’est aussi la norme | X -m"2 , c'est-a-dire le carré de la distance entre

I’estimateur de la moyenne et cette derniére sur 1’ensemble de 1a population (ce sujet est
développé dans le chapitre suivant).

«+ Selon la méthode des multiplicateurs de LAGRANGE, la fonction auxiliaire définie
h=k

par V(nl,nz',....,nk)=U(nl,n2,....,nk)-'|-/l.{2nk—n} a pour extremums les solutions des
=1

r

=0(1 <h< k). On obtient donc, pour £ fixé, la relation ;

NF? {_Eé_(Nh_nh)-G::l-l'}“:O
2 : 2
NN -D | n, 1,

équations
m,

sqit, aprés simplifications et pour tout #/1<k <k, I'expression :

2

nl’f = h'

l ﬂ al N _th
A N?
et N g
Ecrivant que Zn,, =n, il vient T ATk —n relation de laquelle on

k=1
peut extraire la valeur de A qui est une constante.
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En fait, la relation précédente (E), se décline pour tout A, sous la forme :

N, o N
A= constante= =+ “& | Th_
N n YN -1
‘ 3 Lo z n’z’ Nh_l
relation qu’on peut écrire également —f—,
No, YV N,

donnée déterminée. Ainsi est donc établie la condition d’optimalité cherchée, a savoir :
p 2

= constante, puisque N est une

M N = constante (VA/1<h<k).
No, | N,

(L’écriture de la relation m +n,+...+n, =n permettta de déterminer la valeur la

constante en question et a fortiori les valeurs des n, comme cela est illusiré dans la

question suivante).

o Lorsqu’il s’agit dun échantillonnage non exhaustif, on constatera aisément en

E=k a7l 2
. A : - o , .
réitérant le caloul précédent & partir de I’expression Var(X) =) —% .~ que |'on obtient

k= ",

la condition &’optimalité :

™ _ constante (Vh/1<h<k).
N,o,

C’est d’ailleurs, le résultat qu’on obtiendrait encore plus simplement, en faisant tendre
N, vers I'infini dans la relation obtenue pour un échantillonnage exhaustif. En effet, on
sait que la loi hypergéométrique (tirages exhaustifs) converge vers la loi binomiale
(tirages nom exhaustifs) lorsque la taille de la population de référence est grande
{mathématiquement N — +).

2-¢) Toujours suivant la méihode des multiplicateurs de LAGRANGE, et d’abord dans
I’hypothése d’un échantillonnage exhaustif, Doptimisation de 1a fonction

_ h=k N3 N -n 0.2 ) A=k .
Var(X) = Z bk Tkt gous la contrainte Zc n,=C, conduit, pour tout %, aux
NN ~1'n o
A=t k b h=]

N; ? (N, -n)o} N
relations ——f& . —ﬂ—("—’:")gi +4.c, =0(Vh/1<h<k). En simplifiant, on
: NUN-D| =n n, : ’

N o, N . .
h_h” B = Ac,,soit la relation :

]

N, -1 n,

Ve

« Pour des échantillons non exhaustifs, la relation. ci-dessus s’écrit immeédiatement :

= constante (VA/1<h<k),

" = constante (Vh/1<h<k).

N, o,
i

3°) Les conditions exprimeées ci-dessus supposent les o, connus. Dans le cas contraire, on

se contentera de leurs estimations foumnies par S, .
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La déclinaison des calculs et résultats précédents menés dans la 2™ question, conduit
au tableau ci-dessous, relativement aux données numérigues qui sont proposées icl.

Objet Variable Strate | Strate | Strate | Strate 4 )
1 2 3
Données liées N, 105 40 75 80 300
aux strates o 6,35 5,52 8,75 34,53
h
Echantilloas n 21 8 15 16 60
stratifiés - }V'N b
représentatifs N, oo 0,235 | 0,068 | 0,319 | 5,299 | 5921
(T) s m
Ny=n, C"z, 0,190 | 0,055 | 0,258 | 4293 | 4,797
(N A N “1n, @)
Echantitlons N,o, 666,75 | 220,80 | 656,25 ¢ 27624 | 4306,2
optimaux de = 929 | 307 | 9,15 | 3848
NEYMAN N G, Znh 3 B ] 3
non exhaustifs Z N,.o, ™
b=l
m, 9 3 9 39 60
{aprés arrondi a ’enticr
le plus proche)
. Gk 0,549 | 0,181 | 0,532 | 2,17 3435
( L) 3)
h
Echantillons N, 669,94 | 223 61 | 660,67 | 2779,83 | 4334,06
de NEYMAN N
exhaustifs A
m, 9 3 9 39
(aprés arrondi a 1'entier
le plus proche)
N,-n, C";, 0,507 | 0,171 | 0,474 | 1,128 | 2280
RS . @

En résumé, la préciston de 1'cstimation, qui est caractérisée par Var(X) prend les valeurs

(1), (2), (3), (4) susmentionnées ct rassemblées ci-dessous :

Mode d’échantillonnage

Var(X)

Echantillons stratifiés représentatifs
et non exhaustifs

5,921

Echantillons stratifiés
représentatifs et exhaustifs

4,797

Echantillons stratifiés optimaux
de NEYMAN et non exhaustifs

3,435

Echantillons stratifiés optimaux
de NEYMAN et exhaustifs

2,280
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Les résultats obtenus confirment la légére supériorité des tirages exhaustifs sur ceux
qui sont non exhaustifs. Par ailleurs, ils montrent que ['échantillonnage optimal selon
NEYMAN est bien plus précis que !'échantillonnage stratifié suivant taux de sondage
uniforme. Bien évidemment, la stratification demeure elle-méme plus précise (le plus
souvent) que I 'échantillonnage élémentaire classique.

On remarguera également que les tailles m, des échantillons sont logiquement
croissantes avec les tailles N, des strates. Mais ['écart- type est aussi un facteur
important. Plus les données sont dispersées, plus il faut prélever des informations. Ainsi la
taille de 1’échantillon de la strate n°4 est-elle trés importante en comparaison avec celles
des échantillons extraits des autres strates.

2.3 Les sondages & probabilités inégales (estimation d’nn total)

On se propose de sélectionner ici les unités entrant dans P’échantilion en fonction de

probabilités d’inclusion proportionnelles 3 Dintérét qu’efles présentent en termes
d’information sur le caractére étudié,

Enoncé : On considére une population U de taille ¥ au sein de laquelle un certain
caractére aléatoire X prend la valeur X, pour chacun des éléments & de ladite

population. On note par £, la somme des valeurs de X' sur I’ensembie des €éléments de la
k=m

population, soit ¢, :ZX&' On note par 7, la probabilité d’inclusion de 1’élément
k=l

k/1<k <N, dans I’échantillon formé que I’on notera §. Plus largement, on notera par

7, la probabilité d’inclusion de deux éléments & et / de la population I/ considérée,
dans I’échantillon S formé.

1°) Associant & chaque élément £, une variable indicatrice £, égale a 1 si I’élément est
choisi dans I"échantillon et & 0 sipon (variable introduite par CORNFIELD « 1944 »),
caractériser la loi de probabilit¢ de la variable aléatoire &, puis montrer que

covle,, &) =m, — 7,7, V(i j)/1SISNISf<N.
2°) On considére I’estimateur t; de ¢, de HORVITZ et THOMPSON (1952) caractérisé

-~ X . L a4 ; .
par f, = Z—"(k désignant 1c1 les indices des éléments retenus dans échantillon §).
w5 T
2-a) Supposant que toutes les probabilités d’inclusion soient non nulles, montrer que

-~

E Lt_.t s
2-b) Toujours dans I’hypothése z, »0,Vk e/, établir que :
Var(r";) = Zzﬁ.-&.cov(e‘k,q)

kel iU T T
3°) On considére une population de quatre entreprises A,B,C,D comptant respectivement
800, 200, 50, et 30 salariés. Dans cette population on veut estimer le nombre de salariés 4
partir d’échantillons de taille 2.

3-a) On effectue tout d’abord un sondage aléatoire élémentaire sans remise. Aprés avoir
dénombré le nombre d’échantillons possibles (on poutra se reporter & 1"application 1.6 du
présent chapitre), évaluer la moyenne et la variance des résultats possibles quant &
I’estimation du nombre total des salariés sur la population en question,
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3-b) On forme un plan de sondage & probabilités inégales, =, , définies de sorte que leur
somme soit égale 4 la taille de 1'échantillon, soit » =2, et qu’elles soient représentatives
du degré d’inclusion de chacune des quatre enireprises A, B, C, D, dans I’échantillon
formeé. Ainsi, le choix 7, =1 signifie que I'on souhaite nécessairement la présence de A
dans tout échantillon de taille 2 formé a partir de a population des quatre entreprises
considérées. Les données sont les suivantes :

Entreprise & Effectif des Probabilité
salariés d’inclusion 7z,
A 800 1
B 200 0.5
C 50 0,3
D 30 0,2

Pour le plan considéré, toujours exhaustif, évaluer la moyenne et la variance des
résultats possibles quant & ’estimation du nombre total de salariés sur la population en
guestion. Qu’en conclure ?

Solution : 1°) Pour chague élément & e U, 1a variable indicatrice, soit ¢, , est caractérisée
par les valeurs 1 et 0 de probabilités associées z, et 1-x,. Soit (&,,£,) un couple de

variables indicatrices, on a cov(g,,g,)=F [a,c .s,]uE(s,t }.E(g,), expression dans laguelle

E ak .9, ZZuk v,.Prob(e, =u, ., =v).

kel fel/
Dans la mesure oll, parmi les quatre valeurs possibles du couple (¢,,¢,), trois d"entre

elles contieanent au motns un zéro, la double somme ci-dessus, se réduit au seul terme
Ele, & |=Proble, =l =D=n,.

On a par ailleurs, E(g)=171,+0.(1-m,)=x,.VkeU . En conclusion, on a donc

cov(g,,&,) =, — @, 7, qui est le résultat cherché.

-~ X,
2-a) E [! XJ =E [Z ﬁ} =K [Z *—E*} . Par linéarité de I'espérance mathématique et

es T, ki Ty
remarquant que pour k fixé appartenant & U, X, est déterning (et donc non aléatoire), il

en résulte E[ ] Z X E(eg,)= Z—n’ ZsztX Anticipant le chapitre I,

ket Ty ketf Ty kel
’estimateur t; dont , en moyenne, la valeur est celle du total ¢, sur ’ensemble de Ia

population U est dit « sans biais ».

2-b) Var(t,)=Var(y ~“2)=Var(y —t* ol }. De fagon générale, on sait que pour toutes
X
kes T, kv Ay
i=n j=n

variables aléatoires U , Var(ZU )= Z Var(U )+ ZZCOV{(L U

i=] =l
233

S’agissant de Var(t:) on a dong ;

Var(t,) ZVar( & *)+ZZcov(X e5 Xty

kel kel tel t i
k=i
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« Or pour tout kel Var(giﬂ)=(£)3.Var(sk)=(£)2.ﬂk.(l—frk). En effet,
T

Ty Ty %
Var(e,)= E[a‘f]—E(a,‘)2 avec E(g])=Px, +0.(1-x)=n ¢t E(g)=x,. Ainsi
a-t-on, Var(g,)=n, -1, =m,(1-7,).
o Par ailleurs, V (a,b) scalaires réels, cov(a.X,bY)=E [(a.X ).(b.Y)]— E(a X)E(bY),

soit par lindarité de ['espérance mathématique et aprés  factorisation,
cov{ia. X,b.Y)=ab. [E(X - E(X). E(Y)] =ab.cov(X,¥}.

X
On peut donc écrire, cov(—*—% Xt ifrji) X L cov(e,,g) .
0w T 7y
+ En résymé, Var(t )= Z(—") - )+ZZ cov(sl,s[) Remarquant que
kel kel el Ty 7[1

kel
covie,,&, ) = Var(g, ), on peut éctire Var(t,) sous la forme synthétique ci-dessous :

Var(ty) = ZZ( £ —) cov(z,,5,)

ket! lell g
(avec, pour rappel de la 1°° question, cov(sk,az) =, —#,.7,. On notera en oufre, que
Var(e,)=cov(e,,&,)=m, —7; =7, -, =x,.(1-x,)).
3-a) Le nombre d’échantillons de taille 2 qu’on peut prélever sans remise de la population
considérée de taille 4 est immédiatement C. =6. Ces échantillons et I’estimateur du
nombre des salariés qu’ils générent sont les suivants :

Echantitlon Probabilité Estimation du

de tirage nombre total de

salariés pour la

population

considérée (*)
(A, B) % 2000
(A, 0 % 1700
(A, D) yﬁ 1660
(B,0) % 500
(B,D) % 460
(C,D) y6 160

(*} On estime ici le nombre total de salariés dans toute la population par effer
multiplicateur entre le nombre total d’cnireprises dans la population et le nombre total
d’entreprises  considérées dans I'échantillon. Plus précisément, ce coefficient

multiplicatenr qui est égal 3 N a pour valeur 2 dans le cas présent. Ainsi, pour I'exemple
I

du premier échantillon (A, B) dont I’effectif est 800 +200 =1000 salariés, |’estimation qui
en résulte, pour ce qui est des quatre entreprises qui forment la population considérée, est
¢gale 4 2000 salariés, et ainsi de suite....
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« La série précédente a pour espérance mathématique, 1a valeur :
1
E'(2000+1700+""+160) =1080.

Cette valeur est aussi le nombre total de salariés sur I'ensemble de la population, On
retrouve donc ici la propriété des estimateurs sans biais (cf. chapitre II), 4 savoir la

relation £(t,}=1¢,.
Mais cet estimateur est #rés dispersé puisque sa variance est égale a:

é.[(zoommsof +(1700-1080)° +....+(160—1080)2] =522400.

3-b) Dans I’hypothése d’un plan & probabilités inégales et tenant compte de la nécessaire
inclusion de A dans 1'échantillon formé (7, =1), le nombre d’échantillons possibles n’est

. s . L~ X, _
plus que de trois et génere suivant Pexpression ¢, = Zri de HORVITZ et THOMPSON.,
kes Ty

les estimations correspondantes ci-dessous :

Echantillon Estimation Probabitité
d’obtention de
I’échantillon
*)
0,5
LR IR R
1 0,5
0,3
(A.C) | 800, 50 _ g6, 666
1 0,3
®D) | 80 30 _ T 02
10,2

(*) En effet, A étant d’ores et déja choisi dans I’échantiilon, les probabilités d’obtention
des trois échantillons possibles sont celles associées aux entreprises B, C, et D, soient
respectivement 0,5, 0,3, et 0,2,

» On constate que I’estimateur de HORVITZ et THOMPSON est lui aussi sans biais
puisquon 2 E[{;] =1200%0,5 +966,666x0,3+950x 0,2 =1080 . Quant 4 la variance, elle
est égale 3 0, 5% (1200~ 1080)" +0,3x (966, 666—1080)” + 0,2 x (9501080’ =14433,33

C'est nettement plus faible que la variance de I'estimateur par prélévements
élémentaires sans remise calculé précédemment et dont il est rappelé que la valeur était
égale a 522400,

» On pourra montrer que le résultat obtenu ci-dessus, est aussi celui qu’on obtient par la

- X
formule générale Var(t,)= ZZX* ! [y ~n,.7,]. Les calculs correspondants sont

ket ey % T

) L Ty =TT, . \ .
développés ci-aprés, les valeurs de 7, et de —#——*"* étant préalablement portées dans
LA

le tableau de la page suivante.
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—7,. A B C D
.'ITH\:TH Tckﬂ-l

T,.m,

A 1vo J]05v0 |03V0 |02V0

B 0,5Y0 |05V 1 {0 w1 [0 \-l

C 03v0 |0 V-1 (033233 (0 \-]

D 02V0 (0 V-I (0O V-1 [02\4

11 s’ensuit Var(t;) =(200)* xI—(200x 50) - (200x 30) —(200x 50} + 2,333 x(50)*
—(50%30) - (200x30) — (50x30) + 4% (30)* = 49433,33—35000 = 14433,33. On retrouve
ainsi le méme résultat.

« Comme on a pu le constater, le plan de sondage & probabilités inégales a conduit ici &
une précision nettement supérieure A celle d’un sondage simple. H faut cependant
remarquer que le méme exercice avec des probabilités de tirage respectivement égales
pour A, B, C,D a (2,03, 0,5, et 1 conduirait, par contre, 4 des résultats trés mauvais et
nettement supéricurs 4 522400 (précision du sondage élémentaire).

En fait, il est primordial de lier la probabilité d'inclusion 7, aux valeurs prises quant

au caractére étudié X et on peut montrer d’ailleurs que Var(z‘;) est minimale {orsqu’on
choisit les z, proportionnelles a la valeur du caractére étudié, pour chacune des strates de

la population.

C - | Exercices complémentaires

1. Les durées de vie moyenne de tubes de télévision ont pour valeur 3000 h avec un
écart-type de 70 h, lesdites durées de vie étant supposées indépendantes et de loi
nermale. Si on prend an hasard dix de ces tubes, trouver la probabilité que [’écart-
type de I’échantillon obtenu soit compris entre 60 et 80 h.

Solutien : Scient X; la durée de vie aléatoire d’un tube de télévision, et {m,a) les paramétres
représentatifs associés (m=3000,0 =70 ). Notant par X, les durées de vie des tubes formant
I"échantillon de taille n, ’écart- type de 1’échantillon ou plutdt sa variance, est exprimée par la

statistique §° = lz (X, -m)".
m i

. nS* . . .
Or on sait que §2 =—— suit la loi du chi- deux & v = » degrés de libertés. Dés lors, on peut
g

écrire la probabilité proposée, i savoir, Prob(60< 5 <80), sous la forme équivalente

10x60° 1080
Prob( . 5 0x 5
70 70

L’appel & un calculatewr en ligne disponible sur internet, conduit, pour la variable du chi- deux

4 10 degrés de libertés, aux évaluations Prob(E” > 7,34) = 0,693 et Prob(E” 213,06) =0,22.

Il en résulte Prob(7,34 < £ <13,06) = Prob(E* > 7,34) - Prob(£* »13,06) = 0,473

<E< Y="Prob(7,34 < £* 13,06)..
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2. Le responsable qualité d'une entreprise contrble 20 objets dans chaque lot de 1000
objets, avant de laisser expédier aux clients, les lots en question. II accepte seulement
les lots pour lesquels il ne trouve aucun objet non conforme dans I’échantillon
prélevé. Dans le cas contraire, le lot est tné, unité par unité.

Quelle est la probabilité pour qu’un lot contenant une proportion p=0,05
d’objets non conformes soit acceptée ?

Solution ; Désignant par X [a variable aléatoire décrivant le nombre d’objets non conformes au
sein d’un échantillon de taille 7= 20 extrait sans remise d*un lot de taille N =1000 objets, la
question posée est d'évaluer la probabilité conditionnelle Prob(X =0/ p=0,05).

Or X suit la loi hypergéométrique caractérisée en |’occurrence par I’équation :

c: Cnr
Prob(X =x)= —i”aﬂ (avec p=0,05,N =1000,g =0,95,1 = 20.

N

Con .
o = 0,355, suivant calcul
aag

It en résulte numériquement, Prob(X =0/ p =0,05) =
effectué sur tableur et aprés développements et simplifications des (S:

3. Une entreprise fabrique des sacs en plastique pour les enseignes de distribution. Elle
s’intéresse au poids maximal que ces sacs peuvent supporter sans se déchirer. On
suppose que le poids maximal en question est une variable aléatoire smivant Ja Joi
norimale de moyenne 5 kg et d’écart- type 1 kg.

1°) Sur 300 sacs regus, une grande enseigne de distribution constate un poids moyen
maximal de rapture égal 44,91 kg.

1-a) Trouver un intervalle dans lequel 1a moyenne des poids maximaux constatés sur
un échantillon de taille 300, se trouve comprise dans au moins 99% des cas.

1-b) Qu’en conclure pour ce qui est de I’observation constatée ci-dessus, a savoir la
valeur 4,91 kg ?

2°) Déterminer le poids moyen dépassé dans 97% des cas, sur un échantillon de taille
n=300.

Solution : 1-a) Désignant par X le poids maximal aléatoire quun sac en plastique est susceptible
de supporter, il résulte de I'énoncé, que X suit 1a /oi rormale de moyenne m=35 kget o =1kg, .
soitla loi N{m=35,0 =1},
2X,
Formant la moyenne X =-*' - des limites maximales de résistance constatées dans un
n

échantillon de taille 7 (7 =300), on sait que X suit Ia loi normale N(m,-j_——) {cf. rappels de
n

cours). Numériquement, on obtient donc pour X , 1a loi normale N(m=5,0 =0,0577).
X -5

« Considérani la variable aléatoire, normale, centrée, réduite, associde 3 X, soit £ = m, on

sait associer a tout & /0<a <1, le nombre 7, /Prob(—t, <& <t,) = o . Plus précisément et en
utilisant la fonction de répartition T1(#)} = Prob( <) dont la table des valeurs est annexée, on a
Prob(—t, <& <¢ )y =TI(¢, ) -T1(-¢, ) =2TI(r, } ~1.
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Il 5’ensuit pour X, encadrement 5~ t,.0,0577< X <54 t,.0,0577 . Dans le cas particulier
ol a =0,99, on obtient 2II(z,)-1=0,99= H(tn) =0,995, ce qui entraine par lecture dans

la table, z, =2,57 . Ainsi a-t-on dans au moins 99% des cas, I’encadrement ci-dessous de X -

4,852< X< 5,148 (intervalle dit « de confiance » au seuil 99%).

1-b} Pour cc qui cst de la valeur constatée, & savoir 491 kg, elle se irouve comprise dans
'intervalle de confiance susmentionné au seuil 99%. Autrement dit, 1’échantillon en question se
trouve étre conforme aux attentes.

2°) Dans cette question, on cherche le poids moyen ¢ qui, dans 97% des cas, est dépassé, la hase
du calcul étant toujours celle d’échantilions de taille #=300. I faut donc résoudre 1’équation

Prob(X =¢)=0,97 ot X suit la loi normale N{m =5, =0,0577).

— X -
Par passage a la variable aléatoire normale, centrée, réduite, associée a X, soit £ = 0 05757 ,
il vient Prob(& OCO_S?I‘/') =0,97. Désignant par /, Ie nombre tel que Prob(£ 1, }=0,97,

on obtient par introduction de la fonction de répartition TI(f)=Prob(£ <¢),
Prob(¢ <1,)=0,03 = Prob(£ > —¢,) =1-TI(~1,).

La lecture dans la table des valeurs de Ti(#) dunombre -z, vérifiant I1(—¢,) =0,97 fournit

immédiatement —¢, = 1,88 . En définitive, Z =—188=c=4891.

»

Le poids moyen des échantilions qui est dépassé dans 97% des cas est donc 4,891 kg,

4, Les résultats d’une enquéte sur une population de 1000 salariés d’une entreprise a
montré que dans 60% des cas, es agents employés avaient au moins un crédit en
conrs,

Trouver la probabilité pour que deux échantillons exhaustifs de 300 agents chacun,
indiquent plus de 5 points (c'est-3-dire 5%) d’écart pour ce qui est de Ia proportion de
des employés qui ont au moins un crédit en cours,

Solution : 1-a) L’exercice proposé est trés proche de P'application 1.5 du présent chapitre.
Toutefois, on note ici que la taille N de la population de référence n’est pas grande par rapport 2

. . N 1000
la taille de I'échantillon # (en tout cas, on est loin de vérifier — = W 210, qui est le critére
H

de convergence de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale proposé en rappels de cours).

Dans la mesure oi on part d'échantillons exhaustifs, i1 faut donc utiliser le coefficient
-n

correcteur d’exhaustivité portant sur les variances, coefficient mis en évidence dans les

rappels de cours et établi dans 1’application 2.1.

Reprenant les résultats des rappels de cours (paragraphe 5), la proportion des personnes qui,
dans un échantillon de taille # =300, ont au moins un crédit en cours, est décrite par la statistique

X . .
F =— o, puisque # est grand (n = 30), la loi de F, converge vers la loi normale de moyenne
n

. N-n p. N .
p ct de variance 24 , ou plut6t ﬁp_q (puisqu’il faut appliquer le coefficient correctenr
A -1 n

d’exhaustivité).
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Numériquement, F, converge vers la loi normale de moyenne 0,6 et de variance égale
1000-300 0,6%0,4

. = 0,00056056, soit la loi normale N(0,6,0 =0,023676} .
1000-1 300

o Comparant deux échantillons de ce type et considérant les statistiques associées F, | et F,,, il
en résulte, pour la caractérisation de la loi de la différence 7, - F, ,, la loi normale de moyenne
E(F,,—F ,)=E(F,)-E(F,,)=0 et de variance Var(F,, —F, ,)=Var(F, )+Var(F,,)
~F,,)=0,00112112, ou encore &, , =0,033483 (on se

reporiera aux résultats de ’application 1.5 pour plus de justifications sur cette conclusion).

soit numériquement Far(F,

« La question posée, consiste 4 évaluer la probabilité Prob(|F,, - F ,|>- 0,05) . Considérant la
variable normale F,, - F,, de loi N(0,0 =0,033483) et formant Ia variable normale, centrée,
-F,,-0 0,05

réduite, associée & =" , il s"agit donc d’évaluer Prob{&|> =1493),

0,033483 0,033483
soit 1— Prob(‘él £1,493) . Se référant a la fonction de répartition IT{f) =Prob(£ <r) et d sa
table de valeurs (cf. annexes), il vient Prob(&| <1,493) = 2Ti(1,493)—1= 0,864,

—F,,| > 0,05) =Prob(j¢! > 1.493).

D’od, en conclusion, I'évaluation cherchée, Prob(|F,
soit 1-0,864= 0, 136.

5, Sur les 20000 agents d’une grande collectivité, on souhaite connaitre la proportion
p d’entre eux qui possédent au moins un bien immobilier. Pour chaque individu de [a

base de sondage, on dispose de la valeur du revenn. On décide alors de constituer
trois strates dans la population de référence, strates formées par les cadres A (strate
1°1), B (strate n°2), et C (strate n°3).

On note par N, la taille de la strate /4 et par ;,; I’estimateur de la proportion

d’agents qui possédent au moins vn bien immobilier dans la strate . Les données
sont ainsi rassemblées ci-dessous :

Strate 1 Strate 2 Strate 3
N, 2000 4000 14000
h, 150 - 150 700
-~ 0,60 0,45 0,30
2

1°) Quel estimateur :t; de p peut-on choisir ici 7 Est-il sans biais (E(;)) =p)?

2°) Déterminer la précision de EJ ;

3°) En déduire un intervalle dans lequel p est contenu dans au moins 95% des cas
(intervalle dit « de confiance »).

Solution : 1°) Se référant aux résultats de Papplication 2.2 du présent chapitre et assimilant la
proportion p 3 une moyenne, il est immédiat que 'estimateur p de p est fourni par la

~ h=3 N
statistique p = Z A

—.P;
SN
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k=3

Formant E(;)) , on obtient par linéarité de I'espérance mathématigue, K (:5) = }iE (E);) .
hel

— _~ k=3 N
Or E(p,)=p, (suivant rappels de cours- paragraphe 5). Ainsi E(p) = —A:—_ph =p, ce qui
k=1
montre que I'estimatenr p est sans biais.
2°) La précision de cet estimateur est fournie par I’écart entre ce dernier et la valeur inconnue

p qu’il approche, soit au sens de la norme habituelle “:t; - p" =./F [(S - p)z} . Ainsi, au carré

prés, cette précision est-elle décrite par la variance Var(p).

« L’indépendance entre strates entraine immédiatement le développement :

Var(p,) = Z(—) Var(p,)= Z( Wy St 2y = (svec g, =1-p,)
On ne précise pas ici, I'exhaustivité ou non des prélévements, mais au regard de la satisfaction
des conditions %’iz 10{vh/1<h<3), on peut admettre la convergence de Ny =,
(hypothése des rir:ges non exhaustifs, régis par la loi binomiale). Ainsi, pourra-t-on a;metue :

h=3
~ Ny Pris
Var(p) =) (=) =278
; N n

(]

vers 1

A défaut de connaitre précisément les (p,,g,), on pourra utiliser entre autres, leur
approximation par les estimateurs { p, , ¢, ). Numériquement, on obtient :

~ 2000, 0,6x0,4 4000 , 0,45x0,55 14000, 0,3x0,7
Var(p)=( y. +( y. +( ). :
20000° 150 20000 150 20000° 700

soit aprés calculs, Var(:t\)) =0,000229.

37} On peut admettre [a convergence de chacun des estimateurs p, vers la loi normale (car les #,

somt grands). I en résulte que ;) suit aussi fa loi normale dont en fonction des questions
précédentes, espérance mathématique et variance sont respectivement égaux 3 pet 0,000229
=0 =0,01513.

Considérant la variable nermale, centrée, réduite, associée a ;), soit £ = 0‘31_5‘?3 , 0N peut
gerire pour tout & /0<a <1, Prob(—t, <& <t,)=2TI(t,) ~1=a . Choisissant ainsi la valeur

a=0,95=Ti(,)=0,975=¢, =1,96, on obticnt Pintervalle de confiance de & au seuil de

confiance o =95%, & saveoir —1,96 <& = OlfL <+1,96. D’'ol, V'encadrement cherché de

,01513
~ ~ ~ B3 N —~
p, défini par p-1,96x0,01513< p<p+1,96x0,01513 avec p= Y , clest-3-dire
h=1
~ 4 14000
5= (2000 ) 0,60+ (0% 0.4 5+(0000)*0-30=0,36. Numériquement, /'intervall
20000 20000 20000

de confiance cherché pour p est donc 0,33 < p £0,39.
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6. Dans cet exercice, il est montré qu’une stratégie optimale pour estimer une quantité
inconnue dans I’ensemble d’une population stratifide, ne 1'est plus tout a fait si
’objectif est autre, tel comparer les strates entre elles. Il convient donc de définir
précisément en amont ce qu’on recherche avant d’opter pour la technique employée.

On considére une population de taille N formée de deux strates de tailles N, et ¥,

¢t on s’intéresse ici & la moyenne inconnue m d’un caractére XX, les moyennes
inconnues au sein de chacune des deux strates étant respectivement égales 4 m, et
m,. On note par X, et par X, les estimateurs respectifs de », et m,, I'estimatcur
de m étant noté X', quant 4 lui.

On suppose enfin que la variance de X est la méme dans chaque strate, 4 savoir
ol =0, =0".

On dispose d’un budget C et on suppose que les prélévements effectués sont des
sondages aléatoires €lémentaires sans remise, respectivement de tailles », et 7, an

sein des deux strates considérées. On note par C .n +C,.n, la fonction de cout du
sondage, C, et C, désignant les coilts unitaires respectifs associés aux deux strates.

1°} Exprimer X en fonction de X, et de Z et évaluer E(X) et Var(X).

2°) On construit ict un échantillon optimum 2 cofit constant.

2-a) Quelle répartition (n,n;) de I’échantillon donne une variance Far(X)

minimale ?

2-b) Calculer Var(X)dans ces conditions optimales, pour N, =10000, N, =20000,
§=278,=2,C =4,C, =9,C~=1000.

3”) On reprend ici le méme probléme, mais suivant une allocation proportionnelle,
rest-i-dire 1/ =N i

c'est-a-dire /”;, = /n , ¥k (taux de sondage uniforme).

3-a) Déterminer ny,m,, et n.

3-b) Reprenant les données numériques précédentes, calculer Var(f) et évaluer la
perte relative de précision par raport 4 ’échantillon optimum de la 2°™ question.

4°} En fait, on se propose plutét d’évaluer 1'écart entre les moyennes m; et m, des
deux strates.

4-a) Montrer que Z——X—; est un estimateur sans biais de m, —m, et calculer
Var(X,-X,).

4-b) Déterminer la répartition optimale (n,n,) de Déchantillon pour que
Var(/?'l— ?2) soit minimale toujours avec la méme contrainte de budget,

4-c) Reprenant les données numériques des questions antérieures, calculer Var(f)

pour la répartition optimale de la question 4-b) et comparer avec les résultats
obtenus par les méthodes antérieures.
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Solution : 1°) Reprenant les résultats de 1'application 2.2 relative aux sondages par stratification,
N

: . - _ N+ e . o .
on a Immédiatement X =F'.X | +~F2.Xl. Ti s’ensuit, par pseudo- linéarité de la variance,

2

Var(O) = (U0 ar () 4 (27 Var (o) =" S0 ‘; G

—n—>1,les

2-a) Considérant que N, et N, sont grands devant n, et n, ef qu’on a donc

résultats obtenus dans 'application 2.2 conduisent, pour la recherche des échantillons de tailles
optimales i cofit tofal constant, aux conditions :

h _ #,
N17 i N27
Ja NG

. N N, , . .
Posant K = A.0 . on en déduit n, =K. —=.n, = K.—=, la relation C,.n, +C,.n, =C
N J<

= A = constante.

enitrainant immédiatement K = —————————_ D01, la valeur de K et 4 fortiori, les valeurs
NG +N,4JC,

des tailles optimales n, et #, .

2-b) Suivant I"application numérique proposée, on a  successivement

1000 Lo 110000 oo g%xM:s:a,:a,son

= = — . n =
10000+/4+20000/9 80" ' 80 4 J9
en arrondissant et tout en respectant la contrainte d’un cofit total inférieyr & 1000, les valeurs

n =62,n, =83,

.

Nz_”; ot N,-n,
N -1 N, -1

L

équivalents & 'unité,

Pour ces valeurs, on a donc en supposant

Ao’ 2,0 1
Pévaluation Var(X) = (Z) . —+(5) . — =(—+——=).0" =0,007147.¢".
@) (3) 62 (3) (9 62 9 83)
3-a) L allocation proportionnelle conduit & la relation RCIPL Ty SN n=KN,n =KN,.

L 2

Ecrivant que Com+Cymy =C, il viemt K.(C.N,+C,.N,)=C, don les valeurs de
K,n],n:,...,Var(E).

000
3-b) Numériquement, on a successivement X = l =——, puis
{4x10000}+(9%x20000) 220
=1{;.%:45,45 et n, -—-M=90,90. Suivant arrondis et respectant de nouveau la
contrainte d™un codit total inférieur & 1000, on obtient n, =45,n, = 91.
1
Dans ces conditions, Var(X — = (——+——).0"=0,007353.0"
()(3)45() (945991)
La perte de précision est relativement faible ici puisqu’entre I'échantillon optimal de la 2°™
7353-7147

question et I’allocation proportionnelle, elle est de T 2,9%%.
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4-a) 1l est bien évident que £ {Z—Z] = E(Z)—E(Z) =m, —m, . Par ailleurs, on a aussi

o o _ 2 _ _
Var(X, - X,)=Var(X))+Var(X,) = 9.2 {toujours en supposant Ny—n et N, =,
noon N, -1 N, -1

proches de 1).

4-b) 11 s’agit donc de trouver les valeurs n]' et n, de n, et de n, qui rendent minimale, la fonction
1 1 .
o’ (—+—), les variables n, et n, satisfaisant la contrainte C,.n, + C,.n, = C . La méthode des

1y
multiplicateurs de LAGRANGE, conduit 2 ta fonction auxiliaire :

V(n,n)= cJ'z.(i+—1—)+/1.[Cl.nl +C,.m —C]
#, R

1 A

. . . é av - ,
dont la nullité des dérivées partielles x et —— s’écrit suivant les équations :

on,  On,
2
L 4AC =0
B o= K o= K
R b L B el
—a—j+l.CZ~—~0 \/C_' ‘/a
n,

L’écriture de la condition C,.n; +C,.n, = C, conduit immédiatement & Pexpression de K. &

savoir K —L
JG +JC,
000 200 . 200

4-c) Numériquement, X :1?= 200, n; = > =100, et 1, =T = 66,66 Par arrondi et

et A fortiori aux valeurs cherchées optimales 7 et #, .

respectant la contrainte d*un colit maximal égal 4 1000, on obtient n; =100, n; =66,

2 2

_ 4

Pour ces valeuss, Var(X) = (1Y 2+ (3. = (s L 3670007885107
37100 '3 66 9x100 9x66

Cette fois, la perte de précision est plus importante puisque par rapport aux échantillons de tailles
optimales de la 2°™ question, cette perte est ici de 9,7%. On voit donc que la méthode en question

est moins appropriée & I’estimation de m .

7. On considére un échantillon de taille #, soit (X,X,,...,X,), de n variables
aléatoires indépendantes et éguidistribuées (loi «parente» X de densité de
probabilité 7(x)).

Exprimer en fonction de f(x) et de la fonction de répartition F(x)=Prob(X <x),
les densités de probabilités des statistiques U/ = inf X, et ' =sup X,.

1<isn I<i<n
Solution : 1°) Pour tout ¥ on a Prob(U zu)=Prob(X, z2u, X, 2 u,..., X, 2 u). Désignant
respectivement par Gi(u) et g(u), la fonction de répartition et la densité de probabilité de U, il
s’ensuit, compte tenu de I’indépendance des variables aléatoires X, I'expression :

Prob(l/ zu)=1-G(u) = ﬁProb(Xf zu)=(1-Fu))"

=]
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Rappelant qu'entre fonction de répartition F{x) et densité de probabilité f{x), on a la
dF (x)

relation F(x) = L f(u).du , soit par dérivation, = f(x), la dérivation terme A terme de
la relation précédente, conduit immédiatement au résultat :
dProb{l/ dG(u dF (u
( ") - ( ) - _n-(l _ F(u))n-I '______(_)_
du du du
soit, aprés simplifications, I'expression cherchée de la densité de probabilité de U, 4 savoir :

gluy=n(-Fu)™.f(u).

« Drautre part, pour tout v, on peut écrire Prob(V <v)=Prob(X £v, X, <v,.., X, Sv),

soit compte tenu de I'indépendance des variables aléatoires X, ’expression :

Prob(V <v) =1=_[Prob(X, <v)

=l
Ainsi a-t-on en désignant respectivement par H(v) et A(v) la fonction de répartition et la

densité de probabilité de ¥V, la relation A (v)=[F (v)]”. Par dérivation, il en découle
’expression cherchée de la densité de probabilité h(v) de la variable aléatoire ¥ :

_ dH (v) _ -1 dF
dv

h(v) n.[F M. df;v) = n.[F (v)]"_] JO).



CHAPITRE IT

ESTIMATION

A - | Rappels de cours

1. La problématique de Pestimation statistique

Comme cela a été déja indiqué en avant-propos, I’estimation statistique intervient
lorsque le modéle probabiliste qui est susceptible d’avoir généré les observations
effectuées a été choisi. Cependant son impact est déterminant dans la qualité de la
modélisation mise en ceuvre et Pestimation forme, & cet égard, une partie essentielle de la
statistique mathématique.

Dans le chapitre précédent, le lecteur a déja pu constater la place majeure que tiennent

les moyennes «m », proportions «p », et variances « & » dans Uestimation « 8 » des
paramétres « & » des lois de probabilités usuelles. I y a aussi été mis en évidence, des

havyey ~2 vy r - . 2 . -
estimateurs X , F, § , dont les propriétés sont séduisantes puisqu’on a montré qu’on

avait E(:Y-) =m,E(F)=p, E(S‘Z) =g (bref, des estimateurs qualifiés plus loin. de « sans

bigis »).

+ Mais sont-ils les estimateurs les meilleurs ? Par ailleurs, que dire des nombreux autres
parametres et estimateurs ¢galement renconirés en statistique ? Telles sont les questions
qui font 'objet de la formalisation présentée dans ce chapitre et 4 (ravers lequel sont
développés les propriétés des estimateurs, la comparaison de leurs qualités, et leurs
modes de construction.

« C'est Pestimation ponctuelle (£ approximé par é) qui est principalement visée
ci-dessus. Or ’exemple de l'application 1.6 du chapitre 1 montre, par le biais
d"échantillons de taille »=2, toute la disparité des estimations de m qu’on peut obtenir

i=n

S

en recourant 4 la moyenne empirique X =-=—— dont les valeurs varient ici entre 3 et 12.
H

« In fajt, la taille » de I’échantillon est un élément incontournable de la validité de
I’estimation obtenue et c’est la raison pour laquelle on préférera fréquemment 2
Pestimation ponctuelle, un encadrement de la valeur inconnue & estimer, &, suivant un
seuil de confiance fixé a priori, 1-a (en pratique, 90%, 95%, ou 99%).
Cette construction constitue ’estimation par intervalle de confiance. Autrement dit, on
cherche a,b/Prob(a<8@<b)=1-a, a donné/0<a <1. L’estimation par intervalle de

confiance est également traitée dans ce chapitre.
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2. Propriétés des estimateurs ponctuels
2.1 Qualités d’un bon estimateur

Le contexte classique est celui d'un échantillon de r variables aléatoires
indépendantes (X, X,,..., X} suivant la méme loi, 4 savoir celle d’une variable aléatoire
X (variable dite « parente »), de densit¢ de probabilité f{x,8) (resp. de loi de probabilité
Prob(X =x)= p(x,8) dans le cas discret), # étant un parameéire unidimensionnel ou
multidimensionnel dont on se propose d’évaluer |’estimation 0 & travers une statistique
g = T(X,,X,,..X,) (dite encore « estimateur »).

« En premier lieu, on peut attendre d’un estimateur « correct », soit 8 =T, qu’il vérifie

deux conditions :

- étre comvergent, c'est & dire vérifier 86 lorsque le nombre des observations
devient grand (m —»+ew) (on parlera également d'estimateur comsistant pour
caractériser une telle propriété) ;

- étre samns biais, c'est-d-dire vérifier que, sur la population de la totalité des
échantillons de taille # qu’il est possible d’extraite de la population considérée, on
a E(T)=0(on parlera d’estimateur asymptotiquement sans biais si on a

seulement lim E(7,)=0. Cette notion s’étend aux estimateurs 7 d’une fonction
g(8) atravers la relation E(T )= g(8).

La propriété de convergence dont il est précisé qu’il s’agit d’'une convergence en probabilité

(Ve >0, lim Prob(T, —QI > £)=0), est le moins qu’on puisse exiger d’une statistique dont
A0

on attend qu’elle soit un estirnatenr acceptable. On peut en dire de méme de la condition détre

sans bigis encore qu'il existe des estimateurs biaisés tout A fait satisfaisants. Ainsi

préférera-t-on un estimateur biaisé mais de variance faible & un estimateur sans biais de grande

variance.

La convergence en probabilité est satisfaite lorsque les conditions lim E(7))=6 et
n—>og

lim Far(T)=0 sont remplies simultanément. Autrement dit, wn estimateur

By

asymptotiguement sans biais et de variance tendant vers 0 est convergeni. C'est immédiat

+|E(T,)-8].

puisque suivant I 'inégalité triangulaire. |T, - 8| < |T, — E(T,)

En pratique, presque toujours la distribution de 7, devient de plus en plus étroite lorsque

n— +o et converge, qui plus est, vers la loi normale. Les hypothéses ci-dessus sont done le
plus souvent satisfaites.

2.2 Comparaison des estimateurs
La comparaison des estimateurs repose sur la notion de risque, ce dernier étant tout
r,-6f =£{(z,-67].

- Ainsi I’estimateur 7, est-il plus efficace que ’estimateur 7 si R(T)< R(T)).

naturellement défini par 1’écart en norme quadratique R(7 )=

- S'agissant d’estimateur biaisé {E(F)=6+B ol B désigne le biais de 7)), on a
I'expression R(T.)=Var(T,)+ B’. Bien entendu, lorsqu’on a un estimateur sans

biais (B =0), le risque et les comparaisons qui en découlent, se résume a Far(7)).
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En effet, lorsque E(T,)=0+ R, le développement du risque R(T )= ”Tn —6‘“2 s'écrit
E[(1,-0) |= E[ (T, E(T,)+E(T,)-6)" |=E[ (T, - E(T,) + B)" ], soit suivant linéarité
de I'espérance mathématique :

E[(T,-6)" |=E[ (T, - ET) + E(B") +2.E[(T, - E(7,).B]].

Mais d'une part, E(B)=B", et d’autre part, E[(7, - E(7,).B]= B.E[T, - E(T})], soit
B.E(T,)-B.E[E(T,)]=0. Ainsi obtient-on, en conclusion, le résultat annoncé :

E[(T,-6) |=Var(T,)+ B’

- L’estimateur T pour lequel R(T')< R(T)), V Destimateur 7, considéré , est dit
optimal. Dans le cas d’estimateurs sans biais, |’estimateur optimal s’apparente 3
Pestimateur de variance minimale (on parle d’estimateur efficace).

- Comme il sera montré plus loin, le meilleur estimateur qui est sans biais &1 de
variance minimale n’existe pas toujours. On pourra lui préférer un estimareur
biaisé de risque plus faible comme cela a déja été mentionné précédemment.

- Enfin, ce n’est pas parce que 8 est un bon estimateur de @ que g(a) est un bon
estimateur de g(6). Par exemple, la constatation simple E(X*)=Far(X}-EiXr
montre que E(g(@)) est différent généralement de g(E(#)) et quon peur donc
avoir g(a) biaisé, alors que 6 est sans biais.

2.3 Information de FISHER

Développée dans les années 1920 et anticipant d’une vingtaine d’années la fonction
« entropie » de SHANNON, base de la théorie de I'information, I’'information de FISHER
dont I"intérét est souligné par 1'inégalité de CRAMER RAQ présentée ci-aprés, a pour objet
la quantification de I’'information pertinente contenue dans les données.
» Une siatistique est une transformation des domnées de I'échantillon qui résume et

simplifie ce dernier. Dans ce cadre une statistique est dite « exhaustive » (cf. paragraphe
2.5), si ce résumé ne supprime pas de I'information contenue dans I'échantillon en
question. Ainsi, les notions d’information et de statistiques exhaustives sont-elles liées.

« Mathématiquement, X é&tant une variable aléatoire dont la loi f(x,€) (on supposera
f(x,8)>0) dépend d’un paramétre réel &, on définit la quantité d’information de
FISHER fournie par la variable aléatoire X sur le parameétre &, par la quantité :
0 2
I =E|(—In f(x,8
©®) [( 51 /(0 }
(le calcul de I’espérance mathématique étant effectué par rapporta X).

» Lorsque f{(x,8) est au moins deux fois dérivable et qu'on a de plus le domaine de
définition de f(x,8) (dit « support ») indépendant de 8, on obtient pour I{(f), une
seconde expression fort utile pour les calculs, 4 savoir :

62
@)= -E[Wln f(x,e)] .
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En effet, supposant par exemple X a valeurs sur R et y satisfaisant les conditions f{x,d)
strictement positive, deux fois dérivable. et de support indépendant de &, on a par définition,

L f(x,@)dx=1,Y8. Dérivant cette relation par rapport & &, il vient successivement,
d 0 ¢ oo,
-@(L F(x,0).de=0= La_e £(x,0).dx = L(%m £(x.0)).f(x,8).dx, soit Iespérance
mathématique K [ih fx, 9):| .

&l
Dérivant de nouveau, la relation obtenue ci-dessus, E {aag Inf (x,B)J =0, 1l vient :
A I (iln S(x,0)).f(x,8).dx =0, soit en développant la dérivée en question :
o wag BT w e

o’ G 2 _

[ S 0)f Oy e+ [ (o In f(x,8) S (3,80 =0

Ainsi, 7(8)qui est égale & E[(%lnf(x, 9)):}= L(%]ﬂ F(x,8)) f(x,0).dx est aussi

o In f(x,0)).f(x,8).dc=—E [%lﬂ f(x,B):’ ce qui prouve le résultat

08°

égale & — j (
iR
annoncé,

o Le modele uniforme présenté en application 1.3 du présent chapitre, est un exemple
usuel ol les conditions du calcul précédent ne sont pas remplies puisque le support de
S (x,0) dépend alors de 6.

« Plus largement et toujours sous les hypothéses de validité de la seconde expression de
I(#), pour deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives f{(x,8) et g(x,8),
la quantité d’information 1(8) liée au couple (X,Y), soit I, ,(0), est égale a la somme
1,(0)+1,(0) des quantités d’informations li¢es respectivementd X eta Y.
La démonstration est immédiate puisque X et ¥ étant mdépendantes, le couple (X,Y) a
pour densité de probabilité f(x,8).g(y, ). Dans ces conditions :

L 6= —E[a‘% In(f(x,8).£(, 9))} - —E{E%‘{(]ﬂ £(,6)+1n(g(, 9))} , soit par

2 2
finéarité de I’espérance mathématique, I, ,,(6)=-E {—;9—2— In f(x,B):J - E[:aa?g(y,ﬂ):} .

Ceci établit le résultat annoncé.
« Par extension, il s’ensuit que pour un échantillon (X, X,,...X,) de nvariables
aléatoires indépendantes X, de loi parente X, la quantité d’information contenue dans
Iéchantillon relativement @ 8, soit I, . . (0) estégalea nl (9).

C’est une évidence en itérant le résuliat précédent établi pour le cas de deux variables.
+» Désignant par L(X,,X,,... X,.8)la densité de probabilité du #-uplet (X,,X,,...X,),

fonction essentielle en statistique et dite « fonetion de vraisemblance », on a

0 ,
Iy x,(0)= E[(éEInL(A,,XE,...,XH,B))Z}
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Ici encore, le résultat est immédiat dans la mesure o, considérant les variables aléatoires X,

indépendantes de densités de probabilités respectives f(x,,8), la demsité du p-uplet
(X, X,,.., X,) est égale au produit des densités L(X,, X,,.... X,,0)=]] f(X,.6).
i=l

2.4 Inégalité de CRAMER - RAO

Cette inégalité est fondamentale puisqu’elle fournit dans les conditions précisées
ci-aprés, une borne inférieure de 1a qualité des estimateurs possibles pour un paramétre 8
donné, Ce résuitat est le suivant :

+ Considérant un échantillon (X, X,,..,X,)de n varables aléatoires indépendantes
équidistribuées de méme loi, c'est-a-dire de variable « parente » X caractérisée par la loi
de densité de probabilité f(x,8) (resp. Probd(X =x)= p(x,0) dans le cas discret), pour
tout estimateur 7, (X, X,,...X,) du paramétre 6 (voir plus largement d’une fonction

L gy

d8
g@®),ona Var(T )2 PYRT) .

L’inégalité de CRAMER - RAQ nécessite la satisfaction des conditions d’applicabilité de ia
seconde expression de la quantité d’information de FISHER, clest-a-dire f(x.f) au moins

deux fois dérivable, strictement positive, et possédant un support indépendant de .

i=n
Posant L(v,0)=L(x,x,,..,x,,0) et dv=de, pour simplifier les notations. on a par

1=l

définition J;”L(v,ﬂ).dv:l. Par dérivation, -;% LHL(v,B).dLmO entraine les relations

.[v" Edé[’(v’ Qr.dv= .l;a" (;i%]nL(v,B)).L(v, 7).df =0 {(dérivation sous le signe somme
admissible parce que le support de L{v,8) est indépendant de #).

En conclusion, on a le premier résultat £ [% In{v, 9)} =0 (1)

D’autre part, formant E(T )= J;n T.(v).L(v,8).dv, on a, par dérivation, les relations

%E(Tn) = L]; (v).%L(v,B).dv: Ln]:!(v).(é%lnL(v, M).L(v,8).dv. Ainsi, obtient-on

d 0

1 d résultat -—— E(T)Y=E;T,.—(In L(v,8 2

e second résulta 0 (1) { " 69( (v ))} 2

Dés lors, écrivant (1) sous la forme E [E (T ).b%!n(v,e)} = 0 (puisque E(7) est constant),
. . d 0

et développant (2)-(1), it vient gé—E (Ty=E|(T, -E({, ))'—65(]}] Liv.a0|.

L’inégalité¢ de SCHWARTZ a savoir < U,V »<|U|.|F[|, ¥(U,¥), permet de conclure au

résultat VarT K [{%ln L(v,B))ng(di;E(ﬂ )’ d’ot I'inégalité de CRAMER RAO, a

LBy

savoir Var(T,) ::—“"-9}:@— avee 1, (6)=n1,(8).
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o Dans le cas trés classique d’estimateurs T sans bigis d’une fonction g(f) du paramétre

g6y

H. F%
biais de # (cas oi g(#)=8), a-t-on pour évaluation de la borne inférieure de la précision

@, on a immédiatement Var(T)) = . Ainsi, pour P'ensemble des estimateurs sans

. Lorsqu’elle est atteinte, cette bome notée

desdits estimateurs, la valeur minimale
n.
X

couramment «borne F.D.CR» (pour FRECHET, DARMOIS, CRAMER, RAO),
correspond 2 ' estimatenr dit « efficace ».

L’inégalité de CRAMER - RAQO susmentionnée fixe la meilleure précision qu’on puisse
espérer. Mais, il est rappelé que cela ne prouve pas I’existence systématique d’estimateurs sans

biais de & (ou g(#) qui atieignent cette borne minimale F.D.C.R.

S’agissant d’estimateurs baisés ( E(T) = g(#)+ B ), on sait d’aprés un calcul antérieur que
E {(T -g(®)y :I =VarT + B*. Ou pourra donc écrire :
) (@)
E[(T-g0) )25+ £E
[T -20)) ] ol O
résultat, constituant Pinégalité de CRAMER - RAO généralisée et se ramenant lorsque
B =10, al'énoncé portant sur les estimateurs sans biais,
« Toujours, dans le cas d’estimateurs sans biais, on montre quune condition nécessaire et
suffisante powr qu'un estimateur 7 de g(@) soit efficace, c'est-a-dire de variance
minimale (égale 4 la borne F.D.C.R), est qu’il existe trois fonctions a(8), 8(8), et y(x)
telles que In f(x,0) =a(8).T(x)+ B(B)+y(x). Les modeles appartenant a la famille
exponentielle (cf. ci-apreés) sont un exemple classique d’illustration de cette condition
nécessaire et suffisante.

« Enfin, le cas ot ¢ est multidimensionnel n’est traité que trés partiellement dans cet
ouvrage car conduisant & des calculs assez lourds. Mais il donmne heu a des
développements comparables 4 ce qui vient d’étre exposé.

2.5 Statistiques exhaustives

Comme cela a ét€ exposé dans le paragraphe 2.3 précédent, 1l s’agit de statistigues
intéressantes puisque tout en le simplifiant, elles ne suppriment en rien I'information
contenue dans I'échantilion. En d’autres termes, notant par [, , , ,(€) I'information

fournie sur 8 par un échantillon de taille » et par [ (8) 1'information fournie par toute
statistique § sur 6, ona [(OY<[, v . (6). Lorsque § est exhaustive, 1,(6) est

maximale etatteint I, . (8).

« Au plan formel, une statistique S est dite exhaustive pour le paramétre @, si la lot de
probabilit¢ de I’échantillon (X,,X,,...X,) conditionnellement 3 la valewr S=s5 ne
dépend pas de la valeur de 6.

Par exemple, afin d'évaluer la proportion inconnue de piéces défectueuses dans une
fabrication, soit p, on effectue un prélévement (avec remise) de npiéces qui conduit a

Péchantillon (X,,X,,...,X,) des n variables de BERNOULLI égales & 1 si la piéce est
défectueuse et 4 0 sinon.
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Il est intuitif de considérer que la connaissance d’un n-uplet de 0 et de | induite par vn

prélévement se résume pour ce qui est de p, 4 la détermipation du nombre de pitces

défectueuses dans 1'échantillon, soit § =ZX,.. Or, ’expression de la loi conditionnelle
i=l

Prob(X, =x,X, =x,,.,X, =x,/5 =x) conduit au rapport :

3

i=n

HPrOb(XJ =‘xz‘) X l n-x 1
Prob(Xl :x],Xz=x2,.__’Xn:x”/S=x)= i=1 = 14 ( p) — =
Prob(S =x) cCp.-p C

Cette loi conditionnelle qui est la loi uniforme sur {0, l}n ne dépend pas de p et § forme

donc ici un exemple de statistigue exhaustive.

« En pratique, ies calculs pour expliciter la loi conditionnelle sont loin de présenter la
simplicité ci-dessus. Le théoréme suivant qu’on admettra et qui est connu sous le nom de
théoréme de factorisation (théoréme de NEYMAN - FISHER) permet d identifier plus
Sfacilement les statistiques exhaustives. Son énoncé est le snivant
- § est une statistique exhaustive si et seulement si on peut trouver deux fonctions ger h
telles que la loi f(X,0) de l'échantillon X =(X,X,,..,X,) s’écrit sous la forme
F(X,0)=g(S(X),8)xh(X), clest-a-dire le produit d’une fonction qui dépend de § et de
£ mais pas explicitement de X par une fonction qui dépend seulement de 1’échannllon
X=(X,X,,...X,) et pas du paramétre 8.
Supposant par exemple la variable « parente » de loi exponentielle de paramétre inconmu A ¢t

izn

considérant la statistique §' = Z X,,ona f(X,0)= H/’i.e_l'x’ =A"¢™*5 On constate ainsi
i=] =]

que f(X,0) est le produit de la fonction g(S5,8)=A"e ™" et de la fonction A(X)=1.11

s'agit bien d’une statistique exhaustive pour le paramétre A, d'aprés le théoréme de
Jactorisation.

2.6 Le cas particulier de Ia famille exponentielie

C’est un cas particuliérement usité parce que les modéles courants que sont la loi

binomiale, la loi de POISSON, la loi Gamma — n, la loi exponentielle, la loi normale,
appartiennent entre autres a la famille exponentielle.
« Cette derniére recouvre les modéles pour lesquels ia variable « parente » X a une densité
de probabilité f(x,8) (resp. une loi p(x,6) dans le cas discret), qui peut ’écrire sous la
forme f(x,8)=exp [Q(G).T(x)+‘P(9)+C (x)], soit encore suivant la  forme
logarithmique, In f(x,0) = 0(8).T(x) + B(6) +y(x).

» On montre que sous certaines conditions (généralement vérifiées pour les lois courantes

=H
susmentionnées), T :ZT (X,) constitue une statistique exhaustive, qui plus est
i=t
efficace, compte tenu de la condition nécessaire et suffisante précédemment mentionnée
au paragraphe 2 4.

e’ 9*

x!

Par exemple, pour la loi de POISSON caractérisée par p(x,f)=
In p(x,8) =8 +xInB-In(x!).

, on a
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Il s’agit bien d’vne loi appartenant & la famille exponentielle pour laquelle
00)=mnb,T(x)=x,p(8)=-0,y(x)=-In(x}). T(X)= Z X, constitue  donc  une
i=|

statistique exhaustive pour & ce qui &ait prévisible.

3. Construction des estimateurs
3.1 Construction suivant statistique exhaustive (théorémes de RAO - BLACKWELL et
LEHMANN - SCHEFFE)

Le théoréme ci-dessous permet d’améliorer un estimatenr a 'aide d'une statistique
exhaustive :
o Si T estun estimateur sans biais de g(f) et si S est une statistiqgue exhaustive pour
g(8), lestimatenr Z(5)=E(T/8) est un estimateur sans biais préférable & T
(théoréme de RAQ — BLACKWELL).

En effet, Z(S) & pour risque R(Z)=E[(Z—g(9))2]=E(Zz)—2g(9).E(Z)+g(9)2.
La différence des rsques associés respectivement 4 Tet 4 Z est donc égale &

R(T)-R(Zy=E(T*)- E(Z*)-2g(0).| E(T) - E(2)].

Or, suivant le théoréme de l'espérance tofale portant sur les espérances conditionnelles,
E(Z) =E[E(T/S = S)] =E(T). Ainsi, R(T)—R(Z) se résume t-elle d E(T")}— E(Z?).

Formant parallélement E I:(T -Z )2] =E(T*)-2E({T.Z)+E(Z%), il est proposé ci-aprés

d’expliciter E(T.Z) = E[T.E(T/5)].
En ce sens, il est rappelé que V(X,Y), I'espérance
conditionnelle E(Y/X) rcprésente la projection

orthogonale de Y sur le sous-ensemble engendré par
la variable aléatoire X , tout cela suivant le produit
scalaire habitue] < UV, ¥V == E(U V).

T
Le schéma cicontre montre qu'on a
E[TET/S)|=<T,E(T/5)-, soit aussi,
/ <T-ET/8),E(T/S)=+=<ET/8),ET/8) =,
CE qui S€ résume a ; :
E(TS) <E(TIS),E(T/S)»=ET/SY du fait que

T-E(T/S)L8S=<T-E(T/S8),E(T/8)»=0.
En resumé, E(T.Z)=E(Z’) et E[(T-Z) |=E(I")-E(Z°). Ainsi la différence des
risques R(T)~R(Z)=E(T")-E(Z*)=E[(T~Z)*] est<lle positive ou nulle, ce qui
établit le théoréme de RAO-BLACKWELL suivant lequel Z est préférablea T .
L’exemple ci-dessous illustre les mécanismes du théoréme de RAQ- BLACKWELL.

On considére un échantillon indépendant (X, X,,..,X,) de loi parente X de type

-8 nx

). On se propose d’estimer ici ¢ = Prob(X =0).

e
POISSON (Prob(X =x)= '
x!
Pour cela on va partir de la statistique exhaustive § = Z X, précédemment exprimée dans le
pa
cadre d'un exetnple de famille exponentielle et d'un estimateur T trés grossier défini par :
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T=1 si X, =0 et =0 sinon. Certes T est un estimateur sans biais puisque
E(T)=1xProb(X =0)+0xProb(X #0)= e ®, mais, fonction de la seule variable X,
il est loin de prendre en compte toute 1’information contenue dans I'échantillon de taille »,
(X,,X,,..,X ) . U constitue donc & cet égard un estimateur trés rudimentaire.

Dans ces conditions, caractérisons la variable conditionnelle X,/8§. Il est immédiat en

i=ti
premier lieu que S=ZX: suit la loi de POISSON de paramétre nf (cf cours de
i=]

probabilités). Dés lors :

Prob(X, =k’S=S)=Prob(X, =k,;X, =s5-k)

Prob(§=ys) Prob($ =s)

Prob(X,=k/§=s5)=

Z X, suivant pour sa part {a loi de POISSON de paramétre (r—1)# , il vient en définitive :
=2
6 c” [(n-DO] "

kO (s —k)! _ st (n-D

(O) o CKs-B)

s!

Prob(X, =k/§=s) =

1
On reconnait ici Ja lof binomiale de type B(s,—).
H

Revenant & E(7'/S5) qui est 'estimateur fourni par le théoréme de RAO- BLACKWELL. il
1

est égal & IxProb(X, =0/8 =5)+0xProb(X, # 0/5 =), soit (1——)"suivant le caleul
n

précédent relatifa X /5.

‘s 1 . . )
On a donc 13, & travers (1—~)S, un estimateur qui tout comme T forme vn estimateur sans
R

biais de ™, mais qui, suivant le théoréme de RAO- BLACKWELL, est beaucoup phus précis.
C’est méme un estimatenr optimal comme le montre le théoréme de LEHMANN — SCHEFFE

cl-apres.
« Une statistique est dite compléte si V8, E[A(S)]=0=>h=0 presque partout (¢'est-a-
dire partout sauf en un ensemble de points de mesure mulle).
« Dans ces conditions, si T~ est un estimatenr sans biais de g(0) dépendant d’une
statistique exhaustive compléte, il est alors 'unique estimateur sans biais de variance
minimale de g(f) (théoréme de LEHMANN — SCHEFFE).
En particulier, si on posséde déja un estimateur 7 de g(#) qui est sans biais, et s1 [IJ

est une statistique exhaustive compléte, on a nécessairement 7" = E(T /).

Montrer qu'une statistique exhaustive est compléte n’est pas aisé surtout si on survole les
notions de théoric de la mesure et de 1’intégration comme c’est le cas dans cet ouvrage.
On admettre cependant que dans le cas particulier de la famille exponentielle, toute statistique
exhaustive est compléte, ce qui suffira pour la plupart des cas pratiques 3 commencer par

I’exemple précédent relatif 4 la loi de POISSON. Ainsi (l—i)s est-il bien I'estimateur
n

optimal de ¢ * puisque S est exhaustive et que la loi de POISSON appartient & la famille
exponentielle.
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3.2 Méthode des moments

C’est 1a méthode intuitivement la plus naturelle et elle est d’ailleurs antérieure aux
autres techniques dont notamment la méthode du maximum de vraisemblance développée
plus loin. Plus usitée dans le cas ot & est multidimensionnel, soit £ =(8,,8,,...,8,), son

principe consiste & exprimer les 6, (1<i< p)en fonction des pmoments d’ordre 4,
m, =E(X"} avec 1 <h< p, ces demiers étant ensuite substitués par leurs estimations par
les moments empiriques m, = +=—- La méthode exploite la propriété suivant laquelle

les moments empiriques m, constituent des estimateurs sans biais et convergents des

moments théoriques m, (1<A< p).
Au plan pratique, on exprime les m, en fonction des 8, , soient :

m] = g](gtagir-'sgp)
m, =g,(6,8,,..,6,)

m,=g,6,6,,..0,)
Puis, on résout, lorsque c’est possible, le systéme qui permet d’exprimer les 8, en

fonction des moments #m, , soient les expressions :

6, =y (m,my.m)
8, =h(m,m,,...,m,)

8, =h(m,my,.,m)
En remplacant les valeurs théoriques m, par les moments empiriques 1;1: , on obtient

donc ainsi les estimations cherchées 8, des 6, ( 1<4< p), soient :

—~

é; = h(my,m,,...m,}

——

8, =h2(ml,mz,...,mp)

8, =h,(m,m,..,m)
Le théoréme de SLUTSKY justifie la propriété de comvergence en probabilité des
estimateurs ainsi obtenus.

Le théoréme de SLUTSKY exprime la convergence en loi (ou en probabilité) de toute fonction
J(X,) vers f(X) dés lors que la suite de variables aléatoires X, converge en loi (ou en

probabilité) vers X .

Par ailleurs, la méthode des moments s’applique tout autant en utilisant les moments centrés
Var(X h)=E|:(X -E(X ))k:l, voire méme un mélange des dewx (centrés et non centrés)

comine cela est montré dans ’exemple ci- aprés.
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Dans cet exemple, la méthode des moments est vtilisée pour estimer les paramétres p et g de
la loi Beta( p,q), loi dont pour et ¢ positifs, la densité de probabilité est définie par :
1

Sf(x)= B X (1=x)"" pour 0<x <1 et:
e e T(p)T(g)
Bip.q)= r(l+u)”*" A fﬂu (-u)""du F(p+g) ., B(p.g) et T(p)

deésignant respectivement les fonctions Béta et d’Euler.

Pq _
(p+q)(p+q+1)
E(X).[1- E(X)]-Var(X)

Var(X)

On montre par les calenls classiques que E(X)= i et Var(X)=
prq

On en déduit donc aisément que p=FE(X ){

E(X).[1- E(X)]-Var(X)
Var{X)

}. Des lors, en considérant les statistiques

et g =[1—E(X)].[

i=n

) A

habituelles associées 3 £{X) et Var(X}, soient X=2__ 4§ = Z (X, -X)*,on

obtient les estimateurs cherchés de pet ¢, soient = et
s
X(-0)-5§
g=(1-X). T

« Les estimateurs obtenus par la méthode des moments ne sont pas forcément sans biais
et |’évaluation de leur qualité reste parfois délicate sans omettre, qui plus est, les
difficultés analytiques que pose la résolution du systéme des m, en fonction des 6,. La
méthode du maximum de vraisemblance exposée ci-dessous reste donc la plus courante
et la plus souhaitable.

3.3 Méthode du maximum de vraisemblance

Due a FISHER, c’est comme indiqué précédemment la méthode la plus utilisée,
notamment lorsque le paramétre 6 est unidimensionnel (hypothése Ia plus courante dans
cet ouvrage). Elle permet en effet, de trouver des estimatewrs qui le plus souvent sont
performants.

Supposant vérifiée 1'unicité de la valeur 0 qui rend maximale la fonction de
vraisemblance L(X,, X,,..., X ,0) associée 4 I’échantillon (X, X,,..., X ), on montre que

~

# qui est appelé D'estimateur du maxinmum de vraisemblance de 6 ct est noté
« EM.V », forme relativement au paramétre inconnu 6, un estimateur qui est convergent
en probabilité (donc consistant), asymptotiquement sans biais, efficace, et de loi normale.

« Un estimateur du maximum de vraisemblance n’est pas nécessairement unique car la

fonction de vraisemblance peut avoir plusieurs maximas. Mais la condition
2
. _ .. . e .. OL
supplementaire e < 0 assure cette unicité, ovtre la condition d’optimalité 20 =0,etla

validité de la méthode en question.
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« Par ailleurs, comme ’iflustre I’application 1.3 ci-aprés dans le cas du modéle uniforme,
V'estimateur E.M.V n’a pas obligatoirement une expression analytique explicite.

« Enfin, il est a noter que les propriéiés attrayantes de I’estimateur EM.V sont avant tout
asymptotiques (convergence, normalité, et efficacité). Mais tous les estimateurs EM.V
ne sont pas sans biais, ni de variance minimale.

« Ces propriétés asymptotiques entrainent que 6-0 converge, pour 1 grand, vers une loi

normale centrée, puisque lim E (é) =f.

~ ~ ~ 1
Plus précisément, on remarque tout d’abord que Var(@-60)=FE [(9 -y ] - [E (6- 9)}
converge vers £ [(@ -6)2] = Var(éj puisque, lorsque o est grand, £ (3—9) =0, Dés lors,

efficacité de estimateur EM.V, soit é, implique que Var(é) atteint la bome minimale
FD.CR (de FRECHET, DARMOIS, CRAMER, RAOQ), bome dont on a montré

L, {0) désignant I'information de

précédemment qu’elle était égale 4 Ly x,

I s (6)
FISHER associée & Iéchantillon (X,,X,,..., X, ). Ainsi, en définitive, 6-6 converge-t-il

vers la loi normale N(0,c” =——1—).

[[XI.XZ,A..,}(,,)(B)
« Au plan pratique, I'indépendance des variables X, qui constituent I’échantilion
(X, X,,...,X,) considéré et dont la loi parente est supposée étre caractérisée par la densité
de probabilité f(x,6) (respectivement la lo1 p(x,0) dans le cas discret), entraine

i=n

['expression L(X,,XZ,...,XH,G)=Hf(X,,B). Notant synthétiquement par L(X,8) la
i=1
fonction de vraisemblance en question, I’estimateur E.M.V qui est solution de 1’équation

o . . 8 .
%L(X ,8)=0, est aussi solution de EglnL(X ,0)Y=0. L'usage de la fonction dite
¢

« de log-vraisemblance », soit In L{X,0), simplifie & 1’évidence les calculs compte tenu
de I"expression sous forme de produit, de L(X,6).

« Enfin, on mentre, pour toute fonction g(#), que si 8 est estimateur EM.V de a, g(@)
est 'esttmateur EM.Y de g(4).

La méthode du maximum de vraiserablance est largement illustrée dans fa suite de ce chapitre.
Néanmoins, une application des résultats ci-dessus est d’ores et déja montrée ci-aprés.

Considérant par exemple, un échantillon de » variables aléatoires indépendantes de loi
« parente » de type géométrigue (Prob(X =x)=(1-6)"9, la recherche de 'estimateur

EMV de 6, conduit & former snccessivement L(X,0)=[](1-6)""8, soit
i=1

iox
i=n

L(X,8)= (;%)".(1_9);:&, puis In L(X,8)=n.Ing ~n.ln(l~9)+(3_X,).n(1-6),

et enfin -InL(X,8)=2 A
Y 6 1-6 1-8
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Il s’ensuit que Pestimateur EM.V cherché de 8, soit é, est solution de !’équation
¢

—InL(X,0)=0=> = T:nn_ La valeur en question est bien un maximum, puisgu’on
24X
i1
: & no & 1 L
constate aisément que — InL(X,0)=—-—— {Z X, ~n).-———=~<10. Cette valeur ainsi
GGli] A P (1-6)

1
trouvée pour ce qui esi de PE.M.V est cohérente avec le fait que E(X) = E .

i=n

S,

i=]
n

forme

Il résulte de la demniére des propriétés rappelées précédemment que E:

1 .
également un EM.V de g S’agissant de ce demier estimateur, le calcul de

| XEX) o
Ex)=f = 0. , montre qu’il s’agit d’un estimatewur sans biais.
g n n 8

X ,
- i 21 LS \ -4
Par ailleurs, Var(;) =Var(——) =—5.Z Var(X,) oi Var(X,}= i {se reporer X

n = )

1-0

—. g
e

x|~

1
propriétés de la loi géométrique rappelées au chapitre I). Ainsi, Var(g) =
1 . I : 1
montre que 3 est un estimateur convergent de 2 {puisque llIPco Var(g) =0.
Enfin, le calcul direct de ['information de FISHER pour la loi «parente» conduit

o
|
o(—

()

log- vraisemblance, Inp(X,8)=(X-1).In(1-8)+Inf. Il s’ensuit, par dérivation,

KB _ 8 08 [ (x-p 1] 1. 86X-]
In p(X,6)= - 1n p(X,6) [ e +9} ( (1)1) o

IX($)=E( mp(X,0)) | avec p(X.0)=(1-0)""8, soit suivant |la

o) o) 5

Ainsi, 1, (é) = (]—?;—)ZE [0.X -1)*] . Mais, E[(0.X ~1) |=Var(6.X -1)=6"Var(X)

puisqu’on a E[(G.X —l)]=B.E(X )—I=B%—1=0, tout cela suivant les propriétés

habituelles de I’espérance mathématique et de la variance. En définitive et rappelant que
8 e.(1-6) ¢

(i-6y & 1-8°

$’agissant de I'échantillon (X, X,,..., X,), I'information de FISHER, [ , (6} quiest

2
égale a nd (6}, a done pour valeur lf—w .

1- 1
Var(X) = ngg , on obtient [, (E) =
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1 1-8
Or, on a précédemment trouvé pour Var(=), le rémliat 7 dont on constate en
7 n.

P'oceurrence qu’il correspond également 4 Ja borne F.D.C.R de I'inégalité de CRAMER RAO,

s0it T
. (=
nli(y)

) 1 1 . . . .
L’estimateur = de — forme donc également un estimateur efficace c'est-a-dire de variance

minimale.

i=n

Pour conclure quant i cette illustration, il est manifeste que la statistique S =ZX ; est
i=t

exhaustive pour 6 (ou %) puisque L(X,0)=8"(1-0Y" vérific le théoréme de
Jactorisation L(X,0) = g(S,8).h(X) avec g(S,8) =0".(1-6)°" et h(X)=1.

« La méthode du maximum de vraisemblance s’applique aussi lorsque O est
multidimensionnel comme on pourra le constater dans certaines des applications
développées plus loin {(notamment, s’ agissant de la loi normale).

3.4 Méthode des moindres carrés

Trés utilisée pour déterminer les coefficients g,,4,..,a, de la meilleure

approximation affine d’une variable aléatoire Yen fonction de » variables aléatoires

X, X;,..., X, voire méme d’autres modeles plus complexes de régression, cette méthode
2

i=n

Y-3a.X,

i=1

qui consiste 4 minimiser algébriquement ou géométriquement 1’écart

(avec X, =1) est développée dans le chapitre IV.

3.5 Espérance, proportion, variance, covariance

Comme cela était indiqué dans le paragraphe 1 d’introduction du présent chapitre,
I'inventaire des lois de probabilités de base montre que dans la plupart des cas, le (ou les)
paramétres desdites lois coincide avec un ou plusieurs des paramétres représentatifs que
sont I’espérance mathématique et la variance, ou 2 défaut, une fonction desdits parametres.

Par exemple, dans la loi de POISSON, le paramétre a désigne a la fois E(X) et Var(X).

Dans la loi normale, m = E{X) et. Dans la binomiale, p = l.E (X'}, nétant fixé........
n

— ~32
« Dés lors, les statistiques X,F,,§ éiudiées dans le chapitre I, tiennent une place
privilégiée puisque constituant immédiatement des estimateurs sans biais et convergents,
respectivement, de m = E(X), p,o* =Var(X).
— ~2
En effet, on a montré que par exemple que E(X)=m, E(§ }=0" ce qui établit le caractére
2

- . T ot . . O
sans biais des estimateurs X et S . D'autre part, lim Var{X)=lim —=0 et
Al

A4 n
Iy E[(X - E(X)) _
lim Var(S") = lm ISSUCONINUS) ot
H—pha H—+n n n.(n—l)

=0 ce qui établit le caractére

convergent des estimateurs en question.
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« Par contre, si 1a propriété d’étre asymptotiguement efficace est assurée pour les trois

J— A2
estimateurs X, F, S concernés (ce qui est largement suffisant dés que # est grand), i/ en
est autrement de 'efficacité qui n’est pas assurée (notamment, pour ce qui est de la
variance).
Par exemple, considérant un modéle gaussien de lot « parente » X de type N(m, o) (m e
1 §

~2 ~2 " —., ~2
o inconnus), I'estimateur § de o, soit § = . (X, - X) vtifie E(S )=0" et
n—1 g

4

n-1
~2

Intéressons nows dés lors, 4 la classe plus large des estimateurs de la forme T'(er) =a.§ au

sein desquels on va rechercher celui qui est ie plus efficace. Le risque associé est fourni par

R(T (@) = E[(a.§2 —crz)z] , soit par lindarits R(T(@)) =a.E(S )=20.0° E§ ) +0".

var(§) =

(cf. application 1.2 du chapitre I).

Explicitant R{T(«)),ona:

2.0’4 N ntl .
+o=——0o .

n-1 n-1

ES)=c" et var(§)=E@§')- [E(&Z)T = B =

+

En résumé, R(T(a)) = (n—;.n:r“).oc2 200" +0*, trindme du second degré en « . qui et

. n-l " 20°

minimal pour la valeur & = 27 Encet aptitourn, R(T(e ) = 20 .
n+l n+l

On a donc mis ici en évidence un estimateur dont le risque associé est plus faible que 5 - .
»  Plus généralement, et dans le cas multidimensionnel dun vecteur aléatoire
(X, X,,..., X ) dont un échantillon de taille n associé est fourni par les n p-uplets :
(X1 Xy Xy X))
( Xy Xppsen Xy oo X))

(X X Xy X,)

(X, X s K ysen X))
on utilisera comme estimateurs des paramétres représentatifs E(X,),Var(X ),cov(X,, X,)
(lsiznl<k<p), les statistiques définies ci-apres :

j=n _ j=n _
S, - Xy = (> X2 X))
n-1 3

Jj=n
E(X)= ;.Z X, Var(X )~ HL]
j=1 1 e

=0 — - = e e
Cov(X,,X,)= ;l—l.Z(Xy X)X, -X,)= n—l—l.(z X, X, ~nX . X,)
-4 -

F=1
4. Estimation par intervalle de confiance
4.1 Construction de I’intervalle de confiance

Partant d’un échantillon (X, X,,..., X,) de variable parente X de loi f(x,0) (resp.
p(x,0) dans le cas discret), il s’agit de trouver les bornes (a,b) (fonctions des X,) telles
que Prob(a<G<b)=1-¢ (1-a seuil de confiance fixé 4 priori et égal le plus souvent
a 0,90, 0,95, ou 0,99).
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» Pour construire un tel intervalle, on s’appuiera sur une fonction dite « pivotale pour
8 », c'est-a-dire une fonction des X, dont la loi ne dépend pas de 6. En effet, désignant
par h(X,X,,.,X,6) une telle fonction et supposant qu’on puisse déterminer
numériquement u, et u,/Prob(u, SA(X,,X,,.., X )<u,)=a, la ésolution en 6 de la
double inéquation i, <A(X,,X,,....,X,}<u, conduit immédiatement a I’encadrement
cherché g (X, X,..., X, )<80<g,(X,X,,..X,).

Par exemnple, en se référant aux distributions d*échantillonnage développées dans le chapitre I :

m
- plus généralement, —7— est asymptotiquement pivotale pour m pour toute variable

Jn

22 sont pivotales pour m lorsque X est normale de loi N(m,c?) ;

aléatoire X ;

(n-1).5"
DS

est pivotale pour o lorsque X est normale de loi N(m,c7).
o Plus généralement, considérant I’estimateur E.M.V, soit @, fourni par la méthode du

maximum de vraisemblance, la fonction TQL:J;'JI X(G).[é—ﬂ] est
WA

asymptotiquement pivotale.

o Des illustrations de la construction de l'intervalle de confiance sont données ci-dessous
pour les cas les plus courants de la moyenne, de la proportion, et de la variance, ces
calculs étant conduits suivant deux considérations, & savoir lois syméiriques ou non,
grands ou petits échantillons.

4.2 Le cas d’une moyenne

Le caractére symétrique des fonctions pivotales conduit ici A centrer 'intervalie de
confiance (a,b) sur l'information possédée qui en |’occurrence est ['estimateur ponctuel

X . Ecrivant donc (@,%) sous la forme (Y —£,X +¢), on cherche £ tel que :

Prob(X - <m< X +&)=1-a (E)

X- .
+ Pour n grand (n>30), on peut admettre que 7’” converge vers la loi normale
Jn

centrée réduite N(0,1), X de loi connue ou non. L’&quation (E) se raméne donc 4 :

Prob(‘f—m{ <&)=Prob(¢|< \/,_) =l-a

Déterminant par lecture dans les tables des valeurs de la loi normale N(0,1) le nombre ¢,

vérifiant Pr ob(|§ | <t,)=1-¢, il vient immédiatement, ’intervalle cherché :

X- <m< X+t

o
a'\/;

-
BE
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~

A noter que si ¢ est inconnu, on sera contraint d’utiliser son estimateur ponctuel §,
approximation néanmotins admissible pour i grand.

« Pour n petit (#<30), la connaissance de la loi de X est indispensable pour mener les
calculs 4 partir de X . Dans le cas courant des &chantillons gaussiens (X de loi normale

" witlaloi N (0,1) si bien qu’on retrouve le résultat précédent :

’X
yar

N(m,c*)

— o —
X-t —=<m< X+t

By
Sl

Toutefos, si & est inconnu, 'approximation de o par S nest plus acceptable, n étant

A_fn dont on sait qu’elle suit
7n

la foi de STUDENT, soit T(n—1)a v =n—1 degré de libertés (cf. chapitre ). Il s’ensuit le
résultat ;

faible. Mais on peut faire appel alors 4 la fonction pivotale

Eﬁta.iSmS?Ha. g

$
B

t, vérifiant Prob(lT[ <t )=1-o ou Tdésigne la variable de STUDENT & #—1 degrés de
libertés.

4.3 Le cas d’une proportion

Assimilant X 4 la loi de BERNOULLI et la proportion inconnue 4 la moyenne de ladite
foi, on est ramené ici au cas précédent d’une moyenne dans lequel par analogie,

Z X,
X = |=1 = F,, \
n
échantillons { n > 30), on obtient immédiatement ’intervalle

Ia.Jﬂ <psFE +l‘a.1’ﬂ
" "

Toutefois, p est inconnu ici. Trois solutions sont suggérées pour lever cette difficulté :

m=p, et o' =Var(X,)= pg (avec g=1-p). Dans le cas de grands

1°) Considérer par exces, I’encadrement :
t
<psFE +—=~

r(z
" 2n 2n

2°) Utiliser I"approximation de p par F,, ce qui conduit a I’encadrernent :

1’ = ) < P<F, +i, ,/ AL

2°) Chercher les bornes p, et p, dans lesquelles p est compris lorsque :

vt P-D)
(P-F) <t =

1
Pour ce qui est du 1°) on remarque que p.{1- p) est maximal lorsque p = 7
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1l est bien évident dans ces conditions que IFH - pl sra.‘f&?w est vérifié dés lors qu'on a
n

. H
|E, - p|<t, . Max |24 = Z=_ 20 le sésultat cherché,
psp<t { 2.‘/;

Par ailleurs, pour ce qui est dv 3°), il faut signaler I’existence d’abaques qui sont susceptibles
de simplifier les choses.

4.4 Le cas d’une variance

3 ~2
nS (n-1).8

Cette fois Jes fonctions pivotales —— (lorsque m est connu) et ——— (lorsque m
o3 o

est inconnu) ne sont pas symétriques. Plutdt que de centrer [a,b] sur B (ici o), c’est par
rapport aux probabilités qu’on va chercher une symétrie en résumant la détermination de

(a,b)/Prob(a<f<b)=1-a 2 celles des bomes a,b vérifiant Prob(# <a)= % et
Prob(@ - by="2.
2
« Ainsi, pour le cas de la variance et lorsque m est connu :
nS* nS a

s _a
o’ 0)2

Prob(c* < a) =%:> Prob(

2

. L ns* . . s . PP
ou la fonction pivotale —- suit la loi du chi-deux & n degrés de libertés, soit y’(n)
o

(cf. chapitre I). Lisant dans les tables de valeurs (cf. annexes), le nombre f vérifiant

Y S?
Prob(xl(n)>~tl)=%, il vient a= Pt De méme, la lecture du nombre ¢, tel que
i
s o . nS* . e ae .
Prob(y (n}~<1t,)= 2 entraine b= > d’ou en définitive, P'intervalle cherché :
2
2 2
n.S So‘zs n.S
t] t2

(n-1).8%

» Lorsque m est inconnu, la fonction pivotale ~——— suit la loi du chi-deux & n-1
c

degres de libertés, soit y*(n—1). On aura donc, pour ce cas, I’intervalie :

-3 _ _(-DS
tl B t2
ou f et t, sont lus dans la table des valeurs de la loi y*(n-1)et non pas la loi y*(n)

comme précédemment.

<o

B - | Applications

1. Exemples de modéles et propriétés des estimateurs

1.1 Modéle gaussien
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Enoncé : L'étude des estimateurs de m et o’ est proposée ici dans le cadre d’un
échantillon (X, X,,...,X,) de »n variables aléatoires indépendantes équidistribuées de loi

parente X de type « loi normale », soit N(m,c’).
PARTIE |
On s’intéresse en premier lieu, dans cette partie, 4 la moyenne m = E(X).
I-1°) Déterminer {’estimateur du maximum de vraisemblance de la moyenne 2.
conclure quant & I’efficacité de l’estlmateur trouve a Ia question précédente ?

PARTIE I
On étudie ici, un estimateur de la variance o®, m étant supposé connu.

[I-1°} Déterminer [estimateur du maximum de vraisemblance de o

.....

conclure quant a I"efficacité de I’estimateur ainsi obtenu en 1I-1°) 2.

II-3°) On suppose dans cette question que m est inconnue. On considére la statistique
~2 1 =R
S =— Z(X X)? . Tout en étant sans biais, cet estimateur est-il efficace ?

n_

Solution : 1-1°) La fonction de vraisemblance associée a I'échantillon considéré est égale

a L(XI,XZ,...,Xn,m,cz)zn J_ exp( (X m)*). 1l s’ensuit, pour ce qui est de
=i

la fonction de log-vraisemblance, 1" expression :

f=n

Inl=-— 2Z(X -m)’ —nlncr—— In(27)

) : . . . oL .
L estimateur du maximum de vraisemblance de m , est solution de 1’équation P 0, soit
m

LZZ (X,-m)=0, dol la solution cherchée m=-=— qui coincide avec la moyenne
i=1 4
empirigue X.
2
_y . , n
11 s’agit bien d’un maximum puisque E;FL == <0.

[-2°) L’information de FISHER fournic par la loi parente X de loi nommale

2
N(m,c*) relativement au paramétre m est égale & J (m)——E{%—In flx, m)jl avec

f(X,m)= \lfﬂ exp( .(X—m)z).

On a 1nf(X,m)=—]n(0'.\/2_7r)—2;2 (X -m)*, soit %lﬂf(){,m)=%.(){—m) et

ﬁz—lnf(X m)——i
o’ o
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En définitive 1, (m) = —E(——lz—) = 1, et s’agissant de I’échantillon (X, X,,.., X)), la
o -

- - - I hY n
quantité d’information associée (égale a 7./ . (m} ) est donc X Ko K y(m)=—+
s G

. 2
Or Var(X )=U—, ce qui correspond également a la borne minimale FD.CR de
n

FRECHET, DARMOIS, CRAMER, RAQ fournie par I'inverse de la quantité d’information

. 1 - " . ..
de FISHER, soit ——————. X forme est donc ici un estimateur sans biais de
(X,,Xz....,X,,)(m)
variance minimale (cf. paragraphe 2.3 du rappel de cours).

o Drailleurs, la loi normale appartient a la famille exponentielle puisque la

log-vraisemblance In f(X,m)= —“2—17.()( -my —In(c/27), soit en développant,
o
m . T \
In f(X,m)=— X - — ———In(o~/27), c'est-d-dire une expression identifiable a la
o

forme Q(m).T(X)+ B(m)+y(X). La statistique 7(X)= Z X, forme donc une statistigue

i=l
i=n
_ XA
exhaustive, X =-=— qui est un estimateur sans biais, vérifiant la condition nécessaire et
n

suffisante d’efficacité (cf. paragraphe 2.5 du rappel de cours). On retrouve donc par cette
méthode le résultat du calcul précédent quant aux propriétés de X .

II-1°) Partant de nouveau de la fonction de log —vraisemblance associée a I’échantillon

(X, X,,...X.), soit lnL=

i=l

conduit en utlisant le changement de variable u = ¢, au resultat :

ilnL:._a_lang_qz 1 ___a_]nL:_l_ i]nL
Su do ou  2u 0 20 0o
. " i=n 1 i=n s n
t Ll =— —-—
soit, — cu [ Z( —m) 0_:| 2o z}: - m) 5o

. : . . é
L estimateur du maximum de vraisemblance de o” qui est solution de a—zlnL =0
o

est donc &gal 4 - =l Z(X —m)*. On retrouve donc ici la statistique S° définie et
i=1

étudide au chapitre I.
11-2°) Se référant 4 1’application 1.2 du chapitre I, on a E(S%)=o” et Var($*) = 20
n

L’information de FISHER fournie par I’échantillon (X, X,,.., X ) relativement au
82

-InL(X,X,,.. X, O')jf
ooty

paramétre o est égale a Im.xz,.‘.,x,,)(cz) = —E{
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OnainL= —E%-Z (X, —-m) —n.lno‘—ﬁ.ln(br) , puis par dérivations successives,
o’

KA & 1 & , n
L*— X, - -—— et ——InL=~—-—. X —-m)y+—, cette
e g( my oot ot g( ;) 20

derniére expressmn decoulant ici encore du changement de variable u=¢°, et de la

relation m(— Inf)y=—-— Z(X -my _,_A_
i=1
; 2 8 , P
Revenanta /, ., . (0°)=—E 6_4hlL , c’est donc, compte tenu de la linéarité de
12 A2y o

i=r

I’espérance mathématique et remarquant que Z(X —m)' =nS*

i=l
n
0,4

1
I{x,,xz ..... x")(O'z) = —[—wz;-.}_i'(i’i.S2
o
no’ n n

2 . Ly . -
L%, 60 (O )= {" o +F] = —204 , soit P’inverse de la variance Var(5-)=

Mais, E(n.8*) = n.E(S*} = n.o”. En conclusion :

2ot
n

« S’qui est sans biais et dont la variance atteint la borne minimale FD.CR égale a
’inverse de la quantité d’information de FISHER, est donc un estimateur efficace.

I1-3%) Supposant la moyenne m inconnue et considérant la statistique

S oL Z(X X)z les résultats obtenus dans I’application 1.2 du chapitre [ montrent
n f—
4

~2 -~ ~2
que E(S )=0" et Var(Sz) = 20 .Ansi § est-il un estimatewr sans biais et convergent
"
-2
de o puisque lim Var(S )=0.

. Tout en étant

Sutvant 'inégalité de CRAMER-RAQ, la borne F.D.C.R est égale 4 d

Az 0 -
sans biais, S ne constitue donc pas ici un estimateur efficace de o puisque de variance

20 200
e
n—1 n

supérieure 4 la dite borne. En effet, Var($ ) =

1.2 Medéle de POISSON

On a le cas ici, d*un paramétre qui est i la fois espérance mathématique et variance et pour
lequel it y a denc plusieurs estimateurs qu’il est proposé de comparer.

Enoncé : On considére un échantilion de taille », soit (X, X,,..,X,), de n variables
aléatoires équidistribuées et indépendantes, de méme loi « parente » de type POISSON (de
paramétre 8 ).

1°) A l'aide de la méthode des moments, en déduire deux estimateurs sans biais de 8,
soient 7 et T,.



72 Chapitre 1T — Estimation

2°) Déterminer 1’estimateur du maximum de vraisemblance de 6 et retrouver ainsi I'un
des résultats précédents.

3°) Comparer T, et 7,. Peut-on trouver un estimateur sans biais plus efficace ?

Solation: 1°) On a simultanément 6 =F(X) et 6=Var(X)=E(X)-E(X).
L’utilisation des distribugions empiriques d'échantillonnage développées au chapitre 1,

f=n

conduit immédiatement aux deux estimateurs sans Dbiais ZX et
i=]
i=n ZXI
T, :»—Z(X X) de @,avec X ==
n— n

2°) La méthode du maximum de vraisemblance appliqguée &2 & et & la fonction de

X;
vraisemblance L{X,X,,... X .0)= HBX , conduit & rechercher le maximum de la

!

log-vraisemblance, soit la solution 6 de I’équation é%lnL =(}. Il s’ensuit successivement

InL=-n6+(3 X)no- Zm(xq pu1s%lnL -n+(§:X)—
i=l i=1

i=n

21X

D’ol en définitive, la solution cherchée f=7"_ On remarquera qu’on a bien un
n
Gl ZX
maximum puisque 7111]4 =- 9 =——=<0. On constatec donc que I'estimateur EM.V ainsi

obtenu coincide avec T,.

3°) Var(?})— ZV X, )—A 9 {en effet, s’agissant de la loi de POISSON de
i=1 f

paramétre &, 1] est rappelé que Var{X) =0 . D’autre part, et suivant un résultat établi dans
I"application 1.2 du chapitre [, ona:

A I s
n

nin- 1)

o p, désigne le moment d'ordre 4 de la variable centrée X -E(X), soit
=K [(X —9)4] puisque E(X)=0. Développant g, suivant la linéarité de I’espérance

mathématique, il vient y, = E(X*)-40.E(X*)+6.68° E(X")-4.8’ E(X)+6".

« Calculant les différents moments d’ordre A(l<h<4) ci-dessus, il vient
E(X)=6,E(X")=Var(X)+E(X) =0+6°.  Par ailleurs, utilisant la fonction

génératrice ¥ ,(t)=E [IX :I, il est rappelé que s’agissant de la loi de POISSON, on a
iy tx.gx.e—ﬂ 9.(1-1) . . . . )

Y. (= Z T:e . Les dérivations successives de W, (r) conduisent d’une
x=0 .

part aux expressions de E(X) et de E(X7) déja mentionnées ci-dessus, mais également,

3 des ordres supérieurs, 4 I’expression de E(X"),/>3.
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Ainsi :

y ) =E[ X' =¥, 1) = E(X)

Wy ()= E[ XX -D)7 = Wi (1) = E(X) - E(X)

W) = E[ X(X -1).(X =24 | = Wi () = E(X°)-3.E(X?) + 2.E(X)

()= E[X.(X 1754 -2)_()(-3)_:"-4] =¥ (1) = E(X*)-6.E(X*}+11LE(X") -6 E(X)
Mais, ¥, (1) =0."Y" =¥ (1)=6 etdeméme ¥, (1)=6°,¥, ()=8",¥, (1) =6".

En conclusion, et compte tenu des équations ci-dessus, les moments d’ordre %
cherchés ont pour expressions :

E(X) = lP}(l)+3.[~P;(1)+\y;{(1)]-2}11;((1) = +3(6"+6)-26=0"+3.6"+8.
E(XN=6"+6(0°+30"+0)-11.(0+8°)+66=0"+68>+70" +6.

Rassemblant ces divers résultats autour du caleul de p, , on aboutit 4 :
=0 +66°+76° +0)-4.(0" 136 +6")+6.(6° +6*)-40*+6* =36 +6

36%+6 _(n- 3).6°
n(n—1)
28°

développement et simplifications, Var(T,)=—+ T
n A-

On en déduit Ver(T,)= (puisque 6 ="Far(X)), soit aprés

La comparaison des risques associés aux deux estimateurs 7, et T,, soient Var(T)) et
Var(T,}, puisqu’il s’agit d’estimateurs sans biais, conduit 4 la relation :

2.6

ne-

Var(T,)—Var(T) = »=0

T e T, sont tous deux convergents en probabilité  puisque
lim Var(T)) = lim Var(T,)=0. Mais parmi ces deux estimateurs, c’est donc T, qui est le
n—>+0 )
plus efficace (puisque de variance plus faible).

« En fait, comme cela est manifeste 4 travers le rappel de cours, 7] est bien le meilleur
estimateur sans biais de 0, Z X, formant une statistique exhaustive et la loi de POISSON
=]

Jaisant partie de lo fomille exponentielle.
IDaitleurs, le calcul direct de la bome FD.CR de FRECHET, DARMOIS, CRAMER,
- v
RAQ, conduit & _r avec [ @=-F —Z: iy
’ (X}, X3 Xy} -5 ~h
Xty (6) 6 | @

1

Cette borne F.D.C.R est bien atteinte par 7, puisque Var{7)} = . —_—.
I(X, ,X;,...,X,,)(B)
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1.3 Modéle uniforme
Cet exemple met en évidence Pune des conditions de validité de Pinégalité de CRAMER
RAO qui, pour e cas de Ia loi uniforme, n’est pas vérifiée.
Enoncé : Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0,9],9 > 0. La borne supérieure &
de l'intervalle de définition de U est inconnue et on cherche a 'estimer 4 1’aide d’un
échantillon de la taille », soit (U,U,,...,U,).

PARTIE]

On se propose de constater ici que I'inégalité de CRAMER RAO n’est pas applicable
comme d’ailleurs la seconde expression de la quantité d’information de FISHER, 4 savoir

62
1,,(9):1;{—692 lnL}.

1-1?) Exprimer la fonction de vraisemblance L(U,U,,..,U,,8) pour le paramétre € et un
échantillon (U,U,,....U ) de n valeurs indépendantes prises par U .

1-2°) Calculer I'information de FISHER, I (6), fournie par Péchantillon (U,U,,...,.U.)
pour Iestimation de 8.
1-3°) Qu’en conclure ?
PARTIE II
On étudie ici les propriétés de la statistique ¥ = Max(U,U,,...,U,).
I1-1°) Expliciter la loi de probabilité de v
11-2°) Calculer E{VYet VarV .

11-3°) Montrer que ¥ est une statistique exhaustive.
PARTIE {II

Dans cette partie, il est proposé d’expliciter des estimateurs convergents de 8 suivant les
méthodes des moments et du maximum de vraisemblance, soient respectivement 7] et 7,

et d"énumérer leurs qualités respectives.

11-1°) Expliciter 7] et montrer qu’il s’agit d un estimateur sans biais et convergent.

I1-2°) Montrer que 7, est défini par la statistique ¥ étudiée en partie I1 et indiquer les
propriétés de T, .
1-3°) Comparer I'efficacité des deux estimateurs 7, et 7, ainsi obtenus.

PARTIE IV
11 est proposé ici d’améliorer 7, 4 1’aide du théoréme de RAO-BLACKWELL pour aboutir &
un estimateur optimal.

IV-1°) Expliciter E(T;/7,) et en déduire que I’estimateur 7} xﬂl.Tz constitue un
n

estimateur sans biais préférable a 7,.
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IV-2°) Comparer directement 7, et T, pour vérifier le résultat précédent.

IV-3°) Comparer T, et T, . Qu’en conclure ?
Solution: I-1°) La variable «parente » considérée ici est définie par la densité de

probabilité f(u,8)= é 1[0‘3](1‘!) s 1 () étant la fonction indicatrice associée 4 Vintervalle
[0.8].

La fonction de vraisemblance associée a |'échantillon (U/,U,,...,U,) est égale au
produit des densités de probabilités soit :

i=n 1 ]_
Lw,,u,,..U,.6) :HE.IM(U,-) =

i=]

avec 0<U, €0, Vi/l<i<n=> MaxU,.<8). Enbref:

|=i<n

l
Lw,u,,. U, 8= I’I'lv:MavU,SG (v)

pLIL ]

1-2°y Par définition, I"(G):E[(%ML)Z}. Or, nL=-nnb et %Inl=—£. Ainsi,

rappelant que 0<U, <8,Vi/l<i<n, I (8)= E[ } .[M]J' -{9 _G;__d[/_d[ U

soit le produit des intégrales simples [, () = W H f

=l

1-3°) Considérant la guantité d'information de FISHER, soit I,(8) fournie par la variable

. . . 1
«parente » U de loi uniforme sur [0,9], on a immédiatement L(U,9)=E pour

0<U<8 et mL{U,8)=-Ind. Ainsi, IJG}zE[(%mL(U,B))Z}:E[g%], soit en

1 de 1

explicitant, / (8) = e 52—

2

« On remarque que la relation [ (6)=n.J,(8) n’est pas vérifide ici puisque / (6) = ;—2 et

n . . . , "
non pas --5. D’ailleurs, le calcul de f,(8) suivant la deuxiéme expression de la quantité

2
d’information, & savoir, I, (9):—5[;2 lnL} { 9’1}:912. En fait, ni cette derniére

expression, ni l'inégalité de CRAMER RAQ sont applicables pour le modéle considéré dont
le domaine de définition de la loi de probabilités de la variable « parente » n’est pas
indépendant du paramétre 6 a estimer (se reporter au rappel de cours, paragraphe 2.4,
pour ce qui est de ladite condition).

I11-1°) Notant par H(V) la fonction de répartition de ¥ et par A(v) sa densité de
probabilité, on a dune part H{V)=Prob(V <v)=Prob(U, <v,U, <v,., U <v} et
dH(v)

d’autre part A(v) =
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i=n ”

Explicitant les calculs, H(v)= HPI ob(U, <v) (.E Y’ =v_ D’ou la densité de

-1

probabilité #(v) de la variable ¥, soit A(v)= ”'; .
. _n 8 nf
9" nel n+l

, v n 6 n

—. .67 Ti en résulte I’expression de
& n+2 n42

n :|92 : no’

De méme, E(V*) = f

la variance Var(V) = E(V?)-E(V)’, soit Var(V) = l:n+2 e’ ()

I1-3°) La statistique L(U,,U,,.., ",9)—— pour MaxU, <8, se décompose sous la

1gi<m

. Ay 1
forme A{v,0).g(u) ol h{v,0)= T et g(u)=W

1€in

V =MaxU, estclle exhaustive compte tenu du théoréme de factorisation de FISHER

. Aimsi la statistique

=i

énoncé précédemment (cf. paragraphe 2.5 des rappels de cours).

II-1°) Revenant & la variable U de loi uniforme sur [0,6], on a immédiatement :
d [T 6
Ey=[uZ=| 1| =2,
@) f é {2.91, 2
La méthode des moments conduit donc 4 estimer 6 =2.E(U) par 7T, =20 avec

ZU -
U= . 11 est immédiat que E(T)=— ZE(U )=# suivant la linéarité de ’espérance

n ng
mathématique. Ainsi 7| est-il un estimatewr sans bigis de 6.

Drautre part, Var(T)) = 4Var(U) = izz Var(U,) (suivant les propriéiés classiques de
n

=

3 2
la variance). Mais, Var(U)=E(U*)~EU) avec E(U?)= f u’ {;9} 9?.

8 6 & 4 n@? z
Finalement, Var(U) = — -~ — = — et par suite, Var(T} = —.——=—. T est doncun
a@)=3-7 = P =y =3 b

estimateur convergent puisque lim Far(7))=0.
a0

[I-2°) La fonction de vraisemblance L(U.U,,.. U, ,0)= MU s st maximale

lorsque 6 est minimal et atteint donc sa bome inférieure 7, = Main . L estimateur EM.V

1£isn

ainsi obtenu, soit 7, ,coincide donc avec la statistique ¥ = MaxU, émdiée en partie IL

I<ign
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. 8 7 . .
Il s’ensuit notamment E(TZ)Zng_ﬁ ce qui montre que T, constifue un
n +

+1

. 0 .
estimateur biaisé de 8 (le biais étant B(6) = 1 ). Par contre, T, est asymptotiguement
n+

sans biais puisque lim£(T,) =6 .

A0

2
o Par ailleurs, Var(T,) = ﬂ-ﬁm? (selon les résultats de la question 11-2°)). 7, est
(n+2)(n+1)

donc un estimateur convergent de 6.

II-3°) La comparaison de I'efficacité de 7] et de T, conduit & former la différence
2

R(T,)-R(T) des risques associés R(T)=E [(Tl - 9)2] =Var(T) = 39— et
A
R{T)=E [(7’2 - 9)2] =E(T})~20.E(T)+6°, soit toujours suivant les résultats

nb 2.6

. n
récédents de la question 11-2°), R(T,)=——67-26. +6% = )
P 1 ) R() n+2 n+l (n+1).(n+2)
En conclusion, R(T)-R(T)= 2 g (ZDn=d)
(n+1).(n+2) 3n In(n+l)(n+2)

expression négative dés que » > 2. Comme R(T,) < R(T)), T, est plus efficace que I.

IV-1°} 7, est un estimateur sans biais de 0 et par ailleurs 7, est une stafistique exhaustive
pour 8 (cf. question I[-3° précédente). Dans ces conditions, estimateur 7, = E(7,/T)
est un estimateur sans biais « amélioré» de 7, par rapport au parametre & (c’est le
théoréme de RAO-BLACKWELL mentionné en rappels de cours). )
Or E(}]/i’;)zg.E[(U, +U, +..+U,)/T,]. Supposant T, =U, (pour simplifier les
H

écritures), la linéarité de Despérance mathématique permet d’écrire [‘espérance
conditionnelle ci-dessous, sous la forme :

2 2
E(T/T)==E[(U, +U, +..+U, YL]+=EU,/U,)
n n
Mais, E(U /U )=U_. D’autre part, les variables conditionnelles U /U, sont

. U . ”
uniformes sur [0, Un] et ont donc pour espérance 7” . En bref, 1’espérance conditionnelle

E(T,/T,) estégale 3.{Un+(n-1). Un}:-”—ﬂuﬂ.
n 2 n
+1

. - n B . . IS T A
« L’estimateur 7, = E(7,/T,) =-—-1T, est donc Iestimatewr sans biais amélioré ainsi
n

attendu comme le confirme d’ailleurs le calcul de comparaison d’efficacités ci-aprés.

IV-2°) En premier lieu, 7, est un estimateur sans biais puisque

E(T,)= H—HE )= H—HLIB =6 . D’autre part, la comparaison d’efficacité de 7,
R n n+

avec T, conduit & étudier le signe de la différence R(7)}—R(7]) égale en la circonstance &

Var(T,)—Var(T)}.
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n+l, ng* 6’

)

} = et d’autre
n ) () mazy O

R 1
D’une part, Var(T,)= (ﬂ)2 Var(l,}=(
n

2
pact, Var(T) = 5_ . On obtient donc :
A

R(T;)—R(Tl){ ! —i}ﬂ%—ﬂ.ff
n(n+2) 3. 3n(n+2)

Pour n>1, la différence R(T;‘)—R(Tl) est négative ce qui confirme ’amélioration

résultant du théoréme de RAO- BLACKWELL puisque 7, est plus efficace que 7.

IV- 3°) La comparaison d’efficacité entre ’estimateur sans biais 7, et Pestimateur EM.V
. 26*
(biaisé), soit 7,, conduit & rapprocher les risques R(T,)= ——g—ﬁet
_ {(n+1).(n+2)
2

nin+2

le rapport @:Z_n
R(T,) n+l

. Pour changer de la différence R(T,)—R(T,), on peut aussi passer par

R(T))=

R(T{) > 21 1. Ainsi T, est-il plus efficace que
R(@T) 2

T,. En fait, T, constitue ’estimateur sans biais le plus efficace de @, ceci en conformité
avec le théoréme de LEHMAN- SCHEFFE puisqu’on peut montrer par ailleurs que la

statistique T, = MaxU, est compléte.

1€isn

On constate que n+1<2.n Vo=

1.4 Modélisation d’une hauteur de crue et prédictions de catastrophe (loi de
RAYLEIGH)

Enoncé: La hauteur maximale H de la crue annuelle d'un fleuve est suivie
statistiquement, toute crue supérieure ou égale 4 6m étant considérée comme
catastroplnque. On suppose que H est modélisée par une loi de probabilités de type
RAYLEIGH, c'est-d-dire pour le cas présent, la loi de densit¢ de probabilité
2

f(x,8) =g.exp(—;—9) pour x>0 et @ parameétre inconnu.

L’observation des hauteurs maximales annuelles des crues observées durant dix ans
conduit au tableau de valeurs ¢i-dessous :

(26 [ 24 725 [ 18 | 29 [ 10 [ 25 ] 26 [ 15 [ 22 |

1°) Déterminer [’estimateur du maximum de vraisemblance de 8, soit 8 et énumérer ses
propriétés.

2°} Déterminer la probabilité qu’une catastrophe se produise durant une année déterminée.
En déduire la fréquence d’une catastrophe.

3°) Un assureur table sur une fréquence d’une catastrophe en mille ans. Calculer Ia
probabilité quil soit « perdant » de par cette hypothése.
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Solation : 1°) La fonction de vraisemblance L(X,X,,..,X,,6) associée & |'échantillon
(X,X,,...X,) de taille n s’écrit pour la Ioi « parente » proposée ici :

XX X, &

L(X,,X,,...X,,0)= Hf(X,,e)— exp(——ZX2

L’estimateur « EM.V » cherché (estimateur du maximum de vraisemblance), soit 8,

est solution de I’équation % L(X,8) =0 ou encore, introduisant la tog — vraisemblance

In L{X,0), de I’équation %lnL(X,B) =0.

i=n

Or, InL(X,0)= me nme-z—Zr: zlnL(X 0)=-"4 L Fx.

9 2 26* P
2 X
It résulte de —In L(X,0) =0, la solution 6= —"2_ On remarquera qu’on a bien un

i=l

n
f=n .
~ P 1 ZX
maximum puisqu’en 8, — InL(X,0) = — .| n— e | = == < 0.
a6 g g 8

Numériquement, Ja valeur obtenue ici pour 8 est immédiatement égale &

- [2 6°+..+2,2* |=2,576

i=n

« Le calcul de E(a) conduit au développement E(@) = P ZE(X ) avec, pour ce qui

3
est de la variable «parente», E(X’)= J:m x—.exp(—i—).dx. Suivant intégration par

2

parties (U = x’ dV—t—;- cxp(——)::»dU 2x.dx V——exp(——) on obtient :

2

+® 3 s
E(XZ) = {—xz_exp(_ ‘Q%J:L +2. me. exp(— Exé-)dx = 2|:_9 exp(_ x_gJo =28

f=n

3 forme donc un estimateur sans biais de puisque E(é) = — Z 20=6.

= Lz o1 de RAYLEIGH proposée ici appartient qui plus est 4 la famille exponentielle.
2

Em effet, Inf (x,B)zlnx-—lnB—zx—g, ce qui est bien de la forme caractérisant ladite

i=n

famille soit O(6).T(x)+ B(6) +y(x) avec notamment, T(x) =x". La statistique Z X] est

i=l

exhaustive pour 8 et 8 qui est sans biais. Elle forme donc un estimateur efficace
(cf. paragraphe 2.5 des rappels de cours). En outre, le théoréme central limite assure la

convergence de @ vers la loi normale, lorsque a est grand.
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2°) La probabilit¢ qu’une catastrophe se produise est égale 8 :

x 36
- dx = exp(- ———)=9,24x10™"
222576 g ) T

Prob(H > 6) = J:"’ exp(

x
2,576
La fréquence d’unme catastrophe qui est €gale & Pinverse de la probabilité
susmentionnée ¢st donc égale & 1083 ans.

3°) L’assureur est perdant quand plus d’une catastrophe est constatée en mille ans. Notant
par N le nombre de catastrophes constatées durant mille ans et par p la probabilité

d’occurrence annuelle calculée dans la question précédente ( p=9,24x10™), N suit la Joi
binomiale B(1000, p), loi dont ia convergence vers la loi de POISSON est évidente
(p faible, r grand).

Dans ces conditions, on obtient Prob(N >1)=1-Prob(N =0)—Prob(N =1) avec

—a n

Prob(N =n)= ¢ et a=np=0,924. On trouve immédiatement Prob(N »1)=0,23

n!

(ce qui est un risque non moindre !).

1.5 Modélisation de la durée de vie de diodes {(loi de WEIBULL)

Enoncé : On souhaite modéliser la durée de vie de diodes par une variable aléatoire ¥ de
loi de WEIBULL de paramétres (A4,2), c'est-d-dire de fonction de répartition :
Fo=0sit<0et F,, (n=1-e""sit>0

1°) Expliciter les densités de probabilité f, ., et g, des variables aléatoires 1" et )
Qu’en conclure pour ce qui est de la foi de ¥* ?
2°} Exprimer la fonction de vraisemblance L(¥,,Y,...,¥,,4) d’un échantillon de taille #,

soit (1.Y,,...,¥.}, de la loi « parente » 1.

3°) Montrer qu’il existe un estimateur 7 du maximum de vraisemblance pour le
parameétre A .

4°) Calculer E(T). Qu’en conciure ?

5%} Caleuler le risque quadratique de T, clest-d-dire D’espérance mathématique

E[(T-A)].

dFEA,z)(t)
dt

Solution : 1°) £, ,(r) = =242 (pour £ 0).
D’autre part, posant Z =Y, soit Y=VZ (puisque ¥ »0), et notant par g, (z) la
densit¢ de probabilit¢ de Z, le théoréme de la mesure image entraine
dz
Ddz=2Az6" m = Ae M ds .
g(z,z)( ) 5. \/;

—i.z

Ainsi ¥ dont la densité de probabilité 8an(2) est égale a e suit-elle la loi

exponentielle de parameétre 2 .
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2°) La fonction de vraisemblance associée & ’échantillon (¥,1,,..., n) est égale au

produit des densités de probabilité, soit L(Y,%,,....Y ,A)=2"1" HY £ . La fonction

de log -vraisemblance est égale quant delle, 3 InL =nn2+nln A + Zln Y -A ZY

i=1

3% Llestimateur EMV de A, soit 7, est solution de ]’équation en A,

%lnl;() ——ZY‘ = (0. On obtient donc pour 7, Pexpression 7' =—

i=l sz

=l

. I s”agit

2
bien d’un maximum puisque Wln L<9.

4°) On remarque préalablement que “ZYf , qui est une somme de » variables aléatoires
I=l
exponentielles indépendantes, suit la loi Gamma n dont il est rappelé que la densité de
AT —Ad gn-l )
probabilité est égale & —(_eT. 1., (cf. rappels de cours du chapitre I).

Dans ces conditions, E(Ty=E [—;—J avec §= Z ¥, a donc pour expression :

=1

nA"e* s ds  nA" P
BT S A [T e s
=[5 -l (no1)! [

Un calcul par récurrence, montre que 1'intégrale rs"'z.e'g's dr (dite d’EULER) est

s T _ —
égale a [—s"'z.e—l—} +(n—2)._|:®s"" e ds =M. r §"7 ™ ds. De proche en
0

.. _ —J.s (n ) -4 _ l
proche, on a ainsi fs ds = = g, avec [ = re .ds‘-;

nA" (n=2)! n

(-1 A~ a-l

En conclusion, E(7) =

e T n'est donc pas un estimateur sans biais. Par contre, T est asymptotiqguement sans

= . . * _1
bigis puisque lim E{7)=A. On notera cependant que la correction T Iy
B4 R

permetirait ici d’obtenir un estimateur sans biais de A.
5°) Le risque quadratique de 7 est égal a “Twl"2=E [(T—,l)z] soit en développant

suivant la linéarité de I’espérance mathématique |7~ |’ = E(T?) - 2.A.E(T)+ A,

n .ls n —1 n
Reprenant le calcul antérieur, £(7%)= n1 .l ds=2 A .Fs’” et ds
s (n-D! (n-D!

A (=31 AN
(n=-1" A7 (a-D(n-2)

soit E(7%) =
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Revenanta E [(T - 1)2}, on obtient done I’expression :

E[(TMA)2]=12.[ n__2n +1J= (n2) 5
(n-1.(n-2) n—1 | (1-D{n-2)

T est convergent en probabilité puisque lim E [(T - /1)2] =,

o Il est intéressant de constater que T est asympiotiqguement efficace. En effet, pour »n
(n+2) 2 A A’

grand, ———= 1% m~-——_ Or — est bien la borne F.D.CR égale 4 'inverse de la
(n-1.(n-2) n n
e s , . & n
quantité d'information de FISHER, soit I, , ., (A)=-E Wlnl, =7
1.6 Modéle de PARETO

Enoncé : La loi de PARETO comme ia loi log- normale et les lois en puissance permet de
modéliser convenablement des phénoménes comme I'occurrence des mois les plus usités
dans une langne donnée, le nombre de connexions sur le réseau internet, le montant des
revenus, le nombre d’habitants dans une ville.... De facon générale, cette loi est
caractérisée par la densité de probabilité :

o

JrapX) =0 e Log
(a et B étant des paramétres réels strictement positifs).

On s’intéresse dans ce probléme 4 la loi dite « réduite » qui correspond aucas =1,
loi & un seul paramétre o, caractérisée par la densité de probabilité :

fo) ==L, (0> 0)
X

1°) Déterminer "estimateur du maximum de vraisemblance de « , soit « .

29 Montrer que si on effectue le changement de variable U=mnX, U suit la loi
exponentielle. En déduire une méthode de simulation d'un échantillon de taille # dont la
loi « parente » est de type PARETO.

3°) Calculer E(&) . Qu’en conclure ?.

4°) Montrer cependant que a est convergent et asymptotiquement efficace.

5°) Utilisant la convergence de a vers la loi normale, en déduire une estimation par
intervalle de confiance de « .

a . . . N .
6°) Montrer que = suit 1a loi Gamma #. En déduire une estimation par intervalle de

~

o
confiance de o suivant une méthode exacte et non plus asymptotique comme & la
question précédente.

Solution : 1°} L’estimateur EM.V cherché de a, soit a , est la solution de 1’équation

iln].’,:(],soit ﬁ—ihl(X,.):O. On a done 3:=,—_—n——.
da a &

Y In(x)

i=1
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2

. . - . . . n
A noter que la solution précédente o est bien un maximum puisque a—zlnL =-—=0.
a a

2% Le changement de variable U=1InX dans la densité de probabilité de X, soit

~—.1,,,, conduit 2 la densité de probabilit¢ g(x) vérifiant g(u).du= (—;fﬁu—.e” du . Ainst

xzl?
a-t-on g(u)=a.e ™" quiest la densité de probabilité de la loi exponentielle de paramétre
a.

« La méthode de la transformation inverse permet de simuler la loi exponentielle a partir
de nombres aléatoires uniformément distribuds sur [0,1]. Pour rappel, ia loi exponenticlle

de paramétre o et de valeurs u, et la loi uniforme sur [O. l] de valeurs z, sont liées par la
relation z, = F(u,) avec F(u,)=Prob(U Su,)= f ae ' di=1-e™"
Bref, u = —-1—.ln(1—z,.), La procédure de simulation proposée pour générer un
a

échantillon (X,X,,.,X,) de n variables d¢ PARETO 4 partir d’un échantillon
(Z,,Z,,...,Z,) de n variables aléatoires uniformes sur [0,1], est donc simple comme
indiqué ci-dessous :

Etape 1  Générer un nombre aléatoire z, uniforme sur [0,1] a I'aide de "ordinateur
ou d’une calculatrice {fonctions RND, ALEA...).

Etape 2>
ape Former u, :—l.ln(l—z,).
[

Etape3>  Former x, =exp(x). La valeur ainsi déterminée constitue une valeur
simulée de la loi de PARETO réduite de paraméire a .

i=n

3% E(&) =F ;"Lw . Mais, suivant la question précédente, la somme Z]n(X .} suit
Zm(X,) =

la loi Gamma n de paramétre @ puisque somme des n variables aléatoires exponentielles
indépendantes in(X,).

na eauunl

A1) du (en utilisant I’expression de la

On peut donc écrire E(a) F

n _-au  n-l

H

densité de probabilité de la loi Gamma # rappelée au chapitre I, soit —(;r—l—)‘—.luz,,.
na’ —mu | m-
Finalement, E(a) = P re a2
Introduisant la densité de probabilité de la lot Gamma n-1, soit —n::;—;;:ni a0 ©F
écrivant que lintégrale de cette densité de probabilité sur [0, +ao] est égale a [unité, 1
vient immédiatement r w" du = (r;j)'
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na” (n=2)! n
(n-D!" ™  n-1
(il surestime la valeur de o ). Cependant, a est asymplotiquement sans biais puisque

lim E(@)=a.

Ry

En définitive, E(a) = . Lestimateur @ n'est pas sans biais

4°) Le risque R(a) = ||& —a”- = E[(a - a)ﬂ est égal 4 E(&Z) - 2.::75.}2'(3)-{-:.751 . Reprenant

. ~2 n' —a.a. n-1 2. n. _3 ! )
les calculs antérieurs, on obtient E(a ):nz.r~1—,.a e = man _2) . SOit,
w (n-1)! (n-Dl”
n 2 2
E (az) =— %" Bnconclusion
(n—1).{n-2)
2 2. 2 2
R(a)= . i +1 .a2=—M.
n-1).n-2) n-1 (n-1).(n-2)

a estun estimateur convergent puisque lim R(a) =
N
« Dlautre part, la quantité d’information de FISHER fournie par Déchantillon

. s 0 n n
(X,,X,,...X,) est égale & ](X”Xz""r”’(a)=_E|:6a2 mL}=—E[~?}=?. Or, pour n

2
grand, R(a)za—, c'est-d-dire la borne minimale FD.CR égale a4 ['inverse de
n

Ly x,.x,(@). Lestimateur a est donc asymptotiquement efficace.

5% La convcrgence de a induite par le théoréme central limite, entraine pour la vanable

aléatoire a—a la convergence vers la loi normale de moyenne 0 (puisque o est
2

. . , 24
asymptotiquement sans biais) et de variance — .
R
On en déduit done, au sewil de conﬁance 1- B donné (par exemple, 1-8=95%),
l'encadrement ~z,. TSa a S+, T ou ¢, vérfie la relation Prob(‘ﬂ <1;) =1—ﬁ.

(Par exemple danslecas 1-fi= 95% onat; =1,96). En conclusmn on obtient pour « ,

I'encadrement a—t —5a<a+f )
I I

» o étant inconnu, on pourra approximer sa valeur par a dans les bornes de
I’encadrement susmentionné, d’ou /'intervalle de confiance .

&{1—%}&3‘ < &.[n%}

i=h
6°) V= Zln(X‘) =2 suit ta Joi Gamma n de paramétre o, clest-a-dire de densité de

~

n _-av _ #-l
probabilité o v .1,y . On se propose de déterminer la loide Z = & g .
{(rn-1)! - H o
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Le théoréme de la mesure image conduit immédiatement aprés changement de variable

n _-av _#a-l

Vv

av i arx . : ) s
z=—" dans la densité élémentairc ————.1 ,dv, 4 la nouvelle densité
n (n—-1)! -
n -nz _n-l _n-l
e . o alea s nd |, . a ..
élémentaire , ot en définitive, la loi de Z == définie par la
(n-Dla” o
n o -nz _n-1
. E Z
densité ——————.1 .
(n-D!
o 1l s’agit en fait de la loi Gamma n de parametre n. Dés lors, en considérant les

B

guantiles d’ordre E, soient # et £, solutions respectives des équations Prob(Z <¢)==—
2 2

| &

et Prob(22t2)=g, on en déduit 'encadrement f#, < =<<¢,, soit lestimation par

]

intervalle de confiance au senil 1 - B cherchée, relativement a a :
af fasalt,
La mise en czuvre de cette méthode exige cependant de disposer d'un bon calculateur.

1.7 Modéle exponentiel translaté

Enoncé : On considére la variable aléatoire X de loi exponentielle de paramétre @
translatée de o, ¢'est-a-dire de densité de probabilité :

1 -
f(x)=5.exp{—(x7)}.lga,+m{(x>

1°) Déterminer les estimateurs du maximum de vraisemblance de o et de 8, soient a et

f.
2°) Exprimer Prob(n.(&—a)zf) et en déduire la loi suivie par la variable aléatoire

n.(& —-a).
3 . . - W
3°) Montrer que J;.(G—B) se décompose suivant la différence Z —T, ol Z converge
n

vers une loi normale et ol ¥ suit la loi exponentielle de parameétre 5" etenconclure dla

convergence de «fp; (8 —0) vers une loi normale que I’on précisera.

Solution : 1°) La fonction de vraisemblance L(X,X,,...X,,8,a) de I’échantillon
(X,,X,,...X,) de loi «parente » X estégalea:

L(X,,Xz,...,Xn,B,a):Hé.exp[—(—Xi;—a)} st inf X, 2@
i=l 1=isn

Développant L(X,, X,,..., X,,0,a), on obtient I'expression :

i=n

S,
_ 1 no ~ .
Xﬁ,ﬂ,a)—a;.exp(?).exp(—T) pour inf X, 2o .

1=i<n

L{X,.X,

PRTT
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o Parrapportd o, L{(X,X,,..,X,,0,a) qui est croissante avec o est donc maximale

pour a maximal, soit la valewr o =infX,. On a le cas ici d’un maximum de
12ism

vraisemblance dont l'expression n’est pas fournie algébriquement par 1'équation

0

—L=0.

Oa

« D’autre part, toujours d optinum, et cette fois relativement 4 &, on a en constdérant la

-~

fonction de log- vraisemblance définic par InL=-nln8+ %ﬁ - lZX ;» P'estimateur
i=

E.M.V cherché 8, solution de PPéquation % InZ =0, ce qui conduit 4 :

i=n i=n

~ ) X X,
n na 1 & L Ln ,zz, o~ ; ! )
_____2_+_2_Z)(i =0,dou 8= - = —MIIX’-.
g g [/ i 7 R 18i<n

~ -~ t . - .
2°) Prob(n(a—~a)=zt)=Prob{a = MinX, 2a +-). Mais, cette derni¢re probabilité

15ign f
admet la décomposition Pr ob({tﬁn X, za+ 1) = ]__[Prob(Xj Za+ 1) puisque pour tout
SR n n

¢, lacondition MinX,2c & X, 2¢,X, 2¢,.., X, Zc.

15i<n

Explicitant chacune de ces probabilités, il vient :

Prob(X, z a+£) = Em, l.exp(—(x—-g—)).a‘x (en effet, pour ¢ > 0,a +i >a).
n 8 8 n

En résumé, Prob(Xi2a+£)=—[exp(—($)} :exp(-Lg) et par suite, on
n sl n.

obtient Prob(MinX, > a + 1) = [exp(— L:' =exp{— 1).
n n.o 0

L&ign

« Revenant 2 Ia loi de la variable aléatoire n.(& ~a) dont la densité de probabilité p(s)
dv{¢)
dt

vérifie p(f)=- , équation dans laquelle - V(1) désigne la fonction de fiabilité

exprirnée par ¥{f) =Pr ob(n.(a —a)zl)=exp(— é) , 1l s’agit donc de la loi exponentielle

1. d ' 1 t
d otre — f)=—— — ) [=—. —_).
e paramétre p puisque ¢(f) 7 |:exp( 9)] 7 exp( |9)

» Des résultats ci-dessus, découle immédiatement une procédure de construction d’'un
intervalle de confiance pour o et ceci an seuil |- . En effet, désignant £ et #, Ies

: . . . L1 .
nombres vérifiant pour la variable # de loi exponentielle de paramétre rE les relations

Prob(WSti)zProb(WZt‘l)=—§ {on dit aussi les quantiles d'ordre s de W), on

2

obtient immédiatement, sachant que # = n.(a —a), I'intervalle a-t<asa-1,
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3°) La normalité asymptotique de 8 suivant les résultats des rappels de cours portant sur
la méthode du maximum de vraisemblance (cf. paragraphe 3.3) »‘est pas applicable ici car
on est dans un cas multidimensionnel de deux paramétres # ¢t @ dont au demeurant, les

estimateurs # €t a ne sont pas indépendants.

La décomposition proposée va lever cette difficulté. En effet :
i=#

Xi
Jn(8-8)=Jn{X -a-0)=yn(X - (0 +a)—(a~a))avec X == —

R
Sx,

Or, suivant le théoréme central limite, X =-*2—— converge, pour # grand, vers la loi

. Le calcul des ces paramétres conduit

n
: X,
normale de moyenne E(X,) et de variance Var(X))
"

aux développements suivants :

Ex)=[" -;-. exp [—(X—;a—)}.dx = {—x. eXp[—(x—;—”i)ﬂa [ exp[—(f—;—a)}.dx —a+8
z —

o Var(X)=E(X')-E(X,) avec E(X])= L’m%.exp[—(%)}.dx. Intégrant cela par

partics, en posant U =x",dV = é.exp [_(x_;g)} on obtient immédiatement 1'expression

E(X7)= {~x2 eXp [—(x—;{)ﬂa + F’z.x. exp { —(f%)}dx , soit  aprés  calculs,

E(X})=a’+20{a+0). Ainsi Var(X)=a’+20.(a+0)—(a+6) =0".
_ 2

X converge donc vers la loi normale de moyenne &+ et de variance —. En
n

d’autres termes, Z = «fp;.(f —(a +)) converge vers la loi normale centrée et de variance
6° puisqu’on a immédiatement, de par les propriétés habituelles de 1’espérance
mathématique et de la variance d’une fonction affine, E(Z}= \/;[E (X)—{a+ 9)] =0 et

Var(Z)=nVar(X)=6".
D’autre part, on a montré dans la 2™ question que la variable aléatoire n.(a—a)

suivait la loi exponentielle de paramétre é On a donc bien, pour \/;.(@—9) une

décomposition sous la forme &.(@—BFZ—JE.(E‘;'—G) = z—i.(& —a)= Z—LV—
Jn Jn

dans laquelle Z=J§.(f—(a+9)) suit asymptotiquement la loi N(0,6%) et

W=n( a- @) est exponentielle de paramétre % {ce qui démontre le résultat proposg).

o Lorsque n—+w,laloide JE.(§~9) converge vers la loi de Z, ¢'est-2-dire 4 la limite,
la Ioi normale N(0,68%), du moins en admettant certaines propriétés inhérentes aux modes
de convergences dont notamment la corvergence en loi et la convergence en probabilité.
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On trouve done ici encore une méthode d’estimation par intervalle de confiance (cette
fois pour @), puisque si 7, désigne le nombre tel que Prob(&|<¢,)=1-p (& désignant
la variable aléatoire normale centrée réduite A{0,1)), on a I'encadrement :

é—tﬁ.isf)s?)u 0

Jn " n

: ~ t ~ t
qu’on pourra approximer par .1 —£y<o<a+-L.
- N

« Revenant 4 ’aspect théorique susmentionné pour justifier la convergence de Jn.( 0 -8),
on distingue entre autres, la convergence en loi (X,—— X si lim F (x}=F(x) avec
R0

F(x)=Prob(X <x}) et la convergence en probabilitt (X, —~I->X i

lim Prob(|Xn -X ‘ =€) =0), cette derniére convergence entrainant la convergence en loi.

n-pea

On montre alors que si X,—~>X et ¥ —">a, ( aconstant), la somme X, +7,

converge en lof vers la variable aléatoire X +a.
Ceci justifie la convergence susmentionnée de JE.(B»—B) , la constante a ¢tant nulle

. . -~ 1 ~
en la circonstance puisque +/n.(a —) = T.n.(a —a)——0.
"

2. Techniques d’estimation et modéles divers
2.1 Un modéle « mélangé » POISSON/Gamma en assurance automobile

Enoncé : Aprés avoir mis en évidence en partie I, les caractéristiques du processus de
POISSON dit «mélangé », il est proposé en partie II de comparer trois méthodes
d’estimation des paramétres dudit processus avec une illustration a partir de données
portant sur le risque automobile.

PARTIEI

Pour rappel, le processus de POISSON déerit occurrence des événements rares et est

—Ar n
caractérisé¢ par 1'équation Prob(N(f)=n)=p, (t):e———(/}i. Ce processus décrit trés
n!

valablement le nombre de sinistres au cours du temps, par assuré, lorsque ces derniers sont
¢gaux devant le risque et forment un groupe homogéne. Pour simplifier les choses, on
supposera raisonner dans cette application sur des périodes de temps unitaires, ce qui
entraine f=1.

En pratique, I’homogéncité des assurés au regard du risque n’est que rarement vérifiée
(du fait de raisons diverses comme, par exemple, la profession, Page, 1'état de santé, le
comportement au volant, les parcours empruntés...). On prend en compte cette situation
en mélangeant le modéle de POISSON par une loi qui déerit ces particularités entre
individus.

On considére ainsi A comme une fonction de chaque assuré, c'est-d-dire en définitive,
comme une variable aléatoire A (fonction dite « de structure ») dont on note par u(A) la
densité de probabilité, la loi conditionnelle de N{(#) sachant « A=21 » étant quant a elle,
la loi de POISSON susmentionnée de paramétre 4 (puisque #=1).
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1-1°) Ecrire ’expression de la probabilité Preb(N =n) en fonction de #(A) et notamment
dans le cas ot A suit la loi Gainma « généralisée » de paramétres a et §, c'est-d-dire la
pe?r 2
I'(a)
I-2°) Exprimer la fonction génératrice des moments de N .

loi de densité de probabilité u(1) = Ja=-0,8>-0).

I-3°) Soit X une variable aléatoire de loi binomiale négative de paramétres r et p.
Déterminer la fonction génératrice des moments de X puis celle de la variable ¥ =X -~
dont on exprimera également la loi de probabilité.

1-4%) Comparant les fonctions génératrices de N etde ¥, en déduire la loi de probabilité
de V.

[-5°) Calculer E(N) et Var(N).
PARTIE 11

Partant de la loi binomiale négative précédente de paramétres a et p, on se propose
d’estimer ici ces deux paramétres suivant trois méthodes distinctes. On utilisera 4 cet effet,
les notations suivantes :

n, nombre total des assurés ;

%, nombre total de sinistres par année et par assure ;

m , maximum des valeurs & observées ;

k., nombre de sinistres par année pour un assuré donné 1 ;

n, , nombre d’assurés responsables de k sinistres durant I’année ;

1., fréquence relative des assurés responsables de & sinistres durant |'année :

R, moyenne empirique du nombre de sinistres par annde et par assuré ;
s*, variance empirique du nombre de sinistres par année et par assure ;

*OE X X X X ¥ X ¥

Des notations ci-dessus, résultent entre autres, les développements immédiats
ci-dessous :

* n=py .t n+n,

*fo=nfn;

k=m

Zk ank —nn

II-1°) On dispose des données ci-dessous issues de statistiques établies sur la base de
n=23589 assurés (risque automobile).

k 0 1 2 3 4 5 6 > 6 z

n, 20592 7 2651 297 41 7 0 1 0 23589

Calculer n et s°.
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11-2°) « Méthode de la mayenne et de la fréquence zéro »

Le principe en est simple et consiste 4 identifier d’une part I'espérance mathématique
E(N) dunombre total de sinistres N avec la moyenne empirique et d’autre part a estimer

Prob(N =0) par la fréquence zéro, soit f,.

Ecrire les équations ainsi obtenues et en déduire une méthode de calcul des estimateurs
de pet o qu'on appliquera ensuite numériquemernt anx données proposées en I1-1°).

11-3°) « Méthode des moments »

Exprimer E(N)et Var(N)en fonction des moyenne et variance empiriques et en
déduire ’expression des estimateurs de pet a. A partir des données numériques
proposées en [I-1%), quelles valeurs obtient-on quant 4 ces estimateurs 7

11-4°) « Méthode du maximum de vraisemblance (E. M.V} »

Ecrire les équations qui résultent de 1'application de la méthode du maximum de
vraisemblance et en déduire une procédure pour déterminer les EM.V de pet de a.
Appliquer cette procédure dans le cas des données numériques susmentionnées en [I-1°).

II-5°) Comparer tous les résultats antérieurs et en dresser les conclusions appropriées.

Solution : I-1°) On a d’une part A, continue et de densité de probabilité #(4), et d’autre
part, la loi conditionnelle N/A =21 de type POISSON de paramétre 4. Par extension de la

i=n

formule des probabilités totales ( p(A)= Y. p(H,).p(4/ H,}), on a donc :

i=l

Prob(N =n)= f prDuA)di={"

Aret

n!

w(A)dA

En particulier, pour A de loi Gamma (e, 8), on a ’expression :

i ﬁrx.e—ﬁ A..;ta—l

Prob(N =n)= " ’1; S

1I-2°) Pour rappel, le théoréme de |'espérance totale s’€crit, pour tout couple de variables
aléatoires X et ¥, E(Y)=E [E (Y/ X )] . Appliquant ce théoréme au calcul de la fonction

génératrice des moments de N, soit ‘PN(t‘)=E[e"N], il s’ensuit 1expression
¥, (0=, [E[e/7]].

« Mais d’une part, la variable conditionnelle N/A suivant la lor de POISSON de

A=+ ln. —A ,
paramétre 4, ona E[e”" /A] = Z ¢ C M it Y, ()=E, [e"‘("'"“].
n=0 nl

« D’autre part, la loi Gamma (a,f) a pour fonction génératrice des moments

¥, @) =[], soit ‘?“(”):Emre(a)'

Au

et 2% dA, soit aprés transformation,

Y, ()= (ﬁ_fju)ﬂ. re-i-fﬂ“’.%.a*’-’.da = (%)ﬂ (puisque par  définition
I"intégrale de la densité de probabilité de la loi Gamma (e, § —u) est égaled 1).
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« Revenanta ¥, (r), il sagit de ¥, () aupoint u=e¢' -1, d’oi Ie résultat :
B

TN(‘)=(m)a,

(fonction dent on notera cependant qu’elle suppose ﬁﬁ =0=u=<p,s0t f<In(f+1).
—u
1-3°) X étant une variable aléatoire binomiale négative de parametres ret p, on a d'une
part Prob(X =x)=C"p".q"", pour x2r, et d’autre part, E(X)= Ly Var(X)= r.—q—2 ,
P P
avec g =1— p (cf. rappels de cours du chapitre I).

Concrétement, la loi binomiale négative décrit le nombre d’épreuves indépendantes de
BERNOULLI nécessaires jusqu’a 'obtention » fois d’un caractére € donné et peut donc
s'interpréter comme la somme de » variables aléatoires X, indépendantes et de loi

i

géométrique {loi de PASCAL) qui caractérisent le nombre d’épreuves nécessaires pour
atteindre chacun des r résultats C ci-dessus.

« Or, pour cette loi de PASCAL définie par Prob(X, =x)=(1-p)'.p, avec x21,ona

immédiatement Y, (f)= Z e (1-py ' p=pe. Z e".(1-p)* (en posant u=x-1).
x=| u=0

I
ad -, par sommation de la série géométrique de raison

Final t, ¥V, ()=
inalemen 0 (- pre

e.(l-p).

« Relativement a la somme X = ZX .y il s’enswt W, (2) = H‘P « (£), soit I'expression :
i=t

=l

.
‘I’X(t)—p.e [m}

Formant la variable ¥ = X —r, il est immédiat que :

¥, ()= E[e” |=E[e ]z ¥, (1)= p’.[——l Ja_lp).e, J

« Le changement de variagble Y=X—r dans la loi de X conduit & [’équation
Prob(Y =y)= C,’;',_l p'g’, pour y>0. Concrétement, ¥ = X —r, représente dans le
schéma qui conduit 4 la loi binomiale négative, le nombre d’échecs nécessaires jusqu’a

I’abtention # fois du caractére C .

r

1-4°) Le rapprochement de ¥, (r) = [EI%J avec W, (f) = pr'[l_—(T}p)j] montre

’analogie entre ces deux fonctions génératrices. En effet, W, (r) s’écrit aussi sous la

o

{2 1 r
forme { p } . - qui est de la forme pr.[———1—~—r} ot pz_g__,
B+1 1_%“ 1-(1-p)e B+l

r=a,etg=1-p.




92 Chapiire I — Estimation

Les loisde & etde Y sont donc de méme nature et on peut définir la loi de N par

1’équation Prob(N=n)=C,,! ,p®q",avec n20,p= %,q =l-p.
+

1-5°) N s’écrivant sous la forme N =X —a ol X suit la loi binomiale négative de
paramétres a ¢t p,ona E(N)=EX)-u =% 4 , Soit en remplagant p par % s
P +
q _a(f+)
p2 ﬁ2
1I-1°) Le calcul de 7 et de s* avec les données et les notations proposées dans I’énoncé

k=6
_ Z k'”k k=6

E(N) = % D’autre part, Var(N) = Var(X) = a.

=6
conduit aux expressions n=%% ot st m.(k—ny, avec n=) nm,.
n, n-1:3 k=0
k=0
11 s’ensuit le tableau de calculs ci-aprés.
k n k.n, n (k- ny
0 20592 0 4283000
1 2651 2651 1941,4859
2 297 594 1022,8443
3 41 123 334,3747
4 7 28 104,0693
5 0 {0 0
6 1 6 34,2902
~6 0 0 0
) 23589 3402 3865,3644
Numériquement, ii en résulte n=0,14422 et §*=0,16386.
I-2") L’identification de E(N) avec n conduit 4 la relation a.tﬁ =n puisque

EF(N)= a—2L  Par ailleurs, I'identification de Prob(N =0) avec la fréquence f;,
conduit 4 la relation f, = p®. En effet, la probabilité de ne pas avoir de sinistre est fournie

par Péquation Prob(N =0)=C_p".¢" = p*.

. T - 2 a -
La résolution en a et p, des deux équations n = ald-p) et f,=p" conduit d’une
n, In . 1~p In
parta o = LB ot drautre parta a = Jo , ce qui entraine p = Tp—f‘l Une méthode
1-p Inp n lnp

par approximations (de type NEWTON ou « du point fixe ») est nécessaire pour résoudre
I’équation précédente. La mise en ocuvre de ces calculs conduit au valeurs numériques
p="08887 et a =1,153.

11-3°) Pour rappel, la méthode des moments consiste 4 exprimer a et pen fonction de
E(N) etde E(N?), ou encore plus simplement, de E(N)et de Var(N).
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L’identification de ces deux derniers paramétres représentatifs avec 7 et s° conduit

aux expressions cherchées de a et p. Ainsi de E(N)= al et Var(N)= -(lzp)
P
déduit-on ;-—-—fa'(]_p) et sz=ia'(1:p), d’on p=]17 et a=———. I en résulte
P P 5 5 —n

numériquement, les valeurs p =0,88013 et a =1,0590.

-4°) Utilisant Pexpression trouvée en [-4°) pour la loi de N, soit
Prob(N=n}=C.,, p*¢".(neN), la fonction de vraisemblance associée 4 un
échantillon de taille » de variable parente N, soit (N, N,,..,N,), est définie par

I’équation L(N,N,,....,N,,a,p)= H e P (L= p)*

=1

-nt 1 = — f
Mais Cam a M=—.(a +n—D(a+n-2). a—Hm On a donc,
plla-1)1 n! aont
- . i Ihgtn -
s’agissant de la vraisemblance, L(N,N,,..N ,a,p)= H(H pr-p)t.

=1 j=l

Le passage 2 la log- vraisemblance, soit InL, conduita;

Ini = i(ji‘,ln(a+n— H-Inn.)) | +na. ]np+(§n)]n(l p).

i=l  j=l
o Les estimatenrs EM.V  cherchés, soient @ et p’, sont solutions du systéme
d’équations :

GlnL 2.a n

&-Tiy=o
» Sp l-p
=t j=t,
é?ln_L: ——1—,+n.1np=0
aa i=l j:1a+nr-__]

Ici encore, la réselution pumérique d’un tel systéme exige 1'utilisation d’une méthode
d’approximation. La mise en ceuvre de 'une de ces méthodes conduit pour les données
proposees aux résultats numerlques p=08857 et a =11181.

1-5°) Le tableau recapltulatxf ci-dessous souligne le faible écart entre les trois methodes
utilisées, comparaison qui reste cependant 4 justifier par le calcul des risques quadratiques
a380Ci€s.

Méthode utilisée o P E(N} | Var(N)
Méthode de la moyenne et 1,153 | 0,8887 | 0,14440 | 0,1625
de 1a fréquence zéro

Méthode des moments 1,0590 | 0,88013 | 0,14423 | 0,1639

Méthode du maximum de | 1,1181 | (,8857 | 0,14429 | 0,1629
vraisemblance

On remarque également que les espérances et variances ainsi obtenues sont trés proches de
la moyenne et de la variance empirique calculées en H-1°).
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2.2 Comment estimer un parameétre « intime »

Pour certains sujets (frauder le code du travail, par exemple}, on court le risque que les
personnes sondées ne répondent pas franchement anx questions de peur d’étre poursuivies,
ce qui fausse le résultat de ’enquéte. Dans la méthode suggérée ici, les réponses sont
aléatoirement inversées ce qui garantit une certaine confidentialité.

Enoncé : Notant par p la proportion inconnue du caractére «intime» a estimer,
I'enquéteur demande 4 chaque personne interrogée de lancer un dé. Si le résultat est six,
la personne doit donner sa réponse sans mentir, sinon elle doit donner une réponse
contraire 4 la vérité. Le tirage est effectué de sorte que Penquéteur ignore le résultat du d¢,
si bien que la personne sondée est bien assurée du secret qui cache son réel comportement.
1-a) Déterminer en fonction de p, la probabilitté m qu’une réponse recueillie par
I’enquétenr, soit positive.

1-b) Fournir un estimateur sans biais et convergent de & et en déduire un estimateur de
p,soit T

1-c) Montrer que 7, est sans bais et convergent.

1-d) Comparer Var(T) 4 la variance de 'estimateur obtenu par le sondage simple
classique et en déduire le « prix 4 payer ven termes d’efficacité, généré par 1a méthode
développée ici

2°) On généralise les résultats précédents & des épreuves pour lesquelles chague personne
doit répondre franchement avec la probabilité o et non sincérement avec la probabilité
complémentaire 1—a .

2-a) Exprimer T, E(T,) et Var(1,).
2-b) Discuter suivant les valeurs de « , 1’efficacité de |'estimateur obtenu.

Solntien : 1-a) Désignant par 4 1'événement « réponse positive » pour ung personne
interrogée et par H, et H, les hypothéses respectives d’un résultat « six » pour le d¢ jeté

et d'un autre résultat 3 Iissne dudit jet, la formule des probabilités totales
(p(d)y= Z p(H ).p(4/ H))) conduit immédiatement a la relation :
1=t
5 2

i 5
g=—=p+—(1-p)=——=p.
o P 6( p) s 3P

En effet, compte tenu des notations, on a immédiatement, p(HI):é’ p(H2)=%,
P(A/ H)=Prob( répondre «oui sans mentit »)=p, P(4/H,)=Prob(répondre « oui en
mentant »)=1-p.

1-b) La fréquence empirique ¥, des « oui » collectés au sein de {’échantillon de taille n

considéré, constitue un estimateur sans biais et convergent de x (cf. rappels de cours du
présent chapitre — paragraphe 3.5).

. . . . 5 3 .
Or la relation susmentionnée entre x et p, s’éctit aussi p =Z—7. On reticndra

3.F

o

2

. 5
donc pour p, I'estimateur 7, = Z _
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1-c) F, étant sans biais (E(F )=n), 1a linéarité de I’espérance mathématique appliquée 2
5 3 5 3,5 2p

T entralne E(T =—~—EF =———g=———(=—=)=p. T est d un

" @) E)=g=37=3 G 3=r & one

estimateur sans biajs,

D’autre  part, la  relation Var(a. X +b)=a’ Var(X ). V{a,b), entraine
m(l-m)
n

Var(T) =%.Var(Fn), relation dans laquelle, par ailleurs, Var(F,) = (se reporter

9
aux rappels de cours du chapitre I —paragraphe 2.3). En résumé, Var(T)) = s z(1- E)

soit en remplagant s par son expression en fonction de p, le résultat
Var(T)) = ﬁ.(S -4.p).(1+4.p)

On constate que ll[Eo Var(T,) =0 pour ce qui est de cet estimateur sans biais qui, en
conséquence, est con\:‘ergent.
1-d) Dans le cas d’un sondage classique, ke risque associé 4 ’cstimateur 7 de pestégal &
Var(F)) = Lln_ﬂ . En effet, F, étant sans biais, R(F)=E [(Fn - p):"] =Var(F)).

Par ailleurs, désignant par R(T) le risque associ¢ 3 T, on a R(T,)="Var(I) puisque
T, constitue Iui aussi un estimateur sans biais de p. La comparaison entre les deux
risques en question, conduit donc A R(T;)‘R(Er)=£;-(5”4-P)-(1+4-P)‘B“T_ﬁr

5
it R(T,)—R(F,)=—.
soit R(T,)—R(F,) =1~

Ainsi R(T)= R(F,,)'*'IGS—: la perte d’efficacité résultant du dispositif de
R
confidentialité, « le prix a payer », devenant négligeable dés que » est grand.

2-a) Dans le cas général, la formule des probabilités totales entraine la relation

r=a.p+{l-a)(l-p), soit p= 7r2—1+a. Partant de la fréquence empirique F, des
. - - . F+a-1
« oui » recueillis et considérant Pestimatenr 7 de p,onadonc T, = —’é——l—
a —_—
1 -1
« Suivant la linéarit¢ de I'espérance mathématique, E£(7)= ~2———I E(F )+ YL avec
a —_—

-1
E(F)=mn.Onadonc E(T, =__—_ 2a-D.p+l-al+ -
(F.) nc E(7,) T [2a-D.p al 2.a—1

Ainsi I’estimateur T, est-il un estimateur sans biais de p .
1 (1-
L yarry=2Um) ’?

(2a-1y Za-1)n
y=plzp), al-a)
n n Qa-1"

» D’autre part, Var(T )= , Soit en remplagant 7z par son

expression en fonction de p, Var(T,
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2-b) Bien entendu, T reste convergent ici puisque limVar(7,)=0. Par ailleurs, pour »
n—rw

fixé, on remarque que ¥ar(T,) tend vers 'infim lorsque a tend vers % A contrario,
Var(7,) est minimale pour ¢ =0 ou @ =1, ce qui n’a pas d’intérét puisqu’on est ramené
alors a un sondage classique sans confidentialité.

Le probléme est donc de choisir a suffisamment grand pour que la confidentialité soit
crédible mais d'une valeur éloignée de la Valeury2 qui est le cas de la confidentialité

maximale ol on perd toute précision d’estimation. La valeur o = % qui correspond a

I"éprenve de la 17 question semble répondre ici a ce souci de compromis,

2.3 Le comptage des paissons dans un lac (méthode de capture et recapture)

Enoncé : Pour estimer le nombre total inconnu & de poissons dans un lac, on préléve
dans un premier temps un ensemble de mpoissons que ’on bague et que I’on rejette &
I’eau (m fixé). Puis laissant les poissons se mélanger totalement parmi leurs congénéres,
on préléve avec remise, un nouveau groupe de » poissons au sein duquel on observe la
variable aléatoire X égale au nombre de poissons bagués dans I’échantillon ainsi prélevé,

1°) Déterminer |’estimatewr du maximum de vraisemblance de N dont on montrera qu’il

s Ay M
estégala N=—.

X

2°) Déterminer la variance asymptotique de N et en déduire un intervalle de confiance au
seuil |- =95%.
3°) On suppose ici m=n=100. Par ailleurs huit des poissons parmi les 100 recapturés se
sont avérés présenter une bagne. Déterminer dans ces conditions, une estimation par
intervaile de confiance au seuil 1—a =95%de la population de poissens dans le lac
considére.
Solution : 1°) Aprés marquage des poissons prélevés 4 la premicre capture, la probabilité

des poissons bagués au sein du lac est égale A v

Pour ce qui est de la recapture, le modéle statistique correspondant est de type
BERNOULLI, la variable X, qui caractérise le baguage ou non du i poisson prélevé

. M m . i 143 m
ayant pour loi (=)*.(1-—)"% . En effet, Prob(X, =1)=— et Prob(X. =0)=1-—.
yant po (N) ( % (X;=1) N ob(X; =0) m

» La fonction de vraisemblance associée & I’échantillon (X, X,,..,X,) des poissons
prélevés par recapture s'écrit L(XUXZ,...,XR,N)=(lw%)”_n(%)"’*.(l-—%)‘*3 . du
i=l

moins en supposant I'indépendance des X, ce qui est le cas ici puisque la péche a lieu

i

avec remise,

La recherche de I'estimateur EM.V de ¥ (estimateur du maximum de vraisemblance)

conduit a rechercher la solution de aiNInL=O en considérant la fonction de

log- vraisemblance In L= r.In(l - - MX._]nE—lnluﬂ}
og- vraisemblance n.In{ N'H(;' ,)[ I ( N)
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. : N &
Il s’ensuit ~a—lnL =f—]fT.L——iZ—.—.ZXr - m, ZX, , soit apres
oN N* I_E N m'5 N-I Eal
N N
nm~—N. 2 X,
réduction au méme dénominateur et simplifications, —In L =-———"=— En résumé,
oN NN~ m)

Iestimateur E.M.V cherché, soit N , solution de %lnL=0, est défini par

N=Z =————(eneffet x=5x).
X i=l

« On remarquera qu’il s’agit bien d’un maximum puisqu’on a immédiatement aprés

) N> X,-2Nnm+nm’
caleuls, —InlL=—=— > , soit pour fa valeur de N édgale 4 N,
oN N (N-m)
2_2 2_72
n.m ‘X_Z.n m o ) \
. x? X .5 0 X o
I’expression , Clest-d-dire, —InLl=-—————-. Ainsi
oN nm .(n—X)

2
n.m’ nm
2 ‘(W_m)z
X X
bl -~
cette dérivée seconde FlnL est-elle bien négative ou nulle au point N=N, ce qui

assure le caractére maximal susmentionné.

2°) Estimateur EM.V, N est asymptotiquement sans biais, efficace, et de loi normale, sa
variance étant égale A U'inverse de la quantité d’information de FISHER. Le calcul de cette

2
demniére égale a 7, XI'X”__‘X")(N)=—E[5%7111L:| conduit 4 partir de D’expression de

2
—— InL calculée ci-dessus au résultat £ [jlnL = =1 , soit
oN

NN —m)*

, } N2 X, -2 Nm+nnt

e nm’ =2 Nnm
Z E(X,)+ :

par linéarité de 1'¢spérance mathemauque ———
NN ~m)

Or, E(X,.)=% (il s’agit de Pespérance de la variable de BERNOULLI égale 4

Ext 4 0x (- ﬂ) = }. On obtient donc finalement :
N N N

E_Bi“]nL N? nm _nm «2Nm __ hm
ON? N (N-mY NV (N-m) N N-m)’
. . nm . = .
ce qui enfraine [ X|-X:--wf"n)(N)=m' En conclusion, N converge vers la loi
2 —_—
normale de moyenne N et de variance NAN=m) .N

nm
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« Désignant par ¢ le nombre vérifiant Pr ob([é }Sta) =|-a=2II(,)-1, avec
[() =Prob(E <t), il vient pour le semf 1—a@=95% et par lecture dans la table des
valeurs annexées de la fonction I1(¢), le résultat z, =1,96.

L’intervalle de confiance de N s'écrit donc :

~ N— ~ _
N-L96N. 2" < N <N+196N, |2
nm nm
qu’on pourra approcher par :
o196 N YT < N < N a196N, [
nm Hm

puisque la valeur exacte de N est inconnue.

3°} Suivant I’application numérique proposée, on a m=100,7=100,X =8. Il en résuite

Pune part, = 100100

=1250 et d’autre part, |’estimation par intervalle de confiance,

420 < N <2080.
-« L’inconvénient de I’estimateur E. M.V, N= %ﬁ , est qu'il n’est pas défini lorsque

X =0. Pour lever cette difficulté on pourra par exemple, faire appel a ’estimateur
Fonm

A+l
m, et X sont suffisamment importants.

en partant du principe que les résultats ne sont pas trop faussés si n,

2.4 Estimation du nombre de frandeurs dans un transport collectif {loi géométrique)
Enoncé : On considére la loi géométrique (on de PASCAL) de paramétre p caractérisée
par Prob(X =x)=(1-p).p,xeN .

1°) Rappeler I’expression de I’estimatenr du maximum de vraisemblance de p, soit ;:; .
2°) En déduire, pour »assez grand, un intervalle de confiance de p au seuil I-a =95%.

3°) Pour évaluer le nombre de passagers en situation irréguliére sur une ligne ferroviére
donnée, il est procédé A un jour déterminé, a une grande enquéte suivant laquelle les
contréleurs notent le nombre de billets qu’ils valident jusqu’a rencontrer un fraudeur,
celui-ci étant inclus dans le nombre constaté, et ainsi de suite. ..

Les données ainsi recueillies sont les suivantes ;

67 101 63 58 16 37 98 51 107 | 151
111 | 28 6 76 63 58 91 25 12 73
208 | 93 131 37 55 72 29 35 16 93

3-a) En déduire une estimation de la probabilité de fraude et son intervalle de confiance au
seuil 1-a =95%.

3-b) Quelle estimation du nombre de fraudeurs peut-on prévoir sur une population de
10000 voyageurs 7




B - Applications 9%

Solution : 1°) Comme cela a été indiqué en rappels de cours, ’estimatesr EM.V cherché

. ~ . . N 3]
est défini par la valesr p de p qui est solution de 1’équation 6—1nL=0 avec
1]

i=H

¥x
L(Xl,Xz,..-,Xn,p)=H(1—p)’“.p=(;f~;)".a—p)'=] .

i=1

On a donc ai{n.]n p—nlo(l- p)+(z X.).In(1- p)jl =0, soit aprés dérivation et
P =

&’ ~
(on a immédiatement ?L < en p=p cequi
P

simplifications, I’estimateur p =

i=]

confirme le caractére maximal de la solution trouvée).

2°) Estimateur du maximum de vraisemblance, ;7 est asymptotiquement sans biais,

efficace, et de loi normale. Plus précisément, pour »assez grand, p— p converge vers la

loi normale de moyenne (0 et de variance I, {p)désignant la quantité

ndy(p) ’
d’information de FISHER relative 3 la variable « parente » X, c'est-a-dire la variabie de

loi Prob(X =x)=(1—p)"'p.
Calculant I, (p)et remarquant que la fonction de log- vraisemblance InL{X, plest
2
deux fois dérivable, on obtient [ X(p)=—E[%lnL(X . p)J, soit en développant les
p

caleuls, InL(X, p)=(X —1).In{1- p)+In p, puis en dérivant ga-h]L(X,p):lii—}--Fl,
P -p P

2 _ 2
ot L i, py=-2"5 L etenfin _E[ﬁ-mL}Ml_—[E{XH]JF%.
op 2 2

(i-py op’ (1-p)*
i 11 1
Posant ¢ =1—p et remarquant que E(X)=—, on a donc /,(p)=—.(—-1+—,
r g p »
2 2 2 b4
' p-p.*+q _pl-p)+g pg+q 1
soit I (p)= 7 2 =P( 2pz = e T 1
Py ra J O S
2
En conclusion, ! r4 , ¢e qui conduit, pour »ngrand a la convergence de

ni,(p) n
2
p — pvers la loi normale centrée (de moyenne nulle) et de variance rq
43
s  Désignant par ¢, le nombre vériftant Pr ob(|§| <t )=211(t,)-1=1-a(on
11(#) = Prob(& <t), on en déduit 'intervalle de confiance :

’ 2 ’ 2
p-t,. P'qﬁpﬁp-hta. p—'q,avec g=1-p.
n n

La valeur de p étant inconnue, on assimilera p A son estimateur p pour déterminer
pratiquement les bornes de I’intervalle en question, ce qui conduit au résultat ci-aprés,
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~2 ~
p-t,. -p—'l-——SpS;+ta. M
n f

i=30

3-a) Le caleul effectué a partir des donndes de 1’énoncé conduit 3 ZX , = 2061 et

i=1
;; =0,01456 . Admettant [a convergence vers la loi normale (n=30), et partant d’un seuil
de confiance 1—a = 95%, on en déduit z, =1,96.

En effet, 2.011(z,)-1=0,95=T1l(r,) =0,975 = ¢, = 1,96 par lecture dans la table des
valeurs annexées de la fonction I[1(t) = Prob(£ <t).

Compte tenu de 1’expression obtenue dans la 2 question, I'intervatle de confiance de -

/1— .
pestdone 0,01456+1,96x0,01456x %ﬁé ,s0it 0,0094< p<0,0197.

3-b) Sur un ensemble de 10000 voyageurs, le nombre de fraudeurs est donc compris entre
94 et 197, ceci au seuil 95%,

2.5 Evaluation d’une contamination (méthode « most powerful number — M.P.N »)

Utilisée en agroalimentaire, environnement, pharmacologie...., cette méthode vise 4 estimer
le degré de contamination d’une population par une bactérie smivant le senl mode
d’investigation qui est celui d’un indicateur de présence/absence (on ne sait pas observer le

nombre de bactéries présentes).

Enoncé ;: La méthode repose sur un principe de dilutions, le but étant d’estimer la densité
en bactéries (4 nombre de bactéries par unité de volume). On réalise ainsi » prélévements
indépendants de méme volume unitaire (¥ =1) et on note :

- Z,, la variable aléatoire qui décrit le nombre (non observé) de bactéries présentes dans le
tube £ ;

- X, , la variable indicatrice égale & 1 s’il n’y a pas de bactérie dans le tube ket 0 sinon.

k=r

On suppose que Z, suit une loi de POISSON de paramétre A, . Soit ¥ =ZX L e

k=1
nombre de tubes ne contenant pas la bactérie considérée (résultats négatifs).

PARTIE]

1-1°) Exprimer en fonction de 4, la probabilité = =Prob(X, =1), puis caractériser les
loisde X, etde ¥.

1-2°) Exprimer ’estimateur du maximum de vraisemblance (EM.V) de 7 et en déduire
I"estimateur EM.V de 4.

I-3°) Exprimer au seuil de confiance 1—a =95% un intervalle de confiance pour = et
pour A. Expliciter numériquement le résultat obtenu lorsque, parmi 30 prélévements
effectuds, 21 d’entre eux sont négatifs.

PARTIE I

Des densités extrémes (A proche de ( ou élevé) induisent des problémes d’estimation, On
pallie A ce travers en utilisant la méthode de dilution exposée ci-aprés.
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- Si on craint de n'avoir que des prélévements positifs, on dilue ceux-ci o fois, fa
densité de bactérics étant alors réduite a % et le nombre de bactéries 3 une loi de

sre A
POISSON de paramétre 4/,

- Si on craint de n’avoir que des prélévements négatifs, on augmente le valume des
prélévements étant entendu que dans un volume d fois plus grand, le nombre de
bactéries suit 1a loi de POISSON de paramétre A.d.

La mise en oeuvre de la méthode exige donc une idée & priori de ’ordre de grandeur
de A pour choisir les niveaux de dilutions. On considére ainsi N échantillons formés
chacun de #, prélévements opérés suivant le taux de dilution d,,i e {1, 2,...N } On note

2me ¢

par ¥, le nombre de prélévements négatifs au sein du /™ échantillon.
II-1°) Exprimer la loi de ¥,.

I1-2°) Ecrire 1’équation qui détermine 1'estimateur E.M.V de A, estimateur dit « nombre le
plus probable (N.P.P) » ou encore « most powerful number (M.P.N) ».

II-3°) Expliciter la variance asymptotique de I’estimateur N.P.P ci-dessus.

1I-4°) On suppose que N =2,d =ld,=2,n=n,=30,y =27,y,=21. Estimer A
ponctellement et par intervalle de confiance an seuil 95%.

Solution : [-1°) Prob{X, =1)=Prob(Z, =0) puisqu’il s’agit d’'un prélévement sans
x =34

1l est bien

bactérie. Or, Z, suit 1a loi de POISSON caractérisée par Prob(Z, =x) = —
x!

évident dans ces conditions, que 7 = Prob(Z, =0)=¢™*.

o Pouwr sa part, X, est la variable de BERNOULLI dont la loi est caractérisée par
Prob(X, =l)=n=e™ et Prob(X,=0)=1-¢™. Plus généralement et par définition,

Y= ZX, suit immédiatement la loi binomiale B(n,7) avec 7 =¢™.

i=1
1-2°) La fonction de vraisemblance L(X,,X,,...,X,,7) associée & ’échantillon de taille
(X,.X 2,...,Xn)rés.ﬁltarlt de #» prélévements, est égale d : '

k=n
L(X, Xy X, my =[x (0-2)"" X, €{0,]},1<k <n.

k=1
En effet, Prob(X, =x, )peut s*écrire sous la forme synthétique 7™ .(1-x)" les

valeurs prises par X, étant 0 ou 1.

« Il s’ensuit, pour ce qui est de la log- vraisemblance, I’expression :
k=n k=n
nL= X)nx+{n-) X,)In{l-x).
k=l k=l

La dérivation par rapport & & de la fonction susmentionnée, fournit I’estimateur EM.V

. . .0 = &
cherché, & savoir la selution de 1’¢quation P InL= l X, - ! {n— ZX )=0.
T 4 k=1

L= 1-
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11 en résulte I’estimateur EM.V de &, soit 7 === ==—.
H H

« On sait que si 9 est EMYV de 6, g(@) est EMV de g(@)(cf. rappels de cours du
présent chapitre). De la relation 7 = ¢ qui équivaut 3 A =—Inx, découle pour ce qui est

de Pestimateur EM.V de A, soit 4., le résultat 4 = ~ln 7 =-In(2).
H

I-3°) L’ estimation par intervalle de confiance au seuil 1—a de :1a proportion 7 s’éerit :

?z—:a.‘[fﬂ_—@ < s:}na.,lﬂl—_—”l ob ¢, verifie Prob(lé|<1,)=1-a.
H H

Pour I’application proposée 1- o =95%. Par ailleurs, le résultat ci-dessus suppose la
validité de la convergence vers la loi normale, ce qu’on peut tout juste admettre ici

puisque n=30. Utilisant I’approximation d¢ n par m pour ce qui est du facteur

a-m) . . ~ -~ [zd-7)
U-) , it vient finalement I’encadrement 7z ~ 7. zd-7) SmEm+t,. zd-7) .
n i "

Numériquement, Prob(&|<1,)=211(,)~1=10,95=TI(z,) = 0,975. Par lecture dans
la table des valeurs annexée de la fonction II{f) =Prob{£ <1), il vient ¢, =1,96. [V’ autre

part, 7= % =0,7et #=30. On obtient donc I'intervalle 0,54 < 7 <0,86.
« Latransformation A =—1n 7, induit pour A, I'intervalle de confiance :

z.(-m)
H

WA LGl S PR Ny
n

)

o

soit, numériquement, le résultat 0,155 1<0,62. On remarque que Dlintervalle en
question n’est plus centré sur 1’estimateur ponctuel 7 qui, par ailleurs, est égal &
~In7=0,36.

[I-1%) Tout d"abord, il est manifeste que ’encadrement précédent de A est inopérant dans
'hypothése des densités extrémes A =0 et A=]. Eneffet, A=0= 7 =1, ce qui conduit -

4 la non définition de Ea—]nL et 4 Pimpossibilité d’estimer 7 et 4. C’est ia méme
4

impossibilité qui a lieu quand A =1 puisqu’on a alors 7 =0.

Par ailleurs, on assimilera dans la suite, les deux cas de figure induits par le principe
de dilution au cas 4 = A.d, avec d>1 lorsqu’il s’agit d’vne augmentation du volume
prélevé et d <1 lorsqu’il s’agit de diluer la solution prélevée.

Dans ces conditions et au sein du ™ échantillon, ¥, suit la loi binomiale B(n,z,) od
7, désigne ici la probabilité d’obtenir un résultat négatif (absence de bactérie) lors de
chacun des prélévements « k » (1<k <n,) effectués ainsi dans une solution de taux de
dilution 4, . Mais notant par Z; le nombre de bactéries présentes dans un prélévement de
solution diluge au taux d,, 7, est aussi est égale & Prob(Z, =0), Z; suivant la loi de
POISSON de parameétre A.d,.
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En conclusion et compte tenu de ’expression de la loi de POISSON, ¥, suit la lot

. e (Ad)

binomiale B(n,e™**), x, étant égal & Prob(Z; =0)=¢ A (—T);l =t

[I-2°) La fonction de vraisemblance associée a la suite (Y,,%,,..., ¥, ) des variables ¥,
représentant le nombre de prélévements négatifs parmi les n prélévements effectués dans
fa solution de taux de dilution d,, 1 <i< N, est égale au produit des lois des ¥, soit la

_ A,

i=N
fonction L(%,,Y,..,Y,,A)=]]Cle ™" .(1-¢**)"™ . L'appel & la log- vraisemblance
i=l

=¥

1= . =¥
conduit& InL = ), In(C)= Y A4+ 3, ~F) Infl—e ™).
1=| =1 i=]

La recherche de estimateur EM.V de A, solution de ’équation %lnl: =0 entraine
d. e
l-e

I'estimatenr EM.V de A, la valeur 1 vérifiant la relation

=0. On obtient donc pour ce qui est de

=N =¥
la relation —Y d.¥+Y (7-Y).
=l i=l

—1.d,

=N i=N d e—?l.a’i

48=3 -0
=<1 =1 1-e %

C’est aussi Pestimateur M.P.N (most powerful number) ou encore N.P.P (nombre le
plus probable).

[1-3°) La variance de !’estimateur 7 susmentionné obtenu par la méthode du maximum de
vraisemblance est asymptotiquement efficace et est done égale 3 Vinverse de la quanate
d’information de FISHER relative a la suite (¥,,1,,...,Y,) et portant sur l¢ parameétre A

(cf. rappels de cours du présent chapitre — paragraphe 3.2).
Calculant cette quantité d’information, soit I, , . (4), la propriété d’additivité

démontrée en rappels de cours du présent chapitre permet d’écrire I'expression

i=N
Ly py(A)= Zlyf (A) .D’autre part, notant par p(¥,1) laloide ¥, ona, p(¥,A)étant
i=1 . .

manifestement deux fois dérivable
7 &
LAY=E (=Inp(Y, )Y i=—E| —In p(¥,,4
(D) [(m p(7, ))} Lﬂf P )}
Concrétement, p(Y;,ﬂ,):C,fe'l'd"'y’.(l—e’i'd*)""'z, soit par passage au logarithme,
In p(¥,A) =1(C}) - A.d.Y, +(n,— %).In(l—e ). 1l s’ensuit, par dérivation :

¢ Inp(Y,2)=-d.Y + d.e* (n, -Y) _—d.x +dYe* +ndett —d.yet
PY) P, i+ e :

l_e-ﬂ..di—
I ~d.Y +n.d.et :
Aprés simplifications, gi— p(Iﬂ,A)=r~'};——+£‘_7;—e-— . Dérivant de nouvean et
—-€ et
? n.d e yd>Y.e

. . 8 -
développant, il s’ensuit —in p(¥,A) =
ppan PR AR s
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+ Passant 4 I’espérance mathématigue, on obtient par linéarité :

& d et n.dt et
hl - i E Y — i iz
|iﬁl i, ):l (l—e %) () (1—g Y
Mais E (1’,)=ni.e"1‘"" (puisque ¥ suit la loi binomiale B(n,.,e"i'd*). En définitive, on

2 e et
obtient £ {;&—z—ln p(Yi,A)} = :ll-—lei‘ 7y - g‘_‘ej_ ol ce qm conduit, apres factorisation

62 nd2 -Ad,
suivant 1-e**, au résultat 7, (A)= Ef:@ In p(¥, /'L):I e _“)
= dZ —A.d;
« Ams), tevenant & [, r iy A) = ZI (), aton [y, o, ()= Z‘d—_fi‘)“
i=1

La variance asymptotique de Pestimateur « N.P.P », soit A, dont il est rappelé que c’est
Iinverse de l1a quantité d’information de FISHER, est donc égale &

-t
1 En.diet
= {ZI )

Iu',.rz ,,,,, r,,)(/l) 1-¢

11-4°} La relation qui fournit Pestimateur M.P.N {ou N.P.P} s’écrit, pour les données
A —2.A
e e

T+(30-y,)——-
( yz)l o2

numériques proposées, ¥, + 2.y, =(30-y, ).1

Remplagant y, et y, par leurs valeurs respectives 27 et 21, on aboutit done 3

) 3t 187
I’équation en A, 69= +—— ,
1 1-e? 1-¢*

développement, 902" +3z-69 =0 Il en résulte les solutions, z, =0,859 et z, =-0,8924

équation qui, en posant z=e™, s’écrit, aprés

desquelles on déduit, pour la seule valeur 7 admissible, le résultat A=—In z,=0,152.

i 2.4 -l
Quant 3 la variance asymptotique, elle est ¢gale ici a 30e 120e —| , soit la
p 24

—e™ l -~
valeur 0,00192. Admettant la convergence de A vers Ia loi normale N (i,%(i)), on

obtent done pour A et au seuil de confiance 1-o =95%, I'intervalle de confiance

~1,96Var(L) SA <A +1,96.4/Var(1) , soit numériquement, 0,106 < A <0,194.

2.6 Estimations du nombre 7 a l’aide de méthodes de MONTE CARLO

Les méthades de MONTE CARLO visent & trouver des solutions approchées de nombreux
problémes (calculs d’aires et de volumes, résolution d’équations...) a 1'aide de techniques
probabilistes fondées sur la simulation de variables aléatoires, dont notamment la loi
uniforme. Elles trouvent un large champ d’applications en physique, biologie, chimie,
transport, finances....

Enoncé ; A travers la présente application, deux méthodes d’estimation du nombre 7 sont
proposées.
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PARTIE |

? Dans le carré ci-dessous de c6té 1, soit [0,1]x[0,1],
1 on génére des points de fagon aléatoire et uniforme
et on dénombre ceux qui sont & 'intérieur du quart
de disque de centre O et de rayon |.

Seit X, la variable de comptage ainsi générée.

0 1

I-1°} Quelie est ia loi suivie par X, ?

1-2°) En déduire un estimateur 7, de 7 dont on montrera qu’il est sans biais ¢t convergent.
I-3°) Exprimer un intervaile de confiance asymptotique de # suivant cette méthode (on
prendra un seuil de confiance 1 - égal & 95%).

1-4°) Combien de points aléatoires faut-il générer au minimum pour obtenir, suivant cette
meéthode d’estimation, une erreur absolue n’excédant pas 3%.

PARTIE [l
On se propose d’utiliser la variable ¥ = v1-U", oit U suit la loi uniforme sur [(},1].

T

11-1°) Montrer que E(V)= 1

I1-2°) En déduire, une méthode d’estimation de & & partir d’un échantillon (U,U.,...U )

de « loi parente » {/, uniforme sur [O, 1], I'estimateur ainsi défini étant note 7, .
I1-3°) Moatrer que 7, est sans biais et convergent.
[I-4°) Comparer T, a 7].

I1-5°) De nouveau 4 partir d’un intervalle de confiance asymptotique de 7 obtenu par la
présente méthode (toujours au seuil de confiance 95% ), déterminer le nombre minimal de
variables uniformes 3 générer pour obtenir une précision absolue d’au moins 3%.

Solution : [-1°) Suivant la probabilité uniforme sur 1’espace de probabilités Q=[O,l]2,

associant & tout événement aléatoire A la probabilité égale an rapport des aires respectives
de A et de Q, chaque point aléatoire qui est généré est contenu (ou non) dans le quart de
. oy .x . .y i 4
disque considéré dans 1’énoncé avec la probabilité¢ p= 1 (resp. g=1 -Z).
Dans ces conditions, il est immédiat que la variable aléatoire X, égale an nombre de

points contenus dans le quart de disque de rayon 1, parmi les » points générés par

simulation aléatoire, suit la loi binomiale B(n,z).

I-2°) Se référant aux rappels de cours du présent chapitre (paragraphe 3.5), F, = X est
44
un estimateur ponctucl de p dont on montre qud vérifie E(F)=p et

Var(F,) = PAP) (ot chapitre ).
H
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Ainsi, T7,=4F, constitue-t-il un estimateur ponctuel de &, vérifiant

E(L)=4E(EF)=4p=r e Var(T)=16Var(f)="8"2 1 et donc bien un
3

estimateur sans biais, qui plus est convergent, puisque him Var(7,)=0.
>+

I-3°) Le théoréme de MOTVRE LAPLACE appliqué & X, entraine la convergence de F, et

a fortiori de 7, vers la loi normale (pour » grand), loi caractérisée par la moyenne

. {4-
E(T)=n etla variance Var(T)) = zl-r) .
44
11 en résulte, pour la fonction pivotale & =%—)— de loi normale centrée réduite
n(d—n
44

N{0,1), I'encadrement —f, <& <t _, ou ¢ vérifie, pour le seuil de confiance de 95%
proposé ici, Prob(léléta):%%. Par lecture dans la table des valeurs de la fonction

Y1(r) = Prob({& <t), on obtient immédiatement 7, =1,96.

En conclusion, on obtient pour x, I'intervalle de confiance :

7;—1,96.‘/Msfrsr,+l,96. 7A&-m)
n n

Approximant # par son estimateur ponctuel 7, dans les bornes de [intervalle

ci-dessus, ’intervalle de confiance cherché s*écrit finalement :

71,96, 240 < p o7 11,06,/ E2T)
i n

1-4°)y On cherche la valeur minimale & partir de laquelle 1, 96."&(i__1'2 <0,03 ce qui
44

(1,96)°T,.(4-T))
(0,03)°
la méthode la plus simple est de considérer la fonction 7,.(4-T7;) dont I maximum, de

entraine n = {E). Comme cela est indiqué dans I'application 3.1 ci-aprés,

valeur 4, est atteint lorsque 7, = 2.

2
La condition minimale n>#n" = &, 96)2 0 2
(0,03) (0,03)

satisfaction de la relation (E) susmentionnée, quelque soit la valeur de 7;.

=17800 garantit la

Max[T.(1-T))]=

« On remarquera cependant que le nombre des simulations nécessatres pour obtenir une
bonne précision reste trés élevé ici.

II- 1°) U ayant pour densité de probabilité f () =1;,;;(#), on a immédiatement, par
définition de I’espérance mathématique E(V) = L\/l—uz S(u)du= E\/I—uz A, c'est-3-

dire, suivant le changement de variable # =sing :

| 1+ cos2 4
E(V)= J:Acos2 qo.dqo=£ ,:——2—@—].dga=z.



B — Applications 107

11-2°) Comme indiqué en rappels de cours du présent chapitre (cf. paragraphe 3.5),

fv

la moyenne empirique ¥ =4 forme un estimatenr sans biais de E(V). En d’autres
”
crmes, la statistique 7, =4F est un estimateur sans biais de 7 puisque

E(T)= 4.EUW/) =4 E(V)= 4.% =7, estimateur dont la construction s’opére comme suit :
Etape | - Générer n valeurs uniformes et indépendantes sur {0,1], soient U,,1<i<n.

Etape 2 - Former les nombres ¥, =f1-U7 ,1<i<n.

157
i=1

Etape 3 2 Calculer 7, = , estimateur cherché de x.

I1-3°) Outre Ia propriété d’ére sans biais démontrée ci-dessus, Pestmateur 7, vérifie

D)
Var(T,) =16Var(¥') = 16.'—-4—?—, avec Var(V)=E(V)-EV,).

Or, E(¥})= E(l—uz).du ~—-§ . Ainsi, Var(V})= %— (%)2 et Yar(l,)= 16—"1 (3
. . 32-3x° . : .
soit en conclusion, Var(T,) = 3, Il s’agit bien d’un estimateur convergent puisque
A

lim Var(Z,)=0.

0-4°) Pour comparer I, et T,, on considére la différence des misques associés
R(T)~ R(T,), différence qui, s’agissant d’estimateurs sans biais, est égale 3 la différence
des variances Far(1)-Var(T,). Plus précisément, le développement de cette derniére
r(d~m) 32-3x° 1

n 3nm n
préférable a 7, puisque de variance plus faible.

. 32 ,
s’éerit .|:4.7r———:|>0. On en conclut que I'estimateur 7, est

[I-5°) Réitérant les développements des questions I-3°) et 1-4°), on a immédiatement pour
x et au seuil de confiance 95%, 1’encadrement par intervalle de confiance suivant :

7,-1,9. ’32 3a’ 7 <T, +1,96. ’32339‘:
n n

intervalle qu’on peut approcher par:

[2 2 [2-37;
7, -196 221 <7< 41,96, 33”
¥

« La condition minimale sur # pour obtenir une précision absolue d’au moins 3%, s’écrit
. 32-3T
"3.(0,03)*
développée en partie I, puisqu’en minorant 7, par 0, on obtient # =11850 (au lieu de la
valeur 17800).

cette fois, n2n" =(1,96 1l s’agit 13, d'une méthode plus efficace que celle
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Le lecteur est invité a ce sujet & utiliser des simulateurs proposés sur intemet pour
constater de visu les résultats obtenus A travers diverses séries de simulations notamment
pour la premiére des deux méthodes exposées dans cette application (inéthode « du tira la

cible »).
3. Intervalles de confiance

3.1 Comparaison des méthodes d’approximation pour une proportion

Enencé : On considére une population de grande tzille an s¢in de laquelle on s’intéresse a
la proportion des personnes qui ont les yeux bleus, soit p . L’observation du caractére en

question sur un échantillon de 500 personnes conduit 4 une fréquence « empirique », F,,
égale & 37%.

En déduire une estimation ponctuelle par intervalle de confiance de p, au seuil
1—a =90%, et ceci en utilisant trois méthodes :

a) la majoration de p.(1 - p) par ! 45
b) I'approximation de ppar F, ;
¢) un calcul exact.
Solution : Les éléments présentés en rappels de cours du présent chapitre conduisent, »

étant supposé grand (ce qui est le cas ici), 4 la fonction pivotale & =il Ge loi
fP_-(LfQ
n

limite N(0,1), et en conséquence, 4 I’encadrement par intervalle de confiance de p, sous

1- (1-
Foy JPUP e iy fgﬂ_P),
H H

1, vérifiant Prob(£|<1,)=211(t,)—1=1-a, avec I1() = Prob(é < 1).

la forme :

= Pour chacune des méthodes proposées, il s’ensuit numériquement et tenant compte des
valeurs #=500,F, =0,37,00 =90% = ¢, =1,645 (solution de 2.II(r,)—1=0,90, soit
I1(r,)=0,95), les bornes suivantes de P’intervalle de confiance de p :
1 I
Méthode a): F —1,645.——< p<F +1,645.——, soit numériquement , I'intervalle
) odn T 2dn
0,333< p<0,407 ;
Méthode b): 7, ~1,645x /M <p < B +1,645x, |22 X088 it Pintervalle
500 500
0,334< p<0,406 ;

Méthode ¢) : les bornes de I'intervalle de confiance sont ici les solutions p, et p, telles
p(1-p) : . - : .
que | p —Fn| <1,645., |=—=—= . Tl en résulte |'inéquation du second degréen p :
]

(p-F ) < (16457 2L=P)
n
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Numériquement, " inégalité ci-dessus §’écrit aprés développement
1,645 1,645’
2 P (0,74 +2———

s00 07 ¢ 500
soit, 1,0054.p" —0,7454.p+0,1369<0. Par résolution, il vient immédiatement,
Pencadrement 0,338 < p<0,402.

1+ )p+0,37° <0

On obtient ainsi des résultats de plus en plus précis, mais dont on notera qu’ils restent
cependant trés proches les uns des aotres (du moins, pour nassez grand).

3.2 Sondages de popularité

Enencé : Un institut de sondages souhaite estimer avec une précision de 3 points (& droite
et 4 gauche), la probabilité qu'un individu vote pour le Maire actuel a une prochaine
élection.

1°} Combien de personnes est-il nécessaire de sonder ?

2°) Sur un échantillon représentatif de 1000 personnes, on étudie 1’évolution des avis
favorables pour 1’élu en question. En novembre, il y avait 43% d’avis favorables et en
décembre, la céte baisse 4 41%. Un journaliste prend trés au séricux cette chute de
popularité du candidat. Peut-on infirmer ou non la position du journaliste guant & wme
modification de la popularité dudit candidat ?

On traitera les deux questions avec un seuil de confiance 1— o égal 4 95%.

Solution : 1°) Désignant par p la probabilité inconnue qu'un électeur vote pour le
candidat considéré et par F, la fréquence empirique des intentions de vote pour ce
candidat a travers I'échantillon de taille », I'intervalle de confiance de p au seuil [ -,

s écrit

F, —tu.‘/—M <p<F +t,. /M,oﬁ 1, vérific Prob(é|<s,)=1-a
n H

{ & désignant la variable de loi normale centrée réduite N{0,1)).
» La question qui ¢st posée ici est de trouver » tel que la largeur de I'intervalie de

confiance, soit 2.7, pd=p) est inféricure & 0,06 (un point représente 1%). On ne

R
connait pas p, mais on peut se satisfaire en premiére approximation de la majoration

p.(l—p)ﬁ%pour 0<p<l.

p(1-p) <0,06 ou encore 4_;5_2'(1_“3250,062, est-elle

Ainsi la condition 2.t,.
H n
2

satisfaite dés que 4.:2.Maxm <0,06%, soit 4. L <0,06° =>n> 2 .
0<psl n 4n 0,06

Pour un risque o égal & 5%, on a donc Prob(|§'$t )=0,95=21I(,)-1=095,
[1(¢) désignant la fonction de répartition de &, soit TI(£) = Prob(£ <1). Par lecture dans
la table des valeurs correspondante (cf. annexes) du nombre £, /TI(r })=0,975, il en

2
. ” L9
résulte £, =1,96. On obtient donc, en conclusion, la condition » 2 [—’-—(}%:' =1067,1, c'est-

]

a-dire, apres arrondi 3 [’entier immédiatement supérieur, la condition cherchée #1068 .
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2°) Se référant 4 I'application 1.5 du chapitre 1, et notant par F, etF, . les fréquences

empiriques constatées lors des sondages respectivement de novembre et de décembre, la
F.- F;z,z -(p,—p,)

\/pl-(l—P;)Jr p,(1-p;)

¥ 4
puisque la taille commune des échantillons (égale 3 », soit numériquement n =1000) est
grande.

converge vers la loi normale centrée réduite N(0,1)

statistique

Il est précisé que p, et p,désignent ici les proportions inconnues des avis favorables
au candidat considéré, respectivement en novembre ¢t en décembre, et qu’il convient donc
ici de tester la stabilit¢ ou non de p, clest & dire ’hypothése p, = p,. Lorsque cette
derniére est vérifi¢e ( p, = p,= p ), on a en désignant par ¢, le nombre vérifiant la relation

Fnl B F;1.2

Prob(|¢|<1,)=1-a, I'encadrement —7, < =L <1, .
2.p(1—p)

n
Ainsi, dans le cas particulier 1-o =95% =t  =1,96, peut-on écrire que dans 95%

51,96."—%‘0—) (da moins, sous [“hypothése
H

. - . 1
« On ne connait pas p, mais on poutra se conteater ici du majorant Max[p.(l - p)]=z.
0<psl

des cas, au moins, [F,‘l—ﬂ2

p=p,=p)

1,96

2n

<

Do, la bore |F, - F, =0,0438.

-~ nI.Fn‘l +rz‘2.];;2

« Plus précisément , on peut aussi remplacer p par son estimateur p = , soit
H +H,
- . ~ F +F, .

en tenant compte qu’on a ici, 7, = n, =1000, Pestimateur p = ~ . Numériquement,

on obtient done la borne

2
<1,9. /W =0,0432.

|-(1_P1) + pz-(lhpz)
C} n,

4
31,96-\F’ 3%0,57 | 0.41x0,59 _ 0437
1000 1000

F”i - F;”z

. Enfin, on peut dans le facteur \/V L remplacer p, et p2- par leurs

estimateurs F, et F , d’ou la bome |F -F
# " ] 1z

Bref, tout un ensemble d’approximations, d’autant plus proches, que # est grand.

Pour en revenir 4 la question posée dans l'énoncé, la différence des fréquences
empiriques relevées, soient 43% et 41%, reste comprise dans I'intervalle de confiance de
‘Fn' ~F, F, —F, 1=2%=<4,3%. On ne peut donc
pas accréditer hypothése suivant laquelle la proportion des électeurs favorables au Maire
sortant considéré aurait évolué (hypothése p, # p,).

lorsque p, = p,, puisqu’on a en effet,

« En fait, le raisonnement ci-dessus, fait référence, par anticipation, aux éléments de
théorie des tests développés dans le chapitre I1I suivant. On peut présenter cela autrement.
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« Le raisonnement équivalent ci-aprés est préférable au sein de ce chapitre, car ne
débordant pas du cadre de I'estimation par intervalle de confiance. Considérant de
F.-F,-(p-p)
\/pl-(l_pl)+Pz-(1_P2)

I n

nouveau la fonction pivotale {mais cette fois sans supposer

p, = D, ), on a immédiatement |’encadrement :

ooy BB R L g g (PR PR
i " V 7, n, » n " ",

Numériquement et compte tenu des approximations possibles de p, et p, (voir
ci-dessus), on a donc 'encadrement 0,02-0,0432<p - p,<0,02+0,0432, soit
0,0232< p - p, <0,0632. La valeur 0 qui correspond 4 ’hypothése p, = p, est bien
contenue dans cet intervalle. On ne peut donc pas conclure i une évolution A la baisse de
la popularité du candidat considéré.

« La grande difficulté réside cependant dans le fait que ce faible nsque de 5% a partir

duguel on est parti, décrit la probabilité ¢ de conclure 4 tort qu’il y ait un changement de
popularité et non pas la probabilité 8 de conclure a la stabilité de cette popularité alors

qu’en réalité elle se serait dégradée. Or, ces deux risques o et B sont antinomiques ( f st
d’autant plus grand que « est faible), et ¢’est 13 un point majeur de ta décision statistique
(théorie des tests) développée au chapitre III.

» Enfin, ¢’est un encadrement bilatéral qui a été considéré ici et qui traite le cas du test de
I’hypothése p, = p, contre 1’hypothése p, # p,. Un raisonnement unilatéral pour tester
p =p, contre p > p,(chute de la popularité} serait plus appropri¢ ici. I conduit 4
i, =1,645 (au lieu de 1,96), ce qui ne modifie pas la conclusion retenue précédemment.

3.3 Contrble de fabrication par mesures (loi normale)

Enoncé: Les poids en grammes de 1000 pots de confiture sortis d’une machine 4
conditionner sont les suivants (les résultats étant fournis par classes de longueur
2 grammes, 1’origine de la premiére des classes étant 2000 et Pextrémité de la demigre des

classes ¢tant 2022).

Classes | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
Effectifs § 9 ] 21 | 58 [ 1311204 | 213|185 |110| S0 | 16 | 3

1°) Utilisant la méthode graphique de ia droite de HENRY, montrer que la loi du poids des
pots peut &tre assimilée 4 une loi normale dont on estimera graphiquement la moyenne et
I"écart- type.

2°) Estimer ponctuellement par les calculs habituels, la moyenne et 'écart- type
susmentionnés puis 4 I’aide d’un intervalle de confiance au seuil 1--a =95%.

3°) En admettant que 1’écart- type de la machine & conditionner est invariable dans le
temps (égal a celui estimé dans la 2°™° question) et que le réglage n’a d’'influence que sur
la moyenne, quelle valeur doit-on choisir quant audit réglage si ’on veut que la probabilité
pour qu’un pot pése moins de 2000 grammes (sevil d’infraction fixé par la législation en

cours) soit inférieur 2 10™ ?
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4°) La machine ayant ainsi été réglée, on peése huit pots simultanément en cours de
fabrication, pour contrdler le réglage. Dans quels cas, décidera-t-on de modifier ce réglage
si on admet un risque ne dépassant pas 1% ?

Selntien : 1°) Pour rappel, la méthode de la droite de HENRY est une technique
d’ajustement graphique justifiée par le fait que si X est de loi normale N(m,c), la

X-m

variable T = suit la loi normale centrée réduite N(0,1) dont, pour la fonctien de

a
répartition T1{f) = Prob(T <¢), on dispose d'une table des valeurs annexée. Ainsi, pour
x—m

=1)=T11(t) .

tout x, a-t-on Prob(X <x}=Prob(T <

Une autre approche est d’associer aux fréquences cumulées observées
F(x)=Prob(X <x) les nombres ¢ définis par [1{#)=F(x). Si X suit la loi normale, la

. C - . : x-m . . :
relation qui lie + & x doit étre affine puisqu’en théorie 7 =——. Ainsi construit-on Ia
a

méthode connue sous le nom de droite de HENRY et dont le mode opératoire est le
suivant :

Etape 1 = Dresser la liste des fréquences cumulées observées pour chaque valeur x,.
Etape 2 = Déterminer les nombres ¢, définis par les relations I1(£,) = F{x ).

Etape 3 = Tracer dans un repere (x,f), les points M,(x,,1).

Etape 4 = Si ces points sont sensiblement alignés, ]a normalité de la distribution de X' est
vérifice,

On remarque, en outre, que la droite susmentionnée coupe 1’axe des x au point de
coordonnées (m,0). En effet, x=mpour +=0. L’abscisse de ce point d’intersection
fournit donc une estimation graphique de m = E{(X). Par ailleurs, Ia pente de la droite en
question est I'inverse de o, d’ot ici encere, une estimation graphique de o, cette fois.

« L’application de la méthode de la droite de HENRY a la distribution proposée, conduit
par lecture dans la table des valeurs de Ia loi normale centrée réduite, et compte tenu des
bomes des classes mentionnées dans 1’énoncé (11 classes de 2002 a 2022), aux calculs

ci-dessous :
Classe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x, (en 2002 | 2004 | 2006 | 2008 | 2010 | 2012 | 2014 | 2016 | 2018 | 2020 | 2022

| grammes)
Effectif 9 21 58 | 131 | 204 | 213 | 185 | 110 | 50 16 3

Effectif 9 30 88 219 | 423 636 821 931 981 997 | 1000
cumulé

Fréquence 0,009 ; 0,030 | 0,088 | 0,219 | 0.423 | 0,636 | 0.821 | 0,931 [ 0,981 { 0,997 | 1,000

cumulée
Fix)
f -2,36 { -1,88 | -1,36 { -0,78 | 0,20 | 10,35 | +0,92 | +1,48 | +208 [ 4275 | +w0

i

La linéarité de la représentation graphique ci-apres des 7, en fonction des x, permet de
conclure ici a la validation d’une modélisation par la lot normale.
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al L’abscisse de [I'intersection
2 de cette droite avec 1’axe
t =0 fournit pour m,
| . .
I’estimation m = 2010,8.

2000 0 . . .
0 > . Quant 4 o qui est 'inverse

! de la pente de ladite droite, sa
valeur est approximativement
3,48.

-1

2

2°) Assimilant chacune des classes 3 son centre, le calcul des estimateurs ponctuels

— ZXi ~2 1 i=n _ 1 i=n 2

X=Fl— et § =—-Y (X, —X)2=il.{2Xf—-n.X} conduit aux résultats
n n- B—-1 |

numériques rassemblés dans le tableau ci-dessous :

1=1

Classe 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 | 11

Valeurs x| 2001 | 2003 | 2005 | 2007 | 2003 | 2011 | 2013 | 2015 | 2017 | 2019 | 2021

)

Valeurs y, 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

*)

L

Effectifs 9 | 21 | 58 | (31 | 204 | 213 | 18 | 110 | 50 | 16

J;

fy 9 63 290 | 917 | 1836 | 2343 | 2405 | 1650 | 850 | 304 63

fyZ 9 189 | 1450 | 6419 | 16524 | 25773 | 31265 | 24750 | 14450 | 5776 | 1323
L)

(*) Pour ce qui est des valeurs x,, ce sont les valeurs centrales de chacune des classes qui
ont été considérées ici comme habituellement. D’autre part, pour alléger les écritures, if a
été fait appel a la variable auxiliaire ¥ = X —2000 dont espérance et variance sont lides a
E(X) et Var(X) par les relations E(X)=E(¥}+2000 et Var(X)=Var(¥).

+ Des calculs ci-dessus résultent, relativement a Y, les estimations :
i=n

2T 1 {

i=n _2
E(Y) :;: il =10,73 et Var(Y)=—- Z v —ny }, soit numériquement,

j=n
i=l

Zf n-1

Var(Y) = §é§.[127928—1000x 10,732] =12,808. 1l s’ensuit, pour X, les estimations

E(X)=x=2010,73 et Var(X)=12,808=5, =3,58.

» Quant aux estimations par intervaile de confiance de la moyenne et de Ia variance de X,
elles sont fournies, compte tenu des résultats des rappels de cours des chapitres [ et II,
selon le mode procédural indiqué comme suit :

fros 2 L X- .
- Pour la moyenne, o étant inconnu, on considére la fonction pivetale g_m_ de loi de
7

STUDENT a v = n~1 degrés de libertés.
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Mais n étant grand, cette fonction pivotale converge vers la variable aléatoire £ de loi
normale centrée réduite N(0,1). Ainsi, 7z désignant le nombre vérifiant

Pr ob(|§ \ <t,)=95% = t, =1,96, obtient-on en définitive, I"intervalle de confiance :

X-196.5/ < sf#L%é/,
sm n

1,96%3,58 1,96x3,58

soit numériquement, 2010, 73 ———=2—<m <2010,73 + ——=——, c'est-a-dire,
d V1000 V1000

2010,51< m < 2010,95,

= Pour la variance, m étant inconnue, on considére la fonction pivotale V = (n—~1).— de
o3

loi du chi- deux & v =n—1degrés de libertés, loi dont ici encore, la convergence vers la
loi normale est satisfaite corpte tenu de la valeur tres élevée de met de 1'application du
théoréme centrale limite. Plus précisément et se référant au résultat établi au chapitre I
(cf. paragraphe 2.4 des rappels de cours), 1a variable x*(n) converge vers la loi normale

de moyenne net de variance 2n. On ebtient donc ainsi et toujours pour le seuil de
V-999

confiance 1-a=95%, les encadrements successifs —1,96< <+1,96, soit

999 -1,96./1998 <V <999+1,96.1998 = 911,39 <V <1086,61.

2
~—-—u999x3’58 . 1l s’ensuit donc 0,0712< %S0,0849, ce qui entraine
o

11,775<0? <14,039 et A fortiori I'estimation par intervalle de confiance de o, soit
3,43<0<3,74.

Mais V=

« Compiétant les développements précédents, on pourra noter ict la qualité relativernent
correcte de 1’estimation sommaire obtenue graphiquement et dont les résultats sont assez
proches de ceux émanant de I’emploi des fermules habituelles d’estimation.

3°) Supposant & = 3,58, valeur trouvée précédemment, on cherche la valeur du réglage a
programmer de fagon 4 ce que le poids aléatoire X d’un pot de confiture soit inférieure 4
2000 grammes et ceci suivant une probabilité n’excédant pas 10, X suivant par ailleurs
la lot normale de type N{m, o).

Mathématiquement et introduisant la variable normale centrée réduite £ de loi N(0,1),

on cherche donc m/Prob(é < %ﬂ) <107, La lecture dans les tables de valeurs de la

fonction de répartition II(f) = Prob(£ <t), du nombre ¢ vérifiant I1(z)=10"* conduit i

t=-3,71. De la condition 2_0?0%—812 <-3,71, on déduit m =2013,28.

H

4°)y Comme le lecteur le constatera a travers le chapitre snivant, la question posée ici
reléve d’'un test de décision statistique de type paramétrique et bilatéral dans lequel on
confronte hypothése H, qui est celle d’un bon réglage (m = m, =2013,28) 4 celle d’un

déréglement, soit H, (m # m,). Un encadrement approprié suivant intervalle de confiance
permet de résoudre ce probléme comme indiqué ci-aprés.
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En effet, sous I'hypothése H, (m=m, =2013,28) et supposant que o =3,58 (valeur

constante supposée connue et admise), la moyenne X des poids observés a travers des

échantillons de taille 7 =8, suit la loi normale de moyenne E(X)= ZE(X y=m, etde

i=l

— =] < I
variance Var(X)= ZV r(X;)= Var(X ) 3—28— =1,602 = a(X)=1,2657.
Ainsi la variable £ = X—Ié%?’—%ﬁ se trouve-t-elle comprise dans 99% des cas dans

Uintervalle —¢, <£<¢,, ¢ étant solution de I'équation Prob(|£<1,)=0,99. Explicitant
Prob(|§! <t )=2IKz,)-1, avec II(f)=Prob{{<r), il vient II(z,)=0,995, soit
t,.=2,57.

« On a donc dans 99% des cas et lorsque la machine est bien réglée, I’'encadrement
2013,28-2,57x1,2657 < X <2013,28+2,57x1,2657, soit 2010,03< X <2016.53.
Sous cette derniére hypothése, la régle de décision qui consiste 2 laisser le réglage
inchanggé si EE[2010,03—2016,53] et 2 modifier ce dernier dans le cas contraire

Xe [2010,03-2016, 53] conduit bien & un risque d’erreur au plus égal & 1% (4 savoir la
probabilité conditionnelle Prob(modifier le réglage/réglage correct) dont I'expression est
Prob(X [2010,03-2016,53]/m=2013,28). C’est la régle cherchée.

« A noter cependant qu’on omet dans ce raisonnement Pautre risque qui est de ne pas
modifier le réglage d’une machine qui en réalité serait déréglée. Ce risque, caractérisé par
la probabilit¢ conditionnelle Prob(ne pas modifier le réglage/réglage incorrect) est
antinomique du précédent et c’est bien 1 toute la problématique de la théorie statistique
développée dans le chapitre II1.

3.4 Intervalles de confiance d’une moyenne dans le cas 4’nn modéle de POISSON

En dehors du modile gaussien et des intervalles de confiance asymptotiques justifiés par le
théoréme central limite, le recours 4 des méthodes exactes s’impose pour les petits
échantillons, telle celle présentée ci-dessous dans le cadre d’un modéle de type POISSON.

Enoncé: Dans un secteur péographique donné, on recense le nombre journalier
d’accidents de la route avec corporel, variable aléatoire X dont on admetira qu’elle suit la

loi de POISSON de paramétre §.

PARTIE]
On dispose dans cette partie, des données suivantes établies sur une semaine :
Jour 1 2 3 4 5 6 7
Nombre 0 2 1 0 3 5 3
d’accidents

La taille réduite de 1’échantillon conduit & se reporter sur une méthode exacte a partir
de 1a loi de la variable Z épale au nombre total d’accidents 4 1'issue des sept jours. Pour
cela, on cherche I’ensemble des lois possibles qui, au seuil de confiance donné 1-a,
contiennent ’observation Z =z, ce qui entraine pour €, un intervalle de confiance

[9 ) ]auniveau I-a.

n ? - max
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Concrétement, on méne ici, 4 Penvers, le test bilatéral H,:0,, <#<6 __ contre
Phypothése H :0<6_ ou 6>~6,_, (se reporter au chapitre 1II su sujet de ces tests). Bref,

A partir des quantiles d’ordre % de Z, il est proposé de déterminer les bornes 8, et
8 ., telles que Prob(Z < z,) S% et Prob(Z »z)) < % (relations « E »).

1-1°) Caractériser la oi de Z et écrivant les relations ci-dessus, en déduire les équations
qui,  partir de la fonction de répartition F(z)=Prob(Z <z) permettent de déterminer

I’encadrement cherché de € au seuil de confiance |-« .
1-2°) Expliciter les résultats numériques obtenus dans le cadre des données proposées ici.
PARTIET

On dispose dans cette partie, d’informations plus complétes qui portent sur 100 jours
d’observations, la fréquence f;du nombre d’accidents journaliers observés durant cette
période étant décrite ci-dessous :

Nombre 0 1 2 3 4 5
d’accidents x,

Frégquence
observée 10 24 34 23 6 3
f
[I-1°) Utilisant le théoréme central limite, en déduire un encadrement par intervalle de

=160
confiance au seuil 1-a =95%, de la somme Z = Z X, du nombre total d’accidents sur
i=]
la période considérée.
[1-2°) Appliquer cette méthode asymptotique au cas du petit échantillon de la partie L.
Qu’en conclure ?

Selutien : 1-1°) La lot de POISSON de parameétre € est caractérisée par 1'équation

—8 nz
Prob(Z=z)= ¢ ‘6 pour zeN. On remarque tout d’abord que
z,
u=z-1 —~8 nu
Prob{Z <z,)= — décroit lorsque € augmente comme on peut aisément le
0 | p
u=0 '

vérifier 4 travers les tables de valeurs (cf annexes). C’est pourquei la condition

Prob(Z <z,) < %est vérifiée pour toutes les valeurs de 8 26__, ce dernier seuil étant
caractérisé par la relation Prob(Z < z,/6=0, )= % .

. . o L, \ o
De méme, la relation Prob(Z = z,) 55 qui équivaut & Prob(Z <z)) = 1-—5 est-elle
satisfaite pour toute les valeurs de 8<@_ , ol 6 est caractérisé par la relation

a . . . L N ey
Prob(Z <z, = 1—5. En résumé, les relations (E) sont satisfaites dés que sont vérifides

les équations Prob(Z<z,/6 =8, ) =% et Prob(Z <z,/0 =9m)=1-%.
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i=7
1-2°) La variable Z =) X,, ou X, désigne le nombre d’accidents constatés au i™ jour,
! ] gn J
=l

suit la loi de POISSON de paramétre 7.6 (puisqu’on sait que la somme de variables
aléatoires de POISSON indépendantes reste elle-méme une variable de POISSON).

Les équations obtenues dans la 1% question, permettent donc de déterminer les bornes
7.6, ¢t 7.0, suivant les relations :

T (10, @ & (16, a
o 2w - h Tmnd i -— .
o u! 2 u=0 u!

Tables, abaques, ou méthodes par approximations successives développés sur
calculateur sont nécessaires ici pour trouver une solution numérique. Utilisant EXCEL,
Iapplication de ces formules lorsque z, =14 et 1-a =95% = a =5%), conduit aisément

aux bemes 78, =22,23 et 76, =839, ce qui entraine pour £, intervalle de
confiance 1,20<8<3,17.

I-1°) Le nombre total d’accidents observés a travers le tableau proposé est
i=8
immédiatement z, =Z f.x, =200. D’autre part, désignant par X, le nombre d’accidents
i=1
. =100
relevé pour le i jour (1<i<100), la variable Z = Z X, peut ére considérée comme
i=1
=135
convergent vers la loi normale de moyenne FE(Z)= ZE(XJzIOO.B et de variance
=]
=100
Var(Z)= ) Var(X,)=1000 . En effet, I'hypothése d’un grand échantillon (72100),
i=l
autorise 'usage du théoréme central limite.
. Z-1008

o AINsl ——==—
V100.8

N(0,1). Centrant lintervalle de confiance [6,;,,6,, |sur linformation possédée

relativement & 7 , soit z,(avec z, = 200), il s agit en définitive de trouver & tel que :

converge-t-elle vers la variable normale centrée réduite, soit £ de loi

7, —1006

S <e)2l-a

J100o |

Pour 1-& =95%), la lecture dans les tables de valeurs de la fonction de répartition
I1(7) = Prob(£ <r)du nombre 7, vérifiant Prob(|£|<t,)=2I1(r,)-1=0,95, conduit &

11¢,) = 0,975 =1, =1,9.

Prob(£|=

+ On a donc au seuil 95%, ’encadrement |z, -100.9{ <1.9641008 , ce qui par élévation
2
.96 Yy+z; <0. 1i s’ensuit par

au carré conduit & l'inéquation en ), 100°.6° —200.0.(z, +

résolution, la solution 6, <0<8, . ,avec:

2 1 2 1 2 2
B =L. z, +%—1,96.1,zﬂ _,_;2& etf . =——. zo+1—’9—6—+1,96. zo+l’96
100 2 4 100 2 4
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Numériquement, on obtient ainsi I'intervalle de confiance 1,74 <8 <2,30, intervalle
qui, fort logiquement, est de qualité bien meilleure que lors de la partie 1, I’échantillon
étant tout autrement plus important et significatif.

II-2°) Revenant sur la précision de I’estimation susmentionnée, 'application de la
méthode asymptotique aux données de la partie I, conduit au résultat 1,19 <9 <3 36.
On remarque que, méme pour une valeur trés faible de Ia taille de 1'échantillon (en

I’occurrence » =7 ), la méthode asymptotique fournit finalement un résultat qui n’est pas
trés éloigné de celui obtenu par méthode exacte, ce qui en confirme tout Pintérét.

3.5 Une méthode par simulation, le bootstrap

Développée par EFRON (1979), cette méthode consiste 3 régénérer, a partir d’un échantillon
de données provenant d’une distribution aléatoire donnée, un ensemble d’échantlllons de
méme loi (principe de rééchantillonnage), offrant ainsi ur mode de traitement par
simulation, des problémes usuels de statistique inférentielle (estimateurs, biais et risques,
intervalles de confiance...). Exigeant souvent un nombre élevé de simulations, cette méthode
trouve notamment tout son intérét lorsque la distribution des données n’est pas de loi connue
ou lorsque I'application des méthodes statistiques usuelles donne lien a des calenls

inextricables.
Enoncé: On considére un - échantillon (X, X,,..,X,) de variables aléatoires
indépendantes de loi parente X de distribution inconnue, soit F(x)=Prob(X <x)
(fonction de répartition).

PARTIE ]

Dans cette partie, on se propose d’approcher la distribution d’échantillonnage de X et
d’estimer sa moyenne,

—~ &
I-1°) Approchant F(x)par ia fonction de répartition empirique F,(x)= Zl ' (n), montrer

j=1
que tout échantillon (¥,Y%,,..,Y) constitué des variables Y, obtenues par tirage avec
replacement au sein du »- échantillon (X,,X,,..., X,), forme un nouvel échantillon dont

la distribution empirique est f?': .

1-2") En déduire wn mode de construction de B échantillons de taille » et de distribution
empirique F, (x), soient (X*, X, ... X5),1<k < B, échantillons dits « bootstrap ».

[-3°) Ecrire les formules qui, a partir des échantillons ci-dessus, fournissent une estimation
6" de E(X)et de sa variance Var(f') .

1-4°) On souhaite appliquer les résultats ci-dessus 4 un échantillon de dix poids d’adultes,
données qui, en réalité, sont des valeurs simulées d'une loi normale, plus précisément la
loi normale de moyenne 70kg et d*écart- type 10kg.

[ Poids)enkg [ 71 [ 76 [70 [ 71 T 72 [ 57 [ 54 3] 69 ] 83 ]

Bien évidemment, Pexpérimentateur ne connait pas ces éléments quant a la
distribution théorique des poids, car dans le cas contraire, il n’y aurait pas de nécessité
d’estimation,

a) Sur la base de Ihypothése de normalité du caractére émdié, estimer
ponctuellement E{X)et Far(X), puis expliciter un intervalle de confiance de

E(X)auseuil 1-o=90%,
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b) Ignorant totalement toute hypotheése sur la nature de la distribution de X, utiliser
des échantillons « bootstrap » (on supposera B =40) pour obtenir une estimation

g de E(X)et de sa variance Var(f').

¢} Comparer les résultats obtenus précédernment quant anx estimations de E{X)et de
Par(X).

PARTIE I

Dans cette partie on se propose de construire, suivant la méthode la plus élémentaire qui
est cefle des «percentiles », un intervalle de confiance de E(X)au seuil I-eo,
Palgorithme présenté étant 4 mettre en ceuvre dans le cadre de I'exemple numérique
précédent, avec 1—e = 90% et toujours avec 8 =40,

11-1°) On rappelle que le percentile o d’une distribution empirique donnée, soit 7_, sépare
cette distribution dans les proportions respectives o % et (1—« )%. Dans cette méthode
des « percentiles simples », c’est directement sur les estimateurs 6, obtenus pour chacun
des échantillons bootstrap (1< & < B), qu’on applique un encadrement par les percentiles

% et 1-& L soient respectivement fz; et 8io/, 'intervalle de confiance cherché
s’écrivant fz; <0 <b)ar.
Appliquer la méthode en question au cas numérique considére ici.

11-2°) Comparer les résultats obtenus avec ’estimation par intervalle de confiance obtenue
dans la question I-4-a) suivant I’hypothése de normalité de 1’échantillon et une méthode

analytique.

Solution : 1-1°) Le tirage des ¥, s’effectuant avec remise au sein des valeurs de

I"ensemble {X,,X,,..., X, .}, ces derniers sont indépendants et de méme loi. Ainsi :

Prob(¥, = X, /(X},Xz,...,XQ)z%,V(f,j)
D’autre part, considérant I'événement « ¥ <x/(X,X,,.,X,)» et les causes
incompatibles et d’union certaine « ¥, =X, /(X,, X,,.., X} »1<j<n, la formule des
probabilités totales permet d’écrire :

Prob(Y, <x/(X,, X,,..X,) = ZPrab(Yi =X, (X,X,,..,X,).Prob(X, <x)
1=l
soit, dans le présent contexte « empirique », la relation
1 & -
Prob(f <x/(X,, Xy, X D) == 1e . =F,(x)
=
[-2°) Bien qu’il 0’y ait pas de raison d’espérer des informations supplémentaires d’un
rééchantillonnage qui n'utilise pas d’autres sources que 1'échantillon initial, le résultat
obtenu en I-1°) permet de développer des échantillons de méme distribution que cet
échantillon initial et de recourir 4 I’inférence statistique. Il suffit ainsi de construire chaque
échantillon dit « bootstrap », soit {X l", XL X :),1 <k £B, par tirage au sort avec remise

au sein de I'échantilion initial (X, X,,..., ).
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I-3°) Utilisant les formules habituelles d’estimation ponctuelle, on pourra donc :

= A partir de chaque échantillon « bootstrap », (X}, X5,.., X*) |, calculer la moyenne

S

=l

J

)

n

. : - ~ 1 E8n

- puis a partir des 8, , calculer la moyenne 0 = E 8, ;
=l

> et enfin, calculer la variance de cette moyenne 8" 2 l'aide de la formule usuelle,
k=8 -~
Var(0' )=—— 2.6 -0').
(B-1) i3
I-4-a) L utilisation de la statistique X et des formules usuelles rappelées dans le chapitre I
(rappels de cours, paragraphe 2.2), quant aux estimateurs de E(X) et de Var(X), conduit

aux résultats ci-dessous, pour les données proposées :

i=n

2%,

> E(X)~ X == soit numériquement X = 69,6 ;
n

> Var(X)= s, = [Z X' —n. X ji s0it numériquement 55 =71,
n-

=]

Supposant vérifiée la normalité de la distribution en question, ’application des
résultats mentionnés en rappels de cours du présent chapitre (paragraphe 4.2) quant a
Iintervalle de confiance de la moyenne pour un petit échantillon, conduit 2 utiliser la

"~ deloi de STUDENT & v =n—1 degrés de libertés.

fonction pivetale T = ;Y
X
7

Désignant par 7, le nombre vérifiant Prod(T|<t, )=1~—a, on obtient donc

Pencadrement -, <T <z , soit X- 7 ——S m<X +1,—%=. Numériquement,
“Jn \/E
1-a =90% et v =10-1=9 entrainent 7, =1,833 (cf. tables de valeurs en annexe). Dot

I'intervalle de confiance cherché de m = E(X), soit aprés calculs I’encadrement :
64,72<m<74,48.

1-4-b) Reprenant chacunc des observations de 1’échantillon initial repérées par leur rang et
utilisant un simulateur de nombres aléatoires uniformes » sur [0,1] pour choisir dans
I’échantillon initial la variable de rang n=E [u]+1 (F [] désignant la partie entiére), la
répétition de cette procédure conduit en définitive aux échantillons « bootstrap »,
(X ]" X5, X5, 1<k <40, dont Ia liste est particllement présentée ci-apres, 1’essentiel
demeurant pour la suite des calculs, le B - uplet formé des estimateurs é,f générés par

chacun des échantilions.

Ces 6, sont les moyenncs empiriques des valeurs de chacun des échantillons
« bootstrap » puisqu’il s’agit ici d’estimer une moyenne.
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Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Echantillon de 71 76 70 71 72 57 54 73 69 83
base

Echantillons
Bootstrap

1 57 73 72 70 72 54 83 71 76 69

2 70 70 69 71 70 70 73 76 83 83

40 69 | 76 [ 70 | 54 | 72 { 83 [ 76 | 71 | 83 | 57

Moyenne empirique observée pour 1’échantillon de base : 6=69,6

Moyennes empiriques observées pour les échantillons « bootstrap » : 8, , 1 <k <40

69,7 | 73,5 | 68 72 [ 71,1 | 666 | 659 | 67,7 71 | 724
66,7 1| 74 | 70,7 69 | 6761664 1 71,3 721|743 | 70,1
59,6 | 687 | 673 1724 | 653 | 66,5 | 707 | 733 | 72 | 69,2
71,9 1 74,7 | 705 {706 | 70 | 69,1 | 674 | 738 | 692 | 71,1
—~ k=8 .~ —~ k=8 o A
« L’application des formules §’ =l.26’; et Var(B*):-J—m.Z(B,: -8"Y conduit,
Bia (B-1) 43

A partir de la série en question, aux résultats numériques 0 = 69,83 et Var(é: 1=9,13.

I-4-c) Les résultats obtenus par la méthode « bootstrap » sent proches des estimations
fournies par les calculs classiques et méme 1égérement meilleurs puisque les vraies valeurs
(inconnues) de E(X)et de o(X)sont respectivement 70 et 10.

. . r L 2 5,
Il faut remarquer 3 ce sujet que Ja variance de la moyenne est égale 4 O A ol

o’ =Var(X). Aussi l'estimation de o’ que peut fournir Var((? ) est-elle égale a

n.Var(é} y=91,3 (et non 9,13!). En résumé, le tableau comparatif des résultats qui
viennent d’étre obtenus est le suivant ;

Estimateur de Estimateur de
E(X) o(X)
Valeur 70 10

théorique

Estimation par 69,6 8,43
le calcul

Estimation 69,83 9,55

« bootstrap »

1I-1°) Le classement par ordre croissant des 6, et I'identification des 5™ et 95°™
percentiles, conduit immédiatement, & partir de [a série des valeurs 6] en question, aux

=66,5 et §,.. =73,5.

———
9 0.95

bornes « percentiles », 8,

On obtient donc, au seuil 1-a =90%, l'intervalle de confiance de E{X) suivant:

66,5<0 <73,5



122 Chapitre I - Estimation

I1-2°) Ici encore, le résultat obtenu est proche, voire meilleur, que celui obtenu par le
calcul et dont il est rappelé qu’il conduit & I'intervalle de confiance 64,70 <6 <74,50.

La méthode « bootstrap » simple ufilisée ici reste cependant restreinte, dans son champ
d’utilisation, aux distributions symétriques et proches dune loi normale comme pour le
cas présent.

De fagon plus générale, on devra recourir 4 d’autres procédés « bootstrap », basés
toujours sur le principe d’un rééchantillonnage, et dont on peut ¢iter, pour le plus courant,
ta méthode du « bootstrap-t ».

g-6
o(0)
suit Ia loi de STUDENT, a associer 4 chaque échantillon « bootstrap» £,(1<k<B), la

o~ o~
* *

quantité de STUDENT, ¢, _4 _,? . La détermination des percentiles % et 1—% par
o (6;)

rapport & cefte série des valeurs f,,{1 <k < B), soient tg ; et tl_%, permet de conclure a

+ Cette derniére vise, a partir de I'encadrement é—ta.c(é) <8< é-!-ta .0'(9) ou T =

Pintervalle de confiance cherché, a savoir 8 —,0(0 ) <0< +t_a(0).

Néanmoins, le calcul des écarts-type o(8])exige, pour chaque échantillon
«bootstrap », (XF, X%,.., X*), un rééchantillonnage qui augmente considérablement la
Iourdeur des calculs et le nombre des itérations.

« En résumé, bien que séduisante dans le cas d’école d’une distribution normale, les

techniques « bootstrap » exigent rapidement un recours a I'informatique et sont donc 2
réserver aux cas ol on nhe sait pas expliciter la distribution considérée, les méthodes de
calcul classiques restant 4 privilégier dans le cas contraire.

C - | Exercices complémentaires

1. On considére une variable aléatoire discréte .Y dont la loi de probabilité est définie
ki
par Prob(X =k}:—(19—6)k, pour k£ <{1,2,3,..}, 6 désignant un paramétre inconnu
..}..

et strictement positif.
1°) Montrer que E(X)=0+1 et Var(X)=60.(1+8).

2°) On se propose d’estimer le paramétre # 3 partir d’une réalisation numérique
(x,,%,,...,x,) d’unn- échantillon (X,,X,,..,X,)delaloide X .

a) Trouver I'estimateur du maximum de vraisemblance 8, du paramétre 8.
b) Cet estimateur 8, est-il sans biais 7

c) Cet estimateur 8, est-il convergent ?

Solution : 1°) Se référant aux lois rappelées dans le chapitre 1 (cf. rappels de cours, paragraphe
1.1), la loi géométrique est définie par Prob{X =k)=¢"".p,(k e N',q =1-p).
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]
Il s’agit d’une loi d’espérance mathématique E(X)=— et de variance Var(X) = -%» .
P

P
k-1
» Or, la définition proposéc ici & travers I’équation Prob(X =k)=(1 oy correspond
+
icisément  la loi géométrique susmentionnée ou o et p=1 o l O
TC ! S =1-—=— n
P seomerd L 146 140
peut donc en déduire sans caleul, E(X)=-, soit E(X)=1+0, et Var(X)=-L soit
4 P
Var(X) = Qo—.(l-;—B)2 =80.(1+8).
1+8
k=+a Bk ~1 1 k=t 7] Loy
« Optant pour un calcul direct, on avrait E(X) = Z — k[m} . Mais,
k=l +

+6’ P
oo k k-1 b=tm
d'une part 4 [L] ki( 0 )l: 4 ] ! 5 k[ijl , et d’autre
do= | 1+80 o dé’l+g |1+ (1+9) = |1+f

art szm{ o1.4 1 d (1+8)=1. En conclusion, on retrouve bien |
. = e B R =— =1. nclusion, o ien le
P 1+0] do|,_ 6 | do

a8 i3
1+8
kml.
ssultat E(X) = k. =1+4.
résu (X)= = 9 kz; 140y
k=40 k-1 k=40 -1
« De méme, pour la variance, on a E(X")= » k(k-D)——+ Y k———, soit
; (1 9) par (1 9);r
k=t 0 k-2 ket L]
E(X*)= Z { ] +E(X). Or dme pan Z !: } est égal
1+ 9 o +8 P
k=40 9 k-2 k=40 9 k-2
3 k(k-1).—(— , t d’autre part, o
R )da(lw)[w} ekl L{J ot @aniee st on o

k=+c0 L
L k.{i} =4 sy 22040,
a0 =" 1v0] "o

+1+8, ce qni entraine, pour la variance, le résultat

Finalement E(X?)=2.(1+6)". a +99)2

z&gg 1+0~(1+8) =8.(1+8).

déja connu Far(X) =
2-a) La fonction de vraissmblance L(X,X,,..,X,,8)associde 4 I’échantillon de taille »,
(X, X,,..., X )est égale au produit des lois, ¢'est-d-dire :

K o 1%
L(X, X, X,,0)= Hﬂ)"— 6 {H—{J

=T

Considérant la log- vraisemblance In L = ]n(--«—§) ZX n.In @, Pestimateur du maximum de
1+0° 5

. d
vraisemblance cherché, soit 9" . est solution de 1 équation %]n L=0,
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De i]nL:O, soit L 3 .(l+9) .ZX,.—£=0, il résulte aprés simplifications,
o0 (1+8” 68 T 8
32X
Pestimateur cherché 8, = 4——1.
n
_ o 2x | 2E@)
2-b) #, est sans biais car il est immédiat que E(f,}=E|F——-1[== —1, soit
n n

~ {1+86

E@y="040) g

2-c) Var(é; )= —13 Z Var(X,) (en effet, il est rappelé que Var(a.X +b) = a* Var(X) pour tout
"

=1

nf{l+6) _ 8.(+0)

73

{a,b) € R*). Concrétement et pour le cas présent, Var(é’;) = I s”agit
donc bien d’un estimateur convergent puisque lim Var(@,)=0.
A0

« Ona méme en #, un estimateur efficace dont la variance atteint la borne minimale F.I.C.R

ob la quantité &’information de FISHER, [,{#), est égale a

caractérisée par

nd(8)
62
-E In p(X,0)|.
3 P )}
Xl
En effet, on a par définition p{X,0)= (—1_—9)7’ ce qui entralne en considérant la
+
. e J X-1 X .
log- vraisemblance et par dérivations, —In p(X,8)= ——————, puis au second ordre,
od 0  (1+8)

fi,lnp{X,B):—(X;l)+ X =4 ! z-iv +—12-.0nadonc,p0urcequiestde
o f (1+8) (1+8y @&} @

z t
la guantité d’information, IX(9)=—E|:%IBP(X,B)}=—{———— ! }.E(X)—Bl—z, soit

(1+07 &
1+28 l 1
IX(6)=—§——)2.(1+6 —— = .
#.(1+8) 2° a(+8)
La borme F.D.CR est donc égale ici & = 6.1+6) gui est bien aussi la valeur de
nl () n

Var(f,). Ainsi est donc établi le résultat d’efficacité annoncé précédemment.

2. Dans cet exercice, il est proposé une variante de la méthode de comptage par capture
et recapture présentée dans I"application 2.3 du présent chapitre.

Iei encore, on cherche & évaluer le nombre N de poissons contenus dans un
étang.
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La méthode mise en ceuvre consiste a prélever dans I’étang en question, un ensemble
de m poissons (m, fixé) que I’on bague et que I'on remet 3 ["eau. Puis, on préléve
au hasard et avec remise des poissons dans 1’étang jusqu’a ’obtention de = poissons
bagués (# fixé également).

Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de prélévements ainsi nécessaires.
1°) On consideére les variables D, définiespar D =X,, D, =X, - X, ,,(2<i<n).
a) Interpréter D. et en caractériser la loi de probabilité.

b) Exprimer E(D,)et Var(D) et en déduire I’espérance et 1a variance de la

variable aléatoire X, .

¢) Onpose 4, = 2x .- Montrer que 4 est un estimateur sans biais de N eten
n
déterminer son risque quadratique R{(N)=FE [(AR -N )2] .

2°) On suppose que # cst assez grand.

-

On a marqué 200 poissons puis effectué 450 prélévements pour obtenir 50 potssons
marqués. En déduire un intervalle de confiance de ¥ au seuil 1-a =95%.

a) Approximer la loi de la moyenne Z =

Solution : 1-a) A compter de la prise du (i —1)*™ poisson marqué, D, représente le nombre de
prises nécessaires jusqu'a 1’obtention d’un nouveau poisson marqué, la probabilité de

. . N s . L SSITP R £
tirage d'un tel poisson a chaque prise étant égale a N’ puisqu’il s’agit de prélévements

supposés indépendants.

C’est la définition méme de la loi géométrique, caractérisée en Poccurrence par
g M
N

1-b) Utilisant les résultats rappelés au précédent chapitre quant  ’espérance et 4 la vaniance de la

Péquation Prob(D, =k)=(1 -%)

lot géométrique (cf. paragraphe 1.1 des rappels de cours), on a immédiatement E{(D )= N et
m

1-m _
var(D,) = AV=N AN -m)

oo

Quant 4 X, c'est la somme ZD:' , c'est-d-dire une variable de loi binomiale négative
]
{cf. rappels de cours 1.1 du chapitre I). La lindarité de Pespérance mathématique entraine
=h 'N . .
immédiatement E(XH)ZZE(D,.)=F—. Par ailleurs, I'indépendance des D), et la pseudo
i=1 m
= NAN -
lindarité de la variance entratnent Var(X )= Z Var(D.)= n—(zﬂ .

i=l

1<) Posant 4 ==X  ona E(d)="E(X,), soit E(4)="_2 N=N_1l sagit bien
n n

m n
nom
d’un estimateur sans biais.
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D’autre part, le risque quadratique R(N)=E [(Aw —N)z:[ qui, s’agissant d’un estimateur
2

sans biais est exprimé par Var(d4,), est égal a m—z.Var(Xﬂ) (car Var{a.X)=a" Var(X)).
m

N(N-
Ainsi, a-t-on, Far(4,)= NN-m) .
n

2a) X, = sz converge, pour 7 grand, vers la loi normale puisqu’il s’agit d’une somme de

par
variables aléatoires indépendantes et équidistribuées et que le théoréme central- limite s'applique

. .. - X, .
en conséquence. Dans ces conditions, la moyenne X, = converge vers la loi normale de
n

1 N(N-
moyenne l.E(X") N et de variance — Var(X,) = _(_z_ml .
n m n n.m

2-by A = mfn suit également la loi asymptotique normale de moyenne m.E(Z) =Net de

variance mz.Var(-)-(:) NN m) .
n

Désignant par f, le nombre vérifiant Pr ob(]é_,‘} <t,)=1-a, il vient immédiatement, pour
1-=95%, la valear £, =1,96. Considérant la variable normale centrée réduite

A4,-N

6= ’N.(N—m)

, on a don¢ au senil de confiance 95%, 1’encadrement :

A-N

[N.AN~m)
n

Les données numeérigues proposees dans ’énoncé conduisent a

AN
m=200,n=50, 4 = - 450=1800. De Pinegalite o0 —V) -0
50 N.(N—200)

développement 1'inéquation 0,9232.N7 —3584,6336.N +3240000< 0, d'o0 lintervalle de

confiance suivant de N :

~1,96 < <1,96

<(1,96)" résulte par

1431< N £2451.
A  noter que [lestimateur ponctuel de N  est égal quant a. lui &
4 ="x =20 450 -1800.
n 50

3. On considére une variable aléatoire positive ou nulle et distribuées sur R suivant la
loi Gamma {ou encore loi d’ERLANG) de paramétres 3 et & (£ 0), clest-d-dire la

X

1,8
loi de densité de probabilité f(x,0)= %%é—,x eR".
7Y Calculer E(X) et Var(X).

2°) Montrer que I’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre £ est

i=p

— in

défini par 6 = i" of Yn désigne la moyenne empirique “— des valeurs d’un »
n

échantition indépendant (X, X,,..,X,) de variable parente X .
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3°)y Montrer que @ est sans biais, convergent, et efficace.

4°) Utilisant la loi asymptotique de 6 lorsque n est grand, en déduire un intervalle
de confiance de 8 au seuil 1-a =95%. Quel encadrement obtient-on lorsque
N =100 et x,_ =33 (4 travers I"observation des valeurs d’un échantillon}.

5°) On considére pour 8, I'autre estimateur T, défini ci-dessous :

1 i=n
L= 3(n-1) 2%

i=l

Comparer 0 et T.

Solution : 1°) Par définition de [’espérance mathématique ( E{X) = ‘Lx. f(x).dx), on a pour le

cas présent E(X)= 6w’ e B.du (aprés avoir pose x=06u). En
293

29’ -
bref, £(X) = g-.l" {4) ol I'(rm) représente I'intégrale d*’EULER, Emt" e dt égalea (n-1)".

6 3 1 -i
Concrétement, E(X) = A.3I =3.0 . Par ailleurs, E(X") = Y rf‘ € %.dx _soit en posamt

2
de nouvean x=Hu, E(X’)=—:>t 93 j““a“ 4e'”9du~.9—1"(5)—6—4' =124°. On en

déduit, Var(X) = E(X*)-E(X) =126°-(38) =38,

2°y La fonction de vraisemblance L(X,,X,,..,X, ) associéc 4 un # échantillon

i=n
X

_ XX XY R
20y

(X.X,,..,X,) est définic par L(X,X,,.,X . 0) . Passant i la

i=n

Y X,

log- vraisemblance, InL = 2‘2 In(X,)- ;:19

i=l

~nIn2-3nln@, I'estimatenr EM.V, soit é,

. . .
(estimateur du maximum de vraisemblance), est solution de 1'équation E]n L=0,soit:

;X' 3n ~ ZX’
O =0=6= 3n
& -2 & .

C’est bien un maximum, puisgue —é?]nL 7 ZX + 92 , soit en &, D’expression

=l

2 i=n -
6—2]11 L=—. [—Z.ZX,. +3.n.9i| = —%;1 qui est bien négative.
of L2 i=1 g

39 E(éj— ZE(X)— 318 —9, L'estimateur @ est donc sans biais. D’autre part,
i=; 2 2 -
Var(ﬂ) _QL ZVa (X)= 3 n6' 39— # est donc bien convergent puisque
2 n

lim Var(B) =0.

H-rH0
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Enfin, 6 est efficace car le modéle proposé appartient 4 la famille exponentielle. En effet,

hif(x,9)=2.]nx—§—3.]n9—]n2 a pour forme Q(O)T(x)+[(@)+y(x} avec
T(x)*—"x,Q(B)=—%,}’(x)=2.]nx, et f()=-3.Inf-In2.

« Sujvant un calcul direct, on a successivement, ln f(x,8)=2.In xﬂg -3.Inf@-In2, puis

G, : 2x 3 . .
]nL:jE——E et enfin Jz-]1'1[, = —i+6—2_ Il s’ensuit, pour ce qui est de la quantité

a0 0 0 00° 0
. i & . 2 3 )
d’information de FISHER, 7.(8)=-F 7 —InL|, Pexpression 1, (8) = B—J.E(X }- 7 soit

68 3 3
1,(8)=—-— =—. Laborne F.D.C.R qui correspond 4 la variance minimale des estimateurs
g g 8
1 2
sans biais de #, est donc égale ici 4 ————, soit ——-. Il s’agit bien en "occurrence, de la
nd  (0) 3n

i=r

$x

variance de Uestimateur 8 =-=1— qui vérifie donc la propriété ¢’ efficacité.

i

i=n

ZXI'

= versla

4°) Pour » assez grand, le théoréme central- limite entraine la convergence de € =
n

- . A0 .
loi normale de moyenne E(6)=£ et de variance Var(d) =§—. Désignant par £, le nombre
n

vérifiant Prob(|§|£ta)=1—a (& étant la variable normale centrée réduite), il s’ensuit

~

. - . s . -0
relativement & B et 2 sa variable centrée réduite associde & = el 'encadrement —f, <& <f,
‘ 7}
LR

[t
Q:a

< «+f, . Ainsi, obtient-on pour &, ["estimation par intervalle de confiance :

2 . 2
—ta.Jg-—- <0 SB-:—ta.Ja—
In 3n

Séparant f# (qui est inconnu) et son estimateur A, il vient successivement
t

qui s’écrit -7, < =
0
3n

ﬁ

A ~

£, 9
6— £, / <9<9+t / uis ———<IS £~ et enfin I’encadrement
V3. V3 P Jin 9 vin
1- Ly g o L < L . En conclusion,
3n 8

gui s’écrit  aussi <§_
T 1/ 0 l_y
"/ Nan 3
I

4
I’intervalle de confiance cherché de & s’écrit p <9< ; )
1+ / 1- /
N3n Vin
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Numériquement, 1—a =95% = ¢, =1,96. D’autre part, x, =<1 —=3,3= 0= —J;—= L1
n
Dol le résultat 0,988 <9 <1,240 .
& 3n9 n . .o o
5% E(T,,)— ( o2 Z E(X )"- :—1.6. Contrairement & €, on voit ici que 7,
— n-..-

n’est pas un estimateur sans biais de 9. C’est un estimateur probablement moins performant que

é, d’autant que ce dernier est le meilleur de tous les estimateurs sans biais de # puisque de
variance minimale (égale a la borne F.D.C.R).

La comparaison des risques R(T )= E[(T; - 9)3] et R(é) = E[(é - 6)2] = Var(a)
confirme cette analyse. D’une part, E [(Tn —9)2] =E(T")-20.E(T)+6°, soit ¢galement,
E [(T; - B)Z:I =Var(T.)+ E(T,)* ~2.0.E(T,)+ @ dont le développement en fonction des

2 2 n? 2
3ng n.92_2.9 N g~ n+3v9:.
9.(n-1) (n—l) n-1 3(n-1)
o R(T) (n+3)n

D’autre part, Var(é) =——_ Dans ces conditions, le rapport des risques —=— = — et
3n R(&y (n-1y

manifestement supérieur 4 1 puisque n+3=n—1 et n=n-1=>n(n+3)=m-1) . Ce
établit le résultat annoncé.

résultats antérieurs s écrit E [(T -0y :l

4., Afin de mieux gérer les demandes de crédits des clients, un directeur d'agence
bancaire réalise une étude relative 4 la durée de traitement des dossiers, stpposée
suivre une loi normale. Ces données sont résumées ci-dessous :

Durée de 0-10 10-20 | 20-30 | 30-40 ; 40-50 | 50-60
traitement {en mn)
Eftectif 3 6 10 7 3 1

1°) Calculer la moyenne et I'écart- type des durées de traitement des dossiers de
I’échantilion de taille 7 =30 dont il est question ci-dessus.

2°} En déduire les estimations ponctuelies de la moyenne m et de I'éeart- type o
de a population des dossiers.
3°) Construire des estimations par intervalles de confiance de met de o, ceci au
seuil de confiance 1—a =90%.
Solution : 1°) Utilisant la méthode classique de statistique descriptive qui consiste & assimiler
chaque classe & son centre x;, le caleul de la moyenne et de 1’écart- type des durées de traitement
relevées dans I'échantillon proposé, conduit at tableau de caleuls ci-dessous :

| Durde x, 5 15 25 35 43 55 %
Effectif f; 3 6 10 7 3 1 30
fix 15 90 250 245 135 55 790
{ f;,xf 75 1350 6250 8575 6075 3025 25350
>
On en déduit, pour ce qui est de la moyenne, la valeur x = 'il - , soit x= 26,33

>,

i=l
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i=p

N 2
2 fx -

De méme, pour ce qui est de la vamance, on obtient ijck =——.—x | soit

i=

2/

i=t

numériquement, o2, =151,55=>0_, =12,31.
2°) Des calculs précédents sur I"échantillon de taille 7 =30, il ressort les estimateurs ponctuels de

. \ - ~2 ] R
m et de o, & savoir respectivement, x=26,33 et § =m~+1.0':ch (avec n=z 1), soit
n— .

numériquement, 5 = %xlSl,SS =156,78 = §=12,52.

.

Lo X - .
3°) La distribution proposée étant supposée étre de loi normale, la fonction pivotale ?/JH suit la
Jn

loi de STUDENT & v =n-1degrés de libertés (cf. rappels de cours du présent chapitre,
paragraphe 3.2). La lecture dans Ia table annexée du nombre £, vérifiant Prob(JT ' <t)=1-o,

ot T désigne la vardable de STUDENT & n-1 degrés de liberté, conduit pour
n=30,1-0=90%, ala valeur 7, =1,699 . 1l s’ensuit donc, au seuil 1-a =90%, 'intervalle :

1,699 < %—ms 1,699, soit X —1,699.5/Vn <m<X +1,699.5/n .
r
Numériquement, I’intervalle obtenu est donc 22,449 < m <30,217 .

« On remarquera que 77 étant supérieur ou égal 4 30, I’approximation de la loi de STUDENT par

. . . — X-m . .
la loi normale est envisageable. Le recours & la fonction pivotale & = 7 ot & suit la loi
Jn

normale centrée réduite, conduit pour ¢, /Pr ob(lél <t )=1-a, ala valeur £, =1,645 lorsque
o =10% {(cf. table annexée des valeurs de la fonction de répartition T1(£) = Prob(& <1)).

X-m
[¢)
Jn

}—1,645.7 <m< }4-1, 645.%—, soit en approchant & par 3’, [*estimation ;
n n

£1,645 qui conduit & I'intervalle de confiance

On a donc ’encadrement —1,645 <

22,573<m<30,094.

Comme on pourra le constater, les résultats sont trés proches, ce qui valide I’approximation
préconisée.

« Enfin, pour le cas de la variance, la moyenne m étant inconnue puisque cstimée 3 partir de
~Z
(n-1).8
P
du y* & n—1 degrés de libertés. La recherche des nombres aet &tels que Prob(V < a) = %

1’échantillon proposé de taille # =30, la fonction pivotale & considérer est ¥ = de loi

et Prob(V>—b)=%, conduit pour #=30 et 1-a=90%, aux valeurs a=17,71 el

b= 42,56 (cf. tables des valeurs de l1a distribution de ¥” consultables sur site internet),
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-1
11 en ressort, au seuil de confiance 1—a =90%, encadrement 17,71 < (n__i)ﬁ_ <42.56,
o

~2
. (n=1).8 <Gz>(n—)
42,56 17,71

106,83 < 0? <256,73=>10,34 < 0 16,02

, c'est-d-dire, numériquement :

« Lavaleur 7=30 constituant ici la borne inférieure 4 partir de laquelle [’ approximation de la loi

de y° par la loi normale est envisageable, on peut rechercher ici le résultat auquel conduit cette
méthode approchée. En ce sens, on préférera utiliser la convergence de /2. x: A x,f variable de

chi- deux & 5 degrés de libertés) vers la loi normale de moyenne +/2.2 -1 et de variance 1, qui est
plus rapide que fa convergence de y” vers Ia loi normale de moyenne » et d’écart- type v2.71 .

~2
Ainsi, 2., avec y., = -1)S converge-t-elle vers la loi normale de moyenne v2.n2--3

a2
et de variance 1, ce qui, av seuil 1- o =90%, entraine I’encadrement :

2(n-15 1)5 3

~1,645 < o’ ] <1,645.

En conclusion et aprés simplifications, on obtient {"intervalle de confiance :

S2(n-1) Sa2n-1

<<
J2n-3+1,645 J2n-3-1,645

soit, numériquement, 10,37 <o <16,15.

Le résultat obtenu est trés proche de celui fourni par la méthode exacte.

5. On considére un ensemhle (X, X,,..,X,) de n variables aléatoires indépendantes

équidistribuées de  loi  normale  N(u,0’) et les  variables
1 i=n 5 } i=n = —~ 1 i=n -
=— D> X, 5= (X -X)y,et§, =—D> (X -4
y o XnSi= DE XY et S = DK - )

B . /"-2 Bl r I
1°) Expliciter les propriétés des statistiques S> et S, considérées comme des

- 5 4
estimateurs du paramétre o~ .

a =2 . .
2°)Entre S; et S, , quel est le meilleur estimateur de o ?

Selution : 1°) Se référant aux résultats de 'application 1.2 du chapitre I relative aux distributions

d’échantillonnage du modéle gaussien, il est rappelé, avec les notations du présent énonce, que

20°

1 3 —2
E(Sy; Y=o ¢t Var(S, )=
n—

De la relation Sj. =n_—1 Sx , 1l en résulte par ailleurs, E(S )=—— E(S ) —E—l o’

n n n

4

ot Var(S2) = (”__1_)2 Yar(S, = zlzl)f;_
n n
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—~~2 -2
En résumé, S5 et §, sont convergents puisque lim Var(Sy)= lim Var(S, )=0, seul
n—+xo A=yt

—~32

S, étant sans biais ici (on a en effet, E(S;‘,) 2070).

2°) La comparaison des risques quadratiques associés aux estimateurs S> et 3’;“ , soient R(S})
-~ 2 2 —~2 ” ~
et R(S, ") conduit a former R(S})=E[(S}—0) ] et R(S, )= E[(SX —02)“} =Var(S).

De la linéarité de I’espérance mathématique, il vient R(S>)= E(Sy)-2.0° E(S;)+0c*, soit en

remarquant que E(S} }=Var(S;)+E(S3)" et en utilisant les résultats de la 1 question :

N
n

2 # n 2

n

2.n-

2.0'4 2 1 4 s e
et R(Sy)=———.0" conduit & la différence
n

La comparaison entre R(S, }=
n—

[ 2 _ 2"‘?2_1:|.0'4 = 3.n—12 .o dont le signe est positif dés que 7 >1.
n-1 n {(n—-1).n

2
« Ainsi, entre 2 qui n’est pas sans biais et S, qui constitue un estimateur sans biais de o,
c’est S; qui présente la meilleure efficacité (risque R(S})} < R(S, ) et qui, de ce fait, est
D
préférable 8 §;  contrairement 4 ce que "on pourrait penser et qui, le plus souvent, est admis,

6. On place un compteur devant une source de rayonnement. Le nombre d’impulsions
que ’on peut enregistrer pendant une minute est une variable de POISSON
d’espérance p (constante, pendant ia durée de I’expérience) et dont la valeur mesure

P’intensité de la source.

19) On effectune un comptage d'une minute et on observe 6400 impulsions.
Fn déduire, un intervalle de confiance de p au coefficient de sécurité 90% (senil de

confiance).
2°) Pour améliorer la précision de cefte estimation, on répéte » fois la mesure en

question. Sachant que la moyenne de ces » mesures est de Pordre de 6400, quelfe
valeur faut-il donner & » pour estimer u 4 dix unités prés, ceci toujours aun seuil de

confiance 90% ?
3°) Améliorerait-on 1'estimation en procédant 4 un comptage de » mimtes plutdt
que r comptages d’ane minute ?

Solution : 1°) Notant par X la variable représentant le nombre d'impulsions enregistrées durant
une minute, il s’agit sclon les indications de 1’énoncé, d une variable de POISSON caractérisée par

et
x!

X

laloi Prob(X =x)= . Entre autres, ona E(X)=p et Var(X}=p.
Toutefois, la grande valeur de g autorise ici d’admettre la convergence de X vers la loi
normale de moyenne g et de variance . Dans ces conditions, I’encadrement par intervalle de

confiance au seuil 1—a =90% de la variable normale centrée réduite & = \/_,u conduit 3
H

~ 5X_’”

.

<ft, ol 1, vérifie Prob(|£j| Lt )=1-a=1t, =1,645 (lorsque 1 —a =9%0%).
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On a donc finalement I'encadrement X -7, \/; SpusX+i, \/; avec X =6400, soit
I"intervalle de confiance 64007, \/; Lu<6400+¢, \/; = ’6400 - ,u| <t \/; .

» Pour ce qui est d’expliciter mimériquement I'intervalle susmentionné, 1’approximation la plus
simple est d’assimiler \[ 4 VX =/6400 , d’oit le résultat 6268,4 < 1 < 6531,6.

A défaut de cette hypothése simplificatrice, Ia méthode exacte conduit, par élévation au carré, 3
inégalité (6400 —u) <1,645° 4, d’ol le trindme u’—12802,706.4+6400° de racines
4 =6269.75 et p,=63532,96. Ce Irndme est négatif ou nul lorsque
6269,75 < p £6532,96qui forme intervalle de confiance cherché et dont on peut remarquer
qu’il reste trés proche du résultat suivant hypothése simplificatrice.

2°) Lorsqu’on répéte n fois Texpérience, soit (X,, X,,..,X ) DPéchantillon de » valeurs
indépendantes ainsi obterues, la moyenne u est estimée ponctucllement par la moyenne

i=n

DX,

o i

empirique X ==L— Pour » assez grand, le théoréme central- limite entraine la convergence
n

de X vers la loi normale encore que cette proprété est vérifide de fait ici puisqu’on a vu dans la
question précédent qu’on pouvait admettre la convergence des X, vers la loi normale et que dans

ces conditions X est une variable normale. Plus précisément, i1 s’agit de la loi normale
o

N(m,T) avec O =4/t .
n

« La question posée revient 3 chercher la valeur minimale de #, soit #', & partir de laquelle

;}— ,u| <10 au seuil de conflance 1—a =90% . Passant 2 la variable centrée réduite associée 2

X, soit &= 8 , on peut écrire que Pr ob(lf— ,u| £10)=10,90 est équivalent 2 la relation
x/
A

Prob(|§| < 10 }=0,90 . Désignant ici encore le nombre #, vérifiant Pr ob(|§| Sty=l-o et

u
A
considérant la fonction de répartition II(f)=Prob(£<t), il vient immédiatement, pour
l-a=90%, Prob(i¢|<t,)=2I1(r,)-1=1-a = II(1,) = 0,95 =1, =1,645.

1l suffit de rendre 10
H
A

satisfaite. Par élévation au carré, on a donc

supérieur 4 ¢ =1,645 pour que la relation susmentionnée soit

00 (1,645

>(1,645)%, soit n > . Toutefois,

étant inconnue, on utilisera son approximation par X ou, a défaut, par I’information qui résulte du

seul comptage connu, soit 6400 pour le cas présent (cf. 1°° question).

- (1,645)* x 6400

a =
100

En conclusion, la valeur minimale cherchée n est égale 174

{par exces).
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3°) Lorsqu’on procéde 3 un seul comptage durant » minutes, on génére unc variable aléatoire

S = ZX ; dont la loi suit une loi de POISSON de paramétre 7.4 puisqu’on sait que la loi de
e

POISSON est stable par rapport & 'addition. Par convergence vers la loi nommale, on a donc
S, =YX, =n.X qui suit approximativement ta loi normale N(n.g,\nu).
i=l

S, —np

L’encadrement de la variable nommale centrée réduite é‘z—\/—__w—g soit -1, £&<¢,,
n.

H
conduit & lintervalle de confiance S, —f Afnp<pu<S, +t fny qui s'écrit encore

E—ta .\’% <p S:Y:+tu .4’% . Cet intervalle est tout 3 fait identique & celul obtenu dans la

2'™ question & partir de I’observation de » comptages de une minute. En d’autres termes, les deux
méthodes sont rigoureusement équivalentes ici.

7. Soit un échantillon (¥,,%,,...,Y) de n variables aléatoires (avec ¥, >0 pour tout #)
tel que In(Y) suit la loi normale N(6,1) avec 8¢ R.

1°) Calculer E[(¥)* ] pour o € R.

2°) On estime ¢’ par ¥,. Calculer le biais et le risque quadratique de cet estimateur.

i=n

3°) Calculer espérance mathématique de la moyenne arithmétique Y= lZ}f en
]

fonction de 6. En déduire un estimateur sans biais Z de ¢’. Quel est son risque
quadratique 7

i=n 1

4%) Calculer Pespérance mathématique de !a moyenne géométrique (H ¥y en

P
fonction de 6. En dédvire un nouvel estimateur sans biais V' de e°. Calculer son
risque quadratique.
3°) Que conclure des résultats précédents ?

Solution : 1°) Tout d’abord, il est rappelé que la variable normale centrée réduite £, a pour

¢

2

fonction caractéristique ¢.(¢s)=¢

. En effet, §.()=E I:e"" "5} = %.Ee""" e ?.dx, soit
¥

2 :
2 L
€ 2

¢;(t)= m

densité de probabilité de la loi normale centrée réduite N(0,1), ona J—Zl_ E e 2du=1.
T

. E e . avec w=x—it.En résumé, ¢.(¢1)=e * puisque, par définition de la

Plus généralement, si on considére la variable aléatoire X de loi normale N(m,o), la
12.0'1

relation X =o £ +m entraine ¢, (H=EF [e""""‘é”’)] =¢"e .

« Revenantd F [(Yl)‘l ] ,c'est aussi £ [exp(a.ln(Yl ))], soit E [exp(a.U )] ou U =In(¥) suitla
loi nomale N{6,1}.
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On reconnait dans |’espérance mathématique précédente la fonction caractéﬁstique de U prise
_(—ia) 1/

au point —/.at, soit @, (—i.a) . 1 vient done E[(Y) :l e’ e Z —e“%e 2
2°) Estimant e’ par Y, le calcul de E(¥)= ¢ .e/lé (c’est le résultal général obtenu dans la 1°°
question auquel on applique la valeur particuliére o =1), montre qu’on obtient un estimateur de
B qui n'est pas sans biais puisque E(Y)= Jee #&°. Plus précisément, le biais de cet
estimateur est B(f) = ee.(\/ghl) .
« Quant au risque quadratique R(Y,) = E [(I‘; —ee)z], ¢’est suivant la linéarité de Despérance
mathématique et par développement, R(Y;)= E(¥’)-2¢°.E(Y,)+e*’. Du résultat de la 1%

question décliné cette fois pour le cas particulier ¢ =2, il ressort E [(Yl )3] =e*® ¢’ puis en

conséquence, R(Y) = (e’ - 2+e + e

. . o 1 j=n " .
3°) Considérant cette fois, l'estimateur ¥ =—.ZI’,T . les propriétés classiques de I’espérance

i=l

mathématique et de la variance entrainent immédiatement, pour E(Y), le résultat

n\/—e

E(Y)=—~ ZE(Y) = =Jee’ . De méme, Var(Y)= ZVar(Y)—ﬁ nYVar().
=1
Mais, Var(Y) E(Y?)~ E(Y) , soit Var(Y)) = (e’ —e).e®®.
Finalement, Var(?) = gf;_e)—'e.

. . L Ty e , . 1 .
« Pour corriger le biais susmentionné de E(Y), I’introduction de I’estimateur Z = T.Y conduit
e

1 .
3 un estimateur sans biais de €’ (puisque E(Z)=T,E(Y y=€") et de risque quadratique
e

E [(Z o )2] =Var(Z) avec Var(Z) = l.Var(?) = _3___1‘319 .
e n

4%} Utilisant 1a relation (H ¥ )/ = exp( z In(¥, )) Pespérance mathématique de la moyenne

-i=l

géométrique est celle de la variable exp(—) ot 8= Zln(Y } suit la loi normale de moyenne
i=1

nkE [ln(Yl)]=n.B et de varjance n.Var[In(};)]zn {puisque la loi normale est stable pour

I’addition, du moins lorsque les variables considérées sont indépendantes).

En conclusion et compte tenu des résultats de la 1°® question appliqués au cas & =—, ona:
n

i=n ] ifn. — 1
E[(HK)%}«&S(—? S g,
=1

1 i=n

v
+ Ici encore, le recowrs 3 lestimateur V=g in (HY corrige le biais puisque

E(V):eﬁ.E[(ﬁ );)fl"?] =

i=]



136 Chapitre IT — Estimation

D’autre part, pour ce qui est du risque quadratique E [(V—ee)2]=Var(V), on a

Var(V) =e_".Var[(ﬁ )" }

2ian
Liyeh
n

i=n nd) -2 22
2=, 1l en résulte pour la

Mais, E[«Hz%)z}@(—gj)w e

=1

i=n i=m i=n 2
variance, Var [(H Y,)%} = E]:((H Y, )}’;){I - EI:(H Iﬂ)}q , soit compte tenu des calculs
i-t i=l 1=t

2 1 1 i
précédents, Pexpression (e" —e®).e™® =e" (e* ~1).¢*°. Revenant 4 Var(V), on aboutit en
)]
définitive au résultat Var(y) = (e" —1).™°.

5°) La comparaison des risques quadratiques associés aux estimateurs Y,7, el V' conduit
immédiatement au classement R(¥) = R{(Z)2 R(V).
e—1

En effet, R(Y,)=(e’ - 2Je +1)6%7 =5,09.6* cst bien supéricur 3 R(Z)=——2&" soit
n

1,72 . . . )
R(Z) =" désque n>1, ce qui établit a premiére partie du classement ci-dessus.
n

R(Z)
R(V)

A o
raison e%, R(Z)’_-i.(e ,) l21_[]+e%+e%+...+e %]. Or, pour tout u=0,
R(V) n e}n_! n

R(Z) 1 1 -1
I'inégalité € 21+u entraine ici la minoration ( )2—. 1+(1+—)+...(1+n—)}, c'est 4
R(FY n R R
dire M 2 l[n + l+—2+-—j-(n—_ll} = l'[n_}_n._(n_;l):} >1. Ainsi a-t-on bien le résultat
R(¥V) n n R 2n
attendu R(Z) = R(V).

-1
. %w1

e

[

§’&crit aussi, en minorant la série géométrique de

t
Par ailleurs, le rapport =—
n

« En conclusion, les formules proposées pour ¥,Z, et ¥, ont conduit & construire trois

estimateurs sans biais de &° de qualités croissantes, J étant le meilleur estimateur ainsi obtenu,

8. On considére un échantillon de » variables aléatoires indépendantes (X, X,,.., X,)

de variable parente de densité de probabilité f,(x) =0.x"".1,_, avec 6»0.

1°) Déterminer I’estimateur du maximum de vraisemblance (EM.V} de 6, soit 8.

L3

2°) Montrer que g suit la lo1 de densité de probabilité g(y) = vy exp(—6.y)

(n—1)1°
ol yeR".
3°) En déduire que % est un estimateur sans biais de é et que la variance Var(%)

qu’on exprimera, atteint la borme minimale F.D.C.R de CRAMER RAO .
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Selution : 1®) La fonction de vraisemblance associée 4 échantillon de taille 7 considéré et de
variable parente X est égale au produit des densités de probabilité, soit :

i=H

LX,X,,.,X,.0)= Bn-HXfﬂ_l'lo<X,.<1

=1

Considérant la fonction de log- vraiserablance lann.ln9+(6-l).2h1(X1), pour

i=1
0< X, <L1<i<n, Destimateur EM.V cherché, soit B , est la solution de P’équation
a i=n
—InL =0, ce qui entraine, E+Zln()('j) =0.
o8 8 o

2
. . . . R
— qui est bien un maximum puisque —— I L=--—=<0.
86 F;

> In(X,) 6

11 s’ensuit §=-»

2°} Remarquant que £=—Z]n(Xi), il est propesé ict d’identifier la loi des variables

d==]
U. =—In(X,). Désignant par /(%) la densité de probabilité de la variable U/, I’application du
théoréme de la mesure image qui consiste & opérer dans la densité de probabilité élémentaire de
X, le changement de variable #, = —In{x,) = x, = ¢ ™, conduit au résultat :

(u).du, =B.e** ™ ¢ du, = 0. du,,u e R

ﬁ',

On constate donc que U, dont la densité de probabilit¢ est h(y,)=@.e®*, suit la loi

exponentielle de paramétre .

» Dans ces conditions, % qui est défini par la somme EI:U‘- , suit la loi Gamma # (somme de »
variables aléatoires exponentielles indépendantes et Z(lquidistribuées), lor dont la densité de
probabilité est g(y) =~(—£11~)—!.y"l €?? yeR" (cf rappels de cours du chapitre I, paragraphe
L.1).

1
3°) De E{U))=— (espérance mathématique de la loi exponentielle), découle par linéarits,
=y pe

1 1 1
E (2) =2 Ainsi, E(%) = 1 et = forme-t-il un estimateur sans bidis de —.
g 0 g 0 0 G

1 . . . n, n
De méme, Var(U,) =52— {variance de la loi exponenticlle), ce qui entraine Var(g) ik

1 1 1
On en déduit, notamment, Var(=<) = T.Var(g) =
g n a8 nf

| . . . ) 1 .
Ainsi, ~ est-il un estimateur convergent puisque lim Far(<) = 0. Plus encore, la loi parente
=40 9

de densité de probabilité f(x,0)=80x"".1,, ., appartient i la famille exponentielle puisque
Inf(x,0)=(f-1).Inx+mIB +Inl; _ apour forme Q(F).T(x)+ B(B)+y(x).

Par ailleurs, T(x)= ~ZIH(X .) forme bien une statistique exhaustive puisque vérifiant le
=1

théoréme de factorisation L(X,, X,, ..., X,,8) = o(T(X),)w(X).
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En cffet, on a bien L(X,, X,,..., X,,8) =9”.expl:(9—1).Z]n(Xj)].1:[lU%<, qui s’écrit

=1 i=l

sous la forme précédente avec w{X) = 1_110< X

i=l
. . . | L1 . -
» En conclusion, 1'estimateur sans biais de E que constitue — atteint la borne minimale FD.C.R
]

puisque fa condition nécessaire et suffisante qui est vérifiée pour Ie cas des modéles appartenant a
fa famille exponentielle et pour les statistiques exhaustives, est bien remplie ici (cf. rappels de
cours du présent chapitre, paragraphe 2.4).

Le caicul direct ci-dessous confirme d’ailleurs ces conclusions. On a successivement (en se

méfiant du fait que ¢’est le paramétre ] 9 qui est considéré ici et non pas #) :

z
L(Yp=E %m f(X,8)|,avec In £(X,8)=tnB+(@B-1).lnX +Inl,,,_,

alp

puis par  dérvation, —a—,lnf(X, f)= E—ln f(X,B).@, avec #= —]-, soit
aly) Gl Ou 6
-8 % +1n X'}, c'est-a-dire, finalement, 0

)

In f(X,0)=-0-0%In X . Fnfin, dérivant de

2

nouveau, —?—l—ln f(X,0)=-0"(-1-20InX)=0"+26 . InX .
aky)

o Ainsi [, (V))=-E[8*+20° InX |=-8-20" E[InX], avec E[lnX =—l(en effet,
X 0 9

—InX est exponentielle de paramétre #). Finalement, [ X(%g) =—0"+28"=0°, 1a bome

1
minimale F.D.C.R étant, quant 3 elle, égale 3 —————, soit —-.
ni, %) nd?

1
C'est bien la valeur de Var(g) précédemment calculée qui est donc bien le meilleur

, . 1
estimateur sans biais de 5



CHAPITRE III

DECISION

A - | Rappels de cours

1. Les principes généraux de la décision statistique

1.1 L’objet des tests d’hypothése

Les développements présentés dans ce chapitre portent sur les fests entre deux
hypothéses, le probléme posé ¢tant le choix, au vu d’observations fournies par un
échantillon de taille n, entre une hypothése nulle, notée A, et unc hypotheése

alternative, notée H, (on supposera qu’un seule de ces deux hypothéses est vraie).

Le contrdle de qualité, P'évaluation de ’efficacité d’un nouveau procédé, la validation
on non d’un ajustement dans le cadre d’une modélisation, le prononciation dune peine,
sont entre autres, des exemples de situations se résumant an choix «binaire » ci-dessus.

1.2 Les risques associés

Comme le montre le tableau des enjeux
ci-contre, deux erreurs menacent le décideur

R dans le contexte considére :
Deécision\Etats de la nature

H | H - le risque noté « o » de décider H,

alors que ff, est vraie, dit « erreur de

H 0
’ p premiére espéce » ;

H, a | 0 - le risque noté « B » de décider H,
alors que H, est vraie, dit « erreur de

seconde espéce ».

L'idéal serait de rendre les deux erreurs o et f, toutes les deux faibles. Mais,

malheureusement, lorsqu'on dispose d’'un nombre restreint d’observations, ce n’est pas
possible, d’autant que les deux risques en question sont antinomigues. Concrétement, plus
on cherche 4 diminuer o , plus on augmente la valeur de f et vice-versa.

Les enjeux de la justice illustrent simplement ce résultat, 3 travers les deux hypothéses H

«étre innocent» et H «étre coupable», et les deux décisions «acquitter» et
« condamner ». 1l est bien manifeste que le souci de ne pas condamner un innocent augmente
le risque de ne pas condamner un coupable.
Pratiquement, dans le cadre des tests classiques, c’est & partir de & qu’on va bétir la
régle de décision.
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Puisque c’est le risque o qui est maitrisé, on choisira donc les hypothéses H, et H,
de sorte que ce qui soit vraiment intéressant, ¢’est rejeter A, . En d’autres termes, X, cst
I’hypothése envers laquelle on a le plus de confiance ou de sécurité,

Reprenant 1"exemple précédent de la justice et procédant par analogte, on fait valoir le bénéfice

du doute > tout accusé est présumé innocent, il fait prouver sa culpabilité. On parle aussi de
test « conservatif» dans la mesure ol on conserve 'hypothése A, sauf si les données

observées conduisent i la rejeter.

Autre exemple, considérant le taux d’une certaine substance dans le sang
caractéristique d’une maladie peu grave dont le traitement peut cependant générer des
effets secondaires facheux, on préférera contenir le risque « de traiter un malade en
bonne santé plutét que le risque # de ne pas diagnostiquer la maladie chez un sujet
atteint (puisque cette maladie est peu grave alors que le traitement peut causer des
effets secondaires facheux).

A Tinverse, s’il s’agissait d’une maladie potentiellement trés grave mais facilement
soignable, le risque majeur serait de ne pas la détecter. Cette fois, c’est sur la base
« étre atteint par la maladie » qu’il faudrait construire I’hypothése nulle A, .

« Il convient néanmoins de signaler que 1’augmentation de Ia taille de 1'échantillon permet,
a étant fixé, de diminuer B. Trés couwramment est utilisée & ce sujet, la fonction
P =1-f dite « puissance du test » qui cst égale a Prob(décider H, sachant H, vraie) et
qui mesure en quelque sorte le caractére discriminatoire du test entre les deux hypothéses.
Le schéma ci-contre dans lequel les
valeurs de # sont portées en
abscisses et celles de X en
ordonnées, et qui porte sur une
moyenne de loi normale et sur an
test d’hypothéses H,:0 =8, contre
H:0=0, (avec 6,>6,)) lh
statistique discriminante considérée

X,

étant X ==L illustre le sens de
n

o, f,et P=1-4, la régle de
décision étant ici de décider H, &
droite du seuil 7 et H, dans le cas

contraire.

On y distingue ainsi a = Prob(décider H,/H, vraie) en zone hachurée et Ierreur de
seconde espéce f= Prob(décider A,/ H| vraie) en zone gris¢e. Diminuer a, c’est faire

glisser w vers ladroite et donc augmenter §.D’autre part, I'augmentation de » conduit &
« amincir» la densité de probabilité de X puisque a(f)=%— décroft [orsque n
n

augmente. Cela tend donc 4 réduire Ia partie en grisée et & fortiori 4 accroitre la capacité
du test & séparer les hypothéses H, et H,, c'est-a-dire sa puissance P=1-f.
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1.3 La classification des tests

Trés vaste est la palette des tests qui peuvent éfre mis en ceuvre pour fraiter des
problémes ayant pour objet ;

- la conformité d’un parameétre i une valeur standard donnée, les cas les plus
courants étant ceux d’une moyenne, d’une proportion, et d’une variance ;

- la comparaison d’un paramétre ou plus généralement d’une distribution de
probabilités entre K groupes (populations, échantilions...), le cas K =2 étant plus
particuli¢rement développé ici ;

- l'ajustement d’une distribution théorique donnée anx données observées ;

- I'indépendance entre variables aléatoires ;

« A cet effet, les deux grandes familles 4 considérer sont celles :

- des tests paramétriques qui portent sur le paramétre de la distribution associée
aux données considérées ;

- des tests non paramétriques qui ne font pas d’hypothése sur ladite distribution.
« Le choix du test 4 utiliser est également fonction de la nature des données proposées :
- paramétrique ou non, dans le cas de valeurs représentatives des écarts, telles des
mesures (variables dites quantitatives) ;

- non paramétrigue, dans le cas contraire de variables qualitatives ou ordinales 3
valeurs en nombre fini, telles oui-non, homme-femme, peu satisfait-satisfait-trés
satisfait...

« Eafin, dans le cadre des problémes de comparaison, on distinguera :

- les échantillons indépendants dans lesquels les observations faites sont
indépendantes a I"intérieur d'un groupe et entre les gronpes considérés ;

- les échantillons appariés dans lesquels d’un groupe A I'antre les données sont
lides, tel le cas le plus courant on il ¢st procédé & des mesures répétées sur les
mémes sujets {par exemple, le poids d’une personne avant et aprés un régime).

2. Les tests paramétriques

2.1 Hypothéses simiples et multiples
Portant sur les observations (x;,x,,..,x,) qui sont les réalisations de » variables

aléatoires indépendantes (X,,X,,...,X,) de méme loi dépendant d'un paramétre &, ces

tests dont les finalités sont principalement la conformité et I’homogénéité, ont pour
forme générale H :8c®, contre H,:60, les sous-ensembles & et O, étant

disjoints et recouvrant toutes les valeurs possibles de 6.

« Dans ce cadre, on distingue les hypothéses simples « =6, » et ies hypothéses
multiples (ou composites) pour lesquelles ®, n’est pas réduit 4 une scule valeur, telles
66, 8<6,,6=0,...., les termes unilatéral et bilatéral étant utilisés suivant qu’on se

trouve d’un seul cdté ou non de la valeur ciblée ,.
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« Le plus souvent 'une des deux hypothéses au moins sera simple (en principe, c’est
H,), les tests ainsi rencontrés étant :

H,:0=6, H,:0=46, H,:0=6,
{H]:G:Ql {H,:G»HD {Hl:fhef)o
(test entre deyx hypothéses (ou H,:6<8,) (test bilatéral)
simples) (test unilatéral)

Mais d’autres schémas sont possibles comme :

{HO:GSGO

: H,:0,<6<6,
{ou vice-versa)
H 86

H :8<8oufl » 6,

S’agissant des tests d’hypothéses multiples, on notera que, lorsque H,, n’est pas une hypothése

simple, I’erreur de premiére espéce & =Prob (décider H,/H, vraie} devient une fonction de

f, sa borne supérieure Supa(f) étant appelée « niveau du test ».

ey
2.2 La constrnction de la régle de décision
Comme cela a déja été indiqué an paragraphe 1.2 précédent, c’est 4 partir de ’erreur

de premicre espéce « dont on se fixe la valeur (en principe 5% ou 10%), qo’on établit la
régle de décision qui va permettre de trancher entre les hypothéses H, et H,, et plus
particali¢rement la régiom dite «critique» formée de 1’ensemble des valeurs
(%, %,,--.,x,) pour lesquelles on décide H,, soit W (principe de NEYMAN ef PEARSON).

A travers ’application 1.4 du chapitfre I entre antres, on a pu constater le fien étroit qui
existe entre 'estimation par intervalle de confiance et la décision statistigue. 1 est donc
naturel ici, pour caractériser la région critique, de s’ appuyer sur un ¢stimateur ponctuel de
6 dont plus particulierement 1’estimateur E.M.V du maximum de vraisemblance, surtout si
cela permet d’utiliser une fonction pivotale telles celles déja décrites en estimation
statistique pour moyennes, variances, ¢t proportions.

Bien évidemment, plusieurs seuils et régions critiques peuvent ainsi étre retenus pour
un méme probléme de décision statistigue, mais Penjen reste de déterminer la méthode
qui, pour & donné, permet d’aboutir an risque 8 le plus faible, c'est-3-dire au test le plus
puissant. A cet égard, le théoréme de NEYMAN et PEARSON offre unte solution optimale
dans le cadre du test entre deux hypothéses simples H,:6 =6, contre H :6=6,
la région critique définie & partir do rapport des fonctions de vraisemblance
L(x,,x,,...,x,,6)) L{x,x,,....%,,6,)
L(x, %5, %,.0,) Lx,x,,...x,.0)
de puissance maximale.

, Soit W={(xl,x2,...,xn)/ sk}, conduisant 4 un fesf

De la donnée de I’erreur de premidre espéce o résulte la valeur de k, a fravers I"équation

pros( LR ®nh cprg gy - g

Lx,x,..0x,,0
o Le théoréme de NEYMAN et PEARSON et 'emploi du rapport de vraisemblance
SupL{x,8)
el

s’étendent aux tests entre hypothéses multiples a partir de la statistique 2 = ————.
SupL(x,8)

Bed,
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Néanmoins, lorsque I’hypothése H, n’est plus une hypothése simple, la construction

de la régle de décision devient plus complexe, quelques illustrations étant exposées dans
les applications ci-aprés du présent chapitre.

« Enfin, tout en étant [a technique la plus usuelle, le critére de NEYMAN et PEARSON
n’est pas la seule approche de résolution des tests paramétriques, la méthode de WALD et
les procédures « bootstrap » (par simulation) étant a citer ici.

2.3 Tests de conformité i une valeur standard

Particuliérement usités en contréle de qualité et dans 'exploitation des mesures, ils
portent sur la moyenne, proportion, et vartance, mais aussi, moins couramment, sur le
coefficient de corrélation, I’étendue, la médiane. ..

A Tinstar des raisonnements tenus en estimation statistique par intervalle de confiance,
il convient de distinguer l¢ cas des grands échantillons (#230) pour lesquels ie
théoréme central limite s’applique le plus souvent (ce qui autorise ['usage de la
loi normale) et celui des petits échantiltons (7 <30) dont le modéle le plus courant
suppose gue les données vérifient une distribution normale (loi de GAUSS), mais qui
peuvent également étre traités, par un calcul approprié, dans le cas d’autres types de
distribation.

Les développements les plus classiques sont exposés ci-dessous :
a) Le cas d’une moyenne
On suppose raisonner sur un échantillon (X,,X,,..,X,) de » vanables al¢atoires

indépendantes équidistribuées de loi « parente » de type « loi normale », soit N(m,o7).
La fonction « discriminante » a partir de laquefle on construit la régle de décision est ici

. EXI . Exi

la statistique habituelle X =-1— ( x =L pour ce qui est des données observées).
1 N

H,:m=m
’ * (avec m, > m,),

Aingi, pour les tests {
H ' m=m

décider
décider H, H

H m=m
0 " la régle de

voire plus largement
‘ RS T

v

4

décision (choix de H, ou encore région dite

« critique »), est-elle définie par x27, lescuil 7
étant déterminé i partir de 'erreur de premiére
espéce a suivant a =Prob(décider H,/H, vraie),

"o soit & =Prob(x>m/m=m,).

5 . f g x—m o
Le passage 2 la variable normale centrée réduite & = permet d’écrire

/N

T—m . . , o ,
L) d’ou le seuil cherché m =m, + tu.T (1,, solution
n
N

de I’équation Prob(£ >t )=a.

immédiatement e = Prob(Z =
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Pour le cas considéré (loi normale), le choix de x comme fonction discriminante n’est pas
seulement intuitif puisque correspondant au fest de puissance maximale résultant du rapport
des vraisemblances et du théoréme de NEYMAN ef PEARSON.

En effet, ce dernier est égal, pour ce qui est du cas gaussien, a ;

L{x, %), X,,m) 1 = R ] = ,
=ex E x-m) - E x—m) |
L(x,%y,..., x,,m) Plzs? fzx( ) 2¢0° s=;( )

Lix, X%, X, .
La région critique W =13(x,%,..., %}/ x, %, »7h) <k est donc caractérisée (en
L(x,xy000 X, )

passant aux logarithmes népériens) par la condition :

! [f:(x, -m) —f:(x,. *mo)z}slnk,

5
20 e

i=n
soit (m, —m, )Z (2x,~-(m,+m ) <20".Ink, ou encore, aprés sommation, la relation

i=]

(my —m).[ 205 —n(my +m) | <2.0° Ink.

20 Ink Tt

Tenant compte de Iinégalité m, > m,, il vient x> -
n{m, —m,) 2

L ce qui introduit
bien ici la fonction discriminante x , et la régle de décision x> 7.

Hy, m=m,
Aim) Pour le test 0= ,
- H im>m,

la courbe d’efficacité du test
demeure quant A elle une

fonction de m(m>m,), soit
Bim)= Prob{x<z/m> m,),
avec B(m,)=1-a.

\ 4

0
M #?

Hyim=m,

dont la construction est celle d’un
| mEm .

« Pour ce qui est do test bilatéral {

intervalle de confiance centré sur m, (du moins pour une loi & distribution symétrique
(comme la loi normale), on pourra se ramener au cas antérieur par union des deux tests
Hy :m=m, o {Ho ‘m=m,

chacun avec Perreur de premiére espéce
H :m>m, H m~<m

H

unilatéraux {

@ =%

décider H,  decider H, décider H, Pratiquement, on construira la région

critique & partir des seuils 7 et =,

=
>

F 3

o
-

symétriques par rapport a m; et tels que
! Probx </ m=m)=Prolx>1, Im=m)=%,

T m, T,

ze)=a.

Il s’ensuit en posant 7, =m, —¢ ¢t 7, =m, + ¢, larclation Pr ob(’E —m,
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N T I
Le passage 4 la variable normale centrée réduite £ = / entraine la région critique
o
vn

- o o3 .
x & |my—t, —=,m +t,.—| oz, vérifie Prob(|f|>t,)=0a.
:I (1] o« \/;1' (1] \/E|: o | |
» Enfin , les résultats précédents peuvent étre repris dans le cas o o est inconnu. 11
X X -

suffit 4’y remplacer la fonction pivotale E'_/—m par 3 ™ dont la loi est de type

STUDENT & v = n—1 degrés de liberté (test ¢ de STUDENT a un échantillon).
b) Le cas d’une proportion

Hy:p=p Hy,:p=p,
H:p=p H:p-p
discriminarnte est représentée par la variable X « occurrence du caractére C considéré

, la fonction

Considérant les tests { (avec p, = p,) voire {

X
dans I'échantilion de taille n prélevé » ou encore la fréquence F, = — (c’est équivalent).
L]

It s’agit donc de trouver le seuil C/Prob(X 2 C/p= p,)=a, relation dans laquelle

X suit la loi B(m, p) . Bref, C est le plus petit entier 3 partir duquel la quanute
k=C-1
Prob(X > C)=1-Prob(X < C)=1- Y. Cip;.(1~p,)"* estinférieure & ar .

k=0

« En pratigue, on se référcra fréquemment aux convergences de la loi binomiale soit vers
la loi de POISSON, soit vers la loi de GAUSS (loi normale), le senil Cobtenn dans ce

dernier cas, étant défini par C =n.p, +1, fn.p, (1~ p,), t, vérifiant Prod(£ >¢ ) =a.

) : : X -
Dans le cas ol on travaille sur la fréquence F, =— et non pas sur X, la région
n

.. . . (1-
critique ayant pour forme F, > ¢, le seuil ¢ sera défini par ¢ = p, +¢,. Pol —Fo) (1=p) )
1)

« Enfin, une transcription immédiate des résultats ci-dessus pour le test bilatéral
(Hy:p=p,
H i p#E D

W={(x,,x2,...,xn)/g g}pn_,ﬂ_‘/@%%' /pn-(l—pg)”
n n

ol 1, vérifie Prob{£|<t,)=a .

conduit 4 la région critique :

¢) Le cas d’une variance
Supposant ici encore raisonner sur un population normale (loi de GAUSS), ¢t utilisant
les résultats des rappels de cours du chapitre T (paragraphe 2.4), la fonction

Z(X,.—})1 selon les

. 1 & a2 1
« discriminante » est ici SZ=V.Z(X,.—m)2 ou § =7
L= H—1 g

hypothéses « m connue », 00 « m inconnue ».
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2 ~2
11 est rappelé, relativement aux statistiques précédentes, que n..S: {resp. w)
o o”

suit la toi du chi-deux & v = n degrés de liberté{resp. v = n—1 degrés de liberté).

L2
H,:0" =0,

. H,:0’ =0, . .
« Ainsi pour les fests 5 , (avee o) »=0,), voire R 5 » la Tégion
H 0" =0, H 0" »0y
. e 3 3 a nS? wH
critique est-elle définie par W= {(xl,xz,._.,xk)/S 2rio’ = 05} =V =—s-2a=—
o (o8

ot ¥ suit la loi x"(n). Lisant dans les iables de valeurs de la loi de chi- deux, le nombre
2 2z

x> vérifiant Prob(V > x2)=a, on obtient 7 = z2. 2> (resp. 7 = xj,i'*’—l o y° vérifie
n n-
latelation Prob(z’(n—1)> x2} = lorsque m est inconnue).

d) Autres tests de conformité

Par exemple, dans le cas des dependances statistigues plus particuliérement développées
dans le chapitre IV, et considérant le coefficient de corrélation linéaire de PEARSON,

cov(X,Y) : : . Hyr=r
Fy = ————=Z=, ON pen traiter sous certaines conditions le test , voire les
) VarX VarY L IF =

H,r=r {H(,:r=r0 H, r=y,

, oui le test bilatéral
H r<r

tests unilatéraux {

, .
Rl 1F#E

On montre en effet que, pour # assez grand, la transformation dite « de FISHER »,
. 1 1+» (- R .
définie par z=5_1n(1—wﬁ) restaure la symétrie de la distribution de » tout en étirant
-r
I’étendue de wvariation des valeurs, la variable ainsi obtenue convergeant lorsque

1
+’b) et de

1
["hypothése H, est vérifiée vers la loi normale de moyenne z, = 5.]11(1
%

variance %_ 3~ Si on considere, par exemple, Ie test bilatéral, et la fonction ?:Lg
n-3

on aboutit 4 la région critigne définie par zer L Z, + Lo ¢, vérifiant
0 +=0 +fo
V-3 Jn—3L

2z

Prob(f§| 2t )=0a, soit en utilisant la transformation inverse r= Ty =th(z)

« tangente hyperbolique ». la régle de décision en r .
« Autre variante, plus utilisée, le test de signification du degré de corrélation suivant

H:r

.
(X, %y5es X,) €8 (W), Y3, ¥,) indépendantes et de distribution normale (plus précisément

ran=2

H,:r=0
{ b (test du rde PEARSON). On montre que pour le cas d’observations

de loi du couple de type binormale), 1a loi de la variable T = est de type
-~

STUDENT 4 v =n—2 degrés de libertés.
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Désignant par ¢, le nombre vérifiant Prob(|T|2¢,)=a, od T est la variable de

STUDENT en question, on a donc wune région critigue définic par

o

W= {(xl,xz,,..,x")/ T¢lt,,+, [} .1l s’ensuit immédiatement le seml » > —\/._—2_—[ .
n-2+1t,

¢} Le cas des hypothéses compaosites

On se raménera aux cas précédents pour lesquels A est une hypothése simple.

. L H, :m=<m, )
« Considérant ainsi le test , m étant la moyenne d'une loi normale

L g
Hy-m=m
H im>=m

N(m,c?), on assimile le test en question i l’union des tests { (avec

m'<m). La région cntique ayant pour forme x2>rx, le risque de premiére espéce
a=Prob(x>x/m=m") varie avec m', soit a(m’ la fonction en question.
Plus précisément, ce risque a(m') est maximal pour m'=m,, soit a,=Supa(m") la

valeur ainsi obtenue. Dans ces conditions, la régle du test consiste 4 déterminer la région
critique 4 partir de I’hypothése nulle H : m = m, pour laquelle 1’erreur de premiére espece
'H, m=m"

a, est maximale. Cette régle sera admise comme valable pour les tests ’
H m>m

(avec m'< m,) puisque pour ces derniers, ’erreur de premiére espece a(m') est en tout

état de cause plus faible que o).

« Plus généralement, et toujours suivant ["hypothése du test de la moyenne d’une loi
Hy:m-~6<m<m,+6

H im E]mD —5,m, +5[ , on constroira la

normale. s’il s’agit d'un test composite {
région critigue suivant un principe de symétrie, 3 partir des bornes m -4 et m,+ 1,
Perreur de premiére espéce « ctant fonction quant 4 ¢lle, des valeurs de m dans
I’intervalle [mO -5,m, +5]. Or cette erreur est maximale anx bornes du domaine.
‘ ) Hym=m,+6 :
Cherchant donc 4 , par exemple, & partir du test ; , la donnée
H,:mg[m,-8,m,+5]
de I"erreur de premiére espéce a conduit 4 la relation
a=Prob(x=m +A/m=m, +8)+Prob(x<my—L/m=m,+8).

Par passage 4 la variable centrée réduite & = - et utilisant la fonction de
7

répartition IT(f) = Prob(£ <), on obtient le résultat :

Oy (=AM 5)::1—(1=H(£.(Z—5})+I’I(——J—;.(A+6))
7 Of_/ (o3 o

Jn /n
Une méthode par approximations successives fournit immédiatement la solution
cherchée ici.

My + A=, —

a=1-TK
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2.4 Tests de comparaison entre deux échantillons indépendants

La comparaison des résultats de deux groupes est naturcllement une tiche
fondamentale dans les études statistiques, épidémiologiques, sociclogiques. . ..

A cet effet, le schéma le plus classique, est de s’appuyer sur un critére guantitatif
donné (par exemple, les résultats sportifs entre hommes et femmes) et de raisonner i

travers deux échantillons (X, X;,..., X, ) et (1[,%,..., Y, ) issus respectivement des deux
populations considérées et formés pour chacun de vartables aléatoires indépendantes et de
méme lot. En outre, on suppose dans cette partie que les X, et les ¥, sont indépendantes
deux & deux, c'est 4 dire I'indépendance des observations entre les deux populations en
cause.

A la question de Iidentité ou non des distributions des variables parentes X et ¥ dans
chacune des deux populations considérées, les fests non paramélrigues offrent une
réponse sans faire d’hypothése spécifique sur le type de loi considéré.

Auntrement, la comparaison de moyennes, proportions, el variances, par le biais de
tests paraméiriques, reste fondamentale ici, / hypothése d'échantillons de type gaussien
(loi normale) étant supposée vérifiée ci-aprés (encore que ce champ d’application pent
étre élargi lorsqu’on fravaille sur de grands échantillons, », >30,n, 230, et que le

théoréme central limite est applicable).

Ainsi part-on de deux échantillons (&, X,,..X, Jet (¥,1,,. %, )de tailles
respectives n, et ., et de lois parentes de type « gaussien », soient respectivement
N(my,0,) et N(m,,0,).

« Comme on va le constater dans le test ¢ de STUDENT relatif aux moyennes, 1'égalité ou

non des variances o et o, (hypothése dite « d’homoscédasticité ») tient une

importance prépondérante, surtout si on ne dispose pas de grands échantillons. C’est donc
plutdt par la comparaison des variances qu’il convient logiquement de commencer, en

principe.
a} La comparaison de variances (test de FISHER-SNEDECOR)

Partant donc de deux échantillons (Xsz,---,XnX) et (1,Y,....T, )de tailles
respectives n, et n,, et de lois parentes N(m,,o,) et N(m,,c,}, on va développer ici,
H,:0} =0

par exemple, le test bilatéral { s ) -
|10y # Oy

2 2
A cet effet, la fonction discriminante 3 retenir est le rapport S%S'z (resp. ‘%
¥ ¥

lorsque m, et m, sont inconmues), les statistiques S (resp. S;) et S; (resp. S;) étant

“l"'-i(Xi —m, Y et Sy :—.-Z(X‘. — X)* (idem pour S? ¢t S ).

z - 2
définies par §; =
Ry = Py o

Les éléments justificatifs de ce choix sont exposés ci-aprés, & partir des résultats
démontrés dans ["application 1.3 du chapitre L.
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2 *
S/ : Py, :
L o A (ny ~l}ho .
On montre en effet, que les statistiques F =42—X et F =W—%L~l—-# suivent
S/Z ny.sy/
2
/ Oy (n, ~N)o,

respectivement les lois de FISHER SNEDECOR, F(v,v,) & v, =n,v,=n, ct

v, = ny —L,v, = n, -1 degrés de libertés suivant que (m,,m, ) sont connus ou non.
2

: S
Sous 1’hypothése HO{O')Zr =CT,3), les rapports F =§—‘; et F=--L suivent donc les lois
¥

¥

Flng,m) et F(a,—1,n,-1).

« Dans les conditions susmentionnées et par exemple pour le cas od m et m, sont

connues, la région critique du test s”écrit :

SZ
W ={(x]vx::-'-pxn)!(y]sy29"‘3yn)/F =S—A2’E]7r]9ﬂ:2[}’

4
7, et m, étant définis par @ =Prob(F <z ou F > r,), soit I~a =Prob(n < F <m,}.

Comme on peut le constater 4 travers les tables de valeurs jointes en annexes, la loi de
F n'est pas symétrigue. Mais, dans le cas du fest bilatéral considéré ici, on se contentera
pour trouver 7, et 7, de raisonner suivant la symétrie des risques (ct non des valeurs),
, c te A . a
les risques Prob(F <m)et Prob(F 2 x,) étant donc supposés étre égaux 4 3

La lecture dans la table des valeurs de =&, /Prob(F Sn,)=%, et de

a b r - M r 3
7,/ Prob(F ze)ZE permet de conclure quant & la détermination de cette région
critique et 4 la décision A retenir en conséguence.
« Bien évidemment, I'exposé ci-dessus est aisément transposable aox tests unilatéraux

H, .ol =0} H,:0. =0, . .
tels { A { PTA T le seuil critique étant défini alors par

L2 a L2 2
H .oy >-0, H oy -0y

a =Prob(F 2 m) (resp. @ =Prob(F £1)).

b) La comparaison de mayennes (fest t de STUDENT a deux échantillons)

Le cadre est touwjours le méme, 4 savoir deux échantillons indépendants
(X],Xz,...,an) ct (Ij,Yz,...,K,Y), de lois parentes N(m,,o,) et N(m,,0,), le test
Syl . . Hyimy =my
considéré étant par exemple, le rest bilatéral .
H mg#m,
S’inspirant des résultats de I’application 1.4 du chapitre I, on est conduit 4 choisir ict,
la différence x—y comme fonction discriminante, la région critigue ayant donc pour

fonne W={(x,,xz,._.,xn),(yl,yz,...,yn)/|3_c—;'2n} avec a:Prob(l;—ﬂZyr/mx =m,).
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« Lorsque o, et o, sont connus, il est rappelé (suivant ladite application 1.4) que la

j\;-—}_’—(mx -m,)

Jfonction pivotale suit la loi normale N(0,l) ce qui permet de

2 2
déterminer facilement 7 puisque, sous I'hypothése H,,ona m=1t,. 'i‘i +gi ot f_ est
fy My
solution de I"éguation Prob(l§| 2t )=a (& delot N(O,D).

» Lorsque o, et o, ne sont pas comnus, on est contraint de supposer
o =0, (homoscédasticité), du moins dans le cas des petits échantillons puisque, dans le
cas contraire, le théoréme central limite permet de se ramener au cas précédent avec

En effet, toujours suivant ’application 1.4 — chapitre I susmentionnée, la variable

e, } ~2

S . R .
Z={(n,-D—-+(n, —l).§—"3_ suit laloi du ¥* 4 n, +n, —2 degrés de libertés.
Cx Ty

Il s’ensuit selon le théoréme de FISHER dont fa démonstration est faite dans I’application 1.1

U ol U=X—Y-—(m_‘.—m,,)

du chapitre 1, que la variable T = ———— = est de loi
_z oy, oy
By +n, =2 n, By

normale centrée réduite N(Q,1), suit en définitive ta loi de STUDENT & v =n, +n, 2
degrés de libertés .

I (}—I_’—(mx —mY)).\/nX +h, =2
-2 —~2
§+g§__ I + {n, —D.Sy
g Ay fogd o,

La fagon de les supprimer est de supposer o> =0} = o, la statistique T se réduisant alors 3

(X -Y)~(my —m)frg +m, -2
\/i + i\ﬁm’ - 1)-51;2 +(ny _1)'§;2

X n}’

et 2
Or, dans les parametres inconnus &, et 0'}%

subsistent.

et constituant la fonction pivotale cherchée.

» Rappelant que m, =m, sou 'hypothése £, et désignant par 7, le nombre qui vérifie
Prob(T|21,)=c (lu dans Ia table de STUDENT & v=n, +n,—2 degrés de libertés

= cf. annexes), on a donc immédiatement lorsque o, =o,, le seuil critique ©w égal 3 la

valeur ———f e —1—+i.\/(n)(
,/nX +}’IY —2) HX nf

—2 -2
1S, +(n, - 1S,
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« C’est donc préalablement sur un test de FISHER SNEDECOR qu’on s’appuiera pour
vénfier ’hypothése d” homoscédasticité (o, =o 2), et appliguer le test ci-dessus (dit

« test t de STUDENT i deux échantillons »), tout en précisant cependant qu’on admet
ici une faute de raisonnement puisqu’il a déja été souligné que le non rejet de I'hypothese

2 2
: T s 2 . T
o =0, est loin de garantir 'égalité o; = o, . En fait, c’estautest ¢ " ° " " "7 auquel
H oy =0}

il faudrait recourir pour s’assurer de }’hypothése d’homoscédasticité, mais il est manifeste
que sa construction serait trés problématigue, Bien entendu, les raisonnements précédents
H m,=m Hyoom =m

L] X ¥ ou [ A i4

s’adaptent aisément aux tests unilatéraux .
H :m, <m,

l:mX>-m}. 1

¢} La comparaison de proportions

On considére une caractéristique donnée « C » en proportions respectives p, et p, au

sein de deux populations B et P, et deux échantilions de tailles respectives n et n,

extraits de ces populations. Notant par X, et X, les variables qui représentent
Poccurrence de  dans ces deux échantillons, la question posée ici est de tester
H,: p =p, contre H : p, # p, (voire unilatéralement p, > p, ou p, < p,).

Se référant 4 Papplication 1.5 du chapitre I, on choisit ici comme jfonction

- . ) X
discriminante, la différence des fréquences relatives F - F, (avec F,=—L et F, =—=).
-

La région critigue étant immédiatement définie par [F, —F|2#/p, = p,, la sttistique
F-E-(p-p)
Jp;-(l—pl)erg-(l—pz)
H, n,
conditions du théeréme de MOIVRE — LAPLACE sont réunies (pratiquement, 7.p, -5 et

n{l-p)>=5, n.p,>5ect n.(i—-p,}>35)

converge vers la loi normale centrée réduite dés que les

Sous I'hypothése H, :p, =p,=p, il s’ensuit immédiatement la valeur du seuil

. 1 1 . L : ,
cntique 7 =1, \/ pll-py(—+—) ou 1, vérifie Prob(lg“] >t y=a. Toutefois p étant
nom
inconnue, 7 reste indéfini ici. Mais dans la mesure ol on suppose vénfiée la condition de
convergence vers la loi normale et travailler sur de grands échantillons (#, =30,n, 230),
X +X,
ntn,

on admettra d’approcher p par son estimateur p=

» Dans le cas des petits échantillons, on utilisera une méthode exacte ou un test non
paramétrique tel le test de y* (cf. paragraphe 3 ci-aprés).

2.5 Tests de comparaison entre deux £chantillons appariés

Dans ce paragraphe, on reprend les notations du paragraphe anténeur avec notamment
les deux échantillons (X, X,,.., X, ) et (YI,YZ,...,Y@) , mais ¢’est désormais sur les
mémes individus que portent les comparaisons dans les deux échantillons, ce qui suppose
ny =n, =n etles variables X, et ¥, non indépendantes.
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Par exemple, un régime testé sur # individus est-il efficace ou non, le caractére mesuré avant
régime (X ) et aprés régime (Y') étant le poids de la personne considérée.

On utilisera le plus souvent un fest ron paramétrigue qui offre la facilité d’Etre peu
exigeant en hypothéses préalables mais dont en contrepartic la puissance est nettement
inférieure aux tests paramétrigues. Ces derniers restent cependant utilisables dans le cas
d’échantillons gaussiens et d’une comparaison de moyenne, le test ¢ de STUDENT
offrant ainsi une réponse aisée & mettre en ceuvre,
Hy:my, =m,
LMy Emy

» Considérant par exemple, le test bilatéral { , le principe en est ici de

raisonner sur les différences D, =X, -Y,(1<i<n), variables aléatoires qu’on supposera
indépendantes et normales, leur loi commune ayant pour —moyenne
E(D) =E(X)-E(X)=my —m,.

Le test conduit donc & partir de ['échantilion des différences d =x —y,, soit

S _
- ' . D—{m, -
(d,,dy,...d.), & la fonction discriminante d=-=— ct 4 la statistique M
n S %
Jn

dont la loi est de type STUDENT & v=n—! degrés de Libertés. Il en résulte
immédiatement 7 =t .igﬁ ou ¢, wvérifie Prab(iT|2t Y=a (T étant la variable de
o J; o4 4

STUDENT en question).

C . . Hymy =m,
Bien évidemmeni, on peut décliner de fagon semblable les zests unilatéraux
H :m, <m,

Hyom, =m, . .

et : . D’autre part, dans le cas des grands échantillons, on pourra se ramener a
H m.»>m,

la loi normale par application du théoréme central limite.

Enfin, il est précisé que la normalité ef I'indépendance des D, font appel & la loi normale

bidimensionnelle non traitée dans cet ouvrage. Ce qui est certain, c’est qu'on n’a pas

Var(D,)=Var(X )+Var(Y) (puisque X, et ¥ ne sont plus indépendantes) et on peut

i i

méme noter 3 cet égard que la variance de la différence D, = X, — ¥, est d’autant plus faible

que la relation entre X, et ¥; est forte.

2.6 Tests de comparaisen entre X échantillons indépendants (X - 2)

L’analyse de la variance (test ANOVA) relative a la comparaison de meyennes, et
le test de BARTLETT portant sur la comparaisen des variances, sont principalement
présentés ici pour ce qui est des tests paramétriques, les autres méthodes faisant
essentiellement appel quant 4 elles 4 des tests de mise en ceuvre plus complexe ou 4 des
tests non paramétriques.

a) L analyse de la variance

Imaginée par FISHER et s’appuyant sur le test F (cf. paragraphe 2.3 précédent), la
méthode en question vise, du moins sous sa forme simple a un facteur contrdlé, a tester

I’hypothése H, : m, =m, =...= my, contre 'hypothése H, :3(i, j)/m #m,.
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Dans ce test les m (1<i<K) désignent les moyennes inconnues d’une variable
aléatoire donnée X (c’est le facteur en question) dans K populations différentes. Pour
répondre & la question posée, on part de K échantillons (x,,j,xzyj,...,xnﬁj) de tailles
respectives n,,(1< j<K), les hypothéses de la nermalité de X ct de I'égalité des
variances de X au sein des K populations considérées (homoscédasticité) étant
supposées étre vérifides icl.

H,:cl =0} =..=0]

1.4
tel le test d
e ) 1 T/

BARTLETT développé ci-aprés ou d’autres tests (LEVENE, HARTLEY, ...).

Ceci impose donc en amont 1'usage d’un test {

» Le principe de I'analyse de la variance en est de décomposer la somme S, des carrés
i=K j=n, =K

des ¢carts entre les observations et la moyenne générale x=— ZZx, ; ou N= Zn! ,
=1 j=l =]

suivant la somme :

- des écarts au sein d'une méme population (écarts dits «intraclasses »), soit
i=l j=1
- des écarts enire la moyenne au sein de chacune des populations et la moyenne
- =K
générale x (écarts dits «interclasses »), soit S, = an.(xi -x).
i=]

En effet, la décomposition X, —x=x,, —x,+X,—x entraine pour ce qui est de S; la

décomposition :
i=K j=n, i=K j=t =K j=n =K j=n;

I ICTRE D 3 N RTINS 39 WCRETH 39 Y HEE e
=l j=l i=l j=1 =l = i=l j=1

Mais, ff(x, —x) —Zn (x ~x) et d’autre part ff(xw x)(x —x) est égal &
==l -l j=l

=K __  _ = —_ = _ _ —
Z (x, - x)Z (x,; — x,), soit la valeur nulle puisque Z (x,,—x)=nx—nx=0.
i= J= i
Ainsi obtient-on la décomposition attendue S; = S, +8;.
=K
(avec N = an )} forme un estimateur sans biais

=]

« Or, on montre d’une part que NSW

Sy

de o’ quelque soit hypothése considérée et d’autre part que X

" est également un

estimatenr sans biais de ¢ lorsque I'hypothése H, est vérifide.

/R

Dans ces conditions, sous {hypothése H,, lerapport F = VAR est proche de 1,
V
N-K

ce méme quotient étant supérieur & 1 dans ’hypothese altemative H.

En outre, on montre que F suit la loi de FISHER SNEDECOR, a v, =K-1 et
v, = N - K degrés de libertés.
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Ainsi désignant par F, le scuil vérifiant Prob(F =2 F, )=c pour la loi en question
1

F(K -1, N - K), peut-on résumer la régle de décision du test considéré au choix de H, si
H, F=1

F, 2 F_(région critique) et de H, sinon. Pour rappel, le test se résume 4 { HoFsl
-

lj l'

S’inspirant de 'application 1.4 du chapitre I, les quantités s
1‘_ j=l

constituent des estimateurs sans biais des variances o, de X dans chacune des K
1=K 5 i=K
~ (avec N = Zn } vérifie

ke

populations considérées. La statistique N
i
r-K r-K 1 0.
Z ‘ E( ) Z ) {les

immédiatement par  linéarité l: £ ]
i=1 =l

. -y 2 . .
estimateurs corrigés ¢; étant sans biais)
2 . . 4
o, =), on a donc immédiatement

Suivant I’hypothése d’homoscédasticité (o, =&
i=K
>, -Do’
= =0~ ce qui établit la premiére partie des résultats présentés

E Sw =
N-K N-K

i=K

ci-dessus,
Quant & la somme S, des écarts «interclasses » gui est égale 4 Zn {x; —x)°, soit par
=]
=K — _i=K _ =K 2 i=K — _ _ —3
développernent, Zn,..xf. —Z.x.Zn, X +Zn,. X =Zn, X, —2x(Nx)+Nx soit en
i=l i=l =i
=K —2
- N.x , son espérance mathématique s'éerit, par linéarite,

définitive S, —Zn x

E(SB)=§n.-E(£ V- NEGE).

—
Mais, de la relation Var(x)—o-' —E(x ) I:E(xi):' , 12i<K, résulte expression
. 2
Ex)=Zo+m,
nl'
L 2
Ex )= +m.
n
1=K

soit compte tenu de [’hypothése d’homoscédasticité ci-dessus

i

De méme E(x )= Var(x)+E(x) avec d’une part, Var(x) Var(z T) soit par psendo

i=f

. 1 2 - 1 =R 2 0'2 2 i
linéarité de la variance, Var(x)=-—> n Var(x)=—> n*.—=0c" =" et
()NI,Z:E )Nzg,:'n,, N* N
r-K .
d’autre part E(Jc) Z———=m {(toujours suivant "homoscédasticité « égalité  des

=1

- 2
variances ¢ »).
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i=K

Des développements précédents, résulte & partir de E(S;) = Zn E(x ) N. E(x ), la

i=1
i=K 2 i=K

relation £(S,)= Zn i—-i—Zn m~N. F_N .’ . Lorsque I'hypothése H, est vérifiée

=l il i=l

(m, =m,..=m, =m), il est immédiat que E(S,)=(K ~1).o? ce qui établit la propriéte

annoncée d’é

=K
Revenant 4 S, = Z(ni ~1).s] et utilisant les résultats de 'application 1.4 du chapitre I, on
i

(n,~1).57

remarque gue les variables indépendantes V, = ————- suivent des lois de 2 a v.=n -1
i
i=X

degrés de libertés (1 <7< K ). Ainsi, la somme ZV suit-clte la [oi du y” & v = Zv

i=i i=l
degrés de libertés, soit v=N-K degrés de Ilibertés. Rappelant I’hypothése
1-K
d’homoscédaticité (o’]2 =c\'22 ...=0',2( =c"), la loi de ~% Z est donc la loi

72 (N - K). De méme, suivant les résultats de l’apphcatlon [.1 du chapltre I (théoréme de

FISHER), le rapport i’;— suit laloi ¥*(K —1) (loi du chi- deux 3 K —1 degrés de libertés).
o

8,
. / K-o’ . .
Par quotient, le rapport F = suit la loi de FISHER SNEDECOR.

/N K)o?

F(K-1,N-K} (cf application 1.3 du chapitre 1), ce qui justfic la fonction

/2
K-1 employée dans le présent test ANOVA et la procédure de construction de la

S /
K
région critique précédemment exposée.

» On remarquera que le rejet de Fhypothése H, :m =m,...=m,, ne foumit pas
I’identification des moyennes qui sont différentes. Plusieurs méthodes permettent de
traiter ces comparaisons multiples & commencer par un fes! { de STUDENT appliqué &

chaque comparaison deux & deux des moyennes m,.

Entre autres, la méthode des contrastes de SCHEFFE offre une solution souple dans
le prolongement de 1’analyse de la variance. On appelle contraste entre les moyennes
i=K
m(1<i<K), toute combinaison lincaire CzZC,..m,. dans laquelle la somme des
i=]
=K
coefficients C, est nulle ( ZCj =0). En outre, on rajoutera fréquemment la condition
=1

= 2 pour homogénéiser les coefficients).

=l

Par exemple, la série des C,, (%:y’*y"“ 12, 0,...,0) permet de comparer m, +m, a

my+m,,...
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S, K

Le contraste est jugé significatif si }6'12n= J{K 41)_F;.N K.(Z—’) ou
- =t 1

. 1=K

C= ZC,)—CZ, F_ étant le seuil vérifiant Prob(F > F )=a ol F suit la loi de FISHER
=l

SNEDECOR, F(K -1,N -K) et oli n, désigne la taille de 1’échantillon considéré dans la
population 7,1 <i< K.

b) Le test de comparaison des variances de BARTLETT

Applicable dans les conditions du paragraphe précédent, & savoir la normalité des
échantillons extraits dans chacune des K populations, échantilions de tailles n,
(1<i<K) égales ou non, le test de BARTLETT qui répond au choix de
H,:0} =cl..=o; contre H,:3(i, j)/ o} = o7, repose sur la statistique :

i=K
SW

N_K)—;:(ni—l)lnSf.

B= ” —
1+ 13 L
3(K-1)|Sn-1 N-K

(N — K).In(

i=l

i=m —
(avec les notations du paragraphe antérieur et Sf = Al*iz (X, —)(,.)2 J1<i<K,

St =
En effet, on montre que, sous I'hypothése K, la variable la variable B suit
sensiblement une loi du ¥* 3 v = K —1 degrés de libertés. Dés lors, la mise en ceuvre du
test est simple et s résume 3 déterminer, dans les tables de valeurs annexdes, le seuil .
vérifiant Prob(y” > y))=a (o erreur de premiére espéce donnée). Notant par b, la

valeur calculée de B, la régle de décision est done de décider H, si b2y’ et H, sinon.

2,7 Tests progressifs

Dans ces tests, la taille n de I'échantillon est supposée aléatoire en fonction des
observations effectuées, pratique intéressante au regard des économies qu’elle peut
permettre de faire sur I’échantillonnage.

En effet, considérons par exemple, un test de conformité qui, portant sur une proportion et des
échantillons de taille 25, conduirait 3 rejeter ladite conformité si plus de 10 piéces défectueuses
sont constatées parmi les 25 piéces prélevées.

Supposant ces pidces tirdes une 4 une et examinées aussitdt, il est bien évident que si un tirage

condujsait 4 9 piéces incorrectes au bout de 9 prélévements, il y aurait fort 4 parier qu’il soit
inutile d’attendre le 25°™ tirage pour conclure 4 1a non conformité de la fabrication.

Ainsi, la taille de 1’échantillon est-elle guidée par les résultats obtenus,

Une méthode progressive rclativement au test d’une hypothése "H" est done
caractérisée par une régle de décision qui, aprés chaque observation, permet de statuer
entre :

- accepter H;

- rejeter H;
- effectuer une observation suppiémentaire.
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r r . ox

H,:8<86,
H 026,
H,:8=6,
H:0=6
En effet, il est montr¢ que R, désignant le rapport des fonctions de vraisemblance

L2, %,8) Hy:0<6, les résultats -
L{x,x,,...x_,0,) H:0820°

B

- pour R < o un risque d’erreur inférieur & £ si on retient I’hypothése H,
-

distribution donnée, a pour forme { , avec 6 >6,, test s’appuyant sur le test

entre deux hypothéses simples {

égal & , on a relativernent au test composite {

alors que H, est vraie ;
1- . e : . ;
- pour R >—"— un risque d’erreur inférieur & «, si on retient I’hypothése H,
o
alors que A est vraie.

Concrétement, on calculera successivement les rapports R, R,,..,R, aprés chaque
observation et on les comparera aux seuils ci-dessus pour conclure entre 7, ct H, etla

poursuite des prélévements. Cette procédure est imagée ci-dessous dans le cadre d’un test
entre deux hypothéses simples, portant sur la moyenne d’une lei normale (o supposé
connu}.

Hy:m=

m
B * (avec m, = m,), le rapport R a

Dans les conditions ci-dessus et pour le test {
m=rm
1

-
1
2.0

pour expression exp [— 3 2 I:(xj -m)’ —(x,—m,)* ﬂ, soit par développement,
i=1

H

R" =exp %___2;”1_02(2 X —nm) . La dOUble mégallté L <R < -1":!_3" qul
o P 2 - [#3

correspond 4 la zone d’incertitude, s*écrit donc, eu égard 4 Iexpression de R, :
i=n

ng—h Sin <Sng+h,

i=1
2 _ 2 _
avec q=m°+m‘,hl= g .ln(l a),hz= g .ln(1 ﬂ).
2 (m, —my) i (my —my) o
Posant A(n)=nq-h et B(n)=ng+h,,
la mise en ceuvre du test consiste & tracer,

refus
B(n) dans un repére ou les valeurs de » sont
portées en abscisse, les dreites d’équations
Aln) et B(n).
incertitude L .
Considérant, par exemple, le point
Afm) ime

représentatif du p™™ prélévement, point de

acceptation =p
coordonnées { p,in) dans le repére ci-
=1

contre, on conclura i ;

> n
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- H, : sile point en question vient en dessous de 1a droite A(n);
- 1, : sile point en question vient au dessus de la droite B(#) ;

- I'incertitude, c’est-a-dire la poursuite des prélévements dans les autres cas,

3. Les tests non paramétriques

Peu exigeants quant aux hypothéses de validité hormis !'indépendance des
observations (ce n’est pas cependant une condition systématique), ils font abstraction de
la condition de normalité trés présente dans les tests paramétriques pour le cas des petits
échantitlons et ils trouvent donc en ce domaine (#<30), un terrain d’applications
privilégié.

D’une grande variété de choix, les tests non paramétriques dont la mise en ceuvre
est, en outre, souvent simple, touchent un chamip trés large de domaines, étant notamment
incontournables lorsque les dornées ne sont pas quantitatives (tests qualitatifs).

A noter néanmoins, que leur puissance est inférieure a celle des tests paramétriques
lorsque ceux-ci sont applicables et que ’hypothése de normalité est satisfaite.

3.1 Tests d’adéquation

A partir d’une distribution empirique donnée caractérisée par les valeurs x, d’une
variable aléatoire X, regroupées en classes ou non, et leurs fréquences absolues associées
N, la question qui est posée ici est d’admettre ou non ! 'ajustement de la variable X par
une loi théorique donnée, discréte ou continue.

Le test de chi- deux constitue le plus connu des outils utilisables ici. Toutefois, dans
le cas de données quantitatives, il pourra utilement étre substitu¢ par d’autres tests tels le
test de KOLMOGOROV, tous deux construits autour de la notion de distance entre
distributions empirigues et théorigues, ou s’agissant de Ia loi normaie, le test de SHAPIRO
et WILK et la méthode graphique de la droite de HENRY.

a) Le test d’adéquation du chi- deux( xz )

Les données relatives & X sont réparties en classes "i", (1 £i<m) comme le montre
le tableau ci-dessous, chacune d’entre elles correspondant & une valeur x, ou a un
mtervalle [xj,xm[. Les fréquences absolues empiriques (observées), soient N, et les
Jréquences théoriques induites par la loi par laquelle on teste I'ajustement (N.p, avec

p;=Prob(X=x) ou p =Prob(x, < X <x,,) et N :iN,,) sont mentionnées face 3

i=l

face dans ce tableauw.

Classe Effectif Probabilité Effectif
(1<ism) observé théorique théorique
l N, P N.p,
: W, 2 N.p,
Total N 1 N
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H,: on accepte ['ajustement

Le test est donc ici ;

H : on refuse 'ajustement

o« A cet effet, PEARSON mesure la distance D entre la loi théorigue et la loi empirique
o S(N-NpY
(observée) par la quantité D = Z(—’——L)
=l N.p,
montre qu’elle converge, pour N grand et lorsque H, est vraie, vers la loi du chi- deux &

, dite « distance du chi- deux » et dont on

m—1 degrés de libertés, soit y*(m—1).
Dans ces conditions, et définissant la région critigue (zone de choix de H,) sous la
forme Wz{(xl,xz,...,xn)/ D> xi}, la donnée de I'erreur de premiére espéce o permet

immédiatement de déterminer le seuil y & partir de ’équation Prod(y’ > y2)=a ol
% estla variable du chi- deux & m—1 degrés de libertés (cf. tables de valeurs annexées).

En bref, onrejette H, si D, ,, = y. (décision H, retenue dans le cas contraire).

calculé
« Cependant, {a convergence de la loi de [ vers la loi du chi- deux, n’est admise que si
les effectifs théoriques N.p, sont tous supérieurs 4 5, cette convergence étant d’autant

mieux satisfaite que ces effectifs N.p, sont grands. A cet égard, on regroupera donc les

classes d'effectifs inférieurs a 5 avec les classes adjacentes, la valeur du nombre de degreés
de libertés v =m—1 étant a apprécier une fois ces regroupements préalables effectués.

« Enfin, si dans la détermination de la loi théorique, il est nécessaire d’estimer &
parametres, il convient de diminuer d’autant le nombre de degrés de libertés, égal en
définitivea v =(m-1)-%.

Par exemple, I"approximation par la loi de POISSON, entraine £ =1.

b) Le test de KOLMOGOROV

Préférable au test de chi- deux lorsque la distribution avec laquelle on teste
P’ajustement est une loi continue (dont notamment la loi normale), ce test est basé sur la
comparaison des fonctions de répartition.

Partant d’un échantillon indépendant (X,,X,,....X,) de taille » et de variable parente

X (de fonction de répartition inconnue F(x)) et d’une loi donnée de fonction de
o  [Hy i Fx)=Fy(x)

répartition F,(x), on se propose de tester : .
H, : F(x) # Fy(x)

Pour cela, les valeurs de 1’échantillon étant rangées par ordre croissant, soient X(i)
les statistiques d’ordre ainsi obtenues, on compare F,(x) a la fonction de répartition

empirique F (x), fonction en escalier définie par :
0 si x<X(i)
=_| i . . .
F=| V' si X()<x<X(i+1)

l si X2X(n)
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Cette comparaison a lieu par ['intermédiaire de la distance de KOLMOGOROYV , soit

D(Fo,ﬁ') = Sup({F,{x) —ﬁ‘(x).), dont s’agissant de données sous forme d’échantillon (voir

applications pour des données réparties en classes), 1’expression est:

Fy(X(0))- mxmlﬂ}

i
B E]
=121 n

Wﬁb%{

Sous I’hypothése H, (soit F(x)=F,(x)), Ia loi de D(F;,?’ ) ne dépend pas de F,.
En effet, suivant un résultat relevant du calcul des probabilités et a 1a base de la simulation
stochastique, les variables F (X () sont uniformes sur [0,1]. Plus précisément, on montre

~ k=t
que pour 1 assez grand, Prob(y/n.D(F,, ) > 1) est proche de 2. D (=) exp(-2k° F),

k=1

série qui converge trés rapidement.
Des ¢léments ci-dessus, résulte ia valeur du seuil D, tel que Prob(D2D, Y=

k=t
En effet, en notant par 7, la valeur de t\Z.Z ()" exp(-2.8’ )=« il en résulte
k=1

. . t o1y , .
aisément D, = :/5: (2, indépendant de n). Ce résultat, valable dés que » est assez grand
H

(n=40) est numériquement fourni par la fable des valeurs de la fonction ¢ de
KOLMOGOROV {cf. annexes), table de laqueile ressortent pour les valeurs les plus
courantes du risque de premiére espéce @, les données :

D\« 0,20 0,15 0,190 0,05 0,01
Jn Jn Vn Jn Jn
« Pour le cas des petites valeurs de n,(n< 40), la table fournit en fonction de », la valeur
du seull D, vérifiant Prob(D > D, ,)=a. Ces valeurs sont indiquées ici pour le test
o |HyF=E : :
bilatéral mais il existe aussi des tables dans le cas des tests unilatéraux
H F+F
'H,:F=F, H,:F=F,
ou .
H,:F>F H :F<F,

En conclusion, sur la base de la région critique W = {(x,,xz,...,xn)/ D(F},,f’ )= Da.n}
on appliquera, s agissant du test de KOLMOGOROV, la régle de décision :

- D

calculé

=D, = ondécide H, ,c'est-a-dire le rejet de ['ajustement,;

-D

alculé

¢) Le test de normalité de SHAPIRO et WILK

< D, , = on ne rejette pas I ajustement.

Applicable & une série d’observations ind¢pendantes (x,,x,,..,x,) d’une variable
quantitative dont on teste la nermalité ou non et valable pour des tailles nd échantilions,
relativement faibles (5<n<50), le test de SHAPIRO-WILK, dont il faut souligner la
puissance élevée, ¢st basé sur le rapport # de deux estimations liées 3 [a variance dont
provient I’échantillon :
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- D'une fonction des éfendues partielles x, —x,%,  —X,,...., les données x, ayant

Xy,
préalablement €té classées par ordre croissant (x, <x, £..<x)) ;
i=n _
» L x 2 2
- Tautre égaled (n-1).s" = Z(Jcj -x)y.

i=1
« Pratiquement, les étapes suivantes sont a mettre en ceuvre :

Etapel: Classer les données x, par ordre croissant (= statistique d’ordre

X <x S.<x).

X

Etape 2 : i=n

i=n _ -
Calculer T, = Z(xj - _x)2 avec x =41 .
=l n

Etape3: Calculer les différences d, =x,~x,d, =x,_, - X,,..,d, =X _,, —~x,.. St n

1
4

, N . L
est pair on formera ainsi 5 différences, et si 1 est impair, on se contentera

n-1 . . . . L a ) e
de = différences, I’observation médiane n’étant pas utilisée alors.

Etaped: 2 in '
On calcule la quantité W=«?;w ol b=2a,..d,., les coefficients a, étant
n =l

fournis en fonction de » et de i (5 <n <50) par une table de valeurs jointe
(cf. annexes),

Etape3: Oncompare W aun sewil W, luen fonction de e et de » dans la table de
SHAPIRO-WILK jointe également en annexes. D’ol, la régle de décision :

> Si W W_, la normalité de la distribution n’est pas rejetée ;
= Si W <W,_, hypothese de normalité est rejetée.

d) La méthode graphique de la droite de HENRY (normalité)

D’une grande simplicité, cette méthode graphique part du résultat suivant lequel, sous

I'hypothése de la normalité de X, la-variable &= Xom suit Ja loi normale, centrée,

réduite de type N(0,1).
Ainsi, pour tout x, a-t-on Prob(XSx)=Prob('g’st=%)=ﬂ(t), TI(¢) étant la
fonction de répartition de la variable ¢ dont la table des valeurs bien connue est annexée).
En d’autres termes, et partant de la fonction de répartition empirique F (x) associée
aux données (x,x;...,X,) qu'on aura préalablement classées par ordre croissant, ici
encore, si aux valeurs de F (x,),(1<i<n), on associc les nombres 7. solutions des
gquations F'(x‘)=I‘I(tf.), la relation qui lie les ¢ aux x, est linéaire dés lors que la

X —m

i

(o2

variable aléatoire X suit la loi normale {puisqu’en théorie, on doit avoir ¢, =
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1l s’ensuit e mode opératoire suivant de la droite de HENRY :

Etapel:

Etape 2 :

Etape 3 :
Etaped4 :

Classer les données x, par ordre croissant (=> statistique d’ordre

x <x,<..<x,) et exprimer, point par point, la fonction de répartition

empirique F(x} (cf. la définition donnée au paragraphe b) précédent).
A noter cependant, que Ie plus souvent, les données auront préalablement été
réparties en classes, ce qui revient & calculer les fréquences cumulées (cf
exemple en applications ci-aprés).

Associer aux valeurs x,, les nombres #, vérifiant les relations f’(x,.) =TI(¢,).
Dresser dans un repére (x,¢) les points M (x,t).

Si ces points A, sont sensiblement alignés, 1a mormalité de X est vérifide

(ajustement rejeté dans le cas contraire). La droite en question, dite « droite
de HENRY » qui sera tracée de fagon & passer le plus prés possible des n
x—

. RTY: - m
points M,(x,z) et dont en théorie I'équation est ¢= , coupe donc

I’axe des x au point de coordonnées (m,0).

On en déduit donc, & travers cette intersection avec 1'axe des abscisses, une
¢évaluation de m=E(X}. De méme, la pente de droite qui est en théorie

Pinverse de o, fournit en conséquence une évaluation graphique de a(X).

Le test de KOLMOGOROV peut utilement
appuyer les conclusions qu’inspire la droite de
HENRY. 1l suffit pour cela de repérer le point

M, / M, le plus éloigné de la droite en question, §
désignant la distance comrespondante, soit

/rR o S=MgQ,.

Si §2D, (D,, étant le seuil critique du test

de KOLMOGOROV dont la détermination a
X, déja été présentée an paragraphe b)), on rejette

et > I'hypothése de normalité (du moins au
X voisinage de la valeur x,). '

Dans le cas contraire, ’écart en question est jugé ne pas remettre en cause la
conclusion de normalité.

3.2 Tests de comparaison entre échantiflons indépendants -

Quelques cas parmt les tests les plus connus sont présentés ci-aprés, une distinction
¢tant opérée entre le cas de deux populations (K =2) et celui d’un nombre supéricur de
populations (K > 2). A noter que le test du chi- deux est également trés présent pour les
comparaisons entre deux échantillons notamment pour le cas de variables discrétes,
comme cela pourra étre constaté  travers les applications ci-aprés.

a) Le test de KOLMOGOROV-SMIRNOV pour Uidentité de deux distributions

Vanante du test de KOLMOGOROV précédent, le présent test de KOLMOGOROV-

. Hy:F,=F, . N
SMIRNOV a pour objet de tester FoiF dans les conditions ci-aprés :
1+ x ¥
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On part de deux échantillons indépendants de variables parentes X et Yet de tailles
respectives m, et m,, F, et F, étant les fonctions de répartition de X et de Y.

Considérant les fonctions de répartition empiriques F,, et F, définies dans les conditions

déja exposées au paragraphe 3.1.b) précédent, on utilise cette fois Ia distance :

D(F,,F,) = Sup

xeR

F(0)-F,(x)

(resp. D(Fy,Fy) = Sup(Fy () -F,(x) ou D(Fy,F)=Sup(F, ()~ F, (x)) lorsqu'il
xeR

xeR
H,.F,=F, t{HO:FX=F;

s’agit des fests unilatéraux .
H :F, ~F, H :F,<F,

« Or, sous 'hypothése H,, et pour n, et n, grands, pratiquement n, >40,n, 240, on

n,.n o~ . ..
¥ D(F, ,F)=f) converge également vers la  série
xo L'y g g

montre que Prob(
Ry + Ry

k=1
2.2(—l)k*'.exp(—z.kz.tz). Notant donc par D,, , le seuil vérifiant la relation
pa

—— R N . ; . n +n
Prob(D(Fy,F,)2D,, , , il vient immédiatement D, = ’—X—Y.ra (r, ayant pour
e T ny .1y,

ce qui est du test bilatéral, des valeurs comparables 4 celles déja indiquées précédernment.
c'est-a-dire :

.\ 020 0.15 0,10 0.05 0.01
P o T LR A BTy (Tt ppvy YR ey L
’ nemy | nen, | nen, | nen, |\ memy

Pour ce qui est des petits échantillons, les tables jointes en annexes fournissent pour
diverses valeurs de n, etde n,, et pour les cas a = 0,01 et & = 0,05, les valeurs du seuil

D,, ., Prob(D2D,,  )=o.

My sy

. En conclusion et & partir de la distance calculée D, (F,,F,), on conclura a H, si

cafculé
D, us(Fy,F,)2D,, , eld H, autrement, tout cela au risque de premiére espece o . Iei

Sfiy

- . _ H,.F, =F,
encore, des tables spécifiques traitent le cas unilatéral (resp.
H :F,~F

Hy Fy=F . , - ; o= = -
), la distance & considérer étant D(F,,F,)= Sup(F,(x)-F,(x)) (resp.
Hl :FX = FY xeR

D(Fy, Fy) = Sup(Fy (x) = Fi ().

Les éléments susmentionnés sont illustrés a travers I’exemple ci-aprés dans lequel a partir de
’observation de la taille du domaine vital {en km?) pour neuf ours femelles (X)et six ours

miles (¥), on teste I'hypothése H, : il n’y a pas de différence significative dans les tailles du
domaine vital pour les ours méles et femelles, contre ’hypothése H| : la taille du domaine

vital pour les ours méles différe significativement de celle du domaine vital pour les ours
femelles.
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Les domaines vitaux (en km?) ainsi observés pour les ours considérés sont les suivants -

Ours 37 72 60 49 18 50 102 49 20

femelles
X

QOurs 94 504 173 560 274 168
méiles

(Y)

La mise en ceuvre du test conduit & classer par or ordre croissant les valenrs de X etde Yeta

mettre en tegard les fonctions de répartition F, et F , pour en déduire, point par point,

et a fortiori de Sup ~F,|. Dans le tableau

I’expression des différences FX —F,,

ci-dessous N, et N, désignent, pour chaque valeur x, le nombre de valeurs de X (resp. de
Y ) inférieures ou égales & x, les rapports N% et N% étant en conséquence les valeurs de

Fy etde Fy, aupomt x.

Valeurs N N - N ~ N

x * ' Fr = % F= %

18 1 0 0,111 0 0,111
20 2 0 0,222 0 0,222
37 3 0 0,333 0 0,333
49 5 0 0,555 0 0,555
50 (3 0 0,666 0 0,666
60 7 0 0,777 0 0,777
72 8 0 (0,888 0 (0,888
94 8 i (0,888 0,166 0,722
102 9 ! 1,000 0,166 0,833
168 9 2 1,000 0,333 0,666
173 9 3 1,000 0,500 0,500
274 9 4 1,000 0.666 (0,333
504 9 5 1,000 (0,833 0,166
560 9 6 1,000 1,000 0

La distance D( . },) SupiF. X(x)—ﬁ';(x) a donc pour valeur 0,388 dans le cas proposs

xeR
ici, Sagissant d’échantillons petits et d’un test hilatéral, les tables annexées fournissent pour

ny =9,n, =6, =0,05, lavaleur D, ;, ¢, du seuil D‘z ,"Pr ob(Dz D m=a.

L’inégalité 0,888 20,722 conduit donc ici 4 rejeter I"hypothese A, puisque D, . 2 D, ey -
b} Les tests de MANN-WHITNEY (« U test ») et WILCOXON pour Pidentité de deux
distributions

Plus puissant que le test de KODLMOGOROV-SMIRNOV, le test de MANN-WHITNEY
est fondé non pas sur les valeurs observées (%1,%5,-0%, ) €t (3, ¥a,eens y,,y) , mais sur leurs
rangs dans un classement commun,

Plus précisément, ce test repose sur le fait que si les X (1<i<n,) etles Y,(1<j<n,)
ont méme loi, 'ensemble qui résulte de leur mélange est homogéne, les probabilités
Prob(X, <Y ), (i, j) étant proches de yz lorsque les lois de X et de Y sont identiques.
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Ainsi, notant par U/ le nombre de couples (7, j) pour lesquels X, <Y, et considérant
qu'il y a au total n,.n, couples (f, /) possibles, ’hypothése H,: F, = F, conduit pour U
Hy:F,=F,
H . F, #F,

2.,

U, étant détermin€ ici encore a partir de I’erreur de preiniére espéce o .

. n,.n . .
4 une valeur proche de XTY Le test en question qui porte sur { est donc

construit autour de la région critigue :

W = {(xpxga'"sx"‘. ))(y[-:.yz:"'!yn}- )/

HX'n.‘r'

-

Or, pour des grands échantillons (n, 220,n, 2 20), on montre que /a statistique

U T
2 converge vers la loi normale centrée réduite N{0)1). Dés lors,
iy Hy.(7, + 1, +1])
\/ 12
notant par f, le nombre vérifiant Pr 0b(|§| 21, )=a, il vient immédiatement 1’expression

du seuil critique U, =¢, _VF"X.ny.(nX +ry +1) .

12
" , o HG :FX = FY
La transposition du test précédent aux tests unilatéraux ou
H :Fy >~
H :F.=F _
est immeédiate. D’autre part, pour le cas des petits échantillons, on pourra
H F,<F,

recourir & des tables de valeurs spécifiques.

» Notamment, lorsque les échantillons sont de grarndes taiiles, la comptabilisation du
nombre total U de couples (i, ) pour lesquels X, <Y, peut étre simplifiée en
considérant /a somme W des rangs des valeurs x, dans U'échantillon mélangé, soit

(X Xa 00 X, V1, Yooy yny) , somme dont on montre qu’elle est reliée & I/ par la relation :

U=n,n, +M—W .
Le test de 1a somme des rangs ainsi construit, qui est le test de WILCOXON, conduit
UM
immeédiatement, 4 partir de la relation Prob( )2£,)=ca alanouvelle
\(nx.ny.(nX +n, +1)
12
W ny(n, +m +1)
équation Prob( 2 2t )=a, d'on, la région critigue :
Ry (1 +my 1)
12

’W— ne{n, +n, +1)

ZWE},

W = {(x]-:xza'",xnx)5(y15y25'"9yny)’/

ny #, {0y +n, +1)
12 '

avec W =1, \/
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Ici encore, des tables de valeurs permettent de traiter le cas des petits échantillons.

« Enfin, pour les deux tests précédents qu’on regroupe fréquemment sous 1’appellation
commune du test de WILCOXON-MANN-WHITNEY, la détermination des rangs en cas
d’ex-aequo pourra s’effectuer par firage au sorf ou de préférence en attribuant aux
ex-aequo un rang moyen {cf. applications ci-aprés). Lorsque les valeurs identiques sont
nombreuses, il sera fait usage d’une formule de correction su# la variance, formule dont
les effets restent néanmoins souvent négligeables (du moins, pour un nombre limité
d’ex-aequo). La formule corrigée en question vise, pour U ou W, 4 remplacer la variance

. 1 : ny | N
\/"X ry (1 + 1y +1) par la quantité \/ Py [ N—T} avec N=ny+n, et

12 NAN-D| 12
=N, 43
~ tg —tg
o 12
une valeur g donnée du rang, ¢, désigne le nombre d’ex-aequo constaté.

, N, nombre de valeurs différentes des rangs, formule dans laquelle pour

¢} Le choix du test approprié

11 reste lié 4 la nature des différences que 1'on souhaite mettre en évidence entre les
deux échantillons a comparer.

S'il 8’agit de metire en évidence les différences qui concernent la tendance centrale
entre les deux populations dont sont extraits les deux échantitlons (médiane qui dans le cas
de distributions symétriques est aussi la moyenne), on privilégiera les tests de MANN-
WHITNEY-WILCOXON et KOLMOGOROV-SIRNOV, tout en sachant que le test de la
médiane (test de MOOD) développé en applications ci-aprés forme également une méthode
classique en ce sens.

Sil s’agit d’une comparaison plus large englobant tendance centrale et dispersion ou
aplatissement, il conviendra de préférer le test de chi- deux ou le test bilatéral de
KOLMOGOROV-SIRNOV.

d) Le test « H » de KRUSKAL-WALLIS pour Uidentité de K distributions (K >2)

Utilisant également la notion de rang, ce test constitue en quelques sorte, la
généralisation du test précédent de WILCOXON-MANN-WHITNEY. On dispose cette fois, de

K séries de valeurs x, . d’effectifs respectifs n,(1<i<X,1<j<n), et on cherche &
tester Phypothése de I'identité des distributions respectives de ces & échantiilons, soit le
test de Ihypothese nulle H,:F, =F, =..=F, contre I’hypothése alternative

Hy: 3 ) Fy # Fy -

Aprés avoir classé par ordre croissant tous les x, ; dans un ensemble regroup¢ et leur
avoir affecté leur rang correspondant dans ce classement, 1'idée est de calculer, pour

Sk,

=]
H.

’

chague classe i,(1<i < K), le rang moyen des éléments qu’elle contient, soit E =

¢t de comparer ces rangs moyens RT,R?,...,RK au rang moyen théorique R qui, dans
I’hypothése H, de Pidentit¢ des distributions entre les K échantillons est égal
i=N

N+1 =
, AVEC N=Zn .

i

I
R=i=
N 2 =
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On calcule alors, la somme pondérée des distances entre les RT et la valeur R, ou
=K _

——1—.Zni.(Ri —R)* dont on montre qu’elle suit la loi du

NN+ T

chi-deux &8 K-1 degrés de libertés. Dés lors, la détermination du seunil
22 /Prob(x” 2 x2)=a et la comparaison de H i x. permet de conclure quant au choix

de H, oude H,.

plutot Ia statistiqgue H =

« A noter la possibilité¢ d’appliquer un coefficient correctif sur la variance lorsqu’il y a

plusieurs ex-aequo, la formule consistant & remplacer H par H '=%, avec C égal A

2=N,
Z(t;_tg)

1-£ (¢ et N, étant définis ci-aprés).
N(N*-1) ( £ pres)

Dans la formule précédente, N, désigne le nombre de valeurs différentes des rangs
dans le classement regroupé, formule dans laquelle pour une valeur g donnée du rang, 7,
désigne le nombre d’ex-aequo constaté. Iei encore, pour le calcul de H , on remplacera ces
rangs ex-aequo par leur valeur moyenne.

« Enfin, comme pour le test ANOVA, une méthode inspirée des contrastes, permet
d’examiner, lorsque ’hypothése H, est vraie, quelles sont les distributions qui différent.
La méthode consiste 4 comparer deux 4 deux les différentes distributions ce qui conduit 2

K(K -1 . re
K&-D tests { K nombre de popuiations considérées).

Souhaitant conserver a ['erreur de premiére espéce o, 1a valeur totale qui correspond
au test de KRUSKAL-WALLIS, cela induit pour chacun des tests de comparaison ci-dessus,

5 5 P 7. o - P
Uerreur de premiére espéce réduite a'= m 11 s’ensutt, pour tout couple {i, 7, un

test se résumant, pour » assez grand, & 1a région critique :

. i=
|RA —R,| 2t,. n(n+1) . ——+—I—) avec n= Zni et ¢, vérifiant Prob(‘ﬂ St)=a'.
r 12 'n n =
3.3 Tests de comparaison entre échantillons appariés

Pour rappel, dans les échantillons appariés, les séries de mesures effectuées suivant K
modalités (dans le cas général) portent sur les mémes individus, le cas K =2 étant le plus
courant bien évidemment.

Par exemple, des mesures biologiques avant et aprés un traitement, la double correction des
copies, les rendements obtenus par des variétés cultivées sur différentes parcelles. ...

a) Le test des signes pour Uidentité de deux distributions

Peu puissant, mais trés simple, ce test qui s’applique au cas de deux échantillons, les
données étant associées par paires, n’utilise qu'un classement au niveau de chaque paire
et s’abstient donc de données quantitatives.

Pratiquement, aprés avoir éliminé les paires (x.,y,) pour lesquelles la différence
d.=x,~y, est nulle, on comptabilise an sein des n paires restantes, le nombre 4 de

différences de signe positif (paires « +»).
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Or, manifestement sous ’hypothése H, : F, =F;, la variable D qui caractérise le

nombre de paires « + » parmi les » paires restantes, suit la loi binomiale B(n, %) .

On est donc ramené ici & un test d ajustement (test binomial), dont le mode opératoire
est facilité par 1a table de valeurs annexée (table des valeurs crifiques du test binomial).
En effet, cette table fournit pour tout couple {(d,n)}, la probabilité Prob{D < d) pour le

cas de laloi B(n, %) .

, : Hy Fp=F
Raisonnant par exemple, sur le test unilatéral , la région critigue a pour
R
1'"° X ¥

forme d<d, ot d désigne la valeur observée de D et d est tel que, relativement a la

loi binomiale D: B(n, yz) ,on ait larelation Prod(D<d )=a.

Cette comparaison de d & d est équivalente & la comparaison de Prob(D<d) a a,
la probabilité Prob(D <d) étant lue dans Ia table susmentionnée. Concrétement, et pour
le test considéré, on décidera H, si Prob(D<d)<a.

Dans le cas du fest hilatéral, on se raménera au test précédent avec Uerreur de

- .« S o
premiére espece 5 ce qui revient & multiplier par deux 1a valeur lue dans la table (on a

cette fois, 2.Prob(D<d)<a).

Par exemple, on se propose d’évaluer la justesse d’un appareil de mesure en comparant les
hauteurs de sept arbres, calculées 4 partir dudit appareil puis de fagon exacte (au sol, apres
quils aient &té abattus, par exemple). Les données sont les suivantes :

n° d’arbre (i) 1 2 3 4 5 6 7
hauteur en m suivant 204 254 25,6 25,6 26,6 28,6 30,5
mesure par appareil (x, )
hauteur en m suivant 20,7 26,3 26,8 28,1 26,2 28,9 323
mesure exacte ( ¥,)

Tl s’ensuit les différences :

n® d’arbre (i) 1 2 3 4 5 6 7
différence d, = x, — y, 0,3 -0,9 -1,2 2,5 +0,4 0,3 1.8

On a donc ici, une seule différence positive, ce qui entraine ¢ =1. Or, pour n="7, la table
annexée des valeurs critiques du test binomial fournit la prebabilité Prob(D <1)=0,062,

probabilité & doubler si on considére le test bilatéral.

Fixant |’erreur de premiére espéce o & 0,05, onn’a pasici Prob(D<1)<0,05. On ne peut
donc pas rejeter hypothese de I"exactitude de ’appareil de mesure.

« Pour le cas des grands échantillons (n230), on pourra utiliser /"approximation de la

loi binomiale B(n,%) par la loi normale de moyenne -;1 et d’écart- type % (théoréme

de MOIVRE-LAPLACE).
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n
-z d-
Ainsi Prob(D<d)=Prob(& <—=2), ou Prob(D <d)=Prob(f < —2—) en
n 7
2

T

2
utilisant 1a correction de continuiré de YATES.

Pour rappel, la correction de continuité de YATES vise & corriger ’imprécision suivant
laquelle la convergence d’une loi discréte vers une loi continue conduit 4 confondre inégalités
larges et strictes puisque la loi limite qui est continue ne charge pas les points. Le principe en

est d’assimiler Prob{X =x) 2 Prob(x——;— £X< x+%} ce qui, entre la variable discréte
"X" et sa limite continue "X'", conduit par exemple, aux relations
Prob(X <x)=Prob(X <x+0,5),Prob(X 2 x}=Prob(X >x-0,5)....

b) Le test des rangs « signés » de WILCOXON pour Uidentité de deux distributions

Plus puissante que le test précédent, la présente version du test de WILCOXON,
également fondée sur la notion de rang, prend en compte 'amplitude des valeurs
d, = x,—y,, une paire ayant un grand « d, » se voyant donner plus de poids (a travers son

L3

rang) qu ‘une paire ayant un petit « d, ». Le mode opératoire en est le suivant :
= on calcule les différences d, = x, -y, ;
- on classe les d, par valeurs croissantes ;

- on «signe » les d, par « +» ou «-» suivant le signe de d, = x,—y, , les paires pour

lesquelles d. =0 étant éliminées;

= on aftribue un rang aux |a’r| en utilisant ici encore le principe des rangs moyens pour
les ex-aequo ;
=2 on calcule les sommes m et p égales respectivement aux sommes des rangs des d,

signés par «-» et des rangs signés par «+». Il est immédiat & ce sujet, que

k=n
m+p=Zk=M.
k=1 2

Sous I'hypothése H,, on a pour les statistiques M et P associées aux sommes

susmentionnées, E(M)= E(P)= EL(?Q et g, =0, = Ml%?ﬂ. Admettant que
p_ n(n+l)
pour n assez grand (n230), la loi de 4 converge vers la loi normale
J n(n+1).(2n+1)
24

centrée réduite N{0,1). On conclut aisément dés lors au choix entre les hypothéses

P n(n+l)

par rapport

H,:F,=F, et H :F, # F, suivant le positionnement de 4
J n(n+1).2nr+1)
24

au nombre ¢, vérifiant Pr ob(’él 2t,)=a (pour le test unilatéral, il en est de méme, mais

sans la valeur absolue).
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+ Dans le cas des petits échantillons (r <30), la table de WILCOXON (cf. annexes),
fournit relativement & la statistique P et en fonction des valeurs de n, le seuil
T,/Prob(PzT)=a. Pour le test unilatéral 4 droite, on retiendra donc H, lorsque

P

calculé

respectivement Prob(# <T y)=1—% et Prob(PZI;/)z%.
/2 2

2T, . Dans le cas du test bilatéral, on considérera les seuils T o et Tfy vérifiant
2 2

« Enfin, dans le cas ou il y a un grand nombre d’ex aequo parmi les valeurs |d |, on

corrigera la variance & D'instar du test de MANN-WHITNEY-WILCOXON, la formule
préconisée en ce sens, étant aprés correction :
g=N,

Varp=EDCRED LY, gyt

24 48 4
(f, nombre d’cx aequo pour chaque valeur distincte de 'a’,.| considérée et N, nombre total
de ces valeurs distinctes).

¢) Le test de MAC NEMAR pour lidentité de deux distributions swivant variables
binaires

En fait, il s’agit de comparer avant ct aprés un traitement donné, des mesures
effectuées sur les mémes individus et dont le renseignement fourni est de type binaire
{bon, mauvais - content, mécontent....).

Désignant par n, et 7, la proportion de la valeur « 1 » respectivement dans chacune

. . . . H :m=r
des deux populations considérées, il s’agit ici de tester: { 0" 72 Le tableau de
I E T,

contingence ci-dessous, rassemble les données en mettant notamment en évidence, parmi
les n éléments testés, les quatre situations possibles entre avant et aprés le traitement en
question (ona n=a+b+c+d).

Avant\Aprés 0 ] 1 z
0 a b a+tb
1 c d c+d
z atc b+d n=a+b+c+d
Dans les conditions ci-dessus, 1’égalit¢ des proportions =, = +d et «, = b+d
' ' : n "

conduit & Ia comparaison de » avec c, c'est-a-dire plus précisément, des échanges de
réponses 0 2 1 et | 2 0 entre avant et aprés le iraitement, 'invariance de la proportion
m de la valeur « 1 » qui correspond & ’hypothése H, conduisant pour ces échanges , 4

: . +c
’effectif commun théorique o

En effet, notant par ¢* et b les effectifs théoriques qui correspondent respectivement aux

transitions 1 = O et 0 - 1, lorsque H, est vraie, on a d’une part ¢ =4" =y | ce qui

implique a+2.y+d =n et d’autre part, s’agissant des effectifs observés, la relation

at+b+c+d=n. 1l s’ensuit aisément 2.y =b-+c, ce qui justifie la valeur commune
b+c

. A » *
susmentionnée ¢ =5 = T .

Le tableau ci-aprés, résume cette comparaisen entre effectifs absolus observés et
effectifs absolus théorigues, pour ces transitions 1 3 et 0> 1,
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Echanges
de 0>1 1290
réponses
Fréquences
absolues b ¢
observées
Fréquences
absolues b+e b+e

théoriques 2 2

L’application du test de chi- deux relatif a la signification ou ron de cette différence
entre fréquences observées et théoriques (test d’homogénéité), conduit immédiatement &
b+c b+c

G G ey
la statistique = bre T hie - e distance qui suit la Joi du
2 2
chi —deux & un degré de liberté. Tt en résulte immédiatement au risque de premiére espéce

. (. .. ey b—c) 2 2
a donné, 1a région critique caractérisée par (b—) 22 avec Prob(y’ 2 y))=a.
+c

A noter, pour les petits échantillons, la recommandation d appliquer la correction de
(b—c|-1

continuité de YATES, la distance 3 considérer étant alors 5
+c

d} Le test de COCHRAN pour Uidentité de K distributions suivant variables binaires,
K=z2

Version « binaire » du test de FRIEDMAN (cf. paragraphe suivant e)), il constitue une
extension du test de MAC NEMAR. On considére ainsi un échantillon de taille n dans
lequel une variable binaire est mesurée K fois a travers divers traitements, la question
¢tant, pour les proportions 7; de la valeur « 1 » au sein de ces mesures pour chacun des

traitements en question (1<i<K), de tester I'hypothése H,.n ==, =..=n, contre
I'hypothése altemative H,:3(i,j)/n, # x,.

Les données (mesures binaires x, ) sont rassemblées dans le fableau de contingence

ci-dessous :
Bloc Traitements « i »,15i<K
(n® de I"échantillon) X, X, X, ) X, |Somme

1 X1 X2 : 1, Xk L

2 Xo1 X32 : X3 X3k L,

! xr 1 xr 2 xi, i xr K Lt

n
Xl xn 2 xn, y3 xn,K Lﬂ

Somme C G, . C, . Cy S
=K i=n

®S=) C = L.
= -1
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La statistique de COCHRAN est définie par

>(c,- 2y (K—l).{](.fz -, c}.)z}
O=K.(K-1).7 = s = :

j=n

S LA{K-L) KZL —§L§
1=l i=l

=l

Lorsque H, est vraie, il est montré que O suit asymptofiquement la loidu y* & K -1
degrés de libertés, approximation supposée correcte dés que n24 et n.K 224 . Le cas de

I'identité des traitements correspond en théorie & C, :}{—,Vj (s j<K)=0=0.
Dés lors, la région critique du test qui traduit des €carts significatifs entre les C, et le
rappott théorique % est fournie immédiatement par la condition Q> 3> ot y_ vérifie,

relativement 4 la loi y?(K —1), Ia condition Prob(y*(K-1)2 y2)=a.

e) Le test de FRIEDMAN pour Videntité de K distributions, K > 2

Généralisant le test des signes et formant une analyse de variance (ANOVA) non
paramétrique, le test propose i partir d’un échantilion de taille # soumis & K mesures 4
travers divers traitements X, (1<i<K), distincts, soient x, (1<i<nl<j<K) les

données ainsi collectées, de tester 'hypothése H,,: «les K traitements sont identiques »,

contre ’hypothése H, : « il existe au moins deux traitements qui différent ».

Comme pour le test de KRUSKAL-WALLIS, Ia condition exigée ici des données est de
pouvoir étre classées (qu’elles soient quantitatives ou ordinales). Cette fois, du fait qu’il
s’agit de données appariées par lignes « blocs », c’est pour chague élément considéré de
I"échantitlon (c'est-a-dire par ligne), que les rangs sont déterminés, la somme qui en

i=K
. . , . K(K+1
résulte étant constante pour toutes les lignes et égalea » i= KK+

i=1

. Les données sont

résumées ci-dessous :

Bloc Traitements « j »,1<j<K
(n® de I’échantillon) X, X, _ X, ] X, Somme

]. . ri,l rl,Z . . ”,,J . rI,K Rl = K(K + %
2 oy %o . r . 5y R, = K(K+ %
i Fia Fia : b . fix | R = KK+ I)/2
n B Fo2 B hx | R —K'(K"'ly

’ . " 2

Somme S 8. | - 18, | - |5

— S.
Notant par R, les moyennes —~ pour chacun des traitements « j » ci-dessus
4]

(1£j<K), la statistique choisie ici pour comparer les effets des X traitements en
question, est la statistique du test de FRIEDMAN .
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Cette statistique est définie par :

i=n j=K
ZE’?J nK(K+])
_ 2

F=12—"n. (R -RY, avec R=22/11 Kl
K(K+1) o 7 nK nK 2
= __ K
Il en résuite F =ﬂ—.z (R. ——+1)2, ou encore aprés développement,

K&K+)= 7 2
, 12 o 3

Iexpression F =———.ZS - =3n(K+]).
nK(K+1) =7

Or, on montre que, pour n assez grand, F qui exprime la variabilité entre les
traitements {F =0 si ceux-ci sont équivalents «hypothése A »), suit une loi de

chi- deux & X —1 degrés de liberté, soit y*(K —1). Dés lors, la région critigue du test de
FRIEDMAN est générée par la valeur du seuil x’/Prob(y*(K-1)= y2)=a, région
critique caractérisée par la relation F,, , > x2.

kY

« Pour le cas des petits échantillons, on déterminera le seuil F,/Prob(F=F)=a a
partir de 1a table des valeurs de la statistique de FRIEDMAN jointe en annexes.

« D’autre part, lorsqu’il v a des ex-aequo a I’intérieur d’un bloc, on utilisera ici encore le
principe du rang moyen avec en outre Iapplication d™un facteur correctif suivant la

i=p g=0;
Z Z (rgg ~t)
formule F_ =~ avec C=1-22 G désignant pour le bloc i,(1<i<n),
COPTiY k3 T
C n{K° -K)

le nombre de valeurs différentes et ¢, le nombre de répétitions de la valeur n° g
(1<g<G).

« Enfin, comme pour le test de KRUSKAL-WALLIS, on peut lorsque I’hypothése H, est
o . - K(K-1)
rejetée, déterminer la source des écarts entre les traitements, ceci A travers les ———
tests qui permettent de comparer, deux a deux, les traitements effectués. Considérant ainsi

Perreur de premiére espéce réduite o '= (pour conserver le risque global a sur

o
K(K-1)
I'ensemble des comparaisons), chaque test, formulé par exemple 4 partir d’une
comparaison sur les rangs moyens par traitement, conduit a 1a région critique :

K{K +1)

P , ¢, vérifiant, pour n assez grand, Prob(|§| 2t)=a'
R

‘R_j—fﬂjata..

3.4 Tests d’association

Le test du » de PEARSON antérieurement développé au paragraphe 2.3.d) du présent
rappel de cours, constitue un exemple classique de test d’association pour variables
quantiiatives et pour des liaisons linéaires.

Mais, il demeure le cas des variables qualitatives (ordinales ou nominales) et qui plus
est, la notion d’association et d’indépendance ne peut pas étre restreinte aux liaisons
linéaires. Il est rappelé en effet, qu’il existe des variables qui ont un faible coefficient de
corrélation linéaire et qui cependant sont trés lides par une relation monotone autre que
linéaire,
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Les statistiques du rhé de SPEARMAN et du tau de KENDALL offrent cefte
alternative utile au coefficient r, , de PEARSON.

a) Le coefficient Rhé de corrélation des rangs de SPEARMAN pour la liaison entre
varigbles quantitatives ou ordinales

D’une portée plus large que le coefficient 7, de PEARSON puisque détectant les
liaisons non linéaires et s’étendant aux données ordinales, le coefficient de SPEARMAN
qui est basé sur les rangs des valeurs des variables et non les valeurs elles-mémes, permet
de s’affranchir de I'hypothése contraignante de normalité a4 Pinstar des tests non
paramétriques.

Partant d’un €chantilion de » valeurs (x,.y,),1 <i<n, de deux variables aléatoires X
et ¥, et notant pour tout /, les rangs respectifs R et S, des valeurs x, et y, au sein des

séries respectives (x,x,,..,x,) €t (¥, ¥,-Y,} préalablement ordonnées par ordre
croissant, le coefficient de SPEARMAN est défini par p = cov(R, 5)
JVar(R)Var(S)

En pratique, le coefficient de SPEARMAN est fourni par la formule
63 (R -S)

i=l

nin’ 1)

Sk

=-~1<p<l.

p=1-

En effet, il est immédiat que R=5=H , 50it en définitive E:E:l. ,'=n_;1_
" 1 i
Par ailleurs, ZR? — ZS;— =Zi2 =££’1i1)6££+_1) (du moins lorsqu’il ll,y a pas d’ex
1=l =] i=l
acquo). Il en résulte Ii":(R -R)}= li(s_ ~5) = ER'Z _nR = n(n’=1)
’ ; ¢ < i . i - —12 .

Enfin, on a parallé¢lement, Z(R, S,y —ZR, +ZS2 ZZR, .S, , soit en développant,

i=l =l i=1

Z(R;_Sr)z_ﬂwﬂ ZZ
(n+1)(2n+1) Z(}g SY (n+1)

r=l

Finalement, p = - , ¢ qui aprés simplification établit
_ 12
ﬁ.f (R-S)
Pexpression annoncée p = I_T;.(n—z—l)v .

« Or, & I'instar du test - de PEARSON présenté au paragraphe 2.3.d) antérieur, on montre

que pour » assez grand (7 >10), 1a variable T = p. > suit approximativement ia loi

1-p
de STUDENT & v =n -2 degrés de libertés.
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Ramenant ainsi I’indépendance des variables X et Y a un test bilatéral dont I'hypothése
H, cst 1a nullité de I'espérance de p et a fortiori de T, il vient immédiatement la région

- I . .
critique |p|> —‘/“;2— ol ¢, vérifie Prob(T|2t,)=a, T variable de STUDENT
=2+t

v =n-2 degrés de libertés,
A noter également, la convergence pour n grand, de p vers la loi normale de variance

——, cc qui relativemment au test bilatéral portant sur la nullité ou non de I'espérance

mathématique de p, conduit & partir de la variable gaussienne centrée réduite £ =+n—-1.p, 4

Iﬂ

la région critique définie par ‘p‘ z i ol £, vérifie Prob('dj‘ 2t )=a.
—

« Pour les petits échantillons, il conviendra d'utiliser une table de valeurs spécifique.

» Le test du coefficient de SPEARMAN peut aussi étre utilisé pour évaluer si, au sein d'une
échantillon (x,x,,...,x,) de n valeurs d’une variable aléatoire X, fesdites valeurs sont

indépendantes ou non.

Pour cela, on compare les rangs des x, dans 1’échantillon (aprés classement par ordre

croissant comme habituellement), soient R, a ordre croissant naturel (1,2,...n). le

coefficient de corrélation entre les deux séries de rangs étant nul lorsque I’hypothése
d’indépendance est satisfaite.

6.3 (R, —i)’
On a ininédiatement p=1—%——1)—— et ici encore la régle de décision de H,
n(n" -

f
région critique) est caractérisée par p| 27 =—==, ol ¢, vérific Prob({|21,)=a
(rég 4 p Jpl \/;ITI (‘5! )

{du moins pour les valeurs de # supérieures ou égales a 30).

i=r i=n

« Enfin lorsqu’il y a des ex-aeguo, les calculs précédents des sommes ZRE,ZR;..S,

=l i=1

sont erronés. On pourra alors utiliser un coefficient corrige et plus compliqué défini par :
SX + S}' ”Z(R‘ _S;)Z
= =1
P 28,5,
i—& s J=hk s
n(mt =)= (' -1) n(n’ =)= (6 -1;)
=l

formule dans laquelle S, = 12‘:‘ et S, = 2

le nombre de valeurs différentes au sein des rangs de X et ¢, étant le nombre d’ex-aequo

3

, g étant

pour lerang i,(1<i< g) Deméme, / et ¢, pour ce qui concerne les rangs de Y.

L’autre coefficient d’association qui est le coefficient tau de KENDALL présente
relativement au traitement des valeurs ex-aequo, une simplicité plus grande comme on
pourra le constater ci-apres.
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b) Le coefficient Tau de corrélation des rangs de KENDALL pour la linison entre
variables quantitatives ou ordinales

De méme puissance que l¢ test précédent, le test de KENDALL qui présente
I'avantage d’une possibilité de générahisation a plus de deux variables, est basé sur le
nombre d’inversions constatées dans les classements des vangs entre les deux ensembles
considérés, la mesure de la corrélation étant défime ici par le coefficient de KENDALL

Nombre d'inversions

égal, au signe prés, a 7=1-2. , EXpression (ui, pour un

Nombre d’associations possibles
Nombre d'inversions
nin-1)

2

(puisque le nombre

échantillon de taille n, s’écrit aussi r=1-2,

d’associations deux a deux possibles est C).
Il est immédiat de constater que 7 est aussi le rapport entre :

- la différence entre le nombre de paires de rangs en concordance, soit #, et le

notbre de paites en discordance, soit n, ;
ni(n-1)
2

La technique ci-dessous, illustrée sous forme d’un exemple, facilite le dénombrement
des concordances et discordances en question, les notations utilisées étant celles du

paragraphe précédent.

- le nombre total de paires « non ordonnées » possibles, soit C> =

Quatre produits ont été notés de 0 3 20 par deux utilisateurs différents (X,Y), soient

(x,,,),(1<i<4), les données ainsi recueillies :

i=1 i=2 i=3 i=4
X 14 18 12 10
Y 16 11 18 14
Raisonnant sur les rangs (£,,.5,) on a immédiaternent :
i=1 i=2 i=3 i=4
X 3 4 2 1
Y 3 1 4 2

On réordonne alors les rangs des échantillons de fagon 4 ce que, par rapport 3 X, la
présentation des rangs s'effectue suivant V’ordre naturel {1,2,3,4) :

i=4 i=3 i=1 i=2
X 1 2 3 4
Y 2 4 3 1
. . s . GRS
Puis, pour toutes les comparaisens deux 4 deux possibles (en nombre égal 4 2 ). on

affecte un coefficient «+» lorsque les préférences de X et Ysont en concordances et
«-» dans le cas contraire, concordance sigmfiant « Y augmente quand X angmente ». Ainsi,
pour le couple (4,3), X et ¥ privilégient tous les deux 4 4 3 et sont donc en concordances. 11
en est autrement pour le couple (4,2) pour lequel X augmente et Y diminue.

Le tableau symétrique (4,4) ci-aprés (matrice (n,7) dans le cas général), résume ces
comparaisons deux 3 deux.
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i 2 3 4
1 - -
2 - -
3 +
4
On a donc en conclusion, pour U’exemple en question,
n—n
=2n =4r=——219=_0733.
= ol Ry T

2
» A noter également, I'autre technique possible ci-dessous, suivamt procédure de
margquage.

Dans le tableau des rangs, on relie les classeinents commparables lorsqu’il y a inversion, c'est &
dire lorsque les x, et y, nont pas le méne rang dans leurs séries assaciées.

i=4 i=3 i=1 i=2
X 1 e’ 2 3 4
Y 2 4 — 3 — 1

Le nombre d’inversions est égal au nombre d'intersections des lignes, soit 2 pour [e cas
2x2

présent. Il s’ensuit 7=1— =0,33, ce qui correspond au résultat précédent, au signe

pres.
« Or, on montre que pour n assez grand (en pratique dés n=10), la loi du tau de
2(2r+5)

, 'hypothese H, se
O9n.(n-1) P *

KENDALL converge vers la loi normale de variance

traduisant par ailleurs par la nullité de E(r).

En effet, "1l y a indépendance entre X et ¥, les nombres de concordances et de
discordances sont statistiguement équilibrés, ce qui entraine E(r)=0. Finalement la
région critigue (rejet de 'indépendance de X et Y), est caractérisée par la condition

7|21, 2(2n+5) ol 1, vérifie Prob(|t|21,)=a .
: 9n.(n 1)

« Pour le cas des pefits échantillons (n £10), il conviendra d’utiliser une table de valeurs
spécifigue (table de KENDALLY).

« Enfin, lorsqu’il y a des valeurs ex aequo, on utilisera la procédure habituelle du rang
moyen qui cependant, altére le calcul de 7.

. S . S
On pourra recourir alors a fa formule corrective 7=
n(n-1) T n(n-1) T
B B

=gy

AT

dans laquelle T, = La— avec g, désignant le nombre de valeurs distinctes dans la

série des rangs des x, et ¢, le nombre de valeurs ex-aequo au rang i,(1<i<g,).
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J=8y

D44 -D

De méme, pour T, = i , avec g, désignant le nombre de valeurs distinctes

dans la série des rangs des y, ef 1 ; le nombre de valeurs ex-aequo aurang /(1< j<g,).

c) Le test de contingences du chi- deux pour la liaison entre variables qualitatives
nominales

Les donndes relatives a X et ¥ sont supposées cette fois, étre présentées sous forme
d’un tableau de contingences respectivement & » et & classes, 'effectif correspondant a
I'intersection des classes i et j étant noté 1, Ja question étant de tester :

H,:X et Y sont indépendantes

H :X et Y sont lides

X\Y { 2 ] k
[ . ' L ] -
1
2
I +» 7
r

Sous I'hypothése H, d'indépendance de X et de Y, il est immédiat que la
probabilité conjointe p, ,=Prob(X =i,Y = j) est égale au produit des probabilités
Prob(X =i).Prob(Y = j), soit p,.p,.

Or ces différentes probabilitds admettent pour estimateurs respectifs

—~ B, o~ p o~ ir yok &k

. n. =
¥ — i i — = —
P, =—,p, =~>,p, =+, avec n= E E nn, = E nen ;= E n, . On montre alors
n n ] = P

=l j=I
que, sous Phypothése H,, Pindicateur des écarts entre la distribution observée (les n,) et
la distribution théorigue qui correspond i I'indépendance (c'est-d-dire, les produits
i ik e 2
j=r J=k (n,j _n'pi-‘p-j)
= RpLp;
loi du chi- deux 3 v = (r—1).(k —1) degrés de libertés.

n.};:.;;) est fourni par la variable V' = dont la distribution suit la

En effet, la définition de cet indicatewr d’écart résultc immeédiatement des éléments du
paragraphe 3.1 précédent relatif au test d’adéquation de y°. La variable ¥ suit, 3 cet égard,
laloi du y° & v=(N~1)-p degrés de libertés, ol en 'occurrence N qui désigne le
nombre total de termes dans la somme des écarts considérée est égal & vk, et ol p qui
représente le nombre de paramétres 4 estimer est égal 4 la somme des r—1 probabilités qui
définissent la loi de X (r—1 car la ¥ probabilité résulte de la condition Z p, =1)etdes
=l
k—1 probabilités qui permetient de caractériser la loi de Y. En résumé, on a bien
v=rk—-(r-1)-(k-)=(r-1.(k-1).
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« Dés lors, il s’ensuit la région critique (zone de rejet de #,), caractérisée par ¥, >y
ol x> vérifie Prob(y’ > y2)=a (x> lu dans la table des valeurs de la loi de y’

annexée).

+ Comme pour I’adéquation, les classes dont le nombre influe directement sur ia valeur de
v doivent comprendre un degré de signification suffisant. Concrétement, on pourra retenir
entre autres, les conditions de COCHRAN 4 savoir n, =0,Y(i, j), et pour 80% des cas,

n, 25,
g

B - { Applications

1. Tests a un échantillon seus modéle ganssien

1.1 Test t de STUDENT et pluviométrie

Enoncé : Des relevés effectuds pendant de nombreuses années ont permis d’établir que le
nivean nature! des pluies dans la Beauce, en millimétres par an, suit une loi normale de
moyenne 600.

On cherche & savoir si cette espérance mathématique est toujours la méme. A cet effet.
on dispose de mesures sur 9 années consécutives, les niveaux de précipitation ainsi relevés
étant les suivants :

[ 510 ] 614 | 780 | 512 | s01 | 53¢ | 603 | 788 | 650 |

Que peut-on conclure au risque de premiére espéce a = 0,05 ?

H, :m=m,

Solution : Il s’agit de tester { avec m, =600, n petit, et o inconnu, test

i m#* mu
classique dit « ¢ de STUDENT @ un échantillon ». Reprenant, le mode opératoire présenté
en rappels de cours du présent chapitre (cf. paragraphe 2.3.a), 1a région critique du test a

pour forme W ={(xl,x2,...,x,,)/’3_c—m'2£ },;désignant la moyenne empirique des

iz=n
x;
i=1l

"
La donnée de Uerrenr de premiére espéce o conduit 4 la relation qui permet

d’expliciter ¢ et qui s’écrit Prob(l;—m'z.s/ m=m,)=a . Se référant a la statistique

observations, soit x =

}_m . o~2 1 = 2 - . . e ‘ :
= o § :———[Z X' ~nX }, statistique dont il a été montré qu’elle suit la

S n-1
e
loi de STUDENT 4 v =n—1degrés de liberiés (cf. application 1.1 du chapitre I), on a

T £
immédiatement Pr ob(|T| 2—)=a.

5

La lecture dans la table des valeurs annexée du seuil ta/Prob(]T [ 2¢,)=a permet de

T

i=]

déduire la valeur de ¢ égaled 7. /\/— et & fortiori, la régle de décision du test.
n
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s

Ty = 5 : ,
Ainsi décide-t-on H| si x ¢ |m, —Ia.j_—,m,) +1,. \/_{ et A, sinon. Nume€riquement,
n n

i=9
2%

— . a2 1 i=9 _ n
on obtient successivement x =% =610,22 et 5 = ;—i[fo —912} =>s=11153.
-4

Par ailleurs, s’agissant du test bilatéral tel présentement, o =0,05=>¢ =2,306. D’olt

en définitive, la région critigue xe ]5 14,27 - 685,73[ .

Or, pour I’échantillon proposé, on a x=610,22. A Pévidence, on est loin de se
trouver dans la zone de décision de A, (région critique) et il n’est donc pas permis de

conclure d une éventuelle évolution de la pluviomnétrie moyenne (m, = 600).

1.2 Test de proportion et étude de marché

Enoneé : Le lancement d'un nouveau produit nécessitant une réorganisation compléte
d’un atelier (donc des dépenses importantes), une entreprise décide de faire une étude de
marché sous forme de questionnaire dont on retient en particulier 1’information suivante
« 1a personne interrogée est ou n’est pas intéressée par le nouveau produit ».

Soit pla proportion (réelle mais inconnue) des personnes intéressées par le nouveau
produit. L’entreprise juge qu’il est raisonnable de lancer ce nouveau produit si plus de
50% des personnes interrogées sont récllement intéressées. Elle décide donc, 4 partir des

) . ) ) {H , p=0,5
réponses obtenues sur un échantitlon de taille » =100, de faire le test .
H:p»05

1°) Préciser la signification des risques de 1% et de 2°™ espéce.

2°) Déterminer la région critique associée au test, au seuil de 1%, ceci pour 1’échantillon
de 100 personnes ainsi considérg.

3°) Que conclure si 58 des 100 personnes interrogées déclarent 8tre intéressées par le
nouveau produit ?

Solution : 1°) L’erreur de premiére espéce o =Prob(décider H,/H, vraie) décrit le
risgue de lancer A tort le nouveau produit. A contrario, Perreur de seconde espéce
B =Prob(décider H,/H, vraie) représente le risque associé au manque dopportunité qui
serait de ne pas lancer ce nouveau produit alors qu’en réalité I'intérét est suffisant pour en
justifier le développement.

H :p=p,
H :p>p,
Se référant aux rappels de cours du présent chapitre (cf. paragraphe 2.3.b), la région

2%y Le test proposé est un test unilatéral de la forme { , avec p,=0,5.

N o . X :
critique du test a pour forme F, 2z ou F, désigne la fréquence — des observations
n

faites.

La taille élevée de n autorise ici le recours a la loi normale (cf. théoréme de MOIVRE
T=p, )

LAPLACE). Ainsi a =Prob(F, 2n/p=p,)=Prob({ 2 ——
[Po(l=p0)
R
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Par suite, 7 =p +1,. pl=p) ol ¢, véritie Prob(§=1)=c. Les données
n

numériques a =1%,n=100, p, =0,5 entrainent ¢, =2,33 (cf. table de valeurs annexée de
la fonction de répartition T1(#) = Prod(£ <1)), puis w = 0,55,

3°) L’enquéte de satisfaction suivant laquelle 58 des 100 personnes interrogées sont
intéressées par le nouveau produit suscite le lancement de celui-ci puisqu’on se trouve
présentement dans la région critique (zone de décision de H,) définie par f, > =0,55,
le risque d’erreur étant maitrisé 4 1% en la circonstance. Il n’y a donc pas a hésiter |,

1.3 Risques client et fournisseur

Enoncé: Un cahier des charges impose aux fabricants d’un conditionnement
pharmaceutique une conservation égale 4 7 degrés au bout de 80 heures. On admet que
cette température de conservation a 80 heures, soit X, suit la loi normale N(m.o) dans

laquelle on suppose que o reste constant et €gal 4 un degré.

Le client demande une expertise de la livraison qu’il regoit, les enjeux en étant :
- H, : m=m,=T7=> acceptation de la livraison ;
- H,:m= m, = rejet de la livraison.

1°) On enregistre les meures de cette conservation & 80 heures, 3 travers un échantillon de

i=r
2%

n=40 conditionnements réfrigérés, soient (x,),1<i<40. Désignant par x=-=1—
H

la moyenne des observations effectuées, construire un intervalle de confiance dans lequel,
sous I'hypothése H,, x est située dans plus de 99% des cas.

Qu’en conclure quant 4 1a régle de décision du test considéré ?

2%) L’¢échantillon de 40 enregistrements susmentionné conduit 4 une température moyenne
de conservation a 80 heures égale 4 7,3 degrés. Quelle conclusion devra-t-on en tirer ¢t
suivant quel risque ?

3°) Un spécialiste du froid considére aprés études et essais que la température moyenne a
80 heures du conditionnement considéré n’'est pas de m=my, =7 degrés, mais de
m=m, =7,2degrés (toujours cependant avec le méme écart-type de un degré). Si cette
affirmation était vraie, quelle serait alors la probabilité que la fabrication soit acceptée 4
tort par l¢ client a la suite de I’application de la régle de décision établie au 1°) ?

4°) Que devient cette probabilité (risque de 2°™ espéce) lorsqu’on fonde la décision
d’acceptation ou de rejet de la livraison sur des échantillons de taille 7 =500 et non plus
n =40 ?. Interpréter le résultat obtenu.

Solution : 1°) On a affaire dans ce probléme, 3 un fest paramétrique bilatéral de
conformité portant sur un modéle normal, tels ceux décrits en rappels de cours du présent
chapitre (cf. paragraphe 2.3.a).

Pour un tel test bilatéral, la caractérisation de la région critigue équivaut 4 la
détermination de !'intervalle de confiance au seml 1 - o .
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En effet, sous I’hypothése Hﬂ,:Y_= = dont la loi est normale, soit N (m,%), a
n n

1
pour moyenne m=m, =7 et pour écart-type g =~m =0,158 (on suppose en effet,

dans D'énoncé, n=40 et o=1) Notant par ¢ le seuil vérifiant
Prob(-t, <& <¢)=2I1(¢,)-1=0,99, il vient immédiatement, par lecture de¢ la table
annexée des valeurs de la fonction de répartition TI(f) =Preb(£<#) de la variable
normale centrée réduite, la valeur £, =2,575.

E-E(Y)zf-m

X’; <2,575=6,593< X < 7,407

Or, £, c’est aussi . Ainsi, sous ’hypothése H,:m=m,=7,

a-t-on I’encadrement -2,575 <
>

Cet intervalle de confignce en fonction duquel Prob(lf—7{20,407)=0,01

correspond & lintervalle défini par Prob(‘:Y_—m(]' zg)=a et qu suivant les rappels de

H,:m=m
cours (cf. paragraphe 2.3) définit la région critique du test bilatéral { " v,

H m#m,
2°) La valeur x=7,3 qui est observée est comprise dans la région d’acceptation de
Phypothése H, soit ]6,593— 7, 407[ Al n'y a donc pas lieu ici de refuser la livraison.

Par contre, si le risque a qui est 1a probabilité de refuser une livraison conforme,
c'est & dire le risque du fournisseut, est faible puisque maitrisé a 1%, il en est autrement
du risque S encouru quand la livraison est acceptée et qui, €tant égal 3 la probabilité
d’accepter a tort une livraison non conforme, est le risque du client.

En fait, ce risque reste inconnu puisque fonction des valeurs de m sous 'hypothése
H, (cf rappels de cours du présent chapitre, paragraphe 2.3.a, courbe d’efficacité).

3°) Dans l‘hypothése ol on accepterait la fabrication et ol on aurait en réalité
m=m =72, on aurait f=Prob(6,593< X <7,407/m="7,2), soit par passage a la
X-72 X-772

variable normale centrée réduite & = = , un risque de eme espéce encouru
o 0,158
6,593-7,2 7,407-17,2
finalement égal & f=Prob(-> mLEg =2y =T1(1,31)-TI(-3,84), soit
g B ( 0.158 ¢ 0.158 )=T1(1,31)-TI( )

f =11{1,31) = 0,903 (car TI(-3,84} est quasiment négligeable).

On remarque donc ici toute I'impoertance du risque pris par le client dans les
conditions de déroulement d’un tel test au contraire du risque fournisseur qui est trés

confortable,
4°) Pour diminuer son risque, le client doit disposer de plus d’infermations. Ainsi, si

n=>500, la nouvelle région critigue du test, caractérisée par Prob('f-mo’ 2g)=a ol

X suit la loi normale N (m,%—) est donc définie par 1? —mn’ > g, soit numériquement ;
"
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1

V500

x¢]6,885-7,119[.

£=2,575x =0,115. D’olt la zone de rejet de H,, & savoir, la région critigue,

Dans ces conditions, 'erreur de seconde espéce susmentionnée au 3°) pour la valeur

6.885-7.2 ¢ l‘T‘/i‘lZ) =TT(~1,90)~I1(-7,05).

|
/ J500 /500

soit §=1-TI(1,90) =2,9% (II{-7,05) étant négligeable).

de m égale 4 7,2, vaut i =Prod(

L’augmentation importante de » a permis ici de ramener le risque du fournisseur a un
niveau trés faible, le risque du fournisseur restant bien évidemment invariant et égal 4 1%.

1.4 Test séquentiel de WALD portant sur une moyenne

Exposée par Abraham WALD en 1947, Ia théorie des tests séquentiels (ou progressifs) a eu
un impact considérable sur le controle statistique des fabrications industrielles, ces méthodes
permettant de diminuer jusqu’a 50% la taille des échantillons prélevés dans lesdits contréles
de qualité.
Enoncé: On considére une suite (X,),izl de variables aldatoires indépendantes
équidistribuées de loi parente normale, soit N (8,6%), la variance o étant supposée
connue et § étant un paramétre inconnu,

On souhaite tester H,:0=0, contre H,:8=6, ou 8, et § sont donnés et vérifient

8,<86,.
1°) Notant par f(x,8) la densité de probabilité de la variable parente de loi N(8,6°) et
posant Z = ln;f—(X’—B‘), calculer les espérances E, (2} et E, (Z).

SX.6)
2°) On considére Ie test séquentiel du rapport de vraisemblance fondé sur I’observation de
la suite (X,),i=1, et dont les erreurs de premiére et de seconde espéce sont supposées
fixées et égales respectivement 4 o et §. On note par N le nombre aléatoire des

observafions effectuées.

Expliciter des valeurs approchées de £, (N) et Ey (N).

3°) En vue d’essais métallurgiques, on a composé un alliage devant contenir 2,4% d’un
élément donng. Pour vérifier cette préparation on effectue des dosages avec une méthode
rapide et fiable, I'écart- type étant supposé connu et égal 4 o =0,5. Par ailleurs,

Phypothese de normalité de la teneur en question est admise.
On se fixe :

- & la valeur 5%, le risque de premicre espece c, qui est le risque de refuser un
alliage dont la concentration serait bien égale 4 8 =6, =2,4% ;

- & la valeur 5%, le risque de deuxiéme espéce [, d’accepter un alliage qui
contiendrait la teneur 8=0, =2,8% de I’élément considéré au lieu des 2,4%

prévus initialement.
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a) Expliciter numériquement la régle de décision du test séquentiel correspondant.

b) Les premiéres mesures effectuées conduisent a la série de valeurs ci-dessous :

n i 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X 2,875 | 2,280 | 2,390 | 2,265 | 2,400 | 3,150 | 1,400 | 2,090 | 2,403 | 2,403

n

Qu’en conclure et au bout de combien d’observations ?

¢) Calculer les valeurs approchées de E, (N) et E, (N).

d) Quelle serait la taille n, de I’échantillon requise dans le cadre d’un test classique
suivant la méthode de NEYMAN et PEARSON ?

e) Comparer E, (N)et E, (N)a n,. Quwen conclure ?

1 |
Solution : 1°) De la définiti X,0)= .exp(- {X-8)"), on obtient
olution ) a définition f(X,8) ol xp( = { )'), on o

]nf(Xagl) :(91_90)‘[)(_904"91}

aisément

flx,8) o 2
1 en résulte, par linéarité de Pespérance mathématique,
8, . -
E, 1nf (X,6)1_6- { GIJ, soit pour les cas particuliers, 8=6, ¢t
f(X.,8) o’ 2

). @0y [ fx0)]_6-6)
F(X,6,) 20° 4 f(X 6,) 202

2°) Se référant aux rappels de cours du présent chapitre (¢f. paragraphe 2.7) et considérant
f(x15x29"‘!xN’9])

F(x.x,,.,xy,6))
que le test de WALD conduit au processus de décision suivant :

8 =18, les expressions E, {ln

, il est rappelé

les rapports de vraisemblance R, R,,...R,,.. o R, =

- R, -b—lL on décide H, ;
Yo l-a

- R, >li on déeide H, ;
o

- li_ <R s —*- on procéde a une observation supplémentaire, aucune décision
a
n’étant prise.
Or, I'indépendance des observations en fonction desquelles la densité de probabilité du

=N
N - uplet est égale au produit des densités de probabilité entraine In R, = Zln;((ﬁ—"g‘;
i=t i Yo

{m f(X,-,el)] |
F(X.8,)

En définitive, et compte tenu des résultats de la 1™  question,

Ee[mRN]—M[E (-2 ;9}
c

et , par passage & |’espérance mathématigue et linéarité , E,[In R, | = Z E,
=1
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En particulier, pour 6=86, et #=6,, on a respectivement les résultats

O_2

" 2
E,[InR,]=- v 120? )’ et E, [InR,]=N (%—?Q)— , expressions desquelles on déduit,

. -2
entre autres, Ja refation N =-—-———F, [InR, ].
(BI - 90)
« Lorsque le nombre d’observations nécessaires pour conclure est égal & # , c’est a dire
lorsque N =n, et que par ailleurs I'hypothése H,:8 =0, est satisfaite, on se trouve étre
nécessairement dans P'une des deux éventualitds R < IL ou R > _—ﬁ, cecl
-a o
respectivement avec les probabilités Prob{décider H,/H, wvraic), soit l-a, et

Prob (décider H /H, vraie), soit & .

Assimilant les valeurs de R, aux bornes susmentionnées (ce qui est admissible car on

peut supposer que les valeurs de R, ne s’écartent que faiblement de ces bornes), on a donc

pour la variable aléatoite E, [InR, ] de valeurs ln]li et =P et de probabilités
! -a o

associées 1—a et o, 'espérance mathématique :

E,[E,(nR)]=(0- @)l ﬁ +a]n -

(#1

2.0

Du résultat ci-dessus et de la relation précédente N =———
6,0,

E, [nR,], on déduit

. : -20° 1-81
en définitive, I’expression approchée E, (V) = —02. (- cc).]ni +a.In -8 .
° 6,-6,) l1-a a

2

De méme, E, (V)= 2o , .[ﬁ.]n Poa-pym! ﬁ}
6,-6,) -

3-a) Reprenant les résultats des rappels de cours (cf. paragraphe 2.7 du présent chapitre)

relativement au test séquentiel portant sur une moyenne, la régle de décision a mettre en

ceuvre est la suivante :

- si Zx,. < ng—h ondécide H ;

i=1

- sl Zx,. = ng—h, on décide H ;
i=]
- stong—h° SZxI. <ng+h,on procéde a une observation supplémentaire avant
i=]
toute décision éventuelle, les quantités ¢,k ,h, étant respectivement égales A
_b, +9 o’ 12 o’ |, 1-
- lni .

= , ety = .
= 6,-6, B T g-8, a

Dans le cadre numérique proposé, e = f=5%-0=0,5-6,=2,4-6,=2,8 . La mise
en ceuvre du test conduit & tracer les droites A(n) et B(n) dont les ¢quations sont

explicitécs ci-aprés,
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- A(n) = n.g - by, soit numériquement, A{n)=2,6.n~1,84 ;

- B(n)=nq+h,, soit numériquement, B{n)=2,6.n+1,84

7
Le positionnement des points représentatifs ( p,in) entre ou a 'extérieur de ces
i=1
droites permet de conclure 3 la poursuite des observations ou 3 une décision.
. i=n
3-b) En fonction des mesures effectuées et de leurs résultats x,, la somme Zx,. et les
i=1

frontigres A(n) et B(n) sont calculées pour les valeurs successives de # comme indiqué

ci-dessous :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n
x, 2,875 | 2,280 | 2,390 | 2,265 | 2,400 | 3,150 | 1,400 | 2,000 | 2,403 | 2,403

in 2,875 | 5,155 | 7,545 | 9,810 | 12,210 | 15,360 | 16,760 | 18,850 | 21,253 | 23,656
X

¥
i=1

Am) | 076 + 336 | 596 | 856 | 11,16 | 13,76 | 1636 | 1896 | 21,56 | 24,16

B{n) | 444 | 7,04 | 964 | 1224 | 1484 | 1744 | 20,04 | 22,64 | 2524 | 27,84

On observe que pour les sept premiéres observations, on a A(n)sng < B{n).
=

N =n
Par contre, 4 la 8™ observation, on a ij = A(n) ce qui permet de conclure 3
i=l
I’hypothése H, au bout d’un nombre relativement faible d’observations.
i=n
» A noter que le tracé des droites A(n), B(r), et des points M, (":Z x,) aurait fourni
i=1
également une solution graphigue tout aussi simple, le test séquentiel de WALD
permettant de conclure dés qu’on sort de fa zone d’incertitude qui est situde entre les deux
droites en question (cf. paragraphe 2.7 des rappels de cours).

3-c) Reprenant les expressions antérieures de £, (N), E, (N), ainsi que celles de #, et de

h, , il est immédiat que :

T T Al RS CT: S T ) N S RN
Eq (W) (91“90)2.[(1 a).In 3 a.In . } 91—90'[(1 a)h—ah);

__20 P ora—pmiZl =2 ra-pyn, -
—EB,(N)—(91_90)2.[ﬂ.1n1_a+(1 Ain— }_91_90.[(1 Bk, - Bh].

On a donc, numériquement, E, (V)= E, (N)=8,28 soit en arrondissant a I"entier le

plus proche, la valeur commune §.

. . H,:0<8,
« En fait, de facon générale, et pour le test composite , On montre que
H:.8-6
n P PO+ lnl—ig—}.(l-P(B))
l-a X f(X391) \ Les
Ey,(N)= — avec Z =In——=-1" et ol P(A) désigne
E(Z) f(X,6)

la probabilité de conclure en faveur de 6.
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La fonction précédente qui passe par les points £, (N) et E, (V) calculés ci-dessus,

. . .. g,+6, .
atteint son maximum au voisinage de la valeur 8 =¢ = 5 so1t un exfrema dont on

\: Ca s h.h, . o .
peut montrer qu’il est égal 3 E (N)= peag Pour le cas présent et numériquement, il en

résulte E,(N)<E (N)=13,54.

La valeur de ce maximum reste donc faible en tout tat de cause et tend a privilégier le
test séquentiel au test traditionnel, comme le confirme le calcul de la question suivante.

3-d) Dans le cadre d’un test elassique suivant la méthode de NEYMAN et PEARSON, la
donnée des erreurs de premicre espéce et de seconde espéce conduit, pour fe test
considéré, aux relations :

- a =Prob (décider H,/H, vraie)=Pr ob(x27m/0= 8,) ;
- B =Prob (décider H,/H, vraic)=Prob(x <m/6=6,).
L’hypothése de normalité qui a été admise, permet donc d’écrire relativement a la

. . . -0 - n—8
variable normale centrée réduite 5:%— les conditions & =Prob(§ 2 ——2) et

A “

T—8 o )
[ =Prob(é -<~5_u——L). Notant par f, , et 7, les nombres qui vérifient respectivernent

An

l-—a=Prob(§ <1 _,) et f=Prob({ <i,), il vient immédiatement

fes valeurs de & et de n parrésolution.

7—2,4 .
Concrétement, on a [, =1,645, £, =~10645, 2’8 =-1=>m=2,6. Dol
I ! -2,
£..0’ .
= (—0’9197, soit numériquement, n=16,92. Cette valeur qu’on arrondira par excés i
-0,

n, =17 constitue 1a taille minimale de I’échantillon requis pour contenir 4 la valeur 5%
lesrisques a et §.

3-¢) Les calculs précédents révélent donc la néeessité de disposer au moins de
17 observations dans le test classigue alors qu’en moyenne, le fest ségquentiel permet de
conclure en 13 observations. En moyenne, ce dernier test est donc préférable.

o Il faut noter néanmoins qu’avec le test séquentiel, 1a valeur E,(¥)=13, constitue un
nombre moyen aléatoire et non une certitude, En d’autres termes, on peut-étre amené 3
des situations dans lesquelles N dépasse largement E,(N}, voire méme n,, ce qui ferait
perdre tout intérét au test séquentiel.
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C’est pourquoi, en pratique, on tronque le test séquentiel lorsque N atteint 2,5 fois la
valeur moyenne maximale E,(N), 'hypothése H étant acceptée ou refusée suivant

qu’on se trouve en dessous ou au dessus de la droite qui est paralléle aux droites A(n) et
B(n) et qui passent par I’origine (droite d’équation y = n.g).

1.5 Ajustements par la loi normale

Enoncé ;: Les données ci-dessous représentent le taux d’oxygénation dun cours d’cau 4
20° dans une certaine région. Soient x,(I1<i<n), les données ainsi considérées de la

variable aléatoire X en question et f,,(1<i<#n), les fréquences absolues associées.

x, :taux [, : fréquence
d’oxygénation par
Jjour

x,<0,1 12
0,1<x,<0,15 20
0,15<x,<0,20 23
0,20 <x, <0,25 15
x, 0,25 13

On se propose de tester, au seuil o =5%, la normalité ou non de cette distribution en
utilisant successivement :

1°) le test de chi- deux ;

2°) I¢ test de KOLMOGOROV ;

3°} la méthode graphique de la droite de HENRY.

Solution ; 1°) Préalablement 3 la mise en ccuvre des différents test proposes, il convient
d’estimer les parameétres m et o de la loi normale N(m,c) par laquelle on souhaite

modéliser la variable X « taux d'oxygénation », ce qui conduit au tableau de calculs
ci-dessous (les classes extrémes sont assimilées en la circonstance aux classes ]0,(}5 -0, I]

et ]0,25—0,30] d’amplitude commune 0,05 et toutes les classes sont assimilées a leurs

centres respectives, soient x, .

* *7

Classe Centre | Fréquence X, X
: £ |

x<0,1 0,075 12 0,9 0,0675
0,1<x, <015 1,125 20 2,5 0,3125
0,15<x £0,20 0,175 23 4,025 0,7044
0,20<x <0,25 0,225 I5 3,375 0,7594
x»0,25 0,275 13 3,575 0,9831
z 83 14,375 | 2,8269
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Notant par N le nombre de données collectées (taille de 1’échantillon égale & Z f et
i=l
par 1 le nombre de classes formées dans le tableau précédent (n=35), il s’ensuit,

) o . |
rclativement aux estimations respectives de m et de o, soient x:u]-v—.z fx, et
=1

i=n

~2 1 3 bt - ~
5 =1—V—1.[Zfi.x; -Nx },hs valeurs x=0,1732 et s =0,064.
1'%

« Revenant au test de chi- deux qui est la premiére méthode suggérée ici, il convient de
signaler que sa mise en ceuvre est plutét a véserver aux variables discrétes. Mais, quand
les données sont regroupées en classes comme C’est le cas ici, le test est applicable, les
classes extrémes devant cependant rester ouvertes (ce qui est vérifi€¢ pour le cas proposé).

Cette application du test de ¥ conduit au tableau de calculs ci-dessous :

Classe § f, p:.(® N.p,
x, <01 12 0,1271 10,55
0,1<x <0,15 20 0,2323 19,28
0,15<x, 0,20 23 0,3034 25,18
0,20 < x, <0,25 15 0,2221 18,43
x, 0,25 13 0,1151 9,56

z 83 1,0000 83

(*) Pour ce qui est du calcul des p, associés aux classes et ceei suivant la loi théorique
N(m=0,1732,0=0,064), on a ,par exemple pour la classe ]0,10—0,15[,
0,1-0,1732 0,15-0,1732
<£<
0,064 0,064
de valeurs annexée de la  fonction TI{#)=Prob({ <¢), le résultat
Prob(0,1< X <0,15)=11(-0,3616) ~TI(—1,1414) = 0,2323.. Et ainsi de suite....

), soit en utilisant les tables

Prob(0,1< X <0,15) = Prod(

Par ailleurs, pour les classes extrémes (qui doivent étre considérées comme ouvertes
dans le calcul d’ajustement), on a par exemple :
Prob(X <0,1)=Prob(f < 0.1-0,1732
0,064
Enfin, toutes les classes ayant une fréquence théorique N.p, supérieure 4 5, il n'a pas
été nécessaire, pour I'exemple proposé, de procéder a des regroupements.

) S(f-Np)Y
» En conclusion, y;,..= EU‘—~£‘)—
=l Np:

chi- deux suivant en Ja circonstance la loi du y* 4 v =5-1-2 degrés de libertés (puisque
1’ajustement par la loi normale va de pair avec I'estimation de¢ denx paramétres ¢t que le

nombre de classes ¢st par ailleurs de 3 dans Pexemple traité).

=-1,1414)=0,1271.

=2,30, la statistique associée 4 la distance de

Raisonnant 2 partir d’une erreur de premiére espéce o égale a 5% et notant par y_ le
nombre vérifiant Prob(y’ > y2) = a, il vient immédiatement, par lecture dans la table des

valeurs annexée, y; =5,991.
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On constate que y_,_, = 2,30est inférieur au seuil y’ =5,991 ce qui n'autorise pas &
rejeter I’hypothése d’ajustement par la loi normale. L’éloignement de y_, .. par rapport

au seuil critique y_ laisse envisager avec confiance la validité de cet ajustement par la loi

normale. Mais, il reste néanmoins impossible de calculer 'erreur de 2tme espéce (et &
fortiori la puissance du test) en absence d’hypothéses plus précises quant au type de loi
suivie par X sous ’hypothése alternative H,.

2°) Lorsque les données sont réparties en classes, le test de KOLMOGOROV qui conduit a
comparer fréquences cumulées théoriques, soient F,(x)), et fréquences cumulées

observées, soient F{x,), s’explicite a travers la distance :
X i) p

k]

Fy(x)=F(x)

D F)= S | Fy(x)-Flx))

(k désignant le nombre des classes et x,(1<i<k), les valeurs de X pour chacune de ces

classes.
Pour les données constatées, les valeurs des classes étant définies par les bornes
~ 12 ~
supérieures 0,1 —0,15 - 0,20..., on a par exemple, F(0,1) = oy =0,1446, F((,15)= %

D’autre part, F,(0,1}=p, =0,1271 ; F,(0,15)=p, +p =0,3594 ...

« Enrésums, on obtient le tableau de calculs ci-dessous :

% Fay | B Fy(5)-F(x) F(x)=F(5.,)
0,1 0,1446 0,1271 0,01748 0,1271
0,15 0,3855 0,3594 0,02614 0,2148
0,20 0,6627 0,6628 0,00015 0,2772
0,25 0,8434 0,8849 0,04153 0,2222
+ a6 1 1 0 0,1566

Pour [D’échantillon en question, la distance de KOLGOMOROV, soit
D, Py = Swp {IFy ) - Fx)

i=1,2,..5

E)(xf)—l? (x,.)l} est donc égale numériquement &

b4

02772

Par ailleurs, la table de valeurs annexée (table de KOLMOGOROV pour un
échantillon), fournit pour le test bilatéral ¢t n=5 , a=0,05, la valeuwr D, vérifiant

Prob(D(F,,F)2 D,}=a . Tt vient ainsi D, =0,565.
La région critique du test étant caractérisée par D, . =>D, et les résultats

numériques obtenus conduisant & D, =0,2772< D, =0,565, on conclut ici encore
qu'il n'y a pas lieu de rejeter I'hypothése d ajustement des données par la loi normale.

3°) La méthode graphique de la droite de HENRY entraine pour sa mise en ceuvre et 4
partir des données précédentes, le tableau de calculs ci-aprés, les nombres #, véritiant fes

relations I?(x,,) =Prob(£ <t),i=12.,5.
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F Valeurs :":(x, ) L,

L 1,0 X;
0,10 0,1446 -1,06
0,15 0,3855 -0,29

0,5 0,20 06627 +0,42
0,25 0,8434 +1,01
+00 1 +o0

Le tracé de la droite de HENRY montre un

alignement  manifeste  des  points

X,  représentatifs  M(x,s) qui laisse
envisager un ajustement par fa loi normale.

Plus précisément, cette derniére a pour
moyenne ’abscisse de Pintersection de la
droite de HENRY (dont 1l est rappelé que

X, —m

I’équation est ¢ = } avec axe des

o
x,, soit m=0,1725.

Quant a 1’€cart- type, il est estimé par 'inverse de la pente de la droite de HENRY, soit
o =0,068 . Bien que le graphigue soit trés imprécis, les valeurs qu’on obtient ainsi sont
trés proches de celles obtenues par les calculs (cf. 1 question).

2. Tests a un échantillen sous autres modéles
2.1 Test paramétrique pour le modéle de POISSON

Enoncé : On dispose d’un échantillon de » variables aléatoires indépendantes, soit
(X,,X,,.-,X,) deloi parente X suivant une loi de POISSON de parameétre 0.

On souhaite tester, suivant I’erreur de premiére espéce o =0,05, T'hypothése
H,:0=6,=0,5 contre ’hypothése H,:8=0 =1.

1°) A partir de la méthode de NEYMAN et PEARSON, mentrer que la statistique de
décision du test est la moyenne empirique X , résultat dont on indiguera une justification.

2°) On suppose disposer d’un échantillon de taille » =10 . Déterminer la région critique du
test au seuil o =5% et exprimer, par exemple, la conclusion i retenir lorsque les donndes
=10
dont on dispose conduisent & la sommie in =9.
i=1
=100
of

3°) Partant cette fois d"un échantillon de taille # =100, on suppose avoir x = TW =0,8.

Quelle conclusion faut-i retenir (toujours suivant I’hypothese ¢ =5%) ?

4°) Caleuler la puissance du test pour chacune des valeurs précédentes de ».

5°) Quelle est la faille minimale de I'échantillon dont on doit disposer, soit #', pour
satistaire 4 la fois o £0,05 et §<0,10?
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X —X

, le rapport des fonctions de

Solution : 1°) Rappelant que Prob(X =x)=

L(x,.,x)..,%,,0,)

ik

vraisemblance , Soit —~ suivant une transcription allégée, est égal

L(x,%,,...%,.6) L

i=n qx, B
gye™
H x,!

i=1

i=n -
[167€*/x
i=l

Selon le théoréme de NEYMAN et PEARSON, le test dont la région critique est définie

L . .

par W = {(x,,xz,...,xﬂ)/L—" < k} est de puissance maximale.
1

Passant aux /log- vraisembiance, la construction susmentionnée de W conduit donc a

ta relation, (Iné, —thl).Zx,. —-(6,—-6,)<Ink, ce qui, compte tenn que 6, > §,, entraine
i=1

Z > ~——1—.[—]nk +6,—6,]. En résumé, la région critique est définie ici par une
<% " 1ng, ~né,

§ 3,

i=n -~ Kl

équation de la forme Zx, > K" ouencore x> K (avec x=-1— et K = —).

. i=l H h
» Le paramétre 8 sur lequel porte le présent test est I’espérance mathématigue de X, soit
E(X). Tl est donc assez logique que la régle de décision correspondante ait pour fonction

discriminante, |a statistique X (comme cela a ét¢ montré directement ci-dessus), puisque
X est 'estimateur ponctuel (EM.V) de E(X).

2°} a =Probldécider H |H, vraie}, soit o =Pr ob(Zxr. 2 K'/8=8,). Mais, si tous les
i=l

X,(1<i<n), ont pour loi parente, la loi de POISSON de paramétre &, leur somme

S= ZX . suit 1a loi de POISSON de parameétre n8 (puisque la loi de POISSON est stable
=l

pour I'addition lorsque les variables X, sont indépendantes).

Numériguement, il s’agit donc de trouver le seuil K' (K' entier), tel gue
Prob{(S= K" =0,05 ot § suit la loi de POISSON de paramétre n.8,, soit en I’occurrence
la valeur 5. Utilisant & cet effet, des tables de valeurs portant sur la fonction de répartition
Prob(X <x) de ladite loi (cf. tables on calculateurs en ligne), on comstate que
Prob(X < x) dépasse la valeur 1-a =95%, pour x compris entre 8 et 9.

Une valeur réelle obtenue par interpolation linéaire n’ayant pas de sens ici puisque les
X, sont des variables entieres, on retiendra donc le seui! critigue K'=9 qui conduit 4 une
errenr de premiére espéce égale & o =1-0,9682=3,18%.
i=9
« Pour I'échantillon dont on dispose Zx,. =9, c'est-a-dire la borne inférieure de la région
i=l
critique dans laquelle on décide A, . C’est donc cette derniére hypothése # =6, =1 qu’on

retiendra.
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3°) Cette fois, c’est par rapport a la loi de POISSON de paramétre n6, =100x0,5=50

qu’il convient de déterminer le senil K' (ou le seuil X si on raisonne sur ;). Toutefois,
e égard A fa grande valewr de n, on peut admettre ici que le théoréme central limite

i=n

S,

s’applique et qu'en conséquence, la moyenne empirique X = -2 converge, sous
n

I'hypothése H,, vers la loi normale de mayenne 6,=0,5 et de variance

¥ . - 0,5
Var(X) = —l—z-.n.ﬂo = i (numériquement, Var(X)=--—).
" n 100
On a donc Pr ob(f >K/8=6,)=0,05, ce qui s'écrit anssi, suivant la variable
K-§,

y=0,05. Ainsi, obtient-on

normale centrée réduite £ associée & X, Proh(éz
[£]

H

K=6+t, ,‘/l—gz, ot ¢, désigne le nombre vérifiant Prob(& 2 ¢) =0,05.
n
Numériquement, il vient ¢, =1,645 et K =0,616. Or, pour I'échantillon considéré

dans I’énoncé, 1a valeur abservée de la mayenne empitigque est x = 0,8 . Dans la mesure of

x=0,8>K =0,616, on est conduit ici encore A retenir le choix de I'hypothése H, .

4°) Revenant au cas n=10, Perreur de 2°™ espéce f est égale 4 la probabilité
Prob(décider H,/H, vraie), soit f=Prob(§<K'78=0=1), oi § suit la loi de

1
POISSON de parametre ng, =10 etoll K'=9.

Par lecture dans une table de valeurs ou par calcul direct, il en résulte immédiatement
B =0,333 ce qui entraine, pour la puissance du test, la valeur 7 =1- 3= 0,666 .

o D’autre part, lorsque n=100 et wtilisant Uapproximation par la loi normale, on a

0.616-1_ 3 o4

B=Prob(X <K/6=8), avec K=0,616, soit f=Prob(¢=
100

c'est & dire moins de 107, Autrement dit, la puissance du test avoisine alors la valeur
maximale unité. ‘ : :

5°) On cherche la valeur minimale de # telle qu’on ait simultanément :
Prob(X >K/6=8,=0,5)<0,05
Prob(X <K/6=6,=1)<0,10
Admettant la distribution normale de X (par convergence), il en résulte, par passage 3
la variable normale centrée réduite £ de loi N(0,1) :
Prob(é = %.:59,—5) <£0,05

L}

n

Prob(& < g) <0,10

A
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A partir des nombres £, et #,, vértfiant respectivement Prob(& <1,,,)=0,95 et
Prob(& <t,,,)=0,10, soient £,,, =1,645 et £, =—1,28, il découle aisément les relations

KO_;)’5 =1,645
K-05 —21,645 et %S—lg& Partant du systéme -« e ? , 1l vient
0’% \IA =128
N
in
K-0,5 1,645 _
immédiatement par guotient, \/—(K D = 1,28 = K =0,738 et, par substitution,

n={- 128) =23,87.

Armndlssant par excés 4 DPentier le plus proche, les inégalités susmentionnées, sont
satisfaites dés que n>n' =24.

« La valeur » ainsi trouvée étant inféricure a4 30, on peut douter de la validité de

Papproximation par la loi normale. A défaut, c’est par approximations successives a
partir de conditions ci-dessus qu’il faut procéder, 4 savoir, pour rappel, les conditions

Prob(y X,2K'16=6,)=a<0,05et  Prob(d X,<K76=6)=p<010, X
i=1 i=

i=l
suivant la loi de POISSON de paramétre ».6 .

Les résultats obtenus ci-aprés en faisant varier # puis en déterminant le seuil critigue
K' carrespondant a partir des tables de valeurs de la loi de POISSON ou mieux, a partir
d’un calcul direct su EXCEL, montrent qu’en définitive, [ 'optimum atteint (n" =23) est
trés proche de celui obtenu précédemment par approximation normale.

" 20 21 2 73 24
K 5 16 17 17 8
a 0,049 | 0040 | 0032 | 0046 | 0038
B 0,105 | o111 | 0,117 | 008 | 0087

2.2 Test paramétrique pour le modéle de RAYLEIGH

La loi de RAYLEIGH est fréquemment rencontrée en théerie du signal pour décrire le bruit
en sorties de certains récepteurs de transmission. Dans un cadre plus large qui est celui des
processus stationnaires, cette loi modélise valablement ta hautear des vagues ou d’une crue
(se référer pour cela a Papplication 1.4 du chapitre II).

Enoncé: On considére dans ce probléme, une variable aléatoire X de densité de

probabilité £, (x) = exp( ). I[O,M[(x) ol A >0 (modéle de RAYLEIGH).

1°) Détertniner I’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre 1, soit 1.

A=y

H

2°} On considére le test { "‘ dans lequel A, > 4,. En utilisant le théoréme de
L

NEYMAN et PEARSON, montrer que le test optimal {U.P.P) pour ce probléme, s’exprime

en fonction de la statistique 1.En expliciter la forme de la région critique.
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~

2nl

3-a) Montrer que la variable U = suit la loi du chi- deux & 2n degrés de liberté.

3-b} En déduire, la détermination de la région critique du test considéré.
3-¢) On suppose a=0,05; A, =4; A =5; ¢t n=15. Définir la région critique
correspondante et évaluer la puissance du test qui en résulte,
4°) Supposant n grand et admettant la validit¢ du théoréme central limite, expliciter
numériquement :

a} larégion critiqoe ;

b) la puissance du test ;

¢) la taille minimale de P’échantilion 4 considérer, soit #*, pour obtenir une puissance
aumoins égalea 1- 5 ;

d) Traiter les questions ci-dessus dans le cadre de I’application numérique
@ =0,05,8=0,10, n=30;4, =44 =5.

Solution : 1°) Se référant & ’application 1.4 du chapitre II, on admettra que /’estimateur

, , - , ... oL
du maximum de vraisemblance de A, soit A qui est la solution de 1’équation — =0,
i

i=n

X

=1

est déterminé par la statistique A=
n

2°) Suivant le théoréme de NEYMAN et PEARSON, la région crifigue qui porte sur le
L(x]:xg.--":x;,:)'t),) )

<k,
L(xlsxzs"‘,—r,;")-‘[) '

rapport des vraisemblances est définie par W ={(xl,x2,..., x)/
. - . s L,
soit en utilisant les log — vraisemblances, a condition In— <Ink.

Or, lnL(xl,xz,...,xn,/l)=Zinxj —%.fo +n.In2-n.InA. Il s’ensuit, pour ce qui est

i=1 =l

. .. e i 1. & . .
de la région critique, la définition (Z—};).fo —n(lnjy—In4)<Ink, soit le résultat
1

Sz
! )

« En conclusion, la région critigue du test a pour forme izK (puisque fo =nl ). Le

i=l

_Ink+n.(ln21~ln;i“],puisque A=A

théoréme de NEYMAN et PEARSON assure par ailleurs qu’il s’agit bien d'un test de
puissance maximum (test UM.P).

3-a) En premier lien, on constate immédiatement que la variable aléatoire X suit la loi

exponentielle de paramétre % En effet, le changement de variable y=x" dans la
densité de probabilité f,(x) de X, implique en notant par g(y) la densité de probabilité

. 2.\[; i ¥
de ¥, larelat Ay =—=—.exp(—- =) —==—. —=)dy.
e Y, larelation g(y).dy 5= T) 25 7 exp(—=-).dy
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Ainsi g{y) =%.exp(— %), y € R", ce qui est bien le résultat annoncé.

i=pn
+ Dans ces conditions, la somme ZX ! des n variables aléatoires exponentielles

- / /,1 ps

D! (cf. rappels
.P’.'

indépendantes suit 1a loi Gamma n de densité de probabilité —24————

de cours du chapitre I, paragraphe 1.1),
De fagon équivalente, Al—ZX ? suit la loi Gamma nde paramétre 1, 3 savoir de
=l

—z _n=1

densité de probabilité ¢ (il suffit de procéder au changement de variable Z = X/

n-1!
dans la densité de probabilité susmentionnée). Enfin, un nouveau changement de variable
—u _ n-l1
U=2Z aboutit 4 Ia densité¢ de probabilité 2—”(—5‘])# qui correspond en définitive a la
n—

densité de probabilité de laloi y*(2n).

En effet, pour cette derniére, ou plutét pour Ia loi y*(n), il est rappelé que la densité
g h
de probabilité en est définie par ¢(x) ——/— (cf. rappels de cours du chapitre I,
(N

paragraphe 1.1). On a donc bien établi que 7 ZX = 2n = suitla loi y*(2n).

i=1
3-b) a =Prob(décider H /H, vraic), soit o =Prob(A>K/A=4). Il en résulte en

utilisant le résultat de la guestion précédente o = Prob(2n.%2 2n.§! A=1) au Zn.%
suit la loi y°(2n). Déterminant & I'aide de la table de valeurs annexée, le seuil y’

Aot
n

vérifiant Prob(x*(2n) > xﬁ) = ¢ , on en déduit immédiatement K =
En résumé, si 1> “2de 2” Ze on décide /f, H, étant retenu sinon.
3-c) Pour n=15, soit 2n =30, la table annexée fournit le seuil critique 3~ = 43,773, soit
K =583, Quant & lerrewr de 2™ espéce [, elle est définic par la probabilité
Prob({décider H,/H, vraie)=Pr ob(;l <K/A=2),so0it B=Prob(y’(2n)< K.—zf).

. 0 .
Numériquement, S =Prob{y°(30)< 5,83 3? =34,98). Un calculateur serait

nécessaire pour avoir la vraie valeur de §, mais le constat, par lecture dans la table

annexée, de la valeur Prod(y’ (30} 236,25)=0,2 permet de conclure d’ores et déja & la
majoration §<1-0,2=80% et, pour Ia puissance 7 du test, & la minoration n > 20%.
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« La valeur de 2n est comprise ici dans la zone de validité de la convergence de la

variable aléatoire \J2.3° —~J2v -1 vers la loi normale N(0,1). Dans ces conditions, on
peut avoir un résultat plos précis pour 3, a partir de cette convergence, c'est-d-dire en

écrivant B =Prob(z” < 34,98) = Prob(yJ2.7° —2x30—1=4/69,96 —/38 = 0,67) .

Par iecture dans la table de valeurs de la loi normale, centrée, réduite (¢f. annexes) ,
soit N(0,1), il vient B =0,749, ou encore une puissance de 25% (aprés arrondi).

« Autre approximation possible, celle de la loi de chi- deux, y*(n), vers la loi normale

&: N(m=n,0" =2n) (cf. rappels de cours du chapitre I, paragraphe 1.2), ce qui conduit

en Poccurrence 4 = Prob(y*(30) < 34,98) =Prob(£ < EA—L,\ETT_BO =0,64)=0,74, soit

une puissance de 26% qui ici encore, est trés proche des estimations précédentes.

i=n

4-a) Le théoréme central limite appliqué i la somme ZX ? entraine sa convergence vers
=

la {oi normale de moyenne ZE(X,.E) et de variance ZVar(X 7y. Or, comme cela a été

i=l i=t

o1 o ) ) 2.x x?
établi dans I’application 1.4 du chapitre I, E(X ") = FT'GXP(_T)'dx =4.

2

5 2
Dautre part, Var(X?)=EX)=[EX®)] avee ExH={ % exp(-1)dx.
autre  pi ar(X") ()[()] av ()Fgexl)(g)

2
Une intégration par parties suivant U=x“,dV=%.exp(—a%):>dU=4x3.dx et

2
+4. 7 exp(=2 ).
U feexe=-")

Le premier de ces deux termes étant nul, on a finalement, par rapprochement du
second terme avec I'intégrale qui définit E(X?), le résultat E(X*)=2.4".

2

2
V= —exp(—a—) conduit a E(X4) = —[4_);3' exp(_%):|

En résumé, Var(X’):E(X“)—[E(XZ)]Z =22-A* =A%, Ainsi E(ixf)=n./1 et

i=1

Var(z X}y=nA" 1l faut donc retenir que la somme Z X} converge vers la loi normale

i=1 i=l
N(m=njt,0':/1.\/;), ce qui équivaut A la convergence de A vers la loi normale
A
T)-
n
« Pour ce qui est de la région critique Az2K , la donnée de I’erreur de premidre espéce
o, conduit donc & la relation « =Prob(;l >K/A=24), soit par passage a la variable
. . K- .
narmale centrée réduite £ de loi N(0,1), e =Prob(£ = P 2“). Désignant par ¢, le

Jn

NAo=

I

nombre vérifiant o =Prob({ 2¢,),onadonc K =4, +17,.
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Relativement aux données numériques antérieures o = 0,054, =44 =5,n=15, Ie
fait théoriquement contestable d’admettre cette convergence conduirait ici au seuil critigue

K =4+1,645x—==35,71, ce qui n’est pas trés éloigné, néanmoins de la valeur exacte

Jis

trouvée précédemment, a savair, 5,83. On peut denc compter sur le fait d’une bonne
précision quand, 3 fortiort, n=30.

4by = Prob(ﬂ.-<K IA=4)=>p= Prob(§~< ) / ) Avec les données antérieures, on
/n
571~

trouve donc fF =Prob(€ < ’7 > =0,55), soit §=0,71 (au lieu des 74% précédents).
Jis

4-¢) On cherche n” tel que I’on ait, simultanément {

a=Prob(A>K/A=4)
B2Prob(A<Kid=1)

Partant d’une &galité, pour ce qui est de Uerreur de 2™ espéce f3, et recourant A la
variable normale centrée réduite & : N (0,1}, les équations susmentionnées s’écrivent :

Prob(é 2 fn_z“ }=a
/f

’ﬂ/

Notant par f, et ¢, les nombres qui vcnﬂent respectivement les conditions

Prob( <X

K-% _
/
Jn
Prob(§ 2t )=a et Prob(§ <1;)=f, onadonc i
i
/n
Al —1
Par quotient, et aprés développement, il en résulte X =%—(it—:”i:—)’ puis par
51 Far

substitution, la valeur de »" qui est aussi la valeur minimale cherchée lorsque pour §, on
passe de 1’égalité a une inégalité,
4-d) Les données & =0,05,8=0,10;4, =44, =5;n=30 conduisent pour chacune des
52—

25, 0) =0,59,

s

. 4
questions précédentes 4 K = 4+l,645><:/?.~ =520 et f=Prob(& =<

c'est-a-dire une puissance de 41%.

Enfin, si on souhaite, pour le test considéré, une puissance d’au moins 0% (ou encore
une erreur de 2°"° espéce B inférieure & 10%), on a, avec les notations antérieures,

1, /Prob(é <1;)=0,10=>17, =-1,28 (par lecture dans la table de valeurs annexée de la
fonction de répartition TI(r) = Prob(& <1)).
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K-h _,

s
/n

la

Ainsi K =4,507 ce qui entraine, par exemple, a partir de la relation

2
valeur cherchée » =[I?‘"t“ J , soit numériquement, n’ =168,43 .

Par arrondi et par exces, il faut donc disposer d'une échantillon de taille 169 pour
obtenir ici un test de puissance supérieure & 90%, I'erreur de premiére espéce étant quant
aelle égale 4 5%.

2.3 Tests portant sur un modéle de revenus (PARETO)

Enoncé : On se propose dans cette application, de construire tn test non paramétrique
d’ajustement puis un test paramétrique de conformité autour de la loi de PARETO, loi dont

, . 2 . .
la densité¢ de probabilité est f(Jc,éi)=—m,1[l erE(Jc) et dont il est pressenti qu’elle
X .
maodélise fe revenu annuel X d’un individu (exprimé en 10* euros).
PARTIET

On 2 noté les revenus annuels de 5 personnes prises an hasard dans la population de
référence, les données ainsi recueillies étant :

[0 T 32 1 23 [ 38 [ 24 |

1°) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X .

2°) Utilisant un test de KOLMOGOROV, peut-on admettre au niveau de signification de
5% {or = 0,05), que ces données sont issues d’une loi de PARETO de paramétre =17

PARTIE II

A partir d’un échantillon de taille # de variables aléatoires indépendantes de loi
parente X de type PARETO susmentionné, soit (X, X,,...,X,), on se propose de tester

{HM9=%

ol B, et 6, sont deux valeurs fixées vértfiant 8, < 6,.
H :8=8

1°) A I’aide du théoréme de NEYMAN et PEARSON, montrer que la statistique de décision

du test est Y=iinXI..

i=t
2°) Explicitant 1a lof suivie par Y, en déduire Ia régle de décision du test au niveau de
signification o donné. Exprimer la puissance du test (application numérique :

n=56,=1,8=15a=0,01).
32} On suppose ici que n=100. Utilisant le théordme central limite, qu’obtient-on pour
ce qui est des résultats précédents (seuil et puissance) ?

: . O.dr .
Solution : I-1°) F,.(x)= Lf(t,B).di, soif Fo(x)=0si x<let F.{x)= .rﬁ—ﬂ si x»>1,
soit aprés intégration, Fy, (x)=1-x" (x»1).

1-2°y S*agissant d*une Joi continue et utilisant I’expression précédente de la fonction de
répartition, le test d’ajustement le plus approprié ici est le test de KOLMOGOROV qu'il
est donc proposé de mettre en ceuvre.
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Le classement par ordre croissant des cing valeurs observées, et 1a comparaison de la
fréquence cumulée empirigue F (x!.)=% avec la fréquence théorigue F(x)=1-x"
(dans laquelle on suppose #=1), conduit au tableau de calculs ci-dessous (cf. méthode
décrite en rappels de cours du présent chapitre, paragraphe 3.1.b).

X, F(x}.):% Fy(x,) Fﬂ(xi)_%' E’(xf)_%—l‘
1,1 0,2 0,0909 0.1091 0,0909
23 0.4 05652 0,1652 0,3652
3.4 0.6 0,5833 00166 0,1833
32 0,8 0,6875 0,1125 0,0875
3.8 10 0,7368 0,2632 0,0632

Ainsi pour I'échantillon en question, la distance de KOLMOGOROQV, soit la

’

F X)) - ﬂ” prend-elle numériquement la
H

Fg(X(f))—%

i=1,2,....n

statistique, D(F,, F )= Sup{

valeur 0,3652.
o Par ailleurs, la table de KOLMOGOROV pour un échantillon (cf. annexes), fournit, pour
a=0,05n=5; et en DPoccurrence le fest bilatéral, la valeur D, telle que

Prob(D(E,,F)> D,)=a . 1l vient ainsi D, =0,565.

La région critique du test étant caractérisée par D, . =D et les résultats
numériques obtenns précédemment entrainant D, =0,3652< D =(,565, on conclut
qu’il n'y a pas lieu de rejeter hypothése H, suivant laquelle les données proposées sont
la réalisation d'une loi de PARETO de paramétre 8 =1.

LY

II-1°) La vraisemblance L(x,,x,,...,x,,0) associée 4 un échantillon de faille #, soit

(x,,x,,...%,), est égale, pour la loi proposée, 4 L(x,,x,,...,x,,0)}= ,:’ H lﬂ,m{ (x).
fo‘ﬂ i=l
i=l

La région critique, selon le théoréme de NEYMAN et PEARSON, du test
paramétrique proposé, est caractérisée suivant le rapport des vraisemblances, par la
L(x, %y, %,,6)) <

relation <
L(xla xz: rry xn’ 91)

i=n

En utilisant la Jog- vraisembiance mL=nInf-(6 + 1).Zln x,avec x, 2L(1<i<n),

i=l

g i=n
la région critigue est donc définie par n.InE‘)~+(t?l —90).Zlnx,. <Ink, c'est-a-dire une
1 i=l

. . o 1 6
relation qui est de la forme Zln x, <K, avec K= P .{lnk + n.lng—‘J .
i=] 1~ % 0

On constate bien ainsi que la statistique du testest ¥ = Zln X,

i=1
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11-2°) Le changement de variable ¥ =In X, dans la densité de probabilité élémentaire

fx)dx, de la loi de PARETO conduit pour ¥ a des valeurs sur [0,40] et a la

densité g(y,) vérifiant élémentairement g(y).dy, = f(x).dx,, avec x =e", soit
) ,
80, == " -

Ainsi, les wvariables aléatoires Y dont la densité de probabilité s’écrit
g(y)=06.exp(-6.y,), suivent-elles la loi exponentielle de paramétre #. Dans ces
conditions et conformément aux propriétés rappelées au chapitre I (cf. rappels de cours,

i=n i=n

paragraphe 1.1), la somme ¥ =3 ¥ = In X, suit-cllc la loi Gamma- n dc paramétre 8,

=1 1=1
n_nl -Bx

c'est-a-dire de densité de probabilité d

(n-1)1
» Comme cela a déja été mis en évidence dans P'application 2.2 précédente (modéle de
RAYLEIGH), g variable U/ =2.0.Y dont, par nouveau changement de variable, la densité

_#
3 .n-1

de probabilité est i{'—ul suit la loi de chi- deux 2 2x degrés de liberté, soit y°(2n),
{n~

résultat qui permet ainsi de déterminer aisément la régle de décision du test et sa
puissance.

En offet,z =Prob(Y =3 In X, <K /8 =0,) = Prob(26 = (i) < 26K /0 =6,).
i=l

Déterminant dans la table de valeurs annexée (cf. loi de x?), le seuil y. vérifiant

La
28

0

Prod(y*(2n) < x’) = a, il vient immédiatement K =

i=n z
On décidera donc H, si Zlnx,. < —’%— et H, dans e cas contraire.
=l B}

i=n :
D’autre part, ﬂ=wa(zlnXi ~K/0=8), soit ﬂ=Pr0b(xz(2")>'2-9r2x5 )
‘ £ A 28,

D’ol par lecture dans la table des valeurs annexée de la loi de y°, la valeur de S et a
fortiori de la puissance 7 =1~ B du test.

« Lapplication numérique »=5,a =0,01;8, =18, =15 conduit pour la loi de¢ y° &
v =2n degrés de libertés, soit v =10, & ;(j = 2,558 (cf tables de valeurs annexées). Il en
résulte K =1,279.

H,:8=8,=1,0
H:8=6=15
Prob(x*(10) = 2x1,5x1,279 =3,84). A défaut de disposer d’un calculateur, la table de

valeurs annexée montre que Prob(y*(10)>0,975)=3,25 et Proa(x*(10) 20,95)=3,94.
B est donc comprise entre 95% et 97,5%, la puissance du test ¢tant pour sa part comprise
entre 2,5% et 5%.

eme est, quant  elle, égale 3

L'errenr de ™ espéce f associée au test {
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11-3°) Si n=100, on peut admettre en fonction du théoréme central limite que la somme
2111)(1. converge vers la Joi normale de moyenne g et de variance %, les variables
al_éatoires X, étant, pour rappel, des variables exponentielles de paramétre 8 et a fortiori
d’espérance et de variance respectiverent égales a é et 7

La région critique caractérisée par ¥ = Z]n X, <K est donc déterminée, par passage

i=1
o/
0

a la variable normale centrée réduite £ : N(0,1), par « =Prob(£ < J_/
K
n

2
), d’olt en
90
» __— n
notant par ¢, le nombre vérifiant @ =Prob(£ <t ), le sewil critique K = o +1, o
1]

0

Numériquement, si ¢=0,01 et #n=100, on a immédiatement 7 =-233 et
=/
K =76,7. 115’ensuit §=Prob(£= L=1,505), soit environ 8 = 0,066,

La puissance correspondante du test, soit 77 =1— 8, avoisine donc 93,4%.

2.4 Test entre deux lois pour une étude de clientéte

Comme le montre la présente application, la méthode de NEYMAN et PEARSON peut étre
ntifisée an-dela du cadre de tests portant sur la valeur d’un paramétre.

Enoncé : Une agence de voyage souhaite cibler sa clientéie. Elle sait que les coordonnées
du lien d’habitation d’un client (X,¥) rapportées au lien de naissance (0,0) sont une
information significative pour [e goiit de ce client. Elle distingue :

- lapopulation 1 (hypothése H,) dont la loi de probabilité a pour densité :
Xty

1
JACSIE 2 -BXP{—( )} dx.dy
Fia 2
- lapopulation 2 (hypothése /) dont la loi de probabilité a pour densité :

AP = (D ()i

L’agence souhaite tester ’hypothése qu’un nouveau client vivant en (x, y) appartienne
4 la population 1 plutét qu’a la population 2.
1°) Montrer que les variables aléatoires X et ¥ sont indépendantes quelle que soit
I’hypothése choisie.
2°) Exprimant Ie rapport des fonctions de vraisemblance sous les hypothéses H, et H,,

proposer & 'aide du théoréme de NEYMAN et PEARSON un test de puissance maximale et
de premiére espéce « dont on caractérisera la région critique .
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3°} A partir de la statistique appropride, caractériser graphiquement la région crifique de
ce test dans R* (on supposera o =5% ).

4°) Pour un client dont la valeur du couple (X,Y) est (1,9-1,9), qu'en conclure ?

5°) Relativement au test ci-dessus, calculer la valeur du risque de 2™ espéce B oetla
puissance du test.

Selntion : 1°) Sous Phypothése H, et considérant la densité de probabilité ¢,(x) de la
variable aléatoire X il est immédiat d’aprés la Ioi des probabilités marginales, que

qol(r)-— exp(——) Eexp(—w)afy J_ exp(—_) De méme, par symétrie,

2

. 1 1 . .
¥ admet sw R, la densité de probabilité w,(y):—.exp(—zm), ce qui établit
N2r 2
I’indépendance puisque f;(x, v) = p.(x)w,(y).
De méme, sous H,, on a pour X, @ (x)= I[M](x)fa_‘y % ~+2I(Jc).

Par symétrie, on a aussi, pour ¥, w,(y) =%'l[-z,+z]'( y) et fortiori f,(x, ) =@, (x}y.(¥).
ce qui établit I'indépendance.
2°) Selon le théoréme de NEYMAN et PEARSON, le test qui, portant sur fe rapport de

n
et L désignant les fonctions de vraisemblance associées a I’échantilion en question, et

vraisemblance, ¢st défini par W = {(xt,xZ,...,x,,)/ % < k} est de puissance maximale, L,

ceci respectivement suivant les hypothéses H et H,|.

En P'occurrence, dans le cadre d’un échantillon (x, y) de taille =2, I’expression de

la région critique susmentionnée s’écrit W={(x, y)/l'(iy—)sk}, la relation

fu(x,y)

'+
5 )

exp(—

Sxy). <k, s’écrivant concrétement, —
fz(X,Y) 2n 1[ 2,42] (x) 1[ 2+2](y)

Lorsque xE[-2,+2], 1[72,+2](I)-1[_z,+2](}')=0- Le rapport de vraisemblance L est

1
infini, ce qui conduit & retenir I'hypothése H, puisque la vraisemblance associée 2
I'hypothése £, est nulle, sinon lorsque xe[—2,+2] on a 1 ” +1](Jc) I[ 240] (=1, ce qu
O +y")
2

. - - . 16
entraine pour la région critique, la caractérisation — 5 .exp(—————=) <k, ou encore,
T

Sy =2 ]n(ﬁ) c'est-a-dire une relation de la forme x* + y* 2 K.

« Enconclusion, W = {(x,y) RN [w2,+2]x [—2, +2]/x2 +y 2 K}
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3%) Lorsqu’on est sous I’hypothése H,, les variables X et Y suivent la loi normale,

centrée, réduite, et sont indépendantes. La somme X’ + Y suit donc une loi du chi- deux
a deux degrés de liberté {cf. rappels de cours du chapitre I, paragraphe 1.1).

Lierreur de premiére espéce o étant égale 4 5%, on peut derire
Prob(W /H,)=0,05=Prob(X’ +Y¥' 2K)=0,05. Désignant par K, le nombre qui,
pour la loi de chi- deux & deux degrés de libertd, soit x'(2), vérifie
Prob{y*(2)= K)=0,05, il vient immédiatement, par lecture dans la table des valeurs
annexée, K, =5,99.

Ainsi, la région critique (zone de décision de H)) est-elle définie finalement par
’ensemble W = {(x, y) e [-2,42]x[-2,42}/x* + y* 25, 99}. Géométriquement, il §’agit
de 'intersection entre extérienr du cercle de rayon 2,45 et Uintérieur du carré de coté 4
et de centre O.

4%} S’agissant du point de coordonnées (x=1,9;y=19), il appartient au carré ef est
extérieur au cercle puisque x*+y*=7,22>599. En conclusion, pour le client en
question, on décide H, pour ce qui est de sa population de rattachement.

5°) L'erreur de 2°™ espéce B cst égale & Prob(décider H,/H, vraig), soit en explicitant,
B =Prob(X* +Y* <K /H, vraie) avec K =5,99. Lorsque H, est vraie, (X,¥) a pour

., e, 1
densité de probabilité e 1[_2‘+2] (x)-l[,zﬂ} (».

dudy
16

soit

Ainsi = f
<599
2<x<]

Y \\% / Sl -2<y<t

;///4. S, ﬁ=4.l§6f’ e §= 05'['!2 s
d

E

0<y<2
x2+y245,99

c'est-a-dire l'aire hachurée
ci-contre, Décomposant cette aire
0 N/ en aires partielles §, et §, définies

ci-contre, ona §, = 2x2=2,82 et

X

S, = (fa( R dy).dx = &\/5,99~x2 .dx. Posant x = /5,99.cosf = f = arccos(\/s__ga)

2
il s’ensuit, pour nouvelles bornes de l'intégrale précédente, 0,956 = arcos( \/;'-[55) et

0,614 = arcos( 2
/5,99
5,99 {: _sin 2t:|0956
n

), dou 8, =—[""5,99.sin’ t.dt=4%.f;:(lwcos 20)dr , soit

=1,026.

S, =

6,614
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) S .
» En conclusion, §=5+5,=3,846 et f= 7 =0,962. On remarque que la puissance du

test qui est égale & 7 =1—§ =3,8% est particuliérement faible dans cet exemple, et ceci
bien qu’il s’agit d’un test de puissance maximale. La petite valeur de la taille de
I’échantillon (# =2) est une explication A la faiblesse de cette puissance.

2.5 Test séquentiel de WALD et contrdle de réception

L’un des aspects Ies plus courants du contréle de qualité est celui de la réception opérée par
le chient, de la fabrication du fournisseur, le contrédle étant alors qualitatif (par attributs)
encore gne dans Papplication 1.3 précédente, ¢’est un contréle par mesures qui est effectué.
Au-deld du plan d’échantillonnage simple, les plans d’échantillonnage multiples trouvent A
travers la méthode progressive (séquentielle), une généralisation gni est la plus économique,

Enonceé : 1 est proposé de développer quelques aspects du plan de contréle par attributs
qu’on limitera ici au suivi de la proportion p de piéces défectueuses (0 < p <1), chague
élément contrélé ¢tant ainsi classé conforme on non conforme (un autre mode est celui du
controle du nombre moyen de défauts par unité testée).

De fagon générale, le client souhaite limiter 3 § le risque d’accepter une fabrication
trés mauvaise ( p 2 p, ) et le fournisseur souhaite limiter & o le risque de se voir refuser

une fabrication qui serait de bonne qualité ( p < p , avec p, < p,).

PARTIE I (plan simple)

Dans ce mode d’échantillonnage, on procéde & un prélévement de » pigces i I'issue
duquel on décide du rejet ou non de la livraison en fonction du nombre de pices
défectueuses constatées.

[-1°) a et § ¢étant fixdes, écrire les équations permettant d'exprimer la taille de
I’échantillon & prélever, soit #, et la régle de décision correspondante.

1-2°) On fixe & et § A respectivement 1% et 5%. Par ailleurs, on considére que p, =0,10

et p, = 0,30. Expliciter la mise en ceuvre du contréle.

PARTIE II (plan progressif)

Le recours aux plans multiples, pallie au cofit manifeste des plans simples, suivant
lequel, » étant fixé, il faut un contréle qui reste tout aussi important, que les premiéres
pitces prélevées soient conformes, ou que les premiers prélévements créent un doute
manifeste.

Ainsi, I"échantillonnage double vise-t-il & créer une étape intermédiaire :
- on préléve tout d’abord n, piéces. Si le taux de non-conformité est inférieur 4 ¢,

on accepte le lot. Si ce taux est supérieur & c,, on refuse le lot ;

- dans la zone intermédiaire d’un taux de non-conformité compris entre ¢, et c,, on

procéde alors au prélévement d’un nouvel échantilion de taille #,.

Imaginable & «triple détente » voire au-dela, ce dispositif est généralisé lorsque la
taille de I'échantillon est aléatoire, ce qui est I'objet du test séquentiel de WALD.
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1I-1°) Expliciter & partir du rapport des vraisemblances, la régle de décision du test
séquenticl de WALD dont on montrera qu’elle conduit, relativermnent au rombre cumulé de
piéces non conformes, soit X(#), et lorsque fa taille aléatoire N de I’échantillon prélevé

prend la valeur », au mode opératoire :

- X(n} < A(n) = —h +s.n= on accepte la livraison ;

- X{(n) > B(n) = h, + s.n = on refuse la livraison ;

- A{n) £ X(n) < B(n) = on procéde & un prélévement supplémentaire.
(8,h,h,) étant & déterminer en fonction de o, 8, p,, p,.

[£-2°) Déterminer les valeurs approchées de £, (N),E, (N), etde MaxE (N).
14

I1-3°) Expliciter numériquement les résultats précédents pour les valeurs numériques
o =1%, f =5%, p, =0,10, p, = 0,30 . Qu’en conclure ?

Hy:p<p

, test composite pour lequel les risques
H:p>p,

Solation : 1-1°} Il s’agit de tester {

a{p) et B(p) sont majords par les risques & et § inhérents au test {

Raisonnant donc sur ces majorants, la donnée des risques maximum o et § conduit,
X étant le nombre de piéces défectuenses au sein de I’échantillon de taille #, aux
L ac=Prob(X 2c/p=p)
équations .

B=Prob(X <c/p=p,)

X suivant la loi binomiale B(n,p), 1l faut recourir & une méthode exacte (par
approximations successives, par exemple), ou aux approximations habituelles par les lois
de POISSON et GAUSS, ce dernier cas étant le plus courant et admis pour la suite.

X-n.
1-2°) Introduisant la variable normale centrée réduite &= "2 et la Jonction de
viPg

répartition T1(t) = Prob(& <t), les équations précédentes s’écrivent ;

[Ehad (N 78 c~np
Jrpll-p) ~ Jnpll-p)

=P b c- il 2! H — n'pz =
p=reo (‘54\/&1)2.(1—}?2)):} (\/"-pz‘(lmpz)) ’

a=Prob(fz y=1-¢

Notant par ¢, le senil vérifiant Prob(§ <t,)=a, il vient ——ciﬁp’——:q_a et
yup(-p,)

c—n.p,
Jep,(t-p,)
Pour le cas présent, a=1%,8=5%p, =0,10,p, =030 =>4, =233 et

np, 4o, Jpdl-p)

-1,645. Il s’ensuit, par quotient bl

c-np, t; Jp,(1-p,)

=1,,d’olt n et ¢ par résolution du systtme d’équations en question.

{ , soit numériquement

0,05 —

¢=0,196.n.
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Par substitution dans la premiére équation, par exemple, il vient n=52,76, soit par
arrondi, # =53, et par suite ¢=10,35, seull qu’on arrondira 4 Ia valeur entiére ¢=10.

En conclusion, pour les risques ¢« et §, maitrisés respectivement 4 1% et 5% ; et a
partir d’échantillons de taille 53 et du nombre X de piéces défectueuses sur ledit
échantillon, on décidera H, si X 210 et H, sinon.

II-1°) Pour chacune des observations effectuées, la variable & considérer ici est la variable
de BERNOULLI de loi :

- X =0 = piéce conforme=> probabilité associée g =1-p ;

- X =1= piéce non conforme = probabilité associée p ;

loi qu’on peut caractériser par Prob(X =x)= p*.(1-p)*,xe {0, 1} .

Explicitant le mode opératoire mentionné en rappels de cours (cf. paragraphe 2.7), on

i=n

Ter-py> En o
IJ” Yopm(opy) ¢

i x,. 1- i-x, f:x_— n—if:x,-
l;[FH (1-p) p= (~p) =

logarithme népérien et aprés développement et regroupement, 1’expression :

InR, =[1n&+ lnl_":_p_l:l,in—n.ln = .
F2h I-p, |3 1-p,

a successivement R = soit en passant an

Il s’ensuit la régle de décision :

- décider H, si nR, > lnﬂ, ce qui entraine la relation :
a
I- -
ien In J'l— In LE
Z x > 1= I;z_ A+ & T
I PN R T M X
n  l-p n  i-p
- décider H, si mnR, < lnli= ce qui entraine la relation :
-
i=n lﬂ ] - pi lﬂ 71 T
>ox - =p, - B
T A pPiplzh
P 1-p, 23 1-p,

- la mise en ceuvre d’un prélévement complémentaire dans les autres cas.

« On est donc bien confronté aux bornes mentionnées dans 1’énoncé avec :

ol =% 18 2P
= B ok, = o §= 1-p, '
PERE P SR Y WU N R WY S .
rn l-p n l-p n 1-p

h



208 Chapitre 111 — Décision

11-2°) Utilisant les résultats de I'application précédente 1.4, on est amené a calculer £,(Z)

nf(X,p,) fOX,py)_pidi-p)™ Z:{m [N } Yamlo?
b f(X,p) f(X,p) pl0-p) n l-p -p

La variable de BERNOQULLI ayant pour espérance mathématique la valeur p, on a
ainsi pour les espérances £, (Z) et £, (Z) et par linarité de I'espérance mathématique,

avee £ =

les résultats :
EP‘(Z)z[ln&Hn:_pl}.pﬁlni—pz , EM(Z)=[m&+m:_p' j|.p
-p

no l-p 1 p 1-p -p
[ML}.P(BH[ L= ﬁ} {1-P(BY)
De I’expression générale E,(N)= —a admise dans
E,(Z)
I’application antérieure 1.4, résulte pour p = p,, par exemple :
(l—a).lni+a.]nl—_—£ —(1- rx)ln +a]n 8
E (N) — l-a a ﬁ o
a E,(Z) In 1= Pt
[mpuml‘pl}. TP
pl-p P emlzP
P 1-p,
Ainsi E, (N)rﬂ;q)im_ De méme et aprés calcuis scmblables, on obtient
S=p
=Pk =By

Fa (V)= P, =3

Quant & MaxE,(N), on admettra qu’il s’agit d’un extrema aiteint au voisinage de
P

p=s ctdont la valenr est E (N)= % avec ¢ =5.(1-5) (cf. résultat général mentionné
o
dans I’application 1.4 antérieure, la variance ayant pour expression p.(1- p) dans le cas

de la loi de BERNOULLI. DY ou, le résultat annoncé, E (N} = MaxE (M= ghz 3
h)

[I-3°) L’application numérique & =1%, 8 =35%, p, =0,10,p, =0,30 conduit, suivant les

formules antérieures, & A =2,21;4, =3,37;5=0,25, dott E (N)=39,65, soit la valeur

40 par arrondi.

Ces calculs montrent ici encore, I'économie 3 attendre d’un plan progressif qui, en
moyenne, exige 40 prélévements, le plan simple exigeant quant a lui 53 prélcvements pour
obtenir les mémes risques (cf. 1™ question).

L’inconvénient en demeure cependant I'incertitude lide aux fluctuations de N autour
de sa moyenne dont on a montré qu'elle était bornée supérieurement par 40 pour
I’exemple traité ici. On pallie & cette difficulté en tronquant le test 3 3.E_(N) une décision

étant alors prise suivant qu’on se trouve au dessus (H,) ou au dessous (H,) de la droite

d’équation y=s.n.
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1.6 Ajustement par une loi uniforme

Enoncé : Pour une étude de maladies cardio-vasculaires, I’enquéte menée dans quatre
villes 3 travers des échantillons de tailles respectives 200,400,300,100 révele fes nombres
de malades suivants ;

Ville 1 2 3 4 z
i
7 22 38 25 16 100

Ces données montrent-elles une différence significative d’une ville & ’autre quant au
nombre de personnes atteintes 7. On admettra un niveau de signification ¢ égal & 5%.

Solution : L'absence de différence significative entre villes équivant an caractére
uniforme du nombre de malades sur chacune des villes en question, ce qui induit, en
théorie, un nombre de malades proportionnel 2 la taille de I’échantiflon considéré.

x

Ramenant donc le probléme posé & un test d’ajustement dont la distance de
chi- deux forme ici la méthode la plus appropride, on est donc conduit au tableau de
calculs ci-aprés, » étant le nombre de classes, soit #n=4, et N la taille Z [ de

i=]

Péchantillon des malades considéré, soit N =100,

Villes Fréquences | Fréquences
i observées | théoriques
£ N.p,
1 22 20
2 38 40
3 25 30
4 15 10
z 100 100

Toutes les classes étant suffisamment significatives puisque N.p, >5,i=1,2,3.4, il
n’y a pas de regronpement & opérer, la distance de chi- deax calculée, soit
hi(_ﬁ_N.pj)z

étant numériquement ¢gale 4 3,63.

=1
» Or, la statistique associée a la distance de chi- deux suit la loi de »° 2
v =n—1-kdegrés de libertés ol n=4 et & =0, aucun paramétre n’étant & estimer pour
caractériser la loi uniforme par laquelle on modélise. Numériquement, v =3.

Notant par x_ le senil vérifiant Prod(y’(3)2 y’)=c, la lecture dans la table de

valeurs annexée, foumit pour o = 0,05 et v =3, le résultat y> =7,815 ce qui n'autorise
pas & considérer la différence entre villes comme significative.

2.7 Tests non paramétriques de conformité i une valeur standard

Non limités aux problémes de comparaison entre échantillons tels ceux développés en
rappels de cours, les tests non paramétriques forment, dans le cadre de la conformité a une
valenr standard, ume alternative aux tests paraméiriques classiques (netamment
STUDENT), dés qu’on n’entre plus dans Ie cadre d’un moedéle gaussien ou d’échantilons de
grande taiile.
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Enoncé : Plusieurs adaptations de tests mentionnés dans les rappels de cours du présent
chapitre, sont proposées dans cette application.

{On mesure les tailles de dix étudiants de sexe masculin, les données recensées étant les
suivantes, en cm :

[171 [ 165 [ 172 [ 174 [ 178 [ 180 | 175 | 180 | 167 | 169 |

Admettant que la taille moyenne d’un adulte est supposée étre ¢gale & m, =170 cm et

notant par m Uespérance de taille d’un étudiant, on souhaite, & travers les diverses
méthodes ci-aprés, déterminer si cette demiére moyenne m est supérieure ou non a

. . H  m=m
I’espérance de taille générale, & savoir m, =170, bref un test unilatéral { ¢ ® dont
Limem

on fixera & 5% le niveau de signification.

1°) (test des signes) : Supposant la distribution des tailles symétrique, appliquer fe test des
signes aux différences o, =x,—m, (sous I'hypothése H,) et en déduire la décision a
retenir.

2°) (test des rangs signés de WILCOXON) : Dans ce test plus puissant que le précédent et
qui exige la syméirie de la distmbution des données (par suite, la coincidence de la
moyenne et de la médiane), on applique [a procédure exposée en rappels de cours
(cf. paragraphe 3.3.b) aux différences d, = x, —m,.

Reprenant les données de la précédente question, quelle conclusion résulte de la mise
en ceuvre du test en question, o étant toujours égal 4 5% 7.

3°) (test paramétrique de STUDENT)

On admet que la taille d*un individu est modélisée par la loi normale. Toujours suivant
les données susmentionnées et au niveau de signification & =0,05, quelle conclusion

, H,:m=m,
peut-on retenir quant au test ?

Solution : 1°) Portant sur la médiane {mais anssi sur la moyenne, si on fait Uhypothése
supplémentaire de la symétrie de la distribution étudide), le test des signes ne reguiert
aucune hypothése sur la distribution des donrnées. En contrepartie, il est d’une puissance
tés faible car faisant abstraction des valeurs prises (seuls les signes des différences
d.=x -m, sont utilisés). 1l entraine donc fort logiquement, une perte d’information
importante.

Pour le cas proposé et comme cela est indiqué ci-dessus, la symétrie de la distribution

H,:m=m,

raméne le test de moyenne { a un fest de médiane. La médiane étant définie

T
pour rappel, par le nombre ; tel ql';e Prob{X »c)=Prob(X <c) (soit, la valeur
commune % lorsqu’il s’agit de variables continues), il en résulte que la variable D qui
caractérise le nombre de différences d, =x —m, positives (x,l<i<n, désignant les
valeurs proposées de 1’échantilion), suit la loi binomiale B(r, %) lorsque 'hypothése

H,:m=m, est vérifice.



B — Applications

211

Concrétement, sept différences d, positives sont constatées dans I’échantillon proposé,
=7 . Reprenant les résultats des rappels de cours relatifs an test des

signes pour comparaison de deux distributions (cf. paragraphe 3.3.a), il est immédiat que
la région critique du test a pour foome D>D,, D, étant caractérisé par la relation

ce qui entraine D

caleulé

a =Prob{décider H,/H, vraie)=Prob(DzD,/m=m,).

Un calcul direct ou le recours a la fable annexée telative au fest binomial montre que
la premiére valeur de D telle que Prob(D2=D,)<a=0,05 est D, =8. L’inégalité

D

calculé

ynilatéral et en limitant & o = 5% le risque de conclure i tort aurejet de H,,.

=7< D, =8 ne permet donc pas d'écarter ’hypothése H,, du moins pour le test

+ A noter que si des valeurs de I’échantillon étaient égales & m,, il conviendrait de les

écarter préalablement au décompte des différences d, positives.

2°) La mise en place du test des rangs signés de WILCOXON appliqué aux différences
d, = x, ~170, conduit aprés tri par ordre croissant des |d,.| aux calculs des rangs ef signes

ci-dessous :
i 1 10 3 9 4 7 2 5 0 8
X, 171 [ 169 [ 172 ] 167 [ 174 | 175 [-165] 178 | 180 | 180
d, =x, 170 -1 2 -3 4 -5 8 10 1 10
'di| 1 1 2 3 4 5 5 3 10 | 10
Rangs (*) 15[ 1,5 3 4 5 6,5 | 6,5 8 95 | 95
Signes + |-+ - |+ +! -+ ]+ ]+

(*) Le principe utilis¢ est celui du rang moyen lorsqu’il y a des valeurs ex-aequo.
Par exemple, les deux premiéres valeurs qui correspondent aux deux premiéres positions

1 et 2, ont pour rang moyen 1+ 2% =15.

« Retenant pour fonction discriminante du test, la statistique W™ définic par la somme
des rangs signés positivement, il vient pour I’échantillon étudié, ’expression numérique

W+

calculé

W

calculé

=1,5+4+6,5=12 etque W, .. +

w-

calcnlé

=43+12=

,avec n=10,

=L5+3+5+65+8+9,5+9,5=43. Bien évidemment, on remarquera que
n(n+1)

Sous [I’hypothése H,, et reprenant les éléments fournis en rappels de cowrs

(cf. paragraphe 3.3.b du présent chapitre), la statistique #~ a pour moyenne

{puisque E(F" )= E(W')=‘;~.

on peut envisager une approximation de

réduite, soit & : N(0,1).

k-1

k=n
Zk ) et pour variance

m(n+1).(2r+1)
24
W n(n+1)
Jn.(n+1).(2n+1)
24

n(n+1)

. A partirde n=15,

par la loi normale centrée
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11 s’ensuit, relativement au test wrilatéral qui est proposé ici, la région critique
caractérisée par W' 2 W, on W, vérifie a =Prob(W 2 W, /m=m,), la décision & retenir

étant H, si W, 2 W, et H; sinon.

calculé

Pour ce qui est des petites valeurs de #, ce qui n’autorise pas "approximation par la
loi normale, on pourra utiliser des fables de valeurs telle celle annexée, qui fournissent la

valeur du seuil #, en fonction de » et de . Ainsi, pour =10 et p=1-a =0,95 lit-on
W =44,

« Ici encore et bien qu’il s’agisse d’un test plus puissant que le test des signes, la relation
W oe =43 < W, = 44 ne permet pas de rejeter ['hypothése H,.

caleulé
« A noter que, comme précédemment, il faudrait éliminer les différences d, = x, =170 qui
sont nulles, avant I*affectation des rangs et le calcul de ™.

« Enfin, et bien que » soit petit et inférieur 4 15, approximation de ¥~ par la loi

- . (n+1 In(n+1)(2n+1 .
normale conduirait au seuil W, zig%tl+l,645. E(—ni%%—m (puisque pour

a=0,05, Prob(é 21,)=0,05=1, =1,645), soit numeériquement, fa valeur # =43,64.

Clest trés proche de la valeur précédente fournie par la table ad hoc, et cela 1égitime
largement *usage de I’approximation normale, méme pour les petites valeurs de ».

3°) Si on admet le résultat bien connu suivant lequel la distribution du poids aléatoire d'un
individu s’apparente 4 une Ioi normale (théorie des causes élémentaires et théoréme
central limite), on entre alors dans le domaine d’application du test ¢+ de STUDENT, test
paramétrigue qui est le plus puissant des tests considérés ici.

. ~2 . . P
La variance étant inconnue et devant étre estimée par S , on est ainsi conduit & une
région critique de la forme x 27 (puisqu’en effet, pour le cas dont il s’agit, & savoir

Hy m=m, . . ) X-m .
, le test est unilatéral), la fonction pivotale T = _3'— suivant par ailleurs, Ia
i

H m=m,

loi de STUDENT 4 v =n—1 degrés de liberté.

Utilisant 1a variable auxiliaire ¥ = X —170 pour simplifier les calculs de x et de 3‘,
ces derniers sont rassemblés ci-dessous :

X, 171 | 165 | 172 | 174 | 178 | 180 | 175 | 180 | 167 | 169 | 171
v=x 170 1L | 5] 2 | 4 | 8 [10] 5 [10] 3| 1|3l
¥ T | 25| 4 | 16 | 64 | 100 25 100] 9 | 1 | 945
y=31 gzzL,{iﬂyﬁ—m?]qs,ze)z
F=3+170 T
5, =5, =526

Explicitant la région critique X271 ou x vérifie a = Prob(x2m/m= m,), il vient la

relation ¢ =Prob(T 2 H_m‘}), soit Jr=m0+ta.%-, t, vérifiant Prob(T 21,)=a .
n

e
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Numériquement, la lecture dans la table des valeurs de la loi de STUDENT
(cf. annexes) du nombre 7, tel que Prob(T 21, ,,) = 0,05, conduit pour un nombre de

degré de libert¢ v =10-1=9, & la valeur ¢ ,, =1,833. D’ou le senil 7 =173,05.

. Or, x=173,1, valeur qui cette fois, est supérieure au seuil critique 7, ce qui conduit &
retenir I'hypothése H, au contraire des tests précédents. Ce résultat souligne la
puissance plus élevée du test paramétrique qui est plus apte, & risque égal, 4 discerner
I"hypothése H, de I'hypothése H

3. Tests 4 deux échantillons sous modéle gaussien

3.1 Un exemple utilisant les tests de STUDENT et de FISHER SNEDECOR

Enoncé: Pour comparer I'influence de deux régimes alimentaires A et B sur le
développement des doryphores, un entomologiste a mesuré, lors de la mue imaginale, le
poids d’inscctes élevés dans les conditions A pour les uns, et dans les conditions B pour
les autres. 11 a obtenu les résultats suivants :

Régime A (9 insectes méles) :

100 T 94 [ 9 [ 1 [ 113 | 84 [ 102 | 107 [ 99 |
Régime B (8 insectes méles) :

[107 [ 11s | 99 [ 111 [ 114 [ 127 [ 145 | 40 |}

Le poids d'un insecte choisi au hasard dans un élevage est une variable aléatoire que
P’on désignera par X dans le cas A et par ¥ dans le cas B. On admet que X et ¥ suivent
une loi normale.

1°) Montrer qu’il n’y a pas lieu de penser que X et Y aient des variances différentes.
Pour la suite, on notera par & la valeur commune de ces deux variances.

~2
2°) Expritmer une estimation de o, soit S, dont on calculera espérance mathématique et
e 52
variance. En déduire les propriétés de § |
3°) Estimer o par intervalle de confiance au seuil 95%.

4°)y Montrer que le régime B est plus favorable an développement des insectes que le
régime A.

Solution : 1°) Notant par N(m ,c5,) et N(m,o,) les lois respectives des poids des
insectes suivant les régimes respectifs A et B, le test proposé ici est bilatéral, d’énoncé
H,:ci=0,
{Hl olton
La mise en ceuvre du test ad hoc de FISHER SNEDECOR (cf. rappels des cours du
présent chapitre, paragraphe 2 4.a), conduit a la région critique :
—2

S
W={(xl,xz,...,x,u),(yl,yz,...,yns)/F=—;f765]:r1,7r2[

2
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—~~2 —~32
Dans la formule antérieure, il est précisé que S, et §, désignent respectivement les
estimatenrs pontuels (variances empiriques corrigées) de o> et o, variances dont les
1 i=n, — —~1 1 i=n —y
DX -X)etS, = L (X =)
i=l

nA—l'-

2
expressions sont §, =

B i=1

2

Or, la statistique —5—% suivant la loi de FISHER SNEDECOR a v,=n, -1 et

vy =n,—1 degrés de liberté, il en résulte immédiatement, sous I'hypothése H, les

expressions des seuvils 7, et 7, vérifiant Prob(F <m)=Prob(F zm,)= %.

« Numériquement, les données étant n, =9,n, =8 et les valeurs x, , et x,, étant celles

présentées dans 1’énoncé, la mise en ceuvre des formules précédentes conduit anx
estimations :

=ny 2 1 i=n, -
_ qu §; = _1.[fo"‘—nA.xA2 =112,94
x, =4 =103,22 & 1 |
1,
i=H 2 i=n, . T
2 %15 5y = 1‘_ n [Z xfkk — Ny .ch2 = 260,79
x, = =119,75 o=l L -
43

~2
Don F,_,, =" /_,=0433,
SB

« Pourlaloi F(v,=n,~1=8v, =n, ~1=7) dont la table des valeurs de la fonction de
répartition est annexée, et pour un miveau de test (erreur de premiére espéce ¢ ) égal a
5%, on a immédiatement Prob(F = x,) = % =0,025= Prob(F < m,) = 0,975, le seuil

7, ludans la table étant égal ,quant 4 Ivi, & 7, = 4,90

. 1.1 .
Dautre part, Prob(F <um)=0,025 équivaut a Pmb(};2~)=0’025’ soit par
i3

1

1 . | .
compliémentarité, Prob(%<ﬁ)=0,975. La variable 7 suivant la loi de FISHER
T

SNEDECOR, F(7.8) {et non plus F(8,7) comme c’est le cas pour F), il s’ensuit

immédiatement L 4,53=m, =0,22.
R-i
-2
« Pour les échantillons considérés, on a 7, =0,22<F_, . % =0,433 <7, =490,

Sp

On est manifestement dans la zone d'acceptation de I .
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—~2 2
2°) Se r¢férant & I"application 1.4 du chapitre I, la somme (», —l).S—”‘2—+(nB - l).SL2 suit
g, Op
une loi de chi-deux 4 n, +m1, ~2 degrés de liberté, ! ‘estimatenr commun s i qui en résulte,
sous I’hypothése o’ =} =0, vérifiant :
{n, - 1)-Sj +{n, - 1)-S; =
ot =

-~ 2 2
a2 ~1).8 -

ngrmy =250 = § =L +(m 215,

o (my+n,~2)

Numériquement, il en ressort, pour les d&chantillons en question, ['estimation
1 8x112,94 +7x260,79

§ = =181,94 de o7
9+8-2
« Revenant au cas général de I’estimateur d’une variance et se reportant plus précisément
~2 ~ 1
a Tapplication 1.2 du chapitre I, il est rappelé que E(S )=o’ et Var(Sz)z 231
-

{du moins, pour le cas d’un modéle normal).
-2 —~2
(n, =15, +(ny ~1).5,

~2 P
Pour |’estimateur § = et posant @ =g =0”, on a donc

(n,+n, -2)
immédiatement, par linéarité :
~2 ~~7
- -1).E -1. s s
E(Sz) - (n, —D.E(S, )+{(n, —D.E(S; ) - 1 [(nA ~1)+(n, _1)]'0_- .
(n,+n,-2) (n, +n; —2)

~12
Ainsi, § est-il un estimateur sans biais.
D’autre part, par pseudo linéarité, ona :
1

m-[(nd. =D Var(§, )+(n, =1y Var($, )}

Var($)) =

2
20

~2
soit compte tenn des expressions Far(S, )=

2
JarS)) =205 ot de
n,—1 , —1

"homoscédasticité o’ =o} =a’ | le résultat :

+(n, 1),

it fig —

R 4 25° 4
var(S') =w~1—.{(nﬁ e 2 22 J 29
n

(n, +ny ~2) T n, =2

~2 ~2
Ainsi, § est-il un estimateur convergent puisque Var(S ) tend vers 0 lorsque n, et

n, sont grands.

3°) S’inspirant des rappels de cours du chapitre IT (cf paragraphe 4.4} et partant du
a2

résultat précédent suivant lequel (7, +n, —2).— suit la loi du chi-deux & v =n, +m1, -2
o

degrés de liberté, la recherche de Pintervalle de confiance [a,b] satisfaisant & la condition

Prob(a < ¢’ < b)=1-a, conduit au résultat :

a2 a7
(ny, +m, —2).8 <o’ < (n, +n, -2).5

, I, et {, définis ci-apres.
tA t.B
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Pour la loi y°(n, +n,-2), les seuils ¢, et ¢, précédents vérifient respectivement les
relations Prob(y*(n, +n, —2) = 1,) =%/ et Prob(y*(n, +ny =2) <1,) =%

Numériquement et pour 1-a =95% , on a successivement, par lecture dans Ia table de
valeurs annexcée (distribution de y°), Prob(y’(15)>1 )=0,025=¢, =27,488 et
Prob(y”(15) < t;)=0,025 = Prob(x*(15) = t;) = 0,975 =, = 6,262,

181,94 <o? <15% 181,04

6,262

2 ¥

Ainsi obtient-on pour ¢, intervalle de confiance 15x

?

soit 99,28 <o* <435,81.

4°) On teste dans cette question I’hypothése H :m, =m, contre I’hypothése
H, :m,~<my. Laréponse est le test paramétrique / de STUDENT a deux échantillons,
tes échantillons étant ici de petites tailles et I"hypothése d’homascédasticité étant admise
par ailleurs (52 = o3).

Dans ces conditions, 1a statistique « discriminante » étant Z-— X_B, la région critique

. - v ’1 [ ” .
est caractérisée par X, - X, <¢,. [— +—.5 (ou ¢, vérifie Prob(T <t )=a, T étant
By g

par aitleurs, la variable de STUDENT 4 v=n,+n, -2 degrés de liberté (cf. paragraphe
2.4.b des rappels de cours du présent chapitre).

Par lecture dans la table de valeurs annexée et pour @ =0,05 (cf. table de distribution
de STUDENT), on obtient aisément pour v =15, le senil £, =—1,753 et 4 fortiori, la régle
de décision snivant laquelle :

> on décide H,| si Z—JTBS—I,?SBx /%+éx,/181,9 =-11,49 ;

- ondécide H, sinon.

Or, sur les échantillons dont on dispose, on a gwg =-16,53. C’est donc la décision

H,, 4 savoir la conclusion suivant laquelle le régime B est plus favorable au

I
developpement que le régime A qu’il faut retenir ici.

3.2 Comparaison de moyennes sur échantillons appariés

Enoncé : Une société¢ de location de voitures met en place une expérience afin de décider
si deux types de pnens sont différents ou non. Onze voitures sont conduites sur un
parcours précis avec des pneus de type A. Ceux-ci sont alors remplacés par des pneus de
type B et les voitures sont de nouveau conduites sur le méme parcours.

Les consommations de carburant en kin/litre des voitures en guestion, pour chacun des
deux types de pneus A et B, soient X, et X, sont indiquées dans le tableau ci-dessous,

I’hypothése de leur distribution gaussienne étant par ailleurs admise.

Consom/Voiture | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X, 42 | 47 166 | 70 | 67 :45 |57 6 [74]49 61

X, 41149 |62 | 69| 68 | 44 |57 |53 | 69 | 49 | 60
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An nivean de signification 5%, quelle conclusion pent-on en retenir ?

Solution : L 'hypothése de normalité permet d’envisager ici un test paramétrique de
STUDENT (qu’on choisira bilatéral), tel celui exposé en rappels de cours du présent
chapitre (cf. paragraphe 2.5).

Utilisant la variable D =X, ~X,, ce test se raméne, pour ladite variable, a tester la

nutlité on non de la moyenne m, —m, et utilise la statistigne M dont la loi est

§ y
Jn
de type STUDENT &4 v =r-1 degrés de liberté.

Les calculs qui en résuitent sont les suivants :

=ll[(42 4,1)+(4,7-4,9)+...+ (6,1 - 6,0)] = 0,109 ;

i=il — —~
5 :_1__[ d£-11d }=0,04o9:>s9=0,202.
1-1] <

La région critique est définie par d ¢ |7, +7{, od = vérifie :

Prob(DeE]—:r,Hr[/mA -my=0)=a

1 en résulte la relation Prob(|T|=
/r %

STUDENT & v =#n—1 degrés de liberté. La lecture dans la table de valeurs annexée
(cf. table de STUDENT, test bilatéral), fournit pour ¢, vérifiant Pr ob([T[ 21, )=a et pour

e =0,05 et n=11, la valeur ¢, =2 2281.

—=——)=a, ot I désigne la loi de

. Ainsi 7=0,136. Or, par rapport aux données collectées, d qui est égal & 0,109 reste
donc inféricur au seuil critique susmentionné 7 =0,136. On ne peut donc pas, dans ces

conditions, refenir ['hypothése d’une différence significative entre Is pneus utilisés (du
moins au sewl @ =0,05 ni méme d’ailleurs, an seuwil a =0,10).

3.3 Comparaison de variances entre deux types de solutions aqueuses

Enoncé : On se propose d’illustrer deux tests paramétriques sous modéle normal pour
comparer des variances entre deux populations. Plus précisément, on s’intéresse 4 une
méthode qui doit servir 4 Panalyse de deunx catégories de solutions. Dans 1'une la
concentration de I'élément dosé est de 50mg/l et dans Pautre, elle est deux fois plus
grande.

Pour savoir si la reproductabilité de la méthode est la méme dans les deux cas, on
Papplique 4 deux séries de 10 dosages concernant respectivement les deux catégories de
solution susmentionnées, c'est-d-dire 4 10 solutions dont la concentration de 1’élément
considéré a pour valeur 50mg/l et 10 sohutions dont la concentration de 1'élément
considéré a pour valeur 100mg/1.

La méthode conduit, pour ces dosages, aux valeurs présentées ci-aprés,



218 Chapitre Il - Décision

Solutions A 52 1 49 | 49 [ 52 | 50 | 52 | 48 | 47 | 53 | 51
3 S0mg/l

Solutions B 102 | 98 | 97 | 101 | 103 | 104 | 95 | 100 | 99 | 97
4 100mg/1

L’hypothése H,  contrbler est o = ¢} et on suppose que la normalité des résultats
fournis par la méthode d’analyse en question a été vérifiée lors de sa conception.

1°) Au niveau de signification a = 0,05, quelle conclusion peut-on retenir ici ?
2°) Queile est la valeur du risque de 2 espéce B lorsque, sous 'hypoth¢se H,, ona en
. a, 1 . 1 ; .
réalité A =2 =— ? Qu'en est-il lorsque A == ? Interpréter ces résultats.
o, 2 3
s 1 . .

3°) Considérant le cas A =—, quelle est la taille minimale commune (n=n,=n,) que
5 ,

doivent avoir les deux échantillons prélevés pour que le risque £ soit ramene de la valeur

obtenue au 2°) 4 la valeur 10% 7

4°) Que deviennent les calculs antérieurs lorsque les concentrations de I'élément dosé
dans les solutions analysées ne sont plus exactement connues ?

5°) On utilise cette fois les étendues et non pas les variances pour caractériser la dispersion
des résultats fournis par la méthode, respectivement sur les solntions & 50mg/] et les

solutions a 100mg/1.

(xA)max H(x/t)mjn =£A_’ qusen

A partir de la fonction discriminante définie par F'=
(xB )max - (xB )min wB

, H, .6’ =0,
conclure quant au test bilatéral § °""7 "7 2
ahral

On admettra que, pour P =0,975 et n, =n, =10, le nombre F, qui vérifie la relation

Prob(F'< F,) =P est égal 22,11 (sous I'hypothése H,: o’ =0)).

. H, .6’ =0}
Solution : 1°) Le test & mettre en ceuvre est a priori de type bilatéral { e
1704 %0y

Minatenant, si on suppose que la variance ne peut qu’augmenter avec la concentration, ou
si, & I’examen des résultats expérimentaux, il s’avére peu vraisemblable que o > a2, on

H, 0’ =cl
peut opter pour un fest unilatéral { * ;’ f dont la puissance est plus élevée.
H .o,<c
I 4 B

D’autre part, I'hypothése de normalité¢ des données autorise le recours an test
paramétrique de FISHER SNEDECOR, ['hypothése 4 considérer ici étant celle on Jes
moyennes m, et my des distributions comparées sont connues (tespectivement égale a

50mg /1 et 100mg/1).
Se référant aux rappels de cours du présent chapitre (cf. paragraphe 2.4.a), 1a fonction

2
discriminante du test, est dans les conditions susmentionnées, le rapport % oil
B

i=#,
2

1 13
Sj =—'Z(Xr',A —mA)Z et S; =_'2 (XiaB —my)

Be i By in
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Numériquement, S§; = [(52 -50)* +...+ (51—50)2] =37. De méme, on a

1
10°
2 _ t 2 ' =

$p =5 [102-100 +...+ 971007 =78,

Or la statistique F=-5
S3
a5

SNEDECOR & v, =n, et v, =n, degrés de liberté. Sous I’hypothése H,:o; =0}, c’est

Y,

suit, pour m, et m, connues, la loi de FISHER

2
aussi la foi suivie par Ia fonction discriminante % , la région critique du rest bilatéral
B
s’écrivant :

SZ
W -_—{(xu,xz,A,..,,x%A),(xl,g,xz,_g,...,xﬂbg)/F = S—‘l' ¢ ]]TI,JTZ[} .

B
Utilisant la symétrie des risques, on détermine =, et x, a partir des conditions

respectives Prob(F <m))= % et Preb(Fzm,)= % .

Ainsi, pour o =0,05;v, =10;v, =10, la consultation de la table de valeurs annexée
(cf. fonction de répartition de la loi de FISHER SNEDECOR), conduit-elle, pour ce qui est
du seuil z, vérifiant Prob(F < r,) =1—% =0,975, a la valeur =, =3,72. D’autre part,
Prob(F <m)=0,025¢ Prob(}lr— z J;) =0,025, soit Pr ob(}?lw < ;i—) =0,975.

T 1

Lorsque F suit la loi de FISHER SNEDECOR a (v,,v,) degrés de liberté, il est

immédiat que % suit 1a loi de FISHER SNEDECOR & (v,,v,) degrés de liberté, soit en
‘ 1
'occurrence (10,10) . Pour le cas présent, on a donc —=3,72=x =0,269.
jTl

« En définitive, et si on considére le test bilatéral, la zorne d’acceptation de I'hypothése
H, (c'est-a-dire le complémentaire de la région critique) est caractérisée par la condition

S . . s 37
0,269 < ra =< 3,72. Or, pour les données dont on dispose, ona ra =2—=0,47.
B B s

Manifestement, [ "Aypothése H doit donc étre retenue ici.

2°) L'erreur de 2™ espéce est définie par fa probabilité Prob(décider H,/H, vraie),

f/
SZ 0_2
c'est-a-dire Prob(0,269 < 3;';; < 3,72/ Hyvraie) . Or, la statistique F = < 4 suit 1a loi de

B 8/
Ty

FISHER SNEDECOR & n, et n, degrés de liberté,
2
(o . a
Sous I’hypothése H,:0’ # 0, et plus précisément si on suppose A° =O_—’2’=Z, ona
B

doncLiSj-—4iSjvdeloi F(pn,=10,n, =10)
PR 4T
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2 2
En définitive, B =Prob(0,269 < —% <3,72)=Prob(1,076 < 4.% < 14,88} . Recourant
B B

& un calculateur des tables de valeurs de 1aloi de FISHER SNEDECOR, plus précisément
la loi F(10,10), (sur EXCEL par exemple, tel le site suivant 1'accés google-> tables
numériques en ligne www.geal.univ-brest.fr), on a immédiatement ['évaluation
approchée B = Prob(F >1,076)=0,45 (Prob(F <14,88) étant trés proche de 1).

« On notera que la méme valeur de § est obtenue lorsque c’est o, qui est le double de

1 2
a, (A=2). En effet, on a alors S =Prob(9’—f—§2< Z.%<3’—72—), soit en passant aux
i1
_ 4 S; 4 : s
inverses, f = Prob(g— =L076<4. =< =14,88)= 0,45 (puisque 4.5 suit la

,72 S2 0,269 S

loi F(n,,n,) qui, numériquement, est aussi faloi F(10,10}.

On retiendra donc que lorsque Pune des variances est quatre fois plus grande que
Pautre, il y a 45% de chances que le test effectué ne permette pas de mettre cet écart en
évidence ce qui est considérable.

. . L . . |
A titre complémentaire, si cet écart passe du stade 4 au stade 9 (soit J.:g), on a

2

B =Prob(2,421< 9.% = 33,48) = Prob(F > 2,421). Swivant le calculateur cité plus haut,
B

on trouve cette fois, § =9%, c'est-a-dire un risque heureusement plus faible 1.

3°) Dans cette question, ¢’est sur la taille de 1’échantillon que I’on souhaite agir, 4 étant
z

. 1 .y
constant, On veut ramener ainsi, pour L = X la probabilité 8 =Prob(4.m, < 4.%;— <4.m,)
B

4 moins de 10%.

A cet effet, il est proposé de procéder par approximations successives a 1’aide du
calculateur en ligne susmentionné, en se méfiant toutefois du changement des valeurs des
seuils 7, et «, lorsqu’on modifie n, et #,. Il s’ensuit, a étant toujours égal i 5% et pour

le test bilatéral, les résultats snivants

nER, =H T T, B =Prob(F - 4.m)
10 0,27 3,72 0,45
20 0,41 2,46 0,14
25 0,45 2,23 0,08
23 0,43 2,31 0,10

Bref, la valeur la plus proche de I'objectif recherché B=10%, est ici
n=n,=n,=23.
4°) Lorsque les concentrations ne sont pas connyes exactement, on les estimera par les
i=ngy

— 1 g — 1 . . .
moyennes xA=—.zjx1 , et ox =“‘-sz,3= ce qui numériquement, conduit aux
4 il Hg =

estimations Z =50,3 et ;8— =996,
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Toujours suivant les rappels de cours, ce sont les statistiques
< e ot | & - . e

l'z(X“" X ) et§, = 1.Z(Xj‘3 - X;)* quil faut considérer ici, la
Ry J: BT

—72

Jonction discriminanfe étant désormais F = —,f—z Numériquement, il vient les estimations

B

—2 1

SA

o~ 1':J':4 o 2 r‘=n, .
sAZ = L Z(xM —:cA)2 =4,011 et 54 =n—1—1.2(x,j —xB)2 =§,49.
=1 - i=t

ng—~17% i

\

2

)

y 2
/Oy

-2

| &

4 suit la loi de

La statistique a considérer alors est /' =— étant entendu que

)

1%
Cry

anl

B B

FISHER SNEDECOR 4 v, =n, -1 et v, = n, —1 degrés de liberté.

Sous I’hypothése H, : o’ =} et pour la loi F(9,9), on a par lecture dans la table
annexée ou utilisation du calculateur cité précédemment, Prob(F < m)=0,025, ce qui
| .
entraine x, = 0,248, et Prob(F <x,}=0,975, d'od 7, =—=4,03. Relativement 4 la
.2

1

—_2

. , A) . )
zone d’acceptation de H, qui est désormais 0,25 < —%-~< 4,03, on obtient, pour ce qui

S.B
5, 4,01
. 5 s : .
est des valeurs observées, F, === oS 0,48, ce qui est une valeur trés proche de
8 J

celle obtenue au 1°) pour m, et m, connues et qui conduit ici encore a la conclusion

d acceptation de H puisque 0,25< F , .. <4,03,

alculé

On remarquera a ce sujet, qu'entre les deux hypothéses « moyennes connues» et
« moyennes inconnues », les régles de décision ]0, 273, 72[ et ]0, 25-4, 03[ sont assez

2
proches. Quant 4 B, sous ’hypothése 1* = 9'_% = %, on trouve présentement I’expression
UB
s, 1
B =Prob(l <=4 <16,12), quantité approchée par Prob(F »1)=50%. Lorsque A = 3

S
-2
cette erreur B =Prob(2,25< i—"z < 36,27) prend la valeur 12%,
B
5°) Décrivant les dispersions, non plus par les écarts-tupes mais par les étendues, w, et

w,, on a pour ces derni¢res et a partir des données proposées, w, =53-47=6 et

w, =104-95=9_ Ainsi, la fonction discriminante Ys atelle pour valeur P 0,67.

Wy Ws

. o . W \
La région critique du rest bifatéral a pour forme F =—"E]ir],fr2[ ol
Wy

Prob(F <= )=0,025 et Prob(F » #,)=0,025.
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A partir de la tabulation des valeurs de la statistique F'= Y (sous I'hypothése H,)
wB

(cf. extraits fournis dans I’énoncé), on a, pour n, =n, =10, Prob(F'<2,11)=0,975.

1 1
Onadonc 7, =2,11. D’autre part, Prob(F'<m)=0,025 & Prob(F »—)=0,025,
EI

s0it Prob(i ~ L) =0,975. Ainsi, 7, = Lot 0,47.
F' o 7, 2,11
« En conclusion, la zone d’acceptation de H, ¢tant done 0,47 < a4 2,11 pour le test
Wa
_y H, 6’ =0} L . .
bilatéral 5 5 »onestconduit ici d retenir ladite hypothése puisque, suivant les

H c,%0,

. . W . .
données proposées —4 =0,47, conclusion corroborant les résultats du test de FISHER
Wy

SNEDECOR.

3.4 Comparaison de proportions

Enoncé : Deux groupes A et B sont formés chacun de 100 malades. Un sérum est
administré au groupe A, tnais pas au groupe B. A part cela, les traitetnents sont identigues.
Les résultats montrent que dans les groupes A et B, respectivement 75 et 65 personnes
guérissent.

1°) Tester I'hypothése selon laquelle le sérum est efficace aux seuils respectifs 1%, 5% , et
10%.

2%) On travaille dans cette guestion sur des échantillons de plus grande taille, soit » =300,
les nombres de malades recensés étant respectivement de 225 et 195. Tester I’hypothése

d’efficacité du sérum au seuil a =1% . Qu’en conclure ?

Solution : 1°) Notant respectivement par p, et p, les proportions des guérisons parmi

les groupes « traité » (A) et « non traité » (B), le test de Phypothése d’efficacité du sérum
H,p,=

est de type unilatéral :{ 0 Pa=Ps
H :p, = ps

Suivant les résultats des rappels de cours du présent chapitre (cf , paragraphe 2.4.¢), la
X A X B

Jonction discriminante est la différence des fréquences empiriques F,-F, =
n, *H
A B

dont, lorsque r, et r, sont suffisamment grands, la loi converge vers la loi normale

pid-py) + PB-(L—PB))‘

N(pA_sz\/

n/{
En effet X, et X, qui désignent les effectifs des guérisons parmi, respectivement, les

malades traités et les malades non traités, suivent les lois binomiales B(n, p,) et
B(ny, py)dont le théoréme de MOIVRE-LAPLACE assure la convergence vers les Jois

normales N(p,\fn.p,(1-p,)) et N(pg,fny.ps.(1- pg)).
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Des résultats immédiats E(F,—F,)=E(F,)-E(F;)=p,—p, (lindarit¢ de

Pespérance) et Var(F, — F;)=Var(F,)+Var(F;) = LZ.Var(X AE: iz.Var(XB) , découle la
7, hy

loi limite de F, - F, explicitée ci-dessus.

« Il s’ensuit, relativement au test unilatéral proposé, la région critique F,-F, >z, la
donnée de I'erreur de premiére espéce a conduisant 4 la relation :

a=Prob(F,-F,zn/p,=p,).
Finalement, en introduisant la variable normale centrée réduite associée & F,—F,,

. F-F—-(p, - .
soit & = =y (P4 _Ps) , on a, sous I’hypothése H,:p, =p, = p, 'équation
JPA'(I_pA)_{_.pB'(l_pB)

un Ry

Prob(é > il ——)=a
Jp-(l—p)-\/+—
ry My

Notant par 7, la valeur vérifiant Prob(£>¢,)=a (£, lu dans la table de valeurs
annexée de la fonction de répartition TT(f) =Prob(£ <), il vient immédiatement, le seuil

. ’ 11 . .
critiqne, 7 =7 ./p(1-p).|—+—. Dans cette expression p demeure toutefois
n, R

A, +X,

inconnu. On estimera cette valeur commune de p, et p, par estimateur p= .
R+

« Numérignement, une lecture dans la table de valeurs susmentionnée, fournit pour les
diverses erreurs de premiére espéce o =1%,a =5%,a =10%, les valeurs correspondates

t, ci-dessous :

a 1% 5% 10%
t 2,33 1,65 1,28

o

D’antre part, sous I’hypothése H,, la valeur commune p=p,=p, et dont
75+ 65

- X . .
I’estitnateur est p= Xty a pour estimation =0,70. Enfin, s’agissant des
ny Ry
. . 75 65
données observées, on a pour F, — F,, la valeur calculée 100 106" 0,10

En définitive, pour chacune des trois erreurs de premiére espéce susmentionnées, la
décision 4 retenir st la la suivante

Erreur de premiére espéce o
1% 5% 10%
Région | [0,150,400] | [0,107;400[ | [0,083;+00]
critique
Décision H, H, H,
retenue
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Comme on pouvait s’y attendre, la conclusion dépend du nisque qu’on est prét a
accepter et qui, pour ce qui est de «, correspond au risque de continuer a appliquer un
traitetnent qui n’est pas efficace. Ainsi, si an niveau de signification 10%, Pefficacité du
traiternent peut étre retenue, il en est autrement pour les niveaux inférieurs 1% et 5%.

2°) En augmentant la taille de I'échantillon on accroit la fiabilité de la décision. Ainsi, les
nouvelles données rn, =n, =300,a=1%,X,6 =225 X, =195, conduisent-elles a
£, =233 ;p=0,70 et x =0,087.

X, X, . . , 225 195 )
La valeur calculée de F, -~ F,="-*—->-£ étant égale 3 — ———=0,10, soit une
n, My 300 300
valeur supérieure au seuil critiqgue m =0,087, ¢’est donc I’hypothése H,, qui an niveau
de signification 1%, doit étre retenue cette fois.
En d’antres termes, ’angmentation de 1a taille de V'échantillon conduit, pour a bloque,
a diminuer le risque de 2°™ espéce et a fortiori 4 augmenter la puissance du test.

3.5 Tables de contingences (2,2) et échantillons indépendants

Le test d’indépendance de chi-deux permet entre autres de comparer une propertion entre
deux échantillons et il équivaut, lorsgne n est grand, au test paramétrique correspondant qui
fait appel i la loi normale.

Enoncé : On reprend dans cette application, les données de 'application 3.4 précédente,
le test de 'efficacité du sérum considéré ayant conduit A ne pas se prononcer du moins
pour le test unilatéral et un nivean de signification égal a 5%.

Les données sont rappelées a travers le tableau (2,2) ci-dessous :

Guéris Non guéris Total
Groupe A 75 25 100
(sérum)
Groupe B 65 35 100
{sans sérum)
Total 140 60 200

La question est celle de Vefficacité on non du sérum, c'est-a-dire d’une différence on
non entre les deux groupes, ce qui est équivalent A affirmer que la guérison est
indépendante de I’administration du sérum.

1°) Quelles conclusions faut-il retenir du test de chi-deux quant au probléme considéré (on
comparera A cet égard, ce que fournit {*application ou non de la correction de continuité de

YATES) ?

27) On considére sous leur forme générale, les tabies de contingence (2,2) définies par :

I II Total
Groupe T A B L=4+B
Groupe II C D L =C+D

Total T=4+C | I,=B+D | N=4+B+C+D
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2-a) Montrer que la distance de chi-deux liée au test d’indépendance entre les données est

2
égale 4 = N(4D-BC) ou, avec la correction de continuité de
(A+B)(B+CO)(C+D)(4+0C)
N(4D-BC| -V
YATES’ xgorri g = (J | /2) '
¥ (A+B).(B+CLC+D){(4+C)

2-b) Retrouver ainsi les résultats de la 1%° question.

3-a) Montrer que, sagissant d’un test de comparaison entre deux proportions, le test de
chi-deux est équivalent, lorsque N est grand, an test paramétrique sous modéle gaussien.

3-b) Retrouver ainsi, numériquement, les liens entre les calculs de Ia présente application
et de 'application précédente 3.4,

Solution : 1°) Tester !'indépendance entre la guérison et Uadministration du sérum
considéré, ¢’est rapprocher les effectifs constatés des effectifs théoriques qui résultent de
Ia relation d’indépendance suivant laquelle la loi du couple est égale au produit des Iois.

Or comme le montre le tableau ci-dessous, les lois marginales peuvent étre exprimées
aisément ici et 4 fortiori les effectifs théoriques sous I 'hypotheése d'indépendance ( H,).

Ces lois marginales sont :

Probabilités Guéris Non guéris Total
Groupe A 0,375 0,125 0,5
Groupe B 0,325 0,175 0,5

Total 0,7 03 1

Pour les effectifs théoriques, on a par exemple et pour la paire « guéris-groupe 4 »,
une probabilité théorique égale au produit 0,5x 0,7, c'est-3-dire un effectif théorique égal
a 200x 0,35 =70. Plus généralement, il s’ensuit le tableau suivant :

Guéris Non guéris Total

Groupe A 70 30 100
Groupe B 70 30 100
Total 140 60 200

Dans ces conditions, la distance de chi-deux est égale 4:

2 (75-70y (25-30Y (65-70) (35-30)
calcilé = + + +
70 30 70 30

rin o or

Mais, comme cela a déja été mentionné en rappels de cours (cf. paragraphe 3.4.c) et
dans les applications antérieures, y° suit la loi du chi-deux & v = (r—1).(k -1} degrés de
liberté, soit pour r =k =2, lavaleor v =1.

,s0it x>, . =2,38.

Hip, =1
H:p,»ps
précédente, une lecture dans la table de valeurs annexée (cf valeurs critiques du y?),
fournit immédiatement, an niveau de signification o =0,05, la valeur du seuil critique

Raisonnant sur le test unilatéral { , tel celui traité dans l’application 3.4

vérifiant Prob(y* > y2)=a,soit y2 =2,71.
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Le seuil précédent passe a la valeur Z. = 3,84 lorsqu’on considére, au lieu du test
Hy:p,=pg

unilatéral, le test bilatéral { .
H p,#py

« En conclusion, I'inégalité z2,.. =2,38< y2 =2,71 permet de conclure & I'impossibilité

de rejeter H,, décision qui reste également a retenir si on applique a la distance de chi-

deux , la correction de continuité de YATES, dont on sait qu'elle est plus conservatrice.
En effet, avec cette derniére :

. _(75-70/-0,5¢ .\ (25-30-0,5)° N (j65-70]-0,5)" N (35-30/-0,5)°

Aalott =39 30 70 30
soit, une valeur plus faible que celle obtenue sans cotrection.

=1,93

2-a) Pour chacune des paires du tableau (2,2) proposé et en fonction des lois marginales,
les effectifs théorigues sont immeédiatement les suivants :

1 I Total
Groupe 1 L Iy L i‘y L
N N
Groupe I L, ]y Lﬂy L,
N N
Total T T, N

Ainsi, la distance de chi-deux est-clle ¢gale, sous sa forme générale, 4 :

2 m—45§f+w—”?§f+m—@€§f+w—@%§f

Keatewts = T /"' T L2 ,T; Ll T,
LT/ A}§ /g 7§
_(4+B)(4+C) AD-BC

(4+B+C+D) N
N=A+B+C+D.Deméme, pour les trois autres termes, au signe prés tel par exemple,
B ——Ll'jy =B- (4+B)(B+D) = BC-AD . Bref, aprés mise en facteurs, on obtient :
N A+B+C+D N
,  (AD-BC) [ N N N N } .
= . + , Soit;

avec

L

Or, développant A—Ll’%, i vient

+
LL LT LI Ll

Zcm’cufé - ) Nz

1
LLLT,
Comme L +L,=T7+7,=N, on a donc aprés simplifications, le résultat attendu, a

r N.(AD-BCY
SAVOIL ¥ ieuse = I TLT
(Rl R A

,  (4D-BCY
Koature =
NLLIT,

[LE+LT, +IQL'+LQIQ]=-}1—I.(AD—B.C')2. (L+LMT+T).

« Si on appligue la correction de continuité de YATES, chacun des termes est remplacé, &

ey
(4="009"  lap-B]

. L.T /.2 2 T
Pinstar de (4- l/ ar = —0,5)", c'est-a-dire,
N

(|A.D -BC|-05.N
N

).
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_N(4.D-BC|-0,5N)"
LTLT,

Par analogie avec les calculs antérieurs, e résultat 2, ., =
est manifeste.

2-b) L’application des formules précédentes, conduit numériquement, aux valeurs
, _ 200(75%35-65x25)°

Aededt =60 % 140x 100x100
), 200.([75x35—65x25\ -100)*

X catcue = 60x140x100x100
refrouves.

=2,38 et, suivant correction de continuité, 4 la valeur,

=193, Les vrésultats antérienrs sont ainsi

3-a) Procédant par analogie entre le présent test d’indépendance et le test paramétrique de
comparaison de proportions traité dans 1’application antérieure 3.4, on a en désignant par

F, et F, les taux de guérison constatés pour chacun des groupes «fraité» et
« non traité » et en notant par n, et n, les tailles des effectifs desdits groupes, 4=F,.L ,

B=(1-F).L,C=F.L,et D=(1-Fy).L,,avecenoutre L =n, et L, =n,.

D’autre part, sous I'hypothése H, de I'égalité des probabilités de guérison entre les
deux groupes (p,=p,=p), ona T=pN et T,=(1-p).N. Ainsi, compte tenu de
I'expression de y”,. . obtenue dans la question antérieure a-t-on :

2 N[F (- Fy)L L, —F .- F)LILZ] N‘LI'LZ'(FA—FB)Z=L1‘L2'(FA_FB)2
Keakue = LLIT, I, Npl-p)

Mais, N=L +L,= LI;Z =3 L ak On obtient donc en définitive, en tenant
A2
(F, - F)

compte des relations F =p, et F, =n,, expression x>, . =
pAL=p){ / )

Ce résultat coincide avec le carré de la statistique qui est

e T

celle utilisée dans la mise en cuvre du test paraméirique de comparaison entre deux
propottions,

3-b) Ainsi, pour le test paramétrique de D’application 3.4 antérieure, on avait

F,—F,=0,10,p=0,70,n, =n, =100 = F B =1,543. Or, le carré de

T

cet indicateur, vaut 2,38, et c’est justement Ja valeur fournie par la distance de chi-deux
dans la 1*° question.

« Plus précisément, les deux tests (chi-deux el test paramérique sous loi normale)
conduisent rigoureusement aux mémes seuils du moins dés que le théoréme de
MOIVRE LAPLACE est applicable { r est assez grand).

On remarque en effet qui si ¥ suit la loi du chi-deux & un degré de liberté, la variable
7=V suitalors la loi normale centrée réduite N {0,1).
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" . - 1 4
En effet, par définition ¥ a pour densité de probabilité¢ g(v) = ——=-— "2.1,,,(v)
H r_zvr(y) v/
2

(cf. rappels de cours du chapitre I, paragraphe 1.1), r(%) étant égal a (-%)!:JE.

L v (v20)
Ty

On a donc, élémentairement, g(v).dv =

Désignant par f(z) la densité de probabilité de la variable aléatoire Z =¥ , il faut se
meéfier toutefois ici que 'image inverse d’un ouvert ]O,a[ est ict ]—JE,O[U]O,+JE[ et

non pas ]0,\/;[. Autrement dit, le théoréme de la mesure image founit pour le cas

présent, le résultat £ (\/;)+ f (—J;), ce qui revient a diviser par deux le résultat obtenu
suite au changement de variable dans la densité.élémentaire susmentionnde,

Finalement, posant v=2z" et aprés avoir appliqué la division ci-dessus, Z a pour

. _ 1 2z = 12
densité de probabilité élémentaire F(z).dz=—. e dz= f(z2)=——e 2 Il 5 agit
p f(2) R o f(z) e g

I

bien de la densité de probabilité de la vanable normale centrée réduite N(0,1).

» Concrétement, et pour le test unilatéral, lc seuil critique au nivean de signification
o =0,05 fourni par la loi du chi-deux est y2 =2,71 (cf. 1™ question). Or, cette valeur
est aussi (1,645)°, 1,645 étant pour la toi normale &:N(0,1), le seuil critique unilatéral
t, /Prob(€ 2 t,)=10,05. On retrouve donc ainsi la relation annoncée Z = \/? .

De méme, pour le test bilatéral, le test de chi-deux conduit au seuil y2 =384 (cf. jére
question). Quant & la loi normale, elle entraine pour & =0,05, la valeur 7, =196,

¢, vérifiant Prob(|£| 2¢,)=0,05. Or, on a précisément (1,96)* =3,84.

<

3.6 Corrélation entre taille et poids (coefficient « r » de BRAVAIS PEARSON)

Portant sur des variables quantitatives, le coefficient de corrélation linéaire de PEARSON
est couramment utilisé, Mais en tant qu’indicateur de I’écart entre les données observées et
les données théoriques qui correspondent  Ia droite de régression, il n’a de sens que pour les
relations linéaires.

En outre, les distributions d’échantillonnage dudit coefficient conduisent & supposer que les
variables étudi¢es sont distribuées normalement et méme de loi conjointe binermale,
ce qui est le cas en Poccurrence pour le couple (taille, poids) étudié ci-aprés, les observations
étant, par ailleurs, supposées indépendantes (pas d’autocorrélation).

Dans ces conditions, le test de nullité du coefficient de corrélation équivant & un test
paramétrique d’indépendance.

Enoncé : Un questionnaire ¢ffectué en début d’année sur une population de 128 étudiants
permet d*établir le tablean de contingence ci-dessous ot P et T désignent respectivement
le poids en kg et la taille en em.

Les données sont rassemblées dans le tableau présenté ci-aprés, ceci aprds avoir éé
regroupées par classes, les effectifs observés correspondants étant portés dans ledit

tableau.
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Poids Taille T {en cm)

Plenkg) | [150-160] | [160-170[ | [170-180[ | [180-190] | [190-200]
[40 — 50[ 9 5 1 0 0
[50-60] 4 34 9 0 0
[60 - 70[ 0 5 20 10 0
[70 - 30{ 0 3 9 12 0
[80 - 90[ 0 0 0 6 |

1°) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre P et T.

2°) Que dire, au niveau de signification @ = 5%, de indépendance ou non des variables

aléatoires Pet T 7

3°) Expliciter un intervalle de confiance dn coefficient de corrélation linéaire en question,

ceci au seui] 95%.

4°) On souhaite tester le degré de cette corrélation & travers le test unilatéral {

Hy:r=07
H r>=0,7

Qu’en conclure au nivean de signification 5% pour les données proposées ci-dessus,

Solution : 1°) Ramenant chague classe a sa valeur centraie, il est proposé en outre de

P-65 T-175

passer par les variables auxiliaires U = TR ety = pour alléger les calculs.

Il en résulte le tablean « simplifié » (U,¥) ci-dessous :

Uvw -2 -1 0 1 2
-2 9 5 1 0 0
-1 4 34 9 0 0
0 0 5 20 10 0
1 0 3 9 12 0
2 0 0 0 6 i
Notant par f;, f,, f; les efectifs respectivement associés aux valeurs #,,v,, et (w,,v)),
etpar N Peffectif total Zz Jf; » on obtient les estimations sutvantes :
iy
Paramétre Estimation Valeur
E - —0,305
) U= 1 u.f.
N5 '
E) - 1 -0,336
v= FV“Z v,.f;
Var{l) 1 ) 1,158
T u.f —Nu
| T
Var(V) ] {Z : f ,3} 0,918
— X v Ny
N -‘1 i 7
Cov(U, V) 1 —_ 0,787
N__—I‘. ZZuj.vj.f&.—N.u.v
P
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Or il est rappelé que pour tout couple (a. X +b,c¥Y +d) on X et ¥ sont aléatoires et
a,b,c,d réels, on a d’une part Var(aX +b)=d’ Var(X),Var(cY +d)=c* Var(Y), et
d’autre part Cov(a.X +b,c.Y +d) =acCov(X,Y). Ainsi, obtient-on pour ce qui est du
coefficient de corrélation linéaire

cowW(P,T) 100.cov{l/,7)
Fpr = = Sty
Jvar(Pyvar(T)  J100Var(U).100Var(V)
Numériquement, on a 7, , =0,76 (7, =0,7629 trés précisément).

2°)y Compte tenu de DI'hypothése de binormalité du couple (P,T), le test de
Vindépendance de ces deux variables se raméne ici au fes! de mullité ou non de lewr
Hy:r=0
Hr=0

raln—2

Mais sous I’hypothése f{,, la variable T = J_—2 suit la loi de STUDENT a
-7

coefficient de corrélation linéaire, soit {

v =n-2 degrés de liberté, loi qui lorsque n est grand, s’apparente a la loi normale
(cf. rappels de cours du présent chapitre, paragraphe 2.3.d).

Pour le cas présent, n=128 et o =0,05 ce qui, pour un test bilatéral, entraine la
valeur #, =1,96 (en réalité ¢, =1,979 si on ne recoure pas 4 I’approximation normale), et

o =0,1736 (pour rappel, ¢, est solution de I’équation

le seuil eritique 7= ——
Jn-2+2

Prob(T|2¢,)=a). En conclusion, on rejette I'hypothése d’indépendance H, si, pour le
coefficient #,, calculé¢ & partir des données, on a ‘r,,,,[zo,l'm ce qui est le cas
présentement puisque 7, , = 0,76 2 0,174.

« Une autre méthode est celle de la transformation de FISHER, soit z = drgthr,

ou encore, z =—;.lni—+£ (cf. rappels de cours). On montre que sous 'hypothése nulle

. |
H,:r=0, z converge vers la loi normale de moyenne 0 et de variance =3
n —_

Ramenant le test en question a celui de la nullité ou non de la moyenne E(z), on est

conduit ainsi A la région critique |z|>—— avec #, =196, soit numériquement

?, -
I
Lad

|2|20,1735. C'est un résultat trés proche du seuil critique obtenu par la méthode

antérieure.

3°) La transformée de FISHER permet également d’obtenir aisément un intervalle de
confiance pour r . A partir de la valeur calculée 7, . (estimation ponctuelle r, de 7}, on a,

1 T+,

4 partir de D’estimation ponctuelle z,=-.In , Uestimation par intervalle de

_rD

s H . . .
conflance| z, - ——=,z, + —= de z. Par transformation inverse, résulte
q Liali] ]
Jn-3 Jn-3

I'encadrement cherché pour r.
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Concrétement, le nombre ¢, /Prob(lé]ﬁta) =o estégal a 1, =1,96 lorsque o =0,95.
Par ailleurs, r,=0,76=>z,=0,996. II s’ensuit, pour z, Pintervalle de confiance
[O, 821~1,171]. Suivant la transformation de FISHER inverse, r =thz, on obtient pour r
Vintervalle de confiance [0,676-0,825].

r=r=07 N
4% Cette fois, le test est unilatéral de type { . ¢ 0.7 Utitisant de nouveau la
r-r, =0,

méthode de la transformation de FISHER, on est confronté relativement 4 z, 3 un test
Hy:z=z, 1. l+r,
{ ’ *onnz,=—.In—=2

o , soit numériquement z, =0,867.
H :z»z, 2 i-y

Se référant au test unilatéral de conformité d'une moyenne (cf. paragraphe 2.3.a), la

région critique du test a pour expression z2z +t,. on ¢, vérifie
n—3

Prob(§=t,)=a,soit ¢, =1,645 lorsque o =0,05.

Ainsi a-t-on pour z, la région critique z>m=1}014. Par transformation inverse
r=thz, la région critique du test qui porte sur r, est donc » >th(1,014)=0,768. Or, sur
la base des donnges fournies r=0,763. On ne peut donc pas en I’occurrence retenir

I’hypothése r > 0,7 puisqu'onn’apas r,,, >z =0,768.

4. Tests A denx échautillons sous autres modéles

4.1 Test paramétrigue de comparaison de moyennes sous modéle exponentiel

Enoncé : On considére deux variables aléatoires exponentielles, soient X et ¥, de
paramétres respectifs A et u. On se propose de construire un test paramétrique de

comparaison entre les moyennes %1 et %1 en s¢ ramenant 3 des distributions

d’échantillonnage connues.

1°) Montrer que la variable aléatoire T =2.4.X suit une loi de chi-denx & deux degrés de
liberté.

2°) (X,,X,,.., X} éant un échantillon de » vanables aléatotres indépendantes de loi
parente X , caractériser la loi de la statistique Z, = 2A.(X, + X, +..+ X).

3°) Soit (%, 1,,...,Y,) un autre échantillon de p variables aléatoires indépendantes de loi
PAX + X, +..+ X))

(4 +.+7,)
4°} Construire 4 partir des résultats précédents, un test paramétrique de comparaison entre
Hy:A=petH:Azpu.

parente Y. Caractériser la loi de la variable U(n, p) =

5°) Appliguer le test précédent aux deux séries de données ;
[ X | 0,633 | 0,161 | 0,100 [ 1,197 { 0,152 | 0,182 | 0,413i0.192 ] 0,029 | 0,885 | 0,278 | 0,008 [

[y J0361]0085]02937]0,080[0,077 [ 0.020 [ 0,036 [ 0,095 ] 0,197 ] 0,206 |
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Solation : 1°) Le changement de variable /=2.4.x dans la densité de probabilité
élémentaire de la wvariable exponentielle X, soit f(x)dx=2Ae* dx, conduit
immédiatement pour la variable 7, 4 la densité de probabilité élémentaire

r

L - 2
A di=Ae? % = %—.dt .Or A(r) = -e—z— coincide avec la densité de probabilité de la loi

27(2) (cf. rappels de cours du chapitre I, paragraphe I.1).

2°) Suivant les résultats de I’application 1.1 du chapitre I, la somme des variables de
chi-deux indépendantes, soient x°(n) et x’(n,), est elle-méme une loi de type chi-deux
4 n +n, degrés de liberté, soit y*(n, + n,).

11 en résulte donc immédiatement, pour ce qui est de la statistique Z = 2(2./1.)(1.), une

i=1
loi e type chi-deux 3 32 =2» degrés de liberté.
i=l
3°) Toujours d’aprés les rappels de cours du chapitre I (paragraphe 1.1}, lorsque X et ¥

y A

suivent respectivement les lois y*(n) et y*(p), la statistique quotient F = 7 suit la loi
P

de FISHER SNEDECOR a n et p degrés de liberté, soit F(n, p). Pour le cas présent,
i=t i=p

2.&.2& et 2.,u.ZK suivent respectivement les lois y*(2n) et 2°(2p). Il en ressort,
i=] i=l

22X+ X, +..+X)

. o .
= SNE
pour le quotient U(n, p) Y| S AT , la loi de FISHER DECOR,
2p
F(2n2p).
p.A.ZXi
Aprés simplifications, U/(n,p) s’écrit ——=-— ou encore par introduction des
nu )y I
i=1
17

moyennes empiriques, U(n, p) =
H,: A=p X
Hi:A=zp
rapport U(n, p), conduit pour le cas d’un fest bilatéral, a la région critique caractérisée

. L - X
4°) Relativement au test { , le recours fort logique a la statistique 3 et au

x
par W ={(x;,xz,---,x,,),(yl,yz,---,yp)/;i]ﬂl,ﬂz[}-

Mais, sous ['hypothése H,, la statistique qui coincide avec le rapport

< >

U(n, p) (puisque A = u), suit laloi F(2n,2p).
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Notant par F, et F, les seuils vérifiant respectivement Prob(F SF,):% et

Prob(F 2 F,)= O/ , il vient immédiatement, au nivequ de signification «, la régle de
décision suivante :
X .
- si =g ]F,E[,ondécide H, ;
¥y

- osiZ e |F,F[, on décide H,.
})
5%) Pour les données proposées, n=12,p=10,x=0,353, y =0,145. D autre part, par
lecture dans la table de valeurs correspondante annexée et pour la loi F(24,20), on a
lorsque o = 5%, Prob(F 2 F,}=0,025= Prob{(F < F,}=0,975 = F, =2,41.

Par ailleurs, Prob(F < F)=0,025> Prob(% 2%):0, 025. Comme la variable %
1
suit manifestement la loi F(20,24), il s’ensuit aprés lecture dans la table de valeurs

susmentionnée 1 2,33 soit K =0,429.
1

Pour D'exemple proposé, on a = =243, valeur qui est situee q {'extérieur de

{'intervalle ]0,429—2,410[. C’est donc le rejet de ’hypothése H,:21=pu qu'on est
conduit a retenir ici.

4.2 Comparaison du test de WILCOXON avee le test paramétrigue du rapport des
vraisemblances pour deux échantillons exponentiels

Enoncé : On considére deux échantillons (X, X,) et (,%,,7,) indépendants, de tailles
n,=2 et n, =3 et de lois parentes de type exponentiel et de paramétres respectifs 4
(pour ce qui est de X') et u (pour ce qui est de V). On souhaite tester 'hypothése
H,:2 =y contre 'hypothése A, : A > u, ceci au niveau de signification & =10%.

17} « Construction d'un test paramétrigue »

1-a) Reprenant les résultats de ’application précédente 4.1 relative 4 la construction d’un
test paramétrique de comparaison de moyennes sous modéle exponentiel, montrer que la

: " Y . éme . ,
régton critique du test est e 2 Fygnga OO Fogneq estle 907 percentile de la fonction de
répartition de la variable de FISHER SNEDECOR a v, =6 ¢t v, =4 degrés de liberté.

1-b} Exprimer la puissance du test sutvant P'hypothése altemative H :A=au, pour

a=l.

1-¢) Exprimer numériquement cette puissance pour diverses valeurs de ¢ =1, variant de 1
aleé.

2°) « Test de MANN-WHITNEY-WILCOXON »

2-a) Expliciter 1a région de rejet de I’hypothése H,:A =y, lorsque pour traiter le test
unilatéral précédent, on utilise la statistique de WILCOXON.
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2-b) Montrer que si Z,Z,,Z.,Z, sont des variables aléatoires exponentielles

indépendantes de parameétres respectifs A,4,,4,,4,, ona:
A’l 0 % - AA .
bt byt dyt iy ekt A A

En déduire, de fagon plus générale, 1a relation :

Prob(Z, < Z,<..<Z)}= A . 4 L=
A+ +A L+ + A AL +A

Prob(Z,~Z, < Z, < Z,) =

2-¢) Expliciter en fonction de a la puissance du test de WILCOXON pour le test considéré
dans ce probléme, c'est-a-dire a partir des échantillons (X, X)) et (1,1.%,)

2-d) Qu’en conclure 7

Solution : 1°) Lorsque les variables Z, sont exponentielles et indépendantes de paramétre

#, la somme 2.9.2 Z, suit 1a loi du chi- denx 3 2n degrés de liberté, soit x*(2n). Ainsi,

=l =3
les statistiques 2./1.2 X, et 2.,u.ZYj suivent-elles pour le présent cas, les lois respectives

@ et yi6). = =

2.A.fX/

Dans ces conditions, la statistique —=L—— suit la loi de FISHER SNEDECOR 4 4

Z,uZ/

. . . AX :
et 6 degrés de liberté, soit F(4,6). Cette statistique, s’écrit aussi —= en introduisant les

uY
moyennes empiriques (cf. application 4.1 précédente).
H, A= —
« Pour lc test unilatéral { N ,u’ il faut néanmoins se méfier que E(X )=% et
Ay p

= 1 . ,
E(Yy=— . En raison de ces relations inversement proportionnelles, on rejeite

4 X
{hypothése H ) lorsque < est grand (et non pas 7 1). Une autre fagon de constater ce

résuitat est de comparer pour 2> u, les fonctions de répartition des variables aléatoires
X et ¥, soient F(x)=1-¢e™" et G(x)=1-&*. On montre aisément que G(x)> F(x),
Vx e R (on ditque G est stochastiquement plus grand que 7).

En définitive, la région critique du test unilatéral considéré, est donc, ici, e 2 F, on

bt || e

F, vérifie, sous I'hypothése nulle Hy:A=pu, I'équation Prob(%= 2F)=0,10.
Mais, quand F suit la loi F(4,6), la variable % suit 1a loi F(6,4). Ainsi, Ia régle de

décision du test est-elle fixée par ’équation Prob(F(6,4)==2=F,)=0,10.

ol =1
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F, qui, pour la loi F(6,4) est caractérisé par la relation Prob(#,, <F,)=0,90, en

constitue donc le 90°™ percentile, s0it £y, ce qui montre le résultat annonce.

I-b) La puissance 77 du test est égale a 1-§ ou S =Prob(%-< F,/A=ay). Or, la

statistique il%( suit la loi de FISHER SNEDECOR, F(4,6), statistique qui, sous
M

Phypothése H, est aussiégale a a.—;_g {puisque A=a.u).

En conclusion, n=1-8=Pr ob(% 2F,/A=au), soit en inversant les deux
membres de Iinégalité et en multipliant de part et d’autre par a, Iexpression ci-aprés de

. X
la puissance, 17 = Prob(a.7 =F(4,6)< Fi) ,avee F, =F ..
1-¢} Le recours a un calculateur en figne des valeurs de la loi de FISHER SNEDECOR
(cf. site geaiuniv-brestfr) conduit powr a=0,10,v, =6v,=4 au seuil -critique
=4,01.

F;].90,6,4

Pour diverses valeurs de @ allant de | 4 16 et en procédant par approximaions
successives, le calculateur fournit, pour 7, les valeurs approchées ci-dessous :

a 1 2 3 4 5 6 7 8
a 025 | 050 | 075 | 100 | 125 | 1,50 | 1,75 | 2,00
/E;).so,ﬁ.&t

7 0,00 | 026 | 041 | 053 | 062 | 0,60 | 074 | 0,78

a 9 10 i1 12 13 14 15 16
a 225 | 250 | 275 | 300 | 325 | 350 | 3,75 | 4.00
ﬁb&o,m

N 082 | 085 | 087 | 089 | 090 | 092 | 093 | 094

Hy,:A=p
H 2= p
d’échantillons de tailles respectives n, =2 et n, =3, est égale a la somme des rangs des
X, dans I’échantillon (X,,Y)) regroupé et trié par ordre croissant.

2-a) La statistique W de WILCOXON pour l¢ probléme posé { 4 partir

La région critique du test est définie par W 2 ¥, ou le seuil critique, W, qui vérifie,
sous I'hypothése H,, Prob(W =W, )=o, peut étre calculé directermnent (cf. application
4.5 du présent chapitre), soit 4 ’aide de tables de valeurs, soit par calculateur en ligne.

2-b) La densité de probabilité élémentaire du n-uplet (Z,Z,,7;,Z,), avec n=4, s’écrit
immédiatement  A,.A,.A, A, €% e e M e MM gy dr dz dz,. Le changement de
variables U, =72 ,U,=2,-Z, U, =2,-2,,U, = Z, — Z, conduit i la nouvelie densité de
probabilité 1 A.A, A, A,eh " TR0t gt i) gk Gt i) gy dy, dy du,,  cette

transformation ayant manifestement la valeur 1 comme jacobien.
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Dans ces conditions, la probabilité Prob(Z <Z,~<Z,<Z,) qui est aussi égale
Prob(U, > 0.U, - 0,U; > 0,U, - 0} est donc fournie par I'intégrale :

LA, ARy I_[U e thehtiin otk om ot hhs oMk gy du, du,.du,

intégrale dont le théoréme de FUBINI permet d’écrire I’expression sous la forme du
produit des intégrales simples :

Ao do Ay ([T gy ([ gt g ([T e 0 g ([T e R duy).

11 en résulte immédiatement, aprés calcul des intégrales simples en question, le résultat

A S

A+ + A A, L+ A+ A A+,

« De facon plus générale et par exemple, par récurrence, on obtient la relation
A“ - Az wuen zll_] 0

A+, +o A L+A A A+ A4

cherché Prob(Z, < Z, < Z, < Z,)=

Prob(Z < Z,<..<Z)=

Hy:A=pu
H:Aspu
MANN-WHITNEY-WILCOXON fait appel a la somme des rangs des valeurs X, dans
Uéchantillon (X,,X,,Y,Y,.Y,) classé par ordre croissant, soit W, la statistique ainsi

2-c} Pour le test unilatéral proposé { , le test non paramétrique de

définie.

La région critigue du test a pour forme ¥ <W, on W, est caractérisé 4 partir de
Perreur de premicre espéce o, par I'équation Prob(W <W, /A =p)=c. Il ne faut pas
oublier en effet, le résultat précédent (cf. 1-a) suivant lequel A > u entraine pour les
fonctions de répartition F(x) et G(»), l'inégalité F(x)<G(y).

Dans le cas de petits échantillons, un calcul direct ou ['usage des tables de valeurs, ou
l'usage d’un calculateur sur le net, permet la détermination du seuil critique ¥, . Ainsi,
suivant calculateur et pour les donndes o =10%,n, =2, n, =3 a-t-on, par exemple,
W =3.

« Quant a la puissance du test, c’est n =1—f avec §=Prod(W >~ W,_/ A =a.p), puisque
sous ’hypothése H :A=0a.u avec a>1.0Onadonc n=Prob(W <W_/A=ayu).

Les cas de permutations possibles entre X, X,,Y,Y,, ¥, pour lesquels la somme des
rangs des X, est inférieure ou égale a W, =3, correspondent aux permutations pour
lesquelles les deux premiers rangs sont occupés par les X, et le reste par les ¥, soient des

« S-uplets » vérifiant, par exemple, X, < X, <Y, <Y, <¥,.

Ces cas sont en nombre égal & 21.31=12, la valeur commune des probabilités étant
déterminée, d’aprés la question précédente appliquée & Prob(X, < X, < ¥ <Y, < Y;), par
A A I, J7;
AvAtptptp Avprptyu prptp ptp
A =a.u, ce qui pour la probabilité en question induit immédiatement le résultat ci-aprés.

. Or, sous I'hypothese H,,

I"expression
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On a Prob(X, <X,<Y <Y, <L)= e 2 .L.—'l—t—, soit  aprés
(2a+3)u (a+3)u 3.u 2.u
2
réduction, Prob(X, < X, <¥ <¥, <¥,)=————
6.(a+3).(2a+3)

Ainsi, la puissance du test qui est égale 4 12. Prob(X, < X, <Y, <Y, <Y,) at-elle

pour expression —2'—612
P 1 @3 2ar3)’

2-d) Le calcul de la puissance 17 pour diverses valeurs de a variant entre 1 et 16, permet

de dresser un tableau comparatif entre le fest paramétrigue de la méthode du rapport de
vraisemblance de NEYMAN ef PEARSON et le test non paramétrique de WILCOXON.

a Puissance n, | Puissance 5, | Différence
selon le test | selon le test -
paramétrique de
WILCOXON

1 0,10 0,10 0

2 0,26 023 0,03
3 0,41 ' 0,33 0,08
4 0,33 0,41 0,12
5 0,62 0,48 0,14
6 0,69 0,53 0,16
7 0,74 0,58 0,16
3 0,78 0,61 6,17
9 0,82 0,64 0,18
10 0,85 0,67 0,18
11 0,87 0,69 0,18
12 0,80 0,71 0,18
13 0,90 0,73 0,17
14 0,92 0,74 0,18
15 0,93 0,76 0,17
16 0,94 0,77 0,17

Les calculs précédents mettent en évidence la supériorité de la puissance du fest
paramétrique sur celle du test non paramétriqgue de MANN-WHITNEY-WILCOXON, ce
que montre clairement les représentations graphiques ci-dessous (fest paraméirique en
pointillé et test non paramétrique en trait plein) :

Puissance du test

123 45678 9101112131415 16

Valeurs de a
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4.3 Au sujet du traitement des ex- aequo dans les tests de rangs

Enoncé : Les données ci-dessous établies 4 partir de deux échantillons indépendants
extraits respectivement d’une population 4 de patients suivant un traitement, et d’une
population B de patients non traités (administration d’un placebo), conduisent pour un
indicateur de santé considéré aux séries de valeurs ci-dessous :

Malades traités 19 il 14 17 23 11 15 19 11 8
A
Malades non 23 19 17 19 23 12 11 14 19 8
traités B

1°) Mettre en ceuvre le test non paramétrique de MANN-WHITHNEY-WILCOXON au
piveau de signification & =5% pour se prononcer quant & la différence significative ou
non, d’effets entre le médicament étudié et le placebo (on raisonnera par test bilatéral).

2°) La conclusion précédente est-elle modifide si on applique 4 la variance de la statistique
W de WILCOXON, la correction inhérente aux valeurs ex-aequo.

Solution : 1°) Selon la méthode habituelle {cf. paragraphe 3.2.b du présent chapitre), le
classement par ordre croissant des données suivant un échantillon obtenn par
regroupement, conduit au tableau ci-dessous, la particularité de cette application étant
cependant un grand nombre de valeurs ex-aequo.

Valeurs 8 8 1t 111 | 11 11 12 | 14 { 14 | 15
Population A B A A A B B A B A
Rang (*) 1,51 1,5745 |45 ] 45| 45 7 | 851851 10
Valeurs 17 | 17 | 19 [ 19 | 19 | 19 | 19 | 23 | 23 | 23
Population A B B B B A A A B B
Rang (*) 151115 15 | 15 | 15 [ 15 [ 15 (19 | 19 | 19

(*) Le principe du rang moyen est prétérable 4 un ¢irage au sort pour fixer les rangs des
ex-aequo. Ainsi, pour fes deux premidres valeurs égales a 8, on prendra comme valeur du

rang, 1a moyenne =1,5. DUg meme, pour 1a valeur commune , I TaNg mMoyen
1 (1+2)/<1,5. De méme, pour la val 11, le rang moy

(3+4+5+6)
4

correspondant est =4,5 et ainsi de suite. ..

On a donc en définitive, en considérant la somme des rangs des valeurs qui
correspondent a la population 4 dans 1’échantilion regroupé ainsi formé, le résultat
W ous =1,5+4,5+..+19=94 L usage d"un caleulateur (cf. tables numériques en lignes

calculé

www. geai.univ.brest.fr) voire tout simplement ! ‘approximation gaussienne, conduit, pour
le niveau de signification o = 5% , 4 la région critique W g ]79,131[.

L'hypothése d’une différence d’effets par rapport a I’indicateur mesuré, quant aux
malades traités et ceux qui ne le sont pas, ne peut donc pas étre retenue ici puisque
W s =€ ]79,131[ , C'est-a-dire qu’on se situe a l'extérieur de la région critique.

calenlé

« A noter que 'usage de ’approximation normale de la statistique W par la loi

0y ;nﬂ 1) o= n’i ';B .(n, +n, +1)) conduit sensiblement aux mémes résultats.
En effet, on a numériquement E(#)=105,0(W)=13,23. A partir de Perreur de
premiére espéce o =5% , on a Prob(|W -105|2W,)=0,05.

N(
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W —-105

Suivant la variable normale centrée réduite & = de loi N(0,1), la refation

>

W .
précédente s’écrit Prob(iﬁjz 3 ;3)=0’05_ A partir de la table usuelle annexée des

valeurs de la fonction de répartition T{t) = Prob(& <¢), I'équation Prob(|§| 2t )=0,05
qui §'écrit immédiatement 2JI(7,)—1=0,95, entraine ¢, =1,96. Finalement, le seuil
critique W, est égal a 1.96x13,23=25,93, la région eritique s’¢crivant donc, aprés
arrondi, sous la forme W ¢ ]79,131[. Cest quasiment le méme résultat que celui obtenu
précédemment par calcul exact,

2°) Se référant aux rappels de cours, la correction pour valeurs ex-aequo applicable & la

nn, |N—-N
N(N-1 [ 12

vanance Var(W) s'écrit FVar(W)= ——T] avec N=n,+n, et

i
T= Z £ o £ N . ¢tant le nombre de valeurs différentes des rangs et , pour un rang g

2=l
donng, ¢, le nombre de valeuts ex-aequo.

Numériquement, 1’application des formules ci-dessus, s’écrit :

_2(4-D) 406-D) 2(4-D) 2(4=D 5(25-D 30-D_ 4
12 12 12 12 12 12

T

. ~18,5 =13,04.
2019 12

100 | 20x(400-1
On adonc (W) =\/ [ x(4 )
« Bien que le nombre de valeurs ex-aequo soit particuliérement important ici, i/ n'y a pas
de différence sensible entre la valeur de 1’écart- type corrigé soit 13,04, et I'écart- type
non corrigé qui est 13,23, En tout état de cause, on n’est pas conduit ici 4 remettre en
question la conclusion précédente qui est celle de hypothése H,.

4.4 Etude de tendance i I’aide d’échantillons indépendants puis appariés

Enoncé : Les apiculteurs du Texas s’inquidtent de la progression des abeilles africaines
plus agressives mais moins productives que les abeilles domestiques. Les pouvoirs publics
sont préts 4 donner des fonds pour combattre ce phénoméne si on peut démontrer que la
proportion d’abeilles africaines a augmenté de fagon significative ces derniéres années.

Les données sont récoltées a I'aide de piéges répartis sur le territoire texan. Des
spécialistes identifient les abeilles capturées ce qui permet d’associer 4 chaque piége la
proportion d’abeilles africaines observées.

Deux séries de données ont été ainsi obtenues, I'une en 1980 et ’autre en 1990, quant
au pourcentage d’abeilles africaines observées.

Picge 1 2 3 4 5 6 7 8 5 [ 10

%en 1980 | 0,330 | 0,146 [ 0,518 0,339 ) 0,693 | 0,249 | 0,438 | 0,695 10,135 | 0,388

% en 1990 | 0,360 [ 0,177 | 0,524 | 0,447 | 0,140 | 0,392 | 0,534 | 0,263 [ 0,157 | 0,566

1°) En I’absence de toute information sur 1a maniére dont on a réparti les piéges en 1980 et
en 1990, que peut-on conclure au niveau de signification 5% quant & I’'angmentation ou
non de la proportion des abeilles africaines 7
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2°) En fait, les piéges ont été localisés aux mémes endroits en 1980 et en 1990, Dans ces
conditions que peut-on conclure en appliquant le test des signes au niveau de signification
o =5%.

Selution : 1°) Le test proposé consiste a choisir entre I’hypothése nulle H « les lois des
pourcentages des abeilles africaines en 1980 (X) et en 1990 (¥) sont les mémes », et
P'hypothése alternative H, « la proportion des abeilles africaines a augmenté entre 1980
et 1990 ».

L’absence de toute hypothése pour la nature de la distribution suivie par X et ¥
conduit 4 se tourner vers des tests non paramétrigues dont le plus puissant est Ic test de
WILCOXON. Equivalent au test de MANN et WHITNEY, mais de mise en ccuvre plus
commode, ce test qui est basé sur les rangs conduit (cf. rappels de cours du présent
chapitre, paragraphe 3.2.b} aux étapes suivantes :
> Classer par ordre croissant, ’échantillon regroupé des x; et des y, et noter les rangs

correspondants (les valeurs ex-aequo étant traitées par un rang moyen ou avec une
formule de correction}.

Rang Valeur | Varjable | Rang Valewr | Variable
1 0,135 X 11 0,388 X
2 0,140 Y 12 0,392 Y
3 0,146 X 13 0,438 X
4 0,157 Y 14 0,447 Y
5 0,177 Y 15 0,518 X
6 0,249 X 16 0,524 Y
7 0,263 Y 17 0,534 Y
8 0,330 X 18 0,566 Y
9 0,339 X 19 0,693 X
10 0,360 Y 20 0,655 X

2> Calculer la somme des rangs des valewrs x, dans D'échantillon mélangé, soit

W,ooe =105

calculé

> Expliciter la région critique pour le test unilatéral proposé. Or, lorsque F, > F,, la
somme des rangs associés 3 X est plus faible que celle des rangs associés 4 Y, d’ot une
région critique de la forme W <W, .

> Déterminer W, a partir de la donnée de Perreur de premiére espéce o . Or, la faible

taille des échantillons conduit  utiliser la table spécifique annexée (cf. « valeurs critiques
pour le  test wunilatéral de WILCOXON-MANN-WHITNEY»), ce qui, pour

n =10;n, =10;0 = 5%, entraine le seuil W, =82.

L'inégalité W,,.,. =105>W, =82 ne permet donc pas ici de retenir I'hypothése H,.

aleiidé

« A noter que la convergence vers la loi normale conduit au seuil dont I’expression est

W =105-1,645x, }%2—1 =83,2, résultat qui, en dépit des faibles valeurs de n, et

de n, est peu ¢loigné de ce que fournit la table susmentionnée.
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« En fait, la méthode de recensement des données utilisée ici comporte deux faiblesses.
Dune part, la grande dispersion des valeurs favorise leur interclassement et brouille le
discernement entre les hypothéses F, et H,. D autre part, il faut s’attendre a ce que les
proportions d’abeilles africaines soient liées aux emplacements des piéges et aux nombres
d’'insectes qui y sont capturés. Or & cet ggard, 11 n’existe aucune assurance
d’équirépartition ni en 1980 (X ), nien 1990 (Y ).

La méthode suivant échantillons appariés pour laquelle les lieux ol on porte
I’attention en 1980 (X') et en 1990 (¥) sont les mémes, est donc a cet égard plus
appropriée.

2°) Les €carts d, = x, —y, sont représentés ci-dessous :

Piége 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
d =x—y |-0030[-0,03T[-0,006 |-0,108 [ +0,553 | -0,143 | -0.09% | +0432 | 0,022 | -0.178
! 1 H

Signe - - - - + - - + - -

Le test des signes qui porte sur le nombre des signes « - » et «+ » consiste & tester
I’hypothése selon laquelle ces différences appartiennent 4 une distribution de médiane
nulle (Prob{X <Y¥)=Prob(X =Y)), ou non (test unilatéral & gauche, M <,

M désignant la médiane de la variable X -Y).
Sous I'hypothése H,, la loi du nombre D de signes « 4 » positifs suit la loi
binomiale B(10, %). La région critique relative an test considéré est caractérisée quant

a elle par I’ensemble D<d, ou Prob(D<d )=a.Mais, D, . ¢étant égal 3 2 pour

I’échantillon considéré, on a, sous I'hypothése H,, Prob(D<2)= %.(C’ﬂ] +Ch+Ch),
soit 1a valeur numérique 0,055 (puisque sous I’hypothése A, Prob(D =d)= 2—115 C l'f) ).

Bref, numériquement, on obtient Prob(D <2)=0,055 (résultat qui est anssi celui que
fournit 1a table annexée (cf. « table des valeurs critiques de la loi binomiale »).
« En définitive, la définition de la région critique D <4 étant équivalente 4 la condition
Prob(D<d)<a, on apour le cas présent, Prob(D<d_, . )=0,055>0,05. On ne pent
done pas, en Poccurrence, retenir I'hypothese de rvejet H, . Par contre, il est manifeste que
la zone de rejet de H, est proche et d’ailleurs, si on modifie a la hausse, le niveau a de

signification du test, par la valeur a =5,5%, ¢’est H, qu’il faudrait retenir.

4.5 Evaluation de Defficacité d’un traitement sunivant plusieurs tests non
paramétriques

Enencé : Un médecin sovhaite vérifier I"efficacité d'un traitement dont il pense qu’il peut
prolonger la vie de malades ayant déjd eu un infarctus. Il choisit pour cela dix malades
comparables & tous points de vue, en prend cinq au hasard a qui il applique le traitement,
les cinq autres étant des témoins non traités a qui on administre un placebo.

Les résultats concernant la durée de survie (exprimée en années) des malades émudiés
sont présentés ci-apreés
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Malades trajtés (X) 6,5 4,2 17,8 7.9 13,2
Malades non traités (¥') 6,7 0,4 2,9 1,2 5,6
PARTIE I (test de la médiane de MOQD)

Datant de 1950, ce « test des signes » consiste & partir de la médiane générale calculée
par regroupement des deux échantillons, soit M, 3 tester I'indépendance entre deux
caractéres a deux classes, en "occurrence, malades traités et non traités, et, survie a plus
de M années et 3 moins de M années. A cet effet, on procédera comme suit

1°) Calculer M .

2°) Compléter le tableau des effectifs ci-dessous :

Durée de vie Durée de vie b
<M M
Malades traités
Malades non traités
z

3°) caleufer les probabilités d’obtenir un écart entre les deux groupes supérieur ou égal a la
configuration précédente (méthode exacte de FISHER).

4°) En déduire [a régle de décision du test.
PARTIE 11 (test de WILCOXON-MANN-WHITNEY)

Au contraire du test antérieur qui entraine une perie d’information notable puisque
ignorant les valeurs (X)) et (¥) en les remplagant par un tablean qui se résume 4 totaliser
les effectifs de celles qui sont inférieures 4 la médiane et de celles qui lui sont supéricures,
le test classique de WILCOXON est plus puissant puisqu’il s’accompagne d’une meilleure
prisc en compte de ces valeurs 3 travers leurs rangs.

1%} Toujours an senil o =0,05, expliciter la régle de décision inhérente & un tel test et
conclure quant & I’efficacité ou non du traitement étudié.

2%) Retrouver ce résultat par une méthode exacte (sans I'usage des tables de valeurs).

PARTIE HI (test de KOLMOGOROV-SMIRNQV)

1°) Suivant la version du test de KOLMOGORGV applicable 3 la comparaison de deux
échantillons indépendants, exprimer la régle de décision correspondarite et la conclusion a
retenir pour ce qui est des données proposées.

2°) Que conclure de I’ensemble des résultats antérieurs ?

Solution ;: I-1°) La médiane est le nombre qui, pour une variable confinue, vérifie la

relation Prob(X <x) =3 Pour une variable discréte, c’est M =x,, si n est impair et
5
2

M==.(x_+x_ ) sin estpair, les données ayant été préalablemnent classées par ordre
5 —+1)

croissant. Ainsi, pour le cas présent et A partir de la distnbution regroupée ci-dessous,
at-on, n=10>M =%.(5,6+6,5) =6,05.

04 | 12 [ 29 [ 42 | 56 | 65 )67 | 19 {132 (178
Y Y 4 X e X 4 X X X
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1-2°) Arrondissant la valeur de M & 6, les données précédentes conduisent
immédiatement, pour le tableau proposé dans I’énoncé, aux renseignements ci-dessous :

Durée de vie Durée de vie b
<6 =6
Malades traités 1 4 5
Malades non traités 4 1 5
z 5 5 10

1-3°) Enumérant toutes les situations pour lesquelles I’écart, entre les deux groupes,
dans la répartition des deux modalités considérées est supérieur ou égal a la configuration
I 4 0S5

susmentionnée, on a deux formes possibles pour le cas proposé 4 savoir { et 5 0

Groupes Modalités | £ | De fagon générale, et pour le schéma ci-contre, le

<6 | ~6 calcul de la probabilité associée sous I’hypothése

T A B | I, | mlle Hy, équivaut au fait d’obtenir 4 éléments de
NT C D | L | type« T» et C éléments de type « N.T» lors d'un
5 T T N tirage sans replacement dans une population qui
! 2 comprend I, ¢léments de type « T'» et L, éléments

de type « N.T ».
Bref, un modéle déerit par la lei hypergéométrique et en fonction duquel la
Caly _ L!L!T,!
C A'BIC'\D!N!

probabilité cherchée est . Numériquement, on obtient ainsi pour

.05 51 .1 4
la configuration 5 0 la probabilité 1—m=0,00397 et pour la configuration 41 le

1515151
résultat B =0,0992. Au total, 1a probabilité d’obtenir, sous H, un écart dans la

11411141101
répartition des deux modalités supérieur ou égal 4 la configuration observée est donc égal
ala somme 0,0992+0,00397 =0,103.

I-4°) La probabilité calculée précédemment représente la probabilité de rejeter a tort H,,

c'est-a-dire la probabilité d’obtenir, entre les deux groupes, un écart dans la répartition des
deux modalités considérées, supérieur ou égal 4 celui qui a £té observé. St on souhaite
limiter ce risque & 3%, le résultat obtenu pour cette probabilité, 4 savoir 0,103, ne permet
pas de rejeter ’hypothése H, puisqu’'ona 0,103 0,05.

« Lorsque les effectifs des groupes dépassent IS5 unités, on raménera le probléme en
question & un fest de y* dont la transcription de la distance correspondante, pour le
schéma général précédent, conduit a I’indicateur :

N{4.D-BCY
(A+CLEB+D)(A+B)(C+D)

2 —
K cateuts =

(g suivant par ailleurs, 1a loj du chi- deux 4 un degré de liberté, soit y°(1). A cet égard,
on se reportera aux rappels de cours du présent chapitre (cf. paragraphe 3.4.c), pour
constater que le nombre de degrés de liberté, lorsqu’il s’agit de tableaux (2,2} est bien
v=(r-1.0k-1),s0it v=(2-1.(2-1)=1).
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Finalement et pour le test de chi- deux en question, on rejette I'hypothése H, si
2 2 72, le seuil critique y” étant déterminé par la relation Prob(x (1) = x> =« .

A noter enfin, "usage possible de la correction de continuité de YATES pour le cas
des petits échantillons, ceci suivant U'indicateur corrigé :

. N(4D-Bc]-Niy
Kcalouts = (A+B).(B+D){4+C).(C+ D)

[I-1°) Reprenant les résultats présentés en rappels de cours du présent chapitre
(cf. paragraphe 3.2.b), lc test de MANN-WHITNEY-WILCOXON pour deux échantillons
ndépendants conduit successtvement 4 :
= Classer par ordre croissant, 'échantillon mélangé (X,Y) et affecter les rangs
correspondants (principe du rang moyen en cas d’égalité). 11 s’ensuit pour les données
proposées, le tablea :
Valeurs 04 [ 12 29 142 | 56 | 65§ 67 | 7,9 | 132 | 178
Varigbles Y Y Y X Y X Y X X X
Rangs 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

= Calculer la somme des rangs associés aux valeurs de X , soit W, . =37.

> Lire la valeur du seuil critique W, /Prob(W =W )=a (cf. table annexée des valeurs
critiques pour le test unilatéral de WILCOXON-MANN-WHITNEY), soit, pour N, =35,
N,=5,et a=0,05,lavaleur W, =36.

adeul - =37 ~W, =36 conduit

rejeter hypothése ) au contraire du test précédent de la médiane, différence de résultat
qui souligne la meilleure sensibilité du présent test de WILCOXON-MANN-WHITNEY.

En 'occurrence, la relation W,

calculé

> Comparer W, et W,

II-2°) Afin de calculer exactement la probabilité Prob(W 2> 37), énumérons toutes les
i=3

répartitions de rang (relatives & X) pour lesquelles ZR,. 237,1< R <10. 11 en résulte
i=]

immédiatement, les 7 cas possibles :

(6,7,8,9,10) = W =40 (5,6,7,9,10) = W =37
(5,7,8,9,10) = W =39 (4,6,8,9,10) = W =37
(5,6,8,9,10) = W =38 (3.7,8,9,10) = i =37

(4,7,8,9,10y = W =38

Or, parmi les 10! permutations possibies des rangs des 10 valeurs de I’échantitlon,
chacun des cas ci-dessus est assimilable 3 un partitionnement au sein duquel les cing
valeurs de rangs lides & X (respectivement, les cinq valeurs de rangs liées & 1), sont
bloquées, le nombre de permutations qui, sous cette configuration, sont ainsi possibles,
étant égala 5 1.5 1.

Ainsi, chacun des sept cas ci-dessus, intervient-il sous fortne non ordonnée, avec la

151
probabilité —51—'0%, les sept cas étant par aitleurs équiprobables.

5151
En définitive, on a Prob(W =37)=7 XTO_' =0,026.
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Au niveau de signification a =5% , on rejette donc 'hypothése H, et on conclut donc

4 Pefficacité du traitement.
i=5

« Le méme raisonnement étendu des cing cas supplémentaires pour lesquels ZR:' =36
=l

conduit a I’évaluation Prob(W =36)=0,045. Plus encore, allant jusqu’a ia valeur 335,

on a Prob(FW 235)=0,06. A partir de ces deux résultats, on retrouve donc la valeur par

arrondi du seuil critique fourni par la table de FISHER, & savoir W, =36.

II[-1°} Si on aborde la question posée de Pefficacité ou non traitement sur un plan
unilatéral, la distance de KOLMOGOROV 34 considérer est caractdrisée par

D(@,@)=Syp(m—m) (du moins dans le sens oll on teste la supériorité des

xeR

valeurs de X par rapport a celles de ).

La mise en ceuvre du test de KOLMOGOROV (cf. rappels de cours, paragraphe 3.2.a du
présent chapitre) conduit successivement 4 :
> Classer par ordre croissant les valeurs de X et de ¥ et mettre en regard les fonctions

——

de répartition F, et F, ainsi que les différences f*'; —F, , données desquelles on déduit

la distance D(f";,f";) = Sup(?';(ﬁ -FH_';(E;)} . Cette étape est décrite ci-dessous, N, et V.
xeR
désignant tes effectifs cumulés associés aux valeurs de X etde ¥

Valeurs N, N, f;;‘:N% F ___N% F,—F,
0,4 0 1 0 0,2 0.2
1,2 0 2 0 0.4 04
2.9 0 3 0 0,6 0,6
42 1 3 0.2 0.6 0,4
5,6 I 4 0.2 0.3 0,6
6.5 ) 4 04 0,8 0.4
67 2 5 04 1,0 06
7.9 3 5 0,6 1,0 04
13,2 4 5 0.8 1,0 0,2
17,8 5 5 1.0 1,0 0

Ainsi, 1a valeur calculée de la statistique de KOLMOGOROV-SMIRNOV est-elle égale
icia D(F,,F,)=0,6.
=> La région critigue ayant pour forme D(?‘;,?‘;) 2 D, et les valeurs de la distribution de
KOLMOGOROV-SMIRNOV étant tabulées, déterminer, pour Uerreur de premiére espece
o donnée, la valeur du senil critique D, . A cet effet, I'utilisation de la table annexée qui
porte sur la statistique K, =nD (ol n=n, =n,) (cf. table « valeurs critiques de K,

pour le test de KOLMOGOROV-SMIRNOV & deux échantillons petits et de méme taille »),
conduit pour & =0,05 et n, =n, =35, version unilatérale, i 1a valeur K =4.

4 K, ce qui pour le cas traité ici, s’éerit K, . =3~< K =4.

> Comparer K

calowlé

-> On se trouve donc étre ici 4 I'extérieur de la région critique K 24, ce qui ne permet
pas de vetenir Uhypothése de Defficacité du traitement.
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IM1-2°) Des trois tests précédents, ¢’est donc le test de WILCOXON-MANN-WHITNEY qui
est le plus puissant et qui, en I"occurrence est le seul 4 pouvoir, a risque de premicre
espéce constant, conclure au rejet de I’hypothése H, c'est-d-dire & 'efficacité du

traitement,

4.6 Etude d’impact suivant le test de MAC NEMAR

Ce test qui s’applique 3 un ensemble de sujets mesurés de fagon ordinale on neminale 3 denx
instants séparés par un certain fraitement (an sens large) est particuliérement adapté a
I’analyse du changement des sujets en question sur un certain point, entre I’avant et I’aprés
(une formation, une lecture, une visite, un constat, un traitement médical...).

Enoncé ; Trente sujets sont soumis 4 un test avant (« pré test ») et aprés (« post test ») une
formation, les résultats possibles, en étant « réussite » ou « échec ». Paris ceux-ci, ils sont :

- 3 sujets 4 avoir réussi les deux tests avant et aprés formation ;
- 21 sujets & avoir échoué au premier test (pré test) ;
- 12 sujets 4 avoir réussi au post test.

1°y Considérant les deux étapes « avant » et «aprés » et les états correspondants aux
résultats d’un test (« état 0 » si échec et «état 1» si réussite), établir la matrice des
probabilités de transition entre les étapes en question.

2°} Testant I'invariance de la proportion de réussite (ou d’échec) entre avant et aprés la
formation, en déduire & Paide de 1a distance de chi- deux, la conclusion 4 retenir quant 4
Pefficacité ou non de la formation, ceci au niveau de signification @ =5%.

Selutien : 1°) La table de contingences dressée ci-dessous quant aux nombres de réussite
aux tests « avanf » et « aprés » la formation peunt aisément étre complétée par les données
portées en caractére gras et italique.

Avant\Aprés Echec Reéussite Total
Echec 12 9 21
Réussite ] 3 9
Total 18 12 30

Ainsi, par complémentarité, il y a 9 réussites au pré test et donc 6 sujets ayant réussi au
pré test puis échoud au post test. De méme, par complémentaritg, il y a 18 échecs au total
pour le post test et donc 12 cas d’échecs répétés aux pré et post tests. Enfin, par
complémentarité 4 30, il y a 9 sujets qui ayant échoug au pré test réussissent le post test.

2°) Bien que proche du chi- deux, le test de MAC NEMAR se distingue du test
d’homogenéité pour tables de contingences (2,2) tel celui développé dans 1'application 3.5
antérieure, par le fait que ce sont les mémes personnes qui sont interrogées ici avant et
aprés la formation et que les informations recueillies (avant et aprés) ne sont donc pas
indépendantes. Comme les échantillons sont appariés, les effectifs des couples (échec,
échec) et (réussite, réussite) n’apportent aucune information sur I’écart entre « 'avant » et
«l'aprés » formation, ces &carts étant décrits par les flux Echec Réussite et

Réussite=> Echec.

Avant\prés | 0 1 Plus précisément et reprenant les notations ci-contre et
0 a b les résultats des rappels de cours (cf. paragraphe 3.3.c),
i c d le test de I’hypothése H, conduit & comparer les

effectifs des échanges 0-> 1 et 1> 0, soient b et ¢, 3
I’effectif théorique commun (b+c)/2 (flux égaux).
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Le calcul de la distance de chi- dewux sous 1a réserve habituelle d’un effectif théorique

(e bte . . .
supérieur 4 5 {—2— ~5) permet de conclure par comparaison au seuil y. vérifiant

Prob(y’ > y2)=a, le nombre de degrés de liberté étant égal 4 1 en I'occurrence.

b+c., b+c,
==Y =07 oo

570 + 510 brec ou encore, avec la

Or, cetie distance, c’est

2 2
(‘b_é—‘ztg _0,5)2 (rc*‘b-'-c _0,5)2 (|b—c|—1)2
correction de continuité de YATES, 550 + ) = AP
2 2

Numériquement, #=9,c=6= é; » 5, ce qui légitime ["usage du test de chi- deux.

2
Il en ressort x.,. =(9156)

@ =5%, an seuil y> vérifiant Prob(y ()= x2)=0,05, soit y:=3,84 (cf table de
valeurs annexée).

={0,6 qu'il faut comparer, au niveau de signification

La relation y.,,. < x. conduit ici & ne pas rejeter I'hypothése H, d'une formation
sans effet.

« C’est d’antant plus vrai si, tenant compte de la petiie taille des effectifs considérés, on
:b - CL - 1 -
applique la correction de continuité de YATES et la distance correspondante (b—,—

+C
puisqu’on obtient alors pour y_, . la valeur 0,26 (et non plus 0,6 1).

+ A noter que \/ ¥*(1) suivant la loi normale centrée réduite N(0,1), le test se raméne 3

i - b-c . ,
utiliser la  statistique \|/b_l et a4 comparer le  résultat 3
+c

t, I Prob(l€|21,)=0,05=1, =1,96 (qui est aussi la racine carrée de y> =3,84).

4.7 Coefficient de contingence

Applicable aux tables de coutingence (k,k), le coefficient de contingence constitue une
mesure d’association simple dont la valeur augmente avec le degré de dépendance des
classifications effectuées, Cette netion peu usitée est illustrée ci-aprés pour le cas conrant de
tables (2,2).

Enoncé : Considérant une table de données (k,&) pour lesquelles le test d’indépendance

conduit 3 la distance de chi- deux, soit %, le nombre des observations effectuées étant par
2

ailleurs égal a4 », on définit le coefficient de contingence par la formule C = ZZ .
X +n

1°) Evaluer 1a valeur maximale de C pour le cas particulier £ =2.
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2°) Le tableau ci-dessous, présente les relations entre la couleur des yeux et des cheveux
pour un ¢chantillon de 200 femmes.

Couleunr des cheveux Total
Blonds Non blonds
Bleus 49 25 74
Couleur des yeux Non 30 06 26
bleus
Total 79 121 200

Calculer le coefficient de contingence. Que peut-on en conclure par comparaison avec le
coefficient maximal obtenu 3 la 17 question ?

Solution : 1°) La valeur maximale du coefficient de contingence C est atteinte lorsque les
deux classifications étudiées sont totalement dépendantes ou associées, tous ceux qui ont
les cheveux blonds, par exemple, ayant les yeux bleus, et par complémentarité, tous ceux
ayant les cheveux non blonds n’ayant pas les yeux bleus. Il s’ensuit ainsi, dans cette
situation extréme, un tableau de données de la forme ci-dessous :

Modalités Total
1 i
Groupe A a 0 a
Groupe B 0 b b
Total a b atb

Suivant la formule synthétique déja démontrée dans Iapplication 3.5 antérieure, la
distance de chi- deux calculée, sous U’hypothése de I'indépendance entre les deux
classifications, s’écrit {sans correction de continuité) sous la forme :

n{ab -0y
xfafmlé o =h
abab

R £ =0,707. On remarque
n+n 2

ainsi, qu’au contraire du coefficient de corrélation linéaire de PEARSON dont la valeur
absolue reste comprise entre 0 et 1, le coefficient de contingence qui est tout autre, a un
champ de valeurs plus large qui est fonction de Ia taille de la table de contingence
considérée.

Ainsi, C est-il égal en la circonstance 4 C,, =

A cet égard, on peut montrer qu’on a, plus généralement, pour une table (k,k), le
k-1

résultat C<C,, = -

2°) Pour les données proposées, on a immédiatement :

,_ 200%(49x96-25x30)"
Koot 79x121x74x126

=35,08

Pour ce qui est du coefficient de contingence, C= |-%~—, on a donc

. 5,08
muménquement, C = 3508 =0,386.
35,08 +200
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« Le méme calcul, avec correction de continuité de YATES, conduirait 4 un résultat assez

. 200 % ([49% 96— 25% 30|~ 100)°
proche, puisqu’on aurait x. .. = (179 121x74 12l6 ) =33,33, d’o0 pour C,
x121x 74x

la valeur 0,378.

Cette valeur qui est légérement supéricure au milien de [Dintervalle
=0-C,, =0,707] traduit un degré d’association notable. Elle est d’ailleurs,

[Cmiﬂ
largement supérieure 3 la valeur de C qui correspond au seuil critique x, =3,84 4 partir

duquel on rejette I’hypothése d’indépendance H, soit C=10,137.

4.8 Alternative au « r » de PEARSON, le coefficient « 7 » de KENDALL

D’une puissance léegérement inférieure an test paramétrique du » de PEARSON lorsque les
corditions de validité de ce dernier sont vérifies (notamment le caractére de binormalité de
la distribution du couple), le test du tan de KENDALL, doat le champ d’application est celui
des variables ordinales (donc plus large que le cadre des variables gnantitatives), s’impose
dés qu’on s’écarte des conditions susmeantionnées duv » de PEARSON (petits échantillons,
distribution inconnue, modéle non linéaire...).

Enoncé : On mesure (en cm) la longueur (X} et la largeur (Y) de dix fleurs de 'espéce
« iris selosa », les résultats obtenus en étant les suivants :
Fleur l 2 3 4 5 6 7 ] 9 10

Longueur | 4,5 | 5.1 | 46 | 44 | 52 | 48 | 55 | 50 | 56 | 53 _
Largeur | 3,0 | 3,6 | 34 | 29 | 35 | 3.1 | 42 | 32 | 3,7 | 3.8

1°) Pour les données susmentionnées, calculer le coefficient de corrélation linéaire de
PEARSON et le coefficient tau de KENDALL.

2°) On observe une fleur supplémentaire dont les dimensions sont trés distinctes des
données précédentes puisque de longueur 4,9 et de largeur 1,0

Comment varient les coefficients « ¥ » de PEARSON et « t » de KENDALL, compte
tenu de ce nouvel élément ?. Qu’en conclure ?

3°) A partir du test de KENDALL, existe-t-il une liaison significative entre les deux
grandeurs mesurées (X) et (¥), ceci au niveau de signification « =0,05 7

Selution : 1°) Notant par (x,y,),1<i<10, les données proposées, le coefficient de
=10

Zx‘..y,. —10.3_:.;
=l

corvélation linéaire de PEARSON, serit 1, = J \/ .

=10 =10

Zx,.z ~10x . ny —I‘I].;2
=1 i=]

soit numériquement r, , = 0,86.

» D’antre part, la mise en ceovre du calcul du ceefficient « 7 » des rangs de KENDALL
conduit 4 dénombrer le nombre d'inversions constatées dans les classements des rangs
entre les deux ensembles de valeurs considérds, soit N, le coefficient 7 ¢tant égal a

T=-1+2 . .n désignant le nombre de couples (x,v,) (cf rappels de cours;

(n-1)
2
paragraphe 3.4.b).
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Le mode opératoire ci-dessous facilite e calcul de N -

= Pour les n couples (x,y,) expliciter au sein de chacune des séries (X) et (¥) les

rangs correspondants -

Fleur 1 2 [ 37 47567180910
Rang (X) | 2 | 6 | 3 1 | 7 | 4 9 [ 5 | 10] 8
Rang (Y) | 2 | 7 | 5 I 6 ( 3 |10 4 | 8 | 9

A noter qu’il n’y a pas d’ex aequo ici, mais dans le cas contraire, on aurait appliqué la
méthode du rang moyen, avec pour le caleul de r, Putilisation d’une formule corrective
(cf. rappels de cours).

<> Réordonner les rangs de fagon 4 ce que, par rapport & (X), la présentation de ceux-ci
s’effectue dans 1’ordre croissant naturel, soit :
Fleur 4 1 3 6 8 2 5 10 7 9
Rang (X) 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
Rang (T) 1 2 3 3 4 7 6 9 10 8

<> Pour toutes les comparaisons deux & deux possibles, entre fleurs, comparaisons qu’on

nin-1)

aura réduit de moitié par symétrie (efles sont donc au nombre totale de C: = —2— , soit

numériquement 45), affecter un coefficient « + » pour les préférences de X et de ¥ qui
sont en concordances et un coefficient « - » dans le cas contraire.

Pour faciliter cette énumération et le report des résultats, on pourra s’appuyer sur le
tablean symétrique (10,10) ci-dessous :

l 2 3 4 5 6 7 3 9 10
1 + + + + + + + + +
2 + + - + + + + +
3 + - + | - + 1+
4 + + + + + +
5 + + + + +
6 + + + +
7 + - +
8 T+ +
9 -
10

Concrétement, pour remplir ce tableau, on identifie 4 partir de ’énumération des
couples de fleurs (i, ), 7>, ceux pour lesquels le sens des vartations de X et de Y

coincident (marquage par un «+ ») et 4 contrario, les discordances (marquage par un
«-»), le classement des rangs X par ordre croissant facilitant la mise en wuvre de cette

procédure.

Ainsi, (1,2), (1,3), (1,4}, (1,5), (L6), (1,7), (1,8), (1,9, et (1,10) sont-ils tous en
concordances parce que de rangs évoluant tous deux dans le méme sens (croissant, pour
les coupies en question), donc marqués positivement. De méme pour (2,3) et (2,4).
Par contre, il en est autrement pour (2,5) pour lequel le rang (X) augmente de 6 4 7 alors
que le rang (Y) diminue de 7 4 6, couple qu’on marquera ainsi par « - ». Et ainsi de suite,
pour les autres paires. ...
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= Notant par S la différence entre le nombre de paires marquées par « + » et celies qui
sont marquées par «-», en déduire la valewr du coefficient fau de KENDALL, soit

40-5 =0,78, valeur assez proche de la

T= . Pour le cas présent, on cbtient 7 =
n{n-1)

2
valeur unité obtenue lorsque toutes les paires sont en accord et qui confirme donc une
liaison probable comme P indiquait déja le coefficient « » » de PEARSON.

« Autre méthode possible, la procédure de marguage présentée en rappels de cours
(cf. paragraphe 3.4.b) et dont la mise en ceuvre conduit 3 relier les rangs « X »et « ¥ »
identiques et 4 compter le nombre d’intersection des liaisons ainsi obtenues, pour
identifier le nombre de paires en divergence.

Tl en résulte le tableay ci-dessous duquel on recense 5 paires divergentes

Fleur 4 1 3 6 8 2 5 10 7 9

Rang (X) 1 2 NN 6.7 81,9 [ 10
Rang (¥) 1 2 5-T~3 N4 771N 6 9 109 8

Ainsi retrouve-t-on le résultat précédent puisque le nombre total de paires étant égal a

C= n.(r;— b , Soit 45, on a 45-5=40 paires convergentes et de ce fait ¢ = 4(‘);5 =0,78.
5

2°) Avec le couple (4,9-1,0) portant sur une 11°™ fleur ajoutée a I’échantillon des dix
fleurs précédent, la nouvelle valeur du coefficient de corrélation linéaire de PEARSON est
de 0,46, Autrement dit, la valeur «aberrante» qui a été ainsi rajoutée modifie
considérablement le coefficient « » » et en souligne touts sa sensibilité.

« Clest différent pour le coefficient « T » de KENDALL. En effet, suivant la procédure

de marquage des rangs identiques et des intersections des lignes qui les relient, procédure
qui a été explicitée ci-dessus et qui est la plus simple 2 mettre en ceuvre, le nouveau
tableau des rangs qui en résulte conduit 4 7 paires divergentes de par les étapes suivantes :

> Tableau des rangs
Fleur 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11
Rang (X) | 2 | 7 | 3 | 1 | 8 { 4 |10 6 |11 |9
Rang(Y) | 3 | 8 | 6 | 2 | 7 | 4 |11 |.5 | 9 | 10

oo

> Tableau des rangs classés par ordre croissant suivant (X) et marguage
Fleur 4 1 3 6 11 8 2 5 10 7 9
Rang (X) 1— 3 4 - 6 7~ 8 o 10 |, 11
Rang (¥) | 27 3 6 1 F -1 5 8/N7 | 10/ 11779
487

On a donc 7= =0,74, clesi-a-dire une valeur trés proche de celle frouvée
s P

précédemment sans ajout de la donnée «aberrante », et ceci au contraire du coefficient
« r » de PEARSON dont on a constaté qu’il était trés sensible.

3°) Le test de I’indépendance entre X et ¥ se raméne a vérifier si les nombre de paires

Hy:t=0 ; s d
cf. rappels de
'r;tO( PP

discordantes et concordantes sont égales, c'est-3-dire au test {
-

cours).
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Le cas des petits échantilions (7 <10), tel dans le présent exercice, oblige & recourir &
une table de valeurs spécifique, & défaut de pouvoir utiliser la convergence vers la loi
normale. Un extraif de ces tables est reproduit ci-dessous, la valeur lue en fonction du
niveau de signification fixé (1% ou 5%) correspondant & la différence entre les nombres
de paires en concordance et de paires en discordance.

N 516|789 [i10711]12]13[14:15]|16(17[18]19]20
a=005 |8 |11 [13]|16|18|21|23{26|28/33(35(38|42|45(49|52
a=001 |10]13}17 20|24 |27 (3136|4043 |49|52|58:163|67|72

Ainsi, pour N=10 et a=5% lit-on une valeur de seuil égale a 21. Or, pour
Péchantillon considéré (celui 4 dix valeurs), la valeur observée quant a cette différence
entre les nombres des paires concordantes et discordantes est égale a 40-5=35
(cf. 17 question).

C’est donc ’hypothése H, qu’on peut retenir ici pusque D, > D, , cest-d-dire
I'hypothése d’une liaison entre les grandeurs X et Y.

« Utilisant approximation normale (cf. rappels de cours), le seuil critique obtenu serait
n.(n«l)>< 2.(2n+5)

2 In(n-1)

trés proche de celle fournie par la table de KENDALL et ceci valide donc le large usage
que I’on peut faire de I’approximation normale.

, soit numeériquement la valeur 21,91, Cest une valeur

égal 4 1,96

4.9 Coefficient Rhé de SPEARMAN

Egalement basé sur la notion de rang, le coefficient Rhé de SPEARMAN est d’une portée et
d’une efficacité semblables & celles du coefficient Tau de KENDALL.

Enoncé : Le tableau ci-dessous indique la mortalité annuelle moyenne (X) pour les
hommes 4gés de 45 ans 4 64 ans de 1958 4 1964 et Ia concentration (¥) en ions calcium
de I’eau potable, pour trente villes d’ Angleterre et du Pays de Galles.

Ville Mortalité | Calcium Ville Mortalité | Calcium
our our
1 (I}’UOUO (ppm) 1 30000 (ppm)
. habitants . habitants .

Newcastle 1,702 44 Southampton 1,369 68
Northampton 1,309 59 Southend 1,257 50
Norwich 1,259 . 133 Southport 1,587 75
Nottingham 1,427 27 Southshields 1,713 71
Oldham 1,724 6 Stockport 1,557 13
Oxford 1,175 107 Stoke 1,640 57
Plymouth 1,486 5 Sunderiand 1,709 71
Portsmouth 1,456 90 Wallasey 1,625 20
Preston 1,696 6 Walsal! 1,527 60
Reading 1,236 104 West Bromwich 1,627 53
Rochdale 1,711 13 West Ham 1,486 122
Rotherdam 1,444 14 Wolverhampton 1,485 81
St Helens 1,591 49 York 1,378 71
Salford 1,987 8 Cardiff 1,519 21
Shefficld 1,495 14 Newport 1,581 14
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1°) Calculer pour les données en question, la valeur du coefficient Rhé de SPEARMAN,
2°) Peut-on conclure au niveau de signification 5% a un lien entre les facteurs (X) et (¥)
étudiés ?

3°) Comment est modifiée la valeur du coefficient Rhé si on applique les formules de
correction pour ex-aequo ?

Solution : 1°) Le calcul des rangs R, et S, qui correspondent aux données (XY}
associées 4 la ville i,1<i <30, conduit au tableau ci-dessous, le principe du rang moyen
ayant ét¢ appliqué pour le cas des valeurs ex-aequo.

1 |2 (34516 7 8 | 9 10|11 |12 [13[14 135

2505 | 418129 1 (125|110 (24| 2127 19 (203014

= [

131813012 (25(28) 1 |26 (25|27 |55 |8 (14] 4| 8

bl

g

P16 [ 17 18 [ 1920|201 22 23124 |25 26 |27 (2812930

6 (3 (19728[17 123 26 (211622 |125111 | 7 (1518

e

S (20115 (24 2255|1722 |10|19|16} 29 |25}22 |11 R

63 (R -5

11 en résulte pour le coefficient Rhé, soit p=1-—1——
n(n —1)

du présent chapitre, paragraphe 3.4.a), la valeur numérique p=-0,487.

(cf. rappels de cours

2°) n é&ant assez grand ici puisque supérieur 4 10, Iapproximation de la statistique
n-2
1_ 2
(cf. rappels de cours du présent chapitre, paragraphe 3.4.a).

T=p, par la loi de STUDENT 4 v =n-2 degrés de liberté, est autorisée ici

H :p=0
Le test d’indépendance {Ha P 0 conduit donc a la région critique définie par
P #

H . .
o2 =———2—— ol t_ vérifie Prob(|{T|>¢,} = a . Numériquement, et par lecture dans
| ' m o | I
‘la table de STUDENT annexée, on a pour a =0,05 et v =28, ¢ =2,05 (fest bilatéral).
En définitive, e seuil critique est # =0,36.

=0,487 » 7 = 0,36 permet de conclure au rejet de I'hypothése H,

La relation ‘ Poteni
c'est-a-dire a I’existence d™une association significative entre X et V.

« A noter également, pour le calcul de 7 et pour » grand, I'autre approximation de p

. N . , I
fournie, sous ’hypothése nulle A, par la loi normale centrée de variance —
n_.

approximation de laquelle résulte le seuil critique 7= J_L ou £ vérifie la relation
n_

Prob(é|2t,)=a. Pour a=0,05, on obtient numériquement 7 =0,364, valeur trés
proche du seuil précédent fourni par la oi de STUDENT.
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3°) Utilisant les formules de correction des rappels de cours, on a pour X, une valeur

30%30° -1)—{2° - 2)
12

deux valeurs ex-aequo au rang 2,5, deux valeurs ex-aequo au rang 5,5, trois ex-aequo au

rang 8, frois ex-aequo au rang 22,

30x (307 -D)~[ (22 -2+ (2 - +(F -3+ (' -]
12

=2247. De méme, on a pour ¥,

avec deux ex-aequo. Ainsi S, =

=2242,5.

Il s’ensuit Sy =

Se+8,-Y (R-S)
Finalement, p= = =-0,488. On constate qu’il s’agit d’une
2./S,.5,
valeur quasiment identique au résultat sans corection obtenu précédemment, ce qui
montre le faible effet de cette demiére, du moins quand il y a peu d’ex-aequo.

5. Tests a plus de deux échantillons

5.1 Analyse de variance (test ANOVA de FISHER)

Enoencé: Le tableau ci-dessous représente le nombre de km/l parcourns par des
automobiles de méme modéle utilisant cing marques différentes de carburants.

Marque A 12 15 14 11 15
Marque B 14 12 15

Marque C 11 12 10 14

Marque D 15 18 16 [7 14
Marque E 10 12 14 12

On suppose que P’hypothése de normalité des consomnations en carburants est
satisfaite,

1°) Vérifier 1’homoscédasticité desdites consommations entre les cing marques de
carburants considérées, et ceci au niveau de signification 5%.

2°) Tester si, aux seuils tespectifs «=5%, puis a=1%, il y a une différence
significative ou non entre au moins deux des marques de carburants en question.

3°) Analysant plus finement les écarts, répondre aux questions suivantes

a) Les consommations pour les marques A et B sont-elles distinctes ?

b} La marque D différe-t-elle des autres marques ?

Solution : 1°) Dés lors que 1’hypothése de normalité est admise, c’est le test de
BARTLETT qui est probablement le plus puissant pour tester 1'homoscédasticité des

consommations entre marques et ¢’est donc sa mise en ceuvre qui est proposée ici, selon
les modalités et les notations explicitées en rappels de cours (cf. paragraphe 2.6.b}).

On se trouve confronté ainsi a la comparaison de K ¢échantillons d’effectifs respectifs
n{l<i<K), soit mnumériquement K=35m=5n=3n=4n=5n=4, Iles

consommations étant notées quant  elles, par x,, (1<i<K,1<j<n).

Dés lors, les étapes a suivre sont
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i=n _
- Calculer les variances corrigées S} :%.{Z(xh ; —xi.)z}, soit, pour chacune des
B=1{ =

populations (marques de carburants), les résultats ci-dessous :

Statistique Marque
A B C D E
=
. 2% 13,40 | 13,67 | 11,75 | 16 12
- -l
i ni
= —2
l(xi,f-xi) 1320 | 467 | 875 | 10 8
=
s 330 F 233 1 292 1 250 | 2,67

j=K j=ry o
r . 2 :
2> Calculer la somme des écarts «intraclasses», S, =ZZ(xw. -x), soit
i=l j=l
numériquement S, =44,62.
SW i=K

(N-K)In(—2—)-> (n.-Dh s’
> Expliciter la statistique de BARTLETT, soit B = i _f; =l =
1+ ! {z L ~ ! [
K- |[Trn-1 N-K|
=L _16,41-16,29

avec N= Z n, , le résultat numérique en résultant étant B, . = =0,105.

i=1

1+0.13

> Sous I'hypothése d’homoscédasticité H,:o} = o'j,V(i, JYi# i, la statistique B suit
sensiblement la loi du chi- deux 3 v = K —1 degrés de liberté (soit v =4, présentement).
Tl en résulte, au niveau de signification e =5%, le seuil critique y’ =9,488 (y:
vérifiant Prob(y’ 2 y2)=c, et lu dans la table des valeurs anmexée -> cf. loi du
chi- deux).

. Autant dire ici que [I’homoscédasticité est largement vérifiée puisque
B, .. =0105<y2=949,

calculé
2°) Le test ANOVA de FISHER appliqué au cas proposé et dont I'utilisation est validée
par la satisfaction des hypothéses de normalité et &’ homoscédasticité conduit aux étapes

ci-dessous (cf. rappels de cours, paragraphe 3.2.a)
=K = —
- Calculer les sommes des écarts « intraclasses », S, = ZZ(x,., ; —x)*, et des écarts
=l j=1
=K
« interclasses », S, = Zrz,..(x,. —xY, les valeurs numériques correspondantes étant
=l

respectivement, pour les données proposées, S, =44,62 (cf

S, =54,22.
hY V
> Former la valeur calculée de la statistique de FISHER, F = 3’% .
W
N-K

1% guestion), et
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fiﬁi-@%.

alculé 44 62 /
/16

- Relativement a fa loi de 7 qui est la loi de FISHER SNEDECOR a v, =K -1 et
v, =N-K degrés de liberté, déterminer au niveau de signification o , le seuil critique
F, & partir de I’équation Prob(F 2 F )=« . Suivant lecture dans la table des valeurs
annexée {cf. «fonction de répartition de la loi de FISHER SNEDECOR », il vient pour
(v, =4,v, =16,a =5%) puis (v, =4,v, = 16,00 =1%), les seuils respectifs y =3,01 et
=477

Numériquement, I/

. Dans les deux cas & =5% et @ =1%, ona F,,, =4,86> x_, ce qui conduit 4 retenir

I’hypothese H, (différence significative entre au moins deux des cing marques de
carburants considérées) et ceci avee un risque d’erreur trés faible (c'est-a-dire moins de
1%).
3-a) Utilisant la méthode des contrastes de SCHEFFE, la comparaison enfre les marques
A et B suggere de recourir 4 la combinaison linéaire C = m, —m,. Pour cette demiére et
suivant la formule mentionnde en rappels de cours (¢f. paragraphe 2.6.a), le confraste
~ K
caleulé, soit C . est égal & Y C.x,, avec C,=1,C,=-1,C,=C,=C, =0. Ainsi, a-t-on
=1

C=x -x,=0.27.
Par ailleurs, le seuil 7 4 partic duquel le contraste est jugé significatif a pour
S =k CZ
expression 7 = (K -1).F, . ——

ZA— expression dans laquelle F, vérifie, pour la loi
de FISHER SNEDECOR, F(K -1, N -K), larelation Prob(F2F )=a.

N-K'Sn

Numériquement, pour a=5%, et relativement & la loi F{(4,16), il wient

successivement F, =3,01 et # =‘/4x3 01x %—6@ (l —) 4,23,

La relation |C | r 0,27 < 4,23 montre qu’il n’y a pas de différence significative (et de
loin !} entre les marques de carburants A et B au plan de la consommation en carburants,

+ Le méme exercice appliqué 4 la comparaison entre la marque D avec la marque E,
conduirait de méme a4 C=4 et 7 =388, cest-a-dire, cette fois, & la conclusion de
I’hypothése alternative H,, 4 savoir une différence significative de consommation entre

les deux marques cons1derees).

3-b) Enfin, on peut wdiliser différemment les contrastes, comme, par exemple, pour
comparer une marque 3 ’ensemble des autres. A cet égard, et considérant la marque D
dont ion cherche a savoir si elle se différencie des autres marques, on pourra considérer, la
combinaison linéaire m, +m, +m, +m, ~4.m, =0, a laquelle le contraste calculé associ¢

est C = 4x X, x_ x_ s0it numériquement c =13,18. Par ailleurs, on a pour «, la
[ l 1 16 1
valeur 7 = \/4x3 0lx ﬁ X{—+—+— —§ —)—1192
16 53 4
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Ici encore, la relation C=13,187 conduit a retenir I’hypothése d’une différence
significative entre 1a marque D et les aufres marques, au plan de fa consommation en
carburants.

5.2 Test de KRUSKAL-WALLIS

Au contraire du test ANOVA de FISHER avec lequel il présente beaucoup de similitudes, le
test de KRUSKAL-WALLIS est un test non paramétrigue qui porte sur les rangs et non sur
les valeurs des observations. Il offre ’avantage de ne pas exiger la condition de normalité des
distributions ni ’hypoethése d’homascédasticiié, ’indépendance des observations restant par
ailleurs une hypothése nécessaire ici. A défaut de cette derniére, ¢’est le test de FRIEDMAN
{pour échantillons appariés) qu’il faudrait utiliser.

Enoncé : Un psychologne qui gére un foyer pour délinquants juvéniles cherche & montrer
qu’il parvieni effectivement a réduire la délinquance. 11 swit 4 cet effet 10 jeunes dans son
¢tablissement, 10 jeunes délinguants qui vivent chez leurs parents, et [0 jeunes
délinquants qui vivent cddans une famille adoptive. I} compte les jours d’absentéisme
scolaire pour chaque jeune en question, les données ainsi obtenues étant résumées
ci-dessous :

Parents 5[ 18 [ 191458 [12]13[7]13]
Adoptés 16 | 14 | 20 | 22 | 19 5 | 17 | 18 | 12 | 18 |
Foyer 10| 13|14 1] 73] 4 182 5

1°) 11 y a-t-il des différences significatives entre les trois séries de données ci-dessus. an
niveau de signification a = 5% ?

2°) Si oui, analyser ces différences deux a deux.

Solution : 1°) Se référant aux rappels de cours du présent chapitre (cf. paragraphe 3.2.d),
la mise en ceuvre du test de KRUSKAL-WALLIS pour échantillons indépendants, conduit,
A partir des rangs calculés dans un échantillon commun obtenu par regroupement, aux
étapes  suivantes, les données étant, avec les notations du  cours,
K=3n=10(1<i<K),N=30,6=5%:

> Cualculer, a partir de I'échantillon regroupé des valeurs x,, classées par ordre

croissant, les rangs associés R, le principe du rang moyen étant appliqué pour les
valeurs ex-aequo. Les calculs par tris successifs conduit sur tableur EXCEL conduisent,
pour les rangs R, en question, aux valeurs :

Parents 5 175] 9 J125] 14 ] 14 | 18 | 20 [ 245]275

Adoptés 5 125 18 | 21 | 22 | 245|245 | 275 29 | 30

Foyer I | 2 | 3 | 5 [ 75 ] 10 | 11 | 14 | 18 [245
i

J=1

= Pour chaque classe i/1<i<K, calculer le rang moyen E:

i

numériquement et 3 partir des résultats ci-dessus, E =15,2 - iTz =21,4 - Rj =9,6.

= Calculer le rang moyen théorique R qui, sous Phypothése H, de I'identité entre les

=N

K distributions est égal 3 R ==L = , soit numériquement R =15,5.

N
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=X
> Former la statistiqgue H = L.an.(}i,. —RY, qui décrit la somme des écarts
N{N+1) 'S

entre les E et R, soit numériquement H_,_, =8,99.

= Compte tenu des valeurs de rangs ex-aequo, calculer le coefficient correctif
E=N,

Z (f.: _tg)

C:l—-;‘(TIT, ol N, désigne le nombre de valeurs différentes de rangs dans
I’échantillon regroupé (ici, N, =18), et t, le nombre de valeurs ex-aequo pour la valeur
1

m-[-’”‘@ —1)+3%(2° D+ (4~ 1) |=0,987.

g/1<g< N, Ainsi C=1-

- En déduire la valeur corrigée H' =% de H,soit H'=9,11.

- H suivant la loi de chi- deux 3 K —1 degré de liberté et y’ vérifiant la relation
Prob(y’ > y2)=a pour la loi considérée, en déduire, par comparaison de H' 3 y., la
régle de décision du test, 1a région critique en étant caractériséc par H'> y_ . Pour le cas
présent (K =3, =0,05), on obtient par lecture dans [a table de valeurs annexée (cf . loi
de x°). x2=599.

« Assurément, la relation H'=9,11= x> =599 conduit A retenir ’hypothése H,, c'est-i-

dire une réduction de la délinquance entre les enfants qui vivent dans Ie foyer considéré et
ceux qui vivent chez leurs parents ou dans une famille adoptive.

2°) Menant une analyse plus détaillée des différences deux & deux et se référant aux
rappels de cours, paragraphe 3.2.d, l'opposition, par exemple, enfre «foyer» et

« parents » conduit & comparer |RTl—R_31 =(15,2-9,6/=5,6 a m, =1,. P—'M.(i+L)
’ 12 'n n
ol n=n=10,n=30,K =3,a=0,050"=———=0,083. Quant a £, il vérifie

K.(K-1)

relativement 4 la loi normale centrée réduite, &, Prob(é|2¢,)=a'.

En définitive, et par lecture dans la table de valeurs annexée portant sur la loi normale
centrée réduite, on a f£.=239, ce qui enfraine =,,=9,17. La relation

|§1 —R—sr =5,6~<m;=9,17 ne permet pas de conclure & une différence significative de la
déhnquance entre les groupes 1 et 3.

+ Il en est tout autrement, par contre, si on compare les groupes 2 et 3, soient « adoptés »
et « foyer ». Le seuil 7 reste inchangé (7, , ==, ,) puisque les effectifs n(1<i<3), sont

tous égaux a 10, et la différence |}TZ—R_3‘ a pour valeur [21,4-9,6|=118.

On a donc, cette fois, |}TZ—EI =118 ,, =917, ce qui permet de conclure & une

différence significative entre les deux groupes en question.
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5.3 Test de la médiane généralisée

Portant sur des variables quantitatives, ce test qui s’applique & K groupes d’otl sont extraits
K échantillons de ¢ailles égales ou non, vise & se prononcer sur I’égalité ou non des médianes
entre lesdits groupes, formant ainsi une générallsation du test de la médiane de MOOD. Son
mode opératoire est décrit dans le cadre de I'illustration proposée ci-dessous.

Enoncé : Un chercheur dans un centre de santé publique veut étudier 1'influence du degré
d’instruction de la mére sur le soin avec fequel elle assure la surveillance médicale de son
enfant. A cet effet, il considére le niveau maximum de culture atteint par la mére et ceci a
travers son dipldme le plus éleve, et il associe & cela, par ailleurs, le nombre de visites
médicales de contrble effectuées pour Penfant durant ses deux premiéres années,

L’étude a été faite A partir de 44 méres tirdes au sort parmi les naissances enregistrées
dans une matemité durant une période donnée, six niveaux d’instruction étant considérés.
Les résultats obtenus sont :

Ecole College Lycée 1% cycle Licence Maitrise
éiémentaire (bac) universitaire
4 2 2 9 2 2
3 4 0 4 4 6
0 1 4 2 5
7 6 3 3 2
1 3 8
2 0 0
0 2 5
3 5 2
5 1 l
1 2 7
1 6
5
1

S’inspirant de Dapplication 4.5 du présent chapitre et de U'exercice 16 ci-aprés
(cf. exercices complémentaires), il est proposg, pour tester hypothése H, : « il n’y a pas
de différence significative entre les nombres de visites de contréle en fonction du degré
d’instruction de la mére » et ’hypothése contraire H,, de répondre successivement aux
questions suivantes :

1°) Caleuler la médiane générale M du nombre de visites de contrile pour I'ensemble des
personnes étudiées.

2°) Dresser un tableau de contingences (2,6) portant d’une part, sur le nombre de méres

dont l1a fréquence des visites de contréle pour leur enfant dépasse (resp. est inférieur 4)
M , et d’autre part, sur les niveaux d’études,

3°) Mettre en regard les effectifs O, observés ci-dessus, et les effectifs théoriques £, qui

résultent de I'hypothése H, d’égalit¢ des médianes entre les groupes.

4°) Calculer la distance de chi- deux décrivant les écarts entre les O,et les E,, soit

0,-E) . : \
A =2 Z”E—” , ceci aprés avoir effectué les regroupements utiles éventuels.
P ;

i




260 Chapitre III — Décision

5°) Identifiant la loi de y* précédente (nombre de degrés de liberté), conclure quant & la
décision & retenir ici, le niveau de signification choisi étant fixé & 5%).

Solution : 1°) Pour rappel, les donndes ayant préalablement été regroupées et classées
par ordre croissant, soient x;,,1<i<44, la médiane est définie lorsque » est pair (c’est

- 1 . . .
le cas ic1), par M=—.[x, +x . Numériquement, on obtient pour les donnees
o T T e

X +Xx
roposées, la valeur M =" "0 _2 5
prop )

2°) Pour chacun des niveaux de dipldémes considérés, les effectifs observés des meres
dont les visites de consultation de pédiatrie sont supérieurs & M (resp. inférieurs), sont
rassemblés dans le tableau de contingences ci-apres, sotent O, .

Niveaux de diplémes
Elémentaire | Collége | bac | 1 eycle | licence | Maitrise

Nombre de méres dont fa 5 4 7 3 2 1
fréquence des visites est

supérieure & M 5 55 6,3 2 2 1
Nombre de méres dont la 3 7 6 1 2 1
fréquence des visites est

inférieure 3 M 5 55 6,5 2 2 1

3°) Parallélement, sous U'hypothése H, : M, =M, =..= M_ =M , les effectifs théoriques,
dont le calcul est immédiat, sont poriés ci-dessus en italique et caracteres gras, soient E, .

4°) La condition de validité du test de chi- deux suivant laquelle sont seules significatives
les classes d’effectifs théorigues supérieurs a 5 (cf. rappels de cours, paragraphe 3.1.a),
n’est pas satisfaite ici pour les trois niveaux de diplémes « I cycle », « licence », et
« maitrise ». C’est donc un regroupement sous Pappellation « éfudes universitaives » qui
est suggéré, le nouveau tableau de calculs qui en résulte étant :

Niveaux de diplémes
dlémentaire | collége bac université

Nombre de méres dont la 5 4 7 6
fréquence des visites est :

supérieure & M 5 55 6,5 5
Nombre de méres dont la 5 7 6 4
fréquence des visites est

inférieure a4 M 5 3,5 6,5 5

4°) Ladistance de y° entre les effectifs observés O, et les effectifs théoriques E,, a pour

2
expression y° = ZZM, ce qui conduit, pour les données ci-dessus, 4 la valeur

i i
2 s = (-5 + (-3’ + @-5.5° 4o+ (-5 =1,295.

5 5 5,5

5°) Pour le cas d’un tableau de contingences (r,k), la variable de y° correspondante
présente un nombre de degrés de liberté égale & v =(r—1).{k —1) (cf. paragraphe 3.4.c
des rappels de cours). Ainsi, numériquement, v = (2-1D)x{4-1)=3.

calculée y
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Or, au niveau de signification o = 5%, le seuil 2 qui vérifie Prob(y’ 2 x2)=a est
égal, pour v=3, a xf =7,815 (cf. lecture dans la table annexée relative a la loi du
chi- deux). La relation y’ . =1,295<x}=7,815 conduit & nc pas pouvoir rejeter

I’hypothése H, pour I'exemple proposé,

5.4 Test de FRIEDMAN appliqué 3 un probléme d’ergonomie

Egalement non paramétrique et portant sur les rangs, le test de FRIEDMAN qui est un test
d’identité ou nen des distributions desquelles or a extrait, pour chacure, un échantillon
correspondant, se différencie du test de KRUSKAL-WALLIS par le fait que fes données sont
appariées par blecs (c’est le méme élément de Iéchantillon qu’on soumet aux différents
traitements étudiés, ce qui suppese Pégalité des tailles des échantillons pour les K

populations considérées).

Enoncé : Un ergonome désire étudier la forme la plus économique pour un orifice dans
lequel des ouvriers doivent faire passer une fiche. Ils comparent ainsi cing formes
d’orifices de moins en moins évasés. Grice & un appareillage avec cellule
photo- électrique, il mesure en milliémes de seconde, le temps mis par un ouvrier pour
metire la fiche en position dans 1orifice.

Chaque sujet effectue plusieurs essais et I’ergonome note pour chacun, le temps
médian. Les résultats ainsi obtenus pour 7 sujets sont ;

Sujet | Formel | Forme2 | Forme 3 | Forme4 | Forme 5 |
1 244 417 178 195 452
2 235 307 225 346 613
3 308 290 257 427 438
4 343 305 290 215 534
5 254 263 252 340 469
6 251 291 417 263 445
7 333 414 414 276 441

Etudier 4 I’aide du test de FRIEDMAN si les médianes qui correspondent anx cing formes
d’orifices considérées sont égales ou non.

Solntion : Se référant aux rappels de cours du présent chapitre (cf. paragraphe 3.3.¢), la
mise en ccuvre du test de FRIEDMAN conduit aux étapes snivantes :

> Déterminer par ligne (élément [1<i<n, de Uéchantillon), les rangs R, qui
correspondent aux diverses valeurs observées x, pour les traitements étudiés (1</<K),

le principe du rang moyen étant utilis€ en cas de valeurs ex-acquo.

Pour les données proposées (n=7,K =5), il ’ensuit :

Sujet | Forme ! | Forme?2 | Forme3 | Forme4 | Forme 5
1 3 4 1 2 5
2 2 3 1 4 5
3 3 2 1 4 5
4 4 3 2 1 5
5 2 3 1 4 5
6 1 3 4 2 5
7 2 3,5 35 1 5
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> Calculer, pour chacun des traitements « j », le rang moyen R, =-=— soit
n

numériquement :
J 1 2 3 4
R 243 3,07 1,93 2,57 5
!
i e 2n & - -,
> Former la statistiqne de FRIEDMAN définic par F=————.% (R, —R)’, avec
K(K+)'&™

alculé

R= KTH, soit numériquement et pour X =5, lavaleur F__, =15,86.

i=n g=G;

Z Z (t?,g _ti,g)

izl g=l
n(K*-K)

(2'-2)

7.(5°-9)

' E:15,97.

=2 Appliquer le facteur correctif C=1- pour les valeurs ex-aequo, ce

qui se résume ici, 4 un seul terme, C'=1- =0,993. Ainsi aprés correction, la

valeur calculée a considérer est-elle

calcuie

= Admettant (pour » assez grand), que F suit, sous ’hypothése nulle H, la loi du
chi- deux 3 X —1 degrés de liberté, déterminer an nivean de signtfication & (on prendra
ici o =5%), le seuil x> vérifiant Prob(y’ > y>)=a . Par lecture dans la table de valeurs

annexée et pour @ =5%,v =K -1=4, on aimmédiatement y’ =9,49.

« La région critique du test étant caractérisée par F >y, c’est I'hypothése H, qu’on
peut assurément retenir ici puisque F, .. =15,97 > 9,49 ; c'est-d-dire la conclusion d’une
différence significative entre an moins deux des cing valeurs médianes qui correspondent
aux formes d’orifices étudiées.

«+ A noter que, méme au seuil a =1%, c’est ’hypothése H, qui continue & prévaloir

puisqu’on a alors y> =13,27 et donc toujours, F., . =15,97 = y> =13,27.

culé

« Enfin, comme pour le test de KRUSKAL-WALLIS (cf. application 5.2), on peut analyser
plus précisément la nature des différences mises en évidence par le choix de H,.

Ainsi considérant Perreur de premiére espéce réduite o' = ?(—;—I) (cf. rappels de cours,

paragraphe 3.3.¢), la confrontation des formes 3 et 5, conduit 4 comparer ‘?{:—R_q‘ =3,07 &

K(K+1 - : \ . o
T =t“"‘}'—(6_) ou #,. vérifie, relativement & la variable normale centrée réduite
]

£:N(0,1), larelation Prob(|é21,)=a".
Il en résulte, successivement, o '=0,0025, puis 7, =281, et 7 =2,01. La relation
le—E{: 3,07 -7 =2,01 conduit & retenir la conclusion d’une différence significative

entre les formes 3 et 5.
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Plus généralement, les différences ‘R, —le sont calculées ci-dessous :

Forme | 2 3 4 3

1 0,64 0,50 0,14 2,57
2 1,14 0,50 1,93
3 0,64 3,07
4 2,43
5

Les différences deux & deux significatives (supérieures au seuil critique 7 = 2,01) sont
donc (1,5),(3,5) et (4,5).

5.5 Comparaisons sur échantillons kiés et données binaires (test de COCHRAN)

Enoncé: Une interview est conduite auprés de 18 personnes, la question posée
etant «entre deux médicaments donnés A et B, lequel des deux médicaments préférez-vous
pour supprimer vos maux de téte ? ». Les réponses sont ainsi de type binaire, et penvent
par exemple, &tre codée, par 1 s’il s’agit du médicament A, et par 0 si le choix est le

médicament B.
Pour chague personne, trois interviews somt conduites dans des circonstances
distinctes :

- inferview 1-> la question est posée avant une campagne publicitaire portant sur le
médicament A ;

- interview 2= la question est posée aprés ladite campagne publicitaire ;
- interview 3> la question est posée aprés un accident ayant mis en évidence les
risques potentiels du médicament A.

Les données sont résumées dans le tablean ci-aprés

Personne | Interview | Interview | Interview

P | hsd bt | et et it et | e D = S e = = [ &[S | e | —
P e et e ot [t et [ | D [t [t | et | D (K[ et [ et [am X0 (W
S|o—|o|eio=—ic|loo|o|lolo|la|la|lo|la]w

bt bt 1= ) g o) et oy = EV=1 =1 (SR 1= N PR IF N FIRY [0
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La préférence des utilisateurs est-elle impactée on non par les circonstances considérées
précédemment ?
Solution : S’agissant de K groupes appariés ( K =3) puisque portant sur les mémes
personnes d’un échantillon de taille » (n=18), les données étant par ailleurs binaires,
c’est le test non paramétrique de COCHRAN qui est suggéré ici pour répondre i la
question posée, test dont la mise en ceuvre est décrite en rappels de cours du présent
chapitre (cf. paragraphe 3.3.d).

Le calcul des sommes en lignes (L,1si<n) et en colonnes (C;,1<j<K), des

données collectées conduit au tableau ci-dessous :

Personne | Groupe | Groupe | Groupe z
{ 2 3 (L)
1 0 0 0 0
2 1 1 0 2
3 0 1 0 1
4 0 0 0 0
5 1 0 0 1
6 1 1 0 2
7 1 1 0 2
8 0 1 0 1
9 1 0 0 1
10 0 0 0 0
11 1 1 1 3
12 1 1 1 3
13 1 1 0 2
14 1 1 0 2
15 1 1 0 2
16 1 1 1 3
17 1 1 0 2
18 1 1 0 2
= 13 13 3 29
(C))
=K ,
2(C~5%)
La stafistigue de COCHRAN est définie par Q=K.(K - 1).{.1— , avec
> L.(K-L)
i=rt i=K -
S= ZLi = Z C g On obtient donc aisément, aprés calculs, la valeur calculée & partir des
i<l =

données ci-dessus, soit @ . .. =16,67.

Or, lorsque 'hypothése H, est vraie et que les conditions n24 et n.K 224 sont
remplies (c’est le cas ici puisque #=18 et nK =54), il a ét¢ montré que O suivait
asymptotiquement, 1a 1oi du chi- deux & K -1 degrés de liberté. Dés lors, notant par y_
le seuil vérifiant, pour 1a loi ¥°(K —1) en question, la relation Prob(y’ =y )=« la

région critique du test est caractérisée immédiatement par 0> y-.



C — Exercices complémentaires 265

Pour le niveau de signification classique de 5%, on lit dans la table de valeurs annexée
de 1a loi de chi- deux 2 v =3 ~1=2 degrés de liberté, y_ =5,99.

La relation Q. =16,67> x> =5,99 conduit assurément 2 retenir ici I’hypothése
H, qui est celle d’une différence significative entre au moins deux des frois groupes
considérés, cest-d-dire un impact manifeste des circonstances sur la préférence des
utilisateurs pour le médicament A ou le médicament B.

C’est méme vrai pour & =1% puisque, pour ce demnier niveau de signification, on a

72 =9,21.

C - | Exercices complémentaires

1. Un radar actif de surveillance aérienne a des caractéristiques telles qu'une éventuelle
cible réfléchit 20 impulsions lors d'un balayage. A ’aide d’un traitement adapté, ces
n impulsions réfléchies, en cas de présence de la cible, fournissent un vecteur

d’observations (z,),1<i<n,avec:
- H,:z,=b., enI'absence de cible ;
- H :z, = A+b., en présence de cible ;
les b, désignant des variables aléatoires gaussiennes N(0,0°), indépendantes. et

modélisant les divers bruits.

1°) A l'aide de la méthode de NEYMAN et PEARSON, construire le test entre les
deux hypothéses H, et H,, et cxprimer la régle de décision dans les conditions

numériques 4=0,7;a =10, et 6=0,6.

2°) Pour le test considéré, exprimer fa valeur de lerreur de 27" espéce, f3.
Interpréter le résultat obtenu.

Solution : 1°) On raisonne ici a partir d’échantillons (z,,z,,...,z,) de taille # {numériquement
n=20), les variables indépendantes en question, soient Z,, ayant pour /o parente, la variable
gaussienne centrée  N(0,0°) lorsque ’hypothése H, est vraie, et la variable gaussienne de

moyenne A et de variance o, soit N(4,0), lorsque ¢’est Phypothése H, qui est vérifiée.
Tl est immédiat en effet, que si Z, = A+ B, ol B, estde loi N (0,6, Z, est gaussienne avec
enoutre, £(Z,)= A+ E(B))= A et Var(Z)=Var(B,)=0".

Dans ces conditions, le test proposé, se raméne, relativement 4 la moyenne m de Ia loi
« parente » ,Z: N(m,0%), atester Hy:m=0 contre H, :m=A.

D’aprés les éléments des rappels de cowrs (cf. paragraphe 2.3.a), la région critique a powr
forme z2 K , avee o =Prob H / H, vraie), soit o = Prob(zz Kim=0),
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" . e s T z-0 .
Considérant la variable normale centrée réduite associde & z, soit &= 7 , i vient
Jn

K
immédiatement la relation , Pr ob(& = o/ )= o, soit en désignant par £, , le nombre qui vérifie

/N

o
Prob(& z1,)=a , I'expression K =ta.T.
n
Numériquement, on a o =107; t,=3,62,0 =0,6;n=20, d'olt X =0,48. Concrétement,
o qui est la probabilité de détecter la présence d’une cible sachant qu'il 0’y en a pas, est donc la
fréquence théorique des fausses détections.

2°) L'erreur 3 est définie par Prob(décider H,/H, vraie), soit Prob(z<0,48/m=4).

. . e e T z—A . .
Utilisant la variable £, normale, centrée, réduite, associde 4 z, soit & = / , il en résulte
c
Jn

B =Prob(§ < 0—’04213 =-1,64)=0,051. Concritement, 3 représente ici la fréquence

J20
théorique des détections manquées.

2. DLécart- type de la teneur dun composant dans un médicament est de 3
milligrammes. Un nouvean procédé de fabrication vise a diminuer cet écart-type.
Pour 10 mesures de la teneur en question sur des unités fabriquées suivant le nouvean
procédé, on obtient {en mg) :

726-725-722-727-718-723-731 -719-724 - 726

On suppose que les mesures sont des variables aléatoires nornmales, identiquement
distribuées, et indépendantes.

Le but recherché est-il atteint ? {on raisonnera ici 4 partir d’une erreur de premiére
espéce fixée 3 la valeur 10%).

Solution : 1°) A partir de I'échantillon de taille »=10 susmentionné, il s’agit de tester

H,:c=0,
{Hl 10 <0,
du test de canformité expos¢ en rappels de couts du présent chapitre (cf. paragraphe 2.3.¢).

.avee oy, =8. L’hypothése de normalité permet ici de se placer dans les conditions

La moyenne m de cette teneur X étant inconnue, la région critique du test a pour forme

i=n

~2 ~2 = — -
W={(x1,x2,...,xn)/S Lrlo=0,;,avec S =LI.Z(Jc,—x)2 =—1—i.[2xf—n.x2}.
(e r=1{%

~2
-1).§ . . .
La variable V' = (_n__2)— suivant alors la loi du chi- deux & n-1 degrés de liberté, soit
c
#7(n=1), il s’ensuit de la donnée de I’erreur de premiére espéce o :

o =Pl’0b(§2 s;r/g:o'n)=PIOb(Vs (H—P.ﬁ)
O,

0

2
o

Notant par y2 le nombre vérifiant Prob(V < y2) =, il en ésulte 7 = y2. [
n —_—
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— ~2
Numériquement, un calcul sur EXCEL conduit aux résultats x =724,1;8 =14,76 ;

b . 2 . .
¥, =4,168 ; et £=29,64. On retient que § =14,76 <7 =29,64, ce qui, avec un risque
d’erreur inférieur & 10%, permet de conclure 4 I’efficacité du nouveau procéde.

3. Onconsidére un échantillon de » valeurs indépendantes d’une variable aléatoire X,
80it ( x,, X,,..., X, ) & partir duquel on souhaite tester, relativement  1a loi P(X) suivie

par X, les hypotheéses :
- H, : P(X) estlaloi uniforme sur [0,1], c'est-a-dire de densité de probabilité
S =L@ ;
- H : P(X) est la loi Béta, B(2,1), c'est-d-dire de densité de probabilité
Silx)=2x. IEO,I} (x).
1%) Exprimant le rapport des vraisemblances, proposer 4 l’aide du théoréme de

NEYMAN et PEARSON, un test de puissance maximale dont on caractérisera la
région critique W,

2°) A partir de la statistique appropriée dont on déterminera la loi sous Phypothése
H,, en déduire snivant I’erreur de premiére espéce o donnée, la détermination de la

régle de décision du test en question.

Selution : 1°) Sous ’hypothése H . la fonction de vraisemblance Ly(x,x,,...,x,) associée a

I"échantitlon (x,,x,,...,x,) est égale au produit des densités de probabilité, soit en 'occurrence.

L!)(xlsx:,---:xn)=H1[0,1](xi)' .
i~

De méme, sous I'hypothése H, a-t-on L (x,x,,...,x,) = 2".H 1[0.1](xr)~x- .
i=1

L i=n
+ En définitive, le rapport de vraisemblance —> est égal & 2".H x; . La région critique du test,

i=1

soit, W={(x1;x2,...,x")/%sk}, a donc pour forme W =1(x,,x,,....x,}/ in <kpy,ce

2”.1—[ X,
il

qui en introduisant les log- vraisemblances, s°écrit :

W= {(xl,xz,...,xﬂ)/—n.ln2—2|nx, < Ink} .
pe}

i=n
En résumé, cette région critique a pour forme —Z Inx, <K ,avec K =lnk +nn2.

i=l

2°) Sous [I'hypothése H,, les varables X, sont uniformes sur [O,l]. Posant

Y=-InX 1<i<n, ce qui entraine X =& il est immédiat que les variables ¥ ont pour
densités de probabilité, les fonctions g(y,)/ g(y,).dy, =€ .dy, ot y, E[0,+oo[ (ceci d’aprés le
théoréme de la mesure image). Bref, les variables aléatoires Y (1<i<n), sont de type

exponentiel (de paramétre 1).
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i=R
Revenant 4 la région critique W et 4 la statistique —Zlnxi, cette dermiére suit la
i=1
loi Gamma- n de paramétre 1 puisque somme de # variables aléatoires exponenticlles
indépendantes.

La détermination de la régle de décision, & partir de ’erreur de premiére espéce o, conduit
pour la loi @ en question & déterminer le guantile d’ordre o, c'est-d-dire le nombre

O,/ prob(Q <) }=a (soit par tables de valeurs, soit par calcul, ce qui est plus compliqué). 11

s’ensuit, la régle de décision a savoir, le choix de A, si ¢, . <0, et le choix de 'hypothése

i=n

mlle H, dans le cas contraire (ii est rappelé que @ .. =f~ZInx,. ).
i=]

L’avantage du test du rapport de vraisemblance est qu’il garantit la meilleure puissance
possible d’aprés le théoréme de NEYMAN et PEARSON.

4. On considére » variables aléatoires (X, X,,..., X, )indépendantes et équidistribuées
de loi parente exponentielle, c'est-d-dire de densité¢ de probabilité définie par

£y = 5 XD~ oy (3.
H,:0=0,

Etant donnée une valeur @, fixée de @, on souhatte tester .
H 8~0,

1°) Suivant le théoréme de NEYMAN et PEARSON, donner la forme de la région
critique correspondante.

2°) Expliciter cette région critique, au nivean ¢ (erreur de premiére espéce),
3°) Qu’en est-il lorsque » est grand ?
4°) Application numérique : »=10,8, =1200,a =0,05.

Solution : 1°) La fonction de vraisemblance associée 4 un n - échantillon est égale, pour [a loi

> X,

i=n i
considérée, 3 L(X,, X,,..., X,,0) =[[ f,(X) = Gl—n.exp(— ":19 Y,avee X, 20,1<i<n,

i=]
Le théoréme de NEYMAN et PEARSON qui porte sur le rapport des vraisemblances
L(x,, %, X,,60,) Sk},

conduit donc & la région critique définie par W={(x,,x2,...,xn)/

L(x,x,,...x,,0)
) . , . 6 1 1.&
soil par passage i la log- vraisemblance la relation n.In e (9— - E)Z x, <Ink.
0 a 1 =

Dans le cadre du test proposé, les valeurs 0, sous I"hypothése H |, sont supéricures & 0,.

_ , 6 1 1.
La condition précédente s’écrit en conséquence —n.lng—‘+(5— _3)'fo 2 -Ink, scit une
0 0 1 i

= 0,.6
relation de la forme Zx?. 2K, avec K = —]11]{«{41.]11i e
6,]6-6,

=1 0

2°) Pour cette question, il est proposé de se reporter aux résultats de I"application 2.2 du présent
chapitre relative au modéle de RAYLEIGH.
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i=n

24,

D’aprés lesdits résultats, Ia somme Z = i:lG suit 1a Joi Gamma — n de densité de probabilité

-z _n-1
‘E 'Zl)l , la variable 2.Z étant quant & elle, une variable de 12 & 2n degrés de liberté, En
n—1}!
» H,:0=0, ) . e
défmitive, la région critique du test H-050" définie & partir de Uerreur de 1™ espéce et
11Ut

I’équation Pr ob(z X, 2 K /0 =0,) est déterminée par la relation :

i=]

Prob(%.ZXi - £ 02m) %/9 =0,)=a.

i=l

Notant par jf,i‘ le nombre qui vérifie Prob(y”(2n) 2 xj) =@, il en résulte le seuil critique

01> .. . .
K I—DZZ—". Ainsi, si relativement aux données proposées, la somme calculée in est

=l

supérieure ou égale 4 K, on décide H,, I'hypothése nulle A étant retenue dans le cas contraire.

« H, ayant la forme d’une hypothése multiple, il convient de remarquer que I"erreur de 2°™ espéce
B (et a fortiori, la puissance du test), sont des fonctions de €, dont on peut cependant exprimer

un minorant.
i=#
2 X

Eneffet, 8= Prob(z x, < K /0> 8,) ou, cette fois, c’est 2. i:lg qui suit laloi z7(2n).

i=1

2K
1 en résulte f§ =Prob(j_/2(2n)-<——§—).9 étant minoré par 0,, £ est donc majoré par

B, =Prob( 7(2n) < 26"—K), d’on, pour ce qui est de la puissance 7 =1—f du test considéré, le
0
minorant 1— 3, .

3°) Lorsque # est grand (n>30), on pourra, au-del de la convergence de Ia loi de y* vers la

loi normale, admetire le théoréme central limite et le caractére normal de la somme ZX . dont il

=1

est immédiat qu'elle a pour moyenne ¥ E(X,}=n8 et pour variance ¥ Var(X.)=no".
q po 1 i

i=] i=]

Le seuil critique du test, caractérisé par Pr ob(z x, 2K /0 =8,)=a, soit par passage 4 Ia
i=]

K-nf,

variable normale centrée réduite £ associée, Prob(£ }=a, a donc pour expression

VR

K=n,+t, .90.\/?_1 ol ¢, vérifie Prob({ 2t )=a .

4°) Supposant n=10,0, =1200, = 5%, on a successivement y_ =31 41 (lecture dans table
annexée relative 4 la loi du y* 4 20 degrés de liberté), et K =18846.
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1=

Ainsi, pour I'exemple considéré, 'hypothése [ doit-elle étre rejetée lorsque la somme fo

=l

des observations effectudes est supérieure a 18.846 (acceptation de A, dans le cas contraire).
Quant au minorant de la  puissance du  test, «clest 1-f,, avec

B, :Prob(;(z(Qn)-<%—K=3l,41)=1—a =0,95. On a donc 7 > 0,05.

0

5, Englobant la loi de RAYLEIGH, la famille des lois de WEIBULL, caractérisée par la

densité de probabilité f (x,0,0) =0 .x“"'.l[ogw[(x), trouve des applications

intéressantes, notamment en théorie de la fiabilité, la souplesse offerte par la
multiplicité des paramétres, permetitant de recouvrir une grande diversité de lois
courantes (loi exponentielte lotsque o =1, loi de RAYLEIGH lorsque ¢ =2,...).

On considére dans ce probléme le cas a =3, c'est-da-dire une variable aléatoire X
3

dont 1a densité de probabilité est f{x,8) = g.xz.exp(— %).IEO,W[(x), 0-0.
A Paide d'un échantillon (X, X,,.,X ) de loi parente X, on veut tester
H :0=0
0 ", avec O, > 6,.
H :0=0

1°} A I'aide du théoréme de NEYMAN et PEARSON, exprimer la statistique 7, du
test le phus puissant et expliciter la région critique dudit test.

2°) Apres avoir vérifie que ¥'= E.X ? suit une loi de chi- deux & 2 degrés de liberté,

exprimer le seuil critique du test en fonction de erreur de premiere espéce o,
Supposée connue.
i=1¢

1
3°} On suppose que 8, =5,6’1 =Ln=10,a =5%, et fo =18. Qu’en conclure ?

i=i

Quelie est la puissance du test ainsi construit ?

4°) Pour tester si une variable X posséde la densité de probabilité définie par

3
f(x,0)= %.xz.exp(—i;—

aléatoires indépendantes de loi parente X, soit (X, X,,....X ), et on teste si la loi de

).I[U’M[(x),é‘ =, on considére un échantillon de » variables

Y= g.X * estune loi de chi-deux a deux degrés de liberté, soit y*(2).

En d’antres termes, on considére le test d’ajustement
- H,: Y suitlaloi y*(2) ;
-H,:Y nesuitpaslaloi y*(2).

On ne dispose cependant que de cing valeurs de la varizble X, auxquelles
correspondent les cinq valewrsde ¥ : 1,1 - 23 - 54 - 78 - 10,2.

Effectuer un test de KOLMOGOROV avec les risques de premiére espéce, o =5%,
puis @ =1%. Qu’en conclure au vu des données ci-dessus ?
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Solution : 1°) La fonction de vraisemblance L(X,,X,,....X,.0) associde 3 un échantillon

(X,.X,,.-.X,) de variable parente X, a pour expression le produit des densités de probabilités
. 3 i=n , i=n X3 i=n )
soit (E)H(H X:_)'GXP(_ZF')'Hl[o,w[(X:’)' 11 en résulte, en passant a la log-vraisemblance,
i=l =l i=t

i=,

le résultat In L = n.ln3—n.h19+ZZ.ian. —5.2)(,3 Jou X; 20,Vi/l<i<n,
=1 i=l

H,:0=0,
H:0=8
KX, X,,..X,.0,)
L(X,X,,.,X,,0)

i=n 9
log-vraisemblances ZX,.3 2{1—]‘{_]{—lnk"n.hlbﬂj[. Bref, on obtient un test dont la
i

La région critique du test { , avec @ >0,, qui porte sur le rapport des

vraisemblances, soit <k, a donc pour caractérisation 3 partir des

0 6

i=n
statistique discriminante est T, =ZX f , la région critique étant définie a partir des dennées

i=l

x,(1<i < n) collectées, par la relation Pr ob(z x2Ki0=0)=«a.
i=l
Il s’agit bien, en outre, du test le plus puissant, d’aprés le théoréme de NEYMAN et
PEARSON.

2 Y.
2°) Le changement de variable ¥ = b—.X ' (ce qui implique X = (921)% ), entraine, pour ce qui

est de la densité de probabilité de ¥, soit g(y), la relation g(¥).dy= f(x).dx, avec
7]
o

3OV o 10 0y% i L exn?
f(x)—g.(z) exp( 2) et dx 3 (2) dy. En définitive, g(y) 2.Cxp( 2),

&

densité de probabilité de la loi expenentielle de paraméire yZ dont il est aisé de constater & partir

des rappels de cours du chapitre I (cf. paragraphe 1.1}, qu’elle coincide avec la densité de la loi du
chi-deux & deux degrés de liberté, soit y*(2).

« Or il est rappelé que si F] et ¥, sont indépendantes et de lois respectives 2X(n) et x'(n,), la
somme ¥ +V, suit la lo ,"cz(n1 +n,) (cf application 1.1 du chapitre I). Dés lors, la statistique

& 2.X
2(2 2 L} suit la loi de chi-deux & v = 2n degrés de liberté.
1

Reprenant donc la relation Pmb(ZX,.3 2K/0=0)=a, on a en fonction du résultat

i=l

ci-dessus Prob(y (2n) = %EXE 2 g—'éfi/ #=0,)=u . Le report 4 la table de valeurs annexce
i=t

relative 4 1a loi y*(2n) fournit aisément le nombre £/ Prob( 22 (2m)21,)=a, ce qui entraine,

0,1 C e e . .
pour le seuil critique, Ia valeur K =—%_ Ainsi décide-t-on H| si, relativement aux données

o 8.t )
x,(1<i < n) proposées, Zx? > —02—”' et A, dans le cas contraire.

=1
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3°} L’application numérique proposée conduit d& 1, =31,41 et K=7,85. La relation

=14

1
Zx? =18 > K =7,85 autorise donc le rejet de I’hypothése H,:0=0, = 2’ au seuil e =5%.

i=]
Quant & §§ =Prob{décider &,/ H, vraie), ¢’est Prob( 21 (2n) < 29—K =15,70).
1
Utilisant un calculateur en ligne de la fonction de répartition de la loi de %, on a
Prob(x*(20) > 15,70) = 0,735, ce qui montre que S =26,5%. Le test proposé ici est donc
puissant puisque 77 =1- 8 =73,5%.

6. On met au point unc méthode de dosage de 1'élément de base d’un alliage, la
méthode étant considérée comme acceptable si 1’écart-type ne dépasse pas la valeur

o, =0,2 (exprimée en pourcentage).
On admet les risques suivants ;

- @ = 5%, pour ce qui est du risque de refuser la méthode bien que o <0,2 ;

- B =5%, pour ce qui est du risque d’accepter la méthode d’analyse alors que
o=20,3.

Par ailleurs, on suppose d'une part que la distribution de la teneur en alliage pour
I'élément de base considéré est de type «loi normale» et d’autre part que la
moyenne m de cette distribution est constante ct égale 4 la valeur 95,25%.
H,:0<6,=0,2
H:026,=03

1°} Expliciter 1a régie de décision relative a un tel test { suivant la

méthode séquentielle de WALD.

2°) Calculer les espérances E, (N) et E,(N), N étant la taille aléatoirc de
1’échantillon prélevé.

3°) Les premiéres mesures effectuées conduisent i la séric de données ci-dessous :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x 9531 | 95,82 195,03 | 95,29 | 95,17 | 94,68 | 95,35 [ 95,05 | 94,97 | 95,68

#

Que peut-on en conclure ?

4°) Quelle serait la taille minimale requise pour contenir @ et § 4 la valeor 5%,
dans le cadre d’un test classique suivant la méthode de NEYMAN et PEARSON 7.

Qu’en conclure, en définitive, quant 4 la comparaison entre test classique et test
séquentiel 7

Solution : 1°) Sous I'hypothése de mormalité dc la distribution étudide, la fonction de
vraisemblance associée 3 un échantillon de taille n, a pourt expression
| 1 &
L(%, Xy, %,,0) = (—=)"-€xp(~7—5.)_(x,~m)’
& x2 oN2m P 207 g )
Lx,x,..,%,,0))
L{x.x,,...x,,0,)

grany Kps

il en résulte, pour le rapport des vraisemblances R = , ou plutét son

logarithme népérien, 1’expression ci-aprés.
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l f=n

InR =-nlno +nlne, + X —m
& ! ' (2.0'0 2.0} )Z( y-
. [Hio 20y . .
Ramenant le test proposé , avec O, -0, au test séquentiel entre deux
H o220
. ) H,.0 =0, )
hypothéses simples décrit en rappels de cours, paragraphe 2.7, la région
|10 =0,

B

: 1- - ,
d'acceptation de [ ‘hypothése H | caractérisée par In R > In-——" conduit 4 la relation :

o
Jp
Z(x —m) >nln( )+ 17 n ﬁ
/o /
o
i
. . 3 2 _ a,
relation qui est de la forme ;(xi m)y =B =kn+g,, avec k= -—f——l/ 37
/Oy /0'

2 i~
g =L,
//0'3 A-lz

De méme, la région d’acceptation de Phypothése H, qui s'éerit DR <In

i

|-

conduit a fa

2

f=n

. 2 2 l—a
relation ;(x, my =< / 2 1/2_/2-111( ; ),
o, /o7 /o o,
i=n 2
(x,—~m) < dn)=kn—-g, ,avec g, = An{ ).
Z i 1 /:" 1/1 ﬁ

relation de la forme

i=1
On a donc en définitive, le mode opératoire suivant :
- Z(xf -m)y’ < A(n)=k.n—g, = ondécide H,:0 <o, ;
i=1

- Z(x, —-m)* = B(n)=kn+g, = ondécide H,:6 20, ;

=]

-A(m) < Z(:g ~m)* < B(n)=> on procéde 4 une observation supplémentaire avant toute
i=l
décision éventuelle.

Numériquement, les valewrs a = § =5%,0, =0,2, ¢t 0, =0,3, entrainent & partir des
formules précédentes & = 0,0584 : g, =0,424; g, = 0,424.

« On suppose que m est connue ici, mais dans le cas contraire, if suffirait de remplacer m par son

estimateur ponctuel x, les relations ci-dessus étant cependant & corriger légérement, 4 savoir
remplacer # par n—1. Ainsi, obtiendrait-an, sous cette hypothése, le mode opératoire :

-3 (- X < A(n) = k.(n~T)— g, = on décide H,:0 <a, ;

i=1
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- Z(x,. —x) > B(m)=k(n—-1)+g, = ondécide H,:0 20, ;
i=1
- A(n)=< Z(x,. - ;)2 ~< B(n) = on procéde 4 une observation supplémentaire avant toute
=]

décision éventuelle.

2°) §'inspirant des applications 1.4 et 2.5 du présent chapitre, on a tout d’abord, pour o fixéa la

valew o =0, E_ !:mf( ud )i| E, {( L 5 ———l——l-)()(: -m)* —lni], soit par linéarité,

In f(X,,o,) 2o, 20 o,
Ao 1 1 o,
E{ PGS )} (—5 =)o, ~In—L.
f(X,0,) 20, 2o o,
i=N
Puis, pour ¢e qui est de R, H LX) ,ona E_ [nRy]= ZE%[ f(X" 1)} soit
r—lf( aa) i=] f( ao)
E [InR
E, [MRN]=N.G§.(L2—-—7)—N.1DEL,d’Ol‘l N= °°[ o] ol encore,
’ 20, 2o, o, 2, 1 1 nd
Oy (5~ ) -In—+
20, 20, o,
N=- IE"" [inR”] :
5-(—2‘0_—3)-(0'3 —k)
Mais de fagon approchée, E [E 1|1R H . ]n ﬁ+(1 ). ]Il A
-
D’pit en définitive et aprés développement, l’appmmmation de EEro (N) par Pexpression
~ag, +1-a)g,
k-o}
1 E_[InR
+ De méme, E []JJRN]zN.t)'f.(—2 —)- Nln '[ N] ou
: 2o, 20'1 0'0 2, 1 1 o
o, -(”2*—2"”_7)" —+
o, 2.0 o,
E_[InR
encore N = 1 4 [1 N] .
(= —-—){o] -k
2 (0_; (-)_12)( 1 )
"y B o a_mml=8 :
Explicitant E,, I:EUI [1nRN ]] par ,€3.ln1 +{1-8).In , on obtient donc finalement
- a
—Bg+1-pg;

Papproximation de E_ (N) par ’expression 4
1 U] —

o Numériquement, on obtient E_ (N)=20,75, soit aprés arondi, la valeur enticre
E, (N)=21. Deméme, E, (N)=12,08, soit la valeur enti¢re approchée E_(N)=12.
Se référant & U'expression générale de E_(N) mentionnée dans ’application 2.5 du présent

chapitre, on peut montrer que E_(N) atteint son maximum pour ¢ =k, la valeur correspondante

obtenue étant %%;, clest-a-dire, numériquement et pour le cas présent, n =26,36, valeur

qu’on arrondira 4 26.
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« Enfin, lorsque m est inconnue, tous les résultats précédents sont 4 augmenter d’une unité.
3°) L’application du mode opératoire susmentionné 3 la série d’observations proposée dans
I’énoncé conduit au tableau de calculs ci-dessous :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
95,31 95,82 | 9503 | 9529 | 95,17 | 94,68 | 95,35 | 9503 | 94,97 | 95,68

X

n

i=n

Z (xl - m)z 0,0036 04,3285 0.376% 03785 0,3849 0,7098 0,7198 0.7598 | 08382 j 10231

A(ﬂ) -0,3656 -0,3072 -D,2488 | -0,1904 | -9.1320 [ -0,0730 | -0,0152 [ 00432 | 0.1016 | 01600

B( H) 0,4298 04357 04415 04474 | 04532 04590 | 04649 [ 04707 | 04766 | 04824

Pour cet exemple, on constate que dés n=06, on entre dans la région critique puisque
i=k
Z(xi —m)" > B(n). On est donc amené 3 interrompre le test & la 6™ observation et & décider
i=l
H,, la méthode d’analyse contrdlée envisagée ici ne convenant manifestement pas puisque
générant un ecart-type trop grand.
4°) Dans le cadre d’un test classique et se référant aux rappels de cours (paragraphe 2.3.c), la
fixation des erreurs de premiére et de seonde espéce conduit aux relations :

= ! 2 = < 2
o ProlJ(S2 T/o=0,) ol 52 ___Z(xi —m)’
B=Prob(§" <r/oc=0,) =l

(du moins si on suppose m connue),

nS*
Il en résulte, relativement 4 la statistique ¥ =—— dont il est rappelé qu'elle suit la loi du
o

o =Prob(V 2 EE)
o,

chi-deux 3 n degrés de liberté, soit y*(n), les relations ¢

 =Prob(V < ’;_f)

1

L’erreur de premiére espéce o étant bloquée 4 5%, la recherche par approximations
successives de la valeur minimale de n pour laquelle I"erreur de 2t espece, 3, est contenue &
5%, conduit au tableau ci-dessous, la lecture des nombres ¢/ Prob(x’(n) 2 1) = P étant effectuée
4 partir de tables ou d’un calculateur en ligne.

n 2 d nz | Bl
()'}2
20 3lLal 0,063 13,96 18
30 43,77 0,059 19,45 7
40 55,76 0,056 24,78 3
35 49,80 0,057 22,13 4
33 47.40 0, 057 21,07 6
34 48,60 0,057 21,60 5

On retient donc la valeur minimale n, =34 qui est nettement supérieure aux estimations
Em. (M)=21 et Eu', {N) =12, voire en tout état de cause, Max E_(N)}=26, ce qui, ici encore,
illustre 1’intérét du test séquentie] par rapport au test dc NEYMAN et PEARSON.
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7. Lors du championnat de France de ligue 1 de football (saison 2004-2005), on a relevé
le nombre moyen de buts marqués par équipe et par match lors de I'ensemble des
rencontres qui ont eu lieu pendant les 38 journées du championnat.

En tout, 824 buts ont été marqués lors des 380 matchs disputés. Le tableau suivant
fournit la distribution du nombre X des buts marqués par équipe au cours d’un
match,

Buts marqués par

équipe :E; p;r match 0 1 2 3 4 5 6 7 8 Total

Equipes ayant
marqué ce nombre

o buts 2682661152 | 53 { 13| 7 | 0 | 0 | 1 760
()

Tester au seuil o =5% , le caractére poissonnien de la distribution du nombre de
buts marqués par une équipe au cours d'un match.

Solution : C’est le test non paramétrique de ¥ qui correspond le mieux ici au probléme de
Iafustement ou non de la distribution empirique proposée par la lei de POISSON caractérisée par

AX ~ Z-f;'xﬁ

Prob(X =x) =e"1.—'. Se référant & I'application 1.2 du chapitre 1, ¢’est par A =“*‘T
x!

{avec N = Z f+), qu’on obtient le meilleur estimateur ponctuel de A, & savoir numériquement
par)

j\.:l, 084 . Rapprochant les fréquences absolues observées f, avec les fréquences absolues
A% 3

théorigues N.p. ot p, =

, on obtient le tableau de calculs ci-dessous :

'

Classe Effectif Effectif
observé théorique

0 268 257,01
1 266 278,65
2 152 151,06
3 53 54,59
4 13 14,80
5 7 321
6 0 0,58
7 0 0,09
8 1 0,01

Toutefois, il faut regrouper les cing demiéres classes pour vérifier la condition nécessaire
N.p, =5 (cf. rappels de cours du présent chapitre, paragraphe 3.1.a). On a donc en résumé :

Classe f N.p, (f~N. P;)z/
N.p;
0 268 257,01 0,470
1 266 278,65 0,574
2 152 151,06 0,006
3 53 54,59 0,046
4 21 18,69 0,286
z 760 759,99 1,383
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Dans la mesure o Ie nombre de paramétres estimés pour réaliser I’ajustement est £ =1 et ol
i=n . 2
5 (/,~N.p)
i1 N.p,

il y a 5 classes aprés regroupement, la loi de la distance de chi-deux, D = est

donc laloide x° 3 v =5-1-1=23 degrés de liberts,

Par lecture dans la table de valeurs annexée ot pour e =5%, le seuil xf‘ qui vérifie
Prob(x*(3)= x2)=0,05 est égal 4 7,815.

On a done x2, . =1383< 2 =7815 ce qui signifie qu'il n’y a pas lieu ici de rejeter
’hypothése suivant laquelle le modéle de POISSON déerit le nombre de buts margués par match
et par équipe.

8. « Qualité d’un générateur de nombres aléatoires uniformes ».
On souhaite verifier la qualité du générateur de nombres aléatoires d'une calculatrice
scientifique. Pour cela, on procéde & 250 tirages dans I’ensemble {0,1,2,...,9} et on
obtient les résultats sutvants ;

x ] 0 | L ] 213 [ 457671 7] 809
N | 28 | 32 |23 | 26 | 23 | 31 | 18 | 19 | 19 | 31

Tester si le géncrateur produit des entiers uniformément répartis sur ’ensemble des
entiers {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, le risque choisi étant de 5%.

Solution : Préférable an test de y°, encore qu’ici les tailles des classes somt suffisamment
significatives pour éviter des regroupements, le test de KOLMOGOROY est suggéré dans cet
exercice.

Les données étant regroupées en classes, la mise en couvre du test conduit & calculer la
distance de KOMOGOROY, soit :

3

D(F,Fy) = Sup{[F L) - KX 0D i - 0)- ey

Il en résulte le tablean de calculs :

X, 0 i 2 3 47 5 6 7 8 9
Fx) 0.112 | 0,240 [ 0,332 | 0,436 | 0,528 [ 0,652 | 0,724 | 0,800 | 0,876 | 1
F(x) 00 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 0,7 | 08 | 09 | 1

~ -0,024
Fx)-F,(x) 0,012 10,040 | 0,032 | 0,036 | 0,028 | 0,052 [ 0,024 | 0 0

Flx - F(x) | %012 [ 0,080,060 | 0,068 [ 0.064 [ 0,072 0,048 [ 0076 | 0.1 [0,124

Le maximum constaté, qui constitue la distance D, .(F,F,) est immédiatement égal &

F= ,
b ® on choisit un risque de premiére espéce o =5%,
H F#F

Putilisation de la fable annexée des valeurs de KOLMOGOROV pour le test a un échantillon
conduit, relativement au seuil D, /Prob(D(F,F)2D, )=a.alavaleur D, =0,410.

0,124. Si pour le test considéré {
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La relation D, .. =0,124<D  =0,410 ne permet pas de conclure ici au rejet de

caleulé
Pajustement de la distribution proposée par la loi uniforme, ce qui, en d’autres termes, valide la
qualité du générateur.

« A titre indicatif, le test d*ajustement de y* conduirait aux calculs ci-dessous :

e | 60T 12 374567178 9]z

i

N (D 28 | 60 | 83 | 109 | 132 | 163 | 181 | 200 [ 219 | 250 | -
250.F,(x) (2) | 25 | 50 | 100 | 125 | 150 | 175 | 200 | 225 | 250 | 250

2
[O-OF 1036 2 |os6, 081|039 | 13|02 | o [016] o |50t
2)

Ainsi aton y_, . =591, Or la distance de chi-deux suit ici la loi de y* & v=n-1-k

degrés de liberté, soit v=10-1-0=9, la lecture du seuil x_/Prob(x’(9)>y)=a,
conduisant pour @ = 0,05 , 4 la valeur . =16,91.
On est donc manifestement dans la zone d’acceptation de I’hypothése mulle ff, puique

Xoas =5,01< 22 =16,91, ce qui confirme le résultat précédent fourni par le test de
KOLMOGOROV.

9, On dispose d’un échantillon réduit de 10 valeurs indépendantes dont, au nsque
« =5% , on souhaite tester la normalité ou non, ces données étant les suivantes :
272 - 297 - 300 - 280 - 279 - 299 - 283 - 309 - 30,2 - 304
Choisissant un test approprié, qu’en conclure quant a cette hypothése de normalité ?

Solution : La faible valeur de la faille de [’échantillon conduit ici & privilégier le test non
paramétrique de SHAPIRO-WILK ou le test de KOLMOGOROY,

Appliquant le mode opératoire du test de SHAPIRO-WILK présenté en rappels de cours de ce
chapitre (cf. paragraphe 3.1.c), on est ameng 4 :

Etape 1 > Classer les données x, par ordre croissant, soit :

1272 [ 279 [ 280 1283 1297 [299 [ 30,0] 302 [ 3047309 ]

Etape 2 > Calculer T, = Z(x{. — x)*, soit numériquement T =14,625.
=]
Etape 3> n étant pair, calculer les différences d, =x, ,, —x,, solent & =x,—x =3,7 -

dy=x,—%,=25-d=x,-x,=22-d,=x,-x,=1,7 - d; =x,-x,=0,2.

Etape 4 - Lire dans la table de SHAPIRO-WILK (cf. annexes), les valeurs des coefficients a,,
pour n=10, soient @ =0,5739 - @, =0,3291 - g, =0,2141 - g, =0,1224 - a,=0,0399.

i=5 bZ
Etape 5 - Calculer b= Zf‘f'd; , soit h=3,633, puis la quantjté W = T soit numériquement,

i=l n

W =0,903.

Etape 6 > Lirc dans la table de SHAPIRO-WILK annexée, le seuil W, /Prob(W sW )=«

soit numériquement et pour o = 5%,# =10, la valeur W, =0,842
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La région critique du test étant caractérisée par W < W | on se trouve étre ici dans le cas oit

W

caleuié

qui correspond 4 la normalité de la distribution proposée.

=0,%03 > W =0,842 . Dans ces conditions, on ne peut donc pas rejeter ’hypothése nulle

10. On a demandé & 30 personnes d’indiguer, parmi 5 chocolats noirs du marché
(excellence, amére, amazonie, patissier, supéneur) leur chocolat préfére.

Le tableau suivant fournit le nombre de personnes ayant préféré chacun de ces

chocolats :
Chocolat No:;{t;ﬁ ﬁfé?g?;ms
chocolat

Excellence 7

Amére 5

Amazonie 5

Pitissier 4

Supérieur 9

Total 30

1°} Peut-on considérer que chacun des chocolats est préféré par la méme proportion
de personnes ?

2°) Refaire le méme exercice en multipliant les effectifs observés par 10.

3°) Interpréter les résultats obtenus.

Solution : 1°) $’agissant d’un ajusiement & partir de données gualitatives, c’est le test de
chi-deux qui s’impose icl. Relativement aux hypothéses H, : « La distribution est uniforme » ¢t
H, : «La distribution n’est pas uniforme », le caleul de la distance correspondante (cf. paragraphe
3.1.a des rappels de cours) conduit au tableau ci-aprés :

Classe Effectifs Effeplifs (N,-N.p )2
observés théoriques ~Na
N, N.p, P
Excellence 7 6 0,166
Ameére 5 6 0,166
Amazonie 5 6 0,166
Pétissier 4 6 0,666
Supérieur 9 6 1,5
Total 30 30 2,667

Toutes les classes ayant un effectif théorique supérieur 3 5, il n’y a pas de regroupement &
(N -N.p)
opérer ici, la valeur calculée de la distance de chi- deux D = Z(—iir—p—‘)
i=1 -2

=2,667. D’autre part, D suit la loi du chi- deux & v = m —1- £k degrés de liberté, soit

, étant égale 3

Dca.'mlé
numétiquement v =5—-1-0=4.

Fixant par aillenrs 3 5%, la valeur du risque de 1% espéce a = Prob{ décider 7,/ H, vraie),
il en résulte par lecture dans la table annexde des valewrs de loi de chi- deux, le seuil
x‘ioﬁ [Prob(y*(4)= x,ins) =0,05, soit Zlius =9,488 . On en conclut en conséquence & une
indifférence du goiit des consommateurs pour les chocolats proposés puisque .., = 2,67 est

inférieur & 7 05 =9,488.
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280 Chap
(N -Np)
2°) Si on multiplie les effectifs précédents par 10, 'indicateur d’écart Z(—LXTL) est
b B,
multiplié par 10 et on a done xjm,wié =26,67. Cette fois, [ 'hypothése d’uniformité est largement

rejetée.

3°) Cet exercice et notamment la discordance des conclusions des questions précédentes, souligne
la relative faiblesse des la puissance du test de y°, c'est-d-dire |’incapacité & distinguer les

hypothéses H, et H| lorsque la taille de 1"échantillon est faible.

Ainsi, la valeur élevée de I"erreur de 2°™ espéce B, pour n faible (telle dans la 1°° question),
conduit-elle 4 accepter largement I'hypothése H, alors qu'il en est autrement dés que
I'information possédée devient plus importante (cf. 2*™ question).

Le regroupement des classes pour lesquelles V. p, < 5 {ce n’est pas le cas néanmoins ici), est

aussi une source importante de perte d*information qui montre les imites du test de * lorsque
les effectifs sont faibles.

11. On veut vérifier si la consommation de beurre est liée au fait d’&tre breton.
Une enquéte auprés de 30 utilisateurs a donné les résultats résumés dans le tableau

ci-dessous :
Breton Non Breton Total
Consomme du beurre salé 10 5 15
Consomme du beurre doux 4 11 15
Total | 14 16 30

Le type de beurre consommeé est-il indépendant de la région du consommateur ?

Solution : La question qui est posée équivaut 3 tester Pindépendance ou non des variables
qualitatives nominales « consommer du bevrre salé ou non » et « étre breton ou non », un test de
chi-deux étant approprié ici, selon les conditions exposées en rappels de cours du présent chapitre
(cf. paragraphe 3 4.c).

Par sommations, respectivement en lignes et en colonnes, on obfient immédiatement les
estimateurs des probabilités associées aux états considérés & savoir p, et p . Au tableau des
fréquences absolues ohservées n; présentées dans I’énoncé, il faut superposer le tableau des

fréquences théoriques suivant lesquelles, sous 1’hypothése nulle Ff; d’indépendance entre les
caractéres étudiés, les estimations p, des probabilités associées aux couples (7, /) sont €gales
aux produits p, . p .

Relativement & ces demniéres, les fréquences absolues théoriques s’obtiennent en multipliant
par le nombre total d’'observations, soit n (#=30 dans I'exemple proposé), les probabilités

o~

P, . p; - On obtient donc le tableau ci-dessous :

Breton Non Breton
Consomme du beurre salé 7 8
Consomme du beurre doux 7 8
5 -~ I~ )4
Par exemple, pour le couple « beurre salé » - « €tre breton», on a p, =% =§ et p, = —36’

d’ol en définitive, n. p; . p =7, et ainsi de suite....
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=ik (n—np )

Conformément aux résultats des rappels de cours, la statistique ¥ = Z (L;:U—’,\Ei
=y RpLP;

suit la loi du ¥* & v=(-1.(k-1) degrés de liberts, soit v = (2-1).(2—1)=1, pour le cas

présent. Quant 4 la valeur calculée de J sur la base des données proposées et des résultats

72 ey G LY: eyl
précédents, ¢’est immédiatement V,, . = (107 D + S 88) + “ 77) + u 2 J =4,82.

Considérant le seuil ¥ /Prob(V > y )= et une erreur de premisre espéce o fixée & 5%,
I"usage de la table de valeurs annexée portant sur la loi du chi- deux 4 un degré de liberté, entraine
2
X, =3.84.

L'inégalité  x°, . =4,82> y> =3,84 permet de conclure, au risque 5%, au rejet de
I'hypothése suivant laquelle le fait d’étre breton ou non n’a pas d’influence sur le type de beurre
consommé (salé ou doux).

« A noter cependant que cette conclusion est remise en cause si on applique la correction de
continuité de YATES (plus conservawice pour H,), la distance de chi-denx corrigée

. (10-7/-0,5) +(|11—8|—0,5)2

calcuié 7

=3,35.

étant +...

Onwaplus 2, = ¥ =3,84. Par contre, au niveau de signification & =10% , ou pour le

test unilatéral selon un niveau de signification & = 5%, la conclusion de rejet demeure puisqu’on

aalors y2 =2,71.

12. On désire tester si un médicament a une influence sur le comportement
psychomoteur. On choisit au hasard, 20 sujets qu’on répartit aléatoirement en deux
groupes : le groupe témoin ¢t le groupe expérimental. On leur fait subir la méme
expérience psychomotrice. On a administré auparavant le médicament aux sujets du
groupe expérimental et un placebo au groupe témoin. Les résultats obtenus sont les
sulvants :

Groupe témoin | 166 | 167 { 169 | 170 [ 174 | 173 | 172 | 170 | 166 | 173
Groupe expérimental | 167 | 162 | 165 { 168 | 162 | 160 ; 164 | 158 | 165 | 169

On suppose que, dans chaque groupe, les résultats sont distribués selon une loi
gaussienne, que la variance est la méme pour les deux groupes, et que les
performances des sujets sont indépendantes.

Tester au niveau de signification « = 5%, I'hypothése selon laquelle le médicament
n’a aucun effet sur le comportement psychomoteur.

Solution ;: Entre les deux échantillons, le test proposé est un test ¢ de STUDENT de type
bilatéral, tel celui exposé en rappels de cours du présent chapitre (cf. paragraphe 2.4.b), soit

{HD iy =
H m, £m,
permettent de conclure 4 ’expression du seuil critique :

t 1 — o~
= —+i.\/(nx -1.5, +(n -1)5,
Jng+n -2 \n, n,

ol 7, vérifie Pr ob(IT [ >t,)=o, T suivant par ailleurs, la loi de STUDENT a4 v =n, +n, -2
degrés de liberté.

Les hypothéses de normalité et d’égalité des variances (homoscédasticité),
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~2 1 = —2
A partir dela formule § =—1{fo —-nx :I et des données numeériques proposées,
n_

i=]

'utilisation du tableur EXCEL conduit aux résultats suivants :
e 72 . —
5, =889-8, =12,44-v=18 -1, =210 -7=3,067 - x=170 - y =164,

Or |x— 3 =170-164 =6 > 7 = 3,067 . On en conclut donc, au niveau de signification 5%,
Y

au rejet de Thypothése suivant laquelle le médicament n’aurait aucun effet sur le comportement
psychomoteur.

13. On considére la statistique W de la somme des rangs de WILCOXON-MANN-
WHITNEY dans le cas ot n, =4 et n, =3.

1°) Enumérant toutes les valeurs possibles de ¥ et les probabilités correspondantes,
en déduire, sous I’hypothése H, la distribution de W dont on dessinera le graphe.

nyn, +n, +1)

2°) Vérifier empiriquement que E(W)= . Vérifier de méme qu’on a

ny.ny(n, +n, +1)
12
cours du chapitre IIT {cf. paragraphe 3.2.b).

Var(W) = , et retrouver ainsi les résultats présentés en rappels de

Solution : 1°) Le nombre de combinaisons possibles entre les rangs des 3 valeurs de X et ceux

des 4 valeurs de Y est immdiatement égal 2 C; =35. Désignant par R, les rangs des valeurs de

X dans Iéchantillon regroupé (X, Y) 1< R, <7, les 35 combinaisons possibles entrainent pour
i=4

R,, les valeurs rassemblées ci-apres, la somumne W = ZR, étant aussi indiquée pour chacun des
=]l

éléments ainsi énumérés.

Par exemple, dans I"échantitlon (X',Y) regroupé et trié par ordre croissant, le cas oft les quatre
premiéres valeurs rencontrées portent sur X conduit 4 la série des rangs (1,2,3,4) de somme
W =10, et ainsi de suite....

On obtient en définitive, le tableau ci-dessous, dont la construction pourrait ¢galement
s'effectuer suivant une méthode arborescente telle en théorie des graphes (Recherche
Opérationnelle).

Combinaison W Combinaison w Combinaison W
1 2 3 4 10 1 3 4 7 15 1 4 6 7 18
1 2 3 5 11 1 3 5 6 15 1 5 6 7 19
1 2 3 6 12 1 3 5 7 16 | 2 4 5 6 17
1 2 3 7 13 i 3 6 7 17 | 2 4 5 7 18
1 2 4 5 12§ 2 3 4 5 14 | 2 4 6 7 19
1 2 4 6 13 2 3 4 6 15 2 5 6 7 1 20
1 2 4 7 14 | 2 3 4 7 16 3 4 5 6 18
1 2 5 6 14 | 2 3 5 6 16 | 3 4 5 7 19
1 2 5 7 15 2 3 5 7 17 | 3 4 6 7 | 20
1 2 6 7 16 2 3 6 7 18 3 5 6 7 121
1 3 4 5 13 1 4 5 6 16 | 4 5 6 7 | 22
1 3 4 6 14 1 4 5 7 17
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Sous Phypothése H, tous les cas sont équiprobables de probabilité commune

413!
——=0,028571. A partir du tableau de la page antérieure et dénombrant pour chaque valeur

w,de W, le nombre de cas favorables n,, on en déduit aisément la loi de probabilité ci-dessous :

W 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 ¥
i

n. 1 1 2 3 4 4 5 4 4 3 2 l ! 35
[}

P(*) 0,028 | 0,028 | 0,057 | 0,086 | 0,114 | 0,114 | 0,143 | 0,114 ] 0,114 | 0,086 | 0,057 | 0,028 { 0,028 1
7

(*) p, =Prob(W =w;).

L’histogramume correspondant a
donc Tallure ci-contre et montre
que méme pour les faibles valeurs
des tailles des échantillons , la
convergence de Wvers la loi
normale est assurément freés
Fapide.

Valeurs

2%} Par calculs par exemple sur EXCEL, on a immédiatement E(W)=Zm.pi =16. Cest

ny.(n, +n, +1)

5 , soit présentement

justement, la valeur fournie par la formule E(W)=

E(W):%Sﬂs.

De méme, la variance Var(W)=Z(w,.—E(W))2.p,. est égale numériquement 3

Var(W)=38. Or ici encore, c’est la valeur fournie par la formule littérale générale, & savoir,

4x3x8=8.

non(n,+n +1 . .
-1 + 1y ), soit mumériquement Far{W )=
12 12
L exemple ainsi présenté, illusire les mécanismes de la démonstration qui, de fagon générale,
conduit aux résultats présentés en rappels de cours, quant au test de MANN-WHITNEY-
WILCOXON.

Var(W) =

14, Un méme logiciel a ét¢ vendu & deux sociétés, soit en huit exempiaires a la société A
et en 10 exemplaires 4 la société B. On a relevé ci-dessous le nombre d’utilisation de
chaque exemplaire sur la méme période de temps.

Société A | 110 | 82 | 121 | 47 ] 103 | 78 | 97 | 143
Société B | 92 [ 101 | 38 | 71 52 | 108 | 65 | 64 | 88 | 111

Peut-on conclure que le logiciel est utilisé de fagon similaire dans les deux sociétés ?
Pour répondre a cette question, on utilisera sucessivement :

1°) le test de WILCOXON-MANN-WHITNEY.

2°) Le test de KOLMOGORQV-SMIRNOV.
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Solution: 1°) La mise en ceuvre du test mon paramétrique de MANN-WHITNEY-
WILCOXON, pour le probléme de comparaison proposé (n, =8,n, =10) conduit & regrouper
les valeurs relatives aux deux sociétés A et B dans un méme échantillon qu’on triera par ordre

croissant, la somme des rangs des valeurs liées 3 A (échantillon le plus petit), étant calculée
ensuite (cf. rappels de cours du présent chapitre, paragraphe 3.2.b).

On obtient ainsi la suite :
Valeur 38 47 52 64 65 71 7R 82 88
Société B A B B B B A A B
Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Valeur 92 97 101 103 108 110 111 121 143
Société B A B A B A B A A
Rang 10 11 12 13 14 15 16 17 18

La somme W des rangs liés aux domndes qui portent sur la société A est égale &

ealoulé
W e =2+7+8+11+13+15+17+18=91. Dans le contexte, ¢’est le test bilatéral qu’il faut
considérer ici. Le recours & un calculateur en ligne (cf. geaiuniv-brest.fr) conduit, par exemple,
pour & =10%, 4 Ia région critique définie par W ¢ [57,95]. On peut aussi utiliser des tables

de valeurs telles celles annexées et qui donnent les valeurs critiques du test unilatéral de
WILCOXON-MANN-WHITNEY). Décomposant le test bilatéral traité présentement en deux tests

H,:F,=F, o {HQ:FA:FB

, chacun d’erreur de premidre espéce égale a
H:F,<F, = |H,F,>F, B pece °&

unilatéranx {

o = %=5%, il s’ensuil immédiatement les régions critiques respectives W <56 et W >96,

d’out, pour le test bilatéral obtenu par union et au niveau de signification & =10%, la région
critique W ¢ [57,95] déja obtenue ci-dessus.

« Or, pour les données proposées, W, =%l e [57,95]. On est donc amené ici & ne pas rejeter

I'hypothése nulle H,, c'est-d-dire & ne pas se prononcer sur une différence significative
d’utilisation du logiciel entre les deux sociétés considérées A et B.

« Bienque n, et n, soient relativement faibles, ’approximation de W par la loi nortmale est
déja largement admissible, ce que tendait 4 montrer Pexercice 13 précédent. La statistique W

de WILCOXON a pour moyenne M et pour variance w, soit
numériquement E(F )} =76 et Far(W)=126,66 = (W) =11,25.

La région critique est caractérisée quant & elle par Prob(|W—76|2Wa}=a (avec

o =10%). Passant & la variable normale, centrée, réduite £ = , on a dong la relation

¥

14
Pr ob(lﬂz T "2‘ 5)=0,10. Or, la lecture dans la table annexée des valeurs de la fonction de

répartition I1(¢) = Prob(£ <), conduit & déterminer ¢, /Pr ob(}fl 2t )= 2.[1 -TI{z, )] =0,10,

soit immédiatement t, =1,645.

W ..
Finalement, £ =1,645=>W, =18,51. En définitive, la région critique du test

]

caractérisée par W ¢ |76~ W, 76 +W,[ , s*écrit donc W ¢ |76 —18,51,76 +18,51[ .
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En arrondissant les bomes précédentes, on obtient donc la région critique W ¢ ]57,95[, ce qui

est trés proche du résultat obtenu précédemument et qui souligne la validité de I’approximation par
la loi normale, méme lorsqu’il s”agit de petits échantitlons.

2°} La mise en ceuvre du test de KOLMOGOROV-SMIRNOV conduit, quant 4 elle, 4 calculer
la distance D(ﬁ'; ,ﬁ;) =Sup
xef

a(x)—ﬁ;(x)l et pour cela 4 dresser le fableau comparatif des

Jonctions de répartition empiriques comme indiqué ci-aprés

Valeurs N, N, 1? _ i\r_[[" F =& ﬁ,‘; _ﬁ;
8 1Y 10

38 0 1 0 0,1 0,1
47 1 1 0,125 0,1 0,025
52 1 2 0,125 02 0,075
64 1 3 0,125 0,3 0,175
635 1 4 0,125 0,4 0,275
71 1 5 0,125 0,5 0,375
78 2 5 0,250 0,5 0,250
82 3 5 0,375 0,5 0,125
88 3 6 0,375 0,6 0,225
92 3 7 0,375 07 0,325
97 4 7 0,5 0,7 02
101 4 3 0,5 0.8 0,3
103 5 8 0,625 0,8 0,175
108 5 9 0,625 0,9 0,275
110 6 9 0,75 0,9 0,15
111 6 10 0,75 I 0,25
121 7 10 0,875 1 0,125
143 8 10 1 1 0

Onadonc D(F,,F;)=0,375 compte tenu des dennées numériques susmentionnées.

+ Comme cela est indiqué en rappels de cours (cf. paragraphe 3.2 du présent chapitre), la

RNy

statistique du test qui est Sup a(x)—ﬁ;(x)’, suit, sous Uhypothése H,:F,=F,,
R, + R, xek
K ., . n..n — e~ .
une loi dont les valeurs peuvent étre tabulées, la probabilité Prob(, [—4—2- .D(F,, F,) 2 t) étant
n,+n,

k=to0
convergente vers la somme 2, Z (-0 exp(-2.4° 1),
=l

. n,+n .
Pour n, et n, assez grands et pour @ =10%, le seuil 1,22, }M peut ainsi étre retenu &
Ry
défaut de disposer des tables de valeurs ad hoc. Numériquement, cefte dermiére approximation
. . ’8+IO . . N
conduit au seuil [,22. 210 =0,57. Bien que n, et m, seoient plutst faibles, cette
b

approximation demeure cependant acceptable, un calcul exact conduit 4 partir de la somme de 1a
série susmentionnée conduisant en fait 4 un résultat trés proche.
Finalement, D,  (F,,F;)=0,375<D, =0,57. On ne peut donc pas rejeter ici encore

I'hypothése H,, 4 savoir une utilisation similaire du logiciel par les deux sociétés A et B.
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15. 120 patients atteints d’'une méme maladie ont été traités par deux méthodes
différentes. Parmi les 70 qui ont regu le traitement A, 22 ont guéri et parmi les 50 qui
ont regu le traitenent B, 25 ont guéri.

Le taux de guérison est-il meilleur pour le traitement B que pour le traitement A, ceci
au niveau de signification o =5% ?

On appliquera successivement a cet effet, un test paramétrique et un test non
paramétrique,

Solution : 1°) S’agissant du test paramétrique de comparaison entre deux proportions, on se
reportera aux rappels de cours du présent chapitre (paragraphe 2.4.c),dont une illustration est
fournie 4 travers Papplication 3.4 précédente.

Hyp,=p,y
H:p,<p,
X,=22,X,=250=5%. Le test a pour région critique F,—F, <7 ol le seuil critique 7

Le test proposé ici est unilatéral { » les donndes en étant n, =701, =50,

11 . .
est défini par 7 =1, .‘/p.(I =ph(—+—) et ¢, vérifie Prob(& <1, )=a,p étant estimé par
A nB
. . XX,
ailleurs, sous I'hypothése H, : p, = p,, par la statistique —2——=-. A noter que I’usage de la
n,+n,
{oi normale est autorisé par le fait que n, et 7, sont suffisamment grands.
o e 22 25

Ainsi, numériquement, p =0,392;r =-1,645;7 = -0,149,F, - F, = %—?6 =-0,185.

Dans la mesure ot F, — F, =—0,185< 7 =-0,149, ¢’est donc Phypothése de rejet de H,
qu’il faut retenir, ¢'est-a-dire la conclusion d’une différence entre les deux traitements étudiés,
2°) S’agissant d’un test non paramétrique, il faut se référer 4 I'application 4.5 du présent chapitre
illustrant plusieurs tests non paramétriques pour comparer ’efficacité d’un traitement, la faille
suffisamment grande des effectifs autorisant I'utilisation d'un test de chi-deux (3 défaut, il faudrait
recourir 4 la méthode exacte de FISHER).

Dans ce test. on va comparer les ¢ffectifs observés des malades guéris et non gnérs pour
chacun des traitements en question, aux effectifs théoriques qui résulteraient d'une efficacité égale
des deux traitements, c'est-d-dire selon la proportion commune p=p, = p, =0,392, ou plus
exactement par régles de trois au prorata des effectifs  (par  exemple,

4 4
70x—~1:27,4;50x—7=19,6;...).
120 120

En fait, on applique la relation d’indépendance suivant laquelle la loi du couple est égale an

. . - > 3 . : i 4
produit des lois marginales. Ainsi, pour la paire (guéris, traitementA) a-t-on le produit EX %,

47 70
ce qui en fréquence absolue fournit la valenr ]20x1—i6x;—0 indiquée ci-dessus. Et ainsi de

suite...
Le tableau présenté ci-aprés rassemble les résultats obtenus quant aux effectifs observés 0, et
théoriques £, la distance de chi-deux 4 considérer pour représenter I’écart entre I’observé et le
= j=2 —_— 1
(0, -E)
i=l j=1 E,

¥

théorique étant définie par la statistique
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Traitement A | Traitement B Total
Guéris 22 25 47
27,4 (19,6)
Non guéris 48 25 73
{42,6) (36,4)
Total 70 50 120

Dans ce tableau, les effectifs théoriques ont été portés entre parenthéses et en caractéres
italiques gras).
« La distance de chi-deux ainsi obtenue pour les données considérées et & partir de la formule
précédemment rappelée cst égale & x>, . =4,20, résultat qu’on peut obtenir également plus
. n(ad-bc)
el (a4 ) (b+d).(a+b).(c+d)

contingences (2,2) de la forme :

applicable aux fables de

directement par la formule ¥

Traitement A | Traitement B Total

Guéris a b a+b

Non guéris ¢ d c+d
Total a+c b+d n=a+b+c+d

En fait, pour ces tables (2,2) et comme cela a déja été indiqué antérieurement, on rencontre

fréquemment une transcription plus conservatrice de 'hypothése H et intégrant la correction de

i=2 j=1 (Oi‘ -E.|- 0’5)2
continuité de YATES, i savoir y° =ZZlJ#__é|_
i=] j=l ¥

nﬂad—aq—gf
(a+b)lc+d)(a+c){b+d)

ou encore suivant la forme

>

synthétique susmentionnée, y* =

Numériquement, et pour les données précédentes, y...., =3,45.

« Revenant 3 la statistique ¥”, elle est caractérisée s’agissant d’un tableau (2,2) par un nombre
de degrés de liberté v=(r—1.(k—1) ot r=2,k=2, ce qui entraine en définitive v =1.
Se référant aux tables de valeurs annexées relatives 4 1a loi de ¥, le seuil de rejet de 1'hypothése
H,, soit xi/ Prod( xz =z xj):o:, est égal 4 2,71 pour le cas du test unilatéral et lorsque
a=5%.

Méme dans I"hypothése la plus conservatrice qui est celle d¢’un calcul de la distance de
chi-deux avec correction de continuité de YATES, la relation y, . =3,45> 7 = 2,71 conduit
ici & retenir que les écarts cntre distribution observée et distribution théorique obtenue sous
I'hypothése nulle H,, sont suffisamment significatifs pour conclure au rejet de H,, c'est-a-dire
concrétement, 4 Defficacité supérieure du trattement B par rapport au traitement A. cette
conclusion, corrobore celle obtenue précederment A travers le test paramétrique.

C’est d’ailleurs, un résultat logique puisque comme cela a €té montré dans 1’application 3.5 du
présent chapitre, les deux fests sont équivalents du moins lorsque la convergence vers la loi
normale est applicable,

16. On considére deux groupes de livres, les uns portant sur la médecine, les antres
portant sur I’histoire. On cherche a savoir 8’ils sont de méme épaisseur ou non, les
données résultant d* échantillons de tailles respectives 15 et 13, et étant
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Tiviesde | 29 | 30 | 60 | 78 | 82 | 112 T 125 | 170 | 192 | 224 | 263 | 275 | 176 | 286 | 756
médecine
Livies | 136 | 142 | 156 | 228 | 245 | 246 | 370 | 419 | 433 | 454 | 478 | 503 | 369
d’histeire
A Daide du test de ia médiane (test de MOOD), que conclure au niveau de

signification ¢ = 5% ?

Solution : 1°) Reprenant la procédure déjd exposée dans 'application 4.5 du présent chapitre
(« illustration de plusieurs tests non paramétrigues pour évaluer efficacité d’un traitement »), le
test de MOOD conduit dans un premier temps, 3 calculer la valeur de la médiane, soit M,
sur I"échantillon obtenu par regroupement des données relatives aux deux populations concernées.

Pour calculer cette valeur de M, il faut, aprés concaténation des échantillons, classer les

données par ordre croissant, M étant égale 4 x( e, sl n est impair, ef 3 ?l:x(fl +x( ”—H):f sin
2 2 2

n=15+13=28 st par, e on a

est pair. Pour le cas considéré et aprés tri croiss ant,
1 1
M =E.(x(14) +X5)) = 5.(228 +245)=1236,5.

On dresse alors, une table de contingences (2,2), d'une part relativemeni aux deux types

d’ouvrages considérés, et d’autre part en fonction de la position par rapport & la médiane M .
Le tableau qui en résulie est le suivant :

Nombre de pages | Nombre de pages | Total
<236,5 =236,5
Ouvrages de médecine 10 5 15
Quvrages d’histoire 4 9 13
Total 14 14 28

« La taille des classes, toutes supérieures ou égales & 5, autorise I'usage de la distance de chi-deux
pour répondre de fagon bilatérale & "acceptation ou non de 1'hypothése nulle H, : « épaisseur
identique pour les deux types d’owvrages », toul en précisant ici que c’est autour de la fendance

centrale que forme la médiane que cette €paisseur est appréciée.

Le test de chi-deux conduit 3 metire en regard les observations constatées 10-5~4 -9 etles
observations théoriques sous Uhypothése H |, ces derniéres étant obtenues par régle de trois,
solent 7,5 — 7,5 - 6,5 — 6,5, données résumées ci-dessous

Nombre de pages | Nombre de pages | Total
<236,5 > 236,5
Ouvrages de médecine 10 5 15
(7,3) (7,5}
Ouvrages d’histoire 4 9 13
(6.3) (6,5)
Total 14 14 28
10-7,5)° -6,5)°
il en résulte la distance de chi-deux calculée y”, . = { 7 7;’ ) et © e ; ) _ 3,59 ou

plutdt, avec la comection de continuité de YATES, y2. . =2,30 (car pour I'échantillon
considéré n n’est pas grand). C'est d’ailleurs, le méme résultat qu’on retrouve A partir de la

n.(|a.d - b.c] - g)z

formule xfa,m,é = (cf. rappels de cours et exercice 15 précédent).

(a+b){c+d)(a+){b+d)
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e Or, 7° suit la loi du chi-deux & un degré de liberté (c’est en effet, (r—1).(k—1) avec
r=2,k=12), La consultation des tables annexes (cf. tables de valeurs du chi-deux) conduit, dans
ces conditions et pour le test bilatéral de niveau de signification ¢ = 5%, au seuil ¥_ =3,84.
Suivant la variante « conservatrice » de la distance de chi-deux (celle qui tient compte de la
correction de continuité de YATES), on ne peut donc pas conclure 4 une différence significative

entre les deux types d’ouvrages puisque y_ .. =2.30< 2 =3,84.

o A défaut de recourir 2 la distance de chi-deux, la méthode exacte de FISHER déja développée
dans I'application 4.5 du présent chapitre, permet également de concluwe et d’ailleurs son
utilisation est incontournable lorsque les effectifs des classes sont petits { 7 < 20).

17. Relativement & leur choix pour un candidat donné 4 une élection, 19 personnes qui
participent d une réunion de quartier avec ledit candidat sont sondées avant et aprés
ce débat, les résultats en étant indigués ci-dessous :

Electeur 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Intention « avant » OQUI | OUI | OU1 | NON [ NON | OUI | NON | NON | OUT | OUI
Intention « aprés » | NON [ OUT | NON | NON | NON | OUI | OUI | NON | NON | Ol

Electeur 11 12013 114 (15 (16 (17 {18 | 19
Intention « avant » oUl [ oUl | OUI | NON | OUI { OUI | NON | NON | QUL
Intention ¢ aprés » | NON | NON | NON | NON | NON | OUT | NON | QUI [ NON

Au niveau de signification o =0,05, la réunion en question a-t-elle ou non un
impact sur les intentions de vote des participants ?

Solution : 1°) Plutdt que le fest des signes, c’est le test de MAC NEMAR qui semble le plus
approprié ici encore que les effectifs sont tous justes suffisants. Se référant aux rappels de cours
(cfparagraphe 3.3.c) et 4 l'application 4.6, le mode opératoire en consiste tout d’abord a
retranscrire les données sous forme d'une rable de contingences (2,2) mettant en lumidre les
variations d’effectifs entre « avant » et « aprés » le débat considéré. Le résultat en est :

AVANT APRES z
oul NON
Oul 4 8 12
NON 2 5 7
z 6 13 19

Avec la notation générale qui est celle des
rappels de cours (cf. paragraphe 3.3.c), la

AVANT APRES z comparaison des effectifs observés des
Qul NON transitions QUI - NON, soit B et
oul A B A+ B NON > QUI soit C, & !effectif théorique
NON C D C+D B+C .
5 AiC B+D v al , conduit 4 la disiance de chi-deux |
2 (B8-Cy’ . . _ : _
Koedenis = B ou plutdt, avec la correction de continuité de YATES, la distance corrigée
. _{(B-C-1 L
Koooaé = W D’autre part, toutes les classes considérées sont suffisamment
significatives pour autoriser ’usage du test de y° (puisque Ia condition N.p =5 dont Iécriture
. B+C 842

=525 est satisfaite).

estici

2
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En définitive, on a numériquement 7~ . =3,6 ou encore, avec la correction de continuité,
e = 2,5. Or, pour le test bilatéral et ]a Joi du chi-deux & v =1 degré de liberté, le senil

critique y2 /Prob(x’(1)2 x2)=0,05 est égal & y =3,84 (cf. tables de valeurs annexées).

1l est done manifeste qu’on ne peut pas conclure ici 4 un impact de 1a réunion de quartier sur les

intentions de vote, du moins au seull «=5%, puisque ¥...=3.6 (¢t & fortiori

xfa,w,é =2,5lorsqu’on applique la correction de continuité) ne sont pas supérieurs au seuil
critique ¥ =3,84.
« Quant au test des signes, dont les principes sont détaillés en rappels de cours (cf. paragraphe

3.3.a), il conduit aprés avoir €liminé les quatre paires QUI>OUI et les cing paires NON->NON, &
considérer le nombre de paires NON->OUT parmi les dix paires restantes, nombre dont sous

U'hypothése H, «réunion de quartier sans impact sur le vote des participants », Ia lol est
binomiale, soit B(n =10, p= }).

Or, pour ladite variable aléatoire, soit D, et sa valeur observée, soit & =2, on a par

1 . .

définition, Prob(D<2)=(Cy,+Cl, +C120).5ﬁ, soit par consultation de la table de valeurs
annexée (cf. « valewrs critigues du test binomial »), Prob(D <2)=0,055. Comparant cette
probabilité 4 % =0,025 (0,025 et non 0,05 puisque c’est le test bilatéral qui est considéré ici),
on en conclut 4 I'hypothése H,, puisqu’onn’a pas Prob(D <2)<0,025.

Cela rejoint les conclusions du test de MAC NEMAR.

18. On cherche 4 savoir si la concordance des résultats de deux tests légérement
différents de la ventilation pulmonaire est aussi bonne chez les malades qui
présentent une insuffisance respiratoire que chez les témoins non malades.

Dans un groupe témoin de 103 non malades, le coefficient de comélation entre les
résultats des deux tests est égal a 0,776.

Dans un groupe de 36 malades, les résultats ont €t les suivants :

- variance des résultats du premier test : 25 ;
- variance des résultats du deuxiéme test : 100 ;
- covariance des résultats des deux tests : 30.

1°) Calculer le coefficient de corrélation hinéaire dans le groupe de 36 malades.
2°) Comparer les deux coefficients de corrélation en question, au risque o =5% .

Solution : 1°) De la définition du coefficient de corrélation linéaire de BRAVAIS PEARSON,
cov(X,7)

SOt ¥y y =
T JVar(X)Var(Y)
0 _o.

groupe des malades, r, , = T/__——_.—A =0,
' 25x100

2°) Notant par # et ¥, les coefficients de corrélation qui correspondent respectivement aux

, if résulte numériquement, pour les données proposées et pour le

« non malades » et aux « malades » et par n; et n, les tailles des échantillons dans chacune des
populations considérées, la question posée est celle du test de comparaison bilatéral

{Ho:’i=rz
H r#w
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Or comme cela est indiqué en rappels de cours (cf. paragraphe 2.3.d), pour # asez grand, la

1 .
transformée de FISHER, z = l1111+—r suit la loi normale de moyenne A.Inmﬂ et de
2 l_r 2 l_rcafcu!e'
variance _)_5 Ainsi, pour le groupe des 103 non malades, obtient-on 12 loi normale z, de
n_
1, 1+0,776
moyenne —. 1+0,776 =1,035 et d*écart-type
2 1-0,776 n -3

1
= o De méme, pour le groupe des 36

1, 1+0,6
malades, la loi normale z, correspondante a pour moyenne E.lnl 0.6

=0,693 et pour

! —~1——0,174.

vanance \/n:—-—s wﬁ—

En définitive, considérant la variable z —z,dont la loi est nermale (puisque différence de

deux variables normales indépendantes), plus précisément de moyenne E(z )-E(z,) et de

+ , la comparaison de r et de #, équivaut & tester la nullité ou non de la

m=-3 n-

variance

moyenne de la variable z, —2,.

Se référant aux rappels de cours (cf. paragraphe 2.4.b), la fonction discriminante i considérer

éant z, —z,, la région critique a pour forme |zl -z|27, avec Prob(z, —z,|2n/H)=a.
3 p Zl _zz . B . Fy o -
Or, sous 'hypothése H, ———t—-_==—suil la /oi normale centrée réduite N(0,1). Notant
1 1
—+
m—3 n-3

par ¢ le seuil vérifiant Prob(’df'kta)ﬁa, soit £ =1,96 lorsque a=35%, on a donc

T=1, L +—1— , Soit numériquement 7 =1,96., {i+i =0,393.
n-3 n,-3 100 33

1,035-0,693|=0,342. La relation

« Or, pour les observations effectuées,

"i,cm'cu!'é - r&,ca!w.!é

0,342 < 7 =0,393 ne permet pas de rejeter 'hypothése A, d’égalité entre les deux coefficients
de corrélation A travers les données recueillies ici.

19. La relation entre "antoritarisme des étndiants et leur conformisme social est étudiée &
travers deux tests dont les résultats sont présentés ci-dessous a fravers un nombre
total de points. L’échantillon considéré est de 12 étudiants.

Etudiant 1 121345 |6 | 7|89 1011 ]12

Evaluation suivant
test de 82 | 98 | 87 | 40 | 116 | 113 | 111 [ 83 85 | 126 | 106 | 117
I"autoritarisme

(X)
Evaluation suivant

test de 42 | 46 39 37 65 88 36 56 62 92 | 54 81
conformisme

)
1?) Calculer le coefficient tan de KENDALL.

2°) Peut-on considérer, au niveau de signification o =5%, qu'il existe une
association entre I’ autoritarisme et le conformisme social des étudiants ?
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Solution : 1°) La transcription des données proposées en termes de rangs conduit au tableau
ci-dessous :

Etudiant 1T 27374 s5]T6 (7] &8[9 j1w]i]12
Rangde X 2 6 5 l 10| 9 8 3 4 1217 11
Rang de ¥ 30 4] 2 1 [ s 1w se |7 {12]5] 9

Ordonnant par ordre croissant tes rangs de X | il en résulte le nouveau tableau :

Etudiant 4 1 8 9 3 2 11 7 6 5 12 1 10

Rangde X 1 2 3 4 516 8 9 10 11 | 12

7
L~
e S o >4

Rangde YV I 3 6 7 2 4 10 | 11 8 9 i2

La méthede graphique des intersections {(cf. rappels de cours et application 4.8 du présent
chapitre), conduit & 11 intersections «paires discordantes» et & fortiori 4 66 - 11=55

- . , n{n-1 .
« paires concordantes », le nownbre total d’associations deux 4 deux étant C, : = ﬁ-(?:;i), soil 66
(puisque # =12).
e nembre de concordances —nombre de discordances , .

En définitive, 7 = o est égal &
55-11
—=10,66.

66

La valeur absolue |z'| variant entre 0 (indépendance) et 1 (liaison torale), 1a valeur obtenuc ici

laisse supposer quil y a bien une association entre les deux variables étudiées, ce que va confirmer
fa question suivante.

2°) Le test d'indépendance cntre X et ¥ sc raméne au test bilatéral de nullité ou non de © , test
dont suivant les rappels de cours (cf. paragraphe 3.4.b), la région critique cst caractérisée par

(rfzrﬂ,. %%}ils)l ol £, vérifie Prob()é[>1,)=a. A noter que la condition #210 qui
V n.(n-

valide la convergence vers la loi normale, est satisfaite ici.
Numériquement, & = 5% =, =1,96, d’oi le scuil critique 7 =0,43. Or relativement aux

=0,66 > =0,43. C’est donc I’hypothése H, qu’on peut

données dont on dispose,

Tca!café

retenir ici, c'est-d-dire la confirmation de [’association entre X et V.

20. Un chercheur a soumis quatrc groupes de cing éléves 4 un apprentissage de
résolution de problémes mathématiques. Chaque groupe apprend avec une méthode
pédagogique propie

méthode A : uniquement verbale ;

- méthede B : méthode écrite ;

- méthode C : méthode suivant un schéma annoté ;

méthode D : méthode suivant plusieurs schémas annotés,
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L’apprentissage dure une heure pour chaque groupe et le méme contenu est présent.
Deux jours, aprés !’apprentissage, les sujets sont soumis & un test de raisonnement
mathématique dont 1’évaluation des résultats donne licu 4 une note étalonnée entre 0
et 35 {plus la note est élevée, meilleur est le résuitat).

Les notes ainsi obtenues sont :

Groupe expérimental

A B C D
6 14 22 23
13 0 11 19
16 14 19 25
14 19 19 24
14 25 23 23

On admettra par ailleurs, les hypothéses de nonmalité de ta distribution des notes et
I'indépendance des observations effectuées. De méme, on supposc satisfaite
I"homogénéité des variances entre groupes (homoscédasticité). Enfin, on chosira pour

toutes les questions posées ci-aprés, un niveau de signification « fixé a 5%.

1°) Les quatre méthodes considérées ici sont-elles équivalentes ?

2°) La méthode verbale différe-t-elle des autres méthedes ?

3°) La méthode écrite différe-t-elle des méthodes avec schémas (un ou plusieurs) ?

4°) Le nombre de schémas a-t-il une influence décelable sur la performance ?

Solution : 1°) La mise en euvre du test « ANOVA » de FISHER (test paramétrique dont la
validité est assurée du fait de la satisfaction des conditions d’indépendance, de normalité, et

d’homoscédasticité, conduit anx caleuls ci-aprés (cf. rappels de cours, paragraphe 2.6.a).

En premier liey, 11 faut calculer les sommes des écarts « intraclasses », soit la somme

=K j=n,

Sy = ZZ(xy -—;,,)2 , et des écarts « interclasses », soit la somme S, = an Ax, —;c)z, les

=l j=t

valeurs de K et des n,(1<i<4), étant respectivement K =4, 5 =n, =n, =n, =5, pour le cas

étudié. 1l s’ensuit le tablean des calculs intermédiaires ci-dessous :

Statistique Groupe z
A B [ C D
J=n,
>, 126 | 164 | 188 | 232
.y
i ni
Jj=n —5
(x; =) 502 | 1332 | 888 | 248 | 306
=t
= )
dix,-x) 148 | 33 | 22 | 62
e
! n—1
n‘.(x‘ —;)2 132:6 911 5:5 14835
i=K

i -
i=]N ,avec N =Zn,. ,soit x=17,75. De méme, S, =306 et S, =295,75.
1=]
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Hy:m=m V(i j )
Le test ‘ L *J) conduit a la fonction discriminante F =—~41(,_—1, s0it
H,:3(, /) m #m, Sy
N-K

numériquement et pour les données proposées (K =4,N=20), F_, . =5,15.

» Or, sous 'hypothése H, F suit la loi de FISHER SNEDECOR & (v, = 3,v, =106) degrés de
liberté, soit £7(3,16), le seuil F, qui, pour [a loi en question, vérific Prob(F > F,)=a, étant
immédiatement égal 4 3,24 lorsque o =5% (cf. ecture dans table de valeurs annexée).

Cest done 'hypothése H, ¢qui est celle d’une différence significative pour au moins deux des
groupes considérés qu’il faut retenir ici puisque F, ... =5,15> F, =3,24.

2°) Pour tester si la méthode verbale est différente des autres méthodes, on va utiliser 1a méthode
des contrastes de SCHEFFE (cf. application 5.1 de ce chapltre) avec la combmalson linéaire

3. —m, —m, —m, = 0. Il s’ensuit le contraste calculé, C=3 X = Jc2 x3 =20,6.

Se référant anx rappels de cours (cf. paragraphe 2.6.a), 1a région critique du test (zone de

S 2
décision de H) est caractérisée par ‘C’ J 5 G
- -1 W
loi de FISHER SNEDECOR, F(K -1,N - K), larelation Pr ab(F 2F)=a.
i
Pour ¢ =0,05= F, =3,24, on a ainsi =J3x3 2t4><:‘5—10E (9 +5 +:_1) é) =21,12.0n

ne peut donc pas conclure & un contraste significatif entre la méthode verbale et les autres

méthodes, dn moins au seuil a = 5% , puisgue ’E\:r =20,6=<7=2112.

¢« On nesi pas loin cependant de la région critique. En effet, pour

E“ =20,6, on a
Fone =3,08. Or, Prob(f =3,08)=0,058. Autrement dit, au nivean de signification
@ =6%, c’est H (et non plus H) qu’on retiendrait.

3°} Dans cette question, il faut comparer la méthode B & Iensemble des deux méthodes C et D,
probléme auquel la méthode des contrastes repond par me chonx de la combinaison linéaire

2.m, —m; —m,. 1l en résulte, le contraste calculé C=2x, X, — Jc3 X, ==9,2. D’autre part, on a

1
cette fois 9‘:=\/3:3 24><§19E =+ g+§)=l4,94.

La relation IEJ =9,2<m7=14,94 ne permet pas de se prononcer ici sur une différence

significative entre la méthode verbale et les méthodes avec schémas (un ou plusieurs),

4°) Enfin, tester si le nombre de schémas influe ou non sur la performance, c’est étudier
1'existence ou non d'une différence significative entre les méthodes C et D, ce qui, toujours avec la

méthode des contrastes, conduit 2 la combinaison lingaire 7, —m, =0 et au contraste calculé,

6'=x_3—;:=—4,5,ﬂenrésulte, le sew! critique ﬂ'=\/3>(3 24x %&6 x{=+ —) 8,62.

Ici encore, la relation ﬁ =4,5<7 =8,62 ne permet pas de rejeter hypothése H, etde

conchure 4 une différence significative entre les méthodes C et D.
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21. On considére trois traitements appliqués respectivement 4 des groupes de 5, 5, et 4
malades, I'évaluation des effets desdits traitements suivant une cotation qui évolue
entre 0 et 100, donnant les résultats ci-aprés :

Traitement A 11 12 14 48 4
Traitement B 4 5 3 3 4
Traitement C 3 ] 0 i 8

1°y Les trois traitements ont-ils des effets différents au niveau de signification
a=5%"7

2°y Qu’en est-il au niveau de signification a =1% *?

Solution : 1°} Supposant I’indépendance des mesures relatives aux malades considérés, 1’absence
d'indication sur la normalité ou non, suggére d'utiliser ici le test nmon paramétrique de
KRUSKAL-WALLIS (cf. rappels de cours, paragraphe 3.2.d, et application 5.2 du présent
chapitre).

Aprés regroupement des données eu un seul échantillon, classement par ordre croissant et
affectation du rang selon le principe du rang moyen en cas de valeurs ex-aequo, il résulte pour les
valewrs susmentionnées de I’énoncé, les rangs suivants :

Traitement A 6 11 12 13 14
Traitement B 3.5 6 6 2 9.5
Traitement C 1 2 35 8.5

Il s’ensuit les rangs moyens E=11,2;E=6,6;E:4,0, le rang moyen théorique
=N

14+1
étant égal, quant a lui, & 42+ =7,5.

E:.EL:N-}-l
N

1 i=K .
ﬁz—f.Zni.(Ri — R)? décrit Ia somme pondérée des distances entre les
NN+ T

E. et le rang moyen théorique R=17,5, sa valeur calculée & partir des données de I’échantillon

« La statistique H =

étant immediatement ;
—19—.[5x(1 1,2-7,57 +5%(6,6—7,5)° +4x(4,0—7,5)2] =6,94.

eleulté = 1 4X1

Compte tenu des trois valeurs ex-aequo, le coefficient correctif 4 appliquer est défini par
|
[ @-DH+2-D+(2’-2)|, soit numériquement, C =0,9868
14)((142_1)[( )+(2-+(2-2)] q
(cf. rappels de cours, paragraphe 3.2.d). Ainsi, aprés correction, la statistique qni décrit les écarts
entre les rangs R, et le rang moyen théorique R, est-elle, pour les données étudiées,

H =£=7,03,

calculé C

« Admettant que H suit, sous Phypothése H,, la Joi dn chi-deux & K —1 degrés de libenté, le
seuil xi vérifiant Prob(H = Zj) =g est immédiatement, pour a=35%, zi =599
(cf, lecture dans table des valeurs de la loi x*(2) annexée).

Toutefois, lorsque les échantillons considérés ont, pour certains, une taille inféricure 4 la valeur
5, les conditions d’application de la statistique de KRUSKAL-WALLIS ne sont plus remplies et il
est recommandé alors de se reporter 4 des tables spécifiques.
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De telles tables consultables en ligne, fournissent ainsi pour #, =51, =5,n, =4, les seuils

5,64 et 7,80 respectivement pour o =5% et a =1%.

En tout état de cause, pour @ =5%, H_, .. =7,03 est supérieur aux deux seuils précédents

(suivant y?, soit 5,99, et suivant table spécifigue, soit 5,64), ce qui conduit A retenir la conclusion
de différences significatives entre au moins deux des trois traitements considérés.

« Une analyse de ces différences, deux a deux, telle celle menée dans I"application 5.2 permetirait
des investigations plus précises guant  la nature de ta ou des différences en question.

2°) Pour @ =1%, la table de % foumit lorsque v =K -1=2 degrés de liberté, le seuil
xﬁ =9,21, seail dont il est rappelé (cf. 1% question), qu’il est de 7,80 lorsqu’on se référe 4 la
table de valeurs spécifiques applicable aux petits échantillons. Au demeurant, la relation
H, . =7,03<7,80 ne permet plus ici de conclure & I'hypothése H,.

calculé

« C’est un résultat somme toute logigue, que la diminution dn risque de rejeter 4 tort Phypothése
nulle H,, entraine une attitude plus conservatrice sur ladite hypothése nulle et conduise ainsi a

remettre en cause la décision de rejet retenue lorsque o = 5% .

22, On demande a trois mélomanes d’une revue d’écouter six versions différentes d’une
symphonie de BEETHOVEN et pour chacune de classer suivant ’ordre préférentiel
croissant variant de 1 & 6, organisation des six plans sonores (qui ressort de la
disposition spatiale des instruments et & fortiort du chef d’orchestre).

Les trois séries indépendantes de rangs ainsi obtenus compte tenu des classements
des trois mélomanes A,B,C contactés, sont rassemblées ci-dessous :

a B c d = f
A 1 6 3 2 5 4
B 1 5 6 4 2 3
C 6 3 2 5 4 1

Les six versions sont-elles appréciées ou non de la méme fagon ?

Solution : Ce sont les mémes éléments « / » (1</<3) 2 qui on applique les différents
traitements « j » (1< j <6), formant donc ainsi des données appariées. Ces données étant par

ailleurs de type ordimal, c’est finalement le test non paramétrique de FRIEDMAN qu’il
convient d’appliquer ici dans les conditions décrites en rappels de cours du présent chapitre {cf.
paragraphe 3.3.¢) et dans I"application 5.3.

Il en résulte, pour chacune des versions a,b,c.d.e,f testées, les rangs moyens ci-dessous :

Rang moyen\Versian I 2 3 4 b 6
R 267 | 467 | 3.67 | 3,67 | 3.67 | 267
.. ooy s Bl : -
Le rang moyen théorigue étant égal 3 =3,5, il en résulte, pour la statistique de
12.n T 2 .
FRIEDMAN, F =———.Z(Rj - R}, la valeur mumérique :
K{(K+1) o

12x3

,=——— [(2,67-3,5V +..+(2,67-3,5)" | =2,43.
caiculé 6X(6+l) I:( ) ( ) :I
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Or admettant que F suit la loi de chi-deux 3 v = K —1 degrés de liberté (soit v =2, pour le
cas éudi€), une lecture dans la table de valeurs annexée, fournit, pour le niveau de signification

ot = 5%, 1a valeur du seuil 2 /Prob(y” = y2)=a .Onlit ¥’ =5,99.

La région critique du test étant caractérisée par F 2 xi, la relation
F

calculé

rejeter Uhypothése nulle H,. Er d’autres termes, on n’a pas mis en gvidence de différence

=2,43< x> =5,99 qui tésulte des données proposées, ne permet pas en I’occurrence de

significative d’interprétation (au sens de 1'organisation des plans sonores) entre les différentes
versions de la symphonie considérde.

« A noter ict encore, existence de tables spécifiques du test de FRIEDMAN pour traiter le cas
des petits échantillons,

23. Lors d’une étude sur la nature et la conséquence de la stratification sociale dans une
petite ville du centre-ouest des Etats-Unis d” Amérique, HOLLINGSHEAD montra que
les membres de cette communauté se répartissaient eux-mémes en quatre classes
sociales.

Son étude était cenirde sur les corrélats de ceite stratification parmi les jeunes. L'une
de ses prédictions était que les adolescents des différentes classes sociales
s’engagaient dans différentes voies d’étude (général, commercial, préparation 4
I'université), au lycée de la wville. Cette hypothése fut testée en identifiant
"appartenance sociale de 390 lycéens et en déterminant leur choix scolaire.

L'hypothése mulle correspond au fait que !a proportion de lycéens inscrits dans
chacune des trois fili¢res considérées est la méme pour chaque classe sociale. Pour
I'hypothése alternative /., la proportion de lycéens inscrits dans chaque filiére

différe suivant les classes sociales.

Les données obtenues sont les sutvantes :

Filiére Classe Total
1 Il m v
Général 11 75 107 14 207
Commercial 1 31 60 10 102
Prépa.Université | 23 40 16 2 81
Total 35 146 183 26 390

Qu’en conclure au niveau de signification @ =5% quant 4 I'indépendance ou non
entre la classe sociale et les voies d’édes choisies 7

Solutien : It est proposé de recourir 4 un test de contingeuces de chi-deux {(cf. paragraphe 3.4.c
des rappels de cours du présent chapitre), les effectifs théorigues qui correspondent & I"hypothése
H, suivant faguelie la proportion des lycéens inscrits dans chacune des filidres est la méme pour
toutes les classes sociales, étant calculés par régles de trois en fonction des formules habituelles
sur I'indépendance des variabies aléatoires.

Ainsi, en considérant les totaux en lignes (loi marginale de la variable « filiére »), et les totaux en
colonnes (loi marginale de la variable « classe sociale »), a-t-on, par exemple, pour le couple
« choisir la filiére générale » et « appartenir & la classe sociale I» ; une probabilité égale au

produit des lois, soit le produit de Prob{« choisir la filiére générale »)=-§—g% par la probabilité

35
Prob(« apparterir & la classe sociale T )= 2—96 ,
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En résumé, la probabilité en question portant sur le couple « choisir la filiére générale » et

. . , . 2 35
« appartenir & la classe sociale I », est €gale 8 ——x—.
390 390
Mais, pour comparaison avec les effectifs observds, ce sont en fait, les effectifs absolus, qu’il
faut considérer ici, soit 390 x %2; X % =18,57 . Et ainsi de suite, pour tous les autres couples
possibles, les résultats obtenus étant portés dans le tablean ci-dessous en caractéres italiques gras.
Filiére Classe Total
1 II 11T v
Général i1 75 107 14 207
18,57 | 7749 | 97,13 | 13,80
Comunercial i 31 60 10 102
9,15 | 38,18 | 47,86 | 6,80
Prépa.Université | 23 40 16 2 81
227 | 3032 | 38,01 | 540
Total 35 146 183 26 390

L’écart entre les effectifs observés O, et les effectifs théoriques E,; est mesuré par ailleurs, par

R S (Oi' _E")z
la distance de chi-deux définie par D =Zz—j .

il j=1 i

{numériquement » =3,k =4). A

partir des données ci-dessus, il s’ensnit numériquement, la valeur calculée D, . =69,39.

Or, sous I'hypothése nulle H,, la statistique D suit la loi de chi-deux & v=(r—1).{k-1)
degrés de liberté, soit numériquement v = (3 —1}x (4 -1) =6 degrés de libert¢. Notant par y_, le
seuil qui, pour I loi considérée, vérifie Prob(y” = y2)=a, il est immédiat par lecture dans la
table de valeurs annexée, que ¥, =12,59 lorsque & =5% (de méme, si =1%, on a
2> =16,81).

« Or, pour les donndes considérées, D = 69,39 est largement supérieur au seuil critique

caleuté
ZZ (méme lorsque & =1%). C’est donc, sans conteste, le rejet de I'hypothése H, qu'il faut

retenir dans cet exercice, c'est-d-dire la conclusion de [’inscription des lycéens différenciée en
fonction de leur classe sociale.



CHAPITRE IV

REGRESSION

A - | Rappels de cours

1. Régression linéaire simple

1.1 Le modéle

L'un des schémas les plus courants de l'ajustement est d’expliciter lc lien de
dépendance entre une grandeur mesurée x (supposée connue) et une grandeur ¥ dont le
caractére aléatoire est imputable 4 un ensemble de facteurs imprévisibles et non mesurés,
le modéle de régression en résultant ayant pour forme ¥ = f(x)+¢ ol :

- Y désigne la variable aléatoire « expliguée » dite encore « ebservée » ;
- x désigne la variable « explicative » dite encore « prédicteur » ;
- £ désigne |'erreur aléatoire de prédiction sur Y dite encore « résidu ».
A noter que les raisonnements ci-dessus se généralisent alsément au cas o) x est la réalisation
d’une variable aléatoire X .
« Ainsi lorsqu’on dispose d’un échantillon de données de taille #n, soit
(5, 7). (%2, ¥, ) (,, 9, ), a-t-on un modéle qui s’écrit ¥, = f(x)+¢,Vie{l,2,.. n},
les variables ¥, étant supposées indépendantes en général. On admettra également le plus
souvent que les variables g, (1<i<n), sont centrées (E(g,)=0,Yi), et de méme loi de
variance o°.
L’hypothése E(e,)=0 traduit le fait que les facteurs autres que le prédicteur x, ont des effets

qui se compensent. Quant 4 I*équirépartition des lois des &, elle signifie que les expériences #
(1< i<n) onttoutes été réalisées dans les mémes conditions.

» Le modéle de régression linéaire simple par lequel f(x) est lindaire est
fondamental, sa définition en étant ¥, =a.x, +b+¢,, Vie{l 2, n}.

A noter que c’est la linéarite de f par rapport aux coefficients a,b,.. et non au prédicteur qui
est déterminant pour justifier la linéarité ou non du modgle, les exemples ci-dessous formant
ainsi des modeles linéaires 4 quelques adaptations prés explicitées en applications dn présent
chapitre

~Y=ax!+bx +c+e,;

-¥Y=alx+b+sg, ;

-Y.=a+7 te ;
1 x1 1
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« Enfin, classique est le modéle linéaire gaussien dans lequel on suppose la normalité
des résidus &, ,i €{1,2,...,n} (donc de loi commune N(0,05°)), ne serait-ce qu’en raison du

théoréme central-limite et de la théorie des « causes elémentaires ».

1.2 Estimation des paramétres

La meilleure représentation affine des Y, en fonction des x,(1 <i<n) est fournic par la

- . Z(xi_xn)'(yi—-yn)
droite des moindres carrés d’équation y=a,x+5 ol a, =+

~—~

, s0it

S -%,)

x=n

Zx,.. v, — nx,.y, B
également o = — et b =y —a,x,.

i=n

—2
2
S,
=1

i=n 1=n

in Zy,

ial et y, = i=l
n

Au demecurant, la question posée ici est de minimiser ['écart entre les prévisions
f(x)=ax,+b et les valeurs observées y,, I'indicateur qui en résulte étant défini par la

Towt d’abord, il est implicite dans Pénoncé ci-dessus que x, =

somme U(a,b) = Z( y,—a.x,—b)’ , ceci suivant la théorie des variables aléatoires dont il est
i=l

rappelé quelle est construite an sens des moindres carrés (espace L' de fonctions de carré

intégrable}.

ou  oU
De I"écriture de la nullité des dérivées partielles 3— et ey résulte le systeme d’équations
a

i=n =1
a.in +rb= Zy,.
=1 i=1
= i=H i=n
a.z X+ b.z X = Z x.¥,
i=] i=l i=l
On en déduit les valeurs a, et b, anhoncées.

On rtemarquera a cet égard, que ces valeurs ne sont que les traductions empiriques de

CMXT) [ ¥ - BOJ+E(Y) qui e denx

I'équation de la droite de régression Z =
Var{X)

variables aléatoires X et ¥,
1.3 Erreur moyenne

- - 2 ’ . .
Cette crreur qui est représentée par la norme ||£|| est définie, au sens quadratique

moyen (norme habituelle en la circonstance), par la moyerme de la somme des carrés des
écarts entre les valeurs observées y, et les valeurs théoriques foumies par le modele,

soient 5/: =;:.xi +f): . Ainsi ”5”2 =l.i=zn(yi —&:xi —I;;)z .
Mo
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2 2 b] A« 2 2 r . . ..
« Ona ]]s" =s5,.(1-r) ou s, et r, représentent respectivement la variance empirique

de Y et le coefficient de corrélation empirique de X et Y définis respectivement par

B Xy, —nX,.y
2 (y,—p) et rl =— Z‘ 1 :
= Zx —nx, )(Zv -ny,)

Notant respectivement par cxy,sx, et Sy, la covariance et les variances empiriques (non

Bt»—-

[x x]+}:.

corrigées) lies & X et ¥, on a immédiatement y, =

2
Sx

11 s”ensuit H.‘:"2 =1 IZ{ V=2 (x - x, x,)- yn} , soit en développant, I"expression :
n

i=l ;

- {Z(Jﬂ PR Z(x -x) -2, "’Z(x =303 |

;-Il =t

2 2 2
. 2 2 c 2 2 PR .
’3 22 xy , soit HS" =3, ——?—=sy.|:l*rly], ce qui établit le
SK J S)c
résultat annoncé,
1.4 Interprétation du coefficient de corrélation « empirigue »
cov(X,Y)

Semblable au coefficient de corélation p,, =——=—=—=, le coefficient de
VVarX VarY

corrélation empirique r,, décrit 1a dépendance linéaire ou non entre x etY :

r} =1 équivaut 3 || =0, c'est-a-dire V'alignement des points (x,y,) suivant
une droite de pente positive si r, =+l et de pente négative si r, =—1.

r); =0 lorsque Y et x sont indépendantes. Réciproquement, la nullité de
r, Wentraine pas 'indépendance, mais ¢ile signifie seulement qu’il n’y a pas
dépendance linéaire entre x et V.

1.5 Coefficient de détermination (coefficient de corrélation généralisé) et analyse de
la variance

Le coefficient de détermination R® est défini par le rapport entre Pécart expliqué

Z( y,—y,), clest-a-dire I'écart du au modeéle (c’est un écart maitrisé), et I'écart total

i=n —— i=n o~
Y (.- y,), la différence entre ces deux écarts, soit ) (y,—y,)* formant par ailleurs,

i1 i=]

Décart inexpliqué (écart aléatoire) dit encore « écart résiduel ».
+ Le coefficient de détermination R® varie entre 0 et 1 et pour le cas de la régression
linéaire simple, ona R* =7,

De "8”2 = sz.(l—rxi) (cf. paragraphe 1.4 précédent), on déduit immédiatement 1’expression

r-l
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i=n

Z(y, %%

Alnsi r =1-E . Or, reprenant "équation de I'analyse de Ia variance (cf. rappels

Z(y, v,y

de cours du chapme 111, paragraphe 2.6), ona immédiatement :
DY =4y = -+ - )
=1 i=t i=] i=}

En effet, le double produit 22( yih}:).(}:—;’) dont le développement conduit &
i=1
I"expression 2-2(%_‘”“ -b).(ax, +b—£) est nul de par les équations des moindres
i=}

a.hznx, +nb= hznyl
carteés -
aZx +b2x *Zx 52

=] il

Plus précisément, on a en explicitant l¢ développement susmentionné, la décomposition

_ i=n i=f
(b~ yn).z (y;—ax.-b)+ a.z (x,.y,—ax/ —bx)), chacume des sommes étant nulle
i=] i=1
compte tenu du systéme d’équations antérieur.

f(yf—y, Z(y; -5, —Z(yt Y

Revenant & 1), =1-= =L , c’est donc également suite

Z(y -3, Z(y, -3,

i=l

i=n
TNz
2.0 -3
au résultat obtenu ci-dessus, r); =T‘:——, soit le coefficient de détermination R’
Z(J«’, —-¥ " )2

i=l

écart cxpliqué . . .
caractérisé par le rapport ——P—m& Ceci achéve la démonsiration du résultat annonce.

écart total

. Le coefficient de détermination R® offre ’avantage de sa clarté et d’étre génédralisable
aux régressions non linéaires et multiples. 1t représente ['évaluation de la contribution du
modéle de régression considéré a la valewr de la variable dépendante (variable
expliquée). Plus les écarts expliqués s’approchent de 1'écart total, plus performant est le

modele considéré, R? approchant alors la valeur unité.

« Enfin, ’analyse de la variance est applicable aux modéles de régression simple et
2

. . R . . )
méme multiple. La statistique # =(n—2). ' suit ia loi de FISHER SNEDECOR 3

v, =Ly, =n-2 degrés de liberté, l¢ test sur une régression significative se résumant a

H, 0
{ 4= et ayant pour région critique F 2 F,, F, caracténsé par Prob(F 2 F )=« .
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L’équation de ’analyse de la variance, Z(yJ y") —Z(y y,) 4—2(})r -¥,) 2 s’ecrit

i=] 1=1
sous la forme SCT=8CE + SCR o1 SCT est la somme des écarts totaux, SCE celle des écarts
résiduels, et SCR celle des écarts expliqués.

Reprenant les résultats des rappels de cours du chapitre III relatifs 8 'ANOVA (cf. paragraphe
S SCR SCE

2.6), —— ¢t —— forment des estimateurs sans bials des variances expligquées et non

2-1 n-2
expliguées de ¥ .
SCE e
/2 VACD] ——=(n —2) suit fa loi de
~R

2
B2
FISHER SNEDECOR 2 (1,n—2} degrés de liberté. Pour une régression significative
(hypothése H,), la part de la vaniance de ¥ qui est expliquée est supérieure a la part aléatoire

Sous Vhypothése H :a=0, le rapport F=

due a Uerreur, F étant alors grand. 11 s’ensuit la région criique # 2 F,, tel que cela a &t
annoncé.

« En fait, le test de nullité du coefficient de corrélation linédire (test du r de PEARSON),
le test de la nullité du coefficient a, et le test ANOV A sont équivalents.

1.6 Propriétés des estimateurs des coefficients de la droite de régression

Passant des réalisations aux variables aléatoires et donc aux estimateurs 4, et B, de

Cov(x 8]

S

x

a et b, on a (en supposant par ailleurs X connue « X =x »), 4, =

cov{x,Y) —

SX

5-T-

n

. :4; et j}: sont les estimateurs sans biais et de variance minimum de a et b (théoréme
de GAUSS - MARKOV).
Tout d’abord, supposer les valeurs de X connues ne signific pas X constante, auquel cas on
aurait d’ailleurs, sj =0, Ceci dit, 'estimateur 4, est bien sans biais.

En effet, E(Z)=E[MJ-£E[ Zx X } soit par lincarité de
A

A

’espérance mathématique et tenant compte que les valeurs de X', soient x,, sont connues, le

résultat E(A)———[ .ii‘xf.E(Y;)—EE{E)}. Or E(Y)=ax,+b (car E(x)=1x)
5ln“

2
De méme, E(Y,)=— Z E(Y,)=ax,+b . D’ob, finalement :
L=
E(%):%[ Z(ax +bx)- ax —bX} —2[:12(\? —x )+br - _}a.i&;,
SX n ll Sx s

=
soit E(;I:) =aq.
D’autre part, E(E?:) =E(IZ)—£.E(E), s0it E(E):a.x—n+b—a.x_n=b. Ceci achéve la

justification du résultat annoncé suivant lequel 4, et B, sont sans biais,
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i

. . . ~

On peut montrer de méme, mais ¢’est plus compliqué, que d’une pant Var(4,)=—; et
n.s
x

x

2
~ g X, 2, .
d’autre part, Var(B, )= 7.[14——;:,, o~ étant, pour rappel, la variance commune aux &, .

—~

Il est manifeste dés lors, que A, et B, sont des estimateurs convergents puisque

lim Var(g;) = lim Var(f};) =0.

-

Quant au théoréme de GAUSS-MARKOV qui souligne la qualité encore plus forte des
estimateurs des moindres carrés (2 savoir, étre de variance minimum), sa démonstration n'est
pas incluse ici.

—~2 n i =l o~ - . P
.+ 0, =— .sﬁ.[l - ’“xr] = TZ (Y,— A4 .x,—B,) estun estimateur sans biais de o
- T el

On a Vare, =o’ =Var(Y,—ax,—b). On peut admettre que les résidus sont naturellement

B o~ e
estimés par les résidus empiriques €,=Y,— A .x,—B, et prendre pour estimation de o”,

Ll L

E £

2 =noag w2 = e~ i
. . - - . _A _ e

la variance empirique des résidus empiriques, soit s: =—.» & —¢g_ , avec g, = "

=]

=

=

14 —~ —~ =2 = 1|é& o R -
1l en résulte s.> = —.Z(Yi. -4,.x-B)-¢, aveceg, = —.[ZK. - Ah.sz. —n_B"} .
foon il i=

=] n
Or, on a montré précédemment que Y = A x,+B, = ¢,=0. Finalement, la variance

. . 1 & S :
empirique des résidus se résume 3 S; = —Z(Y, - 4,.x,~B ), soit sf,.[l-—rxzy} compte
i=1
tenu de I'évaluation de I’erreur moyenne entre observations et prévisions explicitée dans le
paragraphe 1.3 précédent.

Toulefois, pour débiaiser cette variance calculée, le coefficient multiplicateur (et non

n—

n . - . . T :
pas L caril y a ici deux échantillons) est nécessaire, d’ol le résultat annoncé,

1.7 Intervalles de confiance et tests dans le cas du mod2le linéaire gaussien

Si on suppose en outre la normalité des résidus ¢,: N(0,0°), on a alors un ensemble
de propriétés qu’on admettra et qui permettent la mise en ceuvre de tests et d’intervalles de

o~ e~ -2
confiance sur 4, B, ,et g, comme cela est illustré dans les applications ci-aprés.

2

T . o

A, suit laloi normate ¥(a,——).

ns,
x

2 . 2 . . —~2 H 5 2 —

- Lorsque o est inconnu (o estimé par ¢, = 2.sy.l:l—rxy], T

n

NQN{EH |

- E: suit }a loi normale N(b,c—.{H

)

2

suit la

loi de STUDENT 4 v =n—2 degrés de Liberté.
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—~

- De méme, Bib suit également la loi de STUDENT 4 v=n-2 degrés de

S

"

liberté.

- o7 estindépendante de A4, et B, .

2 v —_—
. Cov(4.B)= _T I Ainsi A, et B, ne sont-elles pas indépendantes.

2
i ns

x

—2

E?: , et o, sont les estimateurs sans biais de a,b, et o’, 4,B, et
2

)

n*

A2 - - .
o, formant par ailleurs les estimateurs du maximum de

B

n
vraisemblance desdits paramétres a,b, et o°,

- Lorsque X =x,, lintervalle de confiance de la prédiction ¥, =ax +b a
~ e~ en) . .
pour forme a,.x,+b, *t 0, . J1+—+—"—"~ ou t, vérifie, relativement 4 la
n n.3,
loi de STUDENT 4 v=n-2 degrés de liberté, Prob(T|<z,})=a (si o est
connu, c¢’est la table de la loi normale N(0,1) qu’on utilisera).

- Enfin, lorsque X =x,, l'intervalle de confiance de la moyenne des

_pne ~ (1)

P : >~ .
prédictions, ¥, =*\— apour forme a,x, +b, 11, 0 . [—+——"— ol {,
n n n.s

X

vérifie les conditions qui sont celles de I’alinéa précédent.

2. Régression linéaire multiple

2.1 Le modile

Géneralisant de deux 4 p variables explicatives (prédicteurs) le modéle de régression
linéaire simple, le modéle de régression linéaire multiple conduit a partir d'un
échantillon de données de taille 7, soit (y;,%;,%;,....%,),i €{1, 2,..,n}, & un modéle qui,

formulé en termes de variables aléatoires s’écrit :

Y=a,+a. X, +a,. X, +..+a, X, +¢&,i€ {1,2,...n}, les X, étant connues ou non.

2.2 Estimateurs des moindres carrés

Ici encore & partir du modeéle y, =, +a.x, +@,x, +...+ @, %, +&,i{,2,..,n}, il
-~

sagit de trouver les coefficients a,q,.,a, qui vérifient la relation

-~ -~ i=h

— . _ 2 : : s

U(aoaaza---sap)*—%%”a E(y,.—ao—al,le w—a,x, ), c¢ qui revient a résoudre le
e,

systéme de (p +1) équations a (p+1) inconnues formé par les équations aux dérivées

particlles g—g =0,kef{l,2,.n}.
a

k
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La meilleure représentation dffine des Y, en fonction des variables explicatives

%, (i€{l,2,...n},ke{l,2,..,p}), est fournie par I'équation y=c/1;+&:.xj+...+ap.xp ol

o~

les coefficients a,,q,,...,a, sont solutions du systéme d’équations :

o~ o~ o~

2 -
Q8 + &L, Foatd C L =C,
-~ ~ —~ ~
G, TS, k@ =0,
~ -~ ~ 5
aQc, (Facl,  FoFd s =c, oy
avec en oulre, d, = y—a,.X, — &%, —..—d, X, .

Il est précisé que dans le systéme ci-dessus, Si et e, désignent les variances et

covariances empirigues des x,, x, (i et j vanantentre | et p).

La méthode algébrique telle celle employée pour la régression simple conduit aisément au
résultat annoncé, Toutefois, pour varier la présentation et alléger les éeritures, le recours 4 la
théorie des probabilités et 4 une méthode géométrique est approprié ici,

On va chercher tout d’abord la meilleure représentation affine de Y par les p varables
aléatoires X, X,,... X ,sot Z=B +B X +.+8. X, .

A cet effet, et considérant le sous-espace vectoriel engendré par la variable constante 1 et les
variables X,(1<i< p), soit H =Veci(1,X,,...,X ), il est rappelé que le vecteur Z de H

qui approche le mieux possible ¥ est fourni par la projection orthogonale de Y sur H .

Y En d'autres termes, Y~Z 1 H, résultat
/‘ Y-Z qu’on peut transcrire en écrivant que ¥ — Z
est orthogonal 4 chaque générateur de H
: solent les (p +1) équations :
H Z Y-z.11
Y-Z1X,
Y-Z.1X,

L’espace des variables aléatoires étant mumi, classiquement, du produit scalaire
< X,Y == E(X.Y), il s"ensuit des relations d’orthogonalité susmentionnées, le systéme :

E[(Y-B,~B.X,—.—B,X,)1]=0
E[(Y -y~ B X,~..~ B,X,).X,]|=0

E[(Y-B,=B X, ~=B,X,)X,]=0

soit aprés développement suivant linéarité de Despérance mathématique, le systéme
d’équations présenté en page suivante :
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B, +ﬁ]‘E(XI)+"'+ﬁp'E(Xp) =E(Y)
ﬁo.E(X,)+[)‘1.E(X,2)+...+ﬁp.E(X,.Xp) =E(X,Y)

BrE(X,)+BE(X . X, }+..+f,E(X;)=E(X,Y)

Moyennant quoi, chercher la meilleure représentation affine de ¥ en fonction des X, c’est
aussi chercher, en raisonnant sur les variables centrées, la meilleure représentation linéaire de

Y—E(Y) par les X, - E(X,). Posant Z° =@, +a, [ X, - E(X)]+..+a,[ X, - E(X,)]
et appliquant le systéme précédent au contexte des variables centrées considérées, il vient
immédiatement ¢, =0 et :

a Var(X )+ a,.cov( X, X,) +... +a,.cov(X, X ) = cov(X,, )
a.cov(X,, X)) +a, Var(X,) +..+a,.cov(X,, X ) =cov(X,,Y)

a.cov(X, X, )+ ay.con(X,, X }+..+a, Var(X,)=cov(X ,Y)

Remplagant ensuite la matrice de variance, covariance par la matrice des varances et
covariances empiriques, on aboutit imiédiatement au résultat annoneé quant aux coefficients

o~

I e

2.3 Etude des caefficients et analyse de la variance

Généralisant les résultats antérieurs de la régression lindaire simple, an modéle

V; =ay +@ %, + 0%, +..+a,.X, +¢, on montre, dans le cas de modéles gaussiens

(£, de loi normale N(0,5°)) et en notant par A 4 les estimateurs des coefficients a,, les

résultats ci-dessous :

—d.
- —=——2 suitla loi de STUDENT 4 n— p—1 degrés de liberté.

—~

n—d,
———~ suit la Yoi normale N(0,1).

(229
Arn
~2
- (n-p-1).22 suit lafoi du chi-deux 3 n— p—1 degrés de liberté.
fo 8
Apn

. » ~2 P
Il faut néanmoins noter que le calcul des variances estimées o 3;,. st un peu délicat et
exige de recourir & une approche matricielle ou au factewr d’'inflation de la variance
{« variance inflation factor ») comme cela est développé dans les application 2.1 et 2.2
cl-aprés.

« On trouvera en page suivante, un tableau récapitulatif relatif a I’analyse de la variance et
qui pour les divers facteurs de variations résume lois et degrés de liberté aux fins de mettre
en eeuvre les tests classiques permettant d’evaluer le caractére approprié ou non du modéle
linéaire multiple.
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Source de variation | Somme des carrés Degrés de liberté Estimateurs
Expliquée o~ - SCE
SCE=) (v, ~y)’ P (p-1)
i=1
Résiduelle = ~ Scy
SCR=> (3,-») n-p-1 (n—-p-1
=]
Totale i —
SCT =3 (3, -y nel
i=1

Le coefficient de détermination R® étant toujours égal an rapport SC%CT’ tester s™1l

y a ou non un modéle de régression linéaire multiple entre Y et les x,, se résume 4 tester
I’hypothése H,:¢ =a, =..=a,=0 contre 'hypothese alternative H, suivant laquelle

« 'un au moins des coefficients a, n’est pas nul ».

R7
La statistique associée F = TR—")—E_ suit la loi de FISHER SNEDECOR de

%@-p—l}

type F(p.n-p-1), la région critigue du test ayant pour forme F2F, F, étant
déterminé par fa donnée de Ierreur de 1°° espéce a .

« A noter enfin, les limites suivant lesquelles le coefficient de détermination augmente
mécaniquement {et non en fonction du caractére représentatif de la régression) lorsque le
nombre de variables significatives augmente. Pour compenser cet effet, on uniformise le
référentiel en ajustant R* suivant la formule :

SCR

2 e=1- %”‘P*l)ﬂ- "L a-ry

ajusié SCT( 1) " » _1 . .
n—

B - | Applications

1. Modeles A une variable explicative

1.1 Autonr de Ia droite de régression

Dans cet exemple, dans lequel les hypothéses du medéle linéaire gaussien sont supposées
satisfaites (vésidus de loi normale N (0,0'2) ), les formules d’estimation et de test présentées
en rappels de cours (cf. paragraphes 1.5 et 1.7) sont illustrées aux fins de prédictions et
inférence statistigue.

Enoncé : Une entreprise de maintenance d’ascenseurs mesure le nombre annuel ¥ de
pannes, d’un certain type de portes coulissantes, en fonction du nombre X d’heures de
maintenance par an sur ce type d’installation. On observe les résultats ci-dessous :

| Heures Pannes Heures Pannes Heures Pannes
9 2 12 3 12 2
3 3 15 3 24 1
3 4 6 3 21 2
18 2 6 2 21 2
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PARTIE [ - MODELISATION

1°) Expliciter la droite de régression de Yen X, soit Y=aX+b.

2°) Calculer le coefficient de détermination R’ ainsi qu’une estimation de la variance
résiduelle. Qu’en conclure quant 4 la pertinence de la droite de régressions comme
prédicteur de la réponse ?

3°) Estimer la covariance entre le coefficient du modéle linéaire considéré Y=a. X +5.
PARTIE Il - PREDICTIONS

On suppose dans cette partie que la valeur de la variable explicative X est fixée a
x, =10heures, plusieurs prédictions étant proposées en ce point.

1°) Construire au seuil de confiance 95%, un intervalle de confiance pour la valeur
moyenne de Y.

2%y Toujours au méme seuil et au méme pomt, construire un intervalle de confiance pour
la prédiction ¥ .

PARTIE [IT - INFERENCE STATISTIQUE

19) L’influence du nombre d’heures de maintenance sur fe nombre de pannes observées
est-elle significative au niveau o =5% ?

2°) Peut-on considérer que, pour une maintenance nulie, le nombre de pannes est égal &
57

Solution : I-1°) Se reportant aux résultats des rappels de cours du présent chapitre
(cf. paragraphe 1.2}, 1a droite de régression de ¥ en X a pour équation Y =a. X +b ou

 Yw-n0-»

a=tl __ eth= ;—:AJ.J_: , les données (x,,y,) étant par ailleurs, les suivantes :

i=n

pNCE,

Heures x, 9 3 311812 (15) 6 6 (122412121

Pannes y, 2173|4233 3 2|2 i 2| 2

Il s’ensuit immédiatement, en appliquant les formules susmentionnées, x=12,5,
}: 2,42, a= —0,0753, et E:=3,3579 , d’oll 1a droite de régression cherchée d’équation
y=-0,075.x+3,358.
1-2°) Le coefficient de détermination R’ est égal au rapport entre la somme des écarts

expligués (dus au modéle), soit Z(;}:ﬁ;)z et la somme des écarts totaux (de V), soit
i=

Z(J’i_;)z- Calculant ainsi les valeurs )’;: 4 partir de I'équation de régression
il

susmentionnée, soient ;‘ =-0,075.x, +3,358, il vient numériquement Z(;; —y)*=3,35,

=l

i(y, —1)* =692, d’oit R2=0,48.

i=1
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« Le coefficient de corrélation linéaire est, quant a lui, égal &

=t

Z('Tr' _;)'(yj _;)
ty = o= — =-0,696. On pourra vérifier & cette occasion, qu’on a
\/ > (x~x) ‘/ >, -y
i=l i=l
. 2 .2
bien R" =7, .

i=n

« Par ailleurs, ia somme des écarts résiduels Z(y,. —;;:)2 est égale 4 3,57. On retrouve
=1

ainsi /'équation de I'analyse de la variance suivant laguelle la somme totale des écarts
(soit, 6,92) est égale 4 la somme des écarts expliqués (soit 3,35) et des écarts résiduels
{soit 3,57). Pour 'exemple proposé, on est loin de pouveir émettre des certitudes quant 4
la pertinence de la droite de régression comme prédicteur de la réponse, la part
inexpliquée des écarts restant importante ici.

2
o X

. Estimant

X

1-3%) On a d’aprés les rappels de cours {cf paragraphe 1.7), cov(a, ?)) =—

. e I & -~ .ot o
o’ par lestimateur sans biais o =_——.Z(y,.—_1.g)2, soit ¢ =0,357, il vient
=2

numériquement cov(a, F)) =-0,007.

II-1°) Pour {a moyenne de Y/ X = x;, les rappels de cours (cf. paragraphe 1.7) enseignent

. ~ A -~ 1 x _; 2 a2 .
que Pintervalle de confiance a pour forme a.x,+b+f 0. w+‘(~9-2—)~ , 0 étant estimé
n o ons.

par [a formule susmentionnée (cf question I-3°) ou par .sf.[l—rxi], avec
5, = lz (y, - ¥)?, ce qui est équivalent.
i=l
I[ en résulte, au sewl de confiance o =93% et pour les données antérieures,
t, =2,2281 (cf. lecture dans table annex¢e de 1a loi de STUDENT & v =10 degrés de

liberté, test bilatéral).
(=00~ )’

i=r

~2 - -
Par ailleurs, o = 5 Z(y,.—— D P , Soit numériquement,
B PACES
=1
~2 2 :
o :%.[6,917—%]=0,357, résultat dont on constatera, comme cela avait été

annoncé ci-dessus, qu’il coincide avec I’estimation de la variance résiduelle définie par
~2 | =S —~
2
R Y
- =1

« Finalement, au point x, =10, 0na a..rﬂ +h= 2,60, d’on, pour E[Y:’x = xﬂl , Pintervalle

1
de confiance 2,6012,2281x\]0,357x(1—2+%’92§) , soit [2,19-3,01].
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[1-2°) De méme, pour la prédiction ¥ /x=x,, on a (cf. rappels de cours, paragraphe 1.7 ),

A A -xp 1 6,
Pintervalle ax, +b+1, & 1+~ 4+ Z075 soit 2,60:t2,2281.\/0,357x(1+A+—~2n§),
n n.s; 12 591

clest-d-dire [1,21-4, 00] . Cette fois, 'encadrement est plus imprécis,

« On remarque, qui plus est, que la qualité de I’estimation est d’autant moins bonne que
x, —x est grand, c'est-a-dire que le point considéré est éloigné du centre de la zone de
modélisation.

I-1°) Tester si I'influence du nombre des heures de maintenance est significative sur le

. . . _|e=0
nombre de pannes observées, ¢’est tester (au niveau de signification « }, st { 0
a#
- a-a . . ; . —
La statistique ——~— suivant la loi de STUDENT & v =p—2 degrés de liberté, le test a
-

[

>t , puisque, sous I’hypothése H, a=0. Ainsi,

pour région critique LT‘ Y
fa',,' ,
./"/ n.s,

~ ~2
at-on |a|2mw=t, %52. Or, pour a=3% et pour le test Dbilatéral,
“x

£, =2,2281=> 7 =0,054. La relation |;| =0,075> 7 =0,054 permet de conclure au
caratére significatif de 'influence de x sur ¥,

» Comme cela a été signalé en rappels de cours (cf. paragraphe 1.5), le test de STUDENT
est équivalent ay test F de ’analyse de la variance (ANOVA). Ainsi, F =(n— 2).1—%%2

suit 1a loi de FISHER SNEDECOR a v, =1 et v, =n—2 degrés de liberté.

La région critique ayant pour forme F 2 F,/Prob(F 2 F, )=« (cf. rappels de cours),
il résulte d’une lecture dans la table de valeurs annexée (table de FISHER SNEDECOR) et
pour ¢ =0,05, le seuil F, =6,94. Or F . =9,39>F, =6,94. C’est donc ’hypothése
H,:F>1 qu’on retient ici ce qui est conforme au résultat antérieur fourni par le test de
STUDENT.

111-2°) Dans cette question, ¢’est un test sur le coefficient & qui est proposé, 4 savoir

Hy:b=5 .. b=k . . ; I
. Or, la statistique —— suit la loi de STUDENT 4 v =n—-2 degrés de liberté,

H:b+5 a,

~Z —_

~Z (s O X . . L .

o éant égal a 4—.{1+#—2-j|. On a donc cette fois, une région critique caractérisée par
n

x

-2 —
5-5‘211:;“_ 9—.[1%} avec 7, vérifiant Prob(T|27,)=a =1, =2,2281 lorsque
n s,

& =5% . Il s’ensuit numériquement = 0,43 .
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Or

laquelle le nombre de pannes est égal 4 5 lorsqu’on effectue une maintenance nulle, qui est
a retenir ici,

Beutote —5‘ = !3,36 ~ 5[ =1,64 > 0,43. C’est donc le rejet de 'hypothése H suivant

1.2 Parabole des moindres carrés et distance de freinage

Comme cela a été indigué en rappels de counrs (cf. paragraphe 1.1), un ensemble important
de régressions non linéaires dont entre antres les régressions pelynomizles et de FOURIER
ressortent aéanmoins du modéle linéaire, I'é1ément déterminant étant ici ladite linéarité pax
rapport anx coefficients duv modéle et non par rapport an prédictenr. Les équations de la
régression sont établies ci-aprés dans le cas le plus général.

Enoncé : PARTIE 1- EQUATIONS DE EA REGRESSION

Etant donnés un prédicteur x ¢ p fonctions données de x. soient
#,(x),0,(x),...,(x), on recherche pour la variable expliquée Y, la meilleure
représentation affine )Az:;[, +c’z;.(p,(x)+...+c/z;.qop (x), les données étant fournies quant &

elles, par un échantillon de taille », soit (x, ) (x., ¥ hh-ou(x,,2,).

Ecrite le systdme de (p+1) équations & (p 4 1) inconnues qui permet la détermination

des coefficients gy, 4,,....a, .

PARTIE II- EXEMPLE DE L’AJUSTEMENT PARABOLIQUE
On considére ici, relativement au modele développé en 17 partie, le cas particulier
=29 =x0,(x)=x".
Ecrire dans ces conditions, les équations de la régression.

PARTIE 11} - DISTANCE DE FREINAGE

Le tableau ci-dessous indique les distances de freinage ¢, (en m) d'un véhicule roulant

a diverses vitesses v, (en km/h).

Vitesse v, 20 30 40 50 60 70
Distance de freinage d, 54 90 138 | 206 | 292 | 396

Il est admis par ailleurs, que la distance 4 est modélisée en fonction de v suivant
'équation d, =a, +a.v, +a,v +¢£,.
1°) Calculer les coefficients c/z;,c’z\l, et c;; de la meilleure représentation parabolique
3’=c;; +a.v+c;;.v2 de d parles v,.
2°) Calculer le coefficient de détermination. Qu’en conclure ?
Solution : 1°) La meillenre représentation affine des y, par les fonctions de la forme

ay+a.@(x}+..+a,@(x) est caracteriscc par les coefficients  a,a,..,a, qui

‘ - y“ dont, au sens des moindres carrés, I’expression est fournie

minimisent la distance

i=n 2
par Ulay,4,,....a,) ﬂZ[yf —dy =@ x)—..— ap.qop(x,.)J )
1=l
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U . . -~
La nullité des dérivées partielles ™ =0,ke {1,2,..,, p} , conduit aux coefficients a,

a

cherchés, ce qu’on peut obtenir de fagon encore plus rapide par la voie géométrigne a
I'instar des développements des rappels de cours {cf. paragraphe 2.1).

En effet, considérant le sous-espace vectoriel H =Vect(l,p,(x},py(x),...,,(x)) et le
produit scalaire < x,y >=ij.y‘. , Ia meilleure représentation de ¥ par les vecteurs de
=l
H est fournie par la projection orthogonale Y de ¥ sur H , ¢'est-a-dire ¥ vérifiant
Y-Y L H. Au regard, de la condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité de ¥ -Y
avec H, soit ¥ - i LY-Y Lo(x),...Y-Y Lo,(x), et compte tenu du produit scalaire
susmentionné, il en résulte les équations

il:yi “EI; —EI:.Q); (x,‘)_-.-";;,.@p(xi)].] =0
i=]

i=n

Y5t -ap(n)—-a,9,05) |0 =0

i=1

i=n

Z[y, -4, “aml(x,-)—----%-qvp(x,»)]-qvp(x,-) =0

i=l

d’ou le systéme d’équations :

-~ o~ i=n -~ iz =
na, +a, ,ng, (x) +.,.ap.2(pp (x)= Z-"’.—
i=1 =l i=f
i=n =n

%-Zwl(x.-)+5:-i¢f(x,-)+---+5;-irp1(%)-¢p(ﬁe):Zw.(x,-)-yi
i=l i=l i=1 =l

i=n

a3 05+ 8D @ (5)0,(x) ot @) S B (5) = 2 @, (5),
i=l i-1 i=l

i=]

IT- 1°) Les équations de la régression dans le cas ot p=2 et ol @ (x)=x,0,(x)=x,

s"écrivent, avec les notations d, =a, +a,.v, +a,V} +¢, :

- Pl I-:ﬂ o~ j=ﬂ i:n
2 —
n.a, +al.Zv, +a2.Zv,. = Zd,
it i=l =1
~ = o~ Iz i i=n
2 1_
J ao~ZV; +al.2vt. +a2.Zvi = Zd,..g
=l o=l i it

i=l

o~ I=n o~ I=n o =n i=n )
2 3 4_
aﬂ_Zv,. +al.Zv, +a2.2v,. -»Zdﬂi
i=1 i=] i=| i=l

11 en résulte numéniguement, et pour les données proposées, le systéme d’équations
explicité ci-apres.
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6.3, +270.a, +13900.a, = 1176

270., +13900.a, + 783000.q, = 64840
13900.4, + 783000.2, + 46750000.4, = 3830000

Par résolution, on obtient a, =41,771429,a =-1,095714,a, =0,087857, d’ob, aprés
arrondis, la représentation parabolique d=4l, 771-1,096.v+0,088,° (il convient
cependant de se méfier des arrondis dont la présence de puissances de la variable v
augmente considérablement 1’impact}.

II- 2°) Pour les diverses valeurs de v considérées, les valeurs d sont comparées

ci-dessous aux prédictions o, du modele.

20 30 40 50 60 70
54 90 138 206 292 396
55,00 | 87,97 | 138,51 | 206,63 | 292,31 | 395,57

Lol e

i=6 —~
L’écart résiduel Z(a’j—.:z’,.)2 est donc égal a 6,057, Quant i écart total, c’est

=1

i=6 _
Z(a’i—d)2=84080. Enfin, DPécart expliqué (du au modéle) est égal a
i=1

i=6 . __
> (d. ~d)* =84073,936.
i=l

On retrouve ’éqnation de la variance suivant laquelle I’écart total est égal & la
somme de 1'écart résiduel et de I'écart expliqué.

« Dans ce cadre, lc coefficient de détermination R* est égal au rapport entre ’écart

expliqué et I'écart total, soit R’ _ 84073,9
84080

présent et qui traduit toute la pertinence du modéle obtenu.

=0,9999, valeur qui avoisine | pour le cas

'1.3 Equations non linéaires se ramenant au modéle linéaire (exemple de Péquation
des gazs parfaits)

Enoncé : Le tableau ci-dessous, représente des valeurs expérimentales P de la pression

d’un gaz donné (en pascals), en fonction de divers volumes ¥, (en m*).

Volume 7 543 | 61,8 | 724 | 887 | 118,6 | 1940
Pression £, 61,2 | 495 | 37,6 | 284 | 192 | 101

D'apres les lois de la thermodynamique, on admet que P et ¥ sont reliés par un
modéle de type PV’ =C, ol ¥ et C sont des constantes spécifiques au gaz considéré.

1°} Déterminer les meilleures estimations 7; et C de y etde C et en déduire la meilleure
approximation de P en fonction de V.
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2°) Calculer P pour ¥ =100m’.
Solntion : 1°) 11 est immédiat que PF" =C s’écrit aussi mP+y.In¥ =InC, soit la
forme d’un modéle linéaire entre in P et InV (plus précisément Im P =-y.in¥ +1nC).

Posant x=InVet ¥ =InP, la meilleure approximation affine des y, par les x, est
D X T Y
fournie par la droite de régression d’équation y=ax+b ol a=-=— et

i(x,. - ;)2

b= y—ax.Lamise en ceuvre de ces formules, conduit au tableau de calculs ci-dessous :

v, 543 | 618 | 724 | 88,7 | 118,6 | 1940

P 612 | 495 | 37.6 | 284 | 192 | 10,1

x =7, 3,994 | 4,124 | 4282 | 4,485 | 4,776 | 5,268

Yy 4,114 | 3,902 | 3,627 | 3346 | 2,955 | 2,313
i=6 i=6

Il sensuit x=4,488 ; y=3376 ; > (x -x)" =1109 ; Y (x,—x)(y,—¥)=-1558,

=l i=]

a=-1,404 ; b=9,679, ce qui entraine en définitive, y =-1,404.x+9,679.

Par rapprochement avec I'équation y=-yx+InC, 1 vient ;:=1,404 et

-

C= exp(9,679)=15971. D’ol, entre P et ¥, le modéle PV =15971,

2°) Lorsque ¥ =100, In P=3,213= P=24,83N/m’.

1.4 Modéle de régression (taille, poids)

Les équations de la régression demeurent applicables lorsqne la variable explicative est
elle-méme aléatoire. Ci-dessons, un exemple inspiré de a statistique descriptive.

Enoneé ;: On a releve ci-dessous I'dge x et le poids y de n=492 enfants.

Poids (en kg) Age (en années) Total
_ 6 8 10 12 14

11315 1 1
15319 9 1 10
19423 16 13 1 30
23427 8 32 14 1 55
27431 5 17 26 10 58
31a3s 6 33 28 10 77
35339 1 21 26 13 61
39443 3 31 31 65
43447 1 17 41 59
47a51 10 30 40
51355 1 18 19
553459 2 6 8
59363 8 3
63467 1 1
Total 39 70 98 127 158 492
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1°) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre 1’4ge et le poids.
2°) Expliciter fa droite de régression de v en x.

Solution ; 1°) On part cette fois d’un fableau de contingences dans lequel les classes qui
caractérisent les valeurs de y peuvent étre ramendes 3 leurs centres, les fréquences

absolues observées relevées pour chaque couple (x,,y,) étant notées n, .

Dans ces conditions, les formules qui conduisent aux variances, covariance,
coefficient de corrélation linéaire,.., empiriques, s’écrivent respectivernent

B ZZx,,.ny. 33 (x —x)
y=—1 2__i J

5

x

N N
_ Zzyj'nif ZZ(J’,‘ _y)z‘nij
y:;"—m S?—= i

! N

N
(avec N=3"% n,)

220y, ~ ),
€, =—+ 5
Numériquement, et 4 partir d’un calcul effectué sur tableur, on obtient x=11,20 ;
y=36,51: 3 3 (x,—x)n, =3232,48 et > > (y;—y)'n, =49034,33. Enfin, on a
i ro

33 (x5, ~x).(y; - ¥)n, =10247,80.
i

B 10247,80
\J3232,48x 49034,33
suffisamment proche de 1 pour justifier un gjustement suivant un modele linéaire.

=0,814. Ce coefficient est

Il en résulte immédiatement r,,

2°) Sous cette hypothése, la droite de régression de y en x a pour équation }:Ez.x+3
ou, par transcription des formules habituelles aux données suivant tableau de

n ZZ(X«' —;)-(y, ~;).ny.

contingences, tel le présent probléme, on a o= L J — et h=y- ax.
PIYICTEEN
i

1l vient numériquement, a=3,17 et =1,007, d’os le modele y =3,17.x+1,007.

2. Modéles a plusieurs variables explicatives

2.1 llinstration autour d’nn modéle & deux variables explicatives
Enoncé : Le taux de mortalité infantile X, le taux d’analphabétisme ¥, et le P.LB par
habitant Z , ont été étudiés dans neuf pays.

On suppose par ailleurs que les conditions de validité du modéle gaussien sont réunies
tel

Les données qui datent de 1984 sont rassemblées dans le tableau qui est présenté
ci-apres.
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Pays Numéro Taux de Taux P.LB

d’ordre mortalité | d’analphabétisme par
infantile en en 1/100 habitant

1/1000

Afrique du Sud 1 29,0 50,0 26800
Algérie 2 114,0 58,5 2266,0
Arabie Saoudite 3 111,0 754 10827,0
Argentine 4 440 5,3 2264.0
Australie 5 10,4 0,0 99380
Bahrein 6 57,0 209 89600
Brésil 7 75,0 23,9 1853,0

Cameroun 8 106,0 55,1 939,0
Canada 9 10,0 0,9 98570

1°}y Considérant le modéle Z=a+b.X +cY, expliciter les estimateurs Ez,f;, et ¢ des
paramétres a,b, et ¢, la prédiction de Z en résultant ayant pour forme Z=a+bX +cY.
2°y Calculer le coefficient de détermination. Qu’en conclure quant a la validité du
modéle ?

3°) Pour le Mexique, le taux de mortalité infantile est 54 (pour mille), le taux
d’analphabétisme étant quant 4 lui de 17,3%. Evaluer I’estimation ponctuelle du P.LB par
habitant qui résulte de la régression linéaire multiple.

4°) On considére le test H, ta=b=c contre H, : Il existe au moins un coefficient a.b,c
non nul. Qu’en conclure au niveau de signification a =5% ?

H,:b=
H:620

a=5%), indiquer si le taux de mortalit¢ infantile contribue (ou non) de maniére
significative au sein de la régression.

5% Considérant cette fois, le test { (toujours au niveau de signification

Solution : 1°) Se reportant aux rappels de cours, la meilleure représentation affine de
Z-E(Zy par X-E(X) et Y-E(Y) est caractérisée par [Iéquation

Z-E(Z)=a,[X - E(X)]+a,[Y-E(¥)] ob &, et , sont solutions du systéme :

a, Var(X)+a,.cov(X,Y)= cow;(X 2
a,.cov( X, ¥Y)+a, Var(Y)=cow(Y,Z)

Remplagant les moments ci-dessus par les moyennes, variances, et covariances
empiriques, on en déduit comme suit, les estimateurs a,b, et ¢ des coefficients de Ia
régression linéaire multiple Z=a+b.X +cY+¢.On aainsi:

- _ i=9 _ i=9 _ _
F=AY S oW =13275,61 D (x-2).(,— )= 8693,22
i=l i=1

y=3222 & o ST

Y=o4 (v,- ¥)* =633590 > (z, -z).(y,—y)=~210629,77
i=l i=1

- i=9 _ =9 _ _

2=350933 35 21 =142013220 3 (x,— ¥).(z,— 7) = ~646541,87

i=l i=1
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Il en résulte, le systéme d’équations :
{1 3275,61.a, +8693,22.1, = —646541,87

8693,22.a, +6335,90.cr, =-210629,77
Par résolution, &; =-2065,24 et &; =330,68, d’ol, en conclusion, Ia relation
7 —5509,33 = ~265, 24.[ X -68,49]+330,68.[Y —32,22], qui s’écnit encore :
Z =-26524.X +330,68.Y +13020,10.

29) Le coefficient de détermination R’ est défini par le rappert entre la variance de Z
=7 . _ =2 —
expliquée par le modéle, soit Z(z,. ~z)?, et la variance totale de Z , soit Z(zj -z)%

i=1 i=l

Le tableau ci-dessous indique les valeurs z, pour les différentes données (x,,y,) :

X, 2 z
89.0 50,0 5947.75
1140 | 385 2127,51
1110 75,4 8511,80
440 53 3102,07
104 0,0 1026158
57,0 209 4812,60
75.0 239 1030,28
106.0 55.1 3125.12
10,0 0.9 10665,30

i=9

= . _ _
On obtient immédiatement Y (z,—z)’ =101838313 et > (z,—z)’ =142013220, d’on

i=t =l
R*=0,7171.
« Le modéle est & priori intéressant puisque la part de la variablité de Z traduite par ce
dernier dépasse ainsi 70% (1°idéal étant, pour rappel, 1a valeur 100%).
3°) Considérant les données x =54;y =17,3, la prédiction correspondante de Z fournie
par le modéle obtenu au 1°) est Z= -265,24 %54 +330,68x17,3+13020,10, soit ia valeur
4417 86.
4°) Le test de signification globale H,:b=c=0 contre H :3 au moins un coefficient
b,c non mul, permet de vénfier s’il est possible d’effectuer ou non une prédiction

meilleure que la simple constante, c'est-3-dire en d’autres termes, s’il existe au moins une
variable qui apporte de I’information sur Z .

Se référant aux rappels de cours (cf. paragraphe 2.2), la statistique

R7
F =# suit la loi de FISHER SNEDECOR 4 v, = p,v, = n—p—1 degrés de
4 -p-1
liberté, soit la loi F(p,n—p—1). Sous ’hypothése H , la statistique & qui est le rapport
entre la variance expliqguéde et la variance fofale prend des grandes valeurs, 1a région
critique étant donc caractérisée par F 2 F, ou, sous 'hypothése H,, F, vénfie

Prob(F2F))=0o.
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Par lecture dans la table de valeurs annexée de la loi F(v,=2,v,=9-2-1=6) et
R/
pour le niveau de signification ¢ =5%,ona F, =514. Or F_, = a~%7=7, 60.

C’est donc I'hypothése H, qu’il faut retenir ici puisque F . =7,60>F =514, la
pertinence du modéle linéaire considéré étant ainsi confirmée.

5°) Cette fois, on cherche & déterminer si la variable explicative X contribue ou non de
b=0

maniére significative 4 la régression, ce qui se résume au test bilatéral { ¢ 0
b#
1

~

. . -b .
Or, suivant les rappels de cours (cf. paragraphe 2.3), la variable BA suit la loi de

o,
g
STUDENT & n—p-1 degrés de hberté. La difficulté réside dans I'évaluation de o5 etil
est vrai 4 cet égard gue la formulation matricielle telle celle exposée dans I'application 2.2
ci-apres est nettement plus commode.
+ Dans le cadre général du modéle linéaire multiple caractérisé par |'équation
~2

-2 o~
Y=B+B. X +. . +B,X +.+B,X +¢c, on monire que o =VIF(B ). il —
(xji *x,):
i=]

Z(y, }} et VIF, le facteur

~2
ol o désigne !'écart total résiduel estimé par -
f— p f—

d’inflation de la variance défini par R Rf étant, quant i lui, le coefficient de
i
détermination de la régression de X ; en fonction des autres variables explicatives, soient

X, XX X X .

f=1r“% j+130 9T p

« En résumé, et pour ’'exemple proposé, la procédure ci-dessus conduit, pas a pas, a :

~2
-2 Calculer & L Z(z *4) =6695818.
n-—
- Expliciter la meilleure régression de la variable choisie, soit X', en fonction des autres
vaniables explicatives, soit Y. Il vient immédiatement, en utilisant les formules

i=n

3 x5 - 2~ )

habituelles, X = |y- y]+z_c, soit numériquement, 1’équation

i=H

Zm—ﬁ

[y-32,22]+68,49.

- En déduire le coefficient de détermination R> égal en la circonstance au carré du

2
cov(X,Y) soit 8693,22 0,898
JVar(X)Var(Y) J13275,61x6335,90

coefficient de corrélation hinéaire
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- En déduire :
~2
VIF(B) = Tlﬁf =9,848 puis 5 = VIF(B). ——— =9,848 X%’SS%E = 4967,24.
-R Z(x,' _y? 75,61
i=1

!

+ La suite est habituelle. La région critique a pour forme IE‘ 2 . Or, sous I’hypothése

H,:b=0, la statistique 7B< suit 1a loi de STUDENT & n—p—1 degrés de liberté.
T~
B

Désignant par 7, le nombre qui, au niveau de signification o donné, satisfait la relation

Pr ob(|T ] 21,)=a, onaimmédiatement 7 =1,.0; .
Numériquement, a =5%, et n=9, p =2, entrainent suivant lecture dans la table de

=265,24 suivant la

~
B calcufé

STUDENT annexée, t =2,447. Awnsi m=172,46. Or

régression explicitée a la 1% question.

~
B caleulé

laquelle le taux de mortalité infantile contribue bien de maniére significative 4 la
prédiction du P.LB. En d’autres termes, on ne saurait résumer ici, le modéle a une
équation de la forme Z =m+n.Y (suppression du facteur X').

=265,24 > 7 =172,46 conduit 4 retenir I’hypothése H, suivant

La relation

2.2 Matrices et régression linéaire mnltiple

L’écriture matricielle facilite a lecture et la manipunlation des modéles de régression
multiple, ses principaux résultats en étant développés ci-dessous.

Enoncé : On considére le modéle de régression multiple @ p variables (tel celui exposé
en rappels de cours) et caractérisé par les équations :

Y=a,+ax,+a,x, +..+a,x,+¢ avec i=12,..n.

—~

a,,a,,...,a, ¢tant les estimateurs des moindres carrés des a;, on forme les matrices

suivantes :
ij Iox, ox, ¥ &, dy
:‘\lfpﬂ,l}: “ s Koy = 1 xfz x‘_pz s Yoy = & » Emy = i s Apan = ;
;; I ox, X, e g, a,

On note par ailleurs par M7 la transposée de toute matrice M .
1°) Vérifier que A=(XT.X)"X"Y et en déduire que A=A+ (X" X' X" ¢.

2°) Montrer que 4 est sans biais.
3°) Suivant les hypothéses de nullité des espérances E(g;), d’homoscédasticité (c'est-a-
dire, E(s])=E(e;)=...E(¢])=c"), et de non corrélation des erreurs (E(g.£;)=0 si

i# j), montrer que £ I:s.sT] =g’ ot I désigne la matrice identique d’ordre 7.
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-~

4°) Notant par Q la matrice des variances et covariances de A, montrer gque

Q=c? (X" X)".
5%y On souhaite étudier la variation du taux d’hémoglobine dans le sang au cours d’une

opération chirurgicale en fonction de la durée de I’opération en question et du volume de
sang perdu a cette occasion. On dispose des résultats suivants dans lesquels y, représente

la valeur observée en pourcentage de la variation du taux d’hémoglobine, x, est la durée

(gtl.p+l)

de 1’opération, et x,, est le volume de sang perdu en litres.

y, | -L70 | 461 |-582 | -1,17 | -423 | -331 | +0,42 | -2,98
X 1,75 | 1,33 | 143 | 1.86 { 1,81 | 1,66 | L60 | 2,00
x, | 052|059 | 0,61 | 6,50 | 0,54 | 0,4% | 027 | 047

On suppose que y, est une réalisation d'une variable aléatoire ¥, de loi normale
N{a+bx, +cx,,0%).
a) Estimer les paramétres inconnus a,b,c, et 0.
b) Tester I’hypothése suivant laguelle la variation du taux d’hémoglobine ne dépend ni de
la durée de I’opération, ni du volume de sang perdu.

¢) Tester ’hypothése suivant laquelle la variation du taux d’héméglobine ne dépend pas de
la durée de I’opération.

Solution : 1°) Reprenant la théorie générale (cf. rappels de cowrs, paragraphe 2.1)
appliquée a la régression affine de ¥ en fonction des X,,ke{l,2,.,p}, et notamment
) approche geometrzque il est immédiat que la meilleure représentation affine cherchée
Y= a, +alX +..+a, J( de Y par les X,, est caractériséc par la projection

orthogonale de Ysur le sous-espace vectoriel H =Vect(1,Xl,X2,...,Xp), I’espace

considéré étant, cette fois, muni du produit scalaire < X, Y >= Z x.¥, -
i=]

Ainsi at-on Y-F LH , ce qui est vérifié, si et seulement si, on a simultanément
¥-¥iLY~ YL X, Y=Y L X, ce qui conduit au systeme d’équations :

i=n

Z(y,—a,)—a,.x,j—.. a,x,)1=0
=1

i=t

Z(yj_ao_al-xu“-'- a,. p;)x]; =
il

i=n

Z(y,.-aﬂ—a,.x,,—.. a,. p,)xp,—O

i=l

Soit, le systéme 4 p+1 équations et & p+1 inconnues, explicité en page suivante et
dont il est proposé ensuite, d’effectuer la transcription matricielle qui conduit an résuitat
propos¢ dans I’énoncé.
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i=H

i=n i=n
na, ALY X, o ta Y X, =Yy,
i=1 =l i=i
i=n I=n ! i=n
2 —
ao.th. + aI‘Zx” +..+ arp.Zx”.x‘Dj = lei'yi
i=l i=l

=7
i=] i=]

j=n i=n i=n

i=n
2 —
ao.pr,. + al.z xpj.x]i +..+ ap.pri = prj Y
i=l i=l i=l

11 . 1)y
Matriciell & YTy = X A o Ay |V .
. atriciellement, on a, d’une part, X, Y., =] - A7, soit 1a
xpl xpl xpn Y.

i=p
2
=1
1=n

- XY,
matrice unicolonne ; e

i=h
Z xpi'y i
i=l

| R VL T
X X, o ox, 1 x .. ox
’ T | M 2 tn 12 22 . .
D'autre part, X ,,.-Xopn = .. . S U, soit la matrice
Xp Xp o X, 1 X%, ox,

[id

i=n
D R S
Il il

= i=n

i=n

2

Ex. Ex. Ex-.x-
1e0: T 1 1
carrée symétrique | ' i ="

i=n

i=n R
pri lei'xpi Z Kpi
=L i=1 /

En définitive, par rapprochement avec le systéme d’équations explicité ci-dessus, il est
immédiat que 4= (XT.X)LX"Y.
+ D’autre part, remplacant dans la relation ci-dessus, Y, par son expression manifeste
Y=XA+e,il vient 4=(XT.X)Y" (X7 X).A+(X".X)" X" .£, d"ou, la relation proposée
dans I’énoncé A=A +HXTXY' X e,
2°) Par linéarité de I’espérance mathématique, E(4)=E(A)+ E[(X".X)" X" 2], soit
E(A)= E(A)+(XT.X)" X7 E(g). Or, E(4)=A (car les a. ne sont pas aléatoires) et par

ailleurs E(g)=0 (car les &, sont centrées).

Finalement A est sans biais puisque E (;1) =4.



B - Applications 323

g g g& . ge,
2
£ 8,8, £ .. E.E
o ST T _|*®2 _| E2ty 2 26,
3°) En premier lieu, on 2 g, .6, = . .(&1 £, Sn)_ . . . .
2
£, E,& E,& .. &

Passant a ’espérance mathématique, on a d’une part E(g.¢,)=0 si i# j (hypothése
de non corvélation des erveurs) et d’autre part E(e7)=Var(g)+E(e,) =Var(e)=0"
(en effet, par hypothése, E(g)=0,Vi, et par ailleurs, toutes les variances Var(g,) sont
égale 2 o° suivant 'hypothése d*homoscédasticité).

s . 0
En résumé, E[s.&'r] =| 1 . 1 I=o’d, ob I, désigne la matrice identique
0 .. ¢

d’ordre 1.

4°) La matrice des variances et covariances de 4 , soit Q (matrice carrée symétrique
Var(a))  Covay,a) .. cov(&;,fz;q

Covla,a) Var(@) .. Cov(a,a,)

d’ordre p+1), est égale, par définition, a |

Cov(cll;,;;) COV(;;,‘;:) Var(c;;) J

Or, pour tout ie{l,2,..,p}, on a Var(c’:r:)zE[(;:—E(c’z:))z]=E[(gj—a,.).(;:r:—a_;)},

puisque suivant les résultats de la 2™ question, les estimateurs g, sont sans biais

(E(@)=a,). D'autre part, Cov(a,a,)= E[(&: - E(a)\a, - E(&I.))] , soit s'agissant de
variables centrées, Cov(c’l:, ;;) =E [(&: ~ai).(;; —aj)].

« S’inspirant des questions antérieures, on constate que :
= d

o~

-~ ~ T a - N -~ -~ . .
[AMA].[A—A] =1 .(a(,—a0 a—a . d —ap), c'est-a-dire la matrice

P

—~

a,-4,

(;;_ao)z (;;—-ao),(;l-a]) (‘;O—ao)'(;;_ap)

carrée (;;_a')'_(;;_ao) (a—.al)l N (;;_al)'.(;;_a").

(a,-a)(a,~-a) (a,~a)(a~a) . {a, —ap)2
-~ ~ r
Passant 4 I’espérance mathématigue, il est immédiat que £ {[A - A].[A - A] } =Q.
~ T T ~ r T 1T T 1
. Or, A- A=(X".X)" X" &. De méme, [A- A] =" X[(X X)) ] =eT X (X7 XY

(en effet, [(X LX) :IT =(X".X)" puisque la matrice (X’ X)™" est symétrique).
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Finalement, Q:E{(XT.X)".XT.s.sT.X.(XT‘X)"}. Par lindartté de Pespérance
mathématique, il en résulte Q=(X".X)"' X T.E(E.ET).X.(XT X)"'. De la relation
E(ee")=0"] établie a la 3™ question, on obtient en définitive, le résultat
Q=0 (X" X" X" X(XT.X)", qui ’crit encore Q=0o”.(X".X)" X" X(X".X)",
soit aprés simplifications, Q =o”.(X7.X)"'. C’est le résultat cherché !.

5-a) La transposition des formulations mairicielles précédentes & l'exemple proposé,

1 1,75 0,52
I L33 0,59
; 1 1,43 0,61
. . . ~ s 1 1,8 0,50
conduit, en considérant les matrices A=|b|, X, = ,
R ‘ 1 1,81 0,54
€ 1 1,66 0,49
1 1,60 0,27
1 2,00 0,47
g8 13,44 3,99 -23,4
aux résultats X7 . X =| 13,44 22,93 6,66 |. Parailleurs, X".Y =| -38,04 |.
3,99 6,66 2,06 -12,93

L 'inversion de la matrice (3,3), X7 .X fait appel aux étapes ci-aprés :
= Calculer le déterminant de ladite matrice, soit, aprés caleuls, la valeur 0,197,

> Remplacer chacun des coefficients de la matrice X' X par son cofacteur (pour rappel,
le cofacteur du coefficient situé & la i ligne et 3 la 7™ colonne, est le déterminant de la
matrice réduite obtenue en rayant la ligne i et la colonne j, le coefficient (-1)"*/ étant
par ailleurs a appliquer audit déterminant.

Ainsi, le cofacteur de 8 (élément 4 la 1% ligne et & la 1™ colonne) est fe déterminant
22,93 6,66

=3,02. De méme, le cofacteur du coefficient 13,44 (3 la p8me ligne
6,66 2,06

(_1)1+1 %

et la 1 colonne), est égal 3 (-1)*" x =-1,20. Et ainsi de suite, jusqu’a

13,44 3,99
6,66 2,06'
3,02 1,20 -197
obtenir la matrice H =| -1,20 0,61 0,33
-1,97 0,35 2,79

> Transposer la matrice ci-dessus, qui pour le cas présent d’une matrice symétrique

1 15,32 —6,07 10,02 2,02

(H" = H)conduita —————H"=| 6,02 3,09 176 |= 4=| 1,69
det(X" .X)

~10,02 1,76 1415 ~15,62

D’ol, I’approximation cherchée y=2,02+1, 6%.x, -15.62.x,.
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. . 1 & -~ .
« Quant 3 o, son estimation est fournie par 1.Z(yj— y,)*, soit pour le cas
RA-p~1i'g
) ~2 1 i=8 ~
présent, o =ﬁ. (», —») , avec les valeurs :
|
¥, 1,70 | 461 | 5,82 % -1,17 | -4,23 | -331 | 0,42  -2,98
; 314 | 494 | -5,09 | 2,64 | -3,95 ) 2,82 | 0,51 | -1,93
En conclasion, 3‘2 = 6’?595 =1,399.

5-b) Comme cela a déja été présenté en rappels de cours (cf. paragraphe 2.2) et dans
1"application 2.1, le test de signification globale H,:b=c=0 contre H, : »nil existe au

moins b ou ¢ non nul », permet de vérifier s’il existe une prédiction de y par x et x,
R/
P

autre que la simple constante, la statistique utilisée étant F :W, F suivant
% -p-1

la loi de FISHER SNEDECOR a p et n-p~l degrés de liberté et R®désignant le

20 21,849
coefficient de détermination ~“———— , soit numériquement RR=2_""2

Z(y ¢ )2
i=1
La région critique du test a pour forme F>F , F, vérifiant Prob(F=F,)=a.
Ainsi, pour n=8, p=2, et & =5%, at-on, suivant lecture dans la table de valeurs
R2
/)

annexée (cf. loi de SNEDECOR), F, =5,79. Or, F,,. =(1_—W avec R*=0,757,
3

=0,757
28,844

soit £, =781,

[ar] k4

wete = 5,81~ F, =579 conduit donc a retenir ici I'hypothése H ,

c'est-a-dire Ia conclusion suivant laquelle la variation d’hémoglobine dépend d’au moins
Pun des deux facteurs considérés (durée de I’ opération, volume de sang perdu).

La relation F A

~

b=0 e B . -
b qui est proposé, ia variable —— suivant la loi de
1 o]

0

5-¢) Cette fois, c’est le test {
STUDENT & n— p—1 degrés de liberté (cf. rappels de cours, paragraphe 2.2).

Comme cela a ét¢ mis en évidence dans I’application 2.1, I’évaluation de o; requiert
PP

~2

= VIF(B). o—2——. Reprenant, la

Z(XE;‘ _)‘71)2

]

|- TR~

des calculs un peu complexes, le résultat étant o

procédure antéricurement exposée (cf. application 2.1), le coefficient de corrélation
it _
Z X, Xy — 8.0,

i=]

linéaire de X et X, estégala p, , =— = = .
: i= —3 i= —1
\/(Zxﬁ. -8x ). %, -8x,)
i=]

i=l
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Par lecture des coefficients de la  matrice XX, il s’ensuit
6,66 —8x1,68x0,499

2 = = —0,267 .
s (22,93 -8x1,68%).(2,06-8x0,499*)
- 1 ~2 1,076x]
Ainsi, VIF(B) = =1.076 et o5 =20/8*L39 _ 435
1-p% &, 0,3484

~2 ~2
» Mais, c’est 13 un réseltat simplificateur important, o3 (comme également o¢) est
fourni directement par les valeurs des coefficients de la diagonale de la matrice des
question précédente, par I’équation

eme

variances ef covariances de A définie dans la 4
Q=" (X".X)".
On a en effet, d’aprés le résultat de la question 5-a) relatif 2 (X7.X)™ et compte tenu
1532 -6,07 -10,02
de Pestimation & =1,399, Q=1399x| -6,07 3,09 176 | soit, aprés produit,
-10,02 1,76 14,15
21,43 -8,49 -14.01
Q=| -§4% 4,32 247
-14,01 2,47 19,79

La variance estimée de B qui est Ine 3 I'intersection de la 2™ ligne et de la 2™

colonne correspond bien au résultat du calcul antérieur a partir du facteur d’inflation de fa
variance, ce qui établit te résultat anoncé.

« En définitive, et pour conclure, Ia région critique du test a pour forme |§| 2 x . Or, sous

-

I’hypothése H,:b=0, la statistique TB— suit 1a loi de STUDENT 4 #—p—1 degrés de
ok

liberté. Ainsi, si 1, désigne le seuil vérifiant Prob([T|>1,)=a,ona m =1, s
Numériquement, o = 3%,v =8-2-1=5 =t =257 (suivant lecture dans la table de

Beatouts| = L69< 1 =5,34. On est donc amené

STUDENT annexée). D’ol, & =35,34. Mais,

cette fois, & ne pas rejeter I'’hypothése H, suivant laquelle la variation du taux
d*hémoglobine ne dépend pas de la durée de 1’opération.

C - | Exercices complémentaires

1. Dans le cadre de travaux de recherche portant sur la durée de la saison de végétation
en mondagne, des stations météorologiques sont installées 4 différentes altitudes.
La température moyenne ainsi que Daltitude (en métres) de chaque saison sont
relevées, les données en résulant étant présentées ci-dessous

Altitude | 1040 | 1230 | 1500 | 1600 | 1740 | 1950 ] 2200 | 2530 ] 2800 | 3100
Température | 74 | 6 | 4,5 | 3,8 | 20 | 19 | 10 | 12 | -15 | 45

A partir de Daltitude d’un lieu, on cherche a évaluer sa température moyenne sans
avoir 4 implanter une nouvelle station et on opte pour un modéle de régression
linéaire gaussien y=ax+b+¢.
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1°) Calculer les estimations de o et des coefficients de la droite de régression
y=ax +h.
2°) Effectuer un test de pertinence permettant de vérifier que le coefficient a est non

nul au nisque de 5%.

3°) Sachant qu'une certaine plante ne survit qu'd une température moyenne
supérieure a -6°, est-il raisonnable de penser qu’on ne trouvera pas cette plante a une
altitude de 3500 métres ?

Solution : 1°) Notant respectivement par x, et ¥, les résultats « altifude » et « température », il

est rappelé que la droite de régression de y en x a pour équation ;=;.x+fa ol
250 -y)
a= = i=n
Z(xf_-t)z
1=l

et b= y—ax .1l en résulte numériquement :

=0

x=1969 3 (x, %) = 4,155890
i=1
y=2,03 Sy 3
Y=z, Z(y}-—y)zlel,zO]
i=1
- =1y - —
a=-0,005366 Z(xi -x){y, - y)=-22299,7
[E]
b=12,595272

ot 1a droite de régression y =-0,00537.x +12,59527 .

« Quanta o’ et se référant 4 I'application 5.1, son estimation est :
i=n (Z(xi Hx)'(yj _y))2
~2 1 - yar
o =—— | Lo
n =1 Z (xi _ x)2

i=1

~2
soit, rumériquement, & = %xl,545 =0,193.

j=# _
« Il est a noter ici que la somme des écarts totaux, soil Z(yr. - ) =121.201 et la somme des

i=l

écarts expliqués par le modéle, soit Z(;;—;)l =[19,656 sont trés proches, leur différence
=l
formant ['écart résiduel Z(yi—_;z:)z =1,545 déa calculé ci-dessus. Ainsi, le coefficient de

=]

>0
détermination R’ =~

i=l

(}’i*;)z

, soit R*=0,987, est-il trés proche de 1, de méme le

coefficient de corrélation linéaire empirique 7, = VR =0,993.
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H,:a=0 a-a . .
2°) Le test proposé est bilatéral de type O ——= suit la loi de
H:a#0 c

STUDENT a v=n~2 degrés de libertd (cf. rappels de cours, paragraphe 1.7). La

a|z m, il $ensvit, de par la donnde de Perreur de premiére

région critique ayant pour forme

espéce & = Pr ob(’;' 2n/a=0),larelation:

r\

Prob(|T|=—=

Z(x —x) Z(x x)

Notant par £, le nombre vérifiant Prob(|T|2tﬂ)=a, il vient n=ta.+.
1,2(3"} - ;)2
=]

Numériquement, et pour n=10,0=5%, on a successivement 7, =2,306 ; = =0,000496.

=(0,00536 >~ 7 = 0,00049 . C’est donc assurément, I'hypothése H :a# 0 qu’il faut

~
Or, |a
calculé

retenir ici ce que confirme la irés forte valeur du coefficient de corvélation linéaire empirique
entre X et V.

3°) Pour traiter cette question, on va expliciter I'intervalle de prédiction de la température
moyenne 4 une altitude de 3500 métres et vérifier si cet intervalle contient ou non des valeurs
inférieures A -6°, ce qui conduirait alors 3 écarter "hypothése de survivance, 4 cetie altitude, de la
plante considérée. Le seuil choisi est fixé ici encore & 5%.

Sujvant les rappels de cours (cf paragraphe 1.7), la prédiction 3 la valeur x, a pour

encadrement au seuil de confiance 1 —& , I’intervalle :

A 2 ~ 1 (x,~x)
ax,+btt o. 1+—+(L2—)
V n ns,

¢, satisfaisant pour la foi de STUDENT, T(n-2), ia relation Prob(|T (n-—2)| 2t )=a.

Cn obtient ainsi, numériquement, I’encadrement :

2
—6,13i2,306x0,4393xJ1+i+Q5M9L
10 4155890
soit, Pintervalle [—7, 47,-4, 87] .

« Assurément, on se trouve étre dans une zone ou la survivance de la plante en question n’est pas
assurée.

2. On veut prédire la hauteur H d’un arbre en fonction de son diamétre 1. Pour
obtenir une régression linéaire , on effectue un changement de variables en posant
Y=InH et X=1InD. On obtient les cing mesures :

X, -1,61 -1,20 -0,97 -0,51 -0,42

¥ 222 2,27 2,38 2,60 2,65
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1°) Caleuler le coefficient de corrélation linéaire empirique entre X et V.
2°) Expliciter I’équation de la droite de régressionde ¥ en X .

3°) Tester la signification de cette régression au seuil 5%.

4°y Evaluer la hauteur prévue d’un arbre dont le diamétre est 0,70 m.

5°) Expliciter un intervalle de confiance de niveau 95% pour la prédiction de la
hauteur d’un arbre de diamétre 0,70 m.

Solution : 1°) Le coefficient de corrélation linéaire empirique est défini par la formule

fm—hwrb

ro= i , soit  numériquement, x=-0,942 ; ;:2,424 :

Jf(xj ';)2-\/2()’;' "".;)2

Z(xi—;)2:0,97268 ; Z(y,.~})2 =0,14932 ; 2(;;,.—?).(;;}.-}):0,37124, ce qui
i=l i=1 =1

entraine r,, = 0,974 . Bref, un cocfficient qui laisse présumer une corrélation linéaire étroite entre

Xetl, |
NPICENICES)

-~ ~

2°) La droite de régression de Y en x a pour équation ¥ = ax+b ou a=

> (x - x)

=1

et I;= ;—21.;. On a donc numériquement, a= 0,382 et b= 2,783, d’ou I’équation cherchée
y=0,382.x+2,783

3°) On peut indifféremment tester ici Hy:a=0 contre H,:a#0 ou utiliser l'analyse de la

varignce qui porte sur la comparaison entre lestimateur des écarts dus au modele (écarts
expliqués) et ceux qui restent inexpliqués (écarts résiduels). Se reportant aux rappels de cours
(cf. paragraphe 1.5), on a d’une part, pour estimateur des écarts expliqués, la statistique

SC%Z—I) avec SCR=Z(;;:_;)2, soit numériquement 0.14169, et pour estimateur des
i=l

izn —~
dcarfs résiduels, la statistique SC%n—Z) avee SCE =Z(yl— ¥.), soit numériquement
i=l

0,00254, 1a somme SCE+SCR  étant par ailleurs egale & [Déearr  totd

SCT =3 (y,- ) =0,14932.
i1

SCR
Lorsque H,:a=0 est varie, le rapport F =*C— suit la loi de
SCE/

/n—-2)
FISHER SNEDECOR de type F(l,n—2). Dans le cas d’une régression significative, F est
grand, la région critique ayant donc pour forme F = F, .

Par lecture dans la table de valeurs annexée, le seuil F, qui, au miveau de signification
o =3%, vérifie Prob(F 2 F,)=o estégala F, =10,13 (v, =Lv,=3).0r, F_, . =5571.
C’est donc Phypothése H, de signification de la régression qu'on retiemt ici puisque
F o =5571-F =10,13.

calculy
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4°) Pour un arbre dont le diamétre est d =0,70, 1a prévision y* associée 2 x” =Ind =-0,357
est égale 4 ax’ +I;, soit numériquement ¥ = 2,647 . 1l en résulte pour la hauteur /" de ’arbre

(qui vérifie la relation y" =In ") la valeur prévue par le modéle, soit K =14,117 m.

5°) Plus précisément, Uintervalle de prédiction de v pour x=x" = —0,357 est caractérisé par

N 1 —x) _
ax +btt o 1+—+ M , t, vérifiant relativement 2 la loi de STUDENT, T'(n-2),

? Z(xi _;)2
=1
la refation Prob(|T| 2t )=a.
On a ainsi, ;.x'+5=2,647 (cf. 4™ question), ¢, =3,1824 (cf. lecture dans table des
~1  SCE

valeurs annexée), & =

( =0,00254 (cf. 3*™ question), d’od, aprés calculs, I'encadrement
n —

[2, 447-2, 847]. Pour Ia hauteur  =exp(y) et au niveau de confiance 95% (o =5%), on a

donc comme encadrement le résultat [1 1,56-17, 24] , €n métres.

3. On étudie la croissance d’une plante a partir d’un instant considéré comme instant
itial. On effectue des mesures du diametre de la tige principale et on obtient les
résultats ci-dessous :

Temps ¢ en semaines 0 2 6 10 14
Diamétre d en cms 0.4 1,2 5,4 6,4 7.8

1°) Posant u, = ln(g—l) montrer qu’il existe un modéle linéaire significatif entre les

t, et les u,, modele qu’on explicitera et au sujet duquel on calculera le coefficient de
corrélation lindaire.
2°} En déduire que, pour la plante considérée, le diamétre de sa tige principale est

donné par une relation de la forme d(f) = lL“‘” dans laquelle on estimera C et

+Ce
o.

Solution : 1°) Le calcul des #, conduit au tableau ci-dessous :

t 0 2 6 10 14
u 2944 | 1735 | 07309 | -13863 | -3,6636

i

D’ores et déja, en reportant les points A (¢, u,) dans un repére (7,u), on remarque qu'ils sont

sensiblement alignés, d’ot la mise en euvre de la régression linéaire proposée. Par rapport a cette
derniére et en fonction des rappels de cours (cf . paragraphe 1.2), la meilleure représentation affine

i=n _ _
o Z(uj—u).(tj—r)
de u par ¢ a pour forme, la droite de régression u=af+b o a=—— e

OO

IA) =u—at (bien évidemment =il e f=r" }.
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Numériquement, on obtient ainsi et successivement, #=-0,2203; 5:6,4;

i=5 _ - i=3 _ - ~
Dl —u)ft,-1)=-59,0180 ; D (¢ -1 =131,2 ; a=—0,4498 ; b=2,6586 , soit, aprés
=l

=l

arrondis, le modéle 2 = —0,452+2,66.

« Le coefficient de corrélation linéaire est caractérisé empiriguement, par la formule

S (-2, - 1)
< 50180 ey

K, == _ , soit numériquement, ¥,
e S, - V27,3135%131,2
-1
=l

> —u).

=
{arrondi 4 0,99). I est donc trés proche de 1, ce qui valide le choix du modéle retenu.

. . 8 . .
2°) L’analogie entre la relation & =I—E,-TJ et le modele lindaire lnu=ai+h, conduit
+Ce™

P 3 X - . - . .
immédiaternent, en posant u=1r1(§—1) a l+Ce™ =7 soit w=Ce ™, ce qui entraine

Inu=-art+InC.

. » . . . -~
Par comparaison, on a don¢ & =—a,C =¢". Il en résulte pour o et C, les estimations o et

C égales respectivement 3 —(—0,45)=0,45 et exp(2,66)=14,276. D’ol, aprés arrondis, le
8
1+14,374¢

4. On souhaite modéliser I'investissement 7, (exprimé en millions d’euros) d*une firme
i par L=b+bV,+b.K +b.S+e,ie{l2,..nf, ou V, et K, représentent
respectivement les ventes de 'entreprise et le stock de capital exprimés en millions
d’euros, S, une variable indicatrice égale a 1 si la firme est privée et a 0 si la firme

est publique, et £ le résidu aléatoire dont on supposcra que la loi est de type

modéle d =

normale, soit N(0,c67).

A partir de 34 observations, la méthode des moindres carrés a conduit aux résultats :

-~

[,=10+0,2F7,+0,02.K,+0,3.5,

avec pour matrice de variances — covariances des coefficients estimés, la matrice

40 -016 0,10 -0,20

-0,16 0,01 -0,002 0,005 PPN PPN
Q= et b=(b,,h,b0,,b,) .

0,10 -0,002 0,0001 -0,003

-0,20 0,005 -0,003 0,01
1°) Prévoir le montant de Pinvestissetnent pour une firme privée ayant un stock de
capital de 1 milliards d’euros et des ventes de 100 millions d’enros.

2°) Tester au seuil & =35%, I'hypothése H,:h =0,3 contre H,:5 #0,3.
3°) Tester au seuil & =5% , I’hypothése H,:6, = 0,03 contre H, :5, <0,03.

4°) Tester au seuil o = 5%, I'hypothése H, : 6 = b, contre H :b #b,.
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Solution : 1%) Pour un stock de capital de 1 milliards d’euros (K, =1000), des ventes de 100
millions d’euros (¥, =100), et une entreprise privée (5, =1), le modéle proposé foumit la
prédiction £, = 50,3 millions d’euros.

2°) Suivant les résultats rappelés précédemment (cf. rappels de cours, paragraphe 2.3), les

. B-h B,-h B-b

statistiques —L- b = b , =3
OE OF R

I=b+6.V+b,K+b.S+¢ snivent la loi de STUDENT & n—p-1 degrés de liberté

(n =34, p=3), loi proche de la loi normale par convergence puisque » avoisine la valeur 30.

associées aux coefficients du meodéle linéaire multiple

D’autre part, comme cela a é¢ mis en évidence dans application 2.2 du présent chapitre, les
~2 Al a2

estimations O'%,0% ,0%, , sont fournies par les valeurs des coefficients de la diagonale de la
matrice des variances et covariances des coefficients estimés, matrice Q=o>.(X”.X)" fournie
ici dans I’énoncé.

H,:6 =03
H, :5 203"
Des applications antérieures 2.1 et 2.2 du présent chapitre et pour le test bilatéral en question,

~2
« Pour le test bilatéral { on a par lecture dans la matrice , o =0,01.

>{, 05 (puisque sous I'hypothése H, :6 =0,3), £, étant

résulte la région critique IE' -0.3
égal quant 3 lui & 2,04 lorsque & = 5% (cf. lecture dans table des valeurs de la loi de STUDENT
annexée). :

=0,1<0,204, ce qui ne permet pas de rejeter I’hypothése nulle

caleulé

Finalement, |§1 -03

H,:5=03.

b, =0,03
b,< 0,03’
(cf. lecture dans la matrice € du coefficient & la 3*™ ligne et 4 la 3 colonne).

La région critique a pour forme B, <7 =0,03+1, o 5 ,avec t, vérifiant Prob(T <t )= .

~2
3°) S’agissant cette fois du fest unilatéral { on a successivement o'z =0,0001

Lorsque @ =5% et pour le test unilatéral considéré, la consultation de Ia table de valeurs
annexée de la loi de STUDENT, conduit immédiatement & ¢ =-1,6973. En définitive,

B

Zmla.'[é

=0,02>r7 =0, 013 ce qui, ici encore, conduit a retenir ”hypothese nulle H,:5,=0,03.

4°) B, et B, suivent respectivement les lois de STUDENT de moyennes b, et b, et de variances

~7 ~2
o =0,01 et oz =0,01, Se reportant aux éléments relatifs aux tests de comparaison entre
moyennes (cf. rappels de cours du chapitre Iil, paragraphe 2.4.b), et recourant & [ 'approximation
B - B _(bl _bs)

55

normale de la loi de STUDENT pour simplifier les choses, suit la loi normale

27 =t,0585out, vérific Pr ob(|§| 2t)=ua,

N{0,1) . 1l s’ensuit la région critique ’f)’ \-Bs
& désignant la loi normale N(0,1). Pour ¢ =5%, ¢, =1,96.

~2 ~2

~2 o —
D’autre part, C5-8 =05 +05 —2.cov(B,,B;)=0,01+0,01-2x0,005=0,01.
0,1<7=0,196. Cest donc le résultat

cafculé

Finalement, 7=196%0,1=0,196. Or, \E_E

H, b = b, quil faut retenir ici.
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LOI NORMALE CENTREE REDUITE

Cette table indigue, pour vertaines valeurs de &, la valeur de la
surface hachurée, c’est-3-dire la valour de

1 £
n(:)=Pmb(§gz)=7§.Le T g

o0 | 95000 | 05040 | Os0z0 | 05120 | 05160 [ 0519 1 qsmd 03I 0Bl 95359
D1 [ 6598 | 0508 | 05478 | 0SSI7 | 05557 | 0586 | 05636 05678 | Q5T 1 035753
02 [ e | smaz | a8 | 05910 | o9aR 3 O, $o87 1 06026 | 06064 | 06103 | 06141
03 1 @170 | 06217 | ness | 06293 | 06331 [ D668 | 06406 | D64I 05480, 1 06817
04 § ogsse | oesw | G628 | 06664 | 06700 [ 06236 | 06T 06808 I D5B44 | 0ETS

05 § Ba%ls 06950 | D,6985 60,7019 0,7054 07688 47123 06,7157 0,190 87124
05 § 0,7257 84,7281 D,7324 0,7357 0,738% 07432 | 07454 o486 ; 07517 wise
07 § o7se0 | o7ear | 07642 | 07673 | D70 | 0ITM | QTIM i | 0783 | 0782
oa | ovem | oreic | 079 | 97967 | oaws | osozs | oses1 | G807 | 03105 | 08133
oy § osism | 0186 | eR2 | oSk | DEdek | G820 | omts | 0EMD | 06 08389

16§ osdin | 08438 | opsal | 08485 | 08808 DEIAT | 085S | 08597 | 08199 | BARL
L1 | 08641 | OBSAS | UB6Ss | 0878 | 0BT | GEM® | Q870 | 03790 | 03810 04830
121 opes | osses | o8EsE | 08907 | D525 | 09943 | 08962 | 08580 | DST | W13
13§ o032 | oseed | o066 | 090EZ | 09099 | 08115 © o9m 05147 1 09162 | 0917
14§ poinz | o7 | oz | 09036 | ogam f 09263 092N 69392 | 09306 | 09119

1o [ o932 | 09345 | odssr | 09370 | 08382 f 09M4 | G406 | O9HIE | 058 | 09M]
16 | 08437 | 02463 | Q9475 | O54B4 [ 09498 | 09505 ¢ 09815 0usys | 09534 | 095
17 b ososse | ossed | ogsm | ossdz | ovmyi | 09599 | 09608 | 03616 09625 | 09633
18 1 osea | 09640 | ovess | 09ees | 09671 | 0967 | 09686 | 03095 | 05699 05706
191 oona | oonie | ooms | 0AMz | 05T | 0574 09750 05756 | o361 | 89767

10 ] domz | 0978 | 09785 | GITE | 09793 | 097SE | 09803 | QS80E | OS2 | 85817
2 | oomar | osa26 | oomso | 0sRI | 09898 [ 09842 [-09846 | 08830 | OIS | 69857
27 § o9ser | 09854 | 0986k | 0987 | 09875 § GO47R | 09881 | 09884 | 09587 | 09850
23§ 09893 | oguvs | DB | 0901 | 05904 09906 | o909 | 0991 [ 09503 | U6
2e | 0591k | 090 | o9vaz | ogezs | 09927 | 099 | 09931 | 09832 | 0934 | 06

35 [ oowe | 09040 | 09941 | 09M3 | 09945 | 09%6 | OORIE 09045 | 09051 | Q9N
35 0 0993 | Os9ss | geese | BISST | 09959 § 0900 Boost | Goom2 | 09963 | 09968
27 1 o99ss | 09956 | 09067 | D9UEE | 09969 | G [ B9 | M | 09973 t:9974
38 ] oors | 09975 | 09976 | 089TF | 09977 | OSUTL | 09979 GO9S | 09980 | 03981
29 1 o99m | osee2z | oosem | 05983 | 09384 | 09984 | 09985 09385 | 0998 | 09986

‘50§ oeesr | osonr | vovay | ossex | ogess | oogssy 09589 | 0005 | 09990 | (9990
31} omeoo | oo | ogver | ngeon | nsswn [ oo | 09 | 0oz ¢ 09983 | 09990
32 o993 | o9eoa | ugose | 0aesd | ook § 09934 | v3osd | 09995 | 99995 | 0995
33 ] ooees | o999 | 09995 | o996 | o9evs | 09906 | 09996 | 0996 | 039% | 05997
341 0oswr | 0909 | 09967 | 03997 | 09997 | omar | 03997 | 0997 | 09991 | 05958

354 0998 | 098 | BowE | 0S8 | DIOUT | 09996 | 09998 | 09998 | 0998 | 0%
36 | 09998 | 0998 | 09999 | 03099 | 09we | 09999 | 09990 | 09999 | 09999 | 099
57 | oosso | Go%9 | 099sp | 09999 | pSuss | 0398 [ 09w | gsuss | 09999 | 09N
32 | 09999 | 09999 | adwes | nsoos | 0sve | 09999 | nsoem | 05999 | 0999% | 09099
581 10000 | 10000 | too00 | bo0oo | toooo | Loooo | 10000 | 10000 | 10000 | 50000
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LOI DE STUDENT

"Valeurs de { gyant la probabilité P d'tre dépassées en valeur absolue.

A )

vip

10%;

5% 1%

4

ik A ko

0% s 7ou  dex| oW ow s 20%
015840 0,324 0.5095 1 9628

01421 0.2887) TdadT]
0.4368 02707 04

h ahah okl el ek ol .
Y ha T ek st - .

Py

e3137 123

2
2'
2,184

o 2,018

062/ 63,8668

5.0260
58408,
46641

40321

N gl 2 G N Ry

-

o

0'1. s
01250 02539 O, 0,52

o1 - 0,2537 0, 0, 087
01257, 02533 0, 05244 G874

12688
12
1,281
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LOI DU CHI-DEUX DE PEARSON

v désigne le nombre de degrés de liberté.

Pour v compris entre 30 et 100, on admetira que 2.7° —2v-1 est
approximativement distribu¢ selon Ia loi normale centrée réduite.

2
Pour v supéricur & 100, on admettra que v _%2— est approximativement
v

distribuée selon la loi normale centrée réduite.

DISTRIBUTION DE 3* (Lol de K. Pearson)
Valeur de y* ayant la probabilité P détre dépassée.

0.9 o8 o7 LR 63 02 0,1 0,08 a0z 0,91

v ‘

1 00158 | 00642 | 0,148 4455 19 104 P Mt 5442 6633
2 0,211 o446 8713 1384 2408 3215 | 4805 5991 T 4210
3 0,584 1,005 1424 2,366 3565 4542 6,251 7845 G837 | 1345
4 .
5

1,064 1,649 1195 3,357 4878 i93e 1.77% 2488 15668 | 132717
1,610 2343 3000 435 6064 7.289 8236 1 L0700 | 13,388 | 15986

6 2,204 3070 K +14 5344 123t 8558 10645 | 12592 | 15003 | 16812
7 1813 3822 4671 6,36 8383 9303 52,017 | 14067 | 16622 | 18475
£ 14%0 4,594 5517 T34 9534 1 11,030 | 13362 | 15507 | 5168 | 20090
] 4,168 5,380 6,393 8343 10656 § 12242 | 14684 | 16,9 1 19679 | 2666
0 4,865 6,11 7267 9,342 11,788 1 13,442 | I5ORT | 18307 § 21,181 | 23,208

4] 5518 6,989 3,148 | 10341 | 12,800 | 14631 [ ¥.275 | 19695 | 20618 | 4TE5
12 6,304 1507 opsd | 11340 | 14011 1 1ERE2 | OIRSAS | 20,006 1 2408 | 26217
3 7.841 8434 0y | 12340 § 15019 | 16985 | 9Ri2 | 22362 § 254Ti | 27683
4 7,750 G467 | 108 | 13339 ] 16222 1345 | 1,064 | 23885 | 26873 | 914
15 $547 L 10307 |13 | wa3se | 17322 | IR331 ) 22307 | 2499 1 247% 30,578

16 b oearr OILISE § O 1h624 | 15338 | 18418 | 20465 | 23542 | 26296 | 29633 | 32000
7ob o0oss 1300z {13530 ] 16338 § 19501 | 21605 | 768 | 27087 30,995 | 13408
81 10865 1 12857 | 14440 | 133 | 20601 | ZLI60 | 25989 | 28860 | I2I46 | 34805
19 1 1n68E 1 136 | 15352 | 18338 | 25.689 | 23,900 | FPa04 | 0144 | 33,687 | 36,191
20§ 12443 | 14578 | 16266 | 19337 [ 22778 25038 | 18412 | 30,430 | 35020 | 37566

21 | 13240 | 15445 | 17,082 | 20.337 | 23858 | 26471 | 29615 | 3670 ¢ 36343 38932
1404 | 16334 | 1R108 | 21337 | WS35 { 27301 | 30810 33924 | 37659 ; 40289
Mg [ 17187 | 19021 | 22337 | 268 | 28429 1 32007 | 35172 | 38968 41638
165 | 18052 | 19943 | 23337 | 17096 | 29583 | 35,1% | 36415 | 40270 42,980
16473 | 18940 | 20,867 | 24337 | 28172 | 30475 | 34381 | 37652 § 41,566 | 443K

19292 | 19820 | 20792 | 25336 | 20246 | 31,795 | 35,363 | 38885 ; 42856 | 45042
18014 1 wo70n | 2ame | 26336 | 30319 | 32912 | 36T | 40,113 | 44,040 1 46.963
18990 | 21888 | 23647 | 27336 1 30391 | 34027 | 37906 | 4,337 | 45419 | 48278
9768 | 22475 | MITT | 28336 | AL46E | 35139 | 30,087 | 41357 | 46693 49,558
20,590 | 23364 | 25508 | 29336 1 33530 | 36250 | 40256 | 43,773 | 47.962 56,392

gy nyYuR
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LOI DE FISHER SNEDECOR

La tabie fournit pour @ =5% et pour la variable de FISHER SNEDECOR 4 v; et v, degrés
de liberté, soit F(v,,v,), le seuil F, quia la probabilité o d’étre dépasse.

94T (1% 1949

859 T RSE - 855
561 1 366

¢ 22
Ui 207
b 203 262

g 198

% 1%

T iss
BEE -

Fise 148
i 14
Tat 1w
RIS
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LOI DE FISHER SNEDECOR

La table fournit pour @ =2,5% et pour la variable de FISHER SNEDECOR dv ety
degrés de liberté, soit F(v,,v,), le seml F, qui a Ja probabilité a d’étre dépassé.

l 33‘1 F 338
1 338 Taas

{249 {2a7

-ri“l”z.ss, M8 g"u's JEE '

RN
579 'ua C

*:24

AaF e Ty
"33 ;310""._94‘; !

R nu'r ist T'
‘ 57 o Tase ]
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TEST DE SHAPIRO WILK

Les tables ci-dessous, fournissent pour la premiére d’entre elles les valenrs des coefficients a; de
SHAPIRO WILK en fonction de la taille » de {"échantillon et du rang / considéré, et pour la table
inférieure, les valeurs du seuil critique W, en fonction de I’erreur de premiére espéce o etde #.

i| n=5F n=10 n=15" =20 n=2% 0=30 0=38 n=40 Dp=45 D=H0
1 [06646 05730 05150 0.4734 04450 0.4254 0.4098 0:3064. 03880 0375
2 102418 03291 0.3306 0.3211 03069 02044 02836 02737 02651 /0]
3100000 02141 02405 0.2565 0.2543 0.2487 0:2427 0.2868 0.2313
4 01224 01878 0.2085 02148 0.2148 (2127 0.2098 (.2065
5 00320 0.1353 0.1686 0.1822 0.1870 0.1883 01878 0.1885 0.
6 0.0880 (k1334 0.1530 0.1630 /1673 0.1691 0.1695
7 0.0433 01013 01283 (1415 1487 01526 01545
8 0.0000 00731 01046 012190 00317 01376 (1410
9 6,0422 0.0823 01036 00160 0:1287 (h1286 0,13
10 0.0140 0.06T0 0.0862 01013 01108 olimn Ol
11 50403 0.0697 (0873 0.0986 0.I062 O
12 00200 0.0537 00739 0.0870 0.0959
i3 0.0000 0.0381 0BF0 0.0759 0.0868
14 Q0887 00484 DB.O631 00785
15 0.0076 0.0361 0.0546 ODET3
18 00239 00404 0.0584
17 0.0119:-0.0343  0.0497
18 00000 0.0244 (L0412
14 0.0146 0.0928
20 0.004% 0.0245
21 0.0163
2 00081 9.
23 00000
24
25

n=20, 1 =30 n=3h

0.868 0900 0810 0.

o.905 0918 0.827 0934

020 - 0051 0.098 Doy

TEST BINOMIAL

La table fournit relativement 3 la variable binomiale X : B(n,%) ¢t pour les petites

valeurs de », la vateur de 1a probabilité Prob(X < x) (il est précise que 031 se lit 0,031 et
gue « * » équivaut approximativement 4 la valeur 1,0.

x\n| O 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 | 11
5 1031 1881 500 | B12 | 969 | *
6 (016109344 [ 656 | 891 | 984 | *
7 | 008 | 062 | 227 [ 500 | 773 | 938 | 992 | *
8 [ 004 | 035 | 145 | 363 | 637 | B55 | 965 | 996 | *
9 | 002|020 | 090 [ 254 [ 500 [ 746 [ 910 [ 980 [ 998 | *
10 | 001 [ O1F | 055 | 172 | 377 | 623 | 828 | 945 | 989 | 999 | *
11 [ 000 | 006 [ 033 | 113 | 274 | 500 | 726 | 887 | 967 | 994 | * *
12 [ 000 1003 | 019 | 073 | 194 | 387 | 613 | 806 | 927 | 981 | 997 | *
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TEST DE WILCOXON MANN WHITNEY (échantillons indépendants)
Pour des échantilions de tailles respectives #, et n, (avec n <), la table ci-dessous, fournit,
relativement au test de comparaison de WILCOXON MANN WHITNEY, les vateurs critiques
W, et W; qui correspondent aux tests unilatéraux respectivement 4 gauche (région critique :
W <W, ) et  droite (région critique : W 2 W, ), les valeurs considérées de o , erreur de premiére

espéce, Stant de 1% et 5%.
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TEST DES RANGS SIGNES DE WILCOXON (échantillons appariés)

La table ci-dessous, fournit pour la statistique P égale & la somme des rangs signés positivement,
le seuil 7, qui, en fonction de # et de a , vénfie Prob(P2T,)=.

n 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
a=25% | 15 | 20 | 25 | 32 | 39 46 | 55 | 64 | 73 | 83 | 94 | 106
o =5% 14 18| 24 [ 30| 36| 44| 52 ] 60 | 69 |79 | 8 | 100
n 17 18 19 | 20 [ 21 22 | 23 24 | 25 | 26 | 27 | 28
a=2,5% | 118 | 130 | 143 | 157 | 172 187 | 202 | 218 | 235 | 252 ] 270 { 289
o = 5% 111 | 123 | 136 | 149 | 163 | 177 | 192 | 208 | 224 | 240 { 258 | 275
Rn 29 | 30 | 31 32 133 [ 34 | 35 |36 | 37 | 38 {39 | 40
a=2,5% | 308 | 327 | 348 | 368 300 | 412 | 434 | 457 | 481 | 505 | 530 | 555
a =5 204 | 313 | 332 [ 352 | 373 | 394 | 416 | 438 | 461 | 484 | 508 | 533
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TEST DE KOLMOGOROYV (pour un échantillon)

Relativement au test bilatéral et notant par D la statistique de KOLMOGOROV, la table fournit
en fonction de la taille n de [*échantillon et de Iemeur de premiére espéce choisie, soit ¢,

la valeur du sewil D,  vérifiamt Prob(Dz D, )=a.

a.n

-~ Taille de Risque de premiere espece ()

Péchantillon | 59 0,15 8,10 0.05 8,01
1 0,900 0,925 0,950 0975 0,995
2 0,684 0,726 0,776 0,842 0,929
3 0,565 0,597 0,642 0;708 0,828
4 0,494 0,525 0,564 0,624 0,733
5 0,446 0,474 0,510 0,669
) 0,410 0,436 0.470 0,618
7 0,381 0,405 0,438 6,577
g 4,358 0,38 0,411 0,543
9 0,339 0360 | 0,388 6,514
16 0,322 0,342 0,368 6,450
11 0,307 | 0326 0,352 0,391 0,468
12 0,295 0,313 0,338 0375 0450
13 0,284 0,302 0:325 0,361 0,433,
14 0,274 0,292 0,314 0,349 0,418
i5 0,266 0,283 0.304 ;338 t,404
16 0,258 0,274 0,295 0,328 0,392
17 0,250 0,766 0,286 0,318 1,381
18 0,244 0,259 9,278 0,309 0,371
19 0,237 0,252 0,272 0301 0,363
20 0,231 0,246 0,264 0,294 0,356
25 0,21 0,22 0,24 87 0,32
30 6,19 0,20 022 0,24 0,29
35 0,18 0,19.. 02l | 023 0,27

supérienr 335 | LOZ/n | Llan/n | 1,290 /n | 1360/n | 1.631./n

TEST DE FRIEDMAN

Dans le cadre de la comparaison de K traitements a partir d’un {chantillon de taille »
(comparaison de¢ K échantillons appariés), Ia table des valeurs ci-dessous fournit pour la
statistique de FRIEDMAN et en fonction de 1, K , et & (Perreur de premiére espéce choisie), le

seuil F vérifiant Prob(F 2 F)=a.

k=3 k=4 k=35 k=6

n 0,05 0,01 0,05 0,01 0.0 0,01 0,05 0,01
2 - - 6,000 - 7,600 1 8000 | 9,143 | 9714
3 6,000 ; 7400 | 9.000 | 8533 | 1013 | 9857 | 1176
] 6,500 | 8000 | 7.800 | 9600 | &800 | 11,20 | 1029 | 12,71
5 6,400 | 8400 | 7.800 | 9960 | 8960 | 11,68 | 1049 | 13,23
6 7,000 | 9,000 | 7600 | 1020 | 9,067 | 1187 | 1057 | 13,62
7 7,143 | 83857 | 7,800 | 1054 | 9,143 | 12,11

8 6250 | 9,000 | 7,650 | 10,50 | 9200 | 1230

9 6222 | 9556 | 7.667 | 10,73 | 9244 | 1244

10 6200 | 9,600 | 7.680 | 10,68

11 6,545 | 9455 | 7691 | 1075

12 6,500 | 9.500 | 7,700 | 10,80

13 6615 | 9385 | 7,800 | 10,85

14 6,143 | 9143 | 7,714 | 10,89
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TEST DE KOLMOGOROV-SMIRNOYV (pour deux échantillons)

Pour le test bilatéral et dans le cas de petits échantillons (n, et n, inférieurs a 15), la table

ci-dessous fournit, relativement 3 la statistique D de KOLMOGOROV-SMIRNOV, 1a valeur du
seuit D, , vérifiant Prob(D =z D, ) =a, ceci en fonction de 71, et 1y, et pour Jes valeurs
1% et 5% de ’erreur de premiére espéce o .Ce qui concerne le seuil 5% est & lire au dessus de la
diagonale, les valeurs qui correspondent au seuil 1% étant quant a elles situées en dessous de Tadite

diagonale.

iy \ 1y Attention !, lire, par exemple, 0,778 pour la valeur « 778 » et 1
/ pour la valeur 1000.

5 6 7 B 9 J 1011 12|13 (1415116 |17 18|19 [20
5 800 [ 800 | 750 | 778 [ 800 | 709 | 717 | 692 | 657 | 733 | 800 | 647 | 667 | 642 | 650
6 [ 1000 714 [ 708 | 722 | 667 | 652 | 667 | 667 | 643 [ 533 | 625 | 667 | 667 | 614 | 600
7 | 1000 § 857 714 | 667 | 657 § 623 | 631 | 615 1643 | 590 | 571 | 571 | 571 | 571 } 564
8§ [ 875 1833 857 639 | 600 | 602 | 625 | 596 | 571 i 558 | 625 | 566 | 611 | 539 | 550
9 | 839 | 883 | 778 | 764 589 | 596 | 583 | 556 [ 556 | 556 | 542 | 536 | 556 | 520 | 517
10 | 900 | 80O | 757 | 750 | 700 545 | 550 | 569 | 529 § 533 | 525 | 524 | 511 | 495 | 550
11 | 818 | 818 | 766 | 727 | 707 | 700 545 1524 | 532 1509 | 506 | 497 | 490 | 488 | 486
12 | 833 | 833 | 714 | 708 | 694 | 667 | 652 519 | 512 [ 517 | 500 | 490 | 500 | 474 [ 483
13 | 800 | 769 | 714 | 692 | 667 | 646 | 636 | 608 489 | 492 | 486 | 475 | 470 | 462 | 462
14 | 800 | 762 | 786 | 679 | 667 | 643 | 623 | 619 | 571 467 | 473 | 467 | 460 { 455 | 450
15 | 800 [ 767 | 714 | 675 | 667 | 667 | 618 | 600 | 590 | 586 475 | 455 | 456 [ 446 [ 450
16 | 800 | 750 | 688 | 688 | 653 | 625 | 602 | 604 | 582 | 563 | 554 456 | 444 | 437 | 437
17 | 800 [ 716 | 706 | 647 | 647 | 624 | 588 | 583 [ 576 [ 563 | 557 | 526 435 | 437 | 429
1% | 788 | 778 | 690 | 653 | 667 | 600 [ 596 | 583 | 585 | 556 | 544 | 535 | 536 415 | 422
19 | 747 | 728 | 684 | 645 | 626 | 595 | 584 | 570 | 559 | 556 | 533 | 526 | 5i4 | 515 421
26| 800 | 733 | 664 | 650 | 617 | 650 [ 577 | 583 | 550 | 543 | 533 | 525 [ 515 | 506 | 492

Une table semblable est présentée ci-dessous, pour le fest unilatéral.

5 6 7 8 g [0 1t 12| 13j14 115161718119 |20
5 800 | 714 [ 675 | 667 | 700 | 636 | 600 | 615 | 600 | 667 | 600 | 588 | 578 | 585 | 600
6 | 1000 667 | 625 | 611 | 600 | 576 | 667 [ 590 [ 571 | 567 | 563 | 649 | 511 | 561 | 550
7 | 857 | 833 607 [ 571|571 | 571 | 547 | 549 [ 571 | 533 | 526 { 513 [ 516 | 519 | 514
8 | 875 | 833 | 750 556 | 550 | 545 | 500 | 519 [ 517 | 500 | 563 | 50¢ | 500 | 487 | 500
9 | 800 [ 778 | 746 | 750 556 | 525|528 1504 | 500 | 511 | 475 | 484 [ 500 | 468 | 467
10 | 800 | 733 | 714 [ 700 [ 678 518 | 500 { 492 | 486 | 500 | 475 | 465 | 456 | 447 | 500
11 | 800 | 742 | 714 | 693 | 636 | 627 485 1469 | 474 | 461 | 455 | 455 | 444 | 440 | 436
12 | 800 | 750 | 690 [ 667 | 639 | 617 | 583 455 | 464 | 467 | 458 | 441 | 444 | 434 | 433
13 ] 769 | 692 | 692 [ 644 | 624 [ 600 | 601 | 550 428 | 446 1 438 | 434 [ 423 | 42] | 413
14 [ 729 | 714 | 714 | 643 | 635 | 600 | 584 | 560 | 560 438 | 428 | 420 [ 413 | 414 § 407
15 | 800 | 700 | 667 | 625 | 622 | 600 | 576 | 567 | 574 | 529 421 [ 412 1 411 | 400 ; 417
16 | 738 [ 688 | 652 [ 688 | 604 [ 588 | 568 [ 562 ; 538 | 536 | 500 401 | 403 | 395 | 400
17 | 741 | 667 | 647 [ 625 [ 601 [ 582 [ 556 | 549 | 534 | 525 | 514 | 511 386 | 390 | 383
18 | 722 | 7221659 | 611 [ 611 | 578 [ 545 | 556 | 526 | 519 | 511 | 493 | 490 389 | 378
19 | 737 | 675 | 647 [ 612 | 579 [ 547 [ 545 [ 535 | 526 | 508 | 498 | 497 | 489 | 468 379
30 | 750 | 667 | 650 | 625 [ 578 [ 600 [ 536 [ 533 | 519 | 507 | 500 | 488 | 479 | 472 ; 450
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INDEX ALPHABETIQUE

A

Ajustement (tests d”) : 141, 158, 188, 258, 276
ANOVA (test) : 152, 238, 254,292, 302
Appariés (echantillons) : 151, 167, 216, 239

B

BARTLETT (test de) : 156, 255
Biais (estimateur) : 52, 122, 134
Binomial {test} : 168, 210, 241
Bootstrap (méthode du) : 118

C

Chi-deux (loide): 3,4, 7,11

COCHRAN (test de}: 171, 263

Comptages (méthodes de) : 94, 96, 100, 124
Conformité (tests de) ; 143, 209
Contingences (tests, tables de) : 178, 224, 246,
288,297

Contingences (coefficient de) ; 247
Contrastes : 15, 167, 256

Contréle de qualité : 111, 205

Convergent (estimateur) ; 52, 122, 215
Correcteur d’exhaustivité (coefficient) : 44
Corrélation (coefficient de) : 228, 247, 301,
310

CRAMER-RAOQ (inégalité de) : 55, 74, 136

D

Décision {régle de) : 142
Détermination (coefficient de) : 301, 308, 316
Discriminante (fonction) : 143

E

Ecarts expliqué, résiduel, total : 301
Ecarts intraclasses, interclasses : 153
Echantillonnage (distributions, méthodes) : 5,
9, 10,27, 30

Efficace (estimateur) : 53

ERLANG (modéle d7) : 126

Erreurs : 139, 300

Estimateur : 5, 27, 52

Estimation : §, 27, 52

Etendues (test des) : 217
Exponentiel (modéle) : 85, 231
Exponenticlle (famille) : 56, 78, 137

F

Facteur d’inflation de la variance : 307, 316
F.D.C.R (borne) : 56, 70, 73, 150

FISHER (théoréme de) : 11

FISHER {(quantité d’information de) : 53
FISHER (transformation de) : 146, 230, 290
FISHER {méthode exacte de} : 242
FISHER-SNEDECOR (Loi de) : 3, 19, 213,
256

FISHER-SNEDECOR (test dej : 148, 218
FRIEDMAN (test de) : 172, 261,296

G

GAUSS-MARKOV (théoréme de) : 303
Géométrique (modgle) : 62, 88

H

HENRY (droite de): 111, 161, 188
Homogénéité (fests d°) : 148, 151, 152, 162,
167,223

Homoscédasticité : 148

HORVITZ et THOMPSON (estimateur de) ;
38

1

Indépendance (tests, échantillons) : 141, 178,
239,280

Inférence statistique : 5, 30

Intervalle de confiance : 65, 108, 129

K

KENDALL (coefficient « tau » de) : 176,
249, 291

KOLMOGOROV {test de) : 159, 188, 199,
277

KOLMOGOROV-SMIRNOV (test de) : 162,
242,283

KRUSKAL-WALLIS (test de) : 166, 257,
295

L

LAGRANGE (muitiplicateurs de) : 35
LEHMAN-SCHEFFE (théoréme de) : 58, 78
Log-vraisemblance (fonction de) : 62
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Index alphabétique

M

MAC NEMAR (test de) : 170, 246, 289
MANN-WHITNEY-WILCOXON (test de) :
164, 233, 240, 242, 282, 283

Matrice des variances covariances : 323
Maximum de vraisemblance (méthode du) :
61, 68, 80, 88, 98, 12

Moindres carrés ( méthode des) : 64, 300, 305
Moments {méthode des) : 60, 74

MONTE CARLO (méthode de) : 104
MOOD (test de la médiane de) : 242, 259, 287
Most powerful number (méthode) : 323

N

NEYMAN (échantillon optimal de) : 34
NEYMAN et FISHER (théoréme de
factorisation} : 57, 76, 136

NEYMAN et PEARSON (théoréme de) : 142,
191, 195, 199, 202, 265, 268

Normal (modéle) : 3, 11, 68, 179, 217, 300,
304, 307

0
Ordinale {variable) : 141

P

Parente (variable) : 52

PARETO {modéle de) : 82, 199

PEARSON (coefficient de) : 146, 228
PEARSON (testdu « r» de) : 146, 173, 228
PEARSON (test du chi-deux de) : 158, 178,
209, 224, 243, 276, 280, 286

Pivotale (fonction) : 66

POISSON (modéle, tests) : 58, 71, 100, 115,
132,191,276

Prédicteur : 299

Prédictions (intervalles de confiance) : 305,
328

Puissance : 140

Q

Qualitative (variable) : 141
Quantitative (variable) : 141

R

RAQ-BLACKWELL (théoréme de) : 58, 74
Rangs ex aequo (facteurs correctifs) : 166,
170, 173, 175,238

RAYLEIGH (Loi, test) : 78, 194

Région critique : 142

Régression (droite de) : 299, 308, 329
Régression lincaire multiple : 305, 316, 320,
331

Résidu : 299

Risques : 52, 139, 181

S

SCHAPIRO et WILK (test de) : 160, 278
SCHEFFE (méthode des contrastes de) : 1535,
256,292

Signes (test des) : 167, 210

SLUTSKY (théoréme de) : 60

Sondages : 10, 30

SPEARMAN (coeffictent « tho » de) : 174,
252

STUDENT (loi de) : 3, t1

STUDENT (tests de) : 145, 149, 151, 179,
213,216

Statistiques exhaustives : 56, 136
Stratification : 33, 45, 47

U
Uniforme (lo1, modéle) : 33, 45, 47

\"

Vraisemblance (fonction de) : 54

W

WALD (tests progressifs de) : 156, 183, 205,
272

WEIBULL (loi de} : 80, 270

WILCOXON ({test des rangs signés de) : 169,
210

Y

YATES (correction de continuité de) : 169,
247, 281, 287
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*  Statistiques et expérimentation en biologie 192p. {A} J-CI. LABERGHE
*  Statistigue mathématique 360p. {B) J-P.BOULAY
mécanique guantique ::

= Lamécamque quantique et ses applicatiens Cours Supélec 224p. IC) A. et M.-F CHARLIER
ondes, corpuscules:

*  QOndesetmatiére 352p. (L) D. BARCHIESI, M. LAMY DE LA CHAPELLE
»  Physique pour Vélectronique, Corpuscule, onde, état quantigue, struetures  320p. ((B} A.etD.DEVILLE
» Eléments de propagation electromagnétique 160 p. (B) Ph. ROSNET
»  Techniques micro-andes. Dispositifs passifs et tubes micro-ondes Cours Supélec 320p. (C) M. HELIER
+  Optoélectronique. Composants photoniques etfibres optiques Cours Supélec 320 p. FE] 2. TOFFAND
s Leradar. Théorie etpratigue Cours Supélec 160p. (C} J.-M. COLIN
nptigus :

. ptique physique. interférences, diffraction, holographie. Cours et exercices 192 p. {A) Fl. WEIL
*  Dptigue moderne. Polarisation, Jasers, fibres optigues. Cours et axereices 224p. [B) Ft. WENL
«  Exercicas corrigds d’aptique. Optique instrumentale. Optigue de Faurfer 182 p. (B) J. SUAREL
acoustique :

+  Biophysique de 'environnement sonore  192p. {B] C.GELIS
s Acoustique générale 352p. (C) C.POTEL, M. BRUNEAU
uéuﬂwsiqua :

. urmures ionosphériques. Techniques de réception sous le seuil de 100kHz 216 p. () J-J. DELCQURT
géologie :

*  Pétrologie sédimentaire 264p. (B} F. BOULVAIN
environnement

» Lestraitements de ['eau. Cours et problémes résolus 256 p. (B) CI.CARDOT
* Techniquas appliquées au traitement dal'eau 256 p. {B) {caord.) €I CARDOT
= Pollution atmesphérique. Causes, conséquences, solutions, perspectives 224 p. (B) P.MASCLET
» Lalutte biofogigue. Application aux arthropodes et adventices. 320p. (B} B. PINTUREAU
» Biodégradation des matériaux. (288p. (C} A. CORNET, F. FEELGEAS, B. TRIBOULET
» festion des déchets. Ré%remen:atian, organisatian, mise en guvre 224p. (A) Th. RGGAUME
* Traitemant des déchets. Valorisation, &limination. 288 p. {A) A ADDQU
chimie :

»  Ravisions et atoévaluation en chimie structurale. 240p. (A) C.WATERLDT
* Comprendre [a chimie organique 224p. (A} A.LASSALLE, D. ROBERT
+  Assimiler fa chimie arganigue 192p. (A} A.LASSALLE, D. RGBERT
+ Lachimie en IUT et BTS. Cours et exercices résalus  224p. {A) F. VAISSIAUX
+  Chimie fes solutions. Résumés de cours et exercices corrigés 224p. (B) P.-L. FABRE
génie chiminue:

»  Thermodynamique et cindtique chimigue. Résumés de cours et exercices 224 p. (B) P.-L. FABRE
« Cinétique et catafyse hétérogénes 320p. {C) 8. GILOT, R. GUIRAUD
»  Réactions etréacteurs chimques 288p. (B) M. GUISNET, S. LAFORGE, D. COUTON
+  Génie chimigque. Les epérations unitaires 312p. (C) D. MORVAN
analyse physico-chimigue : )
» Lestechriques de laboratoire 160p. (A} E. BOURGUET, C. AUGE
«  Spectrométrie de massa 320p. (C} 6. DUGUAY
*  Séparation et analyse des biomolécules. Méthodes physico-chimiques 256 p. (B) J.-P. SINE
mécanitue :

»  Mécanique générale. Cours, exercices et problémes corrigés 288 p. (B} Cl. CHEZE, K. LANGE



»  Actions mécaniques. Statique. Inertie. De la théorie aux applications 224p. (A) C). CHEZE, F. BRONSARD

+  Vibrations des structures 224p. (B) G.VENIZELDS
milieux continus : K

*  Mécanigue des milieux déformablas 288 p. {B) M. FOURAR, C). CHEZE
+ Théarie micrascopique des liquides 480p. (€} J.-L. BRETONNET
+  Lesécoulements de fluides newtoniens 384p. {C) J.-N. GENCE
yénie mécanique

»  Détermination des éléments te machines 360 p. A BOURDON, L. MANIN, D. PLAY
« onceptign et construction des matewrs alternatits 288p. (L) Ph. ARCGUES
« Transmissions mécanigues de puissance. Bojtes de vitesses automatiques 288 p. {C) Ph. ARQUES
+ Ingénierie des turhomachines. Cours et exercices réselus  288p. (C} M. PLUVIOSE
structuras :

*  Dimensionnement des structuras. Résistance des matériaux 224 p, (B) D, CHEZE
+ Mécanique des structures. Bu calcul analytique au calcul matriciel 288 p, (B) J.-Ch. CRAVEUR, CI. CHEZE
+ Vibrations des structures pour I'ingénieur et le technicien 264p. (C} B. COMBES
*  Comprendre les éléments finis. Structures 288p. (C) A. CHATEAUNELIF
thermodynamique :

* lathermodynamique des principes aux applications 312p. (C) £l CHEZE, P BAUER
+ Réactions thermigues en phase gazeuse. Modélisation 288p. (C} §.-M. COME
+ lamathode modale en thermique 320p. (C) 6. LEFEBVRE
*  Transferts thermiques, application a 'habitat, Méthode nodale 224p. (L) H.CORTES, J. BLOT
« Combustign, Inflammatien, cambustion, pollution, applications 320 p. (€} Ph, ARGUES
éneﬁéiique H R

. oteurs afternatifs 3 combustion interne. De [a théorie & la compétition 288p. (B} Ph, ARQUES
*  Machines & fluides. Principes et fonctionnement 288p. [C) M. PLUVIDSE
» Conversion d'énergée par turbamachines 288p. (C) M. PLUVIOGSE
*  Propulseurs adronautiques etspatizux 288p. {C} P. BAUER
* Piles & combustidle. Principes, modélisation, appllcahuns 192p. (B) B. BLUNIER, A. MIRAOUL
. Energle solaire. Caltuls et optimisation 320 p. (B} J. BERNARE
»  Energie nucléaire 1. De |a thaarie aux applications 256p. (B) J. BERNARD
+ Energie nucléaire 2. Las réacteurs nucléaires dlectrogénes 288 p. [(B) J. BERNARD
science des matériaux :

»  Introduction 4 [a cristallochimie, Solides cristallisés et empilements compacts 160p. (A} N, Ri0U
»  Propriétés et comporiements des matérisux  320p. (B) A. CORNET, F. HLAWKA
*  Métallurgie mécanique 320p. {B) A.CORNET, F HLAWKA
+  Fatigue des structures. Endurance, rupture, critéres, contrble, durabilité 320|p G. HENAFF, F. MOREL
+ Endommagement intarfacial des métaux 256 p. (C) NE)RENAN R.LE GALL, F. CHRISTIEN
*  Cycle de vie des surfaces industrielles {312p. (C) F.HLAWKA, A, CORNET
génie civil :

+  Beéton armé. Application de Feurocode 2 224p. {B) R. NICOT
»  Analyse et dimensionnement sismiques 224p. {B) P.LESTUZZI
productique :

« Méthodes, productique etqualité 224 p. (B} J.-M. CHATELET
«  Maintenance industriefle 288p. {B} J.M. AUBERVILLE
* Analyse etmaintenance des automatismes industriels 192p. (B) A.REILLER
. TGAH La technelogie de groupe 288p. {C) A.NADIF
génie industrie :

¢ Maftriser [a conduite de projet 192 p. (Al C.ALONSO
s Management de projet technique 182 P C.CAZAUBON, G. GRAMACIA, 6. MASSARD
¢ Organisatian et génie de production 224 {B) F.LAMBERSEND
+  Methode d'aide & 'a décision. Approche [heunque 81 #tudes de cas 192p. {B) R. LABBE
électricité générale : . .

*  Vade-mecum 0’ électrotechnique N2p (A) C.LE TRHONNAIRE, J.-P. PICHENY
*  Circuits électriques, Régimes conting, sinusoidal etimpulsionnel 182p. {A) Jo-P BANCAHEL
+  leslois de "électricite 288p. [A) M. PIOU
*  Annales d'électratechrigue BTS Maintenance 256p. (A) 0. VINCENT, N, DRTEGA
*  Annales d"électratechnique BTS Maintenance 1997/2008 224p. (A) D.VINCENT
*  T.P.d'électrotechnigue par simulation avec PSIMDEMO  224p, (A} F.LEPLUS
machines électriques ;

¢ Moteurs & courant alternatif 283p. (A) D.JACOB
¢ Le moteur asynchrone. Régimes statique et dynamigue 160p. (L) L. MUTREL
* Machines & courant alternatit 240p. (B) D. NAMANE
*  Modélisation et commande des moteurs triphasés 256 p. (C} G. STURTZER, E. SMIGIEL
+ Electratechnique. Machines etréseaux Cours Supdlec 256p. (C) J-P.FANTON
* Machines électriques. Théorie et Mise en seuvre Cours Supélec 256 p. (C) Ph. BARRET
* Machines éiectrigues tournantes 384 p. {C} B. [ APORTE

dlactronique de puissance :

* Electranique de puissance, Principes, fonctionnement, dimensionnement 256 p. (A} 0. JACGE
«  Lesredresseurs, Redresseurs d djodes, 4 thyristors et mixtes 336p. {B) J. MIGNARD, C. PIN
électronique :

« Lesfondamentaux en électronique 224p. (A} P ROCHETTE
+  Des clés pour I'électronigie. Travaux girigés iffustrés par simufation 160p. ({A) B. GIRAULT
*  les oscjllateurs en électronique. Cours et exercices corrigés 160 p. (B} G.COUTURIER
*  Loutil graphigue en électronique et automatique 224p. (B} J. BAIELOU, G. CHAUVAT, C.PEJOT



Modulation d'ampl-tude. Cours et exercices 352p. (C) F. BIQUARD

*  Ampiificateurs fordamentaux et opérationneis. Cours et exercices corrigés 352p. (B) A LANTZ
*  Electronique radicfréquence Cours Supélec 256 p. (C) A PACALD
* FElectronigue analogique rapide 276p. {C) A. FABRE
*  Circuits spacialisés de I'électronique actuefle 320p. (C) A. et D DEVILLE
semi-conducteurs :

* Composants a semiconducteurs Cours Supéles 256 p. {C) G. BONNAUD, A. PACAUD
* Technelogie mirco-électronigue. Du silicium aux circuits intégrés 160p. {B) C. BONNAUD
* Détecteurs 4 semi-conducteurs, Principes et matériaux 224p. {C) J-P. PONPQON
* Lessemiconducteurs de puissance Cours Supélec 256 p. {C) P.ALDIS
électronique numérique :

«  Electronique numérique. Fonctionnement, modélisation, circuits intégrés 320p. (B} A.etD. DEVILLE
*  Circuits intégrés numérigues. Du transistor au microprecesseur 224p. (A) A.-Riadh BABA-ALI
traitement du signal :

*  Signauxetsystémes continus et échantillonnés 192 p, (B) M. VILLAIN
*  Signaux et systémas lindaires Cours Supélec 192p. (B) A PACAUD
= Traitementdu signal analogique. Cours 224p. (A) T. NEFFATI
e Traitementdu signaf analogique. Exercices et problémes résolus  224p. (B) T. NEFFATI
* Ingénlerie du signal. Théorie et pratigue  224p. (B) Fh. COURMONTAGNE
*  Analyse et traitement du signal. Approches pour I'ingénieur 320p. (B) Ph. GAILLARD, R. LENGELLE
* Théorie et pratigue du signal déterministe et aléatpire, continu et discret 384p. (B) J.-P. TANGUY
filtrage numérique :

+ Débuter en traitementnumérigue du signal 224p. {A) J.-N.MARTIN
*  Analyse et contréle numériques du signal 192p. (B) Ph. DESTUYNDER, F. SANT!
* Traitementnumérique du signal, Théorie et applications 256 p. (C) . KPALMA, V. HAESE-COAT
automatique :

*  [equ'ilfaut savoir sur |es automatismes, Fiches-résumés 256 p. (A} P GRARE.|. KACEM
+ Systdmes asservis linéaires 224p. (B) M. VILLAIN
* Asservissements lingaires continus  288p. (B} P ROUSSEAL
*  Commande analogigue etnumérique des systémes 384p. (B . R KOnwN
« Systémes et asservissements continus  320p. (£) E. OSTERTAG
* Ragulation PID en génie électrique. Etude de cas 256 p. (C) D JACTER
* Problémes résolus d'automatique 288p. (B} Gn. BURGA™
*  Prohlémes résofus d'automatique par thémes et par types d'application 256p. (B) R HUSSON
robotigue :

« Traité de robotique. 1-Les architectures, conception,modélisation, équations 432p. (C) . L BT
* Commande numeérique des systémes Cours Supélec 256p. (G} E. GODOY,E. OSTERTAZ
+  Commande et astimation muYtivariabIes 283p. (C) E. OSTERTAG
+ Commande automatique des systemes linéaires, utilisation de MATLAB 256p. {C) V. MINZU, B. LANS
« Commande et diagnostic des systdmes dynamiques 3209. (C) R.TGSCAND
* |ngénierie de Ja commande des systémes 256 p. {C) A.CROSNIER, G. ABBA, B. JOUVENCEL, R. ZAPATA
informatique industrielle :

* Bitapresbit. Computers 1 320p. (B} J.-J. MERCIER
¢ Séguence aprés séquence. Computers2 288p. [B) J.-J. MERCIER
* Instruction aprés instruction, Computers3 320p. [C} J.-J. MERCIER
*  Circuits logigues programmables, Mémajrgs, PLO, CPLD, FPGA 256p. (B) A NKETSA
*  Dubinaire au processeur 320p. (BC) E. MESNARD
*  Concevoir son microprocesseur 256p, {B) J.-Ch. BUISSON
¢ Logiqie combinatoire gt séquentielle, Systéme, méthodes, réalisations 320p. (€} CL BRIE
* Architecture des systémes surpuce 320p. (L) AATTOUI
ima¥e:

* raitement de 'image et de la vidéo, avec exercices pratiques en MatiabetC+ 240p. (D) R. BELAROQUSSI
communication, réseaux ;

* lignes detransmission 224p. (B} R MEYS
*  Transmission del'information 192p. (B} . Ph. FRAISSE, D. MARTY-DESSUS, R, PROTIERE
*  Architectures des réseaux ettélécommunications 192 p. (B) P.tORENZ
* Réseaux IntranetetInternet, Architecture et mise en ceuvre 336p. (B) J.PHILIP
+ Codes correcteurs. Principes et exemples 132p. (C) J. BADRIKIAN

hases de données :

» Bases de données. Implémentation avec Access 256p. (B} J. AUBERT
+ Conception méthodique des bases de données. Un guide de bonne pratique 224 p., {A) 6. BUEND
*  Gradualité etimprécision dans fes bases de données 320 p. (B} P.BOSC, L. LIETARD, C. PIVERT, D. ROCACHER
hureautique :

* Excelpeur ingénieur 320p. (B) Ph. BELLAN
pracessus temps réel :

*  Approche dutemps réelindustriel 160p. (Al J.-M. DE GEETER
+  Gestion des processus industrielstemps réel 224 p. (B} J-J. MONTOIS
pregrammation :

*  Alogorithmes fondamentaux etiangage ¢ 320p, ([B) J.-L.IMBEAT
* lelangage Cparl'exemple 320p. (A} Ph, ROBINET
*  Duprecédurai i 'objet: les langages C et C++ 352p. (B) J. PHILIPP
*  Belle programmation et langage C Cours Supélec 192p. (C} Y. NOYELLE
* Programmation avec (e langage Python 336p. (C) X.DUPRE
* Compilations des [angages de programmation  192p. {C) M. GAUTIER

génie logiciel :
+ Méthode orfentée abjet intégrale MACAD 320p. {B} J.-B,. CRAMPES



La conception orientée objet, évidence ou fatalité t60p. (B)

Conception des systémes d'information. Méthedes et techniques 320p. (B)
Spécification desiogiciels. Deux exemples : ZetUML 320p. (C

Exercices corrigés de conception logicielle. Modélisation par la pratique 320 p. (B)
Exercices corrigés d"UML. Passegnrt pour use maitrise de 13 notation 320p. (C)
Exercices corrigés en langage 2. Spécifications formelles par 'exemple 256 p. {G)

ergonomie :
«  Interfaces graphiques ergonomigues. Conception, modélisation #92p. (B)
*  Analyse des tiches energonomie 160p. {A)

logistique :
*  Logistique interne 160 p. (A}
séourité ;

¢ Sécurité des ouvrages. Risques. Géotechnique 320p. (C)
* Risquesetsécurité 224p. (C)

économie :

* Gestion financiére. Analyse et politique financiéres de I'entreprise 256 p. {B)
= Méthodes mathématiques pour les finances 384 p. (C)

» Les marchés a terme agricofes 256p. (B)

* LaBourse etles produits boursiers 320p. (B}

législation :

«  Laréglementation dutravaif 160p. [A)

« Letraveilsalarié 256p. (A)

* Connaitre et comprendre le droit. Principes et cas pratiques 256 p. (B)

#thigue :
. cience, technologie et éthique 288p. (B}
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