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reface

Cet ouvrage d’exercices et problemes corrigés de mathématiques de la collection H-Prépa est principalement destiné
aux éleves des classes préparatoires aux grandes écoles MP, MP* et aux étudiants de premier cycle universitaire.

Il propose des problémes originaux ou classiques, souvent extraits de sujets écrits ou oraux de concours.

Conformément aux nouveaux programmes, ce volume présente de nombreux exercices comportant une partie algo-
rithmique.

De plus, I’outil informatique est utilisé dés qu’il peut faciliter la résolution d’un exercice.

Chaque chapitre est constitué :

B de rappels de cours, rassemblant les notions essentielles a connaitre pour aborder les exercices du chapitre. 11 est
bien évident que ce bref résumé ne saurait se substituer a une connaissance beaucoup plus approfondie du cours. Nous
renvoyons I’étudiant au cours de son professeur et/ou aux ouvrages de la collection H-Prépa ;

B d’énoncés, comprenant chacun un titre permettant de se faire une idée du sujet traité, avec parfois une référence a
une épreuve de concours. Les questions sont échelonnées et progressives pour aider I’étudiant dans sa recherche ;

B de conseils, permettant de ne pas rester bloqué sur une question sans aller consulter trop t6t le corrigé. Cette aide
peut se présenter sous forme d’indications méthodologiques, de questions ou de références a un point particulier du
cours. Elle correspond au « coup de pouce » que peut donner un examinateur dans une épreuve orale ;

B de corrigés détaillés de tous les exercices.

Nous n’insisterons jamais assez sur le bon mode d’emploi d’un tel livre d’exercices corrigés. Il serait parfaitement vain
de se contenter de lire, méme trés attentivement, la solution a la suite de 1’énoncé. On n’apprend pas a faire du vélo
dans un manuel ! Ce n’est qu’apres avoir cherché longuement chaque question, avec ou sans succes, mais du moins
avec persévérance, que la lecture du corrigé pourra devenir profitable.

Avec ce livre, nous espérons mettre a la disposition des étudiants un ensemble d’exercices et de problemes leur permet-
tant d’acquérir des méthodes et des pratiques qu’ils pourront réinvestir en d’autres circonstances. Nous leur souhaitons
de réussir les concours et examens qu’ils préparent avec courage.

Les auteurs
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Algebre générale

RAPPELS DE COURS

D RELATION DE CONGRUENCE

¢ Les sous-groupes de Z sont les nZ ou n est un entier naturel.

Soit a et b dans Z. On dit que a est congru a b modulo n sia — b € nZ. On note a = b[n].
Deux entiers sont congrus modulo n si, et seulement s’ils ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

* Propriétés de la relation de congruence

Quels que soient les entiers a,b,c etd de Z et p de Ntels que : a = b[n]et c =d[n]ona:
a+c=b+d[n], ac=0bd[n], —a=-—b[n]let a? =>b"[n].

* Soit un entier relatif a, sa classe modulo n est I’ensemble @ = {a + nk ;k € Z}.

L’ensemble des classes d’équivalence sera noté Z/nZ et sera appelé ensemble quotient de 7. par
nZ.

Le cardinal de Z/nZ est n. Ses éléments sont : 0,1,2...etn — 1.

La surjection canonique de (Z,+) dans (Z/nZ,+) définie par ¢ : a +— a est un morphisme de
groupes de noyau nZ .

D PARTIE GENERATRICE D’'UN GROUPE

¢ Soit (G, .) un groupe, A une partie de G.
Le plus petit sous-groupe de G contenant A est appelé sous-groupe engendré par A, noté (A).
Lorsque (A) = G, on dit que G est engendré par A ou que A est une partie génératrice de G.

Le sous-groupe engendré par A est I’intersection de tous les sous-groupes contenant A.
SiA#J,alors: (A) = {aj'a5*---a;;n e N Vi e {l,...,n}e € {—1,1}q; € A}.

Les générateurs de Z/nZ sont les classes k telles que k An = 1.

Les générateurs du sous-groupe U, de (C*, x) des racines n-iémes de ’unité sont les éléments
s kw
e telsquek An=1.
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Les générateurs de U,, sont appelés les racines primitives n-i¢mes de 1’unité.

e Un groupe monogéne est un groupe engendré par un seul élément a appelé générateur.

Tout groupe monogene infini est isomorphe a Z.

e Un groupe cyclique est un groupe monogene fini.

Soit (G, .) un groupe cyclique d’ordre n, d’élément neutre e, engendré par I’élément a. Alors :
G = {ao,al, s a"_l} et n est le plus petit entier non nul tel que a”" = e.

Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z/nZ.

Les générateurs de G sont les a*, otk An = 1.

Tout sous-groupe de G est cyclique, d’ordre un diviseur de 7.

e Soit (G, .) un groupe et a un élément de G.

L application f, de Z dans G, définie pour tout entier k par f,(k) = a*, est un morphisme de
groupes de (Z, +) dans (G, .) d’image (a). Il existe n dans N tel que Ker(f,) = nZ.

Sin = 0, I'application f, est un isomorphisme de (Z, +) sur (a) : 1’élément a est d’ordre infini.

Sin # 0, ’application g, de Z/nZ dans (a), définie pour toute classe k de Z/nZ par g, (k) = a*,
est un isomorphisme de (Z/nZ,+) dans (a) : I’élément a est d’ordre fini n.

Les seuls morphismes de groupes de (Z, +) dans (G, .) sont les morphismes f, , pour a dans G.
e Le cardinal d’un groupe fini G est appelé I’ordre de G.

L’ordre d’un élément d’un groupe fini divise 1’ordre du groupe.

D PRODUIT DE DEUX GROUPES

¢ Soit (G, o) et (H, 1) deux groupes d’éléments neutres respectifs e et f.

Pour tout couple (g, #) et (g’,h') de G x H on définit :
(g. (g, h'y=(gog',h LN).

(G x H,e) est un groupe appelé le groupe produit des groupes (G, o) et (H, L).
¢ Soit n et p deux entiers naturels premiers entre eux.
Le groupe produit de (Z/nZ,+) et de (Z/ pZ,+) est isomorphe au groupe (Z/npZ,+).

Ce n’est pas le cas lorsque 7 et p ne sont pas premiers entre eux.

» Théoréme chinois
Soit n et p deux entiers naturels premiers entre eux.

. x=aln . . . .
Le systeme d’équations { b{ ]] d’inconnue x, ou a et b sont des entiers, admet au moins
x=b[p

une solution ¢ dans Z. L’ensemble des solutions est {c + knp ; k € Z}.

» IDEAL D’UN ANNEAU COMMUTATIF

¢ Soit (A, +, .) un anneau commutatif.

Un sous-ensemble / de A est un idéal de ’anneau (A, +, .) s’il vérifie les deux conditions sui-
vantes :

(i) (1, +) est un sous-groupe de (A, +);
ii)vVx el VYae Aaxel.
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Un sous-ensemble I de A est un idéal de I’anneau (A, +,.) si, et seulement s’il vérifie les pro-
priétés suivantes :

14D, (hvxel Vyel x+ye€l et (ili)vxcl VacA ax € 1.

e Soit 7 un idéal de (A, +,.). Alors I = A si, et seulement si : 14 appartienta I.
Les idéaux de (%Z, +, .) sont les ensembles nZ ou n € N.

Soit x un élément de A. L’ensemble Ax = {ax;a € A} estle plus petit idéal de (A, +, .) contenant
x. appelé : idéal principal engendré par x.

e Soit A un anneau commutatif, f un morphisme d’anneaux de A dans (A, ®,®), I et I’ deux
idéaux respectifs de (A,+,.) et (A’,®,®). Alors f(I) est un idéal du sous-anneau f(A) de
(A, ®,®)et f1(I') est unidéal de (A, +, .) contenant le noyau de f,

Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal de (A, +, .).

» DIVISIBILITE DANS UN ANNEAU INTEGRE

Soit (A, +, .) un anneau integre, a et b deux éléments de A.

¢ On dit que 1’élément a est un diviseur de b ou que a divise b s’il existe un élément ¢ de A tel
queb=aqg.Onnote:a | b.

Si a est non nul, I’élément g est unique, on I’appelle le quotient exact de b par a.
e a divise b si, et seulement si : Ab C Aa.

e Aa = Ab si, et seulement s’il existe un élément inversible ¢ tel que b = ac. Dans ce cas, on dit
que a et b sont associés.

¢ Un élément a non inversible est irréductible si ses seuls diviseurs sont les éléments inversibles
et les éléments associés a a.

» LANNEAU (Z/nZ,+, )

Soit n un entier naturel non nul. (Z/nZ, +,.) est un anneau commutatif d’élément unité : 1.
La surjection canonique ¢ de Z sur Z/nZ est un morphisme d’anneaux.

e L’anneau (Z/nZ,+, .) est integre si, et seulement si, 1’entier n est premier.

e L’anneau produit des anneaux (Z/nZ,+,.) et (Z/ pZ, +,.) est 'anneau (Z/nZ x 7./ pZ,+, .)
Sin A p = 1, ’anneau produit (Z/nZ x Z/pZ,+,.) est isomorphe a ’anneau (Z/npZ, +, .).

D PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

Soit m et n deux entiers. L’ensemble mZ + nZ est un idéal de (Z, +, .).
Il existe un entier naturel d unique tel que mZ + nZ = dZ

d est le plus grand commun diviseur de m et n, noté m A n.

D ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX

* Deux entiers m et n non nuls sont premiers entre eux lorsque m A n = 1.
e Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers et les opposés des nombres pre-
miers.
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e Théoréme de Bézout

m et n sont premiers entre eux si, et seulement si : mZ + nZ = 7.

m et n sont premiers entre eux si, et seulement s’il existe u et v dans Z tels que mu +nv = 1.
e Soit a, b et ¢ trois entiers non nuls.

SiaAb=1letaAc=1alorsaA (bc) = 1.

Pour tout couple( p, g) d’entiers naturels :a Ab=1=a? ANb? = 1.

» Théoréme de Gauss

SiaAb=1eta| (bc)alorsa | c.

e Soita, by, ..., b, des entiers non nuls tels que pour tout i de [1, pll,a A b; = 1.
Alorsa A (by...b,) = 1

* Soit a un entier, by, ..., b, des entiers non nuls premiers entre eux deux a deux tels que pour tout
i de [[1, p]l, 'entier b; divise a. Alors le produit by..., b, divise a.

D PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

¢ Soit m et n deux entiers. L’ ensemble mZ N nZ est un idéal de (Z, +, .).

I1 existe un entier naturel » unique tel que : mZ NnZ = rZ appelé le plus petit commun multiple
de m et n, noté m V n.

e Soit a, b non nuls dans N, d leur plus grand commun diviseur, m leur plus petit commun mul-
tiple et les deux entiers a’ et b’ tels que a = da’ et b = db’. Alors ab = md etm = a’b'd.

» ELEMENTS INVERSIBLES DANS UN ANNEAU

* Soit (A, +, .) un anneau non réduit a {0}.

Un élément a de A est inversible s’il existe un élément b de A tel que ab = 14. L’élément b est
unique, on le note a__1

L’ensemble (U/(A),.) des éléments inversibles de (A, +,.) muni de la multiplication (A, +,.) est
un groupe d’élément neutre 14, appelé groupe des éléments inversibles de I’anneau(A, +, .).

¢ Soit n un entier naturel non nul et k un entier.

L’élément k de I’anneau (Z /nZ,+,.) est inversible si, et seulement si : k An =1

D CORPS

¢ On dit qu’un anneau (K, +, .) est un corps si :

lx # Ok et tout élément de K* = K\{Ok } est inversible.

e L’anneau (Z/nZ,+, .) est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier.
* Soit (A, +, .) un anneau commutatif non réduit a {0}.

Alors (A, +, .) est un corps si, et seulement si, les seuls idéaux de A sont {0} et A.

D CARACTERISTIQUE D’UN ANNEAU, D’'UN CORPS

 Factorisation d’un morphisme de I’'anneau 7 dans un anneau
Soit (A, +,.) un anneau d’élément unité 1,.

Le seul morphisme de ’anneau (Z, +, .) dans (A, +,.) est [ : k+— k.14.
f(Z) est le plus petit sous-anneau de (A, +, .).
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Il existe un entier naturel m unique tel que Kerf = mZ, appelé caractéristique de I’anneau
(A, +,.).

Soit n un entier naturel multiple de m, ¢ la surjection canonique de Z sur Z/nZ et j I’injection
canonique de f(Z) dans A. Alors il existe un unique morphisme d’anneau f de Z/nZ dans f(Z)

telque f = jo foe. Onditque jo f o ¢ estune factorisation de f a travers ¢.
Le morphisme f est surjectif.

Le morphisme f est injectif si, et seulement si : m = n.

L’anneau (f(Z), +, .) est isomorphe a I’anneau (Z/nZ, +, .).

¢ Si 0 est le seul entier & tel que k.14 = 04, on dit que ’anneau (A, +, .) est de caractéristique
nulle.

(Z,+,.),(Q,+,.) et (R, +,.) sont de caractéristique nulle.
*Si{k € Z/k.14 = 04} n’est pas réduit a {0}, alors :

la caractéristique m d’un anneau (A,+,.) est le plus petit entier naturel non nul tel que
m.lA = OA.

klA:0A<:>m|k

» IDEAUX DE K[X]

Dans toute la suite, le corps K est un sous-corps de C.
e Tout idéal de K[X] est principal.
Tout idéal non réduit a {0} est engendré par un unique polyndme unitaire.

* Pour tout polyndme P et tout polyndme Q de K[X], le polyndme P divise le polyndome Q si
et seulement s’il existe un polyndme S de K[X] tel que Q = PS.

On note P | Q eton dit que P est un diviseur de Q ou que Q est un multiple de P.
Ceci se traduit a I’aide des idéaux par (Q) C (P) en notant (Q) I’idéal engendré par Q.

* Un polyndme P de K[X] est dit irréductible sur le corps K s’il est non constant et si ses seuls
diviseurs dans K[ X] sont les polynomes constants non nuls et les polyndmes associés a P.

D PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

¢ Soit P et Q deux polyndmes de K[X].

L’idéal engendré par P et Q est I’ensemble :

(P)+(Q)={AP+BQ;A €K[X] et BeK[X]}.
Si P et Q sont non simultanément nuls, il existe un polyndme unitaire unique D tel que
(P)+(Q) = (D).
Le polynéme D est le plus grand commun diviseur de P et O, noté P A Q = D.

» POLYNOMES PREMIERS ENTRE EUX

e Soit P, Q et R trois polyndmes non nuls

On dit que deux polyndmes P et Q sont premiers entre eux lorsque P A Q = 1.

» Théoréme de Bézout

Les polyndomes P et Q sont premiers entre eux si, et seulement si : (P) + (Q) = K[X].

Les polyndmes P et Q sont premiers entre eux si, et seulement s’il existe deux polynémes U et
V tels que UP +V Q = 1.
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*Si PAQ =1,pourtoutnettoutmdeNona: P" AN Q" = 1.
eSiPAQ=1etPAR=1,alors PAN(QR)=1.
¢ Si P estirréductible dans K[X] alors P A Q = 1 si, et seulement si, P ne divise pas Q.

o Théoreme de Gauss
SiPANQ=1letsi P|QRalors P | R.

e Soit P un polynéme non nul et (P;); (1,7 une famille de polyndmes non nuls telle que, pour i
dans [1,n], P A P; = 1. Alors P A (Py...P,) = 1.

e Soit P un polynome irréductible et (P;);cfi1,,7 une famille de polynémes non nuls. Pour que P
divise Pj...P, il faut et il suffit que P divise I’un des P;.

e Soit P un polyndme non nul et (P;);¢f1,,) une famille de polyndmes non nuls premiers entre
eux deux a deux telle que, pour tout i dans [1,n]], P; divise P. Alors P;... P, divise P.

D PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

e Soit P et Q deux polyndmes non nuls.
L’ensemble (P) N (Q) est un idéal de (K[ XT], +, x).

I1 existe un unique polyndme unitaire M tel que (P) N (Q) = (M). Le polynome M est le plus
petit commun multiple de P et Q,noté M = P V Q.

¢ Soit P et Q deux polyndmes unitaires, D leur plus grand commun diviseur et M leur plus petit
commun multiple, R et S les polyndmes tels que P = DS et Q = DR.

Alors PQ =MD et M = DRS.

D ALGEBRE

¢ On appelle K-algebre un ensemble £ muni de deux lois internes, notées + et x et d’une loi
externe sur le corps K, notée ., telles que :

(E,+,.) est un espace vectoriel sur K.

(E,+, X) est un anneau.

Va € K V(x,y) € E2 (ax) X y=x x(a.y) = a.(x X y).

L algebre est dite commutative si la multiplication interne x est commutative.

e Soit (E,+, X, .) une K-algebre. Tout sous-ensemble F' de E qui, muni des lois induites, est
encore une K-algebre est une sous-algebre de (E, +, X, .).

Une partie F de E est une sous-algebre de (E, +, X, .) si, et seulement si: 1p € F;

F est stable par combinaison linéaire :  V(a, 8) € K> V(x,y) € F? ax+pByeF;

F est stable par multiplication interne :  V(x,y) € F> xy € F.

e Les applications linéaires qui sont également des morphismes d’anneaux sont des morphismes
d’algebres.

Un morphisme d’algebres bijectif est un isomorphisme d’algebres.

L’image et I'image réciproque d’une sous-algebre par un morphisme d’algébres sont des sous-
algebres.
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n Pour s’entrainer

1 = a) La réunion de deux sous-groupes est-elle un
sous-groupe ?

b) Soit A un anneau et B C A un anneau pour les
mémes lois que A.

B est-il un sous-anneau de A ?

2 = Décomposer les permutations suivantes en produit
de cycles, donner leurs ordres et leurs signatures :

[ 1234567 , _ (12345678
“=\ 5647321 )0 "7\ 14327865 )°

(123456789
— \ 378945216 )

201 b198 1000

Calculer a etc

3 = Si p est premier, a-t-on : Z/p>Z isomorphe a

(z/pZ)*?

4 = Quel est le reste de la division euclidienne de
151578 par 132

5 = Résoudre x* — 3x? + 2x = 0 dans Z/57 puis dans
7.)247..

6 = Montrer que : Vn € N(2" +3") A (2" +3™1) = 1.

7 = Factoriser en produit de polyndmes irréductibles
sur R le polynome : X + 1.

8 = Soit n un entier naturel non nul, r un réel stricte-
ment positif et P un polyndme de R[X] de degré n — 1
tel que Vk € [[1,n] P(k) = rk.

Calculer P(n + 1).

@@ Conseils
1) b) Ont-ils le méme élément unité ?
2) Revoir votre cours de premiére année.
3) Que dire de px pour x dans (Z/ pZ)2 ?
4) Calculer les puissances successives de 1511 mo-
dulo 13.
5) Tout élément est-il inversible ? A-t-on des divi-
seurs de 0 ?
6)Ona:aAb=all(b+ka).
7) Ne pas se précipiter sur la factorisation dans C
8) Penser aux polynomes d’interpolation de La-
grange

a Un groupe simple

Soit (G, .) un groupe abélien. On dit que G est simple
s’il n’est pas réduit a {0} et s’il ne posséde aucun autre
sous-groupe que {0} et G.

1 = Montrer que, si p est premier alors (Z/pZ,+) est
simple.

2 = Montrer que les deux propositions suivantes sont
équivalentes :
a) G est simple.

b) G est cyclique d’ordre premier.

@@ Conseils
Lorsque G est simple on pourra considérer un élé-
ment x distinct du neutre et montrer que le sous-
groupe engendré par x est de cardinal premier.

ED un groupe isomorphe a (Z/2Z)”
Soit (G, +) un groupe.

1 = On suppose dans cette question que :
VxeG x*=e.
a) Montrer que G est un groupe abélien.

b) Soit H un sous-groupe strict de G et x un élément
de G qui n’est pas dans H. Vérifier que H U x H est un
sous-groupe de G.

¢) Démontrer que, s’il est fini, le cardinal de G est une
puissance de 2, 27 ou p est un entier naturel.

d) Montrer que G est isomorphe a (Z/27)" .

2 = Soit (G, .) un groupe de cardinal 6.
a) Déterminer les ordres des éléments de G.

b) Montrer que G contient au moins un élément d’ordre
3 ou 6.

¢) Montrer que G est isomorphe & Z/6Z ou a (o3, o).

@@ Conseils
1) ¢) Partir d’un groupe de cardinal 2 et construire
par récurrence a 1’aide de la question b) une suite
de sous-groupes de la forme Hy,; = Hy U ay Hy.
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n Groupe possédant un unique
automorphisme

Montrer que tout groupe fini G ne possédant qu’un seul
automorphisme de groupes est isomorphe a {e} ou a
7/27.

@@ Conseils
On pourra introduire 1’application y —— xyx~—
puis utiliser I’exercice 3.

1

Les morphismes de groupes de
(03,0) dans (C*, x)

Déterminer tous les morphismes de groupes de (o3, 0)
dans (C*, x).

@@ Conseils
Il suffit de déterminer les images de toutes les
transpositions.

D Les carrés de Z/ pZ

Soit p un entier naturel premier. Combien Z/pZ
contient-il de carrés ?

@@ Conseils

Résoudre I’équation : x> 2

=a.

&2 une équation dans Z /nZ

Soit n > 2 un entier. On se propose d’étudier I’équation
(1) x> = x dans Z/nZ.

1 = On suppose dans cette question que n est premier.
Résoudre (1).

2 = Soit p un entier de [1, n] tel que p soit une solution
de(1).Onnote @ = pAnetf =(p—1)An. Montrer
quen = af.

3 = Soit a et B deux entiers premiers entre eux vérifiant
n = af3. Montrer qu’il existe une solution de (1) dont
un représentant p vérifie « = p A n.

4 = Soit p et § deux solutions de (1) telles que
p An =gq An.Montrer que p = g.

k
5 = Soit H pi" la décomposition de n en facteurs pre-

i=1

miers. Combien I’équation (1) a-t-elle de solutions ?.

6 = Résoudre I’équation (1) pour n = 12.

@@ Conseils
2) Appliquer le théoreme de Gauss.
3) Maintenant c’est le tour du théoréme de Bézout.
4) Utiliser les questions 3) et 4) puis 2).

&3 Les automorphismes de corps de
Q+QVv2

Déterminer les automorphismes du corps Q + Qv/2.
@@ Conseils

Déterminer tout d’abord I’'image de tout entier,
puis de tout rationnel et enfin de V2.

@D Les morphismes de corps de R

Déterminer les morphismes de corps de R.

@@ Conseils
Vérifier que I’'image d’un réel positif est positif. En
déduire que le morphisme est strictement croissant.
On rappelle qu’entre deux réels distincts il existe
au moins un rationnel.

€T3 Lranneau des décimaux
Soit D I’anneau des nombres décimaux.
D={xeQ; IpeN x-10" €Z}.
Montrer que ID est un anneau principal.
@@ Conseils

Pour tout idéal I vérifier que I N N* est non vide
et considérer son plus petit élément.

m Polynémes de Tchebychev

D’apres Centrale.
Pour tout entier naturel » on pose :

Vx € [—1,1] T,(x) = cos(n Arccos x).

1 = Premiéres propriétés des T,,.

a) Montrer que 7, est une fonction polynomiale & coef-
ficients entiers. Le polyndme associé est encore noté 7,
et s’appelle le n-ieme polyndme de Tchebychev.

b) Expliciter Ty, T», Ts et Ty.
¢) Montrer que pour tout entier naturel n,

Thp[X) = 2XT,(X) — T,(X).
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d) En déduire la parité, le degré et le coefficient domi-
nant de 7,,.

e) Ecrire un algorithme pour calculer 7,,(X).
f) Montrer que pour tout ¢t de [0,w], on a
T,(cost) = cos(nt).
2 = Calcul de normes
a) Calculer |7}, ] oo-
b) Montrer que :
VneN, Vu eR, |sinnu |[<n|sinu|.
¢) En déduire || T/||o0 = n°.
3 = Encadrement de 7, sur [1,+o0l.

a) Montrer que :

r4+rt rm+r "
VrGR*,Tn< 7 > 2
b) Soit un réel x de [1,+oo[. Montrer qu’il existe r tel
_r+ r!
que x = >

En déduire que 1 < T,,(x) < (x +/x2 — 1) .

4 = Equation différentielle vérifiée sur R par T},.

a) En dérivant I’égalité T,(cost) = cos(nt), valable
pour tout réel ¢ de [0, ], trouver une équation diffé-
rentielle linéaire homogene du second ordre vérifiée sur
R par T,,.

b) Soit un entier naturel k. Déduire de la question 4) a)

que :
no (m+k)! 2kk!

n+k (n—k)! k!
Montrer que T (—1) = (—1)"** 7®(1).

Lo =

@@ Conseils
1) a) Partir de la formule de Moivre.
¢) Réviser vos formules de trigonométrie.
d), 2) b) et 3) a) Raisonner par récurrence.
2) ¢) Dériver une fonction composée.
4) b) Appliquer la formule de Leibniz.

€23 Majoration des polynomes
et de leurs dérivées
D’apres Centrale.
On introduit la subdivision o = (ay, ..., a,) du segment
[—1, 1] définie par :
Vj € [0,n]], a; =cos (1 - i) .
n

Par ailleurs, pour tout i de [0,n] on appelle
E; = [0,n]\ i et on note :

Lo = [ 224

a,-—aj
i
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-ieme

le i**™ polyndme élémentaire de Lagrange associé a la
subdivision o.
1 = Majoration d’un polyndme sur [1, +co].

a) Résoudre sur [—1, 1] I’équation |T,,(x)| = 1 et cal-
culer 7,(a;) pour j = n, pour j = 0 puis pour
jell,n—11.

b) Montrer que :

T,(X) = (=" "Li(X).

i=0

¢) On suppose que x € [1,+oo[. Montrer que :
T,(x) = |Li(x)|.
i=0

d) Soit P(X) un polyndme de C,[X]. Montrer que :

Vx € [L4ool, PG| <Pl (x +V/xr 1)".

2 = Majoration des dérivées successives d’un poly-
noéme sur [1, +ool.

a) On suppose que x € [1,+oo[. Montrer que :

Vk e [lnl TP =Y |LPw).
i=0
b) Soit P(X) un polynéme de C,[X]. Montrer que :

Vk € [1,n], Vx € [1,4+00, |[P®x)| < ||P|loc TP (x).

3 = Majoration des dérivées successives d’un poly-
nome sur [—1, 1]

Soit P(X) un polyndme de C,[X]. On considere un en-
tier k € [1,n].

a) On pose :

X+
2 2

avece=1siA€[0,1]ete=—1siA e [—-1,0].

A A—
VA€ [-1,1], PA(X)—P( re 8)
k
Al+1
Montrer que |P)fk)(1)| = (%) | PO

b) En déduire que || P® |00 < 2O ()] P||oo-

¢) Montrer que :

k! k)!
P9 < 2% 2 PRy
2Kk)! (n —k)!
et que, si k = 1, on a la majoration plus fine
||PI||00 < 2”2||PH00~
@@ Conseils
Utiliser les résultats de I’ exercice 11.
1) b) Revoir la dualité.




b 0 R R

@ Pour s’entrainer

1 = a) Jamais, sauf si I’un est inclus dans 1’autre. Soit
A et B deux sous-groupes d’un méme groupe et a un
élément de A\ B et b un élément de B\ A . Alors ab est
dans AU B. Siab € A,commea € Aeth =a '(ab)
on en déduit b € A ce qui est absurde. On conclut de
méme siab € B.

b) Non, car ’'unité de A n’est pas nécessairement celui
de B. C’est le cas par exemple de A = M,(Z) et de

s={( % o )ixezf.

2 = a = (15347)(26), b = (24)(5768),
c = (138)(27)(4965).
L'ordredeaest2V 5 = 10, celuide best2 V4 =4et

celuidecest3V2V4=12.

La signature de a est (=D*! = —1, celle de b est

(—1)*! = 1 etcelle de c est (—1)*"1** = 1.

De pluSZGZOI _ a20><10+l
b198 — b49><4+2

=a,
= b* = (56)(78)

etenfin : ¢! 900 = ¢P3X12+4 — 4 — (138).

3 = Non, car dans (Z/pZ)2 on a pour tout x 1’égalité
px = 0. S’il existait un isomorphisme entre (Z / pZ)2
et 7,/ p*Z, tout élément de Z/ p*Z vérifierait également
px = 0. Ceci est absurde dans un groupe cyclique
d’ordre p?.

4 = 1515 ="7[13]et:

1515% = —3[13] ... 1515" = 1[13].

Or : 1789 = 1[12]. Donc 1515'™ = 7[13]. Le reste
est 7.

5 = 7Z/57Z est un corps car 5 est premier.

L’équation proposée se factorise en x(x — 1)(x —2) = 0.
Les racines sont les classes 0, 1 et 2 car il n’y a pas de
diviseurs de 0. Ce n’est pas la méme chose dans Z/247.
Puisque x(x — 1)(x — 2) = 0, ’élément x n’est pas in-
versible et appartient a I’ensemble :

{0,2,3,4,6,8,9,10, 12, 14, 15, 16, 18,20, 21, 22}.
La solution 0 convient.
Six =2,ona:22—1)(2—2)=0. 2 convient.
Six =3,0ona:3(3—1)(3—2) # 0.3 n’est pas solution.

y
On continue ainsi avec toutes les valeurs. Les solutions
sont : {0,2,4,6,8,9,10, 12, 14, 16, 18,20, 22}.

6m (2"+3) A 43" = (2" +3") A (22" +37)) +3")

= (2" +3")A3",
Q" +3)YA Q™ 3y = 2" A3 = 1.
7= X0+1=(X?+D(X*+X*+ 1
=X*+ D ((X*+1) —2X?).
XO41=X2+DX2+1 - V2X)(X*+1 — V2X).

8 = Il existe un unique polyndme vérifiant ces condi-
tions. Il est donné a I’aide des polyndmes d’interpola-

tion de Lagrange P;(X) = H l ouj € [1,n]
i=1Ai]

par I’égalité :

P(X)=Y_ r/Pi(X).

j=1
Or:
L on+1-—i
Pj(n+1)=AH'—j_i
i=1i#j
) |
ey
(= DIn—j+1)!
On obtient :

Pn+1)=r[r"—@r—-1"].

@ Un groupe simple

1 = Le cardinal de tout sous-groupe de Z/ pZ divise p.
Or p est premier, donc son cardinal est 1 ou p. On en
déduit que Z/ pZ est simple.

2 = a) Si (G, .) est cyclique d’ordre premier, la demons-
tration est identique a celle de la premiere question. Ré-
ciproquement, on suppose que G est simple. Soit x un
élément de G distinct de e . Le sous-groupe engendré
par x est distinct de {e}. Il est donc égal a G. On en
déduit que (G, .) est cyclique.

b) Montrons par 1’absurde que son cardinal p est pre-
mier. Si p = rs ou r et s sont des entiers naturels dis-
tincts de 1 et 0 alors x* est d’ordre r. Le groupe engen-
dré par x* est un sous-groupe de G. Ceci contredit la
simplicité de G.

Donc, p est premier.
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@ Un groupe isomorphe a (Z/2Z)"

1ma)Vx € Gx=x""' SoitxetydansG.Ona:

xy =@y~ =y
b) On vérifie facilement que pour tout élément x de G
n’appartenant pas a H I’ensemble H U x H est un sous-
groupe de G.

x! = yx.

¢) Soit p le plus grand entier tel que 27 < card G.
Si card G # 1, I’ensemble {e,a;} ou a; est un élé-
ment de G distinct de e est un sous-groupe H; de G.
Si card (G) = 2, c’est fini. Sinon on peut construire un
sous-groupe de quatre éléments :

H2 = H1 Ua H1 .
Par une récurrence finie, on construit ainsi une suite fi-

nie de sous-groupe Hj et une suite finie d’éléments ay
de G tels que :

Hiw=HUaH, et a € G— H.
Le sous-groupe H,, de G a 2” éléments. Si card G # 27,
il existe un élément y de G qui n’est pas dans H),. Le

sous-groupe H,UyH, de G est de cardinal 2P+ Ce qui
contredit la définition de p.

Donc, card G = 27.

d) L’ application f de (Z/27Z)" dans G définie par :
f@n,....ny) =d"..a,’

est un morphisme de groupes surjectif. Les ensembles

d’arrivée et de départ ont le méme cardinal donc f est
un isomorphisme de groupes.

2 = a) Les ordres des éléments de G divisent 1’ordre de
G.Ils sont égaux a 1, 2, 3 ou 6.

b) Le seul élément d’ordre 1 est e. Si tous les autres €lé-
ments de G étaient d’ordre 2, le cardinal de G serait une
puissance de 2. Ce qui n’est pas.

Donc, il existe au moins un élément d’ordre 3 ou 6.

¢) Si G possede un élément d’ordre 6, il est cyclique
et isomorphe a Z/6Z. Si G ne posseéde aucun élément
d’ordre 6, il en posseéde un d’ordre 3.

Soit x cet élément. Notons y un élément de G n’appar-
tenant pas au sous-groupe engendré par x. L’ordre du
sous-groupe (x) N (y) est 1 ou 3 car il divise ’ordre de
(x) -

Or, y n’appartient pas a (x) . Donc (x) N (y) = {e}.
Montrons que I’application f : (x) x (y) — G définie
par f(u,v) = u - v est injective.

Y(u,u’) € (x)VQ',v") € (y).

u-v=u vV <=u"u=v v

Or: (x)N(y) ={e}.Doncu'~" - u=v-v7'=e.
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On en déduit u = u’ et v = v’. L’injectivité de f
conduit a : card (x) X card (y) < card G.
Par conséquent :

card (y) =2 et G = {e,x,xz,y,xy,xzy}.
G n’est pas abelien car sinon x - y serait d’ordre 6.
L’élément x - y n’appartient pas a (x). Comme nous
I’avons étudié ci-dessus, son ordre est nécessairement 2.

On peut alors écrire la table d’opération de G et consta-
ter qu’elle est identique a celle de (o3, 0).

Donc, G est isomorphe a (o3, 0).

L’application définie par : e —— I;, x —— (123),
y +—— (12) définit un isomorphisme de (G,.) dans
(03,0).

@ Groupe possédant
un unique automorphisme

Soit x un élément fixé dans G. L’application
y — xyx~ ! est un automorphisme de G. C’est I’iden-
tité par hypothese. On en déduit que G est abélien. L’ ap-
plication y — x~! est un automorphisme de G car G
est commutatif. Par conséquent :

VxeG x*=e.

D’apres I’exercice 3, le cardinal de G est une puissance
de 2 : 27 ol p est un entier naturel et G est isomorphe a
(z/27Z)" .

*Si p = 0le groupe G est réduit a {e} .

*Si p = 11le groupe G est isomorphe a (Z/27).

* Si p > 1 l'automorphisme de (Z/2Z)” défini par
(X1, .., Xp) /> (Xp, ..., x1) n’est pas 'identité.

Donc, les seuls groupes n’ayant qu’un seul automor-
phisme sont {e} ou isomorphes a (Z/27).

Les morphismes de groupes de
(o3,0) dans (C*, X)
Le groupe (o3, 0) est engendré par les transpositions.
Pour déterminer un morphisme f de (o3,0). dans
(C*, x), il suffit de déterminer les images de toutes les
transpositions.

Montrons que toutes les transpositions ont la méme
image. Soit o une permutation de {1,2,3} et 7 = (i, j)
une transposition. Alors :

flora™) = fo) f(Dfle™") = f(r)

car f(o~ 1) = L On en déduit que 7 et (o°(i), o°(j))
f(o)

ont la méme image.

La transposition 7 est d’ordre 2, donc f(7) est égale-
ment d’ordre 2. Donc f(7) = 1 ou f(7) = —1.
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e Si f(r) = 1, lapplication f est 1’application
constante égale a 1.

*Si f(1) = —1, I'application f est la signature.

(6 ) Les carrés de Z/ pZ

Il s’agit de calculer le cardinal de I’ensemble
{xz; x € Z/pZ}. Soit a dans [0, p — 1]. Nous de-
vons dénombrer les solutions de x> = @* dans le corps
7] pZ.

e Sia = 0, la seule solution est x = 0 car 7,/ pZ est un
corps.

* Sia # 0, 1’équation se factorise en (x —a)(x +a) = 0.
On obtient x —@ = O oux —a = 0. Il y a deux solutions
x =aetx = p=alorsque a # p — a. C’est-a-dire
lorsque 2a # p[p].

Dans ce cas, le carré a* est obtenu deux fois.

Tout nombre premier, distinct de 2, est un nombre im-
pair.

Lorsque p = 2, on obtient deux carrés 0 et 1.

Lorsque p = 2n+1 ou n est un entier naturel non nul, on
obtient tous les carrés une seule fois en prenant a dans

+
[[0,n]]. Le nombre de carrés est P

(7 ) Une équation dans Z/nZ

1 = Quand n est premier I’anneau Z/nZ est un corps.
L’équation (1) équivaut a x = 0 ou x = 1.
2= p(p — 1) = 0. Donc n divise p(p — 1). 1l existe
deux entiers naturels n’ et p’ tels que :

n=oan', p=ap e n'Ap =1
Donc, n’ divise p’(p — 1).
Orn’ A p’ = 1. Donc n’ divise p — 1.
On en déduit que n" est un diviseur de 3, puis que n
divise af.
D’autre part, p et p — 1 sont premiers entre eux. Par

conséquent, a et B sont premiers entre eux. Comme
chacun divise n, leur produit af divise 7.

En conclusion : n = af3.
3 = D’apres le théoreme de Bézout, il existe deux en-

tiers u et v tels que au + Bv = 1. On pose p = au. On
vérifie facilement que p est solution de (1).

De plus, I’identité de Bézout assure que 3 et u sont pre-
miers entre eux. Donc & = n A p.

4 = On note « la valeur commune n A p = n A g . Soit
B=nA(@—1).0OnaaB=n.DoncB=nA(p—1)
également.

L’entier « divise p et g. Il divise p — g.

L’entier 8 divise p — 1 et g — 1. Il divise p — q.

Or a et B sont premiers entre eux, car p et p — 1 le sont.
Par conséquent a3 divise p — g. On en déduit p = g.

5 = D’apres les questions 3) et 4), pour tout couple
(a, B) d’entiers premiers entre eux, tels que n = ap,
il existe une unique solution de (1).

D’apres la question 2), toute solution de (1) est associée

k
aun tel couple. Pour n = H pl

;'*, on obtient les couples

i=1
(H P, H p;”’ ou (L, M) est une partition de [[1, k].
i€l jeM

y Lk
Le nombre de ces partitions est iz:; ( i ) .
Iy a 2* solutions.
6 m * Pourn = 12, les valeurs de e sont 1, 3,4 et 12 .
e Pour @ = 1, on trouve la solution 1.
e Pour @ = 12, on trouve la solution 0.
L’identité de Bézoutest4 — 3 = 1.
e Pour @ = 3, 0onau = —1. On trouve la solution I1.

e Pour @ = 4, onau = 1. On trouve la solution 4.

Les automorphismes de corps
de Q + QV2

On note K le corps Q + QV2. Soit o un automorphisme
de K. Il vérifie : 0(0) =0 et (1) = 1

Vix,y) e K ox+y)=o0)+o(y) @

Vix,y) e K o(xy) = o(x)o(y) (2
On en déduit par récurrence que Vn € N o(n) = n.
En appliquant (1) au couple (x, —x), on obtient :

Vx e K o(—x) = —0o(x).

Puis : VneZ o)=n.
En appliquant (1) au couple (g, B), on obtient :
q

VreQ o(r)=r.

On applique ensuite (2) au couple (\/5, \/5). On en dé-
duit a(\/i) =+v2ou a(\/i) = —V2.

Finalement :

Y(a,b) € Q* o(a+bV2)=a+bV2;
ou bien :

Y(a,b) € Q* o(@a+bV2)=a—bV2.
Réciproquement, on vérifie que les deux applications

définies ci-dessus sont des automorphismes de Q+Qv/2.
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@ Les morphismes de corps de R
Soit o un morphisme de corps de R dans lui-méme. On
montre comme dans I’ exercice 8 que Vr € Q o(r) =r.
Montrons que o est croissant.
Soit x un réel positif, alors \/x existe et :
o(x) = (e(Vx)’.

On en déduit que Vx € R* o(x) > 0
Puis, en appliquant ce résultat 2 y — x > 0, on obtient

Y(x,y) € R® x

Montrons que o est injectif. Soit x un réel non nul, alors

<y= o) < o).

1
— existe. On en déduit que U'(x)a'( ) = 1. Par consé-

quent o(x) # 0. En conclusion, o est strictement crois-
sante.

Montrons par 1’absurde que o est I’identité. Soit x un
réel. Si o(x) # x. On a, par exemple, x < o(x). Il
existe un rationnel r tel que x < r < o(x). L’applica-
tion o étant strictement croissante, on en déduit :

ax) < o(r).
Or, o(r) = r, contredit ’inégalité r < o(x). On pro-
cede de méme si o(x) < x.

Le seul morphisme de corps de R dans R est I’identité.

L'anneau des décimaux

D est clairement un sous-anneau de R. Il est donc in-
tegre. Montrons que ses idéaux sont principaux. Soit /
un idéal de D.

*Sil = {0} alors I = OD.

* Si I # {0} montrons que / N N* est non vide. Soit
Xo un élément non nul de /. Il existe un entier p tel que
xo - 10? soit un entier relatif g. Or g = x( - 107 avec
xo € I et 1077 € D, donc g € I car I est un idéal.
D’autre part, / est un sous-groupe, donc —qg € I. Ainsi,
g ou —q est un élément de 7 N N*,

Notons a le minimum de 7 N N*,

On a trivialement aD C /. Montrons que / C aD.

Soit x dans /. Il appartient a D, donc il existe trois en-
tiers relatifs a, 8 et n tels que ;

x=2%Pn et nA10=1
Or 27%57 est dans D et x est dans 7, donc 2%5Px ap-
partienta /. Ainsin € I NZ.

Or I N Z est un sous-groupe de Z. Il existe un entier
naturel m non nul tel que / N Z = mZ. On vérifie que
m = a. Donc n € aZ.

On en déduit que x € aD. En conclusion : I = alD.

Dans les deux cas, I est principal.
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(11 ) Polynémes de Tchebychev

1 = a) Notons ¢
Moivre,on a :
T,(x) = Re (cost +isint)"

Z ( ;; ) (—1)? cos" 2P (1 — cos® 1).

0<p<3
Il s’agit bien d’un polyndme en cos? a coefficients en-
tiers et de degré inférieur ou égal a n.
b) T1(X) = X; Th(X) =2X>—1; T5(X) = 4X° —3X;
Tu(X) = 8X* —8X% + 1.
c¢) La relation de récurrence est obtenue a partir de la
relation :

= Arccos x, d’apres la formule de

cos(n + 1)t +cos(n — 1)t = 2cost cosnt.
d) On choisit comme hypothese de récurrence H,,.

Le polyndme 7,, a la parité de n, son degré est n et son
coefficient dominant est 2" "

L’hypothese est vérifiée pour les quatre premieres va-
leurs de n. L'hérédité est montrée facilement a 1’aide
de la relation de la question 3), en remarquant que
XT,+1(X) a une parité différente de celle de 7., et
que le terme de plus haut degré de T, est celui de
2X Tn+] (X )

e) La formule de récurrence donne 1’algorithme :

on ajoute a —7;, le produit de 2X par 7,; puis on ob-
tient 7,45.

Entrée de n
u+—:1

ve— X

For p from 2 to n do
W v
vVe—2%x X *xv—u
u<——uw

endfor

Afficher v

Avec le logiciel Maple on utilise la commande
with(orthopoly)

f) On pose ¢ = Arccos x.

2 = a) La question 1) f) assure :
Vx € [-1,1] |T,(x) < 1

atteint pour + = 0 donc pour x = 1. On en déduit

”TnHoc = 1.

b) Cette inégalité se démontre par récurrence a I’aide de
I’expression :
sin((n + 1)u) = sin(nu) cos u + sin u cos(nu).



ALGEBRE ET GEOMETRIE

¢) On dérive la fonction composée de
x — t = Arccos x et de t — cosnt. On obtient :

1
Vx € [-1,1] T)(x) = —ncosnt—.
sin ¢
D’apres la question 2) b), on en déduit :
Vx € [-1,11 |T/(x)| < n?.

Cette borne étant atteinte lorsque ¢ tend vers 0, c’est-a-
dire lorsque x tend vers 1.

Do ||} o0 = n*

3 = a) La relation se démontre facilement par récur-
rence a 1’aide de la formule de la question 1) c).

=1l
est continue strictement

b) L’ application r —
croissante de [1,+oo[ dans lui-méme. Pour tout x de
[1, +oo[ il existe un unique r de [1, +oo[ tel que :
r4r!
2
La résolution de 1’équation du second degré qui corres-
pond a cette égalité donne r = x + /x2 — 1.

P—

"+ r "
Pourr}lonalngr

n

On en déduit :

1 <T,(x) < (x+\/x2— l)n.

4 = a) Pour tout ¢ de [0, 7] on obtient :
T!(cost)(—sint) = —n sinnt
T (cost)sin®t — T/(cost)cost = —n> cos nt.
On en déduit :
Vr € [-1,1] (1 —=x)T/(x) = xT/(x) +n’T,(x) = 0.

Cette expression polynomiale, nulle sur [—1,1], est
également nulle sur R.

L’équation différentielle vérifiée par 7, sur R est :
(A —x2)y" —xy' +n*y =0.
b) On applique la formule de Leibniz a 'ordre k — 1 a
I’équation différentielle obtenue. On obtient :
(1 =)y =20 = Day® — (k = Dk = 2)y*7Y
—xy® — (k — l)y(k_]) +n?y*®=b =,

Puis, apres simplification et pour x = lon a:

2k — DTO) = (n® — (k — 1H)TE D).

En multipliant les égalités obtenues pour k variant a par-
tir de la valeur 0. On obtient :

n*(n* — 1)...(n* — (k — 1))

Lo = 13..2k — 1)

En introduisant les termes pairs manquants on a :
n—="1)...n =k —D)nn+1)...(n+(k — 1))
1.2.3...(2k — 1)(2k)

puis la relation demandée.

2k k!

1) = -

La derniere relation s’obtient en remarquant que la pa-
rité change a chaque dérivation.

Majoration des polynémes
et de leurs dérivées

1 = a) On résout cosnt = £1 (1) en posant x = cos?.

k
L’ensemble des solutions de (1)est —Tr; k € [0, n].
n

Les solutions de |7,,(x)| = 1 sont les ;.
Ona Tn(ak) = (—l)k.
D’apres I’exercice 11 question 2) ¢), on a :

n sin nt P
T,/ (cost) = ———. On en déduit :
sin¢

Vjell,n—11 T,(a;)=0.

Pour j = 0 ou j = n, 'expression précédente
est indéterminée. On va utiliser la question 4) b) de
I’exercice 11.

POUI'j =n, Tn/(l) = nz.
Pour j = 0, T,,/(—l) _ (_1)n+1n2'

b) La famille (Lo, ..., L,) est la base duale de la famille
(ug, ..., uy) ou chaque u; est définie par P —— P(a;).

L’expression de tout polyndme P de degré inférieur a n
est donnée par :

P=) (u,P)L )
i=0
ou ( ) désigne le crochet de dualité.

n
Pour 7}, on obtient : T,,(X) = Z(—l)””'Li(X).
i=0
¢) Pour x > 1onax —a > 0carles a; sont dans
Le dénominateur de L; contient exactement n — i fac-
teurs négatifs. Par conséquent (—1)"~'L;(x) = |L;(x)|.

Do : Vx € [1,+00] T,(x) =Y _|Li(x)|.
i=0

d) La relation (2) et la question 3) b) de I’exercice 11
permet d’écrire pour tout x de [1, +oo

|P@)] < Y [P@i] |Lix)] < [|Plloo Y [Lix)|
i=0 i=0
< [P|Joo(x + V22 = D).
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2 = a) La justification est analogue a celle de la ques-
tion 1) ¢). En effet, lorsqu’on dérive le numérateur de L;
tous les facteurs des termes de la somme obtenue sont
positifs.

b) C’est la méme démonstration qu’a la question 1) d)

a I’aide de la question 2) a).

3 = a) On montre par une récurrence immédiate que :
k

P/gk)(X)z A+e p /\+8X+/\—s .

2 2 2

A+ Al +1
Or A et & ont le méme signe. Donc |TS| = | |2 .

On obtient 1’égalité attendue.
b) Comme 1 + |A[> 1 I’égalité de 3) a) assure :
PO < 24 PP
D’apres 2) b),on a :
|1POW)| < 28| Pl oo TR(1).
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1. ALGEBRE GENERALE

A+e A—¢ x+1 x-—1
De plus : X + =A +
S 2 2 2
Or:x;1>0et—1<A<1.
Donc :
A+e A—¢
—1< X+ —<x< 1.

2 T2
On en déduit la majoration de || Py||co par || P]|co, puis
I’inégalité :

PP < 2| Pllo T, (D).

¢) D’apres la question 4) b) de I’ exercice 11, on a :

n k! (n+k)!
2Pl T,O(1) = 2% —~ 1Pl
n+k 2k)! (n —k)!
k! (n+k)!
2 [P oo-

SR (n—k)!
Pour k=1, on reprend la majoration de la ques-
tion 3) b) et on applique la question 2) ¢) de I’exercice
11. On obtient :

1P’ lloo < 2% Plco-



Compléments
d’algebre linéaire

RAPPELS DE COURS

Dans ce chapitre, K désigne un sous-corps de C et E un espace vectoriel sur K.

Soit (x;);e; une famille de E indexée par un ensemble / fini ou infini. On note K Ie sous-espace
de K’ des familles a support fini indexées par 1.

D FAMILLES DE VECTEURS

« Combinaisons linéaires

Un vecteur x de E est combinaison linéaire des x; pour i dans I, s’il est combinaison linéaire
d’une sous-famille finie de (x;);c;.

Une famille (x;);c;, d’un espace vectoriel E est génératrice si, et seulement si, tout élément de
E est une combinaison linéaire des vecteurs x; pour i dans /.
* Famille libre, famille liée

La famille (x;);e; est libre si tout élément du sous-espace engendré par cette famille s’écrit de
maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs x; pour i dans I.

On dit aussi que les vecteurs x; pour i dans [ sont linéairement indépendants ou plus simplement
indépendants.

Une famille (x;);c; d’un espace vectoriel E qui n’est pas libre est liée. Dans ce cas, les vecteurs
x; pour i dans I sont dits linéairement dépendants.

La famille (x;);<; est libre si, et seulement si :

¥ (e)ier €KW ZaixiZOE = Viel a; =0

iel

Une famille de vecteurs est libre si, et seulement si, toute sous-famille finie est libre.

Une famille (x;);c; d’éléments d’un espace vectoriel E est liée si, et seulement s’il existe une
famille («;);c; de K ™ non identiquement nulle telle que Z a;x; =0 .

icl
Une famille est liée si, et seulement si, I’un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.
Soit une famille libre (x;);c;, d’un espace vectoriel E et x un vecteur de E tel que la famille

associée a {x} U{x; ; i € I} soitliée. Alors x est combinaison linéaire des vecteurs x; pour i
dans /.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

* Base

La famille (x;);<; est une base de E si elle est libre et génératrice. La famille (x;);<;, est une base

de E si, et seulement si, tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique x = Z a;x; ou (@;)icr
icl

est une famille de K. Les scalaires a; pour i dans I sont les coordonnées ou les composantes

du vecteur x.

» Théoréme de la base incompléte

Soit (x;);e; une famille génératrice finie de E et J une partie de / telle que la famille (x;);c, soit
une famille libre de E.

Alors il existe une partie L de I contenant J telle que (x;); <z soit une base de E.
» Application linéaire déterminée par I'image d’une base
Soit (x;);ec; une base de I’espace vectoriel E et (y;);c; une famille de 1’espace vectoriel F.

Il existe une unique application linéaire u de E dans F telle que :

Viel u(x;) = yi.

P SOMME DE SOUS-ESPACES

¢ Soit (E ;) ;e une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.

On appelle somme de la famille (E;);c; et on note Z E ; le sous-espace de E engendré par
icl

U E;.

i€l

S E;={> xi : Viel x; €E;

iel iel

On dit que la somme E E ; est directe et on note @ E; , si tout élément de la somme E E;
icl
iel '€ iel
s’écrit de maniere unique comme une somme d’éléments de E;.

Pourtouti de 1,ED Ei = £ @ (EDE;)
i€l JEI
J#i
e La somme Z E ; est directe si, et seulement si :
icl

V(xi)iGIEHEi (inZOE = Viel )C,'ZOE>.
i€l iel
e La somme des E; pour i dans [ est directe si, et seulement si :

v jel [Zj N j{: E; ::{ Op }.

el
i#j

¢ Lorsque la dimension de E est finie, la somme Z E; est directe si, et seulement si :

iel
dimz E; = Z dim E;.
iel iel
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

* Lorsque I’espace vectoriel E est somme directe de la famille (E;) ;¢;, pour tout i de I, on note
p; la projection sur E; de noyau @ E;.
j€l
J#
Alors Zpi =1Idg, pi o pi = piet pjo p; =0rE) pouri # j.
i€l

D SOUS-ESPACES SUPPLEMENTAIRES

Deux sous-espaces E; et E, d’un espace vectoriel E sont supplémentaires si, et seulement si :
E, & E,=E.

¢ Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie.

1) Tout sous-espace F admet au moins un supplémentaire.

2) Pour tout supplémentaire G de F ona:dim F +dimG = dim E.

¢ Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) E=Imf +Ker f;

(i) E=Imf & Kerf;

(iii) Imf NKer f = {0g}.

 Tout sous-espace d’un espace vectoriel admet au moins un supplémentaire.

Tout sous-espace distinct de E admet une infinité de supplémentaires.

P SOMME ET FAMILLES DE VECTEURS

Pour tout i dans 7, soit S; une famille de E ;.

Si pour tout i dans 7 , S; est génératrice de E;, alors UISi est une famille génératrice de E E;.
i€
icl
On suppose que la somme des (E ;) ;¢; est directe.

1) Si, pour tout i dans 7, la famille S; est libre, alors ‘UJSi est libre dans & E; .
i€ iel
2) Si, pour tout i dans /7, la famille S; est une base de E;, alors ‘UIS,- estune basede @ E; .
i€ iel
e Soit (e ;) ;<7 une base d’un espace vectoriel E et (I;)  c; une partition finie de 1. Pour tout k
de J soit E ;. le sous-espace vectoriel engendré par la famille (e ;) i€y Alors E = @& Ej .
keJ

Une base (e ;) ;s de E est dite adaptée a la décomposition en somme directe E = @ Ej s’il
keJ

existe une partition (Ix) ¢ ¢ de I telle que, pour tout k de J, la famille (e;);<,, soit une base de
Ey.

» SOMMES DIRECTES ET APPLICATIONS LINEAIRES

¢ Soit E un espace vectoriel, somme directe d’une famille finie (E;) ;¢; de sous-espaces vecto-
riels, F un espace vectoriel et, pour tout i de 7, u; une application linéaire de E; dans F.

Alors, il existe une unique application linéaire u de E dans F telle que, pour tout i de 7, I’appli-
cation u; soit la restriction de u a I’espace E;.

* Soit E et F deux K-espaces vectoriels et # une application linéaire de E dans F. Alors :
1) la restriction de u a un supplémentaire G de Ker u est un isomorphisme de G dans Imu ;

2) tout supplémentaire du noyau de u est isomorphe a I’'image de u.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

¢ Soit E un K-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E, G et H deux sous-espaces
supplémentaires de F dans E :

1) la restriction 2 H de la projection sur G de noyau F est un isomorphisme de H dans G.
2) les supplémentaires G et H sont isomorphes.
¢ Soit E un K-espace vectoriel et F un sous-espace de E.

Si F admet un supplémentaire G de dimension finie, tous les supplémentaires de F sont de
dimension finie égale a la dimension de G.

La dimension commune de tous les supplémentaires de F est la codimension de F, notée
codim F.

Lorsque E est de dimension finie : codim F' = dim E — dim F'.
* Soit E, F deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire de E dans F de rang fini.

Alors Ker u est de codimension finie égale au rang de u.

D DUALITE

» Formes linéaires et espace dual

Une application u linéaire de E dans K est appelée forme linéaire sur ’espace E.
L’espace vectoriel L(E, K) est appelé I’espace dual de E. 1l est noté E*.

L’application ¢ définie de E* x E sur K, par ¢ (u , x) = u(x) est une forme bilinéaire.
L’ application ¢ est appelée forme bilinéaire canonique.

Le scalaire ¢ (# , x) seranoté (u , x), la notation (, ) sera appelée crochet de dualité.
Le zéro de E* est I’application nulle. Il sera noté 0*.

e Soit x et y dans E, u dans E*. Alors :

x=0 & VYueE (u, x)=0.
xX=y & YueE " (u, x)=u,y).

« Trace d’une matrice, d’un endomorphisme

* Soit A une matrice carrée d’ordre n dans M,(K) : A = [[a;, j 1l icqi, n) jer o1

Le scalaire Z a;,; est appelé la trace de A noté Tr(A).
i=1
L’application trace Tr définie de M, (K) dans K est une forme linéaire.
Pour toute matrice A et toute matrice B de M, (K) on a : Tr(A B) = Tr (B A).
Deux matrices semblables ont la méme trace.

¢ Soit B une base de E et u un endomorphisme de E. La trace de la matrice de # dans la base
B ne dépend pas du choix de la base B. Elle ne dépend que de I’endomorphisme #. On 1’appelle
trace de I’endomorphisme u, notée Tr(u).

¢ Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. La trace d’un projecteur p est égale a son
rang.
e Hyperplans

Un hyperplan H de E est un sous-espace de E de codimension 1 : il existe une droite D telle
que H ® D=E.

Si H estun hyperplan de E, pour tout vecteur @ de E n’appartenantpasa H ,ona:H @ Ka = E.
Pour tout hyperplan H de E et tout vecteur a de E n’appartenant pas a H, il existe une forme

linéaire u unique telle que u | soit nulle et telle que u(a) = 1.
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

Un sous-espace H de E est un hyperplan si, et seulement s’il est le noyau d’une forme linéaire
non nulle.

* Soit # dans E* non nulle et H le noyau de u. Alors u(x) = 0 est appelée une équation de H et :

YveE* H=Kerv < 3IAeK\{0} v=2Au.
Toutes les équations d’un hyperplan sont proportionnelles entre elles.

* Base duale et préduale

¢ Soit £ un K-espace vectoriel de dimensionn et B = (e;, e>, ..., €,) une base de E.

Pour i, j dans [[1, n]] le symbole de Kronecker 6{ est défini par 6{ =1sii=jet 5{ =0si
i #j.

Pour tout i dans [1, n], on définit la forme linéaire e sur E par :

Vjiell,nl (e, e)=25.

Les formes linéaires e} , e; , ..., e, sont appelées les formes linéaires coordonnées.
Alors E* est de dimension n et B* = (e} , €5 , ..., e,) est une base de E*, appelée base duale
de B .

La base B est dite préduale de B*.

n
Toute forme linéaire de E* se décompose de maniére unique dans labase B* : u = E (u, e)e;.

i=1
n

Tout vecteur x de E se décompose de maniére unique dans la base B : x = Z(ei* , X)e;.
i=1
e Soit (x1, X2, ..., X,) une famille de E et (uy , u, , ..., u,) une famille de E™ telles que :
Viell,nl Yjell,nl  (u, x;)=28/
Alors :
—la famille (x;, x2 , ..., x,) est une base de E ;
—la famille (11, us , ..., u,) est une base de E*, duale de la base (x;, X2, ..., X,).
e Soit L = (uy, ..., u,) une base de E*. Il existe une base B = (x;, x2, ..., X,) de E telle que
L =B".

Elle est I'image réciproque de la base canonique de K" par I’application f de E dans K" définie,
pour x dans E, par :

fx)= (ul(x), e un(x)).

Si F est un sous-espace vectoriel de £ de dimension p, ’ensemble des formes linéaires s’annu-
lant sur F est un sous-espace vectoriel de E* de dimension n — p.

e Soit (uy, ..., u,) une famille /ibre de p formes linéaires dans E* alors ﬁ Ker u; estun espace
vectoriel de dimensionn — p et Vect (uy, ..., u,) est ’ensemble des formes linéaires nulles sur
p
ﬁlKer uj.

j=
Tout sous-espace de dimension p est I’ensemble des vecteurs de E dont les coordonnées dans la
base B sont solutions d’un systeme de rang n — p de la forme :

ayp X+ -+ dai, X, =0
a X1+ o+ ay, x, =0
Qn_piX1+- - +ay_ppx, =0

Réciproquement, I’ensemble des solutions d’un systeme de p équations de rang p est un sous-
espace de K" de dimension n — p.
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I 0 0

Dans ce chapitre, le corps K désigne soit le corps R des
réels, soit celui des complexes C.

n Pour s’entrainer

1 = E estun K-espace vectoriel de dimension 7.
On considere deux endomorphismes f, g de E tels que :
f+g=1dg; re(f)+reg) <n.
Montrer que f et g sont des projecteurs.
2 = On note E I’ensemble des endomorphismes u de
M, (R) tels que :
VM € M,(R) u('M)="(u(M)).
Déterminer la structure de E et sa dimension.
3 m Les réels x;, xa, x3 sont distincts. On considére

les six formes linéaires définies sur 1’espace vectoriel
E =K[X] par:

Vi € [1,3] VP € E ¢;(P)= P(x),:(P)= P'(x;).
st

Déterminer le rang de la famille {¢y, . .

4 = Soit Q un polynéme de R[X].
Discuter 1’équation :

PX+1)+P(X—1)=-2P(X) = Q(X).
Application
Résoudre les cas particuliers Q € {1, X, Xz}.
5*m Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension
finie et f une application linéaire de E dans F'.
Montrer que f est un isomorphisme si, et seulement si :

Vge L(F,E) fogof=0 = g=0.

6*m Soitn > 2 et A une matrice de M, (R) telle que :
VX € M,(R) Det(A + X) = Det(A) + Det(X).

Montrer que A = 0.

7 = Cet exercice utilise les développements en série en-

tiere.

a) Expliciter le développement en série entiere de

V1+xpour—1 <x < 1.
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b) M est une matrice carrée réelle telle que :
M? —3M*+3M —1=0.
Expliciter une matrice N sur le méme corps que M telle
que M = N°.
8 m A est une sous-algebre de M, (K) et M une matrice

réguliere appartenant a A.

a) Montrer que I’application ¢ (X —— M X) est un
automorphisme d’espace vectoriel de A.

b) Montrer que M ! appartient 2 .A.

¢) Calculer I’'inverse de N =

QD) =t =t = N
—_— ) = N
—_ = O\ =
—_ R = W =
A= == W

d) Ou intervient la structure de sous-algébre pour A ?

@@ Conseils
1) Question classique, s’il en est...
Vous DEVEZ savoir montrer que f et g sont des
projecteurs associés.

2) Montrer que les sous-espaces des matrices Sy-
métriques et des matrices antisymétriques sont
stables par tout endomorphisme de E.

3) Considérer une combinaison linéaire nulle des
formes linéaires et chercher a montrer que les coef-
ficients sont nuls en 1’appliquant a des polynomes
judicieusement choisis...

5) Si f est un isomorphisme et si g vérifie
fogo f=0,alors..

Réciproquement, si f vérifie cette propriété, mon-
trer que f est injective, puis surjective.

Essayer de procéder par 1’absurde.

6) Poser X = A. Qu’en déduire ?

Supposer ensuite A # ( et construire une matrice
X telle que :

Det(A + X) # Det(A) + Det(X).
7) Ecrire M = 1+ (M — 1) dans M = N2.
8) b) Regarder les antécédents de I, par ¢.




ALGEBRE ET GEOMETRIE

@3 Hyperplans et formes linéaires

1 = D’apres E3A.PC.

Calculer la dimension et donner une base de 1’ensemble
E des polyndmes réels P de degré inférieur ou égal a n

1
tels que/ P =0.
—1

2*m A et B sont deux matrices de M, (R), ¢ est une
forme linéaire non nulle sur IV, (R).

Résoudre, dans M, (R), I’équation X + ¢(X)A = B.

@@ Conseils
2) Appliquer la forme linéaire aux matrices B et
X + ¢(X)A. Puis discuter suivant les cas.
Si nécessaire, et seulement dans ce cas, décompo-
ser M, (R) en somme directe de sous-espaces vec-
toriels.

@ED une équation matricielle

Résoudre dans M, (R) I’équation :

tr(X)Y +tr(Y)X = [i _i]

1 1
XY - [ b 2}
@@ Conseil
Prendre la trace de tr(X)Y + tr(Y)X.

@ Matrices de trace nulle

Soit E un espace vectoriel non réduit au vecteur nul.

1 = Déterminer les fonctions f dans L(E) telles que,
pour tout x de E, la famille {x, f(x)} soit liée.

2 = Montrer que, si M est une matrice de M,(K), non
scalaire, elle est semblable a une matrice de la forme :

0 «
1 B|°
3 = Montrer que toute matrice carrée non scalaire, de

trace nulle est semblable a une matrice dont les termes
diagonaux sont nuls.

@@ Conseils
1) Pour tout vecteur x de E, il existe un scalaire A,
tel que f(x) = A,x.
Mais attention ! ce scalaire dépend de x.
2) Utiliser la question précédente.
3) Démonstration par récurrence.
A lordre n + 1, considérer la matrice obtenue en
supprimant la premiere ligne et la premiere co-
lonne de M et travailler avec les matrices décrites
par blocs.

@& un caleul dinverse

Inverser, si possible, la matrice :
n n—1 - 1

A— n—1 n-—1

@@ Conseils
Plusieurs méthodes sont possibles...

Morphismes multiplicatifs
de M, (R) dans R

Soit f une application non constante de M, (R) dans R
telle que :

V(A,B) € M,(R)> f(A.B)= f(A).f(B).
1 = Déterminer f(I,) et f(0).

2 = Montrer que deux matrices semblables ont méme
image par f.

3 = Montrer que, si A est une matrice de rang
0 < r < n, il existe deux matrices inversibles P et
Q telles que :

SO

Q0 =PNQ.

0 --. 0
4 = Montrer que A € GL,(R) < f(A) #0.

@@ Conseils
2) Chercher d’abord I’image par f d’une matrice
inversible.
3) Noter u I’endomorphisme canoniquement asso-
cié a f et chercher deux bases de R" dans les-
quelles la matrice de u ait la forme souhaitée.
4) Regarder les puissances de la matrice N.
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@B Composés d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1 = Soit f et g deux endomorphismes de E. On consi-
dere les trois égalités :

(@) fogof=f ()gofog=g (i)rgf=rgg

Montrer que si deux de ces égalités sont vérifiées, la
troisieme I’est aussi.

2 = Soit f dans L(E). Montrer I’existence de g dans
L(E) telle que (i), (ii), (iii) soient vraies.

3 = Soit f, g, h, f1, g1 dans L(FE) telles que :
fofiof=f et gogog=g.

Montrer qu’il existe x dans L(E) telque foxog=nh
si, et seulement si :

fofiohogiog=h.

@@ Conseils

1) Pour montrer que (i) et (iii) entrainent (ii), éta-
blir, tout d’abord, que rg(g o f) =r1gg.

Puis, établir que si a et b sont deux endomor-
phismes de E tels que : Im a = Im b, il existe
un endomorphisme ¢ de E tel que : a o ¢ = b. On
pourra alors utiliser 1’exercice 1.

2) Faire une étude suivant le rang de f.

€D Normes de forme linéaire

D’aprés X.ESPCI. PC.

On fixe un entier n dans N et on désigne par E 1’espace
vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré in-
férieur ou égal a n. On considere la forme linéaire L sur
E définie par :

1
VP € E L(P):/ P(x)dx.
—1

1 = Déterminer ’image par L de la fonction polyno-

miale P telle que P(x) = Zapx P,
p=0

Déterminer la dimension du noyau de L, puis une base
de ce noyau.

2 = Soit N une norme sur E. On pose :

N(L)= sup |L(P)|.
PeE,N(P)KI

Justifier I’existence de N(L) et montrer qu’il existe Q
dans E tel que N(Q) = l et |L(Q)| = N'(L).
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3 = Pour P dans E tel que P(x) = Za,,xp, on pose :

p=0
1/2

Noo(P)= sup |a,| et Ny(P)= [ (a,)

0<p<n p=0

Comparer les normes N, et N;.

4 = On désigne par Ny (L) et N»(L) les nombres N (L)
définis dans la premiere question, quand on choisit pour
N respectivement N, et N;.

a) Trouver Q. dans E tel que Noo(Qoo) = 1 et
IL(Qoo)| = Noo(L).
b) Trouver Q, dans E tel que No(Q») = Na(L).

@@ Conseils
1) Noyau d’une forme linéaire...
2)) Montrer que I’ensemble {P € E; N(P) < 1}
est une partie compacte de E.
3) Revoir le cours.
4 a)) Utiliser 2) b).
b) Une racine carrée... Penser a Cauchy-Schwarz.

g Matrices et déterminants
par blocs

Les deux exercices suivants sont indépendants.
1 = Les matrices A et B sont carrées d’ordre n > 1, a
coefficients réels.
On considere la matrice, définie par blocs :
A B
M = .
—-B A
L T
On pose, en blocs, P = |. S
i, —il,
a) Montrer que la matrice P est inversible et donner son
inverse.

b) Calculer la matrice P~ 'M P.
¢) Quelle relation en déduit-on pour Det(M) ?

2*m Soit A, B, C et D quatre matrices de M, (C).

On consideére la matrice de M,,(C) définie par
A B

M- ( A D) |

a) Montrer que si A est inversible, on a :

DetM = DetA. Det(D — CA™'B).

DetA DetB
DetC DetD /°

Montrer que, si M est de rang n, la matrice N est de
déterminant nul.

b) On considere N = <
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@@ Conseils
1) a) Essayer directement de déterminer I’inverse
de P.
¢) Que dire du signe de Det(M) ?
2) a) On pourra déterminer une matrice inversible
P de M,,(C) telle que PM soit trigonale par
blocs.
b) On pourra distinguer les cas DetA = 0 et
DetA # 0.

EL3 Polynome et déterminant

On consideére un entier naturel non nul, n et D, le dé-
terminant :

X )C2 xn—l X"
1 1 1
Dyt = 1 2 3 n n+1
1 2n—1 3)1—1 nn—l (n + l)n—l

Montrer que D, est un expression polynomiale en x
dont on précisera le degré et le terme dominant.

Calculer D,,;.

@@ Conseil
Considérer I’endomorphisme 6 de K, _[X] défini
par :
VP e K,_1[X] 6(P)=P(X+1)
et utiliser (Id — 8)".

Déterminant, rang
et inverse de matrice

On considere (ay, ay, .., a,) un n-uplet de réels. On pose
ap = 0 etpour tout entier k (1 < k < n):

bk = day —adg—1.
On note A, la matrice (n,n) dont 1’élément situé a la
i-ieme ligne, j-icme colonne est dmyin(, )-

1 = Calculer le déterminant de A,,.

2 = Montrer que le rang de A, est le nombre d’éléments
non nuls du n-uplet (by, by, . .., by,).

3 = Dans le cas ou A, est inversible, déterminer A, I

@@ Conseils
1) On pourra effectuer des manipulations sur les
lignes de ce déterminant.
2) Les mémes méthodes s’emploient pour la re-
cherche du rang.

m Comatrice

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1*m Soit A dans GL,(R).

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que la transposée de la comatrice de A, notée '‘ComA
soit égale a AL,

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que 'ComA = A.

2 = Soit A dans M,,(Z).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
A soit inversible et que A" soit dans M, (7).

@@ Conseils
1) et 2) Utiliser la relation liant ‘ComA, A et DetA.

A lgorithmes

&ED Les nombres de Stirling

D’apres Navale.

On note R[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coef-
ficients réels ; pour tout entier naturel, n > 0, R, [X] est
I’espace vectoriel des polyndmes de degré au plus égal
an.

On désigne par ¢g = a9 = Ey = Fy le polyndme
X' =1

On considere, pour tout entier j # 0 et tout réel
a # 0, les polyndmes e;, a;, E;, F; respectivement dé-
finis par :

(X)) =X aX)=X-a;

1
Ej(X) = FX(X—I)---(X—j+1);

Fiy(X) = jIEj(X).

On appelle, pour tout n de N, By, B, 4, &, Fy les fa-
milles :

602(607---’&1); Bn,a:(ao,“-’an);

gn:(EO’---aEn); fn:(FO’---aFn)-
Le dual d’un espace vectoriel V dont une base est B
sera noté V*, et B sera la base duale de B ; cette base
B elle-méme sera dite préduale de B*.
Soit A I’opérateur de R [X] dans lui-méme qui, a toute
f appartenant a R[ X], associe A( f) telle que, pour tout

xdeR:
AfNX) = fx+1)— fx).

On pose A = I, et pour tout entier p > O,
APYL = AP G A,
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Soit D I’opérateur de dérivation sur R[X] tel que, pour
tout réel x :
f

d
(Df)(x) = o

Partie 1 : Etude de A et nombres de Stirling
1 = a) Montrer que &, et F,, sont des bases de R,,[X] et
que A est une application linéaire.
b) Montrer que R, [X] est stable par A.
¢) L’endomorphisme de R, [ X] induit par A est noté A,,.
Montrer que A, est nilpotent.

Montrer que A n’est pas un endomorphisme nilpotent
de R[X].

d Déterminer la matrice A, de A, relativement a By.

2 = Déterminer la matrice B, de A, relativement a &,
et le plus petit entier m (dit indice de nilpotence de B,)
tel que B = 0.

3 = On pose, pour tout k dans N vérifiant 1 < k < n:

n n

Fe=Y sG.ke et e =Y olikF.
i=0 i=0
Les nombres s(i, k) et o(i, k) sont appelés respective-
ment nombres de Stirling de premiere et de seconde es-
pece.

a) Déterminer, pour tout (7, k) dans N? tel quel <i<n
et0 < k <n—1,lenombre s(i,k + 1) en fonction de
s(i — 1,k)ets(i, k).

b) Déterminer de méme une relation de récurrence per-
mettant de calculer o (i, k).

c) Ecrire un programme de calcul, a n fixé, des s(i, k)
pour tout (i, k) dans N2 tel que l <i<netl <k<n.

Méme question pour les o(i, k).

Faire fonctionner ces programmes pour calculer s(5, 6)
et o(5,0).

4 = On désigne par P, la matrice de passage de &, a
F,. Calculer Ps et Psfl.

Partie 2 : Interpolation

5 = Déterminer la base duale B, , = (ag,...,a,) de
Ba-

6 = SoitE; = (Ej, ..., E;)labase duale de &,.

a) Calculer, pour tout (k, i) de N, A*(E;) et A*(E;)(0).

b) Expliciter P = Z E’(P)E; en déterminant, pour
i=0

tout P de R,[X], les E;(P) en fonction de A, et de P.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

¢) On suppose qu’un polyndme Q de degré g de R[X]
prend, pour g + 1 entiers consécutifs de Z des valeurs
entieres. Montrer que Q(Z) C Z.

7 = Soit i un entier. On définit I’application :

L} : R,[X]+—— Rpar L (P)= P(i).

a) Montrer que £* = (Lg,...,L)) est une base de
(R,[X])* dont on déterminera la base préduale, qui sera
notée L = (Lo, ..., L,).

b) En utilisant £, déterminer un polyndme 7', de de-
gré 3, dont le graphe contienne les points :

i,z j*| pouri dans {0,1,2,3}.
=0

Partie 3 : Lien entre A et D

8 = a) Montrer que, pour tout k > 1:

k _11'71
pEy =",

i

i=1

_l)i—l
i

b) En déduire que D = »

i=1

A,

@@ Conseils

3) a) Les s(i, k) (et les o(i,k)) sont les coordon-

nées des polyndmes F}. (respectivement ¢;) dans la

base By (respectivement JF,).

La question posée incite a écrire Fy,; en fonction

de F; k-

b) Une méthode possible consiste a écrire X*, pour

k entre 0 et n — 1, en fonction des F; et a multiplier

par X.

5) Décomposer P suivant les polyndmes de la base

B.a-

6) b) Utiliser la question précédente.

¢) On peut :

e définir, en utilisant Q, un polyndme P de méme
degré, prenant des valeurs entieres pour les en-
tiers 0,1,... ,d ;

* montrer que, pour tout k dans [[0,d], A';(P)(O)
est un entier relatif’;

e poursuivre en utilisant la question précédente.

7) a) Penser aux polynomes de Lagrange.
8) a) Récurrence sur k. Ne pas oublier que :
X —k

| = =18},
k+1 el ok
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@3 Racines d'un polynéme
par la méthode de Bernoulli

Partie mathématique

On considere le polynome P(X) = a, X" + --- + ao,
(avec a, # 0), polyndme dont on cherche les racines
supposées toutes non nulles et de modules distincts. Soit
X1,X2,- -+ , X, ces racines telles que :

[xq| > x| > -+ > |xal-

On cherche & approximer une racine de P en utilisant
une suite récurrente linéaire telle que : Vk € N.

ApUien + Qp_Ujpn—1 - - +aouy = 0 (E)

soit, pour tout entier k :

ap—1 ao
Uksn—1 — =+ — —Ug.
Ay ay

Uksn = —

On note € I’ensemble des suites vérifiant la relation (E).
Vérifier, en utilisant la méthode du cours pour les suites
récurrentes linéaires d’ordre 2, que &€ est un espace vec-
toriel et que les suites géométriques (x¥); forment une
base de €. Soit u dans E. Il existe donc n scalaires
Cy,---,C, tels que, pour tout entier k :

Uy = C1x1f+~--+C,,x,]f.

Montrer que, si la suite (#;) n’est pas nulle, le rapport

converge vers une racine de P.
Uk—1

Partie informatique

1 = Expliciter un algorithme de recherche des racines
de P.

2 = Traduire cet algorithme en un programme.

3 = Résoudre, avec ce programme, les équations :

x2—15x—-7=0: x> —12,5x>+335x +20 = 0.

E2D Forme faible de Frobenius
d’une matrice

D’apres CCP. Maths appliquées.

Une matrice compagnon est aussi dénommée matrice de
Frobenius.

Georg Frobenius (1849-1917), mathématicien alle-
mand, travaille sur la théorie des groupes et en al-
gebre linéaire. Il fournit la premiere démonstration
générale du théoreme de Cayley-Hamilton en 1878.
Récemment, vers 1980, une autre démonstration de
ce théoréme est apparue, utilisant et approfondissant
les questions qui constituent le probleme suivant.

Notations
Pour tout entier n > 1, on note :

L(R") I’algebre des endomorphismes de 1’espace vec-
toriel R”,

Id,, I’application identité sur R",
I, la matrice identité de M, (R),
0,, la matrice nulle de M, (R).

Une matrice A, élément de M,(R), étant don-
née, on désignera par C; sa colonne d’indice j,
par L; sa ligne d’indice i et par A[i,j] = a;
I’élément de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne
(A<i<n,1<j<n).

On appelle matrice compagnon d’ordre n toute matrice
carrée de la forme :

0 - 0 —co
1 . —C1
C=1|yo
[0 - 0 1 —cpy |

En particulier, sin = 1, C = (—c¢y).

On dira que le polyndome P de R[X] défini par
P(X) = X"+¢c,1 X" "+ +¢1X + ¢ est le poly-
noéme associé a la matrice C.

Objectif

Dans ce probléme, on se propose de démontrer que
toute matrice A de M, (R) est semblable a une matrice
F diagonale par blocs, F' = diag(Cy,. .., Cy), ou les
blocs diagonaux C; sont des matrices compagnons. De
plus, on définit un certain nombre de procédures per-
mettant de construire effectivement cette matrice F, ap-
pelée forme faible de Frobenius de la matrice A.

Transformations élémentaires
et matrices compagnons

Pour tous i et j dans [[1,n]], E; ; désigne la matrice de

M, (R) dont les termes sont nuls sauf E; ;[i, j] qui est

égalal.

Le réel a étant donné, on définit les matrices suivantes :

Di(a)=1,+(a—-DE;;; T, j(a) =1, +aE; ; (i # ))
Pi,j :I,, — Ei,i — Ej,j+Ei,j+Ej,i-

On suppose maintenant n fixé, supérieur ou égal a 2.

Soit A un élément de M, (R).
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1 = Comment A est-elle transformée si on la multiplie
a droite par la matrice D;(a), par la matrice T; ;(a)
(i # Jj), par la matrice P; ; 7 Méme question pour la
multiplication a gauche.

2 = Ecrire une procédure Ddroite qui transforme la ma-
trice A en AD;(a), sans effectuer la mutiplication des
deux matrices A et D(a).

3 = Montrer que les matrices T; j(a),i # j,et P; ; sont
inversibles dans M, (R) et calculer leur inverse.

A quelle condition la matrice D;(a) est-elle inversible ?

Dans ce cas, quel est son inverse ?

4 = Ecrire une procédure ChercheNonNul qui re-
cherche dans la colonne j de la matrice A un terme non
nul dont I’indice de ligne est supérieur ou égal a j + 1.

Siles a;, j, avec i > j, sont tous nuls, ChercheNonNul
retourne n + 1.

5 = On suppose connues les procédures Dgauche,
Tdroite, Tgauche, Pdroite, Pgauche qui transforment
la matrice A en D;(a)A, AT, j(a), T; j(a)A, AP; ; et
Pl',jA.

Ecrire une procédure Dtransformation qui transforme la

1
matrice A en D; (—) ADi(a), a étant supposé non nul.
a

6 = On suppose connues les procédures Ttransforma-
tion, Ptransformation qui transforment la matrice A en
T, j(—a)AT; j(a), P; jAP; ;.

On définit alors la procédure suivante :

Avec Maple

> Compagnon:=proc(A,n)
local j,k,i,d,M:
j:=1:k:=ChercheNonNul(A,j,n);
while k<=n do
if k<>j+1 then
Ptransformation(A,k,j+1,n):
fi:
Dtransformation(A,A[j+1,j],j+1,n):
for i to n do
if i<>j+1 then
Ttransformation(A,A[i,j],1,j+1,n):
fi:od:
ji=j+1:
k:=ChercheNonNul (A, j,n):
od:
d:=j;
end;
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

a) On suppose ici que n = 3 et que la matrice A est

2 1 -1
égale a 02 0
-1 1 2

Appliquer la procédure Compagnon a la matrice A.

(On donnera les transformations successives de la ma-
trice A.)

b) On se place a nouveau dans le cas général.

Expliciter les différentes transformations subies par la
matrice A pendant le déroulement de la procédure Com-
pagnon.

En déduire que la matrice A est semblable a une matrice
B’ de 1a forme par blocs :

C, B
B = 1 } ,
0 B,
ou C; est une matrice compagnon.

Dans la suite du probléme, on notera d 1’ordre de la ma-
trice Cy. En particulier, sid = n, B’ = C;.

¢) Dans I’exemple numérique de la question 6) a), don-
ner les valeurs de Cy, B}, B}, d.

7 = On suppose connue la procédure Identité qui
construit la matrice I,.

Comment peut-on modifier la procédure Compagnon,
pour qu’elle calcule, outre la matrice B’ et ’entier d,
une matrice de passage P telle que P"'AP = B'?

Quelle est la premiere colonne de P ?
Forme faible de Frobenius
8 m Ecrire une procédure Zéroadroite qui transforme la

matrice B’ de la question 6) en une matrice B” de la
forme :

bige - by,
C 0 .. 0
B" = 0 . 0
0 --- 0
: : By
0 --- 0

On admettra maintenant que, s’il existe j compris
entre d + 1 et n tel que b;; # 0, les opérations
Ptransformation(B”, j, 1), puis Compagnon(B”, n) sui-
vies de Zeroadroite(B”,d,n) transforment B” en une
matrice semblable, de 1a méme forme, 1’ordre de la ma-
trice compagnon étant d + 1.



ALGEBRE ET GEOMETRIE

9 = Montrer que la matrice A est semblable a une ma-

trice : c 0
- 1
St

ou C; est une matrice compagnon d’ordre supérieur ou
égalad.

Finalement, en répétant les mémes transformations sur
la matrice B,, on obtient une forme faible de Frobenius

de la matrice A, c’est-a-dire une matrice F élément de
M, (R), semblable a A, telle que :

F =diag (Cy,...,Cp),
ou les C; sont des matrices compagnons.

Donner la matrice B obtenue avec la matrice A de
I’énoncé.

@@ Conseils
1) Regarder comment sont transformées les lignes
et les colonnes de A.
3) Utiliser la question 1) et éviter les calculs.
6) a) Détailler les différentes étapes en indiquant
les valeurs prises par j,k eti.
b) Utiliser la question 3) .

7) Se rappeler la recherche de I’inverse d’une ma-
trice réguliere en utilisant le pivot de Gauss...

8) Attention ! Rétrograderen i !

9) Présenter d’abord un algorithme simple d’ob-
tention de B, puis justifier que cet algorithme ne
boucle pas.

m Matrices de transvection
D’apres INT.

Pour (i, j) dans [[l,n]]z, on définit I’élément E; ; de
M, (R) comme étant la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui de lai — eéme ligne et de la
Jj —eme colonne qui vaut 1.

On sait que ces matrices sont appelées matrices élémen-
taires de M, (R).

On appelle matrice de transvection toute matrice du type
(I, + AE; ;) avec Aréeleti # j.

1 = a) Calculer les produits matriciels : E; ; Ej; pour
i, j,h,kdans [1,n].

b) Que peut-on dire de la famille (E;, ;) j)epinp ?

¢) Calculer le déterminant d’une matrice de transvec-
tion.

d) Soit deux réels A, weti, j, h, k dans [1,n] tels que
i#j.h#Fk, jF#h.

Calculer (I, + AE; ;)(I, + wEp ). En déduire I'inverse
de (In + )‘Ei,j)-

2 = Soit A dans M, (R).

a) Montrer que ’addition a une ligne de A d’un vecteur
proportionnel a une autre ligne peut se faire en multi-
pliant A a gauche par une matrice de transvection.

b) Etablir un résultat analogue sur les colonnes.

3 = Soit A = (a;, ;) dans M, (R).

On suppose, de plus, que la premiere ligne de A ou la
premiere colonne de A posseéde un élément non nul.

Montrer qu’il existe deux matrices P et Q de M, (R),
produits de matrices de transvection, telles que la ma-
trice B = PAQ soit une matrice de coefficients b; ;
telleque by =1leth;; =by; =0,pour2 <i < n.

4 = Soit A = (a;, ;) dans M, (R) et r le rang de A. On
suppose r > 0.

Montrer qu’il existe deux matrices P et Q de M, (R),
produits de matrices de transvection, telles que la ma-
trice B = PAQ soit une matrice diagonale de coeffi-
cients b; ; telle que :

@bi;=1 pourl <i<r;

() b;; =0 pourr <i <n;

(iii) b, , = d,avec (d = 1sir < n)et(d = Det(A) si
r=mn).

5 = Ecrire un programme qui fournit un couple de
matrices de transvection (P, Q) telles que la matrice

B = PAQ vérifie les conditions de la question pré-
cédente. Commenter votre programme.

6 = Montrer que le groupe des matrices carrées d’ordre
n, de déterminant égal a 1, est engendré par les matrices
de transvection.

@@ Conseils
1) b) Question de cours...
2) a) Vous pouvez appeler Ly, ..., L, les vecteurs
L,
lignes de la matrice A etregarder (I, +E; ;)
L,

3) Distinguer plusieurs cas : siaj; = 1, siay; # 1
et il existe un élément non nul, autre que a;;, soit
sur la ligne 1, soit sur la colonne 1,...

4) Faire une récurrence sur n, en commencant par
n=2.

Dans chaque cas, supposer d’abord que I’'un des
coefficients de la premiere ligne ou de la premiere
colonne de A n’est pas nul. Puis revenir ensuite a
ce cas.
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6) Montrer que toute matrice de déterminant égal a
1 est produit de matrices de transvection.

Partir du résultat de la question 4) avec une matrice
de déterminant 1.

m Décomposition LU

D’apres Centrale.

Dans tout ce probleme, n désigne un entier supérieur
ou égal a 2. Toutes les matrices considérées ici sont a
coefficients réels. On note :

* M, I’ensemble des matrices carrées d’ordre n ;

e U, ’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(termes sous-diagonaux nuls) et u; I’ensemble des ma-
trices appartenant a U,, dont tous les termes diagonaux
sont positifs ou nuls ;

e L, ’ensemble des matrices triangulaires inférieures
dont les termes diagonaux valent 1. Le symbole I,, dé-
signe la matrice unité diag(1, 1.., 1) élément de M,,.

Pour A dans M, le terme de A situé sur la ligne i et la
colonne j est not€ A; ;.

Dans les questions 1) et 2) seulement, si | <i < n, A;
désigne la matrice extraite de A d’ordre i :

A A o Ay
Ay Ayp - Ay
A Aip o Ag

On confond respectivement :

— matrice et endomorphisme de R" canoniquement as-
Socié ;

— vecteur de R” et matrice colonne de ses coordonnées ;
—une matrice d’ordre 1 et le réel la constituant.

Si nécessaire, R” sera muni de sa structure euclidienne
rendant la base canonique orthonormale. Ainsi, si v ap-
partient 2 R”, v'v est une matrice de M, tandis que ‘vv
représente ||v||* (norme euclidienne).

Le but de ce probleme est d’étudier un type de décom-
position matricielle : la décomposition LU.

1 = a) Montrer que si A appartenant a IV, est triangu-
laire inversible, son inverse est aussi triangulaire.

b Montrer que (£,,, X) est un groupe.

2 = a) Soit A un élément de M,,.

Montrer que si A est inversible, il existe au plus un
couple (L,U)de L, x U, telque A = LU.

Sic’est le cas, on dira que A possede une décomposition
LU( L comme Lower et U comme Upper).
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b) Montrer que si A est inversible et posséde une dé-
composition LU, alors, pour tout k de [1,n]], Det(Ay)
n’est pas nul. (On pourra utiliser une décomposition par
blocs de A.)

¢) On suppose que Det(A, _;) est non nul et on écrit A
par blocs sous la forme :

(A V
=% a)

Montrer qu’il existe H dans L, telle que :
Vie[l,n—1] (HA),; =0.

Hn—l
H/
telle matrice H ainsi que son inverse, ¢’est-a-dire expli-
citer les blocs H,_; et H', ainsi que les blocs corres-
pondants de H~" en fonction des blocs de la matrice

A.

En posant, a priori, H = ( (1)), expliciter une

d) Montrer que, si pour tout k& dans [1,n]], Det(Ay) est
non nul, alors A a une décomposition LU .

(On pourra opérer par récurrence en utilisant une dé-
composition par blocs de A.)

3 = a) Soit deux entiers petg telque 1 < p < g < n.

Montrer que I’opération élémentaire consistant & échan-
ger les lignes p et ¢ d’une matrice de M, correspond a
la multiplication a gauche par une matrice de M, a dé-
terminer.

b)Pourl <k <netl <i; <ip <. <, <n,
1 < ji < jo < -+ < jx < n,le symbole
iv iy -+ L. ., .
Lo k désigne le déterminant de la ma-
Jl J2 ... Jk A
Aiji Ay o Aii
Apji Ay o Ai
trice . . . . extraite de A.
Aicji Ay A

Sous les hypotheses de la question 2) d) et notant
A = LU la décomposition de A, trouver dans 1’ordre :

(i) la premiere ligne de U ;
(ii) la premiere colonne de L ;
(iii) les éléments diagonaux de U ;

(iiii) les éléments de L des colonnes 2, 3..n. (On utili-
sera 3) a) sous forme PA = PLU, out P est une ma-
trice telle que la multiplication de M par P a gauche
permute deux lignes de M) ;

.....



ALGEBRE ET GEOMETRIE

On montreraque pour2 < j <i <n:
[1 2 . j—1 i]
1 2 - j—=1 7
L;; = / - J1a et on donnera pour
1 2 ... ]}
2 ... jA

1
(Ui, ;) 2 <i < j < n)une formule analogue.

4 = Kcriture de I’algorithme

En utilisant :

— un algorithme induit par la question 3) b) ,

— un langage de programmation (qu’on précisera) com-
prenant la fonction déterminant (notée Det),

écrire une procédure donnant, pour une matrice A sa-

tisfaisant aux conditions du 2) d) , les matrices L et U
tellesque A = LU.

5 = Exemples

a) A I’aide de I’algorithme mis en place 2 la question 4) ,
effectuer la décomposition LU de la matrice :

1 1 31
1 2 13
A=1o 1 -1 2
1 -1 21

en indiquant les différentes étapes et les calculs inter-

médiaires.

b) En déduire la résolution du systeme matriciel
X

AX = Y dinconnue X = et de parametre

~ N =

Y =

(I N

d

¢) Donner deux exemples de matrices de M, 1’une ne
possédant pas de décomposition LU, 1’autre en possé-
dant plusieurs.

@@ Conseils
1) a) Utiliser I’endomorphisme A et regarder les
sous-espaces stables par A lorsque A est triangu-
laire inférieure.
Adapter pour une matrice triangulaire supérieure...

2) a) Montrer d’abord que si A est inversible et
possede une décomposition LU, alors U est inver-
sible.

Puis utiliser ce résultat en supposant que A possede
deux décompositions LU.

b) Comme indiqué, travailler par blocs.

¢) Partir de la forme indiquée par 1’énoncé pour H
et travailler par blocs.

d) Récurrence + question 2) ¢).

3) a) Utiliser les matrices élémentaires.

b) (i) A = L,U,,donc: U, = AL, ".

(i) L, = AU, ", donc...

(iii) Regarder le raisonnement de la question 2) d),
comment obtenir la décomposition LU de Ay_; en
fonction de celle de Ay ?

(iiiif) Considérer la matrice P de la question 3) a)
en utilisant seulement le fait qu’elle permute les
lignes i et j.

Pour 1 <i < j < n,écrire PA = (PL)U et cal-
culer ce produit en isolant le bloc constitué des i
premieres lignes et i premieres colonnes. Puis cal-
culer leurs déterminants.

.....

colonnes et travaillant avec AP = L(U P).

N

4) Suivre pas a pas les calculs de la ques-
tion 3) b) pour construire votre procédure.

5) a) Utiliser votre procédure.
b) Ecrire LUX = Y et résoudre deux systemes
triangulaires successifs.
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@ Pour s’entrainer

1 = Larelation f + g = Idg entraine :
E=Im(f+g)CIm f+Im g CE.
Puis :
Im f+Im g=EFE.
D’ou:
1g( f) +1g(g) = n.

Avecrg ( f) +1g(g) < n,il vient: rg( f) +1g(g) = n.
11 suffit ensuite d’écrire, pour tout x de E :

x = f(x)+g(x)
pour obtenir :
Im f&Im g=E et Ker(f)CIm (g).
Ensuite, avec les dimensions, Ker ( f) = Im (g).
De méme :
Ker (¢) = Im ( f).
Ensuite :
(f+e=f+e=f+fe+gf+e=["+g"
D’ou:
fP-f=g-¢"
Et:
Im (> = f)=Im (g —¢») CIm (/) )Im (g).

f et g sont des projecteurs associés.

2 = FE est un sous-espace vectoriel de L(M,(R)).

Soit u un élément de E et M une matrice symétrique de
M, (R). Alors :

u('M) = "(u(M)) = u(M).

La matrice u(M) est symétrique.

Le sous-espace vectoriel 8,(R) des matrices symé-
triques est stable par u.

Montrons de méme que le sous-espace vectoriel A, (R)
des matrices antisymétriques est stable par u.

Réciproquement, soit # un endomorphisme de M, (R)
laissant ces deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires stables.

YM € M,(R) AN € §,(R) 3R € A,(R) M = N+R.
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u(M) =u(N)+u(R).

Alors :

Et:
‘u(M) =" (u(N) +u(R))
="u(N)+u(R) = u(N) —u(R) =u (‘M) .
L’endomorphisme u appartient a E.

Les éléments de E sont les endomorphismes de M, (R)
qui laissent stables §,,(R) et A, (R).

L’espace vectoriel E est isomorphe a £ (8,) x L (A,)
par I'application (v — (us,, 4}4,)-
Les dimensions de 8,(R) et .A,,(R) sont :
nn+1) nn—1)
2 ¢ 2
La dimension de E est donc :

nm+ D\ [n(n —1\>
2 2 '
Si vous n’étes pas convaincus, regardez la matrice d’un

tel endomorphisme dans une base adaptée a la décom-
position en somme directe.

3 = L’espace vectoriel E est de dimension infinie.

Pour vérifier que les six formes linéaires forment une
famille libre, considérons six réels ay, as, az, by, b, et
bs tels que, pour tout polynéme P :

3 3
> aiP(x)+» biP'(x) =0,
i=1 i=1

La relation appliquée au polyndme :
P(X) = (X —x)*(X = x2)(X = x3)
entraine :
b3 = 0.
En déduire que les b; sont nuls.

Terminer en considérant les polyndomes de la forme

0:(X) =[x —xp.
J#i

4 = Fixons n > 2 et étudions I’application ¢ de R[X]
dans R[X] définie par :

d(P)=P(X+1)+P(X —1)—2P(X).
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Cette application est un endomorphisme de R[X]. Nous
devons résoudre une équation linéaire. Soit k > 2.

H(X5) 2% (k)Xk—z
=1 N
Ce polyndme a pour degré k — 2.
Et ¢(1) = ¢(X) = 0. Le noyau de ¢ est Vect(1, X).

Un supplémentaire de ce noyau est X*R[X]. Pour tout
polyndme Q de R[X], il existe donc un unique poly-
néme P de la forme X2 P, (X), avec deg(P;) = deg(Q),
tel que :

¢(P)= Q.

Tous les polyndmes vérifiant cette égalité sont les poly-
ndmes de la forme :

a+bX + X>Py(X),

ou a et b décrivent R.

2

X
Pour Q =1, onobtient P(X) =a+bX + >

X3
Pour Q = X, onobtient P(X) =a+bX + =

4

X
Pour Q = X2, on obtient P(X) = a + bX + TR

5 = Soit f un isomorphisme et g une application li-
néaire de F dans E telle que :

fogof=0.
Composons  droite et 2 gauche par f .

Nous obtenons g = 0.

Réciproquement, soit f une application linéaire de E
dans F possédant la propriété : si g est une application
linéaire g de F dans E telle que f o go f = 0, alors
g=0.

Supposons que f ne soit pas injective.
Il existe un vecteur a # 0 tel que f(a) = 0.

Notons H un supplémentaire de la droite vectorielle
Ka.

La projection p sur cette droite vectorielle parallelement
a H n’est pas nulle, mais fopo f =0.

L application f est donc injective.
Supposons ensuite que f ne soit pas surjective.
Notons F’ un supplémentaire de Im f dans F.

La dimension de F’ est non nulle.

Soit @ un vecteur non nul de F’, b un vecteur non nul de
E et F" un supplémentaire de Ka dans F.

Considérons 1’application linéaire g définie par :
Vx € F” g(x)=0; g(a)=b.
Cette application n’est pas nulle, mais f o go f =0.

L application f est donc surjective.

6 = Appliquons la relation avec X = A.
Det(2A) = 2Det(A).

Or, Det(2A) = 2"Det(A). Donc : Det(A) = 0. La ma-
trice A estde rang p < n.

Supposons A # 0.

Considérons I’endomorphisme u# canoniquement asso-
cié a A.

Notons ey, . .., e, les vecteurs de la base canonique de
R™ et fi,..., fu les vecteurs définis, pour tout i par :
fi = u(e;).

Il est possible d’extraire de la famille {f;},y; 5 une
sous-famille libre de p (1 < p < n) vecteurs et de
compléter cette famille en une famille libre de R" par
I’adjonction de n — p vecteurs :

g1,...,gn7p.

Afin de simplifier la rédaction, nous supposerons que
les p vecteurs fi, ..., f, forment une sous-famille libre

de la famille { fi}; (.-

Définissons 1’endomorphisme v par :

Viell,pl vie)= fi; Vielp+lnl vie)=gi—p.

L’endomorphisme u + v est un isomorphisme. Notons X
la matrice de v dans la base canonique.

Alors :
Det(u + v) = Det(A + X) # 0.

Mais Det(A) = Det(X) = 0.

Nous en déduisons que la matrice A de 1’énoncé est
nulle.

7 = a) On sait que, pour tout x dans | — 1, 1] :

1 /1 1
voo = [2—=1) (2 —n+1
\/1+x:1+z . x".
n=1 '

b) Nous cherchons N telle que N> =1+ (M — ).
Or la matrice M donnée vérifie (M — I)3 =0.
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La matrice N définie par :
N=1+ 1(M ) 1(M I)?
2 8
convient.
8 = a) Vérifier que I’application donnée, ¢, est un en-
domorphisme de A.
Deplus, X €eKer¢p < MX =0.

M est réguliere. ¢ est un automorphisme d’espace vec-
toriel de A.

b) Puisque I’application ¢ est bijective, il existe M’
dans A telle que MM’ =1,,.

Composons 2 droite avec M ~'. Nous obtenons :

M =M

¢) Notons A I’ensemble des matrices de la forme :

a b b b c
b a b ¢ b
M=|b b x b b |,
b ¢ b a b
c b b b a

ol a, b et c sont des réels quelconques et x un réel a
préciser.

Nous remarquons que, pour x = a + ¢ — b, M peut
s’écrire comme combinaison linéaire des matrices Is et :

U= (”i,j)(i,j)eul,snz avec u; j = 1;

0 .- 0

0 .- 0

A est le sous-espace vectoriel de Ms(K) engendré par
U, H et I5.

De plus, A est stable dans M 5(KK) pour la multiplica-
tion, car :

UH=HU=U;U*=5U; H> =1s.
L’ élément unité Is est dans A.
A est donc une sous-algebre de M5 (K).

Si la matrice donnée, N, est inversible, son inverse
s’écrit sous la forme :

aU + BH + vIs.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Terminer les calculs et montrer que :
29 -1 -1 -1 =21
—1 29 -1 =21 -1
N'=—]-1 -1 9 -1 -1
-1 =21 -1 29 -1
=21 -1 -1 -1 29
Et Maple confirme.

Avec Maple

> with(linalg) :
> N:=matrix(5,5,[4,1,1,1,3,1,4,1,
3,1,1,1,6,1,1,1,3,1,4,1,3,1,1,1,4])

4 1 1 1 3
1 4 1 3 1
N=|11 6 1 1
1 3 1 4 1
31 1 1 4

> inverse(N) ;

r 29 -1 -1 -1 —21 7
50 50 50 50 50
-1 29 -1 =21 —1

50 50 50 50 50

-t - -l
50 50 50 50 50
-1 21 -1 29 -l

50 50 50 50 50
e B B
L 50 50 50 50 50

d) Cette structure permet de dire que A est stable pour
la multiplication.

Elle intervient donc dans la question 2).

@ Hyperplans et formes linéaires

1 = Considérons I’application ¢ définie sur R, [ X] par :

1
¢(P)=/1P-

¢ est une forme linéaire non nulle sur R, [ X].

Son noyau, E, est un hyperplan de R, [X]. Sa dimension
estn.

De plus :
¢(X2k) _ et ¢(X2k+l) —0.

Une base de E est :

=1l 1 n
Uty < p < % _ d<k< Pl
{X ;0<k < > } {X 2k+1’1\k\2}

2k +1
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2 = Si X est une matrice solution, appliquons ¢ aux
deux membres de I’équation :

H(X) (1 + ¢(A)) = ¢(B).
Plusieurs cas peuvent alors étre distingués.
« p(A) = —1 et §(B) # 0.
L’équation n’admet pas de solution.
« p(A) # —1 et p(B) = 0.
Alors ¢(X) = 0 et I’équation donne X = B.

Vérifier cette solution.

* p(A) # —let $(B) # 0.

Alors : 5(B)
YO T gy
Nous obtenons alors :
. 6B
X =B 71+¢(A)A'

Vérifier cette solution.
e p(A)=—1letp(B)=0.
Le cas non trivial !
Nous savons que :
M, (R) = Ker ¢ ® RA.

Cherchons la matrice X sous la forme : X = C + AA,
ou C est dans Ker ¢.

L’équation équivauta X — AA = B.
Il existe donc une infinité de solutions :

X =B+ A,
A est un réel quelconque.

@ Une équation matricielle

Soit (X, Y) un couple solution.

La premiere équation donne tr(X)tr(Y) = 0.

Si tr(X) = tr(Y) = 0, la premiere équation n’est pas
vérifiée.

Sitr(X) = 0ettr(Y) # 0, alors :

I (4 8
X~ 4

Cette matrice est inversible.

Puis :

1
I 4 817'1 1
(S 1{4 —2}:”(” [4 —4] [4 —2}

w1 21 1] _w®[ 3 -1
T 12 1 =14 =2 4 |-1 1|

Vérifier que toutes les matrices X et Y de la forme :

1[4 8 al 3 —1
XE[4 4} et YZ[l 1}

avec a réel non nul, vérifient le systeme.

Si tr(X) # 0 et tr(Y) = 0, montrer de méme que les
matrices solutions sont les matrices de la forme :

a (2 1 1[4 8
X:u[z 10}’Y:a[4 —4]’

ou a est un réel non nul.

((4 ) Matrices de trace nulle

1 = L’énoncé nous indique que, pour tout x nul ou non,
il existe un scalaire A, tel que f(x) = A x.

Soit x et y deux vecteurs tels que la famille {x, y} soit
liée et x et y non nuls.

Alors: daeK y = ax.
Puis : fO) = f(ax) = af(x) = adx = Ay ax.
Nous en déduisons A, = Ay,

Supposons ensuite que dimE > 1 et notons x et y deux
vecteurs linéairement indépendants de E.

Alors: f(x +y) = Ax + Ay = Ay (X + ).

Puisque la famille {x, y} est libre, nous en déduisons :

Ac = Ay = Ayyy.
Il existe donc un scalaire A tel que, pour tout x de E :
f(x) = Ax.

f est une homothétie vectorielle.

2 = Notons f I’endomorphisme de K? canoniquement
associé a M.

Puisque la matrice M est non scalaire, la question pré-
cédente permet d’affirmer qu’il existe un vecteur x de
K? tel que la famille {x, f(x)} est libre. Cette famille
constitue une base de 1’espace vectoriel K? et, dans cette
base, la matrice de f a la forme requise.

3 = Démonstration par récurrence sur ’ordre n de la
matrice.

Le cas n = 2 découle de la question précédente si nous
précisons que la trace de matrices semblables est iden-
tique et nous en déduisons 8 = 0.

Supposons que, pour un certain n > 2, toute matrice
carrée non scalaire, d’ordre n, de trace nulle soit sem-
blable a une matrice dont les éléments diagonaux sont
nuls.
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Considérons une matrice M, d’ordre n + 1, non scalaire,
de trace nulle. Un raisonnement semblable a celui de
la question 2) permet d’affirmer que M est semblable a
une matrice A,.1, dont la premiere colonne est nulle a
I’exception du second terme égal a 1. Notons alors A,
la matrice obtenue en supprimant la premiere ligne et la
premicre colonne de A,;.

La matrice A,, a une trace nulle.

Si la matrice A, est scalaire, elle est nulle et nous avons
terminé.

Si la matrice A, n’est pas scalaire, ’hypothese de récur-
rence s applique. Il existe une matrice carrée inversible
P d’ordre n et une matrice N dont les éléments diago-
naux sont nuls tels que :

N =P 'A,P.
10
0

Notons P; la matrice , écrite en

blocs.

Vérifier que cette matrice est inversible et que :

1 0
0

Pl_] = P_]

Vérifier également que la matrice P,_lAn+1 P; estde la

forme :
0 =x
*

Cette matrice est semblable a la matrice M et ses élé-
ments diagonaux sont nuls.

@ Un calcul d’inverse

Considérons 1I’endomorphisme de R" canoniquement
associé a la matrice A.

Il est défini par :

yi=nx;+m—Dxy+---+x,
y=m—Dx;+(n—Dxo+---+x,

@
Yn=X1+Xp+ + X,

(© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit

2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Cherchons I’endomorphisme réciproque, s’il existe.
Yi—Y2=X1

Y2—Yy3=X1+x3

1) = :

Yn—1—Yn =X1tX2+ - +X,1
Yn=X1tX2+ - +X,

Ce systeme équivaut a :

X1=Y1 — 0
X2 =2y —y1— 3

Xn—1 = 2yn—l —Yn — Yn—2
Xn = 2Yn — Yn—1

La matrice A est inversible et :

1 -1 0
—i 2 =
A7l = 0
i 2 =l
0 -1 2

(6 ) Morphismes multiplicatifs
de M,(R) dans R

1 = Soit f une application non constante de M, (R)

dans R telle que, pour tout couple (A, B) de M, (R),
on ait :

Jf(A.B) = f(A).f(B).

En prenant A = B = I,,, on obtient :
fUn.L) = f(L) f) = ) = f,)*
— f(I,)=0o0ul.
Si f(I,)=0:
YM e M,(R) f(M)= f(M.I,) = f(M)f(I,)=0.

L’application f est donc constante et nulle. Ainsi

fl) = 1.

De méme, comme f(0) = £(0.0) = f(0)%, on en dé-
duit que f(0) =0ou l.

Pour tout M de M,,(R), on a :
f0) = f(0.M) = f(0)f(M).

Si f(0) = 1, pour tout M de M,(R) on aurait
f(M) = 1. Lapplication f serait constante.

Conclusion : f(I,) = 1let f(0)=0.
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2 = Si A estinversibleona AA~! = I,.

Dot f(A)f(A™Y) = f(I,) = 1 ce qui implique que
f(A) ne peut étre nul. De plus :

1
A= —.
f(AT) (A

Si A et B sont deux matrices semblables. Il existe P une
matrice inversible de M, (R) telle que B = P'AP.
Ona f(B) = f(P~Y)f(A)f(P). Ainsi deux matrices
semblables ont méme image par f.

3 = Soit A une matrice de rang 0 < r < n et u I’endo-
morphisme canoniquement associé a A.

Prenons un vecteur f; non nul dans Ker u et une base

@( f2), ... u( fr+1)) de Im (u).

Alors la famille ( fi, f>,..., fr+1) est une famille libre
de R" que nous complétons en une base (fi);cp.p de
R".

Notons, pour tout i de [2,7 + 1], g; = u( f;) et complé-
tons en une base (g); ¢y 5 de R".

Si nous appelons P la matrice de passage de la base
canonique (€;);cy,y 2 1a base (g:);cq1p> €t O la ma-
trice de passage de la base canonique (f;); ¢y ,y @ 1a base

(€)ieqing :
0 1 o --- 0
0 0 1 0
A=P Q=PNQ.
0 --- 0

4 = 11 reste a prouver que, si une matrice A n’est pas
inversible, ona f(A) = 0.

On note r le rang de A ( r est donc strictement plus petit
que n).

Utilisons la question 3).

Il existe P et Q deux matrices de M, (R), inversibles
tellesque A = P.N.Q.

N est une matrice nilpotente.

Il existe k un entier naturel non nul tel que N = 0.
Ainsi f(N*) = 0.

L application f est multiplicative, donc f(N)* = 0,
c’est-a-dire f(N)=0.Or:

A=PNQ = f(A)= f(P) f(N) f(Q)
on obtient f(A) = 0.
On vient de caractériser les matrices inversibles :

A inversible <= f(A) # 0.

(7 ) Composés d’endomorphismes

1 = Supposons les conditions (i) et (ii) vérifiées.
fogof=f = 1gf<rgg.
De méme :
gofog=g = rgg<rgf.
Finalement, rg f =rgg.
Supposons les conditions (i) et (iii) vérifiées.
fogof=f = 1gf<rg(gof) <rgg.
Donc :

rg(go f)=r1gg.

Puis :
Im (go f)=1Im g.

Montrons qu’il est possible de définir un endomor-
phisme 4 de E tel que :

gofoh=g.
Plus simplement, soit a et b deux endomorphismes de

E tels que Im a = Im b. Nous allons construire un
endomorphisme c de E tel que a o ¢ = b.

Soit fi,..., f, une base de Im a = Im b.
Il existe ey, ..., e, ete,...,e. dans E tels que :
Vi € [1,r] ale;) = f; et b(e}) = fi.

Les familles ey,...,e, et e},...,e, sont des familles
libres de E.

La famille ey, . . ., e, peut étre complétée en une base de
E, (ey,...,e,), par ’adjonction de vecteurs de Ker a.

La famille ef, . . ., e, peut étre complétée en une base de
E, (e},...,e)), par 'adjonction de vecteurs de Ker b.

11 suffit de définir ¢ en posant :
Vi € [1,n] c(e)) = e;.
L’endomorphisme ¢ vérifie :
aoc=>b.
Soit alors /2 un endomorphisme de E tel que :

gofoh=g.
Nous avons :

gofog=gofo(gofoh)y=gofoh=g.
De méme, (ii) et (iii) entrainent (i).
2=Si f =0(g =0)ousi f estun automorphisme
de E (g = 1), I'existence de g est immédiate.
Supposons ensuite que rg f =r < n.

Soit fi,..., f, une base de Im f.
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Il existe ey, . . ., e, dans E tels que :
Vi e [L,r]l  f(e) = fi.
La famille ey, . . ., e, est une famille libre de E.
La famille fi,..., f, peut &étre complétée en une base
de E, (fi,---5 fn)
Posons :

Vie[[l,r]l g(fi)=e et Vi>r g(f;))=0.
L’endomorphisme de E ainsi défini vérifie les condi-
tions (i) et (iii).

On peut aussi utiliser les projecteurs pour traiter cette
question.

3 = S’il existe x dans L(E) tel que foxog = h, alors:
fofiohogiog=fofio(foxog)ogiog
=(fofiof)oxo(gogiog)
= foxog=h.

Réciproquement, si f o fi o ho gy o g = h, il suffit de
prendre x = fjoh o gj.

Normes de formes linéaires

1 = Nous obtenons :
E(n/2)
ay,

Ly =2
e 2k+1

La forme linéaire L est non nulle, car L(1) = 2.

Le noyau de L est un hyperplan de E, donc :
dim(Ker (L)) = n.

Pour i dans [[1,7]], notons R; la fonction polynomiale
définie par : ] )

Ri(x) = x' — L(x").
Pout tout i dans [[1,7]], le degré de R; est i. La famille
(Ri)ieqr1.ny est donc libre.

Elle contient n éléments dont I’image par L est nulle.
C’est une base de Ker (L).

2 = [’espace vectoriel E est de dimension finie.
La forme linéaire L est donc lipschitzienne.
dJA >0 VP e E |L(P)<AN(P).

L’ensemble {|L(P)|; P € E, N(P) < 1} est une partie
non vide de R, majorée par A. Elle admet une borne
supérieure.

Plus précisément, ’ensemble {P € E; N(P) < 1} est
une partie compacte de I’espace vectoriel E de di-
mension finie. L’application (P +—— |L(P)|) est
continue sur E en tant que composée d’applications
continues. Nous savons que sa restriction au compact
{P € E; N(P) < 1} est bornée et atteint ses bornes.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Soit Q un élément de E tel que :
N(Q) < let N(L) = |L(Q)].

QO n’est pas nul car L(0) = 0.

. 1 .
Si N(Q) < 1, alors, en posant Q| = W ,ona:
1
N(@Q)=1 et [L(Q)|= N©O) |L(Q)| > N(L).

Ceci est impossible.

3 = Soit P(x) = Zakxk dans E.
k=0

Alors, pour tout k dans [0, n]] :

lar] < (| Y aE = Ny(P).
k=0

Noo(P) < Nao(P).

De plus, a,f < NOO(P)Z. D’ou :
No(P) < Vn+ 1IN (P).

On retrouve 1’équivalence des normes N, et N, car la
dimension de E est finie.

n

4 = a) Pour une fonction polynomiale P(x) = Z agx*

k=0
de E, nous savons que :

E(n/2) p E(n/2) 1
L(P) =2 % 1 <2 — | No(P).
IL(P)] ;2k+1 ;2k+1 (P)

La question 2) b) permet d’en déduire que :

E(n/2) 1
K=2
; 2k + 1

2 Noo(L).

11 suffit ensuite de constater que cette inégalité devient
une inégalité si nous choisissons :

E(n/2)

P(x) = Z X2k,
k=0

De plus, Noo(P) = 1.

E(n/2)
Donc la fonction polynomiale Q..(x) = Z x*
k=0

convient.
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b) Ou nous retrouvons Cauchy et Schwarz qui sont au
produit scalaire ce que Roux et Combalusier sont aux
ascenseurs.

n
Pour une fonction polynomiale P(x) = Zakxk de E,
k=0

nous savons que :

E(n/2) u
L(P)| =2 2k
ILC )‘ Z: 2k +1
E(n/2) E(n/2) |
<2 2 _-
kZ:O @2k kz:;) 2k + 1)2

en utilisant D’inégalit¢ de Cauchy-Schwarz dans
R'*E"/2) eyclidien.

De plus :
E(n/2) n
> ad <\ |> ak = Ny(P).
k=0 k=0
Donc :
E(n/2) 1
VP e E |L(P) <2 ——N)(P). (1
€E |L(P) ;(Zkﬂ)z 2(P). (1)

D’apres la question 2) b) :

E(n/2)

> G 2 W)
k=0

Cherchons les polynomes tels que I'inégalité (1) soit
une égalité.
Il est alors nécessaire que :

E(n/2)

2 _
E Ay =
k=0

> a} = Ny(P).
k=0

D’ou :
E(n/2)

P(x) = Z azkak.
k=0

Il faut également que I’inégalité de Cauchy-Schwarz
soit une égalité.

Cette condition impose :

dreR
1 1

JAs A= ———— )
(ap, as WEn/2)) (3 2E(/2) + 1)
La fonction polynomiale Q, définie par :

Em/2)

X
Q=X Y
k=0

avec Ay = , convient.

E(n/2)

1
> 2k + 1)

k=0
Elle vérifie en effet :

Nx(Q2) =1 et [L(Q2)| = K = Ny(L).

Matrices et déterminants

par blocs
1 I,
Eln —E]In
1 =a) La matrice Q = | vérifie
=I, —il,
2
PO =1,.

La matrice P est inversible et son inverse est Q.
A+1iB 0

-1 .
b) P MP—{ 0 A—iB}‘

o B B A+iB 0
¢) Det(P MP)_Det(M)_Det{ o A_ip ]

A+1iB 0

La matrice [ 0 A_iB

} est une matrice diago-
nale par blocs.

Det(M) = Det(A+iB)Det(A—iB) = |Det(A +iB)[* > 0.

L . I, 0
2 = a) On considere la matrice P = ( —cA-l 1, >

Le déterminant de la matrice P est 1.

On a donc Det(P M) = Det(M).

A B ona:
0 D—CA™'B )’ :

DetM = Det(PM) = DetADet(D — CA~'B).

Puisque PM = (

b) Si DetA = DetB = 0, on a évidemment DetN = 0.

Le rang des vecteurs colonnes d’une matrice est inva-
riant par toute permutation des colonnes. Le rang de

A B ol d B A
c p )cstégalaurangde ( oo ).

On peut donc supposer, sans nuire a la généralité, que
DetA # 0.

Si on applique les résultats de la question 1), on a :

A B
PM:< 0 D-CA™'B >

La matrice P est inversible, donc rg(P M) = rg(M).

La matrice A est une matrice n X n inversible, extraite de
M. Comme le rang de PM est n, toute matrice extraite
d’ordre n + 1 X n + 1 est non inversible. On en déduit
que la matrice D — CA~' B est nulle.
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Ainsion a :

DetD = Det(CA™'B).

En effectuant le produit par DetA, on obtient :
DetADetD = DetCDetB,
c’est-a-dire que DetN = 0.

Polynéme et déterminant

L application 6 de K, [X] définie par :
VP e K,_1[X] 6(P)=PX+1)
est un endomorphisme de K, [X].
La base canonique de K, _;[X] est (1, X, ) G X”_l).

P
Py — P _ P\ vk
Ona S(XP)=(X+1) _kz;(k)x.
Dans cette base, la matrice de 6 est triangulaire avec des
coefficients diagonaux égaux a 1.

On en déduit que la matrice de Id — § est triangulaire
avec une diagonale nulle.

Elle est nilpotente, d’indice #» au maximum :

Id—6)" =0.
D’ou :
VP e K,_1[X] dId—56)"(P)=0

c’est-a-dire :
VP € K, |[X 1P ”>5PP:0.
1[X] [;( ) (p (P)

On a donc :

VP € Kuoi[X] Y (=1 (Z) P(X+p)=0.
p=0

Pour tout entier k de [[0,7n — 1]], on a :

(1) ”) +1)f = 0.
;( >(p (p+1)

On note, pour j compris entre 1 et n + 1, C; la colonne
d’indice j de D,4;.

n+l
El =3 : _ j—l n )
En effectuant 1’opération E (-1 (j . 1) Cj, on

j=1
annule les coefficients de la colonne n + 1 situés entre
les lignes 2 etn + 1.

D’ou :

1 x x2 701 =x)

1 2 3 0
Dyt = (=1)" |,

1 2n71 31171 nrzfl 0
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Le développement de ce déterminant par rapport a la
derniere colonne donne :

1 1
1 2
Dy = (1 —x)"
i 2n'—1 nn—l

Ce dernier déterminant est un déterminant de
Vandermonde, dont la valeur est :

n—

1
I G-d=]]*-

1<i<j<n k=1
Donc :
n—1
Dy =1 —x)" [+
k=1

Déterminant, rang
et inverse de matrice

1 = A partir de la ligne n jusque la ligne 2, on retranche
a chaque ligne, la ligne précédente. Ainsi le déterminant
de A, s’écrira :

DetA,
al al e al
0 ;m—a a—aq ar — a;
0 T ap—1 —dp—2 du—] —dp—2
0 e 0 ap — Ap—1

Avec les conventions d’écriture, on a donc :

DCtAn = b] bz..bn.
2 = Le rang d’une matrice est également invariant si on
retranche une ligne a une autre ligne de cette matrice.

Le rang de A, est le rang de :

bl bl 000 bl
0O by by --- b,
0 e bn—l bn—l

Si un by est nul, la ligne d’indice k est nulle. De plus
les lignes sont « étagées ». Donc, le rang de A, est le
nombre d’éléments non nuls du n-uplet (by, .., b,).

3 = Supposons tous les b; non nuls. La matrice A, est
inversible.

Nous allons déterminer son inverse par le procédé de
Gauss en travaillant sur les lignes uniquement.
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Les opérations effectuées sur la matrice A,, dans la ques-
tion 2) transforment la matrice I,, en J,, :

1 0 .- 0
-1 1 0

—1 1 0

-1 1

Effectuons ensuite les opérations suivantes simultané-
ment sur A, et J,. On soustrait a la ligne 1 la ligne 2

b
multipliée par b—l a la ligne 2 la ligne 3 multipliée par
2

b
b—2 et de proche en proche jusqu’a la ligne n — 1.
3

La matrice A, et la matrice I, sont devenues respective-
ment :

by 0 - 0
0 b 0 - 0
0 buoy 0
0 0 by
et
TR R B 0
b b
1oas2 B 0
by bs
0
0 -1 1

Il suffit ensuite de multiplier, pour tout i de [[1,n]], la

li j —.
igne i par b
Nous obtenons :

1 1 1
bt b 0
1 1 1 1
b bbb
A7l =
1 1
b b

@ Comatrice

1 = a) Utilisons la relation :

'ComA.A = (DetA)L,.

1

Elle entraine que ‘ComA = A~ si, et seulement si :

DetA = 1.

b) Avec la méme relation, nous obtenons que :
‘ComA = A si, et seulement si, A> = Det(A)L, .

Prenons les déterminants des deux membres.
(DetA)? = (DetA)" .
D’ou :
(Det(A))" 2 = 1.
Si n est impair, nous obtenons la condition nécessaire
DetA = 1, puis A® =1,,.
Cette condition est aussi suffisante.

Si n est pair, nous obtenons Det(A) = £1 = g, puis
A* =l

Cette condition est aussi suffisante.
2 = Supposons A inversible et A~! dans M, (Z).
Alors :
Det(A) € Z et Det(A™") € Z.
Or, Det(A)Det(A~!) = 1.
Nous obtenons la condition nécessaire : Det(A) = =£1.

Réciproquement, si A est dans M, (Z) et Det(A) = +1,
alors A est inversible.

De plus, A~ =
© plus Det(A)

la comatrice de A.

Puisque A est dans M, (Z), Com(A) I’est aussi.

'Com(A), o Com(A) désigne

Donc A~! appartient également 2 M, (7).

A lgorithmes

(1) Les nombres de Stirling
Partie 1

1 = a) Les familles &, et F,, sont des familles de n + 1
polyndmes de degrés échelonnés de 0 a n.

Chacune forme donc une base de R, [ X].

La linéarité de A est immédiate.

b) Si P est un polyndme constant, A(P) est nul. Sinon,
le degré de A(P) est le degré de P diminué de 1. Nous
en déduisons que R, [X] est stable par A.

c¢) La question précédente permet d’affirmer que
An+l =0
“ 3

Soit m un entier strictement positif.
Le coefficient dominant de A(X™) est mX™ .
Montrer par récurrence que celui de A”(X™) est m!.

L’endomorphisme A de R [X] n’est pas nilpotent.
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d) Calculons :

m

AX™) =mX™ ' + Z (m) xm.

Nous en déduisons :

o () 0)
)
()
o ()

2 = Calculons, pour tout j dans [[1,n] :

An(Ej)

:,l'[(X+1)X~--(X—j+2)—X(X—1)---(X—j+1)]
J!

ZEj_].

La matrice B,, est donc :

0 1 o --- 0
0
B, = 1
: o1
0 -+ o o 0

En déduire, en considérant A”(E,), pour p entier posi-
tif, que I’indice de nilpotence de B, estn + 1.

3 = a) Ecrivons :
Fa=XX-1---(X—k+1D(X —k)
=F.(X —k)=XF, — kF}.
s(i,k + 1) est le coefficient de X' dans Fi,;.D’ou :
sti,k+1)=s( —1,k) — ks(i,k).
De plus, s(k + 1,k + 1) = s(k, k) = 1.
Et, pour toutk > 1 ettouti > k :

s(0,k) =0 et s(i,k) =0.

b) Fixons k dans [[0,n — 1]]. Nous avons :

n

Xt =" o(.k)F;.

i=0
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

En effet, sik = 0, 0(0,0) = 1 et, pour touti > 0 :
o(i,0)=0.

Puis, en multipliant par X :

n n

X =3 0. hXFi =) 0. (Fiu +iF)

i=0 i=0

=Y (oG — LK+ jo(,k)F;.
j=1
Le terme o(n, k) est nul, car X* est de degré au plus
n—1.
Nous en déduisons :
oi,k+1)=0@ — 1,k)+io(i, k).
Ici également, pour toutk > 1 :
0(0,k) =0 et ok, k)= 1.
¢) Nous obtenons :
5(5,6) = —15 et o(5,6) = 15.

Avec Maple

> with(linalg) :
> s:=proc (k)
local i;
A:=matrix(k+1,k+1,0) ;
for i from 1 to k+1 do A[i,il:=1 od :
for i from 2 to k+1 do
for j from i+l to k+1 do
Ali,jl:=A[i-1,j-11-(j-2)*A[i,j-1] od:
od:
print(A) ;
end ;
>
Warning, ‘A‘¢ is implicitly declared local

Warning, ‘j¢ is implicitly declared local

s := proc(k)

locali, A, j;
A :=matrix(k+ 1, k+ 1, 0);
foritok+1doA;; :=1od;

forifrom2tok + 1do
for jfromi + 1tok + 1do

Aiji=Ai1,j-1—(—2)x A j—10d
od;
print(A)
end
> s(6) ;
1 0 0 0 0 0 0 ]
0 1 -1 2 —6 24 —120
0 O 1 -3 11 =50 274
0 O 0 1 —6 35 =225
0 0 0 0 1 -10 85
0 O 0 0 0 1 —15
L0 O 0 0 0 0 1
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Avec Maple

> with(linalg):
> sigma:=proc (k)
local i;
A:=matrix(k+1,k+1,0);
for i from 1 to k+1 do A[i,i]:=1 od:
for i from 2 to k+1 do
for j from i+1 to k+1 do
Ali,jl:=A[i-1,j-1]1+(i-
1)*A[i,j-1] od: od:
print(A);
end;
>
Warning, ‘A¢ is implicitly declared local
Warning, “j¢ is implicitly declared local

o = proc(k)

locali, A, j;
A :=matrix(k+ 1, k+ 1, 0);
foritok+1doA;; :=1od;

forifrom2tok + 1do
for j fromi + 1tok + 1 do

Ai‘j = A,',l,j,] +(i—1)x Ai,J;] od
od;
print(A)
end
> sigma(6);
1 0 0 0 0 0 07
0O 1 1 1 1 1 1
0o o0 1 3 7 15 31
0 0 0 1 6 25 90
0 0 0 0 1 10 65
0 0 0 0 O 1 15
L0 0 0 0 0 O 1]

4 = Puisque F; = k!Ej, les matrices P, sont diago-
nales.

o o0 --- 0
|
Ps— 0 1 :
2
0 0 5!
1
o 0 0
1
0 —
p5*1: 1!
0
1
0O --- 0 =l
Partie 2

5 = Afin de déterminer la base duale de B, ,, notons

P = Za,-(X — @)’ un polyndme de R, [X].
i=0

Pour tout i de [0, n]], la forme linéaire a; sur R, [X] est

alors définie par :
PO(a)

af(P)=a; = T

6 = a) Nous avons établi dans la question 2) que :
A(Eg) =0; A(E) = E; si
En déduire que :

ANE)=E;_ysii >k et

i >0.

A¥(E;) = 0 sinon.
Puis :
AMENO)=1sii=k et  AME)O) = 0 sinon.
b) Le calcul précédent permet de remarquer que :

V(i k) € 0,01 AL(ENO) = S

Or, pour k dans [O,n], les n + 1 applications
(P — A’,;(P)(O)) sont des formes linéaires sur R, [ X].

Puisque Aﬁ(E,-)(O) = 0, , ces applications constituent
la base duale de la base &,. Par conséquent :

P =Y E{(P)E, =) AL{P)OE.
k=0

k=0
¢) Soit O un polynome de degré g prenant aux points
m,...,m+q (m € 7Z) des valeurs entieres.

Si g = 0, le résultat est immédiat. Supposons g > 0.

Notons P le polyndme défini par P(X) = Q(X +m). Le
polyndéme P est de degré g et prend aux points O, ..., g
des valeurs entieres. Montrons que P(Z) C Z. Nous
en déduirons que le polyndme Q possede la méme pro-
priété.

D’apres la question précédente :

q
P =Y A(P)O)E;.
k=0

Remarquons que A,(P)(0) = P(1) — P(0) € Z.

Montrer par récurrence que, pour tout j dans [0, ¢] :
AJ(PYO) =) <i>(1)’P(i) € Z.
i=0
Puis, pour tout entier s :

q
P(s) =Y AL(P)O0)E(s).

k=0

Or Ei(s) = %s(s—l)~~(s—k+1).
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Trois cas peuvent alors étre distingués.

eSis>k—1:
Ex(s) = (k> eN.

eSis—k+1<0<s:

Ei(s) =

eSis <O0:

Ex(s) = (=¥ (‘S

k_l) €Z.

Dans tous les cas, P(s) est un entier relatif.

7 = a)Lesn+1réels 0,...,n sont distincts. Nous sa-
vons (polyndmes de Lagrange) qu’il existe, pour tout j
de [0, n]], un unique polyndme L ; tel que :

Vi € [0,n]l L;() =26
H (X —1)
i€l01,i] G =0
De plus, ces polynomes forment une base de R, [ X].

De plus, L;(X) =

Nous en déduisons que L£* est une base de (R,[X])",
base duale de la base (Lg, ..., L,).

b) Dans notre cas, n = 3.

T =TO)Lo+T(1)L, + TQ)Ly + T(3)L,
= OLQ + 1L1 + 17L2 +98L3

X(X —2)(X —-3)

Li¥y=——F——;

oy 2 fi)z(x - 3)

Ly XX = 16)(X -2
Partie 3

8 = a) Effectuons une démonstration par récurrence sur
k.

Pourk = 1, D(E;) = E,.

Supposons que, pour un certain k > 1, on ait :

k -1 i—1
pEy =3k

=l
NOllS savons que:
Ew =X "kp
k+1 — k+1 k
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X —k
D(Ey)

1
D(Eiy) = ——Ep + T+l

k+1

k
! X —k & (21!
_ . F Ei_;
K+l T kvl ; ;e

1
T k+1

( l)zl
k+1 Z(k+1)
k

)l 1
Z ( +1—

f= Ek—i
_[;(_1) Ik+1

Ek+1 —i

Ey

—(k—i)—)Ei

DE -

l'*

k

B Y
i1 Ere1—i

—;—n Za

Apres simplification, nous arrivons a la formule deman-
dée :

k+1

i Exni—i
Z(_ ) k+1°

i=2

k+1

_ll 1
D(Eri1) = Z ( ) Epi1—i.

i=1

b) Soit P un polyndme non nul de R[X] et d son degré.

Il existe une famille finie de réels (bg, by, . .., by) telle

que :

d
P(X) = ZbkEk.

L’application D est linéaire.

d
D(P) = Z biD(E}).

k=0

Or, pour tout k dans [[0,d]] :

ltl 111
D=3 & ) Ek,zz( " aiEy

i=1 i=1
d . 1\i—1
Y SV ey,
i=l1 !
D’ou:
( 1)1 1 ;
D(P):Z ~———A(P).
i=1

Or, pour touti > d :

A(P)=0.
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Finalement :

c9 _li—l )
D(P) = %A‘(P).
i=1

D’ou :

D:i(_lliwﬁ

i=1

@ Racines d’un polynéme
par la méthode de Bernoulli
Partie mathématique

Supposons la suite non nulle. 1 existe alors au moins un
coefficient C; non nul. Notons j le plus petit entier i tel

que C; # 0. Dans ce cas : uy ~ C_,-xf. Le quotient

Uk—1
tend vers x;.
Partie informatique
1 = Algorithme de recherche d’une racine
Initialisation de uo, . . . ux_;
Uy
e Calcul de r PP
Up—2
ay— a
e Calcul de v v Ty = D,
n ai’l
v
e Calcul de R R —
Up—1
Tant que |R —r| > eps faire
Décalagedesu; wug «— Uy,...,Up—2 < Up_1,Up—] <V
r <+ R
Calcul de v
Calcul de R

fin faire
Algorithme de recherche des racines
Initialisation n < deg(P)
g =l
p1 < deg(P)

Tantque n >s faire

Racine (P, eps)

Rac [s] < Racine (P, eps)

Py < quo(P;,x — R, x)

s—s+1
fin faire

2 =
Avec Maple
> restart :

> Racine:=proc(P,eps)
local u,j,k,r,v,n;
global R;
n:=degree(P,x) ;
for k from O to n-1 do ulk]:=k+1 od;
r:=1;
v:=-sum(coeff (P,x,i)*ul[i]l/coeff (P,x,n),
i=0..n-1) ;
R:=v/uln-1] ;
while (abs(R-r)>eps) do
for j from O to n-2 do
uljl:=ulj+1] ;
od ;
uln-1]:=v; r:=R;
v:=-sum(coeff (P,x,i)*uli] /coeff(P,x,n),
i=0..n-1) ;
R:=v/uln-1] ;
od ;
R;
end :
> Racine(x2-1.5%x-7,10(-48)) ;

3.500000000

3=

Avec Maple

> Bernoulli:=proc(P,eps)
local n,s,P1l;
global Rac;
n:=degree(P,x) ;s:=1;P1:=P;
while n>=s do
Racine(P1,eps) ;Rac[s]:=R;
Pl:=quo(P1,x-R,x) ;s:=s+1;

od ;
for i to n do print(Rac[il]) ;od;
end ;
Warning, ¢i¢ is implicitly declared local

Bernoulli := proc(P, eps)
localn, s, P1, i;

global Rac;

n := degree(P, x);
s:=1;

Pl :=P;

while s < ndoRacine(P1, eps); Racs := R;
Pl:=quo(Pl, x — R, x);s:=s+1od;
fori ton do print(Rac;) od

end
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> Bernoulli (¥2-1.5%x-7,10(-14)) ;
3.500000000
—2.000000000

> Bernoulli (x3-12.5%x2+33.5*x+20,10(-14)) ;
8.000000011
4.999999983
—.4999999940

Forme faible de Frobenius
d’'une matrice

1 = Ecrivons les matrices D;(a), T j(a), P ;:

1
1 0
Dj(a) = a 2
1
0
L 1 -
- _
1 0
a
T; j(a) =
0 ' 0
1
L ] -
- _
0
1
0 1
Pij(a) = 0 1
1 0
1
Notons ey, ..., e, les vecteurs de la base canonique de
R", Cy,...,C, les vecteurs colonnes et Ly,..., L, ses

vecteurs lignes.

Ensuite, regardons les images des vecteurs de la base
canonique par les applications linéaires associées aux
matrices AD;(a), AT; j(a)et AP; ;.

Identifions ces applications aux matrices.

* Sik # i, e, a pour image e; par D;(a), puis ¢ par A.
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*Sik =i, e; apourimage ae; par D;(a), puis ac; par A.

En multipliant & droite la matrice A par D;(a), on mul-
tiplie la colonne i par a.

Montrer de méme qu’en multipliant a droite la matrice
A par T; ;j(a), on ajoute a la colonne j la colonne C;
multipliée par a.

Et en multipliant a droite par la matrice P;, ;, on permute
les colonnes C; et C;.

La i-eme ligne de A est la i-eme colonne de 'A. La mul-
tiplication a gauche opere donc les transformations sem-
blables sur les lignes.

2 =

Avec Maple

> restart :with(linalg)

Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

> Ddroite:=proc(A,a,i,n)

local k :

for k to n do Alk,i]:=a*A[k,i] :od :
print(A)

end ;

Ddroite := proc(A, a, i, n)localk; for k ton
do Ay,i :=a X Ag,iod; print(A) end

3 = D’aprés la question 1) , en multipliant 7; ;(—a) a
droite par 7; ;(a), on ajoute a la colonne j de 7; j(—a)
la colonne i multipliée par a.

Les autres colonnes ne sont pas modifiées.
On obtient alors la matrice unité.

La matrice T; ;(a) est inversible et :
T j@~" =T j(-a).

La permutation de [[1, n]] qui échange j et k est involu-
tive.

La matrice P; ; est donc inversible et :

Enfin, la matrice D;(a) est inversible si, et seulement si,
a # 0. Dans ce cas :

D,‘(a)fl = D,’ (l> o
a
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4=

Avec Maple

> with(linalg)

> ChercheNonNul:=proc(4,j,n)

local i :

i:=n;

while (A[i,j]=0 and i>j) do i:=i-1 :od :
if i<=j then n+1 :

else i :
fi .
end ;
ChercheNonNul := proc(A, j, n)
local i;

i:=n;whileA; ; =0and j <idoi:=i—1od;
if i < jthenn + lelseifi
end

5=

Avec Maple

> Dtransformation:=proc(A,a,i,n)
Ddroite(A,a,i,n)
Dgauche (A,1/a,i,n)

end ; . .
Dtransformation := proc(A, a, i, n)

Ddroite(A, a, i, n); Dgauche(A, 1/a, i, n)end

6-3)

Avec Maple

> A:=matrix([[2,1,-1],[0,2,0],
[-1,1,2]1]1) ;Compagnon(A,3) ;

2 1 -1
A=] 02 0
-1 1 2
2 1
-1 -2 1
0 0 2
2 1 1
12 -1
00 2
25 1
14 -1
00 2
Lo D5 3
14 -1
L0 0 2
[0 -3 3]
14 -1
L0 0 2
[0 -3 3]
14 -1
L0 0 2|
2

La matrice A subit successivement :

¢ Ptransformation(A, 3,2, 3), avec j = 1,k = 3;

¢ Dtransformation(A, —1,2,3), avec j = 1,k = 3;

e Ttransformation(A, 2, 1,2,3),avec j = 1,k =3,i = 1;
e Ttransformation(A, 0, 3,2, 3), avec j = 1,k = 3,i = 3.
Puis j =2,k =4, car az; = 0.

Le programme s’interrompt.

b) Lalgorithme travaille successivement sur les co-
lonnes 1, .. ..

Pour chacune de ces colonnes, il cherche un élément
non nul g, ;, aveck > j.

S’il ne trouve pas de tel élément, il s’ interrompt.

S’il en trouve un, une Ptransformation permute les
lignes k et j + 1. Puis une Dtransformation substitue 1 a
aj41, j- Enfin, la boucle FOR soustrait de la ligne i (pour
tout i différent de j +1) le produit de la j + 1-ieéme par le
réel a; ;. Les termes de la j-icme colonne, a I’exception
de aj,1, j, sont alors tous transformés en 0. Les termes
des colonnes situés a gauche de la j-ieme, ne sont pas
modifiés.

L’algorithme s’interrompt soit, lorsque, dans une co-
lonne, il ne rencontre pas de terme non nul sous le terme
diagonal, soit lorsque toutes les colonnes ont été trans-
formées.

Le nombre de colonnes modifiées est appelé d.

De plus, chacune des transformations effectuées est de
la forme (A — P*IAP) ol P est une matrice inver-
sible.

La matrice A est donc semblable a la matrice obtenue
par 1’algorithme qui est de la forme :

00 - 0 a
1 0 © b
0 1
I
B = 0
L f
0 0 g
0 0 0 h
C B,
0 B}

ou C; est une matrice compagnon.
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¢) Nous avons obtenu :

cl—<(1) _i>,B{—(i>,B§—(2).

7 = Apres 1’éxécution de 1’algorithme, la matrice A a
été transformée en une matrice de la forme :
—1p—1 —1
P P, _, - P APi---P,.

La matrice de passage recherchée est la matrice
P=P P,

Pour la déterminer, il suffit a chaque étape, de multiplier
I, par les matrices P; successivement.

La procédure Compagnon doit donc étre modifiée ainsi :

e ajouter P:=Identité(n) au début du programme

e faire précéder chaque transformation par la méme
transformation, a droite, sur P.

Avec Maple

> with(linalg)
> Identit:=proc(n)
local f :
f:=(i,j)->if i<>j then O else 1 fi :
matrix(n,n,f) ;
end ;
Identit := proc(n)
local f;
f = proc(i, j)option operator, arrow;
ifi # j thenOelse 1 fiend ; matrix(n, n, f)
end

Les matrices P; ont toutes la méme premiere colonne,
nulle a I’exception du premier terme égal a 1.

Cette colonne est donc aussi la premiere colonne de P.

8 = Utilisons encore les matrices 7; ;j(a) pour gagner
des zéros grace a ’opération qui transforme C; en
Cj ar ClC,'.

Mais, pour ne pas détruire ce que 1’on gagne, il est im-
pératif de rétrograder en i.

Avec Maple

> Zeroadroite:=proc(B,d,n)

local 1i,j

for i from d-1 to 1 do
for j from d+1 to n do
Ttransformation(B,-B[i+1,j],i,j,n) ;
od;od; end ;
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Zeroadroite := proc(B, d, n)
locali, j;
fori fromd — 1to 1 do
for j fromd + 1 ton do
Ttransformation(B, —Bi41,j, i, j, n)
od
od
end

Pour les mémes raisons que dans la question 6) b), nous
pouvons affirmer que la matrice obtenue est semblable
aA.

9 = Lalgorithme appliqué a la matrice A est le suivant :

¢ Appliquer Compagnon, puis Zeroadroite a A :
{on obtient B etd}.
e Tant que (3 j by, ; # 0), faire :
Ptransformation(, 1), puis Compagnon, Zeroadroite.

A chaque passage dans la boucle, d croit d’une unité.
L algorithme se termine donc.

Puisqu’on sort de la boucle, la condition qui la contrdle
devient fausse.

11 existe donc une matrice B semblable a A de la forme :

(Cc o
(5 n)

ou C; est une matrice compagnon.

Avec la matrice A de I’énoncé, nous obtenons :

0 0 6
B=|1 0 —11
0 1 6

@ Matrices de transvection

1 = a) Vérifier sans peine que :

E; jEp = 6jnEi.
b) La famille (E; ;). jeqi 2 €st une base de M, (R),
car toute matrice M = (m; ;) jyeqip S €crit de ma-
niére unique comme combinaison linéaire des matrices

de la famille :
M= >

@@, el n]?
¢) Toute matrice de transvection est triangulaire.

Sii # j, Det(l, + E; ;) = 1.
d) Calculons :

L+ AE; @, + wEpg) =1, + AE; j + By,
car j # h.

mijE,-j.
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Donc, sii = h, j =k, A = —u , on obtient I,,. Soit :
(@ + AE; )7 = — pE; ).

2 = Soiti # j.
a) Notons Lj,...,L, les vecteurs lignes de la ma-
trice A.
L
Cette matrice s’écrit, en blocs : A = :
L,
L,
1L :
Alors : (I, + AE; ;) = L; +AL;
L, .
L,

Ala i-eme ligne de A a été substituée la somme de cette
ligne et de A fois la ligne j.

b) Montrer de méme que le produit A(I, + AE; ;) est la
matrice obtenue en ajoutant, a la j-ieme colonne de A,
la somme de cette colonne et de A fois la colonne i.

3 = Considérons successivement plusieurs cas.
e Siayj; = lets’ilexistei > 2tel quea;; #Oouj > 2
tel que a;; # 0.

Utilisons la question précedente.
n
La matrice H(I,, —a;1 E;1)A a pour premiere colonne :
i=2
1
0

0

n n
La matrice 1_[(1,Z —aj Ei)A H(I" —ajE;j) améme
i=2 j=2
premiere colonne et sa premiere ligne est :

(10 - 0).
Elle vérifie les conditions demandées.

eSiaj # lets’ilexistei > 2telquea;; #0ouj > 2
tel que a;; # 0.

Supposons a;; # 0, avec i > 2.

Alors la premiere ligne de la matrice (I, +AE;;)A a pour
premier terme : aj; + Ad;.

Ce terme vaut 1 si, et seulement si, a;; + Aa;; = 1, soit :
I —an
A= .
aiy

Ce choix de A est possible, car a;; # 0.

Nous sommes alors ramenés au cas précédent.

¢) Si, pour tout i > 2ettout j > 2, a;; = a;; = 0.
L’hypothése permet d’affirmer que a;; # 0.

La matrice (I, + E,;)A admet sur la premiere colonne et

deuxieme ligne :
ay; = ay # 0.

Nous sommes ramenés au cas précédent.

4 = Supposons n = 2.

Si un des coefficients de la premiere ligne ou de la pre-
miere colonne de la matrice A est non nul, d’apres la
question précédente, il existe deux matrices P et Q,
produits de matrices de transvection telles que, en

blocs :
1 0
rao= (1 %)

La matrice A’ est un scalaire d.

De plus :
Det(PAQ) = Det(P)Det(A)Det(Q) = Det(A) = d.

Si tous les coefficients de la premiére ligne et de la pre-
miere colonne de A sont nuls, la matrice A est de la

forme <8 2) avec a # 0.
0 0
(L + Epn)A = (a ) o

a

Nous sommes ramenés au cas précédent.

Supposons ensuite que, pour un certain n > 2 et pour
toute matrice A de rang r > 0, il existe deux matrices
P et Q, produits de matrices de transvection telles que
la matrice B = P AQ vérifie les conditions imposées.

Considérons alors une matrice A de rang r > 0 dans
Mn+1(R)'

Si un des coefficients de la premiere ligne ou de la pre-
miere colonne de la matrice A est non nul, d’apres la
question précédente, il existe deux matrices P et Q, pro-
duits de matrices de transvection dans M, (R) telles

que, en blocs :
1 0
pao= (1 0).

La matrice A’ est carrée d’ordre 7.

De plus :

Det(PAQ) = Det(P)Det(A)Det(Q) = Det(A) = Det(A").
Si le rang de A est 1, nous avons terminé (ouf!).

Sinon, le rang de A" est 7 — 1 > 0 et Det(A) = Det(A").
Appliquons 2 la matrice A’ I’hypothése de récurrence.

Il existe deux matrices de transvection P’et Q' dans
M, (R) telles que la matrice B’ = P’'A’Q’ vérifie les
conditions imposées.
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Revenons dans M. (IR) en travaillant en blocs.

b 7)o )6 o)l #)

Donc :

10 10 10
o #)raelo 0)= »)

Or les matrices P’, Q' sont des matrices de transvec-

tion P’'et Q' de M, (R), donc les matrices ((1) 19,)

(é g,) sont des matrices de transvection de
Mn+1(R)-

. 1 0 1 0
Les matrices (0 P’) P,0O <0 Q/) sont des ma-
trices de transvection de M, (R).

I 0
Posons B = (0 B’)'

Alors Det(B) = Det(B’) = Det(A) = Det(A’).
On vérifiera aisément que la matrice B vérifie les autres
conditions exigées.

Si les coefficients de la premiere ligne ou de la premicre
colonne de A sont tous nuls, procéder comme dans le
cas n = 2 pour vous revenir au cas précédent.

5=
Avec Maple
> restart

> transvection:=proc(A)

local m,n,i,j,r,u,P,Q,vl,v2,v3,R,k;

global P1,Q1;

with(linalg)

n:=coldim(A) ;m:=n;

r:=rank(A) ;R:=r;

if r=0 then print(‘erreur‘) ;break; fi;
while r>0 do
u:=product (A[k,1],k=2..n)

*product (A[1,k],k=2..n) ;

P[r]:=array(identity,1..n,1..n) ;
Q[r] :=array(identity,1..n,1..n) ;

#Lorsque tous les éléments de la premiére
#ligne et de la premiére colonne

#sont nuls, on améne un terme

#non nul en premiére ligne.

if uxA[1,1]=0 then i:=2;j:=2;

while A[i,j]=0 do if i<n then i:=i+1l; else
i:=2;j:=j+1;fi;od;
A:=addrow(A,j,1,1) ;
P[r]:=addrow(P[r],j,1,1) ;fi;
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#Si all est différent de 1,on cherche s’il
#existe un élément non nul en

#premiére ligne ou premiére

#colonne autre que all. S’il n’en existe pas,
#on recopie all en al2.

if A[1,1]1<>1 then

i:=1;j:=2;

while (A[i,j]1=0 and i<=n) do

if (i=1) and (j<n)

then j:=j+1;else j:=1;i:=i+1;fi;od;
if i=n+1 then
A:=addrow(A,1,2,1) ;
P[r]:=addrow(P[r],1,2,1) ;

#S’1il en existe un, on 1l’utilise pour changer
#all en 1.

else
if j=1 then
P[r]:=addrow(P[r]l,i,1,(1-A[1,1])/A[i,1]);
A:=addrow(A,i,1,(1-A[1,11)/A[i,1]) ;fi;
if i=1 then
Q[r]:=addcol(Qlr],j,1,(1-A[1,11)/A[1,31);
A:=addcol(4A,j,1,(1-A[1,11)/A[1,31) ;i
fi;
fi;
#0n utilise ensuite all pour annuler les
#autres termes de la premiére
#ligne et de la premiére colonne.

for i from 2 to n do if A[i,1]1<>0 then
P[r]:=addrow(P[r],1,i,-A[i,1]);
A:=addrow(A,1,i,-A[i,1]) ;fi;od;

for j from 2 to n do if A[1,j]1<>0 then
Qlr]:=addcol(Q[r],1,j,-A[1,j1);
A:=addcol(A,1,j,-A[1,j]1) ;fi;od;

#A,n,r sont modifiés.

A:=submatrix(A,2..n,2..n) ;r:=rank(A) ;
n:=n-1;
od ;

#Les différents produits de matrices de

# transvection, appels Pr et Qr,

#ont été créeés.

#0n reconstitue les matrices P et Q de la
#théorie.

for k from 2 to R do
vl:=matrix(1,m+k-R-1,0) ;v2:=transpose(vl) ;
v3:=stackmatrix([1],v2) ;
P[k-1] :=augment (v3,stackmatrix(vl,P[k-1])) ;
P[k] :=evalm(P[k-1]&*P[k]) ;
Q[k-1] :=augment (v3,stackmatrix(vl,Q[k-1])) ;
Q[x] :=evalm(Q[k]&*Q[k-11) ;
od ;
P1l:=evalm(P[R]) ;Ql:=evalm(Q[R]) ;print(P1,Q1) ;
end :



ALGEBRE ET GEOMETRIE

> A:=matrix(4,4,[0,0,0,3,0,1,2,1,
0,3,0,5,0,2,3,01) ;
0 0 0 3
0 1 2 1
A= 0 3 0 5
0 2 30

> transvection(A) ;
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

r -2 —14 7
1 = == -2
1 1 0 0 3 5
-4 -3 1 0 1 1
ST I R I I T
3 2 6 ’ o ! 1 0
727 39 6 2
10 20 20 10 -
0 0 1—3 0

6 = Soit A une matrice de transvection de déterminant
égal a 1. Nous savons qu’il existe P et Q, produits de
matrices de transvection, tels que : PAQ = 1,,.

Nous avons établi que toute matrice de transvection est
inversible et que son inverse est une matrice de trans-

vection. Donc :
A=P QN

A est produit de matrices de transvection.

@ Décomposition LU

1 = a) Soit A une matrice triangulaire (que nous suppo-
serons inférieure) et inversible.

Notons e, . . ., e, la base canonique de R".

Pour tout i de [l,n], le sous-espace vectoriel
Vect(ey, . . ., e;) est stable par ’endomorphisme A.

I est donc stable par A~! et A~! est triangulaire infé-
rieure.

Si A est triangulaire supérieure, le changement de base
défini par f; = e,_; montre que A est semblable a une
matrice triangulaire inférieure B. B~' est triangulaire
inférieure. En revenant a la base (e;);cpi,.7, on obtient
pour A~! une triangulaire supérieure.

b) L, est une partie de GL,(R).
Il contient I,,.
Il est stable par le produit matriciel.

Pour tout élément A de £,, A~ est triangulaire infé-
rieure.

De plus, sa diagonale est constituée de 1, car ce sont les
éléments propres de A~ !

A~ "estdans L,,.
C’est un sous-groupe de GL,(R).

2 = a) On considére deux décompositions d’une ma-
trice A inversible: A = LU = L'U’.

A, L, L' sont des matrices inversibles. Les matrices U
et U’ sont inversibles.

Onal~'L=U'U""

La matrice L' 'L est triangulaire inférieure.

La matrice U'U ~! est triangulaire supérieure.
Dou L' 'L=U'L"" =1,

Onadonc L = L' etU = U'.

Si une telle décomposition existe, elle est unique.

b) Si la matrice A est inversible et que A = LU, la ma-
trice U est inversible. Ses éléments diagonaux sont non
nuls.

Soit k un entier compris entre 1 et n. Si on utilise les
matrices A, L et U écrites en blocs :

a=( )iv=(5 )= 7).

le produit par blocs donne Ay = L Uy.

La matrice L, est triangulaire inférieure d’éléments dia-
gonaux €gaux a 1 : Ly est inversible. La matrice Uy, est
inversible, car U est inversible, donc ses éléments dia-
gonaux ne sont pas nuls.

On en déduit que Ay, est inversible.

¢) On considere la décomposition en blocs :

(A V
A—<W Am)

On considére une matrice H de £,, écrite sous la forme :

_ (H,—; O
H—(H,1>
Le produit H A donne :

An—lHn—l ‘ Hn_1V
HA =

HA,_1+W ‘ H'V+A,,
Onveutque:Vi € [l,n—1] ,(HA),; =0.

Cette condition se traduit par H'A, | + W = 0.

La matrice A,_; est inversible, donc H' = —WAnill.

La matrice H,_; est quelconque dans £,,_; et :

anl 0
H= 71 .
—WA 1

La matrice H est inversible. H ! est dans L,, donc on

peut poser : .
H71 — Hn_—l 0
Z 1
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En effectuant le produit H H —1 on obtient :
Z=WA ' \H.

d) On va faire une démonstration par récurrence sur 7.
Pourn = 1, ona A = I,A. C’est une décomposition
LU.

On suppose le résultat vrai pour une matrice de taille
n—1)x@m-1).

Soit A une matrice de taille n telle que Det(Ay) soit non
nul pour tout k entre 1 et n.

La matrice extraite A, est inversible : il existe L,
dans £, et U,_; dans W, tels que :

A, 1=L,1U,_.

—1

D’apres la question 2) ¢) , en prenant H,_ = L, _,,

obtient :

u L', o o L, 0
S\ewal 1) S\walL,, 1)

On obtient donc :

on

Un—1 L'
HA = 1 =U
0 —WA ' V+A,,

qui est une matrice de W,
A = H~'U est une décomposition LU de la matrice A.

On vient de prouver la propriété pour 7.

3 = a) On connait la base canonique de M, :

E; ; estla matrice de M, qui posséde un seul terme non
nul, un 1 en ligne i et colonne ;.

Pour p # g dans [[1,n]], la multiplication a gauche par
la matrice (I, + E,;, — E, , — E; 4 + E, ;) échange les
lignes p et ¢ d’une matrice.

b) (i) La premiere ligne de Ln_1 est 10...0 et
U =Ly 'A. La premiere ligne de U est donc la pre-
miere ligne de A.

a

0
(ii) La premiere colonne de U,, est de la forme | . | et

0
la démonstration de la question précédente montre que
a = A11.

Or, L = AU, ". La premiére colonne de U, est donc :
1

ALt

0 et nous en déduisons que la premiere colonne
0
de L est la premiere colonne de A divisée par Aj; .
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(iii) La construction de la question 2) d) nous indique
que si A = LU, estla décomposition LU de A, et, pour
tout k dans [1,n — 1], Ay = LUy, celle de Ay, alors,
pour k > 2, L;_; et Uy_; s’obtiennent en conservant
les k — 1 premieres lignes et colonnes respectivement
de Lj et Uy.

Par conséquent : Vi € [2,n]|
DetU; DetA;
"= Dett;_, ~ DetA;
(iiii) Soit 1 < i < j < n. Notons P la matrice telle

que la multiplication de M par P a gauche permute les
lignes i et j de M.

Alors PA = (PL)U.

etu; = A1,1~

Ecrivons PA, PL et U en isolant le bloc constitué des i
premicres lignes et colonnes :

U, | A

U =
0 | a™

En faisant le produit par blocs, nous obtenons :
(PA); = (PL)U;.

Ajjg  ees Ay
Or: (PA) = :
Aifl,l Aifl,i
Aps oo osa /e
1 0 --- 0
et (PL) = P
Li—ig -+ 1 0
b coa oo Jbes

En utilisant les notations de I’énoncé, considérons le dé-
terminant des deux membres :

I oo =1 ¢
Det(PA)i_L e A J']A
= Det(PL);Det(U;) = L;,;Det(A;).
D’ou
1T oo i—1 i I oo0 =1
. 1o i1, 1o i1 i,
5 Det(4;) e =1 d]
I e

.....

L; ; a été calculé en I’isolant par le calcul du détermi-
nant de (PL);.
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Soitl <i < j<n.

On procédera de méme en utilisant cette fois la matrice
P qui, multipliant a droite la matrice M, permute les co-
lonnes i et j de M. On écrira AP = L(U P), calculera
les produits par blocs en isolant le bloc des i premieres
lignes et colonnes, et on égalera les déterminants.

{1 =1 z}
Lo i1,
Lo i=2 i1
1o i=-2 i-1f,
4 = La procédure suit exactement les étapes décrites
dans la question 3) b)

Avec Maple

> restart :with(linalg)

Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

> LU:=proc(A,n)

local i,j;

global L,U;

L:=matrix(n,n) ;U:=matrix(n,n) ;

for i to n do L[i,1]:=A[i,1]1/A[1,1];

En déduire :

1o =1 i
U (i
e Det(A;-1) B

L[i,i]l:=1;
for j from i+l to n do
L[i,j]1:=0 od;
od;

for i from 3 to n do
for j from 2 to i-1 do
L[i,j]:=det (submatrix(
swaprow(A,i,j),1..3,1..3))
/det (submatrix(A,1..j,1..3)) od;
od;
for j to n do U[1,jl:=A[1,j];
for i from j+1 to n do U[i,j]l:=0;0d;
od;
for j from 2 to n do U[j,jl:=
det (submatrix(A,1..j,1..3))
/det (submatrix(A,1..j-1,1..j-1))
for i from 2 to j-1 do
U[i,j]:=det (submatrix(
swapcol(A,i,j),1..i,1..1))/
det (submatrix(A,1..i-1,1..i-1));
od; od;
end ;

5-a)

Avec Maple

> A:=matrix(4,4,[1,1,3,1,1,2,1,3,0,1,
_1’2,1)_152)1]) 5

1 1 31
1 2 1 3
A= 0 1 -1 2
I -1 2 1

> LU(A,4) :evalm(L) ;evalm(U) ;

1 0 0 0 1 1 3 1
1 1 0 0 o1 -2 2
0 1 1 0 0 0 1 0
1 -2 =5 1 0 0 4

b) La matrice A est inversible. Le systtme admet une
solution unique.

Il équivauta LUX = Y. Notons Z = =UX.

> ™R

o

La résolution du systeme équivaut a la résolution suc-
cessives de deux systemes triangulaires :

1 0O 0 O a
LZ=Y — Z=L"'vy = -1 b e
— 1 0 @
2 -3 5 1 d
a
Soit: Z = —0b . Puis :
a—b+c
2a —3b+5c+d
X=U""2
1
1 -1 -5 -
4
1 a
0 1 2 —= —a+b
= 2
a—b+c
0 0 1 ? 2a —3b+5c+d
0 0 0 1

¢) Travaillons avec n = 2. Ce sera plus simple.

Une matrice carrée d’ordre 2 de la forme LU s’écrit
donc sous la forme générale :

I 0\ (b ¢\ (b c
a 1 0 d) \ab ac+d)’
Nous remarquons que, si b = ¢ = 0, la matrice obte-

nue ne dépend pas de a. Elle admet donc une infinité de
décompositions LU.

Inversement, pour trouver une matrice sans décomposi-
tion LU, il faut chercher x, y, z, ¢ tels que le systeme :

x=b;y=ab;z=c;t=ac+d,

dont les inconnues sont a, b, ¢, d, n’ait pas de solution.

11 suffit de choisir x = O et y £ 0.
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Sous-espaces stables
et réduction
des endomorphismes

RAPPELS DE COURS

K désigne un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel non réduit a {Og } et u un endomorphisme
de I’espace vectoriel E.

D SOUS-ESPACES STABLES

» Sous-espaces stables par un endomorphisme

Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par u lorsque u(F) C F.

Si deux endomorphismes u et v de E commutent, alors les sous-espaces Ker u et Im u sont
stables par v.

e Matrice dans une base adaptée a un sous-espace stable

Soit Br = (ey,...,ep) une base de F. Le théoreme de la base incomplete permet de compléter
cette base en une base B = (ey,...,¢p,...,e,) de E. On dit que B est une base adaptée a F'.

Le sous-espace F' est stable par u si, et seulement si, la matrice de u dans la base B est de la

forme A(;I ]IZ avec M dans M ,(K), N dans M, ,,_ ,(K), P dans M, _ ,(K) et 0 matrice nulle

de M, ,(K).

Dans ce cas, M est la matrice de u|r dans la base (ey, . .., e)).

» POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

Si I’ensemble {P € K[X]/P(u) = Ogg)} des polyndmes annulateurs de u est non réduit a
{Oxk(x}, il est engendré par un unique polyndme unitaire I, appelé polynome minimal de u.

K[u] = {P(u) ; P € K[X]} est une sous-algébre commutative de L(E).
Le polynome minimal IT, existe si, et seulement si, K[«] est de dimension finie. Dans ce cas,
n =deg II, = dim K[u] et (uo, u', ..., u"1) est une base de K[u].

* Si u admet un polyndme minimal et si F' est un sous-espace stable par u, alors I’endomorphisme
u|r induit par u sur F admet un polyndme minimal et le polyndme minimal de u | divise celui
de u.
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« Théoréeme de décomposition des noyaux

Soit A et B deux polyndmes de K[X] premiers entre eux . Alors :

Ker A(u) @ Ker B(u) = Ker AB(u).

D ELEMENTS PROPRES D’'UN ENDOMORPHISME

 Valeurs et vecteurs propres

Soit A un élément de K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un vecteur x non nul de E tel que u(x) = Ax;

(ii) Ker (u — Aldg) # {0z} ;

(iii) # — Aldg n’est pas injectif.

On dit alors, que A est une valeur propre de u et x est un vecteur propre de u associé a la valeur
propre A. Le sous-espace Ker (u — Aldg) = {x € E/u(x) = Ax} est appelé sous-espace propre
relatif a la valeur propre A et noté E)(u).

L’ensemble des valeurs propres de u est le spectre de u noté Sp(u).

*Si g, Ay,..., A, sont des valeurs propres distinctes deux a deux d’un endomorphisme u de E,
alors les sous-espaces propres associ€s E,,, .. ., £, sont en somme directe.

* Soit p vecteurs propres xi, . .., X, associés a p valeurs propres distinctes deux a deux. Alors la
famille (xq,...,x,) est libre.

¢ Si deux endomorphismes commutent, tout sous-espace propre de I’un est stable par 1’autre.

* Soit F' un sous-espace de E stable pour u. Le scalaire A est une valeur propre de u | si, et
seulement si :
F NKer (u— Mdg) # {0g}.

e Polynéme caractéristique d’un endomorphisme en dimension finie
A partir de maintenant, on suppose E de dimension 7.
Le polynéme formel P,(X) = Det(u — XIdg) sera appelé polynéme caractéristique de u.

Si A est la matrice de u dans une base B de E le polyndme caractéristique de u est :

ay] — X apn e ay,
X
P,(X) = Det(A — XI,)=| 42 G2
L7 apn — X

On remarque : P,(X) = (—1)"X" + (= 1)" "' TruX"~' + ... + Detu

e Les valeurs propres de u sont les racines du polyndme caractéristique de u.

* Si F est un sous-espace de E stable par u, le polyndme caractéristique de u|r divise celui de u.
e Soit A dans Sp(u). Alors I’ordre de multiplicité m de A dans P, vérifie : 1 < dim E)(u) < m.

¢ Si le polyndme caractéristique de u est scindé sur K, alors :

Tru = ZA,- et Detu = HA,- ot {A; ;i e[1,n]} = Spu.
i=1 i=1

Théoreme de Cayley-Hamilton

Le polynome caractéristique de u est un polyndme annulateur de u : P,(u) = 0.

e Les valeurs propres de u sont les racines du polyndme minimal de u.
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3. SOUS-ESPACES STABLES ET REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Etude matricielle

Soit A dans M, (K), on note u 1’endomorphisme canoniquement associé a A.

Si A est une valeur propre de u, on dit que A est une valeur propre de la matrice A.

De méme le polynéme minimal de la matrice A est celui de u. 1l sera noté 11, .

¢ Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique et les mémes valeurs propres.
e La matrice ‘A a le méme polyndme caractéristique que A.

Théoreme de Cayley-Hamilton

Pour toute matrice A € M, (K), P4(A) = 0.

P ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES

o Caractérisations

Un endomorphisme u est diagonalisable si, et seulement si, I’'une des propriétés suivantes est

vérifiée :
eF= & E)(u);danscecas,u = Z Ap, en notant p, la projection sur E,(u) parallele-

AESp(u) AESp)
menta & E, ).

mESP(u)

HFEA
edimE = Y dimE, ).
AESP(u)

o [1 existe une base formée de vecteurs propres de u.
¢ [1 existe une base dans laquelle la matrice de u est diagonale.
» E est somme directe de sous-espaces stables sur lesquels u induit une homothétie.

* Son polyndme caractéristique P, est scindé dans K et, pour toute valeur propre A, le sous-espace
propre E)(u) a pour dimension 1’ordre de multiplicité de A dans P,.

¢ Son polyndme minimal I, est scindé dans K et n’a que des racines simples.
e ]I existe un polyndme annulateur de u scindé sur K et dont toutes les racines sont simples.
Matrices diagonalisables

Soit A € M, (K), nous dirons que A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice
diagonale.

Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A dans la base canonique.
La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, u est diagonalisable.

Diagonaliser une matrice A diagonalisable, c’est déterminer la matrice de passage P, la matrice
diagonale D correspondante et donner 1’expression matricielle : A = PDP !

Meéthode pratique de diagonalisation d’une matrice A de M,,(K), diagonalisable.

1) Recherche des valeurs propres : on détermine le spectre de A en étudiant le polyndme carac-
téristique de A ou un polyndme annulateur de A.

2) Détermination des sous-espaces propres : pour A €Sp(A), on résout I’équation matricielle :

(A — AL,)X = 0 ou I’inconnue X appartient a M, ;(K) pour déterminer le sous-espace propre
associé E,.

On vérifie que A est diagonalisable en comparant dim £, et I’ordre de multiplicité de A.

3) Choix d’une base de vecteurs propres : on choisit une base dans chaque E, et la réunion de
ces bases constitue une base de vecteurs propres.

Soit P la matrice de passage de I’ancienne base a cette nouvelle base de vecteurs propres. Il
existe une matrice diagonale D € M, (K) telle que A = PDP .
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P ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLES

L’endomorphisme u est trigonalisable sur K s’il existe une base de E dans laquelle la matrice
de u est triangulaire supérieure. Réduire un endomorphisme signifie trouver une base de £ dans
laquelle la matrice de u est diagonale ou triangulaire supérieure.
» Caractérisations d’un endomorphisme trigonalisable

¢ Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et seulement si, son polyndme caractéristique
est scindé sur K.

¢ Tout endomorphisme est trigonalisable sur C.

¢ Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et seulement s’il existe un polyndme annulateur
de I’endomorphisme u, scindé sur K.

e Matrice trigonalisable

Une matrice A de M, (K) est trigonalisable si elle est semblable a4 une matrice triangulaire
supérieure.

Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A dans la base canonique.

La matrice A est trigonalisable si, et seulement si, u est trigonalisable. Trigonaliser une matrice A
c’est déterminer une matrice de passage P et une matrice triangulaire 7 telles que: A = PT P!,
» Méthode pratique

1) On calcule le polyndme caractéristique de u et on vérifie qu’il est scindé.

2) On recherche la plus grande famille libre de vecteurs propres, puis on considére un supplé-
mentaire F' du sous-espace G engendré par cette famille.

On introduit la projection p de E sur F parallelement a2 G et I’endomorphisme v = p o u|pde
L(F).

On recherche la plus grande famille libre de vecteurs propres de v et on continue de la méme
maniere jusqu’a I’obtention d’une base de E.
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i

I 0 0

n Pour s’entrainer

n

1 1 11

1 = Calculer la matrice 1 1 1 ,oun > 1.
1 1 1

Cette matrice est-elle inversible ?

2 = a*) Soit M une matrice de M,,(R) de rang r < 1.

Exprimer le polyndme caractéristique de M :
Det(M — xI,,), en fonction de x et tr(M).

b) En déduire que, si A est une matrice inversible de
M, (R) et X une matrice colonne :

Det(A + X'X) = Det(A)(1 + tr( XA~ X)).
Donner une expression plus simple de ce résultat.

¢) Retrouver ce résultat en calculant les produits matri-
ciels suivants :

(r ) 3
(B ) (i)

3 = Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3
muni d’une base.

et

On considere 1’endomorphisme # dont la matrice dans
cette base est :

1 -1 1

A= 1 0 0

0 1 0
a) Déterminer les sous-espaces de E stables par u.
b) Montrer que tout sous-espace de E stable par u ad-
met un supplémentaire stable par u.
4*a Soit A dans GL,(C). On suppose qu’il existe p
dans N*tel que A” soit diagonalisable.
Montrer que A est diagonalisable.
La propriété subsiste-t-elle si A n’est pas inversible ?
5*= Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p
un projecteur de E.
Soit ¢ I’endomorphisme de L(L(E)) défini par
d(f)=pofop.
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

Préciser la dimension des sous-espaces propres de ¢.
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@@ Conseils
1) Regarder si la matrice est diagonalisable...

2) a) Que dire des valeurs propres d une matrice de
rangr < 17

b) Mettre A en facteur dans A + X'X et regarder le
rang de A7'X'X ...

3) Le cours indique comment rechercher les droites
vectorielles stables par u.

Pour déterminer des plans stables par u, consi-
dérer les valeurs propres complexes, des vecteurs
propres associés, puis les parties réelles et imagi-
naires des produits matriciels obtenus en écrivant
que ce sont des éléments propres.

Ne pas oublier la réciproque. Avez-vous déterminé
tous les plans stables par u ?

4) Donner un polynéme annulateur de A?, puis
chercher un polynome annulateur de A.

5) Utiliser une base adaptée a la décomposition de
E en somme directe :

E =Im p @ Ker p.

Et travailler avec les matrices des endomor-
phismes.

EXD une équation matricielle

L’objectif de I’exercice est la résolution de 1’équation
2

0 00
n_ . _ | 0 1 10 L.
X'"=A= 00 1 1 lorsque X désigne une
0 0 0 1
matrice carrée complexe.

1 = Déterminer les matrices carrées complexes qui

01 0
commutent avec la matrice N = 0 0 1
0 0 O

2 = Résoudre I’équation matricielle.

3 = Préciser les solutions réelles.
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@@ Conseils
1) Lorsque deux endomorphismes commutent, tout
sous-espace propre de I'un...

2) Montrer d’abord que la matrice X cherchée a la
forme X = ( A

0 7 >, puis utiliser la question
précédente.

@ED Valeurs propres des matrices
pseudo-magiques

Une matrice A de M, (R) est dite pseudo-magique s’il
existe un réel S(A) tel que :

VG, j) € MLnl* Y aix =Y ar; = S(A).
k=1 k=1

Soit E I’ensemble des matrices pseudo-magiques de
M,(R) et J la matrice de M,,(R) dont tous les coef-
ficients sont égaux a 1.

1 = Vérifier que E est un sous-espace vectoriel de
(Ml‘l (R)s +’ )

2 = Montrer que A est pseudo-magique si, et seulement
s’il existe un réel wtel que AJ = JA = uJ.

3 = Soit A une matrice de E inversible. Montrer que
S(A) # Oetque A7! appartient a £. Que vaut S(A*I) ?

4 = Soit A une matrice de E. Montrer que S(A) est une
valeur propre de A.

5 = Soit A une matrice de E dont tous les coefficients
sont positifs. Montrer que si & est une valeur propre
réelle de A alors |a| < S(A).

@@ Conseils
X1

5) Considérer un vecteur propre X = | : | asso-
Xn

cié a la valeur propre « et isoler dans 1’expression

de la j-ieme ligne de I’égalité AX = aX le terme

contenant x; ot |x;| = max{|x;| ;i € [1,n]}.

n Deux spectres infinis non
dénombrables

On considéere I’ensemble E des suites réelles
u = (u,)qen telle que, pour tout entier naturel k, la
série Z n*u, est absolument convergente.

1 = Montrer que E est un sous-espace de 1’espace des
suites réelles.

2 = Soit ¢ définie sur E par ¢(u) = v ou, pour tout n
de N, Unp = Upyl-

Montrer que ¢ est un endomorphisme. Donner ses é1é-
ments propres.

3 = Mémes questions avec ’application ¢ définie sur
E par (u) = w ou, pour tout n de N, w,, = nu,e1 —u,.

@@ Conseils
2) et 3) Chercher simultanément les valeurs
propres et les vecteurs propres.

B Déterminant

d’'une matrice circulante
Soit J la matrice de M, (C) définie par :

0 1 O --- .. 0
0 0 1
o J =
0
0 1
1 0 0
ao al az ... .« .. an
ap—1 do 4ap

o M lamatrice M =
ap

ay
ay . e . e . e . e ap

1 = Montrer que J est diagonalisable.

2 = En déduire que M est diagonalisable. Calculer
DetM.

@@ Conseils
1) Chercher un polynéme annulateur de J.
2) Expression du déterminant a I’aide des valeurs
propres.

@3 une réduction de matrice
Réduire la matrice A de M, (R) définie par :
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2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A=10
1
0 -1 2
@@ Conseils
X
Considérer un vecteur propre X = associé a
Xn

une valeur propre A.
La résolution de AX = AX se ramene a I’étude
d’une suite récurrente.

@B un endomorphisme de C(R,R)

Pour toute application f de C(R, R) et tout entier n, on
définit I’application 7'(f) de R dans R par :

Vx e R* T(f)x)= xan/x " f()dt
0
et
0
o =10

1 = Montrer que I’application 7'( f) est continue sur R.

2 = Soit E lespace vectoriel des fonctions
polynomiales sur R de degré inférieur ou égal a p.

Montrer que la restriction ¢ de T a E est un endomor-
phisme. Est-il injectif ? Surjectif ?

Donner ses valeurs propres et ses sous-espaces propres.

3 = Mémes questions avec E espace des fonctions
polynomiales sur R.

4 = Mémes questions avec E = C(R, R).

@@ Conseils
1) Vérifier la définition ou appliquer la regle de
L’Hospital.
3) Attention, en dimension infinie, un endomor-
phisme injectif n’est pas nécessairement surjectif.
4) Remarquer que, si A # Oet T(f) = Af, alors
f est dérivable sur R*. Puis résoudre une équation
différentielle.

@} série de Fourier et éléments
propres d’'un endomorphisme

. L. . .t
1 = Déterminer la série de Fourier de ¢ — ‘sm 2 ‘
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2 = Soit E 1’espace vectoriel des applications 2-
périodiques continues de R dans R et ¢ I’endomor-

phisme de E défini par :
sin [ ~—1
2

VfeE VxeR
w
Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.

f(@)dzr.

1
PN = 5 /

—T

@@ Conseils
2) Le réel A est une valeur propre pour ¢ si, et
seulement s’il existe une fonction f de E non iden-
tiquement nulle telle que ¢(f) = A f.
Comparer les séries de Fourier de ¢(f) etde A f.

@) Trente secondes pour répondre !

Un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de di-
mension finie vérifiant (f — 2Ig)(f + 315)2 = 0et
(f —2Ig)(f +31g) # 0 est-il diagonalisable ?

@@ Conseil
Rechercher le polyndme minimal de f.

€T calcul d'une puissance de matrice

Calculer A" pour n dans N et :

A= k +cos 6 sin 6
- sin @ k—cosf) "

@@ Conseils
Plusieurs méthodes possibles, remarquer que A est
la somme d’une matrice de symétrie orthogonale et
de kI, et appliquer la formule du bindme ou bien
diagonaliser la matrice A ou encore utiliser un po-
lyndme annulateur de A.

Valeurs propres et image
d'un endomorphisme de M;(C)

l J J2 2im
SoitA=|j j* 1| olujdésignee™.
P

Pour X dans M;(C), on pose ¢(X) = AXA.

Déterminer les valeurs propres et ’image de ¢.

@@ Conseils
Etudier le rang de A, écrire A comme le produit
d’une matrice colonne et d’une matrice ligne, cal-
culer A% puis I'image de I’endomorphisme canoni-
quement associé a A.
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Recherche de sous-espaces
stables par un endomorphisme

Quels sont les sous-espaces stables par f endomor-
phisme de R?® canoniquement associé a la matrice

2 1 1
A=11 2 1
0 0 3

@@ Conseils

Rechercher les sous-espaces stables en les classant
par dimension.

Considérer la restriction de I’endomorphisme u ca-
noniquement associé a A a un sous-espace stable F'
de dimension 2.

&ED un endomorphisme bien caché

Soit M la matrice réelle triangulaire inférieure telle que,

sin>i>j>1lm; = (;:i)
1 = Donner les éléments propres de M.

2 = Calculer M* pour k dans Z.

@@ Conseil
2) Chercher un endomorphisme de R, _;[X] asso-
cié a la matrice ‘M.

Un endomorphisme encore mieux

caché
0 1 0 0
n 0 2
Soit N lamatriceréelle: [ o ,, 1 -, . 0
o -~ 0 1 0

Trouver un endomorphisme de R,[X] dont N est la ma-
trice.

En déduire les éléments propres de N. La matrice N
est-elle diagonalisable ?

@@ Conseil
Introduire 1I’endomorphisme « de R, [X] associé a
N dans la base canonique, puis résoudre 1’équation
différentielle vérifiée par la fonction polynomiale
associée a un vecteur propre P de u.

m Deux équations dans M;(R)

Résoudre I’équation X 2 = A dans M5(R) dans les cas
suivants :

13 -7 4 5 5
TmA=(26 14| 2= A= 5 4 5
13 -7 -5 -5 -6
@@ Conseils
Réduire A et remarquer la commutativité de deux
matrices.

Une matrice décomposée
par blocs

Soit M dans M, (C), diagonalisable. La matrice
A= (MI ;j) de M, (C) est-elle diagonalisable ?
Inversible ?

@@ Conseils
Réduire la matrice inl 7n1> de M,(C) et utili-

ser les décompositions par blocs.

€D une exponentielle de matrice
p i 4
Résoudre dans M, (C) : exp(M) = (0 i)’
@@ Conseil

i
Remarquer que M et 0
duire qu’elles ont un vecteur propre commun.

4 P
i) commutent. En dé-

&I Recherche d’un polynéme
minimal
Soit A une matrice de M, (C) de polyndme minimal
p
A T
_ o\ —
w(X) = H(x a;))" et B (0 A).
Déterminer le polyndme minimal de B.

@@ Conseil
Ecrire pour tout polynéme P 1’expression de P(B)
al’aide de P(A) etde P'(A).

m Convergence vers l'inverse
d’'une matrice

Dans M, (R), on considére une matrice A inversible.
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On construit une suite (A,),en de matrices de M ,(RR)
par :
Ay € MI,(R)
{ VneN A, =24, — AAA,/

1 = Exprimer I, — AA,, en fonction de I, — AAy.

2 = On suppose que AAp est diagonalisable dans
M, (R).

a) Montrer 1’équivalence des trois propriétés suivantes :
(i lim I, - AAp" =0;
n—-+0o0o

(i) les valeurs propres de I, — A A ont toutes une valeur
absolue strictement inférieure a 1 ;

(iii) les valeurs propres de A Ay sont dans ]0, 2[.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante portant
sur Ag pour que la suite (A,),cn converge vers AL

Surjectivité d'un endomorphisme
de M, (C)

Soit A et B deux matrices de IV, (C).

On note u I’endomorphisme de M, (C) défini par
u(X) = AX — XB.

Montrer que I’endomorphisme u est surjectif si, et
seulement si, A et B n’ont pas de valeur propre com-
mune.

@@ Conseils
Remarquer tout d’abord que I’injectivité de u est
équivalente a sa surjectivité.
On suppose I’endomorphisme u injectif, il existe
une matrice X de M, (C) telle que AX = XB. En
déduire que le polyndme minimal de A annule B.
On rappelle que A est une valeur propre de B si, et
seulement si, la matrice B — A1, est non inversible.
Conclure.
Inversement si A et B ont une valeur propre com-
mune, introduire deux matrices Z et Y vecteurs
propres respectifs de A et ‘B. Puis considérer
X=177v.

3D Relations polynomiales entre
deux matrices

Soit A une matrice de M, (R) diagonalisable sur R.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur une
matrice B de M, (R) pour qu’il existe deux polyndmes
P et Q de R[X] tels que P(A) = Bet Q(B) = A.
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@@ Conseils

On suppose qu’il existe deux polyndmes P et QO de
R[X] tels que P(A) = Bet Q(B) = A.

En déduire que B est diagonalisable et que A et B
ont les mémes sous-espaces propres.
Réciproquement, si A et B ont les mémes sous-
espaces propres, construire les deux polyndémes P
et O en utilisant les valeurs propres.

m Trace des puissances
d’'une matrice

Déterminer toutes les matrices A de IV(,(C) telles que :
Vk € [1,n] Tr(A%) = n.

@@ Conseils
Remarquer que les matrices dont le spectre est {1}
conviennent.
Pour la réciproque :
e montrer, en utilisant le théoréme de Cayley-
Hamilton, que 1 est une valeur propre de A ;
e montrer, par récurrence, que 1 est la seule valeur
propre.

€= Ssupplémentaire stable
d’un sous-espace stable

D’apres St Cyr.

Soit G un sous-groupe fini et commutatif du groupe
GL(E) de cardinal g.

A tout élément u, endomorphisme de E, on associe

1
ﬁ:—Zvouov_'.
q

veG
1 = Montrer que u est un endomorphisme de E.

1

2 = Montrerque Vvw € G wouow  =Tu.

3 = Soit un sous espace F stable par G, c’est-a-dire
stable par tout élément de G et un projecteur p d’image
F.Montrerque : YVw € G w(F)=F.

Montrer que p est un projecteur d’image F et de noyau
stable par G.

4 = En déduire que tout sous-espace de E stable par G
admet un supplémentaire stable par G.

5 = Soit # un endomorphisme idempotent de E et F' un
sous-espace vectoriel de E stable par u.

Montrer que F admet un supplémentaire stable par u.
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@@ Conseils
2) Remarquer que {wov ;v € G} =G.
3) Vérifier que p o p = P en remarquant que

Vx € E pop(x) = p(x).
Montrer que Im p C F, puis que F C Im p.

A lgorithmes

& calcul du polynéme
caractéristique par la méthode

de Souriau

Partie mathématique

On admet, dans ce texte, les formules de Newton. Soit
n est un entier naturel non nul, et P,(X) le polyndme
unitaire, a coefficients réels, de degré n :

Pi(X)=X"-a\ X" ' —a, 1 X—a, = [ [(X—x).

i=1

n
On note, pour tout entier k > 1, Sy = Z x{‘.
i=1
Les formules de Newton permettent de calculer S; a
I’aide des coefficients du polynome P, para; — S; =0
et, pour tout entier k dans [2,n] :

kay +ar_1S1+ag_2S+---+a;Si—1 — S =0.
Soit A une matrice carrée d’ordre n, a coefficients réels.

On note P4(X) le polyndome caractéristique de A, et
X1, ,X, Ses racines :

Pa(X) = (—1)"Det(A — X1I,)

—1
=X"-a X" - —a,1 X —ay,

=[x —x.

i=1

1 = Montrer que, pour tout entier k de [1,n]],ona:

n
Tr(AY) = xf = 5.
i=1
Vous pourrez admettre que toute matrice carrée com-
plexe est semblable & une matrice triangulaire.

2 = On définit la suite de réels (uy) et la suite de ma-
trices carrées d’ordre n, (By)r par By = A, et pour tout
k>1:

_ Te(BY)

U © Biy1 = (Br — url,)A.

Montrer que, pour tout k dans [1,7,],ona:

k—1
up =ai et By = Af — Zuk,,'Ai.

i=l
3 = Montrer que B, = 0.

4 = Montrer que, si A est inversible, ’inverse de A est :
Al — B, —u,_11,
Up

Partie informatique

5 = Ecrire un programme qui calcule le polyndme ca-
ractéristique d’une matrice A. L’ appliquer a une matrice
A que vous choisirez.

@3 Résolution d’un systeme linéaire
par la méthode de Gauss-Seidel

Partie mathématique
Soit A une matrice complexe carrée d’ordre n telle que :
Vi€ [Lal lail > > laud
ke nl ki
Une telle matrice est dite a diagonale strictement do-
minante. Nous avons montré dans le livre de cours,
Algebre-Géométrie, en exercice du chapitre 1, que la
matrice A est alors inversible. Ce résultat est appelé
théoréeme d’Hadamard.

1 = On écrit A = L + U ou la matrice L est triangu-
laire inférieure et la matrice U triangulaire supérieure,
avec tous ses éléments diagonaux nuls et on pose :
M=L""U.

Montrer que les valeurs propres de M sont de module
strictement inférieur a 1.

On admettra que toute matrice carrée complexe est sem-
blable a une matrice triangulaire.

En déduire que la suite (M?”), converge vers 0.
2 = Soit B un vecteur identifié 4 une matrice colonne et
X la solution du systetme AX = B.
Montrer que la suite définie par :
Xo € M, 1(K) Vp €N X,y = L7 (B-UX,)
converge vers X.
Partie informatique

3 = Ecrire un programme de résolution du systéme.
L appliquer a un systeéme que vous choisirez.
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@ Pour s’entrainer

1 = Maple nous aide.

Avec Maple

> restart:with(linalg):
A:=matrix(3,3,[1,1,11,1,1,1,1,1,1]);

(11 1]
A=|1 1 1
REREEE

Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

(11 1]
A=|1 1 1
REREEE

> eigenvects(A) ;

[57 1’ {[3’ 17 1]}]7 [0’ 17 {[71’ 17 0]}]7
(-2, 1, {[-4, 1, 1]}]

La matrice A admet trois valeurs propres distinctes : —2,
5 et 0. Elle est diagonalisable.

Mais O est valeur propre de la matrice. Elle n’est donc
pas inversible.

Un vecteur propre associé a la valeur propre —2 est :
(_43 ls 1)‘

Un vecteur propre associé a la valeur propre 5 est :
3,1, 1).

Un vecteur propre associé a la valeur propre 0 est :
(—=1,1,0).

Par conséquent :

-4 3 -1 -2 0 0 —4 3 -1

A= 1 1 1 050 1 1 1

I 1 0 000 I 1 0

Tous calculs faits :

1 1 4
-4 3 -1 -2 0 0 7 T
A= 1 1 1 050 11 3
0 0 00 7 7 7
0 I -1
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Par conséquent, pour toutn > 1 :

1 11
11
11 1
1 1 4
-4 3 -1\ /=2 0 O\"| 7 T 7
= 11 1 050 1 3
11 0 000 77 1
Ry 0 1 -1
11 1
11 1
1 1 4
-4 3 -1\ [(=2y 0 77 1
= 11 1 0 5 0 11 3
0 0 0 0 7 7 1
0 1 -1
Finalement :
1 o11\"
1
1
4(=2)" +3.5" 4(=2)"+3.5" —16(-2)"+9.5"
= | —(=2"+5"  —(=2)"+5"  4(=2)"+3.5"
—(=2)"+5" = (=2"+5"  4(=2)+3.5"

2 = a) La matrice M est de rang r < 1.

0 est donc valeur propre d’ordre au moins n — 1 et le
polyndme caractéristique de M se factorise par x" .

D’ou :
Det(M — x1,) = (—x)" " (tr(M) — x).
b) Ecrivons A + X 'X = A(I, + A~ X 'X).
Si la matrice X n’est pas nulle, le rang de X "X est 1.
Le rang de A~' X 'X est donc inférieur ou égal a 1.
Par conséquent :
Det(A + X 'X) = Det(A)Det(I, + A~ X 'X).

Appliquons le résultat de la question précédente avec
x=—1:

Det(L+A "' X 'X) = (A~ ' X 'X)+1 = tr(( X A~ X)+1.

Or la matrice ‘X(A~'X) est une matrice carrée
d’ordre 1. Nous I'identifions a un scalaire.

Et nous obtenons :
Det(A + X 'X) = Det(A) (XA™'X +1).
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¢) Calculons les deux produits matriciels donnés par
blocs :

1 0 1 'x\ (1 B4

X L,/)\-x A) 0 A+X'X
1 X 1 0\ [l1+'xA7'x 'x
-X A)J\A'X 1,) 0 A

Les matrices LY et ! L ont pour dé-
X I, A7'X T, p
terminant 1. Donc :

1 D¢ 1+ XA 'x X
Det(o A+x‘x>Det( 0 A)
Soit :
Det(A + X 'X) = Det(A) (XA™'X +1).

3 = a) Une pincée de Maple.

Avec Maple

> A:=matrix(3,3,[1,-1,1,1,0,0,0,1,01) ;

I -1 1
A= |1 0 0
0 1 0

eigenvects(4) ;

[1, 1, {11, 1, 11}, 4, 1, {[-1, 1, 11}],
[_17 17 {[—1, _1’ 1]}]

La matrice A n’est pas diagonalisable dans R.

Elle admet la valeur propre simple 1 et deux valeurs

propres complexes conjuguées i et —i .

La seule droite vectorielle stable par u est donc la droite
1

engendrée par | 1
1

Recherchons les plans vectoriels stables en utilisant les
valeurs propres complexes.
Ainsi
—1 —1 —i
A i| =i i|=1-1
1 1 i

b) Considérons alors la partie réelle, puis la partie ima-
ginaire de ce produit matriciel.

—1 0 0 —1
A O)l=1|-1]; A|l] = 0
1 0 0 1

Nous en déduisons que le plan vectoriel engendré par
—1

0 et —1
1

Est-il le seul ?

est stable par u.

Supposons qu’il existe deux plans vectoriels distincts
stables par u.

Leur intersection est une droite vectorielle stable par u,
c’est-a-dire la droite vectorielle déterminée ci-dessus.
Mais cette droite n’est pas contenue dans le plan vec-
toriel stable trouvé. Ce plan est donc le seul plan vec-
toriel stable par u. Et il est supplémentaire de la droite
vectorielle stable trouvée.

De méme, E et {0} sont stables par u et supplémen-
taires.

4 = La matrice A? est diagonalisable.

Nous connaissons un polyndme P annulateur de A”
dont les racines sont simples :

Px)= [] x-wn.
AESp(AP)
Or, la matrice A est inversible. Donc A? est inversible
et 0 n’est pas valeur propre de A”.

Chaque valeur propre de A” admet p racines p-ieémes
complexes distinctes.

Notons E I’ensemble de ces racines et Q le polyndme

tel que Q(X) = H(x — .

HEE

Puisque P(A?) = H (AP — 2) = 0, nous avons :

AESpP(AP)
o) = [Ja-u)=0.
neE

La matrice A admet un polynome annulateur dont les
racines sont simples. Elle est diagonalisable.

Si A n’est pas inversible, il suffit de considérer une ma-
trice nilpotente non nulle.

Il existe p > O tel que A” = 0. La matrice A est dia-
gonalisable. Mais, pour toute valeur propre A de A, A?
est valeur propre de A”.

0 est donc la seule valeur propre de A, qui n’est pas dia-
gonalisable.

5 = Considérons une base B de E adaptée a la décom-
position de E en somme directe :

E =1Imp & Ker p.

Dans cette base, la matrice de p a la forme par blocs :
I. O
0 0/

Notons la matrice de méme forme associée a

A B
C D
un endomorphisme f de L(E).
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La matrice de po f o pest:

(6 0)(E ) (6 0)=( o)

L’endomorphisme f est vecteur propre de @ si, et seule-
ment si :

A 0 A B
sex (4 9=a(4 2)

Cette égalité équivaut a :

A=AA; 0=AB; 0=AC; 0=AD.

Attention, les matrices écrites B, C et D n’ont pas la
méme taille !
¢ Si A = 0, nous obtenons :

(€ 5)=(¢ o)

0 est valeur propre et la dimension du sous-espace

propre associé est n* — r2.

¢ Si A = 1, nous obtenons :
(A B) B (A 0)
C D 0 0)°
1 est valeur propre et la dimension du sous-espace

propre associé est r>. La somme des dimensions des
sous-espaces propres est n°.

L’endomorphisme ¢ est diagonalisable.

@ Une équation matricielle

1 = Soit ¥ une matrice commutant avec N. Tout sous-
espace propre de la matrice N est stable par Y.

1
Le sous-espace engendré par le vecteur | O | est stable
0
par Y.
La matrice Y s’écrit sous la forme :
a b c
Y=10 d e
0 f ¢

Elle commute avec N si, et seulementsi: NY = Y N.
Cette égalité équivaut a :
a=d=g; b=e; f=0.

Nous obtenons : Y = al; + bN + ¢N>.
Réciproquement, vérifier sans douleur que ces matrices
commutent avec N.
2 = Soit X une matrice solution. Alors :

X" = AX = XA.
Les matrices A et X commutent. Tout sous-espace
propre de la matrice A est stable par X.
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Le sous-espace engendré par le vecteur est stable

(=R

par X. De méme :
t(Xn+1) _ (tx)l’l+l — tAtX — tX[A.
Nous en déduisons que ce sous-espace est aussi stable
par 'X.
A0
0 Z
désigne une matrice carrée d’ordre 3 et A un scalaire.

La matrice X a donc la forme X = ,ou Z

L’équation devient alors X" = (% Zon) = A.

Elle équivaut a :

1 1
NM=2;, Z'=B=|0 1 =L+N.
0 0

—_— = O

Nous savons que la matrice N est nilpotente et vérifie :

0 0 1
N2=[0 0 0 et N3=0.
0 0 0

Si la matrice Z vérifie Z" = B, elle commute avec B,
donc avec N.

Utilisons la premiere question. La matrice Z est de la
forme Z = al; + bN + cN>.

Les matrices I,,, N, N 2 commutent et forment une fa-
mille libre.

L’équation Z" = B se traduit par :

1
a"Ty +na"~\(bN +cN?) + %an_z(bN+cN2)2
=L+N.
Soita" =1;p=2; oz =1
n 2n

Les solutions complexes de I’équation matricielle sont

. A0
les matrices X = (O Z)’ avec :

N'=2; Z=ualz+bN +cN?,
ol a est une racine réelle de 1’équation a" = 1, b,c
—1
définis par b = Tete=-"
2n

3 = Les solutions réelles s’obtiennent en prenant a = 1
et A réel.

@ Valeurs propres des matrices
pseudo-magiques

1 = Simple vérification de la caractérisation des sous-
espaces.
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2 = On conclut facilement en remarquant :

(AJ),',J‘ = Z(l,’,k et que (JA),',J‘ = Zak,j.
k=1

k=1

3 = La matrice A est inversible. Il existe une matrice B
telle que AB = BA =1,.

Or,AJ =JA=S(A)J.
Par conséquent, BAJ = S(A)BJ, puis J = S(A)BJ.
De méme, J = S(A)J B.
La matrice J n’est pas nulle. Le réel S(A) ne I’est pas.
La relation BJ = JB = S(A)~'J prouve que B est
une matrice pseudo-magique et que S(B) = S(A)~".
4 = S(A—-SAI,) =0.
D’apres la question 3) la matrice A — S(A)I, n’est pas
inversible. Le réel S(A) est une valeur propre de A.

X1
5 = Soit « une valeur propre de A et X = | : |un

Xn
vecteur propre associé.

Il existe un indice j tel que |x;| = max{|x;|;i € [1,n]}.

n
Ona: (aj; — a)x; :—Zaj,kxk.

k=1
k#j

n n
l(aj; — x| <D lajel el < 1x;1 ) lajal -
k=1 k=1
=y KZj
Le vecteur X est non nul. Donc |x;| # 0.

On en déduit :

n
|a| < lajl+laj; —al <lajjl+ ) lajl-
k=1
k#j
Or les coefficients de A sont positifs. |a| < S(A).

Deux spectres infinis non
dénombrables

On considere 1’ensemble E des suites réelles
u = (up)en telles que, pour tout entier naturel k, la

série E n*u, est absolument convergente.

1 = Simple vérification de la caractérisation des sous-
espaces.

2 = [application ¢ est linéaire.
Soit # dans E. Pour tout entier naturel k, nous avons

k
nkv,, = (L) (n+ l)kun+1.
n

+1
80

k
lim ( " ) :1.D0ncnkvn~(n+l)ku,,+1.
n+1

n—+0o0

Or la série E n*u, est absolument convergente.

La série Z n*v, est absolument convergente.
La suite ¢(u) appartient a E.
L application ¢ est un endomorphisme de E.

Recherchons A dans R et u dans E non nulle tels que :
o(u) = Au.
Vn eN u, = Au,.

La suite u est une suite géométrique de raison A. Elle
appartient a E si, et seulement si, [A| < 1.

Si A = 0, la suite nulle a partir du rang 1 et de premier
terme u©( non nul est un vecteur propre.

Le spectre de ¢ est | — 1, I[. Pour A dans ] — 1, 1], le
sous-espace propre associé est la droite engendrée par
la suite (A"),eN.

3 = D’apres la question 2), pour tout u# dans E, la suite
(Up+1)nen est dans E.

Pour tout k dans N, la série E n**u,,. est absolument
convergente.

On en déduit que la série anwn est absolument
convergente.

La suite () est dans E.
On en déduit que ¢ est un endomorphisme de E.
Recherchons A dans R et # dans E non nulle tels que
Y(u) = Au.

VneN nu,p = A+ Du,.

La suite u est enticrement déterminée par :

epourn =0,onaAd=—1louuy=0;
A+1 .
e pour n non nul, on a wu,; = u,; puis
A+ D!
U, = ———uj.
n—1 "

La suite u est enticrement déterminée par ces deux
conditions.

Si A = —1, le sous-espace propre associé est la droite
engendrée par la suite définie par ug € R* et u,, = 0
pour n dans N*.

Si A # —1, la suite définie par uy = 0,u; € R* et

A+ 1!

VneN* u,= ¥u1 est-elle dans E ?
(n—1)!

Soit k dans N, étudions 1’absolue convergence de la

A+ D!
série Z a, avec a, — nkﬁul.
Gl _ (””)k“l. im 2L —o.
Ay n n n—+0o Ay
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On en déduit que A est une valeur propre et que le sous-

espace propre est la droite engendrée par la suite définie

A lnfl
parup =0,etVn € N* u, = L
i —1)!

Le spectre de ¢ est R.

Déterminant
d’une matrice circulante

1 = Le polynéme X" — 1 est annulateur de J. Il n’a que
des racines simples sur C. La matrice J est diagonali-
sable sur C.

L’ensemble des racines n-ieme de 1’unité est le spectre
de A.

Notons D la matrice diagonale de diagonale
(A1,...,A,)ou, pour tout k de [[1,n] :

2ik
Ak :exp< ! ﬂ).
n

Il existe une matrice inversible B telle que :
A=BDB™".

2 = La matrice M s’écrit :
n—1

M = P(J) ennotant P(X)= Zaka.
k=0
On en déduit M = BP(D)B~".

La matrice P(D) est diagonale de diagonale
(P(A1), ..., P(Ap).
On en déduit que M est diagonalisable et que

DetM = [ P(A.
k=1

@ Une réduction de matrice

X1
Considérons un vecteur propre X = associé a

Xn
une valeur propre A.

L’équation AX = AX équivaut au systeme :
2—=—MDx;—x=0
Vke2,n— 1] —xxg_1+Q2— Mxp — xx41 =0
X1 + (2= Dx, =0

En complétant par xp = 0 et x,;; = 0, on obtient le
systeme équivalent :

X0 = 0

Vk € [1,n]] — x3—1 + (2 — Axp — x341 = 0.

X1 =0
La suite récurrente ainsi définie a pour équation carac-
téristique : r? + A—=2)r+1=0.
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Son discriminant est A = A(A — 4).

¢ Si A > 0, il y a deux racines réelles r et s distinctes.
Vk € [0,n+1] x; = ark +Bsk.

Pour vérifier xo = 0 on choisit @ = —pB.

Légalité x,,; = 0 équivaut 2 a(r"*' — s"*') = 0. Ceci

. 2imm
n’est possible que pour & = 0 ou r = s exp 1/
n

Cette dernicre condition n’est pas réalisable donc :
a = 0. On obtient X = 0.

Dans ce cas, A n’est pas valeur propre.

¢ Si A =0, il y a une racine double r.

Vk € [0,n+ 11 x¢ = (a +kB)s*.

Pour vérifier xo = 0 on choisit @ = 0.

L’égalité x,,.; = 0 conduita 8 = 0.

On obtient X = 0.

Dans ce cas, A n’est pas valeur propre.

¢ Si A < 0,il y adeux racines complexes conjuguées.
Danscecas:0 < A < 4.

6
Il existe 6 dans ]0, 7| tel que A = 4 cos? X

Les deux racines sont : —e'? et —e 7.

On obtient :

Vk e [0,n+ 11 xx = (—1D)*[ae*? + eIk,
Pour vérifier xo = 0 on choisit @ = —pB.
Vk € [0,n+ 1] x; = 2a(—1)" sin(k0).
L’égalité x,,; = 0 conduita § = nm:rl avecm € [1,n]|
car0 < 0 <O0.

On obtient n valeurs propres distinctes deux a deux :
mr

2(n+1)
Soit D la matrice diagonale de diagonale (A, ...,A,) et
P la matrice de passage.

Le terme d’indice (i, j) de P est 2(—1)" sin (i ]+ 1)'
n
Ona:

A = 4 cos? avec m € [1,n].

A=PDP .

(7 ) Un endomorphisme de CR,R)

1 = Notons & I’application T'(f).

L’application ¢ +— ¢" f(t) est continue sur R, donc 1’ap-
X
plication x +— t" f(t)dr est continue et dérivable

0
sur R. On en déduit la continuité de & sur R*. Montrons
la continuité en 0.

Utilisons la regle de L’Hospital.
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X
La dérivée de x — / t" f(r)drest x — x" f(x) et
0
celle de x — x™ est x — (n + D)x".

De plus lim

. Donc lim h(x) =

x=0 (n+ Dx" o+l x—0 n+1

L application A est continue sur R.

On peut également effectuer la démonstration suivante.

l X
xn+l /0 tn[f(t) - f(O)]dt
L application f est continue en O :
Ve>03da>0VieR [f|<a=|f@)—f0)]<e

Pour x tel que |x| <

Calculons h(x) — h(0) =

a,0na:

/0 t|" | f(t) — f(O)|dt

|h(x) — h(0)] < ——
|X\
1 .
S |t| dt| = © .
|x‘ n+1

On en déduit la continuité de /4 en 0.

2 = L’application 7T est clairement linéaire. Si f est une
fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a p, la
X

fonction x +— t" f(¢)dt est une fonction polyno-

miale de degré in(%érieur ouégal an + p + 1 et de valua-
tion au moins égale a n+ 1. Par conséquent, la fonction &
est bien une fonction polynomiale et son degré est infé-
rieur ou égal a p. L’application ¢ est un endomorphisme
de E.

Recherchons son noyau.

Soit f dans E telle que ¢(f) soit I’application nulle.
Alors :

X
Vx € R* / t" f(t)dt = 0.
0

En dérivant, on obtient Vx € R* x" f(x) =0
L application f est nulle.

Ker ¢ = {0}

L’endomorphisme ¢ est injectif.

Or la dimension de E est finie. L’endomorphisme ¢ est
surjectif.

Recherchons les valeurs propres et les vecteurs propres.
p

Soit AdansRet f : x — Z agx*telle que o(f) = Af.
0

On en déduit, aprés intégration :

Vx eR Zakk n+1 Zakx

En identifiant les coefficients, on obtlent :
1

Vke[[O,p]] ak:() ou /\.:m

X f@) 0 . O

Par conséquent, le spectre de ¢ est :

1
— ;k € [0, .
{k +n+1 € 10, 1}
Le sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre
——— est la droite engendrée par la fonction
k+n+1

)C’—>)Ck.

3 = On montre de la méme maniere que 1’espace E est
stable par 7. L’endomorphisme ¢ induit par 7" sur E est
injectif. On vérifie que I’'image de la base canonique par
i est une base de E. L’endomorphisme ¢ est surjectif.

On vérifie de la méme maniere que le spectre de ¢ est
{ 1

Tinel ;k € N} et que le sous-espace propre de ¢
associé a la valeur propre

1
— est la droite engen-
k+n+1 s
drée par la fonction x +— x*.

4 = La question 1) prouve que 7 est un endomorphisme
de E.

On montre comme a la question 2) que 7T est injectif.
Etudions la surjectivité de T

Soit g dans E. Supposons qu’il existe une application f
de E telle que f(0) = (n + 1)g(0) et telle que :

Vx e R* g(x) = 11/ " f()dt.
0

L’application g est dérivable sur R* et :

Ve € R* x™g/(x)+ (n+ Dx"g(x) = x" f(x).
Lorsque g est dérivable sur R* on trouve f définie par :
Vx € R* f(x) = xg' (x)+(n+1)g(x) et £(0) = (n+1)g(0).
Lorsque g n’est pas dérivable sur R*, I’application g n’a
pas d’antécédent par 7.

L application 7 n’est pas surjective.

Déterminons les éléments propres de 7.

Tout d’abord, 0 n’est pas valeur propre de T car T est
injective.

Soit A non nulle et f dans E non identiquement nulle
telle que T(f) = Af.

On vérifie que f est dérivable sur R* et que :

T(f)=Af & Vx € R*  f(x) = Axf(x)+A(n+1) f(x)
et £(0)(1 —A(n+1)) =0

Les solutions de I’équation différentielle sont de la
forme :

Cpx k=D
R AT

L’application f est prolongeable par continuité en O si,

pour x > 0
pour x < 0
et seulement si : 1 n+1)>0
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1 [ee]

! 2
Pour 1 (n+1)=0,0ona f(0)=C #0etA = il La convergence normale de la série - Z yr— cos(nt)
Pour l —(m+1)>0,0ona f(0)=0. entraine la convergence normale de la serle
1 2 431
Par conséquent, le spectre de T est ]0, ?]. ;f(t) - = Z A COS("(X —D)f@).
n
Le sous-espace propre de T associé a la valeur propre Ceci permet d’écrire :
est la droite des fonctions constantes.
n+1 L. (x—t
Le sous el:space propre de T associé a la valeur propre A o . S ( 2 ) ‘ f@dt
de 10, 1 [ est un sous-espace de dimension 2, engen- ™ 7 X T 1
n - - —
dré par les deux fonctions : f nulle sur R* définie par ﬂTf(t)dt 2 Z_*: /ﬂT 4n? — 1 cos(n(x — D)/ (D) d¢
filx) = (—x)%_(”“) sur R™ et f, nulle sur R™ définie ] ) & q: ]
1
par f>(x) = x3 0D qur RY = ;ao(f) - Z /_1T 1 cos(nx) cos(nt) f(t)dt
Série de Fourier et éléments ‘= Z/ oz SN sinun) f(1) .
propres d’'un endomorphisme w2
t
1= La. foTlction h :t— |sin §| est continue, paire et —ao(f) e o cos(nx)an(f)
2m-périodique.
L [™). t 2 (™ .t 4 2= 1
ao(h):;/_ﬁ Slni’dt:;‘/o Slnidt:; +_Z42 s1n(nx)b (f)
Vn € N*
e 1 (™ Or, I’application f est continue. Le développement ci-
an(h) = p /_ Sl 5‘ cos(nr)dz dessus est le développement en série de Fourier de la
’ - ; fonction A f. On identifie les coefficients :
== sin = cos(nt)dt a(f) 1
Ft D _ o)
1 / T, t , t Tr
= — [sm (nt+—) — sin (nt——)}dt . 2 1
T 2 2 Vn € N Aa,(f) = — 7 an(f)
: 1( ) o
T n+1/2 n—1/2 et Ab,(f) = 42 b(f)
I m- Ceci donne les condltlons suivantes :
2
La fonction % est continue, 2m-périodique et e! par A= —ouay(f)=0
morceaux. Sa série de Fourier converge normalement m
vers h sur R. Par conséquent : Vn e N* )= 21 oua,(f)=0
w4n? — 1
== _ - . 2 1
2y SIS ’sm( )‘ Z4n2 cos(nt) etVn € N* /\——42 oub(f)—O
2 = On vérifie que ¢ est un endomorphisme de E. Par conséquent, le spectre de pest:
i -périodi 2 1 2 1
Pour tout f de E la fonction ¢( f) est 2m-périodique. < neNbuUlZ neN* L.
. . . ox—t m4n? — 1 w4n? — 1
Elle est continue car la fonction (x, ) — | sin( )N f(@) R
. Le sous-espace propre associé a la valeur propre
est continue sur R x [—1r, 7). 2 .
Le réel A est une valeur propre pour ¢ si, et seulement Cmdn? — 1 sl drelis o = eeesd) o 1Y,
s’il existe une fonction f de E non identiquement nulle Le sous-espace propre associé a la valeur propre
telle que : 2 . .
———— est la droite {x — asin(nx) ;a € R}.
1 (™| [x—t wan? — 1
VxeR — sin [ —— || f(&)dt —Af(x) = 0.
2w ). 2
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@ Trente secondes pour répondre !

Le polyndme minimal de f divise (X — 2)(X +3)* et ne
divise pas (X —2)(X +3). llestégal a (X — 2)(X + 3)2
ou a (X + 3)%. Ses racines ne sont pas simples. L’endo-
morphisme f n’est pas diagonalisable.

Calcul d'une puissance de matrice

1 = Premiére méthode
A k +cos @ sin 6
o sin 6 k — cos 6

__[cosf®  sinf

B <sin0 — cos 0)'
Les matrices I et S commutent. On applique la formule
du bindme.

) = kI + S en notant :

On remarque que : S° = 1.
Soit n dans N*,

A" = Z (5) kP + ZO (5) KPS,
-

p=0
p pair p impair

or 32 (1) wrr = T

p=0
p pair

=

p=0
p impair

Donc A" =

(k — D"
2

k+1)
2

I+s+ a—->=s.

2 = Deuxieme méthode

Le polyndme caractéristique de A est :
P(X)=X>— QX +k*— 1.

Il est annulateur de A.

Effectuons la division euclidienne de X" par P. Il existe
un unique polynéme Q et un unique couple (a,, b,) de
R? tels que : X" = P(X)Q(X) +a, X +b,,.
Les racines de P sontk — 1 etk + 1.
Onen déduit: (k+1)" = a,(k+ 1) + b,
etk —1)"=a,(k —1)+b,.

k+1)"—(k—1)"
Onobtient:an:( +D 2( )
A =k)k+1)"+ 0 +k)(k—1)"
n 2

et b,

puis :
:(k+1) —2(k—1) A

An

N (1 —k)(k+1)" -;(1 +k)(k — 1)”I

(k+ )"
2
3 = Troisieme méthode

(k— 1)

D Aﬂ =
onc )

I+S)+

a-29).

Pour # # 0[27], les racines du polyndme caractéris-
tique sont simples. La matrice A est diagonalisable.

Le spectre de A est {k — 1,k + 1}.

Le vecteur (sin 4, 1 — cos 6) est un vecteur propre pour
la valeur propre k — 1.

Le vecteur (sin #, —1 — cos #) est un vecteur propre pour
la valeur propre k + 1.

Nous avons A = PDP~! en posant :

sin 6 sin 0 k—1 0
P<10059 10050>etD< 0 k+1)'
k—1" 0

n __ —1
Pour toutn de N, ona A P( 0 (k+1)”> P

Valeurs propres et image

d’un endomorphisme de M;(C)
En notant L la matrice ligne : (1 j j?), on écrit :

A='LL et ¢oX)='L(LX'L)L =(LX'L)A

car (LX"L) est un réel.
OrL'L =0.
On en déduit que : A> = 0 puis que : X est un poly-
ndme annulateur de ¢.

L’endomorphisme ¢ n’est pas identiquement nulle,
donc le polyndme minimal de ¢ est X2, scindé 2 ra-
cine double. L’endomorphisme ¢ est trigonalisable, non
diagonalisable et son spectre est {0}.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre O est
son noyau Ker (¢).

X € Ker (¢) <= LX'L =0.

Or X —— LX'L est une forme linéaire non nulle. On
en déduit que Ker (¢) est de dimension 8.

Le théoréme du rang, nous donne : rg (¢) = 1.
On déduit de ¢(X) = (LX'L)A que Im (¢) = Vect(A).

Recherche de sous-espaces
stables par un endomorphisme

Notons u I’endomorphisme de R* canoniquement asso-
cié a A.
Le polyndme caractéristique de A est (3 — X)*(1 — X).

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est la
droite D; engendrée par le vecteur (1, —1,0).

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 est la
droite D, engendrée par le vecteur (1, 1, 0).
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Le seul sous-espace stable de dimension 0 est {0}.

Les seules droites stables, sont les droites dirigées par
un vecteur propre : D; et D;.

Le seul sous-espace de dimension 3 est R>.
Recherchons maintenant les plans stables.

Soit F un plan stable par u et notons u|r la restriction
deuakF.

Le spectre de u|r est contenu dans celui de u et son
polyndme caractéristique est de degré 2 et divise celui
de u.

Iy a deux possibilités : (3 — X)(1 — X) et 3 — X)*.

Si le polyndme caractéristique de u | est (3—X)(1—X),
alors F C Ker (u — Id)(u — 31d).

Or, d’apres le théoreme de décomposition des noyaux
Ker (# — Id)(u — 31d) est le plan D; & D;.

Donc F = D & D,.

Si le polyn6éme caractéristique de u | est (3 —X )2, alors
F C Ker (u — 31d)%.

Or Ker (u — 31d)? est le plan P d’équation x = y. Par
conséquent F = P.

En conclusion, les sous-espaces stables par u sont :

{0}, Ker (u—Id),Ker (u—3Id), Ker (u—3Id)®Ker (u—I1d),

Ker (u — 31d)? et R,

@ Un endomorphisme bien caché

1 = La matrice est triangulaire inférieure et sa diago-
nale ne contient que des 1. Le spectre de M est {1}.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est la
droite engendrée par le vecteur (0, ...,0,1).

La matrice M n’est pas diagonalisable.
2 = On remarque que ‘M est la matrice de I’endomor-
phisme ¢ de R,,_{[X] défini par : ¢(P) = P(X + 1).

La matrice (' M)* est la matrice de ¢* : P — P(X +k)
pour tout k de Z.

Or (X' =Y <;:

L\ i it
1) E=/X—.
=1

Le terme de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne de
kg (F7 1) pici
M* est (l B 1) k',

- Un endomorphisme encore mieux
caché

Soit u I’endomorphisme de R,[X] associé a N dans la
base canonique.
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On observe que pour tout j de [0,n]],on a :
uXH) =XV e m— X

On en déduit que :
VP e R,[X] u(P)=(1—X*P +nXP.

Le scalaire A est une valeur propre de u si, et seulement
s’il existe un polynome non nul P tel que :

(1—-X»HP +nXP = AP.

Ceci nous conduit a résoudre I’équation différentielle :
(1 —x?)y" +(nx — )y = 0.

1,1[ ou 1, +o0[ sont
n+A/2

Les solutions sur | — oo, —1[, | —
de la forme x — Clx — 1["*/2|x + 1|

Il s’agit de fonctions polynomiales si, et seulement si, le
scalaire A appartienta {n —2p ; p € [0,n]}.

On trouve ainsi n+ 1 valeurs propres distinctes. Le sous-
espace propre associé a la valeur propre n — 2p est la
droite engendrée par le polynome (X — 1)P(X + 1)" 7.

On en déduit que N est diagonalisable, que son spectre
est {n —2p ; p € [0,n]]} et qu'un vecteur propre as-
socié a la valeur propre n — 2p est le vecteur dont la

r-iéme coordonnée dans la base canonique de R™*! est :
min(r—1,p)

Z (— Dk (i) (r i; f k)’ coefficient de X" !

k=r—1—n+p
dans le développement de (X — 1)?(X + 1)" 7.

@ Deux équations dans M;(R)

1 = La matrice A s’écrit A = PT P~ avec :

-3 1 1 0 0 O
0 0 O
0 1 —2
et P! 00
1 3 —
En posant Y = P~!X P. L’équation devient : Y2 = T.
a b c
Onécrit Y souslaforme: [ d e f
g h i

Or Y et T commutent. On en déduit: b = g = h = 0.

En identifiant Y> et 7 on trouve : a = 0, e=0 et
dc = 1. Les solutions sont de la forme :

0 0 ¢

1
Pl- 0 fFf|pP".

C

0O 0 O
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2 = La matrice A s’écrit A= PDP ! avec :

1 1 1 4 0 0
—1 0 -1 0 0 -1
1 1 1
etP'=| 1 0 1
-1 -1 2
Un calcul analogue donne a = 2 oua = —2,i = —e,

hf =—1—¢é*etb=c=d=g=0.

Une matrice décomposée
par blocs

Soit B = (’" _1>.
—1 m

. 1 /1 1 m—1 0 1 1
OnobtlentB—E (l _1>( 0 m+1> (1 —l)'

On en déduit :

A_lIIM—IO I I
T2 \I -1 0O M+1)\I —-I)"

La matrice M est diagonalisable. Elle s’écrit
M = PDP~! ol D est une matrice diagonale et P
une matrice inversible.

A_L(P P\(D-I 0 p~t  p!
T 2\P -P 0 D+I)\pP! —pl)

La matrice A est diagonalisable et le spectre de A est
{A=1;AeSpM)}U{A+1;A € Sp(M)}.

La matrice A est inversible si, et seulement si, 1 et —1
ne sont pas valeurs propres de M.

(17 ) Une exponentielle de matrice

On note A = (1 4)
0 1

Les matrices M et A commutent. Elles ont un vecteur
propre commun.

La seule direction propre de A est ( 1, 0). Le vecteur
(1, 0) est donc également un vecteur propre pour M.

On en déduit que M s’écrit : (g lg)

MA =AM & a =c.
La seule valeur propre de exp(M) est e.

LT q
Par conséquent : a = 15 + 2ikT avec k dans Z.

< (0 b
M—aI+N0uN—(0 0).

La matrice N est nilpotente : N> = 0.

Donc :
exp(M) = exp(al + N) = exp(al) exp(N)
=eexp(N) =iexp(N) =i(I+ N).

Onidentifier (Lo e T o )
0 1 0 1

Les solutions sont les matrices de la forme :
i (3 + 2k1'r) 4
2 o ouk € Z.
0 i (5 + 2qu)

Recherche d’un polynéme

minimal
Soit k dans N. On montre par récurrence que :
Bt — A Ak

0o A )

Pour tout polyndme P I’expression de P(B) est :

_ (P& P4
P(B)_< 0 P(A))'

On en déduit que le polyndme P est annulateur de A si,
et seulement si, P et P’ sont annulateurs de A.

Le polyndme minimal de B est le polyndme unitaire de
plus bas degré tel que m divise P et P’.

Soit S le polyndme tel que P = Sw. Alors m divise
S’m+ Sm’ si, et seulement si, le polyndme 7 divise ST’
C’est-a-dire si, et seulement s’il existe un polyndme 7
tel que 77w = S7’.

On cherche donc le polyndme T de plus bas degré tel
que Tll soit un polyndme.
m

: T w2
On pose ensuite S = 7'—, puis P = T —;.
T o

Déterminons 7.

T(X) &~ m
Or = .
m(X) ; X — a;

P P P
De plus les polynomes H(X —a;)et Z my H(X—ozj)
i=1 k=1 j=1
. iz
n’ont pas de racine commune. Ils sont premiers entre
eux.

(@© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit



Par conséquent :

p p 4
T = ka H(X —a;) et S= H(x — ).
k=1 7=l =l
J#k
On obtient :

14 p
P(X) = S(X)m(X) = [[(X — a)) [J(X — ay™
i=1 i=1

p
= [Jox —anymet.
i=1
P

Le polyndme minimal de B est H(X —a;)™ 1

i=1

Convergence vers l'inverse

d’une matrice
1 = 11 suffit de faire le calcul.
I, —AA =1, —2AA,+AAA- A, = (I, — AA,)%.

Donc: VneN (I, — AA,) =, — AAg)* .

2 = a) AAj est diagonalisable :
3P € GL,(R) AA¢ = Pdiag(Ay,..,A,)P ™"

Donc I, — AA, = Pdiag((1 — A,)*,..,(1 = A,)*)P~L.
La matrice I, — AA, est diagonalisable.

Les valeurs propres de [, — AAp sont donc
1—2q,..,1 —A,.On sait que :

A<l -1<A<1
—=0<1-A<2.

L’application M — P ~!'M P est continue puisque c’est

une application linéaire dans un espace de dimension
finie.

On peut dire que lim (I, — AAp)" = 0 si, et seule-
n—--+00
ment si :
lim P~'(I, — AAy)"P =0.

n—---+0oo

lim (I, — AAp)" = O si, et seulement si :
n—---+0oo

lim diag((1 — A)",..,(1 —A,)") = 0.
n—--+0o0o
On doit donc avoir :
Vk e [L,n]l |1 — A < 1.
Ainsi :
lim (I,—AA))" =0<=Vke[l,n] 0< A <2

n—--+0o0o
b) A, converge vers A~" i, et seulement si, AA,
converge vers [,.

Donc A, converge vers A~ si, et seulement si,
I, — AA, converge vers 0 quand n tend vers +00.
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D’apres la question précédente, une condition néces-
saire et suffisante pour que A, converge vers A~ ' est
que :

Sp(A - Ap) C 10,2[.

Surjectivité d’'un endomorphisme
de M, (C)

L’espace vectoriel est de dimension finie. L’injectivité et
la surjectivité de I’endomorphisme u sont équivalentes.
Nous allons démontrer les implications contraposées.

Supposons tout d’abord I’endomorphisme u non in-
jectif. Il existe une matrice X de M, (C) telle que
AX = XB.

On montre par une récurrence immédiate que
VkeN A*X = XB*.

Vérifier que, plus généralement, pour tout P de C[X]
ona P(A)X = XP(B).

En particulier, pour le polyndme minimal w4 de A, on
obtient X4 (B) = 0.

La matrice X n’est pas nulle. Par conséquent, la matrice
w4 (B) n’est pas inversible.

P
Or ws(B) = H(B — N L)ou{A; ;i €1, pll} désigne

=l
le spectre de A dans C.

Montrons par I’absurde que ’'une des matrices B — A; I,
est non inversible. En effet, si cela n’était pas le cas,
toutes les matrices B — A; I, seraient inversibles et leur
produit 4 (B) également. Ce qui n’est pas.

Par conséquent, il existe j dans [1, p] tel que B — A; 1,
ne soit pas inversible.

On en déduit que A; est une valeur propre commune de
Aetde B.

Réciproquement, on suppose que A est une valeur
propre commune de A et de B.

Les matrices B et 'B ont le méme spectre. Le complexe
A est également une valeur propre de 'B.

Notons Z une matrice de M, ;(C) vecteur propre de A
et Y une matrice de M, ;(C) vecteur propre de 'B pour
cette valeur propre.

AZ = AZ. 'BY = \Y.

Posons X = Z'Y. La matrice X, non nulle, appartient a

M, (C).

AX = (A2)YY = AZ'Y = Z(A'Y) = Z'("BY)
=Z7'YB = XB.

Le noyau de u contient X. Il n’est pas réduit au vecteur
nul.
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Nous avons montré :
u non injectif < Sp(A) N Sp(B) # &.
En contraposant, on obtient :

u injectif < Sp(A) N Sp(B) = .

Relations polynomiales

entre deux matrices
On suppose qu’il existe deux polyndmes P et O de
R[X] tels que P(A) = Bet Q(B) = A.
La matrice A est diagonalisable. Il existe une matrice
inversible M telle que A = M DM " avec D matrice
diagonale de diagonale («ay, ..., a;).
Alors B = M P(D)M ™" et la matrice P(D) est diago-
nale de diagonale (P(«a;),. .., P(ay)).

On en déduit que B est diagonalisable et que les vec-
teurs propres pour A associés a une valeur propre «
sont vecteurs propres pour B associés a la valeur propre
P(a).

On en déduit que le
E4(A) C Ep(a)(B).

Les sous-espaces propres de A sont inclus dans les sous-
espaces propres de B.

sous-espace  propre

De méme, a I’aide de Q(B) = A, on montre que les
sous-espaces propres de B sont contenus dans les sous-
espaces propres de A. En conclusion, les matrices A et
B ont les mé&mes sous-espaces propres.

Réciproquement, supposons que les matrices A et B ont
les mémes sous-espaces propres.

Notons (Ay,...,A,) le spectre de A sans répétition et
(m1, - .., up) celui de B.

On suppose que les valeurs propres de A et de B sont
rangées de telle sorte que :

Vi € [1,pl Ej(A) = E,(B).

On sait qu’il existe un unique polyndme P de degré p

tel que :
Vi € [1,p]l PA) = u.

(On le construit a ’aide des polynomes d’interpolation
de Lagrange.)
De méme, il existe un unique polyndme Q de degré n
tel que :

Vielll,pll QO(mi) = A
Soit X un vecteur quelconque de E), (A) = E,, (B).

P(A)X = P(A)X = wX = BX. On en déduit
P(A) = B.

Vérifier de méme : Q(B) = A.

Trace des puissances
d’'une matrice

Remarquons tout d’abord que les matrices dont le
spectre est {1} conviennent.

Montrons la réciproque par récurrence sur 7.

Le résultat est acquis pour n = 1. Supposons que pour
tout entier m < n, toute matrice C de M,,(C) telle que
Vk € [1,m] Tr(C*) = m admet 1 pour unique valeur
propre. Montrons le résultat au rang n.

Soit A dans M,,(C) vérifiant : Vk € [1,n] Tr(A¥) = n.

e Montrons que 1 appartient au spectre de A.

n
Notons P4, = Zaka le polyndme caractéristique

k=0
de A.

Le théoreme de Cayley-Hamilton assure :

n
> a At =0,
k=0
L application trace est linéaire.
n n
ZakTr (A =o. n Zak =0.
k=0 k=0

Le réel 1 est racine de Py.

e Montrons par I’absurde que 1 est la seule valeur
propre.

Si 1 n’est pas la seule valeur propre, il existe p dans
[1,n] et O dans C[X] tels que Px = (X — 1)7Q et
X-HDAQ=1.

L’entier p est la multiplicité de la valeur propre 1.

Notons u# I’endomorphisme canoniquement associé a A
et e I’application identique.
Le théoreme de décomposition des noyaux permet
d’écrire :

C" = Ker (u — e¢)” ® Ker Q(u).
Les sous-espaces Ker (u — ¢)? et Ker Q(u) sont stables
par u.
Ker (1 — e)? est le sous-espace caractéristique de u pour
la valeur propre 1. Il est de dimension p.
Ker Q(u) est un sous-espace de dimension n — p.
Il existe une base BjdeKer (u — e)” dans laquelle la
matrice M de la restriction v de u a Ker (u — e)? est
triangulaire supérieure et ne comporte que des 1 sur la
diagonale.

Complétons cette base B; en une base adaptée a la dé-
composition en somme directe.

La matrice de u dans cette base est :
M 0
P ( " N) |
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L’application v admet (X — 1)” comme polyndme an-
nulateur. L’ unique racine est 1.
Le polyndme caractéristique de M est (X — 1)”.
M+ 0
Vk € [1,n] PF= ( Q N")'
Vk € [1,n]l n=Tr(P*) = p+Tr(N").
Or N matrice de M,_ ,(C) vérifie :
Vk € [1,n — p Te(N*) =n — p.
p> 1

L’hypothese de récurrence appliquée a n — p prouve
que 1 est I'unique racine du polyndme caractéristique
P N de N.

Par conséquent Q(1) =0. Ceci contredit encore
(X —1)A Q = 1. Donc 1 est la seule racine de Pjy.

En conclusion, la solution du probléme est 1’ensemble
des matrices de spectre {1}.

(23 ) supplémentaire stable
d’un sous-espace stable

1 = Immédiat.
2 = Soitw € G.

_ 1 _ _
wouowlsz wo@ouov How™!
veEG

1 = =i
:—Z(wov)ouo(v ow )

q vEG

1

womow ! = —Z(wov)ouO(wov)fl.
queG

Montrons que {wov/v € G} = G.

L’application v — w o v est bijective de G dans G car
w est inversible. (Translation dans un groupe.)

1 1
— (wov)ouowov)™ ==Y vouov™ =
qUGG quG

3 = Montrons que Vw € G w(F) = F.

* Soit w € G. L’ensemble G est un sous-groupe de

GL(E).
L application w ™' appartient 2 G et w™'(F) C F.
Par conséquent F C w(F), puis w(F) = F.

e Montrons que p est un projecteur en vérifiant que
pop=p.

|

oﬁ:12ﬁ<vopov‘l).
4 veEG
D’apres la question 2), nous avons v o p = p o v pour
tout v de G.
ﬁoﬁ:lZvoﬁopov_l,
q veG
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3. SOUS-ESPACES STABLES ET REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Montrons que Vx € E  p o p(x) = p(x).
Soit x dans E. Le vecteur p(x) appartient a F.

1

Or F est stable par v~ '. Donc v~ o p(x) appartient a F.

La projection p a pour image F. Par conséquent la res-
triction de p a F est I’identité.
(povlop)x) =@ o p)x).
(vopov'op)x) = p).

Puis : (P o p)(x) = p(x).
Revenons au calcul de p o p.
1 1
pop=— Zvoﬁopovfl =] —Zvopouf1 =p.
veG veG
* Montrer que Imp C F.

Soit x quelconque dans E. Le vecteur p o v~'(x) ap-
partient 2 F et F est stable par v. Donc v o p o v~ '(x)
appartient a F'. Ainsi p(x) appartient a F.

Montrons que F C Im Pp. 1l suffit de vérifier que
Vx € F px)=x.
Soit x dans F. Alors v~'(x) est encore dans F, donc
dans I’image de p.
po v x) = v ().
1 1
px) = —ZUOpov_l(x): —Zvov_](x):x.
q veEG 4 veEG

e La commutativité de p avec tout élément de G assure
la stabilité de Ker p par G.

4 = Conclusion immédiate.
5 = Soit G le groupe (u) engendré par u. Il est fini car
u est idempotent.

D’apres la question 4), le sous-espace vectoriel admet
un supplémentaire stable par (u), donc par u.

A (gorit/m/;e.s

@ Calcul du polynéme
caractéristique

par la méthode de Souriau

Partie mathématique

1 = Nous avons admis que toute matrice carrée com-

plexe est semblable a une matrice triangulaire. Il existe

donc une matrice carrée, complexe, inversible, P, et une

matrice carrée, complexe triangulaire 7 telles que :
A=P'TP.

T et A ont méme polyndme caractéristique. Puisque 7
est triangulaire, ses éléments diagonaux sont les racines
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du polyndme caractéristique. Nous en déduisons que,
pour toutk > 1 :

Tr(AY) = Te(T) = ) “xk = 8.
=l

2 = Nous ne vous ferons pas I’injure de rédiger cette
récurrence simple !

3 m C’est le théoreme de Cayley-Hamilton.

4 = D’apres la question précédente :

n

Al Z Ups—i AL = 0.

=l
Soit : A[A(B,_1 — an_11,) — ayI,] = 0.

D’ou le résultat.

Partie informatique
5m

Avec Maple

> restart :

> Souriau:=proc(A)

local P,B,k,u,n,J,v,C;

with(linalg) ;

n:=coldim(A) ;J:=array(identity,1..n,1..n) ;
B:=A ;u:=trace(B) ;

P:=Xn-u*X(n-1) ;

for k to n-1 do

B:=evalm((B-u*xJ)&*A) ; u:=trace(B)/(k+1) ;
P:=P-u*X(n-k-1) ;

#Pour pouvoir calculer 1l’inverse de A, si A
#est inversible

if k=n-2 then v:=u ;C:=evalm(B) ;fi;

od;

print (P) ;

if u<>0 then print(evalm((C-v*J)/u)) ;fi;
end :

> A:=matrix(3,3,I[1,2,3,-1,-4,2,0,2,1]) ;

1 2 3
A=| -1 —4 2
0 2 1

> Souriau(A) ;
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

X3+2x2-9x+12

r2 0 -1 —4 7
33 3
-1 -1 5
7 12 12
1 1 1

L 6 6 6

> charpoly(A,X) ;inverse(4) ;
X3 +2Xx2-9Xx+12

ro2 -1 —4 7
33 3
-1 -1 5
7 12 12
1 1 1

L 6 6 6

Résolution d’un systéme linéaire
par la méthode de Gauss-Seidel

Partie mathématique

1 = Soit A un complexe de module supérieur ou égal
al.Alors: M — AL, = L™'U — Al,

La matrice L est inversible. Donc la matrice M — Al est
inversible si, et seulement si, la matrice U — AL I’est.
Vérifier que cette matrice est a diagonale strictement
dominante. Elle est inversible, donc A n’est pas valeur
propre de M.

Nous avons admis que la matrice M est semblable a une
matrice triangulaire.

Il existe une matrice carrée complexe inversible P telle

que :
M =PDP™!
avec D diagonale.

Pour tout entier p,ona: M? = pPDPP!,

La suite (D?) converge vers 0, car les éléments diago-
naux de D sont de module strictement inférieur a 1.
Les matrices P et P~' sont fixées. L’application ¢ de
M, (K) dans lui-méme, définie par ¢(N) = PNP~!
est linéaire, donc continue car M, (K) est de dimension
finie. La suite (M?) converge vers 0.

2 = Vérifier que : X = L™'(B — UX).

On en déduit :
Xpn —X=L"'"UX-L'UX,=-M(X, - X).
Donc, pourtout p > 1: X, — X = (—M)"(Xo — X).

La convergence de la suite (M?) vers 0 entraine celle de
la suite (X ) vers X.

Partie informatique

3=
Avec Maple
> restart:

> GaussSeidel:=proc(A,B,eps)
local i,j,k,n,X,L,U,IL,M,Y;
with(linalg) ;
n:=coldim(A) ;
#0n teste si la matrice est a diagonale
#dominante.

for i to n do

if sum(abs(Ali,k]),k=1..n)>2*abs(A[i,i])

then print(’error’) ;break

fi;od;
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> A:=matrix(4,4,I[7,2,1,0,2,8,1,-2,1,2,9,1,0,

#0n construit les matrices L et U. XS
L:=matrix(n,n,0) ; B:=matrix(4,1,[1.,2,3,4]) :eps:=10(-2)
for i to n do
) . . . > GaussSeidel(A,B,10(-3)) ;
for j from 1 to i do L[i,jl:=A[i,j];o0d; od; Warning, new definition for norm
U:=evalm(A-L) ; Warning, new definition for trace
#0n calcule M, puis on construit la suite Xp. [.005299083986]]
IL:=inverse(L) ; ?28‘5‘;?223{
M:=evalm(IL&*U) ;X:=matrix(n,1,1) H 6762716112
Y:=evalm(IL&* (B-U&+*X)) ; ) .
while evalf(norm(evalm(Y-X),2))>eps do > linsolve(A,B) ; ~ _
X:=evalm(Y) ;Y:=evalm(IL&x (B-U&*X)) ; 005347593583
od - 3965446318
’ 1694775812
end : | 6762649116 |
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Formes bilinéaires
symeétriques
et formes quadratiques

RAPPELS DE COURS

Dans ce chapitre, E est un R-espace vectoriel.

» FORMES BILINEAIRES

Une application ¢ de E x E dans R est dite bilinéaire sur E lorsque les applications de E dans
R définies, pour tout x de E, par g, : y — ¢(x, y) et, pour tout y de E, par dy : x — @(x, y)
sont linéaires.

Une forme bilinéaire ¢ est symétrique lorsque :
Vix, y) € EXE o¢(x, y)= ¢y, x).

e L'ensemble BL(E) des formes bilinéaires sur E est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel (REXE 4, ).

L’ensemble BS(E) des formes bilinéaires symétriques sur E est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel BL(E).

* On suppose maintenant que 1’espace vectoriel E est de dimension 7.

Considérons une base B = (eq,...,e,) de E.

La matrice A = (@(e;, €;))ief1, n], jeri, n1 9¢ M, (R) est appelée matrice de la forme bilinéaire ¢
dans la base B.

« Sinous notons X et Y les matrices colonnes des coordonnées de x et de y dans la base B, nous

obtenons :
e(x, y) ="'XAY.

« L’application de BL(E) dans M, (R) qui associe, a toute forme bilinéaire, sa matrice dans la
base B est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. La dimension de BL(E) est n°.
- La forme bilinéaire ¢ est symétrique si, et seulement si, A est une matrice symétrique.

« L’application de BS(E) dans 8, (R) qui associe, & toute forme bilinéaire symétrique, sa matrice
dans la base B, est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

La dimension de BS(E) est :
nn+1)

2
« Soit P la matrice de passage de la base B a la base B’.

Notons A’ la matrice de ¢ dans la base B’. Alors A’ ='PAP.
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4. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

D FORMES QUADRATIQUES

L’application @ définie de E dans R est une forme quadratique s’il existe une forme bilinéaire ¢

telle que :
Vx € E P(x) = o(x, x).

e L’ensemble Q(F) des formes quadratiques sur E est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel (RE .+, ).

¢ Pour toute forme quadratique @, il existe une unique forme bilinéaire symétrique ¢ associée.
On I’appelle la forme polaire de ®. Elle est donnée par :
1
V(x, y) € E? o(x, y) = 5[45()( +y) — @(x) — D(y)] (Identité de polarisation.)
L’application qui, a toute forme quadratique, associe sa forme polaire est un isomorphisme de
Q(E) dans BS(E).
¢ Soit @ une forme quadratique sur E.

Alors :
Y(x, y) € E* &(x+ )+ P(x — y) = 2(D(x) + D(y)) (Identité du parallélogramme.)

¢ On suppose maintenant que 1’espace vectoriel E est de dimension 7.

Considérons une base B = (ey,...,e,) de E.

Notons A la matrice de ¢ dans la base B.

« Alors, si nous notons X la matrice colonne des coordonnées de x dans la base B, nous obtenons :
D(x) ="'XAX.

- L’application de Q(E) dans 8, (R) qui, associe a toute forme quadratique, la matrice dans la base
B de sa forme polaire est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. La dimension de Q(E) est :

nn+1)
7
La matrice de 8,(R) associée a la forme polaire de la forme quadratique @ est appelée matrice
de la forme quadratique @ dans la base B.

- Soit P la matrice de passage de la base B a la base B’. Notons A’ la matrice de @ dans la
base B’. Alors :
A" ="'PAP.

Deux matrices A et B de M, (R) qui représentent la méme forme quadratique dans des bases
différentes sont dites congruentes.

D CARACTERISATIONS D’UNE FORME QUADRATIQUE

¢ Une application @ de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle vérifie
les deux propriétés suivantes :

« I’application ¢ : (x, y) — %[(D(x +y) — @(x) — P(y)] est bilinéaire sur E ;
Vx € E o(x, x) = P(x).

¢ Une application @ de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle vérifie
les deux propriétés suivantes :

1
« I’application ¢ : (x, y) — Z[@(x +y) — @(x — y)] est bilinéaire sur E ;

Vx € E ¢, x) = D(x).

¢ Lorsque E est de dimension finie, soit B = (ey, ..., e,) une base de E.
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Une application @ de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle s’exprime
al’aide d’un polyndme homogene de degré 2 en fonction des coordonnées (xi, . . ., x,) du vecteur
xde E.

n
2
Vx € E QP(x) = in b; + Z xiiji,j
i=1 1<i<j<n

avec, pour tout i et tout j de [1,n]] distincts, b; et b; ; réels.

Dans ce cas, on obtient I’expression de la forme polaire de @ en dédoublant les termes de la
maniere suivante :

Xi Vi se substitue a xl-2

et
1 . N
E(xiyj +X;y;)  se substitue & x;x;.

De plus, la matrice de @ dans cette base B est la matrice de la famille :

<1 oD 1 09

3 a_xl’”"i 8—xn> dans la base B*.

» RANG D’UNE FORME BILINEAIRE SYMETRIQUE
OU D’UNE FORME QUADRATIQUE

¢ Le noyau d’une forme quadratique @ et le noyau de sa forme polaire ¢ sont définis par :
Ker®=Kero={x € E;Vy € E ¢, y)=0}

Une forme bilinéaire symétrique ¢ ou une forme quadratique @ sont dites non dégénérées
lorsque leur noyau est réduit a {Og }. Elles sont dites dégénérées dans le cas contraire.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, le rang de ¢ est le rang de I’application linéaire g,
associée a gauche, définie par x —— g,

Soit @ une forme quadratique. Le rang de @ est celui de sa forme polaire.

¢ Lorsque E est de dimension finie, soit (ey, . . ., ¢,) une base de E, @ une forme quadratique sur
E, ¢ sa forme polaire et A sa matrice dans la base (eq,...,e,). Alors :

« le noyau de @ est le sous-espace de E d’équation AX =0;
« les formes @ ou ¢ sont dégénérées si, et seulement si : Det(A) = 0.
Le déterminant Det(A) est appelé discriminant de @ dans la base (e, .. .,e,).

Une forme quadratique @ sur un espace vectoriel £ de dimension finie est non dégénérée si, et
seulement si, son discriminant dans une base (eq,...,e,) de E est non nul.

18 (@) = 18 (P) = 1g (A).

» FORMES QUADRATIQUES POSITIVES ET DEFINIES POSITIVES

Une forme quadratique @ est positive lorsque @(x) > 0, pour tout x de E.
Elle est définie positive lorsque @(x) > 0, pour tout x non nul de E.

Une forme quadratique @ est négative lorsque —@ est positive et définie négative lorsque —@
est définie positive.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique.

On dira que ¢ est positive (respectivement négative) lorsque la forme quadratique associée est
positive (respectivement négative).
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4. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

On dira que ¢ est définie positive (respectivement définie négative) lorsque la forme quadratique
associée est définie positive (respectivement définie négative).

Soit A une matrice symétrique.

On dira que A est positive si la forme quadratique sur M, ;(R) canoniquement associée est
positive :
VX € M, (R) 'XAX >0.

On dira que A est définie positive lorsque :
VX eM, (R) X#0="'XAX >0.

A est négative lorsque :
VX e M, (R) 'XAX <0.

et définie négative lorsque :

VX eM, (R) X#0="'XAX <0.

¢ Soit @ une forme quadratique positive de forme polaire ¢. On a :
Y(x, y) € E? o(x, y)2 < P(x)D(y) (Inégalité de Cauchy-Schwarz.)

¢ Une forme quadratique est définie positive si, et seulement si, elle est positive et non dégénérée.

¢ Soit @ une forme quadratique positive. On a :

Y(x, y) € E* \ox+y) < Vo) +/p(y)  (Inégalité de Minkowski.)

¢ Soit A une matrice symétrique réelle. Alors :

— A est positive si, et seulement si : Sp(A) C R, ;

— A est définie positive si, et seulement si : Sp(A) C R}.

¢ Notons A une matrice de @ dans une base fixée quelconque de E.

le couple s = (card (Sp(A) NIR**, card (Sp(A) N IR*™) est appelé la signature de @
¢ Soit @ une forme quadratique sur E de signature s = (p, ¢) et de rang r. Alors :

ep+q=r.
- La forme quadratique @ est positive si, et seulement si :

s = (r,0).

- La forme quadratique @ est négative si, et seulement si :
s = (0, r).

« La forme quadratique @ est définie positive si, et seulement si :
s = (n,0).

- La forme quadratique @ est définie négative si, et seulement si :
s = (0, n).

- La forme quadratique @ est non dégénérée si, et seulement si :

p+q=n.
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« Il existe une base (ey, . . ., e,) orthogonale pour @ telle que :
Vie[l,n] i<p=De)=1
Vie[l,n] p<i<p+q= De)=-1
Vie[[l,n] i>p+qg= D(;)=0.

La base (e, ..., e,) est dite réduite relativement a .
Dans cette base, I’expression de @(x) en fonction des coordonnées de (xy, .. ., x,) de x est :
P Ptq
_ 2 2
LOED DD DR
i=1 j=p+l

¢ Toute matrice A symétrique réelle de 8, (IR) est congruente a une matrice :

I, 0 0
Jpan=10 —I, 0|de8,®.
0 0 0

* Soit (E, (])) un espace euclidien de dimension n et ¢ une forme bilinéaire symétrique.

Il existe un unique endomorphisme auto-adjoint u tel que :
VxeR  VyeE  ox, y)=(ux)]y).

L’endomorphisme u est appelé endomorphisme auto-adjoint associé a ¢.

N

La matrice de I’endomorphisme u auto-adjoint associé a ¢ dans une base orthonormale
(e1,...,e,) de E est la matrice de ¢ dans cette méme base.

« Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie, @, une forme quadratique sur E définie
positive et @, une forme quadratique sur E.

Il existe une base de E orthonormale pour @ et orthogonale pour @,.

« Soit A et B deux matrices symétriques. On suppose A définie positive. Alors il existe une
matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que :

A='PP et B='PDP.
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I 0 0

& négalités entre formes
quadratiques

Soit E I’espace des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a 2. Déterminer le plus petit A
dans