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CHAPITRE 1

FONCTIONS A VALEURS VECTORIELLES

En géoméirie et en cinématique, on utilise constamment des fonctions d’une
variable réelle a valeurs dans un espace vectoriel euclidien E, et non plus néces-
sairement A valeurs réelles ou complexes. Nous allons voir que I’étude des fonctions
a valeurs dans R? ou dans R? se raméne aussitot a celle des fonctions a valeurs
réelles. ’

1.1 Limites des fonctions & valeurs vectorielles. La définition d’une fonction
admettant une limite en un point est la méme que dans le cas des fonctions numé-
riques, & ceci prés que ’on remplace une valeur absolue par une norme :

Considérons une fonction f définie sur une partie P de R 2 valeurs dans un espace
vectoriel euclidien E et un nombre réel ¢,. Supposons que #, soit un point de P ou,
plus généralement, que 7, soit une extrémité d’un intervalle ouvert contenue dans
P. On dit que f(¢) admet pour limite un élément / de E lorsque ¢ tend vers 7, si,
pour tout nombre réel strictement positif &, il existe un nombre réel strictement
positif  tel que la relation

te[to—1, to+n] 0 (P—{to})
implique la relation

IOl <e.

(On remarquera que la variable s’appelle désormais ¢ et non x, car en cinématique
elle représente le temps.)

Grice a I'inégalité triangulaire, on montre qu’un tel élément /, s’il existe, est
unique; on I'appelle la limite de f(#) lorsque # tend vers f,, et on le note

1=1lim f(2).
| and £}

Comme dans le cas des fonctions numériques, on démontre que la somme de
deux fonctions f et g ayant des limites / et m a encore une limite, 4 savoir I+ m.

Le produit de deux fonctions & valeurs-dans E n’a aucun sens. On peut toutefois
définir le produit ¢ fd’une fonction ¢ & valeurs réelles par une fonction f 4 valeurs
vectorielles; c’est I’application qui au nombre réel ¢ associe le vecteur ¢ () f(¢).
Si ¢ a une limite A et si fa une limite /, la fonction ¢f admet pour limite AL

1.2 Limites dans les plans euclidiens. Supposons maintenant que E est de
dimension 2. (Le cas de la dimension 3 est analogue.) Considérons une base ortho-
normale (7, j) de E, par exemple la base cananique si E = R2. Soit f une fonction
définie sur une partie P de R & valeurs dans E. Pour tout élément ¢ de P, le vecteur
S(t) se décompose dans la base (i; j) sous la formie

Sf(t) = xi+yj,

http-//biblio-scientifique_blogspot.com/



2 ) Chapitre 1

ol x et y sont des fonctions & valeurs réelles de la variable ¢ :
x=f(2) y=4g(@).
Ainsi,
f@)=/@)i+g(@)J,
ce qu’on €crit encore
f=fitgi.
Pour que f admette une limite au point #,, il faut et il suffit que f et g admettent
des limites en ce point. Dans ces conditions,

lim f() = lim f(£)i + lim g()j .

t—tg o t-1p
Supposons d’abord que f admette une limite / = /i+mj. La relation

A1 <e

s’écrit

JITO-P+[g)-m]* <e,
ce qui implique
fO)—-11<e et Jg@)—-m|<e.

Ainsi, f(2) tend vers [ et g(¢) tend vers m.

Réciproquement, supposons que f(¢) tende vers / et que g(z) tende vers m.
En prenant ¢ suffisamment prés de #,, nous pouvons réaliser simultanément les
conditions ' ‘

fO-11<eJ2 et lg(O)—mi<el /2.

Posons I = li+mj; alors

170 =1 = JITO- 1P+ D—m]* < JeR+e2 = 5.

1.3 Continuité des fonctions & valeurs vectorielles. La définition des fonctions
continues s’étend immédiatement au cas des fonctions 4 valeurs dans un espace
vectoriel euclidien E : ’

On dit que f est continue en un point f, si

a) la fonction f est définie en ce point, c’est-a-dire si ty€P;
b) la fonction f admet pour limite f(#,) au point ¢, :

lim f(2) = f (o).

t-rto

Lorsque E est un plan euclidien muni d’une base orthonormale (4, j), la fonction
f=fi+gj est continue au point #, si et seulement si les fonctions f et g le sont. De
méme, si E est de dimension 3 et muni d’une base orthonormale (7, j, k) la fonction
f=fi+gj+hkest continue au point 7, si et seulement si les fonctions f, g et 4 le sont.

http//biblio-scientifique blogspot.com/



Géométrie euclidienne 3

1.4 Dérivabilité des fonctions a valeurs vectorielles. La définition des fonctions
dérivables s’étend elle aussi au cas des fonctions & valeurs vectorielles. La dérivée
de f au point 7, est

f'(to) = lim f(t)"f(to) .

t-tp t— to

On définit enfin la fonction dérivée f’ d’une fonction f dérivable en tout point
de son ensemble de définition.

La somme de deux fonctions dérivables est dérivable, et sa dérivée est la somme
de leurs dérivées.

Soient ¢ une fonction dérivable & valeurs réelles et f une fonction dérivable a
valeurs dans E. Alors ¢f est dérivable, et

(@f) =o' f+of.

Le calcul des dérivées des fonctions & valeurs dans un espace vectoriel euclidien
_de dimension 2 ou 3 s’effectue en pratique & I’aide d’une base orthonormale. Soit
f=fi+gj; pour que fsoit dérivable, il faut et il suffit que f et g le soient. Dans ces
conditions, ‘

f'=1"i+g'i.
EXEMPLES

1. Dérivée d’un vecteur unitaire. Soit u un vecteur unitaire, la variable étant
I’angle @ que fait ce vecteur avec Ox (Fig. 1.1).

YA
1&
u d Fic. 1.1
u
9 Do, N,
0 i - X
Alors
u = cos 0i+sin 6j
et

% = —sin Bi+cos fj = cos (6 +g>i+sin <9 +§)j.

Ainsi, le vecteur u, = du/df est encore unitaire, et il fait un angle de /2 avec u.
Autrement dit, dériver un vecteur unitaire par rapport a I’angle qu’il fait avec Ox
revient & le faire tourner de /2.

http://biblio-scientifique blogspot.com/



4 Chapitre 1

2. Dérivée d’un produit scalaire. Soient f, et f, des fonctions & valeurs dans
un espace vectoriel euclidien E de dimension 2 ou 3. Si f; et f, sont dérivables,
il en est de méme de leur produit scalaire, c’est-a-dire de la fonction a valeurs
réelles

Jifo it [1(D.£00 .

Plus précisément,
(f1:2) = fi-fo + fifs.

Plagons-nous par exemple dans le cas o0 E est de dimension 3, et décomposons
les fonctions f; et f, dans une base orthonormale (i, j, k) :

Ji=fii+gij+hk fi=fi+g,)+h k.
Pour tout nombre réel z,

f[10-£,00 = 1) L0 + 9,0 g2(8) + hy(0) hy (),

ce qui montre que le produit scalaire f, .f, est encore donné par Ia formule sui-
vante :

fi-fs =f1f2 + 919, + hyhy.

Rappelons que le produit de deux fonctions dérivables u et v est encore dérivable,
et que

vy =u' v+ uw'.
Ainsi,
(f1 fz)’ = fllfz + f1 fz’

9:192)' = 9192 + 91 95
(hl hz), = hi hz + hl hé .

La somme de trois fonctions dérivables étant encore dérivable, nous en concluons
que f;.f, est dérivable, et que

i) =fifa+ fifi+919,+ 9195+ hihy + hi b
={fatgig,+hih)+ (L 5+ 9195 +h ),
c’est-a-dire
(f1-f2)’ = f1’f2 + f1f2' s

ce qu’il' fallait prouver.

ht_tp:ffbﬂiblio—scitiﬁqlllye.bln gspot.com/



Géométrie euclidienne 5

3. Dérivée d’un produit vectoriel. On suppose maintenant que E est un espace
vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Si f, et f, sont dérivables, il en est de
méme de leur produit vectoriel, c’est-a-dire de la fonction & valeurs vectorielles

fi n foite fi() A fo().
Plus précisément,
fin ) =f(Anrh+finfz.

Prenons cette fois pour (i, j, k) une base orthonormale directe. En conservant
les notations précédentes, nous vérifions que

finha =‘(gl hy —g )i+ (hy o — hy JOJ + (f192 — 290 k.
Le calcul est alors analogue au précédent. On écrira que
(Grhy —galy) =g hy +gihy —gahy — g b
= (g1 hy — g3 hy) + (g1 hy — g2 h1) s

et d’autres relations semblables pour les deux autres composantes. L’essentiel
est bien entendu de connaitre le résultat (et de ne pas confondre f; A f, avec

fa A S1).
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CHAPITRE 2

CONSTRUCTION DES ARCS PARAMETRES

2.1 Définition des arcs paramétrés. La notion d’arc paramétré est d’origine
cinématique. Considérons un point M du plan se déplagant au cours du temps ¢.
Ses coordonnées x et y sont des fonctions de ¢ :

x =f(t) y=9(.

On peut encore représenter le point M par le vecteur OM = f(¢), oul JSest une fonc-
tion d’une variable réelle & valeurs dans R2.

On est ainsi amené 4 appeler arc paramétré une application continue fdéfinie sur
un intervalle 7 (ou sur une réunion d’intervalles) de R & valeurs dans R2. L’image
I' de I par fs’appelle support de I’arc paramétré. Soit M un élément de I" ; tout
¢élément ¢ de 1 tel que M = f(¢) est dit paramétre du point z. En pratique, le point M
est repéré par ses coordonnées x = f(t), y = g(¢).

L’étude du graphe d’une fonction y = ¢ (x) rentre dans le cadre précédent : il
suffit de poser x=t, y = @ (¢).

On est souvent amené & utiliser une représentation paramétrique d’une courbe
d’équation F(x, y) = 0 non résolue par rapport i x, c’est-a-dire & considérer cette
courbe comme le support d’un arc paramétré. Ainsi, le cercle d’équation

x2+y2=R2

est le support de I’arc paramétré x= Rcos?, y=Rsin ¢ Plus généralement,
Pellipse d’équation

L8]
(3}

it
—

+

&Nix
%[

est le support de I'arc paramétré x =acost, y =bsin .

2.2 Etude au voisinage d’un point. On démontre que la formule de Taylor-
Young (voir tome 3) s’étend au cas des fonctions 3 valeurs vectorielles. A partir de
cette formule, on peut étudier I’existence d’une tangente au point M, = f{(z,), et
la position de la courbe par rapport 4 cette tangente au voisinage de ¢,.

Sila dérivée f' (t,) est non nulle, la courbe admet une tangente, a savoir la droite
définie par le point M, et le vecteur £ (,).

— Dans ces conditions, si la dérivée £ () est non colinéaire a f’ (t0), la courbe
est située dans le demi-plan définie par la tangente et contenant le vecteur S (to)
(Fig. 2.1a)).

— Sif"(t,) est colinéaire & f* (,) et sif" (t,) est non colinéaire a S’ (to), la courbe
traverse sa tangente. On dit que le point M, est un point d’inflexion (Fig. 2.1b)).
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Construction des arcs paramétrés 7

Supposons maintenant que f”(¢,) = 0 et que f”(t,) # 0. La courbe admet une
tangente, & savoir la droite définie par M, et " (%).

— Si f"(t,) n’est pas colinéaire & f”(t,), la courbe est de part et d’autre de sa
tangente. On dit que M, est un point de rebroussement de premiére espéce
(Fig. 2.1¢)).

— Si f"(t,) est colinéaire & f”(2,) et si f*)(f,) n’est pas colinéaire a f” (%), la
courbe est d’un méme cdté de sa tangente. On dit que M, est un point de rebrousse-
ment de seconde espéce (Fig. 2.1d)).

£i(,) Fe,)

I
MT\ f”(to) M, ;//(to)
c)

( (d)

Fic. 2.1

En pratique, on détermine les dérivées successives de f par leurs composantes

(.99 (f", 9"), ete.

Lorsque xp =f" (o) et ¥y =g’ (t,) sont non tous deux nuls, I’équation de Ila
tangente en M, est

X=Xy _¥=Jo.
Xo Yo
EXEMPLES.
1. Etudier I'arc paramétré
x=1t> y=r-p

au voisinage de I’origine.
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8 Chapitre. 2

Ici
' =2t f'©) =0
g =2t-3¢ g'(0) =0
=2 f"(0) =2
g'"() =2-6t  g"(0) =2
{f’"(t)=0 f")=0
g"(® = —6 g"(0) = —6.

La courbe est donc tangente en O a la premiére bissectrice. Comme S (0) n’est pas
colinéaire & f(0), le point O est un point de rebroussement de premiére espéce.

2. Etudier 'arc paramétré

1y y=t3-3¢

x=¢'"
au voisinage du point (0, 2), atteint pour t = 1.

Ici

@ =e -1 /) =o0
g' () =31-3 g' () =0

1y =et 1 =1
lg"(t) = 61 g'(1) =6
) =t £y =1
{g'"(r) =6 g"(1) =6
o) =t oW =1
[g(“’(t) =0 g (1) =0.

Le vecteur (1) est non nul, et le vecteur £ (1) lui est colinéaire. Comme S0
n’est pas colinéaire aux deux précédents, le point (0, 2) est un point de rebrousse-
ment de seconde espéce. -

2.3 Branches infinies. L’étude des branches infinies est calquée sur le cas oi
y est fonction de x (voir tome 2).

Si x tend vers x, et si y tend vers + 00 ou vers — oo lorsque ¢ tend vers ¢,, la
droite d’équation x = x, est asymptote a Ia courbe. De méme, si x tend vers + oo
ou vers — oo et si y tend vers y, lorsque ¢ tend vers #,, la droite d’équation y = y,
est asymptote 2 la courbe.

Enfin, si x et y augmentent indéfiniment lorsque 7 tend vers fo, on étudie la
limite de y/x pour savoir si la courbe admet une direction asymptotique. Si y/x tend
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Construction des arcs paramétrés 9

vers o0 ou vers — oo, la courbe a une branche parabolique dans la direction de
Oy. Si y/x tend vers 0, la courbe a une branche parabolique dans la direction de Ox.
Si y/x a une limite finie non nulle 4, on cherche si y—ax a une limite finie b, auquel
cas la droite d’équation y = ax+b est asymptote a la courbe. En effectuant un
développement limité de y—ax—b au voisinage de /o, on peut déterminer la posi-
tion de la courbe par rapport a I’asymptote.

Bien entendu, dans tout ce qui précéde, on peut remplacer le cas échéant 7, par
+ o0 ou — co. Pour étudier la position de la courbe par rapport a I’asymptote, on
effectue alors un développement limité de y—ax—b en fonction de 1/t.

ExeMPLE. — Etudier les branches infinies de 1’arc paramétré

oL y_t2+1
t—1 t—1"

1l est clair que x et y deviennent infinis lorsque ¢ tend vers 1. Or,

o412 et y-2x=—-—-"—=t+1-2.

X t—1  t—1

La courbe admet donc pour asymptote la droite d’équation y =2x+2.
D’autre part, lorsque ¢ tend vers + co (resp. —0), X tend vers 0 et y tend vers
+ 00 (resp. vers —oo0). La courbe admet donc pour asymptote Paxe Oy.

2.4 Points doubles. On dit qu’un point M du support d’un arc paramétré est
double s’il est atteint pour deux valeurs distinctes du paramétre. Autrement dit, il
existe deux nombres réels distincts ¢ et ¢” tels que

{f () =11
g(t)=g@").

Lorsque f et g sont des fonctions rationnelles, on peut commencer par simplifier
par t'—t"; on fait apparaitre ensuite la somme 5= t'+1t" et le produit p=1'¢t".
On calcule s et p; on en déduit ¢’ et ¢”, et enfin x = f(¢') =f(t"), y=g@")=g(").

Examinons un cas particulier trés fréquent. Supposons que f et g sont les
quotients de deux trindmes de degré 2 :

a t*+bit+c; g(i)=a212+b2t+c2.

f@ =
oy 2+ By t+7y ayt®+ Bt +y2

Pour que x et y soient les coordonnées d’un point double, il faut et il suffit que les
deux trindmes

x(ochz-}—ﬁlX+'))1)—(a1X2+b1X+cl)

Y X2+ B X+72)— (@ X +by X+¢,)

aient deux racines communes. Cela revient a dire que leurs coefficients sont pro-
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10 Chapitre 2

portionnels :
Xty —dy xf,—b, X6
yag—a; yB,—b, yy,—c,

Ce procédé a I’avantage de fournir directement les coordonnées des points
doubles sans passer par I’intermédiaire des valeurs du paramétre. En outre, il
s’applique au cas ol le point double est atteint pour les valeurs infinies de t, alors
que le premier procédé tombe en défaut.

EXEMPLES.

1. Cherchons les points doubles de I’arc paramétré

x=2t+1? y=2t-1/t%
Ecrivons que
2t/ + t/Z — 2t” + tll2

1 o 1
ztl ——_2_-—2t,—"—i.
t/ t”

Simplifions les deux relations par ¢’ —¢" :
24+141"=0

£t
t:2 tuz =Y,

2+

soit s = —2, s/p? = —2. Finalement, s = —2 et p? = 1.
Sip =1, alors ¢’ et ¢” sont les racines de I’équation

t242t+1=0,
ce qui montre que ¢’ = " = — 1. Comme #’ et " ne sont pas distincts, cette solution
est a rejeter.
Si p= —1, alors ¢’ et t” sont racines de
2 +2¢—1=0.

Doli t' = —1+,/2, t'=—1-/2etx=1,y=—5.

2. Chercher les points doubles de I'arc paramétré

oo LA3t=2 R
et 2 2ttrl

La premiére méthode consiste & écrire que

£243¢—2 24342 -1 '~
t/Z_tr+2 t/lz_t/1+2 t/2+t/+1 t"2+t”+1.
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Construction des arcs paramétrés 11

La premiére relation conduit & s—p=1 et la seconde 4 s—p= —2, ce qui est
impossible. '

La deuxiéme méthode s’applique ici; elle conduit & écrire que les coefficients des
polynémes

=D X*~(x+3) X+2x+2 et pX*+@-1)X+y+1

sont proportionnels; soit

x—1 x+3 2x+42
y 11—y y+1’

Il vient aussitét x =1 et y =0.
La premiére méthode ne pouvait aboutir, car le point (1, 0) est atteint lorsque
=] et lorsque ¢ tend vers + co ou vers — 0.

2.5 Intervalle d’étude. Dans le cas ol les fonctions f et g admettent une méme
période non hulle 7, on limite évidemment la variation de ¢ 3 un intervalle de
longueur 7.

Si les fonctions f et g sont impaires, c’est-a-dire si le changement de ¢ en —¢
transforme x en —x et y en —y, la courbe est symétrique par rapport & O. On
prend alors pour intervalle d’étude [0, + o[ ou, dans le cas d’une période T,
[0, 7/2}.

Si f est impaire et g paire, la courbe est symétrique par rapport 4 Oy; de méme,
si f est paire et g impaire, la courbe est symétrique par rapport & Ox. On réduit
encore l'intervalle d’étude comme ci-dessus.

Si f et g sont paires, la courbe est parcourue deux fois lorsque ¢ varie de — oo
a +co. On obtient le support tout entier en se limitant aux valeurs positives de ¢.

ExempLE. — Soit I’arc paramétré
X=acost y=>bsint,

La période est 2z. Puisque x est une fonction paire de ¢ et que y en est une fonction
impaire, le graphe est symétrique par rapport & Ox. On peut donc prendre pour
intervalle d’étude [0, n]. Mais, de plus, le changement de ¢ en n—¢ transforme x
en —x tout en conservant y. Le graphe est symétrique par rapport 4 Oy, et I'inter-
valle [0, /2] suffit.

Remarque. — Dans certains cas, le graphe fait apparaitre une symétrie qui
n’était pas en évidence sur les expressions de x et de y. On essaiera alors de déter-
miner le changement a effectuer sur ¢ pour obtenir cette symétrie. On réduira en
conséquence l’intervalle d’étude... ce qui conduira & recommencer cette étude.

2.6 Tracé d’un arc paramétré. Les considérations ci-dessus sont résumées dans
la régle suivante :

Reégle. »
1. On commence par déterminer P’intervalle d’étude, en tenant compte de la
périodicité et des symétries.
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12 Chapitre 2

2. On calcule les dérivées de x et de y par rapport & ¢; on cherche leurs signes et
les valeurs de ¢ pour lesquelles elles s’annulent.

3. On dresse le tableau de variation en cinqg lignes pour ¢, x', y’, x et y. On porte
les valeurs remarquables de x et de y, ainsi que les limites aux bornes des intervaliles
ou ces fonctions sont définies. On indique par des fleches les sens de variation de
x et de y.

4. On étudie les branches infinies.

5. On étudie les points de rebroussement.

6. On construit la courbe. Sur chaque intervalle olt x et y sont monotones, tout
se passe comme si y était fonction de x.

7. On cherche les coordonnées des points doubles, dans la mesure ol le gra-
phique en a montré I’existence.

On peut améliorer la précision du tracé en calculant les coordonnées de quelques
points, en particulier les intersections avec les axes de coordonnées.

2.7 Exemples.

1. Construire |’arc paramétré

Lo 1t2 ) t—=5  t=5
-1 P—4t+3  (t-3)(@-1)

I n’y a nas de symétrie évidente. D’autre part, x est défini lorsque ¢ est différent
de 1 et de — i, tandis que y est défini lorsque ¢ est différent de 1 €t de 3.
Calculons les dérivées de x et de y par rapport a ¢ :
, (E-D—@+2)2t —t*—4t—1
X = 212 =TS 2
-1 @ -1

,_=3)(-)-(-5 Q-4 _ —1*4+10t—17
(=3 (t=1) =32 @-1*

On voit que x' s’annule pour deux valeurs « et § de ¢, égales sensiblement a
—3,7et 4 —0,3; de méme, y’ s’annule pour deux valeurs y et é de ¢, sensiblement
égales a 2,2 et 4 7,8. D’ou le tableau de variation :

— 00 o —1 B 1 ¥ 3 o + o0

-0 + +0 — - - - -

0 \y /S +oof—0 / N\, —oofl+o v N\ 5/8 NN O

00N N\ 34 N, \ —ofl+o N\, S 4owof|=w N\, 0
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Construction des arcs paramétrés 13

La courbe admet évidemment pour asymptotes les droites d’équations x = 5/8
et y = —3/4. De plus, lorsque ¢ tend vers 1,

y_ =90+ 4 49 5
x (t=3)(+2) 3 3 30+1)(t-3) 6

La courbe admet donc pour asymptote oblique la droite d’équation

)= 4x + 5
376
L’origine des coordonnées n’apparait pas comme un point exceptionnel. La
limite de y/x lorsque x tend vers + oo ou vers — o0 est 1; la tangente 4 ’origine est
la premiére bissecttice.

14 P
;
4
/
/
/
4
/
/
7’
/
f
f
/
7/
o,
/
/
/
;
7/
/
/
z
7
7
.
/
,
7
/
K
,
;
/
,
’/
/o %
5
/ X
/
/
.
3 Pe——
5
FiG. 2.2

Le graphe (Fig. 2.2) montre I’existence d’un point double. Pour déterminer les
coordonnées de celui-ci, écrivons que les polyndmes

xX*—X—-x—-2 et yX*—(@By+1) X+3y+5
ont deux racines communes, et donc que leurs coefficients sont proportionnels :
1 x+2
4y+1 3y+5°

Xo
y

3p4+5+(c+2) y+1)=0
y—x(@4y+1)=0.
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14 Chapitre 2

En ajoutant ces deux relations membre & membre, nous obtenons 12y+7 =0,
soit y = — 7/12 et enfin x = 7/16.
2. Construire I'arc paramétré
t 12

y=—"

-1 t—1

Il n’y a pas de symétrie évidente. De plus, x est défini lorsque ¢ est différent de
1 et de —1, tandis que y est défini lorsque ¢ est différent de 1.
Calculons les dérivées de x et de y par rapport a ¢ :

,_P=1-28 241
(-1 (-1

,_21=1)—1* _1(t=2)
¢-1* @¢-D*

D’oil le tableau de variation :

t — 00 -1 0 1 2 +
x’' - - - - -
y + + 0 - - 0 +

x O\—w+w\,0\—w+w\2/3\0

¥ - —1/2 S0 N ~oofltoo N\ 4 S 4o

La courbe admet évidemment pour asymptotes les droites d’équations x =0
et y = —1/2. Lorsque ¢ tend vers 1,

A t@+1)—>2 et y—2x=—t—§—tj——a—>§.
x t+1 2

La courbe admet donc pour asymptote oblique la droite d’équation y = 2x+3/2.
On peut déterminer la position de la courbe par rapport a ’asymptote oblique
en effectuant un développement limité de y—2x lorsque ¢ est au voisinage de I :

3. [t(t+2) B g] _3. t-1D@+3/2)

y—2x =~
2 t+1 21 2 t+1

z%-%— t—1+o(t—1).

Ainsi, la courbe est au-dessus de I’asymptote si £>1, et en dessous si t<1.
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Y, 4
4
4
4
/
/
I
/
/
//
4 /
/
/
7/
/
7/
/
/
7
/
/
/
/
/ 2
-1 0 i X
7 L
___________________ 74 1
'7 3
p -1
p
p
y
4
/4
v
y/
/4
4
Fic. 2.3

Le graphe (Fig. 2.3) montre ’existence d’un point double. Ecrivons que les
polyndmes xX?—X~—x et X2—yX+y ont deux racines communes, et donc que
leurs coefficients sont proportionnels :

x/l=1ly= —x/y.
Dloux=y=—1.
2.8 L’astroide. C’est I’arc paramétré
X =acos’ ¢ y=asin® t.

La période est 2. Les changements de  en —¢ et en 7 — ¢ montrent que la courbe
est symétrique par rapport & Ox et & Oy. Enfin, lorsqu’on remplace ¢ par n/2—1,
on remarque que x et y sont échangés. La courbe est donc symétrique par rapport
4 la premiére bissectrice, ce qui permet de restreindre 'intervalle d’étude 4 [0, z/4].

Calculons les dérivées de x et de y par rapport 3 ¢ :

x'=—3acos?tsint

y'=3asin?tcost.
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16 Chapitre 2

D’oti le tableau :
t 0 /4

x| 0 =  =3¢22
y | 0+ 3a/2/2
x |2 N\ a/2./2
S B al2./2

Pour déterminer la tangente au point de paramétre 0, calculons x” et y” :

x" = 6acos tsin*t—3acost x"(0) =—3a
y" = 6asin t cos’t—3asin?t ¥ (0)=0,

ce qui montre que la tangente est I’axe Ox. Une fois la courbe complétée par
symétrie (Fig. 2.4), on voit qu’il s’agit d’un point de rebroussement de premiére
espéce. La courbe a la forme d’un as de carreau.

Y=

Fia. 2.4

2.9 La tractrice. C’est ’arc paramétré

t .
x=a(lntg-2—+cost) y=asint.

Il est clair que 27 est période. Comme tg ¢/2 doit &tre strictement positif, on
prendra ¢ dans Pintervalle ]0, nf. Le changement de ¢ en 7 — ¢ montre que la courbe
est symétrique par rapport 2 Oy. On limitera l'intervalle d’étude a 0, 7[2].

, < 1. ) cos?t
X =a ——_—————-smt =
sin ¢t sint

y =acost.
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Construction des arcs paramétrés 17

t 0 7f2
x' + 0
¥y + 0
x —00 / 0
y 0 S a

Pour étudier la tangente au point de paramétre #/2, calculons x” et y” :

3
x" = a<~—2 cost — C.OSZ t> x"(rf2) =0
sin® ¢

y'= —~asint Y'(nj2) = —a.

La tangente est donc verticale. Vu la symétrie, c’est une tangente de rebroussement
de premiére espéce (Fig. 2.5).

<Y

0
Fic.2.5

C’est la courbe décrite par la roue arriére d’une voiture se rangeant en marche
avant le long d’un trottoir. On remarquera qu’il faut théoriquement une distance
infinie pour se ranger par ce procédé.

2.10 La parabole semi-cubique. Dans cet exemple et dans le suivani, nous
construirons des courbes définies par une équation cartésienne en nous aidant
d’une représentation paramétrique.

La parabole semi-cubique a pour équation cartésienne

ay? =x3,
Paramétrons-la en posant
x=at? y=atd.

En changeant ¢ en —¢, on voit que Ox est axe de symétrie. On peut prendre pour
intervalle d’étude [0, + ool.

x' =2at y' =3ar?
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18 Chapitre 2

t 0 -+ 00
x’ 0 4
¥ 0 -+

x 0 /‘ 400

y 0 Ve + 00

Lorsque ¢ tend vers 0, y/x = ¢ tend vers 0, et la courbe est tangente en O & Ox.
Lorsque ¢ tend vers + oo, y/x = ¢ tend vers + co. La courbe admet donc une branche
parabolique dans la direction de Oy (Fig. 2.6).

4

xY

Fic. 2.6

2.11 Le folium de Descartes. C’est la courbe d’équation
x3+y3—3axy=0.
Posons y = tx; 1’équation devient
x3(1+13)—3aix*=0 .
x(1+t3)—3at=0
d’otl la représentation paramétrique :

.= 3at y__?»at2
148 1+
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Construction des arcs paramétrés 19

Le changement de ¢ en 1/¢ échange x et y. On pourra donc prendre pour inter-
valle d’étude ]—1, 1]. La valeur —1 est exclue car, lorsque ¢t = —1, x et y ne sont
pas définis.

, 14+£2-3¢ 1-2¢*
=3a————-=3a——p%
14+t a+)

3y__ 744 43

L 3a2t(1+t )—3t* 3at(2 t%)

a+072 T+
t ~1 0 1132 1
x' + + 0 -
Yy - 0 + +
x - 00 /0 yVa N 3a/2
¥ +0oo N 0 S / 3a/2
Lorsque ¢ tend vers —1,
yx=t—> ~1
et
2
y+x=3a d t —-a.

+ 3a =3a -
1+ 1+ P—t+1
La courbe admet donc pour asymptote la droite d’équation x+y+a=0.

Y

<Y

Fig. 2.7
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20 Chapitre 2

Lorsque 1 =0, x =y = 0. Comme y/x =t tend vers 0, la courbe est tangente en
O & Ox (Fig. 2.7). '

2.12 La cycloide. Intuitivement, la cycloide est la courbe engendrée dans un
plan vertical par la valve d’une roue de bicyclette lorsque cette roue roule sur un sol
horizontal. Plus précisément, c’est la courbe décrite par un point lié 4 un cercle
lorsque ce cercle roule sans glisser sur une droite (Fig. 2.8). ‘

2na
Fic. 2.8

A un instant quelconque, le cercle de centre C a déja rouié d’une distance OA.
Le point lié au cercle coincidant avec O & I’instant initial s’est élevé en se déplagant
vers la droite et est venu en P; I’arc P4 est donc égal 2 la longueur du segment
[0, A4], et le rayon du cercle a décrit & ce moment un angle ¢.

Soient x et y les coordonnées de P. Alors

x=ﬁ=EZ—D_z.4=E4—F§=at—a sin ¢
et

y=31—’=f1—5~1f=a—acost,
ce qui donne finalement

x=a(t—sin ¢) y=a(l—cost).

Lorsque ¢ augmente de 27, x augmente de 27za, tandis que y reprend sa valeur.
On obtient donc toute la courbe & partir de I’arc correspondant 2 la variation de ¢
sur[—m7, 7], grice & des translations parallélement & Ox d’amplitude 27a. En outre,
comme x est une fonction impaire de ¢ et que y en est une fonction paire, I’arc
correspondant 4 [—=, 0] se déduit de ’arc correspondant & [0, #] par symétrie par
rapport & Oy. L’intervalle d’étude est donc [0, =].

x' =a(l—cost) ~ y'=asint,
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Construction des arcs paramétrés 21

y | 0 + 0

X 0 /  ma

y 0 / 2a

Pour étudier la tangente a I’origine, calculons x” et y” :

x"=asin ¢ x"(0)=0
y'=acost y'(0) =a.

La tangente est verticale; ’origine est un point dé rebroussement de premiére
espece (Fig. 2.9).

YA

B R ittt

xVY

a 27na
Fia. 2.9
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22 Chapitre 2

EXERCICES.

Construire les arcs paramétrés d’équations suivantes :

t 3
21 x=175 T
22 xot o1
s XT R LTI P
t t—2
2.3 = = e |
*=E0 R EGD)
1+2¢
24 x=1t2+21 y=—.
(t+2)? (t—2)%
2. = =
S *=Th P
(1+21)? 1+21)?
26 x= =
BG-20)0-21 2(3—-21)
t(r+2) ’ t
2.7 = =
T t+1
t?+2 t?+2
28 x=——— = .
* T Y YT i3
29 x=¢ M y = e,
210 x = cos® t+Insin¢ y=sintcost.
211 x = 1l/cost y=sint.
212 x=1tgt y=1/sint.
213 x = cos 2t y =sin2¢—sint.
214 x =cosd4r+4cost y = sin 3z.
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CHAPITRE 3

CONSTRUCTION DES COURBES
EN COORDONNEES POLAIRES

L’emploi des coordonnées polaires permet de représenter trés simplement cer-
taines courbes et, par suite, de faciliter les calculs.

Nous allons d’abord chercher les équations de quelques courbes fondamentales
en coordonnées polaires. Nous déterminerons ensuite les tangentes, les asymptotes
et les points doubles d’une courbe en coordonnées polaires, et nous passerons enfin
2 la construction des courbes.

EQUATIONS DE COURBES FONDAMENTALES

3.1 Equation de la droite. Nous devons distinguer deux cas.

a) Droite passant par O. Soit D une droite faisant I’angle 0, avec Ox (Fig. 3.1).
1’équation de cette droite en coordonnées polaires est tout simplement

0=00.

Fia. 3.1

Réciproquement, une équation de cette forme représente la droite passant par
O faisant ’angle 8, avec Ox.

b) Droite ne passant pas par O. Soit maintenant D une droite ne passant pas
par O, d’équation
ax+by+c=0,
ot ¢ # 0 (Fig. 3.2).
Remplagons x par pcos 6 et y par psin 0 :
apcos 0+ bpsin 0+c =0,
1

SO . — 1
b AcosO+Bsin 6 &

soit
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yA

s

x ¥

/

FiG. 3.2

ol A= —ajcet B=~—bc.
Inversement, une équation de cette forme représente la droite d’équation carté-
sienne
Ax-+By=1.
Si D est paralléle & Ox, d’équation cartésienne y = a, son équation en coor-
données polaires est

p=alsinf.
De méme, si D est paraliéle & Oy, d’équation cartésienne x = b, son équation en
coordonnées polaires est '

p=>bfcos 0.
Dans le cas général, posons p = 1/./4%+ BZ; soit « I’angle défini par
cos o = Ap sin o« = Bp.
Alors
- p
cos 0 cos a+sin 0 sin &’
soit . N
p
R 2
P os (0—a) @

L’équation cartésienne correspondante est
xcosa+tysina=p.

On reconnait I’équation de la droite perpendiculaire en P 3 la droite OP, ou P
est le point de coordonnées cartésiennes (p cos , p sin «), ¢’est-a-dire le point de
coordonnées polaires (p, o).

EXEMPLES

1. Soit D la droite d’équation cartésienne
x—y—5=0.
Ici,a=1,b=—1,c=—5;dolt A =1/5 et B= —1/5. L’équation de cette droite
en coordonnées polaires est
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pm—— )

" cosf—sin 6’
Posons p = 1/\/A*+B? = 5/,/2. Alors cos &= Ap=1/,/2 et sinoa.= Bp = — 1/4/2.
Ainsi, o = — /4, et ’équation de D en coordonnées polaires s’écrit encore

5 ’
" P ity | »

2. La droite d’équation polaire

7
p =
2cos §—3sin 6
a pour équation cartésienne
2x—-3y—-7=0.
3.2 Equation du cercle. ‘L’équation générale d’un cercle en coordonnées

polaires est compliquée et sans intérét. Toutefois, cette équation devient trés
simple dans les deux cas suivants :

— cercle de centre O;
— cercle passant par O.

a) ‘Cercle de centre O. Soit C un cercle de centre O et de rayon R (Fig. 3.3).
L’équation de ce cercle en coordonnées polaires est tout simplement

p=R.
YA
M
R,
9 -
5] X
FiG. 3.3

Réciproquement, une équation de cette forme représente le cercle de cenire O
et de rayon R.

b) Cercle passant par O. Soit maintenant C un cercle passant par O. Son
équation cartésienne est de la forme

x24+p?—2ax—28y =0,
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ol « et f§ sont les coordonnées du centre (Fig. 3.4).

v

xy

Fic. 3.4

Remplagons x par p cos 6 et y par psin 0 :
p*—2apcos 6—2Ppsin 6 =0.
En supposant p non nul, nous pouvons simplifier par p :
p=2acos0+2fBsinf.

Cette équation représente cependant le cercle tout entier, y compris I’origine,
atteinte lorsque

ocos B+ fsin6=0.
L’équation d’un cercle est donc de la forme
p=AcosO+Bsinb. ®
Réciproquement, multiplions les deux membres de I’équation (3) par p:
2=ApcosO+Bpsinb,
c’est-a-dire
x*+y*—~Ax—By=0. _

On reconnait I’équation du cercle passant par O centré au point de coordonnées
cartésiennes (4/2, B/2).

Si C est centré sur Ox, son équation en coordonnées polaires est -

p=Acos8, ou |Al=2R.
De méme, si C est centré sur Oy,

p=Bsinb, ou |B| =2R.
EXEMPLES

1. Soit C le cercle d’équation cartésienne
x24y?=16. A
Remplagons x par p cos @ et y par p sin §; nous obtenons p? = 16, soit
p=4 ou p=—4,
Mais, pour tout nombre réel 6, le point de coordonnées polaires (—4, 6) n’est autre
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que le point de coordonnées polaires (4, 8 + ). L’équation de C en coordonnées
polaires est

p=4.
2. Soit C le cercle d’équation en coordonnées polaires
p=cos 0+,/3sin 6.

1l s’agit du cercle passant par O et centré au point (1/2, /3/2). Son équation car-
tésienne est

x*+y*—x/2—(/3/2)y = 0.
Son rayon est R=./1/4+3/4=1.

Remarquons que 1’équation de C en coordonnées polaires s’écrit encore
p= 2cos()cos§ + 28in0sin§ = 2005(0 - g)

3.3 Coniques ayant un foyer en 0. L’équation générale d’une conique en coor-
données polaires est sans intérét. Examinons le seul cas ol un foyer F est en O.
Soit D la directrice associée, d’équation cartésienne

xcos a-+ysinou—qg=0. 6)
La conique C est I’ensemble des points M tels que

IMO| =e |MH],
ou e est ’excentricité et H la projection orthogonale de M sur D (Fig. 3.5).

yA
D
H
M
P 0 x
Fia. 3.5
Or, _
IMO) = |p| et |[MH| = |p cos 8 cos a+ p sin 6 sin ¢ —~gq] .
Ainsi,
lpl=e|pcos (6—a)—gl,
soit

p=epcos(@—a)—eq ou p=—epcos(@—a)+eg.
Résolvons en p :

eq eq
Py = m————— ou Pg == e,
I-ecos(6—a) 1+ecos(0—a)
QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 5 2
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En fait, ces deux équations représentent le méme ensemble de points, puisque
p1(@+7n)=—p,(f). Le nombre p=eq s’appelle paramétre de la conique C.
L’équation polaire de C s’écrit finalement

Y
p_1+ecos(0—oz)' ©

Réciproquement, en remontant les calculs, on voit que tout point M vérifiant
I’équation (6) est tel que |MO| = e |[MH]||, ou H est la projection de M sur la
droite D d’équation (5).

La droite A d’équation 8 = « est axe de symétrie.

Lorsque e = 1, C est une parabole, et A est I’axe de cette parabole. Le sommet est
le point (P/2, o).

Lorsque e # 1, C est une conique & centre, et A est I’axe focal de cette conique.
On obtient les sommets en remplagant 8 par « et par o+ 7. La distance des sommets
est

2a = |p(@)+pla+n)| = ‘——E— + 2.
1+e 1-—e
D’ou
P 14
a == et c=ea=ce
ll—e2 —é*
Enfin,
b* = |a*—c?| = a*|1—é?*| = a|p|.
EXEMPLES

1. Soit C la courbe d’équation polaire

o= a
2 cos? o
2 .
Il est immédiat que
p= a
1+cos

On reconnait ’équation d’une parabole de foyer O, d’axe Ox et de paramétre a.
2. Soit C la courbe d’équation polaire

1
F T 2sing’

L’exentricité est \/i; il s’agit donc d’une hyperbole équilatére, dont I’axe focal
est Oy. Le demi-grand axe est
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La demi-distance focale est

c=ea= ﬁ .
3. Soit C la conique d’équation
_ 2
p= 1+4 cos (9—7c/4)'

I s’agit d’une ellipse dont I’axe focal est la premiére bissectrice. Ici,

e=3%, a=2/(1-1/4)=8/3, c=4/3 et b=./a*—c* =4/ /3.

ETUDES DES COURBES EN COORDONNEES POLAIRES

3.4 Tangente en un point. Nous devons encore distinguer deux cas.

a) Tangente a I'origine. Examinons d’abord le cas ot la courbe C passe par le
pole, c’est-a-dire oll p s’annule pour une certaine valeur 6, de I’angle polaire 0
(Fig. 3.6). La corde joignant O au point M de coordonnées polaires (p, §) a pour
position limite la droite d’équation polaire 8 = 6.

FiG. 3.6

Bien entendu, si la courbe passe deux fois par le pdle, il y a deux tangentes. Le
pble est alors un point double.

EXEMPLES

1. Soit la courbe d’équation polaire p =a cos 6. On voit de suite que p=0
pour 6 = x/2; la tangente en O est donc ’axe Oy. (On peut controler ce résultat en
remarquant qu’il s’agit d’un cercle passant par O et centré sur Ox).

2. Soit la courbe d’équation p=a./cos 26. 1l est clair que p s’annule pour
= x4 et pour 6 =n/4. La courbe est donc tangente aux deux bissectrices des
axes.

b) Tangente en un point autre que le péle. Soit u le vecteur unitaire faisant
I’angle 6 avec Ox. Par définition des coordonnées polaires, OM = pu. Par suite,
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dOM dp  du
e T e Y b P = O U PUy
a9 ap" PgpTruTAE

ol u, est le vecteur unitaire faisant I’angle 8+x/2 avec Ox (voir chapitre 1).
L’angle V de la tangente avec OM (Fig. 3.7) est donc défini par

tgV=p/p'.

Fic. 3.7

Cette formule n’a pas de sens si p’ =0. Mais, dans ce cas, dOM/df = pu,, la
tangente est paralléle & u, , et donc perpendiculaire & OM. Autrement dit, V' = /2.

On peut tracer graphiquement la tangente en M de la fagon suivante : soient OX
et OY les axes issus de O définis par u et u,. La normale en M (c’est-a-dire la
" perpendiculaire 2 la tangente) rencontre OY en un point N, et I’angle de la normale
avec OY est évidemment égal & V. Comme tg V= p/p’ et que OM = p, nous
voyons que ON = p’. On portera donc sur OY le point N défini par ON = p’; il
suffit alors de tracer la perpendiculaire issue de M & MN pour obtenir la tangente
en M.

3.5 Branches infinies. L’étude des branches infinies comporte trois cas prin-
cipaux :
a) Le rayon polaire p tend vers Pinfini pour une valeur finie de 0.

Supposons d’abord que p devienne infini lorsque 6 tend vers 0 (ou vers kr). La
courbe présente alors une branche infinie dans la direction de- Ox. Pour déterminer
I’asymptote éventuelle, on emploie la représentation paramétrique

x=pcos0 y=psinf.
Si y admet une limite a lorsque 6 tend vers 0 (ou vers kx), la courbe admet pour
asymptote la droite d’équation y = a.

Supposons de méme que p devienne infini lorsque # tend vers 7/2 (ou vers
nj2+kr). Si x = p cos § admet une limite b, Ia courbe admet pour asymptote la
droite d’équation x = b.

Pour étudier le cas général ol p tend vers I'infini lorsque 6 tend vers 6,, on se
raméne au premier cas en utilisant le systéme d’axes auxiliaire OX, OY faisant les
angles 0, et 6+ 7/2 avec Ox (Fig. 3.8).
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y \Y
-
M X
p
1
0
90
/ 0 x
Fic. 3.8

Alors
Y =psin(0—0,).

La courbe admet une asymptote si et seulement si ¥ admet une limite finie /. Dans
ces conditions, I’équation de ’asymptote dans le repére XOY est Y =/. En faisant
un développement limité de ¥ au voisinage de 8, on peut déterminer la position de
la courbe par rapport a I’asymptote.

Remarque. — On n’emploiera jamais cette méthode, trop générale, dans les deux
cas particuliers examinés ci-dessus. Il n’y a aucune raison de prendre un systéme
d’axes auxiliaire XOY quand le systtme xOy permet de terminer 1’étude !

EXeEMPLES
1. Soit la courbe d’équation
p=atgh.

Nous voyons que p devient infini lorsque 6 tend vers z/2. La courbe admet donc
une branche infinie dans la direction de Oy. Or,

x=pcos@=acosftgf=asinf.

Par suite, x tend vers a lorsque 6 tend vers m/2. La courbe admet donc pour
asymptote la droite d’équation x = a.

2. Soit la courbe d’équation
_ a
1—2cos 6
11 est clair que p devient infini lorsque cos @ tend vers 1/2, ¢’est-a-dire lorsque 6
tend vers n/3. Posons
Y = psin (—=/3).
D’une part, p s’écrit sous la forme
a a a

= B N 0 )
2<— — cos 9) 2(cos T_ cos 9) 4 sin <— - E> sin <— + E)
2 3 2 6 2 6

P
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D’autre part,
sin (8 —7/3) = 2 sin (8/2—n/6) cos (6/2—=n[6).

D’otr
_ g .08 (6/2—=/6)
2 sin (6/2 +x/6)
et
lim Y= al\/3,

8—+n/3

valeur que I’on reportera sur OY pour obtenir I’asymptote.
3. Soit la courbe d’équation

0
9—n/3

p=a

La mé&me méthode conduit a poser
sin (0 —=/3)
0—m/3

La limite de Y lorsque 6 tend vers n/3 est an/3.

Y = psin (#—mn/3) = af

b) Le rayon vecteur p tend vers I'infini avec I'angle polaire. On dit alors que la
courbe admet une branche spirale.

EXeMPLE. Si p = af?, p tend vers + oo lorsque 6 tend vers + oo ou vers — co.
La courbe admet donc des branches spirales.

¢) Le rayon vecteur p tend vers une limite finie lorsque 0 tend vers I'infini. On dit
alors que la courbe admet un cercle asymptote. Plus précisément, si p tend vers a,
la courbe est asymptote au cercle d& centre O et de rayon a.

Lorsque a = 0, le cercle asymptote est réduit au point O; on dit alors que O est
un point asymptote.

EXEMPLES

1. Lorsque p = a 0/(8—1), la courbe admet pour cercle asymptote le cercle de
centre O et de rayon a.

2. Lorsque p = a/(1+¢°), la courbe admet pour cercle asymptote le cercle de
centre O et de rayon a, car p tend vers a lorsque 6 tend vers — co; elle admet aussi
le point O pour point asymptote, car p tend vers 0 lorsque § tend vers -+ 0.

3.6 Intervalle d’étude et symétries. Si p = f(f) est une fonction admettant 2n
pour période, on repasse par les mémes points lorsque 6 augmente de 27. On
prendra alors pour intervalle d’étude un intervalle de longueur 27.

Plus généralement, si f admet pour période 2nz, on prendra un intervalle d’étude
de longueur 2n7n.
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On étudiera ensuite f(0 -+ nr). Si n est impair et si

J(0+nm) =£(6),
on prendra un intervalle d’étude de longueur nr, et I’on complétera la courbe ainsi
obtenue a I’aide de la symétrie par rapport 4 O.
Supposons maintenant que
f(0+nn) = —f£(0).
Si n est pair, on arrive 4 la méme conclusion que ci-dessus. Si, enfin, # est impair,
on obtient toute la courbe en faisant varier 6 dans un intervalle de longueur nz.
On peut encore réduire I’intervalle d’étude lorsque la courbe présente des symé-
tries. Ainsi, lorsque f(—6) = f(6) ou que f(n—6) = —f(6), la courbe est symétrique
par rapport a Ox. Lorsque f(—0) = —f(0) ou que f(z—0) =£(0), la courbe est
symétrique par rapport a Oy.
Plus généralement, si f(x—6) = f(6), la courbe est symétrique par rapport & la
droite issue de O et faisant I’angle «/2 avec Ox.
Dans tous ces cas, on peut réduire I’intervalle d’étude de moitié, quitte A com-
pléter la courbe par symétrie. Bien entendu, si la courbe présente plusieurs symé-
tries, on en profitera pour réduire plusieurs fois I’intervalle d’étude.

EXEMPLES

1. Pour construire la conique d’équation p=p/(l+ecosf), on remarque
d’abord que p ne change pas lorsque # augmente de 2z. On obtient donc toute la
courbe en faisant varier 6 dans un intervalle de longueur 2. De plus, p(—6) = p(6);
la courbe est donc symétrique par rapport & Ox. Il suffit de faire § de 0 & #, puis
de compléter la courbe par symétrie.

2. Pour construire le cercle d’équation p = a sin 0, remarquons que p(8+2x)
= p(0). L’intervalle d’étude a pour longueur 27. Mais p(f+7)= —p(d). On
obtient toute la courbe en faisant varier 6 de 0 & z. Enfin, p(n—6) = p(6). La
courbe est symétrique par rapport 4 Oy, et il suffit de faire varier 6 de 0 & 7/2 pour
déterminer toute la courbe.

3.7 Points doubles. Pour voir si l’origine est point double, on cherche si
I’équation f(6) = 0 a plus d’une racine dans I’intervalle d’étude (compte non tenu
des symétries).

Un point autre que O est point double soit si

SO +2kn) =16),
SO+ Q2k+1) )= —£(6).

On remarquera que la premiére éventualité ne peut se présenter si 27 est période.

soit si

EXEMPLES

1. Soit la courbe d’équation
p=a(cos O —cos 20).
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La période est 27. Les points doubles autres que O ne peuvent étre définis que par
la relation

fO+n)=—£(0),
soit
—c0s 8—cos 20 = —cos O+cos 28.

D’oit cos 20 = 0. On obtient ainsi les points doubles (a/+/2, n/4) et (a//2, —n/4).
2. Soit la courbe d’équation

]
0—n/3

p=a

L’équation
6  0+2kn
0—n/3 0+2kn—m/3

n’a pas de solution. L’équation

6 _  0+Qk+Dm
8—n/3 0+Q2k+1)n—n/3

admet une infinité de solutions, définies par

207 + [(4k+2)n - -2-316]9 - §(2k+1)7¢ =0.

En effet, pour tout entier rationnel k, le discriminant réduit, a savoir

2
[(2k+1)7z - g] + 333‘-(2k+1)n,

est positif.

3.8 Tracé d’une courbe en coordomnées polaires. Le sens de variation est en
évidence dans quelques cas élémentaires; mais en général il est difficile a établir, et
n’a guére d’intérét. On ne calculera donc pas p'.

Au contraire, il est essentiel de connaitre le signe de p et de déterminer les
valeurs de 6 pour lesquelles p s’annule. En effet, on trace la courbe en balayant le
plan par une droite tournant autour de O. Si 0 varie de « & §, par exemple, cette
droite balayera un secteur angulaire formé de deux parties symétriques par rapport
3 0. La courbe se place dans I’une ou ’autre de ces parties suivant le signe de p.

Voici en résumé les régles a suivre pour le tracé d’une courbe :

Régles

1. On détermine I’intervalle d’étude, en tenant compte de la périodicité et des
symeétries.

2. On cherche les valeurs de 0 pour lesquelles p est défini.

3. On détermine le signe de p et les valeurs de 8 pour lesquelles p s’annule.
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4. On dresse un tableau de variation rassemblant les résultats précédents.
5. On étudie les branches infinies.
6. On détermine les points doubles.

Remarque. — En pratique, on commence par tracer grossi¢rement la courbe. On
ne cherchera les points doubles que s’ils sont en évidence sur ce tracé.

EXEMPLES

1. Construire la courbe d’équation
p=asin 26.

Il est clair que p admet 7 pour période, ce qui montre que la courbe est symé-
trique par rapport & O. De plus, p(—6) = — p(6), ce qui montre que la courbe est
symétrique par rapport 2 Oy. On peut prendre pour intervalle d’étude [0, 7/2]. En
outre

p(nf2~0) =sin (1—26) =sin 20 = p(0).
La courbe est donc symétrique par rapport 4 la premiére bissectrice, ce qui permet
de réduire intervalle d’étude a [0, n/4].
Le sens de variation de p est en évidence, sans qu’il soit nécessaire de calculer p’.

0 ]0 /4

plO/' a

Lorsque 8 = /4, p’ est nul, et la tangente est perpendiculaire &8 OM. La courbe
a la forme d’une rosace 4 quatre branches (Fig. 3.9). ’

YA

2. Construire la courbe d’équation

E

p fed
sin

N

La période est 4n. Comme p(f+27m) = —p(0), la courbe est symétrique par
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rapport 4 0. Comme p(—0) = — p(6), la courbe est symétrique par rapport & Oy
(ce qui implique qu’elle est encore symétrique par rapport & Ox).
En résumé, il suffit de faire varier 0 de 0 4 7.

Lorsque 6 tend vers 0, p devient infini. Or,

sin 6

y=psinf=a =2acos§;

sin —
2
donc y tend vers 24, et la courbe admet une asymptote horizontale.

Ici aussi, le sens de variation est en évidence.
6 l 0 n

p|+oo N«

On obtient ainsi le quart de la coﬁrbe (Fig. 3.10), puis la courbe tout entiére i
I’aide de deux symétries (Fig. 3.11).

YA
2a
/— >
a 0 %
FiG. 3.10
14

<Y

Fic. 3.11
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3. Construire la courbe d’équation

po— b
1—2cos? 8
Remarquons que p = — a/cos 2 0. La période est 7; la courbe est donc symé-

trique par rapport & O. De plus, p est une fonction pairede , et p -725 —0) = p(0).

On prendra pour intervalle d’étude [0, n/4]. La valeur /4 est a exclure, car p n’est
pas défini.
0 ! 0 /4

P ’ N
Pour étudier la branche infinie, considérons
Y = psin (6 — =/4) = (\/5/2) (sinf — cos 6) .
Or,co82 6 = ccls/z_f} — sin? O = (cos 6 + sin 6) (cos 8 — sin 6) .
2 a

Ains, Y= "2 cosO + sin 6

La limite de Y lorsque 6 tend vers n/4 est donc a/2. D o la courbe (Fig. 3.12).

YA

NN | S !

=]
x

/ \ FiG. 3.12

3.9 La cardioide. C’est la courbe d’équation
p=a(l+cos6).
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La période est 2. Puisque p est une fonction paire de 0, la courbe est symétrique
par rapport & Ox. L’intervalle d’étude est [0, z].
6 I 0 n
p l 2a AW 0

Comme p s’annule lorsque 0 = 7, la courbe est tangente en O & Ox. L’origine est
un point de rebroussement (Fig. 3.13).

YA

4

Fic. 3.13

Cette courbe s’utilise en radiogoniométrie dans la recherche d’un émetteur
mobile & ’aide d’un cadre mobile autour-d’un axe verticak

3.10 La cissoide. C’est la courbe d’équation

sin

cosf
La période est 2n. Le changement de 8 en —# laisse p invariant. La courbe est
symétrique par rapport & Ox.

OIO /2

Nous voyons que x = p cos 0 =a sin® §-tend vers a lorsque § tend vers m/2.
La courbe admet donc pour asymptote la droite d’équation x=a (Fig. 3.14).
- Ici aussi, I'origine est un point de rebroussement.
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Fic. 3.14

3.11 La strophoide. C’est la courbe d’équation
cos 20
cosf

=da

L’intervalle d’étude est encore [0, 7/2[.
6 l 0 n/4 7j2

P I a + 0 - — 00
Lorsque 6 tend vers 7/2, x = p cos § = a cos 26 tend vers —a. D’ou I’asymptote
(Fig. 3.15). ,
A

a
et =

e e
G i
x\(

Fig. 3.15
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L’origine est un point double, et les deux tangentes en ce point sont perpendi-
culaires.

3.12 La lemniscate de Bernoulli. C’est I’ensemble des points dont le produit
des distances & deux points donnés F et F” est égal au carré de la demi-distance de
ces points.

Prenons pour axes de coordonnées la droite joignant F et F’ et la médiatrice du
segment [F, F']. Les points F et F' ont alors pour coordonnées (c, 0) et (—c, 0) La
condition donnée s’écrit

|MF||.|MF'|| =c?,
soit, en coordonnées cartésiennes,
[(x—=0)?+y* [(x+ ) +y*] = c*,
ou, en coordonnées polaires,
(p?+c*—2cp cos 0) (p*+c*+2cp cos ) = c*,
ou encore
(p*+cH?—4c?p? cos?0 = c*,
ou enfin
p*=2c%p?cos 26.

Posons a = \/i c; on obtient toute la courbe en prenant
p=a./cos28.

Les axes de coordonnées sont axes de symétrie. Comme cos 26 doit &tre positif,
on peut prendre pour intervalle d’étude [0, n/4].

6]0 n/4

p]a\ 0

La courbe a la forme d’un huit (Fig. 3.16). Les tangentes a 1’origine sont per-
pendiculaires. l
Y

Fic. 3.16

3.13 Les spirales. On appelle ainsi les courbes admettant une branche spirale
ou un point asymptote. Il y a trois spirales classiques :

a) Spirale d’ Archiméde. Son équation est
p=ab.
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La courbe est symétrique par rapport & Oy. Comme il n’y a pas de période, on
doit prendre pour intervalle d’étude [0, + cof.

910 +00

plO/‘ + 00

La courbe est tangente en O a Ox (Fig. 3.17).
|
17

N

Fic. 3.17

b) Spirale hyperbolique. Son équation est
p=alf.
La courbe est encore symétrique par rapport a Oy.

0{ 0 + 00

pl+oo N 0

L’origine est point asymptote. Lorsque 0 tend vers 0, y tend vers a; la courbe admet
donc une asymptote horizontale (Fig. 3.18).

Y

AN
o/

Fic. 3.18

=

¢) Spirale logarithmique. Son équation est

p=ae™.
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Il n’y a ni symétrie ni période.

Bl—oo + oo

pl 0 Ve + 00

L’origine est point asymptote. On remarquera que
p(0+27) =e*"p(h).

On peut donc déduire la courbe tout entiére & partir de I’arc correspondant &
[0, 27], & ’aide d’homothéties de centre O (Fig. 3.19).

YA

o

/AN
(a/

FiG. 3.19

=Y
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EXERCICES

Transformer les équations suivantes en coordonnées cartésiennes :

t

a a

31 = . 3.2 == .
’ cosQ cosQ+sinQ -sin2Q ’ cosQ .’lsinQ—Scas‘2 +§
2 2 2 2 2 2 2 2
cos§—sinf tg 8
3.3 Y —— 4 =g
p=a sin 8 cos 6 3 P @ sin B+ cos 0
cos 6 0
5 = . 3.6 =qtg—.
3 P =4 n? 0 p=altgy
Construire les courbes d’équations suivantes :
a 0
3. = . 3.8 = g
T P p= gy
39 p=a(l+2cosh). 310 p = asin30.
6
3.1 p = a(3—cos 66). 312 p= asin3§.
sin*Hcos
3.13 p = asin28(cos § +sin 0. 314 p = -::(-);—279—_
0
a \/5 cos E
15 B e | 3.16 R
3 P = Cos 0+ cos 36 p=a 8
1 +ﬁ cos -7:
sin @ cos @ 0
. = e 3.18 = +tg— ).
347 p @ cos 0 + cos 20 P a<\/§ gZ)
sin 6 1
3.19 EE s 3.20 = 6+ —\.
p “% 1% cos O cos 20 p a<cos . 9)
sin -~
2
. 3 sin—
cos” 0 2
21 = . 3.22 = g ——
3 @ cos 30 P 2 cost
2cosf—1 a
323 p=a——0. 324 p= .
p 2cos 20~1 J1+cos 26 + /1+sin 26

3.25 Intégrer ’équation différentielle suivante, en passant en coordonnées polaires :

xy? —3yp? ~3xy +y=0.
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CHAPITRE 4

ETUDE METRIQUE DES COURBES

. 4.1 Longuewr d’un arc de courbe. Nous avons déja précisé au tome 1 la
notion intuitive de longueur d’un segment. On en déduit aussitot la longueur d’une
ligne polygonale de sommets My, M,, M,, ..., M, : c’est la somme des Iongueurs
des segments [M,, M,1, [M,, M,], ...,[M,_.,, M,].

Soit maintenant (/, f) un arc parametre ou I est un intervalle fermé [a, b] Soit
S = (1;)0 << une subdivision de 7, ¢’est-a-dire une suite finie strictement croissante
d’éléments de I telle que 1ty =aett,=b:

ty=a<t;<t,<..<t,_,<t,=b.
La ligne polygonale de sommets M,=A4 =f(a), M,=f(t,), M,=f(1,), ...,

M, = B = f(b) est appelée ligne polygonale inscrite dans I’arc paramétré associée 2
la subdivision S (Fig. 4.1).

Fic. 4.1

On dit que Parc paramétré est rectifiable si 'ensemble des longueurs des lignes
polygonales inscrites dans cet arc admet une borne supérieure; cette borne supé-
rieure s’appelle longueur de I’arc paramétré et se note /. (Dans le cas ou cette borne
supérieure n’existe pas, on dit parfois que I’arc paramétré a une longueur infinie.)

On démontre que la longueur de I’arc est encore la limite des longueurs des
lignes polygonales inscrites : plus précisément, pour tout nombre réel strictement
positif &, il existe un nombre réel strictement positif # tel que, pour toute subdivision
S de [ satisfaisant a la relation

sup (4;—4- 1)<,
iefl,n]

la différence entre / et la longueur de la ligne polygonale inscrite associée a S soit
inférieure a e.
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En prenant n = 1, on voit que ||4B] </, ce qu’on exprime traditionnellement en
disant que la ligne droite est le plus court chemin d’un point & un autre.

On montre aisément que si f'est contin{iment dérivable, I’arc est rectifiable; dans
ces conditions, sa longueur est donnée par la relation

= Lb If @Ol de.
Si y est fonction de I’abscisse x, le vecteur f’ a pour composantes 1 et y'; d’oul
1=sz I+y7dx. @)
e
Plus généralement, si x = f(z) et y = g(2), le vecteur f'(¢) a pour composantes

f(t)etg'(z); d’ou

1=J fE®+g(ndr. @

a

En coordonnées polaires, OM = pu; donc

Mz p’u+pcil~l= p'utpu,, ou u, =d—t-‘.
dé do do
Par suite,
7]
I= L p*+p'*do. 3)
1

Remarque. — Dans le calcul de /, on doit extraire une racine carrée. Rappelons
qu’une racine carrée est toujours positive!

4.2 Exemples.

1. Arcde parabole. Soit la parabole d’équation y = x?/8. Calculons la longueur
de I’arc correspondant a I’intervalle [0, 4] : '

4 2
1=J 1+ dx.
0 16

Posons x =4 sh ¢, alors

Argsh 1
I=J 4ch®tdt.
0

Or,
J4ch2tdt = 2J(1+ch 2t)dt = 2t+sh 2¢.

Finalement,

=2 Argsh 14+2/2 =2[ln (1++/2)+./2].
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2. Arc de parabole semi-cubigue. Calculons 'arc de la courbe d’équation

y?=8x3 correspondant & x compris entre 1 et 3 et & y positif. Puisque y=2.,/2x%2,

y' =32x"%et

3
1=J J1+18xdx= 21—7 [(1+18x)**]; =:217(553/2-193/2).
1

3. Cercle. Considérons un cercle de centre O et de rayon R, représenté para-
métriquement sous la forme

x=Rcost y == R sin 1,
ou tef0, 2x). Alors

f2()+g'%(t) = R*(cos*t +sin*t) = R?
et

2r
I=J Rdt=2nR.

0

Ce résultat est bien connu, mais la méthode ci-dessus est de loin la plus rapide
pour [’établir!

4. Cycloide. Calculons la longueur de I’arche de cycloide d’équations
x=a(t—sin t) y=a(l—cost),

ot ¢ varie de 0 & 27. Comme x' = a(1—cos ¢) et que y’ = a sin £, nous voyons que

2n

2n
[= aj J (1 —cos )? +sin” tdt = aJ 2(1—cos £)dt.

0 0

Or, 1 —cos t = 2 sin” é;upgr suite, _
2n . t t 2n

l=2aJ sin —dt = —4a[cos—:| =8q.
0 2 2 Jo

5. Cardioide. On obtient toute la cardioide d’équation p=a(l+cosf) en
faisant varier 8 de —= a n. Alors

T

= aJ /(1 +cos 0)* +sin® 0d9 = aJ 2(1+cos 6)df.

Or, 1+c059=200s2§ et /4c052§=2

0
cos —
2

cosg . Sur lintervalle [—m=, ],

= COS 5 (Mais il n’en aurait pas été ainsi sur P'intervalle [0, 27]; comme
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nous ’avons signalé, il faut faire trés attention en extrayant une racine carrée!).

D’ou
] = ZaJ costO = 4a[siﬁ'—0——J = 84q.
2 2

;4 14

6. Arc de spirale logarithmique. Calculons la longueur de 'arc de la spirale
logarithmique d’équation p = a €™ lorsque 6 varie entre 0, et 6,. Ici,

p2+p12 = a2(1+m2)e2m9;
d’on

02
l=af JirmEe™dg =2 [T+m? (e —em).
8y m

On remarquera que si 6, tend vers — oo, la longueur a une limite finie, & savoir

a
= J1+m?em2,
m

7. Calculer la longueur de la courbe d’équation

y = 2T + T3,

11 est clair que x varie entre — 1 et 1. Faisons disparaitre les radicaux en posant
x = cos 2¢, ou 1[0, n/2]. Alors

1/1+x=ﬁcost, Jl-x:ﬁsint

et
y=4(cos t+sinz).
Ainsi,
x'24+y'? = 16[sin? t cos? ¢+ (cos ¢t —sin )?]
= 16(1—sin ¢ cos t)?
et

/2
l= 4J (1—sin t cos £)dt = 2[2t~sin® £]§/* = 2(n—1).
0

4.3 Etude de la chainette. La chainette est la courbe d’équilibre d’un fil souple
attaché 2 ses extrémités et pendant sous I’action de son poids (Fig. 4.2).
Le trongon AM, ol A est le point le plus bas, est soumis & trois forces :

— la traction T tangente en M;

— la traction F horizontale;

— le poids P de mesure pl, ol p est le poids par unité de longueur et /1a longueur
de I’arc AM.

Traduisons 1’équilibre de ces trois forces en projetant sur Ox et sur Oy :

Tcoso=F T'sin a = pl.
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xY

dy ol
dx F

Dérivons les deux membres :

‘ & '
-dl: ad—)i), soit /1+y'?=ay”,
X

dx

ou encore

Nous reconnaissons une équation différentielle du premier ordre en y’ & variables
séparées; intégrons :

Argsh y' = l(x—x(,).
a

Intégrons encore une fois :

x_'xo

y=uach + ¥o.

Dr’apres le choix des axes, x, =0, et ’on peut aussi prendre y, = 0. Finalement,

y=achf.
a
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C’est pourquoi le graphe de la fonction cosinus hyperbolique est appelé chai-
nette (voir tome 2).
Le calcul précédent montre que la longueur de 'arc AM est

l=ash§.
a

4.4 Abscisse curviligne. Dans I’exemple ci-dessus, nous avons été amenés a
_considérer la longueur d’un arc de courbe comme une fonction du parametre de
P’extrémité. Plus généralement, soient (7, f) un arc rectifiable et ¢, un élément de 1.
On appelle abscisse curviligne d’origine M, = f(t,) la fonction numérique définie
sur [ par la formule

s()) = JI IF @)l du.

La fonction s est croissante et continiment dérivable. Si f’ ne s’annule sur aucun
intervalle de I non réduit & un point, 5 définit une bijection de 7 sur s(/). On peut
alors effectuer un changement de paramétre, et prendre pour nouveau paramétre s
au lieu de ¢. L’avantage essentiel résulte du fait que

dOM _doM dt _ f(t)
ds da ds oI

ce qui montre que est le vecteur unitaire tangent <.

Le vecteur ¢ a pour composantes cos « et sin o, olt o est ’angle de la tangente
avec Ox. Par suite,
dx=cosads et dy = sin a ds.
En coordonnées polaires, différentions la relation OM = pu; il vient
tds =dOM = dpu+ pdu = dpu+ pdbu,,

ol u, est le vecteur déduit de u par la rotation d’angle /2. Projetons cette relation
sur les axes OX et OY définis par u et u, ; compte tenu de la définition de ¥, nous
obtenons les formules

dp=cos Vds et ~ pdf=sin Vds.

Ces formules sont plus précises que tg V = p/p’, car elles définissent V' & 2kx prés
et non a kz prés.

L’introduction de I’abscisse curviligne s permet de traduire les formules 2)et(3)
du n° 4.1 en notation différentielle. Ainsi,

ds = /f?®)+g*(Hdt,

ce qu’on écrit souvent
ds? = dx?+dy?.
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En coordonnées polaires,
ds =./p*+p'?do,
soit encore
d%s =dp?+p2do?.
Par exemple, dans le cas du cercle, ds= Rdf; dans le cas de la cycloide,

ds =2a dr.

sin é dt; dans le cas de la cardioide, ds = 2a |cos -tz-

RAYON DE COURBURE

4.5 Rayon de courbure. Considérons un cercle de centre O et de rayon R
(Fig. 4.3).

Fic. 4.3

L’angle o de la tangente en M avec Ox est égal a 0+ x/2. L abscisse curviligne
comptée & partir du point 4 de coordonnées (R, O) est s = Rf. La dérivée de s par
rapport a o est

Cette dérivée est donc constante et égale au rayon du cercle.

Plus généralement, considérons un arc paramétré, et notons encore « ’angle de
la tangente en M avec Ox. On appelle rayon de courbure en M et on note R la
dérivée de ’abscisse curviligne s par rapport a « :

ds

R = —,
da
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Nous savons que la dérivée du vecteur unitaire tangent ¢ par rapport a o est le
vecteur n déduit de = par la rotation d’angle n/2 (voir chapitre 1). Il en découle que

ds dads R
On peut donc calculer R en déterminant le vecteur unitaire tangent T et I’abscisse

curviligne s, et en dérivant ¢ par rapport a s,

4.6 Calcul pratique du rayon de courbure. Supposons d’abord que y soit donné
en fonction de x. Alors tga=y’; d’ol

1+y?
Comme ds = /1+y'? dx, il vient

92, B (1+y12)3/2
da yu )

da = d(Arctg y') = dx.

R =

Dans le cas particulier ol x = y =y’ = 0, la formule de Maclaurin-Y oung montre
que y ~ (¥"(0)/2) x%. 1l en découle que
2
R = lim =
x=+0 2y |
Examinons maintenant le cas d’un arc paramétré défini par x =f(¢) et y =g (2).
Alors tg o =f'(t)/g'(¢); d’on

da=d<Arctgg—,>=——%gl—2f—dt.
f f+g
Comme ds = /f'?+g'* dt, il vient

‘d_S _ (f/2+g12)3/2

R = M ! " *
do  f'9"—g'f
Examinons enfin le cas d’une courbe en coordonnées polaires. Alors
a=0+V;

12
d'ot doc=d9+dV=d0+d<Arctg£7>=d9+£———’[-)—p—d6
p
2 2 "
_p +22p Izpp 4.
p+p
Comme ds = /p*+p’? d6, il vient

2 1243/2
R= gp +€2) n'
pe+2p" —pp
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Lorsque u = 1/p s’exprime simplement en fonction de  (par exemple dans e cas
des coniques), on a évidemment intérét & calculer R en fonction de u, u’ et u”". Or,

’

F__v
p u
2 " 2 "
et de=df- T gp BT 4y
u +u u+u
1 2 2 2 . .
Comme p*+p'? = -+ 3—4— =4 +4u , il vient
T u
(u2+u12)3/2
h w(u+u") '

On notera que, dans tous les cas, le dénominateur s’annule si M est un point
d’inflexion. En un tel point, le rayon de courbure n’est pas défini; on dit parfois
qu’il est infini.

Remarque. Lorsque ds s’exprime sans racine carrée, il y a intérét 3 revenir a
la définition de R = ds/da et & essayer de calculer directement o, sans passer par les
formules toutes faites.

4.7 Exemples.

e

1. Calculer le rayon de courbure de la courbe d’éguation y=sin x au point
d’abscisse /2.

Remarquons que si y’ =0, le rayon de courbure est 1/y”. Ainsi,

’

2. Calculer le rayon de courbure de I'hyperbole d’équation y = 1/x lorsque x = 1.
11 est immédiat que

y = —1/x* Y = -1
y'=2/x* y'()=2.
Dot R=2?2=/2.
3. Calculer le rayon de courbure de la courbe d’éguation y =e* lorsque x = 0.
Ici, y’ =y" =¢*. D’oll
R=(1+1)1 =2./3.
4. Calculer le rayon de courbure de la parabole d’équation y=x%*2p en son

sommet.
Ici, x?/2y est constant et égal 4 p. Le rayon de courbure cherché est donc p.
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5. Calculer le rayon de courbure de la courbe d’équation y = 1/(1+a*x?) en son
sommet (Fig. 4.4).

YA
0 >
Fic. 4.4

Cette courbe se rencontre en radio-électricité, lorsque ’on étudie la courbe de
résonance d’un circuit oscillant comprenant une bobine de résistance R et d’induc-
tance L, en série avec un condensateur de capacité C. En effet, la courbe de réso-
nance d’un tel circuit, appelé circuit oscillant, est la courbe qui donne les variations
du courant I en fonction de la fréquence f de la source (C étant fixe). On trouve,
moyennant un changement de variable approprié destiné A donner un axe de symé-
trie 4 la courbe, que celle-ci a pour équation :

1

y-1+a2x2'
. 2a%x

Ici, e 28X (0) = 0

Y T T dra Ry y'©)
3a%x*—1

" 2 " — 2
yi=2e e O= 2

Dot R=1/y"(0) = —1/2a%

Plus la courbe est « pointue », plus la sélectivité est grande, puisque I’ordonnée
varie alors trés vite au voisinage du maximum. Il faut donc que le rayon de cour-
bure au sommet soit minimal; par suite, a doit &tre le plus grand possible.

6. Calculer le rayon de courbure de la chainette en son sommet.
Puisque y = a ch (x/a), y’ = sh (x/a) et y” = (1/a) ch (x/a). Au point d’abscisse 0,
y'=0et R=1/y"(0) =a.

7. Déterminer le point ot le rayon de courbure de la courbe d’équation y =In x
est maximal en valeur absolue.
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Puisque y’ = 1/x et que y" = — 1/x?,
(14X
. .

R =

La dérivée de | R| par rapport & x est (1 +x%)1/2(2x2—1)/x2. Par suite, le maximum
est atteint lorsque x = 1/,/2.

8. Calculer le rayon de courbure de la spirale logarithmique.
Ici, p=ae™, ds=a./1+m? e™ df. D’autre part, tg V = p/p’ = % D’ou
da=d0+dV =d0

et R=a/1+m*e™ = /1+m?p.

9. Calculer le rayon de courbure de la cardioide.

Ici, p = a(1+cos 6), ds =2a cosg- dl et
2 29
cos® =
th=£-=—1+.COS9=—— 2 =—~cot—q=tg<€+7—t)
o' sin 6 .68 6 2 2 2
2 sin - cos —
2 2
Dot dV = 4df et
I glde
cos =
R=2a 2 =£—1—‘—1 cos—| .
1 3

dg +=do
2

4.8 Cercle osculateur. Le point C défini par la relation
OC = OM+ Rn ®

s’appelle centre de courbure en M. Le cercle de centre C et de rayon |R| s’appelle
cercle osculateur en M. Ce cercle est tangent 4 la courbe en M il réalise une bonne
approximation de la courbe au voisinage de M.

En projetant la relation (1) sur les deux axes de coordonnées, on trouve aussitdt
les coordonnées x. et yc du centre de courbure :

Xe=x—Rsina Yec=y+Rcosa.

Supposons a compris entre —7/2 et 7/2. Puisque tg « = y’, nous voyons que

’

: y
CoS & = ————— SIn & = ————,
1+y12 /1+y12
. ’ , 1 12
D’oi xc=x—y—”(1+y2) ye=y+ +”y .
y
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EXERCICES
Longueurs de courbes

Calculer les longueurs des courbes suivantes :

41 y=¢&* xel0, 1]
4.2  y = x*8+1/4x* xell, 2]
43 x =acos’t y = asin® ¢ (astroide)
44 x=3at’+6ar y=2ar’+3ar? telo, 11
0

4.5 = e

p = acos 1

YA

Y

4
N

Fic. 1
46 Jx+.y=1.
4.7 x = a[lntg (¢/2+7w/4)—sint] y = acos ¢ (tractrice).

Rayons de courbure

Calculer les rayons de courbure des courbes suivantes :

4.8 Exponentielle y = a exp x/a. 49  Parabole semi-cubique 3ay? = x3.

4.10 y = (Arcsin x)2. 411 x = t—133, y=12

412 x = t—e¥, y=e'(l—e?)l/? 413 Cissoide x(x*+y%) = ay?.

4.14 Cycloide x = a(t—sin 1), 4.15 Astroide x = a cos® ¢,
y=a(l—cost). y=asin3 .

4.16 Parabole \/; + \/— = \/; . 4.17 Conique dont un foyer est en O.

http-//biblio-scientifique_blogspot.com/



56 Chapitre 4

4.18 Lemniscate de Bernoulli p = a +/cos 20. 4.19 Spirale d’Archiméde p = af.
4.20 Spirale hyperbolique p = a/f. 421 p=ath0)2.
422 p=a/(1-6%. 423 p"=a"cosnd, neN*.

Calculer les rayons de courbure a ’origine des courbes suivantes :
sin 0
2cos0—1"

425 P+ —ax(x?—-y¥)=0.
4.26 y* =2px-+qx>.

424 p=a

4,27 Déterminer le nombre réel A pour que la courbe d’équation
Qx~y+1)2~2xy=0
ait pour rayon de courbure 1/4 au point (—1/2, 0).

Calculer les rayons de courbure et les coordonnées des centres de courbure des

courbes suivantes :

428 x=a(cost+tsint), y=a(sint—tcost).

429 x=a(t—tht), y=a/cht.

430 x=a(sintchi+costsht), y=a(sintshs—costchi).

431 x=a(t—shtcht), y=2acht

432 Tractrice x = a[lntg (¢/2+mn/4)—sint], y=acos!t.

Calculer les coordonnées du centre de courbure des courbes suivantes :
4.33 y=Inx au point (1, 0).
434 y=1/x au point (2, 1/2).
4.35 y =sin 2x au point (n/4, 1).

Calculer les rayons de courbure aux points d’ordonnées extrémales des courbes
d’équations suivantes :

436 y=xInx. 4.37 y=a+/(a—x)/x.
438 y=xe" 439 y=x*e
4.40 y=sin® x. 4.41 y=cosx~+3sin 2x.

Trouver les points correspondant aux rayons de courbure extrémaux des courbes
d’équations suivantes :

442 y=2x+3/x. 443 y=¢e",
444 y=sinx. 4.45 p=asin®06/3.
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CHAPITRE 5

COURBES DEFINIES PAR UNE PROPRIETE
DIFFERENTIELLE

Dans ce chapitre, nous allons chercher certaines courbes définies par une pro-
priété différentielle, ou « courbes telles que... ».

De tels problemes conduisent a 1’établissement et & I’intégration d’équations
différentielles, du premier ou du deuxiéme ordre. Nous ferons usage de coordonnées
cartésiennes ou de coordonnées polaires, suivant la nature de I’énoncé.

PROBLEMES DU PREMIER ORDRE
5.1 Courbes a sous-tangente constante. Soient ¢ un nombre réel strictement
positif, M un point quelconque de la courbe, H sa projection sur Ox et T I'inter-

section avec Ox de la tangente en M (Fig. 5.1).

YA

Fia. 5.1

Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que

HT =g,
soit
XT""x= a.

Rappelons que ’équation de la tangente en M est
Y—y=y"(X—x).
Le point T a pour coordonnées X et 0. Donc
Xr—x=—yly".
La condition imposée s’écrit

-y =a,
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soit
y|y=-1la ou dyly=-—dx/a
Nous reconnaissons une équation différentielle du premier ordre & variables
séparées, et nous obtenons aussitot
—x/a

y=Ce

La courbe cherchée est le graphe d’une fonction exponentielle.

5.2 Courbes i tangente comstante. Soit ¢ un nombre réel strictement positif.
En conservant les notations du probléme précédent, nous devons trouver cette fois
les courbes telles que

IMT|| =a.
Or,

IMT|* = (Xp—x)*+(Yr—3)* = y*[y" +y*.
L’équation devient :

2
2 1+,.:’ =g
y
Nous pouvons séparer les variables :
[ 2 [2_.2
y’:i —EX———Z. ou dx= i.__.q___.y_dy.
a -y y

Pour faire disparaitre le radical, posons y = a sin ¢; alors

cos?

dx = +a

sin ¢ sin ¢

dt = i—a(—.—l— — sin t)dt.
D’olt .

xX—Xg = ia(ln tg%l + cos t)

y=asint.

Les courbes cherchées sont des tractrices, deux & deux symétriques par rapport
a Ox.

5.3 Courbes a sous-normale constante. Soient ¢ un nombre réel strictement
positif, M un point quelconque de la courbe, H sa projection sur Ox et N I’intersec-
tion avec Ox de la normale en M (Fig. 5.2).

Nous cherchons les courbes telles que
BN =a,

soit
Xy—x=a.
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y
M
\
0 N H X

Fig. 5.2

La normale en M a pour pente —1/y’; son équation est donc

Y—y= —-1—,(X—x).
y

Le point N a pour coordonnées Xy et 0; par suite,
Xy—x=yy.

La condition imposée s’écrit
yy’- =aq ou ydy=adx

Ainsi,
¥*2 = a(x~x,).

Nous reconnaissons 1’équation d’une parabole d’axe Ox et de paramétre a. (Il est
bien connu que la sous-normale d’une parabole est constante et égale au paramétre;
nous venons de prouver que c’est une propriété caractéristique de la parabole.)

5.4 Courbes 4 normale comstante. En conservant les notations du probléme
ci-dessus, cherchons les courbes telles que
IMN| =a.
Cette condition s’écrit

Xy—x)*+(Yy—y)* = a?,

soit
y:(1+y' ) =a’.
D’ou
y o=+ a2__2y2 ou dx=+ Y dy
y , at—y?
QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 5 3
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On obtient aussitot

X—Xg= & \/a—Z:)? s
ou encore

(x—x0)*+y?=a?

C’est I’équation d’un cercle centré sur Ox et de rayon a. (La condition de I’énoncé
implique donc que le point N est fixe.)

5.5 Courbes dont les normales passent par un point fixe. Choisissons ce point
fixe comme origine des coordonnées, et écrivons que I’équation de la normale est
vérifiée lorsque X =Y =0:

—y = x[y’, soit  ydy= —xdx.
D’ou

y32 = —x*[2+k?,
ou encore

x*+y?=2k%

Les courbes cherchées sont les cercles de centre O.

5.6 Courbes telles que I’abscisse curviligne soit proportionmelle au carré de
.Pabscisse. Ce sont les courbes telles que

s =kx2.
D’ot
ds = 2kxdx.
Or, o )
ds = ./1+y?dx.
Donc
14y =2kx.

Séparons les variables :

y' = +./4k*x*~1 ou dy= +./4k*x*—1dx.

Posons 2kx = ch ¢ (voir tome 3); alors

dy:iishztdt=i9h2_t_}_dt
2k 4k
et
1 /sh2t
—yn = —
y—Jo “4k<2 )
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5.7 Courbes a sous-tangente polaire constante. Rappelons que la sous-tangente

polaire est égale 4 OT, ol T est I'intersection de la tangente en M avec la perpen-
diculaire OY au rayon vecteur OM (Fig. 5.3).

YA

Fic. 5.3

De plus,

OT=—p*p'.
. Les courbes cherchées sont donc définies par la relation

—p%lp' =a,

oll g est un nombre réel non nul.

Ainsi,

~p'lp*=1/a ou —dp/p* = db]a,

soit
1/p=a(0—0).

Les courbes cherchées sont des spirales hyperboliques.

5.8 Courbes a sous-normale polaire constante. On cherche cette fois les courbes
telles que

ON =a,
soit
p=a.
Ainsi
p=a(0—0,),

équation d’une spirale d’Archiméde,
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5.9 Courbes coupant les rayons vecteurs sous un angle constant. Ce sont les
courbes telles que

tg V=1/m,
ol m = cot ¢. Donc

plp' =1/m ou dp/p =mdf.
1l vient en intégrant

p=Ce™,

équation d’une splrale logarithmique.
Dans le cas ol ¢ = /2, le calcul précédent ne reste plus valable. Mais alors
p' =0 et p est constant. Les courbes cherchées sont les cercles de centre O.

5.10 Courbes telles que |OM| = |OT||, ou T est I'intersection avec Ox de la
tangente en M. Vu la présence du rayon vecteur, utilisons les coordonnées polaires.
Rappelons que 1’équation de la tangente en un point de coordonnées polaires 6,
et py est

1 = L cos (6—6,) + <-1—-> sin (6—06,).
P Po p/o
Remplagons 6 par 0; nous obtenons
-!—--——~l cos 0, —<i> sin 6.
Pr  Po p/e

Supposons par exemple p, et pr de méme signe; la condition de I’énoncé devient
po = pr. Supprimons l'indice, pour avoir une condition valable pour tous les points
de la courbe :

l=lcos 9 —(—l—)lsin 0.
p P p
Posons u = 1/p; alors
u' sin 0+u(1—cos 0) = 0.
1l s’agit d’une équation a variables séparables, qui s’écrit encore

du _ _L.M(w: —tg 9 40.

u sin 6

1l vient en intégrant

—1—=u=Ccosz—q=9(1+cos9).
p 2 2

Nous reconnaissons 1’équation d’une parabole de foyer O et d’axe Ox.
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PROBLEMES DU DEUXIEME ORDRE

5.11 Courbes a rayon de courbure constant. So0it a un nombre réel. Nous
cherchons les courbes telles que A

R=a.

Soit a I’angle de Ox avec la tangente orienté. Nous savons que
dx =cos a ds
dy =sin o ds
R =ds/d«.
Ainsi,
ds=ada
dx = a cos a do
dy =asin « do
et enfin
X—Xo = asin a
Y—Yo= —acosa. -

Les courbes cherchées sont donc les cercles de rayon lal.
La condition donnée s’écrit aussi

1243/2
(1+y” > 4,
y
soit
(1 +y12)3 =ayl/2. (1)

La méthode ci-dessus nous a permis d’intégrer I’équation différentielle (1) presque
sans calculs. On comparera avec le procédé employé au tome 4.

5.12 Courbes telles que le rayon de courbure soit égal a la longueur de la normale
(Fig. 5.4).

o
T
2
Y

Fic. 5.4
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La condition imposée s’écrit

IMN| = |R|.
Or,
IMH| = |y| = IMN| cos a.
Ainsi
ds
y=+Rcosa=+cosa—.
: do
Puisque dy = sin « ds, nous obtenons
y=+cota @,
do
ou encore
dyly =+ tgada.
Avec le signe +,
dyly =tgada
et
y = Cjcos a.
Comme
dx =cosads=yda=C do s
cos «

nous obtenons
x—x = Cln |tg (/2+7[4)].
Posons ¢ = In |tg (&/2+r/4)|; alors tg(x/2+n/4) = +¢' et
_ 2tg (@2+7/4) 2¢

= = 4 =+ _1
1+1tg? (/2 +7/4) 1+e* cht

Finalement,

y=+Ccht= —!_:Cchx;xo.

Les courbes cherchées sont des chainettes.
Avec le signe —,

y=Ccosa.
D’autre part,

dx=cosads=—ydo= —Ccosada.
D’olt

x—xo= —Csin .

Les courbes cherchées sont les cercles centrés sur Ox.
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EXERCICES

Déterminer les courbes telles que :

51
52

5.3
5.4
55
5.6

5.7

5.8

59

5.10

5.11
5.12

513
5.14

5.15
5.16

5.17
5.18
5.19
5.20
521
5.22
5.23

5.24

La pente de la tangente soit proportionnelle au cube de 1’abscisse.

La pente de la tangente en M soit proportionnelle 4 la pente de la droite joignant M
a Dorigine.

Ia sous-tangente soit proportionnelle & I’abscisse.

La sous-tangente soit égale au carré de 1’abscisse.

L’abscisse curviligne soit proportionnelle 4 la pente de la tangente.

OM soit paralléle 4 NH, ou H est la projection de M sur Ox et N la projection
de O sur la normale en M.

| MT||>~||OT||*> = a, ot a est un nombre réel positif et T Pintersection de Ia
tangente en M avéc Ox.

|OH| = |IT|, o T est Iintersection de la tangente avec Ox, H la projection
de O sur MT et I la projection de M’ sur MT, M’ désignant la projection de M
sur Ox. (Prendre m =y’ pour paramétre.)

La direction de PQ soit fixe, ou P est l'intersection de la normale avec Ox et
Q l’intersection de la tangente avec Oy.

| OM || | MN || = a?, ou a est un nombre réel et N Pintersection de la normale
en M avec la perpendiculaire & OM issue de O.

La droite M T soit bissectrice de (MO, MX), ol MX est la paralléle & Ox issue de M.

AQ et BP soient perpendiculaires, ol 4 et B sont les projections de M sur Ox et Oy,
P et Q les intersections de la tangente avec Ox et Oy.

L’aire du trapéze OTMQ soit constante, oul Q est la projection de M sur Oy.

L’aire du triangle MNT soit constante, ot T et N sont les intersections de la
tangente et de la normale en M avec la perpendiculaire issue de O 4 OM.

R= y//2

La tangente en M, ’axe Ox et la paralléle & Oy issue du centre de courbure soient
concourantes.

Le cercle osculateur passe par O.

Le rayon de courbure soit en valeur absolue le double de la longueur de la normale.
La projection du vecteur MC sur Ox ait uné mesure algébrique constante.

R =ach s/a.

R=acota.

s>+ R% = a?, oi1 a est un nombre réel strictement positif donné.

La tangente en [ 4 la courbe décrite par le milieu 7 de [M, C] fasse un angle de n/4
avec la normale en M. »

La perpendiculaire issue de O & la tangente a la courbe décrite par P passe par C,
ou C est le centre de courbure et P Pintersection de la tangente en M avec la
médiatrice dey,[O, M].
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CHAPITRE 6

INTEGRALES CURVILIGNES

6.1 Intégrale d’une forme différentielle. Considérons une force F dont les com-~
posantes M et N dépendent des coordonnées x et y du point d’application P. Sup-
posons que ce point d’application décrive le support d’un arc paramétré

x=f(t) y=9g%),

ol ¢ parcourt un intervalle [a, b]. La force effectue dans ce déplacement un travail
W. Pour évaluer ce travail, introduisons une subdivision (o, ;, ..., t,) de I'inter-
valle [a, b], ol t, = a et t, = b. Nous pouvons approcher ’arc 4B par la ligne poly-
gonale AP, P,...P,_, B. Le travail entre les points P,_, et P, est sensiblement égal
au produit scalaire

W=FPy) Py Py

Le travail total est alors approché par
n

kzn:l F(P,).Py. P, =k;1 (M [f(tk)’ g(tk)] (o — X 1)+
+N[f(t), 9(td] (Ve Yi-1))-

Nous reconnaissons au second membre une somme de Riemann. Faisons tendre
vers + oo de telle sorte que chacun des intervalles partiels [#,_ , , #,] ait une longueur
tendant vers 0. La somme de Riemann ci-dessus devient une intégrale, donnant la
valeur exacte du travail W :

b
W= J MLf®, g1 f' O+NLF©H, 9] g’ D) dt.

Cette intégrale s’appelle circulation du vecteur F le long de ’arc ’paramétré AB.
Soit maintenant o la forme différentielle définie par la formule

w=Mdx+Ndy.

Supposons que x =£(t) et que y =g(t). Nous voyons que dx=j"(¢) dz et que
dy = g'(t) dz. Ainsi, Mdx+ Ndy devient

(MLf@), gOIf O+ N (@), (D] 9" () de.

C’est pourquoi I'intégrale ci-dessus s’appelle encore intégrale de la forme différen-
tielle  le long de I’arc 4B, et se note alors [73 w; c’est ce qu’on appelle une
intégrale curviligne.

Par définition méme, toute intégrale curviligne peut se calculer comme une
intégrale simple.
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ExeMpLE. Calculer l'intégrale curviligne
I= jxyzdy——xzydx

le long du cercle d’équation
x2+y2=a?,
parcouru dans le sens trigonométrique, I'origine et Pextrémité étant 'une et I'autre
le point (a, 0).
Paramétrons le cercle en posant x = a cos ¢, y = a sin ¢, ol ¢ varie entre 0 et 27.
L’intégrale I devient I’intégrale simple suivante :
2n a4 2 a4
I= J 2a* cos? t sin® tdt = — J‘ sin? 2tdt = 7w —.
0 2 Jo 2
Remargque. On montre aisément que cette intégrale curviligne ne dépend pas

— de P’origine choisie sur le cercle;
— de la représentation paramétrique considérée.

Ces résultats se généralisent d’ailleurs, I’un a toute courbe fermée, Pautre 3 toute
courbe dont on connafit plusieurs représentations paramétriques (a condition bien
entendu de ne pas changer le sens de parcours).

6.2 Cas des formes différentielles exactes. Nous allons voir que le calcul de
Pintégrale d’une forme différentielle se simplifie nettement lorsque cette forme
différentielle est exacte. Inversement, la théorie des intégrales curvilignes va nous
permettre de déterminer les fonctions dont une forme différentielle exacte donnée
est la différentielle.

Rappelons qu’une forme différentielle

ow=Mdx+Ndy

est exacte s’il existe une fonction différentiable U de deux variables telle que
w=dU.

On dit alors que w dérive du potentiel scalaire U. Rappelons aussi que
Wy oo W

et —=N,
o0x dy

Une telle fonction U est définie a une constante additive prés.

Soient en effet U, et U, deux fonctions telles que
dUl = dU2 =,

La fonction U= U, ~U, a donc une différentielle nulle, ce qui montre que ses
dérivées partielles par rapport & x et par rapport 4 y sont toutes deux nulles. I
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découle alors de la formule des accroissements finis que la fonction U est constante,
ce qu’il fallait prouver. ‘

Pour qu’une forme différentielle o = M dx+ Ndy soit exacte, il faut et il suffit que,
pour tout couple (A, B) de points, I'intégrale curviligne de w le long d’un arc para-
métré d’origine A et d’extrémité B ne dépende pas du trajet suivi.

Supposons d’abord que la forme différentielle @ soit exacte. Soit un arc para-
métré d’origine A4 et d’extrémité B, de représentation paramétrique

x=f(t) y=g().
Alors

b
JA = j MLf®, g®1f O+NLI®, g(®)] g’ (1)) dt

AB

=r U 4 = uB) - UA) .
dt

a

Cette expression ne dépend évidemment que de A4 et B, et non du trajet suivi. Il en
découle que si I’on connait un potentiel scalaire U, le calcul de I’intégrale curviligne
de w est immédiat. .

Réciproquement, supposons que I'intégrale {73 w ne dépende que du point P,
le point A étant fixé. Soit U la fonction définie par la formule

U(P) = J’“ .

AP

Montrons que les dérivées partielles de U ne sont autres que M et N. Soient en
effet x et y les coordonnées de P, et soit @ le point de coordonnées (x+h, y). Alors

x+h

Uu(@-U(p) = M(t, y)dt.

x

Par suite, lorsque 4 tend vers 0,

x+h

—};[U(Q)—U(P)] =% j M(t, y)di— M(x, 7);

x

. ou
autrement dit, — = M.
ox

ou . . . .
De méme, 6— = N, ce qui achéve la démonstration.
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‘Remarque. En pratique, on peut utiliser ce résultat fondamental de plusieurs
maniéres :

a) Soit w une forme différentielle exacte. Si I’on connait un potentiel scalaire U,
le calcul de Pintégrale curviligne de w entre 4 et B est immédiat.

b) Soit @ une forme différentielle exacte, mais dont on ne connait pas de
potentiel scalaire. On peut remplacer le trajet donné entre 4 et B par un trajet
plus simple (de méme origine 4 et de méme extrémité B, bien entendu). En parti-
culier, si 4 et B sont confondus, I’intégrale de w est nulle.

¢) Pour montrer qu'une forme différentielle w n’est pas exacte, on essaie de
trouver deux arcs paramétrés ayant méme origine et méme extrémité le long
desquels les intégrales de w ne sont pas égales. Par exemple, il suffit de trouver une
courbe fermée (c’est-a-dire dont origine et I’extrémité sont confondues) le long
de laquelle ’intégrale de w est non nulle.

EXEMPLES
1. La forme différentielle
w=xy*dy—x?ydx
n’est pas exacte, car son intégrale le long d’un cercle de centre O et derayona # 0
est non nulle.
2. Le méme raisonnement montre que la forme différentielle
xdy—ydx
® = %
x“+y

n’est pas exacte. En effet, si nous posons x = a cos ¢ et y = a sin ¢, nous obtenons

xdy—ydx

xdy—yde_ g,

x 4y

et P'intégrale le long d’un cercle de centre O et de rayon a parcouru dans le sens
direct est 2.

Plus généralement, la circulation de w le long d’un contour fermé entourant
P’origine et faisant n fois le tour de celle-ci, oli # est un entier rationnel, est égale
4 2nm; ce résultat est bien connu en électromagnétisme sous le nom de théoréme
d’Ampere.

On remarquera que

o =d Arc tg (y/x).
1l semblerait donc qhe o dérive du potentiel scalaire U défini par la formule
U(x, y) = Arc tg (y/x).

Toutefois, la fonction U n’est pas définie sur une partie du plan rencontrant I’axe
Oy. Par suite, w dérive d'un potentiel scalaire sur le demi-plan x>0, ou sur le demi-
plan x <0, mais non sur le plan tout entier.
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Ainsi, un cas exceptionnel, qui pourrait passer pour une curiosité mathématique,
présente un intérét fondamental en physique! On voit qu’il n’est pas nécessairement
ridicule d’introduire de la rigueur dans les mathématiques destinées aux ingénieurs
et aux physiciens.

3. Calculer lintégrale curviligne
J"‘ yrdx—x*dy
B

le long du segment [A, B], puis le long du quart de cercle AB (Fig. 6.1), et comparer
les deux résultats.

YA

L.
o
X

(0] 1 A
Fic. 6.1

Remarquons d’abord que la forme différentielle
o =y*dx—x*dy
n’est pas exacte, puisque M (x, y) = y? et N(x, y) = —x? et que, par suite,

?M:zy #-a_{-v..z -—-2x.
dy Ox

Le résultat de I’intégration dépend donc a priori du trajet parcouru. Vérifions-le :
a) Paramétrons le segment [4, B] en exprimant x en fonction de y :

x=1~y.
De 4 & B, y varie de 0 4 1; donc

1 1 ‘
L = ~J [y*+(1—y)*]dy = —-f @2y*—2y+1)dy
AB 0 0

2 2
=30l +D Dl = -+ 1-1= -

Wik

b) Paramétrons le cercle en posant x = cos ¢ et y = sin ¢. On obtient le quart de
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cercle de 4 4 B en faisant varier ¢ de 0 4 n/2; alors

/2
j‘,\ W= — (sin® t+cos® 1) dt
a3 Jo
fr/2

= - (sin t+cos 1) (sin® t—sin t cos t+cos® £)dt
0

(/2 n/2 /2
= — sintdtnj costdt+f sin? t cos tdt

Jo 0 0
a2
+ cos® t sin tdt
Jo
1., 1 LT 4
=|cost—sint-+ -sin’t—~cos” t =
3 3 0 3

Ce résultat est différent du-premier, ce qui confirme que la forme différentielle w
n’est pas exacte.

4. Calculer I'intégrale curviligne

dy
2dx +
Jﬁy 2—x?

le long du quart de cercle AB, puis le Iong du contour ACB (Fig. 6.2), le rayon du
cercle étant égal a 1. B

YA
B < c
1 A
0 A ir]

FIG. 6.2

a) Calcul le long du cercle. Prenons la méme représentation paramétrique que
ci-dessus. Il vient aussitdt

/2 n/2 cos t
J‘A“’: -—f sinstdt-’rj -~—————2——dt
AB 0 o 2—cos’t

22 ) n/2
= _lf @3 sint—sinSt)dt+J = tz dr
4 Jo o 1-4sin“t
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3 1 /2
[— cos t — — cos 3¢+ Arctg (sin t)]
4 12 0

—§+i+Arctg1=E
4 12 4

Wik

b) Calcul le long des c6tés du carré. Le long de AC, x est constant, et il reste

1 1
I,=0+ —d-X—=J dy=1.

02— 0

Le long de CB, y est constant, et il reste

0
Iz=f dx="‘1.

1

L’intégrale curviligne le long de ACB a ainsi pour valeur 1 -1=0.
Ce résultat est différent du précédent, ce qui montre que la forme différentielle
 n’est pas exacte.

6.3 Détermination du potentiel scalaire. Nous avons vu au tome 4 que si la
forme différentielle w = M dx+ N dy est exacte, alors
oM 0N

dy ox )

Nous avons alors admis la réciproque. Nous allons maintenant démontrer cette
réciproque, en déterminant explicitement le potentiel scalaire U. Soit 4 = (x4, o)
un point du plan. Le potentiel scalaire est nécessairement défini (3 une constante
additive prés) par la formule '

U(P) = J"‘ .
AP
Prenons comme arc joignant 4 et P la ligne polygonale constituée des segments
[4, H] et [H, P], ou H=(x, y,) (Fig. 6.3).
Alors

x y
U(P) = j M, yo)dt + f N(x,u)du.
X0 Yo
Soit donc U la fonction ainsi définie; montrons que U convient, ¢’est-a-dire que
dU = w. Dérivons partiellement les deux membres de la relation ci-dessus par
rapport a y; la dérivation de I'intégrale fonction de sa borne supérieure donne
aussitot

i
—=N(x, y).
ay
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YA
Y e e Pix,y)

V7% S—— B L —
0 1 H(x,yo)

4

Q

x

(=4

> —-

FiG. 6.3

En dérivant maintenant les dénx membres par rapport & x, nous obtenons

¥y
2[—]—=M(x, yo)+J a—N(x, u)du.
0x 0

yo OX

Or, par hypothese,

par suite,

y y
j N () wydu = f OM (e, uydu = M(x, y)—M(x, o).
Yo ax Yo a_V

Ainsi,
au
Pl M(x, yo)+M(x, y)—M(x, yo) = M(x, y),
ce qui montre que la fonction U convient effectivement.
Remarque. En pratique, un choix convenable de x, et de y, permet parfois de
simplifier les calculs.
EXEMPLES

1. Considérons la forme différentielle

2

(1+x)? 1+x
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La condition d’égalité des dérivées partielles croisées se vérifie aisément : g

oM oN 4y

dy ox (1+x)?*

Pour déterminer le potentiel scalaire U, prenons y, = 0; quelle que soit la valeur
choisie pour x,, 'intégrale sur un segment porté par Ox est nulle, et il reste

2 —
U, y) = qu(l x) yl(ixx)'

2. Soit la forme différentielle

- (x+2y)dx+ydy
x+y*
Vérifions d’abord qu’il s’agit d’une forme différentielle exacte. En effet,
_ x+2y Q_M__ - 2y
G+yy o dy x4y
-2 N _ __ 2y
(x+y)? dx (x+y)°*

Le potentiel scalaire est défini par la formule

x ¥y
H_._Z.}.)_O.dt

U(xa y)= du.
% (t+yo)’ o (x+u)?
Prenons x, = 1 et y, = 0; alors
x y
U(x,y)==J 515+f ! du
1t o (x+u)
o fx+In | ZE e E ey - 2
x x+y x4+

6.4 Méthode de Poincaré. Nous allons examiner un cas particulier... qui
permet de traiter 90 % des problémes sans aucun calcul. Intuitivement, au lieu de
prendre un trajet comme celui de la figure 6.3, on intégre le long d’un segment AP,
ol 4 appartient a la droite OP.

Soit w = Mdx+ N dy une forme différentielle exacte. Supposons que les fonc-
tions M et N sont homogénes de méme degré B différent de — 1. Admettons pro-
visoirement qu’il existe un potentiel scalaire homogegne U. Alors, d’aprés 1’égalité
d’Euler, U est nécessairement défini par la formule

Umw=;hthwﬂwmwl M

(On voit pourquoi f a été supposé différent de —1.)
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Il reste & montrer que la forme différentielle  admet effectivement un potentiel

scalaire homogéne. La preuve... ¢’est que les dérivées partielles de la fonction U
définie par la formule (1) sont bien M et N. En effet,

1
U (x, ) = [M(x, y)+xa—M—-+ya—N]
ox a

B+1 ox
Mais, puisque la forme différentielle o est exacte,
oN _ oM
ox Oy
D’ou

X p+1 0x ay

Enfin, comme M est homogene de degré f, I’égalité d’Euler appliquée & M montre
que
oM oM
X — + y—= ﬁM 3
Ox dy

ce qui implique

ou _ p+1
ox p+1

M=M.

On montrerait de méme que

W _w.

oy

Nous avons ainsi construit une solution évidente; les autres s’en déduisent par
addition d’une constante quelconque.

Remarque. En pratique, on peut commencer par introduire la fonction U définie
par la formule (1) sans avoir vérifié I’égalité des dérivées croisées, puis voir si
0U[0x =M et 8U/|0y =

ExeMPLE. Soit la forme différentielle

1
7 (x*dy—y*dx).

Ici,
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Les fonctions M et N sont homogénes de degré B = 0. Posons donc

XZ — 2x X
U(x, y) = xM(x, y)+yN(x, y) = =2 X _ 2V
(x=»)° x-y |

Il reste a vérifier que U convient. En effet,

8_U_ y2 gy ?_E__ x2

N.

ox  (x—p oy (x—y)
Ainsi, la forme différentielle w est exacte, et elle dérive du potentiel scalaire U.
Calculons maintenant ’intégrale de w sur I’arc paramétré
x=t*—1 y=¢e—1,

ol ¢ varie de 0 & 1. Puisque 4 = (0, 0) et que B = (0, e~ 1), nous obtenons aussit6t

JA w=U(B)—U(4)=0.

AB

6.5 Facteurs intégrants. Soient w une forme différentielle non exacte et f une
fonction de deux variables. Si la forme différentielle fow est exacte, on dit que fest
un facteur intégrant de w. La recherche générale des facteurs intégrants conduit 3
des équations aux dérivées partielles, que nous ne pouvons pas intégrer ici. Mais si
I’on indique que le facteur intégrant doit étre une fonction de x seul, ou de y seul,
ou du rapport y/x, par exemple, on est ramené & une équation différentielle du
premier ordre. Il est alors possible de déterminer un facteur intégrant.

EXEMPLES
1. La forme différentielle
o =y*dx+(x*—2xy) dy
n’est pas exacte. Chercher un facteur intégrant fonction de x seulement.

Nous devons trouver une fonction f d’une seule variable telle que

9 5 =2 (2 —2x9) 1),
dy dx

c’est-a-dire
2yf(x) = (x*=2x9) f' () +2(x—) f(%),
ou encore

£ 2-2y) _
f) x(x—2y)

2
-
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Comme la variable y s’est éliminée, il reste une équation différentielle du premier
ordre A variables séparées, qui s’intégre immédiatement :

f(x) =k/x*.
Prenons par exemple k = 1; il vient

fo = ([x)* dx+(1—2y/x) dy.

La méthode de Poincaré permet alors de trouver un potentiel scalaire, puisque
M et N sont homogénes de degré différent de —1 :

2 2 2
NI A

U(x’ y) =
X X X

2. Vérifier que la forme différentielle
o= x*y+y*+2xp) dx+ (x> +x) (x+2y) dy

n’est pas exacte. Trouver un facteur intégrant fonction de x seul; déterminer alors
un potentiel scalaire.

Posons
M(x, y)=x*y+y*+2xy N(x, y) = (x*+ x)(x+27).

Il est clair que

a—M=x2+2y+2x Q—N—-=3x2+2x+4xy+2y.
dy Ox

Ces expressions n’étant pas égales, la forme différentielle w n’est pas exacte.
Multiplions maintenant la forme différentielle @ par f, qui est fonction de x, de
facon que

0 0
E(fM)_—a;(fN)’

ou, puisque f ne dépend que de x,

JOM_ydf L aN
dy dx ox

ce qui donne
(2 42y4+2%) f(x) = (x2+x) (x+2) F (x)+(Bx*+2x+4xy+2y) f(x),

ou encore

x24x) (x+29) f () +2x*+4xy) f(x) =0
xX2+x) () +2xf(x)=0
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ou enfin, en séparant les variables,
)

= — 2 dx. |
f 1+x |

Intégrons :
| FG) = k/(1+x)*.
Nous pouvons prendre k= 1, d’ol

2 2
o= y+y +22xydx+x(x+2y)dy'
(1+x) 14x

Par suite,

s = [ E2erb 200y, 7 et
’ w  (1+5)? v 1+x

Choisissons x, et y, nuls; la premiére intégrale disparait, et il reste

xy(x+y)_

¥
U(x, y) = 2 f (x+2u)du = X (xy+y?) =
14x Jo 1+x 1+x

6.6 L’entropie. 1a notion de potentiel scalaire sert constamment en électricité,
en mécanique, en thermodynamique, ainsi que dans I’étude des moteurs ther-
miques.

Soit par exemple un gaz de volume v, de pression p et de température absolue T’
(o T'=14273,15); ces quantités sont reliées par une relation de la forme

flp,v, T)=0.
Pour les gaz parfaits,
pv=nRT,

ol n est le nombre de moles, et ot R est une constante.

On peut représenter, & température constante, I’état d un corps par un graphique
avec v en abscisse et p en ordonnée. Soit un point quelconque correspondant & une
pression p et 4 un volume v. Pour ’amener & un état voisin, correspondant 3
v+Av et & p+Ap, il faut lui fournir une quantité de chaleur.

AQ =aAv+bAp,

ol a et b sont des coefficients eux-mémes fonctions de v et de p. Pour aller d’un
état 4 un autre, on doit donc fournir une quantité de chaleur égale A I'intégrale
curviligne

Q=f adv+bdp,
c

Pintégrale s’effectuant le long du graphe de la fonction v = f(p).
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Or, contrairement 4 ce que I’on pourrait croire, Q dépend des états intermédiaires
et non pas uniquement de ’état initial et de 1’état final; autrement dit, la forme
différentielle a dv+ bdp n’est pas exacte.

Mais on démontre en thermodynamique que la forme différentielle

dg _adv

+2—c—1—2=Mdv+Ndp
T T T

est exacte, ¢’est-a-dire que

oM N

dp Ov

Ainsi, dQ/T est la différentielle d’une certaine fonction de v et de p, notée S et
appelée entropie :
T T T

3

S=f‘£.
¢ T

La fonction S est I’entropie du corps; elle est indépendante des transformations
subies, puisqu’elle ne dépend que de I’état initial et de I’état final.

En particulier, pour les gaz parfaits, en appelant ¢ la chaleur massique & volume
constant et C la chaleur massique 4 pression constante,

dS=C@+c§£=g—Q;
v D T

d’ou P’entropie
S=1Inp°+k.

En résumé, linverse de la température absolue est un facteur intégrant de la
différentielle de la quantité de chaleur.
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EXERCICES

Potentiel scalaire i

Parmi les formes différentielles suivantes, reconnaitre celles qui sont exactes; déter-
miner alors le potentiel scalaire.

1 1
. =|a+ +b+ .
61 o <a - +x2) dx <b 1 +y2> dy

_ xdx+ydy
x2+y2

6.2
63 o= (a3y+x4)dx—(b4~a3x)dy.

1 1
6.4 a)=<x+y+———'%)dx+<x+y+——-—x§>dy.
y X x y

_ _ 4y? _ _ 4x2)
65 o <1 (x——y)2>dx <1 )2 dy.

2
66 o= <1 - L)dx+2§dy.

xz
6.7 o= y@x*+yHdx+x(By*+x?)dy.

_ (3y—x)dx+(y—3x)dy'
@~ (x+y)?

69 o= (*+2xy—1)dx-+(x%+y*-2)dy.

6.8

ad (ydx — xdy).

610 w=—r———
N
¥y X
11 = ————dx + ——dy.
611 o x2+a2dx Yta? dy

o = A=)t —x")dy

6.12
(1 +xp)?

613 o = Arc tg-}-};-dx+ln1/x2+y2 dy.

6.14 Déterminer les fonctions dérivables g de la variable x de telle sorte que la forme
différentielle
o =gx) [(x*+y*—a*)dx—2xp dy]
soit exacte; calculer alors le potentiel scalaire.
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Intégrales curvilignes

Calculer les intégrales curvilignes suivantes :

6.15

6.16

6.17 f y2dx +

™

1—e y
5 € €

—° _dx +
¥ A+ 222 1+x2

dy

(Y

sur le segment [4, B], ou A= (0, 0) et B= (2, 4), parcouru de 4 vers B.

r

y2dx+ (2 —2xy)dy

LY

a) sur x =cos t, y =sin ¢, 1[0, n/2);
b) sur le segment [4, B}, oi 4 = (1,0) et B= (0, 1), parcouru de 4 vers B.

Ly
x%+3

sur les mémes arcs que ci-dessus.

A
6.18 JXZ"“J’Z dx

sur la parabole d’équation y? = 2x+1, parcourue dans le sens des y croissants.
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CHAPITRE 7
INTEGRALES MULTIPLES

Dans ce chapitre, nous allons étendre la notion d’intégrale (voir tome 2) au cas
des fonctions de deux ou trois variables. Nous obtiendrons ainsi les intégrales
doubles et les intégrales triples. Par opposition, les intégrales des fonctions d’une
variable sont dites simples. Nous verrons que le calcul d’une intégrale double peut
se ramener a celui de deux intégrales simples; de méme, le calcul d’une intégrale
triple peut se ramener 2 celui de trois intégrales simples, ou encore 3 celui d’une
intégrale simple et d’une intégrale double.

7.1 Intégrale double sur un rectangle. Nous devons remplacer l’intervalle
d’intégration [a, b] par un rectangle P = [a, b] x[c, d], ot a<b et c<d.

On appelle quadrillage du rectangle P le produit cartésien Q d’une subdivision
(x)o<i<n de I'intervalle [a, b] et d’une subdivision (y Jos<j<p de Iintervalle [c, d].
On appelle module du quadrillage Q le plus grand des modules des deux subdivi-
sions précédentes.

Soient f une fonction numérique bornée sur P et Q un quadrillage de P. On
appelle somme de Riemann associée a f relativement & ce quadrillage toute somme
de la forme

R= _Z(xi‘xi~1)()’j."y1'—-1)f(fija ;) »
4L
oll, pour tout élément (i, j) de [1, n] x[1, pl,

iy mpelxi-g x] % [yj-1, y;il-

On dit enfin que f est intégrable sur le rectangle P s’il existe un nombre réel / tel
que, pour tout nombre réel strictement positif ¢, il existe un nombre réel strictement
positif n tel que, pour tout quadrillage Q de module inférieur & # et pour toute
somme de Riemann R associée 4 f relativement & ce quadrillage,

IR—1] <&.

On vérifie qu’un tel nombre réel /, s’il existe, est unique; on 1’appelle alors
intégrale double de la fonction f sur P, et on le note

ﬂ Sf(x, yydxdy.
P

ExeMPLE. — Fonctions constantes. — Soit f une fonction constante et égale a k
sur P =[a, b]x[c, d]. Alors f est intégrable sur P, et

ﬂ f(x, y)dxdy = (b—a)(d—o)k.
P
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Nous admettrons les résultats suivants :
Une fonction continue sur P est intégrable sur P.

(On rappelle qu’une fonction continue sur une partie fermée bornée de R? est
bornée.)

Nous nous limiterons désormais au seul cas des fonctions continues.
Les fonctions numériques définies et continues sur P constituent un espace
vectoriel, et méme une algébre unitaire. L’application qui 4 f associe

H f(x, y)dxdy
P

est une forme linéaire.

Soit g une fonction continue sur P et ne s’annulant pas sur P. Alors 1[g est
encore intégrable sur P.

Soit f une fonction continue sur P. Si f est positive, il en est de méme de

Jj f(x, yydxdy.
P

Plus précisément, si f est strictement positive, il en est de méme de son intégrale
sur P.
On en déduit aussitot le corollaire suivant :

Soient f et g deux fonctions numériques continues sur P. Si f< g, alors

rr pp

. f(x, y)dxdy < . g(x, y)dxdy.

o/ oo

Si f<g, alors

rp pp

. flx, y)dxdy < . g(x, y)dxdy.

v v

La formule de la moyenne s’énonce comme dans le cas des intégrales simples :
Soient f et g deux fonctions numériques continues sur P. Soit (m, M) un couple
de nombres réels tel que

m<f<M.

Alors, si g est positive,
mﬂP g(x, y)dxdy < ﬂp f(x, ) g(x, y)dxdy<MﬂP g(x, y)dxdy.
En particulier, sig =1,

m(b—a)(d—C)éﬂ Jx, y)dxdy<M(b—a)(d—c).
P
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Le nombre réel }

1
m J; fCx, y)dxdy

s’appelle valeur moyenne de la fonction f sur P.

Comme nous I’avons annoncé, le calcul d’une intégrale double peut se ramener
a celui d’intégrales simples. I s’agit, soit de deux intégrales simples successives, soit
parfois du produit de deux intégrales simples calculées indépendamment. Plus préci-
sément:

Soit f une fonction continue sur P =]a, b} x[c, d]. Alors les fonctions

xr—»J‘d SO, y)dy et yt—-»fb f(x, y)dx

sont intégrables, et

b d d b
HP f(x,y)dxdy=f de Sx, y)dy=J dyf Slx, y)dx.

En particulier, si f est le produit de deux fonctions g et h d’une seule variable,
p P g

5 )=9().h0),

HP f(x,y)dxdy=(f g(x)dx)(f h(y)dy>-

EXEMPLES.

alors

1. L’intégrale double

I=J] sin x cos ydxdy,
P

ol P =10, n] x [0, /2], est égale au produit des intégrales

n n/2
J sin xdx et J cos ydy.

0 0

Il s’ensuit que 7= 2.

2. Calculer intégrale double
I= J] ycos xydxdy,
P

ot P=[0, 11x[0, n/2].
En intégrant par rapport & x, puis par rapport 4 y, nous obtenons

/2 1 /2
I=J~ dyj ycosxydx=f sin ydy = 1.
] 0 V]
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7.2 Intégrale double sur une partie quarrable. Il nous importe maintenant de
savoir intégrer une fonction de deux variables sur une partie P du plan autre qu’un
rectangle. La définition des fonctions intégrables sur P devra s’appliquer au moins
aux fonctions constantes, ce qui nous conduit 4 la notion de partie quarrable :

Rappelons que la fonction caractéristique yp d’une partie P est la fonction
définie par les formules

1p(x) =1 sixeP
=0 six¢P.

On dit qu'une partie bornée P de R? est quarrable s’il existe un rectangle
R = [a, b] x[c, d] contenant P et tel que la fonction caractéristique de P soit inté-
grable sur R. L’intégrale double

UR xp(x, y) dx dy

ne dépend pas du rectangle R considéré, mais seulement de la partie P; on peut la
prendre comme définition de 1’aire de P (voir chapitre 8). En particulier, si
P =a, bl x[c, d], il est immédiat que P est quarrable; on retrouve pour son aire
la valeur classique (b—a)(d—¢).

Soient P et Q deux parties quarrables. Alors les parties P Q, Pu Q et P— Q sont
encore quarrables. En effet, on vérifie facilement que les fonctions caractéristiques
de ces diverses parties sont liées par les formules

Xpno=XpXg Xpoo=Xpt+Xo—XrXo Xp-o=Xp—XrXo>

or, nous savons que le produit, la somme et la différence de deux fonctions inté-
grables sur un rectangle [a, b] x [c, d] sont encore des fonctions intégrables.

Soit maintenant f une fonction numérique bornée sur une partie quarrable P.
On dit que fest intégrable sur P s’il existe un rectangle R = [a, b] X [c, d] contenant
P tel que la fonction g prolongeant f nulle sur le complémentaire de P dans R soit
intégrable sur R. On vérifie aisément que I'intégrable de g sur R ne dépend que de f
et de P, et non du rectangle R considéré; on appelle cette intégrale intégrale de f
sur P et on la note

JL f(x, y)dxdy.

Lorsque la fonction f est positive, I’intégrale de f'sur P peut s’interpréter comme
la masse d’une plaque matérielle P de densité variable f. Cette intégrale peut encore
s’interpréter comme le volume limité par la surface d’équation z = f(x, y), le plan
xOy et le cylindre de génératrices paralléles & Oz ayant pour base la courbe C
limitant la partie P (voir Fig. 7.1 et chapitre 9).

On démontre qu’une fonction continue et bornée sur une partie quarrable P
est intégrable sur P.
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____________
.,

Les propriétés énoncées pour l’intégrale sur un rectangle restent valables :
linéarité de I'intégrale, formule de la moyenne, etc. De plus, pour tout couple

(P, Q) de parties quarrables tel que P < Q et pour toute fonction positive f inté-
grable sur Pet Q,

ﬂp J(x, y)dxdy < JL f(x, y)dxdy.

Voici un cas particulier fondamental :

Considérons deux fonctions ¢ et a valeurs réelles, intégrables sur un intervalle
[a, b] de R et telles que @ <. Alors la partie P constituée des points (x, y) tels que
xela, b] et ye[p(x), ¥ {x)] est quarrable (voir Fig. 7.2).

Pirx)

Pix]

Fic. 7.2

Par exemple, une partie convexe bornée est du type précédent. (Rappelons qu’une
partie P est dite convexe si, pour tout couple (4, B) de points de P, le segment
[4, B] est contenu dans P.) Parmi les parties convexes bornées, citons les rectangles
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de cOtés non nécessairement paralleles aux axes de coordonnées, les disques, la
partie limitée par une ellipse, etc.

Dans ces conditions, I'intégrale de f'sur P peut se calculer a I’aide de deux inté-
grales simples successives :

b Y(x)
_UP f(x, y)dxdy=f dx - flx, y)dy.

(Le second membre devrait se noter en toute rigueur

b Y(x)
L[ s

mais personne n’emploie cette notation en pratique. On comprend que les inté-
grations doivent toujours étre effectuées de droite & gauche.)

Soit en effet R = [a, b] x [¢, d] un rectangle contenant P. Alors, par définition de
I’intégrale de f sur P,

” fx, y)dx.dy=H g(x, y)dxdy.
P R

Or,
b d
HR g(x, y)dxdy = J dx J xp(x, ¥) g(x, y)dy
et
d (x)
j xp(x, ¥) g(x, y)dy = J - flx, y)dy,
c PLX

par définition méme des fonctions yp et g, d’ou le résultat annoncé.
De méme, si la courbe limitant P est rencontrée en deux points 8(y) et p(p) par
une paralléle a I’axe Ox,

d (»)
JL S, y)dxdy=J dy o Jf(x, y)dx.

ExempLE. Calculer I'intégrale

-5
Py

ol P est la partie du plan définie par xe€[l, 3], ye[l, x*].

Intégrons d’abord par rapport a y, puis par rapport a x :

3 x2 3 3
I=J de é%)=f (1—%>dx=[x+l} =4/3.
1 1y 1 x x_]1
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YA

Y

0] 1 3

Fi1G. 7.3

Vérifions ce résultat en intégrant d’abord par rapport & x, puis par rapport & y :

9 3 9
=f dyf C—lf=f 2= */I'dy [ +———2} ~-34342
)
1 Yy 1 y 9 3

=4/3.

On remarquera que si les deux procédés sont théoriquement équivalents, le
premier est d’application plus commode. Tout dépend de I’exemple considéré.

7.3 Changement de variable dans les intégrales doubles. Nous ne pouvons faire
ici la théorie du changement de variable, ni méme donner la regle dans le cas
général. Nous nous contenterons d’indiquer le résultat suivant :

Pour passer en coordonnées polaires, on remplace bien entendu x et y par
p cos B et par p sin §; on remplace en outre dxdy par pdpdf.

On a intérét a4 passer en coordonnées polaires si le domaine d’intégration
s’exprime plus simplement de cette maniére. Par exemple, le disque x2+ y? < a?
devient en coordonnées polaires 0 <6 <27, 0< p < a. Tout se passe dans ce cas
comme si le domaine d’intégration était un rectangle!

ExempLE. Calculer I'intégrale

J] dxdy
P (x? ~i—y2)3/2

ou P est le demi-disque défini par
x2+y?—2Rx <0, x=R

(Fig. 7.4), en coordonnées polaires.
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Fic. 7.4

En coordonnées polaires, I’équation du cercle de centre (R, 0) et de rayon R
est p=2Rcos 6; celle du diamétre paralléle a Oy est p= R/cos 0. L’intégrale

devient
/4 2Rcos8
W
p —~n/4 Rjcos8 P
soit
n/4
I=~f < 1 -—0080>d0.
-n/4\2R cos 6 R
Finalement,
11 6 = n/4 1< T 3n
I=—=|~Intg|~+~ -—Sin@i] = 2+3Ilntg——Ltintg—]}.
R[2 g(z 4) —n/4R\/—2 g 2ty

7.4 La formule de Green-Riemann. Voici une formule souvent utilisée pour
ramener le calcul d’une intégrale double a celui d’une intégrale curviligne et parfois
pour ramener une intégrale curviligne a une intégrale double :

Soit P une partie du plan limitée par une courbe fermée C, orientée dans le sens
direct et coupée en deux points au plus par une parallele & I'un ou I’autre des axes
de coordonnées. (Cette circonstance se produit en particulier lorsque la partie P
est convexe.) Soient M et N deux fonctions continues sur P, admettant des dérivées
partielles 0M/dy et dN/dx continues. Alors

J de+Ndy=JJ <Qg——a—]‘£>d dy.
c ox 0Oy

o . . . . M
En effet, la méthode des intégrations successives s’applique a la fonction L
Conservons les notations de la figure 7.2. 1l vient 4

P(x)
J‘J‘mdxdy def 6M
) c’?y

- | s w0 - M5 o)
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On reconnait la différence entre les intégrales curvilignes de la forme différentielle
Mdx sur les graphes des fonctions ¢ et ¢. C’est exactement 'opposé de Pintégrale
de Mdx sur la courbe orientée C (attention au signe!).

Un calcul analogue montre que

Jj Q—I\{dxdy=f Ndy.
ox c

La formule de Green-Riemann en résulte aussitot.

Remarque. Si la forme différentielle w = M dx-+ Ndy est exacte, alors IN/dx—
0M|0dy = 0, ce qui montre que I’intégrale double est nulle, et donc que 'intégrale
curviligne I’est aussi. On retrouve ainsi un résultat du chapitre 6.

EXEMPLES

1. Pour calculer I’aire d’une partie P limitée par une courbe fermée C, il suffit
de trouver deux fonctions M et N telles que

oN_oM _
ox dy

1.

On prend généralement N(x, y) = x/2 et M(x, y) = —y/2, et ’aire est donnée par
la formule suivante :

1
=~ ] xdy—ydx.
ZJ‘C y—y

On peut prendre aussi N(x, y) =x et M =0, ou encore M(x, )= —yet N=0.

Ainsi,
A=J xdy=——f ydx.
c c -

Le signe — de cette derniére formule peut surprendre. En effet, considérons le
cas ot la partie P est limitée par le graphe d une fonction positive f, I’axe Ox et deux
paralléles a Oy d’équations x =a et x=b. L’intégrale de la forme différentielle
—ydx est nulle partout sauf sur le graphe de f. Le sens direct sur C correspond a
une variation de x de b & a, et non de a a b, pour la partie utile de I'intégrale cur-
viligne; ceci explique que

—f ydx = Jb f(x)dx.
[% a

En coordonnées polaires, 1’aire est définie par

A =J] pdpdf.

Si p est donné en fonction de 8, on obtient, en intégrant d’abord par rapport a p,

A L 240
_..E p .
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On retrouvera ce résultat en remplagant x par p cos 6, y par p sin 6,
dx par cos dp— p sin 6d0 et dy par sin 8dp + p cos 6d0 dans la forme différentielle
F(xdy—ydx).

2. Calculer I'intégrale curviligne
I= f x*dy—y3dx,
c

ot C est le cercle de centre O et de rayon R parcouru dans le sens direct. Transformer
ensuite cette intégrale curviligne en intégrale double, et comparer les résultats.

Paramétrons le cercle en posant x = R cos ¢ et y = R sin ¢. Il vient

2n 2n
I= f R*(cos* t+sin* )dt = R“J G + Coi4t>dt = %nR“.

0 0

Transformons maintenant I en intégrale double, grice i la formule de Green-
Riemann :

M(x, y)= - N(x,y) =x*
QM:—E&yZ N _ 352,
dy Ox

D’ou

I=Jf (@—a—M>dxdy= 3J (*+y¥Hdxdy.
dx 0y

Passons en coordonnées polaires :
2n R 4
I= 3J def p>dp = 6n R 3Rt
0 0 4 2

On obtient bien le méme résultat que par ’intégrale curviligne. Mais trés souvent
I'un des procédés est plus intéressant que autre.

7.5 Intégrales doubles généralisées. Nous ne pouvons pas donner ici de régle
simple pour conclure a la convergence d’une intégrale double lorsque le domaine
d’intégration n’est pas borné, ou lorsque la fonction 4 intégrer n’est pas bornée.
Nous nous contenterons de faire une étude précise en mettant en relief les difficultés
présentées. Le résultat obtenu par cette étude est fondamental en calcul des proba-
bilités (voir tome 6).

ExempLE. Calculer I'intégrale
+ oo
I= J e " dx.
1]

Nous avons vu au tome 3 que cette intégrale est convergente. Mais nous ne
connaissons pas de primitive de la fonction x - ¢~**. Nous allons calculer I grice

QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 5 } 4
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3 D’artifice suivant : le carré de I peut s’écrire

+ oo +
I’ =<j e""zdx><f e"yzdy>,
0 4]

ce qui fait penser a une intégrale double, le domaine d’intégration étant le premier
quadrant, soit ¢. Mais rien ne nous permet d’affirmer que le symbole

JJ e” P dxdy
Q

ait un sens. Cependant, la théorie des intégrales doubles nous permet de calculer I*
4 Paide d’un passage a la limite. Considérons le carré K(R) de coté R, les quarts
de disque C(R) et C(/2 R) de centre O et de rayons respectifs R et /2 R (Fig. 7.5).

0 R VZR X

Fic. 7.5

La fonction & intégrer étant positive et les domaines d’intégration inclus les uns
dans les autres, nous pouvons affirmer que

~

e &M dxdy <Jf e~ dxdy .
K(R) C(/ZR)

,re

e T gy dy < j

LY

JJ C(R)

Calculons la premiére intégrale en passant en coordonnées polaires :

e ral2 R _.—R?
e dxdy = d@j e P pdp == lze = .
JJCR) Jo 0 2 2

La limite lorsque R tend vers + oo est n/4; on montre de méme que la troisitme
intégrale tend vers n/4. )
Par prolongement des inégalités, nous voyons que Iintégrale du milieu a aussi
pour limite /4. Or, cette limite est par définition I?. Comme I est positif, nous en

déduisons que I= /n/2.

7.6 Intégrales triples. On peut développer une théorie analogue & la précédente
pour les fonctions de trois variables définies sur une partie hornée de R3,
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On commence par remplacer les rectangles par des parallélépipédes rectangles
de cbtés paraliéles aux axes de coordonnées. Les. définitions des sommes de Rie-
mann et des fonctions intégrables s’étendent aussit6t. L’intégrale triple de f sur un
paraliélépipéde rectangle P se note

‘UJ‘ f(x, y,2)dxdydz.
P

On remplace ensuite la définition des parties quarrables par celle des parties
cubables, et I’on définit alors I’intégrale d’une fonction f sur une partie cubable P
comme dans le cas du plan. Lorsque f est constante et égale & 1, ’intégrale de fsur
une partie cubable P peut étre prise comme définition du volume de P. Lorsque f
est positive, on peut interpréter ’intégrale de f sur la partie P comme une masse,
la densité étant f.

Nous nous bornerons a dire que toutes les propriétés des intégrales doubles se
transcrivent dans ce nouveau cadre. Signalons seulement des formules trés utiles,
ramenant le calcul des intégrales triples a celui des intégrales simples ou doubles :

b 0(x) ()
fﬂ f(x, y,z2)dxdydz = | dx J dy f(x, y,2)dz
14 : Ja

p(x) o(x, )

(b
=| dx J f(x,y, z)dydz
a Qx)

( ¥(x, y)
= J\ dxdyf f(xa ) Z)dZ,
4]

o(x,y)

o

avec toutes les variantes possibles par permutation des lettres x, y et z.

Bien entendu, lorsque f est le produit de trois fonctions d’uneé variable et que P
est un parallélépipéde rectangle [a, a’] x [, b'] x [¢, ¢'], Iintégrale de f'est le produit
de trois intégrales simples :

ffj g(x) h(y) k(z)dxdydz
P

= (J‘a g(x)dx) <J’b h(y) dy) (JC k(z) dz).

Il est rare que I’on ait a effectuer le calcul d’une intégrale triple, en dehors du cas
des volumes (voir chapitre 9).

ExeMpLE. Calculer lintégrale

I=ij x? cos z sin zdxdydz,
P

o P =0, a] x[0, 2r] x [0, =/2].
11 est clair que

a 2n n/2 4 4
I=<J xsdx><f dy><f coszsinzdz)=a—2nl=7—ri-.
0 0 0 4 2 4
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EXERCICES

Intégrales doubles

Calculer les intégrales suivantes :

I

7.1 xydxdy sur [0, 11x [0, 1]
7.2 x—~1?% (y+1)%dxdy sur [1, 2] X [2, 3]
v/
pp x3 .
7.3 ;;;_ dxdy sur [1, 2] X [3, 4]
poe xy
7.4 /] Th o dxdy sur [1, 2] x [0, 5]
re
15 xy e*TVdxdy sur [0, 21 % [0, 2}
2 3-x d
Y
7.6 f dxf Gt
1 1
me dxdy
X 7 0, 11x[0, 1
77 JJ 1+x+y sur [0, 11x[0, 1]
re
7.8 |x+y|dxdy sur [—1, 1]x[—1, 1]

7.9 sin =2 +2) axay ~ sur 0, a] X [0; ]
J 2\a b

e

7.10 x cos xydxdy sur [0, /2] ¥ [0, 1]

e

711 x e Fdxdy sur [0, 11% [0, + ool

oo 4
712 i’;dxdy sur ]— 00, —1]%[~1, 0]

pr 2

713 || = dxdy

1157 sur [0, 1]1%]— oo, + oof

re

7.14 cos x cos ydxdy 0<x, 0y, x+y<m/2
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715 vazyz(as—x3~y3)”2dxdy

AT acos /2

7.16 sin 0d{9Jv p*dp
Yo 0 ’

M

7'17 2 d)ZCdy 241/2
(R*—x"—y%)
[ (x+y)?

7.18
JJ x2+y2+1

dxdy

e

7.19 y(1=x?*—yH 2 dxdy

re

7.20 ydxdy

rp

7.21 xy®dxdy

rp
dxd
1722 || —ZY
1 (4"X2 _y2)1/2
rre
2
7.23 = dxdy
x“+y

pn

7.24 xydxdy

re

7.25° (x+) sin x sin ydxdy

pe

7.26 (x+y) sin x sin ydxdy
~ d_xdy

7.27 e
J 1+x?tg? y

Intégrales triples

Calculer les intégrales suivantes :

7.28 J:” xyzdxdydz

95

0<x, 0Ky, x*+y°<a®

0<x, 0<y, ¥* +3%<1

x*+y? -2y <0

¥ +y?—2x<0

x*+3%—2x<0

0<sx<y<1

x2+y2—x<0, x*+y*~y=0

sur [0, ] X [0, 7]

x*+y* <1

sur [0, 1] %[0, /2]

sur [—1, 1] x[-2, 2] x[-3, 3]
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7.29

7.30

131

7.32

7.33

7.34

7.35

7.36

7.37

7.38

m

rp

x%zdxdydz

[ dxdydz
xyz

M

e* Ty rdxdydz

M

(2 +1) (p—1) 22 dxdydz

re

2
Z-—;dxdydz
X

i

zdxdydz

LY

1 Inx x+y

de‘ dyj e"*”“dz
0 0 0

jj 673 sin® 0 cos @ sin ¢ cos drdfde

2n T acos

dGJ sin® (pd(pj rdr
0 0 0

ffzdxdydz
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sur [~ 1, 11%[=2, 2] x[—3, 3]

sur [1, 21 [2, 31x[10, 11]

sur 1— oo, 2]v><]— 00, 4] x]— 00, — 6]
sur [0, 11x[—1, 0] %[1, 2]

sur [1, +oo[ x[—2, 2] %[0, 1]

0<x,0<y, 0<z, x+y+z<1

rel0, al, 8, pel0, n/2]

0<z, x2+y2 <22, 2 +y2+ 22 <1

ISR



CHAPITRE 8

CALCUL DES AIRES

Dans quelques rares cas, on peut définir et calculer les aires de maniére élémen-
taire. Par exemple, I’aire d’un rectangle est le produit des cdtés. L’aire d’un triangle
ABC est la moitié¢ du produit de la base BC par la hauteur issue de 4; c’est encore
la moitié de la norme du produit vectoriel AB A AC. Mais en général le calcul des
aires utilise les techniques du calcul intégral. L’aire limitée par une surface plane
est I'intégrale double sur ce domaine de la fonction constante et égale & 1 :

4= aay.

En fait, comme nous ’avons montré au chapitre 7, ce calcul se raméne toujours 2
celui d’une intégrale simple, éventuellement par ’intermédiaire d’une intégrale cur-
viligne. (D’ailleurs, comme nous 1’avons vu au tome 2, c’est afin de pouvoir définir
rigoureusement la notion d’aire que I’on a été amené 2 introduire les intégrales.)

8.1 Aire limitée par le graphe d’wne fomction. Soit f une fonction & valeurs
réelles positives, continue sur un intervalle [a, 5] de R, a<b. L’aire de la partie du
plan comprise entre le graphe de f, ’axe Ox et les droites d’équations x = a et
x = b est égale, par définition méme, a I’intégrale de f sur I'intervalle [a, 5] :

A =fbf(x)dx.

Dans le cas d’une fonction dont le graphe coupe une ou plusieurs fois I’axe Ox,
Paire de la partie définie ci-dessus est I’intégrale de la valeur absolue de f. En pra-
tique, on commence par tracer le graphe de f, et ’on décompose I’intervalle d’inté-
gration en intervalles partiels sur lesquels f garde un signe constant.

ExXemMPLES
1. Aire limitée par la parabole d’équation
y=x>—5x+6
et 'axe Ox, y étant négatif.
La courbe rencontre Ox aux points d’abscisses 2 et 3 (Fig. 8.1).
Ainsi,
3 3 2 3
A= —J (x> —5x+6)dx = —["— —s5X 4 sx] 1L
2 3 2 2 6

2. Aire limitée par une arche de la sinusoide d’équation
y=sin x.

A =j sin xdx = —[cos x]?: —(cost—cos0) = —(—1 —1)=2.

0
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Fic. 8.1

3. Aire limitée par la courbe d’équation y =e”, x <0, et les axes de coordonnées
o
A= J Fdx =[e"]",=1.
bt © ¢}

Remarquons que cette aire a’ une valeur finie, quoique I'intervalle d’intégration ne
soit pas borné.

4. Aire du disque. Considérons le disque limité par le cercle d’équation
x2+y?=R?.
Par raison de symétrie, I’aire du disque est le double de 1’aire limitée par le demi-
cercle d’équation  y = /R? —x* etlaxe Ox:
R
A=2 J' R*—x*dx.
-R

Pour faire disparaitre le radical, posons x = R cos ¢. Alors

= —Zfo R?sin? tdt = 2R? f: sin? tdt = R? J: (1—cos 2£)dt
n
= R*[t—sin 2¢/2]¢ = nR>.
Nous retrouverons ce résultat classique par d’autres méthodes.
5. Aire limitée par une ellipse. Soit ellipse d’équation

x%ja*+y*[b* =1. d

L’aire limitée est dex dy. Effectuons le changement de variable x/a= X/R,
y/b= Y[R; I'intégrale devient
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A =aEbZ_ JJdXdY,

le domaine d’intégration étant cette fois le disque de centre O et de rayon R. Ainsi,
I’intégrale double est égale 4 I’aire du disque, & savoir 7#.R?. Finalement,

A=ab #R? = rnab.

R

6. Aire limitée par la parabole d’équation y* = 2px et la droite d’équation x = h
(Fig. 8.2).

FiG. 8.2

Comme dans le cas du cercle, nous pouvons résoudre 1’équation en y & condition
de ne considérer qu’une moitié de la courbe. Pour obtenir I’aire cheichée, nous
doublerons 1’aire comprise entre la courbe d’équation y = /2px, I’axe Ox et Ia
droite d’équation x = k. Ainsi,

h
4 4
A= ZJ 2pxdx =§,/2p[x3/2]{‘) =§,/2ph3/2.
0
Remarque. Examinons plus généralement le cas d’une courbe d’équation
résolue en x et non en y, x = g(¥). On se raméne aussitdt au probléme précédent en
échangeant les noms des axes de coordonnées :

a

b
A =J g(»dy.

8.2 Aire comprise entre deux graphes. Soient f et g deux fonctions 3 valeurs
réelles continues sur un intervalle [a, 8], telles que f<g. L’aire limitée par les
graphes de f et g et les droites d’équations x =a et x = b est évidemment la dif-
férence des aires limitées par chacun de ces graphes, I’axe Ox et les droites d’équa-
tions x=aetx=>:

b b b
A=J g(x)dx—f f(X)dX==f [g(x)—f(x)]dx.
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EXEMPLES

1. Calculer Iaire comprise entre la parabole d’égquation y=x?* et la droite
d’équation y = 2x (Fig. 8.3).

YA
P
y=x?
y: 2Xx
0 H  x
Fic. 8.3

Le point de rencontre P autre que ’origine est défini par le fait qu’en ce point
les deux ordonnées sont égales :

x? =2x,
doux=2ety=4.

L’aire cherchée est la différence entre I’aire du triangle OHP et ’aire comprise
entre la parabole, I’axe Ox et la droite d’équation x = 2.

Ainsi,

2 T : G y A
A=12><4—f xzdx=4~[x—] —4_8_%
2 0 3 B

3/2

2. Calculer I'aire comprise entre la courbe d’équation y =x>'* et la premiére

bissectrice.
Commengons par chercher les coordonnées du point d’intersection autre que

Porigine :
x=x%2
d’ou . /x=1et x=1; par suite, y=1.
L’aire cherchée est

! 2 1 2 1
A= x—x3/? dx=[x—] e TS S S S
fo( ) 2 o 5[ Jo 2 5 10

8.3 Aire limitée par le support d’un arc paramétré. Pour calculer ’aire limitée
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par le support d’un arc paramétré, d’aprés la formule de Green-Riemann, on a
le choix entre les trois expressions suivantes

A=—Jydx A=J‘xdy A=éfxdy——ydx,

le support de I’arc étant parcouru dans le sens direct (bien entendu, Porigine et
PPextrémité de I’arc étant confondues). On emploie surtout la derniére formule, car
elle conduit généralement 2 des simplifications.

EXEMPLES
1. Aire du disque. Considérons le disque limité par le cercle de représentation
paramétrique
x=Rcost y= Rsin .
Alors
xdy—ydx = R?(cos?t+sin?7) dt = R*dr
et

1 2n
A==~J R?dt = nR*.
2Jo

2. Aire limitée par une ellipse. Considérons I’ellipse de représentation para-
métrique

X=acost y=>bsint.
Alors
xdy—ydx = ab(cos®t+sin?r) dt = abdt,

et I'aire limitée par I’ellipse est
1 2z
A=- J abdt = nab .
2Jo
3. Aire limitée par une arche de cycloide et 'axe Ox. Rappelons que
x=a(t—sin t) y=a(l—cost).

Pour obtenir une arche, faisons varier ¢ de 0 4 2z. Il ne s’agit pas d’une courbe
fermée, mais on peut considérer que y est une fonction de x. L’aire comprise entre
I’axe Ox et la courbe est donc donnée par la formule

2na 2n
A=J y(x)dx = aZJ (1—cos £)*dt
V] 0

2 : 2n
=a2j (1-2 cos t+cos* t)dt = a* P—t-2sint+8m2t]

0 2 -4 o
= 3na®.

L’aire est donc exactement le triple de celle qui est limitée par le cercle générateur,
résultat trouvé... expérimentalement par Galilée au XVIe siécle.
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4. Aire limitée par la boucle du folium de Descartes. Le folium de Descartes
(voir chapitre 2) a pour équation
x3+p3—3axy=0
et pour représentation paramétrique
L dat y=tx=3at2.
1+ 147
L’origine est atteinte lorsque ¢ = 0 et que f tend vers + oo ou vers — co (Fig. 8.4).

FiG. 8.4

La boucle est parcourue lorsque ¢ varie de 0 & + oo. Remarquons que

- 242
Xdy—ydx=x2w=x2dl=xzdt= 9a 22 ;.
x? X (1.{.})
D’ou
2 + o 2
SELA (R
2 Jo (141H)
Le changement de variable u = #* s’impose :
A_3a2 to 4y ___-i;_a_z‘[ 1 ]ho_?_ai
2 Jo (14w 2 L+ulo 27

8.4 Aire limitée par une courbe en coordonnées polaires. On emploie cette fois
P’intégrale curviligne

1
A== p*de.
2 f P
Rappelons que

xdy—ydx = p2do,

ce qui explique que I’expression xdy—ydx est simple dans le cas des arcs para-
métrés ayant une équation simple en coordonnées polaires.

EXEMPLES
1. Aire du disque. En coordonnées polaires, le calcul se réduit & treés peu de

http=//biblio-scientifique blogspot.com/



Calcul des aires 103

choses :

1 2n
A=~J R*df = nR*.

2Jo

2. Aire limitée par la cardioide. Puisque p = a(l+cos 0),

2

2 =z b9
A=£2-J (1+cos0)2d6=22-j (142 cos §+cos” 6)do

2
=E~P£+2ﬁn9+ =3z,
2 [ 2

- 2

sin 20]" a®
4

On remarquera I’analogie avec le calcul de l’aire limitée par une arche de cycloide.

3. Aire limitée par la lemniscate de Bernoulli. Par raison de symétrie, 1’aire est
deux fois celle que limite la boucle dans le demi-plan x > 0 (Fig. 8.5).

Fic. 8.5

Comme p = a./cos 20,

1 /4
A=—2a2J cos 20d0 = a*.
2 —n/4

4. Aire du segment de parabole limité par la paralléle a la directrice issue du foyer.
L’équation d’une parabole en coordonnées polaires est

p=p/(l+cos 0).
L’origine étant au foyer, la droite limitant le segment n’est autre que ’axe Oy.

D’ou
/2 2 2 Paf2
A=1J <___p___.> d():!LJ _4d9
2 J—z2\1+cos 8 J-=2cos*6)2

Posons ¢ = 6/2; alors

2 /4 dt
A=1J .
4 J-n/a cos't

Or,
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j a =J 1 J(l—l—tg f) d(tg 1) = gt
cos™ t cos® t cos® ¢ 3
Ainsi,

2 2

2 3 3

On retrouve ce résultat en prenant 4= p/2 dans le n° 8.2.

8.5 Aire d’une surface de révolution. Soit fune fonction continue sur un inter-
valle [a, b] de R. Il nous sera commode de considérer son graphe 4B tracé dans le
plan zOy, c’est-a-dire que y=j(z). Dans la rotation autour de Oz, ’arc AB
engendre une surface de révolution dont on veut déterminer I’aire (Fig. 8.6). Cette
surface de révolution a pour équation en coordonnées cylindriques p = f(z).

z)

<Y

Fic. 8.6

Un point M de 'arc AB admet pour coordonnées cartésiennes (0, f(z), z).
L’aire de la surface engendrée par ’arc AM dans la rotation autour de Oz est une
fonction S de la cote z du point M. Donnons & z ur accroissement Az, que nous
supposons positif. Il lui correspond sur AB un point M’ de coordonnées (0, y+Ay,
z+Az). Dans ces conditions, S(z) subit un accroissement AS sensiblement égal &
I’aire du tronc de cdne engendré par le segment [M, M’] en tournant autour de Oz.
Donc

ASxn(HM+H' M) MM' =n(y+y+Ay) MM' =n(2y+Ay) MM’ .

Ecrivons alors le rapport AS/Az en faisant apparaitre la longueur de ’arc MM’ au
numérateur et au dénominateur :

é§~7r(2 +A )M————M M-——-M
Az MM' Az

Quand Az tend vers 0,
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MM’ MM As ds
MM 1 et 08,8

MM’ Az Az dz’

ol s désigne I’abscisse curviligne sur I’arc 4B. Donc, quand Az tend vers 0, le
rapport AS/Az tend vers

ds ds

dz dz
On obtient ainsi

dS =2xny ds,

avec y = f(z) et ds = /1 +y'* dz. L aire engendrée par I’arc 4B en tournant autour
de Oz est donc 4 = S(b), soit

b b
A=2nf y 1+y'2dz=2nj yds.

a a

Lorsque la surface de révolution est donnée, non par sa méridienne d’équation
y = f(z), mais par son équation en coordonnées cylindriques p = f(z), on écrit la
formule précédente sous la forme

A=2njpds.

EXEMPLES

1. Aire latérale d’un tronc de cone. La courbe engendrant un coéne de révolution
de sommet O en tournant autour de Oz est une droite d’équation -

y=az, ol a=tgo=R[h.
Ainsi,
v =a=R/h.

L’aire latérale du tronc de cone est

h h 2
A=J 2y 1+y’2dz=2n—1—{—J z /1+5—dz
0 hlJo h?
2 2 h
=2n5 /h +R J zdz.
h h? 0

Or, /h*+ R? est la longueur / de ’aréte du cone, et il reste

271h 2
A___Zanl:E_] =2anﬁ_=an.
W L2 K 2

L’aire latérale du tronc de cdne engendré par le segment {4, B] tel que OB =1
est obtenue en faisant la différence

ZRI—-nR'l' =n(RI—R'l').
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Fic. 8.7

C’est ce résultat, bien connu en géométrie élémentaire, que nous avons utilisé ci-
dessus pour évaluer I’aire latérale du tronc de cOne engendré par MM’ et qui nous
a permis de trouver la formule générale de I’aire des surfaces de révolution.

2. Aire de la sphére. La sphére de centre O et de rayon R est engendrée par le

demi-cercle d’équation

y=./R*~2*

en tournant autour de Oz (Fig. 8.8).

<

Par suite,

R 2
A:f 21 /R*=2? /1+R2Z 2dz=27er
~R —Z

soit quatre fois I’aire limitée par un grand cercle..

<Y

R
dz = 4nR?,
—R
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3. Aire d’un paraboloide de révolution. C’est, par -exemple, la surface réflé-
chissante d’un phare d’automobile (Fig. 8.9).

zJ

- A

Fic. 8.9

Considérons I’arc de parabole d’équation z = y?, 0 <z < 2. Alors

2 _ 2
A=27tj /1 +—1—~\/zdz=7rj T+dzdz = - [(1+42)°13
0 4z 0 6

13
=T
3

4. Aire de la surface engendrée par une arche de cycloide. Soit la cycloide dans
le plan zOy de représentation paramétrique

z=a(l—sint) y=a(l—cost).
Nous savons que

ds=2a sin—tdt
2

(voir chapitre 4). Par suite,

f2n

2n
A= 27{ a(l—cos f)2a sin-édt = Snazf

. t
sin® = dt.
0 ) 2

Posons u = t/2; alors

A= 161za2f

[o]

n/2
sin® udu = 32na2f sin® u du,
0

T

soit finalement, d’aprés la théorie des intégrales de Wallis,
A =64na?[3.

6. Aire du tore. Le tore est la surface engendrée par la rotation d’un cercle
autour d’une droite de son plan ne le traversant pas; il a I’aspect d’une chambre a4
air (gonflée).
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Prenons pour axe Oz ’axe de rotation et pour axe Oy un diamétre du cercle
générateur (Fig. 8.10).

e

Fic. 8.10

L’aire du tore est Ia somme des aires des surfaces engendrées par les deux demi-
cercles de diamétre PQ. Représentons paramétriquement le cercle générateur par
y=R+rcost

Alors ds=rdt et

/2 3n/2
A=2nj (R+r cos t)rdt+2nj

—n/2 n/2

z=rsint.

(R+rcos Hrdt

3n/2
= 27trf (R+7cos f)dt = 27nr)(27R) = 47%rR.
—n/2
L’aire du tore est donc le produit de la longueur 2zr du cercle générateur par la

longueur 27R du cercle décrit par son centre C. Ce n’est pas un hasard, et ce
résultat est trés général : il fait I’objet de I'un des deux théorémes de Guldin (voir
chapitre 10).
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EXERCICES

Surfaces planes

Calculer les aires limitées par les courbes suivantes :

8.1 Paraboles d’équations y = 6x—x? et y = x> —2x.
8.2 La courbe d’équation y* = x*(x +4).
YA

xY

Fic. 1.

8.3 L’hyperbole équilatére d’équation xy =4 et la droite d’équation y=5—x, x>0.

Fic. 2.

8.4 L’astroide d’équations x = a cos® 1, y =asin® &

8.5 Les ellipses d’équations

2 2 2 2
X ¥y X Yy
S4s=1 et S+ ==1,
a? b 2

8.6 La parabole d’équation \/x+./y = \/a et la droite d’équation x+y =a.
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Fic. 3.

8.7 Les cercles d’équations p = a(cos 8+sin ) et p =a.

Fic. 4.

8.8 Le cercle d’équation p = 2a cos § et la cardioide d’équation p = a(1 +cos 8).

8.9 Le cercle d*équation p = a et la cardioide d’équation p = a(1 +cos ).

y A

\

4

FiG. 5.

hitp://biblio-scientifique.blogspot.com/



Exercices \ 111
8.10 Le cercle de centre O et de rayon 2 et I’hyperbole équilatére d’équation xy = 1.

YA

x\r

-
\

FiG. 6.
8.11 La spirale logarithmique d’équation p =e%™ et les droites d’équations 6 =8,
et0=0,.

26
8.12 La boucle de strophoide d’équation p =a c:OSS 9" 6e[—m/4, n/4].

Fic. 7.

. sin @ cos 0
8.13 La courbe d’équation p? = 4? ey Iy
8.14 La cissoide d’équation x(x*+y?) = ay? et son asymptote.

8.15 La courbe d’éguation x(x*-+?) =24?y et la premiére bissectrice.

8.16 La courbe d’équation x*(x*+3y*)—2a*»% =0, x>0, et la premiére bissectrice.

8.17 Lellipse d’équation Ax>+2Bxy+Cy? =1, B*—AC<0.
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8.18 Déterminer les courbes telles que I’aire balayée par le rayon vecteur soit propor-
tionnelle a 1’abscisse curviligne.

YA

xv

Fic. 8.

Surfaces de révolution

Calculer les aires des surfaces de révolution engendrée par les courbes suivantes :

8.19 Cou;be d’équation y° = x, y€[0, 1], tournant autour de Oy.

8.20 Courbe d’équation x*+3? = 4, limitée par les points (1, \/3) et (2, 0), tournant
autour de Ox.

821 Courbe d’équation y* =4x, limitée par les points (0, 0) et (3, 2\/3), tournant
autour de Ox.

8.22 Astroide d’équations x =acos® ¢, y = g sin® i, tournant autour de Ox.
8.23 Lemniscate de Bernoulli, d’équation p2 =g cos 20, tournant autour de Ox.

8.24 Ellipse d’équation x?/a*+y%/b*> =1, a>b, tournant autour de Oy.

8.25 Ellipse d’équation x*/a®+y%/b? = 1, a> b, tournant autour de Ox.

.

8.26 Tractrice d’équations x = a[ln tg(#/2+n/4)—sin #], ¥ = a cos f, tournant autour
de Ox.
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CALCUL DES VOLUMES

Dans quelques rares cas, on peut définir et calculer les volumes de maniére
élémentaire. Par exemple, le volume d’un parallélépipéde rectangle est le produit
des trois cotés. Le volume d’un tétraédre ABCD est le tiers du produit de ’aire
de la base BCD par la hauteur issue de 4; c’est encore le sixiéme de la valeur
absolue du produit mixte Det(4B, AC, AD). Mais en général le calcul des volumes
utilise les techniques du calcul intégral. Le volume limité par une surface fermée est
I’intégrale triple sur ce domaine de la fonction constante et égale a 1 :

v~ [[[axavaz.

En fait, comme nous ’avons montré au chapitre 7, ce calcul se raméne a celui
de trois intégrales simples, ou & celui d’une intégrale double et d’une intégrale
simple. Parfois, on retombe sur. une intégrale double déja calculée, et il ne reste
plus alors qu’une intégrale simple.

9.1 Volume limité par une surface d’équation résolue en z. Soit d’abord C une
courbe fermée du plan xOy. On appelle cylindre de génératrices paralleles 4 Oz
ayant pour base C la surface engendrée par les paralléles 2 Oz rencontrant C.
Lorsque C est un cercle, on retrouve les cylindres de révolution.

Soit maintenant f une fonction a valeurs réelles positives définie sur la partie P
du plan xOy limitée par C. L’équation

z =f(x3 )

représente une surface. Cherchons le volume limité par cette surface, le cylindre
précédent et le plan xOy (Fig. 9.1).

z}
0 y
/r"'———N"'\
(")
C
X
Fi1G. 9.1
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La formule générale

V= dedydz

v

peut encore s’écrire

rr S(x,)
V= dxdyj dz,
P

0

v

soit

re

V=1| f(x y)dxdy.
P

v

Le calcul du volume V est ainsi ramené & celui d’une intégrale double. (On
rapprochera cette méthode du calcul des aires 4 I’aide d’une intégrale simple, dans
Ie cas ol y est fonction de x).

On pourra calculer cette intégrale double 3 1’aide de deux intégrales simples
successives, d’une intégrale curviligne ou d’un passage en coordonnées polaires
(voir chapitre 7).

EXeMPLES
1. Volume limité par la surface d’équation
z=x*+y*+1,

le plan xOy et le cylindre de génératrices paralléles & Oz ayant pour base le carré de
sommets (0, 0, 0), (1,0, 0), (1, 1, 0) et (0, 1, 0) (Fig. 9.2).

A
]
0o
1

Z

<Y

1

FiG. 9.2

Le volume est

V=szdxdy=Jf(x2+y2+1)dxdy.
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Procédons & deux intégrations successives :
1 x3 1 4
2+ y*+D)dx =| =+ xy2+x:| =y* +-
0 3 0 3

1 4) [f 4y:l 5
V= P4 -)d + ==,
fo (y 377153 "3 e 3

2. Volume limité par la surface précédente, le plan xOy et le cylindre de généra-
trices paralléles a Oz ayant pour base la courbe définie par

— la demi-parabole d’équation 2y = x*, x = 0;

— I'axe Oy;
— la droite d’équation x =1 (Fig. 9.3).

ZA

=
<Y

F1Gc. 9.3

Comme dans le cas précédent,

V= szdxdy = JJv(x2+y2+1)dxdy.

Intégrons d’abord par rapport & x :
vZy %3 VZy

J (x2+y2+1)dx=l:xy2+€-+x]
0 ]

..\/"y5/2 f 3/2+\/‘y1/2
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Intégrons maintenant par rapport 4 y :

1
V= \/EL <y5/2+§-y3/2+y1/2>dy
15 3

2 4 2,7 12 1
— 2 £ ,7/2 4 5/2 + = 3/2] o 2 2 <__ + = + __)
\f[7y Y A R El A rhs

_ 13
105

2~=1,73.

3. Volume limité par la surface d’équation
z=2xy?,
le plan xOy et le cylindre de génératrices paralléles & Oz ayant pour base le demi-
cercle de centre (0, 1, 0) de rayon 1 dans le premier quadrant (Fig. 9.4).

z\

Q
<Y

FiG. 9.4

Nous devons calculer 'intégrale

V=J‘ny2dxdy.

L’équation du cercle étant trés simple en coordonnées polaires, & savoir p = 2 sin ,
posons x=pcos0, y=psinf. Le domaine d’intégration est donc limité par

p=2sin 0, 0€l0, n/2]. D’ol

n/2 2s5in 6
V= f dOJ p* cos O sin® 0dp
1] 0

5 Mn/2
‘ = Z—J cos O sin” 6d0 = = [sin® 0]%% = g
5 Jo 5 5

http//biblio-scientifique blogspot.com/



Calcul des volumes 117

4. Volume limité dans le premier octant (x >0, y =0, z > 0) par une sphére de
centre O et de rayon R et un cylindre de révolution dpnt la base est le cercle de dia-
métre OA dans le plan xOy, ot A a pour coordonnées (0, R, 0) (Fig. 9.5).

ZA

Fi1G. 9.5

Appliquons encore la formule

V= szdxdy.

L’équation de la sphére de centre O et de rayon R est
x*4+y%+4+2%=R2
D’ou

V=||. /R*—x*—y*dxdy.

v

Passons en coordonnées polaires :

3

V=||/R*—p*pdpdb,

v/

le domaine d’intégration étant limité par le demi-cercle d’équation p = Rsin 6,
0<0<n/2:

{2 Rsin8
V=J dGJ JR*=p*pdp.

0 0

Comme

1
f\/Rz—pzpdp = ~§(R2-p2)3’2,
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nous voyons que

Rsin6 1 ) sin
JR*—p*pdp =~ 3 [(R*—p**I2]g *in®

0
1.3 3
=§R (1—cos”6).

Finalement,

1 /2
V= gst (1—cos® 9)do
o]

n/2
=1st (l_‘00330-!-3cose>d9=1R3(1t~g).
3 Jo 4 3\2 3

Calculons maintenant la différence entre le volume limité par la sphére dans le
premier octant et le volume précédent :

V=-l~fnR3—~1-R3<—TE——2-)=—2~R3,
83 3 2 3/ 9

résultat curieux, car il ne contient plus 7.

9.2 Volume limité par une surface et deux plans paralléles. Considérons le cas
d’un volume limité par une surface et deux plans paralléles & xOy de cotes a et b.
L’intégrale triple

[

peut encore s’écrire

b .
V’:J dz ‘dedy.

Or, pour toute valeur de z, I'intégrale double [[dx dy représente I'aire A(z)
limitée par la section de la surface par le plan horizontal de cote z. Ainsi,

b
V=j A(z)dz.

a

Le calcul du volume est donc ramené 2 celui d’une intégrale simple, 4 condition
de connaitre 4(z). En pratique, on pourra déterminer 4 (z) 4 I’aide des méthodes
exposées au chapitre précédent : intégrales simples, intégrales curvilignes, en
coordonnées cartésiennes ou en coordonnées polaires.

EXEMPLES

1. Volume d’un tronc de cylindre. Calculons le volume limité par un cylindre
de génératrices paralléles & Oz ayant pour base une courbe C et par deux plans
horizontaux de cotes a et b (Fig. 9.6).
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z)

<Y

- -
-
-

FiG. 9.6

L’aire limitée par une section horizontale quelconque est égale a I’aire B limitée
par la base. Ainsi,
b
V= J Bdz = (b—a)B = Bh,
a
ou & désigne la hauteur, c¢’est-a-dire la distance entre les deux plans.
Ce résultat s’applique en particulier au tronc de prisme : il suffit de prendre pour
C un polygone.

2. Volume de la pyramide. Soit OABCD une pyramide de sommet O, dont la
base ABCD est située dans un plan horizontal de cote 4 (Fig. 9.7).

<Y

FiG. 9.7
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Une section paralléle 4 la base, de cote z, est un polygone 4’ B’ C’ D’ homothé-
tique au polygone ABCD, s’en déduisant par ’homothétie de centre O et de rap-
port z/h. Si A(2) est I'aire de cette section, on a

A(z) [z\* . z*
—=-]  soit A(z)=B—,
B <h> @ =53

ol B est I'aire de la base ABCD. Par suite, le volume de la pyramide est

h h ZZ
V=J A(z)dz =f Bﬁdz

0 0

371h
=£|:Z_} g
K230 3

On retrouve le résultat bien classique énoncé en géométrie élémentaire.

3. Volume du tronc de céne. Soit plus généralement un tronc de cdne, c’est-a-
dire la surface engendrée par les droites issues de O rencontrant une courbe fermée
C dans le plan d’équation z = A, et limitée & ce. plan. (Lorsque C est un polygone,
on retrouve le cas de la pyramide. Lorsque C est un cercle centré sur Oz, on
retrouve le cas du cone de révolution.) En appelant B I’aire limitée par la courbe
C, on voit que le calcul précédent reste valable :

~Lpn.
3

9.3 Formule des trois niveaux. Un cas particulier trés fréquent est celui ol
I’aire A(z) limitée par la section de cote z est une fonction polynomiale de degré
inférieur a 3. Dans ces conditions,

V= ’—’-g—“- [A(a)+A,(b)+4A (512'-13)]

C’est la célebre formule des trois niveaux. On obtient le volume par la seule con-
naissance des aires aux deux niveaux extrémes et au niveau médian.
En effet, nous devons calculer

b
V= J (az®+ pz* +yz+6)dz.

a

Posons z = 1+ (a+b)/2, pour nous ramener & des bornes opposées ¢ = (b—a)/2 et
- ¢. Nous obtenons ainsi une intégrale de la forme

V= J (o, B+ B 2y, t4+6,)de.

Les termes en ¢° et ¢, admettant des primitives paires, apportent une contribution
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nulle & Pintégrale. Il reste donc

3 . 4es
V=2ﬁ193—+251c=2?c(/31c2+bl)+ 03'.

Or, 2(B,c*+4,) est la somme des valeurs de
B(t)=o, >+ B t>+y, t+8,

aux points ¢ = c et t = —¢, tandis que &, est sa valeur au point 7 = 0. Ainsi,
4
V= g [B(c)+B(—c)] + -593(0).

Comme ¢ = (b—a)/2, nous obtenons finalement

V=b

- 2 b

Ll A(@)+AD)] +2(b—a) A <f‘i—>
6 3 2
ce qu’il fallait prouver.

EXEMPLES.
1. Volume de la pyramide. Nous venons de voir que
A(z)= B z%[h*.

Ainsi, 4 est une fonction polynomiale de z de degré inférieur a 3 (et méme stricte-
ment inférieur 4 3), et la formule des trois niveaux s’applique :

V= -’3[,4(0)+A(h)+4,4 <ﬁ>] = E<B+4£> g
6 2/1 6 4) 3

2. Volume de la boule. Considérons une boule limitée par une sphére de centre
O et de rayon R. Dans ce cas, a= — R, b = R et, d’aprés le théoréme de Pythagore,

A(2) =n(R*~2%).
Dans ce cas encore, 4 est une fonction polynomiale de degré inférieur 4 3, et la
formule des trois niveaux s’applique. Comme
A(-R)=AR)=0,
il reste
V= (2R[6) 4nR* = 4nR>.
Rappelons & ce sujet le quatrain mnémotechnique :

« Le volume de la spheére

« Est égal, quoi que ’on puisse faire,
« A quatre tiers de pi r trois,

« Méme si la sphére est en bois. »
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122 Chapitre 9

3. Volume de Iellipsoide. Cherchons le volume limité par Dellipsoide d’équa-
tion
2 2
y
Sttt 5= 1.

2
a* b

GIN
18]

Nous pourrions utiliser la formule des trois niveaux, mais il est plus élégant de se
ramener au cas de la sphere, en effectuant le changement de variable

x X y_Y

aE ER

V=ijdxdydz =f‘—b3—c dedez,
R

et la derniére intégrale est égale au volume que nous venons de calculer, & savoir
4nR3. Ainsi,

z_Z
¢ R

Alors

_ abc 4

14
R® 3

nR3 = -gnabc.

9.4 Volume limité pai‘ une surface de révolution. Considérons un arc de courbe
AB dans le plan yOz (Fig. 9.8).

4

b B

a A

0 7
FiG. 9.8

Cet arc engendre en tournant autour de Oz une surface de révolution. Cherchons
le volume limité par cette surface et les plans de cotes a et b. Supposons que y soit
connu en fonction de z :

y=f@.
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L’aire limitée par la section de cote z est ny? = n[f(z)]>. Le volume cherché est
donc

b
V= nJ [f(2)]*dz.
a
En coordonnées cylindriques, on écrit ceci sous la forme

b
V= nJ prdz.

a

EXEMPLES

1. Volume de la boule. Signalons que cette méthode s’applique au cas de la
boule, puisqu’une sphére est une surface de révolution autour de chacun de ses
diametres.

2. Volume limité par la parabole d’équation y = 5z* en tournant autour de Oz
et les plans d’équations z =1 et z =12,
En appliquant la formule précédente, nous obtenons aussitot

2 2
V=7IJv yzdz:257rf z¥dz = 5n[2°]} = 5n(2°—1) ~ 487.
1 1

3. Volume limité par Parc de parabole d’équation y = 5z*, 1 < z < 2, en tournant
cette fois autour de Oy.
La formule donnant le volume doit &tre modifiée en conséquence :

20 20 27120 75
Ve=n| 22d =EJ d =’—‘[Y—] =" (400—25) = 2 x.
J; y 5J)s i 5L2 1s 10( ) 2

4. Volume engendré par la courbe d’équation y = ¢*, z <0, en tournant autour
de Oz (Fig. 9.9).

.
V=mn e2*dz = [e* 300:7—[.
j—oo 2[ ] 2

On remarquera que cette valeur est finie, bien que ’intervalle d’intégration ne
soit pas borné.

ZA
e .
o 4
FiG. 9.9
QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 5 5
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124 Chapitre 9

5. Volume engendré par une arche de cycloide en tournant autour de sa base.
Prenons I’axe Oz porté par la base. Alors

y=a(l—cost) z=a(t—sint).
Le volume engendré lorsque ¢ varie de 0 a 2w est

2ra 2n
V=7cJ‘ yzdz=nf a*(1—cos t)*> a(1—cos f)dt

0 0

2n t
= 8na3j sin® —dt.
0 2
Posons u = t/2. L’intégrale devient
T /2 )
V= 16na3f sin® udu = 32na3f sin® udu .
. (4] [4]

D’aprés la théorie des intégrales de Waliié,

D’ot enfin
V=>5n%a% =~ 50a®.

9.5 Cas d’une surface de révolution engendrée par une courbe fermée. Consi-
dérons enfin le cas d’une surface de révolution engendrée par une courbe fermée C
située dans le plan yOz, ne traversant pas Oz et tournant autour de cet axe
(Fig. 9.10). A

Tragons les tangentes extrémes en 4 et en B, et supposons qu’une parallele & Oy
de cote z comprise entre les cotes a et b de A et B rencontre la courbe en deux

z)

8 8

o
=
o<

<y

Fi1c. 9.10
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points M, et M, d’ordonnées y, et y,. Le volume cherché est évidemment la
différence des volumes engendrés par les surfaces 4’ AM, BB’ et A’ AM, BR', soit

b b b a
V=7rf y%dz—nf yfdz=7rj y%dz-i—nf yidz.

a a a b

On reconnait ’intégrale curviligne de la forme différentielle y*>dz le long de la
courbe C parcourue dans le sens direct. En effet,

— Y2

V=mn 2dz+n Ayfdz=nf y*dz.
AMaB BaroA c

En pratique, on exprime comme d’habitude y et z en fonction d’un méme para-
métre ¢ :

y=5 z=g(1),

ol ¢ varie entre ¢, et ¢, de telle sorte qu’on décrive la courbe C une fois et une seule
dans le sens direct. Ainsi,

V= nﬁz L7 ¢’ (dr.

ExempLE. Volume du tore. Considérons le tore engendré par le cercle de repré-
sentation paramétrique

y=R+rcost z=rsint
en tournant autour de Oz. Il convient ici de faire varier ¢ entre 0 et 27. Le volume

limité par cette surface est donc

2n
V= nj (R+r cos £)* r cos tdt
0

2 2n 2n
= nRZrJ cos tdt+2nRr2f cos? tdt+7cr3j cos® tdt.

0 0 0

La premiére intégrale est évidemment nulle. Pour calculer les deux autres intégrales,
écrivons que

2cos’t=1+cos2t et cos3t=(cds 3t+3 cos t)/4.

On voit alors que la troisiéme intégrale est nulle. Finalement,
2n
V = nerf (1+cos 2£)dt = (nr*) (2nR).
0

Or, r? est I'aire limitée par le cercle générateur, tandis que 27R est la longueur
du cercle décrit par son centre, qui est aussi son centre d’inertie. Ce résultat, trés
général, fait I’objet de I'un des deux théorémes de Guldin (voir chapitre 10).
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126 Exercices

EXERCICES
Calculer les volumes limités par les surfaces suivantes :

9.1 Le plan d’équation z=h et la surface engendrée par la chainette d’équation
z =g ch x/a en tournant autour de Oz.

9.2 La surface engendrée par la courbe y = e”sin x, x€[0, /2], en tournant autour
de Ox.

YA

Fic. 9.1

9.3 La surface engendrée par I’arc d’hyperbole d’équation xy = 4 limité par la droite
d’équation x+y = 5, en tournant autour de Ox.

9.4 La surface engendrée par ’arc de parabole d’équation \/32+\/§ = \/Z et la droite
d’équation x +y = g, en tournant autour de Ox.

9.5 Le plan d’équation z=7n?/4 et la surface engendrée par la courbe d’équation
z = (Arc sin x)? en tournant autour de Oz.

9.6 La courbe d’¢quation xz = (a+x) (b*—x?)'/2 en tournant autour de Oz.
9.7 La surface d’équation c®z* = y?(a®>—x?) et les plans d’équations y = —h, y = h.

9.8 La surface engendrée par la cissoide d’équation p = a(cos 6 —1/cos §) en tournant
autour de la droite d’équation x = —a.

9.9 La surface engendrée par la courbe d’équation p = (g/cos §)+b en tournant
autour de la droite d’équation x = a.

9.10 Le paraboloide elliptique d’équation x2/a*+y?/b® = z/p et les plans d’équations
z=0etz="h. '

9.11 L’ellipsoide d’équation x?/a®+y?/b*+2z%/c* =2 et le paraboloide d’équation
yib?:+2%)e? = xla =0,

9.12 Les cylindres de révolution d’équations x*+y? = a? et x? +2% = a%.

9.13 Lasphére d’équation x2 +y? +z> = a? et le cylindre d’éguation x? +y* = b%, b<a.
9.14 Le plan d’équation z = 0 et les surfaces d’équations z = x?+y?, x =y* et y = x%.

9.15 La surface d’équation z = a(x*—y*)/(x*+y?) (conoide de Pliicker), le cylindre
d’équation x?+y? = a2, les plans d’équations z=0, y=x et y = —x, x>0,

http://biblio-scientifique blogspot.com/



CHAPITRE 10

RECHERCHE DES CENTRES D’INERTIE

10.1 Préliminaires. Donnons une idée intuitive du centre d’inertie d’un corps
solide. Considérons par exemple une plaque plane que nous suspendons en un
point O;. Sous I’action de la pesanteur, elle occupe une position d’équilibre; soit
D, la verticale passant par O, (Fig. 10.1). Suspendons la méme plaque a un point
O, et tragons a I’équilibre la verticale correspondante D, du point O,. Si nous
répétons l’expérience en suspendant la plaque aux points 0;, O, ..., nous
constatons que les verticales D, D,, D3, D,, ..., se coupent toutes en un méme
point G, appelé centre d’inertie de la plaque.

1 . o

Fic. 10.1

Ce résultat s’interpréte mathématiquement. On démontre en mécanique que,
pour une position donnée de la plaque (suspension en O, par exemple), le systéme
des forces paralléles d’intensités m, g, m,g, ..., m,g appliquées aux points P,,
P, ..., P, du systéme matériel, de masses respectives m 1> Mg, ..., i, est équivalent

n
a une force unique d’intensité Y m;g= My, située sur une droite D appelée axe
i=1

central du systéme de forces. Cette droite passe par un point G, indépendant de Ia
direction des forces paralléles. C’est pour cela que les axes centraux D, D,, ..., Dy
correspondant & des directions différentes concourent en un méme point fixe. Ce
point fixe est le centre d’inertie de la plaque. Signalons les anciennes terminologies
de centre de gravité et de barycentre.

Cet ouvrage n’étant pas un cours de mécanique, nous ne pouvons nous étendre.
Nous examinerons d’abord le cas d’un systéme matériel (¢’est-a-dire d’un ensemble
fini de points matériels). Dans le cas continu, les sommes finies font place comme
d’habitude a des intégrales : intégrales curvilignes, intégrales doubles, intégrales
triples; nous verrons comment le calcul intégral permet la recherche de la position
du centre d’inertie d’une courbe, d’une surface plane, d’une surface de révolution
ou d’un volume.

10.2 Centre d’inertie d’un systéme matériel. Considérons des points P,
Py, ..., P, deI’espace, de masses respectives m,, m,, ..., m,. Il existe alors un point
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128 Chapitre 10
G et un seul tel que
Z miGPi = 0. (1)
i=1

Ce point est appelé centre d’inertie des points P; affectés des masses m;.
Pour tout élément 7 de I'intervalle [1, ], écrivons le vecteur GP; sous la forme

GPi = G0+0P,.

Alors .
Y mGP; = Y mGO + Y mOP; = MGO + ) mOP,,
=1 i=1 i=1 i=1

ol M= Y. m;. La relation (1) équivaut donc 2 la suivante :

i=1

1 &
0G = — m;OP;,
M i=z1

ce qui entraine I’existence et ’unicité du point G cherché.

10.3 Propriétés du centre d’inertie d’un systéme matériel. Le centre d’inertie
de n points ne dépend pas de I’ordre dans lequel on prend ces points. Cela résulte
aussitot de la commutativité de ’addition.

Soit maintenant k un entier compris strictement entre 1 et n; soit une partition
de I'intervalle [1, n] en k parties I;. Notons G; le centre d’inertie des points P;,
ol i appartient & I;. Alors le centre d’inertie des n points P; est encore le centre
d’inertie des k points G; affectés des masses

M;= 3% m.
iel;

(Autrement dit, pour-chercher le centre d’inertie d’un systéme matériel, on peut
partager ce systéme en sous-systémes, chercher les centres d’inertie de chaque sous-
systéme, leur attribuer la somme des masses des points du sous-systéme considéré,
et enfin chercher le centre d’inertie de ce nouveau systéme matériel. C’est ce qu’on
appelle associer les points par paquets.)

Posons en effet

Puisque M; = Z m;, nous voyons que
iely :

k n

M=% T meEme

i=1iel; i=1
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Par définition de G,
MJOGJ' = Z miOPi,

ielj

k k n
Z MJOGJ = Z z miOPi = 2 miOPi,
j=1 i=1

i=1iel;

1l s’ensuit que

n
O0G’ = L Y m;OP; = OG,
i=1
et donc que G = @, ce qu’il fallait prouver.

Remarquons enfin que le centre d’inertie d’un systéme matériel ne dépend pas
de I'unité choisie pour les masses; il ne dépend que des rapports des masses entre
elles. En particulier, si tous les points ont la méme masse, il est inutile de préciser
la valeur commune de ces masses. En pratique, si I’on ne précise pas les masses des
divers points, on sous-entend toujours que ces masses sont égales.

ExeMPLES

1. Le centre d’inertie de deux point 4 et B est le milieu du segment [4, B].

2. Le centre d’inertie G de trois points 4, B et C est encore le centre d’inertie
de 4 affecté de la masse 1 et du milieu 4’ de [B, C] affecté de la masse 2.

Le point G appartient donc au segment [4, 4'], et de méme aux segments
[B, B'] et [C, C"], ol B’ et C' désignent respectivement les milieux des segments
[C, Al et [A, B].

Autrement dit, les trois médianes d’un triangle sont concourantes en un point G
situé aux deux tiers de chacune d’elles & partir du sommet (Fig. 10.2).

A

Fic. 10.2

3. De méme, le centre d’inertie G de quatre points 4, B, C et D est le centre
d’inertie du point A4 affecté de la masse 1 et du centre d’inertie 4’ des trois pomts
B, Cet D affecté de Ja masse 3.
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130 Chapitre 10

Autrement dit, les quatre médianes d’un tétragdre sont concourantes en un point
G situé aux trois quarts de chacune d’elles & partir du sommet.

Le point G est encore le centre d’inertie des milieux 7 et J des segments {4, B]
et [C, D] affectés tous deux de la masse 2, c’est-a-dire le milieu du segment [I, J].

Autrement dit, les trois segments ayant pour extrémités les milieux des trois
couples d’arétes opposées d’un tétraddre ont méme milieu, i savoir le centre
d’inertie des quatre points 4, B, C et D (Fig. 10.3).

A

Fic. 10.3

10.4 Coordonnées du centre d’inertie d’un systéme matériel. Notons x;, y; et z;
les coordonnées du point P;. Les coordonnées x¢, y¢ et z; du centre d’inertie
des points P, P,, ..., P, de masses m, et m,, ..., m, se déduisent aussitdt de la
relation (2) :

n n n

Z m;x; Z my; o Z m;z;
Xg = =3 Yo = =1 26 = T ,

Y m > m Y m

i=1 i=1 i=1

Bien entendu, si les points considérés sont dans un méme plan, on se contentera
de deux axes de coordonnées, et on ne calculera que xg et y¢. Signalons qu’il y a
alors parfois intérét a calculer d’abord Paffixe zg = xg+iye du point G, et &
séparer ensuite la partie réelle et la partie imaginaire.

10.5 Centre d’inertie d’un arc de courbe. Considérons dans le plan un fil dont
la densité linéique au point P est z(P). Décomposons I’arc en arcs élémentaires de
longueur trés petite As; assimilons chacun de ces arcs élémentaires 4 un point P de
masse u(P) As. Nous sommes ainsi ramenés 3 un systéme matériel. En passant 4 la

limite lorsque le nombre d’arcs élémentaires augmente indéfiniment, nous devons
remplacer les sommes finies par des intégrales curvilignes, ce qui conduit A définir
le centre d’inertie de I’arc donné de la maniére suivante : c’est le point G ayant
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pour coordonnées

1 1
Xg = — | uxds = — | uyds,
‘G MJ“ Ve MJ#

oll M désigne la masse totale, c’est-a-dire
M = Jy ds.

Nous devons donc calculer trois intégrales curvilignes, suivant les techniques du
chapitre 6.

Lorsque la densité linéique u est constante (c’est-a-dire lorsque 1’arc est homo-
géne), elle s’élimine des calculs. On peut donc la supposer égale a 1. La masse
totale M est alors égale 4 la longueur / de ’arc, et les formules précédentes se

réduisent a
j yds.

1. Centre d’inertie d’un demi-cercle. Considérons un fil de fer homogene ayant
la forme d’un demi-cercle (Fig. 10.4). Son centre d’inertie est dans le vide; par
raison de symétrie, il se situe sur I’axe Oy de la figure; autrement dit, x4 = 0.

xG=%jxds Yo =

NIP—‘

EXEMPLES

Fic. 10.4

Prenons pour représentation paramétrique du demi-cercle
x=Rcost y=Rsint,
ol ¢ varie de 0 & . Alors
I=nR
et

yG=Lf Rsintht=£f sin tdt = —5-[cost]g=-2—13.
R Jo T Jo T T
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132 Chapitre 10
2. Centre d’inertie d’un arc de chainette. Considérons I’arc de la chainette
d’équation
y = ach (x/a),

ol x parcourt I'intervalle [0, a]. Nous savons que ds = ch (x/a) dx et que

1=J ch¥dx =ashi.
1] a

Une intégration par parties conduit 3

a
Xg = ——(h1+1-ch1).
G shl( )

Enfin,
Ve =£J ch? % dx =—£—-<Sh—2+-1->.
lJo a sh1\ 4 2

3. Centre d’inertie d’une arche de cycloide. Considérons I’arche de cycloide de
représentation paramétrique

x=a(t—sint) y=a(l—cost),
ou ¢ varie entre 0 et 27.

Par raison de symétrie, le point G appartient 4 la médiatrice du segment joignant
les extrémités de I’arche. Ainsi;- -

Xg=7a.
D’autre part, nous savons que ds = 2a sin (¢/2) d et que /= 84. D’ol
2

1 (% t a
= a(l—cost)2asin—-dt = -
Yo SaL ( ) 2 2f

™ t
sin3 - dz.
0 .

Posons u = t/2; alors

Yo = af sin® udu = af _Wdu

0 0 4
a[cosSu :l" 4a
= — —3cosu} = —.
4l 3 o
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4. Centre d’inertie d’une demi-cardioide. Considérons la demi-cardioide
d’équation
p=a(l+cos ),
ou 0 varie entre 0 et 7 (Fig. 10.5).

Fic. 10.5

——

-

Fic. 10.6
0 .
Rappelons que ds = 2a-cos E df; par suite,
T8
l=2a)| cos—df =4a.
o 2
Dot
al" 0
Xxg = = | (1+cos6)cos 6 cos—do
2Jo 2
fn
=2 (cosé-q+3cos3—g+4cosg)d0==fﬁ.
2Je 2 2 2 5
De méme,
Vo = = (1+cos())sin0cos-qd9=2af cos"'fo-sin—e—df)
2Jo 2 0 2 2

4a l: 5 6:]" 4a
= ——|cos’ | = —.
5 2 5
5. Centre d’inertie d’une cardioide. Introduisons la demi-cardioide symétrique
de la précédente (Fig. 10.6).
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Le centre d’inertie G' de cette nouvelle demi-cardioide est le symétrique dufpre-
-cédent par rapport & Ox; donc

Xgr = Xg Y= —Yg-

Or, il est immédiat que le théoréme d’associativité par paquets est encore valable
pour les arcs de courbes. Comme les deux arcs ont la méme longueur, le centre
d’inertie G” de la cardioide entiére est le milieu du segment [G, G']. Ainsi,

xG"=xGl'=4a/5 yG=0'

10.6 Premier théoréme de Guldin. Voici un théoréme liant les centres d’lnertle
des arcs de courbes et les aires des surfaces de révolution :

L’aire de la surface de révolution engendréé par un arc géométrigue en tournant
autour d’une droite de son plan ne le traversant pas (Fig. 10.7) est égale au produit
de la longueur de cet arc et de celle du cercle décrit par son centre d’inertie G (la
densité linéique étant égale a 1) :

A = 27zyGl.
Z)
4
'I
’l
/
(4
/
/ G
[
'
i
1
[}
]
o -
0 7
Fig. 10.7

En effet, nous savons que I’aire 4 est donnée par la formule

A= ZnJyds.

D’autre part,

1
Ye =_l fyds.
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Le théoréme en découle aussitot.
Ce théoréme sert & deux fins :

— déterminer les aires des surfaces de révolution;
— déterminer les centres d’inertie des courbes.

EXEMPLES

1. Aire du tore. Nous pouvons retrouver rapidement 1’aire du tore, déja cal-
culée au chapitre 8. En effet, le centre d’inertie du cercle générateur n’est autre que
le centre de celui-ci. Ainsi,

ye=R l=2nr
et
A =QnR) 2nr)=4zn*Rr.

2. Centre d’inertie d’un demi-cercle. Cette fois, nous connaissons Paire de la
surface de révolution engendrée : c’est tout simplement l'aire de la sphére, a
savoir 4z R%. Comme [ = nR, il vient

2nye =4nR*nR,  soit  yg=2R/m.

3. Arche de cycloide. Nous avons calculé au chapitre 8 P’aire de la surface de
révolution engendrée par une arche de cycloide en tournant autour de sa base :

A =64na*[3.
Nous venons de calculer I’ordonnée du centre d’inertie :
Yo =4a3.
Nous pouvons contrdler ces résultats grace au premier théoréme de Guldin :
[27(4a/3)](8a) = 647a?/3.
10.7 Centre d’inertie d’une surface plane. Soit maintenant une surface plane
limitée par une courbe fermée C, la densité surfacique étant u. Décomposons la

surface en rectangles élémentaires, pour nous ramener d’une manicre approchée
au cas d’un systdme matériel. Un passage & la limite conduit & poser

1 1
Xg = — xdxd = dxdy,
G MJ‘J# 34 Y6 MJI#J’ Y

ol M est la masse totale de la plaque :

M = JJudxdy.

Comme dans les cas des systémes matériels et des arcs de courbe, ces formules se
simplifient lorsque u est constante :

1 1
Xg =— || xdxd == dxdy,
Y Y e

ot A est ’aire de la surface limitée par C.
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Lorsque la surface est limitée par le graphe d’une fonction f, I’axe Ox ef les
droites d’équations x = a et x = b, on peut remplacer les intégrales doubles par des
intégrales simples. En effet,

Jvfxdxdy:J‘bxf(x)dx ffydxdyz%fb[f(x)]zdx

A= fbf(x)dx.

et

EXEMPLES

1. Centre d’inertie de la surface limitée par Parc de parabole d’égquation y = 2 \/3—c,
l'axe Ox et la droite d’équation x = h (Fig. 10.8).

Les formules générales deviennent ici

YA h 4
" A=f 2 [xdx = = p**
0 3
1" 14 3
Xe==| 2 /xxdx ==K?=2p
% ¢ AL & A5 5
A
Y, h 2
0 3 > 24 )0 A 4
Fic. 10.8

Si nous posons k = f(k) = 2./h, alors
Ye = tk.

2. Centre d’inertie d’un demi-disque. . Soit un demi-disque limité par Ox et par
le demi-cercle d’équation y = ./R?—x? (Fig. 10.9).

vA

xY

Fi1G. 109
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Par raison de symétrie, x; = 0. D’autre part, 4 = 1nR?; d’ou

1, 1 ( 3 2R3> 4R
- R2—x%)dx = — [2R? - 52— ) = ==,
Yo 2AjLR( ) 24 3 3n

3. Centre d’inertie de la surface limitée par une arche de cycloide. Rappelons que
I’aire comprise entre une arche de cycloide et Ox. est 4 =3na?. 1l est clair que
X = ma, par raison de symétrie. Enfin,

1 2rna 2z

2 _ a3 27 3 _
Vg = — yidx = 7i (1—cost)’dt =
0

- 4a
24)0

. t
sin® = dt.
3nJo

Posons u = t/2; alors

2n t kg 72
J sinﬁgdt = ZJ sin® udu = 4'J sin® udu.

0 0 0

D’aprés la théorie des intégrales de Wallis,

J“/Z 6 5x3x1ln 5=
sin® udu = = —
0 6x4x%x22 32
Ainsi,

Ye=>5a/24.

4. Centre d’inertie de la surface limitée par une cardioide. Par raison de symé-
trie, y¢ = 0. Rappelons que 4 = 37na?/2. Enfin,

1 1
Xg = — | xdxdy = — cos Bpdpd8
G AJJ ¥y AJ‘J‘P pap

1 T a(1l+cos 8) 5 a3 1 3
= = cos 8d6 dp = — 1+4cos 6)° cos 8d6.
7 I R T

0

k3

Or, J (1+cos 6)* cos §df = SJ cos® §<2 cos? g— - 1) dé

n/2
= SZJ cos® ¢(2 cos? t—1)dt
0

= 325X3X11‘<22_1)=1§_”..
6x4x22\ 8
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10.8 Second théoréme de Guldin. Le second théoréme de Guldin établit ut[lien
cette fois entre les centres d’inertie des surfaces planes et les volumes limités par les
surfaces de révolution. _ J

Le volume du solide engendré par une plaque plane en tournant autour d’une droite
de son plan ne la traversant pas (Fig. 10.10) est égal au produit de I'aire de la plaque
et de la longueur du cercle décrit par son centre d’inertie G (la densité surfacique étant -
égale a 1) : ' ' '

V = 27EyGA .
ZA
- - b
, ~° ‘\“
Py ]
’ 1
’ Il
4 4
/ . G
:
i {
‘\‘ i z M, M,
\ 1
NN J o
g
0 Y, Y, ¥
Frc. 10.10

Supposons qu’une paraliéle & Oy rencontre la courbe limitant la plaque en deux
points M, et M, d’ordonnées y, et y,; alors

== dydz = — -y dz,
Ye ﬂy y ) L(yZ )’1) .

tandis que
b
V= nf (vi—yDdz.

Le théoréme en découle aussitot.

Ce théoréme sert 4 deux fins :
—— déterminer les volumes limités par les surfaces de révolution;
- — déterminer les centres d’inertie des plaques planes.

" EXEMPLES

1. Volume du tore. Nous pouvons retrouver rapidement le volume limité parle
tore, déja calculé au chapitre 9. En effet, le centre d’inertie du disque générateur du
volume n’est autre que le centre de ce disque. Ainsi,

Ye=R A=nr*
et
V=2=nR) (nr¥) =2n?Rr?.
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2. Centre d’inertie d’un demi-disque. Ici, nous connaissons le volume limité
par la surface de révolution : c¢’est le volume limité par la sphére, & savoir $nR3.
Comme A = {nR?, il vient
_4R

4 2
27y = — wR3 soit =,
Ve 3 Ye I

3
nR2

3. Arche de la cycloide. Nous avons calculé au chapitre 9 le volume limité par
la surface de révolution engendrée par une arche de cycloide en tournant autour de
sa base :

V=57n%d°.

‘Nous venons de calculer I'ordonnée du centre d’inertie de la surface limitée par
Parche et la base : '

Y =15a/6.
Nous pouvons contrc}ler ces résultats grice au second théoréme de Guldin :
(27 5a/6) (3na?) =5n%a>.

10.9 Centre d’inertie d’une surface de révolution. Prenons une courbe C dans
le plan zOy, tournant autour de Oz. Le centre d’inertie de la surface de révolution
ainsi obtenue est évidemment situé sur I’axe de révolution Oz. Décomposons la
surface en surfaces élémentaires, en la coupant par des plans horizontaux.
Appliquons le théoréme d’associativité par paquets, et remplagons la partie com-
prise entre les plans de cotes z et z+Az par son centre d’inertie affecté de la masse
élémentaire 27yAs (en supposant que la densité surfacique est constante et égale
4 1). Passons i la limite; les sommes finies deviennent des intégrales curvilignes :

Zg = lf 2nyzds ol A =f 2zyds.
Alc c

ExempLE. Centre d’inertie d’une demi-sphére. Soit la demi-sphére homogéne
d’équation
x2 42422 =R?, z>0,
Nous pouvons la considérer comme la surface de révolution engendrée par le quart
de cercle d’équation
y:+z*=R?
situé dans le premier quadrant du plan zOy. Posons
y=Rcost z=Rsint.

Alorsds=Rdr et

/2
ZG:iJ 2nRcostRsintRd:, ou A =2mR%.
0
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/2
Ainsi, zg = Rj

cos tsin tdt = -1-2‘1 [sin® £]%/? = RJ2.
[¢]

10.10 Centre d’inertie d’un volume. Les mémes considérations que dans les
cas des courbes et des surfaces conduisent & poser

1 1 1
Xg = — xdxdydz = dxdydz z5 =~ zdxdydz,
G MJ:U# yaz yg MJ:[[ ny Yy G \M fjfﬂ y
ou M =Jjjudxdydz.

Dans le cas d’une densité volumique constante, il reste

1 1 1
Xg = — xdxdydz = dxdydz zg; = — zdxdydz.
¢ Vm yes v Vm Y o VM g

Si, de plus, le volume est limité par une surface de révolution autour de Oz, le
centre d’inertie est situé sur Oz, et sa cote est donnée par D’intégrale curviligne

n
Zg = ;Jyzzdz.

EXeMPLE. Centre d’inertie du volume limité par un demi-ellipsoide de révolution.
Considérons le quart d’ellipse dans le premier quadrant du plan zOy d’équation

2 2
A ¥
a“ b

Nous savons que le volume limité par le demi-ellipsoide engendré par cette
courbe est

Posons y =acos t et z= b sin ¢; alors

1 /2
Zg =-I7J na® cos® t bsin t b cos tdt
0

nf2
= i;—’f cos® tsin tdt = -——%b [cos* t15/* = 3b/8.
0

Ce résultat s’applique bien entendu au cas de la demi-boule : il suffit de prendre
a=b=R,
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EXERCICES

Ensembles finis

10.1

10.2

10.3

104

10.5

10.6

10.7

Soient 4, B et C trois points d’un p‘ian. On désigne par G, le centre d’inertie de
ces points affectés des coefficients oy, fiy, ¥y, par G, le centre d’inertie de ces mémes
points affectés des coefficients o, §,, ¥, et par G le centre d’inertie de ces points
affectés des coefficients oy +a,, f;+f8,, ¥ +72. Montrer que les points Gy, G,
et G sont alignés.

Soient A, A,, ..., A, des points d’un espace vectoriel E sur R et oy, a5, ..., a,

des nombres réels dont la somme est nulle. Soit (, J) une partition de P’intervalle

[1, n] de N. On suppose que Zocﬁéo. Soient G; le centre d’inertie des points
iel

(A});c; affectés des coefficients («,); . et Gy le centre d’inertie des points (A4)); s

affectés des coefficients (a;); . ;. Montrer que, si le vecteur GG} n’est pas nul, sa

direction ne dépend pas du choix du couple (Z, J).

Soient A4, B et C trois points d’un plan, o et § deux nombres réels non opposés.
On désigne par A’ le centre d’inertie de B et C affectés des coefficients « et 8, par
B’ le centre d’inertie de C et A et par C’ le centre d’inertie de A et B affectés des
mémes coefficients. Montrer que les centres d’inertie G et G’ des points 4, B, C

et A’, B’, C’ sont confondus.

Soient 4, B et C trois points non alignés d’un plan. Soient C’ le centre d’inertie des
points 4 et B affectés des coefficients « et §, A’ celui des points B et C affectés
des coefficients * et y/, et B celui des points C et 4 affectés des coefficients y” et a”.
Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que les points 4’, B’ et C’
soient alignés est que aff’y" = —a”fy’.

Soient 4, B et C trois points d’un plan et k un vecteur du plan vectoriel associé.
Déterminer les ensembles des points M du plan tels que’

a) 2MA+3MB—-MC=k;
by 2MA+3MB-5MC=k.

Soient 4 et B deux points d’un plan euclidien et o un nombre réel. Déterminer
I’ensemble des points M du plan tels que

2| MA|*~3(|MB|? = o

On consideére 1a cardioide d’équation p = a(1+cos 6).

a) Montrer que, pour tout nombre réel m, il existe trois tangentes a la cardioide
de pente m;

b) Montrer que le centre d’inertie des trois points de contact ne dépend pas
de m.

Courbes

Déterminer les centres d’inertie des courbes homogénes suivantes :

10.8
109.
10.10

x=acos’t y=asin®t tel0, n/2].
Arc de cercle.

Trouver les courbes tangentes en O & Ox telles que, pour tout point M, le centre
d’inertie de 1’arc OM se projette sur Ox suivant I’intersection de Ox avec la
tangente en M,
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Exercices

- Surfaces planes

Déterminer les centres d’inertie des surfaces homogénes limitées par les courbes
suivantes :

1011 y=x% y=0etx=2.
1012 y*=4x et x*=4y.

10.13
10.14
10.15
10.16
10.17
10.18
10.19
10.20
10.21

10.22

YA

o)
¥

Fia. 1.1

x=acos’t, y=asin®r (te[0, t/2) et x=0, y=0.
Un quart de cercle et deux rayons.

Un quart d’ellipse et les axes.

Un cercle et une corde (segment de cercle).

Une ellipse, le cercle principal et le grand axe.

La boucle de la strophoide droite.

Une boucle de lemniscate de Bernoulli.

Une spirale logarithmique et deux rayons vecteurs.

Un disque de rayon R et un disque de rayon R/2, la distance des centres étant
inférieure-a R/2: e S s s e

Soit k£ un nombre réel strictement positif et différent de 1. Déterminer les courbes
telles que :

X~ kxM,
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o1 x4 est I’abscisse du point M et x celle du centre d’inertie de la surface limitée
par les axes de coordonnées, la courbe et la paralléle & Oy issue de M.
Examiner les cas particuliers k& = 2/3, k= 3/5 et k= 3/4.

Surfaces de révolution
Déterminer les centres d’inertie des surfaces de révolution suivantes :
10.23 Tronc de cone de révolution (limité & 1’aire latérale).
10.24 Paraboloide de révolution limité au paralléle de rayon égal au paramétre.

10.25 Zone sphérique.

Volumes

Déterminer les centres d’inertie des volumes homogenes limités par :
1026 x=0,y>0,2z20, x+2y+3z<6.
10.27 Un tronc de cone de révolution.

10.28 La surface engendrée pé.r I’arc de parabole x = —z*+4 dans le premier quadrant
tournant autour de Oz.

10.29 Le huitiéme d’un ellipsoide dans le premier octant.
10.30 La partie d’un tore au-dessus du plan xOy et ce plan.

10.31 Un tronc de cone de révolution et une demi-sphére extérieure au cone ayant pour
grand cercle le cercle de base du cone.

A

~

0

Fic. 3.3

Déterminer les centres d’inertie des volumes suivants :

10.32 Demi-boule limitée par un cercle centré en O dans le plan xOy, la densité
étant oz/R.

10.33 Boule centrée en O, la densité étant e~ /",
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CHAPITRE 11
CALCUL DES MOMENTS D’INERTIE /

11.1 Moment d’inertie d’un systéme matériel. La notion de moment d’inertie
d’une courbe, d’une surface ou d’un volume intervient constamment en mécanique,
en résistance des matériaux et dans I’étude des moteurs. Par exemple, on en a
besoin dans 1’étude des corps tournants (arbres, volants, induits de dynamo, c¢adres
des appareils de mesure électrique), dans le calcul de I’énergie cinétique, dans
I’étude de la flexion et de la torsion des corps, etc.

Considérons d’abord un point P de masse m tournant autour d’un axe 4 avec
la vitesse angulaire w. L’énergie cinétique de P est

W=4imv®=1w?*mr?.
Soit maintenant un systtme matériel counstitué de »n points P,, P,, ..., P, de

masses respectives m;, m,, ..., m, en rotation autour de 4. L’énergie cinétique est
cette fois )

miviz

M=

N

W =
i

I

1

n
L’expression Z m;r? s’appelle moment d’inertie du systéme matériel par rapport
i=1

4 Paxe 4 et se note I,. L’énergie cinétique peut ainsi s’écrire

W= }w?l,

formule fondamentale des corps tournants, qui s’applique aussi bien & un induit
de dynamo, au cadre mobile d’un appareil de mesure électrique ou ... & un obus
qui tourne autour de son axe.

Le moment d’inertie I, par rapport & un axe 4 d’un systéme de r points matériels
P, Py, ..., P, de masses m,, m,, ..., m, situés aux distances ry, r,, ..., r, de cet
axe est donc la somme des produits obtenus en multipliant chaque masse par le
carré de la distance a I’axe :

On définit de méme le moment d’inertie par rapport & un point ou par rapport &
un plan, en prenant pour r; la distance du point P; au point donné, ou au plan
donné, )

11.2 Moment d’inertie d’un solide. Dans le cas d’un solide continu, on remplace

comme d’habitude les spmmes finies par des intégrales : intégrales curvilignes,
intégrales doubles, intégrales triples..
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Ainsi, le moment d’inertie d’une courbe par rapport & un point, une droite ou
un plan est I'intégrale curviligne

I = J#(P) r*(P)ds,

ou u est la densité linéique et r la distance du point P au point, a la droite ou au
plan donné.

De méme, le moment d’inertie d’une surface plane par rapport & un point ou
une droite de son plan est 'intégrale double

I= H#(P) r?(P)dxdy,

ol u est la densité surfacique et r la distance du point P au point ou & la droite. En
coordonnées polaires, on remplacera naturellement dxdy par pdpd6.

Enfin, le moment d’inertie d’un solide par rapport & un point, une droite ou un
plan est I'intégrale triple

I= ijy(P) r2(P)dxdydz,

oll u est la densité volumique et r la distance du point P au point, a la droite ou au
plan.

11 est d’usage de faire apparaitre la masse M en facteur. Les moments d’inertie se
présentent alors sous la forme du produit de M par le carré d’une longueur. Dans
le cas du moment d’inertie par rapport & un axe, cette longueur s’appelle rayon de
giration du solide.

Dans les exercices, sauf spécification du contraire, le solide est supposé homo-
géne et de densité (linéique, surfacique ou volumique) égale & 1. La masse totale M
est alors égale tout simplement & la longueur, & I’aire ou au volume du solide.

11.3 Liens entre moments d’inertic. Le moment d’inertie d’un systéme matériel
plan ou d’une surface plane par rapport & un point est égal d la somme des moments
d’inertie par rapport d deux axes perpendiculaires passant par ce point :

Io=1Ip,+1o,.

Soient en effet Ox et Oy deux axes perpendiculaires issus du point O. Alors
r*=|OP|? = x*+?,

ol x et y sont les coordonnées de P.
Dans le cas d’un systéme matériel,

n

n n n
Io= Y mpt =Y mx}+y}) = 21 mix? + Y myt = Ige+Io,.
i1 i= =1

i i=1
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Dans le cas d’une surface plane,

Ip = j f u(P) *(P)dxdy = ﬂ u(P) (£ +y?) dxdy

= J‘j,u(P)vxz dxdy +J‘J‘u(P) yrdxdy = Tot+1o,.

Considérons maintenant le cas d’un systéme matériel ou d’un solide dans
Pespace.

Le moment d’inertie par rapport a une droite est la somme des moments d’inertie
par rapport @ deux plans perpendiculaires passant par cette droite :
IOz = IyOz+Isz'
La démonstration est calquée sur la précédente. On utilise le fait que Ie carré de
la distance & Oz est encore égal & x%+y2.

Le moment d’inertie par rapport 4 un point est égal 4 la somme des moments
d’inertie par rapport & trois plans perpendiculaires passant par ce point :

IO = IyOz+IZOx+IxOy'
On utilise cette fois la relation

P2 =x24p? 42,

11.4 Théoréme de Huygens. Le moment d’inertie par rapport d un axe A est
égal d la somme du moment d’inertie par rapport d la paralléle A™ a A issue du centre
d’inertie G et Md?, ot d est la distance de 4 6 A" :

IA=IAI+Md2.

Ainsi, laxe 4 ayant une direction donnée, le moment d’inertie est minimal quand
A passe par le centre d’inertie.

<Y

/

Fic. 11.1
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Prenons G pour origine des coordonnées; prenons Oz porté par 4’ et Ox
rencontrant 4 (Fig. 11.1).
Alors

r? = (x—d)?+y*=x*+y?+d*—2dx.
Dans le cas d’un systéme matériel,

n n
mirt = Y, m(xF+yH+d® Y m—2d Y mix;.
=1 i=1 i=1

N

il
-

13

Or, par définition du centre d’inertie,

s

it
-

mixi == O.
13

n
La formule annoncée en découle, puisque Z m; =M.
i=1

Dans le cas d’un solide,

J:UMP) rrdxdydz = JJJu(P)(x2+y2) dxdy dz+d2J‘JJ,u(P)dxdydz—
—-ZdJ‘J]u(P) xdxdydz.

La derniére intégrale est nulle, et ’avant-derniére est égale A la masse totale M.
On démontre de méme le résultat suivant :

Le moment d’inertie par rapport & un plan I est égal & la somme du moment
d’inertie par rapport au plan I1' paralléle & I issu du centre d’inertie G et de Md?,
ot d est la distance de IT a I’ :

IH=IH'+Md2.

11.5 Moments d’inertie de courbes.

1. Moment d’inertie d’un segment par rapport ¢ son milieu. Soit [4, B] un
segment de longueur 2aet de milieu O. Prenons un axe de coordonnées porté par
AB. Alors

a
I, =J x?dx = %a3.
~a 3
Or, M = 2a. Par suite,

2
Io=Ma .

2. Moment d’inertie d’un segment par rapport a un axe perpendiculaire passant
par une de ses extrémités. C’est encore le moment d’inertie par rapport & cette
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extrémité. D’aprés le théoréme de Huygens,
IA - IO+M02 = %Maz.

3. Moment d’inertie d'un cercle par rapport d son centre. Soit un cercle de
centre O et de rayon R. Alors ds= R df et

2n
I, =f R*Rdf = 27R3,
4]
soit encore, puisque M = 2nR,
I,=MR?.
4. Moment d’inertie d’un cercle par rapport & un diamétre.” Nous savons que
Ip = I, +1p,. Or, par raison de symétrie, I, = Ip,. Ainsi,
Ioe=1Io=}MR?.
5. Moment d’inertie d’un demi-cercle par rapport au diamétre qui le limite. 1l est
clair que le moment d’inertie du demi-cercle est la moitié de celui du cercle entier.

Mais la masse M est aussi la moitié de la précédente, si bien que I, est encore
donné par la formule

Iy, =1 MR?,
(Cette fois, M = nR et non 27R.)

11.6 Moments d’inertie des surfaces planes.

1. Moment d’inertie d’un rectangle par rapport a son centre. Prenons pour axes
de coordonnées les paralléles aux cotés issues du centre du rectangle (Fig. 11.2).

Fie. 11.2
Le moment d’inertie par rapport 4 Ox est

b , 3
I, =J 2ay*dy =ﬂ.
b 3
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De méme,
Ip, = 4ba’/3,

et Ip=Ip,+1p, = (4ab[3) (a* +b*) = M(a’+b%)/3.

2. Moment d’inertie d’un disque par rapport a son centre.

d’inertie en coordonnées polaires :

2r R R4
IO=JJp2pdpd9.=J dBJ pidp = 2n—,
0 0 4

soit, puisque M = nR?,
Ip= MR?[2.

149

Calculons ce moment

Le moment d’inertie d’un disque est donc la moitié de celui qu’on obtiendrait

si toute la masse était concentrée sur le bord de ce disque.

3. Moment d’inertie d’un disque par rapport & un diamétre.

Comme dans le cas

du cercle, le moment d’inertie par rapport & un diamétre est la moitié du moment

d’inertie par rapport au centre :
Iy, = MR*/4.

4. Moment d’inertie de la surface d’une ellipse par rapport a son centre.

Iellipse d’équation

N

Y 1.

x2+
a® b

I, = nyzdxdy.

|

1 &

Alors

Soit

Effectuons le changement de variable x/a = X/R, y/b = Y/R; alors

3 .
Ip, = %U Y2dxdy.

Mais la derniére intégrale est le moment d’inertie par rapport & Ox du disque de

centre O et de rayon R. Ainsi,

IOx=@;n1L4— Cﬁ?——Méi
R 4 4 4
De méme,
Ip,= M a?[4
et enfin

IO = .M(a2+b2)/4.
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5. Moment d’inertie de la surface d’un triangle par rapport a un cété. Prenons
I’axe Ox porté par BC et I’axe Oy porté par la hauteur issue de 4 (Fig. 11.3).

Fic. 11.3

Soient /& I'ordonnée de 4 et a la longueur du coté BC. Alors

be = nyzdxdy = nyzdy.

Or,
' xja= (h—y)/h.
Ainsi,
Iox = f’x a2 y2ay = jh ay®dy —-Jhg y>dy
o h 0 oh
_ gl e _ P
3 h4 12
Puisque M = ah/2,
I, = MK?/6.

6. Moment d’inertie d’un segment de parabole par rapport & la tangente au
sommet. Soit la surface limitée par la parabole d’équation y* = 2px et par la
droite d’équation x = & (Fig. 11.4). Alors

I VZpx h
on=JJXdedy=J xz-dxf dy=2J J2px3*dx
0 ~Zpx 0
=.;‘f./‘“zph7/2.

'D’autre part, nous avons vu que M = %./2p h*'2. Ainsi,
on = ‘%‘Mhz.
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Fic. 114

7. Moment d’inertie de la surface limitée par une astroide par rapport d son cenire.
Rappelons que x =acos’t et y =asin®z. Par raison de symétrie, le moment
d’inertie par rapport & O est le double de I,,, lequel est le quadruple du moment
d’inertie par rapport & Ox de la partie située dans le premier quadrant. Ainsi,

nf2
Iy = 8~Uy2dxdy = —gfyadx = 8a4f sin® ¢ cos? tdt
4]

n/2 nf2
= 8a* sin'® rdt — sint? ¢dt ).
(1] 0

D’aprés la théorie des intégrales de Wallis (voir tome 3),

4
_ ggt IXTx5x3x1 §<1_g>=217m Yy
10x8x6x4x22 12 256 32

o

8. Moment d’inertie de la surface d’une cardioide par rapport @ son point de
rebroussement. En coordonnées polaires,

I, = ijg’ dpdf.

Si p =£(0), cette expression devient

I, = ﬂ [/(6)1*d8.

Ici,
a4 n . . n . 0
Ip=— (1+cos 0)*df = 4a cos” —df.
4 )-= - 2
Posons ¢ = 6/2; alors
/2 4 5
Io=16a4J‘ cosatdtz32a"'7XSX3X1E=35m ECEYR:
0 Bx6x4x22 8 12
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9. Moment d’inertie de la surface d’une lemniscate de Bernoulli par rapport a

son point double. Dans le cas présent, p = a./cos 26. Par raison de symétrie, le
moment d’inertie est le double de celui de la partie située dans le demi-plan x = 0.
Donc

a4 nf4 ad— n/4
I, = —2—J cos?20df = -4—J (1+cos 46) df

—nl4 —n/4

11.7 Moments d’inertie des surfaces de révolution. Pour le calcul des moments
d’inertie des surfaces dans I’espace, nous nous limiterons aux surfaces de révo-
lution.

Soit donc une surface de révolution d’axe Oz, d’équation en coordonnées cylin-
driques z = f(p); alors

IOz = sz‘l‘l(P) pa(P) dS:

ol ds est la différentielle de I’abscisse curviligne de la méridienne. En effet, nous
savons que 1’élément d’aire entre deux plans horizontaux voisins est 2zpAs, et que
le carré de la distance & Oz est p?.

EXEMPLES

1. Calculer le moment d’inertie par rapport a Oz de la surface engendrée par I'arc
de parabole d’équation z = x*, 0 < z < 2, en tournant autour de Oz.
La formule précédente devient

7z 2 _
I02=2nj «/1+4x2x3dx=nJ‘ J1+4zzdz
0 o
2
nj 1/1+4z<4Z:1——§>dz
0

2
n[i (1+42)%2 — L (1+4z)3/2] 1
40 24 o 30

2. Moment d’inertie d’une sphére par rapport & un diamétre.
I, = Zan?’ds,

ol p = Rcosg et ds = Rdg. (On utilise la représentation paramétrique p = Rcos,
z = R sin ¢, d’un cercle méridien.) Ainsi,

/2 4
I, = 27cR4f cos® pdg = 4”3R = %MRZ.

—gf2 '
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On peut retrouver ce résultat en remarquant que le moment d’inertie par rapport
3 O est évidemment égal & MR?2, tous les points étant 4 la distance R de O. Or,
par raison de symétrie,

IO=31xOy et Ioz=21xoy.
Donc I, =%I,=%MR>.

11.8 Moments d’inertie des volumes

1. Moment d’inertie d’une boule par rapport & son centre. Soit une boule de
centre O et de rayon R. Au lieu de calculer une intégrale triple, considérons la
partie comprise entre les sphéres de centre O et de rayons respectifs » et r+Ar. Si
Ar est trés petit, le moment d’inertie de cette partie est sensiblement le produit par
r? du volume compris entre ces sphéres :

Al, = r? {:L% (r+Ar)® — %Z-c rﬂ ~ 4nr*Ar.

Ainsi, dI,=4nrr*dr
5

R
et I, =J 4nr*dr = 4n 5—,
0 5

soit Io=3%MR>.

2. Moment d’inertie d’une boule par rapport & un diamétre. Par raison de
symétrie, I, =32I,=%MR>.

3. Moment d’inertie d’un tronc de cylindre de révolution par rapport a son axe.
Prenons ’axe Oz porté par I’axe de révolution. Soient R le rayon et £ la hauteur.

Alors
h
I,, =J dzjjpzdxdy.
0

Or, ’intégrale double s’écrit encore

2z R
j dBJ pidp.
o Jo

Nous I’avons déja rencontrée au n° 11.6; elle est égale & zR*/2. D’oil.

4 i 4 2
Ioz.—.-nlifdz="Rh=MR.
2 Jo 2 2
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EXERCICES

Courbes
Calculer le moment d’inertie par rapport & Ox des courbes suivantes :
11.1  Chainette d’équation y = a ch x/a, xe[—a, al.
11.2  Courbe d’équation y =2 e~ %, x€[0, + co[.
11.3  Astroide, d’équations x =a cos® ¢, y = a sin® ¢,

Surfaces

Calculer le moment d’inertie par rapport & Ox de la surface limitée par Ox et la
courbe d’équation :

11.4 y=sin x, x€[0, nl. 115  y=tgx, xe0, n/4].
11.6 . y=achx/a, x€[—a, d]. 1.7 y=1-4x% xe[~1/2,1/2).
- 118  y=1/x, ‘x€[l, + oo[. 119 y=2e™* xe[0, + ool

11.10 Caiculer le moment d’inertie par rapport & Ox de la surface limitée par
Y =4dx+4 et y = —dx+4.

11.11  Calculer les moments d’inertie par rapport & Ox et Oy de la surface limitée par
x20,y>20,y2=2x> et y°>=8x.

Calculer le moment d’inertie par rapport 4 O de la surface limitée par :
11.12 p=asin 20. 11.13 p=3cosf et p=2cosh.

11.14 Calculer le moment d’inertie de la surface limitée par un triangle équilatéral :
a) Par rapport 4 un axe 4’ passant par le centre d’inertie et paralléle 3 'un
des cOtés;
b) Par rapport & un axe 4” passant par 'un des sommets et paralléle au coté
opposé.

Yolumes

11.15 Calculer le moment d’inertie d’un tube homogeéne de rayons r et R et de hauteur % :

a) Par rapport a ’axe de révolution;
b) Par rapport a une génératrice 4’ du cylindre de rayon r;
¢) Par rapport 4 une génératrice 4” du cylindre.de rayon R.

11.16 Calculer le moment d’inertie par rapport & Oz du volume lirhité par la surface
de révolution engendrée par la parabole d’équation z = x? en tournant autour
de Oz et le plan d’équation z = 2.

11.17 Calculer le moment d’inertie d’un tronc de cone de révolution :
a) Par rapport 3 son axe;
b) Par rapport a un axe issu du sommet et perpendiculaire a 1’axe;
¢) Par rapport a son sommet,

11.18 Calculer le moment d’inertie d’un tore :

a) Par rapport a son axe de révolution;
b) Par rapport & un axe perpendiculaire au précédent issu du centre.
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SOLUTIONS DES EXERCICES

CHAPITRE 2

2.1 En changeant ¢ en —1, on voit que la courbe est symétrique par rapport 4 0;
en changeant ¢ en 1/¢, on voit que la courbe est symétrique par rapport a la premiére
bissectrice. L’intervalle d’étude est [0, 1].

Y= 1-3¢* y=p 3—t*
(141%? (1+1%9?
t 0 4 1/3 1
x' -+ 0 -~
¥ + +

x| 0 A M O\, 12
y |0 /12

Comme y/x = t2, la tangente & 1’origine est I’axe Ox.

L’origine est un point double, atteint une premiére fois pour ¢ =0, et I’autre
pour la valeur infinie du paramétre.

La courbe a la forme d’un huit; nous la retrouverons au chapitre suivant, sous
le nom de lemniscate de Bernoulli.

Ay

1....

-
o 1 x
Fia. 2.1
QuUINET — Mathématiques Blpérieures. Tome 5 6
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2.2 xestdéfinisit#+1; yestdéfinisits*1ett#2,

: £ +1 , 2t—3

T - YT T @ sy
t |- -1 1 3/2 2 + 0
v _ B _ _ _
¥ + + + 0 - -

x 0 N —o|4+m\, —oof +oo \i 6/5 N\ 2/3 N O

y | 0 / 1/6 S o+ —0 S =4\, —o [+ N\, 0

=YY

[\

Fic., 2.2.
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La courbe admet pour asymptotes les droites d’équations y = 1/6 et x = 2/3.
Si ¢ tend vers 1,
y t+1 2t—1 1

- -2 YHIX = o o ——,
x  t(t—2) 1°—t=-2 2

La courbe admet donc une troisiéme asymptote, & savoir la droite d’équation
y+2x+1/2=0.
-On obtient les coordonnées du point double en écrivant que les trindmes

x(X*=1)=X et  p(X2-3X+2)—1
ont deux racines communes, et donc que leurs coefficients sont proportionnels :

x[y=1/3y=—x/2y—1).

D’ou x=y=1/3.
2
23 x=-LFL y o= =D
(2 —1)2 (t—=1D*@+2)*
t | —o0 —2 -1 0 1 4 + 00
x' — — —_ — — —
¥ - - -0 + + 0 -

x| 0N =23 N\ —oof+o N\, 0 S —oof 4o N\, 415N\, 0

y | 0 N—w|+o N 32 N1 /S 4w|-wn /19N 0

Lorsque ¢ tend vers 1,

y 2 0> L 2% 1<t—2 2 t) 5t+6 11

T30+ +1) 18

y Z_C Y -
X 3 3 t—=1\t+2 3t+1

La courbe admet donc pour asymptote la droite d’équation y+2x/3 = 11/18.
Les coordonnées du point double sont définies par le systéme

x_ 1 x
y—1 2(1-y)

Dol x=~2ety=2,
La tangente a I’origine a pour pente la limite de y/x lorsque ¢ tend vers + o
ou vers — 0, & savoir 1.
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A YA
S
o 1 -
']
N
FiG. 2.3

2.4 Lorsqu’on change ¢ en 1/t, x et y sont échangés. La courbe est donc symé-
trique par rapport & la premiére bissectrice. Il suffit de faire varier ¢ entre —1 et 1,
la valeur O étant exclue. '

x'=2(t+1) y = =210+ 1)/t*

t -1 0 . 1
x’ 0 + +
y 0 + -
x -1 Va 0 S 3
y —1 Va + 00 + 0 N 3

L’axe Oy est asymptote & la courbe. Le point (— 1, — 1) est un point de rebrous-
sement.

y—“=12—>‘1 it —1.
x+1 7

La tangente de rebroussement est donc la premiére bissectrice.
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Fic. 2.4

<Y

159

2.5 Si on change 7 en —¢, x est changé en —y et y en —x. La courbe est donc

symétrique par rapport 2 la deuxiéme bissectrice.

o = t(t+2) , _ Ht=2)
(t+1)* (t—1)*
t 0 1 2 + o0
x' 0 + +
¥y 0 - - 0
x 4 ya 9/2 /S 16/3 +
y —4 N - + 0 N 0 + 0
Lorsque ¢ tend vers + o,
y 1
==1 y—x=t—1-24——t—-1-2 — —— 5 —6,
x t—1 1
La courbe admet pour asymptote la droite d’équation y—x = —6.
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Le point de paramétre 0 est un point de rebroussement; la tangente en ce point
a pour pente —1.

A

Fic. 2.5

2.6 x est défini pour ¢ # 3/2 et t # 1/2; y est défini pour ¢ 5 3/2.

, (1+2t)(5-61) ., (A+20)(7~-21)
X =4 2 2 Yy ="
(3-20)%(1-21) (3-21)
t |—0  —=1/2 1/2 5/6 3/2 712 4w
x| - 0 + + 0 - - -
' - 0 + + + + 0 =

x 1 N 0 /S +4owj—w / =8\ ~of+0 N\, 83 \, 1

y 4o\ 0~ 1 283 /St - S =8 \, —0

Le point de paramétre — 1/2 est un point de rebroussement.
yx=(01-28)/2 - 1.
La tangente de rebroussement est la premiére bissectrice.

Les droites d’équations x =1 et y = 1 sont asymptotes a la courbe. Lorsque ¢
tend vers 3/2,

_ 2 2
y_1-2t =M<L+l>=_(1_+22__,_4_

o2 1 yx
x 2 3-2t \1-2¢t 2/ 2(1-21)
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La courbe admet pour asymptote la droite d’équation x+y = —4.
y)\ A
1
>
/ N
o |1 “x
N
Fig. 2.6

L’examen du graphe permet de penser qu’il y a symétrie par rapport a la
premiére bissectrice. Or, pour que y(¢) = x(u) et x(¢) = y(u), il faut que y/x se
change en son inverse lorsqu’on remplace ¢ par ». Donc

1 1 3+4+2u
—— = ou P = - —
2 1-u 2(1—2u)
Alors
4u+2)?
y() = — 24t D x(u)

24u—6)Qu—1)

et, par suite, x(¢) = y(4). La courbe est donc effectivement symétrique par rapport
a la premiére bissectrice, mais cette symétrie n’était pas apparente sur les expres-
sions‘de x et de y.

2
Pt , 1

27 x' = =
#*—1)* ¥ (t+1)*

Lorsque ¢ tend vers —1,

X=?;1-—>——2 y+2x=—i—<l+2i%)=ﬁ~—>
x  t+2 t+1 t—1 t—1

N TWw
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t — 0 —1 1 + 00
X _ - -

y' + + +

x 1 AW — 0 + AW — + N\ 1
y 1 Va + o0 — 00 Vs 1/2 Va 1

La courbe admet pour asymptote la droite d’équation y+2x = 3/2.
Enfin, si ¢ tend vers =+ oo,

La tangente au point (1, 1) a pour pente —1/2.

Ry YA

\

Y

Fia. 2.7

La courbe a I’allure d’une hyperbole. Pour voir si c’en est effectivement une,
remarquons que
Y+2y(-y) _ —y+2y
Y =({-y? 2y—1

t=-2 et donc que x =
1-y
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Ainsi, les points de la courbe vérifient la relation
yi42xy—x—2y =0,

qui est I’équation d’une hyperbole. Cette hyperbole est parcourue entiérement.

2.8 x et y sont définis pour toute valeur de .

o= 222 J = —t2 42142
E+t+1)? (t*—143)*
t - t 1, +
x’ + 0 - 0 +
y' - 0 + 0 -
x 1 / N /o1
y 1 N / N 1

Les coordonnées des points doubles sont telles que les deux trinébmes

x(X2+X+1)—X*—-2 et yX*—X+3)—X>-2

aient deux racines communes; leurs coefficients sont alors proportionnels :

-
-
e

-
-

FiG. 2.8
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On trouve ainsi la seule condition
2xy—x—y=0. 0
Tous les points sont doubles, et appartiennent a I’hyperbole équilatére d’équa-

tion (1); mais cette hyperbole n’est pas parcourue entiérement.

2.9 x et y sont définis lorsque ¢ 0.

xl — “];2'€~1/t yl — <1 __g) eZ/t.
t

~

t — 00 0 2 + 0o
x' + + +
¥y + - 0 +
x 1 ya + o 0 Ve Va 1
y - 00 / 0 + 00 N 2¢ + o

YA

1..

o T >

FiG. 2.9
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2.10 La période est 2x; comme x n’est défini que si sin >0, I'intervalle d’étude
est ]0, #]. En changeant f en =—t, on voit que la courbe est symétrique par rapport
a Ox.

, cos2t ,
x' = y' = cos 2t.

tgt

t 0 /4 7f2
x' + 0 - 0
¥y + 0 — . |
x — 0 / $(1-In2) N 0
y 0 / 1/2 N 0

L’axe Ox est asymptote i la courbe. La tangente au point de rebroussement a
pour pente la limite de y’/x’ =tg ¢, soit 1.

)

_
S

<Y

N=

Fig. 2.10

2.11 La période est 27. Le changement de ¢ en —¢ conserve x et transformey
en —y. La courbe est donc symétrique par rapport & Ox. Le changement de ¢ en
7 —t transforme x en — x et conserve y. La courbe est donc symétrique par rapport
a Oy. L’intervalle d’étude est [0, 7/2].
sint

i

cos®t

y' = cost.
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! 0 (2
x’ 0 +
y' 1 +

7\
! =
A\,
0 1 “x
-
Fic. 2.11

2.12 La période est 2n. Le changement de ¢ en —¢ transforme x en —x et y en
—y. La courbe est donc symétrique par rapport & O. Le changementde ¢ en z—¢
transforme x en —x et conserve y. La courbe est donc symétrique par rapport 4 Oy.
L’intervalle d’étude est 10, 7/2].

t 0 7f2
x’ 1 T
¥y -
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167

/ y} \
1.
0 : T
Fie. 2.12

2.13 La période est 27; la courbe est symétrique par rapport & Ox. L’intervalle

d’étude est [0, 7]. g

A

(

(D

Fic. 2.13
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| "= —~2sin 2¢ ' =4 cos?t—cos t—2
t 0 t | /2 t, 7
x| 0 - - 0 + +. 0
y' 1 + 0 — -2 - 0 + 3
x | 1N\ N1 /1
y | o0 / NN S0

Les points (0, 1) et (—1/2, 0) sont doubles.

2.14 La période est 27; la courbe est

symétrique par rapport & Ox. .

x'=—4(in4r+sing)  y =3cos 3t
t]0 /6 3 271/5 72 4nf5 51/6 n
x| - - 0 + 0 - - 0 + +
Y + 0 - - - 0 + + 0 -
x |5\ N3z NN / /-3
y |0 /7 1 N 0 N\ NS o1 N 0

<

7

Fig.

2.14
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3.1 L’expression se simplifie :

a

" cos 0+%sing
D’ott
x+y[2=a,
équation d’une droite.
3.2 De méme,

a

~ sin 6 —3 cos 6’
soit
y—3x=a,
équation d’une droite.
3.3 Chassons le dénominateur et multiplions les deux membres par p :
ptsinfcosf@=apcosf@—apsinb,
soit
xy=a(x-y),
équation d’une hyperbole équilatére.
3.4 Chassons le dénominateur :
plcos +sin ) =atgl,
soit
x+y=aylx, ou encore x(x+y)—ay=0,
équation d’une hyperbole.
3.5 psin@=acotf.
En coordonnées cartésiennes,
y=axfy, soit y*=ax.
1l s’agit d’une parabole de sommet O et d’axe Ox.

36 sinf = 2tg (6/2) — 2ap '
1—tg?(8/2) a*—p*

y = psin 0 = 2ap?/(a*—p?), soit y(a®—x?—y?) =2a(x*+p?).
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3.7 Il n’y a ni période ni symétrie.

Bl—-oo

Solutions des exercices

-+ 00

pl 0

a .

/

L’origine est point asymptote, et le cercle de centre O et de rayon a, cercle asymp-

tote.

/1

Bid

Fic.

31

3.8 La courbe est symétrique par rapport & Oy. Il n’y a pas de période. Prenons

pour intervalle d’étude [0, + cof.
L’expression de p’ est simple :

" w g 0 +1 <0
? @—07
8 | 0 1 +
2
p l 0 N — 0 “ + o N 0
Y=psin(0—1) = a0 2 O=D _ @
o+1 6-1 2

Plus précisément, si I’on pose 0 = 1+5,
Y=1(1+h/2)+oh),

ce qui détermine la position de la courbe
L’origine est un point asymptote.

par rapport a I’asymptote.
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Fic. 3.2

3.9 La courbe est symétrique par rapport a Ox.

6 ] 0 2x/3 T
p l 3a + 0 - —-a
Y,
FiG. 3.3

3.10 La période est 27/3. Si on change 0 en —6, p est changé en — p. La courbe
est donc symeétrique par rapport 4 Oy. ' ‘

Lorsqu’on change 6/3 en =—0/3, p est invariant. Donc la courbe est symétrique
par rapport a la droite d’équation 6 = n/6.
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Fic. 34

3.11 La période est n/3. La courbe est symétrique par rapport & Ox.

9!0 n/6

‘ ;T (2] 23 43 X

Fic. 3.5

3.12 La période est 3z. La courbe étant symétrique par rapport & Oy, on
prendra pour intervalle d’étude [0, 37/2].

0 [ 0 3n/2

pIOA/ a
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FiG. 3.6

Le point de coordonnées (0, a/8) est point double.
1 est facile de déterminer les points 2 tangente horizontale ou verticale, car

plp’ =tg V=1tg(0/3).
0+ V=kn - si 6 =3n/4 ou O0=3xn2
O+V=0Qk+1)n/2 sif§=3r/8 ou 6=9x/8.

3.13 La période est 2. Le changement de 6 en 8+ x transforme p en —p, et

redonne donc le méme point. Enfin, le changement de 6 en /2—6 conserve p. La
courbe est donc symétrique par rapport & la premiere bissectrice.

0 | —nf4 0 -
p | 0 - 0 + a2
Y,
a X
Fia. 3.7
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3.14 p est une fonction paire de 6. La courbe est donc symétrique par rapport &
Ox. L’intervalle d’étude est [0, =/2], la valeur n/4 étant 4 exclure.

] l 0 /4 72

p 1 0 + + oo”—- 0 —_ 0
Etudions la limite de
Y =psin (6—n/4)
en posant h=0—mxf4:

. sin’ (/4 -+ h) cos(n/4+h) g V2

Y= — .
2cos h 8

Un développement limité & ’ordre 1 montre que Y+a ﬁ/S a le signe de —A.

YA
7

0 a ?
A

Fic. 3.8

3.15 p(—6)= —p(#). La courbe est symétrique par rapport & Ox. Comme
p(@+m)= —p(6), on peut prendre pour intervalle d’étude [0, 7/2].
On remarque que p s’écrit encore sous la forme

a
p= 2 cos f cos 28
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Le dénominateur s’annule lorsque 6 = n/4 et lorsque 8 = 7/2.
0 0 n/4 7/2

p l a2 + + 00 H — 0 - —c0

Etudions la branche infinie correspondant & 8 = x/2 :

cos 0 _ a .
2cos0cos208 2cos26

a
x=pcosl=a -
b 2

11 existe donc une asymptote, & savoir la droite d’équation x = —a/f2.

Pour la branche correspondant 4 8 = n/4, formons

" sin(6—n/4)
Y=psin(—n/4) = a ————=—.
’ ( 1 2 cos fcos26

Posons 4 = 0—n/4; alors

sin h a

a -+ .
2 cos (nf4+h)sin2h 2\/5

Plus précisément,

a
4 cos h cos (nfd+h)’

Y= —

A yA

\J

A

Fia. 3.9
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176 Solutions des exercices

ce qui montre que Y+ a/Zﬁ a le signe de —h, d’ott la position de la courbe par
rapport a I’asymptote.

3.16 La courbe est symétrique par rapport & Ox. L’intervalle d’étude est [0, 27].
Le dénominateur s’annule sur cet intervalle lorsque 8 = 37/2.

9 l 0 372 2n
p .a ﬁ -+ 0 — - 00 -+ 00 + ca 2
1+2 | V2-1

Pour étudier la branche infinie, calculons x :

x=pcosO=a2cos§-<ZCos§—1)—+2a.

Fic. 3.10

Le graphe montre I’existence de points doubles. Résolvons donc I’équation

. J2cos(6/2) a /2 cos (62 +m/2)

1+2cos(6/2)  1+/2cos(0/2+7/2)°

soit

0 ] 0 0
cos——sin——2./2sin—cos= =0,
2 2 \/— 2 2
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ou encore
sin (n/4—0/2) = sin 0.
On trouve ainsi les valeurs 0 = /6 et 8 = — /6.

3.17 La courbe est symétrique par rapport & Oy. Le dénominateur s’annule
lorsque 6 = x/3 et lorsque 0 = 7.

0 0 7f3 nf2 T

p l 0 + + o0 “ — 00 - 0 + + 0
Pour étudier la branche infinie correspondant 4 6 =z, posons 8 =+ A; alors
sin®h cos h — sin?h cos h o %g
cos2h—cosh  2sin(h/2)sin(3h/2) 3

y=-—a

Pour ’autre branche infinie, posons 6 = z/3+A; alors

Y=psin(@—n/3) = —a sin (z/6+2m)sinh
4 cos (m/6 + h(2) sin (3h/2)

Y,

\ I

N

\

Fic. 3.11

On obtient les points doubles en écrivant que

sin O cos 6 sin 6 cos 0

cos G+4cos 208 T —cos 6-+cos 20’

soit cos 26 = 0, et donc 0 = n/4, 6 = 3x/4.
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3.18 La période est 27, et Iintervalle d’étude, }—=, =].

0 I -7 —2x/3 T
p l - 00 — 0 + + 0
Pour étudier les branches infinies correspondant 3 @ = 7 et § = — =, introduisons

y=psin 0 = a./3 sin 6+a tg (6/2) sin 6 = a[/3 sin §+2 sin*(6/2)].

La limite de y lorsque 6 tend vers = ou vers — = est 2a. La courbe admet donc une
asymptote, d’équation y = 2a. Un développement limité montre que la courbe est
en-dessous de son asymptote lorsque 6 tend vers z par valeurs inférieures, au-dessus
lorsque 6 tend vers —z par valeurs supérieures.

Y

NN

N\

e

Fic. 3.12

La courbe admet un point double défini par

V3+18(02) = —[/3+tg(0)2+n/2)],
soit -
cot(6/2) —tg(6/2) = 2\/3 ,
ou encore
cot 0 =./2, cest-a-dire 6 =n/6.
On remarque que
¥ = (psin 0) = a(\/3 cos O+sin 6).

Les points 4 tangente horizontale ont donc pour angle polaire 27/3.

3.19 La courbe est symétrique par rapport a Oy.
Posons § = =m + A ;.alors

_ asinh __2a
1 —coshcos2h h

p:
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Lorsque 6 tend vers = par valeurs inférieures, p tend vers + oo.

sin? h _)~2_£
1 —coshcos2h 5°

y=psinf=a

L’asymptote a pour équation y = 2a/5.

¥ Fic. 3.13

Les points doubles sont atteints lorsque

sin 6 _ sin 6
1+cosfcos28 1-—cosfcos 26’

soit cos @ cos 20 =0, d’olt les valeurs 6 = n/4 et 0 = n/2.

3.20 La période est 47. Le changement de 6 en 27— 6 conserve p. La courbe est
donc symétrique par rapport & Ox. On prendra pour intervalle d’étude [—=, =],
la valeur O étant exclue.

] ' -7 0 7

P l —2a - — 0 “ + o0 -+ 0
YA

=
+a

) 7

=

Fic. 3.14
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Lorsque 6 tend vers 0,
. 0 . 8
y=psinf=2a cos-i 1+cos()sm:2~ - 2a.

Plus précisément,
y=2a+af+0(6).
On obtient les points doubles en écrivant que
p+m)=—p(0),
s0it

o _ 1

5 5
cos(0/2) sin(6/2)
dot = —nf2et p= —ﬁa,

3.21 Nous pouvons écrire p sous la forme

p=al(1-31g?0h).

—cos 0 +

Fic. 3.15
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La période est 7. Le changement de 6 en —6 conserve p.

] 0 /6 /2

p | a + + 00 ” — 00 - 0
Pour étudier la branche infinie, posons

Y = p sin (0 —7/6) = _a sin (0 —7/6)
3 (tg 0—tg n/6)(tg 0 +tg n/6)

_acos’0cos’(x/6) 3
3 sin(0+7/6) 8’

3.22 La période est 4. La courbe est symétrique par rapport a Ox et & Oy.
0 l 0 /3 n

p|0 - — 00 ” t+o0  + al3
Pour étudier la branche infinie, introduisons

_asin (8/2) sin(6—=/3)

Y=psin(0—n/3) =
psin P 2 cos 8—cos(n/3)

asin (6/2) cos(8/2—=/6) @

2 sin(8/2+n/6) 2.3
4
N LA
\ Ol 4 a X

Fic. 3.16
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On remarquera que la courbe et les asymptotes se rencontrent sur Ox.
On obtient les points doubles en écrivant que p(6 + 2 n) = p(f), soit

. 0 . 8
smi— sin (n +§) s

ce qui donne I'origine, ou que p(f + n) = — p(f), ou encore que
pO +3m) = — p(6),

soit

sin (0/2) 4 cos 6/2)
1 —2cosf@ — 1+ 2cosf’

1 — ¢ 1 -7
Posons ¢ = tg (6/2) ; alors it<1+21+t2>+1 21+t2—0,
soit 2 =32-3t+1=0 ou £2+32-3t-1=0,
etenfin (¢ 4+ D@ -4+ 1)=0 ou @¢—-D@E+4:r+1)=0.
Ainsi, = + lett= +2+./3.Dotf= + 72,0 = + n/6et6 = + 5 /6.

3.23 La courbe est symétrique par rapport &4 Ox.
0 0 7/6 n/3 5n/6 n

p‘a + +oo”——oo - 0 + +oo”—oo - —3a
Pour étudier les branches infinies, écrivons p sous la forme

4 2cos -1
4 sin (0 —n/6) sin(6—5n/6)

Fic. 3.17
Y = psin (0—nf6) = a —°080~1 IRV Ll SN
4sin(0—57n/6) - 2.3
Y= psin(@—5nj6) = a 20 0=L 3L Lo Sm
4 sin (6 —7/6) 2.3 6
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3.24 p a pour période =; la courbe est donc symétrique par rapport & O.
Remarquons que

a
p= J21cos 6] + /2 [cos (8 —n/4)]

Donc, si — n/4 < 0 < 7/2, p a

B 2 \/5 cos (m/8) cos (6 — n/8).

L’arc de courbe correspondant est donc un segment de droite. De méme, si
72 <0< 3n/4,

a

= 22 sin(n/8) sin (O —/8)’

p

d’ol un deuxi¢me segment de droite.
Finalement, la ¢ourbe est un rectangle.

Y,

a

Fic. 3.18

3.25 Soit o I'angle de Ox avec la tangente & une courbe intégrale. Alors
tga = y'et

yx =@y -y -3y?) =tg3a.

Or,y/x =tgfeta =0+ V+nn,olneZettgV = p/p'. Par suite,

20+3V =nn

ot g@_t nw — 20

P %3

Les variables se séparent :
ii-e=cot———--——nn._29(16

p 3

| nm—26|732

et p =k Sin ——5——
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CHAPITRE 4
Longueurs de courbes

ds=,/1+e**dx.
Posons ¢t = ./1+e%*; alors e** =t?—1, dx = tdt/(t*— 1) et

41 y' =¢"

JT¥eZ t2
I =J ——dt = [t—Argth t])}7%
vz t*—1

=«/1+e2‘~\/§-Argth\/1+e2+Argth\/—?:.
x® 1( 1>2 1( 1
4.2 fm e e 14+y? =-(x*+= ds = -{x* +—=)dx
Y 2 2x° y 4 x3 2 x3
2 4 2
=_1_J <xa+ 1>dx=1[£_,._1_] _3»
2J1 x° 214 2x*|1 16

4.3 Par raison de symétrie, la longueur est quatre fois celle de I’arc dans Ie
premier quadrant.

dx = —3acos®tsin z dt dy =3asin*¢ cos ¢ dt
ds? =9a? cos®t sin?¢ dz? ds =3acos ¢sin ¢ d¢

n/2 /2
l=4x3aJ costsintdt:GaJ
0

0
4.4 dx=6a(t+1)d:

Posons ¢ = tg u; alors

sin 2t dt = 6a.

dy=6ar(t+1)dt ds=6a(t+1),/1+*ds.

n/4 /4 /4 :
— I=t6a f“(lﬁt‘tg 0 "”13 =du eﬁa(f .- +J 2rr du)
o - cosTu

o cosiu

3 /4
=6a[:-1-lntg<z+g>+ S u + 1 }
2 2 4
1

o costu

2cos*u  3cosuo

4.5 p'=—acos®(0/4)sin (6/4)  p*+p'*=a®cos® (6/4)

2% 2n
l=aj cos3-9-d0=gj <cos§g+3msg>d9
—21 4 4 4 4

—2n

al4 . 36 . 0P 16a
= —|—sin — + 12 sin — =
413 4

4 |~2x 3
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4.6 Paramétrons la courbe, en posant x = t2, y = (t—1)%. Le paramétre ¢ varie
entre O et 1.

dx=2tdt dy=2(—1)dr ds>=4Q2r*—2¢+1)ds?

1 [t
zzzj 2t2—2t+1dt=2\/2f V(=3 +1de.

o] 0

Posons ¢ = £ (1-+sh u); alors

/i Argsh 1 . 1 Argsh 1
z=‘/—f chzuduz————f (ch 2u+1) du
2 J-Argsht 2\/5 —Argsh 1

Argsh 1
! [u+3h2“] —lmaryD 1.

=£T/~§ 2 J-Amgsht ﬁ

. 2
t
L P dy ==acostdt ds=atgetdt

47 dx=a

cost
! a
s=aj tgudu= —alncost=aln~-.
0 y
Cette expression n’a pas de limite lorsque ¢ tend vers /2.

Rayons de courbure
4.8 y' = ex/a yu - ex/a/a R = a(l +e"x/a) (1 +ex/n) 1/2.

4.9 Posons x=23at?  y=3at

x'=6at x"=6a
y' =9at? ¥y’ =18at
t3 4 t2 3/2
= _g_j:.;_g__)__z_ =2 t(4+9t2)3/2.
108t —54¢ 2
4.10 Posons x=sinz, y=t>.
x'=cost x" = —sint

yl=2t yll=2
R = (cos®t+41%)3/?
2(cos t+1 sin t)'

411 x'=1-t*> y' =2t ds=(1+t*)ds
tga=yp'/x" =2t/(1—1%).
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Posons # = tg u; alors da = 2du =2 de/(1+1%) et
R =ds/do = 1(1+1t%)2.

et

1 2t ro_
412 x =1-2e Y = T

(1—-2¢e*

ds=(1-2e*")"*dt tga = e'/(1—e*)/2.

Posons sin u=e¢'; alors dt =cotu du,  ds=(cos 2u)*/? cot u du,
do = du et R = (cos 2u)*'? cotu = (1—e*)fe' = —sh t.
4.13 Posons x =at?/(1+t*), y=tx.D’ol
x' = 2at/(1+t%)? y o=tx'+x
x" = 2a(l1—3t3)/(1+1%)3 Vo= tx"+2x'
R = at/6(4+1%)*2,
4.14 dx=a(l—cost)dt=2asin?(t/2) ds
dy = asin ¢t dt = 2a sin (¢/2) cos (¢/2) dr

1 dt
tga = y'/x" = cot (12 dot = — - ds = 2a cos (1/2) dt
g Yl (t2) 2 S (1)2) 2
R = —4asin (¢/2).
4.15 ‘dx= —3acos?*tsintdt dy =3asin®z cos z dt

tgoa=—tgt da=-—dt ds =3asintcos ¢ ds

R= —~3asin fcost.

4.16 Posons x = at?, y = a(t—1)?; alors

x'=2at x"=2a
y =2a(t—1) y'=2a
R=2a(2?-21+1)*? = — (x+y)**

4.17 En coordonnées polaires,

U == — ==

P

[1+4ecos (6—6,)]

e

"= — Esin (0-6,) ' = — < cos (0-6,)

=
]

[1+2 e cos (6—0,)+€*]*2 |
[1+ecos (8—0p)]°
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sin 26 ) sin®26

418 p'= —a = —2qa./c08 20 —qg ———re
? vcos 26 P (cos 29)3/2

R = a/3./cos20 =a*[3p.
4 " (1+02)3/2
4-19 = =___0 R = q .
’ g 2+6*
2\3/2
420 u=0la w=1/a u'=0 R=a +:4'—-) :
421 p'=a —71““ v _gsh gq/z)
2¢ch®(6/2) 2 ch®(6/2)
(ch?26)*?2
R=a 4chf _adh’20_a PP 2~—g<1+th22>2
ch 26 2 ch*f 2( 129) 5 5
2ch?0 g

2
= .q <1 + B) R
2 a
422 u=(1-60%/a w=-20la u'=-2a

R g AHEY
©*-1)°

~ £ 2p-ay.
a
4.23 Au lieu de calculer p’ et p”, ce qui est compliqué, passons par les dérivées
logarithmiques :
pllp=—tgné (#'p) = (pp"~p'*)[p* = —nfcos®nd
L@ vt
P L+ [0)2~(0'[p)] 1+tg*nb+njcos® nd (n+1) cos nd
= (1/n+1) (a"/p" ™).

4.24 L’origine est atteinte pour 6 =0et § =,

, cos 0 sin* 6
p=a +2a 5
2cos -1 (2cos6-—-1)

Si p=0, R=|p’l/2. Pour 6 =0, R= a/2; pour 8 ==, R= af6.

4.25 L’origine est atteinte pour 8 = +n/4.
p' = —a(sin 0 cos 26+ 2 sin 26 cos ) p (njd) = ——a\/i

R=a.[2/2.
yZ
426 R=1lm2 =p.
x=02X
QUINET — Mathématiques supérieures. Tome 5 7

http-//biblio-scientifique_blogspot.com/



188 Solutions des exercices

4.27 Posons x=X—1/2 et y=7Y, pour nous ramener au cas de l’origine;
I’équation de la conique devient
4X*+Y?*-2XY(2+A)+Y=0.

2 :
XZAXlYaA.

Puisque |R| =1/4, A= +2.

428 x'=atcost y' =atsint o=t ds=ardt R=at
Xe=Xx—Rsino=acost
ye=y+Rcosa=asint.

429 x'=a(l—1/ch’t)=ash?t/ch®t  y'= —asht/ch®t

1

ds = athtd: tgoc=z7=-—1/sht o= —Arctg (l/sht)
x

,doc=——c—i-t— R=asht.
cht
cosa=tht sina=—1/cht Xe=at  yc=acht.

430 x'=2acostcht y'=2asintcht
tga=tgt do = dt ds=2achtd:t R=2acht
Xc=ua(costsht—sintcht) yc=a(sin ¢t sh t+cos ¢t ch ).

431 x'=—2ash?’t y' =2asht ds=2ashtchtd:
tga=—1/sht o=—Arctg(l/sht) da=dt/cht
R =ds/do = 2ash tch?t

Xc=a(t—3shtcht) ye=2acht(1—sh?t).
432 x'=asin’t/cost y'= —asint tgoa=—cott da=dt

ds=asin (1 +tg22) 2 dt=atgt dt R=atgt

cos o = 8in ¢ sin o = —cos ¢

Xc =aln tg (t/2+7/4) Yo = ajcos t.

! ! 1‘ 7
433 xo=x-Z(1+y? ye=y+—(1+y?)
y y
y o=1/x }’_, = —-l.
y x

Six=1,y=0,y=1,y"=—letxg=3, yc= —2.
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434 y' = —1/x* Y@ = —1/4
y' = 2/x? '@ =1/4
xc = 49/16, ye = 19/16.

4.35 Le rayon de courbure n’est pas défini en ce point (qui est un point
d’inflexion). Il n’y a donc pas de centre de courbure.

4.36 En un point ot ' =0, R=1/y". Or, y' = 1+In x, ' = 1/x. La dérivée
premiére s’annule pour x = 1/e; alors " =e et R=1/e.

4.37 L’ordonnée est minimale si x = a; mais en ce point la tangente est verti-
cale, et il n’y a pas de rayon de courbure.

438 y' =e"(x+1) Y =e*(x+2).
Six=—-1,y"=1leet R=c.
439 y =e *(2x—x? V' =e"*(2—4x+x?).

Six=0,R=1/2;si x=2, R=—¢e?/2.
4.40 y'=3sin%xcosx y" = 3(2 sin x cos®x—sin®x).
Si x =kn, il y a un point d’inflexion. Si x = (2k+1) /2, R= +1/3.

441 y' = —sin x+cos 2x = —2 sin®x—sin x-+1
Y = —cos x—4 sin x cos x.
La dérivée premiére s’annule si sin x = —1 ou sin x = 1/2. Dans le premier cas
E]

il y a un point d’inflexion; dans le second cas, R = +2/3 \/—37
4.42 On annule la dérivée de R? par rapport 4 x, d’oul
3yry112__y/1/(1 +y12) — O.
Ici, y' =2-3/x* Y =6[x> "= —18/x*.
La condition imposée s’écrit
3\36 18 12 9
3( -;)x—ﬁ-+y<l+4~;3+;z> =0,
soit (12x2-18)+(5x*—12x*+9) =0,
ou encore 5x*—9 =0,

4.43 On trouve de méme 2e%* = 1.

4.44 3 cos x sin®x+cos x(1+cos?x) = 0.
Puisque 3 sin®x+1+cos?x ne s’annule jamais, il reste cos x = 0, soit
x=Q2k+1)=n/2.
4.45 Le calcul général de la dérivée de R? en coordonnées polaires est com-
pliqué; mais ’expression de R est ici trés simple :
R =(3a/4) sin?(6/3). .
Donc R est extrémal si sin 8/3 = 0 ou sin 0/3=+1.
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51y =ke dy = kax® dx y=’%+yo.
52 y =ky/x dy = k_cEc_ y = C|x[*.
y x
53  yly' =kx v & y = C x|
y kx
54  —yly =x (—12=—9§ y = Cexp1/x.
y x
55 s=ky =ktga ds=k do;
cos“o
da o T
dx =cosads=k x—Xo=kln ftg| -+ =
COoSs o 2 4
. sin o k
dy =sinads=k do y—Yo = .
cos* o cos o

Posons f§ = «/2+7/4; alors cos a = sin 28 =2 tg B/(1 —tg?p).

X—Xg X—Xg

y"‘y(): ikCh k .

tgf= Lexp

On reconnait I’équation de chainettes deux & deux symétriques par rapport & Ox.
5.6 Pente de OM : y/x. Coordonnées de H : x, O.
Coordonnées de N : YV=y'X, Y-y = —1/y'(X—x), soit

_x+yy
14y

H et YH_=yIXH.

Pente de NH : Y Getyy) 5 -
x+yy —x(1+y%)

L’égalité des pentes se traduit par
xzy/+xyy/2 =y2yl ___ylzxy.

Si ¥ est toujours nul, N et H sont confondus, et le probléme n’a plus de sens.
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Simplifions donc par y’; il reste
x2—y*+2xyy’ =0,
équation homogeéne conduisant &
xt+y?—kx=0.
On reconnait I’équation d’un cercle centré sur Ox et passant par O.

5.7 L’équation de la tangente est
Y—-y=y"(X—x).
Dol Xp=x=-y[y', |OT|>=(x~y/y")* et [MT|*>=p>(1+1/y'?).

L’équation différentielle des courbes cherchées est donc

2

2
y—.xz_;_._zc?.')_/ 2+M=a

= a, soit y*—x
dy

Posons u = x?; alors du = 2x dx et

y = amy
dy .
Sans second membre, dufu = dy/y et u= Cy. En faisant varier la constante, on
obtient C’' =afy?*—1, d’olt C= —aly—y+k et x> = —a—y?+ky. On reconnait
I’équation d'un cercle centré sur Oy.

. r_ ' 1
58 |OH| = _I_’_C.ZTZ_XI_'E 1IT| = ™y _ lll R —
A+yHY cos o yI(L+yHY
Dot xy'—y=dy/y'.
Il s’agit d’une équation différentielle homogéne, que I’on peut intégrer en posant
t == y[x. Pour éviter de résoudre en y’, ce qui introduirait une racine carrée, posons

m=y' (méthode indiquée par I’énoncé, s’appliquant aux équations de Lagrange,
inexplicablement tombées dans I’oubli). Alors

2 2 2
y = n x et dy = dx-i~x—m—-dl;-2-%1
m+1 m-+1 (m+1)
Comme dy = m dx, nous obtenons
2
m dx == X w d;n

m+1 (m+1)*
Séparons les variables :

de_m+2 =<1+—-——-——>dm

x m+1 m+1

Dot x=C{m+1)e™ e y=Cme™

http-//biblio-scientifique_blogspot.com/



192 Solutions des exercices

5.9 Le quadrilatétre OPMQ, ayant deux angles droits, est inscriptible. Donc
(MO, MQ) = (PO, PQ), ce qui montre que 1’angle V est constant. La courbe est
donc soit une spirale logarithmique, soit un cercle de centre O.

5.10 En coordonnées polaires,
p(p2+p12)1/2 =az.
Séparons les variables :

g = + @7%'
Dout 0 —0y=+ %—Arc cos p?/a*
(on préfére un arc cosinus a un arc sinus pour faire disparaltire le double signe,
comme on va le voir), soit
pt=a*cos (0—0,).
On reconnait ’équation dune lemniscate de Bernoulli.
5.11 En coordonnées polaires, V == n/2—6/2. D'ou
o 6 Cc 2C

— =ty - R = B
p gZ P cos*(8/2) 1+4cos

équation d’une parabole de foyer O.
512 Xp=x-—yly’ Yo=y—xy'.
AQ.BP =0, soit x(x—y/y)+y(y—xy") =0,
ou encore
xp/(+y2) =y [1+3").
Ainsi, (xp'—p»)(x—yy)=0.

— Ou bien xp'—y =0, et y = kx, équation d’une droite passant par 0.
— Ou bien x—yy’ =0, et x> —y? =k, équation d’une hyperbole équilatére de
centre O.
5.13 Rappelons que 1’aire d’un trapéze est le produit de la hauteur par la demi-
somme des bases; d’ol
2

y(x—y[2y") = a®, soit xy _rE e
2 dy

équation linéaire en x fonction de y.
Sans second membre, dx/x = 2 dy/y, soit x = Cy?.

http-//biblio-scientifique_blogspot.com/



Chapitre 5 193

Faisons warier la constante : dC = —24? dy/y"', d’ou C=2a*/3y3+k et
x=2a*/3y+ky?. ’

5.14 L’aire est la moitié du produit de la base par la hauteur. Nous pouvons
prendre pour hauteur OM et pour base NT. Dans ces conditions,

p(p'+p*p) =k.
Séparons les variables :

_ pdp
ki(kz__p‘t)uz
Examinons par exemple le cas du signe +, et posons v = p?; il vient

0 = dv
2[ke+(k* o) ?]

Pour faire disparaitre le radical, posons v = k sin ¢; d’oit

do = l.ﬁ’fﬂd(p =l<1___1._>dq, =1<1———-——1—2—>d(p
21+4cos ¢ 2 1+cos o 2 2 cos” /2

¢ 1 o
et -0, =2 g2,
0= T2,

4 joindre & p* = k sin ¢. (On n’obtient malheureusement pas p en fonction de 6;
en remplagant ¢ par Arc sin p?/k dans I’expression de 6, on trouverait 6 en fonc-
tion de p.)

515 y =tga
I dads 1 1 1 1

cos?o ds dx cos?a R cosa Rcosdo’

"o

S , . 1 \ do
La condition imposée devient —————— = R. Dol R = 5— et ds = —5—.
R*cos®« cos* o cos* o

On termine alors comme dans l'exercice 5.5.
5.16 Xc=x—Rsina et Xp=x—yly'=x-ycota.

Donc
Rsino ==y cota.
2]
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194 Solutions des exercices
Comme R = ds/da et que dy = sin « ds,

SX = cot ade.
y

D’ol y = C'sin o. Enfin,

2
dx = cosads = cotady = CCO'S % da
sin o
o
X—Xg = C(ln tga +cosoc).

On reconnait les équations d’une tractrice.

5.17 Le centre de courbure se projette sur la droite OM au milieu du segment
[0, M]; d’otr

Rsin V= p/2.
ds ds . ..
O,R=—= , dp=cos Vds et pdf=sin Vds. Ainsi,
de dO+dV

dd =dV et  p(df/dp) =g V.
Par suite, V=00, et
dp/p =cot (8—0,) d0
p=asin (6—8,),

équation d’un cercle passant par O. (Ce cercle est son propre cercle osculateur en
tout point. Autrement dit, le cercle osculateur est fixe.)

518 +y= —1—Rcosoc =lcos<x§—§.
2 de

Puisque dy = sin « ds, nous obtenons

dy _ o800,
y cos a

Avec le signe +,
y = CJcos?a = C(1 +tg?a)

da

cos® a

dx = cotady = 2C xX—xq = 2Ctga.

On reconnait une représentation paramétrique d’une parabole.
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Avec le signe —,
y = Ccos?a = C(1+cos 20)/2
dx=cotady= —2Ccos?o do= —C(l+cos 2¢) da
X—xg = —C(a+sin 20/2).
En posant 2o = 7/2+¢, on voit qu’il s’agit d’une cycloide.

5.19 Nous savons que Xo—x = — R sin a. Donc

~sinocgf=a ou ds = —a do .
do sin o
Par suite,

dx=cosads= —acotada X~Xg= —aln [sin of
dy=sinads= —ada Y=Y = —ao .

On peut exprimer x en fonction de y :
x—Xxo = —aln siny_ayo .

5.20 Comme R = ds/da,
ds
achs/a

=de 2Arctge’ = a—oaq s=aln tgo—;.

On se raméne au cas ol o, = 0 en faisant tourner les axes de coordonnées. Au signe
prés, les calculs se terminent comme dans I’exercice précédent. )

521 ds=acotoada s=aln |sin a|+ 5,

2 . 2
cos” o 1—sin® a

- do = g —— du
sin o sin o

dx = cosads = a

dy = sin e ds = a cos o do

+ cos oc)
2

o
tg—

X—Xg = a<ln

Y—yo = asina.

1l s’agit d’une tractrice.

522 El—f = 4 at—s? -—-——L = +dua
da (a—sH)?
Arc cos sfla= & (e—o) s=a cos (a—0og).

On se raméne au cas oil a, = x/2 en faisant tourner les axes. Alors

dx = cos o ds = a cos® a da x=a<§+51n42a>+xo
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cos 2u

dy =sinods = asinocosade y= —a + Yo.

En posant 2a = ¢+ 7, on reconnait les équations d’une cycloide.

5.23 Dans les deux derniers exercices, employons la méthode vectorielle.
Ol = OM + % Rn
dor 1dR 1 1 ( dR )
- 4 + = — -

ds 2 ds 2 2

T4 —mnj.
ds

La condition de I’énoncé se traduit par dR/ds = -+ 1. Prenons par exemple le signe
+. Alors R=ys5—s5,; d’otr

ds

S’_SO

= da §—8g = ae*”™ ™ ds = ge" ™ da

dx = cosads = a cos ae” “dua dy = sinads = asin ae* *da,

On se raméne comme d’habitude au cas o o = 0. De plus, on obtient simultané-
ment x et y en introduisant z=x+jy :

dz = ael!**dq z—zy = —— gl1*+De,
: 1+4]
Dans le plan complexe, le coefficient 1/(1 +]j) s’interpréte comme une similitude. De
plus, [e!' P = e* et Arg e *9* = 4 (mod. 27).
Ainsi, la courbe cherchée est semblable 2 la courbe d’équation p =e’; c’est
donc une spirale logarlthmlque

5.24 Ecrivons le vecteur OP sous la forme OP = OM + Jt; I’appartenance de
P & la médiatrice de [0, M] s’écrit

2 2
OP.OM = ”—Ogﬂ, soit |OM|*+it.OM = ﬂ%‘ﬂ-.
2 2
Ainsi A= —1OMIT o op - om - 1OMI°
27.0M 27.0M
oM|*(1+~.0M
bew 40P _ _lomy?n  TOMI{IHR
ds 2t.OMR 2(z.OM)*

La condition de I’énoncé,
(OM +Rn). %QI: =0,
s

est automatiquement vérifiée, et la courbe cherchée est n’importe quelle courbe!
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Potentiel scalaire

6.1 1l est immeédiat que o = df, ol
f(x,y) =ax+Arctg x+by+Argshy.

6.2 1l est immédiat que
o =d[In(x*+y*)?].
La forme différentielle w est exacte, et elle dérive du potentiel scalaire

[, y) =1 x*+y?).

6.3 Ycrivons o sous la forme
o =x*dx+a*(xdy+ydx)—b*dy.

II est clair que w = df, ol
5

b
fGx, p) = + a®xy—b*y.

6.4 = '(x+y)(dx+dy)+<d—x——x5dy>+<9Z—-312dy>.
y oy x x
Donc w = df, ou
1 2, %, 7
f(x:y)'—z(x—i—y) +y+x

6.5 Les fonctions.M et N sont homogeénes de degré 0. Posons

N2
f(x,y)=xM+yN=x—y+4._’.‘_X.=M.
xXxX—y xX—y
On vérifie que
2 2
?I=1_4__X__5=M _‘Zf=_1+4 x N
ox (x'_)’) 6y (x—y)

La forme différentielle o est exacte, et elle dérive du potentiel scalaire f.

6.6 Les fonctions M et N sont homogénes de degré 0. Posons

2 2 2 2
G y) = x<1—y—2>+2-’i- X1y
X

x x
2
Alors 53lﬂ=1—1—=M éz=2¥=N.
dx x? dy x

La forme différentielle w est exacte, et elle dérive du potentiel scalaire 1.
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98 ' Solutions des exercices

6.7 Les fonctions M et N sont homogenes de degré 3. Posons

F06 ) = xyBx2+y)+xy(By2+x3)] = xp(x*+y?).
Alors

a—j:=y(3x2+y2)=M, ﬂ:x(3y2+x2)=N.
0x dy ,

La forme différentielle w est exacte, et elle dérive du potentiel scalaire f.

6.8 Les fonctions M et N sont homogénes de degré —2. Posons

fo 9y = = XGI=NFY=39 _ x—y

(x+y)° T
Alors of = 3y——x3 =M, o = y—3x3 = N.
ox  (x+y) oy (x+y)

La forme différentielle w est exacte, et elle dérive du potentiel scalaire f.

6.9 Décomposons w en w = w, + @,, ot
oy = (x*+2xy) dx+ (x%+y?) dy, w, = —dx—2dy.

Il est clair que w, = df,, ou f5(x, y) = —x~2y. Posons

1 i
Jilx, y) = | [x(x* +2xp)+y (x> + )] = 3> +3x2y+ ).
Alors
%=x2+2xy=M, 2Jj—‘:)cz—i-yz:N,
0x dy o

ce qui montre que df; = w,. Ainsi, la forme différentielle w est exacte, et elle dérive
du potentiel scalaire f=/f, +£, :

w=d*B3+x*y+y33—-x—2y).
6.10 Ici, les fonctions M et N sont homogénes, mais de degré — 1. Le théoréme
de Poincaré ne s’applique donc pas. Passons en coordonnées polaires :

w = ———-——f‘f"ie prd= — %049 _q L
p*sin” Op sin” @ sin 8

La forme différentielle w est exacte, et @ = df, ol

fGn ) = i\/x“ryz.
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e M__t W __1
dy x*+a’ ox  y*+a®

La forme différentielle w n’est pas exacte.

612 M_ _, xty _ON

y  (L+xy)P®  ox

Prenons x, = y, = 0; alors

v

* 1=y y 1/1—y?
f(-xs.y)=Jv '_"}')"—Zdt-l“} du=—~< 4 —]+y2>+y
o (1+1y) 0 y

1+xy'

613 M__x _ N
dy x*+y*  ox

Prenons xg = y, = 0; alors

x Yy
f(x,y)=j ArcthdH—J Inudu
t

0 0

x Arctg (p/x)+yIn/x*+y*~yln y+y(ny—1)
x Arctg (y/x)+yIn /x> +y*—y.

i

Il

oM oN o
614 — =2yg(x) — = =2y g(x)—2xy g'(x).
dy Ox

L’égalité de ces dérivées partielles se traduit par
xg' (x) =2g(x),

soit g(x) = kjx?.

Dans ces conditions,

2 2 2
o = k(" 17 dx—z.y-dy>-/c“—2dx.
X X X

D’aprés le théoréme de Poincaré, w = df, ol

2.2 2
flx, y) = [t A Y.
X X
Intégrales curvilignes
615 M_ _o 22 __N
dy (1+x*?*  ox
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200 Solutions des exercices

La forme différentielle w est exacte. Il est immédiat que w = df, ol
e’—1
1+x2

J(x, y) =

L’intégrale cherchée est donc égale A
@2, 49—£(0,0) = (*—~1)/5.
6.16

/2
a I :J (—sin® t+cos®t—2 cos® ¢ sin t) dt
0

J"’Z (sin 3t—3sint 4 cos3t+3cos 1)

2
df + = [cos® ¢ T¢/?
4 4 > 3[ Ia

0

= —2/3,
b) x=1-—y, ot y€l0, 1].

1 1
I =L [—y* 4=y’ =2y(1—y)]dy =L (2y*—4y+1)dy

=2/3-2+1= —1/3.
I1 découle de ce qui précéde que la forme différentielle @ n’est pas exacte.

6.17

nf2 :
. t
a) I=f (—sm3t+ CSS >dt
0 cos“t+3

wf2 o _ . n/2
=j Sln3t4381ntdt+J cost .

0 o 4—sin’t

: /2
=[_cos3t+£:£t+_l_m2+smt] =lln~3—~2-.
12 4 4 2-sint]o 2 3

I _____1__.1 _[_ﬁ_l L:.y]l
b) I—L[ y +3——(1—y)2 dy = 3 3Arc‘cg ol
= — 13+ n/(6./3).
6.18 x=(y*~1)/2 dx =ydy

+ o0 4y + o0 4y2
I=J 2112 ;vdy = T A4
—w (y 1) +4y -~ 00 (y +1)

2
. d
Posons y = tg t; alors Zy = sin’t, - Y _ dt
y+1 y+1
/2 ’
et I=4f sintdt = 2x.
—nf2
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Intégrales doubles

AR
71 1=J (\'dxj ydy=14=1.
0 0

2
7.2 (= 1)?dx = L[(x=1)°T2 ==
J1 3 3
"3
(r+ Dy =4[+ 1’3 = 37/3 I=1379.
J2
2 4 4_
7.3 x*dy={[x*]1 = 15/4 J g'yoi: _l[}?] =
J1 3y 31y’ 81xe64
[ 375 _ 175
256x27 6912
2 xdx 1 5
7.4 X [ +x)) === J dy =2 JI==In_
LHXZ 2[ ( )i ydy == Z

2 2 2
75 1 =J xe"dxj yeldy J xefdx = [e*(x—1)]3 = e’ +1.
0

0 0

L’intégrale en y est égale & la précédente, et I = (e*+1)%.
o [t Al )
1 (x+y)? 2l (x+y)2h 2\9  (x+1)

1 1(?* dx R I T 1 | SN |
= —— 4~ 2=-——--—--—- R e e e ==
18 2J1 (x+1) 18 2lx+1ls 18 12 36

1 1 dy 1 -
7.1 :f dxj =J [In2+x)—In(1+x)]dx.
0 o x+y+1 0

Corpmejln tdt = t(In t—1), on trouve facilement

I=3In3-41In2.

1 -X 1
7.8 J [x+yldy = —J (x+y)dy +f (x+y)dy
-1 1 x

= — 3 [+ 7127 + 3 [x+ )]s
=1(x—1)*+3(x+1)? = x*+1
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7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

7.15

7.16

Solutions des exercices

1
I =j (x*+1)dx = 2(3+1) = &,

a o) ] , N\
J sinz-t('f—l—z)dx=[:——f—gcoslt<£+z>] =?;c—7<sinﬂ+cosz—)~))
0 2\a b b 2\a b/ o 7\ 2b 2b
b b
I=2—CEJ- (s m-{—cosny)dy:f—q[—]{sing—-cosﬂ:] =§~a~é.
nJo 2b 2b 72 2b 2b_lo n?

“r)2 1 /2
dxf xcosxydy:f sinxdx = 1.
0 0 0

+ 00 !
J xe ¥dy = —[e"V]g" =1 I=J dx = 1.

o] 0

-1 -1 0
j %_[_EJ —1 J ydy = 1/5 I=1/s.
— X |~ -1
[._J J = 7/3,
— o 1+y

/2 e/ 2
I—J cosxdxj cos ydy —-—-f cos® xdx
0 0 0

1 /2
=5J (1+4cos 2x)dx = n/4.
0

(a3 —x3)1/3 1 a3 —x3
f (a3_x3_y3)1/2y2dy _5[ (a3___x3__u)1/2du
[

2

N _g [((I3 ___x3__u)3/2]1(z)3,-x3 = _§_(a3 o '\,3)3/2 .

L Ja%(a3_x3)3/2x2 dx = lj'“a (=¥ di = — 4 [(@®—1)*?]e
09 : 27 Jo 135

4
= 2 g5z

135

3 n 3 Mn
I = a_f cos3gsin fdo = g—f (cosz’—{z-%- 3 cos —0—> sin 0d0
3Jo 2 12Jo 2 2

24

3 3 3
= —g—[—z—cosig+4cosg+200336:| =a_<g+4+2>=§g__
2415 2 2 2o 24\5 15

3 [ n
=2 <sm§—9+25m9+3smﬁ>d6
2 2 2
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7.17 En coordonnées polaires,

2n R
pdp 2 2\1/2R
I= dd| ——— = —27[(R"— = 271R.
Jo Jo (RZ—pHH? ¢ Pl

7.18 En coordonnées polaires,

f2n 1 p3
I= (1+sin26)d9f S dp.
Jo o p+1
f2r
(1+sin260)d8 = 2=
J O
1 3 1 1
P dp =1J g =1J (1——1—>dt ~ 1(1—In2)
Jo p*+1 2Jo t+1 2)o t+1
I =n(l-In2).
n/2 1
719 1 =J sin BdOJ p2(1—p*)*/*dp. Posons p = sin @; alors
0 4]
1 /2 1 /2
j pr(l—pH'2dp =J sin? @ cos® pdo = —J sin® 2@ de
0 0 4jo
1 (2 ,
= ~J (1—cos4¢@)de = nj16
8Jo
I = nf16.
720 | =fpzsin9dpd0, ot pe[0,2sinf]etfel0, n].
n n/2
I= §j sin* 0d6 = E-G-J sin* 0d9 = 9317 _
3Jo 3 Jo 3422
n/2 2 cos 32 n/2
7.21 I =J cos 0 sin® OdOJ ptdp = ?j cos® 0 sin? 6 dO
‘ ~n/2 0 ~m2 '

/2 nf2

9

= %J cos® 0df — %f cos® 6 do .
0 4]

203

La théorie des intégrales de Wallis (voir tome 3) montre sans nouveau calcul que

_E5X3X1 1——7~ _ T
526x4x2 8/ 8-

722 I = fjﬁl—/—z dpdf, ou pe[0,2cosf]etbe[—n/2,n/2].
—-p
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2 cos @
L @-:—2)7)—1/—2 dp = [_(4_p2)1/2]gcosﬂ = 2(1—[sin 0])

n/2 n/2 0
1 =f 2(1—1sin 8))d8 = 2n-2J sin 9d6+2j sin 840
—~nf2 0 ~nf2
=2n—4.
("1 y 1
723 | = dyj fxyzdlenZJ ydy:ln__%.
Jo ox“+y 0 2

Ou encore, en coordonnées polaires,

fr/2 1/sin @ 2 2sin 0 cos U
I = sin 20d0J pdp =J —ilE—,-f,'o—b—d()
J /4 0 nd 2 sin* 0

"n/2
— | %5949 — [in sin 0172 = —1n-*é-z = %‘3

Jaa sinf

7.24 En coordonnées polaires, les équations des cercles limites du domaine
d’intégration sont p = cos § et p =sin 6. D’ou

[} cos f n/4 cos §
1=f sinBcosBdOj p3dp+J sin@cos@d()J pdp

—n/2 ( 0 sin @

0
o 4 /4 4 . 4
= j sin 8 cos 6 COZ 0 dé +j sin 6 cos 6 (coz 0 — Sm4 0) do

—-xf2 /]

. 6 0 6 n/4 2.6 /4
:[_cos 0] +[_cos 9] __[sm 0] — _1y%.
24 |-n2 24 Jo 24 Jo

7.25 Par raison de S)Lxgéﬁrigi

ki1 k4
I = Zij sin x sin ydxdy = ZJ x sin x dxj sin ydy.

0 0

On est ainsi ramené au calcul de deux intégrales simples; on trouve facilement

I=47.
1 I—x
7.26 I:2J xsinxde- sin ydy.
1 —

JI=R2

La fonction y +» sin y étant impaire, son intégrale entre des bornes opposées est
nulle; par suite, I =0.

7.27 Intégrons d’abord par rapport 4 y :

1 n/2
I=jdxf _ Y
0 o 14x“tg*y
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Posons ¢ = tg y; alors

1 + w0 dt
szd{[ 4
0 o (1+)U+x*tH)w

Or,
1 1 (1 1 >
A+XH A +x2XY  1-x2\X2+1 X2+1/x%)
D’oil
teo dt 1 +
= Arctgt—x Arctgitx]y ®
J‘o 1+ A +x%%) 1—-x2[ ‘. Bixg
_rl=x = 1
21—x* 214x
et
P - S SR
2Jo1+x 2

On aurait pu aussi intégrer d’abord par rapport a x :

nf2 1 dx
.
<o o 14x°tg°y

j ! dx B l:Arc tg (x tg y):l’ oy
o I+x*tg?y tg y o tgy

OI",

Donc

/2
o tgy

Intégrons par parties :
n/

2
I = [yIn (sin y)]&* ——j In (sin y) dy.
0

La quantité entre crochets apporte une contribution nulle a ’intégrale. Le calcul
de la derniére intégrale a été effectué (artificiellement) au tome 3. Mais, compte
tenu du premier calcul, nous retrouvons la formule

0

nf2 P
J In (sin y) dy = —51n2.
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Intégrales triples

1 2 3
7.28 Izj xde‘ ydyJ~ zdz = 0.
-1 -2 -3

1 2 3 3
7.29 I=j xzdxj dyj zdz.CommeJ zdz =0,1=0.
—~1 -2 -3

-3

2 3 11
7.30 I=J g—JEJ ﬂf Elﬁ:lnfllnzln-l—l.
10X y 2 10

2 10 Z

2 4 -6
7.31 Jv e"dx = e? J e’dy = e* J efdz=e¢% I=1.

"1 3 1
732 I, = (x2+1)dx=[%+x-] =§

ro _1\2°
L= e 1)] 3

4w dx [ 1]+00 JZ ) [y3]2 16
7.33 =| - =1 dy = |- =
Jl x* x It —zy d 31-2 3

1 1—x {—=x=y
7.34 [ =I dxj dyJ zdz
0 0 0

l—x-y 1-x
J zdz = 1(1l —x—y)? J 1(1—x—y)dy = 1(1—x)*

1 o 1
[=-| (=xPdx = ——[(1—%)*]} = —.

Jo( ) Lo =2
Tx+y

7.35 STyt g, o oY [ez]’é’”’ — (1)

JO
*ln x
2
J (e-(x+y)__ex+y)dy — [_%el(x-i-y)__ex-%-y]gxx
0

=1(x*-1) e —(x—1)¢"
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%f(xz-—l)e""dx = (x*—x—1)e** J(x—l)e"dx = k(x—2)ex

2
sl el Cerise—15).
8 8 8

7.36 L’intégrale est le produit de trois intégrales simples :

"

I, =| 6r°dr = da®
Jo
/2

I, = sin® 6 cos 6dO = % [sin* 615/% =
JO
P2

Iy = sin @ cos pdp = —4[cos 2¢]5* = 1.
Jo

D’ou
a6
I = 111213 = _8".

a2 2z n
737 I= —f cos? HdGJ sin® pde.
2Jo 0

En linéarisant cos?8 et sin® ¢, on obtient

i
a
N
©
N
w
[=N
N
+
3
Q_——-‘
-
~
[,
]
[N
t
~—
N
(o
N
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L omnes

CHAPITRE 8

Surfaces planes

8.1 Les paraboles se rencontrent aux points dont I’abscisse x vérifie
6x—x?=x2—2x,

soit x =0 et x =4,
2x°

4 4
A =j Bx—2xHdx = [4x2 - —3—:[ = 64/3.
0

0

0

© 82 y=+x*/x+4 A = ZJ x? fx+4dx.
-4

Posons ¢t = x+4; alors

4 4. 12
A= 2J (t—47 Jtdt = 2[12- g2 1852 +3t3/2} =2 x.
0 7 5 3 o 105 -

8.3 L’hyperbole rencontre la droite aux points dont ’abscisse x vérifie
x(5—x)=4,

soit x =1 et x = 4. L’aire est la différence entre celle du trapéze ABB’'A’ et celle que

limitent I’hyperbole, I’axe Ox et les droites d’équations x =1 et x = 4. L’aire du
trapéze est le produit de la demi-somme des bases par la hauteur. D’ott

1 - 1[* 15 f “*dx 15

A=-0@G+D{#@-1)—= dx =—-2| —=-—~—41In2.

R 4 D( )2Ly 2 Tlix 2

. 2
84 xdy—ydx = 3a*(sin®t cos* t+sin* t cos? ¢)dt = EZ—sinZtht

2 2 2
A= 3—“—J sin? 2¢dt = 27
8 Jo 8

8.5 Paramétrons la premiére ellipse : x=acost?, y=>5bsint. Les ellipses se
rencontrent sur les bissectrices des axes, en des points tels que |tg¢| = a/b. Par
raison de symétrie, I’aire cherchée est 8 fois celle de la surface limitée par Ox, la
premiére ellipse et la premiére bissectrice. D’autre part, '

xdy—ydx =abdt.
Arctgalb
Dot 4= 4abJ dt = 4abArctgalb.
0

8.6 L’aire est la différence de celles du triangle OAB et de la surface limitée par

la parabole et les axes de coordonnées. Posons x = ar?, y = a(¢t—1)%. Alors

xdy—ydx=2a*t(t—1) dt
2 0 2 2 2

A=2_ aZJ i-dr =2 L =4
2 1 2 6
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8.7 Les deux cercles se rencontrent sur les axes de coordonnées.

a2 (=2
A= ?J‘ [(cos 8+sin 8)*—1]d6 = —J sin 20df =

0

a.
2

8.8 Le disque étant contenu dans la partie limitée par la cardioide, I’aire est la
différence des aires limitées par les deux courbes.

A =3na*[2—mna*=a*2.

a2 1\:/2
8.9 A=—é—j [(l+cosB)2~1]d9=~f
—f2

= a*(2+n/4).

de

(2 cos 0 + 1+4cos 29)

—f2

8.10 En coordonnées polaires, I’équation du cercle est p = 2 et celle de
la branche d’hyperbole, p = /2/sin 26. Les courbes se rencontrent lorsque
J2/sin26 =2, soit sin 20 =1/2; d’o01 §, =n/12 et B, = 57/12.

Sn/12
A=lj (4- 2 >d0=2f—%[lntg9]i}‘{éz

2 )12 sin26
=—2—7—t+1n ,____tgn/lz‘
3 tg 5712

1% a* [ a’
811 A= —-J‘ p*df = —Z-J e dh = 4—-(exp 2mb, —exp 2mb,).
. 4m

0, [

812 A= _J cos? 29
~nj4 cOs? 6

Comme cos 20 = 2 cos?0 -1,

aZ n/4 1
A=~—J~ <4c0520+ — - )dG
2 J-n/a cos” 8

[26+sin 20+tg 6—461"%, =a2<2~§>.

a
2

‘2 /2 2
8.13 A_—-—J sin 6 cos 6 d6=|:—f—-Arctg(00529)} =2
sin* 8 +cos* 9 4 o 8

http-//biblio-scientifique_blogspot.com/



210 Solutions des exercices

v

8.14 En coordonnées polaires,
(™" 1 sin* 0
A=— —_— - ——5— |df
2 j_n/z cos’  cos?l

1 —sin*0 (1 — sin®? 6) (1 + sin? 0) . 3 cos24
- —14sin?0=2— .
cos? @ cos? 0 +sin 2 2

Or,

Ainsi,

a[36 sin207] a?
A“‘z‘[‘z’" 3 ]_,r,?,”?'

8.15 La courbe rencontre la premiére bissectrice a I’origine et aux points tels
que 2x? =2q2. Puisque x >0, il reste x = a.
En coordonnées polaires, p? = 2a? tg 6.

a2 [ a2
A=-—2-j 2tg0do = —az[lncosﬁ]’(;/‘*:—z—lnz.
0

8.16 La courbe rencontre la premiére bissectrice & ’origine et aux points tels
que 2x* = 2a*. Puisque x >0, il reste x = a.
En coordonnées polaires,

4 -J‘nm azﬁtge

"~ Jo (cos* 0+sin* 6)12

Posons d’abord tg 6= ¢; alors

1
t
o 2 s me——
A=a \/5 o L1 dr.

Posons ensuite z2 = u; alors

2" du 2
A=azl/——f —-—Z—-1—/E=a2———Argsh1.
2 Jo (1+u) 2

8.17 En coordonnées polaires,

1

2

p* = :
A cos? 8+2B cos 6 sin 8+ C sin® 6
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Par raison de symétrie,

fn/2
A = p*de.

J—n/2

Posons ¢t =tg 6; alors

(* + 0 dt _J‘-l-oo dt
—— =

J-w CP+2Bt+4 w C<t+g> L A-BYC

= _..._.];.___—[Arc tg_gﬁ‘_B_—il-‘.m = _____l_____
(4C—B*'? (AC—BH*|-w  (AC—B})'*

;/e:

[}
0 0

91\{ M
8.18 f p2d6=kj (p*+p*)**d0.

Dérivons les deux membres, en supprimant 1'indice M, désormais inutile :
p2 — k(p2+p/2)1/2_

Ecartons le cas trivial oit p’ =0 et ot p =k (cercles de centre 0), et séparons les
variables :

dp _
@i =p?? T

Posons u = 1/p; alors

G
(1/k2—u2)1/2

Do Arccosuk = =+ (8—0,)

et U = 1cos 0—8¢),
k
équation de droites ne passant pas par O.

Surfaces de révolution
1
819 ds=(1+9yH)"*dy A= 2nf Y (+9yH"dy.
0

Posons ¢ = y*; alors

T 1 7 T
A== +99%dt = =[(1+90**]} = — (10./10—1).
2L< P as = 2 [ +90° = £ (10/10-1
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8.20 TIls’agit de I’aire de la zone découpée sur la sphére de centre O et de rayon
2 par les plans d’équations x = 1 et x = 2. D’aprés le cours,

A=2rRh=4nm.
8.21 La formule du cours donne, pour /1 =3,

A=@8n/3)xT=56xr/3.

frl2 n/2
822 A=12x2n asin® t3a cos tsin tdt = ]21m2J sin* ¢ cos ¢t d¢
Jo 0 :
= 12na?/5.
/4 add n/4
823 A =2x2n. acos20sin == 4na2J sin 6d0
0 cos 20 0

= 4na®(1—./2/2).
8.24 -Posons x =acos t, y = b sin ¢; alors

ds = (a® sin®t+b? cos?1)/2ds

/2
A= ZnJ a cos t(a® sin® t+b? cos? 1)1/2 dr.
—-n/2

Posons u = sin ¢; alors
*1
A= 2naJ (b +cFu?) " du.
-1
Suivant un calcul classique effectué au tome 3,

2 2 1/27 11
A=2na[é—Argsh—cu+I—)u(1+c—2u2> ]
2c b 2 b

—1

2 2
= 27t<a2+f—b~Argsh£> = 27c<a2+9—b—lnq—if>_
¢ b ¢ b

8.25 De méme,

A= ZnJ b sin t(a® sin® t+b* cos® H)*/2 dt.

0

En posant u = cos ¢, on se raméne &

1 ' , a*b c
A=2nb| (&®—cud)'?du = 27| b*+— Arcsin~ ).

-1 [ a
nf2

cos ttgtdt = 47ta2j sin tdt = 4na’.
4]

nf2

826 A= 2><27ta2J

0
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CHAPITRE 9

ak X h
91 V=n| x*shZdx, ol k = Argch-.
a a

0

A l'aide de deux intégrations par parties, on voit que

fxz sh¥dx = ax?ch > —2a%xsh X+ 243 ch Z.
a a a a

Dot V=na®(k?*ch1-—2ksh1+2chl).

9.2 V= nJ e?* sin? xdx = Z?:CJ‘ e?*(1—cos 2x)dx
0 0 .

2x H k3
_ E[E___ez" cos 2x +sin 2x] = Trer—1].
212 4 o 8§

9.3 Nous savons que I’hyperbole rencontre la droite aux points x =1 et x =4
(voir exercice 8.3).
16
Ve=n| —~dx=16n(1-%) = 12x.

1x2

9.4 Nous avons déja paramétré cette parabole (voir exercice 8.6) en posant
x=at? y=a(t—1)2. Le volume V est la différence entre le volume V, = na®/3
d’un cone de révolution et

1 6 5 4 3 1 3
v, = 27ra3f (t—-1D*tdt = 27ta3|:£——it— +§t—--—4—t +~t] =4
0 6 5 2 3 2J 15

n2/4 1 x2
9.5 V=nj xzdz=27cf — _ Arcsin xdx.

Posons x = sin ¢; alors

n/2 /2 _
V= 27IJ tsin?® tdt = 2nJ tl-—ic-)-s——z—tdt

0 0 2
o sin2¢ |2 m ("2 o
= — — | ¢ + - sin 2tdt = — + —.
3 2 o 2Jo 8§ 2

2 2 2
_atXx o a2 _ a(b®*~x)+(a+x)x
Or, zZ = " b - x%) et dz = )T dx.
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214 Solutions des exercices

bop2_ 2 2
a(b*—x)+(a+x) x .

Donc V= ZnJ.O (bz—x?')“z

Posons x = b sin ¢, pour faire disparaitre la puissance 1/2; alors

nf2
V= ZnJ‘ (ab® cos® t+ab® sin® t+b* sin® 1) d¢
0

n/2 /2
= anzf (a+b sin® f)dt = nzabz+2nb3[—39-‘-’3-5f + <8 3t]

0 4 12 o
= n?ab®+4nb.
fa h 212
9.7 V=1J (az-xz)llzdxj yay = LM
¢J-a : ~h c 22
+ 00 nf2
98 V= nf - (x+a)’dy = naaf sin® 0 cos® 6(2 cos? §+1)d6.
— o0 —~nf2
Posons 26 = ¢; alors
3 M= 2.3
V= E—J sin? (2 +cos p)dg = =2
8 J-=n 4
+ o /2
99 V= nf (x—a)’dy = nf (ab?+b> cos® ) do
] ~-nf2

= n?ab*+4nb*.

9.10 La section par un plan paralléle & xOy de cote z est une ellipse, d’aire
nabz[p. D’aprés la formule des trois niveaux,

2
Ve ﬁ(nab L + 47rab—h—~> = nab h—
6 D 2p 2p
(On aurait aussi pu se ramener au cas d*un paraboloide de révolution, en posant
y=(bla) Y)

9.11 Les sections des deux surfaces par un plan paralléle & yOz d’abscisse x
sont les ellipses d’équations

V2o 422 e? =2—x2[a® et y b 4z%c?—xla=0.
Ces ellipses se rencontrent si et seulement si elles sont confondues, auquel cas

x%la*+xla—2=0.

La racine x = —2a est évidemment i rejeter; il reste x = a.
Ainsi, le volume est limité par le paraboloide lorsque x&[0, a] et par I’ellipsoide
lorsque x€[a, a./2).

Les ellipses considérées ci-dessus ont pour aires respectives nbc(2—x2/a?) et
nbe x/a. D’aprés la formule des trois niveaux, appliquée au paraboloide puis &
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I"ellipsoide,
2
V= n“—?(o+1+4-;~) + n%?(\/i—1){1+0+4[2 -<1i2\@> ]}
abe
= 71— (8/2-7).

6
9.12 V=2 [[(a®*~x*"*dxdy, le domaine d’intégration étant x*+y* < a?

D’oil, en intégrant par rapport & y puis par rapport a x,
a3> _ 164°
3

V= 4j (a*—x*)dx = 8<a3 =3

9.13 En coordonnées cylindrigues,
V= 2J (@®*—pH* pdpds, ot  pe[0, b] et O[O, 27].

Posons ¢ = p?; alors
b2
V= 27{J (aZ__t)l/Z dt = — 4?71: [(a2~t)3/2]t62 — 4_7E [a3_—.(a2__b2)3/2] .
0

Si b = a, on retrouve le volume de la spheére.

cos 8

9.14 En coordonnées cylindriques,

n/4 :;:200 /2 sin2 8
V=J dﬂf psdp+j dBJ pidp.
0 0 /4 0
En changeant 6 en 7/2—0, on voit que ces deux intégrales sont égales.

sin @
/4 cos?§ 1 [™* sin* 6
do 3dp = -—J‘ dé.
J pep 2Jo cos® @

0

V=2

o

alors

1
(t*+1%dt = —1-<~1- +£> L
0 2\5 35

Posons ¢t =tg 0;

N[

V=

o

En coordonnées cylindriques, ze[0, a cos 26] et

V=Jfa cos20 pdpdf, ou  Oe[—=n/4, n/4] et pe[0, a].

a a3

cos 20d9j pdp = —
0 2

9.15

nf4

Donc V= aJ‘
-nf/4
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CHAPITRE 10

Ensembles finis

10.1 Puisque G, est barycentre des points 4, B et C affectés des coefficients «,,
ﬂl et P1s

(oy+ By +v,) GG, =a,GA+ B,GB+y,GC,
De méme,
| @2+ B2 +72) GG, = 0,GA+ B,GB+7,GC.
En ajoutant membre & membre, nous obtenons la relation

(ay+B1+71) GGy + (2, + B, +7,) GG, =
= (0 +05) GA+ (B, +B,) GB+(y, +7;) GC =0.
Les nombres a, + f; +7v, et a,+ S, +y, étant implicitement supposés non nuls,

les vecteurs GG et GG, sont colinéaires, ce qui montre que les points G, G; et G,
appartiennent & une méme droite.

10.2 Par définition des barycentres,

Y 0,04,
0G, = ied
2 %
iel
et
Y ;04 Y, %04,
OGJ = jed - — _ied .
Z % Z %
jelJ iel

1l en découle que

i=1
G.I GI I a——
2 %
iel
L’assertion en résulte aussitot.

10.3 Soit O un point du plan. Alors

_ 0A+03)B+0C et OG = OA +O;3 +0C .

oG

Par définition,

_aOB+80C

04’ ,
3
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OB = ocOC-i—ﬁOA,
3
oC' = onA+BOB.
3
D’ou
0G = (¢+p) 04 +(a+p) OB+(a+ ) OC - 06,
3(a+p)
ce qu’il fallait prouver.
10.4 Prenons P'origine en 4. Alors
ac =BAB g p - BABEYAC g VAC
a+ﬂ ﬂl'*"yl ’yll+a

Les points 4’, B’ et C’' sont alignés si et seulement si les vecteurs C' 4’ et C' B’
sont colinéaires. Or,

Car o BABYAC AB o y'4C _ pAB

ﬁ”{"yl a+ﬁ ,yll+all a+ﬁ

Les vecteurs AB et AC étant linéairement indépendants, il faut et il suffit que les
composantes de C’ A’ et de C’ B’ sur AB et AC soient proportionnelles, ¢’est-a-dire

< g _ B ) A 13
B'+y at+B/y +a (a+B) (B +v)
On obtient alors la condition annoncée en réduisant au méme dénominateur.

10.5 a) Soit G le barycentre des points 4, B et C affectés des coefficients 2,
3et —1. Alors

2MA+3MB—-MC=4MG.

Il existe un point M et un seul répondant & la question, a savoir le point défini
par la relation

b) L’application M+ 2MA+3MB~—5MC est constante. Si k=34B—54C,
I’ensemble cherché est le plan tout entier; dans le cas contraire, cet ensemble est
vide.

10.6 Soit G le barycentre des points 4 et B affectés des coefficients 2 et —3.
Alors

2||MA|*~3|MB|*= — |[MG|*+2||GA|>~3| GB|*.
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L’enéemble cherché est donc celui des points M tels que
IMG|* = 2(|GA|*~3|GB|*—o.

Si a<2]|GA||*—~3||GB||?, I’ensemble est le cercle de centre G et de rayon
V2||GA||2—3||GB|*—«. Dans le cas contraire, I’ensemble est vide.

8

10.7 a) L’angle de la tangente avec Ox est a =6+ V. D’ol
tga=tg(0+V)=m.

Or, th=£== —~}—:—'_799—S—§-— ot —. D’olt
o' sin 0
V=nf24+0/2+k a=30/2+xr2+kn

et

0k=-2-(a-1‘—kn>,
3 2

ce qui montre qu’il existe trois points de contact, correspondant 4 k=0, k=1 et
k=2
b) Posons z = x-+jy = pe’®. Alors

Zg = %(ZO+21+22)
= g [(1+cos Bp) e’ +(1+cos ;) e’ + (1 +cos 8,) e”4].

Comme e/ = o e/” et que /™ = w® e/,

e pel e/ = (1+o+w?) e/ =0.
ef4e 1
2

cos 0, e’ +cos 0, e/ +cos 0, e = +1(0* + 0 +1) ¥ = 3

De méme, cos 0 e’ = e = é(e'2j9+1)y; d’ol

(car w* = w). Finalement,

win
W

, SOit xg=- et yz=0.

NS

Zg¢
Le point G est donc indépendant de m.

Courbes

10.8 ds=3asintcosrdt I=3a/2

: w2 2a 2a
xG:Z-aJ cos* ¢ sin t dt = == [sin® {5 = —.
0 5 5

Par raison de symétrie, yo = xg.
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10.9 Soit'arc x=Rcos?, y= Rsin t, te[~a, a]. Alors y; =0, ]=2Rx et

“ sin a

R
Xg = — costdt = R——
o —a o

j t/1+y?(Hdt
1010 X, =x—2 Xg =22

y f 1+y2()dt
0

Jt 1+y'2(t)dt=(x——3%>f 1+y"*(t)dt.
0 y/Jo

Dérivons, pour faire disparaitre 1’une des intégrales :

T = (-2 yTr@ + 2 [ e,

D’on

soit

j 1+y2@)dt = -y~ J1+y2 ().
0 y

Dérivons encore une fois, pour faire disparaitre I’autre intégrale :

1+ = J1+y%(x) - ,,2 \/1+y’2(x)+
\/1+y"‘(x)

ou encore

1

yy oy

1+y12 yu'

C’est une équation différentielle & variables séparées; il vient aussitot

2= KP1+y?, ou — =k,

Ainsi,
Argsh y’ =k(x—a), ou y =shk(x—a).
Puisque la courbe est tangente en O 4 Ox, a =0, et

1
= = (ch kx—1),
y k( )

équation d’une chainette. (Si k =0, le point 7 est indétermingé.)

QUINET — Mathématiques supérieures, Tome 5

http-//biblio-scientifique_blogspot.com/

219



220 Solutions des exercices

Surfaces planes

2

1011 4 =J

8 3(? 3 T3 x4 6
x?dx =~ X =—J x}dx = = =-—j —dx = ~.
0 3 ¢ ;e 0 5

10.12 Les courbes se rencontrent aux points dont 1’abscisse vérifie
x*=16(4x).
On obtient x =0 et x =4. !

4 .2 314
B
0 4 3 12 Jo 3

4 2 4714
xa=lj x<2\/;6—£>dx=—?’—[‘—1x5/2~3—c-} _38_2
4Jo 4 1615 16j0 16 5 5

Par raison de symétrie, yg = Xg.

2
10.13 Nous savons que [ =J 3asintcostdt = 3a.
0
nf2

1 1:/2 . .
Xg = ?f (acos® )y (Basintcosf)dt = a cos* ¢ sin tdt
aJjo 0

- a 5 2 _ @
= —= [cos® {]5/? = -.
5[ 15 .

Par raison de symétrie, y; = xg.

10.14 On peut bien entendu faire un calcul direct : 4 =n(R?/4) et, en coor-
données polaires,

1 2 1 R 2 J‘nlz 4R
Xg = — cos dpdf = — d cos 0dO = —.
G AJJ‘P P A_[o p ap 3

0

Par raison de symétrie, y; = xq.

YA

Fic. 10.1
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On peut aussi utiliser la remarque suivante : soit G’ le centre d’inertie du quart
de disque symétrique par rapport a Oy.
Le milieu G” du segment [G, G'] est le centre d’inertie du demi-disque. Or,
Yor=1(e+¥e) € yg=Jyq.
Nous avons vu dans le cours que yg.=4R/3n; donc, sans nouveau calcul,
Ve =4R/37.

10.15 Soient a et b les demi-axes de 1’ellipse. En posant x/a = X/R et y/b = Y[R,
nous nous ramenons au cas du cercle; or, nous venons de voir que Xg= Y;=4R/3x.
Donc ‘

xg=4a/3n ye—4b/37.
10.16

<

Fia. 10.2

= *Jydx = sz sin® tdt = R? <a_sm22oc)

3

1 R3 [¢ 2R
Xg = — | xpdx = ~— cos #sin® tdt = = sin® « =0.
¢ AJ Y AL, 34 Ve

On vérifie que si e =7/2, xo =4 R/3etque sia=mx, x5 =0.

10.17 Le centre d’inertie G est le barycentre des centres d’inertie G’ et G” des
surfaces limitées par le cercle et Dellipse, affectés des coefficients 1 na® et —Lnab.
Or, yg =4a/3 et yg. =4b/3; donc

4 2_ 2
Ll . YO

3 a-b 3

Ve

Par raison de symétrie, x; = 0.
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10.18 Rappelons que 4 = a?(2—=/2). D’autre part, y; = 0. Enfin,

x —iffxdxdyﬂi‘”pcose dpd()——fz—::,—J‘ﬂ/4 3 cos 6d0
¢ A A ’ 34 -—n/4p

&3 4
=—J <8c0530—12cos(9+

34)-n4

cosf cos®@

1 )cos 0do

3
a . ) )
= 5-;1 [% sin 40 — sin 29+30—tg 0]_/:/4 A

a3n =8

10.19 Rappelons que 4 = a?/2. D’autre part, y; = 0. Enfin,

lﬂ dxd “SJM 3 cos 0d6
Xo == xax I Cos N
T4 Y= 34)

Posons d’abord sin 6 = ¢; alors

n/4 ﬁ/?-
=J (cos 26)*/% cos 6df = j (1—212)%2dt.
-1/4 ~Ji2

Posons maintenant ¢ = 4 sin u; alors 1—2¢% = cos?u et

/6 /6
I~~f cos* udu =-—1—J (cos 4u+4 cos 2u+3)du
8\/5 —n/6

\/?2 -1f6

3 /6
=—1-[Sm4u+2sin2u+3u] = <9\/— >
8.2L 4 w442

%o = 6}(” ).

10.20 Rappelons que si p =ae™,

Ainpsi,

2
= :—m— (exp 2mb,—exp 2méb,).

e*™ cos 6dO Ve = % sin .d6.
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Introduisons z4 = x¢+jye :

a3 63
Zg = — exp (3mb+i0)do
G 3ALI p( i)

a® 1
= exp (3mjl,+6,)—exp 3mb,;+jB)}.
3A3m+j[ p (3mjf,+0,)—exp 3mb, +j6,)]

Il ne reste plus qu’a séparer les parties réelle et imaginaire pour obtenir x et y;.

10.21 Soient O et O’ les centres des deux cercles. Le centre d’inertie du disque
entaillé peut étre considéré comme le centre d’inertie du disque de centre O et de
rayon R, ayant pour densité 1 sur la partie non entaillée et la densité 0= —1+1
sur la partie- entaillée; c’est donc le barycentre des points O et O’ affectés des
coefficients 7R? et —nR?/4, ou encore 1 et —1/4. Ainsi, le point G est défini par

0G=~100".

10.22 1a condition de I’énoncé se traduit par

Xa XM
J- xydx=kxMj Cydx.
0 0

Dérivons les deux membres :
XM
xMyM == kxMyM‘*“kJ‘ ydx.
0
Dérivons encore une fois, en supprimant ’indice M, désormais inutile :
xy'+y=kxy'+ky+ky.
Séparons les variables :
dy 2k—1dx
y 1-k x

Ainsi, :
y = Clx| @k Di= |
Les cas particuliers correspondent respectivement & y=0C |x|, y=C./|x| et
y=Cx2.
Surfaces de révolution
10.23 Nous savons que 4 = wRIl, ol [ est la longueur de la génératrice.

xg=y=0.

1 (" / 1 27 K3 2h
z2g=—1| 2nxz [1+4+-—dz =~ J14+m? ==,
¢ AL m? A 3m? 3

I’équation d’une génératrice étant z = mx.
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10.24 Soit le paraboloide d’équation x2+y? = 2pz, engendré par la parabole
d’équation x? = 2pz en tournant autour de son axe. Alors

Xg=ye=0

D’ou
P 5 p? 2 3/27p2
jxds=f x /1+%dx=lf /1+-t~dt=£-[<1+i2> :l
0 p 2Jo pz 3 p 0
p2
=-?(2\/§—1)
P - Z r? / |
szdS:iJv x3 1+.J.C_§dx=—l~f t 1+‘£dt
2pJo N P 4pJo P
pZ
BT () et fre L]
4J)o L\p 4 14
—i’i[l(4\/§-1)--1-(2\/§—1)J~p—s(\/i+1)
215 3 15
o o 241 ’
s 2=
szds
1025 x5 = yg =0 Zg =

des

ol x =R cos ¢, z= Rsin ¢, ds= R do, pelp,, ¢,].

P2
f cos ¢ sin ¢ dp R sin? ¢, —sin” ¢,

o1

J‘“ 2 sin @, —sin @,

R . .
z¢ = R = ZZ-(sm @ +sin @,)

cos pdo

o1
=3(z;+2,).

Le centre d’inertie est le milieu du segment joignant les centres des cercles limitant
la zone.
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Volumes

10.26 Nous savons que le centre d’inertie du volume limité par un tétraédre
n’est autre que le centre de gravité des quatre sommets. Or, ceux-ci ont pour
coordonnées (0, 0, 0), (6, 0, 0), (0, 3, 0) et (0, 0, 2). D’ou

xXe=3/2, ys=3/4, zs=1/4

10.27 Prenons Oz pour axe de révolution et O au sommet du cone. L’équation
d’une méridienne est z = mx, ou encore z = hx/R.

V=14nh3m?=LinhR?

0 Vim 4

. h 4
xg=ye=10 Zg=%f ﬂxzzdz=l'—-—2=3_h.

10.28 Par raison de symétrie, xg =y = 0.

2567
15

2 2
V= nj x*dz = nj @4-z»*dz =
0

0

2 2
zg = ”1_7EJ‘ x’zdz = EJ (42" zdz = 2,
vV Jo 256 Jo 8

. . x2 yr 2z
10.29 Soit I’ellipsoide d’équation — + b2 +—==1.
a ¢

V = } $nabc
Xg = ljjjxdxd dz = ldexAUdydz = leA(x)dx
Ty Y v v '

2
L’aire d’une section par un plan paralléle & Oz est Z- be (1 - %) D’ou
a

3a

nthe (¢ x2 nbe a?
Xg = — l—=)xdx = — — = —
4V Jo a 4V 4 8

De méme, yg=3b/8 et z5 =3¢/8.

On alirait pu aussi se ramener par affinité au cas ot b = ¢ (voir exercice 10.15)
et utiliser le résultat du cours sur le centre d’inertie d’un demi-ellipsoide de révo-
Jution en décomposant celui-ci en quatre (voir exercice 10.14).

10.30 Rappelons que ¥ = (nr?)(2zR).

xg = yg = 0.
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Zg = ! jzA (z)dz
G = —
|4

nf2
= %f n[(R+7 cos £)* —(R—r cos £)2] r? cos ¢ sin td¢
¢}

/2
=@j Rr3 cos? ¢ sin tdt =21.
VJo 3

10.31 Le centre d’inertie G est le barycentre des centres d’inertie G’ et G du
tronc de cone et de la demi- boule affectés des coefficients V' =4{nhR?et V"= 27 R3.
Or, d’aprés 1exercice 10.27, zg. = 34/4 et, d’ aprés le cours, zg. = h+ 3 R/8. Donc

I N I b ( "8 ) 3r*+8RA43R? %
¢ = == .

Lonr? +2 2R3 Hh+2R) |
3 3

Si h =0, on retrouve xg = 3 R/8.
R
1032 M = f A(z)a-;dz, ot A(z) = n(R*—z%). Do
0
R 3
M=al| (R*—z%)z2dz = &
RJo 4

1 [ z 8R
X = =0 Zg=—| A(@)a—zdz = —.
¢ = Y¢ G Mfo (2) R 45

1033 M

R
J n(R*—z*) e *"dz

wh[(z*+2hz+h*—R?) e "R

I

Zg = ifR n(R*—z%) ze *"dz
MJ-r

= -’;—Z [(z>+3hz*+6h*z—~R*z+6h>—hR?) e *"R
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CHAPITRE 11

Courbes

11,1 ds = ch x/adx Ips =j a® ch® x/adx.

On linéarise :

ch® =£<ch§-§+30h§>.
a 4 a a

D’ou
2 a 3 a
10x=a—|j~1—sh3f+3sh§] =g—[lsh3§+3sh§]

413 a al-a 413 a a

3 2
=5—<1sh3+3sh 1>=2a3shl<1+8h 1).
2 \3 3

Si la densité linéique est 1, la masse M est égale & la longueur, soit M =2ash 1.
Donc

—a

I, = Ma?(1+sh?1/3).

+ o
112 ds = /1+4e™dx IOx=4J e J1+de > dx.

)

On pose ¢ = e~ 2*; alors

1 32
Ipe = ZJ J1+4tde = L[ +40)*%]5 = 5——3——1-
0

11.3  ds=3asin ¢ cos ¢ d, si 1e[0, 7/2]. On multiplie par 4 le moment d’inertie
correspondant & cet intervalle :

w2 3 3
Ip, = 4j 3a®sin” t cos tdt = Eaa [sin® (]3? = -?:a3.
0

Comme la longueur de I’astroide est 64,
on = %]\4(12 .
Surfaces

Nous appliquons la formule

3
Iox =ij2dxdy =dejy2dy =j—y§dy.
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T ol 3
114 I, = f Sml x
0

= —1—|:——3 €OS X +cos3x] = 4/9.
12 3

0

dx = l—f (3 sin x—sin 3x) dx
12 Jo

1 n/4 3 1 /2 2
11.5 IOX=§ , tg xdx=5 ; tg x(tg” x+1—1)dx

nf4

=—2—[tg2x+lncosx]0 =—(1-1n2).

N\ -

11.6 IOx=a3J ch? X dx.

-a a

Le calcul effectué dans 1’exercice 11.1 montre que
4
Ip. = 5‘56—(% sh3+3sh1).

1 1/2 1 1/2
11.7 IOx=§J (1—~4x2)3dx=gj (1—-12x*+48x*—64x%) dx

-1/2 —1/2

1/2
=—;-lix~4x3+ﬂ5§x5—§fx7jl = 16/105.

—-1/2

11.10 Intégrons d’abord par rapport & x, qui varie entre (y*—4)/4 et (4—y?)/4;
nous obtenons ainsi

2 4—y? 64
Ip, = 227Y gy =2,
° J‘—zy 2 VT

11.11 Les courbes se rencontrent lorsque 2x> = 8 x, ¢’est-a-dire lorsque x =0
et x=2.

2 2
Iy, =f x?‘(Zﬁ x”z-—-\/i ¥ dx = ﬁ[g x? ——92-x9/2:| = 128/63.
o

0

2
I, = %j (162 x2 =2.,/2 °%) dx = 512/55.
. :

1 w2 ad 2
1112 I, = -J p3df = “J sin® 20d0 = 3a*/64.
3Jo 4 Jo
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11.13 Le moment d’inertie cherché est la différence des moments d’inertie des

deux disques.
Pour le deuxi¢me disque, de rayon 1, Ip, = n/4, Ip, = n+n/4.

Io=Ips+1,, = 37/2.

Pour le premier disque, de rayon 3/2, ces valeurs sont a multiplier par (3/2)*.
Finalement,

I, =__3_n(§1___ 1>= 1957
2 \16 32

11.14 D’aprés le cours, le moment d’inertie par rapport 4 un c6té est
I, = bh3[12 = 3./3a%/96.

a) Le théoréeme de Huygens montre que
I, = I,—M(a\/3/6)* = 3./3a%/96 — \/3a*/48 = \/3a%/96.

b) Toujours d’aprés le théoréme de Huygens,

Iy = Lo+ M(a Jf33)* = \f3a%96+/3a*/12 = 3./3a%32.

Volumes

11.15

a) Le moment d’inertie par rapport 4 ’axe 4 est la différence entre les moments
d’inertie des cylindres de rayons R et r :

h
I, == (R*—r*") = E(Rz—rz) (R?+7%) = M(R2+r2).
2 2 2
b) D’apres le théoréme de Huygens,
Iy = I,+Mr* = %(R2+3r2).

¢) De méme,

Iy =I1,+MR* = %(3R2+r2).

2 2 32
11.16 IOZ=EJ x4dz=-TEJ zzdzzf[f_] =i7_r.
2Jo 2Jo 2L3 o 3

11.17

a) Soient Oz I’axe de révolution, O le sommet et z = mx 1’équation d’une géné-
ratrice. Alors ’

h x4- T J"X h5 3Mh2
Ip,=| n=dz = —| z*dz = =—,
° J 2 +Jo 10m*  10m?
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b) Pour calculer 15, on applique le théoréme de Huygens & la partie comprise

entre les plans de cotes z et z+Az. Le moment d’inertie de cette partie par rapport
4

aO0Oxestn % Az+7nx?2z2 Az. Dol

h 4 h 2
o, = nj <£+x222)dz = ch (—1—4+—1—>z4dz = Tpsdm tl
o \-4 : o\dm* m? 5 4m

3Mh? 3
= 4m*+1).
Om? ( ) ' ‘
Par raison de symétrie, Iy, = Ip,.
3Mh?
o) Ip=Ip,+Ip,+Ip, = —;5——2—(1+2m2).
, m

11.18
a) Représentons la section méridienne par
X = R4+rcost
{z = rsint. 4
Alors ‘
Iy, = gfr [(R+7cos )*—(R — rcos 1)*] dz
~r

/2
= 47rrj (R?r cos t+ Rr® cos® £) cos tdt
—nf2

= 4nRr? <1” R +3F r2> = 272 Rr* <R2 43 r2> = M<R2 e r2> .
2 8 4 4

b) On calcule I, comme dans I’exercice précédent. Le moment d’inertie par
rapport & Ox de la partie comprise entre les plans de cotes z et z+Az est

:—: [(R+7r cos )*—(R—r cos )*] Az +

+n[(R+rcos )*—(R—r cos 1)*] 2% Az.
D’olt
nf2

/2
Ip, = anJ‘ (R?r cos t+Rr® cos® 1) cos tdt+4nr3f Ry cos? t sin® tdt
—-nf2 —nf2

2
= %(4r2R3+5r4R) = %(4 R? +517%).
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A

AIRE, 85, 97.
ARCHIMEDE (spirale d), 40.
ASTROIDE, 15.
ASYMPTOTE, 8.

(cercle), 32.

(point), 32.
ASYMPTOTIQUE (direction), 8.

B

. BARYCENTRE, 127.
BERNOULLI (lemniscate de), 40.

C

CARDIOIDE, 37.
CHAINETTE, 47.
CIRCULATION, 66.
CISSOIDE, 38.
COURBURE
(centre de), 54.
(rayon de), 50.
CURVILIGNE
(abscisse), 49.
(intégrale), 66.
CYCLOIDE, 20.
CYLINDRE, 113.

D

DESCARTES (folium de), 18.
DOUBLE

(intégrale), 82.

(point), 9.

E
ENTROPIE, 79.

G

GIRATION (rayon de), 145.
GRAVITE (centre de), 127.
GREEN-RIEMANN (formule de),
89.
GULDIN
(premier théoréme de), 134.
(second théoréme de), 138.
H

HUYGENS (théoréme de), 146.
HYPERBOLIQUE (spirale), 41.

I

INERTIE
(centre d’), 127, 130, 135.
(moment d°), 144.

INFINIE (branche), 8.

INFLEXION (point d’), 6.

INTEGRABLE (fonction), 82.

INTEGRANT (facteur), 76.

L

LOGARITHMIQUE (spirale), 41.
LONGUEUR

d’un arc paramétre, 44.

d’une ligne polygonale, 44.

M

MASSE, 85, 93.
MODULE dun quadrillage, 82.
MOYENNE (valeur), 84.

N
NIVEAUX (formule des trois), 120.
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(0]
OSCULATEUR (cercle), 54.

P

PARABOLIQUE (branche), 9.
PARAMETRE, 6.

d’une conique, 28.
PARAMETRE (arc), 6.

Q

QUADRILLAGE, 82.
QUARRABLE (partie), 85.

R
REBROUSSEMENT (point de), 7.

RECTIFIABLE (arc paramétré), 44.

RIEMANN (somme de), 82.

Index

S

SEMI-CUBIQUE (parabole), 17.
SPIRALE, 40.

(branche), 32.
STROPHOIDE, 39.

T

TANGENTE, 6.
TORE, 107.
TRACTRICE, 16.
TRIPLE (intégrale), 92.

v
VOLUME, 85, 93, 113.
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