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Avant-propos

Dans ce troisiéme volume sur les espaces fonctionnels, j’applique les
résultats de Topologie et d’Algebre, & 'étude des espaces préhilbertiens
réels ou complexes.

En disant un mot des fonctions réglées, j’ai voulu mettre en évidence
le procédé constructif qui consiste & passer 4 une adhérence, procédé que
P'on retrouve dans le lemme de Lebesque.

J’ai voulu, en rédigeant cet ouvrage, donner une vision constructive
des mathématiques, qui dégage les raisonnements fondamentaux, et c’est
pourquoi je ne me suis pas trop soucié d'un programme. Je ne sais pas si
je suis parvenu 4 mon but, mais je me suis fait plaisir en rédigeant ces
pages. Puissent-elles vous servir.
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CHAPITRE 11

Séries numériques

séries dans les espaces vectoriels normés

Comment donner une idée amusante des séries? En pensant peut
étre aux pyramides, ou aux cairns en montagne, c’est-a-dire & une ceuvre
obtenue en rajoutant sans arrét un petit quelque chose, un caillou. Ou bien
un stalagmite auquel chaque goutte qui tombe apporte quelques grains de
calcite... ou & un objet en laque, obtenu par couches successives.

La formulation mathématique de ces ajouts va donc faire intervenir

une addition, et un passage a la limite : le cadre tout trouvé des séries
sera donc celui des espaces vectoriels normés.

1. Vocabulaire

DEFINITION 11.1. — Soit un espace vectoriel normé E. On appelle série &
valeurs dans E tout couple (u,U) de deux suites d’éléments de FE telles que
pour tout nde N, Up, = ug + u1 + ... + Un, soit le terme général de la
suite U, avec uy, terme général de la suite wu.

Cette définition est ridicule par excés de formalisme. Comment pren-
dre au sérieux les mathématiques quand on lit des choses pareilles!

Mais est-il nécessaire de prendre les mathématiques trop au sérieux?

11.2. En somme, une série, c'est une suite u = (Up)neN mais 2 par-
tir de laquelle on s’intéresse a4 une nouvelle suite, de terme général
Up = ug + w1 + ... + un, appelé somme partielle d’ordre n de la série

des ug.
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11.3. On notera encore u = ((un))neN la série de terme général un, et on
parlera de la série des uy. Le travail qui nous attend, c’est d’obtenir des
résultats pour la suite des U, en examinant seulement les u,,.

DEFINITION 11.4. — Soit u une série de terme général u,, dans E espace
vectoriel normé. Elle est dite convergente, de somme U si et seulement si

la suite des sommes partielles Uy, converge, avec U = lim U,
n—-+00

La série sera dite divergente si elle ne converge pas.

11.5. En cas de convergence l’élément Ry, = U —U, est appelé reste d’ordre

n de la série.
(o]

On note parfois U = Z uy, la somme de la série u des ug, en cas

k=0
oo

de convergence, et R, = Z uy, le reste d’ordre n, bien qu’il s’agisse

k=n+1
de limites qui, nous le verrons, n’ont pas tout a fait les propriétés des
sommes.

11.6. Un exemple, la série géométrique

On va considérer d’abord un exemple simple, ot on pourra calculer
effectivement les sommes partielles.

Soit, dans E = R, la série u de terme général u, = k™ avec k fixé
dans R.

Lidentité 1 — k™! = (1 4+ k + k2 +... + k™)(1 — k) fournit, pour
k # 1, Pégalité
1— k"+1

_ 2 no_
Up=14+k+k°+...4+k 1—%

On sait alors que, si |k| <1, lim k™! =0, donc
n—-+00

lim U, = : la série converge, on connait sa somme, ——, mais
n—-<+o0o 1-k 1-k&
kn+1

1-k
Par contre, si |k| > 1, la série des k™ est divergente. A ce stade ce

n’est pas tout a fait évident mais on va établir un résultat qui va nous
permettre de conclure.

aussi son reste d’ordre n, R, =
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On a vu, (remarque 4.84) que si une suite est convergente, elle est de
Cauchy, (la réciproque n’étant vraie que dans les espaces complets).

Donc si la série u des u, est convergente, la suite des sommes
partielles, Uy, est de Cauchy dans E vectoriel normé donc on a :

Ve >0, 3ng, Vp = ng, Vg > p, ||[Ug —Up|| <€
ou encore,
llup+1 +ups2 + ... +ugl| < e

A fortiori, Ve > 0, 3ng, Vp > ng, ||upt1|| <€, (on prend g =p+1)
ce qui signifie que lil_'l:l Uun = 0. On a donc :
n—-1+00

THEOREME 11.7. — Si une série u de terme général u,, est convergente, on

a lim wu,=0. ]
n—+400

Application pour la série géométrique des k™, n € N, si |k| > 1, pour tout
n on a |k™| > 1 donc le terme général ne tend pas vers O : la série di-
verge. |

REMARQUE 11.8. — Il ne suffit pas que le terme général d’une série tende
vers 0 pour qu’elle converge : prenons par exemple dans R la série de terme

général up = nrl 11 tend vers O et pourtant la série diverge car, pour
les sommes partielles, on a

1 1 1 1
+...+—2n

Ugypp1 —Up—1 = —— L=,
n-1 n—1 n+1 2n 2n 2

si la série convergeait, en notant U sa somme on devrait avoir
lim (Ugp—1 —Up—1) =U — U = 0: Cest absurde.
n—-+00
Conséquence : faire calculer la somme d’une série dont on ne sait pas si
elle converge, par un ordinateur, en lui disant de s’arréter quand la suite

des sommes partielles devient stationnaire reléve de la fumisterie ou de
la naiveté. L'ordinateur ne fera pas le travail de justification pour vous.
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11.9. Un autre exemple : lien avec une suite

Soit, dans F espace vectoriel normé, la suite de terme général z,,. On
pose Up = Tp41 — Tn, pour tout entier naturel n, d'ou

n
Un = ZUk =Tn+1 — 20
k=0

et la série des u, est convergente si et seulement si la suite des z,, est
convergente. En cas de convergence, on aura U = ( lil_}_l Zn) — Zo.
n—-1+0oo

Ces deux exemples, (série géométrique et série dont le terme général
est la différence de deux termes consécutifs d’'une suite) sont des cas
particuliers, ou Ton peut effectivement calculer les sommes partielles.
S’il n’y avait que des cas de ce type on n’aurait aucune raison d’étudier
les séries mais le plus souvent on ne pourra pas calculer les sommes
partielles : il nous faut autre chose.

Si lespace vectoriel E est complet, la suite des sommes partielles, Uy,
de la série de terme général u; sera convergente si et seulement si elle
est de Cauchy.

Si on forme Up — Uy—1, pour p > g, il vient

et on a donc :

THEROEME 11.10. — Soit dans E espace vectoriel normé complet, une série
de terme général uy. Elle est convergente si et seulement si on a :

Ve >0, 3ng €N, Vg=2ng, Vp 2 q, |lug+ugr1+... +upl|<e. A
Or, l'inégalité triangulaire donne
llug + ug+1 + .. + upl| < [lugll + [fugsall + .. + [lupll,

donc si le majorant est inférieur a €, le minorant le sera, (que voila des
idées simples!) ou encore si la série des ||un|| converge, (dans R) celle des
Uy, convergera, (dans F e.v.n. complet). On introduit alors la notion de
convergence absolue.

DEFINITION 11.11. — Soit u une série de terme général u,, dans E espace
vectoriel normé. Elle est dite absolument convergente si la série des ||up||
est convergente, (dans R).
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THEROEME 11.12. — Si F est un espace vectoriel normé complet, la conver-
gence absolue, (d’une série) implique la convergence.

Car soit la série absolument convergente, de terme général u,. Alors
Ve >0, 3no, Vg 2> no, Vp 2 ¢, |lugll + llugall + ... + llupll <&,
(Critére de Cauchy dans R pour la série des ||un||), d’ot a fortiori, on a
Yg=2no, Vp2q, |lug+ugrr +...+upl| <€

(inégalité triangulaire) : le critére de Cauchy appliqué cette fois & la série
des uy, dans E complet permet de conclure. ]

La réciproque est fausse : une série peut étre convergente sans 1’étre
absolument, comme le montre le cas de la série dite harmonique de terme
S =" o, ;
général réel u, = .On a |up] = ——, cest le terme d’une
n+1 n

série divergente (voir la remarque 11.8.), donc la série des u, n’est pas
absolument convergente, mais elle est convergente comme on le verra au
Théoreme 11.56, si vous étes impatient, allez-y, moi je ne peux pas, je ne
I’ai pas encore écrit.

REMARQUE 11.13. — Si F n’est pas complet, une série peut étre absolument
convergente sans étre convergente.

Chaque fois que I'on veut un espace vectoriel normé non complet, il
faut passer a la dimension infinie, (R™ étant toujours complet) et on a vu
(corollaire 6.33) que F = R[X] n’est jamais complet.

On prend donc £ = R[X], normé par la norme infinie : si P(X) =
Z anX™, (les ap, étant presque tous nuls), est un polyndéme on pose
neN
||Plloc = sup{|an|; n € N}, (existe car le cardinal de 'ensemble des n
tels que a, # 0 est fini).

n

X 1

Soit u, = o on a ||uplleo = on - la série des U, est absolument
1

convergente, puisque la série géométrique des - converge (voir 11.6).

Mais la série des U, diverge dans F, car si le polyndme P était somme
Po
de la série des u,, en notant P = E an X", (pg = 0 ou degré de P),

n=0
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pour tout n > pg, le polynéme U,, — P a son terme de degré pg + 1 de
coefficient non nul, égal a 2Pt T donc

1 n
[|Un — Plloo = ZpoTD> (avee Up, = Zuk)
k=0

Mais alors,

Je Vng € N, In > ng,

= 9pot1’

tel que ||U, — P||oo = € (il suffit de prendre n > pg + 1 en fait), ceci nie
le fait que la suite des sommes partielles U, converge vers P. |

Attention donc sur les espaces non complets & ne pas conclure trop
vite, d’autant plus qu’on va pratiquement toujours chercher la convergence
absolue dans ce qui suit, et ceci non par masochisme, mais parce que
la structure d’ordre sur R va nous permettre, pour les séries a termes
positifs, d’établir des critéres de comparaison dont on déduira des criteres
de convergence.

Un dernier résultat d’ordre général avant de passer aux séries a
termes positifs :

THEOREME 11.14. — On ne change pas la nature (convergence ou diver-
gence) d’une série si on en modifie un nombre fini de termes.

On appelle nature d’une série le fait qu’elle soit convergente, ou
divergente.

Soit une série u de terme général u,. On se donne un nombre fini, p,
d’indices : n1,ng, ..., np, et on remplace un,, (pour kK = 1,...,p) par une
valeur donnée ay.

Notons v la série de terme général v, défini par v, = a
sik € {1,2,...,p} et v, = uy, sinon.

Pour tout n > sup{n,ng,...,np}, on a de maniére évidente

P
Vn = Un + Z(ak - 'U,nk),
k=1

donc V;, — Uy, est constant par rapport & n > sup (n1,n2,...,np). On
a donc convergence de la série des u, si et seulement si celle des vy,
converge, (méme équivalence pour la convergence absolue).
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Ce théoréme nous permettra de formuler des énoncés sous la forme
«... pour tout n 2> ng...» ou «... pour tout n assez grand...» et de les
justifier en prenant ’hypothése pour tout n.

2. Séries a termes réels positifs

THEOREME 11.15. — Une série de terme général réel uy, positif est conver-
gente si et seulement si la suite des sommes partielles est majorée.

En effet, avec Up, = ug+uj+...+up,onalUpyy) —Up =upt1 20,
la suite des sommes partielles est donc croissante, et on sait alors qu’elle
converge si et seulement si elle est majorée.

Rappelons rapidement la justification : si U = lilil U, existe, soit
n—-+00

e =1, 3Ing, Yn = no, |U — Un| < 1 d’ou a fortiori Up, < U + 1, donc
Vn eN, U, <sup {1+ U,Up,Uy,...,Upe-1},

la suite est majorée; et réciproquement, si la suite est majorée, 'ensemble
des U, admet une borne supérieure, U, mais alors Ve > 0, U — ¢ n’est
plus majorant, donc il existe ng € N tel que U — e < Upy, < U, et la
suite (Up)nen étant croissante, Vn = ng,ona U —e < U, < U dou

lim U, ="U. |

n-->+00

Ce théoréme va nous permettre de connaitre la nature des séries de

.\ 1 .
terme général positif u, = —» (pour n > 1) avec a réel, par comparaison
n
avec des intégrales impropres.

THEOREME 11.16. (dit de Cauchy) — Soit une fonction f de [0, +00[ dans
R, décroissante. La série de terme général f (n) est de méme nature que

Uintégrale impropre f0+ ® f(t)dt.

D’abord f, monotone, est intégrable sur tout segment de [0,+oo],
(corollaire 8.23), donc l'intégrale impropre (;" o f(t)dt converge si et
seulement si, avec F'(X) = fOX f(t)dt,on a Xlim F(X) existe. Comme

—+400
f est a valeurs positives, F' est croissante, donc cette limite existe si et
seulement si F’ est bornée, (et d’ailleurs I = XliI-Il-l F(X) =sup {F(X),
—100

X > 0}). La justification du théoréme 11.16 est alors visuelle.
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A

(n)
fﬁ(n-l-i) e e

> F
L

Pour tout ¢t de [n,n + 1], on a f(n + 1) < f(t) < f(n), dou en
1

n+
intégrant l'inégalité, f(n + 1) < / f(t)dt < f(n), dou lon tire
n+1 n "
/ Ff)dt < f(n) < f(®)dt pour n > 1.
n n—1
n
En sommant ces inégalités, et en notant Uy, = Z f(k), il vient
k=0

/ ft)dt < Un < f(0) + / f(t)dt.
0 0

Mais alors, si la série des f(n) converge, la suite croissante des sommes
partielles U, est majorée, et comme VX >0,3In €N, X <n+1lona

X n+1
F(X)= /0 f(t)dt < /0 f(t)dt < Up, < constante par rapport a X,

la fonction F' étant majorée, I'intégrale impropre converge.

Réciproquement, sil'intégrale converge, F est majorée, et comme U, <
f(0) + F(n), 1a suite croissante des Uj, est majorée donc convergente. La
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convergénce de la série étant équivalente a celle de l'intégrale impropre
on a bien le résultat.

REMARQUE 11.17. — Le résultat reste valable si I’hypothése devient f
positive décroissante sur [a,+o0], (@ > 0), car en modifiant f sur [0, a]
en posant f(z) = f(a) sur ce segment on retrouve le théoréeme 11.16.
et on n’a pas modifié la nature de la série (théoréme 11.14.) ni celle de
l'intégrale impropre en +00. |

COROLLAIRE 11.18. — Les séries dites de Riemann, de terme général

1 . .
Up = —, pour n 2 1 et a réel sont convergentes st et seulement si a > 1,
(et donc divergente pour o < 1).

D’abord, si a < 0, la suite des u,, ne converge pas vers 0, donc la série
diverge (Théoréme 11.7). Puis si a > 0, la fonction ¢ ~~ pr est strictement

positive décroissante sur [1, +00[ donc la série des up, est de méme nature

+o00 dt
t—a'.

que lintégrale impropre /
1

X dt
Pour a =1, / 7=LogX n’a pas de limite en +00,
1
our o # 1 /th 1 ! 1) n’a de limite en 400 que
u —=— | = -
P ’ 1 te 1—a \Xo-1 q
sia>1. |

REMARQUE 11.19. — En cas de convergence, on peut encadrer le reste.

L’étude d’'une série ne se borne pas 4 en déterminer la nature, ce qui
est le plus facile. En cas de convergence, on aime calculer sa somme mais il
est rare qu’on y parvienne, d’ou un probléme de majoration (en norme), du
reste pour savoir avec quelle incertitude on connait la somme en calculant
une somme partielle. D’oui I'intérét de toute évaluation du reste.

On suppose donc qu'avec f positive décroissante de [a,+oo[ dans
[0, +00], 1a série des f(n), converge, donc [ f(t)dt aussi.

oo
On veut évaluer le reste d’ordre nn : Ry, = Z f(p)-

p=n+1
Pour cela on utilise ’encadrement :

p+1 P
/ FH)dt < F0) < / F(t)de
) —1

p
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valable si p — 1 > a, (et ceci pour p > n + 1) donc finalement si n > a.
Pour toutg>n+1,0ona

q
S ) < / * f(t)at

p=n+1 n

g+1
JRCEE
n+1
d’oil, en passant a la limite si g tend vers +00 :

/ " bt)it < Rn < / ™ ry.

n+1 n

Si on note S la somme de la série et S, la somme partielle d’ordre 7,
comme R, = S — Sy, on a finalement

+o0

Sn + / T F)dt < S < S+ / F()dt

n+1 n
d’oli, en prenant pour valeur de S, non pas S, mais la moyenne

1 [
arithmétique des deux bornes, une incertitude de 3 / f(t)dt.
n

REMARQUE 11.20. — En cas de divergence de la série des f(n) et de
n

Iintégrale, cest que les quantités positives S, = Z f(k) et F(n) =
n k=0
f(t)dt tendent vers 400 si n tend vers +00, donc sont des infiniment
grands. Ces infiniment grands sont équivalents, bien plus la différence
Sn — F(n) admet une limite si n tend vers +0oc.

On suppose ici f positive décroissante sur [0, +00[. Si ce n’était vrai

que sur [a,+oo[ avec a > 0, on introduirait un entier py > a, et on
n

n
travaillerait sur les sommes Z f(k) et sur lintégrale f(t)dt.
k=po Po
Soit donc

S, = zn: £(B), G(n) = / " f(t)dt et 7 = Sy — G(n)

k=po Po

La suite (Tn)n>p, est monotone :

car Tn41 — In = f(n+1) — j:"'l f(t)dt < 0 puisque f décroit sur
[n, n+1].



Séries numériques, séries dans les espaces vectoriels normés 1

Cette suite est bornée. Comme ici elle décroit on va justifier qu’elle est
minorée, elle convergera donc, (et elle sera a fortiori bornée).

Ona:

n = (00 - / :"“ feyie) +..+ (f(k) - - f(t)dt) o

+(rm=n- [ soat) + 1o,

n

donc c’est une somme de termes positifs, (toujours f décroissante). La
suite (Zn)neN est donc décroissante, minorée par 0 : elle converge.

L'idée exploitée pour comparer la somme Sy, et l'intégrale G, est de
découper l'intégrale en une somme indexée comme la somme Sy, pour

k k+1
comparer terme a terme f(k) avec / f(t)dt ou avec / f(t)dt.
k-1 k

Suivant que l'on veuille minorer ou majorer, le choix s’impose.
Si on se donne 4 entiers relatifs b, ¢, d, e et que 'on pose :

n+c . n—+e
Sa= 3 f(k), G(n) = / F(8)dt et o = Sn — G(n),
k=po+b po+d

on aura encore une suite monotone bornée donc convergente, le sens de
la monotonie dépendant cette fois de la place de ¢ par rapport a e.

On a donc une gamme étendue d’applications. |

EXEMPLE 111.211— La suilte de terme général
Tn=1+ 3 + = +...4+ — — Logn admet une limite, v ~ 0.571, (appelée
constante d’Euler) et ce résultat est bien utile.

Une derniére remarque. Soit toujours f positive décroissante de

[0, +00[ dans R* (ou de [a,+oo[ dans RT). Si au lieu de «découper »

aux valeurs entiéres, on utilise le terme général u, d’une suite stricte-

ment croissante qui diverge vers +00, et que l'on introduit la série de
Un+1

terme général / f(t)dt, tout ce qui précede s’applique et cette série

Un

+00
est de méme nature que / f(®)dt.



12 Analyse fonctionnelle

3. Critéres de convergence pour les séries
de terme général positif

Nous connaissons la nature des séries géométriques et des séries de

1 . . .
Riemann, en — . Aprés avoir établi des critéres de comparaison, nous en

déduirons des critéeres de convergence.

THEOREME 11.22. — Soient deux séries u et v de termes généraux Uy, et Un,
positifs a partir d’un certain rang et vérifiant linégalité u, < vy, & partir
d’un certain rang. Alors si u diverge, v diverge, et si v converge, u converge.

La phrase a partir d’'un certain rang signifie : Ing € N, Vn > ng
... Comme on conclut sur la nature des séries on fait la justification en
supposant les u,, et v, positifs pour tout n, et ’hypothese u, < v, valable
aussi pour tout n, (on utilise donc le théoréeme 11.14).

En sommant les inégalités on obtient U, < V, pour les sommes
partielles.

Donc si v converge, la suite des V;, est majorée, celle des U, aussi, donc
la série u converge, (on applique le théoréme 11.15). Par contraposition,
si u diverge, v diverge.

COROLLAIRE 11.23. — Soit deux séries u et v de termes généraux un et
Up, positifs & partir d’un certain rang. S’il existe deux constantes a et b
strictement positives telles que aun < Un-< bup & partir d’'un certain
rang, les deux séries sont de méme nature.

On utilise le fait que, pour a # 0, la série des =, et celle des a - z,
sont de méme nature puisque les sommes partielles X, et a X, de ces 2
séries ont simultanément une limite.

Donc si v converge, la série des au, converge (11.22), donc celle des
Uy, aussi; et si u converge, la série des bu,, converge aussi donc v converge
(11.22). Les deux séries sont simultanément convergentes, donc aussi
divergentes. ]

COROLLAIRE 11.24. — Soit deux séries u et v de termes généraux u,, et vp,
. U .
positifs & partir d’un certain rang. Si lim — = ) existe avec A > 0,

les deux séries sont de méme nature.

L'existence de lim — suppose les v, non nuls, donc > 0 pour n
n—+00 Up
assez grand.
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Soit £ €]0,\[, 3ng, Vn = ng, A — e < vﬁ < X + ¢, d'ou, puisque

n
vn, > 0 pour n «assez grand », il existe a = A — ¢, b = )\ + £, nombres
strictement positifs, et 71 (= ng) tel que Vn > n1, avy, < up < buy, : les
deux séries sont de méme nature d’apres le corollaire 11.23. |

COROLLAIRE 11.25. — Soit deux séries de termes généraux un, et Un, positifs.
Si un, et vy, sont équivalents quand n tend vers +00, les deux séries sont
de méme nature.

En effet, il existe une suite (z)nen qui converge vers 0, telle que

1
Up = Un(l+ zy). Seit € = 3 Ing, Yn = no, |zn| < 3 d’ou

1 3 w 3v
Vn > ng, §<1+xn<§=>7"<un<7"
le corollaire 11.23 s’applique. |

La premiére chose a faire, pour une série de terme général positif est
d’en chercher un équivalent (plus simple) pour étudier la nature.

Remarque. Soient toujours u,, et v, les termes généraux positifs de deux
séries u et v.

11.26. Si uy, est négligeable par rapport & vy, (on note un = o(vy)), si v
converge, la série u des un, converge; et si u diverge la série v diverge.

Soit en effet € = 1 par exemple, Ing, Vn > ng, u, < vy soit ici
0 < up < Up, : on est ramené au Théoréme 11.22, d’ou1 la conclusion.

11.27. De méme, si uy, est infiniment grand par rapport & vy, (positif), la
convergence de u implique celle de v, et la divergence de v celle de u, car
cette fois, avec A = 1, Iny, Vn = nj, uy = vy, et 12 encore le Théoréme
11.22 s’applique. |

Appliquons tout ce qui précéde aux séries dites de Bertrand, qui
doivent étre connues.

THEOREME 11.28. — La série de Bertrand, de terme général positif
1
est convergente pour o > 1, ou pour a = let 3 > 1,

T e (Logn)P
divergente sinon.
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En effet le n® I'emporte sur (Log n)ﬂ d’ot1 1a présomption de conver-
gence si a > 1.

Supposons o > 1, posons o = 14 2a avec a > 0. On « pique » a nlt2¢

le terme n® pour « effacer » le (Logn)B.
1

nl+e pe(Logn)8

1
pour tout ) puisque @ > 0. Comme 1+a > 1, la série des —— converge

Onau, =

o1
négligeable par rapport a —Tra (et ce
n a

nlta
donc aussi celle des uy,.
Par contre si @ < 1, on pose a = 1 — 2a avec a > 0 et alors
1 @ ) n®
Up = avec lim ——— = 400, et ce pour tout

nl=¢ " (Logn)B

B3, puisque a > 0 : uy est infiniment grand par rapport a poy ey terme

n—+oo (Logn)P

général d’'une série divergente, donc la série des u,, diverge.

1
 SiB<0,—— >1(d
n(Logn)P 16 < (Logn)8 = (dés que

Logn 2 1 soit n 2 3) dou up, > - : la série diverge, alors qu’avec

Enfinsia =1, u, =

1
B > 0, la fonction t'f»— est positive décroissante pour t > e, et
t(Logt)P
+oo -1 +o0o
ft)dt = converge pour 3 > 1. Il résulte
(8 = 1)(Logt)A—1

de la remarque 11.17 que la série des f(n) est alors convergente. Enfin
pour 3 €]0, 1] l'intégrale diverge, donc la série aussi.

Dans le cas ou uy, et v, sont positifs équivalents, on peut encore
préciser les résultats.

THEOREME 11.29. — Soient deux séries u et v de termes généraux positifs
Un et Un équivalents lorsque n tend vers linfini. En cas de divergence,
les sommes partielles sont des infiniment grands équivalents, en cas de
convergence, les restes sont des infiniment petits équivalents.

11.30. On sait que :
Ve > 0, Ing, Vn = ng, un(l —€) < vp < up(l+¢).

Si les deux séries convergent, on somme ces inégalités pour n entre
p+letg=2p+1,sip=ng:

gq+1 gq+1 q+1

1-¢) Z Up € Z vp € (1+¢) Z Un

n=p+1 n=p+1 n=p+1
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d’od, si g tend vers 400, (1 — )R, < Sp < (1 + €)Rp, en notant Ry, et
Sp les restes d’ordre p des séries u et v.
On a bien :

Ve >0, 3ng, Vp2ng, (1—€)Rp < Sp < (1+€)Rp:

les restes sont équivalents.

Si les deux séries divergent, on repart de la relation 11.30 que l'on
somme pour N variant de ng & p > ng : on a

(1 - 6)(UP U’n.o 1) Vno 1xx (1 + E)( Uno—l)

(en notant, comme d’habitude, Up et V) les sommes partielles d’ordre p).
On en déduit 'encadrement :

(1-6)Up—(1-€)Ung—1+Vno—1 < Vp < (14€)Up—(14€)Ung—1+Vno-1,
or les Up deviennent > 0 pour n assez grand, ( llm Up +o00) d’ot,

pour p assez grand :

Vno—l — (1 — €)U-'I'I,()—l < E <lte+ Vno—l - (1 +€)Uno—1 ]

1 — € + X
UP UP UP

Le minorant tend vers 1 — € donc devient supérieur & 1 — 2¢ pour p assez
grand, et le majorant tend vers 1 + ¢ donc devient inférieur & 1 + 2¢ pour
p assez grand, d’ou :

Vi
Ve >0, dp1, Vp2>p1, 1 —2e < <142
UP
ceci traduit I’équivalence des sommes partielles, qui sont des infiniment
grands. |

Avant de passer aux critéres de convergence, un dernier critere de
comparaison :

THEOREME 11.31. — Soient deux séries u et v de termes généraux stricte-
ment positifs u, et v, pour n assez grand. S’il existe ng tel que, Vn = ny,

Un+41 Un+1 . L. L. .
—nt+l < —nt+l alors si la série v converge, la série u converge, (et si la
Un

série u dwerge, la série v diverge).

Le deuxiéme résultat n’est que la contraposition du premier. On
suppose donc que pour n > nj > no, on a up > 0, v, > 0 et I'inégalité
U, v, .
n_Hgﬂlqmdonne Un+1 <—

Un Un Un+1 Un
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U Up— U
On adonc = < 2L ¢ ... < nld’oﬁ,avec/\ -uﬂ>0

Un Un—1 Un Uny
I'inégalité u, < Av, pourtoutn > n :ilen resulte bien que si v converge,
la série des A\vy, converge, celle des Un, aussi, toujours d’apres le théoréme
11.22. |

Venons en au ceeur du sujet, les critéres de convergence pour les
séries a termes positifs.

Critére de Riemann, dit en n%u,,
THEOREME 11.32. — Soit une série u de terme général positif u,. S’il existe
a réel tel que liI_I'_l n%uy, = X existe avec X > 0, si a > 1 la série converge

et si o < 1 elle diverge.

A
On a en effet up équivalent & — donc les deux séries sont de

n
méme nature (corollaire 11.25), et la connaissance des séries de Riemann
(corollaire 11.18), permet de conclure. ]

REMARQUE 11.33. — S’il existe a > 1 tel que lim n%u, = 0, la série
n—-+400

converge, et s’il existe o < 1 tel que lir_{_l n®uy, = +oo, elle diverge.
n—-1+00

1
Car dans le 1er cas, uy, positif est o <;&) avec a > 1, et dans le 2éme

cas Up, est infiniment grand par rapport a porre avec a < 1 : les remarques
11.26 et 11.27 permettent de conclure.

Critére dit de Cauchy

On va procéder par étapes.

LEMME 11.34. — Soit une série de terme général positif un. S’il existe une
constante k avec 0 < k < 1, et un entier ng tel que pour tout n = ny,
Yun < k, la série converge. S’il existe une infinité d’indices n tels que
Yun 2 1, la série diverge.

Dans le premier cas, pour n assez grand, on a 0 < un, < k", terme
général d’une série géométrique convergente, (raison € [0, 1]), le théoreme
11.22 permet de conclure.
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Dans le deuxiéme cas, u, ne tend pas vers 0 donc la série des un,
diverge, (théoréme 11.7). ]

THEOREME 11.35. (Critere de Cauchy). — Soit une série de terme général
positif uy. Si liI_|I_1 Yun = X existe, si A < 1 la série converge, si A > 1
n—-—+00

elle diverge, si A = 1 on ne peut pas conclure, sauf si la limite est atteinte
par valeurs supérieures auquel cas il y a divergence.

Si A < 1,avece €]0,1—A[, 3ng, Vn = ng, Yun < A+€ < 1lelemme
11.34 s’applique et donne la convergence, alors que si A > 1, en choisissant
€ dans ]0, A — 1 cette fois, on aura n; tel que Vn > nj, Yun = A—e > 1,
le lemme 11.34 s’applique encore et u, ne tend pas vers 0. Si Y/u, tend
vers 1 par valeurs supérieures, les u,, restent supérieurs a 1 pour n assez
grand : il y a divergence.

1 1 _a
Enfin, soit u, = & (pourn > 1),0ona Yu, = —5 =€ n Logn

nn
tend vers 1, pour tout ¢, or la série converge ou diverge suivant la place
de « par rapport a 1. ]

REMARQUE 11.36. — En cas de convergence, si on a k dans 0, 1[ et ng entier
tel que Vn > ng, Yu, < k, on peut évaluer le reste dordre n > ng — 1.
En effet, Vp > ng, on a up < kP, dou

q 1 +1
kntl kg
S up< kg e = T —ET
1-k%
p=n+1
n+1
et si g tend vers +0o on a R, < =% une telle majoration permettant
de trouver n pour avoir une incertitude connue. |

En utilisant la notion de limite supérieure, (ou de plus grande limite)
on va pouvoir raffiner le critére de Cauchy. Rappelons que :

DEFINITION 11.37. — On dit qu’une suite réelle (zn)neN admet une limite
supérieure (ou plus grande limite), 1, si l vérifie :

Ve>0,3IngeN, Vn=2ng, zn <l +e¢

et si le cardinal de l'ensemble des n tels que tn, 2> | — € est infini.
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Un exemple valant mieux qu'un discours, la suite (z,) définie par

Top = —— et Top4+1 = —n admet O pour plus grande limite, bien que

la suite ne converge pas.
On parle encore de limite supérieure, que I'on note lim sup .
n—-+00
On définirait de méme la plus petite limite, ou limite inférieure, notée
lim inf, par :

DEFINITION 11.38. — On dit qu'une suite réelle (zn)neN admet une plus

petite limite, I, notée lim infz, =1, siona:
n—-+400

Ve >0, 3ng eN, Vn 2 ng, l —e < z,,

et si le cardinal de l'ensemble des 1 tels que xp, < | + € est infini.

Une suite réelle (z)neN n'a pas forcément de limite supérieure, ou
de limite inférieure finie, mais si elle admet une limite supérieure, (resp.
inférieure), elle est unique. En effet supposons qu’il existe [ et I’ distinctes,

qui soient limites supérieures, avec [ < I’ par exemple.
’

Soit € = 3 on doit avoir l'existence d'un ng tel que Vn > ng,

zn < 14+ € <l — ¢, et en méme temps I'existence d’une infinité d’indices
n tels que ! — € € zp, : cest impossible.

REMARQUE 11.40. — Si une suite (Zn)neN est convergente, sa limite [ est
a la fois limite supérieure et limite inférieure.

REMARQUE 11.41. — Si I’ = lim supz,, et I = lim inf z,, existent, avec
n—+00 n—+00
I <1”, en fait ' = 1" et alors la suite converge vers cette valeur.
"y
Carsil! <1”, avece =

, on aurait un ng et un n; dans N tels

que
Vn 2 ng, Tn <l'+e
et Vn>ny, " —e<z,
d’ou
Vn > sup (ng,n1) zn < U +e <!’ —e<zp,
cest absurde vu Pinégalité stricte. Donc I/ = I” = [ et alors on a

Vn 2 sup(ng,n1), l—e<n<l+edonec lim z, =1
: n—+400
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Revenons au critére de Cauchy.

THEOREME 11.42. — Soit une série de terme général positif un. Si

lim sup Yuy, = A existe, si A < 1 la série converge, si A > 1 elle diverge,
n—-+00
si A =1 on ne conclut pas.

En effet,si A < 1 et sie > 0 est tel que A+ < 1, on a un ng tel que
Vn 2 ng, Yun < A+ € < 1:la série est convergente (lemme 11.34).

Mais si A > 1, avec € > 0 tel que A —€ > 1, on a une infinité d'indices
n tels que /u, > 1, la suite u, ne tend pas vers 0 et la série diverge.

1
Les séries en porep (pourquoi se fatiguer) donnent des exemples de lim-

ite, (donc de limite supérieure) égale a 1, avec convergence ou divergence.
|

Critére de d’Alembert

LEMME 11.43. — Soit une série de terme général un, strictement positif a
partir d’un certain rang.

S’il existe k, avec 0 < k < 1, et ng € N tel que, Vn = ng on ait up, >0
Un+1

Un

S’il existe ng € N tel que Vn > ng,

et < k < 1, la série converge.

Un+1

2 1, la série diverge.
Un
En effet, avec v, = k", terme général d’'une série géométrique

< — d’Ol:l la
X
vn

convergente si k €]0,1[, dans le ler cas on a

U,
convergence de la série des u, d’apres le Théoreme 1{1.31.
Par contre, dans le deuxiéme cas, Vn > ng, up+1 = uUn d’ot finale-
ment, Vn > ng on a up = Ung, > 0 : Uy ne tend pas vers 0 donc la série
diverge. |

11.44. Attention aux points suivants

1) Il ne suffit pas d’avoir Entl

< 1 pour tout n assez grand pour

= 1
n+1  up n+2<

conclure a la convergence. Exemple, u, =

et il y a divergence.

2) Contrairement au lemme préliminaire au critére de Cauchy, il ne
Un+1

n

suffit pas d’avoir

2 1 pour une infinité de termes pour conclure a la
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divergence. (Intuitivement, les termes, positifs, peuvent croitre de temps
en temps si, apres, une brusque décroissance annule par anticipation les
effets de la croissance qui suivra).

EXEMPLE 11.45. — Soient a et b réels positifs, on pose uz, = a™b" et

Uon4l = an+1bn
Up
Si on forme —2+* , le rapport prend deux formes suivant la parité de p.
U
P
U U,
U2p U2p+1

Doncsia > 1etb > 1lasérie diverge, sia < 1 et b < 1, elle converge
U
ntl <k =sup (a,b) < 1.

puisque, pour tout n, "
n
Maissia < letb > 1l,oua > 1etd < 1, on ne peut conclure par
cette méthode.

1 1 P+l _p
Or (ugp)?? = Vab et (ugpy1)2Pt! = a2r+1b2p+1 tend vers Vabsip
tend vers +00, donc lil_'f_l Yun, = Vab, le critere de Cauchy (théoréme
n—
11.35) permet de conclure : si ab < 1, convergence, si ab > 1 divergence

et si ab = 1, 'examen direct de uo, montre que uo, = 1 donc la série
diverge car son terme général ne tend pas vers 0.

D 1. .

En particuliersia =3 et b= T il y aura convergence de la série des
Un+1
Un

3) Toutes ces conditions sont des conditions suffisantes de convergence
ou de divergence. Vous n’aurez jamais d’énoncé du type « comme la série

U
converge "L reste <k<l...»
n

Un, bien que pour une infinité d’indices, > 1 ]

THEOREME 11.46. (Critére de d’Alembert). — Soit une série u de terme
général uy, > 0 & partir d’un certain rang, et telle que lim Yntl _ A

n—-+00 Un
existe. Si A < 1, la série converge; si A > 1 elle diverge, si A\ = 1 on ne
peut pas conclure, sauf si elle est atteinte par valeurs supérieures, auquel
cas il y a divergence.

" Sid<1,avece > 0tel que \+& =k < 1letng €N tel que Vn > ng,
n+1

< A+e=k <1, lelemme 11.43 donne la convergence.

Un
SiA>1, s01ts>0telque)\—e 1 et ng € N tel que Vn = ng on
U
ait —~+L 2> A—e > 1,ily a divergence car un ne tend pas vers 0.

Un
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U
Si A =17, on a aussi ng € N tel que Vn > ng, 1 < ntl

U
conclut donc encore a la divergence d’apres le lemme 11.437.L

Si A = 1, 'exemple de up = L (qui donne Yntl _ n_\®

- ’ P n - na’ q Un - n + 1
tendant vers 1) montre que suivant les valeurs de q, il y aura convergence
ou divergence. |

REMARQUE 11.47. — Evaluation du reste d’ordre n, en cas de convergence.

U
Supposons trouvés k €]0, 1] et ng tel que Vn > ng, ntl < k.
Un

On a donc

Un+1 S KUp, Upy2 < Kun, ... yUnip < kPup

donc
q
1— k9 ku
Zun+p<un(k+k2+...+kq) < kun(l—k) < l—nk’
p=1
d’oti un majorant du reste d’ordre n, si ¢ tend vers linfini,
k
R, < %, Un, dernier terme calculé.

Si on veut, sans calculer les u,,, estimer le nombre de termes a calculer
pour obtenir une incertitude donnée, avec les mémes hypothéses on a

Un+1 S kn—no+1un0, <oy Undp S kn—no+pun0
n—no+1
ce qui conduit a4 R, < —l—k-uno, ce qui permet une évaluation de n,
sans avoir a calculer ung41,Ung+2; - - - Un. |

Passons a un raffinement a l'aide des limites supérieures et inférieu-
res.

THEOREME 11.48. — Soit une série u de terme général uy, strictement positif

& partir d’un certain rang. Si lim sup ntl

n—+oo Un

= X < 1 la série converge; si

. .o u
lim inf —2F2

= A > 1 la série diverge.
n—-+00 'U/n

C’est toujours le méme type de justification. Dans le premier cas, avec
U,
€ > 0tel que A+¢ < 1 et un ng de N tel que Vn > ng, ntl < A+eg,0n
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conclut a la convergence (lemme 11.43); alors que dans le deuxiéme cas,
avec € > 0 tel que A — £ > 1 et ng tel que Vn > nyg, Untl >A—e21

Un
on conclut & la divergence puisque u, ne tend pas vers 0. |

Ces deux critéres, Cauchy et d’Alembert, suscitent de ’agacement a
cause de ce cas ou la limite est 1. Que peut on faire de plus? Si on trouve
1 comme limite par un critére, peut-il étre utile d’appliquer Vautre? Et
bien non, comme le montre le théoréme suivant.

THEOREME 11.49. — Soit une suite de nombres strictement positifs, an,.

Si lim 22 — existe dans [0, +00], alors hm Yap, = ) aussi.
n—+o00 Aap

Donc si on ne conclut pas par d’Alembert, inutile d’appeler Cauchy a
la rescousse, et si on ne conclut pas par Cauchy, d’Alembert ne pourra
. an+1 .. ..
rien car les a n’auront pas de limite, ou auront 1 pour limite.
n
Justifions le théoréme, en supposant d’abord que A €]0,+oo[. Soit
€>0,tel que A — e > 0, et ng € N tel que Vn = ng, on ait

a
A—e< 2 Cate.
an,

Le produit, terme 4 terme de ces inégalités entre nombres positifs,
pour n variant de ng & p > ng donne, apres simplification

(/\ _E)p—no+1 < ap+1 < ()\+E)p—no+1
Qng

’ s _ .+l 9no < p+1 ___ 9ng
dotr A—¢g) Doy < ap+1 < (A +e) Oteome

pus () (725 "°),,°)”_i‘<(ap+l)'vi—1<<x+e> ((—A{"W)T

Le minorant tend vers A — ¢, et le majorant vers A + €, lorsque p tend
vers Dinfini, donc ils deviennent respectivement supérieurs & (A —¢) — ¢

et inférieurs a (\ + €) + €, pour p assez grand. On obtient donc :

Ve >0, 3n; €N, Vn > nq, A—2 < (an)/* < A= 2¢

ce qui e Iim % =\
qui prouve que pm Yan
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. a .
Si A =0onpartde 0 < n+tl < g, on effectue le méme travail, les

an
termes inférieurs de la double inégalité étant toujours nuls, on arrive a
0< (an)l/ ™ < 2¢ pour n assez grand, donc lir_ll_l Yan, =0.
n—-roo

a
Si A = 400, soit A > 0, Ing, Yn = ng, A < Z+1. On a le point de

n .
départ, ou A remplace A — ¢, et sans ) + € en majorant.
Le méme travail conduit &

1
a Py 1
A (52)™ < (api1)7HT,
valable pour tout p > ng, le minorant tend vers A donc devient supérieur
a A — 1 pour p assez grand, donc :

VA, 3y €N, Vn > ny, A—1< (an)/™,

ce qui prouve bien que lim ¥a, = +o00. [}
n—o0

Un+1

Un
tend vers 1 par valeurs inférieures on peut dans certains cas conclure

grace au critere de Duhamel.

Lorsque, pour une série u de terme général positif u,,, le rapport

THEOREME 11.50. — (Critere de Duhamel). Soit une série u de terme
général uy, strictement positif (a partir d’'un certain rang).

U
S’il existe ng € N tel que VYn 2> ng, ntl

1
>1- o la série diverge.

n
o u k -
S’il existe k > 1, et ng € N tel que Yn > ny, ntl < 1 — — la série
converge. ™

1

. U n—1 . U n

Dans le premier cas, ntl = soit encore —2t2 = 711

Un, n Un,
n—1

1
La série de terme général v, = 1 (n 2 2) diverge, donc la série
u diverge aussi, (Théoréme 11.31).

Dans le deuxiéme cas, c’est un peu plus subtil. Soit la fonction z ~
f(z) = (1 + z)7k. Elle est de classe C*® de | — 1,400 dans R, en lui
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appliquant la formule de Taylor Lagrange a l'ordre 2, entre 0 et £ non
nul, il existe () dans ]0, 1] tel que

2
1(@) = £0) + £ 0) + 5 £(6(a)).

On a f’(z) = —k(1 + z)~*~1 donc f/(0) = —k,
puis f(z) = k(k + 1)(1 4+ z) %2 est a valeurs positives, donc

f(z) = f(0) — kz. Avec z = %, et f(0) =1, il vient

1
1—E<f<l> =(1+l>_k=(n_+1)"°= (n+1)F
n n n n

n

On obtient donc,

1
k
Uu
Vn 2 no, Z+1 < (n—:l) P
n —
nk

1

or, avec k > 1, la série des — converge, donc la série u converge,
n

(Théoréme 11.31). [ |

Ce critere semble d’'un emploi difficile, mais pas tellement. Souvent

U
le terme général u,, est fonction de n, et le rapport "+l Jevient une

1
fonction g(n) qui admet un développement limite en o du type

U a 1 U
a2 +o (—) ; lorsque 7+l tend vers 1.
Un n n Un

Sia > 1,1l y a convergence; si a < 1 divergence et ... sia = 1 on ne
Un+1

Un

conclut pas, donc la conclusion est rapide, une fois connu.

Sia>1l,aveca=1+2a, a>0,0ona

Untr _ o, (1+e) o ; _
= 1 - n(l + o(1)), nl{l}_loo(l +0o(1)) =1,
positif, donc 1 + o(1) est positif pour n assez grand d’ott
Un+1 <1- (1+a)
Un, n

avec 1 +a > 1:il y a convergence. Méme travail si
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a < 1, en plus simple. Soit a = 1 — o, a > 0, cette fois on a

1 1
Untl _ g _ +g (—)=1—l+2(1+o(1))>1—
Up n n n n

3=

pour n assez grand puisque —(1 + o(1)) est alors positif.

Apres cette longue etude concernant les séries de terme général
réel positif, on peut revenir aux séries de terme général réel de signe
quelconque, ou complexe, ou plus généralement dans un espace vectoriel
normé E.

4. Critéres de convergence des séries a valeurs réelles
ou complexes

Soit une série u de terme général u, réel ou complexe. Comme R
et C sont complets on a vu, (Théoréme 11.12) que la convergence absolue
implique la convergence. Il en est de méme si u est & valeurs dans F espace
vectoriel normé complet. En appliquant les critéres des séries positives
aux ||up|| on conclura donc en ce qui concerne la convergence absolue. 11
restera a examiner le cas des séries convergentes sans étre absolument
convergentes, appelées séries semi-convergentes.

Une fois pour toute, si on parle de convergence absolue, I’es-
pace E est complet.

11.51. Dans le cas des u, complexes, en posant u, = an + iby, avec
an, et b, réels, avec des notations évidentes pour les sommes partlelles
on a U, = Ay + iBy, et la topologie sur C, (donc sur R?) mon-

tre que lim U, =U existe ] & lim A, = A existe, ainsi que
n—-+400 n—-+00

lim B, = B), etde plus U = A+iB.
n—+o0o

La série de terme général complexe uy, converge donc si et seulement
si les séries réelles de termes généraux Re(uy,) et Im(uyp) convergent.

En fait, la série des u, converge absolument si et seulement si les
séries des Re(up) et Im(uy) convergent absolument.

En effet, avec un, = apn + iby, on a |an| < |up| et |bn| < |un| mais
aussi |up| < |an| + |bn|, d'ott une justification de ce résultat.
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CRITERE DE RIEMANN 11.52. — Soit une série u de terme général réel ou
complexe un. S'il existe oo > 1 tel que li1_'r|_1 n%|un | existe la série converge
i n—-1+00

absolument, donc elle converge.

Enoncé valable aussi pour des u, dans E espace vectoriel normé
complet, si lim n%||uyp|| existe, avec a > 1. [ |
n—+0o0o

CRITERE DE CAUCHY 11.53. — Soit une série u de terme général un, dans E
espace vectoriel normé complet. Si lirj_l Ylunl] = A existe, si A < 1la
) n—-+0oo

série converge absolument, (donc elle converge), si A > 1 la série diverge; si
A = 1 on ne conclut pas, sauf si A = 1 est atteinte par valeurs supérieures
auquel cas il y a divergence.

Le seul point a justifier, c’est la divergence quand A > 1,0u A =17,
Or on sait dans ce cas que ||un|| ne tend pas vers 0, (voir Théroéme
11.35), donc uy, ne tend pas vers 0 dans E : il y a divergence. ]

CRITERE DE D’ALEMBERT 11.54. — Soit une série u de terme général u,, non

nul dans E espace vectoriel normé complet. Si lim M

n—+00 ||un||
si A < 1 la série converge absolument, donc elle converge, si A > 1 la série
diverge; si A\ = 1 on ne conclut pas, sauf si A = 17 auquel cas il y a
divergence.

= ) existe,

La encore, si A > 1, la suite des ||uy|| ne tend pas vers 0 (voir
Théoréme 11.46) donc la série diverge puisque uy, ne tend pas vers 0 dans
E. 1l en est de méme si A = 1 est atteinte par valeurs supérieures. |

Il nous reste a parler des séries semi-convergentes, dans le cas réel,
le cas complexe s’y ramenant, ainsi en fait que celui des séries & valeurs
dans un espace vectoriel normé de dimension finie. Pour étudier de telles
séries on fait souvant intervenir les opérations sur les séries, ce qui sera
traité dans les paragraphes suivants. Mais il y a un type particulier de
séries semi-convergentes, les séries alternées convergentes.

DEFINITION 11.55. — Une série u réelle est dite alternée si son terme général
peut s'écrire u, = (—1)"ap avec les an, tous positifs,. (ou les ar, tous
négatifs).

THEOREME 11.56. — (Critéres des séries alternées). Soit une série alternée
dont le module du terme général tend vers 0 en décroissant, alors la série
converge.
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Le cas up, = (—1)"ap avec des ay, tous négatifs se raméne au cas
des a, tous positifs en changeant u en —u, aussi suppose-t-on que u

a son terme général sous la forme u, = (—1)"an,, avec les ap, > 0,
lim ap=0et,VneEN, apt+1 < an.
n—-+00
On a

S2n+2 — Son = U2n41 + U2n42 = G2n42 — G2p41 < 0,
et Sont1 — Son—1 = U2n + U2n+1 = @2, — G241 = 0.

La suite des So,, est décroissante, minorée car
Son = (a0 —a1) + (a2 —a3) + ... + (azn—2 — azn—1) +a2n 20
comme somme de termes positifs, elle converge donc : soit

S'= lim Son,.
n—+00

La suite des (Sap+1) est croissante, elle est majorée car

Son+1 =ag — (a1 —a2) — (a3 —a4) ... — (a2n—1 — G2n) — G2n4+1 < g

puisque a2, 41 et les agg_1 — agy sont positifs.
Elle converge donc : soit S” = lim Sap41-
n——+o0o

Comme on a Sop4+1 — Sop, = Ugp+1 qui tend vers 0, on a

S'=8"= lim S, d’ou la convergence de la série. ||
n—+oo

Quand une série alternée converge suivant son critére, on dispose d’'un
encadrement facile du reste.

THEOREME 11.57. — Soit une série alternée u qui converge suivant le critére
des séries alternées, et ng tel que pour n 2> ng, le module du terme général
décroisse. Pour n 2 ny, le reste d’ordre n de la série est du signe du premier
terme négligé, majoré en module par la valeur absolue du premier terme
négligé.

11 faut comprendre que le module du terme général peut commencer
par ne pas décroitre, d’ailleurs la série peut étre alternée uniquement
a partir d’'un certain rang. On adapte en conséquence la justification du
théoréme 11.56. Supposons donc que Uy, s’écrive (—1)™an, pour n > ng,
avec les ayp, positifs décroissants. On aura encore Son 12 — Sop, = agp42 —
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aon+1 € 0si2n 41 > ng, dou la décroissance de la suite des Son, et
avec 2p0 pair supérieur a ng, on aura, si 2n = 2pg :
Son = Sopg—1+(azpy —a2py+1) +- - -+ (a2n—2 —a2n—1) +a2n > S2py—1

la suite des Sa,, est décroissante minorée, on aurait de méme la suite des
Son+1 croissante majorée, et avec S somme de la série on a done, pour
tout n tel que 2n > ng, 'encadrement

Son+1 £ 5 < Sop.

Mais alors, Ro, = S — So, est négatif, donc du signe de
U2n+1 = —A2n+1 et

Son — S = |Ron| < Son — Son+t1 = —Uon41 = |[U2n+1|

on a bien Ry, du signe du premier terme négligé, et de module majoré
par le module du premier terme négligé.

Lencadrement So, 11 < S < Son42 conduirait de méme a
< 5 — S2n+1 = Ront1 < S2n+2 — S2n+1 = Q2n42
Ron+1 est positif, donc du signe du premier terme négligé et majoré par

a2n+2, module du premier terme négligé. ]

Le cas des a,, négatif conduirait au méme résultat.
Cette évaluation du reste est fondamentale dans les séries alternées.

11.58. Attention & un piége : il arrive fréquemment que dans I’étude d’'une
série alternée up, un équivalent vn, de |uy| tende vers 0 en décroissant
mais ceci ne prouve pas que |up| décroit : et le Théoréme 11.57 ne
s’applique pas.

_E=nr

11
Exemple. u, = ,pour n = 2. On a |u ~ = = tend vers
pre. tin n+ (-1 P | nl —+oon’
1
0 en décroissant, mais |uy,| ne décroit pas car |ug, 1| = — alors que

2n

donc |ugnt1| > u2nl.

I |_L
= on 1

(— "

Que faire dans un tel cas? Et bien utiliser 'équivalent
pour écrire

de up,

Unp =

L

n n+ (=17 n n
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ol U, est donc le terme général diminué de son équivalent.
On a

ol 11\, aa—n— (=)
vn = (=1) (n+<—1>n‘ﬁ) = e o
-1 -1

itv, = ———— ~ —
SOt Un = lnt (—D)") © 2

: la série des v, est absolument con-
(=)™

n

suivant son critére, donc la série u dont le terme général u, est somme
des termes généraux de 2 séries convergentes est elle-méme convergente.
Mais j’anticipe sur le paragraphe suivant par cette opération sur les séries.

vergente, donc convergente, la série des est alternée convergente

5. Opérations algébriques sur les séries

Les séries u de terme général u, dans E, espace vectoriel normé
complet, sont finalement les suites d’éléments de E, donc les éléments
de S = EN, ensemble des applications de N dans E.

J’introduis les sous-ensembles S¢ (des séries convergentes), Sp (des
séries divergentes), Sy (des séries absolument convergentes), et Sgo
(des séries semi-convergentes).

On a des partitions de S en S¢ U Sp, et de Sg en Sy U Sse-

Par ailleurs, F étant un espace vectoriel, S en est un, espace vectoriel
des applications de N dans F. Qu’en est-il des parties de S introduites ?

THEOREME 11.59. — L’ensemble S4.c des séries absolument convergentes
est un sous-espace vectoriel de l'ensemble S des séries convergentes, lui
méme sous-espace vectoriel de lU'espace S. De plus Uapplication qui & une
série u convergente associe sa somme U est une forme linéaire. (On suppose
bien stir £ complet.)

11 suffit en fait de remarquer que, si u et v sont les séries de termes
généraux un, et vp, et w la série de terme général \uy, + pvp, (donc w =
Au + pv), on a, pour les sommes partielles, la relation W, = AUy, + uVn,

donc si u et v sont dans S, U = lim Up et V = lim V, existent,
n—-+00 n—-+00

et la continuité de I'addition et du produit par un scalaire dans un espace

vectoriel normé impliquent P'existence de W = " lir_‘l_loo Wy, et l'égalité

W = AU + pV : on a bient S sous-espace vectoriel de S et linéarité de

Iapplication qui & u associe sa somme.
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Pour les séries absolument convergentes, si u et v sont dans S4.¢,
linégalité triangulaire fournit ||wp|| < |A] [|un|| + || ||vn||, dot la
convergence de la série des ||wy || puisque les séries de termes généraux
|Al |lunl| et |p| ||vn|| sont convergentes dans R, leur somme aussi, et on
applique le Théoréme 11.22 pour conclure 2 la convergence de la série des
[lwnll. u

REMARQUE 11.60. — Comme un espace vectoriel n’est jamais réunion de
deux sous-espaces vectoriels propres, Sp, et Sg.c ne sont pas des sous-
espaces vectoriels.

Produit, structure d’algébre

Nous allons munir 'ensemble S d’'une deuxiéme loi de composition in-
terne : le produit de deux séries, ce qui suppose qu'un produit commutatif
existe sur E.

Aussi allons nous restreindre 'étude au cas de £ = R ou C, étude
pouvant s’étendre au cas de Lo (E), en prenant des applications linéaires
qui commutent.

DEFINITION 11.61. — Soient deux séries u et v de termes généraux un, et
v, dans R (ou C). On appelle série produit, la série w de terme général
Wp, = UQUp + U1VUn—1 + - - - + UnVp.

THEOREME 11.62. — L'ensemble S des séries réelles (ou complexes) est muni
par les lois somme et produit d’'une structure d’anneau commutatif unitaire
integre. C’est donc aussi une algébre commutative unitaire.

11 s’agit de vérifications simples. L’élément neutre pour le produit est
la série 1 définie par ug = let up, =0,Vn > 1.

Lanneau est intégre : si u # 0 et v # 0, avec p = inf{n, un, # 0} et
q = inf{n, v, # 0} on aura wpyq = upvy # 0, donc w # 0.

Les vérifications de la structure d’anneau ne présentent aucune diffi-
culté. ]

11 est plus intéressant de voir ce que donne la convergence vis-a-vis du
produit et 13, ce n’est pas triste ! Faisons le ménage en dégageant quelques
certitudes.

THEOREME 11.63. — La série produit w d’une série u absolument conver-
gente, et d’une série v convergente, est elle méme convergente, et pour les
sommes on a Uégalité W = UV.
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Ce théorgme explique la raison de la définition de ce produit compliqué
(il aurait été si simple de considérer u,vy). Cest pour avoir I'égalité
W = UV entre sommes en cas de convergence, qu'on a pris ce produit.

Formons
n n n T
UpVp — Wp = Z Up qu - z (Z ukv,._k)
p=0 gq=0 =0 \k=0
n n n T
=33 wu - 3 3wk
=0 q=0 r=0 k=0

Les ugv,_j figurent parmi les upvg : ils disparaissent et il ne reste
que les upvg avec p + g > n, que l'on va sommer en travaillant pour un
indice p fixé. On a :

n n n
UnVp — Wy, = E ZUPU‘I = E Up(Vn—pt1+ ...+ vn)

p=04¢=0 p=1
pt+g>n
n

p=1

Il nous reste a rendre cette quantité arbitrairement petite pour n
grand. Comme U, V,, tend vers UV, on aura alors lir_ir_l Wn=UV.
n—-1+00

Le critere de Cauchy, appliqué a la série convergente des |up|, permet

n
de rendre des sommes du type Z |up|, petites. La différence Vi, — Vy,—p

est bornée, (suite V;, convergente). Il reste les petites valeurs de p dans

q
Z Up, mais alors n — p est grand, V;, — Vj,_p sera petit : on doit se tirer
p=1
d’affaire.
La convergence absolue de u, et celle de v permet de dire qu’il existe

n
une constante positive A telle que, Vn, Z lup| < A, et |Vn| < A
p=1

S
. - . €
Soit ¢ > 0, il existe ny tel que Vr > ny, Vs > r, pE=,- lup| < A
(convergence absolue de u).
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On suppose n > n on aura donc

n n
3 €
) E : lup| |Va — Va—p| < E lup| - 2A<2A- — = -
44 2
p=ni+1 p=n1+1

d’ou, pour 1 > ny,
ni €
UnVa = Wal < D [up| [V = Vapl + 2
p=1

Les indices n — p varient de n — n; a n — 1. Or au méme € on associe
no tel que

€
Vr > ng, Vs>, IVs—Vr|<ﬂ,

(convergence de la série v).
Siici n — ny = na, (soit n = n; + no) les indices n — p intervenant

seront supérieurs a ng, on aura |V, — Vp_p| < 24 d’ou
< £ & € €
L [up| [Vr — Va—p| < ﬂ; lup| < ﬂA =3

Finalement, Ve > 0, 3(n; + n2) € N tel que Yn > n; + n2 on ait

n—-+o0o
UV, cest que lir_1|:1 Wy = UV ce qui achéve la justification du théo-
n—-+00

réme. B

COROLLAIRE 11.64. — L’ensemble S5.c des séries réelles ou complexes
absolument convergentes est un sous-anneau de S et l'application qui &
une série u associe sa somme U est un morphisme d’anneaux.

Soient u et v deux séries absolument convergentes, et w la série
produit. Pour tout n € N, on a

[wn| = [uovn+urvn—1+. .. +unvo| < |uo| [vn|+|u1] [vn-1|+. . .+|un| |vo|
La série des |uy,| est absolument convergente, celle des |vy,| est con-

vergente, leur série produit, (Théoréme 11.63) est convergente et comme
|wr| est positif, inférieur au terme général de cette série, la série des
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wp, est bien absolument convergente. L'ensemble S4.c est donc stable
par produit : c’est un sous-anneau de S. Enfin si u et v sont absolument
convergentes, le Théoréme 11.63 s’applique et donne I'égalité W = UV
pour les sommes des trois séries u,v et w série produit : on a bien un
morphisme d’anneaux. ]

REMARQUE 11.65. — S¢ n’est pas stable par produit.

(="
Vn+T1

convergente, (alternée qui converge suivant son critere et |up| ~

Soit u = v la série de terme général u, = qui est semi

: nl/2
diverge).
Le terme général de la série produit w est

Wn = UpUQ + Up—1U1 + ... + UoUn

=(-1)" ( 1 1 —1___+
e Y, R ey 3/ s
1
AV I)‘

Orn—k + k +2 = n + 2 est constant par rapport a k et l'inégalité
4uv < (u+v)?, (& 0 < (u — v)?2) valable sur R donne
1

dn—k)(k+2)< (n+2)2 @ < .
(n—k)( )< (n+2) oun+2 gy Y/

, soit |wp| = 1 : la série produit

2
On a donc |wy| 2 (n+1) - )

diverge puisque son terme général ne tend pas vers 0. |

REMARQUE 11.66. — Le produit de deux séries semi-convergentes peut
cependant étre une série convergente.

—~1)"

Soit cette fois u = v la série de terme général u, = (n +) T le terme

général de la série produit w est
1 1 1 1

=(-1)" | —— — ceet+— ).

wn = (=1) <n+1+n g vt (n—k+1)(k+1) + +n+1)
1
La fraction rationnelle, (en k) se décompose en

"n—k+D)k+1)

. - b t, quand k vari
m—k+1)(k+1) n+2\k+1 n-k+1) S andkvane
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deO0an,k+1lvariedelan+letn—k+1den+1al, dou
w _ 2 (n 1+1+ + !
"7 n42 2 7 T n41)

2 Logn

On a le terme général d’'une série alternée, |wp| ~ tend vers

1 1
0, (voir, I'exemple 11.21 pour un équivalent de 1+ 3 +...+ n_—l-l)' Est-ce

en décroissant ?
On a

n+2 1 9 n+1 1

2

n+3k=1k n+2k=1k

i 2 2 2
- (Z %) (n+3 - n+2> trrmte)

|[wn1| = fwn| =

k=1
Comme 2 2 —2 il reste
0 - = i
n+3 n+2 (n+2)(n+3)
2 1 1 1
- =———|(1-1—=—-—=— ..——— 1 <0
[wnt1] = fwnl (n+2)(n+3) ( 2 3 n+1) =
donc la série des wy, est alternée, convergente suivant son critére. |

Il résulte de ces remarques, que la prudence s’impose quand on veut
affirmer quelque chose concernant le produit de deux séries quelconques,
d’autant plus que la série produit de deux séries divergentes peut elle
méme converger! (Voir I’étude des séries entiéres pour un exemple d’une
telle situation).

Signalons cependant le résultat suivant :

THEOREME 11.67. — Soient deux séries u et v de termes généraux réels
ou complexes uy, et vy, tels que u,v et w, série produit, convergent. On a
forcément Uégalité W = UV pour les sommes de ces séries.

n P

Soit W, = Z (Z urvp_,-> la somme partielle d’ordre n de w. On
p=0: \r=0

intervertit les sommations, r variant de 0 4 n, (p variant de 0 An)on a :

n n n n
W, = Z Up (Z vp_r) = Z UpVp—r = Z Un—qVq

r=0 p=r7 r=0 =0
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(si on pose r =n — q).
L’astuce de la démonstration va consister a appliquer la convergence
suivant Césaro a la suite des sommes partielles W),.

N N n
Ona Z Wpn = Z Z Un—qVg | et on intervertit les sommations :
n=0 n=0 \gqg=0
d’ou
N N N N
> W= 3-Va (L vna) = L0
n=0 q=0 n=q q:O
1 & 1 &
donc, N_-i-l z Wn = ]—V_-F—i VqUN—q'
n=0 q=0

N
Onsaitalorsque lim W, =W= lim ; (Z Wn> =W
n——+00

(c’est la convergence au sens de Césaro), mais de méme, si Uj, et V;, sont
les termes généraux de suites qui convergent vers U et V respectivement

on a NEI-Ii_loo N+l QZ%VQU N—g = VU. On obtient donc ici I'égalité
W=UV. |

11.68. Justifions le résultat utilisé sur les suites, (avec V; = 1 pour tout
g on a le résultat de Césaro).

Soit donc

N N
1 1
IN=NT1 qE:O VoUN—q—VU = No1i qE=0(V:1UN_q - V).

OnaVyUn_g—VU = (Vg=V)UN_q+V(Un_q—U) et, intuitivement
pour q grand, V; — V sera petit, facteur de U _, borné, et pour N — ¢
grand, Uny_4 — U sera petit. Formulons tout ceci.

1l existe A > O tel que Vk € N, |Ug| < A et |Vi]| < A, (des suites
convergentes sont bornées).

Soit € > 0, 3g0, Vg = g0, Vg —V|<e
et 3po, Vp = po, [Up —U| < e.
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Avec p = N —q, on aura p 2 pg pour ¢ < N —pg. Soit donc N > qq et
N 2= pg, on veut couper la somme en trois parties et pour cela on suppose
go < N — pg, soit finalement N > pg + qo.

On a
1
Ty = N+1 2 (VaUN—g=VU)+ 57 D (VaUn-g=VU)
q<qo q0<q<N—-po
1
+t 71 2 (VaUn-g—VU).

N—-po<g<N

Notons, yn, 2N et ty ces trois sommes. On a, par inégalité triangu-
laire,

q0(A? + |[VU]),

<
|yN|\ N+1

po(A% +|VU))

1
<
NS Fg

quant a la deuxiéme somme, comme |V}1 —V| € g (car g > q), et
lUN—q—U|<e,(car N—g>N—gqo>po)ona

lovl < s G0+ 1)(EA+elV)) < e(A+|V])

En fait, la majoration |U| < A et |Vi| < A pour k assez grand conduit
a|U| < Aet|V]|< A en passant a la limite, d’out

2A42(po + q0)
N+1 °

majorant ayant 2¢A pour limite si N tend vers l'infini, donc devenant
inférieur & €(2A + 1) pour N assez grand, ce qui prouve la convergence
de zy vers O et achéve la justification. On donnera, dans le chapitre sur
les séries entiéres, une justification plus rapide de ce résultat. |

lzn| € 2eA +

On peut remarquer que la mise en forme consiste & mettre en évidence
les hypothéses. D’abord, pour retrancher un nombre 4 une somme, le
plus simple est de transformer ce nombre en somme indexée de la méme
maniére, d’oli un travail terme a terme sur V;U,,—q—V U, ot l'on peut faire
apparaitre la différence (V5 — V)Up—q ... ce qui introduit (Up—q — U)V
Le reste n’est que routine.

Venons en enfin aux traitements bizarres que l'on peut faire subir
aux séries, certains de ces traitements mettant en évidence le fait que la
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somme d’'une série convergente n’a pas les propriétés algébriques d’une
somme.

6. Le «fin du fin » sur les séries

On va étudier quatre propriétés, trois portant en fait sur I'indexation,
permutation, sommation par paquets, partition des indices, la quatrieme,
la transformation d’Abel concernant un travail sur le terme général de la
série.

Action des permutations

Soit une série u de terme général u, dans R ou C, ou plus générale-
ment dans E espace vectoriel normé. On a vu qu’en fait u est une ap-
plication de N dans E. Si ¢ est une bijection de N dans N, ’application
v = u o @ est une nouvelle suite donc on lui associe une série v de terme
général v, = Up(n) obtenue en permutant les termes de u.

="
n+1
(série dite harmonique), de somme U. On permute les termes de u de fagon
a prendre un terme positif puis deux négatifs, dans l'ordre ou ils figurent
dans u.

On pose donc

11.69. Un exemple. Soit la série alternée u de terme général u, =

1
v=1,v=-; v2 ==
N S VI

3_3a 4 = 6’ 5 = 87

et plus généralement comme on travaille par tranches de trois termes, vz
1

fera intervenir l'inverse du (k4 1)%™€ nombre impair, soit v3;, =
et v = ! v, = !

On verra, tout de suite apres ’étude de action des permutations, que
Ton peut, dans la série v, associer 2 termes, en prendre 1, en associer 2,

en prendre 1, ..., sans modifier la nature ni la somme de la série en cas
de convergence (voir Théoréme 11.78).

2k+1’
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Cela donne

et plus généralement

1 1 1 1

Wk opf1 22k41D) 202k +1) TV T Tk 4 9)
. et L (D™ o
la série w a donc pour terme général — . Diantre! [ |
2\n+1

L’action de la permutation initiale a donc divisé par deux la somme.
Ou allons-nous si on ne peut plus faire ce qu’on veut.

Cet exemple nous montre la nécessité de résultats précis, que nous
allons établir.

THEOREME 11.70. — Soit une série u de terme général u, dans E espace
vectoriel normé complet, et © une permutation de N. Si u est absolument
convergente, la série v des v, = Up(n) €St absolument convergente, et de
somme V =U.

Ce résultat sera d’'un emploi fréquent pour les séries entieres. Si on
pose anp = ||un|| et Ap = ap + a1 + ... + an, on sait que la suite des
sommes partielles A, est convergente, donc majorée par une constante
A. (Sa somme d’ailleurs).

Avec b, = |lvg|| = |luy (k) || = ay(k), on aura donc
Br=bo+bi+...+bn=ay0) + -+ (k) S Asup{p(0),...0(k)} € A

La suite, croissante, des B,, étant majorée est convergente, d’ou la
convergence absolue de la série v.

Soit alors U, = ug +uy + . ..+ un une somme partielle de u. Comme
 est une bijection de N et que vy = Up(k)> ON 8 Ur = Vy—1(y) donc

Un = vp-1(0) + V1) + - F %t (m)-

Soit r(n) = sup{p~1(0), ¢~1(1),...,9"1(n)}, la somme partielle Vi(n)
est telle que V() — Up soit la somme des vy, pour k < 7(n), mais
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k& {o71(0),071(1),...,01(n)} soit encore k tel que
p(k) € {0,1,...,n}. Or la série u converge absolument. On a :

q
Ve > 0, dng, Vp = no, Vg > no, Z ”un“ <6,

n=p

a fortiori toute somme d’un nombre fini de ||uy|| pour des indices n > ng
sera majorée par une somme du type précédent, donc par €.

Si on choisit dans ce qui précéde, n > ny, il existe donc 7(n), (r est
fonction de n), tel que ||V,.() — Un|| < €. En outre, 7(n), borne supérieure
d’un ensmble de n + 1 entiers est supérieur ou égal a n. Si donc n tend
vers Dinfini, r(n) aussi, et & la limite on obtient ||V — U]|| < €. Ceci pour
toute >0douV =U. |

Quand aux séries semi-convergentes, 'exemple donné montre qu’il faut
se méfier. On peut en fait établir le résultat suivant :

THEOREME 11.71. — Soit une série semi-convergente réelle, u, non absolu-
ment convergente. Pour tout S de R U {—o0} U {+00}, il existe au moins
une permutation o de N telle que la série v = u o @ «converge » vers S.

« Converge » car si S = +00 ou —oco il y a divergence.

Procédons par étapes. On dispose de u, de terme général réel u,,, semi-
convergente, non absolument convergente.

LEMME 11.72. — Soit I = {n; un > 0} et J = {n; unp <0}, I et J sont
des ensembles infinis.

Car si card(I) était fini par exemple, et si ng = supl, Vn > ny,
up < 0, donc up = —|up|, et la convergence de la série u serait alors
absolue. On conclut de méme si card(J) fini. |

Comme il faut mettre les termes nuls quelque part, on va noter, pour
P € N, ¢(p) Yindice du (p+ 1)**™€ terme uy,, avec un > 0 et ¥(p) I'indice
du (p + 1)**™€ terme un, avec up < 0, an = Up(n)» le (n + 1)**™€ terme
strictement positif de u, et by = uyy), le (n + 1)**™€ terme négatif ou
nul de u.

LEMME 11.73. — Les séries a et b de termes généraux a, et b, sont
divergentes.
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Soit V un entier donné. On note p(N) = sup{r;r € N,r < N,u, > 0}
et ¢(N) = sup{s;s € N,s < N,u(s) < 0}, avec la convention p(N) et
g(N) égaux a —1 tant qu’ils n’existent pas.

Les applications p et g sont croissantes, non majorées car si I'une

ou Pautre était majorée elle deviendrait constante ce qui contredirait le
lemme 11.72. On a done _lim p(N)= lim ¢(N)=
N—o+o0 n—+00

On a aussi, pour tout N,

N

Un = Ap(v) + Byavy et D lukl = Apvy = By,
k=0

(avec A_1 = B_1 = 0 si nécessaire).

Si alors 'une des séries a ou b, par exemple a, converge, on a
Nkﬁoo Byny = NEIEOO(U N — Ap(N)) qui existe, donc b converge, la
suite décroissante de ses sommes partielles ayant une suite extraite con-
vergente. Mais alors la série u est absolument convergente : c’est absurde.

Donc lim A, = lim B, = +oc. ||

n—-+00 n—+00

LEMME 11.74. — Soit S dans R. Il existe une permutation o de N telle que
la série v = u o o converge vers S.
Pour cela on va prendre des termes positifs jusqu’au moment o on
dépasse .S, puis des négatifs pour revenir sous S, et répéter ce processus.
Comme hm Ap = +00, il existe p; € N tel que Ap,—1 < S < Ap,

’n,—)
(siag > S, en fa1t p1 = 0 et Ag—1 n’intervient pas).
Puis, comme 1i1_1|_1 Bp = —00, il existe ¢; € N tel que
n—-1+00

APl + Bql <5< API +BQ1—1’

(1a encore, si Ap, +bg < S, q1 = 0 et By, 1 n’intervient pas).

11 faut remarquer que p; est unique mais pas g1, ceci parce que parmi
les bj peuvent figurer des termes nuls.

On prend les termes dans l'ordre ag, a1,...,ap, ; bo,b1,...,bq ; Cest
la premiére étape.

Puis il existe un seul po tel que Ap,_1 + By, < S < Ap, + By; (et
P2 > p1, car partant de la somme Ay, + By, < S, il faut vraiment ajouter
des termes a, > 0 pour obtenir Ap, + By, > 5); et de méme il existe des
g2 > qp tels que

Ap2 + qu S S < Ap2 + qu_l.
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(Les entiers ps et g2 existent parce que les A, tendent vers +0cc et les
B, vers —00).

La deuxiéme étape consiste a prendre les termes dans 'ordre

ap1+l,. ..,apz; bq1+1,. .o ,qu;

On continue ainsi, & chaque étape on prend au moins un terme > 0
et au moins un terme < 0, donc chaque ay, et chaque by, est pris, (au plus
tard a la (k + 1)*™€ étape) et ceci une seule fois : on construit ainsi une

o0
bijection o de N. Il reste & prouver que Z Ug(n) = S.
n=0
Or la convergence de la série u implique la convergence de la suite u
vers 0.

Soit e > 0, 3N, Vn > N, |up| < e.
Comme ap = u,,(p) avec @(p) indice du (p+ 1)%®™e terme strictement
positif, on a ¢(p) 2 p, donc Vn 2> N, |ay| < € et de méme |by| < €.

Supposons effectuée la N + 1ieme étape, on est alors certain que les a;
et b; avec j < N ont tous été pris.

On suppose donc déja pris les termes

0;- -3 Gpyn+1s--+30pny1s Dgy+1s---5bgnys)

et soit g entier tel que o(rg) soit I'indice du dernier terme de la série u
qui a été pris, donc ici o(rg) = Y(gN+1)-

T
On va prouver que, Vr > 7o, |S— Z Ug( s)| < ¢, (du moins je 'espére).

s=0
r

Notons Sr = Zua(s), deux cas se présentent suivant le signe de
s=0
’U.a(,,.).
Premier cas : ug(r) > 0. Quand on prend u, ), on est dans une étape,

disons la k™€ avec k > N + 1, et on est en train d’ajouter des termes
positifs : la somme S, est donc supérieure a la somme Ay, | + Bg,_;,

(fin de 1a (k — 1)%™¢ gtape).
Si Ug () Dest pas le dernier terme positif ajouté a la k*™¢ étape, on
a donc

Apy_1 +Bg_ SSr<S<Ap,_, +Bg_ -1,

donc |S — Sr| < |bg,_,| < € puisque gx_; = k—12> N.
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Si ug () est le dernier terme positif ajouté, on vient de dépasser S,
donc

Sr - uo.(,.) S S < Sr

dou |§ — Sr| < uy(r) = un an avec n > N d'ots 1a encore |S — S|

<e¢
Une démarche analogue permettrait de prouver que |S — Sy| < € si
ua(,.) < 0.

r
On a donc finalement : Ve > 0, 3rg, Vr > o, |S — Zua(s)l e

s=0
la série u o o converge bien vers S. |

LEMME 11.75. — Il existe une permutation o de N telle que la série v = uoo
diverge vers +00.

La démarche sera analogue.
On va procéder par étapes indexées par n € N*, la n**™€ étape
consistant a ajouter des termes positifs pour dépasser n?, puis des négatifs

pour venir sous n? — n, ceci étant possible parce que les deux suites des
A, et des B, divergent.

Premiére étape : il existe un seul p; € N tel que Ay, 1 < 1 < Ap,
puis il existe un q; tel que Ap, + By, < 1—1< Ay, + By, _1, (il se peut
que p; (ou q1) soit nul auquel cas p; — 1 (ou ¢g; — 1) n’existe pas).

Deuxiéme étape : il existe un seul po > p; tel que

Ap,—1+Bg < (1=1)+22 < Ap, + By,
puis il existe g2 > ¢1 tel que
Ap, + Bg, < (1= 1)+ (22— 2) < Ap, + Bgo—1

et on continue ainsi, a la pieme étape il existera un seul p, > pnp_1 tel
que

Ap 1+ Bg , <A-1)+22-2)+...4+n%2 < Ap, + By, _,
et aussi un ¢, > gp—1 tel que
Ap +Bg, <1=1)+(22-2)+ ...+ (n® —n) < Ap, + By, 1.
On détermine donc encore, en prenant les termes dans l'ordre

a0,0a1,--.,0p;; bo,b1,...,bgy; Gpy41,.--,8py; bgr41,---,0g05 -



Séries numériques, séries dans les espaces vectoriels normés 43

T
une permutation o de N et il reste a justifier T_l}r_'x_loo ZO Ug(s) = +00.
s=l
On peut constater que la somme partielle Ay, + Bg, qui devient

n
inférieure & R, = X:Uc2 — k), est obtenue a partir de Ap, + By, _1
k=1
par adjonction d’un seul terme, bg,, = Uy,(q,,)> avec P(gn) 2 n — L.

Or la série u étant semi-convergente, la suite des u, est bornée, et
si a est tel que Vn € N, |uy| < a, on aura Ay, + By, > R, — a, les
sommes partielles suivantes de la série des u, ;) augmentent donc restent
supérieures & R, — a, puis lorsqu’elles diminuent, (dans la (n + l)iéme
étape) elles demeurent supérieures 2 R, —a+ (n+1)2 — (n+ 1) : elles
sont donc supérieures a R, — a.

Si rg est I'indice tel que o(rg) = l'indice (g ), on a donc,

r
Yr 2 ro, Sr=zua(s) >R,—a

s=0

avec R, > n2 —n.
Comme n? — n — a peut étre rendu arbitrairement grand on a bien

lim S, = +00 ce qui achéve la justification.
T—+00

Sommation par paquets

Nous venons de voir que la propriété de commutativité des sommes
dans un espace vectoriel ne s’étend pas aux séries quelconques. Il en est de
méme de V’associativité. De quoi s’agit-il? Eh bien de sommer par paquets
les termes de la série initiale pour en obtenir une autre.

Supposons donnée une série u de terme général u,, dans E (espace vec-
toriel normé), ainsi qu’une suite strictement croissante d’entiers (pp )nen,
donc pp, 2 net lim p, = 4oo.

n—+oo

Po p1
On pose alors vg = Zui; v = Z u; et plus généralement,
i=0 i=po+1
Pn
Up = Z u4;. On obtient ainsi une nouvelle série v dont le terme
i=pp-1+1

général est obtenu & partir de u en associant les termes uj entre eux.
Question : u et v sont elles de méme nature? En cas de convergence des
deux y a-t-il égalité des sommes?
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La réponse a la premiére question est non, et 4 la deuxiéme oui.

EXEMPLE 11.76. — Soit u avec up, = (—1)™ : la série diverge. On associe
lestermes2a42:99=1-1=0,v1=1-1=0,..,v,=1-1=0,...
la série v converge.

Voici une liste de résultats valables.

THEOREME 11.77. — Si une série u est convergente, quelle que soit la suite
(Pn)neN strictement croissante d'entiers, la série v obtenue en sommant
par paquets est convergente et a la méme somme.

En effet V;, = vo+v1+...4+vp = Up, en fait, donc la suite des sommes
partielles, de la série v est une suite extraite de la suite convergente des
sommes partielles de u : le résultat en découle.

Ce théoréeme s’applique surtout pour calculer des sommes de séries
que l’on sait &tre convergentes.

Nous avons vu, (exemple 11.76) que par associativité, une série diver-
gente pouvait donner une série convergente. Il faut donc étre prudent si on

ne connait pas la nature de la série initiale. On dispose alors du théoréme
suivant.

THEOREME 11.78. — Soit une série u de terme général un, qui tend vers
0. Soit une suite strictement croissante d’entiers (pn)neN. Si le nombre de
termes T, = Pp, — Pn—1 + 1 par paquets est borné, la série u et la série v
obtenue en sommant par paquets sont de méme nature et ont méme somme
en cas de convergence.

Comme (u convergente) = (v convergente) est toujours vrai, il reste a
justifier 'implication réciproque. On suppose donc v convergente.

Soit donc un entier k quelconque, on veut relier la somme partielle Uy,
aux sommes partielles de la série v. Pour cela, il existe un et un seul n
tel que pp, < k < Ppy1, (suite (Pr)neN strictement croissante), donc

Pn k k
Uk=Zui+ Z u; =Vp + Z Uj.
=0 i=pn+1 i=pn+1
Par hypothése, il existe un entier m majorant le nombre de termes de
chaque tranche, donc k — pp, < m; puis lim wu; =0:

1——+00

Ve > 0, Jig, Vi > g, |jus]| < &
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la série v converge : si V est sa somme, au méme € > 0 on associe ng tel
que Vn 2> ng, ||V — V|| < ¢; formons alors

k
WU =VII<IVa=VII+ D llull,
i=pn+1

on pourra utiliser les majorations si k est assez grand pour affirmer que
n 2 ngeti>ig.

Or lapplication qui & k associe n(k) tel que p, < k < ppy1 est
croissante, non majorée, (sinon elle devient convergente donc constante
car on est dans N, et il existerait ng tel que Vk € N, k& < ppg41).

O d li k) = d’ot i I 1=
n a donc _1’21_10077,( ) = +oo d'our aussi pim Prg) + +o00

et alors 3ko, Vk > ko, n(k) = no et Pr(k)+1 = o dou Vk > ko,
||lUx—V|| € e+me, vules inégalités établies. Comme m est une constante
et € quelconque, ceci prouve bien la convergence de la série u. Les séries
u et v étant simultanément convergentes sont de méme nature, et on sait
qu’en cas de convergence elles ont méme somme (Théoréme 11.77). ]

Exemple d’application du théoréme 11.78. Nature de la série de terme
-1)" 1

général u, = # La série est alternée, |up| ~ — tend vers 0
T — COSTMT ) n

mais pas en décroissant. On associe les termes 2 & 2 soit vp = ugp+u2p+1

on a

1 1 3 3

P 1 2p+2 (@p-D(p+2) 4

La série des v converge, un tend vers 0, on a des paquets de 2 termes, le
Théoreme 11.77. s’applique donc u converge. |

Il y a d’autres résultats, propres au cas réel, liés a la structure de corps
ordonné.

THEOREME 11.79. — Soit une série u de terme général u, positif. Quelle
que soit la suite strictement croissante d’entiers pn, la série v obtenue en
sommant par paquets est de méme nature que u, et a une somme égale en
cas de convergence.

En effet la suite des V;, = Up, est une suite extraite d’'une suite
croissante cette fois et dans ce cas les deux suites sont de méme nature car,

il est toujours vrai que lim Uy = U implique lim Uy, = U; mais
k—+o0 n—+00
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réciproquement, si la suite extraite converge, soit € > 0, 3ng, Vn > ny,
U-¢e<Up, KU «+e»siU est la limite avec +¢ entre guillemets car
la suite est croissante donc la limite est atteinte par valeurs inférieures.
Mais alors, Vk 2 ppg,ona U —€ < Upn < Uk < U, ce qui traduit la
convergence de la suite des sommes partlelles vers U. ]

On peut encore raffiner.

THEOREME 11.80. — Soit une série u de terme général réel u, et une

suite strictement croissante d’entiers, pn. Si dans chaque somme v, =
Pn

_;_ Uu;, (avec p_1 = —1), les u; sont de méme signe ou nuls, les séries
i=pp—-1+1
U et v sont de méme nature et ont méme somme en cas de convergence.

La encore il suffit de justifier que la convergence de la série v implique
celle de la série u.

Soit donc k € N, il existe un seul n tel que pp, < k < pp41, done
k

Up=Vat+ . u
i=pn+1
Si les u; pour pp, + 1 < % < pp+1 sont tous > 0, on a

k Pn+1
0< Y w< Y w
i=pp+1 1=pn+1

d’out encadrement V;, < Uy < V41 ; alors que si les u; sont < 0, on aura

Pn+1
3 we 3 us
1=pn+1 i=pn+1

et I'encadrement Vp, 11 < U < Vi,

Dans les 2 cas, on obtient |V;, — Ug| < |Vp+1 — Vi|- La convergence
de la série v, jointe au fait que . lir_|r_1 n = +00, (voir démonstration du
— 100

Théoréme 11.78) montre que lim Uy = lim V, d'ou le résultat. W
k—+o0 n—+00
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11.81. Partition des indices

Soit une série u de terme général u, dans E espace vectoriel normé
complet. Soit par ailleurs une partition de N en deux parties I et J de
cardinal infini.

On peut définir deux séries a et b de termes généraux respectifs a, et
bn, définis par :

sin€l,ap=uneta,=0sin¢gl;

sin € J, bp, = un, et b, = 0 sinon.

On a donc, Vn € N, an, + by, = uy. Il est évident que si les deux séries
a et b sont convergentes, la série u est aussi convergente, et a pour somme

U = A + B; mais également que si a et b sont absolument convergente,
u le sera.

De méme si a converge et b diverge, u diverge (sinon, b = u—a converg-

erait...). Par contre a divergente et b divergente n’implique pas u diver-
="

gente, comme le montre le cas de la série harmonique des u, = prone
n

1
dans laquelle on isolerait les termes pairs, <a2p = m, agp+1 =0

des termes impairs.

On peut généraliser 4 une partition en un nombre fini de parties de
cardinal infini.

Transformation d’Abel

Il s’agit tout simplement de la mise en forme d’une interversion des
sommations dans une somme finie.

Supposons que le terme général d’une série s’écrive a,, = unvn, ce qui
suppose lexistence d’un produit, c’est pourquoi nous supposerons les u,, et
les vy, réels ou complexes. Mais le type de raisonnement se généraliserait
avec des uy, € L.(E, E), des vp, € E, dou des an, € E, avec E espace
vectoriel normé complet par exemple.

On veut, par application du critere de Cauchy des espaces complets,
voir si la série des a, converge, ce qui conduit & considérer les sommes

q
du type Apq = Z UnUn, avec ¢ 2 p. On pose alors, pour n = p,

n=p
n

Von = zvi, et on exprime les v, a laide des V. On a vp = Vpp
i=p
et pour n > p, vy = Vpn — Vpn—1. On a donc, si ¢ > p,
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q
Apqg=upVpp+ E un(Vp,n — Vp,n—1), expression que l'on réordonne
n=p+1
par rapport aux Vp . Seul Vp 4 n'intervient qu’une fois, et I'on a

g—1 q
11.81.bi8 Ap,q = Z ‘/p’n(Un - Un+1) + UQ‘/p’q = Z UnUn.
n=p n=p
11.82. Effectuer ce calcul c’est faire une transformation d’Abel. L'idée est
q
la suivante : si dans Z UnVUn, Un, apparait comme la différence de deux
n=p

choses consécutives, on réordonne la somme en indexant sur ces choses.
(Ne pas oublier que up, = up - 1 = unp((n + 1) — n), cela peut parfois
servir.)

Voyons maintenant plusieurs énoncés permettant de conclure a la
convergence de la série des unvp.

THEOREME 11.83. — Soit une série de terme général an, = UnUnp, les up
étant réels et les vy, complexes. Si uy tend vers 0 en décroissant et si les
n

sommes Vp,n = Z v;, (pour n 2 p) sont bornés, la série des ar, converge.
i=p
En effet, en effectuant la transformation d’Abel qui précede, Vp € N,
Vg > p,ona

g-1
|4p.gl < 3~ Vol [un — g + lug| [Vpgl-

n=p

Or il existe une constante B > O telle que, Vp € N, Vn > p,

[Vp,nl < Bj et de plus, la suite (un)nen tend vers 0 en décroissant, on a
€

donc ugq = 0, up — Un41 > 0 et aussi, Ve > 0, Ipg, Vp 2> po, up < =-

B
Soit p = pg et ¢ > p, en utilisant ces inégalités il vient

g—-1
€
|Ap gl < Z B(up—uny1)+B(uq) = B(up—ug+uq) = Bup < B§ =c
n=p

dans C complet, le critere de Cauchy des espaces complets s’applique a
la suite des sommes partielles A, donc la série est convergente, (il faut
noter que |App| = up|Vpp| < € aussi).
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Ce théoréme, qui porte parfois le nom de Critére d’Abel est d'un emploi
commode et fréquent dans I'étude des séries entieres.

Voici d’autres résultats.

THEOREME 11.84. — Soit une série de terme général unvy avec les un, et
n

vp, complexes. Si les sommes Vp n, = Zvi (pour n 2= p), sont bornées, si
i=p

la série des (up, — un+1) est absolument convergente, et si la suite des un,

converge vers 0, alors la série des u, vy, converge.

Cet énoncé est moins pratique que le précédent, car il comporte trop
d’hypotheses et il en est des hypothéses comme des médicaments : au dela
de deux c’est difficile & maitriser.

Avec les mémes notations, et B > 0 qui majore les |Vp |, on a dans
11.81:

q—1
VpEN, Vg > p, |Apgl < B(lugl + D [un — unt1)

n=p

(et |Ap,p| < Blup)).
Or Ve > 0, 3pg, V7 = po, |ur| 2 €, (traduit lil_i‘f_l un =0) et
n—-+0oo

g—1
Vp>po, Yg>p, D lun —unt1| <e

n=p

puisque la série des |un — uUn+1| converge.

On a donc, Vp > po, Vg > p, |Apql < 2¢B, et |App| < €B, donc la
encore la série des u,v, converge. |

Enfin on a encore :

THEOREME 11.85. — Soit une série de terme général unvn, avec la suite des
Uy, monotone bornée, et la série de terme général complexe vy, convergente,
alors la série des un vy converge.

Il faut remarquer que le raisonnement qui consiste & dire que, si

A= 111}_1 Un est non nulle, u,v, ~ AU, ne donne rien puisque les
n—-+0o0
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Up, sont complexes. La encore 11.81 nous donne

q—-1
|Ap,gl < lugl [Vogl + D lun — tnt1] [Vpul

n=p

pour ¢ > p.

La suite (un)neN est monotone, bornée par b, (en module), et la série
des vy, étant convergente, on a :

Ve >0, 3pg, Vp > po, Yn 2 p, |Vpn| <€

(critere de Cauchy des espaces complets).
On obtient donc,

g-—1
Wp > po et g > p, | Apgl < e(ltig] + 3 lun — 1))
n=p
gqg—1
avec soit les up, — up41 tous positifs, et alors Z [un = Uny1| = up — ug,
n=p

soit tous négatifs, et la somme vaut ug — up.

Dans les deux cas |Apq| < 3eb, avec |up| < b, Vn, donc 12 encore la
série initiale converge. ]

En plus du critére d’Abel proprement dit (Théoréme 11.83), la transfor-
mation d’Abel rend bien des services. Voyons, pour terminer cette étude,
un calcul qui se fait aussi dans ’étude des séries de Fourier.

q
THEOREME 11.86. — Pour 0 # 0(2), les sommes Vp 4 = Z emo, avec
n=p
q = p sont bornées par rapport a p et q.
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Car Vp,q est la somme des termes d’une progression géométrique de
raison €% # 1, done

eila+1)8 _ iph ez’pe(ei(q—p+1)0 —-1)
g = eio -1 =

ei% (ei% — e'i%)

g—p+1

. % sin 7
— ¢iP0—50,i(a—p+1)% 20
21 sin —
2

ila+r)3 Sinq;lngg

sin -
2

1
et |Vpg| < g~ est bien borné en p et g. On peut méme dire que
lSiIl 5 |

cest bornée uniformément par rapport a 0 € [¢, 27 — @] avec ¢ vérifiant

0 < a < 7, puisqu’on majore alors par & ]
|sin =|
2
q
COROLLAIRE 11.87. — Pour 6 # 0(27), les sommes Spq = Z sinnd et
n=p
q
Cpq = Z cosnf sont bornées par rapport & p et g, uniformément par
n=p

rapport a 0 dans [a, 2m — a] pour 0 < a < T, (toujours avec g > p).

Car
0 — 1
c0s (¢ + p) sin %0
Cp,qg = Re(Vpq) =
Sln§
sin (p + q)g sind=Pt1g
et Sp,q =Im(Vpq) = 2 2
sin 3

la conclusion s’impose. ]
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EXERCICES
Nature des séries de termes généraux u, = 1
8 ™ ™ n Logn(LogLogn)®’
1
Up = ———————.
n (Logn)Logn
Nature des séries de te éné __°
ature des séries de termes généraux u, = (I
1 n(n—1)
— 2
n
Nature, suivant les valeurs de a réel, de la série des
1 n
Un = (COS —\/—H‘> —a.
xn
Nature, suivant (z,y) € R2, de la série des u, = T

dt

+0o0
Nature de la série des u,, = /0 W

Construire une suite de réels uy, tels que la série des u, converge
et que pour tout p entier supérieure a 2, la série des (uy, )P diverge.

+00
Existence de u, = / e ™ Arctg z dz. Nature de la série des

0
Un.

n
On pose P, = 1+ i ;calculer lim P, = ) et donner un
n2

el n—-+0o0o

équivalent de P, — .

n _ p_l
Soit a,, = I l (1 + L) Montrer que liI_'I_l an = 0. Que
n—+0oo

p=1 VP

direde lim +/nan?
n—-+00
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Nature de la série de terme général
n? n2
Uyn, = Arcsin — Arcsin———.
" n?+1 n? +2

Soit une série de terme général u, strictement positif, tel que

U A
. S 7—z+vn ol vy, est le terme général d’une série absolument

Un
convergente. Montrer que pour n assez grand on a
Un41 A . .
Log -l 2 Wn, ou la série des w,, est absolument conver-
Up, n

A
gente. En déduire l'existence de A > 0 tel que un ~ -
n

Nature des séries de termes généraux
1 1+1 1-1
Un =3 ((n+1) ta—(n-1) n);
— 1 .
nteG+e)’

—asin &
wp, = nP (e—a/n _ g—@sin n)

Un

avec a > 0.

Nature des séries de termes généraux u, = tg(mvn? + an + b);

_1\n
vn=tg<%+(n];‘) )—1,aveca>0.

Montrer que la série des

_ vnl
A+ VDA+VR) ...+ VA1 + VR +])

culer sa somme.

Un converge. Cal-

Nature de la série des up, = f(n) avec f € CI([1,4+00]) et

m L@ _
2o ) =<

Nature des séries de termes généraux u, = aE(Log n), (aveca > 0);
(-1)E(Vn)
Un = (E(z) désignant la partie entiére de z, donc

P'unique entier ptelque p < z < p + 1).
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1
Nature de la série des —o aveca > 0 et pp, nombre de chiffres de
n en base 10. Calcul de la somme en cas de convergence.

Déterminer
lim 1+1+ +1 1 ! !
n—+oo 2 "' n n+l n+2 77 n2)

Nature des séries de termes généraux un

I
VN
(v
3|R
S
N——
8

_ Log (1 + nfzn) -

c20,a20;etv,
na

> 0.

Soit y(z) et 2(z) définis par z —y —y3 = O0et z — 2z + 23 = 0.
() *()
Y\n n

Etudier la série des u, avec u, =

Etude de la série des Sms:#

SOLUTIONS
Pour a < 0, et n assez grand, on a un > vn avec vp = ———, terme
n Logn
général d’une série de Bertrand divergente. (Voir 11.28)
1
Pour a > 0, la fonction t ~~ f(t) = T Tog H{Log Log )@ est positive

décroissante pour t assez grand donc la série est de méme nature que

+o00 dt
I'intégrale impropre / tTog {{Log Log )=

Comme (LogLogt) =

TTogt’ le changement de variable z = Log(Logt) rameéne a lintégrale

+o00
impropre / pry d’ou : la série des un, converge si et seulement si « > 1.

Soit vn, = m — e—(LOg n)Log(Log n)
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On a n2v, = e(Lo9n)(2-Log(logn)) yrexposant tend vers —oo donc

luil 'n,z'un = 0 : la série des vn, converge, (critére de Riemann).
n—> 00

__:i_

(2p+1)> 1"

Si a > 2, les 2 séries extraites, (partition des indices) des uzp et des uzp+1
convergent donc u converge;

sil < @ < 2, la série des ugp converge, celle des ugy,41 diverge, u diverge;
si a < 1, les |ugpy1] sont 2> 1, up »> 0 : la série diverge.

1
Onaugpy = (2)—a+1 et ugp+1 =

n(n—1
Pour la série des vn, il faut déterminer le signe de (—1)™ 2 .

Orsin = 4k, 4k(4’; 1) est pair, sin = 4k + 1, (k + ik -;1)410
quesin=4k+2et4k+3,ona@ qui vaut (2k + 1)(4k + 1) ou

(4k + 3)(2k + 1) donc qui est impair. On associe les termes 4 par 4, ce qui
ne modifie pas la nature de la série puisque un, tend vers 0.
On obtient

aussi alors

Wi = Ugk + Uakt1 + Uakt2 + Uaky3, (pour k > 1)

_ 1 " 1 1 1

T4k dk+1 4k+2 4k+3

_ 2 n 2

T 4k(4k +2) ' (4k +1)(4k + 3)
d’'ou wi 1 : 1a série des wy, converge, celle des un aussi.

k—+oo 4k2 :
1

Pour up = e Logcos 72 vn — g, un développement limité s’impose a I'ordre

len %, (comme il existe a4 tout ordre, si les termes constants et en o

1
disparaissent un, sera O ( ) donc la série convergera).
n2

1 1
On prend donc n Log cos — a Pordre 1, d’ou le cosinus a I'ordre 2 en - :

vn

1 11 1 .

cos 7n =1- 2n+24n2 +o ( ) on utilise Log (14u) = u——+o(u )
1 1 1 171 1

Logeos = = — o + 32 73 (z2) +o ()

et ()
2n  12n2 n?
d’ou

enLogcosv_ﬁ _ e_% ‘e—-i—%;+0('717) — i (1 _ 1% 40 (._13))
n
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et up = (71_2 - a) 2 \/En +0 ( ) : la série diverge toujours, (si

a;éi,un-ﬂo,sia=i,un~—).
Ve Ve 12\/en

On prend des équivalents suivant la place de |z| et de |y| par rapport a 1.
Si |y| < 1, un ~ z™ converge < || < 1;

n
sily =1, un = % converge < |z| < 1;

. z\" 2
si |yl > 1, un ~ v converge < |z| < y°.

On a up = +°°L> bt > g —l'u - 0
" Jo 14T Jy 143 7 Jo 141 20T

donc la série diverge.

La série des un cherchée ne peut pas étre absolument convergente, car dans
ce cas, un tend vers 0, et dés que les |un| sont inférieurs a 1, pour p 2> 2,
|un|P < |un| : la série des |un|P serait convergente. On doit donc avoir des

un non de signe constant, donc (un)P ne peut se définir que pour p entier
(ou rationnel 2 dénominateur impair).

Soit up, = ——=—%, cest le terme d’'une série convergente par le
Logn 0 .
T
i ’ é . — 2 t
critére d’Abel, (Théoréme 11.83) car 3 # 0(27) e Togn

décroissant.

tend vers 0 en

2 1
On constate ensuite que cos (n- —ﬂ-) ne prend que les valeurs 1 et —3

3
1 1
. . p . . .
donc si p pair (un) % _(Log P’ série de Bertrand divergente,
i - —_— P 3: N .
(ou bien /n 5 (Togn)? tend vers +o0o0) = E ul, diverge); et si p

n
impair, comme u® tend vers 0 si n tend vers linfini, en groupant les
termes 3 par 3 on obtient une nouvelle série v de méme nature, avec

Un = (u3n)2k+1 +(u3n+1)2k+1 +(u3n+2)21?+1’ aveck > lcarp = 2k+1
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est = 2,

1
- (Log 3n)2k+1

Un

1 1 1
T 02k+1 ((Log (3n + 1))2k+1 + (Log (3n + 2))2k+1 )

. 1 1— 1 Log 3n 2k
" (Log3n)2k+1 22k+1 |\ Log(3n + 1)

. ( Log 3n )2k+1])
Log (3n + 2) ’

Le crochet est majoré par 1 + 1 = 2, la parenthéses est minorée par
1
l—ﬁetk = 0 étant exclu, on a 1 —

5% > 0 donc vr, est minoré

1 1 5 . .
par (1 - QW) W’ terme général d’'une série de Bertrand di-
vergente donc u diverge.

+o00
L’intégrale / e ™ (Arctgz)dr est impropre en +o0o0, mais
0

e "FArctgx < %e_"z, fonction dont lintégrale impropre converge si
n 2 1. Comme ug diverge,-on a (un existe) < (n > 1).
Une intégration par parties, (u = Arctgz, dv = e~ "*dz d’otr

dx e % .
du = 5, V= — ) conduit &
n

+00  —nz

e —nz] T e~ "Fdx
Up = [—(Al‘ctgx)ﬁ ]0 +/ _n(l +.’112),
0

+o0o __—nz +oo
un=l/ __e —2d$<l/ e_"zd:cziz
n Jo 14+zx n Jo n

comme les un sont positifs, la série converge.
On peut calculer la somme sous forme d’intégrale. Pour z > 0, e "% # 1 et

soit

n — - -
e (n+l)z_e :z:_l_e ne

—kx __
Ze T eT-1 T et -1

k=1

+o0 —
Arctgz e ™PArctgz
ZUF/O (ez_l_ CArctgr) g,

donc
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+
Or/ Arctga;dz converge car f(z) = —‘t:;cilz est > 0 sur ]0,+oo[
continue, la fonction f tend vers 1 en 0, et f(z) ~ ﬁ en +00; de plus
|| flloo existe, (f — 0 en 400 et continue sur [0, +00[) donc

+oo ‘MArctg:c oo 1 £loo
A ||f||oo

el —

n
on a donc
zn:u /+ Arctg:cdz /+°° '"’“Arctgz dz
k =
k=1 0
+
qui tend vers / A;;Ctg L iz si n tend vers ~+o00.
0

n
Dans P, = H 1+ i ,les i sont majorés par l, donc en prenant les
Pt n?2 n? n
logarithmes on peut utiliser un développement de Log (1 + z).
n(n + 1)
———5—=, et les
2? 2 ’
k2 n3 "
z? = —; fournissent une expression en S peut conclure avec un

4
n
développement a I'ordre 2.

k
Avec T = :—2, il faudra sommer des ) ce qui donne

2
Soit Log (1+z) =z — % + z2e(z) avec lin%J e(z) =
r—

Soitn > 0, 3o, |z] L a= le(z)| < 7
Comme on a 0 < — < =, dng, Vn 2 ng, — < @, on aura alors

n n n

k kK K
Log (14 17) = 17~ 501 + ok

avec |eg,n| <7

On en déduit
Loan=i Zk2+z—€kn
k=1 =1
n
_nnen) %nw;@wv 0y
Or )

n
< T,Zkz _ nn(n+ 1)6(2’n+ 1)




9.

10.

Séries numériques, séries dans les espaces vectoriels normés 59

don
1 1 2n243n+1
Loghn= ot on =~ 1203 T
avec |up| < (n+1)@n+1) ; Cest encore Log P, —l+i+o(l)
o 6n3 B =275 T\n
ou

— LogPn _ 31;4‘0('}{): ( i (l))
P,=¢ Vee Ve 1+3n+° ~))-

Donc lim P, =+eetPp,—+e ~ ﬁ.
n—-+00

n—+oo 3n
2 3 4
Partant de Log (1 + z) = = — 2:2— + % - % +o(z*),on a
(—1)”'1) (=Pt =yt
¥ ( VP VP 217 v 2P
avec la suite des Cp bornée puisque lim Cp = —l.
p—+00 4

Donc
DL (—1)P 1 1

tosen= S EU2 - un )+ S0 ()
p=1

—_1)P—
ce qui tend vers —oo0, les deux séries des L et O 1) étant
/P 3/2

convergentes. Donc lim an =0.
—>+oo

Comme 1 + % +...+ ; =Logn + C + o(1), C constante d’Euler, on a

+Zo( 3/2> +o(1)

admet une limite s1 n tend vers l'infini, donc en passant aux exponentielles,

on obtient an ~ — avecl > 0, (ou hm Vnan =1>0).

\/_

Ona liI-'I_l upn = Arcsin 1 — Arcsin 1 = 0. Comme avec f(z) = Arcsinz,
n—-+4+0oo

f est la différence de deux valeurs de f pour des valeurs de = proches de
1, on peut penser, par les accroissements finis, avoir un équivalent de un si

fl(1) #0.0r f'(z) = 7—11_2__7 tend vers Pinfini si  tend vers 1.

p—1
Logan + Logn =—= +Z ( 1)
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11 faut autre chose. On remarque que si un, — 0, un ~ sinun d’ou ici

n? n?
Un ~v sin Arcsin ’I'I,2_+l COos Arcsin nz——H
2 2
—sin <Arcsin nzn—+2> cos (Arcsin nzn_-l-l) R

u N_nz_ 1_L 1/2_ n? 1— n' i
" 241 (n? +2)? n? +2 (n2 +1)2
n2

R CEESN )

[(4n2 + 4)1/2 —(2n? + 1)1/2] .
Comme

(4n2+4)1/2 (2n +1)1/2_2n(1+ )1 \/_n(1+ 1 )1/2
~(2-v2)n

2-+v2)
n

on a finalement un : la série diverge.

n—+00

La formule de Taylor Lagrange & 'ordre 2 pour f(z) = Log (1 + z) entre 0
et x s'écrit :

2
f(@) =z + 5 f"(6)

or f(z) =

_—12 est bornée sur tout voisinage de 0. On a encore
1+2)
f(z) = z +z2u(z) avec lin%) u(z) = —%. On applique avec z = _;\_7, + vn,
Tr—
1
il existe des nombres an, qui tendent vers 3 tels que

A 2) 22
Log% =——+’Un+ (vn— ?'U'n,"' )an.

22 A2
Avec wn = vn + an (v,zl - 7”" + oz on a bien le terme d’une série

absolument convergente puisque vn, l'est et que les an sont bornés.
On a donc

p—1 p—1 1 p—1
Untl _ - - 2

ZLog wn =Logup —Logu; = )\Zn+zwn.

n=1 n=1 n=1
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Comme 1+ % +...+ p_il —Log p tend vers une limite finie, on a finalement

lim (Logup + ALogp) = l existe dou Lim (upp’\) =el=A>0,et
po+oo p—+oo

A avec A > 0.

U ~
P ot A

On a

Un = i [e(1+%)(Logn+Log(l+%)) _ e(1—-};)(Log’n+Log(1—-71-1-))]
n=

na
e e )
na
Logn , L, L L. L.
_ ST () _ o)
na
1 2 Logn
~ + —
n—+oo n&—1 n
. Logn . i ) s
soit un ~ ~—» série de Bertrand (termes positifs) d'oi
(convergence) < (a > 1).
On a
1 1
Un =0 T (tztgl Ly)L,
Ittey 1 ogn  ellt2tEnto(ten))logn
el-ten

1 1

~
elogne(2tgn +o(tex))Logn

la série diverge.

- 2 _gsind
wn, = nPe” %M (1 — R TSN,

a 1 PN e s a
Comme — — @ sin — = z est un infiniment petit équivalent a —3 et que
n n 6n

1 — e® ~ —z, on obtient wn, ~
sip < 2.

-a . .
———— :1il y a convergence si et seulement
6n3—p

2 1/2 a, b\2
1) Le terme m(n? + an + b)Y/2 = n (1+;+ ﬁ) admet un dével-
oppement limité de tout ordre en %, donc un = tg(n(n? + an + b)l/ 2
aussi.
On prend un développement limité final & l'ordre 1 : s’il est nul, up est

1
0] (ﬁ) : c’est le terme général d’'une série absolument convergente.
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On a

“"=g( +7+%+0($))

o5+ 50" 0 ().

Sl a # 2k, (k € Z), un ne tend pas vers 0 : divergence;

2
sia = 2k et 4b — a? # 0, up ~ %— divergence;
si @ = 2k et b = k? alors la série des un, est absolument convergente.
n 1 n 1
14 (1) tg— 2(—1)"g—
2)Onavp = nl -1= n% 7 que Fon développe
1- (—1)""tgn—a 1-(- l)ntg——

par rapport a l'infiniment petit tg i
1
Onawvp =2(-1)"tg — + (Ztg ——) (1 + &(n)), avec 11m e(n) =
n —+00
Comme 2(—1)ntgia est le terme général d’une série alternée convergente,
1 2 . .
et que (2 tg _n?) 1+e(n)) ~ a finalement la série des vn converge si

1
et seulement si a > 3 Si a > 1, il y a convergence absolue.

On a Untl _ ntl qui tend vers 17, on peut penser au critére de
Un 1+vn+2

Raabe et Duhamel.

Or
1
1_“n+1=1+\/n+2—\/n+1 «/n+ +«/_n+ 1
Un 1+vn+2 1+vn+2 \/'
. Un+4+1\ _ . qs
donc lim n (1 - ——) = 400, en particulier 3ng, Vn = no,
n—-+o0o Un
1 Yntl > 2 soit Untl <1- 2 : la série converge.
Un n Un n

Val(l++vr+1-vn+1) e
(1+\/T)...(1+\/ﬁ)(1+\/m)— n n+1 €n p

vn!
an = . Donc U, = U = a1 — Qpi1.
" A+VD) ... 1+ V) " ; k i

On a up =
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k=1

an = H (;1); Log(a.;l) = ZLog (1+ %)

tend vers +00, (le terme général est équivalent a ), donc an, tend vers 0

L
vk

1
et Up, tend vers a1 = 5 somme de la série. (Ceci prouve la convergence).

Soit ¢(z) = Log|f(z)|, (on suppose que f ne s’annule pas pour x assez
grand, licite vu ’hypothese).

Soite > O0telquek = A+ < 0,34,V 2> A, ¢(x) S A+e=k
T
dou p(z) — p(A) = / ¢ (t)dt < k(z — A), ou encore, V& > A

Log|f(z)| < kx + C avec C = p(A) — kA constante.

Pour n assez grand, on a |f(n)| < e€eF™ avec k < 0, donc n?|f(n)| tend
vers 0 : la série converge absolument.

Les un = aP(@°8™) gtant positifs, on peut sommer «par paquets» en

associant les n tels que E(Logn) = p soit e? < n < ePF!,

Dans un tel paquet, zp, = E oFXo8™) i1 ¢ a un nombre de
n,E(Logn)=p

termes équivalents 2 P! — ¢P, valant tous a, donc zp ~ aPeP (e —1) dotr
convergence si et seulement si ea < 1.

Pour vn, on va aussi sommer par paquets de termes de signe constant. On a

EWn)=pop <n<p’+2p=(m+1)> -1

Soit donc

1 1 1
=(-1VY|{S5+———+...4+—5——].
# =1 (p2 P R
La série des yp est de méme nature que celle des vn ; elle est alternée,

1 1
onalyp| < (2p+1)- ok (il y a 2p + 1 termes majorés par F), donc |yp|
tend vers 0.

1 n+1 dr
Est-ce en décroissant? Oui car l'inégalité —— < / < < = donne

n+1 n

S|

2_
E+D" Vg pP+dp+3
|yp+ll < - = LO p) 2
@+12-1 % P +2p
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18.

19.
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(P+1)2 dz 2
+2p+1
/ . o =lee (”—p;’ ) < Iyl
P

PP +4p+3 _ p +2p+1
2 < 2
P +2p p
du Log) pour conclure, soit encore I'inégalité

et

11 suffit de justifier 'inégalité

, (vu la croissance

p* +4p° + 3p® < p* + 4p° + 5p% + 2p < 0 < 2p° + 2p,

c’est bon. La série est donc convergente.

Onap, =k & 10%-1 <n< 10*. On somme par tranches de termes
associés a la méme valeur k de pn, cest licite, les termes étant positifs. La
série est donc de méme nature (et a méme somme) que celle des

w= 3 1 9.-10%1?
10k—1g<n<10k

o0
10 9 10\*
‘ol — 1 t — - i it
d’ou convergence < p < 1, et la somme vaut 10 E ( " ) soi

k=1
10
S & __9
10,_10 a-10
a
. . 1 1
On sait que lim (1 +-+...+—=—Log n) = C, constante d’Euler
n—-+oo 2 n

(voir comparaison des séries et des intégrales, exemple 11.21).
Iciona:

1 1 1 1 1
un—2<1+§+...+;)—(1+5+ -+ = +T+ -+ )
1

1 1

donc lim unp,=2C-C=C.
n—+o0o

——L
+ +n2 ogn)

1)Onaun = £Cn*(Log (Logn)—Logn)_

D’abord, si C = 0, up, = 1, la série diverge. On suppose donc C' # 0. Comme
Log (Logn) — Logn est équivalent & —Log n et tend vers —oo, on examine
le comportement de Cn®, suivant c.

C
SiC >0,eta =0:un (—Lﬂ : on a une série de Bertrand

convergente si et seulement si C > 1 (v01r théoreme 11.28).
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SiC>0eta>0:nlu, = eCn(Log(Logn)—Logn)+2 Logn Pexposant

e . 2 Logn
s'écrit Cn® (—Log n + Log (Logn) + Cne

), il tend vers —oo, donc
lim nzun = 0, la série converge.
n—-+0o0o
Log (1 + nPz™)
n&
positifs puisque 1 +nPz™ > 1. On anPz” = " Lo8T+ALoB™ oy o 5 £ 1,
Pexposant est équivalent a n Log z.

2) Etude de v, = . Comme z > 0, la série est a termes

n'an n, B—a

lercas : 0 < z < 1, nPz™ tend vers 0, vn ~ = z"n et

,n2 . znnﬂ—cx =en Log z+(2+8—a)Logn
quelques soient a et (3.

_ Log(1+ nP) nP 1
=———"

'Si'3<0’v"NFf=na—B ilya

tend vers 0, donc la série converge

2mecas:xT =1, vp

convergence pour & — (3 > 1, divergence sinon.

Si =0, v, = 2082

ne

converge pour & > 1.

Sif>0,vn~p LZin, série de Bertrand qui converge pour a > 1.
n. B
3éme cas : x > 1, alors vp, ~ % = wn, avec
__nLogz Logn Logz B Logn
T pe +6 n® ~ pa-l +Logz n
0g T

donc wp ~

a1 ° il y a convergence pour o > 2, (et pour tout (),

divergence sinon.
of _

Si on pose f(z,y) =z —y—y°,ona i —1 — 3y?, toujours différent

de 0, donc le théoréme des fonctions implicites s’applique partout.

Comme z,, = % va tendre vers 0, on considére 'équation f(0,y) = 0 dou

y(1+3?%) = 0°© y = 0. Par le théoréme des fonctions implicites en (0, 0)

on sait que (z,y) voisin de (0, 0) et f(z,y) = 0 équivaut a y = ¢(z), avec

¢ dérivable et ©(0) = 0. On aura ¢(z) ~ z¢'(0) si ' (0) # 0. La relation

f(z,0(x)) = 0 soit = — p(z) — ¢*(z) = 0 implique 1 — ¢’ (z) — 3¢'p? =0

done 1 — ¢’ (0) — 3¢’ (0)%(0) = 0.

Avec ¢(0) = 0,0n a ¢’ (0) = 1 d’ou () ~ Tien particulier y (%) ~ %
r—

%

0z

Par ailleurs g(0,2) = 0 < 2(1 —22) = 0 & z = 0,1 ou —1. En ces

trois points (0,0); (0,1) et (0,—1) on a % # 0 donc 14 encore le théoréme

Avec g(z,2) = — 2z + 2°, =—1+322
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des fonctions implicites s’appliquera et donnera z = (z) avec 1 fonction
dérivable (localement).

1
Ier cas : Si on travaille toujours au voisinage de (0,1) : si n = - tend

vers 0, 2(zn) tend vers 1, alors un tend vers 1 : la série diverge; il en est
de méme si on travaille au voisinage de (0, —1).

2éme cas : On résoud 2 (%) toujours au voisinage de (0, 0).

D’abord z(z) = —y(z) est exclu car on aurait
z-y(@) -4’ (@) =0 etz +y(2) ~4’(z) =
d'otr y(z) = 0 ce qui implique z = 0, or = % est non nul.
Puis lidentité  — ¥(z) + ¢3(z) = 0 implique, en dérivant, la relation
19/ +39'92 = 0. Comme %(0) = 0, il reste %' (0) = 1 donc z (%) ~ L

n
Ona

2 2
y—z=2-y  —(z+2°) =P +2%) =~y +2)(° —yz +2°)

donc Z;j =— [( - 5) + 3%} Le crochet est équivalent a
1
yrvl + ) donc up ~ n : 1a série diverge.

Il reste a traiter le cas général, ou quand n varie, on calcule 2 (;ll-) au
voisinage de (0,0) ou de (0,1) ou de (0, —1).

Si 3ng, Vn = ny, on calcule 2 (7—11) au voisinage de (0, 0) on est ramené au
2&me cas, et Vn 2 ng, un ~ - :il y a divergence.

1
La négation sera : Vng, 3n; = ng, 2z (;—) calculé au voisinage de (0, 1)
1

ou de (0, —1) on a vu alors que un, est proche de 1, dans ce cas un ne tend
pas vers 0, donc la série diverge. Il y a toujours divergence.

Sia>1, us| = ‘sm (7:!\/_) : convergence absolue.
. 1 . 3 .
Sia <0, -n—a > 1, orsi (2k+z)7r<\/7—m< (2k+Z)7r501t31

L
75

2
<n< (2k+ %) , on aura sin (wy/n) >
3\2 1\? 1, .
Comme (2k+z - (2k+‘—1) = 2k 4+ =, il y a de tels entiers pour
1

2

lesquels un, > —=, d’'indice n arbitrairement grand : la série diverge car un

&.

ne tend pas vers 0.
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Ilrestelecasde 0 < a < 1.
En affinant le ca]cul précédent, il y a environ 2k termes up, pour lesquels

1
sin (my/n) 2 \/_, et 5 > I
(2k + Z)
La somme des termes positifs de cette tranche est minorée par
2k - —= - ——————5, quantité qui tend vers +o0 si @ < 5 ou vers

V2 (2k+ Z)

sia= 5 done, pour 0 < a < % on peut nier le critére de Cauchy
des espaces complets : il y a divergence.

7

Ilresbelecasde%<a<1.

sin (7/z)
za

On introduit, pour z 2> 1, 1a fonction flz)=

n+l .
de f, puis vp = / Mdﬂ:.

a
n T

, et F' une primitive

+o0
L'intégrale impropre / f(z)dz converge, (poser w/T = t pour le voir,

* sint 1
dt avec @« > =, voir tome 2,

+
on est r'amené a considérer / Za-T 5

P
exemple 9.18); comme une somme partielle des v, est du type f(z)dz,

la série des v, converge, donc la série des un est de méme nature que celle
des wn = vn — Un.
Or

wn = F(n+1) — F(n) — F'(n) = —F”(é )

avec £n entre n et n + 1.

Ona F'(z) = f'(z) = —a sin (7r\/—)  cos (w\/_)

gotl 2$a+7

Pourn < én < n+1, commea+1>a+; > 1 et que

F" () =0 %) , il y a convergence absolue de la série des wn, d'oi
2

finalement convergence de la série des un.






CHAPITRE 12

Espaces fonctionnels

Dans ce chapitre on aborde une « topologie & tiroirs » car on va tra-
vailler sur des espaces topologiques dont les éléments sont des fonctions,
donc feront intervenir d’autres espaces topologiques.

1. Convergence simple, convergence uniforme

Soit E et F deux ensembles, on consideére 'ensemble FZ des appli-
cations de F dans F et on appelle suite de fonctions de E dans F, toute
application u de N dans FE

Le terme général, u,, de cette suite est donc une application de E dans

F, qui est connue lorsque l'on sait définir chaque uy, (t) pour ¢ variant dans
E.

DEFINITION 12.1. — Soit une suite de fonctions (un)neN de E dans F,
lUensemble F éiant un espace topologique. On dit que la suite des un
converge simplement vers la fonction u de E dans F, si et seulement si,
pour chaque ty de E on a nETOO un(to) = ulio).

11 convient de remarquer que la lettre u ne désigne plus ici la su.lte en
tant qu’application de N dans FE mais bel et bien un élément de F'Z

Un principe : 1a convergence simple est facile 2 mettre en place,
mais elle ne conserve pas les propriétés des fonctions, comme nous
allons le voir sur des exemples.

EXEMPLE 12.2. — 0, 1] F = R, on définit u,, de [0,1] dans R par

un(t) = (n + 1)t surT ],et un(t) = 1 sur h%l]
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N
S

.

"i 1

n+d

Chaque un(0) est nul donc nllg_l@ un(0) = 0.

Sitg > 0,3ng €N, v <t0,dochn>no,n—+1

un(tg) =1sin = nget nEIfwun(to) =1.

< tg d'ou

La suite des u, converge simplement vers u définie par u(0) = 0 et
u(t) = 1 sur ]0,1].

On constate que les uy, sont continues, mais que leur limite au sens de
la convergence simple ne lest pas.
ExeMPLE 12.3. — E =|0,1], F = R, on définit u, par un(t) =n + 1 sur

1 1 1
0,—— | et t)=- — 1.
] ’n+1]e un(t) ¢ 5 [n+1’

Pour chaque tg de ]0,1], 3ng € N,

< tp, donc Vn = ng,
n0+1\0 z o

1 1
up(to) = — dou lim wup(tp) = —.
to n—+00 to
11 y a convergence simple de la suite des u,, vers la fonction u définie

sur ]0,1] par u(t) = T On peut remarquer que chaque u, est bornée,
mais que la limite au sens de la convergence simple ne lest pas.
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EXEMPLE 12.4. — E = [0, 1], F =R, on définit uy, sur [0,1] par

un(t) = 4(n + 1)2t sur [0 ;] :

"2(n+1)
wn(t) = —dnt 1) (t‘m) #2m e |t

1
et up(t) =0 sur [n_-l-l’ 1].

2Anu) |- -

- = e . -

0 ; _'_4__ 4
Zc'm-l) Meq

A\
('r

Comme 4y, (0) = 0 pour tout n, lim wu,(0) =0.
n—+00

1
Pour tg > 0, 3ng tel que 1 < tg donc Vn = ng, up(tg) = 0
d’ov liI_B un(tp) = 0. La suite des u, converge simplement vers la
n—-1+00

fonction © = 0. Cette fonction u, ainsi que chaque u,, est intégrable,
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1

! 1 1
ma.ls/ Up = <+ nrl 2(n+1) =1, netendpasvers/ u = 0. Donc
0

lim / Up F# / (lim up,).

EXEMPLE 12.5. — On indexe les rationnels de [0, 1] en une suite (gn)neN
et on définit u, par un(t) = 1sit € {q0,91,.--,qn} et un(t) = O sinon.
1l est facile de voir que les u, convergent simplement vers la restriction &
[0, 1] de la fonction caractéristique de Q. Cest une fonction non intégrable
sur [0, 1] alors que les un, le sont car en les modifiant sur un ensemble fini
elles deviennent constantes, voir tome 2, 8.12 et 8.33.

Finalement, la convergence simple est facile & exprimer mais elle ne
préserve pas la continuité, ni le fait d’étre borné, ou intégrable.

Il faut donc définir un autre mode de convergence, ce sera la conver-
gence uniforme, mais cette définition suppose I'espace d’arrivée des fonc-
tions métriques, ce qui n’était pas le cas pour la convergence simple.

DEFINITION 12.6. — Soit un ensemble E et un espace métrique F. Une
suite de fonctions (un)neN converge uniformément vers une fonction u de
E dans F si et seulement si on a :

Ve >0, IN(e) €N, Vn = N(e), Vt € E, d(u(t),un(t)) <e

Une remarque s'impose : si la suite (up)nen converge uniformément
vers u, on aura en particulier, pour chaque t de E :

Ve >0, IN(e) € N, Vn > N(e), d(u(t),un(t)) <

d’ou la convergence simples des u,, vers u.

Par contre la convergence simple n’implique pas la convergence uni-
forme, comme on va le voir grace aux théorémes suivants.

THEOREME 12.7. — Soit une suite de fonctions continues, up, de E
topologique dans F' métrique qui converge uniformément vers u, la fonction
U est continue.

Soit tg dans E. Pour comparer u(tp) et u(t) on va « passer par » up, (o)
et un(t).

Ona:

d(u(to), u(t)) < d(u(to), un(to)) + d(un(to), un(t)) + d(un(t), u(?))-
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On pourra appliquer la continuité de uy, si ... on connait u,. Il faut
donc fixer n indépendamment de £, on dit uniformément en %, et c’est la
convergence uniforme qui le permet.

Soit € > 0, Ing, Vn = ng, Vt € E, d(u(t), un(t)) <
On fixe n = ng, on aura donc, Vt € F,

d(u(to), u(t)) < 2 +d(uno (t0)s uno (1))-

w| m

Puis uy,, est continue en tp, donc & € > 0 on associe un voisinage V (tg)
de tp tel que Vt € V(tp), d(ung(to), uno(t)) < €/3 et finalement, 2 e > 0
on a associé un voisinage V(o) tel que V¢ € V (¢p), d(u(tg),u(t)) < e:la
limite uniforme, u, des u, continues est continue. |

REMARQUE 12.8. — Si E est métrique et si les u,, sont uniformément con-
tinues, et convergent uniformément vers u, la limite u est uniformément
continue. Je laisse au lecteur le soin d’adapter la justification.

REMARQUE 12.9. — Comme les fonctions continues de l'exemple 12.2
convergent simplement vers u non continue, dans cet exemple il n’y a
pas convergence uniforme, donc la convergence simple n’implique pas la
convergence uniforme.

THEOREME 12.10. — Soient des fonctions bornées (un)nen de E dans F
espace métrique, qui convergent uniformément vers u, la fonction u est
bornée.

Car pour £ = 1 par exemple, il existe ng tel que Vn = ng, Vt € E,
d(u(t), un(t)) < 1. Or la fonction up, est bornée, donc il existe une boule
fermée Bf(a,r) de F telle que Vt € E, un,(t) € By(a,r). Mais alors, Vt
de E on aura

d(a, u(t)) < d(a, uny(t)) + d(uno (£),u(t)) <7 +1
donc les u(t) sont dans Bf(a,r + 1) : la fonction u est bornée. |

THEOREME 12.11. — Soient des fonctions (un)neN intégrables au sens
de Riemann sur le segment [a,b] de R, & valeurs réelles, qui conver-
gent uniformément vers u. Alors la fonction u est intégrable sur [a,b] et

b b
/a u(t)dt= lim /a un()dt.

Voir Tome 2, chapitre 8 les notions de Darboux et Riemann intégrables.
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D’abord, les u,, bornées convergeant uniformément vers u, la fonction
u est bornée, puis,

Ve > 0, 3ng, Yn > ng, Vt € [a,b], |u(t) —un(t)| <e.

En particulier, pour ng fixé, on aura, V¢ € [a,b] :

e+ Ung (£) < u(t) < € + ung (t).

Sid:zp =a < 1 < ... <zp = b est une subdivision de [a,b],
en passant aux bornes, (inférieure et supérieure) de u et up, on obtient,
(avec les notations du chapitre 8, tome 2 en 8.3) :

—& +m;(ung) < Mi(u) < €+ mj(ung)
et aussi
—€ + M;(uno) < M;(u) < € + M;(uno),
d’ott
0 < M;(u) — mi(u) < 26 + M;(ung) — mi(tng)-
Apres multiplication par x;11 — z; > 0, et sommation, il vient
0 < Su(d) — su(d) < 26(b — a) + Sup, (d) — Sun, (d),

et ce pour toute subdivision d de [a, b]. Mais, comme un, est intégrable,
il existe une subdivision d de [a, b] telle que Sy,  (d) — Su,,(d) < &, d'ou
0 < Su(d) — su(d) < e(1 +2(b - a)).

Comme ¢ est quelconque, on a bien l'intégrabilité de u, (Théoréme de
Darboux, 8.20, Tome 2).

Puis, toujours avec € > 0 et ng tel que Vn > ng, Vt € E,
lu(t) — un(t)| < €, on aura

/a ’ w(t)d — /a ® ()t

b b
d’ou / u= lim Unp. |
a

n—+o0o J,

< / 1a(t) — un(®)ldt < £(b— a)

Ce résultat s’applique aux intégrales impropres sur un intervalle
borné. On a :
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THEOREME 12.12. — Soit [a, b un intervalle, (borné) de R, et des fonctions
b
(un)neN de [a,b] dans R telles que les intégrales impropres | wup conver-

a
gent. Si la suite des up, converge uniformément vers u sur [a, b|, Uintégrale
b b

b
impropre / U converge et / u= lim Up,.
a a n—+00 Jq

D’abord, sur chaque segment [a, z] C [a, b], il y a convergence uniforme
des up, vers u qui est donc intégrable sur [a, z], (théoréme 12.11).
Puis, soit

€

> ) » D - < 2b—a)
€ >0, 3ng, Vn > ng, Vt € [a,b], |u(t) — un(t)| 2(b— a)

A fortiori, pour et ' avec a < £ < z’ < b, on aura

! z/ ! z/
/ n / (u—uno)+/ Ung </ |u — ung| +
x T x T
/

T
/ uno
T

et ce pour tout z et tout z’, aveca < z <z’ < b.

/

T
T

’

T
/ uno
T

£

< ——2(b_a)(x'—:c)+

[
<§+

b
Comme / Un, converge, au méme & > 0 on associe zg €|a, b| tel que
a

=
£
u‘no < a
T

< € : d’apres le critere de Cauchy d’existence de linl;l u,
r—0~ Ja

(wo<z<z’<b)=><

zI
/ u
T
b
on a bien convergence de l'intégrale impropre / U.
a

Enfin, avec le méme £ > 0, le ng associé, pour un n > ng, (n fixé),
Vz € [a,b[ on aura :

T T
a a

d’ou

</z|u— < (z—a)o— < =
A Unl S 20b—a) 2
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et comme le premier membre a une limite si z tend vers b~ il vient

/ / Un| < 3 et ceci est valable pour chaque n > ng. C’est donc

que / v = lim un, ce qui achéve la justification du théoréme
n—+oo J,

a
12.12. ]

REMARQUE 12.13. — Lextension au cas d’intégrales impropres sur un
intervalle non borné n’est pas possible.

1 1
Par exemple u, égale a 5, sur [0,n], a 0 sur [n+ ;,+oo[ et a

1
—t+n+ - sur |n,n + , (pour n > 1) converge uniformément vers 0

sur [0, +-00[. Les up, et leur limite uniforme u sont intégrables sur [0, +00],
+o00 1 +o0
mais up =1+ 5—5 ne tend pas vers / u=0.
0 2n 0

1 1 1
Autre exemple : vp(z) = s 1,n], —z+n+ 5 sur [n,n + 7—1], 0
1
siz2n+— - . Cette fois les v, convergent uniformément vers v : T ~~ ot

+00
sur [1, +o00[, mais ici / v diverge. |
1

REMARQUE 12.14. — Soit une suite (un)neN de fonctions de E dans F
espace métrique complet. Il y a convergence uniforme si et seulement si on
peut appliquer le critére de Cauchy uniformément par rapport @ x variant
dans E c’est-a-dire si et seulement si :

Ve >0, dng € N, Vn = ng, Ym 2 nyg,
12.15. Vz € E, d(un(z),um(z)) < €.

Car si les uy, convergent uniformément vers u on a :
Ve > 0, 3ng, Vn > ng, Vz € E, d(u(z),un(z)) < /2.

Par inégalité triangulaire, avec n 2> ng et m 2> ng on obtient 12.15. Et
st on dispose de 12.15, pour chaque z fixé de E, il en résulte que la suite
(un(z))nen est de Cauchy dans F complet, donc convergente. Soit u(z)
sa limite, on détermine ainsi une fonction u de E dans F vers laquelle la
suite (un)neN converge simplement.
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En repartant de 12.15, avec n fixé, (Z ng), z fixé dans E, si m tend
vers 'infini, on obtient d(un(z), u(z)) < € vu la continuité de la distance.
C’est encore :

Ve >0, Ing, Vn = ng, ¥z € E, d(un(z),u(z)) <€

ce qui justifie la convergence uniforme des u,, vers u. |

REMARQUE 12.16. — Dire qu’une suite (un)neN converge uniformément
vers u, fonction de E dans F, revient a dire que, pour n assez grand,
d(u,un) = sup d(u(z), un(z)) existe et que lim d(u,un) = 0.

i z€E n—+00

En effet, avoir, (on ne se lasse pas de l'écrire) :
Ve > 0, 3ng, Vn = ng, Vz € E, d(u(z),un(z)) <€
équivaut a avoir
Ve > 0, 3ng, Vn = ng, sup{d(u(z),un(z));z € E} ¢ [ |

Dans le cas ol F’ est un espace vectoriel normé, on pourra écrire, pour
n 2 ng, ||u — unl|loo = sup{||u(z) — un(z)||,z € E} et dire que la suite
(un)neN converge uniformément vers u revient a dire que, pour n as-
sez grand, u — u, est dans I'espace vectoriel des applications bornées de
E dans F, et que nli)l_}’_loo [l — unlloo = 0. Cette norme, || ||oo, s'appelle

12.17. norme de la convergence uniforme, ou norme uniforme.

Il faut cependant remarquer que u et les uy, peuvent fort bien ne pas
étre bornées.

REMARQUE 12.18. — Dans le cas particulier d’'une suite (up)nen de fone-

tions de I, (intervalle de R) dans R, la recherche d’une éventuelle conver-

gence uniforme peut se faire en deux temps. L'étude de lilil up(t) =
’ n—-1+00

u(t), au sens de la convergence simple, permet de déterminer la fonction
u vers laquelle il peut y avoir convergence uniforme, et I'étude des varia-
tions de u — u,, permet de déterminer ||u — Up||co, OU Un majorant, pour
mettre en évidence une éventuelle convergence vers O de cette norme. A
moins... & moins que la négation d’une des conséquences de la convergence
uniforme donne la non-convergence uniforme.
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REMARQUE 12.19. — On peut concevoir la convergence uniforme a l’aide
des nouilles ou des sports d’hiver. Je m’explique, sinon vous allez croire
que je suis fou. Soit des fonctions (un)nen de E dans F' métrique qui
convergent uniformément vers u. On peut associer, ¢ > 0 étant fixé,
la boule ouverte By(u(z),€) a chaque = de E et introduire la réunion
des Bo(u(z),e) pour z dans F, qui est une sorte de chenille, ou de
boudin, ou de macaroni (cuit, pour la souplesse), entourant le graphe
I' = {(z,u(z)); * € E} de u : disons, plus mathématiquement, un
voisinage tubulaire.

Et avoir convergence uniforme, c’est associer, a chaque voisinage
tubulaire de ce type, (fonction de € > 0), un ng de N tel que Vn > no, le
graphe I';, de uy soit coincé dans ce voisinage tubulaire.

Et les sports d’hiver ? Eh bien, imaginez une piste de descente avec
une porte, de largeur 2¢, a franchir : tous les skieurs u, passant dans
cette porte « d’abscisse ¢ » sont en train de faire de la convergence simple,
surtout si vous déplacez la porte le long de la piste; et la convergence
uniforme, c’est quand on les oblige & descendre dans un couloir, (une piste
de bobsleigh par exemple).

Si ces images ne vous facilitent pas la compréhension de la convergence
simple, ou uniforme, elles peuvent toujours vous faire réver et ce n’est déja
pas si mal.

REMARQUE 12.20. — (La derniére). Et la dérivation dans tout cela? Eh
bien, rien! La convergence uniforme d’une suite de fonctions dérivables
n’implique rien. Intuitivement cela se congoit : une fonction uy, dont le
graphe est coincé dans un voisinage tubulaire peut se fiacher, se débattre
et avoir de tels soubresauts que sa dérivée peut devenir infinie.

1
EXEMPLE 12.21. — On définit up, = R — R par un(z) = ;sin nz. Les upn

. 1 .
convergent uniformément vers 0, | ||un|lco = = ] ; ce sont des fonctions
n

dérivables et u,,(z) = cosnz n’a pas de limite sauf si z = 2k, auquel cas
ul,(2km) = 1 converge vers 1. En effet H = {nz + k(27); (n,k) € Z?}
est sous-groupe additif de R, donc du type aZ ou partout dense dans R,
(voir tome 2, exercice n° 1 du chapitre 5).

.z
8127r

T = pa et 2w = qa, (p,q) € Z x Z* don % rationnel. Mais alors H = R,

limage de H par la fonction continue cosinus est donc [—1,1], et comme

elle est paire, 'ensemble des cosnz; n € N, est finalement partout dense
dans [—1,1].

¢ Q, le type oZ est exclu, sinon, z et 27 étant dans H on aurait
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Si z € Q, avec r_ 2, irréductible, on a nx + 2kmr =n 271'2 +
2T 2r ¢ q

2
2km = %(pn + kgq), ensemble des cos nz est donc périodique si g > 1.0

On aimerait cependant pouvoir dériver une limite. Que faire ? Eh bien,
modifier le théoréme d’intégration.

THEOREME 12.22. — Soit une suite (un)neN de fonctions du segment [a, b]
de R dans R. On suppose les u,, dérivables, les u), étant intégrables au sens
de Riemann sur [a,b]. Si les u}, convergent uniformément sur [a,b] vers
une fonction v, et si les uy, convergent pour une valeur xqo de la variable,
alors les uy, convergent uniformément vers une fonction u dérivable, telle
que u(zg) = lim wup(zo) et v’ = .

n—-+00

En fait, on ne dérive pas la limite des u,, qui au départ n’existe pas,
mais on intégre la limite des dérivées.

Les u),, intégrables, convergent uniformément sur [a,b] vers une
fonction v qui est donc intégrable (théoréme 12.11).

On pose o = nli)r_ir_loo un(z0) et on définit une fonction u sur [a, b] par

T
u(z) = / v(t)dt + a.
z

Par ailleurs, on a :

%m=LZWW+%m>

0

car, si 9 <  par exemple, et si 19 < 71 < ... < Tp = T est une
subdivision d de [z, z], on aura

p—1 p—1
Un(2) — un(20) = Y (Un(@it1) — un(®:)) = Y (®it1 — 2:)up ()

=0 =0

avec des \; dans [z;, T;+1), (accroissements finis). Mais on retrouve une
somme de Riemann, et lorsque le pas de d tend vers 0, le second membre
a pour limite [ ;’; ul, (t)dt. On doit faire cela car on n’a pas supposé les uj,
continues.

On proceéde de méme pour = 2> zg.

Mais alors '

um—%w=£%—%ww+m—%m»
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Or, Ve > 0, 3ng, Vn = ng, |[v—u}|joo < 5(—5%0'—) et |a—un(zo)| <

vu les hypotheses, d'ou,Vn > ng et Vz € [a, b],

() — un(@)| < | [

3
o= o] + § < Iz 20
zo

on a bien convergence uniforme des u, vers u.

Comme u(zg) = @, il y a bien convergence des un (o) vers a. Il reste
& prouver que u est dérivable, et que u'(z) = v(z).
On pose

z+h
w(z + b) — u(z) — ho(z) = / W(8)dt — ho(z) = a(h),

T

soit

o(h) = /,.- R () — o () d + / R 0)dt — ho(a),

T

¢
Or on a justifié que up(z) — up(zo) = / ub, (t)dt, donc on a encore
zo

z+h
a(h) = / (0(t) — i (£))dt + (un( + h) — un(z) — hui (z))
T
— h(v(z) — up ().
Mais la convergence uniforme des u,, vers v donne :

€
Ve > 0, 3ng, Vn = ng, ||v —U;z”oo < 3

d’ou a fortiori si on fixe n = ng,

z+h ,
L (v — )

h(0(@) — g (2))] < IRl

[
<Ihl-3

et aussi

et ceci quelque soit A.
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. €
Mais alors |a(h)| < 2|h| 3 +|tng (€ +h) —tng () — hup, ()|, et comme
la fonction up, est dérivable, il existe hg > O tel que |h| < hg implique
lttno (€ + h) — tng (%) — haty, ()] < §|h| &ou finalement :

Ve >0, 3hg > 0, Vh, |h| < ho = |u(z + k) — u(z) — hv(z)| < €|h|

on a bien u dérivable, de dérivée v. ]

REMARQUE — Si on remplace 'hypothése u,, intégrable au sens de Rie-

mann par les u), continues, on simplifie la justification, car alors v est con-

tinue, (limite uniforme de fonctions continues), donc intégrable, et 'égalité
T

de définition de u : u(z) = / v(t)dt + o prouve la dérivabilité de u et

A

0
Pégalité u'(z) = v(z), (Théoreme 12.68).

2. Séries de fonctions

Lorsque I'espace d’arrivée est un espace vectoriel normé, on va pouvoir
considérer une série de fonctions (up)nen, de E dans F, clest-a-dire
associer aux fonctions u, les fonctions sommes partielles U, de FE dans

n
F définies par Upn(t) = Z up(t), et ce pour tout ¢ de E.
p=0

12.238. On dira que la série des (up)neN converge simplement, (resp
uniformément) vers une fonction somme U si et seulement si la suite
des sommes partielles (Up)neN converge simplement (resp. uniformément)
vers U.

Compte tenu de la continuité de I'addition, de F' X F' dans F, on va
pouvoir étendre au cas des séries de fonctions les résultats obtenus pour
les suites.

Cependant, ’étude des séries, (voir 11.11), montre que dans le cas de F'
complet, on peut parler de convergence absolue pour une série de vecteurs

de F'.

12.24. Soit une série de fonctions de E dans F, Banach, de terme général
Up. On dira qu’il y a convergence absolue simple (resp. absolue uniforme)
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si la série des fonctions de E dans R définies par t ~ ||un(t)||, converge
simplement (resp. uniformément).

11 résulte du Théoréme 11.12 que la convergence absolue simple (resp.
absolue uniforme), avec F' complet, implique la convergence simple (resp.
uniforme) de la série de fonctions.

Nous allons cependant introduire un nouveau type de convergence :

la convergence normale, ou dominée, lorsque l'espace d’arrivée F' est un
Banach.

DEFINITION 12.25. — Soit un ensemble E, et un espace de Banach F. On
dit qu'un série de fonctions (un)neN de E dans F converge normalement,
(ou en norme, ou qu’il y a convergence dominée) si et seulement si il existe
une série de terme général réel positif o, convergente, et telle que Vn € N,
YVt € E, ||un(t)]] < an.

Si c’est le cas, la série des uy, (t) converge absolument dans F' complet.
De plus, le critéere de Cauchy, dans R complet, appliqué a la série des o,
donne :

Ve>0, dpp €N, Vp>po, Vg >p, Vi€ E

q q
> w®| = U0 -Up@ll< Y ax<e,
k=p+1 k=p+1

on a donc le critere de Cauchy, uniforme en t dans FE, pour la suite des
sommes partielles, U, de la série initiale : il y a convergence uniforme
d’apres la remarque 12.14.

On a donc, avec F' espace d’arrivée complet :

(convergence normale) = (convergence absolue uniforme) = (conver-
gence uniforme) = (convergence simple).

12.26. Mais on peut avoir convergence uniforme sans convergence absolue.

Exemple : E quelconque, F' = R, on définit les fonctions constantes
(="

+1
dépend pas de t, mais pas convergence absolue.

Un par 'u/n(t) =

. Il y a convergence, uniforme en ¢ puisque u, ne

12.27. 1l peut de méme y avoir convergence absolue non uniforme.
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Exemple : E = [0,1], F = R et on définit uy, par un(t) = t" — t"+!
n

sur [0,1]sin > 1,etup(t) =1—-¢.Ona Zuk(t) =1—t"*, avec des
k=0

uk(t) positifs sur [0, 1]. La série converge donc vers la fonction U définie

par U(1) =0 et U(t) = 1 sur [0, 1[. La convergence est non uniforme, (les

up, étant continues mais pas U), bien qu'absolue car |un(t)| = un(2).

12.28. Enfin on peut avoir convergence absolue uniforme mais pas con-
vergence normale.

Lidée, avec E = [0,1] et FF = R, est de partir d’'une fonction U
a valeurs positives, avec une suite de maximum, et de fractionner son
support.

Pour cela on va définir u,,, affine par morceaux, pour n > 2, nulle sur

CHEEIRHEER

1 -1
valant — en —.

1

4

2

4

3

4 1

M’ \

AR ' —

A 1A A 4 3 4
ey Nt 3 2 ?
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On posera u1 = ug = 0. Alors la norme infinie de u, existe et
1
unlloo = sup{un(t)], ¢ € [0,1]} =  pour n > 2.

Si on définit U sur [0,1] par U(0) = O et par sa restriction a
1(1 + L L + 1 égale a la restriction de ace
2\n n+1)’2\n n-1 & tn

méme segment, en notant Uy la somme partielle des u, ona U — Uy est

, 1/1 1 o
la fonction nulle sur [5 (ﬁ + N—-I—l) ,l] , (N = 2), et égale a U sur

1/1 1 1
=+ — - < —.
[0,2< +N+1>],donc||U UN||00\N+1

Il y a convergence uniforme, absolue (car les fonctions sont & valeurs
positives) mais pas normale vu la valeur de ||un||oo.

On peut enfin remarquer que :

THEOREME 12.29. — Soit une série de fonctions & valeurs dans un Banach
F. La convergence normale équivaut a Uexistence de chaque ||un||lcc =
sup{||lun(z)||;z € E} et & la convergence de la série numérique des

Car si on a convergence normale, avec les o, > 0 tels que Vn € N,
Vz € E, ||lup(z)||] € an, on aura u, bornée d'ou ||up||co existe et
||un|lco < an :1a convergence de la série des oy, donne celle de la série des
||un||oco. Réciproquement, les ||un||cc conviennent comme suite o, pour
justifier la convergence normale. |

Citons pour terminer, les résultats sur les séries de fonctions, déduits
de ceux valables pour les suites.

THEOREME 12.30. — Soit E topologique, F' vectoriel normé. Si la série de
fonctions (un)neN de E dans F converge uniformément, et si les un sont
continues, la fonction somme est continue.

Car la continuité de I'addition, de F' X F' dans F', donne la continuité
des fonctions sommes partielles Uy, et on conclut grace au théoréme 12.7.

THEOREME 12.31. — Soit une série de fonctions (up)neN, Riemann
intégrables de [a, b] segment de R dans R, qui converge uniformément sur

[a, b].
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La fonction somme est Riemann intégrable et on a
/ (Z un(t)) dt = Z / (un(2))dt.
n=0 n=0

En effet les fonctions sommes partielles sont Riemann intégrables et
le théoreme 12.11 s’applique.

[ () e (L ()

n=0 n=0

(5 -))

par linéarité de I'intégrale, d’ot1 la convergence de la série de terme général

/ Un et la formulation. On dit qu’on intégre terme a terme. |
a

On peut étendre ce résultat au cas d'intégrales impropres sur un
intervalle borné. On a :

THEOREME 12.32.bis — Soient des fonctions uy de [a, ] intervalle borné
b

de R dans R telles que les intégrales impropres / un (t)dt convergent. Si

a
la série des up, converge uniformément sur [a,b|, sa fonction somme est
d’intégrale impropre convergente sur [a, b[ et

EE0

n=0 n=0
En effet, on applique le théoréme 12.22 aux sommes partielles. ]

Enfin on ne peut pas dériver la fonction somme d’'une série, méme
normalement convergente, on ne peut pas! Mais... on pourra quand méme
dériver terme & terme une série grace au théoréme suivant.

THEOREME 12.32. — Soit (un)neN une série de fonctions de [a, b] dans R,
dérivables, les ul, étant Riemann intégrables. Si la série des uj, converge
uniformément, et si la série des un(x) converge pour une valeur zg de la
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variable, alors la série des uy, converge uniformément, sa fonction somme
est dérivable et on a

(Z un(a:)) = Z un (z).

C’est bien siir, la version série du théoréme 12.22 obtenue grace a la
linéarité de la dérivation.

3. Un espace fonctionnel : fonctions réglées

Je n’ai pas l'intention de vous ennuyer avec une étude exhaustive des
fonctions réglées, mais j’aimerai en dire assez pour dégager la notion
d’intégrale des fonctions réglées et, dans le cas des fonctions a valeurs
réelles, comparer cette intégrale a celle de Darboux.

Dans tout ce qui suit, ] désignera un segment [a, b] de R.

DEFINITION 12.33. — Soit I = [a,b] un segment de R et E un espace
vectoriel normé. On appelle fonction en escalier de I dans E toute fonction
f telle qu’il existe une suite finie tg = a < 1 < ... < T, = b avec f
constante sur chaque |z;,;11[, pour i =0,1,...,n— 1.

On ne dit rien des valeurs prises par f en chaque r;, mais comme
finalement f ne prend qu'un nombre fini de valeurs en ces points || f||cc =
sup{||f(z)||; = € I} existe, et les fonctions en escalier sont des éléments
de Pespace vectoriel B(I, E) des applications bornées de I dans E, normé
par la norme de la convergence uniforme, || f||co-

12.34. En fait Uensemble £(I, E) des fonctions en escalier de I dans E
est sous espace vectoriel de B(I, E).

Le plus facile, pour le justifier sans se perdre dans des indices, c’est
peut étre de constater que f en escalier sur I = [a,b] équivaut a dire
qu’il existe une partition finie de I en intervalles (Ag)g—1,. p tels que
f restreinte & chaque Aj soit constante. Si g est aussi en escalier, si
(Bq)i=1,...,q est une partition de I telle que g soit constante sur chaque By,
on aura f et g constantes sur chaque AN B; non vide, donc, V(), 1) € R2,

Af + pg est constante sur les intervalles non vides A; N B; qui forment
une partition de I. |
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DEFINITION 12.35. — On appelle fonction réglée de I dans E toute limite
uniforme d’une suite de fonctions en escalier de I dans E.

THEOREME 12.36. — L'ensemble R(I, E) des fonctions réglées de I dans
E est le sous-espace vectoriel adhérence de (I, E) dans B(I, E) espace
des applications bornées de I dans E, pour la norme de la convergence
uniforme.

En effet, dans B(I, E), on a f adhérent a4 £(I, E) si et seulement si il
existe une suite (gn)nen de fonctions de £(I, E), (donc en escalier) telle
que lir_{_l ||f — gnlico = 0, ce qui traduit la convergence uniforme : on a

n—-+00

E(I,E) =R(I,E). De plus, si f est réglée, elle est bornée comme limite
uniforme de fonctions bornées. ‘

Enfin, la continuité de ’addition et du produit par un scalaire, dans un
E.V.N,, donnent immédiatement la justification de la structure vectorielle
de R(I,E) : si f et f sont réglées, avec les g, et g/,, en escalier, qui
convergent vers f et f’, on a, pour (), \’) dans R2,

! _ : / : !
A = (i on) + (lim k)
T '
= Jm (Agn+A 9n)>

les fonctions A\gn, + \'g}, étant en escalier, dott Af + X' f/ réglée. ]

12.37. Remarque. R(I, E) étant fermé dans B(I, F) il en résulte qu'une
limite uniforme de fonctions réglées est réglée.

Est-il facile de voir si une fonction est réglée? Assez, oui. Si I'espace
E est complet on va avoir une caractérisation pratique.

THEOREME 12.38. — Soit E un Banach. Une fonction f de I = [a,b] dans
E est réglée si et seulement si elle admet une limite & droite en tout point
de [a, b[ et une & gauche en tout point de |a, b].

Supposons [ réglée, et soit z € [a,b]. Lespace E étant complet,
Pexistence de 11m f(t) sera obtenue grace au critere de Cauchy, (voir

tome 2, Théoreme 4 100).

Or, Ve > 0, Jg en escalier, avec ||f — g|lco < %; puis g étant fixée,
elle admet une limite 4 droite en z, car il existe un @ > 0 tel que g
soit constante sur |z,z + af, mais alors, & % on associe 7 > 0 tel que
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<z <z+netz <z <z+nimplique ||g(z') — g(z")|| <

finalement, pour ces ' et z”/,

d’ou

€
3’

£ (=)= £ @) < (') —g(@)I+lg(z') —g(=") | +lg (") - £ (=")]]

<
<2/lf - gllo + lg(=") — g(=")l| < €

on a bien le critére de Cauchy d’ou l'existence de lim+ f(t). On procede
. t—zx
de méme pour les limites & gauche sur ]a, b].

Réciproquement, on suppose I'existence des limites a droite et 4 gauche.

Soit ¢ > 0, a chaque z de [a,b], on associe d; €|z,b] tel que
Y(t,t") €lz,dz[?, ||f(t) — )] < €, (existence d’une limite & droite).
De méme, pour z €|a, b], on associe ¢ € [a, z[ tel que si t et t’ sont dans
lez, z[, on ait || f(t) — f(¢)]| < e.

Le compact, (eh oui) [a,b] = [a,ds[U]cp, b] U U lez,dz| | étant
z€]a,b|
recouvert par des ouverts de [a, b], on en extrait un recouvrement fini noté

[a, da[U]cp, b U <U]czi,dzi[> .

=1

Soit Z = {a,dq,b,cp; Ti,Cz;,de;,t = 1,...,n} cet ensemble fini
d’éléments de [a, b]; on le reindexe en croissant sous la forme
p=a<z1<...<z=b

On va alors facilement construire g en escalier telle que ||g— f]|c < €.
Zj + 241

En effet, soit, pour j = 0,1,...,p—1,¢; = . Cet élément

t; est dans [a, b], donc il est dans [a,d,/[, ou |cp, b], ou T'un des Jcg;, dz, .
Par exemple supposons t; €]cg;,dz; [. Comme en outre tj & Z, tj nest
pas égal a z;, donc il est dans |cz;, z;[ ou dans |z;, dz; .

Par exemple supposons t; €lez;, Til-

Comme z; est le plus grand des 2 de Z qui sont inférieurs a ¢;, vu
P'indexation croissante, et que cz; € Z, on a cz; < zj. Mais de méme 2;4
est le plus petit des 2, de Z qui sont supérieurs a tj, or x; € Z et ; > t;
donc zj41 < ;.

Mais alors ]z;, zj41[Clcg;, T;[, intervalle sur lequel Poscillation de f
est majorée par €.
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. . Zj+ Zj+1
Si on définit g(t), pour ¢ G]zj,Zj+1[,Par9(t)=f(ti)=f( = )
on aura

llg(®) — F@I = 11f () — fF@II < e

sur ]Zj, Zj+1[.

I est bien clair que si t; €]z;, dy, [ on est conduit au méme résultat, 2
savoir ]2;, zj41[C]®;, dz; [ d’abord, puis a ||g(t) — f()|] < € sur ]z;, 2j41]
si on définit g(t) par la valeur constante f(t;) sur cet intervalle.

Enfin, t; dans [a, ds[ ou dans |cp, b] se traite de la méme fagon.

En définissant donc g, en escalier, par g(t) = f w sur chaque
intervalle consécutif |z;, z; 1], et par g(z;) = f(2;) sij =0,1,...,p, on
obtient g en escalier avec ||f — g||co < €. Comme ¢ est quelconque, f est
réglée.

REMARQUE 12.39. — La réciproque n’a pas utilisé I’hypothése E complet.
On peut donc en déduire le :

COROLLAIRE 12.40. — Soit E espace vectoriel normé. Une fonction continue
f de I = [a,b] dans FE est réglée.

Les limites & droite et & gauche existent et valent f(z). |

Dans le cas particulier de £ = R, comme une fonction monotone
bornée a une limite en tout point, on a

COROLLAIRE 12.41. — Soit f monotone de [a,b] dans R, elle est réglée. M

Ces deux corollaires font penser aux fonctions Darboux intégrables.
Mais avant de parler de l'intégrale des fonctions réglées, signalons que,
le « plus souvent », (les guillemets parce que cela ne veut rien dire) les
limites a droite et & gauche valent ... f(z) caron a:

THEOREME 12.42. — Soit f réglée de I = [a,b] dans E espace vectoriel
normé. Elle est continue sauf sur un ensemble dénombrable d’éléments de
I au plus.

Ensemble éventuellement vide, mais c’est équipotent c’est-a-dire en
bijection avec une partie de N.
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En effet, f, réglée, est limite uniforme d’une suite (g, )nen de fonctions
en escalier, chaque f, ayant un ensemble fini H, de points de disconti-

nuité. Alors H = U Hy, est dénombrable et sur [a, b]— H, f est continue,
neN

car, soit 2o € [a, b] — H, soit € > 0, 3gn, telle que || f — gn,||co <
Vz € [a,b], on a
1f () — f(zo)ll < [1F(z) — gno (@)] + llgno (€) — gno (zo)ll
+ llgno (z0) — £ (o)l

€
< 23 + [1gno () = gno (20)ll-

, done,

wlm

Comme z¢ ¢ H, a fortiori £y n’est pas point de discontinuité de la
fonction en escalier gn,, donc g, est constante sur un voisinage de z :
il existe & > 0, Vz € [a,b]N]zg — @,Z¢ + ¢ on ait gn(z) = gny(Zo)-
Finalement, & € > 0, on a associé a > 0 tel que

2 € [a,b]N]z0 — @, 20 + af= [|f(2) ~ f(2o)ll < 3
1a fonction réglée f est bien continue en zg de [a,b] — H. [

REMARQUE 12.42.bis — Comme c’est I'aspect localement constant de gy,
qui a servi, et non continue en z(, on aurait pu se contenter de couper €
en deux.

REMARQUE 12.42.ter — On peut trés facilement donner la démonstration
fausse suivante : sur [a, b] — H, chaque gy, est continue, les g, convergent
uniformément sur [a, b]— H vers f, donc f est continue sur [a, b]— H. Cest
vrai. Mais ceci n’implique pas la continuité, en chaque point de [a, b] — H,
de f considérée comme fonction de [a,b] dans E. (Revoir les questions de
sous-espace topologique du chapitre 1 si vous avez des doutes).

THEOREME 12.43. — Si E est un Banach, lespace vectoriel B(I, E) des
fonctions bornées de I dans E est un Banach pour la norme de la
convergence uniforme.

Car, soit (un)neN, une suite de Cauchy de B(I, E) pour || ||oc, avec
llunlloo = sup{||lun(t)||; t € I}, qui existe puisque un est bornée. Il
faut remarquer qu’ici I est un ensemble quelconque, pas forcément un
intervalle. On a
12.44.

Ve >0, 3ng € N, Vp > ng, Vg = no, Vt € I, |Jup(t) — uq(t)|| < e.
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On lit 12.44. pour ¢ fixé, cela signifie que la suite (up(t))peN est de
Cauchy dans E complet, donc convergente. On note u(t) sa limite.

Dans 12.44, avec €, ng, p = ng et t fixés, si ¢ tend vers +oo, la
continuité de la norme permet de dire que ||up(t) — u(t)|| < €. On a donc

12.45. Ve >0, 3ng, Vp > ng, Vt € I, |Jup(t) —u(t)|| <k,

mais alors, avec p fixé, p > ng, on a ||up — ul|eo < €, d'olt up — u bornée
et comme uy, est bornée, u est bornée. De plus on a Ve > 0, dny,

Vp = no, ||up — u||eo < €, ce qui prouve finalement, la convergence de la
suite de Cauchy (ur)nen vers u pour la norme de B(I, E). |

COROLLAIRE 12.46. — L'espace R (I, E) des fonctions réglées, de I = [a, b
dans E, espace vectoriel normé complet est complet pour la norme de la
convergence uniforme.

En effet, R(I, E), adhérence de l'espace des fonctions en escalier, est
alors un fermé dans un complet, donc un complet. |

Mais alors, si on dispose d’une application continue, (uniformément)
de £(1, E) dans E, elle admettra un et un seul prolongement a2 R(I, E),
(théoréme 4.107) : c’est ce qui va nous permettre de définir I'intégrale des
fonctions réglées.

Soit g en escalier sur I = [a,b], 20 = a < 21 < ... < zp, = b
une subdivision de [a,b] telle que g(z) = k; pour z €]z;,z;41[, pour
i=0,1,...,n— 1.

n—1

On pose u(g) = Z($i+1 — z;)k;, ce que l'on note encore / g.
" I
=0

On a

n—1 n—1
(@)l < Y (@ig1 — z)lIkill < D (i1 — a)llglloo
=0 =0

soit ||u(g)|] < (b — a)llgllco-
Comme il est facile de vérifier que g ~> / g est linéaire de £(I, E)

dans F, c’est que lapplication p est linéaire continue de £(1, F) dans E,
donc uniformément continue de £(I, E) dans F, (théoréme 6.18.).
Mais alors, pour f réglée de I dans F, limite uniforme des fonctions en

escalier gn, on posera [ f= lim Jn, vu le rappel fait du théoréme
I n——+oo Jr
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4.107 du chapitre 4, et 'application f ~~ / f est une application continue,

linéaire, de R(I, E) dans E, vérifiant

/If\ < (b= )|l

Rappelons que I = [a, b]. Il est facile de justifier la linéarité.
Pour la formule de majoration, par continuité de la norme, (de F dans

R)on a
lim | [ ga, avee /gn < (b= 0)llgnlloo
n—+oo || J1 I
et 1a encore, lim ||gn|loo = ||f||co, (convergence des gn vers f pour
n—+o00

Il llcos et continuité de cette norme) d’ott

Jim | fon

Dans le cas des fonctions & valeurs dans E espace de Banach, c’est un
moyen de définir une intégrale, valable pour les fonctions réglées.

Dans le cas particulier de E = R, on peut se demander il y a un
rapport avec l'intégrale de Riemann. En fait on a :

< (60— a)l|flleo-

THEOREME 12.47. — Soit f réglée de [a,b] dans R, elle est Riemann
intégrable et son intégrale au sens de Riemann est égale a son intégrale en
tant que fonction réglée.

Soit f, limite uniforme de la suite des fonctions en escalier (gn)neN-

Si :cgn) =a< sgn) <...< z,(,n) = b est une subdivision de [a, b]

telle que g;, soit constante, égale a k(n) sur ]:v( » T +1[ on a gn Darboux

intégrable sur chaque [a:E VT, +1] (on modifie g, aux deux extrémités,
(n)

- gn(t)dt = (xE-T-)l (n)) k{n)

donc en sommant pour ¢ variant de 0 & p 1, on a, (relation de Chasles),

et elle devient constante), et de plus /

/gn<t>dt Z@Eﬂ £ = u(gn)

1=0
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b
en notant ((gy, ) l'intégrale de la fonction en escalier gy, et / gn(t)dt son

intégrale de Riemann. Mais alors, 'intégrale de f, réglée, egt
uw(f) = " ligx_loo u(gn) par définition.

Or les gy, Riemann intégrables convergeant vers f uniformément on
sait, (théoréme 12.11) que f est Riemann intégrable, et que l'intégrale
b b

de Riemann, / f(t)dt est égale a2 lim / gn(t)dt dou finalement
a n—+00 Jq

b
Pegalité /a Ft)dt = u(f).

12.48. Enfin, il y a des fonctions Darboux intégrables, non réglées.

1
Par exemple, f définie sur [0,1] par f(0) =0, f(z) = sin p siz #0,
est non réglée, ( hrg f n’existe pas, donc f non réglée d’apres le théoréme

12.38). Mais elle est Riemann intégrable car bornée et 'ensemble de ses
points de discontinuité est {0}, de mesure nulle (au sens de Darboux) voir
théoréeme 8.61, tome 2.

4. Théoreme de Stone Weierstrass

C’est d’'une pierre importante dans ’édifice de I'analyse fonctionnelle,
qu’il va s’agir.

12.49. Soit X un espace topologique compact, on considére lalgébre
C°(X,R) des applications continues de X dans R, le produit étant le
produit usuel de deux fonctions f et g :  ~~ f(z)g(z).

En tant quespace vectoriel, C°(X,R) est normé par la norme de la
convergence uniforme car f, continue de X compact dans R est bornée
et atteint ses bornes (corollaire 2.19, Tome 2), X non vide bien siir, donc
[1flloo = sup{|f(z)|;x € X} existe.

En fait on a, plus généralement, si E est un Banach, et si f est
continue de X compact dans F, l'application z ~~ ||f(z)|| est continue
de X dans R, (la norme étant continue de E dans R) donc ||f||oo existe
et:
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THEOREME 12.50. — Si E est un espace de Banach, l'espace vectoriel
C°(X, E) avec X topologique compact est un espace de Banach pour la
norme de la convergence uniforme.

En effet C°(X, E) est sous-espace de I'espace B(X, E)) des applications
bornées de X dans F qui est un Banach pour la norme de la convergence
uniforme (théoréme 12.43), et comme une limite uniforme de fonctions
continues est continue (théoréme 12.7), C°(X, F) est fermé dans un
complet, donc complet. |

Dans le cas particulier ou F est un corps, (R,ou C), complet, C°(X, E)
devient une algebre, et on se propose de trouver des conditions pour qu’une
sous-algebre A de C°(X, E) soit partout dense dans cet espace. Si on
étudie plus particulierement le cas de F = R, c’est parce qu’on récupére
alors la relation d’ordre sur R qui va donner beaucoup de résultats, comme
par exemple les théorémes de Dini.

THEOREME 12.51. (Dini 1) — Soit une suite croissante (fn)neN de fonctions
continues de X compact dans R. Si la suite converge simplement vers f
continue, alors la convergence est uniforme.

Soit € > 0, fixé.
A chaque z de X on associe n(z) tel que n > n(z) =

|f(z)— falz)| < En fait, la fonction |f — f,,(;)| étant continue, majorée

€
par 3 en z, reste localement majorée par ¢ : Jw(z) ouvert de X contenant
z tel que, Yy € w(z),

1F@) — Fa@ @] — 1£(2) — famy @)l | < 5

d'otr Pon déduit | f(y) — fn(z)(¥)| < €, pour tout y de w(z).
Enfin, comme la suite des fonctions est croissante, la limite f(y) est

obtenue par valeurs inférieures, et on a : Vz € X, 3n(z) € N, 3w(z)
ouvert contenant z, avec, Vy € w(z),

fY) —e < fu)(y) < F(v)
et comme les f,,(y) convergent, en croissant, vers f(y), (il y a convergence
simple des fr), Vn > n(z) on aura : f;)(y) < fo(y) < f(y), dout en
fait :

12.52. Vo 2 n(z), Yy € w(z), fly) —e < faly) < ).
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Du recouvrement ouvert X = U w(z) de X compact, on extrait
z€X
un recouvrement fini associé aux éléments z1,...,T,, mais alors avec

ng = sup{n(z;);1 < 7 < p}, qui existe puisquon a un nombre fini
d’entiers, (c’est a cela que sert la compacité), on a

Vn 2 no, Yy € X, f(y) —e < faly) < f(y)

puisque y est dans un w(z;) pour un i < p, et que n est supérieur a n(z;) :
c’est 12.52 qui s’applique.

En fait, Vn 2 ng, ||f — fnlloo < € :il y a convergence uniforme. H
11 existe un deuxiéme énoncé trés ressemblant : c’est Dini 2.

THEOREME 12.53. (Dini 2). — Soit une suite (frn)neN de fonctions continues
croissantes de [a, b] dans R qui converge simplement vers f continue. Alors
la convergence est uniforme.

Ici ce sont les fonctions qui sont croissantes, ce qui suppose que
Iensemble de départ est dans R.

Dabord, f est croissante aussi car si on a z et ' dans [a,b] avec
z < 2/, comme pour tout 7, fn(z) < fr(z'), 2 la limite, (z et =’ fixés), on
aura f(z) < f(z').

Soit € > 0 fixé. A chaque z de [a, b], comme f est continue, on associe
un a(z) > 0 tel que (|t — z| < a(z) et t € [a,b]) = (lf(t) — f(@)| < %)
En fait comme f est croissante, si z €]a, b on impose a a(z) d’étre assez
petit pour que z — a(z) et z + a(z) soient dans [a,b], et on a alors,
Vt €]z — a(z), =+ a(z)[=w(z) :

€ €
7(@) & < flz - a(@) < £ < (& +ala)) < (@) + 5,

(les inégalités extrémes par continuité de f, les autres par monotonie).
Si z = a, on pose w(a) = [a,a + a(a)], et, Vt € w(a), il vient

£(@) < F0) < fla+o(a) < f(@) + 3;
alors que pour £ = b on aura,

vt € w(b) =lb—a(b),bl, £(b) - 5 < F(b—alb)) < £(2) < FO).
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Soit  €]a,b[ : on a nEr_f_lw fa(z — a(z)) = f(z — a(z)) et aussi:

nlim fa(z + a(z)) = f(z + a(z)), done, a € on associe n(z) tel que
> n(z), |f(z — a(2)) - falz - a(z))l 2 et
|f(z+ a(z)) — frn(z+a(z))| < 3 . Mais alors, comme fy, est croissante,
on aura, Vn 2 n(z) et Vt €]z — a(z),z + a(z)[ :
f(@) =25 < fla = a(@) — 5 < fale - &(®)) < fal) < falz + o(a))
< fla+a(@) + 3 < f2) +25;
comme on a aussi
f@) -5 <FO < f@)+3

il vient

1@)- 5 - (1@ +25) <10 - ) < S0+ § - (500 - 5 )

et finalement, & = €]a, b[ on associe en entier n(z) et un ouvert
lz — a(z), z + a(z)[= w(z), tels que Vn > n(z) et Vt € w(z),
F0) = fu® < &

Pour z = a, on ne traduit la limite qu'en a + a(a), d’ot un n(a) € N
et un ouvert w(a) = [a,a + a(a)[ de [a, b] tels que Vn > n(a), Vt € w(a),
|f(t) — fn(t)| < &, et de méme en b avec un ouvert du type ]b — a(b), b].

Mais alors, [a,b] = U w(z), on extrait un recouvrement fini,
z€[a,b]
P
[a,b] = U w(z;), et si ng = sup{n(z;),i =1,...,p} on a, comme pour
i=1
Dini 1, Vn > ng, ||fn — flleo < &. |

Remargque : la continuité des f, n’a pas servi.

Le premier théoréme de Dini va nous permettre d’obtenir un résultat
technique, que I'on peut obtenir d’ailleurs tout a fait différemment (voir
chapitre 15, exercice n° 2).

THEOREME 12.54. — I existe une suite de fonctions polynémes (Pp)neN
qui converge uniformément vers la fonction T ~ |z| sur [—1,1].
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En fait on approche d’abord uniformément la fonction £ ~+ /T sur
[0,1], par des polynémes.

Pour cela on part du polynéme Qo nul. On a 0 < Qo(z) < /T sur
[0,1] et en fait Qo(z) < +/Z sur ]0,1].

Supposons construits Qg, @1, . . . @r des polyndmes vérifiant Qo(0) =
Q100)=...=Qr(0) et 0 < Qo(z) < ... < @Qn(z) < y/z sur]0,1].

12.55. Alors Q2(z) < z sur |0, 1], donc en posant Qp+1(z) = Qn(z) +

%(a: — Q2(z)) on définit une fonction polynéme telle que Qn,+1(0) = 0,

Q@n+1(z) > Qn(z) sur 0, 1], et de plus Qnt1(z) < v/z sur |0, 1] car cest
1

équivalent a 5(:1: —Q2(x)) < VZ — Qn(x),oua

2 (VE~ Q@) (VE +@n(@)) < VE ~ Qn(a),

donc, comme /T — Qn(z) est > 0 sur |0, 1], c’est équivalent a
1
§(ﬁ+ Qn(z)) < 1 sur |0, 1], ce qui est vrai puisque Qn(z) < vz < 1.
Finalement, on a une suite croissante de fonctions polynémes, les Qn,
vérifiant les inégalités
0< Qo(x) < Q1) <...< Qn(z) < VZ sur[0,1].

Suite croissante majorée... il y a convergence et f(z) = lil_{_l Qn(z)
n—-+00

vérifie la relation f(z) = f(z) + %(a: — f%(z)), obtenue par passage a la
limite dans la relation de récurrence 12.55.

Comme f(z) > 0, cest que f(z) = v/Z.

Mais la limite étant fonction continue de z dans [0, 1] compact, et

la suite croissante, par Dini 1, (théoréme 12.51.), la convergence est
uniforme. On a donc,

Ve > 0, 3ng, Vn = ng, Vz € [0,1], |V — Qn(z)| <.

Mais alors, pour tout t de [—1,1], z =t2 € [0,1],et on a
|VE2 — Qn(t?)| < €, Cest-a-dire qu'en posant Py(t) = Qn(t2), on définit
une suite de polynomes telle que :

Ve >0, 3ng €N, Vn > ng, Vt € [-1,1], ||t| — Pa(t)| <e

c’est bien le résultat cherché. ]
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Ce résultat, utile pour la justification de Stone Weierstrass me plait
aussi parce qu’il permet de répondre a une question en général non posée,
du moins si j’en juge par mon passé d’étudiant : la méme suite peut-elle
avoir des limites différentes pour des normes différentes ? Honnétement,
on répond plutét non... Eh bien non, c’est oui.

Soit en effet E = R[X], A une partie bornée, de cardinal infini de R,
on définit une norme Ny sur E par :

Na(P) = sup{|P(z)|; = € A}.

C’est une norme car A C A fermé borné donc compact, et N4 (P) =
N (P) dailleurs car P est continue, existe. Si c’est nul, le polynéme P
est nul, (infinité de zéros), et on vérifie facilement qu’il s’agit d’'une norme.

Soit alors les polynémes (Pp)neN que nous venons de construire, et
les deux polynémes Q(z) = z et —Q = R.
Si A = [-1,0], comme alors |t| = —t = R(t),on a

Ve >0, 3ng €N, Vn > ng, Vt € [-1,0], |R(t) — Po(t)| < €

soit Ngo(R — P,) < € pour n 2 ng : la suite des P, converge vers R pour
la norme Ng4.

Par contre, avec B = [0,1], pour ¢t € [0, 1], [t| =t = Q(t), et cette fois
on aura lil_{_l Np(Q — Pp) =0.
n—-+00

Donc cette suite admet deux limites différentes pour deux normes
différentes. |

Par petits pas, approchons nous de Stone-Weierstrass, et parlons
d’abord de partie réticulée.

DEFINITION 12.56. — Une partie A de Ualgébre C°(X,R), (X topologique
compact) est dite réticulée si, lorsque f et g sont dans A, les fonctions
sup(f, g) et inf(f, g) sont dans A

Remarquons d’abord, que ces deux fonctions sont continues. En effet
ona

sup(f,9)(z) = 3 (@) +5(2) + 17(z) - 9(@))

et

inf(f,6)(2) = 3 (/@) +9(2) ~ (@) - o(2)])
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car, si f(z) = g(z), le sup cest f(z), I'inf cest g(z), dans ce cas
|f(z) — g(z)| = f(z) — g(z), le résultat est vrai, on vérifierait de méme
le cas f(z) < g(z).

1
Mais alors, sup(f,g) = §(f + g+ |f — g|) est continue si f et g le

sont, ainsi que inf(f, ). De plus ces formules vont nous donner le résultat
suivant :

THEOREME 12.57. — Une algébre fermée de C°(X,R) est réticulée, (X
compact).

11 suffit pour cela de vérifier que, si f et g sont dans A4, la fonction
|f — g| y sera, et nos polynémes P, du théoréme 12.54 vont servir.

La fonction f — g est continue sur X compact, donc ||f — g||co existe,
et alors, Vz € X, (f=9)@) < 1,si||f —g|loo #0. Mais si |f—g| =0

I|f — glloo
la fonction f — g, nulle, est dans l'algébre.

Comme Ve > 0, 3ng, Vn > ng, Vt € [-1,1],

lIt] = Pa(®)] < m on aura,
f@) - 9@, (f)—g() ‘ .
VX I —dlle P”( ||f—guoo) S 7 =9l

soit, en multipliant par || f — g||co, €t en notant hy, la fonction de I'algebre

A définie par hn(z) = ||f  gllooPr (%) ona:

Ve >0, 3ng €N, Vn > ngl||f —g| — hnlleo <€

‘1a fonction |f — g| est dans 'adhérence de A supposée fermée, donc dans
: |

Encore un petit pas.

THEOREME 12.58. — Soit A une partie réticulée de C°(X,R), normée par
la norme de la convergence uniforme. On aura f de C°(X,R) adhérente &
A si et seulement si V{z,y} C X, Ve >0, 3g € A |g(z) — f(z)| < eet
lg() — FW)l <&

On ramene en quelque sorte la convergence uniforme a la convergence
sur les paires d’éléments de E.
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Il est évident que (f € A) = (3g € A, ||f — glloo < €), donc la
condition sur les paires est vérifiée.

Réciproquement soit f € A vérifiant la condition sur les paires. On fixe
donc € > 0 et & chaque paire {z,y} de X on associe gzy € A, vérifiant

f(z) — e < gny(x) < f(z) +eet f(y) —€ < gmy(y) < fy) +e.

Comme gz, et f sont continues, 'ensemble w; , des z de X tels que
9zy(2) < f(z) + € est un ouvert contenant z et y, car c'est I'image
réciproque de | — 00, €[ par gzy — f.

On a, pour z fixé, U wgy = X, et de ce recouvrement ouvert

yeX—{z}
de X compact on extrait un sous-recouvrement fini, associé aux éléments
Y1,-- -, Yn, (noter que z est dans chaque wz y).

Comme A est réticulée g; = inf{gz y,;4 =1...,n} est dans la partie
A, de plus, Vz de X on a gz(2) < f(2) + ¢, car 3i < n tel que 2 € wzy,
et alors gz(2) < gz,y;(2) < f(2) + € vu la définition de wzy,.

Enfin, pour chaque i < 1, on a gz, (z) > f(z) — €, comme gz (z) est
un des gz, (), on a gz(z) > f(z) —¢.

La fonction g, étant continue, on peut introduire l'ouvert Q; =

{t € X; gz(t) > f(t) — €} : Cest un ouvert de X contenant z et du
p

recouvrement X = U € on extrait un recouvrement fini X = U Q.
zeX i=1
Soit enfin ¢ = sup{gg;; ¢ = 1...p}. Cest un élément de la partie
réticulée A, pour tout t de X, il existe ¢ < p tel que t € g, donc
g(t) = gz;(t) > f(t) —¢; et comme pour chaque z; on a gz, (t) < f(t) +¢,
g(t) qui est I'un des g, (t) vérifie aussi g(t) < f(t) + .
On a finalement trouvé g dans A avec ||f — g|lc < €, donc f est
adhérent a A.

Si vous suivez toujours, encore un petit pas et nous découvrirons Stone
Weierstrass.

DEFINITION 12.59. — On dit qu’une partie A de C°(X,R) sépare les points
6 V(z,y) € X2, o £y, 3he A h(z) £ h(y).

THEOREME 12.60. — Si une algébre A de C°(X,R) sépare les points, et
siVz € X, 3h € A, h(z) # O, alors pour toute paire {z,y} de X,
Vf € C°(X,R), Ve >0, 3g € Aavec |f(z)—g(z)| < eet f(y)—g(y)| <e
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Car on va chercher g dans l'algébre A, telle que g(z) = f(z) + % =«

et g(y) = fly) + g = (3, en cherchant d’abord g sous la forme d’une

combinaison linéaire de h et h2, avec h € A telle que h(z) # h(y).
On cherche donc 2 réels u et v tels que :

{ uh(z) + vh?(z) = &
uh(y) + vh?(y) = B

Ce systeme linéaire en u et v aura une solution si son déterminant
h(x)h2(y) — h(y)h?(z) est non nul, soit si h(z)k(y)(h(y) —h(z)) # 0. On
a déja h(y) — h(z) # 0 mais il se peut que h(z) ou h(y) soit nul.

Supposons h(z) = 0, on sait qu'il existe k dans A vérifiant k(z) # 0,
on va donc remplacer h par une fonction h + Ak = hj. A réel choisi pour
que h1(x)h1(y)(h1(y) — hi(z)) # O cette fois.

Or hi(z) = h(z) + Mk(z) = Ak(z) est # 0 si A # 0, car h(z) # 0;

h1(y) = h(y)+2k(y) #0si ) # —%%5—3 lorsque k(y) # 0 et c’est toujours
# 0 si k(y) = O car alors h;(y) = h(y) # h(z) =0; enfinon a

hi(z) — ha(y) = h(z) — h(y) + A(k(z) — k(y))

avec h(z) — h(y) # 0. Donc si k(z) — k(y) = 0, on a toujours
hi(z) — h1(y) # 0, et si k(z) — k(y) # 0, il suffit d’avoir
h(z) — h(y) :
A# k(@) — k(1) pour avoir hj(z) — hy(y) # 0.
En faisant le compte, on élimine 1, 2 ou 3 réels : il reste des A et
finalement on peut trouver h; qui remplace h et résoudre le systéme initial
et trouver g dans A qui approche f 4 € prés en x et y. |

Il nous reste a passer au théoréeme de Stone Weierstrass proprement
dit, qui va découler de tout le travail précédent.

THEOREME 12.61. (de Stone Weierstrass). — Soit X topologique compact,
et E = C°(X,R) lespace vectoriel normé par la norme de la convergence

uniforme. Si A est une algébre de E qui sépare les points, et telle que
Vz € X, 3f € A, avec f(z) #0, alors A= E.

En effet, soit B 'adhérence de A dans F, comme A C B, B sépare les
points; Vz € X, 3f € B, f(z) # 0. Si on prouve que B est une algebre de
E, le Théoreme 12.60 s'appliquera et donc sur toute paire {z,y} de X2
on approchera les éléments de E par ceux de B.
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Comme B est une algebre, (on va le prouver) fermée, donc réticulée
(Théoreme 12.57), et que les deux conditions du Théoreéme 12.58 sont
vérifiées, 'adhérence de BB sera E.

Or, (supréme astuce), B = A donc B = A = A : on aura bien le
résultat.

En somme, la démonstration de Stone Weierstrass consiste a justifier
que Padhérence d’'une algébre, B = A4, en est une.

La continuité de I'addition et du produit par un scalaire, prouvent que

si (f,g) € B2, avec (fn)nen et (gn)nen suites de A qui convergent vers
f et g respectivement, on a

nll)l}‘_loo(fn +gn) =f+get nll»lfoo)‘f" =\,

(VA € R), donc B est sous-espace vectoriel; puis les frg, de A vont
converger vers fg car

1fg = fagnlloo < [I(f = fn)glloo + | fn(g — gn)lleo

<|
< lglloollf = falloo + [1frlloollg = gnlleo

et la suite (fp)nen étant convergente est bornée, donc le majorant tend
vers 0 : on a bien fg dans B = A. [ |

COROLLAIRE 12.62. — Si une algébre de C°(X,R) sépare les points et
contient les fonctions constantes elle est partout dense dans C°(X,R), X
compact.

Car alors, l'algebre A sépare les points et la fonction constante égale
a 1 est non nulle en chaque z de X. |

COROLLAIRE 12.63. — Toute fonction continue de [a,b] dans R est limite
uniforme d’une suite de polynémes.

Car |[a, b] est compact, et I'algebre A des fonctions polynémes contient
les constantes, et la fonction monéme x ~~ x sépare les points. Donc

A=C°(a,b],R). [ ]

COROLLAIRE 12.64. — L’algébre des fonctions polynémes a n variables est
partout dense dans C°(K,R"™), avec K compact de R™, pour la norme de
la convergence uniforme.

Car la encore, c’est une algébre qui sépare les points, (si a =
al,...,an) et b = (B1,...,0n) sont distincts, il existe une coordonnée
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distincte : si o; # 3; la fonction (z1,...,Zp) ~> z; sépare a et b de K) et
qui contient les constantes. |

Passons maintenant au cas des fonctions a valeurs complexes. On a :

COROLLAIRE 12.65. — Soit X compact, A une algébre de C°(X,C) qui
sépare les points de X, telle que Vz € X, 3f € A, f(z) # 0, et telle que
Vg € A, g € A Alors lalgébre A est partout dense dans C°(X,C).

On introduit B = ANC°(X,R). Si f € A, en notant u et v les fonctions
partie réelle et partie imaginaire de f,ona f = u+iv et f =u—iv dans
A, algebre, donc u = L;—f etv = I;Tf sont dans A, a valeurs réelles,
donc dans B.

Siz #y, avec f € Atelle que f(z) # f(y), on a soit u(z) # u(y) soit
v(z) # v(y) : de toute facon il existe un élément de B qui sépare r et y.

De méme, pour z € X, si f de A est telle que f(z) #0onau(z) #0
ou v(z) # 0 avec la encore u et v dans B. Enfin B est sous algebre de
C°(X,R) donc B = C°(X,R).

Mais alors, si f = u +iv € C°(X,C), Ve > 0, il existe g et

h dans B telles que ||lu — g||lc < = et |[v — hllooc € = mais alors

[|(uw + tv) — (g + ih)||lo < 1, avec en fait g et h dans A, algebre sur
C, donc g + ih € A : on a bien dans A des éléments arbitrairement
proches de f = u + iv quelconque de C°(X, C). |

COROLLAIRE 12.66. — L'algébre A des polynémes trigonométriques est
partout dense dans E ensemble des fonctions continues, 2m périodiques,
de R dans C, pour la norme de la convergence uniforme.

Lail y a un peu de travail.
D’abord les polynémes trigonométriques sont les fonctions du type

q
12.66.bis T ~~ Z an€™®; (p,q) € 72, p < g, les a,, étant complexes.
n=p
Ensuite F est encore 'ensemble des fonctions continues de [0, 27]
compact, dans C, prenant la méme valeur en 0 et 27.
Si on note A I'algébre des fonctions polynémes trigonométriques res-
treintes a [0, 27], A est stable par passage au conjugusé, elle contient la
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fonction 1, (= €'9%...), enfin pour z # y dans [0, 27], soit le cosinus
soit le sinus seront différents sauf ... si {z,y} = {0, 27}. Comme cost =
eit 4 =it ' it _ it

et sint = —————, on a des fonctions cosinus et sinus de
lalgebre A qui séparent les paires {z,y} sauf la paire {0, 27}.

On pourrait appliquer le Corollaire 12.65 s’il n’y avait pas cette paire!
Mais on peut car on cherche la densité non pas dans C°([0, 27],C) mais
dans E ou les fonctions prennent la méme valeur en 0 et 2. C’est bien
fait, non?

Or on avait besoin de séparer 0 et 2w, (voir Théoréme 12.60) pour
trouver, f € E étant donnée, g dans A proche de f en 0 et en 27. Ici, si le
travail est fait en 0, il 'est par périodicité en 27. Or la fonction constante
égale & f(0) approche f a € prés en 0 et 27. C’est gagné et on a ce corollaire
qui sera utilisé au chapitre 15 sur les séries de Fourier.

5. Fonctions définies par des intégrales

Je n’ai pas l'intention de faire une étude fouillée de ce probléme, aussi
me contenterai-je de donner les résultats utiles a ’étude de ces questions.

THEOREME 12.67. — Soit f intégrable de [a,b] dans E espace de Banach.
¢
La fonction F : z ~» / f(t)dt est continue sur [a, b].

a

Le résultat est valable, que f soit réglée, ou Riemann intégrable dans
le cas de E = R, car dans les deux cas f est bornée sur [a, b].

On a alors,

|F(z) - F()]| <

/ ||fnoo’ =z '] ||flloo

T

donc F est || f||oo Lipschitzienne. |

THEOREME 12.68. — Si f est continue de [a,b] dans E, Banach, la fonction
T
F:z~ / f(t)dt est dérivable sur [a,b] de dérivée F' = f.
a
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En effet, pour h # 0 tel que le segment d’extrémités = et = + h soit
dans [a,b], on a

F(z + h) — F(z) —f(z):l/z +h
h

: (F(2) - F(z))dt.

T

Or,
Ve>0,3a>0, [t—z|<a, (ett€[a,b])=||ft)— f(z)||<e€
dou, si |h| < o,

1

z+h
L[ - sanad < o

z+h
<[ 0 - sl <

donc ,lzin%) Fla+h) - F(z) = f(z), et le résultat, avec bien sir une

he£0 h
restrictionen h > 0siz=a,ou h<0siz =5b. |

Il résulte de ces deux résultats, que, si on se donne u et v deux
fonctions définies sur un intervalle I de R, & valeurs dans [a, b], et que
Ton considére la fonction G définie par

ul\x

v(z)
12.69. G(z) = / f(t)dt
()
avec f réglée de [a, b] dans E, Banach, ou f Riemann intégrable, on aura :

Si u et v sont continues, G est continue et si f est continue et u et v
dérivables, G sera dérivable et on aura l'égalité

G'(z) = f(v(@)V'(z) — f(u(@))v' ().

En effet, avec les notations précédentes,ona G = Fov— Fou,eton
applique ensuite les théorémes de composition des applications. |

Passons a une autre situation.

THEOREME 12.70. — Soit I un intervalle de R, f : I X [a,b] — R une
b

fonction continue, la fonction z ~~ F(z) = / f(z,t)dt est continue sur
a

Uintervalle I.
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On peut en fait remplacer I par une partie de E ~ R™, et R a l'arrivée
par F' espace vectoriel normé aussi, ce que nous ferons. D’abord, f étant
continue, il y a a fortiori continuité partielle donc pour chaque z fixé,
t ~+ f(z,t) est continue donc intégrable, d’ou1 'existence de F.

Puis soit zg € I, V(zp) un voisinage compact de zo dans I (si
I = [u,v], et 9 = u, ce peut étre V(zg) = [u,u + o] avec a > 0
par exemple...) un tel voisinage compact existe aussi dans R".

La fonction f est continue sur V(zg) X [a,b] compact, donc uni-
formément continue. Alors Ve > 0, Ja > 0, V(z,t) et V(z/,t') de

V(zo) x [a,b)], si d®)((z, 1), (z/,#)) < o, ona:

€
b—a’

If(z,t) - £, )] <

A fortiori, avec T = xg, t quelconque, ' tel que ||z —z¢|| < aett =t,

on aura || f(zo, ) — f(z,?)|| < d'ot

b—a

€
b—

d’ou la continuité de F. [ |

b b
1F@o) - F@I < [ lf0.t) ~ f@llde < [ 5Ecdi =,

On comprend bien que les hypothéses sont trop fortes : une continuité
partielle en z, uniforme en t suffirait.

Etude de la dérivation

Soyons raisonnables. Si I est une partie de F ~ R", et si f est définie
sur I X [a,b], ce n’est pas une dérivation en z qui interviendra, mais une
différentiabilité, et il faudra attendre d’avoir étudié cette notion avant
d’en parler. Aussi vais-je revenir au cas de I intervalle de R.

THEOREME 12.71. — Soit I un intervalle de R, f : R x [a,b] — R une

fonction continue telle que pour tout t de [a,b] et tout = de I, a—ﬁ(x,t)

existe, et que —— soit continue sur I x [a,b]. Alors la fonction

oz
b b
2~ F(z) = / F(z,t)dt est dérivable et F'(z) = / g—i(m,t)dt.
a a

Comme nous le verrons les hypothéses sont trop fortes, mais ce n’est
ni le jour ni ’heure d’en débattre.
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0
La continuité de f implique l'existence de F, la continuité de —f donne

oz
- . . [bof .
la continuité partielle, donc pour z fixé, 2 (z, t)dt existe. Formons la
a
quantité, pour h # 0 tel que g et g + h soient dans I,

A(h) — F(:BO +h’1_ F(ZO) —F’(:Eo)

_ /b (f(wo+h,t) — f(=zo0,t) _Of
a h oz

(zo, t)) dt

Pour ¢t fixé, z ~+ f(z,t) est continue, dérivable, on lui applique les
accroissements finis entre g et g + h : il existe 6(¢, h) dans [0, 1] tel que

£(@0 + hyt) = F(z0,) = hig (0 + (5, )b, )
d’ou
b
A(R) = / (%(zo +0(t, h)h, ) — %(zo,t)) dt.

Comme dans le Théoréme 12.70 avec V(z() voisinage compact de zg

contenu dans I, la continuité de o1 sur V(zp) X [a, b] est uniforme, donc

oz
(Ve > 0), (3 > 0), (d®)((z,?), (',1))) < @ =
of of 1 u 3
}&'(il),t) - '6—1:(.’13 ,t) < (b—a)‘

On impose |h| < @, on prend = = zg et =’ = 2o + 0(¢, h)h, t' =, il

vient |A(h)| < f: 5—a=° d’ots la dérivabilité de F et le résultat. W

Extension de ces résultats aux intégrales impropres

Quand on doit étudier une fonction définie par une relation du type
F(z) = [ ;' * f(z,t)dt, pour = dans I intervalle de R, (ou partie de R™),
f fonction de I x [a, +0o[ dans R, (ou dans un Banach E), la technique la
plus simple consiste, aprés avoir justifié la convergence, a introduire les
fonctions Fp,(z) = |, J‘ f(z,t)dt, puis a appliquer les Théorémes 12.70 et
12.71, si on peut, pour conclure & une éventuelle continuité ou dérivabilité



108  Analyse fonctionnelle

des Fj,, et voir enfin si la convergence des F), vers F' est uniforme, ainsi,
en cas de dérivation, que celle des F},(z) vers leur limite, pour appliquer
les théorémes de continuité ou de dérivabilité d’'une limite, (Théorémes
12.7 et 12.22).

b
Dans le cas d’une intégrale impropre / f(z,t)dt, avec f définie sur
Joo
I x [a,b] ou Ix]a,b[ ... ou méme pour / f(z,t) avec f définie sur

a
Ix]a,+00[, le méme raisonnement s’applique & partir des fonctions Fj,

b—= b—L n
avec Fp(z) = / " f(z,t)dt, ou= / " ou / ... apres justification
a,+,,—1z a+%

a
des convergences.
Ce paragraphe laisse une impression d’inachevé. Cest parce qu’il
manque en fait une théorie sérieuse de l'intégrale, qui permettrait de
traiter correctement ces questions. Mais alors cet ouvrage n’aurait plus de
bornes et deviendrait un roman feuilleton a je ne sais combien d’épisodes.
Vous verrez Lebesgue ailleurs, et mieux que je ne saurais le faire.

EXERCICES

1 tn - t2n
1. Etudier lim —dt.

n—+o00 Jg 1-—1

2. Soit fy, définie par fr(t) = et g continue de [a, b] dans R.

_n
n2t2 4+ 1

1 b
Détermi: li — t)g(t)dt.
sterminer im [ f(t)a(t)

(o o)
3. Domaine de définition, continuité et limite en 0 de y e~TVn,

n=0

+o00

sint 1
4. Montrer que /0 71 = Z Zil
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Soit une série convergente Z ar, & termes strictement positifs. On

n=0
o0
pose f(z) = z ane” ™. Montrer que Log f est convexe sur R.
n=0

n—+o00 n

n T\ 1 +00 1
Montrer que lim (1 - —) % dz = / e Tr% dr.
0 0

costx

Soit he(z) = /0 I
Trouver une équation différentielle vérifiée par h,, déterminer hq 2

+00
Paide de pg - wwcpa(:c)=/ smtadt C lculer/ COStzdt.
0 0 1+t

——dt, a > 0. Montrer que h, est C* sur R.

Etude, pour £ > 0, de la série de fonctions de terme général
n

Up : T~ Up(Z) = . Continuité, dérivabilité de la fonction

nl(n + )
somme, équivalents en 0, en +00. Relation entre S(z) et S(z + 1),
(S fonction somme). Développement limité en +o00.

Soit la série de fonctions de terme général u, défini, pour £ > 0 et

vz Logn
1

2 2 par up(z) = 5-- Existence et continuité de la fonction

somme, dérivabilité. Equivalents en 0 et +o0c.

Soit a et b réels > 0, et F' la fonction définie pour z > 0 par

O ot e~ — et g e
F(z) = e — dt. Continuité, dérivabilité.
0

Calcul de F/(z) pour z > 0.

1 d
Comportement en +o0o de ¢(t) = / T ad . En donner un

0 z + z2)?
équivalent.

T, smt
Etudier la fonction F(z) = / e~ ** ——dt. Dérivabilité, calcul
0
de F' et de F.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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ne® + ze~ "’

Etude d 3
ude en_'oo/( +1)— e

1 9Ny
E li e
e de i [ s

Soit f € C°(R,R), étudier la convergence simple et uniforme de la

1/2
suite de fonctions (fn)neN définies par f,(z) = ( f2(z) + %) .

T
On pose f(z) = / In (1+ z cost)dt. Montrer que f est définie sur
0
[-1,1], paire, dérivable sur | — 1, 1. Déterminer f’. En déduire f.
Montrer que f est continue sur [—1,1].
Etude de la série de fonctions de terme général u, défini par

—NnT
up(z) = (-1)" € ,pour n > 1. Domaine de définition, continuité,
dérivabilité et calcul de la fonction somme f.

Soit une suite (f)neN de fonctions convexes sur [a, b, qui converge
simplement vers f. Montrer que la convergence est uniforme sur
tout e, 8] Cla, b[. Peut-on faire mieux?

+o0
Convergence simple et uniforme de Z Log (1 + "+ yzn).

n=0
Continuité, dérivabilité de la fonction somme.

Etudier la suite des fonctions fy, définies sur [0, 1] par
fn(t) = nt™ sinnt.

Soit (An) une suite croissante de réels telle que lir_|r_1c‘o An = 400,
n—
et f: R4y — R telle que

+o00 +o0o
/ | £ (t)|dt converge. Calculer lim / F(¢) sin (Apt)dt.
0 n—+o0 Jo
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SOLUTIONS
On pose un (t) = (l—t) sur [0, 1, donc un (t) = t"(1+t+...+t"" 1),
et un (1) = n par continuité.
On a
1 1
In =/ un =/ " +...+ £ Dt
0 0
S SRR SRS SENNE £ o SIS
“n4+l1 w42 T T n4n n k
k=11+—
n
' dz
tend vers —— = Log2.

o 1tz

Comme fr(0) = n, il n’y a pas convergence en 0 pour la suite de fonctions

fn, mais pour ¢ # 0, fn(t) ~ % tend vers 0, et méme pour [t| = 7 > 0

ona0< fo(t) < =-3"

sur | — 00, —r] U [r, +00], et ce pour chaque r > 0.
Donc si 0 ¢ [a,b], g étant bornée sur [a,b] compact, les frng convergent

uniformément vers 0 sur [a, b] et la limite des 1 f b fng est nulle.

€ [a,b], soxte>0§|a>0belque|t| aet € [a,b] =
|g(t) 9(0)] < €. On va poser

u—"/bfg—I/ fg+1/ fng
n = — ngd = — n - ng-
TJa T Jla,b)\]-a,ef T Jl~a,eln(a,b]

Sur [a,b]\] — @, @[, compact ne contenant pas 0, les fng convergent uni-
formément vers 0, leur intégrale tend vers 0.

:il y a convergence uniforme vers 0 des fr,

Il reste a considérer lim v, avec vn = 1 / fng.
e [a,b)n[~a,0]
Ona

m=t [ Fa)(a(0) - s(oae + £ Fn(®9(0)dt.
[a,b)N[—a,a] [a,b)N[—a,a]

La premiere intégrale se majore en module, en posant [a,b] N [—a,a] =
[w,v], par

1 [* ndt € v _ €
x| & Toimee = plArctent < =g,
u
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la deuxieme vaut @ [Arctg nt]y, = wn.

Si0€la,b,onau<0<wvdonc lim wnp=g(0);
n—+o0o

sia=0,u=0<w, lim wn=@ainsique
n—+00 2
. . 9(0) .
sib=0,u<0<v=0, lim wp=>-%;etfinalement on obtient :
: n—+o00 2
si0 & [a,b], lim up, = 0,80 =a, lim un=m,si0=b,
n—+o00 n—+o00 2
. _g(0) , . . _
n11.1_|1_1°° Un = = etsi 0 €]a, b], nllg_lw un = g(0).

Soit un(z) = e *V™ Ona un(0) = letsiz < 0, un(z) > 1:ilya
divergence de la série des un(z) pour z < 0.

Siz>a>0,||unllo = e V™, lim nZ|jun||oco =0,il y a convergence
n—+o0o0

normale de la série de fonction sur [a,+oo[, pour tout a > 0, d'ou en

fait continuité de la fonction somme S sur chaque [a,+oo[, pour a > 0,

soit finalement sur ]0, +00[. Commes les un sont & valeurs positives, on a,

VN € N, Sy(z) < S(z) or li‘{,‘+ Sn(z) = N + 1. Soit donc A > 0, il
T —>

existe N tel que N 2> A, a2 € = 1 on associe & > 0 tel que 0 < z < & donne
ISn(z) — (N +1)[ < 1, dou Sy(z) = N > A et a fortiori, Vz €0, ql,
S(z) 2 A:ona lim+ S(z) = +oo.

z—0

sint , continue de |0, +oo[ dans R, avec lim f(t) =1.Ona
et —1 t—0+

1
/ f(t)dt qui converge en 0, et | f(t)| <
0

de l'intégrale en 00 donc I = f0+°° f existe.

Soit f(t) =

1 :il y a convergence absolue

Ona f(t) = meitt . ﬁ, avec, pour t > 0, e~* €]0,1[ et
1 —t ek .
et =1l4+e "+...+e +W,etceclpourboutndeN,

n
’ s <, —(pF1)t sint  _(n+1)t
d’ot f(t)=(§ sinte~(® )>+et—e (n+1)

-1
p=0

pour t > 0.

La fonction g : t ~» ;m tl est prolongeable par continuité en 0, (avec

+00
g(0) = 1)et ; lifl_n g(t) = 0 donc ||g||co existe, et/ g(t)e_(n"'l)tdt
- +00 0
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existe avec
+o0 +oo
e~ gl < / —(nt+1)t gy _ 1lglloo
| e <lgllo [ e Lol
on a donc
I= Z/ sinte” (p+1)tdt+/ g(t)e~ (M1t gy

p=0

+o00
avec lim / g(t)e—("""l)tdt = 0, il reste
n—+0o 0

I= Z (/ (sint)e_(p"'l)tdt) .

p=0

Or

+00 X _(i—p—1)t _ —(i+p+1)t
up = / sint e~ Pttt = lim (/ £ ° dt)
0 X—+o00 0 2%

1 [ 1-eli—p=DX §_ ~(i+p+D)X
= _lim —=|-— + -
X—+o00 20 i—p—1 —(t+p+1)

1 1. 1 1 —2
‘Z(‘i—(p+1) —i+p+1> T 2i-1-—(p+1)2
B 1

T 1+ (+1)?

oo
En posant p + 1 = k il vient finalement I = Z I@;-l-l

Soit un(z) = ane™™
normale de la série.
Pour £ > a > 0, Vp € N* la dérivée p**™° de un est uP )(a:) =

(—1)’nPane ™ donc ||un|loo = nPane™™? sur [a, +o00], d’ou une conver-

, sur [0,400], ||[ullcc = an :il y a convergence

gence normale de la série des dérivées de tout ordre : f(z) = Z ane” "™®
n=0
est C* sur [a, +o0| pour tout a > 0, donc C*° sur ]0, +o0].
Seit p(z) = Log f(z), (f(z) > 0 car somme d’une série & terme > 0), on a,
" £\ _ - £
)=
o= (£) -LL5L
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Pour z > 0 les séries définissant f, f' et f” sont convergentes a termes tous

de méme signes (+ pour f et f”/, — pour f’), donc absolument convergentes,
on a alors :

+o00
ff-f2%= z z (apaqq® — apagpg)e™™".

n=0 p+qg=n

2 ' 2
Z apaq(q” —pg) = Z apaq(p” — gr)
p+g=n p+g=n
par symétrie des réles des indices. C’est donc égal a la demi-somme, d’ot :
2 1 2, 2
Y apagld®—pe) =5 D apaq(p’ +q° - 2pq)
p+g=n p+g=n

1 .
=3 D" apaglp—g)® > 0.

pt+g=n
On a donc ¢ > 0 sur 0, +o00[ d’our la fonction ¢ convexe sur R..
T
n Log (1——)
7/.On a une

fonction décroissante sur [0, n[, qui converge vers e *. Si on considére un

compact [0, A] de R, et un ng > A, la convergence des un, vers e~ * est donc
uniforme sur [0, A], (Dini 2, Théoréme 12.53). On peut aussi le justifier en

n
étudiant les variations de vn, :  ~> (1 - %) — e % sur [0,n].

Posons, pour z < n, un(z) = (1 - %) =e

n—1 _
0navfz(z)=e'z—(1-%) >0¢>nTz>Log(1—%).

. _ _z T [ 1
Soit wn(z) = Log (1 n)+n_1,50n(13)— n(1_£)+n_10u
n
! (z)—-—l—l— (on suppose n > 2)
#nl) = —2)(n — 1)’ o0 SuppOsen = 2)
x 0 1 Qn n
n + -
\
Pn / (
. \_oo
v - +
Un 0 —e_n
\mn /
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n
Sur [0,n)], ||vnllee = €79 — l—a—:) , avec pn(an) = 0 donc
n
Log (1 - %) = -2 it (1 - %) = (1 - %) e~ %, dou
n n—1 n n
Lan
[lvn]leo = e (1 - (1 — %)) = aLen__, et comme la fonction 0 :
— . 0
z ~» ze~” est bornée sur R, on peut dire que ||vn||co < [6llee ”°° d'ou la

convergence uniforme sur [0, A]. (Pourquoi faire court, ce qu on peut faire
long hein?).
+00 e
Soit alors € > 0, 3A > 0 tel que / e %% ldx < 3 on fixe ng > A,
A

n
et soit n 2> ng, sur [0,n)ona e * — (1 - —E) 2 0 (voir les variations de

n
vn), on a, sur [A,n], 0 < (1 - %) < e” %, dot1 pour n = ng,

n n n
0< / (1 - f) 2% ldz < / ez ldr < £
A n A 3
+o0 n n
/ e %%y — / (l - E) % Ydz
0 0 n

et

= wn

est tel que

€ 1 A
<2-+ —||0||°o/ 2% ldz
3 n 0

Le majorant tend vers 2% si n tend vers 'infini : il devient inférieur a € pour
n assez grand.

Soit V(z¢) un voisinage compact de zg réel. La fonction f de [0, a] X V' (xo)

dans R qui a (¢,z) associe — est continue donc h, est continue, puis

ostr
F.) ¢ sint 1 +t2
—f(t ) = _1 :?229: est aussi continue sur le compact [0,a] X V(zo)
a .
d'otr ho dérivable, et ho(z) = — / tsintz
0

1+¢2

dt, on peut dériver a tout

"
ordre, (6 f est toujours continue). On a hy () = / t_lcfs_tfdt dolt
0
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a

(R — ha)(z) = —/ costrdt = —n2%

, pour £ # 0, a priori, mais
0
défini en z = 0 par continuité.

La solution de Péquation sans second membre est f(z) = Ae® + pe™*.
Avec second membre, on cherche des fonctions A\ et y dérivables vérifiant

’ 0
W(z) ( ;\/) = | _smaz ) avec W (z) matrice wronskienne du systéme,
z
(voir 18.65) : W(z) = (z: _ee—fz )
On obtient \ = —%e'x%ﬁ et p' = %ez SIRAT | ce qui conduit, sauf

erreur, 4 une expression du type

T
ha(z) = Xoe” + poe™ * — / ch(z — ), (t)dt
0

T .
avec @q(z) = / Sll;ta'dt, Ao et po étant calculés par les conditions
0
initiales :
ha(0) = Arctga = Ao + po
ha(0) =0=Xo — po

dout A\g = po = % Arctga et

ha(z) = (Arctga)ch z — / : a(t)ch (z — t)dt.
0

+° costx

1+1¢2

flx)= lil_'r_l ha(z), mais la présence de @q(z) ne facilite pas les choses.
a—-1+00

Calcul de f(z) = / dt. L’intégrale impropre converge, et
0

n
costx

mdt, on a ur, de classe C2,

+o00
</ 1dt2=

il y a convergence uniforme des un vers f.

En fait, en posant un(z) = /
0

0ol

— Arctgn

+oo costx
|(2) - un(@)] = ‘ fn e

n .

t

Puis up(z) = — / —ls_l:%dt, on integre par parties, pour z # 0 :
0

v [ tcostz 1™ ™ (costz)(1 — t2)
un(®) = [m(1+t2)]0 _/0 satoe &
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soit
n COS NI " (costx)(1 —t?)

20+nd) J,  sa+eR &

up (z) =

et sous cette forme on voit qu'il y a convergence uniforme sur [a, +00[, avec
0 too (costz)(1 — t2)d

a >0, vers — o 2:(1—+t2)2—— t.

Le théoréme de dérivation d’une limite s’applique et donne f dérivable sur

1412

o] .
10, +oo[, avec f'(z) = — / t sintz dt, la convergence de la suite des
0
uy, assurant Pexistence de cette intégrale.

+o0
On integre alors f(z) = / ;:c:s_tt:; dt par parties, pour = # 0, avec
0
1 —2tdt 1.
u= T u = m, dv = coszdt, v= ;smtm

donc
. oo +o0 .
f(z) = sin t2z + g t sin 2372 dt
Q+)z|, =z Jo (@Q+t2)

too sin(tz)
dou Tégalité zf(z) = 2 / ———=dt. Comme la dérivée en z de
0

(1+1t2)2
t sin (¢ 2 1
(151-:_1 EZ;)’ est (tl iotszt):cz , majorée par 172 en module, on peut dériver
+ ¢ sinty
tte intégral , (écri ——dt = li
cette intégrale en z, (écrire /0 A+ )2 n_{lfwvn(z) avec

t sintx
= ——s5dt : unifi d t des vp,),
vn(z) /0 AT+ 2)2 on a convergence uniforme des vn et des vp,)
d’ou en dérivant :

+oco ,2 +o00 ,,2
t* costx (t* +1— 1) costzdt
2f (2) + f(=) /0 1+ )2 A 1 +2)2

soit

+o0
of )+ s =2f@) -2 [

on peut encore dériver, donc

® tsintz

arep @

+
2f"(2) +2'(z) = 2f (c) +2 /0
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soit zf"(z) = zf(z) pour z # 0, dod f”(x) — f(z) = 0, ce qui conduit
2 une expression en f(z) = Ae® + pe™F sur |0, 400, avec f(x) bornée,

oo gt T
(lf($)| < / 1+_t2 = 5) , donc A = 0, d'ou f((l)) = [lle_m, or f est
0

continue et f(0) = E donc

+o00 +o0
costzx T cost ™
= ——dt=—e"" —=at = —.
1@ /0 1+27 = 2° et/o T+ 2% %

Si x € R — (—N), chaque un(z) existe.
Sur tout compact K C R — (—N), avec a > 0 tel que K C [—a,a],
etn 2 a+1l,onaVz € K,|z+n| 2 n—|z]| Z2n—a 2 1let

1
[[unlloo < = : il y a convergence uniforme de la série des ur sur K, et
: (_1)n+1
nl(n + z)2’
n 2 a+l,||lupllo < m). On a donc une fonction somme S continue,

dérivable et méme C* sur Pouvert 2 = R — (—N).
Relation entre S(z) et S(x + 1) :

de celle des uy, : (up(x) = donc 12 encore, sur K, et pour

+oo

+00
B oy SUCELEN I S
ast = - Cleacn) 2O SR A0

1o (="
e_;(n—l)'(z+l+(n—1)) S +5E@+D)

donc zS(z) = % +S(x+1).

oo
1
Equivalenten 0.On a : S(z) = s Zun(z).
n=1
Sur [—%,+oo[,n+a: =>1- % =3 dés quen = 1, donc pour n > 1 et

1 2
T2 5 |un(z)| < - =

Zun(z)‘ < 2e dou S(z) ~ % en 0.
. =
En +00 : en posant = t, t tend vers 07, et un(z) donne

(=D ="
n!(1 + nt) n!(1 + nt)

- (5w ().

un(t) = = twn(t) avec wn(t) = dou
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1
Or, pour t 2 0, ||wn||leo = o la série des wr converge uniformément sur

[0, +00], sa fonction somme est continue et

0o +o0

. 1 1 1

lim E Own (—) = E wn(0) = P donc S(z) ~ o +o0.
n=

z——+00 T

n=0
+oo
En fait W(t) = Z =Dt admet un développement limité de tout
= n!(1 + nt) .
—1)**+PpInP InP
@) (p - (D" Ppin (@) _ P _
ordreen O car wy;, ' (t) = n!—(IT)p_Hetpourt 20,||wn’||eo = =

Qi terme général d’'une série convergente,

(an+1 (n+1)P 1 )
= —0]):
Qn n 'n+1

il y a convergence uniforme des séries de dérivées de tout ordre, donc W est
de classe C™, et

W (t) = W(0) +tW'(0) +... + %’:W(p)(o) o)

ce qui conduit a

S@)= 2w + ZW© +...+ 1

p! P+l w® ©0) +o (

1
zP+1 )

+o00 n+p_ 1, p
(®) _ (-1) pln
(en +00), avec W'P)(0) = ZO —r
n=

Pour z € [a,b] C]0,4+00[ on a |un(z)| < %
des i, convergente : il y a convergence normale de la série sur [a, b], dou
continuité de la fonction somme sur |a, b], V]a, b[C]0, +00] : si on note S la
fonction somme sur )0, +00[, on a S continue sur ]0, +00].

Puis

= ap, avec la série

1 Logn n2yz Logn
2y/x1+zn2  (1+2zn2)2

(1= n2z) Logn

Un(z) =

T 2y/x(1 4+ zn2)2
d’ot, sur [a, b] C]0, +oo],
llealloo < (14 bn?)Logn = B~ bLogn
nlie = ov/a(l £ an2)2 ~ " T 202 /an?
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il y a convergence normale de la série des dérivées, donc S dérivable sur
10, 400, (@’abord sur chaque ]a, b[C]0, +oo).

Logt .
m, (x > 0 fixé) devient

1 _ 2tz Logt
t(1+t2z) (1+t2x)2

devient < 0 si t tend vers +o00.

Equivalent en 0. La fonction ¢t ~» f(t) =

décroissante pour t assez grand car f'(t) = soit

£t = 1+ 2z — 2%z Logt
- t(1 + t2z)2
11 existe donc N tel que sur [N — 1, +o00], f décroit, d'ou, sin > N,

n+1 n+1 n+1
/ f(n+1)dt < / F()dt < / f(n) = 28"

2
n n n 1+zn

et Pencadrement :

n+1
Va [ fon < EEER ) < va / F(tyat

et
~+00 +c0
_Logt Logt
I = dt < ——5—dt,
1@ ﬁ/zv 1+t Z ua(e) < /N—l 1+¢%z

intégrale encore notée I2(z).
On calcule I; (z) en faisant le changement de variable s = ¢/, d'ot

Log s — Lo
Il(x)=/ gng\/_d
Nz s

= / Logs 5ds — (Log z)[Arctg s]"h',°°3B
N

velts
On travaille pour N fixé, si £ — 0, comme f oo lL _c:_g 2ds converge, on a
Ii(z) ~ 073 2Log:z on peut écrire I1(z) = _W_I‘;)Tg_z + a(z) Logz
avec 11m+ a(w) = 0, mais aussi Io(z) = % + B(z) Logz avec
0
hm B(z) =
z—0t
N-1
Comme Z un(z) est une fonction continue de x, (N est fixé), cette
n=2

expression a pour limite 0 si z tend vers 0, donc on a encadré finalement
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S(z) par deux expressions du type — T Lng

(1 4 o(Logz)) dou S(z) ~

—:l—r Log z en 0. Comme S(0) = 0, il n’y a pas continuité en 0.

Equivalent en +00. On écrit un(z) = \/i;ggn 1 1 °F pour t>0,
zn?
k entier, on a

1 k k k+1t
=1ttt .+ (1 + (-1 R
1+t t (1) (=1) 141t

d’ou 'encadrement

1 Logn 1 1 Logn
—— 1L < —
VT n? (1 zn2) S un(@) < vz n?

qui donne

Logn Logn Logn
LS St g LS e

n=2

et S(x) f_:-oo NG Z Logn.

n=2
10. 11 est ici possible de calculer F', donc inutile d’employer des théorémes

généraux.
Ona

X —at _ _—bt X _—(a+z)t X _—(b+z)t
o = / S il 0 / TR / e
€ t € t € ¢
(a+z)X et (b+z)X et
= € _dt— / —dt
</(a,+:z)e ¢ (b+z)e t

(b+a)e -t (a+2)X -t
_ / € gty / " €_4t, (Chasles),
(a+z)g i (b+z)X t

- ‘/»(I>+:1:)t»:ﬂ+e_:‘:2 /(a+z)Xd_t
(a+z)e ¢ (b+z)X- ¢

avec 71 entre (a + )¢ et (b + z)e; 2 entre (a + z)X et (b+ z)X.
C’est encore

b+z
a+a:

a+zx
b+’

I, x =e "'Log +e 2Log ——
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Or si € tend vers 0, 3 tend vers 0 et lin}) e~ "1 =1, alors qu'avec X tendant
E—>

vers 400, T2 tend vers +00 et Xlim e~ %2 =0, dou

—+00
lim I, x =Log btz _ F(z), d’ou trivialement F' continue dérivable
e—0+ ’ a+zx
X —+4o00
1 1
—a. — i () = - éme F

pour > sup (—a, —b) en fait et F'(z) btz arz’ (et méme F' de
classe C™).
Soit f(z) = (1+z—1+z2)’ pour = € [a,1] avec a > 0, on a f(z) < f(a),

dz 1 . . .
donc/ 0tz 129 < A+atad)y : ceci tend trés vite vers 0 si ¢
a
tend vers +o0.

Vers 0, on a f(z) = 1 — = + o(z), done, Ve > 0, on choisit a > 0 tel que
0 < z < a implique

1-Q+ez< fl)<1-(1—-e)z

1
dousil— (1 , soit
ol si (14+¢€)a > 0, soi a<1+€

a B : a ‘ a B B It
/0(1 (1+e)z)dm</0 (f(:z;))d:zS/0 1-Q1Q-¢e)z)dx
soit

1—(1-(1+e¢)a)tt? i 1—(1-(1-¢)a)tt?
EDETE /0 G —rpa—a

d’'ou
1—(1—(14¢)a)t*?

(1- (1 -¢)a)tt?
1+¢ ’

1-¢

<+t /0 (f(a))tds < 1=

1 1
Si t tend vers +o00, le minorant tend vers m, le majorant vers 1—=

1 @ ¢ 1
> — —e < < — .
donc 3tg, Vt 2 to, Tre e\(1+t)/0 (f(z))'dz < 1_E+s
1+t
(1+a+a?)t
tend vers 0 si ¢ tend vers linfini, 3¢;, Vt 2> t3,

Comme 0 < (1 + 1) f:(f(:z:))tda: < et que ce majorant

+1 .
Tratary S
Vt 2 sup (to,t1), en ajoutant :

1
1 t 1

— < — .
Tre €<(1+t)/0(f(x))d:c\1_€+2e
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11 en résulte que . liT (1 +t)¢(t) = 1 donce ¢(t) ~ en +00.
——+00

e t%sint

Soit f(t,z) 7

+o00
f(t,z)dt est convergente en 0, pour tout z, et en +0o0, comme

,pour t > 0, et f(0,z) = 1, lintégrale

0
——Smt| < 1,siz >0o0na |f(z,t)| < e ** donc F(z) existe pour z > 0.

+
t
Siz =0, %dt existe, (intégrer par parties en +00, ou appliquer

0
la deuxiéme formule de la moyenne :
n

n
X sint 1 X .
—| = sin tdt
XI t X | XI

donc / SI—Itltdt ; -, devient arbitrairement petit pour X’ et X"
XI

"

grands). Donc F'(0) existe.
—zt e—zt
= 400, si tg est tel que

Par contre, siz < 0, lim

2 1 pour
—>+oo

t 2 tg, sur [ + 2k7r, 1 +2k1r] on a sint 2> g donc avec k tel que

3% +2kn
T 4 okn > to on aura / e T smt t > £ T . on nie le critere
4 T42km t 2 2

de Cauchy donc F'(z) n’existe pas.

Finalement, F est définie sur [0, +o0].

Si on pose un(z) = [ T f(t,z)dt, par les théoreémes 12.70 et 12.71, un, est
n

n
continue sur [0, +00[, dérivable de dérivée uy, () = / —e *Tsin tdt.
1

n

Comme |f(t, 1:)| % siz>a,ona
1/n +o00
|F(z) — un(z)| < / e "t + / e t%dt
0 n
_,—a/n —na
< 1—e e
a a

il y a convergence uniforme, sur [a, +0o[, des un vers F qu.1 est finalement
continue sur ]0, +o0|.

Mais de méme, z > a donne | — e~

sint| < e~%4, d'ou une convergence
+o00
uniforme sur [a, +00[, de up(z) vers / —e **sintdt qui est donc la
0
dérivée de F sur |0, +o0].
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Ona

—+o00 i -1 +
Fl(a:) — _/ e—tzM = +i/ oo(e—(i+::)t _ e(z‘—-z)t)dt
0 24 2i Jo

L) -
T2 \i4+z i—-z/) x2+1

(pour & > 0), donc F(z) = —Arctg:c + C, pour z > 0.
=400

Or |F(z)| € / e dt = = donc lim F(z) = 0donc C = = et
r——+00 2

F(z) = /2 — Arctg z pour z > 0.

Il reste la continuité en 0 & étudier. Ona lim F(z) =

z—0+ 2
too smt
Formons F(z)—F(0) = / (€7 —1)=—dt, toujours avec \ <1l
0
On écrit
—+o00 : +o00

F(z)—F(0) =/ (et 1)51ntdt+/ e_tzsmtdt_/ smtdt

A t a ¢

+o0 . X
On a / e_tzﬂdt = lim e_wsmtdt or par deuxiéme
A t X—+400 )4 t

X e—ta: e—mA X'
formule de la moyenne / sint dt = / sint dt, (car
a ¢ A J,u

—tz

2
t ~~ est positive décroissante), majoré en module par i donc
~+00 : +oo
/ e_tzim—tdt < —2— et / &dt est arbitrairement petit si
A t A t
+oo .
2
A +00:Ve>0,34, 2 + Sl < €, don
A A t- 2

|F(z) - FO)| <

Mlm

A
/ le™** — 1|dt,
0

A
or T ~~> / e % dt est continue, (théorémes généraux) donc Ja,

A
lz| < a=>/ le™* —1|dt < —;—
0

d’ou finalement |F(z) — F(0)| € pour |z| < a. La fonction F' est continue

en 0. Il en résulte que/ SI—nfd —g.

0 t
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ne® +ze” %

Soit fn(z) = (22 +1) = (22 + 1)un(z) avec un(z) ~ € si

n tend vers 400, donc il y a convergence simple de la suite des un vers u :
z ~ u(z) = €°.

z(e® —e™ %)
n+zx

2e

On a |u(z) —un(z)| = < ~, sur [0, 1], done ||y —un||oo <

2e

o comme la fonction = ~+ 22 + 1 est bornée sur [0,1], il y a convergence

uniforme des fr, vers f : ¢ ~» e*(z° + 1) done

1 1
lim / fr(z)dz = / (23 +1)e®dx = [(z® —322+6z—5)e%|§ = 5—e
n—-+o00o 0 0
2"z

1+ n2ng2

en 0 donc lin% fn(0) =0, et pour = # 0, fr(z) =
T—

La fonction fr, définie par fn(z) = est continue sur [0, 1], nulle
2"z 2"z
1+n2nz2  n2ng2

1 . . . L.
oo : ceci tend vers 0, donc il y a convergence simple vers 0. Dans I'équivalent,

pour x = - on trouve 1, ce qui fait subodorer une non convergence uniforme.

Or

1 n
In = / 2% G- i[Log (1+n2"z)}
0 2n

1+ n2nz?
= iLog (1+2"n) = 1 (n Log2 + Logn + Log (1 + L))
2n 2n n2m
. Log?2 / o .
donc lim I, = # 0 :1il n’y a pas convergence uniforme.
n—+oo 2 0

Au sens de la convergence simple, on a lir_f fa(z) = |f(z)l-
n—-1+00

La convergence est uniforme sur R car

1 1
G/ £2+ 2 =180/ £2+ 2 + 15D

1
\F2+ -+

1

P
f +;+|fl

Soite >0, A= {z,|f(z)| < e} et B=R — A.

fa(@) — |f(2)] =

-
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Sur B, |(@)] + 1/ £2(2) + - > 2€, done | fn(z) — |f(2)]] < o - - alors

que sur A, on a directement |f(z)| < € d'ot \/fZ(:c) + % < \/62 + -:; et

[fn(z) = |f(2)l| S e+ ‘/62 + % On peut donc dire qu'a fortiori sur R,

(@) = 1f @) < oz +e 1 f2 4+

et comme la majorant tend vers 2¢ si n tend vers +o00, 3ng, Vn 2 ngp, on

ait
1 50, 1
s—te+/e2+ =< 2+¢
2ne n

d’ot: finalement ||fn — |f| ||co < 3€ pour tout n 2> ng : il y a convergence
uniforme des fr, vers |f]|.

Pour z = 0, f(0) = 0 existe, pour z # 0, cost = ::1:1 est exclusi |z] < 1,

donc si z €] — 1, 1], la fonction ¢ ~» In (1 + x cost) est continue sur [0, 7]
d'ou I'existence de f(z).

Si V(z) est voisinage compact de z, inclus dans | — 1,1[, (pour |z| < 1)
la fonction (t,z) ~» f(t,z) = In(1 + z cost) est continue sur le compact

[0, 7] x V(z), dou f continue en z; mais 6—£ (t, z) existe aussi, est continue
sur [0, 7] X V() dou f dérivable en z €] — 1, 1] avec
us

F(z) = [o cost

14z cost

Existence de f(1). On a 1 + cost > 0 sur [0, [, et si t tend vers 7 avec
m—t=s,1+cost =1—coss, mais /s In (1 —cos s) tend vers 0 si s tend
vers O : 'intégrale impropre converge en 7.

Uy
Donce f(1) = / In (1 + cost)dt existe, ainsi que
0

1
f(-1)= / In (1 — cost)dt, (impropre en 0 et /% In (1 — cost) — 0).
0

Dot f définie sur [—1,1].
Le changement de variable t v T — t = s, et £ ~> —x donne

- 0
f(-z) = /0 In (1 — z cost)dt = / In (1 + z cos 5)(—ds)

Ky

T
= / In (1 + z coss)ds = f(z) donc f est paire.
0
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us
1o __cost
Calcul de f (-"3)-/0 1+ z cost

on pose u = tg i, d'ou 2du = (1 + uz)dt et

dt.Ona f'(0) = [sint]] =0, etsiz #0,

2
1—u?
, B +o00 2 . —1+u2du
fiz)=
0 1+u21 1—?
.+z1+u2
—9 too (1 - u?)du
o (1+u)(A+z+(1-2z)u?)

-2 +o0 1 ~ 1 i
Tz, 1+42  (14z)+ (1 —-z)u?

(on décompose en éléments simples), d’'ol, pour z non nul dans | — 1,1 :

+oo

! _Z +oo _ 2 11—z u
fiz)= z[Arctgu]o —z(l—z)w-—1+x Arctg—-l_‘_z
l1-z4,

=r__2 = _=f,__1
z zvV1-222 =z V1—22

(expression qui redonne f’(0) = 0 par continuité).
On a donc

f(z)=7r/zl(—1_t2_l)dt=7r/x —tdt
o t\ VI o VI—2(vV1—t2+1)

Si on pose t = sin u, il vient

Arcsinz . Arcsinz .
f(z) = ﬂ_/ sinu cosu du ﬂ/ sinu du
0 0

cosu(1 + cosu) = 1+ cosu
soit
f(z) = n[Log (1 + cos u)]4™!"* = 1 Log H—%@—
sur] —1,1[.

11 reste 2 justifier la continuité de f en 1, (et en —1, mais la parité donnera
le résultat).

Orpour0<z<lette [;—r,r],(d’o&cost <0)ona
In(1+cost) < In(l+zcost) <0,
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d’ott {In (1 + z cost)| < |In (1 + cost)| et a fortiori
[In (14 cost) —In(1 + cost)| < 2|In (1 + cost)|

T
Soit a < 3 on'a donc

If(z) — F(1)| < /Ow—a lIn (1 + & cost) — In (1 + cost)|dt

U
+ 2/ |In (1 + cost)|dt

T—Q

T
La convergence de / |In (1+cos t)|dt, (v/7 — t|ln (1+cost)| — 0) donne:
0

™

us
Ve > 0, Jo (< 2) tel que 2/ [In (1 + cost)|dt < =, donc Vz € [0, 1],
—a

2
2
|f(z) = FQ)] £ §+/07r—a [In(1+ z cost) — In (1 + cost)|dt

mais pour (t,z) € [0,m — a] x [0, 1] cette fois, (t,z) ~> In (1 + z cost) est
continue, (1 + z cost ne s’annule plus), donc la fonction
T—Q °

.~ In(1 + z cost)dt est continue et au méme € on associe
g € [O,Q[belquexo <z<1l=>

e [In (1 + z cost) — In (1 + cost)|dt < g dou |f(z) — f(1)| < €
sioa: € [zo,1] : on a bien f continue sur [—1, 1].

0y
Done f(1) = / In(1+ cost)dt = —m In2.
0

—nT
La série est alternée pour tout z réel. On a |un(z)| = €

qui tend vers
+00 si £ < 0, donc divergence de la série, et si z > 0, |un| tend vers 0,

<|un| < l) en décroissant car ’M = —2 _¢7% < 1. Le domaine

n Un n+1
de définition est donc [0, +00], de plus la convergence ayant lieu suivant le
critere des séries alternées, si Un(z) est la somme partielle de rang n on

—(n+1)z
e

- < <
a |£(@) = Un(@)| < S € 7
uniforme sur [0, +00[ donc continuité de la somme.

Pour la dérivation, uj,(z) = (=1)""'e™™%, doncsiz > a > Oona

sur [0, 400 : il y a convergence

1 1\" .
llunlloo = prr i (e_“) , dou la convergence normale de la série des



18.

Espaces fonctionnels 129

dérivées sur [a, +-00[, donc la dérivabilité de f sur ]a, +oo[, Va > 0, donc
sur |0, 400 avec

+00 z
f@) =3 (e = 2( e
n=1

1

. !

soit f'(z) = Tre pour z > 0.

Comme f est continue en 0, et que lim+ fl(z) = %, f est dérivable en 0
z—0

avec f'(0) = =

T
Ona f(z) — f(0) = / it 7» se calcule avec s = e’ ds = sdt donc

f(z)—f(0)=/le ﬁ=/l (5 - ) oo = [roers]

eflf

- 1_ _ z
—ln1+ez ln2 =z+In2—-In(1+¢€").

T

2 (="
Or f(0) = Z — = —In2, dou finalement f(z) = z — In (1 + €%),
n=1
fonction définie sur R, et qui coincide sur [0, +00[ avec la somme de la série
donnée.

D’abord la limite f est convexe car ng ,y) dans [a, b]? et ¢ dans [0, 1), fixé,
flz+ (1 -2ty = 11m fn(tz + (1 —t)y) avec

faltz+ (1 —-1t)y) < t fn (zg +@Q—-2t)fn (yz , d'ol1, en passant 2 la limite,
(x et y fixés), f(tz + (1 ) < tf(z) + (1 —t)f(y).

Pour une fonction f convexe sur [a,b] on sait que l'application p : z ~=
f(=) - f(o)
T—c
fi(y), vy e]a, bl, de fy(z), Vz €la,blet,sia < z <y < b, on a les

inégalités

est croissante sur [a,b]\{c}, ce qui entraine l’existence de

(@) < Fil@) < M < i) < Fil).

Puis f étant dérivable a gauche sur |a,b| est continue & gauche sur cet
intervalle, elle est de méme continue a droite sur |a, b] et finalement f est
continue sur ]a, b|.

Soit e, 8] Cla, b[, pour tout z de [, 8], commea < a <z B<bona,
Vn €N,

B2 ¢ (fayi(o) < (ate) < —f"(”,_?, ot
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Or, (a0 et (B fixés), les suites de termes généraux %ﬁn_@) et
fn(8) = £n(8) @)= £@) ,, £®) = F(B)
a b-p8

b—3 convergent vers ~a
sont bornées et il existe deux constantes m et M telles que Vn € N,
Vz € (0,8, m < (fa)g(x) < (fn)y(z) < M, mais aussi telles que
Vz € [, 8], m < fo(z) < fi(z) < M.
Avec k = sup (|m|, |M]|), par accroissements finis, on a donc V(z,y) €
(@, 812, ¥n €N, | fa(z)— fn(¥)| < klz—y| et aussi |f(z)—f(v)| < klz—yl,

donc aussi
I(f = fa)(z) = (f = fa)(y)| < 2k|z —yl.

, donc elles

Soit alors z € [a, B], In(z), Yn = n(z), |(f — fr)(z)| < -g- mais alors si
lz —yl < 4_€k.’ etsiy € (o, 8], on aura

(F=f2)W)] < [(F=F) W)= (F=Fn)@IH(F=fr)(@)] < 2645 =e.

Donc Vz € [, 8], In(z) € Net Jw(z) = ]m - i,m + :—k [r‘u (e, B] ouvert
de [a, 3] tels que Yn 2 n(z), Vy € w(z), |(f — fr)(¥)] £ & Comme

w(z) est un ouvert de [c, 8] contenant z, on a [a, 3] = U w(z). De
z€[a,P]
P
ce recouvrement on extrait un recouvrement fini [a, ﬂ] = U w(z;) et si

i=1
no = sup{n(z;),i =1,...,p},¥n 2 no,Vt € [, Bl ena|(f - fr)(t)| S €
car ¢ est dans l'un des w(z;) et n = n(z;).
On ne peut pas faire mieux : fn définie sur [0,1) pour n > 2, par :
fn(z) = —nz + 1 sur [O,-l—], 0 sur [l,l— l] etn(z—1+l) sur
n n n n

1
1- o 1] est convexe, converge simplement vers f avec f(0) = f(1) =1,

f = 0 sur ]0,1[, la convergence n’est pas uniforme sur [0,1] ni ]0, 1]
dailleurs car ||f — fnllco = 1 sur 0, 1[.

Soit un (z,y) = Log (1 + 22" +y®"). Si |z > 1ou|y| > 1,1+ %" +y*"
reste 2> 2 donc un(z,y) = Log?2 : la série diverge.

Silz|<let|y <1, lim z°" +¢®" = 0donc un(z,y) =~ (z2"+

n—+00 n—-+o00

yzn) : la série converge sur le domaine D =] — 1, 1[2. La concavité de la
fonction Log donne I'inégalité Log (1 +t) < ¢ sur | — 1, 400/, (courbe sous
la tangente a Porigine) donc sur un compact K C D on aura a < 1 tel que
|z| < aet|y| < adonz?"+y?" < 222" et |Log (1+22" +y2")| < 20%":
il y a convergence normale donc la somme S est continue sur P'intérieur de
tout compact de D : elle est continue sur D.
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On peut dériver terme a terme en z, (et y : fonction symétrique) car
dun 2nz?n1

%=Wetléencoresﬂzl<a<let|y|<a<lon

. 0 -1 . .
obtient % (z, y)| < 2na®™" ! il y a convergence normale de la série des
2n— 1
9 i e—————
dérivées d’out 'existence et la continuité de E 1 T 22 T y2 —»eton

justifie en fait Pexistence des dérivées de tout ordre car on obtient toujours

un majorant du type somme finie de termes en n*q™ P , (k et p entiers) : S
est de classe C*°

On a fn(l) = nsinT = 0, converge vers 0, etsit € [0,1[, lim nt" =0,
n—+o00
d’out lil_'l_l fn(t) = 0. La suite de fonctions fr converge simplement vers
n—-1+00

f nulle. On évalue || frn||cc pour chercher la convergence uniforme.

Ona fj(t) = nt?1 [n sin 7t 4 7t cos 7t], f;, s'annule pour an, solution de

P’équation tg 7t = —%.

Sur ]0, % [, tgwt > 0, —%t < 0 : pas de racine.
1 . wt . ™
Sur ] 3 1] la fonction ¢ ~»> gn(t) = tgnt + -y est croissante de —0o a -

donc il existe un seul an € ]1, 1] tel que fh(an) = 0.0n a f,, > O sur

2
10, an[ puis f, < 0, avec fn(0) = fn(1) = 0, donc || fr|lcc = fr(an) soit
n o TQn ™
encore ||frn||loo = nan sinTan avee tg man = - et Ton € ] 77|

donc —% tend vers 0, (ran borné), c’est que o, tend vers 7 donc an
tend vers 1, puisque tg man tend vers 0.
En écrivant tg man = tg (Tan — ) = tgm(an — 1) avec o — 1 infiniment

T .
petit,on a m(an —1) ~ —— donc an —1 ~ —= sin tend vers linfini.
n—+o00 N n

Mais alors ||fn||co = ne™ Y8 *nsin wam, avee

n Log an =nLog(1+an—1) gn(_%)

donc lim n Logan = -1,et
n—+o00
. . w
sinan = —sinw(an — 1) ~ — (—;)
™ . 7l' s ),
donc |[fnlloo ~ n— et lim ||fr|lc = = :il n’y a pas convergence
en n—+00 e

uniforme.
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+oo
On a, Ve > 0, 34, / | £ (t)|dt < €, donc pour tout 7,
A

+00 +oo
/ f(t) sin (/\nt)dt\ < / |f(t)|dt < e.
A A

A
Si on prouve que, pour A fixé, lilil / f(t) sin(Ant)dt = 0 on aura,
pour le méme € > 0, Pexistence de ng tel que
vn 2 no, e

A
/ F(@) sin (Ant)dt
0

et a fortiori

nulle.
Or pour f(t) = constante = k sur [0, A] on a

+o00
/ f(t) sin (/\nt)dt‘ < 2¢ donc la limite cherchée sera
0

4 k
/ F (&) sin (Ant)dt = )‘—(1 — cos AnA)
0 n

ceci tend vers 0 si n tend vers l'infini, car A\n, tend vers l'infini, (ce qui justifie
An # 0).
Par linéarité de lintégrale et des limites, si f est en escalier, on a

A
lim / f(t) sin (Ant)dt = 0.
0

n—+400

Soit f intégrable sur [0, A], si on suppose f réglée, il existe g en escalier
telle que ||f — g]|co < € do1t

A A A
/ F(@) sin (Mnt)dt S/ |F(t) — g(t)| - 1dt + / g(t) sin (Ant)dt
0 0 0
A
<ed+ / g(t) sin (Ant)dt
0
A
et dng, VYn = ny, / g(t) sin (Ant)dt| < €, (g en escalier), dou
0

A
/ F(#) sin (Ant)dt| < e(1 + A) pour n 2> ng, on a bien la limite nulle :
0

A
lim ( / f(t) sin /\ntdt) =0.
n——+o0o 0
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Si f est Darboux intégrable, il existe u et v en escalier, telles que V¢ € [0, 4],

A
u(t) < f(t) < v(t) et / (v — u) < €, (penser aux sommes de Darboux).
0

Mais alors

A A
/ v(t) sin (Ant)dt — / f(t) sin (Ant)dt
0 0

A A
est majoré par / lv(®) — f@)|dt < / (v — u) < & et comme
0 0
liI_E v(t) sin (Ant)dt = 0, (v en escalier) on conclut comme précé-
n—-1+00 0

A
demment & lim / F(@) sin (Ant)dt = 0.
n—+o0o Jq

A
On adonc lim / F(@) sin (Ant)dt = 0.
n—+oo Jq






CHAPITRE 13

Séries entiéres

Nous allons appliquer les résultats tout neufs du chapitre XII a des
séries d’'un type particulier, adaptées a la représentation des fonctions de
variable réelle ou complexe, & valeurs dans R ou C, de classe C°. Et nous
verrons que, contrairement a ce que peut laisser penser le vocabulaire, « si
c’est complexe, c’est simple, mais si c’est réel, alors la... »

1. Définitions, domaine de convergence

DEFINITION 13.1. — On appelle série entiére réelle, (resp. complexe) toute
série de fonctions (un)neN, avec un, fonction du type T ~> un(z) = anz™,
(resp. z ~» un(z) = anz™) z étant dans R ainsi que les an, (resp. z et les
an, complexes). .

En somme, c’est la donnée de la suite des a,, qui compte. Je traiterai
le cas complexe, le cas réel s’en déduisant facilement. On va commencer
par chercher le domaine de convergence d’une série entiére, c’est-a-dire
Pensemble des z pour lesquels la série des a, 2™ converge.

THEOREME 13.2. — Si une série entiére converge pour zq, elle converge
absolument pour z vérifiant |z| < |2p|.

En effet, on a lim ap2f = 0, donc cette suite est bornée. Soit M
n——+o00

une constante telle que |an2{| < M, pour tout n.
Sizp #0,etsi|z] <2z2,0na

n n

¥4

lanz"™| = |anzg]| <

z
20 20
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n

z z
Or P < 1, donc o est le terme général d’'une série géométrique
0 0

convergente, a fortiori la série des |an2"| converge.
Si 29 =0, il n’y a pas de z avec |z| < 0, le probleme est résolu. W

THEOREME 13.3. — Soit une série entiére de terme général an2™. Il existe
un et un seul réel R € [0, +00) tel que

si |z| > R la série diverge;

si |z| < R la série converge absolument, et

si |z| = R on ne peut rien conclure de général.

13.4 Ce réel R est appelé le rayon de convergence de la série.
Soit £ = {|20|; 20 € C, Z anz§ converge}. Cet ensemble n’est pas

vide, car il contient 0. Dans R il est majoré ou non. Si £ est majoré, soit
R sa borne supérieure.

Si R =0, pour z # 0, Zanzn diverge, sinon |z| € £ et on aurait
R 2 |z| > 0. On a bien le résultat.

Si R > 0, pour |z| > R, la série diverge, sinon |2| € £ et on aurait

> |z|, alors que si |z| < R, il existe 2 tel que Zanzg converge
et |z| < |20| € R, sinon |z| majorerait £, mais alors (Théoréme 13.2),
2 |an2"| converge. On a la encore le résultat.

Enfin, si £ n'est pas majoré, Vz € C, il existe zg avec |29| > |2|
et Z anzg converge, (sinon |z| majore £), donc (Théoréme 13.2), il y a

convergence absolue en z. Si on pose R = 400, on aura bien convergence
absolue, pour tout z vérifiant |2| < 400, cest-a-dire tout z de C. Et pas
de divergence mais... il n’y a pas de z vérifiant |z| > +oc. ]

Des exemples montrant que pour |z| = R tout peut se produire.

o0
EXEMPLE 13.5. — Z 2", ¥/|2"| = |z| : si |2| < 1, il y a convergence, si
n=0
|z| 2 1, 2™ - 0 : divergence. On a R = 1 et divergence pour |z| =

EXEMPLE 13.6. — Avec up(z) = pour z # 0
— (n+ 1)2

z'n
(n+1)%’
Un+1(2)

un(2)

on a

1
= |z |(n+ ) tend vers |z| done, si |2| < lilya
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convergence, si |z| > 1, divergence, R = 1. Or si |z| = 1, |up(2)] =
(nTl)i :il y a convergence (absolue) sur tout le bord du disque de rayon
1, soit pour |z| = R =1 ici.

oo Zn
EXEMPLE 13.7. — )

n=0 n+
mais, si |z| = 1, soit si z = cos# + i sinf = e, pour § # 0(27) on a

}Xq: inf 1
€

n=p

1 la régle de d’Alembert donne encore R =1,

1
, (Théoréme 11.86), et comme —— tend vers 0 en
.0 n+1
sin 5

<

décroissant, par transformationld’Abel la série converge (Théoréme 11.83).
P tre, si 6 = 0(27),
ar contre, si (W)Zn_l_l

est le disque de rayon 1, fermé, privé de 1.

diverge. Ici le domaine de convergence

EXEMPLE 13.8. — z i, siz#0, Untl)| _ ﬂ- tend vers 0 :ily a
n! Un n+1
convergence pour tout z : R = +oc.
EXEMPLE 13.9. — Zn!z”, siz#0, UZ—H- = (n + 1)|z| tend vers +oo,
n

il y a divergence donc R = 0.

Ces exemples montrent donc que le domaine de convergence est un
disque ouvert, de rayon R, rayon de convergence, auquel peut s’adjoindre
une partie du bord du disque.

1ls peuvent laisser croire que ’on conclut grace a d’Alembert ou Cauchy
(criteres des séries). C’est souvent le cas, mais pas toujours.

EXEMPLE 13.10. — Z an 2™ avec ap n'¥™e chiffre derriére la virgule du
développement décimal de /7.

On a ap < 9, donc |an2™| < 9 - |2|™, série qui converge pour |z| < 1
donc R > 1. Puis /7 non décimal donc il existe une infinité de chiffres
supérieurs ou égaux a 1, si |z| > 1 on a alors |an2™| > 1, donc an2™ = 0:
la série diverge pour |z| > 1 d'ou R = 1 et le domaine de convergence est
le disque ouvert ici.

On peut préciser un résultat général concernant le rayon de conver-
gence. On a :
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THEOREME 13.11. (d’'Hadamard) — Soit une série entiére de terme général

an2™. Son rayon de convergence R est égal a , avec la

lim sup |a,|l/"
convention R = O si la limite supérieure n’existe pas.

Remarquons d’abord que pour des nombres positifs (un)neN,

(lim Sup un existe) & (U = {un; n € N borné}).

n—-+400

En effet, si lim sup u, = [ existe, soit e = 1, Ing, Vn = ng, un < 1+1,
n—-+400

et... (sans intérét), donc sup{ug, u1, - - ., Ung—1,! + 1} majore U.
Réciproquement si U est borné, dans le cas ot card(U) fini il y a des
valeurs prises une infinité de fois, si card(U) infini, U admet des points
d’accumulation. De toute facon l'ensemble V' = { points d’accumulations
de U et des valeurs uy, prises « une infinité de fois »} est non vide, borné,
(comme U) alors M borne supérieure de V existe et M est la limite
supérieure des un. En effet, soit £ > 0, si cardinal {n; u, > M + ¢}
infini, on aurait un élément de V supérieur & M + ¢ : absurde, donc 3ng,

€
Vn 2 ng, up < M +¢; puis M — 5 ne majore plus V, v € V avec

3 . . . , .
M-e< M- 5 < v € M mais, que v soit point d’accumulation, ou
valeur prise une infinité de fois, on aura card{n; u, > M — ¢} infini.

Supposons que lim sup |an|1/ ™ n’existe pas, la série diverge pour tout
n—-+4o0o

29 # 0, car en cas de convergence, {|anzf|; n € N} serait majoré,
(par K) puisque anz{ tend vers 0, mais alors lan| /20| < K1/™ et

lim K™ = 1 : Iensemble des lan|1/™ serait finalement majoré et
n—+00

lim sup |a,|!/™ existerait. On a donc bien R = 0.
n—-+0o0

Par contre, si lim sup |an|1/“ = [, on aura lim sup |an2"|1/" = |z
n—+00 n—o0

. 1. , .
et on sait alors que pour |z| < = la série converge et qu'elle diverge pour

l
|2z] > %, (Théoréme 11.42), doir R = % |

REMARQUE 13.12. — Ce résultat parait peu utile, mais il permet déja de
remarquer que, pour tout choix de q dans Z, une série entiére Z an?™, et

la série des nlan2™ auront méme rayon de convergence, car Y/nilan| =



Séries entieres 139

a, 1 a 1 . g
nn|an|n, ou encore enL°g"|an|n, et comme 11111 enlO8™ — 1 (q est
n—-—+0oo

fixé) la limite supérieure des (n9|ay|)!/™ existera en méme temps que
celle des Ian|1/ ™ et lui sera égale en cas d’existence.

On comprend intuitivement que des dérivations ou intégrations terme
a terme ne modifieront pas le rayon de convergence.

2. Propriétés des séries entiéres

Il y a des propriétés liées aux opérations sur les séries, et d’autres aux
fonctions sommes, en relation avec le mode de convergence.

THEOREME 13.13. — Soit deux séries entiéres de termes généraux anz" et
bn2™, de rayons de convergence Ry et Rp, de fonctions sommes S4(z) et
Sp(z) sur leurs domaines de convergence. La série somme de terme général
cn2™ = (an + bn)2™ a un rayon de convergence Rc > inf (R4, Rp) et
une fonction somme Sc(z) avec Sc(z) = Sa(z) + Sp(z) si Sy et Sp
convergent.

Si R4y # Rp, Rc = inf (R4, RB), mais si Ry = Rp R¢ peut étre
supérieur & inf (R, Rp).

Il est clair que pour |z| < inf (R4, Rp), les séries Z an2" et Z bp 2"
convergent, donc Z(an + br)z"™ converge, donc R > |z|. De plus, dans
le cas ou S4(2) et Sp(z) existent, on a bien Sy (z) + Sg(z) = Sc(2).

Si Ry # Rp, par exemple R4 < Rp, et si pour un 2y vérifiant

R4 < |20| < Rp on avait convergence de la série des (arn +bn )2, comme
celle des b, z[ converge aussi, par soustraction on aurait convergence de

Zanzg : cest exclu. Dans ce cas Ro = inf(R4, Rp).

Mais si RA = Rp, Rc peut augmenter. Prenons par exemple
Z(l + 2™)2" et Z(l — 2™)2", ces deux séries ont pour rayon de
Un+-1

1
convergence -, (

— 2|z| siz # 0) , alors que la série somme, de
terme général 22" a pour rayon de convergence 1. |
On vérifierait de méme que pour A € C*, la série des \a, 2" a R4 pour

rayon de convergence, méme domaine de convergence en fait et A\S 4 pour
fonction somme.
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Considérons le produit

Si apz™ et by2™ sont les termes généraux de deux séries entieres,
on appelle série produit, la série de terme général c,z" avec ¢, =
(agbn + a1bp—1 + ... + anbp). 11 s’agit de la série produit étudiée au
chapitre 11 ou nous avons vu au Théoréme 11.63 que le produit d’une série
convergente et d'une absolument convergente était une série convergente.
Il en résulte ici que, si |z| < inf(R 4, Rp), les deux séries des an 2" et b, 2"
étant absolument convergentes, la série produit est convergente donc on
a Ro 2 inf(Ry, Rp), et la fonction somme Sg(2) = S4(2)Sp(z). On
sait méme (théoréme 11.67) que cette égalité est vérifiée dés que les trois
séries convergent.

Mais ici, on peut avoir des situations bizarres. Si on prend le dével-
oppement en série entiére (j’anticipe) de

o0
Saz) =15 =1+ 2" 1o
n=1

1-—
1-

onaRA=%;etceluide

1-22 s
Sp(z) = T, =1—Zz"
n=1

ou Rg = 1, si on note ¢, le coefficient de 2™ dans la série produit, on
trouve cg = l,etpour n > 2, ¢, = (2" 1 — (2" 24+ ... +141)) =
211
2—-1
est réduite a 1 et Rg = +o0.
Cet exemple montre quavec R4 # Rp on peut avoir Rg >
inf (Ra,RB), mais aussi que le produit de deux séries divergentes peut

on—1 _ —1=0etCy =1—1 =0 aussi, la série produit

converger, (prendre |z| = 3 par exemple), ou que le produit d’une série

divergente et d’une convergente peut aussi converger, (prendre z avec
2

zl= =)

ol = 2

Il en résulte qu’en dehors des énoncés précis et démontrés, il faut se
méfier des affirmations non justifiées, et que face & un énoncé nouveau,
mieux vaut se dire «si ¢’était vrai, cela se saurait » que de se dire «si
c’est faux, le prof n’a qu’a le prouver » attitude largement répandue.

On vient de justifier le

THEOREME 13.14. — Soient deux séries complexes de termes généraux anz"
et by z", de rayons de convergence Ry et Rp, de fonctions sommes S 4 et
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Sp. La série produit de terme général cpz" avec ¢, = agbn, + a1bp—1 +
...+ apbp @ un rayon de convergence Rc tel que Rc > inf(R4,Rp)
et une fonction somme Sg vérifiant Sc(z) = S4(2)Sp(2) pour |z| <
inf(R4, Rp).

Et on a remarqué que l'on peut avoir Ro > inf(R4, Rp) méme si

Ry ;ﬁ Rp.
Venons en au mode de convergence. On a :

THEOREME 13.15. — Une série entiére de rayon de convergence R > 0
converge uniformément sur tout disque fermé Dy avec D, = {z; |z| <7},
pour r < R.

En effet, vu la définition de R, pour un zg avec |29| = 7, la série
Z |an| |20|™ converge, mais alors, sur D, il y a convergence dominée
(voir définition 12.25) donc uniforme, puisque |anz"| < |ap|r™ dans ce
cas.

Il en résulte quil y aura convergence uniforme sur tout compact K
du disque ouvert de convergence, puisque la distance de K au compact
Tr = {z,]2| = R}, (si R # +00) étant atteinte, est > 0, et il est facile de
trouver 7 < R tel que K C D,. [ |

Il en résulte surtout que :

COROLLAIRE 13.16. — La fonction somme d’une série entiére est continue
sur le disque ouvert de convergence.

Car si |29| < R, en prenant r avec |2p| < r < R, 2 devient intérieur
au disque D, sur lequel on a convergence uniforme d’une série de fonctions
continues. |

COROLLAIRE 13.17. — Soit une série entiére réelle, de terme général anz",
de rayon de convergence R. Sur tout segment [a,b] C] — R, R[ on peut
intégrer terme & terme la série.

Puisqu'il y a convergence uniforme sur [a, b], le Théoréme 12.31 s’ap-
plique. On note S la fonction somme de la série des a,z". Pour |z]| < R,
ona

n+1

z [ © ) .
t" | dt = .

n=0




142  Analyse fonctionnelle

n+1 .
1 a un rayon de convergence R; > R,

La série entiére des a,
n

rayon de convergence de la série initiale, et, pour z €]— R, R[ une fonction
somme qui est une primitive de S, puisque S est continue. En fait grace
a la remarque suivant le théoréeme d’Hadamard, (Théoréme 13.12) on sait
que R = R.

On pourrait en déduire que la série des dérivées terme a terme
a aussi R pour rayon de convergence, (c’est la série des nan,z™ 1, et
lim sup(n|an|)n = lim sup |ax|'/™) et pour fonction somme Sl(m) la
dérivée de S car en intégrant S; on obt1ent S(z) = ao + [§ S1(t)dt,

avec 5] continue, d'otr S'(z) = S;(z) = Z nanz™ L.

Mais ce type de raisonnement ne s’applique pas au cas complexe,
aussi allons nous justifier directement la dérivabilité terme a terme d’une
série entiére. Mais auparavant on va préciser un peu plus la convergence
uniforme éventuelle.

THEOREME 13.18. — Soit une série entiere S(z) = Z an2" de rayon de
n>0

convergence R > 0. Si la série converge pour z = Re®, avec o < 0 < 3,

(B - a < 27), uniformément en 6, elle converge unzformement pour les

z=re", avec |r| < Ret 0 € [o, B].

Avoir la convergence uniforme, c’est avoir le critere de Cauchy uni-
formément en z, (remarque 12.14).

. . r\n
Pour z = ret?, on pose an2" = an R" e (1—%) et on effectue une

transformation d’Abel.

P
Si on pose Spp = E ak(Re’O)k, pour p > 1, on aura, pour ¢ > N
k=n

ia3z3=sn,n(r) + Z (Sns Sns 1)( )

s=n s=n+1
! T\ r\s+1 T\4
=2 S ((ﬁ) - (%) )+S'w (7)"

Ona0< ;—% < 1, donc (%)s - (%)S-H =20
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De plus, Ve > 0, 3ng, Vn > ng, Vs > n, |Sn s| < €, vu la convergence,

uniforme en 0 € [a, (), de la série des an(Reio)", d’ot1 Vn > ng, Vg > n,
Vz=re? avec0<r < Retf € [e, B],

Sa| < Te((3) - (3)) #e(p)" o

sS=n
T\
<5(§) Se

r\n
ﬁ) < |Sn,n| e

On a bien le critére de Cauchy uniformément en 2, d’ot1 la convergence
uniforme sur ensemble des z = ¢, 0 < r < R, 0 € [, 8- [ |

Clest vrai'si ¢ = n car |anp2"| = |Sp | (

COROLLAIRE 13.19. — Si une série entiére réelle Zan:z:", de rayon de

convergence R, converge en R, il y a convergence uniforme sur [0, R] et sa
fonction somme est continue en R.

-1 n—1
Ceci sera exploité pour justifier que Log2 = E % par exem-

ple. n>1 |

COROLLAIRE 13.20. — Soient deux séries de termes généraux complexes
Un, et Un, convergentes, de sommes U et V, telles que la série produit des
Wy, = UQUn + U1Un—1 + ... + Upvg converge. Alors W = UV, avec W
somme des Wn,.

On considére, pour = réel, les 3 séries entiéres de termes généraux
URT", v z™ et wyz". Elles convergent pour £ = 1, donc elles convergent

uniformément pour z € [0, 1] vu le Théoréme 13.18, et définissent trois
fonctions continues de [0, 1] dans C,

flz) = Zunz", g(z) = zvnz" et h(z) = anxn.

Pour z € [0, 1] la convergence est absolue, donc f(z)g(z) = h(z), il
en résulte que

W= lim ho) = lim ((@o(@) =  im_f)) (_lim_o(=))

soit finalement W = UV. ||
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A rapprocher de la justification du Théoréme 11.67.
Venons en enfin au théoréme de dérivation terme a terme.

THEOREME 13.21. — Soit une série entiére complexe, de terme général a, z",
de rayon de convergence R > 0. La série entiére des nanz""! a le méme
rayon de convergence R, et pour |z| < R, sa somme est la fonction dérivée
de la somme S de la série initiale.

On définit la dérivée en 2y d’une fonction f de la variable complexe 2
h) —

h—0
heC—{0}

Soit R’ le rayon de convergence de la série des nanz""!.

Sir < R/, la série des n|an|7*"_1 converge, elle majore celle des
|an|r™! qui converge donc, ainsi que celle des |a,|r™, (on multiplie par
7), mais alors R > 7, et ce pour tout r < R/, dou R > R'.

Soit alors r €]0, R, on veut prouver la convergence de la série des

nlan|r™~1, et pour «gommer» le n en facteur, on va introduire un
' €]r, R[ et écrire

, lorsque cette limite existe.

1 n
nlanr" ! = Zn (L,) |an|7'l".
T \r

) 1 T\" U n+1lr T )
Soit up, = —n (—,) ,ona ol —— —, tend vers — < 1, 1a série
ro\r Un, n o r r
de terme général positif u, converge donc liril up, = 0 : la suite uy, est
n—+0oo

bornée par une constante M et alors n|an|r™ " < M |an|'r'n, terme d’'une
série convergente, (1’ < R) d’ou la convergence de Z nlap|r™ 1. On a
n>1
donc r < R/, et ce pour tout r < R dout R < R’ et I'égalité R = R/, ainsi
justifiée sans recourir &4 Hadamard. On note S1(z) la somme de la série
des nan 2™, n > 1 et on veut prouver que, pour |z| < R,
.. S(z+h)-S(=
S1(2) = S'(2) = lim +()

hs£0

Pour cela on se fixe r avec |2] < 7 < R, et on considére h € C avec
0<|h|<r—|2|.Onaura |2+ h|< 7. Puison a

w -51(2) = Z (%[(z +h)" - 2" — nanzn_l) .

n=0
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Pour n = 0, le terme est nul, et pour n > 1 on pose

un(z,h) = an (%(z +h—2)((z+R)" 1+ (z+R)" 22 +
vt (z+ R 24 M) — nz"‘l)
=an ((z FR) L4 (24 B2z 4.+ (2 + h)2"2
s nzn—l)
d’ou
[un(2, 1)| < lan|(nr™ ™" + 771
puisque chacun des n termes (z + h)"‘izi_1 se majore en module par

-l

€
Or Ve > 0, 3no, E 2|a,n|'n,r”_1 < =, puisque la série des

n>ng
2n/|an|r™ ! converge, on a donc, Vh avec 0 < |h| < r — |2],

no
Z un(z, h)
n=1

(V]

‘S(z—!—h’)l—S(z) —S’l(z)‘ <

L€
2

Or, pour chaque n € ng,ona lin%) up(z,h) = an(nzn_l—nzn_l) =0,

Cest une somme finie de limites, donc finalement llm Z un(2,h) =0:

=1
a ¢ (le méme) on associe @ > 0 tel que 0 < |h| < « implique :

S un(er )| < &

n=1

- et finalement

S(z+ h) — S(2)

h <e

0 < |h| < inf (a,r — |2]) = - 51(2)

la somme de la série dérivée est bien égale a la dérivée de la fonction
somme S. [ ]

Mais alors, la fonction somme d’une série entiére, de rayon de con-
vergence R > 0, cela se dérive et s'intégre terme a terme dans le disque
ouvert de convergence. On a donc :
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COROLLAIRE 13.22. — Soit S la fonction somme de la série des anz"™, de

rayon de convergence R. Elle est indéfiniment dérivable sur le disque ouvert
+o00

de convergence et Vp € N, SP)(z) = Z nn—1)...(n—p+1apz""P.
n=p
En particulier SP(0) = play.

On dira que f est de classe C*™°.

Une question se pose naturellement : si on part de f de classe
C®, peut-on la représenter, du moins localement, par la somme d’une
série entiére. Nous allons étudier ce probléme qui nous réserve quelques
surprises.

3. Développements en série entiere : analycité

DEFINITION 13.23. — Soit une fonction f définie sur un voisinage V de zq,
(dans C, ou dans R). Elle est dite développable en série entiére en 2, s’il
existe une série entiére de terme général a, 2" et de rayon de convergence

o0
R > 0 telle que sur V N Do(20,R), f(2) = Z an(z — zp)™

n=0

11 faut bien remarquer qu’a la suite de coefficients a,, on associe
la série de fonctions de terme général an(z — 29)" d'ou le en 2y de la
définition, ot on note Dy(zp, R) le disque ouvert de centre zp, de rayon

R.
11 est clair, vu le § 2, que si c’est le cas, sur V N Dg(zg, R) la fonction
f est indéfiniment dérivable, que pour chaque p de N on a

+00
fP) =3 an—1)...(n~p+Lan(z — 20)"

n=p
et qu'en particulier f(P)(zg) = plap donc les ay, sont parfaitement déter-
és si £ (20)
minés si f est de classe C* par an, = .
définition : '

. Ceci améne a une autre

DEFINITION 13.24. — Soit f une fonction de classe C™ sur un voisinage
V de 2y, a valeurs dans C, on appelle série de Taylor de f en zg la série

(n)
[ (z0) n(!zO) (z — z9)™

entiére de terme général
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On a le méme énoncé pour une fonction de variable réelle a valeurs
réelles.

DEFINITION 13.25. — Soit une fonction f définie sur un ouvert Q2 de R (ou
de C) a valeurs dans R (ou C). Elle est dite analytique sur Q si elle est
développable en série entiére en tout zy de .

Si f est analytique sur 2, elle est de classe C, et on s’attend a ce
que réciproquement... eh bien non! Dans le cas réel ¢a coince.

Soit une fonction de classe C*® de 2 ouvert de R dans R, alors il se
peut qu'en xq de ) sa série de Taylor ait un rayon de convergence nul, ou
qu’elle ne converge pas vers la fonction.

Donc dans le cas réel : classe C*° & analytique.
Voyons cela sur deux exemples.
EXEMPLE 138.26. — On définit la fonction u,, de R dans R par

sin 2™x
nn

un(z) = pour n > 1, et on considére la série des uy,.

1 1 .
On a ||up|lcoc = —; < —5, pour n > 2, il y a convergence normale
n n
oo

vers une fonction somme f(z) = Z
n=1

27P sin (2":1: + pg)

sin2™z
nn

qui est de classe C™ car,

Vp € N*, uﬁ,p)(:z:) = s

2P\ "
t [Pl = (5) om0

op
fixé) il existe ng tel que o= k < 1, donc Vn > ng, ||u$lp)||c,o < k™

terme général d’'une série ?:onvergente, il y a convergence normale de
chaque série des dérivées. Par des applications successives du théoréme
de dérivation d’une série, (Théoréme 12.32), on justifie donc que f est de
classe C™. Considérons sa série de Taylor en O : c’est la série entiére de
£®(0) .

p!

terme général

Or

0 27P sin (pl)

0 =Y —2 o (55) 3 5
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: X 9n(2p+1)
On a donc f(2P)(0) = 0 et FPHD(0) = (—1)? Z 2n—“’ donc le

n=1
terme général de la série de Taylor devient

_fEN0) gy (CDP [ 2V o
YPE T T T pt+ 1) )T

Eh bien, pour z # 0, wp ne tend pas vers 0, car

S |z|2Pt1 2(2p+1)(2p+1)
el > Gp 7 I @ 1%

(on ne garde quun terme dans la série de termes positifs donnant
f(2p+1) (0)).
A fortiori

2p+19(2p+1)(2p+1) 92p+1 2p+1
| > |z| _ (=l
PIZ (2p+1)2+1(2p+ 1)2p+1 — \ (2p +1)2

et

|z|22P+1\ Injz] 2In(2p+1)
In ((2p+1)2 =@p+1) ln2+2p+1 2p+1

tend vers +o0 si p tend vers +00, on voit bien que lim |wp| = +oo0.
n—+00

On vient donc de construire une fonction f de classe C™°, dont la série
de Taylor en 0 a un rayon de convergence nul : elle n’est pas analytique.

EXEMPLE 13.27. — On définit f de R dans R par f(z) = 0siz < Oet
f(z) = e~1/%% siz > 0. Elle est de classe C™ sur | — o0, 0[ et sur |0, +o0].
Ses dérivées de tout ordre & gauche en 0 sont nulles, or on justifie par
récurrence, que pour = > 0 la dérivée d’ordre n est du type —— n(:v) e~1/=*

avec an, € N et P, polynéme en z. La présence de e1/%° imphque donc
que f et toutes ses dérivées ont une limite nulle a droite en 0, d’ou f de
classe C™® sur R, et, Vn € N, f(™(0) =0

La série de Taylor de f en 0 est donc ... la série nulle, de rayon de
convergence infini mais de somme différente de f.

Ces deux exemples montrent que, sur R la situation n’est pas simple,
et qu’il va falloir des conditions supplémentaires a la classe C'*°, pour
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obtenir f analytique. Par contre, la suite de cette étude montrera que,
dans le cas complexe c’est beaucoup plus simple.

Avant de traiter le cas réel, un résultat expliquant en partie pourquoi
on a eu des ennuis avec le 2° exemple.

THEOREME 13.28. — Sur un ouvert connexe () de R, (ou de C) les zéros
d’une fonction analytique non identiquement nulle sont isolés.

En effet, on remarque d’abord que, si les a,, ne sont pas tous nuls,
o0

et si la série entiere S(z) = z an(z — 20)" a un rayon de convergence

n=0
non nul, il existe r > 0 tel que (0 < |z — 2| < 7) = (S(2) # 0), car si
no = inf {n; ap #0},0on a

[0 o)
S(z)=(z=2)" |ang+ Y. an(z—2)"
n=ng+1

o 9)
et la fonction somme g(2) = an, + Z an(z—2p)" "0 étant continue,
n=ng+1
non nulle en 2y reste localement non nulle d’ol1, si ng > 1, 29 zéro isolé
de S, et si ng = 0, S localement non nulle.

Soit alors A = n ( f(n))_l(O) avec f analytique sur le domaine,
neN
(ouvert connexe) ).

C’est un fermé, (intersection de fermés) ouvert de 2 car si zg € A,
la série de Taylor de f en zg est nulle, mais f analytique est localement
égale a sa série de Taylor, donc il existe 7 > 0 tel que pour |z — 2| < T,
f =0, donc f (m) =0 et ce disque ouvert de rayon r est dans A qui est
bien ouvert dans {2, (on prend r assez petit pour que Dg(29,7) C ).

Conséquence : si f est non identiquement nulle, A est vide sinon
A =, f serait partout égale a sa série entiere de Taylor, toujours nulle.
Mais alors si zo annule f, 3ng avec f("0)(z) # 0, et le début de la
démonstration prouve que localement zg est le seul zéro de f. ]
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4. Développements en série entiére des fonctions usuelles :
cas réel

Partant d’'une fonction de classe C*°, définie sur un ouvert de R, a
valeurs réelles, nous avons vu les trois points suivants :

1) si elle est développable en série entiére en zg, la seule série

() (g
candidate est z f—(O)(:z: zo)", appelée série de Taylor de f en

n=0
zo5

2) malheureusement, cette série de Taylor peut avoir un rayon de
convergence nul;

3) méme si le rayon de convergence est non nul, la série de Taylor peut
converger vers autre chose que la fonction.

11 faut donc d’autres arguments pour assurer la convergence de la série
de Taylor vers la fonction. Ce peut étre la formule de Taylor Lagrange
(Théoréeme 7.44).

THEOREME 13.29. — Soit une fonction f de classe C*™° de I intervalle de R
dans R. Pour que f soit développable en série entiére en x intérieur & I, il
faut et il suffit qu’il existe un voisinage V de xq dans I tel que le reste de
Taylor Lagrange d’ordre n entre x et xq, tende vers 0 si 1 tend vers linfini,
ceci pour tout x de V.

Car, Vz € I, Vn € N, 3¢(n, z) entre z et g tel que

)= 32 I o gy T e g, )
p=0

, (@ —20)™*! (ni1) .
et ce reste dordre n, Ry(z) = e f (&(n,z)) apparait
comme la différence entre f(z) et la somme partielle de rang n de sa
série de Taylor : s’il tend vers 0 on a directement la convergence de la
série de Taylor de f en zg vers la fonction f. |

13.30. Orn peut remarquer que ce sera le cas si on trouve un voisinage de
0 sur lequel les dérivées f (n) sont bornées uniformément en n, car avec
V(zo) et M tels que Vn € N, Vt € V(zo), |f(™ (t)] < M, le reste d'ordre
| T — z0|"+1

n devient majoré en valeur absolue par a, = 1)

M et ap, tend
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' T — T
vers 0 car, pour = # I, aZ'H = ! o 20 | tend vers 0, donc la série des
n

an, converge, donc la suite des a,, tend vers 0, (vrai si T = zg aussi). B

Exemples. La fonction z ~» f(z) = cosz est de classe C™° sur R,
f™(z) = cos (:1: + ng) est majorée par 1 sur R, (en valeur absolue),
donc f est égale a sa série de Taylor en chaque z(, avec un rayon de
convergence infini. En particulier en 0, f(™(0) = cos (nz) =0sin

2
impair, et = (—1)P si n = 2p d'oir

P 2P
13.31. cosz = Z( (;)p; , R=co.

p=0

De méme g(z) = sin z a ses dérivées de tout ordre majorées en module

par 1, g™ (0) = sin (n 2) est nul cette fois pour n pair et vaut (—1)P si
n=2p+1dou

1 )P x2p+ 1

13.32. sinz = Z ( e+

R = oo.

Pour la fonction exponentielle, f(z) = €%, on a f(™)(z) = €% qui est
donc bornée sur chaque segment [—r, 7] par e”. La série de Taylor de f en
z, convergera donc sur [—r, 7] vers la fonction exponentielle, et ceci pour
chaque 7 > 0, donc f est encore égale a sa série de Taylor sur R. Comme
F™(0) = €® = 1, il vient

z"
T _
13.33. € _Eo""R_
n=

Par addition et soustraction, opérations licites sur les séries entiéres,
on obtient

oo 2n+1

13.34 char:—nz;)(2 3 et shz = Z(2n+1)'

(rayons de convergence infinis).

13.35. Parmi les arguments justifiant un développement en série entiére,
il peut y avoir des identités.
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Ainsi, Iidentité 1 — t"*+1 = 1-t)(1+t+...+t"), conduit, pour
t # 1, a lidentité

1 n g+l
—=14t4+... 4+t
1T—¢ +t+...+t7 + 1—¢
nt+l
et, comme pour [t| < 1, lim -——, on a directement ici la convergence
n—+oo 1 —¢

1
de la série des t™ vers la fonction ¢ ~» T3 5w ] — 1,1[ sans référence
a la série de Taylor, ou a quoi que ce soit. On a

1 n
13.36. == Z t =1, convergence sur | — 1,1[.

n=0

On en déduit, (¢ donne —t sur | — 1,1[), que

1
13.37. — = D" sur]—-1,1[, R=1.
e B

Comme les séries entiéres s’intégrent terme a terme, (corollaire 13.17),
ona:

o0
P
13.38. Log(1+z) = Z( 1)“ = Z(_l)P—l‘T_, =1
n=0 p=1 D
et
Log(l-—a:)=—2—, R =
n=1 p

13.39. Une remarque : la fonction £ ~» Log (1l + z) est continue sur

] —1,400], la fonction somme de la série entiere des (—1)1’_1%-, S(z) =

P
Z (-1)P1 % converge pour = = 1 (série alternée dite harmonique) donc
p=1
S est continue sur [0, 1], (Théoréme 13.19), et comme S(z) = Log (1 + z)
siz €[0,1[ona S(1) = linl1 S(z) = linl'l Log (1 + z) = Log2.
r—1- r—1-
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11 (-1)p-1 .
Donc Log2 = 1—§+§+. . .+T+. .. est la somme de la série
harmonique, et le domaine de convergence de la série entiére Log (1 + )
est ] — 1,1], celui de Log (1 — :v) étant [—1,1[.

Pourtoutze]—l 1, t=2%¢€[0,1], doncona

1 .
l+:z2 Z( "z’ e 1—22 Zol‘z", (R = 1) ce qui, par
n=
intégration, fourmra
° n z2n+l
13.40. Arctgz = - R=1
e nz_:o( V' Gnr1y

avec | — 1,1] pour domaine de convergence, et 'égalité

(-1
13.41. - = Al‘Ctg 1= Z m

(la méme remarque que pour Log (1 + z) s’appliquant).
On a de méme

o 2n+1
Argthz = R=1.
TR = g_:oz T

13.42. Enfin, parmi les arguments employés figure le recours a la théorie
des équations différentielles, domaine d’utilisation par excellence des
séries entieres. Voyons le sur un exemple. Soit la fonction f :  ~ (1+z)%,
a € R, a non dans N, définie et de classe C*° sur | — 1, +o00[.

On voudrait savoir si elle est développable en série entiére en 0, et si
oui, trouver son développement en série entiére.

On remarque que f'(z) = a(1 + z)*~! donc (1 + ) f'(z) = af(z).
On considére alors 'équation différentielle

13.43. (1+2)y —ay=0.

L’étude théorique qui sera faite au chapitre 18 permet de savoir que,
pour chaque couple (zg,yp) €] — 1,+00[XR il existe une et une seule
solution de 13.43. vérifiant la donnée initiale y(zg) = yo. Donc ici, comme
la fonction f est solution de 13.43 et quelle vérifie I'égalité f(0) =1, f
est la seule solution de 13.43 valant 1 en 0.



154  Analyse fonctionnelle

Si on cherche alors une série enti¢re de rayon de convergence R non

oo
nul, S(z) = Z anz", qui soit solution de 13.43 et telle que S(0) = ag =
n=0
1, et si on en trouve une, on pourra dire que sur |- R, R[N]—1, +oo[, S = f
grace a l'unicité de la solution locale de 13.43, fournie par le théoréme de
Cauchy Lipschitz, (corollaire 18.17).
On cherche donc a priori des (an)nen tels que

) ! 0o
1+z) <Z an:c"> —a Z anz” =0
n=0 n=0
ce qui, en utilisant la propriété de dérivabilité terme & terme des séries

entiéres, (Théoréme 13.21), conduit a

[0 o] 1 [o ] oo
n— n n __
(3 n n - VY.
Ena:c +Enax—a§ax 0
n=1

n=1 n=0

Le premier membre est une série entiére, nulle, c’est que le coefficient
de chaque zP est nul, ce qui conduit a :

terme constant : a; — aag =0,

terme de degré 1: 2a2 + a7 — ca; =0,

terme de degré p : (p + 1)ap+1 + pap — aap =0,
ala—1)...(a—p)

(p+ 1)

11 faut alors s’assurer qu’avec ces @, on a un rayon de convergence non
nul, car, pour justifier le calcul, il faut pouvoir dériver la série des anz",
donc avoir un domaine de convergence non réduit a 0.

Ii, 2L - 27P Iptl

ap

d’ot 'on tire apy1 =

= 1, par la régle de d’Alembert on

ap p+ 1’ p—>+too
sait que le rayon de convergence est 1, (les ap non nuls car o non entier).
Nafa—1)...(a—p+1)
Mais alors, I'expression S(z) = Z '
p=0 P
Pexpression, sur | — 1, 1], de la solution de 13.43 valant ag en z = 0, en
particulier, pour f(z) = (1 + z)%, avec ap = 1 on peut dire que

aozP est

13.44. (1+4z)%= i a(a—1). -I-)!(a —p+ l)wp

p=0

sur | — 1,1], le premier terme vaut 1, et on peut remarquer que pour o
entier on récupére la formule du binéme de Newton.
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Quelques cas particuliers

_1 ala—=1)...(a—p+1) =%<_%)<§_%)

A p! p!
- 2Pp!
2-4...2p
donc
_11-3-5...(2p—-3)
Vidz=1+Z4 4 (-1 P+ .. .R=1.
2 (1) 2-4-6...2p
1. .
Pour a = —5 on est conduit a
1 T 1-3-5...(2p—-1)
=1—-=+...4+ (-1 P =
Ttz p ST g ot L

1
d’ou on déduit les développements en série entiére en 0 de ——— et
V1—12z2

1
qui conduisent en intégrant & ceux de Arcsinz et Argshz. On

V1+ 22
trouve
1 z? 1-3-5...(2p—1) o
=1+ = +. zP..R=1
===l ot T o6 0 R
et
123 1-3...(2p—1) z?%t!
A — o — 1.
resinz = w+23+ .+ 2.4..2 (2p+1) 1;
puis
1 z? 1-3-5...(2p—1) ,
—=1—-" ...+ (-1)P P4+...R=1
Vit T2 V= Te )
d’ot

(=)
..(20) (2p+1)

lz
he = — —— pl
Argshz ==z 53 + o+ (-1)
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5. Fonctions élémentaires de variable complexe

On va d’une part étudier les fractions rationnelles sur le corps des
complexes, et d’autre part, 4 ’aide des séries entieres, définir des fonc-
tions dites usuelles, de variable complexe, les propriétés de ces fonctions
provenant de la famille des coefficients servant & définir la série entiére.
Ce qui conduit & se poser la question d’'une extension de ces fonctions a
autre chose que C, a des algébres commutatives d’endomorphismes par
exemple.

THEOREME 13.45. — Soit une fraction rationnelle sur C, mise sous forme

irréductible f(z) = ( ) Si 21,...2 sont les poles de f, (zéros de

Q)
Q), f est analytique sur Uouvert @ = C — {21,...,2;} et pour tout
zg de S), le rayon de convergence de la série de Taylor de f en 2y est
inf {[20 — 2l § = 1, k).

En effet, la fraction rationnelle f admet une decomp051t10n en élé-
ments simples du type

£2) = B() + Z <Z T )r)

ou E(z) est un polynéme en z, (partie entiere de la fraction rationnelle),
ou n; est le degré de 2; zéro de Q et les ;- étant des constantes.

n
Sid°FE =p,ona E(z) = Z u f (n)(zo), (formule de Taylor
n=0
exacte, a ordre p = degré de E) : c’est une série entieére convergente en
z — 2, de rayon de convergence infini.

Pour 29 dans 2, on a :

1 1 ! 1
z—2zj z—z0+20—2; (20— %) 1+ z—20"’
20 — z;
si [2—22| < 1, Pidentité
20 — 2;
1 9 (_1)n+1tn+1
—=1—-t+t )M
1+t A A D)
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valable pour tout n et tout ¢t # —1, prouve que la série de terme général
n

(=)™ (ZO_— 0))n converge, (le reste tend vers 0) et que

)" n
z— 2 = Z (zo(—z))""‘l (Z— ZO)

pour |z — zp| < |20 — 2.
Comme les séries entiéres se dérivent terme a terme, (Théoréme
13.21), pout tout p entier, en dérivant p fois, il vient

(=1)p! Z (-)"n(n-1)...(n—p+ 1)( — )P

(z = zj)PHL (20 — 2)m+!

avec le méme rayon de convergence, et, par combinaison de ces résultats,
on obtient bien f somme d’une série entiére pour

|z — zo| <inf {|z0 — 2j|;5 =1,...,k}.

Comme f n’est pas continue en zj, le rayon de convergence ne peut
pas dépasser cette valeur.

Passons maintenant aux fonctions de variable complexe dites usuelles.

[e o]
THEOREME 13.46. — La fonction E définie sur C par E(z) = Z — venﬁe
n—O
Videntité E(z)E(2') = E(z+ 2') pour tout (z,2') de C2. On la note € au
lieu de E(z). C’est la fonction exponentielle.

7
z|” z™
En effet la série des 17 et celle des I—n'_ convergent, donc les séries
de sommes notées E(z) et E(2') sont absolument convergentes : la série
produit converge (Théoréme 11.63) et on a

Too n zp zln_p

n=0 \p=0
“+oco n

=Z% Z——szz'"‘P
“\p

'(n — p)!
= — pl(n —p)!
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"\n
B LD Pc L0 pica L
n—O " p=0 n=0
=E(z+ 7). ]
REMARQUE 13.47. — Si z et 2’ sont dans une algebre commutative

complete, ou plus simplement, si dans une algébre compléte (en tant
qu’espace vectoriel normé) z et 2’ commutent et si la norme d’algebre
vérifie ||2"|| < ||2]|?, C’est le cas de la norme d’application linéaire con-
tinue (voir le Théoréme 6.23), le méme raisonnement s’applique et per-

oo
A’n
met par exemple de définir ed = Z T si A est une matrice carrée,
n=0
ousi A € Lo(E,E), puis, si A et B commutent, d’établir 'égalité
eATB = ed o B, u

Retour & la variable complexe.

1 .
Onae*#0,e %= = puisque e*% = €0 = 1 = e%e 2.

Par analogie avec le cas réel, on définit les fonctions ch, sh, cos et sin,
sur C, par les formules :

e?+e % o z2n e* — e~ % el z2’n+1
1348. chz = —— = i = = =
e 2 Z < ) shz 2 };) @n + 1)1
_ ( 1)" 2n ( l)n 2n+1
cosz = nz_% (2 )| etsinz = Z (2n+1)'

On constate alors que : e =chz+shzet e_z = chz—shz, doal'on
déduit la formule ch?z —sh2z = 1, (= e#~% = €0).

On peut justifier, grace au fait que z ~+ €? est un morphisme de (C, +)
dans (C*, x), et en utilisant les formules de définition, les relations :

13.49. ch(z+2)=chzchz +shzshz
ch(z—2')=chzchz —shzsh?
sh(z+2') =shzchz +chzsh?
sh(z—2)=shzchz —chzsh?
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/ PSR
ez+z+ezz

Justifions par exemple la premiere : ch(z + 2/) = )

alors que
1 / / ! /
chzchz +shzshz' = i [(ez +e ?)e® +e )+ (e —e ?)(e® —e7? )]

— %[ez+z’ + e—z+z’ + ez—z’ + e—-z—z’

+ ez+z’ _ e—z+z’ _ ez—z' + e—z—z’]
1 ’
=1 - 2(e*T% + e7*7%') Qou Pégalité. ]

A . . shiz _
On constate de méme que cosz = chiz et sihnz = —— d’ou l'on
]

) ) eiz + e—iz . eiz _ e—iz .
déduit les relations cosz = — et sinz = 5 puis

cos?z + sin?z =1, puis les formules trigonométriques :
13.50. cos(z + 2') = cos z cos 2’ —sin z sin 2’

cos (z — 2') = cos z cos 2’ + sin 2 sin 2’

sin (z + 2’) = sin z cos 2’ + cos 2 sin 2’

sin (z — 2’) = sin z cos 2’ — cos z sin 2’

1z —iz
s . © s N . e“+e
que lon pourrait rejustifier a partir de cosz = — et
eiz _ eiz
21 . )

On constate également, que si 2 = x + iy avec T et y réels, on a

sinz =

13.51. e? = T = ¢%eW = e (cosy + i siny)

d’otr Pon tire : module de €* = €% ; Argument de e* = y(27),
Re (e?) = €% cosy et Im (e*) = €% siny.

Les formules ¢* = cosz + i sinz et €% = cosz — i sinz sont
évidemment valables pour tout z € C.

THEOREME 13.52. — L'application ¢ : y ~> €% est un morphisme de R
additif sur le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1, de
noyau Ker ¢ = 27Z.

On suppose ici, les propriétés usuelles des fonctions trigonométriques
) ; e o
réelles connues. Alors [e¥] = €0 = 1, p(y + ¢/) = ! ¥FY) = e =
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©(y)¢(y'), (Théoreéme 13.46.) : on a bien le morphisme annoncé, surjectif
puisque, si a et b réels sont tels que a2+b2 = 1, il existe 0 tel que a = cos §
et b = sin 6, (une bonne utilisation d’Arcsin ou Arccos...) d’ou ¢(0) = a+ib,
enfin (y € Kerp) & (cosy =letsiny =0) & (y = 2km, k € Z). |

On peut également donner une existence légale & m, ce chenapan que
des générations de mathématiciens ont cherché a4 maitriser, (pensez aux
questions de quadrature du cercle!).

Faisons table rase des connaissances trigonométriques usuelles, et
imaginons rencontrées pour la premiére fois les fonctions cosinus et sinus,
pour t réel, sous la forme des séries entiéres

n +00 t2n+1
t= 1 t sint= e
cos 7;)( ) (2 )' et sint 1;)( ) ont 1)

Les régles de dérivation des séries entiéres (Théoréme 13.21), donnent
(cost)’ = —sint et (sint)’ = cost.

On a aussi la relation cos?t + sin?t = 1, car elle provient de z ~» €*
morphisme de (C, +) dans (C*, x). On peut alors justifier le :

THEOREME 13.53. — Oui T existe, je l'ai vu! Ou si vous préférez, il existe
un réel, 2, tel que Uapplication y ~» cosy + i siny soit un morphisme de
noyau 27Z de R additif sur le groupe multiplicatif des nombres complexes
de module 1.

En effet, supposons que la fonction cosinus, qui vaut 1 en 0, donc
qui par continuité reste > 0 sur un segment [0, o], ne s'annule pas sur
[0, +o00l.

La fonction sinus est alors strictement croissante car (sint)’ = cost >
0, donc sina > sin0 = 0 et pour tout y > @, sint > sin & sur [a, y|, done

Yy Y
/ sintdt > / (sina)dt = (y — a)sina.
[ [

Y
Mais c’est aussi / —(cost)'dt = cosa — cosy > (y — a)sina, doit

. a
T’on tire
cosa  cos cosa
y—ax y -
sina  sin a sina
cosy
puisque cos y reste > 0, donc ——— < 0.
sina

cosa
sina’

Mais il est impossible que tout y réel > o reste < a +
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C’est donc que la fonction cosinus s’annule. Comme elle est > 0 sur
[0,a] avec a > 0, si on note w = inf{y > 0, cosy = 0} on aura w > 0,
cosw = 0 et cost > 0 sur [0,w], donc sinus croissant strictement sur
[0,w] de 0 a 1, (sin?w = 1 — cos?w = 1 = sinw = £1 or sinw > 0).

Mais alors sint > 0 sur |0, w], d’out cosinus décroissante sur [0, w]. Au
fait, w c’est 7/2 bien str.

Il en résulte que t ~» (cost,sint) applique bijectivement, (stricte
monotonie), [0, w] sur le quart de cercle ensemble des (u,v) avec
w?+0v2=1,0<u<,0<v<L

Puis si s € [w,2w], t =5 —w € [0,w], or

€' = eet = (cosw + i sinw)(cost + i sint) = i(cost + i sint)

= —sint + 1 cost.

donc si s croit de w & 2w, on a :

coss = —sin (s —w) décroitde0a —1

sins =cos(s —w)  décroitde 120

et s ~» (coss, sins) applique bijectivement [w,2w] sur le quart de cercle
ensemble des (u,v) avec wW40v2=1-1<u<0;0<v< 1L
Pour s € [2w, 4w], on a e*® = e2We avect = s — 2w € [0, 2w] et

(coss+ i sins) = (cos2w + % sin 2w)(cost + 4 sint) = —(cost + % sint)

= —cost —1isint

montre que si s croit de 2w a 4w, coss = —cost croit de —1 a 1 et
sins = —sint décroit de 0 & —1 puis croit de —1 & 0 : on décrit le demi-
cercle symétrique du précédent par rapport a I'axe des abscisses.

On a enfin e = 1, et il n’existe aucun réel ¢ €]0, 4w tel que et =1:
4w engendre le noyau du morphisme t ~» e'*. On peut, par ce procédsé,
donner une existence légale a m = 2w.

Je suis certain que vous vous sentez mieux, et d’attaque pour aller
considérer le théoréme d’interversion des limites, et un peu de fonctions
holomorphes. Mais avant quelques remarques encore sur les fonctions
usuelles de variable complexe.

L'utilisation des formules de définition permet de résoudre des ques-
tions du type cos z = a, a € C, (a = 1515 par exemple).

M = asoit Z2—2aZ+1 =

0, équation ayant sur C deux racines non nulles Z; et Z, puis avec

En posant Z = €%, on doit résoudre
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z==z+iyonae ¥ = Z; ou Zy don e ¥ = |Z1], (ou |Z3)) et
z = Arg (Z;) (27), ou Arg (Zs) (27).
h
Voyons par exemple ou on peut définir cotg z = Z::: oucothz = £z

shz’

iz —iz

On aura sinz = ——2[— =0& (e¥)2=1o¢e%=10u-1.
Avec z =z + 1y,

€T V=1seY=1etz=2kn,
T V=_laoe¥=1etz=r+2kn,

doncsinz =0« 2z =km, k € Z.

Sur C — {km; k € Z} on peut définir cotg z = ———

sinz’
La définition de tg z, exige cos z # 0, donc €% # +i, d'ou z # % + k.
Enfin thz serait défini pour chz # 0 soit e # =i, or € = §{ =
€t conduit 4 z = 0 et y = 7/2(27) alors que e* = —i donne
z=1 (—g + 2k7r), c’est donc pour 2 # i (% + k7r) que l'on définit th 2,
et pour z # ikm que Pon définirait coth 2.

13.54. Derniére remarque : porte ouverte vers les séries formelles

Lutilisation de la suite des coefficients du développement en série
entiere de €*, cos z, sin z..., pour z réel, a permis de définir des fonctions
de la variable complexe : €%, cosz, sinz... qui avaient des propriétés
analogues (ez"'zl = ezezl), parcequ’il y avait convergence absolue, que
22! = 2'z, et que les vérifications portaient sur les coefficients de ces
séries entiéres.

Soit alors £ un Banach, u un endomorphisme continu de FE et trois
fonctions développables en série entiére :

f(z)= Z anz”, g(z) = Z bnz™ et h(z) = Z cnz”

n=0 n=0 n=0

qui vérifient, pour |z| < inf (Rg, Rp, Rc), (leurs rayons de convergence)
h(z) = f(z)g(z) par exemple.
On aura, pour |||u||| < inf (Rq, Rp, Rc) convergence des séries d’en-
domorphismes f(u) = Z apu®, g(u) = Z bpu™ et h(u) = Z cnu™,
n>0 n>0 n>0
(convergence absolue dans L.(E, FE) complet, donc convergence), et de
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plus h(u) = f(u) o g(u) car cette derniére égalité provient de ce que
%=aobn+albn—1+---+anb0

Par exemple, si (1 + z)1/2 = Z anz™, on aura
n=0
[e o]
(idg +u)1/2 =v= E anu™

n=0

est un endomorphisme tel que v2 = id g +u, a condition ici que |||u||| < 1,
ou que... u soit nilpotent! Il y a 14 matiére & de nombreux développements.

6. IThéoréme d’interversion des limites, retour sur I’ana-
ycité

EXEMPLE 13.55. — Soit une famille (an,p) (n p)en? de nombres réels positifs

o0
tels que chaque sp, = z an.p converge, puis que la série des sp, converge;
p=0
o0
alors chaque ap = E an.p existe, la série des oy converge et
n=0
oo oo
A=) ap=S=3 sn
p=0 n=0

En quoi a-t-on interverti des limites? En ce qu’on écrit

q [ r
lim lim a = lim lim a
g—+o00 pz;) r—+400 z n,p r——+00 Z g—+00 Z P

n=0 p=0

La justification est liée a I'rodre sur R :

V(n,p) € N2 ona0 < @np < Sn, la convergence de la série des sp,
donne celle de la série des (anp)neN d'ou I'existence des ayp.
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Po
Soit alors pg et ng fixés. On a Z Gn,p < Sn donc

p=0
Ny Po no
5 (Soms| < Eonss
n=0 \p=0 n=0
Po [ no
soit encore Z Z anp | < 8S.
p=0 \n=0
no
Mais pour pg fixé, comme chaque lim Z anp = Qp existe, on
nQ—+00
n=0
Po
peut passer a la limite (somme finie de limites) et obtenir : Z ap < S.
p=0

La suite croissante des sommes partielles de la série des a, est
majorée, donc cette série converge et sa somme A vérifie I'inégalité A < S.

Mais alors en inversant les réles des sommations, maintenant que les
oo

ayp existent ainsi que A = Z ap, on obtient S < A d’ou I'égalité. |
p=0

Soit maintenant une famille (Zn,p)(np)enz dans un Banach E telle
que chaque série des (zn p)peN soit absolument convergente, et qu’avec

+o00
Sp = E [|Znpll, 1a série S des s, converge.
=0
+00
Alors, chaque ap = Z ||Zn,p|| convergera ainsi que la série des ajp.
n=0

(o o]
A fortiori, chaque X, = Zzn,p existera, avec || Xp|| < sp donc

p=0
+o0 I
X = Z Xpn converge; mais aussi chaque Y, = Z Xn,p converge, avec
n=0 n=0
+o00
[|Yp|| € ap donc Y = sz existe mais... on est coincé car rien ne
p=0

justifie, pour linstant P'égalité X =Y.
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C’est 1a que nous allons établir un résultat puissant qui réglera cette
question, mais bien d’autres également.

THEOREME 13.56. — Soient deux ensembles A et E munis de filtres (ou de
bases de filtres) Bet C et f : A x E — F une application, avec F espace
métrique.

Si la famille des (f(\,))aea, (f(A,7) : z ~ f(\ z) de E dans
F), admet une limite ¢, (application de E dans F), pour le filtre B,
uniformément en x € E; et si la famille des (f(-,z)),cg admet pour
le filtre C une limite 1, (application de A dans F), alors si lién'l,b =

existe, on a lién @ =l aussi.

On veut prouver que d(l,(x)) tend vers 0 suivant C, or [ est limite
des ¥(A) et (z) des f(), z), uniformément en z. On va d’abord écrire :

d(l, p(2)) < d(l,¥(N)) + d(»(A), f(A, 7)) + d(F (A, 2), o())-

Pour maitriser le d(y¥()\), f(A, z)) il faut avoir fixé A, uniformément
en z. Or Ve > 0, comme lilgnz,b =let lign f(A,-) = @, uniformément en

z, 3B, et By dans B tels que YA € By, d(y()\),1) < § et YA € By et

Vz € E, d(f(\ z),¢(z)) < /3, donec 3B3 C B1 N By tel que VA € B3 et
Vz € FE on ait

d(L, o(z)) < 22 3 Ta@R), f(A,2)).

On fixe A dans B3 non vide, la traduction de 11m Fz) = ¥(A) se
traduit par : 3C € C, Vz € C, d(f()\, z),¥()A)) < €/3 et finalement,
Ve >0,3C €C,Vz € C, d(l,p(z)) < € : on a bien li(rzn<p=l. |

En fait, si (F,d) est complet, (et trés souvent on évolue dans des
espaces complets), la derniére hypothése est inutile, elle est conséquence
des deux premiéres. On a donc :

THEOREME 13.57. — Soient deux ensembles A et E munis de filtres ou de
bases de filtres Bet C et f : A x E — F une application, avec F métrique
complet. Si les (f(X,-)) e ont une limite @ uniformément en x € E, pour
le filtre B, et si les (f(-, z))zcE ont une limite ¢ pour le filtre C, alors lizlgn P

et lién @ existent et elles sont égales.
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11 suffit de justifier 'existence de litrgn 1) puisqu’alors le Théoréme 13.56

s’appliquera et donnera le résultat.

OrVe > 0,3B € B,Vz € E,V(\, 1) € B2, d(f(\ ), 0(z)) < /2 et
d(f(u, z), p(z)) < /2 dou a fortiori d(f(p, z), f(N,z)) <e.

On fixe A et p dans ce B, on sait que liénf(/.t,a:) = Y(u) et
ligl f(A,z) = 9(N), or la distance de F' x F dans R est continue

donc en passant a la limite suivant C, (2 limites simples) on obtient
d(¥(p),¥(N)) < € et finalement

Ve >0, 3B € B, V(A1) € B, d(¥()),¥(n) <€

le critere de Cauchy est vérifié dans F' métrique complet, on a donc l%n Y

qui existe et le Théoréme 13.56 s’applique.
Applications. Revenons sur notre exemple d’'une suite double.

THEOREME 13.58. — Soit une famille (Tnp)(np)enz déléments de F

espace vectoriel normé complet, telle que pour chaque n fixé, la série sy, =
00 +oo

Z ||Zn p|| converge et que la série des s, converge. Alors Tp, = Z ZTnp
p=0 p=0
+00
existe, ainsi que Yp = Z Tn,p, ces séries étant absolument convergentes
n=0

(<]
ainsi que les séries des T, et des yp, enfin on a Z Tp = Z Yp-
n=0 p=0

Plus schématiquement, si cela converge dans un sens en norme, cela

converge absolument dans les deux sens et les sommes sont égales.
o0

On a vu, aprés I'exemple 13.55 que ap = Z ||zn,p|| existe, et que les
n=0
séries de termes généraux z, et yp sont absolument convergentes. Notre
probléme est de justifier 1'égalité Z Tn = Z Yp-
n=0 p=0
Pour cela on considéere A = E =N m#mpdu filtre de Frechet B et on

définit f : A x E—— F, par f(p,n) = Z Zwi’j’ et, pour appliquer le
i=0 j=0
Théoréme 13.57 d’interversion des limites, on va prouver que
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1) les fonctions f(p,:) : n ~ f(p,n) ont une limite suivant B
uniformément en n € N, soit ¢ cette limite;

2) les fonctions f(-,n) : p ~ f(p,n) ont une limite suivant B, simple
en p, noté .

n p
En effet f(p,n) = Z Z z;j | » avec la série des (; j)jen conver-
i=0 \j=0

oo
gente absolument, et sa somme z; telle que ||z;|]| < s; = Z lz;,51l-
=0

n
On a p—l-ll-’ll-loo flp,n) = gzi, somme finie de limites, et si on pose
n
p(n) = Zzi, la convergence de f(p,n) vers ¢(n) est uniforme en n.
En effet =0
n P
¢(n) — f(p,n) =Z xz_zng
= j=
n oo
=2 | X =
=0 \j=p+1

. +oo +o0
Or Z zi |l < Z [|lz; 51| = s; et Zsi converge donc Ve > 0,
j=p+1 7=0

[o ]
€
Ing, E $i < 3 mais alors Vn > ng, Vp on a

i=ng+1
n +o00 n c
DN B >N B3 s
t=no+1 \j=p+1 i=ng+1
o p e
alors que Z T; — in’j peut étre rendu < 5 pour p assez grand
i=0 §=0

puisqu’on a une somme finie de (ng + 1) limites nulles. Au méme € > 0,
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on associe pg tel que Vp > po,

no p c
Z T; — Z T4 5 < 5
=0 =0

Mais alors, Vp > po, et Vn € N on va avoir ||[¢(n) — f(p,n)|| < € car
soit n < ng, et alors

n P n P
lle(n) = fF, )l = D> L =D zij ||| < |les =Dz
i=0 =0 i=0 =0
ng
< Z Z;— sz,] <3
=0

puisque p > po; alors que si n > ng,

ng
e €
||90(n)—f(10,n)ll<z z; — wa + Z s<Z+s,
i=0 i=ng+1

la convergence des (f(p,-))peN vers ¢ est uniforme en n.

Il y a convergence simple, en p, des (f(-,7))neN vers une fonction ¢
car on peut, dans une somme finie, intervertir les sommations et écrire

f(p,m) Z (Z fm)

=0

et comme chaque y; = Z T;,; existe, on peut passer & la limite, pour p

=0
fixé, quand n tend vers l'infini et écrire

Y(p) = lim_ f(p,n) =) y;.

n—-+00 =0

Le Théoréme 13.57 s’applique et nous dit alors que lix_'l_l ¥ (p) existe
p—+00

oo (e9)

etc est hm <p(n) soit finalement Z T, = Z yj : ce que nous voulions
1=0 j=0

obtenir. ]
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Autres applications : en fait les théorémes généraux sur la convergence
uniforme sont souvent des cas particuliers d’application du théoréme
d’interversion des limites.

Par exemple. Soit des fonctions (fn)neN continues qui convergent
uniformément vers f. On prend A = N, B filtre de Frechet, et C filtre
des voisinages de zg.

Les f, convergent uniformément vers f suivant B; li‘lzn fo(z) =

fn(zo) : on note ¥(n) cette limite, on a limy(n) = lm fr(zo)
B n—-+00

f(zo).
Le Théoreme 13.56 s’applique et nous dit que lién f = f(zo) : cest la

continuité de f en zg. n

De méme, si cette fois on prend des fonctions Darboux intégrables de
[a,b] dans R qui convergent uniformément vers f, et si on introduit le
filtre C dont les parties C () sont formées des subdivisions d : zg = a <
2] < ... < Zp = bde pas < ¢, (e vous laisse vérifier qu’il s’agit d’'une
base de filtre), on a, toujours avec B filtre de Frechet sur N,l%n =17

b
uniformément en z € [a,b], lién fn = / fn existe, on note ¥(n) cette

a
limite, on est & valeurs dans R complet, donc le Théoréme 13.57 donne

n—+o0o

b
lim (n) existe et c’est ligl f Cest-a-dire / f, ce qui se traduit encore
a

b b
par f intégrable, (au sens de Darboux) sur [a, b] et / f= lim / In-
a n—+00 Jq -

Je vais en fait utiliser ce théoréme d’interversion des limites pour
justifier deux choses. D’abord le fait que la fonction somme d’une série
entiére est analytique, puis donner un critére d’analycité; et ensuite pour
substituer une série entiére a la variable d’'une autre série entiére.

oo
THEOREME 13.59. — Soit la fonction somme S(z) = Z an(z—20)" d'une
n=0
série entiére de rayon de convergence R > 0. Elle est analytique sur le
disque ouvert Do(29, R), et la série de Taylor de S en 2z de ce disque
ouvert & un rayon de convergence Ry > R — |21 — 2p|, et une fonction
somme égale & S(z) sur Do(zp, R) N Do(21, R — |20 — 21).
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La deuxiéme précision n’est pas ridicule puisquon a vu, (exemple
13.27), qu'une série de Taylor peut converger vers autre chose que la
fonction.

On a, pour 2; tel que

(p)
|zo0 — z1] < R, s (zl) Z ————agq(z1 — 20)77P.

P 5 (a- p)'
Soit z tel que |2 — 21| < R — |21 — 29|, on pose |z — 21| = r — |21 — 20|
avecr < R.

ISP (21)] |2 — 21 [P
p!
prouvant qu’une série majorante converge. Or, sous réserve d’existence,

on a

On va prouver que la série des

converge, en

SP(21)(z — z1)P q'
<E ag| |21 — 20|77 P|z — z1|P.
l q>pp'(q p)|| q| l I | |

On définit la famille des (up,q) (p,q)enz Par :

Up,g = aq(21 — 20)77P(z — 21)P

q
pl(g—p)!
sig2p, upq=0siqg<p.

Si on prouve la convergence en module dans un ordre de sommation,
on aura convergence dans les deux sens de sommations et égalité des
sommes (Théoréme 13.58).

Or pour q fixé,
) q g
D lupal =) o el I = @l Pz — =P
= “pla-p

avec |z — 21| = r — |21 — 2|, C’est donc

o q
D lupgl =Y CElag| |21 — 20|97P(r — |21 — 20])P

p=0 p=0
= |lag|(Jz1 — 20| + 7 — |21 — 20[)? = |aq|r?
+oco

puis Z |ag|r? converge, (r < R), donc le Théoréme 13.58 s’applique.
q=0
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Or

oo q
S upg = agC8(z1 — 20)3P(z — 21)P = ag(z — 21 + 21 — 20)¢
p=0 p=0

= aq(z — 20)?
donc
o0 o0 oo
DD wa | = ag(z—20)7 =5(2)
g=0 \p=0 q=0
pour |z — 29| < R; alors que pour p fixé,

o0

1 q! _
D= 5 ———q(z1 — 20)T7P(2 — 21)P
= S (a-p)

= I%(z -2 | D alg—1)...(g—p+1)ag(z1 — 20)0P

q=>p
S®)(z))
z—21)P
e — =)
+o0o (400 00
S(p)
donc ZO ZO Up,q | existe, c’est 2;) %(z — 21)P, ce qui prouve la

p=U \g9= p=

convergence de la série de Taylor de S en 2] pour |2 — 21| < R— |29 — 21|
d’ot1 son rayon de convergence Rj est bien > R — |29 — 21|, mais ce qui
donne aussi I'égalité annoncée :

X g (5
56 =3 A e
p=0

pour z tel que |z — 29| < Ret |z — 21| < R — |21 — 2|- [ |
THEOREME 13.60. — Une fonction f de classe C™ sur un intervalle ouvert

I de R est analytique sur I si et seulement si, Vg € I, 3V voisinage de
xzo, V C I, et deux nombres > 0, M et t, tels que Vx € V,

Vp €N, ‘%f@)(:c)’ < MtP.
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Si la condition est réalisée, par Taylor Lagrange d’ordre n entre xg et
z € V, le reste d’ordre n prend la forme :

f(z) 2": B (zo)(z — z0)* _ (z — zo)"+! £+ gy

| - |
= k! (n+1)!

ce qui se majore en module par M|t(z — zo)|™*!, et ce qui prouve que
pour |z — zo| < re la série de Taylor de f converge effectivement vers f.
La condition est nécessaire, car si f est analytique sur I, elle est

développable en série entiere en zg € I, etsiona f(z) = Z an(z—z0)"
n=0

pour z € I tel que |z —zp| < R, en reprenant le calcul du Théoréme 13.59

pour z1 de I vérifiant |21 — zo| < R, et pour z tel que

|z — 21| =r — |21 — 20|, avec r < R en posant encore

Up,q = ag(z1 — 20)¥P(z — z1)?

q!
p!(qg —p)!

si ¢ 2 p et 0 sinon, on obtient

o0 o0 o0 o0
> lupgl =laglrTet S [ > fupgl | = lagh?=M

p=0 g=0 \p=0 q=0
puis
o0 oo oo
Z Up,q —‘ ( 1) —z1)P| < Z|up,q| Z Zlup,ql
q=0 o q=0 p=0 \¢=0
(o o] o0
= z Z lupgl | =M
q=0 \p=0
d’ot
F®(z1) M
! | (r—lz1—xol)P

puisque |z — z1| = — |21 — Z0|.
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Mais avec r’ tel que [t1 —z¢| <7/ <r < R,onar—|zy—x¢| > r—7/,
et pour tout 7 vérifiant |7 — zg| < 7/, (' assez petit pour que x; € I),
on a finalement

1 M
a ‘f(p)(wl)l < o MiP

avect = d’ot1 1a condition cherchée. [ ]

—pl’

Nous verrons au paragraphe suivant que, dans le cas complexe, il n’y
a pas de condition aussi pénible. Mais auparavant, il reste & substituer
une série entiére dans une autre.

THEOREME 13.61. — Soit la fonction somme U d’une série entiére de terme
général up2™, de rayon de convergence R,, > 0, et la fonction somme V
d’une série entiére de terme général v, 2" de rayon de convergence R, > 0.
Siug =0, (soit U(0) = 0), il existe R > 0 tel que pour |z| < R la fonction
V o U soit somme d’une série entiére.

Le théoréme 13.61 s’applique, que tout soit réel ou complexe. Pour
|z| < Ry, la série des u,2™ converge absolument, ainsi que la série des
|t |2™, ce qui permet, (produit de séries absolument convergentes) de dire

00 p 0o p
que pour tout p de N*, (Z unz"> et (E |un|z"> sont des séries

n=0 n=0
entiéres en 2.

Posons
o0 P 1) +00 p oo
(Z unzn) = Z cqp?? et (Z |Un|zn) = E’Yq,pzq-
n=0 q=0 n=0 q=0

Les regles de calcul des coefficients d’une série produit permettent de
justifier, par récurrence sur p, que |cgp| < Yg,p, pour p > 1l et ¢ > 0. En
effet, on a :

Cq,1 = Ug et Vg1 = |ug| donc |cg 1| = |7q,1],

puis si pour p on a les |cgp| < 7q,p, comme on aura

q q
Cop+1 = E Cn,pCq—n,1 et Vg,p+1 = Z Yn,pYqg—n,1
n=0 n=0
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I'inégalité triangulaire et ’hypothése de récurrence donnent le résultat.
De plus up = 0 donc U(z) = z(u1 + ugz +...) dou (U(2))P sera du
type 2P (série entiere), donc les cgp et les 4 p sont nuls si ¢ < p. Comme

+o00
la fonction g : z ~ Z |un|2™ est nulle en 0, continue, Vp > 0, 3n > 0
n=0
+00
tel que Y _ |un|n™ < p, d'out (|2| < n = |9(2)| < p).
n=0
On fixe p < R,, pour le 7 associé, pour |z| £ 7 on aura
+00
lu(z)] < Z |un|n™ < p, donc la série de terme général vp(U(z))P est
n=0

une série de fonctions convergentes et on a

P
V(U(2)) = Pgrgw Z,vp(U(z))P

= lim v, hm Co.p2?
Jlim z 5 §

et on se trouve devant une interversion de limites.
On pose

P Q
f(P,Q)= Z Z UpCq,p2?
p=04=0

pour |z| £ 1, 77 associé & p, dou f de N x N dans C complet, avec N muni
du filtre de Frechet.

13.62. Premiére étape

Il y a convergence uniforme en @ des (f(P,-))pen vers ¢ : N+— C
(ou R si tout est réel) que nous allons définir.

En effet

P Q
FRQ) =D up | D cgp??

p=0 q=0
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avec

Q Q +00
z cgp??| < E Yapn? < Z Ya,pn?
q=0 q=0 q=0

00 p
(nombres > 0) or, vu la définition des 7 p, le majorant c’est (Z |un |n">
n=0
soit (g(n))? avec 0 < g(n) < p.
Q
La série de fonction de terme général ap, o(z) = vp Z Ccq,p2? admet
q=0

donc, pour |z| < 7, la série numérique majorante des |vp|pP (on a
lap,@(2)| < |vp|pP), d'ott une convergence dominée uniformément en Q,
et une convergence de

+00
Y aplz) = Jlim f(P.Q)=¢(Q)

p=0
uniformément en Q. [ |

13.63. Deuxieme étape

Il y a convergence, (simple en P), des (f(-,Q))QeN vers une fonction
P :N+—— C, (ou R), si Q tend vers linfini.

P Q

En effet, pour P fixé, f(P,Q) = Z‘Up Zcq,pzq avec, par
p=0 q=0

définition des cg p, Z Cq,p27 somme partielle de rang Q de la série entiére

q=0
de somme (U(2))P donc

Q
Qli‘i‘oogcq,pzq = UE)P

existe, et une somme de P + 1 limites, (p variant de 0 & P) existe aussi,

P
donc 9(P) = pg:ovp(U(z))p = Qlig-loo f(P, Q) existe. |
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Comme f est & valeurs dans C, (ou R), complet, le théoréme d’in-
terversion des limites va s’appliquer (Théoréme 13.57), et nous dire que
lim (P) existe, ainsi que lim ¢(Q), ces limites étant égales.
P—+o00 Q—+o0

Or lim o(P) = va(U(z))p = V(U(z)) existe, on le savait

—)+oo
puisque, pour |z| < 7, |U (z)| < p < Ry, donc la série entiere donnant V'

converge en U(z).
Considérons

Q
0(@Q) =  lim f(P,Q)= lm > vacq p21

q=0 \p=0

P
Sip > g, ¢gp = 0, donc chaque somme Z’upcq,pzq s’écrit pour
p=0
Q
P>Q, Z UpCq,p2?, ce qui devient constant par rapport a P > Q, donc
p=0

la limite ¢(Q) est trouvée et c’est p(Q) = Z Z vp, Cqp | 2%
q=0 \p=0
Q Q
Si on pose wg = Z UpCq,p,» On a donc p(Q) = Z wqg2? et la série
p=0 q=0
des wg29 converge pour |z| < 7, (Cest Vexistence de _lim ¢(Q)), et sa
Q—+o0
+o0
somme vaut V(U(2)) : on a bien V(U(2)) = Z wqgz? pour |z| <7 :la
q=0
fonction V o U est bien, localement en 0, somme d’une série entiere. W

REMARQUE 13.64. — Si R,, = +00, quelque soit |2| < R,, on aura toujours
+o00

U2)] < Z lun| |2|™ = p, avec. p < Ry, donc la série entiére donnant
n=0

V o U converge pour |z| < Ry,.

APPLICATION 13.65. — Si f(z) est la fonction somme d’une série entiére de
rayon de convergence R > 0, telle que f(0) # 0, pour |z| assez petit la
fonction 1/ f est somme d’une série entiére.
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o0
En effet, si f(z) = Z an2™, pour |z| < R, avec ag # 0, c’est encore
n=0
[ee]
Qn n . . I3
f(2) = ap(1 + U(2)) avec U(z) = Z %, somme d’une série entiére
0
n=1
de rayon de convergence R, nulle en 0.
Puis
1 1 1 1
— = ———=—V(U(z
7@ a0 THUGE) a0
+00
avec V(t) = Z(—l)"t”, de rayon de convergence 1, le Théoréme 13.61
n=0

1

s'applique et pour |z| assez petit = a—V(U(z)) est somme d’une
0

L
f(2)

série entiére.

7. Un peu de variable complexe

Nous allons voir dans ce paragraphe que, dans le cas des fonctions
de variable complexe, & valeurs complexes, 'analycité est beaucoup plus
simple & obtenir que dans le cas réel.

13.66. Fixons d’abord les notations

Soit 2 un ouvert de C, on notera = {(z,y) € R%, z=z + iy € Q}
Youvert correspondant de R2.

Sif:z~ f(2) = a(2)+i6(z) est une fonction de 2 dans C de parties
réelles et imaginaires a et 3, on notera aet ﬁ les fonctions de Q dans R
définies par &(z,y) = a(z + iy) et B(z,y) = Bz +iy) et f : Q& — R?
l'application de composantes & et ﬂ

1l est clair que f : Q2 — C continue équivaut a « et (3 continues, donc
équivaut a & et ,E continues, soit a fcontinue.

Qu’en est-il de la dérivation?

DEFINITION 13.67. — Une fonction f : Q —— C, (Q ouvert de C), est dite
holomorphe en zy de ) si elle est dérivable en zy et holomorphe sur ) si
elle est dérivable partout sur Q.
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f(z0 +h) — f(20)
h

La dérivée en 2g est la limite de
h € C — {0} et tend vers 0.

lJorsque

THEOREME 13.68. — La fonction j est dérivable en zg si et seulement si
f est différentielle en (xo,yo) € S, la différentielle en (zg,yq) étant une
similitude directe. (Voir en 13.66 les notations f et Q).

Supposons d’abord l'existence de f'(29) = A + ip avec A et p réels.
C’est qu'il existe une fonction € : h ~» €(h) = €1(h) +ie2(h) qui tend vers
0 lorsque h tend vers 0 dans C, et telle que

f(z0 + h) — f(20) = (A + iu)h + he(h),

(1 et g2 & valeurs réelles).
En posant h = u + v, et en prenant parties réelles et imaginaires, on

a:
azo+iyo+u+tiv)—a(zo+iye) = Au—pv+ue; (u+iv) —veg(u+iv)
B(zo+iyo+u+iv)—LB(zo+iyo) = pu+Iv+ver (u+iv)+uea(u+tiv).

soit encore, en termes d’applications de € dans R, (voir 13.66),

a(zo + u,yo + v) — a(zo, yo) = Au — pv + uei (u,v) — véa(u,v)
B(zo + u, 30 +v) — B0, ¥0) = pu + Av + v&1 (u,v) + ué2(u, v).

Comme u£] (u, v)—v€a(u, v) et v&q (u, v)+uta(u, v) sont o (\/ u§+v§) ,
(si on pose u = p cosf, v = p sinf, ces expressions contiennent p en
facteur de quelque chose qui tend vers 0 si p tend vers 0), les relations

écrites prouvent que P'application f est différentiable, la matrice jacobi-

enne (voir définition 16.36) étant (2 _”), donc celle d’'une similitude

A
directe. Réciproquement, si df(a:o, yo) est une similitude directe, on re-
monte les calculs pour obtenir Pexistence de f’(zp). [ ]

Soit alors -y un arc paramétré de classe C1, a support dans Q. Cest 1a
donnée d’un couple (I, g) avec [ intervalle de R et g fonction de classe q 1
de I dans R? : t ~ g(t) = (p(t), q(t)) telle que {(p(t),q(t)); t € I} C Q.
L'ensemble des p(t) +ig(t) est alors dans (). On suppose désormais que
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est un segment. On appelle intégrale de f, (continue de ) dans C) le long
de v le scalaire.

L f(2)dz = /I @p(t), a(t)) + iB(p(e), at))]Ip' (t) + id (B)de
= /I @@(t), ae)P' () - Bp(t), a)d (&)t
i /I @@(t), ¢(6))d () + Blo(t), a))p (©)dt

ces intégrales de fonctions continues sur un segment, I, existant.
C’est encore, en termes d’intégrales curviligne :

[ #e1az = [ @)z - Blavyas) +i [ da,v)dy+ Ba,v)da.
Y d Y

Si on suppose f holomorphe, de dérivée continue, par application de
la formule de Green Riemann, si 7y est le bord onente 9D d’un domaine
D contenu dans 2, limité par des arcs de classe C!, on a :

/f(z)dz—// (6( B aa)dzd +i // (g: y)dxdy
=/'/D(—p,+p)da:dy+i//p()\—/\)da:dy

vu la forme-de la matiére jacobienne. Donc / f(2)dz = 0. Nous venons
oD

de justifier le :

THEOREME 13.69. — Si f est holomorphe de dérivée continue sur un ouvert
Q de C, et si D est une partie fermée bornée de ), de bord orienté 0D, on

a /ao f(z)dz=0.

On suppose D domaine tel qu’on puisse appliquer la formule de Green
Riemann. En général D est limité par des arcs de classe CL. ]

Supposons maintenant qu’'une fonction g soit holomorphe sur un
ouvert {2 de C sauf en un point a de 2, g étant continue sur {2 et 4
continue sur Q — {a}.
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o
Soit D un disque fermé aveca € D C D C Q, et A = D, privé d'un
o

disque de centre a de rayon ¢ > 0, assez petit pour étre contenu dans D.
Sur A, la fonction g est holomorphe, de dérivée g’ continue donc
g = 0. Or OA est formé du bord de D orienté classiquement dans

oA
le sens trigonométrique et du bord du disque D, de centre a, de rayon €

orienté en sens indirect.
Si on note v = 8D et 7. = 8D;, (sens direct tous les deux), on a

/ g=0= /g —/ g,donc [ g = / g, ce qui laisse supposer que
oA Y Ye Y Ye

cela ne dépend pas de €.

Comme g, continue en a, est localement bornée, il existe eg > 0 et
une constante M telle que |z — a| < €g donne |g(2)| < M, mais alors, si

0 < € < €, la longueur du cercle v, étant 27e on aura g| € 2meM,
Ye
/g < 2mMe, ceci pour tout € €]0, €], a la limite / g=0.0na
Y vy
THEOREME 13.70. — Si g est holomorphe sur Q — {a}, Q ouvert de C,
continue sur Q, g’ étant continue sur Q — {a}, pour tout disque D tel que

o
aGDCDCQ,ona:/ 9(z)dz = 0. ]
oD

donc

donc :
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On va en déduire un résultat qui montrera que f holomorphe de
dérivée continue est analytique! On est bien loin des difficultés de I'ana-
lycité da.qs le cas réel.

THEOREME 18.71. — Soit f holomorphe, de dérivée continue sur ) ouvert
o
de C, D un disque de bord orienté -, (sens direct) contenu dans Q et a € D,

_ 1 [ f®
o_n a f(a) = % /7 Edz.

o
On entoure a d’un disque D, de rayon ¢ tel que D C D. Soit g définie

sur Q par g(a) = f(a) et g(z) = %ﬁ(a) siz € Q- {a}.
Cette fonction g est continue en a, donc sur (2, dérivable sur Q — {a}

et de dérivée continue sur 2 — {a}.

Le Théoréeme 13.70 s’applique et donne /
Y

= / %dz vu la définition de g(2) sur 7.
7

g(2)dz =0, soit/ %dz
2]

Mais sur le domaine D formé de D privé du disque D, de centre a

S

z—a
donc le Théoréme 13.69 s’applique, et comme le bord orienté OD est égal

47— Y,o0na
RACON T I 1 CO T

zZ—a ,YEZ—G,

et de rayon ¢, la fonction 2z ~~ est holomorphe de dérivée continue,
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1@ g,

v % a .
derniére intégrale, en paramétrant le cercle Y par z = a + e pour
t € [0,27] dou

et finalement / f(a) dz Nous allons calculer cette
'75

-‘L@—dz= 2"r&zeezfdt—-zf(a) 27rdt 2mif(a)
Ve 2T C 0

f (Z)

et on obtient bien la relation f(a) =

2z7r f u

COROLLAIRE 18.72. — Si 2 est un ouvert de C, et si f : @ —— C est
dérivable de dérivée continue, elle est analytique sur .

Je pense que vous étes sensibles 4 la simplicité de cette condition,
surtout si on la compare a la condition d’analycité dans le cas réel
(Théoréme 13.60).

De plus, ceci entraine aussi que f dérivable une fois, avec f’ continue
implique f indéfiniment dérivable! C’est fabuleux. Qui oserait soutenir
que les complexes c’est compliqué.

o
Soit a dans Q, D un disque tel que a € D C D C Q, b le centre du
disque. On a f(a) = 2—:7-1_- / %dz, avec -y bord orienté de D.

1 1 .
Or 7o - 7_brb—a et, sur le bord du disque, z # b, donc
1 1 a—b la—b]
= , avec [——| = si r est le rayon
z—a (z—b) 1_a—b -b
z—0b

. . o |a—b

du disque D, soit, comme a € D, —— =k < 1.

a—>b\"
Mais alors la série de terme général (n) converge normalement

pour z = b+ re®, et on a
_ 1 (@) (S a-br
' f(a)_2i7r z—b(z (z—b)n>dz

f)a-b"
= %r f Z z— b)”"‘1
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b n

avec, sur v,

||f||oo » [Iflloo étant prise sur le

compact D.

Cette convergence normale justifie une. intégration terme a terme,
(Théoréme 12.31), donc

fla) = ; (% / %dz) (a—b)"

ce qui prouve qu'en posant

R B (C)
13.73. an = 5— e b)“+1d

on obtient une série entiére convergente pour a tel que |a—b| < 7 (r rayon
de <) : la fonction f est développable en série entiére centrée en b.
Comme en fait, pour tout b de I'ouvert (2, il existe un 7 > 0 tel que
le disque fermé de centre b de rayon r soit contenu dans (2, on aura f
développable en série entiére en chaque b de 2. |

Les formules 13.73 donnant a,, sous forme d’intégrale sont trés utiles;
ce sont les formules de Cauchy.

En toute rigueur, I’hypothese f’ continue est en trop, mais la justifi-
cation des résultats est alors plus délicate. Comme mon propos était de
montrer la différence de difficulté entre cas réel et cas complexe, je n’ai
pas de scrupule a I’avoir introduite.

I1 y a une théorie trés riche derriére tout cela : fonctions méromorphes,
calculs des résidus, séries de Laurent... mais il faut savoir s’arréter. Pas
cependant sans retrouver le théoréeme de d’Alembert. D’abord on a

THEOREME 13.74. (de Liouville) — Si f est holomorphe sur le plan, bornée,
elle est constante.

Je supposerai en fait f dérivable de dérivée continue pour ne pas
tricher et n’utiliser que ce que j’ai justifié.

En effet, soit z € C,7 > O tel que |z| < 7,0ona f(2) = E anz", avec

n=0
1 7,
(voir 13.73), an, = % ;'Ez +)1

en 0, donc paramétré par T = re' pour t € [0,27], d'ou

27 it .
1 / _f(re”) (T e’) ire®tdt
0

T %mw (rett)ntl

d7T, ou 7y, est le cercle de rayon 7, centré
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2 )
soit ap, = / e~ f(re)dt, d'on, comme ||f||co existe sur le

27| flloo _ |1 flloo
2rrn T

cest que pour n > 1 on a |an| = 0, (on fait tendre 7 vers linfini). Il reste

f(2) = ag : elle est constante. |

27rn

plan, la majoration |an| < valable pour tout 7 > |z| :

COROLLAIRE 13.75. — (Théoréme de d’Alembert). Tout polynéme P de degré
n 2 1 a coefficients complexes a des racines dans C.

Car P est dérivable de dérivée continue sur C donc si P ne s’annule

pas sur C, la fonction f : z ~ est holomorphe de dérivée continue,

P(z)
or si |2| tend vers +00, | Ilim f(z) =0,(si P(2) = an2™ +an_12"" 1 +
z|=+00

1
... tag, f(z) ~ o si |z| — 400) donc f est bornée sur C, (soit e = 1,

3r, |z| 2 r = |f(2)] < 1 puis f continue sur le disque de centre 0 de
rayon 7, compact, y est bornée). Mais alors f serait constante (théoréme
de Liouville) donc P aussi ce qui contredit d°P > 1. |

COROLLAIRE 13.76. — Le corps C est algébriquement clos.

Car si P € C[X] est de degré n > 1, P a un zéro 2] dans C, il existe
Q1 tel que P(z) = (2 —21)Q1(2), avec d°Q1 = d°P —1.Sid°Q; > 1, on
a encore ()7 admet un zéro 25, dou P(2) = (2 — 21)(z — 22)@Q2(2) et on
continue ainsi, d’oi1 finalement n zéros distincts ou non pour P de degré
n. a

Pour terminer cette (trop) bréve incursion dans le domaine des fonc-
tions de variable complexe, disons un mot des fonctions méromorphes et
du calcul des résidus.

THEOREME 13.77. — Soit une fonction holomorphe, (de dérivée continue)
sur la couronne Cp, p, = {2, 0 < p2 < |2| < p1}. I existe des (an)nez

tels que f(z) = Z anz™

nez

13.78. On dit que f est développée en série de Laurent.
On introduit les réels ry, g, vérifiant :

0<pr<reg<r <pi.
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Pour bout 2 intérieur a la couronne Crl,,-2 on a
t
f(z) = — / f®) dt car si on entoure z d’un petit disque de
21T 8Cry ,ry t—
centre 2z et de rayon ¢, Dz e, avec £ assez petit pour que ce disque soit
(o]
dans Cr, rp, sur le domaine D = Cr, r,\D; ¢ la fonction

f( ) est holomorphe et / p(t)dt = 0, (Théoreme 13.69).
oD

<p:t->

Mais en notant 1,72 et ¢ les cercles orientés dans le sens direct,
respectivement de centre O de rayon 71,72 et de centre 2z de rayon €, on

a 0D =, —y2 — e, donc
/ o(t)dt — / o(t)dt = / o(t)dt = / SO g
7 Y2 aC’I‘l,’I‘2 Ye t—2
et la derniére intégrale vaut 2i7f(z), (Théoréme 13.71). On a donc
13.79. ﬂ%—l PO i (O

2im Jyy t—2 2im J,t—2
Sur 71, t = r1€e® est tel que |t| > |z|, on peut écrire

f@ _f@) 1 ﬂﬂ
t—z t 1_2 z:w

n=0
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n
z
avec une convergence normale en 6 € [0,27] de la série des ( io)
T1€
z t
o = |—-—| < 1. La fonction t ~~» f()
r1€’
71, (continue) on conserve une convergence normale en 0 de la série des

T1
F)="
n+l °

13.80. i f(t) gt = Z( ! f (t) )
n=0

car

étant bornée sur le cercle

on peut donc intégrer terme 4 terme, donc

2im J,, t—2 2T t"+1

160
roe’ s
2 =—2-<1 en

|2

De méme, sur 72, on a |t| = r2 < |z| donc

f@®)

écrivant sous la forme

S0 __f0, 1§ for

t—z z Zn+l
n=0

on a une convergence uniforme en 6, (convergence normale de la série),
donc

oo

1 f(t) _ L n —n—1
—5 wt_zdt_g<2i7r[mf(t)t dt)z )

0

Si on pose —n — 1 = n/, n' variant de —1 & —oo, c’est encore avec
p
t—n — t'n,'+1 .

13.81. —L L(th= _zo:o (i ) dt)
n'=-1

. . /
2im Jy, t—2 2im '+l

Orsiret 7/ sont deux réels vérifiant po < r < 7’ < p1, sur la couronne

f()

Cyt 1, 1a fonction ¢ ~
a, (théoreme 13.69),

/ @ _ fat [ fQ@)
aC

tn+1 n+1 t'n,+1

Vot

étant holomorphe, (ici n est fixé dans Z), on
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11 en résulte qu'en définissant, pour r dans |p2, p1| et n dans Z, les an,
par:

13.82. an = 1 /(t)

n = ——-radt,
2im J,, tn+l
(77 cercle de centre O de rayon v > 0, orienté dans le sens direct), les an,

ne dépendent pas de 1, et pour f holomorphe a l'intérieur de la couronne
Cp,,p2» On a l'égalité

13.83. f(z) = an2™,

nez

puisqu’il est possible de trouver 71,72 avec p2 < ro < |z| < 1 < p1, et
d’appliquer le calcul précédent, en utilisant 13.81 et 13.81 dans 13.79. B

DEFINITION 13.84. — On dit que 2 est un point singulier isolé de la fonction
[ définie sur un voisinage V de zg privé de 2, si f ne peut pas se prolonger
en une fonction holomorphe sur V.

En faisant une translation (Z = z — 2) dans le théoréme 13.77 on
s’apergoit que pour f holomorphe sur V' — {2}, (V voisinage de zp) on
aura 2 point singulier isolé si et seulement si tous les ay, pour n < 0,
du développement de Laurent de f ne sont pas nuls.

13.85. Il y aura alors deux cas de figure :

Soit card{n; n < 0, ap # 0} est infini, et dans ce cas zp est dit point
singulier essentiel ;

soit In < 0 avec an, # 0 et, Vk < n, ap, = 0 et alors zg est dit péle
d’ordre —n de f.

On peut donc remarquer que, pour f holomorphe sur V — {23}, on
a zp pble d'ordre k, (k € N*) si et seulement si z&n}g |f(2)] = +o0 et

lim (z — 29)* f(2) existe, en étant non nulle.
z—20

DEFINITION 13.86. — Soit f holomorphe sur une couronne Cy, ,,(20) =
{2; 0 < p2 < |z — 29| < p1}, on appelle résidu de f en zq le coefficient

a_i de

P du développement de f en série de Laurent en 2.
— <0

DEFINITION 13.87. — On appelle fonction méromorphe sur un ouvert Q)
de C une fonction holomorphe sur Q' = Q — P avec P ensemble discret
d’éléments de ) qui sont des péles pour f.
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THEOREME 13.88. — Soit Q un compact de C limité par des arcs de courbe
de classe C, tel que f soit holomorphe sur Q — {z1,..., 2}, les zj étant

k
e
dans Q. On a / f(2)dz = 2i1rz résidu (f, z;).
on —
Jj=1
Les z; étant intérieurs a (2, on peut trouver £ > 0 tel que chaque
o
disque D; = {z, |z — zj| < €} soit dans €, les D; étant 2 a 2 disjoints.

On note v, le cercle de centre z; de rayon ¢ orienté dans le sens direct.

k
Sur D = Q- D; |, f est holomorphe, donc f(2)dz = 0,
7 oD

J=1
k
(Théoréme 13.69), or D = 9N — U 7v; |, done
J=1
k k
z
/ f(z)dz = Z/ f(z)dz = Z/ (f_(—).)odz
0 j=1Y7 j=1Y"7 ZT %
f(z) . 1 .
Or ————dz est le coefficient de dans le développement
(z—2;)0 z—2zj
Yj ot J
en série de Laurent de f en zj, (voir 13.82 avecn = —1 doa n + 1 =0),

Cest-a-dire le résidu de f en z; : on a bien le résultat. ||

Si on connait les résidus, on connait I'intégrale. Voici des exemples.
T dy
EXEMPLE 13.89. — Calculer I = / —%-
0 1+2z

La fonction : z ~~

1550 est méromorphe sur C, elle a six poles
2km

simples, (d’ordre 1) les 25, = ei%"'T, k=1,...,6.
Soit €2 le demi-disque de centre O, rayon R > 1, situé dans le demi-
(o)

plan Im z > 0, on a trois péles, z1, 22 et 23 dans (2. Or, en z; pole simple

de f, le développement de Laurent va étre du type f(z) = 9-1 | série
%
entiére en z — z; donc
. I L C))
a1 = zh_{r;j(z - zj)f(z) = zlgrzlj T

Z—Zj
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> T
-R
U
Quand f est un quotient — avec 2j zéro simple de v, (et non de u), on
a v
u(z u(z;
a_1 = lim (2) = ( J )
z—z; v(z) — v(z;) v'(25)
z—zj

sous réserve de continuité de u et de dérivabilité de v.
Ici, avec u = 1 et v(2) = 1 + 25, cela donne
1 zj zj
ReS(f,Zj) = 6? = —=——
J
6

car z;

5= —1, donc

_ 1 s s 5ix
1+$6+/ f(2)dz = 2m< 6)(e6+e2+e 6)

Il faut se débarrasser de i (z)dz. Or , |lim |2f(z)| = 0, donc
I'r —+00

Ve >0, 3Ro; |2] > Ro = I£(2)| <

’ /F fteyds

R

, mais alors si R > Ry,

</ f(2)dz] < TR- & = me
'r R
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(gur le demi-cercle de longueur 7R, on intégre une fonction majorée par
—...) et en passant a la limite on a

R
[ (L B) T
o 1428 3 2) 3

™
dou I = =.
ou 3

+00 dz
EXEMPLE 13.90. — Soit c €]0, 1], calculer / =1
0 T (1 + Z)
L'intégrale impropre I converge.

La fonction z ~~ f(z) = admet 0 pour point singulier et

1
2%(1+42)
—1 pour péle simple.

On considere le contour suivant : le segment [¢, R).

/v

parcouru en croissant, le cercle I'p de centre O, rayon R (sens direct)
le segment [R, €] en décroissant, le cercle 7. de centre O, rayon &, (sens
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o
indirect), avec € < 1 < R. On a un seul péle, —1, dans 2, donc

1
dérivée en —1 de 2¢(1 + 2)

/ f(2)dz = 2im Res(f,—1) = 2in -
E9)
2

COE

Puis / f(2)dz est égale a :
o0

[ st [y [ - [ 10

car lorsqu’on parcourt le segment [R, €], largument de 2 a augmenté de
2w, done z = £e2™ avec z > 0.
Ona lim |zf(z)] =0et lim |zf(2)| =0, ceci permet de dire que
|z]—0 |z|—+o0

lim [ f(z)=0et lim / f(2) =0. Pour |z| — 400, cest déja vu,
e—0 e R—400 Tr
et pour |z| — 0, on a de méme, V7 > 0, 3¢ > 0, |2| < g9 = |f(2)| < A

|2’

si on parametre [ f(z)dz, avec z = e, pour € < £p, on a
Ye

27 . .
= ‘ / f(ee®)icetdt
0

f(2)dz

Ve

27 .
< [T 1(eetleat
0

[t
Ye
arbitrairement petit.
Finalement, si ¢ — 0 et R — +00, on obtient a la limite :

. 17 27 T]
avec |f(ee®)| < 3 dot < / Eedt = 27y avec 7
0

(1 _ e—2i1ra)1- — 2i7re—i7ra — e—iwa(ei‘na _ e—iwa)I
T
sinTa’
Il est évident que si on connait toutes les «ficelles du métier » qui

permettent de traiter rapidement les limites, on dispose d’'un outil de
calcul puissant.

dou 2i(sinTa)l = 2iret I =
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+ sing
EXeMPLE 13.91. — Calculer I = / dz. Lintégrale converge,
0
. sinz . .
(hm0 - = 1, et on applique la deuxiéme formule de la moyenne en
T

400 par exemple, voir tome 2, exemple 9.18).
eiz
La fonction f : z ~ — admet 0 pour seul péle simple. Il nous faut un

contour ne passant pas par 0, (on tourne autour : il faut éviter 'obstacle).

/\7,

7T

0 €

' 4

~
A
I

On n’a pas de point singulier dans Q donc / f(2)dz =0, soit
onN

/Rcos:r+isinzdx+/ f(z)dz+/'€cosa:+isinzdw
€ z T'r

_R T
+ | f(2)dz=0.
Ye
On a
€ cosr+isinz € cosz —isinz
/ ———i_——da: = / ——dz, (z~ —2)
—R x R x
/R —cosz +isinx
= _—dzx
e T

R _.:
donc 2i/ 2T hr + / f(2)dz + / f(2)dz=0.
€ T T'r Ye
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SurT'g, z = Rew, dz = iRede, on a
7 iR(cos6+1 sin 6) . T o
f(2)dz = / L iRe®do=i / giR(cosO+i sin6) gg
R 0 RezO 0

donc

’/I‘Rf(z)dz

si on fixe a dans ] 0, g [ On a donc encore

T X a T—o . T

< / e Rsinbgg o / 1do+ / e Rsinogg, / 1-do
0 0 a T—a

/ f(2)dz

Comme R11I£ e"Bsine — 0 (o> 0fixé, a < —) on a pour R assez
~—100

/FR f(2)dz

Il reste & considérer [ f(z)dz.
e

< 2a+me R sina

grand, < 3a, avec a arbitraire dou _lim f(2)dz=0

R—+o0 JTp

iz 1
Or - est « équivalent » & p si z tend vers 0, et un procédé pratique en
analyse, est d’ajouter et de retrancher I’équivalent car on travaille d’'une
part sur I'équivalent, plus simple, et d’autre part sur quelque chose de
« plus petit », on peut espérer s’en tirer.
Ici cela donne

et
etz — 1 o0 (i)nz"'—l
h = — = ~7 7
(2) z nz=:1 n!

est holomorphe sur C, donc lin}) zh(z) =0, dou lir% / h(z)dz=0
E=0J e

dz .
Ona / / 57 d0 = —1im, (attention au sens de parcours sur
Ye €e

Ve = {eeio, 6 «entre» 7 et 0}), d'ou finalement, en passant a la limite

(e—0et R— +0)
+00 &3
2i/ Smmdx—iﬂ=0
0 x
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+00 g

sinz T

donc / —dz = —.
0

T 2

Ces quelques exemples montrent I'intérét de cette théorie, mais ce

bref exposé n’est qu’'une porte entre-ouverte! Il y a encore beaucoup a
faire dans ’étude des fonctions de variable complexe a valeurs complexes.

2.

3.

5.

6.

EXERCICES

Soit p un entier > 1. Déterminer le rayon de convergence de
o0

Z nPz" et donner un équivalent de la somme en 1™.
n=0

n
a
Soit o € R**. On pose v, = In (1 + ;) et up, = ka —alnn.
k=1
Montrer que la suite (un) converge.
n!

(a+1)... (a+n)z

n

Domaine de convergence de la série entiére des

o0
Soit f : R — R développable en série entiere, f(z) = Z anz”,

n=0
—+00

avec an = 0, et Z ap, divergente.
n=0
Que dire de 111111 f(z)? Soit une suite (bp)neN de nombres > 0

avec an ~ bp, a linfini. Rayon de convergence de la série entiére

x)= Z bpz™. Montrer que f(z) ~ g(z) au voisinage de 1.

n=0

Développer f(z) = cosz chz en série entiére.
2 [T 42
Développer en série entiére la fonction  ~» e~ 2 / ez dt.
0

Développer en série entiére la fonction exp (Arcsin z).
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Détermmer le rayon de convergence, R, de la série entiére

Z cos\/_

n=1

——=—2z". Etude pour z = R.

(3n)!

. . n s _
Rayon de convergence de la série entiére Z anz” ou a, = 2R

Etude aux bornes de l'intervalle de convergence.
Soit f € C°([0, 1] R), positive, avec f(1) # 0. On pose
= (-1)" / t" f(t)dt. Etude de la série entiere Z anz™.

n=0

Calcul de la somme.

Etudier la convergence et calculer la somme de la série des
(@™ cos®z)p>0.

dz

5. En déduire
— a cos*x

/2
Développer en série entiere f(a) = / 1
0
/2
la valeur de / cos®"zdz.
0

Développer en série entlere autour de 0 la fonction
f(z) =Log (1 + z + z2).

[e o}
Résoudre Z(3n +1)2z" =0.

n=0
Rayon de convergence et domaine de convergence de
[o o] 1 n
Z In{1+—-) 2"
n
n=1

Valeur de la somme en —1.

Convergence et calcul de

1(—1)E(3)
/ (—I)—E,E(l) désignant la
0 T T

partie entiére de —.
T

2
Rayon de convergence de la série Z a” )z1+2+“'+n, aveca > 0

n>1
donné.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Etude du domaine de convergence de la série entiére des
cosn
n

—=
VN + cosn

n
Soit S la somme de la série des up(z) = z" (1 + E) . Ensemble
de convergence? Montrer que S est de classe C°°, développable en
série entiére en 0. Donner ce développement.
( 1 n 2n

Soit la série E W

n>0

+00
somme. Existence et calcul de / et f(t)dt.
0

Etude de la convergence. Soit f(z) sa

o0
. 2. E3Y . a;
Soit f(z) = E n2" une série entiére telle que lim —rtl —;
n—+00 a2n
a2
et lim nt
n—+00 A2n+1
convergence de la série.

= lg avec [ et l9 dans R. Que dire du rayon de

Deux suites (ur) et (vn) vérifient les relations de récurrence
Up4+1 = Un — 20p et Upt1 = Un + Un.
o0

U
Déterminer la somme des séries entiéres f(z) = Z —Tx" et
=
o0
n
9(z) = Z i
Continuité et developpement en série entiere de
+o0 .
f(z) = / e~ cos (tz)dt.
0
On définit une suite complexe (up)nen par ug = 0, u3 = 1

et Upny1 = Qun + Bun_1, (0, 8) € C2. Déterminer le rayon de
convergence de la série des u, 2" et la fonction somme.
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SOLUTIONS

u n+1\?
Avec unp = nP2", pour z # 0, |Z—+1 = (%) |z| tend vers 2| sin

n
tend vers I'infini, donc R = 1, et, pour |2| = 1, {un| — 400 : le domaine de
convergence est le disque ouvert de rayon 1.

+o0 +o00
En fait Sp(z) = Z nPz™ = Z nPz™ se calcule. Pour p = 1, partant de
n=0 n=1
oo
S(z) = Z z™, en dérivant et en multipliant par z on a S;(z) = z5'(z),
n=0
soit encore = x ( ! ), donc S;(z) = S
1-z (1-1z)2
On a
+o00 +00
zS{D(:z:) =z Z pPHign—1 _ Z nPtlgn
n=1 n=1

dotr 5p(z) = Sp+1(x).
Donc

_ 1 20\ _22°+z(1-2)
Sa(z) =z ((1—:.;)2 + (1—z)3> 1-2)3

2 _ 1 -
menl ,etSl(x)zmenl .

Qp(z)

On suppose, par récurrence, que Sp(z) = = g)pH avec Qp(z) polynéme
tel que Qp(1) = p!.
Alors
_ Qb (p+1)Qp(z)
SP+1($) =z ((1 — Z)p+1 + (1 _ z)p+2

_ z(p+1)Qp(z) + z(1 — z)Q;,

(]_ - :1:)17+2

dour Sa(z) ~

est bien du type voulu et Qp+1A(z) =z(p+ 1)Qp(z) + z(1 — z)Qp(x) est
|

bien un polynéme tel que Qp+1(1) = (p + 1)! Donc Sp(x) ~ (I_I’W.

Par Taylor Lagrange a l'ordre 2 entre 0 et —Z—, pour la fonction

f:z~1In(1+z),on a6 dans ]0, 1] tel que

2 3
(14 3) = fO + 5£ @ + 55" @ + 557 (66 F)
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2
1" _ "
Or £(0) = 13 ') = gy 41" = Ty
Si on pose
a 2
o= (0:F) = — g <2
(1+0kz)
on obtient
n n n
1 a? 1 ad ar
ST EES ol % o of
k=1 k=1 k=1
la série des — 11 2k i pui < 2
or la série des %2 converge, celle des ﬁ‘ aussi puisque ﬁ‘ < @

n

n—+00

et lim Z% — lnn) existe, (constante d’Euler) donc la suite (un)

converge.
n! Wn+1
Posons wn, = 2", pour 2z 0, on a L‘ =
. " (a+1)...(a+n) po 7 wn
ﬁ—j;Tl. || qui tend vers |z|, donc le rayon de convergence est 1. De plus,
]
avec Bp = L ona Pt _ _ntl <1,(car o > 0):

(a+1)...(a+n) Bn a+n+1

les Br décroissent, puis Bn = H ;a'
=1 (1 + —)
k
= a
Or nl{l_}_loo (Z In (1 + 5) —aln n) existe,

n

donc lim In (1 + g) = 400, (équivalent 2 a Inn) donc le produit
n—-+00 k

des (1 + %), diverge vers 400, d’out la suite des (B, tend vers 0 en
décroissant. Avec z = €%, on a wn = Bre™ qui converge si § # 0(2m),

(critere d’Abel), et si 0 = 0(2), wn = Bn =

n a :
II (1 + —)
k=1 k
Mais
n In(1+%)
(1 + ) _ CE 13 eun+a Inn = pleln

k=1
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n

. a 1
avec lim wun = u, donc I I (1 + ——) ~ n%" et wn ~ d'out
n—+o00 k

e¥n®
k=1
convergenceen z =1 a > 1.
. . 1
Si @ > 1, il y a convergence absolue pour |z| = 1 car alors |wn2"| ~ cipa

Le recours au critere d’Abel n’a d’intérét que pour « €]0, 1].

Sur [0, 1], les anz™ étant des fonctions croissantes de z, (an = 0) la fonction
f est croissante.

N
Si hm f(z) =l existait, pour N fixé et € [0, 1] on aurait Z anz” <
n=0
N
flz) <1, don Z an < [, (en passant a la limite quand x tend vers 1) mais
n=0

alors la série des an convergerait. C’est absurde, donc lim f(z) = +o0.
z—1—

Pour z # 0, |anz™| ~ |brz™| donc les rayons de convergence des séries
sont égaux, < 1. Rien dans le texte ne justifie que ce rayon soit 1. Mais pour
traiter la suite on le suppose, sinon f et g ne sont pas définies pour z proche
de 1.

Si donc R = 1, comme an ~ bn on sait déja que an diverge, donc

que lim g(z) = +oo aussi. Puis, Ve < 0, 3ng € N, Vn = ny,
z—1—

—&an < bp — an < €an, d'ol en multipliant par ™ > 0 et en sommant a

partir de ng + 1, en notant S (f) et Sn(g) les sommes partielles des séries
entiéres :

—&(f(z) — Sno (f)(2)) < 9(z) — Sno(9)(2) — f(2) + Sno(f)(z)
< &(f(2) = Sno(f)(2))

soit encore

(1 = €)(f(2) = Sno (£)(2)) + Sno(9)(2) < 9(2)
< (1 +6)(f(2) = Sno(f)(2)) + Sno(9)(2)

On divise par f(z), (qui devient > O pour z proche de 1 car
lim f(z) = +00); il vient

z—1—
_ _ Sno()(=@) ) , Sno(g)(x)
(1= (1 7@ ) T
< 9= o Sno(£)(@) ) | Sno(9)(x)
St ST )( f(a) )* £(a)
et comme le minorant tend vers 1 — ¢ et la majorant vers 1 + € puisque

ng
Sno(9)(z) < Z bn est borné ainsi que Sny(f)(z) et que f(z) tend vers

n=0
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Pinfini, on trouve zg €0, 1[ tel que z €]z, 1[ implique

g9(z)
1—2e<m$1+2e

donc f(z) ~ g(z) quand z tend vers 1~.
4. Ona
fl@) = 3 + e ) (e + ™)
_ i_(e(1+i)z +e(miHDe | =Dz | ~(i+1)2)

400
- 4in!(a +AP Q=)+ (= D)+ (=i = 1)™)”

n=0

et comme 1 + ’l,= \/ﬁei"r/‘l’ 1—4% = \/ﬁe—‘i‘lr/4, i—1= —\/ie_’%,
—1-i= —\/56”/4, il vient :

@) =3 g (VD A+ (D)) E 4 e E )

n=0
= 1 T
— _ T 9P .9, T\ .2
_204(21))!2 2 2(cosp2)z
p=

il ne reste que les p pairs, donc avec p = 2k, on a

1@ =Y 2 -0k
k=0

T 2
5. Posons f(r) = / €2 dt. La fonction f est dérivable de dérivée
0
2 .2
#'(z) = e* /2. Donc g définie par g(z) = e 2 f(z) est telle que

§(5) = —2e~F () + ¢ 7 F(x) = —ag(x) + 1

la fonction g est la solution de V'équation différentielle g’(z) + zg(z) = 1

valant 0 si z = 0.
(o o]

On cherche g(z) sous la forme Z anz™ don égalité :

n=0

[ee) +oo
E nanz™ ! + E anz"tl =1
n=1

n=0
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Terme constant : a1 = 1;
ap—1
p+1

terme de degré p : (p + 1)ap+1 + ap—1 =0 donc apyy = —
On a aussi ag = g(0) = 0, d'ou1 les azp nuls et 'égalité

(1P
P T 1305, (2p+ 1)
a
Comme —22%1 _ _ 1
a2p—-1 2p+ v
la fonction somme est une solution de I'équation différentielle, elle vaut 0 en
0 : cest donc g(z) d’otr

, le rayon de convergence de cette série est 400,

[e ]

(—1)1’:,:21"“1
? 1-3:5...(2p+1)

g9(z) =
p:
On va encore passer par une équation différentielle.
Si f(z) = exp (Arcsinz), pour z €] — 1,1[, on a f dérivable et
f(z) " f'(z) zf(z)
= dou
F(z) = rt_of(ar:),1__?+(1_$2)3,2

f'(z) = f (z) :c2 f'(z), donc f vérifie I'équation différentielle

soit

1z
(1=2*)f"(@) ~2f'(2) - f(z) =
avec f(0) = 1 et f'(0) = 1. On cherche f(z) sous la forme
f(z) = Z anz™, dou :

n=0
i n(n—1)anz™ “ — Z n(n—1)anz™ — Z nanzc” — Z anz"
n=2 n=2 n=0

Terme constant : 2a3 — ag = 0 dott ag = %, (ap =1);

degré 1:6a3 —a; —a; =0:douaz = %,(al =1);
degré k : (k+2)(k + 1)agyo — k(k — 1)ag — kag, — ax = 0 dou

R it S
2T e+ D) (k+2) F

On obtient donc les relations

H(1+4k2

azp = * (w'
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et

p—1
[Ta+ee+1%
k=0

(2p + 1)!

2p+1 =

avecag =aj = 1.

. a
Comme lim Zkt2
k—+oo0 Qg

ont 1 pour rayon de convergence, mais de plus, pour |z| > 1, lir_r'_l lanz™|
n—-1+0oo

= 1, les deux séries des azpzZP et des a2p+11:2p+1

= 400, (cas de divergence dans le critere de d’Alembert), donc le rayon de
convergence de la série est 1.

lz[*

Soit n_cosf n %

, pour |z < 1, |un| < < |z|™ (n 2 1) donc 1a

série converge (absolument).
|z

Si|z| > 1, lim 2L — 400, oril existe des n arbitrairement grands tels
+oo vn

que cos \/_ 5 car ceci équivaut 2 avoir —§ +2kr € V/n < % + 2km,
avec k arbitrairement grand. Pour k 2> 1, c’est encore équivalent a
akn? 72 4kn? 2

+ - <n<aki+ +%

2 _2
4k“w 3 9 3

2
et les nombres extrémes différant de 8k7—r—, il y en a de tels entiers!

3
n
onc |z™| cos /n
vn

ne tend pas vers 0 si [z| > 1 : le rayon de convergence
est 1.

0s /1

Etude pour z = R = 1. On considere la série des e Jn = ¥n. Nous venons
n

e . 8kn? . T b3
de voir qu’il y a environ 3 entiers n tels que 2km — 3 <v/n< 3 +2kn,

1
donc pour lesquels cos \/n > 3
. 1 1
La somme des vy, pour ces n est donc supérieure a 3 E —— et comme la
vn
k..

fonction = ~~ i:c décroit, cette somme est de Pordre de g'ra.ndeur de

7

kx4 + 52 (2km+%)?
2 e s ogr 7= g = (7 5) - (263
4k2r2 42 | 22 VT (2km—3%)2
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2
cette somme est supérieure a quelque chose d’équivalent & -?ﬂ- On peut donc

nier le critére de Cauchy.

1 1
On peut aussi minorer chaque —= par ————, et la somme par une
vn 3 + 2k

2
quantité équivalente a % . 8k; . 1 P 2—;—
(2k7l' + g)

Finalement Z cos y'n diverge.
A n21 ﬁ

).

Avec up, = anz”, pour  # 0, 0n a

‘un.H‘:(3n+1)(3n+2)(3n+3) n2n 2]

Un, (n+1) (n +1)2nt+2
(Bn+1)(3n+2) 1 2]
(n+1)2 (1+1)2"

2 2

ce qui tend vers C—Z |z| donc le rayon de convergence est R = ;—7.
62 62 i0
Avec la formule de Stirling, si z = ii? (ou méme si z = ﬁe" )on a
_ (3n)! "
[’Um,l = Wﬁ donc
2n —-3n 3n
e 3n)°"V67rn
|Un| ~ ° ( ) = \/§

33np2n e~ "n"y/2mn

donc |un| - 0 :il y a divergence aux bornes de lintervalle de convergence,
(et sur le bord du disque dans le cas complexe).

On a
1 1
mu=£t0®-ﬂmﬁ+ltf®ﬁ

_f@

1
=40+ [ o -sane

Soit £ > 0, 3tg € [0,1] tel que ¢ € [tg,1] = |f(t) — f(1)] < e don

t+ 2 tdt
hwln 7| < el |
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1 1
soit en majorant / t"dt par / t"dt = L :
¢ 0 n+1
0
fanl = L9 < € g B
"onr1| TS n+ Cn+1
Or lllil t = 0 donc Ing, Vn = ng, 2||f||<,¢,tn'"1 < ¢ et finalement,
n—-+1+00
vn 2 ny, ||lan| — ff:)l nzf 70 e qui prouve que |an| est équivalent a
1
%, donc la série des anz™ admet 1 pour rayon de convergence, puisque

anz™ ~ f(l)%z-(—l)" pour z # 0.

1
Soit z = €%, on a anz" = (—1)" (/ t"f(t)dt) 2™, soit encore anz" =
0

1
(/ t’n.f(t)dt) ei(0+7l')’n‘
0

q
Pour 6 + 7 # 0(27), les sommes Z ¢™8+7) sont bornées par rapport
n=p

1
apetgq, comme f(t) = 0, n ~» / t" f(t)dt décroit, vers 0, (clest
f ( )

équivalent & ——=) : par le critére d’Abel la série converge pour z = et

avec § # —m - (27r). Pour z = —1, ap2™ = / t" f(t)dt ~ fle) tily a
0
divergence.

Calcul de la somme L

Pour |z] < 1, on a apz™ = / (—zt)™ f(t)dt, avec, pour t € [0,1]

0
[(—zt)™ f(t)| < |z|™||f]loo : il ¥ a convergence normale en t de la série de
fonctions vn (t) = (—zt)™ f(t), (x parametre fixé) donc on intégre « terme 2
terme » et

—  n n t
,Z:oanm =/ £(0) (Z;J( _zt) )dt 0 1]1.;

Soit un(z) = a" cos®™z, |lunljlcoc = |a|™ donc pour |a| < 1,ily a

convergence normale en T de la série des un vers S(z) = —
1 —acos‘z
Pour z fixé la série converge si et seulement si |a coszz| < 1, (par exemple,

. T .
siz= 3, il y a convergence pour |a| < 4).
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Pour |a| < 1,0on a

/2 +o0 /2
f(a) = /0 S(z)dz = Zan‘/0 (cos®"z)dz

n=0
/2
vu la convergence uniforme en z, donc avec I = / (cos®™z)dz le
0

oo
développement en série cherché est f(a) = Z Ina™, avec pour Iinstant,

n=0
un rayon de convergence R > 1.
/2 dr
Par ailleurs, f(a) = /
0

T2 cos?s se calcule avec tgz =t d’'ou

dt too dt
d = —7, =
=11 e f(a) /O (1+t2)(1_1a )

+ 2
B /+c<> dt
o t*+(1-a)

soit
1 t too ™ g /
= Arct, =—— =Z(1-9)7?
f(a) \/l—a[ ng\/l—a]O 2v1—-a 2( @)
__355(_1)(_§) (-2o) Lo
T2 2 2/ 2 n!
n=0
_f:vr-l-3...(2n—1)a"
- 2.92nq! ’
n=0
"z, 1-3...2n-1) =
On adonc I, = cos“"zdr = ———=———-. — et aussi un rayon
2-4...2n 2

0
de convergence égal a 1 pour la série puisque lim f(a) n’existe pas.
a—1~—

Le trinéme 1 +  + z° reste toujours positif donc f est définie sur R. On a

7@ = 2

m, donc pour T # 1,

1422 (1422)(1-2) 14z -—2z2
1—23 1— g3 T 1-g3
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12.

C’est encore
oo
fl@)=1+z-2z )Zaz3k Zanax"
=0 n=0
avec agy = 1, agx+1 = 1 et agg4+2 = —2, et un rayon de convergence

égal 2 1. Sur | — 1,1] on integre terme a terme et f(0) étant nul, on a
LS .

Log(1+z + 2°) = zbkmk avec bgg4) =

L bgrya = et
P 3k+1" 27 3k +2

b =2

3k+3 = 3k+3
2,.n Un+1 3n+4

Soit un(z) = (3n + 1)“z™, pour |z| # O, \ I (3 T 1) |z| tend

vers |z| donc le rayon de convergence de la séne entlére est 1 avec divergence
si |z] = 1 car alors |ur| ne tend pas vers 0. La somme S(z) s'écrit encore

+o00
S(zx) = E(an +6n + 1)z"

n=0

+o00
OnaZz":

n=0
1 oo
On dérive et on multiplie par x dod (—(1_—1:)2) = Z nz". On redérive

n=0

et on multiplie par z :

1
* [(1 2T —:1:)3] z"

n=0
et finalement
18z° 9z 6z 1
S
N S (A (s A
_ 18% + 1521 —2) + (1 — z)?
(1-z)3
et les solutions cherchées sont les = de ] — 1,1[ annulant 4z? + 13z +
= P(z). On trouve z = LI&:I:S_I_SJ}. Comme P(1) = 18 > O et
P(—1) = —8 < 0 on a —1 entre les racines et 1 extérieur, donc seule

—13 + V153

la racine —s convient.
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1 n
Soit un(z) = (ln (1 + ;)) z™, on a, pour z # 0, |un| ~ Ile donc le
rayon de convergence est 1.

Puis n ~» In (1 + -71;) tend vers 0 en décroissant, pour z = €'? les sommes

g
Z "™ sont bornées pour 6 # 0(2) donc (critére d’Abel) la série converge

n=p
et le domaine de convergence est le disque fermé de centre 0 de rayon 1,

privé de 1, (un(l) =l (1 + i—) ~ %)
Calcul de S(—1)
+o00
5(-1) =) (-1)™(In(n +1) - In(n))

n=1

P+

2p
= limooz(—l)"(ln (n+1) —In(n))
n=1

= plir_'x_:loo[Z(—ln 2)+In3)+...—In(2p)) +In(2p +1)]

2 2
o 3-5...(2p—-1) 2-4...2p
“p_ll’fooln[( 245 ) P\ 3
- 5 (2p)*(2p+1)
= oo ln( 2@t )
Or, par Stirling, on a

(2p)?(2p+1) (2_p)4p (VIpr)*(2p+1) 2
24P (pl)4 e otp (2)419(\/2@4

3

donc S(—1) =1n (%)

Pour z €]0,1], E (al:) existe et E (%) =ke

1 1 1
k< <k+1®x€]k+1 k]

Soit X €]0, 1], I'n tel que — <X< 1 et lim n=+4oco,ona
1 n x—ot
1
/ /(1)“ S /F(l)k
dz + Z
k+1

= (-1"Log () + Z(—1)’° m (2E2).
k=1
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Comme n <nX < 1,ona Xlim+ Log (i) = 0, et la série des
—0

n+1 nX
(—l)k In (1 + ilc_) étant convergente, on a finalement

L _E&)
lim / ED7=dr g 1)=mm (3)

(n+1)
Soit un(z) = o™ ;™% Pour z #0,0na

Un41(2) _ a(n+1)2—n2zn+1 = g2ntlntl

wn(2) = (a’2)"az

Pour |az| > 1, la série diverge car un(2)- 0, si |[a%z| < 1 elle converge
1

donc R = —;.
a

En fait, si |a2z| =1, avec z = e®a 2 ona
.n(n+l
2 _ 2 _ .n(n+1 e’t [’
un(z) = a"® o~ 2% o723 o= o
S . 1 L .
done, si @ > 1, il y a convergence pour |z| = —5, mais si a < l,ilya
a
divergence car un(z)- O.
cosn
Le réel an = existe pour tout n € N.
" Vn+cosn P
cosn 1
Onaan= \/7_1 WPO’U’[’R? l,etpou.rnZZ,
Vvn
cosn 1 1
< —= < 1. En prenant un développement limité de ,ona
Ve | T V2 P PP l1+z

2
COST cosn cos™n
an = == (1— Tt (1+e(n)))

avec liril e(n) = 0. Si on pose bp, = 1 + &(n), les bn, sont bornés et
n—-+00

cosn  cos’n . bp cosdn

an = -

NG n+n\/'r_7,'

n n
T z
La série entiere des (cosn) T (majoré par I—\/: en module), converge si
n n

(cos?n)z™ et bn(cos3n)z™

nvn

|z| < 1, de méme les séries de termes généraux

convergent si |z| < 1.
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Pour |z| > 1, pour 7 « proche » de 2k, disons entre 2km — g et 2km + %,

27
(il y en a car la différence vaut 3 > 1), on aura cosn > \/— V2krm

alors que |z|®, de Pordre de grandeur de |z|?*" va tend.re vers Pinfini

«plus vite» que /m, donc pour ces n € [2k7r - §,2k7r+ %], on a

- lim |anzn| = 400 : la série diverge d’ou son rayon de convergence,
k—+o0
R=1.
Plus précisément, anz™, avec z = e, secrit
e‘Zin + e—2in

1+ ——— )
n_ (e g e—‘m) e Te ),ino_ ( 2 ) £ + bn(cos.‘in)ezne
2\/_ 2n n3/2

anz

bn(cos®n)et™?
n3/2

car les bn, sont bornés.

Quand aux autres, par application du critere d’Abel, on a convergence de
1.'n.(1+0) ein(e—l)

———— pour 0 # —1(2), puis convergence de la série des —————

inf em,(2+0)
pour 8 # 1(2w), convergence des o si @ # 0(27); des e si
e'12':1(0—2)
0 # —2(27) enfin de la série des g, powr 0 # 2(2m).

La série des converge uniformément, (et absolument) en 6

Finalement il y a convergence pour |z2| < 1l et z = € 9 avec 0 #
—2,-1,0,1,2(2m), car pour chaque valeur exclue une et une seule des séries
d1verge

On a

n z\" | n
lun(z)| = |z 1+; ~e¥|z|™:

il y a donc convergence si et seulement si z €] — 1, 1[.
Pour |[z| < 1,0na

(gt E(Ee2)

n=1 n=1 \p=n

p—n T

Si on pose unp =0sil <K p<noup > 2netunp=Ch ey

n < p < 2n, alors

n
x x
Zlun,pl Zc"' ol e ( %) < elafm,

p=n

pour
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n T
(car (1 + l—:'—|) <elfle1+ % < eJWl, vrai par convexité),

) +o0
et Z (z |un,p|> converge, donc le théoréme d’interversion des somma-
n=1 \p=1

tions s’applique et donne l'existence et I'égalité des sommes calculées pour
p, ou n, fixé d’abord.

> (s -5 (Soeo)

n=1 p=1

soit

oo oo [o9)
(23 ¥ ks

n=1 p=1 E<n<p

ce qui donne, pour |z| < 1, un développement de S(z) en série entiere sous
(e o)

la forme S(z) = Zapzp avec ap = Z C,’i_”;:_—n.
p=1 E<n<p
2n 2
- z Un+1| _ T 1
Pour & # 0, avee un(s) = (-1)" gy ona |25 = T

qui tend vers 0, donc la série converge pour tout x réel.
1-3-5...(2n—-1) 7

/2
Un peu de culture : Io, = / (sin t)2"dt =
0

— soit
2-4..2n 20
2n)!
Inp, = 22(11,(+)|)2 %, (intégrale de Wallis), donc, partant de
. . _ 2, 1 n
T sint Z M qui converge normalement en ¢, (x fixé) on a
=6 n!
T . . 7 n g
[T
- n20 Y7

Les intégrales pour n impair sont nulles, (fonction impaire sur [—,7]), il
reste, (parité et symétrie par rapport a g du sinus),

U Lo 2n /2
/_ ) izsintgy — Z( (12) T (4 /0 (sint)"’"dt)

2n)! «w
= 1 o A2 (@)

n=0
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Dou f(z) = % f_’_r" ¢'® sintdt Mais alors |f(z)| < 1 et lintégrale
+00
impropre / e tf (t)dt converge pour s > 0. Cest la transformée de

0
Laplace de f : notons 1a L(f)(s).
Soit y > 0.0n a

Yy st Yy st ™ eit sinu
/0 e f(t)dt:/o e (/_W o du) dt
1 ™ v ¢ it si
=3 (/ e e’ s"""dt) du
-7 0

T

. 1
L) = lim o= [ o(uudu

(par Fubini), et

-1

Y -
avec O(y, u) = / e Stett sinugy
0

+oo
et que / e *dt converge, lim 6(y,u)
0 y——+00
existe, uniformément en u € [—, 7] car

+oo - Y s
/ e—stezt sin udt _ / e—stezt sin udu
0 0

majorant qui tend vers 0 si y tend vers 4o0.
On a donc

1 i oo —st+it sinu
Lf(S) = ﬂ A € dt | du
-7

1 /ﬂ' [et(—s+i sin u)] +oo p
= _— U
2 J_,. | —s+isinu 0
1 [7 du 1 (™ (s+isinu)du

Comme Ie—stezt smul S e—st

S

+o00 —sy
< / et = &
Y

= o = o 2 )
2r J_,s—tsinu 2w J__  s2+sin‘u

la partie imaginaire de l'intégrale est nulle, (fonction impaire en ) donc
1 [ d T d
Lf(s)=—/ S_f‘2=i/ e
2r J_ps2+sin®u 7 Jy s2+sin’u

_2s /2 du
T Jo  s2+sin’u’
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Avec t = tgu, dt = (1 + t2)du il vient

Li(s) = 22 oo dt(1 + £) _2s [T dt
Tomfo (M+)(1+t2)s2+1¢2) T w Jy  t2(s2+1)+s2
_ 2s too dt
m(s2+1) J, 2y s
(s2+1)
m 2 [preg VAT e
V82 +1 s 0
1
et finalement L f(s) = ———= pour s > 0.
10=7v=
18. Lénoncé suppose les an non nuls (pour former les rapports). On a
lim 2n+2 _ lim 2n+2 32n+1 _ loly
n—+oco a2n n—-+00 2n41 a2n

donc la série des ag, 22"

parce que dans ce cas aon 2

converge si |z2l2l1| < 1, et diverge si |z2l211| >1
2" ne tend pas vers 0.

.o a . ‘.
Comme on a aussi lim —22+3 — 1112 on a le méme résultat pour la série
n—+00 A2n+1
des a2n+1z2“+1, dou R = NI (et R=o00sily ouly =0).
162

19. Avec A = (i _12) et Up = (:LU"") on a U, = A™Uy; les valeurs
n
propres de A sont, (sauf erreur) 1 + iv/2 et 1 — 3v/2 soit encore V3et?

1 2
avec 0 tel que cos@ = — et sinf = 3 Avec la matrice de passage

V3
. . i0
P= <z\1/§ _"1\/5) on trouve P~1AP = <\/§ez U ) d’ou

0 V3e~ ¥
n_ (\/g)neine 0 ) —1
A p ( 0 (\/‘)ne—ine P

(4 52) (Y% e ) (4 1)
21’\/_ 0 (\/g)ne—ine -1 ’L\/i

et apres de longs calculs, on arrive, sauf erreur a
un = (V3)"™(ug cosnb — v2vp sin nb)

vn = (V3)" (% sinnfd + vg cosne)
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du moins, je le pense.

On a alors
Unz™ N
22" < (fuol + vluol) 22
’ou . 'Urnlfn .
d’ot1 la convergence pour tout z de la série des oy et de méme de celle
n .
des vnm—'.
n!
On a enfin
> i60\n el N
_ (v/3ze*) (v3ze'®)
f(z) =wuo Z Re_’n,!_ - vo\/§ Im z i
n=0 n=0
=ug Re e\/gz(cos 6+i sin@) _ ’Uo\/ﬁ Ime\/g.’c(cos 6+i sin )

donc

f(z) = uge¥/3% €050 cng (zV/3 sinf) — vov/2eV3% 0 05in (V3 sin6).

1 2
11 est temps de se rappeler que cosf = — et sinf = \/; , dou

V3
f(z) = uge® cos (zV/2) — vo V2" sin (zv/2), et on trouverait

g(z) = \/_ex sin (zV'2) + voe® cos (zV2).

—t2 —t2 5 ro
Comme |e costz| < e~ ', lintégrale f(z) = e " costxdt

0
converge absolument, en outre f est limite uniforme des fn définies par
2 2
fa(z) = f: et costz dt, fonctions continues en z, ((t,z) ~> e~ % costz
continue sur [0,n] X [z — 1, z + 1] compact par exemple). Donc f est
n

—t2

continue. De plus fr est dérivable, avec fj(z) = —te” " sintzdt,

0
(théorémes généraux), et les fonctions f;, convergent uniformément vers
+o0 .2 +oo

g(z) = —/ te sintz dt car |g(z) — f,’l(z)| < / te_tzdt,

0
quantité qui tend vers 0 si n tend vers l'infini, un.iformémegt enz € R.
+o00o

Mais alors f est dérivable, avec f'(z) = —te_t2 sintz dt, et on peut
poursuivre les dérivations : f est de classeOC°°.
On peut calculer f’(x) par parties : —te_tzdt =dv,v = %e_tz, u = sintz,
du = z costz dt, donc

T g

+o00
fl(z)= [ sintze™t ]0 —5/0 t'3_t2 cosztdt=—§f(z)-
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La fonction f vérifie donc l'équation différentielle f’(z)+ % f(z) =0etcest

+oo 2
2
la solution telle que f(0) = / e Vdt = 4’ dou f(z) = 46_%—,
0

+o0
donc f(z) = Z %—7? 1)

4nn!

n=0

L'équation caractéristique de la suite est rP—ar—pB=0. Sl a’+48 #0,

elle a deux racines distinctes r’ et 1’ et Un est du type )\'r +pr ™, avec

up=0=XA+petu; =1=XA'+pr"”. Comme A = —pponal = /\(r'—r”)
,r/n — ,,,”n (,’,/z)n (’I‘"Z)n

s _ no_ _
dou up = _—('r' ) et upz" = D) - a un rayon de

1 . . .
convergence R > inf (I T | ) (attention, on peut avoir ’ # ' mais
r

avec |r'| = |r”’]).

Si o? + 483 = 0 réquation a une racine double, 7, et alors ur est du type
Up = Ar™ + unr™ avec ug = 0 = A et u; = 1 = pr. (A remarquer que
r = 0 nécessite = B =0, alors ug = 0, u; = 1, un = 0, Vn = 2, cette
suite n’est pas du type indiqué mais donne une série entiére réduite a x.

La forme rappelée de un, suppose  # 0, donc lorsque r est racine double,
cest dans le cas ol 3 et o sont non nuls que nous poursuivons l’étude

7 = 0 est racine double, S(z) = z admet +0o pour rayon de convergence)

On aun = nr® ! dotr la série des nr™ 12" de rayon de convergence —

400
Si S(z) = Z un2™, (1 — az — B22)S(2) est une série entiére telle que le
n=0
coefficient de 2™ pour n 2 1 devient up4+1 — aun — Bun—1, nul.
Il reste (1 — az — ﬁzz)S(z) = ug + u1z = 2, et comme pour |z| < ]
1 1 . 2
et |2| Wavec;et;ﬁracmesdel—az—ﬁz = 0,on a

1—az+ 22 #0, on a finalement S(2) =

z
1—az— B22
ouvert de convergence.

On peut remarquer que le rayon de convergence est la distance de 0 a
Tensemble des péles de cette fraction rationnelle, c’est bien le plus petit des

sur son disque

modules des zéros 7% et % du polynéme 1 — oz — ﬁzz.



CHAPITRE 14

Espaces préhilbertiens réels,

espaces euclidiens

Ce chapitre est certainement celui qui plonge ses racines au plus
profond de notre histoire. Non pas & cause d’Euclide, mais plutdt parcequ’il
est lié a la station debout de 'homme. Qui sait.

Si dans ce lointain passé de plusieurs millions d’années, nos ancétres
d’Afrique orientale n’avaient pas adopté la station debout pour s’adapter
aux modifications climatiques de leur milieu, peut étre que 'humanité
n’aurait jamais soupconné les merveilles de la projection orthogonale,
de la base orthonormée, et que je ne serais pas en train de me livrer
a ces élucubrations qui ont pour but de mettre en évidence la place
fondamentale qu’occupe cette notion d’orthogonalité dans la structure que
nous allons étudier.

Accessoirement, les voyages dans le temps et I'espace font réver et
développent I'imagination.

1. Définitions, premiéres propriétés

DEFINITION 14.1. — On appelle espace préhilbertien réel, tout espace
vectoriel réel E, muni d’'une forme quadratique ¢ définie positive.

Il revient au méme de dire que E est muni de ¢ non dégénérée positive
(Algebre, Corollaire 11.59).

14.2. 11 en résulte que Uapplication X ~~ /(X)) est une norme sur E
(voir tome 2, définition 6.1), car \/@(X) > 0, et si c’est nul, comme ¢ est
définie, c’est que X est nul; on a \/¢(AX) = /A2¢(X) = |A|\/d(X)
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et 'inégalité de Minkowski, (Algebre, Corollaire 11.61), donne l'inégalité
triangulaire.

14.3. Un espace préhilbertien réel est donc en fait un espace vectoriel
normé, la norme étant associée a une forme bilinéaire symétrique , forme
polaire de ¢, et qui s’appelle produit scalaire.

14.4. Lespace est dit de Hilbert s’il est complet pour la norme préhilber-
tienne ||z|| = \/@(X), et euclidien s'il est de dimension finie (et dans
ce cas il est complet, toutes les normes étant équivalentes en dimension

finie, et munissant R™ d’une structure d’espace vectoriel normé complet
(Tome 2, théoréme 6.28).

14.5 Soient z et y deux vecteurs de E préhilbertien réel, on dira qu’ils
sont orthogonaux, (au lieu de conjugués), si o(z,y) = 0, ¢ forme polaire
de ¢, ce que l'on notera (z,y), (qui se lit z scalaire y).

L'inégalité de Cauchy devient :

14.6 V(z,y) € B2, [(z,9)| < llzl| Ilyll

et, si z et y sont non nuls, il existe un seul § € [0, 7] tel que cosf =
(z,y)
Il [lyl]
et y de FE préhilbertien réel, 6 étant une mesure en radians de cet angle.
Bien sir on dira comme tout le monde que 6 est 'angle des deux vecteurs.
Si z et y sont orthogonaux, on a

, ce qui permet de parler de 'angle de deux vecteurs non nuls z

llz+yll? = (z+y,z+y) = (z,2) + 2(z,9) + () = (,2) + (¥, 7)

puisque (z,y) = 0, soit encore ||z +y||? = ||z||2 + ||y||? : cest Pythagore
que voila. D’un seul coup nous sommes passés des premiers hommes a
lantiquité grecque!

THEOREME 14.7. — Dans E préhilbertien réel ona (z,y) = 0 & ||z+y||2 =
[l | + [lyl12. u

On peut alors se demander dans quel cas une norme sur un espace
vectoriel E est associée & un produit scalaire. C’est simple, c’est lorsque
Papplication  ~» || X||2 est une forme quadratique, donc lorsque I'appli-

cation (z,y) ~ Z(llz + y||2 = ||z — y||?) est bilinéaire, (voir Algsbre,
théoréme 11.8).
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Une notion importante sera celle de base orthonormée, c’est-a-dire
d’une base formée de vecteurs deux a deux orthogonaux, et tous de norme
1. Ce que l'on sait, c’est qu’en dimension dénombrable, de telles bases
existent.

THEOREME 14.8. — (dit du procédé d’orthonormalisation de Schmidt).
Soit E un espace vectoriel euclidien, (ou préhilbertien réel de dimension
dénombrable stricte) il admet des bases orthonormées.

Plus précisément, si B = (ex)xck, (K partie finie ou non de N), est
une base de E, il existe une base C = (e)rcx orthonormée telle que
pour tout k de K, Vect (eg, e1,...,ex) = Vect (e9,€1,- .. ,€k)-

On procede par récurrence sur k

Pour k£ =0, on prend g¢ = ” “ : il est de norme 1.

On suppose construit o, . . . , €p deux a deux orthogonaux, de norme 1
et tels que Vk < p

Vect (eg, €1,--.,er) = Vect (€9,€1,.--,€k) = Ej.
On cherche £, tel que
Ept1 = Vect (eg, €1, --,€p,ept1) = Ep ®Reptg

soit aussi
Vect (g9, €1, - - - ,ep, €p+1) = Vect (€0, ..,6p) ®Repyr1 = Ep @ Repp1.

On choisit d’abord ep +1 = €p+1 + u avec u dans Ep tel que el p+1 soit
orthogonal aux €;, 0 < 7 < p.

p
En posant u = Z A:€;, les conditions (g5, e;,_,_l) =0pouri=0,...,p
=0
donnent 0 = (€;,€p4+1) + A;, d’ott un choix possible de e;, 11, Qui est non
nul, (composante suivant €, égale 4 1 dans sa décomposition dans la

famille libre e, ..., €p,ept1). Le vecteur ep 1 = £ e’ p 1” sera donc de
p+1
norme 1, orthogonal & chaque ¢; pour ¢ < p, et Vect (o, - ..,sp+1) =
Vect (eg, - - -, €pt1)-
Le procédé est récurrent et fournit donc une base orthonormée de F
euclidien, ou préhilbertien de dimension dénombrable stricte. |
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Il convient de remarquer que la matrice de passage de (e, ..., €p4+1)

a (eo,.- -, ep+1) est triangulaire, et que, si le signe des coefficients diag-
onaux est précisé, elle est unique.

2. Des exemples

EXEM:PLE 149.— FE = R" rapporté a sa base canomque B =(e,...,en).

Siz= Z T;e; ety = Z y;€; on pose (Z,y) Z z;y;. On a une forme

blhnealre deﬁme pos1t1ve, de matrice I, dans la base B.

La base B est orthonormée, et ||z||2 = Z 2.
=1
Le théoréme 14.8 nous prouve que tout espace euclidien de dimension
n est de ce type, lorsque I'on a choisi une base orthonormée.

oo o0
EXEMPLE 14.10. — E =R[X]. Si P =) a;X' et Q= > bX', les a;
=0 1=0
et les b; étant presque tous nuls, on pose (P, Q) = Z a;b;, (somme finie
1EN
en fait) et (P,Q) ~~ (P, Q) est une forme bilinéaire symétrique définie
positive. On a un espace préhilbertien réel qui n’est pas de Hilbert, un
espace vectoriel normé de dimension dénombrable stricte n’étant jamais
complet, voir tome 2, corollaire 6.33.

EXEMPLE 14.11. — lZ(R) Soit 'ensemble E des séries u = (un)neN de
terme général réel u,, telles que la série des (un) converge. Cet ensemble
est un sous-espace vectoriel de Iespace RN des suites réelles car la su1te
nulle est dans E et, comme pour tout entier n on a 2|up| |vn| < u2 + v2
(Cest (Jun| — |'vn|)2 > 0) si u et v sont dans I2(R), la série de terme
général Auy, + v, y sera aussi car la série des up vy, étant absolument
convergente, la majoration (Aun, + pvn)? < Azun + 2| Apunvn| + p2v2
prouve la convergence de la série des (Aun, + v ) 2. Donc Au+pv € I2(R).
On définit alors une forme bilinéaire symétrique sur E par

(u,v) = i UnVn

n=0
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o0
C’est une forme définie positive car (u,u) = Z u2 > 0 et clest nul si

n=0
et seulement si chaque u, = 0.

14.12. En fait I2(R) est un espace de Hilbert. Vérifions donc que, pour sa
norme préhilbertienne, 'espace est complet.

Soit (uP)pen une suite de Cauchy d’éléments de {?(R). On notera
uP = (uh)nen-

La suite (uP)peN étant de Cauchy, on a

o0
14.13. Ve > 0, 3po, ¥p > po, Vg > po, |lWP—ud|]> = > (ub—ul)? <e.

n=0

Une remarque préalable : dans les espaces préhilbertiens, on utilise
le plus souvent le carré de la norme pour simplifier les calculs.

A fortiori, pour chaque n fixé dans N on a |uf, — ud|? < € dés que
P > po et ¢ > qo, Po étant associé a . Cest que la suite (ul,)pen et 7 fixé
cette fois, est de Cauchy dans R complet, donc convergente.

Posons u, = lim uP.
n p— oo mn

La relation 14.13 implique également que, pour chaque N fixé dans N
on a

N
14.14. Ve > 0, 3pg, Vp = po, Vg > qo, VN € N, Z(uﬁ —ud)?<e.

n=0

Dans 14.14, pour p fixé et N fixé, si g tend vers +00 on a

N N

. 2 2

i S = 3 - w)
n=0 n=0

(somme finie de limites), d’oi, en passant & la limite quand g tend vers
o0,

N
14.15. Ve > 0, 3pg, Vp = po, VN €N, Z(uﬁ —up)?<e

n=0
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ce qui implique la convergence de la série des (u,ﬂ - un)2, (n indice),
puisque les sommes partielles sont majorées par ¢, et aussi que

o0
14.16. Ve >0, 3po, Vp > po, P (uh —un)? <e.

n=0

Mais alors, en ﬁxant p, et en notant u la suite des un, on a en
particulier uP — v € I?(R) puisque la série des (uf, — u,)? converge,

et comme uP € [2(R), espace vectoriel, cest que u € [2(R) et enfin 14.16
se lit :

Ve > 0, 3pg, ¥p > po, WP —ul? < e

ce qui traduit la convergence de la suite de Cauchy des uP vers u dans

*(R). u

REMARQUE 14.17. — Ceci permet de répondre a une question non posée :
Pespace [2 (R) n’est pas de dimension dénombrable puisque complet pour
une norme. A fortiori RN n’est pas non plus de dimension dénombrable.

EXEMPLE 14.18. — E = C°([a, b, R). On se donne une fonction p, définie
continue de [a b] dans R, ne s’annulant qu’en des points isolés. On pose

o(f.g) = / F()g(t)o(t)dt

L'intégrale étant une forme linéaire positive sur les fonctions, ¢ est
b
bilinéaire symétrique positive; elle est définie car ¢(f) = / f2p=0

a
avec f2p continue implique f2p nulle, donc f nulle sauf a priori en des
points isolés de [a, b] : par continuité f est nulle.

14.19. Cet espace n’est pas de Hilbert, méme pas de temps en temps,
une petite fois, avec p bien choisie. Non! jamais!
En effet soit f, de graphe ci apres, (pour n assez grand).
a+b a+b 1
Pourn < m,ona fp,— frn nulle sur |a, % et sur ;_ + e b]
a+b a+bd 1

2 7 2 n+1

majorée par 1, en valeur absolue, sur [

] donc
2 [Frm [ S— .
[|fm — foll® < " p(t)dt < PR quantité qui tend vers 0 si
2
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° o adk ama g
2 2 M4

v
T

n tend vers linfini donc la suite (fr)nen est de Cauchy dans E normé

b\ 1/2
par ||f]| = (/ f2p>

S’il y avait convergence, dans E, pour cette norme, vers g, on devrait

b[etg(t) =0sur] ath b].EneffetgdansE

2 2’

est continue. Soit ¢y € |a, aT—l-b . Si g(tg) # 1, la fonction ¢ ~~ |g(t) — 1|

étant continue, non nulle en tg, si ¢ = |g(¢p) —1|, par continuité il existe un

avoir g(t) = 1 sur [a, ot

intervalle I contenant ?(, contenu dans [a, aT—I-b [ de longueur non nulle

c a+b]

2

llg — fnll® > /I(y—fn)zpz (2)2/1;)

avec / p > 0, donc ||g — fr|| ne peut pas tendre vers 0.
I

sur lequel |g(t) — 1| > —. Comme pour tout n, fr(t) = 1 sur [a,

on a

b A
Sur ] %, b} on procéde de méme en commengant, si g(¢1) # 0, par

b +
2 ng+1
de g, un intervalle J de longueur non nulle, contenant ;, sur lequel

a
fixer ng tel que

< 11, puis en déterminant, par continuité
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1
lg(t)] = ¢ = %ﬂ avec J C [a—;—b+_+1. b] Alors Yn > nyg,

g— fn=gsur J eton aura ||g — fn|2 > / c“p > 0 : ici encore les fp
J
ne convergent pas vers g.

a+b
Mais alors g, limite éventuelle, n’est pas continue en +

. L'espace
n’est pas complet. ]

Bien siir, g est associé 4 la limite de la suite des f, dans le complété
de E car ... toute suite de Cauchy d’un espace F converge, si ce n’est pas
dans FE, c’est dans son complété (tome 2, théoréme 4.111).

Je n’abandonne pas ces espaces, véritables « trésors » pleins de ressources.|j

En effet, dans F figurent les fonctions monémes ey, : t ~ t™.

Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, (Théoréme 14.8) permet
donc de construire une famille (P,)nen de polynémes, de degrés éche-
lonnés, orthogonaux pour le produit scalaire, de norme 1. De plus, si le
signe du coefficient directeur est précisé ces polyndmes sont déterminés
de maniére unique.

14.20. Chaque Py, admet n zéros distincts dans ]a, b|, (n > 1).

En effet, on commence par remarquer que si () est de degré q < n,
Q € Vect(Py,P1,...,Fy), or les Pj, pour j < ¢ < n sont tous
orthogonaux a P, donc {(Q, P,,) =

Soit alors a3, @2, ...,qr les zéros d’'ordre impair de P, dans ]a,d]
ordonnés :

a<a;<ag<...<ar<b

r

Le polynéme Q défini par Q(z) = H(z — ;) change de signe, sur
j=1

la, b[, en méme temps que P, donc la fonction continue z ~» Q(z)Px(z)

est de signe constant sur [a, b], nulle en un nombre fini de points : on a

(@, Pn) / PaQp #0.

C’est donc que le degré r de Q vérifie r > n. Mais P, de degré n
ayant au plus n zéros et en ayant r d’ordre impair avec 7 2> n, cest que
T = n, et que tous les zéros de P, sont simples et dans ]a, b[. |

Nous retrouverons ces polynémes au paragraphe suivant, car, comme
les « pates riches » il s’agit d'une structure «riche ». Disons simplement
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qu’on peut prendre pour intervalle d’intégration un intervalle non borné,
ou semi ouvert, et prendre des fonctions d’intégrale impropre convergente.
Le schéma directeur reste le méme.

Voici des exemples

1421. E = {fonctions continues de | — 1,1[ dans R telles que
1 2
/ f—(t)dt converge},
-1V1-—t
1
t
(f,9) = F8)g(t) dt conduit aux polynémes de Tchebychev, Py,

-1V1-—1¢2

avec Pp(z) = cos (n Arccos ).

1
1422, E = C°(|-1,1,R), p(t) = 1, donc (f,g) = /_ Fg(t)at. on
T

2nn! dzn [(=* - 1)".

obtient les polynémes de Legendre, on a Pp(z) =

14.23. E = {fonctions continues de R dans R telles que / 12 (t)e_"’2 dt
R

converge} ce qui conduit aux polynémes de Hermite.

2
dn —T
Cette fois on obtient Pp(z) = (——1)"6“”2 %.
1424. E = {fonctions continues de [0,+o0o[ dans R telles que

+o00
/ f%(t)etdt converge} conduit aux polynémes de Laguerre. On a
0

z g
Pa(z) = e—'ﬁ(e_”a:").

La liste nest pas close et tout lecteur peut inventer sa famille de
polyndmes personnalisée. La recette est simple : choisir 'intervalle et la
fonction p puis ... établir des propriétés!

3. Projection orthogonale

S

Nous voici parvenus & ce que je pense étre l'essentiel des espaces
préhilbertiens : la projection orthogonale.
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Rappelons d’abord qu'un pro;ecteur, dans E espace vectoriel, est un
endomorphisme p de E vérifiant p? = p. On a alors E = p(E) & Kerp et
si z de E se décompose en y + z dans cette somme directe, on a p(z) =

p s’appelant encore projection sur p(E) parallelement a Ker p, (Algébre
6.48).

DEFINITION 14.25. — Soit E préhilbertien réel. On dit qu’une projection p
sur F parallélement & G est orthogonale si et seulement si G = F L

Donc avoir une projection orthogonale de E sur F' équivaut a avoir
E=FeFl

Remarquons que, la forme quadratique servant a définir la structure
préhilbertienne étant définie, on a F N FL = {0} pour tout sous-espace
F de E, (x de F N FL est tel que (z,z) = ||z|| = 0), cette condition de
somme directe revient donc & justifier que E = F + FL,

Avant de voir si, étant donné un sous-espace F' de E, il existe une
projection orthogonale sur F, voyons l'intérét de cette notion.

THEOREME 14.26. — Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous espace
tel que E = F @ FL. Si 2 de E se décompose en zo = ug + v dans cette
somme directe, (ug € F, vg € F 1), la distance de To a F est atteinte en
ug et vaut ||vgl|-

En effet, (d(zo, F))? = inf {||z0 — u||?; u € F}.
Or zo—u = (ug—u)+vg avec ug—u € F et vg € FL : par Pythagore
ona

2
llzo — ull® = [luo — ull® + [lol|* > Ilvoll

borne inférieure atteinte lorsque u = ug. |

On verra comment on peut encore caractériser le point ug ou cette
distance est atteinte, & la remarque 14.33, et au lemme 14.32.

Venons-en a la question de savoir si, ' étant donné, on peut projeter
orthogonalement sur iui. La réponse sera : pas toujours!

THEOREME 14.27. — Si F est sous-espace vectoriel de dimension finie de E
préhilbertien,ona E = F @ FL.

En effet F N F+ = {0} donc F est alors sous espace non isotrope de
dimension finie, le résultat a été justifié, (Algebre, théoreme 11.25). W
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CONSEQUENCE 14.28. — Soit F' sous-espace de dimension n, une base

orthonormée B = {e1,...,en} de F. Si p est la projection orthogonale
n
de E sur F,ona Vz € E, p(z) = Z(:I), €;)e;.
i=1

n
Car, en décomposant p(z) dans la base B en p(z) = Z a;e; on a p(z)
i=1
caractérisé par la condition : z — p(z) € Kerp = F ce qui équivaut a :
Vi=1,...,n, (z—p(z),e) =0

soit (z,e;) — a; = 0 d’ou le résultat. |
Voici un autre cas ou la projection orthogonale existe.

THEOREME 14.29. — Soit E préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel
de E, complet pour la norme induite par celle de E. Alors E = F & FL

Procédons par étapes.

LEMME 14.30. — (Théoréme de Riesz). Soit K une partie non vide de E,

compléte et convexe. Alors pour tout x € E il existe un et un seul y de K
tel que ||z — y|| = d(z, K).

Autrement dit, la distance de = au convexe complet K est atteinte en
un point unique.
Soit § = d(z, K) = inf {||z —t||;t € K}. Ce réel existe et comme pour

1
boutneN,ilexistetneKtelquellm—tnll<5+n+

T (sinon 6 non

borne inférieure) on consideére cette suite (tn)nen d’éléments de K telle
que lim ||z —t,|| =6.
n—-+o00

Que faire de cette suite dans K complet, si ce n’est justifier qu’elle
est de Cauchy? Et pour cela évaluer |[t, — t4||. On est dans un espace
préhilbertien ot 'on dispose de la relation dite du parallélogramme :

14.31. Soient a et b dans E préhilbertien, on a ||a + b||? + ||a — b]|? =
2(||al|? + 1|8]|3), (il suffit de développer), ou encore : la somme des carrés
des longueurs des diagonales d’un parallélogramme est égale a la somme
des carrés des longueurs des cotés.
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On applique cette identité avec a = t, — T et b = tg3 — x dou
t t

Ona
2 tp +1q 2 2 2
d’ou
1 \? 1 \? ty+tq |2
2 P q
—_ - S+ ——) _ollp—2" 4
Ity — tq|l“ < (<6+ +1) +< +q+1) “z 3
t t t t
Mais K étant convexe, - ; ¢ ¢ K donc ||z — % > 6,doua

fortiori

1 )\? 1 )\?2
||tp—tq||2<2<(6+m) +<6+m) —262)

majorant qui tend vers O si p et ¢ tendent vers +oo on a bien Ve > 0,
Ipo € N, Vp > po, Vg 2 po, ||tp — tq|| 2 : la suite est de
Cauchy, dans K complet, donc convergente dans K . Soit y sa limite,
la continuité de la norme dans un espace vectoriel normé implique que
llz —yll = lim {lz—ta]l soit ||z —yl|| =o.

Enfin, y est le seul élément de K convexe ou la distance est atteinte.
X

N

¢y
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Si on avait ||z — y|| = ||z — ¥’|| = 6, le triangle (z,y,y’) serait isocele

/
et comme yt+y

€ K, on aurait

2 2

y+y
-5

!
e — 2 = | =Y

2 /

, —
_ytry < 62, Pélément y-u serait donc trop

2
prés de z, dou y = ¢/'. [ ]

T

Done si y #,

LEMME 14.32. — L'élément y de K tel que ||z—y|| = d(z, K) est caractérisé
par la condition : y € KetVz € K, (x—y,z—y) <0.

Si on suppose qu’il existe y € K tel que,Vz € K, (z —y,z—y) <0,
on a

lle — 2l = ll(z —y) + (v — 2)II”
=llz -y’ + 2@ -y,y—2) +lly— 2> > llz - yII?

puisque, par hypothése, 2(z —y, y—z) > 0. Mais alors, la borne inférieure
des ||z — 2||? quand z varie dans K est atteinte en y.

Réciproquement, soit y tel que ||z — y|| = d(z, K) et z dans K, pour
tout t € [0, 1], P'élément tz + (1 — t)y est dans K, (convexe), donc

llz = yl? < llz = (tz + (L — O))II* = [I(z — y) + t(y — 2)||
soit
Iz — ylI? < lle — ylI? + Ally — 2| + 2t(z — y,y — 2)
d'oit Pon déduit I'inégalité :
2z —y,z—y) < t2lly — 2||

valable pour tout ¢ de ]0, 1]. On simplifie par ¢ et on fait tendre ¢ vers 0,
il en résulte que (z — y, z — y) < 0, dou le résultat. [ ]

REMARQUE 14.33. — La justification du lemme 14.32 utilise le fait que K
est convexe, et que d(z, K) est atteinte, par le fait que K soit complet.
Le résultat s’applique donc dans le cadre du théoréme 14.27 ou plus
généralement de tout projecteur orthogonal de E sur un sous-espace F'
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et permet de dire que y = p(z) est le seul élément de F, (convexe) tel que,
VzeF, {(zx—y,2—y) <0.

Achevons la justification du théoréme 14.29.

Soit E préhilbertien réel et F' sous-espace complet de E.

Comme F, sous-espace vectoriel, est convexe, le théoréme de Riesz
(lemme 14.30), s’applique : pour chaque x de FE, il existe un unique élément
y = p(z) dans F tel que ||z — (pz)|| = d(z, F), donc aussi (lemme 14.32),
tel que Vz € F, (z — p(z), z — p(z)) < 0.

Mais, Vu € F, z = u + p(z) € F, (sous-espace), et alors z — p(z) = u
dou, Vu € F, (x — p(z),u) < 0.

Comme —u € F, on a aussi (z — p(z), —u) = —(z — p(z),u) < 0 dour
finalement Vu € F, (z — p(z),u) = 0 donc z — p(z) € FL.

Enfin, on a z = = — p(z) + p(z), donc E = FL + F, puisque z — p(x)
est dans FL et p(z) dans F, ce qui achéve la justification du résultat
E=FeFL ]

REMARQUE 14.34. — Les calculs ont surtout fait intervenir le carré de la
norme.

REMARQUE 14.35. — Une vision géométrique, (triangle isocele, parallélo-
gramme, angles obtus pour la condition (z — ¥,z — y) < 0) permet de
comprendre intuitivement la situation.

X

¢

oo b

Si dans K convexe on a un y tel que I'angle a:p/(;)y soit aigu, entre
p(z) et y il y a des points de K plus prés de z que p(z).
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Voici d’autres résultats pour compléter cette étude.

THEOREME 14.36. — Soit E préhilbertien réel. Si F est un sous-espace
vectoriel de F tel que E = FoFl ona Fet F- fermés et F = FLL

Dabord F = F1L, car F C (F1)! est évident, (z de F est bien
orthogonal a tout y de FL done z vérifie la condition d’appartenance a
(FJ')-L). Puis, soit z € F-1, on le décompose en z = y+z dans la somme
directe F® F-. Comme z € Fl ona (z,2) = (y,z)+||2]|> =0,ory € F
donc (y,z) = O il reste ||z||2 = 0 d’ou = = y € F et Pinclusion F1+ C F.

Soit maintenant p la projection orthogonale sur F. Si z de E est

décomposé en z = y + z avec y dans F et z dans FL, on a p(z) = y
et

@112 = llyl> < [1yl1? + llz]1 = |||

par Pythagore, dou Vz € E, ||p(z)|| < ||z|| : Yapplication linéaire p
est continue car 1 lipschitzienne (Tome 2, Théoréme 6.18). Mais alors
FL = p~1({0}) est fermé comme image réciproque d’'un fermé par p
continue. Comme lapplication z ~» q(z) = = — p(z) est aussi continue,
(Cest ¢ = idg — p) et que F = ¢~ 1({0}) on a aussi F fermé de E. [ ]

REMARQUE 14.37. — Le fait que F et F’ L soient fermés ne suffit pas pour
obtenir E = F @ FL.

On va se placer dans E préhilbertien non complet, (sinon F' fermé
dans un complet serait complet et le Théoréme 14.29 s’appliquerait.
Soit donc E = R[X], (espace de dimension dénombrable stricte, il ne
sera pas complet), avec, si P et Q) sont les polynémes P(z) = Z an X"
neN
et Q = Z bp X", le produit scalaire (P, Q) = Z anb™, expression
neEN neEN
ayant un sens puisque les a,, et les b, sont presque tous nuls.
On définit [ : E — R par [(P) = Z
neEN

—an—, somme finie en fait.
n+1

p
Sip=d°P,(P) = Z na_—:l’ donc par application de I'inégalité de

n=0
Cauchy Schwarz dans RP*! euclidien canonique on a

p 00
(UP)? < (Z (n+1)2) <22> < (Z %) -|1PI?

n=0 n=1
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Or, un exercice classique sur les séries de Fourier, (voir exercice 1,
2

o0
. 1 T
chapitre 15) donne nE_l 2= 11 en résulte que : |[(P)| £ %HPH :

Papplication linéaire | est une forme continue donc son noyau F est un
hyperplan fermé de E (hyperplan car [ # 0).

Ona Fl = {0}, en effet, si Q non nul existe dans F'L,.soit g =d°Qet,
pour i < g, on considére le polynéme R;(X) = —(i+1)X*+ (g+2) X9t1,

N (@+1)  gq+2 _ . .
On a l(R;) = i1 +q+2 = 0, donc R; € F. Mais alors
q
(Ri, Q) = 0, don, si Q(X) = Zan], il vient —(¢ 4+ 1)a; = 0. Donc
. =

chaquea; =0=>Q =0.
On a donc F fermé, F- fermé, et F @ FL = F, (car F+ = {0} avec
F # E puisque la forme ! n’est pas nulle, [(X) = % par exemple.

Sur cet exemple, il n’y a pas de projection orthogonale sur F. ]

Cet exemple prouve aussi, puisque F- = {0}, que Fll =Fetona
F g F J'J-, inclusion stricte.
L'étude des projections orthogonales permet d’introduire la notion

de famille totale, qui montrera pourquoi on se contente des bases or-
thonormées dénombrables.

Je considére de nouveau E = C°([a, b],R) muni du produit scalaire

b
(fr9) = / F(Ha®)p(t)dt

(exemple 14.18).

Soit

F = {restrictions des fonctions polynémes au segment [a, b]} et

F,, = {restrictions des fonctions polynémes de degré n au plus, au
segment [0, b]}.

Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, appliqué a la base canon-

ique de F' formée des fonctions mondmes donne une famille orthonormée
(en)new de polynomes, de degrés échelonnés.

Pour chaque n € N, (eg,e1,...,€en) est une base orthonormée de
F,. Soit alors f € E. Comme F,, est de dimension finie, la projection
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orthogonale, f, de f sur F, existe, et on sait que

n

fa =) (frer)ex

k=0

(conséquence 14.28).
Ona f=f— fo+ fnavec f — fn € Fi- et fr, € Fp, dotr

FIIZ =117 = fnll? + |1 fnll?

et, vu la décomposition de f,, dans une base orthonormée de I, on a

n
[1£nll® =Y ((Frex))*.
k=0
La série de terme général ((f, e;))?, positif, est donc convergente, la
suite des sommes partielles étant majorée par || f||? puisque

S (e =IfIP = 1If = fall® < IIFIP

k=0

o0

14.38. De plus, sa somme vérifie linégalité Z((f, er)? < |12 dite
k=0

inégalité de Bessel, (ou Parseval Bessel).

On peut remarquer que tout ce qui précede peut se faire dans tout
espace vectoriel préhilbertien réel E de dimension infinie, avec un sous-
espace vectoriel F' de dimension dénombrable stricte, et (en)nen base or-
thonormée de F' obtenue par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt,
a partir d’une base de F'.

Par contre, ce qui suit va supposer que F' est partout dense dans E
(pour la norme préhilbertienne). Soit toujours f € E.

Soit € > 0, il existe h € F tel que ||f — h||? < e.

Lélément h de F se décomposant dans la base des (ep)nen avec
un nombre fini de coordonnées non nulles, il existe ng dans N tel que
h € Vect (eg, €1, ...,eny) = Fn,.

Si fn, est la projection orthogonale de f sur Fy,, on a alors

”f - h”2 = ”f - fno +fno - h||2

avec f — fny € F,{a et fny — h € Fyy, donc
I = BlIZ = 1If = Froll? + || fno — RII? dots ||F — fnolI® < IIf —RI? <&
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C’est encore :

no
1f = frol > = 1A = I fnol® = AP = D _((Fre))® <&

k=0

ou :

70
1112 —e < ) (free)® < NIfI?

k=0

d’ou, a fortiori vu I'inégalité de Benel, (14.38), on a :

n
Ve >0, 3ng, ¥n > no, |IfI? —e < Y ((frex))? < IIfI1%,

k=0

14.39. ce qui implique l’égalité de Benel, ||f||2 = Z(( frex))? mais aussi

k=0
le fait que pour la norme préhilbertienne, f est la somme de la série des

(f:ex)ek.

14.40. Quand on a cette situation, on dit que la famille orthonormée des
(ex)ken est totale dans E : c’est donc une base orthonormée de F' sous-
espace de E partout dense et de dimension dénombrable stricte.

Lien avec l'exemple : griace au théoréme de Stone Weierstrass (Théore-
me 12.61), on sait que F' = {restrictions a [a, b] des fonctions polynémes}
est partout dense, dans E = C°([a, b]) pour la norme de la convergence

uniforme, ||f||oo = sup {|f(z)|, = € [a,b]}.
Comme

17 = [ Popwae< [ 1o < 1% [ oty

b
en posant a = / p(t)dt, @ > 0 puisque p est positive continue non

nulle, on a ||f|| < v/@||f||co, donc I'existence d’'une suite d’éléments de
F, convergeant pour || ||co vers un f donné de E, donne en méme temps
la convergence vers f de cette suite pour la norme préhilbertienne : on
a bien F' partout dense dans E pour la norme préhilbertienne et ce qui
précede s’applique. |
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4. Espaces euclidiens

DEFINITION 14.41. — On appelle espace euclidien, tout espace vectoriel réel
de dimension finie, muni d’une forme quadratique définie positive.
On a vu, (théoreme 14.8), qu'un tel espace admet des bases or-
thonormées pour le produit scalaire associé a la forme bilinéaire symétrique.jj
Si B = (e1,...,en) est une telle base orthonormée de E supposé de
dimension 7, on a Vi,Vj, dans {1,...,n}, (e;,e;) =1 sii =7, 0 sinon.
n n
Siz = 2 Tie; et y = z y;e;, alors le produit scalaire vaut
% =1

1/2
(z,y) = Za:zyz et la norme de z est ||z|| = (Zz )

=1 =1
Si F' est sous-espace vectoriel de F, il est de dimension finie, donc
E = F & F' et la projection orthogonale sur F existe, (Théoréme 14.27).

THEOREME 14.42. — Soit F' un sous-espace de dimension q de E espace
euclidien de dimension n et {ai,...,aq} une base orthonormée de F. Si
A1, ..., Aq sont les matrices colonnes des coordonnées de ay,...,aq dans
une base orthonormée B de F, la matrice de la projection orthogonale p

q
de F sur F est Z Athj dans cette base B.

j=1
q
On sait que p(z) = Z(z, aj)a;, la base {aj,...,aq} de F étant
Jj=1
orthonormée (conséquence 14.28). On décompose T et les a; dans la base
n
orthonormée B en x = Zziei eta; = Zaijei- La ki®™¢ composante
q

de p(z) dans la base B sera : y, = Z(z, aj)ayg; ou encore
=1

n

q n q
=3 (Vo) =3 (Levew | =
' j=1 i=1

i=1 \j=1
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Sion note M = (mys)1<r, s<n 1a matrice de p dans la base B, on aura
q

donc my; = Z Qfj 04, OF Q;;j est le terme de la ki®me Jigne, jieme
J=1
colonne du produit matriciel

alj
az;

Aj tAj = . (alj oo anj).
Onj

q
On a bien M = ZAj tAj. |
Jj=1
Groupe orthogonal

On a vu que sur F, espace vectoriel muni d’une forme quadratique ¢,
on appelle opérateur orthogonal tout automorphisme u de E vérifiant :
Vr € E, ¢(u(z)) = ¢(z), (Algebre, définition 11.26).

14.43. Dans le cadre des espaces préhilbertiens, on parlera d’isométrie
puisque u conservant ¢, conserve la norme en fait, et on peut affaiblir la
définition parce que ¢ est définie positive.

THEOREME 14.44. — Si u est une application de E dans E, espace euclidien,
qui conserve le produit scalaire, alors u est linéaire injective donc c’est une
isométrie.

Linéaire injective impliquera surjective puisque E est de dimension
finie. Dans le cadre de F préhilbertien réel, il faudrait imposer u surjective
pour conclure u isométrie.

On veut justifier la linéarité de u, Cest-a-dire que V(z,y) € E? et
Y(\, 1) € R2, on a u(Az + py) = Mu(z) + pu(y). On dispose d'une forme
quadratique définie positive (ou non dégénérée positive). La nullité d’'un
vecteur sera obtenue s’il est dans le cone isotrope, (ou dans le noyau,
démarche utilisée pour I'adjoint, un peu plus loin). C’est pourquoi on
caleule ||u(Az + py) — Mu(z) — pu(y)||?, soit encore

(u(Az + py) — Au(z) — pu(y), u(Az + py) — du(z) — pu(y))
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Si on développe ce produit scalaire, on obtient neuf termes, du type ....
+(u(Az + py), —Au(z))... par exemple.

Dans chacun de ces termes, on peut, par bilinéarité, expulser les
scalaires en facteur de u. Il vient des termes du type

(=N u(Az 4+ py), u(z) ..

La conservation du produit scalaire permet alors d’éliminer u, puis
on fait rentrer les scalaires 14 ou ils étaient avant d’aller faire un tour a
I’extérieur : on a

(A (A py), T
puis
vt (A + py), —Az)

et la somme des neuf termes ainsi transformés n’est autre que le dével-
oppement de

Az + pg) — Az — pyl|* =0

puisque u a disparu. Magique, n’est-ce pas?
Linjectivité est alors évidente car ||u(z)||?> = 0, avec u qui conserve
le produit scalaire, donc la norme, implique ||z||2 = 0 d’ou z = 0. ]

Le fait qu'un espace vectoriel soit de dimension finie entraine, entre
autres conséquences, la traduction matricielle des propriétés, ce qui néces-
site le choix d’une base. En structure euclidienne, les bases orthonormées
s’imposent, d’out la question légitime de savoir ce qu’est la matrice S d’une
isométrie, u, dans une base orthonormée B de FE.

Soient x et y deux vecteurs de F, ayant‘pour matrices colonnes des
composantes dans B les matrices X et Y. On note S la matrice de u.

Dégalité (u(z),u(y)) = (z,y) se traduit matriciellement par :
H8X)In(SY) = *XI,Y, I, matrice du produit scalaire dans la base
orthonormée B.

On a donc lidentité t X (!SS)Y = tXI,Y, valable pour toutes matri-
ces colonnes X et Y d’otr P'égalité 1SS = I,.

Cette égalité est elle-méme équivalente a S5 = I, et a S inversible
d’inverse S~ L.

DEFINITION 14.45. — Soit un corps commutatif K. On appelle matrice
orthogonale d’ordre n sur K toute matrice S, carrée d’ordre n vérifiant
Uune des 3 propriétés suivantes, équivalentes :
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DtSS =1,
2ts =571,

14.46. On vérifie alors facilement que les matrices orthogonales sur K
forment un sous-groupe, pour le produit, de GL(n,K), noté O(n,K)
(groupe orthogonal d’ordre n sur K) ou encore Op(K).

14.47. Nous venons de voir que le groupe O(n,R) est le groupe des
matrices des isométries de E euclidien de dimension n, dans une base
orthonormée de E. |

On peut analyser un peu plus la situation, jusqu’aux termes de S.

THEOREME 14.48. — Soit S une matrice carrée d’ordre n sur K, de terme

général s;;. Elle est orthogonale si et seulement si on a les relations
n

n

Zsijsik =0sij # ketlsij= k;oules relations Zsujsvj =0
i=1 j=1

siuFv, Isiu=no.

En effet, le terme de la jéme ligne, [ciéme colonne de tSS s’obtiegt a
partir de la 5°™€ ligne de S, (donc la 7™ colonne de S), et de la ki*™me
n

colonne de S et vaut Z 8i;S;k- Les premiéres égalités signifient donc que
=1

tSS = In. Les autres traduisent P'égalité StS = I,. |

REMARQUE 14.49. — Si K = R, le premier groupe d’égalités traduit le fait
que les vecteurs colonnes de S sont orthonormés pour le produit scalaire
euclidien canonique de R™, ou encore que la matrice S est dans O(n,R)
si et seulement si c'est une matrice de passage d’une base orthonormée a
une autre base orthonormée.

De méme (S € O(n,R)) < (ses vecteurs lignes forment une famille
orthonormée de R™ euclidien canonique).

REMARQUE 14.50. — On justifie facilement que Op(R) est un compact de
2
R™".
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n
Les applications 61 : S ~ 6;x(S) = Zsijsik sont continues de
=1

My (R) = R™ dans R car polynémiales, donc

-

OnR)=| [ 6o} |n| ()6 {1}
W Ten i=1

est donc un fermé de R™.
n

11 est borné car si Z(sij)2 =1, on a chaque |s;;| < 1. On a un fermé
=1
borné de R"2 donc un compact, (Tome 2, corollaire 2.22).
On peut également dire que 8 : S ~ S!S est continue de M., (R) dans
lui-méme d’ott Op(R) = 71 ({I,}) fermé.

REMARQUE 14.51. — Liégalité SiS = I, implique (det S)2 = 1, donc, (sur
R), det S =1 ou —1.

Comme S ~~ detS est un morphisme de groupe de Op(R) dans
R* multiplicatif, son noyau est un sous-groupe distingué de O, (R), noté
SO (R) (sous-groupe orthogonal spécial d’'ordre n sur R). Liinterversion
des initiales venant de la notation anglaise. Comme chacun sait, la
traversée de la Manche a pour effet de retourner beaucoup de choses,
on roule a gauche, les adjectifs changent de place, sans parler d’autres
retournements...

Les isométries associées aux matrices de SOy, (R) sont encore appelées
directes, ou rotations. Si l'espace E est orienté, les matrices de SOp(R)
sont encore celles de changement de bases orthonormées, qui conservent
Torientation, notion utilisée dans ce qui suit pour définir le produit mixte
et le produit vectoriel.

Produit mixte

Soit F euclidien de dimension n, orienté. Soit I3 une base orthonormée
directe, c’est-a-dire de méme sens que la base dont le choix a orienté
Pespace. C’est-a-dire que la matrice de passage de B 4 la base de référence
est de déterminant positif.

Si V1,V,...,V, sont les vecteurs colonnes des composantes des
vecteurs v, v2, ..., U, dans la base B, on note V la matrice carrée d’ordre
n ayant les V; pour vecteurs colonnes.
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Soit B’ une autre base orthonormée directe, et S la matrice de passage
de B a B, on sait que S est orthogonale directe.

Soient V7, ..., Vj’, ..., V] les vecteurs colonnes des composantes de
v1,...,Vn dans la base B’ et V' = (V/|...|V;2) la matrice de ces vecteurs
colonnes.

Les relations V; = SVJ-’ traduisant le changement de base, donnent

Pégalité V = SV’ et comme det S = 1, on a det V = det V'. Ceci justifie
la

DEFINITION 14.52. — Soit E un espace euclidien orienté de dimension
n. On appelle produit mixte de n vecteurs v1,...,vyn, le scalaire noté
(v1,v2,...,vp) = det(V), o V est la matrice des composantes de
V1,02, ...,Un dans une base B orthonormée directe de E.

Lapplication (v1,...,vs) ~ (v1,...,Vn), (remarquez la subtilité des
notations, 4 gauche c’est un n-uplet, a droite un scalaire!); disons plutét :
le produit mixte est une application n-linéaire alternée.

14.53. On a (vy,...,vp) = 0 & {v1,v2,...,vn} famille liée, puisque
ceci-équivaut a dire que la matrice V est de rang r < n, et que ce rang
est alors celui du systéme des vecteurs, (Algébre, Théoreme 9.45).

REMARQUE 14.53.bis — Si n = 3, le produit mixte de 3 vecteurs vy, v2,v3
est le volume du parallélépipéde d’arétes vy, va, V3.

Produit vectoriel

Soient v1,...,V,—1 des vecteurs fixés dans F euclidien de dimension
n, supposé orienté.
L’application f : E — R définie par v ~ f(v) = (v1,...,VUp—1,0),
(produit mixte) est une forme linéaire, donc un élément du dual E*.
Mais alors, 6 étant 'isomorphisme de F sur E* défini par la relation
8(y)(z) = (x, y) (V(z,y) € E?), il existe un et un seul vecteur w tel que
6(w) = f ce qui équivaut a :

Yv € E, {(w,v) = (v1,...,Vn—1,0)
(produit mixte).

14.54. On note v1 Ava A ... A vnp_1 ce vecteur w, appelé produit vectoriel
de v1,...,Up—1.
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11 est facile de vérifier que I’application

(V1y---yUn—1) ~» v1 Avg A ... AvUp_1 est n — 1 linéaire alternée.
Onadoncvi A...Avp—1 =0& {vy,...,v,-1} lide.
SiVi,..., V,—_1 sont les vecteurs colonnes des composantes de vy, ...,
Up—1 dans une base orthonormée directe B = (e1,...,€e,) de E, et si on
n
note w =v] A...AUp_1 = Zwiei, on aura w; = (w, e;) soit
=1
0
0

w; = (V1,...,Vn-1,6)=|V1| Va|... V1|1 3™ ligne

= (1",

ol A; est le déterminant obtenu en supprimant la i®™ ligne de la matrice
(n,m — 1) des composantes de vy, ...,V,—1 dans la base B.

A titre d’amusement, et pour voir comment interviennent ces notions,
justifions le résultat suivant :

THEOREME 14.55. — Soit E euclidien orienté de dimension n et v1,...,

n—1
Up—1 des vecteursde E. On a |juy A ... Avp—1|| < H [|vj]l-
et

On est en structure euclidienne o 1a notion de base orthonormée est
fondamentale. Le produit vectoriel fait intervenir des bases orthonormées.

Le mieux est donc d’attacher une base orthonormée a la famille
{v1,...,Vn—1}, si cest possible, par le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt, car la matrice de passage étant triangulaire son déterminant se
calcule aisément.

Ce préambule, c’est I'analyse de la situation, travail cérébral qui
permet alors de partir et de dire :

1° cas {v1,...,Up—1} famille liée, ||v; A ... A vp—1]| = ||0]| = O,
I'inégalité est évidente.

2° cas {v1,...,Up—1} est libre. On peut construire une famille
orthonormée {wi,...,wp—1}, par le procédé d’orthonormalisation de



240  Analyse fonctionnelle

Schmidt. On aura w; = . Puis on cherche w2 = vg + A\jw; de

facon que (wh,w;) = 0. Mals alors '02 = w2 — A\iw; donnera
[lv2l|? = [lwh]|? + AF|[w:||? dot

< fvzl].
wy v2 e
On prend alors wy = 7—+ = —— 1 vecteur colinéaire & v;.
llwall  [lws]
p—1
A la p'*™* étape. On choisit w;, =vp + Z ajwj, les a; étant choisis
j=1
tels que (wp, wj) = (up, w;) + aj = 0 pour j = 1,. ,p—— 1.
On a donc w;, = vp+ un vecteur orthogonal a w, : par Pythagore

||vp||2 = ||'w§,||2 + ||ce vecteur que jaurais du nommer ||2 > ||'wp||2

On prend alors

wl

wp = Tl ” T “vp+ un vecteur de Vect (wy,ws,...,wp—1), donc
un vecteur de Vect (vl, v2,...,Vp-1) = Vect (w1, ..., wp_1).
La matrice de passage de v3,...,vp—1 & w1,...,Wwp—1 est donc trian-

gulaire supérieure du type

w w2 ... Wn-—-1 V1
1
ol o
|||
0 _
|lwp—1l Un—1

Le produit vectoriel étant une application n — 1 linéaire alternée on a

1 1 1
W AW A AWp—1 = 57—V A 7702 A A V-1
[lv1]] |lws] llwp ]

3 1
ol ffwll - - Iy, |

|('vl/\.../\'vn_l)

les composantes suivant v; de wo, puis suivant v; et v de ws... disparais-
sant.

Par ailleurs, si wy, est unitaire dans (wq,... ,wn_l)J' ona
wy A ... Awp—1 = Zwn, (vérification facile sur la définition), donc
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Jlwi A... Awp—1|| =1 dou

llor Ao Avpall = [l [[wal] - - [lwnall

n—1
avec chaque |[w}|| < ||vj]|, on a bien [[v A ... Avp_1|| < H [[vj]]. W
Jj=1

Nous arrivons & une notion importante, (et amusante) dans les espaces
euclidiens, celle d’adjoint d’'un opérateur. Elle est amusante car les opér-
ateurs linéaires vont se balader de droite & gauche, de gauche a droite
(est-ce un parcours politique ?) dans le produit scalaire, chaque passage
faisant gagner une étoile, (c’est militaire) mais les étoiles ne se cumu-
lant pas (pauvres généraux) car deux étoiles valent 0 étoile! Cette notion
d’adjoint est tellement importante qu’elle mérite un paragraphe pour elle
toute seule.

5. Adjoint d’un opérateur linéaire

THEOREME 14.56. — Soit E euclidien et u € Hom (F). Il existe une et une
seule application linéaire, notée u*, de E dans E telle que V(z,y) € E?,

(u(w)> y) = <$7 U*(y))

Soit § P'application linéaire de E dans son dual E* définie par
6(y)(z) = (z,y), pour = et y dans E, (voir Algebre 11.2, la définition
de 9).

La forme bilinéaire produit scalaire étant non dégénérée, le noyau de
6 est réduit a {0}, (Algebre, Théoreme 11.17), donc § est injective de E
dans E*, espaces vectoriels de méme dimension : § est un isomorphisme.
On a alors

(u(z),y) = 6(y)(u(x)) = (6(y) o u)(z)

Comme §(y) € E*, on a §(y) ou = tu(6(y)), (Algebre, définition 6.100
pour *u), donc

(u(2),y) = (u(6()))(2)

Ce doit-étre (z,u*(y)) = 6(u*(y))(z). Mais alors, pour y fixé dans E,
TPégalité 6(u*(y))(z) = (tu(6(y)))(z), valable pour tout z de E, équivaut
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2 6(u*(y)) = u(6(y)) et conduit a u*(y) = (6~ otuob)(y), ce qui prouve
Punicité de u* telle que ¥(z,y) € E2, (u(z),y) = (z,u*(y)), et Iégalité
u* = 61 oty 0 § prouve la linéarité de u*. [ ]

DEFINITION 14.57. — L'opérateur u* vérifiant (u(z),y) = (z,u*(y)) pour
tout (z,y) de E? s'appelle ladjoint de .

La propriété
14.58. V(z,y) € E?, (u(z),y) = (z,u*(y))
ou la formule
14.59. w=6lotyos

permettent de vérifier trés facilement les propriétés suivantes.

THEOREME 14.60. — Sur F euclidien on a :
1) Y(u,v) € (Hom (E))?, (u+v)* = u* +v*
2)V(\,u) € R x Hom (E), (Au)* = \u*,
3) Y(u,v) € (Hom (E))?, (uov)* = v* ou*,
4 Vu e Hom E, (u*)* =u,
5)u € GL(E) & u* € GL(E) et (u*)™! = (u™1)*,
6) det u* = detu,

7) si A est la matrice de u dans une base orthonormée de E, celle de
u* dans cette base est tA.

Par exemple : justifions le 7). Si B est une base orthonormée de F,
la matrice du produit scalaire dans la base B est I, or c’est celle de 9,
(Algebre, Théoreme 11.32), donc la matrice de § L otuoé est I,tAl, = tA,
si A est celle de u. [ ]

Voici d’autres propriétés.

THEOREME 14.61. — Soit u en endomorphisme de E euclidien et u* son
adjoint. On a Imu = (Keru*)® et Keru = (Imu*)L.

Soit y = u(z) un élément de Im u. Il est dans (Ker u*)~ car pour tout
z de Keru* on a

(,2) = (u(2), 2) = (&, u*(2)) = (z,0) = 0
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Donc (Imu) C (Keru*)*.
Or si u est de range p, u* est aussi de rang p, les matrices de u et de u*

dans une base orthonormée B étant de méme rang vu le 7) du Théoréme
14.60.

Donc Keru* est de dimension n — p et (Keru*)!1 de dimension
n — (n — p) = p. Les sous-espaces (Imu) et (Keru*)! étant de méme
dimension sont alors égaux.

De méme Keru et (Imu*)L sont tous deux de dimension n — p et
Keru C (Imu*)L car si z € Keru et y = u*(z) € Imu* on a

(il), y) = (x,u*(z)) = (u(z)?z) = <0a z) =0

D'ou Pégalité Keru = Im (u*)L. ||
Comme u** = u, (pauvres généraux!), en remplagant u par u* on a :

COROLLAIRE 14.62. — Soit u un opérateur linéaire d’adjoint u* sur E
euclidien. On a Imu* = (Ker u)* et Keru* = (Imu)t. |

Pour justifier le théoréme 14.61 on a utilisé le fait d’étre en dimension
finie car en dimension quelconque on peut avoir F' sous-espace de F,
isomorphe 4 E avec F ;Ct E. Pour le résultat suivant, on peut aborder
la dimension quelconque. Simplement dans ce cas tout opérateur u n’a
pas forcément droit & son adjoint : cela devient une faveur obtenue par
certains opérateurs seulement!

THEOREME 14.63. — Soit F préhilbertien réel. Si u € Hom (E) est tel qu’il
existe v € L(FE) vérifiant

V(z,y) € B2, (u(z),y) = (z,v(y))

alors v est unique & vérifier cette identité.

Car si on avait aussi w dans L(E) tel que

V(:l:, y) € E2> (’U,(:l)), y) = (a:,'w(y)) = <:l:, v(y))

on aurait (z, w(y) — v(y)) = 0, valable ¥(z,y) € E2, donc, pour y fixé,
w(y)—v(y) € EL, noyau réduit 4 0 de la forme bilinéaire produit scalaire.
Dou, Vy € E, w(y) = v(y). u
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THEOREME 14.64. — Soit E préhilbertien réel et v € Hom (E) ayant un

adjoint u*. Si F est sous-espace de E stable par u, alors F est stable par
u*.

Bien siir, si E est euclidien, © € Hom (E) admet un adjoint.

Soit en effet  dans F-, on veut prouver que u*(z) € FL, soit encore
que Vz de F, (z,u*(z)) = 0.

Or {z,u*(z)) = (u(z),z) avec z € F, stable par u, donc u(z) € F et
« € FL : on a bien (u(z),z) = 0 d’ot le résultat. [ ]

Ne trouvez-vous pas agréable ce mouvement de bascule entre u et
u*? C’est du Fragonard! « Poussez, poussez, I'escarpolette ». Passons aux
choses sérieuses concernant deux types d’opérateurs, les auto-adjoints et
les isométries.

DEFINITION 14.65. — Un opérateur u de E préhilbertien réel est dit
symétrique ou auto-adjoint si et seulement si il admet u pour adjoint.

REMARQUE 14.66. — Pour E euclidien, u est auto-adjoint si et seulement
si sa matrice dans une base orthonormée est symétrique, (donc égale a sa
transposée). Voir le 7° du Théoréme 14.60.

La propriété fondamentale des opérateurs auto-adjoints sur E eucli-
dien est d’admettre des bases orthonormées de vecteurs propres.

Pour établir ce résultat, on justifie d’abord :

THEOREME 14.67. — Soit A une matrice carrée d’ordre n sur R, symétrique.
Ses valeurs propres sont réelles.

Soit x4 le polyndme caractéristique de A, considéré comme a coeffi-
21
cients complexes, A une racine de x4 et Z = un vecteur propre,
Zn
(dans C") associé, non nul.
On a AZ = M\Z, dou en conjuguant, AZ = \Z = AZ puisque A est
a coefficients réels.
Si on calcule le produit matnc1e1 tZAZ, cest une matrice (1,1), donc

un scalaire, égal a son transposé, tZtAZ, d’ot comme A est symétrique,
légalité

tZ7AZ =tZAZ
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Or
_n
tZAZ = tZ(ﬁ) = Z 22k
k=1
et

n
'ZAZ =YZ(\Z) =X Zpz.
k=1

n n
Finalement (A — \) (Z |zk|2) = 0, comme Z # 0, Z |zk? > 0
on en déduit que A = X est bien réel. |

THEOREME 14.68. — Soit u auto-adjoint sur E euclidien. Les valeurs pro-
pres de u sont réelles. Les sous-espaces propres associés a des valeurs pro-
pres distinctes sont orthogonaux entre eux. Il existe une base orthonormée
de vecteurs propres pour u.

La matrice de u dans une base orthonormée de E étant symétrique,
ses valeurs propres sont réelles, comme on vient de le justifier.

Soient A1 et Ao deux valeurs propres distinctes de u et 7 et z2 deux
vecteurs propres non nuls associés.

On a

A1{z1,z2) = (\1Z1, T2) = (u(z1), T2)
= (z1,u*(22)) = (z1,u(x2)), (u symétrique),
= (z1, A2T2) = A2(Z1,Z2)
donc (A1 — A2)(z1,z2) = 0.

Comme A\] — A2 # 0 clest que (z1,z2) = 0 : des sous-espaces propres
associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux entre eux.

Soit alors Aj,...,A; toutes les valeurs propres distinctes de wu,
k

Fy,..., F} les sous-espaces propres associés, et F' = @ F;.
Jj=1
Chaque F) étant stable par u, F' est stable par u donc F’ L est stable
par u* = u, (Théoréme 14.64).
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Supposons F # E, alors F- # {0}, (il est de dimension n — dim F),
et si v est lendomorphisme induit par u sur FL, on a, V(z,y) € (F1)?,
(v(z),y) = (z,v(y)) puisqu’en fait cest (u(z),y) = (z,u(y)) et que u est
auto-adjoint.

Mais alors v admet encore des valeurs propres réelles (Théoréme
14.67), qui sont des valeurs propres de u, donc des A;, et avec z vecteur
propre associé non nul, on aurait z € FL mais aussi z € F; C F donc
z € FN FL = {0}, bizarre!

k
Cest donc que F = FE = @Fj : Pendomorphisme u est diagonal-
Jj=1
isable. Enfin, dans chaque F}j, sous-espace de dimension finie, on peut
k
choisir une base B; orthonormée, alors B = U Bj est une base or-
Jj=1
thonormée de vecteurs propres pour u. ]

COROLLAIRE 14.69. — Une matrice symétrique réelle est diagonalisable
dans le groupe orthogonal.

Cest-a-dire : si tA = A, A € My, (R), il existe P € Op(R) telle que
P~1AP =tPAP soit diagonale.

En effet soit A € My(R), symétrique. On introduit R™ euclidien
canonique, By la base canonique, orthonormée et u 'endomorphisme de
matrice A dans la base By. Cet endomorphisme est auto-adjoint donc il
existe une base B orthonormée de vecteurs propres. Si P est la matrice de
passage de By a B elle est orthogonale, (remarque 14.49), et P~1AP =
tPAP est diagonale.

COROLLAIRE 14.70. — (du corollaire 14.69 en fait). Soit A une matrice
carrée réelle symétrique. La signature de la forme quadratique ayant A
pour matrice dans une base donnée de E = R" est le couple (p,q) avec
p (resp q) nombre de valeurs propres > 0 (resp < 0) comptées avec leur
multiplicité.

En effet, remplacer A par A’ = 'PAP cest changer de base pour
une forme quadratique. Si donc P est une matrice de diagonalisation
orthogonale, de A, on décompose la forme quadratique en carrés. Il
suffit de considérer le spectre de A pour avoir les coefficients d’une
décomposition en carrés particuliére. |
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THEOREME 14.71. — Soient ¢q et ¢ deux formes bilinéaires symétriques
sur E ~ R™. On suppose @q définie positive. Alors il existe des bases de E
orthonormées pour g et conjuguées pour .

Sur E = R™ on met la structure euclidienne de produit scalaire ¢,
noté désormais ( , ).

On définit u € Hom (E) par l'identité :

V(z,y) € E?, (z,u(y)) = o(z,y)

soit avec 6 et §,, applications de E dans E* associée aux formes bilinéaires
@ et ¢ (voir Algebre 11.2), par la relation :

6(u(y))(z) = bp(y)(2)-

Pour y fixé, cette égalité valable pour tout x signifie que les formes
linéaires 6(u(y)) et 6,(y) sont égales, donc, § étant un isomorphisme de

E sur son dual, que u(y) = 671 0 6,(y), ce qui justifie lexistence de u et
son caractére linéaire.

Cet opérateur u est autoadjoint car, V(z,y) € E? on a

(z,u(y)) = p(z,y) = p(y,2), (p étant symétrique)
= (y, u(z)), (définition de u), donc c’est aussi

= (u(z),y),donc u* = u.

Mais alors, il existe une base orthonormée B = {e1,...,en} de
vecteurs propres pour u. Si A1, ..., Ap sont les valeurs propres associées,
n n

avec T = Z Tieiety = Z Yi€; on aura
n n
o(z,y) = (z,u@®) = O_zici, D Ajyje5)

i=1 j=1
n
=Y Nz
i=1

La matrice de ¢ dans la base B est diag (A1, ..., An), alors que celle de
g est I, (base orthonormée) : on a bien une base B conjuguée pour ¢ et
orthonormée pour .
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COROLLAIRE 14.72. — Soient A et B deux matrices symétriques réelles, A

étant définie positive. Il existe P matrice réguliére telle que *PAP = I, et
tPBP =diag(\y,..., An)

On se place sur R™ rapporté a une base By, on considere la structure
euclidienne associée a la forme @ de matrice A dans By, la forme ¢ de
matrice B dans la base By et on applique ce qui précede, avec P matrice
de passage de By & B, orthonormée pour g et conjuguée pour . |

Attention, il s’agit d’'une réduction simultanée de deux formes qluadra-
tiques, pas d’'une diagonalisation, d’ailleurs si P = P~ 1l et si P~1AP =
I, Cest que A = PI,P~1 = I, en fait.

Il peut étre intéressant de caractériser les matrices symétriques as-
sociées a des formes définies positives, ou plus brievement des matrices
définies positives. On a

THEOREME 14.73. — Sur E ~ R", ¢ forme quadratique de matrice A dans
une base est définie positive si et seulement si les n mineurs fondamentaux
de A sont strictements positifs.

Si A = (@ij); ¢ i <> On appelle mineurs fondamentaux les n détermi-

nants des matrices Ay = (0;j)1<i,j<k, POUr k=1,...,n.

Soit B = {ey,...,en} une base fixée de E.

Si ¢ a pour matrice A dans la base B, et si on note £y =
Vect (e1,...,ex) et ¢y la restriction de ¢ & Ey, la matrice de ¢ dans
la base By, = (ey1,...,ex) de Ej est Ag.

Si ¢ est définie positive, il en est de méme de chaque ¢y, sur Ey, donc
les valeurs propres de Ay sont > 0 (elles donnent la signature (k,0) de

¢y, : corollaire 14.70) donc leur produit, c’est-a-dire det Ay, est strictement
positif.

Réciproquement. On procéde par récurrence sur.n.

Sin =1, A = (a) avec a > 0, alors ¢(z) = az’ est bien définie
positive sur R.

On suppose le résultat acquis si dim E =n — 1.

Soit E de dimension n, et A une matrice symétrique ayant tout ses
mineurs fondamentaux > 0, a fortiori les mineurs fondamentaux de A, _1
le sont.

En prenant encore B = (ej,...,e,) une base de F et ¢ forme

quadratique de matrice A dans la base B, on a ¢,—1 = ¢ E avec

n—1
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E,_1 =Vect{ey,...,en—1} qui est donc définie positive, vu I'hypothese
de récurrence.

Soit Eg_l le conjugué, pour ¢,de E,,_1.Siz € E,_1 N Eg_l on a
¢(z) = p(z,z) = 0.

Or, c’est encore ¢,,_1(x), avec ¢,_1 définie positive, donc z = 0.

Mais alors Eg_l est de dimension 1, (on a dim E,_1 + dim Eo_1 =
n+dim (E,—1N EO) d’apres le Théoréme 11.35 du tome 1, Algebre, donc
dim Ey,_; + dim EO_1 > n, avec dim E,_; = n — 1 dou dim Eg_l >1
et vu lintersection E,,_1 OEO_l = {0}, les 2 sous-espaces sont en somme
directe, donc dim Eg_l <1.Onaenoutre E=F,_1& Eo_l.

Si E?z—l = Ra, et si B,_1 est une base de F,_1, dans la base
B,—1U {a} de E la matrice de ¢ sera du type

0= Q-1 | O
0 A

avec 2,1 matrice carrée d'ordre n — 1 de ¢,—1, et A = ¢(a) € R.

Avec P matrice de passage, on a = !PAP donc detQ =
(det A)(det P)2 d’otr detQ > 0, soit (detQ,_1)A > 0 et comme ¢p,_1
est définie positive, on a det (Q,—1) > 0 doir A > 0.

Finalement, avec £ = Z,—1 + £a, (Tn—1 € En—1) on a ¢(z) =
Sn—1(Tn_1) + E2X > 0, et ¢(z) est nul si et seulement si & = 0 et
dn—1(Tn—1) = 0 soit encore ¢(z) = 0 < z = 0, puisque ¢, est définie
positive.

On a bien la réciproque. B

COROLLAIRE 14.74. — ST = {matrices carrées symétriques définies posi-
tives d’ordre n} est un ouvert de S = {matrices carrées symétriques d’ordre

Car chaque application 6 : A ~» det (Ag), (k =1,...,n, avecles Ag
n

mineurs fondamentaux de A) est continue et ST = ﬂ 0;1 (]0, +o0]) est

k=1
alors un ouvert de S. [ |

Un autre résultat amusant concerne la norme d’application linéaire
associée a une application linéaire, dans le cadre euclidien.

THEOREME 14.75. — Soit E un espace euclidien et u € Hom (E). La norme
d’application linéaire continue, |||u||| est égale & la racine carrée du rayon
spectral de u*u.
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14.76. Rappelons que le rayon spectral d'une matrice carrée B de My, (R)
(ou de My(C)) est la borne supérieure de I'ensemble des modules des
valeurs propres, dans C, de B.

Il s'agit d’évaluer |||ul|| = sup{|lu(z)||; ||z]| = 1}. Les espaces
préhilbertiens, c’est le domaine du carré des normes.

On a |ju(z)||? = (u(z),u(z)) = (z,u*u(z)) par définition de I'adjoint.

Or u*u est un opérateur auto-adjoint ((u*u)* = u*u** = u*u), donc
diagonalisable dans le groupe orthogonal.

Soit B = (ey, ..., en) une base orthonormée de vecteurs propres pour
u*u, pour les valeurs propres Ay, ..., Ap.

D’abord les \; sont > 0 car (e;, u*u(e;)) = (&5, Aie;) = Ail|e;||? avec
e; unitaire. Mais cest aussi (u(e;),u(e;)) = |ju(e)|? dou N =
Ilu(es)|? > 0.

Puis, siz = E x;e; est de norme 1, on a
i=1

llu(@)|? = (z,u*u(2)) = (Y zje;, Y ziu*ule:)

j=1 i=1

avec u*u(e;) = A;e;. Comme la base B est orthonormée, on a :

n n
(@) =Y Nief < p(w*u) Y af = p(u*u)
=1 =1
ot sup {|[u(z)|%; [lzl| = 1} < p(u*u).
Or le rayon spectral, p(u*u) est atteint pour l'indice ig, on a ||u(e;, )||?
= Aip = p(u*u) donc en fait la borne supérieure de {||u(z)||?, ||z|| = 1}
est bien p(u*u) et |||ul]| = (o(u*u))/2. [

Voyons maintenant ce que I'on peut dire sur les isométries.

6. Isométries

DEFINITION 14.77. — Sur E préhilbertien réel, on appelle isométrie, tout
automorphisme u qui conserve la norme.

THEOREME 14.78. — Une application linéaire u de E dans E, E préhilber-
tien réel,lest une isométrie si et seulement si u admet un adjoint u* avec
uF =u""
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Sur FE euclidien, donc de dimension finie, I'existence de I'adjoint est
un droit pour u, il reste donc (u isométrie) < (u* = u™1).

Si u est une isométrie, u est linéaire bijective de E dans E et V(z,y)
de E2, (u(z),u(y)) = (z,y) car la conservation de la forme quadratique
|| ||? implique celle de sa forme polaire, ici le produit scalaire.

En posant u(y) = 2, ou encore y = u~*(2), on a z qui décrit E lorsque
y varie dans F et finalement

Y(z,z) € E2, (u(z),2) = (z,u"1(2))

ce qui prouve que u admet un adjoint, qui n’est autre que u™1, (Théoreme
14.63).

Réciproquement si on suppose que u admet ul pour adjoint, on a déja
u linéaire bijectif et

Y(z,y) € Ez, (u(z),y) = (z, u_l(y))
donc avec z = u_l(y) qui décrit E quand y varie, on a cette fois
V(z,2) € E?, (u(z),u(2)) = (z,2)

u conserve le produit scalaire, donc la norme. C’est une isométrie. |

THEOREME 14.79. — Les seules valeurs propres réelles possibles d’une
isométrie sont 1 et —1.

Car si A\ est valeur propre réelle d'une isométrie u, et si z est un

vecteur propre associé non nul, on a ||u(z)|| = ||Az|| = [A] ||z||-
Or la norme étant conservée, cest aussi ||z||, dou (1 — |A|)||z|| =0
avec £ # 0. On a |\| = 1 donc A = %1 dans R. |

Le probléme c’est qu’une isométrie peut fort bien ne pas avoir de valeur
propre réelle! C’est le cas des rotations du plan, d’angle non nul modulo
7. Mais on a, en dimension finie :

THEOREME 14.80. — Soit u une isométrie de E euclidien, sans valeur propre
réelle, elle admet des sous-espaces stables de dimension 2.

En effet v = u+ u* est auto-adjoint car u** = u. On est en dimension
finie donc v auto-adjoint & toutes ses valeurs propres réelles (Théoréme
14.68). Soit A\ une valeur propre réelle de v et z un vecteur propre non
nul associé. On a v(z) = u(z) + u~1(z) = Az.
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On prend l'image par u donc \u(z) = u?(z) + z d'ot
u?(z) = —z + Mu(z) € F = Vect (z, u(z))

Comme u(z) € F ainsi que u(u(z)), c’est que F est stable par u.
C’est un plan, sinon u(z) serait colinéaire & x et u aurait alors une valeur
propre réelle, ce qui est écarté. |

On a utilisé le fait que u est une isométrie. Mais cette hypothese est
inutile. Plus généralement on a :

THEOREME 14.81. — Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie,
u un endomorphisme de E n’ayant pas de valeur propre réelle. Alors E
admet au moins un sous-espace stable de dimension 2.

Soit B une base fixée de E et U la matrice de u dans cette base.

Si )\ est une racine, complexe non réelle, du polynéme caractéristique
de wu, il existe une matrice colonne complexe d’ordre n, Z, non nulle, telle
que UZ = A\Z.

Posons A = a+if avec § # 0 et Z = X +1iY, X et Y matrices
colonnes réelles.

On a

UX +iUY = (a+iB)(X +iY) = aX — BY +i(BX + oY)

dou UX =aX — Y et UY = X +aY. _

De plus A = a—i(3 est aussi valeur propre de u, avec Z = X —1Y pour
matrice colonne vecteur propre, (on conjugue UZ = AZ). Comme A # A
(car B # 0), Z et Z sont indépendants sur C. La matrice de passage de

= 1
la famille {X,Y} a {Z,Z} est (: —i)’ réguliére, (déterminant —23),
donc les vecteurs colonnes X et Y considérés dans C™, sont indépendants
sur C, donc a fortiori sur R.
Mais alors F' = Vect (X,Y") est un plan de E stable par u. u

THEOREME 14.82. — Soit P un plan et u une isométrie de P. Il existe

une base orthonormée de P dans laquelle la matrice de P est soit du type
( cosf —sinf

sinf cos6

1
> si u est directe, soit du type ( 0 -1

Soit {z,y} une base orthonormée de P, et U = <Z Z) la matrice

de u dans cette base.
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La relation ||[u(x)||2 = ||z||> = 1 donne a2 + ¢ = 1 et |Ju(y)||? =

ly||®> = 1 donne b2 +d2 = 1.
11 existe donc « et (3 réels tels que a = cosa, ¢ = sina et b = cos 3,

d =sinpg.
On a aussi (u(z),u(y)) = (z,y) = 0 d’ou 'égalité ab + cd = 0, soit

encore

cosa cos B +sina sin 8 =cos (B8 — a) =0,

doncﬁ—a=§+k7r.
Si k est pair, k = 2p, f = o+ g + 2pm, on a alors b = —sina et

. cosa —sina
d = cosa, et la matrice de.u est U = . dans la base
sina cosa

orthonormée {z,y}. On constate que det U =1 : u est directe.
Si k est impair alors b = sina et d = —cosa, la matrice est

cosa sin o . Lo

= < . ) de déterminant —1, (u est indirecte).
sina —cosa

Mais dans ce cas 13, le polynéme caractéristique est

xu(A) = (cosa — ) (—cosa — \) —sina = A% — 1.

Il est scindé avec 1 et —1 pour valeurs propres, on est en dimension 2, il
existe done une base de vecteurs propres {e1, €2} dans laquelle la matrice

1 0
est (0 _1).

On peut prendre e; et ey unitaires, (ils sont définis & un facteur

multiplicatif prés) et comme
(u(e1),u(e2)) = (e1, e2) car u isométrie

= (e1, —e2), (vecteurs propres)

cest que 2(u(e1), u(ez)) = 0 d'ot en fait {ej, e2) = 0 : on a bien une base

orthonormée dans laquelle la matrice de u est ( 0 _2 > |

Nous sommes 4 méme de justifier le théoréme de décomposition des

isométries sur E euclidien.
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THEOREME 14.83. — Soit u une isométrie de E euclidien. Il existe des bases
B orthonormées de E dans lesquelles la matrice de u est du type

(*-. )

0 -1 (cose —sin0>

sinf cos@

()
\ Y,

On sait, (Théoréeme 14.79), que les seules valeurs propres réelles
possibles sont 1 et —1.

Soit donc E; = Ker (u — idg) et E_; = Ker (u + idg), sous-espaces
éventuellement réduits a {0}. Ces sous-espaces sont orthogonaux entre
euxcarsiz € Eyety€ E_jona

(z,y) = (u(z),u(y)) (u isométrie)
= (z,—y) dotu 2(z,y) = 0.

Soit F' = E; & E_;, il est stable par u, donc F est stable par u*,
avec u* = u~1, (Théorémes 14.64 et 14.78).

Mais u~1(F1) c FL, avec F1 et u=1(F1) de méme dimension (v~}
injective) finie, (E euclidien) implique u~1(F1) = FL, et si on compose
par u, bijective, on en déduit que u(F1) = FL : FL est stable par u.

Si F # E, (Cest-a-dire si F- # {0}) soit v induit par u sur FL, cest
une isométrie de F'1, sans valeur propre réelle car le moindre soupgon de
vecteur propre pour v, donc pour u, serait dans F7 ou F_; donc dans F,
mais étant au départ dans F1, il serait nul.

Mais alors, (Théoréme 14.80), il existe P; plan de F-L, stable par v,

et 'isométrie v; induite par v sur P; étant sans valeur propre réelle, il
existe une base orthonormée B; de P; dans laquelle la matrice de v; est

cos 01 —sin6; , daprés le Théoreme 14.82.
sinf;  cosé,

Si P, =FL on arrété, sinon on iteére le procédé a partir de F; =
E1®oE_10P #E,de FlJ- stable par u* = u~ ... dott un plan P, stable
par u... Comme on est en dimension finie, on obtient au bout d’'un nombre
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k
fini d’opérations, E = E1®F_1® (@ Pi> les P; étant des plans stables
i=1
par u, les sous-espaces F1, E_; et les P; étant orthogonaux entre eux.
En réunissant des bases orthonormées de ces sous-espaces, on obtient le
résultat voulu. |

A deux reprises dans cette justification on a utilisé le fait que F,
euclidien, est de dimension finie. D’une part, pour obtenir des plans stables
pour l'isométrie sans valeur propre réelle, d’autre part pour dire que Ft
étant stable par u~L, il Pest par u. Qu’en est-il en dimension infinie? Eh
bien, ces résultats sont faux.

14.84. Exemple d’espace préhilbertien réel et d’isométrie sans valeurf]
propre réelle et sans plan stable

Il nous faut un espace de dimension infinie. Il contiendra donc au
moins un espace de dimension dénombrable stricte, donc il y aura une
famille orthonormée (en)nen, (orthonormalisation de Schmidt). Si on
décale les e, d’un cran, (e, ~> enp+1) on conserve la norme mais ce
n’est pas surjectif. Aussi va-t'on indexer par Z pour conserver le caractére
bijectif.

Soit E = {suites (an)ncz; an réels presque tous nuls}.

On pose (a, b) = z anbn, 1a somme étant finie en fait.

nez

On a un espace préhilbertien réel, (vérification rapide laissée & 'ama-
teur).

Soit u : E —— E défini par a = (an)necz ~ b = (br)rez avec
by = ag_1, Vk € Z. On a visiblement ||u(a)|| = ||a|| donc u conserve la
norme, et u est bijective, u~1(a) = c avec ¢p, = an+1, Vn € Z.

Lisométrie u n’a pas de valeurs propres réelles : s'il existe A € R et
a non nul dans E, tels que u(a) = Aa, avec ng € Z tel que an, # 0 et,
Vk < ng, ap = 0, en prenant le terme d’indice ng dans 'égalité u(a) = Aa
il vient 0 = Aap, d’ot A = 0, mais alors le terme d’indice ng + 1 donnerait
an, = 0, absurde.

Il n’existe pas de plan stable par u : supposons que a et b soient
indépendants dans E et tels que F' = Vect (a, b) soit stable par u.

1l existe rg dans Z tel que Vn > rg, ap = b, = 0, (suites de termes
presque tous nuls).

Pour tout entier p on devrait avoir uP(a) € F, or uP(a) est la suite
déduite de a en augmentant les indices des termes non nuls de p, donc,
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pour p assez grand, les indices des termes non nuls de uP(a) seront > r
on ne pourra pas écrire uP(a) = aa + (Bb.

14.85. Ce méme exemple va convenir pour trouver un sous-espace F' de E,
avec FL stable par une isométrie u~ ! sans étre stable par u.

Inutile de chercher un sous-espace de dimension finie stable par une
isométrie u : il n’y en a pas sinon on aurait un sous-espace euclidien d’ou
des valeurs propres réelles ou des plans stables.

Dans E, on fixe p € Z et on considére
Fp={a€E; VYn<p, ap =0}
(donc Fp = {a; a = (...0,...,0; ap,apy1,..-,0q; 0,...,0}, ¢ quel-
conque supérieur & p, et a, pouvant étre nul).

Ona F; L = {b; b€ E; by, = 0Vn > p}. Avec I'isométrie u précédente,
si b est telle que Vn > p, by = 0, et si u~}(b) = ¢, comme ¢ = by, si
k>p, k+1>p=>cp=bgy =0doncce Fy.

On a bien sz' stable par u~!, mais pas par u car la suite d =
(...0...,1,0...0...) est dans F- et u(d) = (...,o;%,o...o...) nest

rang p—1 rang p

pas dans sz'. ]

Précisons un peu plus la nature des isométries, en considérant, parmi
elles les symétries orthogonales.

DEFINITION 14.86. — Dans E préhilbertien réel, on appelle symétrie or-
thogonale toute symétrie s qui est une isométrie.

Rappelons qu'une symétrie s sur un espace vectoriel E est un endo-
morphisme de E vérifiant la relation s2 = idg. Son polynéme minimal
devise donc 22 — 1 = 0, polynéme scindé a racines simples, si 1 # —1,
soit en caractéristique différente de 2. On est ici sur R, donc en notant
Ei=Ker(s—idg)et E_; =Ker(s+idg)ona E=E; ® E_j, et en
décomposant z en u+vavecu € Ej etv€ E_jonas(z) =u—v.

La symétrie est alors une isométrie si et seulement si, pour tout x de
E on a ||s(z)||?> = ||z||? soit encore

llull® = 2¢u,0) + [0l = [[ull® + 2(u, v) + ||v]|?

ce qui équivaut a : V(u,v) € E1 X E_q, (u,v) =0.
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Mais alors E_1 = Ef- et F1 = Efl, carz = u+v € Ef‘ si et
seulement si Vy € Ej, (z,y) = 0. Or c’est encore (u,y) + (v,y) = 0, soit
comme y € F; et v € E_1, il reste la condition (u,y) =0, Vy € E;. En
particulier pour ¥ = u on a ||u||2 = 0 d'ott £ = v € E_1. On aurait de
méme Fy = Ei‘l.

14.87. Mais alors lUexistence de la symétrie orthogonale par rapport au
sous-espace E1, (des vecteurs invariants) équivaut & lexistence d’'une pro-
Jection orthogonale sur FE;.

Comme, pourz = u+vavecu € Eyetve E_1 = Ef- onap(z) =u,
(p projection orthogonale sur F1), on a aussi, avec ¢ projection orthogonale
sur E_1, g(z) = v et pour la symétrie orthogonale par rapport & Fj :

s(z)=u—v=(u+v)—2v=1z—2qz)

EXEMPLE 14.88. — Dans E préhilbertien on a vu que si F' est un sous-
espace de dimension finieon a E = F @ FL.

En particulier, soit a un vecteur unitaire, F' = Ra, et H ’hyperplan
{a}J', la symétrie orthogonale par rapport & H est donnée par
s(z) = z — 2(z, a)a, (puisque (z,a)a est le projeté de x sur la droite
vectorielle Ra).

Mais attention, la donnée d’'un hyperplan, méme fermé, n’assure pas
Iexistence d’'une symétrie orthogonale par rapport & cet hyperplan (voir
la remarque 14.37).

Plus généralement soit F' un sous-espace qui est lorthogonal d’un
sous-espace G de dimension finie, la symétrie orthogonale par rapport

a F existe, et si {aj,...,an} est une base orthonormée de G on a
n n

s(z) =z — 22(93, a;)a;, toujours parce que E(z,ai)ai est le projeté
i=1 =1

orthogonal de z sur G, et que E est somme directe de G et de GL = F.
Dans le cas d’'un espace euclidien les symétries orthogonales par

rapport a tout sous-espace existent. En particulier celles par rapport aux

hyperplans, qui ne sont donc pas directes, (—1 valeur propre simple et 1

valeur propre d’ordre n — 1 = dets = —1). Ces symétries par rapport

aux hyperplans sont intéressantes car on a :

THEOREME 14.89. — Sur FE euclidien de dimension n, toute isométrie est un
produit d’au plus n symétries orthogonales par rapport a des hyperplans.

Le résultat est intéressant si n > 2.
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Soit u une isométrie et F' = {z,u(z) = z}. On prouve par récurrence
descendante que si dim F' = g, u admet une décomposition comme produit
d’au plus n — g symeétries orthogonales par rapport a4 des hyperplans, (ce
qui n’empéche pas l'existence de décompositions avec plus de symétries
orthogonales...).

SidimF =n,u=idg =s

Cela ne semble pas sérieux.

Bon, soit le cas de dimF = n — 1, FL est une droite vectorielle,
soit a un vecteur directeur unitaire de la droite F' -L, comme u, isométrie,
conserve le produit scalaire on a u(a) € F, et u(a) unitaire = u(a) =
+a. Si u(a) = a, on aurait a € F. C’est exclu donc u(a) = —a et u est la
symeétrie orthogonale s par rapport a ’hyperplan F.

On suppose le résultat acquis si dim F' > p + 1.

Soit u une isométrie telle que dimF = p. Soit zg € F alors
a =z — u(zg) #0.

Soit o la symétrie orthogonale par rapport a I'hyperplan H = {a}+
et I'isométrie v =0 o u.

Ona F C {a}* carsiz € F, (z,a) = (z, 70 — u(zo)) donc

0 avec s symétrie orthogonale quelconque.

(Z, a) = (:t, 170) - (z,u(zo))

Orz € Fdoncu(z) =z.0na:
(z,0) = (z,z0) — (u(z),u(z0)) =0

puisque u conserve le produit scalaire, d'ott F' C {a}*.

Mais alors les éléments de F' sont invariants par u, puis par o, donc
par v.

De plus v(zg) = o car, si on pose u(zo) = aa+bavech € {a}* = H
et o réel, on aura

v(zo) = o(aa+b) = —aa+b.
Mais zo = a + u(xo) = (1 + a)a + b et ||zo||?> = ||u(zo)||? implique

(1+ @)?|la|l* +2(1 + )(a, b) + |[][* = &?||a|[® + 2a(a, b) + |[b]|?
1
avec (a,b) = 0 et ||a||? # 0, il en résulte que 1 + 2a = 0, soit a = —3
1 1 1
et alors v(zg) = 3¢ +balorsque 1l +a= 3 aussi donc zg = 2@ +b.

Comme zy € F, le sous-espace F’ des points laissés invariants par v
est de dimension > p+ 1, donc v = o o u admet une décomposition en un
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produit d’au plus n — p — 1 symétries orthogonales. Pour avoir u = gov
on compose par une symétrie de plus d’ou le résultat par récurrence. B

Un mot pour terminer, des rotations et des similitudes sur F euclidien.

DEFINITION 14.90. — Sur E euclidien, on appelle rotation toute isométrie
de déterminant > 0, donc de déterminant 1.

L'examen de la forme matricielle d'une isométrie dans une base or-
thonormée adaptée, (Théoréme 14.83), montre que les valeurs propres
possibles sont 1, —1 et e?, e~ @ variant dans R.

Dans le cas d’'une valeur propre complexe ew, la valeur propre con-
juguée e~ est obtenue avec la méme multiplicité (polyndéme caractéris-
tique a coefficients réels) donc finalement le déterminant d’une isométrie
u est (—1)P si —1 est valeur propre d’ordre p de u.

En particulier (u est une rotation) < (p pair), (ce qui n’est jamais le
cas pour les symétries orthogonales par rapport aux hyperplans).

REMARQUE 14.91. — Sur FE euclidien de dimension impaire une rotation
admet forcément 1 pour valeur propre d’ordre impair.

Car —1 est racine d’ordre pair, les valeurs propres complexes sont
deux a deux conjuguées avec des multiplicités égales : la somme des
multiplicités de —1 et des valeurs propres complexes est paire, il reste
donc un entier impair, multiplicité de 1 comme valeur propre.

En particulier, en dimension 3 une rotation de matrice M donnée a
pour axe D la droite sous-espace propre pour la vale]Jr propre 1, et pour
angle 6 tel que 1 + 2 cos @ = trace M = 1+ e 4719,

DEFINITION 14.92. — On appelle similitude de rapport A > 0 dans E
euclidien toute application linéaire u de E dans F telle que Vx € E on ait

llu(@)I] = All=||

Si hy-1 est Phomothétie de rapport A™1, v = hy-1 0ou = uo hy1
et donc une isométrie, d’ott u = v o hy = h) o v : une similitude est le
produit d’'une isométrie par une homothétie de rapport positif. ]

THEOREME 14.93. — Dans E euclidien, une application v de E dans
FE est une similitude si et seulement si u est linéaire et si elle conserve
Uorthogonalité.
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Il est clair qu’'une similitude est linéaire et conserve I'orthogonalité
car avec u = hy 09, si (z,y) = 0, (u(z), u(y)) = A2(v(z),v(y)) cest nul
puisque l’isométrie v conserve le produit scalaire.

Réciproquement, soit u qui conserve lorthogonalité et B = (e1 ...ep)
une base orthonormée de E. Si i # j, les vecteurs e; + €; et e; — e; sont

orthogonaux, ({e; + €j,€; — €;) = ||e;||? — ||e;||> = 1 — 1 = 0), done
(u(es) + ulejg), ule;) — ulej)) = 0 dou [fufe;)]] = [|u(e)]]-
Posons A = ||u(&)]], i =1,...,n.
n

11 est clair que si ¢ = E z;e; on aura u(z) = E z;u(e;) avec des

=1 =1
vecteurs u(e;) 2 & 2 orthogonaux, comme les e;, d’oit

lfu(z)|? = szllit(ez)ﬂ2 /\2275 = N2jz]|?

3=1 =1

On a bien ||u(z)|| = A||z|| donc u est une similitude. ]

EXERCICES

1. Soit A € My(R). Montrer que A*A et ‘AA ont mémes valeurs

propres. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale U telle que
tAA =U"1ATAU.

2. Soit E = Ry[X], a0, ..., an des nombres réels. Pour P et Q dans E
on pose

P(P,Q) =" P®(a)Q™ (ay)

k=0

a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.

b) Montrer qu’il existe une base orthonormée de E, (Py,..., Pn),
telle que Vk, d° P, = k. Calculer alors PIEJ )(a_,-).

¢) Trouver une telle base lorsque ag = a1 = ... =a, = 0.

3. Aj,...,Ap sont des matrices de My (R) vérifiant tAiAj = 0 pour
tout ¢ # j et Aj + ...+ Ap inversible. Montrer que la somme des
rangs des A; est n.
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Soit S et T deux matrices symétriques de My (R) telles que S et

T — S soient définies positives. Montrer que T et S~1 — T sont
inversibles. Trouver Iinverse de S~ — T—1,

Soit M € GLn(R). Montrer qu'il existe un unique couple (U, H) tel
que U soit orthogonale, H symétrique définie positive et M = U H.

Soit A et B dans My (R), symétriques définies positives. Montrer
que det (A + B) > det A + det B. Méme question lorsque A et B
sont seulement symétriques positives.

Soit F un espace euclidien et f dans L(E). Montrer que deux des
trois propriétés suivantes entrainent la troisiéme :

G) f2 = —id,
(ii) f est une isométrie,
(i) Vz € E, (z, f(z)) =0.

Soit A et B matrices carrées d'ordre n, réelles, symétriques posi-
tives. Montrer que Sp(A + B) et Sp(AB) sont contenus dans R™.

Existence et unicité de la racine cubique d’'une matrice symétrique
réelle.

Soit A matrice carrée d’ordre n réelle, symétrique positive. Montrer
qu’il existe n vecteurs v1, .. ., Uy de R™ euclidien canonique tels que
A = ({vi, vj))1<i,j<n

Soit A symétriflue réelle positive de taille n. Montrer que
(det A)/™ < ~trA.

Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre 7, de terme général
m; j, de valeurs propres \1,..., An, (distinctes ou non). Exprimer

n
S(M) = Z()\i)z en fonction des m;;. Montrer que M ~» S(M)
p=1
est une forme quadratique définie positive sur I'espace vectoriel des
matrices symétriques réelles.

Sur E euclidien de dimension p, soit V = (vy,...,vs) une famille
de n vecteurs, on note G(V) la matrice des (v;, v;) (appelée matrice
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de Gramm). Montrer que det (G(V)) > 0. A quelle condition est-ce
>0?

Soit z € E, F = Vect (v1,...,Vn), montrer que la distance de = a

det (g((L‘, V1,02, - -- ”U'n))
Fest \/ det (G(v1,- -, vn))

si (v1,...,vn) libre.

Soient fi,..., fn, n fonctions de [a,b] dans R, intégrables sur [a, b],

b
et A la matrice carrée des a;; = / fi(t)fj(t)dt. Montrer que
det A > 0. Cas de nullité? ¢

Soit E un espace préhilbertien réel et ¢ une application de F dans

E telle que Y(z,y) € E2, (z,0(y)) + (v, o(z)) = 0. Montrer que ¢
est linéaire.

Soit une matrice M carrée d'ordre n, de terme général m,;, telle
aue lc5 vecteurs colonnes de M soient deux 4 deux orthogonaux
dans R™ euclidien canonique. Si on a |m;;| < C, Vi,Vj, montrer

que |[det M| < C™n™/2. Généralisation au cas de M inversible.
Sur E euclidien, soit f un opérateur auto-adjoint & valeurs propres
strictement positives. Etude de la fonction ¢ définie pour tout z non
(f(z),2)? o
nul de E par ¢(z) = ———"5———, (continuité, bornes).
HOIRIER

Soit A = (aij)lgi,jgn une matrice symétrique définie positive.
n

Montrer que det A < H Qij-

=1

Soit A matrice symétrique réelle définie positive, B symétrique
réelle positive, toutes deux d’ordre n. Montrer que
1+ (det A)1/™ < (det (I + A))Y/™ puis que

‘(det B)1/™ 4 (det A)1/™ < (det (A + B))M/™.

Soient aj,...,an et by,...,by des réels > 0. Etude de la forme
quadratique ‘'sur R™ de matrice symétrique A = (;;)1<i,j<n avec
1

o= —————.
K aibj +ajbi
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SOLUTIONS

Une démonstration algébrique du fait que AB et BA ont méme polynéme
caractéristique, pour A et B dans M, (K), est donnée en Algebre 10.21.
En voici une autre propre au cas réel, (ou complexe). Si A est inversible, AB
et A”1(AB)A = BA, semblables, ont méme polynome caractéristique.
Comme G Ly, (R) est partout dense dans M (R), et Papplication qui & une
matrice associe les coefficients du polynéme caractéristique étant continue
(fonctions composantes polynémiales) le résultat s’en déduit pour A quel-
conque.

Tci, A A est symétrique (on transpose) réelle positive, car VX vecteur colonne
n

dordre n, avec Y = *AX on tX(AtA)X =tyy = Z y.L2 >0.
i=1
On a de méme t4A symétrique, positive, avec méme spectre.
Mais alors il existe U et V orthogonales telles que UT'(*AA)U et

V~L(A*A)V soient diagonales. Si {\1,..., A} est le spectre commun des
2 matrices, il existe o permutation de {1,...,n} telle que :

U(CAA)U = diag (A1, .-, An)
et V—I(AtA)V = diag (Aa(l)v cey Aa(n))'

Avec P matrice permutation associée & o, on aura donc
P Y UTICAAU)P =V H(AtA)V

doa*AA = (UPV™1)(A*A)(VPTIU ) soit PAA = W1 (A*A)W avec
W = VP~1U™! orthogonale car P Pest.

a) L'application ¢ dépend linéairement de P et Q, elle est symétrique et
n

p(P,P) = Z(P(k) (ax))? > 0. Si cest nul, chaque P(*)(a;) = 0, en

k=0
particulier P(")(an) = 0 or d°P < n, donc d°P < n — 1, mais alors

pn—1) (an—1) = 0 donne d°P < n — 2 et finalement P est une constante,
nulle car P(ag) = 0. On a une forme bilinéaire symétrique définie positive.
b) Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt (Théoréme 14.8) appliqué a la
base canonique de Ry, [z] fournit une base (Py, . . ., Pn) orthonormée, formée
de polynémes de degrés échelonnés.

On a [|Po][% = (P{”(a0))? = 1 = P{”(ag) = e avec &9 € {~1,1}, et
Py étant constant, Vj # 0, Péj ) (a;) =0.

Supposons (récurrence) que jusqu'au rang k, on ait P,Ek) (ar) = e €
{~1,1} et, ¥j # k, P (a;) = 0.

Pour Py 1, de degré k + 1, on a déja Vj > k + 1, P9, (a5) = 0.
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n
Puis, Vj < k, (Pxy1,P;) =0 = Z P,E:_)l (a.r)PJ(r) (ar), avec les P;T) (ar)
r=0
nuls pour 7 # j, et P;J)(aj) = &j, il ne reste que : ejP,Ei_)l (a;) = 0 dou
P9, (a;) =0.

2
k+1 k+1
Enfin ||Py11])? = (PI£+1 )(ak+1)) = 1 donne P,E_:l' )(ak+1) =1ou

—1, d’ou le résultat par récurrence : P,gj)(aj) =0sij#k lou—1si

ji=k.

¢)Siag = a1 = ... = an = 0, le b) signifie que Py, de degré k, admet 0
k

pour zéro d'ordre k, d'ou Pr(X) = Ek)lfc_"

avec g € {—1,1}.

On consideére R™ euclidien canonique, on identifie Mp (R) et L(R™) par le
choix d’une base orthonormée de R™. Comme *4; A j fait penser a de I'adjoint,
soit x € Im A;, y € Im A, avec 2’ et y' dans R™ tels que £ = A;z’ et

y= Ajy' on aura, en identifiant les vecteurs de R™ et les matrices colonnes
de leurs composantes :

tz.y=(z,y) = i::z:”:AiAjy' =0

sii # j.

Les sous-espaces Im A;, deux & deux orthogonaux, sont en somme directe
P

donc ng (4;) < n.
i=1

Mais A; + ... + Ap inversible donne R® = Im(A; + ... + Ap) C

P
Z Im (A;), et une réunion de bases des Im A; étant génératrice de
i=1

P P P
Z Im A; on auran < Z dim (4;) dou n = Z rang (4;).

=1 =1 i=1

Pour X € My 1(R)ona’XTX =X (T-S+8)X =X (T-S)X+XSX.
C’est une somme de deux scalaires positifs donc c’est positif, et si c’est nul
Cest que X SX, et tX (T — S) X sont nuls d’oit X = 0 puisque S est définie.
Donc T est définie positive d’ou T inversible.

OnaS ' -T1=85"11-8TY)etT-S=TIn-T19).

Comme T — S et T sont inversibles, I, — T~ 1S est inversible, donc 1
nest pas valeur propre de T~ 1S, or T1S et ST ! ont méme polynéme
caractéristique, donc 1 non valeur propre de ST ! d'ots I — ST ! inversible
dott S~ —T~ 1 inversible d'inverse (I — ST )15, puisque S~} —T~* =
S~YI-s8T™).
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OrI—ST ! = (T - 8T}, do (I - STY)™! = T(T — S)~! donc
ST l=T(T-8)"1s.

Autre caleul ST — T71 = T71(T — 8)S™? est inversible comme produit
de 3 matrices inversibles et conduit a

St Ht=85(T-95"'T

On suppose R™ euclidien canonique. Si U et H existent on aura MM =
‘HUUH =*HH car U orthogonale, donc = H 2, (H symétrique).

Or 'MM est symétrique, définie positive car, avec X vecteur colonne de R™,
X(IMM)X = MX)MX, et avec Y = MX vecteur colonne des yj Clest
n

égal a Z yJZ, dotr IX (tM M)X 2 0, nul si et seulement si Y = 0 soit
Jj=1

X = 0 puisque M est réguliere.

Mais alors il existe P orthogonale telle que

P YMM)P ='P*MM)P = diag (dy,...,dn) = D

avec les d; > 0.

En posant A = diag (v/d3,...,Vdn) on a ‘MM = PA%'P = 5? avec
S = PAP, (ici les d; ne sont pas forcément distincts).

On a trouvé S matrice symétrique définie positive telle que S2 =tMM.
On suppose les valeurs propres indexées sous la forme dj, . . . , di, distinctes
de multiplicités respectives a1, ..., ax. Si on a alors S’ symétrique définie
positive vérifiant S 2 _tym , soit 4 une valeur propre de S’, on a ,u2 valeur
propre de Sl2 = 52, donc il existe 7 < k tel que p,z =dj > 0.

Comme S’ est positive on a alors p = /dj > 0.

De plus, si X est vecteur propre de S’ pour la valeur y, on a

S2(X) = 42X = d; X = Ker (S' — 1s Id) C Ker (> — d; 1d)

et comme S’ et S2 = MM sont diagonalisables, les sommes des sous-
espaces propres étant directes on a forcément égalité. Mais de méme

Ker (S — 1/d; 1d) = Ker (S? — d; Id) d’ou en fait Ker (S’ — /d; Id) =
Ker (S — \/d_:, 1d) : S et S’ ont mémes sous-espaces propres pour les mémes
valeurs propres, ils sont égaux, car il existe P dans GLn(R) telle que
P~1SP = PSP = la matrice diagonale associée 4 S et S’ dans une
base commune de vecteurs propres.

Soit U = MS™! (S existe car S symétrique définie positive). Comme
'S =S8,ona (*S)"! =%S7!) =S, donc S~ aussi est symétrique.

On a

YU =S HMMS =571 (S?)sT =1
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donc U est bien orthogonale et S symétrique définie positive avec M = US.
L'unicité de S, réguliere, implique celle de U.

La matrice A, définie positive, définit une structure euclidienne sur E = R™.
Si B est une base orthonormée pour A et P la matrice de passage on aura

'PAP = I, et 'PBP = B’ symétrique, définie positive. On peut trouver
une autre base C orthonormée de vecteurs propres pour B’ : donc il existe
Q orthogonale telle que

Q™ 'B'Q='QB'Q = diag(dy,...,dn) = D

_avecdes d; > 0, et Q_IInQ = tQ InQ = In.

Avec L = PQ, on a L € GLn(R) telle que ‘LAL = I, et 'LBL = D.
Donc

n
det ("L(A + B)L) = det (diag(1 + d1,...,1+dn)) = [ [ (1 + ds)
: =1

alors que

n
det ("LAL) + det (LBL) =1+ [ ] ds.

i=1

n n
Les d; étant > 0, [J(1 +di) > 1+ [ d: dron
=1 i=1
(det L)? det (A + B) > (det L)?(det A + det B)

donc det (A + B) > det A + det B avec égalité si et seulement si n = 1.
Si A est définie mais pas B, méme conclusion, on remplace d; > 0 par
d; 2 0, cela ne change rien a l'inégalité finale, large.

Si A et B sont positives non définies toutes les deux, alors det A = det B =
0 et A + B étant symétrique positive, (X (A + B)X = XAX + ' XBX
est somme de 2 termes positifs) on a det (A + B) 2> 0.

On justifie chaque implication.
1°) (i) et (i) = (ii). On a
(@, £(z)) = (£(2), f*(@)), (f isométrie)
= (f(2),~2), (f* = ~id)
done 2(z, f(z)) = 0 d’ou (iii).
2°) (ii) et (iii) = (i). On calcule ||z + f2(x)||? pour prouver sa nullité. Clest

(@+F2(2), 2+ f2(2)) = (2, 2) +(z, F(2)) +{F*(2), 2) + (F?(2), F*(2))
= 2(||zl|? + (z, f*(2)))
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puisque f est une isométrie.
Mais (iil) = (z + f(x), f(z) + f2(z)) = 0 soit
(@, £(@)) + (2, f2(2)) + (f(®), £ (2)) + (£ (=), F(2)) = O

or (z, f(2)) = (f(x), f*(x)) = 0 dapres (i) alors que (f(z), f(x)) =
((;z):, ) dapres (ii), il reste ||z||2 + (z, F2(z)) = 0 dott ||z + f2(z)||> = O et
1).

3°) (i) et (iii) = (). (iti) = (z+ f(z), f(z)+ f2(z)) = 0 avecici f% = —id,

il reste (f(z) + =, f(z) — ) = 0, soit ||f(z)||* = ||z|| : f, linéaire qui
conserve la norme sur E euclidien, est une isométrie d’ou (ii).

Comme pour tout X, matrice colonne d’ordre 7, on a X (A+ B)X =
!X AX + !X BX, positif comme somme de deux nombres positifs, la matrice
symétrique A + B est positive donc Sp(A + B) C RT.

Soit A € Sp(AB)), (a priori A € C), et Z matrice colonne d’ordre n, complexe,
telle que ABZ = AZ. Comme B est réelle symétrique, B = B et on a
‘Z'B(ABZ) = \'ZBZ = "Z(*BAB)Z. Or B, symétrique réelle positive
est hermitienne positive donc ZBZ > 0.

Si%ZBZ =0, Z est isotrope pour la forme hermitienne associée a B, comme
B est positive, c’est que BZ = 0, (diagonaliser B dans le groupe unitaire
pour le vérifier) donc ABZ = A\Z avec BZ =0et Z #0dou A =0.

Si*ZBZ > 0, alors A = 7(tBAB)Z = t(B_Z.)A(BZ)

tZBZ iZBZ
A est hermitienne positive.
On a bien A 2 0 dou Sp(AB) C RT.

est positif puisque

Si A est symétrique réelle, il existe P orthogonale telle que P laP=D
soit la matrice diag (A1, ..., An). Soit A la matrice diagonale des $/);, on
a A% = D dot (PAP™)® = PDP~! = A. La matrice B = PAP ™! est
une solution de I’équation B3 = A

Non unicité en général : exemple A = ((1) ?), avec B = (é (1)) ou

B = (i :g) onaB®=1=B3o0n peut remarquer que B est

diagonale mais pas B’.

Si on impose aux solutions B d’étre diagonalisables il y a unicité.

Soit en effet (A1, . . ., A ) les valeurs propres distinctes de A, de multiplicités
aig,...,ak, et E,. .., EL les sous-espaces propres.

Soit par ailleurs p une valeur propre de B (vérifiant B3 = A), et F =
Ker (B — pI). Comme B et A = B3 commutent, F est stable par A, donc
pour z € F, Ax = B3z = u3:z:, les vecteurs non nuls de F' sont vecteurs
propres de A, donc 35 < k, tel que u3 = )jet F C Ej.

Les sous-espaces propres de B sont contenus dans des sous-espaces propres
de A. Comme B et A sont diagonalisables, il existe une indexation des
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spectres {u1,...,u} et {A1,..., Az} de B et A, telle que u? = Aj et
Ker (B — pjI) = Ker (A — A\;I) : B agit comme I'homothétie de rapport
%/)\—j sur E; d’ott I'unicité.

On peut vérifier que si les valeurs propres de A sont distinctes, la solution
B est unique, car si {el, ceey en} est base de vecteurs propres pour A, avec
Aej = \jej, comme B et B> = A commutent, on a A(Be;) = B(Ae;) =
Aj(Bej) donc Pe; € Ker (A — A\;I) = Re; doit pj tel que Bej = pje; et
B3 = A.donne i = %/E

Dans la base B = {ey,...,en}, la matrice semblable & B est unique, c’est
diag (Y21, - -, ¥n).

Par contre, si A a une valeur propre multiple, il y a non unicité, (utiliser le

cas A= ((1) ?) pour la mise en forme).

Sur E = R™ euclidien canonique, soit B = (e1,...,en) la base or-
thonormée canonique, et o Popérateur de matrice A dans la base B, cet
opérateur est auto-adjoint donc il existe une matrice orthogonale P telle que

P7'AP = D = diag(\1,...,An) avec les A; > 0. On pose u; = v/A;
et A = diag(p1,...,4n), on a A? = D, donc P"1AP = AA dou
A = PAPYPAP™!. Soit 3 Vopérateur de matrice B = PAP™! dans
la base B, on a !B = B donc (3 est auto-adjoint et comme le terme général
a;j de A est agj = (e, ae;)) = (ei, B2 (e5)) Cest az; = (B*(es), Ble;)) =
(B(es), B(e;)). La famille des v; = B(e;) convient.

Le déterminant et la trace étant invariants par passage de A 2 A’ semblable,
et A symétrique réelle positive étant semblable & D = diag(dy,...,dn)
avec des d; 2> 0, le probleme équivaut a justifier 'inégalité

1
(d1...dn)Y™ < ~(d1+d2+ ... +dn).
C’est évident si I'un des dj est nul, et sinon, c’est équivalent a

di+...+dn
Og_—n

vrai par concavité de la fonction logarithme.

La matrice M symétrique réelle est diagonalisable dans le groupe orthog-
onal. Avec P orthogonale telle que P"'MP = diag(\1,...,An), on a
P~1M?P = diag (\?,...,)2) donc S(M) = trace M2. On a donc

n

i=1 \k=1



13.

Espaces préhilbertiens réels, espaces euclidiens 269

puisque M = M.

On obtient pour S(M) le carré de la norme euclidienne de M considéré
2

comme élément de R™ , d’ou

SM) = "(mi)*+2 Y (my)?

i=1 1<i<j<n
est bien forme quadratique définie positive sur les matrices symétriques.

Si la famille V est liée, 'un des v; est combinaison linéaire des autres :

n
il exisie j < n et des Mg, k # j, tels que v; = Z/\kvk d’ou, Vi,

k=1
k#j

n
(vi,v5) = Z Ak (vi, vg). La j™° colonne de la matrice G(V) est donc
k=1
k#j
combinaison linéaire des autres donc det (G(V)) = 0.
Si V est libre, soit I = Vect (vi,...,vn), alors G(V) est la matrice de
la restriction du produit scalaire & F, dans la base V de F' : c’est une
matrice définie positive donc de déterminant strictement positif. On a donc
det (G(V)) 2 0, et (det (G(V)) > 0 < (V libre).
Si V est libre, avec E = F @ F J‘, on décompose = en Yy + 2 avec y dans F
et 2 dans F* et (d(z, F))* = ||2]|* = ||=|1* - |l]|*.
n
En posant y = Z A;jvj, on détermine les \; en résolvant le systéme des n
Jj=1
n
équations (r — Z Ajvj,v;) = 0, soit encore des équations :
j=1

A1{v1,v5) + A2(v2,v:) + . .. + An(n, v) = (T, ;).

Donc A; est le quotient du déterminant de la matrice obtenue en remplacant

dans G(v1,...,vn), la 5™ colonne par les (z,v;), et de det(G(V)),
(formules de Cr. aer).

Calculons det (G(z,v1,v2,...,vn)) en développant par rapport a la premi-
ere ligne, il vient

det (G (z,v1,-- -, vn)) = ||l1® det (G(V)) + > _ (1) (z, v;) D;
j=1
avec

(vi,2) (vi,v1) ... (v1,v5-1) (v1,v541) ... (v1,vn)

R S A R O AN B )
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Par j — 1 transposition, on amene la premiére colonne en j°™¢ position et
on a le numérateur du quotient donnant /\j, donc

det (G(z,v1,v2, . .-,vn)) = ||z]|* det (G(V))

+ ) (=17 z,v)); det (G(V))

Jj=1

= (det GV)) | llal® =D (@, Aj05)

=1

= (det (G(V))){z,z — v)-

Mais (z,z — y) = (€,2) = (y+2,2) = ||2||? car y € F et z € FL donr
det (G(z,v1,v2,. . .,vn)) = ||2||? det (G(V)) : Cest la relation voulue.

14. Soit E lespace vectoriel des applications intégrables de [a,b] dans R et p la

b
forme bilinéaire symétrique définie par p(f,g) = / f(t)g(t)dt.
a

b
La forme ¢ est positive, (non définie car ¢(f) = f2 = 0 implique

f(t) = 0 presque partout, mais pas f = 0).
Si {f1,...,fn} est libre, sur F = Vect(f1,...,fn), la famille B =
{f1,---, fn} est une base de F et la matrice A est celle de la forme positive

¢ induite par ¢ sur F, dans la base B. Alors det (A) est le produit des
valeurs propres de A qui sont positives d’'oi det (4) > 0.

Si {f1,-..,fn} est liée, l'un des vecteurs, fj» est combinaison linéaire des

autres donc une colonne de A est combinaison linéaire des autres. On a
det A =0,doudet A > 0.

Sidet A = 0, cest que soit {f1, . .., fn} est liée; soit elle est libre mais alors

le cone isotrope de ¢ n'est pas {0} donc il existe a1, ..., an scalaires tels
que la fonction ¢ = a1 f1 + aafa + ... + an fn soit nulle presque partout.

15.  On justifie la nullité de p(Az + X'z’) — Ap(z) — X' p(z’), avec et z’ dans

E et A\, ) dans R, en montrant son appartenance 3 E+ = {0}. Pour tout z
deEona:

(p(Az +X'z") = Ap(2) = Np('), 2)
= (p(z + X''), 2) = Mp(2), 2) = X (p(a"), 2)
= -z + X2/, 0(2)) + Mz, p(2)) + X (z', ¢(2)) vu I'hypothese,
=(=d-Nz' +xz+ N, p(2)) =0

(bilinéarité du produit scalaire).
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Si on note C; le vecteur colonne des (m;;), 1 <4 < n,ona (C;,C;) =0

pour i # j. Or le terme général de la matrice symétrique A = MM est
précisément :

n
@i =(Ci,Cj) = Y _ mypmy;
k=1

n
donc A est une matrice diagonale avec a;; = Z(mki)2 < nC? don
k=1

n
(det M)? = det (MM) = [ ] ous < (nC*)"

=1

dotr [det M| < C"n%.

Si M est inversible, la famille des vecteurs colonnes est cette fois libre. On
orthogonalise par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt : il existe une
base {Bi,...,Bn} orthogonale, avec des relations du type B; = C; +
j-1

Z Ty By, donc une matrice de passage triangulaire T" ayant des 1 sur la
k=1

diagonale, donc det (M) = det (C1,|C2|...|Cn) = det (B1|Bz]|...|Bn).
La premigre partie asosciée 4 la matrice B des vecteurs colonnes B; donne

n n
(det M)? < H ||Bj||2, avec ||B_,,-||2 = Z(ﬂkj)z si B; est la colonne des

Brj-
J-1

Or C; = Bj — szBk, avec Bj,..., Bj_1 orthogonaux a Bj, donne,
k=1

pour la norme euclidienne || B;| 12 < 1[ef] |2, o finalement la majoration
n
\det M| < [ 11511 < (VO™
=1

la méme majoration s’obtient.

Comme 0 n’est pas valeur propre de f, le noyau de f est réduit & 0 donc ¢
est définie continue de E — {0} dans R.

Soit B = (ey,.-.,en) une base orthonormée de vecteurs propres de f pour
les valeurs propres A1, ..., An, telles que

O< A1 €S K...<
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n

Pour z = E Tie;ona

i=1

n 2
()
0(2) = T
)&
i=1 i=1

L’inégalité de Cauchy Schwartz, dans R™ euclidien canonique, pour les n-
uplets (A\1Z1,...,A\nZn) et (z1,...,Zn) donne :

(B < () (54)

dou 0 < p(z) < 1.

La fonction ¢ est majorée par 1, borne atteinte pour z tel que z et Z AiZ;i€;
=1

soient liés, donc pour les vecteurs propres de chaque sous-espace propre.

On peut constater que ¢ est invariante par homothétie. Si elle n’est pas

consta.nte avec v et v tels que p(u) # @(v), u et v dans F — {0} avec

v =tuetv =tv,ona llm p(tu) = p(u) et llm p(tv) = p(v) done ¢

n’est pas prolongeable par contmmté en 0.

Donc, si f est une homothétie, ¢ est constante sur E — {0}, (égale a 1),
donc prolongeable par continuité en 0; sinon, on a au moins deux valeurs

propres distinctes et on peut prendre z tel que z et f(z) = Z A;z;e; soient
=1
indépendants, d’ou p(x) < 1. Dans ce cas ¢ est non constante donc non
prolongeable par continuité en 0. La borne inférieure existe et est atteinte
puisque les valeurs de ¢ sont les valeurs prises sur la sphere unité compacte.

Sur R™ rapporté a sa base canonique B = {ej,...,en}, la forme quadra-
tique ¢ de matrice A dans la base B, est définie posmve On apphque ala

base B le procédé d’orthonormalisation de Schmidt : on pose €1 =
V (61)

et si on suppose connus les vecteurs €1,...,_1, on détermine d’abord
k-1
€ = ek — Z)\jej, avec p(ey,€;) = 0,5 = 1,...,k — 1, puis on prend
Jj=1
/ k—1
e t
Ex = \/¢(_) Comme e, = ek + Z Aj€j, les relations d’orthogonalité
e

Jj=1
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donnent
k-1

dlex) = akk = d(ek) + ¢ Z Ajej | = o(er)-

j=1
La matrice de passage P de BaC = {ey,...,en} est triangulaire avec les

1
\/ ¢>(e;c)

sur la diagonale, et comme tPAP=1I,,0na

n

detA—(dtP)2 H¢(ek) Hakk

La matrice A, symétrique définie positive est diagonalisable dans le groupe
orthogonal : il existe S orthogonale telle que S™*AS = diag (AyeeeyAn)

avec les \; > 0. Mais alors S™1(I + A)S = diag (1 + A1,...,14 An) et
on doit prouver que

n 1/n n 1/n
1+ (H )\i) < <H(1 +/\i)> ;
i=1 i=1

n 1/n
soit avec F', fonction définie pour ¢t 2> 0 par F(t) = (H(t + Ai)> , que
i=1
F(1) > 1+ F(0).
La fonction F est dérivable, donc par accroissements finis, il existe ¢ €]0, 1{
tel que F(l) F(O) = lF'(c)

F’t / . ) ‘1

i=1
1
+ A

(25 ) -1 ().

=1 i=1

n

Ln (F/(t)) = %Z Ln (¢ + ) + Ln (l

.

Il M:
—

&~

i=1

Par concavité de la fonction logarithme, on a donc Ln (F'(t)) > 0 dou
F'(t) > 1 et finalement F(1) > F(0) + 1 soit

(det (I + A)Y/™ > 1+ (det A)1/™.

Soit maintenant B symétrique positive, on peut réduire simultanément
les deux matrices & une forme diagonale : il existe P réguliere telle que

'PAP = diag (\1,. .., An) et ‘PBP = diag (11, ..., un) do
*P(A+ B)P = diag ()\1 + 41,y An+ pn) avecles A; > O etles pj 2> 0.
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On a
(det (A + B))Y/™ = (dtP)Z/nH( i + )™

et

(det A)l/n + (det B)l/n W (H l/n + H #l/n)

i=1

et on doit montrer que

n n n
I3+ T1w™ < TTu+
i=1 =1 i=1

Si I'un des p; est nul, cest évident, (les autres étant > 0) et s’ils sont tous
non nuls, c’est équivalent a

n Iy 1/n n A 1/n
J %
LG <I(e3)

ce qui est vérifié d’apreés la premiere partie de I'exercice.
On a bien finalement (det B)/™ + (det 4)1/™ < (det (A + B))Y/™.

Onaa,-_.,- = ; donc ,Bij = b—,;bjaij est tel que ﬂij = ;
a; a'j U + Uj

b,b, b:,
avec u; = —. Soit X et Y deux matrices colonnes d’ordre n, et X’ et Y” les

bz
matrices colonnes des :L‘i = b;z; et yi = b;y;. Avec B matrice des (;j ona:

XBY = Z Bijziy; = Z 0jbizibiy; = Z @i Ty

1<i,j<n 1<i,jSn 1<i,j<€n
=AY’
On considere alors Pespace vectoriel E des fonctions définies continues sur
]0, 1], a valeurs réelles, telles que / f 2 converge.

C’est un espace vectoriel car si f et g sont dans F, comme 2| f g| 2+ g ,

/ fg est absolument convergente, donc V(\, u) € R2, / (Af + ug)

converge. On vérifie que ¢ : E? — R définie par o(f,g) = / fg est
0
bilinéaire symétrique définie positive.
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1
Soit f; : t ~» t*7 2, u; > 0 les fonctions f; sont dans E. Si ui,...,un
sont distincts, les fonctions f; forment une famille libre (si A1,...,An
n

sont tels que Ex\itui_l/ 2 =0, en « simplifiant » par %0~ 1/2 ayec

=1
ujy = inf{u;,i = 1,... ,n} et en faisant tendre t vers 0 on a Aip =0,

et on itere), donc dans F' = Vect (f1,..., fn), la matrice des est

u; + uj
celle des

1 itus 1
So(fi7fj)=/ t“i*“i‘ldt=[tu u’] -
0

U + Uj 0 u; + uj

(u; et u; > 0). Cette matrice est donc définie positive. Mais alors, VX " de
Mn1(R), "X’ AX' > 0 et clest nul si et seulement si X’ = 0, puisque cest
tX BX avec B définie positive, et que X = 0 < X’ = 0.

Si les u; ne sont pas tous distincts, la forme ¢ est positive (non définie),
donc A sera positive. En fait le rang de B est celui de la famille des f;,

Gsi {fiy,---, fi, } libre, <p| avec G = Vect(fi;,..., fi,) est définie
GxG

positive et les colonnes d’indice j & {1, ..., ir} sont combinaisons linéaires

des colonnes d’indice dans {1, ...,%r}), dou également A de rang égal au

a;
- distincts.

nombre de u; = 3
1






CHAPITRE 15

Séries de Fourier

Nous allons, sur un exemple, appliquer ce que nous avons vu concer-
nant les formes hermitiennes, mais aussi certains raisonnements vus lors
de Pétude des espaces préhilbertiens réels.

1. Trois espaces fonctionnels

DEFINITION 15.1. — Une fonction f définie sur un intervalle I de R, a

valeurs dans E espace topologique est dite continue par morceaux si et

seulement si, pour tout segment [a,b] de I elle n’a qu'un nombre fini de

discontinuités, et si en chaque discontinuité lim+ f(z) et lim f(x)
z—»:o z—»zo

z€l zel
existent.

15.2. On dit encore que les discontinuités sont réguliéres.
Il faut remarquer que si zg est une base de I la condition d’existence
des limites ne porte plus que sur une limite.

15.3. Notations

On introduit alors F, espace vectoriel des applications continues de
R dans C, 27 périodiques; puis F' espace des applications de R dans C,
continues par morceaux, 27 périodiques; et enfin D sous-espace de F'
formé des applications telles qu’en tout point on ait

f(zo+0) + f(zo — 0)

f(zo) = ,avec f(zg+0) = lim f(z)et
2 $—>z3-
f(zo —0) = lim f(z). Les points de discontinuité de f et de D sont
T—Ty

encore dits réguliers de premiére espéce.



278  Analyse fonctionnelle

11 faut remarquer que E est sous-espace de D lui-méme sous-espace
de F.

Sur F' x F' définit une forme sesquilinéaire & symétrie hermitienne,
, par

27

15.4. o0 =5 [ FOole) .

On a bien semi-linéarité par rapport & la premiére variable, f, et
linéarité par rapport a la seconde, l'intégrale existant puisque fg est
continue par morceaux sur [0, 27].

La forme hermitienne ¢ associée est positive sur F', non définie, car

27
V€ FL6(f) = 5 [ IFOP di > 0, mais 6() = 0 impligue £(t) =0
en tout point de continuité, mais on ne sait rien de f(zg) en o point de
discontinuité.
Par contre, sur E, (fonctions continues), ¢ induit une forme définie
positive, d’oti une norme. On notera (f, g) au lieu de ¢(f,g) le produit
scalaire induit par ¢ sur F, et || f|| = /¢(f) la norme associée.

Soit par ailleurs la famille (e, )nez des fonctions de E, donc de D et
de F définies par :

15.5. VneZ, VteR, en(t)=e".

THEOREME 15.6. — Les fonctions (en)ncz forment une famille orthonormée
de fonction de E, et de F.

Car, sin # m,

1 2T _
(en,em) = o /0 eim=—n)t gy —

27

m=n,(en,en)=% A dt = 1. ]

e =0

On note ¢(en, em) au lieu de {en, &y,) si on considere les ey, dans F.

DEFINITION 15.7. — On appelle coefficients de Fourier de f dans F, la
famille de complexes (cn(f))nez définis par cn(f) = ¢(en, f)-

27 .
15.8. Donc ¢, (f) = % / ft)e™™ dt.
0
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DEFINITION 15.9. — On appelle série de Fourier de f continue par
morceaux, 27 périodique, de R dans C, la série de fonctions des (cn(f)en)nez.

C’est la série de fonction = ~ c,(f)e!"®, z € R.

Le but de ce chapitre est d’étudier, pour quelles hypotheses, et quel
mode de convergence, la série de ces fonctions converge, et vers quoi.

Dans cette démarche on part de f, continue par morceaux, 27 péri-
odique et on calcule les coefficients ¢, (f). Mais on pourrait se donner une
famille (cp)nez de complexes, considérer la série de fonctions de terme
général c,e, et, moyennant des hypothéses sur les ¢, étudier sa conver-
gence.

15.10. Dans ce cas, on appellera série trigonométrique la série de terme
général cpen.

Un calcul utile dans le cas réel

Comme on a €™ = cosnt + i sinnt, on aura, pour f dans F,

1 2w i 27 )
cn(f) = E/o f(t)cosnt dt — o7 o f(t)sinnt dt

mais aussi,
1 27 i 27 )
c—n(f) = o7 Jo f(t)cosnt + o f(t)sinnt dt

d’ou

1 27

en(f) +e—n(f) = A f(t)cosnt dt
;2T

et en(f) —c—n(f) = - f(t)sinnt dt.

7 Jo

Traditionnellement, on pose :

2w
1511 aq(f) = % A f(t)cosnt dt et

27
bn(f) = % A f(t)sinnt dt, et ceci pour tout n de Z.
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Il s’agit de nombres réels si f est a valeurs réelles, appelés également
coefficients de Fourier de f.

Le calcul précédent montre que, Vn € Z,on a :

an(f) - ibn(f)
2

ao;f) car bp(f) = 0. De plus

Papplication 7 ~» an(f) est paire, alors que n ~» by (f) est impaire sur Z.
On a alors, en notant ay,, b, et ¢, les coefficients introduits pour f € F,
(au lieu de an(f),bn(f) et cn(f)) :

en(f) =

On peut remarquer que co(f) =

; — an, — tb ..
cn€™ + c_pe” " = %(cos nz + i sinnz)
an +ib .
+ %(cos nx — i sinnz)

= %(2an cosnz + 2by, sinnz), soit

cne€™ + c_pe "™ = a, cosnz + b, sinnz,

et on appelle, dans le cas ou f est a valeurs réelles, série de Fourier de f
la série de fonction de terme général (an(f)cosnz + by (f)sinnz).

C’est une des raisons pour lesquelles, dans le cas complexe, on étudie
la série de Fourier de f continue par morceaux, 27 périodique en sommant

symétriquement en 7 et en introduisant les expressions

15.12
N

N
Py(f)@)= Y ea(en® = T+ 3 (an(f)cosnz + bn(f)sinna),
n=1

n=—N

définies pour N € N*. La raison essentielle est que cette expression
symétrique se préte mieux aux calculs.

2. Egalité de Besse!

Commencons le travail dans le cadre des fonctions continues, 27
périodiques. L'espace F est préhilbertien, (non de Hilbert).
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Pour fe Fet N€N,ona

N N

Pv(f)= Y calfen= D (en,flen:

n=—N n=—N

c’est la projection orthogonale de f sur Ey = Vect(e_n,e_ny1,---,€0,
...,€eN) puisque cette famille est orthonormée, (voir Algebre, 12.38).

Onaalors f = Py(f)+f—Pn(f), avec Py(f) dans En et f—Py(f)
dans (EIJ\-,), d’ou

1F117 = BN (OIP + 11 = Pr (D112
N

avec ”PN(f)||2= Z |(6n,f)|2,

n=—N

puisque Pn(f) est décomposé dans une base orthonormée de Ep. Il en
N

résulte que,¥n €Nona Y lea(f)* = [IfIP=IIf=Pn(F)I* < II£I1%
n=—N
La série de terme général positif |c,(f)|?, (indexée par Z), est donc
convergente car, Vp € N, Vg € N, avec N = sup(p, q), on a

N

q
o lenHP< Y len(HP < IFIP

n=-—p n=—N

d’ou Vexistence de la limite des sommes partielles lorsque p et ¢ tendent
vers +00, et le fait que la somme soit majorée par || f||2. On obtient ce
qu’on appelle

15.13. linégalité de Parseval Bessel : soit f de R dans C, continue, 27 péri-

1 27
odique, Lo série des |en( )2 converge et 3 len(/)P” < 5= / IO dt.
0
neN
En fait, on a mieux : il y a égalité.

THEOREME 15.14. (Egalité de Bessel) — Soit f continue, 2m périodique de
R dans C, on a

+o00

27
> |0n(f)|2='21;/0 I£()|? dt.

n=—oo
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En effet, en gardant les notations précédentes, soit ) une fonction
dans EN.Ona f —Q = f — PNy(f) + Pn(f) — Q avec f — Py(f) dans
(En)* et PN—Q € Ey dou ||f=QI1? = || fF—Pn (f)|I>+||Pn () - Q| :
il en résulte que ||f — Pn(f)|| < ||f — Q||, on dit encore que Py réalise
la meilleur approximation de f dans E}.

Or Palgébre des polynémes trigonométriques, c’est-a-dire P'algébre A
des fonctions du type t ~~ Q(t) = Z aie®t, les ay’ étant presque tous
kez
nuls, est une algeébre qui sépare les points (t,t') lorsque t —t’ ¢ 27Z, elle
contient les constantes et elle est stable par passage au conjugué donc,
d’aprés le Théoréme de Stone Weierstrass (Tome 2, corollaire 12.66) on
sait qu’elle est partout dense pour la norme de la convergence uniforme

dans l’espace des fonctions continues, 27 périodiques.

On a donc :
Ve > 0, 3Q polynéme trigonométrique tel que ||f — Q|| < €, avec

If = Qlloo = sup{|f(t) — Q(t)];t € [0, 27]}.

S
Si Q sécrit Z oxer, et si Ng = sup{|r|, |s|}, alors

k=r
VN > No, Q € En et||f — Pn(H)I? < |If - QII°

2w
=5 [ 110 - Qo e

< — -o27m-e2 = €2
S5 2m - € €
On adonc:Ve >0,3Ng € N,VN > Ny :
N
0<If =PNNIP=1IFIP = D lealH)P <€
n=—N

ce qui justifie la convergence de la série des (|cn(f)|?)nez vers ||f||2. B

REMARQUE 15.15. — On a justifié en méme temps la convergence de la
suite des Py(f) vers f dans l'espace préhilbertien E, d’ou Ion déduit
celle de la série des (cp(f)en)nez vers f dans E car, dans ce qui précede,
la sommation symétrique en n n’était pas nécessaire. On pouvait fort
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q
bien considérer Z cn(f)en, projection orthogonale de f sur Epg =
n=—p
Vect(e_p,...,€0,..-,€q)-
En fait, le résultat s’étend a 'espace F' des applications continues par
morceaux, 27 périodiques.

THEOREME 15.16. — L'égalité de Bessel, Z len(F)% = —/ )% dt

nez
est valable pour f continue par morceaux, 27 périodique de R dans C.

On revient donc a I'espace F' muni de la forme hermitienne ¢ positive
mais non définie cette fois. )
1 4 ;
On introduit ¢, (f) = p(en, f) = o= / f(t)e~™dt, et on considere
0
N

Pyn(f) = Z cn(f)en. La famille (e;)rcz est orthonormée pour ¢,
n=—N
donc si on caleule p(Py(f) — f,er) pour |k| < N il vient

o(PN(f) — f.ex) = p(Pn(f),ex) — o(f, ex)

N

= Z mﬂemek)_m

n=—N

avec les p(ep, €x) nuls si n # k et p(eg, ex) = 1, donc il reste

o(PN(f) — £ ex) = ck(f) — ck(f) =0.

Ona f—Py(f) dansle conjugué de Ey = Vect(e_n,e_N+1,---,EN)
donc conjugué en particulier de Py (f) et il vient

15.17 ¢(f) = ¢(f — Pn(f) + Pn(f)) = &(f — Pn(f)) + ¢(Pn (f))-

N

Comme ¢(Py(f)) = Z len(£)|?, (on connait Py (f) dans une famille
n=—N
orthonormée pour ¢) on a :

N
D7 lenl£)? = ¢(f) — ¢(f — Pn(F)) < $(F),

n=—N
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d’ot dans un premier temps la convergence de la série des |c,(f)|? et le
1

T
fait que la somme soit majorée par ¢(f) = o / |7(£)|? dt, Cest-a-dire
0

I'inégalité de Bessel. Justifions 1'égzlité.
Sur [0,2n], f présente un nombre fini, p, de discontinuités. Posons
f(t) = u(t) +iv(t), u et v a valeurs réelles.

Soit @ une discontinuité de f, et soit a > 0, assez petit pour que sur
[a — a,a + @], a soit le seul point de discontinuité.

On consideére les fonctions affines U et U, définies sur [a — a,a + @]
en joignant les points (@ — a,u(a — a)) et (a + a,u(a + a)) d’une part
(a — a,v(a — @)) et (a + a,v(a + o)) dautre part.

On fait ce bidouillage pour chaque discontinuité de f.

Enfin, pour a €]0,27[ on impose & a d’étre assez petit pour que
[a—a,a+ ] C [0,27], (ceci en vue d’obtenir une fonction 27 périodique)
et si a = 0, le travail fait en a est valable en 27 vu la périodicité de f.

En définissant alors f en dehors des l[a — a,a + o] par f(t) = f(t),

on obtient f fonction continue de R dans C, 27 périodique, égale & f en
dehors de p segments de longueur 2a chacun.

Sur chacun de ces segments, on a |u(t) — u(t)| < 2||u||co et
lo(t) — B(8)] < 2llvlloo don [£(2) — F()IZ < 4(lfullZs + [[0]1Z,)-
On aura donc

=2 o F(£)2dt < 1 2a)4 2 2
¢(f—f)—%/o, If(@) = fOFdt < 5~ 2+ (20)4(]lullo + [Iv]lc0)-

Il en résulte que Ve > 0, on peut choisir « assez petit pour que ce majorant
soit inférieur a ¢, (p étant fixe), donc Ve > 0, 3f continue telle que
o(f — f) < e, (f étant 27 périodique).

Soit IV un entier donné, on aura f — f= (f- PN(f)) (F-Pn(f)+
Pn(f) — Pn(f) avee f — Py (f) et f — Pn(F) dans EN, (conjugué pris
dans F' pour ¢ et non plus orthogonal dans E' pour ( ), et Pn(f)— PN( f )
dans Ey . Done ¢(f—f) = ¢(f—Pn(f)—F+Pn(F))+¢(Pn (f)—Pn(f)),

d’ol1, ¢ étant a valeurs positives :

VN €N, ona ¢(Py(f) — Pn(f)) < e

Mais alors, en utilisant 'inégalité de Minkowski, valable pour une forme
hermitienne positive, (Algebre, Théoréme 12.35) il vient, en partant du
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calcul donnant V'inégalité de Bessel, (voir 15.17),

N 1/2
(¢(f)— > |an(f)|2> =vVé(f — Pn(f))

n=—N

= \o(f - F+ F - Pu()
<o = H+Vo(F - Pn(P) + Pu(F) - Pn(£)
< VE+\/o(F - Pu(F) +/o(Pn(F) - Bn ()

avec \/ #(Pn(F) = Pn(f)) < V&, quelque soit N, comme nous venons de
le voir. _
On a donc, pour ce choix de f, et pour tout NV,

N 1/2
(¢(f))— > |0n(f)|2) < 2vE + 1/ o(f + Pn ()

n=—N

Mais pour fcontinue, 27 périodique on sait que Nli& ¢(f— Py (f)) =0
— 400

(c’est la traduction de I'égalité de Bessel) donc Jng, VN 2> no,
¢(f — Pn(f)) < € d’ou finalement :

N

Ve > 0,3n0,YN > no,0 S $(f)— Y len(f)I> = ¢(f — Pn(F)) < 9 :
n=—N

ce qui prouve bien la convergence de la série des len (f)|? vers ¢(f) (égalité
de Bessel) et aussi le fait que ¢(f — Py (f)) tend vers 0, mais attention,
sur F, ¢ n’est pas le carré d’'une norme. ]

3. Etude de la convergence uniforme de la série de Fourier

Avoir l'égalité de Bessel c’est bien, mais cela ne donne que la valeur
2

de Tintégrale / |7(t)]? dt. Si on veut une connaissance des valeurs

0
de la fonction a partir de sa série de Fourier, il faut encore travailler.
Peut-il y avoir convergence uniforme de la série de Fourier vers sa
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fonction? Certainement pas si f n’est pas continue! On va donc se
placer dans le cadre de l'espace E des fonctions continues de R dans

C, 27 périodiques. On dispose alors de la norme hermitienne définie par
1/2

27
£l = o / |f (t)|2dt) , mais aussi de la norme de la convergence
0

uniforme ||f|lc = sup{|f(¢)l;t € [0,2n]}. Comme |[f]| < [|fllco,

(majoration immédiate dans l'intégrale) il est clair que si la série de

Fourier de f continue est convergente, pour || ||co, Vers... je ne sais

pas moi, disons un élément g de E, alors l'inégalité : ||Pn(f) — g|| <

[|1Pn(f) = glloo, jointe a NliT [|PNn(f) = glloo = 0, implique le fait que
—-1+00

les (Pn(f)) Nen convergent vers g pour la norme hermitienne, d'ou g = f
puisque I'égalité de Bessel nous assure la convergence des Py (f) vers f,
pour la norme hermitienne.

On a donc :

THEOREME 15.18. — Si la série de Fourier d’une fonction 2 périodique
continue f de R dans C «converge uniformément » c’est forcément vers f.

Les guillements sont 14 pour rappeler que c’est la limite de la suite
N

des sommes symétriques, Py (f) = Z cn(f)en que lon considere. M
n=—N

Peut-on alors trouver des conditions de convergence uniforme de cette
série? Oui...

THEOREME 15.19. — Si f est 27 périodique de R dans C, iie classe CP,
(p = 1) ses coefficients de Fourier c,,(f) sont de Uordre de v (n #£ 0).

Une intégration par parties, pour n # 0, donne

2w .
) =5z [ ) a

u dv

= [L e—int f(t)] - / f(t)e™™t dt

2mn 2mn

1
donc ¢, (f) = n cn(f') puisque, par périodicité de f, le crochet est nul.
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Si f est p fois dérivable, on recommence p fois et ¢, (f) = (%)pcn (F®).
Comme

27
@y - | L (B) (4)o—int 1. @ — (@
enlfO = |55 [ 1O e at] < 201Dl = 1152

on a bien ¢, (f) =0 (n_];) , (notation de Landau). ]

COROLLAIRE 15.20. — Une fonction 2 périodique de classe C? de R dans
C est limite uniforme de sa dérivée de Fourier.

1
Puisqu’alors |c,(f)| est 0(-7;5), la norme infinie de la fonction ¢ ~»

cn(f)ei™ est |cn(f)| il y a convergence normale de la série de fonctions,
donc convergence uniforme, et on applique le théoréme 15.18. |

En fait on a mieux.

THEOREME 15.21. — Si une fonction f, 27 périodiqgue de R dans C
est continue, de classe C! par morceaux, sa série de Fourier converge
uniformément vers f, et méme normalement.

On suppose f de classe ok par morceaux donc il existe des réels
apg =0 < a1 < ... < o = 27, en nombre fini, tels que sur chaque
laj, 41, (j = 0,...,k — 1) f soit de classe Cl, f et f' ayant des
limites & droite et 4 gauche en chaque «;.

Ceci n’impose pas la continuité de f, mais ici on la suppose. On a alors,
pour n # 0

k=1 1o

> / | o f(t)e~t"tdt

1 21 —in _ 1
() = (fren) = 3= [ 100 g3

541 )
et chaque intégrale / f(t)e~*™dt se calcule par parties. Avec

@

u(t) = f(t) et dv = e~*"tdt, il vient du = f'(t) dt et v(t) = % e~ don

L7 reta = Lipwege - - [P p e

Qi
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La continuité de f permet alors, en sommant par rapport a j, d’avoir

. ) . o2 ) .
en(f) = g F O™ — 5 | 5O = — - en(f)

puisque t ~» f(t)e~"" est 27 périodique.
Mais la série des (¢, (f'))nez est de carré sommable ; (égalité de Bessel

. . o . —1
pour f’ qui est continue par morceaux), ainsi que la série des —, pour

—t / 2 !
— ca(/") len( <
1 1\|12 PPy 3 1 ’ 2 .

3 + |en(f')|* car ceci équivaut a 0 < (ﬁ — len(f )|) ce qui semble
évident, 4 condition de «connaitre par cceur ses identités ». Je profite
de ce passage pour vider ma bile. D’aucuns estiment les mathématiques
«intellectuellement mutilantes ». C’est leur droit. Mais c’est oublier un
peu vite que dans tout domaine de l'activité humaine un apprentissage
est nécessaire et que cet apprentissage est fastidieux. Le bébé qui bave
en prenant ses premiéres cuilléres de soupe ou de compote doit vraisem-
blablement juger « mutilante » l'obligation qui lui est faite d’utiliser cet
ustensile. Celui qui profite des exercices de violon de I'enfant de son
voisin de palier doit trouver cette activité longuement mutilante (pour ses
oreilles...) Et pourtant tous nous comprenons la nécessité de ces apprentis-
sages et nul ne vient protester contre le fait qu'on les impose aux enfants.
Il en est des mathématiques comme des autres activités humaines. On
ne pourra pas en faire sans un minimum d’apprentissage et s’il est vrai
qu’'un examen superficiel des choses peut laisser paraitre mutilante I'ac-
quisition des regles de calcul (a 'époque des calculettes, pensez donc!) ou
des identités, une réflexion plus approfondie permettrait de voir qu’il est
impossible de faire des calculs sur des polyndémes en sortant sa calculette
pour trouver les exposants!

Enfin, vouloir & tout prix, que ce que I'on étudie serve tout de suite, (a
quoi ¢a sert M’dame, ¢a sert 4 quoi M’sieur) me semble « intellectuellement
atrophiant ». Comment envisager des projets d’avenir, avoir un peu d’en-
vergure intellectuelle si on se laisse sans arrét piéger a court terme. Com-
ment s’étonner alors qu’en général les hommes politiques fassent de la
gestion a court terme, au coup par coup. Comment pourraient-ils deman-
der d’étre suivis dans un projet d’envergure par des hommes et des femmes
rebutés par les premiéres difficultés et omnubilés par ce fameux « a quoi
ca sert ».

Revenons & nos moutons. La convergence absolue de la série des
|en(f)| donne la convergence normale, donc uniforme de la série des
fonctions t ~> ¢, (f)e™™, d'olt le théoréme 15.21.

n # 0, donc la série des

converge, puisque
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4. Autres types de convergence

Il nous reste a4 examiner ce que I'on peut dire dans le cas des fonctions
non continues.

Pour les fonctions 27 périodiques, de classe C 1 par morceaux, la

situation sera assez bonne : on aura convergence simple vers la fonction

z+0)+ f(z—0

__ f@t0) +fz-0)

3 . C’est le théoréme de Dirichlet.

THEOREME 15.22. (de Dirichlet) — Soit f une fonction 2w périodique de R
dans C, de classe C! par morceaux. Il y a convergence simple de la suite
des Pp(f)(z) vers la demi-somme f(z+0) + f(zo)

5 des limites a droite
et a gauche de f en z.

On aborde la partie la plus technique concernant les séries de Fourier,
partie dans laquelle la sommation symétrique va vraiment servir.
1 [27 N o
On a Py(f)(z) = — / @) Z e~ | dt, (on multiplie
2w 0
n=—N
cn(f) par €'™® et on somme vu la linéarité de l'intégrale).

Or pour tout ¢t — z # 0 modulo 27, ¢n(2—1) est le terme général d’'une
progression géométrique de raison différgnte de 1, donc

N H(N+1)(z—t) _ o—iN(z—1)

Z ein(:l:—t) —
N et(z—t) _ 1

e—iN(z—t)  Gi(2N+1)(z—t) _ 1

ci@t)  i(@—t) _ i)

9 Sin(2N +1)(z —t)

— —iN(z—1) e—%(z—t) e§(2N+1)(z—t) 2
x —
9% si
i sin —
. 1
_ sm(N + 5)(z —t)
- sinz —t .
2

Si t tend vers x, modulo 27, le quotient tend vers 2N + 1, valeur de
la somme pour t = x.
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On a donc

2 sin{ N+ = )(z —1t)
2. P(D@ =g [ 0 (. (32 5
sm———-

2

dt.

Si on considére la fonction constante valant 1, ses coefficients de
Fourier sont :

1 2T 1 o
00(1)=g/0 1dt=1etpourn;é0,on(f)=%/0 e~ — o
dou Py(1)(z) = D cn(f)e™ = 1, et cette belle égalité 1 =

n=—N

f(z+0)+ f(z - 0)
2 b

o - dt, qui permet d’écrire

1 [2r sm(N+ )(a:—t)
!

sin
sous forme d'intégrale, afin de considérer sa différence avec Py (f)(z) sous
forme d’une intégrale. On obtient :

flz+0)+ f(z—0)
2

1 [ f(z+0)+
=2 J (f (t) - 3

Pn(f)(z) -

dt.

flo— 0)) sin(N + 2)(z ~ )

. T—t
sin

Notons oy (z) cette quantité. On intégre une fonction de t, 27 péri-
odique, sur une période. Un calcul classique montre alors que l'intégrale
ne dépend pas de I'intervalle d’intégration, long d’'une période. On intégre
sur [z — 7,z + 7|, que 'on coupe en [z — 7, z] et [z, z + 7. Sur [z — 7, z]
on effectue le changement de variable ¢ = £ — 2u, (pour u variant dans

[0, -;E] , et sur [z, + 7] le changement t =  + 2u, 12 encore pour u dans

[0, g] 11 vient :
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0 .
GN(z)=%</ (f(z_%)_f(z+0)+f(z—0))sm(2N+1)u(_2du)

/2 2 sinu
/2 .
flx+0)+ f(z —0)\ sin(2N + 1)u
* /0 (f(z +2u) - 2 ) sinu 2du)

sin(2N + 1)u
sinu

/2
=—/0 (f(z+2u) + f(z —2u) — f(z+0) — f(z —0)) du.

Que faire de cette égalité? Et bien, f étant de classe C! par morceaux,
et sinu équivalent a u lorsque u tend vers 0, se dire que peut-étre
flz+2u)— f(z+0) a

sinu

une limite si u tend vers 0.

Et oui! On définit alors, sur ]0, g] la fonction ¢ par

o(u) = flz+2u)+ flz—2u) — f(z+0)— f(z—0) :

sinu

elle est de classe C! par morceaux. De plus lilg_‘_ o(u) =2(f'(z+0) -
u—

f'(z—0)), existe donc la fonction ¢ est réglée sur [0, E] , (existence en tout

point d’'une limite & droite et & gauche, Théoréme 12.38). Or on dispose
du

LEMME DE LEBESGUE 15.24. — Soit  réglée sur un segment [a,b], on a

b
1i Mgy, = 0.
N i p(u)edu =0
AeR

2

1 ™ (2N+1)u _ —i(2N+1)u
Comme on(z) = - p(u) -

2i
résulte bien que NliI-Ii-l on(z) =0, d’'ou le théoréme de Dirichlet. |
—-100

du, il en

Justification du lemme de Lebesgue. Utilisant le vieux principe de
« diviser pour régner », procédons par étapes.
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1€ étape. Si p(u) = cte = k sur [a, b], pour A # 0,

. k. . . )
keMdy = Y (e"b — €829) et X étant réel, |¢*?| = |€ir%| = 1 dlotr

y b
/ ket dy
a

2¢ étape. Si @ est en escalier sur [a,b], aveczg = a < z] < ... < Zp =b,
suite finie ordonnée de [a,b] telle que ¢ soit constante, (égale a kp) sur
|zp, Zpt1[, on a

b , nol oezpy )
/ o(u)eMdy = Z / ’ kpe”\“du,
a

p=0 Tp

i
k
<2 H tend vers 0 si |\| vers linfini.

somme de n quantités ayant chacune 0 pour limite lorsque |A| tend vers
+00, vu la premiére étape.

3¢ étape. Si @ est réglée, il existe g en escalier sur [a,b] arbitrairement
proche, pour la norme de la convergence uniforme, de . On a donc :

Ve > 0, Jg en escalier telle que ||¢ — g||oco < %e——a)’ donc
b , b ) b .
VX eR, / o(u)eNdu| = / (o(u) — g(u))e M du| + / g(uw)edu
a a a
b b .
</ [l — glloodu + / g(u)e*du/|, done
a a
€ b ;
< -+ / g(u)e?dul .
2 a

Au méme € > 0, on associe Ag > 0 tel que

b )
Al = M| = / g(u)e")‘“du
a

escalier), et finalement on a :

< g, (deuxiéme étape appliquée a g en

b )
Ve >0, 3N >0, VAER, |A| 2 X = / <p(u)e”\“u e
a
b ,
Cest bien la traduction de  lim o(u)eNdu = 0. [ |
[Al=+00 Ja
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REMARQUE 15.25. — Peut-il y avoir convergence uniforme des Py (f)(z)
[ +0)+fz-0),
5 é

vers la fonction = ~ h(z) =

Si cest le cas, les Py (f) étant continues, la fonction h l'est aussi. Soit
alors a un point de discontinuité de f supposée de classe C! par morceaux.
Dans un voisinage de a, privé de a, f coincide avec h donc
f(a+0) = h(a+0) = h(a), (puisque h continue) et de méme
f(a—0) = h(a —0) = h(a).

Si a est point de discontinuité c’est parce que f(a) est différent des
limites communes de f en a, 4 droite et & gauche. En fait la fonction f
est prolongeable par continuité en chaque discontinuité et on se retrouve
avec f continue, de classe C'! par morceaux c’est-a-dire dans le cadre du
théoréme 15.21.

La situation est donc claire :

si f est continue, (ou prolongeable par continuité) de classe Cj par
morceaux, elle est limite uniforme des Py (f);

si f est non prolongeable par continuité, de classe C 1 par morceaux, il n’y
f(z+0)—f(z—0)

a que la convergence simple des Py (f) vers la régularité 2

Et si f est seulement continue par morceaux ?

Alors, en calculant un peu plus, il y a convergence au sens de Césaro
des Py (f) vers la régularisée de f. C’est le théoreme de Féjer.

THEOREME 15.26. (de Féjer) — Soit f une fonction 27 périodique de R dans
C, continue par morceaux. On a en chaque T réel

lim (Po(z) + Pi(z)+...+ Py(z) _ f(z+0)+ f(z—0)
N—+oo N+1 - 2 ’

La convergence au sens de Césaro étant la convergence des moyennes
arithmétriques calculées a partir de la suite initiale.

2r  sin(2N +1) (z — t)
On a vu, (15.23), que Py (f)(z) = f( ) e 2 /g,

sin
-t
2r sin(2N + 1)( 5 )
=7 dt

et, qu’avec la fonction constante 1, 1 = — /

sm
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Abandonnons le f dans la notation Py (f)(z). En utilisant ce résultat
il vient

Py(z) + ...+ Py()
N+1

Sn(z) =

z—t

N sin(2k + 1)

-1 o 2
_27T(N+1)/0 1®) k{% et dt.

N N
z—1 (ot L
Ona Z sin(2k + 1)T =1Im (Z ez(k"'ﬁ)(m_t)) , Ol @ une progres-
k=0 k=0

sion géométrique de raison e'@=1) | différente de 1 si z # t modulo 27,
hypothése faite pour le calcul, le cas x = ¢ étant examiné ensuite.

. 3 _ ;
N i(k+§)(z-t) e’(NJ’?)(z t)_ea(z—t)
one 2 R
—0 .
es@—t) AN+ (z—t) _
T i Tzt
e 2 2i sin

2i sin(N + 1)(i_—t)

— o (1) 2
2i sin =——
. z—t . 9 z—t
N sin(2k + 1)—— sin®(N + 1) ——
d’ou 2 = 2
. T — t . 21‘ - t
k=0  sin sin®——
2
-1
sin(2k + 1) (z )
Pour z—t = 0 (modulo 27) en fait g vaut 2k+1 (valeur
sin
2
N N
obtenue par continuité) et on doit calculer Z (2k+1)=2- Z kE+N+1
k=0 k=0

1
soit encore 2 - N - N+

4+ N 41 = (N + 1), valeur obtenue dans
Pexpression précédente, par continuité, si ¢ tend vers z, (modulo 27).
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On a donc
—t 2
27r sin(N+1)(”” )
Sy (z) = / 2 dt
N+1) Sinx—t
r—1\ 2
1 2r [ sin(N + 1)—
1=————— — "2 | 4
et N+1) / g t

sin

(calcul fait a partir de la fonction constante 1).

On a donc, en multipliant 1 par flz+0)+ f(z-0) )

2
S1e(z) - f(w+0)42-f(w—0) _
r—t\ 2
fe+0) + fz=0) sin(N +1)——
27r(N +1) / (f(t 2 ) z—t dt.

sin

Comme dans le cas de la justification du théoréme de Dirichlet, 'intégrale
de la fonction périodique, sur un période est indépendante du choix de la
période d'intégration. On intégre sur [z — 7,z + 7], en coupant en z.

Sur [z — 7, z] on effectue le changement de variable £ —t = 2u et sur
[,z + 7] on pose £ — t = —2u. Tous calculs faits il vient

PWANN ((LES(CET)

1 /2

= m/o (f(z + 2u) + f(z — 2u) — f(z+0)
in(N + 1)u\2
~fa—0) () au
t\ 2

sin(NV + 1)_
m/o ———r—
2

Partant de 1 = dt, les mémes

sin
transformations conduisent a

1 /2 (sin(N + 1)u) 2
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Soit alors € > 0, comme lin:b flz+2u)—f(z+0)+ f(z—2u)— f(z—0) =0,

. . . v ™

il existe o > 0, (on impose a < —2-) tel que
O<u<a=|flz+2u)— f(z+0)+ f(z—2u) — f(z—0)| < g

On obtient donc, par des majorations classiques en coupant l'intégrale en
a:

f(z+0)+ f(z —0) 1 @ ¢ (sin(N + 1)u\?
i <o s ()

2 sinu

1 /2 sin(N + 1)u) 2
+ (N +1) ,[1 4lllleo ( sinu ) du

€ 1 /2 [sin(N + 1)u) 2
) ori <
d’ou a fortiori 5 <_7T(N+ 1)/0 ( prmwn ) du

41£1loo /"/2 1

du,
m(N+1) J, sina v

+

soit encore, vu I'égalité 15.27,

4||f”oo T 1 1

< . .
= s 2 sin?a N+1

—+

| o

€
Comme « est fixé par le choix de €, ce majorant tend vers 3 si N tend

vers +00, donc il devient inférieur a € pour N assez grand.
On a donc : Ve > 0, 3Ng, VN > N,

su(e) - LEXDLEE=D) o,
d’ou la justification du Théoréme de Féjer. |
1 N[k '
REMARQUE 15.28. — On a Sy () = —— > ep(f)er®
N+1 =0 \p=2k

Le coefficient cp(f) intervient donc une fois pour chaque k > |p|, donc
il intervient N + 1 — |p| fois d’ot1 une expression de Sy (z) :

N
Sn(z) = Z (1 - N_Iz-)i_l)op(f)eim

p=—N
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expression qui montre la difficulté d’emploi de ce résultat & partir des
cp(f) puisque le passage de Sy & Sy 41 nécessite la modification de tous
les coefficients de e*P*.

2.

3.

4.

5.

6.

EXERCICES

Développement en série de Fourier de f, 27 périodique telle que
o0
1
2 .
)=z —7,7|. En déd 1 leur d —.
f(z) sur [—7, 7r]. En déduire la valeur de n2=1 2

Montrer que I'application z ~» |z| est limite uniforme sur [—1,1]
d’une suite de polyndmes.

Soit f continue, 2w périodique de R dans C. Les coefficients de
Fourier de f sont notés ci. On pose, pour tout z réel,

n
C, .
Sn(z) = =k gikz,

1 v
Déterminer pr, de telle sorte que Sy, (z) = - / F@®)pn(z —1).
-7

Etudier les suites Sy, (0) puis S (z) pour z fixé dans R. Convergence
uniforme des S, ?

Soit (an)nenN et (bn)nen deux suites de nombres complexes. On
pose, pour z dans R, up(z) = an cosnz + by, sinnz. On suppose
que la suite uy, converge uniformément vers 0 sur [a, 5] avec a < S.
Montrer que les deux suites (ap) et (by,) tendent vers 0.

+00 cos(n + —;—)x

Montrer que pour z €]0, 27|, on a %(71’ —z)= Grri)?

n=0

sin’nz

800
Mont; sinz| = — e
ontrer que |sin z| 7r24n2—1
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7.

8.

9.

10.

Analyse fonctionnelle

Développer en série de Fourier la fonction 27 périodique définie,
pour z € [0, 2| par : = ~» €%, (a réel).

1 1
En déduire uis —.
nz=:1 n2t+a P n;l n2

Soit (an)nenN €t (bp)nen les coefficients de Fourier de f, 27 péri-
odique, de classe C! de R dans R. Montrer que, pour r €] — 1, 1],

400
a .
?0 + Z(an cosnz -+ by, sinnz)r™
n=1
L,
2r Jo 1—2rcos(z—t)+r2
27 _ 2
Caleter lim [ =T g
r—1_Jo 2m1—2rcos(z—t)+r

Soit f et g deux applications de R dans R, paires, 27 périodiques,
continues, égales aux sommes de leurs séries de Fourier :

o0 o0
flz)= Z ancosnz et g(z) = E bn, cosnz.
n=0 n=0
oo
On définit h(z) = Z anby, cosnz. Existence? Continuité? la
n=0
fonction h est-elle égale 4 la somme de sa série de Fourier?

o0 .
T—Z sinnz
Montrer que sur |0, 27|, 5 = E . Prouver la non-

n=1
convergence uniforme sur [0, 27].
Calculer le développement en série de Fourier de g définie par
t . _ e —1)"
g(t) = / T drte [0, 27]. En déduire la valeur de Z %
r 2 = n
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SOLUTIONS

La fonction f étant continue, de classe C 1 par morceau, 27 périodique, il y
a convergence uniforme de sa série de Fourier vers f. Comme f est paire,
les coefficients desﬂsin nx sont nuls.

Ona:an=l 12 cosnz dz.
T -7
3.7 2
Sin=0,a9 = 1 [:z:_] = 2i, et pour n # 0 on integre par parties,
T 3 —7 3
d’ou
. . T
an=l([z2 M] ——2-/ a;sinnzdz)
T n -1 n —r
= _—2 z sinnz dz
nr [_.
—_ s ™
_ =2 <[_l_cosn:c] +/ cosnz da:)
nmw n l-x e 7
_ 4=
= T.
Dioi w2 1 n4 cosnz
ot f@) =+ +Z( )
= 1 =~ 1 = 1
Posons S = —, U= et V= —_—
z_: n? Z (2p?) Z_: (2p —1)?
= p=1 p=1
0naU+V=S;etU=%Sd’oi1V=%S.
2 2 2
Or pour z = 0, f(0) = 0———4V+4U—?—3S+S d’ouS—?

Pour z € [—1, 1], on pose z = cost, avec t € [—m, 7].

La fonction t ~» |cost| est 27 périodique, continue de classe C' par
morceaux, donc limite uniforme de sa série de Fourier. Comme elle est paire,
on a une expression du type

|cost| = hm ( + Zan cosnt)

Y

la limite étant uniforme, les ar calculés par an = 7_1r / |cos t|cos nt dt.

-
Puis cosnt = Re(cost + i sint)™
= Ccos™t — C2cos™2¢(1 — cos’t)
+ Chcos™ (1 — cos?t)? + ...
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C’est un polynéme en cost.

Comme on a posé £ = cost, on obtient bien finalement une suite de
polyndémes en z qui converge uniformément vers |z| sur [—1,1].

La série des —15 converge, celle des |ck|2 aussi, (égalité de Bessel). Pour
k#0,ona:

Ck _ikz

2%

1 1 9
=2'chk|<7€§+lck| )

donc il y a convergence dominée, (donc uniforme) de la série des ] etke .

k

la suite des Sy, est uniformément convergente sur R.

1 ™ eik(z—t)
On a Sp(z) = 5 . f@) E — dt, (on remplace ¢y par sa
k=—n
k0
valeur et on utilise la linéarité de l'intégrale). On integre par parties pour
éliminer les k en dénominateur. Soit F’ une primitive de f, (continue). Avec

n ik(z—t
f(t)dt =duet Y # =v
kk=#—0n
n
onaurau = Fetdv=—1¢ Z k@t gy
k=-n
k30

Pour z —t # 0 (27), cette somme se calcule, (progression géométrique). Elle
vaut

1— e—in(z—t) + ei(n+1)(z—t) _ e'i(:z:-—-t)
eilz—t) _ 1
ei('n.+1)(z—t) _ e—in(z—t)

, (attention a k # 0),

ei(z—t) _ 1

Si  — t tend vers 0 (modulo 27) I'expression tend vers —1 4+ 2n + 1 = 2n,
valeur de la somme pour z — t = 0 (27), donc P'expression est valable par
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continuité. On a donc :

T
n )
1 zk(z—t)
Sn(z) = 5— | F(1) Z eT
kk=#—0n .
i ™ ei('n,+1)(1:—t) _ e—in(z—t)
+ % . F(t) (—1 + i@ — 1 dt.

e (—1)E no Nk
=% F(w)z elkz—( I:) — F(—m) Z ezkm———( I:)

k=—n k=—n
k#0 k#0
.o . ™ i(n+1)(z—t) _ _—in(z—t)
(2 (2 [ €
— 5 /_1r F(t) dt+ o . F(t)- g dt,

expression dont on cherche la limite si n tend vers l'infini.

— F(— n ik(z—m)
Les sommes se regroupent en F(r) 27TF( m) z € -
k=—n
k£0

n
Pour z = 7 (modulo 27), il reste Z % = 0 par imparité, et si z # 7

k=—n
k#0

modulo (27), la série converge par transformation d’Abel.

Pour la derniére intégrale, on peut penser utiliser le lemme de Lebesgue
F(t)
eilz—t) _ 1
soit réglée. Il suffit pour cela de prendre pour F' la primitive de f qui
gannule en z, car alors, si ¢t tend vers z, €7t — 1 ~ iz — t) et
F(t) = F(t) — F(z) ~ (t — z)F'(z) = (t — z) f(z), le quotient aura une
limite. Avec cette primitive, la limite quand n tend vers 400 des intégrales

" _F@) ; " __F®) '

—— Girt (=t gy o — Y minE gt et
x ei(z—t) _ 1 x ei(z—t) _ 1
nulle. (Lemme de Lebesgue, 15.24).

(Théoreme 15.24), mais pour cela il faudrait que la fonction t ~~

On a donc ik )
. _ F(n) — F(=7) gtkl@=m) 4 (7
Hm  Sn(z) = or kzz k or |, F(t) dt
(=0 sen =)

F étant la primitive de f qui s’annule en z.
4. En posant an = an + i0n et by = o, + 16}, on obtient

un(z) = (an cosnz + ansinnz) + i(Bn cosnz + By, sinnz)
= vn(x) + twn(z).
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On a alors convergence uniforme vers 0 des suites de termes généraux vn (z)
et wn(z). Si on prouve que ceci implique o, et o, tend vers 0 (et aussi 3,
et [}, tend vers 0) on aura la conclusion.

On est donc rassurée 2 traiter le cas réel de vn(z).

Ona

A
a a .
vn(z) = Va2 + o2 | —=—— cosnz + ——2—— sinnz
JoZ L a2 2 2
an +ap an +an

Gsi (an, ) # (0,0), le cas an = an 0 ne posant pas probléme dans la
limite). Soit O, tel que cos @, = ———— et sinf =

Vg +a? a% + ai?
vn(z) = Vo2 + ay2cos(nz — Or), avec O, € [0, 27].

Pour z € [o, 8], nx € [na, nP] avec lilil (nB —na) = +oo donc il existe
n—-+00

Zn € [0, 0] tel que nzn — 6n = 0 (modulo 27) pour n assez grand, d’'otr

vn(zn) = Vo2 + a2,

La convergence uniforme de la série des v, implique le critere de Cauchy
uniforme en x donc en particulier on a

Ve > 0, 3ng, Vn 2 ng, Vz € R, |vn(z)| L €.

En particulier, Vn 2 ng, |un(zr)| < €, on a done Ve > 0, 3ng, Vn 2= ng
Von+ a;? < &, ce qui donne bien la convergence des deux suites des an

et des o, vers 0, et finalement lim an = lim b, =0.
n—+00 n—-+o00

Soit la fonction valant % (m — z) sur [0, 27], définie par parité sur [—2m, 0],
(donc f(z) = % (7 + z) sur [—2m,0]), puis définie sur R par périodicité
de période 4w. La fonction g : z ~» g(x) = f(2z) est 27 périodique,
continue, de classe ct par morceaux donc sa série de Fourier converge
+o00
uniformément vers g. De plus, g est paire, donc on a g(z) = Z an COSNT

n=0

1 27 1 2w
avec ag = —/ g(t) dt et an = —/ g(t) cosnt dt pour n > 1.
2m Jq T Jo

Par partié de g, (et des fonctions cosinus), et par périodicité
=g [ 9=2 [a=1 [ Fn-20)as = Ltra -5

. 1
soit ag = 0; puis an = p

-7

us
g(t)cos nt dt = 2 / —(1r — 2t)cosnt dt,
T Jo 8

v T
1
donc an, = % / 7 cosnt dt — 3 / t cosnt dt. L'intégrale du cosnt est -
0 0
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l T

en sinnt, nul en 0 et 7, dot an, = 3 / t cosnt dt qui s’intdgre par
0

parties.

On au =t,dv=cosnt dt dou du = dt, v = % sinnt et

1 ™ 1 [T - "
an = —¢ ([i sinnt] - —/ sinnt dt) = i[ cosnt]
2 \ln o nJ, 2n n 0

1 n
= 51— ("),

cos(2k + 1)z
dODca2k = 0eta2k+1 (2k + 1)2 dou,Va: €R, g(z) Z (2(k + 1)2) 5

avec g(z) = f(z) = 1(7r — 2z) sur [0, 7]. En posant 2z = t, il vient, pour
t € [0, 2n],

oo

1
Zm—t)= Eoo —cos(n+§)t
8 . 2n+1)2

n=

ce qui était cherché.

On considere la fonctlon, paire, g, continue, de classe ct par morceaux,

valant g(z) = sinz sur [0, 7], et 27 périodique, (cCest-a-dire g définie par

g(z) = |sinz|). La série de Fourier converge uniformément vers g, donc
inc

g(z) = Z ane’™" avec
nezZ

=5 / 9(z)e" "% dz

2 —sinz e~ dz + —/ sinz e~ *"*dz.
m

On change  en —z dans la premiére intégrale, d’oi
an = —-/ sinz(e™® + e *"F)dz = —/ sinz cosnz dz
27 Jo T Jo
1 ™
=5 / (sin(n + 1)z + sin(1 — n)z)dz.
0

Pourn # letn # —1,

o (2 - )
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soit an =

-1—( 1 3 1 _(_1)n+1_(_1)n—1),

2r\n+1 n-—-1 n+1 1—n
donc a ——1—( ! - ! + 1 - L )
MmTor\2n+1 2n—-1 2n+1 2n-1
_ -2
T w(4n2 —1)’
alors que agp+1 = 0.
1 T 1 . g
Puis a; = — sin 2z dz = [—— cos2:c] =0et
2 47 0

_1=—/ sin2zdxr =0
2T 0

Donc

g(z) = |sinz| = ag + Z (4 2 - 1)( 2inz | o=2inzy
_2 f: 4 cos 2nz
T / m(4n2 - 1)°
n=

Comme cos2nz =1 — 2 sinzn:z:, on a finalement

(o o) .2
sin“nz .
x) = = |sinz|.
9(@) Z e 2 = sinl
n—l n=1
8 = 51n2n:v
Comme g(0) = 0, on a forcément |sinz| = Ry ; et on peut vér-
n—l

(o o] o0
. 2 4 1 _ 2 1 1 X
lﬁerque;r-_;r-zl4n2—l_7r<1 21(211—1 2n+1)> cest
n= n—

2 . 111 1 1 _
;[I_Nl_‘.’i‘oo(l_§+(§_§)+”'+(2N—1'2N+1))] =
0.

La fonction considéré est de classe C! par morceaux donc (théoreme de
Dirichlet) il y a convergence simple de sa série de Fourier vers

gz LEHOEF=0)
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27 27
En posant an = p f(z)cosnz dz et b = = f(z)sinnz dr on
0 T Jo
a

1 27 . 1 .
an + ibp = — / 2T g — _.[e(a+'m)27r _ 1]
T Jo w(a + in)

(2 — 1)(a — in)

soit an + ibn = , ceci pour a # 0, car n peut étre nul,

(a2 + n2)
2am 2am
. a(e*®™ - 1) n(l — e*?™)
& =2~ =
o (a2 + n?) et bn 7(a2 + n?)

EnO,ona lim f(z)= lim f(z)= €297, et Pégalité
z—0~ T2

g(z) = fl@+0) ; fle = 0) + E(an cosnx + by, sinnx)

n=1

donne, en 0,

€™ +1 _ a(e?em —1) + f: a(e?™ —1) 1

2 T 2ma? ™ a? +n?
n=1

d’ou1 I’on tire :

Si on définit up : R ~» R par un(a) = ona, (n 2 1),

) n2 + a2’
llunlloo = =5 :il y a convergence normale de cette série de fonctions donc

continuité de la fonction somme. Un passage a la limite si a tend vers 0
oo

donnera la valeur de Z n_12 On prend donc un développment limité du

n=1
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second membre. On a :

T e2°T 41 1 7 (2+2a7m+ 22272 4 o(a?) 1
T 942
¢ (2am + 20272 + §a37r3 + o(a?)) 20

2a e2om —1  2q2

2m (1+ ar + o272 + o(a?)) 1
T 942
~ (2a)(2am) 1+ar+ §a27r2 +o(a?)) 2@

%2 [(1 +am+ a.27r2)(1 —am — -:2§a21r2 + a27r2)
+ o(a®) — 1]

1 (l+a, (n? — 7%+ 2) +o(a2)—1)
T 242 3

2
iy
= — 1):
3 +0(1)
— 1
on trouve bien, a la limite quand a tend vers 0 E —2 = 7r_

8. Comme f est de classe C!, 27 périodique, sa série de Fourier converge
uniformément vers f.

Puis 1 — 27 cos@ + r2 = 0, en tant que trindme en 7, pour T = cosQ +
(cos?0—1)1/2 = cos G+ sin 8, donc 1—2r cos O +12 = (r—e'?) (r—e~%).

‘Donc
1— 28 1 — e—2i0
1—7r2 i, €0 i =il _gif
1—2r cosf +r2 r— et r—e" "’

soit pour 0 # 0 (),

1-r2 .1 ([ 1-e L Ll-e™
1—2rcosf+r2 2isinf \ (1 —re=) e~¥(1—re)
1 +2i sin 0 2i sin 6
2isinf \ (1—re=%) 1—re

1 1
T—re=® T 1T yei@’ valable V6.

=-14
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Pour 7 €] — 1,1], la série des r"e~""? et celle des "™ convergent
normalement en 6, et on a

1—72

- 9 ]
1—2rcos@+r2 1+Zr"(e e )
n=0
[o o] [o ]
=-14 227'" cosnf =1+ 227‘” cosnb,
n=0 n=1

donc

17 a-r)ie
2w Jo 1—2rcos(z —t)+r2

1 27 400
ﬂ (1 +2 Z r™ cosn(z — t)) f(¢) dt.

n=1

dt

Comme f est bornée sur [0, 27], (continue et [0, 27] compact), il y a aussi
convergence normale de la série des r"cos n(z—t) f(t), on peut donc intégrer
terme a terme, et obtenir, pour r €] — 1, 1],

1T -5
2w Jo 1—2rcos(z —t) + r?

1 27 1 s n 27
=5 A f(t)dt+;n2=:1r/o cosn(z — t) f(t) dt.

dt

1 27 1 27
Or = / cosn(z —t)f(t) dt = = (cosnz cosnt f(t)
™ Jo T Jo

+sinnz sinntf(t)) dt
= cosnx an(f) + sinnz b (f),

les an( f ) et bn(f ) étant les coefficients de Fourier de f, encore notés ar, et

bn. Comme - / f() dt = ag, on a bien

1 /2" A=)

e e D

n=1

Si on note F(r) le second membre, pour z fixé, c'est une série entiére en
qui converge pour 7 = 1, (vu la convergence uniforme de la série de Fourier
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vers f), donc il y a convergence uniforme pour r € [0, 1] dans cette série
entiere, (Théoréme 13.18), d’ou continuité et

27
lim — / (L0} (UM F(1)
0

1 - 2r cos(z — t) + 2

oo
soit encore = %’ + Z(an cosnz + bp, sinnz) = f(z).
n=1

27

Une remarque préalable : ici ag = % f(t) dt.
0

Comme f est continue 27 périodique, la série des |an|2 converge, (et sa
27
1
somme vaut o / |f |2, vu l'égalité de Bessel). De méme, la série des
T
0

|bn|? converge, et comme on a |2anbn| < |an|? + |bn|?, la série des
anbn est absolument convergente. En notant un la fonction qui a z associe
anbn cosnz, on a ||[un||co = |anbn| : il y a convergence normale de la série
des un, d’'ou existence et continuite de la fonction :

(o ]
z ~ h(z) = Z anbn cosnz.

n=0
De plus cette fonction h est 27 périodique, paire, et si on calcule ses
coefficients de Fourier, on a, pour n # 0

1 27 St
cn(h) = ;/ Zakbk coskz | cosnz dz,
0

k=0
avec convergence normale de la série, d’ou
1 — "
cn(h) == Z arby / =(cos(k + n)x + cos(k — n)z)dz.
m = o 2

27
Comme / cospz dz vaut 2 sip =0, et 0sip # 0, on a cn(h) = anbn
0
pour n # 0, mais on aurait aussi co(h) = agbo.

La série des anbn cosnz est donc la série de Fourier de h, et elle converge
uniformément vers h qui est égale a sa série de Fourier.

T—X

On définit f, 27 périodique, par f(0) = 0, f(z) = sur |0, 27| et
f(2r) = 0.0na lim f = lim f = ~T et lim f= T done
z—0— T2~ 2 z—0+ 2

+ —
o) = 1O 500

. La fonction f, continue par morceaux, de classe



Séries de Fourier 309

fz+0)+ f(z-0) .

C? par morceaux est telle qu'en tout point flz) =
le théoréme de Dirichlet s’applique donc f est égale a sa série de Fourier. On

af(z) = W;z sur |0, 7] et f(z) = T—(r+z) —1r2—z

f est impaire, donc les an = % f(t)cosnt dt sont nuls (n > 0) ainsi
-

sur [—m,0[:

1 ™
que ag = o F(¢) dt.

-7

3 ¢ sinnt dt s'intégre par

-7

X 1 [M . 2 [Mn-—
Puis bp = = f(@)sinnt dt = =
T T Jo
parties :

T K
b =+ <[_°°S"t(7r_t)] -/ cosnt dt) -1(9)-4,
T n 0 0o n T\n n

oo
s T—T sin(nz)
dou —— = Z — sur ]0, 27.
n=1
Sl y avait convergence uniforme sur [0, 27, la fonction somme serait 27
périodique continue, or lim T2 _Tet lim 22 =_F : Clest
’ z—0t 2 2 z—2r— 2 2

exclu.

-z —(m —t)? w2
Soit g(t) = / dz = , sur [0,27], on a g(0) = —— et
x 2 4 4

2
T
9(2m) = — T
de classe C! par morceausx, il y a convergence uniforme de sa série de Fourier
vers la fonction g.

, donc si on définit g par 27 périodicité sur R elle est continue,

Or pour z € [6,2r — 6l avec 0 < § < m, on a w;z = f(z) =

sin(nz 3
E -L avec une convergence uniforme sur [8, 27 — §] comme le montre
n

n=1
. IR sin(nz L
une transformation d’Abel appliquée a Z % , avec une majoration de
n=p

s

E sinz

n=r

1 1

< —

T = 6‘ )
sin 5 ‘ sin 5
uniforme en z, d’ou un critére de Cauchy vérifié uniformément en z.

On a done, sur (6, 27 — 8],

o t
g(t) = Z % / s?n(m:) dz

n=1
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dotx g(t) = Z 5 Z —5cos nt.
n=1

n=1

C’est le développement de Fourier de g, et en particulier

27 27 2
ao=%/ g(t)dt=—i/ ("40 dt

-1 [(vr —t)3] Z (=" 1)"

o (D)=L




CHAPITRE 16

Calcul différentiel

Au seuil d’'une nouvelle théorie, il est peut étre bon de faire le point
sur ce que I'on connait, concernant la dérivation.

1. Rappels sur les fonctions de plusieurs variables

Nous avons vu, lors de Pétude des espaces topologiques produits (Tome
2, chapitre 1, §6), que si f est une application de X topologique dans
)4

Pespace produit F' = H Fj, de composantes les f;, on a f continue
Jj=1

en ro de X si et seulement si chaque f; est continue en zop, (Tome 2,

Théoréme 1.79), et plus généralement, si I3 est une base de filtre sur X,

on a lilrgn f =l existe si seulement si, pour chaque espace Fj, lién fi=1

existe, et | = (l1,1l2,...,lp) : c’est le Théoréme 1.83 du Tome 2.
n
Par contre, si X est lui-méme un espace produit : X = HEi’
=1

les choses sont moins simples : c’est ce qui a conduit & parler de con-
tinuité partielle et de voir que la continuité de f : X — F en
a = (a1,.:.,0n) implique la continuité partielle de chaque application
z; ~ fla1,...,@—1,%; Qt1,--.,0Qn) en o; mais que la réciproque est
fausse, (Tome 2, Théoréme 1.81).

Qu’en est-il de la dérivation ?

Pour parler de dérivée, on suppose que I'espace de départ est R, muni
de la topologie usuelle, qui est celle associée & n’importe quelle norme de
R™, puisqu’elles sont toutes équivalentes, (Tome 2, Théoréme 6.28). Nous
avons vu lors de I'étude des espaces métriques, que cette topologie est
encore la topologie produit construite & partir de celle de R.



312  Analyse fonctionnelle

16.1. Dérivées partielles

Soit donc 2 un ouvert de R", f une application de 2 dans F' espace
vectoriel normé. Soit a = (a3, ag, . .. an) dans Q.

Siz = (z1,22,...,%n) est I'élément générique de 2, on dit que
f admet en a une dérivée partielle par rapport & xz; si 'application
w; Ty~ flag,...,@—1,%;, Q41,- . .,0n) est dérivable en ;.

11 faut bien voir que, puisque I'application qui & z; associe le n-uplet
(@1y---,04—1,T5,Q41,-- . ,Qn) est continue, (ses fonctions composantes
le sont, n — 1 étant constantes, 'autre 1'idendité), et qu’elle envoie ¢; sur
a dans Q ouvert, il existe un voisinage V(¢;) de a; dans R sur lequel ¢;
est définie, et on peut chercher la dérivabilité de ¢; en o;.

0
16.2. On notera —f(a) cette dérivée partielle si elle existe : c’est donc

or;
of
8—%(0,) =
lim f(ala“-,ai—laai+hi)ai+1a'°-)a’n) _f(ala~~'>a’i7"',an)
h;—0 h‘l. :
h;#0

Si F, espace d’arrivée est égal & RP, la dérivée partielle de f en a,
par rapport a z;, existe, si et seulement si chaque fonction composante
fi :Q—R,(j=1,...,p) admet en a une dérivée partielle par rapport
azx;.

16.3. Dérivées d’ordre supérieur

Supposons alors, avec {2 ouvert de R", et f : O — R, que f admette
en chaque a de {2 une dérivée partielle par rapport a x;. On définit ainsi

une nouvelle fonction notée ——, sur 2. Mais a son tour, cette fonction

3:1:i

= peut admettre une dérivée partielle par rapport a z; en tout a de Q

B:L',,;
ce qui nous conduit & introduire la fonction
0
(5 2
164. #, notée conventionnellement ———, comme si on compo-
Oz 7 oz 7 3:1:1

) . 7] 0 . , o
sait les opérateurs —— et — agissant l'un apres l’'autre.

O0z;  Oz;
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Et si, n’ayons pas peur d’imaginer, les dérivées partielles d’abord par
rapport & z;, puis par rapport & z; existaient, on disposerait de la fonction
% f

207" Sont-elles égales? Non. C’est bien dommage, car cela aurait
iy

simplifié I'écriture !

EXEMPLE 16.5. — On définit f : R? — R par f(0,0) = 0, et si
2

2 _
(z,9) # (0,0), par f(z,y) =2y 3 o2
Pour (z,y) # (0,0) on a
éf z2 — y2 43:2y3
3z BV =Y Zrg? (z? +4y2)?
Bf :c2 - y2 4:c3y2
et (-’17 y) = T2 T2 (2 +y2)2
alors que g (0,0) = M@— = lim S_ 0
6 a:—»O x z—0 X
et que - (0,0) = lim F(0.9) = £(0,0) = lim 9. 0.
y—0 Y y—=0Yy
2] 7]
02 Low-Loo
On a (0,0) = lim <Z z = lim —= =-1
Oydx y—0 Y y—=0 y
0 0
o L@ -0
et P20y (00)—hm o =al;1_>n65=1'

Cet exemple montre I'importance de la convention de notation des
2

o .
dérivées partielles : 3:5_3fy signifie que 'on dérive d’abord en y puis en

z. Il 0’y a alors pas d’ambiguité. Mais le monde est mal fait, et on emploie
parfois la notation f' - pour signifier que I'on a d’abord dérivée en y puis
en z. Comprenne qm peut' Il est peut étre plus sage de n’utiliser f"

que dans le cas ot yz = zy, dans le cas ou le théoreme de Schwarz
s’applique par exemple.

THEOREME 16.6. (de Schwarz). Soit Q2 un ouvert de Rz,zf une application de
of,

Q dans R. Si les deux dérivées partielles d’ordre 2, T By @a—: existent

sur un voisinage de a dans S, et sont continues en a, elles sont égales.
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On forme la quantité ¢(zo,y0) = f(z0,%0) — f(a y0) — f(20,B) +
f(a,B), avec (a,3) = a et z = (z0,yp) dans un voisinage V de a qui
sera précisé un peu plus tard, patience.

Si, pour xg fixé, on note F, la fonction y ~» Fz,(y) = f(zo0,y) —
f(e,y) il vient ¢(zo,y0) = Fao(y0) — Fzo(B)-

Or, toujours avec zg fixé, la fonction F, est dérivable sur le segment
d’extrémités yg et 3 : on peut lui appliquer la formule des accroissements
finis, (Tome 2, Théoréme 7.29). 11 existe donc 7, fonction de g, et aussi de
o, entre [ et yo, tel que (zo,%0) = (yo — B)(Fzo)' (n)-

On a (Fy,) (y) = g—i(xo,y) - g—i (o, y). (Woublions pas que Fi, est

une fonction de y.) On a donc
0 0
(a0, = w0 - 8) (3 zo) - Z @im).

Mais, on considére cette fois que yg est fixé, et que c’est x qui varie, de
0
fagon que (z, yo) reste dans V. On a 7 fixé, et 1a fonction z ~~ a—i (z,m) est

a son tour dérivable, et on peut lui appliquer la formule des accroissements
finis, entre xg et o, d’ou 'existence de &, fonction de xg, et de yg, entre =
et a, tel que :

o 2
o (@0,1) = 5 (avm) = (20~ ) 5o (€1)

et finalement, au couple (Zo, o) de V on a associé (£,7) de V tel que

o2 f
#(z0,%0) = (zo — @)(y0 — B) 320y & m).

Jaurai du préciser au départ que, toutes les normes sur R? étant équiv-
alentes et donnant la topologie produit, on prend un voisinage ouvert V'
du type |a — r,a + r[x]8 — 1,8 + 7|, (pour || | oo). Comme cela, pour
(z0,y0) dans V les (z,y) avec = entre g et a et y entre yg et 3 sont
dans V. Mais vous savez ce que c’est, on n’est pas toujours trés frais, il
est de bonne heure et je ne suis pas encore bien réveillé. Enfin, mieux
vaut tard que jamais...

On inverse les roles, et en notant Gy, la fonction de z définie par
Guo() = £(,%0) — (2, B), il vient

$(20,%0) = Gyo(20) — Gyo(@) = (z0 — @)(Gyo)'(£1)
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avec ] entre Zg et a et (Gy,) (z) = —g%(z,yo) - gé(a:, B). On a donc

a0,10) = (20 - o) (5L €10 - T €61.9))

et comme on peut appliquer la formule des accroissements finis a la

fonction qui & y associe -8—$(§1,y), entre yo et 5, il existe 77 entre yo
et 3 tel que

0%f
#(z0,y0) = (zo — @) (yo — ﬁ)%(ﬁl, m)-

Mais alors pour tout (zg,yp) de V' tel que z9p # a et yo # [, on a
trouvé £ et &1 entre xqg et @, 7) et 7 entre yo et G, tels que

#(xo,90) _ 0%f
(xO _ a)(yO _ ,B) - amay(ga 77) = % (&1’ 771)

11 ne reste plus qu’a faire tendre zg vers « et yg vers S.
Alors (€,n) et (£1,71) tendent vers a = (a, 3), et les dérivées secondes
2

32f 32f . o°f 2f
D260 By 6y o étant continues en a,2 5 8 (E ,n) tend vers - (a, B)
alors que (,;9 g (&1,7) tend vers 66 o (a, B). Ces deux quantités étant
égales, a la 11m1be on obtient bien

% f af

B0y (,8) = Syoz (o, B). u

COROLLAIRE 16.7. — Soit §2 un ouvert de R™, n > 2, f une application
o%f af
de Q) dans R telle que, pour i i, ——— () et T) existent
que, p #J Be:9c; (z) 95;0m; (z)
pour z obtenu & partir de a = (0y,...,Qn), en ne faisant varier que T;
dans un voisinage de ¢; et T; dans un voisinage de o.;. Si ces dérivées sont
continues en a elles sont égales.

En effet, Vk # i, k # j, on fixe 23 = aj, et on a une fonction de deux
variables seulement donc le théoréme 16.6. s’applique.

COROLLAIRE 16.8. — Soit Q un ouvert de R", n > 2, f une application
de Q dans R. Si deux dérivées d’ordre total p par rapport aux variables
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T1,...,Zy faisant intervenir le méme nombre de dérivations par rapport
a chaque z;, existent dans un voisinage V de a, et sont continues sur ce
voisinage, elles sont égales.

Attention au changement d’hypotheéses : on suppose la continuité sur
un voisinage V' de a. En effet, ces deux dérivées sont les dérivées secondes
de deux dérivées d’ordre p — 2. On va procéder par récurrence. Si les deux
dérivées d’ordre p—2 sont égales sur un voisinage V' de q, on leur applique
le théoréme 16.6, on conclut. Mais ’égalité uniquement en a des deux
dérivées d’ordre p — 2 antérieures ne permet plus d’appliquer le théoréme
16.6. Pour obtenir I'égalité des deux dérivées d’ordre p—2 sur un voisinage
de a, il faut donc des hypothéses de continuité sur un voisinage et non en
un point.

Une mise en forme correcte sera faite au paragraphe 4, ou on verra
comment intervient le groupe symétrique d’ordre n.

Pour l'instant, on peut se borner a dire que :

DEFINITION 16.9. — Une fonction f de 2 ouvert de R™ dans R est dite de
classe CP sur ) si ses dérivées de tout ordre total q < p existent sur et
sont continues sur €.

On a donc, pour f de classe CP, si deux dérivées d’ordre total ¢ < p
ne different que par l'ordre des dérivations, elles sont égales.

2. Différentiabilité

Il s’agit d’'une notion destinée a généraliser celle de dérivabilité lorsque
la variable n’est plus réelle, et pas seulement lorsque la variable n’est
pas dans un corps, car lorsque f est une fonction de variable complexe
a valeurs complexes nous avons vu, (Théoréme 13.68) que sa dérivabilité
est autre chose qu'une différentiabilité.

DEFINITION 16.10. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, Q un
ouvert de E, f une application de ) dans F. Elle est dite différentiable en
T si et seulement si il existe une application linéaire continue u de E dans
F telle que pour h voisin de 0 dans E, f(zo+h)— f(zo) —u(h) = o(||hl]).

Ce o(||h||) signifie que la quantité f(zg + h) — (zo) — u(h) s'écrit
sous la forme ||h||a(h), la fonction a étant définie pour h # 0, (on divise
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f(zo + h) — f(zo) — u(h) par ||h])), et telle que %in% a(h) = 0. Ce qui

revient encore a dire qu’en posant (0) = 0, & est continue en 0.

THEOREME 16.11.bis — Soit f une application de Q ouvert de E, dans
F, (E et F ev.n.). S’il existe u linéaire continue de F dans F telle que
flzo+h)— f(zg) —u(h) = o(||h||), u est unique & vérifier cette condition.

Car si on a u et v linéaires continues de F dans F' telles que
f(zo+h)— f(zo) —u(h) = o(||h||) et f(zo+h)— f(z0) —v(R) = o||h]]),
par soustraction (v — u)(h) = o(||h||).

Soit donc € > 0, Ja > 0, ||h|| < a = ||(v—-u)(h)] < ||

dou par homothétie, pour ||h|| = décrit la spheére unité de

* TmI

E et |[(v—u) (Tll < € : la norme d’application linéaire continue,

[[lv — u}||, qui est le sup des ||(v — u)(z)||,  sur la sphere unité, (Tome 2,
Théoréme 6.24), est majorée par €, ceci pour tout € > 0, donc |||{v—ul|| =0
dou v = u.

DEFINITION 16.11. — Si f est différentiable en xg on appelle différentielle

de f en xq, notée df (xg), l'unique application linéaire continue u de F
dans F telle que f(zo+ h) — f(zo) — u(h) = o(||h]])-

La recherche de la différentiabilité est alors facile.

On donne un accroissement h a la variable, et on cherche, dans
Paccroissement f(zg + h) — f(zo) la partie linéaire en h. On la note
df (zo)(h). Si df(zg) est continue en tant quapplication linéaire, on
vérifie alors si f(zg + h) — f(zo) — df (zo)(h) est o(||k||). Si oui, f est
différentiable, sinon elle ne 'est pas. De méme si df (zg) est non continue,
f n’est pas différentiable.

REMARQUE 16.12. — Si l'espace vectoriel normé E est de dimension finie
toute application linéaire est continue : ce point n’est plus & vérifier, (Tome
2, Corollaire 6.31).

DEFINITION 16.13. — Soient E et F espaces vectoriels normées, §) ouvert
de E et f : Q+— F. On dit que f est différentiable sur ) si pour tout x de
Q, df (z) existe. Dans ce cas Uapplication df de 2 dans Lo(E, F) qui &
associe df (z) est la différentielle de f.

Ne pas confondre donc différentielle de f en z et différentielle de
f. Dailleurs il est bon, en calcul différentiel plus qu’ailleurs, de se
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poser constamment la question suivante : quelle est la nature des objets
manipulés. Sinon on va trés vite & ajouter des applications linéaires et
des vecteurs ou n’importe quoi.

16.14. Comme L (E, F) est normé par la norme d’application linéaire

continue, si f est différentiable sur Q, on dit qu’elle est de classe C' si df
est continue de Q dans Lo(E, F).

Mais a son tour df est peut-étre différentiable en zg, ou sur §2. Dans
ce cas, on notera d? f(z¢) au lieu de d(df)(xo) la différentielle d’ordre 2
en g de f. On a donc

16.15 d?f(zo) € Lo(E, L (E, F))

et on comprend que trés vite cela va devenir non manipulable sauf si on
peut simplifier comme nous le verrons au paragraphe suivant consacré
aux fonctions de classe CP.

Revenons pour l'instant aux propriétés des fonctions différentiables.
THEOREME 16.16. — Si f est différentiable en x, elle est continue en x.

Car, avec df () linéaire continue de F dans F telle que
flzo + k) — f(zo) = df (zo)(h) + o(]|h]|), il est évident que
’limo f(zo + h) — f(zo) =0, dou la continuité de f en zg. [ |

THEOREME 16.17. — Soient E, F, G trois espaces vectoriels normés, U un
ouvert de E, V ouvert de F, f une application de U dans V et g une
application de V dans G. Si f est différentiable en zq et g en yg = f(x0)
alors g o f est différentiable en zq et d(g o f)(zo) = dg(f(z0)) o df (o).

Comme f est différentiable en zg et g en yp, on peut, pour h et k
non nuls dans F et F respectivement, et de norme assez petite pour que
zo+ h €U et yo + k € V, définir les fonctions a et 3 par

16.18. f(zo + h) = f(zo) + u(h) + ||h||a(h), avec u = df (zp), et

16.19. g(yo + k) = g(yo) + v(k) + ||k||B(k), avec v = dg(yo), et on a
gin.’b a(h) = 0 ainsi que llmbﬂ(k) = 0. En posant /(0) = 0 et 8(0) =0,

les relations précédentes sont aussi, vérifiées en 0.
On définit alors, pour h non nul, e(h) par Pégalité.

(g0 f)(zo + h) = (g f)(zo) + (vou)(h) + ||hlle(h).
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C’est encore

9(f(zo) + u(h) + ||lla(h)) = g(yo) + (v o u)(R) + ||hlle(h),
avec k = u(h) + ||h||a(h), et 1a relation 16.19 définissant 3(k) :

9(yo) + vlu(h) + l|Alla(R)] + ll[u(R) + [|A]le(R))1Bu(R) + [|h]le(R)]
= g(y0) + (vou)(h) + |[hlle(h).
Comme v est linéaire, v o u(h) figure dans les deux membres, et il reste

lAllv(e(h)) + [[u(R) + ||All(R)]1B8[u(R) + |IR]le(R)] = [|Rle(R).
On a donc, pour h # 0, aprés simplification par ||A|],

lle(R)I] < lfo(e(R))] + ﬁ(lllum + lla(R) IDIIRI] {18lu(h) + [[R|la(R)]]]
< Io(a®)ll+ (llulll + lle®) ) 18ku() + [Rlla@)],

et le majorant tend vers 0 si h tend vers 0 puisque v est continue ainsi
que u et on compose des limites. Mais llln}.) g(h) = 0 c’est exactement ce
—

qu’il faut pour dire que g o f est différentiable en xg avec d(g o f)(zo) =
dg(f(zo)) o df (xz0), (= le v o u de la justification). |

Quelques exemples importants

EXEMPLE 16.20. — Soient E et F vectoriels normés, si u € Lo(E, F), u
est différentiable sur E et du(z) = u.

Car u(z + h) — u(z) = u(h) : on a d’emblée la partie linéaire en h
de l'accroissement dé la fonction, en posant du(z) = u, on a bien du(z)
linéaire continue de E dans F' et u(z + h) — u(z) — du(z)(h) = 0, donc
cest o(||h||)-

La différentielle du est donc I'application constante : £ ~» u de E dans
Lc(E, F), du est a son tour différentiable et d?u(z) = 0. En fait u est de
classe C*® avec du, fonction constante et dPu = 0, Vp = 2.

n
EXEMPLE 16.21. — Soit u définie sur £ = H E;, un espace vectoriel
=1
normé, produit des F;, espaces vectoriels normés, & valeurs dans F, u
étant supposée n-linéaire continue. Il existe une constante K telle que

n
Y(z1,...,2n) € E, |[u(z)]| < K H ||z:]], (continuité des applications 7~
=1
linéaire, voir Tomes 2, Théoréme 6.45). On suppose E normé par || ||co.
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Alors u est différentiable sur E et du(z)(h) est la somme des n expres-
sions du type u(z1,...,%i—1, Ri, Ti41,-..,Zn), OU une seule composante
z; est remplacée par h;.

En effet, avec = (21,...,2n) et h = (h1,...,hp) onau(z + h) =
u(zy + h1,z2 + ho,...,Zn + hyp) est une somme de 2" termes, (pour
chaque valeur de Iindice ¢ on choisit z; ou h;) du type
u(z1 ou hy, zg ou he, ..., Tn ou hy).

Il y a la dedans u(z1,...,Zn), puis n termes dépendant linéairement
de h :les u(zy,...,%;—1, hi, Zi+1,- . -, Tn); puis des termes contenant au
moins 2 composantes de h.

Avec a > 0 tel que, Vi, ||z;]| < a, si on impose ||h||oc < @, on a :
[|Ri]| € ||h]loo < @, on aura donc

llu(z + R) — u(z) - du(z) (W)l < (2* - n — 1) Ka"?||A||,

puisqu’il reste 2" — n — 1 termes du type u(z; ou hy, 23 ou ho, ..., Tn
ou hy), chaque ||h;|| et ||z;|| étant majorée par a, et deux h; au moins y
figurant.
Cette majoration est du type ||h||e(||h||) avec ’llm}) e(h) =0, on a bien
—
u différentiable avec la différentielle indiquée, car la continuité de du(zx)
est facile a justifier ]

APPLICATION 16.22. — Si X € M, (R), X ~ det(X) est différentiable,
la différentielle en X calculée en H étant la somme des n déterminants
obtenus en remplacant successivement dans det X la j**™€ colonne de X

par la j%™¢ de H. On peut aussi travailler en lignes.

Lien avec la dérivation. On a :

THEOREME 16.23. — Soit Q un ouvert de R, f : Q — F, (F e.v.n) une
application. On a f dérivable en x( si et seulement si f est différentiable

en zg et. f'(zo) = df (zo)(1).

Car f dérivable en z(, de dérivée f’(zg) équivaut a avoir

,lzin% f(zo+ h}i =~ f(zo) _ f'(z0) = 0, soit encore, en définissant (k)
h£0
pare(h) = f(zo+ h}i — (o) — f'(zo) pour h # 0, & avoir ’lm}) e(h) =0.

Mais alors on peut écrire

f(zo + h) — f(zo) — hf'(z0) = he(h) avec gLn%)e(h) =0:
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ce qui équivaut & f différentiable en z( avec df (zo)(h) = hf'(zg), dou
en particulier df (zg)(1) = f’(zo). [ |

COROLLAIRE 16.24. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, Q2 un
ouvert de E et f : Q — F différentiable en xg. Si @ est une application de
I intervalle:de R dans Q, dérivable en tg, avec @(tg) = xg, on aura f o @
dérivable en tg et (f o p)'(to) = df (p(t0)) (¢’ (to))-

Vous pouvez remarquer qu’on fait la seule chose raisonnable avec
Iapplication linéaire df (¢(t)) et le vecteur ¢'(¢g) : on prend image du
vecteur par I'application linéaire.

En effet ¢ dérivable en {g est différentiable, (Théoréme 16.23), donc
f o ¢ est différentiable, (Théoréme 16.17), donc dérivable, (Théoréme
16.23), puisque la variable est réelle. De plus on a

(f 09)'(to) = (d(f © 9)(t0))(1) = [df ((t0)) © dp(to)](1)
= (df (¢(t0)))(de(to) (1)) = df (¢(t0)) (¢ (t0)). @

11 est bon d’avoir un stock de parenthéses pour le calcul différentiel
sinon, trés rapidement, on ne sait plus qui agit sur quoi. Et cela n’est rien
a coté des distributions!

EXEMPLE FONDAMENTAL 16.25. — Soit E, F deux e.v.n., ) un ouvert de
E, f : Q — F différentiable en a € Q. Soit = dans E. Lapplication
@t~ f(a+tx), (t réel) est dérivable en 0 de dérivée ©'(0) = df (a)(z).

Car 0 : t ~ a + tz est dérivable en 0 et #/(0) = z, donc ¢ = fo 6
est dérivable en 0 et on applique le corollaire 16.24. Il faut remarquer que

0(0) = a € Q ouvert, donc il existe I intervalle ouvert contenant 0, tel
que 6(I) C Q.

tz) —
Ce df (a)(z) = %in(l) flat a;) f(e) est parfois appelé dérivée de f
teR*
en a suivant le vecteur x.

Venons-en a des théorémes qui vont permettre de ramener I'étude de
la différentiabilité & des cas simples.

THEOREME 16.26. — Soient F1,F3,...,F, et E des espaces vectoriels
P
normés, Q un ouvert de E et f une application de Q2 dans F = H F;; espace
i=1

i=
vectoriel produit normé par || ||co. L'application f est différentiable si et
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seulement si chacune de ses composantes f; : Q — F; Uest : De plus df (z)
est alors Uapplication de E dans F ayant les df; (z) pour composantes.

p
En effet, il existe u linéaire continue de F dans F' = H F; telle
=1

que f(z + h) — f(z) — u(h) = o(||k]||), c’est que, en notant f; et u; les
composantes de f et de u,on a :

Ve>0, 3a>0, ||hl| S a=
sup ||fi(z + R) = fi(x) — ui(h)|| < ellhl]-

i=1,...,p
11 est donc équivalent de dire que chaque f; est différentiable en z avec
dfi(z) = wu; puisque u est continue si et seulement si chaque u; est
continue. ]

Considérons maintenant le cas ot la structure produit est au départ.
Les choses sont moins simples.

n
Soit 2 un ouvert de £ = H Ej, et f une application de (2 dans F,
Jj=1
espace vectoriel normé.

Soit @ = (a1,02,...,an) dans . Lapplication §; de E; dans E
définie par z; ~ (01,...,Q5-1,%j,®j41,---,0n) est continue, (n — 1
composantes constantes, et une identité), donc il existe un ouvert O;
contenant «; tel que 6;(0;) C €. On définit alors la ji&me application
partielle ¢; qui a z; tel que (aa,...,05-1,%j, @41, --,0n) soit dans
Q, associe p;(z;) = f(0;(z;)).- Ona:

THEOREME 16.27. — Soit §2 un ouvert de lespace vectoriel produit normé

n
E= H Ej, et f une application de Q2 dans Uespace vectoriel normé F. Si
Jj=1
[ est différentiable en a, chaque application partielle p; Uest en a; et de

plus df (a)(h) = _ dp;(a)(hy), si h = (h1,..., hn).
j=1

En effet ¢; = f o ;. Or l'application §; admet n — 1 applications
constantes, donc différentiables de différentielle en ¢; nulle; et une
composante est z; ~» r;, de différentielle h; ~~ h; (exemple 16.20).
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Comme on compose f différentiable en a et 6; différentiable en a;, avec
0j(a;) = a, on a bien ¢ différentiable en o et '

dpj(a)(h;) = df (0;(c;)) o dBj(a;)(hy)
= df(@)((0,0,...,0, k5,0, ...,0)).

n
Comme h = Z(O, 0,...,0,h;,0,...,0) et que df(a) est linéaire, il en
=1

n
résulte que df (a)(h) = Z dypj(a)(h;)- [ ]
j=1

La réciproque est fausse, mais deviendra vraie si on met des hy-
potheses donnant des applications de classe C1. Nous aurons besoin pour
la justifier de la formule des accroissements finis, c’est pourquoi elle ne
sera justifiée qu’au §4. Pour l'instant, précisons ce qui se passe dans le
cas de €2 ouvert de R" et de f a valeurs réelles.

COROLLAIRE 16.28. — Soit 2 un ouvert de R", et f une applicaté'on de
Q dans R différentiable en a de Q. Alors les dérivées partielles gf_(a)
J

existent, et pour h = (hy,...,hp) ona :

F@)W) =3 2 (@)h;:
j=1""

En effet, dans ce cas la j®®™€ application partielle est de vari-
able réelle a valeurs réelles, différentiables en aj, donc dyp;(a)(hj) =
dpj(a)(hj - 1) = hjdp;(a)(1) par linéarité de dy;(a) et on a vu,
(Théoréme 16.23), que dp;(a)(1) est la dérivée, en a;, de Papplication
Tj ~> flaa,.-.. 1O —15 Ly Oty - ,Qn), Cest-a-dire ce que nous avons
appelé, (16.1), la dérivée partielle de f en a;.

Dégalité df (a)(h) = Z dyp;(a)(h;) devient donc
j=1

n 3f

J

(a)h;. [ ]

Un brin de notations, (et d’abus de notations)
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Si on note (e, e2,...,en) la base canonique de R”, 'élément z =
n

(z1,...,2n) est encore = Z z;e; et Papplication z ~~ z; est la forme
=1

duale, €7, de e;. Elle est linéaire continue de R™ dans R, donc différentiable
partout, de différentielle en chaque z, elle-méme, (exemple 16.20), donc
de;(z)(h) = €;(h) = hj, (attention, clest de; (x) qui est égale a €;), si
bien que l’égalité 11.29 s’écrit encore :

df(a)(h Ea—f (@)ét | (h), don

f

16.30. Légalité entre applications linéaires : df (a) = Z g (a)e
j=1

Ou sont les abus de notations? J’y viens, j’y viens... Qui n’a pas, une
fois dans sa vie, utilisé 'expression « soit la fonction cos z » au lieu de «la
fonction cosinus » ?

Cette confusion, ici revient & noter «soit la fonction z; » au lieu de
e; ; puis comme de; (z) = e;, on confond Yapplication z ~ dej (z) avec la
valeur prise e;f, donc on identifie de; avec e;, mais comme on identifie e;-‘
et z;, (je sais, clest affreux) finalement e’J'f est identifé a dxj et on obtient

une expression df (a) = Z (a)dz; encore notée... df. Cette écriture

0
16.31. df = 2 % dz;, (o méme a ne figure plus) peut donc se lire

de deux fagons : mathématiquement, la forme linéaire df est décomposée
dans la base duale des e;f notés dz;; physiquement les dr; sont les
valeurs prises par les formes duales, et a ces « petits accroissements »
correspondent « I’accroissement » df de la fonction.

Il n’y a aucun inconvénient a ce que ces deux points de vue coexistent,
le contexte éclairant ce que l’'on fait. Reprenons le point de vue mathéma-
tique pour étudier une réciproque du théoréme 16.27.

THEOREME 16.32. — Soit Q2 un ouvert de R", et f : Q — R une fonction
ayant ses n dérivées partielles dans un voisinage V de a continues en a.
Alors f est différentiable en a.
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Comme on sait, (Théoréme 16.27) que la différentielle doit étre df (a) =

6f() forme la quantité f(a + h) — £(a) = > 2L (@)hy, et
6 a)ej, on forme la quantité f(a fla .=16$ja s €

on va passer de a + h au point a en ne faisant varier qu'une variable a la
fois.

Je note donc a9 = a = (a1,a3,...,an) et, pour j variant de 1 a n,
= (a1 +h1,...,aj +hj,aj+1,...,an), donc a, = a + h.

n
Ona f(a+h) — f(a) = f(an) — fao) = Y _(f(a;) — f(aj-1))-
j=1
Comme on passe de aj_1 & a; en ne faisant varier que la j®me com-
posante de a; & a; + h;, par application de la formule des accroissements
finis a la fonction z; ~ f(ay + h1,...,j_1 + hj_1,%j,Qj41,...,Qn)
entre a; et a; + hj, (c’est possible si ||h|f est assez petit pour que P'on
reste dans le voisinage V), il existe 6; €]0, 1] tel que

fla;) — faj-1) =

0
hjgf;j(al the 1j-1F hj_l’aj +0jhj’aj+1a' .+, Q).

On note zj = (a1 + ha,- .. yo5—1 + hj_l,aj + ojhj’aj+1’ ...,0p),0n a

donc des points z1,. .., 2n tels que f(a;) — f(a;—1) = hj%f'(zj) d’ou
J

fa+m) - f@) -3 Ln =3 (L) - 2L () n
8 8:53 ij

J=1

9
Or ||zj — a|| < [||A]], et les —f sont continues en a donc, Ve > 0, 3n >0

Oz;
7 implique, pour chaque j, ig—é(zj) Ba:i:( )’ <= o , doty,

tel que ||h||

NN

comme |h;| < [|h|| = sup {|h;|} finalement on a
j=l..n

fla+h) = f(a) — Z oy (a)hj| < €l|h||, ce qui montre bien la diffé-

rentiabilité en a. a
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REMARQUE SUBTILE 16.33. — Pour j = 1, si on considére I'expression

far) — f(a0) - p-(@)hr =

floa +hy,ae,...,00) — floa,...,an) — 36—1{1(‘1)

cette expression est o(|h1|) du simple fait I'existence de -é%{—(a). 11 est
1

donc inutile de passer par le point 2;, et on peut donc se passer de la
continuité en a de Fy ce qui donne le résultat suivant :si f : @ — R,

1
(2 ouvert de R™) admet n — 1 dérivées partielles dans un voisinage de
a, continues en a, la derniére dérivée partielle existant en a, alors f est
différentiable en a.

COROLLAIRE 16.34. — Soit 2 un ouvert de R™ et f une application de
Q dans R, elle est de classe C1 sur Q si et seulement si chaque dérivée

L
partielle —f existe sur ) et est continue sur (.

61:_7'

Car avec {ej,.. ,en} base canonique de E, si f est de classe ct

sur Q on a df(z) = Z (x)e*, (égalité 16.30), donc les applications
g—l

T~ (,?Tf(a:) sont les composantes de df dans la base duale de E* : elles
et

sont continues.

Réciproquement, si ces applications sont continues sur {2 le théoréme
16.32 s’applique en chaque z de €2, donc f est différentiable sur (2, et df
est continue puisque ses fonctions composantes le sont. |

Si on considere alors f : Q — RP, (2 ouvert de R™), de fonctions
composantes les f;, en appliquant le théoréme 16.26 on obtient :

COROLLAIRE 16.35. — Soit Q2 un ouvert de R™ et f une application de S}

dans RP. Elle est de classe C! si et seulement si chaque -é;z— existe sur (Q,
J

en étant continue sur .
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0f;

oz;

Les np applications T ~~ ( ) sont donc les composantes de
le i6 p

le je n

Papplication df de  dans L(R™,RP), et on a f de classe C1, c’est-a-dire

df continue, si et seulement si chaque —— est continues. |

3:1:]'

On peut remarquer que, pour z fixé, df(z), en tant qu’application
linéaire de R™ dans RP va avoir une matrice par rapport aux bases
canoniques de R” et RP. En notant Y la matrice colonnes des y;, 1 < 7 < p,
coordonnées dans RP de df (z)(h), A la matrice de df (z) et H la matrice
colonne des coordonnées de h, on doit avoir la relation matricielle Y =

n
AH, d'ots Ton tire la i¥™¢ coordonnée y; = Z a;jhj, si A= (azj) oo p .
Jj=1 s
_ df, 3fz ofi
Comme y; = df;(z)(h) = (a)hj, cest que a;; = - —(a).

T
=10 9z

DEFINITION 16.36. — Soit 2 un ouvert de R™ et f une application de Q
dans RP, différentiable en a de ). On appelle matrice jacobienne de f en

a la matrice
@ = (gL@) -

16 j6 n

C’est donc la matrice de df (a) dans les bases canoniques de R™ et RP.

Si on veut considérer le cas des différentielles d’ordre 2, 3, ou plus
on remplace f : Q — RP, par df : Q@ — L(R™,RP) qui admet pour

composantes les —fi On aura donc f de classe C? sur S si et seulement

oz;
. .y . f; .
si, en plus, toutes les dérivées partielles d’ordre 2, &B—@xk existent et sont
continues sur (), et plus généralement f sera de cla;se CT" si et seulement
si toutes les dérivées partielles d’ordre total inférieur ou égal a r, existent
sur () et sont continues.

On sait alors, (Théoréme de Schwarz et Corollaire 16.8), qu’il y en

a beaucoup d’égales, c’est ce que nous allons généraliser au paragraphe
suivant.
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3. Différentielles d’ordre supérieur

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés, €2 un ouvert de F et f
une application différentiable de ) dans F. La différentielle df, est une
application de 2 dans L.(E, F). On la suppose a son tour différentiable,
donc d(df), notée d2f est une application de Q dans L(E, Lc(E, F)). Il
y a une convention de notations a adopter.

Siz € Q, d(df)(z) est un élément de L.(E,L (E,F)) et u ~~
[d(df)(z)](u) est linéaire, continue de E dans L.(E, F).

Puis, pour u fixé dans F, et v variant dans F, on a une application
linéaire continue : v ~ [(d(df)(z))(w)](v) de F dans F.

16.37. On notera d f(z)(u,v) cet élément de F, valant [(d(df)(z))(u)](v).
Mais ce serait plus commode s’il ny avait pas toutes ces parentheses. Ce
sera possible si f est de classe C2, et méme du simple fait de l'existence
de la différentiabilité d’ordre 2. Voyons d’abord le plus simple.

THEOREME 16.38. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et Q) un
ouvert de E. Si f est de classe C? sur Q Uapplication (u,v) ~ d2f (:1:) (u,v)
est bilinéaire symétrique continue de E X E dans F, avec F ~

(On suppose F' ~ R™ pour appliquer le théoréme de Schwarz).

Le z qui figure est, je vous rappelle, le point de €2 ou l'on prend la
différentielle d’ordre 2. Dans le préambule fixant les notations on a justifié
des continuités partielles, pas la continuité par rapport au couple (u,v).
Par contre, la bilinéarité a été justifiée.

Comme v ~~ [(d(df)(z))(u)](v) est linéaire continue, on a

11(d(df) (@) (W] ()] < [lI(d(df)() )] Hv]l-

Puis, u ~ (d(df)(z))(u) est elle-méme linéaire continue de E dans
Lc(E, F), donc la norme de l'application linéaire continue (d(df)(z))(u)
vérifie :

1(d(df) (@) @I < |ld(df) @)1 ],
d’our finalement

[(d(df) (@) ()] < [lla(df) @] [ll [l -

en tant qu’application bilinéaire, d? f(z) est continue, (Tome 2, Théoréme
6.45), ou d? f(z) représente d(df)(x).
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Reste la symétrie.

Soient u et v fixés dans E, on considére application 0 de R? dans E
définie par 0(s,t) = z + su + tv.

On a 6(0,0) = z € Q ouvert donc il existe O voisinage de (0,0) dans
R2, sur lequel P'application H définie par (s,t) ~ f(z + su + tv) est
définie. On a H = f o 0 avec f de classe C2 sur Q et 6 de classe C,

(ses dérivées partielles en s et ¢ existent et sont continues, & tout ordre)
o 1. 9’H 9%H )
donc H est de classe C?, si bien que W(O’ 0) = 5165 ———(0,0) d’apres le

théoréme de Schwarz, (Théoréme 16.6.), appliqué aux composantes de H.

OH
Or g(so,to) est la dérivée, en s, de la fonction qui & s associe

f(z + su + tgv), c’est donc, (exemple fondamental 16.25) :

oH (80, to) = df (z + sou + tov)(u).

Posons G(s,t) = df (z + su + tv)(u) = %—ISI (s,1).

0’H oG
A son tour FYEN (s0,t0) = Bt (s0,t0)

G(so’to + h) - G(307 tO)

= 1
0 h
On a donc :
2 _
gtgl (s0,t0) = hm(df(:c + sou + tov + hvlz df (zo + sou + tov)>(u).

On a df (z + sou + tov + hvi)L —df (zg + sou + tov) € Lo(E, F), et Tap-
plication de L(E, F) x E — F qui 4 un couple (p,u) associe p(u) est
bilinéaire continue puisque ||¢(u)|| < ||l]|| ||u||- Comme ici u est fixé,
et que g = df est différentiable, et t ~» = + spu + tv dérivable, on sait,
(toujours I'exemple fondamental) que

lim df (z + sou + tov + hv) — df (z + sou + tov)

h—0 h
= d(df)(z + sou + tov))(v)
2
done 52 (s0,t0) = [d(df (z + sou + tov) ()]0

= d%f(z + sou + tov)(v,u), avec nos conventions de
départ.
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2
Finalement %(O, 0) = d2f(z)(v,u), et un calcul analogue con-
2
duirait a %(0, 0) = d2 f(z)(u,v) d’ott la symétrie voulue. |

REMARQUE 16.39. — Dans le cas d’une fonction f de classe C2, définie
sur  ouvert de R", & valeurs réelles, la différentielle d’ordre 2 sera une
forme bilinéaire symétrique, et I'étude du signe de la forme quadratique

associée servira dans 'étude des extrema éventuels de f.

REMARQUE 16.40. — Plus généralement, si f est une application de classe
CP de Q ouvert de F dans F, (F et F e.v.n.) la différentielle d’ordre p est
une application p-linéaire symétrique de EP dans F, continue.

Mais avant de justifier ce résultat, on va montrer un résultat plus
précis. En effet, on a conclu a la symétrie de la différentielle d’ordre 2
en supposant des hypothéses trop fortes. En fait, on a, avec cette fois F’
vectoriel quelconque :

THEOREME 16.41. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés, ) un
ouvert de E et f une application de Q dans F telle que d? f () existe. Alors,
Y(u,v) € E2 on a

dzf(a)(u7 ’U) = dzf(a)(v’ u)

Mais, ne mettons pas la charrue avant les beeufs : 1a justification de ce
résultat utilise la formule des accroissements finis que nous allons donc
étudier au préalable.

4. Formule des accroissements finis

Au chapitre 7, (Tome 2), nous avons établi un certain nombre de
résultats : formule des accroissements finis, formules de Taylor Lagrange
et Young, dans le cas de fonctions de variable réelle & valeurs réelles. Ce
sont ces résultats que nous cherchons 4 étendre au cas général des espaces
vectoriels normés.

Commengcons par un résultat technique.

THEOREME 16.42. — Soit f continue de [a, b] dans E espace vectoriel normé
et g continue de [a,b] dans R. On suppose f et g dérivables a droite sur
[a, 8], avee || £3(t)]| < gg(t) sur [a, b]. Alors ||£(b) — f(a)]| < g(b) — g(a)-
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Soit € > 0, on va montrer que pour tout ¢t de [a,b[on a || f(t) — f(a)|| <
g(t) — g(a) + £(t — a). Par continuité de f et de g, 'inégalité sera valable
pour ¢t = b, et € étant quelconque, on aura ||f(b) — f(a)|| < g(b) — g(a),
en faisant tendre € vers 0. Pour établir I’inégalité du départ, on considére
I(e) = {t;t € [a,b]; Vu € [a, 1], || f(u) — F(a)| < g(u) —g(a) +e(u—a)}.
I(e) est non vide car a € I(g); clest un intervalle car si t; et t2 sont
dans I(g), avec t; < to, pour tout ¢ de [t1,t2], et pour tout u € [a,t],
comme u € [a,t2] on a bien I'inégalité voulue en u. C’est un intervalle
fermé, car si ¢ est la borne supérieure de I(e), il existe une suite i,
déléments de I(e) qui converge vers ¢ par valeurs inférieures, et les
inégalités ||f(tn) — f(a)H < g(tn) — g(a) + &(tn, — a) donnent, par
continuité, || f(c) — f(a)|| < g(c) — g(a) +e(c - a)

Enfin ¢ = b, car si ¢ < b, on peut écrire que f et g ont une dérivée a
droite en ¢, donc a € > 0, (le méme), on associe h > 0 tel que, pour tout ¢
de ]Jc,c + h[C [a, b], on ait

}f (t) = f(c (t) (c)

) f(ﬂl et

- 949 < 3
d’otr 'on déduit :
17 — £ < (§+ 173N (6 = ) et (o) < LO=I9 2
a fortiori Pinégalité g);(c)(t — c) < g(t) — g(c) + %(t - c), pour tout ¢ de
le,c+ hl.
Mais alors, pour ¢ €|c,c+ h[,on a:
1£) = F@N < 14t = &) + S( = <)
<Gt -+ =(t-0)
< g(t) - g(c) +e(t o).
Par ailleurs ¢ € I(¢) done
1£(e) = F@)II < 9(0) — 9(a) + (e - a),
d’'ou
£ = £(@) < I1F) = £+ 1£(e) - F(a)l
< g(t) - g(a) +(t - a).

On aurait donc ]c,c + h[C I(g), avec ¢ borne supérieure de I(g), c'est
absurde. D’ou ¢ = b, et le résultat voulu.
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COROLLAIRE 16.43. — Soit ¢ une application dérivable & droite de [a, b
dans E espace vectoriel normé, continue, et telle que ||¢,(t)|| < k sur
[a,b]. Alors on a

ll¢(b6) — d(a)ll < k(b — a).

C'est en effet le théoréme appliqué avec la fonction g définie par
g(t) = kt.

Il va sans dire, (et encore mieux en le disant) que suivant vos gofits
vous pouvez formuler ces résultats avec des dérivées a gauche. Simple-
ment n’oubliez pas que la dérivabilité a droite implique la continuité a
droite, mais pas la continuité.

THEOREME 16.44. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, Q2 un
ouvert de E et f une application différentiable de 2 dans F. Si sur Q) on
a |||df (2)||] € k et si z et y de Q2 sont tels que le segment d’extrémités T et
y est dans Q, alors ||f(z) — f(y)I| < kllz — yl|.

Le segment d’extrémités x et y est 'ensemble des x + t(y — z), pour
t réel compris entre O et 1, encore noté {ty + (1 — t)z;0 < t < 1}. La
condition est donc vérifiée si () est convexe par exemple.

Soit donc z et y dans (2 tels que le segment d’extrémités z et y soit
dans Q. La fonction t ~~ z + t(y — z) étant dérivable sur [0,1], et f
différentiable sur §2, la fonction ¢ : t ~ f(z +t(y — z)) devient dérivable
sur [0,1] et

')l = lldf (z + t(y — 2))(y — 2)I| < |lldf (z + ¢y — 2)]I] |ly — z]]
< klly —z||-

(Une fois de plus, remarquez l'importance des propriétés de la norme
d’application linéaire continue.)

Le corollaire 16.43 s’applique et donne :
ll$(1) — #(0)I| < Elly — =[|(1 - 0)

soit encore

1f () = F@)I < klly — =] :

c’est ce que 'on voulait. |

C’est ce résultat de majoration qui porte le nom de
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16.45. formule des accroissements finis, formule que nous allons exploiter.

COROLLAIRE 16.46. — Soit 2 un domaine, (ouvert connexe) d’un espace
vectoriel normé E et f une application de S dans F, (e.v.n), différentiable.
On a f constante si et seulement si sa différentielle est nulle.

Il est évident que f constante est différentiable avec, Vz € , df ()
application linéaire nulle de E dans F'.

Réciproquement, on suppose que pour tout  de €2, ouvert connexe,
df(z) = 0.Soita € Qet A = {z;z € Q,f(z) = f(a)}. Dabord,
A = f71({f(a)}) est un fermé de 2 comme image réciproque d’un fermé
par f continue car différentiable, non vide car a € A, et c’est aussi un
ouvert de 2 : si zg est dans A, 3r > 0, Bo(zg,r) C Q, or cette boule
ouverte est convexe donc Yy € By(zo, ), le segment d’extrémités zg et
est dans , et |||df (2)||| = O sur Q, d'ot || f(y) — f(zo)| < Olly — zol| :
on a f(y) = f(zo) = f(a) d'otr Bo(zo,r) C A.

Mais alors, A = (2, (ah la connexité!), donc f est constante sur 2. W

COROLLAIRE 16.47. — Sous les mémes hypotheses, f est affine continue si
et seulement si df est constante.

En effet, f est affine continue si et seulement si il existe u linéaire
continue de F dans F telle que f soit la restriction a €2 de I’application
z ~ f(z) = f(a) + u(z — a), avec a fixé dans Q.

Mais alors, si on suppose f affine continue, pour h # 0 dans F, on
a f(z + h) — f(z) = u(h), en posant df (z) = u, (linéaire continue) on
a bien f(z + h) — f(z) — df (z)(h) = o(||h||]) puisque c’est nul, donc la
différentielle est 'application constante = ~~ df (z) = u.

Réciproquement, si pour tout z, df(z) = u, considérons g : Q — F
définie par g(z) = f(z) — u(x), elle est différentiable sur Q et dg(z) =
df () — u, (la différentielle en z, de u linéaire continue est u, voir exemple
16.20), donc dg est nulle, le corollaire 16.46 donne g constante : si a € 2
on a f(z) — u(z) = f(a) — u(a) soit f(z) = f(a) + u(z — a) puisque u
est linéaire : c’est bien la forme de f affine. ]

COROLLAIRE 16.48. — Soient E1, . .., Ey, et F des espaces vectoriels normés,
n

Qun ouvertde E = H E;, a = (a1,...,0n) dans Q et f une application
=1

de Q) dans F ayant ses n différentielles partielles qui existent dans un

voisinage de a et qui sont continues en a. Alors f est différentiable en a.
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C’est donc une réciproque du théoréme 16.27, que nous allons justifier
en reprenant les notations de ce théoreme.

On note ®; lapplication définie sur un voisinage de a; dans E;
par : z; ~ @i(z;) = f(oa,-..,0j-1,Tj,j41,-..,0n), On sait que
dtpj(ajg existe, et on considére la quantité A(h) = f(a + h) — f(a) —
n

Z dp;(a;)(h;) quil Sagit de rendre o(||h||). Pour cela, on passe de a &
j=1

a + h en ne faisant varier qu'une composante 2 la fois. En notant g;(h;)
Pexpression

gj(hj) = f(oq + h1,--. yaj—1 +hj_1,05 + hj,ajy1,...,0m)
— f(ay + hq,-.. yQj—1 + hj_l,aj, RN d(pj(aj)(hj),

n
on a A(h) = Zgj(h’j)‘ Or lapplication h; ~» g;(h;) est différen-
j=1

tiable en O, et en notant dfy; (z) la différentielle partielle de f par
rapport a la j%™€ variable, en z, si on note X j le n-uplet X; =
(@1 + ha,... yaj-1 + hj_]_,aj + hj,a]-+1, ...,Qp) il vient, (un effort)
dgi(hj) = dfz;(X;) — dpj(;), car dp;(c;) est une application linéaire
continue, donc sa différentielle n’importe ou est elle-méme. Attention, on
a pris les différentielles en h;, par les valeurs prises sur des vecteurs : on
a donc des applications linéaires continues.

Cest encore dg;(h;) = dfz; (X;) = dfz; (a), or dfz; était continue en
a, et ||X; —allo < ||hlloo : Ve > 0, 3n > 0 tel que ||h||/c < 7 =
dfz;(X5) — dfz; (a)lll < &, soit |||dg;(hj)ll| < e.

Par application de la formule des accroissements finis, on a donc
llg;(h;) — g5(0)|| < €l|h;l|, or g;(0) = 0, et finalement

n
Ve > 0,30 > 0, |hl] < 1= |AR)I| < &3 ksl soit
j=1

< ellhlla-

On a bien la différentiabilité de f. |

Comme dans la remarque subtile, (16.33) qui suit le théoréme 16.32, on
peut remarquer que l'on peut se passer de Phypothese de différentiabilité
partielle locale pour une variable, car la seule existence de dfz, (a) assure
que f(ai +hy,09,...,an) — f(a1,...,on) — dfz; (a)(h1) est o(||h1]]).

Apres cette étude des accroissements finis dans le cadre vectoriel, nous
allons préciser les résultats lorsque I'espace d’arrivée est R. La si on se
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promene de z 4 y le long d’'un segment paramétré par ¢ : t ~» z+t(y — )
pour ¢ variant de 0 a 1, 1a fonction f oy est devenue fonction de [0, 1] dans
R, de classe celle de f puisque ¢ est de classe C°°, donc on peut obtenir
la formule des accroissements finis classique, et celle de Taylor-Lagrange.
Or ¢'(t) = y — = est une constante en ¢, donc ¢” = 0. Mais alors,
on a les dérivations suivantes. D’abord (f o ) = (df o ¢)(¢’), puis
t ~ (df(o(t))(¢'(t)) est composée de t ~ (u(t),v(t)) avec u(t) =
(df o p)(t) et v(t) = ¢'(t), puis de 0 : (u,v) ~ wu(v), application
bilinéaire continue donc différentiable, de différentielle df(u,v) définie
par df(u,v)(h, k) = u(k) + h(v).
11 en résulte que (f o )" (t) = df(u,v)('(t),v’(t)) soit encore
(f o9)"(t) = v/ (t)(v(t)) + u(t) (v'(t)) avec ici v'(t) = ¢"'(t) = O et
u/(8) = (df (1)) = (d*(F) o ) (' (¢)) d'or
(fo)"(t) = (d2fop)(¢,¢'). Ce caleul, si f est de classe CP se poursuit
et

1649.  (fop)P)(t) = (&Pf 0 p())(¢' (), (1), -, (2)), (p fois).

On applique ceci avec y = = + u, u dans E, il vient ¢(t) = z + tu,
pour ¢ dans [0,1], et on a :

THEOREME 16.50. — Soit Q2 un ouvert de lespace vectoriel E, f une
application différentiable de Q) dans R. Si le vecteur u de E est tel que
le segment d’extrémités x et « + u soit dans Q, il existe €0, 1] tel que

f(z+u) = f(z) = df(z + 6u)(w).

C’est la formule des accroissements finis, (Tome 2, Théoréeme 7.29)
pour la fonction dérivable f o ¢ de [0,1] dans R. |

De méme, si f est de classe CP1, la formule de Taylor-Lagrange,
(Tome 2, Théoreéme 7.44), s’appliquera, et donnera :

THEOREME 16.51. — Soit f de classe CP11 de Q ouvert de E dans R, et u
dans FE tel que le segment d’extrémités et x + u soit dans Q. Il existe 0,
(fonction de z, u et p) dans 10, 1] tel que

p
= i e r)(u
o) = flo)+ X g @) -

k fois
1

Tor

P f(z +6u) (u,...,u).
N —
(p+1 fois)
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En effet, en reprenant les notations 16.49 ou ¢ désigne l'application
t~~z+tu,ona

(fo <p)(k) (t) = d*f(z + tu)(u,u, ..., u), uintervenant k fois,

avec dF f (z + tu) application k-linéaire symétrique de E* dans R, donc
on peut trouver un réel, 8, entre 0 et 1, donnant ce résultat. [ |

On peut, dans le cas de E = R", expliciter les formes k-linéaires
symétriques d* f(z), k variant de 1 & p.

Posons u = (u3,-..,un). Siz = (z1,...,%n) est 'élément générique
de E, (et aussi le point fixé de {2 oui on travaille, encore un abus de plus),
on a, en notant F la fonction t ~~ F(t) = f(z + tu) :

n
F'(t) Z 6f (z + tu)u; et on a une somme de n produits des réels
7j=1
0
5;% (z + tu) et u;.
On a donc
n n 2f
/!
F'(t) = Z ( B0 (z + tu)uk> uj,
=1 \k=1

et en utilisant le théoréme de Schwarz, (f de classe C? au moins) on
obtient

n 2
7 f
F'(t) = E (a: + tu)u +2 E 5z; 00, (z + tu)ujug.
j=1 1<j<ksn
2f 8*f
Les coefficients de —5 ) 2 et ———— 3707 N u;juy sont ceux que 'on l'obtient

%

.7

en developpant le carré d’'une somme de T termes.

16.52. Ceci conduit & définir une puissance symbolique, notée

(%]
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avec la convention suivante : on développe comme une puissance d’ordre k,
of of of est remplacée par 6kf

A Ozj, 0z,  Ozj, 0z;,0zj, ... 0z,

Avec cette convention, on constate que

mais lexpression

Tn of (k]
F"(t) Z Bz, Uj )
j=1""
n g (k]
et on justifie que Fk) () = Z % uj| , car, si on n'utilise pas trop
j=1

tot le théoréme de Schwarz, on a, par une récurrence immédiate sur &,

F(k)(t) = Z Z zn: aa f(x+tU). Ujy -+ Ujps

4 T 27
j1=1j2=1 je=1 Jk J1

car si on redérive, chacun de ces n¥ termes en redonne n du type
Ot f(z + tu)

0zjy. . 0zjy - .0zjy 7

notations, c’est ce qu’on obtient en calculant

-+ Ujp Uj, > €t compte tenu de la convention de

n 8f
3 s s,
j1=1 3:1: n je=1 ax Jrr1=1 ax]k“ o
n (k+1]
of
= Z oz ; Y
j= 3

En fait, cette puissance symbolique s’exploite de deux fagons essen-
tielles :

— a lordre 2 pour n variables,

— a lordre n pour 2 variables, car on dispose alors des formules de
Newton pour calculer les coefficients.

Je ne saurai clore ce paragraphe sans associer a Taylor Lagrange,
son compeére, Taylor Young, mais 1a, comme il s’agit d’'un résultat local,
traduisant une limite, on peut revenir au cas de f a valeurs vectorielles,
et établir quelques résultats intermédiaires.

LEMME 16.53. — Soit V' un voisinage de 0 dans E, (ev.n) et g une
application de V dans l'espace vectoriel normé F, différentiable @ l'ordre
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D en 0, telle que g(0),dg(0),...,dPg(0) soient nuls, dans leurs espaces
vectoriels respectifs. Alors ||g(u)|| = o(||u||P).

On procede par récurrence sur p.

Si p = 1, g est nulle en 0, dg(0) = 0, donc la relation d’existence de
dg(0), se traduit par

g(u) = g(u) — g(0) — dg(0)(w) = o(||u||) : c'est le résultat.

On suppose le résultat vérifié a Pordre p — 1.
Soit g vérifiant les hypotheéses du lemme et h = dg, alors h(0) = 0,
dh(0) = 0,...,dhP~1(0) = 0 donc :

Ve >0, 3a > 0, |[ul| < a = |lldg(w)l|| = [[|AW)]I| < &llul[P~.

Posons ¢(t) = g(tu), ona ¢'(t) = dg(tu)(u) donc||¢/(t)|| < elltul[P~?||ull
< ¢€||u||P pour t réel dans [0,1]. Mais alors (corollaire 16.43) on a
lle(1) = ¢(0)Il = |lg(w) — g(0)|| = |lg(w)l| < €||ullP dés que ||u]| < o :on
a bien g(u) = o(||ul|P). |

THEOREME 16.54, (Taylor Young). — Soient E et F vectoriels normés, €}
ouvert de E et f différentiable a U'ordre p en a, on a

fla+u) = f(a) + Z k,dkf(a) (u, ..., u) +o(|[ul/P).
(k fois)

Pour justifier ce résultat, on a besoin de montrer que dP f(a) est une
application p linéaire symétrique continue du simple fait qu’elle existe, et
pour cela commencer par justifier le théoréme 16.41. laissé en plan. (Pour
les gens pressés, voir 16.59).

Rappelons donc I'énoncé du théoréme 16.41 :

Soit Q ouvert de E, f : Q — F telle que d?f(a) existe, alors d?f(a) est
bilinéaire symétrique continue de E? dans F.

Soient u et v dans E.

Comme d?f(a) existe, df existe sur un voisinage de a, et elle est
différentielle en a donc :

Ve >0,3a > 0, ||ul| < a = [||df (a + v) - df(a) — d(df)(a)(w)]]] < ellu||
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ce qui se traduit encore, vu la définition des normes d’applications
linéaires continues par :

Vu€ E,||ul| S aetVw e E,
lldf (a + u)(v) — df (a)(v) — (d(df)(a)(w)) (V)I| < €llul| ||v]|

soit encore, a fortiori, si ||u|| et ||v|| sont inférieurs a o,
16.55. lldf (@ + u)(v) — df (a)(v) — d*f(a)(u, v)|| < ellul| |}]|

(puisqu’on a noté d2 f(a)(u, v) pour (d(df)(a)(u))(v), voir 16.37 au début
du §3).

Mais, par symétrie des rdles joués, on a aussi
16.56.  ||df(a+v)(u) — df(a)(u) - d*f(a)(v,w)|| < ellul ||o]]

dés que ||u|]| < aet ||v|| € a.
Par un procédé analogue & celui employé pour justifier le théoréme de
Schwarz, on considere alors

g(u,v) = fla+u+v) — fla+u)— f(d +v) + f(a) — d?f(a)(u,v).
Si on pose h(s) = f(a+u+s) — f(a+ s) — d2f(a)(u, s), on obtient,
vu la bilinéarité de d2f(a) :
h(v) — h(0) = f(a+u+v) — f(a+v) — d>f(a)(u,v) — f(a+u) + f(a) ,
= g(u,v).
Par ailleurs la fonction s ~» h(s) est différentiable, et comme

s%d? f(a)(u, s) = p(s) est linéaire, on a dp(s) = ¢, dou dp(s)(t) = ()
et:

dh(s)(t) = df(a +u + s)(t) — df (a + 8)(t) — d*f(a)(u,1)
= df(a+u+s)(t) — df (a)(t) — d*f(a)(u +s,%)
— (df(a + 9)(t) — df(a)(t) — d°f(a) (s, 1))
(toujours la bilinéarité de d2f(a)). Sous cette forme, si on impose ||u|| <
%, [Is|| < % et ||t]] < 3 en appliquant deux fois la majoration 16.55, on
a, puisqu’alors ||u + s|| € a,
lldh(s)(@®)I] < ellu + sl| [[2]} + el|s] |I2]]
< 2¢([full + [lsl) [1El]  a fortiori.
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Mais alors,

«a a t
<L si|lt) = 2, L déerit 1a sphe
<3 si ||¢]| 5 T crit la sphére

unité de E et la majoration précédente donne |||dh(s)||] < 2&(||u||+]|s|]),
(norme d’application linéaire continue).

On veut majorer ||h(v) — h(0)|| en appliquant le théoréme des ac-
croissements finis, (Théoréme 16.44) et, si on reprend la justification de
ce résultat on s’apercoit qu'on utilise un majorant de |||dh(s)||| lorsque s
décrit le segment d’extrémités 0 et v, mais si on impose aussi la condi-

tion ||v|| < 3 on aura alors ||s|| < ||v||, et sur ce segment, |||dh(s)||| <

2e([full + [lv]]) dou [|g(u,v)|| = [|A(v) — R(O)|| < 2e||v]|(||w|| + [|v]])-
On considere alors

9(v,w) = fla+v+u) = fla+v) = fla+u) + f(a) - d*f(a) v, w),
cest encore = hj(u) — h1(0) en posant |
hi(t) = fa+v+1t) — fa+t) — d>f(a)(v,1)
et le méme calcul va conduire d’abord a

llldha (D)1 < 2e(|v]] + [[£]]), (pour ||v]] et ||¢]] <

et donc si ¢ décrit le segment d’extrémités 0 et v, a |||dhq (¢)] || 2e(||ul|+
[[v]]) pour |jv]| <

Or g(u,v) — g(v u) = d2f(a)(v,u) — dzf(a)(u, v), d’ou finalement :
Ve > 0, Ja > 0 tel que ||u|| < 2 et ||v]| < ; impliquent

1425 (a) (v, w) — d*§ (@) (w, v)|| < 2|l + |Io]])?

par inégalité triangulaire.
Mais, pour (ug, vg) € E2 avec ug et vy non nuls, il existe \ réel # 0,
a
tel que Aug et Avg soient de normes inférieures a 3 d’ou, (bilinéarité de

@ f(a)) :
N2||d? £ (a) (v, wo) — d* f(a) (u0, vo)|| < 26X*(|[uol| + [lvoll)?,

on simplifie par A 275 0, et on fait tendre € vers 0 il en résulte que
d2f(a)(vo, uo (a)(uo,vo) lorsque uq et vy sont non nuls, cette
égalité étant ev1dente si Pun des deux est nul.

On a donc justifié le fait que d2f(a) est symétrique dés quelle
existe. |
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COROLLAIRE 16 57 —8Si Q est un ouvert de E = R" et si en a de 2, pour

f

i#jona 3 3 -(a) ;é (a), f n’est pas différentiable & Uordre 2

en a.

THEOREME 16.58. — Soient E et F vectoriels normés, Q2 un ouvert de E et
f: Q — F telle que dP f(a) existe, alors Uapplication p linéaire continue
dP f(a) est symétrique.

C’est-a-dire que Vo € ), groupe symétrique d’ordre p
dpf(a)(ha'(l)’ TR ho'(p)) = d?f(a)(h1, ..., h’p)

On procede par récurrence sur p. Cest vrai si p = 2.

Soit f telle que dP f(a) existe, alors la différentielle d’ordre p — 1 de f
existe sur un voisinage de a.

Soient hi,ho,...,hy, fixés dans E et g de Q2 dans F définie par
9(z) = dP~1f(z)(ha,. .., hp).

On trouve dg(a)(h1) en formant la différence

gla+h1) —g(a) = (P fla+h1) — &7 f(a))(ha, .., hp):

Or dP~1f(a+h1)—dP~1f(a) = dPf(a)(h1)+o(||R1]]), cette égalité étant
écrite entre des applications p — 1 fois linéaires, et ce sont ces applications
que T'on calcule en hg, ..., hp, dou dg(a)(h1) = dPf(a)(h1,h2,...,hp),
et comme, (hypothése de récurrence) g est invariante si on permute
ho,h3, ..., hp ensembles, il en est de méme pour dP f(a).
Si maintenant on introduit g : Q — F définie par

g(z) = dP~2f(z)(hs, ha, . - ., hp), et qu’on lui applique le résultat pour la
différentielle d’ordre 2, on aura dg(a)(h1, he) = dg(a)(hg, h1), soit encore

dpf(a) = (hlthah3v . 'ahp) = pr(a)(hQ,hl,h:g, . -’hp)-

La relation dpf(a)(ha(l),...,h,(p)) = dPf(a)(hy, ..., hp) est valable pour

la transposition de 1 et 2, 7; 2 et pour toute permutation laissant 1
fixé : elle Vest alors pour la permutation circulaire 7;(1,2,...,p) ~
(2,3,...,p,1) car on obtient 7 par (1,2,3,...,p) donne (2,1,3,...,p)
puis dans les p — 1 derniers entiers, on les permute en laissant 2 fixé,
pour obtenir (2,3,...,p—1,p,1).

Mais (77.2,7) étant systéme générateur de Sy, (algebre, Tome 1,
Théoreme 4.51), le théoreme 16.58 est justifié. |
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16.59. Venons-en & la justification de la formule de Taylor-Young.

Par ici les pressés : vous démarrez la justification de Taylor-Young,
(Théoreme 16.54), ici, en admettant que dP f(a) est p-linéaire symétrique,
(continue) ou bien, si vous avez des scrupules, en vous disant qu’on
suppose lexistence de dPf(z) dans un voisinage de a, et la continuité
en a de dPf, dou, (par le théoréme de Schwarz) une justification plus
rapide du cbté symétrique de df (a), mais avec des hypothéses trop fortes.

On suppose ici que f : Q — F admet en a, une différentielle d’ordre
p,donc pour k = 1,...,p, d* f(a) existe et c'est une application k-linéaire
symétrique continue.

On définit g sur un voisinage de 0 dans F par

d2f(a)(u,u P f(a)(u,...,u
o) = S+~ f@) - (@) - LG DI v)
et on va vérifier que g(0), dg(0),...,dPg(0) sont nuls, (dans les espaces
respectifs les contenant), pour appliquer le lemme 16.53. Il est évident
que g(0) =
Soit §;, application k-linéaire continue symétrique :

u~ O(u) = d*f(a)(u,u,.. . ,u).

Vu l'exemple 16.21, et I'aspect, et I'aspect symétrique de dk f(a), on a
dO(u)hy = kd*f(a)(h1,u,...,u), et u intervient k — 1 fois linéairement
et symétriquement. Mais alors df(0)(h;) =0 si k > 2, (u = 0 figure...)
et d20y(u)(h1, ho) = k(k — 1)d* f(a)(h1, h,u, . .., u), ce qui donnera, si
k > 3, la nullité de d26;,(0) et la possibilité de calculer la différentielle
d’ordre 3.

On obtient ainsi :
dg(u)(h1) = df (a+u)(h1)—df (a) (h1)— E dkf(a)(hl, U,...,u)

d’otr dg(0) = 0, (pour tout h1, le second membre est nul), puis

d?g(u)(hy, hg) = d®f(a +u)(h1, ho) — d2f(a)(h1, ha)

14
- Zf(a)(hlahZ,u" .- 1u)

k=3

donc d2g(0) = 0, et ainsi de suite, jusqu’a

dPg(u)(ha,. .., hp) = dPf(a+u)(h1,.. ., hp) — P f(a)(hi,- .., hp)
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ce qui donne dPg(0) = 0.
Alors le lemme s’applique et donne g(u) = o(||u|[P) ce qui était la
conclusion cherchée.

5. Extrema des fonctions a valeurs réelles

DEFINITION 16.60. — Soit Q2 un ouvert de E, espace vectoriel normé, et f
une application de Q2 dans R. On dit que f présente en a € 2 un maximum
local, (resp. minimum local), si et seulement si il existe un voisinage V de

atel queVz € VNQ, f(z) < f(a), (resp. f(z) = f(a)).

Ce maximum, (ou minimum) local est dit strict si pour £ # a les
inégalités sont strictes.

On parle d’extremum quand il s’agit d’'un maximum ou d’'un minimum.
Un extremum peut étre absolu si les inégalités sont valables pour tout z
de 2. Enfin les pluriels de ces noms latins sont en a : maxima, extrema,
minima.

THEOREME 16.61. — Soit Q ouvert de E, (e.v.n.) et f : Q — R une fonction
présentant en a de Q) un extremum. Si [ est différentiable en a, on a

df(a) =0.

En effet, soit u dans F, la fonction @ : t ~> a + tu de R dans E est
continue et 6(0) € Q2 ouvert donc il existe I, intervalle ouvert contenant
0 tel que O(I) C , puis @ dérivable en O et f différentiable en a : il en
résulte que ¢ = f o @ est dérivable en 0 et '(0) = df(a)(u) (exemple
fondamental 16.25). Comme la fonction ¢ de variable réelle, a valeurs
réelles, dérivable en 0, présente en 0 un extremum, on a ¢’(0) = 0 d'ou
df (a)(u) = 0 et ce pour tout u.

DEFINITION 16.62. — On appelle point critique de f : Q — R, différen-
tiable, les points a de Pouvert Q ou df (a) = 0.

Si on prend alors le cas de f, définie sur une partie A de F, (e.v.n.), les
points a de A en lesquels f peut présenter un extremum sont a chercher :

o
1) parmi les point de A\ A,

(o]
2) parmi les points de A o f n’est pas différentiable,
3) et enfin, parmi les points critiques, mais il ne faut pas négliger les
points des deux premiéres sortes.
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Comment voir si en un tel point il y a extremum ?

En étudiant le signe de f(a + u) — f(a) pour u dans un voisinage
de O tel que a + u € A. Il peut se faire que des conditions de bon sens
permettent de conclure.

Par exemple A compact, deux points candidats a et b seulement,
Pexamen des valeurs f(a) et f(b) dira ou est atteint le maximum absolu
et le minimum absolu.

En un point critique, et si d?f(a) existe, on peut poursuivre l'étude.
En effet, par la formule de Taylor-Young, (Théoréme 16.54), on sait que

F(a+u) = F(a) +df (@) ) + 5% F(a) o ) + ol ul )

donc, comme df (a) est la forme nulle, le signe de

1
fla+u) — f(a) = 3 d2f(a)(u,u) + o(|[u]|?), va étre 1ié a celui de la
forme quadratique d? f(a).

LEMME 16.63. — Si d2f (a) n’est pas positive, il n’y a pas de minimum
local.

En effet, dans ce cas il existe v tel que d f(a)(v,v) < 0, en particulier
v #0.

Soit alors € > 0, 3a > 0 tel que ||u|| < o entraine

flatu) ~ f(a) ~ 3 @F(@)(w,w)| < cllull?,
d’ou

Fla+u) < fla) + 3 & £(a) s w) + elful>.
On applique ceci avec u = Av, A réel tel que |\ ||v|| < @, on a

Fla+20) < f(a) + X2(5 PF(@)(w,0) +ellol?)

vu Paspect bilinéaire de d2 f(a).
1
Mais alors si e||v]|2 < -3 d2f(a)(v,v),soitsie < — 3o ”2 d?f(a)(v,v),

(ce qui a u.n sens puisque d2f(a)(v,v) < 0), on aura pour X tel que
0<|Al < — “ Ik , Pinégalité stricte f(a + \v) < f(a), et comme ces a + v
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sont arbitrairement proches de a, il ne peut pas y avoir de minimum local
en a. n

LEMME 16.64. — Si d2f(a) nest pas négative, il n’y a pas de maximum
local, et donc, si la forme quadratique d?f(a) prend des valeurs des deux
signes il n’y a pas maximum et pas minimum local en a.

On voudrait une conclusion plus précise, mais pour cela on va étre
amené a supposer I'espace E' de dimension finie car on va supposer la
sphére unité compacte, et on sait que ces deux propriétés sont équiva-
lentes, (Tome 2, Théoréme 6.36).

THEOREME 16.65. — Soit Q2 un ouvert de R™ et f une applzcatwn de )
dans R. Si en a de Q, point critique, la forme quadratique d? f(a) est

définie positive la fonction f présente en a un minimum local, et si d? f(a)
est définie négative, il y a maximum local.

La sphere S = {u,||u|| = 1} est un compact de R™, donc la forme

quadratique u ~+ d?f(a)(u,u), continue atteint sa borne inférieure, k,
sur S, donc k > 0. Mais alors, pour tout « non nul de F on a

2ﬂ)QHH;O i CT@ ) >k

soit encore d2f(a)(u,u) > kl||u||%.

Soit alorse< k , 3da >0, ||Jul| <

fla+u) - fla) -5 d2f(a)(u u)

< €||ul|?, dou a fortiori

fa+w) > f(a) + 5 @ F(e)(wu) ~ ellull
> fla) + Sllull? ~ eljull
> fa)+ (5 ~ &) llull®.
Comme g — & > 0, on en déduit I'inégalité stricte f(a + u) > f (a)

pour u tel que 0 < ||u|| < & :il y a minimum local strict.
Le cas de d?f(a) définie négative s'en déduit en remplagant f par
. ]
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REMARQUE 16.66. — Si d2 f(a) est positive sans étre définie, la seule chose
générale que l'on puisse dire est que f ne présente pas de maximum local, .
car comme il existe u avec d2 f(a)(u,u) > 0 on aura des points a + Au, (A
réel qui tend vers 0) arbitrairement proches de a, avec f(a+ \u) > f(a).

On comprend aussi que si d?f(a) = 0 et que f admet en a des
différentielles d’ordre 3, 4, ..., on peut faire intervenir le premier entier p
tel que dP f(a) # 0, écrire le développement de Taylor-Young de f en a &
Tordre p :

1
fla+u) = f(a) + p & f(a)(y,...,u) + o(||ullP)
et reprendre, & 'ordre 2. On en déduit :

THEOREME 16.67. — Soit Q2 un ouvert de R", et f : Q — R une fonction
ayant a de 2 pour point critique. Soit p le plus petit entier tel que
dPf(a) # 0. Pour que f présente en a un minimum (resp. maximum,)
il faut que p soit pair et que la forme p-linéaire symétrique dP f(a) soit
positive (resp. négative) et il suffit que p soit pair et dP f(a) définie positive
(resp. définie négative).

En particulier, si p est impair, avec vg tel que dP f(a)(vg,...,v9) #0
et u = Avg, A réel, pour A # 0, AP prendra des valeurs opposées en \

et —\ donc la forme dP f(a) prenant des valeurs des 2 signes il n’y a ni
maximum, ni minimum. ]

REMARQUE 16.68. — Dans le cas de p pair, (p = 2 par exemple) et d’'une
forme de signe constant mais non définie, il faut comprendre qu’on ne
conclut pas de maniére générale a cause du terme en o(||u||P) qui, quoique
négligeable, a un signe s’il est non nul. Dans des cas particuliers il se peut
que ce 0(||u||P) soit mieux connu et que I'on puisse conclure.

REMARQUE 16.69. — Avec 2 ouvert de R™ et a de €2 point critique pour f
telle que d2 f(a) existe, on a

1 [(&0%F, 82f
+u) = f@) =5 [ 242 Y 2 —(a)uiy
f(a ’U,) f(a) 91 pa 61?12 (a)'u, <Sien 61’1’31{7 (a‘)u uJ
+of|[ul[?)

puisque Pexpression symétrique en u et v de d?f(a)(u, v) est connue, et
on doit étudier le signe de la forme quadratique ainsi écrite. Mais il se
peut qu’'un développement limité & l'ordre 2 par rapport aux u; dispense
du calcul des dérivées secondes.
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EXEMPLE 16.70. — Dans R3, ensemble des points m = (z,y,2) avec
z = f(z,9); (z,y) € Q ouvert de R? est une nappe d’équation z = f(z,y).-

Si en a = (e, (), point critique, d?f(a) existe, en posant u = (h, k)
onaurapourz=q+hety=ﬁ+k,

=1 2, o 0%f 8%f o 2.2
fa)-1@8) =3 (o + 20t ne+ S Lk >+o(h 82).
2
En posant r = % (,8), s = 6 ( ,8) = (a B) et
2
t = 3 f 5 (@, ), on étudie la forme quadrathue rh? + 2shk + tk?, de

r s
matrice (s t)’ de déterminant rt — s2, produit des valeurs propres.

Donc

—siTt—s2>0:on a deux valeurs propres de méme signe, (celui de
7 ou de t, Cest le méme) la forme d2 f(a) est

définie positive si 7 > 0 : il y a minimum local strict,
définie négative si r < 0 : il y a maximum local strict;

—siTt— 52 =0 : on a deux valeurs propres de signes contraires donc
ni maximum, ni minimum;

—sirt =52 =0 : on ne conclut pas.

Mais en un tel point, le plan z = f(a,3) est tangent a la nappe et

suivant les cas la nappe est localement au-dessus, (minimum local) en
dessous (maximum local) ou traverse le plan tangent. |

Au chapitre suivant nous examinerons le probleme dit des extrema
liés, qui fait intervenir le Théoréme des fonctions implicites.

Terminons ce chapitre par un mot sur les fonctions homogénes et les
fonctions convexes.

6. Fonctions homogeénes, fonctions convexes

DEFINITION 16.71. — Une partie C de E espace vectoriel réel est appelée
cone positif si et seulement si, Vx € C, ¥Vt > 0, tz € C.
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C’est en fait le type «jolicone » que l'on déguste au cinéma. (Publicité
gratuite, orthographe non garantie, il y a longtemps que je ne suis plus .
allé au cinéma. Vous savez ce que c’est, on vieillit, il y a les soucis de
Pexistence. Vivement que j’aie terminé ce livre pour retourner au cinéma,
théatre, concert...)

On appelle céne dans E vectoriel sur un corps K quelconque toute
partie stable par les homothéties, (donc C telle que Vz € C,Vt € K, tz €
C). Nous avons ainsi recontré les cones isotropes des formes quadratiques.

Pourquoi cette envie subite de se restreindre a des cones positifs?
C’est parce qu’en calcul différentiel on va prendre des parties ouvertes, et
le seul coéne ouvert est F puisque si €2 ouvert contient 0, il contient une
boule ouverte de centre 0 et par homothéties positives tout z # 0 de E
se rameéne dans cette boule. Une autre raison c’est la difficulté qu’il y a a
«traverser 0 » dans R!

DEFINITION 16.72. — Soit FE et F' deux espaces vectoriels réels, C un coéne
positif. Une application f de C dans F est dite positivement homogéne
de poids, (ou de degré), r € R si et seulement si, Vx € C, Vt > 0,
ftz) =7 f(=).

Ainsi, sur E, une norme est positivement homogéne de poids 1, une
forme quadratique l'est de poids 2. On comprend aussi la nécessité de
supposer t > 0 pour traiter le cas de 7 réel quelconque.

THEOREME 16.73. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, C un
cone positif ouvert et f une application différentiable de C dans F. Elle
est homogeéne de poids r si et seulement si, Vz € C on a df (z)(z) = rf(z).

Cette relation est appelée identité d’Euler.

Si f, différentiable, est homogéne de degré r,on a, Vi > 0etVz € C:
f(tz) = t" f(z). Comme f est différentiable, la fonction t ~~ f(tz) est
dérivable et la dérivée s'écrit df (tz)(z) = rt" "1 f(z). Pour t = 1 on a
Iidentité d’Euler.

Réciproquement, si on a l'identité d’Euler, pour z dans C ett > O on a
df (tz)(tz) = r f(tz) soit encore tdf (tx)(z) — rf(tx) = 0, puisque df (tz)
est linéaire.

Or la fonction t ~ ¢(t) = t™" f(tz) a pour dérivée

@' (t) = —rt™" "L f(tz) + t T df (tz) ()
=t~ (tdf (tz) (z) — v f (tz)).

On a donc ¢’ nulle sur ]0,+0o[ donc ¢ fonction constante, et I'identité
¢(t) = (1) s'écrit encore :

Vz €C, Vt >0, f(tz) = t" f(z). ]
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On peut alors se demander quelles sont les conséquences pour df, du
fait que f soit positivement homogene de degré . On a :

THEOREME 16.74. — Soit E et F deux espaces vectoriels normés réels, C
un céne positif ouvert de E et f une application différentiable, homogéne
de degré r de C dans F, alors df est homogéne de degré r — 1 de C dans
L.E,F).

En effet si on différentie en z lidentité f(tz) = ¢ f(z), avec 0 :
T ~» tz, application linéaire de E dans FE, on sait que df(z) = 0 est
T'homothétie de rapport ¢, donc

d(f o 0)(z) = df (6(z)) o 6 = tdf (tz)
et on a légalité tdf (tz) = t"df (z), d'ot comme ¢ > 0, égalité
df (tz) = t"~1df (z) vérifiée pour tout ¢t > 0 et tout z de C. ]

Passons maintenant aux fonctions -convexes, en rappelant d’abord
qu'une partie A de E vectoriel réel est convexe si et seulement si, V(a, b)

de A?, Vt réel dans [0, 1], le segment d’extrémités a et b est dans A, soit
encore I'ensemble des ta + (1 — t)b est inclus dans A.

DEFINITION 16.75. — Une fonction f définie sur une partie convexe A de
F vectoriel réel, a valeurs dans R est dite convexe si et seulement si :

V(z,y) € A2Vt € [0,1], f(tz + (1 - t)y) < tf(z) + (1 — ) f(y).

TH:EOREME 16.76. — Une fonction fde A convexe de E, dans R, est convexe
si et seulement si pour chaque (z,y) de A% Uapplication t ~ Ozy(t) =
f(tz + (1 — t)y) est convexe de [0, 1] dans R

En effet, si chaque 0y est convexe, comme 05y (1) = f(z) et 624(0) =
f(y), en écrivant t = t(1)+ (1 —1)0, on a Oy (t) < thzy(1)+ (1—1)02y(0)
soit f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y) et f est convexe.

Réciproquement si f est convexe, soient ¢ et t' dans [0,1], A € [0,1]
on considere Ozy(At + (1 — A)t') :ona

Ozy( At + (L= N)t) = fFI(At+ (1 =Ntz + (1= X — (1= N)t)y),
soit, comme 1 = A 4+ 1 — ), c’est encore

=fidMz+ QA =Ntz + 21 -t)y+ 1 -1 -1ty
= fM(tz + (1 - t)y) + (1= M)z + (1 - t')y)]
<Atz +(1-8)y) + 1= Nf(t'z+ (1~ t)y)
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par convexité de f, puisque tz + (1 — t)y et t'z + (1 — t')y sont dans A
convexe, et c’est bien

Ozy( At + (1 — A)t') < Mzy(t) + (1 — Ay (t).

Le lien entre la convexité de f et celle des 65y va nous donner des
résultats dedmts de ceux portant sur les fonctions convexes d’'un intervalle
I de R dans R. Et lorsque la variable est réelle on récupeére la structure
ordonnée de R, les propriétés de monotonie... Commencons donc par
établir quelques propriétés des fonctions convexes de variable réelle.

THEOREME 16.77. — Soit f une fonction d’un intervalle I de R dans R. Il
y a équivalence entre

DV(z,y) € I vt € [0,1], f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —)f(y),
AV(z,y,2) €3, (z<y<2)=>
(f(y) f(z) f(z) f(x) < f(Z)—f(y))
y—z z-y )
f( )—f( )

3Vael z~~ est croissante sur I — {a}.

16.78. Une fonction vérifiant l'une de ces conditions est dite convexe.

La seule astuce sur la convexité consiste a savoir que si un réel, y est
compris entre deux réels z et z distincts, il existe un et un seul ¢ de [0, 1],
tel que y = tz + (1 — t)z. En effet, ceci équivaut & y — z = t(z — 2), et
comme T € Y < 2, avec T # 2, on a lexistence de t = Z Pl ﬁ
qui est positif, (quotient de deux nombres de méme signe), inférieur a 1
puisque 0 < z—y<z—2

Onal)=2),carsiz <y<zavect= ::z ona
16.79 fly) < z f(z)+ (1 - ——) #(2) dou
@) - o) < (2= l)f(m) +(1-2=22) 1) soit
a: Y
a: z
< % (f(2) = £(@)), et comme y —z > 0
on a bien

@) = 1) _ f(2) = f(z)

=
y—x z—x
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Mais 11.79 implique également
f)-f)<— (f(x) f(2)),

. z
soit encore

: Y (£(2) - f(z)) < f(2) — £(y), ce qui, apres division par
f( ) f(z) f(z) fly)

-z z—y

z—y > 0 donne

2) = 3) : Car soient z’ et 2 distincts dans I-{a /} si par exemple
z’ < z” < a, la condition 2) écrite avec = z/, y = z”, z = a donne en

particulier
f(a) = f(z') f(a)—f(fﬂ")
a—1z a—z"
f(x) — f(a) ) f (a)

donc en notant p,(z) = pour Z # a, on a pa(z’) < pa(z”)

dans ce cas. Les autres cas, (a: < a < z" oua <z’ < 1) se traitent de
la méme facon.

3)= D Dabordsiz =1y, 1): f(tz+ (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —-1t)f(y)
est vérifiée. On suppose z # y, par exemple = < y.

Sit =0out = 1, 'inégalité se réduit a f(y) < f(y) oua f(z) < f(z):
c’est vérifié.

On suppose donc z < y et 0 < t < 1, donc u = tx+ (1 —1t)y est tel que
f(2) — f(y) ) f(y)

Z < u < y. La croissance de z ~» sur I — {y} donne alors

f@) — f@)  F(W) = fQ) _ Fy) — f(w)
] u—y y—u

)

Y
et comme y —u > 0, on a encore
T

—2 (@)~ @) < f) ~ f(w), don

fw) < fly)—

- 1) = ;= F@+ (1= ;=) 7).

Comme t = u—y,onabien

fltz+ (1 —-t)y) <tf(z) + (1 -)f(y)- n
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THEOREME 16.80. — Soit f une fonction convexe d’un intervalle I de R
dans R. Alors en tout ade I f admet une dérivée a droite et une a gauche.

De plus, si a et bde I sont tels que a < bon a

fo(@) < fita) < T < gy < 1)

o
En effet, sia € I et si @ > 0 est tel que [a — a,a + o] C I pour
tout ¢ de I — {a}, la fonction p,(t) définie par p,(t) = f(t) — f(a) (a)

croissante;sit € [a—a,a+a] — {a} onaps(a—a) < pa(t) < pa(a+a)
donc lim pq(t) = sup{pa(t),a — a < t < a} existe, (fonction croissante
t—a~

majorée par pg(a+a)), ainsi que tlim+ Pa(t) = inf{py(t),a < t < a+a}.
—Q
De plus pour ty € [a — a,a[, et pour tout ¢t de ]Ja,a + a] on a

pa(to) < pa(t) dott pa(to) < fj(a), ceci pour tout tg < a en fait, donc
@) = b palt) < f4(0).

La monotonie de p, donne ’encadrement

f (b) f (a0) o

fa(a) < < fo(b). ]

COROLLAIRE 16.81. — Si f est convexe sur I; a valeurs réelles, les dérivées

o
a droite et & gauche sont des fonctions croissantes sur I.
Cela résulte immédiatement des inégalités du Théoréme 16.80.

COROLLAIRE 16.82. — Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de
R, & valeurs réells est convexe si et seulement si elle est continue et admet
sur I une dérivée a droite croissante.

D’aprés le Théoréme 16.80, f convexe est dérivable & droite et a gauche
o
sur I, donc continue 2 droite et & gauche, (Tome 2, Théoréme 7.18), sur
[}

I = I, de plus la dérivée a droite est croissante.

Réciproquement, soit z < y et z =tz + (1 — t)y avec t €]0,1[. On a
T<z<yetsiu€[zy],ona fj(2) < fi(uw) < fi(y) donc la fonction
continue g : u ~ f(u) — uf}(z) a une dérivée a droite positive sur [z,y],
donc elle est croissante, (Tome 2, Théoréme 7.32).
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En particulier g(z) < g(y) soit f(2) — z2fj(2) < f(y) — yf3(2) ou
encore (y — 2)f4(2) < f(y) — f(2) et comme y —2>0ona:

ﬁ®<f@)f@)

Mais de méme u ~ f(u) —uf}(z) est décroissante sur [z, z], (dérivée
a droite négative), on en déduit I'inégalité ——————= f(z ) (a:) < fi(2).
fz) — f@) o fl) - f()

Mais alors on a avec z —z > 0 do

zZ—z y—
f2) - flz) < =

) — f(2)) qui imphque
1&(+2=0) =1 (3=) < s

soit, comme y:j >0,0na
y—
f(2)
()\y_
avecz=tz+(1—t)ydonct=z_y=y etl—t_y z_y—z=
T—y yY—<x Yy—r y—<x

-z
oy Tinégalité s’écrit

flz+ (1 -t)y) <tf(z) + (1 -1)f(v)-

Sit = 0 oul, ousi z = y cette inégalité est évidente, si y < z, le
changement de ¢ en 1 — ¢ la redonne : finalement on a bien V(z,y) € I?,
vt € [0,1], f(tz+ (1 —t)y) < tf(z) + (1 — t) f(y) donc f est convexe. m

COROLLAIRE 16.83. — Si f est deux fois dérivable de I intervalle ouvert
dans R elle est convexe si et seulement si f" > 0 sur I.

Car f convexe deux fois dérivable ayant sa dérivée f’ croissante,
(Corollaire 16.82), est telle que f” > 0, et hypothese f” > 0 implique f’
croissante et f continue donc, (Corollaire 16.82), f convexe.

Aprés ce détour par les fonctions de variable réelle, revenons aux

fonctions convexes sur une partie A convexe d’'un espace vectoriel normé
E.
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THEOREME 16.84. — Soit f une fonction différentiable de Q) ouvert convexe
de E, (e.v.n.), dans R. Elle est convexe si et seulement si ¥(z,y) € Q2,

f(@) > f@) +df @)z — v)-

Si f est convexe, la fonction Oz : t ~ f(tz + (1 — t)y) est convexe,
(Théoréme 16.76) de [0, 1] dans R, donc, (Théoréme 16.80),

G:z:y(l) _ 01:y (0)

02y (0) = (Bzy)4(0) < :

avec 07, (t) = df (tz + (1 — t)y)(z — y), don
df(y)(z —y) < f(z) — f(y) : on alinégalité.

Réciproquement, si la condition est remplie, pour (z,y) € Q2 et
(t,u) €[0,1)%, onauz+ (1 —u)y— (tz+ (1 —t)y) = (u—t)(z —y), donc

f(}:w + (1 —wy) > f(tz + (1 - t)y) + df (tz + (1 - )y)((u — t) (= — )

16.85. Oy (u) > Oy (t) + (u — t)0g, (),

mais de cette inégalité on déduit la convexité de 07y, car on va justifier la
croissance de Géy et le corollaire 16.82 s’appliquera.
Supposons 16.85, avec u < t,on a u —t < 0 et on en déduit

Ozy(u) — Oy (1)
zyusz A o ()

Mais on a aussi Oy (t) > Oy (u) + (¢ — )67, (u), 1a place de u par rapport
a t n’intervenant pas pour établir 16.85. Comme cette fois t — u > 0 on
en déduit I'inégalité

Ozy(t) — Ozy(u)

== > 0l (u)

et finalement pour u < t, Vinégalité 67, (u) < 07, (t).

Mais alors 6y est convexe sur ]0,1[, (ouvert car le corollaire 16.82
suppose I ouvert). Comme par ailleurs 6y est continue sur [0, 1], un
passage 2 la limite donne la convexité sur [0,1]. Ceci étant vrai pour
tout (z,y) de Q2, d’apres le Théoréme 16.76 on a bien f convexe. |
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De méme on a :

THEOREME 16.86. — Soit f deux fois différentiable de 2 ouvert convexe de
E, (e.v.n.) dans R. Elle est convexe si et seulement si la forme quadratique
h ~+ d2f(a)(h, h) est positive pour tout a de Q.

On a (f convexe) & (V(z,y) € 02, 0zy convexe) avec, vu les
hypotheses, 6z, deux fois dérivable sur [0,1], donc, (Corollaire 16.83),

(f convexe) < (67, (t) > 0 sur [0, 1]) et ce pour tout (z,y) de Q2.
Supposons f connexe. On a 0z, (t) > 0. Or on a

02y = df (tz + (1 — t)y)(z — )
donc Oy (t) = d®f(tz + (1 — )y)(z — y,z — y).

Mais alors soit a € Q, h € E — {0}, 3r > 0 tel que la boule fermée
de centre a et de rayon r soit dans 2. Avec z = (a +r ﬁ) et

2
y = (a—r L),onawetydansﬂ,a:—y=ﬁh,etsit=%,

IR

§z+§y=a,dou '
2r 2r

2 2r o, 2r N 2 2
&) (1 o ) = () @ ER) >0,

Donc (f convexe) = (d2f(a)(h,h) > 0), Vh de E, non nul, avec
d?f(a)(0,0) = O par bilinéarité, d’ou la forme quadratique d? f(a) posi-
tive.

Réciproquement, si Vh € E, Va € Q, d2f(a)(h,h) > 0, en particulier
02y (1) = d?f(tz+ (1 —t)y)(z — y, T — y) est positif donc f est convexe.l
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Analyse fonctionnelle

EXERCICES
Soit f : R? — R? définie par f(0,0) = (0,0) et si (z,y) # (0,0)
par f(z,y) = (z2—f_yy§)—a,zy . Valeurs de a pour que f soit
différentiable ? De classe C1?

Différentiabilité de f définie sur R2 par f(0,0) = 0 et f(z,y) =
1
2,2 .
(l' +y )Slllzz—_'_yz si (m,y) #* (0,0)

Soit f de classe C? de R dans R, on définit g de R? dans R par

. ) —
g(z,z) = f'(z)et,siz # y, g9(x,y) = I a): - :;(y)
de g?

. Différentiabilité

Etude de la différentiabilité de la fonction définie par f(z,y)

o0

—1)"
Z u, (z et y réels).
"0 T+ ny

Existence, continuité, différentiabilité de f définie par f(z,y) =
|y| |‘y|
p .

Etude de la différentiabilité a }c’ordre 2 de la fonction f définie par
f(z,0)=0et f(z,y) = yzsing siy #0.

oo
Etude de la fonction f définie, pour z et y réels par Z sin(z™y) :
n=0

définition, continuité, différentiabilité.

Déﬁintion, continuité, différentiabilité de f définie par f(z,y) =

Z z™cos ny

Extrema de f : R?2 — R définie par

fl@,y) = —wy+(47 z-y(3+59)
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Extrema de f : R} x R — R définie par

_n 1 ¢ 2 N
f(z,y) = (27x)" 2exp <_§E ;(ai—y) ), ou (ai,...,an) est

donné dans R™.

Soit une fonction ¢ de classe C? de R dans R, et Iespace vectoriel
E = C%(a, b],R) normé par la norme de la convergence uniforme.

b
On définit ¢ : E — R par ¢(f) = / ©(f(t))dt. Différentiabilité
a
de ¢.

SOLUTIONS

La fonction f est de classe C*®° sur @ = R2 — {(0,0)}, les fonctions
composantes 1’étant, ayant des dérivées partielles de tout ordre. La deuxiéme

composante est méme C°° sur R? car polynomiale.

Soit u(z,y) = la premiere composante. Pour (z,y) # (0,0)

T
(1:2 + yZ)Ot
pZCOS 0 sin6
(o4
(z,y) tend vers (0,0) si et seulement si & < 1. Donc f est continue sur
RZoa<l
. Ou o
Puis 3_:1:(0’ 0) = llil})
z#0
On aura différentiabilité en (0,0) si et seulement si u(h, k) — u(0,0) —
0h — 0k = o(||(h, k)]|), soit, en passant en polaires avec h =T cosp et k =
r2cos @ sin TCcospsing
r2a r2c -

on pose T = pcosf, y = psinf et u(z,y) = tend vers 0 si

u(z,0) —»(0,0) . . Ou _
- = 0 ainsi que By (0,0) =0.

7 sin o, si et seulement si = o(r),ousi lim
—0

T

0, et'ce pour tout  : on a f différentiable en (0,0) & a < %

Classe C! sur R2? Il reste a étudier la continuité en (0,0) des dérivées
partielles, et vu la symétrie en = et y on examine

du 20yz> 1-2c . —2a_ 2,
ol e fyZ)a @ +52)a+1 = p'7%%in6 — 2ap" "2*cos?6 sin 6

= p'72%(1 - 20c0s26)sin 6.

On a continuité de u en (0,0) si et seulement si o < %, doir f de classe

or

1
C! sur R? si et seulement si a < 5
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La fonction f est C* sur Fouvert @ = R% — {(0,0)}, continue sur R, (en

. . . 2. 1 .
polaires, si £ = p cosf et y = p sinb, f(z,y) = p°sin ] tend vers 0 si p
tend vers 0).

af z“sin = 0
On a %(0, 0) = ml_l_)I(I)l+ —Y = 0, et, (symétrie en z et y)
of _
Puis
FO+h,0+k) — £(0,0)—h %(o, 0) - 6f (0.0 = (W% + Ksingpy k2
1
= 1|t Bl Psin s
est o(||(h, k)||), dou f différentiable en (0, 0).
of . 1 2z 1 .
i = — - 1
Puis 3z 2z sin 212 @150 cos 217 on passe en polaires,
il vient :
of .1 2
= 2p cos @ sin Z7 5 cos @ cos 7

On a lin})2p cosf sinﬁ% = 0, mais si cos@ # 0, (soit 6 # %(7‘!’)),
p—

lim 1_ +oo alors que cosi prend toutes les valeurs dans [—1,1]
p—0t P p?

puisque ? tend vers +o00, donc %(z,y) n’a pas de limite quand (z,y)
tend vers (0,0) : f n'est pas de classe C! sur R2.
La diagonale A = {(z,z),z € R} est un fermé de R%, (R séparé) et sur

Touvert © = RZ\ A, g est de classe C?. Différentiabilité en (a, a) de A. On

cherche Pexistence de g (a, a) donc de }Lin% %(g(a + h,a) — g(a, a)).
he£0

Ona —(g(a+h a)—g(a,a)) = [M —f (a)] Comme f est

2
classe C2,36(a, h) €0, 1] tel que f(a+h) = f(a)+hf’ (a)+7 f"(a+6h),

(Taylor-Lagrange a Yordre 2) donc %[w - f (a)] vaut

1 .,
§f (a’)’

: un calcul analogue

% f"(a + 6h) dou gi(a) = 1 f"(a) existe, ainsi que gy(a) =

fla) - fla+k) _ fla+k)—f(a)

car g(a,a+k) = % A

est possible.
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Or pour = # ¥y, gz(z,y) = (@— y)f,(‘z’a): = ;{gz) - f®) o,

(toujours Taylor-Lagrange, cette fois entre % et z),
@) - £@) = (v - '@ + L2 (@), € entre o et y, done

2
'© 4 : / f"(a) /
—=2 dou lim T = "— = a,a) et on
2 (@) (a0) 9z(z,y) 2 9z(a,a)
établit de méme la continuité de gé, en (a,a) d’ots finalement g de classe C 1

sur R2.

gz(z,y) =

— n
Soit Dy, la droite Dr, = {(z,y);z + ny = 0}, les un(z,y) = a(:+_1)ny ne

sont définies toutes que sur R% — ( U Dn) .
neN

¢
o =@

o 7
A
DY’y p

O\ .

@ ®

De plus, si y # 0, et = sont fixés, pour n assez grand z+ny est du signe de v,

donc la série des un, est devenue alternée, |un(z,y)| ~ Tl donc tend vers

, il décroit avec n croissant,

0, de plus si y > 0, |Un(z,y)| devient P

alors que pour y < 0, |un(z,y)| devient - o 12 aussi décroissant :

1
(-v)
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sur @ = (R xR*) — ( U Dn> , la série des un, est convergente suivant le

neN
critere des séries alternées.

Soit mo = (z0,y0) € N, avec yo # 0, g # 0 sinon mgy € Dy, il existe
r > 0 tel que By(mo, ) reste dans Q2 car les points d’abscisse ¢ sur les

T
Dr, ont pour ordonnée — ;0-, et si on suppose par exemple zg > 0, on a soit

T T
yo > 0, (cas @ ), soit I!n tel que —n_-i(-)]. <y < —;0, (cas @ ), soit
yo < —Zo, (cas B ), mais dans chaque cas, un voisinage de mg reste dans
Q.

N-1

On peut donc majorer |f(z,y) — Z !
n=0

¥ o+ Nyl

pour le méme N assez grand, d’oir une convergence uniforme «locale» et
une continuité de f sur 2.

(G Ol

localement
T + ny

p

_1\n
Siy=0,etz #0,un(z,0) = ( xl) ne tend pas vers 0 : il y a divergence.

. Oun (=)™ 1 0u, 1 .
Pll.'lSE:m %~~nz—yzpoury;éo,(onestdansﬂ.llya

of

une convergence localement uniforme en (z,y) donec == = E

or

[ <]

dun  (-1)"Fln
est continue en (z,y). Quand & —— = ———, cest de nouveau une
(=.9)-Q oy  (z+ny)?

série alternée, dont le module, équivalent a o tend vers 0, en décroissant

n dup, T —ny 1
carcemoduleest ———— =vpet — = ————= 2~ ———5
(z + ny)? "Tdn T (24 ny)3 notoo n2y?
devient négatif, on a encore une convergence en série alternée, localement

o
uniforme, d’ol1 'existence et la continuité de % , et finalement f est de classe

C? sur Q.

La fonction f est de classe C*° sur 2 = R* x R*.

_lyl
Etude en (0,b). Pour z # 0, f(a:,y)=:c-|j—2 e =2.

ly]

Or, pour ¢ réel lim te~t = 0, donc pour y # 0, lim % e z2 =0,
t——+o0 z—0 T

on peut poser f(0,y) = 0 pour y # 0. Comme pour y = 0 et z # O,

f(z,0) = 0, on pose finalement f &),y) = 0 pour tout y de R : et f devient

continue sur R car si (z,y) tend vers (0,0), on a soit z = 0, (et y tend

vers yo) auquel cas f(z,y) = f(0,y) = O tend vers 0, soit z # 0 et

_ly _ly
flz,y) = z(l’%le J;l) avec z qui tend vers 0 et L%le ?l borné donc 12

encore lim z,y) = 0= f(0,y0)-
C (:z:,y)—-»(O,yo)f( ) £(0,30)
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Différentiabilité en (a, 0) avec a # 0.
% dOnC f(a’ y) f(a’ 0)
y a
l +, Yy
vers — si y tend vers 0™, alors que f(a y) = S e sy < 0 et
*fa,) — £(@,0) _ 1

e donc B_y(a’ 0), avec a # 0, nexiste pas : f

Pour y > 0, f(a,y) =

lim
y—0— Yy
est non différentiable en (a,0), a # 0.

Différentiabilité en (0, b).
On a f(0,y) = 0 pour tout y donc %(0, yo) = 0 en fait en chaque (0, yo).

. o] -1
Puis, pour z # 0, f(z,b) = S €7 donc, comme f(0,b) = O,
16|

m ED-1OD 1 -
:z:—rO :z:—»O:l:2 )

Ibl

Si b = 0, les valeurs sont nulles, donc tendent vers 0, si b # 0

tend vers 400 et te™* tend alors vers 0, donc g (0,b) = 0 pour tout b. Il
en résulte que la seule différentielle possible en (0, b) est 'application nulle.

Voyons s f(h,b+ ) est o D)) soit st | lim 5’%

f(h,b+ k)

On a =0 sih=0,et
VhZ £ k2
b+ Ko [b+k|
+ kle” r2
=——— sih#0,
hVRZ ¥ k2 s
h btk L
= 5 h, ,
h2+k h
. |6+ K| . —t
etsib# 0,t = —5— tend vers +oo si (h, k) tend vers (0, 0), donc te
h
tend vers 0 alors que | ———=| < 1: on a finalement f différentiable en
e | TR S f
(0,b) si b # 0.
i f(h k) . . .
Et en (0,0)? a-t-on lim = 0? Si h = 0, oui, mais avec
(0.0) (h,k)—(0,0) \/h§ + k2
k=h%h #0,0n a f(h k) = LS e~ ! quantité équivalente a
N vVh2+ k2 hvhZ + k4
| 7] qui tend vers - ou ~3 suivant que h tend vers 0% ou 07, mais qui ne

tend pas vers 0 : f n'est pas différentiable en (0, 0).
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La fonction f est de classe C™ sur R x R*, et le sinus étant borné par 1,

lim y2 sin Z : elle est continue sur RZ.
(z,9)—(=,0) Y

Différentiabilité en (zg,0).

On allin}) fl@o+h, 0’1 = f(0,0) = hn%JO =0= Q(ZO,O) =0,

puis m f(zo, k) — f(20,0) l m EsinZ —0= f(:co,O)
k—0 k
. f(zo+ h, k) .

On considére alors —————=, en passant en polaires, avec h = p cos @
s p P ) P

et k = p sin@, on étudie donc lim p sin%0 sin(M) =0:ilya

p—0 psiné
différentiabilité en (zg, 0).
Classe C* éventuelle ? Pour y # 0,0n a of =y cos 2, et im of =
0z (@:9)—(20,0) Oz
0 : cette dérivée partielle est continue en (zg, 0). Par contre, on a of _

oy
2y sing — x cos % Sizg #0, % prend toutes valeurs de R* si (z,y) tend
vers (zg,0), cos % n’a pas de limite, donc g—:; n’a pas de limite. Par contre,
z . of
si zg = 0, £ cos — tend vers 0 donc lim = (z,y) =
y (z,9)—(0,0) By @)
Finalement f n'est pas de classe C' mais df est continue en (0, 0).

Pour la différentiabilité d’ordre 2, en (zg,0) avec £¢g # 0, comme df n’est
pas continue en (zg, 0) elle n’est pas différentiable.

0
32 f _ ycos; _ 2¢ ~
En (0,0), (0 0) llm ” = 1, alors que 3 6y(0’ 0 =
< 3_f
lim 3?4@’0) 5" comme P4 0,00 = 2400
z—0 z ’ 8zdy "’ dydzx

d?£(0,0) nexiste pas.

Pour |z| < 1, |sin(z"y)| ~ [z |y| si y # O, dou la convergence
absolue de la série; vraie aussi si y = 0. En fait |sint| < |[¢| donne
[sin(z™y)| < |z |y| L a"sionalz|] K a<let|y <b:ilya
convergence  normale sur [—a, a) >< [—b,b], (avec 0 < @ < 1, d'od continuité
de la fonction somme, f, sur | — l[xR.

Pour z = 1, un(z,y) = sin(z"y) = siny : il y a divergence si y # km, (le
terme général ne tend pas vers 0) mais un(1,kr) = 0 donc f(1,k7) =0

ainsi que plus généralement f(p, kw) pour (p, k) € Z2.



Calcul différentiel 363

Pour |z| > 1, lilil |z™y| = +00, (si y # 0), mais par valeurs discrates.
n—-+00

Que fait alors sin(z™y) ? mystere! Tirons un voile pudique, sur les questions
que 'on ne sait pas résoudre et revenons a Pouvert Q =] — 1, 1[xR.

Ona aun(:c, y) = nz™ ly cos(z™y) done, si |z| < a < let|y| < b, on

7] ~1, . .
a ‘%un (z, y)l < nja|® b : il y a convergence normale, d'os existence et

o o)
continuité de % = Z nz™ lcos(z"y) sur Q.

n=0

Comme

g—i un(z, y)‘ = |z"cos(z™y)| < a”, on a aussi existence et

continuité de ﬁ sur 2 dou f de classe C 1

Oy
Mais on comprend en fait qu’il en est de méme des dérivées de tout ordre
(sommes de termes en |z|™~°*® facteur d’'un cosinus ou d’un sinus) d'ot f
de classe C*° sur ] — 1, 1[xR en fait.

n

z"cosny
~————=| £ —= : on a convergence
vn

vn

normale sur [—a,a] X R de la série des fonctions un, d’ou continuité de f

sur Q =] — 1, 1[xR.
au'n,

Puis B = v " Lcosny donc %uf < vn a" ! sur [—a,a] XR,

toujours avec 0 < a < 1, on a convergence uniforme (car normale) de la

Pour |z| € a < 1, |un(x,y)| =

0 u, .
série des dérivées donc 6_£ existe sur 2. Comme 6—; = —/n =" sinny,
on majore en module par /7 a™ d’'oit la méme conclusion, donc existence
et continuité de g et g sur 2 par convergence normale des séries de

oz oy
fonctions sur tout [—a,a] X R avec @ < 1. On a donc f de classe C* sur
Q, et méme de classe C™°, car les dérivées de toute ordre en T et y se
majorent en module par une somme finie de termes du type (cte). nP|a|™ sur
[—a,a] x R, d'ou1 convergence normale des séries des dérivées si |a| < 1.
Voyons si on peut ici préciser le domaine de définition.
F = {ny + 2pr : (n,p) € Z?} est sous-groupe de R, donc partout dense ou
du type aZ, (voir Tome 2, chapitre 5 exercice 1).

Si F = R, (& % € Q), il existe une infinité de n dans Z tels que

1 .
cos(ny) = 5 or cosinus est paire, il y a donc une infinité d’indices tels

n
que cos(ny) = 1 avecn € N, si |z| > 1, comme lim ﬁ = +o0,
n—-+00

2 vn

un(Z,y) ne tend pas vers 0, d’our divergence si y € 7Q.
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2

Si y € 7Q, en écrivant y = PoT _ ZPOT Gin = k - 2gg, cosny =

q0 290 "] |

. z|™|cos ny
cos(2kpgw) = 1, avec |z| > 1 on a encore lim ———= =
(2kpor) i Jm

divergence.
Donc si |z| > 1, il y a non existence de f, pour tout y.

ny
Enfin si |z| = 1, pour z = 1, un(l,y) = cos\/_:y = ’R,e(e\/ﬁ) par

q
transformation d’Abel, il y a convergence si y # 0 (27), (sommes E '™

n=p

bornéesenp et g et L tend vers 0 en décroissant), d’ous existence de f(1,y)

vn
pour y # 0 (2m) et pour x = —1, un(—1,y) = w
de f(—1,y) siy # m (2m).
1l y a continuité sur le domaine de convergence D, avec
D=QU{(Ly);y #0(2m)} U {(-1,v);y # =(2m)}.

q
En effet posons Sp g = Z cosny, pour q 2 D.
n=p

d’ou1 existence

Pou.rn>pona:
= - ——"(S '—S ])d \' —S -
Un COS'ny , n— onc, avec u .

Zun(z y) = ESP, (\/— ;;) f/q—sp,q-

n=p

Supposons que g = 1 et yp 7# 0 (27). On impose z € [0,1] et |y —yo| < @
« assez petit pour que Yy ne soit pas nul modulo 27.

1 z" zr+1
En fait |Spq| < < M = constante en y, les — —
sin g\ vr T+1
2
ifs, d Eq (z,y)| < M M btient 1
sont positifs, d’ou un(z,y — —— : on obtient le critere
= n k) X \/’7 X \/ﬁ

de Cauchy uniformément en z dans [0,1], y € [yo — a;y0 + o] d'ou la
convergence uniforme de la série des un(z,y) et la continuité de f en
(1,y0)- On fait le méme travail en (—1,y;1) avec y1 # 7 (2m) car alors

un(~Ln) = UL ey, 17 20 (21,

Comme f, polynémiale est de classe C™° sur R? les extrema éventuels sont
atteints en des points critiques.
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af 2 1 a7 8f 1 1 47

oz = 3% p¥t3 e -t vty
point critique si et seulement si (z, y) est solution de Si I GZ _ ]1‘?3 On
utilise les multiplicateurs _(15 puis _é doir

{ —47z = 47(-24 + 3) {a: =21

—4Ty = 47(4 — 24) y=20"
a*f 2 8%f 1 8fF 1
Comme %2 — "3 20y 12 et o2 = 5 et que, f étant

polynémiale de degré 2, la formule de Taylor-Lagrange (ou Young) est exacte
a Pordre 2, on a.

- 10 2,2 2, 1,2
f(21+h,20+k)—f(21,20)+2( L 2k)

= f(21,20) — 2—14(8h2 +2hk + 6k2)

1 k 2
= £(21,20) - 75 ((2n+ Z) ok )
il y a donc maximum absolu strict en (21, 20).
La fonction f est C* sur R} X R : les extrema sont a chercher parmi les

points critiques. Mais comme f est A valeurs strictement positives et que
la fonction Log est strictement croissante sur 0, +00[, on peut chercher les

extrema de g(z,y) = Log f(z,y) sur R} X R, g étant aussi C*°. On a
n

. n 1 } 2 3
9(z,y) = —5 Ln(2nz) — 5 Z(az —y)” dot

o o
a—i 2:1: :1:2 z:(az y) et g=—2:(az Y).

=1
On a (a:o, yo) pomt cnthue si et seulement si :

= — Za,, et zg = — Z(a, - yo) d'out zg = 0. Cest encore

=1

SEIREL S aiee
i=1

Comme z a; = nyy, il reste

=1

n n n
1 2 2, 2 1 2 1 2
To = ;2;01 —2yo+yo=;;ai _ﬁ(zai) )
= 1=
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n n
. 1 1 2
soit a:o=;l-(z a?—;(z ai) )
=1 i=1

On a un seul point critique et en fait zg est positif ou nul, nul seulement si
tous les a; sont égaux, et si yo = a = a;, Vz Donc si a; = as = = an,
pas de point critique dans Pouvert Q = R+ X R, pas d’extremum Sl les a;

ne sont pas tous égaux, en (zo, yo) on calcule la dlﬁ'érentlelle d’ordre 2.

8%g
on 7= 28 (n0) = 5~ 3 00— s 301 -
0 ;=1 i=1
n
n_n . 3 g(zo,y0) _ _ 1

,d’ﬁ =———=——Pu1 -~~~ - P
no, dou T 2z3 3 23 Ozdy 22 Z(az
Yo)

n n
(Z a; — Z az) = 0, (vu la valeur de yp).

i= =1
Enfin, t = & 959202,1/0)
d*g(z0,y0)(u,v) =

= —zﬁ’ d’ou la différentielle d’ordre 2 valant
0

2
— u
2:03
négative : il y a maximum local strict en (zg, yo) de g, donc de f.

n
o v2, avec zg > 0, elle est définie
0

1. D’abord, comme @ o f est continue sur [a, b], #(f) existe. On donne a f un
b

accroissement h,ona ¢(f+h) = ©(f(t)+h(t))dt, or, (Taylor-Lagrange
a Yordre 2, pour ¢, entre f(t) et fc(Lt) + h(t)), il existe 6(¢,h) entre O et 1
tel que :

h2 (t) ”

o(F(0) + b)) = o(F(8) + () (7)) + 8
don B(f +h) - o(f) = / he)o! (F(8))dt

@ (£(2) +6(t, h)h(2)),

b
+3 / h2()o" (F(£) + 6(t, h)h(2))dt.

a

On comprend bien que la premidre intégrale est linéaire en h, et que la
seconde est sans doute o(||h||cc).

Posons d¢(f)(h) = / h(t)(¢' o f)(t)dt, dp(f) est linéaire et
[do(f)(R)| < (b= a)ll¢" © flloo||Rlloo donc dg(f) est (b — a)ll¢’ o flloo

Llpschltmenne elle est continue. Il reste a voir si

BUF + 1) — () — do(H)(R) = & / W2 (e (£(2) + (e, (D)t
est o(]|h||oo)-
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On commence par imposer ||h||co 1, comme 0 < 6(¢t,h) < 1, les
(&) + 6(t, h)h(t) sont dans K=[- ||f||°° -1, ||f||°° +1], compact sur
lequel M = sup{|¢”(z)|;z € K} existe, et alors

1

b
3 [ W0 G0+ o mheer) < 56— ol

b
est bien o(||h||c0) d’ots ¢ différentiable et dp(f)(h) = / h(t)(¢’ o f)(t)dt.






CHAPITRE 17

Difféomorphismes, fonctions implicites

Ce chapitre, assez court, va permettre de déboucher sur le théoréme
des fonctions implicites, point de départ de I’étude des arcs de courbes,
des nappes, et plus généralement des variétés en implicite. Nous allons
utiliser des résultats, (Théoréme de Banach, ou des approximations suc-
cessives), établir au chapitre VI sur les espaces vectoriels normés.

1. Difféomorphismes

Soit U et V' deux espaces topologiques. On a défini, (Tome 2 défini-
tion 1.38)), les homéomorphismes de U sur V, c’est-a-dire les bijections f
de U sur V telles que f et la bijection réciproque f~! soient continues.

Qu’en est-t-il de la différentiabilité, si on suppose que U et V sont des
ouverts de F et F espaces vectoriels normés ?

D’abord, le fait qu'un homéomorphisme f de U sur V soit différentiable
n’implique pas que f~! le soit. Ainsi, pour U = V = R, l'application
fiz~ 23 est un homéomorphisme de U sur V, dérivable partout, mais
flit~ t1/3 pest pas dérivable en 0.

Cependant, si un homéomorphisme f de U sur V, (ouverts dans des
e.v.n) est différentiable en a, et si f~! est différentiable en b = f(a), les
deux applications linéaires continues df (a) et df ~!(b) sont inverses I'une
de Tautre, car identité (f~! o f) (z) = z, pour tout = de U, donne en
différentiant en a, (Théoreéme 16.17) : df ~1(f(a)) o df (a) = idg puisque
la différentielle de z ~+ x, (linéaire continue) en n’importe quel point
est cette application linéaire elle-méme, (exemple 16.20). Mais de méme,
Yy €V, fo f~1(y) = y donne df(a) o df ~1(b) = idr d’our le résultat. W

Cette propriété admet une réciproque dans le cadre des espaces com-
plets.
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THEOREME 17.1. — Soit U et V deux ouverts de E et F, Banach, et f
un homéomorphisme de U sur V différentiable en a de U. Alors f~1 est
différentiable en b = f(a) si et seulement si df (a) € Isom.(E, F), et alors

df~1(f(a)) = (df (a)) ™"

Ce qui précede montre que la condition est nécessaire, sans les hy-
potheéses E et I’ Banach d’ailleurs.

Elle est suffisante, car supposons df (a) dans Isomc(E F'), ensemble
des 1somorph1$mes continus de F sur F', et pour y voisin de b dans V,
avecz = f1(y) dans U on a :

y—b=f(z) - f(a) = df(a)(z — a) + ||z — alle(<),

avec }in}z g(z) = 0. On prend les images des deux membres par (df (a))~?,
il vient, en transformant un peu,

172. z—a=f"Y(y) - f~1(b)
= (df(@))~! (y — b) — ||z — al| (df (@)) " (e(x))

En fait, (df (a)) ™" est linéaire continue de F sur E, (Tome 2, corollaire
6.41) et si on montre que ||z —al| (df (@)~} (e(x)) est o(||y —b||), Pégalité
précédente s'écrivant f~1(y) — f~1(8) = (df(a)) ™" (y — ) + o|ly — bl|)
prouvera bien la différentiabilité de f~! en b, avec Pégalité df ~1(b) =
(dF(F20))

Or avec £ = f~1(y) et f~! continue, on a lin},e (f i) =0
y—)

puisqu’alors z tend vers a, et comme (df (a)) ™! est continue, a fortiori

lim (df (@)™ ((£ 1 (@))) = 0.

Puis en repartant de I'égalité 17.2, en norme on a ||z — a|| <
11 (df @) Il Hly = Bll + lle = all 1] (df (@) (e(f 72 (¥))) |I. Soit % il
existe o tel que |ly — bl| < @ = ||(df(a)) M e(f I < l dou

en fait (l — l) [lz — all < ||| (dj"(a))_1 Il ly — b||, et on peut ma-

jorer alors ||z — al| || (df(a)) ™" (e(x))||, (pour = = f~*(y) associé) par
2lly — il Il (df ()~ 111 11 (df (@) ™" (e(f 7 ())) |l ce qui donne bien
Faspect o(||y — b|[) de la quantité f~1(y) — F1(8) — (df(a)) ™" (y — b),
(on a ||y — b|| en facteur de quelque chose qui tend vers 0 si y tend vers
b). |
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La connaissance de df ~1(b) = (df(f! (b)))_1 va nous permettre
d’étudier une éventuelle continuité de df ~!
Justifions d’abord le

THEOREME 17.3. — Soit E et F deux Banach. L'ensemble Isom(E, F) des
isomorphismes continus de F sur F est un ouvert de L.(E, F) et s’il est non
vide, lapplication u ~> u~! est continue de Isom.(E, F) dans Isom.(F, E)
(et dans L (F, E), puisque Isom.(F, E) est ouvert dans L.(F, F)).

D’abord, si Isom.(E, F') est vide, il est ouvert, et la suite du théoréme
est obtenue puisque le cas ne se pose pas.
Supposons Isom.(E,F) # O, soit ug dans Isom.(E, F), on veut

inverser u voisin de ug. En fait, si on revient par u ! dans E, on peut
utiliser un résultat plus simple :

LEMME 17.4. — Soit E un Banach et v dans Lc(E, E) tel que |||v]|| < 1,
Uapplication line’aire idg — v est inversible.

— Z .’L‘n )
n>0
On sait, (Tome 2, Théoréme 6.25), que L.(E, E) est complet, (comme
E) pour la norme d’application linéaire continue. Dans cet espace complet,
la série des v™ est absolument convergente car |||v"||] < |||[v]||® : on a
une série géométrique convergente puisque |||v||| < 1, donc la série des
Up, converge (Théoréme 11.12).

Soit S = Zv hm SpavecSp-—Z'vp

n=0 ptoo n=0

On a (idg — v) 0 Sp = idg — vP*1, et comme 111_'1_1 vPtl =, et
p—T00

que le produit de composition est continue de (Lo(E, E))? dans L(E, E)
(bilinéaire, 1- Lipschitzien car |||a o b]|| < [||a||| |||8]|]), & la limite on a
(idg—v)oS = idg, et on justifierait de méme l'égalité So(idg—v) = idg,
d’ou le lemme. ]

(Penser :

Retour au théoréme. On a u de L.(E, F) inversible si et seulement si
Uy ! 6w = w Test, de E dans F cette fois. Pour appliquer le lemme, on
met w sous la forme idg — v, soit

v=idE—ualou=ualouo—u510u

-1 > 1
=g o (uo — u) dott [||v]]| < [[lug " |II |lluo — ull|



372  Analyse fonctionnelle

et, si [||ug — ul|| < ,on aura |||v||| < 1, donc ual ou=idg —v

1
lllug ||

inversible, donc u inversible : la boule ouverte de centre ug de rayon

g 111

De plus u = ug o (idg — v), avec les mémes notations,

donc u ! =(idE—v)_loua1 et 1 —uo = (Zv ) 01
soit u™ —uo —(Zv)

est dans Isom.(F, F') qui est bien un ouvert de L.(E, F).

oo
- 1 ey el
w7 — gl < (anvm")muo Il =l
n=1

On a li 0, et = — ||

n & lim L = 0, et comme [[ul] < fug ] lluo — wll

finalement lim |[||v]|| = 0 dot lim ™! = ug ! ce qui donne la
u—uQ u—uQ

continuité de Papplication u ~» u~!. |

REMARQUE 17.5. — Méme si jaime beaucoup cette justification, et tout
ce chapitre ou en fait on utilise tous les résultats établis de-ci de-1a, il
faut quand méme garder les pieds sur terre et dire un mot de ce qui se
passe en dimension finie, cadre essentiel d’application pratique du calcul
différentiel.

Le lemme peut se justifier comme suit : si idg — v est non inversible,
v(z
cest qu'il existe = # 0 tel que z — v(z) = 0, mais alors Gl =1 donc

T

[llv]]] = 1 : contredit |||v]|| < 1. el

Mais on peut justifier le théoréme 17.3 sans le lemme car si E et F' de
dimensions finies n et p sont tels qu’il existe ug isomorphisme de F sur
F, on an = p, et, en fixant des bases de E et F' on peut travailler sur
les matrices carrées d’ordre n. Alors dans My, (R) ~ R"’, Isom.(E, F)
est det ™1 (R*), Papplication déterminant étant polynémiale donc continue,
Isom.(E,F) = GLp(R) dans ce cas, est un ouvert de My (R), puis

A~ A7l avec A7 = 2

fonctions composantes eta.nt des fractions rationnelles par rapport aux
coordonnées a;; de A, dont le dénominateur ne s’annule pas.

t(comatrice de A), est continue, ses n
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DEFINITION 17.6. — Soient U et V deux ouverts des espaces vectoriels
normés E et F. On dit que f : U — V est un C! difféomorphisme de
UsurVsiet seulement si f est un homéomorphisme de U sur V, f et f~1
étant de classe C1.

On définirait de méme un dlffeomorphlsme de classe, CP, et on peut
dire qu'un homéomorphisme est un co difféomorphisme.

THEOREME 17.7. — Soient U et V des ouverts de E et F, espaces de
Banach et f un homéomorphisme de U sur V, de classe C1. Clest un
C1 difféomorphisme si et seulement si, Vz € U, df (z) € Isom¢(E, F).

On suppose donc f bijective de U sur V, avec df continue de L (E, F)
dans L (F, E) et telle que, Yz € U, df(z) est bijective. Donc le Théoréme
17.1 sapplique, f~! est différentiable, et en y = f(z),df 1(y)
(€0t

Mais alors, df ~! est composée de y ~» f~l(y) = z, puis de z ~»
df(z) = u et enfin de u ~ u~! de Isom.(E, F) dans L.(F, E). Toutes
ces apphcatlons étant continues, (c’est le Théoréme 17.3 pour u ~» u 1)
on a bien df ~! continue d’oti f est un C! difféomorphisme.

La réciproque est évidente. |

On peut remarquer que si f est de classe C1, et si a de U est tel que
df (a) € Isom.(E, F) ouvert de L.(E, F), par continuité de df, localement
df (z) restera bijective.

Nous allons voir qu’en plus f elle-méme va &tre localement bijective.

2. Théoreme d’inversion locale

THEOREME 17.8. — Soit E et F deux Banach, Q2 un ouvert de E, f une
application de classe C! de Q dans F et a dans Q tel que df(a) €
Isom.(E, F'). Alors il existe des ouverts U et V de Eet F,aveca € U C ,
tels que f réalise un C' difféomorphisme de U sur V.

Le c6té bijectif de df (a) permet d’inverser localement la fonction f.

On va commencer par chercher un voisinage U; de a tel que f réalise
une bijection de U sur V3 = f(U;). Cest un probléme du type : partant
de y proche de f(a), trouver un et un seul z tel que f(z) = y. Or, dans
les Banach, nous disposons d’outils pour résoudre des équations : c'est
le Théoréme du point fixe, ou celui des approximations successives. Mais
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pour les employer, il faut travailler sur un seul espace, c’est ce que nous
allons faire en remarquant que f sera localement bijective si et seulement
si fi = (df(a)) "} o f Test, avec fi : Q — E cette fois.

On sait alors, (Tome 2, Théoréme 6.37 dit des approximations succes-
sives), quavec r > 0 tel que Bp(a,7) C Q, et si 0 : £ ~ = — fi(z) soit
contractante sur cette boule, f; réalisera un homéomorphisme d’un ouvert
U; contenant a sur Vi = By(f1(a), (1 — k)r), ¢ étant k- Lipschitzienne
en fait.

11 nous faut donc avoir ¢ contractante, et pour majorer ||p(x) — o (y)||
on va utiliser le Théoréme des accroissements fini, (Théoréme 16.44).

Ona dy(z) = idg — dfi(z), avec f1 = (df(a)) Lo f
donc dfi(z) = (df (a) " 0 df (x),

(ne pas oublier que la différentielle d’une application linéaire continue, u,
en n’'importe quel point, c’est u).

Donc dip(z) = idg — (df (a)) ™! o df (z) est telle que dp(a) = 0.

Soit donc k €]0, 1], par continuité de dip, (f est de classe C* donc df
est continue), il existe r > 0 tel que

Bo(a,r) C Qet |||de(z)||]l| < & (< 1) sur By(a,r).

Par accroissements finis, ¢ est k- Lipschitzienne sur By, (a,) donc on a
déja un ouvert Uy, avec a € Uy C By(a,r) C R, tel que fi réalise un
homéomorphisme de U; sur Bo(f1(a), (1 — k)r), Ao, comme df(a) est
ouverte, (df(a))”! est continue) et comme f = df(a) o f1, on sait que f
réalise un homéomorphisme de Uy sur V1 = df (a)(Bo (f1(a), (1 — k)r)).

Puis df (a) € Isom¢(E, F), ouvert de L.(E, F), (Théore¢me 17.3), et df
est continue, donc il existe Us ouvert de F contenant a et inclus dans Q
tel que, Vz € Uy, df(z) € Isom.(E, F'). Mais alors, avec U = Uy N Us,
ouvert aveca € U C Q et V = f(U) ouvert car U est ouvert de Uy, et
f est un homéomorphisme de U; sur V3, donc V, ouvert de V7, lui-méme
ouvert de F', est un ouvert de F, on a un homéomorphisme f de U sur V
tel que, Vz € U, df (z) € Isom.(E, F) : le Théoréme 17.7 sapplique, d’ou
f difféomorphisme de U sur V de classe C1. |

DEFINITION 17.9. — Si f est différentiable en a, on dit que f est étale en a
lorsque df(a) € Isom.(E, F).

On vient donc de voir qu'une application de classe C1, étale en a est
un difféomorphisme local, tout ceci dans le cadre des espaces de Banach,
évidemment.
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L’application essentielle & ce niveau du Théoréme 17.8 est le Théoréme
des fonctions implicites.

THEOREME 17.10. — (Dit des fonctions implicites). Soient E, F, G trois
Banach, Q un ouvert de E x F et f : Q) — G une application de classe
C. Soit (a,b) € Q tel que la différentielle partielle dfy(a,b) soit un
isomorphisme de F sur G. Alors il existe un voisinage ouvert U de (a,b)
dans Q, et un voisinage ouvert W de a dans E ainsi qu’une application g
de classe C! de W dans F, telle que :

(z,y) € Uet f(z,9) = f(a,b) & (z € Wety=g(x)).

Ce théoréeme semble monstrueux et rebutant. En fait son idée est
simple : localement, 'équation f(z,y) = f(a,b), d'inconnue z, se résoud
en y = g(z), avec g de classe CL.

Nous allons justifier le résultat en supposant que f(a,b) = 0, sinon
on s’y rameéne en remplacant f par f — f(a,b).

On définit f1 : Q@ — E x G par fi(z,y) = (z, f(z,y)).

La fonction f; est de classe C! car ses composantes le sont et, pour
(h,k)dans E x Fona:

dfr (aa b) (ha k) = (h‘a dfz(aa b)(h) + dfy(aa b) (k)) s

(voir au corollaire 16.48 cette notation des différentielles partielles). Mais
alors df1(a,b) est bijective de E X F sur E x G car si on se donne
(r,8) dans E X G, et si on cherche (h, k) tel que dfi(a,b)(h,k) = (r,s)
forcément h = r, puis k = (dfy(a,b)) ~1 (s — dfz(a, b)(r)) : Yexistence
et 'unicité d’'un antécédent donne bien df;(a,b) bijective. Mais alors, le
Théoréme 17.8 d’inversion locale s’applique. Il existe dans £ X F' un ouvert
U contenant (a, b), et dans E x G un ouvert V contenant f1(a,b) = (a,0),
tel que f; réalise un C! difféomorphisme de U sur V.

En notant z = f(z,y) pour (z,y) dans U, comme fi(z,y) = (z, 2)

Papplication f; 1 au couple (z,2) de V' va associer un antécédent (z,y)
avec y fonction de z et de z, notée g;(z,2), et on a

((z,y) €U et z = f(z,y)) © ((z,2) €V et y = g1(z, 2)),

car C’est traduire f1(z,y) = (z,2) et (z,y) = f| Yz, 2).
Mais alors,

((x,y) €Uet f(a:,y) =0) And ((1770) € Vety=gl(:v,0)).
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En notant alors W = {z € E,(z,0) € V}, on a un ouvert de F car
si zg € W, il existe un ouvert élémentaire wg X wr de I'espace produit
E x F tel que (z0,0) € wg X wg C V. Mais alors, pour tout z’ de wg,
(z/,0) est dans V donc wg C W, on a bien W voisinage de x et ce pour
tout g de W.

On a finalement
((z,y) €eUet f(z,y) =0) & (z € Wety=g(z))

si on note g(z) = g1(z,0), définissant ainsi g de classe C' car composée
de z ~ (x,0), (classe C™) et de g1 qui est de classe C, (composante de
FT1). Cest fini! On a g. ]

L'ennui de ce théoréme des fonctions implicites est son aspect local
d’une part, et le fait que g n’est pas connue. Mais on va voir par contre
que dg est localement connue.

Comment déborder l'aspect local

Sous les hypothéses du Théoréme 17.10, a savoir (2 ouvert de E X F'
et f de classe C! telle que dfy(a,b) soit un isomorphisme de F' sur G,
par continuité de dfy, il existe un ouvert ' contenant (a,b) tel que sur
', dfy reste a valeurs dans Isom.(F,G), ouvert de Lc(F, G).

Soit alors W et W’ deux voisinages ouverts de a dans E, et g et ¢’
deux applications de classe C! de W et W’ respectivement dans F telles
que l'on ait deux ouverts U et U’ de E x F contenant (a, b) avec :

((z,y) €U et f(z,y) = f(a,d)) & (z € W,y = g(z))
et ((z,y) € U’ et f(z,y) = f(a,b)) & (z € W ety = ¢()),

alors sur W = la composante connexe de a dans W N W/, a condition
que pour tout z de W”, (z,g(z)) et (z,g'(z)) soient dans €', (cuvert
sur lequel dfy reste un isomorphisme) on a g = g, car si on introduit
A=W"n((g—-g)1({0})), cest un fermé de W”, (g — ¢’ continue), et
un ouvert car en g € A, g(zo) = g'(zo) = yo et comme on peut appliquer
le Théoréme 17.10 en (Zo, yo) puisque dfy(Zo, yo) € Isom.(F,G), get ¢
coincident dans un voisinage (inconnu) de zg avec la seule solution locale
fournie par le Théoréme 17.10, on a un voisinage de g sur lequel g = ¢/,
ce voisinage (quitte & le restreindre) est dans A. Comme a € A, et que
W" est connexe, A = W et finalement g = g’ sur W”.

Calcul de la différentielle de la fonction implicite.
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Avec les hypotheses du Théoréme 17.10, si on a localement f(z,y) =
fla,b) & (y = g(z) et £ € W), avec g de classe, C1, cest que,
Vz € W, f(z,g(z)) = f(a,b) est constante en z, donc en différentiant
on obtient :

dfz(, 9(2)) + dfy(z, 9(2)) o dg(z) =

et comme les hypotheses sont telles que, Vz de W, (z, g(z)) reste dans
Pouvert sur lequel dfy est a valeur dans Isom¢(E, F), (sinon par conti-
nuité, on restreint W pour qu’il en soit aussi) on a

17.11. dg(z) = — [dfy(z,9(2))] " o dfz(z, 9(x)).

Un cas particulier important
THEOREME 17.12. — Soit Q un ouvert de R™, f une applicati%n de classe
CP de Qdans Ret a = (ai,...,an) dans Q un point tel que %(a) #0.

n
1l existe un voisinage U de a dans R™, un voisinage W de (ai,...,0n—1)
dans R" 1 et une application g de classe CP de W dans R, tels que

((z1,-.-,zn) €U et f(x1,...,2n) = f(a1,--.,0n))
& ((z1,-.-,Tn-1) € W et zp, = g(z1,...,Tn-1))-

De plus, pour j =1,...,n—1,0n a sur W,
of

ag 613 (1’1, vzn—].,g(xl)""xn—l))
9z ($1, az’n—l) == af .
J oz (xla ;-’l’n—lag(ml,-‘-al'n—l))
n

J’ai toujours trouvé trés longs les énoncés de calcul différentiel. Pas
vous?

On applique le Théoréme 17.10 4 E = R* 1, F = G = R, on note
a = (01,...,apn—1) € E,f = ap € F et a = (a, ). On considére
z = (21,...,Zn—1) et y = Tp. La différentielle partielle dfy(a B) est

I'application linéaire de R dans R définie par ¢ réel donne (a B) - t,

(produit dans R), c’est donc un isomorphisme de R dans R le théoréme
s’applique.

Lidentité locale f(z1,...,Zn—1,9(Z1,.-.,Zn—1)) = 0 conduit, en
prenant la dérivée partielle par rapport & z;, a I'égalité :
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fo(@1, Zno1,9(21, - Tn1)

+f:,tn(w1) cee >$n—1ag(x17 oo >$n—-1))g:/zj(mla e ’xn—l) =0

qui donne Yexpression voulue de g:’,j (z1,.--,Zn—1) vu la non nullité de

:,'Bn(:vl, ceeyZn—1,9(21,...,Zn—1)), et cette expression permet de voir
que g est de classe CP car toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur
a p de g vont exister et &tre continues sur W.

17.13. Sin = 2, on obtient les arcs de courbe en implicite : si
est un ouvert de R?, f une application de classe CP de Q dans R,
(z0,y0) € Q tel que f(:co,yo) =0et fy(zo,yo) # 0, on a localement,
(f(z,y) =0) & (y = ¢(z)) avec ¢ de classe CP, vérifiant p(zg) =
L'identité (locale) f(z,¢(z)) = 0 donne f; + f¢'(z) = 0 don

R e)
? ) =~ @e@)

La tangente en My(zo, yo), & arc de courbe a pour équation

_ _ fz(@o, 0(z0))
Yy —1yo = ¢ (z0)(x — z0) = —m(w — Zo)

ou, plus symétriquement :

17.14. (z — x0)fz(20,%0) + (v — o) f (0, ¥0) =
équatlon de la tangente que I'on obtient également s1 on avait au départ
fr(zo,y0) # 0, et que l'on avait tiré implicitement z fonction de y.

17.15. Sin =3, on obtient les nappes en implicite : trés briévement, soit
Q un ouvert de R3, f : Q — R de classe CP, (zg, Yo, 20) dans  tel que
£(20,90, 20) = 0 et df (z0, o, 20) 0, alors localement, £(z,y, z) =
(Pune des coordonnées est fonction, (de classe CP) des 2 autres), donc M
de coordonnées (z,y, z) est localement sur une nappe paramétré, de plan
tangent ayant pour équation :

17.16. (X - x)fé(xa y,2) + (Y - y)fg,;(za y,2)+(Z — z)f;(z, y,2) =0
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1o}
En effet supposons —‘i(zo,yo,zo) # 0, on obtient localement z
fonction de (z,y) : z = p(z,y), et l'identité

,_ Fy(zy0)
et T Ty e)

La nappe parametree par (:1: y, o(z, y)) = F(z,y, 2) est telle que les
vecteurs Fy, = (1,0,¢7) et Fy; = (0,1,¢}) sont indépendants, on a un
plan tangent d’équation :

X—x Y-y Z—-2
1 0 o | =0
0 1 Py
qui se développe en
(X —z)(=¢L) — (Y - y)gog, + Z — z =0, soit encore
By

Z

en (X—:B)]fc—%+(Y y) +Z-2z=0

ce qui donne Pexpression symétrique, avec z = @(z,y),

(X - :L‘)f;;(l', Y, (p(fl?, y)) + (Y - y)fgl;(z, Y, Z) + (Z - z)f:lz(z’ Y, Z) =0.

3. Problémes d’extrema liés

Un exemple. Promenons—nous, dans R3 euclidien, sur la sphére unité,
S, déquation 2 + y2 + 22 = 1. A chaque point m de S on peut
associer la somme des distances aux plans de coordonnées, cest-a-dire
f(z,y,2) = |z| + |y| + || et comme cela, tout d’un coup on se demande,
tiens, quant est-ce que f est extrémale?

On cherche donc les extrema de f, fonction de z,y, z les vanables
étant liées par la relation g(z,y, 2) = 0 avec g(z,y, 2) = 22+ y2 + 22— 1.

Généralisons ce probleme.
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THEOREME 17.17. — Soient f et g deux fonctions deﬁnzes sur 2 ouvert de
E espace vectoriel normé, & valeurs réelles, de classe C’ et
S = {z; z € Q,g(z) = 0}. Si la restrictionde f & Spresente enade Sun
extremum, et si dg(a) # 0, alors il existe ) réel tel que df (a) = Adg(a).
En effet, comme dg(a) # 0,3v dans F avec dg(a)(v) # 0.
Soit u quelconque dans E. On définit deux fonctions des variables s
et t réelles par

F(s,t) = f(a+ su+tv) et G(s,t) = g(a + su + tv).

Comme 6 : (s,t) ~ a+ su + tv est continue et que 6(0,0) est dans
ouvert, il existe un voisinage ouvert O de (0, 0) dans R? tel que (0) C Q.

Soit A = {(s,t); (s,t) € O; G(s,t) = 0}, la fonction F|, présente
en (0,0) un extremum, car il existe un voisinage V de a dans E tel que
z €V NS = f(z) < f(a) par exemple, (si I'extremum est un maximum
local), mais il existe W voisinage de (0, 0) dans R? tel que

(s,t) e W =>0(s,t)=a+su+tveV
donc si (s,t) € W N A, comme alors 6(s,t) € VN S, on a bien
F(s,t) = f(6(s,t)) < £(6(0,0)) = f(a) = F(0,0).

Or G} : dg(a + su + tv)(v), donc G4(0,0) = dg(a)(v) # O, on
peut apphquer le théoréme des fonctions 1mp11c1tes agGq, et localement,
G(s,t) = 0 & t = @(s), avec p(0) = 0, ¢ de classe C!, et de plus

Gi(t, o)
7= "Glep)

Cette fois-ci, cest la fonction s ~ F'(s, ¢(s)), définie sur un voisinage
de 0 dans R, dérivable, qui présente en 0 un extremum, donc sa dérivée
en 0 est nulle, soit encore F,(0,0) + F{(0,0)¢’(0) =

11 ne reste plus qu’a calculer ces dérivées partielles et on obtient :

df (@) (w) + df (@) (v) (—%ﬁ—”—;) —o,

dotr, avec )\ réel égal a E ))(( ; (ne pas oublier que df(a)(v) est un
réel...) on a,

Vu € E, df(a)(u) = Adg(a)(u)

d’our la proportionnalité des différentielles en a. a
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Si on revient au cas le plus général de deux fonctions f et g définies
sur une partie K pas forcément ouverte de E, a valeurs réelles, et si
A = {z; z € K, g(z) = 0} les extrema de la restriction de f @ A sont &
chercher :

o
1) parmi les points de AN (K\ K);
o
2) ceux de AN K ou f, (ou g) n'est pas de classe C;
) o]
3) ceux de A N K ou, avec f et g de classe CYona dg =0;

[e]
4) enfin ceux de AN K on f et g étant de classe C, on a dg # 0 et
df (a) proportionnelle & dg(a).

Cette liste semble longue, mais, si vous &tes un lecteur honnéte,
vous ne pouvez appliquer le Théoréme 17.17 que si ses hypothéses sont
vérifiées, ce qui ameéne a considérer ces différents cas.

Que fait-on quand on tient un tel point a? On étudie le signe de
f(a+ u) — f(a) pour u dans un voisinage de 0, (dans F) mais tel que
g(a + u) = 0. Parfois, I'utilisation de développements limités obtenus en
traduisant P'égalité g(a + u) = O facilite les choses.

Dans le cas ou a est tel que df (a) = Adg(a) avec dg(a) # 0 on peut
poursuivre un peu I'étude théorique.

En effet soit ¢ définie par ¢ = f — Ag, pour u tel que g(a + u) = 0,
ona

pla+u) —p(a) = fla+u) - f(a).
Par ailleurs dp(a) = df(a) — Adg(a) = 0. Si on suppose f et g

différentiable a l'ordre 2 en a, on a (formule de Taylor Young, Théoréme
16.54) :

pla+u) — pla) = 2d%p(a) () + of|ful %),

et on est ramené a P'étude de la forme quadratique u ~» d2¢p(a)(u,u)
mais pour les u tels que g(a + u) = 0, ce qui, si u € R™, rameéne a n — 1
variables, car en écrivant

0 =g(a+u) —g(a) = dg(a)(u) + o(||ul])

n .
avec dg(a) # 0 on exprime un u; sous la forme u; = Zﬂiui + o(||u]]),
i=1

i#j
les (3; étant des constantes et I'expression de ¢(a+ u) — ¢(a) devient une



382  Analyse fonctionnelle

forme quadratique en les u;, pour i # 5, plus un terme o(||u||?) : on est
ramené a l’étude faite en 16.63, 16.64, 16.65 et on peut théoriquement
s’en sortir.

Enfin, toute remarque de bon sens éliminant les calculs est la bien-
venue. Par exemple, si on est sur un compact, les bornes sont atteints;
ou bien si dans tout voisinage de a on trouve des valeurs de f de part et
d’autre de f(a) il n’y a pas d’extremum...

Je traiterai pour terminer lexemple du départ

Les fonctions f : (z,y,2) ~ |z| + |y| + |2|
et g:(x,y,2) =22 +y?+22-1
sont définies sur R3. La sphere S = {(z,v,2); g(z,y,2) = 0} est un

compact de R3, donc f, continue, y atteint un maximum et un minimum
absolu.

La fonction f n’est pas différentiable si z (ou y, ou 2) est nul, les
fonctions sont paires en z,y,z : on étudie d’abord sur louvert 2 =
10, +00[3. Alors f(z,y,2) = £+ Yy + 2 et la proportionalité de df (a) et de
dg(a) se traduit par les conditions

2 __ 2

1 1 1’
(proportionnalité des dérivées partielles),

1
d’oﬁa:=y=z=aavec3a2=1, soita=—3

(on suppose z,y, 2, > 0).
On étudie le signe de

1
(\/_+u,\/_+v,\/§+w)—f(—3,—3,—3>=u+v+w

sachant que

donc que

%(u+v+w)+(u2+vz+w2)=0
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Ici le calcul est facile, (vous ne pensiez pas que j’allais traiter un
exemple difficile, et puis quoi encore). On doit étudier le signe de

3
—%(zﬁ +v2+w?):

111
V3 V3 V3
(—61— £2 6—3) les €; valant 1 ou —1, vu les parités. La valeur de f est
\/§’ \/ga \/§ ’ 7 ’ p .

alors de /3.

Et sur les cercles x =0, ouy =0,0u z =0?

Siz=0,o0na (z,y) dans R2 tel que 22 4 y2 = 1, et on étudie la
fonction fi(z,y) = |z| + |y|- On peut se ramener a z > Oety > O,
poser £ = cost,y = sint, et étudier les variations de fi(cost,sint) =

cost +sint pour t € [0, g]

c’est négatif, il y a maximum local en ( ) et en chaque point

C’est encore ) (t) = v/2cos (t — %), donc ¢; croit de 1 a v/2 puis
décroit jusqu’en 1.

Comme sur le compact .S, le minimum absolu doit étre atteint quelque
part, c’est aux points du type (1,0,0) ou (0,1,0) (¢ = 0 ou g), et plus
généralement aux points (€1, 0,0), (0, £2,0) et (0,0,¢3), €; ==*1, la valeur

de f étant 1.
V2 V2

I) des points du type x = T,y = ?,z =0,

4
(et de ceux déduits par symétries), ou f vaut V2.

V2 V2
a:|—,

RIER 0 ]), si on se déplace sur le cercle z = 0 on vient de

voir qu’il y a un maximum local.

On va se rapprocher de a sur le grand cercle z = y, que l'on peut
sint
V2o
se rapprochera de a, avec z,y, 2 positifs, si ¢ croit vers 3"

Onaalors f(z,y,2) = ¥(t) = V2sint+cost et ¥/ (t) = v/2cost—sint

tend vers —1 si ¢ tend vers g :1a fonction ¥ décroit vers 3 il y a minimum

Il reste le cas, (t =

En

paramétrer. Comme 222 + 22 = 1, prenons & = =y,2 = cost :on

local en a sur ce grand cercle, donc ni maximum ni minimum en a.

) , cost .
Attention au sens de parcours : le paramétrage z = W, z = sint

conduit & f(z,y,2) = ¢(t) = v2cost + sint avec un ¢/(0) = 1 mais, si ¢
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tend vers 0 en décroissant le point (x,y, z) se rapproche de a, alors que
les variations de ¢ s’étudient avec t croissant : si le point se rapproche
de a, il faut faire décroitre t pour garder z > 0 : dans l'utilisation

de paramétrisation des arcs, il ne faut pas oublier de tenir compte de
T'orientation de ces arcs.

EXERCICES

1. Soit ¢ : (z,y,2) ~ (z + 3y% — 23,222y2, 222 — zy).

Montrer qu'on voisinage de (1,—1,0), ¢ est bijective. Matrice jaco-
bienne de ¢! en ¢(1,—-1,0).
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4.

5.

6.

7.

8.
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Extrema de la fonction (z,y,2) ~ f(z,y,2) = zLlnz 4+ yLny +
zLnzavec z,y,z liésparz+y+2=3a, a>0.

Soit f de classe C! de R dans R, avec |f'(z)| < k < 1 pour tout z
de R. On définit ¢ = R? — R2 par ¢(z,y) = (z — f(¥),y — f(z)).
Montrer que :

1) Si P est une partie bornée de R2, ¢—1(P) est aussi bornée.
2) ©(R2) est un fermé de R2.
3) ¢ est un C! difféomorphisme de R? sur R2,

Soit f de classe C! de R? dans R. Montrer que la fonction implicite
z = @(x,y) définie par la relation f(z2 — y2,y% — 22) = 0 vérifie la
relation Yo @}, + T @y = TY.

‘Maximum du produit des distances d’'un point M d’un triangle

ABC, aux trois cotés du triangle.

Extrema de f : R® — R définie par f(z,v,z) = zy + yz + 2z, avec
z,Yy, z liés par la relation x +y + 2 = 1.

La relation z2 + 32 = ezA'tg(%), pour (z,y) € R* x R permet de
définir y fonction implicite de z, par y = ().

1 ’2\3

Exprimer _,(I_ziziﬁl?
@ 2(z + ¢?)

Soient a, b, ¢, k des réels strictements positifs. Extrema de la fonction
fi(zy,2) » f(z,y,2) = (1+2)(1 +y)(1 + 2), avec z,y, 2 liés
par la relation a*b¥c* = k, ou a, b, ¢ sont distincts de 1.

SOLUTIONS

La fonction ¢ est de classe C*° de R® dans R3, ses fonctions composantes,
u, v, w Pétant car polynémiales. La matrice jacobienne de ¢ est

1 6y -322
J(¢,(z,9,2)) = dzyz 2a%z 22%y |
-y -z 4z
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etena = (1,—1,0) elle vaut

1 -6 0
A=(0 0 —2)
1 -1 0

de déterminant 10 non nul.

Donc ¢ est étale en a = (1,—1,0), elle établit un difféomorphisme lo-
cal d’'un voisinage ouvert U de a sur un voisinage ouvert V de ¢(a) =

b = (4,0,1), $~* ayant pour différentielle en (u,v,w) = ¢(z,y,2),
(d¢(¢>"1(u, v, w))) ! En particulier en b, la matrice jacobienne est

L (2 0 12
A'1=1—0(—2 0 2).

0 -5 0

La fonction f est définie sur Youvert 0, +oo[3= €, , y et z jouant des réles
symétriques.

Elle est de classe C™ sur €, et la proportionnalité des différentielles de f
etde g: (z,y,2) ~> ¢+ y + z — 3a se traduit par

1+Lnz 1+Lny 1+Lnz
1 1 1

soitparz =y =z,avecc+y+2=3a,doncc =y =2 =a.
On étudie le signe de I'accroissement de la fonction :

fla+u,a+v,a+w) — f(a,a,a), avecu+v+w=0.

Ona fla+u,a+v,a+w)=(a+u)Ln(a+w)
+(a+v)Ln(a+v)+ (a+w)Ln(a+w)
2
avec Ln(a + ) = Lna + Ln (1 + E) =Lna+ < - u_2 + o(u?)
a a 2a
donc, par développement limité,

fla+u,a+v,a+w)=3alna+ (u+v+w)(l+Lna)
1 1
+(@? +v® +w?) (E - %) +o(u? + 0% + w?).

Comme f(a,a,a) = 3aLna, et que u + v+ w = 0, il reste
1
fle+u,a+v,a+w) - f(a,a,a) = %(u2+v2+w2)+o(u2+vz+w2) :

la quantité reste localement positive, (nulle siu = v = w = 0) :ily a
minimum local strict en (a, a, a).
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1) Soient a1 = (z1,¥1) et a2 = (z2,y2) dans RZet A; = (X1,11)

Az = (X2,Y2) les images par . On norme R? par la norme somme des
modules des composantes.

Onal||A; — A2|| = |21 — 22 — (f(y1) — f(y2))I
+ly1 = y2 — (f(z1) — f(z2))l-
Or|z1 —z2 — (F(v1) — F(¥2))| 2 | |21 — z2| — |f(v1) — Fw2)] |
dodr | X1 — Xo| 2 |21 — 22| — |f(11) — f(¥2)ls
(un réel est inférieur a sa valeur absolue), avec, (accroissements finis),
|f(y1) — f(y2)| < kly1 — y2|, d'ous finalement
| X1 — X2| 2 |1 — 22| — k|y1 — y2|- Mais de méme
Y1 — Y2| 2 |y1 — y2| — k|z1 — z2|, doit, en sommant,

[|[A1 — A2|| 2 (1 = k)(|Jz1 — z2| + |y1 — 92]) = (1 — k)l|a1 — a2]|.

Mais alors soit P une partie bornée de RZ, al,az dans (,a_l(P), clest
que A; = p(a;) et A2 = ¢(a2) sont dans P, et comme ||a; — a2|| <

1 -1
1% ||A1 — A2]|, on a ||a1 — a2|| majoré d'otr ¢~ (P) bornée.

2) Soient des Ay de ¢(R?) convergeant vers L adhérent 2 ((R2), en
traduisant cette convergence on obtient les Ay dans une partie bornée de

R?, notée P. Mais avec ay, dans R? tels que @(ay) = Ay les a € o~ }(P),
partie bornée, donc aussi a p—1(P) compact de R2, (fermé borné).

11 existe une suite extraite (ag( k)) keN convergente, de limite a, comme ¢
est continue, (ses composantes le sont), on a :

<p(a) = klllfoo ¢ (ae(k)) - k—lil-ll-loo Ag(k) =L

don L € p(R?) qui est fermé.
3) La matrice jacobienne de ¢ est

—f'@) 1

de déterminant 1 — f’(z) f'(y) # 0 car |f'(z)f' (v)| < 1.

Le théoréme du difféomorphisme local s’applique en tout point de RZ, donc
©(R?) est un ouvert de R2. (Si A = ¢(a) € p(R?), il existe U ouvert
de R? contenant a et V ouvert de R? contenant A tel que ¢ réalise
un difféomorphisme de classe C! de U sur V, dot V ouvert contenant
A et inclus dans o(R?)). Mais R? est connexe et ¢(R?) non vide donc
©(R?) = R? : ¢ est surjective.

Enfin ¢ est injective car si p(a1) = p(az) = A, comme alors ||a; — a2|| <

m”A — A||,(voir 1),ona aj = aa.

La bijection ¢ ayant sa différentielle bijective partout, on a bien un ct
difféomorphisme de R? sur R%.
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Analyse fonctionnelle

On suppose quleffectivement, f(z? — y2,y° — 22) = 0 permet de tirer z
fonction implicite de z et y, donc qu’en notant u et v les variables génériques
de f, on soit en un point (zo, Yo, 20) tel que f(a:g - yg,yg - zg) =0et
—20fo(z8 — ¥3, 45 — 25) # 0.

La relation f(z? — y2,3% — ¢?(z,y)) = O donne alors

20fy — 209z fy =0
et
—2yfu +2yfy — 20y fy =0.

On multiplie par y la premiere, par z la deuxiéme, on ajoute, il vient :
2fy [~yp ez + zy —z00y] =0,
soit comme on travaille sur un voisinage ot f,, # 0, la relation voulue

/ /
TP Py +Yp Pz = TY.

Soit M point du triangle A, B, C; a, b, ¢ les longueurs des cétés BC,CA,
AB et dy,dp,dc les distances de M aux cotés BC,C A, AB respective-
ment.

On a déja d4dpdc 2 0, et ce produit est nul, (donc minimum) si M est sur
un coté.

L'aire de M BC est %dAa, donc en notant u, v, w les aires de M BC, MCA,
MAB,onau+v+w= S8, aire du triangle, et

uw = %(abc) dadpdc.

On cherche donc le maximum de f(u,v,w) = %u‘vw sachant que u+ v+

w = S, dans l'intérieur du triangle.
La proportionnalité des différentielles s’écrit tw_w_w

1 1 1
UVW  UVW _ UDW
ou encore — = —— = ——
v w

d’ou u = v = w, (pour un point intérieur au triangle, on a u,v et w > 0).

Il y a un seul point critique pouru = v =w = %,ma.is alors aire (M BC) =

:}‘- aire (ABC) donc la distance de M a la base BC est le tiers de la

distance du sommet 2 cette base, M est sur la paralléle 3 BC passant par G
centre de gravité du triangle, mais les 3 c6tés jouent des roles symétriques
donc M est centre de gravité du triangle, et comme le maximum absolu
de dadpdc, (fonction continue de M) sur le triangle ABC, compact, est
atteint quelque part, que ce n’est pas sur le bord, et qu’il n’y a qu’'un point
critique a lintérieur, le maximum est atteint au centre de gravité.
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La fonction f étant de classe C™° sur R3, les seuls extrema possibles sont
en des points critiques ol il y a proportionalité des différentielles, donc des
points telsque z +y+2=1et

y+z _zT+2z_y+=z I |
1 -1 1 ofTvTETy
Ona
1 1 1 111
f(3rug+vz+e)-£(333)
=§(u+v+w)+uv+vw+wu

mais u, v, wsonttelsque%+u+%+v+%+w=1doncu+'v+'w=0.
1 1 111
Ilrestef(3+u,3+v,§+w) —f(-

3,§,§) = uv + vw + wu. On
décompose par la méthode de Gauss en :

(u+w)(v+w) —w’ = i(u+v+2w)2—i(u—v)2-—w2,

etcommeu+'v+'w 0,

12 1 2 .2 _ 1. o 3 o
il reste 41w 1(u v)° —w® = 41(u1 1v) 4(w).
=, =,2)<0:
onaf( +u,3+v, w) f(3,3,3)\0
111
il y a maximum absolu en 333

La fonction f : (z,y) ~ z° + y% — ?ATEY o5t de classe C°° sur
Touvert @ = R* x R de R?, ot z2 + 3% > 0 donc f(z,9) = 0 &
In (22 + %) — 2Arctg Yo

Comme lapphcatlon (r, 0) ~ ('r cos 0, 7sin @) est un C* difféomorphisme
de ]0, +-00[x] — 5, E[U]O’ +oo[x]§, 3?[ sur 2, on peut aussi remplacer
cette relation par la relation équivalente 2lnrT — 20 = 0, ou r = el
qui donnera z et y fonction de 0 : =z = efcosf,y = %sin 6, avec
0 €] — n/2,m/2[, ou par la relation 2Inr — 2(0 - %) = 0 qui donnera

z = e Zelcosh et y = e %efsing lorsque 6 € ] 25 [ On continue
3
b 2 .

dy = eo(sine + cos 0)df; dx = ea(coso —sin#)

SE)

pourOdans] -
On a alors :
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donc, pour 6 # %(w) on aura

_ (sin@+cosf)ef z+y
d:c (cosf —sinf)ed ~ -y’

On peut tirer y fonction de z, si on peut inverser 6 ~~ e%cos8 donc au
voisinage de tout point 0y # 1 et # E(?I').

Puis o = da:2 _ 1+ )= (s;)_— ‘/5)12— @)z + )
_ (m - (z ) (z+9) _2(z® +4%)
h (z —y)? RS

2 3
(1 +(z20) )
1+e?)° _ 2oy
P22 +¢?) 422 + )2
(z —y)®
_ 2+’ -y)°
(z—y)84(? +42)3

Sur Touvert Q' = {(z,y) € R%,z # 0,  # y} on a donc y fonction

d’otu

(22 +y?)

=2.

o " 1+ 2)3

implicite avec I'identité m = 2 le long de P'arc en implicite. (Si
ar (22 +¢?)

0¢c ] 72r -5 [ le facteur d’homothétie disparait dans le résultat final.)

8. On peut encore chercher les extrema de f,z,y et z étant liés par zlna +

ylnb + zlnc = Ink. Comme f est de classe C™ sur R3, on cherche les
points ou les différentielles sont proportionnelles, soit z, y, z tels que

A+y)(1+2) _(1+2)(1+2) _ (1+2)(1+y)
Ina Inbd Inc
Clest l’é_qu.ivalent a:
{(1+z)[(1+y)lnb—(1+:c)lna] =
1+z)[(QA+2)lnec— (1+y)Inb] =

1 cas:1+z=0.Nlreste —(1+z)(1+y)Inb=0dou (1+z)(1+y) =0,
ona:

soit £ = -1, y quelconque,

soit y=—1, z quelconque.
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Vu les roles symétriques des variables z, y et 2, on a donc les points avec
2 coordonnées égales & —1, et la troisidéme calculée par la relation liant
z,y, 2.

Par exemple en Tg = —1, yg = —1, et zg avec ¢*° = abk soit zg = lnl(ank),
puisenz; = —1,2; = —1let

_ In(ack) _In(bck)

=1d eten zo = na ,Y2 = 22 = —1.

En ces points f est nulle. Considérons (zg, Y0, 20)-
In abk
Inc

+ w), avec u, v, w liés par la relation

Pourz=-14u,y=-14v,2=

In abk
In

+ w par exemple,

f(z,y,2) =wv(l+
(-1+u)lna+ (-1+v)lnb+ (lnl(%k) +w) Inc=Ink

soit u lna + vln b 4+ win ¢ = 0, donc on étudie le signe de

Inc Inc Inc

w (1 + In(abk) wulna+vin b) (ln (abck) — ulna — vin b)

Si In (abck) # 0 le signe dépend de celui de uv, non constant da.ns un voisi-
nage de 0, alors que si In(abck) = 0 on a f(z,y,2) = —l—(u Ina +
vInb)uv qui change de signe quand (u,v) donne (—u, —v), (fonction ho-
mogene de degré 3). Finalement en ces points, pas d’extremum.
Xeas:z# -1,z #-1y# -1

On résoud le systéme :

zlna +ylnb+zlnec=Ink
{—zlna-{-ylnb =Ina—1Ind
ylnb—zlnc=Inc—Inb
. ack . . -

dou 3ylnb = In VR et on obtient un point critique, (calculs affreux
vraiment, qu’est-ce que je regrette d’avoir choisi et exercice), de coordonnées
In bczk In % In —("cbzk)
3na’ %~ 3o 3lnc

To = et zg =

On prend un accroissement u, v, w de fagcon que

(o +u)na+ (yo + v)Inb+ (20 + w)lnc = Ink,
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soit, comme

rolna+yolnb+ 20lnc=1Ink,
tel que
) ulna+vlnb+wlnec=0.
On a f(zo + u,yo + v, 20 + w) — f(Zo, Yo, 20) qui vaut
(1 +=zo +u)(1+yo +v)(1+ 20 +w) — (1+20)(1 +y0)(1 + 20).-

On développe en ordonnant en u, v, w. La partie du premier degré disparait
compte tenu de @D . Il reste

1+ zo)vw + (1 + yo)uw + (1 + 2zp)uv + uvw

soit
In (abck) [ W uw

uv
3 lna+m+m]+"”“’

avec u, v, w vérifiant @ .

On étudie donc, avec w = ne le signe de
In (abck) w v’lnb  w’lne w | ww
3 [ Inc Inalnc Inblne lnc+lnc +uvw

_ In(abck) (ulna)? +ulna vinb+ (vinb)?
E ( Inelnblnc +uvw

or la forme quadratique (zIna)? + (ulna)(vinb) + (vinb)? est définie
positive : cest (ulna + Zvlnb)? + Z(v Inb)?; donc il y a un extremum

2
. . In (abck)
si In (abck) # 0, dont la nature dépend du signe de molbne
que si In (abck) = 0, il reste le signe de uvw qui change de signe dans un
voisinage de 0, donc pas d’extremum.
Un tel exercice est ignoble ! Mais je me suis peut-étre trompé. Il y a des jours
ol on ferait mieux de rester couché!

, alors



CHAPITRE 18

Equations différentielles

Ce chapitre est a la fois un aboutissement et un point de départ.
Aboutissement parce que nous utiliserons des résultats tels que le
théoréeme du point fixe pour obtenir I'unicité locale des solutions sous
certaines conditions, 'axiome de Zorn pour l'existence de solutions maxi-
males, les séries entiéres pour la recherche de solutions particuliéres, les
réductions d’endomorphismes pour les équations linéaires a coefficients
constants.

Point de départ, parce qu'en fait les applications des équations
différentielles a la physique sont innombrables, mais aussi parce quen
mathématiques c’est la porte ouverte a l'algébre de Lie, mais aussi aux
techniques numériques de résolution.

Sur un plan plus personnel, c’est un aboutissement parce que j’ai
décidé de clore ce cours par ce chapitre, et de retourner ensuite a des
occupations plus saines, vannerie, cannage de chaises, jardinage... d’o
un point de départ vers une existence dégagée de cette obligation de
rediger chaque jour quelques pages (méme en ce 1°¥ janvier 93, 4 ce propos,
meilleurs veeux!)

1. Généralités sur les équations différentielles

Soit un Banach E, A une partie de R x E™*1 et ¢ une application de
A dans F qui a (t,zg, 21, - -, Zn) associe ¢(t, Zg, L1, -.,Zn)-

18.1. On appelle équation différentielle d’ordre n, sur E, associée & ¢,
léquation :

182. ¢ (t,:v(t),x’(t), s ,a:(")(t)) =0

ou l'on cherche des couples (I, z) avec I intervalle de R et x fonction n
fois dérivable de I dans E, vérifiant la relation 18.2.
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18.3. Sipour ty € I on a z(tp) = ag, 7' (tg) = a1, .. - ,a:("_l)(to) =Qanp_1
on dira que (tp, a9, Z1,---,0n—1) est une donnée initiale vérifiée par la
solution (I, z).

Le probleme ainsi posé, c’est celui que I'on rencontre, en physique par
exemple, lorsqu’on traduit I'étude d’un systéme physique.

I1 faut cependant reconnaitre que le plus souvent, on ne sait rien faire.
Alors on va renforcer les hypothéses. Supposons que ¢ soit de classe
[}

C! sur un ouvert, A par exemple, et qu'en a = (tg, ag, @1, .. .,n_1,An)
o 6¢
dans A, —(a) #0.
ans A, axn( ) #
On sait alors que localement P'égalité ¢(t, zg, - .., Zn) = 0 sera équi-
valente 4 une relation du type

Tn = ()O(t’ | PRI zn—l) avec (P(to, ap, .- - ,an_l) = ap,

 étant de classe C. C'est le théoréme des fonctions implicites (Théoréme
17.10) qui nous donne ce résultat.

On appelle forme résoluble, la forme
18.4. (M (t) = p(t,z(t), ' (t),...,z""D(¢))

d’une équation différentielle, et c’est sur cette forme que I'on va travailler,
en se ramenant d’abord & une équation d’ordre 1 sur E™.

Soit donc le Banach G = E™. Si I est un intervalle de R et = une
fonction n fois dérivable de I dans E on introduit la fonction Y, dérivable,
de I dans G, définie par Y (t) = (y1(t), y2(t),-- -, yn(t)) avec :

18.5. y1(t) = z(t)
y2(t) = 2/(¢) =y (t)
y3(t) =2"(t) =yt

nlt) = 2"D(0) =y, 0.

On a alors (I,z) solution locale de 18.4 si et seulement si, avec les
relations précédentes, y, vérifie 'égalité

va® =2t = ¢ (t,2(t),-., 2" V) = BB, 1),

ou encore si et seulement si x est la premiére composante de la fonction
Y, a valeurs dans G = E™, solution locale de :
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18.6. Y'(t) = ¥(t,Y (1)),
avec VU, définie sur la partie 2 de R X E™ ou ¢ était définie, par ses n
composantes U1, ¥y, ..., ¥, :

187. 1Y) =
Yo(t,Y) =uys3

¢n—1(t, Y) =Yn
'l,l)n(t,Y) = <P(t,y1,y2,---,yn)-

Au terme de cette étude, on est donc ramené a considérer une équation
différentielle du type :

188. Y'(t) = ¥(t,Y (b))
¥ fonction définie sur une partie de R x G, a valeurs dans G, (Banach),
équation sur laquelle, le plus souvent, on ne sait rien faire.

Alors... on va renforcer les hypothéses.

2. Théoreme de Cauchy Lipschitz

Soit une équation différentielle, résoluble, du premier ordre :
18.9. y'(t) = f(t,y(t))

avec f définie sur un ouvert (2 de R x E, E Banach.

18.10. On appelle solution locale de donnée initiale (tg,yo) € Q2 de
Véquation différentielle 18.9, tout couple (I,p) avec I intervalle ouvert
de R, contenant tg, et @ fonction dérivable de I dans E vérifiant :

p(to) =yo et, VeI, (t,0(t) €Q et ¢(t) = f(t, (1)

DEFINITION 18.11. — L'application f définie de Q2 ouvert de R x E, &
valeurs dans E, espace vectoriel normé est dite localement Lipschitzienne
en y,(y € E) au point (tg,yo) de S s’il existe un voisinage V de (tg, yo)
dans ) et une constante positive k telle que V(t,y1) € V, V(t,y2) € V,
(& y1) — F& )l < Ellyr — ell-
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Le terme «Lipschitzienne en y» s‘explique donc par le fait que
Paccroissement ne porte que sur y. Un tel énoncé est rébarbatif mais
en fait facile a justifier car, si f admet une différentielle partielle en
y, continue sur {2, dfy sera localement bornée, (car continue) donc par
application du théoréme des accroissements finis, (Théoré¢me 16.44) f sera
localement Lipschitzienne en y.

THEOREME 18.12. — Soit E un Banach, () un ouvert de R x E et f une
application continue de ) dans E, localement Lipschitzienne en y, au point
(to, yo) de Q. Alors Uéquation différentielle 18.9 : y' = f(t,y) admet au
moins une solution locale de donnée initiale (tg,yo)-

C’est le Théoréme de Cauchy Lipschitz, point de départ de cette étude.

Analysons la situation : on veut conclure : « 3 machin chose... » c’est
ce que jappelle un théoréme existentiel, donc du type : Rolle, Taylor
Lagrange sur R, (3c...), fonction continue de K compact dans R, (sup
et inf atteints), point fixe..., tiens, tiens, point fixe, c’est du contractant
dans un Banach... nous y voila.

Par ailleurs, si les hypothéses le permettent, ¢ ~~ / f(s,9(s))ds

sera dérivable, de dénvée f(t,g(t)), si done cette intégrale vala.lt g(t) +
constante, la dérivée g’ serait 1a bonne...

On cherche donc g, «point fixe» de g ~» h, h fonction définie par
t

h(t) = cte + / f(s,9(s))ds en quelque sorte. Nous allons procéder par
to

étapes.

Comme f est continue, il existe un voisinage V; de (tp,yo) dans Q et
une constante positive M telle que

18.13. (t,y) e Vi = ||f(t, 9l < M,
(continuité avec € et M = ¢ = || f (%o, 0)|)-

Comme f est localement lipschitzienne en y, il existe Vo C (2, voisinage
de (%o, yo) et une constante positive, k, tels que

18.14. (t,y1) € V2, (t,y2) € Va = [|f(t,11) — F(t, y2)ll < Klly1 — v2ll-

18.15. Soit alors a > 0 tel que ka < 1 et que pour |t — ty| < a et
|ly — yo|| € Ma on ait (t,y) dans V1 N V5.
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La boule fermée de centre yp, de rayon Mq est un fermé de E
complet, c’est donc un espace complet, noté B. Soit pour o’ vérifiant
0 < o/ < @, lintervalle I = [ty — o/, ty + o] et F Tespace C%(I, B) des
applications continues de I, compact dans B. Il est normé par la norme
de la convergence uniforme, ||g||cc = sup {||g(t)|,t € I} sig € F et F
ainsi normé est complet, (Théoréme 12.50).

Pour g dans F, on définit la fonction ¢(g) sur I par

t
18.16. $(6)®) =vo+ | f(s,9(5)ds,

Ceci aun sens car g € F et s € I = g(s) € B, donc, (voir 18.15),
(s,9(s)) € (ViNV2) C Q:lafonction s ~> f(s, g(s)) est alors continue sur
le segment I, (composé d’applications continues), donc I'intégrale existe et
on définit une fonction dérivable de t, de dérivée f(t,g(t)), (Théoréme
12.68).

De plus ¢(g) € F. Nous devons vérifier que ¢(g) est & valeur dans B,
t t

or 6@)®) - woll = | [ 765, 966as| < | [[ 11765 ateDlas
to to

absolue étant 1a pour tenir compte de la place de ¢ par rapport a ¢g.

Or (s,g(s)) est dans V] done, (18.13), ||f(s,9(s))}| < M et comme
[t —to] < &/ < aonallg(g)(t) — yol| < M|t —to| < Ma : 1a fonction
@(g) est bien a valeur dans B.

Enfin ¢ est contractante car : avec g; et go dans F', on a

< , la valeur

llg(g1)(t) — B(g2) ()| =

t
/t [F(s01()) = £(s, 92(s))] ds

<

t
/t 11£(s,91(5)) — £(5, 02(5)) Ids

Or (s,91(8)) et (s, g2(s)) sont dans V5 donc, (voir 18.14),
11£(s,91(5)) — £(s,92())I| < Kllg1(s) — g2(s)I| < kllg1 — g2lleo
d’ott, comme |t — to| < @’ < @, on a, pour tout ¢ de I,

[|#(g1)(t) — P(g2)®)I| < kelg1 — g2lloo, donc
[|#(91) — #(92)]loo < k||g1 — g2|lo avee ka < 1.

Mais alors, ¢ contractante de F' complet dans lui-méme admet un et
un seul point fixe, (Tome 2, Théoréme 4.102) : il existe une et une seule
fonction ¢ définie sur
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t
I = [to — o, tg + ] vérifiant, V¢ € I, p(t) = yo + / f(s,p(s))ds.
to

En particulier ¢ est dérivable, ©(tg) = yo et ¢'(t) = f(¢,¢(t)) : on
a bien existence d’'une solution locale de donnée initiale (g, yo), Cest le
Théoreme de Cauchy Lipschitz, en prenant 'intervalle ouvert
Jto — @, to + /[ pour intervalle de définition de . [ |

Mais on a plus, on a unicité locale au sens suivant. Si (I1,¢1) et
(I2,2) sont deux solutions locales de méme donnée initiale (tp,yo),
comme (] et @2 sont en particulier continues, il existera un o’ < a tel que
[to—c/,to+a'] C I1NI; et qu'en plus, pour tout ¢ de [to—a’, to+a'], p1(t)
et pa(t) soient dans B.

Mais alors les restrictions de (7 et de 2 a [to — o/, tg + /] = I
coincident avec le seul point fixe de ¢ sur F' = C° (I,B).

COROLLAIRE 18.17. — Si en (to, yo) de (2 le Théoréme de Cauchy Lipschitz
s’applique et si on a deux solutions locales de donnée initiale (tg,yo), elles
coincident localement : c’est en ce sens qu’on parle d’unicité locale.

Ce résultat apparemment peu utile va nous servir pour étudier les
solutions maximales. Mais 1°T janvier oblige, je vais quitter cette histoire
passionnante pour aller rendre visite 2 ma sceur dans le Nord. A bient6t...

Bonjour! J'espére que les lendemains de féte ne sont pas trop pénibles
pour vous. On continue.

DEFINITION 18.18. — Soient deux solutions (I, @) et (I2, p2) de Uéquation
différentielle 18.9 : y = f(t,y). On dit que (I2,p2) prolonge (I1,¢1) si
on a Iy C I et si la restriction de 2 a I est .

11 est facile de vérifier que 'on définit ainsi une relation d’ordre,
(partiel) sur les solutions de I'équation différentielle. On notera donc
(I1,¢1) < (12, p2) lorsque (I2,¢2) prolonge (I1,¢1).

18.19. Une solution sera dite maximale s’il n'existe pas de solution la
prolongeant.

THEOREME 18.20. — Soit une équation différentielle 18.9 : y = f(t,y)
avec f continue de Q ouvert de R X E dans E, (espace de Banach), f
étant localement lipschitzienne en y en tout point de Q). Alors, pour chaque
(to,yo) de Q il existe une et une seule solution maximale (I, ) de donnée
initiale (to, o), avec, ¥Vt € I, (t, () € Q.



Equations différentielles 399

Qui dit maximal dit... Zorn (Algébre 2.42).

On va justifier que 'ensemble des solutions de 18.9, de donnée initiale
(to, yo) est inductif, en commengcant par établir le

LEMME 18.21. — Soit (I, 1) et (I2,p2) deux solutions de 18.9 : y =
f(t,y) de méme donnée initiale (to, yo). Si le théoréme de Cauchy Lipschitz
s’applique partout sur ), et si les graphes de 1 et po sont dans Q, alors
1 et Y2 coincident sur I N I.

D’abord I = I; N I3 est un intervalle contenant tg, ouvert car I et I
le sont.

Puis J = {t; t € I, p1(t) = 2(t)} = (p1 — 92) "' ({0}) est un fermé
de I, (1 — @2 continue car dérivable), non vide puisque 1 (tg) = @2(to)-

Cest aussi un ouvert de I car si t; € J, en posant y; = ¢1(t1) =
pa(t1), on a (t1,y1) € Q et, lunicité locale en (¢1,y1) ou le Théoréme
de Cauchy Lipschitz s’applique, montre que @7 et @2 coincident sur un
voisinage ouvert de 1, donc 3a > 0 avec |t; — a,t; + a[C J.

Mais I étant connexe, car intervalle, et J ouvert et fermé de I, non
vide,ona J =1 d’oit 1 = o sur I1 N Io. ]

LEMME 18.22. — Sous les mémes hypothéses, on peut construire (I3, ¢3),
de donnée initiale (to,yo) qui prolonge (I1,¢1) et (I2,p2), en posant
I3 = I1 U I5 et en définissant @3 par :

p3(t) = p1(t) sit € I1 et p3(t) = p2(t) sit € L.

Ceci a un sens puisque @] et 2 coincident sur I7 N Is; lintervalle
I3 est ouvert, (union de deux intervalles ouverts contenant t3); on a
ws3(to) = w1(to) = p2(to) = yo; Vt € I3, (t,p3(t)) est dans Q car
cest un (¢, p1(t)) avec t € I ou un (¢, pa(t)) avec t € I5; enfin 3 est
dérivable et sa dérivée vérifie I'équation différentielle 18.9 car, V¢ € I3 on
a soit t € I, soit t € I3, par exemple t € I, mais I; est ouvert donc il y
a un voisinage de ¢ inclus dans I7, sur lequel p3 = 1, d’ott 3 dérivable
et O5(t) = ¢1(t) = f(t,¢1(t)) = F(t,03(t)) : on a bien une solution
prolongeant (I1,¢1) et (I2, p2). u

LEMME 18.28. — Lensemble S des solutions de 18.9 : y' = f(t,y),
de donnée initiale (tg,yo), est inductif pour Uordre partiel «prolonge »,
(toujours avec la condition : graphe des solutions dans ).

En effet soit C = {(Ia,pa); @ € A} une partie totalement ordonnée
de S. Les I,, intervalles ouverts, sont des connexes contenant ¢y, donc
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leur réunion I est un connexe de R, donc un intervalle, ouvert comme
réunion d’ouverts, (Tome 2, Théorémes 3.7, 3.6 et 4.77).

On définit ¢ = I — E par p(t) = pa(t) si a de A est tel que t € .

Ceci a un sens car si pour § de A, t € Ig, on a vu par le lemme 18.21
que po = g sur Io N Ig qui contient .

On vérifie encore que (I, ¢) est une solution de 18.9 de donnée initiale
(to,y0), (comme précédemment au lemme 18.22), et il est clair que (I, ¢)
prolonge chaque (Iy, ¥q)-

Mais alors, (axiome de Zorn), il existe au moins une solution maximale
(I1,41) de donnée initiale (fp,yp). Il n’y en a quune, car si (I2,p2)
en est une autre, on définit une solution (I3,¢3) sur I3 = I) U I,
(lemme 18.22), mais (I3, 1) < (I3,93) et (I1,41) maximale, implique
(Il> 901) = (I3’ S03)’ et de méme (I2a 902) < (I37 303) et (I2’ 302) maximale
implique (I2,p2) = (I3,p3) dou (I1,91) = (I2, p2), (et une fois de plus
on démontre que deux machins sont égaux parce qu’ils sont chacun égal
a un troisi¢me machin). [ |

Une remarque de bon sens. Quand on étude une équation différentielle
vy = f(t,y) avec f définie a priori sur une partie D de R x E, on
commence par déterminer le plus grand ouvert 2 de R x E sur lequel
Cauchy-Lipschitz s’applique, on sait alors que, pour chaque (tg,yg) de Q2
il existe une et une seule solution maximale de donnée initiale (to,¥o),
et qui «reste dans {2 », ce qui prouve que deux solutions de ce type, ne
se coupent pas dans (2 sans étre identiques, mais aussi que, si (I, ) est
maximale, c’est :

1) soit parce que I = R, (comment alors prolonger ?),

2) soit I = (...,b[,(ou ]a,...)), avec tlirlr: (t) qui n’existe pas, ou
bien, lorsque tliIII)I ©(t) = y1, existe, cest parce que (b,y1) € ?, quil n’y

g
a pas de prolongement.

Sinon, si (b,y1) € €, on a une solution locale en (b, y;) qui se raccorde
avec (I, ) et qui définirait une solution majorant (I, ), maximale.

Ces remarques sont a exploiter, lorsque par exemple, on étudie les
équations différentielles avec £ = R, par les méthodes pratiques, et
que l'on trace la famille des courbes intégrales. Ne pas oublier alors que
sur Uouvert Q2 oi Cauchy-Lipschitz s’applique, les courbes intégrales ne se
recoupent pas.

Nous les appliquerons aussi dans le cas des équations différentielles
linéaires au paragraphe suivant.

Que se passe-t-il enfin sur la partie D de R x E ou f est définie, et ou
Cauchy-Lipschitz ne s’applique peut-étre pas partout.
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Pour (tg,yo) € D, on peut définir une solution (I,yp) de donnée
initiale (%o, yo), considérer ensemble S des solutions de donnée initiale
(to, o), il est encore inductif car si on prend des solutions (Iy, ¥a)aca

toutes comparables entre-elles, sur I = U I, on peut définir ¢ comme

ac€A
précédemment parce que les solutions sont comparables; donc il y a des
solutions maximales mais cette fois-ci, le lemme 18.21 ne s’applique plus,
donc si (I1,¢1) et (I2,p2) sont deux solutions maximales comme elles
ne sont pas forcément comparables, on ne peut plus construire (I3, p3)
les prolongeant, et on ne peut plus conclure a lunicité d’une solution
maximale.

I1 peut y avoir des ramifications.

Derniére (c’est promis) remarque : les solutions locales sont des re-
strictions des solutions maximales, et Cauchy Lipschitz c’est la colle, (ou
la ficelle de Dubout) qui permet de les recoller.

3. Equations linéaires

Dans le cadre des équations différentielles linéaires, les résultats vont
se préciser. Soit un espace de Banach F, I un intervalle ouvert de R, u
une application de I dans L.(E, E), (espace de Banach des applications
linéaires continues de F dans FE, voir Tome 2, Théoréme 6.25), et b une
application de I dans F.

On considere alors équation différentielle, dite linéaire,

18.24. ' (t) = u(t)(v) + b(t) = f(t,v)

la fonction f étant définie sur Pouvert Q =71 x E deR x E.

Si u et b sont continues, le théoréme de Cauchy Lipschitz s’applique
en chaque (g, yo) de €. En effet, f est continue, car (t,y) ~» b(t) est
continue, la projection (¢,y) ~» t 'étant, ainsi que b, puis I'application
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(t,y) ~ u(t)(y) se décompose en (t,y) ~ (u(t),y) continue car ses deux
composantes sont (t,y) ~» t suivie de ¢ ~ u(t) et la projection (¢,y) ~ v,
continue.

Puis, I'application de L.(E,E) x E — E qui au couple (v,y) asso-
cie v(y) est bilinéaire, 1- Lipschitzienne, donc continue, car ||[v(y)|| <
vll] llyll, (voir Tome 2, Théorgme 6.45).

Elle est ensuite localement Lipschitzienne en y car

15t y1) — £t w2)ll = [lu(®)(y1) — u(®) ()|l = |lu(®) (1 — y2)l
< u@IN lyr —y2ll,

(on utilise la linéarité de u(t)). Or Papplication u, continue, est localement
bornée donc il existe V(tp), voisinage de #y tel que pour ¢ € V(tp),
[[lu(?)|]| < k. Mais alors, pour tous (,y1) et (f,y2) de V(tp) X E on
obtient || f(¢,y1) — f(t, y2)|l < klly1 — v2l|-

11 résulte alors du Théoréme 18.20, que pour tout (tg,yg) de I X E,
il existe une et une seule solution maximale de donnée initiale (¢g,yo), &
valeurs dans I x E.

En fait on va retrouver ce résultat, en le précisant méme car on va
justifier que cette solution maximale est définie sur I entier.

THEOREME 18.25. — Soit I un intervalle ouvert de R, E un Banach, u
et b des applications continues de I dans L.(E, E) et E respectivement.
Alors pour tout (tp,yo) de I x E il existe une et une seule solution de
léquation différentielle linéaire (18.24) ' (t) = u(t)(y) + b(t), définie sur
Vintervalle I, de donnée initiale (tg,yo)-

On définit la suite de fonctions, de I dans E, par yo(t) = yo, pour tout
t € I, puis la relation de récurrence

¢ t
18.26. y,11(t) = yo + /t u(s)(yp(s))ds + /t b(s)ds.

D’abord, les fonctions s ~~ u(s)(yo) et s ~> b(s) étant continues, (donc
réglées) de I dans E, sur le segment d’extrémités £g et ¢, sont intégrables
et la relation 18.26 pour p = 0, définit une fonction y; continue, (et méme
dérivable).

Mais par récurrence, si yp existe en étant continue sur I, on a de méme
'existence et la continuité de la fonction yp11.

Sur tout compact [a, b] de I, contenant ¢, il y a convergence uniforme
de la suite des yj.
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En effet, ceci équivaut & la convergence uniforme de la série des
Yp, pour p > 0. Sur le compact [a,b], les fonctions continues

Yp+
t ~ |||u(t)||| et t ~ ||b(t)|| sont bornées, (et atteignent leurs bornes).
Soient « et 3 ces bornes.

Ona [[y1(t) — @) =

t t
A u(s)(yo)ds + /to b(s)ds

lu()ll lyollds| +
< |t —tol(allyoll + B), sur [, b).

t
lb(s)l|ds
0

Si on suppose que, pour tout ¢ de [a, b], on a, pour p > 1,

|t

— tolP o1
lyp(t) — yp—1 ()] < T—(allyoll +B)oP,

(vrai si p = 1), il vient alors

t
lyp+1(8) — yp()I| < /t ()l lyp(s) — yp-1(s)llds|,

avec la valeur absolue autour de I'intégrale pour tenir compte de la place

de t par rapport a tg. Or |||u(s)||| € @, et on applique I’hypothese de
récurrence : il vient

llyp+1(t) — yp()] < , soit

t ap—l
a- ——(allyol| + B)ls — toPds
to b

Si t > tg, lintégrale vaut

t 1 |t-—t |p+1
s—t0)Pds = ——(t — ¢, P+1__.____9___,
(s —to) Py 7(t—to) P
alors que pour t < tg, cest

t
_ ] *(to — s)Pds = [(to = s)p+1] _ (o=t
to p+1 to p+1

|t — tolP+?

donc c’est encore
+1

: on obtient finalement la majoration



404  Analyse fonctionnelle

18.27.

aoP
|Yp+1(2) —yp(t)]] < m(allyoll +)[t—to[P*!, valable pour
tout p, donc a fortiori, comme |t — tp| < (b — a) sur [a, b], V'inégalité

_ )Pl
18.28. ||yp+1(t) — yp(t)ll < %(allyoll + ) sur [a, b].

Mais alors, dans Pespace complet C°([a,b], E) pour la norme de la
convergence uniforme, on a convergence normale de la série des fonctions
Yp+1 — Yp, donc convergence uniforme de cette série, mais aussi conver-
gence uniforme de la suite des y, vers une fonction y continue de [a, b]
dans F.

Cette convergence uniforme, implique également la convergence uni-
forme des u(s)(yp(s)) vers u(s)(y(s), car si on forme

|lu(s)(yp(s)) — u(s)(y(s)l| cest [[u(s)(yp(s) — y(s))l|

par linéarité de u(s), et c’est donc majoré par
lu()Il lyp(s) — y(s)|| donc a fortiori par allyp — ylloo
sur le segment [a,b], dou li{'I_I [lu(s)(yp(s)) — u(s)(y(s))|| = O, uni-
p—+oo

formément en s.

La relation 18.26 de définition des y, donne alors, en passant a la
limite, 'égalité

t t
18.29. y(t) =yo + /t u(s)(y(s))ds + /t b(s)ds,

valable sur [a,b], mais ceci, quelque soit [a,b] de I contenant ¢y, donc
finalement 18.29 est vérifiée sur I, et y étant continue, (continue sur tout
[a,b] C I...)le second membre est dérivable en t, (Théoréme 12.68) et
ona

Y () = u(®)(y(1) + b(y).

Enfin y(t9) = yo. On a donc l'existence d’'une solution définie sur I,
de donnée initiale (tg,yo) pour 'équation différentielle 18.24.

L'unicité provient du lemme 18.21, car si deux solutions y et z sont
définies sur I, avec y(to) = 2(to) = Yo, on justifie encore que
J={t,€ I,y(t) = 2(t)} est fermé, ouvert, non vide de I connexe, donc
c’est I, (’aspect ouvert étant obtenu parce que le théoréme de Cauchy
Lipschitz s’applique partout sur I x E).
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REMARQUE 18.30. — On peut majorer les valeurs prises par la solution de
donée initiale (o, yo), sur chaque segment [a, b] de I.
En effet, toujours avec o = sup {|||u(t)|||,t € [a,d]} et

B =sup {|[b®)l,t € [a,8]}, ona D (yp+1(t) — %(1)) = y(t) — w0,

p=0

donc avec la majoration 18.27 on a :

lly(®) — yol| < Za”(allyoll+ﬁ) o +1)

p=0

> soit, pour a # 0,

= (alt — to)P** tol)i"’rl =X (aft — to|)P!
< lvo HPZO (p+1)! Z (p+1)!

< (llyoll + g) (eslt=tol -1},

et a fortiori, avec |t — to| < b — a, Iinégalité

1831, [[y()]| < llgollex=) + 2 (o) 1),

Un peu de vocabulaire

Le point de départ de I'étude des équations différentielles a été la
considération d’équations avec y fonction dérivable de variable réelle
-a valeurs réelles. Dans le cas des équations linéaires, il s’agit donc
d’équations du type

18.32. a(t)y'(t) + b(t)y(t) = c(t), avec a, b, ¢ fonctions définies sur un
intervalle I de R, a valeurs réelles.
Une telle équation est dite avec second membre, (c(t)), et I'équation

18.33. a(t)y'(t) + b(t)y(t) = 0 est dite équation homogene, ou linéaire
sans second membre associée.

C’est pour cela que dans le cadre de notre belle théorie, avec E Banach,
u continue de I dans L.(F, E) et b continue de I dans F, on dit encore
que P’équation

18.34. y/(t) = u(t)(y(t)) + b(t) est avec second membre, ce second
membre étant b(t), alors que 'équation
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18.35. y/(t) = u(t)(y(t)) est dite homogene ou sans second membre,
associée.

Pendant que j’y suis, la premiére ne dépend pas linéairement mais de
maniére affine, de ¥y, c’est la deuxiéme qui est linéaire. Enfin, que vous
voulez-vous, sans ces abus, la vie serait monotone !

On a alors :

THEOREME 18.36. — Soit E un Banach, I un intervalle de R, u et b
deux applications continues de I dans L:(E, E) et E respectivement. Les
solutions de Uéquation 18.34 : y'(t) = u(t)(y(t)) + b(t) forment un espace
affine, de direction lespace vectoriel F' des solutions de l'équation 18.35

homogéne associée : y' (t) = u(t)(y(t)). Cet espace vectoriel F est isomorphe
a E.

Soit F = {solutions de 18.34} et F' = {solutions de 18.35}.
11 est clair que, si y; et Yo vérifient 18.34, par linéarité de u(t) on aura

(y1 = 32)' (1) = u(®)(v1(8) + b(t) — (u(t)(y2(t)) +b(?))
= u(t)(y1(t) — y2(t)), donc y; —y2 € F.
On vérifie facilement que F' est un espace vectoriel, (sous-espace de

CO(I ,E) en fait) car la fonction nulle est dans F' qui est stable par
combinaisons linéaires. On a déja F espace affine de direction F.

Pour tg € I, fixé, on sait que pour chaque yg de F il existe une et une
seule solution y de 18.35 : 3/ (t) = u(t)(y(t)) valant yg si t = to.

Notons alors w(tg) 'application de F' dans E qui & une solution ¢ de
18.35 associe sa valeur ¢(tp). Nous venons de voir que, Vyg € E, 3ly € F,
avec w(tp)(y) = yo : l'application w(tp) est donc une bijection de F' sur
E. Elle est linéaire, car si (1, @2 sont dans F et A1, A2 dans R, on a

w(to)(A1p1 + A2p2) = (A1p1 + A2¢2)(to),
valeur en tg de la solution Ajp1 + Aop2, doi
w(to)(A11 + A22) = A1 (to) + Are2(to),
d’apres la structure vectorielle sur CO(I, E), donc cest
Aw(to)(#1) + A2w(to)(w2)-

On a bien isomorphisme, w(tp), entre Iespace F' des solutions de
Péquation sans second membre, et I'espace vectoriel E. ]
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COROLLAIRE 18.37. — Des solutions, @1, @2, . . . , pp, de Uéquation homogéne
¥ (t) = u(t)(y(t)) sont linéairement indépendantes dans CO(I, E) si et
seulement si il existe tg € I tel que les vecteurs ¢1(to), v2(t0), - - -, Pn(to)
soient indépendants dans E.

Clest évident, puisque l'on passe du systeéme {¢1,...,¢p} de vecteurs
de F au systeme {¢1(to),--.,¢n(to)} de vecteurs de E par lisomor-
phisme w(tp).

Il est donc aussi équivalent de dire que pour chaque ¢ de I les vecteurs
©1(t),02(t), ..., on(t) sont indépendants dans E.

Ce corollaire va nous servir au paragraphe suivant pour étudier les
solutions de I'équation avec second membre et faire le bilan de ce que 'on
connait vraiment, (bien peu de chose, assurément).

18.38. Mais avant, un mot de w(t;)w(tg) ™! = r(t1,tg). C'est quoi? Et
bien un isomorphisme de E, puisque w(t) est isomorphisme de F' sur E,
pour chaque ¢ de I. Cet isomorphisme c’est le procédé qui au vecteur x de
E associe la valeur pour t = t1 de la solution de léquation différentielle
homogeéne valant x lorsque t = to.

18.39. On peut constater que 7(t1,t9) o7(tg, t1) = idg, et que r(¢1,t2) ©
r(to,t3) = r(t1,t3). Lopérateur r(t, s) sappelle le résolvant de 'équation
différentielle linéaire homogene et w(t) le wronskien. Mais c’est surtout
en dimension finie que ces notions sont exploitées.

4. Cas des équations différentielles linéaires en dimension
finie

Voyons d’abord un cas particulier important : I’équation différentielle
scalaire linéaire d’ordre 1. C’est le cas de E = R, (d’ou le terme scalaire,
les fonctions étant & valeurs dans R donc étant des scalaires dans la
terminologie usuelle).

THEOREME 18.40. — Soit a et b deux fonctions définies continues d’une
partie de R, dans R. Sur tout intervalle I oi la fonction a ne s‘annule
pas, l'équation différentielle homogéne a(t)y’ +b(t)y = 0 admet un espace
vectoriel de solutions de dimension 1. La solution prenant la valeur yg
t
b(s
- [ Hgas

pour t = tg dans I est donnée par y(t) = yoe “to .
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En effet, sur I ou a ne s’annule pas, on peut mettre 'équation sous la
b(t
forme équivalente y'(t) = —%y(t) et appliquer le Théoréme 18.36, on

a donc un espace de solution de dimension un, et la fonction donnée dans
le théoréme vaut bien yg si t = £, elle est dérivable sur I, avec

o b®)\ - [y, 25ds _ _b(t)
= (-5 ¢ e = L0

on a bien la solution cherchée. |

REMARQUE 18.41. — Pour I'équation a(t)y’ + b(t)y = 0, avec a de valeurs
réelles, continue sur un ouvert 2 de R, sur chaque composante connexe
Ide ¥ = {t; t € Q,a(t) # 0}, (¥ ouvert de R, est réunion de ses
composantes connexes, qui sont des intervalles ouverts de R, notés I), on
a un espace vectoriel de dimension 1. Si I et I sont deux composantes
connexes ayant une borne comme c, il se peut qu’il y ait des solutions
y définies en ¢, dérivables en ¢, (de dérivée continue ou non en ¢), avec
a(c)y’(c) + b(c)y(c) = 0, comme il se peut qu’il n’y en ait pas. Il se peut
qu’une solution sur I; se raccorde avec une seule (ou toutes les) solution(s)
sur I, ou avec aucune... cela dépend des exemples. Sur I; U I3 on a donc
un espace de solutions de dimension 2, (attention, ¢ € I3 U Is, il y a un
trou) mais sur I; U I U {c} on peut avoir un espace vectoriel de solutions
de dimension 1, 2 ou seulement la solution nulle. De plus on peut choisir
ou non d’imposer la continuité de y' en c.

Cas de l’équation scalaire avec second membre, du type

18.42. a(t)y + b(t)y = c(t), avec a,b, c fonctions continues de 2 C R,
dans R. '

La encore on se place sur un intervalle ouvert I ou a ne s’annule pas.

Les solutions de 'équation sans second membre sont connues, ce sont
les fonctions du type

y() = Ae o 36 “,

avec to fixé dans I et A quelconque dans R. Notons y(t) = Az(t) cette
solution générale, z(t) étant une solution particuliére. On emploie la
méthode dite de variation des constantes pour résoudre 18.42. Comme la
fonction z ne s’annule pas, une fonction y est dérivable si et seulement si

A= % Pest. On cherche alors y = Az solution de 18.42, avec \ dérivable.
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Ona:y = MNz+ A2, donc y est solution de 18.42 si et seulement si
a(Nz+ X)) + bz = c = Aa2/ + bz) + a2,

soit, comme az’ + bz = 0, (z solution de I’équation sans second membre),
on aura Az solution de 18.42 si et seulement si a(t)\ (¢)z(t) = c(t).

Or, sur I, a(t) ne s’annule pas, mais z(t) non plus, (c’est une exponen-
c(t)

a(t)z(t)’

Si t ~» Ao(t) définit une primitive )\ de la fonction continue _‘f_, ona

donc A\ = A + cte et finalement, avec k € R, y(t) = Ao(t)2(¢) -gzicz(t) :
c’est bien la forme d’une fonction variant dans un espace affine, et pour
to € I,3'k tel que y(tp) = yo, pour un yg donné, puisque z(tg) # 0.

Donc, les équations linéaires scalaires du 1°¥ ordre avec ou sans second
membre : on sait résoudre.

Voyons maintenant ce que l'on peut dire du cas E = R™,n > 1.

Si on considere I'équation différentielle linéaire

tielle) donc c’est équivalent a avoir ) (t) =

18.43. o (t) = u(t)(y(t)) + b(t)

avc u(t) linéaire continue de R™ dans R™, (donc linéaire suffit), et b(¢) dans
E, on va avoir une écriture matricielle de cette équation et on parlera de
systéme linéaire.

On introduit les matrices colonnes B(t) et Y (t), d’ordre n, de com-
posantes b;(t) et y;(t), ainsi que la matrice U(¢), carrée d’ordre n, de
terme général u;;(t), associée a u(t) dans la base canonique de R”, la
relation 18.43 équivaut a ’égalité matricielle

1844. Y'(t) =U(@)Y (t) + B(t)

qui condense les n équations du type :

i (t) = uin ()1 (t) + usa(®)y2(t) + . . . + Uin(t)yn(t) + b5(t)

lorsque ¢ varie de 1 a n, équations formant le systéme différentiel d’ordre 1
proprement dit.

Que sait-on exactement, et que sait-on faire? Pas grand chose. D’un
point de vue théorique, les solutions du systéme 18.44 forment un espace
affine F dont la direction est formée de I'espace vectoriel F', de dimension
n, des solutions du systéme homogéne associé :
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18.45. Y’(t) =U@)Y (¢).

On ne sait pas résoudre 18.45 d’une maniére générale. Nous verrons
par la suite comment grignoter ce bloc. Mais on sait résoudre le systéme
avec second membre quand on connait n solutions indépendantes du
systéme homogéne 18.45 associé.

On a vu, (Corollaire 18.37), que n solution 7, 2,...,pn de 18.45
sont indépendantes si et seulement si les valeurs prises en un ty de
I, (intervalle ou U et B sont définies), sont des vecteurs indépendants
dans R™.

On va retrouver ce résultat. En effet on considére ici ¢;(t) comme la
matrice colonne des ; j(t),i = 1,...,n, et soit W(t) le déterminant de
la matrice des composantes de ©1(t),...,on(t). On a

((#1,---,9n) famille libre de solutions de 18.45) < (Jto, W(to) # 0).

Nous allons le rejustifier.

On peut dériver W (t). On obtient, (dérivée d'un déterminant), W’(t)
comme la somme des n déterminants obtenus en remplacant successive-
ment la 7™ ligne par la i™ ligne des dérivées donc ;(t) sera remplacé
par

Ohi(t) =) uig(t)pr,;(2),
k=1

(on prend la ™ ligne de Pégalité matricielle <p9 =U(t)p;(t).

n
On a donc W'(t) = Z D;(t), avec D;(t) déterminant valant

i=1
e11(t) p12(t) ©15(t) o1,n(t)
Di(®) Pi—1,1 Pi—1,2 Pi—1,5 Pi—1n
i —
Z UikPk1 Z UikPk2 - -- Z UikPkj - -- Z UikPhn |
ek kL k
Pn,1 ¥n,2 Pn,j Pn,n

et on constate que D(t) est obtenu a partir du déterminant W (t) en
n

remplacant sa i®™ ligne L;, par la combinaison Z Uik L, donc
k=1



Equations différentielles 411

D;(t) = uy(t)W(t), et finalement le déterminant W (t) vérifie 'équation
différentielle

18.46. W'(t) = (i uii(t)) W (t) = (trace U(t)) W (2).

=1

Il résulte de l'étude faite au début de ce paragraphe de I'équation
scalaire d’ordre 1, que l'on a, pour g € I,

W(t) _ W(to)ef‘to (trace U(s))ds’

(Théoréme 18.40), et on retrouve le fait que ce déterminant ne peut pas
s’annuler sans étre identiquement nul.

DEFINITION 18.47. — On appelle Wronskien d’une famille (y1,...,pn) de
n solutions du systéme homogéne 18.45 Y' = U(t)(Y), le déterminant de
la matrice des composantes de ces solutions dans la base canonique de R™.

La matrice W(t) de ces composantes est la matrice wronskienne, et on
remarque que c’est la matrice de I'isomorphisme w(t) de F, (espace des
solutions de 18.45 dans R™, par rapport 4 la base (¢1,...,¢n) de Fetla
base canonique de R™, (voir Théoréme 18.36).

Retour au systéme avec second membre : c’est-a-dire au systéme noté
18.44 : Y'(t) = U(t)Y (t) + B(t) dont on connait 'espace des solutions du
systéme homogene, noté 18.45 : Y/ (t) = U(t)Y (t) associé, espace vectoriel
de base {¢1,%2,-..,%¥n}

Pour chaque ¢ de I intervalle ouvert ou sont définies U et B, les
vecteurs 1 (%), ..., pn(t) forment une base de R™, donc on peut chercher

n
Y (t) solution sous la forme Y (t) = Z 2 (t)p;(t).
j=1
Si on note Z(t) le vecteur colonne des z;(t), on constate que, les
2;(t) étant les composantes de Y'(t) dans la base des @;(t), et la matrice
wronskienne W(t) étant la matrice de passage de la base canonique de
R™ a celle des ;(t), Z(t) et Y (t) vérifient :

Y (t) = W()Z(t) don Z(t) = (W) 'Y (1),
et les coefficients de W(t) étant dérivables, ceux de (W(t))~! le sont

aussi, (fractions rationnelles par rapport aux w;;(t), & dénominateurs non
nuls) donc Y dérivable équivaut & Z dérivable.
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n n
Ona:Y'(t) = Z z_f,-tpj + Z zjtp;- vérifie 18.44 si et seulement si,
i=1 j=1

(linéarité de U (t))

n n n
Do Zpi+ 2= 2i(Upj) + B(2).
=1

=1 =1

Comme go;- = Uyp;, ceci équivaut a la relation

> Zi(t)p;(t) = B(t),

=1

autrement dit, a dire que les zg sont les coordonnées de B(t) dans la base
des ;(t), donc que l'on a, matriciellement

B(t) = W(t)Z'(t) ou encore Z'(t) = (W(t)) " B(t).

RECETTE 18.48. — Pour résoudre le systéme avec second membre, connais-
sant ce qu'on appelle parfois l'intégrale générale de l’équation sans sec-
ond membre le travail est donc simple : on détermine la matrice colonne
Z'(t) = (W(t))"1B(t), on prend une primitive de chaque z;- (t), dou la
n
solution cherchée sous la forme Z 2j(t)p;(t), les constantes dans les
=1
primitives donnant bien une fonction dans un espace affine de dimen-
sion n. |

Voila ce que I'on sait faire avec certitude. Quand a obtenir I'intégrale
générale de 'équation sans second membre, alors la... rien de général.

'RECETTE 18.49. — On peut cependant, si on connait p solutions indépen-
dantes, (p < n) se ramener & un systétme sur R"7P. C’est la technique de
Uabaissement de l'ordre. En particulier, si p = n — 1, on sera ramené a
une équation scalaire que I'on sait résoudre. Voyons ce dont il s’agit.

On dispose de 1, ..., pp, solutions indépendantes du systéme ho-
mogene 18.45 : Y'(t) = U(t)Y (¢).

On sait alors, (corollaire 18.37), que pour chaque ¢y de I les vecteurs
¢1(t0), - - - , Pp(to) sont indépendants dans R™, donc il existe epy1,...,€n
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dans R™ tels que B(to) = {¥1(t0), ..., ¢¥p(t0);€p+1,- - - ,€n} soit une base
de R™, et elle le reste localement en tg, (car on a un déterminant non nul
en tg, fonction continue de ).

Donc il existe un intervalle J contenant tg tel que pour tout ¢ de J,
B(t) soit une base de R™ : c’est sur cet intervalle qu'on poursuit le travail.
Sur I — J, on change de vecteurs ep11,...,€n.

On cherche Y (t) sous la forme

p n
Y(t) =) ui®)ei®)+ D uj(t)e;,

les u; étant dérivables si et seulement si Y est dérivable, la matrice
changement de base de la base canonique a la base B(f) ayant ses
coefficients dérivables car ce sont les composantes des ;(t), dérivables,
ou des constantes.

On a donc Zu <pJ+EuJ<pJ+ 2 uej,
Jj=1 Jj=p+1
et Y solution de 18.45 équivaut a :
P n
Y’=UY=Z’U,J‘U(,OJ'+ Z ujUej,
j=1 Jj=p+1

soit comme <p;- = Ugpj, on obtient Y solution si et seulement si

n
18.50. Z u;p; + Z u; i€ = Z u;j(Ue;).
Jj=p+1 Jj=p+1

Cette relation est exploitable si on calcule la décomposition ds Ue;
dans la base B(t).

P n

Posons Ue, = Z Ajkpi + Z Ajk€j)s il vient dans 18.50
Jj=1 Jj=p+1

p n n P n

Doiei+ D ujei= D uk | Do Akei+ D ke

Jj=1 Jj=p+1 k=p+1 Jj=1 j=p+1
P

n n n
=301 Mew e+ D | D dwe e

j=1 \k=p+1 j=p+1 \k=p+1
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et on aura Y solution de 18.45 sur l'intervalle J si et seulement si les Uj
vérifient les relations :

n
18.51. pour j=p+1,p+2,...n: u;- = Z AjkUk; puis,
k=p+1

n
18.52. pour j=1,...,p: wp= ) Ajruke
k=p+1

n
Mais les relations 18.51 : 'u_'7 = Z Ajgug pour p+1 < j < m,
k=p+1
donnent un systéme linéaire homogéne sur R" P, et c’est en cela que I'on
a abaissé l'ordre. Si on sait le résoudre, (et c’est le cas sip =n — 1), on
détermine ces u; pour j > p + 1, d’ol, par calcul de primitives, les u;
pour j < p.

EXEMPLE 18.53. — Résoudre le systéme différentiel :

0 { B+ =tz +y
(2 +1)y =z +1ty.

On constate que le couple (1,t) est solution.

Dans R2, on cherche un vecteur tel que la matrice

(0 5)

avec a et 3 constantes, soit réguliere pour tout ¢, « = 0, 3 = 1 convient.

Posons donc Z(t) = (1) ete= (2) On cherche Y sous la forme

Y =u(t)Z(t) + v(t)e = (ZEZ) + v(t)) '
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Le systeme (I) s’écrit :
2+ 1w = —tu+tu+o
{(t2+ D(u+t +v) =u+t2u+tv
2+ 1) =v
{ t(t2 + 1)u’ + (82 + 1)v' = tv, soit comme £(¢2 + 1)u = tv
2+ 1) = v
{ (t2+1)9' =0
d’ou Pintégration immédiate v = o est constant, puis ' = &
u(t) = aArctgt + 3, (B constante), d’oit le couple

Y (t) = (cArctgt + 3, a(l + t Arctgt) + Gt).

5. Equations différentielles scalaires d’ordre n

Il s’agit d’équations différentielles du type
18.54. ap(t)y™ + a1 (O)y™ VD +. .. +on(t)y = B(t), ot ag,ay, . .., om,

(3 sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert I de R, continues de
I dans R, et ou on cherche y, n fois dérivable sur un sous-intervalle ouvert
J de I, vérifiant 'équation. On peut, au choix du client, exiger que y("")
soit continue ou non, ce choix ne devenant effectif qu’aux zéros de oyg.

On va se ramener au paragraphe précédent sur tout sous-intervalle
de I sur lequel g ne s’annule pas, un probléme de traversée des zéros
éventuels de o se posant.

On suppose donc o ne s’annulant pas sur I, on divise par oy, et en

a;(t
définissant les a;(t) = — ®

etb(t) = &, Péquation se met alors sous
ao(t)

ao(t)

la forme équivalente
18.55. y™(t) 4+ a3 )y V() + ... + an(t)y(t) = b(t)

et on considérera aussi ’équation dite sans second membre, ou homogene,
associée :
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18.56. y™(t) 4+ a1 (t)y™V(t) + ... + an(t)y(t) = 0.

En reprenant alors la technique du paragraphe 1, (voir 18.5), pour se
ramener a une équation du premier ordre, on pose y; = y, puis on définit
Y2, ..., Yn par les égalités

Y =YY =93, Yn_1="Yn
d'ou Y2 = y’) Y3 = y”, S Yn = (n—l)

en fait et y est solution de 18.55, (ou de 18.56) si et seulement si, en plus
des relations définissant les yj,ona:

Yo =—Q1Yn — G2Yn—1—--. — Gny1 + b

(ou la relation sans b).
On est donc amené a considérer le systéme

1857. ¥ =1y
!

Yo =Y3
TR
yn—l =Yn
Yn = —QnYl —Gn_1Y2—...—@1Yn+b

ou encore, en considérant la matnce colonne Y (¢t) des y;(t), Véquation
différentielle du premier ordre mise sous forme matricielle

18.58. Y'(t) = A(t)Y(t) + B(t), ou

/zil\ (g 1 0...... 0 \(y]_\ 0

0 1 ...... 0 y2 0

: 0 0 0...... 1 : 0
\yq'z/ \—an —p1 —Gp—0 ... —a } \ vn / b(t)

et y(t) est solution de 18.55 si et seulement si c’est la premiére composante
de Y'(t) solution de 18.58. On a la méme équivalence pour y solution de
18.56 avec Y solution du systéme homogéne

18.59. Y' = A(t)Y, associé.
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THEOREME 18.60. — Les solutions de [l’équation différentielle linéaire
scalaire d'ordre n, 18.55 : Y™ +a; (t)y("~V + .. .+ an(t)y = b(t) forment
un espace affine de dimension n, de direction l'espace vectoriel des solutions

de équation homogéne associée. (On suppose les a; et b fonctions continues
de I dans R.)

En effet, si y et z sont solutions de 18.55, y — 2 est solution de 18.56 :
¥ + a1 (8)y™ D + ... + an(t)y = 0, (on soustrait), et on va montrer
que les solutions de 18.56 forment un espace vectoriel.

Soit F' Pespace vectoriel des solutions du systéme 18.59. On sait,
(Théoreme 18.36), que cet espace vectoriel I’ est dimension n car il est
isomorphe a R".

Soit {¢1, @2, ..., Pn} une base de F, et ¢, la premiére composante de
¢;j. Comme ¢; vérifie 18.59, c’est que la matrice colonne ¢; est égale a

¥j
w;-
18.61. ;= o

o1 ()
et si la famille {¢1,...,pn} était liée, avec des scalaires Aj, ..., A, tels

n n

que Z Ajpj(t) = 0, on aurait en dérivant i fois, Z )\j(,ag-z) (t) =0, ce
j=1 Jj=1
qui traduit le fait que ¢q,..., ¢ seraient des éléments liés de F. Il en
résulte que {1, ..., ¥n} est une famille libre de solutions de 18.56. Or les
solutions de 18.56 forment un espace vectoriel £, (vérification immédiate
car 0 est solution et il y a stabilité par combinaisons linéaires) donc £ est
de dimension n au moins.

Mais réciproquement, si {¢1,...,¥p} est une famille libre de solutions
de 18.56, les fonctions ¢; définies par les relations 18.61 sont solutions de
18.59, indépendantes car une relation de dépendance linéaire donnerait
une relation de dépendance linéaire entre les premiéres composantes, soit
entre les ¢;.

Dot p € n : le rang maximum des familles libres de £ est n; on a
dim &’ < n, donc finalement dim & = n.

COROLLAIRE 18.62. — Des solutions y1,Y2, . - - , Yn de Uéquation homogéne
18.56 : Y™ + a1 (t)y(™ D + ... + an(t)y = O sont indépendantes si et
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seulement si leur Wronskien

yi(t) ya2(t) Yn(t)
det (W(2)) = y1(t) wht) ... YL

YW@ V@) (8

# 0, pour un t de I.

(Ou, ce qui revient au méme, si la matrice wronskienne W(t) est
inversible).

C’est la transcription du résultat sur les systémes linéaires. On cons-
tate 1a encore que le Wronskien W(t) = det W(¢) ne peut pas s’annuler
sans étre identiquement nul car on a

t

W) = Witg)e Joo %

la trace de la nature A(s) du systéme 18.59, ici étant —a; (s).

REMARQUE 18.63. — Le Wronskien est constant si et seulement si y(”_l)
ne figure pas dans ’équation.

Et si on faisait le point sur ce que lon sait faire exactement ? Eh bien,
on déchante! En effet :

1) on sait vérifier si des solutions vy, . .., Yn sont indépendantes (pour
léquation homogeéne 18.56);

2) dans ce cas, on sait résoudre 18.55 par la méthode dite de variation
des constantes.

En effet, a partir de yi,...,yn solutions indépendantes de 18.56,
on dispose des solutions indépendantes Y;,j = 1,...,n du systéme
homogeéne 18.59 associé.

On sait alors que y solution de 18.55 est la premiére composante de
Y solution du systéme 18.58, laquelle solution Y se cherche sous la forme

n
Z u; (t)Y;(t), les u; vérifiant

Jj=1 ull 0
uf 0
18.64. wey| “ | =Bw=
up, b(t)

(voir recette 18.48, ou les u; sont notés z;).
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n
On adonc y = Z u;y;, les u; se calculant en prenant des primitives
Jj=1
des 'u,; déterminés par l'égalité matricielle

/

uy 0
up

18.65. S l=went
up, b(t)

Deux cas particuliers importants

Equation scalaire d'ordre 1 : y'(t) + a(t)y(t) = b(t).

t
- d
Ayant y(t) = e LO als)ds _ Ay1, intégrale générale de I'équation
homogene, la matrice « wronskienne » est w(t) = (y1) et la méthode de
variation des constantes conduit 4 prendre A(t) vérifiant :

Nyp + M)+ a(t) Ay = b(2),

soit comme ¥ +ay1 =0, Ny =b(t)
1y = 20O ~1p(p) -
ou N(O) = = W) b

c’est la théorie générale qui s’applique, et qui redonne le résultat vu en
18.42.

Equation scalaire d'ordre 2 : y" + a(t)y’ + b(t)y = c(t).

On suppose trouvées, (par quel miracle?) y; et y2 solutions indépen-
dantes de 3" + a(t)y + b(t)y = 0.

Vous avez peut étre déja rencontré la technique qui consiste a dire :
«On cherche y sous la forme y = u1y; + u2yo2.

Alors ¥ = vjy1 + upy2 + u1y] + u2yh et on impose (De quel droit
pensiez-vous alors, car le droit de parler et de questionner, l'aviez-vous
vraiment ? Alors que le droit de ne pas comprendre ¢a on I’a toujours.), on
impose donc u}y; + u4y2 = 0. Pourquoi pas! D’ailleurs pourquoi u; et up
sont-elles dérivables?

Alors y" = )y} + uhyh + u1y] + uyj et on doit avoir

w1y + uhys + ur(y) + ayy +by1) + ua(yh +ayy +by2) =c

soit ujy] + uhyh = c, puisque y; et yo sont solutions de Iéquation
homogeéne.
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On résoud (est-ce possible? osaient murmurer les moins timides) le
systéme

{u’1y1 +uhys =0
wiy] +ubyh =c

ont intégre et on a y solution générale de 'équation avec second membre.

Alors 13, écceuré ou largué, sentant approcher la fin de 'année, pensant
déja aux vacances, cousins, cousines, copains, copines... rares étaient les
mordus qui suivaient (quoi dans le fond ?) encore.

Alors qu’ici, on a y = u1y; + u2y2 et la condition 16.85 s’écrit

(yl yz) (u'1> B ( 0 ) it {U’lyl +upye =0
Y vh uh c(t) iyl + uhyh = c(t)
on retrouve la condition imposée et le systéme précédent.

La matrice wronskienne étant inversible, on peut résoudre le systéme
en u),uf d’ou lintégrale générale de I'équation avec second membre.

Et que fait-on pour trouver lintégrale générale de l'équation homogéne ?
On se débrouille comme on peut!

On peut essayer des développements en série entiére.

On peut employer la technique d’abaissement de l'ordre...

Mais on ne dispose pas de méthode générale. Il ne faut pas réver. C’est
dans le cas des coefficients constants que I'on maitrisera complétement le
probleme.

6. Equations linéaires a coefficients constants
Nous avons vu qu’il n’y a pas de méthode générale donnant la solution
générale d’'une équation linéaire homogene :

Y () = a(t)(y(t))
avec y(t) dans E, espace vectoriel, et a(t) € Lc(E, E).

Mais dans le cas de a constant par rapport & ¢ on connait la solution
générale de :

18.66. y'(t) = a(y(t)).
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THEOREME 18.67. — Soit E un Banach et a dans L.(E, E), la solution
de Uéquation 18.66 : y'(t) = a(y(t)) valant yo pour t = tq est définie par

y(&) = (e®=)2) (y0).

11 s’agit d’une vérification.
D’abord, dans L¢(FE, E), complet, (Tome 2, Théoréme 6.25), la série
os (E—t0)a)" to) )"

1dE donc y(t) existe et y(tp) = yo.
Puis ¢ ~» €@ est dérivable, de dérivée a o e
En effet, pour h réel non nul,

% (e(t+h)a _ eta) — % (eta oehe — eta,)

car ta et ha commutent, et la convergence absolue des séries définissant
€t® et " permet alors de justifier I'égalité i@ o @ = etatha,
Donc

ha _ : X n-1n
% (e(t+h)a _ eta,) —eto o (e hldE) —etoo (Zl h n!a ) )
n=

hn—lan all|™
Il : Ii < [llalll

ést absolument convergente donc convergente. De plus

ta — gla g

Pour |h| < 1, Tl la convergence uniforme en h

de cette série de fonctions de h, contiliues sur [—1, 1], permet de conclure
r—1g

a la continuité en 0 donc hm Z = a dou (e!?)! = €% o g, par

n—l
continuité aussi de Papplication bilinéaire (u,v) ~» u o v de (Lc(E, E))?
dans L.(E, E).
Comme e(t—%0)a = ¢ta o =108 on en déduit que ¢ ~» elt—to)a et
dérivable de dérivée
el% 0 g oe 108 = gla 5 g—toa o o — e(t—to)a oa

puisque a et les polynémes en a commutent, donc a et e~ %% commutent
aussi.

Enfin, 'application bilinéaire continue (u, z) ~ u(z) de L(E,E)x E
dans E étant différentiable, (exemple 16.21), on conclut a la dérivabilité

de t ~~ (e(t‘tO)“) yo = y(t) avec

y/(t) = (a0 et™%) (yo) = a (*)2(y0)) = a(y(t).
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Comme on sait, qu'il n’y a qu'une solution convenant, c’est celle-la. B

COROLLAIRE 18.68. Pour que léquation différentielle 18.66 : y'(t) =

a(y(t)), avec a € Lc(E, E), admette une solution de la forme t ~ e yp,
avec A réel et yo dans E, Banach, il faut et il suffit que X soit valeur propre
de a et yg vecteur propre associé.

En effet t ~~ e)‘tyo solution équivaut a
AeMyo — a(eMyo) =0,

mais e est un scalaire et a est linéaire, cest done équivalent a
e (Ayo—a(yo)) = 0, soit & a(yo) = Ayo puisque e*t # 0 : Cest bien avoir
A valeur propre de a et yp vecteur propre associé. n

Cas de E = R™. On considere donc I'équation 18.66 : /(t) = a(y(t))
avec a opérateur linéaire de E, ou sa traduction matricielle

18.69. Y'(t) = AY(t), avec Y (t) vecteur colonne de R™ et A matrice
carrée d’ordre n.

18.70. Premier cas : A est diagonalisable

Si A1, ..., A\, sont les valeurs propres de a, (ou de A), distinctes ou non,
et si {e1,...,en} est une base de vecteurs propres associés, les fonctions
yj it e’\jtej sont solutions de 18.66, (corollaire 18.68), indépendantes
carsit = O ona:y;(0) = e; donc les valeurs prises par ces solutions pour
t = 0 sont indépendantes, (Corollaire 18.37). Comme V’espace vectoriel des
solutions est de dimension 7, les y; en forment une base.

Otlj

REMARQUE 18.71. — Si C; = : est la matrice colonne des com-

anj
posantes de e; dans la base de départ, le déterminant de la matrice wron-
skienne est visiblement

ePatotAn)t get (01\c2| s |cn) .
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Or A\j+...+ A = trace (a) et det (Cl | . .‘Cn) = W(0), on retrouve
la formule

W(t) = eJoEracealdsyy g _ c(tracealtyy (g
justifiée en 18.46.

REMARQUE 18.72. — Si A est diagonalisable sur C, on peut prendre une
base de vecteurs propres deux & deux conjugués pour les valeurs propres
complexes conjuguées.

Si A € C\ R est valeur propre de a, de vecteur propre associé Z,
les deux fonctions t ~ e*Z et t ~» e*Z sont dérivables de R dans C
et vérifient I'équation différentielle 2/(t) = a(z(t)), (car a(Z) = AZ et
a(Z) =XZ),etsiA=a+iB, (aet fréels)et Z = X +iY, (X et Y,
vecteurs colonnes dans R™), on a z(t) = e’ Z qui s'écrit :

2(t) = €**(cos Bt + isin Bt)(X +iY) soit
2(t) = (€**cos Bt) X — (e*'sinBt) Y + i ((e*sin Bt) X + (e**cos Bt)Y')
et les deux fonctions
u:t~ (e*cosft) X — (e*sinfBt) Y
et v it~ (e®sinfBt) X + (e*cosBt) Y

qui sont encore définies par 2u(t) = z(t) + Z(¢) et 2iv(t) = 2(¢t) — Z(¢),
sont des solutions de 18.66, valant X et Y si £ = 0, donc indépendantes
car Z et Z le sont comme vecteurs propres pour A ft A iijstincts, et on
2

passe de (Z,Z) a (X,Y) par la matrice réguliere % R E d’ou X et
2

Y indépendants sur C donc sur R. 2

On obtient donc facilement lintégrale générale de y'(t) = a(y(t))
lorsque a est diagonalisable sur R, (ou C). ]

On poursuit I'étude sur C, (en travaillant avec des expressions con-
jugués on obtient les solutions réelles) et on suppose cette fois :

18.73. Deuxiéme cas : A non diagonalisable

Soit Aj,...,A; les valeurs propres distinces, de multiplicités respec-
tives my, ..., my de a. On sait que 'espace vectoriel E = C" est somme
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directe des k sous-espace caractéristiques C; = Ker (a — \;id)™, C; de
dimension m;. (Algebre, corollaire 10.53).

Pour chaque j fixé, avec j < k, soit Zy j; Za j;. .., ij,
Ci.

J

On sait alors que la solution prenant la valeur Zp,j, (pour 1 < p <
m;), pour t = tq est donnée par yp () = (e(t"t‘))“) (Zp,j), (Théoréme
18.67).

Or (t —tg)a = (t — to)(a + Ajid — A;id)

=(t— to)/\jid + (t —to)(a— /\jid),

'homothétie (t — to)A;id commutant a (t — to)(a — A;id).
11 en résulte que e(t—to)a — (e(t_tO))‘J') id o e(t—to)(a=Asid)

j une base de

t—
donc yp, ;(t) = e(t—to)A; Z (t —to)? (a—Xid)¥(Zp ;) |,
=0 q!
q=

et comme Z, ; € C; = Ker(a — )\jid)mj , la série est tronquée au rang
m; — 1 dor:

Pour \; valeur propre de multiplicité mj, et pour Z, ; dans le sous-
espace caractéristigue C; = Ker (a — \;id)™, la solution de 18.66 :
Y (t) = a(y(t)) valant Zp, ; si t = to est donnée par

m;—1

—to)\s (E—1t0)? .
vpit) = [ D et @ nidT) (Z).  m
q=0
En particulier, les n solutions (Ypj), pour j = 1,...,k, et pour

1 < p < my, définies par.

m;—1
18.74. y,;(t) = i Z—Zexjt(a—/\jid)q (Zp,j), sont n solutions
indépendantes de 18.6213_1?uisque pour ¢ = 0 elles valent Z, ; et que les
(Zp,j) 115:]57’; forment une base de C" = E = él C;.
On a donc ainsi l'intégrale générale de 18.66 lorsque a n’est pas
diagonalisable.

REMARQUE 18.75. — Pour les valeurs propres complexes, \; et Xj de méme

multiplicité, avec Z,, ; et 7,,,_1, on obtient des solutions réelles en prenant
les parties réelles et imaginaires des yp ; en fait.
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REMARQUE 18.76. — Partant du systéme 18.69 : Y'(t) = A(Y (¢)), si
on sait trigonaliser A, avec P réguliére, (et constante en t) telle que
P~lAP = B soit triangulaire, (18.69) & P~lY'(t) = (P~1AP)
(P~1Y(t)), donc en posant Z(t) = P~1Y (t), on aura Z’(t) = P~1Y’(t)
et (18.69) < Y (t) = PZ(t) avec Z'(t) = BZ(t) qui se développe en :

zi(t) =b1121(t) + ... + binzn(t)
() =b t)+...+b t
1877, 25(t) = baa2o(t) on2n(t)

z;,' (t) = brnzn(t)

Le systéme 18.77 s’intégre en remontant, la derniére équation donnant

zn(t) = (cte)eb™t, don
z;z—l = b‘n—l,n—lzn +b _1,n(cte)eb"“t

linéaire du 1°F ordre que l'on sait intégrer, et on obtient ainsi successive-
ment chaque 2;(t).

Cas d’une équation scalaire d’ordre n & coefficients constants,

18.78. y™(t) + a1y (t) + ... + any(t) = 0.

L’étude théorique, (Théoréme 18.60) conduit a dire que les solutions
de 18.78 forment un espace vectoriel de dimension 7, et que ce sont les
premiéres composantes des solutions du systéme

18.79. Y'(t) = AY (t), avec

0 1 0 0
0 0 1 0
A =
1
—ap —Gp—]1 —Qp—2 ... —01

L’étude précédente, (A diagonalisable ou non), conduit & chercher les
valeurs propres de A, racines du polyndme caractéristique

Xa(N) = (-D)"\"+ a1 X"t + ..+ an_1A +ap),
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(on développe par rapport a la derniére ligne det (A — AlL,), voir le caleul
fait en Algebre, en 10.45, ou on travaille en colonnes).

Si A1,..., A sont les racines distinctes de X4(A), de multiplicités
respectives mj, ..., my, les formules 18.74 montrent alors que y sera une
combinaison linéaire des fonctions £ ~~ tqe’\ﬂ't, pour 0 < g < m; —1et
pour j=1,2,...,k.

On a donc, en notant £ P'espace vectoriel des solutions de 18.78,

£ C Vect{tdeM?; j=1,2,...,k 0< g<mj — 1},

avec £ de dimension n et avec n fonctions du type t9eMit : clest que
£ = Vect{tdeM?; j=1,2,...k; 0< ¢ < m; — 1} et que ces n fonctions
sont indépendantes.

On connait donc la forme de l'intégrale générale de 18.78, et on peut
remarquer qu'en cherchant une solution de 18.78 sous la forme ¢ ~» eM
on est conduit & avoir ) vérifiant

’

18.80 N+ a3 "1+ .. .a,_1A+ap=0,

équation caractéristique du systéme, ce qui est une recette ou un moyen
mnémotechnique de se rappeller le résultat. |

Le lecteur curieux, (en existe-t-il), aura remarqué le lien avec 'étude
des suites récurrentes : voir Tome 2, Théoréme 10.24.

7. Quelques recettes de cuisine

On rencontre souvent les équations différentielles du premier ordre
bien avant de disposer du théoréme de Cauchy Lipschitz et on est conduit
a employer des procédés d’intégration sur le bien fondé desquels on se
pose souvant des questions. Je vais tenter un mot d’explication et, si je ne
parviens pas a clarifier les choses, du moins je vous donnerai entre autre
la recette des coquilles Saint Jacques et du cassoulet. Ne cherchez pas, il
n’y a aucun rapport, mais c’est bon quand méme.

Considérons une fonction f définie sur une partie A de R3, et l'équa-
tion différentielle

(E) : f(za:% yl) =0.

Dans tout ce qui précéde nous avons eu un point de vue fonctionnel, en
cherchant des fonctions y de z, solutions de (E), c’est-a-dire des couples
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(I,¢) avec I intervalle de R, ¢ fonction dérivable sur I, avec Vz de
I, (z,0(z),¢'(z)) € Aet f(z,9(z),¢'(z)) = 0.

Mais on peut avoir un point de vue géométrique et chercher des courbes
intégrales.

En effet, 2 une solution (I,¢) de (E) on peut associer l'arc I' =
{z,p(z)); = € I}.

Par ailleurs on peut aussi définir des arcs de R? par une paramétrisa-
tion, c’est-a-dire se donner un intervalle J de R et deux applications u et
v de J dans R et considérer 'ensemble I'; = {(u(t),v(t)); t € J}.

On suppose en outre u et v de classe C.

Un point M = (u(tp),v(to)) est dit régulier sur (I'1) si le vecteur
(v (to), v (to)) de R? est non nul. Mais alors, si u/(tg) # 0, on a localement
u monotone, on peut I'inverser et, avec t = ul (z), obtenir une équation
cartésienne d’un sous-arc de I'7, du type y = v o u™1(z).

Si v/(tg) # 0, on aura localement une équation cartésienne r =
uov 1(y).

Enfin on a vu, (en 17.13), que si g est une fonction de classe C! de Q
ouvert de R? dans R, 'ensemble

I3 = {(z,y) € Q,9(z,y) = 0 et dg(z,y) # 0}

est un arc de courbe dit d’équation implicite g(z,y) = 0, puisqu’on peut
localement tirer y fonction de x, ou z fonction de y.

Il résulte de ce bref apercu, qu’au lieu de chercher des fonctions y de z,
solutions de (E), on peut obtenir des courbes intégrales en paramétrique
ou en implicite, d’ol, pour les portions d’arcs convenables, une fonction y
de z solution.

Les procédés d’intégration que nous allons considérer conduisent ainsi
a des paramétrisations ou des équations implicites

18.81. Equations a variables séparées

Elles s’écrivent sous la forme f(z)dz = g(y)dy.
Si F et G sont des primitives de f et g, les courbes d’équation implicite
F(z) — G(y) = constante sont courbes intégrales.

18.82. Equations incomplétes, du type f(z,y’) = 0 ou f(y,y') = 0. Si
on sait paramétrer l'arc d’équation f(u,v) = 0 on sait les « résoudre », les
guillements pour rappeler qu’'une étude précise nécessite la détermination
des ouverts sur lesquels on peut tirer ¢’ fonction de z ou de y, appliquer
Cauchy Lipschitz et recoller les morceaux.
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On suppose donc que (f(u,v) = 0) & (u = p(t) et v = P(t)), avec @
et 1 dérivables, définies sur un intervalle de R.

Dans le cas de f(z,y') = 0 avec T = (t) et dy = 1(t)dz, comme
dz = ¢'(t)dt on obtient dy = ¥(t)¢’(t)dt d’otr y fonction de ¢, (avec une
primitive de 1¢’) et une paramétrisation des courbes intégrales.

Dans le cas de f(y,y’) =0, onay = ¢(t) et dy = 9(t)dz. Sur tout

/
t
intervalle ou ¥ ne s’annule pas, on obtient donc dz = (Z)T(t))dt dou z
fonction de ¢ et une paramétrisation des courbes intégrales.
Si pour tg, ¥(tg) = 0, la droite d’équation y = ¢(tg) est solution car

alors 3/ = % =0, et F(yp(to), Y(t0) = F(u,) =0

18.83. Equations homogeénes

Ce sont des équations du type (E) : F(z,y,y’) = 0, F étant homogéne
en deux des variables.

Cas d’une équation y' = f (—?:;)
On pose ¥ _ t, dou dy = f(t)dz, mais aussi dy = tdz + zdt, dou

z
Péquation (f(t) — t)dz = zdt.

Si to est tel que f(tg) = to, la droite y = tpx est courbe intégrale,
(v =tp,onabieny = f (%) le long de la droite).

dz dt
Sur tout intervalle ou f(¢) — ¢ 0O,ona — = ———
ft) -t # O

fonction de t, (z ne s’annulant pas) et y = tz aussi fonction de ¢ : on
a une paramétrisation des courbes intégrales.

dou =

Si Uéquation est du type F(y', %) =0, et si F(u,v) = 0 se parametre
en u = ©(t) et v = 1)(t), on pose

V=2 _ o) ety =it

d’otr deux expressions de dy que l'on égale :
o(t)dr = ¢/ (t)zdt + ¥ (t)dz

d’oit (p(t) — ¥(t))dx = 9/ (t)zdt, équation a variables séparées.
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/
Equation homogéne en F(z, %) =0.

Comme on travaille sur des intervalles ou y, continue car dérivable,
ne s'annule pas, on pose z = Log|y|, (y de signe constant), et on a une
équation incomplete F'(z,2’) = 0.

’
Enfin, si on a F(y, y;) = 0, comme Zz est sensé ne pas s’annuler, on
Y dy 2dy  2dy

2 = _—= ——= - - 3 i ’ i i 1\
pose T t, - 7de _ 9zdz P et on étudie I’équation incompléte

F(y, 23—?1 = 0 qui donnera (peut étre), y fonction de ¢ = z2.

18.84. Equation de Bernouilli : du type y' + P(z)y + Q(z)y™ = 0. On
constate que si P et Q sont continues, en posant f(z,y) = P(z)y +
Q(z)y™ on a f continue en (z,y), localement Lipchitzienne en y, (le
théoréme des accroissements finis s’applique) donc, (Cauchy Lipschitz) par
tout point du plan il passe une et une seule courbe intégrale d’équation
y = ¢(z), maximale. Joubliai de dire que n est entier > 2.

La solution y = 0 convient, donc tout autre solution ne s’annule pas,

(siy(zg) = 0, y est nulle : unicité de la solution de donnée initiale (zg, 0)).
/

Ceci justifie la division par y™, on obtient 'équation y—n +P(z)

yn—l +

Q(z) =0, ot, avec u =

'
—u z .
ATy ORa —— + P(z)u+ Q(z) = 0, équation

linéaire en u, d’'ou u, dou y.

18.85. Equation de Ricatti : du type ¥’ + A(x)y? + B(z)y + C(z) = 0.
La encore, si A,B,C sont continues, Cauchy Lipschitz s’applique
partout sur R2.

Si on connait une solution particuliére, y;, on pose y = y; + z et z ne
pourra s’annuler sans étre identiquement nulle, pour y solution.
On obtient y solution si

2+ i+ A@) (P + 2512+ 22) + B(z)y1 + B(z)z + C(z) =0
soit, y1 étant solution, si
2 + A(z)2? + (2A(z)y1(z) + B(z))z =0

on est ramené au type Bernouilli.
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18.86. Equation de Lagrange, (ou a isoclines rectilignes). Ce sont des
équations du type y = zf(v') + g(v/).

18.87. On appelle isocline de pente m ensemble des points du plan o
passe une courbe intégrale telle qu’en ces points y’ = m.

Lisocline de pente m est donc sur la droite d’équation y = zf(m) +
g(m), d’ou le terme isocline rectiligne.

On parametre les solutions en fonction de t = . On a donc dy = tdz
et y = zf(t) + g(t) qui donne dy = f(t)dz + (zf'(t) + ¢'(t))dt, dou
Pégalité

(t = f(t)) dz = (zf'(t) + g'(t))dt

soit encore
(t~ )%~ f( = ()

équation linéaire en z, (sauf si f(t) = t pour tout t), d’ou z fonction de t,
puis y = zf(t) + g(t) aussi fonction de t.

18.88. Le cas f(t) = t pour tout t, cest-a-dire y = zy’ + g(y’) : clest
Véquation de Clairault et le méme procédé la ramene a (z+¢'(¢))dt = 0

Les droites déquation y = zm + g(m), (m constante) sont des
solutions, et la courbe paramétrée

{x =-4'(t)
y=at+g(t) = —g'(t)t +g(2)

est une autre solution enveloppe des précédentes en fait.

Un mot pour terminer des équations différentielles d’ordre 2 de
quelques types.

Incomplétes : on se rameéne au 1°¥ ordre.
Dans f(z,y',y") =0, onpose y’ = 2, on a f(z,z,2') =0.
Dans f(y,y',y") = 0 on cherche y’ fonction de y.

. ’ ’ dy’ 023y /
Si on pose ¥ = ¢(y),y" = il (y)% = ¢/ et on résoud
léquation du 1°F ordre f{y, p,pp’) =0
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/

1o
y—)=0,enposa.ntz=y§ona

Homogeénes du type f(z, %, ”

/2 "
——3—/7 dou L =2 + 22
y v Y

"
A=Y

et on est ramené au premier ordre f(z,z,2’ + 22) =0.

Je vous ai concocté quelques exemples dans les exercices. Me voici
parvenu au terme que je m’étais fixé et je vais enfin pouvoir retourner
jardiner. Mais chose promise, chose due, voici les recettes prévues.

18.89. Pour les coquilles Saint-Jacques : (8 personnes). Il vous faut
8 coquilles Saint-Jacques; 1 litre de moules; 150 g de crevettes grises,
200 g de champignons de Paris, 1 échalotte.

Faites cuire les moules avec I'échalotte hachée, dans un demi litre de
Coteaux du Loyon, (moelleux).

Faites blondir les champignons, coupés en petits dés, avec du beurre
et un filet de citron.

Faites cuire les coquilles Saint-Jacques dans un Sauternes de votre
choix.

Décortiquer les crevettes grises.

Garnir les coquilles des ingrédients. Avec les jus de cuisson préparer
une sauce blanche pour recouvrir le tout.

Au moment de servir, faites chauffer au four. C’est trés bon avec un
Gewurtztraminer « vendanges tardives » ou mieux, pour les connaisseurs,
« grains nobles ».

18.90. Quant au cassoulet, royal bien sur, cest une affaire de longue
haleine. Il vous faut, (pour 8 personnes) :

Du temps.

Du confit de canard, du porc (600 g échine), mouton, (600 g), un
saucisson a cuire, du lard fumé (250 g) des couennes (200 g) et des haricots
(800 g).

Faire cuire les haricots avec une carotte, oignons piqués de clous de
girofle, et les couennes dans la 2° eau.

Faire revenir dans la graisse de confit ’échine et le mouton, puis les
laisser mijoter (trois quart d’heure) en mouillant du jus de cuisson des
haricots, avec bouquet garni et tomates pelées.

Ensuite tapisser la, (ou les) terrine(s), en terre de préférence, des
couennes, garnir des viandes coupées en morceaux, du saucisson a l’ail
et du confit, ainsi que des haricots, en couches successives.
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Ajouter les jus de cuisson jusqu'en haut de la terrine, saupoudrer
de chapelure, faire cuire a four doux, (thermostat 2) une heure environ.
Crever la croute et remettre de la chapelure.

Le lendemain, faire chauffer 4 four doux encore 1 a4 2 heures en
remouillant si nécessaire, en remettant de la chapelure, en crevant la
croute... 7 fois disent les symbolistes.

Avec, suivant vos goiits, un Pommard ce sera chaleureux, mais un
Margaux donnera plus de profondeur.

Si vous commencez par les coquilles, suivies du cassoulet vous devez
étre en forme pour le fromage. Si vous ne connaissez pas, essayez un
Vin jaune pour accompagner un comté. Vous glisserez ainsi doucement au
dessert ou peut-étre un Sauternes.vous attendra.

Si vous le pouvez, philosophez alors sur les mathématiques! Bon
appétit!

EXERCICES

1. Soit l'équation différentielle (E) : ¥’ + p(z)y = 0 ol p est définie
de [0,+00[ dans R, dérivable, croissante, avec liI—|I—loo p(x) = +oo.
r—

Monter que toute solution de (E) sur [0, +00[ est bornée.

2.  Soit Péquation différentielle (E) : y/ + e~t°y =sint.
Montrer que si f est solution de (E) sur [1, +00[, bornée et telle que

—+00
/ f2 converge,ona lim f(t) =0.
1 t—+00

3. Résoudre le systeme

d=z+y -z
Y =—z+2y+z
2=z +z

4. Résoudre, pour (, 8) € (R — {0})?, le systéme

{a:”= (a+ B)z + By
y' =Pz +(a-By



5.

6.

7.

8.

10.
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Résoudre I'équation différentielle 2z (1 + y'2) —y3=0.
Intégrer I'équation différentielle |z|y’ + (z — 1)y = z2.

Soit p € CO%(JA,+oo[,R). On suppose que pour z > A on a
0 < m < p(z) < M. Soit équation différentielle y” + p(z)y = 0.
1) Montrer que ’ensemble des zéros d’une solution est dénombrable
strict si cette solution est non nulle.

2) Soit zg > A. Montrer que toute solution s’annule sur
[‘TO) zo + \/—]
3) Montrer que les zéros d'une solution non nulles sont isolés et que

NiTh

la distance entre deux zéros consécutifs est ou moins de

Intégrer Péquation différentielle zy’ + y2e* — y = 0.
Intégrer 'équation différentielle y'(1 — :c3) =y2 — 22y — 2z.

Intégrer I'équation différentielle zy’(2y — z) =

SOLUTIONS

Comme lil_l’_l p(z) = 400, Ja >0, Vz 2 a, p(z) > 0.
T—1+00
Soit y une solution de (E), si on considere la fonction 2 définie par
'2
2(z) =o® + ?, sur [a, +00[, on a
I

(y+y") -7 p2’

, , 2ylyll ,2 pl 2y
dmoyy + EL 2B Y
P VT

!
2
soit 2’ = —p i’) puisque y est solution de (E) Comme p est croissante, on

z' €0, z décroit dou, VT = a
!

20 U2 <20, Y20
@)+ s <P+ I
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3.

a fortiori on a, puisque p(z) > 0siz > a,
12

y°(a)
p(a)

La solution y est bornée sur [a,+o0[, et sur [0,a] compact, ou elle est
continue, donc elle est bornée sur [0, 00|

¥*(z) < vP(a) +

, constante.

2 2
On a |f"(t) — sin (t)| = e ¥|f(t)] € e7V||f]loo puisque f est bornée,
r+oo

ceci sur (1, +00[ donc lintégrale / (f" — sint)dt est absolument con-
1
vergente.

2
Deplusonae™® e tsit>1don:

- o L Iflleo
.f—mnﬂ<umw/ e~tap = Wlleo
1

d’ou1, pour

T2 1,—”‘f”°° < fl(x) + cosz — f'(1) —cos1 < ”f”°°,

d’oti Pon tire :

”flloo L2102 4 (1) 4+cos1—cosz < f'(z) < —cosz+ f/(1)+cos 1+ I L|oo
et en fait

Fen< =1l 4oy pay,

. +o0 +oo
Mais / f2 converge et |f’| bornée : on a / f2f absolument
1 1

T
convergente. Done, avec I(z) = / 2 = %(fa(a:) - 1) on a
1
lim I(x) qui existe, ot finalement lim f3(z) = [ existe.
T—+00 T—+00

Sil # 0, on aura lil_}'_l f2(z) = 12/3 > 0, ce qui est absurde car /
T—1T00

converge, donc finalement lim f =0.
z—+00

11 -1
La matrice A = ( -1 2 1 ) a pour polynéme caractéristique
10 1

A== NA=-N+1+2=-N+1=-2)=(2-N[1-N)%+2],de
valeurs propres distinctes sur C, 2 et 1 + iv/2.
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Sauf erreur, on trouve pour vecteurs propres V2 = (1,2,1) et V., 5 =
(£iv/2, —1,1), d’ot les solutions sur C en

1 V2 —iv2
Z(t) = aelt (2) +ﬂet(1+i\/§) ~1 +,Yet(1—i\/§) 1
1 1 1
etsurR,avecy=08=\—iu
—v/2(Xsin v/2t + pcos v/2t)
Xt)=a 2e2t + 2¢ —Acos V2t + psin v/2t
Acos /2t — psin /2t
ou encore
e2t —2+/2etsin /2t —2v/2etcos 2t
Xt)=a| 2% | +A| —2efcosv2t | +p 2etsin 2t
e* 2etcos V2t —2etsin /2t

On a un espace vectoriel de solutions de dimension 4, (si on rameéne au 1°¥
ordre, on est sur rRY).

Si on somme les équations, avec 2 = = + y on a 2/ = az avec a # 0, que
Ton sait intégrer sur R. Si a = w? est positif on aura z(t) = ae“? + be*?,
et si @ = —w? est négatif ce sera z(t) = acoswt + bsin wt.

Poursuivons avec a = w? > 0.

La premitre équation s'écrit '/ = (a + 8)z + By = ax + B(z + y) avec
T + y = z connu, soit encore

" — az = Bae“t + Bbe 1.

Léquation sans second membre, " — oz = 0 donne z = ue’t + ve~ vt

On cherche une solution particuliére, (avec second membre) de la forme
z = (u1t4v1)e”t + (ugt+v2)e ™, (w et —w racines simples de I'équation
caractéristique) ce qui apres des calculs d’identification, conduit sauf erreur,

a:
Bb
2w
y(t) = a(l - %)ewt +b(1— ﬁ)e”“’t + et 4 de—vt,

z(t) = te""t g™t 4 cet 4 de~wt

avec a, b, ¢, d, 4 constantes d’intégration.
Il y aurait lieu ensuite de traiter le cas de a = —w?.

’ ’
L’équation du troisiéme degré y 3_ 2zy 2_92z = 0 n’admet pas de solutions
constantes, (y’ = 0 sur un intervalle, nécessite £ = O sur cet intervalle).
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La relation f(z,y’) = y'3 - 2:cyl2 — 2z = 0 permet de tirer 3’ fonction de
classe C™ de z, par le théoréme des fonctions implicites si g—s"f, #0.

Or g—;, = 3y12 —4zy’ =/ (3y’ — 4x). Sion a, 2 la fois, g—z{, =0etf=0

! !
Cest que soit y' = 0 et = 0, soit 3y’ = 4x et 2y 3_ 4zy 2 _ 4z = 0 soit
encore

1 7 ! 7
2% -3y° -8 =y’ -3/ =—/(y?+3) =

d’olt 12 encore y' =0 et z = 0.
Si on suppose donc £ # 0, soit sur I'ouvert R* x R de R? on peut tirer

implicitement ' fonction de classe Cldezxet Y le théoréme de Cauchy
Lipschitz s’applique et par tout point de = R™ X R il passe une et une
seule courbe intégrale restant dans 2.

Léquation est incompléte. La cubique 2u(1 +v?) — v3 = 0 se parametre en

’03
Yyt T
On pose donc
r_dy _ ey v ’os
Y —dz—vet:c—u—2(l+v2) d’ot

30 (14+v%) —20* | v?(v? +3)dv

dy = vdzx avec dz = 20+ 02)2 v = 21T 02)2

4 2
- _ v 43 1 1 _ 2 2
dou dy= 2(1+v2)2vdv— 1 <1+ T+ o2 (1+v2)2)d(v )
y= l(112+Log(1+'02)+ 2 + o)
4 1492
donc o3
= 2(1 + v2)

est une paramétrisation des courbes intégrales, yo constante d’intégration.
On constate que pour un z = a 7# 0 donné, et y = G, il exisite un 1seul v#0

E=—3+ ,carl’;;uatlondu3edegré +-—%—0est
telleque4p +27q —4+Z-— > 0.

tel que

Pour ce v trouvé, il y a un seul y tel que y(v) =
L’abscisse ne s'annule que si v = 0. Si v €]0, +oo[ z décrit ]0, +oo[ de
maniére monotone, (l = l + ia fonction décroissante de v), et si yg varie

les courbes intégrales se déduisent I'une de P'autre par translation parallele
a Oy.
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Enfin, si v tend vers 0, = tend vers 0, y vers 71—(2 + yo) et y' vers 0,

(dy = vdz) :'il y a raccord unique d’une courbe pour v < 0 et v > 0.
Le paramétrage est celui des courbes intégrales dans R2.

Sur ] — 00, 0], on a Péquation linéaire —zy’ + (x — 1)y = z2, Péquation sans
1 1
second membre y’ = (1— E)y a pour intégrale générale y = )\ef (1-z)de _
Z
Ae® 12121 donc en changeant A en —), du type y = Ae?. La méthode de

variation des constantes conduit 2 \ = —:1:26_’”; on cherche A du type

(az? 4 bz + c)e ™2, d'ot la condition —az? — bz — ¢+ 2az + b = —z2, qui
z? 42z +2 e”
z z

conduit 3 : a = 1,b = 2,¢ = 2 et une solution en y =

pour z < 0.

Le méme travail, sur ]0, +00], a partir de Péquation zy’ + (z — 1)y = z2

conduit 3 : y/ = (; — 1)y pour l'équation sans second membre, d’olr
= Mre %, or y = z est solution particuliere, d'ot1 Pespace affine des

solutions : y = z + Aze™ 7 sur |0, +o0|.

Y-a-t-il des solutions définies sur R? Pour cela il faut que y et y' soient

prolongeables par continuité en 0, (si on veut avoir y' continue).

24 p+ 22+ p) + 221+ g) + o(z?)
Pour z < 0, = proche de 0, y = on

T
doit avoir u = —2 pour prolonger par continuité, avec lim y(0) = 0 dans

z—0~

ce cas et lim y'(0) = 0 aussi.
=

Or, pour z >0,y = z(1+\) — Az? + o(z?) donc, si A = —1 on aura aussi
lim y' =0et 11m+y 0.
0

z—0+t
Donc pour A = —1 et u = —2, on définit une (et c’est la seule) solution
sur R.

La 1°F est une conséquence du 2 car si zp est un zéro du.ne solution sur

2
[0, 2o + —=], il y aura un zéro 2; sur [zg + ,To + ] forcément
\/_ vm \/_

2pm
distinct de 2, et ainsi de suite, les intervalles [z¢o+ ——= = T0 +(2p+1) ,_]
étant disjoints, une suite (zp) de zéros distincts. On verra de plus que les
zéros sont de cardinal dénombrable.

Justifions le 2¢. Soit y une solution de y” + p(z)y=0etz une solutlon de
z' "+ mz = 0. On «entrelace » y et z en considérant w = yz’ —y’2. On a
w' = y2"” —y"z done W' = y(—mz) — 2(—p(x)y) = yz(p(x) — m), avec
p(z) —m 2 0.

Supposons que y ne s’annule pas sur [Tg,zo + Lm], par exemple y reste

> 0. On prend z définie par z(z) = siny/m(z — z¢) dans ce qui précade,
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alors w'(x) = y(z)z(z)(p(x) —m) est > 0 sur [xo, zo+ %], donc w croit.

Or 2(zo) = z(zo + %) =0, et on a 2'(z) = \/mcos /m(z — o) donc
2/ (xo) = vVm et 2'(zo + %) = —y/m, doit w(zg) = vVmy(zo) > 0,
™ ™
alors que w(zg + —) = —v/my(xro + —=) < 0: w n’est pas croissante.
que w(zo \/E) vmy(zo \/H) P

=

vm'

Justifions le I : on a au moins une infinité dénombrable stricte de zéros
vu le 2°. Or sur un segment [a,b], a < b, de |4, +00|, il y a une infinité
de zéros, il y a un point d’accumulation de ces zéros, d’oi une suite de zéros
distincts, (2n)neN convergent vers ¢ € [a, ], mais entre zn et zn+1, Y

s'annule en T, (Rolle) et les zr, convergent vers c, d'oit y(c) = y'(c) = O et
y serait nulle, la donnée initiale étant nulle.

Donc y s’annule sur [z, g +

Comme ] A, +oo[= U A+ %, n] et que sur chaque segment les zéros sont

neN
en nombre fini, on a une famille dénombrable stricte de zéros d’une solution
non nulle, zéros de plus isolés.

3) Soit y une solution de 3" + py = 0 s’annulant en zo. On a y'(z¢) # 0,
(sinon y = 0 car la donnée initiale serait nulle).
Soit 17 = inf {z,z zéro de y, z > zo}. Il existe, (on a des zéros sur

[xo + L,zo + 1 + %]), et £1 > o car les zéros sont isolés comme on

I'a vu précédemment. Sur |z, z1[ y garde un signe constant, par exemple
y>0.
™

Soit u(z) = sin VM (z—xo),onau > 0sur]zg, zo+ Wivi [ et on considere
h définie par h(z) = y'u — yu',on a

b =y"u—yu" = —pyu + yMu = yu(M —p),
avec M — p positive.
T
Si on avait 1 < zg9 + ——, ¥y serait positive sur |zg, 1], ainsi que u et
vM 20, 21]

M —p, donc h serait croissante sur ce segment. Or h(zg) = 0 car u(zg) =0
et y(z0) = 0, alors que h(z1) = ¥ (z1)u(z1) avec u(z1) > 0. Il nous faut
le signe de y'(z1). Mais 3 (zo) et ¥/ (z1) sont non nuls, (sinon y aurait une
donnée initiale nulle) et comme on a supposé y > 0 sur |z, z1[, le seul choix
possible est 3 (20) > 0 et 3/ (1) < 0, mais alors h(z1) < 0 : la fonction A
n’est pas croissante.

T
C’est donc que 71 2 g + —.
z VM
Un travail analogue se fait pour z2 = sup {z; y(z) = 0,z < zo} si cet
ensemble est non vide, on a donc une distance de I au moins entre deux

vM

zeros consécutifs de y.
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Sur Q = R* x R le théoréme de Cauchy Lipschitz s’applique.

Par un point (zg, 0) avec zg # 0, la solution constante y = 0 passe, c’est la
seule solution qui y passe. Les autres solutions ne s’annulent pas, (sauf peut
étre si x tend vers 0).

L'équation est de Bernouilli, on divise par y2, elle devient

/

y _1 1
zyz“+ex=0,ou,avec z==, z2 +2=¢".
Yy Y y

A
Sans second membre on a z = —. La variation de la constante conduit a

T
' T 3 s P 1 e’ +b .
AN=e"doud=e*"+betz= 5 = pant Les solutions cherchées sont
donc du type y = e”L-l—b’ b constante.
T

Au voisinage de 0, y = tend vers 0 si b # —1. On peut

(1+b)+z+o(x)
constater que pour b # —1, il y a prolongement en O des solutions : par
(0,0) passent une infinité de courbes intégrales.

2 .2
% = f(z,y) avec f continue en
of

(z,y), localement Lipschitzienne en y puisque B existe en étant continue

Pourz # l,onay =

donc localement bornée : Cauchy Lipschitz s’applique sur l'ouvert 2 =
R—{1}) xR.

La fonction y = —z? est solution, (—2z(1 — 23) = z* + z* — 2z), on pose
Y= —22 + z dans cette équation de Ricatti. On a :

(—2z+ 7)1 —-2%) =2* —222% + 22 + 2* - 22z -2z
soit 2’ (1—z3%) = —3z2%+22 équation de Bernouilli dans laquelle on cherche

les solutions ne s’annulant pas.

1 ..
Avec u = > on a, en divisant par z2,

—'(1-2%)+3%u=1

L’équation sans second membre, u/(1 — z3) = 3z%u conduit & u =

1—z3
d’ol, (variation de la constante), —\’ = 1 donc A = —z + a.
a—z 1-2°
On obtient v = ——, donc z = et les solutions du type
3 11—z a—z
Y= —z24+—=a parameétre réel.

a—x

L’équation est homogéne et sur = {(z,y) € R%,z # 0,z # 2y} le
théoreme de Cauchy Lipschitz s’applique.
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On constate que la fonction constante nulle est solution, donc dans 2 aucune
autre solution ne s’annule.

On paramétre par y = tz, dou zzy'(Zt —1) = 222, et sur Q, (z # 0) on
t2
! —
a y %1 . On en déduit

2

dy = tdz + zdt = 5 = 1d:c soit

t2 t—t2
(Et——l_t)dz zdt = 2t—1d

On est amené a diviser par ¢(1 — t). Or ¢ = 0 conduit 2 la solution nulle,
y = 0, déja trouvée, alors que { = 1 donne y = z, effectivement solution,

(z-1(2z —x) = 22 est vérifiée). Comme dans {2 les solutions ne se recoupent
pas, les autres solutions seront obtenus pour ¢t # 0 et £ # 1, on peut donc

écrire
dz  2t—1 11
T t(l—t)dt (t +1—t)dt

ce qui conduit 3 z = k constante d’intégration.

t(l t)’

Les courbes intégrales sont donc paramétrées par :

T = ,pourt #0et #1,

_k =k
-0 YT 14

auxquelles il faut adjoindre les droites y = z et y = 0.
Enfa.itt:gd’oﬁy=-k—= kz
T 1-Y z-y

et on a aussi la famille de coniques

T
d’équations implicites y(z — y) — kz = 0.
Une étude graphique montre que la droite y = g, (écartée au départ)

correspond aux points & tangentes verticales de ces hyperboles, qui par
ailleurs, pour £ = 0 passent toutes & l'origine, donc en (0,0) il y a une
infinité de courbes intégrales et en (0, yg) avec yg 7 O aucune.
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Dans ce troisieme tome, consacré aux espaces fonctionnels, aprés
I’étude des séries d’éléments d’un espace vectoriel normé, nous consi-
dérerons les suites et séries de fonctions et leurs divers types de
convergence.

Les fonctions réglées et leurs intégrales nous donneront un exemple
d’application du Théoréme du prolongement des fonctions uniformé-
ment continues.

Aprés les Théoremes de Dini et de Stone-Weierstrass, I’étude des
séries entieres dans le cas réel ou complexe nous permettra d’aborder
la notion d’analycité et de parler des fonctions holomorphes et des
résidus.

Les séries de Fourier seront traitées dans le cadre des espaces préhil-
bertiens réels et complexes.

Enfin, le calcul différentiel, les difféomorphismes et le Théoréme des
fonctions implicites seront appliqués a la résolution des équations
différentielles ot nous retrouverons le lemme de Zorn, pour justifier
I’existence des solutions maximales.
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