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Avant-propos

Cet exposé de la topologie ne respecte pas le programme de la classe
de Mathématiques Spéciales, car comment respecter un programme qui
change, dans lequel on procéde & des allegements pas toujours trés
structurés.

Des que 'on dispose d’'une application, il y a deux espaces topologiques,
donc en fait un espace produit. Vouloir limiter ’étude des compacts au cas
métrique c’est les vider de leur contenu et, en favorisant a I'exces I'aspect
séquentiel, passer sous-silence les recouvrements finis:

C’est pour ces raisons que j’ai préféré commencer par un exposé de la
topologie générale, avant d’aborder les espaces métriques puis les espaces
vectoriels normés, que 'on retrouvera dans le tome 3, dans le cadre des
espaces préhilbertiens.

Je n’ai pu résister au désir de donner une construction de R comme
complété de Q, construction qui achéve la mise en place des grands
ensembles mathématiques, N, Z, Q et C, étudiés dans le tome 1.

Apres bien des hésitations, et pour rester 4 un niveau assez élémen-
taire, je me suis décidé a exposer l'intégrale de Riemann. Lors de I'étude
des espaces fonctionnels, dans le tome 3, on pourra la comparer a
I'intégrale des fonctions réglées.
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CHAPITRE 1

Topologie générale

L’étude de la topologie, d’abord générale, puis métrique sera faite en
supposant connues les propriétés de R, ce qui permettra de donner des
exemples. Mais la construction de R et la justification des propriétés citées
sera faite ensuite au chapitre 5.

1. Vocabulaire

DEFINITION 1.1. — On appelle espace topologique T tout couple formé d’un
ensemble E et d’une partie O de P(E), (les éléments de O étant les ouverts
de la topologie T), vérifiant :

1) & et E sont des ouverts,
2) toute réunion d’ouverts est un ouvert,
3) toute intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert.

Autrement dit, 'ensemble O des ouverts de la toplogie 7 contient &
et E, il est stable par réunion et par intersection finie.

Sur un ensemble F, on peut définir plusieurs topologies, sauf si F est
un singleton, auquel cas P(E) = {J, E}.

1.2. Soient O; et O3 les familles d’ouverts de deux topologies 77 et 7o
sur E, on dira que 73 est plus fine que 71 si O1 C Os.

Donc tous les ouverts de 77, sont des ouverts pour 75, qui peut en
avoir d’autres.

EXEMPLE 1.3. — Si sur F on prend pour famille d’ouverts O = {J, E} on
a une topologie, la moins fine de toutes celles que 'on peut définir sur E,
appelée topologie grossiére.
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EXEMPLE 1.4. — Si sur F on prend O = P(E), qui est stable par réunion,
intersection, contient & et E, on a encore les ouverts d’'une topologie, la
plus fine de toutes sur E, cest la topologie discréte.

EXEMPLE 1.5. — Topologie d’ensemble ordonné

Soit un ensemble E totalement ordonné. Pour faciliter la compréhen-
sion on peut penser 3 £ = Q ou R. On suppose F # .
On appelle intervalle ouvert toute partie de £ de l'un des types
suivants :
Ja,b] = {c,c€ E, a<c<b}, etceci Y(a,b)€ E?
la, )={c,c€ E, ¢>a}ou( ,a[={c,c€ E,c<a}l,

et ceci pour tout a de F;
enfin E entier.

On appelle ouvert toute réunion d’intervalles ouverts. Les ouverts
définissent une topologie car :

FE, intervalle ouvert est un ouvert, cest la réunion des intervalles de
la famille {E},

& =|a, al, si a € E, est un intervalle ouvert, donc un ouvert.

Toute réunion d’ouverts est un ouvert : si les (O;);cs sont des ouverts,
c’est que chaque O; est du type O; = U Ck;, avec Cy, intervalle ouvert,

k.€K;
donc O = U 0; = U( U Ck;) est bien réunion d’intervalles ouverts.
i€l i€l k;eK; .

Toute intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert : par récur-

rence il suffit de le faire pour 2 ouverts. Soient O; = U Ck, et O3 =
k1€K)
U Cj, deux réunions d’'intervalles ouverts. D’aprés le théoréme 1.27

k2€K>
d’Algebre, on a :

0O1N0g = U (Ck, N Cy,) et on va justifier que chaque

(k1,k2)eK1 x K2

C, N Ck, est un intervalle ouvert. C’est évident si I'un des deux est &
ou E. Si on a Cy, =|a,b[ et Cy, =]c, ) par exemple alors

alors Ci, NCg, ={r; a<z,z<bc<z}
= {z; sup(a,c) < z; z < b} =| sup(a,c),b|.

C’est bien un intervalle ouvert. On vérifierait de méme les résultats
dans les autres cas.
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On a donc une topologie sur E. Un cas particulier important est celui

de la «droite achevée », R = RU {400} U {—00}, ensemble ordonné par
la relation

(z<y) & ((w = —00) ou (y = +00)

ou ((z,y)€R2 etxgy)). n

DEFINITION 1.6. — Une partie A d’un espace topologique E est dite fermée
dans E si et seulement si son complémentaire ensembliste E — A est ouvert.

On parle encore d’un fermé de E.

Il résulte immédiatement des propriétés caractérisant les ouverts,
qu'une topologie 7 peut étre définie par la donnée de la famille F de
ses fermés, famille vérifiant :

E et O sont des fermés;
toute intersection de fermés est un fermé;
toute réunion d’un nombre fini de fermés est un fermé.

DEFINITION 1.7. — On appelle voisinage d’un élément x de l'espace topo-
logique E, toute partie V de E telle qu’il existe un ouvert O vérifiant :
zeoOCV.

On appellerait de méme, voisinage V d’une partie A de E toute partie
V telle qu’il existe un ouvert O vérifiant AC O C V.

THEOREME 1.8. — Une partie O de E topologique est un ouvert si et
seulement si elle est voisinage de chacun de ses points.

C’est 'un des théorémes fondamentaux de la topologie, d'un emploi
trés fréquent.

Soit O un ouvert, si O = &, Vz € J, n'importe quoi est vrai puisqu’il
n’y a pas de z dans &. En particulier, Vr € &, & est voisinage de z.

Si O # @, alors Vz € 0,30 ouvert avec £ € O C O : la définition
1.7. est vérifiée.

Réciproquement, si O est une partie, voisinage de chacun de ses points,
Vz € O, AU (z) ouvert avec z € U(z) C O, et on a alors 'égalité
0 = U U(z) puisque chaque zg de O est dans U(zg) donc dans la

z€0
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réunion et que la réunion des U(x) est contenue dans O. Mais alors O,
réunion d’ouverts est un ouvert. |

On peut se poser la question de savoir si on peut se donner un espace
topologique 7 = (E, O) par la famille des voisinages de tous ses éléments.
C’est possible si sont vérifiées les conditions suivantes.

1.9. Axiome des voisinages. Soit un ensemble E non vide. On se donne,
pour tout x de E une partie V(z) de P(E) dont les éléments sont appelés

voisinages de z, et soit ¥V = U V(z). Alors V est la famille des voisinages
z€FE
d’une topologie si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
D Vz € E,V(z) # D;
2V e V(x), zeV;
3 VAeP(E),sidVeVi),VcA=>AeV(z);
4) Si V est V' sont dans V(z), VNV’ € V(z);
5) VYV €V(z),3W € V(z) tel que W C Vet Vy e W,V € V(y).

11 est facile de vérifier que, si on part d’un espace topologique 7 =
(E, O) avec E non vide, les voisinages vérifient ces conditions.

1) Vz € E, E ouvert contenant z est voisinage de = donc E € V(z)
qui est non vide.

2) La définition de V voisinage de x impose z € V, et aussi, si A est
une partie contenant V' voisinage de z, avec O ouvert tel quez € O C V
onaz € O C A donc A est voisinage de z, soit A € V(z) d’ou le 3).

Le 4) est obtenu car avec V et V' voisinages de z, et O et O’ ouverts
tlsquez € OCVetzeO CcV/,,onaze (0ONO')C(VNV') avee
O N O ouvert donc V NV’ est voisinage de z.

Quand au 5), si V est un voisinage de z, il existe un ouvert O avec
z €0 CVetVye O, O est voisinage de y d’aprés le théoréme 1.8.

Réciproquement on suppose donnée une famille de parties de E véri-
fiant les cing conditions. On appelle ouvert toute partie O de E telle que
Vz € O, O € V(z).

On définit bien ainsi les ouverts d’une topologie car les conditions de
la définition 1.1 sont vérifiées. On a & ouvert car,

Vz € J, le prédicat portant sur 'ensemble vide, ce qui est derriére est
vrai, donc & € V() : & est un ouvert.

Puis, Vz € E, dapres 1) 3V € V(z), comme V C E, le 3) implique
E € V(z) donc E est ouvert.

Ensuite si les (O;);cs sont des ouverts, soit O = U 0;.80=0i
i€l
est ouvert. On suppose donc O # I, soit = € O.
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Il existe ig € I tel que z € O;y, avec O;, ouvert donc O;, € V(z), et
comme O;; C O, le 3) donne O € V(z). Dot O ouvert.

Enfin si O1,...,0,, n € N, sont des ouverts en nombre fini, si
n

O = ﬂ O; est vide, c’est un ouvert. On suppose donc O non vide et

=1
n

soitz € O = ﬂ O;, pour chaque i, O; € V(z),le 4)= O1 N Oz € V()
=1

puis (O; N O2) N O3 € V(z)... et finalement O € V(z) par application

itérée de 4). Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

On obtient bien ainsi les ouverts d’une topologie, 7.

Une question se pose alors : partant de cette topologie, on va obtenir
des voisinages des points au sens de la définition 1.7, la moindre des choses
serait de retrouver les voisinages du point de départ.

C’est 1a que la 5° condition va servir.

Soit V' un voisinage de z pour la topologie 7, il existe O ouvert avec
'€ O C V. Mais O ouvert contenant x implique O € V(z) par définition
des ouverts, et O C V = V € V(z) d’apres le 3). On a donc V' voisinage
de z pour 7 = V € V(x).

Réciproquement, soit V € V(z) on cherche un ouvert O de 7 tel que
z € O C V pour conclure V voisinage de x pour 7.

Soit O = {t € E, V € V(t)}. Comme V € V(z) on a z € O qui est
non vide. D’apres le 2),si V € V(¢t),onat € V, donc O C V. Enfin O
est ouvert pour la topologie 7 car sit € O, V € V(t) et d’apres le 5),
IW € V(t) tel que Yy € W, V € V(y).

Mais alors les y de W vérifient la condition d’appartenance a O, donc
W C O; comme W € V(t), le 3) = O € V(¢).

On adonc Vt € O, O € V(t) ce qui est la définition de O ouvert, et on
a bien z € O ouvert avec O C V = V est voisinage de z ou sens de 7.0

Remarque : D’un point de vue topologique, dans V(z) il y a des éléments
superflus puisque toute partie contenant un voisinage de x est également
voisinage de z. Ceci ameéne a poser la définition suivante.

DEFINITION 1.10 — Soit un espace topologique T = (E,O). On appelle
base de voisinages d’un élément x de E toute famille B(z) de voisinages
de x telle que, YV voisinage de x, IW € B(z) avec W C V.
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EXEMPLE 1.11. — Sur R muni de la topologie usuelle, les intervalles

1 1
Jz—=, £+ =[ pour n dans N* forment une base de voisinages de z. Mais

les [z — —, z+ ﬁ[ aussi... Il 0’y a pas unicité des bases de voisinages.
n

EXEMPLE 1.12. — Pour la topologie discréte sur F, {z} est une base de
voisinages de z.

REMARQUE 1.13. — On notera par la suite E au lieu de 7 = (F,O) un
espace topologique, lorsqu’il n’y a qu'une topologie considérée.

2. Fermeture, intérieur, frontiére

Fermeture d’adhérence

DEFINITION 1.14 — Soit A une partie d’'un espace topologique E. On appelle
fermeture de A, le plus petit fermé de E contenant A.

Bien siir, cette définition n’a de sens que si cette fermeture existe.

On considére 'ensemble F des fermés de E contenant A. Cet ensemble
F est non vide puisque F est un fermé contenant A. Si on considére alors

f(A4) = ﬂ F, cette partie de F est un fermé comme intersection de
FeFr

fermés, qui contient A puisque VF € F, A C F, et pour linclusion c’est

le plus petit fermé contenant A, puisque tout fermé F' contenant A est

dans la famille F, donc tel que f(A) C F.

1.15. La fermeture de A existe donc, c’est lintersection de tous les fermés
de E contenant A.

Cette caractérisation globale rappelle celle de sous groupe engendré
par une partie A, (Théoréeme 4.10 d’Algebre). C’est parce qu'on retrouve
une notion plus générale, celle de famille de Moore.

DEFINITION 1.16. — Une famille M de parties d’un ensemble E est une
famille de Moore si E € M et si M est stable par intersection.

C’est le cas pour les sous-groupes d’un groupe, pour les sous-anneaux
d’un anneau, ici pour les fermés d’un espace topologique, ce serait le cas
des parties convexes d’un espace affine réel.
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Chagque fois qu’on dispose d’'une famille de Moore M sur E, si A est
une partie de F on pourra introduire la plus petite partie de FE contenant
A et appartenant & M, (plus petite pour 'inclusion), et ce sera toujours
lintersection de tous les M de M tels que A C M.

Il est intéressant de pouvoir caractériser aussi, élément par élément,
lappartenance a cette partie, ici 4 la fermeture. C’est ce qui améne a
introduire la notion de point adhérent.

DEFINITION 1.17 — Soit A une partie de E espace topologique. Un élément

z de FE est dit adhérent a A si et seulement si tout voisinage V de  est tel
que VNA#GQ.

DEFINITION 1.18 — On appelle adhérence d’une partie A de E topologique
lensemble noté A des éléments de E adhérents a A.

THEOREME 1.19 — La relation A = A caractérise les fermés de E
topologique.

Carsi Aest ferméetsionaz & A, alors z € QQ = E \ A ouvert, et
comme {2 est voisinage de chacun de ses points, (Théoréme 1.8), on a un
voisinage (2 de z tel que Q N A = J, donc z non adhérent a A.

Puis si £ ¢ A, = n’est pas dans A, sinon tout voisinage V de z
contenant z vérifierait z € VN A, donc VN A # O et z serait dans
A ce qui est exclu.

Donc, pour A fermé, (z ¢ A) < (z ¢ A) dou A = A.

Si A = A, A est fermé, car justifier ceci revient _& prouver que
Q=FE\NAestouvert,orsiz € Q,z ¢ A avec A = A donc IV voi-
sinage de.x tel que VN A = &, s0it V C EN A = Q, a fortiori Q
est voisinage de z, et ce pour tout z de Q : on a bien 2 ouvert,
(Théoréme 1.8). [ |

THEOREME 1.20 — La fermeture d’une partie A de E espace topologique
est son adhérence.

En effet, soit f(A) la fermeture de A.Ona A C f(A),donc A C f(A).
(11 est évident que si = est adhérent & A, avec A C B, alors z est adhérent
a B car tout voisinage V' de z étant tel que V N A 5 O on aura a fortiori

VNB = ©). Comme f(A) est fermé, f(A) = f(A), (Théoreme 1.19), d'otr
A Cf(A).

Or A =4, car soit z dans A,V au voisinage de = et O un ouvert tel
que £ € 0 C V. On a O voisinage de z, x adhérent 4 A donc ONA # D et

siy € ONA, on a encore O ouvert, voisinage de y et y adhérent 2 A donc
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ONA#@. Comme ONA CVNA,a fortiori VN A # & et ce pour tout
V voisinage de z, dou z € A. On vient de justifier I'inclusion Z_C A;
mais comme pour une partie X quelconque il est clair que X C X, on a
Pégalité A = A d'on, (Théoréme 1.19), A fermé.

Mais alors, ayant A C A_C f(A) avec A fermé et f(A) plus petit
fermé contenant A, cest que A = f(A). ]
THEOREME 1.21. — Propriétés de l'adhérence. Soit E un espace topologique.
Ona@=0; ACA; ACB=>ACB; A=4A4;si Ai,...,An sont des

n n
parties de F, en nombre fini, on a (U Ai> = U A;.
=1 i=1
Mais pour une réunion quelconque, ou plus précisément d’une famille
de cardinal infini on a seulement : U Zi) C (U Ai> , et pour
el i€l
P'intersection, on a'(A N B) C AN B, sans égalité en général.

Il est évident que & = &, puis A C A et A = 4 ont été justifiés,
(Théoréme 1.20), ainsi que A C B = A C B. Pour la réunion, on

n n
a d’abord chaque inclusion A; C (U Ai) donc 4; C (U Ai>
=1 i=1
n n n
d'ou U (4) c <U A¢>. Mais U A; est un fermé, (réunion d’un
=1 =1

i=1

n
nombre fini de fermés), ce fermé contient U A; donc il contient aussi

i=1

n n
la fermeture de cette réunion, d’ou l'inclusion (U Ai) C U A; et
’ i=1

i=1

n n
Pégalité U Z,, = (U Ai).
=1 i=1
Pour une réunion d’une infinité de parties, on a seulement U A; C
el

(U A,-) comme le montre 'exemple de E = R avec Q partout dense
i€l
dans E, clest-a-dire tel que @ = R. Alors, comme pour g € Q, {¢} = {q}
on a linclusion stricte @ = U {q} ;Ct U {¢}=Q=R.

q9€Q q€Q
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_ Deméme sidans £ = Ronprend A = Qet B =R — Q on aura
A=B=R mais ANB=0=@CANB=R.
Dans ces exemples, on a supposé connue la topologie de R, (chapitre 5).

Une autre définition, riche de conséquences, s’impose avant de passer
a lintérieur d’'une partie, c’est celle de point d’accumulation.

DEFINITION 1.22. — Soit A une partie de E espace topologique. Un point

z de E est dit point d’accumulation de A si et seulement si pour tout
voisinage Vdezona (V —{z}) NA#D.

Il est bien clair qu'un point d’accumulation de A est adhérent a
A, mais la réciproque est fausse. Par exemple, si A est un singleton,
A = {z},ona z € A, mais pour tout voisinage V de z, (V — {z})N{z} =
@ donc z n’est pas point d’accumulation de A.

DEFINITION 1.23. — On appelle point isolé d’une partie A de E topologique
tout a de A qui n’est pas point d’accumulation de A.

Intérieur

DEFINITION 1.24. — On appelle intérieur d’'une partie A de E topologique
le plus grand, (pour linclusion), ouvert de F, contenu dans A.

. . o
On note A cet intérieur : cest la réunion de tous les ouverts de F
contenus dans A.

o
THEOREME 1.25. — Soit A une partiede F,ona A = {z;z € E, Avoisinage
de z}

Carsoit A= {z; z € E, A voisinage de z}. Siz € A, 3 O ouvert
avec T € O C A. Mais alors O C A plus grand ouvert contenu dans A
donc z € A onaAcC A Puissiz € A ouvert donc voisinage de chacun
de ses pomts, a fortiori A, contenant A est voisinage de z, dou z € Aet
I'inclusion A C A dou I'é galité. ]

Comme les complémentaires des ouverts inclus dans A sont exacte-
ment les fermés contenant F \ A, et que le complémentaire d’une réunion
est l'intersection des complémentaires, on a le
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THEOREME 1.26. — Soit A une partie de E topologique, on a :
(o]

E\fi: (E\A) etdemémeE\Z=(E<\A).

o
Il nous reste la 2° égalité a justifier. Mais si dans E\ A = (E N A)
on remplace A par E \ A il vient
[e]

E~ (E/\\A)= E~(E\ A) = A d'ou en passant au complémentaire

o
EN A= ENA. [ |
On peut alors justifier les propriétés suivantes de lintérieur, soit

directement, soit & partir de celles des adhérences et en utilisant le
théoréme 1.26. On a, avec des notations évidentes :

° n n
(<] (o) o (<] o
THEOREME 1.27. — E = E; A C A; A= A; A; | =) As; puis
1 i=1

1=

(o) (o)
2 o R 2
ﬂ A; C.nA,; et U A; C U A;
i€l i€l i€l i€l
2
Par exemple Vig € I, ﬂ A; C A;, donc n A; est un ouvert inclus
: i€l i€l
. o
dans A;, donc a fortiori dans A;,, intérieur de A;,, et ceci Vig € I, d’our :
2 o no
n A;C ﬂ A;. Si card I est fini alors m A; est un ouvert, inclus dans

el i€l =1
n n
ﬂ A;, donc inclus dans le plus grand ouvert contenu dans ﬂ A;, Cest-
=1 =1
o o

—— —

n n n
]
a-dire dans ﬂ A; dou légalité ﬂ A; =ﬂ A;. Mais si card I infini on
n’a rien de plus en général. |

Frontiére d’une partie

DEFINITION 1.28. — On appelle frontiére d’une partie A de E, l'ensemble
AN A, noté Fr(A).
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On a donc FrA = {z; z € 4, :cﬁxécl,}:{x;a:ez;er\;i}et

o — —_—
comme E\ A= EN\ A, cest que Fr(4) = AN (E \ A).
Autrement dit, élément par élément, on a

THEOREME 1.29. — Un point = de E est dans la frontiére de A si et
seulement si pour tout voisinage V de x, on a

VNA#D et VN(ENA) #D. m

DEFINITION 1.30. — Soit E topologique. Une partie A de E est dite

o

non dense si et seulement si A = J;
o

dense si et seulement si A # J;
partout dense si et seulement si A = F.

~ Ainsi, lors de la construction de R, on verra que Q est partout dense
dans R. Notons qu’il ne s’agit pas d’'une propriété liée au cardinal de A,
(o)

car Q est équipotent 2 N, mais @ = R =Q = R est non vide, alors que
o

N =N =N = & dou Q dense dans R mais pas N.

3. Contihuité, homéomorphismes

La topblog‘ie est introduite pour traduire les notions de continuité des
applications, ou de limite. Nous entrons donc avec ce paragraphe dans le
vif du sujet. ‘

DEFINITION 1.31. — Soient deux espaces topologiques E et F. Une appli-
cation f de E dans F est dite continue en a € E si et seulement si pour
tout voisinage V de f(a), dans F, il existe un voisinage U de a dans E tel
que f(U)C V.

Dans cette définition, on retrouve une notion introduite dans le cha-
pitre I des structures fondamentales, celle d’application f de P(E) dans
P(F) associée a f, car f(U) = {f(z),z € U}. On utilisera aussi
Papplication f~1 : P(F) +— P(E) défini par : f~1(V) = {z; = €
E, f(z) € V} si V € P(F). Les propriétés de ces applications ont été
étudiées au théoréeme 1.29 d’Algebre.
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THEOREME 1.32. — Soient E et F topologiques et a dans E. Une application
f de E dans F est continue en a si et seulement si pour tout voisinage V
de f(a) dans F, f~1(V) est un voisinage de a.

En effet, si f est continue en a, par définition, & V' voisinage de
f(a) on associe U voisinage de a dans E tel que f(U) C V. Mais alors
U C f~Y(V) puisque Vz € U, f(z) € V. Les propriétés des voisinages
impliquent que f~1(V) est a fortiori voisinage de a.

Réciproquement si, pour tout V' voisinage de f(a), on sait que f~1(V') est
un voisinage de a, inutile d’aller chercher plus loin, on tient un voisinage

U = f~Y(V) de a, tel que f(U) C V. |

EXEMPLE 1.38 — Identité, i : x ~ x, de E dans FE est continue en tout a de
E, puisque, pour tout V voisinage de a = i(a), i"1(V) = V est voisinage
de a.

Mais aussi : toute application constante de E dans F, E et F topo-
logiques, est continue pour tout a de E, car si Vx € E, f(z) = b, soit
a € E, V un voisinage de b = f(a), comme f~1(V) = E puisque
Vz € E,f(z) = b € V, et que E ouvert est voisinage en particulier
de a, on a f~1(V) voisinage de a.

Ces exemples sont importants parce que, utilisés avec le théoréme

de continuité des applications composées, ils fourniront la solution dans
beaucoup de cas d’étude de continuité.

DEFINITION 1.34. — Soient E et F topologiques. On dit que f application de
E dans F est continue sur E, (ou plus briévement continue) si et seulement
si elle est continue en tout point a de E.

THEOREME 1.35. — Soient E et F topologiques et f une application de E
dans F. Elle est continue si et seulement si pour tout O de F, f~1(O) est
un ouvert de E.

Ce théoréme est aussi I'un des fondements de la topologie. En parti-
culier il sert 4 justifier qu’'une partie d’'un espace topologique est ouverte,
quant on la fait apparaitre comme image réciproque d’un ouvert par une
application continue.

Justification : si f est continue, soit O un ouvert de F. Si f~1(0), est
vide, cest un ouvert de E. Sinon, soit a € f~1(0), alors b = f(a) € O
ouvert donc voisinage de chacun de ses points, (1.8), en particulier O est
voisinage de b, f est continue donc f~1(O) est voisinage de a, ceci étant
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vrai Va € f~1(0), on a f~1(O) ouvert comme voisinage de chacun de
ses éléments, (1.8.).

Réciproquement, si on a la propriété du théoréme, soit a € E et V un
voisinage de f(a), il existe O ouvert de F tel f(a) € O C V (définition
des voisinages). Mais alors a € f~1(0) c f~1(V), avec f~1(O) ouvert,
donc f~1(V) est bien un voisinage de a : f est continue en a d’aprés le
théoréme 1.32.

COROLLAIRE 1.36. — Soient E et F topologiques et f une application de E
dans F. Elle est continue si et seulement si pour tout fermé L de F on a
f~Y(L) est un fermé de E.

En effet (L fermé de F) & (O = F \ L est ouvert de F), puis
fYL) = f~YF N 0) = E\ f71(0), (Théoreme 1.29 d’Algebre), et
on a bien f~1(L) fermé < f~1(O) ouvert. Le corollaire en résulte. W

~ 11 convient de remarquer que ce sont les images réciproques qui inter-
viennent, pas les images directes des parties. On introduit la terminologie
suivante :

DEFINITION 1.37. — Soient E et F topologiques. Une application f de E
dans F est dite ouverte, (resp. fermée) si et seulement si pour tout ouvert
O de E, (resp. L fermé de E) on a f(O) ouvert de F, (resp. f(L) fermé de
F). .

Mais attention, f peut étre ouverte ou fermée sans étre continue, ou
continue sans étre ouverte ou fermée.

Encore du vocabulaire.

DEFINITION 1.38. — Soient E et F topologiques. On appelle homéomor-
phisme de E sur F toute bijection f de E sur F telle que f et f~1 soient
continues.

Ici f~1 ne va pas de P(F) dans P(E), mais de F dans FE et elle est
définie par : Vy € F, f~1(y) est le seul z de E tel que f(z) = y.

11 est clair que la continuité de f ~1 se traduisant par :

V ouvert O de E, (f—l)_1 (O) = f(O) est un ouvert de F, on a f

bijective de E sur F' est un homéomorphisme si et seulement si elle est
continue et ouverte, ou bien continue et fermée.

Continuons la mise en place des « outils » de la topologie avec le
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THEOREME 1.39. — (Transitivité de la continuité). Soient E,F,G trois
espaces topologiques, f : E+— F et g: F — G. On suppose f continue en
a et g continue en b = f(a), alors g o f est continue en a.

En effet, soit W un voisinage, dans G, de ¢ = (g o f)(a) = g(b), il
existe V' voisinage de b dans F tel que g(V') C W, (continuité de g en b),
et a V on associe U voisinage de a dans E tel que f(U) C V.

Mais alors, Vz € U, (g o f)(z) = g(f(z)) avec f(z) € V, done
g(f(z)) € W : on a bien trouvé U voisinage de a tel que (go f)(U) C W
d’otr la continuité de g o f en a. ]

Apres cette étude de la notion de continuité, nous allons aborder celle
de limite, plus générale, la continuité en étant un cas particulier.

4. Notion de limite, filtre, base de filtre

La traduction de la notion de continuité est la raison d’étre de la
topologie générale. Mais une autre notion s’introduit trés rapidement :
celle de suite qui permet, par un passage a la limite de ramener Pétude
des problémes au cas fini. Cette notion prendra toute son importance dans
le cadre des espaces métriques ou bon nombre des théorémes établis en
topologie générale auront des réciproques. Enfin, dans le cadre des espaces
vectoriels normés, interviendront les séries.

DEFINITION 1.40. — Soit un ensemble E, on appelle suite d’éléments de E
toute application de N dans FE.

Si u est une telle application, des raisons de commodité ont amené a
noter up,, au lieu de u(n) la valeur prise par 'application u en  de N. On
note encore (Up)neN une suite u, et on emploie la terminologie de suite
de terme général uy,, mais il est fondamental de se rappeler qu'une suite
est une application de N dans F, ce qui évite, entre autre, de confondre
une suite avec 'ensemble des valeurs prises.

DEFINITION 1.41. — Soit une suite u d’éléments de E, on appelle suite

extraite de u, toute suite du type u o  ou  est une injection croissante de
N dans N.

On notera donc u,(,,) le terme général de la suite extraite u o ¢.
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DEFINITION 1.42. — Soit une suite u d’éléments de E espace topologique.
Elle est dite convergente vers | € E si et seulement si, pour tout voisinage
V de l, il existe n(V) tel que Vn > n(V),un € V.

Onnotel = lim up,.
n—-+0o

THEROEME 1.43. — Si une suite u de E topologique converge vers | € E,
alors toute suite extraite de u converge aussi vers l.

On sait que YV voisinage de [, 3ng, fonction de V bien siir, mais on
ne Dlécrit pas, tel que, Vn > ng,u, € V.

Si uop est une suite extraite de u, comme ¢ est strictement croissante
il existe po € N tel que Vp > po, p(p) = ng dotr u,p,) € V.

Mais alors, & V voisinage de [, on associe pg tel que Vp > po,
Up(p)> € V : cest la traduction de pBI-IFIOO Up(p) = l.

EXEMPLE 1.44. — FE est un ensemble muni de la topologie discréte. Une
suite u converge seul [ si et seulement si elle devient constante et égale a

L.

Car {l} est voisinage de ! dans la topologie discréte (1.4) donc Jng,
Vn 2 no, up € {l} : si la suite converge elle devient constante. La
réciproque est valable pour toute topologie. ]

EXEMPLE 1.45. — Sur E muni de la topologie grossiére (voir 1.3) toute suite
converge vers n’importe quel élément de E.

Soit une suite u = (up)nen de E et a € E. Le seul voisinage de a
est 'ensemble E entier, mais alors 3ng = 0, Vn > 0,u, € E : la suite
converge vers a.

Cet exemple montre qu’il faut peut-étre éliminer, (contrex!) certains
espaces topologiques car il peut étre génant d’avoir plusieurs limites pour
une seule suite, et comme on dit «s’il y a de la géne, il n’y a pas de
plaisir ».

On introduit pour ce faire la notion d’espace séparé.

DEFINITION 1.46. — Un espace topologique E est dit séparé si et seulement
si pour toute paire d’éléments T et y de E, (z # y), il existe deux voisinages
de x et y respectivement, disjoints.
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THEOREME 1.47. — Si une suite u d’éléments de E, séparé, converge, sa
limite est unique.

Car, si on suppose que lim wup, =let lim wu, =1, avecl # U/,
n—-+00 n—+00

comme F est séparé, il existe V] voisinage de ! et Vs voisinage de I’ avec
ViNnVy = 3. Puis 11111 Un =l donc Ing, Vn = ng, un, € V] et de méme
n—<+00

3ng,Vn 2> ng,un € Vi d'ott, Vi > sup (ng,ng), un € VNV = 3! Cest
absurde. Donc la limite est unique. ]

THEOREME 1.48. — Dans E séparé, tout singleton est fermé, mais la
réciproque est fausse.

Soit E séparé et z € E. On a ({z} fermé) < (Q = E \ {z} ouvert),
soit encore {2 voisinage de chacun de ses points (Théoréme 1.8).

Orsiy € Q,y # x et E séparé = IV, et V; voisinages respectifs de
z et de y, disjoints, mais alors comme z € Vo = x ¢ V,, douy € V, C Q,
a fortiori §) est voisinage de y.

Pour un contre exemple il est clair que si tout singleton de E est fermé,
par réunion finie de fermés, toute partie de cardinal fini de E est fermée.
Si donc E était de cardinal fini, toute partie de E serait fermée, mais
aussi ouverte, la topologie serait discréte, donc séparée car {z} et {y},
pour z # y seraient des voisinages disjoints de T et y respectivement.

On prend donc E de cardinal infini et on appelle fermé de E, soit E,
soit les parties de cardinal fini. Soit F I'ensemble des fermés : on a une
topologie car 1) & et E sont fermés.

2) Toute union finie de fermés est :

e soit = F, donc fermée,
@ s0it réunion d’un nombre fini de fermés eux-mémes tous de cardinal fini,
donc de cardinal fini, donc fermée.

3) Enfin toute intersection de fermés sera soit E si seul E figure dans
la famille, soit de cardinal fini §’il y a un fermé de cardinal fini dans
Pintersection : c’est un fermé.

On a bien une topologie, dans laquelle les singletons (de cardinal 1)
sont fermés. La topologie est non séparée. En effet, soit et y distincts
dans F.

Si E est sépars, il existe deux ouverts O et Oy disjoints avec z € Oy
et y € Oy, les ouverts contenus dans les voisinages disjoints de z et y.

Or les ouverts de F sont &, (complémentaire de E) et des, (pas toutes
les) parties de cardinal infini. Comme z € Oz, O # &, donc E \ Oy est
un fermé de cardinal fini : il ne peut pas contenir Oy qui étant aussi non
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vide, est de cardinal infini : on a Oy N Oy # O, cela contredit I’hypothese
FE séparé.

Valeur d’adhérence

DEFINITION 1.49. — Un élément a de E topologique est dit valeur
d’adhérence d’une suite u d’éléments de E si et seulement si, pour tout
voisinage V de a et pour tout ng de N, il existe n 2> ng tel que un € V.

Si on formule avec des quantificateurs, on s’apergoit que I'on change
de place les deux derniers quantificateurs de la notion de limite car :

(a = h’foo un) < (VV voisinage de a, Ing,Vn > ng,un € V), mais
n—

(a valeur d’adhérence) < (VV voisinage a, Vng € N,3n > ng,un € V).

Pourquoi ce terme de valeur d’adhérence? Et bien parce qu’avec
Apny = {un,n > ng}, comme VYV voisinage de a, In > ng,un € V,
Cest que Ap, NV # O, et ce VYV voisinage de a : cest que a € Ay,
(adhérence) et ce, Vng € N. Finalement on a :

THEOREME 1.50. — L'ensemble A des valeurs d’adhérence d’'une suite u est
un fermé :ona A = n An avec Ap = {up;p > n}. ]
neN

Cette intersection de fermés emboités se retrouvera dans le cadre des
espaces compacts, voir 2.7.

Bien siir, A peut étre vide, la suite u définie par u, = n, n’a pas de
valeur d’adhérence dans R par exemple.

REMARQUE 1.51. — Si une suite u de E espace séparé est convergente vers
l de E, l'ensemble des valeurs d’adhérence est {l}.

Car VV voisinage de [, 3ng, Vn > ng, un € V. Il est alors évident que
Vpo € N, 3n > po tel que up, € V : il suffit de prendre n > sup(pg, ng)-
Donc ! est valeur d’adhérence.

C’est la seule car soit a # [, il existe V, et V] voisinages disjoints de a
et [, (E séparé), il existe ng tel que Vn = ng, un € Vj, mais alors Vn > ng,
Up & Vg : il est impossible de trouver un n > ng avec u, € V,, c’est que
a n’est pas valeur d’adhérence de la suite.

La réciproque est fausse. La suite u définie dans R par ug, = n

et ugp+1 = n’admet que 0 comme valeur d’adhérence mais ne

n+1
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converge pas. Cependant, on verra que dans un espace compact, (2.7), si
une suite admet une seule valeur d’adhérence, elle est convergente.

Il est intéressant d’introduire alors la notion de filtre, et de base
de filtre, qui généralise celle de continuité, de limite d’'une suite, et qui
permettra, en une seule démonstration de traiter plusieurs cas.

DEFINITION 1.52. — Soit un ensemble E. On appelle filtre sur E toute partie
F de P(E) vérifiant les 3 conditions suivants :

1) O & F et F est non vide,
2) F est stable par intersection finie,
3)SiFeFetsiACEesttelque F C A, alors A€ F.

EXEMPLE 1.53. — Dans F topologique, les voisinages d’un élément forment
un filtre.

EXEMPLE 1.54. — Soit E topologique, A une partie de F, x un point
d’accumulation de A (définition 1.22), les (V — {z}) N A, avec V voisinage
quelconque de z, forment un filtre.

DEFINITION 1.55. — Soit un ensemble E. On appelle base de filtre sur E
toute partie BB non vide de parties non vides de E telle que

VB1i,€ B, VBy € B, 3B3 € B avec Bg C B; N Bs.

EXEMPLE 1.56. — E = N, B = {[n, +oo[,n € N} ot1 I'on note [n, +oo[=
{p; peN, p>n} ={nn+1ln+2. .} cestla base de filtre de
Frechet sur N.

1

EXeEMPLE 1.57. — E =R,B = {Jz — , Z
n+1

réel fixé.

1
+n+1[’ n € N} pour z

EXEMPLE 1.58. — E =R, B = {]a, +o0[; a € R}.

11 est facile de vérifier que, si B est une base de filtre sur F, la partie
F de P(FE) définie par (X € F) & (3B € B,B C X) est un filtre
car @ € B = les X de F sont non vides; F est non vide car E lui
appartient; si X7 et X2 sont dans F, avec B; et By de la base de filtre
B tels que By C X et By C X9, et avec B3 € B tel que Bg C B; N By
on a Bg C X1-N X2 a fortiori, donc X1 N Xo € F, d’ou la stabilité par
intersection finie de F ; enfin, si Y de F contient un X de F qui lui-méme
contient un Bde B,ona BCY douY € F. [ |



Topologie générale 19

Par exemple, dans E topologique, les ouverts contenant a sont une base
de filtre du filtre des voisinages de a.

Nous pouvons alors généraliser la notion de limite et de valeur
d’adhérence.

DEFINITION 1.59. — Soit un ensemble X muni d’un filtre F, (resp. base
de filtre B), et f une application de X dans E topologique. On dit que f
converge vers | de E pour le filtre F (resp. base de filtre B) si et seulement
si, YV voisinage de |, 3F € F, f(F) C V, (resp. 3B € B, f(B) C V).

1l est clair que si X est topologique, si F est le filtre des voisinages de
a, et sil = f(a) on traduit la notion de f continue en a. Par contre, avec
| quelconque dans E, on traduit 'étude du prolongement par continuité
de f en a. Avec I'exemple 1.56 de base de filtre, on aurait la limite d’'une
suite f de N dans E, alors que 'exemple 1.58 traduit ’étude des limites
lorsque la variable devient infinie dans R.

THEOREME 1.60. — Soit X muni d’un filtre, (resp. base de filtre) et
f : X — E avec FE espace topologique séparé. Si l'application f admet
une limite suivant le filtre, (resp. base filtre) elle est unique.

Car si on suppose que ligl f =l mais aussi = I, (on traite le cas d’'une

base de filtre), avec | # I, soient V] et V}/ voisinages disjoints de [ et I/, et
B et B’ dans B tels que respectivement f(B) C Vj et f(B’) C Vi, on est
bien embarrassé avec B” non vide, B” C BN B/, car alors f(B") # QD et
f(B") c (f(B)n f(B")) C (V,NVy) =@ : cest absurde. Donc la limite
est unique.

On peut aussi introduire les valeurs d’adhérences suivant un filtre.

DEFINITION 1.61. — Soit X un ensemble muni d’un filtre (resp. base de
filtre) et f une application de X dans E topologique. Un élément a de
E est dit valeur d’adhérence de f suivant le filtre (resp. base de filtre)

si pour tout F de F (resp. VB € B) et pour tout voisinage V de a on a
F(F)NV # D (resp. f(BYNV # Q).

Le lecteur avisé, (mais ne le sont-ils pas tous) aura remarqué que
I'ensemble des valeurs d’adhérence est alors le fermé ﬂ F(F), (resp.

_ FeFr
() 7B).

BeB
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Et le lecteur encore plus avisé se dira que I'on peut encore généraliser
en remplacant F et les voisinages a I'arrivée par... un autre ensemble Y
muni d’un filtre, (ou d’'une base de filtre). Et oui, et c’est ce que l'on fait
pour traiter le cas de ZBTOO f(x) = —oo par exemple.

Pour continuer I’étude de la topologie, et avant d’aborder la compacité,
la connexité... il nous faut encore parler des sous-espaces topologiques et
des espaces produits.

5. Sous-espace topologique

1.62. Soit une partie A d’'un espace topologique E. On considere linjection
canonique : i : A — FE définie par : Vz € A, i(z) = z, considéré comme
élément de E.

On veut munir A d’une topologie 74 rendant i continue, et la moins
fine rendant i continue. Pour cela il faut et il suffit que pour tout O ouvert
de E,i~1(0) = ON A soit un ouvert de T4 et que T4 soit la topologie la
moins fine contenant les O N A parmi ses ouverts. Or on a

THEOREME 1.63. — Soit A une partie de E espace topologique. Les
O N A,VYO ouvert de F sont les ouverts d’une topologie T4 sur A, appelée
topologie de sous espace.

En effet @ = 3N Aet A= EN A sont dans 74, (abus de notation, je
désigne ici par 74 les ouverts de la topologie).
Si on a des ouverts (w;);cy de T4, c’est qu’il existe des O; ouverts de

E tels que w; = O; N A et alors U w; = U(O’ NA) = (U 0;)N A, avec

i€l i€l i€l
0= U O; ouvert de FE : on a bien U w; € T4. On vérifierait de méme
i€l i€l
la stabilité par intersection finie des ouverts de 74. |

THEOREME 1.64. — Soit A un sous-espace topologique de E. Les fermés de
A sont les F N A, VF fermé de E; les voisinages de a € A, dans A, sont
les V N A, YV voisinage de a dans E.

En effet, on a L est un fermé de A & Jw ouvert de Atelque L = A—w.
Mais ceci équivaut a : 30 ouvert de F tel que
L=A—-(0nA)={z; z€ A,z ¢ONA}
={z;z€A, 20} =AN(ENO)
=ANF avec F = E\ O, fermé de E.
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Puis, si V4 est un voisinage de a de A pour la topologie 74, il existe
w ouvert de T4 avec a € w C V4 C A, donc il existe O ouvert de F tel
que:a € (ONA) CVyCA

Soit alors V = V4 U O, comme a € O ouvert de E, inclus dans V on
a V voisinage de adans E, et VN A= (V4 NA)U(ONA).

OrVy C A,donc V4NA = Vy et comme ONA C Vy, il reste
finalement V N A = V4 : on obtient bien V4 sous la forme voulue.

Réciproquement soit a € A et V un voisinage de a dans FE, avec O
ouvert de Etelquea € O CVona:a€c ONACVNA:doncVNA
est bien voisinage de a dans la topologie 74 puisque O N A est un ouvert
de A.

Pour résumer, la topologie de sous-espace c’est simple : on coupe tout
par A. Mais ne simplifions pas trop car des surprises sont possibles.

Ainsi des ouverts de A peuvent étre des fermés de E, ou vice versa.
ExXeMPLE 1.65. — E =R, A = {0}U]1,2].

Alors {0} est un ouvert de A, (cest AN] — 1/2,1/2[ par exemple) et
11, 2[ est un fermé de A car AN [1,2] =]1,2[.

Transitivité de la notion de sous-espace

THEOREME 1.66. — Soit E un espace topologique, et A et B deux parties
de FE, avee A C B. La topologie T4 de A sous-espace de E est la méme
que la topologie TA de A sous-espace du sous-espace B.

Cet énoncé peut sembler farfelu, mais en fait il permet, trés rapide-
ment de ne plus se poser de question de structure.

Les ouverts de '1;’1 sont les A Nw, Yw ouvert de B sous-espace, donc
Yw du type O N B avec O ouvert de E;onadonc ANw=ANONB
avec AN B = A car A C B : il reste bien les AN O, ouverts de 74.

Nous avons considéré les notions de continuité, limite, espace séparé,
il est normal de voir ce qu’elles deviennent avec les sous-espaces topolo-
giques.

Continuité et sous-espace. Il y a deux questions, suivant que le sous-
espace est au départ ou a 'arrivée.

THEOREME 1.67. — Soient E et F deux espaces topologiques, et B un sous-
espace topologique de F'. Soit f une application de E dans F, & valeurs
dans B. On a f continue en z, (resp. sur E) si et seulement si, considérée
comme @ valeurs dans B elle Uest.
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On note fg la fonction f, considérée comme a valeurs dans B. On
a, avec ¢ injection canonique de B dans F, f = i o fg. Comme i est
continue de B dans F, (par définition de la structure de sous-espace) on a
fB continue en z (resp. sur E) d’ou f continue en z (resp. sur E) d’apres
le théoréme 1.39.

Réciproquement si f est continue en z, on a fp continue car si (VN B)
est un voisinage de fg(z) = f(z) dans B, il existe U voisinage de z dans
E tel que f(U) C V. Mais comme f est a valeur dans B,on a f(U) C B
donc fg(U) C (V N B) : on a bien continuité de fp. |

Et au départ? lors 13, attention : pas d’équivalence! On a :

THEOREME 1.68. — Soient E et F topologiques et f : E — F une
application continue. Si A est un sous-espace de E la restriction f|4 de f
a A est continue de A dans F. (De méme si f est continue en a € A, f|4
est continue en a).

En effet soit V' un voisinage, dans F', de f(a) = f|(a).

Comme on suppose f continue en a, il existe U voisinage de a dans E
tel que f(U) C V, mais alors U N A est voisinage de a dans A, (Théoréme
1.64), et on a fl|4(UNA) C f(U) C V :on a bien f|4 continue en a
puisque pour tout voisinage V de f|4(a), il existe U N A voisinage de a
dans A tel que f4(UNA) C V.

Par contre (continuité de f|4 en a) 9& (continuité de f en a).

EXEMPLE 1.69. — F = E = R,A = Q, f = xq fonction caractéristique de
Q définie par xq(z) =1siz €QetOsiz ¢ Q.

On a f|g est constante, égale a 1, donc continue de Q dans R, (1.33),
de méme d’ailleurs que f |R\Q, constante, est continue de R \ Q dans R.
Mais f n’est continue nulle part.

On peut cependant remarquer que si A, sous-espace de FE, est un
voisinage de a dans la topologie de E, alors si f| est continue en a,
de A dans F, on aura f continue en a, de E dans F, car si V est un
voisinage de f(a) = f|a(a), il existe U4 voisinage de a dans le sous-
espace A, donc du type U4 = U N A avec U voisinage de a dans E, tel
que fla(UNA) = f(UN A) C V, mais comme A est aussi voisinage de
a dans F, on a U N A voisinage de a dans F tel que f(U N A) CV dou
f continue en a.
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Sous-espace et séparation

THEOREME 1.70. — Tout sous-espace d’'un espace séparé est séparé.

Car soit A une partie de F espace topologique séparé, a et b deux
éléments distincts de A, si V, et V}, sont deux voisinages disjoints de a et
b dans E, (voir définition 1.46), alors ANV, et ANV}, sont deux voisinages
de a et b dans A (Théoreme 1.64), disjoints, donc A est bien séparé.

6. Produit fini d’espaces topologiques

Soient des espaces topologiques en nombre fini, E,..., E,, n entier

n
> 2, et leur produit cartésien E = Fy X Fo X ... x E, = H E; dont les
=1
éléments sont les n-uplets £ = (z1,...,2Zn). On dispose des n projections
canoniques p; : B — E; définies par

1.71. p;i(z) = z; = la «1°™€ composante » de z.

On appelle topologie produit sur E la topologie la moins fine rendant
continue chaque projection p;.

C’est donc la topologie la moins fine, contenant dans ses ouverts les
parties du, type p{'l(wi) =E) xFEyx...xE_1 Xw; X Eip1 x...x Ep
et ceci pour tout ouvert w; de F;.

Donc les intersections finies de parties du type pi_l(wi) doivent étre
aussi des ouverts, ainsi que les réunions de ces intersections finies. Or,
si on se donne, Vi = 1...,n, des w; ouverts de E; et si on considére

n
Q=w XwyX... Xwp = npi_l(wi),_ on appelle une partie de ce
i=1
type un ouvert élémentaire, et on va vérifier que les réunions d’ouverts
élémentaires vérifient les conditions des ouverts d’une topologie : ce sera
la topologie cherchée.

THEOREME 1.72. — Soient Eq,...,FEy, des espaces topologiques. Soient

(w;)i=1...n, des ouverts des E;, les réunions d’ouverts élémentaires, parties
n

dutype Q = w] Xwg X ... Xwp de E = H E; sont les ouverts d’'une
i=1

topologie sur E, la moins fine rendant continue chaque projection p; de E

sur E;, appelée topologie produit.
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Le fait que ce sera la moins fine rendant les p; continue a été justifié
en introduction. Il reste a vérifier que 'on a les ouverts d’une topologie.

Les ouverts élémentaires sont des ouverts (réunion d’une partie formée
d’un seul ouvert élémentaire) donc & = & X Fy X ... X E, par exemple
et E = F; X Fy X ... FE, sont ouverts.

La stabilité de la notion d’ouvert par réunion d’ouverts est évidente,
(réunion de réunions... c’est une réunion).

Enfin soient Qi,...,§, des ouverts en nombre fini, avec, Vk de
1,...,p}, QU = Wi x ... x wIk), les w* ouverts de E;. On a :
k 1 n %
Jk€Jk

A= U, (0) () - (00)

€J1X...xJp
est bien réunion d’ouverts élémentaires. On a une topologie sur

n
E=]]E&. [
=1

REMARQUE 1.73. — Pour la topologie sur E, I'image directe d’un ouvert 2
de E pour une projection p; est un ouvert de F;, mais c’est faux pour un
fermé.

Seuls les ouverts élémentaires non vides interviennent. Soit donc

Q= U (w] X ... x w}) avec les wj ouverts non vides de Ey, on a
jeJ
pi(Q) = U pi(w) X ... xw! X...xwl) = U w] est bien ouvert de E;.
j€J =Y

Par contre, prenons E = R2 muni de la topologie usuelle, (on verra
que cest la topologie produit), 'hyperbole H = {(z,y); zy — 1 = 0}

0 . .
est un fermé de E, | (z,y) ~ zy — 1] est continue car polyndmiale et

H = 6~1{0}, or la projection de H sur «I'axe de z » est R* non fermé.
Nous disposons maintenant des notions de sous-espace, d’espace pro-

duit, de continuité, limite, séparation : qu’obtient-on en les confrontant ?
D’abord, sur les espaces produits, vérifions I'associativité de la struc-

ture, ce qui permettra de ramener leur étude théorique au cas de deux.

THEOREME 1.74. — Soient A, B, C trois espace topologiques, les espaces
produits A x B x C, Ax (B x C) et (A x B) x C sont homéomorphes.
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Soit 6 la bijection de (A X B) x C sur A X B x C qui au couple
((z,y), 2) associe le triplet (z,y,2). C’est un homéomorphisme (c’est-a-
dire 0 et 6~ sont contmues) car si {) est un ouvert de A x B x C, avec
Q= U(w] X wh x wc) wA,wJ et w), étant des ouverts de A4, B,C

jeJ
respectivement, on a

Q) = UO‘I (wf4 X wh X“’JC) = U [(""11 Xw‘7B) X“’JC]
e jeJ
Or o’ "4 X wl g est un ouvert de 'espace produit A X B : on obtient donc

pour (w’ xw B) X “’C un ouvert élémentaire de I'espace produit de (A x B)
par C : finalement §~1(Q) est ouvert de (A x B) x C.

Si de méme O est un ouvert de (A x B) x C, O est une réunion
d’ouverts élémentaires du type Oi x qu avec O* ouvert de A x B donc
lui-méme du type O* = U wk Pl w” B - On a donc

. ki€K;

O=U UwAXwB xwé:U U(wf{xwlg)xwg
i€l \k;€K; i€l k;eK;
d’image par 0, I'image d’une réunion, c’est la réunion des images),’
0(0) = U U w Al X w’é’ X "-’C c’est bien en ouvert de I'espace

i€l k;eK;
topologique produit A x B x C. |

On vérifierait de méme que :

THEOREME 1.75. — Les espaces produits E X F et F' x E sont homéo-
morphes.

Avec ’homéomorphisme 0 : (z,y) ~ (y, ). |
On a aussi :
THEOREME 1.76. — Soient des sous-espaces A; des espaces topologiques
n

.y En. Alors, sur A = H A;, les topologies de A sous-espace de
=1
E = H E;, et de A espace produit des sous-espaces A; des E; sont les

i=1
mémes.
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On se sent mieux ! D’autant qu’a priori I'individu normalement consti-
tué ne se posait méme pas la question. Et il obtient la réponse avant méme
de concevoir le probléeme!

Justifions-le dans le cas de deux espaces. Soient A et B deux sous-
espaces de E et F respectivement. Les ouverts de A X B sous-espace de

Ex F sontles (A x B)N U wE X wkp | = U(Aﬂw};) x (BNwY) avec
, ' i€l i€l

w}; et w}; ouverts de E et F' respectivement. On retrouve exactement les

réunions d’ouverts élémentaires de la topologie produit de A sous-espace

de E par celle de B sous-espace de F'. |

n
THEOREME 1.77. — Un espace produit £ = H FE; est séparé si et seulement
=1
si chaque E; est séparé.

Grace au théoreme 1.74, on le justifie pour un produit de deux espaces.

Soient F et Eo séparés et X = (x1,22),Y = (y1,y2) deux éléments
distincts de £ = Ej X E» : une de leur composante au moins est distincte,
par exemple ] 7 yj. Mais alors dans F; séparé il existe deux voisinages
disjoints les contenant, a fortiori il existe deux ouverts disjoints w(x7)
et wi(y1) dans E; avec 11 € wi(z1) et y1 € wi(y1).

OnaX = (21,22) € U = wi(z1) x B2 et Y = (y1,92) € Q2 =
w1 (y1) X Eg, or 1, Q9 sont deux ouverts de F, (car ouverts élémentaires),
disjoints (leur premiére composante I'est) voisinages respectifs de X et Y :
Pespace F7 X E3 est donc séparé.

Réciproquement si E = E1 x Ey est séparé, on a Eq, (et Eo) séparé
car soit z1 et y; deux éléments distincts de F;.

On choisit ap dans Fo, les éléments X = (z1,a2) et Y = (y1, a2) sont
distincts dans E séparé : il existe des voisinages disjoints de X et Y dans
E; donc des ouverts de F, disjoints, les contenant; donc (structure des
ouverts d’'un produit) des ouverts élémentaires disjoints les contenant. On
a finalement wf( , w}/ ouverts de Ej et wg( , w%/ ouverts de E5 tels que :

X=(x1,a2)€wf(xw5( et Y=(y1,a2)€w¥xw%/

avec en outre (wf( X wg( ) n (w}, X w%/ ) = . Comme ag € wg( N w%/

qui est non vide, forcément wf( N w}, = J : dans E; on a trouvé deux
voisinages disjoints wf{ et w%’ de z1 et yj respectivement. n
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THEOREME 1.78. — Un espace topologique E est séparé si et seulement si
la diagonale A = {(z,z),z € E} est un fermé de lespace produit E x E.

Car (A fermé de E x E) & (2 = E x E\ A est ouvert), donc voisinage
de chacun de ses éléments, c’est-a-dire des couples (z,y) de E x E avec
z # y. Donc A fermé de E & V(z,y) € E? avec z # vy il existe
un ouvert de E2, contenant (z,y), inclus dans (2, mais a son tour ceci
équivaut 2 : il existe un ouvert élémentaire wz X wy avec (,y) € wz X wy
et wy X wy C Q = E x E\ A, cette derniére inclusion équivalent a
wr Nwy = 3.

On a bien A fermé < Vz # y, Jwy et wy ouverts de E contenant x
et y respectivement, et disjoints. C’est bien la traduction de E séparé.

Nous pouvons maintenant aborder les liens entre continuité et struc-
ture produit en considérant deux cas de figure, suivant que la structure
produit est au départ, ou a l’arrivée.

n
THEOREME 1.79. — Soit E un espace topologique, et F' = H F; un espace

=1
topologique produit des espace F;. Soit f : E — F une application de
composantes les f; : E — F;. Pour que f soit continue en a € E, (resp.
sur E) il faut et il suffit que chaque f; soit continue en a (resp. sur E).

Donc dans ce sens, pas de probléme : on passe de f 4 ses composantes
par équivalence.

Si, pour z € E, f(z) est le n-uplet f(z) = (y1,---,Yn) on note f;
I'application = ~ f;(z) = y; = (p; o f)(x) avec p;, projection de F sur F;
introduite en 1.71.

Si domc f ‘est continue en a, comme p; est continue partout par
construction de la topologie produit, f; = p; o f est continue en a
(composition d’applications continues, Théoréme 1.39).

Et si chaque f; est continue en a, f le sera en a car, soit V un
voisinage de f(a) = (f1(a),..., fn(a)). Il existe un ouvert puis un ouvert
élémentaire w) X ... X wy, contenant f(a), inclus dans V.

Or si f;(a) € w; ouvert de F; donc voisinage de f;(a), comme f; est
continue, 3U; voisinage de a dans F tel que f;(U;) C w;.

n
Mais alors U = ﬂ U; est un voisinage de a dans F, et comme

i=1
Vi, filU) C fi(Us) C w; on a f(U) = {(f1(),..., fn(z)),z € U} tel
que f(U) Cwy X ... Xxwp CV: f est continue en a (définition 1.31 de
la continuité).

La continuité sur E en résulte. ||
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Les choses sont moins simples si la structure produit est au départ.
n

Soit donc E = H E; un espace topologique, produit des espaces E;
=1
et a = (aj,...,an) un élément de E. Soit f une application de F dans
F espace topologique. On considére I’application dite partielle, p; de E;
dans F définie par T; ~> QO‘L(‘T) = f(al’ e Bi—1,T4, Qi 1, - - - 1a'n)‘

1.80. Si ; est continue en a;, on dira qu’il y a continuité partielle en q,
par rapport a la i*™€ variable.

On a alors le :
THEOREME 1.81. — Soit f une application définie sur l'espace topologique
n

produit E = H E;, a valeurs dans F, topologique. Si f est continue en
=1

a = (a1,.-.,an) alors il y a continuité partielle en a par rapport & chaque

variable. Mais la réciproque est fausse.

En effet, ¢; est en fait décomposée en ¢; = f o 0; avec 0;
z; ~ (ai,.-.,8;—1, i, Gj+1, - - - , G ) continue car ses composantes le sont
(Théoréme 1.79) n — 1 d’entre elles étant constantes, et la i*™€ étant
I'identité, (exemple 1.33). Comme 6;(a;) = a et que f est continue en a,
; est continue en a;, (Théoréme 1.39), il y a bien continuité partielle.

1.82. Contre exemple Sur R, on pose f(z,y) =

et £(0,0) =0

En (0,0) il y a continuité partielle par rapport & z et par rapport a y
puisque, pour y = 0 fixé, f(z,0) = 0siz # 0et £(0,0) =0 : 'application
partielle z ~~ f(x,0) est constante donc continue partout, en particulier
en 0. Il en est de méme de y ~ f(0,y) = 0. Mais f n’est pas continue
en (0,0), sinon, Papplication ¢ : t ~» (t,t) étant continue sur R, (ses

composantes le sont), f o ¢ le seraitent =0, or fop(0) =0etsit #0,
2

(Fow)t) = 53 =

g2 S (@) £ (0,0)

3 : il y a discontinuité.
Et qu'en est-il des limites : pas de probléme

THEOREME 1.83. — Soit X un ensemble muni d’un filtre F, f une applica-
n

tionde X dans E = H E; espace produit, de composantes les f; = p; o f.
=1
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On a hjr__nf =1 = (ly,...,lp) existe dans E < pour chaque indice

i =1,...,n lim f; = ;.
? n 1_,}__nfz %

Des remarques :

1) On a le méme énoncé avec des bases de filtre.

2) Ce résultat s’appliquera aux suites.

3) J’aurai pu faire ’économie du Théoréme 1.79 cas particulier du
Théoréme 1.83, mais la continuité est tellement importante. Et puis, d’'un
point de vue didactique, (ouf, je I'ai placé, je suis dans le vent!), passer du
particulier au général, ce n’est pas mal.

Soit donc f telle que li}:n f = [ existe, avec | = (l1,...,l,) dans E.

Soit V; un voisinage de [; dans F;, et w; ouvert de E; tel que [; € w; C V;,
onale€ Eyx...xE;_1 Xw; X Ej41 X...x Ep, noté V. Cest un ouvert
élémentaire de E, donc voisinage de chacun de ses points, donc de [ et il
existe alors F' dans le filtre F tel que f(F') C V. En particulier on aura
fi(F) C w; C V; : on a bien, VV; voisinage de [;, 'existence de F' dans F
tel que f;(F) C V;, dou li]xrn fi=1l.

Réciproquement, si on suppose que pour chaque ¢, li]r__n fi = 1, soit alors
V un voisinage de | = (l3,...,ln) dans E, et un ouvert élémentaire

w1 X ... X wp, de E, contenant [, contenu dans V.

Pour chaque ¢, w; ouvert contenant /; est voisinage de [;, (toujours ce
bon vieux Théoréme 1.8), et comme h}_-n fi = 1;, il existe F; € F tel que

fi(Fy) C w;.

n
Le filtre F est stable par intersection finie, donc F' = m F, € Fet
=1
FIEYC fi(F) X foa(F) X ... X fr(F) Cwy Xwa X ... Xwp, CV:ona
trouvé F' € F tel que f(F) C V dou li}__nf =1 |

Des conséquences de tout cela.

THEOREME 1.84. — Soient f et g deux applications continues de X topolo-
gique dans E séparé. L'ensemble des = de X tels que f(z) = g(x) est un
fermé de X.

En effet 6 :  ~» (f(z),g(x)) est continue de X dans F x E car ses
composantes le sont, (Théoréme 1.79), or la diagonale A est un fermé de
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E x E car E séparé, (Théoreme 1.78), donc §~1(A) = {z,z € E, f(z) =
g(z)} est fermé de X. : ]

COROLLAIRE 1.85. — Soit f continue de X topologique dans E séparé, son
graphe I' = {(z, f(2)); £ € X} est un fermé de X x E.

Car les applications f; et g de X X E dans FE, séparé, définies par
f1:(z,y) ~ yetgr : (z,y) ~ f(z) sont continues, (f1 est une projection,
et g1 composée de (z,y) ~+ z, projection, et de f).

Donc {(z,y); (z,y) € X x E; fi(z,y) = g1(z,y)} est un fermé de
X x E or (fi(z,y) = g91(z,y)) & (y=f(z)) & ((z,y) €T) dotr le
résultat. ]

La réciproque est fausse : soit X = E =R et f : X — FE définie par

F(0)=0etsiz 0, f(z) = %

L’application f n’est pas continue, et pourtant son graphe I' =
{(0,0)} U {(z,y); zy = 1} est fermé comme union de deux fermés, (un
singleton dans R? séparé, et 'hyperbole H déja rencontré en 1.73.

Drailleurs, cette hyperbole ameéne a une justification qui s’impose :

1.86 La topologie usuelle de R? est celle d’espace produit, pour la topologie
d’ensemble ordonné sur R, rencontrée en 1.5.

En effet, Q non vide, est ouvert de R2, (topologie usuelle) si et
seulement si, pour tout z = (a,8) de Q, 3r(z) > 0 tel que O =
la—r(z),a+r(z)[x]8—7r(z), B+7(z)[C Q. Mais il est facile de vérifier,
qu'avec ces notations, 2 = U Oy, les O, étant des ouverts élémentaires

€N
de la topologie produit. Donceﬂ est un ouvert de la topologie produit. Il en
est de méme pour J.

Puis, réciproquement, si {2 est un ouvert de la topologie produit, si
Q # O, soit z = (¢, §) dans , réunion d’ouverts élémentaires il existe
deux ouverts wqy et wg de R tels que z = (a, f) € wa X wg C Q.

Puis a € wq donc 3ry > 0tel que Ja—7q, a+74[C wa, et B € wg done
3rg > 0 tel que |3 — 73,8 + r3[C wpg, finalement, avec 75 = inf(ry, )
onaunry > 0tel que z €|la —rg,a +1z[X]8 — 77,8+ 7rz[C 2 : Qest
bien un ouvert de R? pour la topologie usuelle. n

Cette justification s’étend au cas de R™, et nous permettra de ne pas
attendre la construction de R pour utiliser, en exemple ou contre exemple,
des propriétés déja connues.
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EXERCICES

Soit F un espace topologique contenant une partie dénombrable
partout dense. Montrer que toute famille d’ouverts disjoints, non
vides, est dénombrable.

Soit f application de E dans F', (espaces topologiques). Montrer
que f est continue si et seulement si pour toute partie A de E,

f(A) c f(A).

Démontrer que N n’admet pas, dans R, de base dénombrable de
voisinages.

Soit k réel positif, pour n entier non nul on pose

omfimem (1) < (-2) < (4}
et Q= ] wn
neN*

Condition nécessaire et suffisante pour que 2 soit fermé.

Montrer que f : E +— F est continue si et seulement si
g:z ~ (z, f(z)) est un homéomorphisme de F sur le graphe
I' = {(z, f(z)); = € E}, sous-espace topologique de E x F.

Soit E topologique tel que tout point admet un voisinage fermé qui
est sous-espace séparé de E. Montrer que E est séparé.

Soit E topologique, A et B deux parties de E telles que E = AUB.
Soit D C (AN B), D étant ouvert de A et ouvert de B. Montrer
que D est ouvert de E.

Soit A une partie de E espace topologique. Montrer que A est non
dense si et seulement si tout ouvert non vide de F contient un ouvert
non vide ne rencontrant pas A.

2

Trouver, dans R“ muni de la topologie usuelle, une partie A telle

o
_ o 2 9% o S
que A, A A A A, f‘i, et A soient distincts.
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Caractériser tous les homéomorphismes de [0, 1], (sous-espace de R)
sur lui-méme.

Soit E topologique. Vérifier que (A fermé < ((frontiere de A) C A)
et (A ouvert) < (AN (frontiere de A) = Q).

Monter que, si E est un espace topologique, la diagonale A, sous-
espace de I'espace produit E X F est homéomorphe a F.

Soit f fonction de [a,b] dans R dérivable. Montrer que f’(a) est
valeur d’adhérence de f’(]a, b]).

o o

Vérifier que (A et B ouverts disjoints de E) implique (A N B= @)
et que (A et B fermés de E avec AUB =FE) = (fci UB= E).

Montrer que A = {(z,y) € (R™)2, {z,y} libre} est un ouvert de
(R™)%.

SOLUTIONS

11 existe une partie dénombrable A = {ax,k € K,K C N}, telle que
A = E, (K peut &tre une partie finie de N).

Soit (O;);ec une famille d’ouverts non vides, disjoints de E.

Pour chaque 7 de I, il existe z; dans O; et comme z; est adhérent a4 A, que
O; est voisinage de z;, (O; ouvert) on a O; N A # &, donc il existe k() € K
tel que ax(;) € O; N A.

Les O; étant disjoints, I'application i ~~ k(z) est une injection de I dans K
donc cardI < card K < cardN : on a bien I dénombrable, (cest-a-dire
fini ou équipotent a N).

Soit f continue de F dans F, A C E.
SiA=0, A= et f(A) =D C fF(A).

Sinon, soit  dans A, et U un voisinage quelconque de f (z), il existe V
voisinage de z tel que f(V) C U, comme z € A,ona VN A # &, dou avec

2 € VN A, f(z') € UN f(A) qui est non vide : on a bien f(z) adhérent &
f(A), tout voisinage de f(z) rencontrant f(A).

Réciproquement si f vérifie la propriété, on va prouver que pour tout fermé
K de F, f~Y(K) est un fermé de E. Cest évident si f~1(K) est @.



3.

Topologie générale 33

Supposons donc A = fI(K) # . Si A est non fermé, on a A __,Cﬁ A,
soit z € A — A. Comme f(A) C f(A), f(z) est adhérent a f(A) =
FFHEK)) C K.

Mais f(f~1(K)) C K = K, (K fermé) implique f(z) € K dou z €
f~Y(K) = A : Cest absurde. Donc A est fermé et f est continue.

On procéde par I'absurde en supposant que (Vp)neN est une base dénom-
brable de voisinages de N dans R.
1 1
Soit O = U lp — Z,p + Z[ : Cest un voisinage (ouvert) de N, donc les
peEN
n. = Vn N O forment aussi une base dénombrable de voisinages de N.

Si on pose Un,p = VaNp — %,p + %[, c’est un voisinage de p,

et Un = U Un,p.
peEN

On choisit alors, pour tout n de N, un intervalle Ip, g Un,n, In ouvert

contenant n. Alors 2 = U I, est un ouvert, (réunion d’ouverts) contenant

neN
N, et ce voisinage 2 de N ne contient aucun Up, car s'il existe ng dans N

tel que Uny C Q, alors UngNng — %,no + %[C QN (no — %,no + i[
Mais 2 est la réunion des Ip g Up,p Clp — %,p + 411[ donc pour p # ng,
Ipﬂ]no—i,no+i[= J, et pour p = ng il vient Inoﬁ]no—;ll,n0+711[= Ing,

1 1
on aurait donc QN)ng — =,ng + =[= Iny. Mais on montre de méme que

4 4

1 1
Unoﬁ]no - Z,no + Z[= U‘n07n0‘

On aurait donc Ung,ng C Ing ;Ct Ung,ng : Cest absurde.
Finalement, N n’a pas de base dénombrable de voisinages.

Dans un plan euclidien on peut représenter wn, par le disque fermé de centre

(1 1) k
—, — ) de rayon —.
n'n n

11
Les points (;, ;) sont dans wp, donc dans 2; si  est fermé, la limite
(0,0) de ces points est dans €2, donc il existe n dans N* tel que (0, 0) € wn,

2
soit encore tel que iz + iz < k—z, ou k2 > 2. Donc § fermé = k > v/2.
n n n

Mais si k 2> \/5, on a wp41 C wn, car avec la distance euclidienne, si

M (_a:, y) est dans wyp 41 disque fermé de centre Ay (n——l-l’ n_-i-l) et
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de rayon k on aura
4 n+1

d(M’ A'n) < d(M1 An+1) + d(An+la An)
k 1 1\2 1 1\2
n+1+\/(n+1_;) +(n+1_;)

+\/_(————),or\/_

+1

N

1 1 1 k
< P - . i
donc d(M An) ( 1 + 1) : on a bien M dans wn.

Mais alors k = v2 = Q = wy, cest bien un fermé et finalement, (2 fermé)

ﬁ(k>x/_)-

D’abord g est bijective car si m = (z,y) € I, cest que y = f(z), et
g~ 1(m) = z est unique, (et existe).

Si f est continue, Papplication g est continue de E dans E x F, (ses fonctions
composantes le sont), & valeurs dans I', elle est donc continue de F dans I'.

Puis ¢! : I — E définie par (z, f(z)) ~ z apparait comme la restriction
a I’ de la projection (z,y) ~» z de E X F sur E : elle est donc continue.

Réciproquement, si g et g ~! sont continues, g étant continue de F dans T,
et a valeurs dans I, est continue en tant qu'application de E dans FE X F,
mais alors sa deuxiéme composante, £ ~> f(z) est continue de F dans F.

Soient z et y distincts de E et V et W des voisinages respectlfs dez ety
qui sont fermés et sous-espaces séparés de E.

Siy ¢ V =V, en traduisant y non adhérent a V, il existe W’ voisinage de
y tel que VW' = @ : mais alors V et W’ sont voisinages disjoints de z
et y respectivement.

On traiterait de méme lecasz ¢ W = W.

Reste donc le cas ou y € V et £ € W, mais alors z et y sont dans
V N W qui, sous-espace de V, (ou de W) est séparé. Il existe donc U(x)
et U(y) voisinages disjoints de = et y dans V N W. A fortiori, (topologie de

sous-espace) il existe U’(x) et U’(y) voisinages de z et y dans E, tels que
Ul)=U(x)NnVnWetU(y) =U'(x) NVNW.
Mais alors U’(z) NV est voisinage de = dans E, (intersection de deux

voisinages de z dans E) et de méme U’(y) N W est voisinage de y dans
E et ils sont disjoints car

U@y nvnV ) nw=UE)NU(y) =

Dans tous les cas on a deux voisinages disjoints de z et y distincts de E qui
est donc séparé.

Comme D est ouvert de A et de B, il existe deux ouverts de E, notés O 4
et Ogp telsque D = 04 NA = OpNB.Comme E = AUB on a
04=04N(AUB)=(04NA)U(0O4NB).
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Mais D = O4 N A C AN B par hypothese, donc O4 N A C B et comme
OpNACOy,onaO4NACO4NB.

Il en résulte que (O 4NA)U(O 4UB) = O4NB, et finalement O4 = O4NB
donc Oy C B.

Par symétrie des rdles joués on a aussi Og C A, soit Og = Og N A.
Mais alors :
O4NOg=(0aNB)N(OgNA)=(0aNA)N(0OpNB)
=DND=D

il en résulte que D, intersection de deux ouverts de E est un ouvert de E.

On sait que A non deux signifie que lintérieur de A est vide, donc clest
. ) —

équivalent & F — (A) = F soit encore E — A = E.

Soit O un ouvert non vide de E, comme E — A est partout dense, O’ =

O N (E — A) est non vide, or c’est un ouvert, (intersection de 2 ouverts)
disjoint de A donc a fortiori de A, et O’ C O.

Si réciproquement, on a la propriété, soit j : cest un ouvert de F et s'il est
non vide, il existe O ouvert non vide avec O Cj etOCA=0.

Soita € O,a ch A, donc O étant voisinage de a qui est adhérent a A,
on doit avoir AN O # . Clest absurde d’ott j: J et A non dense.

Soit A = ((] — 1,0[U]0, 1) x]0, 1[) U ({0} x]1, +o0[) U C avec
C = { points a coordonnées rationnelles de |2, 3[x]0, 1[.

On a
A= (-1,01U0,1)x]0, 1;
A 1) % [0,1] et A=) — 1,1(x]0, 1[;
A=[-1,1] x [0,1] U ({0} x [1, +0o[) U ([2,3] x [0,1])
A=(-1,1[x]0,1) U (12, 3[x]0, 1]) et
A= [-1,1x[0,1U[2,3] x [0, 1.

Les sept ensembles, sauf erreur, sont distincts, mais vous avez certainement
trouvé d’autres exemples.

La relation d’ordre étant fondamentale sur R, la monotonie va intervenir.
Soit f homéomorphisme de [0, 1] sur [0, 1], soient a < b < c trois éléments
de [0,1] et a, B3,y leurs images respectives, distinctes car f est injective.

Supposons que f(a) < f(c) et que B = f(b) & f(a), f 20) [, done, comme il
faut bien placer f(b) quelque part, supposons f(b) < f(a).
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Alorsa = f (a) €]£(b), f(c)[, done, f étant continue, il existe a’ entre b et
c tel que f(a’') = a, (théoreme des valeurs intermédiaires) donc f est non
injective. L'hypothése f(b) > f(c) conduirait aussi & une absurdité donc
f(b) €lf(a), f()[.
Mais alors f est strictement monotone car, pour tout z et y tels que
0 <z <y <1,siparexemple f(0) < f(1), on aura: £(0) < sz) < f(l)
donc f(l) f(:t) > 0, puis f(z) < f(y) < f(1) donc f(y) — f(z) > 0, dou
strictement croissante. De plus f(0) = 0 et f(1) = 1 car f est surjective.

I}..f(: c)hoix f(1) < f(0) conduit a f strictement décroissante avec f(0) = 1 et
1)=0.

Réciproquement soit f strictement monotone de [0, 1] sur (0, 1]. Elle est
bijective. Elle est aussi continue car, supposons par exemple f croissante,
et soit  dans [0,1] et € > 0 vérifiant € < inf (f(z),1 — f(z)) sion a
0 < f(z) <1,oue <1sif(z)=0ou f(z) =1 Les éléments f(z) —c et
f@)+e si0< f(z) < 1, sinon il ne reste que f(z) — € ou f(z) +€) ont
des antécédents x; et xo, f surjective, avec 1 < = < T3, f croissante, et
par croissance, f ([z1,22]) C [f(z) — ¢, f(z) + €]

Sia = inf(zg —z,z — 1) on a trouvé o > Otel que |t — z| < o =
lf@&)-f (z)l < e.Si f(z) = 0ou 1, cest-a-dire, f étant croissante, si z = 0
ou 1, on aménage la formulation.

Donc f est continue, sa réciproque aussi, la méme justification s’applique a
f " qui elle aussi est strictement monotone.
Donc f homéomorphisme de [0, 1] sur [0, 1] équivaut & f strictement mono-

tone de [0, 1] sur [0, 1].

Rappelons que la frontiere de A, notée Fr(A) est, par définition, Fr(A) =
A- A=AnCa B

Si A fermé, A = A donc Fr(A) C A = A;etsi Fr(A) C A si A n'était pas
fermé, on aurait A g A, soitz € A,z ¢ Aonaurait z € CA C m donc
z€AN m =Fr(A) C A : cest absurde, d'ou A fermé et I'équivalence.

Par contraposée, A ouvert <& B = CA est fermé, donc vu ce qui précede, A
ouvert < Fr(B) C B.

Or Fr(B)= _B.ﬂ@ avec B = CA, et CB = A, cest encore
Fr(B) = CANZ = Fr(A4) dou A ouvert < (Fr(4)) c C(4)
soit encore A ouvert & Fr(A)NA=O.

Soit A = {(z,z); = € E'} sous-espace de l'espace produit £ x E.
Lapplication f : E — A, z ~ f(z) = (z,z) est une bijection de F sur
A, continue car ses applications composantes le sont, (avec E X E espace
d’arrivée), or f est a valeurs dans A, donc si elle est continue comme a
valeurs dans E X E, elle I'est & valeurs dans A. (Théoréme 1.67.)
Quant & f™1 : (z,z) ~ z, Cest la restriction 2 A de la premiére projection

de E x E sur E : (z,y) ~ z par exemple, donc f ~1 est continue, on a un
homéomorphisme.
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On a f/(a) valeur d'adhérence de f’(]a;b] si et seulement si, Ve > 0, il

existe f'(€) € f'(Ja, b)) tel que |'(€) — f'(a)| < e.

Or, la dérivabilité a droite en a se traduit par :

flz) = f ()
z—

Ve >0, 3a > 0, Vz €la,a + o, -f'@)|<e

Comme la formule des accroissements finis s’applique a f sur [a, z], pour
z €]a,a + af, on trouve £ €la, z[Cla, b[ tel que —————= f(x) f(a) = f'(&), dou

|F'(&) - fa)| <e

Ceci bien sir ne donne pas Iim+ f'(z) = f'(a).
r—a

Comme ANB =, A C (E—-B)avec E- B ferme d’ou pour les

adherences, A c E =B soit A C (E-B), donc ACE B= E — B. Mais

alors A NB = & et comme BC B, a fortiori A al B- .
Pour le résultat sur les fermés on va passer aux complémentaires.
Soient A et B fermésde E avece AUB =E,et A' = E—A,B'=E—B.Ce

o o
sont deux ouverts disjoints de E, donc d’aprés ce qui précéde A’ N B'= <.

o
——

or A =(E-4) = E- AdoncA —E— A= E— A.
On a donc (E— A) n(E- B) O, or c'est encore

_(zu§)=@.

C’est une plaisanterie car les n-uplets z=(z1,..-,Zn) ety = (y1,-.-,Yn)
forment une partie libre de R™ si et seulement si, 3¢ # j, z;y; — z;¥; # 0
car on écrit que le rang de la matrice formée des 2 lignes de composantes est
deux.

Or ¢;; : (z,y) ~ z;y; — T;y; est continue de (R™)? dans R, car

5 3
C’est donc que AU B=E.

polynémiale et A = U cpi_jl (0) est ouvert comme réunion d’ouverts.
i)






CHAPITRE 2

La compacité

Les notions de topologie générale du chapitre I vont vous permettre
d’aborder I'étude d’une structure trés importante, celle d’espaces com-
pacts. Un grand nombre des résultats établis dans ce chapitre, portant
sur des suites, auront une réciproque dans le cadre des espaces métriques,
(chapitre IV). Mais il me semble appauvrissant de ne considérer que le
point de vue métrique.

1. Espaces compacts

DEFINITION 2.1. — Un espace topologique E est dit compact si et seulement
si il est séparé, et posséde la propriété suivante : pour toute famille (w;);cy
d’ouverts de E de réunion E, il existe une partie finie J de I telle que

E=ij.

2.2. On appelle recouvrement ouvert de E toute famille (w;);cs d’ouverts

de F telle que U w; = F, un tel recouvrement sera dit fini si card([) fini,
i€l

et on appelle encore propriété de recouvrement fini celle de la définition.

2.3. Du point de vue des notations, il est plus parlant de dire que : pour
toute famille (w;);c; d’ouverts recouvrant E, il existe un nombre fini, n,
de ces indices, notés i1, ..., 1n, tels que

n
E= U wik.
k=1
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EXEMPLE 2.4. — F espace fini, séparé est compact, puisqu’il n’y a qu’'un
nombre fini d’ouverts.

THEOREME 2.5. — Un espace E séparé est compact si et seulement si il
vérifie la propriété suivante : de toute famille (F;);c; de fermés de E,
d’intersection vide, on peut extraire un nombre fini, n, de ces fermés, notés
n
F;.,..., F;,, tels que ﬂ F;,, =@.
k=1

Car si E est compact, et si les (F;);cs sont des fermés de E tels
que ﬂﬂ = J, avec w; = E \ F;, ouvert de F, on a Uwi = E,

i€l el
car U(E \F) =E~ (ﬂ F;,) = ENQ = E, donc E étant compact,
i€l i€l
il existe un nombre fini, n, de ces ouverts, notes w;,,...,w;, tels que
n n n n
E=|Jw, =J(ENF,) =E~([)F,) donc (| F;, = . On
k=1 k=1 k=1 k=1
procéde de méme pour la réciproque. |

COROLLAIRE 2.6. — Dans E compact, toute famille totalement ordonnée
par inclusion, de fermés non vides a une intersection non vide.

Soit des (F;);cr fermés non vides de E, si F' = n = J; comme E
i€l

est compact, il existe un nombre fini de ces fermés, notés F; ,...,F;,

d’intersection vide. Or ils sont comparables entre eux par inclusion : il

existe k € {1,...,n} tel que F;, C F;,Vl = 1...,n, (F;, est le plus

n
petit), d’o ﬂ F;, = @ = F;, : absurde car les F; sont tous non vides. ll
=1

COROLLAIRE 2.7. — Dans E compact, toute suite posséde au moins une
valeur d’adhérence, et si elle n’en a qu’une, elle converge vers cette valeur.

Soit ¥ = (up)nen une suite de E, on a vu que l'ensemble des
valeurs d’adhérence de la suite est A = ﬂ F,, avec F,,, adhérence de
neN

Apn = {ug, k € N,k > n}, (Théoreme 1.50). Or, Vn € N, Ap 41 C Ay, done
An+1 = Fny1 C Fy :les F, sont des fermés, (car 'adhérence est fermée),
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non vides, les A, étant non vides, totalement ordonnés par inclusion, le
corollaire 2.6. donne A non vide d’ou I'existence de valeurs d’adhérence.

Supposons qu’il n’y en ait qu'une, a. Soit V' un voisinage de a et O
ouvert avec a € O C V. Les G, = F, N (E \ O) sont des fermés,

d’intersection vide car n Gn=(E~NO)N( n F,) = (E~x0)n{a}

neN neN
avec a € O.
Mais n Gn = & et E compact donc il existe une intersection d’'un
neN

p
nombre fini des G, déja vide, par exemple n Gn, = D, (Théoreme 2.5).
k=1
Si n; = sup{ng,k = 1,...,p}, (qui existe car p est fini), comme
p

la suite G, est ordonnée en décroissant on a ﬂ Gp, = Gn, =30 =
k=1

Fp, N (E N\ O). Cest donc que F,;, C O. A fortiori, Vn 2 n;,un €

Ap, C F, C O C V : finalement, YV voisinage de a, il existe n; € N,

Vn 2 ni,un € V : cest bien la justification de lim wu, = a.
n—+00

REMARQUE 2.8. — La réciproque est fausse, car dans F quelconque, pour la
topologie grossiére, toute suite admet n’importe quel élément de E comme
valeur d’adhérence et pourtant F non séparé n’est pas compact.

Mais... (premiére d’une longue famille) dans le cas métrique on aura
la réciproque : si toute suite admet une valeur d’adhérence F métrique
sera compact, voir le corollaire 4.66.

THEOREME 2.9. — Toute partie A de cardinal infini de E compact admet
au moins un point d’accumulation.

11 est équivalent de justifier que, dans E compact, si une partie A n’a
pas de point d’accumulation, elle est de cardinal fini, ce que nous allons
faire. Soit donc A sans point d’accumulation.

Si x € E, z n'est pas point d’accumulation, donc (négation de la
définition 1.22)) il existe un voisinage V' (z) de z tel que (A—{z})NV (z) =
&, dou a fortiori un ouvert Oy avec £ € Oy C V(z), et tel que
(A —{z}) N Oz = I, ce qui revient a écrire AN Oy C {z}.

Mais ceci est vrai pour tout z de E, on a donc :

Vz € E, 30, ouvert de E contenant z, tel que AN Oy C {z}.
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OnaFE = U Oz, car chaque z de E est dans O, donc dans la
z€E
réunion qui elle, est contenue dans F.

Puis E est compact, donc il existe un nombre fini de ces ouverts
n

recouvrant FE. Si on note E = U Og, ce recouvrement fini, on a alors
i=1

n n
A=ANE=AnN (U ozi> =J@n0os,) c{z1,22,...,7n}

i=1 =1

vu la définition des O. On a bien card (A) fini. |

REMARQUE 2.10. — Cette propriété aura aussi sa réciproque vraie dans
le cas des espaces métriques compacts, mais elle est fausse en général,
comme on le voit avec E de cardinal infini muni de la topologie grossiére,
(voir 4.66).

2. Sous-espaces compacts

DEFINITION 2.11. — Soit E un espace topologique. Une partie A de E est dite
sous-espace compact de E, (ou plus briévement compact de E) si elle est
maunie, par sa topologie de sous-espace d’une structure d’espace compact.

THEOREME 2.12. — Soit A un sous-espace de lespace topologique E, A
étant séparé pour sa topologie de sous-espace. Alors A est un compact de E
si et seulement si, de toute famille (w;);c1 d’ouverts de E dont la réunion
contient A on peut extraire un nombre fini de ces ouverts dont la réunion
contient A.

Bien sir, si F lui-méme est séparé, cas le plus fréquent, A, sous-
espace, sera séparé, (Théoréme 1.70).

On suppose A sous-espace séparé de E. Soit A compact de E.
Siona A C Uwi, w; ouverts de E,ona A = AN (Uw,) soit
i€l i€l
A= U(A N w;) avec cette fois les A N w; ouverts de A, donc il existe
el
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n
un recouvrement fini extrait du précédent : A = U (A Nw;,) soit
k=1

n n
A=A0(U w;, ) doa A C U Wi+
k=1 k=1
Donc du recouvrement A C U w; de A par des ouverts de E on a
i€l

n

extrait un recouvrement fini : A C U Wiy -

k=1

Réciproquement si on a A séparé vérifiant cette propriété, on a A compact
de F car il est séparé, et si A = U O;, O; ouvert de A sous-espace, donc
i€l
du type O; = w; N A avec w; ouvert de E, l'égalité A = L_J(cuz N A)
i€l
équivaut a A C U w; qui implique P'existence de w;,, . ..,w;, en nombre
i€l

n n n
fini tels que A C U w;, dout A= U (wiy, NA) = U O;, - ]

L’intérét de ce théoréme, c’est que I'on reste sur la topologie de E pour
raisonner. Justifons ainsi le

THEOREME 2.13. — Les segments [a,b] de R sont des compacts de R.
On suppose a < b, (si b < a, D est compact sans difficulté). Soit
(w;);eg une famille d’ouverts de R, (topologie d’ensemble ordonné) avec
la,b] C U w; et soit
i€l

A = {z; z € [a,b]; [a,2] C une réunion d’'un nombre fini des w; }.

Cet ensemble A est non vide, (z = a est tel que [a,a] = {a} C un
Wiy, donc a € A), majoré par b : il admet une borne supérieure m. Cette
propriété admise ici, sera justifié au chapitre V en 5.53).

Orm € [a,b] C Uwi donc Jip € I avec m € w;,, w;, réunion
i€l

d’intervalles ouverts, (exemple 1.5), donc m est dans un intervalle ouvert

inclus dans wj,, a fortiori 3a > 0, avec |m — a,m + a[C wj;,. On a

m — a qui n’est plus majorant de Adoncdz € Aaveem —a <z <m,

mais alors [a,z] est contenu dans la réunion d’'un nombre fini des w;.

Soit alors y € [m,m + af, on a [z,y] C w;,, dout [a,y] C réunion d'un
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nombre fini des w;. Mais alors 'hypothése m < b permettrait de choisir
un y €]m, inf (m + o, b)[ et on aurait y € A, avec y > m, m borne
supérieure de A, cest absurde. C’est donc que m = b, et en prenant
y = m = b dans ce qui précede, on conclut bien a [a,b] C réunion finie

-z
des w;. Comme R est séparé, (si x # y, par exemple z < y, avec a =

les intervalles |z — o, z + af et ]y — a, y + o sont voisinages disjoints de
z et y respectivement), on a bien [a, b] compact. |

Ce théoreme, et ceux qui vont suivre dans ce paragraphe, sont fonda-
mentaux en topologie.

THEOREME 2.14. — Dans E compact, tout fermé est compact.

D’abord E compact est séparé, donc si F' est un fermé de F, en tant
que sous-espace il est séparé, (Théoreme 1.70).

Soient des fermés (F;);cs de F, d’intersection vide, comme il existe
des fermés (G;)ics de E tels que F; = G; N F' et que F est fermé de
E, en fait les F; sont des fermés de F, compact, donc, (Théoréme 2.5), il

existe un nombre fini de ces fermés, notes F; ,..., F; ,n € N, tels que
n

ﬂ F;, = : on a bien F' compact. |

k=1

THEOREME 2.15. — Dans E séparé, tout compact est fermé.

Soit A un compact de E espace séparé. On va justifier que A est fermé
en prouvant que 2 = E \ A est ouvert, c’est-a-dire voisinage de chacun
de ses éléments, (Théoréeme 1.8).

Soit donc zg € 2, Vy € A, on a zg # y donc il existe deux voisinages
de zg et y, disjoints, (E séparé) d’ou a fortiori Vy € A, 30y et wy(zo)
ouverts disjoints contenant respectivement y et xg.

OnaAC U Oy, A compact, donc il existe y; ...y, en nombre fini

yeA

n
n, tels que A C U Oy, (Théoréme 2.12).

k=1
n

Soit w = ﬂ wy, (Tg) C’est un ouvert, (intersection finie d’ouverts),

k=1
n

contenant zg, etona: ANw C U (Oyy, Nw).
k=1
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Mais (w C wy, (Z0)) = (Oy,Nw C Oy, Nwi(zo) = D), dott ANw =S
doa w C .

Finalement, pour tout zo de Q on a trouvé w ouvert de E avec
o € w C £ : on a bien (2 ouvert car voisinage de chacun de ses éléments.

COROLLAIRE 2.16. — Les compacts de R sont exactement les fermés bornés.

Car si K est un compact de R, R étant séparé, K est fermé, (2.15) et en

écrivant K C U ] —n,n[, il existe un recouvrement de K par un nombre

neN
fini de ces intervalles ouverts et si ng est le plus grand entier intervenant
dans ce recouvrement fini on aura K C] — ng,ng[ d'ou K borné.

Réciproquement si K est fermé borné, il existe a > 0 tel que K C [—a,al,
(on traduit K borné).

Puis, la topologie de K sous-espace de [—a, a] étant la méme que celle
de K sous-espace de R, (Théoréeme 1.66), K apparait comme un sous-
espace du compact [—a, a] (Théoréme 2.13), avec K fermé de [—a, a), car
K = K N [—a, a] est intersection de [—a, a] par un fermé, K, de R. On a
bien K fermé de [—a, a] compact, donc K compact, (Théoréme 2.14). W

THEOREME 2.17. — Dans E séparé, toute intersection de compacts est un
compact; toute réunion d’un nombre fini de compacts et un compact.

Soient des (K;);c1 compacts de F, séparé. Ils sont fermés, (2.15) donc
K = ﬂKi est un fermé de E. On fixe ig € I, on a K C Kj;, mais alors
i€l
K est un fermé de K;;; compact donc il est compact.
Pour la réunion, on procéde différemment.
Soient K1,...,Kn,n € N, des compacts de FE en nombre fini. D’abord
n

K= U K, sous-espace de E séparé est séparé, (Théoréme 1.70). Puis,
r=1
siona K C U wj, a fortiori chaque K, est contenu dans U wj, avec
el i€l
les w; ouverts de E. Mais K, compact donc 3], partie de cardinal fini
n
de I tel_le que K, C U w; dou K C U w; aveec J = U I partie de
i€l i€ r=1
cardinal fini : on a bien extrait du recouvrement ouvert par les w;, un
recouvrement fini, donc K est compact.
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3. Compacité et continuité. Espaces produits

THEOREME 2.18. — Soit f une application continue de K compact dans E
séparé alors f(K) est un compact de E.

Comme f(K) sous-espace de F, séparé, est séparé il suffit de justifier
la propriété de recouvrement fini.

Orsi f(K) C U w;, avec w; ouvert de E, f étant continue les f~1(w;)

i€l
sont des ouverts de K et on aura K = U Y (w;). Mais K étant compact,
i€l
il existe un sous-recouvrement fini extrait de celui 1a, donc Jiy, ..., iy

n
dans I tels que K = U F Y (wi,) don

r=1
£ =1 (U 14wi) = U £ (7 win) € s,
r=1 r=1 r=1

on a bien justifié f(K) compact, (attention, on a f (f~!(w;,)) Cw;,). M

COROLLAIRE 2.19. — Une fonction f continue de K compact non vide dans
R est bornée et atteint ses bornes.

Car R étant séparé, f(K) est un compact de R, donc un fermé borné
de R, (Corollaire 2.16). Mais si m et M sont les bornes inférieures
et supérieures de ce fermé f(K), qui existent si K non vide, elles
appartiennent & ce fermé d’our I'existence de a et b dans K tels que

fla) = m=inf{f(z),z € K}
et f(®) =M =sup{f(z),z € K}. |

Cette propriété de borne atteinte pour une fonction continue d’un
compact dans R est fondamentale en analyse. A bon entendeur salut!

COROLLAIRE 2.20. — Toute bijection continue de K compact sur E séparé
est bicontinue, donc est un homéomorphisme.

Car justifier la continuité de f~! revient & prouver, par exemple que
pour tout fermé F de K, on a (f_l)_1 (F) fermé de E. Or, (f bijective)
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( f‘l)_1 (F) = f(F) et F fermé de K compact est lui-méme compact,
(Théoréme 2.14), donc son image continue dans F séparé est un compact
de FE, mais f(F') compact de E séparé est fermé dans E, (Théoreme 2.15),
ce qui acheve la justification.

n
THEOREME 2.21. — Un espace produit E = H E; est compact si et
=1
seulement si chaque E; est compact.

Vu l'étude faite de la topologie produit, il suffit de traiter le cas d’'un
produit de 2 espaces (Théoréme 1.74).
On considére donc un espace E produit de X et Y.

D’abord on sait que F est séparé si et seulement si X et Y le sont,
(Théoréme 1.77.).

Si E est compact, les projections p et q :

p:(z,y)~z et q:(z,y)~y,

étant continues, (structure produit) de E sur X et Y respectivement,
espaces séparés, on a p(E) = X et ¢(E) = Y qui sont compacts,
(Théoreme 2.18).
Réciproquement On suppose X et Y compacts, donc séparés. On a déja E
séparé. On veut prouver que X X Y est compact.

Soit donc X x Y = U O; un recouvrement ouvert de X x Y. Il faut

i€l

en extraire un sous-recouvrement fini.

On fixe z dans X. A chaque y de Y on associe (z,y) € X X Y donc
il existe un indice i(x,y) € I tel que (z,y) € Oy ). Mais, (structure

produit), il existe alors un ouvert élémentaire, noté w;(; ,) ¥ "";(z y) avec

Wi(z,y) ouvert de X et ""’;(z,y) ouvert de Y tels que
(2,9) € Wiag) X Wi(zy)  Oi(zy):

Ona U wg(z v) = Y, compact, donc il existe un recouvrement fini de
yeY
Y extrait de celui-la. On va noter By la partie de cardinal fini de Y telle
/ -_
que |J wizy =Y.
yEBz
Soit Q; = ﬂ Wizy) c’est une intersection finie d’ouverts de X,
YEB;
contenant tous z : c’est un ouvert de X contenant z, et la bande
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Qr xY =Qz x U w:l(z,y) = U (Qz x wg(m’y))

YEB YyEB
/
< U (wi(z,y) xwi(z,y) < U 9w
yEBz yEB;

est contenue dans une réunion d’un nombre fini des O;.
Puis, comme 2, est un ouvert de X contenant z, on a U Q= X,

zeX
et comme X est compact, il existe une partie finie A de X telle que

U =X, duxxy=J@x¥)c J( U Oiay) cXxY
T€EA €A T€EA yEBg

d’ol en fait X X Y est réunion d’'un nombre fini de O; obtenus pour les
i(z,y), les = étant en nombre fini dans A, et pour chaque z de A, les y
dans B; étant aussi en nombre fini. ||

COROLLAIRE 2.22. — Les compacts de R™ sont exactement les fermés bornés
de R™

Car si K est un compact de R™, il est fermé car R™ est séparé,
(Théoreme 2.15), et du recouvrement K C U (]-p,p))™, comme on peut
pEN*
extraire un recouvrement fini, si pg est le plus grand entier intervenant
pour ces ouverts en nombre fini, a fortiori K C [—pg, po]™ = K est borné.
Puis, si K est un fermé borné de R”, 3a > 0 tel que K C [—a,a]™.
Or [—a,a] est compact de R (Théoréme 2.13), donc [—a, a]™ est un com-
pact (2.21), et K fermé de R™ inclus dans [—a,a]” est en fait fermé

de [—a,a]™ mais fermé dans un compact c’est un compact (Théoréme
2.14). |

4. Espaces localement compacts. Compactification

DEFINITION 2.23. — On appelle espace localement compact, tout espace
topologique séparé E tel que chaque élément x de E posséde au moins un
voisinage compact.

Par exemple F compact est localement compact, E' convenant comme
voisinage compact de tout x de E.

R est localement compact, [z — 1,z + 1] étant voisinage compact de
T; Z sous-espace de R est localement compact, car pour tout p de Z

1 1
{p} =lp - 3P + 5[02 est voisinage compact de p dans Z.
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Mais Q sous-espace de R n’est pas localement compact, ni compact
d’ailleurs car non fermé borné de R. Si Q était localement compact 0
admettrait un voisinage compact, K, dans Q. Il existerait donc 2 ouvert
de R tel que 0 € (RN Q) C K. Donc il existerait & > 0 tel que
0 € (] -aaNQ) C K. On aurait alors [—a/2,a/2] N Q fermé de Q
contenu dans K compact de @, donc W = [—a/2,/2] N Q serait un
compact, (fermé dans un compact). Soit  un irrationnel de | — @/2, /2]

1 1
Pour n € N assez grand, les F, = [z— e T+ E]OW sont des fermés de W

compact, non vides, totalement ordonnés par inclusion : leur intersection
est non vide (corollaire 2.6). Or cette intersection est {z} N W avec z
irrationnel et W C Q : elle est vide. C’est absurde. Donc Q n’est pas
localement compact. [ |

THEOREME 2.24. — Tout fermé F de E localement compact est localement
compact.

D’abord F est séparé, F' sous-espace de F est aussi séparé.

Soit x € F, il existe V voisinage de z dans F, compact de F, mais
alors V N F est un voisinage de z dans F, (forme des voisinages de la
topologie de sous-espace, voir Théoréme 1.64) et V N F est aussi un fermé
de V puisque F est un fermé de F, avec V' compact, finalement V N F est
un compact de F', voisinage de x dans F', on a bien F' localement compact.
(On a utilisé : V N F compact dans V, mais contenu dans F’, donc aussi
compact de F' : c’est le Théoréme 1.66.).

THEOREME 2.25. — Toute intersection finie de sous-espaces localement
compacts de E séparé, est localement compacte.

n
Soit A = n A;, A; sous-espaces localement compacts de E séparé.
=1
On a déja A sous-espace de F est séparé, puissia € A,V; = 1,...,n
n

il existe V; voisinage compact de a dans A;. Mais alors.V = m V; est
=1

un voisinage de a dans A, car V; C A; = V C A puis, si W; : est

voisinage de @ dans E tel que V;, = W; N A; onaura V =V NA =

n n
(ﬂ W;n Az)> NnA= <ﬂ W,) N A est voisinage de a dans A puisque

n
ﬂ W; est voisinage de a dans F.

i=1
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De plus V; est compact pour la topologie de sous-espace de A;, lui-
méme sous-espace de E donc en fait V; est un compact de F, (Théoréme
1.66, sur la transitivité de la structure de sous-espace). Mais alors V,
intersection de compacts de E en est un de E, (Théoréme 2.17),0or V C A,
donc V est aussi compact de A, (toujours ce théoréme 1.66 dont on se
demandait, au chapitre I sil avait une utilité!).

REMARQUE 2.26. — C’est faux pour une réunion finie de localement com-
pacts.

Par exemple A = {(z,y); (z,y) € R%,z > 0} est localement compact
ainsi que B = {(0,0)}, mais pas AU B, car un voisinage V de (0,0) dans
AU B, ne peut pas étre compact de AU B, car il le serait aussi dans R2,
mais il n’est pas fermé dans R2.

THEOREME 2.27. — Un produit fini d’espaces localement compacts est
localement compact.

On le justifie pour un produit de 2 espaces, grace au théoreme 1.74.

Orsi A et B sont localement compacts, ils sont séparés donc E = Ax B
est aussi séparé, (1.77), puis si z = (a, b) € Ax B avec V, et V}, voisinages
compacts de a et b dans A et B respectivement, on vérifie que V, X V} est
voisinage de (a,b) dans F et on sait (Théoréme 2.21) qu’il est compact.

REMARQUE 2.28. — L’image continue d’un localement compact n'est pas
forcément localement compacte.

On a vu que Z est localement compact pour sa topologie, (discréte) de
sous espace de R, mais que @ ne l'est pas. Or Z et Q étant équipotents,
il existe une bijection f de Z sur Q, qui est continue, (topologie discréte
sur Z). On a donc Q séparé, image continue de Z localement compact et
pourtant @ ne lest pas. ]

Quel est lintérét d’introduire les espaces localement compacts?
D’abord on peut justifier qu'une fonction continue de E' localement com-
pact dans R, moyennant certaines hypothéses, est bornée sur F et atteint
ses bornes : cela peut servir. On a :

THEOREME 2.29. — Soit FE localement compact, f : E — R continue. Si
Vh € R,3K compact de E tel que Vz & K, f(z) > h alors f est minorée
sur F et atteint sa borne inférieure.
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Soit a € E, il existe, pour h fixé avec h > f(a), un compact K tel
que Vz ¢ K, f(z) 2 h > f(a); donc a € K. Mais la restriction de f au
compact K est continue de K dans R donc atteint sa borne inférieure m
enb € K.Onadonc b€ K tel que, Vz € K, f(b) < f(z). Comme a € K
onaVz € K, f(b) < f(a) < h £ f(z) : finalement m est bien la borne
inférieure de f sur F et elle est atteinte en b.

On aurait de méme, si f de E localement compact, dans R est telle
que VA € R,3K compact de E tel que Vz ¢ K, f(z) < h, alors f est
majorée sur E et atteint sa borne supérieure.

L’autre intérét des espaces localement compacts, c’est de pouvoir
les plonger dans des espaces compacts et de pouvoir ainsi leur étendre
certains résultats utilisant la compacité.

DEFINITION 2.30. — Soit un espace topologique non compact, E. On appelle
compactifié de E tout espace E contenant E tel que :

1) la topologie de E soit celle de E sous-espace de E,
2) FE soit compact,
3) l'adhérence de E dans E soit F.

DEFINITION 2.31. — On appelle compactifié d’Alexandroff de FE non com-
pact, tout compactifié E de E tel que card (E \E)=1

THEOREME 2.32. — Soit E localement compact, non compact, il admet des
compactifiés d’Alexandroff.

Soit E localement compact et w ¢ E. On considére E = E U {w}
et on appelle ouvert de E les ouverts de E et les complémentaires dans
E des compacts de E. Notons que si K est un compact de F, on aura

ENK = (EU{w})\ K = (E~ K) U {w} avec E \ K ouvert de E car
E séparé et K compact de E est alors fermé de F, (Théoréme 2.15).
On a une topologie car d’abord & ouvert de E Yest pour E et E = E\Q
avec & compact de E, est ouvert de E. Vérifions la stabilité par réunion.
Soit (O;)scs des ouverts de E et I1 = {i,7 € I,O; ouvert de E} et
Io =1\ 1. Alors V; € I3, O; est du type E~ K; avec K; compact de E.

Ona:
a=Joi={Jo|u|JEK)
i€l i€l i€l

=|Jo|ulE~()K)

i€l i€l
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On suppose d’abord I; et Is non vides. Alors O = U O; est un
i€l
ouvert de F, et K = ﬂ K est un compact de E, (Théoreme 2.17), d’'ou
i€l
Q=0U(E\K). Comme w € E\ K on peut remplacer O par O U {w}
mais alors OU {w} = (E\ (ENO))U{w} = (E N (EN O)) et

Q=(E’\(E\O))U(E‘\K) — E<((ExO)NK)

avec E \ O fermé de E donc (E \ O) N K fermé de K compact, donc
compact, et finalement Q, complémentaire dans F d’'un compact de E est
bien ouvert de E. Si Iz =D et Iy # il reste~Q = O ouvert de E donc
de E,etsily =, (et I # D) il reste Q = E \ K ouvert de E. On a
donc stabilité par réunion.

Stabilité par intersection finie : soient des ouverts (O;);c1 avec cette
fois-ci I de cardinal fini # 0, on fait le méme découpage de I en I; U I
avec I; et Io fini, en supposant d’abord I et Is non vides.

Alors Q= (10;=| (1O |n| ((E K;)|.OnaO= () 0O

i€l 1€l i€l i€l
est un ouvert de F, (cardl; fini) et ﬂ (ENK)=E~( U K;). Mais
i€l i€l
K = U K, est compact de F, (union finie de compacts) et ENK =

i€l
(ENK)U{w},dou Q=0N((E\ K)U{w}) =0nN (F\ K) puisque
wé¢ 0.

Comme E\ K est unouvetde F, (K compact dans E séparé est fermé)
on a finalement ) ouvert de E, donc de E. La encore, si Iz = &, Q=0
est ouvert de £ donc de E'et si I; = J,2 = E \ K est encore ouvert de
E.

L’espace E est alors compact

D’abord la topologie de E est séparée. Soit = et y distincts dans E.
Si d’abord z et y sont dans F, séparé, il existe Oz et Oy ouverts de E,

(donc de E) disjoints et contenant respectivement z et y; si z € E et
Y = w, = admet dans E, localement compact, un voisinage compact X,

et w € E\ K ouvert de E, on a donc des voisinages de z et w dans E
disjoints.
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Soit enfin (O;);cs un recouvrement ouvert de £ = E U {w}. Il existe
ig € I tel que w € Oy, qui est donc forcément du type O;, = E \ Kj,
avec K, compact de E. Puis K;, = K;) N E = U(Oi N Kj,). Si O; est

i€l
un ouvert de E, O; N K;, est ouvert de K;, sous-espace de E. Si O; est
du type E\ L; avec L; compact de E, alors O; N K, = (E NL)NKjy =
(ENL;) N K;, car w € K, or E \ Lj; est ouvert de E, donc on a encore
0; N K, ouvert de Kj;,. On a donc un recouvrement ouvert du compact
K, il existe J C I, ca.rd J fini, tel que K;, = U (O;N

jeJ

Dou E = (E \ Kio) UK, = O U U O; | : on a extrait un
jeJ
recouvrement fini de celui des (O;);c]-

Il reste a vérifier que E est un compactifié de E : la topologie de F
sous-espace de F a pour ouverts les O; N E = O;, VO; ouvert de F, et
les (E N Ki) NE = ((ExK;)U{w})NE = E K;, VK; compact de
FE : ce sont encore des ouverts de E. On a donc tous les ouverts de F,
sous-espace de E sont des ouverts de E, et réciproquement d’ott la méme
topologie.

L'adhérence de E est Ecar ECECE =EU {w}. Donc si E+E
cest que E = E mais alors F serait fermé dans E compact : il serait
compact ce qu’on a écarté au départ.

On a obtenu un compactifié de EF, qui est d’Alexandroff puisque
E\ E = {w} est de cardinal 1.

REMARQUE 2.33. — Tous les compactifiés ne sont pas d’Alexandroff. Ainsi
R = RU {—o0} U {400}, (voir 1.5), muni de la topologie d’ensemble
ordonné est un compactifié de R, (vérification laissée au lecteur), mais
cardR\R) = 2.

REMARQUE 2.34. — De méme, des espaces non localement compacts peu-
vent avoir des compactifiés. Ainsi @ est non localement compact et pour-
tant R en est un compactifié, (non d’Alexandroff).
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EXERCICES

Soient A et B deux compacts de E et F espaces topologiques, et U
un voisinage de A X B dans E x F. Montrer qu'’il existe V voisinage
de A et W voisinage de B telsque V x W C U.

Soit P le plan euclidien, D = {(Mi, M2, M3) € P3; My, M2, M3
alignés}. Montrer que D est un fermé de P3.

Soit K1, Ko, K3 trois compacts du plan tels qu’aucune droite du plan
ne les rencontre. Montrer que parmi les cercles rencontrant K, Ko
et K3 il y en a un de rayon maximum et un de rayon minimum.

Soit F espace topologique, F' espace compact, A un fermé de E x F.
Montrer que la projection de A sur E est un fermé de E. Cas de la
projection sur F'?

Soit E espace topologique, F' espace compact, f : E — F une
application dont le graphe I' est un fermé de E x F.
Montrer que f est continue. Peut-on supprimer F' compact?

Soient E et F' espaces compacts, G un espace séparé et f une
application de E x F dans G, continue qui a (z,t) € E x F associe
f(z,2).

On suppose, pour chaque t de F' fixé, que x ~~ f(z,t) est injective.
a) Montrer que pour yg fixé dans G, L = {t € F,3z € E, f(z,t) =
Yo} est fermé de F.

b) Montrer que l'application de L dans F qui a t associe le seul
tel que f(z,t) = yo est continue.

Soient A et B deux compacts disjoints de E topologique séparé.
Montrer qu'il existe des voisinages disjoints de A et B.

Soit f continue de R dans R. Montrer ’équivalence de :

1) I'image réciproque de tout compact est un compact,
2) lim |f(z)] = +oo.
r—to00

Soit F topologique séparé, F' compact. On suppose quil existe f
fermée de E dans F telle que Vy € F, f~1(y) soit un compact
de E.

Montrer que E est un compact.
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Soit v une application de R dans P(R) telle que Vz € R,~y(z) soit
compact non vide. On suppose que, Vg € R et VQ) ouvert de R
tel que v(zg) C Q, il existe U ouvert tel que zg € U et Vz € U,
¥(z) C Q.

Montrer que {(z,y); = € R, y € v(z)} est fermé.

SOLUTIONS

Soit U voisinage de A x B.

On fixe z¢ dans A. Pour y € B, (z9,y) € U voisinage de A X B donc il
existe un ouvert élémentaire noté Oy x Oy, avec Oy ouvert de E, Oy ouvert
de F, tels que (z9,y) € Oy X OL cU.

Ona B C ( U O;), et B est compact, donc on extrait un recouvrement

yEB
fini de ce recouvrement. Comme la situation dépend de x(, on peut noter

Y (zg) la partie finie de B, telle que B C ( U O;) Soit alors Q(zg) =
YEY (zo)
m Oy : cest un ouvert de E contenant zg, (intersection finie d’ouverts
Yy€Y (z0)
de E contenant tous Zg), et en notant (zo) = U O;, on a un ouvert
Yy€Y (z0)
de F contenant B, tel que :
Qzo) x V(20) =Az0) x |J Oy= |J Qo) x O)
YEY (z0) YEY (z0)
c U 0yxoycu
y€Y (o)

Puis, 2(zg) étant un ouvert de F contenant zg de A,ona A C U Q(zo),

ToEA
avec A compact : on extrait un recouvrement fini."

Soit X une partie de cardinal fini de A telle que A C U Q(zop). On

ToEX
note V. = U Q(zg) : cest un voisinage (ouvert) de A dans E. Si
Tg€EX
W= ﬂ Q' (o), Cest un voisinage (ouvert) de B dans F, chaque Q' (z0)
To€EX

étant un ouvert de F’ contenant B, et card (X) fini.
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Maisalors AX BCV xW = U (2(zo) x W) avec W contenu dans
ToEX
chaque Q'(zo) d’oir

AxBcVxWc | Qo) x (o)) U
ToEX

il en résulte que 'ouvert V X W de E x F est bien un voisinage de A X B
contenu dans U.

On rapporte le plan P 4 un repére orthonormé R = (0; %, 7).
Chaque point M; est caractérisé par le couple (z;,y;) de ses coordonnées.
On soit que M1, M2, M3 sont alignés si et seulement si

T1—T2 Y1—Y2
T1—T3 Y1—Y3

f(z1,91,%2,92,%3,¥3) = =0

La fonction f est polynémiale, donc continue, d'ot D = f _1({0}) est un
fermé de P.

Supposons alors que pour ¢ = 1,2, 3, M; € K;. Ces points sont non alignés,
(vu I'hypothese) donc sont sur un cercle d’équation

:1:2+y2 z Yy
2+y 3 om

3+y3 T2 Y2

e
Il
o

z3+13 =3 3

En effet, si on développe par rapport 4 la 1°™ ligne on a une équation du type

: zr y 1
a(z®y?) +br+cy+d=0aveca = |2z yo 1|+ O car les points sont
z3 y3 1

non alignés et c’est une équation de cercle, vérifiée par les coordonnées des
M;, car le déterminant a alors 2 lignes égales. On peut vérifier que le carré
b2 + 2 — 4ad
402
donc continue, par rapport aux z; et y;. Sur le compact K1 X K2 x K3, la
fonction continue (M1, M2, M3) ~» R? est donc bornée et atteint ses bornes
d’ou Pexistence d’un cercle de rayon minimum et d’'un de rayon maximum
parmi ceux qui rencontrent K1, Ko et K3.

du rayon est R? = , cest donc une expression polynémiale

Soit p la projection de E X F sur E, on va montrer que 2 = E — p(A) est
ouvert c’est-a-dire voisinage de chacun de ses points.

Soit ¢ € §, alors Vy € F, (zo,y) € A, donc (zg,y) est dans E x F — A,
ouvert, donc il existe un ouvert élémentaire w(y) X w’(y) avec w(y) ouvert
de E contenant zg, w'(y) ouvert de F' contenant y, tel que w(y) x w'(y) C
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E x F — A, (eh oui, la notation est bizarre mais zo étant fixé, tout dépend
de y).

OnaF = U W' (y), F compact : on extrait un recouvrement fini noté
yeEF

F=Ju' @)
=1

n
Soit O = ﬂ w(y;) : Cest un ouvert de E contenant zg

=1

n n
etOxF=O><Uw’(y¢)=U0><wl(yi)

n
c |Jww) xw'(w) cExF-A

i=1

Cela signifie que Vz € O, et Vy € F, (z,y) € A : Youvert O est contenu
dans E — p(A). On a trouvé O ouvert de F contenant zg et contenu dans
Q, ce pour tout g de  qui est bien ouvert.

La projection sur F' n’est pas forcément fermée. Par exemple £ = R, F =
[-1,1], A = {(=,9); z(y?-1) = 1} est fermé de E X F, (image réciproque
de {0} par Iapplication polynémiale, donc continue, (z,y) ~ z(y>—1)—1).
%e projeté de A sur F est ] — 00, 1], fermé, mais sur F cest ] — 1,1[ non
ermé.

Justifier f continue, c’est prouver que pour tout fermé A de F', f -1 (A) est
un fermé de E.

Or si A est fermé de F', E X A est fermé de E X F car son complémentaire
est E x (F — A) ouvert élémentaire de E X F.

Donc I'N (E x A) = {(z, f(z)); x € E, f(z) € A} estunferméde E x A
puisqu’on suppose I" fermé. Si on utilise le résultat de I'exercice 3, le projeté
sur E de 'N(E x A) est un fermé de E, or cest {z; f(z) € A} = f~1(A).
On a bien f continue.

Sans I'hypothése F compact cest faux, par exemple f : R — R’ définie

par f(z) = % siz # 0et f(0) = 0 a pour graphe I' = {(0,0)} U

{(z,v); (z,y) € R%, zy = 1}. Cest un fermé de R? bien que f ne soit
pas continue en O.

a) Comme G est séparé, {yo} est un fermé de G et f étant continue,
F*{wo}) = {(z,t) € E x F; f(z,t) = yo} est un fermé de E x F,
compact, donc f~*({yo}) est un compact de E x F et son image par la
projection de E X F' sur F est un compact de F' donc un fermé, (F' étant
séparé). Cette projection cest L.

b) L'injectivité de = ~»> f(z,t), pour t fixé, assure, pour t dans L l'existence
et Tunicité de = tel que f(z,t) = yo. On note ¢(t) cet élément, il faut
justifier la continuité de ¢ : L — E.
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Soit P un fermé de E, P X F est fermé de E x F, (complémentaire égal a

(E — P) x F ouvert élémentaire de E x F), mais alors P x FN £~ ({yo})
est un fermé de E X F' compact, donc c’est un compact, sa projection sur F,
(Cest le méme raisonnement) est un compact de F' donc un fermé, et cette
projection c’est 'ensemble des t, tel que f(x,t) = yo mais avec z € P : C’est

donc encore {t; ¢(t) =z € P} = ¢~ }(P), fermé de F, inclus dans L. On

a, VP fermé de E, ¢! (P) fermé de L, car o1 (P) = ¢~ 1(P)N L est bien
fermé du sous-espace L, donc ¢ continue.

Si A est J, il est voisinage de lui-méme, disjoint de E qui est voisinage de
B. On suppose donc A non vide, et par la méme occasion B # & aussi.
Soit z fixé dans A,siy € B, ANB = J = z # y dans E séparé donc il
existe deux voisinages V (y) de = et W (y) de y, disjoints et ouverts, (quitte
a prendre les ouverts contenus dans les voisinages).

OnaB C U W(y), B compact et un recouvrement ouvert : « tilt »,

yEB
n

on extrait un recouvrement fini, B C U W(y;) = Q(zx), associé a des
i=1
éléments y1, ..., yn de B, avec (z) ouvert.

n
Alors O(z) = n V(y;) est un ouvert contenant z, (intersection finie
i=1

n
douverts contenant z) et O(z) N Q(z) = U (O(z) N W (y;) avec
=1

O(z)NW(y;) C V(yi) NW(y;) =D, donc O(z) NQ(z) = D.

Puis on a A = U O(z), avec A compact et les O(z) ouverts : on

TEA
recouvre A par un nombre fini d’ouverts notés O(zg) pour k = 1,...,pet

/4
AC U O(zx) = O, ouvert, alors que B étant dans chaque ouvet Q(z)
k=1
P
on aaussi B C ( n Q(zk)) = Q, ouvert.
k=1
De plus ces voisinages ouverts, O de A et {2 de B sont disjoints car ONQ =
P

U (O(zk) N2) avee O(zr) N C O(zk) NQ(zk), or O(zk) NQ(zy) est
k=1
vide, doncONQ = .

1) = 2) Soit A > 0, f~}([—A, A]) est un compact de R donc un fermé borné,

il existe B > 0 tel que f ([~ A, A]) C [-B, B] donc ¥z € R, |z| > B =
|f(z)| = A, cest bien | Ilim |f(z)] = +oo.
z|—+o00
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2) = 1) Soit K un compact de R, c’est un fermé et f est continue donc
FY(K) est fermé; puis JA > 0 tel que K C [—A, A].
On associe B > 0 tel que Vz,|z| =2 B = |f(z)] > A puisque

| |lir?f- |f(z)| = 4o0; donc |z| = B = f(z) ¢ K :ona f~Y(K) C

[—B, B] et finalement, f -1 (K), fermé borné de R est bien compact.

Vu la formulation, on va justifier que E est compact en montant que de
toute famille (A4;);cs de fermés de E, d'intersection vide, on peut extraire
une sous-famille d’intersection vide.

Soit (A;)ier des fermés de E avec m A =0.

el
Soit y € F, f"l(y) est un compact de F, les (Ai N f_l(y))ieI sont des
fermés de f _l(y), d’intersection vide, il existe donc une partie finie Iy de

I telle que ﬂ (Ai n f—l(y)) = (J, soit encore, avec By = n A,
i€ly i€y
fermé de E, By N f~(y) = @, done, Yz € By f(z) # y. Comme f est
fermée, f(By) est un fermé de F et ﬂ f(By) =Decarsiz € n f(By),
yeEF yeF
on a f(z) = z pour un z de B;, (contredit : Vz € B, f(z) # 2).

On a n f(By) = O, avec F compact et les f(By) fermés de F, donc
yEF

n
il existe y1,...,Yn, en nombre fini dans F, tels que mf(Byz) = @.
i1
n n n ¢
Or f (n By¢> C ﬂf(Byi) = J donc nByi = O, et comme
=1 =1 i=1

By, = ﬂ Aj, avec Iy; de cardinal fini, on a finalement ﬂ A

jeri n
ke U Iy,
i=1

qui est une intersection vide, d'un nombre fini des Ay : on a bien E compact.

Soit A = {(z,y); = € R, y € ¥(z)} cest une partie de R?, métrique, soit

c(lonc)(a, b) adhérent 2 A et (Tn,Yn)neN une suite de A qui converge vers
a,b).

Sib & v(a), {b} et y(a) sont deux compacts disjoints de R métrique, donc

d = d(b,v(a)) > 0 et Louvert @ = {z; d(z,v(a) < g} est un ouvert

contenant y(a), tel que b & . Mais alors 2 contenant y(a), on applique
I'hypothese.
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Soit alors un ouvert U tel que a € U et Vz € U, v(z) C . Comme

lil-l'-l Tn = a, Ing, Vn = ng, Tn € U, on doit donc avoir v(zn) C Q.
n— <100

Or les yn sont dans (zn) car (zn,yn) € 4, donc,
Vn2ng, yn €EQ=>b= lil_1|_1 Yn, serait dans €2 ce qui est exclu.
n—-+00

Clest donc que b € v(a) et que (a,b) de A est dans A d’our A fermé.



CHAPITRE 3

La connexité

Ce chapitre, assez court, va nous amener a donner une formulation de
I'idée intuitive suivante : « &re d’un seul tenant ». Mais cette formulation
va mettre en place un outil puissant en topologie.

1. Espaces connexes

DEFINITION 3.1. — Un espace topologique E est dit connexe si et seulement
si il n'existe pas de partition de E en deux ouverts.

Rappelons qu’une partition £ = O U O3 signifie que O1 N 02 = &
avec O; et O2 non vides.

On a immédiatement des formulations équivalentes qui auraient pu
étre prises comme définition.

THEOREME 3.2. — Soit E espace topologique. Il y a équivalence entre les
4 propriétés suivantes.

(i) E est connexe.
(i) Il n’existe pas de partition de E en deux fermés.
(iii) Les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E sont & et E.

(iv) Les seules applications continues de E dans {0,1} discret sont les
applications constantes.

(i) = (it) Car si on suppose que E = F; U F5 avec F] # &, Fo # D et
FyNFy =3, Fy et Fp fermés, alors F} = E \ Fy et Fo = E \ Fj sont
aussi ouverts : on a une partition de F connexe en deux ouverts, c’est
exclu.

(it) = (iii) Car si A est une partie de F, ouverte, fermée et non vide,
comme E = AU (E \ A), on obtient F réunion de 2 fermés disjoints, A
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étant non vide, c’est que E \ A = J, sinon on aurait une partition en
deux fermés. Donc A = E.

(iii) = (iv) Car soit f : E — {0, 1} discret, f étant continue. Si f n’est pas
constante, O1 = f~1({0}) et O2 = f~1({1}) sont non vides et disjoints,
donc ils sont aussi différents de F puisque O1 U O3 = E.

Puis {0} ouvert et fermé de {0,1} muni de la topologie discrete
implique O ouvert et fermé de F, non vide et différent de E, cela contredit
(iii). Donc f est constante.

(iv) = (i) Car si E n’était pas connexe, on aurait une partition £ =
01 U Oz en deux ouverts de E. En posant f(z) = 0, Vz € O et
f(z) = 1,Vx € O3, on construit f continue de F dans {0,1} discret
car f~1(@) = @, f1({0}) = Or, F~H({1}) = Oz et F1({0,1}) = E
sont des ouverts, puis f non constante puisque O; # & et O3 # & donc
0 et 1 sont des valeurs prises. On contredirait (iv). C’est impossible d’ou
E connexe. |

La connexité est donc une structure riche (comme les pates Lustucru,
publicité gratuite!), puisqu’on se trouve déja a la téte de 4 formulations.
Personnellement j’ai un faible pour la 3€ qui sert de la maniére suivante.

3.3. Pour démontrer qu'une propriété P(z) est valable pour tout = de E
connexe, il suffit de vérifier que Uensemble Q = {z; = € E, P(z) vraie} est
ouvert, fermé non vide de E : ce sera E.

Mais avant de se livrer aux délices de la connexité, on peut se
demander si les connexes existent.

DEFINITION 3.4. — Une partie A de E sera dite un connexe de E si et
seulement si elle est connexe pour sa topologie de sous-espace.

Les singletons sont des connexes, le (iii) étant trivialement vérifié.

On ne travaille pas pour rien : les connexes existent.

En fait 'étude des espaces métriques (corollaire 4.77) montrera que
les intervalles de R sont connexes. Mais ici on va prouver qu'une partie
qui n’est pas un intervalle de R n’est pas connexe.

Ainsi Q n’est pas connexe, Z non plus, pour la topologie de sous-espace
de R. :

11 serait bon de savoir caractériser les intervalles avant toute chose.
Ona:

THEOREME 3.5. — Une partie A de R est un intervalle si et seulement si
(Vz € A), (Vy € A), ([z,y] C A).
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Rappelons que [z,y] = {t,t eR, <t < yletsiy <z, ona z,y
vide.

Il est facile de voir que tous les types d’intervalles de R, a savoir
R =] — 00,+00], | — 00,a]; | — 00,a[; ]a,+00[; [a,+00; [a,b]; ]a,B];
[a, b] et ]a, b[ vérifient la condition.

Justifions la réciproque. Soit A vérifiant la propriété. Si A est vide, c’est
un intervalle, A =|0,0[ par exemple.

Si la partie A est non vide, elle est soit majorée et minorée, soit majorée
non minorée, soit non majorée mais minorée, enfin soit non majorée et non
minorée.

Supposons la du troisi¢me type, et soit m la borne inférieure de A # O,
(propriété admise de R qui sera justifiée un jour ou l'autre, en 5.56) : on va
prouver que A = [m, +00[ ou |m, +o0[. En effet on a déja A C [m, +o0|,
et soit z dans Jm, +o00[. On a z > m, donc 2 non minorantde A: 3x € A
avec m < = < z; puis A non majoré = Jy € A avec y > 2z, (sinon
z majorerait A), mais alors z € [z,y] C A donc z € A. Finalement on
obtient |m, +0o[C A C [m,+00], les extrémités ne different que par la
présence ou non de m : cest que A = [m, +00[ ou Jm, +o0|.

On procéderait de méme dans les autres cas. ]

Nous pouvons maintenant justifier le

THEOREME 3.6. — Une partie de R qui n’est pas un intervalle n’est pas
connexe.

En effet soit A une partie de R qui n’est pas un intervalle. D’apres le
théoreme 3.5, il existe z et y de A, tels que [z,y] ¢ A.

Ceci impose z < y, sinon [z,y] = & ou {z} est dans A, et I'existence
dee ¢ A, e €]z,y[. Comme A C (]— o0, e[U]e, +00(), on a alors A réunion
des 2 ouverts | — 0o, e[NA et AN]e, +00[, non vides, le premier contenant
z, le deuxiéme y. Donc A est non connexe. ]

THEOREME 3.7. — Soit (A;);cy une famille de parties connexes de F
topologique. Si ﬂ A; est non vide, A = U Aj; est un connexe de E.
i€l i€l

Supposons que A soit réunion de 2 ouverts de A, O; et Oo, disjoints.
Alors,Vie I, A; = A;NA=A;N(01U02) = (4;N01)U(4;N02) est
réunion de deux ouverts disjoints de A;, (la topologie de A; sous-espace
de E ou de A; sous-espace de A sous espace lui-méme de E est la méme,
théoréme 1.66).
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Comme A; est connexe, 'un de ces ouverts est vide. Or, si a € n A;,

a est a fortiori dans A, donc dans O; ou Oz : par exemple a z.GEIOl.

Alors A; NO; # D :cest que A; N O3 = DetceciV; € I, le

choix de O; contenant a étant indépendant de l'indice i. Mais alors

O2=02NA=03N (U A;) = LJ(Az N O2) = D : on a bien justifié la
1€l i€l

connexité de A. |

THEOREME 3.8. — Soient E et F topologiques et f continue de E dans F.
Si E est connexe, alors f(E) est un connexe de F.

D’abord, f étant a valeurs dans f(F), avoir f continue de E dans F'
équivaut & f continue de E dans le sous-espace topologique f(E) de F'
(Théoreme 1.67). Soit alors {2 une partie ouverte et fermée non vide de
f(E), f71(Q) est un ouvert et fermé de E, (f continue), non vide car si
yo = f(zo) est dans , avec 29 € E, on a zg dans f~1(2). Comme E
est connexe clest que f~1(Q) = E, mais alors f(E) = f(f~1(Q)) cQ C
f(E) : donc Q = f(E). Les seules parties ouvertes et fermées de f(E)
sont donc & et f(F) : on a bien f(E) connexe. ]

COROLLAIRE 3.9. — Toute partie convexe d’'un espace vectoriel normé est
connexe.

Projetons nous jusqu’au chapitre 6 pour utiliser la topologie des es-
paces vectoriels normés. Si C est une partie convexe de E espace vec-
toriel normé, cest que V(a,b) € C?, le segment noté [a,b] défini par
[a,b] = {a+t(b—a); t € R, 0 < t < 1} est contenu dans C. Ce
qui équivaut encore a dire que C est stable par passage aux barycentres
a coefficients positifs.

Mais t ~~ a + t(b — a) est continue, (affine en dimension finie, ou
bien vérification immédiate) donc, I'intervalle [0,1] étant un connexe de
R, (admis pour I'instant), le segment [a, b] est un connexe de E. Mais alors,
en fixant a dans C on aura.

C= U [@, c], connexe comme réunion de connexes d'intersection non

ceC .
vide. [ ]

THEOREME 3.10. — L'adhérence d’un connexe A de E topologique est un
connexe de E.

Supposons A réunion de deux ouverts disjoints O; et Og, avec O1 non
vide et soit £ dans O;. Comme z est adhérent & A, et que O; est voisinage
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de z pour la topologie de A, (O étant ouvert), on a O; N A # . Mais
alors A=ANA=AN(01UO02) = (AN0O1)U(ANO2) est réunion de
deux ouverts disjoints et AN O; étant non vide, cest que ANOp = J, ce
qui implique AN Oz = O2 = @ car si b € Oy, b étant adhérent & A on
en déduirait A N Oy # & ce qui est exclu. On a bien A connexe |

DEFINITION 3.11. — On appelle continu tout espace compact et connexe.
On a donc, vu le théoréme 3.8, le :
THEOREME 3.12. — L’image continue d’un continu dans un espace séparé

est un continu.

L'image continue de A compact dans F' séparé étant un compact
(Théoreme 2.18), et le théoréme 3.8 donnant f(A) connexe si f est
continue de A dans F', le résultat est établi. |

3.13. Un exemple intéressant.
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1
Lapplication = ~~ (a:,sin;) est continue de ]0,1] connexe dans R2

séparé, son graphe, I est connexe, et son adhérence T est un connexe,
compact car fermé borné, donc c’est un continu, particulier,

T = ({0} x [-1,1]) UT formé de deux morceaux disjoints!

On peut constater que, pour tout m de N*, sin% = 0,
1 | 1 nm
sin—z——— =1let SinT = —1:1il y a accumulation sur
(14 4n) (3 + 4n)
{0} x [-1,1].

DEFINITION 3.14. — Or. appelle domaine d’un espace topologique E toute
partie D de E ouverte et connexe.

Les domaines sont le point de départ du calcul différentiel.

2. Composantes connexes

Soit un espace topologique E et a € E. Le sous-espace {a} est connexe
donc 'ensemble F des parties F' de E connexes et contenant a est non
vide. Comme une réunion de connexes d’intersection non vide est connexe
(Théoréme 3.7), la réunion des F' de F est un connexe contenant a et
c’est le plus grand pour linclusion, car tout connexe contenant a étant
dans la famille F, est a fortiori inclus dans cette réunion. Ceci justifie
Tintroduction de la notion de composante connexe.

DEFINITION 3.15. — Soit a un élément de E topologique. On appelle
composante connexe de a, le plus grand, (pour Uinclusion) connexe de E
contenant lélément a.

THEOREME 3.16. — Les composantes connexes sont des fermés de E.

En effet si C(a) est la composante connexe de a, I'adhérence de C(a)
est encore un connexe, (Théoréme 3.10), contenant a, donc inclus dans le
plus grand connexe C(a), qui contient a. D’ou C(a) C C(a), donc C(a)
fermé.
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THEOREME 3.17. — Les composantes connexes de E forment une partition
de E, ce sont les classes d’équivalence de la relation R : (zRy) & (z et y
ont méme composante connexe).

Tout = de E étant dans sa composante connexe, si on note (C;);cy la
famille des composantes connexes distinctes (indexation injective), on a
donc Vz € E,3i(z) € I, z € Cy;) donc E = U C;. Les C; sont non

i€l
vides par définition, et si C;NC; # & avec a € C;NC}, on aurait C;UC
connexe comme union de connexes d’intersection non vide (Théoréme 3.7).
Mais alors si C; est la compsoante connexe de z;, et C; celle de z;, on
az; € C; C (C;UC;) dou C;UC; C C; qui est le plus grand connexe
contenant z;. D’ou en fait C; = C; U Cj, et de méme C; = C; U Cj.

Finalement, C; N C; # & = C; = C; : on a bien une partition.

Enfin si C; est la composante connexe de z; et si a € C;, avec C(a)
composante connexe de a, on a encore a € C; N C(a), dou C; U C(a)
connexe contenant & la fois z; et a, donc (C; U C(a)) C C(a), mais
aussi (C; U C(a)) C C; qui est le plus grand connexe contenant z;, donc
C; = (C;UC(a)) = C(a) : C; apparait bien comme la composante connexe
de tous ses éléments.

11 est alors facile de justifier que (zRy) < (z et y ont méme com-
posante connexe), est une équivalence sur F, de classes les composantes
connexes. |

Les composantes connexes rendent bien des services dans les raison-
nements, surtout quand on se rappelle qu'une réunion de deux connexes
d’intersection non vide est un connexe.

Dans l'univers impitoyable des composantes connexes, de sombres
drames se nouent : dés qu'une composante connexe en effleure une autre,
elles s’absorbent mutuellement en une sorte de phagocytose sauvage.
Voyons un peu ce mécanisme. Un fond sonore serait le bienvenu.

THEOREME 3.18. — Un espace topologique produit A X B est connexe si et
seulement si A et B le sont.

D’abord, si A X B est connexe, les projections étant continues de A x B
sur A et B respectivement, (Théoréme 1.72), leurs images A et B sont
connexes, (Théoréme 3.8).

Puis, soit A et B connexes et E = A x B. On considére deux éléments
(a,b) et (a’,t’) de E et on va montrer quiils ont méme composante
connexe. En effet {a} x B, image continue de B par l'application y ~»
(a,y), est connexe, (Théoréme 3.8), et de méme A x {b'}, est connexe.
Comme (a, ') est dans {a} x BN A x {¥'}, la réunion {a} x BUA x {t'}
est un connexe de E, (Théoréme 3.7), contenant (a,b) et (a’,t').
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Ces deux éléments ont a fortiori méme composante connexe. Comme
ils sont quelconques dans F, cet espace produit est connexe car formé
d’une seule composante connexe. |

3. Espaces localement connexes

DEFINITION 3.19. — Un espace topologique E est dit localement connexe en
a de E si a admet une base de voisinages connexes. Il est dit localement
connexe s’il l'est en tous ses éléments, donc si Va € FE, il existe une base de
voisinage connexes de a.

EXEMPLE 3.20. — R, (ou un intervalle I de R), est localement connexe.

Car, Va € I, si V est un voisinage de a dans I, il existe O ouvert
de Rtel que a € (ONI) C V C I. Puis, O ouvert de R est réunion
d’intervalles ouverts donc 3a > 0, a €]a — o,a + a[C O, dou a fortiori
a €la — a,a+ alnNI C V, avec Ja — a,a + a|NI intervalle de R, donc
connexe (Corollaire 4.77). Mais ce connexe de R étant contenu dans I est
aussi connexe de I, (transitivité de la structure de sous-espace). Enfin
la — a,a + a[NI est un ouvert de I, (intersection d’un ouvert de R et de
I).

Finalement, Va € I, VV voisinage de a dans I, on a trouvé un voisinage
connexe de a contenu dans V : les voisinages connexes de a dans I forment
une base de voisinages de a. ]

EXEMPLE 3.21. — Q, sous-espace de R, n’est pas localement connexe.

Car soit a € Q, si C(a) est un connexe de @, (donc de R car Q sous-
espace de R), contenant a, c’est que C(a) est un intervalle de R inclus
dans Q : ce ne peut étre que {a} = [a, a]. Mais {a} n’est pas ouvert dans
Q, donc pas voisinage de a dans @ : il n’existe aucun voisinage connexe

de a dans Q. |

EXEMPLE 3.22. — Z, sous-espace de R est localement connexe.

Car ici, avec a € Z, {a} = [a,a] =]a—1/2,a + %[OZ est un ouvert de

Z, donc un voisinage connexe de a, et {a} est évidemment contenu dans
tout voisinage de a dans Z. |
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REMARQUE 3.23. — Comme Z et Q sont équipotents, soit f une bijection de
Z, discret, sur Q sous-espace de R. La topologie de Z étant discréte, f est
continue. Il résulte donc des exemples précédents que I'image continue,
(méme bijective), d'un espace localement connexe n’est pas forcément
localement connexe.

L'intérét de la notion de connexité locale réside dans la connaissance
de la structure des ouverts d’'un espace localement connexe. On a le

THEOREME 3.24. — Un espace E est localement connexe si et seulement si

pour tout ouvert ) de E les composantes connexes de ) sont des ouverts
de Q donc de E.

Remarquons d’abord que si w est une partie de {2 qui est un ouvert du
sous-espace 2, 3O ouvert de F tel que w = O N, mais Q) étant lui-méme
ouvert de E,w est aussi ouvert de F; et réciproquement, si w est a la
fois contenu dans §2, et ouvert de F alors w = 2 N w est un ouvert du
sous-espace 2.

Soit alors E localement connexe et {2 un ouvert non vide de E. Soit
z € Q et C(z) sa composante connexe dans ). Alors, pour tout y de C(z)
on ay € Q ouvert de E donc voisinage de y, mais E étant localement
connexe il existe un voisinage connexe V(y) de y inclus dans Q. Mais
alors, dans 2, C(z) et V(y) sont deux connexes de 2, contenant y, leur
réunion est encore un connexe de €2, ce connexe contient z, il est donc
contenu dans C(z), composante connexe de z dans 2. Finalement on a
C(z) C C(z)UV (y) C C(z) dou V(y) C C(z). Comme V (y) est voisinage
de y dans E, a fortiori on a C(x) voisinage de y, pour la topologie de E,
et ce pour tout y de C(z) : on a finalement C(z) ouvert de E.

Réciproquement si E est tel que pour tout ouvert de E les composantes
connexes sont des ouverts, alors F est localement connexe car si V(z) est
un voisinage de z, avec {2 ouvert de E tel que z € Q C V(z), si C(z) est
la composante connexe de z dans €2, c’est un ouvert donc un voisinage de
z et ¢ € C(z) C V(z) avec C(z) voisinage connexe de z : les voisinages
connexes de z forment bien une base de voisinages de . |

REMARQUE 3.25. — Localement connexe & connexe : Z est localement
connexe mais pas connexe.

REMARQUE 3.26. — Connexe & localement connexe.

Soit I' = {(z,sin = ), z €)0,1]} e¢ T = I' U ({0} x [-1,1]) son

adhérence, T est connexe, non localement connexe.
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Soit en effet & = (Rx] — %, %[) N (T), cest un ouvert de T.

Quelles sont les composantes connexes de 22

11 ) .1 1 .1 =
Nlya {0}x]— 3 5[ d’une part, puis comme sin s=38.=¢ +2km
ou st + 2k7 soit x = ou alors que sin 1__1
6 T T+ 12k) O w(5 + 12k) 1 z 2
si 1. + 2k7 ou Unx + 2k7 soit z = 6 ou 6 les
z 6 6 T ow(T+ 12k w(11 4+ 12k)
autres composantes connexes sont les parties du type
1 6 6
= in-);, ———— _— dut
Cer ={(msin )i T oy <® < aGrizR) O U P

1 6 6
Cea ={(z.sin 2 e iony <% < raiy Ry’
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1 =
Mais {0} x| — %, 5[ n’est pas ouvert de I, car tout ouvert O contenant

(0,0) est du type @ = wNT avec w ouvert de R? contenant (0,0), et un
tel w rencontre une infinité de composantes de chaque type Cj ; et Cy o,

donc O ne reste pas contenu dans la composante connexe {0} x] — 33 .
[ |

COROLLAIRE 3.27. — Soit Q2 un ouvert non vide de R. Alors S est une

réunion d’une famille dénombrable d’intervalles ouverts non vides disjoints
de R.

Comme R est localement connexe, {2 étant réunion de ses composantes
connexes celles-ci sont des ouverts de R, (Théoréme 3.24), et aussi des
intervalles, (forme des connexes de R). Mais ces composantes connexes
étant disjointes et non vides donc du type ]a,b[ avec a < b (éventuel-
lement a = —oo et (ou) b = +00), on peut choisir un rationnel dans
chaque composante connexe et définir ainsi une injection de I'ensemble
des composantes connexes dans Q. Le cardinal de cet ensemble est donc
fini ou celui de N, ce qui est la définition de dénombrable, (équipotent &
une partie de N).

L'intérét de ce corollaire apparaitra surtout dans I'étude des equations
différentielles, mais on va s’en servir déja a la fin du paragraphe suivant.

11 faut remarquer que les composantes connexes de 2 sont a la fois
des ouverts de 2 et de R mais aussi des fermés de (2.

4. Connexité par arcs

DEFINITION 3.28. — Un espace topologique E est dit connexe par arcs si,
Y(z,y) de E2, il existe une application continue f de [0,1] dans E avec
f0)==zet f(1)=y.

3.29. Lensemble des (¢, f(t)) pour t € [0,1] est un arc de E d’extrémités
-rety.

THEOREME 3.30. — Un espace E non vide, connexe par arcs est connexe.

Soit a fixé dans F, et pour b variant dans FE, soit I'y un arc d’extrémités
a et b. C’est un connexe de E, (image continue du segment [0, 1], connexe



72 Topologie, Analyse réelle

de R), donc E = U I'y est connexe comme réunion de connexes

beE
d’intersection non vide.

THEOREME 3.31. — Si 2 est un ouvert non vide, connexe d’un espace
vectoriel normé il est connexe par arcs.

Car soit a fixé dans (2, pour montrer que {2 est connexe par arcs on
va justifier que 'ensemble A des b de ) tels qu'il existe un arc de Q
d’extrémités a et b est 2. Comme a est quelconque, on aura bien un arc
entre z et y quelconques de §2. Pour cela on prouve que A est ouvert fermé
non vide de 2 connexe : ce sera 2.

D'abord A # & car a € A puisque t ~ f(t) = a est un arc
d’extrémités a et a.

A ouvert : soit b € AetT = {(¢t,f(t)); 0 < t < 1} un arc de
d’extrémités a et b. Comme b € 2 ouvert de F espace vectoriel normé,
(définition 4.18), 3a > O tel que {z; z € E, ||z —b|| < a} C Q.

Mais une telle boule ouverte est convexe (Théoreme 6.3), et le segment
[b, z], ensemble des g(t) =tz + (1 —t)b; t € [0, 1] est un arc d’extrémités
betx.

En mettant « bout 4 bout » les 2 arcs, on en construit un d’extrémités
a et . En fait on définit h par

h(t) = £(2t) pour 0 < t < % ot h(0) = £(0) = a, h(—;-) — f1) =b,

et h(t) = ¢ (2(t— %)) pour % <t<l,

(dou h(%) — g(0) = bet h(1) = g(1) = z.
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11 est facile de vérifier que h est continue, avec h(0) = a et h(1) = z.

Mais alors la boule ouverte de centre b de rayon @, notée By(b, ) est
contenue dans A, qui est donc voisinage de b, et ce pour tout b de .4, d'ou
A ouvert. _

Enfin A est fermé car si b € A, adhérence prise dans ) bien
sir, b étant dans 2 ouvert de E espace vectoriel normé, il existe
a > 0 tel que By(b,a) C Q. Mais cette boule ouverte, voisinage de
b, rencontre A, (définition de P'adhérence). Soit z € A N By(b,a) :
il existe un arc de {2 d’extrémités a et z, un segment d’extrémités
z et b, dans By(b,a) C , dou en les mettant «bout & bout» un
arc de  d’extrémités a et b. Donc b € A On a A C A dou
A = A est fermé. Comme ) est connexe, c’est que A = Q d'ou le
résultat. |

3.32. Cette réciproque n’est pas toujours vraie :
connexe & connexe par arcs.

1
C’est encore ce bon vieux T’ = ({0} x [—1, 1])U{(z,sin = ) 0<z<1}
qui va nous donner un contre exemple.

Soit a = (0,a) et b = (5, sin-;—) avec 8 > 0, deux points de T" et

supposons qu’il existe un arc d’extrémité a et b, c’est-a-dire une application
continue ¢t ~~ f(t) = (u(t),v(t)) de [0,1] dans I vérifiant f(0) = (0, )

et £(1) = (6, sin%).

Les deux applications u et v sont continues de [0,1] dans R et on a
soit u(t) = 0 et v(t) € [-1,1],

soit u(t) €]0, 1] et alors v(t) = sin—— (t)

On considere Q = {t; u(t) > 0} clest u~1(]0,400[), donc c’est un
ouvert de [0, 1], (u continue). Cet ouvert est réunion de ses composantes
connexes qui sont des intervalles, (connexes) ouverts de [0, 1] (théoréme
3.24).

Soit J une de ces composantes connexes de bornes c et d : a priori
J peut étre égal a |c,d[; ]c,d]; [c,d] ou [c, d] mais étant ouvert de [0, 1]
donc du type [0, 1]N (un ouvert de R), si ¢ € J, (resp. d € J) c’est que
¢=0, (resp. d = 1). Or »(0) = 0 donc 0 & 2 : on a donc forcément ¢ > 0
et J du type |c,d] ou ]c,d[ avec ¢ < d, (les composantes connexes étant
non vides). De plus u(c) = 0, (sinon ¢ € 2 et le connexe {c} U J serait,
dans §2, un connexe contenant strictement une composante connexe de 2,
c’est exclu.

Mais alors I'image par u continue de J est un connexe, donc un
intervalle de |0, +oo], (J C Q = u~1(]0, +00[), de borne inférieure 0 car
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hm u(t) = u(c) = 0. Comme pour tout ¢ de J,v(t) = sin——
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, On aura,

()

. 1 .
par continuité de v, v(¢c) = lim (sm—) existe alors que u(t) = z
t—ct U(t)

décrivant un intervalle de R de borne inférieure 0, la fonction z ~» sin;

n’a pas de limite si T tend vers 0%. Il n’existe donc pas d’arc joignant a et

b et restant a valeurs dans I' qui n’est donc pas connexe par arcs. |
EXERCICES
1. Soit E un espace topologique, A une partie de E, et C un connexe

2.

3.

4.

5.

6.

de E d’intersection non vide avec l'intérieur de A et l'intérieur de
(E - A).
Montrer que C N (F-(A4)) # &.

Soient A et B deux connexes non vides de E et F' espaces topolo-
giques connexes, avec A # F et B # F. Montrer que ExXF— Ax B
est connexe.

Montrer que E topologique est connexe si et seulement si pour toute
partie A et E non vide et distincte de FE, la frontieére de A est non
vide.

Soit E un espace topologique, (A;);cs une famille non vide d’ouverts
connexes formant une partition de FE. Montrer que ce sont les
composantes connexes de E. Condition sur I pour que, les (4;);cr
étant des fermés connexes formant une partition, ce soient les
composantes connexes de E.

Quelles sont les composantes connexes d’un espace produit F x F'
en fonction des composantes connexes de E et de F'?

Soient A et B connexes de E, espace topologique, tels que AN B #
. Montrer que A U B est connexe.
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3.

4.
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SOLUTIONS

o

— o —— —
Comme la frontiere de A est A— A,etque E— A=FE — A,ona

o

o —
E =A UFr (A)U (E — A), ces trois parties de E étant disjointes, d’ou

o
C=CNE=(CnA)U(CNF(A)U(Ch(E—4)).
Mais alors, si C N Fr(A) = O, C’ serait réunion de deux ouverts non

vides et disjoints, CN A et CN (E A). Ceci contredit C connexe. Donc
CNFr(A) # 9.

Si on prouve que deux éléments quelconques m et nde E X F— A X B sont
dans 1a méme composante connexe de E X F'— A x B, cet espace topologique
n’aura qu'une composante connexe, donc sera connexe.

Soit m = (z,y) et n = (2,t) dans E x F — A x B.

Onasoitz & A,soity & B,(etz¢ Aout & B).

Par exemple supposons que £ & A et t ¢ B : considérons 1'élément
r = (z,t), a fortiorit € EX F — A x B.

Puis r et m sont dans {z} X F', connexe comme image continue de F' connexe
par Papplication v ~ (z,v),v € F.

De méme 7 et n sont dans F X {t} connnexe.

Mais alors ({z} X F)U(E x {t}) est un connexe de E X F'— A x B, comme
réunion de 2 connexes d’intersection non vide. Ce connexe contient m et n
qui sont, a fortiori, dans la méme composante connexe de £ X F' — A x B.
On traiterait de méme les autres cas, z € A,z € A mais t € B se faisant
par exemple en prenant v € B et en introduisant p = (z,v) et ¢ = (2,v)
qui sont dans E' X F — A X B et en vérifiant que {z} X F U E x {v} est
connexe, (comme union de 2 connexes contenant p; puis ce connexe contient
g, mais {z} X F aussi, donc ({z} X F) U (E X {v}) U ({z} x F) est un
connexe de £ X F' — A X B, contenant m et n qui, cette fois encore seront
dans la méme composante connexe.

On suppose E connexe. Soit A # O, A E. Si Fr(A) = O, cest

A—A @@A—A d'ou, commeA;éQetAyéEavecAC ACA,
on aurait A ouvert et fermé non vide et distinct de F c’est absurde. Donc
Fr(A) # 9

Réciproquement si E vérifié la propriété, alors il est connexe car si A est

o —
ouvert ei fermé, ona A = A = A d'ot Fr (A) = & cest que A =D ou E.

‘Soita € E =-UA¢, Jip € I, a € Ay, Si C(a) est la composante

i€l
connexe de a, donc le plus grand connexe contenant a, alors A;, C C(a), et
si b€ C(a) \ Ay, Ji # ip dans I tel que b € A;. Mais alors b € A; NC(a)
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d’oi A.i U C(a) connexe, (union de 2 connexes d’intersection non vide),
comme a € A; U C(a), a fortiori on a A; U C(a) C C(a), (plus grand
connexe contenant a), dou A; C C(a) : C(a) est une réunion de parties
A;. Notons C(a) = U Aj, avec J C I. SicardJ > 1, soit j; € J, alors
jeJ
C(a) = Aj, U( U A;) est une partition de C(a) connexe en 2 ouverts :
jeI{j1}
c’est absurde. Donc card J = 1 et les A; sont bien les composantes connexes
de E.

Si on suppose que les A; sont des fermés connexe en nombre fini formant une
partition de F, ce sont les composantes connexes car le méme raisonnement

s'applique et on arrive a C(a) = Aj, U ( U A;), partition de C(a)
jeI{s1}

connexe en deux fermés puisque J C I est de cardinal fini.

Si card (I) infini, on peut avoir J infini, et la réunion des A; pour j dans

J \ {j1} n’est pas forcément un fermé.

Exemple : R = U {z} est une partition de R en fermés connexes qui ne

z€R
sont pas les composantes connexes.

Soit (A;)ier et (Bj)je les familles des composantes connexes de E et F';
les parties A; x B; sont des connexes de E' X F, (Théoréme 3.18.).

Soit p = (a,b) dans E x F, Jig € I, a € A;, et Ijo € J, b € Bj;. Donc
(a,b) € Ay x B, connexe, et si C(p) est la composante connexe de p dans
E x F, alors A;; x Bj, C C(p).

Si C(p) # Aiq X Bjy, soit ¢ € C(p) \ Ay X By, par le méme raisonnement,
A(i1,51) € I x J, q € Ay x Bj;, et A;; x Bj, est aussi dans C(p)
qui est aussi la composante connexe de g. En fait C(p) est une réunion
de parties du type A; X B; : il existe K C I x J, K non vide, tel que

C(p) = U Ai X Bj.

(i.9)eK
La projection (z,y) ~» z étant continue de E X F dans F, sa restriction
a C(p) est continue, donc l'image de C(p) est un connexe de E, or si

I' = {i,i € I,3j € J,(i,j) € K}, cette image est UAi, qui est donc
i€l

connexe.

Soit z un élément quelconque de cette réunion, et ig dans I " tel que

T € Ay C U Aj; : comme A;, est censé étre le plus grand connexe de E
iel’

contenant z, (composante connexe) et que U A; est un connexe contenant

iel’

T, cest que U A; C Ay, done que I’ = {ip}.

iel’
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De méme la projection sur F’ de C(p) est formée d’un seul Bj, et finalement
C(p) = AiO X BJ'o avecp € Aio X BjO

Si AN B # &, la réunion de deux connexes d’intersection vide est connexe :

c’est du cours, (Théoreme 3.7.).

On suppose donc A N B = . Procédons par 'absurde en supposant A U B

non connexe : il existe alors O et O3 ouverts disjoints non vides de AU B,

avec AUB = 07 U Os.

Donc A = AN (01 UO2) est la réunion des 2 ouverts ANO; et AN O3 de

A, ouverts disjoints : I'un des deux est vide. Par exemple A N O3 = .

De méme, B = (BN (01 UO2) = (BN O1)U (BN O2), avec B

connexe donc l'un des 2 ouverts est vide, et ce n’est pas B N O2 sinon,

O2 =02N(01U02) = 02N (AU B) = (AN O02) U (BN O2) serait

vide. Donc forcément B N O = O, (et le choix de A N O; = & conduirait

aBNOy=09).

Mais alors A = AN O;,donc A C O1 et O C (AU B) donc O =

(01 ﬂOA)U(OlﬂB) avec OjNBvidedou O =01 NA=>0; CAet
—3 l .

On obtient de méme B = O3 ouvert de A U B, donc il existe O ouvert de E

tel que B = 0N (AU B) d'ou

BNA=0NAN(AUB)=(0NANA)U(ONANB).

Comme ANB=,ilreste BNA=0NA=0.

11 est temps de se rappeler que A N B est non vide. Soit £ € BN A, comme
B C Oonaz € O qui est voisinage de z dans F, x est adhérent 2 A donc
on doit avoir O N A non vide et, on ne sait pas comment, mais on a trouvé
ON A = J. Curieux non? N’allons pas plus loin pour conclure a 'absurdité
de 'hypothése A U B non connexe.






CHAPITRE 4

Espaces métriques

Dans ce chapitre nous allons particulariser des espaces topologiques
en considérant le cas d’'une topologie associée a4 une distance. De ce
fait la structure topologique devient plus riche, mais s’applique 4 moins
d’espaces. L'importance des formulations séquentielles, (4 'aide des suites)
va s’accentuer, et nous introduirons deux notions nouvelles, non formu-
lables en topologie générale : celle de continuité uniforme et celle d’espaces
complets.

Je supposerai encore connues les propriétés usuelles de R, mais les
mécanismes de raisonnement mis en place dans ce chapitre serviront a
étudier une construction possible de R dans le chapitre suivant. Le lecteur
plus soucieux d’efficacité et de rendement immédiat pourra ainsi sauter
le chapitre V sans scrupule.

1. Distances et écarts

DEFINITION 4.1. — On appelle distance sur un ensemble E toute application
dde E x E dans R vérifiant :

D VY(z,y) € E?, d(z,y) > 0etd(z,y) =0z =1y,

2) V(z,y) € E?, d(z,y) = d(y, ),

3)V(z,y,2) € E3, d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

4.2. La condition 3 porte le nom d’inégalité triangulaire : c’est un outil
pour majorer.

4.3. Exemple fondamental Sur R, i 'aide de la valeur absolue, (rappe-
lons que |z| =z siz > 0, et |z] = —z si z < 0) on vérifie facilement que
l'application d définie par d(z,y) = |z — y| est une distance.



80 Topologie, Analyse réelle

EXEMPLE 4.4. — Plus généralement, si G est un groupe commutatif noté
ici additivement, et sil existe une application N de G dans R vérifiant

i)V € G,N(z) 2 0 et N(z) = 0 & z = Og, (élément neutre du
groupe)

(ii) Vz € G, N(—z) = N(z),

(i) V(z,y) € G2,N(z + y) < N(z) + N(y), alors Papplication
d: G X G — R définie par d(z,y) = N(z — y) est une distance car

D V(z,y) € G*d(z,y) = N(z —y) > 0 et (d(z,y) = 0) &
(Nz-y)=0)& (z-y=0g) & (z=y);

2) V(z,y) € G*,d(y,z) = N(y —z) = N(—(z —y)) = N(z - y)
d’apres (ii) done d(z,y) = d(y, z);

3)V(z,y,2) € G3,d(z,2) = N(z —2) = N(z —y +y — 2)

< N(z —y) + N(y — z), Qapres (iii)
soit encore < d(z,y) + d(y, 2).
C’est bien I'inégalité triangulaire. |

EXEMPLE 4.5. — Soit d’'une distance sur un ensemble E. Les applications

d
d’ et d” de E? dans R définies par d'(z,y) = 1+(2—E$y,)y) o

d"(z,y) = inf (1,d(z,y)) sont des distances.

La vérification des propriétés 1) et 2) est immédiate. Justifions 'inéga-
lité triangulaire.

Pour d'. L'application ¢ : ¢ ~

t est croissante de R — {—1} dans
1 141¢ ‘
R car /(t) = aro? > 0. Soient alors z,y, z dans E on a
d'(z,y) = p(d(z,y)) < ¢(d(z, 2) + d(2,y)) soit encore
d(z, 2) +d(2,9)

d(z,9) < 1+ d(z,2) + d(z,y)
< d(z,z) + d(Z, y)
= 1+ d(.’D, Z) + d(z, y) 1+ d((l?, Z) + d(z7 y)
d(z, z) d(z,y)

S 1+4d(z,2)  1+d(zy)

(on «divise par plus petit... »).
Clest bien d'(z,y) < d'(z, 2) + d'(2,v).
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Pour d’ On veut prouver que d’(z,y) < d”’(z,2) + d’(z,y). Comme les
valeurs de d” sont inférieures ou égales a 1, si d”’(z,2) ou d’(z,y) = 1
c’est évident.

On suppose donc que d”(z, z) et d”’(z,y) sont inférieurs strictement
al.

Si d’(z,y) < 1, en fait d’(z,y) = d(z,y); d"(z,2) = d(z,z2) et
d"(z,y) = d(z,y) : I'inégalité triangulaire est vérifiée, cest celle pour d.

Si d"(z,y) =1, cest que d(z,y) > 1 et alors on a

d"(x,y) =1<d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) = d”(.’l:, z) + d”(zay) :
on a bien l'inégalité triangulaire. |
DEFINITION 4.6. — On appelle écart sur un ensemble E toute application
f de E x E dans Ry = Ry U {+00} telle que

Dz=y= f(z,y) =0,
2) f(z,y) = f(y,z), pour tout z et y de E,
3)V(z,y,2) € B3 f(z,9) < f(2,2) + f(2,9)-

Il est facile de vérifier que toute somme d’écarts est un écart, toute
limite d’écarts, toute enveloppe supérieure d’écarts est un écart alors que

ce serait faux pour des distances qui ne seraient pas prises en nombre
fini.

DEFINITION 4.7. — On appelle espace métrique tout couple (E,d) formé
d’un ensemble et d’'une distance dsur E.

Cette distance va servir a définir une topologie, et le concept d’espace
métrique est de nature topologique.

DEFINITION 4.8. — Si A est une partie d’un espace métrique E de distance
d, on appelle sous-espace métrique le couple (A,d|ax A)-
Meétrique produit
Soient (E;, d;);=1,... n des espaces métriques en nombre fini. On définit
n
classiquement sur £ = H FE;, trois distances notées d(°°), d@) et (@

i=1
de la maniére suivante.
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Siz = (x1,.-.,Yn) et ¥y = (¥1,-..,Yn) sont deux n-uplets de E on
pose :

4.9. ) (z,y) = sup {d; (z, %:); 1 <i<n);
n
d(l) (1:) y) = Z d‘t(x‘u y‘t) et
=1

Z(dl(wu yi))2'

i=1

11 est facile de vérifier qu’il s’agit de distances, (vérification laissée
au lecteur), I'inégalité triangulaire pour d® se justifiant a l’aide de la
structure euclidienne sur R", (voir 14.2 en Analyse fonctionnelle).

On a de plus, V(z,y) € E :

410.  d¥(z,y) <d(zy) <dD(zy) <nd®(z,y).
® \ @ ®
On a Dcar (d(°°)(a:, y)) est 'un des (d;(z;, y;))?, Cest donc inférieur

a la somme de tous les carrés des (dj (x5, yJ))
Pour @), en élevant au carré on a

n

(4D @9)" = 3 (@ilea ) < 3 (dilai,w)?

=1 =1

1<i<jsn

les d; étant a valeurs positives, soit encore
2 2
(€ @,v) < (D)

Enfin on a @) car chaque d;(z;,y;) étant majoré par d() (z,v), leur
somme est majorée par nd(®)(z, y).

Encore du vocabulaire

DEFINITION 4.11. — Soient deux espaces métriques E et E' de distances
respectives d et d'. On appelle isométrie de E sur E' toute bijection f de E
sur E' vérifiant : V(z,y) € E?, d'(f(z), f(y)) = d(z,y).
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On pourrait se contenter de 'aspect surjectif de f, car si la 2° condition
est vérifiée, f est injective puisque, si f(z) = f(y),onad'(f(z), f(y)) =0
d’'ou d(z,y) = 0 soit = y, ce qui serait faux pour des écarts.

DEFINITION 4.12. — Soit (E,d) un espace métrique, a € Eet r € R. On
appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre a de rayon r l'ensemble noté
Bo(a,r) = {z; z € E,d(a,z) < T},

(resp. Bf(a,r) = {z; z € E,d(a,z) < T}).

I1 convient de remarquer que pour r < 0, la boule ouverte de centre a
de rayon r est vide, ainsi que, pour 7 < 0 la boule fermée. C’est pourquoi,
la nature ayant horreur du vide, on est souvent conduit & préciser r > 0,
mais ce n’est pas une obligation.

DEFINITION 4.13. — On appelle sphére de centre a de rayon T lensemble
noté S(a,r) = {z; d(a,z) =}

Il est clair que Bf(a,r) = Bo(a,T)US(a,r) avec Bo(a,r)NS(a,r) = &
mais... ne parlons pas de partition car la sphére pourrait fort bien étre
vide.

Exemple : dans R muni de d(z,y) = |z—y]|, on considére 'espace métrique
(A,da = d|axa) avec A = {0}U]1,+oo[, on a By(0,1) = Bf(0,1) = {0}
et la sphere de centre O de rayon 1 dans A est vide.

DEFINITION 4.14. — On appelle diamétre d’une partie A de E, métrique

pour la distance d la borne supérieure, (éventuellement égale & +00) des
d(z,y); V(z,y) € A

4.15. Une partie A est dite bornée si et seulement si elle est de diametre
fini, et A est bornée si et seulement si elle est contenue dans une boule,
ouverte ou fermée.

D’abord, si

A C Bo(a,r) = AC Bf(a,T) etsiona
A C Byg(a,r) alors A C Bo(a,2r) pour r > 0.

Donc la nature ouverte ou fermée de la boule n’intervient pas.

Puis, si A C Bf(a,7),V(z,y) € A2onad(z,a) < retd(a,y) < r don
d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < 2r, donc le diametre de A est fini, inférieur
ou égal a 2r.
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Et si A est de diametre fini, r, en fixant a € A, (si A # O),
Vb € A,d(a,b) < T = A C Bg(a,r). (Si A = O, A est contenue dans
toute boule). |

DEFINITION 4.16. — Soient A et B deux parties d’un espace métrique. On
appelle distance de A et B la borne inférieur des d(z,y), V(z,y) € A x B.

On pouvait imposer A et B non vides dans cette définition, ou prendre
d(A, B) =0 si A ou B est vide.

4.17. On peut vérifier que

d(Av B) = inf {d(.’l},y); (1:, y) € AX B}a
= inf {d({z}, B); = € A},
= inf {d(A4,{y}); y € B}.

2. Topologie d’un espace métrique

DEFINITION 4.18. — Soit (E, d) un espace métrique. On appelle ouvert toute
partie Q de E vérifiant : Vz € Q,3ry € RY, Bo(z,7z) C Q.

THEOREME 4.19. — Les ouverts ainsi définis sont ceux d’une topologie sur
E appelée topologie métrique.

Et par la suite, quand on parlera d’espace métrique, c’est 'espace
topologique muni de la topologie associée a la distance que l'on consi-
dérera.

Justifions ce théoréme :
1) & est ouvert car Vz € J,... n'importe quoi derriére est vérifié,
puisque portant sur un prédicat vide.
2) E est ouvert, Va € E,Vr € R%, en ait, Byg(a,r) C E.
3) Les ouverts sont stables par réunion : soit (O;);c; une famille
d’ouverts, et O = U O;, alors, Vx € O, 3i € I,z € O;, et O; ouvert
i€l
donc 3y € RY, Bo(z,7z) C O; C O.
4) Enfin ils sont stables par intersection fini : soit des ouverts
n

O1,...,0, en nombre finiet O = nOi,sizG O,alors Vi € {1,...,n},

i=1
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z € O;, ouvert, donc Ir; > 0, Bo(z,r;) C 0;. Sir =inf{ry,...,mn},ona
7 > 0 car cest 'un des 7, et Vi € {1,...,n}, z € By(z,r) C Bo(z,7;) C
O;, d’ou finalement By(z,r) C O : Pintersection O des ouverts Oy, ...,0p
est bien un ouvert.

THEOREME 4.20. — Les ouverts de E espace métrique sont exactement les
réunions de boules ouvertes.

D’abord toute boucle ouverte By(a, p) est un ouvert car, si p < 0,
on a lensemble vide, ouvert, et si p > 0, alors Vz € By(a,p), on
a By(z,p — d(a,z)) C Bo(a,p); car, Vy € Bo(z,p — d(a,z)) on a
d(a,y) < d(a,x) + d(z, y) avec d(z,y) < p — d(a,z) dod
d(a,y) < d(a,z) + p — d(a, z) soit d(a,y) < p. Comme p — d(a,z) >0
on a bien trouvé un réel strictement positif r; = p — d(a, z) tel que
BO(J:) 7'1:) c BO(O/) p)

Le schéma suivant résume bien cette situation, mais avec un gros
défaut, il semble suggérer que F est un espace euclidien.

Les boules ouvertes étant des ouverts, toute réunion de boules ouvertes
est un ouvert, puis, si 2 est un ouvert, Vz € Q, Iry > 0, Bo(z,rz) C Q
d’ot

QcC U Bo(z,rz) C Q et légalité O = U Bo(z,rz). ||
e zeN

11 convient de remarquer que si §2 est vide, la traduction de y appar-
tient 4 une réunion indexée par J commengant par dxz € ..., chose
impossible a vérifier, implique qu’aucun y de E n’est dans cette réunion,
qui est vide.

REMARQUE 4.21. — La topologie d’ensemble ordonné introduite sur R,
(exemple 1.5), est la topologie de R métrique, avec la distance associée a la
valeur absolue.
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Car les ouverts de R ordonné sont les réunions d’intervalles ouverts.

Soit I, un intervalle ouvert, si I = J, c’est un ouvert de R métrique;
et si I # &, avec a et b bornes de I, (éventuellement a = —00,b = +00)
on sait que a < b, et Vz € I,3ry > 0, r; < inf (b — z,z — a) tel que
Bo(z,7z) =]z — r¢,% + rz[Cla,b[= I; donc dans chaque cas I est un
ouvert de R métrique : les ouverts de R ordonné sont des ouverts de R-
métrique.

Réciproquement, une boule ouverte est soit &, soit du type Ja — r,a + 7|
avec 7 > 0, c’est donc un intervalle ouvert de R ordonné : les ouverts de
R métrique sont des réunions d’intervalles ouverts donc des ouverts de R
ordonné. |

REMARQUE 4.22. — Une partie V de E métrique est voisinage de a si et
seulement si il existe r > 0, Bo(a,7) C V.  (justification immédiate).ll

THEOREME 4.23. — La topologie d’espace métrique est une topologie séparée.

Car si z et y sont deux éléments distincts de E, on a d(z,y) > 0
donc les boules ouvertes By (z, @) et By | v, @ sont deux

voisinages de z et y respectivement, disjoints, I'existence de 2 dans leur
intersection donnant, par inégalité triangulaire :

d(z,y) < dlz,2) + d(z,y) < D2 4 ABD)
d(z,y) < d(z,y) : absurde. [ ]

Les notions de limite, de continuité, prennent une formulation plus
simple dans le cadre des espaces métriques : cest le régne du couple (g, )
qui commence.

Ainsi, la formulation de I'existence de %1_1)1}1 f(z) = b, avec f application

de E métrique dans F' métrique et @ dans E devient :

4.24 Ve > 0,3a > 0,dg(z,a) < a = dp(f(z),b) <e

puisque les voisinages des éléments sont remplacés par des boules ou-
vertes et que celles-ci sont caractérisées par leurs rayons, les centres étant
connus. |

Bien siir, trés rapidement on note d pour dg,df ..., Pappartenance
des éléments a tel ou tel espace métrique suffisant pour savoir de quelle
distance il s’agit.
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Remarquons enfin qu’'une boule ouverte étant a fortiori contenue dans
la boule fermée de méme centre et méme rayon, et contenant une boule
fermée de rayon plus petit, on peut formuler 4.24 avec des boules fermées,
en:

4.25. Ve > 0,3a > 0,d(z,a) <= d(f(z),b) < ¢,
les rayons eux restant > 0. Pas d’état d’ame a ce sujet, d’autant plus que
le résultat peut étre obtenu par un passage a la limite qui ne préservera
pas les inégalités strictes.

Outre cette facilité d’écriture, les espaces métriques vont donner toute
leur importance aux suites griace au

THEOREME 4.26. — Dans E métrique, tout point admet une base dénom-
brable de voisinages.

En effet, si (r)neN est une suite de nombres > 0 qui converge vers
0, (par exemple 7, = h)’ les By(a,Ty,) forment une telle base car
VYV voisinage de a, 3r > 0, Bp(a,7) C V. Mais nETw rn = 0 et
r > 0 = 3ng,Yn = ng, T, < 7, (traduire la limite avec € = r par
exemple, pour n > ng, Ty €] — 7, 7[). En particulier By(a,rny) C V.

L'existence de cette famille dénombrable de voisinage va permettre de
caractériser des notions topologiques 4 ’aide des suites. Ainsi on a

THEOREME 4.27. — Soit A une partie de E métrique, on a = € A si et
seulement si il existe une suite d’éléments de A qui converge vers x.

D’abord, si une suite (an)nen d’éléments de A converge vers z, alors
VV voisinage de z, 3ng,Vn > ng,an € V, donc a fortiori VN A # &, on
a: x € A, et dans ce sens la structure métrique de E n’intervient pas.

Réciproquement soit x € A, A C E métrique, alors Vn € N,

1 1
AN By(z, n_-l-l) # &, car By(z, n_-l-l) est voisinage de z, d’ou a,, dans

1
A avec d(z,an) < il la suite (an)nen de A converge vers z. |

THEOREME 4.28. — Soit A une partie de E métrique, on a T point
d’accumulation de A si et seulement si il existe une suite de points tous
distincts de A, qui converge vers T.

La encore, justification en deux temps, la structure métrique ne
servant que pour la réciproque.
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Si on a une suite (an)nen d’éléments distincts de A, qui converge vers
z,VV voisinage de z,Ing, YV, 2 ng, ap, € V. Comme il y a une infinité
de an,, distincts avec n 2> ng on n’a aucun mal i en trouver un différent
de z,doncon a (V — {z}) N A # & : z est point d’accumulation de A.

Réciproquement si z est point d’accumulation de A on va construire par
récurrence une suite (an)nen d’éléments distincts qui converge vers z.
D’abord (A — {z} N By(z,1) # D : Jag € A avec 0 < d(z,ap) < 1.
1
Soit r; = inf(§, d(z,ap)onary >0, (A—{z})NBy(z,r1) # D donc
Ja; € A avec 0 < d(z,a1) < r1. Mais alors a; # ag puisque

d(z,a1) <r < d(z,a0); etd(zr,a1)< %

Supposons construits ag, a1, ..., an distincts dans A, avec Vk < n,

1
0< d(l’,ak) < m,

on peut méme imposer la décroissance des d(z, a).

1
Avec Ty = inf{n——z-,d(a:,ak),k =0,...,n},onarpy; >0

car c’est I'un des nombres > 0 dont on prend l'inf, mais alors = point
d’accumulation de A donne (A — {z}) N By(z,7p+1) # D, done 3an+1
dans A — {z} tel que

d(z,an+1) < Tn+1 ce qui implique an4+1 # ag, ¥k =0,...,n

1
et d(z,an+1) < 1 On construit bien ainsi une suite de points

distincts de A qui converge vers z. |

THEOREME 4.29. — Soit (Tn)neN une suite de E métrique. On a u valeur
d’adhérence de la suite si et seulement si il existe une suite extraite

T ui converge vers Uu.
#(n) neEN 7 €

Si (z“a("))neN est une suite extraite qui converge vers u, alors VV,

voisinage de u,3ng, Vn = ng, Ty(n) € V, mais comme lir}_l o(n) =
n—-+0oo
400, Vp € N, il existe un ¢(n) > p tel que z,() € V : on a bien u valeur

d’adhérence (voir la définition 1.49).

Réciproquement si u valeur d’adhérence, soit 79 = 1,pg = 0,3 un entier
no = po tel que znp, € Bo(u,rp). On pose p(0) = ng. Supposons
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construits ¢(0),...,p(n) tels que p(0) < (1) < ... < @(n) et que
Vk<n,d (u, .’1,‘<P(k)) < Pl Alors avec By(u, n_+2) voisinage de u et
Pn+1 = @(n) + 1, on sait qu’il existe un entier supérieur ou égal a p,41,

1
noté p(n + 1), tel que ZTy(n41) € Bo (u, m) : on construit ainsi une

suite extraite (z¢(n))n€N qui converge vers u. |

THEOREME 4.30. — Soit E métrique, F topologique séparé, f : E — Feta

dans E. On a lim f(x) existe si et seulement si pour toute suite (Tn)neN
r—a

de E qui converge vers a, lim f(zn) existe.
n—-+00

Si %ima f(z) =l existe, doit (zn)nen une suite de E qui converge vers

a, alors YV voisinage de [, 3W voisinage de a dans E tel que f(W) C V;
puis & W on associe ng tel que Vn = ng,x, € W, finalement on a, VV'
voisinage de [, 3ng,Vn > ng, f(zn) € V : la suite (f(zn)),cn converge,
et converge vers [.

Il convient de remarquer que la structure métrique n’est pas interve-
nue.

Réciproquement si pour toute suite (Tn)nen de E qui converge vers a,

la suite des f(z) est convergente, alors la limite ne dépend pas du

choix de (zn)nen car si pour (Zn)nen On a lir_|r_1 f(zn) = | et pour
n—-1+0oQ

(z})nen on a nEI-Il-loo f(z}) = U, en définissant la suite (z))nen par

T, = Tp et Z12,k+1 = xfc_'_l, il est facile de vérifier que .

donc lim f(z!) = 1" existe, mais alors lim f(zZ ) = 1", (suite
'n.—>+oof( n ’ n—>+oof( 2n) (

extraite), or f(25,,) = f(zn) tend vers [ d'ott | = !”, (Théoréme 1.47), et
aussi I’ = I” en extrayant les f(25,, ).

Soit ! la limite commune de toutes ces suites. On veut prouver
Pexistence de la limite de f lorsque z tend vers a, cette limite devant
é&tre | vu la premiere partie du théoréme. Si on n’a pas %m}l fz)=1,en

lim ! =a
—400 n ’

prenant la négation, on a : 3V voisinage de [, YW voisinage de a, 3z € W,
1
f(z) € V, donc en particulier Vn € N, avec W = By(a, n_+1)’ Jz, € E

1
avec d(zn,a) < ——g] et f(zn) € V. Mais alors la suite (Zn)nen de F

converge vers a, avec (f(Zn)),cn qui ne converge pas vers [ puisque Vn,

f(zn) € V. Mais a fortiori 1a suite des f(zr) ne converge pas, (seule limite

possible 1) : c’est contraire & I’hypothése. On a donc bien ;im flz)y=1.1
—Qa
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On aurait des résultats analogues avec A partie de F, E métrique,
f de A dans F et lim f(z), ou bien a point d’accumulation de A et
TEA
ll_lg f(z) ... enimposant bien siir les mémes conditions sur les suites.
z€A—{a}

COROLLAIRE 4.31. — Soit E métrique, F topologique séparé, f application
de E dans F est continue en a si et seulement si pour toute suite (Tn)neN
de E qui converge vers a, la suite (f(Zn)),cn converge.

En effet, dans ce cas la limite commune des suites (f(zn)),cn est
f(a) car la suite constante z,, = a converge vers a.

COROLLAIRE 4.32. — Soit E métrique et F topologique séparé. Une appli-
cation f de E dans F est continue sur E si et seulement si sa restriction
a tout compact de E est continue.

D’abord f continue de F dans F et K sous-espace compact de F
donne : f|k est continue de K dans E (Théoréme 1.68).

Réciproguement, sia € E, si (Zn)neN est une suite de E qui converge vers
a, K = {a} U {zn,n € N} est un compact de F, (séparé et si (w;);c est
un recouvrement ouvert de K, 3ip € I,a € w;, ouvert donc voisinage de
a mais alors 3ng,Vn > ng,Tn € w;,; la partie finie {xg,z1, ... ,a:po_l}
de K est alors recouverte par un nombre fini des w; d’ott un recouvrement
fini de K). Mais alors f|g est continue, et comme nlggo Tp = a dans K

ona lim f(zn)= f(a) existe, (corollaire 4.31).
n—+00

Dans les paragraphes suivants nous verrons l'importance des sui-
tes s’accentuer : étude des espaces métriques compacts ou métriques
connexes, continuité uniforme. Mais avant de les aborder on peut se
demander si, sur un espace topologique métrique, d’autres distances
peuvent ou non donner la méme topologie.

DEFINITION 4.33. — Deux distances sont dites topologiquement équivalentes
sur le méme ensemble E si elles définissent la méme topologie.

Cela signifie que les distances d et d’ vont définir les mémes ouverts,
(méme si les boules ouvertes ne sont pas les mémes : ne pas oublier le
facteur réunion de boules ouvertes...)

4.34. Mais ceci équivaut a dire que l'identité i : £ ~~ = de E muni de d
sur E muni de d’ est bicontinue, (en tant qu'ensemble, si O est une partie

de E,i"1(0) =i(0) = 0).
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EXEMPLE 4.35. — Sur E =]0, +-00] les deux distances d : d(z,y) = |z —y|
etd :d(z,y) = % - gl sont topologiquement équivalentes.

Car dire que i : (E,d) ~ (FE,d’) est continue revient & dire que
f 1z ~ = est continue de ]0, +00[ sur lui-méme pour topologie usuelle
de ]0, +o0], associée a d au départ et a larrivée.

De méme i~! = z ~» z de (E,d’) sur (E,d) est continue car rendre

d(a,z) = |a — z| < € pour d'(a,z) = |E - ;l < @, Cest encore traduire

1
la continuité de f en - et remplacer z par p |

Deux remarques avant de clore ce paragraphe

REMARQUE 4.36. — L'adhérence d’'une boule ouverte peut étre contenue
strictement dans la boule fermée : By(a,r) g Bg(a,r).

Soit E = R? pour d(®), 4 = {0,0} U [i—,'l] x [0,1] muni de dq =

11
dlaxaeta= (5, §) .
On a Bo(a, =) = [+, 1[x]0, 1[; Bo(a, =) = [>,1] x [0, 1]
na 0 ’2 - 47 ) 9 0 72 - 4, )

alors que By¢(a, %) = {(0,0)} U [}1, 1] x [0,1] = A : on a sur cet exemple

Bo(a,r) C Bo(a,r) g Bg(a,r). |

On verra en 6.3, que dans un espace vectoriel normé on a I'égalité,

Bo(a,r) = Bg(a,r).

REMARQUE 4.37. — Si deux parties-A et B de E, méme fermées, sont de
distance nulle, on n’a pas forcément AN B # &.

Exemple. Soit E = R muni de d(°), A = {0} x RUR x {0} et

B ={(z,y); zy = 1}.
Ce sont des fermés de R2. Par exemple {0} x R = {(z,y); = = 0} est

fermé car (z,y) Lz est continue, (projection dans un espace produit) et
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{0} x R = p~1({0}) est image réciproque d’'un fermé. Ona AN B = &
et pourtant d(4,B) = 0 car Vz # 0, (z,1/2) € B,(z,0) € A

et d ((:c, %),(z, 0)>
d(4,B) = O.

1
l;l tend vers 0 si = tend vers linfini donc

THEOREME 4.38. — Soit A une partie de Uespace métrique (E,d). La
topologie de sous-espace sur A est celle d’espace métrique (A,d|axA)-

En effet, soit O un ouvert du sous-espace topologique A de E métrique,
il existe Q ouvert de F métrique tel que O = AN K.

On suppose O non vide, (J étant ouvert dans les 2 topologies) et soit
a dans O, comme a €  ouvert de E, 3r, > 0, Bp(a,r,) C Q. Mais alors
AN By(a,re) = {z; z € A, dg(a,z) < rq} est la boule ouverte de A, de
centre a, de rayon 7, elle est contenue dans O = AN : ceci prouve que
O est un ouvert de A métrique pour la distance d4.

Soit réciproquement O un ouvert de A métrique, si O est la réunion
des boules ouvertes de centre a;, de rayon 7;, pour ¢ € I, boules ouvertes
dans A, on a ces boules égales a By(a;,7;) N A, donc
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0= U Bo(a;,rs) NA=AN (U Bo(ai,ri)) =ANQ

iel i€l

avec ) = U Bo(a;, ;) ouvert de F, donc O est bien ouvert du sous-espace
el
A. ]

En conséquence, les résultats connus des sous-espaces topologiques

s’expriment a l'aide de la distance d 4, qu’en général on continue de noter
d.

THEOREME 4.39. — Soient E1,...,E, des espaces métriques pour les
n

distances respectives d; et £ = H E; muni de la distance d(®). La
=1
topologie de (E, d(°°)) métrique est la topologie d’espace produit.

En effet une boule ouverte By(a, ) de (E,d(®)), avec a = (ay,...,
ay,) est l'ensemble des z = (z1,...,Zy) tels que
. n

(sup {d;(z;, a;),2 = 1,...n}) < r, cest donc H By(a;, ). Cest un ou-
=1

vert élémentaire de I'espace produit. Tout ouvert de (E, d(°°)) métrique

étant réunion de boules ouvertes est a fortiori réunion d’ouverts élémen-

taires, donc est un ouvert de F, espace produit.

Réciproquement, si ) est ouvert de E, espace produit, c’est une réunion
d’ouverts élémentaires. Si ¢ = (ai,...,dn) € £, il existe un ouvert
él_émentaire w1 X ... X wy, contenant a; mais alors Vi = 1,...,n, cest
que ; € w; ouvert de (E;, d;) métrique donc Ir; > 0, Bo(ay,7;) C w;.
Sir =inf{ry,...,mn}, onar > 0, (car cest I'un des 7;), et la boule
ouverte de centre a de r dans (E d(®)) est telle que a € By(a,r) =

H Bo(a;,r) C H Bo(a;,mi) C H w; C Q : ceci justifie bien le fait que
-1=1 =1 =1
Q est ouvert de (E, d(°°)) métrique. |

En fait pour les distances d®) et d(?) définies en 4.9., on a aussi
la méme topologie, mais on a un peu plus, et ce plus sera précisé par
Pintroduction de la continuité uniforme.
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3. Continuité uniforme

Cette notion s’introduit dans le cadre des espaces métriques.

DEFINITION 4.40. — Soient (E,dg) et (F,dr) métriques. Une application
f de E dans F sera dite uniformément continue si et seulement si on a :

4.41. Ve>0,3a>0,Y(z,y) € E2, (dg(z,y) < a=dp(f(z), f(y) <e).

REMARQUE 4.42. — Si f est uniformément continue, elle est continue en
chaque z de E car si on a la propriété 4.41 de la définition, a fortiori
ona:

Ve >0, 3a > 0,Vy € E, dg(z,y) < a = dp(f(z), f(y)) <e.

REMARQUE 4.43. — La continuité en tout z n’implique pas la continuité
uniforme.

1
Par exemple f : z ~» = de ]0,+0o[ sur lui-méme, pour la distance

associée a la valeur absolue est continue, mais pas uniformément. Sinon :
soit

1 1
e=1, 3a>0, Y(z,y) € (]0,+o0])?, |z —y| < a = |; - §| <1

1 1 .
Prenons z = om0 Y = garT lr —y| = ot T devient < o« pour n

1 1
assez grand alors que |; — §| = |2" — 27+1| = 2™ pe reste pas majoré

par 1 :il n’y a pas continuité uniforme.

REMARQUE 4.44. — Lorsqu’il n’y a pas risque de confusion, on notera d
pour dg, et dp.

REMARQUE 4.45. — Dans la formulation 4.41. on peut prendre des inéga-
lités larges, mais avec € > 0 et a > 0.

THEOREME 4.46. — Soient E, F,G trois espaces métriques, f : E — F
et g : F' — G deux applications uniformément continues. Alors g o f est
uniformément continue de E dans G.
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En effet soit ¢ > 0, da > 0, Y(y,%') € F2, d(y,v) < a =
d(g9(y), 9(¥')) < &, (continuité uniforme de g).

Mais f étant uniformément contenue, a cet & > 0 on associe § > 0
tel que V(z,z') € E2, d(z,z') < B = d(f(z), f(z')) < a dob a fortiori
d(g(f(z)), g(f(z'))) < €. On a bien associé 2 € > 0 un 3 > 0 tel que
Y(z,z') € E2, d(z,z') < B = d(go f(z), go f(z')) < € : Cest la
continuité uniforme de g o f. |

THEOREME 4.47. — Soient E et F métriques. Une application f de E dans
F est uniformément continue st et seulement si il existe une application ¢
de [0, +o00[ dans [0,+00], croissante, nulle en 0 continue en 0 vérifiant :

V(z,2') € E?, d(f(z), f(z)) < p(d(z,")).
4.48. Une telle fonction ¢ s’appelle un module de continuité pour f.

L'intérét de cette notion est de justifier rapidement des continuités
uniformes.

Si f admet un module de continuité, soite > 0, o >0,0<t < a=>
0 < o(t) = ¢(t) — ¢(0) < ¢, (continuité de ¢ en 0, avec ©(0) = 0).

Mais alors, ¥(z,2') € E2, si d(z,2’) < o on a bien d(f(z), f(z'))
< ¢(d(z,z")) < € vu le choix de o. Donc f est uniformément continue.

Réciproquement, si f est uniformément continue et si on pose, Vt de
R+, ¢(t) = sup{d(f(z), f(z'); (z,z') € E?, d(z,z') < t} il est clair
que ¢(0) = 0, car si d(z,z') < 0,0n a z = 7/, donc d(f(z), f(z')) = 0;
puis ¢(t() € [0,+o00[U{+00} car Pensemble des valeurs peut étre non
majoré dans R;

 est croissante : sit’ > t, p(t') est borne supérieure d’un ensemble
contenant toutes les valeurs ayant ¢(t) pour borne supérieure;

@ est continue en 0 car (Ve > 0), (3a > 0), (d(z,7') € a =
d(f(z), f(z')) < €); mais alors si 0 < t < @, V(z,z’) tel que d(z,z') <t
aura d(f(z), f(z')) < € : cet € majore 'ensemble ayant ¢(t) pour borne
supérieure d’ott 0 < () < € : on a bien la continuité de v en 0;

Enfin, d’aprés la définition de ¢, on a bien, ¥(z,2’) € E?,

d(f(z), f(2")) < p(d(=,2")). n

DEFINITION 4.49. — Deux distances d et d’ sur E sont dites uniformément
équivalentes si et seulement si Uidentité i : (E,d) ~ (E,d’) est uni-
formément continue, ainsi que sa réciproque i~ L.

Il est évident que deux distances uniformément équivalentes le sont
aussi topologiquement, (définition 4.33), mais la réciproque est fausse.
Pour le voir justifions d’abord le résultat suivant :
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THEOREME 4.50. — Soient E et F' métriques et f uniformément continue
de E dans F. Elle le reste si on remplace sur E, ou sur F, la distance par
une distance uniformément équivalente.

Si on remplace, sur E, d par d’ uniformément équivalente, soit f :
(E,d') ~ F avec f = foi, i identité z ~ z de (E,d’) sur (E,d).
On a alors f uniformément continue et d et d’ étant uniformément

équivalentes, ¢ est uniformément continue, d’ou fun.iformément continue,
(Théoréme 4.46). On procéde de méme pour la distance sur F.

EXEMPLE 4.51. — Soit (E,d) métrique. On définit la distance d' sur E
d(z,y)
——> = p(d(z avec p(t) =
T+ d(z, ) p(d(z,y)) ©(t)
R — {—1}, (exemple 4.5).
Les " distances d et d’ sont uniformément équivalentes car pour
Iidentité i : (E,d) sur (E,d’), ¢ est un module de continuité : on a bien

par d'(z,y) = définie sur

t
1+t

©(0) = 0,  croissante, (la dérivée ¢’ (t) = 5 > 0), ¢ est continue

1
(1+1)
en 0 et V(z,y) € E2, E munie de d, on a

d'(i(2),i(y)) = d'(z,y) = ¢(d(z,y)).

t s
=8 = — 1 = = — 1
Comme ¢(t) = s 1s+t e s(l+t)=tet - s,(s # 1),

la fonction <p_1 1S 1= est un module de continuité pour i1 qui
est aussi uniformément continue, donc d et d’ sont uniformément équiva-
lente. |

4.52. Deux distances topologiquement équivalentes ne le sont pas forcé-
ment uniformément.

Reprenons 'exemple 4.35. On considére E =|0, +o0[, d(z,y) = |z—y|
1 1
et d'(z,y) = |; - §|, alors lidentité i : (E,d) — (E,d’) n'est pas

1
uniformément continue car cela revient a dire que f : £ ~ — n’est pas
uniformément continue de ]0, +0o[ muni de d dans ]0, +oco[ muni de d, et
on l'a justifié en 4.43.

Au passage on a un contre exemple du théoréme 4.50 car I'identié de

]0, +00[ muni de d sur lui-méme est uniformément continue, mais ne le
reste pas si on remplace d par d’, au départ ou a Parrivée.
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Pour étre complet, il nous reste a parler de distances équivalentes :

DEFINITION 4.53. — Deux distances d et d' sont dites équivalentes sur

E si et seulement si il existe deux constantes positives a et b telles que
V(z,y) € E?, d(z,y) < ad'(z,y) et d'(z,y) < bd(z,y).

Comme les applications ¢ ~ at et ¢t ~ bt, pour ¢ € [0, +00[ sont alors
des modules de continuité pour l'identité i : z ~ z de (E,d’) sur (E,d)
et pour sa réciproque, i et i1 sont alors uniformément continues.

4.54. On a donc, pour les distances :

(équivalentes) = (uniformément équivalentes) = (topologiquement équi-
valentes)

sans aucune réciproque. Il reste a voir ce dernier point pour équivalentes
et uniformément équivalentes.

Or sur R, d définie par d(z,y) = |z — y| et d’ définie par d'(z,y) =
d(z,y)
1+d(z,y)
équivalentes car d’ étant a valeurs majorées par 1, si d lui était équiva-
lente, avec a > 0 tel que d(z,y) < ad'(z,y) pour tout couple (,y) on
aurait d a valeurs majorées, ce qui est faux. |

sont uniformément équivalentes, (exemple 4.51), mais non

Par contre, on verra que dans le cadre des espaces vectoriels normés,
(c’est-a-dire pour des distances associées & des normes) les trois notions
n’en font qu’une, (voir 6.20).

On peut formuler différemment la définition 4.53 en utilisant le terme
de lipschitzien.

DEFINITION 4.55. — Soient E et F métriques. Une application f de E dans
F est dite lipschitzienne si et seulement si il existe une constante positive
k telle que, ¥(z,y) € E?, d(f(2), f(¥)) < kd(z,y)-

On dit encore k.lipschitzienne.

11 est clair que ¢ = t ~» kt de [0,+o00[ dans [0, +00[ est alors un
module de continuité pour f qui est donc uniformément continue, d’'oir
(fk- lipschitzienne) = (f uniformément continue) et réciproque fausse.

La définition 4.53 se formule encore par : d et d’ sont équivalentes sur
E si et seulement si Videntité i : (E,d) ~ (E,d’) est lipschitzienne ainsi
que sa réciproque.

Un cas particulier important :

THEOREME 4.56. — Soit I un intervalle de R et f dérivable de I dans R,
on a (f lipschitzienne) < (la dérivée est bornée sur I).
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Car, si il existe k£ > O tel que, V¢t € I,|f/(t)] < k, comme par
accroissements finis il existe £ entre z et g de I tel que :
f(@) = fly) = (= y)f'(§), on a|f(z) — f(y)| < klz — y| : Cest bien
d(f(z), f(y)) < kd(z,y). Done f est k lipschitzienne.

Réciproquement, pour T # y, si on a |%{’(y)| < k, quand z tend
vers y, & la limite |f/(y)| < k : 1a dérivée est bornée. ]

Dans le cadre du calcul différentiel, on récupérera sous le nom de
théoréme des accroissements finis un théoréme permettant de majorer la

norme de f(z)— f(y) en fonction de celle de z—y : ce sera une formulation
du type f lipschitzienne.

THEOREME 4.57. — Soient (E;,d;);—1,. n des espaces métriques. Sur
E = l_n[ E;, les distances d(°°), d et d2) sont équivalentes.
i=1
Ces distances ont été définies en 4.9, et la suite d’inégalité :
d*®(z,y) < dP(z,y) <dV(z,9) < nd™)(z,9)

justifiée en 4.10 montre bien cette équivalence. Outre le fait que la
topologie sur E est alors la topologie produit, la continuité uniforme est
préservée. Aussi prendra-t-on toujours l'une de ces 3 distances, sauf cas
particulier précisé. ]

THEOREME 4.58. — Soit E métrique de distance d. Cette distance est
uniformément continue de E X E muni de d(°°), (ou dV) ou d(z)), dans R.

Vu le théoréme 4.57, peu importe le choix de d(°°) d), sur E. Soient
(z,y) et (=, y) deux éléments de E2. Par 1nega11te triangulaire on a
d(z,y) < d(z ') +d(z',y) + d(¥',y) soit encore

d(z,y) — d(z,y') < d(z, &) + d(y,) = dV((z,p), (=',¥))-
Mais on aurait de méme

d(wl’ yl) - d(x‘l y) g d(iL‘/, (ZJ) + d(y7 y,) soit
~-dV((z,y), (@,¥)) < d(z,y) — d(z’,y) < dV((z,), (', %))
ou encore ld(z,y) — d(=’,3")] < V) ((z,p), («',3)) -



Espaces métriques 99

C’est dire que d est 1. Lipschitzienne (donc uniformément continue)
de (E x E,d1)) dans R. [

COROLLAIRE 4.59. — Soit A et B compacts non vides de E métrique. La
distance de A et B est atteinte : (3(a,b) € A x B), (d(a,b) = d(A, B)).

En effet A et B étant des compacts de E, A x B est un compact de E2,
(Théoréme 2.21), la distance étant continue de E2? dans R, sa restriction
au compact non vide A X B est continue, mais alors elle est borné et
atteint ses bornes (corollaire 2.19) : il existe donc (a,b) € A x B tel que
d(a,b) = d(A, B).

]

4.60. En particulier, si d(A B) =0, on aura d(a,b) =0 donca =b est
un élément de A N B qui est non vide (avec A et B non vides).

THEOREME 4.61. — Soient E et F métriques et f : E — F une application
continue. Si E est compact, la fonction f est uniformément continue.

Soit € > 0 fixé. Pour = € F, la continuité en z entraine I'existence de
a(z) > 0 tel que d(z,z’) < a(:c) = d(f(z), f(z')) <e/2.

OnaF = U Bo(z, )) Comme E est compact, il existe un

zeE
recouvrement fini de E, associé aux boules associées a z7,...,Zn. Soit
a(z a(z;
o = inf { z),z = 1,...,n}. Cet o est > 0 car c’est I'un des %

On a alors (‘v’(a:,y) € E2), (d(z,y) < @) = (d(f(z),f(y)) < €) car

i€ {1,...,n} tel que = € By (zi, a;r,

de E), mais alors d(z;,y) < d(z;,z) + d(z,y) avec d(z;,z) < @ p

o(z;)
2

La définition de a(z;) implique que

d(f(x), f(z:)) <€/2

, (on a un recouvrement fini

le choix de i et d(z,y) < a < , done d(z;,y) < a(z;).

et que

d(f(z:), f(y)) <e/2
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d’otr par inégalité triangulaire, d(f(z), f(y)) < € : c’est bien la continuité
uniforme. ]

Remarque pour clore ce paragraphe, (mais elle aurait du étre faite bien
plus t6t, c’est un oubli de ma part).

4.63. V(z,y,z) € E3, avec (E, d) métrique, on a
|d(z, 2) — d(y, 2)| < d(z,y).

Cest une formulation équivalente de l'inégalité triangulaire. Son
intérét pratique c’est de pouvoir minorer d(z, y).

Si on a 4.63, comme un nombre réel est toujours inférieur & sa valeur
absolue car il lui est égal s’il est positif, et sinon il est négatif, on a

d(z,z) - d(y, z) < |d(z, 2) — d(y, 2)| < d(z,9)

dotr d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) ce qui est l'inégalité triangulaire.
Si on part de l'inégalité triangulaire : on a

d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) ou d(z, z) — d(y, ) < d(=z,y),
mais on a a;.lssi
d(y,2) < d(y,z) + d(z, z) dou d(y, 2) — d(z, z) < d(z,y)
soit encore
—d(z,y) < d(z,z) — d(y, 2) < d(z,y)

ce qui équivaut a |d(z, 2) — d(y, 2)| < d(z,y). |

4. Espaces métriques compacts

On va caractériser, pour un espace métrique, le fait d’étre compact par
une propriété portant sur les suites. Pour cela on utilisera le

THEOREME 4.64. — Soit K un fermé de E métrique tel que toute suite
de K admette une suite extraite convergente. Alors pour toute famille

(wi)ier d’ouverts de E recouvrant K, il existe un réel p > 0 tel que
(Vz € K), (3i(z) € 1), (Bo(z, p) C wi(q))-
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Procédons par I'absurde. La négation serait :

Vo > 0, 3z(p) € K, Vi € I, Bo(z(p), p) ¢ w;. En prenant pour p des
valeurs indexées par N on aura une suite de K a partir de laquelle on
utilisera ’hypothése faite sur K.

1
Onadone,Vn €N, Jz, € K,Vie I, Bo(zn, ) ¢ w;. (On prend
p= n;-i-l dans la négation).

La suite (zn)nen de K admet une suite extraite (m‘p(n)) N conver-
- n
o(n) € K =K, (K fermé).

Mais alors Jig € I,l € w;, (on a un recouvrement de K) et w;, est
ouvert donc 3a > 0, By(l,a) C wj,.

gente (hypothese sur K), et [ = hm T

li l li - =0 i
Comme n _1)m Typn) = Let n _13_100 W = 0, (p est strictement

croissante) & cet ¢ > 0 on associe ng tel que Vn > ng on ait a la fois

a (07
d((l}‘p(n),l) < '5 et W—l < 5

On aura, Vy € By(z ), par inégalité triangulaire,

1
o pn) + 1
1 a

(6] «
< — - — — LR
d(l,y) < d(l,:l:so(n)) + d(w‘p(n),y) < 3 + OES < ) + 2 d’ou

1
o(n)> S+ 1 C By(l,@) C wj, ce qui contredit le choix de z,(,,).
Finalement on a le théoreme 4.64. |

THEOREME 4.65. — E métrique est compact si et seulement si toute suite
de E admet une suite extraite convergente.

On a vu, (Corollaire 2.7) que dans F compact toute suite admet
au moins une valeur d’adhérence, ce qui dans E métrique équivaut a
Iexistence d’'une suite extraite convergente, (Théoréme 4.29).

Passons & la réciproque. D’abord E métrique est séparé. On suppose de
plus que toute suite de £ admet une suite extraite convergente.

Soit (w;);es un recouvrement ouvert de E. Comme E est un fermé
de E, le théoréme 4.64 s’applique donc 3p > 0,Vz € E, Ji(z) € I
Bo(z, p) C wi(z)-

Soit 7o dans E, si E = By(20, p) on a E' C wj(5,) : recouvrement fini,
sinon 3z; € E \ By(zg, p), donc avec d(zg,z1) = p-

Si E = Bo(zo,p)UBo(z1,p) ona E C (wj(gq) Uwi(z,)) : recouvrement
fini, sinon, 329 € F avec d(z3,zg) = p et d(z2,z1) = p.
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Supposons construits zg,...Z, des points distants 2 4 2 de p au
n

moins. Si, & chaque étape indexée par n on a EC U Bo(zg, p), on

k=0
peut trouver un autre élément r,; distant lui aussi de p au moins
des précédents. Mais cette suite (Z,)nen Naurait pas de suite extraite
convergente vers [ (sinon, une telle suite (I(P(n'))neN serait telle qu'avec

€= g, Ing,Vn = ng, d(l,xw(n)) < p/3 dou, par inégalité triangulaire,

sip>ngetqg>ng, d(a:(p(p), :vq,(q)) < 2p/3 < p ce qui est absurde).

C’est donc que le processus s’arréte, autrement dit il existe un rang n
n n

tel que £ = U Bo(zg,p) C U wj(k) : on a bien extrait un recouvrement
k=0 k=0
fini du recouvrement ouvert du départ. |

COROLLAIRE 4.66. — Pour E métrique, on a les formulations équivalentes
suivantes :

1) E est compact;
2) toute suite de E admet une suite extraite convergente ;
3) toute suite de E admet une valeur d’adhérence;

4) toute partie A de E de cardinal infini admet au moins un point
d’accumulation.

On a (2) & (3) par le théoréme 4.29.

On a (4) < (2) grace au théoréme 4.28. En effet, si on a (2) et si A est
de cardinal infini, il existe une suite (an)nen d’éléments tous distincts
de A car il existe une injection de N dans A, cette suite admet une suite
extraite convergente, (a«,(n))neN, vers [, qui est point d’accumulation de
A d’apres le théoreme 4.28, d’ou (4).

Réciproquement, si on a (4) et si (Tp)neN est une suite de E, soit A
I’ensemble des valeurs prises. Si card (A) est fini, il existe une valeur
prise, !, pour une infinité d’indices : 3 une injection ( strictement crois-
sante de N dans N telle que, Vn € N, Tp(n) = l, la suite extraite
(Ty(n))neN converge vers L.

Et si card A est infini, A admet un point d’accumulation [.

Soit € = 1,3 (0) tel que 0 < d(l, z,(q)) < 1.

Soit & = inf(l d(l,2:); i < ©(0),d(l, z;) # 0}, il existe (1) tel que
0 < d(l,z4(1)) < €, et comme € < chaque d(l, z;) non nul pour i < ¢(0),
on peut affirmer que (1) > ¢(0).
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En prenant ainsi des € qui diminuent et permetent d’exclure les z;
d’indices trop petits on construit une suite extraite convergente. A la ni*me

1
étape on prendra ¢ = inf {—— il ,d(l,z;) pour i < p(n — 1) et tel que

d(l, ;) # 0} pour construire ().

Mais alors ces 3 conditions équivalentes entre elles le sont a la
premiére par le théoréme 4.65. |

COROLLAIRE 4.67. — Soit A une partie de E métrique. On a A compact si
et seulement si de toute suite de A on peut extraire une suite convergente.

SiA compact, de toute suite de A, (donc de A), on peut extraire une
suite convergente : c’est le théoréme 4.65.

Réciproquement soit A tel que de toute suite de A on peut extraire
une suite convergente. Soit une suite (Zn)nen de A cette fois, comme

— 1
ZTn € A, en particulier A N By(zn, n—+1) # &, on choisit a, dans A

1
avec d(Tp, ap) < —— 11 existe ¢ injection croissante de N dans N telle

que la suite extraite des a,,(,) converge vers [ dans E, (hypothese), d’oix

d(l, zy(n)) < d(l, ap(n))+ P F1

des x(p(n))nEN converge vers [ : A est bien compact. n

qui tend vers 0, donc la suite extraite

THEOREME 4.68. — Dans E métrique compact, il existe une famille dén-
ombrable de boules ouvertes telle que tout ouvert de E soit réunion d’une
sous-famille de ces boules.

1
Soit n € N, les By(z, —— T ) quand z décrit E, recouvrent E donc il
1
)-

existe A, partie de E de cardinal fini telle que F = U By(z, —— ]

TE€AR

1
Les Bo(z, —),
es Bo(z, 27

dénombrable de boules ouvertes. Soit w un ouvert de F, siy € w Ja > 0,

pour n € N et z € A, forment une famille

1
Bo(y, @) C w. Sin est tel que ] < %, il existe dans la partie A,

), mais alors Vz € By(z,

1 1
un z tel que y € By(z, 1 1) on aura

+1

d(y,z) < d(y, z) +d(z,2) < ni—i-l < a. On a donc trouvé une boule

Bo(:r, ) de la famille telle que y € Bo(af:, ) C By(y,a) C w.
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Quand y varie dans w on obtient bien des boules ouvertes de la famille
dont la réunion donne w. n

COROLLAIRE 4.69. — Un espace métrique compact E contient un sous-
ensemble dénombrable partout dense.

Avec les notations du théoréme précédent, A = U A, convient car
neN

soit y dans E, V un voisinage de y, et w un ouvert tel que y € w C V. Si

B (z, ) est une boule de la famille précédente contenant y et contenu

dansw onaweAﬂqu est bien non vide. ]

THEOREME 4.70. — Soit E métrique, K un compact de E et f une
application de E dans F métrique. Si f est continue en chaque x de K,
alorsVe >0,3p >0, Vz € K, d(z,y) < p= d(f(z), f(¥)) < &

C’est «un poil plus» que la continuité uniforme sur K car les y
peuvent sortir de K.

En effet, Vz € K, 3oz, d(z,y) < pz = d(f(2), f(y)) < €/2, avec y

dans F, pas forcément dans K). Comme K C U By(z, p—z), on extrait

T€EK 2
un recouvrement fini associé aux éléments z1,...,Zn.
Soit p = inf {p;i ,i=1,...,n}. Il est > 0, (cest 'un de ces nombres)

P2 1, boule

etVr € K, 3i < ntel que z € Bo(zi,%). Comme p <

ouverte Bp(z,p) est contenue dans By(z;, pz;) mais alors Vy tel que
d(z,y) < p on aura d(f(z), f(z;) < €/2 et d(f(y), f(z:)) < €/2 dou
par inégalité triangulaire, d(f(z), f(y)) < €. u

5. Espaces métriques connexes

Dans le chapitre III, jai admis que les intervalles de R étaient
connexes : c’est ce que nous allons justifier.

DEFINITION 4.71. — Un espace metrtque E est dit bien enchainé si et seule-
ment si (Ve € RY ), (V(a,d) € E?), il existe une suite finie (a;)o<i<n de
points de E, verzﬁant ap =a,anp=betVi=0,...,n—1,d(a;,a;+1) < €
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4.72. TUne telle suite sera appelée une chaine de pas < ¢, entre a et b.
THEOREME 4.73. — Tout espace E métrique connexe est bien enchainé.

Soit € > 0 fixé et a € F, fixé. Si on prouve que I'ensemble
E(a,e) = {b; b € E; il existe une chaine finie de pas < ¢ entre a et b}
est E entier, on aura terminé. Pour cela il suffit de prouver que E(a,¢)
est ouvert, fermé, non vide dans E connexe ce sera E.

1) E(a,€) non vide car By(a,e) C E(a,¢).

2) E(a, €) ouvert : sib € E(a, ), la boule ouverte By(b, €) est contenue
dans FE(a,€) car Yy € By(b,€) en rajoutant le «maillon» (b,y) & une
chaine de pas < € entre a et b on en a une entre a et y.

3) E(a,¢) est fermé, soit x € E(a, ), alors Bo(z,€) N E(a,€) # D et
si b est dans l'intersection, a la chaine de pas < ¢ entre a et b on ajoute
le maillon (b, ) d’ott une chaine entre a et z.

Donc E(a,e) = E : Vb € E il existe une chaine de pas < ¢ entre a
et b.

4.74. Réciproque fausse : QQ n’est pas connexe car ce n'est pas un
intervalle de R, (voir le théoréme 3.6), mais Q est bien enchainé car si
a et b sont dans Q, avec a < b par exemple, Ve € R ,3r € Q avec
0 < r < ¢, (voir en fait la construction de R au chapitre V), puis il existe
un et un seul n € N tel que a + nr < b < a + (n + 1)r d’ot une chaine :
ap=4a,a1 =a+Tr,...,ap = a+ nr,ap4+] = b de rationnels entre a et b
avec, Vi = 0,...,n,d(a;,a;4+1) < €. ||

Par contre on a :

THEOREME 4.75. — Si E est métrique compact bien enchainé il est connexe.
Sur les compacts, il faut avoir le réflexe : application continue & valeurs
réelles atteint ses bornes. Sur un métrique, la distance est continue,
(Théoreme 4.58).

Ici cela donne : si F non connexe, il existe une partition de E en deux
fermés A et B, non vides. Ce sont des compacts, (fermés dans un compact)
donc la distance de A et B est atteinte, (Corollaire 4.59) : 3(a,b) € AXx B,
d(a,b) = d(A, B). Comme AN B = J,a # b donc d(a, b) > 0.

Soit alors £ > 0 vérifiant £ < d(a, b), essayez donc de joindre a € A
et b € B par une chaine de pas < ...

Siag = a,a1,...,a, = b était une telle chaine, avec ig borne
supérieure de I'ensemble des i < n tels que a; € A, on a ig < m car
an € A, mais a;; € B= E\ A, done d(a;,a;41) = d(A, B) =d(a,b) >
€ ce qui contredit le fait que le pas de la chaine est < ¢). |
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Moi j’aime mieux imaginer que je traverse une riviére a gué avec une
distance entre les pierres plus grande que mes pas.

COROLLAIRE 4.76. — Les segments de R sont connexes.

Car I = [a,b] est un compact (fermé borné de R, théoréme 2.13), bien
enchainé, car si z et y sont dans I, avec z < ¥, et si € > 0 est un réel
donné, I'n € N tel que z+ne < y < z+(n+1)e : on construit une chaine
entre z et y en posant x9 = ,2] =T +¢€,...,Tp =T+ nE, Tnt1 = y.M

COROLLAIRE 4.77. — Les intervalles de R sont connexes.

Carsi I est un intervalle, en fixant € I, I est la réunion des segments
d’extrémités z et y lorsque y parcourt I.

C’est donc une réunion de connexes d’intersection non vide : c’est un
connexe (Théoréme 3.7). |

COROLLAIRE 4.78. — L’image continue d’un connexe dans R est un intervalle
Car c’est un connexe de R, voir théoréme 3.8. |

En particulier, 'image continue d’un intervalle de R est un intervalle
de R ce qui donne le théoréme dit des valeurs intermédiaires.

4.79. Soit I intervalle de R, f : I — R continue, a et b dans I et v dans
le segment dextrémités f(a), f(b), il existe c entre a et b tel que f(c) = 7.

Car supposons par exemple a < b, alors K = f([a,b]) est un
intervalle, (image d’un connexe), compact, (image continue d’'un compact),
contenant f(a) et f(b), donc contenant le segment d’extrémités f(a)
et f(b), (voir caractérisation des intervalles de R, théoréme 3.5), en
particulier ¥ € K d’ou l'existence de c. |

C’est de ce résultat que découlent le théoréme de Rolle, la formule des
accroissements finis version Taylor 3c tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c),
Taylor Lagrange d’ordre n,..., les formules de la moyenne dans les
intégrales formulées avec Jc entre a et b tel que, (voir 7.7 et 8.37).

Bien souvent des conclusions du type « Jc réel vérifiant... », en analyse,
sont liées a cet aspect des connexes de R.
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6. Espaces complets

La structure d’espace complet est en quelque sorte I’aboutissement de
la topologie car c’est la plus riche du point de vue des résultats. Elle est
liée a la question suivante : comment savoir si une suite est convergente,
sans connaitre sa limite. Ce qui ameéne a I’étude des suites de Cauchy.

DEFINITION 4.80. — Soit ¥ = (un)neN une suite de E métrique. Elle est
dite de Cauchy si et seulement si elle vérifie la condition suivante.

481. Ve>0, IneN, Vp > n, Vg > n, d(up,uq) < €.

On peut remarquer que choisir deux entiers p et g supérieurs a n,
revient a en choisir un, p, supérieur a n, et & prendre g sous la forme
p+ 7,7 €N d'ou la formulation suivante :

4.82. u = (up)neN est de Cauchy si et seulement si Ve >0, In € N,
Vp2n, Vr €N, d(upsr,up) <&

DEFINITION 4.83. — Un espace métrique E est dit complet si et seulement
si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

REMARQUE 4.84. — Il faut noter que toute suite convergente, dans E

métrique est de Cauchy, car si lil_}_l Un, = | existe dans F, comme on
n—-1+00

aVe >0, 3In, Vp > n, d(up,l) < €/2, en choisissant p et g supérieurs
a n, par inégalité triangulaire on aura d(up,uq) < d(up,l) + d(l,uq) <
E €

— 4= =

5t 3 €, ce qui traduit le fait que la suite est de Cauchy. a

Mais la réciproque est fausse en général, par exemple, E =]0, +oo[

métrique pour la distance usuelle, u = (up)neN avec up = e
est de Cauchy dans E (car convergente dans E’ = [0, +00[), mais non
convergente dans F.

Il peut sembler artificiel de donner un tel exemple, ot I'on retire de £
la limite d’une suite. Il n’en est rien car on verra qu’une suite de Cauchy
converge toujours mais... parfois dans le complété de E et non dans E.

Avant d’étudier les propriétés des espaces complets, il y a un certain
nombre de résultats sur les suites de Cauchy a obtenir.

THEOREME 4.86. — Toute suite extraite d’'une suite de Cauchy est encore
de Cauchy. L'image uniformément continue d’une suite de Cauchy est de
Cauchy.
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Soit 4 = (Un )neN une suite de Cauchy de E métrique, et v = (vn)nen
avec Un = Uy(n), (¢ injection croissante de N dans N) une suite extraite
de u. Comme on sait que :

Ve>0,IneN, Vp>n, Vg 2> n, dlup,ug) <€

et que p(k) > k, Vk € N, si p et ¢ sont > n on aura ¢(p) et 9(q) = n
d’oit, 2 € > 0, on associe n € N tel que Vp > n, Vg > n, d(vp,vq) < €:
la suite v est de Cauchy.

Soit alors F' métrique et f uniformément continue de E dans F'. Soit
% = (Un)neN de Cauchy dans E.On a :

Ve >0, 3o >0, Y(z,y) € E?, d(z,y) < a = d(f(z), f(v)) <&,

puis, a cet o > 0 on associe n tel que Vp > n, Vg > n, d(up,uq) < o
(car la suite u est de Cauchy). Mais alors, Vp > n, V¢ > n, on aura
d(f(up), f(uq)) < € et finalement :

Ve>0,IneN, Vp>n, Vg > n, d(f(up), f(ug)) <€

la suite des f(up) est de Cauchy dans F'. ]

COROLLAIRE 4.87. — Si 4 = (un )neN est de Cauchy dans E métrique pour
la distance d, elle le reste pour toute distance d' uniformément équivalente
ad.

En effet, soit (E,d’) métrique, d’ uniformément équivalente a d, on a
vu que lidentité i : z ~ z de (E,d) sur (E,d’) est alors uniformément
continue, (définition 4.49), donc la suite des i(up) = up est de Cauchy
dans (E, d). [ |

Ce résultat est faux pour d’ topologiquement équivalente a d : ainsi sur
10, +00[ muni de d définie par d(z,y) = |z —y| la suite u = (un)neN avec

Up = est de Cauchy, mais pour d’ définie par d'(z,y) = |; - ;I

n+1
onad(up,ug) =|p+1—(g+1)|=|p—g| > 1sip# q: ceci aura bien
du mal a étre rendu < € pour un € < 1.

Dans les espaces complets, on ne considérera donc que des distances
uniformément équivalentes, (ou équivalentes). Comme on a vu que sur
un espace métrique produit les trois distances usuelles sont équivalentes,
(Théoréme 4.57), on peut formuler la condition pour qu’une suite a valeur
dans un espace produit soit de Cauchy avec 'une de ces trois distances.
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THEOREME 4.88. — Soient (E;, d;)1<ick des espaces métriques et E =
k

H E; lespace produit, métrique pour l'une des trois distances équiva-
=1
lentes, d(°°), dV) oy d?). Soit Up = u%l), (k) le terme général
d’une suite u a valeurs dans E. On a u de Cauchy si et seulement si
chaque suite des (u,(zz )) o~ est de Cauchy dans (E;, d;).

n

Soit F muni de d(®). Les projections p; : E — E; définies par
(Z1y--- 1 Zgy-- -, Tk) L x; sont 1-lipschitziennes, car, pour tout ¢ < k
ona:

di(pi(x), pi(y)) = di(zs,v;) < sup{d;j(z;,y;);1<j <k}
< d®)(z,y).

Mais alors les p; sont a fortiori uniformément continues, et si u est de
Cauchy, la suite des p;(un) est de Cauchy dans (E;, d;), (Théoréme 4.86).
Réciproquement si chaque suite (uslz )) N est de Cauchy dans (E;, d;),

n
soit € > 0, pour chaque ¢ < k, il existe n; avec Yo > n;,Vq > n;,
d; (u (Z) (z)) €, mais a fortiori, Vp > n = sup {n1,...,nx}, Vg = n
on ura
d(°°)(up,uq) = sup {d; (ug),ug)) ;1<i<k}<e:
suite u est bien de Cauchy. |

THEOREME 4.89. — Si dans E métrique, une suite de Cauchy admet une
suite extraite convergente, elle est elle-méme convergente.

Soit 4 = (up)nen de Cauchy dans E métrique, admettant la suite

extraite de (U, (y) convergente vers [ € E. Si on traduit, on a :
neN

Ve >0, 3n, Vp > n, Vq > n, d(up,uq) < €/2 et aussi, au méme € > 0
on associe 7 tel que V7 > 7o, d(uy(r),l) < €/2.

Comme ¢ est strictement croissante, il existe un 77 = 7o tel que
¢(r1) 2 n, mais alors Vp > n, d(up,!) < d(up, uy(r,)) + d(p(r,), 1)

<eg/2+¢e/2=¢.

On a bien finalement, Ve > 0, 3n, Vp > n, d(up,l) <€

Le lecteur un tant soit peu averti aura converti « suite extraite conver-
gente » en « compact » et se sera déja dit que :
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COROLLAIRE 4.90. — Tout espace métrique compact est complet.

Car soit u = (up)neN de Cauchy dans F mémtrique compact. Elle
admet une suite extraite convergente, (propriété des compacts, théoréme
4.65), donc elle est convergente.

Bien siir, il existe des espaces complets non compacts, R par exemple
(résultat encore admis « presentement », mais patience... la justification
approche).

Avant d’aborder les théorémes « choc » par leurs conséquences, quelques]
théoremes de structure.

THEOREME 4.91. — Dans E métrique, tout sous-espace complet est fermé.

Soit A C E, A étant complet pour la topologie de sous-espace, si
z € A, il existe une suite (an)nen d’éléments de A qui converge vers z
(traduction de 'adhérence propre aux espaces métriques : théoréme 4.27),
en tant que suite convergente elle est de Cauchy (remarque 4.84), mais
A étant complet, la limite est dans A. Donc A C A, dot A = A est
fermé. |

THEOREME 4.92. — Dans E espace complet, tout fermé est sous-espace
complet.

Soit F un fermé de E complet et u = (up)nen une suite de Cauchy

de F, en tant que suite de Cauchy de E complet, [ = lir_'r_l Un existe
n—-+0oo

dans E, mais les u, sont dans F' fermé donc | € F = F : toute suite de

Cauchy de F converge dans F' qui est donc complet. ]

COROLLAIRE 4.93. — Les complets de R sont les fermés de R.

A rapprocher de : les compacts de R sont les fermés bornés de R,
corollaire 2.16. )

Tout ceci est vrai pour la topologie usuelle sur R associée a la distance
d(z,y) = |z — y|, et en admettant que R est complet; (¢a vient... ¢a
vient). a

THEOREME 4.94. — Toute intersection de complets de E métrique est un
complet. Tout réunion d’un nombre fini de complets de E est un complet.

Si les (F;);c1 sont des sous-espaces complets de E, ce sont des fermés,
(Théoreme 4.91), donc F' = n F; est un fermé de E, or F' C F}, (ceci
i€l
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pour chaque i de I) donc F' est un fermé de F;, complet, c’est un complet,
(Théoréme 4.92). '

Soient F},..., F, des sous-espaces complets de E en nombre fini et

P
4 = (un)neN une suite de Cauchy de F = U F; il existe forcément
=1
un indice i < p tel que card {n; up € F;} soit infini. En indexant ces
entiers en croissant, on construit une suite | u extraite de u, et
?(n) ) en

a valeurs dans F;.

Cette suite, extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy, (Théoréme
4.86), dans F; complet donc convergente dans F;. Comme F; C F, elle est
convergente dans F', mais alors la suite de Cauchy initiale converge dans
F, (Théoréme 4.89). On a donc F' complet, (toute suite de Cauchy dans F’
étant convergente dans F). ]

On peut se demander, par analogie avec I'étude des compacts, ce qu’il
en est de 'image continue d’'un complet. La réponse n’est pas simple parce
que la continuité ne suffit pas pour conserver le caractére de Cauchy des
suites.

REMARQUE 4.95. — L’image continue d’un complet n’est pas forcément un
complet.

Exemple : R est complet, z ~ f(z) = Arctgz est continue, son
image f(R) =] — 7/2,7/2[ n’est pas un espace complet, (non fermé de

R) et pourtant f est uniformément continue car f'(z) = : par

1
1+ 22
accroissements finis f est 1. Lipschitzienne. Alors... alors... que se passe-
t-i1?

Simplement la chose suivante. Si une suite est de Cauchy dans 'image
f(E), cest sur la suite des antécédants qu’il faudrait avoir le caractére
de Cauchy pour appliquer I’hypothése E complet!

D'ou le :

THEOREME 4.96. — Soient E et F métriques, f bijective continue de E sur

F, f —1 étant uniformément continue de F sur E. Alors si E est complet,
F lest.

Car si (Yn)neN est une suite de Cauchy de F, les z, = Fwn)
forment une suite de Cauchy de E car f~! est uniformément continue,
(Théoréme 4.86), donc [ = lilil I, existe dans E complet, mais alors f

n—+0o0
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étant continue, lil}_l f(zn) = f(l) existe dans F : la suite de Cauchy
n—-1+00

(Yn)nen est convergente dans F qui est donc complet. |

DEFINITION 4.97. — On appelle isomorphisme de structure uniforme de
E sur F, espaces métriques, toute bijection f de E sur F uniformément
continue ainsi que f—

11 résulte du théoréme 4.96 qu'un isomorphisme de structure uniforme,
f, de E sur F, échange les complets de E et F' au sens ou l'image par f
d’un complet de E en est un de F et que 'image par f d’un complet de
F enestunde E.

En particulier :

COROLLAIRE 4.98. — La structure d’espace complet est conservée par chan-
gement de distances uniformément équivalentes.

Car alors l'identité est un isomorphisme de structure uniforme. ]

Il n’est est pas de méme pour des distances topologiquement équiva-
lentes : E = [1,+00[ est complet pour d : d(z,y) = |z — y|, distance
usuelle sur R, car c’est un fermé de R, (Corollaire 4.93).

1 1
Pour d' : d'(x,y) = ;—ﬂ,la suite T, = n est de Cauchy car si
p}netq?n,d’(w,x)=l—1<l+— -2—dochs>OEIntel
O T B I
que;és, mais alors Vp > n, Vg > n, d'(zp, zq) < &

Cette suite ne converge pas, pour d’, dans F, car si elle convergeait
1 1 1 1

vers a € E,Vn > a + 1 on aurait d'(a,z,) = |- — =| = = = — car
a n a n
1 1 1 . 1 1 1 1
>a+1>aéa>a+1>E;mmsalorsa——r;/z—a+l>0

donc soit a = P >0,Vn > a+1,d (a,zrn) > a; il est impossible

a+1
que lim d'(a,z,) =
n—-+00

La structure d’espace complet n’est pas purement topologique.

Comme on a vu que les trois distances d(°°), dD) et d? sont équiva-
lentes (donc uniformément équivalentes) on va pouvoir étudier les espaces
produits d’espaces complets pour 'une de ces distances.
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THEOREME 4.99. — Soit (E;, d;) des espaces métriques en nombre fini, p.

P
Alors F = H E; est complet pour l'une des trois distances équivalentes
i=1 '
d©®)  d) oy d2) sj et seulement si chaque (Es,d;) Pest.

Si chaque (E;,d;) est complet, soit x, = (wﬁf), . ,:l:ﬁlp )) le terme
général d’une suite de Cauchy de (FE, d(°°)), d’apres le Théoréme 4.88,
chaque suite zsf ))nEN est de Cauchy dans (E;,d;) complet donc conver-

gente, et si l; = 1ir_|r_1 zy’, la topologie de E étant celle d’espace pro-
n—-—100
duit on a li1_1|_1 Zn = I, (avec | = (l,...,lp)), pour la distance d(®),
n—+0oo

donc (E, d(®)) est complet. Réciproquement, si (E, d(®) est complet, soit
(un)neN une suite de Cauchy de (E;, d;). Pour chaque j < p,j # %, on
choisit a; € E; et on définit, Vn € N, z, € E par zsf) = uy et Vj # 1,
zgf ) = aj, constant par rapport a n.

Chaque suite (zg ))nGN est de Cauchy dans FE;, (constante donc
convergente donc de Cauchy si j # i, et c’est ’hypothése faite si j = 1),
donc la suite des z, est de Cauchy dans (E,d(®)), (Théoréme 4.88)

donc convergente. Si [ = (l1,...,lp) est la limite, en particulier on aura
;= lilil av,(-Lz ) : chaque suite de Cauchy de E; est convergente dans F;
n—-100

donc FE; est complet. ]

Les théorémes de structure étant justifiés, nous allons, en trés peu
de temps, établir des théorémes « énormes » par leurs conséquences, tels
que le Théoréme du point fixe qui sera le point de départ de ’étude
des équations différentielles, (Théoréme de Cauchy Lipschitz); celui des
approximations successives, outil employé en calcul différentiel pour
étudier les difféomorphismes, et qui entrainera le théoréme dit des fonc-
tions implicites dont dépend la géométrie différentielle, le Théoréme du
prolongement des applications uniformément continues, point de
départ des constructions d’espaces de fonctions intégrables; le Théoréeme
de Baire aux multiples conséquences... C’est dire 'importance des pages
qui suivent.

4.100. Critére de Gauchy Soit un ensemble E muni d’un filtre, (ou d’une
base de filtre), B et f une application de F dans F espace métrique complet.
Ona ligl f existe si et seulement si :

Ve >0,3B € B,Y(z,y) € B2,d(f(z), f(y)) < &



114  Topologie, Analyse réelle

D’abord, si lizlgn f =l existe dans F' métrique, 4 £ > 0 on associe B
de B tel que Vz € B, d(f(z),l) < %, d’ol, par inégalité triangulaire,
V(z,y) € B2, d((f(2), f(y)) < d(f(2),]) +d(l, f(y)) < e

Réciproquement, on peut s’inspirer du Théoréme 4.30, mais il est plus

facile d’utiliser le Théoréme 4.101, (des fermés emboités) qui suit. En effet,

Vn € N, il existe By, € B, tel que le diameétre de f(By) soit inférieur a
1

: c’est le critére pour € = ——.
n+1
n
On remplace les éléments By, du filtre B par les B, = ﬂ B; : ce
=0
sont alors des parties non vides, emboitées et les fermés F, = f(B})
deviennent des fermés emboités non vides, de diameétres majorés par

1
T’ dans F complet : leur intersection est un singleton, (Théoréme
4.101).

Soit done {I} = ﬂ f(BY,), on va justifier que lién f=L

neEN
En effet, soit o > 0, il existe ng tel que f(By,) soit de diamétre

a
inférieur a 5 et | étant adhérent a f(By, ), il existe « dans By, tel que

d(l, f(z)) < %. Mais alors, Vy € By, on aura d(l, f(y)) < d(l, f(z)) +
d(f(z), f(y)) < o : on a trouvé By, € B tel que f(By,) C Bo(l,a). W

THEOREME 4.101. — Dit « des fermés emboités ». Soit dans E complet une

famille indexée par N, indexation décroissante pour linclusion, de fermés

non vides, (Fy)neN, avec lim diamétre (Fy,) = 0. Alors n F, est un
n—+oo

. neN
singleton.

En effet, Vn € N, 3z, € F, qui est non vide. Puis, Vp > n,zp €
F, C Fy donc Vp > n, Vg > n, d(zp,z4) < diamétre (F3,), majorant
qui tend vers 0. Donc Ve > 0, Ing, Vn > ng, diam (Fy,) < ¢, a fortiori
on aura Vp > ng, Vg > ng, d(zp,q) < €. La suite (Zn)neN, de Cauchy
dans E complet, converge. Soit / sa limite. Comme Vp > n, z, € Fj, on
aura |l € Fp, = Fy, (F,, fermé) dou | € ﬂ F,,, qui est non vide; enfin,

neN
siy € n Fp, d(l,y) < diam (Fy), inégalité vérifiée pour tout n, donc
neN
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si n tend vers linfini, il vient d(l,y) < 0 dou d(l,y) = O soity = [ :
Pintersection est bien un singleton.

THEOREME 4.102. — Dit du point fixe. Soit E espace completet f : E — E
une application contractante. Alors il existe un et un seul élément a de E
tel que f(a) = a. Cet élément a est le point fixe de f. De plus toute suite
(zn)nen de E définie par la donnée de x( quelconque de E et la relation
de récurrence 1 = f(Zn) converge vers a.

DEFINITION 4.103. — Une application f : E — F, métriques, est dite
contractante si et seulement si elle est k-lipschitzienne avec 0 < k < 1.

Voir la définition 4.55 pour k-Lipschitzienne.

On suppose donc lexistence de k € [0,1] tel que V(z,y) € E?Z,
d(f(z), f(y)) < kd(z,y). On se donne z( dans F et on définit la suite
(zn)nen par la relation de récurrence T,+1 = f(Zr). On doit prouver la
convergence de cette suite, donc qu’elle est de Cauchy, E étant complet.
Or,on a

Vn 2 1, d(Znt1,2n) = d(f(@n), f(Zn-1)) < kd(Zn, Zn-1).
On en déduit donc :
d(Tn41,Tn) < kd(Tn, Tn_1 < k2d(Tn—1,Tn—2) < ...
et par une récurrence
d(ZTn+1,%n) < kpd(:z:n_p+1, Tn—p),

tant que p < n, ce qui conduit & d(zn41,Zn) < k™d(z1,Z0). Par inégalité
triangulaire, on a, pour ¢ > 0,

q—1
d(Tp+q, Tp) < Ed(l'p+r+1,xp+r)
r=0
q—1
d’ou d(Tp+q, Tp) < Z KPTTd(z1, z0)
r=0

< kPd(z1, 7o) - (1+k+...+kq—1),
— k4
1-K _ 1

q-1 _
avec l1+k+...4+k T=r ST
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d’on, Vp € N, Vg € N, (justifié pour g > 0, mais vrai aussi si ¢ = 0),

d(Tp+q, Tp) < ﬂfl_’xTO) kP.

Ce majorant tend vers O si p tend vers l’infini, donc on a :

d(z1,
Ve > 0, 3ng, Vn 2= ng, kn—ﬁll’—kO)- <e,
soit a fortiori, Vp > ng, Vg €N, d(zptq,zp) <€
la suite des (zp)nen est bien de Cauchy dans E complet. Elle converge.
Soit a sa limite. Comme (z,,)reN converge vers a et que f est continue,
(uniformément en fait car k-Lipschitzienne) on a lil_‘it_’l flzn) = f(a),
n—-+00

(Corollaire 4.31), et comme 1 = f(Zr), on obtient, a la limite P'égalité
‘ _Ej;(fcilxz.a est seul point fixe, car si b = f(b) on aura
d(a,b) = d(f(a), £(8)) < kd(a,b)
d’ot
(1 —k)d(a,b) < 0 avec 1 — k > 0 donc d(a,b) <0,
donc d(a,b) = 0 dotr a = b. ]
REMARQUE 4.104. — Il ne suffit pas d’avoir, V(z,y) € E2, d(f(z), f(v))

< d(z,y) (ce qui serait une définition plus intuitive du mot « contrac-
tante »), pour conclure.

Exemple E = [0, +00[, complet car fermé de R, f : E — F définie par

f@) = Va2 +1, d(f(@), fw) = | Va2 + 1 - Va2 +1|
2? —y? |z + ]

CVEFT+VZ | VR I+ 1
Ona0<z<\/:v§+let0<y<\/y2+1,donc

T+y
VIZ+1+4/y2+1

lz -9l

on a bien d (f(z), f(y)) < |z — y| = d(z,y), mais f n’a pas de point fixe
sur E car si a > 0 vérifiait a = Va2 + 1 on aurait a2 + 1 = a? soit
0 =1 : bizarre! ]
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REMARQUE 4.105. — Si f n’est pas contractante, mais s’il existe un produit
de composition g = fP = fo fo...of, (pfois) qui le soit, alors f admet
un (et un seul) point fixe, celui de g, ceci dans E complet.

Car, le théoréme du point fixe s’applique & g qui admet un seul point
fixe, noté a. On a alors :

9(f(a)) = fP(£(a)) = F(P(a)) = f(g(a)) = f(a),

donc f(a) est point fixe de g qui n’en a quun, a, dou f(a) = a : f admet
a pour point fixe. C’est le seul car f(b) = b= (fo f)(b) = f(b) = b, dou
par récurrence fP(b) = b : un point fixe de f est point fixe de g = fP, d'ou
l'unicité.

REMARQUE 4.106. — Si on considére que l'un des buts des mathéma-
tiques est de parvenir a des résultats existentiels, (qui affirment I'existence
d’éléments solution d’'un probléme, et qui, autant que possible, les ca-
ractérisent par des conditions ne les faisant pas intervenir) on comprend
que le théoréme du point fixe est un outil affirmant Uexistence d’'une solu-
tion d’'un probléme formulé de la maniére suivante : trouver le point fixe
d’une application contractante dans un espace complet. (Rendez-vous a la
case : « équations différentielles », on ne passe pas par la case départ, on
ne gagne pas 20 000 F.)

C’est le deuxieéme outil de ce type, le premier étant celui dit des valeurs
intermédiaires qui affirme l’existence d’'un zéro d’une fonction continue
d’un connexe dans R, prenant des valeurs de signes contraires, (Théoreme
4.79).

La remarque 4.106 s’applique dans I'étude des méthodes numériques
de résolution d’une équation f(z) = 0 : on s’efforcera de la mettre sous
une forme () = z, @ étant contractante.

On établira de la méme fagon, dans le chapitre sur les espaces vecto-
riels normés le théoreme dit des approximations successives, (voir 6.37).

THEOREME 4.107. — Du prolongement d’une application uniformément
continue. Soient F et F espaces métriques, F' étant complet. Soit X une
partie de E partout dense dans E et f : X +— F une application
uniformément continue. Alors il existe une et une seule application g de E
dans F, continue, de restriction & X égale & f. De plus g est uniformément
continue.

Soity € F = X, il existe des suites (zn)nen d’éléments de X qui
convergent vers y, (Théoréme 4.27). Comme on veut définir g continue on
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devra avoir g(y) = lil_'r_l g(zr), (Corollaire 4.31) et comme on veut que
n—-—+00

glz = f, il faut que f(zn) = g(xn) : on est donc ramené i justifier la
convergence de ces suites (f(Zn)),en-

Or (zn)nen convergente dans E, (vers y), est de Cauchy, son image
par f uniformément continue de X dans F' est de Cauchy (Théoréeme
4.86), dans F complet donc convergente. De plus la limite des f(zn) est
indépendante du choix de la suite des z, de X qui converge vers y, car si
(z,)neN est une autre suite qui converge vers y, en posant &5, = Zp, et
:zgn +1 = z), on construit une troisitme suite de X qui converge vers

y, donc I” = lim f(z}) existe, et en extrayant les suites de rang
k—+o0

pair et impair on aura I” = hm f(zhy,) = lir_ll} f(zn) ainsi que
" __ D)
"= nll)l_‘{_loo f(zh +1) = 111_}_1 f (zn) I'espace métrique étant séparé.

On définit alors g : E — F par g(y) = la valeur commune des
limites des suites (f(z))nen lorsque (Zn)nen est une suite de X qui
converge vers y. Cest la seule facon de prolonger f par une application
continue, mais il reste 4 justifier que g ainsi définie est continue, et méme
uniformément. On sait que f : X — F est uniformément continue.

Soit £ >0,3a>0,Y(z,z') € X?,d(z, z')<a=>d(f(a:) f(a:’))gi.

Soient alors y et ¥’ dans E vérifiant d(y,y’) < § et deux suites
(Tn)nen et (z)nen de X qui convergent vers y et y' respectivement.
Comme alors g(y) = lim f(zp) et g(y') = lim f(z)), en
n—+0o n—-+00

traduisant ces limites, avec le £ du départ et le o associé, il existe ng € N
tel que Vn 2 ng on ait les conditions suivantes :

a
d(xnay) < gv
Ol

d(g(y), f(zn)) < §
d(g(/), f(z7,)) < %

En particulier, pour un tel n , on aura

d(zn, @) < d(@n,y) + d(y,y) + d(y',2h) <3- 3 =«

3
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d’ots a fortiori d(f(zn), f(zh,)) < €/3, (choix de o au départ), mais alors,
par inégalité triangulaire
d(9(y),9(¥")) < d(9(y) f(zn)) + d(f(zn), f(27))
+d(f(z7), 9(¥")

<3-§=e,

et finalement, on a bien g uniformément continue car :

Ve >0, 3a >0, Y(y,y') € E?,

dy,y) < 7 = dg¥),9()) <e. W

w|R

Ce théoréme, de caractére théorique, permettra par exemple de définir
I'intégrale des fonctions réglées a partir de celle des fonctions en escalier,
par un passage a la limite. Il permet aussi de traiter des questions stables
par passage a la limite en se ramenant & une partie X partout dense de
Pespace de départ, justification du lemme de Lebesque par exemple, voir
chapitre 15 sur les séries de Fourier, en Analyse Fonctionnelle.

Passons, pour terminer ce paragraphe consacré a ’artillerie lourde, au
théoréme de Baire, (the last, not the least).

THEOREME 4.108. — Théoréme de Baire. Soit E espace métrique complet,
et (Opn)neN une suite d’ouverts de E, chaque Oy, étant partout dense dans
E. Alors O = n O, est encore partout dense dans E.
neN

Soit € F, V un voisinage de z, on veut prouver que V N O est non
vide. Or exhiber un élément dans un complet, quand il y a du dénombrable
dans l’air, c’est construire une suite de Cauchy et considérer sa limite. Le
passage a la limite rendra larges les inégalités strictes, on va prendre
quelques précautions.

D’abord, 3r > 0, Bf(z,7) C V. On note By les boules fermées.

Puis z € Og = E, et By(z,r) est voisinage de z donc By(z,r) N Op
est non vide, or c’est un ouvert, donc il contient une boule ouverte non
vide, quitte & diminuer le rayon, il contient une boule fermée non vide
donc 3Bf(zo,7m0) C Bo(z,7) N Op. On a rg > 0 et on peut imposer la
condition 7y < 1. Puis 29 € O; = E, By(zo, 7o) est voisinage de z(, donc
071 N By(zp,70) est un ouvert non vide, qui contient donc une boule...

1
fermée non vide B f(zl, 1), avec r1 > 0, et on peut imposer 71 < 3
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Et on continue ainsi. Si on suppose obtenue umi boule fermée
Bg(zn,mn) C On N By(Tp—1,Tn—1) avec 0 < mp < I (hypothése

de récurrence), en traduisant que z, € E = Op1, comme By(Tn,n)
est voisinage de Zp, on aura Op41 N Bo(zp,rn) ouvert non vide d’ou
l'existence d’une boule fermée non vide :

Bf(Zn+1,Tn+1) C Ony1 N Bo(zn,Tn),

et on impose 0 < 7 < —.
P n+1 nt2

Cest récurrent. Les boules fermées By (zn,Tn) sont alors des fermés

emboités puisque Bf(Tni1,Tn+1) C Bo(Zn,™n) C Bf(zn,Tn). Leurs

diametres, 2r, sont majorés par T donc tendent vers 0, mais alors,

(Théoréme 4.101), leur intersection est un singleton, {l}.

On a alors, Vn € N, | € Bf(zn,™n) C Op, doncl € O = ﬂ On,
neEN
mais aussi | € Bf(zo,m0) C Bo(z,m) N Op C Bo(z,7) C V.
C’est gagné! On a construit [ € V N ( ﬂ Or), ceci pour tout V
neEN

voisinage de z, d’ou = de F, (quelconque) adhérent a ( ﬂ 0n>. |
neN

COROLLAIRE 4.109. — Soit E métrique complet non vide. Si E est réunion
d’une famille dénombrable de fermés, l'un de ces fermés au moins est
d’intérieur non vide.

Comme dans le théoréme de Baire on n’impose pas aux ouverts d’étre
distincts, ici on n’'imposera pas aux fermés de 1’étre. Donc si on a une
famille finie de fermés, on la transforme en une suite de fermés en
reprenant dans l'indexation, le méme fermé.

On suppose donc que E = U F., les F,, étant fermés. Soit O, =

' neN
— o o
ENF,,onaOp = E\ (Fy), (Théoréme 1.26) donc si Vn € N, Fp=
on aura O, = E. Le théoréme de Baire s’applique et O = n O, est

neN
partout dense.
Or0= n(E\Fn)=E\(U F,)=Q:onaurait E=0=0 =
nEN nEN

O ce qui est exclu. Donc 'un au moins des F;, est d’intérieur non vide.l
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Ce corollaire nous permettra de justifier, dans le cadre des espaces
vectoriels, entre autres résultats, le fait qu’'un espace vectoriel normé de
dimension dénombrable stricte (c’est-a-dire équipotente a N) n’est jamais
complet, (voir 6.33).

7. Complétion d’'un espace métrique

Dans ce paragraphe nous allons étudier le mécanisme permettant de
plonger un espace métrique dans un espace complet, et ceci en supposant,
pour la derniére fois, R complet.

Puis, en partant de Q et, en modifiant la démonstration, on construira
R comme un complété de Q dans le chapitre suivant.

DEFINITION 4.110. — Soit E un espace métrique. On appelle complété de
E tout espace métrique F' complet, tel qu’il existe une injection i : E — F
vérifiant :

1) VY(z,y) € E?, dg(z,y) = dr(i(z),i(y)),
2) Uadhérence, dans F, de i(E) est égale a F.

THEOREME 4.111. — Soit E un espace métrique, la distance étant a valeurs
dans R, alors E admet des complétés.

On admet donc encore que R est complet.

Soit C = { suites de Cauchy d’éléments de E'}. On suppose E non vide,
sinon il est complet; alors il y a des suites de Cauchy, les suites constantes
par exemple, qui sont convergentes.

On définit sur C une équivalence R par :

4.112. Siz = (Tn)neN et ¥y = (Yn)neN sont dans C, on a zRy <
lim d =0.
pim (Tn,yn) =0
C’est une équivalence (reflexive : Rz car d(zy, zn) = 0; symétrique :
si lil_flt_l d(zn,yn) = 0 on a aussi liI_'I_l d(yn, zn) = 0; transitive si Ry
n—-1+00 n—-+00

et YRz, par inégalité triangulaire d(zp, 2zn) < d(Zn,yn) + d(Yn, 2n), le
majorant tend vers 0 donc lir_l'_l d(zn, zn) = 0 dou zRz2).
n—-+00

Soit I = C/R Yensemble quotient. On va définir une distance dp
sur F.
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Soit a et B deux éléments de F', représentés respectivement par
z = (Tn)neN et ¥ = (Yn)neN. La suite ((Zn,Yn)),en de E X E est de
Cauchy dans E X E, pour la distance d(®) | (Théoreme 4.88) et la distance d
étant uniformément continue de (E x E, d(°°)) dans R, (Théoréme 4.58),
la suite des d(z5,yr) est de Cauchy dans R complet, donc convergente
(Théoréme 4.86).

C’est le seul endroit ou 'hypothése R complet intervient, c’est ce point
qu’il faudra modifier si par exemple, d est a valeurs dans Q.

De plus si 2’ et y' sont d’autres suites de Cauchy représentant o
et 8, on a d(zn,yn) < d(zn,z)) + d(zh,yn) + d(Yh,yn) et comme
nll'ncl’o d(zn,z)) = 0 ainsi que nEr_{_IOO d(¥h,yn) =0, 0n a

im d(zn,yn) < (Ths Yn);
n—-+00

lim d
n—+oo
mais on établirait de méme I'inégalité inverse d’ou ’égalité
lim d(zp, yn) = lim d(z}, y,)-

On définit donc sur 'ensemble quotient C/R lapplication df par :

4.113. dp(a,B) = nligir-loo d(Zn,yYn), siT € aety € B, ceci ayant un sens

car cette limite existe et est indépendante du choix des représentants x
et yde aetf.

11 reste & voir que dp est une distance, et que (F, dr) est un complété
de E. On a dp distance sur F car dp(a, 3) est > 0, (limite de nombres
positifs), et si dp(a, 3) = 0, avec £ = (Zp)neN dans & et ¥y = (Yn)neN
dans § cest que " hr_r:oo d(zn,yn) = 0, donc que zRy dou o = S.

Il est évident que dp(a, B) = dp(85, @) quant a 'inégalité triangulaire,
si on a 7 de F, représente par z = (2p)neN, linégalité d(zn,2n) <
d(Zn, yn)+d(yn, zn) donne, par passage a la limite dp(a, ) < dp(a, B)+
dr(B,7)-

1L existe une injection i : E — F telle que ¥(u,v) € E?

d(u,v) = dp(i(u),i(v)).

Soit u € F, on note % la suite de Cauchy constante égale a u, et T la
classe d’équivalence dans C/R de .

Soit i Uapplication de E dans F définie par i(u) = T : cest une
injection car i(u) = i(v) © T =7 & IRV & nlirl-}-lood(u, v) =0 <&
d(u,v) =0 < u = v, (puisque les termes généraux des suites ¥ et ¥ sont
u et v).

De plus dp(i(u),i(v)) = nli»I-Ii-loo d(u,v) = d(u,v), avec i(u) et i(v)

représentés par les suites constantes de termes généraux u et v.
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On a i(E) = F, (adhérence, dans F, pour dp). En effet, soit a € F
représente par £ = (Zn)neN, suite de Cauchy de E. En traduisant cette
hypothése on a :

Ve >0, 3ng, VYn > ng, Vp > ng, d(zn,zp) < €.

On introduit alors 'élément i(z,) représenté par la suite de terme
constant valant =, on aura, pour n 2> ng,

DI <
dp(i(@n),0) = lim d(enzp) <

(on a toujours I, constant par rapport & p, terme général de la suite
I, représentant i(z,)), d'ou l'existence de la suite des (i(zn));en dans
i(F) vérifiant Ve > 0, 3ng, Vn = ng, dp(i(zn),a) < € ce qui est la
traduction, dans (F,dr) métrique, de P'appartenance de o a4 ’'adhérence
de i(E), (Théoreme 4.27).

Il ne reste plus qu’a justifier le fait que F' est complet pour dg pour
avoir gagné.

Soit (an)neN une suite d’éléments de F', de Cauchy pour dg. On lui

associe une suite de F qui sera de Cauchy dans (F,d) en choisissant,
pour chaque n € N, z,, € E tel que dp(i(zn),an) < TIT (ce qui est
possible car ay, est adhérent a i(E) done la boule ouverte de centre o, de

rayon ——— rencontre i(E)).

La suite £ = (Zp)neN est de Cauchy dans (F, d) car
Ve >0, 3”07 Vn 2 no, Vm 2> no, dF(an, am) < 6/3,

et aussi

(L)

1 € 1
<= < =
n+l 3  m+1 3’

(on traduit (an)nen de Cauchy pour dp et — 0 dans R). Mais

n+1
alors, Vn > ng, VYm > ng,

d(Zn, Tm) = dp(i(zn), i(zm))
< dp(i(zn), an) + dF(a'na am) + dF(am’i(mm))
<3-¢/3=e.
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Soit a la classe d’équivalence de cette suite de Cauchy = = (Zn)neN,

Vn € Non a dp(a, an) < dr(a,i(zn)) + dF(i(zn), an)

. 1
< dp(a,i(zyn)) + Tk

Or o étant représenté par la suite = des zp et i(zyn) par la suite
constante égale & z,, on a dp(a,i(zn)) = lil'_il_l d(zp, Zn)-
p—+00

Soit encore € > 0, 3ng, Vn > ng, Vp > ng, d(zp,zn) < €/2,

(car z = (zp)peN est de Cauchy) et Vn > ng, o < €/2, dou
Yn 2 ng, dp(a,an) < € : la suite des (ap)n € .N de Cauchy dans
(F,dF) est bien convergente vers ¢ dans (F,dp). |

On a ainsi construit un complété F' de E.

11 est clair que toute suite de Cauchy (z)neN de E devient conver-
gente dans F' au sens suivant : on assimile les £, de E & leurs images
i(zn) dans F, comme dp(i(zn),i(Zm)) = d(zn,Zm) il est facile de voir
que cette suite (i(Zn))nen est de Cauchy dans (F,dp) complet; donc
convergente, et si o = n_l_i)l_{_l@i(m,;), limite prise pour dg on dira que «

est la limite des z,,. Tout repose sur cette assimilation des z,, aux i(zy).

Il reste a4 reprendre ce mécanisme, dans le cas de Q au point suivant :
si a et B sont deux classes d’équivalence de C/R représentées par z =
(zn)neN et ¥y = (Yn)neN comment définir dr (v, §) puisqu'on ne sait plus
ici que la suite des d(zp,yn) converge. La réponse va étre obtenue grace
a une relation d’ordre car sur Q la distance est définie & partir d’une
valeur absolue elle-méme associée & une relation d’ordre. Rendez-vous au
chapitre suivant qui mettra en évidence I'importance de la structure de
corps ordonné sur Q et R.

EXERCICES

1. Soit E métrique tel que toute boule fermée soit compacte. Montrer
que F est complet, et que les compacts de E sont les fermés bornés.

2. Montrer que E métrique complet est compact si et seulement si
Ve > 0, il existe un recouvrement fini de E par des ouverts de
diameétre < €.
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Soient A et B deux fermés disjoints de F métrique. Montrer qu'’il
existe deux ouverts disjoints U et V de Etelsque ACUet BC V.

Soit un espace métrique connexe non borné, E. Montrer que toute
spheére est non vide.

Soient A et B deux parties connexes de E meétrique telles que
AN B # J. Montrer que A U B est connexe.

Soit A une partie non vide de E métrique, 7 un réel > 0 et
Vr(A) = {z; = € E; d(z,A) < r}. Montrer que V;(A) est un
voisinage de A. Montrer que si A est compact, pour tout U voisinage
de A4, il existe 7 > 0 tel que V;.(A) C U.

Soit A un ouvert de E métrique. Montrer que pour tout B C E on
a AN B C ANB. Donner sur R des exemples d’ouverts A et B
tels que ANB, ANB, AN B et AN B soient distincts.

Soit E métrique compact non vide et f : E — E telle que

V(z,y) € E?, z #y, d(f(z), f(y)) < d(z,y).

Montrer que f admet un et un seul point fixe.

Soit K un espace métrique compact et (O;);cy une famille d’ouverts
de K recouvrant K. Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour toute
partie A de K de diametre inférieur ou égal a a, il existe ig € I tel
que A C 0;,.

Soit (E,d) un espace métrique, K un compact non vide de E. On
suppose qu'il existe > 0 tel que Vz € K, By(z,r) soit compacte.
Montrer que Vp €]0,7[, F(p) = {z,z € E, d(z,K) < p} est
compact.

Soit E métrique compact et f : E +— E telle que Y(z,y) € E?,
d(f(z), f(y)) = d(z,y). Montrer que f est bijective et qu’elle
conserve les distances.

Soit E un espace métrique, A et B deux parties de E telles que
ANB=Jet ANB=0.Soit X = {z € E; d(z,A) < d(z,B)}
et O = {z € E; d(z,B) < d(z,A)}. Montrer que ce sont deux
ouverts disjoints de E contenant A et B respectivement. .
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Soit (E, d) métrique et une application (m,n) ~> am n de N2 dans
E. On suppose que, pour chaque m fixé, la suite (am,n) converge

neN
vers o, de E et que lim o« = o existe dans F.
m——+00

Montrer qu’il existe une injection croissante de N dans N, notée ¢,
telle que 1712)1_11'_00 A p(m) = Q-

Soit f une fonctin de R dans E métrique, périodique, ayant une
limite en +00. Montrer que f est constante.

Soient A et B deux parties non vides de E métrique. Montrer que
d(A,B) = d(A,B) = d(A, B). Vérifier que A et B compacts et
d(A,B) =0 = AN B # J; que de méme A compact, B fermé et
d(A,B) =0= ANB # J. Casde A et B fermés avec d(A, B) = 0.

Donner un exemple de A compact, B fermé, dans E métrique avec
d(A, B) non atteinte.

SOLUTIONS

Soit £ = (Zn)peN une suite de Cauchy de E, elle est bornée, car avec
€ =1, 3ng, Vp = no, Vg = ng, d(zp,zq) < 1. En particulier, Vp >
ng, d(Tngy,Tp) < 1 et si 7 est la borne supérieure de {1, d(zng,zn),n <
no} on aura les zn, dans By(xo, ), boule fermée compacte.

Mais alors la suite admet une suite extraite convergente, comme elle est
de Cauchy elle est elle-méme convergente, d’oi E complet. Si K est un
compact de F, métrique donc séparé, il est fermé, et il est borné car avec

acE KC U Bo(a,n), on extrait un recouvrement fini de K et si ng
neN

est le plus grand n intervenant, on aura K C B¢(a, ng), donc K borné.

Si K est fermé borné, avec 7 > O et @ € E tel que K C By(a,r), on a

K = KN B¢(a,r) est un fermé de B¢(a,r), par Phypothese cette boule est
compacte, donc K fermé d’un compact est compact.

Soit E métrique compact, € > 0, comme E C U Bo(z, %), on extrait un
z€E

recouvrement fini par des ouverts de diametre 2%. On a la propriété sans

T'hypothese complet.

Réciproquement, soit E métrique complet vérifiant la propriété. Pour jus-

tifier E compact, on va prouver que toute suite admet une suite extraite
convergente.
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Soit £ = (Zn)neN une suite de E.

Comme FE est recouvert par un nombre fini d’ouverts de diametre < 1, il
existe une injection ¢; de N dans N telle que la suite extraite (zm(n))n eN
soit dans un ouvert O; de diametre < 1, puis il existe une suite extraite

. . *
(:z:‘l,1 °¢2(n)) dans un ouvert O3, de diametre < 3 et en itérant, Vp € N

on a une suite extraite (x‘P1°"'°‘p”‘l°"”’("))neN contenue dans un ouvert
Op de diametre < 1/p, tout en restant dans les ouverts O; de diametre

inférieur a 3,-, pourj=1,2,...,p—1.

Mais en posant Ta(p) = Tpjo...0pp_100p(0)> POUT q>p,
Ta(g) = Tipyo...0pp_1(ppo...opq(0)) st dans Op ainsi que z4(p,) donc

UZa(p) Ta(a) < 3

1
Mais alors, Ve > 0, dpp € N*, = < edouVp = po, Vg = p,
0

d(To(p)) Ta(g)) S € : la suite extraite des (To(p))peN est de Cauchy dans
E complet donc convergente. Finalement E est métrique compact.

Si A(ou B)estvide, U = A,(ouV = B)et V = E (et U = F) donnera
une solution.

On suppose A et B non vides.

Soit y € B, donc y € E — A, ouvert, (A fermé disjoint de B).

Comme E — A est réunion de boules ouvertes, il existe p(y) > O tel que

y € Bo(y,p(y)) C E — A, dou d(y, A) > 0.

On pose V = U Bo(y, %d(y, A)) : cest un ouvert contenant B. De la
yEB

méme fagon soit U = U By(z, %d(z, B)) cest un ouvert contenant A.

T€EA
Les ouverts U et V sont disjoints car si z € U NV, il existe zg dans A et
yo dans B tel que

1 1
z € Bo(zo, 5d(20, B)) N Bo(yo, 5d(y0, 4)),

mais alors
d($07y0) < d(zO,ZO) + d(z07 yO)
1 1
< §d($0,B) + Ed(yO’A)

Comme d(zg, B) < d(zo, yo) mais aussi d(yo, A) < d(zo,y0), on obtient
a fortiori

d(z0, B) < 3d(z0, B) + 3(yo, A) &ou d(zo, B) < d(yo, 4)
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et
1
d(yo, 4) < 5d(z0, B) + 3d(vo, 4) don d(yo, 4) < d(zo, B)

ces 2 résultats étant contradictoires. Dou U NV = .

Soit S la sphere de centre a, de rayon 7 > 0. On a E = By(a,r) U
S U {z; d(x,a) > r} avec Bo(a,r) ouvert non vide, (contient a) et
z; d(a,z) > T} ouvert, (d continue), non vide sinon E serait borné. Si
est vide on a une partition de E connexe en deux ouverts non vides :
absurde. Donc S non vide.

Sir =0, S={z; d(z,a) =0} = {a} est non vide.

Soient 2 ouverts disjoints U et V de AU B telsque AUB=UUV,onva
justifier que I'un des ouverts U ou V est vide.

Soit z dans A N B supposé non vide. Comme x € B C (U U V), z est dans
P'un de ces ouverts, par exemple z € U.

Comme z est dans A, il existe une suite (zn)peN d'éléments de A qui
converge vers z, (on est dans FE métrique), or z € U ouvert de AU B, et les
Zn, dans AU B convergent vers z : 3ng, Vn 2> ng, zn € U, do ANU # &.
Maisalors A= AN(AUB)=AN{UUV)=(ANU)U(ANYV) avec
A connexe, ANU et ANV ouverts disjoints de A et AN U non vide, c’est
que ANV =T et ANU = A soit encore A C U.

Puis V C (AUB) = V = (VNA)U(VNB) = VN B puisque ANV =,
dou V C B.

Enfin B= BN(AUB) = BN(UUV) = (BNU)U(BNV) = (BNU)UV
d’ou B connexe, réunion des 2 ouverts V et B N U, disjoints car U et V le

sont, et avec BN U # & car = du départ est dans A N B et dans U par
Thypothese, donc V = .

Lapplication  ~» d(z, A) est 1. Lipschitzienne donc uniformément conti-
nue. En effet, soit y € E. Pour tout z de A on a d(z, 2) < d(z,y) +d(y, 2).
Comme d(z, A) = inf {d(z,t); t € A}, on a d(z, A) < d(z, z), dou

d(z, A) < d(z,y) + d(y, 2),
vrai pour tout z de A, donc
d(z,A) < d(z,y) + d(y, A)
ce qui implique
d(z, A) - d(y, 4) < d(z,y),
mais aussi, pour ne pas faire de jaloux
d(y, 4) — d(z, A) < d(y, z) = d(z,y),

dou —d(z,y) < dﬁz, A) — d(y, A) < d(z,y) et finalement
Mais alors Vr-(A) est image réciproque de | —oo, 7| ouvert par une application
continue : c’est un ouvert.
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Soit z dans A4, il existe une suite an d’éléments de A qui converge vers
donc d(z, arn) tend vers 0.

Comme d(z, A) < d(z,an), 2 la limite d(z, A) = 0 < r doa z € V7(4) :
mais alors V(A), ouvert contenant A est voisinage de A.

Soit A un compact de E et U un voisinage de A, O un ouvert tel que
ACOCU.

Pour tout z de A C O, Jp(z) > 0 tel que By(z, p(z)) C O.

OnaAC U Bo(z, @) : on extrait un recouvrement fini du compact A4,

T€EA
associé a des éléments notés x1,...,Zn.

Soit 7 = inf{@,i =1,...,n},siz € Vr(A),onad(z,A) < r, donc il
existe = dans A tel que d(z,z) < r, puis il existe ¢ dans {1,2,...,n} tel
que z € By(z;, p(zi)) dou d(z;,2) < 23% = z € By(z;, p(z;)) C O
et finalement A C V-(A) C O C U.

Soit z € AN B, = est dans A et il existe une suite (zn)neN de B qui
converge vers . Comme A ouvert est voisinage de z, il existe ng tel que
Vn 2 ng, Tn € A. Mais alors les zr, pour n 2 ng sont dans AN B et
convergent vers z, donc x € AN B.
Soita<b<vy<c<a<d<bet

A =la, b[U]c, d[, B =]b,v[U]e, §[.
Alors
ANB = [a,d[; AN B =a,d];
ANB=[a,dlet ANB = {b}U|a,d]:
ces quatre ensembles sont distincts.

Comme f est 1. Lipschitzienne, elle est continue. La distance étant continue
de E x E dans R, l'application g :  ~> d(z, f(z)) est continue de E compact
dans R donc elle est bornée et atteint ses bornes, (on suppose E # ).

Soit m sa borne inférieure atteinte en a.

Sim = g(a) = d(a, f(a)) # 0, comme a # f(a) alors d(f(a), f(f(a)))
< d(a, f(a)) soit g(f(a)) < m : cest absurde. Donc a = f(a) et f admet
un point fixe.

11 est unique, car si pour a # b on avait f(a) = f(b), I’hypothese conduirait
ad(f(a), f(b)) < d(a,b) soit d(a,b) < d(a, b) ce qui est difficile 2 réaliser :
on a un seul point fixe.

Si la propriété était fausse, en particulier on aurait :
Vn € N*, 34, C K, diametre (An) < % etViel, An ¢ O;.

En particulier Ap # &, (car & C O;), soit T, € Ap, on extrait de la suite
(Zn)neN une suite (z¢(n))n N convergente vers AEK.
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1l existe 4o tel que A € O;, ouvert, donc 3a > 0, Bf(A, &) C O;;. Comme

lim #3 —0et_lim_dO, x¢(n)) — 0, il existe ng tel que ¥n 3> ng,
n—+00
d(A, ch(n)) X

[o]

5 et diam (A, (n)) < ( ) 3 mais alors,

o

(N z(p(n)) + d(xtp(n) 'Y)

vy e Acp(n) » d(Ay) <
< — +diam (Atp(n)) La

V(R

doit Ayn) C Bf(A, @) C Oy : Cest absurde. La propriété est donc vraie.

Soit p €]0, 7| fixé, et (Tn)neN une suite de F(p). Pour n fixé, la fonction
y ~ d(zn, y) est continue, donc sur K compact elle est bornée et atteint ses
bornes : Jyn € K tel que d(zn,yn) = d(zn, K) < p puisque z» € F(p).
La suite (yn)necN admet une suite extraite (y¢(n))n eN qui converge vers
un y de K.

Ona d(y’ z(p('n)) < d(y» Yo(n) + d(y(p(n) ) ch(n))'

Comme d(Y,(n), Ty(n) S P < T et que d(Y, Yy (n) tend vers O,

3ng, ¥n 2 no, d(y, ytp(n)) + d(yzp(n)’ch(n)) <.

Donc pour n 2 ng, les Ty(n) sont dans Bg(y,r), avec y dans K, donc on
est dans un compact, et cette suite (:c(p(n) ) nSno admet a son tour une suite

extraite convergente, dans F'(p) qui est fermé, donc F'(p) est compact.
On a déja f injective car f(z) = f(y) implique
0=d(f(z), f(y)) 2 d(z,y) dou d(z,y) =Oetz =y.

On va exploiter la caractérisation des métriques compacts par l'existence
de suites extraites convergentes pour prouver que f conserve les dis-
tances. Soient a et b dans E, on considere les suites des an = f™(a) et

bn = f7(b), (f" = fofo...of,n fois).

La suite (an,bn)neN est une suite de E X E compact, donc elle admet une
suite extraite convergente (a, (), Bo(n) )neN-

Mais alors Ve > 0, 3ng, Vn 2= no, Ym 2 ng, d(ay(n): @p(m)) S € et
dby(n), bo(m)) < &

Sin < m, p(n) < p(m), (suite extraite), et comme

- f‘p(") ° ftp(m)—w(n)(a)’

Qp(n) = f¢( )(a) et Bp(m)

par application itérée de linégalité d(f(z), f(y)) = d(z,y), on a, pour
m>n:

2 d(ay(n), p(m) Z 4(a, Gp(m)—y(n))> et la méme inégalité avec les by.
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Supposons que d(a,b) < d(f(a), f(b)), on applique ce qui précede avec
¢ < Uf(a), f(b) — d(a,b)
2

, il existe ng, Vn = ng, Ym > ng, on ait

(@ (m)—p(n) Dp(m)—p(n)) S Aap(m)—p(n)> @)
+ d(a» b) + d(b9 bcp(m)—<p(n))
< 2¢ +d(a,b) < d(f(a), f(b))

vu le choix de . Or m > n = ¢(m) — p(n) 2 1 et alors par hypothese

(@ (m)—p(n)1 bp(m)—p(n))
= d(feM =M1 (f(a)), 22715 (b)))
2 d(f(a), f(b)).

On parvient donc 2 d(f(a), f(b)) < d(f(a), f(b)) ce qui est absurde. D'od
STty ot ome 2 S @ F(0)) < 7(6), J(2)) co qui est absurde. Do

Puis f est surjective, car si z € E, la suite des zn, = f"(z) admet
dans FE compact une suite extraite (z¢(n))n eN convergente en particulier

nllﬂloo d(Ty(nt1)s Tp(n)) = 0. Or, f étant une isométrie, on a :

d(%(n+1)» zw(n)) =d (f<P(n+1)(z)’ f<P(n) (m))
=d (f‘P(n"'l)—‘P('n) (z), x)

et cette distance tend vers 0. Comme @(n+1)—p(n) > 1, les fP(H1)(7) (z)

sont dans f(F) donc z € f(E). Mais f est une isométrie donc est continue,
f(F) image continue d’'un compact est un compact de E séparé donc cest
un fermé dou = € f(E), et ce Vz € FE : on a f(E) = E d’ou la surjectivité
de f.

On a rappelé, (exercice 6) que Papplication z ~+ d(z, A) est continue. A

fortiori, x ~» f(z) = d(z,A) — d(z, B) est continue de E dans R, et

Q = f7(] — o0,0]) ainsi que Q' = f71(]0,400[) sont deux ouverts

disjoints de E.

Siz € A,d(z,A) = 0 et d(z,B) > O sinon, d(z, B) = 0 entrainerait

Pexistence d’'une suite (yn)neN de B telle que liI_I'_'l d(z,yn) = 0 dou
n—-1+00

z € B mais alors AN B serait non vide. Donc, pour z dans A, f(z) < 0 =
z€Qdou AC Qetdeméme BC Q.

Soit une suite (€m)meN de réels décroissant strictement vers 0. Pour
m fixé, In(m) tel que Vn > n(m), d(am,amn) < €m. On choisit
<p§0; arbitrairement, puis on choisit ©(1) = 1 + sup (n(1),(0)), on a
¥(1) > ¢(0) et d(al,al,v,(l)) <e1.
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On suppose choisis ¢(2), ©(3), ..., p(m — 1), avec p(1) < ¢(2) < p(3) <
o <pm=-1)etVi€ {1,2,...,m -1}, d(e, a; ;) < &:-

Si on choisit p(m) 2 1+ sup (n(m), p(m — 1)), on aura bien

p(m) > p(m — 1) et d(am, am o(m)) < Em.

C’est donc récurrent et, pour tout m on a

d(, @ p(m)) S d(@,am) + em done mEI-If-loo A p(m) = O

Si f est non constante, il existe a et b dans R avec f(a) # f(b). Soit
e = d(f(a), f(b)) > 0. Il existe A > O tel que, si ] = ] li? f(t), on
— 100

ait V¢ > A, d(£(t),1) < § dou ¥t > A, V' > A, d(f (), f(t) < 2§.

Si T est une période de f, T > 0, les a+nT et les b+nT tendent vers +oo
si n tend vers +00, donc 3ng E Ntelquea +noT = Aetb+noT 2 A
d’ou :

2
d(f(a), £(8)) = d(f(a + noT), f(b+noT)) < 25 soite < 3
ce qui est absurde. Donc f est constante.

Comme A C 4, inf {d(z,y); (z,y) € Ax B} < inf {d(z,y); (z,y) € Ax
B( } (bm)-ne inférieure portant sur « des éléments en plus ») done d(A, B) <
d(A, B).

Or si (z,y) € A X B, il existe une suite (Zn)pen déléments de A qui
converge vers z. Pour tout n, d(A, B) < d(zn,y), la distance est continue
de E X E dans R donc a la limite on aura d(A,B) < d(z,y) et ce
pour tout (z,y) de A x B d'ou a fortiori d(A, B) < d(A, B) et légalité
d(A, B) = d(A, B). 1l en résulte que d(4, B) = d(4, B).

Si A et B sont compacts, A X B est compact de E X E, d est continue
sur A X B donc atteint sa borne inférieure : 3(a,b) € A x B tel que
d(A,B) = d(a,b). Si cette distance est nulle, a = b € AN B donc
d(A,B) =0et A et B compacts = AN B # J.

Soit A compact, B fermé avec d(A, B) = 0, il existe une suite (an,bn) de
A X B telle que nBToo d(an,brn) =0.

La suite (an)necN de A compact admet une suite extraite (a¢(n))n eN
qui converge vers a dans A; comme alors d(a, b‘p(n)) < d(a,ay,(n)) +
d(ay(n)s by(n)) on aura nlibllloo d(a,by(n)) = 0, donc a € B avec B fermé

dou a € AN B qui est non vide.

(Cette propriété d(A, B) atteinte avec A compact, B fermé, lorsqu’elle est
nulle est fausse si elle est différente de 0 comme le montre I'exercice 16).
Enfin A = {(z,y); (z,y) € R%, zy = 1} et B = R x {0} sont deux fermés
disjoints de R2, de distance nulle.

11 ne faut pas chercher A et B avec d(A, B) = 0 sinon la distance est
atteinte, (exercice n° 15).
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On se place dans F espace vectoriel de dimension infinie, (sinon comme avec
ap € Aetbg € B,d(A,B)=d (A, BN B¢(ao, d(ao, bo))) on remplacerait
B par un fermé borné, donc un compact.

Par exemple E = R[X], normé par

n
Zakxk|

k=0

=sup {lax|; 0 < k < n}.

Alors K = {0} est un compact, et F = {(1 + %H)X", n € N} est un
fermé de E. En effet, soit P adhérent & F et (P;);eN une suite de F' qui
converge vers P.

Soit & = % Jio tel que Vi 3> io, ||P; — P|| < %

Si n = d°P, pour tout k > m, le coefficient de X k dans P est nul, donc
celui de X* dans P;, pour i 2> ig, est inférieur & = en valeur absolue, or les
coefficients intervenant dans les P; sont tous de module supérieur a 1. Cest

donc que Vi = ip, P; € {(1+ - i 1)X"; r € n}. Cet ensemble étant fini,
et la suite (Pi)izio convergente vers P, elle devient stationnaire et P est
I'un de ces Pr, (r < n), donc P € F, dou F fermé.

Ona:

—— 1 ny.
d(K, F) = inf {d(0, (1 + ——)X"); n €N}
. 1
_1nf{1+ﬁ, nEN}—l

et cette borne n’est pas atteinte.






CHAPITRE 5

Construction de R

Le lecteur pressé, attitude si courante a notre époque, peut sauter
ce chapitre qui ne traite que de la construction de R & partir de Q, et
de la justification des propriétés fondamentales de R, certaines ayant été
utilisées dans les espaces compacts. Le corps R va apparaitre comme un
complété de Q mais Pétude des espaces métriques ayant été faite avec
des distances a valeurs dans R, il faut ici reprendre un certain nombre de
généralités et commencer par définir des distances non & valeurs dans R.

1. Groupes ordonnés

On a défini dans I’étude algébrique des structures, ce qu’est un groupe,
et ce qu’est une relation d’ordre. Sur le méme ensemble E on peut disposer
d’une structure de groupe et d’une structure d’ensemble ordonné, sans
rapport entre ces deux structures. Par contre on peut imposer 2 la relation
d’ordre d’étre compatible avec la loi de groupe.

DEFINITION 5.1. — On appelle groupe ordonné tout triplet (G, -, <) ou (G, -)
est un groupe, < une relation d’ordre sur G compatible avec la loi, c’est-a-
dire vérifiant :

Y(z,y,2) € G, z < y = (z2 < y2) et (2z < 2y).
5.2. 8i(G,-,<) est un groupe ordonné et si e est 'élément neutre, les
éléments r vérifiant z > e sont appelés positifs, ceux vérifiant z < e

sont appelés négatifs, la terminologie vient du cas du groupe additif Z,
d’élément neutre 0 pour I’addition.

THEOREME 5.3. — Soit (G, -, <) un groupe ordonné.
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Soit alors Gy ={z; c > e} et G- ={z; < e}. Ona:

DG =(Gy) L et Gy =(G-)7
2) G4 NG- = {e},

3) G4+ -Gy CGy,
Ya-beGreb-acGy.

1)Siz € G4, z > e on multiplie par z 1 inverse de z, la compatibilité
implique : z71z > z lesoite >z~ : 27! € G_ dou (G+)“1 c G-
et,siyc€ G_,onay<edoncy ly<y lesoiteg<y l:y"le Gy et
alors y = (¥ 1)~ € (G4+)~! d’ou Finclusion inverse G_ C (G4)7! et
Tégalité G— = (G4+)~ L.

2G4+ NG- ={e}carsiz € G NG_onaz >eetz < edon
T = e, par antisymétrie de la relation d’ordre.

3)G4+-Gy CGy:sia>eetb> eonapar compatibilité ba > b et
b > e d'ou ba > e par transitivité de la relation d’ordre.

4) Si ab € G4, on a ab > e, on multiplie 2 gauche par a~! d’ot
b > a~1, puis & droite par b~!, dou e > a"1b7! = (ba)'1 donc
(ba)™! € G_ et ba € (G-)"! = G* d’apres ().

Donc (ab € G+) = (ba € G4) et I'équivalence par symétrie des réles
joués. ]

REMARQUE 5.4. — L'ordre est total sur G si et seulement si G = G+ UG_,
car si Pordre est total, Vz € G, T est comparable a e donc on a soit x < e
etz € Gy;soitz < eetx € G—;etsiG =G UG-, soient (z,y) € G2,
zy~l € G =G4+UG_,parexemplezy™! € G, alorszy 1 > ez >y
en multipliant & droite par y; (toujours la compatibilité de I'ordre avec la
loi), donc x et y sont comparables.

THEOREME 5.5. — Soit un groupe (G, -) d’élément neutre e. Si on se donne
une partie G+ de G vérifiant :

)GN(G4) = {e},

2) G4+ -G+ CGy,

3)abe G+ & ba€Gy,
alors la relation (a < b) © (a™1b € G4) est une relation d’ordre sur G,
telle que (G, -, <) soit un groupe ordonné, G étant alors lensemble des
éléments positifs.

De plus Lordre est total si et seulement si G = G4+ U (G4+)™ L.

Les éléments négatifs sont alors ceux de (G4+)~! = G_.
On définit donc a < b par a"lbe Gy.
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Cette relation est réflexive : Va € G,a"la = e € G4, (c¢f. 1)) donc
a < a; elle est antisymétrique : sia < bet b < a cest que

albeGretbla=(a"10)" € G4 doncatbe (Gy) 7t

dot a™1b € G4 N (G4)~ ! = {e} donc a~1b = e soit a = b; transitive :
sia<betb<conaalbe G+ et b~lc € GT, donc d’apres le 2),
(a=b)(b~1c) € G, soit a~lc € G4 dot a < c; on a une relation
d’ordre.

Si de plus G = G4+ U (G+)~ ~1.¥(a,b) € G2 on a soit a~1b € G4
et alors a < b, soit a~1b € (G4)~ ! or a=1b = (b~1a)~!, dans ce cas
(b— a) € G4, donc b < a : Yordre est total puisque a et b quelconques
sont comparables

L'ordre est compatzble avec la loi de groupe : s1 a < b, cestquea~lbe
G4 done, Vz € G, (a"tb)zz™! € Gy, or (a~ b)a:a: -2 (a™tbz)z 7L,
ce produit étant dans G4, par le 3) on a : ™1 (a"lbz) € G4 soit
(az)~1(bx) € G4, dou ax < bz; par ailleurs on a : za < zb car ceci
équivaut a (za)"lzb € G, soit encore 3 : a~L(z " z)b =a"1b € G4 ce
qui est vrai.

11 est alors évident que

(z positif) & (e < z) & (e lz =z € G4). ]

REMARQUE 5.6. — Si le groupe (G, o) est commutatif, la condition 3 est
automatiquement vérifiée.

THEOREME 5.7. — Le groupe (Z,+, >) est un groupe totalement ordonné.

Rappelons qu’au chapitre 4 d’algébre (voir 4.35), on a étendu l'ordre
total sur N en une relation d’ordre total sur Z de la maniére suivante :
apres construction du symétrisé Z de N pour +, soit z = (a, b) un relatif
quelconque (classe d’équivalence du couple (a, b) d’entiers pour la relation
(a,b)R(d’,b') & a+ b =b+a), aet b étant comparables dans N, on a
soita > b,etalors IceNaveca=b+c

dot a+0=b+c< (a,b)R(c,0)

& z = (c,0) identifié a c;
soit a<b, doncdceNavecb=a+c
d'out a+c=b+0< (a,b)R(0,¢)

o z=(0,¢c) = —

Mais alors dans (Z,+) d’élément neutre 0 pour l'addition on a une
partie identifiée 4 N, notée par abus N, telle que
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NN (-N) = {0};
2) N + N C N; et, comme I’addition est commutative, on a
z+2eNs2Z+2zeN
Le théorgme 5.5 s’applique et nous dit que I'ordre sur Z obtenu par
< b & b—a € N est une relation d’ordre compatible avec 'addition. De
plus cet ordre est total car on a rappelé que Z =N U (—N). ]

2. Corps ordonnés, valeur absolue

DEFINITION 5.8. — On appelle anneau ordonné tout quadruplet (A, +,-,
S) tel que (A,+, -) soit un anneau, < une relation d'ordre sur A telle
que (A, +, <) soit un groupe ordonné et qu’en plus la relation d’ordre soit
computible avec la multiplication par les éléments positifs.

THEOREME 5.9. — L'anneau (Z,+, -, <) est un anneau ordonné.

Car (Z,+,<) est un groupe ordonné, puis si on a £ < y c'est-a-dire
y— z positif, V2> O0ona (y — z)z = z(y — z) > 0, (les elements positifs
sont ceux de N, stable par produit, (voir 4.41),

donc yz—zz20 et 2y—2x20
& Yz = Tz et 2Y 2 2%

il y a bien comptabilité pour la multiplication par les éléments posi-
tifs. |

Propriétés des anneaux ordonnés. Soit Ay = {z; ¢ € A,z > 0}, (éléments
positifs), et A— = {z;z € A, z < 0}. Si A est un anneau ordonne, ona:

5.10. Y(z,y) € A%, Vz € Ay, (z <y) = (zz < yz et 2z < 2y).

5.11. SiVordre est total sur A, A = AL UA_, les éléments de A — {0}
sont dits strictement positifs, et de signe +, ceux de A — {0} sont
strictement négatifs, de signe — et on a

5.12. la regle des signes :
si T et y sont de méme signe, Ty est positif
si T et y sont de signe contraire, Ty est négatif.
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Siz >0ety > 0onazy > Oy soit zy > 0, (compatibilité par
multiplication par des éléments posmfs) donc zy pos1t1f

Siz <0ety <0, comme A_ = —(A), (notation additive dans le
théoréme 5.3), on a —z > 0 et —y > 0 done (—z)(—y) > 0.

Or (—=z)(—y) + (=2)(¥) = (=z)(—y + ), (distributivité)
= (-z)(0) =0
et zy+(—z)(y) = (z+ (-z))y =0y =0

donc en fait (—z)(—y) = Ty = opposé de (—z)(y) dotricizy > 0:ona
bien zy positif.
Enfin,siz >0ety <0,onaz >0et—y>0donc (z)(—y) >0
Mais z(—y) + (zy) = 0, donc z(—y) est —(zy) et d’apres 1) de 5.3,
comme z(—y) > 0 c’est que zy < 0 : zy est négatif. [ ]

THEOREME 5.13. — Un anneau unitaire, totalement ordonné est de carac-
téristique nulle, si l'anneau est non nul.

D’abord, vu la régle des signes, dans un anneau ordonné les carrés
sont positifs. On suppose I'anneau unitaire. Si 1 est élément neutre du
produit, on a 12 = 1 donc 1 > 0, mais 1 # 0, (anneau non nul) donc 1 > 0
en fait.

Mais alors, par récurrence, Vn € N* on a n -1 > 0 (car cest vrai
sin=1,etsip-1>0commel >0, onaurap-1+12 0+ 1, soit
(p+1)-121>0.

Comme il n’existe pas d’entier non nul n vérifiant n- 1 = 0 on a bien
un anneau de caractéristique nulle, (Théoréme 5.32). |

DEFINITION 5.14. — On appelle corps ordonné tout corps, C, qui, en tant
qu’anneau, est un anneau ordonné.

THEOREME 5.15. — Si un corps K est totalement ordonne, pour tout élément
z non nul, = et ™1 sont de méme signe.

On peut déja remarquer que, dans un corps le produit de deux
éléments non nuls étant non nul, la régle des signes devient :

5.16. si z et y sont de méme signe, Ty est de signe +
si ¢ et y sont de signes contraires, Ty est de signe —,
car zy > 0 et zy # 0 donne zy > 0, soit de signe +.
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Soit donc = # 0, si « et ™1 étaient de signes contraires on aurait
1=zz ! de signe — or c’est un carré donc il est positif, non nul, donc
zz~! de signe + dot z et ™! de méme signe. n

De ce fait la régle des signes s’étend aux quotients.

THEOREME 5.17. — Le corps Q des rationnels est un corps totalement
ordonné par Vordre suivant : si q est représenté par le couple (a,b) € ZxZ*,
ondiraque g€ Qy & ab2 0.

Rappelons (voir 5.34) que le corps des fractions de Z s’obtient en consi-
dérant sur Z x Z* I'équivalence R définie par (a,b)R(a’,t') < ab' = d'b.
Donc, pour tout représentant (a,b) ou (a’,b’) d’un rationnel q on a soit
a=ad =0, (si g =0), soit, lorsque ¢ # 0, a et b ainsi que a’ et b’
simultanément de méme signes ou de signes opposés car si a et b de
méme signe par exemple +, 'égalité ab’ = a/b implique, si b’ de signe —,
que ab’ est de signe —, donc a’b aussi, donc a’ de signe — et on traiterait
de la méme facon les autres cas.

On a donc, pour (a,b) et (a’,b’) représentants de g, ab et a’d’ simul-
tanément dans Z ou dans Z_.

On peut légitimement poser :

g€ Q+ < qg= classede (a,b) avec ab>0
et
gEQ_ < g= classede (a,b) avec ab<0.

1) On a Q4 N —(Q+) = {0}. Notons (a,d) la classe de (a,b). Soit
7€ Q+N—(Q4).

Alors 3¢’ € Q4 tel que ¢ = —¢';si ¢ = (a',¥), —¢ = (—a’,V’) mais
d€Qr=>db >0et—q¢ €Qt = —a't/ >0doud?t €Z2.:nZ_ = {0}
puisque Z est un anneau ordonné.

Or b’ # 0, donc a’ =0 donc ¢ = q=0.

2) Q4 + (Q4) C Qy : soient g = (a,b) et ¢’ = (a’, V') deux éléments
de Q4. On sait que ¢ + ¢ = (ab/ +ba’,b¥). On a (ab/ + ba')bb' =
(ab)(¥)? + (b?)(aV).

Orab € Z4,a't € Z4,(q et ¢ dans Q). les carrés b2 et b2 sont
positifs et Z est un anneau ordonné : on a (ab' + ba')bd’ > 0 dou
g+ ¢ € Q4. Comme + est commutative, le groupe (Q,+) est déja un
groupe ordonné pour lordre : (¢ < ¢') © (¢ — q¢ € Q4), d’apres le
théoréme 5.5.

Cet ordre est compatible pour la multiplication par des rationnels
positifs : car si q1 = (a1,b1) et g2 = (a2, b2) sontdans Q4 onaaiby € Z
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et agby € Z4. Or q1g2 est en particulier la classe de (ajag, b1bs). Mais
(a1a2)(b1b2) = (a1b1) (agbe) est dans Z, (Z est anneau ordonné) donc
q192 € Q.

Conséquence :sig< q etqd’ €Qronaqg —geQretg’ € Qs

donc (¢ — q)d" € Qy soit ¢'q" —q¢" € Q4

soit ¢'q" < qq”. [ ]

Et les réels dans tout cela? Et la topologie dans tout cela? Nous y arrivons
en introduisant la valeur absolue.

DEFINITION 5.18. — On appelle valeur absolue sur un corps K totalement
ordonné Uapplication notée = ~ |z| de K dans K définie par |z| = x st
€K et|r|=—zsize K_.

5.19. Propriétés de cette valeur absolue : On a :

DVz e K,|z| >20et|z|=02=0;

2)V(z,y) € K2, |zy| = |z| - |y|;

3) Y(z,y) € K2, ||z - |y|| < |z +y| < || + |yl.

Tiens, tiens... jai déja vu cela quelque part.

1) Comme, Vz € K, |z| € K4 = {y € K,y > 0} on a bien |z| > 0. Si
z=0,comme 0 € Ky, [0| =0, et si || = 0, c’est que = ou —z est nul,
mais —0 = 0 donc dans les deux cas z = 0.

2) Il y a trois cas de figure & examiner suivant que z et y sont :

a) tous deux dans K, alors zy € K et (2) & zy = zy vrai;

b) tous deux dans K_, donc |z| = —z, |y| = —y, on a vu qu’alors
zy € K4, (regle des signes) donc |zy| = zy, et il faut justifier égalité
zy = (—z)(—y) : on Ia vu dans la justification de 5.12;

¢) 'un, z, dans K, autre dans K_, alors zy € K_ et il faut justifier
que —(zy) = z(—y) soit z(—y) + zy = O0or cest z(—y+y) =20 =0
vrai.

3) Justifions d’abord |z + y| < |z| + |y| 12 encore avec trois cas :

a)si z et y dans K4, £ + y aussi, on a |z + y| = = + y et l'inégalité
sécrit z +y < T+ y : vrai;

b)zetydans K_,2 < 0,doncz+y < 0+yory<O0doncz+y<0:
I'inégalité s’écrit —(z + y) < —z + (—y), vérifiée car en fait il y a égalité,
—(z+y) =—z+ (—y) = opposé de (z + y);

¢) ¢ dans K, y dans K_, on peut alors avoir x + y € K ounon :

si +y € K4, il faut justifier que z + y < = — y soit, en ajoutant —z
puis y, aux deux membres, que 2 -y < 0 : vrai car y € K_, qui est stable
par addition;
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siz+y € K_, on doit prouver que — — y <  — ¥, soit en ajoutant
T et y aux deux membres, que 0 < 2 - z, ce qui est vrai.

On a donc linégalité triangulaire, de laquelle on va déduire I'inégalité
llz| = lyl| € |z + y| en remarquant d’abord que Vy € K, comme —y =
(-1)(y) et que |~1| =1lona|-y| = |-1lly| = |y, puis z = z+y+(-y)
donne [z| < |z +y|+| -yl soit |z| < |z +y| + |y| dou [z - [y| < |z +yl,
(on ajoute —|y|, élément de K, la relation d’ordre étant compatible avec
la loi +).

Mais de méme on aurait |y| — |z| < |z + y|, (ne faisons pas de jaloux :
z et y ont le méme role).

Comme en fait, ||z| — |y|| est soit |z| — |y| soit son opposé c’est-a-dire
|y| — |z| et que ces deux éléments de K sont inférieurs a |z + y|, on a bien
llz| = lyll < |z +yl-

On peut alors, sur un corps K totalement ordonné, introduire une
distance et définir une topologie. On a

DEFINITION 5.20. — Soit K un corps totalement ordonné. On appelle
distance d sur K, Uapplication d : K x K — K définie par :

V(:l:, y) € K21d(zs y) = |$ - yl

5.21. On appelle encore corps valué le corps K totalement ordonné muni
de sa valeur absolue.

5.22. 1l est bien clair que les propriétés des distances a valeurs dans R
sont vérifiées car

1) V(z,y) € K2, d(z,y) 2 0etd(z,y) =0z =1,
2) ¥(z,y) € K?, d(z,y) = d(y, z),
3)V(z,y,2) € K2, d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),

avec des inégalités écrites dans K.
Le 1) est évident. Le 2) vient de :

dy,z) = ly — z| = |[(-1)(z —y)| = | — ||z — y|. Comme -1 € K_
ona|—1 = —(-1) = 1, dou d(z,y) = d(y,z). Quand au 3), on a
dz,z)=lz-zl=lz-y+@y-2)|<|lz—yl+ly—2l

On pourra donc définir des boules ouvertes, (fermées), par

5.23. By(a,r) = {z; z € K, d(a,z) < r}, ceci pour r € Ky d’ou
I'introduction d’une topologie, celle d’espace métrique, la seule différence
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étant que les rayons des boules sont les éléments positifs de K, donc ceux
de K. +-

Il est clair que tous les raisonnements du chapitre IV, (espaces
métriques), ne faisant pas intervenir la structure compléte de R s’appliquentf
a condition de régler la question d’ordre « métaphysique » suivante :

5.24. peut-on couper les € > 0 en deux ou trois..., lorsque ces € sont dans
K ™. Ne croyez pas que je coupe les cheveux en quatre. C’est le fondement
des raisonnements topologiques métriques : s’amuser a couper les € en
morceaux que l'on rajoute.

La réponse est oui (ouf) car si K est corps totalement ordonné il est de
caractéristique nulle, (Théoréme 5.13), doncsie € K4,sin € N*,n-1

1
admet un inverse, noté —, dans K et comme on a vu que n > 0, son
n

1 €

inverse est de méme signe, d’oil — - € = — est encore dans K : les ¢,
n n

comme les tartes, se coupent en morceaux.

5.25. On définit donc une topologie sur K, associée a cette distance. Cette
topologie est séparée. Une suite (up)nen d’éléments de K converge vers
l € K si et seulement si, Ve € K, (ou encore Ve > 0, ¢ € K), 3no,
Vn = ng, d(l,un) < €; la topologie étant séparée, en cas de convergence
cette limite est unique.

Nous allons maintenant aborder le probléeme de la construction de R
a partir de Q, en introduisant bien sir les suites de Cauchy.

3. Complété d’un corps valué archimédien

DEFINITION 5.26. — Soit un corps valué K. Une suite (un)neN de K est
dite de Cauchy si et seulement si elle vérifie la condition :

Ve > 0, (E € K)’ Ino, VP = ng, Vg 2 ng, d(up,uq) e

Comme a la remarque 4.84, on vérifie qu'une suite de K convergente
dans K est de Cauchy, mais la réciproque est fausse.

Prenons par exemple dans Q la suite u = (up)neN définie par ug =0

1
etVn2lLu,=14+—-+...+ —.
1! n!
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Cette suite est de Cauchy car si p > ¢

0 _ 1
<'U,p—’U,q—(qT1)'++E
1 1 1
< 1+ o+ ,
\(q+1)!< (¢+2) (Q+2)(¢1+3)-~-P)
1 1
oron a

(g+2)(g+3)...(p) s (q+2)p—a-T’

puis S=1+L+—1—+...+;
g+2  (¢+2)° (g+2)p-at
-
(g+2)p77 1
= T <g+D
Cg+2 q+2
donc on a 0 < wp — (qi 0l Z::__? le majorant tend vers 0

(dans Q) si ¢ tend vers +oo, (justification laissée au lecteur), donc
Ve € Q%, 3ng, Vg > no, Vp = g, d(up,uq) = |up —ug| < €:1a
suite des (un)neN est de Cauchy dans Q.

1
Il en est de méme de la suite des V, = un, + B (vérification

immédiate). De plus la suite (up)nen est strictement crmssante celle
des (Vn)nen strictement décroissante, pour n > 2, car

2 1 2-n-1 1-n
-V, =—= in22.
Ll e R Rl oy Rl o T A
. . 1 .
Sil = lim wu, existe dans Q, comme — — 0, la suite des Vp,
n—+00 n!

convergerait aussi dans Q vers [ et on aurait, Vn 2> 2, un <l <V, vu
les monotonies strictes des deux suites.

Mais si [ admet P pour représentant irréductible, avec ¢ > 0, on a

> 2,(sinon ¢ = 1 = | € Z, si la suite converge elle devient constante
or elle est strictement croissante). On a donc

Uq<l<Vq
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soit

1 1 p 1 1 1
142+ 4= <Z<14+Z4.. 4=+ =.
2 q' q 2 q'  q

On multiplie par g! > 0, le corps étant ordonné, il vient en posant

a = qlug, entier : @ < p(¢ — 1)! < a + 1, absurde car il n’y a pas d’entier
(ici p(g — 1)!) entre 2 entiers consécutifs, (voir Algebre 3.33). ]

DEFINITION 5.27. — Un corps valué K est dit complet, si toute suite de
Cauchy de K converge dans K.

On vient de voir que Q n’est pas complet, et c’est en complétant Q que
Pon va obtenir R. Pour cela on utilisera une propriété de Q, celle d’étre
archimédien.

DEFINITION 5.28. — Un groupe totalement ordonné est archimédien si
Vz >0, Vy 2 0, il existe n € N tel que nx > y.

THEOREME 5.29. — Le groupe additif (Q, +) est archimédien.

Soient z > 0 et y > 0 dans Q, on peut les écrire sous forme z = p et

T . A < :
Yy = —, en «réduisant » au méme dénominateur, avec ¢ > 0. On a donc p

et r dans Z, avec p > 0 et r > 0. Si on justifie 'existence d’un entier n tel
que np 2 r, cest-a-dire le fait que le groupe additif Z est archimédien, en
r

multipliant par E, avec a > 0, comme ¢, on aura bien n - g > -
Or le fait que (Z, +) soit archimédien est évident.

En effet, soit p >0er > 0.On ap > 1, car il n’y a pas d’entier entre
0 et 1, (voir Algébre 3.33); 7 étant > Oonarp > r-1 = r. Donc on a bien
des entiers n tels que np > 7.

THEOREME 5.30. Soit K un corps valué archimédien. Il existe un corps
K valué, complet pour la distance associée et tel qu’il existe une injection
i : K — K vérifiant :

vz € K, |i(z)| = i(|z]),

2) m =K , adhérence prise pour la distance associée sur K asa
valeur absolue.
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Donc K est un complété de K, au sens de la définition 4.110. I1 convient

de remarquer que l'on note | | les deux valeurs absolues, sur K et sur K.
On notera de méme d les deux distances associées.

Une bonne partie du travail a été faite au chapitre 4, § 7, auquel on
se référera.

On considére C = { suites de Cauchy de K}. Si = et y sont deux
éléments de C, de termes généraux I, et yp, on définit la relation R sur
C par (zRy) & ( lir_ir_l d(zn,yn) =0).

n—-+00

11 est facile de vérifier que R est une équivalence, (voir 4.112).
Soit K Yensemble quotient C/R. On va procéder par étapes.

5.31. Premiére étape. On peut munir K d’une structure de groupe.

Soient X’ et ) deux éléments de K, de représentants £ = (Zp)neN et
Yy = (Yn)nen. La suite z = (zp)neN avec zp = T + yYn est de Cauchy,
car Ve > 0, ¢ € K, 3ng, Vp > ng, Vg > ng, d(zp,zq) < €/2 et
d(yp,yq) < €/2 car on a deux suites de Cauchy, et on coupe € en deux,
(voir la remarque 5.24, pas si inutile que cela), done, Vp > ng, Vg = ng,
ona:

d((zp +yp), (Tq+¥g))
= |$p +Yp— (mq +yq)| < |$p ‘xq| + |yp —yql <e.

De plus, grace a I'inégalité triangulaire, si z’ et 7/ sont d’autres suites
de Cauchy représentant X et ) respectivement, les suites z+y et ' + 3/
sont équivalentes car

d ((Zn + yn), (Tn+un))
= |Zn + Yn — (T + ¥n)| < |2n — Zp| + |yn — 3]

majorant qui tend vers 0.

Mais alors £ + y et ' + ' ayant méme classe d’équivalence dans
C/R,sionpose ¥+ =classede (z +y)siz € X et y € ), cette
définition a un sens et il est facile de vérifier que (K, +) est un groupe
additif, I'élément nul étant O = classe de la suite nulle de terme général
an =0,(0 € K), Yopposé de X classe de z étant la classe de la suite —z
des —zp, i T = (Tn)neN- ||
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5.32. Deuxiéme étape. On peut munir également K d’une structure de
corps.

Ici c’est un peu plus délicat. Aussi divisons la difficulté.

LEMME 5.33. — Une suite de Cauchy £ = (Zn)neN de K est bornée.
Soit € € K%, 3ng € N, Vp > ng, Vg > no, |zp — 24| < €.
En particulier, Vp > ng, |Zp| < |Tp — Zng| + |Tnol < €+ |Znol-

Comme K est totalement ordonné, a = max {|zo|, |Z1l,...,|Zne—1],
€+ |Zpy|} existe dans K, (cC’est I'un de ces éléments) et on a bien Vn € N,
|zn| < a. ]

LEMME 5.34. — Si £ = (ZTn)neN e ¥ = (Yn)neN sont deux suites de
Cauchy de K, la suite, produit terme a terme, z, des zn, = TnYn est de
Cauchy. On note Ty cette suite.

Ces deux suites étant de Cauchy sont bornées donc en fait il existe
a € K}, (oua > 0dans K) tel que, Vn €N, |z5| < a et |ys| < a.

On a par ailleurs, |Tpyp — Tqyq| = |Tp(Yp — ¥q) + yq(zp — 24)|, dot

|Zpyp — Tq¥q| < |p|lyp — Yql + lyqllzp — Z4l

<
<a (|yp — Ygl| + |zp — ‘L'QD

-1
. _ € €a
Mais alors, Ve > 0, comme a~! > 0, — = 3 > 0, donc, en

a
traduisant le caractére de Cauchy des 2 suites z et y, on a :

6 ~
Jng, Vp > no, Vg = no, |yp — yg| < %a et |z, — 24| < €/2a dou
|TpYp — Tqyq| < € : la suite des (TnyYn)nen est de Cauchy dans K. W

LEMME 5.35. — Si 2Rz’ et yRy' on a (zy)R(z'y'). Autrement dit le
produit des suites de Cauchy est compatible avec ’équivalence.

Ce qui permettra la définition d’un produit sur ’ensemble quotient K.

. ry s ol =
Ona nlll}-loo |$n ‘T'n,l - nllg-loo |yn yn' 0.
! ! / / /
or, |1L'nyn - xnynl = I(xn - zn)yn + z'n(:'!n - yn)l

< lynl l2n — 20| + |27.| [Yn — Ynl,

avec les suites des :1;;, et yn, bornés, (lemme 5.33).



148  Topologie, Analyse réelle

Il existe donc a € K+ tel que, Vn € N, |z/,| < a et |yn| < a. Soit alors

1
e>0,— ' 5a € K donc — 2a € K%, si on traduit les limites nulles, il vient :

3ng, Vn = ng, |Tn—2h| < % et |yn—vh| < 2_a d’ou, a e > 0, on a associé
ng, tel que Vn > ng, |Tnyn — Zhyh| < e:ona lil_}_l A(ZTnYn, Thys) =0
n—-+00

d’ou I'équivalence des suites de Cauchy zy et z'y/’. |

5.36. On peut donc, sur 'ensemble quotient K définir un produit par :
XY = la classe d’équivalence de la suite de Cauchy xy des xTpyn si
z = (Tn)neN € X et Yy = (Yn)neN € .

Cette définition a un sens vu le Lemme 5.35, (indépendance par
rapport aux représentants choisis), et on vérifie facilement que (K, +,-)
est un anneau commutatif unitaire, ’'élément unité étant 1 classe de la
suite constante égale & 1. Pour achever la deuxiéme étape, il nous faut
obtenir la structure de corps et pour cela définir I'inverse d’un élément
X # O dans K.

LEMME 5.37. — Soit £ = (Zp)neN une suite de Cauchy de K qui ne
converge pas vers 0. Alors 3a > 0, (a € K) et In; € N tel que

soit, Vn 2 ny,xTn = @,

soit, V/n 2 n1,Tn < —Qu

Comme z ne converge pas vers 0, il existe a > 0, (a € K), tel que
Vng € N, 3n 2 ng, d(zn,0) = |zn| = a. On peut couper a en deux,
(5.24).

a

Soit a = 5 a cet a > 0, comme la suite est de Cauchy, on associe ng
tel que Vp > ng, Vg > ng, d(zp,zq) < .

A ng on associe n1 > ng tel que |Zn, | = a. Mais alors Yn > ny, on a

|Zn, | = |Zn| € ||Zn,| = |Zn]] < |Zn, — Tnl, (voir en 5.19 ces propriétés de
I'inégalité triangulaire).

Or n et ny sont > ng,donc |Zn, — 2| < @,
d'ott |Zn, | — |Zn| < @, soit |zn,| — @ < |zn/,
avec |Zn, | 2 20, (@ =20), il reste |zn| > a, Vn > ny.

Mais alors Vn > ny, Vn/ > n, z, et z,,/ sont de méme signe, car si
on avait £, > 0 et 25, < 0 par exemple, alors

Zp, — T,y serait égal & |Tp| + |z,/| donc serait > 2a
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alors que, n et n’ étant supérieur a ng, on a |Tp — T, | = d(Zn, Tp) < .
Finalement, on a bien o > 0 et n; tel que
soit, Vn > nj, x, 2, silesx, sont tous positifs),
soit, Vn 2 nj1, zp < —a, siles z, sont tous négatifs).

LEMME 5.38. — Si £ = (Zn)nenN est une suite de Cauchy qui ne converge
pas vers 0, (dans K), la suite des = définie pour n assez grand est de

n
Cauchy, on la note £~1, cest la suite inverse de z.

D’apres le lemme 5.37. 3o > 0, Iny, Vn = ni, z, 2 aouz, < —a,

donc z, # 0. On peut considérer l'inverse z,, 1= —, pour n 2> ni, et
Tn

poser T, - par excemple si n < nj.

1 1 Tg—T Tp—T

AIOI‘S,VPZWI, VQ>n1,d(_,_>= 1 £l < IP 2q|

Tp :cq TpTq a

puisque |Tp| > a et |24 > a donnent t > —
|$p| |wq|

Soit donc € > 0, In- € N auquel on impose d’etre supérieur a ni,
tel que Vp > no, Vq > ng, |Tp — z¢| < a®e, (on traduit (Tn)nen de

1 1
Cauchy avec a?¢), donc Vp > ng, Yq > ng, d (z_’ —) < € : la suite

p Tq

1
des (—) est de Cauchy.
Tn/ neN

LEMME 5.39. — Si = et y sont équivalents et si l'une ne tend pas vers
0, alors 'autre ne tend pas vers 0, et les suites inverses z ™' et y~! sont
équivalentes.

D’abord si Ry, on a hm d(zn,yn) = 0, donc si (Tn)nen ne

converge pas vers 0, la smte y non plus ne converge pas vers (. Puis,
avec n et a tels que Vn > ny, |zn| 2> aet lyn| 2 @ > 0, on aura :

1 1 -z -z
—_— - Yn < [vn 5 nl : majorant qui converge vers 0,
Tn Yn TnYn «
comme on Fa vu dans le lemme 5.38, dot z71Ry~!
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5.40. Conséquence. Soit une classe d’équivalence X’ de K , non nulle.

Si z = (zp)neN € X, la suite £ ne converge pas vers 0, sinon elle
serait équivalente 4 la suite constante, nulle, qui définit 'élément nul de
K.

Si on note X~1 = la classe d’équivalence de la suite inverse z~!
définie au lemme 5.38 cette définition a un sens, (lemme 5.39), et il est
facile de voirque X X~ 1 =Xx"1x =1 puisque, X X! est la classe de
la suite de terme général z,, - = 1, pour n assez grand.

n
1l est immédiat de vérifier que K est donc un corps commutatif. ]
On avance! Nous voici a la

5.41. Troisiéeme étape. On peut munir K d’une structure de corps totale-
ment ordonné.

On va définir (voir théoréme 5.5) une partie K+ de K telle que l'on
ait : Ky N(—Ky) = {0}, Ky + K, Cc Ky : 1e groupe commutatif
(K, +) sera totalement ordonné car on aura en outre K = K +U(- -KJ).
Comme le produit de deux éléments de K + sera encore dans K +, Pordre

sera compatible avec le produit par les éléments positifs : on aura un corps
totalement ordonné, (voir définitions 5.14 et 5.8).

Soit alors X # O dans K , sl T représente X, on vient de voir en 5.40
que la suite z, de Cauchy, ne converge pas vers 0, donc, (lemme 5.37),
Ja >0, a € K, et In; €N, tels que :

soit Vn > ni, z, = a, (premier cas),

soit Vn = ni, Tn < —a, (deuxiéme cas).

Si ' € X, comme lim d(zn,z)) = 0, en traduisant cela avec

n—-+00

a

€= 2 (qui existe dans K ), 3ng, (auquel on impose d’étre > nj) tel que
o o

Vn > ng, d(zn,zh) < 3 soit encore, Vn > no, -3 <zpn—1z, < 5

Mais alors dans le premier cas,

o o
Vn}nzonazgzxn—gza_§>o,

o a o
(et dans le deuxiéme, Vn > ng on a z}, < Tn, + 3 <—-a+ 7= —5).

5.42. Conséquence : si X # O, pour tout représentant = de X on a
soit les x,, deviennent supérieurs a un 3 > 0 a partir d’un certain rang,
dans ce cas on dira que X est strictement positif;
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soit les x, deviennent inférieurs a un 8 < 0 & partir d’un certain rang,
et dans ce cas on dira que X est strictement négatif.

Si on note K = {0} U{X, X strictement positif }
et K_ = {O} U{X, X strictement négatif}

on vient de voir que K = Ky U K_.

Ona K_ = —K+ Procédons par double inclusion. Soit —X avec
X e K+ Si X =0,—X = O est dans K_. Si X est non nul, avec =
qui représente X on sait que les z,, deviennent supérieurs 4 un 3 > 0,
mais alors les —z,, deviennent ipférieurs a :,B < g, dans K, et comme
—z représente —X ona —X € K_.Ona—-K; C K_. On justifierait de
méme Vinclusion K_ C K +.

Ona KyN(—K,) = {O} carsi X classe de z est dans Iintersection,
avec X # O, alors les =5, deviennent tous strictement positifs et négatifs
pour n assez grand : cest absurde. Comme O € K N (—K4), on a bien
KN (-K4) ={0}.

On a K+ + K+ C K+ car si X et ) sont dans K+, si 'un des deux
estnul, ¥ + Vestégala X ou),donc X +)Y € K+, et si X et ) sont
strictement positifs tous les deux, si = et y représentent ces classes, les
Ty, et les yy, devenant tous > a > 0, et = 3 > 0, pour n assez grand, on
aura dans K corps ordonné, , + yn = o+ 3 > 0, et Tryn = af > 0,
pour n assez grand, dou X + Y > O, et XY > O aussi.

Comme X - O = O, on a en méme temps justifié la compatibilité de

Pordre sur K avec le produit par les éléments positif de K donc K est

un corps totalement ordonné, donc muni d’une valeur absolue, (définition
5.18).

5.43. Quatriéeme étape. Il existe une injection i : K +— K tellg que
Vu € K, |(i(u)| = i(|u]), et que pour la topologie métrique sur K, on
ait i(K') partout dense dans K.

Soit u € K, on notera ﬂla suite de Cauchy de terme constant u, = u,
et i(u) la classe de 7 dans K.
Cette application ¢ est injective car si i(u) = i(v), avec U et T suites
équivalentes, on a lim d(up,vn) = 0, or up, = u,vp, = v, Cest que
n—-+00
d(u,v) = 0 donc u = v dans K métrique.

On a alors |i(u)| = i(u) si cet élément est positif dans K, Cest-a-dire,
soit si i(u) = O, mais alors u = constant tend vers 0 : u = 0, soit si



152  Topologie, Analyse réelle”

i(u) > O :la suite constante T a son terme général qui devient > 0 : dans
les 2 cas u > 0 dans K donc |u| = u et alors i(u) = i(|u]) : on a bien
|i(u)| = i(Jul) dans ce cas.

Puis, si |i(u)| = —i(u), c’est que i(u) € K_, donc que i(u) = O mais
alors u = 0; ou que U est une suite constante & termes devenant < 0,
donc u < 0 dans K. -

Dans ces 2 cas 4 < 0 dans K, donc |u| = —u et i(|u]) = i(—u) =
—i(u), (vérification facile) : on a donc |i(u)| = i(|u|) pour tout u de K.

Soit alors X € K représentée par la suite de Cauchy z = (Zn)nenN on
a nl{gloo d(i(zn), X) = 0.
Cette densité de i(K) dans K s'exprimant a Paide de la distance d sur

K, il faut commencer par évaluer celle-ci.

LEMME 5.44. — Soit X un élément de K représenté par la suite de Cauchy
Z = (Zn)nen. Alors la suite notée |z| des |xr| est de Cauchy et représente

Soit d’abord X = O, classe de la suite identiquement nulle, si
z = (Zp)nen représente aussi O on a lil_}_l d(zn,0) = 0, avec
n—-+0oo

d(zp,0) = |zn| = d(|zn|,0) donc la suite des |z,| converge aussi vers
0 : elle est de Cauchy et représente O = |O).

Puis, si X > 0, cest qu’il existe a > 0 dans K et n; tel que
Yn 2 ny, Tn = @, donc |zp| = z, pour n = ni : il est alors évident
que la suite des |z | est de Cauchy et qu’elle représente X classe de z,
puisque Vn > n1, d(zn, |zn|) = 0.

Comme X = |X| dans ce cas, (définition de la valeur absolue dans K
totalement ordonné) on a bien |X| représenté par |z|.

Le cas X < 0 se traiterait de méme cas alors |X| = —X est
représentée par la suite —z des —zp, or il existe a > 0 et n; tel que
VYn 2 ni, Tn € —a dou |zn| = —zp, (dans K puisque ces éléments sont
négatifs) donc la suite des |z, | représente bien encore |X|.

LEMME 5.45. — Soient X et ) deux éléments de K représentés par les suites
de Cauchy = (Zn)nen et Y = (Yn)nens la distance d(X, ) est Uélément
de K représenté par la classe de la suite de Cauchy des |Tpn — yn|.

En effet par définition, d(X,)) = |X — V|. Or la structure additive
de K est telle que la suite des z, — yn représente X — J/, (5.31), donc
(lemme 5.44), celle des |z, — yn| représente bien d(X,}). [ |
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LEMME 5.46. — Si X € K est représenté par la suite £ = (Zp)neN on a
liI_I|(_1 d(i(zp), X) = O, (limite dans K).
n—-+00

Soit € € IA("_*,‘_, (c’est-a-dire ¢ > O dans IZ'), ¢ étant la classe dans K
d’une suite de terme général £, dans K. On sait qu'il existe a > 0 et
n1 € N, (a > 0 dans K) tel que, Vn > ny, €, >aa. Pour cet a > 0 dans
K, en traduisant © = (zp)nen de Cauchy avec 3 > 0, Ing € N, (auquel

a
on impose ng 2> ny) tel que Vn = ng, Ym = ng, |Tn — Zm| < 7"
Mais alors, pour n fixé > ng et m variant :

la suite constante des zy, représente i(z,),
. (o4 . L Q
la suite constante des 3 représente 2(5),
la suite des z,, représente X,
donc la suite des (|Trn — Zm|),,en Teprésente d(i(zn), X) (lemme 5.45),

~ !
et Vn 2 ng on a d(i(zn), X) < €, puisqu’il existe 3 > 0 dans K et ng tel

. o’ a X
que, Vm 2 ng, avait ey, — |Zp — Tm| 2 o — 3=3 > 0 dans K, d'ou

Iinégalité € — d(i(z5), X) > O dans K, Tordre étant défini en 5.41. M
Il nous reste a justifier le

LEMME 5.47. — Le corps (I? ,d) est complet.

Soit en effet (Xp)nen une suite de Cauchy dans K.

Comme i(K) est partout dense dans K pour d, pour chaque n € N,
on peut trouver T, dans K tel que

dlitan). ) < (257

1
( K
n
pour le produit, dans K).
La suite des (Zn)nenN est de Cauchy dans K. D’abord on a :
V(P q) € N?, i(d(zp, zq)) = d(i(2p), i(x,)), car
d(zp, zq) = |Tp — x4 est le terme constant d’une suite représentant
d(i(zp),i(zq)), lemme 5.45), donc
i(d(zp, 30)) < di@p), Xp) + Ay, Xg) + UKy, ().

7 est 'inverse dans le corps K de (n+1)1g, avec 1 élément neutre
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Soit alors &€ > 0 dans K, et son image i(¢) > 0 dans K, la suite

1
(Xn)neN étant de Cauchy, a ¢ (g) = 52(6) en fait, on associe g tel

~ €
que Vp > ng, Vg > ng, d(Xp, Xy) < %, puis K étant archimédien,
(il faut bien que cela serve, voir définition 5.28), il existe ni tel que

€
nig 2

3
o 1k (€ i(€)
—K ) <i(2) =22
K,doncz<p+1>\z(3) 3

Finalement, Vp > sup(ng,n1), Vg > sup(ng,n1), on aura
d(i(zp), Ap) < ( ) @ et d(Xp,Xq) < —) , dolt finalement

i(d(zp, Tq)) < z(e) d’ou I'on déduit I'inégalité d(xp, Zq) < € dans le corps
K puisque les suites constantes des d(zp, Zq) et € représentent
i(d(zp, zq)) et i(g), vu la définition de l'ordre dans K, (voir 5.41).

Soit X la classe d’équivalence dans K de la suite (Zn)neN construite.
Ona hm d(Xn, X) = O, (dans K ), ce qui prouvera bien que la suite

1
1k, (ordre dans K) d’ou a fortiort Vp > nj, ITI—K_I < g dans

de Cauchy dans K des X, converge dans K muni de la distance d.
En fait, Vn € N on a

d(Xp, X) < d(Xn,i(zn)) + d(i(zn), X)

< ( 1+1) + d(i(zn), ),

d’apres le choix des z,, dans K.

Soit € > O dans K , Si € est représenté par la suite de Cauchy des ¢p,
de K, on a vu qu’il existe a > 0 dans K et ng € N tel que Vn > ng,
€n 2 @, dou € 2 i(a) en fait.

1
On a alors vu qu'’il existe n; € N tel que, Vn = nj, % < = % , (vient

de K archimédien) d’ou ¢ ( Lx ) <1 (2).
n+1 2
Puis, pour n fixé et m variant on a : la suite constante (par rapport
a m) de terme général z, représente i(x,) celle des z,, représente X,
donc toujours pour n fixé et m variant, celle des |z, — Zn,| représente
d(i(zp), X) = |i(zn) — X| (Lemme 5.45). Mais alors, si on traduit le fait

a
que la suite x des x, est de Cauchy, a 3 on associe 12 tel que Vp = no,

a
Vg 2 n2 |zp — z¢| < 7
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Soit alors n fixé > no, g(i(zn), X) est 'élément de K représente par

a
la suite des éléments (|z, — zg]) éléments tous < — si g > ng, ilen

qEN’

résulte que d(i(zn), X) < i (%)

Finalement, ¥n > sup (n1,n2) on aura :

= ([ 1k = e e

<ilZ =
A X, X) < (n+1) +d(i(en), ¥) <i(3) +i(3)
soit < %(z(a)) + i(a)) = i(a) < € : ce qui acheve la justification du
théoréme 5.30. |

THEOREME 5.48. — Le corps K ainsi construit est archimédien.

En effet, soit X > 0 dans K, et ) > 0. On cherche a justifier Pexistence
den e€Ntelquen-X > Y. Dabord, si Y = O,n = 1 convient.

Puis si x représente X et y représente ), la suite de Cauchy y est
bornée dans K (Lemme 5.33) : il existe 3 € K tel que Vn € N, y, < S.
De plus Y > 0 exclut le fait d’avoir 8 < 0 donc 5 = 0, (K totalement
ordonné).

Puis X # O = Jda > 0 dans K, Ing, Yn = ng, zn = o, (Lemme 5.37
appliqué a = qui ne converge pas vers 0 dans K).

Enfin, dans K archimédien, 3p € N tel que pa > B donc a fortiori,
(p+1)a>p+o

Mais alorson a (1+p) - X > Y car (1 +p) - X — Y admet, parmi ses
représentants, la suite Cauchy des (1 + p) - , — yn, avec,

Vn2ng,(1+p)zn 2 (1+p)a>B+aety, < = —yn > -0

dott (1+p) Zn—yYn =0

cest bien la définition de (1 + p)X — Y > O, (voir 5.42). |

Tout ce que nous venons de voir s'applique en prenant comme corps de
départ Q. On note R le corps Q construit. Ses éléments sont appelés réels.
L'injection ¢ de Q@ dans Q permet d’identifier le réel i(q) avec g, pour tout
rationnel g. On dit qu'on a plongé Q dans R et R apparait comme un corps
ordonné archimédien complet pour la distance d, (au lieu de d), associée &
cet ordre, et tel que Q soit partout dense dans R.

On va pouvoir maintenant justifier la propriété de R admise dans
les premiers chapitres, & savoir que tout ensemble non vide majoré de R
admet une borne supérieure, ce qui nous a permis, (voir 2.13), de justifier
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que les segments [a,b] de R sont compacts, ou (Théoréme 3.5)), que les
intervalles de R sont les seuls connexes de R.

Mais avant de faire cela, et d’établir d’autres propriétés de R, on peut
justifier que :

THEOREME 5.49. — Tout corps commutatif archimédien complet est iso-
morphe a R.

On peut donc dire qu’une propriété vraiment réelle fait intervenir la
structure de corps ordonné, et ’aspect complet de la topologie associée.

Voici les grandes lignes de la justification.

Soit K corps commutatif archimédien complet. Etant archimédien,
il est totalement ordonné, (définition 5.28) donc de caractéristique nulle
(Théoreme 5.13).

Soit donc 1 l'élément unité de K, Vn € N, n - 1 € K, mais les
opposés de ces éléments sont aussi dans K :Vn € Z,n- 1 € K.

On définit @ : Z — K par O(n) = n - 1 : 6 est un morphisme de
groupe additif.

Par ailleurs on. va considérer ici que P'on a N C Z C Q C R, ces
inclusions étant en fait les plongements successifs d'un demi-groupe dans
son symétrisé et de Q dans son complété Q.

Les éléments n - 1, pour n # 0 ont des inverses dans le corps K,

et on peut noter TK Finverse (n - 1)~ ! de n - 1g, d’ou Pexistence,
1
V(p,q) € Z x Z* de Pélément p - —qI—{- encore noté (g) 1 dans K et

en posant, Vr € Q, sir = s, o(r) = s - 1k on définit un morphisme
’
d’anneau injectif de Q dans K. (Il est clair que si % = r également, c’est

1
que p'q = pq’ alors g(p' - 1) = ¢'(p- 1x) dou (¢ 1) = (¢'(p- 1)) et
1 1
—(p'-1k) = =(p- 1K) d’ou lindépendance du choix du représentant). On

vérifie facilement que 6 est un morphisme d’anneaux injectif de Q dans

K.

On a donc identifié Q & un sous-corps 6(Q) de K. Pour passer aux
réels, il nous faut comparer les distances sur Q et 6(Q) donc les valeurs
absolues, donc les relatives d’ordre. Or 1 et 1x étant positifs dans Q et
K respectivement, (ce sont des carrés) on a Vn € Z, n - 1 positif si
n € N, (compatibilité de I'ordre avec I'addition) d’ol, si n < 0 dans Z,
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—n €N= —(n-1k) € K donc n - 1g négatif dans K et finalement,
Vne€Z),(n-1g >0) & (n € N*).

De méme, avec n # 0, dans le corps K, n - 1 et son inverse
1
(n-1g)~! = o 1 sont de méme signe (Théoréme 5.15) : propriété

des corps ordonnés, et vu la fagon de définir Pordre sur Q, (Théoréme
5.17), on vérifie que r dans Q est positif si et seulement si il admet un

1
représentant g avec p > 0 et ¢ > 0, (dans Z), mais alors 71{ est positif,

(comme q - 1g) dans K, et p- 171{ aussi, d'our 6(7) > 0 dans 6(Q).

Conséquence ici : ¥(r,s) € Q2, |r — s| = |0(r) — 6(s)|, les valeurs
absolues étant prises respectivement dans Q et K.

5.50. On peut alors étendre 0 en un morphisme injectif de R sur un sous
corps de K.

En effet soit z un réel, il est limite d’'une suite (75, )reN de rationnels
puisque @ = R. Cette suite convergente dans R est de Cauchy, et comme
d(rp,rq) = d(8(rp),0(rq)) la suite des (6(rn))neN est de Cauchy dans
K (il suffit de Iécrire pour le voir). Comme K est complet, la suite des
6(rn) converge dans K. Soit | sa limite. Si (7}, )neN est une autre suite qui
converge vers = dans R, on aura I’ = nli'r_}_loo 6(rl,) existe aussi dans K,

mais de plus nﬂlilw |(rn — 75| = 0, dans R, donc nli»I—Eoo 10(rr) —6(rh)| =
|l—1'| = 0 dans K : la limite de toutes les suites (8(7r))neN; si (Tn)neN
est une suite de rationnels convergent vers z réel, ne dépend que de z.

On posera donc 6(z) = la limite d’une suite (6(rn))nen, avec (Tn)neN
suite de Q qui converge vers x réel.

0 est un morphisme de corps. C'est facile a vérifier car si les suites 7,
et s, convergent vers z et y réels, les suites r,, + s, d’'une part et 5,
d’autre part convergent vers z + y et zy donc

Oz +y)= lm 6(rn+sn), etf(zy) = lim O(rnsn),

avec O(Tn + sn) = 0(rn) + 0(sn) et 8(Trnsn) = 0(rn)0(sn) car 6 est un
morphisme de Q sur 6(Q). Enfin I'inégalité triangulaire, et le fait que les
suites de Cauchy sont bornées, donne



158  Topologie, Analyse réelle

. Eﬁlw(o(rn)o(sn)) = (n lim e(rn))

(,1m,_8(sw)) = 6600
et lim (8(rn)6(sn) = (n lim a(rn))

(160500 = 6600

0 est injectif. Soit en effet £ non nul dans R.

Si (Tn)neN est une suite de rationnels représentant z, il existe o > 0
dans Q et ng € N, Vn > ng, |rn| > @, mais alors 6(c) > 0 dans K et,
Vn 2 ng, d(0,6(rn)) > 6(c) donc 6(z) = nli}-}-loo 0(ry) dans K n’est pas
nul dans K.

Enfin 0 est surjectif : cest-a-dire tout élément de K est une limite
d’éléments de 6(Q) en fait. Le coté archimédien de K va revenir.

Soit 2 € K, d’abord z = 0 = 6(0) € 0(R).

1
Siz > 0, (dans K). Soit n € N, nrl lg est > 0 dans K,

1
donc il existe p € N tel que p - ﬁKl 2 z. L'ensemble des entiers p
vérifiant cette inégalité étant non vide, admet une plus petite valeur po,

1g
etz > 0= pg > 0doncpyp—1 €N, etona (pg— 1)—+—1<z\p0nf1
Soit 7 i onad(rp,z) =|rn—z| < 1k | (ordre
1L Tn, = PO +1’n ny —i'n n+1 _n+1

sur 6(Q) prolonge celui de Q).
La suite (7n)neN est de Cauchy dans K car Ve > 0 dans K, 3ng,

1k 1 < 2-1g

K A no + +1
< g, alors Vp 2 ng, vq 2 ,Q+1 p l\no

ng + 1
a fortiori, |rp —rq| < |rp—x|+|T —7¢| < €. Mais, avec 1, = p—ol-lK =

n+
Po _ Pbo . .
0| —— ), en posant s, = , la suite des s, est une suite de Q cette
n+1 n+1

fois, et comme on a vu que pour un rationnel g on a |g| = |0(q)|, (valeurs
absolues prises dans Q et K respectivement) on |sp, — s¢| = |rp — 74| donc
la suite (Sp)neN est de Cauchy dans Q, donc dans R, elle converge alors
vers T’ réel.

On a 0(z') = z. En effet §(z') est la limite, dans K, de la suite des
0(sn), (sn)nen suite de Q qui converge vers z’ sur R, vu la définition de

< e dou
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0. Puis les 0(sy,), cest-a-dire les ry,, convergent dans K vers z. En effet,
1
ona:Ve > 0dans K,3n;,Vn 2 ni, n_—Il-{l < €, (toujours K archimédien,

ce qui donne nj, tel que n1e > 1g), dou d(z,r,) < €, pour n > nj.
L'unicité de la limite d’une suite dans K métrique donc séparé finale-
ment 6(z') = z.
Mais alors, on a bien un isomorphisme 6 de R sur K : on peut donc
dire qu’a un isomorphisme pres il n’existe qu'un corps archimédien com-
plet. [ |

4. Quelques propriétés de R

THEOREME 5.51. — Dit des segments emboités. Soient (an)neN et (bn)neN
deux suites de réels, (an)neN croissante, (bp)nen décroissante, avec

VYn,bn, = ap et lim (bp, —ap) = 0. Alors ﬂ [an, bn] est un singleton.
n—teo neN

Car les F,, = [an,bn]| sont des fermés de R métrique, (Fy, est la

b a —a
boule fermée de centre On + On de rayon ———, c’est un fermé vu
les propriétés topologiques métriques). Vu la monotonie des suites on a,
Vn €N, [an+1,bn+1] C [an, bn], enfin le diametre, b, — an,, des Fy, tend
vers 0 : dans R complet, I'intersection des F;, est un singleton (Théoréme
4.101 dont on reprend la justification.). |

On dit encore que :

5.52. Les 2 suites (ap)neN et (bn)neN sont adjacentes et dans ce cas elles
convergent vers la méme limite, I’élément de ﬂ [an, br)-
neN

THEOREME 5.53. Tout ensemble non vide majoré de R admet une borne
supérieure.

Rappelons qu’une partie A de R est dite majorée s’il existe m € R tel
que Vz € A, £ < m; un tel élément est alors un majorant de A, et on
appellera borne supérieure de A I'élément mg de R, (s'il existe) qui est
majorant de A, et plus petit majorant, donc tel que Vm; < mg, da € A,
m1 < a, ce qui traduit le fait que mj n’est plus majorant.

On définirait de méme une partie minorée, et les termes de minorant
et de borne inférieure de A.
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Soit ici A non vide et majorée : il existe ag € A et il existe by majorant
de A. On a donc ag < bp.

Si ag = bg, by est borne supérieure de A puisque tout m < by ne
serait plus majorant de A, car m serait strictement inférieur a ag.

5.54. Notons donc que, si un majorant de A est dans A cest la borne
supérieure de A

ap + b
0+ 0, milieu de [ag, bo] : on a soit ¢y est

majorant de A, alors on posera a; = ag, € A et by = cp majorant de A;

soit ¢p non majorant de A, donc il existe a; € A avec ¢y < a1, dans
ce cas on pose by = bg, on a a1 < by = by, (car by majore A).
On a donc obtenu un nouveau segment [a1,b;] aveca; > apeta; € A

Si ag < by, soit cg =

a
b1 < b et b; majorant de A, et |a; — b1| < l 0 — Ol
On refait le méme travail a partir de [a1,b;] avec soit a; = by, (et
. . . .. a1+b
c’est 1a borne supérieure), sinon, en considérant le milieu e B S c1,

on distingue les 2 cas ¢; majorant ou non de A, d’ou construction d'un
nouveau segment [a2, bo] avec ag > a1, et ag € A, by < by et by majorant
2
bi—a1 _ (bo —ao)
< .

de A, et de plus by — ag < 2 22

5.55. Si a chaque étape, on a a, < by, par ce procédé de dichotomie
on construit une suite ([an,bn])neN de segments emboités de longueur

tendant vers 0, (car, Vn € N*,2" > n, et R archimédien implique
1 1
< - tend vers 0), le théoréeme 5.51 nous dit que dans ce cas

on

n [an,br] = {mo} est un singleton.

neN

On a mg borne supérieure de A car : si mg non majorant, il existerait

a—m )

a € A, avec a > ™y, en prenant € = 0, comme lim b, = myg

2 n—-+00

a+mg

Ini,Vn =2 ny mg < bp < Mo +¢€ = < a, mais alors les b,
majorant de A seraient < a avec a € A : absurde.

L. . mo—m
Puis, si m; < mg, m1 est non majorant de A, car avec € = %,
en traduisant cette fois lim a, = mg, Ing, Vn > no, on ait

n—-+00

i

mo — € < anp < M.
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mo+my _mp—my

O
rm; < 2

strictement supérieurs a m;.

Donc mg est borne supérieure de A. Dans le cas ou, & une étape, on
obtient a,, = by, c’est qu'un élément a,, de A est en méme temps majorant
de A : cest la borne supérieure vu la remarque 5.54.

< an : on a bien des a,, de A

On aurait de méme.

COROLLAIRE 5.56. — Tout ensemble non vide, minoré, de réels, admet une
borne inférieure.

Attention, contrairement au cas de N, ces bornes ne sont pas forcément

1
atteintes : par exemple 0, borne inférieure de A = {;, n € N*} n’est pas
atteinte.

COROLLAIRE 5.57. — Une suite croissante u = (up)neN de réels est

convergente si et seulement si elle est majorée et dans ce cas | = lilil Un
n—-+00

est la borne supérieure de {un,n € N}.

Si la suite (un)neN est convergente, elle est de Cauchy, donc bornée
(lemme 5.33), et en particulier majorée. De plus si m est la borne
supérieure de {un,n € N}, Vn € N on a u, < m, (majorant) et Ve > 0,
m — € n'est plus majorant (m est le plus petit majorant), donc Ing,
m — € < Ung, par croissance on a donc, Vn > ng la double inégalité
m—¢e < Up < m.Doncm = n-livr-ll-loo Up. La topologie, métrique de R étant

séparée, [ = m.

Réciproquement : on vient de justifier que si m, borne supérieure de
{un,n € N} existe, alors lir_’r_l Up = M.
n—-1+00

On aurait de méme :

COROLLAIRE 5.58. — Une suite (un)neN décroissante de réels est conver-
gente si et seulement si elle est minorée, (1a limtie étant la borne inférieure
" de 'ensemble des up). B

On ne saurait clore ce chapitre de construction de R sans méditer sur
la question suivante : les réels ne seraient-ils pas un peu... «irréels ».

Il ne s’agit pas seulement d’'un propos « d’aprés Chateau d’Yquem »
comme, certains collégues et néanmoins amis pourraient le penser, mais
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d’une remarque liée au fait qu’on ne connait aucun phénomeéne physique
représenté par R, méme pas... le temps, sur la nature duquel on ne sait
rien et que 'on admet pouvoir représenter par R.

Quant a dire que V2, ou ,... existent, oui, ils existent dans R que l'on
a construit, mais qu'est ce qu'un carré « physique »? Et si la matiére est
corpusculaire, (2 caractere fini) quelle est la réalité de sa diagonale?

Ce propos, amusant, est d’autant plus intéressant que par contre,
les complexes, construits a partir de R ne sont pas, eux, si complexes
que cela, et que beaucoup de situations sont plus claires dans C que
dans R, (réduction des endomorphismes en dimension finie, analycité des
fonctions...), comme nous le verrons par la suite.

EXERCICES

1. Soit G un groupe topologique, c’est-a-dire un groupe G muni d’une
topologie telle que la loi de composition soit continue de G x G
dans G, ainsi que 'application qui & un élément de G associe son
inverse. Montrer qu'un sous-groupe ouvert est fermé. Nature des
sous-groupes additifs de R.

2. Soit f uniformément continue de R dans R. Montrer qu’il existe a
et b réels positifs tels que :

Vz € R, |f(z)| < a|z| + b.
3. Soit F un espace métrique. Montrer que f : R — E, continue

et ayant une limite quand z tend vers +o0 et vers —oo, est uni-
formément continue.

Montrer que f périodique continue est uniformément continue,
fGCR~— E).
4. Soit f continue de [a,b] dans R, (a < b), telle que
Vz €]a,b[, Jeg €]0, inf (z — a,b— z)],
1
(@) = 5l (@ +ez) + f(z — &a)].

Montrer que f est affine.
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6.

10.
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Soit E lensemble des matrices symétriques carrées d’ordre p,
réelles. On l'ordonne par (A < B) & (B — A est matrice d’'une
forme quadratique positive). Montrer qu'une suite (Ap)neN crois-
sante majorée de matrices symétriques est convergente.

Soit f une fonction continue d’un cercle dans une droite. Montrer
qu’il existe deux points diamétralement opposés du cercle, ayant
méme image.

Soit E = QN [0, ;] Etudier la continuité, la continuité uniforme

de f: E — R qui a = associé

-z’
T
Soit f : R — R définie par f(z) =14+2— ——.
it f ie par f(z) T4 1]
Vérifier qu’elle est 1. Lipschitzienne, mais non contractante.

Soit f de R dans R définie par f(z) = 0 si = est irrationnel et

flry==sir= g avec p et ¢ premiers entre eux, p € Z, ¢ € N*.

Etude de la continuité de f.

Soit f une fonction de R dans R telle que hm f( ) _ 1et
V(z,y) € R?, f(z +y) < f(2) + £(1)-
a) Montrer que f(z) < z.

b) En déduire f(y) + = < f(z) + ¥, V(z,y) € R2, puis que
f(z) = z pour tout z de R.

Etude de la fonction f définie de R dans R par f(0) = 0 et

f(z —;Sil' 0, ou E(t) désigne le seul p de Z tel que
1
E
z2
<p+

p< + 1.

Pour z > 0, on note E(z) la partie entiére de z et 7(z) = z — E(z).

Soit f de [0, +o0o[ dans R, continue, telle que ¥(z,y) € [0, +oo[?,
flz+y) < f(z) + f(y).

1) Montrer que pourz >0eta>0ona

@) <BC )f(a)+f(ar( ))-
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
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1) e 1O, o)

2) Montrer que lim

T——+00

Soit g de ]0, 1] dans [—1, 1] telle que li%1+ g(z) =0.
T—

Montrer qu’il existe g; et g2 continues de [0, 1] dans [ 1,1], nullesen
0, g1 décroissante et go croissante, vérifiant g;(z) < g(a:) < 92(z)
pour tout z de ]0, 1].

Déterminer f: [0, +0o[— R, continue, telle que ¥(z, y) € ([0, +o0[)2,
f(z) + f(y) = f (Y2 Fy™), n fixé dans N*.

Trouver les fonctions f continues de R dans R vérifiant :

V(z,y) €RZ, f(z+y)f(z—y) = (f(2)? (fF(y)*.

Déterminer les intervalles I de R et les fonctions f de I dans R
dérivables telles que :

V(z,y) € I%, f(z)+ f(y) =f(f:fy)'

Existence d’'une fonction f : R — R continue en 0 telle que
Vz € R, f(2z) = exp (x2/2) cos (f(z)).

f(z)

décroissante, montrer que f et g sont continues sur |0, +oo[.

soit

Soit f :]0,+oo[— R croissante telle que g : = ~~

SOLUTIONS

Soit un groupe G noté additivement.

Comme Papplication (z,y) ~~ = + y est continue de G X G dans G, les
translations sont continues car, pour a fixé dans Gon a: z ~+ (z, a) continue
de G dans G? (applications composantes continues) d’oi £ ~ =+ a continue
de G dans G, soit 64, translation a droite par a continue. Il en est de méme
de Yo : T ~ a + z, translation a gauche. Ce sont des homéomorphismes,
puisque (862) 7! = 6_q et (7a) "} = v—a.

Soit alors H sous-groupe ouvert de G, R V'équivalence définie par

(zRy) & (r—y € H) & (z € H + {y} = 6y(H)).
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Les classes d’équivalence sont donc des ouverts, (image d’'un ouvert par un
homéomorphisme) et comme on a une partition G = HU (U des autres
classes d’équivalence) en deux ouvets, H est un fermé.

La structure de corps ordonné est fondamentale sur R d’oit I'idée de s’intéres-
ser au signe des éléments non nuls.

Soit H un sous-groupe additif de R. On peut avoir H = {0}.
Sinon, Jh # 0 dans H, d’ou soit h > 0, soit h < 0 mais alors —h est dans
H et —h > 0. On suppose donc H # {0} et on considére 'ensemble non

vide H} = {h > 0,h € H}. Cet ensemble non vide, minoré par 0, admet
une borne inférieure a, qui peut étre nulle ou non.

1 cas a > 0.

L'élément a est dans HJ, car a est d'abord adhérent & HY, et sia & HJ,
c’en est un point d’accumulation.

Mais alors il existe une suite (hn)neN d’éléments distincts de HY, qui
a
converge vers a, et avéc € €]0, 5[ et nog tel que Vn = ng, |a — hn| < ¢,

en fixant n et n’ supérieurs a ng, on aurait 0 < |hn — h,| < 26 < a, (s
n # n') dod hn — Ry, ou by — by dans H_‘,‘_, strictement inférieur a la
borne inférieure a : c’est absurde.

Comme a € H,aZ C H, et si b € H, la division euclidienne de b par a
donne g dans Z et v € [0, a tels que b = aq+ T mais g-a € H, (sous-groupe
additif) dour = b —aq € H et comme 0 < r < a est excluon a r =0 d'on
b€aZet H=aZ.

2° cas a = 0, 0 est donc point d’accumulation de H. _",‘_, (car adhérent & H :’,‘_ et

non dans HY), donc il existe une suite (hn),eN d’éléments de H, tous > 0
et tous distincts qui converge vers 0.

Soit alors € R, n fixé, il existe un seul g € Z tel que

Q‘hn<$<Q‘hn+hn,
donc Tp =q-hnestdans H et |z — zn| < hn

d'ou lil_{_l Tn = & : x est adhérent 3 H, dou H = R. Comme {0} =0-Z,
n—-—1+00

finalement un sous-groupe additif de R est soit du type aZ, soit partout dense
dans R.

On va traduire la continuité uniforme.

Soite > 0,3a > 0,V¥(z,y) €R?, [z —y| < a=|f(z) - f(¥)| e
En particulier, Vz € [—a, a), |f(z)| < |f(0)] +&.

Sur ga, 2¢], f ne varie pas plus de ¢ par rapport & f(a) et comme

7o) < FO)] & oma
¥z € oy 20], 1£(@)] < 1F0)] + 2,
mais de méme
 Vee[-2a,-a], f(@) < |£(0)] +2,
#(z) ne variant pas plus de ¢ de f(—a) avec |f(—a)| < |F(0)] +e.
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Par une récurrence immédiate on obtient :

Vn €N, Vz € [ne, (n+ 1)a] U [-(n + 1)a, —nal,
If (@) < |£(0)] + (n + D)e.

Pour ces z, on a na < |z| < (n+ 1)a d'ou en fait

||

n < 2 et (@) < (F(0)] +¢) + lal.

Soitl = lim f(z)etl’ = lim f(z).
T—+00 T——00

Soit €>0,3A>0,Vz > A= d(l, f(z)) < &/2
et Ve < —A=d{l, f(z)) <e/2

Mais alors, Y(z,y) € [A,+oo[? on a d(f(z), f(y)) S &
et V(z,y) €] — 00, —A]” on a d(f(2), f(3)) < &.

On considére le compact [-A — 1, A + 1], sur ce compact f continue est
uniformément continue donc au méme € > 0 on associe @ > 0 tel que
(@,y) € [~A-LA+1 et |z -y < a=d(f(2), f¥)) <&

Soit n = inf (1, a, A) et (z,y) € R? avec |z —y| < 7.

Si z, (ou y) est dans [— A, A], les 2 réels z et y sont dans [-A — 1, A + 1]
et|lz—yl <n<a=d(f(z), fy) <e.

Si ni , ni y ne sont dans [—A, A] comme |z — y| < A, on ne peut pas avoir
T'un de ces réels < —A et Pautre > A donc ils sont soit tous les deux > A,
soit tous les deux < —A et dans les deux cas d(f(z), f(y)) < e.

On a finalement : Ve > 0, In 2 0, |z — y| < n = d(f(z), f(y)) < € donc
f est uniformément continue.

Si on suppose f T- périodique, continue, la continuité sur le compact
[=1,T + 1] est uniforme. Soit £ > 0, Ja > 0, (on impose o < 1), tel
que V(z,y) € [1,T+1)%, |z 9| < a = d(f(#)f(¥) <e.

Soient z et y réels quelconques vérifiant |z —y| < a. Il existe un seul n € Z
telquenT <Kz <nT +Tetalorsy € [nT —1,nT + T + 1].

Posons = nT +2' ety = nT + 9, onax’ ety dans [-1,T + 1] et

' —y| = |z —y| < a dou d(f(z'), f(¥')) < € soit, (f T- périodique),
d(f(z), f(y)) < e. Ceest bien la continuité uniforme de f.

Si f est affine, elle doit joindre les points (a, f(a)) et (b, f(b)) donc coincider
avec g : [a, b] — R définie par g(z) = f(a) + %(z — a). On doit
donc justifier que ¢ = f — g est nulle sur [a, b], sachant que ¢, (comme
f) vérifie la condition de 'énoncé, (a vérifier, g étant affine) et que de plus
p(a) = (b) = 0.
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La fonction ¢, continue sur [a, b] compact est bornée et atteint ses bornes,
m et M, (inférieure et.supérieure).

Soit A = ¢~ 1(M), cest un fermé non vide de [a, b], donc un compact de
bornes inférieures et supérieures xg et xj.
Sizo =a, M = ¢(z0) =0, si zo = bon a aussi M = 0.
Sia < xzg < b, Jezy > 0 tel que 2¢p(xg) = f(xo + €z0) + f(Zo — €2¢)-
Or 2¢(zg) = 2M, f(zg + €zq < M, (borne supérieure de ) mais
f(xo — €z5) < M car zo = inf (¢~ }(M)).
On obtient donc 2M < 2M, c’est absurde.
Donc zg =aoubet M =0.

On justifie de méme que m = 0 en considérant le compact B = <p_1(m) et
ses bornes inférieures et supérieures. Finalement ¢ = 0 d’ou f affine.

On a une relation d’'ordre sur E car A — A = 0 est matrice de la forme
quadratique nulle, donc A < A : on a réflexivité.

Si A < Bet B < A, VX vecteur colonne d’ordre p, on a tX(B —A)X =20
et < 0 donc cest nul : la matrice B — A associée a la forme quadratique
nulle est elle-méme nulle, dot B = A et 'antisymeétrie.

Enfin si A < B et B < C, pour tout X vecteur colonne de R? on a
X(C-A)X =X(C-B+B-A)X =*X(C-B)X+X(B-A4)X >0
comme somme de deux réels positifs, dou C — A matrice symétrique d’'une
forme quadratique positive et C 2> A : il y a transitivité.

On est dans un espace vectoriel de dimension IM sur R, donc normé

2
avec toutes les normes équivalentes.

On suppose que la suite (An),eN est croissante majorée, donc que
Vn € N, An < An+1 < B, B matrice symétrique fixée. Mais alors,
V vecteur colonne X de R?, on a

'X(B — Any1)X > 0 et 'X (Aps1 — An)X > 0 doir
X AnX < X Anp1X < XBX.

La suite réelle, des (*X AnX),eN est croissante majorée donc convergente.

Posons Q(X) = liI_Z'[-I *X An X . On définit ainsi une forme quadratique Q,
n~—-1T00

car :

QX +Y)-Q(X-Y)= lim

—+00
(X +Y)An(X +Y) = (X - Y)An(X - V)]
et la bilinéarité du second membre en X et Y donne celle du premier; de
méme on justifie que Q(AX) = /\2Q(X) pour A € R.
Si g;; est le terme général de la forme Q dans la base canonique de R?, on a
qij = Z(Q(ei +e;j) —Q(e; —ej5)). Avec E; et E; vecteurs colonnes associés
ae;etej,ona
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| 'y
i =7 lim [ (Bi + E;j)An(E; + Ej) — t(Ei—Ej)An(Ei—Ej):]

- % (n)>
= tim_ (o
(n)
ij
p(p+1)
tendent vers () symétrique pour la topologie usuelle de R .

avec a;;’ terme général de la matrice Ap et finalement les matrices An,

On peut considérer le cercle comme I'ensemble des points du plan complexe
définis par I’ = {ae",t € [0,27]}, @ > 0, et la droite D = {c+ bz; z €
R, b € C — {0}}, et finalement on a une fonction continue g de [0, 27r] dans
R définie par t ~ le T associé a f(ae™), si f est continue de I' dans D.
On relie les points diamétralement opposés en considérant la fonction h :
t ~ g(t + m) — g(t). Elle est continue, et h(0) = g(m) — g(0) alors que
h(m) = g(2m)—g(m) = g(0)—g(7) = —h(0) (g est 27- périodique). Comme
h(0)h(m) < O cest que soit h s'annule en 0 ou 7, soit h s’'annule en un point
de ]0, w[, d’ott f qui prend finalement méme valeur en au moins deux points
diamétralement opposés.

La fonction g : £ ~ 1 —7x est continue de E dans R (car 7 Lipschitzienne).

Elle ne s’annule pas sur E, (car ;ll_-) ¢ E) donc la fonction £ ~~ Ww) est

continue sur E, car c’est h o g avec h : R* — R définie par t ~> e

Mais g n’est pas uniformément continue, sinon I'image d’une suite de Cauchy
de E serait de Cauchy dans R.

1

Comme il existe des rationnels r, de E, qui dans R convergent vers pt
(traduire @ = R), une telle suite (rn),eN est de Cauchy, les g(rn) =

ne forment pas une suite de Cauchy de R, sinon lim g(rn)
1—7mrn : n—+oo
existerait dans R, or cette limite est +o0.
Si f était contractante, R étant complet, elle aurait un point fixe. Or

T
r=14r——— =1+ |z|
1+ |z| =]

Une telle égalité est impossible si z < 0, et sécrit z = 1+ zsiz 2 0:il

n’y a pas de point fixe donc f n’est pas contractante.

Pour justifier que f est 1- Lipschitzienne, il faut distinguer les cas x et y de
méme signe ou pas.

Si z et y sont > 0, comme sur [0,4oo], f(z) = 1+ — 1_::1 on a
fllx) =1- ﬁ € [0,1], donc par accroissements finis, f est 1
Lipschitzienne sur ]0, +00].

T 1

. _ _ oty F () — 1 — —
De méme sur | — 00,0}, f(z) =14z 1__:Edouf(x) 1 1=2)

et on a encore f'(z) € [0, 1[ puisque z < 0.
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Il reste le cas zy < 0 : par exemple > 0,y < 0, alors

2 2

flz) - f(y)-w(l—l_l_—w) y(l - liy)= lj—z+ ly—y

z? — 22y + 4% + 2y? _ zy(y — ) + z° + >
(1+=z)(1-y) 1+z)(1-y)

zy(y - 2) 2’y — 2zy
Done 1@ ~IWI < G gy =y * Tr oy - gy = 7% 7 0

ainsi que (1 + z)(1 — y) vu les signes de z et y, et zy(y — z) 2> 0

(2~ y)(=zy) + (= ~y)?

Clest encore  |f(z) — f(y)| <

1+z)(1-y)
_ _rT-y-Ty
<(e y)<1+z—y—zy>'
_ _ _r-y-Ty
Comme z, —y et —zy sont > 0, le rapport T —— €]0, 1] done

on a bien |f(z) — f(y)| < |z — y| ce qui achéve la justification de f
1.Lipschitzienne.

Si zg est rationnel, avec zg = %, (p,q) € Z x N*, p et g premiers entre
1
eux,ona f(xg) = E > 0, or dans tout voisinage de g il y a des irrationnels

tels que f(z) = 0:sie = 2l, il n’existe aucun voisinage V' (zo) tel que
Vz € V(xo), |f(z) — f(zo)| < € : f est discontinue en chaque rationnel.

Si g est irrationnel, soit € > 0, 3go € N*¥, q— < €. Si on trouve un voisinage
(0]

V(z0) ne contenant aucun rationnel du type % avec g < gg, pour tout = de

V(zo) on aura f(z) = 0 ou = % avec ¢ 2> go; comme f(zo) = 0, on aura
|f(z) = f(=o)| <e.
Or pour chaque ¢ = 1,2,...,q0 — 1, il existe un seul p(q) tel que —=

1
zo < M, inégalités strictes car xo irrationnel. Soit alors g =

. +1
inf {(zo— p(g) ), (p(q)q
Sur |zg — a, g + @ les = sont soit irrationnels, soit du type P jrréductible

p(q)

—zo)} puisa = inf {ag, ¢=1,2,...,90—1}.

mais avec g 2> go, donc | f(z) — f(zo)| < £: f est continue en zg irrationnel.

@ O0na f(5 +3) < f(3) +(5) soit £() < 2/(3).



170

Topologie, Analyse réelle

Mais alors f(;) < 2f(2£2) = f(z) < 22f( 53) et on justifie par
récurrence, que, Vn € N, f(z) < 2" f( ) c’est encore

@ <o T2y sz Ao

T
) \ Pingeal
Or nlﬂloo 2—n = 0, donc nllg_noo #— = 1, dou linégalité f(z) < «

n
pour tout = # 0, en passant 2 la limite quand n tend vers l'infini.

Pour = 0, avec = y = O on a f(0) < 2f(0) soit 0 < £(0), puis = et
y = —z, avec T # 0 conduit a

f0) = f(z-=z) < f(=) + f(-z) Sz + (-2) =0.
Donc f(0) = 0 et on a bien f(z) < z pour tout z de R.

b) On a alors :
f@)=fly+z—z)< f(y+2)+ f(—-2) < f(z) + f(y) + (-x)
dou f)+z < (fl@)+ f(y) < f(z) +y

f()

Si on traduit llm

m—b

=1l,ona:

Ve > 0, Ela>0,0<|z|<a=>‘£ix—)—1 <e

soit encore |f(z) — z| < e|z| dou |f(z)| < (6 +1)|z,si 0 < |z| < a.
11 en résulte que lim flz) =

Mais alors, dans l’mégahbé fly) +z < f(z) +y, si z est fixé et si y tend
vers 0, il vient z < f(z), dou finalement f(z) = z pour tout z réel.

Lafonctionfestpaire.Ona,pour:c>0,E(517)=p®p< ;12- <p+1

soit, pour p > 0, cest encore si 1 <z? < H ou; <l|z| < L
td ’ +1 \p \/m \\/ﬁ

1
Pour p =0, E(ﬁ) = 0 équivaut » ) <1, soitl|a:| > 1.
Donc f est nulle sur |1, 400, constante égale a P sur l'intervalle
|— ] pour p > 1. Elle est donc continue & gauche en chaque
\/F— VP’

1
—— mais discontinue a droite. Sur ] — 00, 0[ on conclut par parité.

VP

1
Mais en 0, f est continue car, Ve > 0, Ipg € N* tel que, Vp = po, ; <e

1 1
mais alers, si |z| < T on aura toujours f(z) du type ps avec p = Po,

donc |f(z) — f(O)| = |f(x)| < €
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. 1 1 f(z) 1
On peut remarquer que si £ €/ ——,—], on a —— = — dans
P quer q ] N EST \/ﬁ] - o
[g,—‘ppﬂ[, avec p qui tend vers linfini si £ tend vers 0 donc
lim f(=) = 0 existe : f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

z—0 T
1) On a, par récurrence, f(z + ny) < f(z) + nf(y) car cest vraisin =1,
et si on suppose l'inégalité vérifiée pour n, on aura f(z + (n + 1)y) =

< < i
[l xmy) hu) S flact m) o+ () < fl@) 4 nf (@) + 7(y) soit encore

Soitalorsz 2> 0,a > 0, ona% = E(E)+r(§) doncz = E(%)a+ar(§) et,

E (2) étant un entier, en appliquant le résultat précédent avec E (g) =n:
T T
£(@) < BE)f@) + far(Z)).

2) On a déja @ 2 inf {@,a > 0}, cet inf pouvant étre —oco. On
suppose d’abord que 3 = inf {@, a > 0} est réel.

Soite>0,3aotelque@ <B+e.
0

On applique le 1) avec ag, et on divise par z, il vient : Vz > 0,

@ < @E(i)M+%f(aor(%)).

T ao/ ag
Or r(ai) € [0,1], donc aO""(:;E‘) € [0, ap] compact, sur lequel f continue
0 0 .

1 T
tbomée,ona_lim 7 (aor(:2)) =0.
est born, onam_{r_'r_looxf aor(ao)

Puis lim a—oE(i) =1 carsi — € [n,n+ 1, n > 0, on a
Tz—+00 T ag ag
a?OE(aio) E]nL-I-l’ 1], et si z tend vers +00, n tend vers +o00, donc nj— I

tend vers 1.

Finalement, Yz > 0, f(=) < @E(i)(ﬂ +¢€) + lf (aor(i)) le
T z “ag T ao

majorant tendant vers 3 + ¢ si z tend vers +o00, donc au méme € > 0,

on associe Tg, VT = xo, —j% < B+ 2¢, dou en fait :

Vz 2> 0, B < i@ <B+2et lim f(=) =p.
T z—+00 T
Si inf{f_?)’ a > 0} = —oo, (cas de f(z) = —z? par exemple) on fait le

f(ao)

méme calcul avec un B < 0 quelconque, 3ao, s

< B, on a un majorant
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qui tend vers B et devient < B + 1 si = assez grand. Comme B < 0 est

. T
quelconque, on a encore lim M = —
z——00 T

On traduit lim0 g(z) = 0 a Yaide d’une suite (en)neN qui tend vers 0 en
r—
décroissant strictement, avec eg = 1.

A chaque € on associe an > 0 tel que z €]0,an] = |g9(z)| < €n. On

peut en fait imposer, par récurrence, an+1 < inf (an,en+1) donc la suite
(an)neN décroit strictement vers 0, et sur [an+1,an] on a [g(z)| < en.

Pour n 2 1, sur [@n+1,Qn], g2 est la fonction affine joignant les points
gan.,.l, €n) et (an,en—1) alors que g; elle joint les points (an+1, —€n) et
Qn, —€n-1).

Sur [a1, 1] on posera g2(t) = 1 et g1(t) = —1.

Enfin g1(0) = g2(0) = 0. On a ainsi g; et g2 continues, (ne pas oublier que

€0 = 1), g1 décroissante et ga croissante, encadrant g.

Ce genre d’exercice se traite souvent en cherchant la fonction sur N puis Z
puis Q et en passant & R par continuité puisque Q est dense dans R.
Vu lallure, on introduit g : ¢t ~~ f ( ?/1-&), de [0, +o00o[ dans R. Elle sera

continue si f est, et la formule f(z) + f(y) = f (¥z™ + y") devient, en
posant 2" =sety" =1t :

V(s,t)€R+:f(%)+f(9/Z) =f(\/"s+t) soit encore
9(s) +g(t) = g(s +1).

On sait que g doit étre linéaire, car dans ,sit=0onag(s)+g(0) =
g(s) d’ot g(0) = 0; puis en posant g(1) = a par récurrence on obtient
g9(n) = na pour tout n de N, (vrai sin = letsi g(n) = n-a,
g(n + 1) = g(n) + g(1) = na + a); dou g(n —n) = ¢(0) = 0 =
g(n) + g(—n) = g(—n) = —g(n) donc Vp € Z on obtient g(p) =p - a.

Comme g¢(q - %) avec ¢ € N*, vaut q - g(%), (grace a [1]) on a g(%) =

% g(1) = %, d’'ou Yon déduit g(r) = ra pour tout r de Q et par densité de Q@

dans R, g(z) = az. En revenant au probleme f ( '\‘/E) est du type az donc
f(t) du type at™.

Avec z = y = 0, on a (£(0))%2 = (£(0))* donc (£(0))2 = 0 ou 1 dot
£(0) = 0,1 ou —1.

Si f est solution, — f est solution.

Avec z quelconque et y = 0 on obtient (f(z))? = (f(z))? 5 £(0))? donc si f
n'est pas identiquement nulle, 3z tel que f(z) # 0 dou f(0) = *1.

La fonction f = 0 est solution. On Pécarte et quitte & changer f en —f on
suppose que f(0) = 1.

Alors avec = = y, on a f(2z) = (f(z))*, donc f est & valeurs positives ou
nulles. En fait f reste a valeurs strictement positives car si on a b tel que
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£(5) = 0,avec s = y = il vient £(£)f(0) = 0 = (f(g))4 @ou f(3) = 0
et par récurrence, Vn € N*, f (2—n) = 0. Comme f est continue, on aura
f(0) = nli)l_:'l_loo f (2%) = 0 Cest absurde.

Donc f(0) = 1 = f(z) > O pour tout z.

Aves 7 =y on a f(2) = (f@)* = (f@)” .

Puis avec 2z et z on a
F(32)f(z) = (£(22))° (f(2))?
= (f(2))® (f())?
et comme f(z) > 0 il reste £(3z) = (f(2))° = (f(2))*".

2
Supposons que f (n:t:) ( fz))" , avec n € N*, soit vrai jusqu'au rang p.
(Cest vraisip=2et

Alors
f(nz +z) f(nz — z) = (f(n2))? (f(x))?
soit
F(n+1)z) - (F@)®D” = (F(a))> +2
donc

F((n+1)z) = (f(z))2n +2-1+2m=n" _ (5(g))(n+D)?

2
On a donc f(nz) = (f(z))™ pour tout n € N en fait.

2
Si on pose f(1) = a, cela conduit & f(n) = a(®") pour tout n de N.
La fonction f est paire car

flz - 2)f(z +2) = (f(2))* (f(~=))® donne, avec £(0) =1,
(f(@)* = (f(2))® (f(—=2))? dot (f(—2))? = (f(2))?
et f restant a valeurs positives, f(—z) = f(z).

Done, Vn € Z, f(n) = a("2).
2

q
Puis avec ¢ € N* on a f(q - %) = (f(%)) = f(1) = a dou
£ =

2
Mais alors, Vr = g €Qona f(r) = f(p- %) = (f(%)) = a% et

Pégalité f(r) = a(rz) valable sur Q partout dense dans R donne, f étant
2
continue, f(z) = a®*") sur R.
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2
Les solutions sont donc f = 0 et les fonctions du type z ~» £a(®") avec
e=1ou -1

Lintervalle I doit é&tre tel que zy = —1 est exclu avec (z,y) € I 2 La
fonction f étant dérivable, on dérive la relation en = d’ou

' _ 1‘1/2 [ TH+Y
fla)= (l+zy)2f <1+zy)'

Donc si 1 ou —1 est dans I, f'(z) = O sur I, f est constante et cette
constante k vérifie k + k = k, dou k = 0.

On a donc comme solutions, I intervalle quelconque et f = 0 sur I (Cest
vraiment une solution!).

Si on écarte ce cas, I doit étre dans ] — 0o, —1[ou] — 1,1 ou ]1, +o0|.
. T4y
1
Si I C]l,4+oo[,pourz > lety >1lona Ttz
z+y—zy—1<0soitz(l—y)+y—1<Oouencore (z—1)(1-y) <O0:
z+y
ne restant pas dans 1.

1+zy
SiI C]—oo0,—1,pourz < —lety < —1l,onal+ zy > 0 et alors

x+y
— > -1
1 > car

< 1 car c’est équivalent a

vrai. La relation ne peut pas étre vérifiée,

Sr+y>-l—-=zy
& z+ 14yl +z) > 0soit
& (z+1)(y+ 1) > 0 ce qui est vrai!

La encore il n’y a pas de solution.
11 reste a examiner le cas de I C] — 1,1], alors |zy| < 1 = 1+ zy # 0,

2
z+y z+y .
-1,1 —_— 16 tao
1T 2y €] ,1[ car (1+zy> < 1 équivau <

1- zz)(l - y2), tous calculs faits, ce qui est vrai.

L'allure de la relation incite & poser £ = thu,y = thv (u et v dans R) et
on doit avoir, la fonction th réalisant un homéomorphisme de R sur | — 1, 1],

Y(u,v) € R,

et d’autre part

F(th(w) + £(th(o)) = £ (Tt Bl ) = f(th (u + ).

Donc g = f oth doit étre continue sur R et vérifier g(u +v) = g(u) + g(v),
on sait alors que g est linéaire du type u ~+ au, (voir exercice 14) d’ou
f(z) = aArgthz sur I intervalle de | — 1, 1].

On peut justifier qu'il existe une solution et une seule. La continuité de f
en 0 donne f(0) = cos (f(0)), donc f(0) = a unique solution de I'équation
COST = .

Il y a une seule solution : car si g est aussi solution, on aura
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fx) — g(z) = /8 (cos (f(-;)) — cos (g(%))) avec, par accroisse-

cos ((£)) - cos (s())] < [£E) - 95, @on
‘f(z) —g(z)' < e:':z/8 |f(§) - g(g)‘ , qui donne
&) - )| < oFs

ments finis,

232) - g(%)l ...on itére et finalement

22 1.1 1
1#@) ~ o(@)] < e CFE I (2 g Z)).

1 1
1 1 1 T 92n _ 4
Or1+2—2+2—4+---+22n_2= ) 1T S3
22

d’ou

1@) ~9(2)| < % |£(Z) - 9(2)]. Comme £(0) = g(0) 1a imite

(si n tend vers l'infini) du majorant est nulle donc f(z) = g(z) pour tout
d’otr I'unicité d’une solution éventuelle.

Quand a existence, on définit la suite un(z) par : ug(z) = a = la racine
de (cosz = z), et la relation de récurrence :

22
up+1(z) = e 8 cos (un(g)) .
On suppose z fixé.

2
On a |up+1(z) — un(z)| < T |un(§) - un_1(§)\, par le méme calcul,
ceci conduit a :

un1(8) — un(2)] < F [ua() —uo(Z)].

22
z = z z

Or "1(2n) uo( —) = e8:2%" cos (’u,o(2n_'_1 )) —a avec uO(_2n+1) =a

et cosa = a, il reste

lunt1(z) — un(z)| <

i -,

2 2
T
Le majorant est équivalent |a,|e% g an

gente, donc la série des up,+1 — un converge, la suite des un (z) admet une
2
limite u(z), pour tout z qui vérifie la relation u(z) = €* /8cos (u(g))

pour tout .
Le probléme posé a donc une solution unique.

terme général d’une série conver-
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11 ’agit de montrer qu’en chaque z > 0, f et g ont des limites a droite et &
gauche, égales 2 la valeur de f ou de g en z.

Or {f(t),t < z} est non vide, majoré par f(z), donc admet une borne
supérieure et cette borne supérieure est limite de f(t) lorsque ¢ tend vers z
par valeurs inférieures, (croissance de f).

Donc f(z7) = tlim_ f(z) existe et f(z7) < f(x).

De méme f(z™) existe et f(zT) > f(z).
Mais g étant décroissante, on a aussi existence des limites & droite et a
gauche en z pour g avec cette fois :

9(z7) = g(z) > g(z™).

f (w) f(z7)
T

Comme g(z) =

,onag(z™) = d'ott les

et g(zt) = ——f(f-)

inégalités fe _) > f(:v) > fe +) et comme z > 0, f(z7) 2 f(z) 2

f (:c+) et ﬁnalement f (:c )=1Ff (a:) f(z) :ily a continuité de £, donc
aussi de g.



CHAPITRE 6

Espaces vectoriels normés

Apres une parentheése consacrée a la construction de R, nous revenons
a des choses sérieuses (!) en étudiant la structure d’espace vectoriel normé.
La structure topologique devient plus riche, mais s’applique & moins
d’espaces.

1. Définitions, premiéres propriétés

DEFINITION 6.1. — Soit un espace vectoriel réel E. On appelle norme sur
E toute application N de E dans R vérifiant :

DVreE, N(z)20et N(z) =0z =0,
2) V(z,y) € E?, N(z +y) < N(z) + N(y),
3 V(\,z) eRx E, N(Az) = |A\|N(=z).

Traditionnellement on note ||z|| au lieu de N(z). L’inégalité du 2) est
Uinégalité triangulaire.

On peut définir également des normes sur un espace vectoriel F sur
C ou Q, puisque, V) complexe ou rationnel, le module de )\ existe dans R.
Dans le cas d’un espace vectoriel sur @ il faut cependant faire attention
au fait que Q n’est pas complet.

6.2. En posant d(z,y) = ||z — y|, il est immédiat de vérifier que (E, d)
est un espace métrique (exemple 4.4) et ce qu’on appelle espace vectoriel
normé c’est I'espace topologique F muni de la structure métrique associée
a d elle-méme associée a4 une norme.

On va voir qu’il y a des propriétés propres aux espaces vectoriels
normés (E.V.N. en abrégé). ’



178  Topologie, Analyse réelle

THEOREME 6.3. — Soit E un espace vectoriel normé réel. Les boules sont
convexes. L'adhérence de la boule ouverte By(a,r) est la boule fermée de
méme centre et de méme rayon. L'espace vectoriel engendré par une boule
ouverte de rayon v > 0 est E.

Soient u et v dans Bp(a,r). On veut prouver que le segment d’extré-
mités u et v est dans cette boule, c’est-a-dire que, V¢ réel, avec 0 <t < 1,
onatu+ (1—1t)v € By(a,r). Or a =ta+ (1 — t)a donc

d(a,tu+ (1 —t)v) = |[ta+ (1 —t)a — (tu+ (1 - t)v)||
= |[t(a —u) + (1 = t)(a — )|
<t lle —ull + 1 = t|[|la — v]|.

Maist > 0,1 —t > 0, ces 2 nombres ne sont pas simultanément nuls,
etona|la—ul||<ret|la—v|| <r=t|la—u|| <tr, (égalité seulement
sit=0)et (1—t)|la—v|| < (1-1t)r, (égalité seulement si ¢t = 1) donc
d(a,tu+ (1 — t)v) < r. On fait de méme pour les boules fermées.

Comme on a By(a,r) C Bf(a,r), en passant aux adhérences il vient
Bo(a,r) C Bf(a,r), (un fermé est égal a son adhérence, 1.19).

Il y a égalité car si y € By(a,r) — Bo(a,r), les zn, = a + (1 —

1
e 1)(y — a) sont dans By(a,r), (||a—a:n|| =(1- — 1)7' < r) et

tend vers

r
convergent vers y car ||y — z|| = ||(y a)(n 1)|| =T
0, donc y € By(a,r). (A comparer avec la remarque 4.36).

Enfin soit F' = Vect (By(a, 7)) le sous-espace vectoriel de E engendré
par la boule ouverte de centre a, de rayon r > 0. Soit x # a,x € E.

rz—a)

r
Soity =a+ ———,onally—a|| = =, donc y € By(a,r) C F,
2lle —al] 2 !
comme a € F, - (z — a) € F, mais —— est un scalaire
2|z —qf| 2|z — a|
nonnul, doncz —a € F,doux € F, (car a € F).
Finalement £ C F' C E : on a le résultat. u

COROLLAIRE 6.4. — Un sous-espace vectoriel strict, H, de E vectoriel normé,
est d’intérieur vide.

o [e]
Si H# O, il existe une boule ouverte non vide dans H donc dans H,
Tespace vectoriel qu'elle engendre, F est inclus dans H, c’est absurde. B
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THEOREME 6.5. — Soit E vectoriel normé. L'addition est uniformément
continue de E X E, (métrique pour d(°°), d® ou d?) dans E.

Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé, d la distance associée. On

considere les distances d(°°), d®) et d?) associées a d sur E x E, (voir 4.9
pour la définition de ces distances). On peut aussi prendre toute distance
qui leur est uniformément équivalente.

On a alors, V(z,y) € E2, V(z/,y) € E2,

Iz +y) = " + 9"l =z —2) + (¥ =)l
< llz =2/l +lly = ¥/'ll
soit encore <d® ((z,9), (@, ¥));

dont ’addition est 1- Lipschitzienne, (avec d() sur E2) donc uniformément
continue. (Voir en 4.55 la définition de k- Lipschitzienne). |

THEOREME 6.6. — La multiplication par un scalaire : (\,z) ~~ Az est
continue de R X E dans E, (mais pas uniformément).

Car Az — N2'|| = ||Mz — ') + ' (A = X)||
< Iz = 2|+ X = X[ 1z']]-

n veut prouver la continuité en (A, ). Soit € > 0, on impose déj
O 1 inuité (A, z). Soi 0 i déja
||z — || € 1 dou ||z/|]] € 1+ ||z||, on aura alors, si ||z — /|| <

inf 1,—2i€—)\|) lorsque A # 0, (et ||z — /|| < 1si A = 0), et si
€

A — N| € ————, Pinégalité ||[Az — Nz'|| < €, dou la continuité

| | < RENIED] inégalité || | < u inui

du produit. |

6.7. Ces propriétés peuvent devenir fausses sur E vectoriel, pour des
distances non associées a des normes.

" EXEMPLE 6.8. — Sur E vectoriel réel on définit une distance par d(a,b) =0
si @ = b et 1 sinon. On a bien une distance, By(a, 1) = {a}, Bf(a,1) = E
alors que By(a,1) = {a}.

EXEMPLE 6.9. — Distance SNCF sur R?2
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On pose :

d(M,N) =||OM]|+ ||ON||siO,M,N non alignés,
et d(M,N) = ||MN]||si O, M, N alignés,

(avec ||OM|| = \/22 + y2 si z et y sont les coordonnées de M).

(flk

%Y

Si M # O, il est facile de voir que By (M, ;HOM ||) est non convexe,

v

5
car dans le « prolongement » de OM on va en A tel que ||OA|| = 3 [lOM]||.

Il importe donc de savoir reconnaitre une distance associée a une
norme sur FE vectoriel. On a

THEOREME 6.10. — Une distance d sur E vectoriel est associée & une
norme si et seulement si elle est positivement homogéne et invariante par
translation. C’est-a-dire si on a :

V(A z,y) R x E x E, d Az, \y) = |\|d(z,y), et
Y(z,y,2) € E3, d(z + 2,y + 2) = d(z, ).
Soit E, normé. Alors ¥(z,y,2) € E3 on a
dz+2,y+2)=|l(z+2) - (y+2)|l =llz —yl| = d(z,y)
il y a invariance par translation;
et V() z,y) €ERx E X E,d(Az, \y) = ||Mz — y)|| = |Nd(z,y)

la distance est positivement homogene.
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Réciproquement soit E muni de d vérifiant les hypothéses du théoréme,
on pose ||z|| = d(0, z). On a une norme car

llz]| = 0 et [|z]| = 0 & d(0,z) = 0 & z = O;
|z +yl| = d(0,z +y) < d(0,z) + d(z,z +y)

ord(z,z+y) =d(z —z,z+y— z) = d(0,y), on a donc
llz + yl| < ||z|| + ||y : cCest I'inégalité triangulaire.

Enfin, ||Az|| = d(0, Az) = d(A\0, Az) = |A\|d(0,z) = |A| ||z|| : on a une
norme, telle que la distance associée d soit d car

d(z,y) = ||z — yl| = d(z — y,0) = d(z — y + y,9) = d(z,y).

Un peu de vocabulaire dans ce paragraphe introductif.

DEFINITION 6.11. — On appelle espace de Banach, ou plus briévement
Banach, un espace vectoriel réel ou complexe, E, normé et complet pour
cette norme.

Si de plus la norme est associée & un produit scalaire, (ce qui est
étudié avec les formes quadratiques) I'espace sera dit de Hilbert réel (s’il
est complet), ou de Hilbert si E est vectoriel complexe, la norme étant
associée a un produit scalaire hermitien. Dans ces deux cas si ’'espace n’est
pas complet il sera dit préhilbertien réel, ou préhilbertien (voir chapitres
14 d’Analyse Fonctionnelle et 12 d’Algebre).

Quelques exemples dans le domaine réel

EXEMPLE 6.12. — E = R™ On introduit classiquement 3 normes sur R",
définies, pour X = (z3,.. ,zn) par

IIXIIoo—sup{Isz, Sisn},

[1 X[y = Z |,
z=1n 1/2
[|1X]l2 = (Z(fvi)z)

=1
11 est facile de vérifier que les 2 premiéres sont des normes. L'inégalité
triangulaire pour la 3° norme ne s'obtient pas facilement. En fait c’est
une conséquence de l'inégalité de Minkowski, établie pour les formes
quadratiques positives (Algebre, 11.61). Cette norme || ||2 est la norme
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euclidienne sur R™ associée au produit scalaire (X,Y) = Z ZiVs,
. i=1
(Analyse Fonctionnelle, chapitre 14).

Les distances d(®), d(1) et d(?) associées a ces normes sont équiva-
lentes (Théoréme 4.57). Par ailleurs on a vu dans ce chapitre IV sur les
espaces métriques, que pour d(°°), d® oud®, un produit d’espaces com-
plets est complet (Théoréme 4.99) : donc R™ est complet pour chacune de
ces trois normes. Un des résultats de ce chapitre sera de montrer qu’il en
est de méme pour toute norme de R™.

EXEMPLE 6.18. — E = R[X] espace des polynoémes.

d°P
Si P(X) = Z an X" = Z an X", les a,, étant presque tous nuls
n=0 neN

(ce qui signifie que card {n; a, # 0} est fini) on munit E de trois normes
par :

||P|loo =sup{lanl; 0<n<d°P},
d°P d°P 1/2
“P”l =Z|an| et“P”2= Z(an)z ,
n=0 n=0

et on verra dans ce chapitre que E étant de dimension strictement
dénombrable n’est complet pour aucune norme.

EXEMPLE 6.14. — Espace E = [2(R) des suites u = (up)nen telles que

la série des (un)2 converge, (voir Analyse Fonctionnelle, chapitre 11 pour
Pétude des séries).

+o00
Si les deux séries de termes généraux, un, et v, sont telles que Z u%
n=0
+00
2
et Z vy, convergent, comme pour tout 2 on a
n=0

(un +vn)? = u2 + v2 + 2unvn, et que 2upvn < u2 + v2
(& (un — vn)? < 0 ce qui est vrai dans R corps ordonné), on a

VYrneN, 0< (un+vn)? < 202 +0v2).
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P
La suite croissante, des sommes partielles Sp = Z (un+vn)2 est ma-
n=0
jorée par A =2 z (u2 + v2) donc elle est convergente (Corollaire 5.57) :
n=0
la série w = u + v de terme général u, + v, est dans F si u et v sont
dans FE.

Comme, VA € R, si u € F, la série Au de terme général \u,, est telle
p p

que Z()\un)2 =2 2 u2, la convergence de la série des u2 implique
n=0 n=0

celle de la série des ()\un)2 donc Au € E. On a bien E espace vectoriel

réel, (sous espace de RN, espace vectoriel des suites réelles).

1/2

. B 9 )

Il est normé par ||ullz = (Z un) , et cette norme en fait un
n=0

espace de Hilbert, les justifications seront faites lors de ’étude des espaces

préhilbertiens réels.

EXEMPLE 6.15. — Espace F = l1(R) des suites u = (up)neN telles que la
série des |uy| converge.

Il est facile de vérifier que F est sous-espace vectoriel de RV, et méme
+o0

de I2(R) car si Z |un| converge, en partlcuher hm |un| = 0, donc
n=0

Jng,Vn > ng, |un| < 1= u2 < |up| : la série des u2 converge, (chapitre

11 sur les séries, Théoréme 11.22).

Sur /3(R) on dispose déja de la norme ||u||2, mais on peut définir
oo

||lulloo = sup {|un]; » € N} et ||ull1 = z [un|. I est facile de vérifier

n=0
que ce sont des normes.

Pour || |loos !1(R) n'est pas complet. Par exemple, en posant
U(P) = (1151-3'7' +1’
a partir de celui d’indJce p+ 1), alors pour ¢ > p, on a
u@ —u® = (0,... = _0,...0)

...), (es termes de u(P) devenant nuls

,IT%’“.,Q'F_I,O,
dot [|ul® — uP)||, = pyrt On a donc :

Ve > 0, Jpg tel que

<eg:

+2
dot1 Vp > po, Vg = p, |[ul® —uP)|| < e
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donc la suite (u(P) )peN est de Cauchy dans (I3 (R), || ||co). Mais elle ne
converge pas dans I} (R) pour || ||co, car si u = (un)nen € l1(R), et il

existe ng tel que un, # T soit € = |upy — |, alors, Vp > ny,
0

+1

||u{P) — || serait en particulier > |un, —

+1

| = € donc Je > 0, Vn,,

no +1
3p > ny, (tous les p > ng conviennent en fait) tel que Hu(P) — ul|loo = €.
1
La seule limite possible serait donc u avec, Vn € N, u, = o

mais... cette suite u n’est pas dans I3 (R).

Par contre pour || ||1,11(R) est complet, car soit (u(P) )peN une suite
de Cauchy dans I3 (R) pour || ||1.

Alorson a :
Ve > 0, dpo, Vp = po, Vg 2 po, ||U(p) - U(Q)”l <€
Comme
+00 N
[u® - u@||; = Z |ur(f) _ U%Q)| - N—lir-?-oo Z Iu%p) _ u,(f)l,
n=0 n=0

et que cette suite croissante des sommes partielles converge vers
[[u® —u(@||; < € si et seulement si elle est majorée par &, on peut

formuler en :

N
[]e >0, 3po, ¥ > po, Ya > po, YN €N, Y [ul) —uf?| <.

n=0

Toute la suite du raisonnement est contenue dans que l'on va lire
de plusieurs facons.

Dans , pour un n fixé, avec un N > n, on aura a fortiori

N
Ve >0, 3po, Vp 2= po, Yq 2 po, |U£zp) - U'Ezq)| < Z |u§gp) - ufgq)l ¢
k=0

ce qui traduit le fait que la suite (uslp ) )peN, n fixé, est de Cauchy dans R

complet, donc convergente. Soit u, = pli)r_'r_loo u,(f’ ).
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On reprend |1 - en fixant p > po, avec N fixé aussi, comme, Vg > po,

Z |u(p) — u(Q) < ¢, que l'on a une somme finie de quantités ayant une
n=0

limite si ¢ tend vers 400, la continm'te de I’addition (de R? dans R, car R

N
est un E.V.N.) nous don.ne hm z |u(p) 53)| = Z |u,(f) —up| e
n—O n=0
On a donc :

N
Ve >0, 3po, ¥p > po, YN €N, > [uf) — un| <.
n=0

Mais ceci étant vrai VN, et la série des |u(p ) _ Up| étant a termes

positifs, elle converge et sa somme vérifie ||u(P) — u||; < €, en notant u
la suite de terme général u,,.

On a donc u, pour Vinstant dans RN, telle que
Ve >0, 3po, Vp > po, |[u® —ull; <,

en particulier u(P0) —y est dans I3 (R), u(Po) aussi, doncu € g (R), (espace

vectoriel) et [1”| est la traduction de hm uP) = y, limite dans [; (R)
p—~+00

pour la norme || ||1. |

J’ai détaillé ce raisonnement car c’est celui qu'on retrouvera dans les
espaces fonctionnels pour justifier qu'un espace de fonctions est complet.

Enfin, pour || ||2, cet espace 11 (R) n’est pas complet, car en reprenant

les suites u(P) avec u(P) = 1Q,= ; 0,0,...0), on a une suite
23 " p+1
q+1
de Cauchy, car (|[uP) — u(@||9)2 = Z 2 sig > ptend vers O sipet
k=p+2

1
- g tendent vers 400, car la série des 2 converge.
Elle ne converge pas, vers un u € l1(R), pour || ||2, car si u est telle

qu'il existe ng avec un, # on a encore, VYp = no,

n(i-'_ 1
([[u® — u||2)2 > |un, — ——|2 done |[u(P) — u||3 — 0 est exclu.
ng+1
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1
Comme la suite u de terme général u, = 1 n'est pas dans [ (R),

la suite de Cauchy des (u(P) )peN n’a pas de limite dans I (R), pour || ||2.
Mais elle en a une, u, dans l2(R), pour || ||2, la suite u de terme

général

Tr1 L’étude un peu longue de cet exemple nous montre que, sur

un méme espace vectoriel, on peut disposer de normes non uniformément
équivalentes. 11 faudra donc étre précis dans le language, et savoir aussi
voir si des normes sont ou non uniformément équivalentes. Comme ceci
est 1lié &4 la continuité uniforme de I'identité, et que l'identité est une
application linéaire, nous allons étudier plus précisément la continuité
de ces applications.

Mais avant, signalons un dernier exemple.

EXEMPLE 6.16. — Soit [a, b] un segment de R et E = C°([a, b],R) Pespace
vectoriel réel des applications continues sur [a, b], & valeurs réelles.
On le munit de 3 normes usuelles : ||f|lcc = sup{|f(¢)]; t € R},

b b 1/2
I|fll1 = /a |f(t)ldt et ||f]|l2 = (/ fz(t)dt> et, pour ces normes on

a:(E,||||co) complet, alors que pour || ||1 et || ||2 il n’est pas complet. Les
justifications seront données au chapitre 12 sur les espaces fonctionnels.

2. Applications linéaires continues

Une remarque pour commencer. Soient F et F' deux espaces vectoriels
normés. Une application f : E — F est dite Lipschitzienne s’il existe une
constante k > 0 telle que :

V(z,y) € E%, ||If(z) — f@)I| < kllz — yl|

vu la définition des distances associées aux normes et la définition 4.55.

6.17. Si de plus f est linéaire, f(z) — f(y) = f(z — y) et il est facile
de voir que si z et y sont quelconques dans F, z = z — y est quelconque
dans E, donc pour f linéaire de F dans F, on a
f - k- Lipschitzienne < Vz € E, ||f(z)|| < k||z||-

On a alors le

THEOREME 6.18. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés et f
linéaire de E dans F. On a équivalence entre
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1) f est uniformément continue,

2) f est continue en 0,

3) f est bornée sur la boule unité fermée,
4) f est k- Lipschitzienne.

On a 1) = 2) de manigre évidente.
Puis 2) = 3) : soit f continue en 0, ¢ = 1515 fixé, 3o > 0 tel que

llz =0l = [lzll € @ = [[f(z) — f(0)]] < 1515. Or f0) =0, (f
linéaire) puis, pour tout £ non nul de E, m est un réel strictement
positif. Si le corps de base est R, le vecteur ” | lx est de norme ¢,
donc on a ||f( ) | = l=—f@)| = f(@)] 1515 d’ou
el ] /@l <

If(2)]] < T||:r|| inégalité encore vraie si z = 0, d’ou a fortiori, si
lHzll € 1, ||f(@)]] < —E , f est bornée sur la boule unité fermée.

On a supposé que le corps de base était R. Si cest C, —— € C, on

a un scalaire du corps, mais si c’est Q il y a probleme si la norme n’est
pas a valeurs dans Q. En fait, il existe des rationnels A arbitrairement

proches de — Iz ”

” T par valeurs inférieures, avec A, > 0. Alors les \,z € E, et

, ou bien une suite (A\,)neN de rationnels qui converge

| Anz|| € Anllz|| done a fortiori ||Anz|| < ”:—“||a:|| = @, on a encore
[If (An2)|| < 1515 = ||f(z)|| < li—lé, vrai pour tout 7, 4 la limite on
aura || f(z)|| < @ = %llmll on peut continuer.

m

C’est pour éviter ces difficultés, entre autres, qu’on suppose désormais
le corps de base réel ou complexe, les aménagements pour Q étant laissés
a l'amateur.

3) = 4) est évident : si k = sup {||f(z)||; ||z|| < 1}, alors pour tout
y#0,
|| l

est dans la boule unité fermée donc

I (e )| =[] = g oo <+
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soit ||f(y)|] < kl|lyl|, inégalité également vérifiée par y = 0, d’oxr f est
k- Lipschitzienne.

4) = 1) car si f linéaire est k- Lipschitzienne, ¥(z,y) € E2? on a
[|f(z) — f()|| < k||z — y]|| et on a vu au chapitre des espaces métriques
que ceci implique la continuité uniforme (voir 4.55).

REMARQUE 6.19. — La maniére la plus efficace de justifier que f linéaire
de E dans F, (e.v.n) est continue, est de trouver k > 0 telle que
Vz € E, ||f(z)|| < k||z||, car on se livre alors & des calculs de majoration,
en général faciles.

REMARQUE 6.20. — Pour E espace vectoriel, et pour des distances as-
sociées a des normes les notions de distances topologiquement équivalentes,
distances uniformément équivalentes et distances équivalentes n’en font
qu’une.

En effet, dés que Plidentité i : z ~» z de (E, || ||) sur (E,]|| ||') est
continue, elle 'est uniformément et elle est k- Lipschitzienne. |

Soient alors E et F' deux e.v.n, f et g deux applications linéaires
continues de E dans F. Comme l’addition est continue de F' x F' dans
F et la multiplication par un scalaire de R x F dans F, (ou C x F
dans F) (Théorémes 6.5 et 6.6), les applications linéaires f +get A - f
sont continues (composées d’applications continues). On a donc justifié
que l'ensemble noté L.(E, F) des applications linéaires continues de F
dans F est un sous-espace vectoriel de L(E, F'), espace des applications
linéaires. Peut-on le normer a son tour, de maniére « naturelle » ? Oui.

THEOREME 6.21. — Soient FE et F' deux espaces vectoriels normés. L'espace
vectoriel Lo(E, F) des applications linéaires continues de E dans F est
normé par Uapplication f ~ |||f||| = sup{||f(2)||; z € E, ||=|| <1}

6.22, Attention a la notation de cette norme, appelée norme d’application
linéaire continue, elle est particularisée par ces trois traits car elle va
avoir des propriétés intéressantes pour les majorations.

On a ||| f]|| existe si f est continue, |||f||| > Oetsi|||f||| =0, Yy#0
comme —2— est de norme 1, ||f(-|-|-z—”)|| < 0, donc —l—f(y) = 0 dou

llyll Iyl
f(y) = 0 pour tout y # 0. Comme f(0) = 0 on a bien f nulle.
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11 est clair que

VA €R, (ouC),||IAfll| = sup{|IAf(2)Il; = € E, |||l <1}
=sup{|A| ||f(z)Il; z € E, ||zl <1},

donc cest |A|sup {||f()|}; z € B£(0,1)} = [A[ IIf]l].

Enfin, comme ||(f+g)(z)|| < [|f(z)]||+]|g9(z)||, en passant aux bornes
supérieures pour z dans By(0,1), on a bien |||f + gl|| < |[|£]l| + |||g]||.-M

THEOREME 6.23. — Soient E,F,G trois espaces vectoriels normés, et
f: Ew F puis g : F — G linéaires continues. Ona go f : E — G
linéaire continue et |||g o f||| < ll|gl|| I|f]]l

De plus, Vz € E, ||f(2)|| < |lIfII] ||=]l

Ce sont ces deux formules de majoration qui donnent tout son intérét
a la norme d’application linéaire continue.

La deuxiéme a déja été justifiée car si = est non nul dans E,

|| IR
dans la boule unité fermée donc Iz ”||f(z)|| =||f (”z” )H < AN

dou ||f(z)|] < |z||, formule valable aussi pour z = 0.

Quant a la premiére, elle en découle car, pour = dans la boule unité
fermée de F,on a :

ltg o @I = llg(F @Dl < Hlglll 117 ()] avee || 7 (@)l < [[I£]]] ]l

d'od < [NgLINAN el < gl [11£1]] : et ceci pour tout z de
la boule unité fermée de E. A fortiori la borne supérieure des ||(go f)(z

est inférieure ou égale a |||g]|| ||| f||| d’ou Tinégalité |||go f||| < |llgll] |||f||.|-

THEOREME 6.24. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et
f € Lo(E, F). On a les égalités

WA = sup{l|f(2)I|; = € E, |l«]| = 1};

171l =sup (M, 2 ¢ - oy,

[|Iflll = inf {k; k € R+, f est k- Lipschitzienne}.

D’abord, comme pour z € E — {0}, est dans la sphére unité

S1 de E les ensembles {f(z); z € S1} et {‘Ifl( “),:z: € E — {0}} sont les
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mémes donc leurs bornes (éventuelles) sont égales. Or S; C By(0,1) donc

m = sup {||f(2)|}; z € S1} < [lIF]ll-

Puis, si ¢ € Bg(0,1) — {0}, W € 51 donc ||f(” “)H < m

1
soit TIlf(a:)H < m dou ||f(z)]] € m||z|| € m, cest aussi vrai si
z = 0 dot |||f||| £ m et finalement |||f||| = m. On a bien justifié que

Al = sup {{If ()]l z € $1} = su {”ﬂ(“’” ze E—{0}}.

Comme d’apres le théoréme 6.23 f continue est en particulier, ||| f |||
lipschitzienne, on a ||| f||| € {k; k > 0, f est k- Lipschitzienne}, donc ¢
borne inférieure de cet ensemble existe et on a I'inégalité ¢ < |||f]||-

Puis, si f linéaire est k Lipschitzienne, Vz € E, ||f(z)|| < kl|z||

donc k majore {||f(z)||; ||lz|| < 1} d’ou k majore |||f]||, mais alors
[I| ]|l minore {k; f est k- Lipschitzienne) et |||f||| < ¢ d'ou légalité
[I11]] = inf {k; k € R4, f est k. Lipschitzienne }. |

THEOREME 6.25. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. L'espace
vectoriel normé Lc(E, F) est complet, pour la norme d’application linéaire
continue, lorsque F' est complet.

Soit (frn)neN une suite de Cauchy de L(E, F). Alors on a :

Ve > 0) 3“0, Vp} no, Vq 2 ng, |“fp"fq|“ Se

ou encore
Ve > 0, 3ng, Vp 2 no,
Vg 2 no, Vz € E, ||fp(z) — fqo(2)]| < ellz]|.

!
€
Soit z # 0 dans E, ¢ > 0 quelconque, on écrit [1] m avec € = —-

||’
on a donc Ve’ > 0, 3ng, Vp > ng, Vg = no, ||fp(z) — fo(z)|| < €' :
la suite ( fp(a:))pGN est de Cauchy dans F complet donc convergente.
On note f(z) sa limite. Comme Vp € N, fp(0) = 0, on pose aussi
fl0)=0= lir_{_l frn(0) et on définit ainsi, point par point, f : E — F
n—-1+00
= i .
par f(z) = lim  fp()

Il reste a voir si f est linéaire, continue, et si f est limite des f, pour
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On a f linéaire. Soient z et y dans E, )\ et u dans R, (ou C),

ona fQAz + py) = nl,il_f_loo fa(Az + py)
= lim (A\fa(z) + pfa(¥))
= Jm (\fa(2)+ lim (ufa()),

(continuité de I'addition et existence de lim Afp(z) = A lim fp(z)
n—-+00 n—+00
par continuité du produit par un scalaire).
Dou f(Az + py) = Af(z) + pf(y) : f est linéaire. Repartons alors

de dans laquelle on fixe p > ng, on fixe £ dans F et on fait tendre
g vers +00. En utilisant la continuité de la norme, (justifiée en 6.26, c’est
un oubli) il vient :

Ve >0, 3ng, Vp 2 ng, Vz € E, ||f5(z) — f(z)|| < ellal],

soit encore

Ve >0, 3no, Vp > no, sup {||(fp — f)(@)|; z € Bf(0,1)} <e,
mais ceci entraine deux choses. D’abord que fp — f, linéaire, est bornée
sur la boule unité fermée donc est continue, comme f, est continue, il en
résulte que f est continue; puis signifie que li{'l_‘l fp = f dans

p—+00

L:(E, F) pour la norme d’application linéaire continue : on a le résul-
tat. ]

THEOREME 6.26. — Si E est un espace vectoriel normé, la norme est
uniformément continue de E dans R.

Car, V(z,y) € E?on a |||z|| - ||y||‘ < ||z — y|| ear C’est équivalent a

=l —yl| < ||| — |ly]l < ||z — yl| soit encore &
llyll < ||lz—yl|+||z]|, (comme y = y — z + z, cest I'inégalité triangulaire)
‘eta

llz]] < ||z — yl| + |lyl] : c’est I'inégalité triangulaire.

Mais ceci signifie que z ~+ ||z|| est 1- Lipschitzienne de (E, || ||) dans
R, donc uniformément continue, (voir 4.55).
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3. Propriétés des espaces vectoriels normés de dimension
finie, réels ou complexes

Elles reposent sur le fait, qu’en dimension finie sur R, (ou C) toutes
les normes sont équivalentes, c’est-a-dire que les distances associées, le
sont, donc que l'identité de E, muni d’'une norme dans F muni de 'autre
est lipschitzienne.

Pour justifier ce résultat, on a besoin de savoir que E vectoriel de
dimension fini, donc identifié &4 R™ si E est réel, (ou 2 C* ~ R2" gil
est complexe), est tel que pour la norme || ||, les fermés bornés sont
compacts, ce que 'on sait puisque pour cette norme, on a la topologie
usuelle de R™ et que ce résultat a été justifié au corollaire 2.22.

THEOREME 6.28. — Sur R™, toutes les normes sont équivalentes.

Soit donc E = R™ normé par || ||oo, €t N une autre norme sur E.
On note (e, €2, ..,€y,) la base canonique, done

n
X =(z1,---,Zn) = Zxkek.
k=1
Lidentité ¢ : X ~ X de (E,|| |loo) dans (E, N) est continue car
n

N@#(X))=N (Z ek | < Z N(zeg), avec
k=1 k=1

N(zper) = |zk|N(ex) < N(eg) -sup{lz;]; 5 =1,...,n},

d'ot N(i(X)) < (E N(ek)) 11X 1loo-

k=1

n
En posant a = Z N(eg), on a i qui est o Lipschitzienne donc
k=1
continue, et aussi N(X) < ¢||X||co pour tout X de E.

La sphere unité S; = {X; X € E, ||X|lco = 1} est fermé bornée
dans (E,|| ||co) donc compacte (Corollaire 2.22). On a S; fermée car
X ~ ||X||oo est continue, (Théoréme 6.26) et S; est image réciproque
de {1} fermé de R par cette application.

Mais alors i(S;) est un compact de (F,N), (image continue d’'un
compact dans un séparé, théoréme 2.18), et 1a norme N étant continue de
(E,N) dans R est bornée sur ce compact et atteint ses bornes (Corollaire
2.19).
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En particulier, si § = inf {N(X); X € E, ||X||coc = 1}, comme 3
est atteinte, il existe X dans S tel que 8 = N(Xp) d’otr 8 > 0 puisque
|| X0l|co de norme 1 est non nul.

Mais alors,

vx e B0, (s < 51) = (N(ﬁ) >5),

doa N(X) 2 || X||coB, inégalité vraie a fortiori si X = 0, et finalement
on a bien a et 3 strictement positifs tels que

VX € E, BlIX]loo < N(X) < af|X[|oo :

N et || ||oo sont équivalentes.

Par transitivité de la notion d’équivalence on en déduit bien I'équiva-
lence de toutes les normes sur R™. |

COROLLAIRE 6.29. — Soit F vectoriel normé (réel ou complexe) de dimension
finie, alors E est complet.

Car R est complet, donc (R™, || ||o) I'est en tant que produit d’espaces

métriques complets pour d(°°), (Théoreme 4.99), et vu I'équivalence des
normes cette notion est conservée pour toute norme. |

COROLLAIRE 6.30. — Les compacts de R"™, espace vectoriel normé, sont les
fermés bornés, quelle que soit la norme. C’est le corollaire 2.22. |

COROLLAIRE 6.31. — Soit F vectoriel normé de dimension finie, F vectoriel
normé alors une application linéaire de E dans F est toujours continue,
(quelles que soient les normes sur E et F).

Vu I'équivalence des normes sur E on peut prendre n’importe quelle
norme, par exemple || ||oo. Soit B = (ej,...,e,) une base de F et f
linéaire de E dans (F, || ||)-

n

Pour tout X = z T;€e; on a
=1

n

NFEON=1FQ_ze)ll = 11D zif(ea)ll < D laal [1f(ea)ll
=1

i=1 =1

avec  |z;| < || X|leo, il vient ||f(X)I| < (lef(ei)ll) 1X1loo -

=1
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n
f est (Z [|f (ei)||> lipschitzienne donc continue. ]

i=1

COROLLAIRE 6.32. — Un sous-espace I’ de dimension finie de E espace
vectoriel normé est forcément fermé de E, (quelle que soit la norme de E).

Soit E normé, de norme notée || ||. La restriction de cette norme munit
F' d’une structure d’espace vectoriel normé.

Soit X € F, il existe une suite (up)nen d’éléments de F' qui converge
vers X. Soit € = 1, Ing, Vn = ng, ||lun — X|| < 1 donc Vn > ny,
Up € Bf(X, 1)NF.

Or Bf(X,1) est fermé de E, donc Bf(X,1) N F est fermé de F
(topologie de sous-espace) borné car par inégalité triangulaire, la distance
de deux éléments de By (X, 1) est majorée par 2.

Mais alors Bf(X,1) N F est un compact de F', donc il existe une suite
extraite (u‘P("))nEN qui converge vers un Y € Bf(X,1) N F.
Comme dans E, lim Up(n) = X, (suite extraite d’'une suite conver-
n—-+00

gente), la topologie métrique étant séparée c’est que X =Y € F. On a
F C F dou F fermé. ]

COROLLAIRE 6.33. — Un espace vectoriel normé réel de dimension dénom-
brable stricte n’est jamais complet.

Méme pas une petite fois..., non! Jamais!
Car soit F ayant une base B = (ep)neN indexée par N.

OnaE = U Vect (eo, €1, - -, €n)-

neN )

Les sous-espaces F, = Vect(eg,e€1,--.,en) sont fermés, (corollaire
6.32 d’intérieur vide, car sous-espaces stricts de E (Corollaire 6.4). Mais
alors on a vu comme conséquence du théoréme de Baire que E n’est pas
complet, (Corollaire 4.109). |

COROLLAIRE 6.34. — Soit E un espace vectoriel normé, K un compact de
E, A un fermé de E, contenu dans un sous-espace de dimension finie F' de
E, la distance de A et K est atteinte, (K et A supposés non vides).

Soit d = d(A, K) = inf {||z — y|; (z,y) € A x K}, alors Vn € N

n’est plus minorant, donc il existe (Zn,yn) dans A X K tel que

d
+n+1

d< - <d+ —<d+1.
< lzn — ynll < +n+1\ +
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A fortiori ||zn|| < |lyn|| + d + 1. Or les yy, sont dans K compact donc
borné : les x,, sont dans une partie bornée de E, soit B cette partie du
type By (Alfred, Arthur). (Il n’y a aucune raison que les rayons des boules
soient toujours 7 ou ¢).

-En fait les zp, sont alors dans C = (A N By (Alfred, Arthur)) qui
est un fermé borné de F', sous-espace de dimension finie, donc c’est un
compact. Mais les (z,,y,) € C X K compact : il y a une suite extraite

(w‘p(n),y(p(n) convergente vers (u,v) € C x K et la norme étant
continue, en passant a la limite dans l'inégalité

1 oo
d< ||a:(p(n) - yq,(n)ll <d+ W il vient d = “'ll, - 'U”
la distance est atteinte. [ |

REMARQUE 6.35. — En particulier, tout singleton étant compact, (il n’est
pas bien difficile d’extraire des recouvrements finis dans ce cas), si A
est un fermé de E contenu dans un sous-espace de F' de dimension finie,
Vb € E, d(A,b) est atteinte. On peut le justifier plus briévement en
remarquant que, si ap € A, d(4,b) = d((ANBs(b,||b— aoll), {b}),
or {b} et AN Bf(b,|la — agl|) sont deux compacts, (fermés bornés en
dimension. finie), et la distance de 2 compacts est atteinte, (inf d’une
fonction continue sur le compact produit).

Tous ces corollaires montrent 'importance de ’équivalence des normes
en dimension finie, mais aussi du fait que dans ce cadre (compact) <
(fermé borné). Ce n’est pas étonnant car cette notion caractérise les
espaces vectoriels normés de dimension finie. On a :

THEOREME 6.36. — (de Riesz). Un espace vectoriel normé réel E est de
dimension finie si et seulement si sur E on a : (compact) < (fermé borné).

Vu le corollaire 6.30 il nous reste la réciproque a justifier.

Soit donc E vectoriel réel, dans lequel la propriété d’étre compact
équivaut a celle d’étre fermé borné.

En particulier la boule unité fermée B; = Bj(0,1) est un com-

1
pact de E. Comme B; C U By(z, §), on extrait un recouvrement
T€B;
fini de ce recouvrement. Soient z1,...,Z, les centres intervenant, et
F = Vect (z1,z2,---,Zn)-
SiENF #J,soity € EXF, § =d(y, F) est atteinte en un z de F,
(corollaire 6.34 ou remarque 6.35). Comme z # yona é > 0.
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z —

Soit z = ”—x-—Z“ c’est un élément de B; donc il existe ; tel que
z€ BO(xi’ 5)

Soit 2/ = = — ||z — y||z;, comme z et z; sont dans F, 2’ est aussi dans

/
-y r—y
F,or2 —y =z —y— ||z — y||lz; donc = -z =
' lz—yll — llz-yll ™

z — z; est de norme strictement inférieure a 1/2, (choix de z;), don

1 6
12 =yl < §||a: — 9|, soit ||z’ — y|| < 3" absurde car on aurait dans

F, un élément 2’ trop prés de y. Donc E = F est bien de dimension
finie. |

4. Artillerie lourde sur les Banach

Le fait de savoir que E ~ R™ est toujours complet, que E ~ RN ne
Pest jamais, et que pour des espaces de dimension strictement supérieure
au cardinal de N cela dépend de la norme est plus important que la simple
satisfaction d’une curiosité de collectionneur de résultats. Il y a un grand
nombre de résultats propres aux espaces vectoriels normés complets, et il
importe de savoir si on peut ou non les utiliser.

Nous verrons, lors de I'étude des séries, ce qui concerne la notion de
série convergente en norme dans un Banach, ou le théoréme d’interversion
des limites par exemple. Mais on peut établir ici quelques résultats
intéressants, utilisés ensuite en calcul différentiel.

THEOREME 6.37. — Dit des approximations successives. Soit a dans un
Banach E et f une application continue de By(a,r) dans E, telle que
@ : x ~ x — f(x) soit contractante. Il existe un ouvert U contenant a tel
que f établisse un homéomorphisme de U sur By(f(a), (1 — k)r). De plus

flest

T 1 % Lipschitzienne o étant k- Lipschitzienne, avec 0 < k < 1.

Déblayons le terrain : ¢ contractante signifie qu’il existe k € [0,1]
telle que pour z et y dans By(a,7), |l¢(z) — ()|l < kllz — y|.

En particulier ¢ est uniformément continue, donc f aussi vu la
définition de ¢.

Si on suppose justifié que tout y de By(f(a), (1—k)r) a un antécédent,
z, pour f dans Bg(a, ), cet antécédent est unique car si =’ est aussi dans
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Bo(a,r) et sion a f(z) = f(z') = y alors  — ¢(z) = 2’ — p(z’) donc
z— 12 = ¢(z) — p(z') dou

llz — /|| < kllz — 2|l & (1 = k)llz — 2|l < O

avec 1 — k > 0 cest que ||z — 2|| < 0 donc finalement, que z = z’.

I reste & trouver Uantécédent. Soit y € By(f(a), (1 — k)r). On définit,
(si c’est possible) une suite (Tn)neN dans E en posant g = a et
Vn € N, Tp+1 = y + ¢(zpn). Comme zo = a € By(a,r) sur laquelle
@ est définie, x; existe. Le probléme est de justifier qu'a chaque étape
Zn € Bp(a,) ce qui assurera Vexistence de Tp41.

Au départ 71 —a = 21 — 20 = Y+ ¢(20) — 2o =y — f(z0) =y — f(a)
donc ||z1 — a|| < (1 — k)r < 7 : 21 existe dans By(a, ).

Supposons obtenu, jusqu'au rang n : z, existe dans By(a,r). Alors
Tp+1 existe et Tni1 — Tn = P(Tn) — P(Tn—1) dol
l|tn+1 — znl| < kllzn — Tn—1]]-

Par récurrence, on obtient donc facilement :

[|Zn+1 — Znll < kl||Tn — Tp-1]] < k2||:1:n 1—Zn—2||..

d’ou
|Znt1 — Znll < K*||z1 — zol|
et aussi
n n
llent1 —2oll = || D (p+1 — 2p)ll < Y Kller — 2ol
p=0 p=0
soit
1 — kntl
llzn+1 = zoll < —5—=5—Il21 = zoll < 7= Ilo1 — 2oll-
Comme ||z1 — zg|| = ||z1 — a|| < (1 — k)7, on a bien ||zp4+1 —a|| =

||Zr+1—20|| < 7 donc au rang n+1, £, existe et appartient a By(a,r)
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Le procédé est récurrent, la suite (Tn,)neN existe. De plus elle est de
g—1
Cauchy dans E complet car Vg > p, T4 — Tp = Z(zn.,.l — zp) dou
n=p

q—1 q—1
|lzg — zpl| < Z [|znt+1 — za|| < Z k™||z1 — zo|| soit
n=p n=p
kP — k9
STz ||931 zol| <

— Zgl|-
lle1 — zoll

Comme lim kP =0 puisque k € [0,1], on a bien :
p—too

Ve >0, 3ng, Vp = po, Vg 2 p, ||zp — 24l| <€

Mais alors ¢ = lim z, existe dans F, et la relation z,4; =
p—+oo

y + ¢©(zp) jointe a la continuité de ¢, donne a la limite, z = y + p(z) =
v+ (z — f(z)), soit y = f(x) : on a trouvé un antécédent x pour y.

Est-il 1a ou il faut? Oui car ||z,+1 — al| < ||z1 — zo|| donne a

1—-k%

la limite ||z — a|| € ——||z1 — Zo|| mais ||z1 — zo|| < (1 — k)r donc

1
1-k
||z — a|| < 7 : Cest gagné, z € By(a,r).

Enfin f~1 : y ~ z € By(a,r) tel que f(x) = y, est continue, car

lipschitzienne. En effet, V(x,2') € (Bo(a,7))? on a p(z) — p(z’) =

1
1-k
w—w’—(f(z)—f(w))doncw ' = p(z) — (') + f(z) — f(z') donr :
llz—2l| < |lo(z) = (") +]1f(x) - f(z’)|l<kllx || +]1f (=) - £ (@)l
soit (1 — k)| - $l|<|lf(iv) F@)l-

Donc si on part de y et 3’ dans Bo(f(a), (1 — k)r), avec z = f~1(y)
et s’ = fH(y/) on aura [|f~}(y) - FWOI < 7% lly - Il

En posant alors U = f~(Bo(f(a), (1 — k)r)) ouvert comme image
réciproque d’un ouvert par f continue, on a bien trouvé I'ouvert cherché
U contenant a tel que f réalise un homéomorphisme de U sur la boule
Bo(f(a), (1 = k)r). u

Venons-en a un gros morceau : le théoréme de Banach qui nous dira
que si F et F sont complets, et f bijective continue linéaire de E sur
F, alors f est aussi continue. Pour I'établir, on passe par un résultat
préliminaire.
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THEOREME 6.38. — Soient E et F deux Banach (e.v.n. complets), U et V les
boules unités ouvertes de centre 0 dans E et F respectivement et f linéaire
surjective continue de E sur F. Alors il existe d > 0 tel que dV C f(U).

Soit y dans F, il existe z dans F tel que f(z) = y, (f surjective). Si
n € N est tel que n > ||z||, z = - € U = By(0,1), done z = nz € nU

ety = f(z) = nf(z) € nf(U) C U f(@U), (car f linéaire donc

PEN

fU) =pf(U)).

Comme ceci est vrai pour tout y de F, et que f(pU) C f(pU),
(adhérence) on a F = U f(pU). Mais F complet étant réunion dén-

eN

ombrable de fermés, 1’131 au moins de ces fermés, est d’intérieur non
vide (conséquence du théoréme de Baire, corollaire 4.109) donc il existe
k € N, 3W ouvert non vide de F tel que W C f(kU). On a k > 0, car
f(0-U) = {0} a pour adhérence {0} d’intérieur vide.

Soit yo € W, fixé, In > 0, B f(yo,n) C W. Soit alors y dans F, avec
llyl| < m, yo +y € W. Comme W C f(kU), on a deux suites (zn)nEN et
(zn)nen dans kU telles que pim (z7) = yo et pim f (z7) =vo+y

d’ou, par linéarité de f, nlig—loo f(zh — ) = y. Or ||z — z}|| < 2k

par inégalité triangulaire avec ||z},|| < k et ||z2|| < k car ce sont des
éléments de k- U.

En posant z, = z, — z},,on a : Vy € F tel que ||y]| < 7, I(zn)neN
suite de E telle que ||af:n|| < 2k et hm f(zn) = y. On peut donc en

déduire que pour cet 77, Vy € F avec ||y|| 17, Ve>0,3z € FE, ||z|| < 2k
et ||f(z) —yll <e.

Soit z non nul dans F, y = 7 est de norme 7, et si, partant de

z
Izl
€ > 0, on applique le résultat précédent avec —— au lieu de € on aura :

€ E, ||z|| < 2ket||f(z) - ||z”II ” ik

ce qui, en utilisant encore la linéarité de f implique

i (12l )—zn<e.

En posant 2’ = ~—z, on a ||z/|| < ||z||7, et, en—péant §=-L, on

2k
a la propriété 6.39 :
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6.39. 36>0,Vz€ F,Ve >0, 3z € E, ||z|| < 2 ” et||z— f(z)]| <€
(car pour z = 0, en mettant I'inégalité large, z = O convient).

Soit alors € > 0 fixé et y € 6V, écrit sous la forme y = &y’ avec
/
y ev.

1
1) On applique 6.39 pour y et 556 : 3z € E, ||z1]| € @ et

1
lly = f(z1)l] < 36e. Comme |yl| = élly'l| avee |l¥/I| < 1,(4' € V =
By(0,1) dont F), on a ||z1]| < 1.

1
2) On applique 6.39 pour y — f(z1) € F et 2—266 : dz9 € E, avec

— f(z be
ezl < = TED oy — far)) - o)l <
On a en fait ||z3]|| < ——6:-: =
" WS~ 7
Supposons construits z1,T2,...,Zn tels que ||z1|| < 1 et, Vp, avec
2<p<n, lapll < goeps et lly = flar) — .~ fapll < oo
. e .
3) On applique 6.39 pour y — f(z1) — ... — f(zn) € F et —= 2n+1 :il
. 1
existe Zn41 € E tel que ||zn41]| < Elly—f(xl) —.. = flzall <
be
I(y = f(21) = ... = f(zn)) = f@Znt)ll < 5737

Le procédé est donc récurrent.

La série des (z5)neN est convergente dans E complet car absolument
convergente : si Xp =x1 +22+...+%p, Vg>p>1l,ona:

q
1Xg = Xpll =1 D_ nll donc
n=p+1
q
€ 1 1
IXp — Xqll < Z T = 2p(1+2+ +2q_p_1)
n=p+1
1
1— ——
€ 29—p € .
< ﬁ 1 S 2?-1 .
2

la suite des X}, est de Cauchy dans F complet.
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Soit z = an—z1+zzn,onallzxnll zzn—

n=2 n=2

1
%. — =¢ d'oit, comme ]|z1|| <l,onallz||<1+e.
1__
2

Par continuité et linéarité de f, f(z) = nlivr-lr-loo f@i+z2+...4xp) =

i (F(1) .. +f(on) don comme [ly=(f(1)+ .+ za)I| < 55

tend vers 0, on a f(z) =y.
Finalement, Yy € 6§V, 3z € (1 + €)U tel que f(z) = y, soit encore

8V C (1 +)V) = (1+)f(U), Uinéarité de f) d'ou - s _V C f(U).

6
On a bien trouvé, (on se demande encore comment) d = T+e > 0 tel

que dV C f(U).

THEOREME 6.40. — Dit de l'application ouverte. Soient E et F' deux Banach,
f linéaire continue surjective de E sur F, elle est ouverte.

On veut prouver que si {2 est un ouvert de F, f(f2) est un ouvert de F.
Soit yo € f(2) et z¢ dans Q tel que f(zg) = yo, ce qui suppose Q2 # I,
mais f(J) = & est bien un ouvert. Il existe 7 > 0 tel que By(zg,7) C Q.

On applique le théoréme 6.38 avec d > 0 tel que dV C f(U) on a,
par linéarité de f, (dr)V C f(rU). (On note U et V les boules unités
ouvertes de F et F).

Soit alors y € F'tel que ||[y—yol| < rd, y—yo € drV C f(rU) donc il
existe z dans U tel que y—yp = f(rz). Oryo = f(xg) doncy = f(zo+rz)
avec zg + rz € By(zo,r) car ||zg — (zo + rz)|| = ||rz|| = r||z|| < 7.

Done, Vy € Bo(yo,rd), Izo + rz € Bo(zo,7) tel que y = f(zo + rz),
dou By (yo,rd) C f(Bo(zo,7)) C f() : £() apparait comme voisinage
de chacun de ses points, c’est donc un ouvert. ]

COROLLAIRE 6.41. — Théoréme de Banach. Soient E et F' deux Banach et
f linéaire continue bijective de E sur F, alors f~1 est continue.

En effet f est ouverte, donc V ouvert Q de E,(f~1)"}(Q) = f(Q)
est un ouvert de F, ce qui est la traduction de f~1 : F — E
continue. .

COROLLAIRE 6.42. — Théoréme du graphe fermé. Soient E et F deux
Banach. Pour que f : E — F linéaire soit continue, il faut et il suffit
que son graphe T = {(z, f(z)),z € E} soit un fermé de E x F.
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La partie directe du corollaire ne suppose pas la linéarité de f, comme
on 'a vu, (Corollaire 1.85), c’est vrai pour f continue et F' séparé.

On peut donner une autre justification de cette partie directe.

Si p et g sont les deux projections de E X F' sur F et F' respectivement,

P={(z,y) e ExF, y=f(z)}soit
I'={(z,y) e ExF, q((z,9)) = f(p(z,y))} ou encore
=(g— fop)~({0})

si f est continue, comme p et g le sont, on a un fermé, image réciproque
d’un fermé par une application continue.

Réciproquement. On suppose I' fermé de F x F. Comme g — f o p est
linéaire car on suppose f linéaire, I' = (¢ — f op)~1({0}) est le noyau de
g—fop.

C’est un sous-espace vectoriel de E x F, supposé fermé. Or E et F
sont complets, donc E X F aussi, (Théoréme 4.99) donc I" fermé dans un
complet est complet aussi! (Théoréme 4.92).

Soit p : I' — E la projection (z, f(z)) ~ .

On a P linéaire, bijective, continue, donc, (Corollaire 6.41), p—1 est
continue de E dans I' sous-espace de E x F. Comme elle est & valeurs
dans T, il revient au méme de dire que !, considérée cette fois comme
a valeurs dans FE X F' est continue, (Théoréme 1.67).

Mais alors les 2 applications composantes z ~ z et « ~» f(z) de p~!
sont continues, (Théoréme 1.79) d’ou f continue.

Pour faire bonne mesure, justifions le

THEOREME 6.43. — Banach Steinhauss. Soit E un Banach, F un e.v.n. et

(fa)aca une famille d’applications linéaires continues de E dans F'. Alors,

ou bien AM > 0, Va € A, |||fall| € M, ou bien il existe une partie V de E

partout dense dans E telle que pour chaque x de V sup ||fa(z)|| = +o0.
acA

Soit € E, on pose ¢(z) = sup ||fa(z)||, ce sup pouvant étre +oo.
acA

Soitn € Net V,, = {z,z € E, ¢(z) > n}.

Les Vj, sont des ouverts : soit zg € Vp, Jag € A, ||fao(z0)|| > n,
mais fo, étant continue, cette inégalité stricte reste localement valable,
(traduire la continuité de  ~ || foo (z)|| en zg avec e = (|| faq (z0)||—7)/2
par exemple) : on a {2 ouvert de E contenant zg sur lequel || foq (2)|| > n
et a fortiori sup || fo(z)|| 2 ||fae(z)|| >n:0ona Q C Vp.

o
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Si chaque V,, est partout dense, il résulte du théoréme de Baire,
(Théoréme 4.108) que V = n Vr est partout dense, et siz € V, on

a€
le 2° cas de la conclusion du théoréme. _

Sinon, 3ng € N, avec Vp, non partout dense, donc 3zg & Vp,, ce qui
se traduit par : 3r > 0, By(zo,7) N Va, = D, a fortiori en prenant p avec
0 < p <, on aura B¢(zg,p) N Vp, = 2.

On a alors, Vz € E, ||z|| < p = 4+ 20 & Vn, donc o(zo + z) < ng
ce qui est en particulier vrai pour z = 0 : on a aussi ¢(zg) < ng.

Vu la définition de ¢, c’est que :

neN
a sup ||fa(z)|| > n, ceci Vn € N, donc sup || fo(z)|| = +00, on est dans
A a€cA

Va€ A, Vz € B, ||z|| < p = ||fa(zo)ll < no et ||falz + zo0)|| <

dott || fa(z)|| = ||fa(2) + fa(@0) — fa(zo)|| < 2no, puisque par linéarité
de fo on a fo(z) + fa(z0) = fal(z + Z0).
Mais alors, Vz’' de norme < 1 dans E, z = pz’ est de norme < p

donc ||fa(pz')|| = pllfa(a)|l < 2no, d'od

(@] < pO on a, pour
2
chaque fo, {||fa(z’)|l; ||z’|| < 1} majoré par % d’ou pour la norme

2
d’application linéaire, |||fo||| < %, et ce, Vo € A. |

Ces quelques résultats, joints au fait que E ~ RN, normé, n’est jamais
complet, montrent 'importance du théoréme de Baire.

5. Continuité des applications multilinéaires

Soient F1,..., E, des espaces vectoriels normés, de normes respec-

tives notées || ||;. Sur espace produit E = H E; on définit trois normes
i=1

classiques, équivalentes, avec, pour z = (z1,...,Zn) G\E :
6.44. [1¢11*) = sup {{lzslls,i = 1,...,m},
n
X1 = llaills
i=1

n 1/2
X2 = (lewill?)
i=1
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Par ailleurs, si F' est un autre espace vectoriel, une application f :
n

H E; ~ F sera dite n- linéaire, ou multilinéaire si elle est linéaire par
=1
rapport a chaque variable.

n
THEOREME 6.45. — Soit E = H E; le produit des espaces vectoriels normés
=1
E;, muni de Uune des trois normes || ||, || || ou || ||®. Soit f
n-linéaire de E dans un espace vectoriel normé F. Il y a équivalence entre :

1) f est continue;
2) f est continue en 0;

n
3) f est bornée sur H B¢(0,1);
=1
43k 20, Y(z1,...,zpn) € E,
f (@1, za)ll < Kllzall1llz2llz - - ||Znln.

Mais attention : f # 0 n’est jamais uniformément continue, (sin 2> 2),
c’est la différence avec la continuité des applications linéaires.
1) = 2) est évident.
2) = 3).

On utilise la norme || X|(°) sur E. La continuité de f en 0 se traduit
par:
Ve >0, da > 0, sup{||z;|ls,i=1,...,n} < a=

1f(z1,-. - zn)ll <e.

n
Soit alors z = (z1,...,Zy) dans H By (0, 1),
i=1
le vecteur a - z = (az1, ar2,...,aTy,) est tel que, Vi, |laz;||; < a
donc || f(az1, a2, . ..,azn)|| = a™||f(21,...,zal| <&,

n
s . €
(n linéarité), soit || f(z1,...,Zn)|| < i f est bornée sur HBf(O, 1).
=1
3) = 4). D’abord si l'un des z; est nul, f étant linéaire par rapport a
chaque variable,

f((L'l,.. .,xi_l,O,zi_l,.. .,:Bn) = 0 donc
l|f(z1,-..,0,...,2p)|| = 0 < tout nombre positif.
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On suppose donc (z1, ..., Zp) tel que chaque z; # 0, alors le n- uplet
n

.'171 mn . .
yeees € B(0,1), si donc k majore les ||f(z)|| pour
(o ) 115 b

2 dans le produit des boules unités fermées, on a

b (e ) 1 <4

d’ou, en utilisant la n- linéarité 'inégalité

: “f(zla .. ,-Tn)” <k, dou 4).

llz1ll1 lz2ll2 - - - llznlln
Enfin 4 = 1). Donnons a chaque z;, un accroissement h; auquel on impose
[|hi]] € 1. On veut prouver la continuité de f en (z,...,2Zy) donc on
forme la différence f(z1 + h1,z22 + ha,...,Zn + hy) — f(z1,...,Tn).
On développe le premier terme en utilisant la n linéarité : on obtient 2™
termes, en prenant en chaque position soit z;, soit h;.

Parmi ces 2™ termes figure f(z1,. .., Zn) qui Sannule avec —f (21, .. .,
Zp). Il reste donc 2™ — 1 termes contenant tous au moins une fois un h;.

Posons 7 = sup {||z;||; ¢ =1,...,n}, chacun de ces 2" — 1 termes, se
majorera en norme par k||h||(°) (sup (r,1))"~ %, avec h = (hq,...,hn),
car il y a au moins un h;, avec ||h;|| < ||B]|(°), les autres vecteurs étant
des z; ou des h; avec

llz;1l < 7 < sup (r,1) et [|hj]| < 1 < sup(r, 1),

d’ot1 le produit des normes des autres vecteurs majoré par (sup (r, 1)) 1.
Finalement

”f(zl + hl" ey Tn +hn) - f(xla' .. 7$’n)”
< (2" = 1k(sup (r, 1))" | |A[|(>)

sera rendu < ¢ si ||R]|(®) < /((2" — 1)k(sup (,1))""1). On a bien f
continue en (zl, -y Tp)-

Enfin f n'est pas uniformément continue, (sauf bien siir si elle est
nulle.)

Soit f n-linéaire, non nulle : il existe un n- uplet (uy,...,uy) tel que

f(ulau2a' ..,Un) ?é 0.
. 1 1
Soit z=((t+ Z)u1, t+ z)ug,ug,, ceeyUp)

1 1
y= (?ul, FUBUS, - ,Un) pour t € R*.
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On a ||z — y||(® = |¢|sup {||u1]|, ||u2||}, tend vers O si ¢ tend vers 0,

et f(z) — f(y) = (t2 + 2)f(u1,u2,...,un) ne tend pas vers O si ¢t tend
vers 0.

Or si f était uniformément continue, on aurait :
Ve >0, 39> 0, lz -yl <n=If@@) - fWII<e

donc ici, il existerait o > 0 tel que |t| < a = ||z — 9||(®®) < 7, on
devrait donc avoir (2 + 2)||f(u1,. - -,un)|| < € ce qui ne sera pas si au

départ on choisit £ = || f(u1,- - ., un)|| par exemple. On peut bien nier la
formulation de la continuité uniforme. |

EXERCICES

1. Soit A matrice carrée d’ordre p, antisymétrique. Montrer que
exp (A) est orthogonale.

2. Soit B l'espace vectoriel complexe des suites complexes bornées,
normé par ||u||eo = sup {|un|; » € N}. Vérifier qu’il est complet, et
que le sous-espace By des suites convergentes vers 0 est sous-espace
complet de B.

8. Soit F 'ensemble des applications Lipschitziennes de [0, 1] dans R.
Vérifier que c’est un espace vectoriel, et que N de E dans R définie
par :

N(f) =sup{|f(z)l; = €[0,1]}

+sup{‘%£—(y2 s T #y,(z,y) € 0,1]%}

est une norme sur E. L'espace (E, N) est-il complet?

4. Soit E = C9([0,1],R) normé par la norme de la convergence
uniforme. On indexe en une suite (gn)neN les rationnels de [0, 1].
Pour f dans F on pose

=3 (-3) s,

n=0
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Montrer que L est une forme linéaire continue sur E dont la norme
n’est pas atteinte.

Soit A une partie convexe d’'un espace vectoriel normé E. Montrer

o _
que A et A sont convexes, et que 'application g : E — R définie par
g(z) = d(z, A) est convexe.

Soit E un espace vectoriel réel normé, F’ un sous-espace de dimen-
sion finie et G un sous-espace tel que F' G z G C E. Montrer qu’il
existe g dans G, de norme 1 tel que Vf € F llg—fll = 1.

Soit E = C%([0,1],R), g fixée dans E. Pour f € E on pose

Ng(f) = sup{|f(t)g(t)|; t € [0,1]}. Condition pour que Ny soit
une norme. Condition pour qu’elle soit équivalente a la norme de la
convergence uniforme.

Soit E 'espace vectoriel sur C des smtes complexes bomees Siu=

|un] |un
(un)nen est dans E on pose N(u) = Zo 2: et N'(u) = ZO n1: :
n= n=
Vérifier que ce sont des normes. Les comparer.

Soit F un espace vectoriel normé, F' un sous-espace vectoriel de E.
On définit une application N de I'espace quotient E/F dans Rt par
N(X)=d(z,F)siz e X.

a) Vérifier que c’est une semi-norme.

b) Condition pour que ce soit une norme.

Soient F et F deux Banach, f : E — F une application continue
telle qu’il existe M > 0 vérifiant :

V(z,y) € B, ||If(z+y) - f(2) - F)ll < M

s 1
On note gy, I'application z ~ gnh(z) = on f(2"z).
Convergence de la suite des gp, ?
Montrer que la fonction g, limite des g, est linéaire.

Soit K un compact de R™, normé, contenant By(0,a),a > 0, et soit
E = {u € Hom(R"); u(K) C K}. Montrer que E est un compact
de Hom(R™), normé.

L’hypothese By (0, a) C K est-elle nécessaire ?
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Soit E l'espace vectoriel des applications dérivables de [0,1] dans
R telles que f(0,= 0 et f’ soit continue. Vérifier que No(f) =
sup {|f(z)l, = € [0,1]} et N1(f) = sup{|f'(z)]; = € [0,1]} sont
deux normes sur E. Sont-elles équivalentes?

Soit E = C™, f € L(E), montrer que lir_{_l Y™ existe,
n—+0o0

(avec || |||, norme d’application linéaire continue). On note p(f) cette
limite. Montrer que p(f) est indépendante du choix de la norme sur
E, que p(fg) = p(gf). Que représente p(f) si f est diagonalisable?

Soit E I'espace vectoriel complexe des suites complexes convergentes
normé par |[u|| = sup{lun|; n € N}. Sia € Cetsibestla
série absolument convergente des (3, on définit f de E dans C par

o0
u) =al Un, l= lim unp.
f(u) X +1;),3n n, avec o Un
Montrer que E est complet et que f est une forme linéaire continue.

Soit E I'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R telles qu'il
existe, pour f dans E, une constante k(f) > 0 vérifiant

V(z,y) € 0,12, |f(z) - F@)| < k(H)V]z —yl.

On pose || 1] = | Flloo +sup {%z aey}.

Montrer que c’est une norme sur F, et que E est complet.

Soit E = C%([a,b)],R) normé par la norme de la convergence
uniforme, || f||co = sup {|f(z)|; z € [a, b]}.
Vérifier que H = {f € E, f(z) # 0 pour tout = de [a,b]} est
un ouvert de E et que lapplication ¢ : H +— FE, définie par
1

f)(z) = ——, est continue.
NE = T3
Soit E = R"™, normé, B la boule unité fermée et f une isométrie de
E telle que f(B) C B. Pour = € B on définit la suite (zr)xen Par
zo = et la relation de récurrence zp1 = f(zk).

Montrer que chaque x4 est valeur d’adhérence de la suite des zj et
que f(B) = B.

Soit E' vectoriel réel normé et H un hyperplan de E. Montrer que
H est soit fermé, soit partout dense.
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Soit u dans le dual E*. Montrer que u est discontinue si et seulement
si il existe une suite (zn)nen de E qui converge vers 0 avec
u(zn) = 1 pour tout n.

Soit a unitaire de E, H un supplémentaire de Ra. Si z de F se
décompose en z = A(z) -a+v(z) avee A(z) € R, v(z) € H montrer
que A est continue si et seulement si H est fermé.

Soit u dans le dual E*. Montrer que u est continue si et seulement
si H = u~1(0) est fermé de E.

Si A et B sont des sous-ensembles, d'un espace vectoriel normé F,
onnote A+ B={a+b; a € A, be B}.

Démontrer que (A ou B ouvert) = (A + B ouvert);

que (A et B compacts) = (A + B compact);

que (A compact et B fermé) = (A + B fermé).

Donner un exemple avec A et B fermés et A + B non fermé.

Soit E espace vectoriel normé, (réel), f et g deux endomorphismes
tels que fog—go f = idg. Calculer f o g" — g" o f pour tout n de
N. Montrer que f et g ne sont pas simultanément continues.

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E espace
vectoriel normé, p la projection sur F parallélement & G est supposée
continue.

Montrer que F' et G sont fermés et que si E est complet F et G le
sont. Réciproque ?

Soit E = C1([0, 1], R) normé par || f|| = || f||co+I|f'||co- Vérifier que
E est complet. Soit F = C%([0, 1], R) normé par ||f||cc et : F — E
T
qui a f associe 6(f) définie par 6(f)(z) = / F(t)dt.
0
Montrer que 6 est linéaire continue. Quelle est sa norme d’application

linéaire continue ?

Soit E = R[X] normé par || P|| = sup {|P(z)|; z € [-1, 1]}. Montrer
que :

Ve>0,VP€E, 3Q€E, ||P- Q|| <cetQ(2) =0.

Soit E I'espace vectoriel des polynémes a coefficients complexes, de
degré n au plus, et 21, ..., 2p des nombres complexes distincts.
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Vérifier que N(P) = Z |P(2;)| est une semi-norme sur E.
1<i<p

A quelle condition est-ce une norme?

On suppose p > n + 1. Montrer qu’il existe A réel positif tel que

VPeE, Y IP(=)<A- Y PG

1<i<p 1<igp

Soit, dans F, espace vectoriel des polynémes de R[X] de degré n
au plus, ensemble A des polynémes unitaires. Montrer qu'il existe
a, b, ¢ trois réels strictement positifs tels que, VP € A on ait

o <swp{|P@)]; = € [0,1]}; b< /1 |P(z)|de et
0
1/2
c< (/1 Pz(z)dx) .
0

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, f dans L(E) tel
1
que la suite des f? soit bornée. On pose g, = ;(I+f+. .4+ fPY).

Montrer que (f — I) o g, tend vers 0, que la suite des g, admet une
valeur d’adhérence qui est un projecteur, puis que la suite des gp
converge vers un projecteur.

Soit E un espace vectoriel normé, (K, )neN une suite décroissante

de compacts connexes non vides. Montrer que n K, est un com-

neEN
pact connexe non vide.

SOLUTIONS

Sur E = Mp(R) de dimension finie, donc complet, toutes les normes

sont équivalentes, et pour la norme d’application linéaire continue, on a

n n
AnJl] ¢ LAl
n!

: d’otr la convergence absolue, donc la convergence, de la
n!
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n
série de —- A , de somme notée exp (A). La transposition étant linéaire, sur

E de dlmensmn finie, est continue, donc

¢ t Ean
(exp A) = lim =
k—+00 0 n:

= kli.l-}-loo t ('nz:% F) = exp (*A) = exp (- A).
On a donc .
(exp A) o *(exp A) = (exp A) o (exp (—A))

=exp (A — A), (A et — A commutent),
= exp0 = In, dou exp(A) orthogonale.

Soit une suite (u(p)) N de Cauchy dans B. On notera u(p ) le terme
pE

général de la suite u(P). La suite est de Cauchy, donc :

Ve >0, Jpg €N, Vp = po, Vg = po, ||u(p) —U(Q)“oo <e¢

soit encore

[1] : Ve >0, 3po €N, Vp > po, Vg = po, Vn EN, |u$f)-u£,q)|<e.

Cet énoncé , lu pour n fixé, signifie que la suite (u,(,p )) N est de Cauchy
. pE

dans C complet, donc convergente. Soit o, sa limite.

Dans , pour € > 0 fixé, p = po, fixé, n fixé, si g tend vers l'infini il vient

Iu%p) — an| < &, et ce pour tout 7. Donc la suite u® — a, (o suite des an)

est bornée, dou a bornée, puisque u(P) Vest. Enfin se lit encore :

Ve >0, 3po €N, ¥p > po, [[u® —alle <,
ce qui justifie la convergence dans B, de la suite de Cauchy des u® vers a,

d’ou B complet.

Si de plus les u®) sont dans Bp, on aura Bp complet si on prouve
Pappartenance de o a By, donc que lil_'l_l an =0.
n—-1+00

Soit € > 0, Ipg €N, Vp = po, |[u® — al|eo < /2.

Pour pq fixé, hm u(p 0)

[P < e/z.

= 0 donc il existe ng tel que Vn = ng,
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Mais alors,

Va2 ng, |an| < lan — uPO| 4 [uF)]
<Jlo—uP)|oo +e/2< e/2+6/2=¢

onabien lim an =0 dou By complet.
n—+00 .

Lensemble E est sous-espace vectoriel de CO({O, 1],R) car f Lipschitzienne
est uniformément continue donc continue; E est non vide, (la fonction nulle
est Lipschitzienne), et si f et g sont respectivement a et b Lipschitzienne,
si (\, ) € R?, par inégalité triangulaire, \f + pg est (a|\| + blu|).
Lipschitzienne.

Pour f dans E, N(f) existe car || f]|co = sup {|f(z)|; = € [0, 1]} existe, (f
continue sur un compact est bornée), et si f est k- Lipschitzienne, Vz # y,
|f(z) — f(y)] € k- |z — y| donc la deuxieéme borne existe.

11 est facile de voir que N(f) 2 0; N(f) = 0= ||flloo =0= f =0:
enfin on a N(Af) = |A|N(f) et N(f+g < N(f) + N(g) sans difficulté,
donc N est une norme.

Si (fn)neN est une suite de Cauchy dans (E, N), comme || f||co < N(f),

la suite (fn)neN est a fortiori de Cauchy dans C°([0, 1], R), complet, pour
la norme de la convergence uniforme, (voir chapitre 12). Il reste & voir si la
limite f des fn, obtenue pour || ||co, est lipschitzienne, et si la limite est
obtenue pour la norme N. En fait on a, en traduisant 'hypothese suite de
Cauchy.

Ve > 0, 3ng, Vp = no, Vg = ng, Viz,y) € [0, 1]2 avec T # Y

(fp — fa)(=) — (fp — fo) (W) ‘ e

| fo(z) — fo(z)| + T—y

A fortiori : | fp(z) — fq(z)| < &, donc (fp(z)) est de Cauchy dans R complet,
et f(z) = lil'_'l_l fo(x) existe, et ceci pour chaque z fixé de [0, 1].
p—+o0

On repart de avec T et y fixés, p fixé, (p = ng), et on fait tendre g vers
Iinfini : on a, (avec T # y)

|fp(z) = f(2)] +

(o = N@) = (fp = H) ‘ <e
-y

(fp = =) = (fp =

z—y
tire fp — f est &- Lipschitzienne : fp — f € E, comme f, est dans E, f est

dans F.
;Z#y} <e

a fortiori ) < &, et ce pour tout = # y, d’ol I'on

Enfin, Vinégalité [1'] implique

(fo = =) = (fp = )
T—y

[|fp—Flloo < € et aussi sup {
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dou N(fp — f) < 2¢ et ce Vp = ng,ng associé a € au départ, donc f est
bien limite des fr dans (F, N) qui est un Banach.

La série définissant L est absolument convergente ca.r

1 Ilf ”oo
|57 #am)| < 152 De plus |L(] < I1£1leo 20 = = 2llfllco,
oy
donc L est bien une forme linéaire continue, la linéarité étant évidente.
La norme de L est 2. En effet, soit € > 0, il existe pg tel que Vp = po,

o0

1
> m<e
n=p+1

On suppose p 2> po, mais aussi assez grand pour que les indices n tels que
gn = 0 et gn = 1 soient inférieurs a p.

On construit fp affine par morceaux en joignant les points (g;, (—1)* ) pour
0 < ¢ < p. Ces points sont en nombre fini, donc on peut ordonner leurs
abscisses et construire fo-

Ona
N 1\"
Ifolloo =1 et L) =D 5w+ D (-3)  folan)
n=0 n>p
avec
> (-3) waw| < e <
n>p n>p
d’ou
1- 5,,14,—1 1- ﬁﬁ
T_Egl’(fp)g __-i_+e
2 2
soit
2 1 <L 2 !
—g ~ESLfp)S2-5 te

En fait E 2in = 2% < €, donc on a I'encadrement 2 —2¢ < L(fp) < 2+¢

n>p

dou |L(fp)| 2 (2 — 2¢)|| fp||oo : 1a norme de L est supérieure & 2 — 2¢ et
ce pour tout € > 0 d’ov
Cette norme n’est pas atteinte.

Supposons qu’il existe f dans B, de norme 1, telle que |L(f)| = 2.

Quitte & changer f en —f, on peut supposer que L(f) = 2. On va alors
prouver que, pour tout 7, on doit avoir f(gn) = (—1)™. Mais alors f
prendra des valeurs des deux signes, donc, étant continue, elle s’annulera.
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Avec z € [0,1] tel que f(z) = O, et une suite de rationnels, (7%)xeN qui
converge vers z, les f(ry) valant 1 ou —1 ne pourront pas converger vers
0 : cest absurde. On aura bien la norme non atteinte.

11 reste a justifier que f(gn) = (—1)" pour tout n.
Si c'est faux, p = inf {n, f(gn) # (—1)"} existe. Comme pour r < p, (s'il y
ena), f(gr)=(—1)"ona

p—1 ) n
L=y 5+ @ S~ C g,

on
k=0 n=p+1
— 1 (=1)"f(gp)
= 2 —_ 21’—'1 + 2P + 'I'p
oo +o0
—-1)" 1 1
aveerp = 3 T f(ga), dome Irpl < o= = o5 puisque
n=p+1 n=p+1
[[flloo = 1.
Mais alors
_ 1 (=1)f(gp)
L(f)—2——-2p—_1+7’p+—'T—

= 27P(=2 4+ 2Prp + (=1)P f(gp))-

On a 2°rp € [-1,1], et f(gp) # (~1)° = (~1)Pf(gp) € [-1,1 do
2Prp + (—1)P f(gp) € [—2,2[ : 1a valeur 2 est exclue, donc L(f) —2 # 0
alors qu'on avait supposé L(f) = 2.

Clest bien que f doit vérifier f(gn) = (—1)" pour tout n, mais alors f n’est
pas continue.

o
Soient z et y dans A, Ir > 0 tel que By(z,r) C Aet By(y,r) C A.
Soit ¢ réel de [0, 1] et z = tz + (1 — t)y. Pour tout u tel que ||u|| < rona

ztu=te+(1-tly+ @+ (1 —-1t)u
=t(z+u)+ (1 —t)(y +u).

Comme z + u € Bo(z,r) C Aety+u € By(y,r) C A par convexité on a
o

z+ u dans A, d'ot By(z,7) C A ce qui implique que z est dans A qui est

bien convexe. _

Pour la tonvexité de A : soient = et y dans A, il existe deux suites

(Zn)neN et (Yn)neN de A qui convergent vers z et y, donc pour t € [0, 1],
lir_:_l ten + (1 — t)yn = tz + (1 — t)y, par continuité de Paddition et du

n—-+00

produit par un scalaire. Or tzn, + (1 — t)yn est dans A, (A convexe), d’olt
tr+ (1 —t)y € A
Convexité de g.
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Soient z et y dans A, on veut prouver que
d(tz + (1 —t)y, A) < td(z, A) + (1 — t)d(y, A).
Pour cela, soit 1 et y; dans A, on a
|tz + (1 = )y = (tz1 + (1 = )l S tllz — ]| + (1 = D)y — pall-
Comme tz1 + (1 —¢)y1 € Aona
d(tz + (1 - t)y, 4) < tllz — 21| + (1 = )y — wall-
Pour x; fixé, on passe a I'inf pour y; dans A, donc
d(tz + (1 —t)y, A) < t||z — z1|| + (1 — t)d(y, A);
on passe alors a la borne inférieure pour z; dans A, dou

d(tz + (1 — t)y, A) < td(z, A) + (1 — t)d(y, A).

Soit a dans F et b dans G \ F'. La distance de b & F est encore celle de b a
F N Bg(b,||b— al|) = K, fermé borné de F espace vectoriel de dimension

finie. Donc K est compact et cette distance § est atteinte en un élément z
de F. Comme b € F,on a b # z donc 6 > 0.

Soit A > 0. La distance de A\b & F', (qui est stable par homothétie) est A6,

1
(atteinte entre autres en Ax), en particulier la distance de u = Eb a F vaut

. 1
1, elle est atteinte en g = —z.

)
Enposantg:u—a:o=—;—(b—z)onageG,(carbeGeta;eFCG,

llgll = 1, et d(g,F) = d(u — z0p), F') or la distance est invariante par
translation donc d(g, F') = d(u, F+zg), mais g € F stable par translation
dou d(g, F) =d(u,F) =1:o0nabien ||g — f|| = 1 pour tout f de F.

Comme fg est continue sur [0, 1] compact, Ng(f) = ||fg||oo existe et il est
facile de voir que Ny est une semi-norme, de plus Ng(f) < [|gllco || f]|co-
Ce sera une norme si Ng(f) =0= f =0.

Or Ny(f) = 0 & f(t) = Osit € g l(R*), soit, f étant continue,
Ng(f) =0 f(t) =0sur g~1(R*).

Dot Ny est une norme si et seulement si g—1(R*) = [0,1] car, si
g~ 1(R*) =0,1], si Ng(f) = 0= f nulle sur [0, 1], et si g~ 1(R*) g [0,1],
sur 'ouvert non vide Q2 = [0, 1] —g—1(R*), on prend une composante connexe
qui est un intervalle ouvert de [0, 1] donc de longueur non nulle, sur lequel g

est nulle. On peut construire f continue non nulle sur cet intervalle, (ouvert
de [0, 1]), nulle en dehors, d'ou Ng(f) = 0 avec f # 0.

Pour 'équivalence des normes, on a déja Ng(f) < ||g|oo || f|co- On cherche
une condition sur g pour qu’il existe une constante k positive telle que,

Vf € E, ||fllo < kNg(f).
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Si g ne s’annule pas sur [0, 1], la fonction h = 1 estdans Eet f =h-gf,

dott ||flloo < ||P]oo - ||gf|loo soit encore || f||oo < [|Alloo - Ng(f) : dans
ce cas les normes sont équivalentes.

Si g s’annule sur [0, 1], soit ¢ € [0, 1] tel que g(c) = 0, Ve > 0, il existe un
a > 0 tel que sur [a,b] = [0,1] N [c— a,c+ ¢, |g(z)] L €.

Soit f affine par morceaux, nulle sur [0,1] — [a,}], valant 1 en c. On a
I|f [éw =1, fg nulle hors de [a, b], majorée en module par ¢ sur [a, b] donc
Ng(f) = [lfgllo S &

Si Ny et || ||co étaient équivalentes, il existerait une constante k telle que,
Vf € E, ||fllc < kNg(f) ce qui conduirait a I'inégalité 1 < ke, valable
Ve > 0, c’est absurde. Donc si g s’annule les normes ne sont pas équivalentes.

La suite u étant bornée, les séries définissant N (u) et N’ (u) sont conver-
gentes et on vérifie facilement que N et N’ sont des normes.

(o ]
2n 2 1 e? |un| |un]
E '_ = i —< onl o 02, 2nl
Comme oy e existe, pour tout 72, oS om donc o S e on
n=0

d’ol1, en sommant, N'(u) < 2N () :1a norme N’ est plus fine que N. Elles
ne sont pas équivalentes. En effet, supposons qu’elles le soient, il existerait
k > 0 tel que pour tout u de E, N(u) < kN’ (u).

Soit u(P) 1a suite de terme général uslp ) = 2"sin< petOsin>p.Ona

P 211, P 2,,1
N@®) = Z on =P+ 1 alors que N'(uwP) = Z g
n=0 n=0

P
2n
On devrait avoir (p + 1) < k- Z o < ke? et ceci pour tout p, Clest

n=0
absurde, d’ou la non équivalence des normes.

D’abord N a un sens car si « et 2’ sont dans la méme classe d’équivalence
X de E/F, cest que £ — ' € F; donc pour tout y de F, ||z — y|| =
||z’ + -2’ —y|| < d(z’, F) puisque (x —z') —y € F; c’est vrai pour tout
y dou d(z, F) < d(z’, F); par symétrie des roles joués, d(z’, F) < d(z, F)
don d(z, F) = d(z’,F) : on peut poser N(X) = d(z,F). Cest > 0,
N\ - X) = d(\z,F) avec £ € X car alors Az représente A - X'; or
d(A\z, F) = inf {||\z — y||; y € F};si A # 0, c’est encore
inf {|A(@ — )i y € F} = [Alinf {||z — 2l}; 2 € F} car z =
court F' quand y varie dans F, dou N(X - X) = |A|N(X); et si
0z € F donc d(0z, F) = 0, on a encore N(A - X) = |A\|N(X).
Enfin, soient X’ et X’ dans E/F, représentés par z et z’, alors z + z €
X+X et N(X+X') =d(z+2', F), cest donc inf {||z+z’ —y||; y € F}.
Soitue F,v=y—u€ Fsiye€ F,etcommey=u-+vona

lz+2 -yl =llz —u+a' —of| <llz —ul| + ||z —vl],

dot N(X + X') < ||z —u|| + ||z’ — v||. Pour u fixé dans F il en résulte en
passant 2 la borne inférieure, en v, que N (X +X") < ||z—u||+N(X'), don

A=0,
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finalement N(X + X’) € N(X) 4+ N(X') en passant 2 la borne inférieure
en u.

On a donc une semi-norme.

Ce sera une norme si N(X) = 0 = X = 0 dans E/F. Clest encore la
condition : pour z € &, sid(z, F) =0=z € F.
Or d(z, F) = 0 & z adhérent a F, (il existe une suite (zn)peN de F telle

1
que d(z,Tn) < T par exemple) d’'ott N et une norme si et seulement si
F C F cest-a-dire F fermé de F.

La suite des fonctions gn convergera simplement, (resp. uniformément) si
et seulement si la série des hn, = gn4+1 — gn converge simplement (resp.
uniformément), voir chapitre 12.

||2,% (F2-2"2) — 27(2"2)) |

If(2"z +2"z) — f(2"z) — F(2"2)|| <

Or |[|hn(z)l| =

M
on+1-°

2n+1

On a donc convergence normale, avec F’ espace complet : il y a convergence
uniforme, donc finalement g, limite uniforme des gn, continues, existe et est
continue. (Voir chapitre 12 sur les espaces fonctionnels.) Soient z et y dans
E, comme

|I (F(2"z +2%y) — f(2"2) — fF(2"y) Il < zn’

M
llgn(z +3) — gn(2) —gn (W) < 57,
a la limite on a
llg(z +y) —g(z) —g(II <O

dou g(z + y) = g(z) + g(y) : g est additive.
Mais alors g(2z) = 29(:1:2 puis si g(nz) = n - gSa:) avec n € N, (vrai si
n=2), g((n+ 1z) = g(nzx + z) = g(nz) + g(z) =n- g(:v) + g(z) soit
9((n+ 1)z) = (n + 1)g(z), dotr g(pz) = p- g(z) Vp E N™.
Or g(z +0) = g(z) + g(0) = g(0) =0, puis, Vp €N,
9(pz + (—p)z) = 9(0) = 0 = g(pz) + g(—p - z), donc
9(-p-z) = —g(pz) = (-p) - 9(z), donc g(nz) =n - g(z)
est vrai pour tout n de Z.
Soit p/q dans Q avec ¢ € N*, on a :

g(% -Z)=p-g <%z) , en particulier si p = q il vient

g(z)=q-g<$-z) d’oﬁg(%-z) =%.g(z)
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et finalement g (g . :L‘) = g -g(z).

Mais alors la relation g(rz) = rg(z) valable pour tout rationnel r, jointe a
la continuité de g et la densité de Q dans R conduit & g(Az) = Ag(z) pour
tout A de R, (et tout z de E) d’'ots 1a linéarité de g.

L’espace vectoriel R™ est de dimension finie, toutes les normes sont équi-

2
valentes. Il en est de méme de Hom(R™) ~ R™ , que I'on normera par la
norme d’application linéaire continue.
On aura E compact de Hom(R™) si et seulement si E est fermé borné. Soit

donc u adhérent & E, et (up)peN une suite d’éléments de E qui converge
vers u, on a-

p_lililoolllu—Up||| = 01 donc VE > 0, ap()) VP 2 Po, ”Iu_u:Dl” < €

dou, Vz # 0, ||u(z) — up(z)|| < €||z||. Pour un z fixé non nul, il est facile
d’'en déduire que u(z) = lim wup(x).

p——+o00
Comme les up(0) sont nuls, ils convergent vers u(0) =
Si z € K, les up(z) sont dans K, compact donc fermé, mais alors
u(z) = lim up(x) € K, on a bien u(K) C K dou E fermé.

11 reste éJustlﬁer E borné. Soit M > 0 tel que Vz € K on ait ||z|| < M, et
u quelconque dans E.

Pour tout z non nul de R™, si A € [0,1], le vecteur /\a est dans

Bo(0, a,) C K, donc son image par u est dans K, on a ||u /\a”zI| <M
soit Iz H||u(z)l| < M, (linéarité de u), ou encore ”TI(ZH)” < )‘ , don
||| € M : on a bien E borné, fermé de Hom(R™), donc compact.

La condltlon est nécessaire. Si K = [—1,1] x {0}, les applications u) de

matrices (%) i‘) envoient (z, 0) sur (z,0) et ne sont pas bornées si A € R.

D'abord E est bien un espace vectoriel sous-espace de C1([0,1],R) car si
£(0) =g(0) =0, Y\, u) € R, (Af +pg)(0) =

Puis No(f) = || f||oo existe, (f continue sur un compact est bornée) et c’est
la norme de la convergence uniforme. Pour Nj(f), ce nombre existe, (f’
continue sur un compact) et N3(f) = 0 < f constante et comme f(0) =0,
on a f = 0. Les autres propriétés des normes sont évidentes.

Comme pour tout z de [0, 1], par accroissements finis, il existe £ entre 0 et
z tel que f(z) = f( ) = f(0) = zf'(€) on a |f(z)| < zN1(f) < N1(f)
d’ou en fait No(f) < N1(f)-

Les normes ne sont pas equwalentes, car soit (fn)neN les fonctions définies

par fn(z) = %sinm: sur [0 ] (n 2 2)et fo(z) = l sur [%, 1].
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0 existe car les dérivées a droite et a

Elles sont dans FE, (f,',(%))

gauche sont égales); No(f) = %, et comme fj,(z) = cosnz sur [0, ln],
Ni(fr) =1, donc il n’existe pas de constante a telle que N;(f) < aNo(f)
pour tout f de E, sinon on aurait 1 < %, Vn 2 2, cest difficile.

Comme pour la norme d’application linéaire continue, on a

I~ < LA™, dei (LF™1DY™ < |]I£1]] = on a une famille de nombres
majorée. Or dans une algebre normée, (c est le cas ici de L(F)), la suite des

[I15™111/™ converge vers inf {||| £™(||*/"}.
Drabord il existe mg tel que ||[f™]|| = O, pour n 2> mnp on a

LA™ = 11F™ o £l < [[1IF7I] - IlF~™]|] = 0. Dans ce cas la
suite devient constante, égale & 0, donc converge vers 0 qui est bien

inf {|||£™]11*/™,n € N}.
On suppose ||| ||| > 0 pour tout n.
Soit @ = inf {f*|||*/™; n € N}.

Soit € > 0, il existe m € N tel que a < |||f™|||V/™ < a +e.
Soit n quelconque, on le divise par m, (fixé), il existe g(n) € N et

r(n) € [0,m[ tel que n = p(n)m + r(n), dou f* = (fm)p(") o fr(m
ce qui

entraine ™ ™ IPE 7))

et aussi

) o) o r(n)
NI < ™I AN

Or la relation de division donne 1 = E(:—)m + %, d’

20 1 )

m nm’
On obtient donc :

1 1 w(n) m(n)
W™ < ™I - ™= A
Quand n tend vers Pinfini, (m touJou.rs fixé), r(n) étant majoré par m on a
1 < Laon tim ™I =

ou, en divisant par

nm
De méme lim m=0donc lim |||f|||ﬁnﬂ=1
n—+oc0 N n—+o00
o1 1 (n) m(n) 1
Enfait lim [[IF™IM ™A= AT = (Y™ < ate

donc il existe ng tel que Vn > ng, ce majorant soit < a + 2¢. Finalement,
Ve > 0, 3ng, Vn > ng, a < |||F*)I|Y™ < a + 2¢, on a bien justifié que

lim [[[F7I17™ = inf {IIF51117*, & € N}
n—<+o00
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Clest indépendant du choix de la norme sur E : Soient || || et || ||’ deux

normes sur E = C™. Elles sont équivalentes. Soit A et u deux constantes

positives telles que Vz € E, on ait A||z|| < ||z]|’ < ul|z||- On aura alors,
!

our tout 2 2 0, @ ¢ @I  wllf @l

i pliell =zl = Mzl
bornes supérieures,

, d’ol1, en passant aux

A
LU ' < ;IIIfIII et, Vn € N*,

A 1/n n)1/n n i\ 1/n | 1/n n1l/n
(3) menerm < ey < (4) s

m
li ) l/n _ i ! l/n.
montre que lim_[|I/"I1/" = tim _(lIf™II1)

Comme (fog)"*! =fo(gof)"ogona

. A\ " . p\Y/n
Cet encadrement, joint au fait que lim — =1= lim (—)
n—+oo A

1 1 1\ 7kt 1
ICF 0 ™M= < AT (N o A1) ™ Nlgll =

d’oli, en passant a la limite,
p(fog) < p(gof)

et en fait P'égalité p(f o g) = p(g o f) vu la symétrie des réles joués.

Si f diagonalisable, avec B = (ej,...,en) base de vecteurs propres pour
les valeurs propres A1, ..., An, et || ||oo sur E, associée a cette base, soit ig
tel que |A;o| =sup {|A;]; i=1,...,n}.

1
Si [Aigl = 0, ¥4, |\ =0, f =0, ||| f*]|* =0 et p(f) =0.

n
Si |Asg| # 0, avec x = Zmiei, pour tout k de N on a

=1

n k
i . .
fF) = /\fo ( E <ﬁ) ziei>. Si ||z||oo = sup {|z;:], =1,...,n}
0

=1
est majoré par 1,

Xk
15D @I < ol sup {118 =1, ,n}
0
< |Aiolka
et pour T = ey, il y a égalité, dout ||| FF|| = [Nig|* et p(f) = [Asg -

Dans tous les cas de f diagonalisable, on a p(f) = sup {|A;|; A\; valeur
propre de f} : c'est le rayon spectral de f.
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L'espace des suites bornées a valeurs dns C est complet pour la norme
|lul]] = sup {|un]; n € N}. En effet soit (u(p)) une suite de suites

PEN
bornées, qui soit de Cauchy. On a :

Ve > 0, 3po, Vp = po, Vg = po, Vn €N, Iu(p) sf)l e

Si on lit pour un 7 fixé, c’est la traduction de (uﬁ? )) N suite de
145
Cauchy dans C complet, donc z,, = lil_']_:l 'u,S,p ) existe.
p—+o0

On repart de avec n fixé, p fixé = po, et ¢ tendant vers l'infini on a
donc, apreés passage a la limite :

@ Ve > 0, 3pg, Vp 2 po, Vn EN, Iu(p)—:cnlée

si donc z est la suite (Zr)neN on a |[uP) — z|| < € dés que p > po. Pour

p = po en particulier, u(P0) _  est bornée, comme u(P0) Test, 1a suite z est

bornée, et enfin on a lim ||u(p) — z|| = 0; la suite (u(p))peN converge
p—+o0o

bien vers z pour la norme de E.
Si de plus les u(P) sont dans E, il reste ici a justifier 'appartenance de z a
E.

(»

Pour cela, en notant I, = 111_1'_1 Uy, ', qui existe, on repart de I'expression

dans laquelle, p et g étant fixés, on fait tendre n vers Pinfini : on a
Ve >0, 3po, Vp = po, Yq > po, |lp — lg| <

donc la suite (Ip)peN est de Cauchy dans C. Soit [ sa limite. Dans ,sig
tend vers Vinfini on a |lp — I| < €si p 2 pg et finalement, ce méme € > 0
étant fixé au départ, on passera de ! 3 Tn, en passant par 40 : pour cela,
(Po)

ne

on traduit la convergence des ('u, vers lp, : & cet € > 0, on associe

ng tel que Vn = ng, lu(p‘)) — Ipg| < €, et alors, a € > 0, on associe ng, tel
que Vn = ng :
L = zn| < |1 = lpg| + llpo — uPO] + [ulPO) — 2] < 3¢,

d’or la convergence de la suite T des T vers l. L'espace E est complet.
La linéarité de f -est évidente. Puis si u = (un)neN, pour tout n,
(o)

lun| < |lull, ala limite, [I] < ||u]| done |£(u)] < lof [lull + D 1Bnl [lul|

n=0

) 0

soit encore |f(u)| < <|a| +Z |,6‘n|> |lul| : f est Lipschitzienne donc
n=0

continue.
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Lensemble E est sous-espace vectoriel de C 0([0, 1],R) car si f et g sont dans
E,si(\p) € R2, par inégalité triangulaire on aura

|Af + 1g)(z) — (Af + ug)(®)| < (IME(S) + |1lk(9) vz - yl.

Lexistence d’'une constante k(f) assure I'existence de

|f(z) — f(g)I z
sup {—m ; (zy) € 10,1)%, #g}

donc celle de || f||, et on vérife facilement que I'on a une norme.
Si (fn)neN est de Cauchy dans E pour cette norme, a fortiori elle est de

Cauchy dans C°([0, 1}, R) pour || ||co. Or cet espace est complet, donc les fr,
convergent déja uniformément vers f continue. (Voir chapitre 12).

Est-ce que f € E, et y a-t-il convergence pour la norme de E considérée ici?
Pour le voir on repart de la traduction « suite de Cauchy » :
Ve >0, 3N, Vn 2 N, Ym > N, V(z,y)G[O 12, z#y,
T T

A fortiori on a \/—%m(z) — fm(@) = (fa®) — fm@))| <&

On ﬁxe z et y et on fait tendre m vers Finfini, (n fixé > N) on a la limite
- — n— —\Jn— =X n— E’ = k n— ’
ml(f HN@)—(fa—F)W)| < edone fo—f € E, (e = k(fn—f))

d’ou f € FE puisque fn € E, espace vectoriel ; mais on a aussi, pour n > N

|(fn = () = (fn = HW)I.
sup { \/|21_17| ; T F y} <e

et ”fn — ” \ &, (Went de ”fn - fm“oo < g, et m — 400) d’ou
[lfn = fIl < 2¢ pour tout n 2> N, ce qui traduit bien la convergence des fn
vers f da.ns E qui est donc complet

Si f, de [a,b] dans R est continue et ne s'annule pas, elle est de signe
constant, (théoréme des valeurs intermédiaires), par exemple f reste a
valeurs > 0, (quitte & changer f en —f), mais alors f continue sur [a, b]
compact, a valeurs réelles, est bornée et atteint ses bornes : il existe m et
M tels que

=inf {f(z), = € [a,b]} et M =sup {f(z), = € [a,b]}

et 3z € [a, b] tel que m = f(z1) dou m > 0.
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Mais alors, si g de E est telle que [1f —9glleo < %, pour tout z de [a, b] on

aura g(z) = f(z)— = =2 m— 3 > 0 donc g ne s’annule pas : on a trouvé

Bo(f, %) contenue dans H qui est donc ouvert.

Avec les mémes notations, et avec || f — g||oo < %, ona
1| lg(=) = f(=)|
2
avec |f(z)| = m et |g(z)| = % donc |f(z)g(z)| = mT cela conduit a

2
lle(£) = @(9)lleo < —5IIf = glloo-
Soit alors € > 0, f € H, (dou m associé a f), il existe

2
Mmoo m
o = inf (3, 5-e) tel que || — glloo < &= [l0(f) — e(9)lloo < €
d’ou la continuité de .

La boule unité fermée de E vectoriel normé de dimension finie est un
compact, donc la suite (zx)xeN de ce compact admet une suite extraite
(T (k))keN convergente. On a donc :

Ve >0, 3ko, Vk > ko, VE' > k, d(Tyk), Tprr)) S €

Soit alors un indice g fixé, on fixe k > ko tel que @(k) = ¢
C’est possible car . lilil p(k) =
—1+00

Pour tout &’ > k, on a alors Tp(k) = f‘P(k)—q(:cq), et

Ty(kly = f‘P(k)_q ($<p(k’)—4p(k)+q) vu la définition des .

Comme f est une isométrie, d(Ty(k), Ty(k)) = A(Tqs Tp(k')—p(k)+q)
on a donc, g étant fixé, pour tout € > 0, une suite strictement croissante
d'indices, les (k') — (k) 4+ g pour k' > k tels que d(Zq, Tces indices) < &-

11 est facile de construire une suite extraibe de (zx)keN qui converge vers
x4 donc chaque x4 est valeur d'adhérence de la suite des z.

Mais alors chaque zq, (et donc en particulier zg) sera dans I'adhérence de
f(B). Or f, isométrie, est continue et B est compact donc f(B) est un

compact de R™, donc un fermé. Finalement on a : ¢ € f(B) = f(B) pour
tout z de B et Dégalité B = f(B).

L'adhérence de F' sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel
car F non vide, (F C F), et si et y sont dans F, avec (z)neN €t
(yn)neN suites de F qui convergent vers = et y, si A et p sont réels,
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lixf (Azn + pyn) = Az + py. Or les Azp + pyn sont dans F, (sous-
n—-100

espace vectoriel) donc Az + py € F.

Mais alors, si H est un hyperplan,ona H C H C Eetsi H nest pas fermé,
H gﬁ,ilexisbeaeﬁ\ H, donc H ® Ra C H, or H ® Ra = E puisque
H est un hyperplan ne contenant pas a, dott H = E dans ce cas.

Soit u dans le dual, elle est discontinue si et seulement si elle n’est pas
bornée sur la sphére unité, ce qui permet de construire, Vn € N, yn avec

llyn|| = 1 et |u(yn)| > n, (sinon n majorerait les |u(y)|, pour y sur la
sphére unité.
1 1
E t = —— - Yn, =1, et — d
n posant Tn won) Yn, on a u(Tn) et ||zn|| < ,, done

lim z, =0.

n—+00

Réciproquement, si on a une suite (Zn)peN qui converge vers 0 avec
u(zn) = 1, u n’est pas continue, sinon u(zr) devrait tendre vers 0 = u(0).
Avec les notations du texte, £ € H < A(z) = 0. Donc si )\ est continue,
H = /\_1({0}) est fermé de E.

Si A nest pas continue, en appliquant ce qui précéde on a des T, qui
convergent vers 0 avec A(zn) = 1. Mais alors zn, = A(zn)a + v(zn) =
a+v(zn), dot nBToo v(zn) = nlig_loo(zn —a) = —a, avecles v(zn) € H

et —a ¢ H : H n'est pas fermée on a donc fermé <> ) est une forme continue.
Soit enfin H = Keru avec u dans le dual. SI u = 0, elle est continue
et Keru = F est fermé dans ce cas. On suppose donc u # 0, soit a de
norme 1 non dans H. Alors E = Ra @ H, et si z = A(z)a + v(z) avec
v(z) € H = Keru on aura u(z) = A(z)u(a), donc la forme u est encore
égale 2 u(a) - \. On a donc (u continue) <> (\ continue), car u(a) # 0 < (H
fermé) d’apres ce qui précede. :

La translation 7, : £ ~» z + b de E dans E est continue (car 1-

Lipschitzienne), bijective de réciproque 7_; donc aussi continue. Donc 7p

est un homéomorphisme, et T,(A) = A + {b} est alors ouvert si A est

ouvert.

Mais alors A ouvert = A+ B = U (A + {b}) est ouvert comme réunion
beB

d’ouverts.

Si A et B sont compacts, A X B est compact de E X E et I'addition étant
continue de F X F dans E séparé ici, I'image de A X B c'est-a-dire A + B
est un compact de E.

Si A est compact et B fermé, soit Tn, = an + bn, le terme général d’'une suite
convergeant vers z € A + B.

De la suite (an)neN de A compact, on extrait une suite (a<p(n))n e ui
converge vers a € A; mais alors les by,() = T, (n) — ayp(n) cOnvergent vers
T — a, or ils sont dans B fermé, donc = — a € B et finalement z € A + B,
dou A+ B C A+ B. On a bien A + B fermé.

Si A= {(z,y) € R?,zy = 1} et B = {0}x] — 00, 0], on a 2 fermés de R?,
mais A + B est non fermé, (les points de {0} x R sont adhérents a (A + B)
mais non dans (A + B)).
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Larelation fog—go f =idg = fog? —gofog=g.
Orgofog=go(fog)=go(gof+idg)donc fog’—gofog=g
devientfogz—gzof—g = gd’oﬁfogz—g2of = 2g. Si, pour
n>2o0nafog”—g"of =ng" ! en multipliant a droite par g on a
fog i "fog =ng" = fog"™ —g"(go f +idg) = ng" don
fog™tl —g"tlo f = (n+1)g", relation vraie Vn > 0 en fait.

Sifetg sont continues, en prenant la norme d’application linéaire continue,
on aura n|||g" || < 2/[I£Il lllglll llg™ || pour tout n.

Or si on avait g" ! = 0, la relation fog" ! —g" 1o f = (n—1)g" 2

donnerait g™ =2 = 0 et on arriverait 4 g = 0, mais fo g — go f = idg ne
serait plus vérifiée. On 51mphﬁe par |||g" ||| > O, on aurait donc, si f et
g étaient continues, n < 2|||f]|] |||g]|| et ce pour tout n 2> O : c’est absurde.

Donc f et g ne sont pas smu]tanément continues.

Si p est la projection sur F' parallelement 3 G on a G = Kerp, donc p

continue = G ‘= p~1({0}) fermé, (les singletons étant fermés dans E

séparé). Mais de méme le projecteur ¢ = idg — p est continu et son noyau

F est fermé.

Si E est complet, F et G fermés dans un complet sont complets.

Supposons maintenant £ = F @ G, avec F' et G complets, et les projections

p et g sur F et G respectivement, continues.

Soit (Xn)neN une suite de Cauchy de E. On décompose Xp, en
n=Yn+Zn aVeCYn eF,Zn GG.

Les projections p et g, linéaires continues sont uniformément continues, donc

les suites (Yn)neN et (Zn)neN sont de Cauchy dans F' et G complets : elles

convergent. Soient Y et Z leurs limites, la continuité de I'addition implique
lim X, =Y + Z, donc E est complet.

n—+oo
Soit (fn)neN une suite de Cauchy de E. On a :
Ve >0, 3N, Vn 2 N, Vm 2 N, ||fn — fmlleo + ||fn — fmllec <&

A fortiori les 2 suites (fn)neN €t (fin)meN sont de Cauchy dans F' qui est
complet pour la norme de la convergence uniforme.

Il y a donc convergence uniforme sur [0, 1] des f, vers une fonction g, et
comme il y a convergence uniforme (donc en un point) des fn vers une
fonction f, on a f dérivable, de dérivée égale a g. (Voir chapitre 12). Mais
alors :

llfn = flloo + 1fn = glloo = llfn = flloo + [1fn = f'lloo = || fa = £I

et cette expression tend vers 0, donc E est complet.
11 est clair que 0 est linéaire de F' dans E, (linéarité de l'intégrale), et

16(H)11 = 116(Hlleo + 11B(f)) lloo = 118(Hlloo + Il flloo

Or 160(f)(@)| = } / F(odt] < / flloodt < [1fl]oo puisque = € [0,1]
0
dour ||0(F)]]| < 2||f||co, d'ott 6 continue et |||0]|] < 2
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Avec f constante égale 3 1, ||f]loc = 1, 0(f)(z) = z = ||0(f)|lc = 1,
11(6(£))loo = 1 done [|8(f)|| = 2 il en résulte que |||6]]| = 2.

Lapplication v : Q ~» Q(2) est linéaire de F dans R, non identiquement
nulle, son noyau H est un hyperplan de E.

Lapplication v est discontinue, car Vn, Pp(X) = X™ est de norme 1 or
v(Pr) = 2" n’est pas borné.
Donc H = Kerv n’est pas fermé, (voir exercice 18), on a donc H ;Ct H,

donc H = E. Mais alors si H est partout dense dans E, VP € E, Ve > 0,
3Q € H, ||P - Q|| <&, et Q dans H correspond 2 Q(2) =

11 est évident que N(P) > 0; VA € C, N(AP) = |A\N(P), et que
Y(P,Q) € E?, N(P + Q) < N(P) 4+ N(Q) donc on a une semi-norme.
Par contre N(P) = 0 < P multiple de (2 — 21)(z — 22) ... (2 — 2p) et si
p < n, on peut avoir ceci pour P non nul dans E.

Par contre, si P 2 n + 1, P de degré n au plus ne peut pas avoir plus de
n + 1 zéros distincts sans étre nul, d’ot (N norme) < (p 2 n + 1)

Lapplication u : P ~> P’ est alors linéaire de.F dans E donc continue (car
dim E fini), donc VP, ||u(P)|| < |||u||| ||P]| soit encore

P P
STIP @< Il Y 1P(z3)l.
i=1

=1

Pour k < n, soit fi 'application de F dans R qui au polynéme P associe
Sfx(P) = le coefficient de degré k dans P.

Les polynémes unitaires de degré n sont les éléments de Arn = fr 1 ({1}),
ceux unitaires de degré n—1les éléments de Ap—1 = fr | ({O})I’\f__l1 {1

et plus généralement, les polyndmes unitaires de degré k < n sont les
k+1

éléments de A = (n f:l({O})) al fk_l({l}).
i=n
Comme les formes linéaires f), de F, espace vectoriel de dimension finie,
n

dans R sont continues, les Ay sont fermés et A = U Aj est un fermé de
k=0
E, et ce quelle que soit la norme sur E.
Mais alors la distance de 0 & A étant égale a la distance de 0 au compact
= AN B¢(0,||Pol]), si Po € A, elle est atteinte et comme 0 ¢ A,
elle est strictement positive. En prenant pour a, b ou c cette distance
suivant que la norme sur E est ||P||lcc = sup{|P(z)|,a: € [0,1]} ou

1 1
1P|l = / |P(z)|dz ou ||P]l2 = (/ Pz(:c)d:c) on répond 2 la
0 0
question.

Sur L(F) espace vectoriel normé de dimension finie toute les normes sont
équivalentes, on prend celle d’application linéaire continue.
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. 1 ) .
Si, pour tout p, ||| fP||| < M, on a |[|gpl|| < » pPM = M, 1a suite (gp)peN

est dans Bf(0, M) fermée bornée donc compacte : elle admet une valeur

d’adhérence v. Si on prouve qu’elle n’en a qu’une elle sera convergente vers
v, (Corollaire 2.7).

1 1
Comme (f — I)gp = I—,(fp —1I),onal||(f - Dgplll < 5(M+M) donc
pBI_'I_loo( f—1)gp =0. Avec v = k—hvl-Eoo 9 (k)» (suite extraite qui converge)
onadonc (f —I)ov =0=vo(f —1I)car f — I etles g, k), polynomes en
f, commutent. Mais alors (Imv) C Ker (f — I) et Im(f — I) C Kerw.

De plus, si z € Ker(f — I), f(z) = z, donc, Vk, f¥(z) = z et gp(z) =
= - pz = z donc g, (k) (x) = z converge vers v(z) dod z = v(z) € Imv :

on a Imv = Ker(f — I); mais alors I'n'lt(f — I) est sous-espace de
dimension dim (F) — dimKer (f — I) de Kerv lui-méme de dimension
dimFE — dim Ker (f — I) donc I'm(f — I) = Ker v. Pour justifier que v est
un projecteur on est amené i justifier que Im(f — I) et Ker (f — I) sont en
somme directe, done, vu les dimensions, que Im(f —I)NKer (f —I) = {0}.
Soit y € Im(f — I) NKer (f — I), écrit sous la forme y = f(z) — z, avec
fy) =y soit F2(z) — f(z) = f(z) — z ou f3(z) = 2f(x) — =, soit encore
P =2y +2) o =2y +a.

Si on suppose que fP(z) = py + z on aura fPT1(y) = pf(y) + f(x) soit
P Y(y) =py+y+2z = (p+ 1)y + z : Cest récurrent.

Donc Vk, f*(y) = ky + = avec (fk(y)) ke Suite bornée, cest que y = 0
dou E=Im(f —I)®Ker (f —I) = Imv ® Kerwv.

On a vu que Vz € Ker(f — I) = Imwv, v(z) = z, donc si y de F se
décomposeeny =z + z avecz € Imv et 2 € Kervon aura v(y) =z : v

est le projecteur sur Ker (f — I) parallelement & Im(f — I), et cette unicité
de la valeur d’adhérence prouve la convergence de la suite initiale.

Les Kn, compacts sont fermés donc K = ﬂ K, estun fermé de F, c’est un
neN

fermé contenu dans I'un quelconque des Kr,, compact, c’est donc un compact,
non vide car avec les Ky, fermés de Ky, d’intersection vide, il y aurait une
famille finie des K, d’intersection vide, étant comparables par inclusion ce
serait le plus petit qui est non vide, donc K est déja compact non vide.

Si K est non connexe, il existe F} et F5 fermés disjoints non vides de K,
de réunion K. Etant fermés de K compact, F; et F5 sont compacts de
E, (car de K); étant compacts disjoints de E métrique, leur distance d

et > 0 et les ouverts O; et Oz définis par O1 = {z; d(z,F1) < g} et

Oz = {z; d(z, F?) < g} sont 2 ouverts de F disjoints les contenant.

Soit alors, Vn € N, Hp = (E \ (01 UO2)) N Kp.

01 N Kn, ouvert de Ky, contenant F} N K.
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Or F1 = i N K C Fi1 N Ky, donc F1 non vide est dans O1 N Kn, de
méme F5 non vide est dans Oz N K, ceci est absurde, Ky, étant connexe,
et (O1 N Kn, O2N Ky) formant une partition de K7, en deux ouverts. Donc
H, est non vide pour tout n. De plus les Hy, sont des fermés de Kn, donc
tous sont des fermés de K, de plus, vu leur forme, ils décroissent comme
les Kp, donc leur intersection est non vide.

Mais (| Hn = (E\ (01U 02))N ([ Kn) = (EN (01U 02)) N K

neN neN
avec K = F1 U F5 C O1 U O2, on a donc ﬂ H, = D : c’est absurde.
neN

Finalement K est connexe.



CHAPITRE 7

Fonctions de variable réelle, a valeurs réelles

Pourquoi ce chapitre particulier alors que la continuité par exemple se
traite dans le cadre plus général des espaces topologiques. C’est parce que
la structure de corps ordonné sur R va nous donner des propriétés liées
aux maxima et minima, &4 la monotonie des applications et nous permettre
de définir la notion de dérivée, qui sera généralisée au chapitre 16 par celle
de différentiabilité dans le cadre des espaces vectoriels normés.

Ce chapitre sera donc rédigé en dégageant I'importance de la structure
ordonnée de R.

1. Continuité

Faisons d’abord le point sur ce qui est déja connu. Les compacts de R
sont les fermés bornés de R, (Corollaire 2.16).

Les connexes de R sont les intervalles de R, (Théoréme 3.6 et Corollaire
4.77).

Nous avons vu également qu’une fonction continue d’'un compact (par
exemple un segment [a, b]) dans R est uniformément continue (Théoréme
4.61), de plus, si le compact est non vide, f est bornée et atteint ses bornes,
(Corollaire 2.19).

Passons aux propriétés plus spécifiquement réelles, en faisant d’abord
intervenir l'ordre sur R, pour la variable.

DEFINITION 7.1. — Soit xg un point intérieur & lintervalle I de R, et f une
application de I dans R (ou plus généralement dans E espace topologique).
On dit que f est continue a droite, (resp. & gauche) en xq si et seulement
si lim f(z) = f(zo), (resp. lim f(z) = f(zo)-

z>z( z<zQ

Si I est du type [a, b) on peut bien siir parler de continuité & droite en
a; de méme si I = (a, b] pour la continuité & gauche en b.
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On peut facilement vérifier que, pour g intérieur 4 I, on a f continue
en zg si et seulement si f est continue a droite et & gauche en zg.

Si zg est un point de discontinuité, ce peut &tre parce que I'une au
moins des limites a droite ou a gauche, en z(, n’existe pas, ou bien parce
qu’elles existent mais que I'une au moins est différente de f(zg).

Si 11m f@)=lLet lim f(z)=Ils, enxqintérieura I etsil; = o,

$—>.’BO $—>Z0
en posant f(zg) = Il = lo on prolonge f par continuité en zo. Méme
démarche avec une seule limite si g est une borne de I.

DEFINITION 7.2. — Soit I un intervalle de R, f une application de I dans
R (ou C, ou FE topologique), et xg un point de discontinuité de f, intérieur
al Si hm f(z) = f(zo +0) et lim f(z) = f(zo — O) existent, la

I—'Zo :c—vmo
discontinuité est dite de premiére espéce.

Si de plus f(zg) = f($0+0)—;f(:1;0— 0)

sur R) on parle de discontinuité réguliére.

, (ce qui suppose E vectoriel

On rencontrera ces fonctions au chapitre 15, dans le cadre des séries
de Fourier.

Voici un résultat lié cette fois au fait que les valeurs de f sont réelles.

THEOREME 7.3. — Soit X topologique, f : X — R une fonction continue
en 2o € X. Si f(zg) # 0, f est localement, (en xg), du signe de f(zg).

Soit € = M, il existe un voisinage V'(zg) tel que, pour tout = de
V(zo), |f(z) — f(zo)| < &, soit encore

o)~ E & 10) < oy 4 2O

f( 0)

Si f(zo) > O cette double inégalité implique f(x) > > 0, alors

que f(zg) < 0 implique

£(2) < flao) + —L20)
soit flz) < f(;O) <0

Dans chaque cas, on a bien f du signe de f(zp) sur le voisinage
V(o). [
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C’est ce théoréme qui permettra, au chapitre suivant sur les intégrales,
de dire que pour une fonction f continue de [a,b] dans R, a valeurs

b
positives, non identiquement nulle, on a / f(t)dt > 0.
a

La connaissance des connexes de R, nous donne le théoréme dit des
valeurs intermédiaires.

Si I est un intervalle de R, et si f est continue de I dans R, f(I),
image continue d’un connexe est un connexe de R, (Théoréme 3.8), donc
un intervalle. On va en déduire le :

THEOREME 7.4. — Soit f continue de [a,b] dans R. Si f(a)f(b) < 0, il
existe ¢ €|a, b tel que f(c) =0.

Si par exemple f(a) < 0 < f(b), les réels f(a) et f(b) sont
dans Pintervalle f([a,b]), donc le segment [f(a), f(b)] est contenu dans
Vintervalle f([a, b]), (caractérisation des intervalles vue au théoréme 3.5) :
en particulier 0 € f([a,b]). Comme f(a) # 0 et f(b) # 0, un antécédent
de 0 est forcément dans |a, b|. ]

7.6. Cet énoncé est le point de départ du calcul des zéros des fonctions
continues : il permet de déterminer des segments les contenant, et la di-

a+b
chotomie, (examen du signe de f (%) pour déterminer un segment

plus petit contenant un zéro) donnant un moyen de calculer une valeur
approchée d’un zéro. Ceci nécessite la détermination d’'un segment conte-
nant un seul zéro, et c’est Pétude de la monotonie éventuelle de f qui
résoudra cette question.

COROLLAIRE 7.7. — Théoréme des valeurs intermédiaires. Soit f continue
de [a,b] dans R, de bornes supérieure et inférieure M et m. Pour tout
7y € [m, M), il existe c € [a,b] tel que f(c) = .

La fonction f, continue de [a,b] compact dans R est bornée, et ses
bornes m et M sont atteintes, disons en u et v. L'image continue de
Iintervalle d’extrémités u et v est un intervalle contenant m = f(u)
et M = f(v), donc contenant le segment [m, M|, donc contenant +.

11 existe alors c entre u et v, (a fortiori entre a et b) tel que f(c) =+.

REMARQUE 7.8. — On a alors f([a,b]) = [m, M|, puisque tout -y de [m, M]
est dans I'image, elle-méme contenue dans [m, M].
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On peut donc dire que 'image continue d’un segment, par f a valeurs
réelles, est un segment; alors que I'image continue d’un intervalle I est
un intervalle J pas forcément de méme nature.

Par exemple, par la fonction cosinus, I =] — 00, +00], ouvert, a pour image

[—1,1]; mais [0, 3711-[ aurait aussi [—1, 1] pour image.

2. Fonctions monotones, fonctions réciproques

La notion de croissance ou de décroissance exige une structure d’ordre
sur V'ensemble de départ et celui d’arrivée. Elle se formule donc trés bien
dans le cadre qui nous occupe.

DEFINITION 7.9. — Une fonction f définie sur une partie I de R, a
valeurs réelles est dite croissante, (resp. décroissante) si et seulement si

V(z,y) € I, z <y = f(z) < f(y) (resp. f(z) > f(y)

Autrement dit, (f croissante) < (f morphisme pour la structure
d’ordre), voir la définition 2.21 d’Algebre.

On parle de croissance stricte lorsque l'on a f(z) < f(y) dans la
formulation de 7.9.

7.10. 1l est clair que f croissante < — f décroissante. On appellera fonc-
tion monotone sur I, une fonction qui est soit croissante, soit décroissante
sur I, la monotonie pouvant étre stricte ou large.

7.11. Si f est strictement monotone elle est injective, car z et y étant deux
éléments distincts de I, donc de R totalement ordonné on a par exemple
z < y dou f(z) < f(y) si f est strictement croissante, ou f(z) > f(y)
en cas de décroissance, mais f(z) # f(y) dans les deux cas.

Si de plus I est un intervalle, et si f est continue, f(I) sera un
intervalle et f réalisera une bijection de I sur J = f(I). En fait
Tapplication réciproque f~! va alors étre continue.

En effet on sait que toute bijection continue de K compact sur E
séparé est bicontinue, (Corollaire 2.20). Supposons d’abord que I = [a, ],

I est compact, R est séparé, donc f bijective continue est telle que f~!
est continue sur f(I).
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Soit maintenant I quelconque, f bijective continue de I sur f(I) et
yo = f(zo) € f(I) = J. Supposons f strictement croissante.

Si yo n’'est pas une borne de J, il existe y; et yo dans J tels que
Y0 €ly1,42[C [y1,92] C J, et avec 21 = f~1(y1) et 22 = f~1(y2), la
remarque précédente appliquée a la restriction de f a [z, 2] donne la
continuité en yg de la restriction de f~! a [y1,yo] d’out la continuité de
f~! en yo, intérieur a [yy, yo).

Si yo est une borne de J, borne supérieure par exemple, on introduit
de méme y; = f(z1) tel que yo €]y1,y0] C [¥1,y0] C J et la conclusion
demeure, la continuité de f~! en yg étant ici une continuité a gauche.

On obtient donc le

THEOREME 7.12. — Soit f une fonction continue strictement monotone
d’un intervalle I dans R. Alors f réalise une bijection bicontinue de I
sur Vintervalle J = f(I). De plus les monotonies de f et f~1 sont les
mémes.

Seul le dernier point reste a justifier. Supposons f strictement crois-
sante de I sur J et soient yj et Yy, avec ¥ < y2, deux éléments de J. Si
F~ Y1) > f~1(y2) 1a stricte croissance de f impliquerait y; > yo : Clest
exclu, dott f~1(y1) < f~1(y2) : on a bien f~! strictement croissante. Bl

REMARQUE 7.13. — Avec f continue strictement monotone sur Uintervalle
1, les natures des intervalles I et f(I) sont les mémes cette fois (aspect
bijectif de f).

REMARQUE 7.14. — Dans un repére normé du plan, les couples (a, 3)
et (8, a) étant représentés par des points symétriques par rapport a la
premiere bissectrice, les graphes de f continue strictement monotone, et
de sa réciproque f —1 sont aussi symétriques par rapport a la premiere
bissectrice.

Mon propos étant de mettre en évidence le role joué par la connexité et
la compacité, dans le cas particulier de R, pour le passage d’une fonction
strictement monotone continue & sa réciproque j’arréte la ce paragraphe,
laissant & d’autres le soin de parler d’Arccos, Arctg, Argsh... Et ce
d’autant plus qu’il est 8 heures, qu'aprés I'orage de cette nuit le ciel est
dégagé, et que je vais aller me promener avec mon épouse.
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3. Dérivation

C’est plusieurs mois apres cette promenade, qui fut suivie de beaucoup
d’autres que je reprends la plume pour vous entretenir de la dérivation.

DEFINITION 7.15. — Soit f définie sur un intervalle I de R, a valeurs dans

un espace vectoriel normé E. Elle est dite dérivable en xq intérieur a I si
. . z)— J (T .

et seulement si  lim f—(—)—M existe.

Z0 T — T
z€l—{zg} 0

7.16. Cette limite, notée f'(zq), est la dérivée en xo de f, et si f est
dérivable en chaque z de I I'application qui & z de I associe f’(z) est la
fonction dérivée.

De méme que pour la continuité a droite ou & gauche, on peut
parler de dérivabilité & droite (resp. @ gauche) de f en xg lorsque

z) — f(z
lim0 %ﬁ—(ﬂ existe, (et on notera fj(xo) ou f'(xo + 0) cette
T—T — 0
z>zq,z€]

dérivée a droite). On a de méme

y / _ . f(z) — f(=o)
fq(@0) ou f'(zo — 0) = z:i};%a E—

lorsque cette limite existe.

Une notation pratique : il sera commode de dire que f est dérivable en
z0, de dérivée f/(z() si et seulement si, pour z voisin de z( (mais = # z¢)
on définit (z) € E par:

£(@) — f(z0) = (& — 20)f'(30) + (z — To)e(z) avee lim &(z) =0,

7.17. ou encore que f(z) — f(z0) = (z — z0) f'(z0) + o(z — Z0).

C’est cette notation « petit 0» que l'on retrouvera dans le cadre du
calcul différential ou on ne pourra plus « diviser » par ’accroissement de
la variable si celle-ci est de nature vectorielle.

THEOREME 7.18. — Soit I un intervalle de R, E espace vectoriel normé et
f une application de I dans E dérivable (resp. & droite, a gauche) en x,
alors f est continue (resp. a droite, & gauche) en xg.
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Comme f(z) — f(zo) = (z — z0)f'(z0) + (z — zo)e(z) avec
zlig:lo e(z) = 0, on a bien zliglo f(z) = f(xo). Le cas dérivable
zel-{zg} ze€l—{zg}
a droite ou a gauche ne differe que par la condition x > z¢ ou z < xyp,
d’ou la continuité a droite ou 4 gauche. |

La continuité de I'addition, de ¥ x F — E, et du produit par un
scalaire, de R x FE dans E, permet de justifier aisément le

THEOREME 7.19. — Si f et g de I dans E sont dérivables en xq, si A et u
sont des scalaires réels, la fonction \f + ug est dérivable en xq de dérivée

(Af + 1) (zo) = Af'(z0) + ng’ (zo).

11 en résulte que 'ensemble D(I, E) des applications dérivables de I,
(intervalle de R) dans F, (espace vectoriel normé) est un espace vectoriel
sur R et que la dérivation est une forme linéaire sur D(I, E).

7.20. On introduira aussi le sous-espace Cl (I, E) des applications déri-
vables de dérivée continue, de I dans F, sous-espace vectoriel de D(I, E)
et plus généralement CP(I, E) sous-espace des applications p fois déri-
vables, de dérivée p'®™® continue et ceci pour p € N*T. Par applications
successives du théoreme 7.18, f f/,..., f(P_l) sont continues. Enfin on
notera C*° (I, E) l'espace vectoriel des applications de I dans F ayant des

dérivées, de tout ordre, donc aussi toutes continues d’aprés le théoréme
7.18.

Cas de £ =R et du produit de deux fonctions.

THEOREME 7.21. — Soit I un intervalle de R, lensemble CP(I,R),
p € N*U{oo}, est une algébre commutative, et on a, pour q entier et f

et g q fois dérivables, (fg) (Q) Z Ck f (k) g(q k) , formule dite de Lieb-

. k=0
nitz.

Ce résultat se justifie par récurrence sur q.
Pourg=1,0na:

(f9)() = (f9)(=o) _ f(=)(9(z) — 9(z0)) | (f(=) — f(z0))g(z0)

T —x0 T —x0 z—x0

et la dérivabilité de f et g en x(, jointe & la continuité de f implique :
1 J9)@) -~ (f9)(z0)

z—»zo -—
- T — 0

= f(zo)g (z0) + f'(z0)g(z0),
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formule au rang ¢ = 1, mémorisée par une foultitude d’entre-vous sous
Paspect (uv)’ = v'v + uv'.

Si la formule est vraie & l'ordre g — 1, par linéarité de la dérivation
ona:

()@ = ((f9)aV) = Sor, (s® 1R

k=0

g—1
— Z Cg—l (f(k-l-l)g(q—l—k) + f(k)g(q—k)) X
k=0

On a donc une somme k+1+qg—1—k ou k+ qg— k qui vaut g, et on
peut réordonner en :

(f9)@ = CO_, f04@
g—1

+[ 3 (cizh +ciy) £0ga-9 | 4 0o} g0,
=1

Comme C9_; =1=C2, CIy =1=Clet Ci ] +Ci_, = C}

q
il reste (fg)@ = ZC; F®g(a=9 . 1a formule est justifiée par récur-
i=0
rence. |

THEOREME 7.22. — Soit f une fonction de I, (intervalle de R) dans R
dérivable en g de I, non nulle en zq. Alors la fonction 1/ f est définie sur

1Y’ ~f' (o)
un voisinage de xg, dérivable en xg et (—) Tg) = —5——-
7) )= Folag)

La fonction f est dérivable en o donc continue en zg et comme elle
est non nulle en z, elle reste localement non nulle, (du signe de f(zo),

Théoréme 7.3), donc 1/f est localement définie et sur ce voisinage, pour
1 1

f@)  flzo) _ 1 f(z) = f(z0)
TR T T T Tf@fGy) |z
f'(zg), (continuité du produit). ]

a pour limite

1
F%(zo)
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COROLLAIRE 7.23. Si u et v sont deux fonctions de I dans R dérivables en
z0, avec v(zq) # 0, la fonction u/v est localement définie en xo, dérivable
' (z0)v(z0) — u(z0)v'(20)

v%(zo)

en xg, de dérivée

1
Vient de % =u- > et des théoremes 7.21 et 7.22. [ |

Enfin traitons le cas du produit de composition :

THEOREME 7.24. — Soient I et J deux intervalles de R, f une fonction
de I dans J dérivable en xg, g une fonction de J dans R dérivable en
yo = f(zo), alors g o f est dérivable en x de dérivée :

(g0 ) (zo) = g'(f(0)) f'(z0).

Des aménagements sont possible avec des dérivées a droite ou a
gauche, et g a valeurs dans F vectoriel normé.

On a, en utilisant la notation « petit o » vue en 7.17

9(y) = g(%0) + (¥ — ¥0)9' (o) + o(y — vo), et aussi
f(z) = f(zo) + (z — z0) f'(z0) + o(z — z0)

donc, en posant y = f(xzg) + (z — zo) f'(z0) + o(z — zp) il vient

9(y) = g(wo) + [(z — z0) f' (z0) + o(z — z0)] ¢’ (v0) + o(y — vo)
= g(yo) + (= — z0) f' (z0)g' (o) + o(x — z0)g’ (v0) + o(y — vo).

11 suffit de prouver que o(y — yg) est o(z — zg) pour conclure.
Or y — yo = (z — o) f'(z0) + o(z — zo) donc :

Ve > 0, 3a > 0 tel que |z — 20| < . =
ly — yol < |z — 2o|(|f'(z0)| + €)

Fixons € = 1515, (j’ai une prédilection pour Francgois 1T, Chambord,
la Renaissance...) on aura |y — yo| < (1515 + | f/(z0)|)|z — zo| dés que
|z — z¢| < @, et le o(y — yo) étant une quantité du type |y — yo|x
(quelque chose qui tend vers O si y tend vers yg), devient du type
|z — zo| (1515 + |f'(z0)]|)x (quelque chose qui tend vers O si z tend
vers zg car alors y tend vers yg). C’est donc un o(z — zg) et finalement

9(f(x)) — g(f(x0)) = (z — z0)g'(f(x0))f (z0) + o(z — 20). u
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Remargue : On peut conclure avec 800, 1789 ou tout autre nombre plus
ou moins chargé de réminiscence historique.

THEOREME 7.25. — Soit une fonction f continue strictement monotone
d’un intervalle I de R sur un zntervalle J. Si f est dérivable en x, avec
f'(zo) # 0, sa fonction réciproque f~1 est dérivable en yg = f(xo) et

-1y _
(=00 = 70y

On a vu, (théoréme 7.12), que f réalise une bijection de I sur J, et
que f~1 est continue.

7 y) = f~ (o)
Yy =%

Si on forme le rapport

pour y # yp, avec T =

— . 5 T —Zo
f~l(y) on ay = f(z) et = # =z, et ce rapport est égal & ——————,
v (1) 7@ - F(z0)
il tend donc vers ——— lorsque z tend vers zg, d’ou le résultat. |

f!(zo)

4. Rolle and co

Dans ce paragraphe nous allons retrouver des résultats de caractére
« existentiel », affirmant l'existence d’éléments vérifiant des conditions.
Ici, ils sont liés a la relation d’ordre sur R.

THEOREME 7.26 (de Rolle). — Soit une fonction f définie continue de [a, b]
dans R, dérivable sur ]a,b|, (avec éventuellement des z de ]a, b[ tels que
f(z) = +00 ou —o0). Si f(a) = f(b) alors il existe c de |a,b| tel que
fllo)=

Si f est constante, f/(z) = 0 sur ]a, b, de tels c existent. Sinon f
prend des valeurs différentes de f(a) et f(b), par exemple des valeurs
supérieures. De plus, f continue sur [a, b] compact, & valeurs réelles, est
bornée et atteint ses bornes. En particulier la borne supérieure M est
atteinte en ¢, et comme M > f(a) = f(b), ¢ €]a, .

= ) c( 2 = f'(c), (éventuellement f’(c) = +o0 ou

—00) mais f(:c) f(c) f(z)— M est <0, alors que,siz < ¢c,z—c <0
etsiz>c,z—c>0.

On a donc hm
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Comme c €]a, b], on a des x de part et d’autre de ¢ donc

AR (L R (O ()

Tz—ct r—cC T—Cc— r—c

doit étre positif et négatif : il ne reste que f/(c) = 0. |
On peut raffiner.

THEOREME 7.27. — (Rolle généralisé). Soit une fonction f de [a,+oo[ dans
R, continue, dérivable sur |a,+oo], telle que liI_'I_l f(z) = f(a). Alors il
T— 100

existe ¢ dans ]a, +00] tel que f'(c) =0.
(On peut encore avoir f'(z) = +00 ou —oco pour des z de la, +oo).

On va se ramener au théoréme de Rolle.

D’abord si f est constante, (égale & f(a)), f’ est nulle sur ]a, +oo|
donc c existe.

Sinon, soit 1 > a tel que f(z1) # f(a), par exemple f(z1) > f(a).

Soit v €] f(a), f(x1)[ : 1e théoréme des valeurs intermédiaires (Corol-
laire 7.7.) assure l'existence de a’ dans ]a, z1[ tel que f(a’) = 7. Comme
7 — f(a)

2 ’
il existe A tel que, Vz > A, |f(z) — f(a)] < € dou en particulier
£@) < fla) + 2 2f(a) _2+f(a)

On choisit 2 > sup (1, A), alors vy €] f(z2), f(z1)[, le théoréme des
valeurs intermédiaires justifie l'existence de b’ €|z1,z2[tel que f(b') =

On peut alors appliquer le théoréme de Rolle au segment [a’,b] C
[a, 400, sur lequel [ est continue, f étant dérivable sur ]a’,¥[, (avec
peut-étre des f/(z) = +00 ou —00), vénﬁant f(a’ ) = f(b'). On a bien ¢
dans ]a/,b'[ donc dans Ja, +o0[ avec f/(c) = [ ]

lim f(z) = f(a) < 7, en traduisant cette limite avec ¢ =
z—+00

<7

COROLLAIRE 7.28. — Soit f continue dérivable de I, (intervalle de R) dans
R. Entre deux zéros de f il y a un zéro de f' au moins.

Une autre conséquence, elle-méme riche de conséquences, est la for-
mule des accroissements finis.

THEOREME 7.29. — Soit f continue de [a,b] dans R, dérivable sur |a,b|. Il
existe ¢ dans |a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).
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Soit la fonction ¢ :  ~ p(z) = f(z) — f(a) — f(bl)> ': i(a) (z —

a),

elle est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[.

On 2 ¢(a) = 0, ¢(5) = ) ~ f(a) - LU= _g) = 0, aone
p(a) = ¢(b) : le théoreme de Rolle s apphque d’ou Pexistence de ¢ dans
Ja, b] tel que ¢'(c) =0 = f'(c) — w d’ou le résultat. ]

Cette formule des accroissements finis est le point de départ de I'étude
des variations d’une fonction de variable réelle a valeurs réelles, c’est-a-
dire la détermination d’invervalles sur lesquels la fonction est monotone.

THEOREME 7.30. — Une fonction f définie sur un intervalle I de R,
a valeurs réelles, dérivable sur I, est croissante , (resp. décroissante,

constante) si et seulement si sa dérivée reste positive (resp. négative, nulle)
sur I.

Traitons le cas de la croissance, le passage de f 4 —f donnant la
décroissance, et la conjonction des deux le cas constant.

f(z) — f(=z0)
z— g

donc sa limite quand z tend vers x reste positive : on a f’(zg) > 0 pour
tout zg de I.

Si f est croissante, le rapport , pour T # I, est positif,

Réciproquement soient z et y dans I avec z < y, le segment [z, y] est dans
I, f dérivable sur I est continue sur I, (Théoréme 7.18), les accroissements

f() f) _ o
—y = (6,

Phypothése f’ a valeur positive sur I implique donc la croissance de f.

finis s’appliquent donc il existe £ entre x et y tel que ——————

Avant d’étudier un raffinement de cette étude des variations voyons
une autre application de la formule des accroissements finis concernant
la dérivabilité d’une fonction aux bornes d’un intervalle.

THEOREME 7.31. — Soit f continue de [a,b] dans R, dérivable sur ]a, b[. Si
f' admet une limite \ lorsque T tend vers a™, f admet en a une dérivée a
droite égale a .
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Car pour z > a, f est continue sur [a, z], dérivable sur ]a, 2| donc il

existe £ entre a et z, tel que M = f/(€) et si z tend vers a, £
tend vers a donc lim —————= f(z) f(a) A dou fi(a) =
z#a
Dans ce cas, f’ est également continue & droite en a. |

Mais attention, fj(a) peut exister sans que lim+ f'(x) existe, comme
r—a
le montre le cas de f définie sur R par f(0) = O et, pour z # 0, par
f(z) = z2sin 1
= ~

1 1
On a, pour = # 0, f'(z) = 2zsin S —cos .

1
Siz €]0,1], 2 ¢ décrit » tout l'intervalle |1, 400, (image continue d’'un

connexe est un connexe, ici un intervalle), donc cos% prend toutes les
valeurs entre —1 et 1 et f’ n’a pas de limite si z tend vers 0. Cependant
&i—:gﬂ = n% tend vers 0 donc f/(0) existe.

- I:Jn traiterait de la méme fagon la dérivée éventuelle de f a gauche

J’ai dit qu'on pouvait raffiner I'étude des variations d’une fonction, et
ce, en diminuant les hypothéeses.

THEOREME 7.32. — Soit f continue de [a,b] dans R, ayant une dérivée
a droite, finie ou non, en tout point de [a,b[\A avec A dénombrable. Si
fi(x) > 0 sur-[a,b[\A, alors f(b) > f(a) et si fj(z) > 0 en ou moins un
point, f(b) > f(a).

On peut se demander si de tels énoncés sont bien sérieux! Mais oui,
mais oui. Pour I'instant on raisonne sur une fonction donnée. Mais quand
on abordera I’étude des espaces fonctionnels, on considérera la dérivation,
(ou l'intégration) comme un opérateur linéaire agissant sur des fonctions,

- et des passages a la limite introduisent tout naturellement ces parties
dénombrables oi une hypothése n’est pas vérifiée.

On aurait le méme résultat avec existence de fy(z) sur Ja,b] \ A. 11
faut noter quon peut avoir f}(z) = +o00, pour des z de [a, b[\A.

Si I'ensemble A est équipotent 4 N, on indexe ses éléments en une
suite (an)neN; et si cardA = p + 1, on gardera la notation (an)ogn<p-
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1
T l1— ——
. Z 1 or+1 1
Onsaltque §=——1—=2—§<2pourtoutr
k=0 1—5

Soit alors € > 0. On introduit ensemble K définie par :

733. K = {y € [a,b]; Vz € [a,y],

@) - f@)> ~cz-a)—¢ 3" 5.}

an<z

On va justifier que K = [a,b]. On aura donc en particulier
f(b) — f(a) = —e(b— a) — 2¢, et ce pour tout € > 0 dou f(b) > f(a).

Je laisse au lecteur sagace le soin de trouver la modification a faire
pour des dérivées a gauche.

On a K # O puisque a € K, (0 2 0 : que c’est beau).

Si z € K, pour tout y de [a, 2] il est clair que y € K, car les z de [a, Y]
sont a fortiori dans [a, .

La partie K non vide de [a, b] est bornée : soit ¢ sa borne supérieure.
On va prouver que ¢ € K, puis que ¢ = b.

7.34. Premier point : c € K.

Sic=a, ¢ € K est évident. Sinon, avec ¢ = sup K et ¢ > a, il existe
une suite (yq)qen d’éléments de K qui converge vers c.
1
Ona f(ys) = f(a) > ~e(vg —a) =€ D o
an<yq
Comme a, < yg = an < ¢, il y a plus d’indices 7 tels que a, < c que
d’indices n vérifiant an < yq.

1 1
Donc z on < Z on et a fortiori

an<gq an<c
1
) = £(@) > —egg —a) =& Y 5.
an<c
Dans cette inégalité, f étant continue, on peut passer a la limite (si g tend

vers l'infini), on a :

fle) — f(a) = —e(c—a) —e.z 2%

an<c
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Comme pour z € [a,c], il existe y € K avec z < y, (définition d’une
borne supérieure, sinon z majorerait K) on a egalement f(@) = fla) 2

1
—e(z—a)—¢ Z o donc cette inégalité est vérifiée pour tout z de
an<zT

[a, c] d’ou Pappartenance de c a K. [ ]

7.35. Deuxiéme point : c = b.

Si ¢ < b, on peut avoir ¢ dans A ou non, d’ou différents cas & examiner.
Sic ¢ A, f admet en ¢ une dérivée a droite, qui peut-étre +oo.

1% cas. Si d’abord f}(c) € R, soit le € > 0 du départ, il existe y dans ]c, b]

tel que Vz €]e, 9], %c_) - fé(c)’ < € dou1 T'on tire

f(@) = f(0) 2 (fale) =€)z — ) > ~e(z —¢),

(car f}(c) > 0), donc a fortiori :

flx)—fle) > —e(z—c)—¢ Z 2%

c<an<z

Par ailleurs ¢ € K donc

70) - f@) > ~elc—a) ~ 3 o

an<c

1
On ajoute, donc f(z) — f(a) 2 —e(z —a) — ¢ E o et ce pour
an<z
tout = €]c, y]. Clest vrai aussi Vz € [a, ¢], donc cest vrai Vz € [a,y], dou
y € K avec y > c¢ borne supérieure de K : c’est absurde.

2¢ cas. Si fjj(c) = 4o, soit € > 0, (celui du départ) on a de méme un

1010

" —¢ et directement f(z) —

f(¢) 2 —e(z — ¢) : on continue la justification de la méme fagon, C’est
donc absurde.

y €lc,b] tel que Yz €le,y),

3¢ cas. Si ¢ € A il existe un entier k tel que ¢ = ay. La fonction f est
continue en c : avec toujours ce bon vieux € > 0, on trouve y €|c,b| tel
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que Vz € [¢,y), f(z)— f(c) = d’ou a fortiori :

f@) — f(o) > —e(z —c) — 2ik et méme

f@)-fO > —ez--¢ ¥ =

on
c<an<z

puisque ﬁg'uré dans cette somme.

2k
On peut enchainer comme précédemment et conclure & y € K ce qui
est absurde.

Finalement 'hypothése ¢ < b conduit & une absurdité, d'ou b = c est
dans K. |

Mais on conclut alors, comme on I'a indiqué a la suite de 7 33, a
Pinégalité f(b) > f(a).

Supposons qu'on ait fi(zo) > 0 en un zo de [a,b] au moins.

D’abord on peut remarquer que pour tout sous-segment [z, y] de [a, b],
la premiére partie du théoréme s’applique et donne f(z) < f(y)
fonction f est croissante. Si on avait f(b) = f(a), elle serait alors
constante, (Vz € [a,b], f(a) < f(z) < f(b) = f(a)), mais alors f}(z)
serait nulle sur [a, b : contredit f}(zo) > 0. Cest donc que f(b) > f(a).

]

COROLLAIRE 7.36. — Soit une fonction f continue de [a,b] dans R, ayant
une dérivée & droite en tout point de [a,b[\ A avec A partie dénombrable.
Pour que f soit croissante, il faut et il suffit que lei(z) 2 0 sur [a,bNA
Pour que f soit strictement croissante il faut et il suffit que fi(z) > 0

sur [a,b[\A et que lensemble des x o fj(z) > 0 soit partout dense dans
[a, b].

La premiére partie du corollaire est évidente.
Pour la deuxiéme, si fj(z) > 0 sur [a,b[\A on a f croissante, et si
z < y, il existe zg entre z et y, tel que f}(29) > 0, (Tensemble partout

dense rencontre |z, y[) donc f(y) > f(z) d’apres le théoréme 7.32 donc f
est strictement monotone.

Si f est strictement monotone on a déja f}(z) > 0 sur [a, b[\ A, (limite
d’un rapport positif).

La non densité de I'ensemble des z tels que fj(x) > O dans [a,b]
impliquerait Vexistence d'un segment [, 3], avec a < & < < b sur
lequel, Vz € (o, B]\ A, f}(z) = 0. Mais alors on aurait aussi —f;(z) =
(donc > 0) sur [a, 8] \ A, d'ot —f croissante, ainsi que f, sur [a, 8] dou
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f constante sur [, 8] ce qui contredit la stricte monotonie supposée au
départ.

Voyons maintenant un résultat, technique, utile par ses applications.

THEOREME 7.37. — (Accroissements finis généralisés). Soient f et g deux
fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles, dérivables sur |a, b|. Il existe

c dans |a, b] tel que (f(b) — f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).

L'idée est d’introduire une fonction a laquelle on appliquera les ac-
croissements finis, par exemple ¢ définie sur [a, b] par

p(z) = (f(b) - F(a))g(z) — (9(b) — 9(a))f ().

On a ¢ continue, sur [a, b], dérivable sur ]a, b,

p(a) = f(b)g(a) — g(b) f(a) et ¢(b) = — f(a)g(b) + g(a) £ (b)-

En fait le théoréme de Rolle s’applique et donne ¢ €]a, b[ tel que

(f(0) — £(a))g'(c) = (9(b) — 9(a))f'(c)- =

REMARQUE 7.38. — Si g(b) — g(a) # 0 et f'(c) # 0, forcément ¢'(c) # 0
et cette formule se met sous une forme plus parlante :

F(b) = £(a) _ £'(c)

9(b) —g(a)  d'(c)

forme que lon peut encore admettre, si g(b) — g(a) # O ainsi que
f(b) — f (@) car alors, si g’(c) = 0 c’est que f’(c) = 0 et on peut convenir

que... —... mais honnétement, c’est vaseux!

O

Application : régle de ’Hospital (Guillaume Frangois Antoine, 1661-1704)
Je préfere préciser ce point car on se demande toujours s’il n’y a pas
quelque chose de maladif la-dessous.

THEOREME 7.39. — Soient f et g deux fonctions définies dérivables sur un
voisinage de a, (dans R), a valeurs réelles, nulles en a. Si g (:z:) reste non

!
nul sur un voisinage de a, (a pouvant étre exclu) et si hm 5 (i) = | existe,
@ _,
a g(z)

alors hm
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En effet, V # a, z dans le voisinage de a ou toutes les hypotheses
sont vérifiées, il existe £ entre a et x tel que (f(z) — f(a))dg'(§) =
(g9(z) — g(a)) f'(€), (accroissements finis généralisés).

De plus, f(a) = g(a) = 0, et, comme par les accroissements finis
(tout court) on a &' entre = et a tel que g(z) = (z — a)d'(¢'), g(z)
reste localement non nul pour £ # a. On peut donc écrire, pour = # aq,
f(@) _
g(z)  ¢'(€)
a et le rapport tend vers | d’ou le résultat. ]

avec £ entre a et = donc si z tend vers a, £ aussi tend vers

REMARQUE 7.40. — On peut formuler la méme chose avec f et g définies
de [a,b] dans R, dérivables sur ]a,b[, nulles en a, ¢’ non nulle sur un
voisinage de a...

!
REMARQUE 7.41. — Il se peut que le rapport 5 ait une limite sans que —

1
en ait une comme le montre 'exemple de f définie par f(z) = x2sin =

siz # 0et f(0) =0, et de g qui & z associe z. En 0, hm gEz;
1 1
existe, mais f/(r) = 2zsin S T cos— n’a pas de limite si z tend vers 0,
ue
or ¢'(z) = 1 donc ici ‘2 ((::)) = f/(z) n’a pas de limite.

7.43. Régle de Hospital généralisée

Soient f et g deux fonctions définies dérivables de [a,+oo[ dans
R, telles que liI_I'_l g(z) = +oo et ¢(z) > 0 sur [a,+oo[ Alors, si
T—100

/
fl= )—l,ona lim M—l
z—+oo ¢'(x) z—-+o0 g(z)
Soit en effet € > 0, il existe A, (A > a) tel que, Vz > A
f'(z)

l—e< 7@ < | + € ou encore, comme g'(z) > 0,

/
(I-e)d(2) < fl(z) < (U +e)d (2).
Cette relation s’intégre entre A et £ > A et donne
(1—e)(g(z) — 9(A4)) < f(z) — f(A) < (l + €)(9(z) — g(A)) qui conduit,
si on a pris A assez grand pour que z > A implique g(z) > 0), &

_ o 9A—¢) - f(4) f(w) g(A) (I +e) — f(4)
9(z) g9(z) 9(z) '

<(l+e)-—
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Le minorant tendant vers | — £ et le majorant vers | + € puisque
g(z) tend vers +00, on a bien lexistence de B > A tel que Vz > B,

-2 < f() l+2eetdonc hm ﬁ l. ]

9(@) o g(z)

Cette regle de ’'Hospital généralisée est d’'un emploi commode dans des
recherches de limites ou d’équivalents, comme les exercices le montreront,
mais il faut avoir ’honnéteté d’en vérifier les hypotheses.

5. Taylor and... développements limités

11 existe deux résultats connus sous le nom de « Formule de Taylor et
quelqu’un d’autre » et qui sont en fait de nature différente.

L'un est de caractere global, supposant la fonction de variable réelle
et a valeurs réelles : c’est Taylor Lagrange, 'autre est de caractere local
faisant intervenir des hypothéses au voisinage d’un point, et se généralise
trés bien en calcul différentiel : c’est Taylor Young.

Formule de Taylor Lagrange

THEOREME 7.44. — Soit f une fonction définie de [a,b] dans R, dérivable
& Vordre n sur [a,b] et & Vordre n + 1 sur |a,b], f™) étant continue sur
[a, b]. Alors, il existe ¢ dans ]a, b tel que

£b) = (a)_‘_; (b— a) O (k) (q) + (b(_-t)l)' £t Q).

Soit A une constante réelle, on définit une fonction F' de [a,b] dans R
par :

(b _ w)n+1

F@) = 50 - 5@) - 32 O 1) - C= I

k_

On a F(b) = 0, et ce, quelque soit A. On choisit alors A pour avoir
(b _ a)n+1 )

F(a) =0, (c’est possible, on doit faire une division par —W
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Comme F est continue sur [a, b}, (existence de (™) sur [a, b] implique
la continuité des dérivées précédentes et de f sur [a, b] (Théoréme 7.18),

et on a supposé f(™) également continue sur [a,b]), et F dérivable sur
|a, b, le théoréme de Rolle, (Théoréme 7.26) s’applique d’ol1 I'existence de
¢ dans ]a, b] tel que F'(c) =

o Fl(z)= @)+ (@) - (b-2)f"(@))
+ ((b—z)f”(w) UEIRPCTR ))

(S - )

n b- fv)nA _ (b —n'iv)n [A _ f(n+l) (:1:)] .

n!

Dot 0 = =9 c) (A - f™+(c)) avec b # ¢ donc A = FFH1)(¢),

et en écrivant que F(a) 0 on retrouve, avec A = f("+1)(c), le résultat
voulu.

11 existe un avatar de cette formule, (nous voici dans le nirvina des
mathématiques), c’est la formule de Taylor Lagrange avec reste integral.

b—a n+1
(Joubliais de dire que ﬁ F™+)(c) est vu affublé du nom de
«reste d’ordre n », ou de « terme complémentaire »). Ce n’est ni mieux ni
pire, c’est autre chose, une formulation pouvant rendre service, mais qui,

a mes yeux, perd ce caractére existentiel : « dc € |, ab] tel que... »

THEOREME 7.45. — Soit f définie sur [a,z], dérivable a Uordre n + 1 sur
[a,z], la dérivée d’ordre n + 1 étant intégrable sur [a,z]. On a :

£@) = f@) + e - a)f @ + EL (@) +...+ T pi g
/ (:B f(n+1) (t)dt

Le lecteur averti que vous étes aura remarqué une légére augmen-
tation des hypothéses portant sur f (n+1), Que voulez-vous, on n’a rien
gratuitement. L'existence de f (n+1) implique la continuité des dérivées
précédentes, donc leur intégrabilité sur tout segment de [a, b].

On obtient ce résultat par des intégrations par parties successives.
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(z —t)™ ot

Partant de I = / (2= f(n"'l)(t)dt on pose u = “—

(9»‘ il i
(n—1)!

I= [(z " f(")(t)] / (aé-t)l)' F™adt soit encore

r=-E gy 4 [T =D s,

On inteégre encore par parties, (si 7 > 2) et on parvient ainsi &

dv : flntl) (t)dt dotr du = et v = f(™(t), donc

(.’L‘

1= o) Y & =a)" 1))

1)!
_(z-a)
1!

ﬂwﬁ[ﬂm@

la derniére intégrale valant f(z) — f(a). Il ne reste plus qu’a en déduire.

flz) = 2:@ 0@+ 1

k=0
avec / (k) FrD(t)t. ]

Voyons maintenant la formule de Taylor Young qui elle, est & caractere
local.

THEOREME 7.46. — Soit f définie sur un intervalle I de R, a valeurs réelles,
et a intérieur & I. Si f admet une dérivée d’ordre n en a, on a

lim F(z) =0, avec F(z) égal a:
z€l—-{a}

f(@) - f(a) — (@ — a)f'(a) - B )f%) G )fW()

(z - a)"

Souvent, on introduit la fonction (), définie pour z dans I — {a} par

1@ = f@) + @ - a)f @+ ...+ E=L (D 0) 1 (@ — a)ea)
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et on formule le théoréme en disant que lilll e(z) = 0. Ou encore en
n—-+0o0

écrivant :

747. f(z) = Z (a: f(k) (a) + o((z — a)™), ce qui est finalement
k=0
la formulation la plus pratique.
La justification de ce résultat se fait par récurrence sur n > 1.
Pour n = 1, la dérivabilité de f en a permet bien d’écrire
f(z) = f(a) + (z — a)f'(a) + o(z — a).
Supposons le résultat vrai a Pordre n — 1, et soit f telle que f(™) (a)
existe. La fonction g définie par :

9(z) = f(z)-f(a)—(z—a)f'(a)--. (z ) ™ (a) est dérivable

sur un voisinage de a sur lequel

d(@) = £(z) - (@) - (z — a)(f') (a)
SRS C i) i ”) ()™ (a).

(n

L'hypothése de récurrence appliquée a f’ a Pordre n — 1 permet de

/
dire que llm g (@) 7 = 0. On traduit cela.

Soite > 0,3a > 0,0 < |z—a| < a,(etz € ) = |¢'(z)| < e|lz—a* L.

On suppose « assez petit pour que [a —-a,a+ a] C I,eten faiton a
alors :

sur [a,a+0a], —e(z—a)" 1< d(z
<

et sur [a—a,a], —e(@a—z)"!
(égalité si x = a). Ces inégalités s’intégrent et conduisent a

(z —a)™ e(x —a)”
T T n
ey

n

< g(z) —g(a) < sur [a,a + a]

eta < ga) — g(z) < ew sur [a — o, q)

car dans ce cas on intégre sur [z, a).
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€
Dans les 2 cas, on obtient |g(z) — g(a)| < ;[a: —a|" sur [a—a,a+q]
ce qui permet d’en déduire que :

lim 9(=) - = 0 puisque g(a) =
z€I—{a} (x - a)

7.48. On obtient bien ainsi la formule de Taylor Young dont ’application
essentielle est la recherche des développements limités.

Pour mémoire, voici les développements limités usuels, obtenus au
voisinage de z = 0, par application de la formule de Taylor Young.

2 4 2n

cosz  =l-Zr+pt. (- 1)"(2 )'+o(:c2“+1)
sinz =a:—z—?+%§+...+(—1)”%+o(a¢2n+2)
e® =1+:v+$2—?+...+%7;+0(a:")
chz =1+§+2—?+...+(§n1;! 2n+1)
shz =z+§—?+§—?+...+%+o(w2ﬂ+2)
(1+:::)°‘=1+ouv+a@[;—'l)z2
+'“+a(a—l)..f.ﬂ(a—n+1)zn+o($n)
1:—:1: =l—z+z24+...+(-1)"z" + o(z")
(en fait ici on a une identité : le o(z™) vaut (—ﬁl-L:)
—-1—=1+z+:1:2+...+:cn+o(z"),

11—z
n+1

I

z
avec, 12 encore, un 0(z™) connu car égal a 1
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Log(1+2) =2~ 5+ = +...+ (-1)" 1= + o(a)
2 3 n
LOg(l_"’):—fv—%—%— - — +o(z")
1 1+z z3 2n+1 ot
Argthz —-2-L0g31_z5_1;+?+ -;2,,%_'_1"'0(1’ )
-2 4+Z —1)» 2n+2
Arctgz =z gt (D g HelET)
Arcsing  — o4 g g L35 (n—1) 22
TETe 3T T T 246...2n 2n+1
+o(z2n12)
3 1.35....(2n—1) gz2n+l
ArgSh.’B =1}—.2_$._3+.“+(_1)n 3 215“ )'2xn+1
+o(z?n+2)

J’espére qu’ils sont justes!

C’est par cette liste que je termine ce chapitre ou il y aurait encore
bien des choses & dire, sur les fonctions convexes par exemple. Mais le

chapitre VIII sur l'intégrale m’attend et 12 il y a du travail.

EXERCICES

1. Soit f € C*"([a,b],R) telle que, Vk € [0,n], f*)(a) = 0 et

f™+1) < f. Montrer que, Vk € [0,n], Vz € [a,b],

(:L' _ a)n+1—k

@) < T

sup. {f(t),¢ € [a, b]}.
2. Soit f € C%(R,R). Déterminer

o @)+ £z —h)~2f()
h—0 h2

En déduire quelles sont les fonctions f : R — R, de classe Cc?,

vérifiant V(z,y) € R2, f(z +y) + f(x —y) = 2f(z)f(v).



3.

4'

5.

6.

8.

9.

10.
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Soit f € C2([0,1],R), strictement positive sur ]0,1[ et telle que
f(0)=f(1)=0.
o]l

Montrer qu’il existe € > 0 tel que /
: e f)

Soit f € C2([a,+oo[,R). On suppose que pour tout z > a on a

|f(x)] < Mp et |f"(x)| < Mz. Montrer que |f'(z)| < 2v/MoM;
pour tout = > a.

Montrer que si g € C2([a, +00[,R), avec g” bornée et

. . / —
EI_E g(z) = 0 on a aussi 2311100 g(x)=0

>4

Les suites (an), (bn) et (cn) sont réelles, avec an > 0 et ¢, > 0.
Soit la suite (P,) de poly'nomes, définie par P_; = 0,Py = 1 et
Poy1=(an X+ bn)Pn — cnPr—

Montrer que pour tout n de N*, P,, posséde m racines réelles
distinctes. Si on les indexe en croissant : (z, j)1<;j<n, montrer que
Tnl < ZTpn-11 < Tp2 < Tp-12 < ... < ITpp-1 < Tp—1n-1 <
Tnn-

Soit f € C1(R,R) telle que f(0) = 0.
1

Trouver lim n? / " f(t)dt.
n—-+400 0

42 cost

7 dt.

T
Chercher lim e~% / e
1

T—+00
; 222 [© 22
Equivalent, en +00, de f(z) = e / e“* dt.
0

Déterminer f : R — R telle que, V(z,y) € RZ,
inf (f(z), f)) < M < sup (£(z), F¥)).

Soit E = {f; f € C%([0,1],R); Vz € [0,1], f"(z) < 1}.
Montrer que Vf € (E), (0) ~ 2f(3) + f(1) <

Soit f € C2(]0 +o0[, R) telle que lim f(z) existe, et que

f"(z) > —— sur ]0, o avec & > 0. Montrer que hr(r)l zf(z) =
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Soit f € C3(R,R), 1mpa1re avec f/(0) = 0 et ||f®||oo qui existe.
Montrer que |f(z) — —f'(x)l AFO ool
Quel est le meilleur A possible.

Soit f € C5(R,R) avec f/(a) = f'(b) = f’(“”’

) =0et ||f®)]|oo

(8)
qui existe. Montrer que |f(b) — f(a)| < %(b —a)S.

Soit f : [0,1] — [0,1] continue, ouverte, surjective. Montrer que

f(0) € {0,1}. Montrer que Z = f~1(1) est fermé non vide de
cardinal fini.

Soit f € C1([a, b],R), ayant une dérivée seconde sur ]a, b].
Montrer que Vz €]a,b[, 3¢ € ]a, b[ tel que

a) (x—-10)

f@) - f(a) - {OT@ gy = ().

Soit f € C°(R,R). Pour k # 0, 30(h) €]0, 1] tel que
f(z+h) = f(z)+hf (z+0(h)h). Montrer que 0 admet en général,
un développement limité de tout ordre en 0; le donner a l'ordre 2.

Soit f € Cz(R, R) vérifiant, Vz € R, f2(z) < let
£2(z) + (f"(z))? < 1. Montrer que, Vz € R, f2(z) + f2(z) < 1.

Soit f € C1([0, a],R) telle que £(0) = f/(0) =0 et f(a)f'(a) < 0.
Montrer qu’il existe ¢ €]0, a] tel que f/(c) = 0.

Soit 6 une application de ]0, +oo[ dans ]0, 1[ telle que
3

sinz =z — % cos (z6(z)). Etudier lin}) 0(z).
T—

Soit f € C!(R,R) avec f(0) =
1/n -
Calculer lim n2? / f(z)e*dz.
n—+00 0
Soit f de [a,b] dans R dérivable, telle que, Vz € [a, }],

f2(z) + f'2(z) > 0. Montrer que f n’a pas une infinité de zéros
sur [a, b]. Montrer que ce résultat est faux si f2 + f 2 s’annule.
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Soit f continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, telle que f(a) = f(b) =
0. Soit ¢ ¢ [a, b]. Montrer qu'il existe une tangente au graphe de f,
(dans R2) passant par (c,0).

SOLUTIONS

Comme f est continue de [a,b] compact, dans R, elle est bornée et
M =sup{f(t),t € [a,b]} existe.

Soit k € [0,7], 1a fonction g = f(¥) est de classe C*~**1 sur [a, ], par
Taylor Lagrange, il existe ci(z) €]a, z[, (pour = > a), tel que :

o0 =5(@) + (o~ /@) + ...+ EZE g‘"'” (@
(z—a)"F
m—k+ 1)l 9

Org(a) = f® () =0,...,9" % (@) = f™M@)=0et

g F D (e (2)) = F™D (e (z)) < Fler(x)) < M, on a finalement

_ \n—k+1
19 < EZ s (0.t € fo, ).

+ =5 ek (a)).

Par application de Taylor Lagrange a P'ordre 2 entre x + h et z d’une part,

. puis entre £ — h et =, on a £ entre x et = + h, et 1) entre £ — h et z tels que

2
F@+h) = f(z) + f(z — b) = £(&) = hf'(2) + 2 5"(6) + (-)F'(2)
2
+ 2 ")

h2 1 1"
=2 + 1)
d’oui, par continu:;lté de f", ’ilmo fleth)+ fg:;- h) — 2f(z) = f”(:l:).
Soit f € C2(R,R) vérifiant f(z + v) + f(z — y) = 2f(z)f(y) pour tout

(z,y) de R%,

Sl y = 0, on a 2f(z)(1 — f(0)) = 0. On en déduit f(0) = 1si f # 0.
Or f = 0 est solution. On écarte cette solution particuliere, donc Iz tel que

f(z) # 0 dou f(0) =1.

Avec z = 0, y quelconque on a f(y) + f(—y) = 2f(y) dou f(—y) = f(y):
la fonction f est paire.

Puis pour z quelconque et h # O on a
Hat W+ fa =W Z20(E) _ 0 () =2)
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Comme on peut appliquer ceci en z tel que f(z) # 0, c’est que

lim M

h—0 h2

Si | =0, on doit avoir f”' = 0 d’out f(z) du type azx + b, fonction paire avec

f(0) =1, il reste f = 1, (qui et bien solution).

Sil # 0,1 > 0 conduit, en posant w? = 2l et compte tenu que f est

paire valant 1 en 0, & f(z) = chwz; or ch (wz + wy) + ch (wz — wy) =

2chwz chwy : cest bon. Sil < 0, avec w? = —21, Péquation différentielle
" = —w?f conduit a f(x) = cosw, (fonction paire valant 1 en 0, qui est

effectivement solution.

Les solutions sont donc les fonctions constantes égales a 0 ou 1 et les fonctions
du type chwz ou coswz.

= | existe, et on aura f(z) = 2l f(z) pour tout z de R.

La fonction f, continue sur [0, 1] compact est bornée et atteint ses bornes,
(f a valeurs réelles). Comme f(0) = f(1) = O et f(¢) > 0 sur ]0,1], il

existe ¢ €0, 1] tel que f(c) = ||f||oo, donc pour € €]0, %[,

1—€ o1 1—¢
O y
I= / 2> / £ (8)dt.

Par accroissements finis sur [0, ¢] et [c, 1), il existe o et 3 avec
0<a<c<fB<1,tels que

£(e) = £(0) = cf (@) et £(1) — f(c) = (1 - ©)'(B).

Choisissonsedans]O,%[telqueO<e<aetﬂ<1—e<1:onaura

1 1-e " 1 g 1" 1 ? "
I2 m/e |f (t)|dt? m/x lf (t)|dt> _f(_c) L f (t)dt ’
soit
1 | oyl = L | f@ _f@I__ 1
I?mlf(ﬁ)—f(a)l—f(c) c—1 ¢ “e(e—=1))°

(vu le choix de a et (3, puisque f(0) = f(1) = 0).
Mais sur [0, 1], 1a fonction z ~» z(1 — x) est a valeurs positives, maximum

1 1 1
-2 =T P , — >
pour = 2,vala.nt;alors. 1 Tinverse a pour minimum 4, donc ) =4
aTiO]
et on a bien trouvé € > 0 tel que / dt = 4.
. f(®

Soient z et y dans [a, +00[, par Taylor Lagrange a I'ordre 2 entre z et y, il
2

existe ¢ entre z et y tel que f(y) = f(z) + (v — z)f'(z) + %f”(c),

dou, (avec = # y)

|#/@)| = L1 y;””f”(c)} <

2M0 + Iy — 1'| M2-
ly — =| 2
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Pour y €]z, +0[, t =y — z €]0, +ool.
Soit la fonction 6 :]0, +o0o[— R définie par :

o(t) = .2% + “;42, on aura |f'(z)| < inf {6(2),¢ > 0}.
1) Si Mgy = 0, I'inf est 0, mais alors f = 0, I'inégalité est vérifiée.
. ' 2My , My . 42 Moy .
Sinon, 6'(t) = ——— + —= s’annule si t* = 4—, si M2 # 0, donc
t2 2 M2

pour t = 2’ / % et on vérifie que § a pour minimum 2v/MoMs dou

2
|f' ()| < 2/ Mo M.
2)Si M2 =0, f/ = 0= f(z) du type oz + § avec f bornée = o = 0 et
f'(x) = 0 dans ce cas : on a encore | f'(z)| = 0 < 0.
3) Si g est telle que g” bornée, soit My = sup {|g" (z)|, = > a}.
Comme zlilfm g(z) = 0, Ve > 0,

Ja>0,z 2 a=|g(z)| < e

On applique ce qui préceéde & g sur [o, +00[, on a donc Ve > 0,

Jo >0, Vz 2 o, |¢'(z)| < 2v/M2+/E, ce qui est la traduction de
lim |¢'(z)| =0.

T—+00

On procéde par récurrence en vérifiant d’abord que P, est un polynéme de
degré n, de coefficient directeur apa; ...an—1 > 0.

On a P;(X) = apX + by admet un zéro réel z;,; = —%.
0
Puis Po(X) = (a1X + b1)(agX + bo) — c1 est de degré 2, de coefficient
directeur aga; > 0, et P2(z1,1) = —c1 < 0.
Comme lixil Py(z) = +00, par le théoréme des valeurs intermédiaires
T—T 00

P; s’annule en z21 < 3,1 et en z22 > 21 ,1.
On suppose le résultat vrai jusqu’a I'ordre n. En particulier les zéros de P,
et de Pp, sont tels que :

Tn,1 <ZTp-1,1 <Zp,2<...<Zpn-1<Zn-1,n-1<ZTn,n.

Alors Ppi1(X) = (anX + bn)Pn(X) — cnPp-1(X) est tel que
Pri1(zn,j) = —cnPr-1(zn,;)-

Les n scalaires (€p j)j=1,...,n étant entre les n — 1 zéros simples de P,,_1,
polyndéme de degré n— 1, P,,_; change de signe en chacun de ses zéros donc,
cn étant positif, les Ppn41(Zy,;) changent de signe avec j, on a déja n — 1
zéros de Py, 11, séparés par les T, ;.

Comme Pp11(%n,1) = —¢nPn—1(Zn,1), avec Tn1 < Tn—1,1 @n—1,1 plus
petit zéro de P,_1), et que P,_; tend vers +00 en —00, on a

Pn_1(zn,1) > 0don Ppy1(zn,1) <O, o0r z_li’r_noo Poti1(z) = +00 : Ppyy

admet un zéro, Tn41,1 < Tp,1-
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On justifie de méme 'existence d’un zéro Tpny1 n+1 > Tn,n, d'ol le résultat
par récurrence.

On integre au voisinage de 0, f, dont on peut prendre un développement
limité a Pordre 1, (Taylor Young). Ona:Ve >0, Ja >0, 0 <t < a=>

@) = t£'(0)] < et, puis Ino, ¥n > no, = <a =
1£@) ~ tf'O)] < et sur [0, 3.

On a
i 1
(t)dt — f'(0) / tdt| < e / tdt
0 ()
soit
1/n (0) e
dt — S
[ s <55
d’ou, Vn = ng
1/n
w2 [ fydt— (0) <E
0 2

1 ’
ona nETwnz/n ft)dt = I%

Soitf(z):/ ¢* COSt —— dtet g(z) =€* z?
1

Ona liI_E g(x) = +o0, ¢'(z) = 2ze™ > 0sur [1, 4+00[. Comme f'(z) =
T—100

2 ’
e % ona lim f,( 2) _ im =T _
zo+00 ¢'(x)  z—+o0 2z2

2 2
généralisée) lim M =0soit lim e * et COStdt
z—+o00 g(x) z——+00 1 t

=0 donc, (régle de 'Hospital

T
2
Avec h(z) = / e dt et k(z) = e onah etk dérivables,
0

K (z) = i tend vers O si = tend +o0, donc

acl{mock:(:c) = 400 et ¥(z)

flx)= kE ; tend vers 0 : c’est un infiniment petit. (UHospital généralisée).

’
On cherche 4 modifier k(z) en l(z) dans le but d’avoir ’ll,((;:)) qui tend vers
une limite non nulle. Pour cela il faut se « débgrrasser » du 4z en facteur
dans k'(z) d’ot I'idée de prendre I(z) = e e
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On a zlix_'l_lool(a:) = oo, I'(x) = (1 - —2) 2’ > 0siz > %
B h'(z) ) 1 L.
et llToo ) ~ %, i = 1. Par application de la regle de
T— —
1- 4z2

I'Hospital généralisée a4 h et [ sur [1,4+00[ on a lim =) = 1, donc
T—+00 l(z)
2 [T 2
dou f(x) =e™2® / e dt i
0

~y
T—+00 4T

272

h(z) ~

z—+o00 4z

La fonction f est continue a droite et & gauche en chaque y de R. En effet,
la non continuité a droite en y impliquerait :

Je >0, VnE!a:n,y<zn<y+ l,lf(zn) f@)| >e

Parmi les 2 ensembles {n; f(zn) — f(¥)} > O et {n, f(zn) — f(y) < 0}
T'un au moins est de cardinal infini : par exemple il existe une suite extraite

(Zp(m)) nen 2v€€ £ (@p(n)) — F(¥) > 0. On a alors

o) < L ZTW i) avee ) = ) > ¢ ton
e(n) ~ Y

€ f(zw(n)) - f(y)
< < .
T =V S mm—y S o)

€
c lim —— = +oo, I = +oo.
omme lim T — 7 +oo,ona lim F(Zp(n)) = +00

également :

1
ot p(n) < p(n) +1< ———— .=

1
Maison a —-y< —-——
o) TV S oy +1 To(my — ¥

On a donc :

F@pm) = (F@pm)) - f(y)) > o(n) (f(@pm) — F®)),

-y
soit f(y) 2 f(Ty(n)) (1 - ﬁ : le minorant tend vers +oco, on aurait

f(y) = 400 : curieux!

On a bien f continue. Mais alors f est dérivable car, Vh # 0,

inf (£(2), f(a + ) < LEFPZIE) ¢ up (7(a), £z + 1) avee

Jim inf (f(2), f(z + ) = f(z) = lim sup (f(z), f(z + h)) par conti-
nuité de f, d'o f'(z) = f(z) : pour f solution on doit avoir f(z) = Ae®.
11 reste a vérifier que cest vrai (on n’a pas procédé par équivalence).

Orsiz < y,et A > 0 on aura inf (Ae®, Ae¥) = Ae®, le sup est Ae¥ et par
f(z) — f(y)
-y

accroissements finis il existe £ €]z, y| tel que = \e, on a bien

Ae® < b < AeV.
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Si A < 0 les inégalités restent vérifiées avec inf = \e¥ et sup = Ae”.

On applique la formule de Taylor Lagrange entre 1 et % puis entre 0 et %

I]existecetdtelsque0<c<%<d<1et

f0-1(3) =37 ©+ 3" @,et
10 -1 (3) =37 ©+5£"@.

(Si on regarde la justification de cette formule, (Théoréme 7.44), on s’apercoit
que la fonction

n RY _ \ntl
F@) = 10) - &) - 3 19 - L2
k=1

peut-étre définie « entre a et b» avec b < a, et on lui applique le théoréme
de Rolle « entre a et b » : rien n’impose b > a).

II 1"
On ajoute : f(1) — 2f (%) + f(0) = = <M>, et comme
£7(c) + £(d) < 2, il vient bien f(1) — 2f (5) +£(0) < i.
Soit B > 1, fixé, alors % < @, on peut prendre z tel que 0 < = < Z<aet
appliquer Taylor Lagrange a lordre 2 entre = et 8z. On a & entre z et Bz

tel que

2
£(682) - £(z) = (82— 2)f'(z) + L2 pr(g)

d’otr encore
:cf'(a:) — f(ﬁ?:lf(z) .3 1 2f”(§)
f(Bz) — f(z)

Comme lim f(z) existe, lim
z—0t 1= z—0F g-1

que hm z? f"(&) = 0 pour conclure.

= 0 et il reste a prouver

or z2f"(¢) = 52 (52 f"(€)) avec £2f"(¢) > —k, donc on a
-2?"(€) <

Soit € > 0, on va rendre zf'(x) < € pour z voisin de 0, puis on rendra
zf'(x) > —e.
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' 2
Pour Vinstant zf'(z) < f(ﬂ:;)_—lf(:v) + '3; lk%.

Si k < 0, a fortiori zf'(z) < M qui tend vers 0,2 € > 0 on

peut associerun 7 > O tel que 0 < z < n = zf'(z) < &, (1) est fonction de
€, et de (3 fixé > 1).

2
Sik}O,commez<€<ﬂzona%Sl,donc

y f(Bz) — f(z) L K(B-1)
zf'(z) < A1 + 7

On fixe alors 8 > 1 tel que @ < %,(@ B < 1+%),puis,

comme lim —f(ﬁz) = f(z)
z—0t B—1

O<z<n=>zf'(zr)<e.

Pour rendre zf'(x) > —¢, on prend 7 €]0, 1] cette fois, on applique Taylor
Lagrange entre z et vz (avec 0 < vz < = < ) d’ou cette fois :

= 0, on trouve 14 encore 7 > 0 tel que

2
f(2) - £(2) = (v = Daf @) + (v = )’ T £"(©)

d’ot1 Y'on tire zf'(x) = M +(1- ’Y) f”(f)

avee 1) > 75 done (1= 510 > - L5

don zf'(z) > f(l')l—_J;(’YI) - (1 ~ 7)k%.
Si k < 0, on a a fortiori f (x) > M—) quantité qui tend vers 0

si = tend vers 0+,laencore In’ >0, tel que0<2:<17' =>zf'(z) 2 —¢;
etsik > Ooommeg ,(ona'ya:<§<:v) ona

—k(l—w)w_>_k(1—7)
2 ez 72

On prend donc v €]0, 1] tel que % > —%, (possible car lim
y—1-
%_—’Q =0).On aalors : zf'(z) > f—(zlll_‘@ - g et le minorant

tend vers —2— donc devient > —¢ : Iy’ > 0, Vz €]0,7'[, zf'(z) >

On a finalement : Ve > 0, 3nf” =inf (7,7'), 0 <z < 7" =
—e < zf(z) € € : Cest bien lim+ zf'(x) =
z—0
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Soit o définie sur R par ¢(z) = f(z) — %f’(ax). Onay € C*R,R), et
comme f est impaire, £(0) = f/(0) = f9(0) = 0, et f/(0) =0.0On a
¢(@) = 25'@) - 2£'(2) > ¢'(0) = 0; ¢"(x) = 3/"(2) - 21O (w)
done ¢(0) = 0; ¥ (2) = 2D (@) = ¢®P(0) =0

Bufin ¢ (z) = 3/ (@) - (o).

Or |fD ()] = |fD(z) — FD(0)] = |&f©®)(£)| avec £ entre = et 0 done
FO@| < 17 oolel @0t [¢D(@)] < Zlal [1/®lo. Bn intégrant

2
entre D et t,on a |g0(3) (t) - o3 0)] < %Hf(s’)]loo soit
2
@ ()] < %H f3|loc; que Ton integre encore et encore, d'oii, comme

3
2 (0) = ¢/(0) = (0) = 0, il vient [¢® (@) < ZL111%] o puis

@ < o Wlleole™] g g
l¢'(z)] < ||f |loo et finalement |p(z)| < 80 Le scalaire
5
A= ;0 est le meilleur possible : si on prend f(z) = ”ﬂllgaz , (8! =120)

ma  fO@) =lflloe, ot f(z) ~ (@) = Wy )8

__ lflleos®
180 °’

5
on a bien |f(z) — %f’(z)| = |p(z)| = % dans ce cas.

*2) et 9(a) = h(z) - h(~2).

Pour la 2° inégalité, soit h(z) = f(z + 2

Cette fonction g est impaire, de classe c5;

a+b

g @) =K@ +k(-2)=Ff 5—)

donc g'(0) = 2f' (a ;— b) =0.

Enfin ¢® = a®)(z) + h®)(=z) donc |[g® |0 < 2||f®||oo. Si on
applique la premiére inégalité, il vient,

@) - Eg (@)l < A llo

5
Ih(z) — h(=2) — Z(H (@) + K (-a)] < 21O o

|z5|, soit encore
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Ceci pour z = b_—2-_g’ donne h(b;a) = f(b;a + a,-2|-b) = f(b) et

m(-252) = £ + 252) = f(o) aon:

—a / —a)®
16 - 5@ - 222 (50 + £@)| < SO fo,

soit comme f'(a) = f'(b) =0:

(b—a)®

(5

|f() — f(a)l <

D’abord justifions que les maxima locaux valent 1 et les minima locaux
valent 0.

Supposons quen a f atteigne un maximum local avec f(a) < 1.

1l existe @ > O tel que Vz €]a — a,a + a[N[0,1] = I, f(z) < f(a).

Mais I est un intervalle ouvert de [0, 1], donc f étant continue f(I) est un
intervalle, (car connexe) et f étant ouverte, f(I) est un ouvert de [0, 1], or
il est du type ( , f(a)] avec { (a) < 1: ce n’est pas un intervalle ouvert de
[0, 1]. Cest absurde, dou f(a) = 1, (et de méme un minimum local vaut 0).
Si alors f(0) = u €]0, 1], ce n’est ni un maximum local ni un minimum local,
donc Va > 0, 3z, z2 dans |0, of tels que f(z1) < u = f(0) < f(z2). En
particulier, (f continue en 0 et f(0) €]0, 1]) ceci est vrai pour a assez petit
pour que f([0, a]) C]0, 1[.

Puis, il existe z3 entre ] et z2 tel que f(z3) = u, (théoréme des valeurs
intermédiaires).

Supposons 0 < z1 < z3 < z2 : sur [0,z3] f prend la valeur f(z1) <
f(0) = f(z3), donc f admet un minimum absolu, (continue sur un compact)
donc relatif, atteint, et comme f([0, a]) C]0, 1|, ce minimum local n’est pas 0.
Lhypothese 0 < z2 < z3 < z1 conduit a Pexistence, sur [0, z3), de valeurs
(f(z2)) > f(0) = f(z3), donc a un maximum local de f qui n’est pas 1.
On aboutit 4 une absurdité donc f(0) € {0,1}.

Puis Z = f—l(l) est fermé, (f est continue), non vide, (f est surjective)
fini. Sinon il existerait un point d’accumulation a dans Z, donc une suite
(zn)neN strictement monotone d’éléments de Z, qui convergerait vers a.
Sur le segment d’extrémités zn et £,+1, f, continue, admet un minimum,
qui est un minima local, donc qui vaut 0, et qui est atteint en y,. D’oit une
suite (gn)neN de points qui converge vers a, avec f(yn) = 0. Par continuité,
on aurait f(a) = " li:r_loo flzn)=1et f(a) = . 1i1_|1_1°° f(yn) = 0. Absurde.

Donc Z est fini.

Soit la fonction ¢ définie sur )a,d] par p(t) = : elle est de

f(t) — f(a)
t—a
classe C? sur ]a, b).
Si z €la, b, il existe &1 € ]z, b tel que p(z) — p(b) = (z — b’ (€1),
(accroissements finis), soit
¢(@) = p(b) = (@~ b) [f(a) - f(sé)l—_ (Z); &)f' (&)
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15.

Or la formule de Taylor Lagrange pour f entre a et £1, 2 l'ordre 2 s’applique,
donc il existe £ €]a, £1] tel que

fle) - &) = (a— &0 (€0 + E5E e

dou () — p(b) = (z — b)w, soit encore
fa) = 1) S0)=1@) _ 'O

r—a

donc

f(@) - fla) - L (’” ; 1O -1, _q) = uuf”(&)

On veut prouver l'existence de réels (an)neN; tels que, pour tout p € N,

p
o(h) = (Z anhn> + o(RP).
n=0

Posons k = hB(h), les an, pour 0 < n < p, sont tels que
k= aoh+a1h? +... + aphPT! 4 o(hPTY).

Comme f est de classe C°, f’(x+k) admet un développement limité de tout
ordre en k, donc par composition des développements limités on en obtient

un, en h, dans f'(z + k). Ona:
p+1

i+
flarp=y I

=0
(aoh + a1h® + ...+ aph?*! + o(hp"'l))i + o(RPH1)

donc, pour connaitre ag, @1, . . ., ap, dans Pexpression
f(z + k) = f(z) + hf'(z + k) on va considérer le développement limité &

S~ 19@) 5 w2
Yordre p + 2 en h, le 1° membre étant Z ——h + o(hP*2).
j=0
Terme constant : f(z) = f(z);
enh :f(z) =f(a);

en h2: fl;('z) = f”( ) donc o9 = = si ' (z) #0;

(3)
en h3: f 6($) =a? f( 2( 2) + a1 f"(x) dox oy si f'(x) #0

et ap connu;
C)] 4) (3
en h41 f ((L') 8f (z) 2aoalf (z) + ozgf”(a:).
4! 3! 2
On s’apergoit que le systéme en ag,...,qp est triangulaire avec f”(z)

comme coefficient diagonal : si f/(z) # 0 on détermine tous les a; de proche
en proche.
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2
Si f(z) = 0 mais f® () # 0, le terme en h° conduit 2 % = % d’oix

% etog = L3, (ne pas oublier que §(h) €]0, 1[=> la limite éventuelle

de 0 si h tend vers O est positive.)

Le systeme devient alors triangulaire avec un coefficient non nul sur la
diagonale car f3(z) # 0 et ag aussi, d'otr les ;.

On peut donc trouver les o; dés qu’il existe une dérivée non nulle en 0.
D’ou le «en général» de I’énoncé.

of =

Par Uabsurde. Si en zo, g(xo) = f2(xo0) + flz(a:o) > 1, par continuité il
7
existe I intervalle ouvert contenant zg sur lequel g(z) = f?(z)+f 2(z) > 1.
Soit 2 Touvert des z tels que g(z) > 1, et J la composante connexe de zg
dans Q. Sur J, f'(x) reste # 0 (sinon f2(x) > 1, contredit f2 < 1); de
!’
méme f(z) + f"(z) # 0 sinon f"(z) = —f(z) donc f2(x) + f 2(z) =
’

(f"(2))” + £ *(x) serait > 1).

Org (z) = 2f(2) f'(z) +2f" () " (2) = 2f'(z)(f (z) + f"(z)) donc sur J,
g ne s a.n.nulant pas, garde un signe constant, (continuité). Supposons par
exemple g’ > 0 sur J.

Si J a une borne supérieure, b. Alors, si g < £ < b on aura
1 < g(zo) < g(z) et par continuité de g, g(b) = 111{1 g(z) est = g(zo)
z—0"

donc > 1 dout b € J : Cest exclu car J est un intervalle ouvert.

Donc, avec g croissante on obtient [zg, +o0o[C J.

(L'hypothese g décroissante conduirait 4 | — oo, zg] C J.)

Done sur [gg,+oo], f2(z) + f2(x) = A = f3(zo) + f 2(zo) soit
7 7

f2(x) > A— f%(x), avec f?(z) < let A > 1, ceci donne f 2(z) > A—1,

et, comme f’ ne s'annule pas sur J (déja justifié) on a

soit f'(z) = VA =1 sur [z, +00]
soit f'(@) < ~VA—T sur [z, +oo;

ce qui conduit & f(z) 2 f(zo) + VA —1(z — z0) ou a f(z) < f(zo) —
VA — 1(z — o) sur [zg, +00[. Dans le 1°F cas x_lir_‘r_loo f(z) = +o0, dans le

2¢ cas la limite est —oo0, dans les deux cas cela contredit f2 (z) € 1surR.
Lhypothése g décroissante conduit & une absurdité en travaillant sur
] — oo, zo] finalement c’est que zp n'existe pas, donc que Vz € R,

@)+ f2(2) <
Par le théoréme des accroissements finis sur [0, a], il existe
a €]0,a] tel que f(a) — £(0) = af' () = f(a).

Comme a > 0,f(a) et f'(a) sont de méme signe, (f(a) # O car
f(a)f'(a) < 0), alors que f(a) et f’(a) sont de signe contraire. Finalement
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f'() et f'(a) sont de signe contraire, avec f’ continue : d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires il existe ¢ €]c, a[C]0, a] tel que f'(c) =
18. Comme lin}) z6(z) = 0, on peut écrire
T—

sinz =z — %3 (1 - :ch;(:c_)_(l +61(:c)))

avec lim €1 (z) =
z—0

Cest encore sinz =z — % + = 02(:1:)(1 +e1(z)),

3
. z
orona sing =z — 120(1+e;,>(:z:))

avec lin}) e2(z) = 0, d’ou, pour z # 0, I'égalité
T—
1 o : _ 1 . 2.,y _ 1
129 (z)Q +ei(z)) = 120(1 +e2(z)).On a doni: xh_:g)G (z) =
et comme @ est a valeurs positives, lim 6(z) = —.
posi Jlim 6(z) 5
19. C’est une variante de l'exercice n° 6. Excusez-moi.

On a f(z) = zf'(0) + o(z) donc, avec un = n? /n f(z)e*dz,
0

1/n 1/n
un = f'(0)n? / ze®dz + n® / ze(z)e® dz, avec lin}) e(z) =
0 0 =

Soit € > 0, 3o > 0, |z| < Zo = |e(z)| < &, donc

1/n
n? / ze(x)e®dz
0

1/n
n? / ze(x)e®dz| <
0

1/n
1
dng €N, Vn?”o,; < zo=> snz/ zeedz
0

ec
ou encore 3

1/n 1/n e 1
Par ailleurs / ze®dz = &n / zdz = —— avec &n €]0,—|,
0 0 2n n
!
(formule de la moyenne) donc un, est somme d’un terme qui tend vers f éO)
f (0)

et d’'un qui tend vers 0 : on a lu_;'f_l Up =
n—

20. Soit A = {z € [a,b], f(z) = 0}. Si card(A) est infini, comme [a, b] est
compact, A admet un point d’accumulation a.
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Donc il existe une suite d’éléments tous distincts, =, dans A, tels que
lim zn = o. (On impose aussi n # o)

n—+o0o
f (w) f (a)

Comme f est dérivable, f'(a) = 11m existe, donc ce sera en

Or f(zn) =0, et f étant continue car dérivable, f(a) = lir_'r_l f(zn) est
n—-1+00

nul aussi d'otr f/(c) = 0 : contredit f2(a) + flz(a) > 0.
Donc card(A) est fini.

2

Un contre exemple est fourni par f : z ~» z“sin %, qui sur |0, 1] s’annule

pour les 7 = k—];r,k € N*. Cette fonction est de classe C™ sur |0;1],

prolongeable par continuité en 0, par f(0) = 0, et f(0) = lim+ :csin% =0
z—0

existe.

Ona f2(0) + £ 2(0) =

On cherche ¢ €]a, b tel que la tangente d’équation Y — f(£) = f'(£)(X —¢€)
z
z—c
Elle est continue sur [a,b],(c & [a b]) dérivable sur ]a, b nulle en a
et b. Le théoreme de Rolle s'applique, donc il existe £ €|a,b[ tel que

g€ =0= % (gf(i))z» don f'(€) = & : Cest bien le résultat

passe par (c, 0), donc tel que f'(£) = f(E) .Soit g : [a,b] — Ry ~» —==

voulu.






CHAPITRE 8

Intégrale de Riemann

J’ai longtemps hésité avant de me décider & écrire ce chapitre. En
effet, en ce qui concerne ’analyse fonctionnelle, on considére l'intégrale
comme une forme linéaire agissant sur des fonctions, et, de ce point de
vue, Pintégrale des fonctions réglées, (dont nous parlerons au chapitre 12)
est suffisante.

Bien plus, la théorie de la mesure, semble ne donner droit de cité qu’a
la belle intégrale de Lebesgue. Mais... (car il y a un mais) c’est oublier
que bien souvent..., méme avec cette intégrale de Lebesgue... on revient
dans les calculs effectifs a l'intégrale de Riemann. De plus, comme cette
derniére s’expose dans le cadre des fonctions de variable réelle, & valeurs
réelles, elle fait jouer tout son réle a la structure d’ordre sur R.

Alors, me disant qu’on ne peut pas avoir la rose sans les épines, (ou,
si une éventuelle allusion politique vous géne, les miires et leur confiture
sans les épines) aprés avoir bien tergiversé, je me lance.

Dans tout ce chapitre, on consideére un segment I = [a, b] de R et Uespace
vectoriel E des fonctions bornées de I dans R.

1. Sommes de Darboux

DEFINITION 8.1. — On appelle subdivision de lintervalle [a, b] toute partie
finie de [a,b], contenant a et b.

On notera D(I) l'ensemble des subdivisions de I et, si d est une
subdivision de [a, b], ses éléments en nombre fini sont ordonnés : on les
indexera en croissant, d’ot1 la notation zg =a < 1 <22 < ... <Tp =b
pour une subdivision d.

L’avantage de considérer les subdivisions comme des parties de [a, ],
c’est de pouvoir employer les mécanismes ensemblistes et de considérer
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par exemple la réunion, d U d’, de deux subdivisions; ou leur intersection
dNd'; de pouvoir ordonner (partiellement) les subdivisions en disant que
dy est moins fine que d si on a d; C dg, (ce que P'on notera d; < do), et
on dira encore dans ce cas que d9 est plus fine que d;.

On peut remarquer que {a, b} est la subdivision moins fine que toutes
les autres, et que, si di et do sont deux subdivisions, dj N dy est borne
inférieure de {dj,dz2}, alors que d; U dy est borne supérieure de cet
ensemble.

DEFINITION 8.2. — Soit une subdivision d : 29 =a <21 <...<Zp=0b
de [a,b]. On appelle pas de la subdivision, le réel
p(d) = Sup{xi+1 -z;,1=0,1,...,n— 1}

11 est donc clair que (d; < d2) = (p(d1) = p(da)) : C’est la subdivision
la plus fine qui a le plus petit pas. '

Soit f bornée sur [a,b],etd : 20 = a < 71 < ... < Zp, = b une
subdivision de [a, b]. Pour chaque i € {0,1,...,n — 1} les réels M;(f) =
sup{f(z); z; < = < ziy1} et m(f) = inf {f(z); z; < = < zip1}
existent, ainsi que les sommes notées

n—1 n—1
83. Sp(d) =) (Tiy1— ) Mi(f) et sp(d) = > (zir1 — z:)mi(f)

appelées respectivement sommes supérieures et inférieures de Darboux, ou
plus familiérement grandes et petites sommes de Darboux.

THEOREME 8.4. — Pour toutes subdivisions d; et dg de [a, b] et toute fonction
fde E, sidy < dzonasg(d) < sf(de) < Sp(de) < Sp(dr).

Linégalité s¢(d2) < Sy(dz) est évidente car m;(f) < M;(f). Pour le
reste, on procéde par récurrence sur p = card do — card d;.

Si p = 1, dy est obtenue a partir de d; en ajoutant un seul point, noté
¢, et, si dy = {z;,0 < i < n}, il existe un et un seul ¢ < n — 1 tel que
T; < C< Tjyl.

En notant m}(f) et m} (f) les bornes inférieures de f sur [z;,c] et
sur [¢, Z;41], (et aussi M](f) et M]'(f) les bornes supérieures) on a alors
Sf(d1) = Sg(d2) = (zit1 —2:)) Mi(f) — (ziv1 — ) M (f) — (c—z:) M(f)
puisque les autres termes des sommes de Darboux s’annulent deux & deux.

Mais ;41 — Z; = Tj4+1 — ¢+ ¢ — ;. On a donc encore

Sf(d1) — Sf(da) = (ziy1 — ) (Mi(f) — M]'(f))
+(c— ;) (M;(f) — M{(£))
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avec M”(f) M;(f) et M](f) < M;(f), (bornes supérieures portant sur
«moins » d’éléments) on a finalement S t(d1) — Sf(d2) > 0.
De méme s7(d1) — s7(d2) = (zi41 — ) (ma(f) — ”(f )+

(¢ — z3)(mi(f) — mi(f)) mais avee mi (f) = mi(f) et mi(f) > mi(f)
cette fois, d’ou s f(dlz) —s5(d2) <O.

Si p > 1, on passe de d; a dy en ajoutant successivement p fois un
terme, la tra.nsitivité des inégalités donne le résultat. ]

COROLLAIRE 8.5. — Si d; et dg sont deux subdivisions quelconques de [a, b]
etsi f € Eona sg(dy) < Sy(da).

Car diy < d=dj Uds et do < d aussi, doa
sf(d1) < sg(d) < Sf(d) < Sf(d). L

THEOREME 8.6. — Soit d une subdivision de [a,b) et f dans E. On a :

1)V eRT, sxf(d) = Asg(d) et Syp(d) = ASy(d);

2) S_f(d) = —Sf(d) et S_f(d) = —Sf(d),‘

3) si f est & valeurs positives, sf (d=0

4) si [ est constante, égale a k, sur [a,b] S§(d) = s¢(d) = k(b — a);
5)si g € E, sp(d) + sg(d) < 8f+g(d) < Sf+g(d) < Sf(d) + Sy(d).

Ces résultats sont évidents et proviennent des propriétés de corps
ordonné de R.

Vérifions le 5° : sur [z;, z;+1] on a m;(f) + m;(g) qui minore
f(z) + g(z), donc m;(f + g), borne inférieure des f(z) + g(z) est
bien > m;(f) + mz(g) Apres multiplication par z;41 — z;, > 0, et som-
mation, on a 554 4(d) > s7(d) + s¢(d). |

Ces relations serviront 4 mettre en évidence I'aspect forme linéaire
positive de Yintégrale.
Voici un résultat utile pour les majorations.

THEOREME 8.7. — Soit f € E, d et d’ deux subdivisions de [a, b].
Ona S¢d)< S (d’) + card(d)p(d)|| f]loo et
sf(d) > Sf(d') - Cafd (@)p(d)]flloo-

Notons (z;)ogign €t (x})o<j<n' les suites ordonnées finies de ces
subdivisions et m;, M;; m_’j, M ; les bornes inférieures et supérieures de
f sur [z;;2;41] d'une part et sur [:L;, a:; 41] d'autre part.
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n—1

Les termes de S¢(d) = Z(xi"'l — x;)M; sont de deux sortes.

=0

1) Ceux pour lesquels ]|z;, ;41| contient des :1:.’7 Ily en a card (d’) au
plus, et on a alors (z;4+1 — z;)M; < p(d)||f]]co-

2) Ceux pour lesquels |z;,z;11[ ne contient aucun a:; Mais alors
[zi, zi+1] est contenu dans un [:c;,z; +1)» (associé a Tindice j du plus
grand des :B;c <z;), et M; < MJ/ dott (z341 — ;) M; < (Ti+1 — z,)M;

On note I; Pensemble des indices du premier type, I2 celui des indices
du 2° type, et on note j(¢) l'indice tel que [z;, zi+1] C (27, 2} 4]

Se(d) = Y (@iy1 —T)Mi + Y (Tig1 — ) M;

i€l i€l
< 3 @ir1 — 20)Migy + card(@)p(d)| flloo-
i€lz

Or dans la somme indexée par I5, on peut associer ensemble les 7
donnant le méme j = j(i). Les segments [z;,z;1] seront tous distincts,
dans [ +1] la somme des longueurs sera majorée par (, 1 J) et

ﬁnalement on a, si J est 'ensemble des j(¢) pour ¢ dans I3 :

> (@i —z)M i) < <D (@1 — M) < Sp(d)

i€l jeJ
dotr S¢(d) < S¢(d') + (card d')p(d)| flloo-

On justifie de maniére analogue l'autre inégalité, ou bien on remarque
que

sp(d) = —S_g(d) > — (S_s(d") + (card d)p(d)||| — flloo)
—S_¢(d") — (card d)p(d)||flloo avec S_g(d') = —ss(d)

c’est bien
s7(d) > s5(d') — (card d')p(d)||flloo- u
COROLLAIRE 8.8. — Soit f € E de bornes inférieures et supérieures m et
M sur [a,b] et d et d’ deux subdivisions de [a,b]. On a
S¢(d) < S¢(d') + card(d')p(d)(M — m)
$7(d) > 57(d) - card(@)p(d)(M — m).

et
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Car, si g est définie par g(z) = f(z) — m, elle est a valeurs posi-
tives sur [a,b] et ||g||cc = M — m. Le théoréme 8.7 appliqué a g
donne Sy(d) < Sy(d’) + card(d)p(d)(M — m), or on peut vérifier que
Sq(d) = Sf(d) — Sm(d), avec T fonction constante valant m, mais alors
Siz(d) = m(b — a), (théoréme 8.6). .

On a Sg(d) = Sf(d)—m(b—a), mais aussi Sy(d') = Sf(d')—m(b—a).

En remplagant par ces valeurs et en éliminant —m(b — a) on a bien
I'inégalité voulue pour les grandes sommes de Darboux. Il en est de méme
pour les petites sommes de Darboux. |

2. Intégrale supérieure, intégrale inférieure

11 en est de l'intégrale comme du cassoulet : c’est quelque chose qui
se prépare longtemps, par petites touches aussi ne définirons-nous pas
encore l'intégrale dans ce paragraphe, mais deux intégrales!

Soit f bornée sur [a, b], m et M les bornes inférieures et supérieures
de f. Soit d et d’ deux subdivisions de [a, b] on a vu que :

8.9. m(b—a) < sf(d) < Sy(d’) < M(b—a), donc 'ensemble des sommes
inférieures est majoré : il admet une borne supérieure,

8.10. notée / fou / f, et appelée intégrale inférieure de f sur [a, b],
x[a,b] “Jx

et 'ensemble des sommes supérieures, (de Darboux), est minoré donc

*

*
8.11. admet une borne inférieure, notée f, ou / f, et appelée
[a,b]
intégrale supérieure de f sur [a,b].
*
De plus, il résulte de 8.9, que s¢(d) < / f et aussi que
]

a,

f < S¢(d), et ce pour toute subdivision, d’ot a fortiori
*[a,b]

8.12. / < / ) f
x[a,b] [a,b]

Le plus souvent ces deux intégrales différent : par exemple, si f est la
fonction caractéristique de Q restreinte a [0,1], on a
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/ f=0et " f=1L
*[0,1] [0,1]

On devine que seront appelées intégrables les fonctions pour lesquelles
les deux intégrales coincideront, mais avant d’en arriver la, on peut
déja établir des propriétés évidentes sur ces intégrales, en employant la
notation ne mentionnant pas le segment [a, b], fixé ici.

THEOREME 8.13. — Soient f et g dans F, on a :

) VX eRT, /*,\f=,\/*fetl,\f=,\[kf;
2)/*—f=—/*fet/*—f=—/*f;
3)£f+[g<[(f+g)</*(f+g)</*f+/*g;
YV ER, ]*(f+,\)=(/*f)+,\(b—a)

a [(en=(["1)+20-a);

520> ([1>0);
6) si f est constante, (égale a \), / f= / F=Ab-a)
*

Le 1) vient de ce que le produit pour A > 0 conserve les inégalités, et
le 2) de ce que le produit par un nombre négatif les renverse. Dans le 3)
si d et d’ sont deux subdivisions de [a,b] on a
sp(d) +sp(d') < sp(dUd) +5g(dUd) < spypg(dUd),
(théoréme 8.4 pour la premiére inégalité, et 8.6 (5) pour la deuxiéme.

Puis 57, 4(dUd') < / (f + g), donc, pour d’ fixée, I'inégalité
*
s¢(d) < [(f +g) — s¢(d'), valable pour tout d, implique
/f < /(f + g) — s¢(d’), dotr & son tour sg(d') < [,(f+9)— [, f,
*

*

valable pour tout d’, et pour la borne supérieure des sg(d’), 'inégalité

L9<[(f+g)—/*fd’oﬁ/*f+/*g</*(f+g)-
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On procede de méme pour les inégalités supérieures.

Le 4) vient de ce que sur un segment [z;, Z;+1] les bornes inférieures
et supérieures de g = f+\ sont m;(g) = A+m;(f) et M;(g) = A\+m;(f),
(laddition préserve les inégalités), d'otr s¢(d) + (b — a)A = s4(d) et
S¢(d) + A(b — a) = Sy(d). 11 ne reste plus qu'a passer aux bornes pour
conclure.

Le 5 et le 6 sont évidents.

THEOREME 8.14. — (de Darboux). Si f € E, Ve > 0, Ja > 0, Vd € D(I)
% *
sip(d)ga,ona.-/ f<Sf(d)<e+/ fet—e+/f<sf(d)</f.
* *

Je vous rappelle, (mais y a-t-il un lecteur de ce livre?) que D(I) est
Pensemble des subdivisions de I = [a, b] et p(d) le pas de la subdivision
d. Quand il n’y a pas d’ambiguité sur le segment d’intégration, la notation

/ est simplifiée en
[a,b]

La définition d’une borne inférieure nous permet de dire qu’il existe
une subdivision dg associée & un ¢’ > 0 donné, telle que

/*f<Sf(do)</*f+s',

puisque &’ + / f r’est plus minorant des grandes sommes de Darboux.

*

Mais ici on veut plus, on veut «coincer » toutes les subdivisions de pas
assez petit. On sent que le corollaire 8.8 va servir.

* %
Prenons donc &' = g et do telle que/ f < Sf(do) < §+/ f

Pour toute subdivision d, on aura, avec m et M bornes de f,
S¢(d) < Sf(do) + p(d)ca.rd (do)(M m) donc, si M —m > 0, on

imposera p(d) <

2card(do)(M m) alors que si M — m = 0,

on n'imposera rien, (ou & = 1515 pourqu01 pas), dot un a > 0 tel que
p(d) < a=>/ F< S < e+/ f.

Le méme corollaire s’applique pour I'intégrale inférieure. |

THEOREME 8.15. — Soit A une partie de D(I) telle que, Ve > 0, 3d € A
avec p(d) < €

Alors sup {s¢(d); d € A} = /f et inf {Sf(d); d € A} = /* f.
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Justifions le résultat pour l'intégrale supérieure. Comme .4 C D(I) il
est clair que /* f =inf{S;(d); d € D(I)} < inf {S;(d); d € A}.
Puis, soit € > 0, d’apres le théoréme 8.14 il existe a > 0 tel que pour
p(d) < a on ait S¢(d) < / f, or 3dp € A avec p(dp) < a, dou :

inf {Sf(d); d € A{< Sf(do) < ¢ +/ f et finalement on a :

Ve>0,/ fsinf{Sf(d),deA}<€+/ £,

d’ou le résultat, si € tend vers 0. ]

COROLLAIRE 8.16. — Soit (dn)neN une suite de subdivisions de [a, ] telle
*
que nll)r_ri_loop(dn) =0.0na / f= lim Sg(dp)et

n—+400
Lf = limoo s¢(dn).

n—-+

*
En effet, Vn, / f < Sf(dn), et d’apres le théoréme de Darboux

(Théoreme 8.14), Ve > 0, Ja > 0 tel que p(d) < o => Sf(d) < e+ [* f,
et & cet o on associe ng tel que Vn > ng, p(dp) < a dou
*

/*fgsf(dn)<8+/ f:c’estbiennl'l’lfoosf(dn)=f*f- o

Il n’aura pas échappé a votre sagacité que ce corollaire en est un du
théoréme 8.14 et non du théoréme 8.15, mais tant pis.

Ce corollaire, appliqué aux subdivisions de [a,b] en n parties égales,
donnera naissance & la formule de la moyenne, (voir 8.46). On peut
noter que 'on suit un démarche analogue a celle de la topologie qui fait
passer des voisinages, aux bases de voisinages puis aux suites quand c’est
possible, (espace métriques).

Ici on passe de toutes les sommes de Darboux, & celles associées aux

parties A du théoréme 8.15, puis aux suites de subdivisions de pas tendant
vers 0.

COROLLAIRE 8.17. — Pour tout point c de [a,b], et f € E, on a

Joat* o= o7 o foo? = S
[a,€] [e,b] [a,b] *[a,c] *[c,b] *[a,b}
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C’est la relation de Chasles.

Soit A = {subdivisions d > dg = {a,c,b}}, ou encore des subdivisions
d contenant ¢, ou passant par c.
%

Le théoréme 8.15 s’applique & A, donc f= 52& S¢(d). Mais si
[a,b]

d € A, le point c figure dans la suite 20 = a < 73 < ... < Tp, = b des

points de d, et si ig est tel que ¢ = x;, on a, avec des notations évidentes :

i0—1 -1
Sp(d) =Y (@ir1 — =) M; (f)+2<zz+1 ;) Mi(f)-
i=0 =10

En introduisant alors d; : g = a < 71 < ... < Z;;, = ¢, subdivision
de [a,c], et d2 : T4y = ¢ < Tjp4+1 < ... < Tn = b, subdivision de [c, b], on
a S¢(d) = Sf(d1) + S¢(d2). Or,on a

*

*
< Sf(dl) et / < Sf(dz) d’ou, Vd € A,
b

[asd] [c.]

/ < Sf(d), et en passant a la borne inférieure
[a, C]

[c)

/ f+/ f </ .
[a,c] [c,b] [a,b]

Puis, si € > 0 est donné il existe 61 subdivision de a, c] et 62 de

*

[c,b] telles que S¢(81) < + f et Sg(d2) < + / f, dou
[a,c] c,b

en accolant §; et &2, on obtlent une subdivision d de [a,b] telle que

Sf(61) + Sf(62) = Sp(d) et Sp(d) < e +/ f +/ f, dou a fortiori

c,b]

%
/ f<e+/ f+/ f. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a
(a,b] (a.c] [c,b]
% %k
[ o< s+ [ faouregie.
[a,b] [a,] [e,b
- La fonction f étant quelconque, ce résultat appliqué a —f donne
Pégalité pour les intégrales inférieures (c’est le 2 du théoréme 8.13 qui
doit bien servir quelque part).
Nous voici parvenu au seuil de la découverte de I'intégrale.
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3. Intégrale de Darboux

DEFINITION 8.18. — Une fonction f bornée de I = [a,b] dans R est dite
Darboux intégrable sur I si les intégrales supérieures et inférieures de
f sont égales.

8.19. On note / f cette valeur commune / / f, ouencore
[a,b] [a,b]

/ f lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le segment.

De méme on dira plus brié¢vement que f est intégrable, alors qu’on de-
vrait toujours préciser « Darboux » intégrable, ou... « Lebesgue » intégrale
ou... « toute autre intégrale » intégrable.

Disons tout de suite que de telles fonctions existent. D’abord si b = a,
toute fonction bornée (sic) sur [a,a] est d’intégrale nulle sur [a, a]. Puis
toute fonction constante sur [a,b] est intégrable d'intégrale k(b — a), si
f(z) = k sur [a,b]) cest le 6) du théoréme 8.15. Il est & souhaiter qu’il
y ait autre chose dans I'ensemble des fonctions intégrables, sinon on s’est
donné beaucoup de mal pour rien.

THEOREME 8.20. — Soit f bornée de I dans R. Il y a équivalence entre :

1) f est Darboux intégrable sur I,

2) Ve >0, 3(d,d’) € (D(I))?, Sg(d) —sf(d') < e

3) Ve >0, 3d € D(I), Sf(d) —s¢(d) < e

4) Ve >0, 3a >0, Vd € D(I), (p(d) < @) = (S§(d) — sp(d) < &)
Le 4) signifie que Sy (d) — s7(d) tend vers 0 si le pas de d tend vers 0 :

8.21. cest le critére d’intégrabilité, ou encore le Théoréme de Darboux.

1) = 2) car Ve > 0,3d et d’, subdivisions telles que

0<Sf(d)—/*f<5/2et0</*f—sf(d')s%

d'otr en ajoutant 0 < Sg(d) — sf(d) + [, f — [* f < € et comme f est
%
Darboux intégrable, /f = / frilreste 0 < Sf(d) —sp(d) < e
*

2) = 3) car avec d” = dUd', on a Sf(d") < S¢(d) et s¢(d’) < sp(d")
donc : 0 < S¢(d”) — sf(d”) < Sf(d) — sp(d) <e.
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3) = 1) puisque, Ve > 0, avec d telle que S¢(d) — s¢(d) < ¢, comme
£ 3 *
/ f<Sp(d)etsg(d) < /f,onaO < / f—/f < Sp(d)—s5(d) <,
* *

£ 3
et ce pour tout € > 0 donc / f= / f : la fonction f est Darboux
k3
intégrable.
Les trois premiéres propriétés sont équivalentes.

11 est évident que 4) = 3), (donc = 1). Puis 1) = 4) car d’apres le
théoréme 8.14, Ve > 0, Ja > 0, Vd € D(I), p(d) < a on ait

[ress<ss [ -5+ [r<spa< [

d’ott 'on déduit la majoration :

Ss(d)—sf(d) < §+/*f—<—%+[kf) = € puisque /*f=/*f. [ ]

COROLLAIRE 8.22. — Les fonctions continues de [a, b] dans R sont Darboux
intégrables.

Ouf! on n’a pas fait tout cela pour rien.

En effet, f continue de [a,b] compact dans R est bornée et uni-
formément continue.

Soit e > 0, 3a > 0, |z — /| < o, (et z et 2’ dans [a,b]) =

(@) = £ < .

Si n est tel que b

a
< @, en subdivisant [a, b] en n parties égales,
b—a

sur [z;, Z;+1], (avec z; = a+i- ), f ne varie pas de plus de donc

3
) b—a
Mi(f) = mi(f) < 5= dou S7(d) - 57(d) < Y (wiu1 —2)5— =F€.

=0
Le théoréme 8.20, (3 = 1) donne f Darboux intégrable.

COROLLAIRE 8.23. — Les fonctions monotones de [a, b] dans R sont Darboux
intégrables.

Traitons le cas de f croissante, (le passage de f & —f donnant celui
de f décroissante).
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b—a

Avec une subdivision de [a,b] en n parties égales de longueur
sur [z;,z;11] on a M;(f) = f(ziy1) et m;(f) = f(z;) donc:

n—1
Sp(d) — sp(d) = > (Tir1 — 23) (F(@it1) — (1))
i=0
b—a"s b—a
=— > (fl@i1) - f(mi)) = —(f(b) = f(a)),
=0

b—a

puisque ;4] — &; =
Il n’est pas difficile de trouver alors m assez grand pour avoir

b— b) —

(b-a)(f T(l) (@) ¢ ¢ dou Tintégrabilité de . m

Maintenant que nous sommes rassurés sur la non vacuité de 'ensemble::
des fonctions Darboux intégrables, venons en & I’étude des propriétés de
l'intégrale. )

THEOREME 8.24. — L'ensemble F' des fonctions Darboux intégrables sur
[a,b] = I est un sous-espace vectoriel de lespace vectoriel E des applica-

tions bornées sur I et Uintégrale : f ~~ / f est une forme linéaire positive.
I

En effet F' est non vide car il contient les fonctions constantes,
continues, ou monotones. Puis si f et g sont dans F' on a

[+ [o=[1+ s
S/*(f+g)</*(f+g)</*f+/*y=/f+/g

*
(voir le 3 du théoréme 8.13), d'ou / (f+9) = / (f+g)donc f+g
*

intégrable, mais aussi / (f+9 = / f+ / g.
Mais ce méme théoréme 8.13 donne, pour A > 0, et f intégrable :

/*/\f = )\/*f = /\/*f = /*)\f, donc \f intégrable, alors qu’avec
A< OonauraL/\f = [—(—/\)f = —/*(—)\)f = —(—)\)/*f =
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A/*f ot aussi, (f intégrable), A/*f = )\Lf - —(—)\)lf -
_A(_)\)f - /*—(-)\)f = /*,\f don, VA € R, Af intégrable,

avec l'égalité / Af = A / f, donc le caractére linéaire de l'intégrale,

application de F' dans R.
Enfin, si Vz € [a,b], f(z) > 0, et si f est intégrable, on a

/ f= [ f = 0 daprés le 5 du théoréme 8.13 : cette forme linéaire est
*

positive. ]

REMARQUE 8.25. — Si f et g sont intégrables sur I et si, Vx € 1,
f(z) < g(z) on a / f< / g, car alors g — f est intégrable, positive,

donc/(g—f)=/g—/f>0. |

THEOREME 8.26. — Soit f bornée de [a,b] dans R et ¢ €]a,b[. On a f
intégrable sur [a, b] si et seulement si f est intégrable sur [a, c| et sur [c, b].

De plus / f= / f+ / f- (Relation de Chasles)
[a,b] [a,c] [c;b]

D’apres le corollaire 8.17, on a

[oo=[ s+ e[ s=[ s+ 71
[a,b] [a,c] [e,b) *[a,b] *[a,c] *[c,b]

*
donc le nombre positif A = / f- / f est la somme des deux
[a,8] *[a,b]

nombres positifs

B=[ i-[ sac=[ s-[ ;
[a,c] *[a,c] [e,b] *[c,b]

et,avec A = B+ C on a alors (A =0) & (B = C =0) dou f intégrable
sur [a,b], G.e. A =0) < (B = C = 0) soit f intégrable sur [a,c] et sur
e, B].

Commedanscecas/*=/onabien/ f=/ f+/ f-n
[a,b) [a,c] [c,b]
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THEOREME 8.27. — Soit (frn)neN une suite de fonctions bornées de [a, b]
dans R qui converge uniformément vers f. Alors f est bornée sur [a, b) et,
* %

Ve > 0, 3ng, Vn}no,/ f</ fnteld—a)et

(/*fn>—s(b—a)<Lf-

La convergence uniforme d’une suite de fonctions sera surtout étudiée
au chapitre XII sur les espaces fonctionnels. Disons simplement ici que,

Ve > 0, Ing, Vn = ng, Vz € [a,b], |f(z) — fa(z)| <€

En particulier | f(z)| < e+|fno(z)| avec frn, bornée, donc f est bornée.

Puisona —¢ < f(z) — fu(z) < &, (VR = ng et Vz € [a, b)), soit encore
fa(z) —e < f(z) < fol(z) + 6.

Mais, pour une subdivision quelconque zg = a <1 < ... <Tp =1b,
on aura, pour les bornes des fonctions sur [z;, Z;41] :

M;(f) < My(frn) +€ et —e+myi(fn) < mi(f)
d’ol, en multipliant par (z;+1 — z;) > 0, et en sommant :
S¢(d) < Sf,(d) +e(b—a) et —e(b—a)+ s5,(d) < s5(d),

enfin, en passant aux bornes, inférieures pour les Sf(d) et supérieures
pour les s¢(d), on a finalement,

Yn > no, /*fss(b—a)+/*fnet—e(b—a)+[kfn</*f. ]

COROLLAIRE 8.28. — Si les (frn)neN sont Darboux intégrables sur [a, b] et
convergent uniformément vers f, la fonction f est Darboux intégrable sur

[a,b] et / f=n£{|r_1°o / fn

Car d’apres le théoréme 8.27, on a déja f bornée, puis, avec les mémes

notations 0 < / /f / fn — /fn +2e(b—a) = 2¢(b—a)

puisque, f, étant intégrable, / fn= / fn. Comme ¢ est quelconque on

a / = / f, donc f est intégrable.
*
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Puis, toujours avec € > 0 donné et ng tel que Vn > ng, Vz € [a,b], on
ait —e < f(x) — fa(z) < ¢, lintégrale étant une forme linéaire positive

ona:—&e(b—a) < /f - /fn < g(b — a), (remarque 8.25).

[t- [

traduction de / f= liI_Il_l / fn. |
n—-1+00

Donc Ve > 0, 3ng, Vn > ng, <ebd—a): Clest bien la

COROLLAIRE 8.29. — Sur lespace vectoriel F' des applications intégrables
de [a, b] dans R normé par la norme de la convergence uniforme, lintégrale
est une forme linéaire continue, (positive, ne l'oublions pas).

Puisque nous venons de voir que li{I'_l IIf = frlleo = O implique
n—-+00

/ f= lil_{_l / fn, on a bien f ~~ / f continue, vu la caractérisation
n—-1+00

de la continuité dans les espaces métriques, (corollaire 4.31). |

On verra au paragraphe suivant une justification en termes de conti-
nuité d’application linéaire, voir 8.32.

4. Propriétés de I'intégrale de Darboux

Il n’y a pas qu’une structure d’algébre sur ’'ensemble des applications
bornées de [a,b] dans R On a aussi un produit défini sur cet ensemble,
et il est légitime de savoir ce que donne un produit de deux fonctions
intégrables.

THEOREME 8.30. — Si f et g sont intégrables sur [a,b], le produit fg est
aussi intégrable sur [a, b]. (Mais il n’y a aucun rapport entre l'intégrale du
produit et le produit des intégrales).

Comme on travaille sur des inégalités qui ne se multiplient entre elles
que si les nombres sont positifs, on suppose d’abord f et g intégrables a
valeurs positives.

Comme f et g sont bornées, h = fg l'est aussi.
Soitd:zp =a < zj <...< Zp = b une subdivision de [a, b].
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On a m;(f)mi(g) < f(z)g(z) < M;(f)M;(g), pour « dans [z;, Ti11],
done m;(f)mi(g) < mi(fg) <. Mi(fg) < Mi(f)M;(g), ot en multi-
pliant par z;;; — x; positif, et en sommant :

n—1
Sgg(d) — s5g(d) < Y (i1 — ) (M () Mi(g) — mi(f)mi(g)),
=0
majorant dans lequel on s’efforce de faire apparaitre des choses connues,
en écrivant :

M;(f)M;(g) — mi(f)mi(g)
= (M;(f) — mi(f)) Mi(g) + mi(f) (Mi(g) — mi(9))
< [19lloo (Mi(f) = mi(£)) + 11 flleo (Mi(g) — mi(9)) -

11 vient donc :
Stg(d) — s7¢(d) < llglloo (S7(d) — 5£(d)) + ||flloo (Sg(d) — sg(d)) -

Comme f et g sont intégrables, le majorant tend vers 0 si p(d) tend
vers 0, ce qui prouve l'intégrabilité de fg. (Théoréme 8.20).

Pour f et g quelconques mais de bornes inférieures respectives my et
myg, les fonctions f — my et g — my sont intégrables a valeurs positives
donc fg —msg — mgf + mygmg est intégrables d'ou fg intégrable vu la
structure vectorielle sur 'ensemble des fonctions intégrables. |

THEOREME 8.31. — Soit f intégrable sur [a, b), les fonctions f+ = sup (f,0)
et f~ = —inf (f,0) le sont, donc |f| = fT + f~ est aussi intégrable sur

1< [in

Comme f est bornée sur [a,b], f et f~ le sont, et sont a valeurs
positives.

Pour [z;, T;+1] segment d’une subdivision d de [a,b], comme f¥ > f,
on a déja mi(f*) > my(f); puis, si Mi(f) > 0, on a Mi(f*) = My(f)
donc dans ce cas M;(f+) —m;(f+) = M;(f)—mi(f*) < Mi(f)—mi(f);
et si M;(f) < 0, sur [z;,7;+1] la fonction ft est nulle, dans ce cas
M;(f*) = mi(f+) = 0 dou M;(fT) ~ mi(f*) = 0 < M;(f) — mi(f).

On a le méme majorant dans les deux cas d'out S¢+(d) — s¢+(d) <
S¢(d) — sy(d) : grace au théoréme de Darboux on conclut  V'intégrabilité
de fT, (Théoréme 8.20).

On procéde de méme pour f~, ou bien on remarque que f~ = (—f)*
et on applique la premiére partie & — f, intégrable.

[a,b] et on a
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1l est facile de vérifier que, Vz € [a,b], f(z) = f¥(z) — f(z) et
|f (@) = f*(2) + f~ ().
On a donc d’une part |f| intégrable, puis

[A=for=rl=|fr=[rl<lf <] ]

Mais les deux nombres réels / ftet / f~ sont positifs, (les fonctions

sont & valeurs positives : voir le théoréme 8.24, ils sont égaux a leurs
valeurs absolues d’ou :

‘/4</}++/f‘=/0++r7=/UL =
Cette inégalité, liée a l'aspect forme linéaire positive de l'intégrale,

(qu’on ne saurait trop souligner) est le point de départ des calculs de
majorations de l'intégrale. On a en particulier :

K

la forme linéaire f ~» f est continue sur I'ensemble des fonctions

8.32. Vf intégrable sur [a,b], < (b— a)||flloo ce qui prouve que

intégrables, normé par la norme de la convergence uniforme, car (b — a)
Lipschitzienne. La norme d’application linéaire est alors (b — a).

THEOREME 8.33. — Soit f intégrable sur [a,b] et g obtenue en modifiant f
sur un ensemble fini A = {a;,j = 1,...q} d’éléments de [a, b]. Alors g est

intégrable sur [a,b] et / g= / f.
% %
On va justifier I'égalité de / fetde / g, qui existe car g est bornée,

comme f. On aura donc aussi I'égalité des intégrales inférieures de f et g,
(par passage aux intégrales supérieures de — f et —g, théoréme 8.13) d’otx
en cas d’intégrabilité de f, intégrabilité de g et I'égalité des intégrales.
D’apres le théoreme 8.14, on sait que :
"Ve >0, 3a > 0, V subdivision d telle que p(d) < ¢z on a

/Vs%@sgyffa

/gs%@<§+/g
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Soitd:a =29 < z1... < Zp, = b une subdivision de pas inférieur a
a

Chaque a; de A appartient au plus 2 deux segments du type [z;, ;41].
Pour de tels segment on a :

|Mi(f) — Mi(9)] < [|flloo + [lgllco,

alors que pour les segments ne contenant aucun a;, M;(f) = M;(g).
1 en résulte que [Sy(d) — Sg(d)] < 24(I|flloo + lllglloo) P(d), avec
g = card (A), et ce majorant sera inférieur a 3 dés que

€
6q(|/fllo + llglloo)”

Mais alors, pour toute subdivision d telle que p(d) < inf (a,a’) on

pd) <d =

aura
% %k %
[ 1= [ o|<|[ 1-s0a|+|ss@- ss@
%
+ Sy(d)—/ g|<e
* %
et comme ¢ est quelconque, / f= / g |

Ces ensembles de cardinal fini sur lesquels on peut modifier f sont la
premiére approche des ensembles de mesure nulle, que nous essayerons
de mieux connaitre au paragraphe suivant. Mais avant, d’autres résultats
liés a la relation d’ordre sur R, (et oui, encore...) nous attendent : les
formules de la moyenne.

Mais avant, comme un cheveu sur la soupe, citons linégalité de
Cauchy Schwarz, justifiée en algébre dans le chapitre 11 sur les formes
quadratiques.

THEOREME 8.34. — (Inégalité de Cauchy Schwarz) Soient f et g intégrables

sur [a,b] on a (/fg)2</f2/g2.

Car, sur F espace vectoriel des applications intégrables sur [a, b] on

a une forme quadratique positive & : f ~» / f2, de forme polaire
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v:(f,g)~ / fg, voir Algebre, Théoréme 11.57.

Venons en aux diverses formules de la moyenne.

Premiére formule de la moyenne

8.35. Version 1. Soit f intégrable sur [a,b], de bornes inférieure et

supérieure m et M sur [a, b), il existe p € [m, M] tel que / f = u(b—a).
' [a,b]

Puisque m < f(z) < M et que lintégrale est une forme linéaire

bia/fe [m, M]. En

1
notant p = '~ a / f, on a le résultat. ]

positive on a m(b—a) < [ f < M(b—a), donc

8.36. Une notation : comme le segment d’intégration va intervenir de

b
plus en plus, on notera désormais / f au lieu de f ou de / f,
a [a"b]
*

d’autant plus qu’on n’utilisera plus les notations / ou

*

8.37 Version 2. Soit f continue de [a,b] dans R, il existe ¢ dans [a, b] tel
b
aue [ = (b-)f(C)
a

D’abord, f continue sur [a,b] est intégrable (Corollaire 8.22) puis
la valeur y comprise entre les bornes m et M, (version 1) est atteinte
(théoréme des valeurs intermédiaires, corollaire 7.7).

11 va résulter de cette version, un théoréme important pour le calcul

des intégrales, celui qui va assurer l'existence des primitives des fonctions
continues.

THEOREME 8.38. — Soit une fonction f continue de [a,b] dans R. La
T
fonction F définie sur [a,b] par F(z) = / f est dérivable, de dérivée f.

a

D’abord F est définie car f continue est intégrable sur [a,b], donc
aussi sur chaque [a,z] avec € [a,b], (Théoréme 8.26). La relation de

' T z’
Chasles, avec a < = < 2’ < b donne alors / f= / f+ / f soit
a a x
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Zl
F(z')-F(z) = / f, d’ou, par application de la formule de 1a moyenne

T
(8.37), lexistence de =" dans [z, z'] tel que F(z') — F(z) = (z' — z) f(z").

Soit alors zg € [a,b[, h > 0 tel que zg + h < b, on aura avec z = z,

z' = zg+h, un z” entre zg et o+ h tel que F(zg+h)— F(zo) = hf(z")
F h)—F '

d'ott hli%l+ (20 + I: (20) = f(zo), (continuité de f) donc Fj(zo)

existe et vaut f(zo) sur [a, b[.

Puis, si Z9 €]a, b], et si h < 0 est tel que a < o + h, il existe 2" dans
lzo+h, zo[ tel que F(zo) — F(zo+h) = (—h)f(z") (formule précédente
avec T = zg + h et ' = zg) dou
hlil})l_ Flzo+ h; — Flzo) = f(xo), donc Fy(zo) = f(zo) sur Ja,b] et le
résultat en découle.

DEFINITION 8.39. — La fonction F, telle que F'(z) = f(z) sur [a,b], est
une primitive de f sur [a,b] (une car toute fonction obtenue en ajoutant
une constante & F' en est une autre) et nous venons de voir que :

THEOREME 8.40. — Toute fonction continue sur [a,b], & valeurs réelles,
admet des primitives sur [a,b]. Si G est une primitive de f continue sur

b
[a,b], on a /a, f=G(b) — G(a).

7
En effet, avec F(z) = [ f,ona (F — G) = 0 sur [a,b], donc la
fonction F — G est constante sur [a, b], (voir théoréme 7.30), mais alors
b
(F - G)) - (F - 6)(@) =0, &ou G(t) - G(o) = F®) - F@) = [ 1
a

ca.rF(a)=/:f=O. n

Lutilisation des primitives des fonctions continues est un moyen treés
important de calcul des intégrales.

Une notation : on notera encore

b b _ b
841 /a f(z)dz ou /a £(t)dt Tintégrale /a =],

Voici une autre version de la premiére formule de la moyenne.
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8.42. Version 3. Soient f et g intégrables sur [a,b], g étant de signe
b b

constant. Il existe . entre les bornes de f tel que / fg=u / g, et
a a

b b
si f est continue, il existe c € [a, b] tel que / fa=f(c) / g
a a

On a déja fg intégrable sur [a,b], (Théoréme 8.30), puis si m et M
sont les bornes (inférieure et supérieure) de f sur [a, b], et si on suppose
par exemple g < 0 sur [a, b], on aura Mg(z) < f(z)g(z) € mg(z) sur

[a, b], donc M/ / fg < m/ 9, avec/ <0.

Si / g = 0, il en résulte que / fg9 = 0 et pour tout nombre  de
a

b b
[m, M] on aura lors fg O=pu-0= u/ g,alorsques1/ g<o,

/fg /fg
[

onam < < M d'ou lexistence de u € [m, M] tel que
a a
b b
soit / fa=u / g.
a a
Dans le cas particulier de f continue, la valeur y est atteinte. ]

11 existe une deuxiéme formule de la moyenne, plus subtile a obtenir,
et qui va nécessiter l'introduction des sommes de Riemann et c’est heureux
parce que, franchement, intituler un chapitre intégrale de Riemann, et ne
parler que d’intégrale de Darboux, c’est de I’escroquerie ou de la publicité
mensongere.

DEFINITION 8.43. — Soit f définie sur [a,b] & valeurs réelles, une subdivi-
siond:zg=a<z1 <...<2Zp=bet A= (\)ogign—1 une famille
de scalaires tels que \; € [z;,Z;y1]. On appelle somme de Riemann toute
n—1
somme du type o5(d,A) = > (ziy1 — 7i) f(Ni).
=0

THEOREME 8.44. — (de Riemann) Soit f bornée sur [a,b]. On a f Darboux
intégrable d’intégrale I si et seulement si Ve > 0, da > 0, p(d) € a =
|[I — &¢(d,A)| < ¢, et ce pour toute famille A associée a la subdivision d
de pas inférieur a a.
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En langage simplifié, on pourrait dire que les sommes de Darboux ont
une limite quand le pas de d tend vers 0 si et seulement si les sommes de
Riemann en ont une, (et c’est la méme). Je n’emploie pas cette terminologie
commode parce que je n’ai pas défini de topologie sur les subdivisions.

Si f est Darboux intégrable, d’intégrale I, on sait que :

Ve >0, 3a > 0, V subdivision d, p(d) < o = Sy(d) —s¢(d) < ¢
(Théoréme 8.20). De plus I est borne supérieure des S (d) et borne infé-
rieure des S¢(d), donc on a s¢(d) < I < Sy(d).

Mais, comme pour \; dans [z;,Z;1], (segment d’une subdivision d),
on a m;(f) < f(A;) < M;(f), en multipliant par (z;41 — ;) > 0, et en
sommant, il vient s¢(d) < &¢(d, A) < Sy(d) d'od, pour toute subdivision
d avec p(d) < « et pour toute famille A associée,
|I e Gf(d, A)I < Sf(d) - Sf(d) e

Réciproquement, on suppose que, Ve > 0, Ja > 0 tel que, pour
toute subdivision d avec p(d) < a, et toute famille A associée, on ait

- &5(d, M) < 5
Soit d une subdivisiondepassa,d:xo=a<x1 <...<zTp=b.
Sur [z;, z;+1] on choisit \; tel que M;(f)— 4(b 2 S f(/\ ) < M;(f),

alors (on multiplie par ;1 — z; et on somme), avec A = (A;)ogi<n—1,
S5(d) - 7 < &4(d, A) < S4(d)

dou |I — S¢(d)| < |I — &¢(d,A)| + |&¢(d,A) — Sf(d)l X puis on

choisit X, tel que m;(f) < f(A)) < mi(f) + 0= ), ce qui, avec

= ()‘;;)OsiSn—l’ conduit a : Sf(d) Gf(d A’) Sf(d) -l- -
dou:  |I-sp(d) < |- &4(d,A)] +|65(d, ) — s;(d)| < 3

mais alors S¢(d)—s¢(d) = |Sf(d)—s¢(d)| < [Sp(d)—I|+|I-s5(d)| < e
et ce pour toute subdivision de pas inférieur a4 a. On a donc f Darboux
intégrable, puis si J est lintégrale de f, en appliquant la premiére
partie on rendra |J — G¢(d,A)| < € dés que p(d) sera assez petit, d'ou
[T — J| < 2, et ce pour tout € > 0, dour [ = J. ]

845 On parlera désormais de Riemann intégrable ou de Darboux
intégrable.
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COROLLAIRE 8.46. — Soit f Darboux, (ou Riemann) intégrable sur [a,b],
n—l
b— a

ona hm Zf(a+z

Cette formule est encore dite de la valeur moyenne.
b—a

Cela vient de ce, qu'avec la subdivision des z; = a + ¢

i =0,1,...,n, et \; = 1 pour ¢t = 0,...,n — 1, les sommes de

_ b
Riemann Z b af( +1i na) = &¢(d, A) ont pour limite / fsin
=0 a

b—a
tend vers l'infini, car le pas de d, égal a , tend alors vers 0. ]

Venons en a la deuxiéme formule de la moyenne.

THEOREME 8.47. — Soit f positive décroissante de [a, b] dans R, g Riemann

b C
intégrable sur [a,b], il existe c € [a, b] tel que / fg= f(a) / g
a a

D’abord f, monotone, est Darboux intégrable, dans fg est Darboux
intégrable sur [a, b], (Corollaire 8.23 et Théoréme 8.30).

T
Soit G la fonction définie sur [a,b] par G(z) = / g- On a, pour
a
z <z, G(')-G(z) = / g, (relation de Chasles, théoréme 8.26), d'oir
[z,z']

IG() -G (@)| < / l19lloo = [2—2'| [[g]]oo ce qui prouve Ia continuité
Tz’
de G. Mais sur [a, b] compact, G est alors bornée, soit m et M ses bornes

b
inférieures et supérieures, on va prouver que / fg € [mf(a), M f(a)],

a
(f positive), donc lintégrale sera du type f(a)u avec u € [m, M], soit
encore y valeur atteinte par G en un point ¢, d’ou

/ ’ fo = F@)G(©) = (@) [s

Soitd : 9 = a < 71 < ... < Tp, = b une subdivision de [a, b], m; et
M; les bornes de g sur [z;, z;4+1]- Si on choisit des \; dans les [z, z;+1] et
des k; dans [m M;], on a
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n—1

D (@ir1 — @) (Fa)g() — FO)k:)
i=0
n—1
<D @ir1 —z)|F )] lg(N) — Kil,
i=0

or f est positive décroissante donc : 0 < f();) < f(a), et
lg(Ai) — ks < M; — my, dot

n—1
D (@ir1 — @) (FOa)g(N) — Fa)ks)
i=0
n—1
< f(a) Y (@ig1 — i) (M; — my) < f(a)(Sy(d) — s¢(d)),
=0

le majorant tend vers 0 si p(d) tend vers 0, donc le premier membre tend
aussi vers 0.

n—1 -1
Or cest Z(a’z+1 - z) f(i)g(N) — Z(wz+1 = z;)f(Mi)ki et,
=0 =0

(astuce!), on choisit k; dans [m;, M;], tel que
Tit1
/ 9= (zi+1 — zi)ki,
z;
(premiére formule de la moyenne 8.35), soit encore
(i1 — )k = G(zit1) — G(w:)-
On a donc (B;n <6fg(d A) - Z FN)(G(zitr) — G(zz)))
P =0
et comme (li)m Stg(d,A) = / fg, on a finalement

Jim Z FO)(Glain) - Glai)) = / fo.
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Si on réordonne la somme par rapport aux G(z;), on a

n—1

> FO)(G(@it1) — G(=:)) = —F(M0)G(a)
1=0
n—1
+ 1) G@)(F(him1) = FO)) | + G(@a) f(An—1)-
i=1

Or, f étant positive décroissante, on a f(Ap,—1) 2 0,
a
FOumt) = F) > 0, puis G(@) = ["g = 0 et m < Gla) < M,

a
n—1

donc la somme Z F)(G(zi41) — G(z;)) est comprise entre
=0

n—1
m <z (f(Xi-1) = F(M)) + f(/\n_l))
i=1

n—1
et M (Z (fQiz1) — FO0) + f(>m—1)> soit entre m f(Xo) et M f(Xo),
=1
et en imposant Ag = a, c’est donc entre m f(a) et M f(a).
La limite de cette somme est donc comprise entre ces nombres, et

b
finalement / fg € [m f(a), M f(a)] ce qui permet de conclure. |
a

Cette deuxiéme formule de la moyenne est bien utile dans ’étude des
intégrales impropres comme nous le verrons au chapitre suivant, (critére
d’Abel, voir 9.17).

Je ne saurai clore ce paragraphe ou la relation d’ordre prend toute son
importance, sans établir le petit résultat suivant :

THEOREME 8.48. — Soit f continue positive non nulle sur [a,b, on a

/abf>0.

Car f étant non nulle, il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) > 0, dou
f(e)

«localement » f reste a valeurs > = (on traduit la continuité en ¢
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fo)

avece = = =), donc il existe u, v avec u < v et ¢ € [u,v] C [a,b], tels
que : Vz € [u,0], f(z) > L (c)
Si d est la subd1v1s10n a =29 € u < v < b, la petite somme de

f()

Darboux s¢(d) est supérieure a (v —u) ==, (f a valeurs positives), donc

I>sf(d) > (v—u)%)- >0
11 existe un résultat plus précis : si f, intégrable sur [a, b] est a valeurs

toujours > 0, alors / f > 0. (Voir exercice n°® 1).
a

5. Criteres complémentaires d’intégrabilité

On a vu, (Théoréme 8.33) qu’on peut modifier une fonction intégrable
sur une partie finie de [a,b] sans modifier le caractére intégrable et la
valeur de 'intégrale. Dans ce paragraphe on va essayer de mieux connaitre
les parties sur lesquelles on peut ainsi modifier une fonction, et pour cela,
il y a du vocabulaire a introduire.

DEFINITION 8.49. — Soit A C R et f une application bornée de A dans R.
Soit A’ C A, on appelle oscillation de f sur A’ le diametre de f(A'), noté
w(f, A").

En prenant la formulation des espaces métriques, on a donc

w(f,A") = sup {|f(z) — fW)l; (z,y) € A%},

mais compte tenu de la relation d’ordre sur R, il est facile de vérifier que

850.  w(f,A') =sup{f(z); z € A’} —inf f(y); y € A},

ces nombres existant puisque f est bornée.

En effet V(z,y) € A2 on a, avec m et M bornes (inférieure et
supérieure) de f sur A’ : m f(:r) < Metm< f(y) S M doum—M <
(:c) fly) < M —m, dou A M—m;
puis si € > 0 est fixé, il existe zg et yg tels que M — ¢ < f(xo) < Met
m < f(yo) S m+e,dou M —m—2e < f(zo) — f(yo) < M — m; mais
alors, si M — m > 0, on choisit € assez petit pour que M —m — 2 > 0
etona M —m — 2 < |f(z0) — f(yo)| Qo w(f,A') > M —m — 2,
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ceci étant vrai pour tout € assez petit donnera w(f, A’) > M — m dou
Pétalité w(f, A’) = M — m, qui devient évidente si M = m car alors f
est constante. |

DEFINITION 8.51. — Soit A une partie de R et f une application bornée de
A dans R. On appelle oscillation de f en x le scalaire
wz(f) = inf {w(f, I N A); VI intervalle ouvert contenant z}.

Cette borne inférieure existe puisque les w(f,I N A) sont positifs.
Parmi les I figurent tous les intervalles J, =]z — o,z + ¢, & > 0,
donc en notant wi(f) = inf {w(f,Jo N A); a@ > 0}, on a de maniére
évidente wz(f) < wi(f); puis pour tout I intervalle ouvert contenant z,
Ja>0,ze Jy, CI,dou

w(f,Ja N A) < w(f,INA); a fortiori wl(f) < w(f,IN A)

et cette inégalité valable pour tout I conduit & w}(f) < wz(f), done :

THEOREME 8.52. — L'oscillation de f en z est encore égale a :
wz(f) = inf {w(f,]z — o,z + a[NA); a > 0}.

THEOREME 8.53. — On a f continue en xg si et seulement si wzy(f) = 0.

On part de f application de A dans R et de zg dans A.
Si f est continue en zg, soit € > 0, Joo > O tel que z € A et

|2 — 20l < a = |£(@) - f(zo)| < 5

Donc ¥(z,y) € (ANlzo — o, 20 + af)?, |f(z) — f(y))| < € donc
w(f, ANjzo — o,z + f) < € dott wzy(f) < € et ce pour tout € > 0 :
on a wg,(f)=0.

Si wzo(f) =0, soit € > 0, o > 0 tel que w(f, ANjzo—a,zo+af) < e
donc a fortiori, Yz € AN)zg — a,zo + ¢, |f(z) — f(zo)| <K €:ona f
continue en xg |

REMARQUE 8.54. — D’une certaine fagon, Poscillation de f en zg généralise

la notion de discontinuité de premiére étape. En effet, si f admet en zg

une discontinuité de premiére espéce, comme pour h €]0,a C et A’ €]0, o]
telsquezg+h € Aetzg—h € Aona

|f(zo + k) — f(zo — I)| < w(f,]z0 — @, 20 + 2[NA),

en passant a la limite pour h et b’ tendant vers 0 on aura

|f(zo +0) — f(zo — 0)| < w(f,]zo — @, zp + @[NA), donc a fortiori

8.55. |f(zo +0) — f(zo — 0)| < wzo(f)-
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Mais linégalité peut étre stricte, (imaginez que f(rp) prenne une
valeur colossale, cela interviendra dans wg,(f), pas dans les limites &
droite et & gauche.

Enfin Poscillation de f borné existe toujours, méme si f n’a pas en zg
de discontinuité de premiere espéce.

THEOREME 8.56. — Soit f bornée de A dans R et a un réel strictement
positif. Lensemble Go, = {z € A; wz(f) 2> a} est un fermé de A.

4] —W:co(f)

Car si 29 € Go, on a wz(f) < @, donc sie = 2

intervalle ouvert I contenant zg tel que

il existe un

wro(f) S w(f, 1N A) S wo(f) +e = _a+“;$o(f) <

Mais alors, pour tout  de I N A, I est un intervalle ouvert contenant
z, donc wz(f) S w(f,INA)<a:onalNAC (A-Gg) qui est donc
ouvert comme voisinage de chacun de ses points. |

Quel est le lien avec I'intégrale de Darboux? Nous y venons, patience.

THEOREME, 8.57. — Soit f bornée de [a,b] dans R. La fonction qui & x
associe Loscillation de f en x est bornée, et si w est sa borne supérieure,
Ve>0,3d:y=a<y <...<yn=>b, subdivision de [a,b] telle que
Vi=0,1,...,n—1, on ait w(f, [yi, Yi+1]) <w +e.

Comme R est un intervalle de R contenant z, pour f bornée sur A on
awz(f) < w(f,RNA) =w(f,A), donc la fonction z ~+ w(f) est bornée.

Notation. Comme on ne garde qu’une fonction f, on simplifie les
notations en posant wy pour wy(f), et w(A’) pour w(f, A’), avec A’ partie
de A.

Soit € > 0 fixé, pour z € [a,b], wz < w < w + €, donc vu la définition
de wg, Joz > 0, w(]z — az,z + az[Na,b]) < w + ¢, donc a fortiori avec
0 < hz < az, on aura w([z — hg,z + hg| N [a,b]) < w + ¢, (si la partie
«diminue » le diametre diminue, et les w (arthur) sont des diameétres, ne
l'oublions pas).

Le c6té compact de [a, b] va servir.

On a [a,b] C U |z — hg, z + hg[, donc on extrait un recouvrement
z€[a,b]

fini de [a, b] associé aux points z1, . .., Zp. On considére Pensemble formé

des éléments a, b, des z; + hy,; et des z; — hz, qui sont dans [a,b]. On
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réordonne ces éléments en une subdivisiona =yg < y;1 < ... <ypn=2>b
de [a, b].

Soit [y;,¥;j+1], (pour 0 < j < n — 1) un segment de la subdivision. I1

. - i + Y5 .
existe un indice ¢ < p tel que le milieu Yi T Y51 _ t; soit dans
. V4
@i — hay, Ti + ha, [ puisque [a,6] C | J1zi — hay, 73 + bay -
=1

Mais alors, si ; — hg; € [a,b], cest un y;s de la subdivision, avec
yj» < t;j. Comme les éléments sont ordonnés dans la subdivision, c’est
que y;» < yj, (il n’y a pas de yi dans 19j,Yj+1]) dou z; — hg; < y; dans
ce cas; et si z; — hy; < a, a fortiori T; — hy; < y;; on justifierait de méme
que T; + hg; > yj41, done [y;,y;41] C [#; — ha;, %; + ha,] et en passant
aux oscillations de f, il vient bien
w([yj, y5+1]) < w([z; — hay, x5 + he ] N [a,b]) <w +e.

THEOREME 8.58. — Soit f bornée de [a,b] dans R. Elle est Darboux

integrable sur [a, ] si et seulement si, Ve > 0, Vo > 0, il existe une famille
q

finie d’intervalles ouverts |¢;,d;[, i = 1,...,q, tels que Z(dz —¢)Sc€et
=1

q
Ga = {z € [a,8]; waz(f) > @} C | Jlai, dil

=1

Intuitivement, on englobe les oscillations trop grandes dans une réu-
nion finie d’intervalles de somme de longueur arbitrairement petite.

Soit f Darboux intégrable sur [a,b], € > 0 et @ > 0 donnés. Il

existe une subdivision d : @ = g < 7] < ... < zp, = b telle que
n—1
ea
0< Sy(d) = 57(d) = > (@i1 — i) (Mi(f) — mi(f)) < =, (Théoreme
=0

8.20), le % étant 1a pour que tout s’arrange a la fin.
Mais M;(f) — m;(f) est Yoscillation de f sur [z;,z;+1], (voir 8.50),
notée w([z;, Ti+1])-
Onnote I = {i; 0 < i < n—1; w([zi,zi41]) = a}.
Si ¢ & I, loscillation de f sur [z;,Z;+1] est w([z;, zi41]) < a.
Mais alors, si z €]z;, Z;+1[, = est intérieur a [z;, Z;41]
donc wz(f) < w(f,zi, ziv1[N[a, b)) < w([zi, Tit1]) < @,
donc |z;,z;1+1[NGo = D, avec G = {z € [a,b]; wz(f) = a},
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dou G, C U lziyziva[ | U {z:,0 < i < n}.
i€ly
On a alors, si ¢ € Iy, < w([z;, zi+1]) = M;(f) — mi(f) done
Y al@iyn — )< Y (Tig1 — 2:) (Mi(f) —mi(f)) < Sp(d) — s4(d)

i€l, ’LGIa

£2 o Z (Tit1 — ;) < g, (tiens, o a disparu).
i€l
Pour tout i de {0,...,n} on pose u; = z; — m et
€ zn: 2e €
v;=z;+———,onaura » (v;—u)=M+1) —x =,
4(n+1) = 4n+1) 2

n
et finalement G, C U i, ziva[ | U (U]ui, 'vz[> , la somme des
1€l =0

longueurs de ces intervalles étant majorée par . On a le critere.

Réciproguement Soit f bornée sur [a,b] vérifiant le critere. Soit a > 0
et ¢ > 0, il existe une famille finie de g intervalles |c;, d;[ tels que

q q
Ga C Jles,dif et ) (di —ci) <€’
=1 =1
On peut supposer les [¢;,d;] disjoints, car si par exemple [¢;,d;] N
leir,dir] # D, [eiydi] U [eyr,dyr] est un intervalle (union de connexes
d’intersection non vide), c’est [u, v] avec u = inf (¢;, ¢;/) et v = sup (d;, dyr) J}
et si on remplace ]c;,d;[ et |c,dy, [ par Ju,v[ les conditions restent
vérifiées car |c;, d;[U]cy, dy[Clu,v] et (v —u) < (d; — &) + (dy — cp).
(Attention la condition d’intersection porte sur les segments).
On suppose alors I'indexation telle que ¢; < d] < c2 < dg < ... <
cq < dg.
Sia < ¢, on pose Ip = [a,c1];
puis I1 = [d1,¢2),..., Ij1 = [dq_l,cq], et sidg < b, Iy = [dg,b].
(8i c1 < a, I nexiste pas, si dg > b, I; n’existe pas).
q
Comme G, C U]a;,d,-[ on a Go NI, = O, donc pour tout z
=1
de I},wz < @, la borne supérieure des w, sur Ij est donc inférieure
ou égale a «, et le théoréme 8.57 appliqué au segment I}, et & «&»

= @, (attention, le « £ » du théoréme 8.57), il existe donc une subdivision

8 - y(k) ( )<< y( (zc) de Iy telle que L..J([yJ , ;ﬁ_)l]) <a+a,
pour j —0,1,...,n(k)—1
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Vous suivez toujours? Alors on continue. (De toute fagon aujourd’hui
il pleut, et malgré la somptuosité des ors et des rouges des feuillages
d’automne que je vois par la fenétre, je n’ai pas envie de sortir.)

Soit d la subdivision de [a, b] formée de a, b et des points y§k), pour
k = 0, (ou pas 0), 1,2,...,9 — 1,q, (ou pas q); et avec k fixé, pour
j=0,1,...,n(k), ceci pour chaque k.

On met tout dans un sac, et on réordonneend: 20 =a <21 < ... <
zp=h

Soit {25, 2s+1] un tel segment, si on se rappelle que les 6 étaient des
subdivisions de [a,c;] ou de [d;,¢;+1],- .., chaque [25,25+1] est soit un

W3, 5], soit un [c;, di].

On peut donc, (accrochez-vous bien), regrouper les termes de

S¢(d) — s¢(d) en les (d; — c;)w([ci, ds]) et les

n(k)—1 n(k)—1
S (8- ) (0]) <20 (4540 -f9)
j=0 =0

< 2a longueur (I).

On a donc
k=g—1(ou q)
Sgd)—ss(d)< > (2a) longueur ()
k=0(ou 1)

q
+>(di — ei)w([es, di]).-
=1

Les I, étant disjoints, et Poscillation de f sur [c;, d;] majorée par celle
de f sur [a, b], notée w([a, b]), on a finalement

q
Sp(d) — s5(d) < (20)(b— @) + w([a,8]) Y _(di — ;)

=1

< (2a)(b - a) + w([a, b])’.

(Si vous ne savez plus qui est €', allez voir le début de la réciproque.).

Mais alors, 7 > 0 étant donné, si au départ on prend a < 4((,11 a)

ete < , on conclut a P'existence de d subdivision de [a, b] telle

" __
2w([a, b))
que S¢(d) — s¢(d) < 1, donc a lintégrabilité de f. ]
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J’ai bien cru ne pas le terminer celui-la, d’autant que 'un de mes fils
écoute une musique de sauvage en ce moment, ce qui ne facilite pas la
concentration.

DEFINITION 8.59. — Une partie A de R est appelée groupe intégrable si,
Ve > 0 il existe une famille ﬁnze d’intervalles ouverts |c;,d;[,(1 < j < q)

telle que A C U]cJ,d [et Z(dJ —¢j) <
j=1 j=1

\
\

Le théoréme 8.58 se formule donc en disant que f est Darboux
intégrable si et seulement si, Vo > 0,Go = {z,wz(f) > o} est un
groupe intégrable.

Soit alors une famille dénombrable (J¢p, dn[)nen d’intervalles ouverts.
Si la série de terme général positif d, — c, est convergente, sa somme

oo

Z (dn — cn) sera appelée la longueur de cette famille.

n=0

DEFINITION 8.60. — Une partie A de R est dite de mesure nulle, (au sens
de Darboux) si, Ve > 0, il existe une famille dénombrable d’intervalles
ouverts, de longueur < ¢, telle que A soit contenu dans la réunion de ces
intervalles.

Un groupe intégrable est donc de mesure nulle, mais la réciproque est
fausse car dans groupe intégrable on impose le caractére fini 4 la famille
des intervalles.

Avant de voir d'un peu plus prés des ensembles de mesure nulle,
justifions le

THEOREME 8.61. — (Critére d’intégrabilité) Une fonction f bornée de [a, b]
dans R est Darboux intégrable si et seulement si l’ensemble de ses points
de discontinuité est de mesure nulle, (ou sens de Darboux).

Soit f Darboux intégrable sur [a, b] et D = {points de discontinuité},
Cest encore 'ensemble des z tels que wy(f) > 0, (Théoreme 8.53), donc
1
D= U G (1/n)» avec Gy = {z; wz(f) 2 ;}
neEN*
Comme f est intégrable, chaque G, /n €St un groupe intégrable, donc
€ > 0 étant donné, il existe une famille F, ﬁmeé d’intervalles ouverts,

dont la réunion contient G /,,, et de longueur < on
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Mais alors D est contenu dans la réunion des intervalles ouverts
de la famille dénombrable F = U Fn, de longueur £ € car pour

neN*
toute somme d’un nombre fini de longueurs d’intervalles de F, on majore

q
, . € € .
par une somme d’un nombre fini des ol or _;_ oF est majorée par
n=1

1 1
2 2e+l i . . "
el —1— <€ : D est bien de mesure nulle, (voir la définition 8.60).
1-=
2

Réciproquement, si D est de mesure nulle, soit £ > 0, il existe une famille
dénombrable (Jcp, dn[)neN d'intervalles ouverts, tels que
[o ]

Z(dn—cn) <eetD C U]on,dn[. Comme Vo > 0 on a G, C D,
n=0 neN’

et que G, est un fermé de [a, b] compact, (voir le théoréme 8.56), G, est
compact, et du recouvrement de G, par les ouverts |cy, dp[, on extrait
une famille finie d’intervalles ouverts |cp,dn|, dont la réunion contient
Gq, et dont la somme des longueurs est inférieure i € : le théoréme 8.58
s’applique et donne f Darboux intégrable. ]

Dernier point : que sont ces ensembles de mesure nulle au sens
de Darboux? Nous allons vérifier que les ensembles dénombrables sont
de mesure nulle, et voir qu'il y a des ensembles de mesure nulle non
dénombrables.

Il en résultera que les fonctions réglées, (étudiées au chapitre 12)
seront Darboux intégrables, car leur ensemble de points de discontinuité
est dénombrable, donc de mesure nulle, mais qu’il y a des fonctions
Darboux intégrables, non réglées, et nous en donnerons un exemple au
chapitre 12, voir 12.48.

THEOREME 8.62. — Les ensembles dénombrables sont de mesure nulle, (au
sens de Darboux).

Soit A = (an)neN une partie dénombrable stricte de R. On a A C

€ € . .
nLéL]an ~ 5T an + W[’ (avec € > 0), et 1a famille dénombrable des

oo
. € € ——1
intervalles Ja,, — gnF2)0n + 5rg [ est de longueur ¢ z ST = & |

n=0

Les ensembles finis sont a fortiori de mesure nulle.
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THEOREME 8.63. — Il existe des ensembles de mesure nulle, (au sens de
Darboux), non dénombrables.

L’ensemble de Cantor va étre un tel ensemble.
Soit A = [0, 1], on coupe en 3 et on garde les tiers du milieu :

12
P

On recoupe chaque tiers en 3 et on garde le tiers médian : d’ous

A—lgluééuz§
2% |99 |9’9| |99

Plus généralement on pose

n—l -1

U ]3z+1 3z+2

——1|, et on considére B = [0,1] — ( U An> .

=0 neEN*

On a un fermé de [0, 1], les A, étant ouverts et leur réunion aussi.

C’est un ensemble de mesure nulle, (et méme c’est un groupe intégrable).Jj

p
En effet, Vp € N*, U A, C U A, dou, pour les complémentaires,
n=1 neN*
P
Bc[0,1]— U Ay = Cp, et on va justifier par récurrence sur p, que Cp
n=1

1
est réunion de 2P segments disjoints de longueur 3
1, 2
Pourp =1,C; = [0, §] U [§’ 1] est réunion de 2 segments de longueur
1
3 chacun; puis Co = (B — A1) — A2 = C1 — Ag : dans chacun des 2
segments précédents on ne garde que les 2 tiers extrémes, d’ott Co réunion

de 2 x 2 = 4 segments de longueur 3

Enfin on passe de Cp_; & Cp = Cp_1 — Ay en divisant chacun des
2P~1 segments disjoints qui forment Cp—1 en 3 et en ne gardant que
les 2 tiers extrémes de chacun de ces segments, d’ott Cp est réunion de

1
2 x 2P~1 = 2P segments disjoints de longueur 3 chacun.



Intégrale de Riemann 303

2\ ™0
Soit alors € > 0, Ing, 3 < g On considere les 2™° segments
qui constituent Cp,, et si [a;,b;] est un tel segment on pose ¢; =
1 1
a; — m’di = b; + 3Tgm o0 @ [a;,b;] Cle;,d;[ et B est contenu

dans les 270 intervalles ouverts |c;, d;[ ainsi construits, dont la somme
des longueurs est majorée par

1 o 1 o
2.3n0+2 '370—2'%<€,

on a bien B groupe intégrable, (définition 8.59), donc de mesure nulle.

2m0 . 2.

Enfin B est équipotent a R

En reprenant le fait que B C Cp, pour tout p € N, avec les notations
précédentes, on va associer a chaque z de B, un réel de [0, 1].

1 2
SizeB,zeC; =0, §] u [f’;’ 1] donc z est soit dans le premier, soit
dans le dernier tiers de [0, 1]. Dans le 1°¥ cas on pose a; = 0, dans le 2°
cas,a; = 1.
A la 2° étape, z est dans le 1°T ou le 3€ tiers obtenu en fractionnant

en 3 le tiers de la 17€ étape qui le contenait. Si c’est le 1°, on pose ag = 0,
si c’est le dernier on pose az = 1.

A la n®™Me gtape, z est dans un intervalle de longueur T On

fractionne ce segment en 3 et  est soit dans le 1°T tiers, on posera alors
a, = 0, soit dans le 3%, et on posera a, = 1.
On définit ainsi des a,, € {0, 1}, de maniére unique, pour z donné, et
on pose O(z) = 0,aja2a3...ay, ..., écriture en base 2 d’un réel, en fait
oo
b@) = o=

EH-
n=1
Lapplication  est injective, car si 6(z) = 6(z’), & chaque étape z est
dans le méme segment de longueur I segments emboités de longueur

qui tend vers 0, mais alors cette intersection est réduite a4 un singleton
doi z = 7/, (Théoreme 5.51).

o0
1
Enfin 0 est une surjection de B sur (0, 1]. D’abord 0(z) < Z o = 1,

n=1
o o= Ui ) .
puis, soit y = Z % (u; € {0,1}) un réel de [0, 1], (avec la convention,

=1
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si les u; sont tous égaux a 1 pour i > i, et si u;,—1 = 0, on pose u;, =1
et u; =0, Vi > ig; donc 1 est le seul réel avec les u; tous égaux a 1).
On note [, 01] = le 17, (resp. le 3°) tiers de [0, 1] si u; = 0, (resp 1);
puis [ag, B2] = le 1%, (resp le 3°) tiers de [, B1] si ug =0, (resp 1);
et on continue ainsi avec

[@n+1, Bn+1] = le 1%, (resp. le 3°) tiers de [an, On] si up+1 = 0, (vesp.
1).

Les [an, Bn] sont des segments emboités de longueur qui tend vers

0, donc n [on, Br] est un singleton {z}, (5.51), et par construction z
neEN*

n'est dans aucun Ap, (n € N*) donc z € B et vu la définition de 6, on

aura 0(z) = y, dou finalement 6 bijection de B sur [0,1] : l'ensemble

de Cantor est bien de mesure nulle (au sens de Darboux) de cardinal non

dénombrable.

Ceci termine ce chapitre sur l'intégrale de Riemann, ou il a été surtout
question de Darboux. L'étude de l'intégrale de Lebesgue permettra de
reprendre ces notions en mettant ’accent sur les parties mesurables, puis
de mesure nulle, mais elle se formule dans un cadre plus général ou
I'importance de l'ordre sur R disparait. Mais c’est une autre histoire et
je laisse a d’autres le soin de I'exposer.

EXERCICES

b
1. Soit f intégrable sur [a,b], > O sur [a, ], telle que / f=0.
a

Construire des segments emboités [ap, bn] tels que f(z) <
[ana bn] .

sur

S

b b
En déduire que 'hypothése / f =0 est absurde, (dou / f>0.
a a

2. Trouver les applications f continues de [0, +o0o[ dans R, vérifiant,
pour tout z,y = 0 :

s@sw= [ ”yl F@)at.

|z—y
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4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.
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1
On considere la suite rélle des u, = / t"sin 7t dt. Donner une

0
relation de récurrence permettant de calculer u,. Nature de la série
des up, calcul de la somme en cas de convergence.

1
On pose a, = / (1 — t + t®)"dt. Montrer que lim an = 0, et
n—+00

que la série des (—1)™ay, converge. Trouver une relation du type
an = f(n)ap—1 + g(n), ou f et g sont des fonctions rationnelles.

2
Montrer que a, ~ —.
n
Soit f € C2([0, 400, R) telle que li{li-l f(z) existe et
—1T00

z+1
T~ / (f ”)2 est bornée. Montrer que lim f/(z) =0
; T—+00

Soit ¢ € C([a,b],R%) ayant un maximum unique sur [a,b], et
fe CO([G, b, R).

Trouver lim u, avec u, =
n—-+00

Soit n € N*, f € C%[a,b],R) telle que Vk € N, k < 7, on ait

tkf (t)dt = 0. Montrer que f admet au moins n + 1 zéros sur
a
]a, b[.

1
Soit u, = —————, montrer que [ = lim wu, existe et
\/ k§ + n§ n—-+00

donner un éq;ivalent de u, — L.

Soit f : [0,1] ~» R, de classe C. Montrer qu'il existe o € R tel que

_Zf( ) /f(:c)da:+ + ()avecn_l_igoog(n):

1 n
t
Soit I, = ————dt. Déterminer lim I, puis lim (nl,).
0 n—+o0o n—+00

V1+itn
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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V3 2z
Calculer / Arcsin —2da:.
0 14z

Soit f € CO(R,R). Etudier la suite des uy, avec
1+2
Up =N / f(z™)dz.
1

Soit f : R — R intégrable sur tout compact et telle que

. . . 1 A iz
zll’liloo f(z) = 0. Déterminer All»rfoo o) /_ R f(z)e**dz.

Soit Ea,ﬂ = {f € cl([oa ll’R)’ f(O) =a, f(l) = ,3} et
1
I(f) = f fl2(t)dt. Déterminer Inf {I(f), f € E, g}
0

Soit f€C9([0,1],R) et E={u € °([0, 1], [0, 1]), w(0) =0, u(1) =1}.
Calculer sup { /0 Y Fluo)dt; u e E}

Soit Uy, ensemble des polyndmes unitaires de degré n, a coefficients
réels.

1 P2(t)dt

Montrer que inf { / %—; Pc Un} est atteint pour P pro-
-1 - .

portionnel au polynéme P, défini par P,(cosf) = cosnf, (po-

lynémes de Tchebichef).

Soit f : [0,1] — R continue, et ¢ : R — R convexe.

Montrer que : ¢ (/01 f(t)dt) < Al(¢of)(t)dt.

1
2 _ z 4+ — = 0. Montrer que

Soit u et v les racines de I'équation = 0

pour tout polynéme P de R5[X] on a

/0 " Pyt = 11—8 [5 P(u)+8P (%) +5 P(v)] .



19.

20.

21.

22.

23.
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1
Soit f € €9([0,1], [a,b]) ot a < 0 < b, telle que / f=0.
0

1
Montrer que / f2 < —ab.
0

Soit E = {f € C'([0,1],R); f(0) =0, f(1) =1}.
Calculer inf{/1 |f —f'l; f€E}.
0

Soit f continue, a valeurs positives, sur [0, 1].

Déterminer n_l_i’r_{_loo < /0 ' ( f(;,;))nd:z:>

n

Soit f continue strictement positive sur [0, 1].

1 n
Déterminer lim < / (fa:))l/"d:z:) .
n—+oo 0

1 dt
0 = [ ———  _ Etudier la suite d )
n pose an /0 1+t+...+tn udier la sun es an

Equivalent de a,, — [ si ] est la limite de la suite.

Soit f € C1([0,1],R). Donner un développement limité d’ordre 2 de
1

an=/0 z" f(z)dz.

SOLUTIONS

b
Soit £y = b—a, avec I = 0=/ £, Jaz > 0 tel que p(d) < o implique

0< Sp(d) — I < S(d) — 54(d) < €1, on 0 < S7(d) < b—a.

Si d est la subdivision a = 79 < 71 < ... < Zn = b, et si sur chaque
n—1

[@3, T541] le maximum M;(f) est > 1, on aurait S¢(d) > Z(zi.,.l —x;) =

=0
b — a : absurde, donc sur I'un des [x;,z;+1] on a M;(f) < 1. En notant
[a1,b1] ce segment, on a [a1,b1] C [a, b], avec f(z) < 1 sur [ay, b1].
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b a1 by b
De plus, / f=0= / f+ / f+ / f est somme de nombres
a a al by

b1
positifs donc nuls : on a f=0.
a1
Mais alors avec £2 = b ; 91 , Jag tel quavec d subdivision de [a1, b1] cette

fois, vérifiant p(d) < a2, on ait 0 < Sy(d) < b ; 2

La encore un segment de la subdivision est tel que le maximum de f

est < l, (si tous les maxima sont > %,Sf(d) > (b1 —a1) - %), d’ou

2 ) by
[a2,b2] C [a1,b1] avee f(z) < 5 sur [a2,b2] et f = 0. On peut
az
1
continuer et construire ainsi des segments emboités [an, bn], avec f(z) < -
bn
Sur [an, bn] et f=0.
an
De plus on peut imposer a; < 1, az < %, e ar < % ce qui donnera
bp—ar < % Comme lil_'Tr_l (bn—an) = 0, le théoréme des fermés emboités
n—-1+00
dans un complet s’applique et ﬂ [an, bn] = {z0}-

neN

Comme zg € [an,bn], f(zo) < % et ce, Vn € N, dour f(zo) = 0 cest exclu.

b
Onadonc/ f>0.
a

S’il n’y avait pas la valeur absolue, on pourrait dériver (en z ou y) le second
membre, d’ou I'idée de faire sauter cette valeur absolue, ce qui conduit a
définir f sur R.

On a d’abord, (z = y = 0) (£(0))2 = 0 donc f(0) = 0.

On définit g, impaire sur R, & partir de f : [0, +oog—» R telle que f(0) =0,
en posant g(z) = f(z) siz 2> 0 et g(z) = —f(—z) siz < 0.

Comme f est continue, avec f(0) = 0, on a g continue.

T+y
Si f est solution du probleme, g vérifie :g(x)g(y) = / g(t)dt pour
=y
tout couple (x,y) de R2.
T4y
Eneffet,siz > y > 0, [2] sécrit f(z)f(y) = / g(t)dt,
lz—y

Cest vérifié; siy =2 z 2 0, @ devient :
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s@s= [ o= [ [Tr= [T

puisque la premiere intégrale est nulle, g étant impaire. Mais alors, I'égalité
est vérifiée.
Puis, si y < 0 < z, on doit vérifier que

z+y
—f(=y)f(z) = / g(t)dt, soit comme —y > 0,
-y
z—(—y) z+(—y)
i@ = [ awa=— [ g
z+(—y) z—(-y)
Si —y < z, z — (—y) = |z — (—y)]| et la relation s’écrit
z+(-y)
f@)f(—y) = / F(t)dt : elle est vérifiée; alors que —y > z donne
lz—=(-v)I
lz—(=9)I
z — (—y) = —|z — (—y)|, mais comme / g est nulle par imparité
—lz=(=9)I
de g, on est encore conduit & f(z)f(—y) = flzt((:z))l f, ce qui est vrai.
z+y
Enfin, si z < 0 < y, on doit établir —f(—z)f(y) = / g
Ty

—-z+y z+y T+yY
soit —f(—z)f(y) = / g+ / g= ] g, (toujours g impaire)
T—y —z+y —z+y

et on est ramené au cas précédent en inversant z et y. On traiterait de méme
lecasdez ety < 0.

Réciproquement, soit g impaire, nulle en 0, continue, vérifiant

z+y
: g(z)g(y) = / g(®)dt, Y(z,y) € R?, pour z et y positifs,
z—y oty
siz 2 v, gécrit g(z)g(y) = / g, alors que z < yetg
|z—yl
—z4y
impaire conduit & / g = 0dou
z—y

—z+y z+y z+y zT+y
g(m)g(y)=/ g+/ 9=/ g=/ g
z—y —z+y —z+y |lz—yl

Donc la restriction de g a [0, +00[ est solution du probléme initial.
Or, soit g une solution continue sur R de @ ,ona

T—Y z+y
9(x)9(-y) = / g=- / 9=—9(z)9(y)

+y -y
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dotr g(x)(g(v) + 9(-v)) =
Alors soit g = 0, soit g 1mpa.u'e, (avec = tel que g(z) # 0, on a Vy € R,
9(y) = —g(~y)); et si g impaire g(0) =

1l reste donc a résoudre ﬂ . Si on écarte la solution nulle, il existe a tel

T+a

que g(a) ;é 0, l'identité g(z)g(a) = / g prouve la dérivabilité de g, et
T

—a

g () = (a) ——(g(z + a) — g(z — a)) ; mais alors g’ est encore dérivable, et

g”(ﬂ = ﬁ, (¢'(z + a) — ¢'(z — a)) est continue.

T+y
Repartant de Iidentité g(z)g(y) = / - g, on dérive 2 fois en z, mais

aussi 2 fois en y, doi ¢"(2)g(y) = ¢/ (= +9) — ¢'(& — v) = 9(@)d’ (<’§>
g’ (a
@ ”

avec a tel que g(a) # O on est conduit a g” — A\g = 0, (avec A =

dou, si A =0, g(x) = az + b;
si A > 0, avec A = w?, g9(z) = achwz + Bshwz;

si\ <0, avec \ = —w?, g9(z) = acoswz + Bsinwz.
Mais on a dérivé, d’ou une vérification a faire, simplifiée car on cherche g
impaire, nulle en 0, et on est conduit a :

g(z) = 2z, ou g(z) = — shw:v ou %smw:t

Une intégration par parties, (u = t", dv = sinntdt dou du = nt™ 'dt,

1
v= - cos 7rt) conduit a

1
Un = 1 + g / " Lcos (nt)dt

7’ 0
. 1
_l.n <[tn—1M]3 _n=1 tn—zsm,,tdt) ,
™ s ™

™ 0
soit unp = % — F-(%r—z_——l)-un-z, (si n 2> 2) par une deuxidme intégration par
parties.
1
Puis, 0 < sinwt < 1 sur [0,1]=>0<un</ t"dt = il donc un
0
1 2
tend vers 0, donc lim wup42 = lim (l w ) =0
n—-+400 n—+o0o0 \ T s

T . .
et up ~ — :la série des un converge.
n
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Lid _ n+1
OnalU, = Zuk =/ (Zt ) sinwtdt = / a )sm7rtdt

k=0 k—O
1— tn+1
(avec lim ——— = 7n + 1 en fait). Comme sintl = 0, on a
t—1- 1-t . .
lim sinmt = lim = m = —m, donc la fonction g,
t—1- t—1 t—1— t—1
sin7t .
~ -1’ prolongeable par continuité en ¢ = 1, est bornée sur le compact

[0,1]. On a alors
1 1
Un = / g(t)dt — / t"*1g(t)dt avec
0 0

1 1
n+1 < n+1 dt = llglloo
[ s < [ gloat = Ll

dot hm Un = Zuk = / sint dt (ce qui donne directement la

n—+o00
k=0

convergence de la série des uy).

Soit u(t) = 1 —t + t2, u'(t) =2t — 1 gannuleen t = % donc u décroit
sur [0, %] et croit sur [ ,1], avec u(0) = u(l) = let u( )= 3 . Comme
= <u(t)<l,ona 'u,"+1(t) < u™(t), donc ap+1 < @

1
Soit € > 0, sur [g,1 — €], (on suppose € < —), u, continue est bornée et

atteint ses bornes, donc b = sup {u(t), e t < 1 — €} est un u(c) avec
c#Oet#1dou0<u(c) <1; (enfaltc—eoul—e)

Mais alors
€ 1—¢ 1
< / dt + / b™dt + / dt, soit
0 € l-¢

0< an < 26+ (1 —2e)07,

comme b € [0, 1], le majorant tend vers 2¢ si 7 tend vers 'infini, il devient
inférieur a 3¢ si n assez grand d’'on 11m an =0.

n—+400

Comme ar tend vers 0 en décroissant, la série alternée des (—1)"an
converge.

On peut chercher une relatlon en changeant de variable pour retrouver la

symétrie par rapport A 3 (parabole).
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_1
. 1 2 1 1 21™
Soit s = = —t,an = [1—(5 —s)+Z —s+s ] (—ds), ou encore
1

1/2 n 1/2 n
an = / (3+5) ds =2 / (3+5%)" ds, qui sintagre par
1 \4 0 4

parties :

an =2 ([s(% + sz)n]f - /1/2 2n (% + sz)n_l szds)
0

1/2 -1
e [ (#43-9) ()
=1 4n/0 (s +4 1 4+s ds

3
=1-2n (an — Zan_l) ,

3n

) 3n 1
dottan(l+2n) =1+ — an—1 donc an = 51+ 2m) ! + oo

1/2 3 N 3
On repart de an = 2/ (Z +s ) ds, on pose t = 1 + 32, d’ou, avec
0
n

1
s?O,s:”t—ids:Letan:Z/ —t
‘ 24/t 3 %2 t 3
T4 "1

impropre convergente en E).

n 1 n
Soit & G] V1, onaan—/ tdt / ¢ dt.
3
ki
« n
Puis/ t7dt Qa"/
3 3 3

1 t—z

moyenne, il existe c, entre o et 1 tel que

dt, (intégrale

et par la premiere formule de la

w

>

1— an+1

1 n 1
/ ¢ dt = ! /t"dt:——3.
@ 3 3 Ja
\/t-—z \/cn—z (n+1) on =7
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1
Or lim na" / dt = 0, et, si o est assez proche de 1 pour que
n—+o00 3

w

/ 3 . 3 _1
Cn — 1 soit proche de 1= on aura
_ An+l
n —1——0‘—- proche de 2,
3
(n+1)\/cn—z
2

d’ou finalement lim nan =2etan ~ —.
n—+oco n

>

Soit la formule de Taylor Lagrange a l'ordre 2, avec reste intégral entre x et
z+h,(h>0)ona

z+h
e+ h) - f(z) - hf'(z) = / (z+h— 1) f" (D),

d’ol, en majorant |z + h — t| par hsit € [z,z + h),
z+h
fe+m) =@ -rr@I< [ Hr el =h [

T x
Faire intervenir le carré de f”/, c'est... Cauchy Schwarz :

e+h \ 2 [ rz+h 1/2
|f(z+h)—f(z)=hf (&) <R (/ 12> (/ (f"(g))2dt>

z+h z+1
et, si onimpose h < 1, on aura / (f")2 < / (f")2 quantité bornée

T T

z+h
1-|f"(¢)|dt.

par hypothése.

On a donc une constante M telle que, Vh € [0, 1]

|f(z + k) — f(z) — hf'(z)| < RVRM.

En divisant par h, et en utilisant I'inégalité triangulaire on en déduit, pour
tout h de 0, 1] :

@) < Vin 4 LEE R = 1@

Mais alors, soit £ > 0, on fixe h €]0, 1] tel que VERM < -;-, puis, pour ce

h fixé, comme lim f(t) existe, on aura lim l|f(:z7 +h) — f(z)| =0,
t—+o00 z—+oo h
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donc il existe ¢ > 0 tel que pour tout = > zg, — |f(a:+h) f(@)| < %
finalement, & € > 0; on associe zg tel que z > :vo implique |f'(z)| < £:on

. ’ _
a_lim |f'(z)| =0.

Comme ¢ est continue strictement positive, il en est de méme de ™ donc
b

/ @™ > 0: un existe.
a

Soit ¢ le point de [a, b] ol ¢ atteint son unique maximum, M.

Poure >0, 3a>0,[z—c|<aetz€fab = |f(z) - flc) <& (fest
continue).

On note [u, v] = [a, b|N[c— ¢, c+a]. Sur le compact [a, b]—]u, v[, ¢ continue
est bornée, soit M’ 1a borne supérieure, on a 0 < M’ < M, (M maximum

sur [a, b] est atteint en ¢ uniquement).
!

Soit n = #, par continuité de ¢ en c, il existe 3 > 0, (auquel on
impose la condition 8 < a) tel que sur [a,b] N [c — B,¢c + ,B] [u1,v1] on

sit (@) - (9] < M2 gon p(a) > (o) - MM - MAM

2 2
On a alors :
b
/ S O(F(E) — F(e))dt
- f(C) = =4 b
/ " (t)dt
o O = FO) + oy "~ F))
oo '

/[ 1) /vgo“e
: b < ub
Lo | [#

o"(f - f(¢))
/[a,bl—[u,vl 2IIfI|ooM "(b—a)
Joen u "

Puis

XE;

et

< 2Ulflloo(b - a) M’
(v1 —u1) (M+M’)
2
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!

2 . . o
Comme M < 1, le majorant tend vers 0 si n tend vers Pinfini,

finalement & € > 0 on associe ng tel que Vn 2 ng |un — f(¢)| <
ona hm un = f(c), ¢ point de [a, b] o ¢ atteint son unique ma:umum

Supposons que f admette exactement r zéros ou elle change de signe, sur
]a, b[, notés ai,az,...,ar, avec T < n.
T
Le polynéme H(a: — a;) = P(z) change de signe en méme temps que f,
=1
donc le produit fP est nul en a;,...,ar, de signe constant sur [a,b], et
b

comme P € Vect(1,z,22,...,z"), on a fP = 0, dou (f continue)

f =0 en fait, (fP = 0 et les zéros de P 1solgs)

Donc si f # 0, elle admet au moins n + 1 zéros avec changement de signe
sur |a, b. Dans tous les cas f admet au moins n + 1 zéros sur ]a, b[.

On a up = —Z
‘/1+——

moyenne) donc [ = [Log (z+V1+ zﬁ)](l) = Log (1 + V2).

tend vers | = (formule de la

[ v
0 14+zx

1
1
En notant F' une primitive de f : £ ~» ——=, 0nal = =
P d T L

n k n
Z[H r=Y (ry-r
k=1Y"n k=1

-1

— 1) et on applique Taylor Lagrange a

Tordre 2, & F, entre k et g : il existe A\ entre k-1 et % tel que

n
k-1 k 1 k 1

an( FE) = 5z )

k=1
n n
1 1 1 Ix=,
=a = " a2 W
=1 k=1
1+ —
n

n 1
Comme lim 1 > 700 = || #@ae = 1) - 10) = Z -1
1
1— —

V2 = v2—1 si n tend vers 'infini.
2n 2\/511,

a finalement | — up ~
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On généralise P'exercice précédent Soit F une primitive de f sur [0, 1], elle
est de classe C2 et/ f= Z (F( )— F(—))

Puis F(T) - F(;) ——F’( ) +53 F"()\k) avec )y, entre k-

k
et — dou
n

1
-/ f=Z——f( )+ —Zf(m
k=

n 1
Comme nli’mm° % Zf/(’\k) = / f'(z)dz = f(1) — £(0), on a finale-

ment — Z f( )— / f= ( (O f(O)) (n) d’ou Yexistence de
_f (1) f (0)

,(et lim e(n)=0)
n—+00

S’il y a une logique dans ce texte, on doit s’attendre a trouver lirf I, =0,
n=—1+00
(ou pas de limite) sinon la deuxiéme question est ridicule.

1
t" . 1
Onal0 ——=<t"=>0< In < t"dt = : je vous le
. T ,—1I+tn0\ B n\/o ntl J
sais, lim In, =0.
n—-+o00
1 ntn_
Puis nl, = dt g'intégre par parties : u = t, (du = dt) et
\/1 +t"

dv = nt"_l(l +tM)V 24t = v =201 + tn)% donc
1 1
nln = [2ty/TF 7] — 2 / VIt+indt=2v2-2 / VI +trdt.
0 0
Comme pour t € [0, 1], lilf v/1+t"* = 1, limite uniforme sur [0, a], pour
n—1+00
a < 1, on écrit

1 1
nIn—2\/§=—2/ (\/1+t"—1)dt—2/ dt
0 0
1

tn

=-2 | ———dt
/0 1+/1+87

1 .
donc |n In — 2v/2 42| < 2/ t"dt = et lim nl,=2V2-2.
0 n—+o0o

2
+1
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2z 2(1 — z?)
1+ z2 1 +z2)2
siz € [0,1], f(z) croit de 0 a 1, puis si x croit de 1 2 v/3, f(z) décroit de 1 a

La fonction = ~» f(z) =

est définie sur R, f'(z) = donc

73. On va poser = = tg -;— mais en coupant l'intégrale en 1. Avec z = tg %

2c _1 2t _ —
ona T2 sintetdr = 2(1+tg 2)dt,2donc, comme t = 2Arctgz, I =
1 [2 <. 2t 1 [3 e 2t
= Arcsin (sint) - (1+tg“z)dt+ = Arcsin (sint) - (1+tg“2) dt,
2/, 2% 72 g 2

mais, sur [0, g], Arcsin (sint) = t, alors que sur [%, 2?77] Arcsin (sint) =
7 —t, dou ’

2 e
=1 b oaty [T T =tg
2\ Jo cos23 3 cos23
2 2 2

t
On détermine une primitive de 7 par une intégration par parties.

2
cos®
2

Soit FF = / ¢ dt. On pose u = t, dv = dt I dou du = dt,

t
2_ 2 _
Cos 3 cos®3

t t sinE . t
v = 2tg§ donc F(t) = 2ttg§ - [ 2—%dt soit F(t) = 2ttg§ +
cos =
2

t
4Log |cos §|.

Donc

1 T 27 Ly t

gy

)

= %(2(w+4Log§) —0- (2- 2?“\/§+4Log%)
+27(V3 - 1))

V3

soit [ = =3 tous calculs faits, mais sans aucune garantie.
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1,

Avec z" = t, soit x = t1/" tetz > 0)on adz = dt donc

a+dHH 1, a+5H"
Up = n/ f(t)tTdt soit un = / fit)tl/"dt Comme
1 1

n
lim (1 + -1—) =eet lim t'™ =1 on subodore que up, tendra vers
n—-+o0o n n—+o00

€ e
/ @dt donc on forme vn, = un — / -‘@dt. Ona
1 1

(D 50) gm )
vn = /1 S 1)t — ]( L2 g,

1+1)” t

Sur [1, €] la fonction g :~» @ est bornée, donc le module du 2° terme est

majoré par (e — (1 + %)")HgHoo, quantité qui tend vers 0 quand n tend
vers l'infini. n

Puis t ~» t!/™ — 1 est croissante sur [1, (1+ l) ] de 0 a 1 donc le
module du premier terme est majoré par " "

(1+2)" = 1) lglon > &= Llgle0 .

finalement 11m vn, = 0 donc hm Un / £ —2dt.

n—-+400 n—+400

(On a utilisé la croissance de la suite des (1 + ;)n)

Ona,Ve >0, 34,|z| > A = |f(z)| < &, don, comme || = 1,51 A > 4,
en posant

1 i 1[4 i
u(A)=ﬁ/_Af(z)e drc=5/_Af(w)e de

1 .
+— f(x)e**dz,
”LW+MH)

ﬁﬂw%

, majorant qui tend vers

1 [ ; 1
1T
alsy /_Af(z)e dz| <

2)
0 si A tend vers +00,

1

et — f(z)edz
2AA:&M4—AM

1
< = - <
< 2)‘2(/\ A <e
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d’oti, pour ) assez grand, [u(\)| < 2c:o0na N lil_'l:: u(A) =0.
— 100
La présence d’un carré fait penser Cauchy Schwarz.

1 2 1 1
’ _ _ 2 _ (5_ )2 2 ot
0“(/0 f) = (F) - FO)) = (B-0a) </0f /01"“

I(f) > (B — a)?, pour tout f € E, g, Vinf des I(f) est > (8 — a)?. or
la fonction t ~» g(t) = (B — a)t + a est telle que g(0) = a,g(1) = G,
elle est de classe C, donc g € E, g et Inf{I(f); f € Eap} < I(9).

1
I(g) = / (B—a)? =(B—-0a)?,Tinfest (B — a)?, il est atteint.
0

La fonction f est continue sur le compact [0, 1
bornes : il existe g € [0, 1] tel que | f(zo)| = |

.,fqlilonc bornée et atteint ses
100‘
De plus, ¥t € [0,1], |(f o u)(t)| < {|f]|co d'oit /0 [f(u(®)|dt < || flloo-

1
Il en résulte que 'ensemble des |f o u| admet une borne supérieure,

0
inférieure 2 || f||oo- En fait cest || f||co-
Pour le justifier, on construit des fonctions un valant zg sur presque tout

[0,1] : soit un, affine par morceaux, joignant les points (0,0); (%,zo) ;
(1 - %,zo) ; (1,1);avecn 2 2. On a un(0) =0,un(1) =1,

un(t) € [0,1], un continue et un(t) = zg sur [%, 1- l] dotr

n
1 1-1 1-1
n n 2
f) el > [ sunentae= [ e = (1= 2) 151
9 1
d'ot (1 - ;) 1 f]loo < sup{/ |foul; u € E} < ||fl||loo et comme cest

vrai pour tout 7, on a bien || f||cc pour borne supérieure.

n
Pu) = e o+ 5in0” = e (S0 0),
k=0
= C8 cos™d — C2 cos™26(1 — cos26)
+ Ch cos"40(1 — cos26)? +. ..

est un polynéme en cos 6, de degré n, de coefficient directeur
Co+Ci4+Ch+...=2""1,
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Les P, (0 < k < n) étant de degrés échelonnés, forment une base de
Pespace vectoriel des polyndomes de degré n ou plus.

n—1
Donc P € Uy, s'écrit P = 2,1:’_‘1 + AP
=0
1 n
Posons An = 21’1_—1’ et P= Z AkPk.
k=0
b _P)
—1V1-— 12
! Vwol 1o
V14t V1i-—t

variable § = Arccost, (8 € [0, 7]) donne

Lintégrale impropre dt est convergente en —1 et 1 (fonction

intégrée O )) et en fait, le changement de

n 2
> APe(cos o)) (—sin6)do

/1 mdtzj()(k:o

-1 V1=t

sinf

n n
D) " Aedi(cos k6 cos 16)df.

T™
™
0 k=01=0

T s
Or/ cos2lc0=/ww:Esik;ﬁO;:wsik:O,
A A 2 2

T T
ot / cos k cos 10d8 = % / (cos (k + 1)8 + cos (k — )9) df = 0
0 JO

1

2 n
pour k # I, dotr / P—(t)dt =z 2X3 + Z /\ﬁ est minimum pour
-1 V1-t 2 =1

P dans Uy, (i.e. tel que Ap, = 2n—1_1) si et seulement si les A\ sont nuls
pour k =0,1,...,n — 1, dou le résultat.

D’abord, ¢, connexe, est continue, donc ¢ o f sera continue sur [0, 1], donc
intégrable.

En effet, soit 1 < z2 < z3, At €]0, 1], z2 = tz1 + (1 — t)z3 don

¢(z2) < to(z1) + (1 — t)p(xz3) par convexité de .

Mais alors @(z2) — ¢(z1) < (1 — t)(p(z3) — ¢(z1)). On divise par
g —x1 = (1 —t)(x3 — z1), don

w(z2) — p(z1) < p(z3) — (1)
T2 — T1 T3 —T1

#(@) — (1)
T —x

Il en résulte que la fonction z ~~ est croissante sur |1, +00].
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Or gécrit encore t(p(z3) — p(z1)) < p(z3) — ¢(z2), relation que Fon
divise par t(z3 — 1) = z3 — T2, (quantité positive) d’'ott

p(z3) — p(z1) < p(x3) — p(x2)
3 — 1 T3 — T2

d’ou a fortiori

w(z2) — (1) < p(z3) — p(z2)
o — I1 3 — T2

+ p(z3) — p(z2)
T3 — T3

Pour z7 fixé, si 3 tend vers T,
i £(@3) = 9(22)

1:3—)1; T3 — T2

continuité a droite.

décroit, est minoré, donc

existe : ¢ est dérivable a droite en z3, d'ou la

©(z) — p(x2)
T — T2

] — 00, z2[, majorée, d’oir ¢ dérivable a gauche en x2 donc continue & gauche.

Venons-en a I'exercice.

1 -1
. 1
a /) f@t)dt = h = E ( ) donc, (¢ continue),

1 . n—1
o[ 1) = nm_o (% > f(%))
'n—>+oo n Z 4 (f( ))

par action de ¢ connexe sur un isobarycentre, d’oli, comme ¢ o f intégrable

Mais de méme on justifierait que £ ~~ est croissante sur

N

1
< /0 (o F)(t)dt.

Par linéarité de I'intégrale, on vérifie la relation pour
P(t) =1,t,t3,t3,t4,t>. Onau+v=1etuv = 1—10.

1
P(t)y=1: / P=1 (5(P(u)+P(v))+8P( )) 8(5+5+8) =1
0
1
P(t) =t,/ P= l,relatlon 8(5(u+’v)+8. %) = 1l8(5+4) = %
0

=2 =1 ~.i( 2 442 §)
P(t)—t,/(; P—?’,relatnon.18 5(u +v)+4 .
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- 1_4_ 2, 2

oru? +v?=u 10+v =@u+v)—-—==1 F=g=u v
On aura besoin de u® + v3 ,ut +'v et u® +v

Comme u3 = u(u?) = u(u—— )-u —Z onaud+vd =u +v2_u_+'v

41 710 10 10

smtu +'u =§_1_0=ﬁ'

o4_ 3 W s v 4, . 4_.3,..3_ 1,2 o
Puisul =ud— =, (vt =v —i—d)=>u +v*=u+v —1—(u +v%)

donut +ot = r_1 (é) = ﬂ;enﬁn'u,5+v5 = u4+v4—%(u3+'a3)

10 10.\5 50
soit ud + 0% = = 7 -—E
50 100‘2‘?' o 6
_2l_i( 4 _)__
PourP(t)—t,3—18 5 5+4 =15
— 3 on doit véri l_i(l )_li’. ‘.
Pour P(t) =t¢ ondoxtvénﬁer4—18 5(10)+1 —18(2)-"1‘31,
= 4, Cest égali l_i( 31 l)_lﬁ -2,
pour P(t) = t%, clest l'égalité T 5(50)+ 3) = 18(10) ="
vérifiée;
1 1 1,11
enfin, pour P(t) = t°, onag——8(5( )+ )—E(T+Z)—-18

De tels exercices reposent!

Quand je vois un carré, tel le taureau sur le rouge, je fonce sur Cauchy
Schwarz... et bien non, pas ici.

Corinme a < f(t) < b,ona (f(t)—b)(f(t) —a) < 0 sur [0,1], dou
/ (£2(t)) — (@ +b)f(t) +ab) dt < O et comme/ f = 0, il reste

/ f < —ab.
0

Si on pose g(t) = et f(t), pour f de classe C?,
onag'(t) = et (f/(t) - (1), dou |f - f'| = *lg'(B)].
On introduit F = {g € C!([0,1],R); g(0) = 0,9(1) = %} et on a

f € E & g définie par g(t) = e~ f(t) est dans F.
Mais alors, pour toute fonction f de E, on a

1 1 1 1
1 t 1 / ! = -
/0 lf=fl= /0 e’lg (¢)|dt > /0 lg'(t)|dt > /0 g (t)dt = g(1) —g(0)

1 1
soitﬁnalement%Q/ |f—f’|:onaé<inf{/ If = f'l; f € E}.
0 0
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1

. . 1 1 n? 1,9 1
Soit g définie par gn(t) S sur [;,1] et S - ?(t - ;) sur [0, ;]

I

On a gn(0) = 0,gn(1) = %,gn de classe C, et avec fn définie par
fn(t) = etgn(t) ona

! ! & om? 1
/ fn—fil = / loh(t)ldt = / 2 (e- 1) e
0 0 € n

2 prl/n 1/n
- tetdt + 2 eldt
€ Jo € Jo

—2n? i
= % [tet —et](')" + 2—"’(3% -1)

= > (ne}'—e"+l)+2—n( +o(= ))

e

= % + o(1), (par développement limité).
. 1
Linf est donc pe

C’est un classxque La fonction f continue sur [0, 1] compact atteint sa borne
supérieure, qui vaut || f||oo ici puisque f est a valeurs positives.
1/n

1
Si||f||°°=0yf=0,un=(/ fn) = 0 tend vers 0.
0

Sinon, soit € > 0 tel que ||f|locc — & 2 0, si || f|lco est atteinte en zg, il
existe, (continuité de f en z() un segment}u,v avec To 6 [w,v] C [0,1],
tel que v —u > 0 et f(z) 2 ||fllooc — € = f(z0) — € sur [u,v].

1 v
On a alors / i / f™ car f est a valeurs positives,
0 u

1 v
d°“°fo > / (flloo — )™ = (v — ) (I flloo — &)™

1
‘ou n 2 (v— * oo —E€).
@ (/0 f) ( lu) (11 flloo <) |
1 n 1 n
Par aillours, ( /0 f") <( /0 (IIfIIoo)“) — 11flloo

et de 'encadrement

1 1/n
(nfnoo—exv—u)l/"s(/o f") < Wflloe

3=
e
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valable pour tout n, on déduit, pour n assez grand
1/n

1
||fuoo—ze<(/0 f") < 1 flleo

1 1/n
et € étant quelconque, lim ( / fn) =||f|oo-
n—+ 0

(e o]

Les énoncés se suivent et se ressemblent... presque.
Sur [0, 1] compact, la fonction continue z ~+ Log (f(z)) est bornée et atteint

ses bornes, notées a et b, donc, Vn € N*, (f(:c))l/" = e#Logf(2) gyec
lLogf(:z:) € [2,2] Les suites (2) et (ﬁ) étant bornées, il existe
n n n n

T > 0 tel que

vz € [0,1], Vn €N, (%Logf(w)) T

On calcule en 108 f(@) o appliquant Taylor Lagrange a l'ordre 2 : il existe
0(z,n) €]0,1] tel que

alogf(=) _ 1 1 :lLog f(=z) t53 (Log f(z)) @) 7 Log =),
avec 9(@m) % Log f(2) < € en fait.
/ ) de - / 1 (1+ 3108 5(@) da:}
0 0
<33 / (Log*f(z)) de

1
Comme / Log2 f(z)dz est une constante par rapport & n, on a
0

Donc

/(f(z))l/"dz 141 / Log () dz +0 ().

1 n 1
Mais Log ( fo (f(z))l/"dm) = nLog ( /0 (f(z))”"dz)

= nLog (1 + % /01 Log f(z)dz
+0(32))

- /0 " Log (f(s)) da+0 (3)
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1 n 1 L s
et donc lim (/ (f(z))l/" d:c) = efo og (f(z))dz
n—-+00 0

11 est clair que la suite des an, est décroissante, minorée par 0 donc conver-
gente.

1— tn+1
Pourt# 1,14+t+...+t" = —T—t—,expressionqu.itendvers n+1si

t tend vers 1, (donc qui reste valable par continuité).

L 1—t
Maisalorsan=/ dt,orsit <1, hm —  _=1-ton
0

1- t"+1 n——+oo 1 — ¢nt1

forme donc an —/ (1-t)dt=an— % Ona:
0

/(1 t) tn+1 )dt

1 n+1
— 1- n+1 t
_]0 1- tn+1(t )Adt_/o L

1
Do 0 < an — 1 \/ t"tlas =
0

et lim a —l
n—2~

2 n+ n—+00
Pour
te [0,1[,m =(1—t)‘ﬁ
=(1-1) (i glntl) 4 %) i
i=
Donc :

— )P+ (n+1)
an—z / (1— e+ 4 / @ :)t_ b

i=0

1 (1 — t)tP+D(n+1) 1 (p+1)(n+1) g
Up,n = dt = L e
1—¢n+l o 1+t+...+t»

1
< / $EHD (D) gy
0

1

i <
SOItO 'Up,n\(p+1)(n+1)+1

donc llm L Upn = 0.
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Quant a

Upn = Z/ z(n+1) z(n+1)+1)

i=0

2 1 1
=;(i(n+1)+1 - i(n+1)+2)

P

1
= Z=; fn+ 1) +1E(n+1)+2]

1 1
§+; G+ 1)+ DGEMn+1)+2)°

d’olt, comme an = up,n + Up,n pour tout p, que vp,n tend vers O et que la
1

série des Gt DT DERED 2 converge, (n fixé) on a

1« 1
“"=§+;(i(n+1)+1)(i(n+1)+2)'

1 1
s an = 5 b n e = Z} (z+—)( "y
= n+1
Mais sur [0,+oo[ la série de fonctions des m = w;(z)

converge normalement, (I |willoo = =5 ), la somme est continue en z donc
i

d 1 1 =2
WAl Z(H_ Ly =Zi—z=‘6‘
i=1 n+1 i=1
1 w2 1
et finalement a, = 3 + — 2 +o ('n,2)

24. On integre par parties :

znt 1 1 1
o= [Fs@] - [

f(1) 1 Dol
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1
11 faut évaluer / 2" (z)de. Orsiz < a < 1, le 2™ tend tres vite
0

vers 0, alors que si x est proche de 1, f’(z) est proche de f'(1), (continuité) :
1
on forme/ ! (f(=) - (1) d=
0
Soit € > 0, Ja €]0, 1] tel que z €la, 1[= |f'(z) — f'(1)| < & dotx

1 a 1
’ / 2"t (f'(w)—f'(l))dz‘< / m"+‘2||f’||oo+e / 2" tde
0 0 a

6(1 —a™t?)
< 2llf oo 2y + L

dou (n + 2)

Comme 0 < a < 1, 3ng tel que n 2 no = 2||f ||°oa"+2 < ¢, donc

2 ng,

1
(n+2) / & (2)da f’(l)’ <2,
0

/1 zn+1 (a:)dz f (1) \ ﬁ__
0

soit nt 2

_f@ 1 ! £
=1 _n 1 f'(z)dz implique

f(1) 1 f’(l) 1
n+1 _n+1n+2+°(ﬁ)

- % - % (7 (1) + £() +o(n—12).

Mais alors an

an =

d’ou

1
(Attention a développer o ).

+1






CHAPITRE 9

Extension des intégrales simples

Au chapitre VIII, on a étudié les fonctions intégrables sur un segment
[a,b]. La sagesse voudrait qu’on se contente de cela car, « qui augmente
son savoir augmente sa peine », mais... on voudrait considérer le cas de
fonctions définies sur d’autres intervalles, bornées ou non.

1. Intégrale des fonctions sur un intervalle non borné

Soit L un intervalle du type L = [a,+00[, ou | — 00,a], ou R, et f
une fonction définie sur L, & valeurs réelles, on veut donner un sens a
Iintégrale de f sur L.

DEFINITION 9.1. — On dit que f, définie de [a,+oo[ = L dans R est
intégrable sur L si et seulement si, Vx € L, f est intégrable sur [a,z]

T
et si zllffoo /a f(t)dt = I existe.

La valeur de cette limite est l'intégrale de f sur L, encore notée
+o00 -+00
/ f(t)dt. On dit encore que l'intégrale / f est convergente.
a a
De méme, f définie sur | — 00, a] sera intégrable sur cet intervalle si et

Q
seulement si, Vz < a, f est intégrable sur [z,a] et si lim / [ existe.
r——00 T

a a
On aura / f= lim / f.
—00 z——00 J
Enfin, pour f définie sur | — 00, 0|, elle sera dite intégrable sur R,

d’intégrale I si et seulement si V(X,Y) € R2, X < Y, on a f intégrable
Y

sur [X,Y]etsi] = lim f existe.

——00
Y —+o00 X
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Nous allons préciser 'étude dans le cas de L = [a, +00], les aménage-
ments pour les deux autres cas se faisant aisément.

9.2. Un exemple L intégrale impropre, (car c’est encore la terminologie

employée) / — converge si et seulement si a > 1.

1
Car pour tout z > 1, t ~» — est continue sur [1, z], donc intégrable,

* dt 1 1 *dt
et/l t—a—m(m—l)poura#l,alorsque/l ?—Logz,

T
(pour a = 1); et on voit bien que lim — existe si et seulement si
Tz—+00 Jy t*
a>1.

Cet exemple des intégrales dites de Riemann sera fondamental pour
P’étude des criteres de convergence.

THEOREME 9.3. — Lensemble E des fonctions intégrables sur [a, +oo[ est
un espace vectoriel réel et Uapplication |1 de E dans R qui & f associe

o0
u(f) = / f est une forme linéaire positive sur E.
a

En effet E est sous-espace vectoriel de I'espace F' des applications
de [a,+oo[ dans R, car f = 0 est dans E, qui est non vide; puis
si f et g sont dans E, o et 3 dans R, pour tout z de [a, +oo[ la
fonction a.f + (3g est intégrable sur [a, a:] (Théoreme 8.24), puis on a

hm / (af+,3g)—a hm / f+,3 hm / g puisque ces limites

exlstent Donc af + g € E et de plus u(af + ﬂg) = ap(f) + Bu(g) don
la linéarité de p.

Enfin, si pour tout z de [a, +0o[ on a f(z) > 0, pour tout y de [a, +00[
on aura / f(z)dz > 0, dotr en passant a la limite u(f) > 0 et le coté
forme linéaire positive de I'intégrale. |

Nous allons, en utilisant les propriétés de corps ordonné sur R, éta-
blir des critéres de comparaison, puis des criteres de convergence pour les
fonctions a valeurs positives. L/utilisation de I'aspect complet de R pet-
mettra d’obtenir des résultats dans le cas général. Cette démarche sera
employée lors de 'étude des séries, (chapitre 11, tome 3).
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THEOREME 9.4. — Soit f une fonction définie sur [a,+00|, & valeurs
+00
positives, intégrable sur [a, z] pour tout  de [a,+oo|. Alors / f existe
a

. T
si et seulement si la fonction T ~~ / [ est majorée.
a

T
Comme f est & valeurs positives, en posant F'(z) = / f.pourz < z’
a

mI
ona F(z') — F(z) = / f, (relation de Chasles) donc c’est positif, et F’

x
est croissante. Mais alors F' croissante admet une limite en +00 si et
seulement si {F(z); = > a} est majoré et ont sait que :
li141:1 F =sup{F(z); = > a}). |
—+00

On va déduire de ce théoréme des critéres de comparaison.

9.5. Critére 1. Soit f et g définies sur [a,+00|, & valeurs réelles positives,
intégrables sur [a,z] pour tout z > a. Siona 0 < f(t) < g(t) sur

+00 +00
[a, +00] alors si / g converge, / f converge aussi et la divergence

a a

—+00 +00
de / f implique celle de / g.
a a

T T
Car pour tout z 2> a, F(z) = / F<G() = / g, donc la conver-
a a
+00

gence de g implique G bornée d’ou F bornée d’ou la convergence de

—+00
/ f- (Le deuxiéme résultat s’en déduit par contraposition). ]
a

9.6. Critere 2. Soit f et g définies sur [a,+oo|, & valeurs positives,

intégrables sur [a, T] pour tout = > a. Si on a deux constantes a et 3,> 0,

telles que, Vt 2 a, af(t) < g(t) < Bf(t) les deux intégrales impropres
+00

+00
/ fet / g sont de méme nature.
a a

Car la convergence de l'intégrale de f, implique la convergence de
I'intégrale de Bf, (B constante : c’est évident), d’ou celle de g, (critere 1)
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+00
qui 2 son tour donne la convergence de / af (critere 1) avec a # 0,
a

donc hm / f existe. |

T—+00

9.7. Critére 3. Soit f et g définies sur [a,+00|, & valeurs positives,

intégrables sur [a, x| pour tout T > a, g ne s'annulant pas. Si lim f(a:)
—+00 g(:z:)

A existe, avec A > 0, les intégrales /

+o0 +o00
fet/ g sont de méme na-
a a

ture.

En effet, avec € €]0, \[, il existe A, que I'on prend > q, tel que, pour
T2 A A—€e< f(a:) < A + ¢, soit, comme g(z) > 0,

(A =—g)g(z) < f(:c) (A+e)g(z) et on applique le critere 2, ce qui
donne la méme nature pour les intégrales de f et g sur [A, +00[. Comme

T T
la relation de Chasles donne, Vz > A > a / = / + / , Pexistence
A

z

de lim équivaut a celle de hm
z—+00 —+00

Tiens, j’en fais un lemme.
LEMME 9.8. — Soit f deﬁnze sur [a,+0o[ intégrable sur tout [a,z] pour
+00
z 2 a. La nature de / f est la méme que celle de / f, pour tout
A
A2a

Comme le comportement des intégrales de Riemann est connu, on peut
en déduire un critére de convergence.

THEOREME 9.9. — Soit f une fonction définie sur [a,+00|, intégrable
sur tout [a,z] C [a,400], & valeurs positives. S’il existe o tel que
lim t°‘( f() = A > 0 existe, si @« > 1 lintégrale impropre /
a
converge, si a < 1 elle diverge.

+00 1
En effet, dans ce cas la nature de / g avec g définie par g(t) = =

) :

est connue, et lim = A > 0 : on applique le critere 3. |
t——+o00 g(t)
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Dans ce théoréme 9.9., la fonction f se comporte, en +00, comme )

mais il peut se faire que f ne soit pas comparable a4 une puissance de t.
On a quand méme un résultat.

COROLLAIRE 9.10. — Soit f : [a, +00[— [0, +00], intégrable sur tout [a, z],
+00

(z 2 a). S’il existe @ > 1 tel que hm t®f(t) = Oalors / f converge;
et s’il existe o < 1 tel que llm ta f (t) 400 Vintégrale de f diverge.

Avec € > 0 fixé, dans le 1°T cas, il existe A > a tel que t > A donne
t2f(t) < e soit f(t) < ta’ avec @ > 1 donc le critére 9.5 s’applique;

il en est de méme dans le 2 cas car pour B > 0 fixé, (34 > a),
+oo B
t =2 A > ( t) = ) avec o < 1 d’'ou divergence de / —dt
+oo
et a fortiori divergence de / f. ]

Avant de passer au cas des fonctions de signe quelconque on peut
préciser un peu plus ce qui se passe pour des fonctions a valeurs positives
équivalentes.

THEOREME 9.11. — Soient f et g définies sur [a,+00|, & valeurs positives,

+o00 +00
f et / g sont
a

+00 +o00
de méme nature, et, en cas de convergence, / fet / g sont des
T T

équivalentes en +00. Les intégrales improres /
a

T T
infiniment petits équivalents; en cas de divergence / fet / g sont des
a a
infiniment grands équivalents.
Les fonctions f et g sont toujours supposées intégrables sur chaque
[a, z], pour tout = > a.

Comme f et g sont équivalentes en +00, on peut écrire
F(@®) = g(®)(1 +&(t)) avec , li_irfl g(t) =0, donc :
—+00

G403 4)= (<1+e0<]),

1 3
d’ott en multipliant par g(t) > 0, §g(t) < f(t) € §g(t) pourt > A, le
critére 9.6. donne bien des intégrales de méme nature.
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Plus précisément, soit n > 0, (3B),(t > B) = (le(t)] < n) don
(1 -m)g(t) < f(t) < (1+n)g(?).
Supposons les intégrales convergentes : pour > B, et ' >  on aura

donc
z’ x’ x/
a-n o< [Tr<a+n [ g
T x T

d’ol1 en passant  la limite quand z’ tend vers Pinfini :

+o00 r+00 +o00
9.12. (l—n)/ g < f<(1+n)/ 9
x x

T

et écrire : (Vn > 0), (3 B) (a: B) = (9.12) cest traduire I'équivalence
+00
des infiniments petits / fet / g.
T

Si on suppose les intégrales divergents, pour = > B, on aura

(l—n)/ /f (1+n)/ 9,
soit encore
(l—n)[/:g—/aBg]</:f—/an<(1+n)[/:y—/aBg],

d’oi

(1-m) [f:y—/aBg]+/an</:f
<(1+mn) (/:g—/aBy)+/an-

Mais les intégrales divergent et les fonctions sont a valeurs positives,
T

cest que lim g = +o00, (fonction croissante de z, sans limite). On
z——+00

a
T

suppose B assez grand pour avoir / g > 0 pour tout z > B, on divise
a

la double inégalité par / g, et on constate que le minorant tend vers

1 — 7, le majorant vers 1 4+ 17, si tend vers +00, donc il existe C >
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T
[ 1
telquez > C =>1-2n< /“z < 1+ 27 : on a bien équivalence des
a

g
infiniments grands. |

On retrouvera tout le plan de cette étude dans le cadre des séries a
termes positifs, (voir chapitre 11).
+00
Venons-en a létude de f avec une fonction f de signe quelconque,

a
supposée intégrable sur tout [a,z], T > a.
T
L'existence de la limite, quand z tend vers 400 de f, va se traduire

a
par le critére de Cauchy, puisque l'on travaille dans R complet. On a donc,
en appliquant le critere de Cauchy, (voir 4.100), le théoréme suivant.

THEOREME 9.13. — Soit f une fonction de [a,+o0] dans R, intégrable
~+00

sur tout [a,z] C [a,+o0o| Lintégrale impropre / f converge si et
a

seulement si Ve > 0, 3A, (> a), VX > A, VX' > A,

XI

Ft)dt

<e

On peut imposer X’ > X > A.
XI
|1

X

XI
/ |f] < € pour X et X’ assez grands, (X’ > X) on pourra conclure &
X
la convergence de l'intégrale. |

XI
Comme, pour X’ > X° < / |f], si on obtient I'inégalité
X

Ceci conduit a définir la convergence absolue.

DEFINITION 9.14. — Soit f définie de [a,+oo[ dans R, intégrable sur
tout [a,z] de [a,+oo|. Lintégrale de f sur [a,+00[ est dite absolument
+00

convergente si / | f| converge.

a
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Sicestlecas,onauraVe >0, 34, X' > X > A=

> ¢ > ¢ X' > ¢
/ Ifll = / |f] < &, dou a fortiori / fl < / |f] < € et par
X X X X

application du critére de Cauchy, la convergence de / I

a

On a donc :

THEOREME 9.15. — Soit f définie sur [a, +00[, & valeurs réelles, intégrable
sur tout [a, z] de [a,+00[. Si f est lintégrale absolument convergente, elle
est d’intégrale convergente sur [a,+oo].

L’application du critere en t%*|f(¢)|, (de Riemann), lorsqu’il permet de
conclure a la convergence absolue, donne donc la convergence, mais il en
est de méme de tout critére de comparaison portant sur | f(t)| et concluant
a la convergence absolue.

Simplement, si l'intégrale de |f| diverge, il se peut quand méme que
Pintégrale de f converge, car le théoréme 9.15 n’est pas une équivalence.
Nous allons en donner un exemple. (C’est trés mal rédigé. Passe encore
pour «nous allons en voir un exemple» car alors lecteur et auteur
participent, sinon c’est « Je vais en donner un exemple » qu’il faudrait...).
Mais avant, une définition et un résultat donnant la convergence, (non
absolue).

DEFINITION 9.16. — Soit f définie sur [a, +00|, & valeurs réelles, intégrable
+00
sur tout [a, z] de [a, +0o[. On dit que / f est semi convergente si elle
a
converge, mais non absolument.

THEOREME 9.17. — (Critére d’Abel). Soient f et g de [a,+0o[ dans R, f
tendant vers 0 en décroissant, g intégrable sur tout [a,z] de [a,+oo|. S’il

X/
existe M > 0 et A > a tels que X" > X' > A implique ‘/ g. < M,
X/
+00
Uintégrale / fg converge.

a

Des remarques : f décroissante est intégrable sur tout segment de
T

[@, +00[. Puis, par Chasles, I'existence de / g pour tout = > a implique
a

X”
celle de / g pour X” > X' > a. Justifions le critéere d’Abel, en
X/
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essayant d’appliquer le critere de Cauchy. Pour X > X/, puisque f
est positive décroissante on peut appliquer la deuxiéme formule de la
moyenne (Théoréme 8.47), donc 3X” € [X’, X] tel que

.X X”
/ FHg()dt = F(X') / g(t)dt, done, (f > 0)
X' X/

X”
/ o(t)dt|,
X/

mais comme tlim f(t) = 0, Ve > 0, 3B tel que X’ > B =
—+00
0 < f(X) <

X

/ f(Hg(t)dt
Xl

9.13.

X
CECE Y

; si on prend X > X’ > sup(A4,B) on aura donc

+o00
€ d’ou la convergence de / fg, &apres le théoréme

a

N B|ot

10 cost [t sint [T cost
EXEMPLE918—/ < — —, a>0,... sont

1 Vi t
des intégrales impropres convergentes puisque t ~~ pr (pour a > 0)
XII
tend vers 0 en décroissant, et que / (cos ou sin)| est majoré par 2. Si
X/

< 1, ces intégrales ne sont pas absolument convergentes. Justifions le
/+°° |sin t|dt
pour : par exemple.
1

. L T ™7 |sint|
Si cette intégrale converge, a fortiori lim ——dt existera, or

n—+00 J,
kr+m sint
cest lim Z / st Idt
k

n—»+oo T

km+m |sint T sint
Soit uy =/ [sin Idt on a ug =/ 17t donc
kmw t o t+km

. >/=°‘f sint_, /— _TV2 1
k2 | e (1+k)7r 22 (k+1)m

Mais alors la série des vy, =

|

\/_ convergerait ce qlll est faux
1(13 ) ’
(voir chapltre 11).
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Tout ce qui précéde s’étend facilement au cas des intégrales du type
a

f, avec f définie sur ] — 00, a]. D’ailleurs le changement de variable
—0o0

s = —t transforme / : f(s)ds en / e f(—t)dt.

—a

Quand aux intégrales des fonctions définies sur R, la convergence de
+o00

+00
f signifie que pour un (ou tout) a € R fixe, / f d’une part, et
a

—O00

a Y

] d’autre part, convergent, ou que lim f existe. Il faut donc
—00 X ——o0 X
Y —+o0
(un peu de bon sens que diable) traiter séparément chaque extrémité et
ce n’est qu’en cas de convergence justifiée, que I'on peut calculer en « liant
X et Y » par une relation permettant de faciliter le calcul (par exemple
X==-Y..).

EXEMPLE 9.19. — I = / te_tzdt converge car lim t2 - te=t® = 0 et
/R t—+o00
X
lim t2. lte‘t2| =0 aussi; puis ] = _lim te=dt =0 (intégrale
t——o0 X—+400 J_Xx
d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport a 0).

X

Mais bien que _lim sintdt = 0, il ne viendrait & Pesprit
X—+o00 J_x

d’aucun parmi vous, (y-a-t-il des «aucun parmi.vous»?) de dire que

sint dt converge.
R

2. Intégrale d’une fonction non bornée sur un-intervalle
borné

Soit f définie de [a, b dans R, intégrable sur chaque [a, z] C [a, b], ce
qui équivaut, par la relation de Chasles a dire que f est intégrable sur
tout [u,v] C [a, b].
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b
9.20. On dira que lintégrale impropre / f converge si et seulement si

I = lim / f existe, et cette limite est alors la valeur de lintégrale

z—b—
impropre.
Le plan d’étude est le méme que celui des intégrales sur [a, +00[ et
les justifications analogues, aussi je me contenterai de citer les résultats.

9.21. Un exemple. L'intégrale impropre / - t)°" (pour o > 0) est

convergente si et seulement si o < 1.

D’abordsia < 0, t ~ f(t) = = (b—t) ™ définit une fonction

—t)@
continue sur le segment [a, ], on n’a plus une intégrale impropre.
1 T
Puis, a>0, a#1, =
i * °“/ (b—t)a [(a—l)(b—t>a-1]a
et la limite de lorsque z tend vers b~ existera, (et sera

(o= 1)(b— z)>~1

nulle), si et seulement si a<l
Pour a = 1, / = [~Log (b —t)]5 = Log(b — a) — Log (b — z)
tend vers +oo si T tend vers b~ , donc lintégrale diverge.

9.22. Critéres de comparaison pour les fonctions Dpositives

Soient f et g définies sur [a, b, & valeurs positives, intégrables sur tout
[a, 2] C [a, [

b
DSi0 < f(t) < g(t) sur [a,b], alors / g converge | =
a

b b b
( / f converge) et ( / f diverge) = ( / g d.iverge).
2) S'il existe o et ﬁ, > 0, tels que af(t) < g(t) < Bf(t) sur [a, b[ les

intégrales impropres / fet / g soit de méme nature.
a a
f(t)

3) Si g(t) > 0 sur [a,b] et si lnlr)l Fo) = ) existe avec A > 0, les
t—b—
intégrales impropres de f et de g sont de méme nature.
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La justification est év1denbe Elle est basée sur le fait que les fonctions
F et G, (avec F(z) = f et G(z) = g) sont croissantes, d’ou

a
Pexistence des limites éqmvalente au fait que ces fonctions soient bornées.
Voir 9.5, 9.6 et 9.7.

On en déduit le critére de Riemann :

THEOREME 9.23. — Soit f définie sur [a,b|, positive, intégrable sur tout
[a, z] de [a, b]. S’il existe  tel que tlilzl_ (b—1t)*f(t) existe et soit non nulle,

alorssi a < 1, / f converge, mais si a > 1 elle diverge.
a

S’inspirer de 9.9 pour la justification. |

Ce théoréme concerne le cas de f comparable & une puissance de (b—t).
Mais il arrive que f soit négligeable, ou infiniment grande par rapport aux
puissances de (b — t). On a alors deux résultats :

REMARQUE 9.24. — S'il existe o < 1 tel que lilll)l (b—t)*f(t) = 0 alors
t—b—
/ f converge, f étant supposée a valeurs positives.
a

b
S'il existe a > 1 tel que t]irll;l (b—1t)2f(t) = +o0 alors / f, diverge,
—0" a

avec f a valeurs positives.

Car, pour f > 0, dans le 1¥" cason a f(t) < pour ¢ « proche »

®-t)e t)“

de b, alors que dans le 2° cas cest f(t) > que l'on obtient en

(b—t)
traduisant la limite infinie. La place de o par rapport a 1 donne alors la
conclusion. ]

REMARQUE 9.25. — On intégre les équivalents positifs. Avec f et g positives

équivalentes lorsque ¢ tend vers b—, on justifierait encore que en cas
< b

b
de convergence de f (et donc de / g, qui est de méme nature) les
a

a

b
« restes » / fet / g sont des infiniments petits (si T — b™) équivalents;
T T

T T
et en cas de divergence des deux intégrales, / f et / g sont des
a a

infiniments grands équivalents, (si x — b™), voir 9.11. ]
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Pour les fonctions a valeurs dans R, de signe quelconque, on parlera
b

encore de convergence absolue si / | f| converge, et de semi-convergence
a

b b

si / | f| diverge mais / f converge.

a a

T
Grace au critere de Cauchy appliqué a linb1 f, on a encore
—0" Jag

(convergence absolue) = (convergence), mais la réciproque est fausse.

Enfin, on déduit de cette étude les résultats pour f définie sur |a, b],
ou sur ]a, b[, ou Ja, +o0[. . . en n’oubliant pas, en cas d’intégrale impropre
aux deux bornes de l'intervalle de justifier séparément la convergence en
chaque borne, méme si aprés, pour le calcul, on peut relier les valeurs

1/x +00
tendant vers les bornes, (et considérer lim | f pour traiter / f
z—0t T 0
par exemple).
Apres ce paragraphe fastidieux, venons-en a des résultats un peu plus
« piquants ».

3. A bas les préjugés

On est souvent tenté par l'illégalité. Les cerises ou les prunes dérobées
dans le verger voisin ne sont-elles pas meilleures que toutes autres? Il en
est de méme en mathématiques ou 'on est tenté d’appliquer des résul-
tats «inventés » qui facilitent les raisonnements. D’autant plus qu’une
facheuse tendance s’est développée, celle qui consiste a se dire : «si c'est
faux, le prof n’aura qu’a me le prouver.

Allons donc a la rencontre de certaines de ces idées précongues.

+00
9.26. D’abord, si / f(®)dt converge, cela n’implique pas Uexistence

a
d’une limite de f en +00. Méme si f est positive ? Non, méme pas!
Prenons en effet une fonction en dents de scie.

Pour n > 2 on définit f, affine par morceaux, joignant les points

1 1 . 1
(n— ﬁ,O); (n,n); (n+ n—3,0);et on pose f(t) =0sit < 2— g

Ceci aura un sens si, pour n 2 2, on a
|

1

m<1,01‘

n+i<(n+1)— 1 soit L +
n3 (n+1)% n3
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i.i._.—l <£<g—l<1
nd (n+1)3 " n3 8 4 7

+00
La fonction f est a valeur positive, donc / f converge si et

T
seulement si la fonction croissante F' : z ~~ F(z) = / f est majorée.
0

OrVz >0, 3neN, z < +—d’ou
1 "1 2 "1 g2
F(z)<F(n+$)=’§§-k-F=,§2p<?,

somme de la série Z P
k=1
On a donc convergence de I'intégrale bien que lil_'lil f(z) n’existe pas.
—T00

+o00
D’ou vient alors ce désir de dire : « f converge donc f tend vers

0»?

De ce que l'on apprend les choses « a peu prés» et que si un énoncé
ressemble, cela doit étre vrai!

Or, si lir_l!} f(z) = 1 existe, et si | # 0, Uintégrale diverge, donc si
T—100

+00
lim f(z) =letsi / f converge alors | = 0, et c’est peut étre ce
T—+00

résultat qui entraine la confusion.
On a, si lim f(z) =1 # 0, par exemple [ > 0, alors, (limite avec

€= %), Iz0,z = 70 = f(z) > L ma.ls alors VX > zg,avec X' = X +1,
X+1 l l
/ f(z)dz > doncEI >0, Vz1, 3X > sup (2o, z1),
X X' X'
[
X
X

3X' = X +1 > 1 tels que = f 2 = : on nie lexis-
tence de _lim f, dou la divergence de l'intégrale.
X—+o00

2
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b
9.27. De méme, la divergence de / f avec f définie sur [a,b] nimplique
a
pas que lil? f = 400, méme si f est & valeurs positives.
T—0"

Les « dents de scie », (il n’y a que cela de vrai pour les contre-exemples)
vont encore servir.

Sur )0, 1] on construit f nulle sauf sur les intervalles

1 11 1
]2_? p-2P' 2P p2p[(p 3,

ol f est affine par morceaux et joint les points :

1 1 1 1 1
[ . _—_ 9p - -
<2P p-2P’°>’ <2P’2 ) et (210 +p-2p’°)‘

C’est cohérent car 2% +§-L23- <1,

) 1 1 1 1
puis on a 2P+1+(p+1)21’+1<2_P_ﬁ’
car ceci équivaut a 1 +; <2- 2

p+1 p’
soit a z +—1— <1
p p+1

Or le premier membre est fonction décroissante de p, et pour p = 3 il

2 1
vaut - + - < 1.

3 4
ST . 1 1 1 o, 1
Laire d’une « dent de scie » autour de » vaut up = 5 -2-;2—1) 2P = ;,
1
(aire d’un triangle), la série des u, diverge donc / f diverge et pourtant,
0
1
arbitrairement proche de 0, il y a des z, = » p2 5 pour lesquels

f(zp) =0, donc on n’a pas h%l+ f(z) = +oo.
r—!

Cet exemple va nous servir a détruire une autre idée précongue.

9.28. On n’a pas le droit d’appliquer la formule dite de la valeur moyenne
a une intégrale impropre sur un intervalle borné : cest-a-dire qu'on peut
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b
avoir / f converge, f définie sur [a, b], (ou ]a, b)), sans que
a

b 1n—1 k
[ 1= m 3t

par exemple, dans le 1¥* cas, ou k = 1,2,...,n dans le deuxiéme cas voir
8.46.

En fait on modifie un peu 'exemple en rétrécissant les bases des
triangles.

Cette fois, on prend f nulle sur |0, 1], en dehors des intervalles

1 1 i+ 1
20 p.22°20  p.227 |’

et affine par morceaux joignant les points :
1 1 1 1 1
e o0): (= p.2P): [+ —_0).
F-5m0) (577): (5+5m)

1 1
-p2P = — clest le terme

1
Laire d’'une dent de scie est 3 2. p- 2% o

1
général d’'une série convergente donc / f converge, et pourtant on n’a
0

1~ ,(k 1
pas, je dis bien on n’a pas lim = Z f (—) = / f, car f étant a
k=1 \" 0

n—+00 N

1~ ,(k 1,./(1

1 itives, T - - =z - - t si = 2P

valeurs positives, on a nkz_:lf(n) > nf (n) et sin on a

1f 1)y _ 1 2P = i tend I'infini si p tend Pinfini!

»ilp) = 2pp = p qui tend vers I'infini si p tend vers linfini!

Donc pas de formule de la moyenne dans les intégrales impropres.
Cependant, ...cependant... on a :

THEOREME 9.29. — Soit f monotone de |a,b] dans R telle que

b b—a b—a
I= / f existe. Alors I = lim —— E fla+k ).
a n—+00 N Pl

n

On suppose f décroissante par exemple.
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Si de plus l’ensemble {f(z); = €la,b]} est majoré, on vérifie que
hm f(x) =1 = sup{f(z); = €]a,b]} existe, en prolongeant f par

z—»a,
f(a) =, on n’a plus une intégrale impropre. Par contre, si f n’est pas
majorée, on a lim f(z) = 4o00. Lhypothese f croissante impliquerait
de méme hm f (a:) —00 en cas d’intégrale impropre.
rz—at
On suppose donc f décroissante, et lim+ f(z) = +oo. 1l existe donc
r—a

¢ €la,b] tel que f(z) > 0 sur ]a,z], puis, (convergence de lintégrale
impropre) il existe d associé 4 € > 0, avec a < d < ¢ < b, tel que

XI
a<X<X'<d=0< f<e
X
Soit alors n € N* et S(n) = /f Zb af(
k=1

b—a

b
Il existe p < ntelquea+pTa < d< a+(P+1)

Dans S(n) on coupe lintégrale en d, et dans la somme, on coupe au
rang p, en fractionnant en d lintervalle qui le contient. On a donc
S(n) =T(n) + U(n) avec :

*)

T(n)=/adf— (4-@+s"=%) 1 (
_zp:b;af (a+kb;a)
et

k=1
U(n)=/dbf—<a+(p+l)b_Ta_d>f( a)

n
" p— a ( b—a)
— a .
- n

k=p+2

Comme f est intégrable sur le segment [d,b], (d est fixé), on a
b

n—-+00

lim U(n) = 0 puisque U(n) est la différence entre / f et une somme
d

. L b—a
de Riemann pour une subdivision de pas tendant vers 0, (Théoréme

8.44).




346  Topologie, Analyse réelle

Donc au méme € > 0, (qui a servi pour fixer d) on associe ng, Vn > ng,
[U(n)| < e.
Quand a T'(n), vu les hypotheses de décroissance de f, et de signe, on
d

b—a
retranche a / f une quantité positive, mais f(t) > f ( - )
a

sur [a+ (k a]
atkbze b—a
donc/ < ) (a >>0sik>1,etona
a+(k 1)" a n
de méme : [d (a+p—)] fla+m+1)2=%Y > o,
a,+p— n

dou 0 < T(n) < / f < g, vu le choix de d, (en faisant tendre X vers a
0 51
et en prenant X’ = d dans f<
X
Finalement, il existe ng, Yn > ng |S(n)| 2e, c’est donc que

nl‘.rfoo - Zf<a+k —a) /f,

avec les hypothéses du théoreme.

REMARQUE 9.30. — L’hypothése f monotone sur |a,c| Cla,b] suffit pour
conclure.

Par contre il n’est pas question de subdiviser un intervalle non borné
en n parties égales donc 'extension du résultat aux intégrales du type
+

o0
/ f est sans objet.
a

Il me reste a parler de quelque chose : la méthode de Laplace pour la
recherche d’équivalents. Il s’agit d’'un résultat technique, que je place la
car il concerne les intégrales impropres.

THEOREME 9.31. — (Méthode de Laplace). Soient g et h continues de |a, b|
dans R, h de classe C2, h' ne changeant de signe qu'en un seul point
¢ de ]a,b[ oi h atteint un maximum. Si g(c) # 0 et h"(c) < O, et si

b
/ |g(£)|eh(z)d:c existe alors
a
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b
th(z) -~ th(c) /
/J g(x)e dzt—>+ \/_g(c)e th”(c)

Comme vous le voyez, c’est trés intuitif!

Comme h”(c) < 0, h” reste localement négative, (continuité) donc
k' est localement décroissante, s’annule en c, elle est donc > 0 pour
z < ¢; puis < 0 pour £ > ¢ : la fonction h est croissante pour z < c,
décroissante ensuite, et lorsque t tend vers +00, ce maximum de h en ¢
va étre primordial.

Comme £ va tendre vers +00, on peut imposer £ > 1. On a alors :

et h(z) _ e(t—l)h(:r.)eh(a:) < e(t—l)h(c)eh(a:)

car h(z) < h(c) sur ]a,b[ : n'oublions pas que h’ ne s’annule quen c.
Donc :

‘g(m)eth(z)l < e(t—l)h(c)lg(w)leh(z)

b
et pour tout ¢ > 1, lintégrale impropre F(t) = / 9(2)etM@)dz est

a

b
absolument convergente puisque / | g(x)leh(z)d:c existe.
a

AW
Enc,onah(z) = h(c)+ %h”(c) +o(x —c)?, puisque K (c) =
soit encore, comme h”(c) # 0 et g(c) # 0,

M@ -he) . _ o)
dm (x — c) h”()_l_i-—r{lcg(c)'

Soit A €]0,1[, 36 >0, |z —¢| < 6:'1—/\<&<1+)\

g(c)
h(z) — h(c)

£1-2<
© (@ — °H"(¢)

<1+

2
On a g(c) # 0, supposons par exemple g(c) > 0. Comme h”(c) < 0 on
a encore, pour z dans [c — §, ¢ + 8], les encadrements
(1=XNg(c) < g(z) < (14 A)g(c) et

a+»u—@ﬂ%ﬂ+magmngu—n@—@ﬂ%ﬁ+mq
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On multiplie cette derniére double inégalité par ¢ > 0, on passe aux
exponentielles, (fonction croissante) et on multiplie ces inégalités entre
nombres positifs ici, d’'ou :

"
9.32. (1 — \)g(c)et M) 1+ Ni(z—0)? 52
h”
< g(z)et h(z) <1+ /\)g(c)et h,(c)e(l—)\)t(z:—c)2 -J—ch
valable sur [c — §,c + 8], (6 assez petit pour que [c — §, ¢ + 6] Cla, b).
On intégre sur [c,c + 6], (1 - /\)g(c)et h(¢) ne dépend pas de x, donc

+
on calcule / e(l"')‘)t(’:_c)2 = dz en posant

u—(a:—c)\/—(1+/\)wt dou dz = (1+/\)h”(c)

Ona:

_ thic) poy/—(+0)"EL (°>t
1-A g(c)e / / g(w)eth(z)dz‘.

V1+A \/ h”(c)

\/—(1+A) +o00
v’ gy = / e du VT
0

= —, ceci

li
im 5

t—>+oo
pour un ) fixé; c’est encore

/6\/ —Gn iy
€

lim 29 =1

t—-+00 N3

2

donc, avec le méme

8/ —(1+0) 2
to = / P ey =>(1- )\)g,
0

A €]0,1[, 3to,t >
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et on obtient I'inégalité, valable Vt > tg

(22 500 7

\/1+A\/ h”2() c

9.33.

g(z)et h(=) gz,

Puis dans l'intégrale majorante, on pose v = (z—c)y/—(1 — /\)%(i)t,
ce qui conduit au majorant

1+ g(c)ethe) /\/ —(1-x252

V1= \/ h"(c)

2
Y du,

majorant dans lequel I'intégrale tend vers
+00
/ e du = Vi
0

quand { tend vers +o00, donc cette intégrale est rendue inférieure a

1+ /\)g pour t assez grand, et on obtient finalement, pour A dans
10,1,uné >0etunt; >0telsquet >t =

1-))2 c+6
9.34. { \/1+_)A _2t2”(c)g(c)eth(c) < / o(2)et M@ dz
[+

14+ 2)?
< (\/Ir_))‘ /_2t7’rl”(c) g(c)eth@)

Passons a [c + 6, b]

Comme h décroit sur [c, b, on a h(z) < h(c+ 6) < h(c).

Soit u = h(c) — h(c+6), on a h(z) — h(c) < h(c+6) — h(c) = —pu soit
h(z) < h(c)—u. Comme t h(z) = (t—1)h(z)+h(x), on aura, toujours pour
t>1,th(z) < (t—1)(h(c)—p)+h(z) et et 7@ < eh(@)gt=1)h(c)g—(t-1)u
donc

lg(2)e M| < Jg(2)|Det MO~ h(A—E-1k,
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d’ou

b
9.35. / 9(z)et @) gy
ct+é

b .
< ( / |g<z)|e"<’>dz)
c+6

. et h(C) e—h(c) e_(t_l)“ .

1
Comme pour p > 0, e~ =1k egt infiniment petit par rapport & —

7

cette majoration de en O (et h(c)e_(t'l)“) montre

b
/ g(z)et M@ dg
ct+é

c+6
que cette intégrale est négligeable par rapport a / g(a:)et h(z) qui elle
[+
1
S'encadre par des fonctions en et h(e) % X constante.

Attention, on garde et h(c) en facteur, on ne compare que le reste dans
les deux majorants obtenus en 9.34 et 9.35.

(1—X)? . (1+X)?2

Comme pour ) arbitrairement proche de 1, on a e
P P Vit V1=

proches de 1, on a finalement

b
th(z) ~ ™ t h(c)
/c g(z)e " dz, = \ Z2tr(0)? (c)e ™

La méme étude faite sur Ja,c — 6] et [c — §,¢| conduit au méme
équivalent, et finalement

b
/ 9(z)etM®)dz est équivalent a g(c)et *©) _23:__
a —th'(c)

lorsque t tend vers +o00. ]

REMARQUE 9.36. — Les bornes a et b peuvent fort bien étre —oo et 400 :
elles n’ont fait que de la figuration dans ce calcul, puisque la présence de
la fonction |g(z) |eh("‘) d’intégrale impropre convergente sur ]a, b[ a permis
de les effacer.

Avec ce résultat trés... technique, jachéve cette étude des intégrales
impropres. Il resterait & parler des fonctions définies par des intégrales,
mais je préfere le faire dans le cadre des fonctions réglées, aprés I’étude
des espaces fonctionnels. A bient6t.
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EXERCICES

T dt
Soit y(z) = / ———. Montrer que y(1) existe et étudier la série
V1-—¢°

des y(1) — y(1 - -2

+o00 +o0
Soit f € C?(R4,R) telle que / et / (f")? convergent.
0 0

+oo 2
Montrer que / f © converge.
0

Soit f € CO(R,R) telle que lim f(z)=let lm f(z)=1"
T—+00 T——00

Existence et calcul de /+°° (flz+1) = f(z—1))dz

Soit f € C2(R,R) telle que f” soit bornée, et que

/ |f(z +t) — f(x)|dz existe pour tout t réel, et soit o(t) au
voisinage de 0. Que dire de f?

Soit f continue, 1 périodique, de R dans R. Montrer que pour tout

+00
A>0, / e My (t)dt converge, limite lorsque ) tend vers 0.
0

Soit @ €]0,1[,zg > 1, f € C%([zg, +0o[,RT) On suppose que, pour
tout = > o, on a 2zf(z2) < af(x).

+00
Montrer que / f(t)dt converge.

Zo

+00
Soit f € C!(RT,R) telle que les intégrales / 22 f2(z)dz et
0

+o0 1o +o00 9
/ f “(z)dz convergent. Montrer que / (f(z))* dz converge
0 0

oo 2>2 O o T g
et que (/0 f < 4/0 z°f (a:)dw/o f “(z)dz.

Quand a-t-on égalité ?
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8.

9.

10.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Topologie, Analyse réelle

+00 (2 1
Calculer / e( ¢ W)dt.
0
1 1 1
Calculer / Int dt, / Int dt, / 1—nt—-dt.
o 1—t o 1—1¢2 o 1+t

1 1_
Nature, selon q, et calcul de / 1-z do .
) r T—a

eTdx
e~% + e2%|sin x|

+o0
Nature de l'intégrale /
0

T
Existence de / Log (1 + zcost)dt.
0

Soit f € C%(R4,R) telle que liI_'I_l f(z) = 0 et quil existe
T—100
zo € R4, M € R pour lesquels, pour tout z de [zg, +00]

z+1 "2
/z T (f ) < M. Montrer que I-EI—EOO fl(z)=0.

—+00
Soit f uniformément continue de R4 dans R, telle que / f
0

converge. Montrer que f a une limite nulle en +o00.

“+00 dt
Convergence de I'intégrale / —_——
g 9 Jo U+ 2sint])32

Nat d/+°° tnt i (@ 0). Caleul pour @ = 1,2,3
ature de A Ik . Calcul pour o = 1,2, 3.

+00
Soit f positive décroissante telle que / f(t)dt converge.
0

) +o0
Mont li hf(nh) = .
ontrer que _1’%1+ nZ::; f(nh) /0 f

+00
Convergence et calcul de / (Arctg (z + a) — Arctg z)dz.

—00
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+w U .
19. Soit f € C}(RT,R) telle que / 2 f 2(z)d:c converge ainsi que
0

20.

1.

2.

+00
/ f2. Montrer que lim zf2(z) = 0.
0 Tr——+00

o 1 1
Nature de l'intégrale / _:rSin (z+ —x-)dm
0

7

SOLUTIONS

. _ 1 . . .
Soit f(t) = ek elle est définie continue sur | — 00, 1[ équivalente &

—\/5(1 Ve si t tend vers 17, donc y est définie sur | — 00, 1], mais aussi

1
dt
en 1, car l'intégrale impropre y(1) = converge.
gr. propre y(1) /O i g
1
1

Pour a > 0, soit un, = t)dt avec f(t) équivalent d ——————,

. /1_;%f() 7(t) éa TR

1
1 dt 1 [ 1/2]1
~— =—|-2(1-1¢
on a uUn \/5‘/17_711. /—l_t \/g ( ) l—glr

. 2 1 . - .
soit un ~ % m : 1a série des un converge si et seulement si o > 2.

1
dt
Sia=0,un =9y(1)—y(0) = ne tend pas vers 0, et si a > 0,
comme lim 1-— Lo —00, Un devient > / ' i donc ne tend
n—+oco ne »on z 0o V1—1t®

pas vers 0, et la série diverge. On a donc convergence si seulement si a > 2.

Il y a des carrés : Cauchy. Il y a des dérivées : intégration par parties. On
secoue... d’ou :

/0 £ (0)dt = f(@)f (@) - F(0)£'(0) - /0 F@)f" @)at.

T 2 T z +00 +oo
or ( | If(t)f”(t)ldt) <[re[r<[ e[
\JO 0 0 0 0

+
d’ot la convergence absolue de I'intégrale impropre / frf i
0
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La relation [1] . donne alors : / e f diverge & 111_1'_10° ff =400, en
particulier 2f f/, dérivée de f2 devient > O pour z > lin 0, donc f2 devient
croissante sur [zg, +00[, mais la convergence de / - f2 implique alors
f2=0sur [0, +00[, (sinon f2 > constante > 0), mais alors 2f f’ = 0 ne

+oc0
tend plus vers linfini. C’est donc que / I 2 converge.
0

Soite >0,3A>0,Vz > A, l—e< f(z) <l +e¢
etV < —A,l' —e< f(x) <1 +e.
Onprend X < —A—1letY > A+1,alors

Ly _ Y+1 y-1
/ (Fe+1) - f(z - 1)) do = / F(t)dt — / F(o)dt
X X+1

X-1

Y+1 X+1
= / F(t)ydt — / f(tydt
Y-1 X-1

Y+1
=/ (f(t) =L+ )dt

Y-1

X+1
—/ (f@&) =V +1)dt

X-1

d’ou

Y
/X (fx+1) - f(z—1))dz — (21 - 2')

Y+1 X+1
/ e+/ e=4e:

ona hm / (f(x+1) = f(z — 1)) dz = 2(I-1') : dotr la convergence

Y—-+oo
de l'intégrale impropre et sa valeur.

Pour t # 0,36(¢) €]0, 1{ tel que

2
fa+1) - f@) = tf @) + 5 (@ + 16(2),

d’ou 'encadrement

2 2
(@) = SN loo < F@+1) = £@) <t @) + 11 oo
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+o00
Posons ¢(t) = / |f(z+1t)— f(x)|dz, intégrale qui converge. On a pour

—00

a<b:

b ! t2 1
[ (tr@-5i1r1e ) o

b b
< / (f(z +8) - f(2))dz < / fa+1) - f(@)lde

2
it ¢ () ~ £(a)) ~ (b~ @)1 lloos

+oo
< / f@+1) - F@)ldz = o(t)

—00

ot pour ¢ > 0, f(5) ~ £(a) < (b a)l|"lloot + £2.

Comme ¢(t) = o(t) si t tend vers 0, (par hypothese), le majorant tend vers
0 si t vers 01, d'o f(b) — f(a) < 0, pour a < b.

Mais — f est aussi de classe C2, (—f)” est bornée, et comme
| = fz+t) — (=) =f(z+1) - f=@)],

la derniére hypothése est vérifiée par —f : on a donc —f(b) — (—f(a)) <
pour a < b d’ou en fait f(b) = f(a) pour a < b, soit f constante.

Une fonction continue périodique est bornée sur R, (||f||co est le sup des

|f(z)|; z € [0, 1]), comme . li$ t2e=2t|| f|loo = O pour A > 0, l'intégrale
—1+00

impropre converge.

En particulier

F(\) / e e MF(t)dt = Jim / e MF(t)dt

k+1 ¢
=n.11$w2 / S

i
o —A(t+k)
= lm kz_o /0 e f(t)dt,

car f est 1 périodique. On a donc encore
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n-—1 1
F(\) = lim (Z e""‘) /O e M f(t)dt

k=0
= lim l—ﬂ 1 e—)‘tf(t)dt soit, (e—’\ <1)
= et 1 — e—k. 0 t] >

1 ! —As
F()\)=1—e"\_/0 e "7 f(s)ds.

Or, (Taylor Lagrange a l'ordre 2 entre 0 et —As, pour la fonction exponen-
tielle), 30 €]0, 1], 8 fonction de ) et de s, tel que

—1—/\s+>‘ s? 0%

d’ou
1 1
FO) = 1 ( /0 F(s)ds

.\ / sfe)ds + 5 / 2 ‘”sf(s)ds)

avec0 < e s <1 puisque —6As <
/ F(s)ds
/ Flo)ds %0, FO =
1
donc lim F(A\) = o0 (4 ou —, signe de / s
A—0+ [¢]
1 1
si / f(s)ds =0, alors lin(l)t F(\) = —/ sf(s)ds; et ce parce que
0 A 0

S /1 21| flaods = Wl
0 3

6. Sur [z, 23], (23 > zo car 2o > 1) on a 2tf(t?) < af(t) donc

<3 o3
/ 2tf(t2)dt < a / f(t)dt.
£ z0

On calcule le 1°T membre avec le changement de variable = s, d'ou

1
/ s2e7% f(s)ds

0

e

22
0< /20 f(8)ds < a/ of(t)dt.
z g

0
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Par récurrence on prouve alors que Vn € N*, on a

zgzn-l-l)
O < Un = / n
g

car c’est vrai si n = 1, et si c’est vrai pour n, comme

z2
£(s)ds < a” / ° f()dt,
0

[a:gzn),xgznﬂ)] C [zo, +o0]

sur lequel 2t (t%) < af(t), on a

@™t [Chand 2
:2:0 9 10 zo
/ . 2tf(t“)dt < a / ) fdt<a-a" / f(t)dt.
zg ) Ig zo
z(2n+2)
0
Avec t2 = s, le 1°* membre vaut / (@n 1) f(s)ds.
%o
<3
Comme a €]0, 1] la série des a™ / f | converge, donc celle des un =
zo
z82n+1) n z(()2n+1)
/ an f converge aussi et la somme partielle Un = Z Up = / f
’(() ) k=1 3

‘admet une limite si n tend vers l'infini.

T
Comme f est & valeurs positives, F' : z ~» / f est croissante, on
2
Z
0

+1 n+1
a lim zgn = +o0,(zxg > 1), existence de lim F (a:((,z ))
n—+00 n—+00

implique celle de lim F(z), dou le résultat.
z—+00

Pour0<z<yona

2
( / ’ tf(t)f'(t)dt> < ( / ! t2f2(t)dt) ( / ’ f’2<t>dt)

par Cauchy Schwarz, donc, comme les intégrales des fonctions ¢ ~> 2 f2 ()

!’
ett~> f 2(t) convergent, on peut rendre le majorant arbitrairement petit

~+o00
pour y > z assez grand, d’oit la convergence de / tf(¢)f (t)dt, (par
0
critere de Cauchy).
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T , 1 1 T
or /0 HOF (dt = S2f2@) - 3 /0 P,

(on intégre par parties avec u = t et dv = f(t) f'(t)dt.
On a alors

2(z) = " dt+2 : '(t)dt,
2£2(z) /0 P@de+ /0 L) (B)dt

T
donc lir}} zf%(x) existe dans R U{+00}, (car £ ~> / £2 est croissante
— 100 0

donc tend vers l; ou +0o, alors que la 21®™€ jntégrale converge).
Mais liI_ll_l zf?(z) = l avec.l = 400 ou l > 0 implique avec I’ €]0o,1],
T—1+00

Texistence de Zo tel que z = zo = zf2(x) = I' doa z2f%(x) > 'z or
+o00
/ z2f2 (z)dz converge : cest absurde.

Donc lim xf%(x) =0, mais alors
T—+00 :

T——+00

T +o0
lim / f2=-2 / tf(t)f (t)dt :
Jo 0

+o0
on a bien convergence de / f 2,
0

Puis l'inégalité de Cauchy Schwarz :

T 2 T T
’ 2,2 ‘2
( /0 () f (t)dt) < ( /0 25 (t)dt) ( /0 7 (t)dt)

donne, a la limite, (tout converge)

400 2 +o0 +oo
’ 2,2 /2
(/0 R (t)dt) < (/0 i (t)dt) (/0 d (t)dt)

: 2
+00
et en multipliant par 4 on a bien, vu la valeur de ( / f2>
0

([ <o erom) (1)

Sl y a égalité, le trinéme

A2 / e 2 F2(8)dt + 2 / e tF(O)F (8)dt + / o 72
0 0 0



8.

9.

Extension des intégrales simples 359

admet une racine double \g, c’est encore qu’il existe \g tel que

+00 9
[ ots +1'0)* =

0
d’ot, (fonctions continue) V¢ > 0, Aot f(t)+ f'(t) = 0, équation différentielle
linéaire qui sur |0, +o0] admet un espace de solutions de dimension 1,

2 2

données par f(t) = ue_)‘o%, avec Ag > 0, (pour que / f2 converge).
Or on vérifie que pour tout ¢ < 0, (ici a = —%) la fonction ¢ ~~

+o0 +00
2 ’
f(t) = pe®t”, (u quelconque) est telle que / t2 f2 converge, / f?
0

0
aussi et que 'égalité est vérifiée : faire une intégration par parties dans

+o0o 5 2
/ 2629”4t en posant du = te?** dt.
0

21

En +oo, f(t) = € @t ~e -t et t2f(t) tend vers O donc lintégrale
converge, en 0, hm f(t) =0, pas de probleme.
—0t

1
Le passage de t en n incite & couper en 1.

eo-l)—l

Dans / dt en posant u =

+o00 2 1
ona/ e ¢ dt / lze YT du
0 1 u
+oo +o0 1 2.1
doncI=/ f=/ (1+-7)e 2 dt.
0 1 t

+o00

. 1 1 —2—22

Si on pose v = t—z,dv = (1+t—2)dt’ donc I = e dv
0

4o, oo,
soit I = 1 e Vdv= ﬁ, en considérant eV dv= VT
e2 2e2 o 2
comme classiquement connu.
Soit f(t) = l_nt_ En 0, lim+ Vtf(t) = 0, lintégrale impropre converge -
0
enQ;puisenl,Int =1n(t—1+1) donc f(¢) = n(1 _£1 —t) ~ —1 ::

donc on prolonge f par continuité, avec lim f(t) = —1, d’oti la convergence
t—1—

Int
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1 n+1

- 2 n i
1% 1+t+t°+... .+t +1—t

1
done, Vn € N, I = 2/ klntdt+/ ey “Ltdt

toutes les mtégrales impropres intervenant étant convergentes.

Pour t € [0, 1],

La fonction t ~» g(t) = tn tt est continue sur ]0, 1], prolongeable par
continuité sur [0,1] car tlif(l)l-:g(t) =0et tEI{l_ g(t) = —1, donc g est
bornée et
Vlg(t)t"dt </1|| lloot™dt = 18lleo
o = Jo lleot @E =11

1
Donc la série des uy = / t*In tdt converge et a pour somme I.
0

e+l 1 1 Lk
On a, (intégration par parties) up = [ 1 In t] — / dt
+ 0

d’ot ug =

3
1M,
3~
I
|
o3

oo
1 .
‘me”-zk_o‘m-‘

1
La méme démarche pour J = / 11 dt conduit &
o 1—
(] 1 oo 1
_ 2k _
J_Z</0 t lntdt) > G
k=0 k=0
(e <] (o <} oo
~ 1 1 p? 1
O’E(zk)2+z(2k+1)2_?_ nZ’
k=1 k=0 n=1
[eo] [o9) 2
1 1 1 T
et;commez(zk)2 sz_2_—2_4_
k=1 k=1
oo 1 2
1 32 . Int _m
onaZ(Zk_'_l)2 2 douJ—/ 1_t2dt" 3
_1yk+1 2 2 2
SN - R o G S O . 4
1+t (k+ 1)2 24 24 12

) 1-z\% 1
10. Sio ¢ (0,1, f(z) = ( ) z—

est définie continue sur 0, 1],
z a

1
flz) ~ - vz en 0% done lintégrale, impropre en 0, converge.
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Sia=0, f(z) ~ —13— en 0. divergence;
T2

sia=1, f(zx) ~ _L

W en 0, f(z) ~

@ €)0,1], f(z) ~ ,/ —a.
Finalement I(a) = / ”

Le changement de variable t = ‘/ P 1, (soit z = I : t2) conduit a

too t2dt
I(a)=2/0 1+t)(1-a—at?)

On décompose en éléments simples :

~+o00
1 l1-—a
I(a)"z/o (_1+t2+ 1—a—at2)dt

+o0
I(a)=—7r+2a_1/ i 4.
@ Jo

-1 )
Wi en 1 : convergence; enfin si
-z

en « : divergence.

est convergente pour o & [0, 1[.

d’'ou

t2+a_—i
a
. a—1
Sla<0,oua>1,T>0donc
“+o0
I(a) = ! Arctg t
a—1 a—1
«a a 0
——7r+21/—_—1£=7r< a_—l_l);
a 2 a
alors que a = 1 donne
+o0 2
tdt +o0
I(1)=2 —  — —2[Arctgt =
() /0 (1+t2)(—t2) [ I'Cg]o U

(formule valable pour o = 1).

Donc I(a) =7 ( 2‘;—1 - 1) , Va €] — 00,0[U[1, +oof.
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e2:v
1+ e3%|sinz|
seul probléme est en +00. Comme f est & valeurs positives, la fonction

La fonction z ~ f(z) = est définie continue sur R : le

F : X ~ f est croissante donc I converge si et seulement si
nmT 0
lim f existe.
n—+o0o 0
n—1
Or F(nw) = E ug avec up = k"“"’e?i
k k e 1+ e3%|sin z|
k=0
™ 2t
e“tdt
ou encore uy, = ¢ PR T TN
1 4 e°*Tedtsint

Pour prouver la convergence de lintégrale, donc de la série des ug, on
peut essayer de majorer u; ce qui conduit & minorer le sinus. Or, sur
U

0, g], sint > %t : on coupe l'intégrale en %, et dans / onposet =m—s.

2
11 vient :

s ™
wp = 2T 2 e2tdt " 2k 2 e2"e~25ds
k o 1+ e3kmedtsint o 1+ e3kmedme—3ssins’

On a up = vg + Wi, Vi et wy positifs, avec

T 2%a 3
o, < €257 / — ) DT 3k1r [Log 1+ —e‘%7r )]

0 1+ _63k1rt 2e 0
T

. k .
soit vy < O (W) : la série des v converge.
e

De méme on a

3
kS ez(kﬂ)"/ ! 5—ds
0 1+e3ktme=F Zg
™
< e2(lc+1)7r_7r_ [Lo 142 3(k+§)1rs:|
< i g ( )

k .
et 1a encore le majorant est de 'ordre de - la série des uy converge et
e

finalement l'intégrale impropre converge.
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s
Siz=0, / Log (1)dt = 0 existe.
0

1
Pour z # 0, mais avec |z| < 1, cost = -z est impossible, donc la fonction

t ~» 1 4+ z cost, continue, ne s’'annule pas sur [0, 7], elle vaut 1 +z > 0
en t = 0, elle reste supérieure a sa borne inférieure qui, étant atteinte est
strictement positive, donc

s
flz) = / Log (1 + zcost)dt existe sur | — 1, 1].
0

T
Pour z = —1, / Log (1 — cos)dt est impropre en 0, mais convergente car
0

2
tlix% VtLog (1 —cost) =0, (1 — cost ~ %)

De méme si x = 1 l'intégrale, impropre en 7, converge.

Enfin pour |z| > 1, 1 4+ zcost prend des valeurs < O sur ]0, 7[, donc f(z)
n’existe pas.

Finalement f(z) existe sur [—1,1].

Elle est paire, (x ~> —z et t ~» 7 — t donne f(—z) = f(z)).

Elle se calcule sur | —1,1] car (p : (t,z) ~ Log (1+ zcost) est continue sur

[-1,1]x[~a,qa],0<a<1; ¥ existe et est continue sur [-1,1) x [~a,a],

oz
on peut dériver f et f'(z) = /
0

cost

—————dt, valable sur [—a, a], Va de
1+ zcost

10,1, donc sur ] — 1,1[. La changement de variable u = tg %, conduit,

pour z # 02 f'(z) = = — ——=

zV1 — 22

rationnelle). Comme f(0) =0, 0on a

f(x)=7r/ Vi-£2-1 g = _ﬂ/” tdt ‘
o tVi-t2 0o (1+vV1-12)v1-1¢2

1+v1—22

On pose t = sin u... on intégre... on obtient f(z) = wLog —s sauf
erreur.

, (aprés décomposition d’une fraction

2
Le ( f ") peut venir sous l'intégrale, par application de Cauchy Schwarz a
quelque chose ayant f/ en facteur.

On peut penser a Taylor Lagrange a lordre 2 entre z et z + h, (h > 0), avec
reste intégral.

z+h
Ona  f(z+h)— f(z) - hf'(z) = f (= + h— 8" ()b,

xz+h
on  |f(z+h) - f(z) — hf'(@)| < / (@ +h—B)f"@)ldt,
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car 0 <z + h —t < hsur [z,z + h]. On a donc

h
1 If”(t)ldt)

<h (/:+h 1>% (/:+h(f”)2>%

Si on impose 0 < h < 1, on aura

|f(z+h) — £(z) — hf'(2)] < K2V pour z > zg
d’ou Pon déduit

z+

|f034'h)-f0ﬂ-—hf%z)|g}l.<jr

If' (@) < VhVM +

fz+h) - f(z)
h

Soit £ > 0, on fixe h €]0, 1[ tel que VAVM < %, on a alors,

fz+h) - f(z)
h
etcomme lim f(z) =0, il existera 1 2> xo, tel que
T—+00

f(z+h) - f(z)
h

Ve > a0, |f/ @) < £ +

T2z =>

< %, (h est fixé)

dou Vz > z1, |f'(z)| < € : on a gagné!
14. La négation de zll)rfoo f(z) =0est:
Jeo >0, VA >0, Fu > A, |f(u)| 2 eo.
Comme f est uniformément continue, a cet £g, on associe a > 0, tel que,
¥(z,y) € R}, le —yl < o = |f(2) - F@)I < -

Soit donc un A > 0, et u > A tel que |f(u)| 2 €9, on aura

uta uta
/ Ft)dt| = / (Flw) + £(&) — F(w) dt

u+a u+ta
=/ Flw)dt + / (f(t)—f(u))dt’

2 |laf(u)] -

uta
/ (F6) - f(u))dt“

2 |af(u)] -

u+a
[ vo- f(u))dt’
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u+ta u+ta
/ (f(t)—f(u))dt‘ < / () = Fw)ldt < &2

avec
u
et |f(u)| = eo, il vient, 3280 2 9 5 0,VA>0,3u> A =uta>A4A,
u+ta +oco
tel que / I (t)dt’ 2 a%’ : intégrale / f divergerait (Cauchy
nig). °

Clest absurde. Donc lim f(z) =
z—+00

La fonction f : t ~» ——1——3 est positive continue sur [0, +o0[
(1 +¢2[sin¢])2
donc par croissance de X ~ F(X) = / f(t)dt, on aura convergence de
0
Tintégrale si et seulement si 1ir_|r_1 F(nmw+ %) existe, soit encore si la série
n—-1+oo

des

kn+% dt
Uk =/ 3
kr—% (1 +t2[sint|)2

converge, (k = 1).
Le changement de variable t = k7 + s conduit

o

/7 ds
Uk = F 30
—% (14 (kw + s)2|sins])2

. 1
avec un probléme pour s proche de 0. Posons 6, = Arcsin W, (>0
sera fixé aprés)
Si 0 < |s| < 5 |sins| > sinf = _(_I# donc
1 1

K

(1+ (km + 5)2|sin s]) 3 s 3
+ (k7 + s)*|sins T
S (1+6n - 57

alors que pour |s| < 6 on utilise le minorant
1

(1+ (km + s)%|sins| > 1 don T <1
(1 + (km + s)2|sins|) 2

En intégrant ces majorants sur les intervalles adéquats, on a

u T ! + 2 Arcsin ———

1+ (kr — §)2(k7r)—a)a (km)> )a
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Si @ > 1, la série des Arcsin ——— (k ) converge, et 'autre terme est
o ! : il convergera si (2 a) > 1lsoitsi2—a > 2 ou
PEESEY . 8 2 3

a< 3 Comme on peut choisir a €]1, %[ il y a finalement convergence.

. tint L.
16. La fonction t ~» f(t) = m est prolongeable par continuité en 0,
(avec f(0) = 0). Vers +00, elle devient positive, équivalente &

tzl:—_tl = ¢g(t), d'intégrale convergente si et seulement si 2a — 1 > 1,

1 Int
(avec 20 — 1 = 1+ 2a, a > 0 on a g(t) m'?—a,e
lim B _ gal = ; 20-1<1
. _}_ln_aoo 71— = ors que th converge; et pour 2a — 1 < 1,

on pose 2a — 1 = 1 — 2a, g(t) = 1 talnt avec 11m t%Int = +oo et

+o00
d
/ fi—a qui diverge). Donc convergence si et seulement si o > 1.

Pour o = 1, pas de calcul, car f(t) est équivalente & lnTt qui admet %(ln t)?
pour primitive : il y a divergence en +o00.

Sia=2,avecu=%,

0 _ _ +o00 4

I=/ MscitI:—/ %d’u:—L
+oo y u2(1+ )2 o w(+u?)

U

donc 2/ =0etI =0.

+oo
tintdt
ia=31= =2 t 1 _—l
Sia=3, /0 a t2)3 On pose u = 2, du tdtetnt nu

0o
Inu s,
donc I = /0 md’u; par parties c’est

oo 400
I=1lim [ - Inu n 1 du
e—0 81+w?|, 8), u(l+w)?

I T CEE O At S SN SRS U O
T emot |8(1+€)2 T 8, v (1+u)?2 1+u

—hml lne 1 +ln1+e
T oo+ 8\ (14+€)?2 1+e €
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car lim In =0.

u—+oo 1+4+u

J = i l ;_ _L —_l
CeStI—eE,Ig+8|:(ln€)<(l+£)2 1) 1+€+ln(1+£-:)]— g

—2 — &2

1 1
- 1="%2%"" ~ _2.Doncl=-—
car 0792 192 €. Donc

8

Comme f décroit, pour n 2> 1, 0on a f(nh) < f(t) < f((n — 1)h) sur
[(n — 1)k, n k), ce qui s'intégre et donne
n h
piem< [ F<hs(-
(n—1)h
d’ot1 'on déduit I'encadrement
n h+h nh
[ asnsan< [ g,
“Jnh (n—1)h

qui conduit en sommant &

(N+1)h N Nh +o0
fo f<zhf(nh)</0 f+hf(0)<hf(0)+/0 .

n=0

La série de terme général positif h f(n h) est donc convergente (suite des
sommes partielles majorée) et on a, pour sa somme, S(h), ’encadrement

+o0 +o0
/ f<S(h></ f+RFO)
0 0

+o0
dou 0 < S(h) — / f < h f(0), et 1a conclusion
0
i +o0
li hh(nh) | = .
Jim (Swnen)) = [

On sait que Arctgz + Arctg% = 72_r sur ]0, +o0[ et —g sur | — 00,0,

(dériver f(z) = Arctgz + Arctg S oma f' = 0 sur R* d'oit f constante
sur chaque composante connexe et calculer en 1 ou —1).
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1
T+a

Donc vers +00, g(z) = Arctg (r + a) — Arctgz = Artgi — Artg

admet un développement de tout ordre en %, avec
‘ 1 1 1
9@ =2~ z+a +0(F)
1 1 1 1 1
b o) - o (2)
T T(142) T x T
T

donc l'intégrale converge absolument en +00. On procéde de méme en —oo.
Pour le calcul :

X X
I= lim ( / Arctg (z + a)dz — / Arctgz dz) .
X —+o00 -X X

Le changement de variable z 4+ a = s dans la premiére intégrale conduit a

X+a X
I= lim / Arctgsds — / Arctgsds

-X X+a
= _lim / Arctgsds + / Arctg sds
X—+00 \ J_x44 X

-X X
Or / Arctgsds = / Arctgudu, (u = —s), don

~X+a X—a
X+a X+a - .
I= _1lim Arctgsds = _lim (Arctgs — = + =)ds.
X—to00 Jx_, X—+oo Jx_4 2 2

Or ¥e >0, 3Xp > 0, ¥s > Xo —a, |Artgs — 2| <&,

X+a -
/ Arctgsds — 2a—
X-a 2

On a donc I = an.

X+a
d’ou < / eds = 2ag, pour X 2 Xp.

X—-a

Les applications = ~» zf(z) f' (z) et £ ~+ x| f(z) f'(z)| sont continues pour
z 2 0, donc intégrable sur [0, X|, pour tout X > 0.
Par Cauchy Schwarz on a

X ’ X 2,2 % X 2 %
/0 2l (@) f (@)\da < ( /0 22 (z)de /0 Pdz

1

1
+oo )7( too )7
<(/0 222 (z)de /0 Paz)
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Tapplication croissante : X ~~ fox z|ff'|dz est majorée donc lintégrale
+o00
/ zf f'dx est absolument convergente.
0

On intégre par parties sur [0, X] avec X > 0:

[ eter@e=[2r@) -} [ e
-3re-3 [ T

X X
Comme xl_ig_loo /0 zf(z) f'(x)dz existe, ainsi que Xl—iﬂoo /0 F2(z)dz,
la limite X de X f2 (X), lorsque X tend vers +00, existe, avec A 2> 0.

+00
Si A > 0 on aurait f2 (X) ~ % en +00, ce qui contredit / f2 converge.

Donc lim zf%(z) =
z—+00

Soit f(z) = —}\/—E-sin(z+ i) pour z > 0. En 0, on a |f(z)| <

convergence absolue en 0 de l'intégrale.

rilya

Sl

En +00, on écrit f(z) = %sin:tcos% + %sin icos T.

.1 1 1 .
Comme |sin Scos z| < sin — S cos z| € eyl il y a convergence

1 ona|—
’ \/—

absolue de l'intégrale de cette fonction.

11 reste & examiner le cas de g(z) = \/chos %Sin T.

1 . . .
Sl n’y avait que Tsmz on conclurait & la convergence (critére d’Abel,
T

théoreéme 9.17) puisque \% tend vers 0 en décroissant et que
XI
/ sinzdz| <2
X

D’our idée d’écrire g(z) = —l—sina: + 1 sin z(cos % -1).

NE Ve
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oo .
sinz
On a convergence de /= dz, il reste & examiner la fonction
T L (cos 1 1)sinz = ——2—sin2isinz
VT T vz 2z ’

1 1

2
On a |h(z)] < VAT = o5 il y a convergence absolue de

cette derniére intégrale en +oo et finalement convergence de l'intégrale
considérée.



CHAPITRE 10

Suites a valeurs dans E,
espace vectoriel normé

Nous avons rencontré les suites 4 valeurs dans un ensemble E dans
le chapitre 1. L'importance de cette notion est apparue dans I'étude des
espaces métriques (chapitre 4) et plus particuliérement dans le cadre des
espaces métriques compacts et métriques complets.

Nous allons préciser ici quelques propriétés particuliéres au cas réel
et au cas des suites récurrentes.

1. Rappels sur les suites réelles

DEFINITION 10.1. — Une suite u de terme général réel u,, est dite croissante
(resp. décroissante) si et seulement si, Vn € N, up41 = un (resp.
Up+1 < Up)

On parlera de croissance (ou de décroissance) stricte si les inégalités
sont strictes, et de suite monotone (resp. strictement monotone) si la suite
est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou décrois-
sante).

THEOREME 10.2. — Une suite croissante (resp. décroissante) est convergente
si et seulement si elle est majorée (resp. minorée) et dans ce cas sa limite
est la borne supérieure (resp. inférieure) de l'ensemble des valeurs prises.

La justification est faite aux corollaires 5.57 et 5.58 du chapitre 5 de la
construction des réels. Traitons rapidement le cas d’une suite croissante
majorée. Supposons I'ensemble non vide des u, majoré. Il admet alors
une borne supérieure, [, (Théoréme 5.53), donc Ve > 0, [ — € nlest
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plus majorant : 3ng € N tel que up, > ! — ¢, d’'ou par croissance,

VYn2ng, l—e<Upy Sup<l:onabien lim u, =1
n—+00

Comme une suite convergente est bornée dans FE métrique, (si e > 0
est fixé, Ing, Yn = ng, d(un,l) < ¢, donc les uy, sont dans la boule
fermée de centre [, de rayon sup {¢,d(ug,l),k = 0,1,...,n9 — 1} on a
bien la réciproque.

COROLLAIRE 10.3. — Si une suite monotone admet une suite extraite
convergente elle est elle-méme convergente.

Supposons la suite 4 = (up)nen croissante, et telle qu’il existe une
suite (u‘p(n))nEN extraite convergente. Soit [ = n-l—ig-loo Ugp(n)s
Uy (n) < I, pour tout n de N, mais alors Vk € N, il existe n tel que
k < o(n) dou u < Uy (n) < [. Lensemble des uy est majorée donc u
converge, vers [ puisque la suite extraite ne peut converger que vers la
limite de la suite. n

Ce théoréme 10.2 sera d’un emploi fondamental dans P'étude des séries
a termes positifs comme nous le verrons au chapitre suivant. Mais on
Putilise aussi dans I'étude des suites récurrentes du type un+1 = f(un),
ou f est une fonction de variable réelle, a valeurs réelles.

Soit donc un intervalle I de R, et f une application de I dans R. On
étudie, si elle existe, la suite définie par la donnée de ug dans I et de la
relation de récurrence.

on a

10.4. Un+1 = f(un), pour n > 0.

Le «si elle existe » vient de ce qu’il faut s’assurer que les uy,, calculés
restent dans le domaine de définition de f..

On suppose la fonction f continue : une limite éventuelle ! vérifie
I'égalité | = f(l). Cest un point fixe de f.

Létude des variations de la fonction f, permet en général, de déter-
miner :

soit des intervalles J tels que f(J) C J;

soit des intervalles K et L d’adhérences disjointes et tels que
f(K)c Let f(L) C K.

Dans ce deuxiéme cas, si ug € K U L, la suite diverge, car les suites
extraites des ugy et des ug,1 sont I'une dans K I'autre dans L, une limite
éventuelle devrait étre dans KN L = @.
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On suppose étre dans le premier cas, on travaille donc sur J, intervalle
tel que f(J) C J.

Monotonie. Comme Up41 — Up, = f(un) — f(un—1), pour n > 1, si f est
croisante sur J, la suite (up)neN est monotone, et I'étude du signe de
u1 — up = f(up) — up donne celui de up4+1 — Unp.

Si f est décroissante sur J, (toujours avec f(J) C J),uUnt+1 — Un
change de signe avec n, la suite est dite oscillante.

Mais dans ce cas, g = f o f est croissante sur J, on a g(J) C J, donc
la suite extraite des ug, = v, qui est encore définie par vg = uyg et la
relation de récurrence vy, = g(vn_1) est monotone.

De méme la suite extraite des wy, = ugn4+1 est monotone, (car définie
par la donnée de u; = wg et de la relation wp41 = g(wn). '

Comme w) — wp = ug — u; = f(u2) — f(uo), w1 — wp est de signe
opposé a celui de ug — ug = v; — vg donc les deux suites extraites sont
dans ce cas de monotonies différentes.

Pour la convergence, dans le cas ou la monotonie a été justifiée, (ou
celle des suites extraites) il reste a justifier que ces suites sont bornées
pour conclure a leur convergence vers un point fixe [ de f dans J, en
vérifiant I'unicité de la limite dans le deuxiéme cas.

Des remarques pratiques

L'étude de la monotonie, donc du signe de u,+1 — Uy, peut se faire par
récurrence car Un+] — Un = f(un) — f(up—1) et on essaye de mettre en
évidence la différence up, —un—1 ; mais on a aussi Up 1 —Up = f(Un) —Un
et la connaissance du signe de la fonction z ~» f(x)—x permet de conclure.

Si on sait que les uy, restent strictement positifs, on peut étudier

U
la place de ntl

f(un)

f (un—l)
sa place par rapport a 1.

Enfin il ne faut pas oublier que ces suites peuvent relever du théoréme
du point fixe car R est complet. On a :

par rapport & 1, 14 encore soit par récurrence, (c’est

T
), soit plus directement en examinant la fonction z ~~ %l et

THEOREME 10.5. — Soit I un intervalle fermé de R et f une application
contractante de I dans I. Alors toute suite u définie par la donnée de ug
dans I et de la relation de récurrence up11 = f(un) converge vers le seul

point fixe de f sur I.

En effet, I fermé de R est complet, et on applique le théoréme du point
fixe, (Théoréme 4.102).
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Le cas le plus fréquent d’emploi de ce théoréme est celui ou la fonction
f est dérivable sur I et ou il existe une constante positive k telle que :
Vz € I, |f'(z)| < k < 1, par accroissements finis f est alors contractante
sur I

Ne pas oublier enfin que si f o f, ou plus généralement f°P = fo fo
...o f, (p fois) admet un seul point fixe sur I, c’est aussi le seul point fixe
de f sur I, (voir remarque 4.105).

10.6. Je ne saurais pas achever ces remarques sur les suites du type

un+1 = f(up) sans dire un mot des suites homographiques cest-a-
dire des suites définies par la donnée de ug et d’'une relation du type
aun+b :
U = ————avecc# 0etad— bc#0.
n+1 ctun+d 7é 7é

t+b d
La fonction t ~ — I Fi établit une bijection de R\ {— Z} sur R\ {%},

car résoudre 'équationent,y = ,avect # ——, équivaut a résoudre
c

at +
cg +d
t(cy—a) = b—dy, d'ots, pour y # p Pexistence et I'unicité d'un antécédant,
d
(que Yon peut vérifier &tre # — S car ad — be # 0).
d
La suite u, existera donc si, pour tout n, u, = f™(ug) # —3 soit

d
ug # ( f "l)n <_E) . Sont donc exclues les valeurs définies par la suite

vp = —— et la relation de récurrence v, 1 = 1 (vn).

c
Si la suite (up)neN converge vers A dans R, en passant 4 la limite dans
la relation cununy1 + dupy1 — aunp — b =0, A doit vérifier I'équation :

10.7. A2+ (d—a)A—b=0.

Si (d—a)?+4bc < 0, 10.7 n’a pas de racines réelles, la suite u diverge.

Si (d — a)? + 4bc > 0, 10.7 admet deux racines distinctes o et 3. Si
ug = a, (resp. B) alors Vn, un, = a, (resp. §). On écarte ces cas, donc, Vn,
un & {a, ,3}

On a alors

aup +b afB+b
Unt1 =B _ cun+d cB+d _cat+d upn—f
Uny1—0@ QUn+b aa+B cBf+d up—a’
cup+d ca+d
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d _

zg_::-—d —Z:_z,onakaélcaraaéﬂetla
suite des , est définie par la donnée de zg et de la relation z,,+1 = kzn,
ce qui conduit & z,, = k"9, (avec zg # 0 car ug # B).

En posant k =

. . —ar
Donc si |k| < 1, lim z, = 0, comme u, = ﬁ—n on a
n—+400 l—z,
lim u, = 0;
n—+oo

. . Up — @ \"uw-—oa . .
si |k| > 1, on aurait y, = = - ui tendrait vers
K =t () B8,

0dou lim u,=a;

n—-+00
si k = —1, les z2p sont égaux a zo, les T2,41 & T1 et Paspect bijectif
t—
de t ~» ; g de R\ {a} sur R\ {1} donne alors ug, = ug, ugp+1 = U1

avec ug # uj, (au départ ug € {a, 8}) : la suite diverge.
Si (d—a)2+4bc = 0 Péquation cA?+ (d—a) A —b = 0 admet une racine

a
double a =
écarte ce cas.

. Si ug = @, la suite est constante donc convergente. On

1 _ 1 _ (cun +d)(ca+d)
Uny1—a nt+b aa+bd T (da—bc)(un — a)
cup+d ca+d
_ (c(un — @) + d + ac)(ca + d)
- (da — be)(un — @)
_c(d+ac) (d + ac)?
" (da—bc)  (da—bc)(up — )’

Alors

Ord+ac=d+ a_dC= atd donc
: 2c 2
(d+ac)® a?+2ad+d?> (d—a)2+4ad —4bc+ 4ad
da—bc = 4(da—bc) = 4(da—bc)  4(da—bc)
puisque (d — a)2 + 4bc = 0, soit finalement
2 .
(d+ ac) —1 don ¢(d+ ac) __c _ 2¢c
da — bc da — bc d+ac a+d

et la relation

1 2 " 1
Ungy1—a  a+d  up—a
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. qui conduit &

1 _ 2nc 1
Upn—a a+d ug—a

b

comme c# 0ona lim
n—+o00 |up — a|
Le lecteur qui a, une fois dans sa vie, essayé de traiter autrement une
suite homographique, a di comprendre sa douleur.

Il faut dans certains cas se résoudre a faire preuve de culture. On

peut étendre cette étude au cas complexe, (a, b, ¢, d dans C), la discussion
portant alors sur la nullité éventuelle de (d — a)? + 4bc.

=+oodoa lim wu,=a.
n—+o0o

2. Cas des suites du type u, 2 = f(unt+1,un)

Je me bornerai, dans ce paragraphe, a donner des indications pouvant
servir a étudier de telles suites.

10.8. D’abord on peut essayer d’adapter le théoréme du point fixe.

On suppose la fonction f définie sur E x E avec E espace complet, (£
peut-étre un fermé de R), a valeurs dans E. On définit une suite par la
donnée de ug,u; dans E et de la relation

Un+2 = f(Unt1,Un).
Si on pose vp, = Up+1, on peut écrire Uni2 = Unyi = f(Un,un).

On introduit alors les couples W, = (up,vp) définis par la donnée de
Wo = (uo,u1) = (up,vp) et les relations de récurrence :

Un+1 = Un
Un41 = f('Un, Un)
qui définissent W, 1 en fonction de W,.

L'espace topologique F' = E X FE est complet pour I'une des trois

distances équivalentes d(°°), d) ou d), (Théoreme 4.99). On introduit
Papplication ¢ : F' — F définie par

v :(z,y) ~ (v, f(y,2)).
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Si on suppose f continue, et si ¢ admet un seul point fixe, comme la
suite des W), vérifie la relation Wy, 1 = ¢(W),), en cas de convergence
de la suite, ce ne peut étre que vers ce point fixe de ¢.

L’application ¢ n’a aucune chance d’étre contractante car

d©® (¢(z,y), p(z’,y")) = sup (d(y,9"),d (f (¥, ), f (¥, 2"))

fait intervenir d(y,y’). Mais dans certains cas ¢ o ¢ peut devenir contrac-
tante, (on a ©%(z,y) = (f(¥,2), f(f(¥,Z),y)), donc avoir un seul point
fixe, dans ce cas les suite (Wap),cn et (Wan+1),en convergent vers ce
point fixe, d’ou la suite (W) aussi et finalement la convergence de la suite
initiale.

10.9. Deuxiéme étude possible : faire intervenir les limites supérieures et
inférieures lorsque l’on est dans le cas réel

Cette méthode est liée a la structure ordonnée sur R.

DEFINITION 10.10. — On dit qu’une suite réelle u = (un)neN admet A pour
limite supérieure si et seulement si, Ve > 0, Ing, Vn 2 ngup S A+ cet
card{n; un > X\ — €} est infini.

10.11. On note A = lim sup uy, cette limite supérieure si elle existe.
n—-+400

On définit de méme les limites inférieures.

DEFINITION 10.12. — On dit qu’une suite réelle w = (un)neN admet X pour
limite inférieure si et seulement si, Ve > 0, Ing, Vn 2 ngupn 2 A —cet
card {n; un < A+ €} est infini.

10.13. On notera \ = lim inf uy,.
n—+oo

10.14. Soit alors une suite u = (Up)neN, Si on prouve qu’'elle admet une
limite supérieure A1 et une limite inférieure Ao avec \1 < Ao, alors A\ = Ao
et la suite converge vers cette valeur commune. En effet, si A1 < Ao, soit
Ao — A
€= %,onassocieéeunno tel que Vn > ng, un < A1 +€etun
ny tel que Vn > ni, un = A2 — €, dott Vn > sup (ng,n1) :
Upn €A +e<dg—e< Uy :

c’est absurde.
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Posons A = A; = Ag, on a bien Vn > sup (ng,n)

A—efu, < A+¢, donc lim uy = A
n—-+00

Vous allez me dire, en quoi est-ce plus facile? Et bien en ce que
I'existence d’une limite supérieure peut étre obtenue par des raisonne-
ments liés a la compacité par exemple. On a

THEOREME 10.15. — La limite supérieure d’une suite majorée u est la borne
supérieure de 'ensemble des points d’accumulations de {un,n € N} et des
valeurs prises une infinité de fois, lorsque cette borne supérieure existe.

Clarifions les choses. Soit A = {z; z € R, card {n; un, = z} infini}
et B = { points d’accumulation de {un; n € N}}; puis C = AU B.

Pour u majorée, on a : (A = lim sup u,, existe) & (C, non vide, majoré et
n—-+400

A = sup C). On aurait de méme, pour une suite minorée, (A = lim _|i_nf Un
n—-1+00

existe) < (C, non vide, est minoré et A = inf C). Traitons la limite
supérieure.

Si A = lim sup uy, existe.

neN

Soite = 1, 3ng, Yn > ng, un < A+1,etdeplus, I = {n; up > A—1}
est de cardinal infini.

Considérons I'ensemble U des valeurs u, pour n > ng et n € I.

Si U est de cardinal infini, étant dans [A — 1, A 4+ 1] compact, il admet
des points d’accumulation (Théoréme 2.9), donc B # J; et si U est de
cardinal fini, il existe une valeur prise une infinité de fois, donc A est non
vide. Dans tous les cas, C = AU B est non vide.

Puis Ve > 0, Ini, Vn = ni, un < A+e¢. Le cardinal de ensemble de
n tels que up > A€ étant fini, il en résulte que les points d’accumulation
et les valeurs prises une infinité de fois sont majorés par A + ¢, et ce pour
tout €, finalement A majore C.

L'ensemble C, non vide et majoré par A admet une borne supérieure

m < A. Supposons m < A et soit € =

. La encore, l'existence

de A = lim sup uy, nous dit qu’il existe une infinité d’indices n tels que
n—+oo

A—¢e € up € A+ ¢, dou un élément de C = A U B supérieur a

A—e = A+m

On a donc justifié que C est non vide, majoré, et que la limite supérieure
est la borne supérieure de C.

> m, absurde puisque m est la borne supérieure de C.
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Réciproquement
Supposons C = A U B non vide, et admettant une borne supérieure
notée .

Soit € > 0, si card{n; un > A+ €} est infini, comme la suite est
supposée majorée, on aurait un point d’accumulation, (ou une valeur prise
une infinité de fois) supérieur a A + € : c’est exclu.

Donc 3ng, Yn = ng, up < A+e.

€ €
Puis, A— 5 n’étant plus majorant de C, il existe x € C avecx > A——.

Si z est une valeur prise une infinité de fois, il existe une infinité d’indices
n tels que up, = > A — €, et si T est un point d’accumulation, il existe
une suite extraite qui converge vers z, donc une infinité de n tels que

€ €
Un €l — =, w+§[

2
€ E €
Comme  — 3 > A- 373 on a encore une infinité de n tels que
Up = A —E.
On a bien A = lim sup u, existe, et c’est la borne supérieure de C.

n—-+400

REMARQUE 10.16. — Si on suppose la suite © non bornée, on peut, par
convention, dire que 400 est limite supérieure de la suite.

3. Suites récurrentes linéaires

On définit simultanément, p suites a valeurs dans un corps K, (R ou
C mais tout corps peut convenir) par la donnée de leur premier terme et
les relations suivantes.

On note u(l), u(z), .. ,u(s) les suites, u,(,k) sera le terme d’indice n de
la k*¢™€ gsuite, et on a

1 1 2

u51.|).1 = allu'l(z ) + alzu% ) +...+ alpugp)
2 1 2

10.17. “51-21 = a21u$, )t g + .+ az;oug’ )
1 2

“Szpll = O‘plugz )+ ap2u'$7,) +...+ appu,(f).

11 est clair qu'en notant A la matrice carrée d’ordre p des o;; et Uy, la
matrice colonne d’ordre p des u,(: ) ,4=1,...,p, les relations de récurrence
traduisent I'égalité matricielle suivante :
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10.18. Up41 = AUy qui conduit & U, = A™Uy, et, la matrice colonne
Up étant donné, U, sera connue dés que l'on aura calculé A™.

L'étude de ces suites se raméne donc a celle des puissances d’'une
matrice, ce qui se traite en diagonalisant, ou en jordanisant ou en divisant
X™ par un polynéme annulant A.

Nous allons donner, (pourquoi nous...) je vais donner des résultats

concernant un autre type de suites définies par une récurrence scalaire
linéaire d’ordre p.

On se donne p scalaires ag, a1, ...,ap—1 et on définit une suite u par
la donnée de ses p premiers termes ug,ui, ..., Up—1 et de la relation de
récurrence.

10.19. Untp = Qp—1Untp—1 t+ ... + QpUptk + ... + aoUn

valable pour tout n.

10.20. 11 est facile de vérifier que les suites u vérifiant 10.19 forment
un sous-espace vectoriel £ de K™, espace vectoriel des suites a valeurs
dans K.

En effet, si u et v sont dans £, A et 4 dans K, la suite w = Au+ pv de
terme général w, = Auy, + pvy, vérifie 10.19 puisqu’il suffit de multiplier
par A (resp p) la relation vérifiée par les ug, (resp les vg) et d’ajouter pour
obtenir la relation pour w. De plus la suite nulle est dans £.

Pour i € {0,1,...,p — 1}, on note u®, 1a suite vérifiant la relation
10.19 et dont les p premiers termes sont nuls sauf celui d’indice ¢ qui
vaut 1.

10.21. La famille des u(® est une base de €.

p—1
On a une famille libre car si E ,\ku(k) =0, le terme d’indice i < p—1
k=0
de cette combinaison est nul, or c’est \;, d’ou chaque \; = 0.
Puis u de £ déterminée par la donnée de ug,us, ..., Up—1 est visible-
p—-1
ment u = Z uiu(’). (Les notations sont bizarres, mais il faut s’y faire.)
=0

Donc & est de dimension p

Pour calculer le terme général d’'une suite u de £, on va introduire p
suites vérifiant une relation de récurrence linéaire.
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A partir de la suite u de £, on introduit les suites v(l), v(z), el ,'U(P)
définies par les relations :
oi s
( L Uny1 = 1(114)_1
ok Un+2 = ”1(»2-4)-1
et v,(lp ) = Untp—1 = 1)7(5-—11)

On aura alors :

7(,,4).1 = Un+p = Gp—1Un+p-1 +..+ ApUntk + ...+ aoUn

() (k+1) (1)

soit v,y = ap_lv(p) + ...+ agvn -+ agvn

et les p suites introduites sont telles que

(1)

(Vi1 (0 1 0. 0 \ ( o) \
(2) 0 0 1...... 0 (2)
n+1
10.22. : =
0 0 O...... 1
\vn+1 k ap a3y a2...... Gp—1 / \'U(p)
En notant V}, la matrice colonne des %(Zk)’ k=1,...,p, et Alamatrice

carrée d'ordre p précédente, on a la relation V43 = AV, qui conduit &

Vo = A"V, et up, = v( ) sera connu si on sait calculer A™.
Or le polynoéme caractéristique de A est

(-1)P (,\P - ap_1)\p_1 - ap__z,\”'2 ...... - ao) ,

calcul facile si on développe det (A — AIp) par rapport & la derniére ligne,
et que l'on peut voir en Algébre en 10.45.

10.23. Léquation NP — ap_l)\p'l — ap_gx\p_2 ... —ag = 0 est appelée
Uéquation caractéristique des suites u de E.
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On suppose que cette équation a toutes ses racines dans le corps K, (ou
bien que K = C). Soient A1, ..., A, les racines distinctes de multiplicités
ai,...,ar de Péquation caractéristique.

La jordanisation de la matrice A permet de voir que le terme général
de A™ sera une combinaison linéaire a coefﬁclents constants par rapport
an, des termes (\;)", n(\)™, n2(N)"7, ..., n%~1();)" pour i variant de
1 & 7, (voir Algebre 10.68).

Il en résulte qu’on a finalement un expression du type

T a;—1

Un—z Z,Bz]nj A"

=1

les 3;; étant des constantes par rapport a n.

Si on considere les suites de terme général n’(\;)™, pour 0 € j <
a; —letcepouri=1,...,7, on obtient o; + ... + o = p suites, qui
engendrent donc un sous-espace vectoriel I’ de dimension p au plus de
K™.

Comme chaque u de £ est dans F’, on obtient £, espace de dimension p,
contenu dans F' de dimension p au plus : cest que £ = I’ et que la famille
des p suites de terme général nJ (i)™ est une base de £. On obtient ainsi
le

THEOREME 10.24. — Les suites u dont le terme général vérifie une relation
de récurrence linéaire :

Untp = Qp—1Untp—1 + ... + QkUpyk + ... + QOUn,

forment un espace vectoriel de dimension p sur K.

Si léquation (E) : P — ap_ Wl g - g =0
(appelée équation caractéristique) admet ses p racines distinctes ou non,
dans le corps K, une base de cet espace vectoriel est formée des suites

de termes généraux n()\;)", ot Ai,...,\r sont les racines distinctes
de (E), de multiplicités ay,...,or, et oz‘t pour i € {1,...,7} on a
je{0,1,...,04—1} [ ]

Ce résultat étant connu, en pratique on passe a 'équation caractéris-
tique, d’ou les racines, d’ou1 la forme de u,.

Les coefficients 3;;, (de nJ (\;)™) sont obtenus en résolvant le systéme
donnant ug, u1, - .., Up—1, pour les valeurs n = 0,1,...,p— 1
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4. Césaro and co

La convergence au sens de Césaro est une notion valable dans le cadre
des espaces vectoriels normés qui donne pas mal de résultats. Voyons ce
dont il s’agit.

THEOREME 10.26. — Soit une suite u de terme général u,, dans E espace

vectoriel normé, (réel ou complexe). Si la suite u converge vers | dans E, la
up+uy +...+u

n+1

. s 2 n .
suite v de terme général v, = converge aussi vers l.

Comme on ne compare bien que les choses de méme nature, formons

I+1+...+1
la différence vy, — [ en écrivant [ = %, (on somme (n + 1) fois
).Ona:
n
(ux —1)
vp — =
" ,g) n+1
Or, Ve > 0, 3ng, Vn > no, |jun — || < ;
Soit donc 1 > ng, Vk tel que ng < k < n, on aura ||ug — || < g dott
no—1 no—1
3 k—oH ST
-1 < k=no o Ik= =
”'U'n,E”\ n+ 1 +n+1\ n+1 +2
puisqu’il y a n — ng + 1 fois le terme /2.
no—1
Comme le terme Z (ug —1)|| est constant par rapport a n, le
k=0

majorant a pour limite £/2 si n tend vers l'infini, il devient donc inférieur
a € pour n assez grand, finalement on a :

Ve > 0, In1(= no), Yn = nq, |lun —1|| <e,

d’ott le résultat. [ |

DEFINITION 10.27. — On dit qu’une suite u de terme général u, dans

E, espace vectonel normé converge au sens de Césaro, si la suite des
v upt+ur+...+u
n = ™ converge.
n+ 1 &
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Nous venons donc de voir que la convergence d’'une suite vers une
limite [ implique sa convergence au sens de Césaro, vers .

La réciproque est fausse. Si on prend par exemple u, = (—1)", on
1

obtient vy, = et vopy1 = 0 dou nErfm vnp, = 0. La suite u

2p+1
converge au sens de Césaro vers 0, mais la suite u ne converge pas.

Signalons une sorte de réciproque, le théoreme de Hardy.

THEOREME 10.28. — (de Hardy). Soit une suite u de terme général u,, dans

E espace vectoriel normé, telle que Vn € N, on ait ||up+1 — un|| < T
(A constante) et que la suite u converge au sens de Césaro, alors la suite u
est convergente.

Si [ est la limite des v, = Ut Uy +...+un

, il s’agit de prouver

n+1
que lim wu, = l. En fait on peut remplacer u, par u), = up — [, alors
n—-+00
! A
llup 1 — Unll = llunt1 — unl| < Sy ona
,_ugtui .ty

n = 1 = vp, — | qui tend vers 0, et on va prouver
n .
que la suite des 'u,;z tend vers 0, d’'out la convergence des up, vers [.
Pour faciliter le travail du typographe, supprimons les ’. On part donc

de u = (up)nen telle que lim v, =0, avec
- n—+00

U, -|;u +...4+u A
= 0 - :'7,+1 ",ettelleque,VnGN*, ||un+1—un||<m.

Un

Comme (n+1)vy, = ug+u1+...+up, pour pet g dans N avec p < ¢
ona(g+1)vg— (p+1)vp =uUpt1 + ...+ uq.

Dans up41 + ... + uq on va faire apparaitre les différences u; 11 — u;
pour utiliser 'hypotheése.

On a
Uptl +upro+ ... ug = —(Upt2 — Upt1) + 2upio HUupi3 + ..+ U
= —(upt2 — Upt+1) + 2 [~ (Up+3 — Upt2)] + Bup43 + Upya + ... + ug.
On poursuit ce calcul qui conduit a :
q—p-1

(@+Dvg—(p+Dvp=| Y —i(uptrit1 —tprs) | +(q— P,

i=1
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ou encore a
q—1
(- plug = Z (k= p)(uk+1 — uk) + (g + 1)vg — (p+ 1)vp
k=p+1
d’ou
q—1
k—p
(= Dlluall < (a-+ Dibogll + o+ Dllogll + Y- E—Pa.
k=p+1
k—p _q-p

Pourp+1 < k< qg—1o0na QT,puisquek<qet

g—1
k— A
k+1>p,dou Z #{A < (g- p)2;, d’ou, en divisant par g — p,
k=p+1

(g + Dllvgll + (0 + Dllvpll , (9 =p)A
q-p p

V(p,q) € N2, p < g = |lugl| <

Il va falloir maintenant, pour g assez grand, rendre le majorant de
|lug|| arbitrairement petit, et pour cela jouer sur p en le liant 4 g de fagon

a9-p _4a

a maitriser le = 5 — 1. On comprend que p va étre « équivalent »

: 1 1
a q de facon que % — 1 soit O(¢), mais alors Pi‘ sera de l'ordre de e

qui lui est équivalent. Aussi, on traduit lim v, =0

ainsi que q
e n—+o00

avec 62 :

Ve >0, 3Ing €N, Vn = ng, ||lvn]| < e.

On choisit ¢ > p > ng, d'o

2
1029, |lugl| < T2 22 4 (2 - 1) A
q—p p

On va choisir ¢ assez grand pour pouvoir trouver p > ng, tel que
e < %—1 < 2, s0it 1 +¢ < % < 1 + 2¢, ou encore p tel que

qa - q

<p<

1+2 “PST

. Ceci sera possible si 2 ng, (ce qui se traduit

q
14 2¢
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9 g
14 1+2¢
entre ces deux nombres.

par g assez grand) et si 2 2, auquel cas il y aura un entier

Cette derniére condition s’écrit qm 2 2. On prend donc
2(1 1+2
g > sup <(L)€(+i),no(l + 2¢) ], (en particulier on aura q > ng),
il existe alors p > ng tel que € < % — 1 < 2¢ et 10.29. devient
2
llugl| < %—62 + 2Ae. 1l reste a nous débarrasser de ce terme
2 - 1 1
M.Oresuskdonc < — dou
q—-p 5 p 0 q _127 pe
atpt e2g gt+p+ €= (2+1+_ €
q9—p p p
2
Ona-<2etdg2e+B=142,
p p p
2
dotr q—;’%—g < (4+ 2¢)e
et finalement ||ug|| < €(24 + 4 + 2¢).
La forme du majorant montre bien que lir_ir_l un, = 0, dou le
n—-1+00
théoréme de Hardy. ]

La convergence au sens de Césaro intervient, dans 'étude des séries
de Fourier, pour donner le théoréeme de Féjer (voir chapitre 15).

10.30. Une autre application de Césaro consiste & trouver, lorsqu’une suite
réelle u admet une limite l, un équivalent de | — un, (uy, terme général de
la suite). -

En effet, posons vp, = | — up,ona lim v, = 0. Supposons que Pon
n—+o0o

puisse trouver un « réel tel que

nlig_l@ (v3, 1 —vg) = Xavec A #0.

Par Césaro (10.26), on aura
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soit encore

o (04 o
lim (M - ”—0) —Adon lLm 27 )
n—-+400 n n n—+o00 N

1.1
Onadonc (v,)* =~ nldouvy~mnala. ]
n—-+00

Remargue. Trés souvent, 'emploi de développements limités donne ce réel
a. Par exemple soit la suite u définie par la donné de ug réel et la relation
de récurrence up4] = sinug.

Pour tout n > 1,u, € [-1,1].

Si uj > 0, en fait pour tout n > 1, up, € [0, 1], on aura
Up+1 = SiDUp < Up, d'olt une suite décroissante, minorée par 0 donc
convergente vers [ € [0, 1] tel que [ = sinl. Seul [ = 0 convient.

Si u; < 0, le changement de ug en —ug, change u; en —uj et les up

en —uy, d’ou encore lim wu, =0.
n—-+00

On cherche un équivalent de un,, et pour cela, on cherche o réel tel
que ngrfoo(ug 11 — uj) existe et soit non nulle.

Ona

2
Wy - uf = (inun)® —ul = [u201 - %8 + 0(u2))" —ug
(0%
G
~ —%uf{*“" sia#0.

=ud(1— =uZ — 1+ o(un)?)

s . -2 -2y _ l N s .
Sia= -2, nll)r_'r_loo(un 11— Uno) = 3 2 condition que les u, soient

non nuls, donc que ug ¢ Zm. Dans ce cas, par Césaro on a :

lim _ 1
n—-+o0o n )

3 3
On a donc U121 ~ - et up ~ \/;, (dans le cas u; > 0).

Si ug = km, (k € Z),Vn 2 1, up, = 0, la recherche d’un équivalent n’a
pas lieu d’étre.

Cet exemple montre l’efficacité du procédé!
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EXERCICES

Etudier lf suite définie par ug € R et la récurrence
Untl =5 (ud +1).

Etude de la suite ap, = nl(l — = — = — ceo——).

Une suite réelle est définie par u; = a,u2 = b et la récurrence

Uu. =u — Up. Déterminer lim = (u? +u +...+u2).
n+2 n+l — Un 'n,—>+oo'n,( 1tus+...+up)

Etudier suivant a € R la suite (u,) définie par

i 1
Un =p¥1—(n+p)a

On donne la suite (ax) ou ax =a+ (k —1)r,(a > 0,7 > 0).

Montrer P'existence de

n
H Ap0K42
P (ar+1)?

On définit trois suites réelles (an), (bn), (cn) par ag = a,
bo = b,co = c o (a,b,c) € R3 donné et

4 4
4 4 )

Déterminer les limites éventuelles de ces trois suites.

Déterminer hm H (1 + -2 )

3—1
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Etudier la suite (u,) définie par ug, u1, u2 positifs et la relation de

récurrence Up43 = 3Uplnt1Unt2

Soit fn(z) = 2"+ 2" 1 +...+ 22+ — 1,n € N*, et a,, Punique
racine positive de fp(z) = 0. Etudier la suite (an)n, € N.

1 n
1. = . l/n‘
Soit a > 0, b > 0, déterminer Lm l:_[(a + bj)

Soit g > 0 et la suite réelle donnée par la récurrence

T = _Ir
LR nz?’
Déterminer hr_{-l T, et donner un équivalent de z,.
n—

sin (ka)

Tr 1, i .
ouver pour o rée pm Z E+n

k=1

Etudier la suite définie par ug > 0 et la relation de récurrence
n — Log (1 + up)
u? ’
n

Un+1 =

Soit a, b, ¢, d des entiers naturels; une suite u, est définie par
: a c
la donnée de ug = —,u; = =
0 b) 1 d

__Pn1 + Pn—2

n = .
dn—-1+Gn-2
Etudier la suite (up).

et, si up = z—k pour k < m, par
k

Soit la suite réelle z définie par la donnée de zg et de la relation
1
de récurrence Tp,41 = Tn, + — - Donner, quand la suite est définie,

un équivalent de x,, puis un développement asymptotique a deux
termes.

SOLUTIONS

1
Quel que soit ug, on a up = 5 pour tout n 2> 1.
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1
On a Upt1 — Un = %(u% —2un +1) = E(un —1)2 > 0: la suite
2
est croissante. Par continuité de la fonction f : x ~» z

une limite
1

éventuelle u vérifié Péquation u = 5(11.2 +1) soit (u—1)2 =0, doncu =1

est seule limite possible.

On peut remarquer que si pour un 79 22 1 on a ung < 1, alors uﬁo +1<£2
done upy4+1 < 1 et, par récurrence, Vn 2> ng, un < 1 dans ce cas la suite
est croissante majorée donc convergente (vers 1).

Et si uny > 1, par monotonie, Vn 2 ng, un 2 ung > 1, la seule limite

possible 1 est éliminée donc lim wuyn + oco.
n—+00

Le comportement de la suite dépend donc de la place de u; = l u+1 par
2 0

1
rapport21.Oru; —1 = §(u3 — 1) sera négatif si et seulement si |ug| < 1.
Do :
|up| < 1 : suite croissante convergente vers 1;
|up] =1 : suite constante égalea 1sin 2> 1;
|ug| > 1 : suite croissante divergente vers + oo.

Le terme n;' ! s'écrit o i i — % : il doit y avoir des simplifications en
- 1 1 1
masse. On a an = n!(1— kz_; (m - F)> = n!m = 1:la suite est

constante, égale a 1.

On a une suite récurrente linéaire d’équation caractéristique 7> —r+1 =0,

de racines €'3 et e % distinctes, donc il existe o et 3 complexes conjugués
tels que pour tout 7,

R . _;nm P ) _ _oimn
un = ae™3 +@e "3 donul = 2?3 + (@)% 273 + 2ol

n i(n+1)6 6
; e —e
Pour 6 # 0(27) on a E etk0 — w1 c’est majoré en module
eif —

k=1

1
par donc, multipliée par o cette somme tend vers 0 si  tend vers

le® —1]
uf+u§+...+uﬁ

- = 2|a|? et il reste a

linfini. Il en résulte que lim
n—-+4oco

calculer o sachant que :

{ae"’i’g' +ae % =aq
0e?5 +@e %5 = b,
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d’ou1 I'on tire, (—e_%! + @),

a(—g + z?) =b—ae '8 =iav3e'3. On conjugue, d’'ou
T
b—ae'? = —ia 36—1 3

et par produit : (b — ae_i%)(b - aei’g') = 3a@ = 3|al?.
C’est encore

=b2—ab+a2

2 2 2
3|a|2=|b_a _2@] - (b-2)’ 42

27! 2 4
et, sauf erreur, la limite cherchée est :%(az +b% - ab)

4. Le varient de avec a > 0. On peut encadrer

L 1, 1
(n+p)* (n+1)* = (2n)>
ces termes par des intégrales pour évaluer leur somme.

1
La fonction z ~~ P est décroissante sur ]0, +oo[ donc, pour tout k € N*
ona

n+k+1
RN w1
(n+k+1) % T (nt+k)e

n
d’ott Yon déduit I'encadrement : n + k + 1
ntk+l oo 1 ntk oo
&< s < =,
ik Ttk T [ T

(pour k > 1), et en sommant

2n+1 2n
dz dz
/ — Sun < —a
n+1 z n T

2n + 11 L unp K Ln2dou lim wun =Ln2.

n n—+o00
Sia# 1, (mais ¢ > 0),ona

Sia=1,0naLog

1 1 _ 1 <u
a-1\(n+1)21 (2n+1)e-1) ™"

1 1 1
< a-1 (n"“l B 2"“1n°‘—1)
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. 1 1\1-« 1 1\1-«
soit encore m ((1 + ’TL) - EQTI (1 + %) )

1 1
Sun < (1 B 2“‘1) (o — 1)pa—1"

I\ 1 11 1 1
C°mme(1+ﬁ) _2_0-_1(”%) =1—2a——1+0(;)’et

que o # 1 le minorant est équivalent a (1 -

comme
201 ) (@ — 1)na—1
le majorant, d’olt un équivalent de un, et :
sia>1, lim u,=0,

n—-+00

si0l<a<l, lim wun=+oo.
n—+400

5. En fait, dans le produit des ajag2, la plupart des ap interviennent deux
fois, donc se simplifient. En fait on a

n
o o ma_ o faroe)
Dn = —a = —
k=1 (ak+1) a2 ant1 (a+7) (a+nr)
o . _a
Commer>0,1lwentngrfoopn_a+r‘
1 3
071
- an 3 1
> SIX"=<b">etA= 4 0 4 , on a Yégalité Xn, = A" X, avec
- 13
4 4

a
Xo = (b)
“\e
On doit calculer Ap, or, vu la forme des coefficients, en posant
0 01 010 3 1
J=|100]maJ?={00 1 doncA=ZJ+ZJ2.
010 100

OnaJd = I3, le polynéme X 3 _lest scindé, donc J est diagonalisable et
A polynéme en J aussi.

Le polynéme caractéristique de J est — X 34 1, les valeurs propres sont 1,
7, j2. La recherche des vecteurs propres conduit & la matrice réguliere

1 1 1
P= (1 5 j) telle que P~ JP = diag (1,5,4°)
I
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dou P~1J2P = diag (1, j2,§) et P~1AP = dag(l M,g” +’)
35 + j2 . —2+4iV/3 35 + j2 443
On a 1 = ) donc 7 16 < 1. 1en

résulte que lim (P"IAP)n = diag(1,0,0), et que lim A" =
n—-+oo n—+00

100 1 111
P{o 0 O0|P1=2(11 1] tous calculs faits (et sauf erreur

000 3\1 11
toujours possible). D’ol les trois suites an, bn et cn qui convergent vers

1
§(a+b+c).

1l s’agit d’un produit, on passe aux logarithmes.

sy

— - J J
On a vp, = Logun = X;Log 1+ ;2-), avec les = < - donc proches
J=
de O : un développement limité s’impose.
2
Soit f(z) = Log(l+z) =z + %f”(&), avec ¢ entre 0 et x, donc f(¢)
proche de f”(0) donc borné.

. . ) B
On peut écrire Log (1 + #) = # + # Qjn, la famille des a;, étant
majorée en module par une constante A.

Alors v, = 22]+ Z] Qjn-

j=1 j=1

n
1 . n(n+1) 1 2 A n(n+1)2n+1)
one Y 5= 0D o 1|5 ey, | A nnt @t
Jj=1 j=l
1
ou - li = - i = .
d'ou n lim wn =3, donc nllg_xoo un = /e
Si wouiuz = 0, Vn = 3, up = 0; si up uy ug > 0, alors par récurrence,
Vn € N, up > 0; on peut poser v, = Logun ce qui raméne & une
récurrence linéaire v, 43 = %(’un + Un+1 + Unt2)-

L'équation caractéristique, 33 2 1= 0, admet 1 pour racine

évidente.
Elle s’écrit (r — 1)(3r2 + 2r + 1) = 0 d'oi les racines 1 et = :glf \/_—2

-1+4iv2 _ 1 _L_Hﬁ = -Leie avec cosf =
3 V3\ V3 V3 V3

__1_ et sinf = —2, on obtient vn, = a + bcos nf csin nd

73 73 W3 B

Si on pose
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(forme réelle des solutions). On a donc li!_}_] vn = a, avec (a,b,c)
n—-10oo
solution de
Logup=a+b

b
Logu; =a+ —=cosf + sm0
EN=eT V3

Loguz =a+ gcos 20 + %sin20.
1 V2 1
Comme cos = ——— et sinf = —, onacos20 = —= et
V3 V3 3
sin 20 = —¥ d’ou le systeme :
Logup=a+b 1
6
Logu1=a—é+ﬁc 1
3 3 3
Logu. —a—é—gﬁc 1
BU2=a79" 79 °l 3

1
doua = gLoguou%ug et 11m un = (ug u? 3)1/6

Ona fi(zx) =z —1dona; = 1. Puis fo(z) =1+2z+... +nz" L est
> 0 sur {0, +00], donc fn croit de —1 & 400, elle s’annule une seule fois en
un an >0 avec fn < 0 sur [0, an[, puis > 0.
Comme frpy1(z) = 2" + fo(z) on a fryi(an) = (an )"'L"'1 > 0, Cest
que @n+1 < Gn : la suite est strictement décroissante, minorée par 0, donc
convergente. Comme a2 < a1 = 1l,onaVn > 2, an < az < 1.
zn+1 T n+1 2$ + 1

1 = ~—*_ T _"4ar-
Orpr?urﬂv;*é » fn() ——7 != ]
dou Pégalité (an)™+! — 2an + 1 = 0 et comme lim (an)"*t =0,

X n—+o00

puisque 0 L an S az2 < l,ilreste lim ap = -;—

n—-+o0o
n n
. _1 .l/n_ a+b] 1/n . . .
Soit up = - H(a+bj) = H (T) . On sait que si la suite des
j=1 j=1
n+1

= ) existe, alors hm (zn)l/" =

(voir la comparaison des cntéres de Cauchy et de d’Alembert au chapitre 11

Zn, (> 0), est telle que lim
—+00

sur les séries). Avec ici T, = H a—+—b‘-7-, ona
Jj=1
Tnil _ n" _ 1 a+bn-—1)
p— —(n+1)n+1(a+b(n+1)— ST
1+-)
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b . b .
tend vers — donc lim wun = —. (Voir 11.49).
e n—+00 e

La suite est a termes strictement positifs, et 1 + nz% > 1dot zpt1 < Tn,

donc la suite, décroissante minorée est convergente vers une limite [ > 0.

Comme on a Zp41 + n:L',,,.,_l:z:% — zn = 0, la convergence vers une limite

! > 0 est exclue, I'expression précédente tendrait sinon vers +o0o. Donc
lim Tn = 0.

n—-+00o

2x1

SurR,ona2z <1 +x2, d'ou 229 = ﬁ_2 < 1. On justifie par récurrence
T

<
I'inégalité nz, < 1. Elle est vraie si n = 2. On la suppose vraie a l'ordre n.
(n+1)(zn) 1 +nz2 — nTp — Zn

1+ nz2 1+ nz?

(1 - Ilfn)(]. - nzn)
1- 1 =

1
zn < - < 1doul -z, 2> 0 aussi et finalement 1 — (n + 1)z,4+1 = 0.

Onal—(n+1)zp41 =1-—

, soit

. L'hypothese 1 —nz, = 0 implique

Puis la suite des nz, est croissante car :

(n+1)zp+1 _ (n+1)zn __n+1
nn nzn(l+nz2) n+ (nzn)?

avec (nzn) € 1= (n +n1)z"+1 >ntl

= .

In n+ 1

Cette suite des n zn, croissante, majorée par 1 admet une limite a non nulle
a

donc T, ~ ;,(onanzn 2z1>0=a>0.

Enfin Log —"— = Log 1+ [ =2~ —1) ), avec -1 =nz?
Tn+1 Tn+1 Tn+1
2
équivalent a na—2 = a_, donc Log In o % 1 s’agit de termes
n n Tp+1 n

généraux de séries divergentes, les sommes partielles sont équivalentes, donc

o — ~ 2 l ..1_> l l i
Logzo —Logzn ~ a (1+2+...n ,avec1+2+...+néqmvzlent
a Logn on obtient Log zn, ~ —a2Log n. Comme zn, est équivalent a - on

obtient —Logn ~ —a2Logn donc a® = 1 avec a > 0, il reste a = 1 d’ott
1

In ~ —.
n
sin ka 1 .
Posons un = . Dans le terme général - sinka, on
— k+n k+n
a un produit de deux termes de nature différente. Une transformation

k
d’Abel peut servir. On pose S = Esin (pa) donc, pour £ > 1, 0on a
p=0
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sinka = Sk, — Sk_1 et

-1
Sk —Sk—1 _ Son | N 1 1
n_z k+n ~ 2n +;S’° (k+n - k+n+1>'
k .
Or Sy =Im (Ze’p"‘).C’est nul si @ = 0(27), et pour o # 0(27),
p=0
.. 1
etk+Da _ (5 _1)q 2isin a
ona Sk—Im—-— Ime" 2 72 o
-1 2isin —
2
sin asinEa
soit Sk = _—2a—2 d'otr [Sy| < la .
sini |sin§|

Pour o = 0(27), on a donc un, = 0, tend vers 0, et pour a # 0(27)

1 1
funl < |sm—|( +Zk+’n k+n+1)

L (L.l lyo__ 1
\Isingl 2n n+l 2n ('n+1)|sin%|’

dot lim wun = 0 dans tous les cas.

n—+00

La suite sera définie si, pour tout n, ona 1 + un > 0 et un # 0.

Or pour z > 0, on a Log (1+x) < z, d’otr par récurrence, un > 0 pour tout
n.

On étudie la fonction f RS f(z) = ﬂg_z(l_-i_fl

de ]0, 400 dans R.

1 1 2Log (1 + z)
Ona llm f(a:) =; puis f'(z) = Z T Aro 3 soit
T
fl(z)= ?h(z) avec h(z) = 2Log (1 +z) —z — T
, 2 1 —z? . )
On a h'(z) = La fonction h décroit,

TR e Rl e b
or h(0) = 0, donc h < O sur ]0,+oo[, dou f décroit de 1 a0et

2
£(10, +00D) € [0, 3] = @ forsori £(0, 3) < [0, 3]
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Sur [0, -;—], f est contractante car on a :

n_ 2 1 2 6Log (1 +z) 2
= 3+(1+m)2m2+(1+z)z3 R s v
4z z?

1+z (1+a:)2

u(z)

4 2 2 6 _ 2°
1+z)?2 (Q+z)?2 A+z)3 14z (1+2)3
La fonction u croit sur [0, +oo, or u(0) = 0, u est donc positive, f aussi,
f’ est croissante. On a liI_I'_l f'(z) = 0. Par développement limite en 0, on

T—1+00

Puis u/(z) = 2+

1
a f'(2) = —(2Log(1+2) — = — H_Lz) qui donne

fe) =% (2(z— 2 ) —z—a(l-o+a?) +o<x3>)
= 25 (-3 +oe")
d’ot lim flix)y=—<

Sur [O ] complet, | f'(z)] < 1 , la fonction f est contractante donc la suite

u converge vers le seul point ﬁxé de f sur [0, 5]

On peut en fait définir deux suites d’entiers, (pr) et (gn) par po = a,p1 = c;
q0 =;b, q1 = d; et les relations pn, = pn—1 + Pn—2 €t gn = Gn—1 + qn—2,
on aura alors up = —.

qn

L'équation caractéristique, (de la récurrence linéaire) est P _—r—1=0de

3 5 donc I(a, B) € RZ, «,8) e R? tels que
NER

wons (5 (5

. . o
dot lim wup= lm 2% = =.
n—+00 n—+00 qn «

Les systémes

{ at+fB=a et od+p8 =b
a(1+V5) +B(1—v5) =2¢c o' (1+vB)+8'(1-v5)=2d

. 1+
racines
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. 2c+a(v65-1) , 2d+b(v5-1)
duisenta = — " VO T 2) g/ = 22T AV )
conauisen 2\/5 € 2\/5
dou lim un______2c+a,(\/5—l)
n—+o0 2d 4+ b(v5 - 1)’

(car 2d + b(v/5 — 1) = bv/5 4 2d — b est non nul puisque /5 est irrationnel

et b non nul.

Si la suite x est définie, on a Tp41 — Tn = iz» donc elle est croissante,
T

et divergente vers l-l-oo car1 une limite réelle évgntuelle, ), devrait vérifier
Pégalité A = \ + 2 soit — = 0.

22
La suite est définie si pour tout n, on a z, 7# 0. La fonction f définie par
1 )
= - t de cl: 0 R*, 4 =]-—= = ——
flz)=z+ 2 est de classe ¢ sur fi(z) o -
On a le tableau de variations de f :
T —00 -1 0 21/3 +00
f'(=) + - +
400 || +o0 +oo
-
f(x) 0 N 7
P ad
—00 m|>0
Comme f ne s’annule que pour 2% = —1 soit z = —1, le minimum

m=f (21/ 3) est strictement positif.

Pourzg > —1l,onaz; > 0et,Vn = 1, zn > 0 en fait.

La fonction f est strictement monotone de | — 00, 0 sur | — 00, +00[, soit
sa fonction réciproque, strictement croissante de | — 0o, +-o0[ sur | — oo, O[.

Si a partir d'un zg < 0, on suppose calculés x1, . . . , Tn, et si 'un des termes
calculés est > 0, la suite devient définie.
Supposons donc £o < 0 ainsi que z1,...,Zn. On a Tn = Tn(mo) avec f

restriction de fa]—o00,0[, donc zg = (T_I)n (zn) = g™ (@n)-

On ne pourra pas calculer T, si zrn = 0 donc si g = g™(0).

On suppose donc que =g & {g"(0); n € N} : 1a suite z est définie et diverge
en croissant vers +o0o0.

(o3 [23
Ona i) - = (20 + 5 ) —at=at (14 ) -]
Ty, Tn

(—3)

~ Ty, , pour & # 0, puisque . tend vers 0.
n

Pour = 3, lim (zn+1)3 - :cf’1 = 3, par Césaro on a
n—-+00

3 3
. Tp — X

im "% —3qouz, ~ (3n)/3.
n—+o00 n n—-+4o0
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On veut le terme suivant.

Soit wn = (:cn+1)3 —z3 -3=23 ( 3 + i +o0 (—%)) — 3, (déve-
z3 a8 z5

SW|

3 1
loppement limite), ou encore wp, = ——x +o| —« |-
PP " (In)a (:l?% )
1
Comme Tp ~ (3n)1/ 3 wn ~ o la série des wn diverge et sa somme
1

partielle W, est équivalente & 1 + 5 + ...+ % donc a Logn. (voir le

chapitre 11 sur les séries).
n—1

Or Wp, = Z ((:ck.,.l)s - (a:k)3 - 3) =z3 - 3n—z}
k=0
dott (zr)3—3n—z3 ~ Logn, le £} est négligeable et 3, = 3n+(Logn)(1+
€n) avec lir_li:n en =0, do
n—-T0oo

L 1/3
n = (3n)1/3 (1 + Og"(1 + En))
= (3n )1/3 (1 o Logn Logn to (Logn))
In n
et on obtient le développement asymptotique

_ 1/3 4 Logn Logn
om)'* + s +o (G )
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Aprés une étude de la topologie générale dégageant les notions de
sous-espace topologique et d’espace produit, on aborde les espaces
connexes et compacts.

Les propriétés métriques sont alors introduites, ce qui met en évidence
I'importance des formulations séquentielles dans ces espaces, permet
de parler d’espaces complets et de justifier des théorémes tels que le
Théoréme du point fixe, le Théoreme du prolongement d’une fonction
uniformément continue ou le Théoréme de Baire. ;

!

| |
Ces notions sont appliquées dans le cadre des espaces vectoriels nor-
més ol I'on justifiera les Théoréemes de Riesz, de Banach, du graphe
fermé et de Banach-Steinhauss.

La construction de R, « complété de Q », a mis I'accent sur la structure
de corps ordonné valué complet. L’étude des propriétés des fonctions
de variable réelle & valeurs réelles, ainsi que celles de I'intégrale de Rie-
mann et des suites réelles s’appuient sur cette structure.
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