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Avant-Propos 

Nous vivons une curieuse époque, avec des bouleversements nom­
breux, même dans la façon de concevoir et d'enseigner les sciences. 

L'un de ces bouleversements concerne la Physique qui, après avoir 
accordé pendant des décennies une part importante à la théorie, redore 
le blason de l'expérience, (et l'utilisation de l'ordinateur y est pour beau­
coup). 

Mais, comme malheureusement le bon sens n'est pas la chose du 
monde la mieux partagée, même chez de grands scientifiques, (quel 
humoriste ce Descartes), au lieu d'un rééquilibrage on assiste à un mou­
vement de bascule qui en contre coup affecte les Mathématiques. 

Celles-ci se trouvent réduites au rôle d'outil secondaire, on leur 
demande de fournir une liste de résultats utilisables par ... l'utilisateur 
justement, sans que ce dernier ait à comprendre comment l'outil est 
obtenu. 

C'est oublier un peu vite que le premier rôle des mathématiques 
devrait être de former les capacités d'analyse et de raisonnement qui 
permettent de faire face aux problèmes posés. 

C'est en transformant les mathématiques en collection de résultats 
qu'on les rend rébarbatives, et pour reprendre des termes de ceux qui 
nous gouvernent,« tyranniques et intellectuellement mutilantes». 

Mieux vaudrait une tête bien faite que bien pleine, donc allégeons 
les programmes, (au diable le « à quoi ça sert » et le rendement immé­
diat), et connaissons mieux. 

C'est dans cet état d'esprit que je vais m'efforcer de rédiger les exer­
cices qui suivent, en analysant les situations rencontrées pour y: appli-

. y 
quer mes connaissances. 

À Catherine, sans qui rien ne serait. 
Merci à mes élèves qui m'ont beaucoup appris. 





Généralités 

Pour aborder un problème le mieux est d'en déterminer la nature, 
sans esprit préconçu. 

S'agit-il d'un problème de nature algébrique, (linéaire ou non), topo­
logique, géométrique, ou de plusieurs natures à la fois. 

Est-il de caractère existentiel, ( « Montrer qu'il existe ... ») auquel cas 
je pourrai faire la liste des moyens d'obtenir l'existence de quelque 
chose, (Théorème des valeurs intermédiaires, point fixe, Cauchy Lips­
chitz ... ), est-il de nature «logique», («Montrer l'équivalence des 
conditions ... » ), de nature « calculatoire » : c'est ce qu'il faut essayer de 
déterminer d'abord. 

Cette première analyse correctement faite est souvent la clé du suc­
cès. On essaye ensuite de trouver la meilleure façon de traiter le pro­
blème en n'oubliant pas quelques idées de base. 

1°) Pour obtenir un résultat valable pour tous les éléments d'un 
ensemble E construit à partir d'un sous-ensemble F, si ce résultat est 
stable par le procédé constructif, il suffira de l'établir sur F. On traitera 
ainsi une propriété « stable par linéarité » sur une base d'un espace vec­
toriel, une propriété stable par continuité sur une partie partout dense 
par exemple. Ces procédés peuvent se combiner, comme dans la justifi­
cation du lemme de Lebesgue, et cette attitude face à un problème ne 
fait que généraliser l'idée de la récurrence. Voir par exemple 6.25, (ana­
lysé au chapitre 1, n° 33). 

2°) On ne compare bien que des choses« de même nature», ce qui 
conduit, pour comparer un nombre et une intégrale, ou un nombre et 
une somme, à transformer ce nombre en intégrale, ou en somme, en 
introduisant une intégrale ou une somme de valeur 1. Pensez par exen<­
ple à la justification des Théorèmes de Fejer ou de Dirichlet pour les 
séries de Fourier, à la justification de Stone Weierstrass par les polynô­
mes de Bernstein ou par produit de convolution, mais pensez aussi à 
l'utiliser avec les matrices orthogonales ou unitaires, (voir 5.26). 

3°) Pour justifier une égalité de deux objets, il est fréquent de mon­
trer leur égalité avec un troisième construit à partir des deux précédents. 

Vous pouvez remarquer que ces idées s'appuient sur une bonne con­
naissance du cours, c'est-à-dire sur la connaissance de la façon dont on 
le justifie, et pas seulement des résultats. 
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Dans un premier chapitre, j'examinerai des énoncés pour détermi­
ner leur nature. Ils seront résolus dans les chapitres les concernant plus 
spécifiquement, chacun de ces chapitres commençant par des remar­
ques qu'il est bon d'avoir présentes à l'esprit. 

Les exercices ne posant pas de problèmes particuliers, du type calcul 
de eA pour A E .Af,.(<C) par exemple, seront directement traités dans les 
chapitres particuliers. 

Il en sera de même pour les exercices qui résistent à une première 
analyse et qu'on trouve, à force de chercher dans tous les sens ... 

Je suppose le cours connu, donc je ne ferai pas de rappels directs des 
résultats classiques. Je considérerai plutôt des exercices à la limite du 
programme, ceux où l'on construit un raisonnement s'appuyant sur les 
résultats du cours pour conclure, et non ceux qui se résolvent par une 
simple application de ces résultats. 

Quelques remarques pour conclure. 
Soyez sensible à la symétrie des données : si des variables jouent le 

même rôle, elles interviennent de la même façon dans la conclusiop. 
(voir exercice 4.22). 

Connaître le cours, ce n'est pas se contenter d'une collection de résul­
tats, mais c'est savoir comment ils sont justifiés pour pouvoir les étendre 
le cas échéant, ou s'inspirer des justifications. Voir 4.23. 

Dans un groupe, une égalité c'est une différence nulle : savoir penser 
aux deux points de vue à partir d'un seul (exercice 11.4). 

Aborder un exercice doit se faire de manière dynamique, en explo­
rant les conséquences de chaque nouvelle donnée, ou de chaque résultat 
trouvé, non seulement dans ce qu'on cherche encore, mais aussi dans ce 
que l'on connaît déjà, car ces «connaissances» peuvent s'en trouver 
améliorées. 

À ce sujet, l'exercice 11.4 est très intéressant. 
J'ai parlé au début des exercices d'aspect existentiel. Parmi les résul­

tats affirmant l'existence d'un élément, penser aux bornes atteintes, 
pour les fonctions continues d'un compact dans IR, voir exercices 6.14, 
ou 5.17, 5.18. . 

Enfin il existe une démarche scientifique quel' on devrait développer, 
même si ce n'est pas toujours facile : c'est celle qui consiste à analyser un 
problème donné, en partant éventuellement de cas particuliers, pour 
en dégager la nature, entrevoir une solution, puis passer à la justification 
théorique. Cette démarche est analogue au passage de l'expérimenta­
tion à la modélisation en physique par exemple. L'exercice 13.9, (analysé 
au chapitre 1 au numéro 31) est révélateur de cet état d'esprit qui devrait 
être plus répandu. 



Généralités XI 

Une bonne connaissance de la nature des objets mathématiques 
considérés permet souvent de trouver une solution élégante parce 
qu'efficace. Ainsi, une question portant sur des intégrales peut être faci­
litée si on se détache des valeurs prises pour des fonctions données, 
pour s'attacher à l'aspect forme linéaire positive de l'intégrale. 

J'ai donné, dans cet état d'esprit, deux solutions de l'exercice 4.4, 
l'une alourdie parce qu'on est passé d'une matrice à son action sur les 
vecteurs, l'autre, plus courte, parce qu'on est resté dans l'algèbre des 
endomorphismes, le résultat cherché étant purement matriciel. 

N'allez pas croire enfin, que l'on puisse se tirer d'affaire sans un mini­
mum, (hélas très lourd) de connaissances. 

Cela va de résultats précis, comme les Théorèmes de Baire, de Stone 
Weierstrass par exemple, à des modes de raisonnement comme le pro­
cédé de la suite diagonale, (voir 5.15, analysé au chapitre 1, n° 28, ou 
6.25), ou à la notion de groupe opérant sur un ensemble et à l'équation 
aux classes, (voir 2.35, 2.36). 
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CHAPITRE 1 

Analyse d'énoncés 

1. Soit A et B dans Af..(<C) telles qu'il existe Â. dans «:: avec 
Â.AB +A+ B = 0. Montrer qu'elles commutent. 

L'identité donnée et le résultat sont stables par passage à des matrices 
semblables d'où l'idée de passer par une base mieux adaptée en com­
mençant peut-être par accrocher un vecteur propre commun, d'autant 
plus que si elles commutent, tout sous-espace propre pour une est stable 
par l'autre ... d'où l'existence de vecteurs propres communs si le pro­
blème est résolu. Voir 4.4, où une surprise vous attend. 

2. Soit f un morphisme additif d'un espace vectoriel réel E dans 
lui-même, borné sur la boule unité de E, (fermée). Montrer que f est linéaire. 

Il s'agi_!. de justifier: 'V(Â., x) e IR x E,f(Â.x) = Â.f(x). La construction 
de IR = Gl> , avec Gl> déduit de 7l, lui-même de IN incite à justifier 
f ( rx) = rf (x) pour r rationnel, à partir de l'aspect morphisme additif, et 
après, le passage à IR ne peut se faire qu'avec la densité de Gl> dans IR, et la 
continuité de f qui doit se justifier à partir de l'aspect borné. Voir 6.1. 

3. Soit (an) une suite de réels tendant vers + oo et telle que an+ 1 - an 
tende vers O. Montrer qu'il existe <p strictement croissante de IN dans IN, 
telle que (acp(n) - n) tende vers O. 

Construire une suite croissante d'entiers, c'est certainement par éta­
pes, prendre la borne inférieure d'un ensemble (non vide) d'entiers tous 
strictement supérieurs au dernier construit. 

Pour cela, on va« dépasser n »,mais il ne faudrait pas dépasser à la 
fois, n, n + 1, n + 2, ... , n + p, d'où l'idée de se placer déjà dans une zone 

où lak+ 1 -akl <.Â. avec Â. < 1, et même~'~, ... c'est à voir en 8.4. 



2 Analyse d'énoncés 

4. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie, a un 
endomorphisme de E, montrer qu'il existe R > 0 tel que pour touts de 
J- R, R[ on ait : 

det(ld-sa) = exp(- i ~ trace(ak)). 
k=I 

L'endomorphisme a intervient par un déterminant, et par des traces, 
notions indépendantes de la base choisie pour traduire a, donc on peut tra­
vailler sur une forme intéressante à la fois pour les traces et le déterminant, 
à savoir la forme triangulaire, ce qui est un droit sur <I: en dimension finie. 

La forme de la série, (et l'exponentielle) fait penser à du ln ( 1 - z) : 
il y aura un problème de définition d'un logarithme complexe, voir en 
10.l. 

5. Pour tout P de <I:[XJ, on pose L(P)(z) = e- z L P(7) zn. 
n. 

n=O 
Montrer que l'on définit ainsi un isomorphisme de <I:[XJ sur 

lui-même. 

C'est de l'algèbre linéaire en dimension infinie, l'aspect bijectif de L, 
linéaire, provenant de « image d'une base est une base », le seul côté 
injectif ou surjectif ne suffisant pas. 

La définition de L(P) est linéaire en P, Gustifier l'existence). Pour l'isomor­
phisme, choisir une base« adaptée» et vu les P(n), pourquoi ne pas penser 
« interpolateurs de Lagrange » et prendre P k(x) = x(x - 1) ... (x - k + 1) ? 
Voiren3.l. 

6. Soit a > 0 . Trouver toutes les fonctions f dérivables sur JO, +00[ 

2 

vérifiant f'(x) = !(:). 

2 

Comme x ~ ~ est un C00 difféomorphisme de JO, + oo[ sur 
X 

lui-même,/ étant dérivable, le second membre est dérivable donc f' est 

de classe C 1 , (d'où f de classe c2 ), et par récurrence f est de classe C00 
• On 

peut espérer établir une équation différentielle vérifiée par f Voir en 13.3. 
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7. Soit les applications f et g de <C dans <C définies respectivement par 
f(z) = z2 + z + 1 et g(z) = z2-z + 1, etA une partie finie de <C telle que 
/(A) c A et g(A) c A. Montrer que A = {i, - i}. 

Trouver les polynômes P de <C[X] tels que 
P(X2 +X+ 1) = P(X)P(X + 1). 

Exercice difficile. En fait, les modules des éléments de A étant en nom­
bre fini, admettent une borne supérieure atteinte, en z0 par exemple. 
En traduisant l/(z0 ) 1 .;;;; lzol et lg(z0)1 .;;;; lzol • en remarquant que 
f(z0 )-g(z0) = 2z0 , peut-être que l'égalité dans l'inégalité triangulaire 
donnera quelque chose ... 

La suite est plus simple. Les polynômes de <C[X] étant scindés, on 
considérera sans doute A = l'ensemble fini des zéros de P. Voir 3.2. 

8. Soit P un polynôme de degré impair de IR[X], et/une application 
de classe c- de IR dans IR, telle que 

Vn E IN, Vx E IR, lr(n)(x)I .;;; P(x). 
Que dire de f? 

L'hypothèse f e c-(IR, IR) fait penser à des développements en série 
entière, la convergence de la série de Taylor en x0 vers f se faisant en 
majorant (localement) le reste d'ordre n en considérant llPll_, 11 11- sur 
un compact. 

Quant au degré impair, il est sans doute là pour donner un zéro de 
P ... Voir 10.4. 

• 1 n n '-' n2 9. Soit f e C (IR , IR ) , telle que, v (x, y) de (IR ) , 

Il/ (x) - f(y )Il ;;;::. llx - yll . Montrer que f est un C 1 difféomorphisme. 

L'hypothèse assure l'injectivité. Il faut alors montrer que f (IRn) = Q 
est égal à IRn. On peut penser à justifier et utiliser le Théorème du 
Difféomorphisme local, ce qui donnerait Q ouvert car voisinage de cha­
cun de ses points. Après ... , avoir Q fermé, dans IRn connexe ... voir 12.1. 

10. Soit X un espace métrique compact, et Le l'ensemble des appli­
cations C. Lipschitziennes de X dans IR. Montrer que la convergence 
simple d'une suite d'éléments de Le implique la convergence uniforme. 



4 Analyse d'énoncés 

Topologie générale ou espace fonctionnel? En fait l'aspect C. Lips­
chitzien se formule en utilisant deux points, donc c'est stable par conver­
gence simple des fn vers f, qui est aussi C. Lipschitzienne. Mais alors 
f- fn, 2C Lipschitzienne,« petite » enx le sera localement, et d'un recou­
vrement ouvert de X compact ... c'est de la topologie générale. Voir 6.2. 

i 9 lt 2 ·e ·e 
11. Soit P e IR[X] . Montrer que J p-(x)dx = - i J P (e' )e' d0. 

- 1 0 
n 

En déduire, si P(X) = L akXk, l'inégalité : 
k=O 

n 
~ akal ~ 2 
L.i --- :;,:,:;; 1t L.i ak. 

Qoe;k,loe;n k+l+l k=O 

En fait P - J1 P2(x)dx étant une forme quadratique, on peut lui 
- 1 

1 
associer sa forme bilinéaire (P, Q) - J P(x)Q(x)dx et vérifier alors 

- 1 

l'égalité sur la forme bilinéaire et sur les vecteurs d'une base de IR[X] : 
le calcul est simplifié. Toujours analyser la situation en se disant 
«comment interviennent les données», pour ramener la vérification à 
un cas plus simple. Voir 5.3. 

12. Soit f E ~1 ([0, l], IR) telle que f (0) = 0, 0 <j'(t):;,:,:;; 1 sur [O, l]. 

( 1 )2 1 3 
Montrer que f 0/(t)dt ;;;;;.: J/ (t)dt. 

Hum, la fonction f intervenant par un cube, cela ne semble pas être 
quadratique. Par ailleurs/ croit et /(0) = 0 donc/ est à valeurs positi­
ves, on doit établir une inégalité, ... , et si on revenait à une idée simple : 
pour justifier u(x) ;;;;;.: v(x), on étudie les variations de u(x) -v(x), en 
introduisant ici une borne variable x au lieu de 1 dans l'intégrale ? 

Onétudiedonclesvariationsdex -g(x) = (J:J(t)dtf-J"J\t)dt. 
Voir7.5. o o 

13. Soit une suite ifn)n e IN, décroissante, de fonctions en escalier, 
positives ou nulles, avec / 1 à support compact, qui converge simple-

ment vers 0, sur IR. Montrer que n~_ f: fn(t)dt = 0. 
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Il y a d'abord un problème d'existence des f 00 fn(t)dt. Or / 1 est 
- OO 

nulle hors d'un compact, donc les fn ( t) compris entre 0 et / 1 ( t) , aussi. 
On se ramène à un segment, compact, [a, b]. 

En un. point de continuité x, fn en escalier est « localement 
constante» : si fn(x) est petit, ce sera vrai sur un ouvert ro(x), et 
(décroissance) a fortiori vrai 'V p ;a.: n : on va associer aux x de [a, b] des 
ouverts ro(x) ... ,en voyant que faire pour les points de discontinuité, d'où 
recouvrement fini ... c'est de la compacité. Voir en 6.3. 

14. Soit A dans -4;.,pCIR) de rang n. Montrer que A1A est inversible. 
Que dire de 1AA si A est de rang p ? 

Matrice inversible... On peut penser déterminant, mais en fait 
B = A1 A est symétrique réelle, il y a de la forme quadratique là-dessous, 
d'autant que la forme quadratique est positive. Voir 5.4. 

15. Soit z dans <C tel que Imz > 0 . Montrer que 

S 
1 

t - il _ lz + il + lz - il up_ - . 
te IR t-z 2Im(z) 

Il s'agit de la borne supérieure d'une fonction de IR dans IR continue, 
qui tend vers 1 en + ou - l'infini: cette borne supérieure existe et est 

atteinte. On peut étudier la fonction t -cp(t) = 1t-i12 , (dérivée ... ) 
t-z 

mais ... on peut aussi se dire que sur le plan complexe, pour 't complexe 

différent de z, on sait étudier la fonction homographique 't - 't - i , et 
't-Z 

voir ce que devient l'axe des x. Aussi je donnerai une solution géométri­
que de cet exercice. Voir 14.5. 

16. Soit A dans ..4;,(<C). On désigne par / 1,f2, ... ,fn, n fonctions de 
A, à valeurs complexes, telles que le polynôme caractéristique XA(X) de 
A soit égal à : 

(- It(Xn + /1(A)Xn-l + ... + fn-1(A)X + fn(A)). 

a) Montrer que, pour tout i compris entre 1 et n, et tout couple (A, B) 
de (..4;,(<1:))2 , on a /;(AB) =/;(BA). 



6 Analyse d'énoncés 

b) Soit cl> une fonction polynomiale de .L,. (CC:) dans CC: vérifiant l' éga­
lité cj>(AB) = cj>(BA), pour tout couple de (.L,.(CC:))2 • Montrer que cj> est 
un polynôme en / 1, ••• ,fn. 

C'est a priori de l'algèbre, le a) revenant à justifier l'égalité des poly­
nômes caractéristiques de AB et BA. Pour la suite ... 

En fait, sur CC:, les /jCA) s'expriment à l'aide des fonctions symétri­
ques de À.1, À.2, ... , Àn, valeurs propres supposées distinctes de A. Il faut 
donc passer de A ayant des valeurs propres distinctes à A quelconque : 
c'est peut-être un problème de densité; encore faudra-t-il vérifier que cj> 
« dépend symétriquement » de n variables distinctes, en utilisant le a). 
Il y a plus d'analyse que d'algèbre. Allez voir en 6.4. 

17. Soit une suite réelle (an)n e IN qui converge vers l. On définit une 

suite (Pn)ne IN en posant an = Î, (n~kk)!. 
k=O 

Déterminer la limite de (Pn)n e IN. 

L'existence des Pn ne pose pas de problème mais après ... En fait 
n 

I, Pk · (n~k)! est le coefficient en du terme de degré n dans le pro-
k=O n 

duit de deux séries entières, de termes généraux Pnxn et x 1 , cette der­
n. 

nière ayant pour somme e" , inversible. Tiens, tiens, ... Il y a sans doute 
là un moyen de calculer les Pn. Voir en 10.11. 

18. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, G le groupe 

des automorphismes de E et a dans L(E). On pose Fa = {g- 1 aglg e G} . 

Montrer que Fa est fermé si et seulement si a est diagonalisable. 

Topologie ou algèbre: qu'est-ce qui l'emporte? Comment caractéri­
ser a diagonalisable ? Par un polynôme caractéristique scindé et des 
dimensions de sous-espaces propres égales aux multiplicités des valeurs 
propres, donc des rangs de a - À}dE connus, donc des mineurs nuls et 
ça c'est continu par rapport aux coefficients des matrices, car polyno­
mial. Que vient faire b semblable à a là-dedans ? Semblable, donc les 
rangs sont les mêmes ... Il y a beaucoup d'algèbre sur la diagonalisation. 
Un petit tour en 4.24. 
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19. Calculer le déterminant d'ordre n: 

2 n-2 n+l 
D = 1 X2 X2 ••••••••• X2 X2 

n 

Cela sent le Vandermonde à plein nez ! Par ailleurs, un déterminant est 
une forme linéaire alternée des colonnes. Si on avait un moyen d'expri­
mer la dernière colonne comme combinaison linéaire des précédentes et 
de la colonne des x~ - 1 , i variant, on récupérerait du Vandermonde. 

Les xi jouant des rôles symétriques, allons chercher (en 4.25) les 
fonctions symétriques des xi ... 

20. Soit A une matrice carrée réelle et A' une matrice de même 
taille telle que AA'A = A. Soit U dans L,,,p(IR). 

t t t 
On pose A = U U, V = A' - A' et W = UVU. Montrer que 

w =o. 
On pose P = 1UA'U, montrer que Pest un projecteur symétrique. 

Soient X dans L,,,p(IR) et Y une matrice réelle définie positive 

d'ordre n. On pose z = y+ X1X . Montrer que lp - XZ'X est symétri­

que définie positive, (on pourra mettre Y sous la forme T 1T ). 

Le bel exercice qui donne du fil à retordre, (et il m'en a donné), mais 
qui illustre la démarche « vivante » qu'il faut avoir, en injectant chaque 
résultat trouvé dans tout ce que l'on connaît pour en voir les conséquen­
ces, un peu comme aux échecs où l'on évalue les conséquences du coup 
joué. Ainsi, A = U1U étant symétrique, on peut utiliser l'égalité 
A = 1A en transposant la relation où A' intervient et s'apercevoir que 
cela entraîne l'égalité AVA = 0. 

Puis V étant antisymétrique, W l'est aussi, donc iW est hermitienne, 
donc diagonalisable, donc W aussi, donc W sera nulle si et seulement si 
0 est seule valeur propre, ce qui conduit à calculer les puissances de W, 

pour récupérer du ... U 1U ... = ... A ... suffisamment pour avoir AVA. 
De même, P symétrique, donc diagonalisable, G'y pense tout de suite) 

sera projecteur si et seulement si il n'a que 0 et 1 pour valeurs propres. 

Je ne me focalise pas sur P2 = P, mais je cherche un polynôme en 

Xa(l - X)p annulé par P ... 
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Le bel exercice, que j'ai placé en 11.4 pour sa petite touche hermi­
tienne. 

21. Soit une matrice carrée complexe d'ordre n sur <C. Montrer 
l'équivalence de M est nilpotente et de : trace Mk = 0 pour 
k = 1, 2, ... , n. 

En utilisant le Théorème de Dunford, on sait que ceci équivaut à la 
nullité des valeurs propres, A.1, ... , "-n, et la trace de Mk est la somme des 

(A.;) si j varie. Mais pour j fixé et k variant, les 11.; interviennent dans 
Taylor Lagrange pour P(x +A.) ... Pourrait-il y avoir une approche 
polynomiale? Vous le saurez en 3.10. 

22. Soit f: [O, 1] l-7IR continue telle que pour tout entier k, 

JI k 
/'f(t)dt = 0. Montrer quef est nulle. 

En somme, f est orthogonale aux monômes t ----+ tk, (donc aux poly-
1 

nômes), pour le produit scalaire (u, v) = J0 u(t)v(t)dt sur 

E = ~0([0, l], IR), cette orthogonalité ne s'étendrait-elle pas aux fonc­
tions continues par Stone Weierstrass ... Voir 9.12. 

O Jb n 23. Soitf dans ~ ([a, b], IR) telle que j(t)t dt = 0 pour tout n 
a 

compris entre 0 et p - 1 . Montrer que f change de signe au moins p fois 
sur ]a, b[. 

Comme ci-dessus, il y a orthogonalité de f avec le sous-espace F des 
fonctions polynomiales de degré p - 1 au plus. Si on met en évidence 
les changements de signes de f sur ]a, b[ et s'il y en a moins de p ... Cette 
fois c'est du produit scalaire, que je traite en 5.14. 

24. Soit F un fermé de IRn et (fp)p e IN une suite d'applications 
continues de F dans IR, simplement bornée, (c'est-à-dire que pour chaque 
x de F, la suite des fn(x) est bornée). Montrer que, pour toute boule 
ouverte B de F, il existe une boule ouverte B' de F, contenue dans B, sur 
laquelle la suite des fp est uniformément bornée. 
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Analysons les données: F, fermé de IR.n est complet. On a des fn 
continues, en quantité dénombrable, et qui peuvent fournir des ouverts 
ou des fermés par images réciproques ... 

On veut une boule ouverte B' telle que 

3p0, Vx e B', Vk e IN, lfk(x)I :,;;;; Po• ... 
mais la condition lfk(x)I :,;;;; Po défi.nit un fermé, le Vk ... donne une inter­
section de fermés, et un B' c un fermé c'est un fermé d'intérieur non 
vide. Si avec tout cela vous ne sentez pas du Baire dans l'air, allez traîner 
du côté de 6.10. 

25. Soientf et g deux homéomorphismes de [O, l] dans lui-même 
dont 0 et 1 sont les seuls points fixes. Montrer qu'il existe un homéomor­
phisme h de [O, l] dans lui-même tel que: 

Joh = hog. 

En fait,f et g, bijectives bicontinues de [O, l] sur lui-même sont stric­
tement monotones. Avec f(O) = 0 et j(l) = l, on af strictement 
croissante ainsi que g. 

Avoir f o h = h o g, avec f et g bijectives, c'est aussi vérifier l'égalité 

f oh o g ... 1 = h, ce qui, ... si on connaît h(x), oblige à poser 

h(g ... 1(x)) = f ... 1(h(x)), donc ce qui détermine h en g ... 1(x), en g ... 2(x), 
... , en g ... n(x), Vn e IN, à partir du seul choix de h(x), mais donnera 

aussi, en remplaçant x par g(x), g2(x), ... ,les valeurs de h sur tous les 

g\x) : on n'est pas très libre. En fait, il faut voir ce que font ces suites 

(gn(x))ne 7L, et s'apercevoir que la relation à vérifier est peut-être un 
moyen de définir h, à partir de sa connaissance sur un intervalle conve­
nable. Allez en 7 .15. 

26. Soit une suite complexe telle que lim vra.J = l. Quel est le 
n _,.+oo 

n 
a z 

rayon de convergence de la série des ~ ? On note fla fonction somme 
n. 

et l'on suppose que lim lnl/11 (lz)I = l'. Montrer que l = l'. 
izi-H~ Z 

Vu la fin de l'exercice, on doit trouver un rayon de convergence 
infini. 
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Puis, relier lf(z)I et les an, cela nécessite la connaissance des an à 
l'aide de f seulement : ce sont les formules de Cauchy qui peuvent servir. 

Enfin, traduire lim 7!}jaJ = l, c'est avoir JanJ .:;;;; (l + E)n pour 
n~+oo 

n ~ n0 , d'où, àunesommepartielleprès, lf(z)l .s;; /l+ellzl. 

Cette inégalité passe aux logarithmes, et si lzl tend vers l'infini, la 
somme partielle, polynôme en lzl , ne fera pas le poids ! Voir 10.20. 

27. Déterminer un équivalent, lorsque a tend vers 0 + , de 

l(a) = r- dt 
o (1 + t4)(t2 + a2). 

Si on pose f(t, a) = 4 
1 

2 2 , on s'aperçoit, (souci d'une 
(l+t )(t +a) 

convergence dominée, pour se débarrasser de la partie « infinie » du 
support), que pour t ~ t0 > 0 , on a : 

fi( ) () 1 1 ' di A 1 ° t, a .:;;;; g t = 4 2 : e parametre a sparait, et a contn-
(1 + t )t0 

bution de [t0, + oo[ dans l'intégrale est bornée en a. Vers 0, la fonction 

t ..........+ ~ = cp(t), est continue, avec cp(O) '# 0, donc équivalente à 
1 + t 

(0) . , al Ja dt 1 Ar CX. , • l , 1t cp , or une mtegr e en -2--2 = - ctg- est eqmva ente a -2 o t +a a a a 
si a tend vers O+ : on peut trouver l'équivalent. Voir 9.14. 

28. Soit E l'espace vectoriel des suites x = (xk)ke IN de réels telles 
+oo +oo 

que L (xk)2 converge. Pour x et y dans E, on pose (x, y) = L XkJk, et 
k=O k=O 

l'on note 11 11 la norme associée. 

Soit (x<n»n e IN une suite bornée d'éléments de E. Montrer qu'il existe 
une sous-suite </k»k e IN de la suite (x<n»n e IN, et un élément a de E tels 
que, pour tout z de E, (y<k>, z) tend vers (a, z). 

Brr ... Que d'hypothèses! D'abord, on est dans un préhilbertien. 
Ensuite on cherche un élément a, et une suite extraite, vérifiant une 
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condition valable pour tout z de E. C'est exhorbitant ! Si on pouvait 
remplacer ce pour tout z par ... pour tout élément d'une famille totale ? 
(Pensez à chercher une telle famille dans les préhilbertiens.) 

Ensuite, on a une suite de suites et on veut construire quelque chose ? 
C'est le domaine d'utilisation du procédé de suite-diagonale cela. Enfin, 
bornée, des réels, suite extraite ... n'y aurait-il pas de la compacité ? Lais­
sez mijoter cela, et, si vous ne trouvez pas, allez voir en 5.15. 

29. Soit une suite de complexes ( c k) k e IN • On pose 
n 
~ ikx 

f(x) = ,L,,, cke . 
k=-n 

On suppose que f(x), pour tout x réel, est un réel positif ou nul. On 

note Qle polynôme tel que f(x) = e- inxQ(eix). Montrer que les zéros 
de Q qui sont des nombres complexes de module 1 ont, dans Q, une 
multiplicité paire. 

Comment aborder cela. Est-ce du Fourier, des polynômes trigonomé­

triques, voyons ... En fait, par Liebnitz, les dérivées de f et de x ---7 Q( eix) 
sont reliées, alors, si la multiplicité d'un zéro de Q donnait un zéro multi­
ple de f, fonction de variable réelle à valeurs réelles, (positives qui plus 
est), on aurait du TaylorYoungetl'équivalentde f(x) au voisinage de x0 

doit être une puissance paire de (x - x0 ) , (pas de changement de signe !). 
C'est du développement limité cela. Voyons d'un peu plus près en 7 .19. 

30. Soient treize réels distincts. Montrer qu'il en existe deux parmi 
eux vérifiant : 

Si vous n'avez jamais appris vos formules de trigonométrie, c'est le 
moment car sinon, comment penser que x et y pourrait être des tangen­
tes, x = tan a et y = tanJ3 par exemple, et qu'alors 

-=-=.1.... _ tana- tanJ3 , t tan( A) - , ces a-., . 
1 +xy 1 + tanatanJ3 

Il n'y a plus qu'à s'interroger sur les intervalles déterminés par treize 

angles compris entre - ~ et ~ . Allez en 7 .18. 
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31. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie sur CC:. Trou­
ver tous les morphismes continus de (IR,+) dans (GL(E), o). 

Diantre ! Comment aborder cela. Voyons, parmi les e.v.n. de dimen­
sion finie il y a CC:, (et même IR. ?), et un morphisme de IR. additif dans 
( G L1 (IR.), o) , qui n'est autre que IR.*, les automorphismes étant les homo­
théties, un morphisme disaisje, est du type « exponentielle ». Est-ce que 

cela se généraliserait avec des applications en t ....- e'a, a e ~(CC:) ? 
C'est de l'équation différentielle résolue ... On doit y arriver en 13.9. 

32. Soient P, Q, R, S dans ~(CC:), calculer det ( ; ~) 

det ( ~ ~} 
et 

Soient A, B, C, D 

det(~~} 
dans ~(CC:) tels que AC = CA. Calculer 

Il est évident que les deux premiers déterminants valent det Q et 
det R respectivement. 

Quel est le lien avec la suite? Peut-être qu'on peut trouver P, Q, R et 
S tels que 

(;~)(~~)=(~~)? 
Allez voir en 4.34, où vous serez amené à supposer d'abord A inver­

sible, puis à étendre le résultat grâce à la densité de GLn(CC:) dans 
~(CC:). 

33. Soit H un espace de Hilbert réel. On suppose qu'il existe dans 
Hune suite orthonormée (e;);.,, 1 telle que l'espace Vect {e;, i;;;;. 1} soit 
partout dense dans H. 

Soit (xn)n.,, 1 une suite d'éléments de H, telle que, pour tout n, 
llxnll :s;; 1. 

Montrer qu'il existe une suite extraite (xqi(n»n.,, 1 et x* dans H tels 
que: 

Vy e H, lim (xq>(n)' y) = (x*, y). 
n4+oo 
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Montrer que llx*ll ~ 1 . Que peut on dire si llx*ll = 1 . 

Si on analyse l'énoncé, on s'aperçoit qu'il s'agit de démontrer une 
propriété P(y), valable pour tout y de H, avec H adhérence de 
F = Vect { e;. i ;;;. 1} . On peut donc penser vérifier la propriété sur les 

e;, l'avoir sur F par linéarité, puis sur H par densité. 

Comme les e; sont dénombrables, on peut s'attendre à une extrac­
tion dénombrable de suites, et au procédé de la suite diagonale. Allez 
voir en 6.25. 

[ 1-~]n 
34. Soit a réel. Déterminer lim n 

n-H~ ~ 1 
n 

A première vue, pas de problème, on calcule une puissance nième d'une 
matrice 2 x 2 , et on passe à la limite ... Cependant, la forme de la matrice 
rappelle celle d'une ... rotation, non vous n'y êtes pas, d'une similitude éle­
vée à la puissance n. Cela se détermine facilement. C'est fait en 4.39. 

35. Soit E l'ensemble des ( n + 1) · uplets de complexes distincts. 

Pour Z = (z0, z1, ... , zn) de E et P de <r::n[X] , on pose 
n 

Nz(P) = L, IP(zk)I - Montrer que Nz est une norme sur <r::n[X]. 
k=O 

Pour Z et Z' dans E, comparer N z et N z· , et trouver c > 0 tel que 
Nz ~cNz·. 

Vérifier que l'on a une norme, cela semble facile. On est en dimen­
sion finie où toutes les normes sont équivalentes, donc c existe. Il semble 
plus intéressant de réagir à : n + 1 éléments distincts, je pense polynô­
mes interpolateurs de Lagrange. C'est pourquoi j'ai traité cet exercice 
en algèbre, en 3.17. 

1+! ! 
36. Limite de la suite de terme général un = n f 1 n ( 1 + tn) n dt . 
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La présence d'un t et d'un ndt, m'incite à poser u = tn , ce qui 

ramène l'intégrale sur [ l, ( 1 + ~rJ' avec ( 1 + ~r qui tend verse en 

croissant : cela doit être bon. Pour confirmation, aller en 8.22. 

37. Soit P e IR.[X] un polynôme admettant n racines réelles simples 
strictement supérieures à 1. 

On pose Q(X) = (X2 + l)P(X)P'(X) + X(P2(X) + P'2(X)). 
Montrer que Q admet au moins 2n - 1 racines réelles distinctes. 

On est sur IR, des zéros d'une fonction continue peuvent s'obtenir par 
le Théorème des valeurs intermédiaires. 

Par ailleurs, ~p· fera intervenir les - 1- , (les xi étant les zéros simples 
X-Xi 

de P), de limites infinies de signes différents si x ~ x; ou x~ ... Enfin, 
annuler un produit c'est annuler l'un de ses facteurs ... Et si on commen­
çait par factoriser Q, considéré comme trinôme en X, (P et P' devenant 
des coefficients)? C'est traité en 3.18. 

38. Soit G un groupe fini, et H un sous-groupe de G, distinct de G. 
Pour x dans G, on pose x = {g- 1xg, g e G}. Montrer qu'il existe x dans 
G tel que x lî H = 0 . 

Montrer que ce résultat devient faux si G n'est pas fini. 

Comme x est l'orbite de x quand on fait agir G sur lui-même par 
automorphismes intérieurs, n'y aurait-il pas là une équation aux classes 
à considérer ? 

Allez en 2.36 pour le savoir. 

39. Soit E l'ensemble des matrices symétriques réelles d'ordre n. 

a) Soit A dans E avec In - A définie positive. Montrer que la suite 

(
2p-l ) 
L, (trace Ak) 

k = 0 pe IN* 

est majorée. 

b) On suppose de plus A à coefficients positifs. Montrer que 

On -Af 1 est à coefficients positifs. 
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Que saisje sur la trace : elle est linéaire, et deux matrices semblables 
A J . d . . , ' 1 A A2 A2p- l ont meme trace. e suis one mc1te a penser n + + + ... + , 

et, à l'identité : 

(ln+A+ ... +A2p-l)(ln-A) = ln-A2P, à «Simplifier» par 

On -A) , donc à justifier l'inversibilité de cette matrice ; se placer dans 
une base de diagonalisation de A. .. C'est faisable. Voir 5.24. 

40. Soient a et b deux nombres complexes et M la matrice de .L,, ( <C) , 

de terme général mij avec m;j = a si i > j, m;j = 0 si i = j et m;j = b 
si i <j. 

Valeurs propres, sous-espaces propres, et diagonalisation éventuelle 
de M. 

Passons sur les cas faciles à traiter de a = b = 0 , puis de a = 0 et 
b * 0 ou a * 0 et b = 0 , et enfin de a = b . 

Pour traiter le cas général, il faut dissocier le bloc des a de celui des 
b. Un moyen, c'est d'ajouter des x partout dans la matrice, et de constater 
que pour x = - a , elle devient triangulaire, et que pour x = - b , elle le 
devient aussi, d'où un calcul du polynôme caractéristique, que vous 
découvrirez en 4.49. 

(9 6n+2) 
41. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a 2 - + 3 divisi-

ble par 19. 

Il s'agit de calculs dans 7l/197l, avec 19 premier, donc (Théorème de 

Fermat) a 18 = 1(19) pour tout a non nul modulo 19. On va donc, après 
modification de l'exposant, chercher à combien il est congru modulo 18 
pour se simplifier la vie. Voir 2.37. 

42. Soit E un espace vectoriel sur un corps K commutatif de carac­
téristique nulle, et p1, ... , pk des projecteurs de E dont la somme est un 

projecteur. Montrer que si i * j, PJli = 0. 

Par quoi caractérise-t-on un projecteur, par l'égalité p 2 = p . De plus 
E = Ker p œ lm p , avec 1 et 0 seules valeurs propres, p diagonalisable, 
d'où trace (p) = 1 · dim (lm p) ... 
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La trace est linéaire, on considère p1 + ... + pk, c'est bien le diable si 
à partir de ces ingrédients et avec un zeste de récurrence, la sauce ne 
prendra pas en 4.50. 

43. Soit A e A(,. (CC:) . On définit une suite Ak de matrices en posant 
A0 =A et,pourk;;.1, 

Ak = A( Ak-I -î trace(Ak_ 1)In). 

Montrer que An = 0 . 

C'est déroutant, mais après réflexion, on constate que Ak est un poly­
nôme en A, donc on peut espérer accrocher un polynôme annulant A, 
de degré n + 1 , avec X en facteur, donc justifier une égalité du type 
An = AXA(A), avec XA(X) polynôme caractéristique de A. 

Le calcul étant sordide, une hypothèse du type A diagonale, (d'où 
des Ak diagonales) peut peut-être simplifier le calcul des traces. 

Comme il s'avère que les fonctions symétriques des racines intervien­
nent, je l'ai traité en 3.30, dans les exercices sur les polynômes. 

44. L'entier k;;. 2 étant fixé, on définit /: IN HIN par 
1/k 1/k 

j(n) = n + E((n + n ) ) . 

Déterminer l'image de f 

Voici un énoncé« newlook ».En effet, pour avoir une idée de ce qu'il 
faut justifier, mieux vaut utiliser un ordinateur, (ou une calculette pro­
grammable), pour faire calculer, pour k = 2, 3, 4 par exemple, les ima­
ges des 100 ou 200 premiers entiers. 

On s'aperçoit que pour k = 2, manquant 1, 4, 9, 16, 25 ... , les carrés 
quoi ; que pour k = 3 les cubes ne sont pas là, ce qui permet de justifier 

que /(IN) = IN -{mk, me IN*}, ce qui se fait en manipulant judicieu­
sement l'encadrement. 

x- 1 < E(x) :s;; x, valable pour tout x. 

Voir en 2.39 pour plus de détails. 

45. Soit A dans .Ai(,.(IR.), de terme général aij, avec a;; = 0 pour tout 

i, et, si i ::t:. j, aij + aji = 1 . Montrer que rang (A) ;;. n - 1 . 
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Vu les hypothèses, on sent qu'il faut considérer A+ 1A qui est de 
terme constant 1 en dehors de la diagonale, avec des 0 sur la diagonale, 

ou encore avec] matrice de terme général 1, on a: A+ 1A = J - In. 

Comment relier au rang de A. Peut-être en cherchant le rang du sys­
tème homogène AX = 0 ? Ce qui conduit, si le vecteur colonne X est 

tel que AX = 0 à considérer X 1A = 0 , et aussi, pour profiter des deux 
égalités, à prendre 

X(A+ 1A)X = 0 = XJX-XX ... 

Aller voir en 4.57 si vous ne parvenez pas à résoudre avec tout cela. 

46. Montrer que l'ensemble des suites à valeurs dans IN n'est pas 
dénombrable. 

S'il l'était, on aurait une« suite de suites», cela, c'est de la suite dia­
gonale. Allez en 2.41 pour la mise en forme. 





CHAPITRE II 

Algèbre générale, arithmétique 

Ce chapitre est celui où les structures sur les ensembles ont le plus 
d'importance. Il importe en effet de savoir de quelles lois de composi­
tion, relations d'ordre ou d'équivalence tel ou tel ensemble est muni, 
pour savoir de quels outils on dispose. 

De plus, si on sait comment une structure donnée est introduite, on 
saura bien souvent comment traiter une question. 

Ainsi, dans la structure de groupe, le fait de savoir qu'à tout 
sous-groupe on associe une (au moins) relation d'équivalence dont les 
classes d'équivalences sont équipotentes au sous-groupe, se traduit par 
des relations de divisibilité entre cardinaux du sous-groupe et du 
groupe, s'il est de cardinal fini. De ce fait, bien des questions d'arithmé­
tique sont en fait résolues en considérant des groupes convenables. 

Voir des applications de ceci et du Théorème de Lagrange en 2.1, 
2.2., 2.6, 2.10, 2.13. 

Une autre conséquence du Théorème de Lagrange est le fait que 
l'ordre d'un élément divise l'ordre du groupe, (2.23). 

Après la structure de groupe vient celle d'anneau, et la notion 
d'idéal, (voir 2.3, 2.12, 2.14). 

Ces deux structures existent sur 7l, qui de plus, est un anneau 
ordonné, d'où l'existence d'une division euclidienne, qui conduit à la 
numération, mais aussi à la notion de nombres premiers et à l'existence 
des décompositions en produit de puissances de nombres premiers, ce 
qui est fondamental pour ce qui touche à la divisibilité, (voir 2.5, 2.14, 
2.18, 2.26). 

· Les identités, bien souvent valables dans les anneaux commutatifs, 
doivent être présentes à l'esprit, (voir 2.4). 

Enfin, pensez à ces outils que sont : 
• Bézout, (quand j'entends « premiers entre eux >>, je pense Bézout, 
(voir 2.16, 2.25), 
• le petit Théorème de Fermat, (2.8), (2.37), 
• la formule du binôme de Newton, (2.15 ), valable sur les anneaux com­
mutatifs, 
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• la récurrence, 
• l'existence d'un plus petit élément dans une partie non vide de IN, et 
d'un plus grand dans une partie non vide, majorée, 
• le fait qu'un groupe n'est jamais réunion de deux sous-groupes sans 
que l'un contienne l'autre, (2.31), 

• l'équation aux classes, quand un groupe opère sur un ensemble, 
(exercices 2.35 et 2.36), 
• une expression en ar - 1 , (ou An - 1 dans le cas de matrices), doit 
déclencher le réflexe «factorisation» en (a- l)(ar-I + ... + 1) ; voir 
2.38, 
• un sous-groupe distingué, c'est un noyau de morphisme de groupe, 
(2.2.), 

• et de même, un idéal bilatère est un noyau de morphisme d'anneau, 
• s'il vous faut un groupe non commutatif, pensez permutations d'un 
ensemble ; (2. 7), 
• pour un anneau non commutatif, ~(K) fera l'affaire, (2.14). 

Quand on manipule une suite de suites, un procédé de raisonnement 
est très utile : celui de la suite diagonale. 

De quoi s'agit-il? Eh bien, si on considère une indexation (u<n»ne IN, 

de suites, avec u<n> suite de X, de terme général ut>, pour p variant dans 

IN, il s'agit de construire une suite v dont le pième terme Vp sera calculé 

en fonction du pième terme de la ième suite, donc de u~>, le « calcul » se 

faisant de façon à obtenir ce que l'on veut. 
Si ce procédé est surtout employé en topologie, voyez quand même 

en 2.41 une utilisation de ce mode de raisonnement. 
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Énoncés 

2.1. Soit n dans IN* et a dans 'D./n'D.. On définit fa de 'D./n'D. dans 
'D.ln'D. par fa(x) = ax. Est-ce un morphisme d'anneau? 

on· suppose a et n premiers entre eux, n ne divisant pas an- 1 - l. 
Montrer que n n'est pas premier. 

2.2. Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G et p le plus petit 
d.. . d dGO cardG M 1v1seur premier e car . n suppose que card H = p . ontrer que 

G -1 pour toutx de , xHx = H. 

2.3. L'anneau 'D.[X] est-il principal ? 

2.4. Condition nécessaire sur m pour que 2m + 1 soit premier. 

n 

2.5. Pour quelles valeurs entières n ;;;;.: m a-t-on L ~ e IN ? 
z 

i=m 

2.6. Trouver les morphismes de(©,+) dans ('O.,+). 

2. 7. Soit G un groupe commutatif et x et y deux éléments de G 
d'ordres respectifs a et (l Que peut-on dire de l'ordre de xy? 

Préciser dans le cas où a et (3 sont premiers entre eux. 
Que peut-on dire si G n'est pas commutatif? 

2.8. Soient p et q deux nombres premiers tels que q = 2p + 1 ;;;;.: 7 et 

(a, b, c) dans '0.3 tel que aP + ~ + ! = 0 . 
Montrer que p divise abc. 

2.9. Soit G un groupe d'ordre 2p, p premier. Montrer que G contient 
un élément d'ordre p. 

2.10. Soit G abélien d'ordre pq, pet q premiers, distincts. Montrer 
que G est monogène. 

2.11. Soit p premier, et U P le sous-groupe multiplicatif de <I:*, engen­

dré par l'ensemble des nombres exp (~:), où a décrit IN. Montrer que 

U P ne peut être décomposé en produit direct de groupes non triviaux. 
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2.12. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour chaque x de A on 
note (x) l'idéal engendré par x. Soit a et b dans A. Montrer que si 
(a) + ( b) est un idéal principal, alors (a) n ( b) est également principal. 

2.13. Soit p un nombre premier impair et q un diviseur premier de 
2P -1. Montrer que q = 1(2p). 

2.14. Soit un anneau commutatif A. Vérifier que les éléments nilpo· 
tents de A forment un idéal. Ce résultat subsiste-t-il si A est non commu­
tatif. 

Avec n entier ;;;::: 2 , déterminer les éléments nilpotents de 'O./ n'll . 

2.15. Soit n entier naturel et dn le nombre de coefficients c!, 
0 os;; k os;; n , qui sont impairs. Montrer que dn est une puissance de 2. (On 
pourra utiliser le développement den en base 2.) 

2.16. Soit G un groupe abélien tel qu'il existe n dans IN* vérifiant : 
'Vx e G, xn = e, élément neutre. 

On suppose que n = ab avec a et b premiers entre eux. 
On pose Ga = {xalx e G}, et Gb = {xb, x e G}. 

Montrer que Ga et G b sont des sous-groupes. 
Montrer que, pour tout x de G, il existe un et un seul couple ( u, v) de 

Ga X Gb tel que x = uv. 

On suppose n impair. Montrer que x -' x2 est un automorphisme 
de G. Quelle est son application réciproque. Même question pour 
x -' xk , avec k entier premier à n. 

2.17. Soitp un entier premier, congru à 1modulo4, et soit 
3 2 S = { (x, y, z) e IN , x + 4yz = p}. 

Montrer que l'on définit une application q> de S dans S en posant : 

q>(x,y, z) = (x+ 2z, z,y-z-x) si x<y-z ; 

q>(x,y,z) = (2y-x,y,z+x-y) siy-z<x<2y; 
q>(x,y,z) = (x-2y,z-y+x,y) si 2y<x. 

Montrer que q> est une involution sur S, ayant un seul point fixe. 
Que dire de la parité du cardinal de S ? 

Montrer que toute involution d'un ensemble de cardinal impair pos­
sède au moins un point fixe. En déduire qu'il existe (u, v) dans IN2 tel 

2 2 
queu +v =P· 
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2.18. Pour n entier strictement positif, on note O'n la somme des 
diviseurs (> 0) de n. Montrer que si m et n sont premiers entre eux, 
O'mn = O'mO'n • 

2.19. K est un corps de caractéristique nulle, G un sous-groupe fini 
de GL(n, K), de cardinal p. 

Que peut-on dire de ! L, M. Cas particulier de L, M de trace 
p MeG MeG 

nulle. 

2.20. Montrer qu'il existe une infinité de points de @2 sur le cercle 

r = {(x, y) E JR2 ; x2 + y2 = 1} . 

2.21. Nombre de relations binaires réflexives sur un ensemble à 
n éléments. 

2.22. Soit n un entier ;a.: 1. Trouver n entiers consécutifs non premiers. 

(4") 
2.23. Montrer que 21 divise 2 + 5 , pour tout n de IN*. 

2.24. Déterminer les deux derniers chiffres de l'écriture décimale 
de 31993. 

2.25. Soit p un nombre premier. Trouver le nombre d'éléments 

inversibles dans 'O./ p m'D. • 

2.26. Trouver tous les couples (x, y) de IN2 , tels que x =P y et X' = y" . 

2.27. Soient dans 'O.* 
' 

distincts, on pose 
q 

pk = Il (N; + k) et on suppose que pour tout k de 'O., Po divise Pk. 
i = 1 

Montrer qu'il existe i tel que IN;I = 1. 
Si on suppose de plus que, pour tout i, N; ;a.: 1 , montrer que 

N1, ... , N9 sont les q premiers entiers naturels. 

2.28. Soit (a, b) dans IN2 avec a ;a.: b > 0. On sait qu'il existe (u, v) 
2 dans 'O. tel que au+ bv = a/\ b = pgcd(a, b). 

Montrer qu'on peut trouver u et v sous la forme u = det A et 
v = det B , où A et B sont deux matrices de la forme 
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* 10 ...... 0 0 
-1*1 ...... 0 0 

0 0 0 
0 0 0 

* 1 
- 1 * 

les coefficients diagonaux et l'ordre étant à préciser. 

2.29. Soit p e IN* , un entier non premier. Montrer que p ne divise 
pas 1 + (p-1)! 

2.30. Soit un entier premier p ;;.. 5 , et N dans IN défini par : 
p-I 1 N 
L 2 = 2 • Montrer que p divise N. 
k=Ik (p-1)! 

2.31. Que peut-on dire d'un anneau A tel que yx soit dans {xy, - xy} 
2 pour tout couple (x,y) de A ? 

p 
2.32. a) Soit 0:;;;;; p:;;;;; n, (n,p) e IN2. Calculer L (- l)kc!c~=!. 

k=O 

b) Soit An le nombre de permutations <J de Sn , (groupe symétrique 
n 

d'ordre n) n'ayant pas de point fixe. Montrer que L c!An-k = n! 
k=O 

n (- l)k 
c) Montrer que An = n! L k! · 

k=O 

2.33. Soit E = {a+ b./2 ; (a, b) e @2}. Montrer que c'est un 
sous-corps de IR, et en déterminer tous les automorphismes. 

2.34. a) Montrer que le polynôme X3 -2 est irréductible dans 
<Q[X]. 

On désigne par a. l'une de ses racines complexes. 
b) On pose A = {a+ ha.+ ca.2 ; (a, b, c) e @3}. Montrer que A est 

un sous-corps de <C. 

2.35. a) Soit un groupe fini G, de cardinal pa, a.;;.. 1 et p nombre 
premier. On suppose que G agit sur un ensemble fini E. On note : 
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G E = {xE E, "i/ge G,g·x=x}. 
G Montrer que card (E) = card (E ) modulo (p). 

b) Soit H un groupe fini d'ordre n, et p un diviseur premier den. 
Montrer que H contient au moins un élément d'ordre p. On pourra 

considérer l'ensemble E des (x1, ... , xp) de HP tels que x1x2 ... Xp = 1 , 

(neutre de H), et faire opérer "Ill p'll sur E. 

c) Soit H un groupe abélien fini d'ordre n, et m un entier tel que 
"i/x E H, xm = 1. Montrer qu'il existe ex dans IN, tel que n divise ma. 

2.36. a) Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G, distinct de 
G. Pour x dans G, on pose i: = {g- 1 xg, g E G} . Montrer qu'il existe x 
dansGtelque i:nH = 0. 

b) Montrer que ce résultat devient faux si G n'est pas fini. 

(26n+2) 
2.37. Montrer que, pour tout entier naturel n, 2 + 3 est divisi-

ble par 19. 

2.38. Soit a et r des entiers supérieurs ou égaux à 2. Montrer que si 
ar - 1 est premier, alors r est premier et a = 2 . 

2.39. L'entier k;;;:.: 2 étant fixé, on définit/: IN ~IN par 
Ilk Ilk 

f(n) = n + E((n + n ) ) . 

Déterminer l'image de f 

2.40. On considère l'ensemble .w'des fonctions de variable réelle de 

la forme P(x) + Q(x)JI-x2 , où Pet Qsont deux fonctions polynômes 
réelles. 

Vérifier que .w'est un anneau pour les lois naturelles. 
Quels sont les éléments inversibles de N. 
Montrer que x est irréductible dans N. 

2.41. Montrer que l'ensemble des suites à valeurs dans IN n'est pas 
dénombrable. 

2.42. Soit un groupe G où tout élément a pour carré l'élément neu­
tre. 

a) Montrer que G est abélien. 
b) Soit H un sous-groupe de G, différent de Geta de Gnon dans 

H. Montrer que H n aH = 0 et que Hu aH est un sous-groupe de G. 
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Solutions 

2.1. Il est évident que la est un morphisme de groupe additif. Par 
contre, si la est morphisme d'anneau, l'égalité 

2 
la(xy) = a(xy) = la(x)la(Y) = (ax)(ay) = a xy, 

devant être valable pour tout x et y, donne, (avec x =y= 1), a 2 = a, 
donc pour a = 0 ou l, lo, (qui est nulle) et 11 , (identité) sont des mor­
phismes d'anneau. Si n est premier, dans le corps '/J./ n'/J. le polynôme 

X2 - X = 0 n'a que ces deux zéros, 0 et 1. Sin n'est pas premier, tout 

autre élément a tel que a 2 = a conduit à un morphisme d'anneau. C'est 
2 le cas de a = 3 dans 7J./67J. par exemple car 3 = 3 dans cet anneau. 

On peut préciser le noyau de la , morphisme de groupe additif, on 
a la(x) = ax = 0 ~ ax divisible par n, (on confond ici les éléments de 
'/J./ n'/J. et leurs représentants dans [ 0, n - 1] ), donc, avec 
d = pgcd(a, n), en écrivant a = da' et n = dn' avec a' et n' premiers 
entre eux, on a encore : 

la(x) = 0 ~ da'x divisible par dn', 

~ a'x divisible par n', avec a' et n' premiers entre 

eux, c'est équivalent à x multiple de n'. 

On a la injective ~ ( n' = n) ~ pgcd( a, n) = 1 , et dans ce cas la est 
automorphisme de groupe, sinon Ker la est formé des éléments de 

'/J./ n'/J. multiples de d~ ) pgc a,n 

Si a et n sont premiers entre eux, et n premier, '/J./ n'/J. étant un corps, 
('/J.I n'/J.) - { 0} est groupe multiplicatif ayant n - 1 éléments, donc tout 

élément x non nul vérifie l'égalité xn-l = 1. Comme ici a :;t 0, 

modulo n, on a an-l _ 1 = O(n) ce qui contredit l'hypothèse n ne divise 
n-1 1 D ' . pas a - . one n n est pas premier. 

2.2. Il s'agit de montrer que le sous-groupe H est distingué, donc de 
l'obtenir comme noyau d'un morphisme de groupe. 

Pour cela on considère l'ensemble quotient G/H de toutes les clas­
ses d'équivalences xH, pour x dans G, de la relation !J1l définie par 

- 1 
x!J?ly ~ X y E H . 
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On sait que ces classes d'équivalences sont toutes équipotentes à H, 

et qu'elles forment une partition de G, donc card G /H = ~::: ~ = p . 
Pour g dans G, on dé.finit une bijection 0(g) de G/H sur G/H en 

posant 0(g)(xH) = gxH . 
L'application 0(g) est injective car 0(g)(xH) = 0(g)(yH) équivaut à 

l'égalité des classes de gx et de gy, donc à gx.9fgy, soit à 
(gxf 1gy = x- 1g- 1gy = x- 1y dans H, d'où en fait x.9f)i et xH = yH. 

L'application 0(g) est surjective, car si yH est dans G/H, il est clair 
- 1 - 1 que 0(g)(g yH) = g(g y)H = yH. 

Donc 0 est définie sur G, à valeurs dans le groupe .9'des bijections 
de G/H, groupe pour le produit de composition, de cardinal p ! Avec 
un peu de bonne volonté, 0 sera un morphisme de groupes, de noyau H 
et on aura gagné. 

L'application 0 est un morphisme de groupe: soient g et g' dans G: 
0(g) 0 0(g') est l'application qui à xH de G/H associe l'image par 0(g) 
de la classe de g'x, soit gg'xH, ce qui est précisément 0(gg')(xH), d'où 
0(g) 0 0(g') = 0(gg') . 

On a Ker 0 c H, car si 0(g) est la bijection identité de G/H sur 
G/H, en particulier 0(g)(H) = 0(g)(eH) = geH = gH = H : c'est 
que g e H, (tout ceci avec e élément neutre de G). 

Mais alors, ce morphisme de groupe 0, de G dans le groupe des 
permutations de G/H, donne l'isomorphisme : 

0(G) = G/Ker 0, d'où (card G) = (card Ker 0) card (0(G)). 
Or G/H ayant p éléments, le groupe de ses permutations a p! élé­

ments et card (0(G)) est un diviseur de p!, mais c'est aussi 
card G/card (Ker 0), donc un diviseur de card G, donc tout facteur 
premier de la décomposition de card ( 0( G)) divisera card G qui admet 
p pour plus petit diviseur premier: on n'a pas le choix, soit 
card (0(G)) = 1, soit card (0(G)) est divisible par p, en étant diviseur 
de p!, avec p premier, c'est-à-dire card (0(G)) =p. 

Mais card (0(G)) = 1 donne Ker 0 = G, avec Ker 0 c H c G d'où 
card G 

H = G et p = card H est exclu. 

card G card G 
Il reste card (0(G)) = card (Ker 0) = p = card (H) avec Ker 0 

sous-groupe de H, tournez cela comme vous voulez, c'est que 
card (Ker 0) = card (H) fini, d'où l'inclusion Ker 0 c H qui devient 
une égalité. Mais alors H, noyau d'un morphisme de groupe, est bien 
sous-groupe distingué. 
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2.3. Soit 1 l'idéal engendré par 1 + X2 et 2X, donc 

1 = {(1+X2)P+2XQ; Pet Q dans 7L[X]}. 
Comme 2(1+X2)+2X(- X) = 2 est dans I, si 1 est principal, il ne 

peut être formé que des multiples de 1 ou de 2. 
Mais 1 + X2 est non multiple de 2, donc 2 n'engendre pas l'idéal 1, 

alors que si 1 = 7L[X] est engendré par 1, on aurait Pet Q dans 7L[X] 
avec: 

1 = (1+X2)P(X)+2XQ(X), d'où, pour X = 1, 
1 = 2(P(l) + Q(l)) : 1 serait nul ou multiple de 2 puisque 

P(l) + Q(l) est dans 7l. Curieux! 
Donc 7L[X] n'est pas un anneau principal. 

2.4. Pour m impair, m = 2n + 1 avec n ;a. 1, on a 

22n+l+l = 22n+l+l2n+l 

= (2 + l)(22n _ 22n-l + 22n-2 + ... + (- ll22n-p + ... + l) 

= 3q, avec a priori q e 7L, mais comme : 

22n + 1 1 23 1 9 2 d 22n + 1 1 . + ;a. + = , q ;a. , one + est non premier. 

Il est clair que pour m = 0 et 1, on a 2° + 1 = 2 et 21 +1 = 3 qui 
sont premiers. 

Enfin si m, pair, est du type m = 2k(2p + 1), avec k et p non nuls, on 
a: 

k 2p+ 1 

2m + 1 = ( 2<2 >) + 12P+ 1 , et avec la même identité, on 

obtient l'égalité, (avec a= 2<2k>), 
2m l _ ( l)( 2p 2p-l ( l)k 2p-k l) + - a+ a -a + ... + - a + ... + , 

avec 2m + 1 = a2P+ 1 +1>a+1 car p ;a. 1 : la parenthèse est un entier 
;a. 2, donc 2m + 1 n'est pas premier. 

Finalement, il est nécessaire que m soit dans l'ensemble : 
{2k; ke IN}u{O}, 

pour que 2m + 1 puisse être premier. 
(2n) 

Les nombres F n = 2 + 1 sont les nombres de Fermat. 

On sait qu'un diviseur de F n , s'il existe, sera de la forme k · 2m + 1 , 
avec k entier impair et m ;a. n + 2 , (Théorème d'Euler et Test de Pépin). 
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Par exemple F 1945 est divisible par 5 x 21947 + l, 

F di . "bl 5 23313 1 
3310 est visi e par x + et 

F di . "bl 17 26539 1 6537 est VISi e par x + . 

On peut, avec ces nombres de Fermat, occuper des ordinateurs. 

2.5. On peut aborder l'exercice en se donnant m, et en cherchant s'il 
existe alors n ;a. m tel que la somme donnée soit un entier. 

L . ' d" 1 . d e cas n = m revient a ire que - est un entier : on a one 
m 

n = m = 1 solution. 
Peut-on trouver n > m ? Dans ce cas, parmi les i variant de m à n figu­

rent des nombres pairs et on va évaluer la valuation modulo 2. 
n n 

L. IIj 
Posons x = 

k=m 

et pour chaque entier j on note <p(j) l'exposant de 2 dans la décomposi­
tion de j en produit de puissances de nombres premiers. 

Soit r = sup { <p(j) ; m :s;;; j :s;;; n} , on a r ;a. 1 , (présence de nombres 
pairs), et ce sup est atteint en un seulj: il est atteint, (nombre fini de 
valeurs), et supposons que l'on ait h et i2 distincts, par exemple h <h, 
avec <p(j1) = <p(j2 ) = r. On peut alors écrire : 

h = 2r a 1,j2 = 2r a 2 , avec a 1 et a2 impairs, et a 1 < a2 : entre a 1 
et a2 figurera forcément un nombre pair, ne serait-ce que 2p1 +2 si 
a 1 = 2p1 +1. Mais alors j = 2r(2p1 +2) est entre h eth donc entre 
m et n, avec <p(j) ;a. r + 1 : ceci contredit la définition de r. 

On note alors l le seul élément entremet n pour lequel <p(l) = r : 
pour tout j :F. l, entre m et n, on a <p(j) < r. 

On note <pc~m k) = k ~ <p(k) = s ' avec s ;a. r' et si X est entier, 

n n 

L II j est divisible par 2• , donc a fortiori par 2• - r+ 1 puisque r ;a. 1 . 
k=mj=m 

i*k 
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Or,cp[j ~} = •-cp(k), donc, fil hl, comme cp(k)"' r-1, 

J"k J 
n 

s - cp( k) ;a.. s - r + 1 : chaque nombre TI j, pour k '* l , est divisible par 
j=m 

2s-r+ 1. 
i"k 

n 

Quant à TI j , lui, il n'est divisible que par 2• - r puisque l'exposant 
j = m 

i"l 
de 2 dans ce numérateur est s - cp(l) = s - r. 

Finalement, le numérateur de x n'est divisible que par 2• - r et x n'est 
pas entier. 

La seule solution est n = m = 1 . 

2.6. Soit/un morphisme de CG, groupe additif, dans 7l, groupe addi­
tif. Pour p dans 7l et q dans IN*, on a : 

q·I!.= l!.+l!.+ ... +I!. =P 
q q q q 

q fois 

donc j(p) = ef(~)· puisque/ est un morphisme additif. Mais alors 

~f(p) = f (~) est dans 7l, et ceci, pour p fixé et q variant dans IN*, n'est 

possible que pour f(p) = 0, (sinon l'entier f(p) serait divisible par 

tout entier q), mais alors f (~) = 0. 

Finalement, seul /= 0, est un morphisme de (CG,+) dans (7l, +). 

2.7. Soient x et y d'ordres respectifs a et P dans G, groupe abélien, 
et m le p.p.c.m. de a et p. 

On a (xy)m = xmym, (Gest abélien) 

= 1, (m multiple de a et p), 
en notant ! l'élément neutre du groupe multiplicatif G, donc l'ordre de 
xydivise m = avp. 
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On n'a pas mieux : par exemple dans le groupe G des rotations d'un 
plan vectoriel euclidien, la rotation x d'angle ~ est d'ordre 12 ; la rota-

tion y d'angle § est d'ordre 6, le p.p.c.m. est 12, et la rotation xy, d'angle 
1t '2 est d'ordre 4. 

Si a et J3 sont premiers entre eux, alors l'ordre de xy est effectivement 
le p.p.c.m., égal ici à aJ3. 

En effet supposons que (xy)n = xnyn = 1 avec xn ou yn différent de 

1. Alors z = xn = (y n)- 1 = (y - 1) n est un élément à la fois dans le 
groupe cycligue engendré par x et dans celui engendré par y, de plus 
z :t:. 1 . Cet élement z a alors un ordre qui divise a et J3, premiers entre 

eux, ce serait l, mais z1 = z = 1 est exclu. 
Donc (xy)n = 1 => xn = 1 et yn = 1, d'où n multiple de a et de J3 

donc du p.p.c.m. de a et J3. 
Si G n'est pas abélien, le résultat du départ ne s'applique plus, ni le 

suivant. 

Dans le groupe S3 des permutations de {l, 2, 3} la transposition 

't: ( 1 2 3 ) est d'ordre 2, la permutation cr: ( 1 2 3 J est d'ordre 3, 
213 312 

alors que cr-r : ( 1 2 3 J est une transposition d'ordre 2, différent ici de 
1 3 2 

2 x 3 , (2 et 3 premiers entre eux). 

Puis, avec la transposition -r' : ( 1 2 3 J, on a 't1't = cr d'ordre 3 qui 
1 3 2 

ne divise pas 2, p.p.c.m. de 2 et de 2. 

2.8. D'abord p et q existent : p = 3 et q = 7 conviennent. 

De plus p = 2 est exclu donc p, premier est impair. 
On peut diviser a, b etc par leur p.g.c.d., ô, ce qui revient à simplifier 

aP + ~ + ! = 0 par ~ , et, en posant a = ôa', b = ôb', c = ôc' , si on 
justifie que p divise a'b'c', il divisera abc. 

Supposons donc a, b etc premiers entre eux pour simplifier l'écriture : 
du fait de la relation ils sont premiers deux à deux car si r divise a et b par 
exemple, r premier, l'égalité - ! = aP + ~ montre que r divise c. 

Nos trois nombres sont donc deux à deux premiers entre eux. 

Puis q - 1 = 2p , or dans le corps K = 'O./ q'O. tout élément non nul 

x vérifie l'égalité xq- I = 1, (petit Théorème de Fermat, vient de K* 
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groupe multiplicatif de cardinal q - 1 ), et avec x = 0 , tout élément cette 

fois est tel que xq- 1 e { 0, 1} . 

Comme (ap)2 = aq-l, il en résulte que aP = 0, 1 ou - l, modulo q. 

Il en est de même pour 'Il et ! . 
Puis, l'égalité - ! = aP + 'Il , avec p impair, conduit à l'identité : 

- ! = (a+ b)(aP-1 -ap-2b + ... + (- I)iap-i-lbi + ... + (- Il-1'11-1) 
p-1 

= (a+ b)s, en notant s = L (- I)iaP-l-ibi. 

i = 0 

Procédons par l'absurde en supposant que p ne divise pas abc. 

Alors a + b et s sont premiers entre eux, car si r, nombre premier, 
divise a + b et s, on aurait b = - a (modulo r), donc, modulo r, 

p-1 
s = L (- l)iaP-l-i(- a)i soit s = paP-l = 0 modulor, et sir, pre-

i=O 

mier, divisait a, comme il divise a + b , il diviserait b, ce qui contredit 
a/\ b = 1 . Donc r divise p premier, c'est que r = p. Mais alors, p divise 

fl + b et s, donc aussi - ! , donc aussi c, ce qui contredit l'hypothèse 
faite : p ne divise pas abc. 

Donc on a - ! = (a + b )s avec a + b et s premiers entre eux : en 
utilisant une décomposition en facteurs premiers de c, on élève à la puis­
sance pet on« répartit» entre a+ b et s, premiers entre eux, c'est que 

a+ b d'une part, (ets d'autre part), sont du type~. Il existe donc y e 7l 

tel que a + b = y , et de même a et 13 dans 7l tels que b + c = a.P et 

c + a = pP par symétrie. 

Par ailleurs on a vu que aP, 'Il et ! sont congrus à 0, 1 ou - 1 
modulo q, avec q premier;;;. 7. Il en résulte que l'on a les trois congruen-
ces distinctes, car, deux égales à 1, par exemple aP = l(q) et 'Il= l(q), 

donneraient - ! = 2(q) soit!=- 2(q) et - 2 non congru à 0, 1 ou - 1 
modulo q puisque q ;;;. 7 . 

De même ap et 'Il congrus à - 1 donnerait ! = 2 ( q) , exclu, et 

aP ='fi= O(q) donne!= O(q) mais alors q, premier, diviserait a, b etc, 
que l'on a supposés premiers entre eux .. 

Donc, à une permutation près, on peut supposer que aP = 1 ( q) , 

'fi=- I(q) et !=O(q). 
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Mais alors q divise c, et ne divise ni a, nib, donc également, q ne divise 
nia+c,nib+c. 

Comme a+ c = ~Pet b + c = a! sontcongrusàO, 1ou-1 modulo q, 
il reste a+ c et b + c congrus à 1 ou - 1 modulo q, soit a et b congrus à 1 

ou- lmoduloqcarc=O(q),mais~=-1 etap=l impliquenta=l(q) 
etb=- l(q). 

Il est alors temps de se rappeler, qu'on avait signalé que 
p-1 

s = I, ap- l -i(- b )i est du type:!', donc congru à l, - 1ou0 modulo q, 
i= 0 p-1 

ce quiici donne 1, - 1 ou 0 = I, 1 · 1 = p, modulo q, mais q = 2p + 1 
i = 0 

donne 2p=- l(q) etcequiprécèdedonnerait 2p=0,2 ou-2(q) :il y 
a incompatibilité car q ;;;.: 7 . 

On a finalement trouvé une absurdité : l'hypothèse p ne divise pas 
abc est à rejeter. 

2.9. On note G multiplicativement, et e son élément neutre. Soit a 
dans G-{e}, son ordre divise 2p, c'est donc 2,p ou 2p. Si l'ordre est 2p, 

Gest cyclique engendré par a et a 2 est d'ordre p. 
Si a est d'ordre p, c'est terminé. 

Il resterait le cas de G tel que tout élément a :F- e soit d'ordre 2. Soit 
a un tel élément, il engendre le sous-groupe Ha = {a, e} , distinct de G, 
donc il existe b, d'ordre 2, dans G\Ha. 

Alors ab = e est exclu, sinon 

(ab)2 = a(ba)b = e, (ordre 2) implique: 

- 1 
b = a = a e Ha . Puis 

a2(ba)b2 = aeb soit ba =ab, et les éléments {e,a,b,ab = ba} 
forment un sous-groupe H à 4 éléments de G: d'abord 
ab = a, ( ~ b = e) est exclu, puis on a un sous-groupe, de table : 

e a b ab 

e e a b ab 

a a e ab b 

b b ab e a 

ab ab b a e 

puisque a et b commutent. 
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Mais alors 4 = card H divise 2p, donc 2 divise p. Si p = 2 , en fait 
vu l'hypothèse tout élément de G-{e} est d'ordre 2, on a le résultat; 
et si p premier est différent de 2, c'est que cette hypothèse, (tout élément 
d'ordre 2) est à exclure. 

Dans tous les cas on a un élément d'ordre p. 

2.10. Il faut donc justifier l'existence d'un élément d'ordre pq dans 
G. On sait que l'ordre d'un élément divise le cardinal, pq, de G, (Théo­
rème de Lagrange), donc tout élément de G-{e} estd'ordrep, q, oupq. 

Si tous les éléments de G - { e} sont du même ordre, p par exemple, 

soit a d'ordre p, Ha le sous-groupe engendré est tel que tout ar, 

1 .s;; r < p, engendre aussi Ha car ar =F- e, donc ar engendre un 
sous-groupe de Ha, non réduit à {e}, son ordre qui divise p premier ne 
peut être que p. 

Soit b ~ Ha, (il y en a dans G\Ha ), le sous-groupe engendré par a et 
b est alors: 

L = {arbs; I .s;;r.s;;p, I .s;;s.s;;p}, 
car G est abélien. 

Ce sous-groupe est de cardinal p2 , car avec r, s, r', s' entre 1 et p, 
r s Y s' r-Y s'-s . . 

(a b = a b ) (::::} (a = b ) , et r =F- r' (donc aussi s' =F- s ) donnerait un 
générateur à la fois de Ha et de Hb, qui seraient confondus, d'où b dans 
Ha , ce qui est exclu. 

Mais alors p2 divise pq : c'est absurde. 
On dispose donc de a d'ordre p, et de b d'ordre q, dans G, mais alors 

(abl = a!ll = li =F- e, (p non multiple de q) et aussi 
(ab)q = aqbq = aq=F-e. 

L'élément ab, distinct de e (sinon a = b- 1 et a et b auraient même 
ordre q, premier), ne peut être que d'ordre pq = card G : le groupe est 
monogène. 

2.11. Rappelons que si G 1, G2, .•. , Gn sont n groupes multiplicatifs, 
on appelle produit direct de ces groupes, l'ensemble 

G = { (x1, ••• , xn) ; xi e Gi, 1 .s;; i .s;; n} , (produit cartésien), pour 
la loi de groupe (vérification facile): 

(x1, ... , xn) · (y1, ... , Yn) = (x1y1, ... , XnJn), l'élément neutre étant le 
n · uplet (e1, ... ,en), avec ei neutre de Gi. 
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Par ailleurs, si n ;;;;,, 3 , il est bien clair qu'alors G est isomorphe au 
produit direct de G 1 et du produit direct H = G2 x G3 x ... X Gn. 

On va donc justifier que U P ne peut pas être isomorphe à un produit 
direct G x H de deux groupes non triviaux. 

Supposons qu'il existe un isomorphisme <p de U p sur G x H . Soit A 

et B les sous-groupes de U P , respectivement égaux à <p- 1 ( G x { eH}) et 

<p- 1({ec}xH). 
Si xe AnB, c'est que <p(x)e Gx{eH}n{ec}xH = {(eG,eH)}, 

donc que x = l, (eG x eH) étant élément neutre du groupe produit 
G x H ; donc An B = { 1} . 

Puis, G n'étant pas réduit à {eG}, A n'est pas réduit à {l}, et B non 
plus. 

D'autre part un élément de UJ est du type: 

u = (exp 2i1t)q1 (exp 2i1t q2 ... (exp 2i1t)qn 
al a2 an 

p p p 
avec cx.1, ••. ,an dans IN, q1, •.. , qn dans 1L. 

C'est encore : 

u = exp ( 2i>t~~' + ... + ;:. ) ). ce qui, en posant 

2 ·qn 
ex. = sup { cx.1, ... ,an}, se mettra sous la forme u = exp 

Pa 
n 

a-a 
avec q = L qJJ k dans 1L, et même, si q est divisible par p on simpli-

k = 1 

fie, donc on peut imposer q non divisible par p, et comme on a supposé 
p premier, c'est que q et p sont premiers entre eux. 

On a donc, si G et H sont non triviaux, l'existence de a = exp 2 iqn 
Pa 

dans A-{l}, avec p Aq = l, cx.e IN, et de b = exp 2i~ dans 
p 

B-{l},avecrAp = l,f3eIN. 
Supposons par exemple ex. ;;;;,, f3 , avec f3 > 0 , 

(f3 = 0 ~ b =exp 2irn = 1). 

pa.-f> 2iqn 
Alors c = a = exp 13 avec q /\ p = 1 et f3 > 0 , donc c =F- 1 , et 

p 
c, puissance de a, est dans A, (sous-groupe), donc ce A- { 1}. 
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Comme q et p, (p premier), sont premiers entre eux, il en est de même 
de q et pP donc, (Bézout), il existe u et v dans 7l tels que uq + vpP = 1 , 
d'où 

2i1t . (uq + vpP) ( 2in1t)u . exp -p = exp 2m p = exp ~ exp (2zv1t) 
p p p 

= eue A, et c'est =F- l, Çp non entier} 

Mais on a aussi r et pp premiers entre eux, donc il existe s et t dans 

7l tels que rs + tpp = 1 , donc là encore : 

2i1t . [rs + tpP) ( 2irn)s . exp -p = exp 2m p = exp -p exp (2zt1t) 
p p p 

= b5
, élément de B, =F- 1, (encore lp non entier} 

p 

Mais alors exp 2i: e An B, cet élément étant différent de 1, alors 
p 

que An B = { 1} : c'est absurde. 

Donc Up n'est pas isomorphe à un produit direct. 

2.12. Soit 1 l'idéal (a) + ( b) , supposé principal, et x un générateur 
de cet idéal. Comme a et b sont dans I, il existe a. et 13 dans A tels que 
a = a.x et b = j3x . 

Maisalorsy = a.j3x = a.·be (b),etaussiy = l3·(a.x) = l3·ae (a), 
puisque A est commutatif, donc l'idéal principal engendré par y est dans 
(a) n (b). 

Inversement, si z est dans l'idéal (a) n ( b) , il existe u et v dans 
l'anneau tels que z = au = bv. 

Puisque (x) = (a)+(b),onaaussiretsdansAtelsque: 

x = ra+ sb = ra.x + sj3x = (ra.+ sj3)x, puis: 

z = au = aux = a.u(ra. + sj3)x 

= a.ura.x +us( a.j3x) 

= (a.r)(a.xu) + (us)y. 

Mais comme z = au = bv = a.xu = 13xv , on a encore 
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z = (ar)(l3xv) + (us)y = (rv) · (al3x) + (us)y 

= (rv)y + (us)y = (rv + us)y, 
et finalement on a l'autre inclusion (a) lî (b) c (y), d'où l'égalité et le 
caractère principal de (a) lî ( b) . 

2.13. L'entier q- 1 sera divisible par 2p, avec p nombre premier 
impair si et seulement si il l'est par 2 et par p. 

Comme q, premier, divise 2P - 1 , impair, q- 1 est pair donc divisible 
par 2. Il reste à justifier la divisibilité de q - 1 par p. 

Dans le corps K = 'O./ q'O., (q premier impair), l'élément classe de 2, 
encore noté 2, engendre un sous-groupe multiplicatif de K - { 1} , donc 
son ordre divise q - 1 . 

Or 2P = 1 dans 'O./ q'O., donc cet ordre divise p, ce n'est pas l, ( 2-::;:. 1 
dans 'O./ q'O. ), cet ordre est p. 

Finalement p divise q-1, d'où q = 1(2p). 
Il convient de noter l'importance du Théorème de Lagrange, (l'ordre 

d'un sous-groupe divise l'ordre du groupe). 

2.14. L'ensemble N des éléments nilpotents de A est non vide, (0 est 
nilpotent), stable par soustraction, car si a et b sont nilpotents d'ordres 
a et 13 respectivement, pour n :;;:.: a + 13 , on a 

n 

(a-bt = L c!(- l)kan-kbk,laformuledubinômedeNewton 
k=O 

étant valable car l'anneau est commutatif. 
Mais alors, si k :;;:.: 13, bk = 0, alors que k < 13, soit - k >- 13, donne 

n-k>a+l3-13 = a,doncan-k =O. 

Finalement a - b est nilpotent, d'où N sous-groupe additif. 
C'est une partieJ>ermise, car avec a dans N, nilpotent d'ordre a, et x 

dans A, on a: (ax) = aa.xa. = 0, donc axe N, d'où N idéal. 

Dans l'anneau non commutatif .A2(1R), les matrices a = ( ~ ~) et 

b = ( ~ ~) sont nilpotentes d'ordre 2, mais a+ b = ( ~ ~), régu­

lière, n'est pas nilpotente, donc N n'est pas un idéal. 
Dans 'O./ n'O. , on aura a nilpotent si et seulement si il existe k entier 

tel que ak = 0( n) , mais ceci équivaut à a multiple du produit des facteurs 
premiers figurant dans la décomposition de n. 
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Pl , . , . lltl IX2 lltk 1 d, . . d . us prec1sement, soit n = p1 p2 ···Pk a ecompos1t1on en pro mt 
de facteurs premiers de n. Alors une puissance de a sera multiple de 

IX IX IX 

p11p2 2 ... pk k si et seulement si chaque P; divise a. 
En prenant alors a compris entre 0 et n, on a : 

si chaque <X; = 1 , seul a = p1p2 ••• pk = n convient, mais 
a= O(n) ~seul 0 est nilpotent; 
s'il existe des <X; > 1 , les éléments nilpotents sont associés aux a :s;; n , a 
multiple de p1p2 ... pk. 

k n (a.-1) 
Si q = = IIP; ' , chaque classe dans 'll/n'll d'un élé-

P1P2···Pk . '= 1 

ment a = mp1p2 ... pk, avec 1 :s;; m :s;; q, est un élément nilpotent, et ces 
éléments distincts compris entre 1 et n donnent des classes distinctes 
dans 'Ill n'll . 

2.15. Les coefficients du binôme se trouvent en calculant 
n 

(1 + x)n = L c!i, et, comme on veut évaluer le nombre de ces coef­
k = O 

ficients impairs, c'est-à-dire congrus à 1 modulo 2, on se place dans K[x], 

avec K = '/l/2'/l , où, en notant ak la classe de c! , on a : 
n 

(1 +x)n = L aki, 
k=O 

et on cherche le cardinal dn des k tels que ak = 1 , (les autres étant nuls). 

a: 

L'énoncé suggère de décomposer n en base 2. 
On a déjà, pans K[x], (1 + x)2 = 1 + x2, donc 

2 2 2 4 , 
(1 + x) = (1 + x ) = 1 + x , et, par recurrence sur p, 
(1 +x/ = 1 +x2P, d'où d~ = 2. 

s 

Si on décompose n en base 2, en n = L ~r2r, avec ~r = 0 ou l, on 
r=O 

(1 +x)n = II 
2' 

(l+x) = II 
2' 

(1 +x ) . 
r = 0 r=O 

r tel que ~' = 1 r tel que ~' = 1 
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On obtient, si on développe, et si m = card { r, ~r = 1} , une somme 

de 2m monômes tous distincts, de coefficient 1, obtenus en prenant 
2' 

dans chaque facteur, 1 ou x 
Comme les valeurs de r sont distinctes, en notant r 1, r2, ... , r m les m 

valeurs, (supposées ordonnées), et en posant, pour 1 ~ i ~ m, e; = 0, 

(resp. 1), si dans le iième facteur on choisit 1, (resp. x2';), on obtient 

(E1,E2, ... ,Em) E {0, l}m 

r r 
et les puissances e12 1 + ... + em2 •n sont distinctes, pour des m-uplets dif-
férents, l'écriture en base 2 d'un entier étant unique. 

Finalement, on a 2m coefficients du binôme c!, 0 ~ k ~ n , impairs, 
avec m = nombre de chiffres non nuls dans la décomposition de n en 
base 2. 

2.16. D'abord un tel groupe existe, celui des racines quinzièmes de 
l'unité par exemple. 

Puis, Ga contient ea = e, il est non vide, et six et y sont dans Ga, 

a a G "f - I - I a avec x = u et y = v , comme est commutat1 on a xy = ( uv ) 
dans Ga , qui est donc un sous-groupe. 

Qui dit « premiers entre eux » déclenche ... Bézout. Il existe donc p et 
q entiers relatifs tels que pa + qb = 1 , donc pour tout x de G on a : 

ba + qb a P b q a dan G bl . 
X= X = (x) (x) ,avecx S a,Sta epar«pWSSanCe», 

donc u = (xa)P dans Ga, et de même, v = (i)q dans Gb, d'où l'exis­

tence d'une écriture x = uv . 

Si on a aussi x = u'v' = uv, c'est que u- 1u' = vv'- 1 est dans 

Gan Gb. Notons alors z un élément de Gan Gb. Il s'écrit z = sa = l, 
d b ab n a ab n . l A one z = s = s = e et z = t = t = e , mais avec es memes p et 
q, ona: 

l ap+bq aP bq 
z = z = z = (z ) (z ) = e. 

Donc Gan Gb = {e} et deux écritures uv = u'v' de x quelconque 

conduisent à u- 1u' = vv'- 1 = e d'où u = u' et v = v'. 
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Posons <p(x) = x2 , comme Gest commutatif, on a: 
<p(xy) = (xy)2 = x2y2 = <p(x)<p(y) donc <p est un morphisme de 

groupe. 
Comme n est supposé impair, avec n = 2p + 1 , en posant 

.P+ I .P+ I 2 2p+2 
'lf(y) = y , on aura (<p o 'lf)(y) = (y ) = y 

n 
=y . y =y, 

vu l'hypothèse sur G, mais aussi : 
('If o <p)(x) = (x2/+ 1 = x2p+2 = xn. x = x. 

Donc <p 0 'If = 'If 0 <p = idG, d'où <p automorphisme d'automor­
phisme réciproque 'If· 

Plus généralement, avec k premier à n, p et q tels que pk + qn = 1 , 

si on pose <p(x) = i et 'lf(x) = ~,on aura <pet 'If morphismes, et: 
<p('lf(x)) = (~)k = xI-qn = x · (xn)- q avec xn = e, 

donc <p 0 'If = idG et c'est aussi 'If 0 <p donc <p et 'If sont des automorphis­
mes réciproques l'un de l'autre. 

2.17. Avec p = 4q + 1, l'ensemble S n'est pas vide, car avec x = 1 
et y = q, z = 1 (ou y = 1, z = q ), on a des points de S. 

De plus S est fini car l'égalité x2 + 4yz = p, avec p premier, exclut la 
possibilité d'avoir y ou z nul, et, comme on a des entiers, on a x ~ JP 
d'une part, puis 4yz ~ p ~y ~ ;fz ~ ~ car z ;;;;.. 1 , et de même z ~ ~ . 

La manière de définir <p est cohérente, le seul problème venant de 
l'inégalité y - z < 2y , or l'inégalité 2y ~ y - z ~y + z ~ 0 , avec y et z dans 

IN, elle n'est possible que si y = z = 0 d'où x2 = p avec p premier et x 
entier : c'est exclu. Donc pour les points de S on a forcément y- z < 2y 
et après, on ne peut pas avoir x = y - z , sinon 

(y - z)2 + 4yz = (y+ z)2 = p premier: non; ni x = 2y, car alors 

on aurait, sur S, 4/ + 4yz = 4y(y + z) = p, avec p = 1( 4) : non. 
On place alors x par rapport à y - z et 2y d'où la « partition » de S 

utilisée pour définir <p, (les guillemets car des parties peuvent être vides). 
On doit vérifier que <p(S) c S. Il est clair que <p(S) c IN3 . Dans le 

deuxième cas par exemple, on vérifie que 
2 2 2 2 

(2y-x) +4y(z+x-y) = 4y -4xy+x +4yz+4xy-4y 

2 =X +4yz =p. 
On procèderait de même dans les autres cas, d'où <p(S) c S. 
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Puis cp2 = id5 • Supposons (x, y, z) dans S avec x <y - z. 

Soit (X, Y, Z) = cp(x,y, z) = (x+ 2z, z,y-z-x). On a: 
2Y - X = 2z - 2z - x < 0, (x = 0 est exclu, sinon 4yz = p, p 

premier: c'est difficile, d'autant que p = 1( 4) ), d'où 2Y <X, donc 
q>(X, Y, Z) = (X- 2Y, Z - Y+ X, Y), soit: 

2 q> (x,y,z) = (x+2z-2z,y-z-x-z+x+2z,z) = (x,y,z). 
Je suppose que dans les deux autres cas il en est de même. Je vous 

avouerai que je ne l'ai pas vérifié. 
D' ' 2 "d ou q> = 1 s. 

Point fixe. Peut-on avoir x < y-z et cp(x, y, z) = (x, y, z), soit entre 

autres, x + 2z = x ? Non, car z = 0 conduit à x2 = p, p premier, c'est 
exclu. 

Peut-on avoir 2y < x et (x, y, z) point fixe ? On devrait avoir 
x - 2y = x d'où y = 0 et la même impossibilité. 

Enfin, avec y - z < x < 2y , on aura un point fixe si de plus : 
2y-x = x, d'où y= x; 

y = y, c'est possible ; 

z+x-y=z, c'estencorex=y. 

Pour être dans S, il faut de plus que x2 + 4xz = 4q + 1 = p, soit 
x(x+4z) = p, premier, d'où x = 1 et x+4z = p, (car x = p et 
x+4z = l, donnerait x = p = 1 et z = 0 : exclu), d'où 

h - X 4q + 1 - 1 [ . fixe . . z = 4 = 4 = q : on a un seu point , s1 ce point 

( l, l, P ~ 1) vérifie la double inégalité y-z < x < 2y soit 1-p ~ 1 <1 : 

vrai ; et 1 < 2 : vrai. 
On considère alors l'action du groupe G = { id5, q>} sur S, en notant 

a le point fixe. L'orbite de a est de cardinal l, les autres sont de 
cardinal 2, ('r/x -:t:. a, q>(x) -:t:. x et q>2(x) = ids(x)), s'il y a k orbites on a 
2k + 1 éléments dans S, (équation aux classes). 

Il en résulte aussi que toute involution sur S aura au moins un point 
fixe, et ceci est vrai sur tout ensemble de cardinal impair. 

Or 'I': (x, y, z) ....- (x, z, y) est une involution sur S, (rôles symétri­
ques de y et z dans la définition de S), donc 'I' admet un point fixe 
(u, v, w), tel que 'lf(u, v, w) = (u, v, w), d'où v = w, et l'égalité 

2 4 2 2 (2 )2 l', . 2 2 b" 1 . u + v = p = u + v : equation x +y = p a ien une so ut1on. 
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2.18. Si p divise m et q divise n, le produit pq divise mn. Puis sir divise 
mn, si p est un nombre premier divisant r, d'exposant a dans la décom­
position de r en produit de facteurs premiers, p divise m, ou n, mais pas 
les deux puisqu'ils sont premiers. Si par exemple p divise m, on a p a 
divise m, et finalement r s'écrit sous la former = uv avec u divise met 
v divise n. 

Si on note Sn l'ensemble des diviseurs den, on a donc: 

smn = {UV ; u E Sm, VE Sn}' 
lorsque m et n sont premiers entre eux. 

Donc O'mn = L uv = L u ( L v) 
(u,v)e SmxSn ue Sm '-ve Sn 

= O'n L U = O'nO'm = O'mO'n. 
ue Sm 

2.19. Si on note A = L M, cette somme est stable si on permute 
MeG 

les éléments du groupe fini G, or pour M0 fixé dans G, l'ensemble des 
M0M, lorsque M parcourt G, redonne G, (on translate à gauche dans 
un groupe), donc M 0A = A. 

Mais alors, (pas de jaloux) : 

L M0A = pA = ( L M0 )A = A 2 , et a fortiori en notant 
M0eG M0eG 

U = ! L M = ! A, on a: 
p MeG p 

U2 = .!_ A 2 = .!_ pA = ! A = U, 
p2 p2 p 

donc U est un projecteur. 

Si A est de trace nulle, U est de trace nulle, donc ce projecteur est 
nul, (valeurs propres 1 et 0, un projecteur est diagonalisable, donc sa 
trace est la dimension de l'image). 

2.20. Avoir u = É. et u' = ~ , rationnels écrits sous forme irréduc-
q q 

"bl l 2 2 1 . l" ,2 2 2 ,2 2 ,2 d' ' d t1 e, te s que u + v = , 1mp 1que que q p + q p = q q , ou es 

entiers a = q'p, b = qp' etc = qq' tels que a 2 + b2 = c2. 
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R , . b . l 2 b2 2 . eciproquement, avec a, et c entiers te s que : a + = c , si c est 
non nul, ( c = 0 impliquant a = b = 0 ), les rationnels u = ± ~ et 

c 
+ b , "fi l" l" , 2 2 1 v = _ - ven ant ega ite u + v = . 

c . 2 2 2,. ' 
Or, avec a, b et c entiers, a + b = c eqwvaut a 

2 2 2 
a = c -b = (c-b)(c+b). 

Pour b quelconque etc = b + 1, cette égalité s'écrit a 2 = 2b+ 1. 
Mais alors, partant de a entier impair, a = 2n + 1, on aura 

2 2 2 
a = 2(2n + 2n) + l, donc on peut poser: b = 2n + 2n et 

2 , , 2n + 1 2n2 + 2n 
c = 2n + 2n + 1 , d ou u = ± 2 , v = ± 2 , tels 

2n + 2n + 1 2n + 2n + 1 
que u2 + v2 = 1 , u et v dans <6>, et il suffit de vérifier que, pour n variant, 
on a une infinité de valeurs distinctes. 

L , d l d' . , d f 2x + 1 uf e numerateur e a envee e : x ~ - 2---- est, sa erreur, 
2x + 2x+ 1 

- 4x2 - 4x , donc négatif pour x positif. Cette fonction de x est stricte­
ment monotone pour x ;;;. 0 , donc les n de IN distincts donnent des 

f(n) distincts: on a bien une infinité de points de <6>2 sur le cercle. 

2.21. Soit Ede cardinal n. Une relation binaire .9i"est déterminée par 
la partie .9'(.9i") de Ex E formée des couples (x, y) tels que x.9i"y, (en 

2 

particulier il y a 2n relations binaires), et dire que .9i" est réflexive donc 
que x.9i" x pour tout x, équivaut à dire que la diagonale 

!:J. = { (x, x), x e E} est dans .9'(.9i"). Comme il reste n 2 - n couples pos-
2 

sibles à adjoindre à A, on a 2n -n relations binaires réflexives. 

2.22. Un tel exercice ne compte pas : vous devez en faire un autre. 
En effet, pour tout k vérifiant 2.;;;; k.;;;; n + 1, xk = k + (n + l)! est divi­
sible par k, ce qui donne bien n entiers consécutifs non premiers. 

2.23. Comme 21 = 3 x 7 , l'exercice équivaut à justifier que 

2<4nl + 5 est divisible par 3 et par 7. 

Dans le groupe multiplicatif 7l/37l- {O}, 2 est d'ordre 2, donc 4n 

étant pair, on a 2<4nl = Ï, d'où 2<4nl + 5 = (1+5)(3) ,soit encore= 0(3). 
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Pour la divisibilité par 7, on doitjustifier que 2<4n> est congru à 2 
modulo 7, ou encore, que dans le groupe multiplicatif 7J./77J.- {O}, on 

-(4n) - -(4n -1) -
a : 2 = 2 , soit 2 = 1 , ce qui revient à justifier que l'ordre de 
- n 3 -3 - -
2 divise 4 - 1. Comme 2 = 8, on a 2 = 1 : l'ordre de 2 est 3, or 

4 = 1(3), donc 4n = 1(3) et 4n - 1 est bien divisible par 3. 

2.24. On cherche à quoi est congru 31993 , modulo 100, ce qui 

revient à chercher le plus petit entier p tel que 3P = 1 mod (100), puis à 

diviser 1993 par p pour ne considérer que le rester et 3r modulo 100. 

Comme 3P = lOOk + 1 = 10 · (lOk) + l, si p convient on a 3P = 1 
modulo 10, donc p est multiple du plus petit q tel que 3q = 1(10). 

Ona 3 = 3(10), 32 = 9(10), 33 = 7(10), 34 =1(10), doncp est du type 

4k, et alors 3P = (34)k = (8l)k. 

On a 34 = 81 1 = 81 mod 100, 

38 = 81 2 =61 mod 100, 

312 =813 =41 modlOO, 

316 = 814 = 21 mod 100, 

320 = 81 5 = 1 mod 100, 

tous ces calculs se faisant de tête car, par exemple, 61 = 60 + 1 et 
81 = 80 + 1 donc 61 x 81 = 4 800 + 60 + 80 + 1 = 40 + 1 mod 100 ... 

. 1993 20 99 13 ' Puis 1993 = 20 x 99 + 13, donc 3 = (3 ) x 3 est congru a 
13 13 12 12 ' 3 modulo 100, avec 3 = 3 x 3 et 3 congru a 41modulo100, 

13 ' 1993 donc 3 congru a 3 x 41 = 123 modulo 100 et finalement 3 = 23 
modulo 100. 

Remargue. Si on veut les trois derniers chiffres, on cherche d'abord 
le plus petit entier n tel que 3n = 1mod1 000, ce qui implique 3n = 1 
mod 100, donc n est du type k · 20. On cherche alors à quoi est congru 

W . Wk 
3 , modulo 1 000, pour trouver le plus petit k tel que (3 ) = 1 
mod 1 000 ... 
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2.25. Avoir un élément x inversible dans 11./ n1l. , c'est-à-dire avoir 
l'existence de y tel que xy = 1, avec x représenté par l'entier q, revient 
à dire qu'il existe u, représentant y, tel que qu = 1 mod n, ce qui équivaut 
à l'existence de v dans 11. tel que qu + nv = 1, donc (Bézout à lares­
cousse) que q et n sont premiers entre eux. 

Si n = p m , avec p nombre premier, on est donc ramené à compter 

le nombre d'entiers n, compris entre 1 et pm, premiers à p, c'est-à-dire 
d k 1 k m - 1 Il d m m - 1 'l ' non u type p, avec :,;;;;; :,;;;;; p . y a one p -p e ements 

inversibles dans 11./ p m1l. , si p est premier. 
ml m9 

On conçoit que l'on peut aborder ensuite le cas den = p1 p2 - , avec 

p1 et p2 premiers : il faut évaluer les entiers non multiples de p1 , ni de p2 . 

Or il y a ~ multiples de p1 inférieurs à n ; ~ multiples de p2 inférieurs à 
P1 h 

n, et ~ multiples à la fois de p 1 et de p2 : il reste donc n - ~ - ~ + ~ 
PiP2 P1 P2 P1P2 

ml m2 
éléments inversibles dans 11./ p1 p2 11., avec p1 et p2 premiers, et 

ml m2 
n = P1 P2 · 

2.26. On décompose x et y en produits de puissances de nombres 

premiers sous la forme x = TI p ap et y = TI lq , ~ et ~ dési-
p e ·9x qe ·9] 

gnant les nombres premiers figurant, (en nombre fini) dans ces décom­
positions, les ap et 13q étant entiers non nuls, ceci six et y sont non nuls. 

L'égalité :? = l étant impossible si x = 0 et y =F- 0 , cette écriture de 

x et y est licite, et :? = yx s'écrit: 

TI p'aP = TI q xPq' 
pe.9x qe.9} 

avec x et y non nuls. Mais alors les ensembles ~ et ~ sont les mêmes, et 

en écrivant y = TI /P, on a les égalités yap = xl3p, pour tout facteur 
p e .9'x 

premier p. 
Comme x =F- y , supposons par exemple x <y , l'égalité entre entiers : 

ya.P = xl3p implique l3p > ap donc p ap divise /P, et ce pour tout facteur 
premier p de ~ = ~ , finalement x divise y. 
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Posons y = kx avec k entier =F- 1 et =F- 0. On doit avoir xkx = (kxt ou 

encore xx(k- I) = kx, soit encore x(k- l)lnx = xlnk, avec x =F- 0, donc x 
etksonttelsque (k-l)lnx-lnk =O. 

Étudions, pour xfixé, la fonction k --"f(k) = (k- l)lnx- lnk, on a 

j'(k) = lnx-i. 

Mais pour x entier ;;;;.:: 3 , lnx > 1 , et comme k est entier > 1 , Î < 1 , 

doncf'(k)>O sik>l :lafonction/estcroissanteet /(1) = 0 :pour 
k > 1 elle ne s'annule pas. 

S'il y a des solutions, ce ne peut être qu'avec x = 1 ou 2. 

Pour x = 1 , on doit avoir - lnk = 0 , donc k = 1 et y = 1 = x , 
c'est exclu. 

Pour x = 2, on doit avoir (k- l)ln2- lnk = 0, qui admet k = 2 

pour solution, unique car avec cette fois f(k) = (k- l)ln2- lnk et 

f '(k) = ln2 -Î, qui s'annule en k = 1~2 , on a pour variations : 

k 1 
1 +OO -

ln2 

f(k) - I~ + 

j(k) o~ 
/+oo 

donc/admet un seul zéro> 1, c'est k = 2, d'où y = 4. 

Finalement les couples solutions sont (2, 4) et (4, 2). 

2 27 C d. . P1P- 1 • 
. . omme Po iv1se p1 et p_ 1 , --2- est un entier, r, avec 

Po 
q (N;-l)(N;+l) q ( 1) . . 

r = TI 2 = TI 1 - 2 , et, s1 pour tout z, IN;! > 1 , cha-
i= I N; i=I N; 

que facteur 1 - ~ étant dans ]O, 1 [, r ne serait pas entier. Donc il existe 
N; 

i tel que IN;! = 1. 



Exercices de Mathématiques spéciales - Algèbre 47 

On suppose désormais les N; dans IN*, donc ;a= 1, on a alors l'exis­
tence de i tel que Ni = 1 , on peut supposer l'indexation telle que 
Ni= 1. 

Supposons justifiée l'hypothèse de récurrence .Jt;. suivante, avec 
1.;;;;; r.;;;;; q, .Jt;. : on a rentiers N; valant l, 2, ... , r. 
~ est vérifiée, on suppose .Jt;. vérifiée avec r < q , et l'indexation 

telle que N 1 = 1, N2 = 2, ... , Nr = r. Les N; étant distincts, si i > r on 
aura N;>r. 

On a alors P-r- I divisible par Po, ce qui s'écrit encore: 
P-r-I IJr (i-r-1) IJq N;-r-1 . 

s = -- = entier avec · . N ' ' . 
Po i=I z i=r+I i 

5 = (- r)(- (r-1)) ... (- 1) TI (l -r+ 1) 
r! N. 

i=r+I ' 

= <- 1 f TI ( 1 - r ~ .1) 
i = r+ 1 ' 

entier. 

r+ 1 Si alors, pour chaque i ;a= r + 1, on avait N; > r + 1, les 1--­
N; 

seraient dans ]O, l[, leur produit aussi, et s ne serait pas entier relatif: 
c'est exclu. 

Il existe donc i0 ;a= r + 1 avec Ni .;;;;; r + 1 , et comme les entiers non 
0 

nuls, Nj sont tous distincts, ;a= l, et que l, 2, ... , r sont déjà pris, on a 
N; = r + 1 d'où .Jt;.+ 1 . 

0 

Par récurrence ~ est vraie, d'où le résultat. 

2.28. On va en fait s'inspirer de l'algorithme d'Euclide. 

Si on divise a par b, on a q0 et r0 , 0 .;;;;; r0 < b, tels que a = q0b + r0 , 
et soit r0 = 0, auquel cas a Ab = b, soit r0 > 0 et dans ce cas 
a Ab = b A r0 . On divise b par r0 ... 

En fait on introduit une suite double, (rn, qn), avec: 
a = q0b + r0 0 < r0 < b ; 

b = qiro +r1 

ro = q2rI + r2 

0 < r 1 <r0 ; 

0 < r 2 < r 1 ; 
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et a Ab = rn. Le processus s'arrête car la suite des rk est strictement 
décroissante : au bout de b divisions au plus on a un reste r n + 1 nul. 

À chaque couple (a, b) d'entiers non nuls, on associe donc un entier 
n, et une suite de quotients q0, q1, ... , qn. 

Nous allons justifier, par récurrence sur n, que : 
- ql 1 0 ... 0 0 

- 1 - q2 1 ... 0 0 

0 0 0 - qn-1 1 

0 0 0 - 1 - qn 

- qo 1 0 ... 0 0 

-1 - ql 1 ... 0 0 
+b - - -- - - - - - - - - - - - - - - --

0 0 0 - qn-1 1 

0 0 0 -1 - qn 

Sin= l,ona:a = q0b+r0 etb = q1r0 +r1 ,donc: 

aq1 = q0q1b+q1r0 = q0q1b+b-r1 d'où 
r1 = a Ab = (q0q1 + l)b- aq1 

Si on suppose le résultat vrai pour tout couple d'entiers, dont l'entier 
associé est =s;; n ; soient alors a et b conduisant à n + 1 et une suite 
qo, q1, ... , qn + 1 de quotients. 

En fait a A b = b A r 0 , et, les opérations étant décalées d'un cran, 
pour le couple (b, r0 ) on a l'entier net les quotients q'0 = q1 , q' 1 = q2 , 

... , q' n = qn + 1 , donc, en appliquant l'hypothèse de récurrence au couple 
(b,r0),ona: 
a/\b = rn+l = bAr0 

- q2 1 ',,_ 0 - ql 1 

' 0 
= b 

- 1, - 'l..3 - 1 - q9 ',, 
'.. ~.. ... 

0,'' ''' '1 
' ' 

-'l - i/n+ l 
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soit, avec r0 = a -q0b, 

+b 
1 

0 ::..: 1:.: qn+I 0 :.· 1 :.:. qn + 1 

- ql 1 

- 1 - q2' - - _9 
- - - - 1 0 -. 1 -. q 

- - n+l 

=a 

(si on développe par rapport à la première colonne) : c'est bien la forme 
voulue à l'ordre n + 1 . 

2.29. Soit q un diviseur premier de p non premier, on a 
2,,.;;,. q,,.;;,. p- 1, donc q divise (p- 1)!. 

Mais alors, si p divise 1 + (p - 1) ! , a fortiori q diviserait 1 + (p - 1) ! , 
donc il diviserait 1, avec q;;;.: 2 c'est assez difficile. 

p-I 1 p-1(( -1)1)2 
2.30. On a N = (p- 1)!2 L 2 = L p k · : c'est un entier, 

k=Ik k=I 
comme somme de carrés d'entiers. 

On considère le corps '/l./ p'll., (p entier premier), et, en notant r la 
classe d' équivalen~e de l'entier r, montrer que p divise N revient à mon­
trer la nullité de N . 

Pour 1 ,,.;;,. k ,,.;;,. p - 1 , on a k =F- 0 dans '/l./ p'll. , donc il existe un inverse 
- - - 1 

de k dans ce corps, et (k) est représenté par un (et un seul) entier k' 
compris entre 1 et p - 1 : on a donc une bijection 0 de { 1, ... , p - 1} sur 
lui-même, tel que k' = 0(k) soit tel que kk' = 1 modulo p: on a un 
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entier rk tel que kk' = k0(k) = 1 + r,,p, d'où 

\ = (0(k))2 + ~(r~p-2rkkk'), ceci avec k' = 0(k). 
k k 

1 r,,p - = k'--
k k 

et 

On a une relation du genre 1
2 = (0(k))2 + ~sk avec sk entier, d'où 

k k 
p-1 p-1 p-1 

L, \ = L, c0ckn2 +P. L, s~. 
k=lk k=l k=lk 

Les 0(k) redonnant { l, 2, ... , p- 1}, la somme des carrés vaut 

(p- l)P~2P- l), et, en multipliant par (p-1)!2, on obtient 

p-1 

N = ((p-1)!)2 L 12 
k = 1 k 

p-1 2 
=p·<p-1)~2p-l)((p-1)!)2+p· L,sk(<P~I)!) : 

k=l 

c'est un entier qui contient p en facteur, (p ;;;., 5, donc le 6 en dénomina­
teur ne simplifie pas p, en fait 2 et 3 figurent en facteur dans (p - 1) ! ). 

On a bien N divisible par p. 

2.31. On peut essayer de démontrer que : 

soit xy = yx, pour tout couple (x, y), 

soit xy = - yx, pour tout couple. 
Pour cela, on fixe x0 dans A, et on introduit les parties : 

A+(x0 ) = {y e A ; yx0 = x0y} et, 
A_(x0 ) = {ye A;yx0 =-x0y}. 

Ce sont des parties non vides de A, (toutes deux contiennent 0), sta­
bles par addition, (distributivité), et passage à l'opposé car si yx0 = x0y, 
on a - (yx0 ) = - (x0y), soit (- y)(x0 ) = x0(- y) ; et de même l'égalité 
yx0 = - x0y donne - (yx0 ) = x0y soit (- y)(x0 ) = - (x0)(- y). 

Comme l'hypothèse permet de dire que tout y de A est dans l'un des 
deux sous-groupes additifs A+(x0 ) ou A_(x0), et qu'un groupe n'est 
jamais réunion de deux sous-groupes sans que l'un contienne l'autre, on 
a A+(x0) cA_(x0) =A, (ou A_(x0) cA+(x0) =A). 

Dans le premier cas, yx0 = - x0y , pour tout y de A, dans le deuxième 
cas yx0 = x0y pour tout y, et il ne reste plus qu'à voir si on peut, lorsque 
x0 varie, avoir les deux types d'inclusion ou non. 
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Soit donc E_ = {x e A ; A+(x) c A_(x)} et, 
E+ = {x e A ; A_(x) c A+(x)}, ce qui revient à dire que 

E_ = {x e A ; A_(x) =A} et E+ = {x e A ; A+(x) = A}. 
Ces parties de E sont non vides, (toutes deux contiennent 0), stables 

par addition et passage à l'opposé. En effet, six et x' sont dans E+, alors 
pour tout y de A, y est dans A+(x) et A+(x') donc on a yx = xy et 
yx' = x'y d'où par addition : yx + yx' = y(x + x') = xy + x'y = (x + x')y, 
d'où x+x' dans E+· 

Mais de même, pour x dans E+, l'égalité yx = xy, valable pour y 
quelconque de A, donne - (yx) = y(- x) = - (xy) = (- x)y, d'où - x 
dans E+. 

Les vérifications se font sans problème pour E_ , et on se retrouve là 
encore, avec deux sous-groupes du groupe additif A, de réunion A : l'un 
des deux contient l'autre. 

Si E_ c E+, c'est que E+ = A, donc tout x de A est tel que 
A+(x) = A, d'où pour tout y de A, yx = xy et A est commutatif. 

Si E+ c E_ , on obtient un anneau anti-commutatif, où pour tout cou­
ple (x, y), xy = - yx . 

k p-k _ n! (n-k)! 
2.32. a) Ona CnCn-k - k!(n-k)! (p-k)!(n-p)! 

= n! p! 
p!(n-p)! k!(p-k)!' 

donc la somme cherchée devient : 
p p 

L (- l)kc!c~=! = L C~(- l)kc; = C~(l - Il = 0, si p;;.. 1 
k=O k=O 

car pour p = 0 il reste (- I)°C~C~ = 1. 

b) Le produit c!An _ k est le nombre d'éléments du groupe symétri­
que ayant exactement k points fixes, car ces permutations sont obtenues 
en choisissant les k points fixes, ceci de c! façons différentes, et pour 
chaque choix il reste à permuter les n - k éléments restant, sans point 
fixe, ce qui se fait de An_ k façons distinctes. 

En faisant une partition de~, (de cardinal n! ), suivant le nombre 
n 

de points fixes, on obtient n! = L C!An-k. 
k=O 

c) La formule du b) donnant An en fonction des Aj, pour j .;;; n - 1 , 
on peut procéder par récurrence. 
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On a A1 = 0, (il n'y a que l'identité dans S1 ), et 
0 

l!(<-0~) +<-1 ~)) = 0 estvérifiée. 

Par contre on est amené, dans b, à poser A0 = 1 pour considérer l'iden­
o 

tité, ayant n points fixes, et avec cette convention, on a A0 = 0 ! (-0 ~) = 1 . 

Si vous y tenez A2 = 1 = 2 { 1 - 1 + U . 
k . 

Supposons que Ak = k! L (-}Y soit vérifiée pour k :;;;; n - 1 , alors : 
j=O }· 

n k(n-k (-If) 
An= n!- Len L (n-k)!-.!-

k=l .j=O J 
n n-k 

· n! (n-k)! 
= n!- L L (- IY k!(n-k)! ·1 

k=lj=O J 
n n-k 

. k J . 
= n!- L L (- IYCnCn-k(n-k-;)!. 

k=lj=O 
On pose j = p - k , p variant de k à n, d'où : 

n n 

An= n!- L, L, (- 1/-kc!c!=!<n-p)!, 
k= 1 p=k 

et que faire de sérieux si ce n'est intervertir les sommations, d'où: 

donc: 

An= n!- i (n-p)!(± (-1/-kc!c!=!) 
P=l k=l 

= n!- i (n-p){(- l/ · ± (- I)kc!c!=! ) 
p=l ~k_=_I~~~~~~ 

= - (- I)°C~C! d'après a), 

n 1 

An= n!- L (n-p)!(- l/+ 1 '( n~ )I p. n p. 
p=l 

= n! l+ L~ = n!L,~, ( 
n Ip) n Ip 

P=l p. P=O p. 
ce qui est bien le résultat cherché. 
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2.33. L'ensemble, non vide, E, des a+ b,J2, avec a et b dans();) est 
stable pour la soustraction de IR, c'est donc un sous-groupe additif. 

On a stabilité pour le produit car, avec a, b, a', b' dans ();) : 

(a+ b,f2)(a' + b' ,f2) = aa' + 2bb' + ,J2(ab' + ba') est dans E, donc 
E est sous-anneau de IR. 

Supposons a et b de ();) tels que a + b ,J2 = 0 . Si b "# 0 , on aurait 

,J2 = - ab- 1 dans <6>, et avec ,J2 = É. irréductible, l'égalité 2q2 = p2 
q 

conduit à 2 divise p, d'où p = 2p' pair, et 2q2 = 4p'2 à son tour don-

nera q pair, ce qui est incompatible avec l'hypothèse É. irréductible. 
q 

Donc a+ bJ2 = 0 => b = 0 et a = 0, la réciproque est évidente. 

Soit alors a+ bJ2 "# 0, (donc (a, b) "# (0, 0) ). On a: 

(a+ b,f2)(a - b,J2) = a 2 - 2b2 , non nul, car a 2 - 2b2 = 0 avec 
2 

a":F-0 (ou b":F-0) implique b":F-0, (ou a":F-0), d'où 2 = a9 et J2=1~1 
b- b 

dans©. 

Donc a 2- b~ est, dans E, inverse de a+ b,J2, d'où E sous-corps de IR. 
a -2b 

Soit fun automorphisme de E. 

On a f(x+y) =f(x)+f(y), pour tout (x,y) de E2 , d'où 
f(2x) = 2J(x), et par une récurrence immédiate, pour n dans IN et x 
dans E, l'égalité f (n · x) = nf(x). 

Comme /(0) = 0, (prendre y = 0 dans f(x +y)), on a aussi: 

f(nx+(-n)x) = 0 =f(nx)+f((-n)x)=nf(x)+f((-n)x), 

donc /((- n)x) = (- n)f(x) et l'égalité f(p · x) = pf(x) valable cette 
fois pour tout (p, x) e 7L x E. 

Puis, (morphisme d'anneau), /(1 2 ) = f(l) = (j(l))2 donc 
f(l) = 0 oul,mais/automorphisme,donc/(l) = 0 estexclu,ilreste 
/(1) = 1 et f(p) = p pour toutp de 7L, (x = 1 dans ce qui précède). 

En écrivant q · ! = 1 , on en déduit que pour q entier, 
q 

1 = q -f G) , d'où f G) = ~ et f Œ) = ~ , donc sur les rationnels f 

est l'identité. 
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On a (j(./2))2 = /((./2)2 ) = /(2) = 2, donc /(./2) = eJ2 avec 

E = 1 ou - 1, et alors, avec x = a+ b./2 dans E, a et b dans Q;), on a: 

j(a + b./2) = j(a) + j(b · ./2) 

=/(a)+j(b)-j(./2) = a+be,/2. 

On vérifie enfin que les deux applications /+ et f_ définies par : 

f+(a + b./2) = a+ b./2 et, 

f_(a+b./2) = a-bJ2, 

sont bijectives ; et ce sont des morphismes de corps car : 

fe((a + b./2)(a' + b'./2)) = j(aa' + 2bb' +(ab'+ ba')./2) 

= aa' + 2bb' + e(ab' + ba')./2, 

alors que: 

fe(a + b./2)/e(a' + b' ./2) = (a+ eb./2)(a' + eb' ./2) 

= aa' + 2e2bb' + e(ab' + ba')J2 
2 avec E = 1 d'où l'égalité. On a exactement deux automorphismes de 

corps. 

2.34. a) Si P., irréductible, est zéro de X3 - 2 , on aura p3 = 2q3 , 
q 

d'où p pair, et avec p = 2p', on a 4p'3 = q3, d'où q pair, mais alors P. 
q 

n'est pas irréductible. Donc X3 -2 n'a pas de racine rationnelle. 

Or, si Pest un diviseur, (non constant), de X3 - 2 dans Q;)[X], il existe 

Q E Q;)[X] tel que PQ = X3 - 2 ' donc l'un des deux polynômes est de 

degré 1 et admet un zéro dans Q;): c'est exclu, d'où X3 -2 irréductible 
sur Q;)[X]. 

b) A = {a+ ba. + ca.2 ; (a, b, c) e <1))3} est non vide, stable par diffé­

rence donc A est sous-groupe additif de <c:. Comme a.3 = 2 e Q;) c A, et 

a.4 = 2a. e A, A est stable par produit: c'est un sous-anneau (commu­
tatif) de <c:. 

Puis 1, a. et a.2 sont linéairement indépendants sur Q;), car l'existence 

d'un triplet (a, b, c) * (0, 0, 0) tel que a+ ba. + ca.2 = 0 se traduit par 
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l'existence d'un polynôme P(X) = a+ bX + cX2 de @[X] annulé par a, 
donc le reste R(X) de la division de X3 - 2 par P(X) est un polynôme de 
degré 1, si Pest de degré 2, annulé par a; et si Pest de degré 1, on a 
P e <G[X] , de degré 1, annulé par a. 

Dans les deux cas a, zéro d'un polynôme de <G[X] , de degré 1, est 
dans @, ce qui est faux. 

Donc u = a + ba + ca2 , est un élément non nul de A si et seulement 
si (a, b, c) * (0, 0, 0). 

Soit u = a + ba + ca2 non nul dans A, et, pour z = x + ya + za2 

dans A isomorphe à l'espace vectoriel @3 sur <G, on pose: 
2 fu(z) = uz = (ax + 2bz + 2cy) + a(bx + ay + 2cz) +a (ex+ by + az). 

Vu la décomposition de uz dans la base {l, a, a 2 } de A sur@, on a 
fu linéaire. Elle est injective, car uz = 0 avec u =F 0 donne z = 0 , tout 
étant dans A c <C, corps. Donc fu est surjective, et il existe en particu-

lier u' dans A tel que fu(u') = 1 = uu', d'où u' = u- 1 , inverse de u 
dans <C, qui est dans A. On a A - { 0} sous-groupe multiplicatif de 
<C - { 0} , donc A est un sous-corps de <C. 

2.35. a) Comme G opère sur E et que l'on considère card (E), on 
pense à l'équation aux classes. Rappelons ce dont il s'agit. 

Pour x dans E, Gx = {g ; g e G, g · x = x} est un sous-groupe de G, 

(le groupe d'isotropie de x, ou le stabilisateur de x) car 1 · x = x donc 

le Gx, et si ge Gx, on a g- 1 -(g·x) = g- 1 -x mais c'est aussi 

(g- 1 g) · x = 1 · x = x, donc g- 1 e Gx, et on vérifie facilement la stabi­
lité par produit de Gx. 

Puis on a (g·x=g·x)~(g- 1g·x=x)~g- 1ge Gx soit encore 
équivalent à ge gGx : il y a exactement card Gx éléments de G qui 
donnent chaque image dans l'orbite de x, qui est l'ensemble 
Ox = {gx ; g e G}. 

On a donc car: g éléments dans l'orbite de x. 
car x 

Par ailleurs, les orbites forment une partition de E, car chaque x de 
E est égal à 1 · x donc est dans son orbite, (comme les choses sont bien 
faites), et si x' e 0 x , comme il existe g dans G tel que x' = g · x, soit 
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x = g- 1 · x', tout élément h · x = h · (g- 1 · x') de l'orbite Ox est dans 
Ox', et réciproquement, donc Ox *- Oy implique Ox tî Oy = 0. 

On a donc card (E) = 2, card (orbite). 
orbites 

Ici, x e EG <=> Ox = {x}, orbite de cardinal 1. 

Il y a donc card (EG) orbites à un élément, et les autres orbites sont 

d d.alcardG . d r 1 e car in d G , entier u type p , avec r ;;;;.: . 
car x 

On a donc card (E) = card (EG) +somme d'entiers multiples de p, 
d'où card (E)=card (EG) (modp). 

b) Soit E = {(x1, ••• , Xp) e HP, x1x2 ... xp = l}, H groupe fini ayant n 
éléments. 

Un p-uplet est dans E, si on se donne x1, x2, .•. , xp- I quelconques, 

(d'où np- I choix), et que Xp est choisi de façon que (x1 ... Xp_ 1)xp = 1, 

d' ' ( )- 1 ( )- 1 b d . ' . 0 p - 1 'l ' ou Xp = Xp- 1 ... x1 o tenu e man1ere umque. n a n e e-
ments dans E. 

Ce sont des p · uplets , et on veut faire agir G = 'U./ p'U. , additif, sur 
E. En notant (0, l, ... ,p-1) les éléments de G, on peut poser 

k · (x1, x 2, ... , Xp) = (xk+ 1, ... , xp, x 1, x 2, ... , xk), à condition que le produit 
xk+Ixk+ 2 ... Xpx1x2 ... xk soit égal à l, ce qui s'obtient en remarquant 
que: 

X1X2 ... Xp = 1 ~ (X1 ... Xp)X1 = X1, 

- 1 - 1 
~XI (X1X2 ... XpX1) = XI XI = 1, 

soit encore x2x3 ••• xpx1 = 1 , et on itère ce calcul. 
On vérifie que G opère ainsi sur E, et on applique le a), en cherchant 

G - - --
E = {Xe E ; k ·X= X, k = 0, l, ... , p- 1}, soit encore l'ensemble des 
X de E tels que : 

(x1, X2, ... , Xp) = (x2, X3, ... , Xp, X1) = (x3, X4, ... , Xp, X1, X2) = ... 

= (Xp, X1, X2, ... , Xp-1), 

ce qui équivaut à X; = x , pour i = l, ... , p , avec ~ = 1 , (et voici les 
éléments d'ordre p: tout vient à point à qui sait attendre!). 

D'après le a) le cardinal de l'ensemble des x de H, avec~ = 1, (p est 
premier) est de cardinal congru au cardinal de E, modulo p. 
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Or card E = np- I, avec p qui divise net p- 1 ~ 1, (p premier), d'où 

le cardinal de l'ensemble des x de H tels que ~ = 1 est congru à 0 
modulo p. Cet ensemble, qui contient l, n'est pas réduit à l, donc il existe 
x e H - { 1} , tel que ~ = 1 , x est bien d'ordre p, car p est premier. 

c) Soit H un groupe abélien d'ordre n, et m un entier tel que pour 
tout X de H, xm = 1 . On sait, d'après le b) que si p, premier, divise n, il 

existe x d'ordre p, et comme xm = 1 , m est multiple de p. 
Comme m est multiple de chaque nombre premier p divisant n, si 

a = sup des exposants des nombres premiers divisant n, ma sera mul­
tiple den. 

2.36. a) On fait agir G sur lui-même par automorphismes intérieurs. 

Comme dans 2.35, en notant, pour x dans G, Gx le sous-groupe sta­

bilisateur de x, Gx = {ge G,g- 1xg=x},l'orbite Ox dexestdecardi-

1 card G 1• , . 1 d . . . 
na d G , et equat1on aux c asses ev1ent ici : 

car x 

~ card G 
cardG = "-' dG, 

xe Kcar X 

en notant K un ensemble de représentants des orbites, (donc en bijec­
tion avec les orbites). 

Si on suppose que, pour tout x, x n H * 0 , x orbite de x, on peut 
choisir les représentants dans H, donc on a une partie K de H telle que, 
après simplification par card G, on ait 

i = l i . 
. xe Kcard Gx 

On fait maintenant agir H sur lui-même par automorphismes intérieurs, 
de H, et on note, pour x dans H, 

~ = { h - 1 xh, h e H} , l'orbite de x dans cette action. 

Il est clair que ~ci= {g- 1xg,ge G}. 

Soient x et x' distincts dans K, s'ils étaient dans la même orbite par 

action de H, on aurait h e H tel que x' = h - 1 xh , or h e G => x' = x ce 
qui est exclu. 

Comme les x de K correspondent à des orbites x disjointes, un sys­
tème de représentants des orbites dans H, peut être choisi du type 
KuL,avecLcH etKnL = 0. 
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L'équation aux classes conduit alors à l'égalité : 

1 = I. 1 
"'e Ku L card H., , 

avec H., = {h e H; h- 1xh = x} d'où H.,cG., car HcG, et 

card H., ~ card G., :::::> ~ H ~ ~ G car ., car ., 

Mais alors, on a : 

1= I. 1 +I. 1 ~ 
xe Kcard H., xe Lcard H., 

I. 1 
xe Kcard G., 

= 1 

~l+I, 1 . 
xe Lcard H., 

+ I. 1 
xe Lcard H., 

On a donc L = 0 et, 'Vx e K, card H., = card G.,, d'où, (parties 
finies et H., c G., ), l'égalité H., = G.,. 

Mais parmi les orbites, il y a celle de e, neutre, et comme e e H , on peut 
imposer d'avoir choisie comme représentant de cette orbite, dans le choix 
des éléments de K, d'où He = Ge, mais He = {h e H ; h - 1 eh = e} : c'est 
H, et de même Ge = G , on arrive finalement à G = H, ce qui est exclu. 

Donc il existe x dans G tel que i n H = 0 . 
b) L'expression g- 1 xg fait penser à des matrices semblables par 

exemple. 

Prenons G = GLn(<C), toute matrice est semblable à une matrice 
triangulaire supérieure, régulière ici, or H = {matrices triangulaires 
supérieures, régulières} est bien sous-groupe multiplicatif de G, avec 
H c G, et cependant, V'X e GLn(<C), 3P e GLn(<C) avec P- 1XP e H, 

* soit XnH:F-0. 

(26" + 2) ( 4. (26t) 4 (64)" 
2.37. On a d'abord 2 = 2 = 2 · ou encore 

(26n+2) 64,. 
2 = (16) . Notons a ce nombre, comme 16 = (- 3)(19), on 

64" 
obtient a= (- 3) (19). 

Comme 64n est pair, si n > 0, (- 3)64" = (3)64", et, 19 étant pre­

mier, par le petit Théorème de Fermat, on obtient 318 = 1 ( 19) . Comme 
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64 = 3 x 18 + 10 , on aura 3 64 = 310 ( 19) . On peut alors chercher à quoi 

est congru 310 . On a successivement 32 = 9(19), 33 = 8(19), d'où, par 

produit 35 = 72(19) donc= 15(19) ou encore 35 =- 4(19), d'où au 

carré, 310 = 16(19), donc 310 = - 3(19). 

(64n) 64 64n- l 64 , • 
Pour n;;;;. l, 3 = (3 ) , avec 3 = (- 3)(19) d'apres ce qw 

précède, donc : 
64" 64"- 1 • 

(-3) =(-3) (19),s1n;;;.I. 

Par itération, on obtient finalement : 
64° 

a= (- 3) (19) = (- 3)(19), d'où a+ 3 = 0(19), ce que l'on vou-
lait, le cas n = 0 étant également traité. 

2.38. Si r n'est pas premier, en écrivant r = pq avec p et q tous deux 
strictement supérieurs à l, on obtient une identité: 

ar-1 = (a!)9 -19 

= (a! - 1) c*: a!kl 

q-1 

Or p > 1 et a ;;;;. 2 ==> aP - 1 > 1. Puis q ;;;;. 2 donc I, a!k ;;;;. 1 + a! > 1 
k=O 

il en résulte que ar -1 n'est pas premier. 

Puis, avec r premier, comme ar - 1 = (a-1)(1 +a+ ... + ar-l), si 

a> 2, comme r- 1 ;;;;. l, on décomposerait là encore ar - 1 en un pro­
duit de deux entiers;;;;. 2, c'est exclu. Donc a = 2. 

2.39. L'utilisation d'une calculette ou d'un ordinateur montre que, 
pour k = 2 et n variant de 1 à 100, on obtient pour images les entiers 
saufles carrés. Pour k = 3, on n'obtient pas les cubes. 

Ceci conduit à justifier que /('IN) = JN-{mk, m E IN*}, ce qui se 
fera en utilisant les encadrements liés à la partie entière. 

On fixe donc k. D'abord /(0) = 0 + E(O) = 0. 

Pui . ( 1/k)llk 1 . "' . s s1 n augmente, n + n augmente, a parue ent1ere aussi, 
donc f(n) augmente strictement, (car n lui croît strictement). 
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On veut justifier que : 
k k k k /('JN) = { 0, , 2, 3, ... , 2 - 1, , 2 + 1, ... , 3 - 1, , 3 + 1, ... , ... } , 

et, si ce résultat est correct, l'entier m k - 1 apparaît comme la 

(mk -1- (m-1)) ième image non nulle, obtenue en croissant, les entiers 

1 k' 2\ ... , (m- l)k n'étant pas dans fimage, et 0 étant à part car 
/(0) = 0. 

On suppose donc m ;a.. 1 . 
On doit donc justifier que f(mk -m) = mk -1, et pour y parvenir 

on va encadrer la partie entière en remarquant que : 
E(x).;;;; x< 1 + E(x) <=>x-1 < E(x).;;;; x. 

On a donc: 

k k k k llk l/k 
f(m -m) = m -m+E((m -m+(m -m) ) ) 

k k k llk l/k 
:o;;;;m -m+(m -m+(m -m) ) , 

k llk k l/k . . 
or (m -m) < (m -0) = m, et il vient: 

k k k In k 
f(m -m)<m -m+(m -m+m) = m , 

d' ' . f ' 1 "' f ( k ) k 1 ou, pwsque est a va eurs entieres, m - m .;;;; m - . 

k k Nous allons prouver que f(m -m)>m -2, en prouvant qu'un 

minorant de f(mk -m) est déjà supérieur strictement à mk -2, et on 
utilise E(x) > x - 1 pour cela. On a: 

k k k k l/k llk 
f(m -m)>m -m+(m -m+(m -m) ) -1, 

et on va justifier que : 
k k k llk l/k k 

m -m+(m -m+(m -m) ) -l;a..m -2, 

soit encore que : 
k k l/k l/k 

(m -m+(m -m) ) ;a..m-1. 

Comme m ;a.. 1 , on a une inégalité entre nombres positifs, elle est 

équivalente à celle obtenue en élevant à la puissance kième, donc on va 
prouver que la fonction g définie par : 

k k l/k k 
g(m)=m-m+(m-m) -(m-1), 

est à valeurs positives si m ;a.. 1 . 
On la considère comme fonction d'une variable réelle, on dérive, on 

obtient: 
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k-1 1 k (1/k)-1 k-1 k-1 
g'(m) =km -I+k(m -m) (km -1)-k(m-I) 

= [k(mk-1 - (m - l)k-1)-1] + (mk -m)(llk)-1( mk-1 _ U· 
C k 2 1 d ,., k )(l/k)-1( k-1 1) 0 omme ;;;;.: et m;;;;.: , on a eJa (m - m m - k ;;;;.: ; 

. ( k( k- 1 1 k- 1 1 pws en posant u m) = m - ( m - ) ) - , on a : 
u'(m) = k(k - I)(mk- 2 - (m - l)k- 2);;;;.: O, 

(toujours k;;;;.: 2 ), donc u croît et u(l) = k- I;;;;.: l. 

Finalement, g' ( m) ;;;;.: 1 sur [l, + 00[, la fonction g croît strictement et 
g(l) = 0 : on a bien g à valeurs positives et, tout compte fait, l'entier 

k k 
f(m -m) est;;;;.: m - I. 

L'autre inégalité ayant été justifiée, on vient de prouver que, pour 
k k tout m;;;;.: l, f(m -m) = m - I. 

Mais alors, la stricte monotonie de f permet de dire que l'on a 
l'inclusion : 

f([mk - m, (m +Il- (m + l)[) c [mk - l, (m + I)k - 1 [. 

Or [mk - m, (m + Il-(m + l)[ contient exactement: 
k k k k . 

( m + 1) - ( m + 1) - ( m - m) = ( m + 1) - m - 1 entiers, alors 

que l'intervalle [mk - 1, (m + I)k - 1 [,lui, est de cardinal (m + Il-mk : 
il y a un entier en plus. 

On va prouver que mk n'est pas dans l'image de IN: comme on a 

mk - 1 ~ mk, et mk < (m + I)k - l, ce sera l'élément de 

[mk -1, (m + Il-1[ non image d'un entier. 

C !( k ) k 1 . k • , 'd ·1 . omme m - m = m - , s1 m avait un antece ent, i serait 

supérieur à mk - m + 1 . Prouvons donc que f(mk - m + 1) > mk pour 
conclure cet exercice déjà long. Or, (E(x) > x- 1), on a: 

k k k k 1/k 1/k 
f(m -m+I)>m -m+I+(m -m+I+(m -m+I) ) -1 

et on va justifier que : 
k k k 1/k 1/k k 

m -m+(m -m+I+(m -m+I) ) ;;a..m, 

ce qui équivaut à : 
k k 1/k 1/k 

(m -m+I+(m -m+I) ) ;;a..m, 
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donc, comme il s'agit de nombres positifs, c'est encore l'inégalité 
k k l/k k 

m -m+l+(m -m+l) ;;;.m, 
qu'il s'agit de justifier, ou bien : 

k llk 
(m -m+l) ;;;.m-1, 

soit, (m - 1 ;;;. 0), 
mk -m + 1;;;. (m- l)k. 

Sionposeh(m) = mk-m-(m-l)k+l,ona: 

h'(m) = kmk- 1 -k(m- l)k-I _ l, 

h"(m) = k(k- l)(mk- 2 - (m - l)k- 2 );;;. O, 
pour m ;;;. 1 et k ;;;. 2 . 

La fonction h' croît, h'(l) = k-1;;;. l, donc h croît strictement, et 
h(l) = l ,je pense qu'on a gagné, et justifié que 

k 
/('JN) = IN-{m ; me IN*}. 

2.40. Comme m. est en particulier un anneau pour la somme et le 
produit des réels, l'ensemble des applications de [- l, l] dans m., pour 
les lois + et · définies par : 

if+ g)(x) = f(x) + g(x) et if· g)(x) = f(x)g(x), 

est un anneau. On vérifie que ~en est un sous-anneau, car ~est non 
vide, la fonction polynôme nulle est dans .W. 

puis si/: x .........+ P(x) + J1 -x2Q(x), et g: x .........+ R(x) + J1 -x2S(x) sont 
dans .W, on a : 

f- g : x .........+ P(x)- R(x) + J1 -x\Q(x) - S(x)), et: 

f· g: x .......-+ (P(x)R(x)) + (1-l)Q(x)S(x) + J1 -x2(P(x)S(x) + Q(x)R(x)), 

qui sont du type voulu pour être dans Slf'. 

Recherche des éléments inversibles 

Avoir f = P + J1-x2Q inversible, c'est trouver deux polynômes R 
et S tels que, pour tout x de [- l, l], on ait la relation (1): 

(P(x)R(x) + (1-l)Q(x)S(x)- .1) + J1 -x2(P(x)S(x) + Q(x)R(x)) =O. 

Or, une relation du genre U(x) + J1 -x2V(x) = 0, avec U et V poly­

nômes, conduit à U = V = 0 . En effet, si l'un des deux polynômes est 
nul, l'autre l'est immédiatement. 
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On les suppose non nuls tous les deux. Si D est leur p.g.c.d., en écri­
vant U = DU1 et V = DV1 , après simplification ·par D, on obtient 

l'égalité U1(x) + J1-x2V1(x) = 0. 
2 Pour x = 1 et - 1 on a donc U 1 ( 1) = U 1 (- 1) = 0 , donc 1 - x se 

factorise dans U 1 , et en écrivant U 1 ( x) = (1 - x2) U 2 ( x) , après simplifi­

cation, dans (l -x2)U2(x) + J1 -x2V1(x) = 0, par J1 -x2 , on obtient 
l'égalité: 

J1-x2U2(x)+V1(x) = 0, 

qui conduit à 1 et - 1 zéros de V 1 , d'où V 1 également divisible par 

(l -x2) : contredit V1 et U 1 premiers entre eux. 

Donc l'égalité ( 1) équivaut au système (1) : 

(I) {P(x)R(x) + (I -l)Q(x)S(x)- 1 = 0 
P(x)S(x) + Q(x)R(x) = O. 

Supposons que l'on ait des solutions autres que celles auxquelles on 

s'attend, (à savoir k · Î , avec k e IR.* ), donc avec Q et S polynômes non nuls. 

Alors ces polynômes ont des degrés, q et s, et des coefficients direc­
teurs non nuls, cq et c5 , donc, l'expression: 

(l -x2)Q(x)S(x)- l 

est un polynôme de degré 2 + q + s, de coefficient directeur - Cq's, et la 
première égalité ne peut être vérifiée que si PR est de même degré et 
de coefficient directeur opposé. 

En notant p et r les degrés de P et R, et cq, cr leurs coefficients 
directeurs, ceci conduit à l'égalité : 

CpCr- Cq's = 0, qui, comme cqcs =F- 0 , exige CpCr =F- 0 . 
De même, le coefficient de plus haut degré de PS + QR devant être 

nul, PS et QR doivent être de mêmes degrés, et on doit avoir l'égalité 
CpCs + cqcr = 0 . 

En considérant les deux relations : 

{
CpCr - cqcs = 0 

CpCs + Cq-Cr = 0, 

comme un système linéaire homogène en Cp et cq comme inconnues, 

son déterminant vaut (ci+ (c/ =F- 0 puisque Cq's =F- 0 a impliqué 
cpcr =F- 0 , mais alors on devrait avoir cp = cq = 0 : absurde. 
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Donc Q ou S est nul. 
Supposons Q = 0, (symétrie des rôles), dans le système (l} il reste 

les égalités : 

{
P(x)R(x) = 1 

P(x)S(x) = O. 

Comme Pest non nul, S est le polynôme nul, puis P(x) est une cons-
1 tante k, non nulle, et R(x) = k : les éléments inversibles de ~sont du 

type k, k e IR*. 

L'élément x est irréductib'le dans l'anneau~ 

En effet, supposons que x soit un produit de deux éléments 

P + J1 -x2Q et R+ J1 -x2S de~. L'égalité: 

PR+ (l-x2)QS + J1-x2(QR+ PS) = x 

conduit, comme dans la recherche des éléments inversibles, au système 
(II): 

(Il) {PR-x+ (l-x2)QS = 0, 
QR+PS = 0, 

et, là encore, si Q et S sont non nuls, de degrés q et s, ( 1 - x2) QS - x est 
de degré 2 + q + s, de coefficient directeur - cqcs, avec les notations pré­
cédentes. 

Le même raisonnement s'applique, P et Q ne peuvent être nuls, et 
en notant cp et cq leurs coefficients directeurs, non nuls, on est conduit 
au système: 

{
CpCr-CqCs = Ü, 

cqcr + CpCs = 0, 

qui, avec cp et cq non nuls, conduit à cr = c5 = 0, (système homogène 
de Cramer), ce qui est absurde. 

On a donc, par exemple, Q = 0 , le système (II) se réduit à : 
PR= x et PS = 0, d'où P:;tÜ:::}S = 0, et PR= x, on peut 

choisir, par exemple P(x) = kx, (k e IR*), et R = Î. 
Mais écrire x = Î · kx, c'est décomposer x avec un élément inversible 

de l'anneau~comme facteur, ce qui, dans les anneaux, n'est pas du jeu. 
Cela compte pour du beurre, et x est irréductible. 
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2.41. Soit V= {suites d'entiers naturels}. Cet ensemble est de car­

dinal infini car, pour tout n de IN on peut définir la suite a(n), qui à n 
associe 1 et à p =F- n associe 0: on a une injection de IN dans ~d'où V 
de cardinal supérieur ou égal à celui de IN. 

Si Vest équipotent à IN, on indexe les éléments de Vpar IN, donc on 
les note u(n), n E IN, et, par le procédé de la suite diagonale on construit 

une suite v en posant, pour tout p de IN, vp = u1) + 1 par exemple. 

Comme v E ~. il existe un n tel que v = u(n), mais alors le nième 

terme de v est u~n) d'une part, et c'est vn = u~n) + 1 : c'est impossible. 
Donc Vn'est pas dénombrable. 

2.42. On note le groupe multiplicativement. 

a) Pour x et y dans G, on a (xy) (xy) = e . On multiplie à gauche par 
x, à droite par y, et compte tenu de l'associativité on a: 

2 2 
x (yx)y = xy, 

. 2 2 'l' 1 soit comme x = y = e , e ement neutre, yx = xy : e groupe est com-
mutatif. 

b) Soit x dans H n aH , il existe y dans H tel que x = ay . Alors 

xy = a(y2) = ae = a, avec x et y dans H sous-groupe : on aurait a dans 
H ce qui est exclu. Donc H n aH = 0 . 

Soit alors K = Hu aH, c'est une partie non vide de G, (car e E H ). 

Pu. . dan K d G - 1 . 2 is, s1 x et y sont s , comme ans , y = y puisque y = e , 

si on prouve que xy est dans K., ce sera aussi xy - 1 dans K et on aura 
justifié que K est sous-groupe. 

Si x et y sont tous les deux dans H, sous-groupe, on a xy dans H donc 
dans K. 

Si x et y sont tous les deux dans aH, en écrivant x = ah et y = ak , 

avec h et k dans H, on obtient, G étant commutatif, xy = a 2hk = hk 
dans H, (sous-groupe), donc dans K. 

Enfin, si x est dans H et y dans K., avec y = ah , (h dans H), on a 
xy = x(ah) = a(xh), (associativité et commutativité), avec xh dans H, 
stable par produit, donc xy dans aH, et a fortiori dans K. 

On a finalement la stabilité de K par produit, ce qui achève la justifi­
cation de K sous-groupe. 





CHAPITRE III 

Polynômes 

Il s'agit d'une structure très riche où se mêlent algèbre et analyse 
lorsque le corps de base s'y prête. 

Du point de vue algébrique, on a déjà une structure d'espace vecto­
riel dénombrable strict, et pour les questions se ramenant à des bases, 
le choix d'une base adaptée est primordial. En plus de la base canoni­
que, penser à toute famille de polynômes en nombre voulu, et de degrés 
échelonnés, (ou de valuations échelonnées), (voir 3.1). 

A ce propos, partant d'un polynôme P de degré n, ne pas oublier que 
les n + 1 polynômes dérivés p<kl(X), 0 os; k os; n, qui se définissent algé­
briquement, sont de degrés échelonnés, et que l'on a droit, sur un corps 
K quelconque, à la formule de Taylor à l'ordre n = degré du polynôme, 
formule exacte en fait. Donc P(X +a) peut faire penser à Taylor, 
(devraisje dire doit faire penser ... ). 

Mais K[X] est aussi un anneau factoriel et des raisonnements faisant 
intervenir les décompositions en produits de puissances de polynômes 
irréductibles sont à faire quand la divisibilité est en cause. Ne pas oublier 
en particulier Bézout! Voir 3.21. 

En liaison avec ces facteurs irréductibles interviennent les zéros d'un 
polynôme, dont l'existence dépend du corps K, (et du polynôme), mais 
dont le nombre ne dépasse pas le degré. 

On dispose alors des relations entre zéros et coefficients d'un poly­
nôme. 

On trouve, comme base « adaptée » à cette notion de zéros, de 
valeurs prises en des points distincts, les polynômes interpolateurs de 

n+ I (X-a.) 
Lagrange, TI 1 , pour des ar tous distincts, polynômes en nom-

j = I ak -ai 
j~k 

bre n + 1 , tous de degré n, et qui forment une base de ~[X] . Voir 3.22 
par exemple, ou 3.17. 

L'analyse intervient, lorsque K = IR, par l'étude des fonctions poly­
nômes, de leurs variations et de leurs zéros. Ne pas oublier qu'un poly­
nôme de IR.[X] de degré impair s'annule toujours, (il varie entre+ et- oo ). 
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Un cas particulier est celui des familles (P n)n e IN de polynômes, où 

les P'n sont reliés aux P n- I par des relations simples, et où par récur­
rence on peut étudier les variations et les zéros de ces polynômes, en 
ayant une démarche dynamique, c'est-à-dire en revenant aux données pour 
voir en quoi les résultats trouvés peuvent les modifier, et donner ainsi 
d'autres conséquences. Voir 3.3. 

Il faut aussi savoir penser « fractions rationnelles » et dérivées loga­
rithmiques, lorsque P et P' sont en cause par exemple, (voir 3.24). 

Ne pas oublier les fonctions symétriques des racines même si les cal­
culs où elles interviennent peuvent être laborieux., (voir 3.30). 

Lorsque le corps de base est IR, la structure polynomiale s'enrichit 
des apports de l'analyse. Ainsi, les fonctions polynômes étant de classe 

C00 
, on pourra recourir aux équations différentielles pour traiter les 

questions, (3.7 par exemple). 
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Énoncés 

+oo -z" P(n) n 3.1. Pour tout P de CC:[X], on pose L(P)(z) = e ~ - 1- z . 
n. 

n=O 
Montrer que L est un isomorphisme de CC:[X] sur lui-même. 

3.2. Soit les applications f et g de CC: dans CC: définies par 
f(z) = z2 + z + 1 et g(z) = z2-z + 1 respectivement, et A une partie 

finie, non vide, de <r: telle que f (A) c A et g(A) c A. 
Montrer que A = {i,- i}. 

Trouver les polynômes P de CC:[X] tels que : 

P(X2 +X+ 1) = P(X)P(X + 1). 

. n xk 
3.3. Soit P n(X) = L, k! . Montrer que P n admet au plus une 

k=O 
racine réelle. Préciser selon la parité de n. Soit a2k + 1 l'unique racine 
réelle de P 2k + 1 • Déterminer lim a2k + 1 • 

k~+oo 

3.4. Soit P dans <Gl[X], de degré trois, ayant a dans <r: pour racine 
multiple. Montrer que a est dans <61. Généralisation ? 

3.5. Trouver les polynômes P de CC:[X] tels qu'il existe pet q dans IN* 

tels que (P'/ divise Pq. 

3.6. Soit P dans <r:n[X] , de racines, distinctes ou non, u 1, u 2, ... , un, 
(les racines multiples sont donc répétées). 

On note, pour p dans IN, Sp = (u1/ + ... + (unl. 
Soit l dans IN* et Q le quotient de la division euclidienne de i + 1P' 

par P. Montrer que : 
doQ 

Q = L, spxl-p, et préciser le degré de Q. 
p=O 

3.7. Soit P e IR.[X] tel que, "i/x e IR, P(x);;;.. 0. Sin est le degré de P 

on pose Q = P + P' + P" + ... + p<n> . 
Montrer que, "i/x e IR, Q(x) ;;;.. 0. 
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3.8. Soit a 1, ••. ,an des entiers relatifs distincts. On pose: 

n 

P(X) = - 1 + Il (X - a;) . 
i= 1 

Montrer que si l'on a P(X) = Q(X)R(X) avec Q et R dans 7l[X], on 
a : Q ou R de degré n. 

3.9. Soit (P, Q) un couple de polynômes de IR[X], simplement scin­
dés sur IR et tels qu'entre deux racines de l'un, il y ait toujours au moins 

une racine de l'autre. Montrer que pour tout (Â, µ) de IR2 , le polynôme 
Â.P + µQ est scindé. 

3.10. Soit une matrice carrée complexe d'ordre n sur <r:. Montrer 
l'équivalence de: M est nilpotente, et de: trace de Mk = 0 pour 
k = 1, 2, ... , n. 

3.11. Montrer qu'il existe a dans IR\{- 2}, tel qu'il existe (a.,~. y, ô) 

dans IR4 , tel que pour tout polynôme P de IR4 [X] on ait: 

a.P(- 2) + ~P'(- 2) + yP(- 1) + ôP G) = P'(a). 

3.12. Soit P dans 7l[X], de coefficient directeur 1 et a un zéro de P 
dans <6>. Montrer que a est dans 7l. 

2n 

3.13. Soit A = L, aix! dans IR2n[X]. On considère l'application 
j=O 

2n 

ô(A) de IR2n[X] dans lui-même définie par: P -+ L, ~ p<i>. Montrer 
·-ol· 

que les propriétés suivantes sont équivalentes : 1 -

(i) V'P e IR2n[X], P(IR) c IR..=> ô(A)(P)(IR) c IR.. ; 

(ii) V'P e IR2n[X], P(IR) c IR+=> ô(A)(P)(O) e IR+ ; 

(iii) la matrice de terme général Cl;j = a;+ i, avec 0 :;;;;; i, j :;;;;; n , est 
associée à une forme quadratique positive. 

3.14. On pose (AP)(X) = P(X+ 1)-P(X) pour tout polynôme P 

réel de degré au plus n. Calculer AP pour tout p. 
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3.15. Calculer le déterminant de la matrice (a; 1-)0 "' .. "' telle que ' -•.1-n 

a 0,j = d et ai,j = (j + l)i- l si i > 0. 

3.16. Montrer qu'il existe un polynôme réel Tn tel que, pour tout x 

réel non nul, on ait Tn(x + ~) = xn + :n. 

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ..;. . 
n 

3.17. Soit E l'ensemble des (n + 1) · uplets de complexes distincts. 
n 

Pourz = (z0,z1, ••. ,zn) deEetPdeO::n[X],onposeNz(P) = I, IP(zk)l-
k=O 

Montrer que Nz est une norme sur O::n[X], espace vectoriel des polynô-
mes de degré n au plus. 

Pour Z et Z' dans E, comparer N z et N z· , et trouver c > 0 tel que 
Nz.;;;; cNz·· 

3.18. SoitP e IR[X] un polynôme admettant n racines réelles sim­
ples strictement supérieures à 1. On pose : 

Q(x) = (X2 + l)P(X)P'(X) + X(P2(X) + P'2(X)). 
Montrer que Q admet au moins 2n - 1 racines réelles distinctes. 

3.19. Soit P = X3 + aX2 + bX + c un polynôme unitaire de degré 
trois à coefficients réels. Trouver une condition sur a, b et c pour que 
toutes ses racines aient une partie réelle négative. 

3.20. a) Montrer que le nième polynôme cyclotomique, 

'Pn(X) = TI (X- ex~ 2~1t), où k décrit l'ensemble des entiers infé­

rieurs ou égaux à n et premiers avec n, est à coefficients entiers. 
b) Que peut-on dire d'un nombre premier p divisant cpn(a), où a est 

entier, mais aucun cpi a) , où d décrit l'ensemble des diviseurs stricts den ? 
c) En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers de la 

forme Â.n + 1 , Â. entier. 

3.21. Soit un entier n ;;;;.: 3 . Montrer qu'il n'existe pas de polynômes 
P, Q, R à coefficients complexes, non tous trois proportionnels, tels que 
Pn+Qn=Rn. 
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3.22. Soit P un polynôme complexe de degré n. On suppose qu'il 
existe k dans 7l tel que P(k ), P(k + 1 ), ... , P(k + n) soient dans 7l. Montrer 
que pour tout ide 7l, P(i) est dans 7l. 

3.23. Soit P dans 7l[X], non nul, et a une racine irrationnelle de P. 

a) Montrer qu'il existe cet r dans m, c > 0, tels que, pour tout couple 

(p, q) de 7l x IN*, on ait la -~I ;;:.. ~. 
b) Montrer qu'il existe un réel d > 0 tel que, pour une infinité de 

couples (p, q) de 7l x IN*, on ait la -~I ;;:.. Î. 
c) Montrer quel' ordre de a, comme racine de P, est inférieur ou égal 

à ~ , n étant le degré de P. 

3.24. Soit P dans <r::[X] dont les racines ont des parties imaginaires 
strictement positives. Montrer que P' vérifie la même propriété. 

3.25. Soient P et Q deux polynômes non constants de <r::[X] tels que 
l'ensemble des racines de P (resp. P- 1) soit égal à l'ensemble des raci­
nes de Q, (resp. Q - 1 ). Montrer que P = Q. On pourra, si P de degré 
d, possède m racines distinctes, et si P - 1 possède n racines distinctes, 
montrer que d :;;;; m + n - 1 . 

3.26. Soit les polynômes complexes de degré 2, P = ax2 + bx + c et 

Q = a'x2 + b'x + c'. On considère la matrice: 

[ 
0 a 0 a'] _ ab a' b' A- . 
b c b' c' 

c 0 c' 0 
Étudier le rang de A selon le nombre de racines communes des deux 

polynômes. 

3.27. Soit n dans IN*, et le polynôme P(X) = 1 +X+ ... +xn-l. 
Quels sont les entiers m tels que l'ensemble des racines de P soit inva-

. m 
nant par z ~z . 

3.28. a) Soit R(z) une fraction rationnelle à coefficients complexes 
ayant z0 pour zéro d'ordre k. 



Exercices de Mathématiques spéciales - Algèbre 73 

Montrer que pour r > 0 , assez petit, il existe au moins 2k points du 
i9k 

type zk = z0 + re tels que lm (R(zk)) = 0 . 
b) Soit Pet Q dans IR[X] tels que, pour tout (À.,µ) de IR.2 , À.P + µQ 

ait tout ses zéros réels. Montrer que les zéros de P et Q sont intercalés. 

3.29. Soit s et p deux nombres complexes. Condition pour que les 
deux racines du polynôme X2 - sX + p aient même argument. 

3.30. Soit A e ~(CC:). On définit une suite Ak de matrices en 
posant A0 = A et, pour k ;;;:.. 1 , 

Ak = A( Ak- l - ~ trace (Ak_ 1)1n). 

Montrer que An = 0 . 
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Solutions 

3.1. Justifions d'abord l'existence de L(P), évidente si P est nul. 
q k 

Pour P non nul, de degré q, avec P(X) = I, akX , on a : 
k=O 

P(n)zn q nkzn , . ., 
un = --1 - = L ak -,- , et chacune des q + 1 senes ent:J.eres, 

n. n. 
k=O 

k n 

de terme général vn k = n z, , (k paramètre fixé), a un rayon de conver-, n. 

gence infini, car pour z non nul, IV::.~ kl = ( n: 1 r n 1: 1 tend vers 0 si 

n tend vers l'infini, donc pour tout z complexe, la fonction L(P) , de cr: 
dans cr: existe. 

Est-elle polynomiale? Pour le savoir, on peut remarquer que L(P) 
dépend linéairement de P, et considérer des polynômes (Pkhe IN' de 
degrés échelonnés pour avoir une base de <t::[X], adaptée à la situation. 

+oo n 

D'abord P0(X) = 1, conduit à L(l)(z) = e-z L ; = 1 ; puis, 
n. 

n=O 
pour k;;:: 1, prenons Pk(x) = x(x-1) ... (x-k+ 1), (donc P 1(x) = x). 

OnaPk(O) = Pk(l) = ... = Pk(k-1) = O,etpourn;;a:k, 

Pk(n) = n(n - 1) ... (n - k + 1). 

+oo p ( ) +oo n-k 
M . al L kn n Ln(n-1) ... (n-k+l)z k 

ais ors -- z = · z · n! n! 
n=O n=k 

k( z){k) k z =z e =ze, 
(les séries entières se dérivent terme à terme sur leur domaine de 
convergence), et 

Lp) -zkz k 
( k (z) = e z e = z . 

L'image par L, linéaire, de la base des P k de <t::[X] étant la base cano­
nique de <t::[X], on peut conclure à l'aspect isomorphisme de L de <t::[X] 
sur lui-même. 

3.2. Si A est finie, non vide, l'ensemble des modules de ses éléments 
admet une borne supérieure atteinte : soit z0 dans A un élément de 
module maximum. · 
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La stabilité de A par f et g donne if(z0)i :s; lzol et ig(z0)i :s; izol · De 
plus f(z0)-g(z0) = 2z0 , d'où, par inégalité triangulaire: 

2lzol = if(z0)-g(z0)i :s; if(z0 )i + ig(z0 )i :s; 2lzol : on n'a que des 
égalités : izol = If (z0)i = lg(zo)I . 

Orz0 = 0 estexclu,(f(O) = 1 seraitdansAaveclll>O = izoi),donc 
les complexes f (z0) et - g(z0), non nuls, sont positivement liés pour qu'il y 
ait égalité dans l'inégalité triangulaire. Comme de plus ils sont alors de même 
module, (égal à lzol ), ils sont égaux: on a z~ + z0 + 1 = - (z~ -z0 + 1) soit 

l+z~ = 0, d'où z0 = i ou -i. Or f(i) = i, g(i) =-i, alors que 
f(- i) = - i etg(- i) = i :finalementiet-isontdansA,ettoutautreélé­
ment z = a + ib de A est de module inférieur ou égal à 1. 

Avec z = a + ib , on a : 

f(z) = (a2-b2+a+l)+ib(2a+l) et 

g(z) = (a2-b2-a+l)+ib(2a-l). 

Comme lzl :s; 1, on a lbl :s; 1, donc 1- b2 "'1:: 0, et en posant 

a' = a2 +a+ l -b2 et a" = a2 -a+ 1- b2, si a> 0, a'> a ; si a< 0, 

a" = lai + a2 + 1 - b2 > lai : on voit s'amorcer une croissance des modu­
les des parties réelles ; mais le cas a = 0 donne quoi ? 

En fait, si a = 0, z = ib avec soit lbl = 1, et z = i ou - i que l'on 
sait être dans A, soit lbl < 1 . On suppose lbl < 1 . 

Mais alors f(z) = (1- b2) + ib est dans A avec une partie réelle 

l -b2 non nulle et dans tous les cas, on peut partir de z1 = a 1 + ib1 

dans A, supposé différent de {i, - i} avec la11=F-0. 

En posant, pour a 1 >0, z2 = f(z), et pour a 1 <0, z2 = g(z), on a z2 

dans A avec z2 = a2 + ib2 et a2 "'1:: ai + la11 > 0 . 

En posant Zn+ 1 = an+ 1 +ibn+ 1 = f(zn), pour n "'1:: 2, on a une suite 
d'éléments de A, de parties réelles positives cette fois, avec 

- 2 1 b2 :>-: 2 0 an+ 1 - an + an + - n ..... an + an > . 

Mais en définissant une suite ( un)n.., 2 de nombres positifs, par la don­

née de u2 = a2 > 0 , et la relation de récurrence un+ 1 = u! + un , l'hypo-

thèse an "'1:: un implique a!+ an "'1:: u! +un d'où a fortiori 

- 2 - 2 M" 1 . . d an+ 1 """ an + an """ un + un = un+ 1 . ais a suite croissante es un 
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diverge vers+ oo, (une convergence vers l donnerait l = l2 + l, soit l = 0 , 
avec l ;a.: u2 > 0 : impossible), donc les an divergent vers+ 00, alors que 

lzi = a!+ b! ::;;;; 1 : gênant ! 
Il est donc absurde de supposer l'existence de z dans A, différent de 

i ou de - i. 

Soit alors P e <l:[X] tel que P(X2 +X+ 1) = P(X)P(X + 1) . Cela ne 
donne rien sur le degré mais ... on est sur a:, où tout polynôme est scindé. 
Soit donc A = {a1, a2, .•• ,an} l'ensemble des zéros, distincts de P, (peu 
importe leur multiplicité), si P est non constant. 

Comme P(ak) = 0, on a P(ai + ak + 1) = 0, donc j(ak) e A. 
2 

Comme P((ak-1) + 1) = 0, on a P((ak-1) + (ak - 1) + 1) = 0, 

soitencore P(ai-ak + 1) = P(g(ak)) = 0 ,doncg(ak) e A,etvuledébut 
de l'exercice, A = {i, - i} et P est du type P(X) = Â.(X + inX-i)'. 
Comme on n'a pas travaillé par équivalences, on vérifie la relation de 
départ. On doit avoir : 

Â.(X2 + X + 1 + i) r (X2 + X + 1 - i) s 

= Â.2(X+ 1 +inx+ l-i)5(X+inx-i)s 

d'où Â. = 0 ou l, et, comme X2 +X+ 1 + i = (X+ i)(X + 1 - i) et 

X2 +X+ 1 - i = (X - i)(X + 1 + i) 
pour Â. = 1 , l'identité à vérifier devient : 

(X+ inx + 1-i)r(X- i)'(X + 1 + i)s 
= (X + 1 + inx + 1 - i)' (X + if(X - i)s 

ce qui exige r = s . 
Finalement, les solutions sont les polynômes P(X) = (X2 + l)r, 

r e IN , ou P = 0 . Pour r = 0 , on retrouve P = 1 , seul polynôm~ cons­
tant, non nul, solution. 

3.3. Comme P' n = P n _ 1 , pour n ;a.: 1 , la connaissance du signe de 
P n- l donnera les variations de P n et, on peut l'espérer, son signe. 

On a P0(x) = l,> 0 sur IR, et P 1(x) = x + 1 admet un seul zéro, a 1 , 

P1 étant<Osix<a1 et>Osix>a1 . 

On suppose que P 2n reste > 0 sur IR, et que P 2n + 1 admet un seul 
zéro, a2n+ 1 , simple, en étant< 0 six< a2n+ 1 et> 0 après. C'est l'hypo­
thèse de récurrence, vérifiée si n = 0 . 
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Tableau de variations de P 2n + 2 , avec P' 2n + 2 = P 2n + 1 , puis de P 2n + 3 • 

X - OO a2n+l +OO 

P'2n+2 - 0 + 

+OO +OO 
P2n+2 ----- -------2n+2 

0 P ( ) (a2n + i) p 
na 2n+2 a2n+l = (2n+2)! + 2n+1(a2n+1) = 

2n+2 
(a2n+ i) 

(2n + 2)! · 

Or P n(O) = 1 est vrai pour tout n, donc a 2n+ 1 =F0 : on a un mini­
mum pour P 2n + 2 , strictement positif donc P 2n + 2 reste > 0 sur IR. 

Mais alors, la fonction P 2n + 3 , strictement monotone et variant de - oo 

à+ oo s'annule une seule fois en a2n + 3 , en étant d'abord< 0 puis> 0 : la 
propriété est récurrente. 

Soit par ailleurs a fixé, on a lim P2n+ 1(a) = ea>O, donc 3n0 , 
n~+oo 

'Vn;;:.: n 0 , P 2n+ 1 (a);;:.:~ ea, mais alors vu les variations de P 2n+ 1 on a: 

a2n + 1 < a , et finalement on a : 

'Vae IR, 3n0 , 'Vn;:o:n0 , a2n+ 1<a, 

ce qui traduit lim a2 n + 1 = - oo • 
n~+oo 

3.4. Dans l'anneau ©[X], divisons P par P' : il existe un couple uni­
que de polynômes de ©[X], Q et R, tels que : 

P = P'Q + R, avec R = 0 ou d 0 R:,;;;;; 1 . 
De plus P(cx.) = P'(cx.) = 0, implique R(cx.) = 0. 
Si R = 0 , sur <I:, P' admet deux zéros distincts, ou un double. 

Dans le premier cas, on aurait ex. et 13 distincts, zéros de P' et de P, 
donc zéros doubles de P qui n'est que de degré trois: c'est exclu. 

Le deuxième cas conduit à P(cx.) = P'(cx.) = P"(cx.) = 0, mais P" est 

de degré 1, dans ©[X], donc du type ax + b avec a =F 0 d'où ex. = - ~ 
a 

dans©. 
Si R est non nul, avec R( ex.) = 0 car ex. est zéro multiple de P, donc il 

annule P' , on a R de degré un, dans ©[X], donc du type aX + b , avec 

a =F 0 , là encore ex. = - ~ est dans ©. 
a 
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Tout ceci se généralise sur un corps K quelconque et une clôture 
algébrique K' de K, en utilisant les développements de Taylor, (c'est de 
l'algèbre pour les polynômes). 

3.5. Les seuls polynômes irréductibles de <C[X] étant de degré l, si 
z1, ... , zr sont les zéros distincts de P, de multiplicités respectives 
cx1, ... , ar, et si P est de degré n, de coefficient directeur a, on aura 

r a.. 
<X1 + <X2 + ... + <Xr = n et P = a II (X - z) 1 • 

j=l 

On suppose P tel qu'il existe pet q dans IN*, avec (P'/ qui divise Pq. 
Les polynômes constants donnent P' = 0 : ils sont à écarter, donc 
p;;:.: 1, (d'ailleurs, c'est ce que signifie p e IN*, suisje bête). 

Ona: 

constant en j k*i 

= (na'~' (X-z,)°•-') i, ~ •~t (X-z,) 
k*i 

noté Q 
(X. r 

On a Q(z) = ; II (zj - zk) "# 0, donc aucun facteur irréductible 
k = 1 

k*" 
divisant P ne divise Q : /.es polynômes sont premiers entre eux. 

Si on suppose que P'P divise Pq , on devrait avoir Q qui divise Pq , 
donc un facteur irréductible de Q devrait diviser P : c'est exclu, c'est que 
Q est une constante, et vu le coefficient directeur na de P', c'est que 

Q = 1 . Mais alors, P', de degré n -1 = (.± ai)- 1 , est égal à 
.; = 1 

na k~I (X-zk)a.k-I, qui est de degré c~1 ak)-r, donc r = l, et Pest 
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du type P = a(X-zdx, d'où P' = cx.a(X-zdx-l, donc pour un p 
donné, P'p = (cx.al(X-z1l(<x-l) divisera Pq = aq(X-z1)aq si et seule­

ment si q vérifie l'inégalité p( ex. - 1) os;;; qa, ce qui, pour un ex. ;;;;.: 1 donné, 
détermine un q0 tel que les solutions soient les q tels que q;;;;.: q0 • 

Les polynômes cherchés sont donc tous ceux du type : 
P(X) = a(X-z1)a, cx.e IN*. 

3.6. Le polynôme P étant de degré n, le polynôme X1 + 1 P' est de 
degré n + l, son quotient Q par P est de degré n + l - n = l, et si on 
note R le reste, le couple (Q, R) est unique à vérifier la relation: 

I+ 1 
X P' = PQ + R, avec R = 0 ou d0 R < d0 P, 

d Q f: · 1 · ·, d 1 fi · · 11 x1 + 1 P' one est en ait a parue entlere e a racuon rationne e -p-- , 

(x1+1P') 
notée E -p-- . 

P' 
Comme p 

n 1 
= L.x-,ona: 

-U· 
i = 1 ' 

( 
n x1+1) 

Q=E L,-X-u. 
i = 1 ' 

( 
n xi+ 1 1+1) 1 + 1 -U· U· = E L, ' , puisque les -'- sont de partie X-u. X-u. 

i = 1 ' ' 
entière nulle, et que l'application partie entière est additive. 

1 
I+ 1 I+ 1 ~ 1-k k 

Comme X -u; = (X-u;) L.J X u;, 
k=O 

d'où le résultat cherché. 
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3.7. Des polynômes, cela se dérive, et avoir Q = P + P' + ... + p<nl, 

incite à calculer Q' = P' + P" + ... + p<nl + 0, d'où l'on constate que 
Q'-Q = - P(x). 

L'équation différentielle sans second membre y' - y = 0 , a pour 

solution y = '>.1 , et la méthode de variation des constantes conduit à 

intégrer ').,' = - P(x)e-"'. 

Mais, comme Q est solution de cette équation, avec la fonction À.(x) 

telle que Q(x) = À.(x)e"', c'est-à-dire À.(x) = Q(x)e-"', on a encore: 

(Q(x)e-"')' = - P(x)e-"', d'où avec x0 fixé, 

Q(x)e-"'-Q(x0 )e-x0 = - r P(t)e- 1dt = ( 0 P(t)e- 1dt, 
XO X 

et cette relation est valable pour tout couple (x, x0 ) : on fait tendre x0 

vers + oo, comme P et Q sont des polynômes, il vient : 

X J+- t X J+- t Q(x)e - = P(t)e- dt soit Q(x) = e P(t)e- dt, 
X X 

ce qui donne bien Q(x);;;;.: 0. 

3.8. Supposons que l'on ait une décomposition P = QR avec Q et 
R dans 7l[X]. Alors Q(a;) et R(a;) sont dans 7l, et tels que 
Q(a;)R(a;) = P(a;) = - 1 : on n'a pas le choix, l'un des entiers vaut 1, 
l'autre - 1, donc (R + Q)(a;) = 0. 

Mais alors si Q et R sont de degrés < n, R + Q est de degré k < n , ce 
polynôme s'annule n fois: il est identiquement nul, d'où R = - Q et 
p = - Q2. 

Mais le coefficient directeur de - Q 2 est négatif alors que P est 
unitaire : c'est exclu. 

On a donc Q ou R de degré n. 

3.9. Soient a 1, a 2, ... ,an et b1, b2, ... , bq, les zéros réels distincts de P 
et Q, respectivement, indexés en croissant. 

Si <X. et ~ sont les coefficients directeurs, non nuls, de P et Q, 
9 p Q 

V(À., µ) E m-' À.P + µQ = (À.<X.) a+(µ~) î3"' avec À.1 = À.<X. et µ' = µ~ 
qui décrivent IR lorsque À. etµ sont quelconques. Donc on peut supposer 
P et Q unitaires. 
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On peut aussi supposer À et µtous deux non nuls, (si À = 0, µQ est 
scindé ... ). 

Supposons a 1 :,;;;;; b1, entre a 1 et a 2, seul figure b1, (si 

a 1 :,;;;;; b1 < b2 :,;;;;; a 2, il y aurait un zéro de P entre b1 et b2, lequel?) : on a 

donc une répartition du type a1 :,;;;;; b1 :,;;;;; a 2 :,;;;;; b2 :,;;;;; a 3 ... , avec bien sûr les 

a; distincts, ainsi que les bj, l'hypothèse a 1 :,;;;;; b1 ne nuisant pas à la 
généralité de la solution. 

En fait si un a; est un bj, on peut le « supprimer », car alors 
x - a; = x - bj est en facteur dans Pet Q donc dans Â.P + µQ, et ce poly-

A • d' . ul . Â.P + µQ l' nome sera scm e SI et se ement SI est. 
x-a; 

Enfin, si a 1 < b1 < a 2 =. b2 < a 3 ... , supprimer a2 et b2 dans chaque 
suite de zéros ne modifie pas l'imbrication des deux suites : on peut donc 
supposerles a; et les bj tous différents, et si a 1 < b1 , on a les inégalités 

© : a 1 < b1 < a2 < b2 < ... <an< bn, ou 

@ : al< b1 < a2 < b2 < ... <an< bn <an+ l · 

Comme les zéros sont simples, les polynômes changent de signe en 
chacun de leurs zéros, donc Q(a;)Q(a;+ 1) < 0, (et P(b;)P(b;+ 1) < 0 ). 

Mais alors (Â.P + µQ)(a;) = µQ(a;), d'où Â.P + µQ de signes con­
traires en a; et a;+ 1 : le polynôme Â.P + µQ s'annule sur chaque 
]a;, a;+ 1 [, (n'oubliez pas l'hypothèse µ =F- 0 ). 

Dans le cas ©, Â.P + µQ est de degré n au plus, et a déjà n - 1 zéros 
distincts, dans le cas ®, il est de degré n + 1 et admet n zéros réels 
distincts : dans chaque cas il ne reste, après factorisation, qu'un zéro réel 
donc Â.P + µQ est scindé sur IR.. 

En fait, avec Àµ =F- 0 , et les a; et les bj tous distincts, Â.P + µQ est 
simplement scindé. 

En effet ni les a;, ni les bj n'annulent alors Â.P + µQ, donc 

Â.P + µQ = 0 <=> ~ = - ~. Or la fraction rationnelle ~ admet 

al, ... , an' (ou al, ... , an, an+ 1) pour pôles. 

Dans le cas de d0 P = d0 Q = n, lim Qp = 1, (les polynômes sont 
x~±oo 

unitaires), donc sur ]an,+ oo [, ~ croît de - oo à 1; sur chaque 
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]a;, a;+ 1 [, ~ croît de - oo à+ oo, et sur ]- oo, a 1 [, ~ croît de 1 à+ oo, 

(pôles en a, , avec changement de signe de, la fraction s'annulant en 

chaque b; ). 

Il en résulte que ~~j = - ~ est une valeur prise n fois sauf ... si 

- Â. = l, mais alors Â. + µ = 0, Â.P + µQ n'est plus que de degré n - 1, 
µ 

- Â. 
et on a - prise n - 1 fois, (sur chaque ]a,, a;+ 1 [ ). 

µ 

Si d 0 P = n + 1 = d 0 Q + 1 , là, pas de problème, la limite en + oo et 

- oo de ~ est nulle et ~~ j = -µÂ. est obtenue pour n + 1 valeurs de x. 

3.10. En introduisant E = <Cn, et u l'endomorphisme de E, de 
matrice M dans une base de E, on sait, (Théorème de Dunford) que u 
s'écrit de manière unique u = d + v avec d diagonalisable et v nilpotent, 
donc u est nilpotent si et seulement si d est nul, soit si et seulement si u 
n'admet que 0 pour valeur propre. 

On peut aussi trigonaliser M, et le moindre soupçon de Â.j :F- 0 sur la 

diagonale donnera un Â.; sur la diagonale de Mk , alors qu'une diago­

nale nulle impliquera la nullité de Mn , les termes non nuls « remontant 

d'un cran » quand on passe de Mk à Mk + 1 , avec M triangulaire. 
k 

On suppose donc que, pour k = l, 2, ... , n, trace M = 0 , et on veut 
justifier que 0 est seule valeur propre. Il y a de nombreuses solutions. 
En voici une, où Taylor Lagrange interviendra. · 

On procède par l'absurde en supposant que le polynôme caractéris­
tique unitaire de M, se décompose sur <I: en : 

r 

P(X) = Xn - r TI (X - Â.j) , avec r ;a. 1 et Â.1, •.• , Â.r non nuls. 
j=l 

r 

Posons Q(x) = TI (X-Â.j). 
j=l 

Par Taylor Lagrange, on a pour chaque Â.i : 

r k Q(k)(x) 
Q<x+Â.) = L. Â.j -k-, -, 

k=O 
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d'où, pour ne pas faire de jaloux parmi les Â.j, en sommant: 

T T ( T k) Q(k)(X) 
j~l Q(x+'J..) = k~O J~l')..j -k-! -. 

Mais, M étant semblable à une matrice triangulaire de diagonale 
T 

('J..1, ... , ')..,.. 0, 0, ... , 0), on a L, ')..; = trace Mk, pour tout k ;a.. 1 , soit ici 

une somme nulle. 
j=O 

T 

Il reste donc l'égalité L, Q(x + Â.j) = rQ(x). Or, pour x = 0, cha­
j = 1 

que Q('J..j) étant nul, on obtient rQ(O) = 0, d'où 0 racine de Q, ce qui 
est exclu. 

L'hypothèse de départ est absurde et 0 est bien seule valeur propre de M. 

La réciproque est évidente : si M est nilpotent, les Â.j sont tous nuls, 

donc les traces des matrices Mk sont nulles. 

3.11. La relation à vérifier: 

© a.P(-2)+~P'(-2)+yP(-1)+3P G) = P'(a), 

dépend linéairement de P, donc elle sera vérifiée pour tout P de IR4 [X] 
si et seulement si elle l'est pour les 5 vecteurs d'une base de IR4[X], et 
on va essayer de bien choisir cette base, en prenant des vecteurs P tels 
que trois des quatre conditions P(- 2) = 0, P'(- 2) = 0, P(- 1) = 0 

et P (U = 0 soient vérifiées, cela simplifierait tout. 

Posons P1 (X) = (X+ 2)(X + 1) (X-~) 

P2(X) = cx+2)2(x-U 

P3(X) = (X+ 2)2(X + 1) 

P4(X) = (X+2)2(X+l) (x-U 

et P5(X) =(X+ 1) (x-~)<X-b) 
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en choisissant b tel que P'5(- 2) = 0, si c'est possible. Or: 

P'5(X) = (x-U<X-b)+(X+l)(X-b)+(X+l) (x-U, 

on doit avoir: 

0 = (-U(-2-b)-(-2-b)-(- ~), d'où l'on tire b = - 1i, 
sauf erreur. 

On a 5 polynômes indépendants, car si on a : 

Â.1P1 + Â.2P2 + Â.3P3 + Â.4P4 + Â.5P5 = P = 0, avec P(- 2) = 0 il 
reste Â.5P5(- 2) = 0 avec P5(- 2) .i: 0 d'où Â.5 = 0 ; 

puis P(- 1) = 0 = Â.2P2(- 1) avec P2(- 1) .i: 0::::} Â.2 = 0 ; 

avec PG) = 0 on a Â.3 = 0, et P'(- 2) = 0 donne Â.1 = 0 ; d'où fina­

lement Â.4 = 0 : on a une base de IR4[X] . 

On aura alors © vérifiée si elle l'est pour les Pj, 1 :s;;; j :s;;; 5 , d'où les 
conditions : 

13P\(- 2) = P\(a) · 

yP2(- 1) = P'2(a) 

ôP3G) = P'3(a) 

0 = P'4(a) 

aP5(- 2) = P'5(a), 

que doivent vérifier a, 13, y, ô et a. 

On doit prendre pour a un zéro réel, différent de - 2, de P'4 , or 

P4 (~) = P4(- 1) = 0 : par Rolle on sait qu'il existe a entre - 1 et~, 
(donc différent de - 2), tel que P'(a) = 0. En choisissant ainsi a, les 
autres relations déterminent a, 13, y et ô de manière unique, donc © est 
vérifiée pour tout P de IR4[X]. 

Un calcul explicite donne P'4(X) = X(X + 2) ( 4X + 12
1), d'où 

11 
a = 0 ou a = - S , sauf erreur. 
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3.12. C'est un exercice de tout repos! D'abord, si a = 0, il est dans 

7L. Sinon, en écrivant a = P.. , avec p dans 7L* et q dans IN*, premiers entre 
q 

n-1 

eux, et si P, de degré n, s'écrit Xn + L akXk, on aura: 
k=O 

,,,n n-1 k 

~ = - L ak ~,donc, en multipliant par qn- l, chaque qn- l -k 

q k=O q 
n 

est entier, les ak sont entiers, donc L 
q 

n-1 
~ k n-1-k = - ~ akP q est dans 7L. 

k=O 
Mais pet q étant premiers entre eux, c'est que q = 1, (sinon, aucun 

diviseur de q ne diviserait pn ), donc a est dans 7L. 

3.13. Comme il est question du signe des valeurs prises par les fonc­
tions polynômes, on va faire intervenir les zéros, réels ou complexes 
d'un polynôme P. 

Soit P e IR2n[X] , de zéros réels les j3i, de multiplicités respectives s;, 
les zéros complexes étant alors conjugués deux à deux, de même multi­
plicité, peuvent se noter ai et <ij de multiplicité chacun ri. Le polynôme 
P se décompose alors en : 

P(x) = À.IT((x-aj)(x-<ij))riIT<x-j3i)5
;, avec À. coefficient 

j i 

directeur de P, (et sans qu'il soit utile de préciser le nombre de zéros). 

Si on suppose alors P(IR) c IR+, d'abord le degré de P est pair, et À. 

est positif ou nul, donc s'écrit À. = (J~/, puis chaque s; est pair, donc, 
en posant si = 20'; et : 

Q(x) = J'f.. IT<x-a/i IT<x-13/;, 
j i 

on aura P(x) = Q(x)Q(x), avec Q e <Cn[X] . 

La réciproque est évidente, donc on a déjà : 

P tel que P(IR) c IR+<=> 3Q e <Cn[X], P = QQ. 

Passons à la justification de l'exercice. On a (i) ~ (ii) sans problème. 

On a (ii) ~ (iii). Soit B = (b0, b1, ... , bn) un vecteur de IRn+ 1 , on 

veut prouver que <l>(B) = L ai+iibj est positif. 
o.;;;,j.;;n 
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n 

Si on introduit Q(x) = L, b;x;, on a un polynôme de IR,.[X] donc 
i= 0 

- 2 
de <I:n[X] , et P = QQ = Q est tel que P(IR.) c IR+ : d'après (ii) on a 

2n 
+ • ~ ak (k) + 

ô(A)(P)(O) e IR. , s01t encore ,L.,, k! P (0) e IR. . 
k=O 

Or P(x) = L, b;b/ + i, donc p<kl(O) = L, k!b;bi. 
0 "° i,j "° n i + j = k 

0 "° i,j,,.n 
En posant b; = 0 si n < i :,;;;;; 2n, on pourra, pour k variant de 0 à 2n, 

prendre i et j tels que i + j = k , sous la forme i et k - i , puisque si l'un 
de ces 2 entiers est supérieur à n, le b associé sera nul. 

k 

Donc, avec cette convention, p<k\O) = L, k!b;bk-i et: 
i=O 

2n k 2n k 
ak . 

ô(A)(P)(O) = L, k! L, k!b;bk-i = L, ak L, b;bk-i· 
k=O i=O k=O i=O 

Que faire si ce n'est intervertir les sommations: 
2n 2n 

ô(A)(P)(O) = L, L, akb;bk-i, 
i=O k= i 

et, comme pour i fixé, k ~ i s'écrit k = i + j, on auraj variant de 0 à 
2n-i, d'où: 

2n 2n-i 

ô(A)(P)(O) = L, L, a;+iibj : on approche du résultat. 
i=Oj=O 

Faisons le ménage : si i > n, b; = 0 : la première somme s'arrête à 

i = n , mais alors 2n - i ~ n , et bi étant nul si j > n , la deuxième somme 
s'arrête à n aussi d'où: 

n n 

ô(A)(P)(O) = L, L, ai+jbibj. 
i=Oj=O 

Comme ô(A)(P)(O) ~ 0, on a bien cp(B) positif, pour tout vecteur 

B de IR.n+ 1 , d'où la propriété (iii). 

Enfin (iii) ==> (i). Soit P e IR.2n[X] , tel que P(IR.) c IR+, et a réel, on 

veut prouver que ô(A)(P)(a) ~ 0. Le calcul précédent reliant la valeur 
prise par la forme quadratique à la valeur en 0 d'un polynôme, on va 
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d'abord translater la variable et se ramener en 0 en posant 
R(x) = P(x+a). 

On a R(IR.) c IR+, et pv>(a) = R(j)(O), donc: 
ô(A)(P)(a) = ô(A)(R)(O). 

n 

En écrivant R(x) = Q(x)Q(x), et en posant Q(x) = L, b/, (avec 
j=O 

les bj complexes, ce qui est possible car R(IR.) c IR+), les calculs faits 

pour prouver que (ii) ~ (iii) se refont dans le domaine complexe, et ~ 
étant cette fois la forme hermitienne définie par : 

~(z0, ••• , zn) = L, a;+ jzizj, 
0"" i,J"'n 

avec B = (b0, ••. , bn), on obtiendrait : 
~(B) = ô(A)(R)(O) = ô(A)(P)(a). 

Mais<!>, de matrice symétrique réelle (ai+J>o,., i,J"' n étant forme qua­

dratique positive, n'a que des valeurs propres positives, et s'étend en <I> 
hermitienne positive. 

Finalement, ~(B) est positif, d'où ô(A)(P)(a);;;;.: 0, ceci pour tout a 
de IR., on conclut bien à ô(A)(P)(IR.) c IR+. 

3.14. Sur l'espace vectoriel En = IR.n[X] des polynômes à coeffi­
cients réels de degré n au plus, 8 est linéaire et un polynôme de degré 
q :,.;;; n , aura pour image un polynôme de degré q - 1 . 

Il en résulte que, pour p > n , Il!' = 0 . 
Pour p :,.;;; n , on procède par récurrence en remarquant que : 

(8P)(X) = Q(X) = P(X + 1)- P(X), d'où: 
(82P)(X) = Q(X+l)-Q(X) = P(X+2)-2P(X+l)+P(X). 

p . . 
Si on suppose que (!l!'P)(X) = L, C~(- 1/-'P(X + i), formule 

i = 0 
vraie pour p = 1 et 2, en notant R(X) ce polynôme, et si p < n, on aura : 

(8p+ 1P)(X) = R(X + 1)- R(X) 

p . . p . . 
= L C~(-1/-'P(X+i+ 1)- L C~(-1/-'P(X+i) 

i= 0 i= 0 

p+I p 
= L, c~- 1 (-1/-1 + 1 P(X+j)- L, c~(-1/-iP(X+i). 

j= 1 i=O 
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Si on veut regrouper, pour k variant de 0 à p + 1 , les coefficients de 
P(X + k), les termes associés à 0 et p + 1 sont à part. 

Ona: 

C~(- ll+l-(p+l)P(X+p+l) = c~:~(- ll+l-(p+l)P(X+p+l), 

puis: - C~(- Il- 0P(X+ 0) = C~+ 1 (- ll+l-OP(X+ 0). 

Pour 1 ..;; k ..;; p , le coefficient de P(X + k) est : 

c;- 1(- Il+I-k_c;(- Il-k = (- Il+ 1-\c;- 1 +c;), ce qui, 

triangle de Pascal oblige, redonne c; + 1 (- Il+ I - k • Donc on a 
p+l 

(âp+IP)(X) = L c~+1<- il-jP(X+ j)' et la formule est récurrente. 
j=O 

3.15. On a un déterminant d'ordre n + 1, 

1 2 n a a a 
1 1 1 1 

D= 
1 2 3 n+I 

1 22 32 (n + 1)2 

-- .. ---.. ------------· 
12n-l 3n-l ... (n+I)n-1 

que l'on développe par rapport à la première ligne, vu son rôle particu­
lier. 

En notant V(a1, a 2, ... ,an) le déterminant de Vandermonde, 

1 1 1 

n-1 n-1 n-I 
al a2 ... an 

n 

= Il (a;- ai), (calcul classique) 
} .,;;.j<i.,;;. n 

on a D = I, (- l~aÎV(l, 2, ... ,j,j + 2, ... , n + 1). 
j=O 

Il nous faut donc calculer di = V(l, 2, ... ,j,j + 2, ... , n + 1). 
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On trouve: 

di= [(2-1)(3-1) ... (j-l)(j+l) ... n] 
X [(3 -2) ... (j- 2)j(j + l) ... (n - l)] X ••• 

X [(j- (j- l))(j + 2 - (j- l)) ... (n - j + 2)] 

X (n-j + l)!(n-j- l)!(n-j-2)!. .. 2! 

_ n! (n - l)! (n -j + 2)! ( · l)I( · 1)1 3121 - JX j-l x ... x 2 x n-1+ . n-1- ..... . 

n 

IJk! 
= k= 1 

j!(n-j)!' 

donc D = Î, (- af "!(nn~ ")! TI k! = (iî k!) (id..<- af) 
j=O 1 1 k=l k=l ,j=O 

n-1 

= (l-a)n IJ k! 
k = 1 

3.16. On peut procéder par récurrence, en remarquant que: 

T 1 ( u) = u donne Ti( x + ~) = x + ~ . 

On suppose la propriété vraie pour j = l, 2, ... , n - 1 . 

( l)n 1 n-1 1 
Ona x+x = xn+-;;+ L c!xk· n-k· 

X k= 1 X 

Si n = 2p + 1 , on a, en regroupant c! et c:- k , pour 1 =:;;; k =:;;; p : 

n 1 ( l)n L.p ck ( 1 n-2k) x +- = x+- - --+x n X n n-2k 
X k=l X 

= (x+ ~T -f c!Tn-2k(x+ ~), 
k=l 

avec n - 2k variant entre 1 et n - 2 . Dans ce cas, 
p 

Tn(y) = T2p+1<Y) = yn- L c!Tn-2k(y) est solution. 
k=l 
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Sin = 2p, on groupera les termes 2 à 2, sauf C~px" ·~,d'où: 

(x+~rp = x2P+ !p+C~p+pi,Ic!( n~2k+xn-2k), 
X k = 1 X 

p-1 
d'où T2p(Y) = y2P _ L c!Tn-2k(y)-C~p· 

k=I 
On a bien existence d'un tel polynôme T n , qui est de degré n, uni­

taire. 

p 1 1 n 1 0 . 2n 1 our z comp exe te que z + -;; = , soit z = - , on aura 
z 

Tn(z+~)=o. 
0 2n l , . , i(2k+ l)it/2n k 0 1 2 1 r z = - equ1vaut a zk = e , pour = , , ... , n - , 
1 

et - = ik d'où : 
zk 

1 (2k + 1 ) zk + Z,: = 2 cos 2n 1t = xk , valeur réelle qui annule T n . 

Pour k = 0, 1, ... , n - 1 , les angles 0k = 2~: l 1t varient en croissant de 

21tn à 1t - 21tn , et donnent n valeurs distinctes des cos 0 k : on a les n zéros 

réels distincts de T n , polynôme de degré n. 

n-I 
1 

On a donc Tn(x) 
a.k 

= L. <2k + I)1t 
k = o x- 2cos-'------"""-

2n 
1 avec a.k = --------

( 2 (2k + 1)1t) T'n cos 2n 

3.17. On peut se lancer dans la vérification des propriétés des nor­
mes, mais on peut aussi aller chercher les polynômes interpolateurs de 
Lagrange, les Q_;, avec : 

n z-zk 
Q,;<z) = TI -, 

k = o zj-zk 
h<j 
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polynômes de degré n, en nombre n + 1 , qui forment une famille libre 
n 

de <Cn[X], car L, Â.iQ/z) = 0, calculé en zk donne Â.k = 0, ceci pour 
j=O 

n 

tout k. On a une base de <Cn[X] , et, pour P = L, Â.jQj, décomposé dans 
j=O 

cette base, on a N z (P) = • *• l *:·;Q;) (z,) = , *• l~•I = llPlli , 

norme usuelle cette fois sur un espace vectoriel de dimension n + 1 , 
rapporté à une base, puisque c'est la somme des modules des compo­
santes scalaires. 

Si vous y tenez, vous pouvez faire les vérifications ! 
Comme on est en dimension finie, toutes les normes sont équivalen­

tes, donc si on se donne deux ( n + 1) . uplets dans E, Z et Z' , il existe une 
constante c > 0 telle que N z os;; cN z· . 

En notant cette fois ( Pj) 0 ,.. j ,.. n + 1 les polynômes interpolateurs de 

Lagrangepourlafamille Z' ,ondoitavoirenparticulierNz(P) os;; cNz.(Pj), 

avec Nz.(P) = ! ,donc c;;;.: c0 = sup {Nz(P) ;j = 0, ... , n}. 
n 

Or, avec cette constante c0 , et pour P décomposé en L, Â.jPj , on a : 
j=O 

n n n 

Nz(P) os;; L, IÂ.jlNz(Pj) os;; L, IÂ.iJc0 = c0 L, IÂ.jl, soit: 
j=O j=O j=O 

Nz(P) os;; c0Nz.(P): c0 = sup {Nz(P) ;j = 0, ... , n} 

est la meilleure valeur de c convenant. 

3.18. On peut considérer l'expression (X2 + l)PP' + X(P2 + P'2) 
comme un polynôme en X du second degré, (P et P' devenant des coef­
ficients), pour en chercher une éventuelle factorisation. 

On a un discriminant Il valant (P2 + P'2) 2 - 4p2p•2 = (P2 _ P'2) 2, 

d' , d , - (P2 + P'2) ± (P2 - P'2) , , P' , p . 
ou es« zeros »: 2PP' egauxa - p eta- p;, ce qw 

conduit à une factorisation de Q en Q(X) = (XP + P')(XP' + P) , et on 
va chercher les zéros de chacun des deux facteurs, avec intervention de 
la dérivée logarithmique de P. 
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On sait que P admet n zéros simples > l, indexés en: 

1 D l d ' . . 'l ' . l d P' < x1 < x2 < ... < xn. one a ecompos1t1on en e ements s1mp es e p 
sera du type : 

P'(x) n 1 
P( ) = L. -+J<xL 

X i= l X-X; 

avec f(x) fraction rationnelle définie pour x > 1. 

. P'(x) . P'(x) 
On a donc hm_ P(x) = -oo et hm+ P(x) = + 00 • 

x-+xi x-+xi 

Mais alors, sur chaque intervalle ouvert ]x;, X;+ 1 [ , (pour 

1 :;;;; i:;;;; n - 1, la fonction x ----+ P(x) (x + ~~=D va s'annuler car le fac-

teur x + ~~;j a pour limites - oo et+ oo en ces deux bornes, donc, conti­

nuité oblige, il s'annule en CX; e ]x;, X;+ 1 [. 

Il en est de même de la fonction x ----+ xP(x) (~~;j + ~) car 

P'(x) 1 d + - d' , R ] [ l P(x)+x ten vers+ooenx; et-ooenxi+l• ouunp;E x;,X;+i te 

que P;P'(P;) = - P(P;). 

Comme CX;P(a;) = - P'(a;), l'égalité a; = P; impliquerait 
P'(P;) 1 P'(a;) 2 , 
P(P;) = - if; = P( CX;) = - CX; = - Pi donc Pi = 1, avec pi> 1 : c est 

exclu. 
On dispose donc déjà de 2(n- l) racines réelles distinctes (et> 1), 

pourQ. 

On en veut une de plus que l'on va chercher dans ]0, x1 [.Si P admet 
des zéros dans [O, l], soit x0 le zéro le plus près de x1 , supposé de mul-

tiplicité a, on rajoute ~ dans la décomposition de ~p· , et on récupère 
X-Xo 

deux zéros a 0 et Po dans ]x0, x1 [, par le raisonnement précédent, avec 
cependant la possibilité d'avoir a 0 = Po = 1 cette fois, donc en fait au 
moins un zéro de plus pour Q. 

Si P ne s'annule pas sur [O, l], on a lim ~((x)) + ! qui vaut+ oo, (la 
x-+0+ X X 

fraction rationnelle f est cette fois définie sur [O, + oo[), et 
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. P'(x) 1 P'(x) 1 
lim _ P(x) + x = - oo, donc ce facteur P(x) + x s'annule en un 
"~"1 

~o e ]O, Xi [, d'où un zéro de plus pour Q. On a au moins 2n - 1 zéros 
réels distincts, (et> 0), pour Q. 

3.19. Le polynôme P, unitaire de degré impair admet un zéro réel 
et deux autres, réels ou imaginaires conjugués. On note Xi la plus 
grande racine réelle, on peut alors noter z2 = x2 + iy2 et z3 = x3 + iy3 
les deux autres racines, avec soit y 2 = y 3 = 0, (et x 2 =:;;;xi, x 3 =:;;;xi), soit 
y 3 = - y 2 , non nul mais alors x3 = x2 . On a donc z2 = x2 + iy2 et 
z3 = x 3 - iy2 avec y 2(x2 - x 3) = 0 . 

Supposons xi, x 2 et x 3 négatifs. 

Les relations entre coefficients et racines donnent : 

© : a = - Xi - X2 - X3- iy2 + iy2 = - (xi + X2 + X3) ;;;;.: 0 

b = Xi (x2 + x3) + z2z3 avec : 

Z2Z3 = X2X3 +y~+ iy2(X3 - X2) = X2X3 +y~, d'où : 

2 
@: b = Xi(X2 +X3) +X2X3 +y2;;;;.: 0 

2 
@ : c = - Xi (x2X3 + Y2) ;;;;.: 0 . 

On peut tenter de voir si ces conditions a ;;;;.: 0, b ;;;;.: 0, c ;;;;.: 0 suffisent 
à donner trois zéros de parties réelles négatives. 

Si P admet trois zéros réels, xi, x2 et x 3 , on les indexe de façon que 
Xi soit le plus grand des trois. 

Sinon xi est le zéro réel, et x2 + iy2 et x 2 - iy2 les zéros complexes 
conjugués. 

P , , 1 l" a1· , 3 2 b 0 d . ' our un zero ree , eg 1te x + ax + x + c = con wt a : 

x(x2 +b) = - (ax2 +c). 

Avec a, b etc positifs, on a soit x = 0 , soit x =J:. 0 mais alors x2 + b > 0 , 

ai + c ;;;;.: 0 implique x =:;;; 0 . 
Donc a, b et c positifs donnent, si les zéros de P sont réels, trois zéros négatifs. 

On suppose maintenant que Xi est seul zéro réel, ( =:;;; 0), et que y 2 =J:. 0 . 
La relation ©, valable, donne : 

a+xi +2x2 =O. 
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Avoir x2 .;;; 0 , équivaut à a+ x1 ;;ai: 0 , soit à x1 ;;ai: - a, et comme sur 
]x1, + oo [,Pest à valeurs positives, et sur ]- oo, x 1 [,à valeurs négatives, 

on aura - a.;;; x 1 si et seulement si P(- a) = -a3 + a(a2 )- ba + c.;;; 0. 

Si aux conditions a, b, c positifs on ajoute - ba + c .;;; 0 , les trois zéros 
ont leurs parties réelles négatives. 

Vérifions alors, pour avoir une équivalence, que si les trois parties 
réelles sont négatives on a - ba + c .;;; 0 . 

En utilisant ©, @ et @, on a 
2 2 c - ba = -x1 (x2x3 + y2) + (x1 + x2 + x3)[x1 (x2 + x3) + x2x3 + y2] 

2 
= (x2X3 + Y2)(- X1 + X1 + X2 + x3) + X1 (x2 + x3)(x1 + X2 + X3) 

2 = (x2x3 + Y2)(x2 + X3) +Xi (x2 + X3)(x1 + X2 + X3), 

;;ai: 0 

il me semble que cela donne bien c - ba .;;; 0 . 
Finalement, les trois zéros de P ont une partie réelle négative si et 

seulement si a ;;ai: 0, b ;;ai: 0, c ;;ai: 0 et ba - c ;;ai: 0 . 

3.20. a) Soit d un diviseur de n, si on note :;gd l'ensemble des entiers 
k de {l, ... , n}, de p.g.c.ddavecn, (donc k /\ n = d), les :;gd forment une 
partition de {l, ... , n} si d décrit l'ensemble des diviseurs den. 

De plus, k /\ n = d équivaut à l'existence de p.;;; S tel que k = pd, 

, . , n d p etant premier a d , one : 

:;gd = {pd ; i .;;; p.;;; S· p /\ S = i}. 
On a alors Xn - 1 = TI ( TI (x- exp 2ik1t)), avec 

dln ke91d n 

TI (x-exp 2ik1t) = Il (x-exp ~) 
ke 9J n n n nid 

d P~d,·P"'d,=l 

donc Xn - 1 = Il C?n(X). 
dln d 

= C?n(X}, avec les notations de l'énoncé, 
d 
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Comme les ~ décrivent l'ensemble des diviseurs de n si d parcourt 

l'ensemble des diviseurs de n, on a aussi : 

xn -1 = II <i>d(X). 
dln 

Prouvons, par récurrence, que les <i>r(X) sont à coefficients entiers. 

On a <p1(X) = X-1 e 7L[X]. 

Si on suppose que pour tout r :;;;; n - 1 on a <i>r(X) dans 7L[X], comme 

<i>n(X) X II <pd(X) = Xn - 1, on sait déjà que <i>n(X) est unitaire, (les <i>d 
dln 
d*-n 

le sont par définition), à coefficients dans CG a priori, mais en posant, avec 

<i>n de degré p, et q = n-p, <i>n(X) = xP + ap_ 1Xp-l + ... + a0 , (les ar 

rationnels) et II <pd(X) = Xq + bq_ 1Xq- l + ... + b0 , (les bs entiers), par 
dln 
d*-n 

produit, le coefficient de Xn - 1 = xP + q- 1 est : 

0 = ap- l + bq- l d'où ap- l = - bq- l entier; 
puis le coefficient de xn- 2 ' (si n;;;;:: 2) sera: 

0 = ap_ 2 +ap_ 1bq_ 1 +bq_ 2 ,avecap_ 1,bq-l etbq_ 2 entiers d'où 
ap_ 2 entier, et, par récurrence, en allant jusqu'au terme de degré q, on 

justifie l'appartenance des aj à 7L, en prenant le terme de degré x!+q, 

d'où 0 =ai+ I, akbz, avec ap = 1, et aj+l•aj+ 2, ••• ,ap-l déjà 
k+l=j+q 

entiers. 
j<k~p 

b) On a <i>n(a) X II <i>d(a) = an - l, et par hypothèse p divise <i>n(a), 
dln 
d*-n 

donc p divise an - 1 , soit an = 1 dans le corps 7L/ p7L = K, donc dans 

le groupe multiplicatifK*, l'ordre de a divise n. 

Par ailleurs, l'identité Xn -1 = II <pd(X), appliquée avec n = d' un 
dln 

diviseur strict de n, et pour X = a , donne : a cr - 1 = II <p d( a) , avec les 
dJ<l 

<pd(a) tous premiers àp, d'où acr =F- 1 dans 7Llp7L : l'ordre de a dans K* 
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est n. Comme a ~ O(p) , par le petit Théorème de Fermat on a 

aP- 1 = 1 dans 'Il./ p'll. , d'où p - 1 multiple de n, soit p du type A.n + l. 

c) On suppose qu'il n'existe qu'un nombre fini de nombres premiers 
de la forme A.n + 1 , soit b leur produit et m = nb . 

L'identité xm - 1 = 'Pm(X) . TI <pd(X) = 'Pm(X)'l'm(X) est obtenue 
dlm 

d*m 
avec des polynômes 'Pm et 'lfm premiers entre eux car sans zéros com­
muns, comme on l'a vu au a). 

Comme 'Pm, et 'lfm qui est un produit de polynômes cyclotomiques, 
sont dans '/l.[X] donc dans @[X], il existe, (Bézout) deux polynômes U et 
V dans @[X] tels que 1 = U(X)<pm(X) + V(X)'lfm(X), d'où après multi­

plication par un entier pour rendre entiers les coefficients de U et V, 
l'existence de a entier> 0, et de deux polynômes R et S de '/l.[X] cette 
fois, tels que : 

a = R(X)<pm(X) + S(X)'lfm(X), d'où a fortiori: 

a = R(a)<pm(a) + S(a)'lfm(a). 

Toutdiviseurpremierp de 'Pm(a) divise am - I = <i>m(a)'lfm(a), donc 

est premier avec a, mais alors est aussi premier avec 'If m (a) = TI <pd( a) , 
dlm 

d*m 
(sinon il diviserait a), donc d'après le b) un tel p est du type 
p = 1 + A.m = 1 + A.bn : p est du type 1 + kn, c'est donc l'un des nom­
bres premiers dont le produit vaut b, donc p divise 1 : c'est absurde sauf 
si <i>m(a) = 1. 

Or 'Pm est un polynôme de degré;;;;.: 1 et il existe une infinité de 
valeurs a et de couples (R, S) vérifiant l'égalité du type 
a = R(X)<pm(X) + S(X)'lfm(X) : on peut multiplier cette relation par un 
entier quelconque. 

Il existe donc a entier> 0 tel que 'Pm (a) =F- 1 , ce qui achève de justifier, par 
l'absurde, l'existence d'une infinité de nombres premiers du type A.n + 1 . 

3.21. Déblayons le terrain. Comme on travaille sur <C:[X], on peut 
écrire Pn + Qn = Rn sous la forme Pn + Qn -Rn = 0, et, avec A. racine 

nième de - 1 et R 1 = A.R, sous la forme symétrique Pn + Qn + R~ = 0 , 

le remplacement de R par R 1 ne changeant rien quant à une éventuelle 
proportionnalité des polynômes. 
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Justifions le résultat par récurrence sur le plus grand degré, en intro­
duisant la propriété : 
9'q : ('v'(P, Q, R) e (<Cq[X])3, Pn + Qn =Rn~ P, Q, R proportionnels) ; 

9'0 est vérifiée, les trois polynômes étant constants. 
On suppose .9,. vraie pour 0 .;;:;; r < q . 
Soient (P, Q, R) e (<Cq[X])3 , avec Pn + Qn = Rn. 

Comme un zéro commun, x0 , à deux des trois polynômes P, Q et R 
annule le troisième, après simplification par X - x0 , on se retrouve avec 
trois polynômes de <Cq-i[X], qui seront proportionnels d'après .9'q- i, 

d'où P, Q et R proportionnels, et ~ vérifiée dans ce cas. 
On suppose donc P, Q et R deux à deux premiers entre eux et, (symé­

trie des rôles joués), P par exemple de degré le plus élevé, q, sinon P, Q 
et R seraient dans <Cq-i[X], avec .9'q-i vraie. 

On a Pn = Rn -Qn, ce qui se factorise, si on introduit: 

co =exp (2i ;), en: 

n-i 
Pn = Il (R-cokQ). 

k=O 

Pour k =F- k', k et k' dans { 0, 1, ... , n - 1} , les polynômes R- cokQ et 

R- cok'Q sont premiers entre eux, car un zéro commun, a, serait tel que 
k k' k k' R(a) = co Q(a) = co Q(a) avec co =F- co , d'où Q(a) = R(a) = 0 ce 

qui est exclu, (RA Q = 1). 

Soit a un zéro de R- cokQ, a est zéro de P, donc (x-a)n divise Pn, 
k' 

et comme a n'est pas zéro des facteurs R - co Q, pour k' =F- k , c'est qu'en 

fait (X-a)n divise R-cokQ. 

En écrivant R- cokQ = (X - a )nRi , et en recommençant le raison­

nement pour un zéro, b, de Ri, on aura (X-b)n qui divise Ri, et on 

justifie ainsi que chaque R- cokQ est du type (Sk)n, avec Sk e <C[X]. 

En particulier, ( n ;;;;.: 3) , on a les trois relations : 

!R-Q = S~ 
R-coQ = s~ 
R-co2Q = s;. 
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Sn Sn 
Les deux premières donnent, ( ro =F- 1) : R = 1 - 00 0 et 

1-ro 
Sn-Sn 

Q = -11 0 , d'où, en remplaçant dans la troisième : 
-ro 
1 Sn Sn 2 Sn . ( - ro) 2 = 1 (1 - ro ) - ro( 1 - ro) 0 , soit encore : 

Sn l Sn Sn llnS n llnS n Sn 
2 = ( +ro) 1 -ro 0 ,ou((l+ro) 1) = (ro 0) + 2 , 

et on sent approcher l'hypothèse de récurrence car, R- rokQ étant de 

degré q au plus, avec R- rokQ = (Sk)n, on a chaque Sk de degré< q: 
ils sont dans «=q- 1 [X] . 

Donc les polynômes S0, S1 et S2 en particulier sont proportionnels. 
En écrivant Sk = Â.kS pour k = 0, l, 2 , avec des Â.k complexes, on 

À~ - OOÀ~ n n . À~ - À~ n n 
obtient R = l S = aS , pws Q = -1-- S = ~S , avec a et 

-ro -ro 
2 

~complexes, d'où Pn = Rn -Qn = (an - ~n)Sn , donc P = ySn, avec y 
. ième d n A.n racmen e a -p . 

On obtient bien P, Q et R proportionnels, d'où .9'q vérifiée. 

3.22. On introduit les polynômes interpolateurs de Lagrange asso­
ciés aux entiers k, k + 1, ... , k + n, en notant, pour 0 :s;;,j :s;;, n, 

L.(X) = TI (X-_(k+r)). 
J 1-r 

r=O 

r*'j 

Le polynôme P, de degré n, se décompose dans cette base des Lj en 
n 

P = L P(k + j)Lj, et, si on justifie que, pour tout i de 7L, L/i) est dans 
j=O 

7L, les P(k + j), (0 :s;;, j :s;;, n) l'étant, on aura bien P(i) dans 7L. 

On a L/i) = TI (i ~ k- r). C'est un rationnel, de dénominateur 
r=O 1-r 
r*'j 

(- l)n-1j!(n-j)!. 
Le numérateur est nul si i-k e {O, 1, ... ,j-1,j + 1, ... , n}, donc 

dans ce cas L/i) = 0 est dans 7L ; et si i - k = j, on a Lj(k + j) = 1 , 
dans 7L aussi. 
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Il reste à examiner le cas de i tel que i - k > n ou i - k < 0 . 
Commençons par i > k + n . 
En posant i - k = n + p , p ~ 1 , le numérateur de Lp) est 

(n + p)(n + p-1) ... (n + p-j + l)(n + p-j-1) ... p, d'où en fait: 

L .(") = (- l)n-j (n+p) ... (n+p-j+l) (n+p-j-1) ... p 
J t .1 X ( _ ")f J· n J. 

( l)n-jcJ cn-j . b" d .,, = - n + p n + p - j - 1 qw est ien ans u.. 

Enfin, pour i - k < 0, si on pose i - k = - q, q ~ 1 , on obtient pour 
numérateur de L/ i) , le produit : 

(- q)(-q-1) ... (-q-j+ l)(-q-j-1) ... (-q-n) 

= (- l)nq(q + l) ... (q + j-1) · (q + j + l) ... (q + n), donc 

L.(i) = (- l)'° (q+j-1) ... (q+ l)q. (q+n)(q+n-1) ... (q+j+ 1) 
J j! (n-j)! 

= (- l)'°C{+j-Ic;~~' là encore dans 7L. 

Chaque L/i) étant dans 7L, P(i) est dans 7L, pour tout ide 7L. 

3.23. Pour faire apparaître a _P. quelque part, on peut, si a est zéro 
q 

d'ordre or. de P, penser à factoriser (X-a)a. et écrire 

P(X) = (X-a)a.Q(X), avec Q(a):;t:O. 

Les zéros d'un polynôme étant isolés, il existe alors Tl > 0 tel que sur 
la boule fermée de centre a de rayon fl, Q ne s'annule pas, et âj(a, Tl) 
étant un compact de IR, Q est bornée sur ce compact d'où l'existence 
d'une constante M telle que 0 < IQ(x)I :;;;;; M sur âj(a, Tl). 

Soit alors (p, q) e 7L x IN*. Si la -~I >Tl, si on impose à c > 0 cherché 

d'être tel que fl~c, pour q~l et r>O on aura fl~c~~. d'où 
q 

ia-~I >i-
Retenons la condition r > 0 , à imposer, ainsi que c :;;;;; Tl . 
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Mais a*~ et a est le seul zéro de P sur &j(a, Tt), donc P(~) est non 

nul, d'où, qd0PP(~) étant entier puisque P e 7l[X], ll0PP(~)I ~ l, et 

l'inégalité : 

la _f!.la ~ 1d.P d'où l'on déduit: 
q Mq 

la -~I ~ Ml/a :Cd.Pla), pour les ~ dans &j(a, Tt). 

En posant c = inf (Tt, M!/a), et r = d:P , (nombre > 0), on a bien 

c > O et r dans IR tels que, 'l;;l(p, q) e 7l X IN*, on ait I~ -ai ~ i · 
b) En fait, si on fixe q dans IN*, l'ensemble Aq des !!. , p dans 7l, est 

q 
fermé dans IR, ne contient pas a, donc ô = d(a, Aq) est une distance 

strictement positive, et si d est un nombre > 0 tel que ô > ~ , on aura, 
q 

'l;;fp e 7l, la -~I ~ Î. On n'a pas de mal à obtenir cette infinité de 

couples! 
c) On peut justifier le résultat par récurrence sur n, degré du 

polynôme P. 
Si P de 7l[X] est de degré l, son seul zéro est dans <6>, donc le pro­

blème ne se pose pas. 

Si P de 7l[X], est de degré 2, avec a irrationnel, zéro d'ordre> ~ = 1 , 

ici a est zéro double et P s'écrit P(X) = b(X-a)2 , avec be 7l, d'où 
P(X) = bX2 - 2abX + ba2 dans 7l[X], d'où 2ab dans 7l et a dans <6>: 
exclu. 

Notons .9'n la propriété : si P de 7l[X], de degré n, admet a pour zéro 

irrationnel, a est de multiplicité :s;;; ~ • 
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On vient de voir que gi2 est vérifiée. On suppose les propriétés gik , 

2 :s;;; k :s;;; n vérifiées, et soit P e 7l[X] , de degré n + 1 ayant un zéro irra­
tionnel a. 

Procédons par l'absurde en supposant la multiplicité de a strictement 
•. • n+I n+l~2+1 1 supeneure a - 2-, avec - 2- ,.... - 2- > . 

Les polynômes P et P' ayant a pour zéro commun dans IR, ne sont 
pas premiers entre eux dans IR[X], or ils sont dans 7l[X], donc dans Gi:l[X], 
et a fortiori ils ne sont pas premiers entre eux dans Gi:l[X]. 

Mais alors, si P est irréductible dans Gi:l[X], il ne peut pas avoir de 
diviseur autre que 1 et P dans Gi:l[X], (à une constante multiplicative 
près), donc il est premier avec P' dans Gi:I, ce qui est exclu. 

En décomposant P dans Gi:l[X], on peut écrire, 

soit P = PiP2 avec Pi et P2 premiers entre-eux dans Gi:l[X], 
soit P = P; avec Pie Gi:l[X] et r ~ 2. 

Dans le premier cas, a est zéro de Pi par exemple, et pas de P 2 , avec 

ul . 1· . • n + 1 doP i + 1 . b d mi • • une m up 1c1te > - 2- > 2 , ce qm est a sur e car .:rdop1 est ven-

fiée, et Pi de Gi:l[X] est proportionnel à un polynôme de 7l[X], le facteur 
de proportionnalité étant une constante. 

Dans le deuxième cas, avec a zéro de multiplicité <Xi dans Pi, il l'est 
de multiplicité <Xi r dans P. 

De plus, si Pi est de degré ni, Pest de degré n + 1 = rni. 

• rni , • ni 
On a par hypothese <Xi r > T, d ou <Xi > 2 , avec ni :s;;; n : comme 

gin est supposée vraie, c'est absurde, là encore Pi étant proportionnel, 
1 

avec facteur de proportionnalité constant, à un polynôme de 7l[X]. 
On a bien gin+ i vérifiée, d'où le résultat par récurrence. 

3.24. On suppose le polynôme P de <C:[X], de degré n ~ 2 , (pour que 
le polynôme dérivé ait des zéros), et, Pétant scindé sur <C:[X], on l'écrit 

n 

P(X) = Â. Il (X- zk), avec zk = xk + iyk et Yk = lm (zk) > 0 pour 
k=i 

k = 1, 2, ... , n , les zk ne sont donc pas forcément distincts. 
n 

On pose Q(X) = Â. Il (X-zk), donc P(X) = (X-zi)Q(X) et 
k=2 

P'(X) = Q(X) +(X- zi)Q'(X). 
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Supposons que z0 = x0 + iy0 soit un zéro de P' , avec 
Yo = lm (z0) os;; 0 . 

On a z0 * zk, k = l, ... , n, et comme z2, •.• , zn sont les zéros de Q, 
Q(z0) * 0. Mais comme Q(z0) = - (z0 - z1)Q'(z0), on a aussi 

Q'( ) 0 d' , Q(zo) . 1 
z0 * , ou z0 - z1 = - Q'(zo), ou mieux, z0 - z1 = - Q'(zo), ce 

Q(zo) 
qui va permettre d'aller chercher la dérivée logarithmique et d'écrire: 

1 

Comme lm (z0) os;; 0 et lm (zk) > 0 , pour k = 1, ... , n, on a 

1 ( n 1 ) lm (z0 -zk) < 0, donc lm -- > 0 et aussi lm L -- > 0. 
Zo-Zk k=2 Zo-Zk 

En passant à l'inverse, puis à l'opposé, on obtient une partie imagi­
naire strictement positive, et en ajoutant z1 , avec lm (z1) > 0, il vient 

lm (z0) = lm (z1) +lm [- n ~J > 0, ce qui contredit l'hypo­

L zo-zk 
k=2 

thèse lm (z0) os;; 0 du départ, qui est donc absurde. Donc les zéros de P' 
ont leurs parties imaginaires strictement positives. 

3.25. Supposons que P admette m racines distinctes, Â.1, ... , Â.m de 

multiplicités respectives cx1, ••• , cxm , et que P - 1 en ait n, µ 1, ..• , µn , de 

multiplicités ~ 1 , .•• , ~n. Comme Pet P - 1 n'ont pas de racine commune 

(sinon - 1 = 0 }, les Â.; et les µj sont distincts. 
m 

De plus, P et P' ont m' = L (<X; - 1) racines communes, (comptées 
i = 1 m 

avec leurs multiplicités), soit, avec d = L <X; = degré de P, 

m' = d - m racines communes. i = 1 
n 

De même P-1 et P' ont n' = L (~i-1) = d-n racines commu­
j= 1 

nes, (comptées avec leurs multiplicités). 
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Comme P et P - 1 sont sans zéro commun, P' admet au moins 
m' + n' zéros, comptés avec leurs multiplicités, d'où: 

d - 1 = degré de P' ;;;;.: m' + n' = d - m + d - n , soit encore : 
d:SO;m+n-1. 

Vu les rôles symétriques joués par P et Q, on a également m racines 
distinctes de Q, (les mêmes Â.; ), et n de Q - 1 , donc si ô est le degré de 
Q, on a aussi ô :os; m + n - 1 . 

Mais alors, P et Q sont nuls sur les m valeurs distinctes Â.; , et valent 
1 sur les n valeurs distinctes, (et distinctes des Â.; ), µj , donc P - Q, de 
degrém+n-1 auplus,s'annulem+n foisd'oùP-Q = 0 etP = Q. 

3.26. On constate que A est toujours de rang ;;;;.: 2, (a * 0 car 

d0 P = 2 , et le mineur 1 ~ ~ 1 * 0 ). 

Par ailleurs A est la matrice des composantes de P, XP, Q et XQ dans 
la base canonique {X3, X2, X, 1} de <I::3 [X]. 

Si A est de rang 2, avec {XP, P} famille libre, on a deux scalaires Â. et 
µ tels que Q = Â.XP + µP, avec d 0 P = d 0 Q = 2 donc Â. = 0 , et Q, 
proportionnel à P admet deux racines communes avec P. 

Réciproquement, si P et Q ont mêmes racines, ces polynômes sont 
proportionnels, et si Q = µP, XQ = µ(XP) donc A est de rang 2. 

Si A est de rang 3, on a des scalaires a, p, y, ô non tous nuls tels que 
aP + PXP + yQ + ôXQ = 0, soit encore : 

CPX+a)P = - (ôX+y)Q. 
Mais alors, en factorisant P sur <I::[X], on a soit deux racines distinctes 

pour P, et l'une annule Q, soit une racine double Â. pour P, mais (X-Â.)2 

divise - (ôX + y)Q, donc Â. annule Q: dans tous les cas Pet Q ont au 
moins une racine commune, et une seule .sinon A serait de rang 2. 

Si P et Q ont un et un seul zéro commun Â.. On peut écrire 
P = a(X-Â.)(X- µ) et Q = a'(X- Â.)(X- µ') avecµ*µ', d'où l'égalité 
a'(X-µ')P = aa'(X-Â.)(X-µ)(X-µ') 

= a(X-µ)Q, 
soit a'XP - a'µ'P - aXQ + aµQ = 0, avec aa' * 0 et µ * µ' d'où une 
combinaison linéaire non triviale, nulle, entre P, XP, Q et XQ. Ces poly­
nômes forment une famille de rang 3 au plus, et pas de rang 2 sinon P 
et Q auraient 2 zéros communs. 

Donc rang A = 3 <=> P et Q ont un seul zéro commun. 
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Il en résulte que rang A = 4 <=> P et Q n'ont aucun zéro commun, 
donc rang A = 4 - nombre de racines communes. 

3.27. Le polynôme P, de degré n - 1 , admet n - 1 racines comple­

xes. On a (X- l)P(X) = Xn -1 et P(l) 1' 0, donc les racines de P sont 
l . ièmedl' ., fl es racines n e un1te, sau . 

Sin = l, Pest constant, c'est donc n;;;.: 2 qu'il faut supposer. 

2ik !!: 
Soit alors 0k = e n, avec 1:;;;;; k:;;;;; n-1, l'un des n-1 zéros de P, 

2ikm !!: ., 
on aura (0k)m = e n qui reste une racine n1eme de l'unité, et c'est 1 si 
et seulement si km est multiple de n, donc s'il existe p entier tel que 
km = pn. Mais alors : 

1°) si m et n sont premiers entre eux, n divise k, avec 1 :;;;;; k :;;;;; n - 1 

c'est impossible, et m An = 1 => (0k)m 1' 1 ; 

2°) si d est le p.g.c.d de m et n, avec d 1' 1 , en prenant k = S , on a 

km = n · ~ entier multiple den, (~ e IN), donc (0k)m = 1. 

En notant.9f" l'ensemble des racines de P, cet ensemble est stable par 
l'application z ---+ zm si et seulement si met n sont premiers entre-eux. 

Et en fait, il est invariant car dans ce cas l'application z ---+ zm est injec­
tive sur ~ car avec k 1' k' , tous deux entre 1 et n - 1 , on a par exemple 

2i(k'-k) !!: m 

k < k' et e: = e; ' si et seulement si e n = 1 ' soit avec 
1 :;;;;; k' - k < k' :;;;;; n - 1 , si et seulement si (k' - k)m est multiple de n, ce 
qu'on a vu être impossible au 1°. 

Donc l'ensemble des racines de Pest invariant par z ---+ zm si et seu­
lement si m et n sont premiers entre eux. 

3.28. a) La fraction rationnelle Rest de classe C~ au voisinage de 
z0 , zéro d'ordre k, et, par Taylor Young à l'ordre k, on peut écrire: 

RCkl(zo) k 
R(z) = k! (z -z0) (1 + E(z)), avec lim E(z) = 0. 

z--+ 'o 
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Pour mettre en évidence la partie imaginaire de R(z) lorsque z décrit 
le cercle de centre z0 et de rayon r, on va tout écrire à l'aide des modules 
et arguments. 

R(k)(zo) 
D ÎŒ 0 · i9 ( e · • ) rosons k! = pe , p > , puis z - z0 = re , ce sera qui vane , 

et 1 + E(z) = a(z)eicp(z), avec a(z) > 0, et, comme lim (1 + E(z)) = 1, 
•~•o 

on a lim a(z) = 1 et lim <p(z) = 0 : on impose à r = Jz - z0J d'être 
•~•o •~•o 

assez petit pour que l'argument, <p(z), de 1 + E(z) reste dans [- ~· ~], 

(disons 3r0 > 0 tel que 0 < r :s;; r0 ~ l<i>(z)I :s;; ~). 
Alors l'argument de R(z) sera k0 +a+ <p(z), et la partie imaginaire 

de R(z) est du signe de sin(k0 +a+ <p(z)). 

Posons 0p = ~ (pn+~-a),onaura 
1t k0p +a+ <p(z) = pn + 2 + <p(z), 

1t [1t 31t] avec 2 + <p(z) E 4, 4 pour 0 < Jz-z0J :s;; r0 • 

Mais alors si p est pair le sinus de (k0p +a+ <p(z)) est> 0, et si p est 

impair il est négatif, (bien sûr z = z0 + reiap dans l'expression <p(z) ). 

Pour p = 0, 1, ... , 2k, on obtient les bornes de 2k intervalles consé-

cutifs, entre ~ (~ - a) et ~ (~ - a) + 2n , intervalles tels que 

sin(Arg (R(z))) soit de signe contraire aux extrémités, d'où 2k zéros de 
lm (R(z)) sur chaque cercle de rayon r E ]O, r0 ], centré en z0 . 

b) Avec (Â., µ) = (1, 0), puis = (0, 1), on obtient déjà le fait que P 
et Q ont tous leurs zéros réels. Vu la symétrie des rôles de P et Q mon­
trons qu'entre deux zéros consécutifs a et b, (a< b) de P, Q s'annule. 

Sinon x ~ R(x) = ~~~ est définie sur [a, b], nulle en a et b, donc, 

(Théorème de Rolle), il existe c E ]a, b [ avec R'(c) = 0. 

La fraction rationnelle S définie par S(x) = R(x)- R(c) admet alors 
c pour zéro double : il existe donc un r > 0 assez petit pour que 
a < c - r < c + r < b , et que sur le cercle de centre c de rayon r, 
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lm (R(z)-R(c)) s'annule au moins quatre fois. Comme ici R(c) est 
réel, (Pet Qsont à coefficients réels), on a lm (R(z)) qui s'annule quatre 
fois : l'un des zéros, notons le z0 , n'est pas réel, et 
R(z0) = Re(R(z0)) + i lm (R(z0)) = Re(R(z0)) = µ est réel, et 

P(zo) O d' ' ' · · · ( ' 1) d l A Q(zo) - µ = , ou un zero 1magmaire, z0 , non ree , u po ynome 

P- µQ, ce qui contredit l'hypothèse. Donc Q s'annule sur [a, b]. 

3.29. Soit 0 l'argument des deux racines, qui peuvent donc s'écrire 
;a ;a ( ) ;a 2;0 d' , p1e et p2e , on aura s = p1 +p2 e et p = p1p2e ou 

2 2 2 2 
s (P1 + P2) = 4 + (P1 - P2) s ( p = PiP2 PiP2 et la condition p ~ 4, en particulier 

2 i est réel). 

2 

Réciproquement, si s et p sont tels que i soit un réel supérieur à 4, 

2 

le discriminant de X2 - sX + p s'écrit Li = s2 - 4p = p (i- 4) . 

2 
·e s 

Posons s = ae' , (a> 0 car p ~ 4 n'admet pas le cas s = 0 ), et 
2 

-!.... = 4 + b2 avec b ~ 0. p 
a2/i0 a2b2/i0 

On aura p = -- et Li = d'où les racines 
4 + b2 4 + b2 

+ ( A)112 = ;a+ ab ;a s_ il ae _ ~ e 
.J4 + b2 

i0 

= Q (J4+b2 ±b). 

Comme J4 + b2 -b est un réel positif, les deux racines ont même 

argument 0, et pour modules respectifs ~ (J4+b2 -b) et 
4+b2 

~ (J4+b2 +b). 
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2 

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc i réel supé-

rieur ou égal à 4. 

3.30. Parmi toutes les matrices de ~(O::) figurent les matrices dia­
gonales, qui vont conduire à un calcul plus simple des Ak , que l'on éten­
dra aux matrices diagonalisables puis quelconques. 

Aussi je commence par supposer A diagonale : 
A = diag {Î1.1, ... , Â.n) . On a A1 = A(A- (trace A)ln) = A 2 - cr 1 A, avec 

cr1 somme des racines. Comme A 2 = diag (Â.i, ... , Â.!), la trace de A1 
n 

sera L Â.i - cri , et on comprend qu'un calcul sur les fonctions symétri­
i = 1 

ques des racines s'amorce. 
Notons cr1, cr2, ... , crn les fonctions symétriques élémentaires de 

Â.1, Â.2, ... , Â.n • 

On a ai = l*/;J = J, (À/+ 2 l • t; •. À;À; 

n 

= :L <Â./ + 2cr2, 
j=l 

n 

donc trace (A1) = L (Â.)2 - cri = - 2cr2, et on a: 
j=l 

2 = A(A -cr1A+cr2In). 

On peut alors essayer de justifier, par récurrence sur k, le fait que Ak 
est un polynôme en A, noté Pk(A), de degré k + 1, avec: 

~: Pk(X) = x(xk+}: (- Ilcrpxk-P), 
P=l 

et si on y parvient, on obtiendra An = AXA(A), XA(X) étant le poly­
nôme caractéristique de A, d'où XA(A) = 0, (Cayley Hamilton) et la 
nullité de An dans ce cas. 

Les relations Ji1 et Jl2 sont vérifiées. 



108 Polynômes 

Supposons les ~ vérifiées jusqu'au rang k. 

Alors Ak + 1 = A( Ak - k ! 1 trace (Ak)In), 

( k+l ~ p k+l-p 1 ) =A A + ~ (-1) <JpA -k+l(traceAk)In, 
p=l 

d'après l'hypothèse de récurrence utilisée pour exprimer Ak = Pk(A), 
et on aura ~ + 1 vérifiée si on justifie l'égalité : 

1 k+l 
- k+ 1 trace (Ak) = (-1) crk+l• 

ce qui permettra de faire rentrer le dernier terme dans la somme. 

Comme A est diagonale, ainsi que les puissances de A, la trace de Ak 
est facile à exprimer, par linéarité de la trace, et on veut justifier que : 

<rare {A.J = •*I À:• I + ,t (- !f G{*I À:•l-p) = {- l)'(k + !)G,.1, 
où encore que l'on a la relation notée .9t: 

.9/: ;*/":+ 1 = (-ll(k+l)crk+ 1+P*1(-ll+ 1cr{;*1Â.:+l-pJ. 

Pour justifier cette relation .9f, si ( a 1, ... ,an) est un n.uplet d'entiers, 

""" a 1 a 9 an je vais noter ~Â.1 Â.2 - ... Â.n le polynôme symétrique contenant 
al a2 an 

Â.1 Â.2 ··· Â.n · 

Par exemple, crp sera noté I,Â.1 ... Â.p, ou cr1 sera noté I,Â.1. 

On a alors: 
n 

I.Â.;+ 1 = I.Â.~+ 1 = I.Â.1LÂ.~-I.Â.1Â.; 
j= 1 

= 0 1 I.Â.~-<I.Â.1Â.2 I,Â.;- 1-I.Â.1Â.2Â.;- 1) 

= cr 1 I.Â.~ - cr2 I.Â.~ - 1 + I.Â.1Â.2Â.;- 1. 

n 

Pour simplifier les notations, posons sk = L Â.; = LÂ.~ avec notre 

notation, on a vérifié les égalités : 
j= 1 
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Sk+l = 0'1Sk- LÂ.1Â.; 

= 0'1Sk-0'2Sk-l + LÂ.1Â.2Â.;- 1. 

Supposons justifiée l'égalité, pour p < k : 
p 

sk+1 = 2. <- I)i- 1cr;Sk+1-i+ <-il 2.Â.1Â.2 ... Â.pÂ.;:~-P. 
i = 1 

C'est vrai pour p = 1 et 2. 

Supposons d'abord k - p ;;:., 2 . 

0 al 'lk+l-p 'l 'lk-p 
n a ors, avec "'p + 1 = "'p + 1 · "'p + 1 

2.Â.1 Â.2 ... Â.pÂ.;: ~ -p = 2.Â.1 Â.2 ... Â.p + 1 2.Â.~ -p - 2.Â.1 ... Â.p + 1 Â.; :~. 
car si on calcule le produit : 

(2,Â.1Â.2 ... Âp+ 1 )(2,Â.;:~), en développant, on obtiendra en 
fait: 

( . . L . Â.;1 Â.;2 ••• Â.;P + J( i Â.;- P) , et j peut être l'un 
lEiz1<•2< ... <•p+1""" .j=l 

des ik, d'où des termes en Â.; ... Â.; (Â.; )k+ l -pÂ.; ... Â.; termes que 
1 r-1 r r+l p+I 

l'on voulait, mais il y a en trop tous ceux avecj qui n'est pas l'un des ik, 

et dont la somme, si k + 1 - p > 1 , donne l'expression symétrique notée 

LÂ.1 ··· Âp+ 1Â.;:~, ceci parce que k-p;;:., 2. 

Dans ce cas la formule devient : 
p . 

Sk+l = 2,(- l)'-1cr;Sk+1-i+(- Ilcrp+1(Sk-p) 

i = 1 

p+1 ~'\ 'l 'lk-p 
+(- 1) ~"'1··· "'p+1"'p+2• 

et on a justifié la récurrence. 
Par contre, si k - p = 1 , la fin est modifiée car alors : 

(2,Â.1 ··· Â.k)(LÂ.k) , qui représente en fait : 

( "" . L . "" Â.;1 ••• Â.;k )( i Â.j) , donne bien la somme symétri-
1 - '1 < ... < 'k - n .j = 1 

que des termes notée 2,Â.1 ... Â.k _ 1 Â.i, mais les termes obtenus en trop, 
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lorsque j ne figure pas dans {i1, ... , ik} est cette fois égale à 

(k + 1) 

conque des k + 1 valeurs du (k + 1) .uplet. 

C'est donc ( k + 1 )cr k + 1 qu'il faut retrancher, et dans l'égalité : 
k-1 

sk+l = L (- l)i-lO';Sk+l-i+(- ll-l .L'-1··· "'k-lA.~,(résultat 
i = 1 

justifié jusqu'à p = k-1, par récurrence), on remplace L,A.1 ... A.k_ 1A.i 

par crkS1 -(k + l)O'k+ 1, d'où l'égalité: 

k 

sk+ 1 = L (- l)i- lO';Sk+ 1-i + (- l)k(k + l)O"k+ 1' ce qui est bien 
i= 1 

l'égalité .9fque nous voulions justifier, (enfin moi, peut-être pas vous!). 
La relation Jlk est donc justifiée par récurrence, et conduit à 

l'expression : 

Pn(X) = x(xn+ i (- llo-pXn-p) = (- l)nX'.Xn(X), 
p=l 

avec Xn (X) = det (A- Xln) , polynôme caractéristique de A, annulé par 
A, d'où P n(A) = An = 0, si A est diagonale. 

Si maintenant A est diagonalisable, avec Q régulière et A' = Q- 1 AQ 
diagonale, la suite des A' k construite à partir de A' 0 = A' est la suite des 

Q- 1 AkQ, car la trace est conservée par passage à une matrice sembla­

ble, d'où A'n = 0 = Q- 1AnQ et An= 0. 

Enfin, dans .L,. ( <I:) , l'ensemble !?& des matrices diagonalisables est 
partout dense, et par récurrence sur k, on vérifie facilement que A 
donne Ak est continue en A, d'où par passage à la limite le résultat pour 
A quelconque dans .L,. ( <I:) . 



CHAPITRE IV 

Algèbre linéaire 

Idées générales 

• Voir si une propriété est stable par linéarité pour se ramener éven­
tuellement aux bases. 

• Pour des espaces de dimension finie, une inclusion et une égalité 
des dimensions donne l'égalité, (faux en dimension infinie). 

• Pour une application linéaire de E dans F, espaces de même 
dimension finie, (injective)<=> (surjective)<=> (bijective). C'est faux en 
dimension infinie. 

• La notion de sous-espace stable par un endomorphisme est impor­
tante, ainsi que l'existence d'un supplémentaire stable aussi, ce qui con­
duit, en dimension finie, au calcul matriciel par blocs. En particulier, 

lien entre hyperplans stables et noyaux des vecteurs propres de 1 u . 

• En ce qui concerne les valeurs propres, ne pas oublier les distinc­
tions liées à la dimension de l'espace, avec l'existence du polynôme 
caractéristique en dimension finie ; puis, en dimension finie précisé­
ment, à la nature du corps car un polynôme sur un corps K n'est pas 
forcément scindé. 

• Le calcul de An , pour une matrice carrée A, qui peut servir dans 
des séries en « puissances de A » peut se faire de plusieurs façons : 

1°) en diagonalisant, si c'est possible, (exercice 4.1); 
2°) en utilisant Cayley Hamilton, ou tout polynôme Q annulant A, 

qui conduit, en divisant Xn par Q, à un calcul facile, (voir exercice 4.3); 
3°) pour obtenir Q annulant A, on peut mettre A sous la forme 

A = B + C avec B et C qui commutent, (c'est vrai si l'une des matrices 
est celle d'une homothétie), voir 4.2.; 

4°) ne pas oublier la décomposition de Dunford, A = D + N avec D 
diagonalisable etN nilpotente qui commutent, sur L,.(<C), (4.9), (4.10). 

QJ.telgues résultats incontournables : 
• le Théorème de la base incomplète; (4.5), 
• l'existence des supplémentaires des sous-espaces ; ( 4.5 ), 
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• le théorème de factorisation d'un endomorphisme ; 
• le théorème des noyaux ; 

• stabilité des sous-espaces propres de u par v qui commute avec u ; 
• polynômes d'endomorphismes avec Bézout s'il y a du« premiers » 

dans l'air; 

• n · linéarité des déterminants par rapport aux vecteurs colonnes 
ou aux vecteurs lignes; (4.6). 

Ne pas oublier non plus : 

• que la dimension d'un sous-espace propre sur E = Kn est 
n - rang (A- Â.ln) , pour la matrice A ; 4. 7, 4.37 ; 

• que A e ~ (K) est diagonalisable sur Ksi et seulement si son poly­
nôme caractéristique est scindé sur K, avec, pour chaque valeur propre, 
une dimension du sous-espace propre égale à sa multiplicité ; 4. 7, 4.38 ; 

• mais aussi qu'un endomorphisme u est diagonalisable si et seule­
ment si il annule un polynôme scindé à racines simples, ( 4.38) ; 

• pour calculer An , ou trouver le commutant de A, si A est carrée 
d'ordre p, p petit, une jordanisation peut servir ; (en fait on détermine 

des noyaux de (A- Â.}d)k, Â.j valeur propre de A, qui doivent être stables 
par B qui commute avec A, voir 4.11 : il n'est même pas toujours néces­
saire de vraimentjordaniser); voir aussi 4.12; 

• attention au rôle symétrique des données : il se retrouve dans la 
conclusion, (voir 4.22). 

La jordanisation, (ce qui revient, dans la décomposition de Dunford, 
à prendre une base bien adaptée) est souvent utile du simple fait de son 
existence, (voir 4.26). 

Une égalité de sous-espaces vectoriels en dimension finie, c'est sou­
vent une inclusion et des dimensions égales, (voir 4.30),je me répète, je 
sais, mais c'est tellement important. 

Le fait de traiter des questions abstraites ne dispense pas de savoir 
indexer la base canonique de ..2"(E), une base de Ede dimension finie 
étant fixée, (4.37). 

Quand une notion est stable par changement de base, on a tout inté­
rêt à choisir la base la mieux adaptée, ( 4.38). 

Il peut être très utile, en dimension 2 ou 3, d'avoir une vision géomé­
trique des choses, (4.39). 

L'intuition, cela se développe. Ainsi une matrice symétrique réelle 
étant diagonalisable en base orthonormée, on peut, connaissant un pre-
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mier vecteur propre évident, chercher les autres dans l'hyperplan ortho­
gonal, (voir 4.47). 

Les matrices équivalentes, il est rare que l'on s'en serve, mais cela 
existe, (4.50). 

Quand on veut diagonaliser en dimension finie, l'adjonction (ou le 
retrait) d'une homothétie peut souvent faciliter les choses ( 4.52). 

La considération de la nature des éléments intervenant facilite sou­
vent la recherche d'un exercice. Ainsi, en 4.4, si on se persuade que l'on 
travaille dans l'algèbre des matrices, on trouvera une solution plus 
courte qu'en passant dans un espace vectoriel associé et en considérant 
l'action des matrices sur les vecteurs. 

Une redite, (mais enseigner, n'est-ce pas répéter?): la connaissance 
du cours, c'est-à-dire de la façon del' établir et non la connaissance d'une 
liste de résultats, cela doit vous permettre de l'adapter et de façonner à 
votre tour des raisonnements pour des situations nouvelles, (voir 4.23). 
C'est le but d'un apprentissage bien conduit. 
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Énoncés 

4.1. Calculer 1' exponentielle de la matrice (-
3
1 ~ -o 2 

) . 

1 1 0 

4.2. Soit la matrice A de .L,.(IR), de terme général a;1 avec a;; = 0 

et a;1 = 1 si i =F- j . Montrer que A est invërsible, calcul de A- 1 et de eA • 

4.3. Soit A = ( ~ 1~ = ! 1~ ) , calculer An pour n dans IN. 

- 14 - 6 11 

4.4. Soit A et B dans .L,.(CC:) telles qu'il existe À. dans a:: avec 
À.AB + A + B = 0 . Montrer qu'elles commutent. 

4.5. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, G un 
sous-espace vectoriel de E et L = { u e L(E, F) ; G c Ker u} . Montrer 
que L est un espace vectoriel, quelle est sa dimension. 

4.6. Diagonaliser A matrice carrée d'ordre n de terme général 
.. 2 

aij = ZJ • 

4.7. Soit 

-1 X 0 A= , , dans .L,. + 1 (IR). Est-elle la matrice d'un 

0'',, ' 
....: 1 ·x 

endomorphisme injectif; est-elle diagonalisable ? 

4.8. Soit Kun hyperplan de .L,.(IR), n ;;;:. 2. Montrer que K contient 
au moins une matrice inversible. 

4.9. Déterminer l'ensemble des matrices de .L,.(CC:) telles que 

eM = I. Quelle est l'image de .L,.(CC:) par l'application M ~ eM. 



Exercices de Mathématiques spéciales - Algèbre 115 

4.10. Soit A e .A;,(IR), montrer que det eA = /r A. 

[ 
1 2 2 J 4.11. Commutantdans.43(IR) deA = _ 1 1_1 ,etcalculdeeA. 

1 0 2 

4.12. Commutant dans .43(IR) de A = [ ~ _\ ! J. Généralisation. 

6 1 3 

4.13. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K, 
et g dans GL(E). Calculer le déterminant et la trace de l'endomor-

phisme q>: a ........+gag- 1 , de Hom (E) dans Hom (E). 

4.14. Calculer : 

a1 + b1 b1 b1 b1 

b2 a2 +b2 b2 b2 
det b3 b3 a3 + b3 ... b3 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - --

4.15. Calculer le déterminant des (CtJ_ 2)i .. i,j .. n+ i. 

4.16. Soit P un polynôme complexe. Existence et unicité de Q dans 
<I:[X.] tel que Q(O) = 0 et Q(X + 1)-Q(X) = P(X). 

On pose cj>(P) = Q,etondéfinitunesuite (Pn)ne IN de polynômes de 

<I:[X] parla donnée de P0 = 1 et la récurrence P n = cj>(P n-i) = cj>\P0). 

Montrer que les P n forment une base de <I:[X.], calcul des P n . 

4.17. Soit <I> l'application de .A;,(IR) dans .A;,(IR) qui à une matrice 
A associe sa transposée. Calculer son déterminant et sa trace. 

L'application <I> est-elle diagonalisable ? 
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[lj/l 4.18. Soit A = j / l . 

/ 1 j 

Pour X dans ~(<C), on pose 

cp(X) =AXA. 
Déterminer les valeurs propres de cj>, ainsi que son image. 

4.19. Soient A et B de L,.(<C), telles qu'il existe P non nulle dans 
L,.(<C) vérifiant AP = PB. Montrer que A et B ont une valeur propre 
commune. 

4.20. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n et <J un 
endomorphisme de E tel que <J2 = - idE . 

Montrer que n est pair et qu'avec n = 2p , il existe une base de E dans 
laquelle la matrice M de <J est la matrice blocs : 

M=(~-;P} 
4.21. Polynôme caractéristique, dans K = 71./ p71. , (avec p premier), 

de la matrice 

a 1 a 2 a 3 ... ap 

A= 
ap a 1 a 2 ... ap-l 
1 ' ' ' 1 
' ' 

' 
--:-,. a2 

a 2 - - - - - àp · a 1 

4.22. Soient A et B dans L,.(K) tels que A+ B = AB. Montrer que 
A - In est inversible. 

4.23. Soit (M;) 1 ,.,;,., n une famille de matrices de L,.(<C) nilpotentes 
n 

et qui commutent deux à deux. Montrer que TI M; = 0 . Est-ce vrai sur 
j = 1 

un corps quelconque ? 

4.24. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, G le 
groupe des automorphismes de E et a dans L(E). On pose 
Fa = {g- 1 aglg e G} . Montrer que Fa est fermé si et seulement si a est 
diagonalisable. 
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4.25. Calculer le déterminant d'ordre n: 
1 2 n-2 n+I 

XI XI ••• XI XI 

D = n 

l 2 n-2 n+I 
X2 X2 ··· X2 x2 , avec n ;;;;.: 2 . 

4.26. Soit u un endomorphisme nilpotent de E = Kn, de rang n - 1 . 
Quels sont les sous-espaces de E stables par u. 

4.27. Soient p1 et p2 deux projecteurs de E, espace vectoriel sur un 
corps K, tels que p1p2 = 0. On considère q = p1 + p2 -P2P1 . Montrer 
que q est un projecteur, dont on précisera le noyau et l'image. 

4.28. Soit un K · espace vectoriel E de dimension finie, f dans 
.2'(E), a et b deux éléments distincts de K tels que 
(f-aldE) o (f-bldE) = Ü. 

a) Établir l'existence de Â. etµ non nuls dans K tels que Â.(f- aldE) 
et µ([- bldE) soient des projecteurs. 

b) Montrer que lm (f-bldE) = Ker (f-aldE). 

c) Calculer f n pour tout n dans IN. 

d) Siab:;t:O,montrerque/estdansGL(E) etcalculer fn pourtout 
n de 1l. 

4.29. Soit (Fj)je IN, une suite de sous-espaces vectoriels de E, espace 

vectoriel réel de dimension n, les Fi étant tous de dimension p < n . 

Montrer que U Fi :;t: E . Montrer que l'on peut trouver un sous-espace 
j=O 

vectoriel W de E tel que, pour chaque j, W E9 Fi = E . 

4.30. Soient u et v deux endomorphismes de IRn . Comparer 
rg(u)+rg(v); lrg(u)-rg(v)I; rg(u+v). 

Prouver l'équivalence : 

{
lm u lî lm v = {0} 

(rg(u + v) = rg(u) + rg(v)) <::::> et 

Ker u +Ker v = IRn. 
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m Soit E = { [ ~ ; ! ) e L,(IR)}. Déterminer toutes les mam 

ces de E telles que M2 = 13 • Interprétation géométrique de ces matri­
ces. 

4.32. On pose : 

l+X2 

X 

0 

0 

X 

l+X2 

X 

0 

0 0 

X 0 

l+X2 ••• 0 
, déterminant. 

-
0 i+x2 

Montrer qu'il s'agit d'un polynôme en X, quel est son degré. Le cal­
culer. 

4.33. Soit A et B dans L,.(IR.) et M = ( z-: )­
Montrer que det M ;;;;: 0 . 

4.34. Soient P, Q, R et S dans Mn(<C). Calculer det ( ; ~) et 

det ( ~ ~ )-

Soient A, B, C, D dans Mn(<C) telles que AC = CA. Calculer 

det ( ~ ~ )-

4.35. Soit (E, 11 11) un IR espace vectoriel normé de dimension n et 
E* le dual de E, muni de la norme Ill Ill définie par 
lllcplll = sup {lcp(x)I ; llxll = l}. On note S la sphère unité du dual. 

Soit .5W = (a 1, ... ,an) une base fixée de E. On considère l'application 

f: Sn ~IR qui à (cp1, .•• , C?n) associe le déterminant des cpjCa;). 
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a) Montrer que/possède un maximum atteint. 

b) Soit ~ = (e1, ••• ,en) qui réalise le maximum def Montrer que ~ 

b d E* En -~ En d 'fi · est une ase e et que g : ~ e ime par : 

g(y1, ... , Yn) = (.i ei(ai)Yi) , est bijective. 
~=1 }EiiEin 

c) Si(e1, ... ,en) = g- 1(a1, ... ,an),montrerque(e1, ... ,en) estlabase 
duale de (e1, ... ,en). 

d) Établir que, pour tout ( cp1, ... , cpn) de Sn, on a 

f(cp1, ... , cpn) = det (cpj(ei))j(e1, ... ,en)· 

e) En admettant que, pour tout x de E, llxll = sup {lcp(x)I ; cp e S} 
montrer que pour tout j, llejll = 1 . 

4.36. Soit E un espace vectoriel sur un corps K, et Â. un scalaire de K. 

a) Si u est une affinité, (linéaire) de rapport Â., montrer que 
u2 = (Â. + I)u -Â.I. 

b) Si u de 2'(E), vérifie l'égalité u2 = (Â. + I)u -Â.I, et si u :;t: 1, 
montrer que u est diagonalisable si et seulement si Â. :;t: 1 , et que u est 
alors une affinité dont on précisera les éléments. 

On suppose Â. = 1 et u :;t: 1. Montrer que (u- 1)2 = 0, puis que u, 
non diagonalisable, n'admet qu'un sous-espace propre n'ayant pas de 
sous-espace supplémentaire stable par u. 

4.37. Soit E un espace vectoriel de dimension finie ; soit f dans 
2'(E). On pose F(u) =fou pour tout u de 2'(E). Montrer que toute 
valeur propre de f est valeur propre de F, et comparer les dimensions 
des sous-espaces propres associés. 

4.38. Soit L l'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre n. Soit 
A une matrice de L vérifiant : A 2 - 5A + 6In = 0 . On pose 
F(M) = AM + MA pour toute matrice M de .L Étudier les éléments 
propres de F. 

[ ]" 1-~ 
4.39. Soit Ot réel. Déterminer lim n 

n-++~ ()!. 
- 1 
n 
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4.40. Soit E un 0:: espace vectoriel de dimension finie, u et v deux 
endomorphismes de E. Montrer que u et v ont un vecteur propre com­
mun dans chacun des cas suivants : 

a) UV= VU, 

b) uv-vu = au,avec CI:;t:O, 

c) uv-vu = au+ ~v, avec a et~ non nuls. 

4.41. Calculer le déterminant d'ordre n, Dn, de la matrice de terme 

général a;,j avec a;,; = a + b , a;,;+ 1 = ab , a;+ 1,; = 1 , les autres a;,j 
étant nuls. 

4.42. Calculer An, avec A = (-02 ! ! ) . 
1 - 1 0 

4.43. Soit U dans .4,,(0::), et V la matrice bloc, dans ~n(O::), 

V=(~;} 
Comparer les sous-espaces propres de U et de V. Condition néces­

saire et suffisante sur U pour que V soit diagonalisable. 

4.44. La matrice : 

A= 

abO ... Ob 

b ab 0 0 
' Oba', OO 

' ' ' 
' ' ' 

0 0 0 '','à b 
b 0 0 b a 

est-elle inversible, (avec a et b réels)? 

4.45. Soit A e .4,,(IR) et i fixé dans {1, ... , n}. A toute matrice 

X = (xrs) 1 ,.. r,s,.. n on associe la matrice cp(X) avec cp(X) = X+ S(X)A 
n 

avec S(X) = L X;j. Noyau et valeurs propres de <p. 
j=l 
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4.46. Soit A dans .L,.(IR.), la matrice de terme général aij avec 
aij = 1 lorsque i = 1 ou n, ou j = 1 ou n, et 0 sinon. 

Valeurs propres, vecteurs propres. Est-elle diagonalisable ? 

4.47. La matrice: 

0 0 a1 
1 1 1 

A= 
0 0 an-1 

a1 ··· an-1 an 

est-elle diagonalisable sur un corps quelconque ? 

4.48. Va(le~r: p;o;]res et vecteurs propres de : 

A= aOcb. 
b c 0 a 
c b a 0 

4.49. Soient a et b deux nombres complexes et M la matrice de 
.L,.(<C) de terme général mij avec m;; = 0, pour tout i, et m;j = a si 
i > j, b si i <j. 

Valeurs propres, sous-espaces propres et diagonalisation éventuelle 
de M. 

4.50. Soit E un espace vectoriel sur un corps K commutatif de carac­
téristique nulle, et p1, ... , pk des projecteurs de E dont la somme est un 
projecteur. Montrer que si i "# j, P; o pi = 0. 

4.51. Soit f une application non constante de .L,. ( <C) dans <C telle 
que, pour tout couple (A, B) de matrices, on ait /(AB) = /(A)/(B). 

Montrer que /(A) = 0 si et seulement si A est non inversible. 
4.52. Soit G un groupe fini et E un espace vectoriel de dimension 

finie sur <C. Soit/un morphisme de groupes de G dans GL(E). 

Pour a dans G, on pose <p(a) = trace (/(a)). Montrer que 

<p(a- 1) = <p(a). L'endomorphisme f(a) est-il diagonalisable? 

4.53. Soit A= (a;) 1 ,,.i,j""'n' avec les relations aii = a;1 = a 1; = 1, 

pour tout i, les autres coefficients étant nuls. La matrice est-elle diago­
nalisable, si oui, la diagonaliser. 
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4.54. Soient Met N deux matrices de A;.(<I:). 

a) On suppose que M et N commutent. Soit f dans <l:[X, Y] et y une 
valeur propre de f (M, N) . Montrer qu'il existe a et ~. valeurs propres 
respectivement de M et N, telles que y = f (a, ~). 

b) On suppose qu'il existe ro, racine qième de l'unité telle que 
MN = roNM , et que N est inversible. Montrer qu'il existe des 
complexes Â.1, ... , Â.k tels que les valeurs propres de M soient 

Â.1, roÂ.1, ro2Â.1, ... ; Â.2, roÂ.2, ••• , ..• Préciser les pointillés ! 

4.55. Soit (a1, ••• ,an) dans <c:n et M la matrice dont tous les termes 

sont nuls, à l'exception de m;, n _; + 1 qui vaut a; . 

Diagonalisation de M. 

Reprendre la question dans le cas où M a au plus un terme non nul 
dans chaque ligne et chaque colonne. 

4.56. Soit A une matrice carrée d'ordre n, à coefficients dans { 0, 1}, 
de trace nulle, symétrique, et telle qu'il existe un entier d ;;;;?: 1 , tel que 
A vérifie l'égalité : 

(1) A2 +A-(d-l)ln =J, 
J étant la matrice de terme général constant égal à 1. 

Soit U le vecteur colonne de terme général l. 

a) Montrer que AU = dV, en déduire que n = d2 +1. 

b) Soient a et b les racines de x2 + x - ( d - 1) = 0 , montrer que le 
spectre de A est inclus dans {a, b, d}. 

c) Montrer que d est l'un des entiers 1, 2, 3, 7, 57. Déterminer A si 
d=loud=2. 

4.57. Soit A e A;. (IR) , de terme général aij, avec : "if i = l, ... , n , 

a;; = 0 et, "ifi=F-j, a;j+ aji = 1. Montrer que rang (A);;;;?: n- l. 

4.58. Soit un corps fini K, de caractéristique différente de 2. Calcu­

ler le cardinal de l'ensemble des A de GLn(K) tels que A 2 = identité. 

4.59. Valeurs propres et vecteurs propres de la matrice réelle carrée 
d'ordre n de terme général mij = X;+ xi, x1, x2, ••• , xn étant donnés. 
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Solutions 

4.1. Le polynôme caractéristique s'écrit: 

XA(X) = X2(3-X)+2-2X-2X = -X3 +3X2 -4X+2. On a 

XA(l) = O,d'oùXA(X) = (X-l)(-X2 +2X-2),dezérossimpleslet 
1 ±i. 

La matrice est diagonalisable sur <C, on trouve pour matrice de pas-

sage P = [-\ _ 12- i _ 12+ i J et P- 1 AP = diag (1, 1 - i, 1 + i) . 

0 1 1 

On a alors An = P diag (1, (1- i)n, (1 + i)n)P- 1 , d'où 

eA = P diag (e, e1-i, e1 +i)P- 1 , ce qui, avec P- 1 = ~ [ ~. ~. ; _4~ J 
-z-zl+z 

conduit à: 

[ 
1+2sinl 

eA = e - 1 + cos 1 - sin 1 

sinl 

2sinl 
cosl - sinl 

sinl 

-2+2cosl-2sinl J 
2-2cosl · 

cosl - sinl 

4.2. SiJ est la matrice carrée d'ordre n de terme général constant 
égal à 1, A = J-I. Or J2 = nJ, etJ et I commutent, donc: 

A 2 = J2-2J + I = (n-2)J + I 
= (n - 2)(J - I) + (n - 2)1 + I, 

d'oùl'égalitéA2 +(2-n)A = (n-l)I = A(A+(2-n)I). 

On suppose n;;;;;.: 2, d'où en fait A inversible d'inverse: 

A- 1 = _!_l (A+ (2-n)I). 
n-

Quand au calcul de eA = e - l + J avec - I et J qui commutent, on a 
eA = e- le1. 
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.. k 

P .. - I ~ (- 1) l 1 l d J2 J . , ms e = """ -k-1 - = - , et e = n , on tire, par recur-. e 
k=O 

k k-I rence, J = n J , pour k ;;;;.: 1 , donc : 
.. k-1 1 

e1 = l+ L nk' J = l+- (en-1)], 
. n 

k=l 

A 1 ( en - 1 ) l en - 1 
donc e = - l+--J = -+--J. 

e n e ne 

4.3. On trouve pour polynôme caractéristique XA(À.) = (1-À.)3 . 

Comme 1 est seule valeur propre et que A n'est pas l'identité, A est non 
diagonalisable. Comme XA(A) = 0, (Cayley Hamilton), en divisant Xn 

par (X-1)3 on détermine un reste Rn(X), de degré 2 au plus par 
l'identité : 

Xn = (X-1) 3Q(X)+anX2 +bnX+en; en dérivant 2fois, on 
obtient des relations du type : 

nXn- l = (X- 1)2Q 1 (X)+ 2anX + bn et: 

n(n- l)Xn- 2 = (X- l)Q2(X) + 2an, 

Q 1 et Q 2 étant des polynômes qu'il importe peu de calculer car on va 
substituer 1 à X, d'où le système: 

{
2an = n(n-1), 

2an + bn = n, 

an+ bn +en = 1, 

n(n-1) n2-3n+2 
qui donne an = 2 , bn = n(2-n) et en = 2 d'où 

An= n(n2-1) A2+n(2 -n)A+(n-l~n-2)I. 

On peut remarquer que ce résultat, valable pour n = 1 et 2, l'est 
aussi pour n = 0 et même pour n e 7l . 

En effet l'égalité (A-1)3 = 0 = A3 -3A2+3A-l, donne encore 

A(A 2 - 3A + 31) = l, d'où : 

A- 1 = A2-3A+ 31 = - l~- 2) A2 + (- 1)(3)A+ (- 2~- 3) 1, 
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relation vérifiée pour n = - 1 , mais plus généralement, en multipliant 

l'égalité (A-1)3 = 0 par (A- 1) 3 on obtient 
-1 3 -1 3 -1 2 -1 -1 . 

(A - I) = 0 = (A ) - 3(A ) + 3A - I, donc A annule aussi 

le polynôme X3 - 1 , ce qui conduit, comme pour An , à l'égalité 

(A-1)n = n(n2-1) (A-1)2 + n(2 -n)A-1 + (n- l~n- 2) I. 

En multipliant par A 2 , pour n;;;., 2, on obtient l'égalité 

A-(n-2) = n(n-1) I+n(2 -n)A+ (n- l)(n-2) A2 
2 2 

et en posant p = - (n-2), d'où n = -p + 2, on est conduit à l'égalité 

AP = (l-p)(-p) A2+(2-p)pA+(2 -P)(l-p)I 
2 2 

soit encore : 

Ap = p(p- l) A2 +p(2-p)A+ (p- l)(P- 2) I 
2 2 

avec cette fois p entier négatif, et une relation valable V p dans 7L. 

4.4. Soit x un vecteur propre de B, pour la valeur propre p, on a 
Â.A(Px) + A(x) +Px = 0 soit (1 + J..p)(A(x)) = - Px. 

Si 1 + J..p = 0, on aurait - Px = 0 avec x '* 0 d'où P = 0 et 

1 +Â.p = 1 : curieux non? Donc 1 +Â.P*O et A(x) = - 1 !Â.p x: x 

est vecteur propre commun à A et B. 

Comme en transposant, on a Â.1B1A + 1A + 1B = 0, on peut dire aussi 

que 1A et 1B ont un vecteur propre commun, forme linéaire cp dans le 
dual E* de E = <I:n, d'où un hyperplan H = Ker cp stable par A et B, 
et avec E = H E0 <I:a, des matrices semblables à A et B s'écrivant en 
matrices blocs : 

A' = ( :
1 

1 :: J et B' = ( :
1 

1 :: l aVtt A 1 et B1 dam 

~-1(<I:), cx.1 et P1 scalaires, U1 et V1 vecteurs colonnes dans <I:n-l. 

L'égalité Â.AB +A+ B = 0, par changement de base, donne 
Â.A'B' +A' + B' = 0 ce qui conduit, en calculant : 
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1 A,v, + p1u1 ]· 

<X1l31 

à la relation Â.A1 B1 + A 1 + B1 = 0, d'où l'idée de procéder par récur­
rence. 

Sin = 1, toutes les matrices d'ordre 1 commutent. 
On suppose le résultat vérifié pour des matrices d'ordre n - 1 au 

plus. 

Pour A et B d'ordre n, vérifiant Â.AB +A+ B = 0, le calcul précédent 
conduit à A 1 et B1 qui commutent, (hypothèse de récurrence). Comme 
le scalaire a.1131 est 131a.1, on aura A'B' = B'A' si on justifie l'égalité 
A1V1+f31U 1 = B1U 1+a.1V1,sachantque: 

{
Â.A1B1 + A1 + B1 = 0, 

Â.(A1V1 + l31U1) + U1 + V1 = 0, 

Â.<X1131 + <X1 + 131 = 0. 

La dernière relation s'écrit a.1(1+Â.131)+131 = 0 et elle prouve que 
1 + Â.131 est non nul, sinon 131 = 0 et alors 1 + Â.131 = 1 =F- 0. 

Maisalorsladeuxièmerelationdonne U 1 = - 1 /Â.131 (Â.A1V1 + V1), 

et on va justifier l'égalité cherchée sous la forme : 
B1U 1-131U 1 = A1V1-a.1V1.0na: 

1 131 
B1U1-l31U1 = -l+Â.l31 (Â.B1A1V1+B1V1)+l+Â.l31 (Â.A1V1+V1), 

1 = l +Â.131 (-Â.B1A1V1 -B1V1 + l31Â.A1V1 + l31V1), 

avec B1A 1 = A1B1, (hypothèse de récurrence qui s'applique), donc 
- Â.B1A1 = A1 + B1, vu la première relation, et il reste : 

1 131 
B1U1-l31U1 = l+Â.131 (A1V1+l31Â.A1V1)+l+Â.l31 V1. 

131 Comme 1 + Â.l31 = - a.1, (toujours la troisième relation), on a finale-

ment B1U 1 - 131U 1 = A1V1 - a.1V1 et finalement A' et B' commutent, 
donc A et B aussi. 
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Et maintenant, une solution courte ! 
Si Â. est nul, on a A + B = 0 , donc A = - B et A et B commutent 

dans ce cas. 

Si Â. * 0 , en essayant de factoriser Â.AB + A + B sous la forme 
(Â.A+ ) (B + ) , on forme: 

(Â.A+In)(B+Â.- 1In) = Â.AB+A+B+Â.- 1In 

= Â.-IIn, 

d'où, après multiplication par Â., judicieusement effectuée : 
(Â.A + In)(Â.B +In) = In. 

Dans ce cas, les matrices Â.A + In et Â.B + In , inverses l'une de l'autre, 
commutent, il en est donc de même de Â.A et Â.B , l'identité commutant 
avec tout. Comme Â. * 0 , on a finalement A et B qui commutent. 

4.5. L'application nulle, de noyau E, contient G dans son noyau, 
donc elle est dans L qui est non vide ; et si u et v sont dans L, Â. et µ dans 
le corps de base, pour tout x de G on a : 

(Â.u + µv)(x) = Â.u(x) + µv(x) = Â.Ü + µO = 0, 

donc G c Ker (Â.u + µv) et Â.u + µv est dans L qui est sous-espace de 
L(E, F). 

Si dim G = p et dim E = n, avec {e1, .•• , ep} base de G que l'on 
complète en !llJ = {e1, ... , ep; ep+ 1, ... ,en} base de E, on aura u dans L 

si et seulement si, 'Vj :os; p, u(e) = 0. Si dim F = q, et si 
'tf = {E1, ... , Eq} est une base de F, la matrice de u de L dans les bases 
!llJ de E et 'tf de F est donc une matrice ayant ses p premières colonnes 
nulles, les n -p dernières quelconques, d'où L de dimension 
q(n-p) = (dimF)(dimE-dimG). 

Remarque. En dimension quelconque, avec H supplémentaire de G 
dans E, on a (u e L) ~ (uJG = 0), donc u est déterminé par sa restric-

tion à H, quelconque, d'où en fait L = L(H, F). 

4.6. En notant L 1 = (1 22 32 ..• n 2) la première ligne (non nulle) 

de A, on s'aperçoit que la iième ligne lui est proportionnelle: L; = iL1 , 

donc A est de rang l, 0 est valeur propre d'ordre n - 1 au moins, de 
sous-espace propre de dimension n - 1 . La trace Â. de la matrice étant 

non nulle, (Â. = 1 + 23 + 33 + ... + n3), Â. est valeur propre simple donc A 
est diagonalisable. 
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Recherche des vecteurs propres: avec X = (x1, ... , xn), la lème ligne de 

l'égalité AX = 0 est i(x1 + 22x2 + ... + n2xn) = 0, donc le noyau est 

l'hyperplan H d'équation x1 + 22x2 + ... + n2xn = 0 dont une base serait 

formée des vecteurs vj: </. 0, ... , 0,- l, 0 ... 0)' (- 1 en/ème position), 

pour j = 2, 3, ... , n . 

De même, la iième ligne de AX = (1+23 + ... + n 3)X est 

. . 22 . 2 ( 1 23 3) ZX1 + z. X2 + ... + zn Xn = + + ... + n X;' 

et il est clair que le choix de xj = j , pour tout j, donne 

i(l 3 + 23 + ... + n3) = (1+23 + ... + n 3)x; = (1+23 + ... + n 3)i, 

d'où (1, 2, ... , n) pour vecteur propre. 

4. 7. On calcule det ~en développant par rapport à la première ligne 
d', (j l)1eme l ou, avec ai en + co orme : 

-1 X 0 0 

n 
n ~ J+l+l 

det A = a0x + """" (- 1 J ai X 

j=l 

0 
0 ' ' ..: 1 x 

j colonnes n - j colonnes 
n n 

= a0xn + L (- lY(- lYajxn-j = L ajxn-j. 

j=l j=O 

En notant P ce polynôme, on aura A inversible si et seulement si x 
non zéro de P. 

Le polynôme caractéristique XA(Â.) de A s'obtient en remplaçant a0 

par a0 -Â. et x par x-Â., donc: 

XA(Â.) = (a0 -Â.)(x-Â.)n+a1(x-Â.)n-l+ ... +an-l(x-Â.)+an. 
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Quel que soit À réel, (ou complexe), la matrice A - Â.ln + 1 est de rang 
n au moins, (mineur des n premières colonnes, n dernière lignes valant 
(- 1) n ), donc un sous-espace propre éventuel est de dimension 1 au 
plus: on aura A diagonalisable si et seulement si XA n'a que des zéros 
simples, tous dans IR.. 

(Remarg,ue: Si an = an-1 = ... = an-p = Ü, À = X est racine multi­
ple d'ordre p + 1, dans ce cas A est non diagonalisable). 

4.8. On note E;j la matrice ayant tous ses termes nuls, sauf celui en 

ième ligne, /ème colonne qui vaut 1. La famille des Ei,j, pour 1 .;;;; i .;;;; n 

et 1 .;;;; j.;;;; n est la base canonique de .Aif,.(JR.). 

Si pour tout i -:;:. j , E;j e .7/9, la matrice A = L, E;j est dans l'hyperplan 
i~j 

% Or, en notant B la matrice de terme général l, A = B - In. 

Mais Best de rang 1, (n vecteurs colonnes égaux, non nuls), de trace 
n, elle est diagonalisable de valeurs propres 0 d'ordre n - 1 et n d'ordre 
1, donc A a pour valeurs propres - 1, d'ordre n-1 et n-1, simple, d'où 
det A = (- l)n- 1(n- l)-:;:. 0 car n;;;;.. 2, et A est inversible dans% 

S'il existe un couple (i,j) avec i-:;:. j, tel que E;j fi!: .7/9, on a 

.Alf,.(IR.) = .7/9€0 IR.E;i. 

Considérons la matrice identité In, inversible. Si In e .7/9, on n'a rien 
à dire d'autre, sinon, on décompose In dans cette somme directe, avec 
In = On - Â.Eij) + ÀE;j , (À -:;:. 0 , mais peu importe), et la matrice In - ÀE;j 
est dans .??, de déterminant 1 car elle est triangulaire, ( i -:;:. j) avec des 1 
sur la diagonale, donc inversible. 

4.9. On sait, (Théorème de Dunford), que M de Af,.(G::) s'écrit, de 
manière unique, sous la forme M = D + N , avec N nilpotente et D dia­
gonalisable, N et D commutant. De plus In = In + 0 est décomposée. 
Comme D et N commutent, on a : 

M D + N D N . N "l d' dr k 1 e = e = e e , avec, s1 est n1 potente or e + , 
k p 

eN = In+ L N' = In+ N' , avec N' également nilpotente. 
p = 1 p. 

Mais alors, eM = e0 + e0 N', et e0 , (série en D) et N', (polynôme en 
N) commutent, et comme N' contient N en facteur, on a N'k + 1 = 0 
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. D k+l (k+l)D k+l D . D 
aussi, donc (e N') = e N' = 0 : e N' est mlpotente, e est 

diagonalisable, la somme valant In c'est que e0 = In et e0 N' = 0, (uni­
cité de la décomposition de Dunford pour In ). Continuons la recherche 
en supposant la matrice D diagonale. Si D = diag (d1, d2, ••• , dn), on a 
facilement 

D • dl d2 dn 
e = diag (e , e , ... , e ) , 
D dk 

donc e = In<=> e = 1 <=> dk e 2in7L, pour k = 1, 2, ... , n. 

Puis, avec e0 inversible, la nullité de e0 N' équivaut à celle de 

, ( k NP- 1 ) 
N = N In+ L -!-

P=2 p 

inversible car de déterminant 1 dans une base convenable, 
ou du type In+ N" avec N" nilpotent car contenant N en facteur), donc 

finalement e0 N' = 0 <::::> N = 0 . 

On a donc (eM =In) <=> (M semblable à diag (d1, d2, ••• , dn), avec 
pour tout k = l, ... , n, dk e 2in7L ). 

Considérons alors l'application cl>: M ~ eM, de .L,.(<C) dans 

C M-M 0 M -M Mn(<C). omme M et - M commutent, e = e = In = e o e , 

donc eM e GLn(<C), d'où cj>(.L,.(<C)) c GLn(<C). 

[ustifions l'égalité. 

Soit A e GLn(<C), elle est semblable à une matrice blocs diagonale, 

A'= , avec Aj = À.in + Ni , Ni nilpotente et les À.j non 

0 · .. _ 
i Ap 

nuls car A' est inversible. 

Avec P- 1 AP = A', comme exp (PMP- 1) = P(exp M)P- 1 , (calcul 
facile), si on résoud exp (M) = A', on aura 

exp (PMP- 1) = P A'P- 1 = A. Donc on travaille sur la forme A', et, 
(calcul par bloc), sur chaque bloc Ai en fait. 
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On aura prouvé l'égalité <jl(.L,.(<I:)) = GLn(<I:), si on montre que, 

pour Y = Â.lp + N , avec Â. non nul, et N nilpotente, on peut trouver X 

carrée d'ordre p telle que ex = Y. On peut factoriser Â. non nul, et cher­

cher X telle que ex = Â.lpOp + N') avec N' = f N, nilpotent aussi. 

Avecµ complexe tel que eµ = Â., (µexiste car Â. est non nul) et D étant 

l'homothétie de rapport µ sur a::P, on a e0 = Â.lp, et on doit résoudre 

ex = e0 o Op+ N'), soit encore e-D o ex = lp + N'. 

Comme D, homothétie, commute avec X quelconque, c'est encore 

e - 0 + x = lp + N' que l'on doit résoudre. 

k 

Or, pour lxl < 1, (x réel), ln(l + x) = L (- l)k-l ~, série absolu-
k = l 

ment convergente, de valuation 1, que l'on peut donc substituer à t dans 
+~ n 

le développement en série entière de e' = L !, , de rayon de conver­
n. 

n=O 
gence infinie, et en « réordonnant » par rapport aux puissances de x, 

l'expression ~ ~! ( ~ (- l)k-l ~)n on obtient eln(l +x) = 1 + x. 
n=O k=l 

+~ N'k 
Comme pour N' nilpotente M' = L (- l)k T est une somme 

k=l 
finie, de r termes si N' est nilpotente d'ordre r+ l, la matrice 

T k 

I,c-1l- 1 ~ 
M' k= 1 e = e 

N,k 
r (- l)k-1 -

=Ile k devient un produit fini de r 
k=l 

«séries entières en puissances de N' »,qui commutent, donc on peut 
réindexer par rapport aux puissances de N' et on trouvera lp + N' , les 

coefficients se calculant à partir de règles algébriques, et à partir des ~ 
n. 

et des (-il : on peut donc trouver M' telle que eM' = lp + N', en 

X D 
posant X - D = M' on trouve alors X telle que e = e Op + N') et ceci 
achève la justification. 
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4.10. Première méthode: qui peut le plus, peut le moins. 

Si on justifie le résultat pour A dans ~(<J::), il le sera pour A dans 
~(IR). Dans ce cas, A est semblable à une matrice A' = D + N, avec D 

diagonale et N nilpotente, D et N commutant. Comme alors eA est sem-
A' A A' 

blable à e , on aura det e = det e , et aussi trace A = trace A' , 
(notions stables par passage aux matrices semblables). On traite donc 
l'exercice en partant de A = D + N , (au lieu de A' ), avec 
D = diag (d1, ... , dn) · 

A D N D . dl dn 
On a alors e = e e avec e = diag (e , ... , e ) , et 

2 k 

eN = In+ N + ~! + ... + ~! si N est nilpotente d'ordre k + 1 . 

Mais N, nilpotente, se trigonalise en N' de diagonale nulle, donc eN 
est semblable à une matrice triangulaire n'ayant que des 1 sur la diago-
nale, d'où det eN = 1. 

On obtient det (eA) = det (e0 )det (eN), 
n 

n L.dj 
= n/j = ei=I 

j=l 

trace A = e 

Deuxième méthode : vérifier la propriété sur une forme de la matrice 
plus commode sans aller chercher l'artillerie lourde. 

Les matrices réelles sont trigonalisables dans ~(<J::) : 3P dans 

GLn(<J::) telle que p- l AP = T soit triangulaire, avec sur la diagonale, 
les valeurs propres distinctes ou non, d1, ••• , dn, de A. 

+~ 

T ~ 1 -1 k 
Onae = "-" ki P A P, 

k=O 
k -1 -1 -1 k • 

car T = P A(PP )A ... AP = P A P ; soit encore 
T p- 1 Ap T A blabl A d, . e = e : e et e , sem es, ont meme eternunant. 

Or Tk est triangulaire, de diagonale d;, ... , d! , donc on vérifie faci-

1 T . ul . d d" l dl d,. d' ' ement que e est tnang aire, e 1agona e e , ... , e , ou 

d A d T dl d,. trace A 
et e = et e = e . . . e = e . 
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4.11. Le polynôme caractéristique de A est: 

1-À. 2 2 
P(À.) = - 1 1 -À. - 1 

1 0 2-À. 

= (l-A.)2(2-Â)-2-2(1-Â)+2(2-Â) = (l-A.)2(2-Â), 
(on développe par la règle de Sarrus). 

La matrice A-13 = [-Ol ~ _2
1 J estderang2,lesous-espace.pro-

l 0 1 
pre est de dimension 1, An' est pas diagonalisable. Elle est trigonalisable 
sur <I::, et même ici sur IR, car si on prend deux vecteurs propres E1 et E2 
pour les valeurs propres 2, (simple) et 1 (double), n'importe quel vecteur 
E3 tel que {E1, E2, E3} = ~ soit base de IR.3 , sera une base de trigonali­
sation. 

Recherche de i:: 1 : on résoud le système: 

{
-X + 2y + 2z = 0 

-x-y-z = O,desolution (0, 1,-1). 

Recherche de i::2 : on résoud : 

{
2y + 2z = 0 

-x-z = 0, de solution (1, 1,- 1). 

Cherchons i::3 = (x,y,z) tel que dans la base (E1,E2,i::3) la matrice 
de l'endomorphisme a, de matrice A dans la base BIJ = (e1, e2, e3) ini-

tiale soit A' = [ ~ ~ ~ ] • (onjordanise sans le dire). 

0 0 1 
On traduit a( E3) = E2 + E3 en revenant dans la base BIJ. C'est : 

in= [-:l El 1 [ n = [ _:J[: l 
soit encore un système à résoudre : 

{
2y + 2z = 1 

-x-z = 1 

x+z = - 1, 
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système de rang deux, de solution x = -1 - z, y = ~ -z , z quelconque, 

choisi cependant tel que (E1, E2, E3) soit une base: z = - 1 convient et 

donne pour matrice de passage P = [ ~ ~ 3~2 J . On a alors 

-1-1-1 

0 0 1 
p- 1 AP = A' = [ ~ ~ ~ J . 

Une matrice B commute avec A si et seulement si B' = P- 1BP com­
mute avec A' . 

On a Vect (E1) = Ker (A' - 213) : cet espace doit être stable par B' 
qui commute avec A' donc avec A' - 213 ; il en est de même de 

Vect (E2) = Ker (A' - 13), et aussi de Vect (E2, E3) = Ker (A' - 13) 2 , 

donc la matrice B' doit être du type: 

B' = [ ~ ~ ~ ]· 
0 0 ô 

La relation A'B' = B'A' équivaut alors, (calcul par blocs), à: 

(~~)(~!)=(~~~r)=(~!)(~~)=(~r~ô) 

soit à ~ = ô, donc B' = ( ~ ~ ~ J . 
0 0 ~ 

Mais alors, le sous-espace vectoriel F, des matrices de .A°3(IR.), qui 
commute avec A, est de dimension trois. · 

C'est l'ensemble des PB'P- 1 . Comme il contient par ailleurs 13 , A, 

et A 2 , matrices indépendantes, (car si on a des scalaires u, v, w, réels, 

tels que uA 2 + vA + wl3 = 0 , avec 1 et 2 valeurs propres de A, on aurait 

1et2 zéros du polynôme R(x) = ux2 + vx + w, qui serait scindé à raci­

nes simples, et A serait diagonalisable), c'est que F = Vect (1, A, A2). 
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En fait la détermination précise de P était inutile pour trouver le com­
mutant sous cette forme. 

Par contre, elle servira pour le calcul de eA. Un calcul immédiat 
donne 

( 
2n Û Û l A A' 1 A'n = 0 1 n , donc e = Pe P- , 

0 0 1 

( 
e2 0 0 l +- +-. A -1 n·l 1 

soit e = p 0 e e p , car L -;!" = L ( n - 1) ! 
OOe n=O n=1 

= e. Libre à 

vous d'achever les calculs avec la détermination de P- 1 • 

4.12. Le polynôme caractéristique de A est, sauf erreur, 

XA(Â.) = -Â.3 +9Â.2 +27J..-53 :iln'arienderemarquable. 

Mais lim XA(Â.) = + 00, XA(O) = - 53 ; XA(3) = 82 et 
A.~--

lim XA(Â.) = - 00 : ce polynôme admet trois racines réelles distinctes, 
A.~+-

À.1, Â.2, Â.3 donc A est diagonalisable. 

Soit 9J = {e1, e2, e3 } une base de vecteurs propres associés à ces 
valeurs propres distinctes. 

Chaque droite D; = Vect (e;) = Ker (A- Â.;13) est alors stable par B 
dans le commutant de A, donc dans la base 9Jdes e; , une matrice du com­
mutant est diagonale. Ce commutant, West donc un sous-espace de 
dimension 3 au plus, de .Alf3(1R). Or il contient 13 , A et A 2 , indépendan-

tes car l'existence de u, v, w réels non nuls tels que uA2 + vA + wl3 = 0 

donnerait un polynôme P(x) = ux2 + vx + w annulé par les trois valeurs 
propres distinctes de A : c'est absurde. 

Finalementlecommutantest W = {al3 +f3A+yA2 ; (a,(3,y)e IR3}. 

4.13. On utilise une base fixée 9Jde E, et on identifie alors Hom (E) 
et l'espace vectoriel L..(K) des matrices carrées d'ordre n sur K, rap-
porté à la base W des matrices E;,j de termes tous nuls, sauf celui de la 
.ième 1. .ième l . l 
i igne, J co onne qm vaut . 
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Par ailleurs, on note y rs le terme général de la matrice de g dans la 
base ~de E, (ou bien, on identifie g et la matrice des 'Y rs ). 

Soient <p1 : a ---+ ga et <p2 : b ---+ bg- 1 , applications linéaires de 

Hom (E) dans Hom (E), on a : <p = <p1 o <p2 = <p2 o <p1 . 

Ona: 

0 
1 

' Îli 

0 b 0 0 
Î2i 

0 <f>1 (E;j) = ('Yrs) 1 = 1 

0 
' 

0 'Y~i 1 

.ième 
colonne J 

0 
/ème colonne 

(1 figurant en ième ligne), soit encore: 
n 

<!>1 (E;) = L ÎkiEkj. 

k = 1 

La matrice de <p 1 dans la base ~. ordonnée dans l'ordre: 
E 11, ... , En1 ; E 12, ... , En2 ; ... ; E 1n, ... , Enn ; est la matrice bloc: 

<f>1(E11) ··· <f>1(En1) ··············· <f>1(E1n) ··· <f>1(Enn) 

' 
E~1 

1 

'(g) 

' 
E~n 

matrice d'ordre n2 , ayant n fois le bloc (g) sur la diagonale. 
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De la même façon, et en notant y' rs le terme général de g- 1 , (dans 
la base ~de départ), on aura: 

0 0 
(E ) ( ' ) z.ième 11.gne cp2 ij = 0- .. 0 1 0 - --0 y TS = Î 1jl - - - - - - ÎJn 

0 0 
.ième 

J colonne 
n 

donc cp2(Eij) = L y'jkEik. 

k=l 
On indexe cette fois la base ~ dans l'ordre : 

Eu, ... , E1n ; E21• ... , E2n ; ·········; Enl• ... , Enn ; 

pour obtenir la matrice de cp2 qui sera bloc diagonale avec n fois le bloc 

g- 1 sur la diagonale. 
Comme le déterminant est indépendant de la base, (la trace aussi), 

n -1 n 
on a det cp1 = (det g) , et det (cp2) = (det g ) , 
d'où det cp = det (cp1 o cp2) = (det g)n · (l/det g)n = 1. 

Quant à la trace, morphisme additif, la décomposition cp = <pl 0 cp2 
est peu utile, mais les calculs intermédiaires vont servir. 

On a cp(E;i) = cp2( cp1 (Eii)) = cp2( i ÎkiEkj) 
k=l 

= i Îkicp2(Ek) = i Îki ( i Î 1jrEkr)· 
k=l k=l r=l 

Le coefficient de E;j est donc ÎiiÎ,jj et la trace de cp devient 

i i ÎiiÎ1jj = (i Îii) (i Î 1jj) 
i=lj=l i=l j=l 

( - 1 = trace g)(trace g ). 

4.14. Une belle et facile application de l'aspect n ·linéaire alterné 
du déterminant. 

En notant Bi la ligne (b;, ... , bi), (b; partout), 

et Ai la ligne ( 0, ... 0, a;, 0, ... , 0) , (ai en lème position), on a 

la matrice des n lignes L1, ... , Ln avec Li = Ai+ Bi, et 
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B; = b;(l, l, ... , 1) en fait, donc les B; sont proportionnelles. Mais 
alors, en considérant le déterminant comme fonction n linéaire alternée 
des vecteurs lignes, on a : 

D = det (A1 + B1, A2 + B2, ... ,An+ Bn), 

qui est une somme de 2n déterminants obtenus en choisissant, en iième 

place, A; ou B; . Si, pour deux indices i et j distincts, on choisit B; et 
Bi, lignes proportionnelles, le déterminant obtenu est nul. Il ne reste 
donc que n + 1 termes, det (A1, A2, ... , ~) = a 1 a2 ... an, et les n termes 

det (A1, ... ,A;_ 1, B;, A;+ 1, ... ,An) = a 1 ... a;_ 1b;a;+ 1 ... an , d'où 
n 

D = a 1 ... an+ L a 1 ... a;_ 1b;a;+l ... an. 

i = 1 

4.15. La première ligne, ( i = 1) , a pour terme général 1 = cj = ~ , 
ainsi que la première colonne. 

Pour i ;ai:: 2 , on remplace la ième ligne, L; , par L; - L; _ 1 = L'i , en 

commençant par L'n, puis L'n-l• ... 

La première colonne devient (1, 0, ... , 0), et pour i ;ai:: 2,j ;ai:: 2, le 
terme général de la ligne L'; devient : 

CJ - 1 cJ - 1 cJ - 2 (d' , l · i d P l) i-l+j-1- i-2+j-1 = i-2+j-l• apres etnange e asca. 

On note C' 1, ... , C'n les colonnes de la matrice obtenue, que l'on rem­

place, j variant de n à 2, par C"i = C'i - C'i _ 1 , et on garde C" 1 = C' 1 . 
On obtient pour j ;ai:: 2 

1 1 0 
j-I j-2 1 
d-2 

J 
d-3 

j-1 
d-2 

j-1 
1 1 1 

C". = = 
J 

d-2 ,j-3 d-2 
i-2+j-1 ci-2+j-2 i-2+j-2 

1 1 1 

' 
' 

,j-2 d-3 d-2 
cn+j-2 n+j-3 n+j-3 

et le déterminant obtenu est encore celui de la matrice : 
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1 0 0 0 
0 1 1---------------1 

0 1 2- - - - - - - - - - - - -n - 1 
1 1 

C,j-2 .ième 1. . 2 · 2 · 2 - - - - - - - - - -z igne z ;a. ,_ +1- ' 

' ' 

0 1 n-1 cn-1 
2n-2 

' .ième l · ·~ 2 J co onne,J ~ . 

En posant i - 1 = i' , et j - 1 = j' , on a 1 :;;;, i ',j' :;;;, n , et en suppri­
mant la 1 re ligne et la 1 re colonne de L, on obtient L' , matrice carrée 
d'ordre n cette fois, ~e même déterminant que le déterminant cherché, 
d , , 1 ,,..., - 1 

e terme genera L'i'+j'- 2 . 

Par récurrence descendante, on obtient, ( n = 1 dans la formule 
initiale) : 

D=l~~l=l. 
4.16. Les conditions posées sont affines en Q. Dans ces conditions, 

une existence avec unicité est souvent obtenue parce qu'il y a une appli­
cation linéaire bijective quelque part. 

Si Q est de degré k, de coefficient directeur a, le polynôme 
Q(X + 1)- Q(X) est de degré k- 1, (si k ;a. 1 ), de coefficient directeur 
ka. Donc si P est de degré n, Q doit être de degré n + 1 . 

On considère donc En = <Cn[X] , et l'application 0 de <Cn + 1 [X] dans 
<r: X <Cn[X] , définie par : 

0(Q) = (Q(O), Q(X + 1)- Q(X)). 

Cette application est linéaire, injective car si 0( Q) = 0 , le polynôme 
Q est périodique de période 1, nul en 0, donc nul sur tout k de 7l : il est 
identiquement nul. 

Comme <Cn+ 1[X] et <r: x <r:n[X] sont tous les deux de dimension 
n + 2 , 0 est donc bijective, et à chaque P de <Cn[X] , on associe un et un 
seul Q tel que 0(Q) = (0, P) c'est-à-dire répondant à la question. 

Comme on a vu que le degré de Q est 1 + degré de P, partant de 
P0 = 1 de degré nul, les P n = cpn(P0) sont de degrés échelonnés, donc 
forment une base de <C[X]. 



140 Algèbre linéaire 

Il reste le calcul des P n . 

On a P 1 = <!>(P0), nul en 0 et de degré l, donc du type: 

P 1(X) = kX, k tel que k(X+l)-kX = k = P0 = 1, d'où: 
P 1(X) =X. 

Puis, P2(X) = <!>(P1)(X) est aussi nul en 0, de degré 2, et on a: 

P2(X+ l)-P2(X) = P 1(X) =X, donc P2(1)-P2(0) = 0, 
d'où: P2(1) = 0. Donc P2 est du type kX(X-1), k tel que: 

k(X+l)X-kX(X-1) = P 1(X) = X,soitencore: 

kX(X + 1-X+ 1) = X<=> 2k = 1, soit k = ~ et: 

P2(X) = X(~~ 1). 

On vérifie alors facilement, que Pk(X) = X(X- l) ·k/X-k+ 1) 

convient, (nul en 0 et Pk(X + 1) - Pk(X) = Pk- l (X)): c'est la solution. 

4.17. On a cl> o <!>(A) = A, donc sur l'espace vectoriel E = L,,(IR), cl> 

annule le polynôme scindé à racines simples X2 - 1, d'où cl> diagonalisa­
ble, avec pour seules valeurs propres possibles 1 et - 1. 

Or E est somme directe des sous-espaces F et G, avec F, ensemble des 
matrices symétriques, et G ensemble des matrices antisymétriques, car 

, . A+ 1A A- 1A 
AdeEs'ecnt A= - 2-+-2-. 

. . n2 -n n(n+l) . . . . , 
Sur F, espace de dnnens1on n + - 2- = 2 , cl> mdmt 1'1dent1te, 

et sur G, de dimension n(n2- l), cl> induit - ide d'où 1 valeur propre 

n(n+l) , 
d'ordre 2 , de sous-espace propre F, et - 1 valeur propre d ordre 

n(n- l) 
2 , de sous-espace propre G. 

On a trace cl> = n(n2+ l) - n(n2- l) = n, et: 

det<I> = (-1) 

n(n-1) 
-2-
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4.18. Les trois colonnes de A sont proportionnelles, donc 
rang (A).;;;;; 1, et A# 0, d'où rang (A) = 1, donc 0 est valeur propre 
d'ordre 2 au moins, (dimension du sous-espace propre). Comme A est de 
trace nulle, la troisième valeur propre est encore 0, valeur propre triple. 

Dans les inclusions des noyaux des puissances de A, on a 
dim Ker A = 2 , Ker A c Ker A 2 , sans égalité sinon la suite est station­

naire, or A 3 = 0 , (Cayley Hamilton, ou A triangularisable avec des 0 sur 

la diagonale). Donc dim (Ker A 2) > 2 : cette dimension est 3, d'où 

A2 = 0. Mais alors cp2(X) = A(AXA)A = 0, et <I> n'admet que 0 
comme valeur propre. De plus lm <I> c Ker <I> . 

Pour chercher l'image on peut travailler sur des « formes 
semblables » des matrices, par un changement de base rendant A sym-

:~~q[u~ ~(~enls: :. :: j:=::o::. A Tri est ~mbrable à 

000 

Sans compliquer tout : on se place sur <1:3 canonique. Soit a endo­
morphisme de matrice A dans la base canonique de <1:3 . On choisit 
e3 ~ Ker a, comme a 2 = 0, e2 = a(e3 ) est non nul dans Ker a, et il 
existe e1 qui complète {e2 } en une base de Ker a. Dans la base 
{e1, e2, e3 } la matrice de a est la forme A' jordanisée. 

Si P est la matrice de passage, on a P- 1 AP = A' , donc pour X de 
.4f3 ( <C) on aura : 

cp(X) = AXA = (PA'P- 1)(X)(P A'P- 1) 

= P(A'X'A')P- 1, 

avec X' = P- 1XP qui décrit .Af3(<C) quand X varie dans .Af3(<C). 

Puis A'X' A' = [ ~ ~ ~ l [ ;. ~· :. ] [ ~ ~ ~ l 
0 0 0 x" y" z" 0 0 0 

[ OOOJ[OOyJ [000] = 0 0 1 0 0 y' = 0 0 y" 
0 0 0 0 0 y" 0 0 0 

= y"A', 
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d'où cp(X) = y"PA'P- 1 = y"A et<!> est d'image <C:A. 

Remargue. Pour le noyau, en notant (Euv) 1 .,. u, v.,. 3 la base canonique 

de ~(<I::), on peut constater que cp(E11 ) = A. 

En calculant <Xuv tel que cp(Euv) = cxuvA, pour (u,v):;t:(l, 1), on 
aura cp(cxuvEn - Euv) = 0, d'où 8 vecteurs indépendants du noyau. 

4.19. Dire que A et B sont sans valeur propre commune revient à 
dire que leurs polynômes caractéristiques sont premiers entre eux, 
donc, (merci Bézout), qu'il existe U et V dans <I::[X] tels que: 
uxA+vxB = 1. 

Mais alors, par Cayley Hamilton, on aurait : 
U(A) o XA(A) + V(A) o XB(A) = V(A) o XB(A) = In et: 

U(B) O XA(B) + V(B) O XB(B) = U(B) O XA(B) = In, 

(car XA(A) = XB(B) = 0 ), d'où XA(B) et Xs(A) inversibles. 

Puis, l'égalité AP = PB, donne, par récurrence, AkP = PBk, pour 
tout k de IN, (si k = 0, on note A0 = In = B0 et l'égalité est vérifiée), 
en effet, on a : 

Ak+lp = Ak(AP) = Ak(PB) = (AkP)B = PBkB = PBk+l. 

Par linéarité, on en déduit l'égalité Q(A)P = PQ(B), pour tout poly­
nôme Q de <I::[X]. En particulier on aura 0 = XA(A)P = Px8 (A) avec 
XB(A) inversible, ce qui donnerait P = 0 : c'est absurde. Donc XA et XB ne 
sont pas premiers entre eux : on a une valeur propre commune pour A et B. 

4.20. Si A est la matrice de a dans une base de E = IRn, on a 

A 2 = - In donc (- l)n = det (A 2) = (det A)2 est positif, d'où n pair: 
posons n = 2p . 

Soit e1 non nul dans E, posons ep+ 1 = a(e1), on a {e1, ep+ 1} libre, 
(sinon, e1 vecteur propre de a qui n'en a pas, ses valeurs propres étant 
i et- i), et a(ep+l) = - e1 • 

On sent l'amorce d'une récurrence. 

Posons F1 = Vect (e1, ep+l), et soit e2 e: F1 , on pose ep+ 2 = a(e2) 

etF2 = Vect(e2,ep+ 2),onaF1 nF2 = {0},carsix = cxe2 +f3ep+ 2 est 
dans F 1 , stable par a, on aura a(x) = - f3e2 + cxep + 2 dans F 1 , donc par 
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combinaison linéaire, a.x-(3cr(x) = (a.2 + (32)e2 est dans F1 , et x non 

nul donnerait a.2 + (32 > 0, d'où e2 dans F1 , ce qui n'est pas. 

On suppose construits des sous-espaces F 1, ... , Fi, (j < p) , du type 
Fk = Vect (ek, cr(ek)), de dimension deux, stables par <J puisque 

2 .d d" <J = - i E , en somme irecte. 
j 

Alors G = E9 Fi c E : soit ei + 1 e: G . 
k = l * 

Comme G est stable par <J, on démontre là encore, qu'avec 
Fi+ 1 = Vect (ej+ 1, cr(ei+ 1)), (sous-espace de dimension deux comme 
Fi),onaG(")Fj+I = {0},carsix = a.ei+ 1 +(3cr(ej+I) estdansG,on 

obtient a.x - (3cr(x) = ( a.2 + (32)ej + 1 dans G et avec a.2 + (32 > 0 six non 

nul, on aurait ej + 1 dans G. 

Mais alors F 1, ... , Fi, Fi+ 1 sont j + 1 plans stables par <J, en somme 
p 

directe, et on parvient à E = E9 F p par ce procédé. Dans la base 
k = l 

(e1, ... , ep, cr(e1), ... , cr(ep)) la matrice de <J est du type voulu. 

Remargue. On peut également introduire le complexifié Ë = <1:.2P et 

l'endomorphisme cr de Ë de matrice A dans la base canonique de Ë 
par exemple. Il annule le polynôme X2 + 1 , scindé à racines simples (sur 
<!:.), donc il est diagonalisable. De plus le polynôme caractéristique est 
det (A-Â.12p), à coefficients réels, donc les valeurs propres sont 
conjuguées: c'est i et - i, chacune étant de multiplicité p. 

Avec Z1, ... , Zp, vecteurs colonnes de <1:.2P, propres pour la valeur pro-
- -

pre i, et Zi. ... , Zp, les conjugués pour la valeur propre - i, on aurait, en 

posant Zk = Xk + iY k , avec Xk et Y k matrices colonnes de IR.2p cette fois, 

les égalités A(Xk + iYk) = i(Xk + iYk), d'où AXk = - Yk et AYk = Xk. 

1 - 1 -
CommeXk = 2 (Zk+Zk) etYk = 2i (Zk-Zk),les(Xk) 1 .,.k.,.p etles 

(Y k) 1 .,. k.,. P sont indépendants sur<!:., (matrice de passage bloc diagonale 

d'ordre p, avecla matrice (2, 2) : [ L ;~ ] , régulière, sur la diagonale). 

2 2i 
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Mais alors ces 2p vecteurs de IR2P sont a fortiori indépendants, et dans 
la base (Y1, ... , Yp; X1, ... , Xp) on a la matrice voulue. 

4.21. Si on observe la localisation des ak, on est amené à introduire 
la matrice 

0 1 0 
' ' 

0 
J = O"" ' ' ' ' 

' ' 
0 " '1 
I o ·o 

traduction, dans une base g; = (e1, ... , ep) de E == KP, d'un endomor­

phisme/vérifiant /(e1) = ep, et pour 2 ~ k ~ p, f(ek) = ek-l. 

En fait, f « permute circulairement » les indices, donc pour 
2 ~k~p. ona: 

e1, e2, ... , ek- l• ek, ek + l• ... , ep 
k 

donne, par f : 
ep-k+ l• ep-k+2• ... , ep-1• ep, e1, ... , ep-k, 

p 

donc A= L, akl- 1 • 

k=l 

Dans l'anneau, (et même, le corps car p est premier), 'D.lp'D., on a 

(a+ bl = aP +~,ce qui se généralise à: 
(a1 + a2 + ... + akl = a{+ a~+ ... +a~, 

et ce qui se généralise, pour des matrices A1, •.• , Ap qui commutent, en 

(A1 + A2 + ... + Akl = A{ +A~+ ... +A~ ; 

tout ceci provenant de la nullité des coefficients du binôme c; , pour 
1 ~ k ~ p - 1 , dans 'O./ p'D. , avec p premier. 

Ici, les aJk-l commutent, donc: 

A!' = a{I + a~yP + ... + a~(Jp)k-l, 
et comme t = 1 , il reste : 

AP - ( P P P)I - a 1 + a2 + ... + ap , 

etdet(AP) = (detAl = (a{+a~+ ... +a~/. 
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Il suffit de se rappeler alors que, dans 'li../ p'll.. , on a pour tout élément 
ap = a, (Théorème de Fermat), pour en déduire l'égalité 
det A = a 1 + a 2 + ... + ap. 

En remplaçant a 1 par a 1 -Â., on a, pour Â. variant dans '11..lp'll.., 

det(A-Â.l) = (a 1 -Â.)+a2 + ... +ap 

= (a1 -À)p + a2 + aaa + ap 

d'où le polynôme caractéristique cherché. 

4.22. Les données sont symétriques en A et B : la conclusion doit 
l'être aussi, ce qui conduit à considérer A- In ainsi que B - In et leur ... 
produit! 

On a (A- ln)(B - ln) = AB -A- B +ln = ln, donc A- ln et B - ln 
sont inverses l'une de l'autre. N'est-ce pas symétrique? 

4.23. On a deux données : matrices nilpotentes de L., ( <C) , donc tri­
gonalisables, avec des 0 sur la diagonale car si Â. est valeur propre de M 
nilpotente d'ordre k, avec X vecteur propre non nul associé, on aura 

0 = Mk(X) = Â.kX, d'où Â. = 0 ; et l'autre donnée: matrices qui com­
mutent deux à deux, ce qui rappelle un résultat de cours sur une trigo­
nalisation simultanée, résultat que nous allons étendre par récurrence 
au cas de p matrices. Et pour cela il faut se rappeler de la justification et 

commencer par justifier que, sur E = Kn, si p endomorphismes 
u 1, u 2, ••• , up commutent 2 à 2 et ont des polynômes caractéristiques 
scindés, ils ont un vecteur propre commun, non nul. 

C'est vrai si p = 2, (cours), on le suppose pour p-1, et quand on 
part de p endomorphismes, si Â. est valeur propre de u 1 , on se place sur 
E1 = Ker ( u1 - Â.idE) , sous-espace propre de u 1 , stable par chaque u;, 

qui commute à u1. 

On peut donc introduire les Uj induits par les U; sur E1 (avec u1 

homothétie de rapport Â.), pour 2 os;;; i os;;; p on a p - 1 endomorphismes 
de E1 qui commutent 2 à 2 et de polynômes caractéristiques scindés, 
(ils divisent ceux des u; : conséquence de E1 stable). L'hypothèse de 
récurrence s'applique et fournit un vecteur non nul de E1, propre pour 
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chaque Uï donc pour chaque ui, pour i ;;;;.: 2 , mais aussi pour u 1 qui est 
une homothétie sur E1. 

On peut alors justifier que, si u 1, ••• , up commutent deux à deux et 
ont des polynômes caractéristiques scindés, il existe une base commune 
de trigonalisation de E = Kn, et ce, par récurrence sur n. 

C'est évident si n = 1, (toute matrice (1, 1) est triangulaire), on le 
suppose vrai sur un espace de dimension n - 1 , et on passe au cas de 
E=Kn. 

Si les ui, dans L(E), commutent, il en est de même des 1ui dans L(E*), 

E* dual de E. De plus ui et 1u; ont même polynôme caractéristique. 
t 

Donc les ( ui) 1 ,.; i,.; P ont un vecteur propre non nul commun, <p, et le 
noyau H de cette forme linéaire cp est un hyperplan H stable par chaque 
U; . Les endomorphismes u; induits par les ui sur H commutent deux 
à deux, et leurs polynômes caractéristiques divisant ceux des ui sont 
scindés. Donc l'hypothèse de récurrence s'applique: il existe une base 
~de H dans laquelle la matrice de chaque u; est triangulaire. 

Si E = H E9 K · a , dans la base !JI = ~ u {a} , la matrice de chaque 
u; est alors triangulaire. 

Retour à l'exercice: il existe P e GLn(<C) telle que, pour 

i = l, 2, ... , n, P- 1M;P = T; soit triangulaire supérieure avec des 0 sur 
la diagonale. On a donc 

M1M2···Mn = PT1P- 1 ·PT2P- 1 · ... ·PTnP- 1 

Si (e 1, ••• ,en) est la base canonique de <Cn, (en matrices colonnes en 

fait), on a Tn(e1) = 0, puis T n(e2) e Vect e1 => T n- I T n(e2) = 0, et on 

vérifie que Tn-rTn-r+ 1 ... Tn(er+ 1) = 0 en fait, donc le produit des Tj 
n 

annule chaque vecteur colonne de cette base : la matrice T = II Tj est 
j= 1 

n 

associée à l'endomorphisme nul de <Cn et finalement II M; = 0 . 
i = 1 
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Si K est un corps quelconque que l'on injecte dans sa clôture algébrique 
- - 1 
K, on a P e GLn(K) telle que M; = PT;P- donc 

- 1 - 1 M1 ... Mn = P(T1 ••• Tn)P = POP = 0, et comme le produit 
M1 ... Mn reste dans .L,.(K), le résultat subsiste. 

4.24. L'énoncé est insuffisant sur un point : la nature du corps qui 
doit être algébriquement clos. 

En effet, prenons E == IR.2, A = ( ~ -0
1 ) matrice de valeurs propres 

i et - i, donc non diagonalisable sur IR, matrice de a dans une base de E. 
Par contre a est diagonalisable dan_s CC:, et en utilisant le résultat de 

l'exercice dans ce cas, (voir après), Fa est fermé dans Af2(CC:), avec 
- - 1 2 
Fa= {g ag; ge GL(CC:)}. 

Supposons que l'on ait alors une suite (P n)n e IN d'éléments de 

GL2(IR) telle que lim P~ 1 AP n = B, cette matrice B de Af2(IR), donc 
n-++oo 

de Af2(CC:) aussi est dans Fa : il existe P dans GL2(CC:) telle que 

p- 1 AP = B , ou, ce qui est équivalent, telle que AP = PB . 
En posant P = R + iS, avec R et S dans Af2(IR) , comme A et B sont à 

coefficients réels, on a donc AR = RB et AS = SB. Mais alors, pour 
tout t réel, A(R + tS) = (R + tS )B, et comme det (R + tS) est un poly­
nôme de degré 2 en t, à coefficients réels, donc complexes, non nul en i, il 
n'est pas identiquement nul, et il existe plein plein plein de t réels tels que 

R + tS soit régulière et que (R + tS f 1 A(R + tS) = B , donc B est dans 

Fa = {g- 1ag; ge GL(IR2)}, (on assimile la matrice et l'application 

linéaire). Finalement Fa est fermé bien que a ne soit pas diagonalisable. 

On aborde donc l'exercice sur le corps des complexes. 
On suppose a diagonalisable sur E == <en • 
C'est donc qu'avec Â.1, ... , Â.r valeurs propres distinctes de multiplicités 

respectives a 1, ••• , ar, on a dim Ker (a -Â.jidE) = ai et ce pourchaquej. 

Mais alors, si b = g- 1 ag est dans Fa, comme 

b - Â.idE = g- 1 (a - Â.jidE)g, les endomorphismes semblables b - Â.idE 
et a -Â.idE ont même rang, donc on aura dim Ker (b -Â.idE) = ai, 
pour j = l, ... , r. 
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Et si b est tel que, pour j = 1, ... , r, dim Ker (b-A.}dE) = ai comme 
ces noyaux associés à des A.i distincts sont en somme directe, de dimension 

a.1 + a.2 + ... + a.r = n , c'est que b est diagonalisable avec les A.i pour 
valeurs propres distinctes, de multiplicités a.1, .•. , a.r : a et b admettent tous 

les deux la matrice diag ( A.1, ... , "-1 ; "-2• ... , "-2 ; ··· ; "-r ··· "-r ) 
~~~ 

a.1 fois a.2 fois a.r fois 
dans des bases convenables, donc b e Fa . 

Finalement, pour a diagonalisable, de valeurs propres distinctes 
(A.1, ••. , A.r) , de multiplicités respectives a.1, .•. , a.r, on a : 

(be Fa)~ Vj = 1, ... , r, dim (Ker (b-A.}dE)) = ai' 

~ Vj = 1, ... , r, rang (b-A.}dE) = n - ai, 

et cette dernière formulation va permettre de conclure. En effet elle 
implique que pour chaque j, tous les mineurs d'ordre n - ai+ 1 de 

B - "-}n sont nuls, (B matrice de b dans une base de <Cn ) ; et si récipro­

quement on a ces conditions, le rang de b - A.}dE est inférieur ou égal 

à n - ai, donc Ker ( b - A.}dE) est de dimension supérieure ou égale à 
ai, et ce pour chaque ai : il y a égalité car ces noyaux sont en somme 
directe, (les A.i sont distincts), et la somme des ai vaut n. 

Finalement, b e Fa si et seulement si, pour chaque j, tous les mineurs 

d'ordre n - ai+ 1 de B -A.}n sont nuls : il s'agit d'écrire des polynômes, 
par rapport aux coefficients de B, nuls et cela définit des fermés dont 
on prend l'intersection. On a bien Fa fermé. 

Réciproquement, si Fa est fermé, et si a n'était pas diagonalisable, c'est 
que en jq~danisant a, il .Y aurait au moins un 1 au-dessus de la diagonale, 

k 1 1eme l" k1eme 1 1 D dan b en - igne et co onne par exemp e. one s une ase 
{e1, ... ,en} = ~de Ela matrice A de a serait du type: 

"-1 
' 

0 0 

A= , avec, si k = 2 , pas de 0 avant le 1 

0 '. 

An 
ici, les A.j n'étant pas forcément distincts. Attention, on prend k = 2 ou 
k tel que le 1 soit précédé d'un 0, au-dessus de la diagonale. 
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Soit (Pr) IN* avec Pr = diag (1, ... , l, r, l, ... , 1), on a: 
TE "' î 

k l ierne .. 
en - pos1non 

P~ 1 = diag ( 1, ... , 1, ~ , 1, ... , 1), -en k - 1 ième position 

le passage de A à A' = AP r revient à multiplier la (k - 1) ième colonne 

de A par r, puis le passage de A' à A" = P~ 1 A' revient à multiplier la 

Â.1 
' 

(k-1) ième ligne de A' par ! , donc P~ 1 APr = 
r 

0 

·.Â. 
n 

car dans la (k- 1) ième colonne, il n'y a que Â.k- l non nul, qui a donc été 

multiplié par r, puis par ! car il est aussi dans la (k- 1) ième ligne. 
r 

Sir tend vers + oo, le coefficient au-dessus de Â.k va tendre vers 0, mais 
alors si B est la matrice limite, la dimension du sous-espace propre de B 
pour la valeur propre Â.k augmente de 1 donc B n'est pas semblable à 
A, ce qui contredit Fa fermé. 

4.25. Il y a du Vandermonde dans l'air. Si on note ci la colonne des 

x{- 1 , pour j fixé, j ;;;.. 1 , et i variant de 1 à n, on a 
Dn = det (C 1, C2, ..• , Cn-l• Cn+ 2), et si on parvenait à exprimer la der­
nière colonne Cn+ 2 à l'aide de Cn, Cn_ 1, ... , C1 , on retrouverait un 
résultat connu. Qu'à cela ne tienne! 

n 

S . p TI n n-1 n-2 oit (x)= (x-x;)=x-a1x +a2x + ... aveca1 = 
i= 1 

somme des racines, et a 2 = L X;Xi. 
1..; i<jE;;n 

Chaque X; étant zéro de P donne la relation : 
n n-1 n-2 

X; = CJ1X; - CJ2X; + ... , 

n 

LX;, 
i = 1 
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qui, multipliée par X; , conduit à : 
n+I n n-I 

X; = 0'1X; - 0'2X; + ... 

Si on fait varier i, on obtient les matrices colonnes des x~ + 1 , (notée 

Cn + 2) et des X~, (notée Cn + i) comme combinaison linéaire de 

en, en-I• ... ,el. On aura: 
en+ 2 = O" 1 en+ 1 - 0"2en + une combinaison des Ci, pour 

j=s;;;n-1,avec: 
en+ 1 = O' 1 en+ une combinaison linéaire des cj 'j :s;;; n - 1 'd'où : 
en+ 2 = (O"i-0'2)Cn +une combinaison linéaire des Ci ,j os;; n - l. 

L'aspect forme n.linéaire alternée d'un déterminant donne alors: 
2 

Dn = det (C1, e 2, ... , en-I• (0'1 -0'2)Cn) 

2 = ( 0'1 - 0'2)det (e1, •.. ,en) 

( 
n ) = L xi+ L x;xi II (xrx;), 

i = 1 1 "° i <j "° n 1 "° i <j.;; n 

en supposant connue l'expression d'un déterminant de Vandermonde. 

4.26. Le polynôme caractéristique de u, nilpotent, est Xu(x) = xn. 

Si Fest sous-espace stable de dimension k os;; n , u induit un endomor­

phisme u sur F, qui est encore nilpotent, donc admet pour polynôme 

caractéristique X-(x) = i. Par Cayley Hamilton, on a donc uk = 0, 
u 

-k -
donc F = Ker u , ( u endomorphisme de F), mais a fortiori, pour x dans 

k -k ' k 
Fon a u (x) = u (x) = 0, d'ou F c Ker u . 

Si on jordanise u, de rang n - 1 , la réduite de Jordan est la matrice 
carrée d'ordre n: 

0 1 0 
0 0 1 

0 
J = 

0 .. 
0 1 
0 0 
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(il faut n - 1 fois des 1 au-dessus de la diagonale), donc l est la matrice 
où le~, 1 se sont« déplacés k fois», ils.~ommencent en première ligne, 
k l 1eme l fi . k 1eme 1. d ., l ·1 + co onne, pour inir en n - igne, ern1ere co onne : i y 

en a n - k, donc uk est de rang n - k et Ker u" de dimension k, celle 
de F, d'où F = Ker uk. 

Finalement, il y a exactement n + 1 sous-espaces stables, les Ker uk, 

pour 0 :s;;; k :s;;; n, avec Ker u0 = {O} et Ker un = E, Ker uk étant de 
dimension k. 

4.27. On a q projecteur si et seulement si q2 = q, or, on a: 
2 2 2 2 2 

q = P1 + P1P2-P1P2P1 + P2P1 + P2 -P2P1 -P2P1 -P2P1P2 + P2P1P2P1 

= P1 + P2P1 + P2 -P2P1 -P2P1 , compte tenu de p 1p 2 = 0 et de 
2 2 . fi 1 2 p 1 = p 1 et p 2 = p 2 ; soit ma ement, q = p 1 + p2 -p2p 1 = q : on a un 

projecteur. 

On constate que p 1 q = PÎ + p 1p 2 - PiP2P1 = p 1 , (toujours 
p 1p 2 = 0 ), donc, six E Ker q, p 1 (x) = p 1 (q(x)) = 0, soit x E Ker p 1 . 

De même, p2q = p 2p 1 +Pi-PiPi = p 2 , donc Ker q c Ker p 2 et 
Ker q c (Ker p 1 lî Ker p 2). 

Puis, si x E Ker p 1 n Ker p 2 , q(x) = p 1 (x) + p 2(x) -p2(p1 (x)) = 0, 
donc Ker q = Ker p 1 n Ker p 2 . 

Pour les images, on vérifie que qp 1 = p 1 et qp2 = p 2 , d'où l'on 
déduit que tout y = p 1(x) de lm p 1 s'écrit q(p 1(x)), donc est dans 
lm q : on a lm p 1 c lm q et lm p 2 c lm q, d'où lm p 1 +lm p 2 c lm q. 

Puis y de lm q s'écrit y = q(x) = p 1 (x) + p 2(x-p 1 (x)) est dans 
lmp1 + lmp2 , et on a lm q = lmp1 +lmp2 . 

4.28. D'abord, comme/annule le polynôme scindé à racines simples 
(X - a) (X - b) , f est diagonalisable avec deux sous-espaces propres 
Fa = Ker (j- aldE) et F b = Ker (f- bldE) en somme directe. 

a) Pour Â. non nul, le polynôme en f, Â.(j- aldE) , admet donc Fa et 
F b pour sous-espaces propres, en somme directe, pour les valeurs pro­
pres Â.( a - a) = 0 et Â.( b - a) . Ce sera un projecteur si et seulement si 

Â.(b-a) = l, soit Â. = -b 1 . 
-a 
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De même µ(/- bldE) est diagonalisable, avec les sous-espaces pro­

pres Fa et F b , pour les valeurs propres µ(a - b) et 0 : on aura un pro-

. . l . 1 Jecteur s1 et seu ement s1 µ = --b . 
a-

b) L'égalité (j- aldE) o (j- bldE) = 0, donne l'inclusion : 

lm (j- bldE) c Ker (j- aldE) . 

De plus Ker (j- aldE) = Fa et la dimension de lm (j- bldE) est 
p - dim Ker (j- bldE) = p - dim F b, (p, dimension de E) ; comme 
E = Fa Ee F b, on a lm (j- bldE) de dimension dim Fa, soit 
dim (Ker (j- aldE)) : l'inclusion est une égalité. 

Comme f- aldE et f- bldE commutent, (polynômes en j), on a 
également lm (j- aldE) = Ker (j- bldE) . 

c) En décomposant un vecteur x de E en x = u + v dans la somme 
directe Ker (j- aldE) E0 Ker (j- bldE), on obtient: x = u + v et 
f(x) = au+bv, d'où: 

f(x)-ax = (b-a)ve Fb et: 

f(x)-bx = (a-b)ue Fa, d'où, comme a"t:-b, 

1 1 
x = u + v = -b (j(x) - bx) + -b - (f (x) - ax), décomposé 

a- -a 
dans Fa@Fb. Comme alors f(f(x)-bx) = a·(f(x)-bx) et 
f(f(x)-ax) = b · (f(x)- ax) on obtient, pour tout n de IN*, 

n an bn 
f (x) = a_ b (j(x)- bx) + b-a (f(x)-ax), d'où l'égalité: 

n bn -an ban -abn 
f = -b-- f + b ldE, formule encore valable si n = 0 , avec la 

-a -a 
. n bn 1 J 0 "d convention a = = et = i E . 

d) Si ab* 0, f n'ayant pas 0 pour valeur propre est injective, en 
dimension finie, donc bijective, et comme sur Ker (j- aldE) , 

(resp. Ker (j-bldE)), f- 1 agit comme l'homothétie de rapport a- 1 , 

(resp. b- 1), la même décomposition de x en u + v conduit, pour n 

entier négatif, à la même expression de fn(x), donc l'expression trou­

vée de f n est valable pour tout n dans 7.l. 
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4.29. Le résultat est immédiat comme conséquence du Théorème 
de Baire : les Fi sont des fermés de E, car sous-espaces de dimension 

finie de E, comme E = IRn est complet, si la réunion des Fi est E, l'un 
des Fi est d'intérieur non vide, ce qui est exclu, (sous-espaces stricts). 

Donnons-en une justification plus algébrique. 

Si E = U Fi, soient x1 et x2 fixés dans E, pour tout Â. e IR, il existe 
je IN 

j(Â) dans IN tel que x1 + Â.x2 e Ej(i..). Comme IR est de cardinal stricte-
ment supérieur à celui de IN, il existe Â.' réel * Â. tel que j(Â) = j(Â'), 
donc x1 + Â.x2 et x1 + Â.'x2 sont dans Ej(i..), d'où 

Â. ~ Â.' ((x1 + Â.x2) - (x1 + Â.'x2)) = x2 est dans Ej(i..)> ainsi que 

Â.' ~ Â. (Â'(x1 + Âx2) -Â.(x1 + Â.'x2)) = x1 • 

Nous venons de vérifier, pour k = 2, la propriété 

fJlJ(k) : si (x1, x2, ••• , xk) e Ek, il existe un indicej tel que x 1, x2, •.. et xk 

soient dans le même Fi . 

Vérifions la propriété par récurrence sur k. On suppose fJlJ(k) véri­
fiée. 

Soit (x1, ... , xk; xk+ 1) dans Ek+ 1 , en appliquant fJlJ(k) on sait que, 
pour chaque Â. de IR, il existe un j(Â) tel que les k vecteurs x 1, x2, ..• , xk- 1 

et xk + Â.xk+ 1 soient dans Fj(i..). 

Là encore, ( card IR> card IN) , il existe Â.1 * Â. tels que xk + Â.xk + 1 , 

x 1, x2, ... , xk-l et xk + Â.'xk+ 1 soient dans le même Fj(i..) = Fj(i..'). Mais, 
avec j = j(Â) = j(Â'), Fi contiendra x 1, x2, ... , xk- l ainsi que 

xk+1 = Â.~Â.' ((xk+Â.xk+1)-(xk+Â.'xk+1)) et: 

xk = Â.' ~ Â. (Â'(xk + Â.xk+ 1)-Â(xk + Â.'xk+ 1)) : on a bien fJlJ(k + 1) véri­

fiée. 
Mais alors, avec .9J = (e1, ••• ,en) base de E, fJlJ(n) étant vérifiée, il 

existerait j tel que chaque ek soient dans Fi d'où E c Fi avec 

dim E > dim Fi : c'est absurde. On a E * .U Fi. Pour cette première par-
1 e IN 

tie de l'exercice, les Fi ne sont pas forcément de même dimension. 
Passons à la suite de l'exercice, où l'on suppose les Fi tous de même 

dimension. 
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Comme U Fic E, il existe un vecteur Wp + 1 tel que, pour tout j, 
je IN * 

wp + 1 é Fj, mais alors Fi et la droite IR.ep + 1 sont en somme directe. 

Les Gj = Fi E9 IR.wp + 1 sont tous des sous-espaces de dimension p + 1 
de E. Si p = n - 1, Gj = E et W = IR.wp + 1 convient. Sinon, la réunion 
des Gj est strictement contenue dans E: il existe wp+ 2 é '-:JGi, donc, 

pour tout j, Hi = Gi E9 IR.wp + 2 est sous-espace de dimension1 p + 2 de E. 
Si n - p = 2 , on a trouvé W = IR.wp + 1 E9 IR.wp + 2 , sinon on itère le rai­
sonnement. En n - p étapes, on construit W supplémentaire commun à 
tous les Fj. 

4.30. Commetouty = (u+v)(x) = u(x)+v(x)e (lmu+lmv) ona 
rg ( u + v) :;;;;; dim (lm u +lm v) = rg ( u) + rg ( v) - dim (lm un lm v), 
d'où rg (u + v):;;;;; rg (u) + rg (v). 

Puis, en écrivant u = ( u + v) + (- v) , et en appliquant l'inégalité pré­
cédente, on a : 

rg(u):s;;;rg(u+v)+rg(-v) = rg(u+v)+rg(v), 
d'où rg (u)-rg (v):;;;;; rg (u + v), mais aussi, (pas de jaloux): 

rg (v)- rg (u):;;;;; rg (v + u) = rg (u + v), 

d'où l'encadrement: 
- rg (u + v):;;;;; rg (u)-rg (v):;;;;; rg (u + v), et finalement les 

inégalités : 
lrg (u)-rg (v)I:;;;;; rg (u + v):;;;;; rg (u) + rg (v). 

Supposons l'égalité rg (u + v) = rg (u) + rg (v), l'inégalité: 
rg (u) + rg (v) = rg (u + v):;;;;; rg (u) + rg (v)- dim (lm un lm v) 

implique déjà lm un lm v = {0}. 
Puis, six e Ker (u + v), on a u(x) + v(x) = 0, donc u(x) = - v(x) 

est dans lm un lm v = {O}, d'où u(x) = v(x) = 0 et 
x e Ker u n Ker v . Comme l'inclusion Ker u n Ker v c Ker ( u + v) est 
facile à justifier, on a l'égalité Ker ( u + v) = Ker u n Ker v . Mais alors, 
pour les dimensions, on a : 
dim (Ker u +Ker v) = dim Ker u + dim Ker v-dim (Ker un Ker v) 

= (n - rg (u)) + (n - rg (v))- dim (Ker (u + v)) 

= 2n-rg (u)-rg (v)-n+rg (u+v) 

= n, 
compte tenu de l'égalité rg (u + v) = rg (u) + rg (v), d'où la deuxième 

égalité, Ker u +Ker v = IR.n. 
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Réciproquement, si Ker u + Ker v = IRn et lm u n lm v = { 0} , soit x 
dans Ker (u + v), alors on a toujours u(x) = v(x) = 0 car 
u(x) = - v(x) e lm un lm v = {0} donc Ker (u + v) c Ker un Ker v 
et on al' égalité, l'autre inclusion étant évidente. 

Donc Ker ( u + v) = Ker u n Ker v . 

Mais alors, on a : 
rg(u+v) = n-dim(Ker(u+v)) = n-dim(KerunKerv). 

Or n = dim (Ker u +Ker v) 

= dim (Ker u) + dim (Ker v)-dim (Ker un Ker v) 

= 2n - rg (u)- rg (v)- dim (Ker un Ker v), 
d'où dim (Ker un Ker v) = n-rg (u)-rg (v), et finalement: 

rg ( u + v) = n - ( n - rg u - rg v) = rg ( u) + rg ( v) , ce qui 
achève la justification de l'équivalence. 

4.31. Si M est une involution, M annule le polynôme scindé à racines 
simples, X2 - 1 , donc est diagonalisable, avec comme seules valeurs pro­
pres possibles 1 et - l. 

Si 1 est valeur propre triple, M = 13 , (a= 1, b = c = 0), et si - 1 est 
valeur propre triple, M = - 13 , (a= - 1, b = c = 0). 

Ces deux cas de l'identité et de la symétrie point étant écartés, M aura 
forcément 1 et - 1 pour valeurs propres, l'une des deux étant double. 

Le polynôme caractéristique est : 

a-Â. b c 

c a-Â. b = (a-Â.) 3 +c3 +b3 -3bc(a-Â.), 

b c a-Â. 

équation du troisième degré en a - Â., qui a une racine réelle double, 
(et une simple) si et seulement si : 

4(- 3bc)3 +27(b3 +c3) 2 = 0, soit encore si 27(b3 -c3) 2 = 0, 
donc si et seulement si b = c car on est sur IR. 

( 
1 1 1 l Avec b = c,onaencore M = (a-b)l3 +b 111 ,et la matrice 

1 1 1 

( 
1 1 1 l J = 1 1 1 étant de rang 1 admet un noyau de dimension 2, donc 0 

1 1 1 
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est valeur propre double au moins, la trace de J est 3 d'où 3 valeur pro­
pre simple etJ est diagonalisable. 

Mais alors M est diagonalisable (polynôme en J), avec les mêmes 
sous-espaces propres et des valeurs propres valant a - b + 3b, simple et 

2 a - b , double. On aura donc M = 13 si et seulement si on a 

{
ab = 1 {a -b = - 1 
a+ 2b = - l, ou a+ 2b = 1, 

b = c b = c 

(et aussi M = 13 ou-13 ). 

C . d"'b 2 1 'b 2 1 ec1 con wt a = c = - 3 , a = 3 , ou a = c = 3 et a = - 3 . 

La matrice Mi = ~ [-1
2 -1

2 =: ] est celle de la symétrie orthogo-

- 2 -2 1 

nale (sur IR.3 canonique) par rapport au plan P d'équation x +y+ z = 0, 
noyau de Ker (Mi -13), (il est facile de vérifier que Mi est orthogo­
nale). 

La matrice M2 = ~ [-2 l _ 
2
1 : J est celle de la symétrie orthogo-

2 2 -1 
nale par rapport à la droite D = Ker (M2 - 13) , dirigée par le vecteur 
-7 
V(l, l, 1), perpendiculaire au plan P. 

4.32. En développant par rapport à la première colonne on a : 

X 0 0 0 

X 1 +X2 X 0 

Dn = (l+X2)Dn_i-X 0 X l+X2 ••• 0 , le deuxième 

' - • 2 
0 0 0 ... 1 +X 1 

déterminant, d'ordre n - 1, valant XDn_ 2 , (en développant par rapport 
à la première ligne). 

Ceci donne la relation de récurrence : 

Dn = (1 + X2)Dn-i -X2Dn_ 2 , OU mieux: 
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Dn -Dn-1 = X2(Dn-1 - Dn-2), ce qui conduit à l'égalité: 

2 n-2 
Dn-Dn-1 =(X) (D2-D1). 

2 22 2 4 2 
On a D1 = 1 +X, D2 = (1 +X ) -X = X +X + 1, donc: 

D D X 4 d' ' I" 1· ' 2 - 1 = , ou ega 1te : 

D D X2n ( D D __ X2 · 2 __ X4 ). 
n - n - 1 = ' on retrouve 2 - 1 

En sommant ces relations, avec D1 = X2 + l, on obtient l'égalité 
n 

Dn(X) = L X2k qui apporte les réponses à toutes les questions posées. 
k=O 

4.33. En analysant le problème, si n = 1 , M est une matrice (2, 2) 

de déterminant a2 + b2 = la+ ibl 2. Pourrait-on retrouver, par des com­
binaisons de lignes et de colonnes ce résultat ? 

On multiplie chaque ligne de numéro k e [n + l, 2n] pari, on a: 

detM = A-B 
B A 

=(if n A -B 
iB iA 

On remplace, pour 1 :;;;; k :;;;; n, la colonne Ck de la matrice obtenue 
par Ck + iCk+n : le déterminant est inchangé, d'où: 

det M = i- n A- iB - B 
iB-A iA 

Si, dans le déterminant obtenu, on remplace, pour 1 :;;;; k :;;;; n , la 
ligne Lk + n par la somme Lk + n + Lk , on obtient : 

d M .- n A- iB - B et = i = rn det (A-iB) det (i(A+iB)) 
0 -B+iA 

= i-nin det (A-iB) det (A-iB) = ldet (A-iB)l 2, 

donc det M ;;;;:: 0 . 

4.34. En développant det ( 1n O ) par rapport à la première ligne, 
PQ . 

n fois de suite, on arrive à det (Q}, valeur de ce déterminant. 
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De même on a det ( R O ) = det R , relation obtenue en dévelop­
S In 

pant n fois de suite par rapport à la dernière colonne. 

Pour faire le lien entre ( ~ ~ ) et ce qui précède, on peut se deman­

der s'il existe des matrices carrées d'ordre n, P, Q, R, S, telles que: 

( ; ~ ) ( ~ ~ ) = ( P~ PS ~ Q ) = ( ~ ~ ) ; 

ce qui conduit aux conditions R = A, S = B , puis PR = PA = C et 
PS+Q = PB+Q = D. 

La relation PA = C aura une solution si A est inversible, cas que 
nous allons d'abord traiter, (la densité de GLn(<C) dans .L,,(<C) servira 
ensuite). 

On supPose A inversible, donc on prendra P = CA- 1 , et il reste à trou­

ver Q telle que PB+Q = CA- 1 B+Q = D,d'où Q = D-CA- 1B. 
Avec P, Q, R, S ainsi trouvés et le calcul par blocs précédent, on a : 

det ( ~ ~ ) = det Q det R = det R det Q 

= detAdet (D-CA- 1B) 

= det (AD-ACA- 1B). 

Or AC = CA donc ACA- 1B = CAA- 1B = CB et finalement 

det ( ~ ~ ) = det (AD - CB) . 

Soit A non inversible, c'est que x = 0 est solution du polynôme carac­
téristique XA(x) = det (A-xin) = 0. C'en est un zéro isolé, donc 

3p0 e IN*, 'v'p;;;;. p0, det (A-~ In)* 0. 

1 
Comme A et C commutent, Ap = A-p In et C commutent aussi, 

donc la justification précédente donne, avec Ap = A - ~ In : 

det ( ~ ~ ) = det (ApD - CB), 
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et comme lim Ap = A, et que l'application déterminant, polynomiale 
P--"+~ 

par rapport aux coefficients des matrices, est continue, on a bien, si p 

tend vers l'infini, det ( ~ ~) = det (AD- CB). 

4.35. a) L'espace dual E* étant de dimension finie, n, sa sphère 
unité S est compacte, il en est de même de Sn. L'applicationf, multili­
néaire par rapport aux <pi variant dans E* espace vectoriel normé de 
dimension finie est continue, donc bornée sur Sn et elle atteint ses bor­
nes, puisqu'elle est à valeurs réelles. 

b) Comme pour la base duale~* = (a 1 *, ... ,an*), que l'on norme 

enposantuj = llla>lll a/ ,onaura f(u 1, ••• ,un)= l/l~llla/111).non 
nul, la borne supérieure de f est non nulle et même strictement positive. 

Mais alors, si elle est atteinte en ( E1, ... , En) , ces formes duales sont 

libres, sinon, l'une, Ej, serait combinaison linéaire des autres, 

( Ej = L Â.kEk)' et la /ème colonne cj de la matrice des E/a;) serait la 
k<#j 

combinaison linéaire L ')..kCk' des autres colonnes ck' puisque 
k<#j 

E/a;) = L Â.kEk(a;), pour i = 1, 2, ... , n ; et en conséquence on aurait 
bj 

det (E/a;)) = 0, soit j(E1, .•. ,En) = 0. 

Pour prouver la bijectivité de g, on va se donner un n.uplet (z1, ••• , zn) 

de vecteurs de E, chaque zi étant connu par ses coordonnées (z 1i, ... , zn) 
dans une base fixée de E, et on va prouver qu'il existe un et un seul n.uplet, 
(y 1, ••• , Yn) de vecteurs de E, tel que g(y 1, ••• , Yn) soit (z1, .•. , zn), en calcu-

lant les composantes (y;) 1 ,,.; ; ,,.; n de chaque Yi dans la même base. 

En prenant la kième coordonnée, dans la relation définissant g, on a, 
pour i variant de 1 à n : 

n 

(1) zki = L E/a;)Ykj• 
j=l 

ce qui montre que le n.uplet réel, (YkI• yk2, ... , Ykn) est solution d'un sys­
tème de n équations à n inconnues, de matrice celle des ( E1·( a;)) 1 "' .. "' , -•.1-n 
matrice régulière puisque son déterminant est j(E1, E2, ••• ,En), stricte-
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ment positif. On a donc existence et unicité des (y ki) 1 .,. ; .,. ,, , et ceci, pour 

tout k d'où la bijectivité de g qui, par ailleurs agit linéairement sur les y j . 

c) Les vecteurs e; sont tels que (a1, ... ,a,.) = g(e1, ... , e,.) donc 
" " 

a; = L Ej(a;)ej, ce qui entraîne: Ek(a;) = L E/a;)Ek(ej), puis, en 
j=l j=l 

modifiant les indices : 

a; = Î, Ek(a;)ek = Î, ( Î, Ej(a;)Ek(e))ek, 
k=l k=l j=l 

d'où les égalités: 

" 
(2) Ek(a;) = L Ej(a;)Ek(e), 

j=l 

puisque le vecteur a; n'a qu'une décomposition dans la base e1, ... , e,., 
car en fait, {e1, ... , e,.} est une base de E, {a1, ••• ,a,.} en étant une, car, 
en y regardant bien, les égalités ( 1) traduisent l'égalité matricielle 
1Z = MY, en notant Y, (resp. Z) la matrice carrée d'ordre n des compo­
santes des Yj, (resp. zj ), dails la base de E fixée au b, et M la matrice 

carrée régulière des (E/a;))1.,. i,j.,.,.. 

On a donc {z1, ... , z,.} base de E <::::) Z régulière<::::) 1Z régulière 

<::::) Y = M- 1 1Z régulière<::::) {y1, ... ,y,.} base de E. 

Mais les relations (2), à leur tour, prouvent que, pour k fixé et i variant 
de 1 à n, les réels Ek(e1), Ek(e2), ... , Ek(e,.) sont solutions d'un système de 
n équations linéaires, de matrice celle des ( e1.( a;)) 1 "" .. "" , matrice régu-

- '·1 - " 
lière comme on l'a vu en b ). La solution de ce système est unique, or on 
en tient une, celle définie par Ek(ek) = 1 et, pour tout j -::F- k, Ek(e) = 0, 
ce qui définit ek * en fait, donc la base des Ek est bien la base duale de 
celle des ej . 

d} On a le produit matriciel : 

(E/a;))l.,.i,j"'"(cpv(e,,))1.,.u_,v.,.,. = ( i Ek(a;)cp/ek)) . . ' 
lk = 1 1 ... '·1 ... " 

en notant, dans l'indexation, en premier l'indice de ligne. 

Mais Î, Ek(a;)cpj(ek) = cpj ( Î, Ek(a;)ek) = cp/a;) 
k=l ~=l 

puisque 

g(e1, ... , e,.) = (a1, ..• ,a,.). 
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On obtient la matrice des ( <i>/ a;)) 1 .e; i,j .e; n , et en prenant les détermi­
nants des deux membres, on obtient l'égalité : 

J ( E1, ... , En) det (( <i>v( eu)) 1,., - ) = J ( <f>1, ... , <l>n) · 
-=u,v~n 

e) Prenons alors q> dans S, la relation précédente donne, vu les 
valeurs des Ek(e) : 

' 

f(E1, ... ,E;_1,<f>,E;+1•···•En) = O \ q>(e;) 
1 

1- 0 

Ü q>(en) 0 '1 

= q>(e;)f(E1, ... ,En). 

Or, la borne supérieure de f est atteinte en (E1, ... ,En), on a donc 
q>(e;)f(E1, ... ,En) .s;;,.j(E1, ... ,En), d'où q>(e;).;;;. 1 puisque la borne supé­
rieure de f est > 0, (vu au b ). 

Avec: 
j(- E1, E2, ... , Ei-1• q>, E;+l• ... ,En) = - q>(e;)f(E1, ... ,En) .s;;,.j(E1, ... ,En) 

on obtient - q>(e;).;;;. 1 d'où - 1 .;;;. q>(e;).;;;. 1. 

On a donc l<i>(e;)l :is;. l, pour toute forme q> de S, et comme 

E;(e;) = 1, on aura lle;ll = sup {iq>(e;)I ; q> e S} = l. 

4.36. a) Si u est une affinité de rapport À, par rapport au 
sous-espace G, parallèlement au sous-espace F, c'est que E = F E9 G, et, 
si p est la projection sur G parallèlement à F, on a 
u(x) = p(x) + À(x - p(x)) 

= (ÀI + (1-À)p )(x), 
2 2 2 2 . 

donc u = À 1+2À(l -À)p + (1-À) p , pwsque pet 1 commutent. Or 
2 p = p, donc: 

u2 = À 21 + (1 - À 2)p, alors que : 
(À+ l)u-ÀI = (À+ l)ÂI +(À+ 1)(1-À)p-U 

= Â.21 + (l -À2)p: on a bien l'égalité 

u2 = (À+ l)u-ÀI. 
2 b) On au -Àu-u+ ÀI = u(u-Àl)-(u-ÀI) 

= (u-l)(u-ÀI) = O. 



162 Algèbre linéaire 

Donc, si Â. =F- 1 , u annule un polynôme scindé à racines simples donc 
u est diagonalisable. 

Puis, si u est diagonalisable, si on suppose Â. = 1 , alors ( u - 1) 2 = 0 , 
mais u devant annuler un polynôme scindé à racines simples, ce ne peut 
être que u - 1 = 0 , ce qui est exclu par l'hypothèse u =F- 1 . Donc Â. =F- 1 et 
on a bien, pour u =F- 1. u diagonalisable si et seulement si Â. =F- 1 . 

Avec F = Ker (u -Â.I) et G = Ker (u - 1), (éventuellement 
G = { 0} , mais F =F- { 0} sinon E = G et u = 1 ), on a E = F œ G , et si 
x = y+ z avec y e F et z e G on a u(x) = Â.y + z : u est l'affinité, paral­
lèlement à F, de rapport Â., par rapport à G. 

Si G = { 0} , u est l'homothétie de rapport Â.. 

Dans le cas Â. = 1 , on a, dès le début du b ), l'égalité ( u - 1)2 = 0 et 
u-1=F-0, (car u =F- 1 ), donc u n'est pas diagonalisable. 

Si on avait un sous-espace F, supplémentaire de E1 = Ker (u-1), et 

stable paru, l'endomorphisme induit par u sur F, noté Ü , vérifie encore 

l'égalité (Ü- 1)2 = 0. 

Si on a Ü-1=F-0, soit x0 e F avec y0 = (Ü-l)(x0) non nul, on aura 

(Ü- l)(y0 ) = 0 soit Ü(y0 ) = y0 : dans ce cas y0 e E1 = Ker (u - 1) d'où 
y0 e E1 lî F : dur dur pour un vecteur non nul, car 
E = E1 œ F ~ E1 n F = {O} ! 

Si Ü- 1 = 0, ce n'est pas mieux car c'est tout F dans ce cas qui est 
dans E1 . 

Finalement, il n'existe pas de supplémentaire stable de 
E1 =Ker (u-1). 

4.37. On peut démontrer facilement que f et F ont mêmes valeurs 
propres dans le corps, mais pour les multiplicités, et dimensions des 
sous-espaces propres associés, il faudra recourir aux bases. 

D'abord, soit Â. une valeur propre de f, e1 un vecteur propre (non 
nul) associé, et {e1 ; e2, ... ,en} une base de E. Si u est définie par 

u(e1) = e1 et u(e) = 0 pour j;;;;.. 2, on a F(u) telle que 

F(u)(e) = j(u(e)) = 0 sij;;;;.. 2, et, 

F(u)(e1) = f(Â.e 1) = Â.e1 = (Â.u)(e1). 
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Donc F(u) et Â.u sont égales sur la base {e1, ... ,en} d'où Â. valeur pro­
pre de F pour le vecteur propre u. 

Réciproquement, si Â. est valeur propre de F et si g est un élément non 
nul de 2'(E) tel que F(g) = f o g = Â.g, pour tout y = g(x) non nul de 
lm g, on a /(y) = Â.y, d'où Â. valeur propre def 

Soit maintenant une base 9J = {e1, ... ,en} de E, et M la matrice des 
mij, matrice de f dans cette base. On considère la base des E;j de 2'(E), 
avec E;j(ej) = e; et E;j(ek) = 0 si k :F- j. 

On a F( Euv) = f o Euv, telle que : 

sij:F-v, F(Euv)(e) = O,et: 
n n 

si j = V' F(EuvHev) = f(eu) = L m;uei = L m;uEiv<ev). 
i=l i=l 

n 

Donc F( Euv) et I, m;uEiv prennent les mêmes valeurs sur la base 9J: 
i = 1 

ces applications linéaires sont égales. 
On indexe alors la base '@" des E;j en : 

'6"= {En, ... , En1; E12• ... , En2; ... ; Ein• ... , Enn}, et on considère la 

matrice L de F dans cette base W. en prenant l'image par F du uième 
n 

d ième , . F( ) ~ vecteur u v paquet, a savoir Euv = k.i m;uEiv . 
i = 1 

Cette décomposition ne fait intervenir que des vecteurs du vième 

paquet, (deuxième indice constant, v), donc la matrice Lsera bloc dia­
ième gonale, et en u colonne dans ce bloc, on a la colonne des m;u , pour 

i variant de 1 à n, donc la uième colonne de M. 

Mais alors, L = 

M Ü 
M 

' , matrice bloc diagonale, d'où tout ce 

0 M: 
qu'on veut. En particulier pour les polynômes caractéristiques, on a: 

X,,.ÀÂ.) = det(L-Â.I 2) = (det(M-Â.ln))n, 
n 

donc, a est valeur propre de multiplicité r de f si et seulement si a est 
valeur propre de multiplicité nr de F. De plus, le rang de L- al 2 étant 

n 
alors n x rang (M - aln) , (passer par les vecteurs colonnes indépen-
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dants par exemple), on aura: dimension du sous-espace propre de F, 
pour a. = n x dimension du sous-espace propre de f, pour a.. 

4.38. Comme x2-5x+6 = (x-3)(x-2), A annule un polynôme 
scindé à racines simples donc est diagonalisable, avec pour seules 
valeurs propres possibles 2 et 3. Il existe donc P e GLn(IR) telle que 

p- 1 AP = A' = ( 21P O ) , matrice bloc, p pouvant être égal à 0 ou 
0 3In-p 

àn. 

Posons M' = P- 1MP = ( M'i M'2 ), décomposition en matrice 
M'3 M'4 

bloc, M' 1 étant carrée d'ordre p. 
Avoir F(M) = Â.M = AM+ MA, avec Â. scalaire réel et M non nulle, 

équivaut, P étant régulière, à avoir : 

P- 1 (AM + MA)P = (P- 1 AP)(P- 1MP) + (P- 1MP)(P- 1 AP) 

= Â.P- 1MP, soit encore A'M' +M'A' = Â.M', ce qui s'écrit 
encore: 

( ~p 3I:J ( :: :::)+( :: :: ) ( ~J, 3I:J = ~( :: :::) 
et, en développant : 

( 4M\ 5M'2 ) = ( Â.M' 1 Â.M'2 )· 
5M'3 6M'4 Â.M'3 Â.M'4 

Comme on veut M non nulle, M' doit être non nulle, donc les M'; 
ne peuvent pas tous être nuls. 

SiM'1 :;i!:0, on doit avoir Â. = 4 d'où M'2 = M'3 = M'4 = 0 ; 

si M'2:;i!:0, on doit avoir Â. = 5, d'où M' 1 = M'4 = 0 et M'2 et M'3 

quelconques ; 
si M'4 :;i!: 0, on doit avoir Â. = 6, avec M' 1 = M'2 = M'3 = 0. 

Pour 0 < p < n , les éléments propres de F sont donc 
Â. = 4, sous-espace propre de dimension p2 ; 
Â. = 5 , sous-espace propre de dimension 2p( n - p) ; et 

Â. = 6, sous-espace propre de dimension (n-p)2 : la somme des 

dimensions étant (p + n -p )2 = n2, Fest diagonalisable. 
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Pour p = 0, A = 3In en fait et F(M) = 6M : il n'est pas étonnant 
que F, homothétie de rapport 6, soit diagonalisable. 

Si p = n, A = 2In et F(M) = 4M, même conclusion. 

1 - - 2 
4.39. La matrice An = n , de déterminant 1 + a 2 , est celle 

[ Cl] 
~ 1 n 
n 

d'une similitude directe, car elle s'écrit encore: 

1 a/n 

, etc' est la matrice de la simi-

litudesn derapport(l + (ln:)
112 

,d'angle en tel que cos0n = 1 ' J1 + a2/n2 

. e a/n . e Ar . a/n sin n = , soit n = C sin-;:::===:=::::: J1 + Cl2 /n2 JI+ a2/n2 

( 2)n/2 
Mais alors (An)n est la similitude O'n, de rapport Â.n = 1 + : 2 , 

et d'angle n0n, donc : 

- sinn0n). 
cosn0n 

~Ln(l+~) 2 
Or Â.n = e n tend vers 1 car l'exposant est équivalent à ~n 

et n0n - nain tend vers a, donc la limite cherchée est la matrice 
J1 + a 2/n 

- sin a). 
COSCl 

La géométrie peut avoir du bon ! 
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4.40. a) Si u et v commutent, tout sous-espace propre de l'un est 
stable par l'autre. On est en dimension finie sur <r::, donc les valeurs pro­
pres existent, (zéros des polynômes caractéristiques). 

Soit À une valeur propre de u, et v induit par v sur le sous-espace pro­
pre EA. = Ker ( u - ÀidE) . En tant qu' endomorphisme en dimension finie 

sur <r::, v a droit à ses valeurs propres, d'où des vecteurs de EA., propres 

pour v donc pour v, mais aussi pour u qui est une homothétie sur EA. . 

b) Si uv - vu = cx.u , on justifie, par récurrence, que 

ukv-vuk = kcx.uk. C'est vrai si k = 1, et si c'est vrai pour k, on aura: 
k k k+l . 

u(u V-VU ) = kcx.u 'SOlt 

k + 1 ( ) k k k + 1 . d b" u v - vu + cx.u u = cx.u , ce qui onne 1en : 
k + 1 k + 1 (k 1) k + 1 1 . , , . k u v - vu = + cx.u : a propnete est vraie pour tout . 

Mais alors, si pour tout k entier, uk * 0 , l'endomorphisme <p de 2'(E) 
dans 2'(E) défini par <p( u) = uv - vu admet une infinité de valeurs pro-

pres, les kcx., associées aux vecteurs propres uk : c'est exclu en dimension 
finie, donc u est nilpotent et on se place sur F = Ker u , ce sous-espace 
est stable par v aussi car, si x E Ker u , on a : 

u(v(x)) -v(u(x)) = cx.u(x) avec u(x) = 0, d'où u(v(x)) = 0. 

On considère u et v induits par u et v sur Ker u, on a uv - vu = 0 , 

(en fait u = 0) et on est ramené au cas a), les vecteurs propres de u, 
(resp v ), étant vecteurs propres de u, (resp v). 

c) On suppose que uv-vu = cx.u + j3v avec cx.j3 * 0. 
Soit v' = cx.u + j3v . 

2 2 On a uv' - v'u = cx.u + j3uv - cx.u - j3vu 

= j3(uv-vu) = j3(cx.u + j3v) = j3v'. 

Donc, d'après le b ), u et v' ont un vecteur propre commun, x, pour les 
valeurs propres À etµ. On a: u(x) = À.x et v'(x) = µx = cx.u(x) + j3v(x), 

d'où j3v(x) = µx- cx.À.x, soit v(x) = µ-13cx.À x : ce vecteur x est bien vec­

teur propre commun à u et v. 

4.41. En développant par rapport à la première colonne, on obtient 
facilement l'égalité: 
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0 
Dn = (a+b)Dn-I - , soit: 

Ü ·-a+b ·ab 

1 a+b 
Dn = (a+ b)Dn-I -abDn_ 2 , et cette relation de récurrence, 

Dn-(a+b)Dn-I +abDn_ 2 = 0, jointe aux égalités D1 = a+b et 

D2 = (a+ b )2 - ab détermine les Dn. 

L'équation caractéristique, ).,2- (a+ b)Â. +ab = 0, a pour solutions 
1 2 112 1 
2 ((a+b)±((a+b) -4ab) ) = 2 (a+b±(a-b)). 

Si a =F- b, on a deux zéros distincts a et b, donc Dn = a.an+ ~bn avec 

{
a.a+ ~b = a+ b , . a b 

2 2 2 2 , systeme de solution a = --b et ~ = -b - , 
exa + ~b = a + ab + b a - - a 

n+I bn+I 
d''D a - . b ou n = b , si a =F- • 

a-
Pour a = b , on a une racine double, a, pour l'équation caractéristi-

que, et une expression de D n du type D n = (ex + ~n )an avec : 

{ a.a+ ~a = 2a 1-
1
2a 1- a 

aa2 + 2~a2 = 3a2 1, 

d' ' 2 2 . 1 R 2 2 d R 1 . ou : - a ex = - a , soit a = et .,a = a , one ., = , ceci pour 

a =F- 0, et dans ce cas Dn = (1 + n)an, expression valable également si 
a = b = 0 auquel cas Dn = 0, (matrice triangulaire inférieure avec des 
0 sur la diagonale). 

4.42. Si on cherche à diagonaliser A, on calcule le polynôme 
caractéristique : 

- Â. 1 1 
XA(Â.) = -2 3-Â. 2 

2 = Â. (3-Â.)+4+(Â.-3)-4Â. 

1 -1 -Â. 

9 = (Â.--1)(3-Â.)-4(Â.-l) = (Â.-l)((Â.+1)(3-Â.)-4) 

= (Â.-l)(-Â.2 +2Â.-l) = -(Â.-1)3 • 
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Comme Â. = 1 est valeur propre triple, avec A'* 13 , A n'est pas dia­
gonalisable, mais A- 13 est nilpotente. 

On a B = A-13 = [ = ! ! ! ] de rang 1, nilpotente donc 

1 -1 -1 

B2 = 0, et An = (B + 13)n = 13 + nB, soit: 

An = [ ~ ;: 2n n+ 1 2: J, sans autre forme de procès. 

n -n -n+l 

Pour justifier B2 = 0, si {e1, e2, e3 } est une base de E = IR.3 , (ou 

K3 ), avec {e1, e2 } base de Ker b, b endomorphisme associé à B, si la 

composante de b( e3) suivant e3 est ex'* 0, la matrice de b dans la base 
~étant triangulaire avec (0, 0, ex) sur la diagonale, on aurait ex valeur 
propre non nulle de b nilpotent, cela fait désordre. Donc 

2 b(e3 ) e Ker b = Vect (e1, e2 ) et b annule la base {e1, e2, e3 }. 

On peut aussi penser à la forme réduite de Jordan, d'un opérateur 
nilpotent de rang 1. 

4.43. On constate que V2 = ( ~ ~ ) , donc, si U est diagonalisable, 

avec P dans GLn(<r:) telle que P- 1UP = A soit diagonale, si Q est la 

matrice de GL2n(<r:), matrice bloc régulière ( ~ ~) d'inverse 

Q- 1 = [ p- 1 0 J, on aura Q- 1V2Q = ( A O ) diagonale. 
0 p-1 0 A 

Donc U diagonalisable => V2 diagonalisable. 

On suppose cette fois V diagonalisable, alors V2 l'est, et en notant 

{e1, ... , e2n} la base canonique de <r.:2n, ce qui permet d'identifier matri­

ces et endomorphismes, F = Vect (e1, ... ,en) est stable par V2 , vu la 
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forme de V2 , et l'endomorphisme induit, de matrice U par rapport à la 
base (e1, ... ,en) de F, est alors diagonalisable. 

Pour l'instant on a U diagonalisable si et seulement si V2 l'est, et V 

diagonalisable implique V2 diagonalisable. 

Supposons alors V2 diagonalisable, de valeurs propres distinctes 
Â.1, Â.2, ... , Â.k. La matrice V2 annule le polynôme scindé 

k k 

a(X) = TI (X- Â.) , donc TI (V2 - Â.jl2n) = 0, soit, avec ôj tel que 
j=l k j=l 

( ô/ = Â.j, TI (V - Ôjl2n)(V + ô}2n) = 0 · 
j=l 

k 

Si tous les Â.j sont non nuls, le polynôme b(X) = TI (X- ô)(X + ô) 
. - 1 

est scindé à racines simples, annulé par V, qui est d61Îc diagonalisable. 
Si l'un des Â.j est nul, Â.1 = 0 par exemple, on a V qui annule le 

k 

polynôme X2 Il (X- ôi)(X + ô), d'où, par le Théorème des noyaux, la 
j=2 

somme directe : 

a::2n = Ker V2 E0 (. 4 [Ker (V - ôjl2n) E0 Ker (V+ ôjl2n) ]J, 
) = 2 

avec { 0} =F- Ker V c Ker V2 , donc V sera diagonalisable si et seulement 

si Ker V = Ker V2 , soit si V et V2 ont même rang, ce qui est impossible. 

En effet, sir est le rang de U, le rang de V est n + r, (vu sa définition 

par blocs) et le rang de V2 = ( ~ ~ ) est 2r, avec r < n, (0 valeur pro-

pre de V2 ), donc rang (V2) = r + r < r + n = rang V : on en déduit 

dim (Ker V) < dim (Ker V2), et la somme directe des sous-espaces pro­

pres de V ne peut pas donner a::2n . 

On a donc V2 diagonalisable régulière => V diagonalisable et V2 

diagonalisable non régulière => V non diagonalisable. 

Comme V2 est de rang 2 rang (U), on a V2 régulière si et seulement 
si U l'est, et finalement, on obtient : 

V diagonalisable si et seulement si U l'est, avec U régulière. 
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Pour les sous-espaces propres, en considérant des matrices colonnes 
de <Cn, {E1, ... , Ep}, qui forment une base d'un sous-espace propre de U 

2 pour la valeur propre non nulle À., avec ô =F- 0 tel que ô = À. , les vecteurs 

colonnes de <C2n : ( :~.) sont tels que : 

v( a~;)-( i; )( ;~)-[:.~;]-a(~;) 
On a donc p vecteurs indépendants, qui forment une base du 

sous-espace propre de V pour la valeur propre ô, (et p autres pour l'autre 
valeur propre - ô). 

4.44. Si A est carrée d'ordre n sur IR, et si .Çfi = {e1, •.. ,en} est la base 

canonique de IR.n, on considère l'endomorphisme f de E défini par 
f(e 1) = en et f(e) = ej-l, si 2 :!O;j,,;;; n. Il est facile de vérifier que 

fn = idE, et que A est la matrice de aidE + b(f + f n-l) . 

. 2k7t ·-Si À.k = e n = (À.1)k, le noyau de f-À.kidE est de dimension 1, car 
le système - À.kx1 + x2 = 0 

- À.kX2 + X3 = 0 

- À.kxn - 1 + Xn = 0 

-À.kxn = 0, 

a pour solution x1 arbitraire, x2 = À.kx1, x3 = (À.k)2x1 , •.. , 

xn = (À.k)n- 1x1 , et la dernière équation est vérifiée car (À.k)n = 1. Cha­
que À.k étant effectivement valeur propre, avec des sous-espaces propres 

de dimension un, il en est de même pour a idE + b( f + f n- 1) , qui admet 

pour valeurs propres a+ b(À.k + À.;- 1) = a+ b(À.k + À.k 1) soit 

( 
i 2!7t - 2~7t) 2k1t 

a+ b e + e = a+ 2bcosn, k = 0, 1, ... , n - 1 . 

La matrice est inversible si et seulement si 

a é {- 2bcos 2~1t' k = 0, l, ... , n - 1}. 
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4.45. L'application cp est linéaire, somme de l'identité et de l'appli­
cation X ~ S(X)A, S étant une forme linéaire sur ~(lR). 

Si A = 0, <p = id.4 n(IR) de noyau réduit à {O}, seule valeur propre 1, 

et sous-espace propre E = ~(lR). 

Si A -::F- { 0} , l'application 9 : X ~ S(X)A est de rang 1, de noyau 

l'ensemble des matrices vérifiant X; 1 + x;2 + ... + X;n = 0 : c'est un hyper­
plan de ~(lR). 

Comme 0(A) = S(A)A, avec A* 0, A est aussi vecteur propre de e 
pour la valeur propre S(A). 

Donc, si S(A) * 0, e est diagonalisable, de valeurs propres 0 d'ordre 

n 2 - l, et S(A) d'ordre 1, d'où cp diagonalisable de valeurs propres 1 
d'ordre n2 - 1 et 1 + S(A) d'ordre 1. 

SiS(A) = -1,onaKercp = VectA,etsiS(A)-::F--1,(et-::F-Opour 
l'instant), Ker cp = {O}. 

Cherchons directement Ker <p, pour traiter le cas S(A) = 0. Si 
Xe Ker cp on a X = - S(X)A d'où X colinéaire à A, or 
cp(A) = (1 + S(A))A, et ici on obtient bien : si S(A) = - 1 , 
Ker cp = Vect (A), et si S(A) -::F-- 1, Ker cp = {O}. 

9 
Pour les valeurs propres de cp, on a 1 valeur propre d'ordre n- - 1 au 

moins, de sous-espace propre Ker S, et si µ est la dernière valeur propre 
2 on aura µ + n - 1 = trace ( cp) . 

En calculant trace ( cp) , on trouvera µ, ce qui donnera les valeurs 
propres de cp dans le cas général. 

Soit (Ek, 1) 1 ..;k,t.s;n la base canonique de ~(lR). On a: 

cp(Ek, 1) = Ehl+ S(Ek, 1)A et le coefficient de Ek, 1 dans la décomposition 
de cp(Ek, 1) est 1 + S(Ek, 1)ak, 1• 

Comme S(Ek, 1) = 0 si k =Fi, et 1 si k = i et l quelconque, il reste 1 
n 

si k * i et 1 + a;, 1 si k = i, donc trace (<p) = n2 + L ail = n2 + S(A). 
l = 1 

En résolvant µ + n2 - 1 = n2 + S(A), on trouve µ = 1 + S(A), comme 
dans le cas de S(A) =F 0 . 

Les valeurs propres de cp sont donc 1 d'ordre n2 -1 si S(A) =F 0 et 
1 + S(A), d'ordre 1 et dans ce cas cp est diagonalisable ; ou 1 d'ordre n 2 

si S(A) = 0, et alors cp n'est pas diagonalisable, toujours dans le cas 
A -::F- 0, car alors cp(X) = X<::::> S(X) = 0 : on est dans un hyperplan. 
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4.46. Comme toute matrice symétrique réelle qui se respecte, A est 
diagonalisable. 

OnaA = 

1 1- - - --1 1 
10-----01 
1 1 1 1 

10-----01 
1 1- - - --1 1 

,sin;;,;.3,etA = ( ~ ~) pourn = 2 et 

A = (1) si n = 1 , pour être complet. 
Si n = 1 , A est l'identité, (en considérant A comme application linéaire). 
Si n = 2, A est de rang l, de trace 2, d'où 0 valeur propre simple, 

de vecteurs propres Â.(l, - 1), et 2 valeur propre simple, de vecteurs 
propres µ(l, 1). 

Passons au cas général, n;;,;. 3, en notant {e1, .•• ,en} la base canonique 
de IR.n. 

La matrice A est de rang 2, l'image étant engendrée par les deux 
premiers vecteurs colonnes. Le noyau est de dimension n - 2 , donc 0 
est valeur propre d'ordre n - 2 au moins. Le sous-espace propre pour la 
valeur propre nulle est l'intersection des deux hyperplans d'équations 
XI + Xn = Û et Xl + X2 + ... + Xn = Û, d'où X1 + Xn = Û et 
X2 + X3 + ... + xn- 1 = 0 . 

Une base est formée des vecteurs e2 - e;, avec i variant de 3 à n - 1 , 
et de e1 -en. 

.l Le sous-espace F = Ker A est stable par F, donc F est stable par 
l'adjoint de A qui est ... A, donc les autres vecteurs propres sont à cher-
cher dans (Ker A).l = lm A* = lm A. 

Les vecteurs de lm A ont des coordonnées du type : 
(<X+~' <X, <X, ... , <X, <X+~), ou encore 
(a, b, b, ... , b, a), et on a un vecteur propre pour la valeur propre 

Â. si on peut résoudre le système : 

{ 2a + (n - 2)b = Â.a <=> {(2 -Â.)a + (n - 2)b = 0 
2a = Â.b 2a - Â.b = 0, 

avec une solution non nulle pour ce système homogène, ce qui n'est 
possible que si Â. vérifie : 

1
2 -Â. n- 21 = Â. 2 - 2Â. + 4- 2n = 0, ou encore: 

2 - Â. 
(Â.- 1)2 = 2n - 3, nombre positif car n;;,;. 3. 



Exercices de Mathématiques spéciales - Algèbre 173 

On trouve pour valeurs propres, chacune d'ordre l, Â. = 1 + J2n - 3 

et Â.' = 1 - J2n - 3 , et en prenant b = 2 et a = Â. , puis Â.' , on trouve 
des vecteurs propres associés. 

4.47. Sur le corps des réels, A matrice symétrique réelle est diago­
nalisable. 

Cas d'un corps quelconque. 

On note ( C1.) 1 .,,, . .,,, , les vecteurs colonnes de A. Les n - 1 premiers 
-1-n 

vecteurs colonnes sont proportionnels. 
Supposons a 1 = a 2 = ... = an- I = 0 : alors A est diagonale. 

Si l'un des aj, pour j :;.;;;; n - 1 , est non nul, A est de rang 2, (le mineur 

0 a}. .ième ième . 
obtenu avec J et n hgnes et colonnes est non nul). On a 

aj an 

déjà 0 valeur propre d'ordre n - 2 au moins, et, si {e1, ..• ,en} est la base 

canonique, les vecteurs a;ej - ajei , pour 1 :;.;;;; i :;.;;;; n - 1, i -::F-j, forment une 
base de Ker A, j ayant été fixé tel que ai -::F- 0 . 

Quelles sont les autres valeurs propres ? 

En fait: (Â. valeur propre)<=> 3(x1, ••• , xn) -::F- 0 tel que 

a1xn = Â.x1 

a2xn = Â.x2 

an-Ixn = Â.xn-1 

a1X1 + a2x2 + ... + anxn = Â.xn. 

Si Â. = 0, (avec existence de aj -::F- 0 ), on retrouve xn = 0, et la rela­
tion a 1x 1 + ... +an_ 1xn- I = 0, donc on retrouve Ker A. 

1 
Si Â. est valeur propre non nulle, on doit avoir X; = ~ a;xn , pour cha-

que i :;.;;;; n - 1 , et aussi : 
n-1 

.L a; (i ai)xn + anxn = Â.xn. 
1 = l 
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Comme on veut un n.uplet non nul, on doit avoir xn =#: 0, donc Â doit 
n-I 

vérifier l'équation Â2 - anÂ- L, (ai) 2 = 0. 
j=l 

n-1 

Si L, (aj)2 = 0, (c'est possible sur CC), on a un seul nombre non nul 
j = l 

solution si an =#: 0 , et aucun si an = 0 . Or Â =#: 0 étant trouvé les relations 
déterminent un sous-espace propre de dimension l, engendré par 
(a1, a2, ... ,an- I• Â). 

On suppose toujours A de rang 2, donc il existe un ai non nul, pour 
j:S;,.n-1. 

n-I 
9 

1°) Donc avec L, (a)- = 0, on a 0 valeur propre d'ordre n - 1 ou 
j=l 

n et un noyau de dimension n - 2 : A n'est pas diagonalisable. 
n-1 

2°) Si L, (a) 2 =#: 0, 0 est valeur propre d'ordre n - 2 et on a un 
j=l 

sous-espace propre associé de dimension n - 2 . Le discriminant 
n-I 

A= a!+4 L, (a) 2 peutêtreounonuncarrédanslecorps,(pensezà©). 
j=l 

a) Si ce n'est pas un carré: pas d'autres valeurs propres, A n'est pas 
diagonalisable. 

b) Si A = 0 , on a une valeur propre non nulle, double, et une droite 
comme sous-espace propre : A n'est pas diagonalisable. 

c) Si A est un carré non nul dans le corps K, on a deux valeurs pro­
pres non nulles distinctes et A est diagonalisable. 

Finalement, A est diagonalisable si et seulement si : 
(al, a2, ... ,an_ 1) = Ü, OU 

n-1 n-I 

(a1, a 2, ... ,an_ 1) =#: 0 mais alors L, aJ =#: 0 et A = a!+ 4 L, (a/ 

carré non nul dans le corps K. 
j=l j=l 

On peut remarquer que cette condition est vérifiée sur IR. 

4.48. On peut considérer la matrice A comme symétrique réelle, 
alors elle sera diagonalisable. De plus, la somme des coefficients de cha­
que ligne valant a + b + c , on a déjà a + b + c valeur propre et 
V = {l, l, l, 1) vecteur propre associé. 
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On peut alors chercher des vecteurs propres dans l'hyperplan ortho­
gonal à V, d'équation x +y + z + t = 0 , ( diagonalisation en base ortho­
normée) et, un calcul rapide montre que : 

[Oabc][-1] [-1] 
~: ~; -:! = (a-b-') -:! ; 

[; ~ ~ ! J [-:! J = (-a+b-c) [-:! J 
cbaO -1 -1 

[ ~ ~ ~ ~ J [-\ J = (-a-b+c) [-\ ]· 
bcOa -1 -1 
cbaO 1 1 

Les trois vecteurs trouvés sont indépendants : la matrice des compo­
santes est: 

[ = ~ _ \ _ \ J , et le mineur des trois premières lignes vaut 1 1 -1 1 -1 1 
-1-1-1+1-1-1 = -4. 

Comme ils sont dans l'orthogonal de V, on a bien une base de vec­
teurs propres de A, que les valeurs propres trouvées a + b + c , a - b - c , 
- a + b - c et - a - b + c soient distinctes ou non. 

De plus, n'ayant fait aucune hypothèse sur le corps en fait, ce résultat 
est valable sur un corps K quelconque, de caractéristique =F- 2. 

4.49. Pour calculer le polynôme caractéristique de M, et tenir 
compte de la présence des a sous la diagonale, et des b au-dessus, on va 
introduire des x partout, d'où, en prenant x = - a ou x = - b, une 
matrice devenue triangulaire. 

On calcule donc : 
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D(x) = 

-Â.+x 

a+x 
1 

b+x ---b+x 

-Â. +X - --b +X 
1 1 

b+x 

b+x 
1 

' ' 
' ' 

-Â.'+x b-i-x 

a +X - - - - - . - - - - - -a + X - Â. + X 

En retranchant la première colonne aux autres, les x disparaissent 
dans les n - 1 dernières colonnes obtenues, donc en développant par 
rapport à la première colonne, on constate que D(x) est une fonction 
affine en x, du type cxx + f3 . 

Supposons a :;t: b . 

Pour x = - a, D(- a). est un déterminant triangulaire valant 

(- lt(a + Â.)n, et de même D(- b) = (- 1)\b + Â.)n. 

, {- a.a + f3 = ( - 1) \a + Â.) n b 
Le systeme : n n 

-cxb+f3 = (-1) (b+Â.) -a 

d . , R. ( l)n b(a + Â.)n - a(b + Â.t l l A con wt a : .., = - b _ a et comme e po ynome 

caractéristique de la matrice M est XM(Â.) = D(O), seul f3 nous intéresse. 

(-l)n n n 
Poura:;t:b,onadoncxM(À) = (b-a) (b(a+A.) -a(Â.+b) ). 

Si a = b , avec J matrice de terme général 1, de rang 1 et de trace n, 
de noyau l'hyperplan H d'équation x1 + ... + xn = 0 , de vecteur propre 
pour la valeur propre n, V = (1, ... , 1), on peut conclure pour 
M = aJ - ain : les valeurs propres de M sont - a, d'ordre n - 1 , de 
sous-espace propre l'hyperplan H, et (n- l)a, d'ordre 1, de vecteur pro­
pre V, ceci pour a :;t: 0 car a = b = 0 correspond à la matrice nulle. 

Dans le cas a = b , M est diagonalisable. 
Revenons au cas a :;t: b . 

Si a, (ou b) est nul, (un seul car a :;t: b ), M est triangulaire, de rang 
n - 1 , avec 0 pour seule valeur propre : elle n'est pas diagonalisable. Si 
a = 0, V = (1, 0, ... , 0) engendre le noyau, et si b = 0, c'est 
W = (0, ... , 0, 1) qui joue ce rôle. 

On suppose donc a :;t: b et ab :;t: 0 . 

Les valeurs propres vérifient la relation (~:: r = i , (A. = - b est 

exclue car il faudrait b(a - b)n = 0 ). 
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. . ième . . a 
S01t z1, ... , zn les n racmes n , d1stmctes, de b. 

À +a 
Comme a'* b, chaque zk est différent de 1, l'équation À:+ b = zk, 

bzk-a 
donne Â.k(I - zk) = bzk - a, d'où : Àk = -1--, ces valeurs propres 

-zk 
étant distinctes car il est connu, (ou facile à vérifier}, que la fonction 

homographique z ~ blz - a établit une bijection de <c: - { 1} sur 
-z 

<c:-{-b}. 

La matrice M est donc diagonalisable si a '* b et ab * 0 . 

Soient (x1, ... , xn) les coordonnées d'un vecteur propre V k pour la 
valeur propre Àk . Ces coordonnées doivent vérifier le système des n 
équations Li du type : 

L;:ax1+ ... +axi_ 1-Â.kx;+bx;+ 1+ ... +bxn =O. 

Si on garde Ln et que l'on forme les équations L1 - L2 ; L2 - L3 

Ln-l -Ln, on obtient: 

- (a+ Â.k)X1 + (b + Â.k)X2 = 0 

- (a+ Â.k)X2 + (b + Â.k)X3 = 0 

-(a+ Â.k)xn- l + (b + Â.k)xn = 0, 

' ... , 

d'où 
a+ Â.k . 

x2 = b + Â.k x1 = zkx1 , puis x3 = zkx2 = 
2 

(zk) x1 et finalement 

X = n 
n-1 

(zk) X1. 

La droite vectorielle sous-espace propre pour la valeur propre Â.k est 

donc engendrée par vk = (1, zk, z!, ... , z~- 1 ). 
Les valeurs propres étant distinctes, la matrice M est diagonalisable 

dans ce cas, (a*- b, ab*- 0). 

4.50. Un ~rojecteur p est un opérateur linéaire sur E caractérisé par 
la relation p = p . Il annule le polynôme scindé à racines simples 

X2 - X, donc il est diagonalisable avec 1 et 0 pour seules valeurs propres 
et sa trace est la dimension de son image, donc c'est son rang. 

Si p1 + p2 + ... + pk = q est un projecteur, la trace étant linéaire, on a : 
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k k 

trace (q) = rang (q) = L trace (pk) = L rang (P). 
j=l j=l 

k 

Soit alors y = q(x) = L p/x) un élément de lm (q), il est dans la 
j= 1 

k 

somme des lm (pi), et l'égalité dim (lm q) = L dim (lm P) prouve 
j = 1 

que la somme des lm (pi) est directe, car en notant ~ une base de 
k 

lm (P), la famille U ~ est génératrice de lm q, et libre, sinon elle 
·- 1 

contiendrait stricteb~nt une base et alors on aurait : 
k 

dim (lm q) < L card (~). 
j=l 

On va alors justifier, par récurrence sur k, le résultat. Si q = p 1 + p2 est 

un projecteur, on a q2 = q, donc : Pi+ p1p2 + p2p1 + P~ = P1 + P2, d'où 

P1P2 = - P2P1 · 

Mais y = p1p2(x) E lm p1 et comme y = - P2P1 (x), on a aussi 
y E lmp2 . 

Comme lm q = lm p1 œ lm p2, il en résulte la nullité de y, d'où 

P1P2 = P2P1 = O. 

Supposons le résultat obtenu à l'ordre k - 1 , et soient p1, ... , pk des 
projecteurs tels que q = p1 + ... + Pk soit un projecteur. En fait 

. 2 
p = q - pk est encore un projecteur, car p = q - qpk - pkq + pk, et, 
comme lm Pk c lm q, pour tout x de E, pk(x) E lm q, sous-espace sur 
lequel q induit l'identité, d'où q(pk(x)) = pk(x) ; mais on a aussi 
pkq = Pk car, si xE lm q, q(x) = x, et si XE Ker q, on a 

k 
q(x) = p1 (x) + ... + pk(x) = O, avec q(E) = E9 P/E), donc chaque 

j = 1 

P/x) est nul, en particulier pk(x) = 0, donc pkq(x) = 0 = pk(x) sur 
Kerq. 

Comme E = Ker q E0 lm q, on a bien pkq = Pk, et l'égalité 
2 

P = q-pk-pk+Pk = q-pk =p. 
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Mais alors, l'hypothèse de récurrence s'applique au projecteur p, 
somme des pj pour 1 ,;;;;; j,;;;;; k - 1 et donne la nullité des PJlj pour i * j, 
1,;;;;; i,j,;;;;; k-1. 

Le pauvre indice k semble exclu mais, (symétrie des rôles joués) pour 
avoir PJlk = 0, avec i * k, il suffit de choisir un troisième larron pj, 
(j ~ { i, k} ) et de considérer cette fois q - pi comme projecteur. 

Donc pour i * j, sans autre restriction, on a PJlj = 0 . 

4.51. SoitAinversible,onaura /(In) = /(A)/(A- 1) ,etsionsuppose 
f (A) = 0 , il en résulte que f (In) = 0, mais alors f est constante, nulle, 

car pour tout B de .L,.(<C) on aura /(B) = /(InB) = /(In)/(B) = 0. 

Ceci est exclu, donc A inversible implique f (A) * 0 . 

Si A est non inversible, si elle est de rang r, elle est équivalente, (pas 

semblable pour une fois) à une matrice bloc : B = ( ~ ~ ) , Ir étant la 

matrice identité de A;(<C). 

Il suffit pour cela de prendre dans E = <Cn , un supplémentaire H de 

Ker A, (on assimile A et l'endomorphisme qu'il représente dans <Cn rap­
porté à sa base canonique). Alors A induit un isomorphisme de H sur 
lm A. 

En prenant une base e1, ... , en-r de Ker A, complétée par 

en-r+ 1, •.. ,en, base de H, d'où une base~ de <Cn au départ; puis une 

base 1:(5 de <Cn espace d'arrivée, formée des A(en-r+) = Ej, pour 
1 ,;;;;; j ,;;;;; r, complétée de façon quelconque, la matrice de A, dans les 
bases ~et 1:(5, est bien B. 

Un calcul classique montre que Br = 0 . Avec P et Q régulières telles 
que B = PAQ, on aura /(B) = /(P)/(A)/(Q), avec /(P) et /(Q) 
non nuls d'après la première partie. 

On a alors /(Br) = /(0), et /(0) = 0, car,/n'étant pas constante, 
si Met N sont dans .L,.(<C), avec /(M) -::Ff(N), comme on a: 

/(0) = /(OM) = f(O)f (M) = f (ON) = f(O)f (N), il vient, 
dans <C, 

/(O)(/(M)- /(N)) = 0, d'où /(0) = 0. 
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Donc /(Br) = 0 = (f(B)f, d'où f(B) nul et finalement /(A) 
nul. 

On a bien justifié /(A) = 0 Ç::> A non inversible. 

4.52. Si G et de cardinal p, tout élément a de G vérifie l'égalité 

aP = e, (e neutre dans G), d'où (f(a)l = f(aP) = f(e) = idE : l'endo­

morphisme A = f(a) de l'espace vectoriel E, vérifie l'égalité AP = idE. 

Il annule le polynôme scindé à racines simples xP - 1 , donc il est diago­

nalisable, avec pour valeurs propres des racines pième de l'unité. 
i9. 1 - i9. -

Mais, pour Â.j = e 1 , on a Â.j = e 1 = Â.j, donc avec f (a) sembla-

ble à diag (Â.1, ... , Â.n), les Â.j étant des racines pième de l'unité, (distinctes 

ou non), on aura f(a- 1) = (f(a)f 1 semblable à diag (Â.Î 1, ... , Â.~ 1) 

donc à diag (Â.1, .•. , Â.n), et, les traces étant stables par passage aux matri­

ces semblables, on obtient : 
n 

<p(a- 1) = trace (f(a- 1)) = L ~ = trace (f(a)) = <p(a). 
j=l 

4.53. Sur m, la matrice A, symétrique réelle est diagonalisable. Pour 
la diagonaliser, on est incité à considérer B = A - In , tout vecteur pro­
pre de A en étant un de B, et réciproquement. 

Soit {e1, ... ,en} la base canonique de mn. Dans cette base ~ la 
matrice B est : 

B= 

( 0 lÎl- - - ·l 
1 o)o- --·O 
100---·0 
1 1 1 

100---·0 

, de rang 2, donc 0 est valeur propre d'ordre 

n - 2 au moins, de sous-espace propre Ker (B) , sous-espace de dimen­
sion n - 2 , de base les e2 - ej, pour j = 3, 4, ... , n . 

Par ailleurs, soit le vecteur a = e2 + e3 + ... +en, et f l'endomor­

phisme de mn de matrice B dans la base !JI. 
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n 

f(a) = L f(e) = (n- l)e1 , 

j=2 

donc F = Vect (e1, a) est stable parf Si/ est diagonalisable, l'endomor­
phisme induit par f sur F, (qui est de dimension 2) doit être diagonalisa­
ble. Or la matrice V de cet endomorphisme induit, dans la base { e1, a} 

est: V = ( ~ n ~ 1 ) , de polynôme caractéristique À.2 -(n- 1) = 0, de 

valeurs propres distinctes ± Jn - 1 , (on est sur IR, et on suppose n ;a., 2 ), 

de vecteurs propres xe1 + ya tels que -eJn- lx+ (n- l)y = 0, d'où 

x = eJn - 1 et y = 1 par exemple, avec E = 1 ou - 1 . 

En conclusion, sur IR.n , avec n ;a., 2 , les valeurs propres de A sont : 

1 + Jn - 1 et 1 - Jn - 1 , simples, de vecteurs propres associés 

eJn- le1 + e2 + e3 + ... +en, (E = 1 ou-1), et: 1 valeur propre d'ordre 
n - 2 , de sous-espace propre associé ayant pour base les e2 - ej, 

j = 3,4, ... , n. 

Que peut-on dire si on remplace IR par un corps K quelconque ? 

Tout ce qui précède, jusqu'à l'introduction de ± Jn - 1 , est valable. 

Si A est diagonalisable,/l'est sur F, or/a pour polynôme caractéris-
tique À 2 - ( n - 1) = 0 . 

Si n - 1 n'est pas un carré dans K, (par exemple K = Q et n = 6 , f 
n'est pas diagonalisable, donc A non plus. 

Sin - 1 est un carré dans K. posons n - 1 = w2 . Si w -:t:. 0 , on a comme 
dans le cas réel deux valeurs propres non nulles de f, d'où une diagona­
lisation de A. 

Maissin - 1 = 0 dans K, (K = 7llp7l, avec p premier et n = p + 1 
par exemple) on ne peut plus conclure de cette façon. Mais B reste 
de rang 2, et on va voir que dans ce cas le polynôme caractéristique 

de B se réduit à (- À)n = 0, d'où 0 seule valeur propre mais 
dim (Ker B) non égale à n, donc B sera non diagonalisable, (et A 
non plus). 
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Ona: 

-Â. 1 -----1 
1 -Â.-----0 

Xs(Â.) = ~ Q - - - --Q , que l'on développe par rapport à la 

' ' ' . . 
1 0----Â. 

première colonne, en mettant à part le terme de la première ligne. 
Ona: 

1 1-----11-----1 
- Â. 0 0 

' 1 

0 - Â.', i-1 lignes 
0 

n 

Xs(Â.) = (-Â.)n+ L(-l)i+l 
i=2 

0 - Â. ) ', 0 - . 
Ü ',,__ n-z hgnes 

- Â. 

1 1----1 1 
n - Â. 0 0 0 

' ·. = (- Â.)n + L (- l)i+ 1(- Â.)n-i 1 1 ' 1 1 

' 
i=2 ·u o 

' ' 
b 6- -- Â. 0 

Le déterminant d'ordre i - 1 qui reste à calculer se développe 
d'abord par rapport à la dernière colonne, et on obtient : 

(-l)i-1+1 -\.o 
0 ---. 

- Â. 
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n 
'I 'I n ~ n-l'ln-2 donc Xs(/\,) = (- /\,) + "'-"' (- 1) /\, 

i= 2 

= (- l)n(Ân-(n-l)Â.n-2), 
avec, dans le cas qui nous intéresse, n - 1 = 0 . 

En conclusion, A est diagonalisable sur IR., ou sur un corps K dans 
lequel n - 1 est un carré non nul.J'espère ne pas m'être trompé. 

4.54. Les polynômes caractéristiques de M et N sont scindés sur <C, 
et ces matrices sont trigonalisables. 

a) Si Met N commutent, il existe une base commune de trigonalisa· 
tion, donc il existe P dans GLn(<C) telle que P- 1MP = U et 

P- 1NP = V soient triangulaires supérieures, avec a 1 .. .cx.n et P1···Pn 
pour éléments diagonaux. 

Supposons que f (X, Y) = L,Â;ixiyi, les coefficients Â;i étant pres­

que tous nuls. 
i,j 

Comme (P- 1MP)i(P- 1NP/ = P- 1MiNjP, (formule facile à vérifier si 

i et j sont ;;;:: 1, car les p- 1 P intermédiaires disparaissent, mais formule vala­
ble aussi pour i ou j nul), on a : 

P-lcM, N)P = LÂ.ij(P- 1MP)i(P- 1NP/ 
i,j 

= L,Â;ivivi = f(V, V), 
i,j 

mais, par produit de matrices triangulaires supérieures, puis combinai-
son linéaire, on a T = P- lcM, N)P qui est aussi triangulaire supé­
rieure, . ave~ sur la diagonale, en kième position, 

L,Â;/ak)'<PkY = J<ak, Pk). 
i,j 

Comme T et f (M, N) sont semblables, toute valeur propre y de 
f(M, N) est donc du type f(a, p), avec a et P valeurs propres respec­

tivement de M et de N. 

b) Soit ro une racine qième de l'unité, telle que MN = roNM , avec N 

inversible, ou encore M = N ( roM)N- 1 : les matrices Met roM sont sem­
blables. 

Si Â.1 est valeur propre de M d'ordre p1, Met roM ayant même spec­
tre, roÂ.1 sera valeur propre également d'ordre p1 de M, car valeur pro­
pre d'ordre p1 de roM, (trigonaliser M pour le voir). 
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Siro, racine qième est d'ordre r, (r diviseur de q en fait, et r = q si ro 
est racine qième primitive de l'unité), on aura de même ro2A,1, ... , ror- l/..,1 
chacune valeur propre d'ordre p 1 de M. 

Si on a ainsi toutes les valeurs propres de M, c'est terminé, sinon, à partir 
d'une autre valeur propre A,2 , d'ordre p2 , on récupère /..,2, roA,2, ... , ror- l/..,2 , 

chacune de ces valeurs propres étant d'ordre p2 • Et on recommence jusqu'à 
obtention de toutes, (nombre fini), les valeurs propres. 

Finalement, si ro est racine qième de l'unité d'ordre r, (ou racine rième 

primitive de l'unité), il existe /..,1, ... , A,k valeurs propres distinctes de M, 
de multiplicités p1, ... , pk, telles que les valeurs propres de M soient les 

éléments des k paquets {Aj, OOAj, ... , ror- l/..,j}' chacune d'ordre Pi' j 
variant de 1 à k. 

4.55. Soit~= {e1, ••. ,en} la base canonique de <r:n et u l'endomor­
phisme de matrice M dans cette base. On a: u(en-i+l) = aiei et 
u(ei) = an-i+ 1en-i+ 1 , donc le sous-espace vectoriel vect (ei, en-i+ 1) 

est stable par u. Il est de dimension 2 sauf si i = n - i + 1 , ce qui ne se 
produit que sin est impair, d'où l'existence de deux cas. 

Si n est pair, posons n = 2p . 

Dans ce cas, <r:2P est somme directe des p plans vectoriels 

Pi= Vect (ej,en-j+ 1), pour 1 o;;;,.jo;;;,.p, qui sont stables paru, et Üj 

induit par u sur Pi a pour matrice : Ai = ( O ai ) , de polynôme 
an-j+ 1 0 

caractéristique: /.., 2 -ajan-j+ 1 , dans la base {ej, en-j+ 1}. 

1°) Si pour chaque j, a jan_ j + 1 -:;:. 0 , on a deux valeurs propres distinc­

tes pour Üj, qui est donc diagonalisable, d'où u diagonalisable. 

2°) Si l'un des deux nombres ai, an -j + 1 est nul, mais pas les deux, Üj 
n'a que 0 pour valeur propre double en étant de rang 1, donc n'est pas 
diagonalisable, et a fortiori une l'est pas, (stabilité des plans Pj oblige). 

3°) Si lorsque ai = 0 on a aussi an-j+ 1 = 0, Üi = 0 est diagonalisa­
ble. 

Donc M est diagonalisable si et seulement si lorsqu'il existe un ai nul, 
on a aussi an-j+ 1 = 0, ceci pour n = 2p. 
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Si n est impair, n = 2p + 1 , alors <Cn = (. 4 Pj) E9 <Cep+ 1 , avec ep + 1 
J = 1 

vecteur propre de u pour la valeur propre ap + 1 , donc la condition de 
diagonalisation est inchangée car, si ap + 1 = 0 , on a aussi 

a2p+l-p-I+l = ap+l =O. 
Si M a au plus un terme non nul dans chaque ligne et chaque colonne, il 

existe une permutation cr de {1, ... , n} telle que u(e) = acr(j)ecr(j). 

On décompose cr en un produit cr1 o cr2 o ... o crr de cycles, le cycle 

uk étant du typeji -h -h - ... -ip -h· 
Le sous-espace vectoriel Fk = Vect {eh, ... , eip}, de dimension p, est 

r 

alors stable par u, et E = E0 F k , les cycles portant sur des familles 
k = 1 

d'indices formant une partition de {1, ... , n}. 

On a déjà (u diagonalisable)~ (chaque Ük induit paru sur Fk est 
diagonalisable). 

0 - ( ) d' ' - 2 - ) r uk eh = aili2 ou uk(eh) = ai2uk(ei2 ' 

et on obtient ainsi l'égalité (ük/(eh) = ahai2 ... ai/eh), relation véri-

fi , . d' ' l', l" , (- )p "d iee aussi pour e1. , ... , e1. ou ega ite : uk = a1 . ... a1. i F • 
2 p 1 p k 

Mais alors, si tous les ai, sont non nuls, Ük annule un polynôme 
scindé à racines simples, donc est diagonalisable. 

Si l'un des ai, est nul, mais pas tous, 0 est seule valeur propre de Ük, 

qui est de rang ;a. l, donc non diagonalisable. 

Si tous les ai, sont nuls, Ük = 0 est diagonalisable. 

Finalement, u est diagonalisable si et seulement si, dans la décompo­
sition de cr en cycles, lorsque l'un des coefficients ai, intervenant pour 
ce cycle est nul, tous les coefficients intervenant sont nuls. 

On peut remarquer qu'alors CJk peut se décomposer en cycles de 
longueur 1, car u(eh) = 0 = 0 ·eh : on peut poser cr(j1) = j 1 , et de 

même CJ(j5 ) = j 5 pour chaque indice de ce cycle. 
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4.56. Notons a.ij = 0 ou 1, le terme général de la matrice A. 
Comme trace A = 0 = somme d'entiers, on a chaque a.ii = 0 . Puis A 
symétrique donne a.ij = a.ji . 

n 
a) Le terme diagonal, dans la relation l, sera tel que: 

L C1.;kaki + aii - (d- 1) = 1, soit compte tenu du préambule: 
k=l 

n 

:L <aik>2-d+1 = i. 
k = l 

n 

Or a;k = 1 ou 0 donc a~ = a.ik , d'où l'égalité : L a.ik · 1 = d , ce 
k=l 

qui est la traduction de l'égalité des matrices colonnes AU et dU. 

Mais alors A 2U = A(dU) = d(AU) = d2U, d'où, grâce à la relation 
(1), l'égalité: 

d2U +dU-(d- l)U = nU, 

et, le vecteur colonne U n'étant pas nul, l'égalité d2 + 1 = n. 

b) Si À est valeur propre de A, il existe un vecteur colonne X, non 
nul, tel que AX = À.X, d'où l'égalité : 

(Â.2 +Â.-d+l)X =JX. 

Or ]X est le vecteur colonne de terme constant x 1 + x2 + ... + xn , donc 
le premier membre est un vecteur colonne constant. 

Si À 2 +À- d + 1 :il: 0, c'est que X est proportionnel à U, mais on a vu 
que AU = dU donc À = d. 

Sinon, À e {a, b} ensemble des zéros de x2 + x - ( d - 1) , et dans ce 
cas X sera dans l'hyperplan d'équation x 1 + ... + xn = 0. 

Dans tous les cas, le spectre de A est dans {a, b, d}. 

2 c) L'équation x + x - ( d - 1) = 0 a pour discriminant 
L\ = 1 + 4d - 4 , avec d ;;;;.: 1 , d'où L\ > 0 , et deux zéros distincts 

a = - "!. + ~ et b = - "!_ _ ~ 
2 2 2 2 . 

De plus d est différent de a et b car d2 + d - d + 1 = d2 + 1 est non 
nul. 

Notons a, P et 'Y les multiplicités respectives de a, b et d valeurs pro­
pres de A, symétrique réelle donc diagonalisable. 
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On sait que la trace de A est nulle, donc on a : 

- (a ; 13) + (a -13) ~ + dy = 0 , 

avec y ;;;:.: 1 , car U est vecteur propre de A pour la valeur propre d. De 
plus, au b ), on a vu que pour la valeur propre Â = d, différente de a et 
b, les vecteurs propres sont proportionnels à U, donc la multiplicité y de 
d est l, (toujours parce que A est diagonalisable), et on obtient la 
relation: 

(2) -(a+l3)+(a-13)~+2d =O. 

Si a= 13, il reste -2a+2d = 0, donc a= d, et 

n = a+ 13 +y = a+ 13 + 1 = 2a + 1 = 2d + 1, joint à n = d2 + 1 con­
duit à d2 = 2d d'où d = 2. 

Si a =F- 13 , compte tenu de (2) on a ~ = J4d - 3 dans (6):, donc 
9 

4d - 3 est égal à ~ , avec p et q entiers non nuls premiers entre eux, 
q 

mais, 4d - 3 est entier, donc q = 1 et 4d - 3 est du type p2 . 
. 2 1 2 2 

Maisalors,n = d +l = 16 (p +3) +l,etcommea+l3+1 = n, 

on a a+ 13 = 1
1
6 (p2 + 3) 2 , et la relation (2) donne : 

(a-13)P = (a+l3)-2d = 1~ (p2+3)2 -~ (p2+3), d'où le 

systèm{e ~p + 13P = 116 p(p2 + 3) 2 

ap-13p = 116 (p2+3)(p2+3-8) = 116 (p2+3)(p2-5) 

qui conduit à : 

{
ap = 3~ (p2+3)(p3+p2+3p-5) 

13P = 3~ <P2 + 3)(p3-p2 + 3p + 5). 

Mais comme a et 13 sont des entiers, on doit avoir 32a et 3213 entiers 
d'où 15 divisible par p. 

Avec p = 1, 3, 5 et 15, on obtient 4d- 3 = p2 = 1, 9, 25, 225, d'où 
4d = 4, 12, 28, 228, donc d doit appartenir à l'ensemble 
{l, 3, 7, 57} u {2}, 2 déjà trouvé avant. 
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On doit bien choisir d dans {l, 2, 3, 7, 57}. 

Si on prend d = 1 , on a n = d2 + 1 = 2 , d'où A symétrique avec des 

0 sur la diagonale : on a deux choix ( ~ ~ ) et ( ~ ~ ) . La relation 

AU = U exclut A = 0 , il reste A = ( ~ · ~ ) qui vérifie bien l'égalité 

A2 +A=(~~)+(~~)=J. 
Avec d = 2 , on a n = 5 . 

La relation AU = dV = 2U, impose la présence d'exactement deux 
1 par ligne et pas sur la diagonale. 

Soit ensuite quatre entiers distincts dans {l, 2, 3, 4}, notés i 1, i 2,iJ eth. 
On suppose que: a . . = a . . = 1 et a . . = a . . = l. 

'11J '1J2 12'1 12'2 

Notons k le cinquième indice. On a ai i = a; i = ai k = 0 , mais 
1 1 1 2 1 

aussi ai i = ai i = a; k = 0, (deux 1 par ligne), donc par symétrie: 
2 2 2 1 2 

ak. = ak. = 0. 
11 12 

Par ailleurs a1. i = a1.; = 1, (symétrie), implique a1. k = 0 d'où 
1 1 1 2 1 

akh = 0, (symétrie), et de même akh = 0. 

Mais alors sur la kième ligne, on aurait quatre termes nuls : la somme 
des coefficients ne peut donner 2 : la configuration de départ est exclue. 

On peut alors examiner les différents cas. 

Si la première ligne est L 1 = 0 1 1 0 0, on a déjà la colonne C 1 . 

Sur la ligne L2 , qui commence par 1 0, on aa priori trois emplacements 
pour le deuxième 1 mais 1 0 1 0 0 est exclu, car par symétrie on aurait : 

0 1 1 0 0 
1 0 1 0 0 

A= 11 0 , d'où, (deux 1 en ligne 3 ), une troisième ligne 

0 0 0 

OO 0 
L3 = 1 1 0 0 0 , une colonne C3 = l, 1, 0, 0, 0 par symétrie, et une 
ligne L4 avec quatre zéro: c'est exclu. 

On constate ainsi qu'il n'y a que 12 matrices qui conviennent et qui, 
(de la patience !) vérifient bien la relation A 2 +A- 15 = J, vérification 



Exercices de Mathématiques spéciales - Algèbre 189 

à faire car on n'a pas procédé par équivalence, mais qui s'effectue en 
remarquant qu'en notant Ci les vecteurs colonnes de A, symétrique, cela 
revient, avec le produit scalaire euclidien canonique, à vérifier que 
( C;, Cj) + aij = 1 si 1 os;;; i <j os;;; n et = 2 si i = j. 

Voici les matrices : 

0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 
1001 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 
1 0 0 0 1 1001 0 0 0 0 1 1 0 1001 
0 1001 0 0 101 101 0 0 1 0 0 0 1 
0 0 1 1 0 0 101 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 

0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 
1 0 0 1 0 101 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1 
0 0 0 1 1 0 101 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 
0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 
1 0 1 0 0 1001 0 0 1 1 0 0 0 101 0 

0 0 101 0 0 101 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 101 0 0 1 1 0 
1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1001 
0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 

4.57. Le rang de A peut s'obtenir à partir du rang des vecteurs colon­
nes, (on pense vecteurs), ou des vecteurs lignes, (on pense équations 
linéaires). 

Les hypothèses sur A incitent à considérer A+ 1A, matrice avec des 
0 = 2a;; sur la diagonale, et des 1 partout ailleurs, ou encore, siJ est la 
matrice carrée avec des 1 partout cette fois, on a : 

A+ 1A = J-In. 

Cherchons donc à résoudre le système homogène de n équations à n 
inconnues : AX = 0 , avec X vecteur colonne des X; , 1 os;;; i os;;; n . 

Pour faire intervenir l'hypothèse, on considère aussi X 1A, mais 

alors, qui prendre, AX = 0 ou X 1A = 0 ? 

Et pourquoi pas, (pour avoir les deux), X(A + 1A}X. On a 

X(AX) + (X1A}X = XJX- XX. 



190 Algèbre linéaire 

Considérons alors, toutes les lignes de J étant égales, le système de 
n + 1 équations à n inconnues, homogène : 

s 

aux1 + ... + a1nxn = 0 

a21X1 + ··· + a2nxn = 0 

an1X1 + ··· + annXn = Ü 

x 1 + x 2 + ... + xn = O. 

Si X vérifie S, on a AX = 0 donc 'x1A = 0 aussi, mais alors 

XQX)- 'x.x = 0, or JX = 0, (c'est la dernière équation de S), d'où 
n 

'xx = L, (xi) 2 = 0, et, sur IR, ceci donne X = 0 . 
j=l 

Notre système S est de rang n, (merci Rouché Fontené) donc les n 
premières équations sont bien obligées de donner un système de rang 
n - 1 , sinon la seule dernière équation ne suffirait pas pour donner un 
rangn. 

4.58. Un automorphisme A de E = Kn , tel que A 2 = In , est une 

symétrie. Cet automorphisme annule le polynôme X2 - 1 = 0 , scindé à 
racines simples, 1 et - 1, ( 1 :F- - 1 car la caractéristique de K n'est pas 2), 
donc A est diagonalisable et caractérisé par la donnée des deux 
sous-espaces propres : 

F = {v e E, A(v) = v} et G = {v e E; A(v) = - v} ,supplémen­
taires dans E. 

Si on note p la dimension de F, et q le cardinal de K, on caractérise 
toutes les symétries en cherchant, quand p varie de 0 à n, le nombre de 
sous-espaces vectoriels F de dimension p, et pour chaque choix de F, en 
choisissant G, supplémentaire de F. 

Pour p = 0, on n'a pas le choix: F = {O} et G = E, il en est de 
même pour p = n , ce qui impose F = E et G = { 0} . 

Soit alors p, avec 1 :s;;; p :s;;; n - 1 . 
Pour choisir F, il faut s'en donner une base, et pour cela, en notant 

{e1, ••• , ep} une telle base, il faut: 

choisir e1 non nul : il y a qn - 1 choix, ( card E = qn) 

choisir e2 indépendant de e1 : il y a qn - q choix ; 
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choisir e3 non dans le plan Vect (e 1, e2) : il y a qn -q2 choix; 

et enfin, choisir ep indépendant de e1, e2, ... , ep- I déjà choisis, ce qui éli­

mine les 1- 1 vecteurs de Vect (e 1, ... , ep_ 1), et donne qn -1- 1 choix. 

On obtient ainsi (qn- l)(qn-q) ... (qn -l- 1) choix de la base~ 
mais ... , si ~o est une telle base, qui engendre F 0 , n'importe quelle 
famille libre de F 0 redonnera F 0 • Or, dans F 0 espace de dimension p 

cette fois, sur K, il y a / éléments, et il y a : 
<l-1><1-q) ... <1-1-1)' 

familles libres, car pour en obtenir une, {E1, ... , Ep}, il y a: 

1- 1 choix de E1 ; et pour chacun de ces choix il y aura : 

l-q choix de E2 non dans Vect (E1) ; puis: 

1-l choix de E3 non dans Vect (E1, E2), ... ,pour finir par: 

1-1- I choix de Ep, non dans Vect (E1, E2, ... , Ep_ 1). 

( n-l)( n_ ) ( n_.P-1) 
On a donc en fait a = q q q ... q 'L choix du 

p <l-l><l-q) ... (1-1-1) 
sous-espace F, supposé de dimension p, des points fixes de la symétrie. 

Pour chacun de ces choix, il faut choisir un supplémentaire G, de 
dimension n-p, de base {u1, u2, ... ,un-pl, et pour cela il y a: 

qn -1 choix possible de u 1 , non dans F ; puis : 

qn -1+ 1 choix de U2' pas dans F œ Ku1 ; puis: 

qn -1+ 2 choix de U3' non dans F œ Vect (u1, U2) ; 

et ainsi de suite, pour terminer par : 
n n-1 h . d q -q c OIX e un-p. 

Mais comme précédemment, n'importe quelle famille libre de 
G = Vect (u1, u 2, ... , un-p) donnera le même sous-espace G, or il y a: 

( n-p l)( n-p ) ( n-p n-p-1) q - q -q ... q -q 

choix d'une telle famille libre, d'où finalement, un nombre: 
n .P n _p+l n n-1) b - (q -'L)(q -'L ) ... (q -q 

P - ( n-p l)( n-p ) ( n-p n-p-1)' q - q -q ... q -q 
de choix possibles du sous-espace G en somme directe avec F. 
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Le cardinal cherché est donc : 

~ (qn _ l)(qn -q) ... (qn -</- l)(qn -q') ... (qn -qn-1) 

p~o(r/ _ l)(q _ q) ... (q -q- l)(qn-p _ l) ... (qn-p _ qn-p-1)' 

si, pour p = 0, (ou n), le terme général apbp vaut l, par convention, (car 
0 0 -1 ) que vaut q - 1 dans ce cas, ou q - q ? 

On peut remarquer que ce résultat est valable pour tout endomor­
phisme annulant un polynôme scindé de degré deux à racines simples 
sur K, et qu'il peut se généraliser pour un polynôme de degré 3, 4, ... , 
scindé à racines simples. 

4.59. La matrice M, symétrique réelle a toutes ses valeurs propres 
réelles et diagonalise dans le groupe orthogonal. 

Cependant, son allure incite à prendre une démarche vectorielle. 

Soit E = IRn rapporté à la base canonique !fi= {e1, ... ,en}, et u 
l'endomorphisme de matrice M. 

n n 

En introduisant les vecteurs a = I, e; et b = I, x;e;, on constate que: 
; = l i = l 

n 

; = l 

donc l'image de f est dans F = Vect (a, b) . 

Premier cas : {a, b} famille liée, donc, comme a est non nul, on ab du 
type ÂLL, et, pour tout i, X; = À, d'où f(e) = 2Àa. 

Si À = O,J= 0 : faut-il préciser valeurs et vecteurs propres? 
Si À :t:. 0 , M est la matrice de terme constant 2À non nul. 

Elle est de rang l, 0 est valeur propre d'ordre n-1, le noyau est 
l'hyperplan d'équation y 1 + y2 + ... + Yn = 0, (les X; étant occupés 
ailleurs, on note Y; les coordonnées), de base les vecteurs ei-e1,j;;;.: 2 
par exemple. 

La trace, 2nÀ., donne la dernière valeur propre, et comme 
f(e) = 2Àa, en sommant il vient f(a) = (2nÀ.)a : le vecteur a est vec­

teur propre pour cette valeur propre. 

Deuxième cas: {a, b} famille libre. 

L'image étant contenue dans F = Vect (a, b) ,f est au plus de rang 2. 
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Si on somme les relations f(e) = b + xp, en posant s = x 1 + ... + xn, 
on obtient: 

f(a) = nb+sa. 
n n 

De même, le calcul de L xjf ( ei) = L (xib + xJ a) , conduit, avec 
j=l j=l 

2 2 2 ' t = x 1 + x2 + ... + xn, a : 

f(b) = sb+ta. 

-
Mais alors F = Vect (a, b) est stable par f, et f induit sur F par f, 

diagonalisable car symétrique réel, sera diagonalisable. 

La matrice de f dans la base {a, b} de F est : 

A=(::} 
de polynôme caractéristique (À- s >2 - nt = 0 . 

Comme les X; ne sont pas tous nuls, (sinon b = 0 ), test strictement 

positif, et on a deux valeurs propres distinctes, À = s + e,/nt, avec 
E=lou-1. 

Un vecteur a.a + Pb est propre pour la valeur propre À si on a : 

(s - "A.)a. + tP = - e,/nta. + tP = 0. 

Une solution est donc a. = t, P = eJnt, donc (.i xJ)a + E Jn _i xJ b 
;=l 1=1 

est vecteur propre pour la valeur propre ' + • Jn; *
1 
xJ . 

Pour le noyau, comme il existe j 0 avec xio -:t:. x1 , (les xi tous égaux à 

x 1 conduisent à {a, b} famille liée), et comme f(ek - e1) = (xk - x 1)a, 

on aura, pour tout k;;;. 2, k -:t:. j 0 , (avec j 0 ;;;. 2) : 

f((xj0 -x1)(ek-e1)-(xk-x1)(%-e1)) =O. 

Les e'j = ej- e1 , pour j ;;;. 2 , étant n - 1 vecteurs libres, les 

Ek = (xio -x1)e'k-(xk-x1)e'io' avec k;;;. 2 et k-:t:.j0 sont aussi libres, 

(xio -x1 -:t:.0) : on a n-2 vecteurs libres dans le noyau def 
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En fait le noyau est exactement de dimension n - 2 dans ce cas, car, 
avec xio -xi :t:. 0, on a: 

( 
e. -ei) f e. -X· · - 1-0-- = b+x. a-x. a= b. 

Jo Jo X· -xi Jo Jo 
Jo 

_ L'image est effectivement F de dimension 2. Les valeurs propres de 
f, endomorphisme de rang 2, induit par f sur F, sont non nulles, f est 
de rang ;;;;;=: 2, mais Ker f est de dimension ;;;;;=: n - 2 : en fait f est exacte­
ment de rang 2 et on a diagonalisé f 



CHAPITRE V 

Formes quadratiques, 
espaces euclidiens et préhilbertiens réel,s 

L'étude des formes quadratiques commence par la détermination du 
caractère défini ou non, dégénéré ou non d'une forme, ainsi qu'en 
dimension finie, par la recherche d'une décomposition en carrés, 
(Gauss peut servir), ce qui, dans le cas réel, donnera la signature. 

Sur les espaces euclidiens, ou plus généralement sur les espaces pré­
hilbertiens réels, on a un mélange d'algèbre et de topologie sur un 
espace vectoriel normé, la norme étant associée à un produit scalaire, 
d'où une structure très riche. 

Prennent de l'importance les notions de : 
1°) base orthonormée, (qui existent sur tout espace de dimension 

dénombrable ; 
2°) projection orthogonale sur un sous-espace F, à condition d'avoir 

E = F E0 F1- ; ne pas oublier les symétries orthogonales ; 
3°) opérateur adjoint d'un autre, avec les autoadjoints, (diagonalisables 

en dimension finie) et les isométries. 
Dans ce type d'espaces, il est bon de garder présents à l'esprit un 

certain nombre de résultats. Par exemple : 
• une propriété stable par bilinéarité sera vraie sur E x E si elle l'est 

pour les couples (x, y) de vecteurs d'une base, (exercice 5.3); 

• importance des bases orthonormées pour les calculs, en particu­
lier des distances, ou plus astucieusement des carrés des distances, 
(5.1); 

• le procédé d'orthonormalisation de Schmidt, non seulement 
donne l'existence d'une base orthonormée en dimension dénombrable, 
mais la« matrice» de passage est triangulaire, (voir 5.1), et on obtient 
facilement des inégalités ; 

• ce procédé de Schmidt donne des polynômes de degrés échelonnés, 
orthogonauxpourunproduitscalairedutype J1P(t)Q(t)p(t)dt = (P, Q), 

avec des hypothèses convenables ; 
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• la matrice de Gramm des (e;, ei), cela existe; 

• la méthode de Gauss donne les nouvelles coordonnées en fonc­
tion des anciennes, donc les lignes de P- 1 si P est la matrice de passage ; 

• si A est une matrice quelconque, A1A et 1AA sont des matrices 
symétriques positives: (5.4); (5.6), sur IR, bien entendu; 

• sur E euclidien, la norme d'un opérateur linéaire u est 

lllulll = (rayon spectral de u*u) 112 ; (5.5.). 
• la topologie n'est jamais loin, la convexité non plus ; ne pas oublier 

Pythagore ni les triangles isocèles, ni la géométrie du plan, même dans 
le plus horrible des préhilbertiens, (5.2); 

• si Fest sous-espace de dimension finie de E, avec (e1, ••• , e11 ) base .. 
orthonormée de F, le projeté de x quelconque sur Fest L, (x, e)e; et 

i = 1 
c'est le point de F le plus près de x; 

• si F, sous-espace de dimension dénombrable stricte de E, de base 
orthonormée (e;); e IN est partout dense dans E pour la norme préhilber-

tienne, pour tout x de E on a llxll 2 = L, ((x, e;) )2 : c'est l'égalité de 
ie IN 

Bessel; la famille des (e;) est dite totale, (voir exercice 5.15). 

Penser également à la décomposition polaire des éléments de 
GL(E), avec E euclidien, c'est-à-dire l'écriture a = up avec a e GL(E), 
u e O(E), p opérateur symétrique défini positif, (voir 5.6); voir aussi 
11.12 pour le cas complexe, et l'extension à une matrice non inversible. 

Apprendre un cours, c'est aussi en connaître les détails. Ainsi, savoir 
que dans l'inégalité de Cauchy Schwarz il y a égalité si et seulement si 
les vecteurs sont liés, cela peut être utile, voir 5.16. 

Il existe aussi des résultats techniques utiles à connaître. Ainsi, sur E eucli­
dien, si f * f = g * g, il existes orthogonal tel que f = s o g, (voir 5.9). 

Pensez toujours, pour traiter une question, à analyser la manière dont 
les données interviennent, (linéairement, multilinéairement, continû­
ment ... ), pour fragmenter la difficulté. Par ailleurs, si une première étude 
n'aboutit pas, demandez vous pourquoi avant de tout rejeter. Voir 5.3. 

Dans le même ordre d'idée, une matrice orthogonale, 
P = (p;;) 1 ,.,, .. ,.,, , cela permet d'obtenir des 1 = des tas de choses, ce 

, - •.1-n 
qui germet de transformer un nombre en somme, 

(a. = L, a.pk/ par exemple), et d'obtenir des expressions indexées de 
k=I 

la même manière. Allez voir du côté de 5.26. 
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Énoncés 

5.1. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, et u 1, ••• , un 

des vecteurs de norme 1 tels que, pour 1 ~ i <j ~ n on ait liu; - uAI = 1 . 
Établir que (u 1, ••• ,un) est une base de E. 

Soit (e 1, ••• ,en) l'orthonormalisée de Schmidt de (u 1, ••• ,un). Mon­
trer qu'il existe des réels b 1, ••. , bn- I et a 1, ••. ,an tels que, pour toutj de 

[l, n], uj = ali + L b;e;. 
1 ""'i<j 

Calcul des ai et des bj. 

5.2. Soit E préhilbertien réel. 

a) PourxetydeE,vérifierque llx+yll 2 +11x-yll 2 = 2(11xll 2 +llyll 2). 

b) Soit C une partie de E, convexe, complète. Montrer que, pour tout 
x de E il existe un et un seul p(x) dans C tel que : 

'rly e C, llx-yll ;;;.: llx -p(x)ll . 
c) Si C est sous-espace vectoriel de E, noté F, montrer que, pour tout 

y de F, (x - p(x) ly) = 0. En déduire la nature de p. 

d} Dans le cas général, (C convexe complet), montrer que, pour tout 
(x, z) de c2, llx-zll ;;;.: llp(x)-p(z)ll. 

n 

5.3. Soit P e IR[X], P(X) = I, akXk. 

k=O 

Montrer que J 1 P2(x)dx = - i J1tP2(ei6)e;a d0, et en déduire que 
-1 0 

n 
~ akal ~ 2 
k.J k + l + 1 ~ 1t k.J ak · 

OEôk,lEôn k=O 

5.4. Soit A dans .L,.,p(IR.), de rang n. Montrer que A1A est inversible. 

Que dire de 1AA si A est de rang p. 

5.5. Soit A l'endomorphisme de IR.n défini par (A(x)); = X;-X;_ 1 , 
n 

en posant x = L x;e; et x 0 = 0, {e1, .•• ,en} base canonique de IR.n. 
i = 1 
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Montrer que .d est inversible et que : 

lll..1- 1111 = 1 , où Ill Ill est la norme d'application 

2sin 2(2: + l) 

linéaire continue associée à la norme euclidienne canonique de IR.n. 

5.6. Soit E, espace vectoriel euclidien, et a e GL(E). 

1°) Montrer qu'il existe un unique couple ( u, s) , où u est un auto­
morphisme orthogonal et s un endomorphisme symétrique défini posi­
tif, tel que a = us . 

2°) Déterminer Sup Trace (va) . 
VE O(E) 

3°) Déterminer Sup Trace (va) . 
VE O+(E) 

5.7. Soit A matrice carrée réelle d'ordre n, symétrique, de valeurs 
propres ordonnées Â.1 ;;;:: Â.2 ;;;:: ... ;;;:: Â.n · 

k k 

Montrer que L ajj :s:; L Â.j. 

j=l j=l 

5.8. Soit p et q deux projecteurs orthogonaux d'un espace euclidien 
E. Montrer que E est somme directe de sous-espaces stables à la fois par 
p et q, de dimension 1 ou 2. 

5.9. Soit E euclidien. Montrer que si/ etgsont des éléments de L(E) 
tels que f * f = g * g, il existes, opérateur orthogonal, tel que f = sg. 

Soit E euclidien de dimension n, ( u 1, ... , un) une famille de n vec­
teurs et :9' = ( ( u;, u1.)) 1 "" .. _ , la matrice de Gramm associée. Montrer -•.1-n 
l'équivalence de : 

1°) il existe un projecteur orthogonal p et une base orthonormée 
(el, ... ,en) telle que, pour tout Ï, U; = p(e;) 

2°) le spectre de :9' est dans { 0, 1}. 

5.10. Soit E un espace euclidien de dimension> 0, de sphère unité 
S. Déterminer l'image de l'application f de S3 dans IR définie par 
f(u, v, w) = (u, v) + (v, w) + (w, u). 

5.11. Soit A dans .L,.(IR), de trace nulle. Montrer qu'il existe U 

orthogonale telle que u- 1 AU ait ses termes diagonaux nuls. 
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5.12. Soit A matrice symétrique réelle d'ordre n + 1 , de valeurs pro­
pres indexées en croissant : À1 ;;;. À2 ;;;. .•. ;;;. À.n + 1 , de terme général aij. 

Soit B la matrice symétrique réelle d'ordre n des a;i pour 1 :s;;; i, j :s;;; n 
et µ 1 ;;;. µ 2 ;;;. ... ;;;. µn ses valeurs propres. Montrer que l'on a 
l'entrelacement : 

À1 ;;;. µ1 ;;;. À2;;;. µ2;;;. ···;;;. Àn;;;. µn;;;. À.n + 1 · 

5.13. Soit A une matrice symétrique réelle de valeurs propres 
n+ 1 n 

µ 1, ... , µn. Soit À1, ... , Àn + 1 , n + 1 réels donnés et c = L À; - L µ;. 

i=l i=l 

Montrerqu'ilexistebdans IR.n tel que (~:)admette (À1, ... , Àn+l) 

n+l 

TI (x-À;) 

pour spectre si et seulement si f(x) = i= 1 
n n'a que des pôles 

TI (x-µ;) 
i = 1 

simples, en étant croissante sur son domaine de définition. 

b 
5.14. Soit/ continue de [a, b] dans IR, telle que J f(t)tndt = 0 pour 

a 
tout n tel que 0 :s;;; n :s;;; p - 1 . Montrer que f change au moins p fois de 
signe sur [a, b]. 

5.15. Soit E l'espace vectoriel des suites x = (xk)ke IN de réels telles 
+~ 

que I, (xk) 2 converge. Pour x et y dans Eon pose (x, y) = I, XkJk, et 
k=O k=O 

l'on note Il Il la norme associée. 

Soit (x<n»n e IN une suite bornée d'éléments de E. Montrer qu'il existe 

une sous-suite (y(k))k e IN de la suite (x<n»n e IN et un élément a de E tels 

que, pour tout z de E, (y<k>, z) tende vers (a, z). 

5.16. Condition surf dans '1&"0([a, b], IR.n) pour que, pour la norme 

euclidienne sur IR.n , on ait : 
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5.17. Soit E un espace euclidien de dimension finie, (litote?), 
u e L(E) symétrique défini positif. 

2 

Soit <p: E \ {O} --+IR, définie par: x--+ ((u(x);x))2 • 

llu(x)ll llxll 
Montrer que <p est bornée. Atteint-elle ses bornes? 

5.18. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et a dans 
E. 

a) r est un fermé non vide de E. Montrer que l'application da der 
dans IR, définie par da(x) = llx-all admet un minimum atteint sur r. 

b) Si r est un cône convexe fermé, (donc 'l;;/(x, y, À) e r 2 x IR+> x +y 
et Âx sont dans r) dans E supposé euclidien, montrer que da admet un 
minimum atteint en un point unique b der tel que (b-a, b) = 0 et 
'l;;/x E r, (b-a, x) ;a,: Û. 

5.19. Soit E un espace euclidien de dimension 2 au moins, et/une 
application continue de E dans E, telle que : 

2 . 
'l;;/(x,y)e E ,(x.l..y~f(x+y)=f(x)+f(y)). 

2 a) On suppose/paire. Montrer que, pour tout (x,y) de E tel que 
llxll = llyll. on a f(x) = f(y). 

En déduire que/ est de la forme x--+ llxll 2k, k e E. 

b) Montrer que si/ est impaire, elle est linéaire. 
c) Étudier le cas général. 

5.20. On se place dans le plan euclidien rapporté à une base ortho-
7 7 

normée { i, j} . Soit Pi• p2, p3 les projections orthogonales respective­
-+ 7 7 7 

ment sur IR i, IR( i + j ), IR j . On pose q = p3p2pi . Image et noyau de 
q ? Que dire de q* ? 

On généralise à E euclidien de dimension p. Soient Ni• ... , N k des 
sous-espaces vectoriels de E, Pi• ... , Pk les projecteurs orthogonaux sur 

k 

Ni, ... ,Nk. On pose q = pk ···Pi et N0 = n Ni. 
i = i 

a) Montrer que, pour tout x de E, llq(x)ll = llxll (:::> x e N0 • 

b) Montrer que Ker (q-id) = N0 • En déduire 
Ker(q*-id) = N0 . 

que 
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c) Montrer que E = N0 E9 (lm (q-id)). 

d) Soit (xn)n e IN une suite de points de E telle que llxnll :;;;;; 1 pour tout 

n, et lim llq(xn)li = 1 · 
n...++oo 

Montrer que lim ll<q- id)(xn)li = 0. 
n ...++oo 

5.21. Soit A dans L,.(IR.), antisymétrique, et B = (I + A)(I -Af 1 . 

Montrer que B est orthogonale. 
Réciproquement, peut-on toujours décomposer B orthogonale sous 

la forme B = (I + A)(I -Af 1 , avec A antisymétrique ? 

5.22. Soient A et B deux matrices symétriques réelles positives, qA 

et qB les formes quadratiques associées sur IR.n rapporté à une base. On 

suppose qA:;;;;; qB. Montrer que det A:;;;;; det B. 

5.23. Soit E l'ensemble des matrices symétriques réelles d'ordre n. 
Soient A et B dans E, on dit que A :;;;;; B lorsque, pour tout vecteur 

colonne X de A;. 1 (IR.) , on a XAX :;;;;; XBX. 

a) Vérifier que l'on a une relation d'ordre sur E. 

b) Soit (Ak)ke IN une suite d'éléments de E, croissante et majorée au 
sens de cette relation d'ordre. Montrer qu'elle est convergente dans E. 

c) Soit les polynômes P k> k e IN , définis par la donnée de P 0 = 0 et 

de la relation de récurrence P n + 1 (x) = P n(x) + ~ (x- P!(x)). Quelle est 

la limite de la suite de fonctions P n, sur [O, 1]. 

Pour A dans E, on pose Bk = Pk(A). Montrer que si chaque valeur 
propre de A est dans [O, l], la suite des Bk converge vers un élément de 
E. Quel est cet élément ? 

5.24. Soit E l'ensemble des matrices symétriques réelles d'ordre n. 

a) Soit A dans E avec In - A définie positive. Montrer que la suite 

(
2l 1 

(trace A k)) est majorée. 
k = 0 pe IN* 

b) On suppose de plus A à coefficients positifs. Montrer que 
(In -Af 1 est à coefficients positifs. 
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5.25. Soit C une matrice symétrique réelle carrée d'ordre n. Montrer 
que p(C) = sup {1)1.;I ; Â.; valeur propre de C} est égal à 

IJJCJJI = sup {IJC(x)JJ ; Jlxll = 1}, la norme de IR.n étant la norme eucli­
dienne canonique. 

Montrer que, pour A et B dans .L,.(IR), on a: 

(p(AB))2 :s;;; p(1AA)p( 1BB). 

5.26. Soit a et b deux endomorphismes symétriques de l'espace 
euclidien E. Montrer que : 

trace (ea(a-b)-ea +i);;;;;: 0. 

5.27. Soit q une forme quadratique définie positive sur IR.n, de 
matrice A = (a.;;) 1 .,, .. .,, dans la base canonique. 

, -i.1- n 

On définit q' sur IR.n- l par: 

n-1 n-1 

q'(x1, ···• Xn-I) = L L 
i=l j=l 

Montrer que q' est définie positive. 

5.28. Soit <I> forme quadratique sur E, de forme polaire <p. On fixe a 
dans E et on définit F par : 

F(x) = <l>(a)<l>(x)-(<p(a, x))2 . 

Vérifier que F est une forme quadratique, dont on cherchera le 
noyau. 

5.29. Soit E euclidien de dimension n, et u un endomorphisme de 
E. On définit une forme quadratique Q sur Epar Q(x) = (JJu(x)JJ)2 . 

Soit Q' une autre forme quadratique sur E. Montrer que la restric­
tion de Q' à Ker u est définie positive si et seulement si il existe r réel 
tel que Q' + rQ soit définie positive. 
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Solutions 

5.1. Pour 1:;;;;. i <j:;;;;. n ona JJu;-ui = 1 = JJu;Ji2-2(u;, u) + JJui, 
1 

et les vecteurs étant de nonne 1, il reste ( u;, ui) = 2 . 

Si on suppose alors que des scalaires Â.1, ... , Ân sont tels que 
n 

L Â;u; = 0 , en prenant le carré de la norme on a : 
i = 1 

n 1 
L Â~ + 2 L Â;Âj 2 = 0, mais c'est encore: 
i= 1 1.;; i<jE;n 

n (n Â.)2 ~ L Â.~ + L ~ = 0 , ceci impliquant la nullité de chaque Â~ 
i = 1 i = 1 .J2 

donc de chaque Â; : on a une famille libre de n vecteurs, donc une base. 

Par le procédé d'orthonormalisation de Schmidt, on sait que pour 
j = 1, ... , n, Vect (u 1, .•. , u) = Vect (e1, ••• , e), donc pour tout j, on a 

j 

des coefficients (Â;) , pour 1 :;;;;. i :;;;;. j, tels que uj = L Â;,jei. 

i = 1 

Notre problème, compte tenu des uj, est de montrer l'indépendance 

des Â;,j par rapport àj, pour i <j. 

Soient donc 2 :;;;;. j < j':;;;;. n , on pose aussi : 

j' 

uj' = L Â;,j'ei. 
i = 1 

On a, pour i <j, Â;,j = ( uj, ei; et, 

Â;,j' = ('Il:;., e;). 

Ore; e Vect (u1, ... , u;). Il existe donc des scalaires a.1, ..• ,<X; tels que 

e; = L a.kuk, (ces a.k ne dépendent que dei en fait), et on a: 
k=l 

Â;,j = (uj, L a.kuJ = L a.k(uj, uk) 
k=l k=l 
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puisque i<j=>j-:F-k et (ui,u,J = ~ ;maisdemêmeonaura: 

k-:F-j' et(~., u,J =~pour k =:;;; i d'où: 

i 

Ài,j' = (~., e?J = L, ~ a.k et À;,j = Ài,j'• pour i <j <j'. 
k=l 

En posant a 1 = 1...1, 1 ; b1 = 1...1, 2 = 1...1, 3 = ... = 1...1, n, et plus généra­
lement ai = À.j,j ; bi = À.j,j + 1 = À.j,j + 2, ... = Àj, n si j < n , on trouve 

b1, ... , bn- I et a 1, ... ,an, tels que, pour toutj: uj = L, b;e; + aiei. 
1 os; i<j 

Cette connaissance des ui dans une base orthonormée, va permettre 
de déterminer les b; et les ai, (au signe près) en traduisant les relations 

llui = 1 et ( ui, ui + 1) = ~ . 
Procédons par récurrence. 

Pour j = 1 , llu1ll 2 = ai = 1, donc a 1 = 1 ou - 1. 

On se donne une suite finie ( e1-) 1 "' . "' à valeurs dans { - l, 1}, et soit -1-n 

Supposons connus a 1, ... , aj- l• ai et b1, ... , bj- l, avec : ak = ekJ 
pour 1 =:;;; k :s;;;j. (C'est vérifié au rang j = 2 .) 

puis 

En écrivant les trois égalités llui = l, lluj+ 111 2 = 1 et 

( ui, ui + 1) = ~ , il vient : 
2 2 2 

b1 + ... + bj-1 + aj = 1 
2 2 2 2 

b1 + ... + bj-1 + bj + aj+ l = 1 

2 2 1 
b1 + ... +bj-1 +aij = 2' 

d''l'. 2 2b2 b 21 ou on tire : ai+ 1 = ai - i et ai i = ai - 2 . 
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0 d !i+î.b _j+l l _ 1 d' 'l' .. n a one Ej ~ i - 2j - 2 - 2j, ou on tire . 

E· 
b1. = (au passage, c'est vérifié si 1· = 1 ), puis: 

J2j(j + 1) 

2 - j + l _ 1 - j2 + 2j - (j + 1) + 1 
ai+ 1 - 2j 2j(j + 1) - 2j(j + 1) - 2(j + 1) 

- . - J<i + 1) + 1 donc,avecEj+l - 1 ou-l,onab1enaj+l - EJ+l 2(j+l) :lecalcul 

se fait par récurrence. 

5.2. Le a) est l'identité du parallélogramme: il suffit de développer 

llx + yll 2 = llxll 2 + 2 (x, y)+ llyll 2 et 

llx-yll 2 = llxll 2 -2(x,y) + llyll 2 et d'ajouter. 
b) Complet fait penser à suite de Cauchy. On suppose bien sûr C non 

vide, donc d = d(x, C) = inf {llx-yll,y E C} existe, et 'ïln E IN*, 

3yn E C, d ~ llx -Ynll ~ d + ! · 
n 

La suite des Yn est de Cauchy, car le a) appliqué à x - Yp et x - Yq , 
conduit à: 

ll2x- (yp + Yq)ll 2 + llYq-Ypll 2 = 2llx-ypll2 + 2llx-yi ~ 

2(d+ ~r +2(d+ ~r. 
donc, avec ll2x- (Yp + Yq)ll 2 = 411x-Yp; Y9r;;.. 4d2 car Yp; Y9 est dans 

C, convexe, on obtient : 

Il 11
2 ( 2 2d 1 2 2d 1) 2 y -y ~ 2 d + - + - + d + - + 9 - 4d 

p q p p2 q q-

~ 4d (! + !) + 2 (..!. + 19)' p q p2 q-

majorant rendu arbitrairement petit pour p et q assez grands. 

La suite (yn)n e IN est de Cauchy dans C complet, donc elle a une 

limite y, et l'inégalité d ~ llx -Ynll ~ d + ! , jointe à la continuité de la 
n 

norme, donne d = llx - yll . 
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Si d était aussi atteinte en y' dans C, dans le triangle isocèle de som­

mets x, y, y', le milieu Y ; y' du côté [y, y'] serait plus près, (par Pytha­

gore) du sommet x, que y ou y', ce qui est absurde, d'où y = y'. On note 
p(x) cet unique élément de C. 

c) Soit y quelconque dans F, pour tout t de m, z = p(x) + ty est dans 

F, donc llx-p(x)ll 2 :s;;; llx-p(x)- tyll 2 , ce qui, en développant et après 

simplification par llx - p(x )11 2 , conduit à : 

0 :s;;; - 2t(x -p(x), y) + t2 llyll 2 • 

En simplifiant par t > 0 , et en faisant tendre t vers 0 + , on obtient : 

(x - p(x), y) :s;;; 0, et ce pour y quelconque de F, donc aussi pour 
- y, d'où - (x - p(x), y) :s;;; 0 et finalement: (x - p(x), y) = 0, 'Vy e F. 

Ceci traduit l'appartenance de x - p(x) à F.L. Comme on a 

x = (x-p(x))+p(x), décomposé dans F.L+F, et que FnF.L = {0}, 

ona E = FE0F.L. 

Six de E se décompose alors en x = u + v, u e F, v e F.L , pour y quel­
conque de F on aura : 

llx-yll 2 = ll(u-y)+vll 2 = llu-yll 2 +11vll 2 ;a.:llvll 2 ,borneinférieure 
atteinteeny = u,doncp(x) = u estleprojetéorthogonaldexsurF,d'oùp 

linéaire, (et même continue car llp(x)ll 2 = llull 2 :s;;; llull 2 + llvll 2 = llxll 2 : p est 
1.lipschitzienne. 

d) Pour C convexe, on reprend le c), pour justifier que, pour tout y 
de C, on a, (p(x)-x,p(x)-y) :s;;; 0. 

En effet p(x) et y sont dans C convexe, donc z = p(x) + t(y - p(x)) 
aussi, pour 0 :s;;; t :s;;; 1 , on a donc : 

llx-p(x)ll 2 :s;;; llx-p(x)- t(y-p(x))ll 2 , ce qui se développe et 

donne, après simplification par llx-p(x)ll 2 , l'inégalité: 

0 :s;;; - 2t(x-p(x), y-p(x)) + t2 llp(x)-yll 2 , 

d'où le résultat en simplifiant par t > 0 et en faisant tendre t vers o+. 
Partant alors de x et z dans E, et de p(z) et p(x) dans C, on aura: 

(p(x) -x, p(x) - p(z)) :s;;; 0 et, 

(p(z) -z, p(z) - p(x)) :s;;; 0 soit encore, 

(z-p(z), p(x) -p(z)) :s;;; O. 
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On en déduit que : 
(z -x + p(x) -p(z), p(x)-p(z)) ~ 0, d'où l'on tire: 

llp(x)-p(z)ll 2 ~ - (z -x, p(x)-p(z)) 

~ llz -xll llp(x) -p(z)ll par Cauchy-Schwarz. 

Si p(x)-p(z) = 0, l'inégalité cherchée est vérifiée, et sinon, en sim­
plifiant par llp(x) - p(z)ll on obtient bien : 

llp(x)-p(z)ll ~ llz-xll. 

5.3. L'application <!>: P ~ J 1 P2(x)dx est une forme quadratique 
-1 

sur E = IR.[X], de forme bilinéaire symétrique associée: 
1 

cp(P, Q) = J_ 1 P(x)Q(x)dx. 

Si on vérifie que cp(P, Q) = - i J:P(e;9)Q(e;9)e;9d0, pour P = Q 

on aura le résultat. 
Comme les deux membres de l'égalité dépendent cette fois linéaire­

ment de P et de Q, il suffit de vérifier cette égalité pour P et Q pris dans 
la base canonique de E. 

Avec P(x) = i et Q(x) = xl, en posant n = k + l, on doit vérifier 
1 n 1 - (- 1 )n + 1 . 7t in0 i0 

que J x dx = = - z J e e d0 
-1 n+I o 

= - i [ i(n+ 1)0]7t 
i(n+I) e o 

(-l)n+l_l 
- - 1 , ce qui me semble vrai. 

n+ 
On a alors: 

J1 P2(x)dx = J1 ( L akazxk+l)dx = L akal et 
-l -l 0'6k,l'6n 0'6k,l'6n k+l+I' 

comme c'est un réel positif, c'est aussi: 

1- i J;P2(e;e)e;edel ~ s:1P2(e;e)lde 

d'où 
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ce qui n'aboutit pas ! On ne jette pas le manche après la cognée : il 

faudrait intégrer entre 0 et 21t pour récupérer fon: ei(k - t)a d0 = 0 si k -:F- l, 

1 si k = l. Or, on a considéré en fait 1 = J:P(ei9)P(e - i9)d0. En posant 

t = - 0, on a: 

1 = f- n:P(e- it)P(ei1)(- dt) = J0 P(e - i9)P(i9)d0 
0 -n: 

donc 21 = r P(ei9)P(e- i9)d0 et cette fois on va aboutir à la 
- n; 

majoration : 

l akaz :;;;;; ! l akaz f ei(k-l)ade 

0"6k,l"6n k+l+ l 2 0"6k,l"6n ~--n;--,,---~ 

= 0 si k -:F- l, 21t si k = l 
n 

:;;;;; 1t lai. 
k=O 

5.4. La matrice B = A1A est carrée d'ordre n, symétrique, associée 

à une forme quadratique <I> positive sur IRn, car six de IRn est associé à 
la matrice colonne X on a : 

<j>(x) = X(A1A)X = 1
( 1AX)( 1AX) = YY, 

avec Y = 1AX, matrice colonne de p éléments y1, ••• , Yp, soit encore: 

p 2 
<j>(x) = LYi;;;;.: O. 

i = 1 

La matrice B sera inversible si et seulement si <I> est définie, donc si 
et seulement si <j>(x) = 0 <::::> x = 0. 

Or <j>(x) = 0 <=>Y = 0 <::::>Xe Ker (1A). 

Mais 1A est une matrice de rang n, d'une application linéaire de IRn 

dans mP : on a n = dim IRn = rang 1A + dim (Ker 1A), d'où 
t Ker A = {O} et finalement <j>(x) = 0 <::::> x = 0 : c'est dans la poche! 

Le résultat est acquis pour A 1A, avec rang (A) = nombre de lignes 
t t t t 

de A, il le sera donc pour AA = A (A) si le rang de 
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1A = rang (A) = nombre de lignes de 'A = p, donc si A de L,,,p(IR) 

est de rang p, la matrice 1AA est inversible. 

5.5. La matrice A de Il. dans la base canonique donnée est triangu­
laire inférieure, avec des 1 sur la diagonale et des - 1 qui bordent la 
diagonale,« en dessous», tout le reste étant nul donc det A = 1 : Il. est 
inversib'le. 

On sait, (quitte à rejustifier), que lll!l.- 1111 2 est le rayon spectral de 

l'endomorphisme (Il. - 1) *Il. - 1 , endomorphisme de matrice symétrique 
1A- 1 A- 1 = (A1Af 1, matrice diagonalisable de valeurs propres les 

inverses des valeurs propres de A1A. Finalement, lll!l.- 1111 est 
. t 1/2 t 

1 / (mf des valeurs propres de A A) , les valeurs propres de A A 
étant> o. 

Soit: 

B = A 1A = n 

= 

1 0 
-1 1 

0 
1 -1 

-1 2 
' 

-1 1 

·. 2 - 1 

-1 2 

1 -1 

0 1 
' 

0 
0 

. . . - 1 

1 

La première ligne est à part, et pour tenir compte de ce particula­
risme, on calcule le polynôme caractéristique, P n(À) = det (Bn -À.In) 
en partant de la dernière ligne. 

On obtient, pour n ;a.: 3 , la relation : 
Pn(À.) = (2-À)Pn-1(À)-Pn-2(À), 

qui, jointe aux égalités P1(À) = 1-À et P2(À) = (l -À.)(2-À)- l, 
détermine les p n . 

Pour un À complexe fixé, on a une suite récurrente double, d'équa-

tion caractéristique r2 -(2-À)r+ 1 = 0, de discriminant 

(2-À.)2-4 = - 4 ( 1-(2 ;Àf). 
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2-Â. En posant - 2- = cose, (sur <C, c'est possible), ce discriminant vaut 

9 
- 4 sin -e , et les racines de l'équation caractéristique s'écrivent 
2 - Â. ± 2isine 

2 = cose ± isine, et par cette « astuce », (à méditer), on 

obtient p n(Â.) du type p n(Â.) = aeina +be- ina' Â. étant relié à e par l'éga­

lité 2-Â. = 2cose. 
On calcule a et b en résolvant le système obtenu pour n = 1 et 2. 

OnaP1(Â.) = 1-Â. = ei9 +e-i9 -l,puis: 

P2(À) = (l-Â)(2-À)-l = (ei9 +e-i9 -l)(ei9 +e-i9)-l 

( i9 - i9)2 i0 - i0 1 2i0 - 2i0 i0 - i0 1 = e +e -e -e - = e +e -e -e + , 
d'où le système: 

-e 
-i0 ;a 

-e {
ae;a +be - ;a = e;a + e - ;a - 1 

al;a +be - 2;a = l;a + e - 2;0 _ e;a _ e - ;a + 1 1 1 

qui conduit aux solutions : 

{
a(l;a - l) = - l -e-2;0 + e- ;a +l;a + e- 2;0 -e;a -e-i9+ 1 = l;a -e;e 

b(e-2;0_ 1) = -e2;a_l+e;a+e2;a+e-2;e_e;a_e-ie+l = e-2i9_e-i0 

3; ~( ; ~ - ; ~) . e _ 0 
e e - e sm2 ' 2 

ou : a _...,,.....,.....,..,....----,~ = -- e et 
- ;e( ;e - ;e) sine e e -e 

- 3; ~( - ; ~ ; ~) . e 9 
e e -e sm-2 -i-

b -- e 2 , ce qui conduit à une expres-= - ;e( - ;a ;a) = sine e e -e 
sion du polynôme caractéristique valant : 

_ sin; ( i(2n + l)~ -i(2n + l)~) _ 
p n(Â.) - . e e + e -

Sln 

e 
sin2 e 

2 -:--e cos(2n + 1)2-. 
Sln 

(1+2k)1t . 
Cette expression s'annule pour ek = 0 .;;;;; k .;;;;; n - 1 ce qui 

2n+ 1 ' 

correspond à Â.k = 2 ( 1 - cos 02: !kin) et vu les variations (monoto-
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nie) de la fonction cosinus, on an valeurs distinctes de Â. qui annulent 
un polynôme de degré n: inutile d'aller plus loin, on a les valeurs pro-

1 
pres de Bn = AA. 

La plus petite est Â.1 = 2 ( 1- cos 2n7t+ 1) = 4sin2 
2 (2: + l) donc 

lllA- 1111 = 1 , ce que l'on voulait. 

2sin2(2: + l) 

5.6. Le 1°) consiste à mettre a de GL(E) sous sa forme de décom­
position polaire. Comme l'intérêt de u orthogonale est de vérifier 
1u = u - 1 , et d'intervenir dans les réductions des matrices symétriques, 

on va considérer 1aa, et même, si on suppose que a = us, ceci donnera 
t t t 2 1 . , . ( l' , ) d . , . aa = s uus = s : a matrice symetnque s, ou operateur... 01t ven-
fi 1,, . 2 t 
1er equat1on s = aa . 

Partant de a, on vérifie que 1aa est symétrique, positive, (Vx vecteur 
n 

colonne de IR.n, 1x(1aa)x = 1yy = L (yi)2 ;;;;.: 0, avec des notations évi­
j= 1 

dentes, si y = ax ). De plus 1 aa est régulière, (comme la matrice a), donc 
1aa est symétrique définie positive. 

. - 1 t t t 
Il existe alors q e O(E) telle que q ( aa)q = q aaq soit une 

matrice diagonale, D = diag (Â.1, ..• , Â.n) avec des Â.i > 0. 

En posant µj = J'i0 et A = diag (µ1, ... , µn) , on a 

t A 2 t ( A t )2 A t ' d h" aa = qu q = qu q : avec s = qu q, on a trouves en omorp 1sme 

défini positif, (ou matrice définie positive) telle que 1 aa = s2 . 
S'il existe s', défini positif vérifiant s'2 = 1aa = s2, on a forcément 

s' = s. 
En effet, avec d valeur propre de s' et x vecteur propre associé, on a 

2 2 t 2 'l ' s' (x) = d x = ( aa)(x), donc d est l'un des ""i, et d, (> 0), est 1 un des 

µj. 

De plus, avec j tel que d2 = Â.i et x dans Ker (s' - didE), on a 

s2(x) = Â.1x, donc Ker (s' - didE) c Ker (s2 -Â.}dE). 
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Mais alors en notant Â.1, ... , Â.k les valeurs propres distinctes de 
t 2 d ul . l" . , . . d d 1 aa = s , e m tip icites respectives cx.1, ... , cx.k ; puis 1, ... , r es 
valeurs propres distinctes de s' , on a une injection cr de { d1, ••• , dr} dans 

9 
{Â.1, ... , Â.k}, définie par cr(i) = le seul indice j tel que (dïf = Â.i, d'où 

déjà l'inégalité r.;;;; k, et, avec (d/ = Â.cr(i) pour 1 .;;;; i.;;;; r, on a, (s' 
symétrique étant diagonalisable) : 

E = EB Ker (s' - d;idE) , avec Ker (s' - d;idE) c Ker (s2 - Â.cr(i)idE) , 
j = 1 

k 2 . 
et aussi E = EB Ker (s - Â.j1dE) forcément r = k et 

j = 1 

Ker (s' - d;idE) = Ker (s2 - Â.cr(i)idE) . 

Mais alors, sur le sous-espace propre de 1 aa , de valeur propre Â., s' 
est l'homothétie de rapport Ji.. : elle est parfaitement déterminée, donc 
s' l'est sur E, somme directe des sous-espaces propres de 1aa. 

Si on pose alors, avec s symétrique défini positif tel que 1aa = s2 , 

- 1 t t - 1 t - 1 - 1 2 - 1 "d ( - 1 u = as , on aura uu = (s ) aas = s s s = i E, car s est 
symétrique, comme s ), donc u est orthogonal et on obtient bien a = us , 
avec s unique, donc u aussi est unique. 

2°) On écrit a = us, avec, on l'a vu, s2 = 1aa, u orthogonal et s 
symétrique défini positif. 

Si v parcourt le groupe orthogonal, w = vu le parcourt aussi, et 
comme va = (vu)s, on a: 

Sup Trace (va) = Sup Trace ( ws) . 
ve O(E) we O(E) 

Mais s, symétrique, est diagonalisable dans le groupe orthogonal: 
soit ~ = (e1, ... ,en) une base orthonormée de vecteurs propres pour s, 
pour les valeurs propres, distinctes ou non, Â.1, ... , Â.n, on aura 
(ws(e;), e;) = (Â.;w(e;), e;) = Â.;(w(e;), e;), terme diagonal de la matrice 

n 

de ws dans la base~ et Trace (ws) = L Â.;(w(e;), e;). 
j = 1 

Comme w est orthogonal, et~ orthonormée 

(w(e;), e;).;;;; llw(e;)ll lle;ll = l, et: 

n 

Trace (ws).;;;; L Â.; ; et pour w = idE, on a: 
i = 1 
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n 

Trace (idEs) = L, À; d'où finalement: 
i = l 

n 

""" 2 t Sup (Trace va) = ."'-' À; = trace s , avec s = aa . 
VE O(E) 

i = l 

3°) On repart de a = us, avec u e O(E), donc il y a deux cas suivant 

que u est dans O\E) = SO(E) ou non. 

Si u e SO(E), si v parcourt le sous-groupe SO(E), w = vu le par­
court aussi, le raisonnement précédent s'applique et conduit à 

Sup (Trace va) = traces, puisque idE e SO(E). 
VE SO(E) 

On peut remarquer que det a = det u det s , avec det s > 0 , donc 
u e SO(E) <=> det u = 1 <=> det a> 0. 

Si maintenant det a < 0, det u = - 1 , et avec va = (vu )s = ws , 

cette fois w parcourt 0-(E), et en prenant une base orthonormée 
directe dans laquelle s = diag (À1, ... , Àn) , avec 0 < À1 :,;;;; À2 :,;;;; ... :,;;;; Àn, 

on cherche 

Sup Trace (w · diag (À1, ... , Àn)). 
wE 0-(E) 

Comme - 1 est valeur propre de l'isométrie indirecte w, on a 
trace w:,;;;; - 1+(n-1), car, en notant µ2, ... , µn les autres valeurs pro­
pres, réelles ou complexes, mais de module l, et de somme réelle, on a : 

Trace w = un nombre réel = - 1 + µ2 + ... + µn , avec 

n 

C'est encore L, W;;:,;;;; n - 2, donc: 
j = l 

n 

1 +wn:,;;;; L, (1-w;;), d'où: 
i= 2 

n 

trace (w diag (À1, ... , Àn)) = L À;W;; 

i = l 
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Or, - 1 os;; W;; os;; 1, (dans une matrice orthogonale, les termes sont de 
module inférieur ou égal à 1), et comme Â.1 os;; Â.;, on a 

Â.1 ( 1 - W;;) os;; Â.;( 1-w;;) pour i;;;;.:, 2, d'où finalement 
n 

trace ( w diag (Â.1, ... , Â.n)) :,;;;; - Â.1 + L ( 1 - W;; + W;;)Â.; 

i=2 

:,;;;; - Â.1 + Â.2 + Â.3 + ··· + Â.n. 

Pour w = diag (- 1, 1, 1, ... , 1), ce sup est atteint et finalement, si 
det a < 0 , le sup est - Â.1 + Â.2 + Â.3 + ··· + Â.n · 

J'ai bien cru ne pas l'achever celui-là! 

5.7. On considère IR.n euclidien canonique, la base .9JJ = (e1, ... ,en) 
canonique étant donc orthonormée. 

L'endomorphisme a. de matrice symétrique A dans la base .9JJ est 
auto-adjoint, donc diagonalisable dans le groupe orthogonal : il existe 
une base orthonormée ~ = (E1, ... ,En) de vecteurs propres pour a., 

l'indexation étant telle que E; soit vecteur propre pour la valeur propre 

Â.;. 

On a alors: 
n 

ajj = (ej, a.(ej)) puisque a.(e) = La;/; et que la base .9JJ est 
i = 1 

orthonormée. 

Avec P = (Puv) 1 ,,.u,v""n, matrice de passage de la base .9/Jà ~.on a 
n 

P-1 tp d ~ ( ' d l .ième l d = , one ej = "-"" PjuEu , on se promene ans a J co onne e 
u=l 

P- 1 , donc la /me ligne de P), avec Pju = ( ej, Eu) puisque ~ est ortho­
normée. 

n 

Donc ajj = (ej, L Pjua.(Eu)) 

u = 1 

n 

= L Pju < ej, Â.uEu) 
u=l 

n n 

= L Â.uPju(ej, Eu) = L Â.u(ej, Eu) 2, 

u=l u=l 
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et, vu l'indexation décroissante des valeurs propres, on a : 

k 

ajj :s;;; L Â.u(ej, E,)2 + Â.k 
u = 1 u = k+ 1 

Or, comme on a remarqué que (ei, Eu) = Pju est, (si u varie), le terme 

générique de la /ème ligne de P, matrice orthogonale, on a : 
n 

L, (ei, E,)2 = 1 d'où: 
u = 1 

n k 

L (ei, Eu) 2 = 1- L, (ej, E,)2 . 
u=k+l u = 1 

Il en résulte l'inégalité : 

k 

ajj :s;;; Â.k + L (Â.u - Â.k) ( ej, Eu) 2, donc 
u=l 

k k k 

L ajj :s;;; kÂ.k + L L (Â.u - Â.k) ( ej, E,) 2 

j=l j=l u=l 

"' kl., + J' (l.,, - l.,{ *' <-r e,.) '} 

n 

Mais, pour u fixé, L, ( ei, E,) 2 = 1 , (somme des carrés des termes de 
j=l 

k 
ième . ) ~ ( )2 la u colonne de la matrice orthogonale P , donc """" ei, Eu :s;;; 1 , et 

j=l 
Â.u - Â.k étant ;;. 0 pour u :s;;; k , il vient : 

k k 

L ajj :s;;; kÂ.k + L (Â.u - Â.k) = Â.1 + Â.2 + ··· + Â.k · 
j=l u=l 

On se demande toujours comment on obtient cela ! 

5.8. La propriété est évidente si dim E = 1 ou 2. On la justifie par 
récurrence sur n, en la supposant vraie pour dim E :s;;; n et en considé­
rant Ede dimension n + l, (n;;. 2). 
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Comme p et q sont autoadjoints, (p projection orthogonale sur F, 

parallèlement à G = F.l admet F et G comme sous-espaces propres 
orthogonaux, pour les valeurs propres 1 et 0, d'où une base orthonor­
mée de E dans laquelle la matrice de p est diagonale}, on a p-q 
autoadjoint, donc diagonalisable dans le groupe orthogonal. 

En particulier il existe x -:F- 0 et s réel tels que (p-q)(x) = sx. Soit 
A = Vect (x,p(x)), (plan ou droite}, comme p(p(x)) = p(x), on a 
p(A) c A ; mais on a aussi, pour y = ax + pp(x) dans A: 

q(y) = aq(x) + pq(p(x)), avec p(x) = q(x) +sx, donc: 

q(y) = aq(x)+pq2(x)+spq(x) = (a+(l+s)P)q(x) 

= (a+ (1 + s)p)(p(x) - sx) e A, (a, s et P scalaires). 

On a donc le sous-espace A, de dimension 1 ou 2, stable par pet q, 
donc A .l l'est par p* = p et q* = q, avec A .l euclidien de dimension 

n + 1- ( 1 ou 2) '50; n : l'hypothèse de récurrence s'applique pour A .l. 
En fait on a même obtenu une somme directe orthogonale de 

sous-espaces stables par pet q, de dimension 1ou2. 

2 5.9. Pour tout couple (x,y) de E , on a: 

(j(x),f(y)) = (x,f* /(y)) = (x,g * g(y)) = (g(x),g(y)). 

Mais alors, x e Ker f <=> (j(x), f (x)) = 0 

<::::> (g(x), g(x)) = 0 

<::::>xe Ker g, 

donc f et g ont même noyau, et aussi même rang r. 

Soit alors { e1, .•• , er} une base orthonormée de lm g, et x1, ••• , xr tels 

que, pour 1 '50; i '50; r, g(x;) = e;. 

Pour 1 '50; i '50; r et 1 '50; j '50; r, on a : 

(j(x;),f(x)) = (g(x;).g(xi)) = (e;, e), donc la famille des 
f (x;) est orthonormée, donc libre et de cardinal r dans lm f de dimen­
sion r: c'est une base de lm/ 

On peut alors compléter les deux familles orthonormées des f(x;) 

d'une part, et des g(x;) d'autre part, en deux bases orthonormées de E : 

$1 = {g(x1), ... , g(xr) ; er+ l• ... ,en} et, 

$2 = {/ (x1), ... , f (xr) ; Er+ I• ... ,En}· 



Exercices de Mathématiques spéciales -Algèbre 217 

Avoir f = sg, impose les égalités j(x) = s(g(x)). 

On définit donc l'opérateur linéaires, tout simplement par: 
s(g(x)) = f(xi), pour 1 :S:.j :s:. r et, 

s(er+p) = Er+p•pour 1 :s=.p:s=.n-r. 

On as opérateur orthogonal, (envoie une base orthonormée sur une 
autre base orthonormée). 

Il reste à voir si, pour tout x de E, f(x) = sg(x). 

Soit x dans E, g(x) e lm g = Vect {g(x1), ... , g(xr)}, donc il existe r 

scalaires a.1, ... , a.r tels que g(x) = a.1g(x1) + ... + a.,g(xr) soit encore 
g(X - (X.lXl - ••• - (X.~T) = Q • 

Mais alors, (Ker f = Ker g) , on a aussi : 
f(x - a.1x1 - ... - a.~r) = 0, soit encore : 

f(x) = a.if(x1) + ··· + a.J(xr) 

= CX.1s(g(x1)) + ... + <X.rS(g(xr)) 

= s(a.1g(x1) + ... + a.rg(xr)) = s(g(x)), 

d'où f = s o g et le résultat. 

Soit maintenant une famille {u1, ... ,un} den vecteurs dans E eucli­
dien de dimension n, et sa matrice de Gramm, Jf. 

On suppose qu'il existe une base orthonormée g; = {e1, ... ,en} et 
un projecteur orthogonal p tel que u; = p(e;), pour i = 1, ... , n. 

En se plaçant dans une base orthonormée de vecteurs propres pour 
p, (vérifiant p2 = p ), on a une matrice diagonale, donc 'p = p, et réci­

proquement, si p vérifie p2 = p et 1p = p* = p, c'est un projecteur 
orthogonal. 

La /ème colonne de la matrice P de p dans la base g; est celle des 
composantes de p(e) dans ~ orthonormée, c'est donc celle des 

9 

(e;, p(e)) = (e;, p-(e)) = (e;, p * p(e)) 

= (p(e;).p(ei)) = (u;, ui): 

c'est la matrice Jf, qui a donc pour seules valeurs propres possibles 0 et 
1, (p projecteur). 

Réciproquement, on suppose que la matrice de Gramm, Jf, qui est symé­
trique réelle, a son spectre contenu dans { 0, 1}. Soit une base orthonor­
mée g; = { E1, ... ,En} de E, etg l'opérateur de matrice Jf dans~ 
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Comme ses sous-espaces propres sont orthogonaux et en somme 
directe, (:9' symétrique), pour les valeurs propres 0 et 1, g est un projec­
teur orthogonal. 

On définit l'application linéaire/ sur Epar les relations: j(E;) = u;, 
pour l:;;;;i:;;,;;n. 

Le terme général, ( u;, ui) de la matrice :9' de g dans la base ortho­
normée ~vérifie: 

(u;, ui) = (e;,g(e)) = (j(E;), j(ei)) = (E;, f* j(e)). 

Mais g = g2 = g * g, (g projecteur orthogonal), donc l'égalité : 

(u;, u) = (E;,g(e)) donne: 

(E;, g * g(ej)) = (e;. f* j(e)), et c'est valable pour tout i,j dans 
{l, ... , n}, d'où en faitg * getf* /égales, car ayant même matrice dans 
la base .Çfi_ 

Il existe alors s, opérateur orthogonal, tel que f = sg. 

En prenant p = sgs - 1 , p est semblable à g donc c'est un projecteur 
orthogonal, et en posant e; = s(E;), on a une base orthonormée 

{e1, ... ,en} telle que, pour tout i, p(e;) = s o go s- 1 o s(e;) 

= s(g(E;)) = j(E;) = U;, 

c'est gagné ! 

5.10. Le produit scalaire étant continu de Ex E dans IH.,f est conti­
nue. Comme on est en dimension finie, S est un fermé borné de E, donc 
un compact, l'espace produit S3 est un compact de E3 , d'image conti­
nue un compact de m. 

Si dim E ;;;;;.: 2 , S est de plus connexe par arcs, (si u et v sont de norme 
1, dans tout plan, euclidien, contenant 0, u et v, il existe un arc de cercle 
r,joignant u et v, contenu dans S). Donc S3 est aussi connexe par arcs, 

3 et /(S ) est un connexe compact de m.: c'est un segment. 
Or llull = llvll = llwll donne j(u, v, w):;;,;;; 3, maximum atteint pour 

U =V= W. 

De plus j(u, v, w) = ~ <llu + v + wll 2 - 3);;;;;.: - ~, minimum atteint 

pour tout point, (de S3 ), tel que U +V+ W = Û, et il y en a car dans un 

plan euclidien assimilé à <I:, si llull = 1 , u,ju et /u vérifient cette égalité, 

donc /(S3) = [- 3/2, 3], si dim E;;;;;.: 2. 
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Si dim E = 1, S n'est plus connexe, mais formé de deux vecteurs, e 
et - e, donc ( u, v) = 1 ou - 1 et on a le triplet (u, v, w) du type (e, e, e) 

ou (e, e, - e), ou leurs opposés, mais tout ceci donne f(S 3) = {- 1, 3}. 

1 l 1 l 
5.11. Pour A dans ~(IR), on a A = 2 (A+ A)+ 2 (A- A), et la 

matrice B = ~ (A- 1A} est antisymétrique, donc pour U matrice ortho­

gonale, on aura u- 1BU = 1UBU encore antisymétrique, donc à élé­

ments diagonaux nuls. Si on a trouvé U telle que u- 1 A'U , avec 

A' = ~ (A+ 1A} , ait ses termes diagonaux nuls, il en sera de même pour 

u- 1(A' + B)U et le problème sera résolu. 

De plus trace (A) = trace (~ (A+ 1A)) = 0, donc on résoud le pro­

blème avec A symétrique de trace nulle, et là, on travaille par récurrence 
surn. 

Sin = 1, A = (0), matrice (1, 1) et le problème est résolu. 

On le suppose aussi résolu à l'ordre n - 1 . 

Soit A symétrique réelle d'ordre n, de trace nulle. Elle est diagonali­
sable dans le groupe orthogonal et si Â.1, ... , Â.n sont les valeurs propres, 

on a, soit Â.1 = Â.2 = ... = Â.n = 0 , auquel cas A = 0 et le problème est 

résolu ; soit il existe des Â.; * 0 , mais alors, (trace nulle), on a des Â.; > 0 
et d'autres < 0 et la forme quadratique de matrice A admet des vecteurs 
isotropes non nuls. 

On introduit E = IR.n, euclidien canonique, g; = (e1, .•• ,en) la base 
orthonormée canonique, et <!> forme quadratique de matrice A dans 
cette base: elle admet e 1 , vecteur isotrope non nul, de norme eucli­
dienne l. 

On prend une base orthonormée ~ de { E1} l. , (orthogonal pour la 
structure euclidienne), donc 9J1 = {Ei} u ~est base orthonormée de 
E et P 1 , matrice de passage de g; à 9J1 est orthogonale. 

La matrice A1 = P]" 1AP 1 , semblable à A est de trace nulle, et 

comme P]" 1 = 1P1 , c'est A1 = 1P1AP 1 , symétrique comme A. De plus 
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le terme de la première ligne première colonne vaut 
<p(E1, E1 ) = cj>(E1) = 0, donc on a une écriture« blocs» de A 1 en: 

A 1 = ( ~, avec A' symétrique d'ordre n - 1 , de trace 
1L 1 A' J 

nulle car trace A1 = 0 = trace A' . 

L'hypothèse de récurrence s'applique, donc il existe P'2 orthogonale 

d'ordre n - 1 telle que P'2 1 A'P'2 soit à coefficients diagonaux nuls. 

Il reste à vérifier que P 2 = ( ~ 1 :. 
2 

) est orthogonale réelle d'ordre 

n, (vrai car P'2 est orthogonale), et que: 

P;'A,P, = ( *1][ *H * J 

=(*1][~ A'P': = P'2 1 1L 
LP' J ( 0 P'-1A~' LP' J 

2 2 

est bien à éléments diagonaux nuls, ce qui est vrai pour P'2 1 A'P'2 . 

AvecA1 = Pï 1AP1 ,onafinalement(P1P2f 1A(P 1P2) àtermesdia­
gonaux nuls, avec P 1P2 matrice orthogonale. 

5.12. Il s'agit de relier les polynômes caractéristiques de A et de B, 
or det (B -A.ln) est le cofacteur de l'élément de la dernière ligne et 
dernière colonne de A- A.In+ 1 , cofacteur qui intervient, pour À. non 

valeur propre de A, dans la matrice (A- A.In+ 1 )-
1 , que nous allons con­

sidérer, après avoir diagonalisé A. Allons-y ! 
Il existe P orthogonale d'ordre n + 1 telle que : 

p- 1AP = 1PAP = diag(A.1,A.2, ••• ,À.n+l) = D,donc: 

A-A.In+l = PDP- 1 -A.In+l = P(D-A.ln+l)P- 1 , et 

A 'I -1 'I -1 -1 'I ( -11.ln+l) = P(D-11.ln+l) P , ceci, pour tout /\, non 
valeur propre de A bien sûr. 
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C'est donc encore : 
1 t . ( 1 )t 

det (A-Â.ln+ 1). (corn (A-Âln+ 1)) = P diag ... , Â.;-Â.' ... p' 
puisque Pest orthogonale. 

Comme A - Â.ln + 1 est symétrique, il en est de même de sa comatrice, 
donc il y a un~ transposition de.~atrice en trop, et, en prenant l'élément 
d 1 ( 1) 1eme 1. 1eme 

e a n + 1gne, (n + 1) colonne, et en notant p1,p2 ... Pn+ 1 

la dernière ligne de P on a : 

det (B - Â.ln) 

det (A-Âln+ 1) 
= 

Pi- - - --Pn+I 

P1 
Â.1 -Â. 

1 

soit finalement, en notant XA(Â.) et Xs(Â.) les polynômes caractéristi­
ques de A et B : 

( Â.) n+ 1 (p )2 

!!L_ = :L -·-· = ! (Â.) 
XA(Â.) i=l Â.i-Â. ' 

relation valable pour tout Â. non valeur propre de A. 

Sur IR - { Â.;} , la fonction Â. -----+ Â. 1 Â. , de dérivée 1 
2 est crois-

; - (Â.i-Â.) 
sante. 

Si on suppose tous les Â.i distincts et les Pi =F 0, la fonction f est croissante 
sur les n intervalles ]Âi+ 1, Â.i[ pour i variant de 1 à n, avec 

2 

1. f ('l) ( ' f; . (p; + 1) 1 111! /\, = - oo , c est ce que ait Â.. _ Â. , es autres termes ayant 
Â.--+Â.;+1 i+l 

une limite finie), alors que lim f (Â.) = + oo. 

Â.--+ Â.~ 

Dans ce cas la fonction/ admet n zéros, µ 1, ... , µn avec, vu l'indexa­
tion adoptée, µ 1 e ]Â.2, Â. 1 [, µ2 e ]Â.3, Â.2 [ ... 

Comme f est une fraction rationnelle de numérateur le polynôme 
caractéristique de B, de degré n, on a bien trouvé les n valeurs propres 
de B, entrelacées avec celles de A. 

1 
Si les Â.; sont tous distincts, mais si P; = 0, le terme en Â· -Â. ne figure 

' 
dan 1 d , . . 'l' . 1 d Xs(Â.) ' pas s a ecompos1t1on en e ements s1mp es e XA(Â.), or c est un 
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pôle simple, donc Ài est zéro de Xs(À), de plus, si Pi- l et Pi+ 1 sont 
non nuls, la fonction f est encore croissante de - oo à + 00 sur ]Ài + 1, Ài _ 1 [ 
avec lim f (À) existe et est'# 0 si À; zéro simple de Xs(À) = 0, (nulle si 

À.-+ À.; 

zéro multiple). Dans le cas d'un zéro simple, f s'annule encore sur 
]À;+ 1, À;_ 1 [, ailleurs qu'en À; , on a donc 2 zéros de Xs , et si Ài est zéro 

double au moins de Xs, on aura Ài+ 1 ::;;;; µi = Ài = µi- l::;;;; Ài-l : les iné­
galités sont préservées. 

Si Ài est zéro multiple, d'ordre a, comme la décomposition en éléments 
2 

. l d ff: . . . (pi) • s1mp es e ait mtervemr À·_ À, c est que : 
1 

si Pi'# 0, À; est zéro d'ordre a- 1 de Xs(À), 

si Pi = 0, Ài est zéro d'ordre a au moins de Xs(À). 

Finalement, on a dans tous les cas l'entrelacement voulu. 

5.13. La matrice A est diagonalisable dans le groupe orthogonal. On sup­
pose ses valeurs propres indexées en croissant : µ 1 ::;;;; µ 2 ::;;;; ••• ::;;;; µn . Il existe 

doncPdansOn(IR) tellequeP- 1AP = 1PAP = d = diag(µ 1, ... ,µ,,J. 

Soit Qla matrice blocs Q = ( ~ 1 ~) : elle est orthogonale d'ordre 

n + l, et on a: 

IQ = ( m) = ( ffi) = Q-1. 

Posons A1 = ( ~ 1 : ) , avec b matrice colonne d'ordre n, inconnue, 

et B = Q-1 A1Q = ( p~ 1 1 ~) ( ~ 1 : ) ( ~ 1 ~) 

= ( ~ ) ( ~) = [ p~:;p 1 p-,· b ) 

=(~} 
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avec d = P- i b = 1Pb, vecteur colonne de IR.n, et Ai et Bayant même 
spectre. 

On est donc ramené à traiter l'exercice avec Ll matrice diagonale, et 
B matrice dont on peut calculer facilement le polynôme caractéristique, 
Xs(Â.) · 

On a, en développant par rapport à la dernière ligne : 

Xs(À.) = 

µn-Â., dn 

di - - - - - · dn C- Â. 

n 

= (c-Â.)fl(µ;-Â.)+ 
i= i 

0 
n 

L (- I)n+i+idi 

i = i 

0 

0 

0 

0 - - - - - - - - - -. d; 

µi+i-Â. 0 
' 

on développe par rapport à la iième ligne, 

en (-1 )n+id;fl(µj-Â.). 
i*i 

n 

Avec XA(Â.) = TI (µ;-Â.), on a donc: 
i = i 

( 
n d~ ) 

= XA(Â.) c-Â.- L -~Â. ' 
i= i µ, 
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donc, pour tout À. distinct des µ; , on a : 

Xs(À.) = c-À.- Î, _!f__ 
XA(À.) i= 1 µ;-À 

(-1 t+ 1x (x) 
La fonction f de l'énoncé étant f (x) = B c'est encore : 

(- I)nXA(x) 

n d~ 
oo J<x> = x-c- :L · 

i=I x-µ; 

Si b existe, donc si d existe, la fraction rationnelle f admet la décompo­
sition en éléments simples donnée par© : elle n'a que des pôles simples, 
et sa dérivée étant positive, elle est croissante. 

Réciproquement, si les À.i sont tels quefsoit croissante en n'ayant que 
des pôles simples, ceux-ci sont certains des µj, et f(x) admet une 
décomposition du type : 

n+I 

n ® f(x) = i= 1 

i = 1 

n ~; 
= x+a.- :L --, 

i=I x-µ; 

certains ~; pouvant être nuls, le coefficient de x étant 1 car : 

ce qui montre aussi que 

n n+I 

i = 1 i = 1 

De plus, pour ~;-::!: 0, sur un voisinage de µi la fonction f(x) + ___;___ 
x-µ; 

b ' d . R ' • ' "f 1 fi . ~' d . est ornee ; one s1 1-'i etait negat1 , a onction x .........+ -- ten rait vers 
x-µ; 

- oo si x --+ µ~ , et vers + oo si x --+ µ; , d'où pour f une asymptote verticale 
pour x = µ;. 
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Mais alors, les limites trouvées lorsque x tend vers µ~ et x tend vers 

µ; , ne sont pas compatibles avec la croissance de f sur IR. privé des µ; . 

Donc les (3; qui sont non nuls sont> O. 

On peut alors justifier l'existence de d = (d1, ... , dn), tel que© soit 

la décomposition en éléments simples de j(x). En effet, avec l'indexa­
tion donnée des µ; , les d; doivent être tels que : 

siµ, valeur propre d'ordre r de A, associée aux indices i + 1, i + 2, ... , 
i + r, est effectivement pôle de f, de coefficient - (3, f3 > 0 , on doit avoir 

2 2 2 
(di+l) +(d;+2) + ... +(di+r) = (3, 

et cette équation a des solutions, 

alors que siµ n'est pas pôle def, on doit avoir (d;+ 1)2 + ... + (d;+r)2 = 0, 
mais là encore il y a une solution, nulle. 

5.14. On munit E = 'i&"0([a, b], IR.) du produit scalaire: 

b 
(u, v) = J u(t)v(t)dt. 

a 

Pour ce produit scalaire,f est orthogonale au sous-espace F des poly­
nômes de degré p-1 au plus, (fonctions polynômes restreintes à [a, b]). 

b 
De plus, J j(t)dt = 0, doncf, continue, n'est pas de signe constant sur 

a 
]a, b[: elle change de signe (ou elle est nulle, cas que nous écarterons). 

Si f ne changeait que r fois de signe sur ]a, b[, en a 1, ... , ar, avec 
T 

a< a 1 < ... < ar < b, la fonction t ~ f (t) II (t- <X;) = g(t) serait con-
;= 1 

tinue, non identiquement nulle, (sinon, comment parler de changement 
de signe), de signe constant là où elle est non nulle, donc 

b T J f (t) II (t- <X;)dt serait non nul. 
a 

i = 1 

T 

En posant P(t) = II (t- <X;), si la fonction P est dans F on devrait 
i = 1 

avoir (f, P) = 0 : c'est gênant. C'est que P n'est pas dans F, d'où r ;a.: p, 
etf s'annule au moins p fois. 
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5.15. D'abord, justifions la convergence de la série des x,,yk, pour x 

et y dans E: on a 2lxkl ~kl ~ (xk)2 + (yk)2 , donc (x, y) existe, et on vérifie 

que E = l2(1R) est un espace préhilbertien pour ce produit scalaire, 
espace complet en fait. 

Dans cet espace, la famille des (e(n))n e IN, ( /nl étant la suite de terme 
général nul, sauf celui d'indice n qui vaut 1), est totale, car en notant: 

F = Vect {e<n>, ne IN}, si x = (xn)n e IN est dans E, les x(n) défi-
n 

nis par x<n> = L x;e(i) sont dans F et llx - x<n>ii 2 = L (x/, tend vers 
i=O i=n+l 

0 sin tend vers l'infini. On comprend bien que pour vérifier la condition 
finale pour tout z de E, on pourra la vérifier pour les /n>, l'étendre à F 
par linéarité et conclure sur E par densité. 

Or, si a = (a;)ielN' (a, e<n» = an, et l'élément a de E cherché, et la 

suite extraite des y<k>, doivent être tels que, pour tout n de IN, 

(a, e(n» = an = lim (y<k>, e<n» 
k~+oo 

1. (k) = rm Yn 
k~+oo 

on est ramené à une « convergence simple » par rapport aux indices des 
termes généraux des suites et là, le procédé de la suite diagonale va 
servir. 

D'abord, il existe une constante M > 0 telle que: 
+oo 

'Vk e IN, L (x~k))2 ~ M, (c'est lix<k>ii 2 ~ M); donc, a fortiori, 
n=O 

'Vk e IN, 'Vn e IN, lx~k)I ~ ,/M. . 

La suite des (x~k)h e IN est bornée, à valeurs dans K = [- ,/M., ,/M.] 

d dm . . , ( 'Po(k)) compact, one a et une smte extraite convergente, notee x0 k e IN 

. 'Po(k) 
et on pose a0 = hm x0 

k~+oo 

P · 1 · d ( 'Po(k)) ' ' 1 d ms, a smte es x1 k e IN est a son tour a va eurs ans 

[ - ,/M., ,/M.] compact, donc admet une suite extraite convergente, 
, ll>o o 11>1 (k) • ll>o o 11>1 (k) 

notee (x1 h e IN, et on pose a 1 = hm x1 
k~+oo 
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On peut itérer ce raisonnement, et, en partant de la suite des 
q>0 oqi1 o ... oq>P 1(k) "6 h. 

(xp - he IN• à valeurs dans le même compact [- ..JM, ..JM], 
<Po 0 •.• 0 <Pp(k) 

en extraire la suite des (xp h e IN, qui converge vers ap. 

Considérons alors la suite a = (ap)p e IN ainsi construite, et la suite 

des (/P>)p e IN, extraite de la suite initiale, par le procédé de la suite 
CP> <Poo 11>1 o ... o <Pp<P> 

diagonale, en posant y = x 

(k) <Poo qi1 o ... o <Pp<<Pp+ 1 o ... o q>k(k)) 
Pour tout k ;;;::, p , on a y = x , et, en posant 

k' = <i>p+ 1 o ... o <pk(k), comme les <pi sont strictement croissantes, (sui-

tes extraites), on a lim k' = + 00 , et le pième terme de-/kl est tel que 
k~+oo 

li (k) my 
k~+oo p 

• qi0 o .•• o 'Pp(k') 
= hm Xp = ap, 

k'--.+ + 00 

soit, avec les notations du produit scalaire : 

lim (y<k>, e<P» = (a, e<P». 
k~+oo 

Si on justifie l'appartenance de a à E, on aura aussi la condition finale 
vérifiée pour les (e(p»p e IN. 

Si on repart de l'inégalité : 
+oo 

'\lk e IN, L (x~k» 2 :os;; M, on a, a fortiori : 
n=O 

N 
~ (k) 2 

'\lk e IN, '\IN e IN, ~ (xn ) ,,;;; M, 
n=O 

donc, avec k = <p0 o <p1 o ... o <pN(l) , l étant quelconque dans IN, on a : 
N 
~ 'Poo 11>1 o ... o q>N(l) 2 

'\Ile IN, '\IN e IN, ~ (xn ) ,,;;; M, 
n=O 

et, dans cette somme finie, on peut faire tendre l vers + oo, mais alors : 

<Po<<P1 o ... o q>N(l)) 
x0 tend vers a0 

'Poo 11>1 (11>2 o .•. o q>N(l)) 
x1 tend vers a 1 
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et plus généralement, pour chaque n :s:;; N , 
<i>o o .•• o <i>n(<i>n + 1 o ••• o <i>N(l)) 

xn tend vers an . 

N 

A la limite on obtient: L, (an)2 :s:;; M, et ceci pour tout N de IN, donc 
n=O 

la suite a est bien dans E = l2(IR). 

Il reste à conclure. Avec la suite a ainsi définie, et les y(k) de E, tels 
(k) <i>oo ••• oq>k(k) • ifi' h 'l' que y = x , nous avons JUSt e que, pour c aque e ement 

/Pl de E, on a : 

lim (y<k>, e<P') = (a, e<Pl). 
k°"'+oo 

Par bilinéarité du produit scalaire, on a également : 

lim (/k', z) = (a, z) , 
k°"'+oo 

pour tout z de F = Vect {/P', p e IN}. 

Enfin, on a vu que l'adhérence de F est E, donc, avec z e E , on a : 
'VE> 0, 3z' e F tel que llz - z'll :s:;; E ; on a alors : 

't/k e IN, (/kl - a, z) = (y(k) - a, z - z') + (y(k) - a, z'), d'où : 

1 (y<k>, z) - (a, z)I = 1 (y(k) - a, z)I 

:s:;; llY(k) - all iiz - z'll + 1 <l- a, z')i 

:s:;; diy<klll + llall)E+ l<i. z')- (a, z')I. 

Or, au même E > 0, on associe k 0 tel que, 't/k ;a.: k 0 , on ait 

1 <l. z') - (a, z')I :s:;; E, (propriété finale vérifiée pour les z' de F), et 

comme 11,Ckljj :s:;; M, finalement on a: 

'riz e E, 'VE> 0, 3k0 e IN, 't/k ;a.: k0 , 1 (/k', z) - (a, z)I :s:;; (1 + M + llall)E : 

ceci traduit bien l'égalité : 

lim (/k', z) = (a, z) , 
k°"'+oo 

valable maintenant pour tout z de E. 

5.16. On peut s'attendre à trouver une condition du type: f(t), 
(vecteur) doit avoir une direction fixe. On note ( , ) et 11 Il le produit 
scalaire de IR.n, et la norme associée. 
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Pour t dans [a, b], on pose f(t) = (j1 (t), ... ,fn(t)), et on suppose que 

l'on a llJ:f (t)dtll = J: Il/ (t)ll dt. 

Si on introduit un vecteur unitaire u = (u1, ... ,un), tel que 

f:f(t)dt = llJ:f(t)dtllu = (f)J(t)lldt)u, ce vecteur u est unique si 

b 
J f (t)dt '# 0, quelconque unitaire sinon, mais dans ce cas, 

a 
b 

J 11/(t)lldt = 0, avec t .......--+ 11/(t)ll continue, donc la fonction/ est iden-
a 

tiquement nulle. On la suppose non nulle par la suite. On a : 

<f:f(t)dt, u) = llJ:/(t)dtll ( u, u) = llJ:J(t)dtll 

b 
= J 11/(t)lldt d'une part, mais aussi: 

a 

= .i u:f;(t)dt) · U; 
1 = 1 

= J:(;*
1
f;(t)u;)dt, par linéarité de l'intégrale, 

d'où en fait l'égalité: 

{11/(t)lldt = t (j(t), u)dt, ou mieux: 
a a 

b 
J (11/(t)ll - (j(t), u) )dt = O. 

a 

Comme u est unitaire, par l'inégalité de Cauchy Schwarz on a 
<p(t) = Il/ (t)ll - (j(t), u) = Il/ (t)ll llull - (j(t), u) qui est fonction conti­
nue de t, à valeurs positives ou nulles, d'intégrale nulle, donc cette fonc­
tion est nulle et, pour tout t de [a, b], Il/ (t)ll llull = (j(t), u), donc les 
vecteurs f(t) et u sont liés, et comme u est unitaire, il existe, pour tout 
t de [a, b], un scalaire Â.(t) tel que f(t) = Â.(t)u. 

On a alors Il/ (t)ll = IÂ.(t)I = Il/ (t)ll llull = (j(t), u), 

= (Â.(t)u, u) = Â.(t)llull 2 = Â.(t), 

donc Â.(t) est à valeurs positives ou nulles, d'où Â.(t) = 11/(t)ll, avec u 
vecteur unitaire choisi au départ. 
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Réciproguement, si la fonction f est du type t - Il! ( t)ll u , avec u vec­
teur unitaire, on aura : 

f:f(t)dt = (J:llJ(t)lldt)u, avec u vecteur unitaire, d'où 

JJJ>(t)dtJJ = J:llJ(t)lldt, puisque ce scalaire est positif. 

5.17. L'opérateur u étant symétrique défini positif est injectif, donc 
pour x =F- 0, on a u(x) =F- 0 et cp(x) existe. 

Comme (u(x),x) est la valeur prise par la forme quadratique <I> de 
matrice U celle de u dans une base orthonormée de E, donc U définie 
positive, cette valeur est strictement positive. 

Par Cauchy Schwartz, ((u(x), x))2 :,;;;;; llu(x)ll 2 llxll 2 , on a cp(x):,;;;;; 1, 
borne supérieure atteinte pour n'importe quel vecteur propre de u. 

Enfin, en divisant numérateur et dénominateur par llxll 4 , on obtient 

cp(x) = cp (i
1
:

1
i) : les valeurs de cp sont celles prises sur la sphère unités 

de E, compact de E, (fermé borné en dimension finie). Comme cp est con­
tinue sur S, (finalement, c'est une fraction rationnelle par rapport aux 
coordonnées de x dans une base, fraction dont le dénominateur ne 
s'annule pas pour x =F- 0 ), la fonction cp est bornée sur S, (donc sur E\{ O} ), 
elle atteint ses bornes, en particulier sa borne inférieure, atteinte, est 
strictement positive, et sa borne supérieure vaut 1 et est atteinte aussi. 

5.18. a) Qui dit minimum atteint pense continuité sur un compact. 
Soit donc a fixé dans E, et x0 dans r, A = r n ~(a, llx0 - ail) est un 
fermé, (r fermé, donc A intersection de fermés), borné puisque la boule 
fermée l'est, donc un compact de E, espace vectoriel normé de dimen­
sion finie . 

. Comme x - llx - ail = da(x) est continue, (l.lipschitzienne grâce à 
l'inégalité triangulaire), da atteint sa borne inférieure sur A, compact 
en un point b de A, (donc de r), et cette borne inférieure est aussi celle 
de da SUr r, les X exclus étant plus loin de a que Xo. 

b) Vérifions d'abord que, sir est un cône convexe fermé, le point b 
où la borne inférieure est atteinte est unique. Si on avait b et b' de r tels 

que llb-all = llb'-all = d(a, r), le milieu c = ~ (b + b') du segment 
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[b, b'] est dans r, et dans un plan affine contenant a, b et b', on a, (trian­
gle isocèle oblige) : 

lia -cll 2 = lia - bll 2 - ~ llb- b'Jl 2 < (d(a, rn2 ' ce qui est exclu. 

Le reste est une propriété des convexes en euclidien. 
Supposons d( a, r) atteinte en b de r, convexe. 

Soit u dans r, pour tout t de [O, l], (1- t)b +tu = b + t(u-b) est 
dans r, donc : 

lla-bf:,;;;;; lla-b-t(u-b)ll 2 

:,;;;;; lia- bll 2 -2t(a-b, u-b) + t2 llu- bll 2 , d'où 

2t(a - b, u - b):,;;;;; t2 llu- bll 2 • 

On simplifie par t > 0 et on fait tendre t vers O+, d'où : 
(a - b, u - b) :,;;;;; 0, 

et ceci pour tout u de r. 

Comme de plus r est un cône, si X E r, b ; X est dans r, et, par homo-

thé . . . b 2 b + X d r . l" t1e positive, + x = · - 2- = u est ans ; avec ce u partlcu ier, 

u-b = x,d'où (a-b,x)o;;;;;O ou (b-a,x);;a:O,pourtoutxder. 
Par ailleurs, l'inégalité (a - b, u - b) os;;; 0, valable pour tout u de r 

donne (a-b,b)o;;;;;O, (u=2b) et aussi (a-b,-b)o;;;;;O,(u=O) d'où 
(a-b,b) =O. 

Réciproquement, si r est un convexe tel qu'il existe b dans r vérifiant 
(b- a, b) = 0 et, Vx E r, (b- a, x) ;;a: 0' r étant un cône, montrons que 
la distance du point a et de r est atteinte en b. Soit X dans r, on a : 

(a-b,b-x) = (a-b,b)-(a-b,x);;a:O,d'où: 

lla-xll 2 = lia- b + b-xll 2 

= lla-bJl 2 + 2(a - b, b-x) + llb-xll 2 ;;a: Jla-bll 2 , 

et la distance de r au point a est bien atteinte en b. 

5.19. a) Six et y sont de même norme, x; Y et x; Y sont orthogo­

naux, donc !(x;y+x;y) = f(x) =!(x;y)+!(x;y)· Mais on a 

aussi,Jétantpaire, !(x;y) =J(y;x) d'où: 
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Les bases orthonormées jouant un rôle important dans les espaces 
euclidiens, soit fB = (e 1, e2, ••• ,en) une base orthonormée de E et 

n 

x = L,. x;e; , décomposé dans cette base. 
i = l 

n 

Lesx;e; étantdeuxàdeuxorthogonaux,onadéjà: f(x) = L,.J(x;e;), 
i = 1 

~ 

et, les e; étanttousdenorme l,lesimages f(e;) sont égales :notons k cette 

image.Onsentqu'enayant f(x;e;) = x;f(e;) = x;k,onrécupère llxll 2 en 

facteur,donconvajustifierque,pourÂ.réel, f(Â.e;) = Â.2f(e;). 

Pour cela, on va utiliser la continuité de f, (un réel est limite de ration­
nels) et la dimension ;a. 2. 

Soit Â. réel et q entier naturel, montrons que: j(JqÂ.e;) = qf(Â.e;), 

pour tout i :s;;; n , en procédant par récurrence. 
Si q = 0, c'est f(O) = 0, vrai car 'l;/x e E, (x, 0) = 0 donc 

f(x) = f (x + 0) = f (x) + f (0). 

L'égalité cherchée est aussi évidente si q = 1 . 

On la suppose vérifiée pour q. Soit un indke j-::/:. i, les vecteurs 

,Jq + lÂ.e; et JqÂ.e; + Â.ei sont tous deux de même norme, de carré 

(q + l)Â. 2 par Pythagore, donc ont même image, avec JqÂ.e; et Â.ei 
orthogonaux, d'où: 

j(,./q + IÂ.e;) = j(JqÂ.e; + Â.e) = f(JqÂ.e;) + f(Â.e) 

= qf (Â.e;) + f (Â.ei) 

par hypothèse de récurrence. 

Puis, Â.e; et Â.ej, de même norme, ont même image, d'où : 

j(,./q+IÂ.e;) = (q+l)f(Â.e;). 

On a bien j(JqÂ.e;) = qf(Â.e;), pour tout q entier naturel, pour tout 

Â. réel. Avec Â. = ~, ceci conduit à l'égalité 

dans IN*. 

( e.) 1 
f Jq = q f(e;), pourq 
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Mais alors, si r est un rationnel positif, écrit sous la forme r = I!. , 
q 

(p, q) e IN X IN*, on a: 

f(.fre;) = !( JP (~ e;)) = Pf(~ e;) = ~ f(e;) = rf(e;), 

et pour J'i.. réel positif, avec ( r k) k e IN , suite de rationnels convergeant 
vers Â., par continuité de f, on aura : 

f(J'i..e;) = lim f(,/T,.e;) = lim rkf(e;) = Â.f(e;). 
k--'>+co k--'>+co 

En posant J'i.. = µ , on a finalement, pour tout µ réel positif, 

f(µe;) = µ2/(e;), et par parité, (enµ) des deux membres, pour toutµ 

réel, /(µe;) = µ2/(e;). 

n ~ 

Avec x = L x;e;, et k = f(e;), vecteur constant par rapport à i, on 
i = 1 

obtient alors : 
n 

f(x) = L f(x;e;), (orthogonalité des x;e;), 
i = 1 

n 2~ 2~ 
= L (x;) k = llxll k. 

i = 1 

b) On va cette fois, prouver par récurrence sur q, que pour tout x de 
E et q de IN, f(qx) = qf (x). C'est vrai si q = 0 ou l. Si on suppose 

f(qx) = qf(x), soit y orthogonal à x, de norme llyll = ,/qllxll. (y existe 
dans l'orthogonal de x car dim (E);;;;.. 2 ). 

Ona: 
f(qx+y) = f(qx)+ f(y) = qf(x)+ f(y), 

et aussi, (x et - y orthogonaux) : 
f(x-y) = f(x) + f(- y) = f(x)- f(y) car/ est impaire. 

Or (qx+y,x-y) = qllxll 2 -llyll 2 , car (x,y) = 0, 

= 0, puisque llyll = ,/qllxll, 

donc: 
f((qx+y)+(x-y)) = f(qx+y)+f(x-y) = (q+l)/(x),soit: 
f((q + l)x) = (q + I)f(x), la propriété est récurrente. 
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Comme f est impaire, pour tout q de IN on a : 
f((- q)x) = - f(qx) = - qf(x:, d'où f(qx) = qf(x) pour tout q 

de 7l. 

Avec q dans 7l*, f ( q · ~) = f(x) = qf(~), d'où f (~) = ~ f(x) ; 

puis, si r = P. est dans <61, on a : 
q 

f(rx) = f (P ~) = Pf (~) = P G f(x)) = rf(x), 

et par continuité de f et densité de <61 dans IR, on a : 

V'(À, x) e IR XE, f (Â.x) = À f (x). 

Soient alors x et y dans E, non tous deux nuls, x =F- 0 par exemple, 

alors z = y - (x, ~ x est tel que (z, x) = 0 , donc 
llxll 

f(x+y) = f ((1 + (x,y)) x+z) 
llxll 2 

= f ((1 + ~) x) + f (z) 
llxll 2 

= (1 + (x, y)) f (x) + f (z) 
llxll 2 

= f(x) + (x,y) f(x) + f(z) 
llxll 2 

= f(x) + f ((x, f x) + f(z), 
llxll 

avec (x, r X et Z Orthogonaux, donc tels que : 
llxll 

f ( (x, y) x + z) = f ((x,y) x) + f(z). 
llxll 2 llxll 2 

'-..---' 
=y 

On obtient finalement l'égalité f(x +y) = f(x) + f(y), ce qui justi­
fie la linéarité de f 

c) En décomposant/ en g+ h, avec g(x) = f(x) +/(- x), fonction 

paire, et h(x) = f(x)-l(- x), fonction impaire, on peut constater que 
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g et h vérifient la même hypothèse que f En effet, pour h par exemple, 
si (x, y) = 0 , on a 

2h(x+y) = f(x+y)- f(-x-y) 

= f(x) + f(y)-(f(- x) + f(- y)), car (- x, - y) = 0, 

= f (x)- f(- x) + (f(y)- f(- y)) = 2(h(x) + h(y)). 

Il en est de même de g. 

Mais alors f est du type f(x) = u(x) + kllxll 2 , avec u application 
linéaire de E dans E. 

7 7 7 7 7 
5.20. Onaq(xi +yj) = p3p2(p 1(xi +yj)) = p3p2(xi) 

(
X ~ X ~) X ~ 

= p3 J2 z + J2 J = J2 J . 

7 7 7 
Donc lm q = 'JB.. j, Ker q = {y j ; y E 'JB..} = 'JB.. j . 

Comme l'adjoint q* est pf p; p; = p 1p 2p 3 , les projections orthogo­
nales étant des applications auto-adjointes, car de matrice symétrique 
dans une base orthonormée réunion d'une base orthonormée de 
l'image et du noyau), on a, en échangeant les places de p 1 et p 3 , 

7 ~ ~ 
lmq*='JB..i =Kerq*=(Kerq) =(lmq). 

Généralisation 

k k 
a) Si XE No = n N; = n Ker (p;-id)' on ap;(x) =X pour tout 

i = 1 i = 1 

i, donc q(x) = pk o Pk- Io ... o p 1 (x) = x et llq(x)ll = llxll. 

Soit p un projecteur orthogonal, on décompose x en : x = u + v , 
~ 

u E Ker p, v E lm p = (Ker p) . 

Alors llp(x)ll 2 = llvll 2 :;;;; llxll 2 = llull 2 + llvll 2 , et il y a égalité si et seule­
ment six= VE lmp. 

Si on suppose que x e: N 0 , on peut introduire le plus petit indice i 0 

tel que x E N; . Pour i < i0 , s'il y en a, P;(x) = x et on a: 
0 
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avec 1~;0 (x)ll < llxll , puis, en posant x' = P;0 (x), llP;0 + 1 (x')ll .;.;; llx'll et, fina­

lement, llq(x)ll .;.;; llx'll < llxll. On a bien (x e N 0) Ç:::> llq(x)ll = llxll. 

b) On a vu que x e N 0 ~ q(x) = x, d'où N 0 c Ker (q-idE). 

Si x e Ker (q- idE), q(x) = x, donc llq(x)ll = llxll, et l'équivalence 
du a) donne alors x e N 0 . 

Donc N 0 = Ker (q- idE). 

Comme q* = p1 *o ... o pk * = p1 o ... o pk, les N; étant les images 
1 

des projections orthogonales Pi, on a Ker (q* -idE) = ("\ N;, et 
i=k 

l'indexation décroissante ne change pas l'intersection, d'où 
Ker (q* - idE) = N 0 aussi. 

c) On sait que Ker (q* - idE) = (lm (q- idE)).L = N 0 , puis que : 

E = lm (q-idE) œ (lm (q-idE)).L 

= lm (q-idE) œ No = lm (q- idE) œ Ker (q- idE). 

d) Soit une suite (xn)ne IN d'éléments de E, avec llxnll.;.;; 1 et 

lim llq(xn>ll = 1 · 
n--++oo 

On a vu au a), que pour tout x, llq(xn>ll .;.;; llxnll · On a ici 

llq(xn>ll .;.;; llxnll.;.;; 1, d'où également lim llxnll = 1. 
n--++oo 

Supposons que l'on n'ait pas lim ll<q - id)(xn>ll = 0. Alors 3ex > 0, 
n--++oo 

'Vn0, 3n;;;:.: n0, llq(xn) - xnll ;;;:.: ex. On peut extraire une suite x'n = xq>(n) 

telle que, pour tout n, JJq(x'n) -x'nll ;;;:.: ex. 

Cette suite (x'n)ne IN' dans le compact â'i(O, 1), admet une suite 

extraite des x"n = x'v<n> = x<i>ov(n), qui converge vers y, de norme 1 car 

lim llx"nll = lim 1Jxq>o1jl(n)ll = 1. 
n--++oo n--++oo 

Comme q, linéaire en dimension finie est continue, on a aussi 
llq(y)ll = lim JJq(x<i>ov(ni>ll = 1, donc llq(y)ll = llyll et y est dans N 0 , 

n--++oo 

(d'après le a), avec N 0 = Ker (q-id), (voir b), donc q(y) =y. 
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Mais, pour tout n on a : 

JJq(x"n) - x"nll = JJq(x\11(n)) - x'w(n)JJ ;;;;: <X, à la limite llq(y) -yll ;;;;: <X> 0, 
ce qui contredit q(y) = y. 

On a justifié, par l'absurde, que lim ll<q-id)(xn)ll = 0. 
n~+oo 

5.21. Il y a d'abord un problème d'existence de B: il fautjustifier 
que 1 - A est inversible, donc que A, antisymétrique n'admet pas 1 pour 
valeur propre. 

On peut par exemple dire que H = iA est hermitienne, donc de 
valeurs propres réelles, d'où les valeurs propres de A du type ia avec a 
réel, ce qui exclut 1. 

On peut aussi, directement, remarquer que si Â. est valeur propre de A, 
avec X vecteur colonne tel que AX = À.X , en transposant on a 

X(- A) = Â. 'x = - XA, d'où : XAX = X(AX) = X(Â.X) = Â.(XX), 

mais c'est aussi: (XA)X = - Â. XX, d'où 2Â. XX = 0, et comme 

XX = llXll 2 , (norme euclidienne canonique de IR.n ), c'est non nul pour 
X :;t: 0 , d'où Â. = 0 seule valeur propre réelle. 

Si on forme alors 1BB, on a: 

1BB = 1(1-Af 1 1(1 +A)(I +A)(l-Af 1 

= (1+Af 1(1-A)(I + A)(l-Af 1, 

et comme 1 - A et 1 + A , polynômes en A, commutent, il reste 
1BB = (1+Af 1 (1 + A)(I -A)(I -Af 1 = 1, d'où B orthogonale. 

Réciproquement, si B est orthogonale, et si on peut trouver A antisy­
métrique telle que B = (1 + A)(I -Af 1 , c'est équivalent à avoir : 
B(l-A) = l+A ou encore: B-1 = (l+B)A. 

Supposons 1 + B régulière, et soit A = - (1 + B f 1 (1 - B) . La matrice 
A est antisymétrique, car : 

t t t - 1 
A = - (1 - B) (1 + B) , avec B orthogonale, donc telle que 

1B B- 1 d'' = ' ou: 
t t t t . 

(l+B)(I- B) = l+B- B-BB = B- B,etauss1: 

t t t t 
-(1-B)(I+ B) = -l+B- B+BB = B- B. 
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Mais l'égalité : 

(I + B)(I- 1B) = - (I-B)(I + 1B) conduit à: 

(I- 1B)(I + 1Bf 1 = - (I + Bf 1(1- B), soit encore à: 

- 1A =A. 

Si I + B n'est pas régulière on ne peut pas conclure, par exemple avec 
B = - I, orthogonale, si A antisymétrique vérifie l'égalité 

B = (I + A)(I -Af 1 , on est conduit à - (I -A) = I +A soit à 21 = 0, 
ce qui est curieux. 

Donc, si Best orthogonale, telle que I + B est régulière, on peut trouver A 

antisymétrique, (A= - (I + Bf 1(1-B)), telle que B = (I +A)(I-Af 1 • 

5.22. L'inégalité qA,;;;;; q8 signifie que, pour tout x de IR.n, on a 

qA(x),;;;;; q8(x), ou encore, si X est la matrice colonne des coordonnées 

de x dans la base ~fixée dans IR.n pour associer qA et q8 aux matrices 

A et B, que 1XAX ,;;;;; XBX. 
Les matrices symétriques étant positives, leurs déterminants, (pro­

duit des valeurs propres) le sont d'où, si det A = 0 , l'inégalité 
0 = det A ,;;;;; det B vérifiée. 

Si det A > 0 , A, définie positive, définit un produit scalaire, et on 
peut réduire simultanément A et B : il existe P régulière telle que 
1PAP = In et 1PBP = diag (Â.1, ••• , Â.n) avec, si 'è' = { E1, •.. ,En} est la 
nouvelle base, Â.; = q8 (E;);;;: qA(E;) = 1. 

n 

Donc, on a (detP)2detB = TIÂ.;;;;: 1 = (detP)2 detA, d'où, 
i = 1 

9 . 

comme ( det P)- > 0 , l'inégalité voulue : det B ;;;: det A. 

5.23. a) La réflexivité (A,;;;;; A) et la transitivité, (A,;;;;; B et 
B ,;;;;; C ~A ,;;;;; C ) sont faciles à vérifier. Justifions l'antisymétrie. 

Si, pour A et B de E, on a A ,;;;;; B et B ,;;;;; A , pour tout vecteur colonne 

X de .L,. 1 (IR) on a XAX,;;;;; XBX et XBX,;;;;; XAX, d'où 

X(A- B )X = 0 en fait, et la forme quadratique de matrice symétrique 
A-B étant nulle, c'est que A-B = 0, d'où A = B. 
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b) Soit B e E , une matrice symétrique qui majore les Ak . Pour une 
matrice colonne fixée dans .L.., 1 (IR) , en posant : 

<I> k (X) = XAkX , la suite des réels ( <I> k (X)) k e IN est croissante, 

majorée par XBX, donc convergente. On note cp(X) sa limite. 

En fait <I> est une forme quadratique car, '\/'}., e IR, '\/Xe .L.., 1 (IR), 

cp(ÀX) = lim <l>k(ÀX) = lim À 2cpk(X) = À 2 lim <l>k(X) = À 2cp(X), et 
k...++oo k...++oo k...++oo 

cp définie par : 

cp(X, Y) = ~ (cp(X + Y)-cp(X- Y)), 

est bilinéaire, car c'est encore: 

cp(X, Y)= lim -4
1 (cpk(X+Y)-<l>k(X-Y)) = lim cpk(X, Y), si 

k...++oo k...++oo 

cpk est la forme bilinéaire symétrique associée à <l>k. Le côté bilinéaire 
de cpk étant préservé par le passage à la limite, le résultat en découle. 

Mais alors <I> est une forme quadratique, et si A est sa matrice, en 
notant (e 1, ••• ,en) la base canonique de IRn, on aura 

a.ï = cp(e;, e.) = lim cpk(e;, e.) = lim a.~~l, en notant a.~~l le terme de 
1 J k...++oo J k...++oo 1 1 

la ième ligne,/ème colonne de Ak. Donc, dans la topologie induite sur E 
2 

par celle de IRn , (espace vectoriel normé), on a lim Ak = A, avec A 
k...++oo 

matrice symétrique. 

c) Pour x e [0, 1], on vérifie par récurrence que P!(x) :s;; x et que la 
suite est croissante. 

2 Comme P0 = O,x-P0(x) = x;;a.O donc P 1(x);;a.:P0(x),et 

JX-P1(x) = JX-P0(x)-~ (JX-P0(x))(,fx+P0(x)) 

= (JX-P0(x)) (1- JX+:o(x)). 

JX+P0(x) 
OnaO:s;;P0(x):s;;,{x:s;;I=> 2 :s;;I,etJX-P1(x) estpro-

duit de deux nombres positifs, sur [O, 1]. 
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Si on suppose 0 :;;;;; P n(x) :;;;;; JX:;;;;; 1 , on a P!(x) :;;;;; x, d'où : 

Pn+ 1(x) = Pn(x)+~ (x-P!(x));a.Pn(x),puis: 

JX-Pn+1(x) = JX-Pn(x)-~ (JX-Pn(x))(JX+Pn(x)) 

r ( JX+Pn(x)) = (-vx-Pn(x)) 1- 2 , 

c'est encore un produit de deux nombres positifs puisque: 

JX+:n(x):;;;;; 2f = JX:s;;; 1. 

La suite P n(x), croissante majorée converge, sur [O, l], et la limite 

vérifie l(x) = l(x) + ~ (x-z2(x)), donc l(x) = JX. On retrouve une 

étape classique d'une justification du Théorème de Stone Weierstrass. 

d) Comme A, dans E, est diagonalisable dans le groupe orthogonal, 

il existe Q orthogonale d'ordre n sur IR telle que A = QDQ- 1 avec 
D = diag ().1, ... , Â.n), les Â.; étant dans [O, l]. 

Comme Ar= QDrQ- 1 , il est facile de voir que 

Pk(A) = QPk(D)Q- 1 avec Pk(D) = diag (Pk(Â.1), ... , Pk(Â.n)), qui a 

pour limite, si k tend vers l'infini, la matrice diag cf~;., ... , A> , vu le c). 

Donc lim Pk(A) = Q diag C/f:;., ... , ji:,.)Q- 1 
k~+oo 

= Q diag (,JÀ;., ... , ji:,.)1Q = B, 

est symétrique, positive, et B2 = QDQ-:- 1 = A : la suite des Pk(A) a 

pour limite « JA » si l'on peut dire. 

5.24. a) La matrice A, symétrique réelle, est diagonalisable. Si 
Â.1, ... , Â.n sont les valeurs propres distinctes ou non de A, celles de In -A 

sont les 1 - Â.; , et on a 1 - Â.; > 0 pour tout i. De plus In - A est inversi­
ble, et on a l'identité : 

(ln+ A+ A 2 +: .. +A 2P- 1)(In -A) = (ln -A 2P), d'où: 

In+A+A2 + ... +A2p-l = (ln-Af 1 -A2p(ln-Af 1. 
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2p- l 

Le nombre réel up = I, (trace A k) est donc, (linéarité de la trace), 
k=O 

trace (In -Ar 1 - trace A 2P(In -Ar 1 • 

Mais, (invariance de la trace pour des matrices semblables), dans une 
base de diagonalisation de A, A est semblable à A' = diag (À.1, ... , À.n) , 

donc In -A est semblable à In -A' = diag (1 - À.1, ... , 1 - À.n) , et 

(I A)- 1 , di ( 1 ) A2p , A,2p d" ('I 2p 'I 2p) 
n - a ag ... , 1 - À./ .. . et a = 1ag 11.1 ' ••• , 11.n ' 

d'où en fait: 

n À. 2p 
I A -1 ~ i I A-1 Up = trace ( n - ) - L.. l _ À.. ~ trace ( n - ) . 

i = 1 ' 

La suite des up est donc majorée. 

b) On suppose cette fois A à coefficients positifs. Donc les traces des 
A k sont des nombres positifs, la suite des sommes partielles 

q 

Sq = I, (trace Aq) est croissante, majorée, (Sq ~ u2q+ 1 par exemple), 
k=O 

donc la série des trace (Ak) converge, et son terme général tend vers O. 

En particulier lim ( i (À./k) = 0, donc chaque !À.il est stricte-
k-+ +- i=l 

ment inférieur à 1. 

Le rayon spectral p(A) étant < l, il suffit alors de savoir que 
+-

(In - A)- 1 = ~ Ak , ( ' 1 1. . L.. passez a a imite dans l'identité 
k=O 

(In-A)(In+A+ ... +Aq) = In-Aq+l, avec Aq+l du type 

Aq+ 1 = Q( diag (À.r 1, ... , À.r 1))Q- 1 , Q orthogonale), pour en 

déduire, chaque A k étant à coefficients positifs, que (In -Ar 1 est à 
coefficients positifs. 

5.25. Soit 91 = (e1, ... ,en) une base orthonormée de vecteurs pro­
pres de C, (symétrique réelle), pour les valeurs propres À.1, ••• , À.n. 
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n n n 

Six = L x;e; est de norme 1, on a L xi = l, et C(x) = L Â.;x;e; 
i = 1 i= 1 i = 1 

étant connu dans une base orthonormée, on a : 
n n 

llC(x)ll 2 = L (À/(x/ ""-' (p(C))2 L (x/ = (p(C))2 , 

i = 1 i = 1 

d'où lllClll = sup {llC(x)ll ; llxll = l} ""-' p(C). 

Puis, si p(C) = IÀ;01, on a llC(e;0 )11 = IÀ;01 ""-' lllClll. d'où l'égalité 
cherchée. 

En fait, il faut faire un détour par les espaces hermitiens pour la suite, 
en remarquant que, pour le produit scalaire hermitien canonique sur 
<r.:n , et pour H matrice hermitienne, on a, avec la même justification : 
p(H) = lllHlll. 

Soient A et B dans .L,.(IR), et Â. une valeur propre, (réelle ou com­
plexe), de AB, et Xe .L,., 1 (<C) un vecteur colonne tel que ABX = ÀX. 
Ona: 

l'A.l 2 llXll 2 = ~1X(Â.X) = (ABX, ABX) 

= (BX, 1AA(BX)) = (BX, 1AA(BX)), 

car A est matrice réelle. 

Comme H = 1AA est symétrique réelle, donc hermitienne, on a: 

l'A,l 2 llXll 2 ""-' llBXllll1AA(BX)ll ""-' llBX1illl1AAlllllBXll ; 

or lll 1AAlll = p(1AA), et llBXll 2 = (BX, BX) = (X, 1BBX) , d'où: 

l'A,l 2 llXll 2 ""-' p(1AA)(X, (1BB)X) ""-' p(1AA)llXlll1i'BBlllllXll, 

car B aussi est réelle, et finalement, on a : 

j')..,l 2 llXll 2 ""-' p(1AA)p(1BB)!IX1l 2 • 

Comme on peut prendre X non nul, il vient l'A.1 2 ""-' p(1AA)p(1BB), et 
en passant au sup des modules des valeurs propres, on a bien : 

(p(AB))2 ""-' p(1AA)p(1BB). 

5.26. Sur E euclidien, les endomorphismes symétriques étant diago­
nalisables dans le groupe orthogonal, on peut déjà choisir une base 
orthonormée de vecteurs propres pour b. En notant A et B les matrices 
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de a et b dans cette base, on prendra B = diag (µ 1, ... , µn), d'où 

B . µ! µn 
e = drag (e , ... , e ) . 

De plus, il existe P matrice orthogonale, de terme général Pïj, telle 
ï.. ï.. 

que p- 1 AP = diag (Â.1, ... , Â.n), d'où p- leAP = diag (e 1, ... , e n), et 

p- 1(eA A)P = diag (/1Â.1, ... , /nÂ.n). Par linéarité de la trace, on a: 
ab ab a a a b trace (e (a- )-e +e) =trace e a-trace e b-trace e +trace e 

n 1. a b 
= I,e 1(Â.;-l)-tracee b+tracee, 

j = 1 

et il nous reste à évaluer les traces de eab et de i. 
n 

La dernière, c'est L /j , le travail sérieux va concerner la trace de 
j=l 

eab.Ona: 

trace (eab) = trace (eA diag (µ 1, ... , µn)) 

= trace [P- 1(eAPP- 1 diag (µ 1, ... , µn))P] 

1 1 
= trace (diag (e 1, ... , e n)P- 1 diag (µ 1, ... , µn)P). 

Si on note respectivement : diag (µ 1, ... , µn)P = (a;) ; 

P- 1 diag (µ 1, ... , µn)P = 1P diag (µ1, ... , µn)P = (~;) ; 
1 1 

et diag (e 1, ... , e n)P- 1 diag (µ 1, ... , µn)P = (Y;), on doit évaluer la 
somme des Y;;. 

1. 1. n 

On a Îii = e ·~ii = e 'L Pkiaki 
k=l 

1. n 

= e ' L Pki(µkPk;) 
k = 1 

1 n 
i ~ ( )2 d' ' = e ~ Pki µk, ou : 
k=l 



244 Formes quadratiques, espaces euclidiens et préhilbertiens réels 

On comprend bien qu'il faut éliminer les Pki, ce qui peut se faire 
parce que la matrice P est orthogonale, et pour cela il faudrait factoriser 

/... 
µk : pas possible, ou e ' si on intervertit les sommations : pas possible. 
Mais en fait on peut se rappeler qu'on cherche une inégalité, donc on 
va minorer l'expression cherchée. On a : 

a a b n À; n µk n À; n 2 
trace(e(a-b)-e +e)= ~:,e (Â;-I)+L,e -L,e L,µk(Pk;). 

i=l k=l i=l k=l 

n 
Pour faire intervenir l'aspect « matrice orthogonale » qui nous donne 

L (Pk;) 2 = 1 , et comme, pour comparer deux sommes, c'est plus facile si 
k=l 
elles sont indexées de la même façon, on va écrire, (Pétant orthogonale) : 

n µk n À; n 2 
L e - L e L µk(Pk;) 
k=l i=l k=l 

n µk n 2 n À; n 2 

= L e L (Pk;) - L e L µk(Pk;) 
k=l i=l i=l k=l 

i=l k=l 
/... 

et étudier les variations de la fonction f; : x ~ ex - xe ' , de dérivée 
/... 

f '; = ex - e ' , positive pour x > A;, négative si x < Â; , ce qui nous donne 
/... /... 

un minimum valant f;(Â;) , soit e ' - A;e '. 

µk /... /... 
On a donc e - µke ';;:. e '(I -A.;), inégalité que l'on multiplie par 

(pk/, d'où, en sommant: 
n µk n /... n 2 n /... ( n 2) 

k"I:I e - i~l e 'k"I:tk(Pk;) ;;:. i~I e '(I -Â.;) k"I:I (Pk;) 

'------v---' 

= 1 
n /... 

;;:.L,e'(I-Â.;), 
i = 1 

d'où l'on déduit: 
a a b n À; n À; 

trace(e(a-b)-e +e);;:.L,e (Â;-I)+L,e (1-A.;)=0 il 
i = 1 i = 1 

s'en est fallu de peu ! 
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5.27. Il s'agit d'une question de calculs. On a: 
n-1 n-1 

q'(x1, ... ,xn-1) = L, L,(a.nna.ij-a.n}X.n;)X;Xj, expression que 
i=lj=l 

l'on coupe en deux, en factorisant a.nn dans la première pour obtenir: 

n-1 n-1 n-1 n-1 

q'(x1, ... ,xn-1) = a.nn L L a.ijxixj- L L a.nja.nixixj. 
i=lj=l i=lj=l 

La première somme, si on introduit X = (x1, ... , xn- l• 0), vecteur de 

IR.n, c'est exactement: 
n n 

a.nn L L a.ijxixj' 
i=lj=l 

puisque, si i = n, (ouj = n), X; = 0, (ou xi= 0). 

En notant {e1, ... ,en} la base canonique de IR.n, c'est donc encore 
q(en)q(X). 

La deuxième somme se calcule en : 

Si on note cp la forme polaire de q, on a a.nj = cp(en, e), donc cette 
somme est encore, avec xn = 0 : 

si bien qu'avec X = (x1, ... , xn- l• 0), on obtient: 

q'(x1, ... , Xn-1) = q(en)q(X) - ( cp(en, X))2 . 

C'est le moment d'aller chercher Cauchy-Schwarz par la main, et de 
se rappeler que (cp(en, X))2 os; q(en)q(X), puisque q est positive, pour 
obtenir q' positive. 

De plus, si q'(x1, ... , xn_ 1) = 0, on a égalité dans l'inégalité de Cau­
chy pour q définie positive, c'est que X = (x1, ... , xn_ 1, 0) et 
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en = (0, ... , 0, 1) sont liés, donc avec X = a· en il n'y a pas le choix: 
Cl = 0, d'où X1 = X2 = ... = Xn- I = 0. 

En conclusion, q' est bien définie positive sur IR.n - 1 . 

5.28. Si, pour x et y dans E, on pose : 
f(x,y) = <l>(a)<p(x,y)-<p(a,x)<p(a,y), 

il est clair que f est bilinéaire symétrique et que F(x) = f (x, x), d'où F 
forme quadratique de forme polaire f 

On aura x dans le noyau de F si et seulement si, pour tout y de E, on a : 
<j>(a)<p(x,y)-<p(a,x)<p(a,y) =O. 

Commençons par le plus simple. Si a est dans le noyau E0 de <!>, on a 
<!>(a) = 0 , et <p( a, y) = 0 pour tout y, doncla condition est vérifiée pour 
tout x de E : le noyau de Fest E entier. D'ailleurs dans ce cas F est nulle, 
ce qui se voit dès le départ. 

Puis, si a est isotrope, sans être dans le noyau de <!>, il existe y0 dans E tel 
que <p(a, y0 ) =F- 0, et si x est dans le noyau de F, on doit avoir 
- <p(a, x)<p(a, y0 ) = 0, d'où <p(a, x) = 0. Mais réciproquement, si 
<p(a, x) = 0, pour tout y de Eon a bien : 

f(x, y) = - <p(a, x)<p(a, y) = 0, 

donc dans ce cas, le noyau de F est {a} 0 , conjugué pris pour <j>. 

Enfin, si a est non isotrope, la droite vectorielle D = Ka , (K corps de 
base) est alors sous-espace vectoriel de dimension finie, non isotrope, 
donc E = Ka $ {a} 0 • 

Si !!Il= (e;);e 1 est une base de {a} 0 , !!Il u {a} en est une de E, et 
on aura x dans le noyau de F, si et seulement si, pour tout élément y de 
!!Il u {a}, on a : 

<l>(a)<p(x,y)-<p(a,x)<p(a,y) = 0, 
ceci par linéarité en y de l'expression. 

Pour y = a, on doit avoir <j>(a)<p(x, a)- <p(a, x)<j>(a) = 0, ce qui est 
vérifié, et si y est l'un des e;, on aura <p(a, e;) = 0, donc il reste la con­
dition <l>(a)<p(x, e;) = 0, avec <!>(a) =F- 0, soit <p(x, e;) = 0, ceci pour tout 

0 
e; delabase!!llde {a} . 

Finalement, dans ce cas le noyau de F est ( {a} 0) 0 , (conjugué pour <I> 

à chaque fois). 
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5.29. S'il existe r tel que Q' + rQ soit définie positive, en particulier, 
sa restriction à Ker u sera aussi définie positive, or, pour x dans Ker u, 
ona: 

(Q' + rQ)(x) = Q'(x) + r(JJu(x)IJ)2 , 

avec u(x) = 0 : la restriction est celle de Q' à Ker u, qui est donc définie 
positive. 

Réciproquement, on suppose la restriction de Q' à Ker u définie positive. 

De ce fait, Ker u est non isotrope pour Q', car six e Ker un (Ker u)0 , 

conjugué pris pour Q' , on aura, avec cp' forme bilinéaire symétrique asso­
ciée à Q' : 

Q'(x) = cp'(x, x) = 0, puisque x e Ker u et x e (Ker u)0 

Mais alors x est nul, (Q'IK définie). 
er u 

Soit ~1 une base de Ker u, supposé de dimension p, et ~2 une base 

de (Ker u)0 . Comme Ker u est non isotrope, de dimension finie, (E 

étant de dimension n), on a E somme directe de Ker u et de (Ker u)0 , 

conjugué pour Q' . 

Comme Q' IK est définie positive, on prend ~1 orthonormée 
er u 

pour Q'. 

Par ailleurs, la restriction de Q à (Ker u)0 est définie positive, car, 

pourxdans(Keru)0 ,onaQ(x) = JJu(x)JJ 2 ;a.:O,etsic'estnul,u(x) = 0, 
0 doncxe Keru.CommeonavuqueKerun(Keru) = {O},xestnul. 

On peut alors choisir ~2 orthonormée pour la restriction de Q à 

(Ker u)0 • 

Soit ~1 = {e1, ••• , ep} et ~2 = {ep+ 1, ••• ,en}, et cp et cp' les formes 
bilinéaires symétriques associées à Q et Q' respectivement. 

On a cp(x,y) = (u(x), u(y)), (ce qui au passage justifie le côté forme 
quadratique de Q), donc si i::;;; p ou j::;;; p, on aura cp(e;, ej) = 0 car 
alors u(e;) sera nul, (ou u(e) = 0). 

Comme ~2 est orthonormée pour cp, la matrice A de Q dans la base 
~ = ~1 u ~2 est la matrice bloc : 

A=(~} 
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Soit A' la matrice de Q' dans la base P.IJ. On a déjà ~1 base ortho­

normée pour Q', et pour tout ei de Ker u, et ej de (Ker u)0 , (conjugué 
pour Q' ), on a <p'(ei, ej) = 0, donc A' est une matrice bloc du type: 

A'=(*} 
avec D matrice symétrique réelle. 

Mais alors, Q' + rQ a pour matrice dans la base ~ A" avec : 

A"-(~) -~, 

de valeurs propres 1 et les Â.j + r, avec Â.j valeur propre de D. Il est 
évident que si r > sup { - Â.j} , la matrice A" sera définie positive comme 
ayant toutes ses valeurs propres strictement positives. 
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Je me suis efforc~~ en rédigeant ces exercices, de répondre à la question 
qui se pose à tous les candidats aux concours de grandes écoles : comment 
organiser rationnellement la recherche de la solution d'un problème ? 

Une réflexion sur l'énoncé doit d'abord permettre au candidat de se situer 
dans telle ou telle partie des mathématiques. 

Si les notions intervenant dans le problème sont proches de mécanismes 

constructifs déjà rencontrés dans tel le ou tel le parti e mathématique du 
cours, on pourra alors s'y référer pour la justifi cation de résultats (bases 
des espaces vectoriels, parties génératri ces d'une structure ... ). 

Dans cet esprit, le présent ouvrage ne se limite pas à l'énoncé d'une 
co llection de résultats à connaître, mais se veut constituer un essa i 
d'exposition par l'exemple d'une méthode de travail. 

La parti e Algèbre générale est renforcée, conformément aux nouveaux 
programmes des classes MP*. 
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