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Avant-Propos

Nous vivons une curieuse époque, avec des bouleversements nom-
breux, méme dans la fagon de concevoir et d’enseigner les sciences.

Lun de ces bouleversements concerne la Physique qui, aprés avoir
accordé pendant des décennies une part importante a la théorie, redore
le blason de I’expérience, (et I'utilisation de I'ordinateur y est pour beau-
coup).

Mais, comme malheureusement le bon sens n’est pas la chose du
monde la mieux partagée, méme chez de grands scientifiques, (quel
humoriste ce Descartes), au lieu d’'un rééquilibrage on assiste 2 un mou-
vement de bascule qui en contre coup affecte les Mathématiques.

Celles-ci se trouvent réduites au role d’outil secondaire, on leur
demande de fournir une liste de résultats utilisables par... 'utilisateur
justement, sans que ce dernier ait 2 comprendre comment l'outil est
obtenu.

C’est oublier un peu vite que le premier réle des mathématiques
devrait étre de former les capacités d’analyse et de raisonnement qui
permettent de faire face aux probléemes posés.

C’est en transformant les mathématiques en collection de résultats
qu’on les rend rébarbatives, et pour reprendre des termes de ceux qui
nous gouvernent, « tyranniques et intellectuellement mutilantes ».

Mieux vaudrait une téte bien faite que bien pleine, donc allégeons
les programmes, (au diable le « a quoi ¢a sert » et le rendement immé-
diat), et connaissons mieux.

C’est dans cet état d’esprit que je vais m’efforcer de rédiger les exer-
cices qui suivent, en analysant les situations rencontrées pour ¥ appli-
quer mes connaissances.

A Catherine, sans qui rien ne serait.
Merci a mes éléves qui m’ont beaucoup appris.






Généralités

Pour aborder un probléme le mieux est d’en déterminer la nature,
sans esprit précongu.

S’agit-il d’un probléme de nature algébrique, (linéaire ou non), topo-
logique, géométrique, ou de plusieurs natures a la fois.

Est-il de caractere existentiel, (« Montrer qu’il existe... ») auquel cas
je pourrai faire la liste des moyens d’obtenir I'existence de quelque
chose, (Théoreme des valeurs intermédiaires, point fixe, Cauchy Lips-
chitz...), estil de nature «logique », (« Montrer I'équivalence des
conditions... »), de nature « calculatoire » : c’est ce qu’il faut essayer de
déterminer d’abord.

Cette premiere analyse correctement faite est souvent la clé du suc-
ces. On essaye ensuite de trouver la meilleure facon de traiter le pro-
bléme en n’oubliant pas quelques idées de base.

1°) Pour obtenir un résultat valable pour tous les éléments d’un
ensemble E construit a partir d’'un sous-ensemble F, si ce résultat est
stable par le procédé constructif, il suffira de I’établir sur F. On traitera
ainsi une propriété « stable par linéarité » sur une base d’'un espace vec-
toriel, une propriété stable par continuité sur une partie partout dense
par exemple. Ces procédés peuvent se combiner, comme dans la justifi-
cation du lemme de Lebesgue, et cette attitude face a un probléme ne
fait que généraliser I'idée de la récurrence. Voir par exemple 6.25, (ana-
lysé au chapitre 1, n° 33).

2°) On ne compare bien que des choses « de méme nature », ce qui
conduit, pour comparer un nombre et une intégrale, ou un nombre et
une somme, a transformer ce nombre en intégrale, ou en somme, en
introduisant une intégrale ou une somme de valeur 1. Pensez par exenr
ple a la justification des Théorémes de Fejer ou de Dirichlet pour les
séries de Fourier, a la justification de Stone Weierstrass par les polyn6-
mes de Bernstein ou par produit de convolution, mais pensez aussi a
I'utiliser avec les matrices orthogonales ou unitaires, (voir 5.26).

3°) Pour justifier une égalité de deux objets, il est fréquent de mon-
trer leur égalité avec un troisiéme construit a partir des deux précédents.

Vous pouvez remarquer que ces idées s’appuient sur une bonne con-
naissance du cours, c’est-a-dire sur la connaissance de la facon dont on
le justifie, et pas seulement des résultats.
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Dans un premier chapitre, j’examinerai des énoncés pour détermi-
ner leur nature. IlIs seront résolus dans les chapitres les concernant plus
spécifiquement, chacun de ces chapitres commencant par des remar-
ques qu’il est bon d’avoir présentes a I'esprit.

Les exercices ne posant pas de problemes particuliers, du type calcul
de ¢* pour A € /,(C) par exemple, seront directement traités dans les
chapitres particuliers.

Il en sera de méme pour les exercices qui résistent a une premiere
analyse et qu’on trouve, a force de chercher dans tous les sens...

Je suppose le cours connu, donc je ne ferai pas de rappels directs des
résultats classiques. Je considérerai plut6t des exercices a la limite du
programme, ceux ou I'on construit un raisonnement s’appuyant sur les
résultats du cours pour conclure, et non ceux qui se résolvent par une
simple application de ces résultats.

Quelques remarques pour conclure.

Soyez sensible a la symétrie des données : si des variables jouent le
méme role, elles interviennent de la méme facon dans la conclusion
(voir exercice 4.22).

Connaitre le cours, ce n’est pas se contenter d'une collection de résul-
tats, mais c’est savoir comment ils sont justifiés pour pouvoir les étendre
le cas échéant, ou s’inspirer des justifications. Voir 4.23.

Dans un groupe, une égalité c’est une différence nulle : savoir penser
aux deux points de vue a partir d’'un seul (exercice 11.4).

Aborder un exercice doit se faire de maniére dynamique, en explo-
rant les conséquences de chaque nouvelle donnée, ou de chaque résultat
trouvé, non seulement dans ce qu'on cherche encore, mais aussi dans ce
que I'on connait déja, car ces « connaissances » peuvent s’en trouver
améliorées.

A ce sujet, Iexercice 11.4 est trés intéressant.

Jai parlé au début des exercices d’aspect existentiel. Parmi les résul-
tats affirmant I'existence d'un élément, penser aux bornes atteintes,
pour les fonctions continues d'un compact dans R, voir exercices 6.14,
oub5.17, 5.18.

Enfin il existe une démarche scientifique que I'on devrait développer,
méme si ce n’est pas toujours facile : c’est celle qui consiste a analyser un
probleme donné, en partant éventuellement de cas particuliers, pour
en dégager la nature, entrevoir une solution, puis passer a la justification
théorique. Cette démarche est analogue au passage de ’expérimenta-
tion a la modélisation en physique par exemple. L'exercice 13.9, (analysé
au chapitre 1 aunuméro 31) est révélateur de cet état d’esprit qui devrait
étre plus répandu.



Généralités Xl

Une bonne connaissance de la nature des objets mathématiques
considérés permet souvent de trouver une solution élégante parce
qu’efficace. Ainsi, une question portant sur des intégrales peut étre faci-
litée si on se détache des valeurs prises pour des fonctions données,
pour s’attacher a ’aspect forme linéaire positive de I'intégrale.

J’ai donné, dans cet état d’esprit, deux solutions de I'exercice 4.4,
I'une alourdie parce qu’on est passé d'une matrice a son action sur les
vecteurs, l'autre, plus courte, parce qu’on est resté dans I'algebre des
endomorphismes, le résultat cherché étant purement matriciel.

Nallez pas croire enfin, que I'on puisse se tirer d’affaire sans un mini-
mum, (hélas trés lourd) de connaissances.

Cela va de résultats précis, comme les Théorémes de Baire, de Stone
Weierstrass par exemple, a des modes de raisonnement comme le pro-
cédé de la suite diagonale, (voir 5.15, analysé au chapitre 1, n° 28, ou
6.25), ou a la notion de groupe opérant sur un ensemble et a I’équation
aux classes, (voir 2.35, 2.36).
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CHAPITRE 1

Analyse d’énoncés

1. Soit A et B dans .Z,(C) telles quil existe A dans € avec
AAB +A +B = 0. Montrer qu’elles commutent.

L'identité donnée et le résultat sont stables par passage a des matrices
semblables d’ou I'idée de passer par une base mieux adaptée en com-
mengcant peut-étre par accrocher un vecteur propre commun, d’autant
plus que si elles commutent, tout sous-espace propre pour une est stable
par l'autre... d’ou I'existence de vecteurs propres communs si le pro-
bléme est résolu. Voir 4.4, ou une surprise vous attend.

2. Soit f un morphisme additif d'un espace vectoriel réel E dans
lui-méme, borné sur laboule unité de E, (fermée). Montrer que fest linéaire.

Il s’agit de justifier : V(A, x) € RXE, f(Ax) = Af(x). La construction
de R = ®, avec ® déduit de Z, luiméme de IN incite a justifier
f(rx) = rf(x) pourrrationnel, 2 partir de'aspect morphisme additif, et
apres, le passage a IR ne peut se faire qu’avec la densité de ® dans IR, et la
continuité de f qui doit se justifier 4 partir de I'aspect borné. Voir 6.1.

3. Soit (a,) une suite de réels tendant vers + et telleque a,, ., — a,,
tende vers 0. Montrer qu’il existe @ strictement croissante de IN dans IN,

telle que (ag(zy—mn) tende vers 0.

Construire une suite croissante d’entiers, c’est certainement par éta-
pes, prendre la borne inférieure d’un ensemble (non vide) d’entiers tous
strictement supérieurs au dernier construit.

Pour cela, on va « dépasser n », mais il ne faudrait pas dépasser ala
fois,n, n+1,n+2,..,n+p, doul'idée de se placer déja dans une zone

N A 11 s
ol |a; .1 —ay <A avec A< 1, et méme 33 C’est a voir en 8.4.
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4. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie, a un
endomorphisme de E, montrer qu’il existe R >0 tel que pour tout s de
- R,R[ on ait :

=
det(Id - sa) = exp(— 3 %trace(ak)).
k=1

L'endomorphisme a intervient par un déterminant, et par des traces,
notions indépendantes de la base choisie pour traduire @, donc on peut tra-
vailler sur une forme intéressante a la fois pour les traces et le déterminant,
a savoir la forme triangulaire, ce qui est un droit sur € en dimension finie.

La forme de la série, (et I'exponentielle) fait penser a du In(1-=z) :

il y aura un probléme de définition d’un logarithme complexe, voir en
10.1.

5. Pour tout P de €[X], on pose L(P)(z) = ¢ * Y 1% z".
n=0 :
Montrer que l'on définit ainsi un isomorphisme de C[X] sur
lui-méme.

C’est de I'algebre linéaire en dimension infinie, I'aspect bijectif de L,
linéaire, provenant de « image d’une base est une base », le seul c6té
injectif ou surjectif ne suffisant pas.

La définition de L(P) est linéaire en P, (justifier 'existence). Pourl'isomor-
phisme, choisir une base « adaptée » et vu les P(n), pourquoi ne pas penser
« interpolateurs de Lagrange » et prendre P,(x) = x(x—1)..(x—k+1) ?
Voiren 3.1.

6. Soit a> 0. Trouver toutes les fonctions f dérivables sur ]0, +eof

vérifiant f'(x) = f (a;)

2
Comme x ~—>% est un C” difféomorphisme de ]0, + e[ sur

lui-méme, f étant dérivable, le second membre est dérivable donc f' est

declasse C', (d’oufde classe c? ) et par récurrence fest de classe C™ . On
peut espérer établir une équation différentielle vérifiée par f. Voir en 13.3.
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7. Soit les applications fet g de € dans € définies respectivement par
f(z) = Zrz+let g(z) = Z2—z+1,etAune partie finie de Ctelle que
f(A)cC A et g(A)cA. Montrer que A = {i,—i}.

Trouver les polynémes P de C[X] tels que

P(X*+X+1) = P(X)P(X+1).

Exercice difficile. En fait, les modules des éléments de A étant en nom-
bre fini, admettent une borne supérieure atteinte, en z, par exemple.
En traduisant |f(z)| <|zo| et |g(z)| <|2¢|, en remarquant que
f(zp) —g(zy) = 2z, peut-étre que I'égalité dans I'inégalité triangulaire
donnera quelque chose...

La suite est plus simple. Les polynémes de C[X] étant scindés, on
considérera sans doute A = I'ensemble fini des zéros de P. Voir 3.2.

8. Soit P un polynéme de degré impair de IR[X], et f une application
de classe C” de R dans R, telle que
Vne N, Vxe R, [f™(x) < P(x).
Que dire de f?

Lhypothése fe C™(R, R) fait penser 2 des développements en série
entieére, la convergence de la série de Taylor en x, vers f se faisant en
majorant (localement) le reste d’ordre n en considérant |P||., || [, sur
un compact.

Quant au degré impair, il est sans doute la pour donner un zéro de
P... Voir 10.4.

9. Soit fe CI(R", R"), telle que, V(x,y) de (R")’,
I £(x) - f()ll = | — y]l . Montrer que festun C' difféomorphisme.

L’hypothese assure l’1ngect1v1te I faut alors montrer que f(R") =
est égal 2 R". On peut penser 2 justifier et utiliser le Théoréme du
Difféomorphisme local, ce qui donnerait £ ouvert car voisinage de cha-
cun de ses points. Apres..., avoir Q fermé, dans IR” connexe... voir 12.1.

10. Soit X un espace métrique compact, et L I'ensemble des appli-
cations C. Lipschitziennes de X dans IR. Montrer que la convergence
simple d’une suite d’éléments de L implique la convergence uniforme.
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Topologie générale ou espace fonctionnel ? En fait I'aspect C. Lips-
chitzien se formule en utilisant deux points, donc c’est stable par conver-
gence simple des f,, vers f, qui est aussi C. Lipschitzienne. Mais alors
f—f.,2CLipschitzienne, « petite » enxle seralocalement, et d'un recou-
vrement ouvert de X compact... c’est de la topologie générale. Voir 6.2.

11. Soit P € R[X]. Montrer que Il 1P2(x)dx = j:Pz(eie)eiede.

En déduire, si P(X) = Y ¢,X", Iinégalité :
k=0

1
En fait P — j 1P2(x)dx étant une forme quadratique, on peut lui

1
associer sa forme bilinéaire (P, Q) ->J lP(ac)Q(ac)dac et vérifier alors

I’égalité sur la forme bilinéaire et sur les vecteurs d’'une base de R[X] :
le calcul est simplifié. Toujours analyser la situation en se disant
« comment interviennent les données », pour ramener la vérification a
un cas plus simple. Voir 5.3.

12. Soit fe %1([0, 1], R) telleque f(0) = 0, 0<f'(¢)=<1 sur |0, 1].
Montrer que (I;f(t)dt)2 > Iolf?’(t)dt.

Hum, la fonction f intervenant par un cube, cela ne semble pas étre
quadratique. Par ailleurs f croit et f(0) = 0 donc f est a valeurs positi-
ves, on doit établir une inégalité, ..., et si on revenait 2 une idée simple :
pour justifier u(x) = v(x), on étudie les variations de u(x)-v(x), en
introduisant ici une borne variable x au lieu de 1 dans I'intégrale ?

X 2 X
On étudie donc les variations de x — g(x) = U f(t)dt) - _[ fg(t)dt .
Voir 7.5. 0 0

13. Soit une suite (f,), . o, décroissante, de fonctions en escalier,
positives ou nulles, avec f; a support compact, qui converge simple-

ment vers 0, sur IR. Montrer que lim JA” fu()de = 0.
n—+oo -0
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Il y a d’abord un probleme d’existence des J‘Jm fu(®)det. Or f] est

nulle hors d’'un compact, donc les f,(¢) compris entre 0 et f,(¢), aussi.
On se ramene a un segment, compact, [a, b].

En un point de continuité x, f, en escalier est «localement
constante » : si f,(x) est petit, ce sera vrai sur un ouvert ®(x), et
(décroissance) a fortiori vrai Vp = n : on va associer aux x de [a, b] des
ouverts ®(x) ..., en voyant que faire pour les points de discontinuité, d’ou
recouvrement fini... c’est de la compacité. Voir en 6.3.

14. Soit A dans .4, ,(IR) de rang n. Montrer que A'A estinversible.
Que dire de ‘AA si A est derang p ?

Matrlce inversible... On peut penser déterminant, mais en fait
B = A‘A est symétrique réelle, il y a de la forme quadratique la-dessous,
d’autant que la forme quadratique est positive. Voir 5.4.

15. Soit z dans @ tel que Imz > 0. Montrer que

|z+z|+|z—z|

Sup|: = 2Tm(z)

teRIL—2

Il s’agit de la borne supérieure d’'une fonction de R dans IR continue,
qui tend vers 1 en + ou - 'infini: cette borne supérieure existe et est

t—i|?

atteinte. On peut étudier la fonction ¢t — @(2) = , (dérivée...)

mais... on peut aussi se dire que sur le plan complexe, pour T complexe
e N . . T—1i
différent de z, on sait étudier la fonction homographique T — T, ¢

voir ce que devient I'axe des x. Aussi je donnerai une solution géométri-
que de cet exercice. Voir 14.5.

16. Soit A dans .Z,(C) . On désigne par fi,fs, ..., f, » n fonctions de
A, avaleurs complexes, telles que le polynéme caractéristique x5 (X) de
A soit égala:
(- "X+ AKX 44 fy (X4 £,(A)).
a) Montrer que, pour tout i compris entre 1 et n, et tout couple (A, B)
de (4, (C)) ona f;(AB) = f,(BA).
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b) Soit ¢ une fonction polynomiale de .Z,(TC) dans C vérifiant I'éga-
lit¢ ¢(AB) = ¢(BA), pour tout couple de (% (C)) Montrer que ¢ est

un polynéme en fi, ..., f,.

C’est a priori de I'algebre, le a) revenant a justifier 1’égalité des poly-
ndmes caractéristiques de AB et BA. Pour la suite...

En fait, sur C, les Ji(A) s’expriment a I'aide des fonctions symétri-
ques de Ay, Ao, ... , valeurs propres supposées distinctes de A. Il faut
donc passer de A ayant des valeurs propres distinctes a A quelconque :
C’est peut-&tre un probleme de densité ; encore faudra-t-il vérifier que ¢
« dépend symétriquement » de n variables distinctes, en utilisant le a).
Il'y a plus d’analyse que d’algeébre. Allez voir en 6.4.

17. Soit une suite réelle (a,), .,y qui converge vers 1. On définit une

n

‘ _ P
suite (p,), .y en posant a, = kgo (n—k)!"

Déterminer la limite de (p,,)

ne N*

Lemstence des p, ne pose pas de probléme mais apres... En fait

2 | 7% )] est le coefficient ¢, du terme de degré n dans le pro-

n
PN sz X
dult de deux séries entiéres, de termes généraux p,x" et o1 cette der-

niére ayant pour somme ¢, inversible. Tiens, tiens, ... Il y a sans doute
1a un moyen de calculer les p,, . Voir en 10.11.

18. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, G le groupe
des automorphismes de E et a dans L(E). Onpose F, = {g 1agl ge G}.
Montrer que F, est fermé si et seulement si a est diagonalisable.

Topologie ou algebre : qu’est-ce qui I'emporte ? Comment caractéri-
ser a diagonalisable ? Par un polynéme caractéristique scindé et des
dimensions de sous-espaces propres égales aux multiplicités des valeurs
propres, donc des rangs de @ — A;jidg connus, donc des mineurs nuls et
¢a C’est continu par rapport aux coefficients des matrices, car polyno-
mial. Que vient faire b semblable a a la-dedans ? Semblable, donc les
rangs sont les mémes... Il y a beaucoup d’algébre sur la diagonalisation.
Un petit tour en 4.24.
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19. Calculer le déterminant d’ordre 7 :

1 2 n-2 n+l
x'l xl --------- xl xl
2 n-2 n+l
D 1 xQ xg ......... xq 2
n :
1 2 n-2 n+l
Xy Xy covenenne X, n

Cela sentle Vandermonde a plein nez ! Par ailleurs, un déterminant est
une forme linéaire alternée des colonnes. Si on avait un moyen d’expri-
mer la derniere colonne comme combinaison linéaire des précédentes et
delacolonnedes x; ", i variant, on récupérerait du Vandermonde.

Les x; jouant des roles symétriques, allons chercher (en 4.25) les
fonctions symétriques des x; ...

20. Soit A une matrice carrée réelle et A' une matrice de méme
taille telle que AA'A = A. Soit U dans .Z, »(R).

On pose A = U'U, V=A-A" et W ‘UVU. Montrer que
W =0.

On pose P = "UA'U, montrer que P est un projecteur symétrique.

Soient X dans ., I,(IR) et Y une matrice réelle définie positive
d’ordre n. On pose Z = Y + X'X . Montrer que I, - 'XZ'X est symétri-

que définie positive, (on pourra mettre Y sous la forme T'T).

Le bel exercice qui donne du fil a retordre, (et il m’en a donné), mais
qui illustre la démarche « vivante » qu’il faut avoir, en injectant chaque
résultat trouvé dans tout ce que I'on connait pour en voir les conséquen-
ces, un peu comme aux échecs ou 'on évalue les conséquences du coup
joué. Ainsi, A = U'U étant symetrlque on peut utiliser l’égahte
A = 'A en transposant la relation ou A' intervient et s’apercevoir que
cela entraine I'égalité AVA = 0.

Puis V étant antisymétrique, W I'est aussi, donc {W est hermitienne,
donc diagonalisable, donc W aussi, donc W sera nulle si et seulement si
0 est seule valeur propre, ce qui conduit a calculer les puissances de W,
pour récupérer du ... U'U ... = ... A ... suffisamment pour avoir AVA.

De méme, P symétrique, donc diagonalisable, (j'y pense tout de suite)
sera projecteur si et seulement si il n’a que 0 et 1 pour valeurs propres.
Je ne me focalise pas sur P’ = P, mais je cherche un polynéme en

X%(1-X)? annulé par P...
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Le bel exercice, que j’ai placé en 11.4 pour sa petite touche hermi-
tienne.

21. Soit une matrice carrée complexe d’ordre n sur, €. Montrer
Iéquivalence de M est nilpotente et de: trace M" = 0 pour
k=1,2,..,n.

En utilisant le Théoréeme de Dunford, on sait que ceci équivaut a la
nullité des valeurs propres, Ay, ..., A, , et la trace de M" estla somme des
(}»]’.‘) si j varie. Mais pour j fixé et k variant, les 7»]'-‘ interviennent dans
Taylor L.agrange pour P(x+X))... Pourraitil y avoir une approche
polynomiale ? Vous le saurez en 3.10.

22. Soit f: [0, 1]—=>R continue telle que pour tout entier k,
1
-[0 tkf(t)dt = 0. Montrer que f est nulle.

En somme, f est orthogonale aux mon6émes ¢ — &, (donc aux poly-
1
nomes), pour le produit scalaire (w,v) = jou(t)v(t) dt sur

E=¢% 0([0, 1], R), cette orthogonalité ne s’étendrait-elle pas aux fonc-
tions continues par Stone Weierstrass... Voir 9.12.

93. Soit f dans %° ([a, b], R) telle que [ f()¢"dt = 0 pour tout n
que |’ p

compris entre 0 et p — 1. Montrer que f change de signe au moins p fois
sur Ja, b[.

Comme ci-dessus, il y a orthogonalité de f avec le sous-espace F des
fonctions polynomiales de degré p—1 au plus. Si on met en évidence
les changements de signes de fsur Ja, b[ et s’il y en a moins de p... Cette
fois c’est du produit scalaire, que je traite en 5.14.

24. Soit F un fermé de R" et (fy)pe w une suite d’applications
continues de F dans IR, simplement bornée, (c’est-a-dire que pour chaque
x de F, la suite des f,(x) est bornée). Montrer que, pour toute boule
ouverte B de F, il existe une boule ouverte B' de F, contenue dans B, sur
laquelle la suite des f, est uniformément bornée.
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Analysons les données : F, fermé de R” est complet. On a des f,
continues, en quantité dénombrable, et qui peuvent fournir des ouverts
ou des fermés par images réciproques...

On veut une boule ouverte B' telle que
3py, Vxe B, Vk e NN, [fk(x)l <poy -
mais la condition [f,(x)| < p, définit un fermé, le Vk... donne une inter-
section de fermés, et un B' c un fermé c’est un fermé d’intérieur non

vide. Si avec tout cela vous ne sentez pas du Baire dans I'air, allez trainer
du coté de 6.10.

25. Soient f et g deux homéomorphismes de [0, 1] dans lui-méme
dont 0 et 1 sont les seuls points fixes. Montrer qu’il existe un homéomor-
phisme % de [0, 1] dans lui-méme tel que :

foh = hog,

En fait, f et g, bijectives bicontinues de [0, 1] sur lui-méme sont stric-
tement monotones. Avec f(0) = 0 et f(1) = 1, on a f strictement
croissante ainsi que g.

Avoir foh = hog, avec f et g bijectives, c’est aussi vérifier I'égalité
fohog Yo , €€ qui, .. si on connait A(x), oblige & poser
h(g 1(x)) =f" ](h(x)) , donc ce qui détermine k en g~ l(ac) ,eng 2(x) ,
.o en g "(x) , Vne IN, a partir du seul choix de A(x), mais donnera
aussi, en remplacant x par g(x), gg(x) , ..., les valeurs de A sur tous les
g"(x) : on n’est pas trés libre. En fait, il faut voir ce que font ces suites

(g"(x))nez, et sapercevoir que la relation a vérifier est peut-étre un

moyen de définir %, a partir de sa connaissance sur un intervalle conve-
nable. Allez en 7.15.

26. Soit une suite complexe telle que lim 2/|a,| = I. Quel est le

n—+oo
Z .2 anzn :
rayon de convergence de la série des l ? On note fla fonction somme
, . In|f(z ,. ,
et I'on suppose que l |hm —L('L)l ={'". Montrer que [ = ['.
2] =+ o0

Vu la fin de I'exercice, on doit trouver un rayon de convergence
infini.
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Puis, relier |[f(z)| et les a,, cela nécessite la connaissance des a, 2
l'aide de fseulement : ce sont les formules de Cauchy qui peuvent servir.

Enfin, traduire lim #fja,| = I, Clest avoir |a,|<(I+¢)" pour

n—>+o0
2 Y by . Y l
n = n,, d’ol, 2 une somme partielle prés, |f(z)| < LK
Cette inégalité passe aux logarithmes, et si |z| tend vers l'infini, la
somme partielle, polynoéme en [z| , ne fera pas le poids ! Voir 10.20.

27. Déterminer un équivalent, lorsque a tend vers 0", de

oo dt
Ia) = | —2 .
@ =], A+ +ad)

1

2
1+ +4a)
convergence dominée, pour se débarrasser de la partie « infinie » du
support), que pour ¢ =¢,>0,ona:

Si on pose f(t,a) = , on s’apercoit, (souci d’'une

flt,a)<g() = m : le parametre a disparait, et la contri-
0

bution de [¢, + «[ dans I'intégrale est bornée en a. Vers 0, la fonction

t ~— 1 5 = ©(2), est continue, avec ¢(0)#0, donc équivalente a
1+1¢

I o dt 1 o g s T
©(0), or une intégrale en Jo T 3=, Arctg; est équivalente a 52
" +a”

siatend vers 0" : on peut trouver I'équivalent. Voir 9.14.

28. Soit E I'espace vectoriel des suites x = (x;), .y de réels telles

+ 00 + 00

que Y (x,)° converge. Pour x et y dans E, on pose (x,) = Y, %y et
k=0 ) k=0

I'on note || | la norme associée.

Soit (x("))n < N une suite bornée d’éléments de E. Montrer qu’il existe
une sous-suite (y(k))k e de la suite (x(") )Jne N, et un élément a de E tels
que, pour tout z de E, (y(k), z) tend vers {a, z) .

Brr... Que d’hypotheses ! D’abord, on est dans un préhilbertien.
Ensuite on cherche un élément a, et une suite extraite, vérifiant une
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condition valable pour tout z de E. C’est exhorbitant ! Si on pouvait
remplacer ce pour tout z par... pour tout élément d’une famille totale ?
(Pensez a chercher une telle famille dans les préhilbertiens.)

Ensuite, on a une suite de suites et on veut construire quelque chose ?
C’est le domaine d’utilisation du procédé de suite-diagonale cela. Enfin,
bornée, des réels, suite extraite... n’y aurait-il pas de la compacité ? Lais-
sez mijoter cela, et, si vous ne trouvez pas, allez voir en 5.15.

29. Soit une suite de complexes (c;), . - On pose

fx) = Y .

k=-n
On suppose que f(x), pour tout x réel, est un réel positif ou nul. On

note Q le polynéme tel que f(x) = ¢ "*Q(e’™) . Montrer que les zéros
de Q qui sont des nombres complexes de module 1 ont, dans Q, une
multiplicité paire.

Comment aborder cela. Est-ce du Fourier, des polynémes trigonomé-

triques, voyons... En fait, par Liebnitz, les dérivées de fet de x ~— Q(e”)
sont reliées, alors, sila multiplicité d’un zéro de Q donnait un zéro multi-
ple de f, fonction de variable réelle a valeurs réelles, (positives qui plus
est), on aurait du Taylor Young et’équivalentde f(x) au voisinage de x,
doit étre une puissance paire de (x — x,) , (pas de changement de signe !).
C’est du développement limité cela. Voyons d’un peu plus prés en 7.19.

30. Soient treize réels distincts. Montrer qu’il en existe deux parmi
eux vérifiant :

0<X=Y c9_.f3.
1+xy

Si vous n’avez jamais appris vos formules de trigonométrie, c’est le
moment car sinon, comment penser que x et y pourrait étre des tangen-
tes, x = tano et y = tanf par exemple, et qu’alors

x—y _ tano—tanfP
l+xy 1+ tanotanP

Il n’y a plus qu’a s’interroger sur les intervalles déterminés par treize

angles compris entre — g et g . Allez en 7.18.

, Cest tan(o.—B).
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31. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie sur €. Trou-
ver tous les morphismes continus de (R, +) dans (GL(E), 0).

Diantre ! Comment aborder cela. Voyons, parmi les e.v.n. de dimen-
sion finie il y a €, (et méme R ?), et un morphisme de R additif dans
(GL,(IR), 0) , qui n’est autre que IR*, les automorphismes étant les homo-
théties, un morphisme disais-je, est du type « exponentielle ». Est-ce que

cela se généraliserait avec des applications en ¢ — ¢, ae M(CT) ?
C’est de I'équation différentielle résolue... On doit y arriver en 13.9.

32. Soient P,Q,R,S dans .Z,(C), calculer det[ I, O J et

PQ
det RO .
SI,
Soient A,B,C,D dans ,(C) tels que AC = CA. Calculer
det AB .

I1 est évident que les deux premiers déterminants valent det Q et
det R respectivement.

Quel est le lien avec la suite ? Peut-étre qu’on peut trouver P, Q, R et
S tels que

Follon)-(3)

Allez voir en 4.34, ou vous serez amené a supposer d’abord A inver-
sible, puis a étendre le résultat grice a la densit¢é de GL,(C) dans
M,(T).

33. Soit H un espace de Hilbert réel. On suppose qu’il existe dans
H une suite orthonormée (¢;), . , telle que'espace Vect {¢;,i = 1} soit
partout dense dans H.

Soit (x,),., une suite d’éléments de H, telle que, pour tout n,
<o < 1.

Montrer qu’il existe une suite extraite (xy,))
que:

et x* dans H tels

n=1

VyE H, lim (x(p(n),y> = (x*,)’>
n—+oo
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Montrer que [|x*| < 1. Que peut on dire si ||lx*| = 1.

Si on analyse I'énoncé, on s’aper¢oit qu’il s’agit de démontrer une
propriété P(y), valable pour tout y de H, avec H adhérence de
F = Vect {¢;, 7= 1}. On peut donc penser vérifier la propriété sur les
e;, I'avoir sur F par linéarité, puis sur H par densité.

Comme les ¢; sont dénombrables, on peut s’attendre a une extrac-

tion dénombrable de suites, et au procédé de la suite diagonale. Allez
voir en 6.25.

n

34. Soit o réel. Déterminer lim
no+eo |

A premiére vue, pas de probléme, on calcule une puissance n*“™ d’une
matrice 2 X 2, et on passe a la limite... Cependant, la forme de la matrice
rappelle celle d'une... rotation, non vous n'y étes pas, d’une similitude éle-
vée ala puissance n. Cela se détermine facilement. C’est fait en 4.39.

35. Soit E I'ensemble des (z + 1) - uplets de complexes distincts.

Pour Z = (zp,2y,...,2,) de E et P de C,[X], on pose

Nz(P) = 2 |P(zk)| . Montrer que N est une norme sur C, [X].
k=0
Pour Z et Z' dans E, comparer N, et N, et trouver ¢>0 tel que
NZ = CNZv .

Vérifier que I'on a une norme, cela semble facile. On est en dimen-
sion finie ol toutes les normes sont équivalentes, donc ¢ existe. Il semble
plus intéressant de réagir a : n + 1 éléments distincts, je pense polyno-
mes interpolateurs de Lagrange. C’est pourquoi jai traité cet exercice
en algebre, en 3.17.

1 1
1+-= -
36. Limite de la suite de terme général u, = n L "1+ tn)ndt.
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- n . . N .
La présence d’'un t* et d’'un ndt, m’incite 2 poser u = ¢*, ce qui

n n
rameéne l'intégrale sur |1, (1 + l) :l, avec (1 + l) qui tend vers e en
n n
croissant : cela doit étre bon. Pour confirmation, aller en 8.22.

37. Soit P € R[X] un polynéme admettant z racines réelles simples
strictement supérieures a 1.

On pose Q(X) = (X*+ 1)P(X)P'(X) + X(P*(X) + P*(X)) .

Montrer que Q admet au moins 27 — 1 racines réelles distinctes.

On est sur IR, des zéros d’une fonction continue peuvent s’obtenir par
le Théoreme des valeurs intermédiaires.
1

P 1

Par ailleurs, P fera intervenir les >y , (les x; étant les zéros simples
3

de P), de limites infinies de signes différents si x — x; ou x; ... Enfin,

annuler un produit c’est annuler 'un de ses facteurs... Et si on commen-

cait par factoriser Q, considéré comme trinéme en X, (P et P' devenant

des coefficients) ? C’est traité en 3.18.

38. Soit G un groupe fini, etlH un sous-groupe de G, distinct de G.
Pour x dans G, on pose x = {g xg,ge G}.Montrer qu’il existe x dans
GtelquexnH = @.

Montrer que ce résultat devient faux si G n’est pas fini.

Comme x est I'orbite de x quand on fait agir G sur lui-méme par
automorphismes intérieurs, n’y aurait-il pas la une équation aux classes
a considérer ?

Allez en 2.36 pour le savoir.

39. Soit E I'ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre 7.

a) Soit A dans E avec I, — A définie positive. Montrer que la suite

2 -1
( Y, (trace Ak)) est majorée.
k=0 pe IN*

b) On suppose de plus A a coefficients positifs. Montrer que
I,-A) ! est a coefficients positifs.
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Que saisje sur la trace : elle est linéaire, et deux matrices semblables
ont méme trace. Je suis donc incité a penser I, + A + Als L+ AT,
et, a I'identité :

(I,+A+..+A ,-A)=1,- A , a «simplifier » par
(I,—A), donc a justifier I'inversibilité de cette matrice ; se placer dans
une base de diagonalisation de A... C’est faisable. Voir 5.24.

2p-1

40. Soient a et b deux nombres complexes et M la matrice de .Z,(T),
de terme général m;; avec m;; = a sii>j, my; = 0sii=jetm; =05
sii<j.

Valeurs propres, sous-espaces propres, et diagonalisation éventuelle
de M.

Passons sur les cas faciles a traiterde a = b = 0, puisde a = 0 et
b0 oua#0etdb=0,etenfindea = 5.

Pour traiter le cas général, il faut dissocier le bloc des a de celui des
b. Un moyen, c’est d’ajouter des x partout dans la matrice, et de constater
que pour x = — a, elle devient triangulaire, et que pour x = — b, ellele
devient aussi, d’oit un calcul du polynéme caractéristique, que vous
découvrirez en 4.49.

obn+2
41. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a 2®" )4 3 divisi-
ble par 19.

Il s’agit de calculs dans Z/19Z, avec 19 premier, donc (Théoreéme de

Fermat) a'®= 1(19) pour tout a non nul modulo 19. On va donc, apres
modification de I'exposant, chercher a combien il est congru modulo 18
pour se simplifier la vie. Voir 2.37.

42. Soit E un espace vectoriel sur un corps K commutatif de carac-
téristique nulle, et py, ..., p, des projecteurs de E dont la somme est un

projecteur. Montrer que si i #7, pip; = 0.

Par quoi caractérise-t-on un projecteur, par I'égalité p2 = p.Deplus
E = Ker p @Im p, avec 1 et 0 seules valeurs propres, p diagonalisable,
d’ou trace (p) = 1-dim (Im p)...
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La trace est linéaire, on considere p; + ... + p,, C’est bien le diable si
a partir de ces ingrédients et avec un zeste de récurrence, la sauce ne
prendra pas en 4.50.

43. Soit A € #,(T). On définit une suite A, de matrices en posant
Ay =Aet,pourk=1,

k
Montrer que A, = 0.

A, = A(Ak_l-l trace(Ak_l)In).

C’est déroutant, mais apres réflexion, on constate que A, est un poly-
néme en A, donc on peut espérer accrocher un polynéme annulant A,
de degré n+1, avec X en facteur, donc justifier une égalité du type
A, = Axa(A), avec Y, (X) polyndme caractéristique de A.

Le calcul étant sordide, une hypothése du type A diagonale, (d’ou
des A, diagonales) peut peut-étre simplifier le calcul des traces.

Comme il s’avere que les fonctions symétriques des racines intervien-
nent, je I'ai traité en 3.30, dans les exercices sur les polynémes.

44. Lentier k=2 étant fixé, on définit f: IN—IN par

f(n) = n+E((n+n"""".

Déterminer I'image de f.

Voici un énoncé « new look ». En effet, pour avoir une idée de ce qu'’il
faut justifier, mieux vaut utiliser un ordinateur, (ou une calculette pro-
grammable), pour faire calculer, pour k& = 2, 3, 4 par exemple, les ima-
ges des 100 ou 200 premiers entiers.

On s’apercoit que pour k£ = 2, manquant 1, 4, 9, 16, 25..., les carrés
quoi ; que pour k£ = 3 les cubes ne sont pas 13, ce qui permet de justifier
que f(IN) = N- {m", me N*}, ce qui se fait en manipulant judicieu-
sement I’encadrement.

x— 1 <E(x) < x, valable pour tout x.

Voir en 2.39 pour plus de détails.

45. Soit A dans #,(IR), de terme général a;;, avec a;; = 0 pour tout
i, et,sii#7, aj+a; = 1. Montrer que rang (A)=n-1.
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Vu les hypotheses, on sent qu’il faut considérer A + ‘A qui est de
terme constant 1 en dehors de la diagonale, avec des 0 sur la diagonale,

. 2z t
ou encore avec | matrice de terme général 1, ona: A+ A =J-1,.

Comment relier au rang de A. Peut-étre en cherchant le rang du sys-
téme homogéne AX = 0 ? Ce qui conduit, si le vecteur colonne X est

tel que AX = 0 a considérer X'A = 0, et aussi, pour profiter des deux
égalités, a prendre

KA+'A)X = 0 = XJX-XX...
Aller voir en 4.57 si vous ne parvenez pas a résoudre avec tout cela.

46. Montrer que I'ensemble des suites a valeurs dans IN n’est pas
dénombrable.

S’il I’était, on aurait une « suite de suites », cela, c’est de la suite dia-
gonale. Allez en 2.41 pour la mise en forme.







CHAPITRE II

Algébre générale, arithmétique

Ce chapitre est celui ou les structures sur les ensembles ont le plus
d’importance. Il importe en effet de savoir de quelles lois de composi-
tion, relations d’ordre ou d’équivalence tel ou tel ensemble est muni,
pour savoir de quels outils on dispose.

De plus, si on sait comment une structure donnée est introduite, on
saura bien souvent comment traiter une question.

Ainsi, dans la structure de groupe, le fait de savoir qu'a tout
sous-groupe on associe une (au moins) relation d’équivalence dont les
classes d’équivalences sont équipotentes au sous-groupe, se traduit par
des relations de divisibilité entre cardinaux du sous-groupe et du
groupe, s’il est de cardinal fini. De ce fait, bien des questions d’arithmé-
tique sont en fait résolues en considérant des groupes convenables.

Voir des applications de ceci et du Théoréme de Lagrange en 2.1,
2.2,2.6,2.10,2.13.

Une autre conséquence du Théoréme de Lagrange est le fait que
I'ordre d’un élément divise I’ordre du groupe, (2.23).

Apres la structure de groupe vient celle d’anneau, et la notion
d’idéal, (voir 2.3, 2.12, 2.14).

Ces deux structures existent sur Z, qui de plus, est un anneau
ordonné, d’ou I'existence d’'une division euclidienne, qui conduit a la
numération, mais aussi a la notion de nombres premiers et a I'existence
des décompositions en produit de puissances de nombres premiers, ce
qui est fondamental pour ce qui touche a la divisibilité, (voir 2.5, 2.14,
2.18, 2.26).

"Les identités, bien souvent valables dans les anneaux commutatifs,
doivent étre présentes a I'esprit, (voir 2.4).
Enfin, pensez a ces outils que sont :

- Bézout, (quand j'entends « premiers entre eux », je pense Bézout,
(voir 2.16, 2.25),

+ le petit Théoréme de Fermat, (2.8), (2.37),

+ laformule du binéme de Newton, (2.15), valable sur les anneaux com-
mutatifs,
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+ la récurrence,

- lexistence d’un plus petit élément dans une partie non vide de IN, et
d’un plus grand dans une partie non vide, majorée,

+ le fait qu'un groupe n’est jamais réunion de deux sous-groupes sans
que 'un contienne l'autre, (2.31),

+ T'équation aux classes, quand un groupe opere sur un ensemble,
(exercices 2.35 et 2.36),

- une expression en a’ -1, (ou A" -1 dans le cas de matrices), doit
déclencher le réflexe « factorisation» en (a—1)(a”  +..+1) ; voir

2.38,

- un sous-groupe distingué, c’est un noyau de morphisme de groupe,
(2.2.),

+ et de méme, un idéal bilatere est un noyau de morphisme d’anneau,

+ §’il vous faut un groupe non commutatif, pensez permutations d’'un
ensemble ; (2.7),

+ pour un anneau non commutatif, .Z,(K) fera I'affaire, (2.14).

Quand on manipule une suite de suites, un procédé de raisonnement
est tres utile : celui de la suite diagonale.

De quoi s’agit-il ? Eh bien, si on considére une indexation (u(") Jnen,

(n)

de suites, avec u~ ~ suite de X, de terme général u;,") , pour p variant dans

IN, il s’agit de construire une suite v dont le ™ terme v, sera calculé

en fonction du p*“" terme de la piéme suite, donc de u}f’ ) le « calcul » se
faisant de fagon a obtenir ce que I'on veut.

Si ce procédé est surtout employé en topologie, voyez quand méme
en 2.41 une utilisation de ce mode de raisonnement.
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Enoncés

2.1. Soit n dans IN* et a dans Z/nZ. On définit f, de Z/nZ dans
Z/nl par f,(x) = ax.Est-ce un morphisme d’anneau ?

. . A n-1
On suppose a et n premiers entre eux, n ne divisant pas & -1.
Montrer que 7 n’est pas premier.

2.2. Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G et p le plus petit

. . card G
diviseur premier de card G. On suppose que card 0

= p . Montrer que
pour tout x de G, xHx~ '=H.

2.3. L'anneau Z[X] est-l principal ?
2.4. Condition nécessaire sur m pour que 2" + 1 soit premier.

n
i 1
2.5. Pour quelles valeurs entiéres n =m a-ton » ~e N ?
i

i=m
2.6. Trouver les morphismes de (®, +) dans (Z, +).

2.7. Soit G un groupe commutatif et x et y deux éléments de G
d’ordres respectifs o et 8. Que peut-on dire de I'ordre de xy ?

Préciser dans le cas ou o et § sont premiers entre eux.
Que peut-on dire si G n’est pas commutatif ?

2.8. Soient p et g deux nombres premiers tels que ¢ = 2p+1=7 et
(a, b, ¢) dans Z° tel que d+l+d =0.
Montrer que p divise abc.

2.9. Soit G un groupe d’ordre 2p, p premier. Montrer que G contient
un élément d’ordre p.

2.10. Soit G abélien d’ordre pg, p et g premiers, distincts. Montrer
que G est monogéne.

2.11. Soit p premier, et U, le sous-groupe multiplicatif de €*, engen-
dré par I'ensemble des nombres exp (2—?) , ou o décrit IN. Montrer que

U, ne peut étre décomposé en produit direct de groupes non triviaux.
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2.12. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour chaque x de A on
note (x) I'idéal engendré par x. Soit a et b dans A. Montrer que si
(a) + (b) estun idéal principal, alors (a) N (b) est également principal.

2.13. Soit p un nombre premier impair et 4 un diviseur premier de
2’ _ 1. Montrer que ¢=1(2p).

2.14. Soit un anneau commutatif A. Vérifier que les éléments nilpo-
tents de A forment un idéal. Ce résultat subsiste-t-il si A est non commu-
tatif.

Avec n entier = 2, déterminer les éléments nilpotents de Z/nZ .

2.15. Soit n entier naturel et d, le nombre de coefficients Cﬁ ,
0 <k < n, qui sont impairs. Montrer que d,, est une puissance de 2. (On
pourra utiliser le développement de n en base 2.)

2.16. 801t G un groupe abélien tel qu'il existe n dans IN* vérifiant :
Vxe G,x" = e, élément neutre.

On suppose que n = ab avec a et b premiers entre eux.

On pose G, = {xa|xe G},etG, = {xb,xe G}.

Montrer que G, et G, sont des sous-groupes.

Montrer que, pour tout x de G, il existe un et un seul couple (u, v) de
G, X G, tel que x = uv.

On suppose n impair. Montrer que x ~— x* estun automorphisme
de G. Quelle est son application réciproque. Méme question pour
x ~>x", avec k entier premier a n.

2.17. Soit p un entier premier, congru a 1 modulo 4, et soit
= {(x,9,2) € 1N3, X +4yz=p}.
Montrer que I'on définit une application ¢ de S dans S en posant :
O(x,9,2) = (x+22,2,y—2-x) six<y—z ;
0%, 9,2) = (2y—x,9,z+x—y) siy—z<x<2y ;
O(x,9,2) = (x—2y,z—y+x,9) si 2y<x.
Montrer que ¢ est une involution sur S, ayant un seul point fixe.
Que dire de la parité du cardinal de S ?
Montrer que toute involution d’'un ensemble de cardinal impair pos-
séde au moins un point fixe. En déduire qu’il existe (u, v) dans N° tel
que Wt = p.
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2.18. Pour = entier strictement positif, on note ¢, la somme des
diviseurs (> 0) de n. Montrer que si m et » sont premiers entre eux,
Gmn = Gmcn'

2.19. K est un corps de caractéristique nulle, G un sous-groupe fini
de GL(7n, K), de cardinal p.

Que peut-on dire de 1 Y, M. Cas particulier de M de trace
ull Me G Me G
nulle.

2.20. Montrer qu’il existe une infinité de points de ®” sur le cercle
I' = {(x,9) e IRQ;x2+y2= 1}.

2.21. Nombre de relations binaires réflexives sur un ensemble a
n éléments.

2.22. Soitnun entier = 1. Trouver n entiers consécutifs non premiers.

2.23. Montrer que 21 divise 2% 15, pour tout 7 de IN*.

2.24. Déterminer les deux derniers chiffres de I’écriture décimale

de 3 1993 )

2.25. Soit p un nombre premier. Trouver le nombre d’éléments
inversibles dans Z/p".

2.26. Trouver tous les couples (x, y) de N’ tels quex#yetx =9y .

2.27. Soient N, N,,..,N dans Z* distincts, on pose

q

q
by = H (N;+k) et on suppose que pour tout k de Z, p, divise p, .
i=1

Montrer qu’il existe i tel que [N| = 1.

Si on suppose de plus que, pour tout ¢, N;=1, montrer que
Ny, ... N ¢ sont les ¢ premiers entiers naturels.

2.28. Soit (a, b) dans IN? avec ¢ =5>0. On sait qu’il existe (u, v)
dans Z° tel que au+bv = aAb = pgcd(a, b).

Montrer qu'on peut trouver u et v sous la forme u = det A et
v = det B, ou A et B sont deux matrices de la forme
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*

0 00 -1
les coefficients diagonaux et 'ordre étant a préciser.

2.29. Soit p € IN*, un entier non premier. Montrer que p ne divise

pas 1+(p-1)!

2.30. Soit un entier premier p =5, et N dans IN défini par :
p-1
l? = % . Montrer que p divise N.
=1k (p-D)!
2.31. Que peut-on dire d’'un anneau A tel que yx soit dans {xy, — xy}
pour tout couple (x,y) de A% ?

b4
2.32. a) Soit 0<p<n, (n,p)e N°. Calculer ¥ (- 1)!CEC’}.
k=0

b) Soit A, le nombre de permutations ¢ de S,,, (groupe symétrique

d’ordre ») n’ayant pas de point fixe. Montrer que 2 CﬁAn_ p = n!
k=0
M A=my ED
c) Montrer que A, = n! Y R
k=0

2.33. Soit E = {a+ b2 ; (a,b)e ®2} . Montrer que c’est un
sous-corps de IR, et en déterminer tous les automorphismes.

2.34. a) Montrer que le polynéme X’—2 est irréductible dans
®[X].

On désigne par o I'une de ses racines complexes.
b) On pose A = {a+bo+ co ; (a,b,¢) e ®3} . Montrer que A est
un sous-corps de C.

2.35. a) Soit un groupe fini G, de cardinal p”, =1 et p nombre
premier. On suppose que G agit sur un ensemble fini E. On note :
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= {xe E Vge G, g-x=x}.
Montrer que card (E) = card (EG) modulo (p).

b) Soit H un groupe fini d’ordre 7, et p un diviseur premier de n.
Montrer que H contient au moins un élément d’ordre p. On pourra

considérer I'ensemble E des (xy, ..., x,) de H tels que x;x9 ... x, = 1,
(neutre de H), et faire opérer Z/pZ sur E.

c) Soit H un groupe abélien fini d’ordre 7, et m un entier tel que
Vxe H,x" = 1. Montrer qu'il existe o dans I, tel que » divise m”.

2.36. a) Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G, distinct de
G. Pour x dans G, on pose x = {g "xg,ge G}. Montrer qu’il existe x
dans Gtelque x"nH = @.

b) Montrer que ce résultat devient faux si G n’est pas fini.
Gn +2

2.37. Montrer que, pour tout entier naturel n, 2"

+3 est divisi-
ble par 19.

2.38. Soit a et 7 des entiers supérieurs ou égaux a 2. Montrer que si
a’ -1 est premier, alors r est premier et a = 2.

2.39. Lentier k=2 étant ﬁf{ﬁ, on définit f: IN >IN par
f(n) = n+E((n+n'"™".
Déterminer I'image de f.

2.40. On consideére I’ensemble /des fonctions de variable réelle de

la forme P(x) + Q(x)A/1 - x° , ou P et Q sont deux fonctions polynémes
réelles.

Vérifier que &/ est un anneau pour les lois naturelles.
Quels sont les éléments inversibles de %/
Montrer que x est irréductible dans &/

2.41. Montrer que I’ensemble des suites a valeurs dans IN n’est pas
dénombrable.

2.42. Soit un groupe G ou tout élément a pour carré I'élément neu-
tre.

a) Montrer que G est abélien.

b) Soit H un sous-groupe de G, différent de G et a de G non dans
H. Montrer que HNnaH = @ et que HuU aH est un sous-groupe de G.
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Solutions

2.1. 1l est évident que f, est un morphisme de groupe additif. Par
contre, si f, est morphisme d’anneau, I'égalité

fu®) = a(®) = [(@f,0) = (@)(ay) = @'y,
devant étre valable pour tout x et y, donne, (avecx =y = 1), P =a ,
donc pour a = 0 oul, f;, (quiestnulle)et f;, (identité) sont des mor-
phismes d’anneau. Si n est premier, dans le corps Z/nZ le polynéme
X*-X =0 n'a que ces deux zéros, 0 et 1. Si » n’est pas premier, tout
autre élément a tel que a® = a conduitaun morphisme d’anneau. C’est
le cas de a = 3 dans Z/6Z par exemple car 3% = 3 dans cet anneau.

On peut préciser le noyau de f,, morphisme de groupe additif, on
a f,(x) = ax = 0 & ax divisible par n, (on confond ici les éléments de
Z/n et leurs représentants dans [0,n-1]), donc, avec
d = pgcd(a, n), en écrivant @ = da' et n = dn' avec a' et n' premiers
entre eux, on a encore :
f.(x) = 0 & da'x divisible par dn’',

& a'x divisible par ', avec a' et n' premiers entre
eux, c’est équivalent a x multiple de »'.

Ona f, injective & (n' = n) & pged(a, n) = 1, etdanscecas f, est
automorphisme de groupe, sinon Ker f, est formé des éléments de

. n
Z/nZ multiples de pgcd(a,n)’

Si a et n sont premiers entre eux, et n premier, Z/nZ étant un corps,
(Z/nZ)-{0} est groupe multiplicatif ayant »—1 éléments, donc tout
élément x non nul vérifie I'égalité "' = 1. Comme ici a#0,
modulo 7, ona a”~' - 1=0(n) ce qui contredit 'hypothese n ne divise
pas a""'~1.Donc n n’est pas premier.

2.2. Il s’agit de montrer que le sous-groupe H est distingué, donc de
I'obtenir comme noyau d’'un morphisme de groupe.

Pour cela on considére I'ensemble quotient G/H de toutes les clas-
ses d’équivalences xH, pour x dans G, de la relation % définie par

x%y(:)x_lye H.



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 27

On sait que ces classes d’équivalences sont toutes équipotentes a H,
et qu’elles forment une partition de G, donc card G/H = carg I(-;I p-
Pour g dans G, on définit une bijection 6(g) de G/H sur G/H en
posant 8(g)(xH) = gxH.
Lapplication 6(g) est injective car 8(g)(xH) = G(g)(yH) équivaut a
legahlte des 1claslses de > &% et de gy, donc a gxZgy, soit a
(gx) gy =x g gy =x 'y dans H, d’'ou en fait x%) et xH = yH.

Lapplication 6(g) est surjective, car si yH est dans G/H, il est clair

que 6(g)(g” 'yH) = g(g” 'y)H = yH.

Donc 6 est définie sur G, a valeurs dans le groupe #des bijections
de G/H, groupe pour le produit de composition, de cardinal p ! Avec
un peu de bonne volonté, 6 sera un morphisme de groupes, de noyau H
et on aura gagné.

Lapplication 6 est un morphisme de groupe : soient g et g' dans G :
0(g) ©0(g") estl'application qui a xH de G/H associe I'image par 6(g)
de la classe de g'x, soit gg'xH , ce qui est précisément 0(gg')(xH), d’'ou
6(g)°6(g) = 6(gg)-

On a Ker 6 cH, car si 0(g) est la bijection identité de G/H sur
G/H, en particulier 6(g)(H) = 6(g)(eH) = geH = gH = H : Clest
que g€ H, (tout ceci avec ¢ élément neutre de G).

Mais alors, ce morphisme de groupe 6, de G dans le groupe des
permutations de G/H, donne I'isomorphisme :

0(G) = G/Ker 0, d’ou (card G) = (card Ker 0) card (6(G)).

Or G/H ayant p éléments, le groupe de ses permutations a p! élé-
ments et card (6(G)) est un diviseur de p!, mais c’est aussi
card G/card (Ker 0), donc un diviseur de card G, donc tout facteur
premier de la décomposition de card (6(G)) divisera card G qui admet
p pour plus petit diviseur premier: on n’a pas le choix, soit
card (0(G)) = 1, soit card (0(G)) est divisible par p, en étant diviseur
de p!, avec p premier, c’est-a-dire card (6(G)) = p.

Mais card (6(G)) = 1 donne Ker ® = G,avec Ker 6c Hc G d’ou

H = Getp—cardG

ard H
card G card G
1l reste card (O(G)) = m p card (H)
sous-groupe de H, tournez cela comme vous voulez, c’est que
card (Ker 6) = card (H) fini, d’ou l'inclusion Ker 6 c H qui devient
une égalité. Mais alors H, noyau d’'un morphisme de groupe, est bien
sous-groupe distingué.

est exclu.

avec Ker 0
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2.3. Soit IT'idéal engendré par 1 + X? et 2X, donc
I={1 +X2)P +2XQ ; P et Q dans Z[X]}.
Comme 2(1 + X2) +2X(- X) = 2 estdans I, si I est principal, il ne
peut étre formé que des multiples de 1 ou de 2.
Mais 1+ X2 est non multiple de 2, donc 2 n’engendre pas I'idéal I,

alors que si I = Z[X] est engendré par 1, on aurait P et Q dans Z[X]
avec :

1= (1+X)P(X)+2XQ(X), d'ou, pour X = 1,

1 = 2(P(1)+Q(1)) : 1 serait nul ou multiple de 2 puisque
P(1) + Q(1) est dans Z. Curieux !

Donc Z[X] n’est pas un anneau principal.

2.4. Pour m impair, m = 2n+1 avecn=1,0na
22n+1+1 - 2‘211,+1_|_12n+1

= @+ 1)@ -2 42" T L (- 12 4]
= 3¢, avec a priori q € I, mais comme :

92"l 1=29%41 = 9,g=2, donc 92"*1 1 1 est non premier.
11 est clair que pour m = 0 et 1l,0ona 2®+1=2et2'+1=3 qui
sont premiers.

Enfin si m, pair, est du type m = 2k(2p + 1), avec k et p non nuls, on
a:

m NPT e
27+1 = (2 ) +1% , et avec la méme identité, on

o @
obtient I'égalité, | avec a = 2 R
9" +1 = (a+ 1)@ -a? '+ + (D4 ),

2p+1 R .
avec 2" +1 Ca ?*14+1>a+1car p=1 : la parenthése est un entier
= 2,donc 2 + 1 n’est pas premier.

Finalement, il est nécessaire que m soit dans I'ensemble :
{2"; ke N}U {0},
pour que 2" + 1 puisse étre premier.
Les nombres F,, = 2#7 141 sont les nombres de Fermat.

On sait qu'un diviseur de F,, §'il existe, sera de la forme k-2" + 1,
avec k entier impair et m = n + 2, (Théoréme d’Euler et Test de Pépin).



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 29

1947

Par exemple F,g,s est divisible par 5x2 7 +1,

318 1et

6339

F3q1 est divisible par 5 x 2’

Fgs37 est divisible par 17 x 2

On peut, avec ces nombres de Fermat, occuper des ordinateurs.

2.5. On peut aborder 'exercice en se donnant m, et en cherchant s’il
existe alors n = m tel que la somme donnée soit un entier.
. s 3 1 .
Le cas » = m revient 2 dire que — est un entier: on a donc
m

n = m = 1 solution.

Peut-on trouver n>m ? Dans ce cas, parmi les ¢ variant de m a n figu-
rent des nombres pairs et on va évaluer la valuation modulo 2.

n n
> Il
n k=mjfm
Posons x = ) jzk

k=m ]j[ k
k=m

et pour chaque entier j on note ¢(j) I'exposant de 2 dans la décomposi-
tion de j en produit de puissances de nombres premiers.

| -

Soit r = sup {9(j) ; m <j<n},onar=1, (présence de nombres
pairs), et ce sup est atteint en un seul j : il est atteint, (nombre fini de
valeurs), et supposons que I'on ait j; et j, distincts, par exemple j; <jo,
avec Q(j;) = ¢(jo) = r. On peut alors écrire :

j1 = 27ay,jo = 27ay, avec a, et a, impairs, et a; <a, : entre ay
et a, figurera forcément un nombre pair, ne serait-ce que 2p1+2 si
a, = 2p;+ 1. Mais alors j = 2'(2p, +2) est entre j, et j, donc entre
m et n, avec @(j) =r+ 1 : ceci contredit la définition de 7.

On note alors [ le seul élément entre m et n pour lequel ¢(I) =
pour tout j# !, entre m et n,ona Q(j) <r.

n n
On note (p( I1 k) = Y o(k) =5, avec s=7, et si x est entier,
k

k=m =m

n n
Y ]I Jj estdivisible par 2°, donc a fortiori par 2°~"" ! puisque r=1.
k=m j=m

j*k
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Or,o| []j|=s-9(k),donc,si k#l, comme @(k) <7-1,
j=m
2k

s—@(k)=s-r+1 : chaque nombre []j, pour k#!, est divisible par
j=m

%k
23-r+l J

n
Quanta [] j, lui, il n’est divisible que par 2°”" puisque 'exposant
j=m
j=l
de 2 dans ce numérateur est s—@(l) = s—r.
Finalement, le numérateur de x n’est divisible que par 2°~" et x n’est
pas entier.

La seule solutionestn = m = 1.

2.6. Soit fun morphisme de ®, groupe additif, dans Z, groupe addi-
tif. Pour p dans Z et g dans IN*, on a :

Y B S
1 q q+4+ +‘I ¢
q fois

donc f(p) = qf@, puisque f est un morphisme additif. Mais alors

% f@p) =f (tt;) est dans Z, et ceci, pour p fixé et g variant dans IN*, n’est
possible que pour f(p) = 0, (sinon I'entier f(p) serait divisible par
tout entier ¢), mais alors f (z) =0.

Finalement, seul f=0, est un morphisme de (®, +) dans (Z, +).

2.7. Soient x et y d’ordres respectifs o et B dans G, groupe abélien,
etmle p.p.cm. de o et B.

Ona (xy)” = x™y", (G est abélien)
1, (m multiple de o et B),

en notant 1 I'élément neutre du groupe multiplicatif G, donc I'ordre de
xy divise m = av B.
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On n’a pas mieux : par exemple dans le groupe G des rotations d’un

plan vectoriel euclidien, la rotation x d’angle g est d’ordre 12 ; la rota-

tion y d’angle g est d’ordre 6, le p.p.c.m. est 12, et la rotation xy, d’angle
g est d’ordre 4.

Si o et f sont premiers entre eux, alors I'ordre de xy est effectivement
le p.p.c.m., égal ici a of.

En effet supposons que (xy)" = x"y" = 1 avec x” ouy" différent de

1. Alors z = x" = (y")_1 =(y l)n est un élément a la fois dans le
groupe cyclique engendré par x et dans celui engendré par y, de plus
z#1. Cet élément z a alors un ordre qui divise o et B, premiers entre

eux, ce serait 1, mais 2' =z = 1 estexchu.
Donc (xy)" = 1=%" = 1 et " = 1, d’ott » multiple de o et de B
donc du p.p.cm. de o et f.

Si G n’est pas abélien, le résultat du départ ne s’applique plus, ni le
suivant.

Dans le groupe S; des permutations de {1, 2, 3} la transposition

T: [ ; f z J est d’ordre 2, la permutation G : ( ; 23 | est d’ordre 3,

alors que 67T : est une transposition d’ordre 2, différent ici de

123
13
2% 3, (2 et 3 premiers entre eux).

Puis, avec la transposition 7' : [ 123 J, ona1tt = ¢ dordre 3 qui

ne divise pas 2, p.p.c.m. de 2 et de 2.

2.8. D’abord p et g existent: p = 3 et ¢ = 7 conviennent.

De plus p = 2 est exclu donc p, premier est impair.

On peut diviser a, b et ¢ par leur p.g.c.d., 8, ce qui revient a simplifier
d+tP+d =0 par &, et, en posant a = 8a',b = db',¢ = dc', si on
justifie que p divise a'd'c', il divisera abc.

Supposons donc a, b et ¢ premiers entre eux pour simplifier I'écriture :

du fait de la relation ils sont premiers deux a deux car si r divise a et b par
exemple, r premier, I'égalité — & = a® + ¥ montre que rdivise c.

Nos trois nombres sont donc deux a deux premiers entre eux.
Puis ¢g—1 = 2p, or dans le corps K = Z/¢Z tout élément non nul
x vérifie I'égalité “ =1 , (petit Théoréme de Fermat, vient de K*
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groupe multiplicatif de cardinal g — 1), etavec x = 0, tout élément cette
fois est tel que 7' € {0,1}.

Comme (a”)’ = a?"', il en résulte que ¢’=0,1 ou - 1, modulo g.
I en est de méme pour &’ et ¢

Puis, I'égalité — ¢ = o’ + ¥, avec p impair, conduit 2 I'identité :

—d = (@+b)@ = Tt (- DT (- 1P

p _ l ;s . .
= (a+b)s,ennotant s = Y (- 1yia? 1,
i=0
Procédons par Uabsurde en supposant que p ne divise pas abc.

Alors a+b et s sont premiers entre eux, car si 7, nombre premier,

divise a+b et s, on aurait b = —a (modulor), donc, modulo 7,
p-1 . ) )

s= Y (- 1)'a® ' "= a)’ soit s = pa’™' = 0 modulor, et si r, pre-
i=0

mier, divisait @, comme il divise a + b, il diviserait 4, ce qui contredit
aAb = 1.Donc rdivise p premier, c’est que r = p. Mais alors, p divise

a+b ets, donc aussi — pd , donc aussi ¢, ce qui contredit I’hypothése
faite : p ne divise pas abc.

Donc on a - & = (a+b)s avec a+b et s premiers entre eux: en
utilisant une décomposition en facteurs premiers de c, on éléve 4 la puis-
sance p et on « répartit » entre a + b et s, premiers entre eux, c’est que

a +b d’une part, (et s d’autre part), sont du type . 1l existe donc Yel
tel que a+b = ¥’ , et de méme o et B dans Z tels que b+c = of et
c+a = B’ par symétrie.

Par ailleurs on a vu que a’, 5 et ¢ sont congrus 2 0, 1 ou -1
modulo g, avec g premier = 7. Il en résulte que I'on a les trois congruen-
ces distinctes, car, deux égales a 1, par exemple a" =1(gq) et Y= 1(q),
donneraient — ¢ =2(g) soit ¢ =— 2(g) et - 2 non congru2 0, 1 ou - 1
modulo g puisque ¢ = 7.

De méme o’ et ¥ congrus a - 1 donnerait & =2(q), exclu, et

d=v= 0(gq) donne d= 0(g) mais alors ¢, premier, diviserait a, b et c,
que I'on a supposés premiers entre eux.

Donc, a une permutation prés, on peut supposer que d'=1(g),

¥=-1(q) et £=0(q).
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Mais alors g divise ¢, et ne divise ni a, ni b, donc également, ¢ ne divise
nia+c,nib+c.

Commea+c¢ = pB? etb+c = o sont congrusa0, 1 ou- 1 modulo ¢,

ilreste a+¢ et b+ ¢ congrusal ou - 1 modulo g, soita et b congrus a 1
ou- 1modulo g car ¢=0(q) , mais ¥ =— 1 et o’ = 1 impliquent a = 1(q)
etb=-1(q).

1 est alors temps de se rappeler, quon avait signalé que

s = Z a’” 1_i(— b)i est du type « ,donc congrual, - 1 ou0modulo g,

i=0 p-1

cequiicidonnel,-1lou0 = Y 1-1 = p, modulo ¢, mais ¢ = 2p+1

i=0
donne 2p=— 1(q) et ce qui précede donnerait 2p=0, 2 ou—-2(¢q) :ily
a incompatibilité car ¢ = 7.

On a finalement trouvé une absurdité : I’hypothése p ne divise pas
abc est a rejeter.

2.9. On note G multiplicativement, et ¢ son élément neutre. Soit a
dans G - {¢}, son ordre divise 2p, c’est donc 2, p ou 2p. Si'ordre est 2p,

G est cyclique engendré par a et a® est d’ordre p-
Si a est d’ordre p, c’est terminé.

Il resterait le cas de G tel que tout élément a # ¢ soit d’ordre 2. Soit
a un tel élément, il engendre le sous-groupe H, = {a, ¢}, distinct de G,
donc il existe b, d’ordre 2, dans G\H,, .

Alors ab =e¢ est exclu, sinon b= a_l =aec H,. Puis
(ab)® = a(ba)b = e, (ordre 2) implique :

a’(ba)b® = aeb soit ba = ab, et les éléments {¢, a, b, ab = ba}
forment un sousgroupeH a 4éléments de G: dabord
ab = a,(= b =¢) est exclu, puis on a un sous-groupe, de table :

e a b ab
e b ab
a a e ab
b b ab a
ab ab b a

puisque a et b commutent.
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Mais alors 4 = card H divise 2p, donc 2 divise p. Si p = 2, en fait
vu 'hypothese tout élément de G — {¢} est d’ordre 2, on a le résultat ;
et si p premier est différent de 2, c’est que cette hypothese, (tout élément
d’ordre 2) est a exclure.

Dans tous les cas on a un élément d’ordre p.

2.10. 11 faut donc justifier I'existence d’'un élément d’ordre pg dans
G. On sait que 'ordre d’un élément divise le cardinal, pg, de G, (Théo-
réme de Lagrange), donc tout élément de G — {¢} estd’ordre p, ¢, ou pq.

Si tous les éléments de G — {¢} sont du méme ordre, p par exemple,
soit @ d’ordre p, H, le sous-groupe engendré est tel que tout a’,

1<r<p, engendre aussi H, car a’'#e¢, donc a  engendre un
sous-groupe de H,_, non réduit a {e}, son ordre qui divise p premier ne
peut étre que p.

Soit b ¢ H,, (ily en adans G\H, ), le sous-groupe engendré par a et
b est alors :

L={adb;1<rs<p, 1s<s<p},
car G est abélien.

Ce sous-groupe est de cardinal p2 , car avec 7,s,7,s' entre 1 et p,
(a'b’ = a’)bs') & (a'_r' = bs'_s) , et r#7 (donc aussi s' #s ) donnerait un
générateur a la fois de H, et de H,, qui seraient confondus, d’ou 4 dans
H,, ce qui est exclu.

Mais alors p2 divise pq : c’est absurde.

On dispose donc de a d’ordre p, et de & d’ordre ¢, dans G, mais alors
(ab) = 'V = ¥ #e, (p non multiple de ¢) et aussi
(ab)? = a®b? = al#e.

L’élément ab, distinct de ¢ (sinon a = b~ ! et a et b auraient méme

ordre ¢, premier), ne peut étre que d’ordre pg = card G : le groupe est
monogene.

2.11. Rappelons que si G, Go, ..., G, sont n groupes multiplicatifs,
on appelle produit direct de ces groupes, ’ensemble
G = {(x1, ..., x,) ; x;€ G, 1 <i<n}, (produit cartésien), pour
la loi de groupe (vérification facile) :
(%15 s ) * (V15 o3 V) = (X1Y15 -0 X,,9,,) , 'élément neutre étant le
n - uplet (e, ..., ¢,) , avec ¢; neutre de G;.
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Par ailleurs, si n = 3, il est bien clair qu’alors G est isomorphe au
produit direct de G, et du produit direct H = Gy xG3x...x G, .

On va donc justifier que U, ne peut pas étre isomorphe a un produit
direct G X H de deux groupes non triviaux.

Supposons qu’il existe un isomorphisme ¢ de U, sur G x H. Soit A

et B les sous-groupes de U, , respectivement égauxa ¢ Y(Gx {ey}) et

0" '({eg} x H).

Si xe AnB, c'est que @(x) e Gx{eyg}t N{egtxH = {(eg,ey)},
donc que x = 1, (egXey) étant élément neutre du groupe produit
GxH ;donc AnB = {1}.

Puis, G n’étant pas réduit a {¢g}, A n’est pas réduit a {1}, et B non
plus.

D’autre part un élément de U, est du type :

2im |\ 2im |2 2im |’
u = CXP —E; exp —_t;; exp o,
j4 j4 j4

avec 0.y, ..., 0, dans IN, ¢, ..., g, dans Z.
C’est encore :

exp (Qin[q—; +.. q_:J] , ce qui, en posant

u =
A
o = sup {0, ..., 0,}, se mettra sous la forme u = exp 2—170‘3
. p
avec g = Y qkpa_ * dans Z, et méme, si q est divisible par p on simpli-
k=1

fie, donc on peut imposer ¢ non divisible par p, et comme on a supposé
p premier, c’est que g et p sont premiers entre eux.

. . . , . g
On a dong, si G et H sont non triviaux, I'existence de a = exp %_%__

dans A-{1}, avec pAg =1, e N, et de b = eXpQZI—? dans
4
B-{1},avecrap =1,BeN.
Supposons par exemple o. = B, avec B>0,
B=0=>b=exp2irn=1).

4P

Alors ¢ = a =exp&qﬁitavecq/\p=1etﬁ>0,doncc¢l,et

¢, puissance de a, est dans A, (sous-groupe), donc ce A-{1}.
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Comme g et p, (p premier), sont premiers entre eux, il en est de méme

de g et p” donc, (Bézout), il existe u et v dans Z tels que uq + va =1,
d’ou

. B N
exp 2in exp 2im ugtvp | - exp 2ign exp (2ivm)
B B B
p p p
‘e A, etcest#]1, (lﬁ non entier).
P

Mais on a aussi r et pB premiers entre eux, donc il existe s et ¢ dans

Z tels que 7s + th = 1, donc la encore :

. B N
exp % exp 2im (r—ﬂs ;ﬁt J = (exp Q;Trﬁn) exp (2itm)

b, élément de B, # 1, (encore lﬁ non ent_ier).
4
Mais alors exp QL: € AN B, cet élément étant différent de 1, alors

que ANB = {1} : C’est absurde.

Donc U, n’est pas isomorphe a un produit direct.

2.12. Soit I 'idéal (a) + (b) , supposé principal, et x un générateur
de cet idéal. Comme a et b sont dans I, il existe o et f dans A tels que
a=o0xetb=Px.

Maisalorsy = ofx = oo-be (b),etaussiy = B-(ox) = B-ae (a),
puisque A est commutatif, donc I'idéal principal engendré par y est dans
(@) (b).

Inversement, si z est dans l'idéal (a) N (d), il existe u et v dans
l'anneau tels que z = au = bv.

Puisque (x) = (a) +(b), on a aussi r et s dans A tels que :
x = ra+sb = rox+sPx = (ro.+sP)x, puis :
z = au = oux = ou(ro+sB)x

ourox + us(ofx)

(or)(oxu) + (us)y.

Mais comme z = gau = bv = oxu = Pxv, on a encore
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z = (or)(Bxv) + (us)y = (rv) - (PBx) + (us)y
= (rv)y + (us)y = (rv+us)y,
et finalement on a l'autre inclusion (a) N () C (y), d’ou I'égalité et le
caractére principal de (a) N (d).

2.13. L'entier ¢—1 sera divisible par 2p, avec p nombre premier
impair si et seulement si il I'est par 2 et par p.

Comme g, premier, divise 2 _1 , impair, g — 1 est pair donc divisible
par 2. Il reste a justifier la divisibilité de ¢ — 1 par p.

Dans le corps K = Z/qZ, (¢ premier impair), I'élément classe de 2,
encore noté 2, engendre un sous-groupe multiplicatif de K - {1}, donc
son ordre divise g—1.

Or 2 = 1 dans Z/ gZ , donc cet ordre divise p, ce n’est pas 1, (2# 1
dans Z/qZ ), cet ordre est p.

Finalement p divise g— 1, d’ou ¢=1(2p).

Il convient de noter I'importance du Théoréme de Lagrange, (I'ordre
d’un sous-groupe divise I'ordre du groupe).

2.14. L'ensemble N des éléments nilpotents de A est non vide, (0 est
nilpotent), stable par soustraction, car si a et b sont nilpotents d’ordres
o et P respectivement, pour 7 = o+ 3, ona

(a-b)" =Y CZ(— 1)*a"*8" 1a formule du bindme de Newton
E=0
étant valable car I'anneau est commutatif.
Mais alors, si k=, b =0 ,kalors que k<P, soit — k>— B, donne
n-k>0+B-P =0o,donca” " =0.
Finalement a — b est nilpotent, d’'out N sous-groupe additif.

C’est une partie 0:permoitsg, car avec a dans N, nilpotent d’ordre a., et x
dans A,ona: (ax) =a x = 0,donc axe N, d’ou N idéal.

Dans 'anneau non commutatif .Z(R), les matrices a = [ g (1) J et
b=|9 g sont nilpotentes d’ordre 2, mais a+b = ( 2 (1) ), régu-
liere, n’est pas nilpotente, donc N n’est pas un idéal.

Dans Z/nZ, on aura a nilpotent si et seulement si il existe k entier
tel que a” = 0(n) , mais ceci équivaut a ¢ multiple du produit des facteurs
premiers figurant dans la décomposition de 7.
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o Q. o
Plus précisément, soit n = p; 1p22...pk" la décomposition en produit
de facteurs premiers de . Alors une puissance de a sera multiple de
Qo O . . .
p1pe Py sietseulement si chaque p; divise a.
En prenant alors a compris entre 0 et #, on a:

si chaque o; =1, seul a = ppo..p, =n convient, mais
a=0(n) = seul 0 estnilpotent ;

s’il existe des o; > 1, les éléments nilpotents sont associés aux a <=u, a
multiple de p,p,...p, .

n (ai_ D ’ 214
— =[] #: , chaque classe dans Z/nZ d’un élé
JAVER TR
ment a = mp,ps...p;, avec 1 < m < ¢, est un élément nilpotent, et ces

éléments distincts compris entre 1 et » donnent des classes distinctes
dans Z/nk.

Sig=

2.15. Les coefficients du binéme se trouvent en calculant

n
k& )
(1+x)" = 2 C,x , et, comme on veut évaluer le nombre de ces coef-
k=0
ficients impairs, c’est-a-dire congrus a 1 modulo 2, on se place dans K[x],

avec K = Z/27Z, ou, en notant o, la classe de C: ,ona:
n
(1+x)" = 3 o',

eton cherchele cardinal d, desk tels que o, = 1, (les autres étant nuls).
Lénoncé suggere de décomposer n en base 2.
On a déja, dans K[+], (1 + x)® = 1+x%, donc
(1 +x) =(1 +x ) =1+ , et, par récurrence sur p,
(1+x) 1+x d’oud =2.

S
Si on décompose n en base 2, en n = 2 B,2",avec B, = 0 oul,on

N T M 7
1+x)"= I Q+0° = JI Q+).
r=0 r=0
rtelque B, = 1 rtelque B, = 1
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On obtient, si on développe, et si m = card {r, B, =1}, une somme
de 2™ monémes tous distincts, de coefficient 1, obtenus en prenant

T

2
dans chaque facteur, 1 ou x
Comme les valeurs de r sont distinctes, en notant 7y, 7o, ..., 7, les m
valeurs, (supposées ordonnées), et en posant, pour 1 <i<m, ¢, =0,
7.

Py i
' “™¢ facteur on choisit 1, (resp. x° ), on obtient

(resp. 1), sidans le ¢
n 81271 +. +em2r"'
1+x)" = Y x ,
(€1 €9, E,) € {0,117
T T,
etles puissances £,2 ' +... +£,2 " sont distinctes, pour des m-uplets dif-
férents, I'écriture en base 2 d’'un entier étant unique.

. . . A k . .

Finalement, ona 2" coefficients du binéme C, ., 0 <k =<n,impairs,
avec m = nombre de chiffres non nuls dans la décomposition de n en
base 2.

2.16. D’abord un tel groupe existe, celui des racines quinziemes de
I'unité par exemple.

Puis, G, contient ¢” = e, il est non vide, et si x et y sont dans G,

_1.a

)

. -1
avec x = u* ety = v*, comme G est commutatif ona xy = (uv
dans G,, qui est donc un sous-groupe.

Qui dit « premiers entre eux » déclenche... Bézout. Il existe donc p et
g entiers relatifs tels que pa +¢b = 1, donc pour toutx de Gona:

x =% = (xa)p(xb)q ,avec x” dans G, , stable par « puissance »,

donc u = («*) dans G,, et de méme, v = (")’ dans G,, d’olt 'exis-

tence d’'une écriture x = uv.

; : -1 -1
Si on a aussi x = u'v' = uv, Cest que u u' = vv"  est dans

14 hs b
G, N G,. Notons alors z un élément de G, G,. Il s’écrit z = s* = ¢,

b b b . A
doncz’ =5 =5" = e etz® =" = " = ¢, mais avec les mémes p et

g,ona:

2 = z1 - zap+bq _ (Za)ﬁ(zb)q c.

Donc G,N G, = {e} et deux écritures uv = u'v' de x quelconque

. L -1 -1 N
conduisenta u u' =vv' =edouu=u etv =1.
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2 .
Posons @(x) = x~, comme G est commutatif, on a :

o(xy) = (xy)2 = x2y2 = @(x)¢(y) donc ¢ est un morphisme de
groupe.

Comme n est supposé impair, avec n = 2p+1, en posant

v(y) = y‘“l,onaura (eow)(y) = ()’PH * )’2P+2

vu I’hypotheése sur G, ma.ls auSSI ==y
oo = (A =2 =" x = x.
Donc @Oy = yo¢ = idg, dou ¢ automorphisme d’automor-
phisme réciproque V.
Plus généralement avec k premier a n, p et q tels que pk+qn = 1,
si on pose @(x) = " et \|I(x) xﬁ , on aura ¢ et y morphismes, et :
o(y(x)) = (x‘b) =x-(x") Tavecx” = e,

donc ¢ Oy = idg etc’estaussi Yy © ¢ donc ¢ ety sont des automorphis-
mes réciproques I'un de l'autre.

2.17. Avec p = 4g+ 1, I'ensemble S n’est pas vide, car avec x = 1
ety =¢,z=1(ouy =1,z = ¢q), onades points de S.

De plus S est fini car I'égalité X+ 4yz = p, avec p premier, exclut la
possibilité d’avoir y ou z nul, et, comme on a des entiers, on a x < ./p
d’une part, puis 4yzsp:ys£<§ car z =1, et de méme zsg.

La maniere de définir ¢ est cohérente, le seul probléme venant de
I'inégalité y —z < 2y, orl'inégalité 2y <y-z < y+2z < 0,avecy etz dans
IN, elle n’est possible quesiy = z = 0 d’ou X = p avec p premier et x
entier : c’est exclu. Donc pour les points de S on a forcément y—z <2y
et apres, on ne peut pas avoir x = y—z, sinon

(y —z)+ 4yz = (y+ 2)° = p premier :non; ni x = 2y, car alors
on aurait, sur S, 4y2 +4yz = 4y(y+2) = p, avec p=1(4) : non.

On place alors x par rapport a y—z et 2y d’out la « partition » de S
utilisée pour définir @, (les guillemets car des parties peuvent etre vides).

On doit vérifier que @(S) <S. Il est clair que ¢(S) c IN®. Dans le
deuxieme cas par exemple, on vérifie que

(2y--ac)2 +4y(z+x—y) = 4y2—4xy +x+ 4yz + 4xy—4y2
=%+ 4yz = p.
On procederait de méme dans les autres cas, d’ou @(S)cS.
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Puis (p2 = idg . Supposons (x, y, z) dans S avec x<y—z.

Soit (X,Y,Z) = ¢(x,9,2) = (x+2z,2,9y—2-%x).Ona:
2Y-X = 2z-22-x<0, (x = 0 est exclu, sinon 4yz = p, p
premier : c’est difficile, d’autant que p=1(4)), dou 2Y <X, donc
oX,Y,Z2) = X-2Y,Z-Y+X,Y), soit:
O (x,9,2) = (x+22—-22z,9y-z—-x—2z+x+2z2,2) = (x,9,2).
Je suppose que dans les deux autres cas il en est de méme. Je vous
avouerai que je ne I'ai pas vérifié.

D'olt ¢° = ids.

Point fixe. Peut-on avoir x<y—z et ¢(x,y,z) = (x,9,2), soit entre
autres, x+2z = x ? Non, car z = 0 conduit 3 x° = p, p premier, c’est
exclu.

Peut-on avoir 2y<x et (x,9 z) point fixe? On devrait avoir
x—2y = x douy = 0 etla méme impossibilité.

Enfin, avec y —z<x <2y, on aura un point fixe si de plus :

2y—x = x, douy = x;
y =9, c’est possible ;
z+x-9y = z, c’est encore x = y.

Pour étre dans S, il faut de plus que X +4xz = 4g+1 = p, soit
x(x+4z) = p, premier, dou x =1 et x+4z =p, (car x = p et
x+4z = 1,donneraitx = p = 1 etz = 0 : exclu), d’'ou

z= p;x = 4q+41-1 = ¢ : on a un seul point fixe, si ce point

(1, l,%l) vérifie la double inégalité y —z <x <2y soit 1 —%1 <1:

vrai; et 1 <2 :vrai

On considere alors 'action du groupe G = {idg, ¢} sur S, en notant
a le point fixe. L'orbite de a est de cardinal 1, les autres sont de
cardinal 2, (Vx#a, @(x) #x et (p2(x) =1idg(x)), s’il y a k orbites on a
2k + 1 éléments dans S, (équation aux classes).

Il en résulte aussi que toute involution sur S aura au moins un point
fixe, et ceci est vrai sur tout ensemble de cardinal impair.

Or y: (x,9,2) ~ (x,2,9) est une involution sur S, (roles symétri-
ques de y et z dans la définition de S), donc y admet un point fixe
(w, v, w), tel que WY(u,v,w) = (y,v,w), dou v = w, et Iégalité
uP+40® = p= u® +(20)° : I'équation i+ y2 = p abien une solution.
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2.18. Sip divise m et g divise n, le produit pg divise mn. Puis si r divise
mn, si p est un nombre premier divisant r, d’exposant ¢ dans la décom-
position de r en produit de facteurs premiers, p divise m, ou 7, mais pas
les deux puisqu’ils sont premiers. Si par exemple p divise m, on a p
divise m, et finalement r s’écrit sous la forme r = uv avec u divise m et
v divise n.

Si on note S, I'ensemble des diviseurs de %, on a donc :
S,n ={uv;uel, ,veS,},
lorsque m et n sont premiers entre eux.

Donc 6, = = Y u )
(u,v) € SmxS ueS, eS
=0, Y u=0,0,=0,0,
ue S,

2.19. Sionnote A = 2 M, cette somme est stable si on permute
Me G
les éléments du groupe fini G, or pour M,, fixé dans G, I’ensemble des

MM, lorsque M parcourt G, redonne G, (on translate a gauche dans
un groupe), donc MgA = A.
Mais alors, (pas de jaloux) :

Y MA = pA = ( Y, Mo)A = A%, et a fortiori en notant

MoeG MOEG
ZM A ona:
MeG
U2=%A2=%pA=1A=U,
2 P p

donc U est un projecteur.

Si A est de trace nulle, U est de trace nulle, donc ce projecteur est
nul, (valeurs propres 1 et 0, un projecteur est diagonalisable, donc sa
trace est la dimension de I'image).

1

2.20. Avoir u = 4 etu' = %, rationnels écrits sous forme irréduc-
q

tible, tels que Wiot =1, implique que q'2p2 + q2p'2 = q2q'2 , d’ou des
entiers a = ¢'p, b = qp' et ¢ = qq' tels que a®+ b’ =
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Réciproquement, avec a, b et ¢ entiers tels que : a+b’=c,s
non nul, (¢ = 0 impliquant @ = b = 0), les rationnels u = +
v =+ 2 vérifiant Pégalité u”+9° = 1.

Or, avec a, b et ¢ entiers, E+b = équivaut a

a® = -0 = (c-b)(c+b).

Pour b quelconque et ¢ = b+ 1, cette égalité s’écrit a®=2b+1.

Mais alors, partant de a entier impair, ¢ = 2n+1, on aura
a® = 2(2n° +2n)+1, donc on peut poser: b = 2n°+2n et

2

22n+1 v=+ 22n +2n . tels

2n" +2n+1 2n"+2n+1

2 9 . . . .
que u” +v~ = 1,uetvdans@, etil suffit de vérifier que, pour n variant,
on a une infinité de valeurs distinctes.

) N
c=2n"+2n+1, dou u ==

2x+ 1
21" + 2x + 1
— 4x" — 4x, donc négatif pour x positif. Cette fonction de x est stricte-
ment monotone pour x =0, donc les n de IN distincts donnent des

Le numérateur de la dérivée de f: x — est, sauf erreur,

f(n) distincts : on a bien une infinité de points de @’ sur le cerdle.

2.21. Soit E de cardinal z. Une relation binaire ZZest déterminée par
la partie #(Z#) de ExXE formée des couples (x, y) tels que x%Zy, (en

2
particulierilya 2" relations binaires), et dire que % est réflexive donc
que x%x pour tout x, équivaut a dire que la diagonale

A = {(x,x),x€ E} estdans #(Z#). Comme il reste ni-n couples pos-

2
sibles a adjoindre 2 A, on a 2" ™" relations binaires réflexives.

2.22. Un tel exercice ne compte pas : vous devez en faire un autre.
En effet, pour tout k vérifiant 2<k<sn+1, x, = k+(n+1)! est divi-
sible par k, ce qui donne bien 7 entiers consécutifs non premiers.

BN

2.23. Comme 21 = 3x7, l'exercice équivaut a justifier que
9“7 45 est divisible par 3 et par 7.
Dans le groupe multiplicatif Z/3Z - {0}, 2 est d’ordre 2, donc 4"

n

étant pair,ona §(4 - 1,dou 9®) 5= (1+5)(3),soit encore=0(3).
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Pour la divisibilité par 7, on doit justifier que 2 est congru a 2
modulo 7, ou encore, que dans le groupe multiplicatif Z/7Z - {0}, on
a:2%) =3 , Soit g b 2 1, ce qui revient 2 justifier que l'ordre de
9 divise 4"~ 1. Comme 2° = 8, 0ona 3% = 1 : Tordre de 2 est 3, or

4=1(3), donc 4"=1(8) et 4"~ 1 est bien divisible par 3.

2.24. On cherche a quoi est congru 31%%

, modulo 100, ce qui
revient 2 chercher le plus petit entier p tel que 3’ =1 mod (100), puis 2
diviser 1993 par p pour ne considérer que le reste 7 et 3" modulo 100.
Comme 3” = 100k+1 = 10- (10k)+ 1, si p convient on a g’=1
modulo 10, donc p est multiple du plus petit ¢ tel que 37=1(10).
Ona 3 =3(10), 3° =9(10), 3> =7(10), 3* = 1(10) , donc p est du type
4k, etalors 3 = (34" = (81)".
Ona 3" =81'=81 mod 100,
3° =81°=61 mod 100,
3% = 81°=41 mod 100,
3'° = 81*=21 mod 100,
3 = 81°=1  mod 100,

tous ces calculs se faisant de téte car, par exemple, 61 = 60+1 et
81 = 80+ 1 donc 61x81 = 4800+60+80+1=40+1 mod 100...

Puis 1993 = 20 x99 + 13, donc 31 = (3%)* x 8" est congru 2

3"® modulo 100, avec 3% = 3%2x3 et 812 congru a 41 modulo 100,

donc 3" congrua 3 x41 = 123 modulo 100 et finalement 319 =93

modulo 100.

Remarque. Si on veut les trois derniers chiffres, on cherche d’abord
le plus petit entier n tel que 3" =1mod 1 000, ce qui implique 3" =1
mod 100, donc = est du type k - 20 . On cherche alors a quoi est congru

32 modulo 1 000, pour trouver le plus petit k£ tel que (320)k51
mod 1 000...
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2.25. Avoir un élément x inversible dans Z/nZ, c’est-a-dire avoir
I'existence de y tel que xy = 1, avec x représenté par I'entier g, revient
adire qu’il existe u, représentant y, tel que qu =1 mod 7, ce qui équivaut
a I'existence de v dans Z tel que qu+nv = 1, donc (Bézout a la res-
cousse) que g et 7 sont premiers entre eux.

Sin = p", avec p nombre premier, on est donc ramené 2 compter
le nombre d’entiers 7, compris entre 1 et p™, premiers 2 p, c’est-a-dire
non du type kp, avec 1<k<p" '. Ilya donc p"-p" ' éléments
inversibles dans Z/p™Z, si p est premier.

On congoit que 'on peut aborder ensuite le cas de n = prlnl p;ﬂ? , avec
P et po premiers : il faut évaluer les entiers non multiples de p, ,nide p, .

Orilya pﬁ multiples de p; inférieursan ; pﬁ multiples de p, inférieursa
1 2

n, et —— multiples ala foisde p, etde p, :ilrestedonc n — — — — + —

y2V2 P P P2 p1 P2 Pipe

éléments inversibles dans Z/ p’lnlp;nzz, avec p; et p, premiers, et
my My
n=p by

2.26. On décompose x et y en produits de puissances de nombres

premiers sous la forme x = [[ p™ ety = [J P, P et P, dési-
pe A q9¢ %,

gnant les nombres premiers figurant, (en nombre fini) dans ces décom-

positions, les o, et B, étant entiers non nuls, ceci six et y sont non nuls.

Légalité ¥’ = y* étantimpossiblesi x = 0 et y= 0, cette écriture de
x ety est licite, et ¥’ = y" s’écrit :

Yo xB
p[[@ﬁ ' = H.q !

qe 9;
avec x et y non nuls. Mais alors les ensembles &, et &, sont les mémes, et
Lo B T4
enécrivanty = [] p ?, on ales égalités yo, = xB,, pour tout facteur
pe %
premier p.
Comme x #y, supposons par exemple x <y, I’égalité entre entiers :
o B
_ . . 2 P P
yo, = xB, implique B, > o, donc p * divise p *, et ce pour tout facteur
premier p de &, = &, finalement x divise y.
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Posons y = kx avec k entier # 1 et # 0. On doit avoir = (kx)" ou
k-1
encore %71 =

= k*, soit encore x(k—1)Inx = xInk, avec x# 0, donc x
et k sont tels que (k—1)Inx—Ink = 0.
Etudions, pour x fixé, la fonction £ ~— f(k) = (k- 1)Inx—Ink,ona

Ry 1
f'(k) = Inx %

Mais pour x entier = 3, Inx>1, et comme k est entier> 1, %< 1,
donc f'(k)>0 si k>1 :lafonction f est croissante et f(1) = 0 : pour
k>1 elle ne s’annule pas.

S’il y a des solutions, ce ne peut étre qu’avec x = 1 ou 2.

Pour x = 1, on doit avoir — Ink = 0, donc k =1 ety =x,

c’est exclu.

Pour x = 2, on doit avoir (k—1)In2-1Ink = 0, qui admet £ = 2
pour solution, unique car avec cette fois f(k) = (k—1)In2-Ink et
f'(k) = In2- % ,quis’annule en k = ing’ On 2 pour variations :

1
k l m + co
f(k) - 0+

f (k) 0\ /

donc fadmet un seul zéro>1,cest k = 2,douy = 4

Finalement les couples solutions sont (2, 4) et (4, 2)

2.27. Comme p, divise p; et p_,, prp 2' ! est un entier, 7, avec

Po
e -1)(N;+1 1
= H—)S;) H(I—Ni?),et, si pour tout %, [N;| > 1, cha-

z i=1

que facteur 1 - = étant dans ]0, 1[, r ne serait pas entier. Donc il existe
N;

itelque [N} = 1.
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On suppose désormais les N; dans IN*, donc = 1, on a alors 1'exis-
tence de ¢ tel que N; = 1, on peut supposer 'indexation telle que
Nl = ]. .

Supposons justifiée I'hypothése de récurrence % suivante, avec
lsr<gq, #Z :onarentiers N; valant 1, 2, ..., .

7, est vérifiée, on suppose % vérifiée avec r<gq, et I'indexation
telle que N; = 1, N, = 2,...,N, = r. Les N; étant distincts, si ¢>7 on
aura N;>7r.

On aalors p_,_; divisible par Po , ce qui s’écrit encore :

=¢% = H(z—r ) H entier, avec :

0 i=1 i=r+1

_EnNEE-1)..(=1) r+1 r+1
AR I (-5 ) v I (1-5)

entier.

Si alors, pour chaque i=7+1, on avait N;>7+1, les 1 _r+l

i
seraient dans ]0, 1[, leur produit aussi, et s ne serait pas entier relatif :
c’est exclu.

Il existe donc i, =7r+1 avec Nio =<7+ 1, et comme les entiers non
nuls, Nj sont tous distincts, = 1, et que 1, 2, ..., r sont déja pris, on a
k) .
NiO = T+]. dou Z.'_l

Par récurrence 7/(} est vraie, d’ou le résultat.

2.28. On va en fait s’inspirer de I'algorithme d’Euclide.

Si on divise @ par b,ona g, et ry, 0 <r;<b, tels que a = qyb+7,,
et soit ry = 0, auquel cas aAb = b, soit 7,>0 et dans ce cas
anb = bAry.On divise b par 7y ...

En fait on introduit une suite double, (7, ¢,,), avec :

b=qry+n , 0<ri<ry;
Yo = q271+7’2 N 0<1’2<7‘1;

2= GpTn 1t 7y O<'rn<rn—l;

Tn-1 = qdn+17n
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et anb = r,. Le processus s’arréte car la suite des r, est strictement
décroissante : au bout de & divisions au plus on a un reste 7, ; nul.

A chaque couple (a, b) d’entiers non nuls, on associe donc un entier
n, et une suite de quotients g, 4y, ..., g, -

Nous allons justifier, par récurrence sur n, que :
-¢; 1 0.. 0 0
-1-¢g,1... 0 0

/2

0 0 0 -1 -4,
Sin=1,0ona:a = gyb+ry etd = g,ry+ 7, donc:

aq: = 90410+ 4179 = 40916 +b -1 d’ou

1 = anb = (qyq,+1)b-aq,

= -9 1
= al-q)| +b
-1 -q
Si on suppose le résultat vrai pour tout couple d’entiers, dont I'entier

associé est < n ; soient alors a et b conduisant 2 n+ 1 et une suite
90> 915 - 4, +1 de quotients.

En fait a Ab = b A7y, et, les opérations étant décalées d’un cran,
pour le couple (b, r)) on al'entier n et les quotients ¢'y = ¢1, ¢'; = g9,
s ', = ¢,,1,donc, en appliquant I'hypothese de récurrence au couple
(b,79),0ona:
anb =1, =bAr
- q2 1 . O - ql 1 . O

1 -q. - ~1 - .
= b S, 13\ S +r0 S q2~ N
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soit, avec ry = a—qgb,

-1 1 O -9 1 \ O

-1-gqy -1-g5°
Tpe1 = @ <. \qQ +b < gs L
AR 1 RESRN 1

O \‘:\l\lqn+1 O \\:\i:;qn+l

- qob .. ‘!2 \\\1
O ~~\_~‘1~::qn+l
-0 1\0 -9 1 0
=a _1;_32\ vo| LoD ;
O ;l_.qn+l O ;~l:qn+1

(si on développe par rapport a la premiére colonne) : c’est bien la forme
voulue a 'ordre n + 1.

2.29. Soit ¢ un diviseur premier de p non premier, on a
2<g<p-1,doncgqdivise (p—1)!.

Mais alors, si p divise 1+ (p — 1)!, a fortiori q diviserait 1+ (p—1)!,
donc il diviserait 1, avec g = 2 c’est assez difficile.

P_l p-l '2
2.30. Ona N = (p-1)I* Y l2 =y ((J’;kll) : C’est un entier,
k=1 k=1

comme somme de carrés d’entiers.

On consideére le corps Z/pZ, (p entier premier), et, en notant 7 la
classe d’équivalence de I'entier 7, montrer que p divise N revient 2 mon-
trer la nullité de N .

Pour 1sk<p-1,o0na k#0 dans Z/pZ , donc il existe un inverse

de k dans ce corps, et (k) ! est représenté par un (et un seul) entier k'
compris entre 1 et p— 1 : on a donc une bijection 0 de {1, ...,p—1} sur
lui-méme, tel que k' = O(k) soit tel que kk'=1 modulop: on a un
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entier 7, tel que kk' = kO(k) = 1+7,p, dob =k'_%i” et

| -t

kl2 = (e(k))2+k%(r§p—2rkkk'), ceciavec k' = 0(k).

On a une relation du genre 12 = (G(k))2 + %sk avec s, entier, d’ou
k k

p-ll 9 p—lsk
2—2 z<e<k)) +p Y
k= =1k

Les G(k) redonnant {1,2,..,p-1}, la somme des carrés vaut

e-1) 6(2 -1 , et, en multipliant par (p - 1)!2 , on obtient

p-1
N = ((p—l)!fz 12
=p- M!’_((p DY +p- 2 (M)_)

c’est un entier qui contient p en facteur, (p = 5 , donc le 6 en dénomina-
teur ne simplifie pas p, en fait 2 et 3 figurent en facteur dans (p - 1)!).

On a bien N divisible par p.

2.31. On peut essayer de démontrer que :
soit xy = yx, pour tout couple (x, y),
soit xy = — yx, pour tout couple.
Pour cela, on fixe x, dans A, et on introduit les parties :
A(xg) = {ye A;yxy=xqy} et,
A(x0) = {ye A;yxo =%y} -

Ce sont des parties non vides de A, (toutes deux contiennent 0), sta-
bles par addition, (distributivité), et passage a 'opposé car si yx, = x4y,
on a — (yxg) = — (x0y), soit (— y)(xg) = xo(—y) ; et de méme I'égalité
9%y = — x5y donne — (yx) = x5y soit (— y)(xg) = — (x9)(— ).

Comme I'hypothese permet de dire que tout y de A est dans I'un des
deux sous-groupes additifs A.,(x,) ou A_(x,), et qu'un groupe n’est
jamais réunion de deux sous-groupes sans que I'un contienne I'autre, on
aA,(xg) cA_(xg) = A, (ou A_(xg) CA.(xg) = A).

Dans le premier cas, yx, = — X,y , pour tout y de A, dans le deuxieme
cas yx, = %y pour tout y, et il ne reste plus qu’a voir si on peut, lorsque
x, varie, avoir les deux types d’inclusion ou non.
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Soitdonc E_ = {xe A; A.(x) cA_(x)} et,

E.,={xe A; A(x)cA,(x)}, ce qui revient a dire que
={xeA;A (x)=A} etE, = {xe A; A, (x)=A}.

Ces parties de E sont non vides, (toutes deux contiennent 0), stables
par addition et passage a 'opposé. En effet, six et x' sont dans E, , alors
pour tout y de A, y est dans A,(x) et A.(x'") donc on a yx = xy et
yx' = x'y d’ou par addition : yx+yx' = y(x+x') = xy+x'y = (x+x")y,
d'ol x+x' dans E, .

Mais de méme, pour x dans E,, I'égalité yx = xy, valable pour y
quelconque de A, donne — (yx) = y(— x) = — (xy) = (- x)y, dou — x
dans E, .

Les vérifications se font sans probleme pour E_, et on se retrouve la

encore, avec deux sous-groupes du groupe additif A, de réunion A : 'un
des deux contient 'autre.

Si E_.cE,, cest que E, = A, donc tout x de A est tel que
A.(x) = A, d’ou pour tout y de A, yx = xy et A est commutatif.

Si E, c E_, on obtient un anneau anti-commutatif, ou pour tout cou-
ple (x, ), xy = — yx.

- n! (n—k)!
2.32. 2) Ona C.Cok = FE =1 GoBin—p)!
n! p!

Pl(n p)l kl(P k)l’

donc la somme cherchée devient :

)4
2( D*C,Ch T = Y Ch- D'C, = Ch(1-1) = 0,sip=>1
k=0 k=0
car pour p = 0 il reste (- 1)00202 =

b) Le produit ck A, _; estle nombre d’éléments du groupe symétri-
que ayant exactement k points fixes, car ces permutatlons sont obtenues
en choisissant les & pomts fixes, ceci de C facons différentes, et pour
chaque choix il reste a2 permuter les n -k elements restant, sans point
fixe, ce qui se fait de A, _, facons distinctes.

En faisant une partition de %, (de cardinal »!), suivant le nombre

n
de points fixes, on obtient n! = Y’ cia,_,.
k=0
¢) Laformule dub) donnant A, en fonction des Aj ,pourj<n-1,
on peut procéder par récurrence.
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OnaA, = O (il n’y a que l'identité dans S, ), et
T (S 1)’ , 1)

0! 1!
Par contre on estamené, dans b, aposer A, = 1 pour considérer I'iden-

) = 0 est vérifiée.

. . . -1
tité, ayant n points fixes, et avec cette convention,ona A, = 0!( O') =1.

1
=21 1-

Supposons que A, = k!' )’ (_#7 soit vérifiée pour k <n -1, alors :

Si vous y tenez A,

j=0
n-k i
A, =n-3 c’;[z (n-k)!(;#]]
k=1 F= °
n n-k ) ' —_B)!
==Y Y (-1Y k!(n” k)' (n]_! )
k=1j=0
n n-k
=nl-Y Y (- 1YCiC_(n—k—j)!.
k=1j=
On pose j = p—k],p variant de k a n, d’ou :
A, =nl- 2 3 (- 1Y RCiC -,
k=1p=k

et que faire de sérieux si ce n’est intervertir les sommations, d’ou :

i P
An == 2 (”—P>’[Z (- l)ﬁ'kc’;c’;:’;i]
p=1

k=1

n p
-y (n-P){(— 1D W D eul oA )

p=1 k=1

=-(- I)OCSC‘,", d’apreés a),
donc :

_ 1Pl n!
R le(n P p'(n—p)!

=n![1+ zn:(_—']= 'z(_l)p,
p=1 '

ce qui est bien le résultat cherché.
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2.33. Lensemble, non vide, E, des a + b./2, avec a et b dans ® est
stable pour la soustraction de IR, c’est donc un sous-groupe additif.

On a stabilité pour le produit car, avec a, b, a', ' dans @ :

(a+b.2)(a' +b2) = aa' + 2bb' + J/2(ab' + ba') est dans E, donc
E est sous-anneau de RR.

Supposons a et b de @ tels que a+ b2 = 0. Si b#0, on aurait
ﬁ = - ab_1 dans @, et avec ﬁ = 5 irréductible, I'égalité 2q2 = p2
conduit a 2 divise p, d’ou p = 2p' pair, et 2q2 = 4p'2 a son tour don-
nera ¢ pair, ce qui est incompatible avec I’hypothese 'g irréductible.

Donc a+b4/2 = 0=b = 0 et a = 0, la réciproque est évidente.

Soit alors a + b2 #0 , (donc (a,b)#(0,0)).Ona:
(a+b2)(a-bA2) = a®~2b%, non nul, car a®—2b° = 0 avec

a

2
a#0 (ou b#0) implique b#0, (ou a#0), dou 2 = % et 2 = g
dans @.

a—bﬁ

a®—2p°

Donc

est,dans E, inverse de a + bﬁ ,d’ou E sous-corps de IR.

Soit f un automorphisme de E.

On a f(x+y) =f(x)+f(y), pour tout (x,y) de E*, dol
f(2x) = 2f(x), et par une récurrence immédiate, pour n dans IN et x
dans E, I'égalité f(n-x) = nf(x).

Comme f(0) = 0, (prendre y = 0 dans f(x+y)), onaaussi:

flnx+ (= n)x) = 0 = f(nx) +£((= m)x) = nf (x) + (= n)x),
donc f((- n)x) = (— n)f(x) et 'égalité f(p-x) = pf(x) valable cette
fois pour tout (p,x) € ZXE.

Puis, (morphisme d’anneau), f (12) =f(1) = (f(l))2 donc
f(1) = 0 oul, mais fautomorphisme, donc f(1) = 0 estexclu, il reste
f(1) =1 et f(p) = p pourtoutpdeZ, (x = 1 dans ce qui précede).

En écrivant g¢- -;- =1, on en déduit que pour ¢ entier,

1) o . 1 1 pY_ P .
1=g¢g- (—), d’ou (—) == et ( ) = £, donc sur les rationnels
7/ ) q q / q q /
est 'identité.
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On a (f(/2))° =f((2)°) = f(2) = 2, donc f(4/2) = €2 avec
€ = 1 ou-1, etalors, avec x = a+b2 dans E,aetbdans ®, ona:

fla+b2) =f(a)+f(b- 2)
=f(a) +f(b)-f(J2) = a+be 2.

On vérifie enfin que les deux applications f, et f. définies par :

fl@a+b:2) = a+bJ2 et
fa+bJ2) = a-bJ2,

sont bijectives ; et ce sont des morphismes de corps car :
fol(a+bJ2)(@ +b2)) =f(aa' +2bb' + (ab' +ba')42)

= aa'+2bb' +&(ab' + ba') 2,

alors que :

fla+bR)f (@' +b2) = (a+ebi2)(a +eb A2)

= aa' +2e%bb + e(ab' + ba') 2

2 S Yg v .
avec € = 1 d’ou I’égalité. On a exactement deux automorphismes de
corps.

3

2

2.34. a) Si 3, irréductible, est zéro de xX3-29 , on aura p3 = 2¢q
d’ou p pair, et avec p = 2p', ona 4p'3 = q3 , d’ou ¢ pair, mais alors 2
n’est pas irréductible. Donc X’-2 na pas de racine rationnelle.

Or, si P est un diviseur, (non constant), de X% -2 dans ®[X], il existe

Qe @[X] tel que PQ = X®-2, donc I'un des deux polynémes est de
degré 1 et admet un zéro dans ® : c’est exclu, d’ou X3 - 2 irréductible

sur @[X].
b) A = {a+ba+ca’; (a,b,c)e ®} estnon vide, stable par diffé-
rence donc A est sous-groupe additif de €. Comme o’ =2 @CA,et

o' = 20, A, A est stable par produit : c’est un sous-anneau (commu-
tatif) de C.

Puis 1, a et o sont linéairement indépendants sur ®, car I'existence
d’un triplet (a, b, ¢) # (0, 0,0) tel que a+bo + co® = 0 se traduit par
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I'existence d’'un polynéme P(X) = a +bX + ¢X? de ®[X] annulé par ¢,

donc le reste R(X) de la division de x®-2 par P(X) est un polynéme de
degré 1, si P est de degré 2, annulé par o ; et si P est de degré 1, on a
P e ®[X], de degré 1, annulé par o.

Dans les deux cas o, zéro d’'un polynéme de ®[X], de degré 1, est
dans ®, ce qui est faux.

2 y .
Donc 4 = a+ ba+ ca”, est un élément non nul de A si et seulement
si (a,b,¢)#(0,0,0).
. 2 2
Soit 4 = a+bo+ca” non nul dans A, et, pour z = x+y0. + 20
. - .
dans A isomorphe a I'espace vectoriel ® sur ®, on pose :

fu(z) = uz = (ax +2bz + 2¢y) + 0(bx + ay + 2cz) + 0L2(cx +by+az).

Vu la décomposition de uz dans la base {1, a, 0L2} de Asur @, ona
[, linéaire. Elle est injective, car uz = 0 avec u #0 donne z = 0, tout

étant dans A c €, corps. Donc f, est surjective, et il existe en particu-
lier ' dans A tel que f (¥') =1 = uu', dou u' = u ' inverse de u
dans €, qui est dans A. On a A-{0} sous-groupe multiplicatif de
C-{0}, donc A est un sous-corps de C.

2.35. a) Comme G opeére sur E et que 'on considére card (E), on
pense a I’équation aux classes. Rappelons ce dont il s’agit.

Pour x dans E, G, = {g; g€ G, g-x=x} est un sous-groupe de G,
(le groupe d’isotropie de x, ou le stabilisateur de x) car 1-x = x donc
1eG,, et si geG,, on a g 1. (g-x)=g '.x mais Cest aussi

g lg) ‘x=1-x=x,donc g '€ G,, et on vérifie facilement la stabi-
lité par produit de G, .

Puis on a (g-x=g"-x) = (g" 1g-x =x)g" lge G, soit encore
équivalent a ge g'G, : il y a exactement card G, éléments de G qui
donnent chaque image dans l'orbite de x, qui est I'’ensemble
O, ={gx;ge G}.

On a donc card G éléments dans 'orbite de x.

card G,
Par ailleurs, les orbites forment une partition de E, car chaque x de
E est égala 1-x donc est dans son orbite, (comme les choses sont bien
faites), et si x'€ O,, comme il existe g dans G tel que x' = g-x, soit
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x=g '.x', tout élément h-x = k- (g_l -x') de l'orbite O, est dans
O, , et réciproquement, donc O, # O, implique O,N O, = @.
On a donc card (E) = Y, card (orbite).

orbites

Ici, x e e O, = {x}, orbite de cardinal 1.

Ily a donc card (EG) orbites a un élément, et les autres orbites sont

card G

de cardinal m , €

ntier du type p’, avec r=1.

On a donc card (E) = card (EG) +somme d’entiers multiples de p,
d’ou card (E) = card (EG) (mod p).

b) Soit E = {(xy, ..., x,) € H, x,x5...x, = 1}, H groupe fini ayant n
éléments.

Un p-uplet est dans E, si on se donne x,, %y, ..., x,_, quelconques,
(d’ou nf ! choix), et que x, est choisi de facon que (x; ... L l)xp =1,
doux, = (xp_l)' . (x1)” ! obtenu de maniére unique. On a n?~! e
ments dans E.

Ce sont des p - uplets, et on veut faire agir G = Z/pZ, additif, sur
E. En notant (6, i, ..p—1) les éléments de G, on peut poser
k- (%1, X9y .o Xp) = (X415 os Xp X1, X9, .o, %) , @ cOndition que le produit

Xp 1% 42 - XpX1Xg ... X3 SoOit €gal a 1, ce qui s’obtient en remarquant
que :
X1%g .. Xy = 1 (xq . xy)%) = xy,

-1 -1
=>x1 (x1x2 eee xpxl) = xl xl = 1,
SOit encore xxs ... X,X; = 1, et on itére ce calcul.

On vérifie que G opére ainsi sur E, et on applique le a), en cherchant

EC = {XeE;k-X=X,k=0,1,..,p— 1}, soit encore I'ensemble des
X de E tels que :

(21, X9y «.vs xp) = (%9, X3, -.. X4 x1) = (X3, Xgy ooy Xy X1, X9) = ...
= (x > x19 x2’ sy xp- 1):
ce qui équivaut a x; = x, pour ¢ = 1,..,p, avec =1 , (et voici les
éléments d’ordre p : tout vient a point a qui sait attendre !).

D’apres le a) le cardinal de I'ensemble des x de H, avec o =1 , (pest
premier) est de cardinal congru au cardinal de E, modulo p.
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OrcardE = n’ ', avec pquidivisenet p—1= 1, (p premier), d’'ou

le cardinal de I'ensemble des x de H tels que o =1 est congru a 0
modulo p. Cet ensemble, qui contient 1, n’est pas réduit a 1, doncil existe

xe H-{1},telque »’ = 1,xestbien d’'ordre b, car p est premier.

c) Soit H un groupe abélien d’ordre n, et m un entier tel que pour
tout x de H, x™ = 1. On sait, d’apres le b) que si p, premier, divise 1, il
existe x d’ordre p, et comme x” = 1, m est multiple de p.

Comme m est multiple de chaque nombre premier p divisant 7, si

. P o
o = sup des exposants des nombres premiers divisant n, m  sera mul-
tiple de n.

2.36. a) On fait agir G sur lui-méme par automorphismes intérieurs.
Comme dans 2.35, en notant, pour x dans G, G, le sous-groupe sta-

bilisateur de x, G, = {ge G, g l::cg =x}, lorbite O, de x est de cardi-
card G

nal —————, et I’équation aux classes devient ici :
card G,’ 9
card G = ¥ card G ,
ek card G,

en notant K un ensemble de représentants des orbites, (donc en bijec-
tion avec les orbites).

Si on suppose que, pour tout x, x "H=#= @, x orbite de x, on peut
choisir les représentants dans H, donc on a une partie K de H telle que,
apres simplification par card G, on ait

1
1=y —r-oH.
- Jkcard G,

On fait maintenant agir H sur lui-méme par automorphismes intérieurs,
de H, et on note, pour x dans H,

x = {h lach, h e H}, l'orbite de x dans cette action.

Il est clair que xcx = {g 'xg, g€ G}.
Soient x et x' distincts dans K, s’ils étaient dans la méme orbite par
action de H, on aurait € H tel que x' = A~ Ixh ,orhe G=>x' = x ce

qui est exclu.

Comme les x de K correspondent 2 des orbites % disjointes, un sys-
teme de représentants des orbites dans H, peut étre choisi du type
KuL,avecLcHetKNnL =0.
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L'équation aux classes conduit alors a 1'égalité :

_ 1
b= xe%uLcard Hx’
avec H, = {he H; k™ 'xh =x} dou H,c G, car HC G, et
1 1
=

< =
card H, < card G, = ard 0, card G,

Mais alors,on a:

_ 1 1 1 1
1= xechard H, + xg']_ card H, = xezxcard G, + xg’Lcard H,
=1

1

=1+ ) ——.
L4 card H,

Onadonc L =@ et, Vxe K, card H, = card G,, d’ou, (parties
finies et H, € G, ), I'égalité H, = G,.

Mais parmi les orbites, il y a celle de ¢, neutre, et comme ¢ € H , on peut
imposer d’avoir choisi ¢ comme représentant de cette orbite, dans le choix
des élémentsde K, d’'ot H, = G,,mais H, = {he H; k™ 'eh = ¢} : Cest
H, etdeméme G, = G, onarrive finalementa G = H, ce qui est exclu.

Donc il existe x dans G telque x"H = @.

b) L'expression g lxg fait penser a des matrices semblables par
exemple.

Prenons G = GL,(C), toute matrice est semblable a une matrice

triangulaire supérieure, réguliére ici, or H = {matrices triangulaires
supérieures, régulieres} est bien sous-groupe multiplicatif de G, avec

H g G, et cependant, VX e GL,(C),3P € GL,(T) avec P~ XPe H ,
soit XnH=0.

6.7
6n+2 4.2% Cegan
2.37. On a d’abord 2(2 ) = 2( )= 9* ®Y" 5u encore
6n+2

9@ ) (16)64n. Notons a ce nombre, comme 16=(- 3)(19), on

obtient a = (- 3)64n(19) .

Comme 64" est pair, si >0, (- 3)64" = (3)64n, et, 19 étant pre-

mier, par le petit Théoréme de Fermat, on obtient 3'%=1(19) . Comme
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64 = 3x 18+ 10, on aura 3**=3'°(19). On peut alors chercher a quoi
est congru 3. On a successivement 37 = 9(19), 3= 8(19), d’ou, par
produit 3°= 72(19) donc=15(19) ou encore 3o=_ 4(19), d’ou au
carré, 3'%=16(19), donc 3'°=- 3(19).

n n-1

Pourn=1, 340 = (3% avec 3% = (- 3)(19) dapres ce qui
précede, donc :

n n-1
-3 =(-3)" (19),sin=1.
Par itération, on obtient finalement :

0
a=(- 3)64 (19)=(- 3)(19),d’ou a+ 3=0(19), ce que I'on vou-
lait, le cas » = 0 étant également traité.

2.38. Sirn’est pas premier, en écrivant r = pq avec p et g tous deux
strictement supérieurs a 1, on obtient une identité :

a'-1= () -1

q

-1
= (a”-l)[ a"").
k=0

q-1
Orp>leta=2=a"-1>1.Puisq=>2 donc zapk>1+ap>l :
k=0
il en résulte que a’ — 1 n’est pas premier.

. . -1, L
Puis, avec r premier, comme a’ -1 = (a—-1)(l+a+..+a’ " ), si

a>2,comme 7—1=1, on décomposerait Ia encore a -1 enun pro-
duit de deux entiers = 2, c’est exclu. Donc a = 2.

2.39. L'utilisation d’une calculette ou d’'un ordinateur montre que,
pour k = 2 et n variant de 1 4 100, on obtient pour images les entiers
sauf les carrés. Pour £ = 3, on n’obtient pas les cubes.

. Cox e k .

Ceci conduit a justifier que f(IN) = N-{m ,me IN*}, ce qui se
fera en utilisant les encadrements liés a la partie entiére.

On fixe donc k. D’abord f(0) = 0+E(0) = 0.

s 1/k 17k . s .
Puis si » augmente, (n+n ")  augmente, la partie entiére aussi,

donc f(n) augmente strictement, (car # lui croit strictement).
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On veut justifier que :
f@) =40, ,2,8,..,2"-1, ,2"+1,.,8" -1, ,8"+1,., ..},

. L . k .

et, si ce résultat est correct, 'entier m —1 apparait comme la
k ieme . .

(m" -1 - (m—-1))“™ image non nulle, obtenue en croissant, les entiers

15,25 .., (m—l)k n’étant pas dans l'image, et 0 étant a part car
f(0) =

On suppose donc m = 1.

On doit donc justifier que f (m*-m) = m* -1, et pour y parvenir
on va encadrer la partie entiére en remarquant que :

E(x) sx<1+E(x)eox-1<EHx)=sx
On a donc:

f(m -m) = m* m+E((m m+(m m)l/k)l/k)

& 1/k 1/k
<m —m+(mk—m+(mk—m) )

b
k 1/k k 1/k o
or(m -m) <(m -0) = m,etilvient:

k k k 1/k &
fm —m)<m —m+(m -m+m) =m,

N R . k k
d’ou, puisque f est a valeurs entiéres, f(m —m)<m —1.

Nous allons prouver que f (m*-m)>m*-2, en prouvant qu’un

minorant de f (m" —m) est déja supérieur strictement a m*~2, et on
utilise E(x) >x—1 pour cela. On a:

1/k 1/k
f(mk—m)>mk—m+(mk-m+(mk—m) ) -1,
et on va justifier que :
k k k 1/k 1/k k
m-m+(m —-m+(m -m) ) -1=2m -2,

soit encore que :
k k 1/k 1/k
(m —m+(m -m) ) =m-1.

Comme m =1, on a une inégalité entre nombres positifs, elle est
équivalente a celle obtenue en élevant a la puissance ™ donc on va
prouver que la fonction g définie par :

k
g(m) = m" m+(m m) —(m—l) ,
est a valeurs positives si m = 1.

On la considére comme fonction d’une variable réelle, on dérive, on
obtient :
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(1/k) -1

g'(m) = kmk-l—1+%(mk—m) (km* 1= 1) —k(m = 1)t

_ k-1 k-1 R a/By-1( -1 1
=[k(m  —-(m-1)" )-1]1+(m —m) (m _E)

VR -1 j_
Comme k=2 etm?l,onadéjé(mk—m)( ) (mkl 1

puis en posant u(m) = k(mk—l —(m- l)k_l)— l,ona:
w(m) = k(k-1)(m* *=(m-1)*"% =0,
(toujours k= 2), donc u croitet u(1) = k-1=1.

Finalement, g'(m) = 1 sur [1, + o[, la fonction g croit strictement et
g(1) = 0 : on a bien g a valeurs positives et, tout compte fait, I'entier
f(mk—-m) est=m"-1.

Lautre inégalité ayant été justifiée, on vient de prouver que, pour
tout m=1, f(mk—m) =m_1.

Mais alors, la stricte monotonie de f permet de dire que I'on a
I'inclusion :

f([m* —m, (m+ 1)~ (m+ DD c[m" -1, (m+ 1) - 1[.

Or [mk -m,(m+ 1)’t —(m+ 1)[ contient exactement :

(m+ l)k -(m+1)- (mk— m) = (m+ l)k —mf-1 entiers, alors
que I'intervalle [m* — 1, (m + 1)* - 1[, Iui, est de cardinal (m + 1)* - m" :
il y a un entier en plus.

k .
On va prouver que m n’est pas dans I'image de IN : comme on a

k k k k )14
m-1=m, et m<(m+1) -1, ce sera Iélément de

[mk -1, (m+ l)k —1[ non image d’un entier.

k k .k . L . .
Comme f(m —m) =m —1, si m  avait un antécédent, il serait

frioni sk . k k
supérieur a m —m + 1. Prouvons donc que f(m —m+1)>m  pour
conclure cet exercice déja long. Or, (E(x)>x~-1),ona:

1/k
f(mk—m+1)>mk—m+l+(mk—m+1+(mk—m+ l)l/k) -1

et on va justifier que :
k 3 k 1/k 17k k
m-m+(m -m+1l+(m —-m+1) ) =m,
ce qui équivaut a :

1/k 17k
(mk—m+l+(mh—m+1) ) =m

b
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donc, comme il s’agit de nombres positifs, c’est encore I'inégalité
mk—m+1+(mk—m+l) >mk,
qu’il s’agit de justifier, ou bien :
(mk—m+ 1) =m-1,
soit, (m-1=0),
m-m+1= (m—l)k.
Si on pose h(m) = mk—m—(m— l)k+ l,ona:
B(m) = km"* ' —k(m-1)""1-1,
R"(m) = k(k-1)(m* - (m-1)""%) =0,
pourm=1etk=2.
La fonction &' croit, A'(1) = k-1 =1, donc & croit strictement, et
k(1) = 1, je pense qu'on a gagné, et justifié que
f(N) = N-{m"*; me N*},

2.40. Comme IR est en particulier un anneau pour la somme et le
produit des réels, 'ensemble des applications de [- 1, 1] dans R, pour
les lois + et - définies par :

(f+8)(x) = f(x) +g(x) et (f-g)(x) =f(x)g(x),
est un anneau. On vérifie que %en est un sous-anneau, car % est non
vide, la fonction polynéme nulle est dans %

puis sif: x ~ P(x) + N1 —x2Q_(x) ,etg:x — R(x)+ N1 —xQS(x) sont

dans &4 ona:

f-g:x ~P(x)—R(x) + /1 -23(Q(x) - S(x)), et :

frg:x — PERE) +(1-x)Q)S(x) + V1 -2 (P()S(x) + Qx)R(x)),
qui sont du type voulu pour étre dans .,

Recherche des éléments inversibles

Avoir f=P+41- x2Q inversible, c’est trouver deux polynémes R
et S tels que, pour tout x de [- 1, 1], on ait la relation (1) :

(P()R(x) + (1 -x1)Q(x)S(x) - 1) + /1 - x*(P()S(x) + Q(x)R(x)) = 0.
Or, une relation du genre U(x) + N1- x2V(x) = 0, avec Uet V poly-

némes, conduita U = V = 0. En effet, si 'un des deux polynémes est
nul, I'autre I’est immédiatement.
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On les suppose non nuls tous les deux. Si D est leur p.g.c.d., en écri-
vant U = DU, et V = DV, aprés simplification ‘par D, on obtient
Iégalité U,(x) + N1 -2V, (x) = 0.

Pour x = 1 et- 1 onadonc Uy(1) = U;(- 1) = 0, donc 1-x° se
factorise dans U, et en écrivant U;(x) = (1- x2)U2(x) , apres simplifi-
cation, dans (1 —x%)Uy(x) + N1 -2V, (x) = 0, par 4/1—x, on obtient
I'égalité :

J1-2Uy ) + V() = 0,
qui conduit a 1 et — 1 zéros de V;, d’'ou V; également divisible par
(1 —x2) : contredit V; et U; premiers entre eux.
Donc I'égalité (1) équivaut au systeme (I) :
D {P(x)R(x)+(1—x2)Q(x)S(x)—l =
P(x)S(x) + Q(x)R(x) = 0.
Supposons que I'on ait des solutions autres que celles auxquelles on

s'attend, (asavoir & - ~ ,avec k € R* ), doncavec Q et S polynémes non nuls.

k
Alors ces polynémes ont des degrés, g et s, et des coefficients direc-
teurs non nuls, ¢, et e, donc, I'expression :
(1-2)Q(x)S(x) ~ 1
est un polynéme de degré 2 + g + s, de coefficient directeur — cc,, etla
premiere égalité ne peut étre vérifiée que si PR est de méme degré et
de coefficient directeur opposé.

En notant p et 7 les degres de P et R, et ¢ , ¢, leurs coefficients
directeurs, ceci conduit a I'égalité :

pr—CsCs = 0, qui, comme c,c;# 0, exige ¢, ¢, #0.

De méme, le coefficient de plus haut degré de PS + QR devant étre
nul, PS et QR doivent étre de mémes degrés, et on doit avoir I'égalité
Cpls e, = 0.

En considérant les deux relations :
{cpc,— ¢t =0
Cps+cic, = 0,
comme un systeme linéaire homogene en ¢, et ¢, comme inconnues,
. . 2 2 . NI
son déterminant vaut (c,)” +(c,)"#0 puisque €l # 0 a impliqué
¢,¢, # 0, mais alors on devrait avoir ¢, = ¢, = 0 : absurde.



64  Algébre générale, arithmétique

Donc Q ou S est nul.

Supposons Q = 0, (symétrie des réles), dans le systeme (I) il reste
les égalités :

P(x)R(x) = 1
P(x)S(x) = 0.

Comme P est non nul, S est le polynéme nul, puis P(x) est une cons-

tante k, non nulle, et R(x) = % : les éléments inversibles de &/sont du
type k, k€ R*.

L'élément x est irréductible dans Uanneau &/
En effet, supposons que x soit un produit de deux éléments

P+4/1-x°Q et R+y1-xS des/. Légalité :
PR+ (1-%%)QS + J1-x*(QR+PS) = x

conduit, comme dans la recherche des éléments inversibles, au systéme
1) :
2 —
an {PR—x+ (1-x%)QS = 0,
QR+PS =0,
et, la encore, si Q et S sont non nuls, de degrés g ets, (1 - xQ)QS —x est

de degré 2 + g +s, de coefficient directeur — ¢ ¢, , avec les notations pré-
cédentes.

Le méme raisonnement s’applique, P et Q ne peuvent étre nuls, et
en notant ¢, et ¢, leurs coefficients directeurs, non nuls, on est conduit
au systeme :

Cplr—Cyts = 0,
{cqc,+ cpes = 0,
qui, avec ¢, et ¢, non nuls, conduit a ¢, = ¢; = 0, (systtme homogene
de Cramer), ce qui est absurde.
On a donc, par exemple, Q = 0, le systeme (II) se réduit a :
PR =x et PS=0,dou P20=S =0, et PR = x, on peut

choisir, par exemple P(x) = kx, (ke R*),etR = %

Mais écrire x = 7 kx , c’est décomposer x avec un élément inversible

de 'anneau %/comme facteur, ce qui, dans les anneaux, n’est pas du jeu.
Cela compte pour du beurre, et x est irréductible.
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2.41. Soit Z = {suites d’entiers naturels } . Cet ensemble est de car-

dinal infini car, pour tout » de IN on peut définir la suite a”, quian

associe 1 eta p#n associe 0 : on a une injection de IN dans % d’ou %
de cardinal supérieur ou égal a celui de IN.
Si Zest équipotent a N, on indexe les éléments de Zpar IN, donc on

lesnote u™, ne IN, et, par le procédé de la suite diagonale on construit
une suite v en posant, pour tout p de N, v, = ug’ 41 par exemple.

Comme ve %, il existe un =n tel que v = u™ igme
terme de v est ufz") d’une part, et C’est v, = uf:') +1 : c’est impossible.

Donc Zn’est pas dénombrable.

, mais alors le n

2.42. On note le groupe multiplicativement.

a) Pour x et y dans G, on a (xy)(xy) = ¢. On multiplie a gauche par
%, a droite par y, et compte tenu de I'associativité on a :

2 2
x (yx)y” = xy,
. 2 2 A14
soit comme x~ = y° = ¢, élément neutre, yx = xy : le groupe est com-
mutatif.
b) Soit x dans HnaH, il existe y dans H tel que x = ay. Alors

2 .
xy = a(y”) = ae = a, avec x et y dans H sous-groupe : on aurait a dans
H ce qui est exclu. Donc HnaH = @.

Soitalors K = Hu aH, c’est une partie non vide de G, (car e € H).

Puis, si x et y sont dans K, comme dans G, y~ ' y puisque y2 =e,
si on prouve que xy est dans K, ce sera aussi xy_ ' dans K et on aura
justifié que K est sous-groupe.

Si x et y sont tous les deux dans H, sous-groupe, on a xy dans H donc
dans K.

Si x et y sont tous les deux dans aH, en écrivant x = ak ety = ak,
avec k et k dans H, on obtient, G étant commutatif, xy = a’hk = hk
dans H, (sous-groupe), donc dans K.

Enfin, si x est dans H et y dans K, avec y = ak, (h dans H), on a
xy = x(ah) = a(xh), (associativité et commutativité), avec x# dans H,
stable par produit, donc xy dans aH, et a fortiori dans K.

On a finalement la stabilité de K par produit, ce qui acheéve la justifi-
cation de K sous-groupe.







CHAPITRE III

Polynomes

Il s’agit d’une structure tres riche ou se mélent algebre et analyse
lorsque le corps de base s’y préte.

Du point de vue algébrique, on a déja une structure d’espace vecto-
riel dénombrable strict, et pour les questions se ramenant a des bases,
le choix d’une base adaptée est primordial. En plus de la base canoni-
que, penser a toute famille de polynémes en nombre voulu, et de degrés
échelonnés, (ou de valuations échelonnées), (voir 3.1).

A ce propos, partant d'un polynéme P de degré n, ne pas oublier que
les n+ 1 polynémes dérivés P (X), 0 < k < n, qui se définissent algé-
briquement, sont de degrés échelonnés, et que I'on a droit, sur un corps
K quelconque, ala formule de Taylor a 'ordre » = degré du polyndme,
formule exacte en fait. Donc P(X +a) peut faire penser a Taylor,
(devrais-je dire doit faire penser...).

Mais K[X] est aussi un anneau factoriel et des raisonnements faisant
intervenir les décompositions en produits de puissances de polynémes
irréductibles sont a faire quand la divisibilité est en cause. Ne pas oublier
en particulier Bézout ! Voir 3.21.

En liaison avec ces facteurs irréductibles interviennent les zéros d'un
polynéme, dont I'existence dépend du corps K, (et du polynéme), mais
dont le nombre ne dépasse pas le degré.

On dispose alors des relations entre zéros et coefficients d’un poly-
néme.

On trouve, comme base «adaptée » a cette notion de zéros, de
valeurs prises en des points distincts, les polynémes interpolateurs de

n+1

Lagrange, [] _a_?zL , pour des a, tous distincts, polynémes en nom-
j=1 BT ]
j#k
bre n + 1, tous de degré n, et qui forment une base de K, [X]. Voir 3.22
par exemple, ou 3.17.
Lanalyse intervient, lorsque K = IR, par I'étude des fonctions poly-
némes, de leurs variations et de leurs zéros. Ne pas oublier qu'un poly-

ndéme de IR[X] de degré impair s’annule toujours, (il varie entre + et - o).
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Un cas particulier est celui des familles (P,), . de polynémes, ou

les P', sont reliés aux P,_, par des relations simples, et ou par récur-

rence on peut étudier les variations et les zéros de ces polynémes, en
ayant une démarche dynamique, c’est-a-dire en revenant aux données pour
voir en quoi les résultats trouvés peuvent les modifier, et donner ainsi
d’autres conséquences. Voir 3.3.

Il faut aussi savoir penser « fractions rationnelles » et dérivées loga-
rithmiques, lorsque P et P' sont en cause par exemple, (voir 3.24).

Ne pas oublier les fonctions symétriques des racines méme si les cal-
culs ou elles interviennent peuvent étre laborieux, (voir 3.30).

Lorsque le corps de base est IR, la structure polynomiale s’enrichit
des apports de I'analyse. Ainsi, les fonctions polynémes étant de classe

C”, on pourra recourir aux équations différentielles pour traiter les
on p q P
questions, (3.7 par exemple).
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Enoncés

i P(n) a
3.1. Pour tout P de ©[X], on pose L(P)(z) = ¢ z Tl z .
n=0
Montrer que L est un isomorphisme de €[X] sur lui-méme.

3.2. Soit les applications f et g de € dans € définies par
f(z) = Z+z+1 et g(z) = Z-z+1 respectivement, €t A une partie
finie, non vide, de C telle que f(A) c A et g(A)cCA.

Montrer que A = {i,—i}.

Trouver les polynémes P de C[X] tels que :

PX*+X+1) = P(X)P(X+1).

n ok
. X
8.3. Soit P (X) = Y h Montrer que P, admet au plus une
k=0
racine réelle. Préciser selon la parité de n. Soit a,, . ; 'unique racine

réelle de Py, , ;. Déterminer lim ay;, .
k—+eo

3.4. Soit P dans ®[X], de degré trois, ayant o. dans © pour racine
multiple. Montrer que o est dans ®. Généralisation ?

3.5. Trouver les polynémes P de C[X] tels qu’il existe p et ¢ dans IN*
tels que (P')’ divise P?.

3.6. Soit P dans €,[X], de racines, distinctes ou non, u;, %, ..., %, ,
(les racines multiples sont donc répétées).

On note, pour p dans IN, S = (ul)”+ .+ (u, )’J

Soit / dans IN* et Q le quotlent de la division euclidienne de x'*'P'
par P. Montrer que :

Q=Y SI,XI_” , et préciser le degré de Q.
=0

3.7. Soit P € R[X] tel que, Vxe R, P(x) = 0. Sin est le degré de P
onpose Q = P+P +P"+..+P™.
Montrer que, Vxe IR, Q(x) =0
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3.8. Soit ay, ..., a,, des entiers relatifs distincts. On pose :

P(X) = -1+ [[(X-a).
i=1

Montrer que sil'ona P(X) = Q(X)R(X) avec Q et R dans Z[X], on
a:QouR de degrén.

3.9. Soit (P, Q) un couple de polynémes de R[X], simplement scin-
dés sur IR et tels qu’entre deux racines de 1'un, il y ait toujours au moins

une racine de I'autre. Montrer que pour tout (A, i) de R, le polynéme
AP +pQ est scindé.

3.10. Soit une matrice carrée complexe d’ordre n sur C. Montrer

Iéquivalence de: M est nilpotente, et de: trace de M = 0 pour
k=12,..,n

3.11. Montrer qu’il existe a dans R\{- 2}, tel qu’il existe (a, B, Y, &)
dans R?, tel que pour tout polynéme P de R,[X] on ait :

aP(= 2) + BP'(= 2) +YP(= 1) + 8P (%) = P'(a).

3.12. Soit P dans Z[X], de coefficient directeur 1 et a un zéro de P
dans ®. Montrer que a est dans Z.

2n
8.13. Soit A = ) anJ dans R,,[X]. On considere I'application
j=0

3(A) de R,,[X] dans luiméme définie par : P — 2 % pY . Montrer

j= 0
que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) VPe Ry,[X], P(R)cR,=3(A)P)(R)CR, ;
(ii) VP e Ry,[X],P(R)CR,= 8(A)(P)(0) €R,;

(m) la matrice de terme général o

avec 0 =i, j<n,est
associée a une forme quadratique posmve

Givjo

3.14. On pose (AP)(X) = P(X+ 1) -P(X) pour tout polynéme P
réel de degré au plus n. Calculer AP pour tout p.
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3.15. Calculer le déterminant de la matrice (a telle que

i,j)OSi,jsn

; . i-1 . .
ay ;= ad eta;; = (;+1)z siz>0.

3.16. Montrer qu’il existe un polynéme réel T, tel que, pour tout x

réel non nul, on ait Tn(x + l) =x"+ ln .
x
X

. 14 . . . 1
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle T
n

3.17. Soit E I'ensemble des (n + 1) - uplets de complexes distincts.

Pourz = (zg, 2}, ..., 2,) deEetPde €, [X],onpose N, (P) = Y |P(z,)|-
k=0
Montrer que N, est une norme sur €, [X], espace vectoriel des polyné-
mesde degré n au plus.
Pour Z et Z' dans E, comparer N, et Nz, et trouver ¢>0 tel que
NZ = CNZ' .

3.18. SoitP € R[X] un polynéme admettant » racines réelles sim-
ples strictement supérieures a 1. On pose :
Q(x) = (X* + DP(X)P'(X) + X(P*(X) + P(X)).
Montrer que Q admet au moins 2n — 1 racines réelles distinctes.

3.19. Soit P = X’ +4aX>+bX +¢ un polynéme unitaire de degré
trois a coefficients réels. Trouver une condition sur a, b et ¢ pour que
toutes ses racines aient une partie réelle négative.

3.20. a) Montrer que le 7™ polynéme cyclotomique,

| 2ikm N - C g
0,X) =] (X— exp 27), ou k décrit 'ensemble des entiers infé-
rieurs ou égaux a n et premiers avec n, est a coefficients entiers.

b) Que peut-on dire d’'un nombre premier p divisant ¢, (a), ou a est
entier, mais aucun @4(a) , ou d décrit'ensemble des diviseurs stricts de n ?

c) En déduire qu'’il existe une infinité de nombres premiers de la
forme An + 1, A entier.

3.21. Soit un entier » = 3 . Montrer qu’il n’existe pas de polynémes
P, Q, R a coefficients complexes, non tous trois proportionnels, tels que

P"+Q" = R".
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3.22. Soit P un polynéme complexe de degré n. On suppose qu’il
existe k dans Z tel que P(k), P(k+ 1), ..., P(k + n) soient dans Z. Montrer
que pour tout i de Z, P(7) est dans Z.

3.23. Soit P dans Z[X], non nul, et a une racine irrationnelle de P.

a) Montrer qu’il existe ¢ et 7 dans R, ¢ > 0, tels que, pour tout couple

(p, q) de Zx IN*, on ait

a—é‘ 23.
9 4

b) Montrer qu’il existe un réel d>0 tel que, pour une infinité de
-4
== "_2‘ -

9

c) Montrer que 'ordre de a, comme racine de P, est inférieur ou égal
s m

°2

couples (p, g) de Z X IN* , on ait

a-b
q

, n étant le degré de P.

3.24. Soit P dans C[X] dont les racines ont des parties imaginaires
strictement positives. Montrer que P' vérifie la méme propriété.

3.25. Soient P et Q deux polynémes non constants de C[X] tels que
I'ensemble des racines de P (resp. P — 1) soit égal a I'ensemble des raci-
nes de Q, (resp. Q —1). Montrer que P = Q. On pourra, si P de degré
d, posséde m racines distinctes, et si P— 1 posséde n racines distinctes,
montrer que d<m+n-1.

3.26. Soit les polynémes complexes de degré 2, P = ax’ +bx+c et
Q= a'x” +b'x+¢ . On considére la matrice :
0a0a
A=|® bad
beb
c0c0

Etudier le rang de A selon le nombre de racines communes des deux
polynémes.

3.27. Soit n dans IN*, et le polynéme P(X) = 1+X+..+X"" .
Quels sont les entiers m tels que I’ensemble des racines de P soit inva-
riant par z ~—z" .

3.28. a) Soit R(z) une fraction rationnelle a coefficients complexes
ayant z, pour zéro d’ordre k.



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 73

Montrer que pour 7> 0, assez petit, il existe au moins 2k points du

i0
type z, = zg+7e * tels que Im (R(z,)) = 0.

b) Soit P et Q dans IR[X] tels que, pour tout (A, 1) de R? , AP+uQ
ait tout ses zéros réels. Montrer que les zéros de P et Q sont intercalés.

3.29. Soit s et p deux nombres complexes. Condition pour que les
deux racines du polynéme X7 sX + p aient méme argument.

3.30. Soit A € #,(C). On définit une suite A, de matrices en
posant A, = A et,pour k=1,

A, = A(Ak_l —% trace (Ak_l)In).

Montrer que A, = 0.
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Solutions

3.1. Justifions d’abord l'existence de L(P), évidente si P est nul.

q
Pour P non nul, de degré ¢, avec P(X) = Z aka ,ona:

k=0
kn

' , et chacune des g + 1 séries entiéres,

P(n)z zq:

k n
de terme général v, ;, = ——'— , (k parametre fixé), a un rayon de conver-
’ n!
n+1l zZ
= (—) L tend vers 0 si
v n n+1
n, k

n tend vers l'infini, donc pour tout z complexe, la fonction L(P), de ©
dans € existe.

P v
gence infini, car pour z non nul, |2+ L.k

Est-elle polynomiale ? Pour le savoir, on peut remarquer que L(P)
dépend linéairement de P, et considérer des polynémes (P,), ., de
degrés échelonnés pour avoir une base de C[X], adaptée a la situation.

+o0 g
D’abord Py(X) = 1, conduit 3 L(1)(z) = ¢ * :? =1 ; puis,
n=0
pour k =1, prenons P,(x) = x(x—1) ... (x—k+ 1), (donc P(x) = x).
OnaP,(0) = Py(1) = .. =Py(k-1) = 0,etpour n =k,

P,(n) = n(n—l) .(n=-k+1).

ey n-k
Mais alors 2 P"(n) =Y n(n—-1) .. (:'—k+ 1)z

n=0 n=k

k, z, (k) k
=z() =z
(les séries entieres se dérivent terme a terme sur leur domaine de
convergence), et
-z k R
L(P,)(z) = e 2 =z .

Limage par L, linéaire, de la base des P, de €[X] étant la base cano-
nique de €[X], on peut conclure a 'aspect isomorphisme de L de €[X]
sur lui-méme.

3.2. Si A est finie, non vide, ’ensemble des modules de ses éléments
admet une borne supérieure atteinte : soit z, dans A un élément de
module maximum. -
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La stabilité de A par f et g donne |f(zq)| < |z¢| et |g(zo)| < |2¢| - De

plus f(zy) —g(zo) = 2z, d’our, par inégalité triangulaire :
2|zg| = |f(z0) — g(20)| < |f(20)| +|g(20)| < 2|z0| : on n’a que des
égalités : [zg| = |f(z0)| = |g(zo)] -

Orz) = 0 estexclu,(f(0) = 1 seraitdans Aavec |1/ >0 = |zy| ), donc
les complexes f(z,) et — g(z,) , non nuls, sont positivement liés pour qu’il y
ait égalité dans I'inégalité triangulaire. Comme de plus ils sont alors de méme
module, (égal a |zy| ), ils sont égaux : on a o+zg+1 = — (z5—zp+ 1) soit
1+z; =0, don zy =i ou —i. Or f(i) = i, g(i) = — i, alors que
f(—=1%) = — i etg(- i) = i :finalementiet - isont dans A, et tout autre élé-
mentz = a +ib de A est de module inférieur ou égalal.

Avec z = a+ib,ona:

f2) = (@*-b"+a+1)+ib(2a+1) et
g(z) = (@ -6 —a+1)+ib(2a-1).

2
Comme [z/<1, on a [)/<1, donc 1-5"=0, et en posant
2 ) ) 2 . .
ad=a+a+1-b" eta"=a -a+1-b",s1i a>0, a'>a ;si a<0,

2 ) . .
a" = |lal +a” +1-5b">|al : on voit s"amorcer une croissance des modu-
les des parties réelles ; mais le cas @ = 0 donne quoi ?

En fait, sia = 0, z = ib avecsoit |b| = 1, et z = i ou - i que I'on
sait &tre dans A, soit || < 1. On suppose [b| < 1.

. 2\ . s
Mais alors f(z) = (1-56")+1ib est dans A avec une partie réelle
2 . .
1-5" non nulle et dans tous les cas, on peut partir de z; = a; + b,
dans A, supposé différent de {3, — i} avec |a;|#0.
En posant, pour a; >0, zo = f(z), etpour a;<0,z9 = g(z),onazy
. 2
dans A avec zy = ay+iby et ag=aj+|ay|>0.
Enposantz,,, = a,,;+tb,,; = f(z,), pour n =2, on a une suite
d’éléments de A, de parties réelles positives cette fois, avec
2 2
a,,1 = an+an+1—bn>ai+an>0.
Mais en définissant une suite (u,), . , de nombres positifs, par ladon-
n =
L . . 2 p
néede u, = ay >0, etlarelation de récurrence u,, ., = u, +u,,’hypo-
R N 2 2 ) s -
these a,=u, implique a,+a,=u,+u, dou a fortior:

2 2 . . .
a, ,1=a,+ta,=u,+u, = u,,;. Mais la suite croissante des wu,
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. . 2 .
diverge vers + oo, (une convergence vers !donnerait [ = ["+{,so0it! = 0,
avec [ = uy, >0 : impossible), donc les a,, divergent vers + o, alors que
2 2,2 A
|z,|” = @, +b,<1 :génant!
11 est donc absurde de supposer I'existence de z dans A, différent de
ioude -i.

Soit alors P € C[X] tel que P(X2 +X+1) = PX)P(X+1).Celane
donne rien sur le degré mais... on est sur €, ou tout polynéme est scindé.
Soitdonc A = {a,, a,, ..., a,,} 'ensemble des zéros, distincts de P, (peu
importe leur multiplicité), si P est non constant.

Comme P(a,) = 0,0ona P(aZ+ak+l) = 0,donc f(a,)e A.
Comme P((a,—1)+1) = 0, on a P((g,—1)*+(a,~1)+1) = 0,

soit encore P(af —a,+1) = P(g(a,)) = 0,donc g(a,) € A, etvuledébut

de lexercice, A = {i,— i} et P est du type P(X) = M(X +i)"(X-i)’.
Comme on n’a pas travaillé par équivalences, on vérifie la relation de
départ. On doit avoir :

A+ X+1+0) (X +X+1-4)
= A (X+1+8) (X+1-i)X+i) (X-i)
d’oit A = 0 ou 1, et, comme XP+X+1+i = X+ (X+1-19) et
X2+X+1-i = (X—i)(X+1+1i)
pour A = 1, I'identité i vérifier devient :
X+ X+1-)X-)'X+1+19)°
= (X+1+) X+1-)'X+43)(X-1)
ce qui exige r = s.
Finalement, les solutions sont les polynémes P(X) = (X2 + 1)7 ,

re N,ouP = 0.Pour r = 0, onretrouve P = 1, seul polynéme cons-
tant, non nul, solution.

3.3. Comme P', = P,_,, pour » =1, la connaissance du signe de
P,_, donnera les variations de P, et, on peut I'espérer, son signe.

OnaPy(x) = 1,>0 surR, et P;(x) = x+ 1 admet un seul zéro, a,
P, étant<0six<a, et>0six>a;.

On suppose que P,, reste >0 sur R, et que Py, ., admet un seul

zéro, a,, .1, simple, en étant < 0 si x< ay,,, et >0 apres. C’est I'hypo-
theése de récurrence, vérifiéesin = 0.
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Tableau de variations de Py, , o ,avec P'y, .o = Py, , i, puisde Py, . 5.

x - A9 +1 + oo
P - 0 +
2n + 2
+ oo + oo
Pons2 e
2n+2 2n +2
(@9n.1) (29,4 1)

Ona Py, 9(a9,,1) = (Qn—_l_z)!+P2n+l(a2n+l) = @n+2)l

Or P,(0) = 1 est vrai pour tout n, donc a,,,;#0 : on a un mini-
mum pour P, . -, strictement positif donc P,,, , o reste >0 sur R.
Mais alors, la fonction P,,, , 3, strictement monotone et variant de — e

a + oo s’annule une seule fois en a,,, , 3, en étant d’abord < 0 puis > 0 : la
propriété est récurrente.

Soit par ailleurs a fixé, ona lim P,,, (a) = ¢*>0, donc In,,
n -+

1l . . .
Vn=n,, Py, (@) =5 ¢ , mais alors vu les variations de P,,,; ona:

2

ay,.1<a, et finalementona:
Vae R, Iny, Vn=ng, as,,1<a,

ce qui traduit lim a,,,; = —o°.
n—>+00

3.4. Dans I'anneau ®[X], divisons P par P' : il existe un couple uni-
que de polyndmes de ®[X], Q et R, tels que :

P=PQ+R,avecR =0 oud°’R=<1.
De plus P(a) = P'(a) = 0, implique R(at) = 0.
Si R = 0, sur €, P' admet deux zéros distincts, ou un double.

Dans le premier cas, on aurait o et B distincts, zéros de P' et de P,
donc zéros doubles de P qui n’est que de degré trois : c’est exclu.

Le deuxiéme cas conduit 2 P(a) = P'(a) = P"(a) = 0, mais P" est

de degré 1, dans ®[X], donc du type ax+b avec a#0 dou o0 = — g

dans @.

SiR est non nul, avec R(at) = 0 car o est zéro multiple de P, donc il
annule P', on a R de degré un, dans ®[X], donc du type aX + &, avec

N b
a#0,laencore o0 = — p est dans @.
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Tout ceci se généralise sur un corps K quelconque et une cl6éture
algébrique K' de K, en utilisant les développements de Taylor, (c’est de
I'algebre pour les polynémes).

3.5. Les seuls polyndmes irréductibles de C[X] étant de degré 1, si
zy, -2, sont les zéros distincts de P, de multiplicités respectives

oy, ..., 0, , et si P est de degré n, de coefficient directeur a, on aura

T
0 +0s+..+0, =netP =a H(X—zj)aj.
j=1
On suppose P tel qu'il existe p et g dans IN*, avec (P')’ qui divise P?.
Les polyndmes constants donnent P' = 0 : ils sont a écarter, donc
p =1, (d’ailleurs, c’est ce que signifie p € IN*, suisje béte).
Ona:

T

4 a.—-1 o
P=a)aX-z" [[X-z)"
j=l k=1
k#j
T T o -1 T
=ay q LH (X-z) " ] I1 X-2)
j=1 . =1 k=1

J

N . k#j
constant en 7]

(na H(X-zk)“"'l) %] (X-2) -
k=1 =1 Rs1
k#j

noté Q

- J

T
On a Q(z) = 711 11 (zj—z) #0, donc aucun facteur irréductible
k=1
- - k#j A .
divisant P ne divise Q : ces polynémes sont premiers entre eux.

Si on suppose que P? divise P?, on devrait avoir Q qui divise P?,
donc un facteur irréductible de Q devrait diviser P : c’est exclu, c’est que
Q est une constante, et vu le coefficient directeur na de P', c’est que

Q = 1. Mais alors, P', de degré n-1 = (Zajj—l, est égal a
j=1

r _1 T
na ] (X—zk)a" , qui est de degré (2 ak]—r, doncr = 1, et Pest
k=1 k=1
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du type P = a(X-2z,)%, dou P' = oca(X—zl)("'l , donc pour un p
donné, P? = (aa)’(X —z,)"* "V divisera P? = a?(X —2,)* si et seule-
ment si g vérifie I'inégalité p(o— 1) < g, ce qui, pour un & = 1 donné,
détermine un ¢, tel que les solutions soient les g tels que g = ¢, .

Les polynémes cherchés sont donc tous ceux du type :
P(X) = a(X-2z))%, aoe IN*.

3.6. Le polynéme P étant de degré =, le polynéme X'*1P est de
degré n+ 1, son quotient Q par P est de degré n+!—-n = [, etsi on
note R le reste, le couple (Q, R) est unique a vérifier la relation :

X'*'P' = PQ+R, avec R = 0 ou d°R<d°P,
l+1P.
P b

donc Q est en fait la partie entiere de la fraction rationnelle
I+1

, XTP
noteeE( P )

Pl
Comme§ = .Zm,ona:

Q=

|
=
< N

I+1 l+ 1 I+1
X . u; .
z , puisque les sont de partie
) X —u,
i=

entiére nulle, et que l’apphcatlon partie entiére est additive.

Comme X'*!—u"' = (X-u;) ZX’ Ful,
k=0

n i

on obtient Q = Y [ Y qul_kJ
i=1 \k=0

l n l

3 (S = g

k=0 \i=1 k=0

d’ou le résultat cherché.
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3.7. Des polynémes, cela se dérive, et avoir Q = P+P'+ ... + P,
incite a calculer Q' = P'+P"+ ...+ P™+0, d’otr I'on constate que
Q-Q =-P(x).

Léquation différentielle sans second membre y'—y = 0, a pour
solution y = A¢*, et la méthode de variation des constantes conduit 2
intégrer X' = — P(x)e” ~.

Mais, comme Q est solution de cette équation, avec la fonction A(x)
telle que Q(x) = A(x)e", C’est-a-dire A(x) = Q(x)e” ~, on a encore :

(Qx)e” ¥) = — P(x)e ™, d’our avec x, fixé,

Qe - Qxg)e " = - [ P(e ‘de = [ *B(1)e”‘dt,
£ x

et cette relation est valable pour tout couple (x, x;) : on fait tendre x,
vers + oo, comme P et Q sont des polyndmes, il vient :

Qe ™ = [ TP()e ‘e soit Q(x) = & [ P(1)e 'dt,

ce qui donne bien Q(x)=0.

3.8. Supposons que 'on ait une décomposition P = QR avec Q et
R dans Z[X]. Alors Q(a;) et R(a;) sont dans Z, et tels que
Q(a;)R(a;) = P(a;) = — 1 : onn’a pas le choix, I'un des entiers vaut 1,
Pautre - 1, donc (R+Q)(a;) = 0.

Mais alors si Q et R sont de degrés<n, R+ Q estdedegré k<n, ce
polynéme s’annule » fois : il est identiquement nul, d'ou R = - Q et
P=-0Q°

Mais le coefficient directeur de — Q,2 est négatif alors que P est
unitaire : c’est exclu.

On a donc Q ou R de degré n.

3.9. Soient a,, ao, ..., a, et by, bo, ..., bq , les zéros réels distincts de P
et Q, respectivement, indexés en croissant.

Si a et B sont les coefficients directeurs, non nuls, de P et Q,
V(A W) e Rr?, AP+uQ = (Ao g+(p.[3) % avec A' = Ao et W' = puP

qui décrivent IR lorsque A et i sont quelconques. Donc on peut supposer
P et Q unitaires.
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On peut aussi supposer A et i tous deux non nuls, (si A = 0, pQ est
scindé...).

Supposons a;<b5b,, entre a; et ay, seul figure b, (si
a) < b; <by < ay, il y aurait un zéro de P entre b, et b,,lequel ?) : ona
donc une répartition du type a; < b; < a9 < by < ag..., avec bien sir les
a; distincts, ainsi que les b;, I'hypothése a; < b; ne nuisant pas a la
généralité de la solution.

En fait si un a; est un &;, on peut le «supprimer », car alors
x—a; = x—b; esten facteur dans P et Q donc dans AP + pQ , et ce poly-

N e ae . AP+
ndéme sera scindé si et seulement si —:—Q Iest.
—-a;

Enfin, si a, <b;<a, =.by<as..., supprimer a, et b, dans chaque
suite de zéros ne modifie pas I'imbrication des deux suites : on peut donc
supposer les a; etles b; tous différents, etsi a, <, , on ales inégalités

®:ay<by<ay<by,<..<a,<b,ou

@:a,<bj<ay<by<..<a,<b,<a,,;-

Comme les zéros sont simples, les polynémes changent de signe en
chacun de leurs zéros, donc Q(a;)Q(a;, ) <0, (et P(5,)P(;,,)<0).

Mais alors (AP +pnQ)(a;) = uQ(a;), dou AP +uQ de signes con-
traires en a; et a;,; : le polynéme AP +puQ s’annule sur chaque
lJa; a; . 1[, (n’oubliez pas 'hypothese p#0).

Dans le cas @, AP + uQ est de degré n au plus, et a déja n— 1 zéros
distincts, dans le cas @, il est de degré n+1 et admet n zéros réels

distincts : dans chaque cas il ne reste, apres factorisation, qu’un zéro réel
donc AP + pnQ est scindé sur IR.

En fait, avec An#0, et les a; et les bj tous distincts, AP +pQ est
simplement scindé.
En effet ni les a;, ni les b, n’annulent alors AP +pQ, donc

AP+pQ =0 4:)% = - E Or la fraction rationnelle % admet

a ..., a,,(ouay,..,a,a,, ) pour poles.
Dans le cas de d°P = d°Q = n, lim % = 1, (les polynémes sont
x>t oo

unitaires), donc sur la,, +o [, %’ croit de - a 1; sur chaque
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o

croit de — o0 a + oo, et sur ]-oo, a; [,Q' croit de 1 a + oo,
, avec changement de signe de, la fraction s’annulant en

]az’ a;41 [ >
(poles en a;
chaque ;).

Pl

Il en résulte que Q) _ _ E est une valeur prise » fois sauf... si

P(x)

—u- = 1, maisalors A+ = 0, AP + uQ n’est plus que de degré n -1,

etona __HA: prise n— 1 fois, (sur chaque la;, a;,[).

>>

Sid°P=n+1=4d°Q+1,]1a, pas de probléme, la limite en + o et

~oo de (13' est nulle et %((x)) m est obtenue pour 7 + 1 valeurs de x.

3.10. En introduisant E = €©", et u I'endomorphisme de E, de
matrice M dans une base de E, on sait, (Théoréme de Dunford) que u
s’écrit de maniére unique v = d + v avec d diagonalisable et v nilpotent,
donc u est nilpotent si et seulement si d est nul, soit si et seulement si u
n’admet que 0 pour valeur propre.

On peut aussi trigonaliser M, et le moindre soupcon de A;#0 surla
diagonale donnera un 7\; sur la diagonale de M", alors qu’une diago-

nale nulle impliquera la nullité de M", les termes non nuls « remontant
phq

) 5 1 . .
d’un cran » quand on passe de M a M**!, avec M triangulaire.

On suppose donc que, pour &k = 1,2, ..., n, trace M* = 0, et on veut
Justifier que 0 est seule valeur propre. 1l y a de nombreuses solutions.
En voici une, ou Taylor Lagrange interviendra.

On procede par I'absurde en supposant que le polynéme caractéris-
tique unitaire de M, se décompose sur € en :

P(X) = X"77 I1 (X-A;),avec r=1 et Ay, ..., A, non nuls.
j=1

Posons Q(x) = [ (X- A).
j=1
Par Taylor Lagrange, on a pour chaque 2; :

4 (k)
Qx+1) = Y l; Q’k!(x),
k=0
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d’ou, pour ne pas faire de jaloux parmi les A;, en sommant :

r r r (k)
> Qlx+1)) = > (2 )‘;) Qk!(x)‘

j=1 k=0\j=1

Mais, M étant semblable a une matrice triangulaire de diagonale
T
Ay A, 0,0,...,0),0na Y ?»; = trace M", pour tout k = 1, soit ici

j=0
une somme nulle.

11 reste donc 1'égalité 2 Q(x+2;) = rQ(x). Or, pour x = 0, cha-

j=1
que Q(?\.j) étant nul, on obtient rQ(0) = 0, d’ou 0 racine de Q, ce qui
est exclu.

Lhypothese de départ est absurde et 0 est bien seule valeur propre de M.
La réciproque est évidente : si M est nilpotent, les A; sont tous nuls,

. i3
donc les traces des matrices M~ sont nulles.

3.11. La relation a vérifier :

® oP(-2)+PBP(= 2)+7P(— 1)+ 5P @) = P(a),

dépend linéairement de P, donc elle sera vérifiée pour tout P de IR,[X]

si et seulement si elle I'est pour les 5 vecteurs d’'une base de R [X], et
on va essayer de bien choisir cette base, en prenant des vecteurs P tels
que trois des quatre conditions P(-2) = 0, P'(-2) =0, P(-1) =0

et P (%) = 0 soient vérifiées, cela simplifierait tout.
Posons P,(X) = (X +2)(X +1) (x- %)

_ 2f_1
Py(X) = (X+2) (x 2)
Py(X) = (X+2)%(X +1)

2 1
P(X) = (X+2)%(X + 1)( -§)

et Py(X) = (X+1) (X—%)(X—b)
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en choisissant b tel que P's(— 2) = 0, si c’est possible. Or :

P (X) = (X—%)(X—b)+(x+ DEX-0)+(X+1) (X—%),
on doit avoir :
0= (— g)(—Q—b)—(—Q—b)—(— g), d’ou l'on tire & = - 1—79,

sauf erreur.
On a 5 polyndémes indépendants, car siona:

)41P1+;L2P2+):3P3+),4P4+;\,5P5 =P = 0, avec P(— 2) = O il
reste AsP5(— 2) = 0 avec Py(—2)#0 dou Ay = 0 ;
puis P(- 1) = 0 = AyPy(~ 1) avec Po(- 1)#0 =Ny = 0 ;

2
lement A, = 0 : on a une base de R,[X].

avec P(l) =0onals; =0,etP'(-2) =0 donne A; = 0 ; d’ou fina-

On aura alors @ vérifiée si elle I'est pour les Pj ,1=<j=<b5,doules
conditions :

(BP'y(- 2) = P'y(a)
YPy(- 1) = P'y(a)
{ 8P3(%) = P'5(a)
0 = P'y(a)
0Py~ 2) = Py(a),

que doivent vérifier o, B, v, d eta.

On doit prendre pour a un zéro réel, différent de - 2, de P',, or
P, (%) = P,(- 1) = 0 : par Rolle on sait qu’il existe a entre - 1 et %,
(donc différent de - 2), tel que P'(a) = 0. En choisissant ainsi a, les
autres relations déterminent o, 8, Y et 8 de maniére unique, donc @ est

vérifiée pour tout P de R [X].

Un calcul explicite donne P'(X) = X(X+2) (4x + %) d'on
11
8 ?

a =0 oua = - =, sauf erreur.
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3.12. C’est un exercice de tout repos ! D’abord, si @ = 0, il est dans
Z. Sinon, en écrivant a = 4 , avec p dans Z* et g dans IN*, premiers entre
q

n-1
. , e s k
eux, et si P, de degré n, s’écrit X"+ Z a, X" ,onaura:
k=0
n-1 k )
-3 a Ek , donc, en multipliant par "~ , chaque ¢" "~
k=0 ¢

RN LS

n n-1
. . kEn-1-k
est entier, les a;, sont entiers, donc L - Y ap q" est dans Z.
k=0
Mais p et ¢ étant premiers entre eux, c’est que ¢ = 1, (sinon, aucun

diviseur de g ne diviserait p" ), donc a est dans Z.

3.13. Comme il est question du signe des valeurs prises par les fonc-
tions polynémes, on va faire intervenir les zéros, réels ou complexes
d’un polynéme P.

Soit P € R,,[X], de zéros réels les B,, de multiplicités respectives s;,
les zéros complexes étant alors conjugués deux a deux, de méme multi-

plicité, peuvent se noter o.; et O—Lj de multiplicité chacun 7;. Le polynéme
P se décompose alors en :

P(x) = XH((x o) (x - o )) H(x B; ) avec A coefficient
directeur de P, (et sans qu’il soit utile de préciser le nombre de zéros).
Si on suppose alors P(R) c IR, , d’abord le degré de P est pair, et A

. ps 2 . .
est positif ou nul, donc s’écrit A = (J/A)", puis chaque s; est pair, donc,
en posant s; = 20; et:

Q(x) = Jil‘[<x a)JH(x By,

on aura P(x) = Q(x)Q(x) avec Qe € [X].
La réciproque est évidente, donc on a déja :

P tel que P(R) c R, & 3Q e C,[X],P = QQ.

Passons a la justification de Uexercice. On a (i) = (ii) sans probleme.

On a (ii) = (iii) . Soit B = (bg, by, ..., b,) un vecteur de R**', on
veut prouver que ¢(B) = 2 a;,b;b; est positif.

0sijsn
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Si on introduit Q(x) = Y, bixi , on a un polynéme de R,[X] donc
i=0
de €,[X], et P = QQ = Q” est tel que P(R) c R, : d’aprés (ii) on a

2n
+ . a +
8(A)(P)(0) € R, soit encore Z k—f P(k)(O) eR .
k=0
OrP(x) = Y bbx'*/,doncPP(0)= T kibp;.
0s<ij<n i+j=k
0sijsn

En posant b; = 0 si n<i =< 2n, on pourra, pour k variant de 0 a 27,
prendre i et j tels que ¢ +j = k, sous la forme ¢ et k- ¢, puisque si 'un
de ces 2 entiers est supérieur a », le b associé sera nul.

Donc, avec cette convention, P(k)(O) = Y klbb,_; et
i=0

2n k

2n k
SAPN0) = ¥ 2 T kb,

E=0 i=0 E=0  i=0
Que faire si ce n’est intervertir les sommations :
2n  2n
S(A)PY(0) = Y, D aydb,_;,
i=0 k=i

et, comme pour i fixé, k=i s’écrit k = {+j, on aura j variant de 0 a
2n—i,dou:
2n 2n-i
3(A)®)0) = Y, 3 a;,;bb; : on approche du résultat.
i=0 j=0
Faisons le ménage : si i>n, b; = 0 : la premiére somme s’arréte a
i = n,maisalors 2n—-i=n,et bj étant nulsi j > n , la deuxieme somme
s’arréte a » aussi d’ou :

3(A)(P)(0) = Z Z i+j0ib; -
=0j=0

Comme 8(A)(P)(O) =0, on a bien ¢(B) positif, pour tout vecteur
Bde R, d'olila propriété (iii).
Enfin (iii) = (i). Soit P € R,,[X], tel que P(R) c R,, et a réel, on

veut prouver que 8(A)(P)(a) = 0. Le calcul précédent reliant la valeur
prise par la forme quadratique a la valeur en 0 d’un polynéme, on va
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d’abord translater la variable et se ramener en 0 en posant
R(x) = P(x+a).
Ona R(R) cR,, et P(a) = RY(0), donc:
3(A)(P)(a) = 8(A)(R)(0).

En écrivant R(x) = (_Q(x)Q_(x) , et en posant Q(x) = 2 bjxj , (avec
j=0
les b; complexes, ce qui est possible car R(R) R, ), les calculs faits

pour prouver que (ii) = (iii) se refont dans le domaine complexe, et (T)
étant cette fois la forme hermitienne définie par :
Oz s 22) = Y, @427,
O0sijsn
avec B = (b, ..., b,) , on obtiendrait :

0(B) = 8(A)(R)(0) = 8(A)(P)(a).

Mais ¢, de matrice symétrique réelle (a;, ), . ; j<n étant forme qua-

dratique positive, n’a que des valeurs propres positives, et s’étend en o
hermitienne positive.

Finalement, (5(B) est positif, d’otr 3(A)(P)(a) = 0, ceci pour tout a
de IR, on conclut bien 2 §(A)(P)(R) c R, .

3.14. Sur l'espace vectoriel E, = R, [X] des polyndémes a coeffi-
cients réels de degré n au plus, A est linéaire et un polynéme de degré
g < n, aura pour image un polynéme de degré g—1.

Il en résulte que, pour p>n, A =0.

Pour p < n, on proceéde par récurrence en remarquant que :

(APYX) = Q(X) = PX+1)-P(X),dou:
(A’P)(X) = OX+1)-Q(X) = P(X+2)-2P(X+ 1) +P(X).

p .
Si on suppose que (A’P)(X) = Y C;(— 1 'P(X +i), formule
i=0
vraiepour p = 1 et2, ennotant R(X) ce polynéme, etsi p <n,onaura :
(AP 'P)(X) = R(X+1)-R(X)

P , v .

= Y C(- Y PX+i+1)- ¥ Cy(- 1Y TP(X+i)
i=0 i=0
Pl . L .

= Y G YTTPX ) - Y C(- Y TP(X +4).
j=1

i=0
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Si on veut regrouper, pour k variant de 0 a p + 1, les coefficients de
P(X + k), les termes associés a 0 et p + 1 sont a part.

Ona:
Ch=1* 1" P4 p+1) = CLLI- PO VP 4 p 4 1),

puis : — Cp(- 1)’ °P(X +0) = C,, (- 1)’ "' "°P(X+0).
Pour 1 <k <p, le coefficient de P(X + k) est:

1= 1P = 1R T+ CY, ce qui,

triangle de Pascal oblige, redonne C; a1y *1"* Donc on a
p+1

(Ap * 1P)(X) = c (- l)" i P(X +7), et la formule est récurrente.
p+1 J
j=0

3.15. On a un déterminant d’ordre n + 1,

1 a a a
1 1 1 1

D = 1 22 32 n+l2
1 2 3 (n+1)

que I'on développe par rapport a la premiere ligne, vu son réle particu-
lier.

En notant V(a,, a,, ..., a,)) le déterminant de Vandermonde,

1 1
a, ag a .
"l= I (a- a;) , (calcul classique)
"""""""" 1<j<is<n
-1 =n-1 n-1
a; 4y a,

ona D= ¥ (- 1YdV(L,2,...5,j+2, ...,n+1).
j=0

Il nous faut donc calculer dj =V(,2,...,5j+2,..,n+1).
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On trouve :

di=[2-DB-D..G-D(G+1D)... n]
x[(3-2)..¢G-2)jG+1)...(n—- 1] x..
X[G=-G-1G+2-G-1))...(n-j+2)]
X(n—j+Di(n-j-Dli(n-5-2)!... 2!

_ n_!x(n—l)! % ><(n—j+2)!

X(n—j+1)(n—-j-1)! ... 312!

I
— _k=1
FHCE)]N
n . n! n-1 n-1 n . ;
donc D = 2 (- a)]m Hk! = (H k!) [Z C';(— d)]]
j=0 k=1 k=1 j =0
n-1
=(1-a)" []*
k=1

3.16. On peut procéder par récurrence, en remarquant que :

T1(u) = u donne Tl(x+l) = x+-1—.
x x

On suppose la propriété vraie pour j = 1,2,..,n—-1.

n n-1
Ona(x+l) =x"+l+2C2xk- 1
x n o xn-k

X

Sin = 2p+1, on a, en regroupant Cf, et C:_k,pour 1<ksp:
p
n, 1 1\" k 1 n—-2k
x+—n=(x+;)—zcn(m+x )
X k=1 X

b
1\ k 1
= (x+ ;) - 2 CnTn_2k(x+ ;),

k=1

avec n — 2k variant entre 1 et n» — 2. Dans ce cas,

14
T.(y) = T2p+1()’) =9y - z Cf,Tn_gk(y) est solution.
k=1
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Si n = 2p, on groupera les termes 2 a 2, sauf c’;,,xf’ : ;cl_” ,d’ou:

p-1
12 9 1 . k(1 n-2k
(x+;) =X +F+C2p+k§1cn(ﬁl+x ),

p-1
1 2 k
dott Tg,(9) = 57— Y CuT,_a4(») - Chy-
k=1
On a bien existence d’un tel polynéme T, , qui est de degré n, uni-
taire.

Pour z complexe tel que z"+ln =0, soit 2" =—1, on aura
T,,(ul) - 0.
z
Oorz"=-1 équivauta z, = ei(2k+l)7t/2",pour E=0,1,..,2n-1,
et L = 7 diou:
2k
zk+l = 2cos (2k+ 1 n) = x;, valeur réelle qui annule T,.
2, 2n
2k+1 . .
Pour k = 0,1,..,n—1,lesangles 6, = T varient en croissant de

2n
T, L1 - .
op 2T 5. et donnent n valeurs distinctes des cos6,, : on a les n zéros

réels distincts de T,,, polynéme de degré n.

1 n-1 o
_ k
On a donc ,I,—(x) = z (2k+1)1€
» k=0 x—2cos—F——
2n
1
avec o, = .
- (900s ZEF DT
T2

3.17. On peut se lancer dans la vérification des propriétés des nor-
mes, mais on peut aussi aller chercher les polynémes interpolateurs de
Lagrange, les Qj; avec :

Z—zk
Q@ = II :
Zi—2,

k=0 J

k#j
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polynémes de degré =, en nombre z + 1, qui forment une famille libre

de C,[X], car Y AjQ;(z) = 0, calculé en z;, donne X, = 0, ceci pour
j=0

tout k. On a une base de €, [X], et, pour P = 2 7\.ij , décomposé dans
j=0

(2 7"1'(21] (z)

jy=0

n

cette base, on a Ny(P) = Y,
k=0

n

= > |\ = Pl

k=0

norme usuelle cette fois sur un espace vectoriel de dimension n+1,

rapporté a une base, puisque c’est la somme des modules des compo-
santes scalaires.

Si vous y tenez, vous pouvez faire les vérifications !

Comme on est en dimension finie, toutes les normes sont équivalen-
tes, donc si on se donne deux (n + 1) .uplets dans E, Z et Z', il existe une
constante ¢ >0 telle que N; < ¢N,..

En notant cette fois (P)), <j<n+l les polynémes interpolateurs de
Lagrange pour la famille Z', on doit avoir en particulier N, (P )< cN( Pj) ,

avec Nz(P;) = 1,doncc=¢, = sup {NZ(Pj) ;7=0,..,n}.

Or, avec cette constante ¢, et pour P décomposé en Y’ AP, ona:

j=0
n n

Nz(P) < Y [MNz(B) < Y [Afeo = ¢o Y, [A], soit:
j=0 j=0 j=0
Nz(P) < ¢oNz(P) : ¢y = sup {Nz(P));j=0,..,n}

est la meilleure valeur de ¢ convenant.

3.18. On peut considérer I'expression (X2 +1)PP'+ X(P2 + P'2)
comme un polynéme en X du second degré, (P et P' devenant des coef-
ficients), pour en chercher une éventuelle factorisation.

On 2 un discriminant A valant (P? +P'%)° —4P?P? = (P*-P?)®

—(P2+P'2)i(P2—P'2) égauxa — g eta— P ce qui
2PP 8 P p €4
conduit 2 une factorisation de Q en Q(X) = (XP+P')(XP'+P), eton

va chercher les zéros de chacun des deux facteurs, avec intervention de
la dérivée logarithmique de P.

d’ou des « zéros » :
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On sait que P admet 7 zéros simples >1, indexés en:

1<x;<xy<...<x,.Donc la décomposition en éléments simples de PF
sera du type :

P(x)  « 1
P(x) 2 x—X; *f®),

i=1
avec f(x) fraction rationnelle définie pour x> 1.

P'(x) _ P'(x) _
X P @) - o et 11m+ Plx) -

On a donc hm

Mais alors, sur chaque intervalle ouvert JIx;,x;,,[, (pour

l1=i=<n-1,lafonction x — P(x) (x + P(( ))) va s’annuler car le fac-
teur x + l;’((;c)) a pour limites - o et + o en ces deux bornes, donc, conti-

nuité oblige, il s’annule en o; € Jx;, x; . ¢ [ .

Il en est de méme de la fonction x ~—>xP(x)(

5

II:((x)) 1 tend vers + oo en x et-ccen x;,;,douun B, € Ix;, x;,, [ tel
que BzP'(ﬁz') =-P(B).

Comme oP(o;) = - P'(a;), Dégalité o; =P, impliquerait
P'(B,) 1 _ P(ay) 2
— T - = ———— = — —B; donc B; =1, avec B;>1 : Cest
P(B,) B; P() P P: P
exclu.

On dispose donc déja de 2(n — 1) racines réelles distinctes (et > 1),
pour Q.

On en veut une de plus que I'on va chercher dans 10, x, [ . Si P admet
des zéros dans [0, 1], soit x, le zéro le plus pres de x; , supposé de mul-

dans la décomposition de p-eton récupere

tiplicité o, on rajoute o
x— %
deux zéros o et B, dans ]Jx,, x, [, par le raisonnement précédent, avec
cependant la possibilité d’avoir oy = B, = 1 cette fois, donc en fait au
moins un zéro de plus pour Q.
P'(x) 1
P(x)
fraction rationnelle f est cette f01s deﬁme sur [0, +oo[), et

Si P ne s’annule pas sur [0, 1], ona lim

qu1 vaut + oo, (la



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 93

lim P(x)+_ = —oo, donc ce facteur
xosx; LX)

P'(x)
P(x)

Bo € 10, x; [, d’ot1 un zéro de plus pour Q. On a au moins 2n -1 zéros
réels distincts, (et > 0), pour Q.

+— s’annule en un

3.19. Le polynéme P, unitaire de degré impair admet un zéro réel
et deux autres, réels ou imaginaires conjugués. On note x; la plus

grande racine réelle, on peut alors noter zo = X9 +14yy €t 23 = X3+ iy3
les deux autres racines, avec soit yo = y3 = 0, (et x, < x;, x5 < x, ), soit
Y3 = — Y9, non nul mais alors x3 = x,. On a donc z, = x5 +iy, et
23 = x3_ 1}’2 avec y2(x2 —xs) = O .

Supposons x;, x, et x5 négatifs.

Les relations entre coefficients et racines donnent :
@:a=—-x—%9—%Xg— 1Yo+ iy = — (%] + X9 +x3) =0

b= xl(x2 + xg) + 2223 avec :

2 . 2 N
2223 = x2x3 +y2 + lyg(xg - x2) = XgXg +y2 N d,ou .

@:b

2
xl(x2 +x3) +x2x3 +y2 = 0 N

2
@:c = —x;(x%3+95) =0
On peut tenter de voir si ces conditions a = 0,5 = 0, ¢ = 0 suffisent
a donner trois zéros de parties réelles négatives.

Si P admet trois zéros réels, x;, x, et x5, on les indexe de facon que
x, soit le plus grand des trois.

Sinon x; est le zéro réel, et x, + iy, et x, — iy, les zéros complexes
conjugués.

Pour un zéro réel, 'égalité x+ax’+bx+c =0 conduita:
x(x +b) = - (ax +¢).

Avec a, b et ¢ positifs, on asoit x = 0, soit x # 0 mais alors X+b>0 s
ax’ +¢=0 implique x < 0.
Donc a, b et ¢ positifs donnent, si les zéros de P sont réels, trois zéros négatifs.
On suppose maintenant que x; est seul zéro réel, (< 0), etque y, # 0.
La relation @, valable, donne :
a+x;+2x, = 0.
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Avoir x5 <0, équivaut a a +x, =0, soit a x; = - a, et comme sur
Jx, + o [, P est a valeurs positives, et sur ]- o, x, [, a valeurs négatives,

3 2
onaura — a < x; si etseulementsi P(—a) = —-a +a(@)-ba+c=<0.
Si aux conditions a, b, ¢ positifs on ajoute — ba + ¢ < 0, les trois zéros
ont leurs parties réelles négatives.

Vérifions alors, pour avoir une équivalence, que si les trois parties
réelles sont négativesona —ba+c¢=<0.

En utilisant @, @ et @, on a

2 2
c—ba = —xy(xo%3 +y5) + (X1 + Xo + x5)[x1 (%o + X3) + XoX5 + V5]

2
(x9x5 +95) (— %y + %1 + X9 + x3) + %1 (%9 + x3) (X7 + Xg + X3)

(%923 + yg)(x2 +x3) + %1(X9 + x5) (21 + Xo + X3),
=0 <0 =0 =0 <0
il me semble que cela donne bien ¢ -ba < 0.

Finalement, les trois zéros de P ont une partie réelle négative si et
seulementsia=0,6=0,c=0 etba-c=0.

3.20. a) Soitdun diviseur de %, si on note &, I'’ensemble des entiers
kde{l, .., n},dep.g.c.ddavecn,(donc k An = d),les &, forment une
partition de {1, ..., n} si d décrit I’ensemble des diviseurs de n.

De plus, k An = d équivaut a 'existence de p < g tel que & = pd,

p étant premier a -, donc:

UIS

g, = {pd;lsps%,p/\g=l}.

Onaalors X"-1 = ] ( I (X exp ann)], avec
K

din \ke'9,
2ikT pm
I ( P )= I1 (X P n/d)
ke 9, < palo1
s7P"g

= ¢,(X), avec les notations de I’énoncé,
i

donc X" -1 = []e,(X).
din 4
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Comme les 3 décrivent I’ensemble des diviseurs de 7 si d parcourt
I'ensemble des diviseurs de n, on a aussi :
X"-1 = [JouX).
d/n
Prouvons, par récurrence, que les ¢,(X) sont a coefficients entiers.
Ona ¢;(X) = X-1€e Z[X].
Si on suppose que pour tout r < n—1 ona ¢,(X) dans Z[X], comme

0,(X) x H 0,(X) = X" -1, onsait déja que ¢,(X) estunitaire, (les @,
d|n
d#n

le sont par définition), a coefficients dans ® a priori, mais en posant, avec

¢, dedegré p,et g = n—-p, ¢,(X) = X”+ai,_1XI'_1 +...+ag, (les a,
rationnels) et [] ¢X) = X?+5,_ X7 4+ .+, (les b, entiers), par

d|n
d#n
produit, le coefficient de X"~ = X? 97" est :
0= aj,_1+bq_1 d’ou ay_y = -bq_l entier ;

n-2

puis le coefficient de X™ °, (si n = 2 ) sera:

— 3 2 ™

0=a, o+a,_1b,_1+b;_y,aveca,_;,b,_, et b,_, entiers d’ou

a,_o entier, et, par récurrence, en allant jusqu’au terme de degré ¢, on
. . N z +

Justifie I'appartenance des a; a Z, en prenant le terme de degré X,

sos _ cos

dou 0 = aj+k lZ. ab;, avec a, = 1, et a;,1,a;,9, - a,_; déja

+l=j+q

X j<k<p
entiers.

b) Ona ¢,(a)x H ¢,(a) = a" -1, et par hypothese p divise @,(a),
d|n
d#n
donc p divise a” -1, soit a” = 1 dans le corps Z/pZ = K, donc dans
le groupe multiplicatif K*, I'ordre de a divise n.
Par ailleurs, I'identité X" -1 = [194(X), appliquée avec n = d' un
d|n
diviseur strict de n, et pour X = a, donne : a® -1 = H(pd(a) , avec les
djd
©4(a) tous premiers a p, d’ou a®#1 dans Z/ pZ :Tordre de a dans K*
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est n. Comme a # 0(p), par le petit Théoréeme de Fermat on a

@' = 1 dans Z/pL, d’ou p—1 multiple de =, soit p du type An + 1.

¢) On suppose qu’il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers
de la forme An + 1, soit b leur produit et m = nb.

Lidentité X" -1 = ¢,(X)- [] 04X) = ¢,,(X)v,,(X) est obtenue
d|m
d#m
avec des polynémes @,, et y,, premiers entre eux car sans zéros com-
muns, comme on I’a vu au a).

Comme ¢,,, et y,, qui est un produit de polynémes cyclotomiques,
sont dans Z[X] donc dans ®[X], il existe, (Bézout) deux polynémes U et
V dans @[X] tels que 1 = U(X)o,(X) + V(X)y,,(X), d’ou aprés multi-
plication par un entier pour rendre entiers les coefficients de U et V,
I'existence de a entier > 0, et de deux polyndmes R et S de Z[X] cette
fois, tels que :

a = R(X)9,,(X) + S(X)y,,(X), d’ou a fortiori :
a = R(a)¢,(a) +S(a)y,(a).

Tout diviseur premier p de @,,(a) divise a"-1 = ¢,(a)y,(a),donc
est premier avec a, mais alors est aussi premier avec y,,(a) = H ¢y(a),
d|m

d#m
(sinon il diviserait @), donc d’aprés le b) un tel p est du type

p=1+Am = 1+Abn : p estdu type 1+ kn, c’est donc 'un des nom-
bres premiers dont le produit vaut b, donc p divise 1 : c’est absurde sauf
sig,(a) =1.

Or ¢, est un polyndéme de degré =1 et il existe une infinité de
valeurs a et de couples (R,S) vérifiant 1'égalité du type
a = R(X)9,(X) + S(X)vy,,(X) :on peut multiplier cette relation par un
entier quelconque.

Il existe donc a entier > 0 tel que ¢,,(a) # 1, ce qui acheve de justifier, par
I'absurde, I'existence d’une infinité de nombres premiers du type An + 1.

3.21. Déblayons le terrain. Comme on travaille sur €[X], on peut
écrire P" + Q" = R” sous la forme P” + Q" —R” = 0, et, avec A racine
7™ de - 1 et R, = AR, sous la forme symétrique P*+Q"+R} = 0,
le remplacement de R par R; ne changeant rien quant 2 une éventuelle
proportionnalité des polynémes.
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Justifions le résultat par récurrence sur le plus grand degré, en intro-
duisant la propriété :

Z,:(Y(P,Q,R) e (Cq[X])S, P"+ Q" =R"= P, Q, R proportionnels) ;
Hy est vérifiée, les trois polyndmes étant constants.

On suppose Z, vraie pour 0 <7<gq.

Soient (P, Q, R) € (C,[X])’, avec P"+ Q" = R".

Comme un zéro commun, x,, 2 deux des trois polyndmes P, Q et R
annule le troisiéme, apres simplification par X —x, , on se retrouve avec
trois polynémes de €, _,[X], qui seront proportionnels d’apres %, _,,
d'ou P, Q et R proportionnels, et % vérifiée dans ce cas.

On suppose donc P, Q et R deux 4 deux premiers entre eux et, (symé-
trie des roles joués), P par exemple de degré le plus élevé, ¢, sinon P, Q
et R seraient dans Cq_l[X] , avec %_1 vraie.

OnaP' =R"- Q" , ce qui se factorise, si on introduit :

® = exp (21‘ g),en:

n-1
P' = [ R-0'Q).

k=0
Pour k#FE', ket k' dans {0,1,...,n—-1}, les polynémes R — O)kQ et
I3 . . .
R -®" Q sont premiers entre eux, car un zéro commun, a, serait tel que

R(a) = ©0'Q(a) = ©*Q(a) avec o' 20", d'ott Q(a) = R(a) = 0 ce
qui est exclu, (RAQ =1).

Soit a un zéro de R - ©*Q, a est zéro de P, donc (x—a)" divise P”,
et comme a n’est pas zéro des facteurs R — cok'Q_ ,pour k'#k, Cestqu’en
fait (X —a)" divise R- 0"Q.

En écrivant R — (okQ = (X- a)"R1 , €t en recommencant le raison-
nement pour un zéro, b, de R;, on aura (X - b)" qui divise R;, et on
justifie ainsi que chaque R — O)kQ est du type (S,)", avec S, € C[X].

En particulier, (n = 3), on a les trois relations :

R-Q =S —o |-1
R-0Q = S} . ‘
R-0°Q = Sj.
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Les deux premieres donnent, (0#1):R =

ST-S¢
Q= 11 (:)0 d’ou, en remplacant dans la troisiéme :

et

(1 —o))S; = S?(l—(s) )—0)(1—0))88, soit encore :

l/n 1/n

= (1+®)ST- Sy, ou (1 +®)7"S))" = (@'/"S,)" + S5,

et on sent approcher I’hypothése de récurrence car, R - ® Q étant de

degré g au plus, avec R - a)kQ = (Sy)", on a chaque S, de degré <q:
ils sont dans Cq_ 1UXT.

Donc les polyndémes S, S; et S, en particulier sont proportionnels.

En écrivant S, = A,S pour k£ = 0,1,2, avec des A, complexes, on

7\'0

l (0]

Al - m?»ﬁ 5"

obtient R = 1=

= aS”,puis Q = = BS”, avec oL et
2
B complexes, d’ou P* = R*-Q" = (a"—B")S™ ,donc P = yS”, avecy
racine n'“"“ de o - B".
On obtient bien P, Q et R proportionnels, d’ou 97; vérifiée.

3.22. On introduit les polynémes interpolateurs de Lagrange asso-
ciés aux entiers k, k +1,..,k+n,ennotant, pour 0 <j<mn,

Lo = [] Bt
r=20
r#j

Le polynéme P, de degré =, se décompose dans cette base des L; en

P=YPk+ JL;, et, si on justifie que, pour tout i de Z, L(7) est dans
j=0
Z, les P(k +j), (0 <j < n) I'étant, on aura bien P(:) dans Z.

OnaL(i) = [] w C’est un rationnel, de dénominateur
’ r=20 =T
ne T#j
- D"t n =)
Le numérateur est nul si i-ke {0,1,..,j-1,j+1,..,n}, donc
dans ce cas L(z) =0 estdans Z; etsi i—k =j,ona L(k+]) =1,
dans Z aussi.
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Il reste 2 examiner le cas de i tel que i—k>n ou i -k <0.
Commengons par i >k +mn.
En posant i-k =n+p, p=1, le numérateur de L;(7) est
n+p)n+p-1)..(n+p-j+1)(n+p—-j—-1).. p, dou en fait:
o nj(m+p)..(n+p—j+1) (n+p—j-—1)..p
L) = (- 1) - x bl
J J
= (- 1)"_jC];L+I,C::;,_j_1 qui est bien dans Z.

Enfin, pour i—k<0, si on pose i—k = —¢,q=1, on obtient pour
numérateur de Lj(i) , le produit :

CEPEg-D(=q-j+D(-g-j-1)..(~q—-n)
= (- 1)"q(g+1)..(q+j-1)-(g+j+1)..(g+n), donc
o _ v (gtj=1)..(¢g+1)g (g+n)(g+n-1)..(¢+j+1)
L) = (- 1 ; o)
= (- l)jC{Hj_lCZ;J,;, 12 encore dans Z.

Chaque Lj(i) étant dans Z, P(z) est dans Z, pour tout i de Z.

3.23. Pour faire apparaitre a —5 quelque part, on peut, si a est zéro

dordre o de P, penser a factoriser (X- a)® et écrire
P(X) = (X-a)*"Q(X), avec Q(a)#0.

Les zéros d’un polynéme étant isolés, il existe alors 11 > 0 tel que sur
la boule fermée de centre a de rayon 1, Q ne s’annule pas, et %}(a, n)

étant un compact de R, Q est bornée sur ce compact d’ou I'existence
d’une constante M telle que 0 <|Q(x)| <M sur .%j’»(a, n).

Soitalors (p, q) € ZxIN* . Si

a —el >1,sionimposea ¢>0 cherché
9

’a € s
d’étre tel que n=c¢, pour ¢=1 et r>0 on aura n=¢=—, d'ou
q
a5,
q

q
Retenons la condition r> 0, 2 imposer, ainsi que ¢ < 1.

Si
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) - el

Mais a ¢§ et a est le seul zéro de P sur gé}(a, M), donc P(‘S) est non

qdoPP(g)’ =1, et

d’ou le —-a
q

nul, d’ou, quPP(g) étant entier puisque P e Z[X],

I'inégalité :
B a > 1 k] N 9 z .
a— = = d’ou 'on déduit :
q Mg

1
a—z‘ = W’ pour 1es§ dans %(a, n)

. 1 d°P .
En posant ¢ = inf (n, W) ,etr = o (nombre > 0), on a bien

=<,
T

¢>0 etrdans R tels que, V(p, q) € ZXIN*, on ait ‘g—a
q

b) En fait, si on fixe ¢ dans IN¥, I'ensemble Aq des s , p dans Z, est
fermé dans IR, ne contient pas a, donc & = d(a, Aq) est une distance

. .. . d
strictement positive, et si d est un nombre > 0 tel que 6> —» On aura,

Vpel,

d , R . P
a—E‘ = —. On n’a pas de mal a obtenir cette infinité de
7 q

couples !
c) On peut justifier le résultat par récurrence sur n, degré du
polynéme P.

Si P de Z[X] est de degré 1, son seul zéro est dans ®, donc le pro-
bleme ne se pose pas.

SiP de Z[X], est de degré 2, avec a irrationnel, zéro d’ordre > g =1,
ici a est zéro double et P s’écrit P(X) = b(X—a)2 , avec be Z, d’ou

P(X) = bX2 —2abX + ba® dans Z[X], d’ou 2ab dans Z et a dans ®:
exclu.

Notons %, la propriété : si P de Z[X], de degré n, admet a pour zéro

. . 1t sez n
irrationnel, a est de multiplicité < 5"



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 101

On vient de voir que % est vérifiée. On suppose les propriétés %, ,
2 < k< n vérifiées, et soit P € Z[X], de degré n + 1 ayant un zéro irra-
tionnel a.

Procédons par I'absurde en supposant la multiplicité de a strictement

gl,avecn+1>2+l>1.

2 2

Les polynémes P et P' ayant a pour zéro commun dans R, ne sont
pas premiers entre eux dans R[X], or ils sont dans Z[X], donc dans ®[X],
et a fortiori ils ne sont pas premiers entre eux dans ®[X].

Mais alors, si P est irréductible dans ®[X], il ne peut pas avoir de
diviseur autre que 1 et P dans ®[X], (2 une constante multiplicative
pres), donc il est premier avec P' dans ®, ce qui est exclu.

En décomposant P dans ®[X], on peut écrire,
soit P = PP, avec P; et P, premiers entre-eux dans ®[X],
soit P = P] avec P;e ®[X] et r=2.

Dans le premier cas, a est zéro de P, par exemple, et pas de P, , avec
+1 d°Pi+1
2 T 2
fiée, et P; de ®[X] est proportionnel a un polynéme de Z[X], le facteur
de proportionnalité étant une constante.

Dans le deuxiéme cas, avec a zéro de multiplicité o, dans P, il 'est
de multiplicité o;r dans P.

De plus, si P, estde degré nl ,Pestdedegré n+1 = rn,.

L - s n
supcrieure a

R TP n . P
une multiplicité > ce qui est absurde car Fop ~est véri-

On a par hypothese oclr> 2 , d’'ou o) > avec n; < 7 : comme

3!
5 ’
&,, estsupposée vraie, c’est absurde, 1a encore P, étant proportionnel,
avec facteur de proportionnalité constant, 2 un polynéme de Z[X].

On a bien £, vérifiée, d’ou1 le résultat par récurrence.

3.24. Onsupposele polynome P de C[X], de degré n = 2, (pour que
le polynome dérivé ait des zéros), et, P étant scindé sur C[X] on I’écrit

P(X) = A J](X-2), avec z, = x,+iy, et y, = Im (z)>0 pour

k=1
k=1,2,..,mn,les z; ne sont donc pas forcément distincts.

On pose Q(X) = A H(X—zk), donc P(X) = (X-2z,)Q(X) et
k=2
P'(X) = Q(X) +(X-2)Q(X).
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Supposons que z;, = xy+iy, soit un zéro de P', avec

Ona zy#z,, k = 1,..,n, et comme zo, ..., z, sont les zéros de Q,
Qzg)#0. Mais comme Q(zy) = — (29—21)Q'(zy), on a aussi

Q(zp)#0, dou zy—z; = Qzo) ou mieux, zp—2z; = — L

—, C€
Qo) Q(z)
. : Lo Qlzo)
qui va permettre d’aller chercher la dérivée logarithmique et d’écrire :
Zy) = Zl - 1
> 1
k=g 0 %k

Comme Im (z)) <0 et Im(z,)>0, pour k=1,..,n, on a

>0 etaussilm(z 1 ]>0.

Zog—Z 20— 2
0~ %k hoo 0%k

En passant a I'inverse, puis a 'opposé, on obtient une partie imagi-
naire strictement positive, et en ajoutant z;, avec Im (z;) >0, il vient

Im (zg-2,) <0, donc Im

Im (zp) = Im (z;)+Im |- D S >0, ce qui contredit '’hypo-

n

Zzo Zy

thése Im (z5) < 0 du départ, qui est donc absurde. Donc les zéros de P’
ont leurs parties imaginaires strictement positives.

3.25. Supposons que P admette m racines distinctes, Aj, ..., A,, de
multiplicités respectives ., ..., &, , et que P—1 en ait 7, Ky, ..., li,,, de
multiplicités B, ..., B,, . Comme P et P -1 n’ont pas de racine commune
(sinon -1 = 0),les A; etles M, sont distincts.

m
De plus, Pet P' ont m' = z (o;— 1) racines communes, (comptées
i=1
avec leurs multiplicités), soit, avec d = Y a; = degrédeP,
= d —m racines communes. i=1

De méme P-1 et P' ont ' = z (B —1) = d—n racines commu-

nes, (comptées avec leurs mult1p11c1tes)
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Comme P et P-1 sont sans zéro commun, P' admet au moins
m'+n' zéros, comptés avec leurs multiplicités, d’ou :

d-1 = degré de P'=m'+n' = d-m+d-n, soit encore :
dsm+n-1.

Vu les réles symétriques joués par P et Q, on a également m racines
distinctes de Q, (les mémes A;), et n de Q — 1, donc si d est le degré de
Q,onaaussids=m+n-1.

Mais alors, P et Q sont nuls sur les m valeurs distinctes A;, et valent
1 sur les n valeurs distinctes, (et distinctes des 2;), M donc P-Q, de
degré m +n—1 auplus, s’annule m +n foisdou P-Q =0 etP = Q.

3.26. On constate que A est toujours de rang =2, (a#0 car

0allo).
ab

d°P = 2, et le mineur

Par ailleurs A est la matrice des composantes de P, XP, Q et XQ dans
la base canonique {X’, X>, X, 1} de C5[X].

Si A est de rang 2, avec {XP, P} famille libre, on a deux scalaires A et
u tels que Q = AXP+ P, avec d°P = d°Q = 2 donc A = 0, et Q,
proportionnel a P admet deux racines communes avec P.

Réciproquement, si P et Q ont mémes racines, ces polynémes sont
proportionnels, et si Q = puP, XQ = u(XP) donc A est de rang 2.

Si A est de rang 3, on a des scalaires a, B, ¥, 3 non tous nuls tels que
oP + BXP +yQ + 8XQ = 0, soit encore :

BX+a)P = - (X +7)Q.
Mais alors, en factorisant P sur €[X], on a soit deux racines distinctes

pour P, et 'une annule Q, soit une racine double A pour P, mais (X - %

divise — (8X +7v)Q,, donc A annule Q : dans tous les cas P et Q ont au
moins une racine commune, et une seule sinon A serait de rang 2.

Si P et Q ont un et un seul zéro commun A. On peut écrire
P=aX-M)X-p)etQ = a'(X-A)(X-p)avec u=p',doul’égalité
d(X-pP)P = aad'(X-A)(X-p)(X-p)

= a(X-W)Q,
soit a’XP-a'W'P-aXQ +apQ = 0, avec aa'#0 et u#u' dou une
combinaison linéaire non triviale, nulle, entre P, XP, Q et XQ). Ces poly-

noémes forment une famille de rang 3 au plus, et pas de rang 2 sinon P
et Q auraient 2 zéros communs.

Doncrang A = 3 & P et Q ont un seul zéro commun.
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Il en résulte que rang A = 4 < P et Q n’ont aucun zéro commun,
donc rang A = 4 —nombre de racines communes.

3.27. Le polynéme P, de degré n—1, admet »—1 racines comple-
xes. Ona (X-1)P(X) = X" -1 et P(1) %0, donc les racines de P sont
les racines 2™ de I'unité, sauf 1.

Sin = 1, P est constant, c’est donc n» = 2 qu’il faut supposer.

2ik S
Soit alors 6, = e ,avec 1<k<n-1,l'undes n—1 zéros de P,

2zkm =
onaura (8,)" = " qui reste une racine 7™ de 'unité, et C’est 1si
et seulement si km est multiple de n, donc s’il existe p entier tel que
km = pn . Mais alors :

1°) sim et n sont premiers entre eux, n divise k, avec 1 Sk sn-1:
Cest impossible, et mAn = 1= (6,)" %1 ;

2°) sidestle p.g.cddemetn,avec d#1, en prenant £k = -, ona

[SHI

km = n- % entier multiple de =, (13 € ]N), donc (6,)" =

En notant.%Z I'’ensemble des racines de P, cet ensemble est stable par
I'application z ~ 2" si et seulement si m et n sont premiers entre-eux.

Et en fait, il est invariant car dans ce cas 'application z ~ z" est injec-

tive sur %, car avec k # k', tous deux entre 1 et n — 1, on a par exemple
m m 2i(kK' — k) g m

k<Ek et 6, =0,, si et seulement si e = 1, soit avec

1<FEk-k<k <=mn-1,sietseulementsi (k' —k)m est multiple de n, ce
qu’on a vu étre impossible au 1°.

. . . m .
Donc I’ensemble des racines de P est invariant par z ~— z~ si et seu-
lement si m et n sont premiers entre eux.

3.28. a) La fraction rationnelle R est de classe C~ au voisinage de
zg, zéro d’ordre k, et, par Taylor Young a I'ordre k, on peut écrire :

(k)( 20)

R(z) = ]

(z—- zo) (1+¢(z)), avec lim &(z) =
2217
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Pour mettre en évidence la partie imaginaire de R(z) lorsque z décrit
le cercle de centre z, et de rayon 7, on va tout écrire a’aide des modules
et arguments.

RYz) i0
Posons A pe ,p>0,puis z—z, = re ,(ce sera 6 qui varie),
et 1+&(2) = a(z)e’®?, avec a(z)>0, et, comme lim (1+&(z)) = 1,
Z—)Zo
ona lima(z) =1 et lim@(z) = 0 : on impose a r = |z—z,| d’étre

z—)zo Z—)ZO

assez petit pour que I'argument, @(z), de 1 +&(z) reste dans [— TZt’ g] ,

(disons Jry>0 tel que 0 <r<7y=|o(z) < g) .

Alors 'argument de R(z) sera k0 + o+ @(z), et la partie imaginaire
de R(z) est du signe de sin(k0 + o+ @(z)) .

1 T
Posons 6, = Z (]m +5 oc) , on aura

kO, + 0+ Q(z) = pn+g+<p(z),
T T 3m
avec 3 + o(z) e [Z’ T} pour 0<|z—zg| <7,.
Mais alors si p est pair le sinus de (k6, + 0.+ @(z)) est> 0, et sip est
impair il est négatif, (bien siir z = zy+ e’ dans Pexpression ¢(z) ).
Pour p = 0,1, ..., 2k, on obtient les bornes de 2k intervalles consé-

cutifs, entre % (g—oc) et % (g —oc) +2n, intervalles tels que

sin(Arg (R(z))) soit de signe contraire aux extrémités, d’ou 2k zéros de
Im (R(z)) sur chaque cercle de rayon r € ]0, ry], centré en z;.

b) Avec (A,n) = (1, 0), puis = (0, 1), on obtient déja le fait que P
et Q ont tous leurs zéros réels. Vu la symétrie des réles de P et Q mon-
trons qu’entre deux zéros consécutifs a et b, (a <b) de P, Q s’annule.
P(x)
Q(x)
(Théoreme de Rolle), il existe c€ ]a, b [ avec R'(c) = 0.

La fraction rationnelle S définie par S(x) = R(x) — R(¢) admet alors
¢ pour zéro double : il existe donc un r>0 assez petit pour que
a<c—r<c+r<b, et que sur le cercle de centre ¢ de rayon 7,

Sinon x ~— R(x) =

est définie sur [a, ], nulle en a et b, donc,
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Im (R(z) —=R(¢)) s’annule au moins quatre fois. Comme ici R(c) est
réel, (P et Q sont a coefficients réels), ona Im (R(z)) quis’annule quatre
fois: l'un des zéros, notons le z,, n'est pas réel, et
R(zg) = Re(R(zp)) +:i Im (R(zp)) = Re(R(zy)) = u est réel, et
P(zp)
Q(zg)
P-uQ, ce qui contredit I’hypothése. Donc Q s’annule sur [a, b].

-u = 0, d’ott un zéro imaginaire, z,, (non réel), du polynéme

3.29. Soit 6 I'argument des deux racines, qui peuvent donc s’écrire
i0

pie et p2ee, on aura s = (P1+p2)ee et p = pipoe 70 Jou
2 2 —0.)2 2

Lo M =4+ (pl—pQ) et la condition > =4, (en particulier
b4 P1P2 P1P2 P

2

L oest réel).

p

2
Réciproquement, si s et p sont tels que ; soit un réel supérieur a 4,

2

le discriminant de X — sX + p s’écrit A = P 4p = p (Z - 4)

2
. s
Posons s = ae’’, (a>0 car = 4 n’admet pas le cas s = 0), et

N

S = 4457 avec b=0.

p
2 2i0 a2b262®
Onaura p = 5 et A = 5~ d’olt les racines
+b 4+b
1/ 0 ab 0
sE(A) " =ae £ ¢

—~/4:+b2
(Ja+b2+b).
«/4+b

Comme ~4 + b>—b est un réel positif, les deux racines ont méme
argument 0, et pour modules respectifs N4+ —b) et
N4+ 5

(A/4+b +b).

A/4+b
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2
La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc — réel supé-

rieur ou égal a 4.

3.30. Parmi toutes les matrices de .#,(C) figurent les matrices dia-
gonales, qui vont conduire a un calcul plus simple des A, , que I'on éten-
dra aux matrices diagonalisables puis quelconques.

Aussi  je commence par  supposer A _ diagonale:
A = diag (Ay,...,A,).Ona A, = A(A (trace A)I ) = A? —0,A, avec

6, somme des racines. Comme A% = diag (7»1, s n) , la trace de A,
n

2 2 . £
sera y A; — G, et on comprend qu’un calcul sur les fonctions symétri-
i=1
ques des racines s’amorce.
Notons ©,, Gy, ..., 6, les fonctions symétriques élémentaires de

Aps Ay s Ay

Onac§=(zx] TA)+2 T A
i=1 j=1 1<i<j<n
= Z(Aj)2+2og,
j=1
donc trace (A;) = Y, (?»j)Q—Gi; = -20,,etona:
j=1

A, = A(Al—% (trace Al)In),

= A(A’-G,A +0,l,).

On peut alors essayer de justifier, par récurrence sur k, le fait que A,
est un polynéme en A, noté P,(A), de degré £+ 1, avec :

k
Z:Py(X) = x(x"+ 3 (- 1)”cpx""’),
p=1
et si on y parvient, on obtiendra A, = AX,(A), xs(X) étant le poly-
néme caractéristique de A, d’'ou x,(A) = 0, (Cayley Hamilton) et la
nullité de A, dans ce cas.

Les relations /7] et /7 sont vérifiées.
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Supposons les 7, vérifiées jusqu’au rang k.

Alors A, ,, = A(Ak— E-}-—l trace (Ah)In),

k
_ E+1 1t k+l-p 1
= A[A +;§1( 1)'c,A el 1(trace Ak)In),

d’apres I’hypothese de récurrence utilisée pour exprimer A, = Py(A),
et on aura %, vérifiée si on justifie I'égalité :

1 E+1
— ——trace (A,) = (-1 G
7 trace (&) = (- "oy,
ce qui permettra de faire rentrer le dernier terme dans la somme.

Comme A est diagonale, ainsi que les puissances de A, la trace de A,
est facile a exprimer, par linéarité de la trace, et on veut justifier que :

n k n
trace (A) = YA+ Y (- 1)”%[2 xﬁ”"”) = (- DAk + 1)0y, 1,

i=1 p= 1 i=1
ou encore que I'on a la relation notée %Z:

n 4 .
A - Zx?*‘l = (_ l)k(k+1)0k+1+ 2 (_ 1)P+16P[2},?+1-P].

i=1 p=1 i=1

Pour justifier cette relation %, si (o, ..., .,,) est un n.uplet d’entiers,
oy O Q.
je vais noter 21117»22 .. A, le polyndéme symétrique contenant
G, G2 G
AAg A,
Par exemple, G, seranoté Y A; ... A,, ou G; seranoté Y A,.
On a alors :

> k+1
DIV

j=1

YA = T TA - T AN,

o1 Y- hde TAs ™ =T hAghsh)
= 0; SA -0y YA+ AR5

n
N . k k
Pour simplifier les notations, posons S, = ) A= Y A avec notre

. g s e j=1
notation, on a vérifié les égalités :
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clsk_lelg
6,5, -65S;_; + lexzx’;' !

Supposons justifiée I'égalité, pour p <k :

Sk+l

4 )
Sps1 = Z(- 1)1—161‘Sk+1—i+(_ l)p 27”17"2 7\. 7\vk+] 7
i=1
Cest vraipour p = 1 et 2.

Supposons d’abord k—p = 2 .

On a alors, avec 7»:”_1’ =Xpi1- 7\,::1; :

pE+1-
z)"l)‘? p:l b= 2}" }"2 p+1 Z)" z}"l p+1 +2’
car si on calcule le produit :

(2?\.1}\.2. » +1)(ZX ) en développant, on obtiendra en

fait :
< ok
-p . Arre T
( o Y . L MH)(Z A ], et j peut étre I'un
lszl<zg<...<zp+lsn g=1
des i, , d’'ou des termesen A; ... A; (A, Y *17PA, .. A,  termes que
B o1 el a1

I'on voulait, mais il y a en trop tous ceux avec j qui n’est pas I'un des i,
et dont la somme, si k+1-p>1, donne l’expression symétrique notée
DA Ay 1?» .5, ceci parce que k—p =
Dans ce cas la formule devient :
P
i-1
Ske1= X (17 0S8+ (- 10,15
i=1
1
+(= 1)1” 2}“1 p+1}" +2>

et on a justifié la récurrence.
Par contre, si k—p = 1, la fin est modifiée car alors :
QA - M)(Q M) » qui représente en fait :

( Y, A )”i,,)(z lj] , donne bien la somme symétri-
j=1

1<ij<..<iy<n

< 2 .
que des termes notée Y A;... A, _ A, mais les termes obtenus en trop,
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lorsque j ne figure pas dans {i},.., i} est cette fois égale a
(k+1) Y A; ... A;A;  car j peut prendre I'une quel-
l<ij<.<ip<ip, <n = &
conque des k£ + 1 valeurs du (& + 1) .uplet.
C’est donc (k +1)0, ., qu’il faut retrancher, et dans I'égalité :
k-1
Ske1= X (=1 710Sk, 1+ (= 1P A Ay, (résultat
i=1
justifié jusqu'a p = k-1, par récurrence), on remplace Y A;... A, _ lki
par 6,S,—(k+ 1)G,,,, d’ou l'égalité :
k
Sie1 = X (- 17168, 1 i+ (- D*(k+1)0,, ,, ce qui est bien

i=1
I'égalité % que nous voulions justifier, (enfin moi, peut-étre pas vous !).

La relation % est donc justifiée par récurrence, et conduit a
Pexpression :

P, (X) = x[x" + Y (- 1)”cpx""’) = (- D)"XX,(X),
p=1

avec %, (X) = det (A—XI,), polynéme caractéristique de A, annulé par
A,dou P, (A) = A, = 0, si A est diagonale.

L . . s ' -1
Si maintenant A est diagonalisable, avec Q réguliereet A' = Q "AQ
diagonale, la suite des A', construite a partir de A’y = A’ estla suite des

Q lAkQ’, car la trace est conservée par passage a une matrice sembla-
ble,dou A, = 0 = Q 'A,Q et A, = 0.
Enfin, dans .Z,(C), 'ensemble & des matrices diagonalisables est

partout dense, et par récurrence sur k, on vérifie facilement que A
donne A, est continue en A, d’ou par passage a la limite le résultat pour

A quelconque dans ./Z,(T) .




CHAPITRE IV

Algébre linéaire

Idées générales

« Voir si une propriété est stable par linéarité pour se ramener éven-
tuellement aux bases.

+ Pour des espaces de dimension finie, une inclusion et une égalité
des dimensions donne I'égalité, (faux en dimension infinie).

+ Pour une application linéaire de E dans F, espaces de méme
dimension finie, (injective) < (surjective) < (bijective). C’est faux en
dimension infinie.

- Lanotion de sous-espace stable par un endomorphisme est impor-
tante, ainsi que I'existence d’un supplémentaire stable aussi, ce qui con-
duit, en dimension finie, au calcul matriciel par blocs. En particulier,

lien entre hyperplans stables et noyaux des vecteurs propres de ‘u.

+ En ce qui concerne les valeurs propres, ne pas oublier les distinc-
tions liées a la dimension de I'espace, avec I'existence du polynéme
caractéristique en dimension finie ; puis, en dimension finie précisé-
ment, 3 la nature du corps car un polynéme sur un corps K n’est pas
forcément scindé.

- Le calcul de A", pour une matrice carrée A, qui peut servir dans
des séries en « puissances de A » peut se faire de plusieurs facons :

1°) en diagonalisant, si c’est possible, (exercice 4.1) ;

2°) en utilisant Cayley Hamilton, ou tout polynéme Q annulant A,
qui conduit, en divisant X" par Q, 2 un calcul facile, (voir exercice 4.3) ;

3°) pour obtenir Q annulant A, on peut mettre A sous la forme
A = B+ C avec B et C qui commutent, (c’est vrai si 'une des matrices
est celle d’'une homothétie), voir 4.2. ;

4°) ne pas oublier la décomposition de Dunford, A = D + N avecD
diagonalisable et N nilpotente qui commutent, sur ./Z,(C) , (4.9), (4.10).

Quelques résultats incontournables :
+ le Théoréme de la base incomplete ; (4.5),
- Texistence des supplémentaires des sous-espaces ; (4.5),
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+ le théoréme de factorisation d’'un endomorphisme ;

+ le théoreme des noyaux ;

« stabilité des sous-espaces propres de u par v qui commute avec u ;

- polynémes d’endomorphismes avec Bézout s’il y a du « premiers »
dans ’air ;

+ n-linéarité des déterminants par rapport aux vecteurs colonnes
ou aux vecteurs lignes ; (4.6).

Ne pas oublier non plus :

+ que la dimension d’'un sous-espace propre sur E=K" est
n —rang (A —Al,), pour la matrice A ; 4.7, 4.37 ;

+ que A € #,(K) est diagonalisable sur K si et seulement si son poly-
noéme caractéristique est scindé sur K, avec, pour chaque valeur propre,
une dimension du sous-espace propre égale a sa multiplicité ; 4.7, 4.38 ;

+ mais aussi qu'un endomorphisme u est diagonalisable si et seule-
ment si il annule un polynéme scindé a racines simples, (4.38) ;

+ pour calculer A", ou trouver le commutant de A, si A est carrée
d’ordre p, p petit, une jordanisation peut servir ; (en fait on détermine

des noyaux de (A - J\.jid)k, A; valeur propre de A, qui doivent étre stables

par B qui commute avec A, voir 4.11 : il n’est méme pas toujours néces-
saire de vraiment jordaniser) ; voir aussi 4.12 ;

- attention au role symétrique des données : il se retrouve dans la
conclusion, (voir 4.22).

La jordanisation, (ce qui revient, dans la décomposition de Dunford,
a prendre une base bien adaptée) est souvent utile du simple fait de son
existence, (voir 4.26).

Une égalité de sous-espaces vectoriels en dimension finie, c’est sou-
vent une inclusion et des dimensions égales, (voir 4.30), je me répéte, je
sais, mais c’est tellement important.

Le fait de traiter des questions abstraites ne dispense pas de savoir
indexer la base canonique de .Z(E), une base de E de dimension finie
étant fixée, (4.37).

Quand une notion est stable par changement de base, on a tout inté-
rét a choisir la base la mieux adaptée, (4.38).

Il peut étre tres utile, en dimension 2 ou 3, d’avoir une vision géomé-
trique des choses, (4.39).

Lintuition, cela se développe. Ainsi une matrice symétrique réelle
étant diagonalisable en base orthonormée, on peut, connaissant un pre-
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mier vecteur propre évident, chercher les autres dans ’hyperplan ortho-
gonal, (voir 4.47).

Les matrices équivalentes, il est rare que I'on s’en serve, mais cela
existe, (4.50).

Quand on veut diagonaliser en dimension finie, I’adjonction (ou le
retrait) d’'une homothétie peut souvent faciliter les choses (4.52).

La considération de la nature des éléments intervenant facilite sou-
vent la recherche d’un exercice. Ainsi, en 4.4, si on se persuade que 'on
travaille dans l'algébre des matrices, on trouvera une solution plus
courte qu’en passant dans un espace vectoriel associé et en considérant
I'action des matrices sur les vecteurs.

Une redite, (mais enseigner, n’est-ce pas répéter ?) : la connaissance
du cours, c’est-a-dire de la facon de I’établir et non la connaissance d’une
liste de résultats, cela doit vous permettre de I'adapter et de faconner a
votre tour des raisonnements pour des situations nouvelles, (voir 4.23).
C’est le but d’'un apprentissage bien conduit.
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Enoncés
3 2-2
4.1. Calculer I'exponentielle de la matrice | —_ 1 ¢ 0
110

4.2. Soit la matrice A de .#,(R), de terme général a; avec a;; = 0

eta;; = 1 sii#j. Montrer que A est inversible, calcul de A™ ' etde ¢ .

-2-12
4.3. Soit A =| _15_6 11 |, calculer A" pour n dans IN.
-14-611

4.4. Soit A et B dans .#,(C) telles quil existe A dans € avec
AAB +A +B = 0. Montrer qu’elles commutent.

4.5. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, G un
sous-espace vectoriel de E et L = {u e L(E, F) ; G c Ker u}. Montrer
que L est un espace vectoriel, quelle est sa dimension.

4.6. Diagonaliser A matrice carrée d’ordre n de terme général

_ .2

4.7. Soit
a9 a a,
- 1 X . B
A = SO 0 dans .Z,, ;(R). Est-elle la matrice d'un

= lx
endomorphisme injectif ; est-elle diagonalisable ?

4.8. Soit /Zun hyperplan de .Z,(R), n = 2. Montrer que /Z contient
au moins une matrice inversible.

4.9. Déterminer I'ensemble des matrices de .Z,(C) telles que
M=1. Quelle est 'image de .Z,(C) par l'application M ~— M.
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4.10. Soit A € .Z,(R), montrer que det =T

122

4.11. Commutantdans.#(R) deA = | _11_1 |, etcalculdee™.
102
751

4.12. Commutantdans .Z;(R) de A = | g _ 1 9 |.Généralisation.
6 1 3

4.13. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K,
et g dans GL(E). Calculer le déterminant et la trace de I’endomor-

phisme ¢ : a ~— gag ! , de Hom (E) dans Hom (E).

4.14. Calculer :

det b by as+by ... by
b, b, b, ..a,+b,

4.15. Calculer le déterminant des (C],::;._‘_,)l <ij<n+l-

4.16. Soit P un polynéme complexe. Existence et unicité de Q dans
C[X] tel que Q(0) = 0 et Q(X+1)-Q(X) = P(X).

Onpose 0(P) = Q, eton définit une suite (P,), ., de polynémes de
C[X] parladonnéede P, = 1 etlarécurrence P, = ¢(P,_;) = ¢"(P0) .
Montrer que les P, forment une base de C[X], calcul des P, .

4.17. Soit ¢ I'application de .Z,(R) dans .#,(IR) qui a une matrice
A associe sa transposée. Calculer son déterminant et sa trace.

Lapplication ¢ est-elle diagonalisable ?
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1jf
4.18. Soit A = j j2 11 Pour X dans .#(C), on pose
2 o .
VAR
O(X) = AXA.
Déterminer les valeurs propres de ¢, ainsi que son image.

4.19. Soient A et B de .#,(T), telles qu’il existe P non nulle dans

M,(C) vérifiant AP = PB. Montrer que A et B ont une valeur propre
commune.

4.20. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie #» et ¢ un
endomorphisme de E tel que ¢ =- idg .

Montrer que n est pair et qu'avec n = 2p , il existe une base de E dans
laquelle la matrice M de 6 est la matrice blocs :

M=[O'5)

L, o
4.21. Polynéme caractéristique, dans K = Z/pZ, (avec p premier),

de la matrice

a, ag ag ... ap

a, a; as ... a,_
27172 Tl
A: AN ~ '

N

‘\ \a2

Qg----- dl? a,

4.22. Soient A et B dans .Z,(K) tels que A+B = AB. Montrer que
A -1, estinversible.

4.23. Soit (M,), ., ., une famille de matrices de .#,(C) nilpotentes
n
et qui commutent deux 2 deux. Montrer que []M; = 0. Est-ce vrai sur
i=1
un corps quelconque ? z
4.24. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, G le
groupe des automorphismes de E et a dans L(E). On pose

F,={g 1agl g€ G} . Montrer que F, est fermé si et seulement si a est
diagonalisable.
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4.25. Calculer le déterminant d’ordre = :

1 2 n-2 n+l
X1 Xy ... Xy X

1 x x2 xn—? xn+l
D, = 2 %2 e 2 2 ,avec n = 2.
1 2 n-2 n+l
xn xﬂ n n

4.26. Soit u un endomorphisme nilpotent de E=~ K", derang n—1.
Quels sont les sous-espaces de E stables par u.

4.27. Soient p, et p, deux projecteurs de E, espace vectoriel sur un

corps K, tels que pp, = 0. On considere ¢ = p, + po — pop; . Montrer
que g est un projecteur, dont on précisera le noyau et I'image.

4.28. Soit un K- espace vectoriel E de dimension finie, f dans
Z((E), a et b deux éléments distincts de K tels que
(f—aldg) © (f-bldg) = 0.

a) Etablir I'existence de A et i non nuls dans K tels que A(f—aldg)
et u(f—bldg) soient des projecteurs.

b) Montrer que Im (f-bIdg) = Ker (f—aldg).
c) Calculer f" pour tout n dans IN.

d) Siab=0, montrer que fest dans GL(E) et calculer f" pour tout
n de Z.

4.29. Soit (F)) i« v» UNE suite de sous-espaces vectoriels de E, espace

vectoriel réel de dimension 7, les F; étant tous de dimension p<n.
+ oo

Montrer que U F;#E. Montrer que I'on peut trouver un sous-espace
j=0

vectoriel W de E tel que, pour chaque j, WO F; = E.

4.30. Soient u et v deux endomorphismes de R". Comparer
rg(u) +rg(v) ; Irg(u) —rg(v)l ; rg(u +v).
Prouver I'équivalence :
ImunImv = {0}
(rg(u +v) =rg(u) +rg(v)) & (€t

Ker u+Ker v = R".
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abc
4.31. Soit E = ¢ ab |€ #(R);. Déterminer toutes les matri-

bca

ces de E telles que M® = I; . Interprétation géométrique de ces matri-
ces.

4.32. On pose :

1+X2 X 0 0
X 1+X2 X .. 0
D,X) = 0 X 1+%X> . 0 , déterminant.

0 0 0 1+X3

Montrer qu’il s’agit d’un polynéme en X, quel est son degré. Le cal-
culer.

4.33. Soit A et B dans /Z,(R) et M = ( ‘1’; “AB ]

Montrer que det M = 0.

4.34. Soient P, Q, R et S dans M,(C). Calculer det( L. 0 J et

PQ
det RO .
SI,

Soient A, B, C, D dans M,(C) telles que AC = CA. Calculer

det AB .
CD
4.35. Soit (E,| |) un IR espace vectoriel normé de dimension » et
E* le dual de E, muni de la norme ||| ||| définie par

llolll = sup {lo(x)| ; |x] = 1}. On note S la sphere unité du dual.
Soit & = (ay, ..., a,) une base fixée de E. On considére I'application

f: " SR qui a (@, ..., 9,) associe le déterminant des (pj(ai) .
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a) Montrer que f posséde un maximum atteint.
b) Soit &= (g, ..., €,) qui réalise le maximum de f. Montrer que &

est une base de E* et que g: E" SE" définie par:

801 s Yn) = [Z ej(ai)y])
=1

. , est bijective.
J 1<isn
c) Si(eyp,..e,) = g 1(al, ..., @,) , montrer que (&, ..., &,) estlabase

duale de (e, ..., ¢,) .

d) Etablir que, pour tout (¢;,...9,) de S", on a
A1, - @,) = det (9;(¢))f(Ey, - &5) -

e) En admettant que, pour tout x de E, |lx| = sup {|lo(x)|; o S}
montrer que pour toutj, [ef = 1.

4.36. Soit E un espace vectoriel sur un corps K, et A un scalaire de K.
a) Si u est une affinité, (linéaire) de rapport A, montrer que
¥ = (A +Du—-Al

b) Si u de A(E), vérifie I'égalité W’ = A+ 1Du—-Al, et si uzl,
montrer que u est diagonalisable si et seulement si A# 1, et que u est
alors une affinité dont on précisera les éléments.

On suppose A = 1 et u#1. Montrer que (u— )’ =0, puis que u,

non diagonalisable, n’admet qu’un sous-espace propre n’ayant pas de
sous-espace supplémentaire stable par .

4.37. Soit E un espace vectoriel de dimension finie ; soit f dans
Z(E).On pose F(u) =f ou pour tout u de .Z(E) . Montrer que toute
valeur propre de f est valeur propre de F, et comparer les dimensions
des sous-espaces propres associés.

4.38. Soit.Z 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n. Soit
A une matrice de .# vérifiant: A%-BA+ 6I, = 0. On pose

F(M) = AM +MA pour toute matrice M de .Z Etudier les éléments
propres de F.

"

SIQ

4.39. Soit o réel. Déterminer lim
n—+o0

SIQ
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4.40. Soit E un € espace vectoriel de dimension finie, u et v deux
endomorphismes de E. Montrer que u et v ont un vecteur propre com-
mun dans chacun des cas suivants :

a) uv = vu,
b) uv—-vu = au,avec a#0,
¢) uv—vu = ou+Pu, avec a et B non nuls.

4.41. Calculer le déterminant d’ordre n, D,,, de la matrice de terme
général a; ; avec a;; = a+b, a; ;.1 = ab, a;,;; = 1, les autres q, ;
étant nuls.

0 11
4.42. Calculer A",avecA =| _9 3 9
1 -10

4.43. Soit U dans Z,(C), et V la matrice bloc, dans .4,,(C),

v=[09}
U o

Comparer les sous-espaces propres de U et de V. Condition néces-
saire et suffisante sur U pour que V soit diagonalisable.

4.44. La matrice :

ab0..00d
bab 00
.00

~

A=|0ba

~
N

000 ab
b00 ba

est-elle inversible, (avec a et b réels) ?

4.45. Soit A e 4,(R) et i fixé dans {1,..,n}. A toute matrice
X = (%), <rs<n OD associe la matrice @(X) avec ¢(X) = X+ S(X)A
n
avec S(X) = Y, x;;. Noyau et valeurs propres de ¢.
j=1
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4.46. Soit A dans #,(R), la matrice de terme général a;; avec
a; = 1lorsque i = 1 oun,ouj =1 oun, et 0 sinon.

Valeurs propres, vecteurs propres. Est-elle diagonalisable ?

4.47. La matrice :

0 0 a
A= : !

0 0 a,;

al e an_l an

est-elle diagonalisable sur un corps quelconque ?

4.48. Valeurs propres et vecteurs propres de :
Oabc
A=| a0chd
bcOa
cbao

4.49. Soient a et b deux nombres complexes et M la matrice de
#,(C) de terme général m,; avec m;; = 0, pour tout i, et m;; = a si
i>j,bsii<j.

Valeurs propres, sous-espaces propres et diagonalisation éventuelle
de M.

4.50. Soit E un espace vectoriel sur un corps K commutatif de carac-
téristique nulle, et p,, ..., p, des projecteurs de E dont la somme est un

projecteur. Montrer que si i#j, p;op; = 0.

4.51. Soit f une application non constante de .Z,(C) dans C telle
que, pour tout couple (A, B) de matrices, on ait f(AB) =f(A)f(B).

Montrer que f(A) = 0 si et seulement si A est non inversible.

4.52. Soit G un groupe fini et E un espace vectoriel de dimension
finie sur €. Soit f un morphisme de groupes de G dans GL(E).

Pour a dans G, on pose @(a) = trace (f(a)). Montrer que
o(a” 1) = (F(;). L'endomorphisme f(a) est-il diagonalisable ?

4.53. Soit A = (a

pour tout ¢, les autres coefficients étant nuls. La matrice est-elle diago-
nalisable, si oui, la diagonaliser.

i1 <ij<n>aVec lesrelations a;; = a;; = a;; = 1,
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4.54. Soient M et N deux matrices de .Z,(T) .

a) On suppose que M et N commutent. Soit f dans €[X, Y] et Y une
valeur propre de f(M, N). Montrer qu’il existe o et B, valeurs propres
respectivement de M et N, telles que y = f(a, B).

b) On suppose qu'il existe ®, racine ¢°"° de I'unité telle que
MN = oNM, et que N est inversible. Montrer qu’il existe des
complexes A, ..,A, tels que les valeurs propres de M soient

2 L. o
AL OAp, @ Ay, ... 5 Ag, @A, ..., ... Préciser les pointillés !

4.55. Soit (ay, ..., a,) dans €* et M la matrice dont tous les termes
sont nuls, a I'exception de m; ,,_;,; qui vaut a;.
Diagonalisation de M.

Reprendre la question dans le cas ot M a au plus un terme non nul
dans chaque ligne et chaque colonne.

4.56. Soit A une matrice carrée d’ordre 7, a coefficients dans {0, 1},
de trace nulle, symétrique, et telle qu’il existe un entier d =1, tel que
A vérifie I'égalité :

(1) A’+A-(d-DI, =],
J étant la matrice de terme général constant égal a 1.

Soit U le vecteur colonne de terme général 1.

de+1.

a) Montrer que AU = dU, en déduire que n
b) Soient a et b les racines de X2 +x— (d-1)
spectre de A est inclus dans {a, b, d}.

c) Montrer que d est I'un des entiers 1, 2, 3, 7, 57. Déterminer A si
d=1oud=2.

0, montrer que le

4.57. Soit A € #,(R), de terme général a;;, avec: Vi=1,..n,
a; = 0 et, Vi#j, a;+a;; = 1. Montrer que rang (A)=n-1.

4.58. Soit un corps fini K, de caractéristique différente de 2. Calcu-
ler le cardinal de I'ensemble des A de GL,(K) tels que A? = identité.

4.59. Valeurs propres et vecteurs propres de la matrice réelle carrée
d’ordre n de terme général m;; = x; +x;, x;, %y, ..., X,, €tant donnés.
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Solutions

4.1. Le polynéme caractéristique s’écrit :
xa(X) = X3(3-X)+2-2X-2X = -X*+3X°-4X+2. On a

%a(1) = 0, d’ot Y, (X) = (X-1)(- X2+ 92X - 2), de zéros simples 1 et
1+:.
La matrice est diagonalisable sur €, on trouve pour matrice de pas-

1 2 2
sage P=| _1_1_s_1+4 | et P" AP = diag (1,14, 1+4).
0 1 1

On a alors A" =P diag (1, (1- )", (1+)"P ! , d’ou

2 0 -4
&= P diag (e,el_i,e“i)P_l, ce qui, avec pl= 5 i i 1-i
—-i-i1+:
conduit a :
A 1+ 2sinl 2sin1 —2+2cosl1-2sinl
¢ =¢| —1+cosl-sinl cosl-sinl 2-2cosl
sinl sinl cosl-sinl

4.2. Si ] est la matrice carrée d’ordre n de terme général constant
égalal, A=]-1.0r ]2 = nJ, et ] et I commutent, donc :
A =P-2+1 = (n-2)]+1
=®n-2)J-D+(n-2)I+1,
d’ou I’égalité A*+(2-m)A = (n-1)I = A(A+(2-n)I).
On suppose n = 2, d’oui en fait A inversible d’inverse :

Al = n—i—l (A+(2-m)).

Quand au calcul de e = "7 avec -1 et ] qui commutent, on a
A_ 1)
€ = .
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Puis 1= 3 C nF.1 2 . )
uis ¢ = 2 A I= - I, et de J° = nJ, on tire, par récur-
k=0

3 k-1
rence, ] =n  J,pour k=1, donc:

© k-1
d=1+ ZnTJ=I+1—lz(e"—1)j,
k=1
A_1 -1 _1 -1
donc e —e(l+ ~ J)—e+ pge J.

4.3. On trouve pour polynéme caractéristique x,(A) = (1- ?»)3 .
Comme 1 est seule valeur propre et que A n’est pas I'identité, A est non
diagonalisable. Comme ,(A) = 0, (Cayley Hamilton), en divisant X"
par (X- 1)3 on détermine un reste R, (X), de degré 2 au plus par
I'identité :

X" = (X-1)’Q(X)+a,X>+b,X+c, ; en dérivant 2 fois, on
obtient des relations du type :

X"l = (X-1)°Q(X)+2a,X +b, et:
n(n-1)X""% = (X-1)Qy(X) + 2a,,

Q, et Q, étant des polynémes qu’il importe peu de calculer car on va
substituer 1 a X, d’ou le systeme :
2a, = n(n-1),

2a,+b, = n,
a,+b,+c, =1,

n(n-1)
2

Ar = 202D g% omas 22 D=D

n2—3n+2

qui donne a, = ,b, =n(2-n) et ¢, = 5 , d’ou

On peut remarquer que ce résultat, valable pour n = 1 et 2, I'est
aussi pour 7 = 0 et méme pour ne€ Z.

En effet I'égalité (A - 1)3 =0=A%-3A%+3A-1 , donne encore
AA®-3A+3I) =1, dou:

A= ATsasr = OB A% e 2y
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relation vérifiée pour » = — 1, mais plus généralement, en multipliant
Pégalité (A—T)> = 0 par (A™")° on obtient
(A'-n’=0=(a" -3 +8A7 -1, donc A™" annule aussi
le polynéme X’-1,ce qui conduit, comme pour A", a I'égalité

—_ 1.

a7 = 202D (A e p@ oAt BB g

En multipliant par A%, pour n = 2, on obtient I'égalité

A- (D n(n2—1) I+n(2—n)A+(n_l)2(n_2) A2

etenposant p = — (n—2),d'ou n = —p+2, on est conduit a I'égalité

ar = UoBED) g2 o pypa+ E=2NI-D)

soit encore :

ar = B8 g% p(a-pyas @D

avec cette fois p entier négatif, et une relation valable Vp dans Z.

4.4. Soit x un vecteur propre de B, pour la valeur propre B, on a
LA(Bx) + A(x) + Bx = 0 soit (1 +AB)(A(x)) = — Bx.

Si 1+AB =0, on aurait —Bx = 0 avec x#0 dou Bp=0 et

1+AB =1 : curieux non? Donc 1 +AB#0 et A(x) = — 1+B}\,[3x X

est vecteur propre commun 2 A et B.

Comme en transposant, on a ABA+'A+B =0 , on peut dire aussi

que ‘A et ‘B ont un vecteur propre commun, forme linéaire ¢ dans le
dual E* de E = €", d’ot1 un hyperplan H = Ker ¢ stable par A et B,

et avec E = H® Ca, des matrices semblables 4 A et B s’écrivant en
matrices blocs :

A U By | Vi
A= % et B' = , avec A; et B; dans
01 oy 0" B

M,_1(C), o; et B; scalaires, U; et V, vecteurs colonnes dans ot
Légalité AAB + A +B = 0, par changement de base, donne
AA'B'+A'+B' = 0 ce qui conduit, en calculant :
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AB,; I AV, +B,U,
A'B =

2

0 ‘ o, B,
a la relation AA;B;+A;+B; = 0, d’ou I'idée de procéder par récur-
rence.

Si n = 1, toutes les matrices d’ordre 1 commutent.

On suppose le résultat vérifié pour des matrices d’ordre n—1 au
plus.

Pour A et B d’ordre n, vérifiant AAB + A+ B = 0, le calcul précédent
conduita A; et B; qui commutent, (hypothese de récurrence). Comme
le scalaire o;B; est B;c;, on aura A'B' = B'A’ si on justifie 'égalité
A,V,+B,U; = B,U; +,;V,, sachant que :

A'AIBI +A1 + Bl = O,
}\’(AIVI + BlUl) + Ul + Vl = 0,
AoyfB+0y+B; = 0.

La derniére relation s’écrit a;(1 +AB;) +p; = 0 et elle prouve que
1+ AP, estnon nul, sinon B; = 0 etalors 1 +AB; = 1#0.

Mais alors la deuxiéme relation donne U, = — ﬁ (A, +V)),
1
et on vajustifier I'égalité cherchée sous la forme :
BlUl - BIUI = AIVI - (X.IVI . On a:
1 B

-B,U, = T35, (AByA;V; +B, V) + 7 IB (MAV,+ V),

1 +M3 (-AB;A;V,-B,V, +B1AA,V, + B, Vy),

avec B;A, = A;B,, (hypothese de récurrence qui s’applique), donc
-ABJA; = A;+B;,vula premiére relation, et il reste :

B
B,U;-BU; = 5 +7v|3 (A Vi +BAA V) + 7 7‘43
Comme % = - 0., (toujours la troisi¢me relation), on a finale-
1

ment B, U, -B,U; = A,V,-a,V, etfinalement A' et B' commutent,
donc A et B aussi.
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Et maintenant, une solution courte !

Sidestnul,ona A+B = 0,donc A = - B et A et B commutent
dans ce cas.

Si A#0, en essayant de factoriser AAB+A +B sous la forme
(AA+ ) (B+ ), onforme:

AA+L)B+A"'L) = AMAB+A+B+A"'1,

.
d’ou, aprés multiplication par A, judicieusement effectuée :
AA+I)AB+1,) =1,.
Dans ce cas, les matrices AA + 1, et AB + 1, inverses 'une de I'autre,

commutent, il en est donc de méme de AA et AB, I'identité commutant
avec tout. Comme A # 0, on a finalement A et B qui commutent.

4.5. L'application nulle, de noyau E, contient G dans son noyau,
donc elle est dans L qui est non vide ; et si u et v sont dans L, A et 1 dans
le corps de base, pour toutxde Gona:

(A + po)(x) = Au(x) +po(x) = A0+pn0 = 0,
donc G cKer (Au+pv) et Au+pv est dans L qui est sous-espace de
LEF).

SidimG =p et dimE = n, avec {e¢, ..., el,} base de G que 'on
compléte en & = {ey, ..., € Chalsonr e,} base de E, on aura u dans L
si et seulement si, Vj<p, u(¢) =0. Si dimF =g, et si
% = {€;,...,€,} estune base de F, la matrice de u de L dans les bases
% de E et € de F est donc une matrice ayant ses p premieres colonnes

nulles, les n—-p derni¢res quelconques, d'ou L de dimension
g(n—p) = (dim F)(dim E - dim G).

Remarque. En dimension quelconque, avec H supplémentaire de G
dans E, ona (u € L) & (u|; = 0), donc u est déterminé par sa restric-

tion a H, quelconque, d’ou en fait L=L(H, F).

4.6. En notant L; = (1 22 32 . n2) la premiere ligne (non nulle)
de A, on s’apercoit que la i ligne lui est proportionnelle : L; = iL,,
donc A est de rang 1, 0 est valeur propre d’ordre »—1 au moins, de
sous-espace propre de dimension z —1. La trace A de la matrice étant

non nulle, (A = 1+2%+3%+ .. +n”), L est valeur propre simple donc A
est diagonalisable.
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Recherche des vecteurs propres : avec X = (xy,...,%,), la iiéme ligne de
Iégalit¢ AX = Oest i(x,+ 22x2 +..+ n2xn) = 0, donc le noyau est
I'hyperplan H d’équation x; + 22x2 + ..+ n2xn = 0 dont une base serait
formée des vecteurs V; : (j2, 0,..,0,-1,0 ...0), (-1 en jiéme position),
pourj = 2,3,...n

De méme, la i“™ ligne de AX = (1+2°+...+2°)X est

ix,+i- 22x2 +...+ in2x =(1+ P +n3)x-
etil est claJr que le choix de x; = j, pour tout j, donne

i(1P+2%+ . +n%) = (1+23+ 00k = (1+20+ . +00)i,
d’ou (1, 2, ..., n) pour vecteur propre.

4.7. On calcule det A en développant par rapport a la premiére ligne
d’od, avec a; en (j+ 1) me colonne :

-1 x g O
NN

det A

n
aoxn+ z(_ 1)]+1+1aj x
j=1 -1 0

0 -1x
j colonnes n —j colonnes

n n
agx” + Z (- 1Y(- l)Jajx"-J = z ajxn_].
j=0

j=1

En notant P ce polynéme, on aura A inversible si et seulement si x
non zéro de P.

Le polyndme caractéristique X, (1) de A s’obtient en remplacant a,
par ay— A etx par x—A, donc :

XaA) = (@o-AN)(x=-A)"+a;(x-A)"" "+ .. +a,_,(x-A)+a,.
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Quel que soit A réel, (ou complexe) la matrice A -Al, ., estderang
n au moms (mineur des n premiéres colonnes, n derniere lignes valant
(- 1)"), donc un sous-espace propre éventuel est de dimension 1 au
plus : on aura A diagonalisable si et seulement si ), n’a que des zéros
simples, tous dans IR.

(Remarque : si a, = a,_; = .. = a,_, = 0,1 = x est racine multi-
ple d’ordre p + 1, dans ce cas A est non diagonalisable).

4.8. On note E;; la matrice ayant tous ses termes nuls, sauf celui en

ieme ligne, ] ¢ colonne qui vaut 1. La famille des E; ;, pour 1 <i<n

et 1 <j=n estlabase canonique de .Z,(IR).
Sipourtout i#j, E;;e Z,lamatrice A = EEij est dans ’hyperplan
i
Z Or, en notant B la matrice de terme général 1, A = B-1,,.

Mais B est de rang 1, (n vecteurs colonnes égaux, non nuls), de trace
7, elle est diagonalisable de valeurs propres 0 d’ordre » — 1 et n d’ordre

1, donc A a pour valeurs propres - 1,d’ordre n — 1 et n — 1, simple, d’ou
det A = (- 1)""1(n— 1)#0 car n = 2, et A est inversible dans Z

S%l existe un couple (i,j) avec i#j, tel que E;¢ 7, on a
M, (R) = Z®RE;;.

Considérons la matrice identité I, , inversible. Si I, € /Z, on n’arien
é dire d’autre, sinon, on décompose I, dans cette somme directe, avec

= (I,-AE;) +AE;, (A # 0, mais peu importe), et la matrice I, - AE;;

est dans 7 de déterminant 1 car elle est triangulaire, (i #j) avec des 1
sur la diagonale, donc inversible.

4.9. On sait, (Théoréme de Dunford), que M de .Z,(C) s’écrit, de
maniere unique, sous la forme M = D + N, avec N nilpotente et D dia-
gonalisable, N et D commutant. De plus I, = I, +0 est décomposée.

Comme D et N commutent, on a :

M D+N D N . . s
e =e = e e ,avec,si N est nilpotente d’ordre k + 1,

=L+ ) Ii' =I,+N', avec N' également nilpotente.

Mais alors, e = ¢ +¢"N', et ¢°, (série en D) et N', (polynome en
Al 1 1
N) commutent, et comme N' contient N en facteur, on a N 1o
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. Darnk+1 k+1)Daqk+1
aussi, donc (¢ N') = LT VPN

=0 : PN est nilpotente, e est
diagonalisable, la somme valant I, c’est que e = I, et ¢°N' = 0, (uni-
cité de la décomposition de Dunford pour I, ). Continuons la recherche

en supposant la matrice D diagonale. Si D = diag (d,, ds, ...,d,), on a
facilement

d, d, d,
&L = diag (e l,e el ),
d
donc ¢ = I,ee - led,e 2in,pour k = 1,2, ...,n.
Puis, avec & inversible, la nullité de &N équivaut 2a celle de
. S S
N'=N| L,+ 2 5
p=2

inversible car de déterminant 1 dans une base convenable,
ou du type I, + N" avec N" nilpotent car contenant N en facteur), donc

finalement ¢’N' = 0 &N = 0.

On a donc (eM =1,) <& (M semblable a diag (d;, do, ..., d,), avec
pour tout k£ = 1, ..., n,d, € 2inZ).

Considérons alors l'application ¢ : M — e, de A,(C) dans

M, (€). Comme M et - M commutent, MM 0= I, = eMOe_M,
donc M e GL,(C), d’ou ¢(4,(C)) c GL,(T).
Justifions Uégalité.
Soit A € GL,(C), elle est semblable a une matrice blocs diagonale,
A
Al g
A = I 2' , avec Aj = kjln + Nj s Nj nilpotente et les ),j non
0 —
| A,

nuls car A’ est inversible.
Avec P"' AP = A’, comme exp (PMP'I) = P(exp M)P'], (calcul
facile), si on résoud exp (M) = A', on aura

exp (PMP~ l) = PA'P"! = A. Donc on travaille sur la forme A', et,
(calcul par bloc), sur chaque bloc A; en fait.
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On aura prouvé I'égalité ¢(.#,(C)) = GL,(C), si on montre que,
pour Y = AL, +N, avec A non nul, et N nilpotente, on peut trouver X

carrée d’ordre p telle que ¢ =Y.On peut factoriser A non nul, et cher-

cher X telle que & = AL (I, +N') avec N' = 1 N, nilpotent aussi.

A

Avec 1 complexe tel que ¢ = A, (i existe car A est non nul) et D étant
I’homothétie de rapport | sur ©,onac = AL, et on doit résoudre
& =eo (I, +N'), soit encore e Pod = L+N'.

Comme D, homothétie, commute avec X quelconque, c’est encore
e Pt = I, +N' que I'on doit résoudre.

Or, pour |x <1, (x réel), In(1 +x) = z (- DF ' X série absolu-

ment convergente, de valuation 1, que I'on peut donc substltuer atdans

+o0  p
2 4 -y t t
le développement en série entiere de ¢ = Y, —, de rayon de conver-
n!
n=0

gence inﬁnie et en « réordonnant » par rapport aux puissances de x,

I'expression Z [Z (- l)k ! J—C—] on obtient ™ *® = 1 +x.
n—O

&
Comme pour N' nilpotente M' = Y (- n 1\% est une somme

finie, de r termes si N' est nilpotente d’ordre r+1, la matrice
r &
TR, e

M - % . : .

e =7 =J1e devient un produit fini de r

« séries entieres en puissances de N' », qui commutent, donc on peut
réindexer par rapport aux puissances de N' et on trouvera I, + N', les

coefficients se calculant a partir de régles algébriques, et a partir des —

n!
=1
k

posant X-D = M' on trouve alors X telle que e = eD(I[J +N') et ceci
acheve la justification.

k
et des

: on peut donc trouver M' telle que M = I,+N', en
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4.10. Premiére méthode : qui peut le plus, peut le moins.

Si on justifie le résultat pour A dans .Z,(C), il le sera pour A dans
#,(R) . Dans ce cas, A est semblable a une matrice A' = D+ N, avec D

diagonale et N nilpotente, D et N commutant. Comme alors ¢* est sem-

s A A . .
blable 2 ¢ , on aura det e = det e , et aussi trace A = trace A',
(notions stables par passage aux matrices semblables). On traite donc
Pexercice en partant de A =D+N, (au lieu de A'), avec

D = diag (d,, ...,d,).

d d
On a alors ¢ =¢%" avec o° = diag (¢ ,....,e "), et

N N N* . ,

e = In"‘N"‘g"'---"'F si N est nilpotente d’ordre k£ + 1.

Mais N, nilpotente, se trigonalise en N' de diagonale nulle, donc &N
est semblable a une matrice triangulaire n’ayant que des 1 sur la diago-

nale, d’ou det N =1.

On obtient det (eA)

det (¢®)det (M),

1
Y
i
x
"
I
g
e
>

Deuxiéme méthode : vérifier la propriété sur une forme de la matrice
plus commode sans aller chercher I'artillerie lourde.

Les matrices réelles sont trigonalisables dans .Z,(C) : P dans

GL,(C) telle que P~ "AP = T soit triangulaire, avec sur la diagonale,
les valeurs propres distinctes ou non, dy, ..., d, , de A.

+ 00
Onae = ¥ %P'IA"P,
k=0

car T = P 'A(PP HA .. AP = P 'A%P soit encore
el =P Pt ete , semblables, ont méme déterminant.

Or T" est triangulaire, de diagonale d'{, eer de , donc on vérifie faci-

dﬂ

T . . . d > s
lement que ¢ est triangulaire, de diagonale ¢ ,..,e ", d’ou

A T dl d trace A
dete” =dete =¢ ' ...e" =",
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4.11. Le polynéme caractéristique de A est :
1-» 2 2
PAM =| -1 1-1 -1
1 0 2-A

= (1-M)*2-1)-2-2(1-2)+2(2-1) = (1-1)*©2-1),
(on développe par la régle de Sarrus).

02 2
La matrice A-I3 =| _1 0 -1 | estderang 2, le sous-espace pro-

101
pre est de dimension 1, A n’est pas diagonalisable. Elle est trigonalisable
sur €, et méme ici sur IR, car si on prend deux vecteurs propres €; et €,

pour les valeurs propres 2, (simple) et 1 (double), n’importe quel vecteur
g3 tel que {€, €5, &3} = F soit base de R, sera une base de trigonali-
sation.
Recherche de €, : on résoud le systeme :
-x+2y+22 =0
{—x—y —z = 0, de solution (0, 1,-1).
Recherche de €, : on résoud :
2y+2z =0
{—x——z = 0, de solution (1, 1,-1).

Cherchons €4 = (x,9,z) tel que dans la base (£, €5, €5) la matrice
de I'endomorphisme @, de matrice A dans la base & = (¢}, ¢, €3) ini-

200
tiale soit A' = | 9 1 1 |, (onjordanise sans le dire).
001
On traduit a(€g) = €5+ €5 en revenant dans la base Z. C’est :
x 1 22 x 1 x
Al y =] -11-1|]y|=]| 1 [*]y |
z 102 z -1 z
soit encore un systeme a résoudre :
29+2z =1
-—x—z=1

x+z =-1,
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systeme de rang deux, de solution x = —1-2,y9 = % -z, z quelconque,
choisi cependant tel que (&;, €, £3) soit une base: z = — 1 convient et
01 0
donne pour matrice de passage P=| 1 1 3/2 . On a alors
-1-1-1
. 200
PPAP=A"=|¢011
001

. . o -1
Une matrice B commute avec A si et seulement si B' = P~ 'BP com-
mute avec A'.

On a Vect (g;) = Ker (A'-2I;) : cet espace doit étre stable par B’
qui commute avec A' donc avec A'-2I; ; il en est de méme de

Vect (g5) = Ker (A'-13), et aussi de Vect (£, €3) = Ker (A'—13)2,
donc la matrice B' doit étre du type :
a00
B=1opy
003

La relation A'B' = B'A' équivaut alors, (calcul par blocs), a :

Ene-(2) i) (v
0% 01 0 3 01 098 0 o
a00
soitap =38,doncB' =| oy
00B

Mais alors, le sous-espace vectoriel F, des matrices de .Z(R), qui
commute avec A, est de dimension trois.

C’est 'ensemble des PB'P™ ' . Comme il contient par ailleurs I3, A,

2 C . . .
et A", matrices indépendantes, (car si on a des scalaires u, v, w, réels,
2 .
tels que uA” + vA + wlz = 0, avec 1 et 2 valeurs propres de A, on aurait
. A 2 . e das
1 et 2 zéros du polynéme R(x) = ux” + vx + w, qui serait scindé a raci-

nes simples, et A serait diagonalisable), c’est que F = Vect (I, A, A2) .
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En fait la détermination précise de P était inutile pour trouver le com-
mutant sous cette forme.

Par contre, elle servira pour le calcul de ¢*. Un calcul immédiat
donne
" 2" 00 A
A" = 01n ,donc ¢ = Pe
001

Ap-1

P,

2 oo o0
. - P €00 p! < n-l_+ 1 Libre 3
soit ¢ = 0Oe¢e ,carz—n—!—z(—n—_l—)!-e. 1bre a
00 e n=0 n=1

) .. -1
vous d’achever les calculs avec la détermination de P~ .

4.12. Le polynéme caractéristique de A est, sauf erreur,
xa(A) = —A>+ 927+ 271 - 53 : il n’a rien de remarquable.

Mais llim Xa(A) = +00,%,(0) = —53 ; Xa(3) = 82 et
—> — oo
Alim Xa(A) = — oo : ce polyndme admet trois racines réelles distinctes,
—+oo
A1 Ao, Ay donc A est diagonalisable.

Soit & = {e}, ey, ¢35} une base de vecteurs propres associés a ces
valeurs propres distinctes.
Chaque droite D; = Vect (¢;) = Ker (A -2,I5) estalors stable par B

dans le commutant de A, donc dans la base Zdes ¢; , une matrice du com-
mutant est diagonale. Ce commutant, & est donc un sous-espace de

dimension 3 au plus, de .Z;(R) . Or il contient I3, A et A? , indépendan-
tes car 'existence de u, v, w réels non nuls tels que uA® +vA + wlg = 0

donnerait un polynéme P(x) = ux® +vx +w annulé par les trois valeurs
propres distinctes de A : c’est absurde.

Finalementle commutantest & = {alg + BA + \(A2 ; (0, B, y) e IRB} .

4.13. On utilise une base fixée Zde E, et on identifie alors Hom (E)
et I'espace vectoriel .Z,(K) des matrices carrées d’ordre n sur K, rap-
porté a la base & des matrices E; ; de termes tous nuls, sauf celui de la

ieme ;. ieme .
¢ ligne,j  colonne qui vaut 1.
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Par ailleurs, on note v, le terme général de la matrice de g dans la
base % de E, (ou bien, on identifie g et la matrice des v, ).

Soient @, :a ~—ga et Qy:b ~—>bg_1, applications linéaires de
Hom (E) dans Hom (E),ona: ¢ = ¢; 00, = ¢300,.

Ona:
9
O Y1
Y2i

01 (Ey) = (V) O 1 O = O '2 O
0 I ’
0 Yni
jiéme colonne
0

.iéme
j colonne

(1 figurant en iome ligne), soit encore :
n
¢ (E;) = Z Vil -
k=1
La matrice de ¢; dans la base %, ordonnée dans l'ordre:
Ei,wE 5 Ejo e Epos o5 Egyy oo, Eyy, 5 est la matrice bloc :

Q1(Eqp) oo 01(E, 1) o, 0.(E,) .. 01(E,)

Yir------- Yin E,”

A V-9 B

Yn1=----- Yon Elnl

® ’

Yi------- Yin Elln
@ :
Yn1------- Ynn Enn

matrice d’ordre n®, ayant = fois le bloc (g) sur la diagonale.
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De la méme facon, et en notant ', le terme général de g ! , (dans
la base % de départ), on aura :

0 0 )

0o(Ey) =] 0--0 1 0--0 | (V0) = | ¥jy------ Y. |¢ ligne

0 0

e
j  colonne

donc @o(E;) = Y vjEy-

k=1
On indexe cette fois la base & dans I'ordre :
Ei o Efns Eopy ooy Egpy s s Enn o En s

pour obtenir la matrice de @, qui sera bloc diagonale avec = fois le bloc

g ' surla diagonale.

Comme le déterminant est indépendant de la base, (la trace aussi),
ona det @; = (det g)", et det (¢,) = (det g~ 1)n,
d’ou det @ = det (¢, 0¢y) = (det g)" - (1/detg)” = 1.

Quant 2 la trace, morphisme additif, la décomposition ¢ = @1 ° P
est peu utile, mais les calculs intermédiaires vont servir.

02(9,(E)) = (Pz{ Y YkiEij

k=1

Ona (p(Ez'j)

n n

> Yri®Po(Ey) = D Yhi ( Y'erkr)'
k=1 r=1

k=1
Le coefficient de E; est donc y;Y}; et la trace de ¢ devient

i i YilYj = [i Yii) [jéy'jj]

i=lj=1 i=1

= (trace g)(trace g 1).

4.14. Une belle et facile application de I'aspect = - linéaire alterné
du déterminant.
En notant B; la ligne (b;, ..., ;) , (b; partout),
et A, laligne (0, ... 0,a;0, ..., 0), (a; en ™ position), on a
la matrice des =» lignes L,..,L, avec L;,=A;+B;, et

n
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B, = 5,(1,1,..,1) en fait, donc les B; sont proportionnelles. Mais
alors, en considérant le déterminant comme fonction n linéaire alternée
des vecteurs lignes, on a :

D = det (A] + Bl’ A2 + B2, veey An+ Bn) N

.ieme
qul est une somme de 2 déterminants obtenus en choisissant, en ¢

place, A; ou B;. Si, pour deux indices i et j distincts, on choisit B; et
, lignes proportionnelles, le déterminant obtenu est nul. Il ne reste

donc que n + 1 termes, det (A, Ay, ..., A,)) = a,a,... a,, etles n termes

det (Al’ aeey Ai—l’ B Az+ 1 <> An) = aj ... az_lbia“l .ee an N d’Ofl
D=a..a,+ Zal w@;_1ba;, 1 .. a
i=1

4.15. La premiere ligne, (i = 1), a pour terme général 1 = Cj :i ,
ainsi que la premiere colonne.

Pour i= 2, on remplace la jeme ligne, L;, par L,-L;,_, = L;, en
commencant par L', puis L', _,, ...

La premiere colonne devient (1,0, ..., 0), et pour :=2,7=2, le

terme général de la ligne L'; devient :

ci-l Clajo1- ci- 2+] L = C 2+] 1 » (d’apres le triangle de Pascal).

Onnote C'y, ..., C', les colonnes de la matrice obtenue, que I'on rem-
place, j variant de » a 2, par C"; = C;-C';_;, et on garde C"; = C';.

On obtient pour j =2 :

1 1
j-1 j-2 1
j-2 j=-3 =2
“ G- R
c = . 2 3 = 2
C{'—2+J C{ 2+4j-2 Cz 2+] 2
Cn+J 2 Cn+] 3 Cn+] 3

et le déterminant obtenu est encore celui de la matrice :
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10 0 0
01 1--------------- 1
91 2- - n-1
a=|
S W 4 lgne, i
01n-1 : C;;_IQ

.iéme .
j  colonne,j= 2.

En posant i—-1 =i',et j—1 =j',ona 1=i'j'<mn, et en suppri-

mant la 1 ligne et la 1" colonne de .Z, on obtient .#', matrice carrée
d’ordre 7 cette fois, de méme déterminant que le déterminant cherché,

de terme général C’,:.:;._?

Par récurrence descendante, on obtient, (n = 1 dans la formule
initiale) :
11
12

4.16. Les conditions posées sont affines en Q. Dans ces conditions,
une existence avec unicité est souvent obtenue parce qu’il y a une appli-
cation linéaire bijective quelque part.

Si Q est de degré k, de coefficient directeur a, le polynéme
QX +1)-Q(X) estdedegré k-1, (si k = 1), de coefficient directeur
ka. Donc si P est de degré n, Q doit étre de degré n + 1.

On considere donc E,, = €,[X], et 'application 6 de €, , ,[X] dans
Cx C,[X], définie par :

8(Q) = (Q(0), QX +1)-Q(X))-

Cette application est linéaire, injective car si 6(Q) = 0, le polynéme
Q est périodique de période 1, nul en 0, donc nul sur tout &k de Z : il est
identiquement nul.

Comme €, [X] et ©xC,[X] sont tous les deux de dimension
n+ 2, 0 est donc bijective, et a chaque P de € [X], on associe un et un
seul Q tel que 6(Q) = (0, P) c’est-a-dire répondant a la question.

Comme on a vu que le degré de Q est 1+ degré de P, partant de

P, = 1 dedegré nul,les P, = ¢"(P,) sont de degrés échelonnés, donc
forment une base de C[X].



140 Algébre linéaire

Il reste le calcul des P, .
Ona P, = ¢(P;), nul en 0 et de degré 1, donc du type :
P/(X) = kX, k tel que k(X+1)-kX =k =P, =1, dou:
P,(X) = X.
Puis, Po(X) = ¢(P;)(X) est aussi nul en 0, de degré 2, etona:
Po(X+1)-Py(X) = Py(X) = X, donc Py(1)-Py(0) =0,
d’ou: Py(1) = 0. Donc P, est du type kX (X -1), k tel que :
EX+1)X-EX(X-1) = P;(X) = X, soit encore :

EX(X+1-X+1) = X2k = 1, s0it k = % et:
X(X-1)

Py(X) = S

XX-1) ... X-k+1)
k!
convient, (nulen 0 et P,(X+1)-P,(X) = P,_(X)) : c’est la solution.

On vérifie alors facilement, que P, (X) =

4.17. Ona ¢o0¢(A) = A, donc sur I'espace vectoriel E = .Z,(IR), ¢
annule le polyndéme scindé a racines simples X*-1,dou ¢ diagonalisa-
ble, avec pour seules valeurs propres possibles 1 et - 1.

Or E est somme directe des sous-espaces F et G, avec F, ensemble des
matrices symétriques, et G ensemble des matrices antisymétriques, car
A+%+A-%

2 2

A de Es’écrit A =
. . n-n nn+1) . - .,
Sur F, espace de dimension 7 + = , ¢ induit 'identité,

2 2
et sur G, de dimension % , ¢ induit —idg d’ou 1 valeur propre

d’ordre 1(—7%"—1—2 , de sous-espace propre F, et - 1 valeur propre d’ordre
7—1—(7;—;1—) , de sous-espace propre G.
On a trace ¢ = nn+tl) nn-1) _ n,et:

2 2

n(n-1)
detd =(-1) ?
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4.18. Les trois colonnes de A sont proportionnelles, donc
rang (A)=<1, et A#0, d’ou rang (A) = 1, donc 0 est valeur propre
d’ordre 2 au moins, (dimension du sous-espace propre). Comme A est de
trace nulle, la troisieme valeur propre est encore 0, valeur propre triple.

Dans les inclusions des noyaux des puissances de A, on a
dim Ker A = 2, Ker A c Ker A? , sans égalité sinon la suite est station-
naire, or A’ =0 , (Cayley Hamilton, ou A triangularisable avec des 0 sur
la diagonale). Donc dim (Ker A2)>2 : cette dimension est 3, d’ou
A% = 0. Mais alors ¢*(X) = A(AXA)A = 0, et ¢ n’admet que 0
comme valeur propre. De plus Im ¢ c Ker ¢.

Pour chercher limage on peut travailler sur des «formes
semblables » des matrices, par un changement de base rendant A sym-

s

pathique, (penser 2 une jordanisation de A qui est semblable a
000

A' =| o901 |:il nereste pas grand chose).
000

. 3 . .

Sans compliquer tout : on se place sur € canonique. Soit a endo-
morphisme de matrice A dans la base canonique de © . On choisit
es & Ker a, comme a” = 0,e9 = a(eg) est non nul dans Ker a, et il

existe ¢; qui complete {¢,} en une base de Kera. Dans la base
{e}, €9, €3} la matrice de a est la forme A' jordanisée.

Si P est la matrice de passage, on a P~ 'AP = A", donc pour X de
M(C) on aura:

d(X) = AXA = (PAP )(X)(PAP™ )
= P(AX'A)P,
avec X' = P7'XP qui décrit #Z3(C) quand X varie dans .Z3(C) .
000 Xy z 000
001 xy 2 001
000 xy 2" 000

Puis A'X'A’

000 |[ 00y 000
=1 001(| 00y |=] 00y
000 /){ 00y 000

= y"Av’
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d'ou ¢(X) = y"PA’P'1 = y"A et ¢ est d’image CA.
Remarque. Pour le noyau, en notant (E,,), _, , < 3 labase canonique
de .#(T), on peut constater que ¢(E;;) = A.

En calculant o, tel que ¢(E,,) = o, A, pour (u,v)#(1,1), on
aura ¢(a, E;; —E,,)) = 0, d’ou 8 vecteurs indépendants du noyau.

4.19. Dire que A et B sont sans valeur propre commune revient a
dire que leurs polynémes caractéristiques sont premiers entre eux,
donc, (merci Bézout), qu’il existe U et V dans C[X] tels que:
Uxa+Vyp =1

Mais alors, par Cayley Hamilton, on aurait :

U(A) oxa(A)+V(A)oxg(A) = V(A)oyxg(A) =1, et:
UB)oxa(B)+V(B)oyg(B) = UB)ox(B) =1,

(car xo(A) = xg(B) = 0), d’ou Y, (B) et xg(A) inversibles.

Puis, I'égalité AP = PB, donne, par récurrence, Afp = PB* , pour
tout k de IN, (si k = 0, on note A’ = I, = B® et I'égalité est vérifiée),
en effet,ona:

A*'p = AKAP) = A*(PB) = (A*P)B = PB*B = PB**!.

Par linéarité, on en déduit I'égalit¢ Q(A)P = PQ(B), pour tout poly-
néme Q de C[X]. En particulier on aura 0 = x,(A)P = Pyz(A) avec
%xg(A) inversible, ce qui donnerait P = 0 :c’estabsurde. Donc , ety ne
sont pas premiers entre eux : on a une valeur propre commune pour A et B.

4.20. Si A est la matrice de ¢ dans une base de E=R", on a
A% = — 1, donc (- 1)" = det (A®) = (det A)? est positif, d’ots » pair :
posons n = 2p.

Soit ¢; non nul dans E, posons ¢,,, = 6(e;),ona {e;, ¢, ,} libre,
(sinon, ¢, vecteur propre de G qui n’en a pas, ses valeurs propres étant
iet-i), et o(e,, ;) = —e.

On sent I'amorce d’une récurrence.

Posons F; = Vect (e}, ¢,,1), et soit eo¢ F;, on pose ¢,,5 = G(¢y)
et Fy = Vect (e5,¢,,5),0naF;NFy = {0}, carsix = oey +Pe,, o est
dans Fy, stable par 6, on aura 6(x) = — e, +ae,, , dans F,, donc par
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.. . 2 o2

combinaison linéaire, ax—PBo(x) = (o” + B )e, est dans F;, et x non
.2 2 . .

nul donnerait " + >0, d’ou ¢, dans F,, ce qui n’est pas.

On suppose construits des sous-espaces Fy, ..., F;, (j<p), du type

F, = Vect (¢}, 6(¢;)), de dimension deux, stables par ¢ puisque

2 . .
6~ = —idg, en somme directe.

J
Alors G = k@leSE :soite;, 1 € G.

Comme G est stable par 6, on démontre la encore, qu’avec
F;,1 = Vect (¢;,,0(¢j, 1)), (sous-espace de dimension deux comme

F;),ona GNF;,, = {0}, carsix = ae;,; +Po(e;, ;) estdans G, on

. 2 a2 2 .
obtient ax—Bo(x) = (o + P )éj, 1 dans G et avec o +B2>0 si x non
nul, on aurait ¢;, ; dans G.

Mais alors Fy, ..., F;, F; | sont j+1 plans stables par 6, en somme
p

directe, et on parvient 2 E = k(—l}le par ce procédé. Dans la base

(€1, s €y O(€1), .., O(e,)) la matrice de ¢ est du type voulu.

Remargque. On peut egalement introduire le complexifié E=c”
I'endomorphisme G de E de matrice A dans la base canonique de E

par exemple. Il annule le polynéme X? +1, scindé  racines simples (sur
C), donc il est diagonalisable. De plus le polynéme caractéristique est
det (A-Al,,), 2 coefficients réels, donc les valeurs propres sont
conjuguées : c’est i et — ¢, chacune étant de multiplicité p.

Avec Z,, ..., Z, , vecteurs colonnes de c*?, propres pour la valeur pro-
pre i, et 21, ey 21, , les conjugués pour la valeur propre - ¢, on aurait, en
posant Z;, = X, +1Y,,avec X, et Y, matrices colonnes de R* cette fois,
les égalités A(X, +1:Y,) = (X, +1Y,),dou AX, = - Y, et AY, = X,.

Comme X, = % (Z,+Z)) et Y, = 212 (Zi-Za) Jes (Xy), <, <, etles
(Y4); <4<, SO indépendants sur €, (matrice de passage bloc diagonale

1 1
d’ordre p, avec la matrice (2, 2) : ? 21'1 , réguliere, sur la diagonale).
272
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Mais alors ces 2p vecteurs de R* sonta fortiori indépendants, et dans
la base (Y, ..., Yp ). ST Xp) on a la matrice voulue.

4.21. Si on observe lalocalisation des g, on est amené a introduire
la matrice

0 L1
10 0
traduction, dans une base % = (ey, ..., ep) de E~K? , d'un endomor-
phisme f vérifiant f(e;) = ¢,, etpour 2<k<p, f(e,) = ¢_;-

En fait, f «permute circulairement » les indices, donc pour
2<ksp,ona:

el, 82, ceey ek_l, ek, ek+1, ceey ep

donne, par f ke
€p_he 1> €k s 3 €p_ 1o €pp €15 s Ep >
donc A = i ah]k'l.
k=1
Dans I'anneau, (et méme, le corps car p est premier), Z/pZ, on a
(a+ b)P =d+b , ce qui se généralise a :
(ai+as+ ...+ak)” = a’1’+a’2’+ ...+a{,
et ce qui se généralise, pour des matrices A, ..., A, qui commutent, en
(A +Ay+ .. +A) = Ab+ Ab+ .+ AL ;
tout ceci provenant de la nullité des coefficients du biné6me C:,', , pour
1sksp-1,dans Z/pZ, avec p premier.
Ici, les ak]k'l commutent, donc :
AP = 1+ + ... +a§(]”)k-1 ,
et comme ]p = I, il reste :
AP = (dvab+ ..+ aﬁ)l ,
et det (A?) = (detAY = (a+dh+..+ab).
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11 suffit de se rappeler alors que, dans Z/pZ , on a pour tout élément
a’ = a, (Théoreme de Fermat), pour en déduire Iégalité
detA = a,+ay+...+a,.

En remplacant @, par a;—A, on a, pour A variant dans Z/pZ,

det (A -AI)

(al—k)+a2+...+ap

(@ -A +ag+ ... +a,

A +a;+ag+ ... +a,,

d’ou le polynéme caractéristique cherché.

4.22. Les données sont symétriques en A et B : la conclusion doit
I’étre aussi, ce qui conduit a considérer A -1, ainsi que B-1, etleur...
produit !

Ona(A-1,)B-I,) = AB-A-B+I,=1,,doncA-I, etB-I,
sont inverses I'une de I'autre. N’est-ce pas symétrique ?

4.23. On a deux données : matrices nilpotentes de .#,(C) , donc tri-

gonalisables, avec des 0 sur la diagonale car si A est valeur propre de M
nilpotente d’ordre k, avec X vecteur propre non nul associé, on aura

k k ) s , p . .

0 =M(X)=2AX,dou i = 0 ;etl'autre donnée : matrices qui com-
mutent deux a deux, ce qui rappelle un résultat de cours sur une trigo-
nalisation simultanée, résultat que nous allons étendre par récurrence
au cas de p matrices. Et pour cela il faut se rappeler de la justification et
commencer par justifier que, sur E=K", si p endomorphismes
Uy, Ug, ..., 4, cOmmutent 2 3 2 et ont des polyndmes caractéristiques
scindés, ils ont un vecteur propre commun, non nul.

C’est vrai si p = 2, (cours), on le suppose pour p—1, et quand on
part de p endomorphismes, si A est valeur propre de «,, on se place sur
E, = Ker (u; —Aidg), sous-espace propre de u,, stable par chaque u;,
qui commute a % .

On peut donc introduire les %; induits par les u; sur E, (avec u1
homothétie de rapport A), pour 2 <i<p ona p—1 endomorphismes
de E; qui commutent 2 a 2 et de polynémes caractéristiques scindés,
(ils divisent ceux des u; : conséquence de E, stable). Lhypothése de
récurrence s’applique et fournit un vecteur non nul de E; , propre pour
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chaque u; donc pour chaque u;, pour i = 2, mais aussi pour %; qui est
une homothétie sur E, .
On peut alors justiﬁer que, siug, ... » Uy commutent deux a deux et

ont des polynémes caracterlsuques scmdes il existe une base commune
de trigonalisation de E=K", et ce, par récurrence sur 7.

C’est évident si n = 1, (toute matrice (1, 1) est triangulaire), on le

suppose vrai sur un espace de dimension n—1, et on passe au cas de
E=K".

Siles u;, dans L(E), commutent, il en est de méme des tui dans L(E*),
E* dual de E. De plus u; et tui ont méme polyndéme caractéristique.

Donc les (tui)1 <i<p ONt un vecteur propre non nul commun, @, et le
noyau H de cette forme linéaire ¢ est un hyperplan H stable par chaque
u;. Les endomorphismes u; induits par les u; sur H commutent deux
a deux, et leurs polynémes caractéristiques divisant ceux des u; sont
scindés. Donc I'hypothése de récurrence s’applique : il existe une base
%@ de H dans laquelle la matrice de chaque u; est triangulaire.

SiE=H®K-a,danslabase & = % U {a}, la matrice de chaque
u; est alors triangulaire.

Retour a Uexercice: il existe Pe GL, (C) telle que, pour

i=12,..,n,P lMiP = T, soit triangulaire supérieure avec des 0 sur
la diagonale. On a donc

MM, ..M, = PT,P"' - PT,P"'. ..PT P '
P (1‘[ TjJP’l
j=1

Si (ey, ..., €,) estla base canonique de c’, (en matrices colonnes en
fait), on a T,(e;) = 0, puis T,(¢;) € Vecte; =T, _T,(¢5) = 0, et on
vérifie que T, _,T, _,,; ... T,(¢,,,) = O en fait, donc le produit des T;

n
annule chaque vecteur colonne de cette base : lamatrice T = [] T; est

j=1

n
associée a 'endomorphisme nul de €" et finalement [[M; = 0.
i=1
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_ SiKest un corps quelconque que 'on injecte dans sa cloture algebrlque
K, on a PeGL,/(K) telle que M; = PT, p! donc
M, ..M, = P(T, .. T,)P"' = POP"' = 0, et comme le produit
M, ... M,, reste dans .Z,(K), le résultat subsiste.

4.24. L'énoncé est insuffisant sur un point : la nature du corps qui
doit étre algébriquement clos.

0-1

1
i et - i, donc non diagonalisable sur R, matrice de a dans une base de E.

Par contre a est diagonalisable dans €, et en utilisant le résultat de
I'exercice dans ce cas, (voir apres), F, est fermé dans .#(T), avec
F, = {g_lag ;g€ GL(CQ)}.

Supposons que l'on ait alors une suite (P,), _, d’éléments de
GL,y(IR) telle que nll)n;l P, lAPn = B, cette matrice B de .Z(R), donc

En effet, prenons E = R’ A = matrice de valeurs propres

de #(C) aussi est dans i‘a : il existe P dans GLo(C) telle que

P 'AP = B, oy, ce qui est équivalent, telle que AP = PB.
Enposant P = R +iS, avecR et S dans .4 (IR), comme A et Bsont a
coefficients réels, on a donc AR = RB et AS = SB. Mais alors, pour

tout ¢ réel, A(R+1tS) = (R+1tS)B, et comme det (R +¢S) est un poly-
noéme de degré 2 ent, a coefficients réels, donc complexes, nonnul en , il
n’est pas identiquement nul, et il existe plein plein plein de f réels tels que

R +1S soit réguliere et que (R +1tS)” lA(R +tS) = B, donc B est dans
= {g 'ag; ge GL(R®)}, (on assimile la matrice et I'application
linéaire). Finalement F, est fermé bien que a ne soit pas diagonalisable.
On aborde donc Uexercice sur le corps des complexes.
On suppose a diagonalisable sur E = C".

C’est donc qu’avec Ay, ..., A, valeurs propres distinctes de multiplicités
respectives 0.y, ..., 0, ,ona dim Ker (a - A;idg) = a; et ce pour chaquej.

Mais alors, si b= g_lag est dans F,, comme
b-Midg = g Ya- MA;idg)g, les endomorphismes semblables b - Aidg
et a—Xidg ont méme rang, donc on aura dim Ker (b-Aidg) = o,

pourj =1,..,7
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Etsibest tel que, pourj = 1,...,7, dim Ker (b— kjidE) = o comme
ces noyaux associés a des A; distincts sont en somme directe, de dimension
0 +0y+...+0, = n, Cest que b est diagonalisable avec les A; pour
valeurs propres distinctes, de multiplicités o, ..., 0, :aetbadmettent tous

les deux la matrice diag ( Ay, .., A; 5 AgyeyAo s AL AL )
- PN y , N ,
o, fois 0.,y fois o, fois

dans des bases convenables,donc b € F, .
Finalement, pour a diagonalisable, de valeurs propres distinctes
(Mg, -y A,) , de multiplicités respectives 0.y, ..., 0, ona:
(beF)eVj=1,..,rdim (Ker (b-Aidg)) = o,

©Vj=1,..,rrang (b—%.jidE) =n-0a,

et cette derniére formulation va permettre de conclure. En effet elle
implique que pour chaque j, tous les mineurs d’ordre n—o;+1 de

B -1, sont nuls, (B matrice de b dans une base de C") ; et si récipro-
quement on a ces conditions, le rang de b - A;idg est inférieur ou égal

n— o, donc Ker (b-A;idg) est de dimension supérieure ou égale a
0, et ce pour chaque o, : il y a égalité car ces noyaux sont en somme

directe, (les ?»j sont distincts), et la somme des o, vaut n.

Finalement, b € F, si et seulement si, pour chaque j, tous les mineurs
d’ordre n—a;+ 1 de B-A1, sontnuls : il s’agit d’écrire des polyndmes,
par rapport aux coefficients de B, nuls et cela définit des fermés dont
on prend l'intersection. On a bien F, fermé.

Réciproquement, si F, est fermé, et si a n’était pas diagonalisable, c’est
que en jordanisant g, il y aurait au moins un 1 au-dessus de la diagonale,
en k—1"" ligne et K™ colonne par exemple. Donc dans une base
{ey, ... e,} = F de E la matrice A de a serait du type :

A
.0 0
)\rk_l 1
A= A ,avec, si k = 2, pas de 0 avant le 1
)
A

ici, les A; n’étant pas forcément distincts. Attention, on prend k£ = 2 ou
k tel que le 1 soit précédé d’'un 0, au-dessus de la diagonale.
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Soit (P,), . y+ avec P, = diag (1,..,1,7,1,..,1),0na:
en k- 1" position

P.! = diag (1, R ST 1),
2

3
®

en k- 1" position

ieme

le passage de A a A' = AP, revient a2 multiplier la (k—1) colonne

de A par 7, puis le passage de A' a A" = P, 'A' revient 2 multiplier la

(k—1)"™ ligne de A' par %, donc P IAP, =

car dans la (k- 1) “™ colonne, il n’y a que A,_; non nul, qui a donc été

multiplié par 7, puis par % car il est aussi dans la (k—1) ™ ligne.

Sir tend vers + o, le coefficient au-dessus de A, va tendre vers 0, mais
alors si B est la matrice limite, la dimension du sous-espace propre de B
pour la valeur propre A, augmente de 1 donc B n’est pas semblable a
A, ce qui contredit F, fermé.

4.25. Il'y a du Vandermonde dans I'air. Si on note ¢; la colonne des

i-1 . P . . R
xﬁ , pour j fixé, j=1, et ¢ variant de 1 a =, on a
D, = det (C,, C,, ...,C,,_1, G, , o), et si on parvenait a exprimer la der-
niere colonne C,,, a l'aide de C,,C,_,, ..., C;, on retrouverait un
résultat connu. Qu’a cela ne tienne !
n n
. -1 -2
SoitP(x) = [J(x-x) = x"—01x" " +0x" " +..aveco; = Y x;,
i=1 i=1
somme desracines,et Gy = Y, x;%; .
Isi<jsn
Chaque x; étant zéro de P donne la relation :

1 n-2

n n-—
xX; = Glxi —G2xz + ...,
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qui, multipliée par x;, conduit a :
n+1
i

n n-1
= Glxi -ngi + ...
. . . . . . +1 2
Si on fait varier Z, on obtient les matrices colonnes des x? , (notée
n P . . . , .
C,.o) et des x;, (notée C,.,) comme combinaison linéaire de
C,.C,_1,--,C;.Onaura:

C,.2 = 6,C,,1-06,C,+une combinaison des GC;,

pour
j<n-1,avec:
C,.1 = 6,C, +une combinaisonlinéairedes C;,j<n-1,dour:
2 NP .
C, .2 = (61-05)C, + une combinaisonlinéairedes C;,j<n-1.
L’aspect forme z.linéaire alternée d’'un déterminant donne alors :

D, = det (Cy, C, ... C,_1, (6~ G5)C,)
(0} - Gy)det (Cy, ..., C,)

(2x,2+ Y x,-xj] I (%= x;),

i=1 Isi<jsn Isi<jsn

en supposant connue I'expression d’'un déterminant de Vandermonde.

4.26. Le polyndme caractéristique de u, nilpotent, est y,(x) = x".

SiF est sous-espace stable de dimension & < n, 4 induit un endomor-
phisme u sur F, qui est encore nilpotent, donc admet pour polynéme
caractéristique x_(x) = " Par Cayley Hamilton, on a donc i'=0 ,
donc F = Ker %', (i endomorphisme de F), mais a fortiori, pour x dans
Fonau'(x) = & (x) = 0, d'ob Fc Ker u*.

Si on jordanise u, de rang n — 1, la réduite de Jordan est la matrice
carrée d’ordre = :

010
001
NN 0
I= o
O NN
01
00
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(il faut n — 1 fois des 1 au-dessus de la diagonale), donc ]k est la matrice
ou les 1 se sont « déplacés k fois », ils commencent en premiere ligne,

k+ 1" colonne, pour finir en n -k " ligne, derniére colonne : il y
k j . .
enan-k,donc u estderang n—k et Ker u" de dimension k, celle
b N k
deF,dou F = Ker u .
. . k
Finalement, il y a exactement n + 1 sous-espaces stables, les Ker u ",

pour 0 <k =<n, avec Ker u’ = {0} et Keru" = E, Ker u" étant de
dimension k.

. . .2
4.27. On a g projecteur si et seulement si ¢ = g, or,ona:

q" = D+ prpo—Dibapy + Daby + Dy~ bap1 — Do — boprPs + Popipaby

= P+ popy + Po—pap1 —popy, compte tenu de pip, = 0 et de

P? =p, et pg = po ; soit finalement, qg = py+pa—pop; = g :onaun
projecteur.

On constate que p,q = p?+p1p2—p1p2‘bl = p;, (toujours
p1ps = 0),donc, si xe Ker q, p;(x) = p;(g(x)) = 0, soit x € Ker p;.

De méme, pog = pop, +p:‘;—p§pl = py, donc Ker g Ker p, et
Ker g c (Ker p; N Ker p,) .

Puis, si x € Ker p; nKer py, q(x) = p1(x) + po(x) — po(p1(x)) = 0,
donc Ker g = Ker p; N Ker p,.

Pour les images, on vérifie que gp, = p, et gp, = po, d’ou I'on
déduit que tout y = p,(x) de Im p; s’écrit g(p,(x)), donc est dans
Img:onalmp,cImgq et Im pocIm g,dotuImp;+Im p,cImgqg.

Puis y de Img s’écrit y = q(x) = p(x) +po(x—p;(x)) est dans
Imp; +Im py,etonaIm g = Im p; +Im p,.

4.28. D’abord, comme fannule le polynéme scindé a racines simples
(X-a)(X-b), f est diagonalisable avec deux sous-espaces propres
F, = Ker (f-aldg) et F, = Ker (f—5bId;) en somme directe.

a) Pour A non nul, le polynéme en f, A(f- aldg), admet donc F, et
F, pour sous-espaces propres, en somme directe, pour les valeurs pro-
pres AM(a—a) = 0 et A(b—-a). Ce sera un projecteur si et seulement si

_ N
AMb-a) = 1,s0it A = 52"
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De méme p(f-bldg) est diagonalisable, avec les sous-espaces pro-
pres F, et F,, pour les valeurs propres (e —b) et 0 : on aura un pro-

. . . 1
Jjecteur si et seulement si L=—:.

b) Légalité  (f—aldg)o(f-bldg) = 0, donne linclusion:
Im (f-bldg) < Ker (f—aldg) .

De plus Ker (f—aldg) = F, et la dimension de Im (f—bIdg) est
p-dim Ker (f-bIdg) = p—dim F,, (p, dimension de E); comme
E=F,®F,, on a Im(f-bldg) de dimension dimF,, soit
dim (Ker (f—aldg)) : I'inclusion est une égalité.

Comme f-aldg et f-bIdy commutent, (polynémes en f), on a
également Im (f-aldg) = Ker (f-5bIdg).

¢) En décomposant un vecteur x de E en x = u +v dans la somme
directe Ker (f—aldg) ® Ker (f—bIdg), on obtient: x = u+v et
f(x) = au+bv,dou:
fx)—ax = (b—a)ve F, et:

fx)-bx = (a-b)uec F,,dou, comme a#b,

x=u+v=ai_b(f(x)—bx)+b—1(;(f(x)—ax), décomposé

dans F,@F,. Comme alors f(f(x)-bx) =a-(f(x)-bx) et
f(f(x)—ax) = b-(f(x)—ax) on obtient, pour tout n de IN¥*,
£r) = Ao (fe -t + 2

fr= bb :Z f+ bab — Zb 1d;; , formule encore valablesi n = 0, avecla

(f(x)—ax), d’ou Iégalité :

. o _ .
convention a” = 5" = 1 et f = idg.

d) Si ab#0, f n’ayant pas 0 pour valeur propre est injective, en
dimension finie, donc bijective, et comme sur Ker (f—aldg),

(resp. Ker (f-bldg)), f -1 agit comme I’homothétie de rapport a” '

-1 A 5 - .

(resp. b ), la méme décomposition de x en u+v conduit, pour n
entier négatif, 2 la méme expression de f "(x), donc 'expression trou-
vée de f" estvalable pour tout n dans Z.
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4.29. Le résultat est immédiat comme conséquence du Théoreme
de Baire : les Fj sont des fermés de E, car sous-espaces de dimension

finie de E, comme E =R" est complet, si la réunion des Fj est E, I'un
des F; est d’intérieur non vide, ce qui est exclu, (sous-espaces stricts).
Donnons-en une justification plus algébrique.
SiE = 'Uij , soient x, et x, fixés dans E, pour tout A € IR, il existe

JE
j(A) dans IN tel que x; +Ax, € E;,,. Comme R est de cardinal stricte-
ment supérieur a celui de IN, il existe A' réel # A tel que j(A) = j(A),
donc  x;+Ax, et x+Ax, sont dans E;;,, dou

7_»}_7»' ((xy + Axg) — (% + A'x5)) = x5 est dans E;a), ainsi que
1 , .
m (7\, (x1+7\.x2)—7\.(x1+7\.x2)) = xl.

Nous venons de vérifier, pour £ = 2, la propriété

P(k) s (x4, %o, ..., X}) € E, il existe un indice j tel que x, xo, ... €t X,
soient dans le méme F;.

Vérifions la propriété par récurrence sur k. On suppose (k) véri-
fiée.

Soit (xy, ..., % ; %, 1) dans E'! en appliquant £ (k) on sait que,
pour chaque A de R, il existe un j(A) tel que les & vecteurs x, Xo, ..., X _{
et x, + Ax,,; soient dans Fj,,.

La encore, (card R> card IN), il existe A'#A tels que x, +Ax,, |,
X, Xy, ..., X_1 €t X, + A'x; | soient dans le méme F,) = Fj;,. Mais,

avec j = j(A) = j(A), F]- contiendra x, %, ...,x;_; ainsi que

: 1 '
el =y (Gop + Ay 1) = (g + Ay, 1)) et

x, = ﬁ (M (x, + Ay, ) = My + M%) : on a bien P(k+1) véri
fie.

Mais alors, avec % = (e, ..., ¢,) base de E, P (n) étant vérifiée, il
existerait j tel que chaque ¢, soient dans F; d'ou ECF; avec
dim E>dim F; : cC’estabsurde. Ona E ;tjt_)ij. Pour cette premiére par-
tie de I'exercice, les F; ne sont pas forcément de méme dimension.

Passons a la suite de I'exercice, ou I'on suppose les F; tous de méme
dimension.
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Comme 'UijE E, il existe un vecteur w,, tel que, pour tout j,
J€

w,, € F;, mais alors F; etla droite RRe,, ; sont en somme directe.
Les G; = F; ® Rw, | sont tous des sous-espaces de dimension p + 1
deE.Sip =n-1,G; = E et W = Ruw, ., convient. Sinon, la réunion
des Gj est strictement contenue dans E : il existe Wy, 0@ qu , donc,
pour toutj, H; = G;® Rw, , , estsous-espace de dimension p +2 deE.
Sin-p =2,onatrouvé W = Rw, , ®Rw,,, sinon on itere le rai-

sonnement. En n — p étapes, on construit W supplémentaire commun a
tous les F;.

4.30. Commetouty = (u+v)(x) = u(x)+v(x) € (Im u +Im v) ona
rg (u+v) < dim (Im u +Im v) = rg (u) +rg (v) — dim (Im » N Im v),
dourg (u+v) <1g (u)+1g (v).
Puis, en écrivant u = (u + v) + (— v), et en appliquant I'inégalité pré-
cédente, on a :
rg (u) srg (u+v)+rg (—v) = rg (u+v) +rg (v),
d’ou rg (u) —rg (v) < rg (u +v), mais aussi, (pas de jaloux) :
rg (v)-rg (u) srg (v+u) = rg (u+v),
d’ou I'’encadrement :
-rg (u+v)srg(u)-rg (v)<rg(u+v), et finalement les
inégalités :
Irg (u) —rg (v)l <rg (u+v) <rg (u)+1g (v).
Supposons Uégalité rg (u+v) = rg (u) +rg (v), 'inégalité :
rg (u) +rg (v) = rg (u+v) <rg (u) +rg (v) —dim (Im u N Im v)
implique déja Im uNnIm v = {0}.
Puis, si x € Ker (u+v), on a u(x)+v(x) = 0, donc u(x) = — v(x)
est dans ImunImv = {0}, dou wu(x)=7uvx)=0 et
x € Ker u N Ker v. Comme l'inclusion Ker v N Ker v c Ker (u +v) est

facile a justifier, on a I’égalité Ker (u +v) = Ker u N Ker v. Mais alors,
LIET g
pour les dimensions, on a :

dim (Ker u + Ker v) = dim Ker u + dim Ker v - dim (Ker u N Ker v)
= (n-rg (¥)) + (n—rg (v)) —dim (Ker (u +v))
2n—-1g (u)-rg (V) —n+1g (u+v)

=n,
compte tenu de I'égalité rg (u +v) = rg (u) +1g (v), d’olt la deuxieme
égalité, Ker u + Ker v = R".
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Réciproquement, si Ker u +Ker v = R" et ImunImv = {0}, soitx
dans Ker (u+v), alors on a toujours wu(x)=v(x)=0 -car

u(x) = —v(x)e ImunImv = {0} donc Ker (u+v) cKer u nKer v
eton al’égalité, 'autre inclusion étant évidente.

Donc Ker (u+v) = KerunKerv.
Mais alors, on a:
rg (u+v) = n—dim (Ker (v +v)) = n—dim (Ker u N Ker v).
Or n = dim (Ker u + Ker v)
= dim (Ker u) + dim (Ker v) — dim (Ker u N Ker v)
= 2n-rg (u) —rg (v) —dim (Ker u N Ker v),
d’ou dim (Ker u N Ker v) = n—rg (u)—rg (v), et finalement :

rg (u+v) =n—-(n-rgu—-rgv) = rg (u) +rg (v), ce qui
acheve la justification de 1’équivalence.

4.31. SiM est une involution, M annule le polynéme scindé a racines

simples, x3_1 , donc est diagonalisable, avec comme seules valeurs pro-
pres possibles 1 et - 1.

Si 1 est valeur propre triple, M = I, (a=1,b=¢=0), etsi- 1est
valeur propre triple, M = - I3, (a=-1,b=¢c=0).
Ces deux cas de I'identité et de la symétrie point étant écartés, M aura
forcément 1 et - 1 pour valeurs propres, I'une des deux étant double.
Le polynéme caractéristique est :
a-A b ¢ s s s
X)) = c a-\A b | =(@=-N)"+¢ +b =3bc(a-7),
b c a-»\
équation du troisi¢tme degré en a— A, qui a une racine réelle double,
(et une simple) si et seulement si :
4(- 8b6)° +27(8° + )" = 0, soit encore si 27(5°-¢%)’ = 0,
donc si et seulement si b = ¢ car on est sur R.

111
Avec b = c,onaencore M = (a-b)Ig+b| 111 |,etla matrice
111
111
J=1| 111 | étant de rang 1 admet un noyau de dimension 2, donc 0

111



156  Algebre linéaire

est valeur propre double au moins, la trace de J est 3 d’ou 3 valeur pro-
pre simple et J est diagonalisable.

Mais alors M est diagonalisable (polyndme en J), avec les mémes
sous-espaces propres et des valeurs propres valant a — b + 35, simple et

a—-b, double. On aura donc M? = I; si et seulement si on a
ab =1 a-b=-1
a+2b =-1,0u a+2b =1,
b=c b=c

(etaussi M = I3 ou-1Is).

. S =1

Ceciconduita b = ¢ = 3,a—3,ouab—c—3eta— 3
1 -2-2

La matrice M; = 3| -2 1 -2 |est celle de la symétrie orthogo-
-2-21

nale (sur R’ canonique) par rapport au plan P d’équation x +y+z = 0,
noyau de Ker (M; —1I3), (il est facile de vérifier que M; est orthogo-
nale).

-12 2
La matrice M, = 3| 2 -12 |est celle de la symétrie orthogo-
2 2 -1

nale par rapport a la droite D = Ker (M, —I3), dirigée par le vecteur

9
V(1, 1, 1), perpendiculaire au plan P.

4.32. En développant par rapport a la premiére colonne on a :
X 0 0 0

X1+X® X .. 0
2 N
D,=(1+X)D,1-X| 9 x 1+%X2.. 0o |- ledeuxieme

~
~
~

0 0 0 ..13X°
déterminant, d’ordre n» — 1, valant XD, _,, (en développant par rapport
a la premiere ligne).
Ceci donne la relation de récurrence :
D, = (1+X%)D,_;-X’D,_,, ou mieux :
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D,-D,_; = XQ(D,,_ 1— D, _9), ce qui conduit a I'égalité :
D,-D,_; = (X2)n—2(D2—D1)‘

OnaD, = 1+X3D, = (1+X)°-X% = X*+X2+1, donc:
D,-D; = X*, d’ot I'égalité :
D,-D,_, = X", (onretrouve D,-D, = X* % = X*),

En sommant ces relations, avec D; = X*+1, on obtient I’égalité

n
D,(X) =Y X qui apporte les réponses a toutes les questions posées.
k=0

4.33. En analysant le probléme, si # = 1, M est une matrice (2, 2)

P . 2,2 .2 .
de déterminant a” + b~ = |a + ib|" . Pourrait-on retrouver, par des com-
binaisons de lignes et de colonnes ce résultat ?

On multiplie chaque ligne de numéro k€ [n +1,2n] pari,ona:
A-B| _ Gy " A - B
B iB A

detM =

On remplace, pour 1 <k <n, la colonne C, de la matrice obtenue
par C, +:C,, , :le déterminant est inchangé, d’ou :

A-iB -B|
iB-A A

detM =i "

Si, dans le déterminant obtenu, on remplace, pour 1<k<mn, la
ligne L, ., parlasomme L, +L,, on obtient :

A-iB -B
0 -B+iA

detM =i " = i " det (A—iB) det (i(A +iB))

= i "" det (A-iB) det (A—iB) = |det (A—iB)’,
donc detM = 0.

4.34. En développant det ( I, 0 par rapport a la premiére ligne,
p A

n fois de suite, on arrive a det (Q), valeur de ce déterminant.
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De méme on a det RO _ det R, relation obtenue en dévelop-

n
pant 7 fois de suite par rapport a la derniére colonne.

Pour faire le lien entre ‘é B\ etce qui précéde, on peut se deman-

der s’il existe des matrices carrées d’ordre 7, P, Q, R, S, telles que :

LO|[RS)_(R s |_[AB].
Po/lOI, PR PS+Q cp)’
ce qui conduit aux conditions R = A,S = B, puis PR = PA = C et

PS+Q =PB+Q =D.

La relation PA = C aura une solution si A est inversible, cas que
nous allons d’abord traiter, (la densité de GL,(C) dans .Z,(C) servira
ensuite).

On suppose A inversible, donc on prendra P = CA™ !, etil reste a trou-
ver Q telle que PB+Q = CA"'B+Q = D,d'ou Q = D-CA™'B.

Avec P, Q, R, S ainsi trouvés et le calcul par blocs précédent, on a :

det 211; det Q detR = detR det Q

det A det (D-CA™'B)
det (AD - ACA™'B).
Or AC = CA donc ACA™'B = CAA™'B = CB et finalement

det| & B | = get (AD-CB).
CcD

Soit A non inversible, c’est que x = 0 est solution du polynéme carac-
téristique x,(x) = det (A—-xI,) = 0. Cen est un zéro isolé, donc

Ip, € IN*, szpo,det(A—‘%In)¢O.

1 .
Comme A et C commutent, A,, = A—; I, et C commutent aussi,

1

donc la justification précédente donne, avec A, = A —1—7 I, :

det( A, B J = det (A,D-CB),
CD
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et comme pl_ifilmAP = A, et que l'application déterminant, polynomiale

par rapport aux coefficients des matrices, est continue, on a bien, si p

tend vers 'infini, det ‘é E = det (AD-CB).

4.35. a) L'espace dual E* étant de dimension finie, n, sa spheére
unité S est compacte, il en est de méme de S” . Lapplication f, multili-
néaire par rapport aux @; variant dans E* espace vectoriel normé de
dimension finie est conunue donc bornée sur S” et elle atteint ses bor-
nes, puisqu’elle est a valeurs réelles.

b) Comme pour la base duale #* = (a,%, ..., a,*), que 'on norme

n
en posant u; ||| *IH ¥, onaura f(uy, ..., u,) = 1/[1_[ |||a]*|||] ,non
j=1
nul, la borne supérieure de f est non nulle et méme strictement positive.

Mais alors, si elle est atteinte en (€, ..., €,) , ces formes duales sont

libres, sinon, l'une, €,

ieme . .
(e = g’?\,kek) etlaj " colonne C; de la matrice des €;(a;) serait la
J

serait combinaison linéaire des autres,

combinaison linéaire Z?\.ka, des autres colonnes C,, puisque
k#j

€; (a ) = 2 MEp(a;), pour i = 1,2, ..., n ; et en conséquence on aurait

det (g/(a; )) = 0, s0it f(g,...€,) = 0.

Pour prouver la bijectivité de g, on va se donner un n.uplet (zy, ..., z,,)

de vecteurs de E, chaque z; étant connu par ses coordonnées (z; P an)

dans une base fixée de E, et on va prouver qu’il existe un et un seul n.uplet,

¥y - 9,) de vecteurs de E, tel que g(yy, ..., y,) soit (zy, ..., z,) , en calcu-
lant les composantes (y;),  ; <, de chaque y; dans la méme base.

ieme £ . . .
En prenant la & coordonnée, dans la relation définissant g, on a,
pour i variantde 1 an:

n
M) oz =3 €;(a;)ys;
j=1
ce qui montre que le n.uplet réel, (y,1, Y19, ---» Y4,) €St solution d’un sys-
teme de n équations a n inconnues, de matrice celle des (ej(ai))l <ij<n’

matrice réguliére puisque son déterminant est f(£y, €y, ..., €,), stricte-
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ment positif. On a donc existence et unicité des (y;;), . » €t ceci, pour

<is<

tout k d’oui la bijectivité de g qui, par ailleurs agit linéairement sur les y; .

c) Les vecteurs e; sont tels que (ay,...,a,) = g(ey,...,e,) donc
n

n
a; = Y g(a;)e;, ce qui entraine: g,(a;) = Y, &(a;)g,(¢;), puis, en
i=1 j=1
modifiant les indices :
n

n n
ai = 2 Sk(ai)ek = 2 (2 8j(ai)8k(8j)]ek,
k=1 k=1 \j=1
d’ou les égalités :
n
@) &la) = Y gia)ele),
j=1

puisque le vecteur a; n’a qu'une décomposition dans la base ¢, ..., ¢,,
car en fait, {¢;, ...,¢,} estune base deE, {a,,...,a,} en étant une, car,
en y regardant bien, les égalités (1) traduisent I'égalité matricielle
'Z = M'Y, ennotant Y, (resp. Z) la matrice carrée d’ordre n des compo-
santes des > (resp. z; ), dans la base de E fixée au b, et M la matrice

carrée réguliere des (sj(ai))l -

sijsn’
On a donc {z,..,z,} base de E & Z réguliere & 'z réguliere
-1 PRI
eY=M'72 réguliere < {y;, ...,y,} base de E.

Mais les relations (2), a leur tour, prouvent que, pour k fixé et i variant
de 1 an,les réels €,(¢)), €,(es), ..., €;,(e,) sont solutions d’un systéme de
n équations linéaires, de matrice celle des (gi(@)), <; jsn matrice régu-
liere comme on I'a vu en b). La solution de ce systéme est unique, or on
en tient une, celle définie par €,(e,) = 1 et, pourtout j#k, g(¢;) = 0,

ce qui définit ¢,* en fait, donc la base des €, est bien la base duale de

celle des €.

d) On ale produit matriciel :

n
(sj(ai))l sigj< n((pv(eu))l <uvsn 2 Sk(ai)(pf(ek)] ’
' =1 1<ij<n
en notant, dans I'indexation, en premier 'indice de ligne.
n n
Mais ) €,(a))9;(e,) = @; (2 sk(ai)ek) = @(a;) puisque
k=1 k=1
gley, ....e,) = (ay,...,a,).
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On obtient la matrice des (¢;(a;)), i, j<n> €t €n prenant les détermi-
nants des deux membres, on obtient I'égalité :
f(&y, s €,) det ((9,(e,)), < wo< W) = f(01, s 9,).

e) Prenons alors ¢ dans S, la relation précédente donne, vu les
valeurs des ek(ej) :

1\ 0 (P(Iel) 0

F(Eqs s €51 Py €54 15 s ) = 0 \'1 (p(:gl.) f(&y, - E))

10
0 ¢e,)01
0(e,)f (€5 -5 €,)-

Or, la borne supérieure de f est atteinte en (g, ...,€,), on a donc
o) f(Ey, . €,) S f(Ey, ..s E,), d'OU @(g;) <1 puisque la borne supé-
rieure de fest > 0, (vu au b).

Avec :

f(—€,8, .08 1,0, €,1,-8,) = — Q&) f(Ey, ..., E,) < f(E, ..., E,)
on obtient — @(¢;) <1 dou-1<=¢(¢;) < 1.

On a donc |@(¢)| <1, pour toute forme ¢ de S, et comme
g(¢;) = 1, onaura |ef = sup {|o(¢;)| ; o S} = 1.

4.36. a) Si u est une affinité de rapport A, par rapport au
sous-espace G, parallelement au sous-espace F, cCestque E = FO G, et,
si p est la projection sur G paralltlement a F, on a
u(x) = p(x) + Mx - p(x))

= ML+ (1-2)p)(x),
donc u® = A'T+2A(1 - Mp+(1- K)2p2 , puisque p et I commutent. Or
[)2 = p,donc:
u® = A+ (1- 2,2)17 , alors que :
A+Du—-AI = A+ DAI+A+1)(1-A)p—Al
= A’I+(1-2%)p : on a bien I'égalité
¥’ = (A + Du—-AlL

b) Onaw’-du—u+Al = u(u—Al) - (u—-Al)
= (u-I)(u-AI) = 0.
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Donc, si A# 1, u annule un polyndéme scindé a racines simples donc
u est diagonalisable.

Puis, si u est diagonalisable, si on suppose A = 1, alors (u— )’ =0,
mais u devant annuler un polynéme scindé a racines simples, ce ne peut
étre que u—1 = 0, ce qui est exclu par I’hypothése u#1.Donc A #1 et
on a bien, pour u # I, u diagonalisable si et seulementsi A #1.

Avec F =Ker(u—AI) et G = Ker (u—-1I), (éventuellement
G = {0}, mais F#{0} sinon E = Getu =1),onaE = F®G, etsi
x =9y+zavecye F etze G onau(x) = Ay +z : u est 'affinité, paral-
lelement a F, de rapport A, par rapport a G.

Si G = {0}, u est ’homothétie de rapport A.

Dans le cas A = 1, on a, dés le début du b), I'égalité (u — I)2 =0 et
u—I#0, (car u #1), donc u n’est pas diagonalisable.

Si on avait un sous-espace F, supplémentaire de E; = Ker (u—1I), et
stable par u, I'endomorphisme induit par u sur F, noté u , vérifie encore
Tégalité (z-1)° = 0.

Sionau-I1#0, soit x,& F avec y, = («-I)(x,) non nul, on aura

(u-1)(yo) = 0 soit u(yy) = y, :danscecas y,€ E; = Ker (u—1I) d’'ou
¥%€E NF: dur dur pour un vecteur non nul, «car
E=E ®@F=E NnF = {0}!

Si u—1 = 0, ce n’est pas mieux car c’est tout F dans ce cas qui est
dans E; .

Finalement, il n’existe pas de supplémentaire stable de
E, = Ker (u-1).

4.37. On peut démontrer facilement que f et F ont mémes valeurs
propres dans le corps, mais pour les multiplicités, et dimensions des
sous-espaces propres associés, il faudra recourir aux bases.

D’abord, soit A une valeur propre de f, ¢; un vecteur propre (non
nul) associé, et {e;; ¢y, ...,¢,} une base de E. Si u est définie par
u(e;)) = e et u(g) =0 pour j=2, on a F(u) telle que
F(u)(ep) = f(u(e)) = 0sij=2, et,

F(u)(ey) = f(hey) = hep = (Au)(ey).
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Donc F(u) et Au sont égales sur la base {¢y, ..., ¢,} d’ou A valeur pro-
pre de F pour le vecteur propre u.

Réciproquement, si A est valeur propre de F et si g est un élément non
nul de Z(E) tel que F(g) =fog = Ag, pour tout y = g(x) non nul de
Im g, ona f(y) = Ay, d’ou A valeur propre de f.

Soit maintenant une base % = {¢}, ...,¢,} de E, et M la matrice des
m;;, matrice de f dans cette base. On considére la base des ¢; de Z(E),
avec £l](e]) = ei et Sij(ek) = O Si k#j.

OnaF(g,,) =fog,,, telle que :
sij#uv, F(suv)(ej) =0,et:

n n
Sl] =1, F(euv)(ev) = f(eu) = Z m;é; = z miusiv(ev) .
i=1 i=1
n
Donc F(g,,) et Z m;,£;, prennent les mémes valeurs sur la base %':
i=1

ces applications linéaires sont égales.

On indexe alors la base @ des ¢;; en :

B = {€11 - €p1 5 €195 2 €p9 3 -+ 3 E1ps -+ Eqn } » ELON considér'e la
matrice .# de F dans cette base %, en prenant I'image par F du "™
n
vecteur du v paquet, a savoir F(g,,) = Y, m,zg,,.
i=1

Cette décomposition ne fait intervenir que des vecteurs du v

paquet, (deuxiéme indice constant, v), donc la matrice .#sera bloc dia-

ieme
gonale, etenu  colonne dans ce bloc, on a la colonne des m;, , pour

i variant de 1 4 n, donc la '™ colonne de M.

M0

Mais alors, Z = M\ , matrice bloc diagonale, d’ou tout ce

0 M
qu’on veut. En particulier pour les polynémes caractéristiques, on a :
XAN) = det (Al ;) = (det M —-AL))",
donc, o est valeur propre de multiplicité r de f si et seulement si o est
valeur propre de multiplicité nr de F. De plus, le rang de .Z—-al , étant

alors nxrang (M—-ol,), (passer par les vecteurs colonnes indépen-
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dants par exemple), on aura : dimension du sous-espace propre de F,
pour o = n X dimension du sous-espace propre de f, pour 0.

4.38. Comme x°—5x+6 = (x—3)(x—2), A annule un polynéme
scindé a racines simples donc est diagonalisable, avec pour seules
valeurs propres possibles 2 et 3. Il existe donc P e GL,(R) telle que

21, 0

P 'AP = A' =
03I,

] , matrice bloc, p pouvant étre égal a 0 ou

an.

M'l M'2

M's M',

bloc, M'; étant carrée d’ordre p.
Avoir F(M) = AM = AM + MA , avec A scalaire réel et M non nulle,

équivaut, P étant réguliere, a avoir :

P~ {(AM + MA)P = (P"'AP)(P"'MP) + (P~ 'MP)(P"'AP)

Posons M' = P"'MP = [ J, décomposition en matrice

= XP'IMP, soit encore A'M'+M'A’' = AM', ce qui s’écrit
encore :

[21, 0 }(Ml M'2J+(M'1 M'2N21,, 0 }= X(M'l M'2J
0 3I,_, My M, M; M, 0 3I,_, M M,
et, en développant :
( 4M, 5M'2) ~ ( AM', AM'Q]
5M's 6M', ) | AM'; AM, )
Comme on veut M non nulle, M' doit étre non nulle, donc les M';

ne peuvent pas tous étre nuls.
SiM'; #0, on doit avoir A = 4 d’ou M,

M’s = M'4 =0 5
M, =0 et My et Mg

si M's#0, on doit avoir A = 5, d'ou M,
quelconques ;
si M', #0, on doit avoir A = 6,avec M'; = M’y = M'3 = 0.
Pour 0 <p < n, les éléments propres de F sont donc
A = 4, sous-espace propre de dimension p2 ;
A = 5, sous-espace propre de dimension 2p(n - p) ; et
A = 6, sous-espace propre de dimension (n- p)2 : la somme des
dimensions étant (p +n — p)2 = n?, Fest diagonalisable.
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Pour p = 0, A = 31, en fait et F(M) = 6M : il n’est pas étonnant
que F, homothétie de rapport 6, soit diagonalisable.
Sip=mn,A =2, e¢ F(M) = 4M, méme conclusion.

o
1-= 2
4.39. La matrice A, = n , de déterminant 1 + (x2 , est celle
1

d’une similitude directe, car elle s’écrit encore :

3IQ

o/n
/ / 2, 2
N1 +al/n? l+a /" 1 +la /n , et c’est lamatrice de la simi-
«/1+oc /n? N1 +0o2/n?

2 1

1/2
. o
litude s,, de rapport (1 + —5) ,d’angle 0, telque cos0,, = ————,
n N1 +a?/n?

a/n . -
,s0it 0, = Arc sin o/n

sinf, = ——— — .
N1+ o’/n’ N1+ ozg/n2

o\n/2
Mais alors (A,)" est la similitude o, , de rapport A, = (l + 0t_2] R

n

et d’angle 76, , donc :

n cosnB, - sinnb
Ay =i, | " " .
sinn®,  cosn0,
2
n o
3 Ln [l + 7? a2
Ori, =e tend vers 1 car I'exposant est équivalent a 5

no/n .. . .
tend vers o, donc la limite cherchée est la matrice

et n6, ~ ———
N1+02/n

coso. - sino
sino cos O

La géométrie peut avoir du bon !
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4.40. a) Si u et v commutent, tout sous-espace propre de l'un est
stable par I'autre. On est en dimension finie sur €, donc les valeurs pro-
pres existent, (zéros des polynémes caractéristiques).

Soit A une valeur propre de u, et v induit par v sur le sous-espace pro-
pre E; = Ker (u—Aidg) . En tant qu’endomorphisme en dimension finie
sur €, v a droit 2 ses valeurs propres, d’ou des vecteurs de E, , propres
pour v donc pour v, mais aussi pour % qui est une homothétie sur E, .

b) Si wv-vu =ou, on justifie, par récurrence, que

k k ko . . .
uv—vu = kow .Clestvraisi k£ = 1, etsic’est vrai pour &, on aura :
k k k+1 .
u(uv—vu ) = ko, soit
k+1 k k+1 . .
u  v-(vu+ou)u = kou ,ce quidonne bien:

E+1 R+l k41 o .
uv—vu T = (k+1)ow " :lapropriété est vraie pour tout k.

Mais alors, si pour tout k entier, u£0, I'endomorphisme ¢ de .Z(E)
dans Z(E) défini par ¢(u) = uv—vu admet une infinité de valeurs pro-

i k . .
pres, les ko, associées aux vecteurs propres % : c¢’est exclu en dimension
finie, donc u est nilpotent et on se place sur F = Ker u, ce sous-espace
est stable par v aussi car, si x€ Ker u,ona:

u(v(x)) —v(u(x)) = ou(x) avec u(x) = 0, d’ou u(v(x)) = 0.

On considére u et v induits par u et v sur Ker v, ona uv—-vu = 0,
(en fait # = 0) et on est ramené au cas a), les vecteurs propres de u,
(resp v), étant vecteurs propres de u, (resp v).

c) On suppose que uv—vu = ou + Bv avec af=0.

Soit v' = au+Pu.

Onauv -v'u = au’ + Buv— o’ - Bou
Bluv—vu) = B(au + Pv) = Bo'.

Donc, d’apresleb), u et ¢' ont un vecteur propre commun, x, pour les
valeurs propresAetp. Ona: u(x) = Ax et v'(x) = pux = ou(x) + Pu(x),

d’ott Bu(x) = px— adx, soit v(x) = u—_BOO» x : ce vecteur x est bien vec-

teur propre commun a u et v.

4.41. En développant par rapport a la premiére colonne, on obtient
facilement I’égalité :
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ab 0 O
latbar ()
D, = (a+b)D,_,—| .~ , SOi :

0 . u?-l— b ab
1 a+b
D, = (a+b)D,_,—-abD,_,, et cette relation de récurrence,
D,-(a+b)D,_,+abD,_, = 0, jointe aux égalités D; = a+b et

D, = (a+ b)2 —ab détermineles D, .
L’équation caractéristique, A —(a+b)h+ab=0,a pour solutions
% ((@+D)t((a+d)~4a0)") = 3 (@+b(a-b).

Si a#b, on a deux zéros distincts a et b, donc D, = oa” + an avec

oa+Pb=a+b . . a b
9 9 9 o> systtme de solution o = — et f = —,
oa +Pb” =a +ab+b a-b b-a
an+l_bn+l
dou D, = - ,sia#b.

Pour a = b, on a une racine double, a, pour I’équation caractéristi-

que, et une expression de D, du type D, = (a+Bn)a” avec:

{aa+Ba = 2a —2a -a
2
oa® +2Ba’ = 34° 1 1,
, 2 2 . 2 2 .
dou:-a'oo=-a",s0ita =1 et Pa” =a", donc P =1, ceci pour

a#0, et dans ce cas D, = (1 +n)a", expression valable également si

a = b = 0 auquel cas D, = 0, (matrice triangulaire inférieure avec des
0 sur la diagonale).

N

4.42. Si on cherche a diagonaliser A, on calcule le polynéme
caractéristique :

-2 1 1 .
—23-% 2 | =AB-M+4+(A-3)-4Ar

1 -1 -2
AZ-1)(38-1)-4(A-1) = A=D)((A+1)(3-1)-4)
= (A-1)(=A2+27-1) = - (A-1).

Xa(A)
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Comme A = 1 est valeur propre triple, avec A # I3, A n’est pas dia-
gonalisable, mais A —I3 est nilpotente.

-11 1
On a B=A-I3=| _9 9 9 de rang 1, nilpotente donc
1 -1-1
B =0,et A" = (B+I;)" = I;+nB, soit:

1-n =n n
A=| _9p9n+1 2n , sans autre forme de proces.
n -n —-n+l

Pour justifier B2 =0 » i {ey, 9,5} est une base de E = IR3, (ou

3 . AN .
K"), avec {e,,e,} base de Ker b, b endomorphisme associé a B, si la

composante de b(eg) suivant e; est o.# 0, la matrice de b dans la base

& étant triangulaire avec (0, 0, o) sur la diagonale, on aurait o valeur
propre non nulle de & nilpotent, cela fait désordre. Donc

b(es) € Ker b = Vect (e, e5) et * annule la base {ey, 0,63} .

On peut aussi penser a la forme réduite de Jordan, d’un opérateur
nilpotent de rang 1.

4.43. On constate que V2 = ( IOI 8 ], donc, si U est diagonalisable,

avec P dans GL(C) telle que P~ 'UP = A soit diagonale, si Q est la
matrice de GL,,(C), matrice bloc réguliere ( f)’ g) d’inverse

-1
Q'= P 01 ,onaura Q 'V?Q = [ ‘3 2 ) diagonale.
0 P

Donc U diagonalisable = \'& diagonalisable.

On suppose cette fois V diagonalisable, alors \'& I’est, et en notant
{ey, ..., €9,,} labase canonique de ™", ce qui permet d’identifier matri-

ces et endomorphismes, F = Vect (¢, ..., ¢,) est stable par v? ,vula
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forme de V*, et I'endomorphisme induit, de matrice U par rapport a la
base (ey, ..., ¢,) deF, est alors diagonalisable.

Pour I'instant on a U diagonalisable si et seulement si v? I'est, et V
diagonalisable implique \& diagonalisable.

Supposons alors v? diagonalisable, de valeurs propres distinctes
AL Ag, ... Ay, La  matrice V®  annule le polynéme scindé

k k
a(X) = H(X—?\.j), donc H(V2—7\.j12n) = 0, soit, avec §; tel que

j=lh j=1

(8)* = 4, [T(V-815,)(V+5]1,,) = 0.
=1
’ k
Si tous les Xj sont non nuls, le polynéme 5(X) = H X- Sj)(X + 8]-)

i
est scindé a racines simples, annulé par V, qui est donc diagonalisable.
Si I'un des A; est nul, A, = 0 par exemple, on a2 V qui annule le

K

polynéme x?2 H X - Sj)(X + Sj) , d’ou, par le Théoréme des noyaux, la
o

somme directé :

k

€ = Ker V? @[ @ [Ker (V-3],,) ®Ker (V+ SjIQn)]] ,

j=2

avec {0} #Ker Vc Ker v?2 , donc V sera diagonalisable si et seulement

si Ker V = Ker V*, soitsi Vet V> ont méme rang, ce qui est impossible.
En effet, si r est le rang de U, le rang de V est n + 7, (vu sa définition

par blocs) et le rang de Vv = I(‘)T 0 est 2r, avec r<mn, (0 valeur pro-

pre de v? ), donc rang (V2) =r+r<r+n = rangV : on en déduit
dim (Ker V) < dim (Ker Vﬂ) , et la somme directe des sous-espaces pro-
pres de V ne peut pas donner C" .

On a donc V* diagonalisable réguliere = V diagonalisable et v?
diagonalisable non réguliére = V non diagonalisable.

Comme V* est de rang 2 rang (U),ona \a réguliere si et seulement
si U I'est, et finalement, on obtient :

V diagonalisable si et seulement si U I'est, avec U réguliere.
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Pour les sous-espaces propres, en considérant des matrices colonnes
de €", {e o al,} , qui forment une base d’un sous-espace propre de U

pour la valeur propre non nulle A, avec 8 # 0 tel que 8" = A, les vecteurs

Sej

a)-s)e)- o))

On a donc p vecteurs indépendants, qui forment une base du
sous-espace propre de V pour la valeur propre 8, (et p autres pour l'autre
valeur propre - 9).

2n 87'
colonnes de €~ : | =% | sont tels que :

4.44. SiAestcarréed’ordrensurIR, etsi % = {e,, ..., ¢,} estlabase

canonique de R", on considére 'endomorphisme f de E défini par
fle) = e, et f(e) = ¢;_1,si 2<j<mn. 1l est facile de vérifier que

f" = idg, et que A est la matrice de aidg +b(f +f""").

. 2km
Sid, = ez * o= (ll)k ,lenoyaude f-A,idg est de dimension 1, car
le systeme [—A,x; +xo =0
—Apxo+xg =
d ..
—Mx,_1+x, =0
*1 -Mx, =0,

. _ 2

a pour solution «x; arbitraire, x, = Agxy, x5 = (M) %, .y

x, = (A"~ lxl , et la derniére équation est vérifiée car (A;)" = 1. Cha-

que A, étant effectivement valeur propre, avec des sous-espaces propres
. . . . . -1 .

de dimension un, il en est de méme pour a idg + b( f+f" "), qui admet

pour valeurs propres a+b(7»k+7»z_l) = a+b(?»k+7»;l) soit
j2km_ 2ikm ok
a+b(e " +e "]=a+2bcosTn,k=O,1,...,n—1.

La matrice est inversible si et seulement si

a¢ {— 2bcos%1-t,k =0,1,..,n- 1}.
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4.45. Lapplication ¢ est linéaire, somme de I'identité et de I'appli-
cation X ~— S(X)A, S étant une forme linéaire sur .Z,(IR) .

SiA=0,0= id,,/,n (r) de noyau réduit a {0}, seule valeur propre 1,
et sous-espace propre E = ./Z (R).

Si A#{0}, l'application 8 : X — S(X)A est de rang 1, de noyau
I'ensemble des matrices vérifiant x;; + x;o + ... + x;, = 0 : c’est un hyper-
plan de .Z,(R).

Comme 6(A) = S(A)A, avec A#0, A est aussi vecteur propre de 6
pour la valeur propre S(A).

Dongc, si S(A)#0, 6 est diagonalisable, de valeurs propres 0 d’ordre
n’—1, et S(A) d’ordre 1, d’otr ¢ diagonalisable de valeurs propres 1
d’ordre n* -1 et 1+S(A) d'ordre 1.

SiS(A) =-1,onaKer¢ = Vect A, etsi S(A)#=-1, (et# 0 pour
P'instant), Ker ¢ = {0}.

Cherchons directement Ker ¢, pour traiter le cas S(A) = 0. Si
XeKero on a X =-SX)A dou X colinéaire a A, or
¢®(A) = (1+S(A))A, et ici on obtient bien: si S(A)=-1,
Ker ¢ = Vect (A),etsi S(A)#—1, Ker ¢ = {0}.

2
Pour les valeurs propres de ¢, on a 1 valeur propre d’ordre n” — 1 au
moins, de sous-espace propre Ker S, et si |l est la derniére valeur propre
2
onaura L+n —1 = trace (@).
En calculant trace (@), on trouvera U, ce qui donnera les valeurs
propres de @ dans le cas général.

Soit (Ek,l)lsk,zsn la base canonique de .Z,(R). On a:

O(E, ) = E;;+S(E, )A etle coefficient de E; ; dans la décomposition
de (P(Ek, l) est 1 + S(Ek, l)ak, l-

Comme S(E, ;) = 0 sik#i,et1sik = i etlquelconque, il reste 1

sik#i et 1+a,, si k = i, donc trace (¢) = n°+ ¥ a; = n° +S(A).
=1

En résolvant u + n’-1=n"+ S(A), on trouve i = 1+ S(A), comme

dans le cas de S(A)#0.

Les valeurs propres de ¢ sont donc 1 d’ordre n°—1 si S(A)#0 et
1+S(A), d’ordre 1 et dans ce cas ¢ est diagonalisable ; ou 1 d’ordre »”
si S(A) = 0, et alors ¢ n’est pas diagonalisable, toujours dans le cas
A#0, car alors (X) = X & S(X) = 0 : on est dans un hyperplan.
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4.46. Comme toute matrice symétrique réelle qui se respecte, A est
diagonalisable.

11----11
10---01

OnaA = ,sin>3,etA=(11)pourn=2et
10----01
11----11

A = (1) sin = 1, pour étre complet.
Sin = 1, Aestl'identité, (en considérant A comme application linéaire).
Sin = 2, A est de rang 1, de trace 2, d’ou 0 valeur propre simple,
de vecteurs propres A(1,— 1), et 2 valeur propre simple, de vecteurs
propres u(1,1).
4 qussons au cas général, n = 3, en notant {e¢, ..., ¢, } labase canonique
eR".

La matrice A est de rang 2, I'image étant engendrée par les deux
premiers vecteurs colonnes. Le noyau est de dimension n—2, donc 0
est valeur propre d’ordre #» — 2 au moins. Le sous-espace propre pour la
valeur propre nulle est I'intersection des deux hyperplans d’équations
% +x, =0 et x+x+..+x, =0, dou x+x,=0 et
Xo+Xg+ ... +x,_1=0.

Une base est formée des vecteurs e, —¢;, avec i variantde 3a n—1,
etde e, —e,.

Le sous-espace F = Ker A est stable par F, donc F' est stable par
I'adjoint de A qui est... A, donc les autres vecteurs propres sont a cher-
cher dans (Ker A)J' =ImA* =ImA.

Les vecteurs de Im A ont des coordonnées du type :

(e+B, 0,0, ..., 00t + B), ou encore

(a,b,b, ..., b,a), et on a un vecteur propre pour la valeur propre
A si on peut résoudre le systéeme :

2a+(n-2)b = Aa - (2-AMa+(n-2)b=0
2a=7»b 2(1 - A-b = 0’

avec une solution non nulle pour ce systtme homogéne, ce qui n’est
possible que si A vérifie :

2-An-2
2 -
(A - 1)2 = 2n -3, nombre positif car n = 3.

= Ao\ +4-2n = 0, ou encore :
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On trouve pour valeurs propres, chacune d’ordre 1, A = 1+ ./2n-3

etX =1-.42n-3,etenprenant b = 2 et a = A, puis A', on trouve
des vecteurs propres associés.

4.47. Sur le corps des réels, A matrice symétrique réelle est diago-
nalisable.

Cas d’un corps quelconque.
On note (C;), _.__ , les vecteurs colonnes de A. Les n— 1 premiers
J/1sj=sn
vecteurs colonnes sont proportionnels.
Supposons a; = ay = ... = a,_; = 0 :alors A est diagonale.

Sil'un des a;, pour j=n-1,estnonnul, A estde rang 2, (le mineur

e

7 | obtenu avec j "¢ et '™ lignes et colonnes est non nul). On a

a;a,
déj]e‘l 0 valeur propre d’ordre n — 2 au moins, et, si {e;, ..., ¢, } estlabase
canonique, les vecteurs ae;—aje;, pour lsisn-1,i#j, forment une
base de Ker A, j ayant été fixé tel que a;#0.

Quelles sont les autres valeurs propres ?

En fait : (A valeur propre) & 3(xy, ..., x,) #0 tel que
ax, = Ax;
a9x, = AXo

(@1%) + agXy + .. +ayx, = Ax,,.

Si A = 0, (avec existence de a;# 0), on retrouve x, = 0, et la rela-
tion @yx; +...+a,_x,_; = 0, donc on retrouve Ker A.

Si A est valeur propre non nulle, on doit avoir x; = = a,x, , pour cha-

1
A
que i<n-1, etaussi:
n-1
1
Y a; (7» ai)xn+anxn = Ax,.

i=1



174  Algébre linéaire

Comme on veut un n.uplet non nul, on doit avoir x, # 0, donc A doit
n-1
- ) s . 2 2
vérifier I'équation A" —a,A— " (a;)" = 0.
j=1

-1
. 2 , .
Si z (aj) = 0, (c’est possible sur €), on a un seul nombre non nul
j=1
solution si @, # 0, etaucunsia, = 0.Or A= 0 étant trouvé les relations
déterminent un sous-espace propre de dimension 1, engendré par
(@1, @9y oey @y _ 15 N)
On suppose toujours A de rang 2, donc il existe un ¢; non nul, pour
jsn-1.

n-1

2
1°) Donc avec Y (a;)” = 0, on a0 valeur propre d’ordre n—1 ou
j=1
7 et un noyau de dimension n —2 : A n’est pas diagonalisable.
n-1
. 2 R
2°) Si Yy (a;)"#0, 0 est valeur propre d’ordre n—2 et on a un
j=1
sous-espace propre associé de dimension n-2. Le discriminant
n-1
2 2
A=a,+4 ) (a;)” peutétre ounon un carré dans le corps, (penseza ®).
j=1

a) Si ce n’est pas un carré : pas d’autres valeurs propres, A n’est pas
diagonalisable.

b) Si A = 0, onaune valeur propre non nulle, double, et une droite
comme sous-espace propre : A n’est pas diagonalisable.

c) Si A est un carré non nul dans le corps K, on a deux valeurs pro-
pres non nulles distinctes et A est diagonalisable.

Finalement, A est diagonalisable si et seulement si :
(al, a2, ceny an_ 1) = 0 , ou

n-1 n-1
. 2
(ay, ag, .-, @, 1) #0 mais alors ) a;#0 et A = a>+4 Y (aj)2
j=1 j=1

carré non nul dans le corps K.
On peut remarquer que cette condition est vérifiée sur R.

4.48. On peut considérer la matrice A comme symétrique réelle,
alors elle sera diagonalisable. De plus, la somme des coefficients de cha-
que ligne valant a+b+c¢, on a déja a+b+c¢ valeur propre et
V = (1, 1,1, 1) vecteur propre associé.
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On peut alors chercher des vecteurs propres dans I’hyperplan ortho-
gonal 2V, d’équation x+y+z+¢ = 0, (diagonalisation en base ortho-
normée) et, un calcul rapide montre que :

Oabc -1 -1
aOCb —1 =(a—b—€) _1 ;
bcOa 1
cba 1 1
Oabc 1 1
al0chbh -1 = (—a+b-0) -1 .
bcOa 1 1
cbal -1 -1
Oabdc 1 1
a0cb -1 = (~a-b+0) -1
bcOa -1 -1
cbal 1 1

Les trois vecteurs trouvés sont indépendants : la matrice des compo-
santes est :

-11 1

-1-1-1

1 1 -1

1 -11
-1-1-1+1-1-1=-4.

Comme ils sont dans I'orthogonal de V, on a bien une base de vec-

teurs propres de A, que les valeurs propres trouvées a+b+c¢,a-b—c,
—a+b—c et —a—b+c soient distinctes ou non.

, et le mineur des trois premieéres lignes vaut

De plus, n’ayant fait aucune hypothese sur le corps en fait, ce résultat
est valable sur un corps K quelconque, de caractéristique # 2.

4.49. Pour calculer le polyndéme caractéristique de M, et tenir
compte de la présence des a sous la diagonale, et des b au-dessus, on va
introduire des x partout, d’ou, en prenant x = —a ou x = — b, une
matrice devenue triangulaire.

On calcule donc :
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-A+x b+x ---b+x b+x

a+x  —A+x --b+x b+x

D(x) =| . : : :
: : —A+x bx
a+xX----------- a+x —A+x

En retranchant la premiere colonne aux autres, les x disparaissent
dans les n»—1 dernieres colonnes obtenues, donc en développant par
rapport a la premiere colonne, on constate que D(x) est une fonction
affine en x, du type ox +f.

Supposons a#b.

Pour x = —a, D(-a). est un déterminant triangulaire valant
(- 1)"(@a+M\)", et de méme D(- b) = (- 1)"(b+A)".
—oa+B = (-1)"(a+ V)" b
Le systeme : . .
—ob+B = (-1)(b+1) -a

nbl@a+A)"—a(b+A)"
b-a
caractéristique de la matrice M est yy(A) = D(0), seul f nous intéresse.

conduit a: B =(-1) et comme le polynéme

Pour a#b, on a donc Y (L) = ((;_1()1) Bla+A)"—a(L+b)").

Si a = b, avec ] matrice de terme général 1, de rang 1 et de trace =,
de noyau 'hyperplan H d’équation x; + ... +x, = 0, de vecteur propre
pour la valeur propren, V = (1,..,1), on peut conclure pour
M = a] -al, : les valeurs propres de M sont - a, d’ordre n—1, de
sous-espace propre l'hyperplan H, et (n — 1)a, d’ordre 1, de vecteur pro-
preV, cecipour a#0 car a = b = 0 correspond a la matrice nulle.

Dans le cas a = b, M est diagonalisable.

Revenons au cas a#b.

Si a, (ou b) est nul, (un seul car a#b), M est triangulaire, de rang
n—1, avec 0 pour seule valeur propre : elle n’est pas diagonalisable. Si

=0, V=(1,0,..0) engendre le noyau, et si b =0, Cest
W = (0, ..., 0,1) quijoue ce role.

On suppose donc a#b et ab#0.

L. . A+a
Les valeurs propres vérifient la relation (

n_a _
m)—z,()\.— b est

exclue car il faudrait b(a—5)" = 0).
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Soit zy, ..., z, les n racines n'“", distinctes, de % .
e .. . A +a
Comme a # b, chaque z, est différent de 1, 'équation T rp -
p+ b
) bz, —
donne A,(l1-z,) = bz;—a, dou: A, = 1 , ces valeurs propres

étant distinctes car il est connu, (ou facile a vérifier), que la fonction

homographique z — blz : établit une bijection de C-{1} sur
C-{-5}.

La matrice M est donc diagonalisable si a# b et ab#0.

Soient (x;, ..., x,) les coordonnées d’un vecteur propre V, pour la
valeur propre A,. Ces coordonnées doivent vérifier le systéme des n
équations L; du type :

L,cax;+...+ax;_{—Apx; +bx; 1 +...+bx, = 0.
Sion garde L, et que I'on forme les équations L; — Ly ; Lo—Lg ; ..
n_1— L, ,on obtient :

*

L

—(a+A)x; + (b+A,)xy

I
o

- (a + )\'k)x2 + (b + xk)xg =

—(a+A)x,_1+(b+A)x, =0,

N a+h, . 2
dou x, = bR, Xy = Z;Xy, PUis X3 = 7%, = (z;) x; et finalement

n-1
X, = (Zh) Xy -
La droite vectorielle sous-espace propre pour la valeur propre A, est
. -1
donc engendrée par V, = (1, z,, zi, . zZ ).

Les valeurs propres étant distinctes, la matrice M est diagonalisable
dans ce cas, (a#b,ab#0).

4.50. Un grojecteur p est un opérateur linéaire sur E caractérisé par

N

la relation p~ = p. Il annule le polynéme scindé a racines simples

X*-X, doncil est diagonalisable avec 1 et 0 pour seules valeurs propres
et sa trace est la dimension de son image, donc c’est son rang.

Sip, +ps+ ... +p, = q estun projecteur, la trace étant linéaire, ona :
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k k
trace (¢) = rang (¢) = ), trace (p;) = Y, rang ®)-
j=1 j=1
k
Soit alors y = g(x) = Y, p;(x) un élément de Im (g), il est dans la

j=1
k

somme des Im (pj) , et I'égalité dim (Im ¢q) = 2 dim (Im pj) prouve
ji=1
que la somme des Im (p;) est directe, car en notant &%; une base de

3
Im (pj) , la familie U ﬂ} est génératrice de Im ¢, et libre, sinon elle
. . . J=1 .
contiendrait strictement une base et alors on aurait :

k
dim (Im ¢) < Y’ card ().
i=1

On va alors justifier, par récurrence sur k, le résultat. Si q = p, + po est
un projecteur, on a q2 = ¢, donc: pf + p1po + popr +p§ = p,+py,d0ou
P1p2 = — pap1-

Mais y = pi1po(x) e Im p; et comme y = — pop,(x), on a aussi
y€ Im p,.

Comme Im ¢ = Im p, @ Im p,, il en résulte la nullité de y, d’ou
pips = pop1 = 0.

Supposons le résultat obtenu a 'ordre k-1, et soient p, ..., p, des

projecteurs tels que g = p;+...+p, soit un projecteur. En fait

p = q—p, est encore un projecteur, car p2 =q—-qp,—prq + P, €t,
comme Im p, cIm ¢, pour tout x de E, p,(x) € Im ¢, sous-espace sur
lequel ¢ induit l'identité, d’ou ¢q(p,(x)) = p,(x) ; mais on a aussi
prg =p, car, si xelmg, ¢q(x) =x, et si xeKerg, on a

q(x) = p1(x)+ ...+ p(x) = 0, avec ¢(E) = é pj(E), donc chaque
j=1

pj(x) est nul, en particulier p,(x) = 0, donc p,q(x) = 0 = p,(x) sur
Ker q.

Comme E = Kerg®Img, on a bien p,q = p,, et V'égalité

P = q-pu-pitbr=q-pp = p-
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Mais alors, I’hypothése de récurrence s’applique au projecteur p,
somme des p; pour 1 <j<k-1 etdonnelanullité des p;p; pour i #j,
1<ij<k-1.

Le pauvre indice £ semble exclu mais, (symétrie des roles joués) pour
avoir p;p, = 0, avec i#k, il suffit de choisir un troisi¢me larron pj»
(¢ {7, k}) et de considérer cette fois ¢ — p; comme projecteur.

Donc pour i #, sans autre restriction, ona p;p;, = 0.

4.51. SoitAinversible,onaura f(I,) = f(A)f(A™ '), etsion suppose
f(A) = 0,il enrésulte que f(I,) = 0, mais alors f est constante, nulle,
car pour tout B de .Z,(C) on aura f(B) = f(I,B) = f(I)f(B) =0.
Ceci est exclu, donc A inversible implique f(A)#0.

Si A est non inversible, si elle est de rang 7, elle est équivalente, (pas
01,
00

semblable pour une fois) a2 une matrice bloc: B = , I, étantla

matrice identité de .Z,(C) .

11 suffit pour cela de prendre dans E = €", un supplémentaire H de

Ker A, (on assimile A et 'endomorphisme qu’il représente dans ©* rap-

porté a sa base canonique). Alors A induit un isomorphisme de H sur
Im A.

En prenant une base ¢y,..,¢,_, de Ker A, complétée par
€y_rs1> s €y » base de H, d’oll une base & de €" au départ ; puis une

base ¥ de C" espace d’arrivée, formée des A(e,_,., ;) = ¢, pour

1=<j=<r, complétée de facon quelconque, la matrice de A, dans les
bases Z et %, est bien B.

Un calcul classique montre que B” = 0. Avec P et Q réguliéres telles

que B = PAQ, on aura f(B) = f(P)f(A)f(Q), avec f(P) et f(Q)

non nuls d’aprés la premiére partie.
On a alors f B = f(0), et f(0) = 0, car, f n’étant pas constante,
si M et N sont dans .Z,(TC), avec f(M)#f(N), comme ona:

f(0) =f(0OM) =f(0)f(M) =f(ON) =f(0)f(N), il vient,
dans C,

FO(FM) - F(N)) = 0, d'od f(0) = 0.
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u1D0nc f(B) =0 = (f(B)), dout f(B) nul et finalement f(A)
nul.

On a bien justifié f(A) = 0 < A non inversible.

4.52. Si G et de cardinal p, tout élément a de G vérifie I'égalité
a’ = e, (e neutre dans G), d'ou (f(a))’ = f(a’) = f(e) = idg : 'endo-
morphisme A = f(a) de I'espace vectoriel E, vérifie 1'égalité AP = idg.
Il annule le polynéme scindé a racines simples X” —1, donc il est diago-
nalisable, avec pour valeurs propres des racines " de I'unité.
0,

1 -ie, =
J,onakj =¢ ' = A;, doncavec f(a) sembla-

ble a diag (A, ..., A,,) , les ?\,j étant des racines piéme de I'unité, (distinctes
ou non), on aura f(a ') = (f(a))”' semblable a diag (A] ..., A, ")

donc 2 diag (Xy, .-, A,)) , €t, les traces étant stables par passage aux matri-

i
Mais, pour A; = ¢

ces semblables, on obtient :

n

¢(a™") = trace (f(a™ ")) = Y X, = trace (f(a)) = ¢(a).

j=1

4.53. Sur R, la matrice A, symétrique réelle est diagonalisable. Pour
la diagonaliser, on est incité a considérer B = A -1, tout vecteur pro-
pre de A en étant un de B, et réciproquement.

Soit {ey,...,e,} la base canonique de R”. Dans cette base %, la
matrice B est :

(0 1)1- ---1
10/0---0
B=| 19001 derang 2 donc0 estvaleur propre d’ordre

100---0
n—2 au moins, de sous-espace propre Ker (B), sous-espace de dimen-
sion n— 2, de base les ¢s—¢;, pour j = 3,4,..,n.

Par ailleurs, soit le vecteur a = e¢;+e3+...+e¢,, et f 'endomor-

phisme de R” de matrice B dans la base .
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Ona f(e;) = es+eg+...+e, = a,et

f@ = Y fe) = (n-1)ey,

j=2

donc F = Vect (¢, a) est stable par f. Si f est diagonalisable, I’endomor-
phisme induit par fsur F, (qui est de dimension 2) doit étre diagonalisa-
ble. Or la matrice V de cet endomorphisme induit, dans la base {¢;,a}

est: V = [ (1) na 1 J, de polynéme caractéristique A —(n-1) = 0,de

valeurs propres distinctes + /n—1, (on est sur R, et on suppose n = 2),
de vecteurs propres xe; +3ya tels que —eJn—1x+(n-1)y = 0, d’'ou

x = €J/n—-1 ety = 1 par exemple,avece = 1 ou-1.
En conclusion, sur R”, avec n = 2, les valeurs propres de A sont :

1+Jn-1 et 1-J/n-1, simples, de vecteurs propres associés
edn—le;+es+ez+..+e,, (E=1o0u-1),et:1 valeur propre d’ordre
n—2, de sous-espace propre associé ayant pour base les ¢;—e¢;,
j=34,..,n.
Que peut-on dire si on remplace R par un corps K quelconque ?
Tout ce qui précede, jusqu’a I'introduction de * ./n — 1, est valable.
Si A est diagonalisable, fT’est sur F, or f'a pour polynéme caractéris-

tique >~ (n—1) = 0.

Sin — 1 n'est pas un carré dans K, (par exemple K = Q et n = 6, f
n’est pas diagonalisable, donc A non plus.

) . 2 o

Sin — 1 est un carré dans K, posons n—1 = w”. Si w#0, ona comme
dans le cas réel deux valeurs propres non nulles de f, d’ou1 une diagona-
lisation de A.

Maissin -1 = 0dans K, (K = Z/pL, avec p premier et n = p+ 1
par exemple) on ne peut plus conclure de cette facon. Mais B reste
de rang 2, et on va voir que dans ce cas le polynéme caractéristique
de B se réduit 2 (-A)" =0, dou 0 seule valeur propre mais

dim (Ker B) non égale a n, donc B sera non diagonalisable, (et A
non plus).
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Ona:

xs(A) =

A1 ----1
1 —A-----0
boo -0
1 0---—2

, que 'on développe par rapport a la

premiére colonne, en mettant 2 part le terme de la premiére ligne.

Ona:

xs(A) = (=1)"

1 1-----1f1-----1
-A 0, 9
0 -1, O
. %o
+Z(_l)z+
i=2 A
O - ‘\\O
0.
- A
1 1---1 1
L =000
=M+ Z(—l)l A" P
i=2 Ll 0
0 0--—20

ri—1 lignes

{n —i lignes

Le déterminant d’ordre i—1 qui reste a calculer se développe

d’abord par rapport a la derniére colonne, et on obtient :

Y
(_ 1)z'—1+1 \\O - (_ l)i(_ )\')i—2 - }\,i_2

.
N
N

-2

-2

2
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donc xz(A) = (- )"+ ¥ (- )" A2
i=2
= 1"\ = (n-DA?),
avec, dans le cas qui nous intéresse, n—1 = 0.

En conclusion, A est diagonalisable sur IR, ou sur un corps K dans
lequel n—1 est un carré non nul. J’espere ne pas m’étre trompé.

4.54. Les polynémes caractéristiques de M et N sont scindés sur C,
et ces matrices sont trigonalisables.

a) Si M et N commutent, il existe une base commune de trigonalisa-
tion, donc il existe P dans GL,(C) telle que P~ '"MP =U et
P 'NP = V soient triangulaires supérieures, avec o....c., et B;...5,
pour éléments diagonaux.

Supposons que f(X,Y) = Zkinin , les coefficients };; étant pres-
que tous nuls. "

Comme (P~ 'MP)'(P"'NPY = P~ 'M'NP, (formule facile 2 vérifier si

ietjsont= 1, carles P"'P intermédiaires disparaissent, mais formule vala-
ble aussi pour i oujnul), ona:

Pf(M,N)P = YA, (P~ 'MP)'(P"'NPY
i

= YA,UV = f(U, V),

. b . . - . o

mais, par produit de matrices triangulaires supérieures, puis combinai-
s -1 . . . . £

son linéaire, on a T = P~ f(M, N)P qui est aussi triangulaire supé-
rieure, avec sur la diagonale, en Eeme

Z)“ij(ak)i(ﬁk)i = f(oy, By)-
ij

Comme T et f(M,N) sont semblables, toute valeur propre 7y de
f(M,N) est donc du type f(a,B), avec o et  valeurs propres respec-
tivement de M et de N.

position,

b) Soit ® une racine qiéme de I'unité, telle que MN = @NM, avec N

inversible, ou encore M = N(0M)N™ ! . les matrices M et ®M sont sem-
blables.

Si A, est valeur propre de M d’ordre p;, M et ®M ayant méme spec-

tre, @A, sera valeur propre également d’ordre p, de M, car valeur pro-
pre d’ordre p, de oM, (trigonaliser M pour le voir).
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Si ®, racine qiémc est d’ordre 7, (r diviseur de ¢ en fait, et r = ¢ si ®
est racine qiéme primitive de I'unité), on aura de méme 0)27»1, @ 17\1
chacune valeur propre d’ordre p, de M.

Si on a ainsi toutes les valeurs propres de M, c’est terminé, sinon, a partir
d’une autre valeur propre A, , d’ordre p, , onrécupére Ag, ®Ao, ..., @ 17»2 ,
chacune de ces valeurs propres étant d’ordre p, . Et on recommence jusqu’a

obtention de toutes, (nombre fini), les valeurs propres.

. . . ieme .z . ie
Finalement, si ® est racine ¢ de l'unité d’ordre 7, (ou racine 7"

primitive de I'unité), il existe A,, ..., A; valeurs propres distinctes de M,
de multiplicités pq, ..., p,., telles que les valeurs propres de M soient les
P 1 k q prop

€léments des k paquets {A;, WA, ..., (o'_l?\.j}, chacune d’ordre p;, j
variant de 1 a k.

4.55. Soit & = {ey, ..., ¢,} labase canonique de €" et u I'endomor-
phisme de matrice M dans cette base. On a: u(e,_;,;) = a;e; et
u(e;) = a,_;.16,_;+1, donc le sous-espace vectoriel vect (e; e, _;, 1)
est stable par u. Il est de dimension 2 saufsi ¢ = n—i+ 1, ce qui ne se
produit que si n est impair, d’ou I'existence de deux cas.

Si n est pair, posons n = 2p.

Dans ce cas, €7 est somme directe des p plans vectoriels
P, = Vect (¢j¢,_;.1), pour 1 <j<p, qui sont stables par u, et u;

induit par  sur P; a pour matrice : A; = 0 g J, de polynéme

an—j+l

PR 2
caractéristique : A" — a;a,_;.1,dans labase {e,e,_ ;. }.

1°) Sipour chaquej, a;a,_;,,# 0, onadeux valeurs propres distinc-

tes pour u;, qui est donc diagonalisable, d’ot u diagonalisable.

2°) Sil'undes deux nombres a;, a,_;, estnul, mais pas les deux, uj

n’a que 0 pour valeur propre double en étant de rang 1, donc n’est pas
diagonalisable, et a fortiori u ne I'est pas, (stabilité des plans P; oblige).

3°) Silorsque a; = 0 onaaussia,_;,; = 0,u4; = 0 est diagonalisa-
ble.

Donc M est diagonalisable si et seulement silorsqu’il existe un a; nul,
onaaussia,_;j,, =0,cecipourn = 2p.
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p
Si n est impair, n = 2p+ 1, alors C" = (j(_—_Ble] ®Cey, 1, avece,

vecteur propre de u pour la valeur propre g, , donc la condition de
diagonalisation est inchangée car, si a,,, =0, on a aussi
Aop+1-p-1+1 = Cpy1 = 0.

Si M a au plus un terme non nul dans chaque ligne et chaque colonne, il
existe une permutation ¢ de {1, ..., n} telle que u(ej) = Ag()lo(j) -

On décompose 6 en un produit 6; 0G50 ...00, de cycles, le cycle
o, étant du type j; ~ jo ~>j3 ~> ... ~—>jp ~J7 -

Le sous-espace vectoriel F, = Vect {e~1, e ej,,} , de dimension p, est
T

alors stable par u, et E = @ F,, les cycles portant sur des familles
E=1
d’indices formant une partition de {1, ..., n}.

On a déja (u diagonalisable) < (chaque %, induit par u sur F, est
diagonalisable).

- _ , =2 -
Or uk(ejl) = a;¢, d’ou uk(ejl) = aj2uk(ej2),

= 4;,3;,65,
. Y 4 _ . L.
et on obtient ainsi 'égalité (u,) (ejl) = a; a;, .. af,,(ejl) , relation véri-

. . - I .
fiée aussi pour €y 6, d'ou I'égalite : ()" = a; ... ajpldFk.

Mais alors, si tous les a; sont non nuls, &k annule un polynéme
$

scindé a racines simples, donc est diagonalisable.

Sil'un des a; est nul, mais pas tous, 0 est seule valeur propre de u >
)

qui est de rang = 1, donc non diagonalisable.

Si tous les a; sont nuls, ﬁh = 0 est diagonalisable.
S

Finalement, u est diagonalisable si et seulement si, dans la décompo-
sition de G en cycles, lorsque I'un des coefficients a; intervenant pour
S

ce cycle est nul, tous les coefficients intervenant sont nuls.
On peut remarquer qu'alors G, peut se décomposer en cycles de
longueur 1, car u(¢; ) = 0 = 0-¢; : on peut poser 6(j;) = j;, et de

méme G6(j;) = j, pour chaque indice de ce cycle.
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4.56. Notons a;; = 0 ou 1, le terme général de la matrice A.
Comme trace A = 0 = somme d’entiers, on a chaque o;; = 0. Puis A
symétrique donne o o

R

i =
a) Le terme diagonal, dans la relation1, sera tel que:
n

2 0, 0; + 0; — (d—1) = 1, soit compte tenu du préambule :
k=1

3 ()’ -d+1=1.
k=1
Or a;;, = 1 ou 0 donc oc?k = o, d’'ou I'égalité : z o, 1=4d,ce
k=1
qui est la traduction de 1’égalité des matrices colonnes AU et dU.
Mais alors AU = A(dU) = d(AU) = d’U, d’on, grice alarelation
(1), égalité :
d’U+dU-(d-1)U = aU,

2 24 e 2 2
et, le vecteur colonne U n’étant pas nul, I'égalité d" +1 = n.

b) Si A est valeur propre de A, il existe un vecteur colonne X, non
nul, tel que AX = AX, d’ou I'égalité :

AW +A-d+ DX = JX.

Or JX est le vecteur colonne de terme constant x; + x5 + ... + x,, , donc
le premier membre est un vecteur colonne constant.

SiA®+A—d+1%0, Cest que X est proportionnel 3 U, mais on a vu
que AU = dU donc A = 4.

Sinon, A € {a, b} ensemble des zéros de X2 +x— (d-1), et dans ce
cas X sera dans 'hyperplan d’équation x; + ... +x, = 0.

Dans tous les cas, le spectre de A est dans {a, b, d}.

c) Léquation ¥ +x—(d-1) =0 a  pour discriminant
A=1+4d-4, avec d=1, dou A>0, et deux zéros distincts

JA

__1_~A =_1_
a = 2+203tb— 5 9 -

De plus d est différent de a et b car d®+d-d+1 =d +1 estnon
nul.

Notons o, B et ¥ les multiplicités respectives de a, b et d valeurs pro-
pres de A, symétrique réelle donc diagonalisable.



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 187

On sait que la trace de A est nulle, doncona:
~@2By a-py Boay=o,

avec Y= 1, car U est vecteur propre de A pour la valeur propre d. De
plus, au b), on a vu que pour la valeur propre A = d, différente de a et
b, les vecteurs propres sont proportionnels a U, donc la multiplicité y de
d est 1, (toujours parce que A est diagonalisable), et on obtient la
relation :

(2) —(a+B)+(a-B)JA+2d = 0.

Si a=B, i reste -20+2d =0, donc oa=d, et
n=a+[3+y=oc+[5+1=2a+1=2d+1,jointén=d2+1 con-
duita d® = 2d d'ou d = 2.

Si a#p, compte tenu de (2) on a JA = 4d-3 dans CD;, donc
2

4d -3 est égal 2 A? , avec p et g entiers non nuls premiers entre eux,

mais, 4d -3 est entier, donc ¢ = 1 et 4d -3 est du type p2.
Mais alors, n = e+1 = % (p2+3)2+ l,etcommea+B+1 = n,
onaa+f = 11_6 (p2 + 3)2 , et la relation (2) donne :
(0-B)p = (@+B)-2d = 1o (P +3)" -3 (¢ +3), dou le
systeme :

ap+Bp = Tlép(p%i%)2

oap-Bp = 1= (1" +3)(0*+3-8) = 7c (0" +3)(6*-5)
qui conduit a :

op = % (p2+3)(p3+p2+3p—5)

1
BY = 55 (" +3)(p°—p*+3p +5).
Mais comme a et § sont des entiers, on doit avoir 32a et 32 entiers
d’ou 15 divisible par p.

Avec p = 1,3,5 et 15, on obtient 4d-3 = p2 = 1,9, 25,225, d’ou
4d = 4,12,28,228, donc d doit appartenir a I'ensemble
{1,8,7,57} U {2}, 2 déja trouvé avant.
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On doit bien choisir d dans {1, 2, 3, 7, 57}.
Sionprendd = 1,onan = d*+1=2,donA symétrique avec des

0 sur la diagonale : on a deux choix ( g g et ( (l) (1) J La relation

AU = U exclut A = 0, il reste A = (1’~(1) qui vérifie bien I'égalité

A2+A=[10)+(01)=J-
01) (10

Avecd = 2,onan = 5.

Larelation AU = dU = 2U, impose la présence d’exactement deux
1 par ligne et pas sur la diagonale.

Soit ensuite quatre entiers distincts dans {1, 2, 3, 4}, notés i}, i5,j; etjs.

On suppose que : a; =1 eta 1.

. = a.; : . =a. : =
V1 2 2J1 tol2

Notons % le cinquieme indice. On a @i = Gy, = iy = 0, mais

iyig

aussi a; ;= a;; = a;; = 0, (deux 1 par ligne), donc par symétrie :

i)
Ay, = ay, = 0.
. —_ 2z . : : —_— b Y

Par ailleurs 4, = @, = 1, (symétrie), implique a4 = 0 dou
@y, = 0, (symétrie), et de méme Ay, = 0.

Mais alors sur la k™ ligne, on aurait quatre termes nuls : la somme
des coefficients ne peut donner 2 : la configuration de départ est exclue.

On peut alors examiner les différents cas.
Si la premiere ligne est L; = 01100, on a déja la colonne C, .
Surlaligne Ly, qui commence par 1 0, on aa priori trois emplacements
pour le deuxieme 1 mais 1 0 1 0 O est exclu, car par symétrie on aurait :
01100
10100
A=|110 , d’ou, (deux 1 en ligne 3), une troisie¢me ligne
00 O
00 0
L; =11000, une colonne C3 = 1,1,0,0,0 par symétrie, et une
ligne L, avec quatre zéro : c’est exclu.
On constate ainsi qu’il n’y a que 12 matrices qui conviennent et qui,
(de la patience !) vérifient bien la relation AT+A- Iy = J, vérification
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a faire car on n’a pas procédé par équivalence, mais qui s’effectue en
remarquant qu’en notant C; les vecteurs colonnes de A, symétrique, cela
revient, avec le produit scalaire euclidien canonique, a vérifier que
(CyCh+a;=1sil<i<jsnet=2sii=j.

Voici les matrices :

01100 01100 01010 01010
10010 10001 10001 10100
10001 10010 00011 01001
01001 00101 10100 10001
001160 01010 01100 00110
01001 01001 00110 001160
10010 10100 00011 00101
00011 01010 10001 11000
01100 00101 11000 10001
10100 10010 01100 01010
00101 00101 00011 00011
00011 00110 00101 00110
10010 11000 01010 01001
01100 01001 10100 11000
11000 10010 11000 10100

4.57. Lerang de A peut s’obtenir a partir du rang des vecteurs colon-
nes, (on pense vecteurs), ou des vecteurs lignes, (on pense équations
linéaires).

Les hypotheses sur A incitent a considérer A + ‘A , matrice avec des
0 = 2a;; sur la diagonale, et des 1 partout ailleurs, ou encore, siJ est la
matrice carrée avec des 1 partout cette fois, on a :

A+'A=]-1,.

Cherchons donc a résoudre le systéme homogeéne de n équations a n
inconnues : AX = 0, avec X vecteur colonne des x;, 1 <i<n.

Pour faire intervenir I’hypothése, on considére aussi LX‘A, mais
alors, qui prendre, AX = 0 ou X'A = 0 ?

Et pourquoi pas, (pour avoir les deux), X(A+'A)X. On a
K(AX) + (X'A)X = XJX-XX.
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Considérons alors, toutes les lignes de J étant égales, le systeme de
n+ 1 équations a n inconnues, homogene :

apX;+..+apx, =0

|
[=]

91X + ... + A9, X,

a%+ ... +a,,x, =0

(%1 + %+ ... +x, = 0.

Si X vérifie S, on a AX = 0 donc X'A =0 aussi, mais alors
LX(]X) -XX =0 ,or JX = 0, (c’est la derniere équation de S), d’ou

n
XX = > (xj)2 =0,et,sur R, cecidonne X = 0.
j=1
Notre systéme S est de rang 7, (merci Rouché Fontené) donc les n
premiéres équations sont bien obligées de donner un systéme de rang
n—1, sinon la seule derniere équation ne suffirait pas pour donner un
rang n.

4.58. Un automorphisme A de E = K", tel que A? = I, , est une

s . A 2 sl
symétrie. Cet automorphisme annule le polynéme X" -1 = 0, scindé a
racines simples, 1 et - 1, (1#— 1 car la caractéristique de K n’est pas 2),

donc A est diagonalisable et caractérisé par la donnée des deux
sous-espaces propres :

F={veE A(w) =v} etG = {ve E; A(v) =- v}, supplémen-
taires dans E.

Si on note p la dimension de F, et g le cardinal de K, on caractérise
toutes les symétries en cherchant, quand p varie de 0 a n, le nombre de
sous-espaces vectoriels F de dimension p, et pour chaque choix de F, en
choisissant G, supplémentaire de F.

Pour p = 0, on n'a pas le choix: F = {0} et G = E, il en est de
méme pour p = n,ce quiimpose F = E et G = {0}.
Soitalors p,avec 1<p<mn-1.

Pour choisir F, il faut s’en donner une base, et pour cela, en notant
{eg, -y ep} une telle base, il faut :

choisir ¢; nonnul :ilya ¢"—1 choix, (card E = ¢") ;

choisir e, indépendant de ¢; :ilya ¢" —¢ choix;
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choisir ¢; non dans le plan Vect (ey,¢,) :ilya ¢" - q2 choix ;

et enfin, choisir ¢, indépendant de ey, ¢y, ..., ¢,_, déja choisis, ce qui €li-

mineles ¢” ' vecteurs de Vect (ey, ..., e,_1),etdonne g" - ¢! choix.
On obtient ainsi (¢"-1)(¢"=¢) ... (4" —¢"~") choix de la base %,

mais..., si %, est une telle base, qui engendre F;, n’importe quelle
famille libre de F;, redonnera F. Or, dans F, espace de dimension p

cette fois, sur K, ilya q"’ éléments, etilya:
-~ (-7,

familles libres, car pour en obtenir une, {g,, ..., sp} yilya:

(f7 —1 choix de €, ; et pour chacun de ces choix il y aura :
qp—q choix de €, non dans Vect (g;) ; puis :

qP - q2 choix de €3 non dans Vect (€, &), ..., pour finir par :

q"’—q"'l choix de €,,non dans Vect (g5, €, .-, eﬁ_l) .

On a donc en fait a, = @ -DG" =9 . (g qp ) choix du

@ -~ (-7

sous-espace F, supposé de dimension p, des points fixes de la symétrie.
Pour chacun de ces choix, il faut choisir un supplémentaire G, de
dimension n —p, de base {u;, u, ..., un_p} ,etpourcelailya:

¢" - ¢’ choix possible de u, , non dans F ; puis :

q"—¢"*" choix de u,, pas dans F @ Ku, ; puis :

q"—¢"*? choix de ug, non dans F & Vect (u;, uy) ;

et ainsi de suite, pour terminer par :

n n-1 .
g —q ~ choixdeu,_,.
Mais comme précédemment, n’'importe quelle famille libre de

G = Vect (uy, o, ..., U, _ 1,) donnera le méme sous-espace G, orilya:
@ 7-1(¢""-9) - ("""

choix d’une telle famille libre, d’ou finalement, un nombre :
b = (qn_qp)(qn_qp+l) . (qn_qn—l)

(¢ -D@" =) ("""
de choix possibles du sous-espace G en somme directe avec F.
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Le cardinal cherché est donc :

y_@-DE"-9) - G- DG =g
I'=0(‘]P"1)(qp—q) (qp_.qf"l)(q"'P_l) (qn-p_qn_p_l)

si, pour p = 0, (oun),le terme général a,b, vaut 1, par convention, (car

que vaut qo —1 dans ce cas, ou qo -q 1?)

On peut remarquer que ce résultat est valable pour tout endomor-
phisme annulant un polynéme scindé de degré deux a racines simples
sur K, et qu’il peut se généraliser pour un polynéme de degré 3, 4, ...,
scindé a racines simples.

4.59. La matrice M, symétrique réelle a toutes ses valeurs propres
réelles et diagonalise dans le groupe orthogonal.

Cependant, son allure incite a prendre une démarche vectorielle.

Soit E = R” rapporté a la base canonique % = {e,,...,¢,}, et u
Iendomorphisme de matrice M.

n n
En introduisant les vecteurs a = Z e, eth = 2 x;e; , 0N constate que :

i=1 i=1

i=1

donc I'image de f est dans F = Vect (a, b) .

Premier cas : {a, b} famille liée, donc, comme a est non nul, on a b du
type Aa, et, pour tout i, x; = A, d’'ou f (ej) = 2)\a.

Si A = 0,f=0 : fautl préciser valeurs et vecteurs propres ?

Si A#0, M est la matrice de terme constant 2A non nul.

Elle est de rang 1, 0 est valeur propre d’ordre n—1, le noyau est
Thyperplan d’équation y,+y,+..+y, = 0, (les x;, étant occupés
ailleurs, on note y; les coordonnées), de base les vecteurs ¢;—e;,j = 2
par exemple.

La trace, 2nA, donne la derniére valeur propre, et comme
f (ej) = 2Aa, ensommantil vient f(a) = (2n))a :le vecteur a est vec-
teur propre pour cette valeur propre.

Deuxiéme cas : {a, b} famille libre.
Limage étant contenue dans F = Vect (a, b) , f est au plus de rang 2.
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Si on somme les relations f(e;) = b+x;a,enposants = x; + ... +Xx,,
on obtient :

f(a) = nb+sa.
n n
é le calcul de Y x;f(e) = 2(x-b+x?a) conduit, avec
De méme, le calcu S (e; ; ;@) , conduit,
j=1 j=1
t=x?+x§+...+xi,é:

f(b) = sb+ta.

Mais alors F = Vect (a, b) est stable par f, et ;‘ induit sur F par f,
diagonalisable car symétrique réel, sera diagonalisable.

La matrice de _~f dans la base {a, b} de F est :

A=l st
ns

de polyndme caractéristique (A — 5)2 -nt=0.
Comme les x; ne sont pas tous nuls, (sinon b = 0), ¢ est strictement

positif, et on a deux valeurs propres distinctes, A = s+ex/nt, avec
e=1ou-1

Un vecteur oa + Bb est propre pour la valeur propre A siona:
(s=MNa+ip = —enta+tp = 0.

n n
Une solution est donc o = ¢, B = e./nt, donc (z x]?]a +€ /n Y, x?b
j=1

j=1

n
est vecteur propre pour la valeur propre s + ¢ {n Yy x]2 .

j=1

Pour le noyau, comme il existe j, avec x; #x,, (les x; tous égaux a
x; conduisent a {a, b} famille liée), et comme f(e¢,—¢;) = (x,—x,)a,
on aura, pour tout k = 2,k #j,, (avec j, = 2):

S (x5, —x1) (e —€1) — (%, —%1)(¢j, —€1)) = 0.

Les e'j = ¢;—¢;, pour j=2, étant n—1 vecteurs libres, les
g = (acj0 —x1)e', — (%, —xl)e'jO , avec k=2 et k#j, sont aussi libres,
(x;,—%,#0) :ona n-2 vecteurs libres dans le noyau de f.
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En fait le noyau est exactement de dimension » —2 dans ce cas, car,

avec x; —x;#0,0ona:
Jo 1

é: —
_ N Jo 1 I
f(ejo—el) = (xjo—xl)a,d’ou f(x _xJ = a,puis:
Jo 1
%o~ €1
fle —x; - =b+x,a-x;a =b.
Jo "Jo X =% Jo Jo
0

Limage est effectivement F de dimension 2. Les valeurs propres de
f, endomorphisme de rang 2, induit par f sur F, sont non nulles, f est
de rang = 2, mais Ker f est de dimension = n -2 : en fait f est exacte-
ment de rang 2 et on a diagonalisé f.




CHAPITRE V

Formes quadratiques,
espaces euclidiens et préhilbertiens réels

Létude des formes quadratiques commence par la détermination du
caractere défini ou non, dégénéré ou non d’une forme, ainsi qu'en
dimension finie, par la recherche d’'une décomposition en carrés,
(Gauss peut servir), ce qui, dans le cas réel, donnera la signature.

Sur les espaces euclidiens, ou plus généralement sur les espaces pré-
hilbertiens réels, on a un mélange d’algebre et de topologie sur un
espace vectoriel normé, la norme étant associée a un produit scalaire,
d’ou1 une structure tres riche.

Prennent de I'importance les notions de :

1°) base orthonormée, (qui existent sur tout espace de dimension
dénombrable ;

2°) projection orthogonale sur un sous-espace F, a condition d’avoir
E=F®F ;ne pas oublier les symétries orthogonales ;

3°) opérateur adjoint d’un autre, avec les autoadjoints, (diagonalisables
en dimension finie) et les isométries.

Dans ce type d’espaces, il est bon de garder présents a I'esprit un
certain nombre de résultats. Par exemple :

+ une propriété stable par bilinéarité sera vraie sur E X E si elle I'est
pour les couples (x,y) de vecteurs d’'une base, (exercice 5.3) ;

- importance des bases orthonormées pour les calculs, en particu-
lier des distances, ou plus astucieusement des carrés des distances,
(5.1);

+ le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, non seulement
donne I'existence d’une base orthonormée en dimension dénombrable,
mais la « matrice » de passage est triangulaire, (voir 5.1), et on obtient
facilement des inégalités ;

+ ce procédé de Schmidt donne des polyndmes de degrés échelonnés,
orthogonaux pour un produit scalaire du type LP(t) Q@)p(t)ydt = (P, Q),

avec des hypothéses convenables ;
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- la matrice de Gramm des (¢, ej) , cela existe ;

+ la méthode de Gauss donne les nouvelles coordonnées en fonc-
tion des anciennes, donc les lignes de P~ ! $iP est la matrice de passage ;

- si A est une matrice quelconque, A’A et 'AA sont des matrices
symétriques positives : (5.4) ; (5.6), sur R, bien entendu ;

- sur E euclidien, la norme d'un opérateur linéaire u est
| = (rayon spectral de u”‘u)l/2 ; (5.5.).
+ la topologie n’est jamais loin, la convexité non plus ; ne pas oublier

Pythagore ni les triangles isoceles, ni la géométrie du plan, méme dans
le plus horrible des préhilbertiens, (5.2) ;

]

- si F est sous-espace de dimension finie de E, avec (e, ..., ¢,) base
n

orthonormée de F, le projeté de x quelconque sur F est Y, (x, ¢;)e; et
i=1
c’est le point de F le plus pres de x ;
+ si F, sous-espace de dimension dénombrable stricte de E, de base
orthonormée (¢;); . v st partout dense dans E pour la norme préhilber-

tienne, pour tout x de E on a I = Y, (=, ei))2 : C’est Iégalité de
ielN
Bessel ; la famille des (¢;) est dite totale, (voir exercice 5.15).

Penser également a la décomposition polaire des éléments de
GL(E), avec E euclidien, c’est-a-dire I'écriture a = up avec a € GL(E),
u e O(E), p opérateur symétrique défini positif, (voir 5.6) ; voir aussi
11.12 pour le cas complexe, et I'extension a une matrice non inversible.

Apprendre un cours, c’est aussi en connaitre les détails. Ainsi, savoir
que dans I'inégalité de Cauchy Schwarz il y a égalité si et seulement si
les vecteurs sont liés, cela peut étre utile, voir 5.16.

1l existe aussi des résultats techniques utiles a connaitre. Ainsi, sur E eucli-
dien,si f* f = g * g,il existes orthogonaltelque f = sog,(voir5.9).

Pensez toujours, pour traiter une question, a analyser la maniére dont
les données interviennent, (linéairement, multilinéairement, contini-
ment...), pour fragmenter la difficulté. Par ailleurs, si une premiére étude
n’aboutit pas, demandez vous pourquoi avant de tout rejeter. Voir 5.3.

Dans le méme ordre d’idée, une matrice orthogonale,
P = (p;), <ij<n’ cela permet d’obtenir des 1 = des tas de choses, ce
qui Blermet de transformer un nombre en somme,

(=Y apkf par exemple ), et d’obtenir des expressions indexées de
k=1
la méme maniere. Allez voir du c6té de 5.26.
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Enoncés

5.1. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension z, et u, ..., u
des vecteurs de norme 1 tels que, pour 1 <i<j<n onait |u;—uj =
Etablir que (uy, ..., u,) est une base de E.

n

Soit (e, ..., ¢,) I'orthonormalisée de Schmidt de (u;, ..., »,) . Mon-
trer qu’il existe des réels by, ..., b,_, et ay, ..., a, tels que, pour tout j de
[1,n], u; = aje;+ ), be,.

1=si<j
Calcul des a; et des bj.

5.2. Soit E préhilbertien réel.

a) Pour x et y de E, vérifier que ||x +y||2 + le—yll2 = 2(Ixl? + ||y||2) .

b) Soit C une partie de E, convexe, compleéte. Montrer que, pour tout
x de E il existe un et un seul p(x) dans C tel que :

Vye G, x -yl =[x - p(x)] .

c) Si C est sous-espace vectoriel de E, noté F, montrer que, pour tout
ydeF, (x—p(x)|y) = 0. En déduire la nature de p.

d) Dans le cas général, (C convexe complet), montrer que, pour tout

(x,2) de C’, e~z = lp(x) - p(2)l .
5.3. Soit Pe R[XL,P(X) = ¥ ,X".

Montrer que ! P2(x)dx =—1 EPQ(eie)eiede, et en déduire que
q 0 q

_ G
Osg;s E+i+1 “z""

5.4. Soit A dans .#, ,(R), derang n. Montrer que A’A estinversible.
Que dire de ‘AA si A est de rang p.

5.5. Soit A I'endomorphisme de R" défini par (A(x)); = x;—%;_1,

. n
en posant x = Z xe; etxg = 0, {e,...,e,} base canonique de IR".
i=1
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Montrer que A est inversible et que :
sl = —L o

2singe

. s . . ., ~ . . . n
linéaire continue associée a la norme euclidienne canonique de R™.

| - lll estlanorme d’application

5.6. Soit E, espace vectoriel euclidien, et a € GL(E).

1°) Montrer qu’il existe un unique couple (u, s), ol u est un auto-
morphisme orthogonal et s un endomorphisme symétrique défini posi-
tif, tel que @ = us.

2°) Déterminer Sup Trace (va).
ve O(E)

3°) Déterminer Sup Trace (va).
ve O'(E)

5.7. Soit A matrice carrée réelle d’ordre n, symétrique, de valeurs
propres ordonnées A, =Xy = ... =A,,.
k k
< .
Montrer que Y a;< Y A.
j=1 j=1

5.8. Soit p et ¢ deux projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien
E. Montrer que E est somme directe de sous-espaces stables a la fois par
p et g, de dimension 1 ou 2.

5.9. Soit E euclidien. Montrer que si f et g sont des éléments de L(E)
telsque f* f = g* g,il existe s, opérateur orthogonal, tel que f = sg.

Soit E euclidien de dimension n, (%, ..., %,) une famille de n vec-
teurset &= ({u,; “j>)1 la matrice de Gramm associée. Montrer
I’équivalence de :

1°) il existe un projecteur orthogonal p et une base orthonormée
(ey, ---» €,) telle que, pour tout i, u; = p(e;) ;

2°) le spectre de £ est dans {0, 1}.

sijsn’

5.10. Soit E un espace euclidien de dimension > 0, de sphere unité
S. Déterminer I'image de l'application f de S® dans R définie par
fu, v, w) = (u, v) + (v, w) +(w, u) .

5.11. Soit A dans .#,(R), de trace nulle. Montrer qu’il existe U

orthogonale telle que U~ 'AU ait ses termes diagonaux nuls.
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5.12. Soit A matrice symétrique réelle d’ordre » + 1, de valeurs pro-
pres indexées en croissant : A} =1, = ... =1, , 1, de terme général a;;.

Soit B la matrice symétrique réelle d’ordrendes a;; pour 1 <i,j<n

et U, =U,=..=y, ses valeurs propres. Montrer que lon a
I'entrelacement :

A’l>u'1>)"2 u9/“‘>)"n>un>>"n+l'

5.13. Soit A une matrice symétrique réelle de valeurs propres
n+1

K5 ooos By - SOIt Ay, oy Ay g, m+ 1 réels donnés et ¢ = » A, — Z W;-
i=1 =1

Montrer qu'il existe  dans R" tel que [ :A b ) admette (A, ..., Ay yq)

bc
n+1

H (x—li)

pour spectre si et seulement si f(x) = % n’a que des poles

H (x—1,;)

i=1
simples, en étant croissante sur son domaine de définition.

5.14. Soit f continue de [a, b] dans IR, telle que j ’ f(@®¢*dt = 0 pour

tout 7 tel que 0 <n < p—1. Montrer que f change au moins p fois de
signe sur [a, 5].

5.15. Soit E I'espace vectoriel des suites x = (x,), . oy de réels telles
+ o0 oo
2
que Y (x;)" converge. Pour x et y dans E on pose (x,y) = Y, x3,, et
k=0 k=0
I'on note || || la norme associée.
Soit (x(") )= N une suite bornée d’éléments de E. Montrer qu’il existe
une sous-suite (_’}’(k))ke n de la suite (x("))n enN et un élément a de E tels
que, pour tout z de E, (y(k), z) tende vers (a, z) .

5.16. Condition sur f dans %o([a, 5], R") pour que, pour la norme
euclidienne sur R", on ait :

[lr@nde = |’ rwrad
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5.17. Soit E un espace euclidien de dimension finie, (litote ?),
u € L(E) symétrique défini positif.

2
Soit ¢ : E\ {0} ~ R, définie par : x ~» (8(02)
llee el ™ llcl

Montrer que ¢ est bornée. Atteint-elle ses bornes ?

5.18. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et a dans
E.

a) I" est un fermé non vide de E. Montrer que I'application d, de "
dans R, définie par d,(x) = ||x - al admet un minimum atteint sur I'.

b) SiT est un cone convexe fermé, (donc V(x,y,A) € r?x R, x+Yy
et Ax sont dans I') dans E supposé euclidien, montrer que d, admet un

minimum atteint en un point unique b de I tel que (b—a,b) = 0 et
VxeTl,(b-a,x)=0.

5.19. Soit E un espace euclidien de dimension 2 au moins, et f une
application contlnue de E dans E, telle que :

V(x,y) e E’ J(xLly= f(x+y) = f(x)+ f(9)).
a) On suppose f paire. Montrer que, pour tout (x,y) de E® tel que
lxl = lyl, ona f(x) = f(y).
En déduire que fest de la forme x — ||x||2k, ke E.

b) Montrer que si f est impaire, elle est linéaire.
c) Etudier le cas général.

5.20. On se place dans le plan euclidien rapporté a une base ortho-
>
normée { ¢, j}. Soit p,, po, ps les projections orthogonales respective-
I T

ment sur Ri,R(i + j),Rj. On pose g = pspop; . Image et noyau de
q ? Que dire de g* ?

On généralise a E euclidien de dimension p. Soient Ny, ..., N, des
sous-espaces vectoriels de E, p,, ..., p, les projecteurs orthogonaux sur

k
N;,..,N,.Onpose g = p, ... p; et N; = N N;.
i=1
a) Montrer que, pour tout x de E, [lg(x)| = || & xe N
b) Montrer que Ker(g-id) = N;. En déduire que
Ker (¢*—id) = N,.
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c) Montrer que E = N, @ (Im (¢-id)).

d) Soit (x,), . y une suite de points de E telle que |x,| < 1 pour tout
n,et lim |g(x,)| = 1.
n—>+oo

Montrer que lim |(g-id)(x,)| = 0.

5.21. Soit A dans .#,(R), antisymétrique, et B = (I+A)(I-A)" '
Montrer que B est orthogonale.

Réciproquement, peut-on toujours décomposer B orthogonale sous
laforme B = (I+A)(I-A) ! , avec A antisymétrique ?

5.22. Soient A et B deux matrices symétriques réelles positives, ¢,

et gy les formes quadratiques associées sur R” rapporté a une base. On
suppose ¢, < ¢gg. Montrer que det A <detB.

5.23. Soit E I'ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre n.
Soient A et B dans E, on dit que A <B lorsque, pour tout vecteur

colonne X de .Z, (R), ona XAX < XBX .
a) Vérifier que I'on a une relation d’ordre sur E.

b) Soit (A}), . i une suite d’éléments de E, croissante et majorée au
sens de cette relation d’ordre. Montrer qu’elle est convergente dans E.

c) Soit les polyndémes P,, k € IN, définis par la donnée de P, = 0 et
delarelation de récurrence P, ;(x) = P, (x) + % (x— Pi(x)) . Quelle est
la limite de la suite de fonctions P, , sur [0, 1].

Pour A dans E, on pose B, = P,(A). Montrer que si chaque valeur

propre de A est dans [0, 1], la suite des B, converge vers un élément de
E. Quel est cet élément ?

5.24. Soit E I'ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre n.
a) Soit A dans E avec I, — A définie positive. Montrer que la suite
2p-1
( Y, (trace Ak)) est majorée.
k=0 pe IN*

b) On suppose de plus A a coefficients positifs. Montrer que
(I,-A) ! est a coefficients positifs.
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5.25. Soit C une matrice symétrique réelle carrée d’ordre n. Montrer
que  p(C) = sup {|A]; A, valeur propre de C}  est égal a

[ICHl = sup {IC(x)ll ; llxl = 1}, la norme de R" étant la norme eucli-
dienne canonique.

Montrer que, pour A et B dans .Z,(IR),ona:
(P(AB))* < p(‘AA)p(‘BB).

5.26. Soit a et b deux endomorphismes symétriques de I'espace
euclidien E. Montrer que :

trace (¢“(a—b)—e"+¢")=0.

5.27. Soit ¢ une forme quadratique définie positive sur R", de
matrice A = (0;); ij<n dans la base canonique.
On définit ¢' sur R par:
n-1n-1

Xy Xy ) = Y, Y

i=1j=1

o,, o .
nn “'ni xixj'

o, O

Montrer que ¢' est définie positive.

5.28. Soit ¢ forme quadratique sur E, de forme polaire ¢. On fixe a
dans E et on définit F par :

F(x) = 0(a)0(x) - (9(a, %))’ .

Vérifier que F est une forme quadratique, dont on cherchera le
noyau.

5.29. Soit E euclidien de dimension #, et ¥ un endomorphisme de
E. On définit une forme quadratique Q sur E par Q(x) = (Ju(x)l )2 .

Soit Q' une autre forme quadratique sur E. Montrer que la restric-
tion de Q' a Ker u est définie positive si et seulement si il existe r réel
tel que Q' +rQ soit définie positive.
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Solutions
5.1 Pour 1 Si<j<nonafu—u|® = 1 = Ju))*~2(u, u) + |y,
etles vecteurs étant de norme 1, il reste (u,, uj) = % .

Si on suppose alors que des scalaires A,,...,A, sont tels que
n

2 Au; = 0, en prenant le carré de la norme on a :
i=1

o

n
z Xf +2 Z Xz?»j = = 0, mais c’est encore :

i=1 Isi<jsn

N

% Y A+ [ Y ] 0, ceci impliquant la nullité de chaque A
i=1 142

donc de chaque A; : on a une famille libre de z vecteurs, donc une base.

Par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on sait que pour
j=1,.,n, Vect (uy, ..., uj) = Vect (¢y, ..., ej) , donc pour tout j, on a

j
des coefficients (A;;), pour 1 <i<j, telsque u; = Y A, ;.
i=1
Notre probléme, compte tenu des u;, est de montrer I'indépendance
des A; ; par rapport a j, pour i <j.
Soient donc 2 <j<j's< n, on pose aussi :

Ona, pour i<j,A;; = {u;e;) et,
z',j'= <"j-, €.

Or ¢; € Vect (uy, ..., u;) . Il existe donc des scalaires a.,, ..., o; tels que
i
Y, ouy, (ces oy, ne dépendent que de i en fait), etona:
k=1

i i 1 i
A. j = <u-, z akuk) = 2 ak<uj, uk) = § 2 ak,
k=1 k=1 k=1



204 Formes quadratiques, espaces euclidiens et préhilbertiens réeis

puisque i<j=>j#k et (u,u, = 5 ; mais de méme on aura:

1.
2’
k#j' et (uj.,uk ——pourk i dour:

= (Une) = ZQak etl” A; ;o pour i<j<j".

En posant a; = ll 1501 = Ao = Ay 3 = ... = Ay, et plus généra-
lement a; = A;;56; =X, ;.1 =Aj,0,.. =X, sl j<n, on trouve
by, s b, 1 €t ay, .., a,, tels que, pour toutj : u; = 1; bie;+aje;.

<i1<)

Cette connaissance des u; dans une base orthonormée, va permettre
de déterminer les b; et les a;, (au signe pres) en traduisant les relations

o = 1 et Cup ) =
Procédons par récurrence.
Pourj =1, ||“1“2 =4, =1,donca; =1 ou-1.

On se donne une suite finie (&), <j<n avaleurs dans {- 1, 1}, et soit

al = 81.

€
On a alors (upuy = % =a;b; donc b, = 51’ puis
||u2||2 =1=0b +as = }1+a§ d’otr a3 = % eta, = 82/\/%.
k+1
Supposons connus ay, ..., &;_1,a; €t by, ..., b;_1,avec: a, = g, 5
pour 1 <k <j. (Cestvérifié aurangj = 2.)
En écrivant les trois égalités |u || =1,|u +1||2 =1 et
(upuj ) = ;,ilvient:
b1+...+b?_l+a? =1
bf+...+b l+b + ]2 =1
2 2 1
bl+' +b] 1+ajbj = §,
d’ou 'on tire : aJ = a]?—b? etab; = a?—%.
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ﬁ_+_1_ i+l 1 _ 1
Onadoncsj 5 bj- 5 2-21 d’ou l'on tire :

€.
b, = ——=L_—— (au passage, c’est vérifié si j = 1), puis :
) G D) passag; J ) P
EIES S S it B (L2 ) B

j+1 2 2jG+1)  2G+1)  2(G+1)

donc,avecg;,; = 1 ou-1,onabiena;,; = g, f% :le calcul

se fait par récurrence.

5.2. Le a) est I'identité du parallélogramme : il suffit de développer
e+ 917 =l + 2,99 + Iyl et

le=l* = Id® ~ 2¢x,5) + Iyl* et dajouter.
b) Complet fait penser a suite de Cauchy. On suppose bien siir C non
vide, donc d = d(x,C) = inf {lx—yl,ye C} existe, et Vne IN*,

1
dy,eC, d<||x—yn||sd+7—l.

La suite des y, est de Cauchy, car le a) appliqué a x—y, et x—y,,
conduit a :

2 2 2 2
125 = Gy + 31" + g =95 = 2lx=3,]" + 2" <
1)2 1)2
2(d+—) +2(d+—) ,
P q

2 +
x—&%” = 44> car 2%)", est dans

2
donc, avec |2x—(y, +y,)|" =
C, convexe, on obtient :

b=y <2 (d +2?d+—2+d +2—d+l‘_))—4d2
4 7 ¢

<ad(;+3)+2(5+3),
P 9 p q
majorant rendu arbitrairement petit pour p et g assez grands.
La suite (y,), .y est de Cauchy dans C complet, donc elle a une
limite y, et I'inégalité d < |x—y,| <d+ % , jointe a la continuité de la

norme, donne d = [x—y] .
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Si d était aussi atteinte en y' dans C, dans le triangle isocele de som-
mets x, y, 5", le milieu 3%3)' du c6té [y, y'] serait plus pres, (par Pytha-
gore) du sommet x, que y ou y', ce qui est absurde, d’ou y = y'. On note
p(x) cet unique élément de C.

c) Soit y quelconque dans F, pour tout t de R, z = p(x) + ¢y est dans
F, donc |lx— p(x)|l2 < |lx—p(x) - tyII2 , ce qui, en développant et apres
simplification par |x — p(ac)ll2 , conduit 2 :

0 < -2t(x—p(x),9) + lyll*.

En simplifiant par ¢> 0, et en faisant tendre ¢ vers 0", on obtient :
(x—p(x),y) <0, et ce pour y quelconque de F, donc aussi pour
—y,dou - (x—p(x),y) <O et finalement : {(x—p(x),y) = 0,Vye F.
Ceci traduit l'appartenance de x-p(x) a F'. Comme on a
x = (x—p(x)) + p(x), décomposé dans F* +F, et que FAF" = {0},
onaE=FOF".

. . L
Six de E se décompose alorsen x = u+v,u€ F,ve F~, poury quel-
conque de F on aura:

2 2 2 2 2 .z
lx— 51" = l(u—p) + ol = lu—-yI" +[v]” = [lv|”, borne inférieure
atteinteen y = u,donc p(x) = u estle projeté orthogonalde xsur F, d’ou1 p
linéaire, (et méme continue car [p(x)|> = [ul® < ul®+ Jo]® = |l«]® :pest
Llipschitzienne.

d) Pour C convexe, on reprend le c¢), pour justifier que, pour tout y
de G, ona {p(x)—x, p(x)—y) <0.

En effet p(x) ety sont dans C convexe, donc z = p(x) + t(y — p(x))
aussi, pour 0 <t=<1,onadonc:
flc — p(oc)ll2 < |x—p(x) - t(y— p(x))||2 , ce qui se développe et
donne, aprés simplification par |x— p(x)|”, Pinégalité :
0 <-2t¢x—p(x), y - p(x)) + £ Ip(x) -y,

d’oti le résultat en simplifiant par £> 0 et en faisant tendre ¢ vers 0.
Partant alors de x et z dans E, et de p(z) et p(x) dans C, on aura :
(p(x) —x, p(x) - p(2)) < O et,
(p(z) —z, p(z) — p(x)) < 0 soit encore,
(2= p(2), p(x) - p(2)) < O.
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On en déduit que :
(z—x+p(x) — p(2), p(x) — p(z)) <0, d’ou I'on tire :
lp ()~ p@N* < - (z—x, p(x) - p(2))
< |z—x|l|p(x) - p(2)ll par Cauchy-Schwarz.

Si p(x) —p(z) = 0, l'inégalité cherchée est vérifiée, et sinon, en sim-
plifiant par [|p(x) — p(z)| on obtient bien :

lp(x) = p() < llz— ]l .

1
5.3. Lapplication ¢ : P ~—>I 1P2(x)dx est une forme quadratique
sur E = R[X], de forme bilinéaire symétrique associée:

o, Q) = | Px)Q(x)dx.

Si on vérifie que (P, Q) = -3 I:P(eie)Q(eie)eiedO , pour P = Q
on aura le résultat.

Comme les deux membres de 1'égalité dépendent cette fois linéaire-
ment de P et de Q, il suffit de vérifier cette égalité pour P et Q pris dans
la base canonique de E.

Avec P(x) = < et Q(x) = xl, en posant # = k+ [, on doit vérifier

n+1 X X
que Jllxndx - jnemeelede

n+1 0
_ ,-(7,_.:1) [ i(n+l)0]‘:
= - (_—_ln)_':%:_l_ , ce qui me semble vrai.
On a alors :
J'_IIPQ(x)dx _ J‘_ll( 3 akalxk"'l)dx _ E‘f%’ et

O<klilsn

comme c’est un réel positif, c’est aussi :
. (Th2, i0, i6 T2, i
—i | P7(e)e de‘ < | [P"(e")|dO
IR2G! [TP%™)

n

T n
ik —il®
sj S ae’ Y ae " de,
0 k=0 =0
d’ou
a,a; T i(k—-1)0
—r =< a,a je de
E+i+1 Y @ 0 ’

O<kl=sn O<kl=n
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ce qui n’aboutit pas ! On ne jette pas le manche apres la cognée : il
te o z z 7z T (k- .
faudrait intégrer entre 0 et 21t pour récupérer le 440 = 0 sik=1,

- i0

1si k = [.Or, on a considéré en fait I = JgP(eie)P(e )d6. En posant

t=-0,ona:

I= j; "P(e “YP(M) (- dt) = jfnP(e‘ ®p%)do

donc 2I = Jﬂt P(eie)P(e_ "")de et cette fois on va aboutir a la
-n
majoration :

1 T i(k-1)0
Y wreis2 amay [ ¢777de

O=skliI=<n —_—

=0sik#,2nsik =1

5.4. Lamatrice B = A‘A est carrée d’ordre n, symétrique, associée

3 une forme quadratique ¢ positive sur R”, car si x de R" est associé a
Ia matrice colonne X on a:

0(x) = K(A'AMX = (‘AX)(‘AX) = YY,

t . 212 .
avec Y = AX, matrice colonne de p éléments y, ..., Yp» SOit encore :

4
o) = Yy =0.

i=1

La matrice B sera inversible si et seulement si ¢ est définie, donc si
et seulement si ¢(x) = 0 =x = 0.

Oro(x) = 0Y = 0= Xe Ker (‘A).
Mais ‘A est une matrice de rang n, d’une application linéaire de "

dans R’: on a = =dimR" = rang‘A+dim (Ker ‘A), dou
Ker ‘A = {0} et finalement ¢(x) = 0 & x = 0 : c’est dans la poche !

Le résultat est acquis pour A'A , avec rang (A) = nombre de lignes

de A, il le sera donc pour ‘AA = tAl(’A) si le rang de
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‘A = rang (A) = nombre de lignes de ‘A = p, doncsi A de /7, p(IR)

est de rang p, la matrice ‘AA est inversible.

5.5. La matrice A de A dans la base canonique donnée est triangu-
laire inférieure, avec des 1 sur la diagonale et des - 1 qui bordent la
diagonale, « en dessous », tout le reste étant nul donc det A = 1 : Aest
inversible.

. T —1)|2
On sait, (quitte a rejustifier), que I”A 1||| est le rayon spectral de
. — 1%, - . . o
I'endomorphisme (A Hat, endomorphisme de matrice symétrique
1, -1 . .
AAT = (A'A)" ", matrice diagonalisable de valeurs propres les
inverses des valeurs propres de A’A . Finalement, I“A_ l”| est

1/(inf des valeurs propres de AlA)l/2 , les valeurs propres de A'A
étant > 0.

Soit :
10 1 -1
, -11 0 1 O
B. = A‘A = v
' 0 || o '
-11 1
1 -1
-1 2
t9 -1
-1 2

La premiere ligne est a part, et pour tenir compte de ce particula-
risme, on calcule le polynéme caractéristique, P, (A) = det (B, - L)
en partant de la derniére ligne.

On obtient, pour 7 = 3, la relation :
P,(A) = (2-MP,_;(M)-P,_o(N),

qui, jointe aux égalités P;(A) = 1-A et Py(A) = (1-A)(2-1)-1,
détermine les P, .

Pour un A complexe fixé, on a une suite récurrente double, d’équa-
tion  caractéristique - (2-Mr+1 =0, de  discriminant

a-vt-a=-4(-(2),
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En posant %" = cos0, (sur €, c’est possible), ce discriminant vaut

~ 4sin’0, et les racines de Iéquation caractéristique s’écrivent
2 - A+ 2isin®
2 .
obtient P, (1) du type P,(A) = ae™® +be”
lité 2—-A = 2cosH.
On calcule a et b en résolvant le systéme obtenu pour n = 1 et 2.

= cos6+isin@, et par cette « astuce », (a méditer), on

3 e z 22N 2
"7, A étant relié 2 0 par I'éga-

OnaP;(A) =1-A=¢ +ei—1,puis:

9 -8 9 -8
Po(A) = (1-A)(2-A)=-1=("+e "=1)("+¢ )-1
2
0, -i6,2 i - 2i0 , -2i0 6 -i@
=" +e V) - e 1= 4e T-e"—e " +1,
d’ou le systeme :
i0 - i 0 -0 -9 0
{ael +be W=+ -1 -¢ " -
b ?
2i0 - 2i0 20  -2i0 0 -0
e +be T = e = —e T +1
qui conduit aux solutions :
2i0 -2i0  -i0 20, -2 i® -if 2i0  i0
{( Tl =-l- T +e T4e " 4e T —e "+l=¢"-¢
- 20 2i0 i 20 -2i0 8 —i6 -2i0 -0
b -1 =" =1+ 4+ +e -6 - "+l=¢ ¢’
wf 2 g e,
e “\e "—e Sing i3
ou: a = ie( 5 19) =6 ¢ et
_31'9 —ig 1'9 )
3 3 3 I e
e e “—e Sing -ig
b = - - - = — e ce qui conduit a une expres-
e— ze(e— i0 _ ele) sin® ’ q xp

sion du polynéme caractéristique valant :

. e ] 3] . e
Slné i(2n+ 1)§ -i(2n+ l)§ sm§ 0
Pn(;") = m e +e =2 m cos(2n+1)§.

Cette expression s’annule pour 6, = (1 +2k)m 12; ikl)n

correspond a A, = 2 (1 — cos %t) et vu les variations (monoto-

,0<k=n-1 cequi
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nie) de la fonction cosinus, on a n valeurs distinctes de A qui annulent
un polynéme de degré n : inutile d’aller plus loin, on a les valeurs pro-

presde B, = AA.

- _ _ T\ _ogap2 T
La plus petite est A; = 2 (1 cos5 1) 4sin 2@+ 1) donc
|||A_1||| = é, ce que 'on voulait.
2sing 5
2(2n + 1)

5.6. Le 1°) consiste a mettre a de GL(E) sous sa forme de décom-
position polaire. Comme l'intérét de u orthogonale est de vérifier
‘u = u ', et dintervenir dans les réductions des matrices symétriques,
on va considérer ‘aa , et méme, si on suppose que a = us, ceci donnera
‘aa = ‘s'wus = s° : la matrice symétrique s, (ou I'opérateur...) doit véri-

. L2t
fier 'équation s~ = aa.

Partant de a, on vérifie que ‘aa est symétrique, positive, (Vx vecteur
n
colonne de R", x(‘aa)x = lyy =Y (yj)2 =0, avec des notations évi-
j=1
dentes, siy = ax ). De plus ‘aa est réguliére, (comme la matrice a), donc
‘aa est symétrique définie positive.

Il existe alors ge O(E) telle que ¢ 1(‘aa)q = lqtaaq soit une
matrice diagonale, D = diag (A, ..., A,) avec des ?»j> 0.

En  posant W = J)_? et A = diag (Uq, ..., 1H,), oOn a

2
‘aa = qA2 tq = (gA lq) ravecs = gA ’q , on a trouvé s endomorphisme
défini positif, (ou matrice définie positive) telle que ‘aa = 5”.

S’il existe s', défini positif vérifiant s?='aa =5 , on a forcément
s'=s.

En effet, avec d valeur propre de s' et x vecteur propre associé, on a
s'Q(x) = d’x = (‘aa)(x), donc d? estl’un des A;, etd, (>0), estI'un des
B

De plus, avec j tel que d* = A; et x dans Ker (s'-didg), on a
s*(x) = M, donc Ker (s~ didg) < Ker (s* - Ajidy).
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Mais alors en notant A, ..., A, les valeurs propres distinctes de

¢ 2 s . .
aa = s~, de multiplicités respectives o, ..., 0, ; puis dy, ..., d, les
valeurs propres distinctes de s', on a une injection 6 de {dy, ..., d,} dans

{Ay, .., A}, définie par (i) = le seul indice j tel que (d,-)g = Xj, d’ou

déja I'inégalité r <k, et, avec (d; )2 = Aoy pour 1<i<r, on a, (s
symetrlque étant diagonalisable) :

(—D Ker (s'-d;idg) , avec Ker (s'—d;idg) c Ker (s - Ao(nidg) »

et aussi E = (-D Ker (52—7\.jidE) :  forcément r =k et
j=1
Ker (s' - d;idg) = Ker (s*— Ao(;)idg) -

Mais alors, sur le sous-espace propre de ‘aa, de valeur propre A, s'
est 'homothétie de rapport /A : elle est parfaitement déterminée, donc
s' I'est sur E, somme directe des sous-espaces propres de ‘aa.

. L Jp - ! 2
Si on pose alors, avec s symétrique défini positif tel que aa = s,
-1 ! -1 -1 _ -12-1_ . -1
=as ,onaura uu = (s )aas =s ss =idg, (car s  est
symétrique, comme s), donc u est orthogonal et on obtient bien a = us,
avec s unique, donc u aussi est unique.

Lo 2 1

2°) On écrit a = us, avec, on I'a vu, s* = aa, u orthogonal et s
symétrique défini positif.

Si v parcourt le groupe orthogonal, w = vu le parcourt aussi, et
comme va = (vu)s,ona:

Sup Trace (va) = Sup Trace (ws).
ve O(E) we O(E)

Mais s, symétrique, est diagonalisable dans le groupe orthogonal :
soit & = (ey, ..., ¢,) une base orthonormée de vecteurs propres pour s,
pour les valeurs propres, distinctes ou non, Aoy A,, On aura
(ws(e;), e;) = (Aw(e,), e;) = A{w(e;), ¢;) , terme diagonal de la matrice

n

de ws dans la base &, et Trace (ws) = Y A (w(e;),e;) .
i=1
Comme w est orthogonal, et % orthonormée
(w(ey), e < |wley)|||lef = 1,et:
Trace (ws) < ) A; ; etpour w = idg,ona:
i=1
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Trace (idgs) = Y A; d’ou finalement :
i=1

Sup (Trace va) = Z A; = trace s, avec s® = ‘aa.
ve O(E) iz 1

3°) Onrepartde a = us,avec u € O(E), doncilya deux cas suivant
que u est dans O+(E) = SO(E) ou non.

Si ue SO(E), si v parcourt le sous-groupe SO(E), w = vu le par-
court aussi, le raisonnement précédent s’applique et conduit a

Sup (Trace va) = trace s, puisque idg € SO(E).

ve SO(E)

On peut remarquer que det a = det u det s, avec det s >0, donc
ue SO(E)odetu = 1odeta>0.

Si maintenant deta<0,detu = — 1, et avec va = (vu)s = ws,

cette fois w parcourt O (E), et en prenant une base orthonormée
directe dans laquelle s = diag (A}, ..., A,), avec 0<A; <Ay <..<]A,,
on cherche

Sup Trace (w- diag (A, ..., A,)).
we O7(E)

Comme -1 est valeur propre de l'isométrie indirecte w, on a
trace w < -1+ (n—-1), car, en notant U, ..., L, les autres valeurs pro-
pres, réelles ou complexes, mais de module 1, et de somme réelle, ona :

Trace w = un nombre réel = — 1+ o+ ... + L, , avec

Mo+ ool < o+ o+ | < Ug| + .+ |1, = n—1.
n
C'est encore Y w; <n-2,donc:

i=1

n
l+w,; < Y (1-w;),dou:
i=2

trace (w diag (A, .- M) = Y Ay

i=1

i=2 i=2
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Or, - 1 s w; <1, (dans une matrice orthogonale, les termes sont de
module inférieur ou égal a 1), et comme A, <X;, on a
AM(1-w;;) < A(1-w;;) pour i =2, d’ou finalement

trace (w diag (Ay, ..., A,)) S - A+ Y, (1—w; +w)A,
i=2
S-AM+Ao+Ag+..+ A,
Pour w = diag (- 1,1,1,...,1), ce sup est atteint et finalement, si
deta<0,lesupest —A; +Ao+Ag+ ... +A,.
Jai bien cru ne pas 'achever celui-a !

5.7. On considere R” euclidien canonique, la base % = (e, ..., ¢,)
canonique étant donc orthonormée.

Lendomorphisme o de matrice symétrique A dans la base % est
auto-adjoint, donc diagonalisable dans le groupe orthogonal : il existe
une base orthonormée % = (g, ..., €,) de vecteurs propres pour d,

I'indexation étant telle que €; soit vecteur propre pour la valeur propre
A

;-
On a alors :
n
aj; = (ej, a(ej)) puisque o(e) = z a;e; et que la base Z est
i=1
orthonormée.

Avec P = (p,,), matrice de passage de la base #a %, on a

sSuy,vsn’
n

-1 _ ¢ R
P =P,donce; = Y, Pju€y > (on se promene dans la 77 colonne de

u=1

P!, donc la /™ ligne de P), avec pju = (e, €,) puisque & est ortho-
normée.

Donc a; = (e, Y, p;,@(E,))

u=1

z pju<ej’ )"ueu>

u=1

2 }"upju(ej’ Su) = Z }"u<ej7 8u>2,

u=1 u=1
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et, vu I'indexation décroissante des valeurs propres, on a :

k n
4 < T hlge) +h Y (ge)”.

u=1 u=k+1

Or, comme on a remarqué que (¢;, &,) = p;, est, (siu varie), le terme
générique de la /" ligne de P, matrice orthogonale, on a :

> (e g)” = 1 dou:

u=1

n k
Y (e’ =1- 3 (ee,)’.

u=k+1 u=1
11 en résulte I'inégalité :

k

a]j s A’k + z (A«u - )\’k) <ej9 £u>2’ dOnC

u=1
k k k o
j=1 j=lu=1

k A
< kM, + z (Z,u—?\.k)[z (e]-, eu)z}

u=1 j=1

n
. ) 2 .
Mais, pour u fixé, z (ej, e, = 1, (somme des carrés des termes de

j=1
k

€ colonne de la matrice orthogonale P), donc Z (ej, su)2 <1],et
j=1

laukm

A, — A, étant = 0 pour u <k, il vient :

k k
Zaﬂsk)\'k,-l- 2 ()\‘u_?\'k) = 7\'1+}\«2+...+?\.k.
j=1

u=1

On se demande toujours comment on obtient cela !

5.8. La propriété est évidente si dim E = 1 ou 2. On la justifie par
récurrence sur 7, en la supposant vraie pour dim E < et en considé-
rant E de dimension n+ 1, (n = 2).
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Comme p et g sont autoadjoints, (p projection orthogonale sur F,
parallelement a G = F' admet F et G comme sous-espaces propres
orthogonaux, pour les valeurs propres 1 et 0, d’ou une base orthonor-
mée de E dans laquelle la matrice de p est diagonale), on a p—gq
autoadjoint, donc diagonalisable dans le groupe orthogonal.

En particulier il existe x# 0 et s réel tels que (p—-q)(x) = sx. Soit
A = Vect (x, p(x)), (plan ou droite), comme p(p(x)) = p(x), on a
p(A) C A ; mais on a aussi, pour y = ox+ Bp(x) dans A :
q(y) = og(x)+Bq(p(x)), avec p(x) = g(x)+sx, donc:

909) = 0g(x) + Bg’(x) +sBg(x) = (a+ (1 +5)B)g(x)
(a+ (1 +5)B)(p(x) —sx) € A, (0, s et B scalaires).

On a donc le sous-espace A, de dimension 1 ou 2, stable par p et g,
donc A™ Test par p* = p et g* = ¢q, avec A" euclidien de dimension
n+1-(1 ou 2) <= :I’hypothése de récurrence s’applique pour At

En fait on a2 méme obtenu une somme directe orthogonale de
sous-espaces stables par p et g, de dimension 1 ou 2.

5.9. Pour tout couple (x,y) de E? ,ona:

f@), fO) = (% f* fO) = (x.g* g = (gx),g(y) -
Mais alors, x € Ker f& (f(x), f(x)) = 0
< (g(x), gx)) = 0
< xe Ker g,
donc f et g ont méme noyau, et aussi méme rang r.
Soit alors {ey, ..., ¢,} une base orthonormée de Im g, et x, ..., x, tels
que, pour 1 Si<r7, g(x;) = ¢;.
Pour 1sisretlsjs<r,ona:
(fx), f(x)) = (g(x;), g(x;)) = (e; ¢y, donc la famille des

f(x;) est orthonormée, donc libre et de cardinal r dans Im f de dimen-
sion 7 : c’est une base de Im f.

On peut alors compléter les deux familles orthonormées des f(x;)
d’une part, et des g(x;) d’autre part, en deux bases orthonormées de E :
By = {g(xy), ... g(%,) ; .., - €,} €L,
By = {f(x1),e0s f(%,) 5 €015 0r Ep )
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Avoir f = sg, impose les égalités f (xj) = s(g(xj)) .

On définit donc I'opérateur linéaire s, tout simplement par :
s(g(xj)) = f(xj), pour 1 <j=<r et,
s(e,1p) = & p,pourlSp<nm-—r.

On a s opérateur orthogonal, (envoie une base orthonormée sur une
autre base orthonormée).

Il reste a voir si, pour tout x de E, f(x) = sg(x).

Soit x dans E, g(x) € Im g = Vect {g(x;), ..., g(x,)}, donc il existe r
scalaires o, ..., 0, tels que g(x) = o;g(x;) +... + o, g(x,) soit encore
glx—oyxy—...—ox) =0.

Mais alors, (Ker f = Ker g), on a aussi :

fx—0oyx;—...—ox) = 0, soit encore :
f(x) = ayfe))+...+ 0o f(x,)
oys(g(xy)) + ... + o, s(g(x,))
s(og(x) + ... + o, g(x,)) = s(g(x)),
d’ou f = sog et le résultat.

Soit maintenant une famille {u,, ..., u,,} de n vecteurs dans E eucli-
dien de dimension 7, et sa matrice de Gramm, Z.

On suppose qu’il existe une base orthonormée % = {e,, ...,¢,} et
un projecteur orthogonal p tel que u; = p(e;),pour i = 1,..,n.

En se placant dans une base orthonormée de vecteurs propres pour
p, (vérifiant p2 = p), on a une matrice diagonale, donc ‘p = p, et réci-
proquement, si p vérifie p2 =p et lp = p* = p, C’est un projecteur
orthogonal.

La ]jéme colonne de la matrice P de p dans la base % est celle des
composantes de p(e;)) dans 2, orthonormée, c’est donc celle des
(enp(e)) = (exp’(€)) = {exp * ple))

= (P(ei),f’(ej» = (ui, “j> :

C’est la matrice %, qui a donc pour seules valeurs propres possibles 0 et
1, (p projecteur).

Réciproquement, on suppose que la matrice de Gramm, Z, qui est symé-
trique réelle, a son spectre contenu dans {0, 1}. Soit une base orthonor-
mée & = {¢,, ..., &, deE, etgl'opérateur de matrice £ dans .
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Comme ses sous-espaces propres sont orthogonaux et en somme
directe, (£ symétrique), pour les valeurs propres 0 et 1, g est un projec-
teur orthogonal.

On définit I'application linéaire f sur E par les relations : f(¢g;) = u;,
pour l<ismn.

Le terme général, (u;, u;) de la matrice ¥ de g dans la base ortho-
normée % vérifie :

{u;, uj) = (g, g(Sj)) = <f(3i), f(5])> = (g, f* f(ej» .

Mais g = g2 = g * g, (g projecteur orthogonal), donc I'égalité :
(uj’ u]) <82', g(8])> donne N

(€, 8 * g(g))) = (& f* f(¢)), et C’est valable pour tout i, j dans

{1, ..., n}, d’ou en fait g * g et f * f égales, car ayant méme matrice dans
la base %Z.

11 existe alors s, opérateur orthogonal, tel que f = sg.

-1 5 , -
En prenant p = sgs , p est semblable a g donc c’est un projecteur
orthogonal, et en posant ¢; = s(¢;), on a une base orthonormée

{ey, ..., e,,} telle que, pour tout i, p(e;) = sogos o s(g;)

= s(g(g)) = f(&) = uy,

c’est gagné !

5.10. Le produit scalaire étant continu de E X E dans IR, f est conti-
nue. Comme on est en dimension finie, S est un fermé borné de E, donc

, S ” .
un compact, I'espace produit S” est un compact de E’,d image conti-
nue un compact de R.

Si dim E = 2, S est de plus connexe par arcs, (si u et v sont de norme
1, dans tout plan, euclidien, contenant 0, « et v, il existe un arc de cercle

" 3 .
T', joignant u et v, contenu dans S). Donc S” est aussi connexe par arcs,

et f (SS) est un connexe compact de IR : c’est un segment.

Or |u| = || = |wl donne f(u,v,w)<3, maximum atteint pour
U=v=w.

De plus f(u,v,w) = % (||u+v+w||2—3) = g, minimum atteint

pour tout point, (de s® ) telque u+v+w = 0, etily en a car dans un
plan euclidien assimilé a €, si |ul = 1,u,juet jgu vérifient cette égalité,
donc f(S%) = [-3/2,3],si dmE=2.



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 219

Si dim E = 1, S n’est plus connexe, mais formé de deux vecteurs, ¢
et - ¢ ,donc (u,v) = 1 ou- 1etonale triplet (u, v, w) dutype (e, e¢,¢)

ou (e, e, — ¢€), ou leurs opposés, mais tout ceci donne f (SS) ={-1,3}.

5.11. Pour A dans .Z,(R), ona A = % (A+’A)+% (A-‘A), etla

matrice B = % (A-"A) est antisymétrique, donc pour U matrice ortho-

-1 - L. s 212
gonale, on aura U BU = "UBU encore antisymétrique, donc a élé-
ments diagonaux nuls. Si on a trouvé U telle que U 'A'U, avec

A = % (A +A), ait ses termes diagonaux nuls, il en sera de méme pour
U l(A' +B)U et le probleme sera résolu.

De plus trace (A) = trace (% (A+ tA)) = 0, donc on résoud le pro-
bleme avec A symétrique de trace nulle, et 13, on travaille par récurrence
sur n.

Sin =1, A = (0), matrice (1, 1) et le probléme est résolu.

On le suppose aussi résolu a 'ordre n—1.

Soit A symétrique réelle d’ordre =, de trace nulle. Elle est diagonali-
sable dans le groupe orthogonal et si A, ..., A, sont les valeurs propres,
ona,soitA; = Ay = ... = A, = 0,auquel cas A = 0 etle probléme est
résolu ; soit il existe des A, # 0, mais alors, (trace nulle), on a des A;>0
et d’autres < 0 et la forme quadratique de matrice A admet des vecteurs
isotropes non nuls.

On introduit E = R”, euclidien canonique, % = (ey, ..., ¢,) labase
orthonormée canonique, et ¢ forme quadratique de matrice A dans
cette base : elle admet €, , vecteur isotrope non nul, de norme eucli-
dienne 1.

On prend une base orthonormée % de {¢, W, (orthogonal pour la
structure euclidienne), donc %, = {€;} U & est base orthonormée de
E et P, matrice de passage de #a %, est orthogonale.

La matrice A, = P]'AP,, semblable 3 A est de trace nulle, et

—1 N Lo
comme P; " = tPl ,cest Ay = 'PIAPI , symétrique comme A. De plus
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le terme de Ila premiere ligne premiere colonne vaut
®(€1,€1) = ¢(g;) = 0, donc on a une écriture « blocs » de A; en:

A = [ fi ; ], avec A' symétrique d’ordre n—1, de trace

nulle car trace A; = 0 = trace A'.

Lhypothése de récurrence s’applique, donc il existe P', orthogonale
d’ordre n—1 telle que P', 1A'P'2 soit a coefficients diagonaux nuls.
110
0| P,
n, (vrai car P'y est orthogonale), et que :

Il reste a vérifier que P, = ( ] est orthogonale réelle d’ordre

1] 0 0L 1]0
-1
Py"APy =1 o ‘ P! ‘L ~ A’ 0P,
1] 0 0 | LP, 0 | LP,
=lo|Py' || \A‘P'z =| p;lL| PylAP,

. N 212 . : : L 1 "pr
est bien a éléments diagonaux nuls, ce qui est vrai pour P’y A'P',.

Avec A, = P7'AP,, on a finalement (P,P,)” 'A(P,P,) 2 termes dia-
gonaux nuls, avec PP, matrice orthogonale.

5.12. 1l s’agit de relier les polynémes caractéristiques de A et de B,
or det (B—Al,) est le cofacteur de I'élément de la derniere ligne et

derniére colonne de A—AI, ., cofacteur qui intervient, pour A non

valeur propre de A, dans la matrice (A-AIL,, ;)" ' que nous allons con-
sidérer, aprés avoir diagonalisé A. Allons-y !
Il existe P orthogonale d’ordre n + 1 telle que :

P~ 'AP = ‘PAP = diag (A, Ag, .., Ay,y) = D, donc:
A-AL,,, = PDP '-AlL,, = P(D-AL,, )P, et

(A-AL, ) ' = P(D-AL,, ) 'P™', ceci, pour tout A mon
valeur propre de A bien sir.



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 221

C’est donc encore :
m . t(COIIl (A— }"In+ 1)) =P dJag (, > ...)tP ,
puisque P est orthogonale.

Comme A-2AL,, ; est symétrique il en est de méme de sa comatrice,
doncily a une transposition de matrice en trop, et, en prenant I'élément
de la (n+1) ™ ligne, (n+ 1) “™ colonne, et en notant py, py ... b, 1
la derniére ligne de Pon a :

2!
det (B-AL) i
det (A-AL,,;) : ’
b1
f 2 iy 2 xn+l_7"

soit finalement, en notant y,(A) et xz(A) les polynémes caractéristi-
quesde AetB:

X ()") n+1 (pt
xi(x) Z AR

relation valable pour tout ?» non valeur propre de A.

est crois-

Sur R-{A,},lafonction A ~ —— 7 de dérivée 1 5
’~ -2
sante.
Si on suppose tous les A; distincts et les p; # 0, la fonction fest croissante

sur les = intervalles JA;,,,A;[ pour i variant de 1 a =, avec

2
lim f(A) = —oo, (C’est ce que fait (i 1) , les autres termes ayant
A= 7»1 +1 }“i +17 A
une limite finie), alors que lim f(A) = +oo.
AoA;

Dans ce cas la fonction f admet n zéros, WU, ..., i, avec, vu 'indexa-
tion adoptée, [y € JAg, Ay [, o € 1Ag, As [ ...

Comme f est une fraction rationnelle de numérateur le polynéme
caractéristique de B, de degré n, on a bien trouvé les n valeurs propres
de B, entrelacées avec celles de A.

Si les A; sont tous distincts, mais si p; = 0, le terme en ne figure

1
A=A
xs(X)

xa(A)’

pas dans la décomposition en éléments simples de or c’est un
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pole simple, donc A; est zéro de yg(A), de plus, si p;_; et p;,; sont

non nuls, la fonction fest encore croissante de — eca+ ecosur JA;, 1, A;_; [

avec )le%u f(L) existe et est # 0 si A; zéro simple de yz(A) = 0, (nulle si
—A;

zéro multiple). Dans le cas d’'un zéro simple, f s’annule encore sur
;s Ai_q [, ailleurs qu'en A;, on a donc 2 zéros de )y, et si A, est zéro
double au moinsde ¥z, onaura A, ;< W; = A; = W;_; <A;_; :lesiné
galités sont préservées.

Si A, est zéro multiple, d’ordre o, comme la décomposition en éléments
2

A=N’
sip;#0, A; est zéro d’ordre ot—1 de xg(A),

simples de f fait intervenir c’est que :

si p; = 0, A; est zéro d’ordre o au moins de Xg(A).

Finalement, on a dans tous les cas I’entrelacement voulu.

5.13. Lamatrice A est diagonalisable dans le groupe orthogonal. On sup-
pose ses valeurs propres indexées en croissant : [t < [y < ... < 1, . [l existe

donc P dans O, (R) telle que P~ 'AP = ‘PAP = A = diag (Wy, .-.r 1) -

Soit Q la matrice blocs Q = ( ](':; (1) ] : elle est orthogonale d’ordre

n+l,etona:

o) ()
011 0 1

Alb . .
Posons A, = (1"— , avec b matrice colonne d’ordre 7, inconnue,

b ¢

etB=Q_]AQ Pllo Ab P|O
1 t
0o 11)U%lc)ol1
| p! o] [AP| b)= P 'AP | P b
0 il %p | ¢ WP | ¢
(A d]
‘d c,
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avecd = P"'b = ‘P , vecteur colonne de R”, et A et B ayant méme
spectre.

On est donc ramené a traiter ’exercice avec A matrice diagonale, et
B matrice dont on peut calculer facilement le polynéme caractéristique,

xs(M) -
On a, en développant par rapport a la derniere ligne :

xs(A)

(=M w-1+

i=1

]J-l_;\' dl
.0 0 |
0 IJ-,~_\{—7\. di-l
i(—l)”””d. 0----------—- ,
=1 p’i+1_)\' 0\
O \s
R 0
w-A d,

—

on développe par rapport a la e ligne,
en (- 1)""'d,JT(-2).

j#i

Avec x,(A) = J](4;-2), on adonc:
i=1

n+l+i+n+i A
Xs(A) = (c=A)xa(A) + 2( 1)"+! (d )2 XA( ;\')
i=1

= xAO»)[ Z 12 )

i=1
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donc, pour tout A distinct des u;, ona:

xs(M) _ ;

i

"4
RO

1) (0

La fonction fde I'énoncé étant f(x) = —
(= 1)"xalx)

c’est encore :

@ f(x) =x—c—2 d

XM
St b existe, donc si d existe, 1a fraction rationnelle f admet la décompo-

sition en éléments simples donnée par @ : elle n’a que des pdles simples,
et sa dérivée étant positive, elle est croissante.

Réciproquement, si les A, sont tels que f soit croissante en n’ayant que
des poles simples, ceux-ci sont certains des W;, et f(x) admet une
décomposition du type :

n+1
H(x_}"i) n B
® ==l - _ i ,
f(x) = x+0 E’l Ty

H(x—l-'-i)

i=1

certains ; pouvant étre nuls, le coefficient de x étant 1 car :

n+1
x“l—(z Xi}cn+

i=1 . .
f ( x) = : , C€ qu montre aussi que
n
-1
x" - ( Y ui]x" + ...
i=1
n n+l

i=1 i=1

De plus, pour B, # 0, sur un voisinage de y; la fonction f(x)+ xB_lp.
—H;
estbornée ; doncsi B; était négatif, 1a fonction x — L tendrait vers

i
. - . + N .

- oosix— U, , et vers + e si x = ; , d’ou pour fune asymptote verticale

pour x = U;.
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Mais alors, les limites trouvées lorsque x tend vers y; et x tend vers
+ . . A
U; , ne sont pas compatibles avec la croissance de fsur R privé des L.
Donc les B; qui sont non nuls sont > 0.

On peut alors justifier I'existence de d = (dy, ..., d,,) , tel que @ soit

la décomposition en éléments simples de f(x). En effet, avec I'indexa-
tion donnée des U;, les d; doivent étre tels que :

si W, valeur propre d’ordre r de A, associée aux indices i+ 1,i+2, ...,
i+, est effectivement péle de f, de coefficient — B, B> 0, on doit avoir
2 ) 2
(di+ l) + (di+2) +...+ (di+r) = B P
et cette équation a des solutions,
. N A . . 2

alors que si i n’est pas pole de f, on doitavoir (d;, )" +... + (d,~+,)2
mais 1a encore il y a une solution, nulle.

=0,

5.14. On munit E = %0([41, b], R) du produit scalaire :
{u,v) = jbu(t)v(t)dt.

Pour ce produit scalaire, f est orthogonale au sous-espace F des poly-
némes de degré p — 1 au plus, (fonctions polynémes restreintes a [a, ]).

b
De plus, j f(t)dt = 0, donc f, continue, n’est pas de signe constant sur
a
]a, B[ : elle change de signe (ou elle est nulle, cas que nous écarterons).
Si f ne changeait que r fois de signe sur la, b[, en o, ..., 0,, avec
T
a<o;<..<a,<b,lafonction ¢ —s f(¢) [](¢-a;) = g(¢) serait con-
i=1
tinue, non identiquement nulle, (sinon, comment parler de changement
de signe), de signe constant 12 ou elle est non nulle, donc

b T
_[ F@ [] (- o;)ds serait non nul.
¢ i=1
En posant P(¢) = H (t-a,), sila fonction P est dans F on devrait
i=1
avoir {(f,P) = 0 : c’est génant. C’est que P n’est pas dans F, d’'our=p,
et f s’annule au moins p fois.
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5.15. D’abord, justifions la convergence de la série des x,y, , pour x
etydans E : ona 2|x||y,| < (a«:k)2 + (yk)2 ,donc (x,y) existe, et on vérifie

que E = *(R) est un espace préhilbertien pour ce produit scalaire,
espace complet en fait.

Dans cet espace, la famille des (¢™), _ 5, (™ étant la suite de terme
général nul, sauf celui d’indice » qui vaut 1), est totale, car en notant :
F = Vect {¢™,ne N}, six = (x,), .y est dans E, les =™ défi-
n o
. ; 2 9
nis par X = 2 x-e(’) sont dans F et |x - x™|* = Y (x-)q tend vers

i=n+1
0 sin tend vers l’mﬁm On comprend bien que pour vérifier la condition

finale pour tout z de E, on pourra la vérifier pour les ™, létendre 3 F
par linéarité et conclure sur E par densité.

Or,sia = (a);. .y (a e(")) = a,, et 'élément a de E cherché, et la

suite extraite des y(k) , doivent étre tels que, pour tout n de IN,
(a, e(")) (k) (”))

a, = hm (y
= lim y

on est ramené.a une « convergence simple » par rapport aux indices des
termes généraux des suites et 13, le procédé de la suite diagonale va
Servir.

D’abord, il existe une constante M >0 telle que :

+ oo
Vke N, Z (::cgtk))2 <M, (cest "x(k)"2 <M); donc, a fortiori,
n=0

Vke N, Vne N, k| < /M
La suite des (xf)k)) ren €st bornée, A valeurs dans K = [- /M, M
. . . 9o (k)

compact, donc admet une suite extraite convergente, notée (x

. (k)
eton pose g, = lim x;, .
k—+oo

)kelN

. . 9o(k) R N
Puis, la suite des (x; ),y est 2 son tour a valeurs dans

[- J_ JIT/I] compact, donc admet une suite extraite convergente,

Pg o9y (k) . 9go ¢y (k)
notée (x; e, €tOnpose a; = lim x, .
k=400
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On peut itérer ce raisonnement, et, en partant de la suite des
Qpo@Py0...00, (k) . N
(xl,0 ! -1 ke > a valeurs dans le méme compact [- /M, /M],

0..0 (pp(k)

. . L) .
en extraire la suite des (x, ke N» qui cOnverge vers a, .

Considérons alors la suite a = (a,,) e N ainsi construite, et la suite

®

des (y"')pe m, extraite de la suite initiale, par le procédé de la suite

. PgoPro...00,(p)
diagonale, en posant y(p Yo LA

k Pgo@Py0...00, (¢ 0.0, (k)
Pourtoutk=p,onay® = x ° prpel ¥, et, en posant

K = ¢,, 0..00,(k), comme les ¢; sont strictement croissantes, (sui-

tes extraites), ona Lim & = + oo, etle p'™ terme de y* est tel que

k—+o0
. k) . (P0°~~'°(Pp(q>p+] °-~~°‘pk(k))
lim y% = lim «
k—+ eoyp k= +o 4 ?
= K @po...0 (pp(k') _
= % = G

soit, avec les notations du produit scalaire :
lim (y®, e?y = (a,e?.
k=400

Si on justifie l'appartenance de a a E, on aura aussi la condition finale
vérifiée pour les (e ))p eN.
Si on repart de I'inégalité :

+ oo
9
Vke N, Y (x;k)) <M, on a, a fortiori :

n=0

N
Vke N,VNe N, 3 (<)’ <M,
n=0
donc, avec k = @y 0 @, 0...0@y(l), ! étant quelconque dans IN, on a :
N ©go Py o...0o0N () 2
Vie N,VNe N, Y (x, )
n=0

et, dans cette somme finie, on peut faire tendre [ vers + o, mais alors :

=M,

@o(@r0...0 ‘PN(I))
% tend vers a; ;

@0 P(Pgo...0opN(d)
% tend vers a; ;
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et plus généralement, pour chaque n <N,

©g0...00, (9, 10..0 on(D)
x, tend vers a,, .

N
A la limite on obtient : 2 (an)2 = M, et ceci pour tout N de IN, donc
n=0
Ia suite @ est bien dans E = I*(R).

Il reste a conclure. Avec la suite a ainsi définie, et les y(k) de E, tels

900 .. 0@y (k)
que y(k) =X 0 k

e

, nous avons justifié que, pour chaque élément
deE,ona:

lim (5", e?) = (a,6?).
k—+oo

Par bilinéarité du produit scalaire, on a également :
. (k)
lim {(y",z) = (a,2),
k— + o0

pour tout z de F = Vect {e("),p € IN}.

Enfin, on a vu que I'adhérence de F est E, donc, avec ze E, on a:
Ve>0, 32'e F tel que |z—=2 <& ; onaalors:

Vk e NN, (y(k) —-a,z) = (y(k) -a,z—-2) + (y(h) -a,z),dou:
3™, 2 = (a, D] = [(x® - a,2)
ly®
< (Iy®l +lalye + ¢z, 2y - (a, ).

Or, au méme £>0, on associe k, tel que, VE=k,, on ait

I

—aflz- 2] + (5" - 2, 2))|

I(yk, z) —{a, z')| < ¢, (propriété finale vérifiée pour les z' de F), et
comme “y(k)“ <M, finalement on a :

Vze E,Ve>0,3k e N,Vk =k, l(y(k), 2) —{a, z)l < (1+M+|ale :
ceci traduit bien I'égalité :

lim (y*®,2) = (a,2),
k> +eoo

valable maintenant pour tout z de E.

5.16. On peut s’attendre a trouver une condition du type: f(¢),
(vecteur) doit avoir une direction fixe. Onnote { , ) et | | le produit
scalaire de IR", et la norme associée.
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Pour ¢ dans [a, b], on pose f(t) = (fi(?), ..., f,(t)) , et on suppose que
b b
I'on a ||Lf(t)dt = L||f(t)||dt.
Si on introduit un vecteur unitaire u = (uy,...,%,), tel que

j: f@de = “.[: f (t)dt”u = (J:II f (t)lldt)u, ce vecteur u est unique si

b
I f(@)dt#0, quelconque unitaire sinon, mais dans ce cas,
a

b
I If(Hllde = 0, avec ¢ — | f(¢)l continue, donc la fonction f est iden-
tiquement nulle. On la suppose non nulle par la suite. On a :

[ rodsu = [ f(t)dt“(u, uy = “j: f(t)dt|

b
J | f (®)ld¢ d’'une part, mais aussi :

é (J:ﬁ(t)dt) u

i=1

b n
J (z fi(t)ui]dt , par linéarité de lintégrale,
a
i=1

d’ou en fait I'égalité :

J:"f(tﬂl dt = j: (f(2), wydt, ou mieux :

[Ldr @l - <o, ude = o.

Comme u est unitaire, par I'inégalit¢é de Cauchy Schwarz on a

o) = IfOI-f@),uw = IfOlllul - (f(#), w) qui est fonction conti-

nue de ¢, a valeurs positives ou nulles, d’intégrale nulle, donc cette fonc-
tion est nulle et, pour tout ¢ de [a, 8], |f(Dlllull = (f(t), w), donc les
vecteurs f(¢) etu sont liés, et comme u est unitaire, il existe, pour tout
t de [a, b], un scalaire A(t) tel que f(t) = A(t)u.

Onaalors [0 = MO = If@llull = (f@), u),
= (Mo)w, uy = A@)ul® = M),

donc A(t) est a valeurs positives ou nulles, d’ou A(t) = [ f(?)l, avec u
vecteur unitaire choisi au départ.
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Réciproquement, si la fonction f est du type ¢ ~ || f(D)llu, avec u vec-
teur unitaire, on aura :

b b
J' f(Hde = (I If (t)IIdt)u, avec wu vecteur unitaire, d’ol

“be (t)dt“ = Ib If (Ol dt, puisque ce scalaire est positif.

5.17. L'opérateur u étant symétrique défini positif est injectif, donc
pour x#0,ona u(x) #0 et @(x) existe.

Comme {u(x),x) est la valeur prise par la forme quadratique ¢ de
matrice U celle de u dans une base orthonormée de E, donc U définie
positive, cette valeur est strictement positive.

Par Cauchy Schwartz, ((u(x), %)’ < [u(x)|*|x|*, on a @(x) <1,
borne supérieure atteinte pour n’importe quel vecteur propre de u.

.. , p . 4 .
Enfin, en divisant numérateur et dénominateur par [x|”, on obtient
ox) =@ (Il_xﬂ) : les valeurs de ¢ sont celles prises sur la sphere unité S
de E, compact de E, (fermé borné en dimension finie). Comme ¢ est con-
tinue sur S, (finalement, c’est une fraction rationnelle par rapport aux
coordonnées de x dans une base, fraction dont le dénominateur ne
s’annule pas pour x # 0 ), la fonction @ estbornée sur S, (donc sur E\{0}),
elle atteint ses bornes, en particulier sa borne inférieure, atteinte, est
strictement positive, et sa borne supérieure vaut 1 et est atteinte aussi.

5.18. a) Qui dit minimum atteint pense continuité sur un compact.
Soit donc a fixé dans E, et x, dans I, A = T'N%(a, |xo—al]) est un
fermé, (I" fermé, donc A intersection de fermés), borné puisque la boule
fermée I'est, donc un compact de E, espace vectoriel normé de dimen-
sion finie.

‘Comme x — [x—al = d,(x) est continue, (1.lipschitzienne grice a
I'inégalité triangulaire), d, atteint sa borne inférieure sur A, compact
en un point b de A, (donc de I'), et cette borne inférieure est aussi celle
de d, sur T, les x exclus étant plus loin de a que x;.

b) Vérifions d’abord que, si I" est un céne convexe fermé, le point b
oul la borne inférieure est atteinte est unique. Si on avait b et b’ de T tels

que |b—al = ||’ ~a| = d(a,T), le milieu ¢ = % (b+0') du segment
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[5,0'] est dans I, et dans un plan affine contenant g, b et &', on a, (trian-
gle isocele oblige) :

la—- cl[2 = la-28|%- % = b'||2 < (d(a, 1“))2 , ce qui est exclu.

Le reste est une propriété des convexes en euclidien.
Supposons d(a, ") atteinte en b de T, convexe.

Soit u dans T, pour tout ¢ de [0, 1], (1-2)b+tu = b+t(u—5b) est
dans I', donc :

la- 8" <la-b-t(u-b)l*
<la-bl*-2t{a~b,u—0b) + *lu—b|*, don
2t{a—bu—by < t|lu—b|>.
On simplifie par ¢>0 et on fait tendre ¢ vers 0", d’ou :

{a—b,u->0)<0,
et ceci pour tout u de I".

o . +x
Comme de plusT"estun céne,sixe T, bT estdans T, et, par homo-
L. .. b+x ..
thétie positive, b+x = 2 - 5 = u est dans I' ; avec ce u particulier,

u—b=x,dou (a-b,x) <0 ou (b—a,x) =0, pour tout x de I'.

Par ailleurs, I'inégalité (a—b, u—b) <0, valable pour tout v de T’
donne (a-5b,b) <0, (u=2b) et aussi {a—b,— b) <0,(u=0) dou
{a—b,b) = 0.

Réciproquement, si T" est un convexe tel qu’il existe & dans I" vérifiant
(b—a,b) = 0 et, Vxe T, (b—a,x) =0, T étant un céne, montrons que
la distance du point a et de I" est atteinte en b. Soit x dans I', on a :

{a—-b,b-x) = {a-b,b)—{a-b,x) =0, dour:
la-x* = la=b+b-x|?

2 2 2
= la-8l"+2¢a-b,b-x) +[b-x|" = la-5",
et la distance de I" au point a est bien atteinte en b.

5.19. a) Six ety sont de méme norme, 3%2 et x_;z sont orthogo-

naux, donc f(%2+x—;2) = f(x) =f(’%2)+f(x—;2). Mais on a

aussi, f étant paire, f (x_;z) =f (%C) d'ou :
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F(5E+2%) = 1o = £(352) 7 (22) = -

Les bases orthonormées jouant un réle important dans les espaces
euclidiens, soit % = (ey, o, ...,¢,) une base orthonormée de E et

n
x = Y xe;, décomposé dans cette base.
i=1
n
Les x,¢; étant deux 2 deux orthogonaux,onadéja: f(x) = Y, f(xe;),

i=1
>
et,les ¢; étant tous de norme 1, lesimages f(e;) sontégales : notons k cette
. , 2 s 2
image. Onsent qu’en ayant f(x;¢;) = % f(e) = % k,on récupere [x]|~ en
facteur, donc on vajustifier que, pour A réel, f(Ae;) = A2 f(e).

Pour cela, on va utiliser la continuité de £, (un réel est limite de ration-
nels) et la dimension = 2.

Soit A réel et ¢ entier naturel, montrons que : f(J/ghe;) = qf(\e;),
pour tout ¢ < n, en procédant par récurrence.

Si ¢ =0, cest f(0) =0, vrai car Vxe E, (x,0) = 0 donc
fx) = f(x+0) = f(x)+ f(0).

Légalité cherchée est aussi évidentesi g = 1.

On la suppose vérifiée pour g. Soit un indice j#i, les vecteurs
Ng+1de; et Jt}?»eﬁ?\,ej sont tous deux de méme norme, de carré

(g+ 1)A® par Pythagore, donc ont méme image, avec J/ghe; et Ae;
orthogonaux, d’ou :

F(Jg+1he) = f(Jghe;+he)) = f(Jghe)) + f(he;)
= qf(Ae)) + f(Ae))

par hypothése de récurrence.

Puis, Ae; et lej , de méme norme, ont méme image, d’ou:
f(Jg+1he) = (g+1)f(Aey).

Onabien f(J/ghe;) = qf()e;), pour tout g entier naturel, pour tout
A réel. Avec A = — , ceci conduit a I'égalité f (i) -1 f(e;), pour g

Jq Je 1

dans IN*.
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Mais alors, si 7 est un rationnel positif, écrit sous la forme r = 14 s
q

(p,9) € NXIN*,0na:
sdred = S(B (3 o)) = 21( @) = 8 seo = 21,

et pour JA réel positif, avec (7,), . v, Suite de rationnels convergeant
vers A, par continuité de f, on aura :

f(he) = Tim f(fre) = lm rf(e) = Af(e).

En posant J/A =y, on a finalement, pour tout p réel positif,
f(ue) = p.2 f(e;), et par parité, (en ) des deux membres, pour tout
réel, f(ue,) = W2 f(e).

n
>
Avec x = Y x¢;,et k = f(e;), vecteur constant par rapport i, on
i=1

obtient alors :

Y, f(x;e,), (orthogonalité des x;),

i=1

S(x)

3, ()% = I’k
i=1
b) On va cette fois, prouver par récurrence sur ¢, que pour tout x de
Eetgde N, f(gx) = qf(x). Cest vraisi ¢ = 0 ou 1. Si on suppose
f(gx) = qf(x), soit y orthogonal a x, de norme |y| = Jt}llxll , (y existe
dans I'orthogonal de x car dim (E) = 2).
Ona:
flgx+y) = flg)+ f(y) = ¢f () + (),
et aussi, (x et — y orthogonaux) :
flx—9) = f(x)+ f(—y) = f(x)—f(y) car fest impaire.
Or (gx+y,x-9) = qlxl®~Iyl*, car (x,9) = 0,
= 0, puisque [yl = g,
donc :
flgx+y)+(x—9)) = f(gx+y)+ f(x—y) = (g+1)f(x), soit:
f((g+1)x) = (¢+1)f(x), la propriété est récurrente.
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Comme f est impaire, pour tout gde Nona:
ez f((-q)x) = - f(gx) = — qf(x, dou f(gx) = qf(x) pour tout q
eZ.

Avec ¢ dans Z*, f(q-g) = f(x) = qf(’—‘;), d’ou f(g) = ‘—if(x) ;

puis, si v = b estdans @, ona:

1
fr =f(p2) =2 (2) = (5 1) = 7700,
et par continuité de f et densité de ® dans IR, on a :
V(A x)e RXE, f(Ax) = Af(x).
Soient alors x et y dans E, non tous deux nuls, x# 0 par exemple,

alors z = y—<“—x’"%>- x est tel que (z,x) = 0, donc
X|

flx+y) =f((1+<“—x’"-1>) x+z)

- f((l +"—"%>) x)+f(z)

X

= (1+ %ﬁ)ﬂm+ﬂ@

= f)+ %ﬁf@ﬂf@

(59
= f(x)
/ +f(nn
(%, 9)

avec TII% x et z orthogonaux, donc tels que :
X

f(i4ﬁx )=f(i4ﬁ X+ 1@,

L x)+ £,

<l Il
=)
On obtient finalement I'égalité f(x+y) = f(x)+ f(y), ce qui justi-
fie 1a linéarité de f.
c) En décomposant fen g+ h, avec g(x) = M , fonction

paire, et k(x) = M , fonction impaire, on peut constater que



Exercices de Mathématiques spéciales — Algébre 235

g et k vérifient la méme hypothese que f. En effet, pour % par exemple,
si (x,9) = 0,ona

2h(x+y) = f(x+y) = f(=x-)
= f@)+fO)-(f(=%)+ f(=))), car (-x,-y) = 0,
=f )= f=x)+ ()= f(=2)) = 2(h(x) + (y))-
Il en est de méme de g.

>
Mais alors f est du type f(x) = u(x)+k||x||2, avec u application
linéaire de E dans E.

22 22 2
5.20. Ona q(xi +yj) = pspo(p1(xi +y5)) = pspo(xi)
(x 2 x '?) x 2
= — i +— = — 7.
> > >
DoncIm q = Rj,Kerq = {yj ;ye R} = Rj.

Comme I'adjoint ¢* est p} pa ps = pipsps , les projections orthogo-

nales étant des applications auto-adjointes, car de matrice symétrique
dans une base orthonormée réunion d'une base orthonormée de

I'image et du noyau), on a, en échangeant les places de p;, et ps,

% 2 % L L
Im ¢g* = Ri = Ker ¢* = (Ker¢q)” = (Imgq)™.
Généralisation

k k
a) Sixe Ny = NN; = M Ker (p;-id), on a p;(x) = x pour tout

i=1 i=1
i,donc q(x) = pop,_10..0p(x) = x et lg(x)| = || .
Soit p un projecteur orthogonal, on décompose x en: x = u+v,

ueKerp,velmp = (Kerp)l.

Alors [[p(x)]® = lo]® < |a® = [ul® +[lv]?, etil y a égalité si et seule-
mentsix = velmp.

Si on suppose que x € N, on peut introduire le plus petit indice ¢,
tel que x¢ N; . Pour i<iy,s’ilyena, pi(x) = x etona:

q(x) = Pk o ... opi0+ l(pio(x)) ’
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avec "pio(x)" < x| , puis, en posant x' = p,-o(x) , |

Piy+ 1(x')“ < |x| et, fina-

lement, lg(x)] < x| <[lx] . On a bien (x& No) & gl = [l
b) Onavuque xe Ny= ¢(x) = x, dou Ny Ker (¢—idg).

Si x e Ker (g—-idg), ¢q(x) = x, donc [lg(x)| = ||, et I'équivalence
du a) donne alors x € N, .

Donc N, = Ker (g-idg).
Comme ¢* = p;*o...op,* = p,o..op,, les N; étant les images

1

des projections orthogonales p;, on a Ker (¢*-idg) = MN;, et
i=k

Iindexation décroissante ne change pas Ulintersection, d’ou

Ker (¢* —idg) = N, aussi.
¢) On sait que Ker (¢* —idg) = (Im (¢— idE))l = Ny, puis que :

E = Im (¢—idg) ® (Im (g—idg))”*

Im (¢-idg) ® Ny = Im (¢ —idg) @ Ker (g -idg).

d) Soit une suite (x,),., d'éléments de E, avec |x
i o = 1

<1 et

On a vu au a), que pour tout x, [g(x,)|=<|x,]|. On a ici
lg(x,)| < ||%,] <1, d’otr également lim |x,| = 1.
n—>+00
Supposons que 'on n’ait pas lim |(¢-id)(x,)| = 0. Alors Ja>0,
n—+oo

Vng, In = ng, |g(x,) — %, = o. On peut extraire une suite x', = x
telle que, pour tout =, |g(x',) -x',|| = a.

o(n)

Cette suite (x',), .y, dans le compact Z(0, 1), admet une suite
extraite des x", = &'y(,) = Xgoy(n)» QUi cOnverge vers y, de norme 1 car

dim ] = gyl = 1.

Comme ¢, linéaire en dimension finie est continue, on a aussi
gl = lim [9(xg 0y = 1, donc llg(y)ll = lyll et y est dans N,
n o

(d’apres le a), avec Ny = Ker (g —id), (voir b), donc ¢q(y) = y.
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Mais, pour tout z on a:
[qC") = 2" = [|g(x'y(n)) = *'ymy] = @, 212 limite [lg(y) -3l = >0,
ce qui contredit g(y) = y.
On a justifié, par 'absurde, que lim |(g-id)(x,)| = 0.
n—>+oo

5.21. Il y a d’abord un probleme d’existence de B : il faut justifier
que I - A estinversible, donc que A, antisymétrique n’admet pas 1 pour
valeur propre.

On peut par exemple dire que H = iA est hermitienne, donc de
valeurs propres réelles, d’ou les valeurs propres de A du type ia avec a
réel, ce qui exclut 1.

On peut aussi, directement, remarquer que si A est valeur propre de A,
avec X vecteur colonne tel que AX = AX, en transposant on a

X(-A) = AKX = - XA, dot: XAX = K(AX) = X(AX) = M(XX),
mais c’est aussi: (tXA)X = - AXX, don 2AXX = 0, et comme

XX = ||X||2 , (norme euclidienne canonique de R"), c’est non nul pour
X#0,doul = 0 seulevaleur propre réelle.

Si on forme alors ‘BB ,ona:
‘BB = {I-A) " {0+A)T+A)I-A)""
(I+A) "I-A)T+A)(I-A)",
et comme I-A et I+A, polynbmes en A, commutent, il reste
‘BB = (I+A) '(I+A)(I-A)I-A)"' =1, d’ott B orthogonale.

Réciproquement, si B est orthogonale, et si on peut trouver A antisy-
métrique telle que B = (I+A)(I-A) ! , C’est équivalent a avoir:
B(I-A) =I1+A ouencore: B-1 = (I+B)A.

Supposons 1+ B réguliére, et soit A = — (I+B)~ '(1-B). La matrice
A est antisymétrique, car :
‘A= - (I—‘B)(I+tB)_1, avec B orthogonale, donc telle que
B =B, dou:
(1+B)(I-B) = I+B-"B-BB = B-'B, etaussi:
-(1-B)1+B)=-1+B-B+BB = B-'B.
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Mais I'égalité :

(1+B)(I-‘B) = — (1-B)(1+'B) conduit 3 :
(I1-'B)1+‘B)” | = — 1+B) "(I-B), soit encore 2 :
-'A = A.

Si I+B nlest pas réguliere on ne peut pas conclure, par exemple avec
B = -1, orthogonale, si A antisymétrique vérifie 1égalité

B = (I+A)(I-A)"", onestconduita — (I-A) = I+A soita 21 = 0,
ce qui est curieux.

Dong, si B est orthogonale, telle que I + B estréguliere, on peut trouver A
antisymétrique, (A = — (I+B)™ '(I-B)), telleque B = (I+A)(I-A) .

5.22. Linégalité ¢, < gy signifie que, pour tout x de R", on a
ga(x) < gg(x), ou encore, si X est la matrice colonne des coordonnées

de x dans la base F fixée dans R" pour associer ¢, et gz aux matrices

A et B, que ‘XAX < XBX.

Les matrices symétriques étant positives, leurs déterminants, (pro-
duit des valeurs propres) le sont d'ou, si det A = 0, l'inégalité
0 = det A < det B vérifiée.

Si det A>0, A, définie positive, définit un produit scalaire, et on
peut réduire simultanément A et B: il existe P réguliére telle que
‘PAP = I, et 'PBP = diag (A, .., A,) avec, si @ = {g,..,€,} estla
nouvelle base, A; = gp(€g;) = g,(g;) = 1.

Donc, on a (detP)’detB = [T2=1 = (det P)? detA, dou,
i=1

comme (det P)2 >0, I'inégalité voulue : det B =detA.

5.23. a) La réflexivité (A<A) et la transitivité, (A<B et
B = C= A = C) sont faciles a vérifier. Justifions I'antisymétrie.

Si,pourAetBdeE,ona A<B et B=< A, pour tout vecteur colonne
X de ., ;(R) on a XAX<'XBX et XBX<'XAX, dou

X(A-B)X = 0 en fait, et la forme quadratique de matrice symétrique
A —-B étant nulle, c’estque A-B = 0,dou A = B.
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b) Soit B € E, une matrice symétrique qui majore les A, . Pour une
matrice colonne fixée dans ., |(R), en posant :
0x(X) = XAX, la suite des réels (¢,(X)),.p est croissante,
majorée par XBX, donc convergente. On note ¢(X) sa limite.
En fait ¢ est une forme quadratique car, VA€ R, VX e .Z, (R),
O(AX) = Lm ¢,(AX) = lim A%9,(X) = A% lim ,(X) = A76(X), et
k—+oo k—+oo0 k—+e0
¢ définie par :
1
PXY) = 7 (0(X+Y)-0(X-Y)),

est bilinéaire, car c’est encore :

.1 . .
OX,Y) = lim i (0:(X+Y)-09,(X-Y)) = lim @,(X,Y), si
k— + o0 k—+eo
¢, est la forme bilinéaire symétrique associée a ¢, . Le c6té bilinéaire
de @, étant préservé par le passage a la limite, le résultat en découle.

Mais alors ¢ est une forme quadratique, et si A est sa matrice, en

notant (e;,..,e,) la base canonique de R", on aura
oy = o(e;, ej) hm (pk(el, e ) = hm (x(] ) , en notant a( ) le terme de
lai "€ ligne,j ¢ colonne de A,. Donc, dans la topologie induite sur E

2
par celle de R" , (espace vectoriel normé), ona lim A, = A, avec A
k—+o0

matrice symétrique.

- P 2
c) Pour x € [0, 1], on vérifie par récurrence que P, (x) < x et quela
suite est croissante.

Comme P, = 0,x—Pj(x) = x= 0 donc P;(x) = Py(x), et
i Py(x) = o= Po(x) — 5 (S5~ Po(x) (/5 + Po())

x+ Po(x)).

= (Jr- Py (1- 255

P
OnaOsPo(x)sﬁsI:M

duit de deux nombres positifs, sur [0, 1].

<1, et J;c—Pl(x) est pro-
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Si on suppose 0 <P, (x) < J;c <1l,ona P2(x) <x,dou:

P, 1x) = n(x)+ (%= P3(x)) = P,,(x), puis :

=Py 1(5) = N7 Py(0) = 3 (i P () (o + ()

= (-2, (1 —M)

C’est encore un produit de deux nombres positifs puisque :

«/;C"'?Pn(x) 2«/;7 f <1.

La suite P (x), croissante majorée converge, sur [0, 1], et la limite
vérifie I(x) = l(x)+% (x—l2(x)), donc I(x) = Jx. On retrouve une
étape classique d’une justification du Théoréme de Stone Weierstrass.

d) Comme A, dans E, est diagonalisable dans le groupe orthogonal,

il existe Q orthogonale d’ordre n sur IR telle que A = QDQ_l avec
D = diag (A, ..., A,), les A; étant dans [0, 1].

Comme A’ =QD'Q” ', il est facile de voir que
P.(A) = Q'P,l(D)Q:l avec P,(D) = diag (P,(Ay), ..., P,(X,)), qui a
pour limite, si k tend vers 'infini, la matrice diag ( A/7T 5 e ﬂ,) ,vule c).

Donc lim Py(A) = Q diag (s s JAQT
= Q diag (,/A}, - JA,)'Q = B,

est symétrique, positive, et B® = QDQ-_l = A : la suite des P,(A) a
pour limite « /A » si 'on peut dire.

5.24. a) La matrice A, symétrique réelle, est diagonalisable. Si
Ay, ..., A, sontles valeurs propres distinctes ounon de A, cellesde I, - A

sontles 1 -A;,etona 1-2A;,>0 pour tout i. De plus I, — A est inversi-
ble, et on al'identité :

@, +A+A%+ .+ A1, -A) = (I,-AY), dou:
L+A+A%+ +AY 1= (1 -A) ' -AYq, -A)!
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2p-1
Le nombre réel u, = Z (trace A ) est dong, (linéarité de la trace),
k=0
trace (I,— A)” ' - trace A”(I, - A)™"
Mais, (invariance de la trace pour des matrices semblables), dans une
base de diagonalisation de A, A est semblable a2 A' = diag (A, ..., A,),
donc I,—A est semblable a I,—A' = diag (1-24,..,1-4,), et

(I,—A)"' 2 diag ( ) et A? 3 A% = diag O, .., AY),
d’ou en fait :
n 2p

-1 i -1
u, = trace (I,-A) - Y 1_7\’.$trace (I1,-4)

i=1 ¢

La suite des u, est donc majorée.

b) On suppose cette fois A a coefficients positifs. Donc les traces des

k . . .
sont des nombres positifs, la suite des sommes partielles

A

q
S, = z (trace AY) est croissante, majorée, (S ¢S Ugg, 1 par exemple),
k=0
A1 k s 2
donc la série des trace (A”) converge, et son terme général tend vers 0.

En particulier klim (2 (hi)QkJ = 0, donc chaque |\ est stricte-
—> + oo i=1

ment inférieur a 1.
Le rayon spectral p(A) étant <1, il suffit alors de savoir que
(In-A)_l = 2 A, (passez 2 la limite dans Iidentité

k=0
A, -A)IL,+A+..+A) =L -A""",  avec A"  du type

INARES Q( diag (?»‘{”, ...,7»;’“))Q‘1, Q orthogonale), pour en

déduire, chaque A" étant 2 coefficients positifs, que (I, ~A) ! esta
coefficients positifs.

5.25. Soit & = (ey, ..., ¢,) une base orthonormée de vecteurs pro-
pres de C, (symétrique réelle), pour les valeurs propres A, ..., A,, .
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n n n
Six = Y xe; estdenorme 1,ona % =1,etC(x) = Y, Aixe;

i=1 i=1 i=1
étant connu dans une base orthonormée, on a :

ICEI® = 3 M) @) < (PC)* Y, (x)* = (p(C))*,

i=1 i=1
d’ou |l|Cll| = sup {IC)Il ; I =1} < p(C).

Puis, si p(C) = |7»i0| , on a "C(eio)" = |7\.i0| <|||Cll|, d’ou I'égalité
cherchée.

En fait, il faut faire un détour par les espaces hermitiens pour la suite,
en remarquant que, pour le produit scalaire hermitien canonique sur

C", et pour H matrice hermitienne, on a, avec la méme justification :
p(H) = [IHI]I.

Soient A et B dans .#,(IR), et A une valeur propre, (réelle ou com-

plexe), de AB, et X € .4, {(C) un vecteur colonne tel que ABX = AX.
Ona:

2IXI? = AR(AX) = (ABX, ABX)

= (BX, AA(BX)) = (BX, ‘AA(BX)),
car A est matrice réelle.

Comme H = ‘AA est symétrique réelle, donc hermitienne, on a :
M2IXI® < BXI|'AABX)] < BxI|[‘AAlllIBX] ;
or ['aAlll = p(AA), et IBX|? = (BX, BX) = (X, BBX), d'otr :

MPIXI® < p(AA)K, (BB)X) < p(An)IXII'BBIIxI,
car B aussi est réelle, et finalement, on a :

IMIXI® < p(‘AA)P(‘BB)IXI®.

Comme on peut prendre X non nul, il vient A2 < p(‘AA)p(‘BB), et
en passant au sup des modules des valeurs propres, on a bien :

(P(AB))” < p(‘AA)p(‘'BB).

5.26. Sur E euclidien, les endomorphismes symétriques étant diago-
nalisables dans le groupe orthogonal, on peut déja choisir une base
orthonormée de vecteurs propres pour b. En notant A et B les matrices
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de a et b dans cette base, on prendra B = diag (u, ..., 1,), d’ou

1 B
A

& = diag (eLl

De plus, il existe P matrice orthogonale, de terme général p;;, telle
que PT'AP = diag (A, ..., A,), dou PP = diag @ e™, et
P~ (¢*A)P = diag (ex‘xl, ex"xn) . Par linéarité de la trace, on a :

b b
trace (¢“(a—b)—e”+¢') = trace ¢”a — trace ¢”b — trace ¢” + trace ¢

n
7"1’ a b
Y e ‘(A;—1)—trace ¢"b + trace ¢,
i=1
. s . b
et il nous reste 2 évaluer les traces de ¢”b et de ¢ .

n

. " o
La derniére, c’est 2 e ’, le travail sérieux va concerner la trace de
a j=1
eb.Ona:

trace (¢°b)

trace (eA diag (K, .., Uy,))
trace [P~ '(¢*PP™ " diag (1, ..., 1,,))P]

A A,
trace (diag (¢ ', ...,¢ ")P" " diag (4, ..., L,)P).

Si on note respectivement : diag (K, ..., L,)P = (o)) ;
P! diag (K, -, U)P = P diag (Ky, ..., 0, )P = (Bij) >

A A
et diag (¢ ,...e )P diag (M, .... u,)P = (Y;), on doit évaluer la
somme des ;.

1

A A
Onay;=e¢ B;=¢" Y ppty;
k=1

A&
e Y pri(Mabrs)
k=1

}"i " P4 ’ N
e’y (pki)guk’ d’ou:
k=1

trace ¢’b = Y, el{ Y (pki)guh}

i=1 k=1
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On comprend bien qu’il faut éliminer les p,;, ce qui peut se faire
parce que la matrice P est orthogonale, et pour cela il faudrait factoriser

A
« - pas possible, ou ¢ * si on intervertit les sommations : pas possible.

Mais en fait on peut se rappeler qu’on cherche une inégalité, donc on
va minorer I'expression cherchée Ona:

trace (e’(a—b)— ¢’ +¢’) = 2 (A1) + Z =YY wmbn)’
i=1 i=1 k=1
, Pour fa.ire intervenir I'aspect « matrice orthogonale » qui nous donne

Z (prs) k, = 1, et comme, pour comparer deux sommes, c’est plus facile si

elles sont indexées de la meme fagon on va écrire, (P étant orthogonale) :

n n

Z - Y, e 2 l"'k(sz
i=1 k=1

n

T MY Bt TS mapn’

k=1 i=1 i=1 k=1

> X (Pki)Q(euk— P«keki),

i=1 k=1

A
et étudier les variations de la fonction f;:x — & —xe ', de dérivée
A
f'i =€ —e ', positive pour x> A, négatlve si x <A;, ce qui nous donne

un minimum valant f;(};), soit e h -A; e

On a donc ¢ —p,e = ¢ (1-1,), inégalité que l'on multiplie par
(Pki) ,d’ol, en sommant

Ze Ze Zuk(l’kz) /Ze (1- 7»)[2(1’1” ]
k=1

i=1 k=1 i=1
[ S

=1
n A
=Y e'(1-1y,

i=1
d’ou I'on déduit :
trace (¢*(a—b)—e* +¢") = Ye' -1+ Ye'(1-1) =
i=1 i=1
s’en est fallu de peu !
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5.27. Il s’agit d’une question de calculs. On a:
n-1n-1
g Xy_1) = D, Y (0,00 — 0L, 0, )x;x;, expression que
i=1j=1
I'on coupe en deux, en factorisant o.,, dans la premiére pour obtenir :

n-1n-1 n-1n-1
Gy oo Xy 1) = Oy Y 20(1] = Y Zanja XX
i=1j=1 i=1j=1

La premiére somme, si on introduit X = (x, ..., x,,_1, 0) , vecteur de
R", c’est exactement :
n n
Oy Y, D, 02X,
i=1j=1
puisque, si i = n, (ouj=n),x; = 0, (ou x; = 0).
En notant {¢;, ..., ¢,} la base canonique de R", c’est donc encore

q(e,)9(X) -

La deuxiéme somme se calcule en :

n-1 n-1 n-1 n-1
i=1 j=1 Jj=1 i=1

Si on note ¢ la forme polaire de ¢, on a a,; = ¢(e,, ¢;) , donc cette
somme est encore, avec x,, = 0 :

n 2 n 2
(2 xj(P(em ej)] (‘P (ens 2 xjej)J
j ;

=1 j=1

(0(e, X)),

si bien qu'avec X = (xy, ..., %,_1, 0), on obtient :

g % 1) = 4(e)9(X) ~ (9(e, X))

C’est le moment d’aller chercher Cauchy-Schwarz par la main, et de
se rappeler que (¢(e,, X))2 < g(e,)q(X), puisque ¢ est positive, pour
obtenir ¢' positive.

De plus, si ¢'(xy, ..., x,_;) = 0, on a égalité dans l'inégalité de Cau-
chy pour ¢ définie positive, c’est que X = (xy,..,%,_1,0) et
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e, = (0,...,0,1) sont liés, donc avec X = o -¢, il n’y a pas le choix :
o = O,d’oﬁxl = x2 ==X, 1 = 0.

. . (e . -1
En conclusion, ¢4' est bien définie positive sur R" ™" .

5.28. Si, pour x ety dans E, on pose :
f(x7 }’) = ¢(a)(P(x, y) - (P(d, x)(p(aa J’) >
il est clair que f est bilinéaire symétrique et que F(x) = f(x,x), douF
forme quadratique de forme polaire f.
On aura x dans le noyau de F si et seulement si, pour toutyde E, ona :
0(a)o(x, y) - ¢(a, x)¢(a,y) = 0.

Commencons par le plus simple. Si a est dans le noyau E’ de ¢,ona
¢0(a) = 0, et 9(a,y) = 0 pour touty, donc la condition est vérifiée pour
tout x de E : le noyau de F est E entier. D’ailleurs dans ce cas F est nulle,
ce qui se voit des le départ.

Puis, si a est isotrope, sans étre dans le noyau de ¢, il existe y, dans E tel
que ¢(a,y,)#0, et si x est dans le noyau de F, on doit avoir
- ¢(a,x)9(a,yy) = 0, dou ¢(a,x) = 0. Mais réciproquement, si
®(a,x) = 0, pour tout y de E on a bien :

f(xy) = - 9(a,%)¢(a,y) = 0,
donc dans ce cas, le noyau de F est {a}’, conjugué pris pour ¢.

Enfin, si a est non isotrope, la droite vectorielle D = Ka, (K corps de
base) est alors sous-espace vectoriel de dimension finie, non isotrope,

donc E = Ka@{a}o.

Si Z = (e;);.; est une base de {a}o, Zou{a} en est une de E, et

on aura x dans le noyau de F, si et seulement si, pour tout élément y de
Fo{a},ona:

¢(a)(P(x, y) - (P(a, x)(P(a, y) = O 3
ceci par linéarité en y de I'expression.

Pour y = a, on doit avoir ¢(a)@(x, a) — ¢(a, x)d(a) = 0, ce qui est
vérifié, et si y est I'un des ¢;, on aura ¢(a, ¢;) = 0, donc il reste la con-
dition ¢(a)@(x, e;) = 0, avec ¢(a)# 0, soit @(x, ¢;) = 0, ceci pour tout
e; de la base % de {a}0 .

Finalement, dans ce cas le noyau de F est ({a}o)0 , (conjugué pour ¢
a chaque fois).
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5.29. S’il existe r tel que Q'+ rQ soit définie positive, en particulier,
sa restriction a Ker u sera aussi définie positive, or, pour x dans Ker «,
ona:

(Q+rQ)(x) = Qx) +r(lu))*,
avec u(x) = 0 :larestriction est celle de Q' a Ker %, qui est donc définie
positive.
Réciproquement, on suppose larestriction de Q' a Ker u définie positive.

De ce fait, Ker u est non isotrope pour Q', car si x € Ker u N (Ker u)0 ,
conjugué pris pour Q', on aura, avec ¢' forme bilinéaire symétrique asso-
ciéea Q' : o
Q'(x) = ¢'(x,x) = 0, puisque x € Ker u et xe (Ker u) .
Mais alors x est nul, (Q' |Ker udéﬁnie) .

Soit %, une base de Ker u, supposé de dimension p, et %, une base

de (Ker u)o. Comme Ker u est non isotrope, de dimension finie, (E
étant de dimension n), on a E somme directe de Ker u et de (Ker u)0 ,
conjugué pour Q'.

Comme Q'|, ~  est définie positive, on prend & orthonormée
pour Q'.

Par ailleurs, la restriction de Q a (Ker u)o est définie positive, car,
pour xdans (Ker u)’,ona Qx) = lu(x)|® = 0, etsicestnul, u(x) = 0,
donc x € Ker u. Comme onavuque Ker u N (Ker u)0 = {0},xestnul.

On peut alors choisir %, orthonormée pour la restriction de Q a
(Ker u)0 .

Soit B = {e},...¢,} et By = {e,,1, .-, ¢,}, et @ et @' les formes
bilinéaires symétriques associées a Q et Q' respectivement.

Ona ¢(x,y) = {u(x), u(y)), (ce qui au passage justifie le c6té forme
quadratique de Q), donc si i<p ou j<p, on aura @(e;¢;) = 0 car
alors u(e;) sera nul, (ou u(ej) =0).

Comme %, est orthonormée pour ¢, la matrice A de Q dans la base
B = B, U By estlamatrice bloc :

0] O
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Soit A' la matrice de Q' dans la base %. On a déja %, base ortho-

normée pour Q', et pour tout ¢; de Ker u, et ¢; de (Ker w)°, (conjugué
pour Q'), on a @'(e;, ej) = 0, donc A’ est une matrice bloc du type :

0

0D

avec D matrice symétrique réelle.
Mais alors, Q' +7rQ a pour matrice dans la base %, A" avec:

A"

de valeurs propres 1 et les A;+7, avec A; valeur propre de D. I est

évident que si 7> sup {- A;},lamatrice A" sera définie positive comme
ayant toutes ses valeurs propres strictement positives.
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Je me suis efforc¢, en rédigeant ces exercices, de répondre a la question
qui se pose a tous les candidats aux concours de grandes écoles : comment
organiser rationnellement la recherche de la solution d’un probléme ?

Une réflexion sur I’énoncé doit d’abord permettre au candidat de se situer
dans telle ou telle partie des mathématiques.

Si les notions intervenant dans le probleme sont proches de mécanismes
constructifs déja rencontrés dans telle ou telle partie mathématique du
cours, on pourra alors s’y référer pour la justification de résultats (bases
des espaces vectoriels, parties génératrices d’une structure...).

Dans cet esprit, le présent ouvrage ne se limite pas a I"énoncé d’une
collection de résultats a connaitre, mais se veut constituer un essai
d’exposition par I'exemple d’'une méthode de travail.

La partie Algebre générale est renforcée, conformément aux nouveaux
programmes des classes MP*.
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