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Préface

Ce livre a pour ambition d’exposer les bases algébriques des
calculs tensoriels et spinoriels et d’en indiquer quelques applications.

Nous sommes partis du fait que les définitions partielles ou som-
maires que l'on donne habituellement des tenseurs et des spineurs,
pour exactes qu’elles soient dans le contexte ot on les utilise, ont sou-
vent pour effet d’engendrer des idées fausses résultant d’'une volonté
excessive de simplification.

Nous avons donc entrepris d’explorer leur structure sans faire
de concession & la facilité.

Suivant les principes de cette collection nous partons de notions
élémentaires pour construire peu & peu la théorie en U'appuyant sur
des exemples.

La majeure partie de cet ouvrage a été exposée dans des cours a
UUniversité de Paris 6 et a ’Ecole Polytechnique.

René Deheuvels






CHAPITRE PREMIER

Nature mathématique
des grandeurs physiques
Bibliographie

Introduction

Les lois physiques expriment des relations entre des grandeurs
dont les concepts ont été préalablement dégagés et définis de facon
précise. Les grandeurs les plus simples sont de type scalaire, ce qui
signifie qu’'une fois choisies des grandeurs étalons comme unités,
elles s’expriment par un nombre unique qui les « mesure ». Il en est
ainsi, par exemple, des intervalles de temps, des dimensions, du vo-
lume ou de la masse d’'un corps, de la pression ou de la température
d’un fluide en un point, de la vitesse ou de I’accélération d’un point
mobile sur une droite de la charge électrique, etc...

Certaines de ces grandeurs scalaires se définissent a partir
d’autres : le volume a l'aide de la longueur, la vitesse, 4 'aide de la
longueur et du temps, etc...

Ayant choisi des grandeurs indépendantes comme fondamen-
tales, par exemple la longueur L, la masse M, le temps T, cha-
que grandeur qui s’en déduit est caractérisée par une « dimension »,
mondme en les trois variables L, M, T, qui permet, en particulier, de
définir I'unité de cette grandeur 4 partir des unités des grandeurs
fondamentales. Exemples de « dimension » : surface L2, volume L3,

accélération L T, densité M L . Une égalité exprimant une loi phy-
sique doit évidemment étre indépendante du choix des unités des
grandeurs qu’elle relie : les «dimensions » de ses deux membres
doivent é&tre les mémes. Cela revient a dire que 'on peut multiplier
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les longueurs par un méme nombre A, les temps par 7, les masses
par u sans changer la relation. Cette condition suffit souvent a im-
poser la forme de la loi. Par exemple, sachant que la période T des
petites oscillations d'un pendule est une fonction ¢ de sa longueur
let Paccélération de la pesanteur g, on doit avoir :

- 1
T =p(AL A 7 g) quels que soient 7 et A; d’'ou, en prenant A = 3
L

g

l

T = (ALATg):go(ll[ k\/goﬁkestune

constante sans dimension.

L'usage de vecteurs s’avére indispensable si I'on veut représen-
ter les grandeurs qui possédent une direction et un sens : vitesses,
accélérations, forces, champs électriques .ou magnétiques en un
point, etc... Si I'on fixe trois axes de coordonnées, le repérage d’'un
vecteur de notre espace se fait au moyen de trois nombres, ses
composantes. Mais un vecteur ne peut naturellement pas étre as-
similé & trois scalaires : les composantes n’ont pas de signification
intrinseéque. Elles subissent une transformation linéaire lorsqu’on
change d’axes de référence alors que les scalaires sont invariants.
Il s’agit donc d’'un étre mathématique de nature différente.

Deés la fin du Xx®—siécle, on s’est vu contraint d’ajouter aux
précédentes des grandeurs d’'un nouveau type. En effet, si 'on veut
exprimer les tensions en un point a l'intérieur d’'un solide élasti-
que déformé, un raisonnement simple qu’on verra plus loin, fournit
dans un systéme d’axes de référence donné, un ensemble de six
nombres. On peut penser qu’ils représentent six scalaires ou deux
vecteurs. Mais si I'on change d’axes de coordonnées, la transforma-
tion subie par ces six quantités ne correspond ni a 'un ni a 'autre
cas. On est en présence d’'un étre mathématique nouveau que son
origine a fait appeler tenseur. Il s’avere d’ailleurs que ce « tenseur
des tensions » est de nature assez particuliére; il est « symétrique »
et «du second ordre ». Or il existe des tenseurs de tous ordres, les
vecteurs formant les tenseurs d’ordre un et les scalaires les ten-
seurs d’ordre zéro. On a ainsi a sa disposition une vaste famille
d’étres mathématiques, naturellement attachés a la géométrie de
Tespace, et il n’est pas surprenant que de nombreuses grandeurs
physiques ne puissent étre représentées ni par des scalaires, ni par
des vecteurs, mais qu’elles exigent ’'emploi de tenseurs, d’ordres di-

-2
et \ 1T =
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vers. Par exemple, la véritable nature du champ électromagnétique
est celle d’'un tenseur d’ordre deux de l'espace temps, ce qui fait
apparaitre le caractére indissoluble du couple : champ électrique,
champ magnétique; la grandeur essentielle de la relativité générale
est le tenseur de courbure de l'espace, qui est un tenseur d’ordre
quatre!

Nous avons observé que pour tester la nature d’'une grandeur
physique, on procéde & un changement du systéme de référence et
on regarde ce qui se passe.

Cette fagon de faire est analogue a l’estimation de la « dimen-
sion » d’'une grandeur scalaire : on change les unités de référence
et on examine ce qu’est devenue la mesure de la grandeur dans les
nouvelles unités.

Essayons de préciser la notion de tenseur. Il s’agit d’'un «objet
mathématique » attaché a un espace donné, comme notre espace a
trois dimensions, ou I'espace-temps. Cet objet a une existence in-
trinséque, mais est décrit, et déterminé, dans chaque base de l'es-
pace, par un ensemble de composantes : une pour un scalaire, n,
dimension de I'espace, pour un vecteur, etc... A défaut d'une concep-
tualisation intrinséque d’un tenseur T, c’est-a-dire indépendante du
choix d’un systéme d’axes de référence, on peut donc toujours le défi-
nir, pragmatiquement, comme un objet possédant dans chaque base
e de 'espace un ensemble de composantes T'(e), ces composantes su-
bissant, lors du passage de la base e 4 une autre base €, une trans-
formation R (€', €), qui permet de calculer les composantes de T(e’)
a partir de celles de T(e). Symboliquement : T(¢/) = R(e’,e)T(e).
On doit alors avoir : R(e,e')R(¢/,e) = Identité, autrement dit,
R(e,€') est la transformation inverse de R(¢/,e). On doit aussi
avoir, si e’ est une troisieme base :

T(") =R(e”,e)T(') = R(e”,€)R(€/,e)T(e) = R(e”,€e)T(e),

soit : R(e”,e) = R(e”,e)R(€, €). C’est la nature de ces transforma-
tions R (€', e) qui caractérise la «nature » ou le «type » du tenseur
T.

On passe d’une base e de l'espace E 4 une base e/ par une
transformation linéaire g, élément du « groupe linéaire » G1(E) des
transformations linéaires inversibles de I'espace E : ¢/ = g(e).
Or, si e] est n'importe quelle autre base de E, elle est tranformée
par g en une base €] = ge;. On a : T(¢/) = R(e,e)T(e) et
T(e}) = R(e},e1)T(e1). Puisque cest la méme transformation
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linéaire g de I'espace E qui permet de passer de e a €/, ou de e;
a €], on doit avoir R(¢/,e) = R(e},e1) sinon T se comporterait
différemment lors du passage de e & €/, et de e & €], cest-a-dire
dépendrait du systéme de référence choisi.

Les transformations tensorielles R(€’, €) ne dépendent donc que
de la transformation g faisant passer de e a €’ : R(¢/,e) = R(g). La
correspondance : g € GI(E) — R(g), constitue une représentation
du groupe GI(E), ce qui signifie de facon précise que R(g’ o g)

= R(¢’') o R(g). R(Identité) = Identité et R(_gl) =R"I(g).

On serait donc presque tenté de définir les tenseurs d’'un type
donné, attachés a un espace E comme les éléments d’'un espace vec-
toriel de dimension finie F', muni d’une représentation R du groupe
GL(E) dans le groupe des automorphismes linéaires GI(F), autre-
ment dit de confondre les notions de tenseurs et de représentations
de dimension finie du groupe linéaire de ’espace. Nous allons voir
que la notion de tenseur est plus riche et contient des éléments de
structure supplémentaires qui d’ajoutent a celle de représentation.

Observons aussi qu’il est rare que I'on soit en présence dans les
applications, d’un espace E «nu », c’est-a-dire dépourvu de structure
autre que sa structure linéaire d’espace vectoriel (cf. S II.1). La
plupart du temps E est muni d’'une « métrique ». Cela peut étre une
métrique euclidienne, qui attribue a chaque vecteur une longueur,
et, a partir de 14, permet de définir toutes les notions métriques :
produit scalaire, angle, aire, volume etc... Cela peut étre aussi
une métrique pseudoeuclidienne comme celle de I'espace-temps de
la relativité. Il arrive également que soit donné sur l’espace un
produit scalaire antisymétrique, qui définit alors une structure et
une géomeétrie, dites symplectiques.

Les objets mathématiques liés & un espace E doté d’'une struc-
ture particuliére doivent évidemment étre considérés en liaison avec
elle. Le groupe fondamental n’est plus GI1(E) mais le sous-groupe
U(E) que forment les transformations linéaires conservant la struc-
ture : groupe orthogonal O(E) pour un espace euclidien, groupe
de Lorentz L(E) pour l'espace-temps, groupe symplectique Sp(E)
pour un espace symplectique. Par exemple, un vecteur d’un es-
pace euclidien, qui est un tenseur d’ordre un, posséde une longueur
déterminée qui reste la méme par toute transformation orthogo-
nale, alors que la notion de longueur disparait dés que 'on effectue
des transformations linéaires, arbitraires. On doit donc, nécessaire-
ment, considérer des tenseurs euclidiens, lorentziens, symplectiques.
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On se trouve alors dans une situation analogue 4 celle qui a été
briévement décrite a propos des petites oscillations du pendule. Si
une loi physique exprime une égalité entre grandeurs tensorielles,
ces dernieres doivent étre de méme nature, c’est-a-dire se transfor-
mer de la méme facon par le groupe de structure. Cette condition
n’est qu'une manifestation de son caractére intrinséque. Cependant
les contraintes de la covariance par le groupe de structure sont
souvent suffisantes pour déterminer complétement sa forme. Au-
trement dit certaines lois physiques élémentaires ont un caractére
d’inévitabilité ; elles sont une conséquence obligatoire de la cova-
riance et de la géométrie de I'espace. Il en est ainsi de I'équation
d’Einstein en relativité générale et de 'équation de Dirac de I'élec-
tron.

Poursuivons notre étude des grandeurs physiques. Les gran-
deurs, scalaires, vectorielles, tensorielles, dont nous venons de par-
ler sont des grandeurs que 'on pourrait qualifier de « ponctuelles »,
ou élémentaires, et qui sont associées a I'abstraction théorique com-
mode du « point matériel » : champ, tension, pression en un point,
etc...

Si l'on considére par exemple 'ensemble des pressions en tous
les points d’'un fluide, on obtient une grandeur physique qui est
maintenant une fonction numérique.

De la méme facon les phénomeénes électromagnétiques, ou de
gravitation se manifestent toujours par des champs de vecteurs, ou
de tenseurs : a chaque point z de l’espace, on associe un vecteur,
ou un tenseur E(z), représentant le champ en ce point, d’oil une
fonction : z — E(x) sur 'espace, & valeurs vectorielles, ou dans les
tenseurs d’un type donné.

Ces remarques ne concernent pas seulement la physique « ma-
croscopique ». En effet, si 4 notre échelle, on peut sans dommage
utiliser dans les raisonnements des « points matériels » sans dimen-
sions, il n’est plus de méme 4 I’échelle des particules élémentaires.

Un point matériel doté d’'une masse, ou d’'une charge électri-
que, aurait une densité infinie! Il faut donc changer complétement
de concepts si I'on souhaite obtenir une description mathématique
des phénomeénes physiques au niveau de 'atome. C’est I'objet de
la mécanique quantique et de la théorie quantique des champs.
Les grandeurs physiques ne sont plus représentées par des fonc-
tions, a valeurs scalaires ou tensorielles. Les fonctions et champs
sont réservés aux «fonctions d’ondes » et plus généralement a la
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description des «objets physiques ». Les grandeurs deviennent des
opérateurs agissant sur ces fonctions ou ces champs.

Certaines particules élémentaires, électrons, protons, neutrons,
possédent une propriété tout-a-fait inattendue, voire choquante
pour lintuition naive : par une rotation de 360 degrés (27) autour
d’un axe, leur état ne revient pas coincider avec I'état initial.
On ne peut donc pas représenter 1’état d’une telle particule a
laide de vecteurs ou de tenseurs. Mais il existe bien des «objets
mathématiques » attachés a notre espace euclidien, ou a l'espace-
temps, qui possédent cette propriété! Ce sont les spineurs.

Leur existence avait été reconnues par les mathématiciens
(Elie Cartan, 1914) mais ils n’avaient jamais été rencontrés ni en
géométrie ni en physique.

Le physicien P.A.M. Dirac, par un trait de génie rarement égalé,
les a retrouvés dans son équation de I’électron relativiste (1927)
dont la fonction «d’onde » est un champ de spineurs de l'espace-
temps. La puissance des mathématiques est telle que la logique
interne de cette équation a fait prédire par son auteur I'existence
de 'antimatiére, et en particulier du positron, qui fut découvert cinq
ans plus tard.

Il est également indispensable, lorsqu’on est en présence de
champs de tenseurs, d’examiner I'effet des diverses opérations de :
lanalyse dérivations ou intégrations.

C’est I'objet de l'analyse tensorielle.

Jusqu’a présent, nous avons supposé que l’on repérait les points
de 'espace-temps, a I'aide d’un systéme de coordonnées rectilignes.

C’est, bien entendu, ce qui peut sembler le plus naturel et le
plus simple. Mais il est d’abord évident que rapporter 'univers tout
entier 4 un systéme d’axes rectilignes revient a faire le postulat
audacieux qu’il a la structure géométrique d’'un espace affine, et
qu’en particulier il est infini, ce que I'on ignore complétement.

On voit ainsi que par le biais d’outils mathématiques trop
simplistes, d’insidieux postulats peuvent se glisser dans les théories
physiques, en nuisant a leur rigueur, voire a leur exactitude.

Méme l'usage local d’axes de coordonnées rectilignes suppose
que les droites existent. On dérive cette existence du postulat
métrique : Pespace physique est tel que l'on peut y définir les
distances entre ses points.

Les droites sont alors les « plus courts chemins d’un point & un
autre » ou géodésiques de I'espace.
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Or, depuis le début de ce siécle, les mathématiciens ont effectué
une étude compléte et extrémement détaillée des espaces ou l'on
peut définir une métrique, satisfaisant 4 des axiomes raisonnables
et trés généraux : ce sont les variétés riemanniennes (et plus
généralement encore, pseudoriemanniennes). Si I'on veut faire le
moins possible d’hypothéses a priori sur les propriétés locales ou
globales de I’espace physique, c’est dans ce cadre qu’il faut se placer.

On peut d’ailleurs imaginer qu’imposer une métrique est encore
une hypotheése trop forte, et considérer des variétés a structure plus
faible : conforme, de Finsler, ou simplement munie de connexions
(cf. Chapitre IX).

L'étude des propriétés de ces variétés constitue la géométrie
différentielle. L'analyse tensorielle en est a la fois I'instrument et
Texpression, et & son tour, la géométrie différentielle est I'instru-
ment et I'expression de la relativité générale. Pour assurer a cet
ouvrage un velume acceptable, il a fallu cependant résister a la
tentation de trop s’engager dans ces deux domaines d’excellence de
calcul tensoriel.

Plan d’étude

On vient de voir rapidement que I'utilisation des « tenseurs » est
indispensable a la représentation de certaines grandeurs physiques.
Mais de cette notion, nous n’avons encore que l'idée assez vague
de quelque chose qui posséde, dans chaque repére d’'un espace
donné, un ensemble de composantes. Nous devons donc, avant
tout rechercher une définition précise. On souhaiterait, comme
c’est le cas pour les vecteurs, un support intuitif, géométrique ou
mécanique, permettant d’en véhiculer la compréhension et 'usage.
Il faut se-contenter de I'impression subjective que donne l'idée de
contraintes, tensions, ou déformations d'un solide élastique ou de
la courbure d’'un espace de dimension > 3.

En fait, la nature des tenseurs est essentiellement algébrique,
et c’est une intuition algébrique qu’il faut développer en ce qui
les concerne (citons Hermann Weyl : « Lange de la géométrie et
le démon de l'algébre luttent pour I’dme de chaque étre mathéma-
tique »)
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Nous dégagerons les notions de covariance et de contravariance
en examinant les tenseurs élémentaires d’ordre un et deux au début
du chapitre suivant.

[BA]
[B]
[
[DR]
[D]

[E]
[GS]

[LD]
[LB]
[L1]
[PS]
[P]
[R]
[SS]
[S]

[WR]
[WS]
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CHAPITRE II

Algebre tensorielle : variance des composantes
des tenseurs affines et produit tensoriel
d’espaces vectoriels

II.1 / Espaces vectoriels.

112 / Exemple : une premiére incursion en géométrie différentielle.

II.3 / Les tenseurs deux fois covariants sur un espace vectoriel de di-
mension finie.

II.4 / Les tenseurs une fois covariant, une fois contravariant sur un
espace vectoriel de dimension finie.

II.5 / Intervention des groupes. Action du groupe linéaire.

11.6 / Définition des tenseurs affines sur un espace vectoriel de dimension
finie par l'effet des changements de base sur leurs composantes.

II.7 / Produit tensoriel d’espaces vectoriels de dimensions finies ou infi-
nies.

II.8 / Quelques propriétés du produit tensoriel.

I1.9 / Produit tensoriel de p > 2 espaces vectoriels.

I1.10 / Opérations tensorielles.

I1.11 / Produit tensoriel de formes bilinéaires.

Dans tout ce qui suit interviennent des « scalaires » c’est-a-dire
des «nombres» qui, & 'exemple des nombres réels ou complexes,
forment un corps. Rappelons qu'un corps est un ensemble muni
de deux opérations : une addition pour laquelle c’est un groupe
commutatif (donc avec un élément 0) et une multiplication pour
laquelle les éléments non nuls forment un groupe, ayant pour
élément neutre I'unité 1, la multiplication étant distributive par
rapport a l'addition. On supposera toujours la caractéristique du
corps égale a zéro, ce qui signifie que pour tout entier n non nul,
n -1 # 0 donc inversible.

A partir du § I1.2, et dans tout lereste de cet ouvrage, les corps
de scalaires seront toujours supposés COMMUTATIFS.

Par convention, la sommation de termes relativement a des in-
dices qui apparaissent en haut (contravariants) et en bas (cova-
riants) sera indiquée par le seul signe ) . Par exemple, au lieu de

%azjbﬁk , on écrira simplement ) azj bék .
Z’
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Il.1 — Espaces vectoriels

Pendant longtemps, les vecteurs de la géométrie, de la mécani-
que ou de la physique (vitesses, forces, champs,...) ont été définis,
dans notre espace ordinaire, comme des ensembles de trois compo-
santes, car un systéme d’axes de référence était toujours présent et
immuable.

Lorsqu’on sentait la nécessité d’'une image intrinséque du vec-
teur, indépendante des axes, le segment de droite terminé par un
fleche suffisait a tous les besoins et a I'imagination. Cette image
garde d’ailleurs encore et gardera toujours un réle de support in-
tuitif en algebre linéaire.

Cependant, tous les raisonnements et calculs effectués sur les
vecteurs dérivent de deux opérations.

1) I'addition, commutative, associative, avec existence d’'un zéro
etdunopposé:z+y=y+z, (z+y)+z=z+(y+2),z2+0=z,
z+ (—z)=0.

2) la multiplication par les scalaires doublement distributive et
associative : (z4+y)A = zA+yA, z(A+u) = 2A+zp, z(Ap) = (zA)p.

On a baptisé espace vectoriel sur un corps de scalaires K, tout
ensemble muni de deux opérations du type précédent. (Si le corps
des scalaires K est commutatif, on peut indifféremment noter z ou
Az la multiplication de x par A). Un vecteur est alors simplement
un élément d’'un espace vectoriel, notion abstraite, et fort lointaine
du segment de droite terminé par une fleche.

La notion d’espace vectoriel s’accompagne de celle d’application
linéaire d’'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F sur le
méme corps K : c’est une application f de E dans F qui respecte la
structure : f(zA +yu) = f(z)A + f(y)u, quels que soient z,y € E,
A p €K

Des éléments (z;,i € I) d'un espace vectoriel, ou I désigne un
ensemble d’indices quelconque (voire infini!) sont dits indépendants
il n’existe entre eux aucune relation : une égalité telle que x;1 1
+ ZijgA2 + ... + TipAp = 0O entraine nécessairement A\; = Ag
=...=Xp=0.

Une base d’un espace vectoriel E est un ensemble d’éléments
indépendants maximal. Si e = {ej;j € J} est une base, tout vec-
teur z de E sécrit alors, puisque e est maximal, comme une
combinaison linéaire finie de certains des vecteursdee; z = ) ej:vj

ou 7 n’est différent de zéro que pour un nombre fini d’indices.
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Cette écriture est unique puisque les e; sont indépendants.

Les z7 sont les composantes de z dans e.

Le cardinal de J dont on peut démontrer qu’il est le méme pour
toutes les bases de E, est la dimension de E.

Une application linéaire f de E dans F est entiérement déter-
minée par les images f(e;) des vecteurs d’'une base e = {ej; jedJ}
de E. Réciproquement, & un choix arbitraire de vecteurs { fj37€d }
de F correspond une application linéaire f de E dans F telle que
flej) = f5, Vi €.

Lorsque E et dimension finie n, une base e de E peut é&tre écrite
comme une matrice-ligne e = ||ejes. .. eyl

Les composantes d’'un vecteur £ dans e peuvent étre écrites
comme une matrice colonne X et I’écriture de = dans e est alors
représentée comme un produit de matrices :

1
z
=eX = |erea...en| | 22 | = e1z! + gzl + ... + enz™.
xn
Rappelons qu’une matrice p X ¢ : A = ||a;;|| est un tableau

rectangulaire a p lignes et g colonnes, ou a;; désigne 'élément qui
se trouve dans la i€ ligne et la j€ colonne. La transposée tA de A
est la matrice a g lignes et p colonnes définies par : tA = \a;j| avec

a;:j = Qjj-
Le produit d’'une matrice pxq: A = ||a;;|| et d'une matrice gxr :
B = ||bjk||, dont les éléments a et b peuvent &tre composés, est la

: q

matrice C = ||c;x|| ol ¢;5 = 3 a;jbjk est le produit terme & terme
J=1

des éléments de la i€ ligne de A par ceux de la k%™ colonne

de B. Le produit de matrices est associatif, et on a : {(AB) = !B-?A.

Une matrice n X n A est dite inversible s’il existe une matrice, dite

-1 -1 -1
inverse de A, notée A, telleque A A=A A =1, :ou I, désigne
la matrice n X n :

In=16;5] avec &;=0sii#j, 6;;=1,Vi=12,...,n

Sie=|e1,e2,...,enll et e =€}, e, ..., en|l sont deux bases
de I'espace vectoriel E, soit S la matrice n x n dont la j-éme colonne
est celle des composantes {s%;7 = 1,2,...,n} du vecteur e;- dans la
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base e (on écrit aussi s;;). On a donc : ¢’ = €S (produit de matrices).
La matrice inversible Siest la matrice de changement de bases : de
la base e 4 la base €. Si z est un vecteur de E, X et X’ les matrices
colonnes de ses composantes dans e et €/, on a :

-1
z=eX=€X=eSX, o0 X=SX' et X'=S X

Comparons le passage de e a € et celui de X & X'. Dans le
premier cas e et € sont des matrices lignes dans le second des
matrices colonnes.

Pour comparer des situations analogues, on va donc transposer
les matrices X et X'.

-1 .
Si e = eS, alors X/ = X .t S = !X .S. La matrice

§ -1 -1
S =% S) = (* S) est appelée la contragrédiente de la matrice
carrée inversible S : S = HSSCH

On exprime ce fait en disant que les composantes d’un vecteur
subissent une transformation contravariante de celle de la base, ce
qui est naturel puisque le produit eX reste fixe : eX = 'X’ = z.

Une forme linéaire o sur un espace vectoriel E de dimension
finie ou infinie est une application linéaire de E dans son corps K.
On note (a, z) la valeur de la forme o pour le vecteur z de E : (a, z)
est appelé le crochet de dualité de o et de z. Soit E* I'ensemble des
formes linéaires sur E. Si o, 8 € E* et A\, u € K, Aa+ pf défini par
(Aa+ pB,z) = Ma, z) + p(B, z) est une forme linéaire sur E : E*
est un espace vectoriel appelé le dual de E.
(a, ) est linéaire en z et en @, ce qui montre que tout vecteur z de E
détermine « dualement » une forme linéaire sur E*, dou E C (E*)*.
On va voir que si la dimension de E est finie dimE = dimE* =
dim (E*)* d’ot E = (E*)* : E s’identifie & son bidual.

Dans une base e de E : (o, z) = (o, > e;2?) = Y (a,e;)2’. La

J J

forme linéaire z € E — 27 € K, j¢™€ forme coordonnée, est notée

] J

e*J, et o s’écrit donc :

a =Y (a,ej)e" = 3 aje™ ce qui prouve que e* = (e*1,ex?
J

e
J

e*™) est une base de E*, dite duale de e. La matrice colonne X des

composantes d’un vecteur x peut aussi étre considérée comme la

matrice colonne des formes e*J.
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On a <ej,e*k) = O = zérosi j # k, un si j = k. Puisque
a; = (a,e;), ej est la j€™e forme coordonnée sur E* relativement
a la base €* : e est la base duale de e*, et E = (E*)*.

Ecrivons les composantes de o dans e* sous la forme d’une
matrice ligne : A = |oya2...an|. (a,z) sécrit alors comme un
produit de matrices : (a,X) = ) oz’ = AX.

J

Si l'on passe de labase e alabase e’ = eS,ona: (a,z) = AX =
A’X" = ASX’ d’o1 A’ = AS. Les composantes d’une forme linéaire
se tranforment comme la base de E : elles sont covariantes ce qui
est naturel puisque AX est invariant. Si e* est la matrice colonne
des e*/, puisque X = SX’, on a : e* = Se’*.

Lorsque E est de dimension finie, E et E’ jouent des rdles
symétriques. Mais I'usage de l’expression «forme linéaire» n’est
gueére approprié pour en témoigner. C’est pourquoi le calcul tensoriel
préfere appeler «covecteurs » les éléments de lespace dual E* ce
que nous ferons le plus souvent possible. Si E et F' sont deux
espaces vectoriels sur le méme corps commutatif K, 'ensemble des
applications linéaires de E dans F est un espace vectoriel L(E; F)
dont les opérations sont définies, si a,b € £(E;F), A€ Ketz € E,
par : (a + b)(z) = a(z) + b(z); (aX)(z) = a(zA) = a(z) .

1.2 - Exemple : une premiére incursion en géométrie différentielle

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie 1, f une
fonction définie au voisinage d’un point x de E, a valeurs réelles,
ou plus généralement & valeurs dans un espace vectoriel réel de
dimension finie F. La dérivée de f en x suivant un vecteur u de E :
(Duf)z, est la limite si elle existe.

(Duf)a = Jim 7 {/(@ +t) = f@)},

On obtient immédiatement : (D), f)z = A(Dyf)z-

Si (e1,€3,...,en) est une base de E et si (J;l,x2, ...;z™) sont

les formes coordonnées correspondantes, on note habituellement :

(Dejf):c = (ﬁ)z

OxJ
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L'existence d’'une dérivée suivant tout vecteur de E n’est pas
trés contraignante. Elle n’entraine méme pas la continuité de la
fonction, ni 'existence de relations entre les dérivées D,, dans des
directions différentes. La notion utile est celle de différentielle . f
admet une différentielle en x : df;, élément de E* si f est & valeurs
réelles, de £(E;F) si f est a valeur dans F, si I'on a pour tout
vecteur u de E :

flx+u) = f(z) +dfr(u) +e(u)|lu|| avec limy ,ge(u) =0,

(ot || || est une norme arbitraire sur E : elles sont toutes équiva-
lentes).

f est dite plate en z si df; = 0.

Si f est linéaire, elle coincide avec sa différentielle en tout
point : dfy = f quel que soit £ € E*. Il en est ainsi des
formes linéaires o € E* et en particulier des formes linéaires co-
ordonnées relatives a4 une base : dz7 = zJ. Or, la notation (z7;
j = 1,2,...,n) étant généralement utilisée pour représenter les
composantes d’un vecteur particulier z, c’est-a-dire les valeurs des
fonctions : x — xJ la géométrie différentielle préfere la notation
différentielle : (d:c dz*,...,dz"™) pour représenter la base duale
(e*1,e*2, ... e*) de (el, €,...,en), et cet usage est d’ailleurs par-
faitement adapté aux généralisations comme nous le verrons plus
loin (Chap. V).

Lorsque f est différentiable en z, on a quel que soit u € E,
(Duf)z = dfz(u) et (Dyf) dépend alors linéairement de u. Ainsi

(duf)z = dfz(u) = dfa:(z ejuj) Zuj( of )

OxJ

=> (50 f)w](u)

On voit que chaque vecteur u = 3 e; uw deE peut se représenter
0
comme un opérateur de dérivation > u! < e J) et que la différen-

0
tielle peut s’écrire : df; = Z —f da?.

Nous allons rec1proquement donner une définition directe, et
intrinséque des opérateurs de dérivation en un point =z de E, qui
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seront appelés, en vue d’'une généralisation ultérieure, vecteurs
tangents en T :

Définition I1.2 :

Un vecteur tangent en un point x € E est une application X
qui a chaque fonction numérique f différentiable en z, fait corres-
pondre un nombre réel X f, appelée dérivée de f par rapport a X,
satisfaisant aux deux propriétés :

1) Linéarité : si A, p € R, X - (Af +pg) =X f+puX-g.

2) X est nul sur les fonctions plates.

Exemple : Le vecteur tangent (ou vecteur vitesse) en un point
zo d’un chemin différentiable : t — ¢(t) € E,ou t € [a,b] C R et

dc
xo = c(tp), est le vecteur, noté <£) , défini pour toute fonction
zo
dc
numérique f, différentiable au voisinage de zq, par (—) - f=
0

dt/z
(@)to = % {£(c(to + h)) — F(c(to)}-

Les vecteurs tangents en z forment un espace vectoriel T,
appelé espace tangent en z. Chaque valeur u de E définit un
vecteur tangent en z : f — dfz(u) et cette représentation est un
isomorphisme de E sur T;.

9 .
En effet, puisque la fonction f — > (5%)35:1:3 est plate en z,
z

Paction d’un vecteur tangent quelconque X en z peut s’écrire :

X-f=3,;X- zj)(aafj) X = Z(X:cﬂ(%)m est donc

une combinaison linéaire des (B_J) , qui forment une base de T,
€T T

image de la base (e;) de E.

Nous avons ainsi atteint, le but de ce paragraphe qui était
de représenter 'espace vectoriel réel (abstrait) E et son dual E*,
comme espaces vectoriels concrets attachés @ un point x de E : Ty
et son dual T7. On a :

s 0 0
dz’(—.) a;

_ &b
OxI 8j-



26 Produit tensoriel

Voyons comment, dans ces notations, s’exprime un changement
de bases €/ = €S, soit €'j = 3 €;s’
J

. . ! - ~
On a X = SX/, soit 2* = Zs}zy ou 'X' = tX . §, soit
J
I .
Jj_ i3] . .
z7 =3 z'5;. Il en résulte que :
i ozt g o
Sj = W et S’L 8_’37' .

Les formules de changement de bases s’expriment donc de fagcon
particulierement simple, comme formules de calcul différentiel (for-
mules de changement « de variables », les variables étant les fonc-
tions coordonnées).

0 8 oz 0 o oz
8z Zaac"‘ 0z’ ozt 28:1:1 ot
da:/j:Z%%dz dzt =

Si f et g sont deux fonctions numériques différentiables en z,
leur produit Vest aussi et d(fg)z = f(z)dgz + g(z)dfz.

Il en résulte que si X est un vecteur tangent en z : X -
fg= f(x)Xg+ g(z)Xf : X est une dérivation au sens algébrique.
(Cf. §IV.13)

1.3 — Les tenseurs deux fois covariants sur un espace vectoriel
de dimension finie

Les corps de scalaires sont désormais supposés commutatifs de
caractéristique 0. Le produit de deux espaces vectoriels E, F sur le
méme corps K est I'ensemble E x F des couples (z,y) formés d’'un
vecteur = de E et d’'un vecteur y de F, la somme directe de E et de
F, notée EQ@F, est 'espace vectoriel obtenu en munissant le produit
E X F de l'addition : '

(z1,91) + (z2,y2) = (z1 + x2,y1 + ¥2) et de la multiplication par
un scalaire A définie par A\(z,y) = (A\z, \y). On définit de facon
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analogue le produit et la somme directe de p espaces vectoriels sur
un méme corps.

Une forme bilinéaire f sur un espace vectoriel E est une fonction
qui a tout couple (ordonné!) z, y de vecteurs de E, fait correspondre
un scalaire f(z,y) € K, dépendant linéairement de z et de y.

Lensemble T9(E) des formes bilinéaires sur E posséde une

structure d’espace vectoriel obtenue en définissant pour tous f,g €
To(E)et A€ K:

{(f +g)(x,y) = f(:c,y) +g(z,y), (/\f)(:z:,y) =A- f(z,y).

Un couple (a, 3) de formes linéaires sur E définit une forme
bilinéaire, appelée produit tensoriel de o et (3 et notée o ® (3, par :

(@®p)(z,y) = a(z)B(y)-

Le produit tensoriel est donc ici une application bilinéaire de
E* x E* dans T2(F). Son image est formée des formes bilinéaires
décomposables en produit de formes linéaires. Elle engendre linéai-
rement To(F) tout entier. En effet, si e = (ej,e2,...,en) est une
base de E et f € To(E) :

f(Tea', Ley?) = flei,e)a’y! = T fija'y!
=Y fij(e* ® e7)(z,y) avec fij = f(e; €5).

Ainsi, les n? produits tensoriels de formes coordonnées e*! ®
€*J engendrent T9(E) et en forment une base puisque de f =
> fije™ ® e = 0, il résulte que f(eg,e;) = fig = 0 quels que
soient k, I.

Les n2 nombres fij» que T'on peut rassembler dans une matrice
F = |fi;], sont les composantes de f dans la base e et I'on peut

écrire matriciellement f(z,y) = !XFY.
Nous allons déterminer la variance des f;; clest-a-dire leur

. . /
comportement par changement de base. Si ¢/ = €S, soit e =
i
> €;S;k, en écrivant e* et e * comme des matrices colonnes : e* =

Se'* (cf. §I1.1), soit e** = 3 sike/*k. En reportant dans 'expression
de f:

. . ! ! i 7
> fije*z e =% fijsiijme *k e M=% f,’cme *k Re*™
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d’ou f,’cm =)_ fijSikSjm. Comparée a la formule de passage de e &
1,

e/, cette relation conduit naturellement a dire que les composantes

fij de f € T2(E) sont deux fois covariantes. On devait évidemment

g’attendre a ce résultat puisque tout f € To(E) est combinaison de

produits de formes linéaires, et que les composantes d'une forme

linéaire sont covariantes.

Définition I1.3.A :

Les éléments de 'espace vectoriel To(E) que nous représente-
rons comme le produit tensoriel E* ® E*, de E* par lui-méme, sont
appelés les tenseurs deux fois covariants sur E.

Supposons en effet quun objet associé a 'espace vectoriel E soit
caractérisé dans chaque base e = (ej,es,...,en) de E par n2
composantes : {tij, 1 < 4,7 < n} de telle sorte que par un
changement de bases €’ = €S, les composantes ¢, dans la base ¢’

s'obtiennent & partir des t;; par : tom = > t;;5}, 57, Autrement dit,
les composantes de l'objet sont deux fois covariantes. Définissons
un élément t de T2(E) par t = Y_t;;e™ ® €™/ : t a alors les mémes
composantes que 'objet donné dans toutes les bases et peut donc le
représenter.

Remarquons que le calcul de la relation entre les composantes

de f dans deux bases ¢ et ¢/ = €S aurait pu s’effectuer matricielle-
ment :

IXFY = {(SX/)F(SY’) = !X 'SFSY’ = *X'F'Y’

d’ou F/ = tSFS.

Mais l'usage des matrices ne sera plus possible dans I’étude
des tenseurs d’ordre > 3, leurs composantes dépendant d’au moins
trois indices! Le rang de la matrice F, indépendant de la base, est
appelé le rang de f. Les éléments de rang un sont les éléments
décomposables, de la forme o ® 3, o, 3 € E*.

Si f est de rang maximum n = dimE, f est dit non-dégénéré.

A chaque vecteur y de E la forme bilinéaire f fait correspondre
la forme linéaire sur E : z — f(z,y) et définit ainsi une application
linéaire p de E dans son dual E*, dite associée & droite de f par :
[z, y) = (z, p(y))-

L’application v de E dans E*, associée a gauche de f est définie
par : f(z,y) = (y(z),y). Le bidual E** étant identifié & E, on
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a:y=1p et p = ty. Réciproquement, p ou vy détermine f. Si
f =X fije" ®eY, p(y) = T fije"y’ et v(z) = X fijz'e™. La
matrice de p relativement a e est F = |f;;]. Celle de ~y est 'F. On
a :rang f = rang p = rang 7.

Remarque : Si e et ¢ = €S sont deux bases de E, détF/ =
(dét S)2détF. Le nombre qui dans chaque base e de E est égal a
dét F n’est pas un scalaire. C’est un pseudoscalaire suivant la :

Définition I1.3.B :

Une fonction qui & chaque base e d’un espace vectoriel E associe
un scalaire u(e) € K, de telle sorte que par un changement de
bases € = €S, on aie u(e/) = u(eS) = (détS)Pu(e), ou p est un
entier positif ou négatif, est appelée un pseudoscalaire de variance
scalaire p.

Tout tenseur deux fois covariant non-dégénéré définit ainsi un
pseudoscalaire de variance scalaire +2.

La transposée 7f de f € To(E) est définie par 7f(z,y) =
f(z,y). Dans toute base la matrice des composantes de 7f est
évidemment la transposée de celle de f.

T est un automorphisme involutif (7'2 = identité) de I'espace vec-
toriel To(E). f est symétrique si 7f = f et antisymétrique si
T7f = —f. Toute forme bilinéaire f est somme de sa partie symétri-
que % (f+7f) et de sa partie antisymétrique % (f—7f). Pour que f
soit symétrique (resp. antisymétrique) il est nécessaire et suffisant
que la matrice de ses composantes dans une base particuliére soit

symétrique (resp. antisymétrique) et il en est alors ainsi dans toute
base.

Une forme quadratique sur un espace vectoriel E est une fonction
g sur E, a valeurs dans son corps des scalaires K, qui satisfait aux
deux axiomes :

1) g(\z) = M2q(z), Vz € E, A € K.

2) la fonction ¢(z + y) — g(z) — g(y) est bilinéaire.

Toute forme bilinéaire f sur E définit une forme quadratique
par q(z) = f(z,z). La fonction correspondante g(z + y) — g(z) —

q(y) = f(z+y, z+y)— f(z,2) = f(y,y) = f(z,y)+f(y, ) est égale
a (f+ 7f), le double de partie symétrique de f. Pour cette raison,
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on préfere associer a la forme quadratique g la forme bilinéaire b
définie par

% {9(z +y) — q(z) — q(y)}- On a alors : g(z) = b(z, z).

Une forme quadratique que E peut donc étre considérée comme
un tenseur deux fois covariant symétrique.

Lorsqu’une forme bilinéaire symétrique b sur E est non-dégéné-
rée, on dit qu’elle définit sur R un produit scalaire. Lorsqu’une
forme bilinéaire antisymétrique a sur E est non-dégénérée, on dit
qu’elle définit sur E un produit scalaire symplectique, et dans ce cas
la dimension de E est nécessairement paire.

Notation de la géométrie différentielle : une forme bilinéaire ¢

sur l'espace vectoriel T; se note t = Ztijda:idxj . La notation
classique pour un produit scalaire sur Ty est g = }_ g;;dz"dz’
avec g;; = gj; et dét|g;;| # 0.

Si t est antisymétrique, tij = —tjiett s’écrit :
t=3 tw(dxldxj — dz7dz?) avec une sommation restreinte aux
1<j

couples d’indices (i < j).
Si z et y sont deux vecteurs de T, on a
Xt vy

Ldwd — dod Ayt _ vivi _ vivi _ 34
(de*dz? — d2ldz)(X,Y) = X*Y7 — X7Y* = dét xi vil

On convient de noter dcc A da:J la forme bilinéaire antisymétrique :
de* A dzd = dzidz! — dzidzt, dot pour une forme bilinéaire
antlsymetnque t:
t= > twd:c A dzd.
1<J

1.4 - Les tenseurs une fois covariant, une fois contravariant sur
un espace vectoriel de dimension finie

Un opérateur linéaire a de E est une application linéaire de
E dans lui-méme. Son image est le sous-espace vectoriel de E que
forme l'ensemble des images a(z), z € E, son noyau est le sous-
espace des vecteurs annulés par a. Lensemble £(E) des opérateurs
linéaires de E posséde une structure naturelle d’espace vectoriel :
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si a,b € £(E), \,up € K, Aa + pb défini par (Aa + pb)(z) =
Aa(z) + pb(z) est un opérateur linéaire. £(E) posséde méme une
structure plus riche. En effet, si a,b € £(E), le composé ab défini
par (ab)(z) = a(b(z)) est un opérateur linéaire.

Cette multiplication, associative et distributive par rapport a
Paddition, définit sur £(E) une structure d’algebre, 4 laquelle nous
ne nous intéresserons que plus tard.

o . . . . =1
a est dit inversible s’il existe un opérateur, noté a, tel que

-1
a a = L. Pour que a soit inversible, il suffit que I'image par a d’une
base particuliére soit encore une base, et c’est alors vrai de toute
base.

Dans une base e de E, a € £(E) posséde n2 composantes qui
sont les éléments de sa matrice A = |a§-|. Par définition a’ (indices
décalés, le premier étant toujours celui de la ligne, le second celui de
la colonne) est la i¢*¢ composante de I'image par a du j¢*¢ vecteur
de base: = .
as = a(e;)" = (", a(e;)). La j°™¢ colonne de A est donc formée
des composantes de a(e;). Dans la base e :

y=a(z) = a(Zej:cj) = Za(ej)xj dou 3t = Zag-xj.
J J J

ce qui s’écrit matriciellement : Y = AX.

Un couple (y,B) formé dun vecteur y € E et d’'une forme
linéaire B € E* définit un opérateur linéaire y ® (3, appelé produit
tensoriel de y et de (3, par : ((y ® B)(z) = y(B, x).

L’image de y ® 3 est la droite portant y, son noyau est le noyau
de (3; si y et 3 sont non nuls, y ® B est un opérateur de rang un
et ses composantes dans une base e de E sont les produits y*3; des
composantes de y et de 5.

Ce produit tensoriel est une application bilinéaire de E x E*
dans £(E) dont I'image est évidemment formée des opérateurs de
rang un, ou décomposables. Cette image engendre linéairement
£(E) tout entier. En effet si e = (ej,e2,...,ey) est une base de
E, e* la base duale de E*, on a pour tout a € £(E) :

a(Seja’) = L alej)z! = L ale;)(e, z)
= S eiab(et, ) = Sai(e; ® €)(2)
soit : a=Y a(e)® el =3 ag-ei ®e*.
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Les n? produits tensoriel e; ® e*J engendrent £(E) et en
forment une base puisqu’une relation Za?ei ® e* = 0 signifie
que lopérateur de matrice a}- est 'opérateur nul, d’'ou a} =0Vi,j.

Déterminons la variance des composantes az- de a. Si €/ = €S,

’ -1 «
e*=8e* doute=1 S te/ = Ste/, soient :
. . . . /
a=Yase; @€ = Zag-éfsﬁnefc Qe *m
/7 li
=Y ake,®@e*™
! . .
d’ou af =3 a}éf sl

ce qui permet de dire que les composantes a§~ de a € £(E) sont

contravariantes dans le premier indice i, et covariantes dans le
second indice j. Leurs places respectives, en haut pour i, en base
pour j rappellent cette variance. Matriciellement, Y = AX s’écrit

SY’ = ASX' dots A' = S AS,

Remarque : Lopérateur identique I = Z e; ® e ' a les mémes
composantes : 6:- =1, Vi, 6;. =0sii#j dans toutes les bases, et la
relation }_ sk Sim = 551 exprime simplement que S-S = _Sl S=1L

(2

On peut également considérer les opérateurs linéaires de E*
qui forment 'espace vectoriel £(E*). A un couple (5,y), 8 € E*,
y € E correspond leur produit tensoriel 3 ® y € £(E*) par
B ®y(a) = B{y, a), dott une application bilinéaire de E* x E dans
£(E*). Sib € £(E*), on a dans une base e de E et la base duale e*
de E* :

b(Laje?) = T azb(e) = Slej, a)ble™ = Tble™ @ ¢j(a)

ou le premier indice ¢ de b{ est celui de la ligne et le second j celui de
la colonne. D’ou: b=} bz e ® e;. Par exemple les composantes du

produit tensoriel 8 Q@ y = ¥ Biyle™ ® e; sont les produits B!
de celles de (3 et de y. Un calcul analogue au précédent donne

I'expression des composantes bk =3 bz SikSjm-
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ce qui permet de dire que les composantes b*Z de b € £(E*) sont
covariantes dans le premier indice i et contravariantes dans le
second indice j.

A tout opérateur linéaire a € £(E) correspond son transposé
tq € £(E¥) et a tout opérateur linéaire b € £(E*) correspond son
transposé b € £(E**) = £(E) au moyen des relations vérifiées
quels que soient r € E et a € E* :

(az,a) = (z,ta- ),
(z,ba) = (tbz,a) ot t(ta) = a,

que lon peut aussi écrire en privilégiant le role de formes linéaires
des éléments de E* : a(az) = (‘a - a)(z) et (ba)(z) = a(tbz).

La transposition est un isomorphisme canonique des espaces
vectoriels £(E) et £(E*) mais un antiisomorphisme pour les struc-
tures d’algebres : *(u o v) =t v ol u.

Calculons le transposé du produit tensoriel y @ 8 € £(E). On
a:(y®p-z,a) = (z,0)(y,a) = (z,®y-a) sit (y® B) = B®Y,
et de méme }(B®y) =y @ B.

En termes de produits tensoriels, la transposition est donc
Péchange des facteurs. Si a € £(E),

a= Zag-e,- Qe etla = Zaée*j ®e; = Z(ta)g-e*j R e;.

La matrice |(ta)§-| du transposé est donc la transposée de la matrice

|a§| (Rappelons que le premier indice est celui de la ligne et le second
celui de la colonne).

Cette étude montre que 'on peut considérer £(E) comme T'es-
pace vectoriel T{ (E) des tenseurs associés a F, contravariants dans
le premier indice, covariants dans le second, £(E*) comme I'espace
vectoriel T{ (E) des tenseurs associés a E, covariants dans le pre-
mier indice, contravariants dans le second.

T% (E) peut étre considéré comme le produit tensoriel E @ E* tout
élément a de T1(E) pouvant s’écrire comme une somme Y. = i ® o,
et T1(E) comme le produit tensoriel E* ® E.

Ces deux espaces sont canoniquement isomorphes et l'on peut

souvent les identifier. Par contre, rappelons que l'ordre des indices
dans T?(E) = E* ® E* est strictement fixé!
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Exemple : Tenseur des contraintes en un point d’un solide (stress
tensor) : Pour analyser les tensions intérieures d'un solide soumis
4 des contraintes diverses (pression, torsion, étirement, etc...), on
fait correspondre a4 un élément de surface orienté dS, de vecteur

normal unitaire 7', donc représenté par le vecteur n’ dS, la force
_
F dS qu'exerce sur elle la partie du solide située du coté positif.

—
On a ainsi un opérateur linéaire T défini par : F = T(7’), qui est
le tenseur des contraintes au point considéré. W

Le déterminant de la matrice A dun opérateur linéaire a
dans une base e est indépendant de la base : c’est un scalaire,
contrairement a ce qui se passe pour les formes bilinéaires. En effet
dans deux bases e et ¢/ = eS, les matrices de a sont reliées par

~1
A’'=S AS dou dét A’ = dét A.

La trace Tra est un autre «invariant » d’'un opérateur a (nous
étudierons les invariants aux §III.2, II1.14 et IV.13.

On sait que I'on appelle trace d’'une matrice carrée A = |aij| la
somme des éléments de sa diagonale principale : Tr A = Y a;;. Si

(3
A = |a;j| est une matrice n x p et B = |b;x| une matrice p x n, AB
et BA sont des matrices carrées, respectivement n X n et p X p, et
elles ont méme trace car :

n p P n
TrAB = Z 2 aijbji = Z Z bjiaij = Tr BA.
1=1j=1 j=1i=1

I1 en résulte que l'on peut définir la trace d’un opérateur linéaire a
comme étant la trace de sa matrice dans une base quelconque :
Tra = Tr A. En effet, si A et A’ sont les matrices de a dans les bases

-1 -1 -1
eete/ =eS,onaTrA’ =Tr(S AS) =Tr(S A)S=TrS(S A) =
TrA.

Cette facon de définir la trace est certainement assez artificielle.
La cause profonde de son existence n’est pas cette simple propriété
algébrique TrAB = TrBA que nous avons utilisée mais une
opération de nature tensorielle appelée la contraction.

Elle se manifeste de la facon suivante dans le cas des opérations
linéaires : il existe une application linéaire naturelle du produit
tensoriel E ® E*, comme du produit tensoriel E* ® E, a valeurs
dans le corps K des scalaires, qui, au produit tensoriel ¥y ® a, ou
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a®y, avec y € E et o € E* fait correspondre le crochet (o, y) de
a et de y, «contraction » de « et de y.

Un opérateur linéaire a, considéré comme élément de E ® E*
peut s’écrire d’'une infinité de facons différentes comme combinaison
linéaire de produits tensoriels :

a= Za .e; ® € dans chaque base e, mais aussi, par exemple :

a=3a(ej)®e *J. Son image par la contraction est indépendante
de son écriture, c’est sa trace :

Tra = ailes,€) = T al = T(ale), €).

L'existence de la contraction sera démontrée ci-dessous.

I.5 - Intervention des groupes. Action du groupe linéaire

Les groupes jouent un réle essentiel en calcul tensoriel. Ils
participent de la nature méme des tenseurs et des pseudotenseurs.
Rappelons qu'un groupe G est un ensemble muni d’une loi de
composition interne associative, avec élément neutre et existence
de l'inverse. Si E est un espace vectoriel, 'ensemble des opérateurs
linéaires inversibles de E forme un groupe, le groupe linéaire GI(E).

Cela signifie que : 1) si a € GI(E), @ e GI(E); 2) l'identité I €
-1 _
GI(E); 3) si a,b € GI(E), ab € GI(E). On a en effet ab b a = I,
-1 -1 _
et(ab)=1b-a

Définition 11.5 :

Une représentation linéaire d'un groupe G dans un espace
vectoriel E est un homomorphisme p de G dans le groupe GI(E),
ce qui signifie que p(gg’) = p(g9)p(g’), V9,9’ € G et que p (élément
neutre de G) = opérateur identique de E.

Muni d’une telle représentation E prend le nom de G-module.
Un invariant d'un G-module E est un élément x de E qui reste fixe
par les opérations de G : p(g) -z =z, Vg € G.

On a vu que l'application qui & chaque opérateur linéaire a € E
fait correspondre 'opérateur transposé ‘a de E* est un antiautomor-
phisme de l'algébre £(E) sur I'algébre £(E*). Mais 'application qui
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a chaque u € GI(E) fait correspondre l'opérateur contragrédient :

i =t de GI(E*) est un isomorphisme du groupe Gl(E) sur le
groupe GI(E*) puisque

_ ~1-1 —1,-1
(u'v)zt(u%)=t<v u):t Y =141

La représentation de Gl(E) comme groupe linéaire de E* est
appelée la représentation contragrédiente. Elle fait opérer Gl(E)
sur les tenseurs une fois covariant que sont les formes linéaires
sur E.

11 faut remarquer que GI(E) opére de fagon directe sur les vec-
teurs de E, et de fagon contragrédiente sur leurs composantes. His-
toriquement, les vecteurs et tenseurs étant toujours intervenus par
leurs composantes, les vecteurs de E se sont trouvés baptisés contra-
variants. De fagon duale G1(E) opére de facon contragrédiente sur
les formes linéaires, éléments de E*, mais de fagon directe sur leurs
composantes. Les formes linéaires sont ainsi baptisées covariantes.
Il faut s’habituer a cette terminologie un peu paradoxale consacrée
par l'usage.

Limage g - @ d’une forme linéaire par g € GI(E) est la forme
linéaire telle que sa valeur sur le vecteur gz soit la méme que la
valeur de « sur z : le crochet de dualité reste inchangé.

(9-a)(gz) = (9- @, 92) = (* g @, 92) = (o, ¢ 97) = (0, 7).

D’une facon analogue, 'image g - a d’un opérateur linéaire par g est
Topérateur tel que son action sur le vecteur gz soit 'image par g de
Paction de a sur z : (¢9-a)(g9x) = g(a(x)), soit en remplagant = par

-1 -1 -1
gz:(9-a)(x)=gla(g z))etg-a=gag.
Remarque : Dire que le déterminant et la trace sont des inva-
riants des opérateurs signifie que le déterminant et la trace sont in-
-1
variants par les opérations de GI(E) : dét(g-a) = dét(ga g ) = déta

et Tr(g-a) = Tr(ga _gl) = Tra, donc par les changements de base.

L’image (g - f) d’'une forme bilinéaire f est la forme bilinéaire
telle que sa valeur sur les vecteurs gz, gy soit 1a méme que la valeur
de f sur z,y : (g9 - f)(9z,9y) = f(z,y), dou:

@ Nzy)=Ffgz, gy et(g-f)=Fo(d,9)
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Remarque : Sans avoir encore défini de fagon précise les ten-
seurs, nous savons qu’ils possédent des composantes dans chaque
base.

Nous pouvons par analogie avec ce qui précede, définir 'image
(g - t) d’un tenseur t par g € GI(E) comme le tenseur qui, dans
la base g - e posséde les mémes composantes que ¢ dans la base e.
Les composantes de (g - t) dans la base e sont donc obtenues en
effectuant sur les composantes de ¢ la tranformation associée au

-1
changement de base een g e.

1.6 — Définition des tenseurs affines sur un espace vectoriel de
dimension finie par I'effet des changements de base sur
leurs composantes

Les espaces des deux paragraphes précédents, qui ont été iden-
tifiés a des espaces tensoriels, possédaient déja une définition di-
recte, indépendante.

Par contre, il est curieux de constater que I’algébre linéaire et
la géométrie ne fournissent aucun objet naturel identifiable aux
tenseurs deux fois contravariants!

Nous allons commencer par la définition des tenseurs qui est
historiquement la premiére. Elle présente une indiscutable écono-
mie de moyens, mais elle reste superficielle, ignorant délibérément
toutes les questions concernant leur nature intrinseque, leur cons-
truction systématique et lorigine des diverses structures qu’ils
présentent.

De plus, il ne s’agit que de tenseurs affines c’est-a-dire associés
a un espace vectoriel nu.

Définition I1.6.A des tenseurs affines «par leurs composantes » :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soient p et g
deux entiers > 0 et m = p + ¢. On appelle tenseur sur E, d’ordre
m, p fois contravariant et g covariant, soit, en abrégé, de variance
(p,q), la donnée pour chaque base e de E d’'un ensemble de n™
1112...9p
J1j2---Jg
bas, telles que, si € est une autre base de E, qui se déduit de e

composantes ¢ comportant p indices en haut, g indices en
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par la matrice S = |s'§g| de changement de bases : ¢/ = €S, les
composantes de ¢ dans e et €’ soient liées par la relation :

lzl kp.i vz 1 o
J1 Zt pskll 2. ..815182 ],
1
oul = |s | est la matrice contragrédiente de S.

Remarques et exemples :

La définition précédente est «individuelle ». Elle s’intéresse a
un tenseur a la fois, et constitue de toutes facons un critére pratique
pour décider si des composantes sont, ou non, celles d'un tenseur.

Les cas particuliers les plus simples ont été vus ci-dessus, mais
sous la forme d’espaces vectoriels de tenseurs, avec les vecteurs
(p = 1,g = 0), les formes linéaires (p = 0,g = 1) les formes
bilinéaires (p = 0,¢ = 2), les opérateurs linéaires (p = ¢ = 1).

Remarquons cependant que dans ce dernier cas, on avait fait
la distinction entre les opérateurs linéaires de E et ceux de E*,
alors que dans la définition ci-dessus, il n’est question que de
composantes t;-, sans que l'on se préoccupe ni de leur interprétation,
ni de savoir si I'indice du haut précéde ou non celui du bas, ce qui
n’a pas de sens dans cette définition.

On peut construire immédiatement des exemples de tenseurs
d’ordre quelconque. En effet, on vérifie immédiatement que p vec-
teurs de E : z(1),%(9),...,%(p) et ¢ formes linéaires sur E :
Q(1), Q(2)1 - - 1 () définissent un tenseur t, p fois contravariant
et ¢ fois covariant, dit tenseur décomposable, en posant :

l1ln...1
thz =2l dd 5@ A

Ce tenseur sera ultérieurement appelé produit tensoriel des p
vecteurs et des g formes (en respectant 'ordre des vecteurs et celui
de formes), et noté en conséquence : t = (1) ® ... ZT(;) ® (1) ®

. Oé( .
q)
Nous allons maintenant définir des opérations extrémement

importantes sur les tenseurs : les contractions qui généralisent
la trace. Elles ont une signification intrinséque et ont la méme
définition, quelle que soit la base!
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Proposition I1.6 :

Soit ¢ un tenseur p fois contravariant et ¢ fois covariant avec
p =1, g > 1, sur un espace vectoriel E de dimension n.

Choisissons un indice contravariant, le b-2me (1 < b < p) et
un indice covariant, le c-eme (1 < ¢ < ¢). Définissons dans chaque
base e de E les composantes :

zlzgzb_lzb+12p _ i i.1~--i.b—1ai§+1-~-iz.z
J1J2:--Je=1e+1--Jg = "J1--Je—1@Jc+1--0q”
Ce sont celles d’un tenseur u, (p — 1) fois contravariant. (g — 1)
fois covariant ('ordre de u : p+q—2 est donc de deux unités inférieur
a celui de t) appelé contracté de t dans le b-eéme et le c-éme indices.

Preuve : 11 suffit, dans la formule du changement de base de la
définition ci-dessus, de faire la sommation :

i /il...ib_laib+1...ip

o=y J1Je=10Jct1--dq”

n
et de remarquer dans le second membre que 21 szbéff =0sikp #
a=
N -1
lc et = 1 si kp, = I puisque le produit de matrices S-!S=S-S =1L
On obtient alors la relation cherchée entre les composantes du
tenseur u dans les bases ¢ et €’

Exemple : Le contracté ou trace dun opérateur linéaire a
ayant pour composantes a;- dans une base e est le scalaire (ten-

seur d’ordre zéro) : Tra = ) aé. Sia = z® o, sa trace
est (r,0). La contraction du i-éme indice contravariant et du
j-éme indice covariant du tenseur décomposable de I’exemple 3) ci-
dessus : (1) ® .. '“E(P) Qa)®... o estle tellseur décomposatble
(x(z), C’YN(J)>:E(1) e Z(g) RR... Z (p) (02 (1) ®. . a5y X... Q(q) OU le
signe ~ exprime que l'on a enlevé le terme situé par dessous.

A l'usage, la définition des tenseurs au moyen des composantes
présente des infériorités techniques sérieuses. Par exemple :

— on voit mal le lien qui peut exister entre tenseurs quelconques
et tenseurs décomposables;
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— on peut définir formellement la somme de deux tenseurs quel-
conques. Mais cela n’a pas grand sens en soi : la somme, par
exemple d’une vitesse et d'une force n’a aucune signification. Il
est souhaitable de rassembler les tenseurs de méme nature en
« espaces tensoriels »;

— lopération de contraction de la proposition précédente semble
tomber du ciel;

— plus généralement, on ne voit pas trés bien comment on peut
organiser les relations qui doivent exister entre tenseurs de
divers ordres.

Pour, toutes ces raisons, on ne peut se contenter de la définition
« phénoménologique » ou « empirique » précédente.

En approfondissant la notion de tenseur, nous allons obtenir
une définition constructive, qui ne s’intéresse plus a un tenseur a
la fois, mais aux espaces tensoriels. Elle est basée sur une opération
algébrique fondamentale : le produit tensoriel, autrefois appelé
produit kroneckérien (du nom de ’algébriste Kronecker, 1823-1891).

Les propriétés de variance des composantes des tenseurs ne
font plus partie de la définition. Elles sont démontrées, comme
conséquence de celle-ci. De plus toutes les constructions sont va-
lables pour des espaces vectoriels de dimension finies ou infinies.

1.7 — Produit tensoriel d’espaces vectoriels de dimensions finies
ou infinies

Le produit tensoriel n’a rien de mystérieux. Il repose simple-
ment sur une analyse de la notion d’application bilinéaire, et plus
généralement d’application multilinéaire.

Les exemples que I'on a déja vus pour un espace vectoriel E de
dimension finie peuvent servir de référence a la définition ci-apres :

Définition I1.7.A :

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps des
scalaires K. On appelle produit tensoriel de E et de F le couple formé
d’un espace vectoriel T et d’'une application bilinéaire, le produit
tensoriel, de E X F & valeurs dans T, que I'on note a I'aide du signe
® (z ® y est donc I'élément de T, produit tensoriel de z € E et de
y € F) ces données satisfaisant a I'axiome suivant :
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Pour au moins une base e = (e;), © € I de E et une base
f=1(f;),J € J deF, les produits tensoriels e; ® f;, dont les indices
parcourent les couples (i,5) € I x J, forment une base de T, que
Pon note e ® f.

Compléments et commentaires sur la définition précédente :

1) Nous verrons que la propriété pour les produits tensoriels des
éléments d'une base de E et d'une base de F de former une base de
T est satisfaite pour toutes les bases de E et de F : I'axiome (7) ne
dépend donc qu’en apparence du choix de bases particuliéres.

2) Nous verrons également que le produit tensoriel de E et de
F est unique a un isomorphisme preés de la structure. On peut donc
utiliser pour T la notation T=E®F.

3) Si les dimensions de E et de F sont finies il résulte de ’axiome
(7) que dim(E®F) = dimE - dimF.

4) Le produit tensoriel étant bilinéaire par définition si z =
Zezx ety = 3 ijj sont des vecteurs de E et de F, on a :

ry =Y (e ® fj)z’ 7. Les éléments z ® y qui forment image
de lapplication ® sont dits décomposables, ou de rang un. Ils
engendrent E ® F d’apreés I'axiome (7).

5) L'axiome (7) assure immédiatement lexistence d’'un produit
tensoriel de E par F. En effet, un ensemble quelconque S peut
toujours étre considéré comme la base d’'un espace vectoriel sur
K : I’espace vectoriel, noté K(S), des combinaisons linéaires finies
{ 3 s/\s} d’éléments de S a coefficients dans K. Il suffit donc

s€S
de prendre pour S l'ensemble des couples (e;, f;), (i,5) € I x J,
pour T = E ® F l'espace vectoriel des combinaisons linéaires
finies a coefficients dans K : Z(ez, fJ))\” et pour produit tensoriel

lapplication (z,y) — z ® y = Y (e, fj)z* 47 ce qui entraine
(€5, fj) = €; ® fj.

L’axiome (7) ainsi que la construction de E ® F du numéro
précédent ne sont pas intrinséques, puisqu’ils font intervenir expli-
citement des bases particuliéres de E et de F.
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Nous allons donner & 'axiome (7°) une autre forme entiérement
équivalente pour ce qui concerne le produit tensoriel d’espace vecto-
riels mais présentant le triple avantage : d’étre intrinseque, d’étre
valable pour des produits tensoriels plus généraux (de modules sur
un anneau) et surtout d’étre un puissant instrument de démonstra-
tion.

Son inconvénient est qu’elle semble un peu plus abstraite, ce
qui peut effrayer les utilisateurs des tenseurs, qui pensent souvent,
a tort, que «l’abstraction » va en sens inverse de I'application.

Cette seconde forme de I'axiome (7°) repose sur l'observation
suivante : si ¢ est une application bilinéaire de E x F & valeurs
dans un espace vectoriel V quelconque, sur le méme corps K, e une
base de E, f une base de F, on a, quels que soient les vecteurs

z=Yez deEety=Yfjy) deF, p(z,y) = Zw(ez,f])fc 'y

par bilinéarité. Cela montre que ¢ est entiérement deternrunee par
ses valeurs ¢(e;, fj) sur les couples (e;, f;) de vecteurs des bases
e et f. Mais réciproquement, on peut se donner arbitrairement des
éléments ¢(e;, fj) dans l'espace image V et cela détermine une
application bilinéaire, unique, de E X F dans V en étendant par

bilinéarité ¢(z,y) = ¥ (e, f;)z'y.
1,7

Le comportement des applications bilinéaires de E X F dans
V vis-a-vis des couples (e;, f;) est ainsi exactement le méme que
celui des applications linéaires vis-a-vis des éléments d’une base.
Il résulte de I'axiome (7)) que les applications bilinéaires E x F
dans V correspondent biunivoquement aux applications linéaires ®
de E ® F dans V. En effet, ¢ détermine une application linéaire
unique ® en prenant ®(e; ® fj) = (e, f;) d'ou il résulte par
linéarité que ®(z ® y) = ¢(z,y) : on obtient ¢ en composant ® et
I'application standard ®. Réciproquement, si ® est une application
linéaire de E ® F dans V, par composition avec ®, elle donne une
application bilinéaire ¢ de E X F dans V. On a ainsi obtenu la forme
(U), intrinséque, de I'axiome (7'), caractérisant le produit tensoriel
EQF:

(U) pour toute application bilinéaire ¢ de E x F dans un espace
vectoriel quelconque V sur le méme corps, il existe une application
linéaire unique ® de T = E ® F dans V telle que ¢ = ®0Q. On
exprime cette propriété en disant que le diagramme suivant est
«commutatif » :
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¢ bilinéaire

EXF —_— \%

® ¢ linaire  avec ¢ = po®.
unique

T=EQ®F

Cette propriété s’exprime donc par une bijection, ou identifica-
tion : Bil(E,F; V)= £(E®F, V).

L’application ® apparait comme une application bilinéaire uni-
verselle, et ce diagramme est souvent appelé diagramme universel
du produit tensoriel. Une remarque importante est que 'unicité de
® est équivalente au fait que I'image de 'application ® engendre
I’espace vectoriel E @ F.

Nous avons démontré ci-dessus que si T = E ® F satisfait a
Paxiome (7'), il vérifie I'axiome (), mais il reste & démontrer la
réciproque pour s’assurer de leur équivalence.

Cet exercice va permettre d’exploiter toutes les ressources du
diagramme universel. On peut d’abord, dans ce diagramme prendre
pour ¢ l'application ® elle-méme.

ExF E®F

\ / avec Po®=Q®

E®F

L’axiome (U) nous affirme que ® est unique, donc, ne peut étre
que l'identité de E® F : il n’y a pas d’autre opérateur linéaire de
E®F qui soit I'identité sur les éléments décomposables = ® y autre
que l'identité.

Soient maintenant {®; T = E® F} et {®/; T/ = E ® F} deux
produits tensoriels de E ® F satisfaisant & 'axiome (U/).

En vertu de (/) il existe des applications linéaires uniquement
déterminées @ et @' telles que le diagramme :

ExF E®F

N

E®'F
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soit commutatif : @ = ®o® et ® = & o ®. En composant
la premiere égalité avec ® et la seconde avec ® on obtient :
® =(Pod)o®et® = (®od)o@ dou il résulte d’apres
ce qui précede que &' o P est I'identité de EQF et ® ® &’ I'identité
de EQ'F : ® et ® sont donc des isomorphismes préservant le
produit tensoriel, uniquement déterminés entre EQ F et E ®' F.
Si maintenant T/ = E @' F est un produit tensoriel de E et de F
satisfaisant & 'axiome (U), soit T = E ® F un produit tensoriel
de E et de F satisfaisant & ’axiome (7) relativement & des bases
e de E et f de F. Puisque E ® F satisfait aussi & ({), on a un
isomorphisme, unique, ® de EQ F sur EQ®' F tel que @ = ® o ®,
ce qui prouve que les éléments e; ®’ fj = ®(e; ® f;) forment une
base de E ®' F qui satisfait ainsi a (7).

On aurait pu prendre pour E ® F un produit tensoriel satisfai-
sant a (7)) pour des bases ¢’ de E et f/ de F.

Lisomorphisme ®' de E @ F sur E ® F montre que pour ces
autres bases, les efc ® fl’ forment également une base de EQ F.

11.8 — Quelques propriétés du produit tensoriel

Un élément ¢ du produit tensoriel E ® F peut s’écrire, comme
somme, ou combinaison linéaire, d'un nombre fini d’éléments décom-
posables, d’'une infinité de fagons. En effets, on peut toujours rem-
placer z ® y par :

1
x®y=($+$/)®y—$/®y=$)\®yX=x®(y+y')—a;®y’.

Il est ainsi malcommode, voire impraticable, de définir directement
une application linéaire de E @ F dans un espace vectoriel V. En
pratique, pour définir une telle application, on passe toujours
par une application bilinéaire de E X F dans V, qui la détermine
complétement. Nous allons voir de nombreux exemples de cette
remarque :

Un isomorphisme canonique de EQF sur F @ E.

En effet 'application p de EXx Fdans FQE : p(z,y) =y® =z
est bilinéaire et détermine donc une application linéaire unique ®
de EQ F dans F Q E telle que ®(z ® y) = y ® z. De la méme facon
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Y(y,z) = @y détermine une application linéaire 1) de F ® E dans
E®F et o ® et ® o1 sont des applications identiques d’aprés
l'unicité @ et 1) sont donc des isomorphismes inverses 1'un de 'autre.

Un isomorphisme canonique de E @ K sur E.

¢(z,\) = =\ détermine une application linéaire ® de E ® K
sur E et ¢(x) = £ ®1 est une application linéaire de E dans EQK,
telle que ® o ) et 1) o @ soient des applications identiques.

Tréce

Le crochet de dualité entre z € E et o € E* détermine une
application bilinéaire (z,a) — (o, z) de E x E* dans K, d’ot une
application linéaire, la trace, de EQE* dans K : Tr(z®a) = (z, o).

Si la dimension de E est finie, e = (e;) une base de E, e* la
base duale de E*, la trace d’un élément a de E ® E* s’écrit :

Tra= TY(Zei ® e*jaé-) = > (e;, e*j)ag- = Zaﬁ.

Produit tensoriel d’applications et produits kroneckérien de matrices

Si E,E/,F,F’ sont quatre espace vectoriels sur le méme corps
K, a une application linéaire de E dans E’, b une application linéaire
de F dans F/, 'application bilinéaire : o(z,y) = a(z)®b(y) de EXF
dans E'®F’ détermine une application linéaire unique de EQF dans
E' ® F/ appelée produit tensoriel des applications a et b, et notée
a®b. Une barre est nécessaire au-dessus du signe ®, pour distinguer
lélément a®b € L(EQF,E ®F)dea®b e £(E,E) ® £(F,F).
On a donc, par définition :

(a®b)(z ® y) = a(z) ® b(y).

En fait Papplication bilinéaire : ¥(a,b) = a ® b détermine une
application linéaire v telle que ¥(a ® b) = a®b, de £(E,E') ®
£(F,F') dans £(E® E',F®F’), qui est un isomorphisme (canoni-
que) lorsque les dimensions des espaces sont finies.

Dans ce dernier les choix de bases e = (e1) de E, f = (fj) deF,

e/ = (e)) de E/, f’ = (f{) de F’ détermine une base e® f = (¢;® f;)
de EQF indexée par les couples (i, ;) et une base €/ ® f’ = (e;c ® f{)
de E' ® F/, indexée par les couples (k, ).
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Si A,B,C = A®B sont les matrices de a,b et a ®b dans ces
bases, la matrice C = A ® B est le produit tensoriel ou kroneckérien
des matrices A et B. Elle a pour indices de ses colonnes les couples
(3,7) que lon peut ordonner par lordre lexicographique, et pour
indices de ses lignes les couples (k, ).

(e®b)(e; ® f;) = ales) ®b(f;) = (T ehal) @ (T £i8})
= (e}, ® f{)akbh.
d’ou : ijl = afbé-
Si maintenant a’ est une application linéaire de E’ dans E”, v/

une application de F/ dans F”, 1a composée des applications a’ @ b/
et a ® b s’écrit sur les éléments décomposables :

(@' &) ((a®b)(z®y)) = (' ®Y)(a(z) ® b(y))
= (da)(z) ® (VD) (y) = (da®V'b)(z ®Y)
ce qui entraine ’égalité
(' ®V)o(a®b) =d'ad®bd.
En particulier, prenons E” = E, F” = F. Si a et b sont des
isomorphismes, a ® b est également un isomorphisme, car :
-1_71 _
(@ ® b)o(a®b) =Idg ® Idp = IdggF,
— -1 -1
dor : (@®b)=(adb).
Il en résulte aussi que si a” € £(E”,E") et b’ € £(E",E") on
o la propriété d’associativité :

(@"®@b") o [(a') @) o (a®b)] = [(a" ®Y") o (a/ ®Y)] 0 (a® ).

Produit tensoriel de deux représentations K-linéaires d’'un groupe

G:

Une représentation K-linéaire d'un groupe G est un homor-

phisme de G dans le groupe des automorphlsmes d’'un espace
K-vectoriel E : G — GL(E).
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Notons 6 cet homomorphisme. Tout élément g de G est ainsi
représenté par 'opérateur linéaire (g) € G1(E). La fonction sur G
a valeurs dans K : x4(g) = Trace 6(g) est le caractére de 6.

0 est dite irréductible s’il n’existe aucun sous-espace propre A
de E appliqué en lui-méme par tous les 6(g), g € G (qui fournirait
alors une sous-représentation : G — GI(A) par g — 6(g)|a-

Exemple : On a vu (§I1.5) que le groupe linéaire Gl(E) posséde
des représentations linéaires naturelles dans les espaces E*, To(E),
T}(E), .. .. On verra plus généralement que G1(E) est représenté
dans tous les « espaces tensoriels » sur E (cf 111.2).

Si maintenant #’ est une représentation K-linéaire de G dans F,
les propriétés du paragraphe précédent montrent que I’application :
g — 0(9) ®0'(g) dans GI(E®F) est une représentation de G, notée
0 ® 0’ appelée produit tensoriel de 0 et 6'.

Un élément t de EQF peut s’écrire t = 3z Qy; et 06')(g)-

J

t=30(g)z; ®0(9)y;-

J

Afin d’éviter les notations trop lourdes, on écrit le plus souvent
g-x,g-ypour 6(g) -z, ' (g) - y lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. On
voit donc que l'opération de g sur t € EQ®F s’obtient en distribuant
g dans une expression quelconque de ¢ (il y en a une infinité!) :

g-t=29-2;®9"y;
J
On vérifie immédiatement que xgge = Xg * Xo/-

Probleme : 0 et §' étant données et irréductibles. Trouver toutes
les sous-représentations irréductibles de 6 ® 6.

Lorsque G est le groupe des rotations de notre espace euclidien
a trois dimensions, la solution de ce probléme a de nombreuses
applications en physique.

Complexifié d’un espace vectoriel réel

Soient E un espace vectoriel sur le corps complexe C, grE 'espace
vectoriel réel sous-jacent obtenu en restreignant les scalaires au
sous-corps R de C. C est un plan réel de base (1,17) et la structure
complexe de E est déterminée par une application R-linéaire 9 de
C dans £(gE) telle que %(1) = Id(gE) et %(i)? = —Id(gE). I
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résulte de ces conditions que si z et u € C, on a automatiquement la
propriété multiplicative : ¥ (zu) = ¥(z)y(u) et il suffit évidemment
de se donner l'opérateur J = (7).

Une application C-linéaire de E dans F est une application R-
linéaire f de gE dans gF telle que f o ¢Yg(2) = ¢¥p(z) o f, Vz € C.

Si V est un espace vectoriel réel, son complexifié V¢ est le pro-
duit tensoriel d’espaces vectoriels réels : Ve = V ® C. La structure
complexe de V¢ est déterminée par 'application R-linéaire ¢ de C
dans £(VQ®C) : ¢¥(1) = Idy ®Idc et ¢(i) = Idy ® (multiplica-
tion par %) soit, pour un élément décomposable (z ® u) de V® C,
(zeV,ueC),sizeC, ¢Y(z)(z®@u) =z zu.

Tout élément de V¢ s’écrit d’'une fagon et d’une seule : z @ 1 +
y®1i=2zQ1+ (Idy ® (multiplication par i) (y ® 1).

Il en résulte quen identifiant V au sous-espace réel V ® 1
de V ® C tout élément de V¢ s’écrit et d'une seule z + iy avec
z,y € V. Sil désigne l'inclusion de V dans V¢ : l(z) =2 ® 1, le
couple (I, V¢) posséde la propriété universelle suivante : pour toute
application R-linéaire f de V dans un espace C-vectoriel E, il existe
une application C-linéaire unique f de V¢ dans E qui prolonge f,
c’est-a-dire que f ol = f. En effet, I'application R-bilinéaire de
V x C dans E qui au couple (z,u) fait correspondre 9 (u)(f(z))
détermine une application R-linéaire f de V® C dans E qui vérifie

f Y(z) = P(2) f et qui est donc une application C-linéaire de V¢
dans E.
Si a est une application linéaire réelle de V dans V/, ac =
a ®Id¢ est une application linéaire réelle complexe de V¢ dans Vi
appelée la complexifié de a.

1.9 — Produit tensoriel de p > 2 espaces vectoriels

Soient p espaces vectoriels : E1, Eg, ..., Ep sur le méme corps K.
On appelle produit tensoriel de Ej, Eg, ..., Ep le couple formé d'un
espace vectoriel T', qu’en raison de 'unicité prouvée ci-apres, on peut
noter T = E1 @ E2 ® Ep, et d’'une application multilinéaire de E; x
Es...Ep, appelée produit tensoriel et notée : (z1,z2,...,2p) —
T1®T2®. . . Tp satisfaisant & I'un ou 'autre des axiomes équivalents
suivants :
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(T) il existe des bases e;) = (e)ni1 € I, e =
(e(p)ip;z'p € I,) de Eq,...,Ep, telles que les produits tensoriels :
€(1)i; ®€(2)iy ® - - - €(p)i,» indexés par le produit des ensembles d'in-
dices I} x Ig x ...I,, forment une base de E; ® E2 ® ... Ep

(U) propriété universelle : pour toute application p-linéaire ¢ de
E; X Eg x ... Ep dans un espace vectoriel V, sur le méme corps, il
existe une application linéaire unique ® de E; ® E2 ® ... E, dans
V telle que ¢ = ® o ® : (le diagramme est commutatif)

¢

E]Xsz...E

P \Y
p-linéaire
@\ /b linéaire unique

E®E®..E

Ainsi : p(z1,%2,...,%p) = B(r1®22®...xp) et application @
peut étre considérée comme une application p-linéaire universelle.

On démontre, comme dans le cas de deux espaces vectoriels,
lunicité & un isomorphisme preés, 'existence, et le fait que la
propriété (T) est valable quel que soit le choix des bases.

Les éléments 11 ® T2 ® ... Tp de 'image de ® sont dits décom-
posables.

Tout élément de E1 ® E2 ® ... Ep est combinaison linéaire, ou
somme, d'un nombre fini d’élément décomposables.

Chaque fois que ’on souhaite construire une application linéaire
de E1 ® E2 ®...Ep dans un espace vectoriel V, IL FAUT pour cela
passer par l'application p-linéaire associée, et c’est elle qu’l faut
définir pour atteindre I'application linéaire.

Par exemple, le produit a; ® a2 ® . . . ap de p applications linéai-
res a1 : E1 — E, a2 : B2 — E5, ..., ap : Ep — Ej, est Iapplication
linéaire de E; ® E2 ® ...Ep dans E] ® E) ® ...E;, associée a
l’application p-linéaire :

(21,22, - - -, Zp) — a1(21) ® a2(z2) ® - .. ap(zp)-
On a une application linéaire naturelle :

£(E1,E]) ® £((E2,E3) ® ... £(Ep, Ep)
— £(E1®E2®...Ep;E1 ®E5® ... Ep),
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qui envoie a] ® a2 @ ...ap sur a1 ®a2 @ . .. ap, qui est un isomor-
phisme lorsque Eq,Eg, ..., Ep sont de dimensions finies.

Il en résulte, comme au paragraphe précédent, que si 61, 6o,
... 0p sont p représentations linéaires d'un méme groupe G' dans
des espaces vectoriels E1, Eg, ..., Ep sur le méme corps K, I'appli-
cation :

gEE - 01(9)®02(9)® ... 0p(9),

de G dans le groupe linéaire G1(E1 ® E9®. .. Ep) est une représen-
tation de G que Yon appelle produit tensoriel des représentations
61,02, ...,0p et que 'on note 1 @ 2 ® ... O

Indiquons quelques propriétés immédiates du produit tensoriel
de p espaces vectoriels, qui se démontrent exactement comme dans
le cas du produit tensoriel de deux espaces, c’est-a-dire en passant
par une application multilinéaire :
K®K®...®K est canoniquement isomorphe a K, tout élément
gécrivant : A1 -1 ®@ X2 - 1@ Ap-1=A1)2... 2 1Q1®...1L

Il en résulte, d’apres ce qui précede, que si E1Eo,...,Ep sont
de dimensions finies, on a :

1®E5Q...E; = (E1QE:®...Ep)*.

Si dans un produit tensoriel I'un des facteurs est le corps K :
E1®E2®...Ep_198K®E,11®...E, ce produit est canoniquement
isomorphe au produit des espaces vectoriels distincts de celui-la,
soit :

E1QEs®...Ep 1 ®E;11®...Er.

Si o est une permutation de (1,2,...,p), lapplication (z1,
Z2, -.. Tp) — Tl ® Tg2 ® ... Top de E; x Eg x ... Ep dans
Es1 ® Eg2 ® ... Egp est p-linéaire et détermine une application
linéaire ®; de E1 @ E2 ®...Ep dans E;1 ® E52 ® ... Egp. Cest un
isomorphisme, appliquant les éléments décomposables de I'un sur
ceux de l'autre, puisque @1 0 @, est I'identité.

11.10 — Opérations tensorielles

Le calcul tensoriel est fondé sur deux opérations : la contraction
et la multiplication tensorielle.
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Composées, elles en donnent une troisiéme : la multiplication
contractée.

La propriété essentielle de ces opérations est d’avoir la méme
forme quelle que soit l’écriture des éléments. De plus, si on les
effectue sur des éléments décomposables, le résultat est un élément
décomposable.

Définition 11.10.A :

Soient p espaces vectoriels sur K : E1, Eo, ..., Ep, et b une forme
bilinéaire sur le couple (E;, E;) ou I'on suppose i < j. L’application
linéaire naturelle :

E1®E;®...E,—~E1®...E;®...E;®...Ep,
associée a 'application p-linéaire :
(71,22, --,%p) = b(%;,2;)21®...2;®...Z; ® ... Tp,

est appelée la contraction par b des éléments de E; ® E2 ® ... Ep.

Le cas le plus fréquent est celui o I'un des deux espaces E;, E;
est le dual de l'autre, b étant alors le crochet de dualité, et c’est
dans ce cas, une extension de la trace.

Définition I1.10.B :

Soient (p + q) espaces vectoriels sur K : E1,Eo,...,Ep, F1, Fo,
..., Fq. Lapplication bilinéaire naturelle 1 :
(E1®E2®...Ep)x(F1®F2®...Fg) — E1®...Ep®F1®...Fq dont
Pexistence est démontrée ci-dessous, est appelée la multiplication
tensorielle.

Lapplication ¢ (1:17 L2y ZpyY1,Y2, .- - ,yq) - (.'I:]_ ® T2 ®
o Zp) ® (Y1 QY2 ® ...yq) de E; X Ea...Ep x F1 x ... Fy dans
P=(E®...E) ®(F1®...Fg) est (p + g)-linéaire. Si I'on
choisit des bases {e(1);; }--- {e@), HF )5} - {f(q)j,} dans les
espaces E1,...,Fg, les images par ¢ : (e(l)z‘1 Q... e(p)ip)®(f(1)j1)®
- flg) jq) forment évidemment une base de P qui satisfaisant ainsi
a l'axiome (T), est avec ¢ un produit tensoriel de Eq,...,E4. Il en
résulte un isomorphisme naturel ® de P sur E;1 ® E2 ® ... Eq. La
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multiplication tensorielle est la composée des deux applications :
® ®

Un raisonnement analogue montre que la multiplication tensorielle
est associative ce qui se traduit par des isomorphismes canoniques
entre (E1®...Ep)®@(F1®...Fg))®(H1®...H), E1®...Ep)®
((F1®...Fq)®(H1®...H)) etE1®...F1®...H1®...HT. On
ne distingue donc pas entre ces divers produits.

Définition I1.10.C :

Soient (p + g)espaces vectoriels sur K : Eq,Eg, ..., Ep,F1, Fo,
...F4 et b une forme bilinéaire sur le couple (E;, Fg). L'application
composée de la multiplication tensorielle i et de la contraction par b

m
(E1®...Ep)><(F1®...Fq) —>E1®...Ep®F1®...Fq

—>E1®...Ei®...ﬁk®...Fq,
est appelée multiplication contractée.

Exemples :

a) soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur
le méme corps K. La multiplication contractée a droite : (F®E*) x
E — F permet de considérer un élément a € F ® E* comme une
application linéaire de E dans F par: 2 € E — a -z € F en notant
par un point cette multiplication contractée.

Sia=3Y,jy;®aj;, a-z=3,;y;{(0;,).

L’application ¢ qui au couple (y, ) de F x E* fait correspondre
lapplication linéaire de E dans F : z € E — y(a,z) € F, est
une application bilinéaire de F x E* dans £(E;F) satisfaisant a
l'axiome (T) déterminant ainsi un isomorphisme naturel de F ® E*
sur £(E; F).

La multiplication contractée a gauche de F* x (F ® E*) dans
E* : (B,a) — [ - a est la transposée de la précédente. La double
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multiplication contractée :

F*x (FRE*) xE—K
_)ﬂ.a.w

est en effet associative, ce qu’il suffit de vérifier pour a décomposa-
ble,a=y®a:

a-z=1yla,z); f-a=(B,y0q,
et Bla-z)=(B,y){,z)=(8-a) x

b) si E, F, H sont trois espaces vectoriels de dimension finie sur
le méme corps K, la composition des applications linéaires de E
dans F et de F dans H s’exprime, dans P'écriture tensorielle des
applications linéaires, par une multiplication contractée :

(H®F*) x (F®E*) - HR E*,

(2®0)-(y®a) = (B,y)zR@ est bien le composé de z — (y®a)-z
y(o,z) et de y- (0, 2) — (2®B)-yla, z) = 2(8,y) (e, @) = ()
B,y)(z®a) -z

L'écriture tensorielle rend immédiate une propriété de la trace.
Siae £E,F)=FQ@E*etbe £(F,E)=EQ®F*, ao0b e £(F),
boa € £(E), on a Tr(a o b) = Tr(b o a). Il suffit de prendre a
et b décomposables, le cas général s’en déduisant par linéarité. Si
a=yQaetb=z®0F,a0b=yQ[{e,z);boa = (B,y)z R a,
d’ou :

(B,y){a,z) = Tr(aob) = Tr(bo a).

¢)si E1,Es ..., Ep sont de dimension finie sur K, la multiplica-
tion p-fois contractée :

(B1®E2®...Ep) x (B] ® F}...E}),
(21®12Q®. .. 7p), (@1®a2®. .. ap)) — (x1,01) (T2, 2) ... (ZTp, Op)

est 'expression du crochet de dualité, par I'identification vue précé-
demment de E] ® E5...E; avec (E; ® E2 ® ... ® Ep)*, sur les
éléments décomposables des deux espaces.

Il en résulte que les produits tensoriels de bases des E; et des
bases duales dans les E; sont des bases duales de E1  E2® ... Ep

etde E}®E3...Ej.
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d) si E et F sont de dimensions finies sur le méme corps K, une
forme bilinéaire b sur E X F est équivalente & une forme linéaire
sur E ® F, soit & un élément ¢ de E* @ F*.

On récupére la forme b par la double multiplication contractée :
Ex(E*®F*)xF soit: b(z,y) =z-p-y(carz- (¢ y) = (z-¥)-y).
De fagon précise, I'isomorphisme de E* ® F* sur l'espace vectoriel
£9(E, F; K) des formes bilinéaires sur EXF est obtenu, 4 'aide de la
propriété universelle du produit tensoriel, & partir de I'application
bilinéaire de E* x F* dans £9(E,F;K) qui au couple ¢, fait
correspondre la forme bilinéaire (z,y) — a(z)B(y).

L’application linéaire p associé a droite de b, de F dans E*, fait
correspondre a chaque y € F la forme linéaire x — b(x,y) sur E,
qui est aussi la contractée a droite de ¢ par y : p(y) = ¢ - v.

Cette définition de p par contraction revient a I'identification de
© et de p comme I’élément de E* ® F*, puisque ce produit tensoriel
E* ® F* s’interpréte aussi, comme on 'a vu au a) ci-dessus comme
Pespace £(F,E*).

De la méme fagon, ’'application  associée a gauche de b, de E
dans F fait correspondre & x € E la forme : y — b(z,y) sur F.
On a y(z) = z - ¢, ce qui revient a identifier aussi v avec ¢ par
Iinterpretation de E* ® F* comme £(F,E*).

On voit donc que tensoriellement, c’est le méme élément p €
E* ® F* qui s’interpréte comme b, p ou .

On a : b(z,y) = (z,p(y)) = (7(x),y) qui montre également
qu’avec lidentification E** = E et F** = F que v =t p et p = 1.

Si e et f sont des bases de E et F, et b;; = b(e;, fj), ¢ =
Y bije™ ® f.

p a méme matrice B = |b;;| que b tandis que v a pour ma-
trice 'B. '

Le rang b est celui de B, de p, de 7y ou de ¢. C’est en particulier le
nombre minimum de termes qu’il faut pour écrire ¢ comme somme
de tenseurs décomposables ¢ = > a; ® B;. «b-non-dégénérée »
équivaut a p (ou <) est un isomorphisme.

-1 _
Dans ce cas l'inverse p de p (ou 'yl de ) définit une forme

bilinéaire sur F* x E* appelée inverse de b et notée b. On a
-1
-1

évidemment b = b.
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-1 -1 -1 _ -1
Si(B,a) € F*xE* b(B,0) = (B, P ) =0b(705,Pa)=
(7)'1 B, ). Le nom de forme bilinéaire inverse est justifié par le fait
que dans les multiplications contractées :

(E*®F")x (FRE) - E*®E = £(E*),
(FRE)x (E*®F*) - FQF* = £(F),

les produits des éléments pQE* @ F* représentant b et .g_ol € FQE =

(F*)* ® (E*)* représentant b sont égaux aux unités (opérateurs

identiques) de E* Q E et FQF*. C’est en effet, parfaitement évident
. . R -1 -1
si l'on interpréte ¢ comme p et ¢ comme P .

En prenant F = E, on voit qu'une forme bilinéaire non-

dégénérée b sur E détermine automatiquement une forme bilinéaire
-1

non-dégénérée b sur le dual E*. Cette propriété va jouer un réle

essentiel dans I'étude des tenseurs restreints (chapitre V).

11.11 — Produit tensoriel de formes bilinéaires

Soient E1,F1,E9,F9,...,Ep, Fp, 2p espaces vectoriels de di-
mensions finies ou infinies sur le méme corps K, b; une forme bi-
linéaire sur le couple E1 X F1, by sur Eo X Fo, ..., by sur E, X Fp.
L’application qui aux 2p vecteurs : (z1,%2,...,Zp,Y1,Y2;---,Yp) de
(E1,Eo,...,Ep,F1,Fg,...,Fp) associe le scalaire égal au produit :
b1(z1,y1)b2(x2,y2) - . . bp(zp, yp) est 2p-linéaire et détermine donc
une application linéaire B :

B
E19E:®..E,@F1®F®...F, — K,

par ses valeurs sur les éléments décomposables :
Bz1®z2®...7pQy1 ®y2 ® ... Yp) = [1b(z;,;)
En composant avec la multiplication tensorielle y :

(E1®E2®---Ep)x(F1®F2®...Fp)-)E1®...EP®F1...FP,
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on obtient une forme bilinéaire b = B o y appelée produit tensoriel
de b1, bo,...,bp sur le couple :

(E1®...Ep) x (F1 ® ...Fp) entiérement définie par ses valeurs
sur les éléments décomposables :

H(z1®...2py1 @ ... yp) = b1(z1,91) - - - bp(Tp, Yp)-

En prenant tous les espaces E; égaux a E, et tous les espaces F;
égaux a F, la construction précédente définit la puissance tensorielle
p-éme d’une forme bilinéaire b sur E x F.

Cest une forme bilinéaire sur (®PE x (®PF), notée ®Pb,
entiérement définie par ses valeurs sur les tenseurs décomposables

(®PD)(z1 @22 ® ... 2p; Y1 @ Y2 ® - - . Yp)
= b(l‘l, yl)b(fEQ, y2) s b(xp’ yp)

Les puissances tensorielles @ Pp et ® Py des applications as-
sociées a droite et & gauche de b sont évidemment les applications
associées de ® pb, puisque, sur des tenseurs décomposables :

(RPb) (21 ®12Q022Q ... Zp; Y1 QY2 ® - .. Yp)
= (x1, p(y1))(x2, P(Y2)) - - - (Tp, P(Yp))
=(1®12®...2p; p(y1) ® p(y2) ® - - . p(Yp))
=(21Q12®...2p;(®PP) (Y1 @ Y2 ® ... yp))

et la méme chose pour +.

En particularisant encore en prenant F = E, on voit qu'une
forme bilinéaire b sur un espace vectoriel E de dimension finie défi-

nit des formes bilinéaires ® Pb sur toutes les puissances tensorielles
-1
de E. De plus, si b est non-dégénérée la forme inverse b sur E* se

prolonge par ses puissances tensorielles (®P b sur les @”E*. Sur

un espace de tenseurs affines quelconque ®E avec |v| = m, pro-

-1
duit tensoriel de m espaces E ou E*, en prenant b sur E et b sur
E*, leur produit tensoriel prolonge b en une forme bilinéaire ® @)p
sur @ V)E.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE II

EX. II.1:

Soit t € EQE... Montrer que si dans une base de E, il existe un scalaire

X tel que t7¢ = MY quels que soient i,; les mémes équations sont alors
satisfaites dans toutes les bases. Quelles sont les seules valeurs possibles
pour \?

EX I1.2:

Quelle condition, nécessaire et suffisante, doivent satisfaire les vec-
teurs z1,z2,...,Zp et Y1,¥y2,...,Yp, Supposés non nuls, pour que les ten-
seurs décomposables z1 ® z2 @ .zp et y1 ® y2 ® .yp soient proportionnels.

EX I1.3:
Soient E1,Eq, ..., Ep, p espaces vectoriels quelconques sur K. Montrer
que si les vecteurs z; € E;, z2 € Eg, ..., zp € Ep sont nuls, leur produit

tensoriel z; ® z2 ® ... p est non nul.

EX. 114 :

Soient (z1,z2,...,zn) et (y1,¥2,---,Yn), 2n vecteurs d'un espace vec-
toriel & n dimensions.

Montrer que pour que le déterminant : dét|t*’| des composantes du
tenseurs : t =21 QY1 + 22 QY2 + ... + Tn ® yn de E x E dans une base de
e soit nul, il est nécessaire et suffisant que soient les (z;), soient les (y;)
soient linéairement dépendants.

EX I15:

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme corps K, Eg un
sous-espace de E,Fg un sous-espace de F. Soit H le sous-espace de EQ F
engendré par les éléments z ® y tels que = € Eg ou bien y € Fy.

Construire deux applications linéaires naturelles, réciproques I'une de
lautre, entre E/Eg ® F/Fo et (E ® F)/H, qui prouvent I'isomorphisme de
ces deux espaces vectoriels.

EX. 116 :

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Soient z,z1,z2,...,Zp,

(p+1)vecteurs de E, y,y1,¥2, . - -, Yp, (p+ 1)vecteurs de E tels que qu’on ait
une égalité :

P
zQy= ) z;Qy; #0.

=1
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Montrer qu’il en résulte que z est une combinaison linéaire des z;, et
y une combinaison linéaire des y;.

EX. I1.7 :

Soient a1, a2, ..., ap, p applications linéaires, a; appliquant E; dans F;
pour 7 =1,2,...,p.

Les 2p espaces vectoriels E; et F; étant supposés de dimension finie,
montrer que, si le produit tensoriel a; ® az ... ® ap est nul, 'une au moins
des applications a; est nulle.

EX II.8:

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et ¢ un tenseur
non nul de ®”E. Pour chaque i = 1,2,...,p, on appelle F; le sous-espace E*
des formes linéaires a telles que le contracté de o sur la i-éme composantes
de t soit nul.

a) montrer que dimF; <n—1

b) montrer que ¢t est décomposable si et seulement si tous les F; ont
pour dimension (n — 1).

c) montrer qu’il suffit que (p — 1) des F; soient de dimension (n — 1)
pour qu’il en soit de méme du p-éme.

EX. I1.9:

Si u et v sont des endomorphismes respectivement des espaces vecto-
riels de dimension finie pour E et F, montrer que Trace (u®v) = Tru-Trov.

EX.I1.10 :

Propriétés du produit tensoriel de matrices. Soient A une matrice mxm
et B une matrice n x n, A® B et B® A leur produits tensoriels (§11.8) dont
les lignes et les colonnes sont rangées suivant 'ordre lexicographique sur
les couples d’entiers.

a) Montrer qu’il existe une matrice de permutation P ne dépendant

-1
pas de A et B mais seulement de m et de n telle que B A=P(A®B) P.

b) Si I, et I, désignent les matrices unités m x m et n X n, en utilisant
le fait que A® B est égal au produit de matrices : (AQ®I) - (Im» ® B) montrer
que dét(A @ B) = (dét A)™(détB)™.

¢) Montrer que si A et B sont diagonalisables il en est de méme de
A®B.

d) Montrer que si A et B sont des matrices orthogonales, resp. uni-
taires, il en est de méme de A ® B.



CHAPITRE III

Algebre tensorielle : les espaces tensoriels,
les tenseurs affines et les pseudotenseurs
associés a un espace vectoriel
de dimension finie

L'instrument construit au chapitre II, le produit tensoriel de
deux espaces vectoriels, nous permet maintenant de définir et
d’étudier les espaces de tenseurs et de pseudotenseurs affines sur un
espace vectoriel E de dimension finie. Un tel espace T est lié a4 E par
une correspondance qui 4 chaque base e de E associe une base de T
(d’ou les « composantes » de chaque ¢t € T que détermine le choix de
la base e) et par la présence d’une représentation dans T du groupe
linéaire GI(E) agissant comme «groupe de structure». Le terme
affine signifie que E est «nu», sans structure supplémentaire. Le
groupe d’automorphismes est donc celui de tous les automorphismes
linéaires de E. Les chapitres V, VII et VIII examineront les cas ou
E est enrichi d’un produit scalaire, qui permet d’identifier E et E*.
C’est alors le sous-groupe G de GI(E) des automorphismes qui le
préservent qui sera le groupe de structure.

Les paragraphes 11 et 12 sont consacrés a la structure d’algebre,
le paragraphe 13 aux problémes universels, le paragraphe 14 aux
invariants.

III.1  / Espaces de tenseurs affines sur un espace vectoriel de dimension
finie.
II1.2 / Opérations tensorielles.

III.3 / Permutations des facteurs d’un espace tensoriel ®)E et action
du groupe symétrique.

IIT.4 / Représentations tensorielles du groupe linéaire.

III.5 / Symétriseurs, antisymétriseurs et opérateurs de symétrie.
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II1.6  / Pseudoscalaires.

III.7 / Les pseudotenseurs. Exemple : les pseudotenseurs ¢ de Levi-Cita

II1.8 / Espaces liés 4 un espace vectoriel E. Scalaires orientés d’un
espaces vectoriel réel. Tenseurs et pseudotenseurs affines orientés
sur un espace vectoriel réel.

IIT.9 / Tenseurs associés aux espaces vectoriels complexes.

II1.10 / Vecteurs tangents complexes.

II1.11 / Algeébres. Graduations. Produits tensoriels d’algébres.

II1.12 / L’algebre tensorielle sur un espace vectoriel.

I11.13 / Problémes universels.

I11.14 / Invariants. Extensions tensorielles des représentations linéaires
d’algebres de Lie.

lil.1 — Espaces de tenseurs affines sur un espace vectoriel de
dimension finie

Dans ce paragraphe et les suivants jusqu’au §II1.10 inclus , E
est un espace vectoriel de dimension finie, car on va faire intervenir
systématiquement son dual E*.

Un symbole de variance (v) est une suite de points et d’astéris-
tiques, chaque point représentant I'espace vectoriel E et chaque
astérisque son espace dual E*.

(v) est dit de type (p, q) et d’ordre ||v|| = p+ ¢ lorsqu’il contient
p points et g astérisques. XOWE représente le produit d’'un certain
nombre de copies de E et de E* suivant la formule définie par (v).
Par exemple, X(*E =E x E*.

Un produit tensoriel d’un certain nombre de copies de E ou de
E* suivant la formule définie par (v) est appelé un espace tensoriel
(affine) de variance (v) sur E et noté ®()E. On dit aussi que QWE

est la puissance tensorielle (v)-2me de E. Les ®Y)E, pour toutes
les variances (v), forment I’ensemble de tous les espaces tensoriels
sur E.

Pour chaque espace tensoriel ®(”)E, on a une application
||v||-linéaire structurelle, de X(YE dans ®“)E, dont I'image est
I'ensemble des éléments décomposables de ®WE. Si e est une base

de E et e* sa base duale, e(?) ou ®)e désigne la base correspon-
dante de ®VE.

Exemples : On a vu au chapitre II, Q*E = E* @ E*, @(*) =
E ® E*. Si (v) = (..x), e(?) est Pensemble des (e; ® e; ® e*k).
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Les éléments d’un espace ®(E sont appelés tenseurs affines
de variances (v) sur E, d’ordre ||v||, p fois contravariants et ¢ fois
covariants si (v) est de type (p,q). Un espace de tenseurs p fois
contravariants est noté simplement ®PE, ou puissance tensorielle
p-éme de E.

Les composantes d’'un tenseur ¢ de ®(V)E dans la base e(?) sont
appelées composantes de t dans e et s’écrivent avec p indices en
haut (contravariants) et ¢ indices en base (covariants) les indices
étant placés dans l'ordre de (v).

Exemple :si (v) = (%), t =3 (e;®e; ® et @ el)t;:cjl'

L'ordre des composantes de méme nature dans QWE est es-
sentiel... On verra que l'ordre de toutes les composantes est essen-
tiel pour les tenseurs restreints (cf. Chapitre IV). Par contre, tant
qu’il ne s’agit que de tenseurs affines, et seulement dans ce cas, on
peut négliger 'ordre relatif des composantes de nature différente, et
identifier ainsi tous les ® V)E dont les variances (v) sont de méme
type (p, @), ce qui revient a ne considérer que des produits tensoriels
notés ®pE=E®... E®E" ®...® E* en placant indifférem-

p fois q E)is
ment les facteurs E devant et les E* ensuite, ou I'inverse.

Les composantes dans une base e d’'un tenseur ¢ de type (p, q)
s'écrivent alors : €54, 4, j1jo...jq- LOrs d'un changement de base
e = eS smt ) .

= > ez = > é%ce*k, les nouvelles composantes de t
expnment en fonction des anciennes par :

(T) Izlzz dp _ — 3t k‘1k2 541 Zpsll

lq
Cirdania -S

lilp.. lq Sk Sk %h Jq

On retrouve la formule du §I1.6 qui est maintenant démontrée
au lieu d’étre prise pour définition.

lil.2. — Opérations tensorielles

Les espaces tensoriels sur un espace vectoriel possédent une
structure trés riche. Outre les opérations tensorielles, multiplica-
tions et contractions par le crochet de dualité entre E et E* (§11.10),
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qui les relient enfre, eux, le fait que les facteurs d’'un ®()E soient
tous égaux a E ou & E* introduit des opérations nouvelles :

a) le groupe linéaire GI(E) opére naturellement sur E, et sur
E* par la représentation contragrédiente, donc sur tous les facteurs
d’un produit tensoriel QWE. Le produit tensoriel des opérateurs
sur E et sur E* fait opérer GI(E) sur ® V)E. Les multiplications
et contractions commutent avec les opérations de Gl(E) sur les
®WE.

b) les permutations de facteurs de méme nature, E ou E*,
operent sur les ®WE. Par exemple, le groupe de permutation
& (p) de p objets opére sur ®P(E). Le sous-espaces de tenseurs
qui présentent un caractere de symétrie maximum relativement a
& (p) sont aussi les sous-espaces irréductibles pour l'action de GI(E)
(H. Weyl).

Nous allons examiner ces opérations en commencant par les
multiplications et les contractions.

1) Si (v) et (w) sont deux variances, désignons par (vw) la
variance obtenue en plagant w a la suite de v. La multiplication
tensorielle, définie au §I1.9 applique RWE x @ WE dans @ “WE.
Si Yon identifie les variances de méme type, la multiplication
tensorielle s’écrit :

®FE x @} — @ [(E :

Les composantes du produit de deux tenseurs ¢ et u sont les
produits, dans 'ordre, des composantes de t et de u :

(tu)211p+r _ Zl’Lp i},+1...i?+r
J1---Jq+s J1---Jg “Jq+1---Jg+s’

Ce produit n’est évidemment pas commutatif.

2) La contraction entre le k-2me facteur E et le [-eme facteur
E*, ou, en utilisant le langage des composantes, entre le k-éme
indice contravariant et le [-éme indice covariant est une application
linéaire cfc :

QWE — & — @WIE, ott (w) est (v) moins les k2™ et les (¢™€

indices, en particulier : )E —— &k — ®Zj E.
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Les composantes du tenseur contracté (cfct) se calculent immédia-
tement :

k 21.. ip_ ik 1mik+1
(), o =yt . 1Mt - Jq

/
Si k’ # k et I’ # I, les contractions cf et cf, commutent :
Cl Cl’ t =cp ckt
3) La composée d'une multiplication tensorielle et de contrac-
tions sur les indices des facteurs est une multiplication contractée.
En particulier si I'on multiplie un tenseur ¢ de type (p,q) par p

formes Q(1), Q(2) - - - A(p) et g vecteurs Z(1)>Z(2)s - - -1 T(q) et que
Ton contracte (p+q)fois : pour i = 1,2, ..., p, le i-eme indice contra-
variant avec Q(;), pour 7 =1,2,...,qle j-éme indice covariant avec

;) on obtient un scalaire : c'est la saturation de t par les o ;) et
les .’L‘(])

Si (v*) désigne la variance duale de (v) obtenue en remplacant
partout E par E* et E* par E (par exemple, (v) = (.. x.), (v*)
= (x%.%), les espaces tensoriels ®(?)E et ® “*)E sont duaux l'un de
Pautre. Le crochet de dualité s’obtient par multiplication tensorielle
suivie de la contraction sur toutes les paires d’indices associés de
(v) et de (v*).

Lorsqu’on identifie les variances de méme type, on voit ainsi
que ®p E et ®¢pE sont naturellement duaux 'un de 'autre. En
particulier ®p pE est auto-dual, ce qui signifie qu’il existe sur ®; pE
une forme bilinéaire naturelle qui I'identifie & son dual.

Déterminons cette forme. Pour p = 1, ®1 1E = EQE* s’identifie
a l'espace vectoriel £(E) des opérateurs linéaires de E. Le crochet
de dualité est la double contraction :

(EQE*) x (EQE*) - K.

La premiére contraction est la composition des opérateurs, la
seconde est la trace, et le crochet de dualité est donc :

Va,be EQE*: (a,b) = Tr(aob)

En particulier pour des éléments décomposables : a =z ® o et
b=y®B,a0b=(y)z@Bet (z®, y®P) = (,y)(B,z).
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Dans le cas général, ®p,E = (QPE) ® (QPE*) s'identifie a
l'algébre des opérateurs linéaires de ®PE et la méme expression du
crochet subsiste.

Application : Autres invariants d’un opérateur linéaire a €
£(E). Par l'identification de £(E) a EQ E*, a écrita =) zj ® oy,
J

®Pa s'identifie a

®pa=ij zjy @ Tj ® ... Tj, ®aj; ®j ® ... T, € GPE
1---Jp

= (®PE) ® (QPE").

Si Cf désigne la contraction de r-éme indice contravariant et
du s-eme indice covariant, C%C% . ..C£_1(®pa) n’est autre que
aP € EQE*, et si l'on effectue alors la contraction Czl, on obtient la
trace Tr(aP) tandis que C1C3...Ch(®Pa) = Tr(®Pa) = (Tra)P. .

Lopérateur identique de E s’écrit dans EQ E* § = ) e; ® €™
quelle que soit la base e et ses composantes sont les symboles
de Kronecker 6; =0si¢ # j, = 1sii = j. Mais le dual de
E ® E* ¢'identifiant 3 E ® E*, les éléments de E ® E* peuvent étre
interprétés comme des formes linéaires sur E ® E*, donc comme
des formes bilinéaires sur E x E*. Si a € £(E) la forme bilinéaire
associée est tout simplement : (z, ) — (o, az) = (‘ac, z).

En particulier, lopérateur identique 6 de E s’identifie de cette
fagon au crochet de dualité entre E et E*.

L'espace tensoriel QPE*, s’identifie & I'espace vectoriel des

formes p-linéaires sur E. En effet, le diagramme universel :

f

ExEx..E K

E®XRE®..E

permet d’identifier les formes p-linéaires f sur E aux formes
linéaires 7, sur @PE, cest-a-dire aux éléments du dual (®PE)* qui
lui-méme s’identifie comme on vient de le voir 2 E*.

Le crochet de dualité entre QPE* et ®PE s’écrit pour des
éléments décomposables de chaque tensoriel :
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(aq) @a@) 8- o), T) @ 2(2) @ -+ Z(p))
= lep e, 2@) - () 2E)

Si e = (ej;j € J) est une base de E, et e* sa base duale,
P’expression d’une forme p-linéaire f sur E :

f@ay, - @) = 2 firipTiy (1) - - T, (p)
=(Z fil...z‘pe*zl ®... e*Zp,ﬂf(U Q.. .x(p))

montre bien, comme au §I1.2, cette idenfication.

4) Une application : critére de tensorialité. On rencontre fré-
quemment des ensembles de « composantes », donc munies d’indices
variant librement de 1 & n : ¢;;_j, j, . j,, qui ne sont pas les
composants d'un tenseur.

Nous nous proposons de donner quelques tests permettant
d’établir la nature tensorielle de tels ensembles.

Premier critere : on effectue un changement de base et 'on
vérifie que les composantes se transforment selon I'une des formules
du § ITII.1. Les calculs peuvent é&tre pénibles, et il vaut mieux les
éviter si l'on peut utiliser I'un des critéres suivants.

Second critere dit de saturation : si quels que soient les vecteurs
T(1), Z(2)s - - - T(q) de composantes dans une base € : zjl),
Jq

*

( ) et les covecteurs Q1) Q(2)5 - - - X(p) de composantes 01(1)1'1,
Q(2)igr -+ Xp)ip dans e, la somme :
i142.. g Ja
S e (1Y @i ) Ty

est une constante indépendante du choix de la base e, alors les
tz'l"';’; sont celles d’un tenseur p fois contravariant et ¢ fois cova-
riant.

La preuve est immédiate. Choisissons en effet les vecteurs

U
T = efc et les covecteurs aq) = e, k = 1,2,...,q;
1=1,2,...,p; ot € est une autre base. La constance de la somme

n’est autre que la formule de transformation des composantes d’'un
tenseur.
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Troisieme critére, dit du quotient : si quel que soit le tenseur u
de type (r, s), la contraction :

Uil...’ip _ Z 11 lplp+1---lp+s Jq+1---Jq+r
J1---Jq J1---39Jq+1---Jg+r p+1---lp+s’

sur (r + s)couples d’indices donne les composantes d'un tenseur

21...2
V, alors les t jll. j’; ':_i sont les composantes d’'un tenseur. En effet on

peut prendre en particulier pour u le produit tensoriel de s vecteurs
et de r formes arbitrairement choisis. En saturant alors les deux
membres par contraction avec g vecteurs et p formes arbitrairement
choisis, on retombe sur le critére de saturation précédent.

1.3 — Permutations des facteurs d’un espace tensoriel QWE et
action du groupe symétrique

Nous allons définir les opérations de permutation des facteurs
des produits tensoriels qui généralisent le cas élémentaire de la
transposition dans le produits E ® E ou E* ® E* (§I1.3)

Une permutation o de (1,2,...,p) est une application bijective
de cet ensemble sur lui-méme que l'on visualise par le tableau :

1 2...p . .
qui se lit: 1 — 01,2 — 09, etc.
o1 O’2...0’p

Les permutations de (1,2, ...,p) forment un groupe : le groupe
symétrigue d’indice p qu’il est d’'usage de noter par la lettre s
gothique majuscule : G;. Toute permutation o peut s’écrire d'une
infinité de fagons comme le produit de N transpositions, la parité de
N étant toujours la méme, ce qui permet d’assigner a chaque o le
nombre £(0) = +1 ou —1 suivant que o est le produit d’'un nombre
pair (permutation « paire ») ou impair (permutation «impaire ») de
transpositions.

€ est la signature et e(o7) = €(0)e(7). La signature est ainsi un
homomorphisme du groupe &, sur le groupe multiplicatif a deux
éléments (1, —1).

Considérons maintenant des objets rangés en une suite, comme
les facteurs d’'un produit par exemple. L'objet d'une permutation sur
ces objets va étre d’en changer 'ordre, et la permutation va porter
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sur les places (ou rangs) qu’occupent ces objets, indépendamment des
indices dont ils peuvent étre munis. La convention universellement
adoptée est que o envoie l'objet qui occupe j au rang oj.

11 en résulte qu’aprés l'opération de o, I'objet qui se trouve au

. .. . =1
rang j est celui qui se trouvait au rang ¢ j. On a donc :

(ylay2>"'ayp)=&<$1a$2v"'axp)=(x-(—7_1 71:}1 yer- T )

1 2 op

Si l'on effectue maintenant une seconde permutation 7 sur la
suite obtenue, 'objet, qui du rang j avait été envoyé au rang o7,
est maintenant envoyé au rang 7(0j) = (70)j et T o & = (70).

En effet, 7(c(z1,22,...,2p)) = T7T(¥1,%2,---,Yp), avec
y_] =T_1 R
oj
(y}ll)y}l27' 7y}1p)
=(z_1-1 ,--,%_1-1 ) = (T0)(x1,22,...,Tp)-
o T1 ocTp

& opére également sur les applications. Si f est une applica-
tion qui au p-uple (z1,z2,...,%p) d'objets d'un méme ensemble
E fait correspondre f(z1,%2,...,%p) € F, (¢f)(z122,...,2p) =

-1
f( o (:1717:1727 - ')Ip)) = f(x01a$0'2, oo ,xap)~ On a bien T(Uf)
($1x27 s 737p) = (Uf) Tr1, X125 - 7$Tp) = (Uf)(yl’ Y2,--. 7yp),
(avecy; = 275) = f(Yo1,Y02s- - - »Yop) = f(Tro1,Tr62s- - - » Trop) =
((ro)f)(z1,22,...,Zp). (Voir la fin de ce paragraphe pour une ap-
plication).

Soient (v) une variance d’ordre |v| = m, ¢ une permutation de

(1,2,...,m) qui conserve (v). L’application m-linéaire :

XWE — @WE,

(1,22, ,Zm) — 21 Q1 ®...T_1 .)
ol o

2 om

ou z; est un élément du jé™me facteur, E ou E*, de X (”)(E);

détermine un endomorphisme & de QWE. L'image par ¢ dun
élément décomposable s’écrit :

(1 ®22Q...2m)=2_; @T_; Q...T_;
ol o2 om
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Si 7 est une autre permutation de (1,2,...,m) qui conserve

(v), on a, d’apres ce qui précéde, (760) = 7o5. En prenant 7 = _01,
on obtient :1
(01) = (0) et le fait que & est un automorphisme de l'espace
vectoriel ® V)E. Sur les espaces tensoriels ®PE et ®E* chaque
élément o du groupe symétrique &, opére par automorphisme &,
et un élément ¢ de 'un de ces espaces tensoriels est dit symétrique
si 6t =t, Vo € &y, antisymétrique si 6t = (o)t Vo € &p, ot g(0)
désigne la signature (+1) de la permutation o.

L’application 0 € 6, = ¢ € GI(®PE) (ou GI(®PE")) est un
homomorphisme de groupes. C’est donc une représentation linéaire
du groupe &, (cf. II1.3).

Définition II1.3 :

Soient F' un espace vectoriel sur lequel le groupe symétrique
& opeére linéairement par :
0 € 6p = ¢ € GI(F), V un espace vectoriel sur le méme corps, et
f une application linéaire de F dans V. f est alors dite symétrique
si f(ou) = f(u), antisymétrique si f(Gu) = (o) f(u), Vo € &p et
uekl.

Remarque : Si (f,t) est le crochet de dualité défini ci-dessus
entre f € QPE* et t € ®PE, on a évidemment (5 f,at) = (f,t)

quel que soit 0 € &, ce qui écrit (0f,t) = (f, alt). Cette
derniére égalité prouve un point important. En effet un élément
f de ®PE* peut ou bien s’interpréter comme tenseur sur E*, et 6,
opére par permutation des facteurs ou bien comme forme p-linéaire
sur E, avec, cette fois, une opération de &, sur les arguments
(voir ci-dessus). L'égalité précédente montre que ces opérations sont
identiques.

1.4 — Représentations tensorielles du groupe linéaire

On a vu aux paragraphes I1.8. et I1.9. la définition du produit
tensoriel de représentations K-linéaires dun groupe G : quelle
que soit 'écriture d’'un élément ¢ du produit tensoriel d’espaces
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E1,Eo,...,Ep, ou opére G, l'action de g € G sur ¢ s'obtient en
distribuant l'action de g dans tous les termes de I'expression de t.

Si ®Y)E est un espace tensoriel sur E, GI(E) opere sur E, et sur
E*par la représentation contragrédiente. On obtient ainsi la :

Définition I11.4.A :

On appelle représentation tensorielle de variance (v) du groupe
linéaire G1(E) d’un espace vectoriel E le produit tensoriel des
représentations, naturelle sur E, contragrédiente sur E*, de G1(E)

dans les facteurs E ou E* de l’espace tensoriel QWE. Si par
exemple :

Etjl Jezl®...eip®e*j1®...e*3
g t—Ztﬁ P (gei)) ® - (ge3,) ® (7€) ® ... (ge™9).

Les composantes de g - ¢ dans la base e sont donc celles de ¢

-1 . o s s s s
dans la base g e, ce qui permet de définir directement ’action de
GI(E) en ne se servant que des composantes.
Si s € GI(E) a pour matrice S dans la base e, les composantes

de t dans la base € = €S sont celles de s t dans la base e : les
formules de changement de base ne sont qu’un aspect particulier de
la structure de Gl(E)-module.

Remarques :

1) Les éléments de la matrice de ® Pg relativement a la base
®Pe sont des mondmes par rapport aux éléments g;- de la matrice

de g dans e; les éléments de la matrice de § = t _gl s’expriment en
fonction des g;~ par une fraction rationnelle avec au dénominateur
le déterminant des g; Il en résulte que les éléments de matrice des
représentations tensorielles de GI(E) sont des fractions rationnelles
par rapport aux gg; ce sont des représentations rationnelles de

GL(E).
2) g et _gl sont des éléments de GI(E), donc de £(E) qui

. -1 o .
s'identifie 3 E® E*. L’action de g sur z oude® g = § sur a revient
(8I1.9) a une multiplication contractée. En particulier, I'action de
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GI(E) sur lespace vectoriel E ® E* des opérateurs linéaires de E
s’écrit au moyen de la composition des opérateurs :
sia=£(E)=EQ®E", soita =3 z; ® ),

%

(9®9)-a=29-2;®g-on) = go(X e ®ap)o g = goaog.

3) Le premier probléeme de la théorie des tenseurs affines est la
décomposition des espaces tensoriels QPE sous laction du groupe
linéaire G1(E) en sous-espaces stables minimaux définissant des
sous-représentations irréductibles de Gl(E).

Ces sous-espaces sont tout simplement formés de tenseurs
présentant des propriétés de symétrie maximale, celles-ci formant
une suite d’'intermédiaires entre la symétrie totale & une extrémité
et Pantisymétrie totale a 'autre. (Leur définition n’a rien d’élémen-
taire!)

La décomposition a pour point de départ le théoréme général
suivant :

Théoréme II1.4.A : Les opérations tensorielles sur les espaces

tensoriels ® Y)E sur E : multiplication tensorielle, contraction,
permutation de facteurs, commutent avec les opérations du groupe
linéaire GI(E) dans ces espaces. En particulier, les contractions et
permutations de facteurs sont des G1(E)-morphismes.

Preuve : pour la multiplication tensorielle et la permutation de
facteurs, c’est une conséquence du fait que 'opération de g € GI(E)

sur les éléments des ®(V)E consiste & distribuer g ou g sur chaque
facteur E ou E*.

Pour la contraction, elle vient du simple fait que, par définition
de la contragrédiente, le crochet de dualité est invariant. Si o ® E*
etrxeE:

. -1 -1
(g, 90) = (* g o, 9a) = (a, ¢ ga) = (a,z).
On a done, pour tout t € VE, u €  WE :
g-t®g-u=g-(t®u);d(g-t)=g-5(t);cij(g-t) =g-ci;(t).

Comme cas particulier de ce théoréme, on a le :
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Théoréme II1.4.B : Sur QPE, les opérations du groupe de per-
mutation des facteurs G, commutent avec les opérations du groupe
linéaire GI(E).

Dans les applications du calcul tensoriel, ce sont la plupart
du temps des sous-espaces ou des espaces quotients des espaces
tensoriels ®E ainsi des produits tensoriels de ces espaces, qui
interviennent.

Définition 111.4.B :

Nous appellerons espaces de tenseurs (affines) sur un espace
vectoriel E tout sous-espace vectoriel d'une puissance tensorielle
(v)-éme de E; QW)E, stable par les opérateurs de permutation de
facteurs ainsi que par celles du groupe linéaire GI(E), ainsi que

tout espace quotient de ®(”)E par un tel sous-espace.

Exemples : Les sous-espaces des tenseurs symétriques, ou anti-
symétriques de QPE, les puissances extérieures et symétriques de
E définies au chapitre suivant.

ll.5 — Symétriseurs, antisymétriques et opérateurs de symétrie

L’analyse des opérations du groupe de permutations &, dans
®PE, et en particulier la détermination des sous-espaces de ten-
seurs présentant un caractére de symétrie maximal, rend néces-
saire l'introduction d’un nouveau concept, au demeurant fort natu-
rel. Commencons par le cas le plus simple. Dans EQE, un tenseur ¢
est symétrique ou antisymétrique suivant qu’il est invariant ou qu’il
change de signe par la transposition 7 des facteurs. Partant d’un

1 ~
tenseur u quelconque de EQE, son « symétrisé » est su = 3 (u+Tu),
1 ~
son « antisymétrisé » est au = 3 (u — Tu) et u = su + au. On peut

1 ~ 1 . ~
considérer que s = 3 (Identité +7) et a = — (Identité —7) sont

des opérateurs dans l'espace vectoriel E ® E. Dans £(E ® E) le
sous-espace vectoriel {\l + u7; A, u € K} est une sous-algebre de
dimension deux dont s et a forment aussi une base, mais telle que
s2=s,a2=a,sa=as=0.
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Dans QPE on va de la méme fagon considérer des opérateurs :

1 - 1 ~
s=— ceta=— ). g(o)0o,
P o2%, P o5

de symétrisation et d’antisymétrisation (ou £(c) = 1 est la parité
de o). Mais lorsque p > 2, ils devront étre complétés par d’autres
opérateurs de symétrie, de définition beaucoup moins intuitives!
Les propriétés algébriques de ces opérateurs ne font intervenir que
&) et sont indépendantes des espaces E. Leur clarification impose
qu’on les étudie de fagon intrinséque c’est-a-dire sans I'intervention
des espaces sur lesquels ils opérent.

Cela justifie I'introduction de l'algébre du groupe symétrique
®p sur le corps K. Cest 'espace vectoriel K(&p) de base &, que
forment les combinaisons linéaires d’éléments de &, a coefficients
dans K (il s’identifie 4 I'espace vectoriel des applications de I’ensem-
ble fini &, dans K). Le produit (associatif) du groupe &, détermine
une table de multiplication sur la base de K(&,), qui, par linéarité
définit la structure d’algébre associative unitaire de K(&p) :

si b=3 Aojetc=73 p;joj, be=73 A\pjo;o;.
i J 1,J

Une représentation linéaire p du groupe &, dans un espace
vectoriel I sur le corps K est un homomorphisme de &, dans le
groupe linéaire GI(F), lui-méme contenu dans l'algébre £(F) de
tous les opérateurs linéaires de F.

L'application p de la base &, dans £(F) s’étend par linéarité
en une application linéaire de K(&,) dans £(F) qui est un homo-
morphisme d’algébres puisque p est multiplicatif sur la base &.

Il y a donc une équivalence compléte entre représentations du
groupe &, et représentations de l'algébre K(S,) dans les espaces
vectoriels sur le corps K. On peut donc étudier les opérateurs
construits a l'aide des éléments de &, directement dans I'algébre
K(&,). Ces éléments ont souvent été appelés, en raison du role
qu’ils jouent, opérateurs de symétrie.

Si T est un élément quelconque du groupe &, 'application [(7)
o € &, — 70 € &, ou translation a gauche par 7, est une bijection

-1
de & sur lui-méme, dont l'inverse est [( 7). Il en résulte que les
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éléments :

S= > e A= Y e(o)o,

de K(&p) possédent les propriétés suivantes :
a) TIS=S=S7;TA = A7 =¢(7)A, V7 € &)

S et A commutent avec tous les éléments de I'algébre K(&p) : ce
sont des éléments du centre de cette algebre.

b) 82 =plS; A’ =plA; T oA =(Te(0))-A=0et de meme
UGGp 4
AS=o0.

Le symétriseur s = — S =~
p

1

p A= p > e(o)o possédent donc les propriétés suivantes :

a) Ts=sT =s;Ta=ar =¢(T)a, V7 € &y,

b) s2=setaz=a;sa=as=0

ce que 'on exprime en disant que s et a sont des idempotents ap-

partenant au centre de I'algébre K(&p), «algébriquement orthogo-

naux» (sa = as = 0) (Attention! il y en a d’autres dés que p > 2!)

>~ o et lantisymétriseur a =

En relation avec un espace tensoriel QPE sur lequel ils opérent,
on a les propriétés suivantes :

a) Si u est un tenseur décomposable ayant deux facteurs égaux,
la transposition 7 de ces facteurs laisse u invariant : Tu = u.
Puisque ¢(7) = —1, au = aru = —au d’out au = 0.

Cette propriété de a d’annuler les tenseur décomposables ayant
deux facteurs égaux s’exprime en disant que a est alterné : a annule
tout élément présentant une symétrie partielle.

b) Si t est un élément symétrique de QPE : ot = t, Vo € &y
dou : st = t. Réciproquement, quel que soit u € Q®PE, su
est symétrique puisque osu = su. Le sous-espace de SPE des
tenseurs symétriques de ®PE est donc 'image du projecteur s de
£(®"E).

¢) D’une fagon analogue, si t est un élément antisymétrique de
QPE : ot =¢e(o)t, Vo € &p, at = 26(0)2t—t

Réciproquement, quel que soit u E ®PE, au est antisymétri-
que puisque cau = ¢(o)au. Le sous-espace APE des tenseurs anti-
symétriques de ®PE est donc 'image du projecteur a de £(Q®PE).
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1.6 — Pseudoscalaires

Nous poursuivons ce chapitre par deux paragraphes consacrés
respectivement aux pseudoscalaires et aux pseudotenseurs. C’est
délibérement que nous les décrivons indépendamment de I’algebre
extérieure : il est plus clair, en effet d’utiliser les tenseurs anti-
symétriques, en faisant ’économie d’'un passage au quotient. Le
raccord se fera au chapitre IV.

Nous avons vu que l'antisymétriseur A est alterné. Si m >
n = dimE, tout élément de la base de ®E associée 4 une base
donnée de E contient au moins deux facteurs égaux et est donc
annulé par A. Il n’y a donc aucun tenseur antisymétrique différent
de zéro dans QPE si m > n. Dans ®™E le sous-espace vectoriel
D des éléments antisymétriques, image de A, est de dimension un.
En effet A annule tous les éléments ¢;, ® €;, ® ... ® ¢;, d'une
base de ®"E associée a la base e de E sauf ceux dont tous les
éléments sont distincts et qui peuvent s’écrire : e51 ®es2Q. .. eon =

-1
0 -(e1®€3®...ep) avec o € &y,.
-1
L’image par A d’un tel élément est donc, puisque £( 7 ) = £(0)

et AT = g(0)A, égale ae(0)A-(e1®e2®...ep):
Ainsi, lélémente =A-(e1®@e2®...ep) =Y €(0)es1 @ eg2 ®
g

... eégn non nul puisque tous les termes de la base qui apparaissent
dans son expression sont linéairement indépendants, forme la base
associée a e de la droite D des tenseurs antisymétriques de Q"E.

Un tenseur v appartenant & D est un multiple scalaire de
I'élément de base v = A\e = M\A(e; ®e2®...epn) et ses composantes
dans e s’écrivent :

,U2122...1,n — )\E’lez...zn,

ou %12 egt nul si deux indices sont égaux et sinon, est égal
a la signature de la permutation qui fait passer de (1,2,...,n) a
(1122 .. .1n).

Les composantes de v dans e se réduisent donc 4 la donnée du
seul nombre A.

A chaque tenseur t de ®™E on peut faire correspondre relative-
ment 4 la base e de E, le nombre v(t) défini par :

At =ve(t)A(e1 @ ea ® ... en) = ve(t)E |
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Nous appellerons ve(t) le volume algébrique de t relativement &

la base ordonnée e = (e1,e2,...,en).
Le déterminant de n (n = dim E) vecteurs z1,z2, . . ., zn relati-
vement & une base ordonnée de E, noté déte(z1,z2,...,Zn) est le

volume algébrique de leur produit tensoriel. Celui-ci s’écrit dans la
base e :

T1QI2Q...Tn =Y XY ... THe; ®€, ... €ein.

Calculons ce déterminant. A annule les éléments de la base
ayant deux facteurs égaux et il reste :

A 11R22®...2p = eZé 29252 .. 29" A1 ® . . . €om),
ocbn

dou:  déte(z1,z2,...,2n) = X E(a)x‘flxé"?...x,‘;n.
oEG

Si X est la matrice dont la j-éme colonne est formée des
composantes du vecteurs z; dans e, on a donc :

déte(x]_, Ty .- ,xn) = détX

La droite D de ®™E est stable par le groupe symétrique ainsi
que par le groupe linéaire GI(E). C’est donc un espace de tenseurs.
Nous allons déterminer la représentation linéaire de G1(E) dans D.
Chaque élément g de G1(E) opére dans D par une homothétie :

g-e=g-Ale1®ey...Qep)
=A-ge1®@ges...Rgen
=A2gilg;2...g,’.[‘eil®ei1®ei2...®ein

= Y e(0)97'95%... 95" Ale1®e2® ... en),
oEGH
dou: ge=(détg)-e.
En particulier, le changement de base : ¢ = e-S dans E

détermine le changement de base dans D : & = dét S-e
L'unique composante A dun tenseur v de D devient lors

-1
de ce changement de base : | \' = (dét S)\ |, en particulier :

-1
déty (z1,29,...,2Zn) = (dét S)déte(z1,zo,...,2Zn).
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On a aussi :

déte(9z1, 972, .., 9%n) = (dét g)déte(z1, 22, ..., Zn)

Une opération de g multiplie les volumes par dét g.

Des considérations analogues valent dans le dual ®E* ol1 une
base e de E détermine une base €, = A(e*le*2 ... e*") de la droite
D. des tenseurs covariants antisymétriques d’ordre n. Mais puisque
le changement de base ¢/ = eS donne dans E* le changement de

base te* = te*S (ou €* = S €*), le changement de base dans
-1
D, devient : &, = (dét S)ex et GI(E) opeére par les homothéties

-1
inverses : g - €x = (dét g) - €« sur D,.
Un tenseur w de D« a une seule composante relativement a la
base €, associée a la base e : w = péy et lors d'un changement de
base €/ = €S,

= (dét S)u

Définition IIL6 :

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, D la droite
A - (®"E) des tenseurs antisymétriques de ®"E, D, la droite
A - (®™E*) des tenseurs antisymétriques de ®™E*, munies des
représentations naturelles du groupe linéaire G1(E) : si g € G et

-1
z € D, D(g)z = (dét g)z, si ¢ € Dy, Di(g)p = (dét g)e.

D est la droite canonique des pseudoscalaires contravariants de
E, Dy celle des pseudoscalaires covariants. Si r est un entiers positif
les puissances tensorielles D" = ®"D et D}, = ®"Dx, munies du
produit tensoriel des représentations de Gl(E) dans chaque facteur,
sont des droites (§I1.9).

Sige Gl(E)etu € D", D"(g) - u = (dét g)" - u, si v € D,
Di(g) - v = (détg) "v. D" et D7 sont les droites canoniques
des pseudo-scalaires de E contravariants d’ordre r (ou de variance
scalaire (—r), resp. covariants d’ordre r (ou de variance scalaire
=+7).

Si e est une base de E,e = A-(e1®e2® ...en), €
A(e*1®e*2®. .. e*") les bases associées de D et Dy, 8" = eQ¢€

('bl Il
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€., = €x ® & ® ...8x les bases associées de D" et D, on voit
qu'un pseudoscalaire p de D" (resp. p« de D) est la donnée pour
chaque base e de E d’'un nombre, son unique coordonnée p(e) par
rapport & € (resp. p«(e) par rapport & €}), qui se transformera
lors d’un changement de base ¢/ = €S par : p(e’) = (dét S) "p(e)
(contravariance scalaire) resp. p«(€/) = (dét S)"p«(e) (covariance
scalaire).

Remarque : 11 faut bien noter que dans la structure d’une droite
de pseudoscalaires intervient non seulement la représentation du
groupe linéaire Gl(E) par une puissance entiére du déterminant
mais également la correspondance : (base de e) — (base €" ou €,
de D" ou D) ces derniéres jouant le réle d’«unités» des pseudo-
scalaires correspondants, et permettant de leur attribuer une com-
posante dans chaque base.

2) Le produit tensoriel de la droite D par la droite D, est une
droite D ® D, sur laquelle le produit tensoriel des représentations
de GI(E) est la représentation identique. Du point de vue tensoriel,
D ® Dy, s’identifie donc aux scalaires. Quelle que soit la base e de E,
ER®€y est le méme élément de D ® D, unité des scalaires. De méme
D" ® DL, est canoniquement isomorphe, en tant que G1(E)-module,
au corps des scalaires muni de la représentation identique.

Exemples :

1) u(uy,ug,...,un) étant une base fixée servant de définition
de T'unité de volume dans E, associons & chaque base e le nombre
vy(e), volume de e relativement & u. Si € = €S, on a vy(e')
= (dét S) - vy(e). La fonction : e — vy (e) est un pseudoscalaire de
variance 1 tandis que la fonction : e — vy, (e*) est un pseudoscalaire
de variance —1.

2) Siz1,x9,...,Zy sont des vecteurs fixes, la donnée pour cha-
que base e du nombre déte(z1,z2,...,2Zn) est un pseudoscalaire,
de variance (—1).

3) Les pseudoscalaires de variance 42 et —2 apparaissent
habituellement sous la forme suivante :

Si f est une forme bilinéaire sur E, F et F/ les matrices des
composantes de f dans les bases e et ¢/ = e - S, on passe de F
a F/ par : F/ = !SFS et si 4 chaque base e on associe le nombre
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e = dét F', on a donc

per = (dét S)%e

Si au lieu de la matrice F des composantes de f on prend la ma-
trice H des composantes dans e d’un tenseur deux fois contravariant
les nombres 1. = dét H satisfont a :

Yo = (dét S) 29,

Remarque : Sil'on restreint le choix des bases de E 4 un ensem-
ble de bases qui se déduisent I'une de 'autre par des matrices de
changement de base de déterminant +1, ce qui revient a restrein-
dre le groupe opérant sur E au sous-groupe spécial linéaire S1(E)
que forment les opérateurs linéaires de déterminant +1, le volume
devient invariant, les pseudoscalaires deviennent invariants et se
comportent comme des scalaires.

lI.7 — Les pseudotenseurs. Exemple : les pseudotenseurs ¢ de
Levi-Civita

On rencontre fréquemment dans les applications des objets
caractérisés, comme les tenseurs, par des ensembles de compo-
santes garnies d’indices, associées a chaque base de I'espace vec-
toriel de référence E. Cependant les formules de changements de
base réveélent que ces objets ne sont des tenseurs « qu’a un facteur
scalaire pres ».

Ils appartiennent & des Gl(E)-modules un peu plus généraux
que les représentations tensorielles du groupe linéaire de E : les
représentations pseudotensorielles de G1(E).

Définition I11.7 :

L’espace pseudotensoriel de variance (v) et de variance scalaire
r, sur I'espace vectoriel E est le produit vectoriel E est le produit
tensoriel de la droite D" des pseudoscalaires de variance r, entier

) ou (0 par l'espace tensoriel ®()E. En tant quespace vectoriel, il
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s'identifie donc & @ V)E (cf. 1.8) et un pseudotenseur posséde dans
chaque base e de E un ensemble de composantes analogues a celles
d’un élément de @(VE.

Le groupe GI(E) opére sur (®(”)E) ®DT par le produit tensoriel
de ses représentations ce qui fournit les formules de transforma-
tions des composantes par changement de base.

Si s € GI(E) a pour matrice S dans la base e, les composantes

-1
du pseudotenseur ¢t dans la base ¢/ = eS = se sont celles de s ¢
dans e soient :

Zt;zll ;P e ®..Qe .. = (détS)" Ztl ek1® .®@c*h
1. k.. kp 1 grh e
t.71 J = (det )" Xt Sty 53S0 5G|

et ces formules caractérisent les pseudotenseurs p fois contrava-
riants, g fois contravariants et de variance scalaire 7.

Exemple : les pseudotenseurs de Levi-Civita

Soient E un espace vectoriel de dimension n, D et D* des
droites de pseudoscalaires de variance scalaire (—1) et (+1). Le
pseudotenseur, n fois contravariant, de variance scalaire (+1) défini
dans (®"E) ® D* quelle que soit la base e de E par :

€=A(61®62®...6n)®€*

est un pseudotenseur invariant (pour les opérateurs de G1(E)) ap-
pelé peudotenseur € contravariant de Levi-Civita. Ses composantes
sont, dans n’importe quelle base :
£€%1'2%n = 0 si deux des indices sont égaux
= +1, signature de la permutation
(1,2,...,n) — (i1i2...1p) si les indices sont distincts.

De la méme fagon, le pseudotenseur n fois covariant, de variance
scalaire (—1), défini dans (®"E*) ® D quelle que soit la base e de
E par:

ev=All®e?®...eM)®E
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est un pseudotenseurs appelé pseudotenseur €, covariant de Levi-
Civita dont les composantes de I’c contravariant!

Si 'on s’en tenait a la valeur des composantes rien ne distin-
guerait les pseudotenseurs ¢ et €. La différence réside évidemment
dans la variance, et il est intéressant d’écrire les formules de chan-
gement de base pour ces deux pseudotenseurs. Si e/ = €S :

sy Z J J2 Jn

6.71]/ .7/ == (det S) 6]1]2 ]n ]I S]’ . e ]n
i iy 1112...% 11 12 <ir

ghitz-in = (dét S) T ghrle- IR i

Les sommes des membres de droites sont les développements
de dét S et de dét S dans lesquels on a permuté I'ordre des co-
lonnes en effectuant sur celles-ci les permutations : (1,2,...,n) —
(417h --. 3h) et — (i"1i"2 .. .i'™) respectivement, d’ou le résultat.

Toutes les opérations tensorielles : multiplication, contraction,
permutation de facteurs, peuvent étre effectuées sur les pseudo-
tenseurs. En particulier le produit de deux pseudotenseurs de va-
riances scalaires opposées est un tenseur.

Exemples :

1) Le produit des deux pseudotenseurs de Levi-Cevita est le
tenseur de Kronecker, élément de (®"E) @ (®"E*) = QpE qui
s’écrit :

b=Ale1®er...Qen) QA Qe ®...e*"
= 212 s i (€01802@..0n) ® (€ @M ® ... MT),

6 est un invariant, comme produit de pseudotenseurs de variances
opposées.
®7E représente l'algébre des opérateurs linéaires aussi bien de
Pespace vectoriel ®"E que de son dual ®"E*. § est ainsi un
opérateur de rang un de @ E comme de @ E* : c’est, dans chacun
de ces espaces, 'opérateur d’antisymétrisation A dont é est donc la
représentation tensorielle.

Les composantes de § sont les mémes dans toutes les bases. Ce

sont les symboles de Kronecker :

27...7 . .
611 J" 0 si deux indices en haut ou deux indices en bas sont

égaux.
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6;1;: +1; signature de la permutation (142 . ..%n) — (Jj1J2- - - Jn)

si tous les indices en haut et en bas sont distincts.

2) Le contracté de (n — 1) vecteurs z1,23,...,Tp—1 avec les
(n — 1) derniers indices du pseudotenseur covariant €4 est un
pseudo-covecteur de variance scalaire (—1) : c’est le produit vectoriel
T1 X 9 X ...ZTp_1 que l'on retrouvera au §IV.10., appelé parfois
pseudoproduit vectoriel.

3) Le contracté sur tous les indices du pseudotenseur covariant
€x avec n vecteurs 12 ...z, est le pseudoscalaire contravariant
(variance scalaire —1) :

e — déte(T122 ... Tn) = 3. Eijiy..in 1T 3 .. .z’ = dét X.

Si l'on dispose d’un pseudoscalaire de variance +1 ou (—1), on
peut, en, élevant a la puissance (—7), extraire par multiplication la
partie purement tensorielle d'un pseudotenseur de variance scalaire
7. C’est ce que l'on fait systématiquement dans les espaces munis
d’une géométrie. Dans le cas des espaces euclidiens, le déterminant
G des composantes du produit scalaire est de variance 2. On utilise
donc /G, tandis que dans Pespace de Minkowski, ce déterminant
G est toujours négatif, et on utilise v/—G, en prenant bien garde
toutefois lors d’'un changement de base ¢/ = eS que l'on a :
VG’ = |dét S|V/G avec |dét S| au lieu de dét S. Cela conduit a
la nouvelle espéce de pseudotenseurs du § suivant.

111.8 — Espaces liés a un espace vectoriel E. Scalaires orientés d’'un
espace vectoriel réel. Tenseurs et pseudotenseurs affines
orientés sur un espace vectoriel réel

Nous avons vu successivement la définition des espaces tenso-
riels (®(”)E), des espace pseudotensoriels (§IIL.6 et IIL.7) sur E,
ces derniers démontrant que le produit tensoriel d’espaces de ten-
seurs n’est pas en général un espace de tenseurs suivant la défini-
tion donnée au §II1.4. Nous allons donc devoir définir une structure
plus générale, englobant les précédentes :
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Définition II1.8 :

Soit E un espace vectoriel. On appelle espace lié a E pour sa
seule structure linéaire tout espace vectoriel T muni des structures
suivantes :

1) une représentation linéaire p de GI(E) dans T. GI(E) est le
groupe de structure de T

2) une application 7 qui & chaque base e de E fait correspondre
une base 7, de T, dite base associée 4 e de telle sorte que Ve,
Vg € GI(E), 1g.e = p(g)7e (il suffit donc que 7e soit définie pour
une base particuliére e, 74.e s’en déduit alors par 2)).

A chaque élément t de T correspond ainsi pour chaque base de
e un ensemble de composantes, ses composantes dans Te.

Exemple : scalaires orientés d’'un espace vectoriel réel E. Les
bases de E se d1v15ent en deux classes par la relation d’équiva-
lence : { si e’ = €S, € ~ e < dét S > 0} Orienter E, cest, par
définition, choisir 'une de ces classes, dont les bases seront alors
dites positives. Une orientation de E est équivalente & une orienta-
tion de la droite D des pseudoscalaires contravariants, par les bases
€ associées, puisque si €' = €S, € = dét S - & (définition IIL.6). Elle
est aussi equlvalente a Porientation de D, par les bases €.

Soient RV une droite réelle, w un élément non nul de RO, 7
lapplication qui & toutes les bases d’'une classe associe w, a toutes
les bases de l'autre classe, associe (—w). Si p est la représentation
linéaire de GI(E) dans RO qui associe 2 g € GI(E) 'homothétie
p(g) = Signe (dét g), on a bien 7g.c = p(g)Te.

Munie de ces structures RO est un espace lié & E appelé droite
des scalaires orientés de E. Par un automorphisme positif de E
(dét g > 0) les scalaires orientés sont invariants, tandis qu’un
automorphisme négatif les fait changer de signe.

Si T est un espace de tenseurs ou de pseudotenseurs affines sur
E le produit tensoriel TO = T ® R?, muni du produit tensoriel des
représentations de Gl(E), est un espace 1ié a4 E appelé espace des
tenseurs ou pseudotenseurs orientés associés a T.

En tant qu’espaces vectoriels, TO et T sont 1somorphes Par
contre les représentations de GI(E) dans T et TY, donc les for-
mules de transformation des composantes par changement de base
different. Ce sont les mémes que celles de T lorsque l'automor-
phisme (ou le changement de base) est positif. Il s’y ajoute un chan-
gement de signe lorsque 'automorphisme est négatif.
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La géométrie et la physique offrent de nombreux exemples de
tenseurs et pseudotenseurs orientés (cf. chapitre V).

1.9 — Tenseurs associés aux espaces vectoriels complexes

On a vu a la fin du §11.8 la définition du complexifié Ve = VQC
d’un espace vectoriel réel V.

Les questions concernant les espaces vectoriels complexes font
fréquemment intervenir des produits tensoriels sur R ou sur C.
Lorsqu'une ambigiiité est possible on indique le corps de base
en indice du signe ®, soit ®g ou ®¢c. Si V et W sont deux
espaces vectoriels réels on vérifie par exemple & l'aide de bases,
Tisomorphisme d’espaces vectoriels complexes :

Le complexifié d'une puissance tensorielle p-éme de V s’identifie
ainsi 4 la puissance tensorielle p-éme (sur C) du complexifié de
V:(®PV)®C =e2(V®C).

Si E est un espace vectoriel complexe, on note rE l'espace
vectoriel réel sous-jacent obtenu par restriction &4 R des scalaires.

11 faut insister sur le fait que I'expression de I'espace vectoriel
complexe E comme complexifié d'un sous-espace vectoriel V de
rE doit étre considérée comme une structure additionnelle, dite
« structure réelle » sur E. Elle est définie par la donnée de V appelé
«forme réelle de E » dont les éléments sont dits « éléments réels ».

V doit étre tel que gE = V@1V ce qui est équivalent aux deux
conditions : dimgV = dimcE et VN iV = 0.

11 faut et il suffit pour cela qu'une base (réelle) de V soit une base
(complexe) de E. Une application linéaire complexe de E = V¢ est
donc complétement déterminée par sa restriction a V. En particulier
le dual de E s’identifie a I’espace vectoriel des applications linéaires
réelles de V dans C : (V¢)* = £gr(V;C).

Soit u un vecteur de E = V @ iV. Il s’écrit u = = + iy avec
z,y € V. Le vecteur Cu = T = z — 1y est le conjugué de u,
relativement a la structure réelle de E.

L’application C est la conjugaison. Cest une involution anti-
linéaire de E : C? = identité, C(\u) = XC(u).
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Réciproquement, une involution antilinéaire C de E y détermine
une forme réelle V sous-espace propre de C pour la valeur propre
(+1).

Un espace vectoriel complexe de E n’intervient pas seulement
dans les applications par les constructions linéaires ou multi-
linéaires sur C qu’on peut lui associer. Par exemple, les produits sca-
laires hermitiens ou pseudohermitiens, extensions des produits sca-
laires euclidiens ou pseudoeuclidiens s’expriment a ’aide de formes
ou d’applications antilinéaires. Ces derniéres doivent donc faire par-
tie des constructions tensorielles sur E. La multiplication par ¢ défi-
nissant la structure complexe de E est, pour cela, représentée par
un opérateur linéaire réel J de rE de carré égal & moins 'identité
de E, et E = (grE; J).

Avec E, on considére I'espace vectoriel complexe conjugué E
défini comme le couple E = (gE; —J). L'application identique de gE
est ainsi une application antilinéaire de E sur E ou réciproquement.
Une application linéaire complexe a € £(E) est une application
linéaire réelle a € £(rE) qui commute avec J. Mais si aJ = Ja, on
a aussi a(—J) = (=J)a et £(E) = £(E).

En particulier les groupes linéaires GI(E) et GI(E) forment le
méme sous-groupe de Gl(grE) : GI(E) = GI(E).

Une base e de E est aussi une base de E. Sia € £(E) = £(E),
ae; = Zek(a;? + JB;-C) = Zek(af — (=J)Bk,;)- Il résulte que si
A est la matrice de a relative &4 e dans I'espace vectoriel complexe
E, la matrice de a relative 4 la méme base e dans l'espace E est
A. Le groupe GI(E) = GI(E) et n’importe lequel de ses sous-
groupes G se trouve ainsi représenté comme groupe d’opérateurs
linéaires complexes de deux espaces complexes distincts : E et
E. Chacune de ces représentations est appelée la conjuguée de
I'autre. Concrétement, par le choix d’une base e = (e, e3,...,€n),
G se trouve représenté dans E comme un groupe de matrices
complexes G C Gl(n;C). A chaque g € G correspond une matrice
A(g) dans E et la matrice A(g) dans E. Pour un sous-groupe G
donné de GI(E), on peut se demander si ces représentations sont
équivalentes, c’est-a-dire s’il existe un isomorphisme C-linéaire s
de E sur E tel que Vg € G : gs = sg, ce qui revient a 'existence

-1
d’une matrice inversible S telle que A(g) = S- A(g) S, Vg € G.

Une condition nécessaire est que Trace A(g) = Trace A(g), Vg € G,
autrement dit que le caractére de la représentation de G dans E :
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g — x(g) = Trace A(g) soit & valeurs réelles. Cela montre qu’en
général, deux représentations complexes conjuguées d’un groupe G
ne sont pas équivalentes.

On voit ainsi que, alors que dans d’'un corps quelconque K, un
espace vectoriel E entrainait avec lui son espace dual E* et tous les
espaces de tenseurs batis sur E et E*, un espace vectoriel complexe
de E va entrainer avec lui son conjugué E, son dual E*, et le dual
de E : E” ou antidual de E, et tous les espaces de tenseurs batis sur
eux.

Les valeurs propres de I'opérateur J de gE définissant la struc-
ture complexes sont ¢ et (—i).

J n’a donc aucun vecteur propre (réel) dans gE alors que tous
les vecteurs (complexes) de E sont des vecteurs propres de J pour
la valeur propre i. Cela s’explique par le fait que si u est un vecteur
non nul de E, la droite complexe définie par u est dans gE un plan
réel U, sous-tendu par u et iu, qui sont linéairement indépendants
sur R. La droite complexe sous-tendue par u et le plan réel U sont

T
stables par J, la restriction de J & U étant une rotation de +—. La

nécessité d’exprimer la structure définie par l'opérateur J impose
la complexification de gE. Cela donne un espace vectoriel complexe
(rRE)c =r E®C de dimension 2n (sur C) que 'on note simplement
Ec¢ (Cest donc le « complexifié de ’espace vectoriel complexe E »).
Lopérateur réel J de rE se prolonge en un opérateur linéaire
complexe Jc de E¢c : si z et y € gE, Jec(z + iy) = Jz + Jy.
On a (Jc)?2 = —(Identité de E¢) et les valeurs propres de Jc,
qui sont celles de J, sont ¢ et (—i). Le sous-espace propre de Jc
pour la valeur propre ¢ est noté E(l,O)' Ses éléments sont appelés
vecteurs de type (1,0). Le sous-espace propre de (—t) est noté Eq 1.
Ses élément sont les vecteurs de type (0,1). E(1,0) et E(g,1) sont
des sous-espaces vectoriels complexes de E¢, qui en est la somme
directe. La conjugaison associée a la structure de complexification
les échange : Eg 1) = E(l 0) et E(1,0) = E(o,1) et ils ont donc méme
dimension n. Jci = iJ¢ est une involution linéaire complexe de E¢
dont E(l,o) et E(O,l) sont les sous-espaces propres pour les valeurs

propres (—1) et (+1). Les projecteurs sur ces sous-espaces sont

. . . 1 .
P(1,0) = B {I - ZJC} soit Ejg =Im(I—4Jc} et P,1) = 5 {I+'LJC}
soit E(O,l) = Im(I + iJ¢). D’aprés la propriété universelle de la
complexification (fin du §I1.8), 'application identique de grE sur E
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se prolonge en une application linéaire complexe P de E¢ sur E par
P(z + iy) = = + Jy et une application linéaire complexe Q de E¢
sur E par Q(z + iy) = = — Jy.

Soient ® et ¥ les applications de E dans E¢ définies par :

®=prou= % (u —iJu) dou ®(Ju) = % (Ju +iu) = i®(u),
¥ =pou= % (u+iJu) dou ¥(Ju) = % Ju —iu) = —1¥(u).

On a:

1) P o ® = Identité de E, ce qui prouve lisomorphisme des es-
paces vectoriels complexes E et E(1,0)~ (Sur ce dernier les structures
complexes induites par E¢ et par J¢ sont les mémes : J¢c = ¢ sur
E(1,0)- Puisque P o p(g 1) = 0 : le noyau de P est E(q ;).

2) ¥ est antilinéaire de E sur E(O,l) donc linéaire de E sur
E(0,1)~ On a: QoV¥ = Identité de E, ce qui prouve ’isomorphisme des
espaces vectoriels complexes E et E(071) (sur ce dernier les structures

complexes définies par E¢ et par Jc sont opposées : J¢ = —1i sur
E(O,l))- Le noyau de Q est E(l,o)-

Exemple d’application de la complexification Ec de E : Soit a €
£(E). C’est un opérateur ga € £(gE) qui commute avec J et dont
le complexifié (ra)c = @ est donc un opérateur linéaire complexe
de Ec qui laisse stables les sous-espaces propres de Jc. Une base e
de E détermine, par l'isomorphisme ® et I’antisomorphisme ¥, des
bases sur B 0) et Eg 1)- Si A est la matrice de a dans e, c’est aussi

la matrice de a dans la base correspondante sur E; 0) = = E, tandis
que A est la matrice de la restriction de G & E, 1) = =E.

Il en résulte que détga = dét @ = dét A - dét A = |dét A%
Une conséquence de ce résultat est que les changements de
bases complexes de E conservent l'orientation de grE.

Une forme linéaire ¢ € E§ se décompose en : ¢ = @ o P1,0) +
© © P(0,1)- Notons :

1 .
pPM0p =popqg) = 5 (o —iplc)

1 .
et p*Vo = pop(y) = 5 (¢ +iple)
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p(l’o) et p(o’l) sont des projecteurs supplémentaires de E{.

Soit E(10) = Im p(l’o). Ses éléments sont appelés formes de type
(1,0). Une forme ¢ € E¢ appartient & E(10) i et seulement si elle
est nulle sur E(O,l) , ou si et seulement si sa restriction 4 E C E¢ est

une forme linéaire complexe sur E = (gE;J) : E E1L0) = (1 0 = =E*.

De méme, on note E01) = Im p(o’l). Ses éléments sont appelés
formes de type (0,1). ¢ € Ef appartient a EOD i et seulement
si elle est nulle sur E(; g, ou si et seulement si sa restriction a
E C Ec¢ est antilinéaire sur E = (grE; J).

Ona:E0D = E’("0 = E’, antidual de E de E.

Sie = {eez,... ,’en} est une base (complexe) de E, on peut
lui associer la base re = {ej,e€9,...,en,Je1,Jea,...,Jen} de gE

et les bases ¢ = {g; = P(e;) = E (e; — iJe;)} de E et
J 7 5 \& J (1,0)

— 1 . .

E={g = ¥Y(e) = 3 (ej + iJe;)} de E(g1). La réunion de ¢
et £ est une base complexe de Ec. Dans cette base, les vecteurs de
re s'écrivent : e; = ¢; +E;, Je; = i(ej; — ;). Un vecteur u de E
s'écrit dans la base ge : u = Y_e;z7 + 3 Jekyk ot 27 et y* sont les
formes coordonnées (réelles) associées a re.

Dans la base (¢, %), u s’écrit : u = Z(ej —l—E]):z:J +i) (ex—Ej k)y®
soit u = Y ej(2? +1y?) + SEp(e® — k) = Y€ 2+ Y Bz

Chaque fonction 2/ est une application R-linéaire de E dans
C déterminée par 27(eg) = 63 et 27 (Jek) = 16]. Elle se prolonge
en une forme C-linéaire sur Ec par zc(u +iv) = 27 (u) + 29 (v).
On a 2L(g}) = 6 et zjc(§x) = 0. Les fonctions z] sont donc

les formes coordonnees e*J base de E(M9). Comme au §IL.2., la
géométrie différentielle préfere, par souci de clarté, utiliser pour

désigner ces formes coordonnées, la notation fonctionnelle dz7.
On a donc :

dzd =",

De la méme fagon, la fonction ZJ est une application R-linéaire
de E dans C déterminée par 27 (ei) = 6}, et 27 (Jeg) = —i6). Elle
est antilinéaire sur (E; J). Elle se prolonge en une forme C-linéaire
sur E¢ par Z% (u +iv) = 27 (u) + 177 (v). Observons qu’alors que Z/
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est complexe conjugué de 27 sur (E;J), zc est indépendant de z]
sur Ec.

. . . 1 .
En effet : E%(ek) = 0 et z%(g]) = 3 EJ(ej + Jej) - 1.
Les fonctions Z% sur Ec sont les formes coordonnées *7 base de

EQL) La géométrie différentielle préfere les noter dz’. On a donc :
dzl =&,

Définition II1.9 :

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie. On
appelle espace de tenseurs associés @ E tout produit tensoriel sur
C d’espace vectoriels complexes E(l,o)’ E(O,l)’ E(170), E(O’l), qui

s'identifient respectivement 4 E, E, E*, E". La structure tensorielle
de ces espaces est déterminées par la correspondance qui a chaque
base e de E associe les bases ¢, g, ¥, € de E(y g), E(g 1), EL0),

EOD) et les produits tensoriels de ces bases, ainsi que par les
représentations linéaires associées du groupe linéaire GI1(E) qui en
est le groupe de structure.

Il est d’'usage de surligner les indices correspondant aux facteurs
E= E(o,1) et E* = E(O1) des produits tensoriels.

Un élément de EQE® E' ® E s'écrit par exemple :

thﬂsz ®F; ¢ ®¢.

Remargue : On peut s’interroger sur la nécessité d’introduire
ces espaces ornés d’indices : E(l,O)’ E(0,1)> E(l’o), E(O’l), alors qu’ils

représentent simplement E, E, E*, E". La raison en est simple : la
manipulation de deux structures complexes J et (—J) sur le méme
espace rE conduirait inévitablement a4 de dangereuses acrobaties.
La sagesse est d’avoir deux espaces distincts et de manifester leur
différence par des indices bien visibles.

Exemples : Formes sesquilinéaires et hermitiennes sur un espace
vectoriel complexe E.

Une forme sesquilinéaire gauche sur E est une application f de
ExEdansC: (z,y) — f(z,y), linéaire dans son premier argument
z, antilinéaire dans le second y. C’est donc une forme bilinéaire sur
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ExE= E(l,O) X E(O,l) et elle peut étre représentée par un élement
p=30;® ﬁj => fﬁdzi ® dz? du produit tensoriel E* ® E .
J

A chaque vecteur y, f associe une forme linéaire p(y) sur E par
z — f(z,y) = (z,p(y)). p est une application antilinéaire de E
dans E* (ou linéaire de E dans E*) dite associée a droite de f - p(y)
est tout simplement la contraction a droite de ¢ par y. De méme,
chaque vecteur = détermine une forme () antilinéaire sur E par :
y — f(z,y) = (y(z),y). v est une application antilinéaire de E
dans E*, transposée de p et y(z) est la contraction & gauche de ¢
par z. On a : rang f = rang |f;j| = rang p = dim Imp = rang
v = dim Im~.

D’une fagon analogue, une forme sesquilinéaire droite sur E est
une application f de E x E dans C : (z,y) — f(z,y) linéaire dans
le second argument y, antilinéaire dans le premier z, qui peut étre
représentée par un élément p = 3°T; ® B = 3 fszZ ® dz? du
produit tensoriel E' ® E*.

Une forme sesquilinéaire f est dite hermitienne si ' f = f, soit :
f(y,z) = f(z,y) antihermitienne si 'f = —f.

L’espace vectoriel complexe S(E) des formes sesquilinéaires
gauches (par exemple) sur E posséde une structure naturelle de
complexifié avec pour forme réelle le sous-espace § des formes her-
mitiennes, le sous-espace réel : ¢§) étant celui des formes antiher-
mitiennes : 6(E) = $ @1%. La conjugaison associée est 'involution
antilinéaire : f —t f.

f(z,y) = —{ffcy +f(y,z) }+ {f(z,y) — f(y,2)}.

On appelle forme semiquadratique sur E toute fonction a va-
leurs complexes r obtenue en égalant les deux arguments dune
forme sesquilinéaire f : 7(z) = f(x,z). On a : r(Az) = |A\[*r(z).
Contrairement & ce qui se passe pour les formes bilinéaires, on a
une bijection entre formes sesquilinéaires (gauches par exemple)
et formes semiquadratiques. En effet, f s’exprime en fonction de r

par - £(z,4) = 7 {r(@ +) = (& — ) +ir(e + i) — ir(z - )}

f est hermitienne si et seulement si 7(z) = f(z,z) est & valeurs
réelles.
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ll.10 - Vecteurs tangents complexes

Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie, E¢
son complexifié décomposé en Ec = E(; g) @ E(g ). Soient e =
{eJ,j = 1,2,...} une base de E, ¢ = {¢;} et € = {£;} les bases
images de e dans B, 0) et B, 1) Un vecteur ude E s ecmt dans gE
etdans Ec :u = ZmJeJ—G-Zy Jep =3 zjej +3"z"%;.. Suivant les

définitions du §I1.2. les 2n vecteurs tangents { } forment

o 0
dzI’ dyk
une base de I'espace tangent T en un point quelconque u de rE,
tandis que les formes coordonnées {dz, dy*} forment la base duale
de I'espace dual T}, ou cotangent. Les complexifiés T, ®C et T;, ®C
sont appelés espaces tangents et cotangents complexes en u. Les
éléments de (T )c sont les vecteurs tangents complexes, ceux de
(T3 )c les différentielles complexes.

Soit maintenant f une application d’un voisinage de u € gE
dans 'espace vectoriel complexe F, différentiable en u. Sa différen-
tielle df, est une application R-linéaire de gE dans F que 'on peut
plus précisément considérer comme une application R-linéaire de

_(9f of
Ty dans F, et dfy(e;) = (a =), ulle;) = <W)u'
Lextension complexe de df, au complexifié (T, )c est une ap-

plication C-linéaire EE de (Ty)c dans F, ou différentielle complexe
de fen u. Sia,b € Ty, dfy(a+ ib) = dfy(a) + idfy(b). On a:

dfu(e)) dfu{2 zJeJ)}=1{dfu(ej)—z'dfu(Jej)}
1/ 8f of 100 .0
=2 (e)~5)ut =3 G g/

1,0

> (5

les vecteurs (tangents complexes : — = 1 (i —1 —Q—) et
g PIexeS * 52 T 2 \ows T " By
a0 1 ( 0

557~ 2\5z7 +1 By J) formant les bases associées de T ; o) et de

T(0,1)~ Les bases duales de T(1:0) et T(%:1) sont constituées par les
différentielles dz/ et dz*.

o TE . 0 e
et de méme dfy(g;) = + 1 B_yﬂ)u - f qui définissent
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Proposition I11.10 :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une application R-

linéaire f de rE dans F soit C-linéaire est que son extension f a
E¢ soit nulle sur E(q 1).

Preuve : f(u + iJu) = f(u) + if(Ju) = 0 si et seulement si
f(Ju) =if(u), cqfd.

Corollaire II1.10 : Soit f une application contintiment différen-
tiable d’un ouvert de E dans F. La condition nécessaire et suffisante
pour qu’en tout point la différentiable de f soit C-linéaire est que f
of 1 ,0f . Of

I (_ +i =L

vérifie le systéme d’équations : — = -+ 1 -
y d 0z) 2 \oxJ oyl

)=Opour
i=12,...,n.

Remarque : f est alors analytique complexe. Dans le cas le plus
simple : E = F = C, l'unique équation —— = 0 est la condition

Z

de Cauchy qui s’écrit a I'aide des parties réelle et imaginaire de
~, 0U o0V oV ou

f=U0+4+iV: =

9oy e oy

lil.11 — Algébre. Graduations. Produits tensoriels d’algebres

Une algébre sur un corps K est un espace vectoriel sur K de
dimension finie A muni d’'une application linéaire p: A X A — A.
Cette application u prend, suivant les cas, le nom de multiplication,
produit, composition, crochet, etc... On note génériquement I'image
par u d’'un couple (a,b) € A X A par une simple juxtaposition des
éléments : u(a,b) = ab. Mais on utilise des notations spécifiques
dans de nombreux cas particuliers : ®, o, A, V, [,] etc... 4 peut
aussi se définir par une application L : a — L, de A dans £(A),
soit £,b = ab : L, est la translation a gauche par a, ou par une
application R : A — £(A), avec cette fois Rpa = ab : Ry est
la translation & droite par b. Une unité est un élément 1 tel que
L; = Ry = Identité de A. Si A posséde une unité, elle est unique,
puisque si 1 et 1’ sont deux unités, 1 -1’ = 1 = 1. A est alors
dite unitaire ou avec unité. Une algébre A est dite associative si
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les translations a4 gauche commutent avec les translations a droite :
Va,b,z € A : Ly - Ry -z = a(xb) = Ry - Loz = (ax)b.

A est dite commutative si Va,b € A : ab = ba.

Une dérivation d’une algébre A est un endomorphisme linéaire
D de A qui vis-a-vis de la multiplication posséde la propriété :
D(ab) = Da-b+ a-Db. Cette notion sera largement généralisée au
Chapitre IV.

Une sous-algeébre, un idéal a gauche, un idéal a droite, un idéal
de A, sont des sous-espaces vectoriels stables respectivement par
1, toutes les Ly, toutes les L, et Ry,

Si e = {e;;i € I} est une base de A, on a, pour tout couple

ordonné (4,7) € I x I une égalité : ¢; - e = ZC%ek. L’ensemble
k

de ces égalités, ou table de multiplication de A dans e, détermine
u. Le cas le plus simple d’une table de multiplication est fourni
par un ensemble quelconque S muni d’une multiplication interne
S xS — S, soit (s,t) — st € S.

L'espace vectoriel sur K de base S : K®), dont les éléments
sont les combinaisons linéaires finies d’éléments de S a coefficients
dans K, est alors une algébre grice a la table de multiplication qui
applique la base S en elle-méme.

Exemples :

1) S est un groupe fini; K®) est alors l’algébre du groupe S a
coefficients dans K.

2) Soit X un ensemble quelconque et S 'ensemble des suites
finies (2122 ...2m) d’éléments de X auxquelles on ajoute la suite
vide ( ). On définit dans S un produit : S xS — S obtenu par juxta-
position des suites : (122 ... Zm)(2]25 ... 2p) = (1, .., TmZ] - -
Zp). Ce produit est associatif et ( ) est un élément neutre. L'algébre

K(5) est une algebre associative avec unité appelée algebre libre de
Vensemble X sur K. Lorsque X est réduit & un seul élément (z),
l’algebre libre de X sur K est I’algébre des polynémes d’une varia-
ble = & coefficients dans K.

Remarque : La donnée d’'une multiplication p sur A est équi-
valente 4 la donnée d’une application linéaire de A ® A dans
A. Lorsque A est de dimension finie, £(A ® A;A) s’identifie &
A® (A®A)* = A® A* ® A*. Une structure multiplicative p
sur A peut ainsi étre considérée comme un tenseur C une fois
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contravariant et deux fois covariant sur A. Dans une base e de
A, ses composantes sont les «constantes des structures » ij de

la table de multiplication de i dans e tandis que les translations
a gauche et a droite sont les contractions sur chacun des indices
covariants.

Un homomorphisme f d’'une algébre A dans une algébre A’
sur le méme corps est une application linéaire qui respecte les
structures multiplicatives : f(a) = f(a)-f(b). Si f est bijective, c’est

1

un isomorphisme car alors f est également linéaire, et I'égalité
précédente s’écrit :

f(fa)- f(b)) =ab= f(f(a))- f(£(b))

Ne sont intéressantes que les algebres qui satisfont & une
propriété supplémentaire. Elles se répartissent en deux classes :

1) les algebres alternées pour lesquelles aa = 0, Va € A, dont
les principales sont les algébres de Lie. Elles ne peuvent avoir ni
unité, ni élément idempotent non nul.

2) les algebres associatives et les algébres «presque associa-
tives », ces derniéres satisfaisant & une forme plus faible d’asso-
ciativité. Les plus importantes en sont les algébres de Jordan et les
algebres alternatives.

Les éléments idempotents jouent un réle essentiel dans I’étude
de leur structure.

Si A est une algebre associative, on peut définir sur l'espace
vectoriel A deux autres structures d’algébres A_ et A4 & l'aide des
formes affaiblies de la multiplication suivantes :

A_ avec le produit antisymétrisé ou crochet [a,b] = ab — ba

A avec le produit symétrisé : ao b = = (ab+ ba)

A_ et A4 ne sont pas associatives mais I'associativité de A s’y ma-
nifeste par des propriétés simples de la multiplication qui servent
d’axiomes & deux catégories importantes d’algébres :

Définition II1.11.A :

Une algeébre g est une algébre de Lie si sa multiplication, notée
par un crochet [, ] satisfait aux deux axiomes :

1) [z,z] =0, Vz € g dou [z,y] = —[y,z] Vz,y € g (caractére
alterné ou antisymétrique du crochet);
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2) [z, [y, 2] + (v, [2,2]] + [2,[z,y]] = O, Vz,y,2 € g identité
de Jacobi, qui exprime que les translations a4 gauche sont des
dérivations de l'algébre, cf. §IV.

Une algeébre J est une algébre de Jordan si sa multiplication
satisfait aux deux axiomes :

1) ab = ba Va, b € J (commutativité);

2) a%(ab) = a(a®b) Ya, b € J, identité de Jordan qui S'écrit aussi
LaLaz = LazLa, Va € J.

Un homomorphisme d’une algébre A, associative, de Lie ou de
Jordan, respectivement, dans l'algébre £(E), £(E)_ ou £(E)4+ des
endomorphismes d'un espace vectoriel E sur le méme corps, qui fait
ainsi opérer A dans E, par une représentation linéaire détermine sur
E une structure de A-module.

Si E et F sont des A-modules, une application linéaire f de E
dans F qui respecte les opérations de A : f(az) = af(z) Va € A,
z € E est appelée un morphisme de A-modules.

Le noyau et I'image d'un A-morphisme sont des sous-modules.

Exemples : I'algébre associative K(n) des matrices n x n sur K
et les algebres de Lie : K(n)— = gl(n;K) et de Jordan K(n)4 =
J(n; K) associées.

Une structure supplémentaire fréquente est celle de graduation.
Sur un espace vectoriel E une graduation est simplement une
décomposition en somme directe : E = @,;c1 E; ou I'ensemble
d’indices I est un ensemble quelconque. Un élément x d’'un E; est
homogeéne de degré i. Tout élément & non nul E s’écrit d'une facon
et d’'une seule comme une somme finie : £ = ) z;, ou x; est la

1€]
composante de degré i de x.

Un sous-espace F de E est dit gradué s’il est égal 4 la somme
de ses intersections avec les E; : F = @,;c1 (F N E;) ce qui revient
a dire que si z € F toutes les composantes z; de = appartiennent &
F.

Sur une algébre A, une graduation est d’abord une graduation
de l'espace vectoriel A : A = @,;c1 A;. Mais cette fois on impose
a Tensemble d’indices I de posséder une addition de telle sorte
que le degré du produit z;,y; de deux éléments homogeénes soit
la somme des degrés des facteurs, ce qui revient & dire que A;A; et
A;A; C Ajyj. Les ensembles d'indices les plus courants sont : N,
entiers > 0, Z, entiers quelconques, Zo, graduation « pair-impair »,
et leurs produits comme N™ = N x N x ... N qu’on appelle souvent
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multidegrés. Ce sont donc soit des groupes additifs, soit des parties
de groupes additifs stables par I’addition et contenant 0, comme N.

Si A est une algébre graduée avec unité, le degré de I'unité est
nécessairement nul.

Suivant le méme principe, si deux espaces vectoriels E et F sur
le méme corps sont gradués par le méme ensemble additif d’'indices
l:E= %BI’ F '@I F;, le produit tensoriel E ® F peut étre gradué de

7 JE
deux fagons, en attribuant au produit z; ® y; d’éléments homogeénes
de degrés i et j, le bidegré (i,7) € I x I et le degré (i + j) € L.
Dans le dernier cas : (EQF), = .+ED E; ®F;.
i+j=r

Définition II1.11.B

Une algébre A graduée par N, Z, ou simplement par Zo est
dite anticommutative si quels que soient les éléments homogeénes
z; € A; et y; € Aj de A, leur produit vérifie la propriété
d’anticommunication :

yjzi = (—1)7zy;.

Cette formule fait donc intervenir le produit des degrés, et
seule la parité de ces degrés intervient. Les éléments de degré pair
commutent avec tous les autres. Les éléments de ce degré impair
anticommutent entre eux.

Exemple : I'algébre extérieure sur E : AE qui sera définie au
chapitre V.

Si A et B sont deux algébres sur le méme corps, 'application
de AxBx A xBdans A®B : (a,b,d/,b/)) — aad’ @ bb est
quadrilinéaire. Elle définit une application linéaire : AQBRAR®B =
(A®B)® (A®B) — A®B qui est une multiplication sur A ® B.
L’algébre A ® B ainsi définie est dite produit tensoriel des algébres
A et B. Le produit de deux éléments décomposables de A ® B est :
(a®b)- (' ®b) = aa’ @ bb'. Si A et B sont associatives, resp.
commutatives, resp. avec des unités 15 et 15, A®B est associative,
resp. commutative, resp. avec une unité 15 ® 1g.

Dans ce dernier cas a — a ® 1g et b — 1p ® B sont des
homomorphismes injectifs de A et de B dans A ® B qui identifient
A et B a des sous-algébres de A®B. Ces derniéres commutent dans
A®B:Va e Aetbe B, (a®1p)-(1Ao®b) = a®b = (15, ®b)-(a®1p)



96 Espaces tensoriels

et elles sont linéairement disjointes : si (a;;¢ € I) est une base de
A et (bj;j € J) une base de B, les (a; ® bj;(i,5) € I x J) sont
linéairement indépendants et forment ainsi une base de A ® B.

Exemples : si E et F sont deux espaces vectoriels de dimension
finie sur le méme corps, £(E) ® £(F) s'identifie 2 £(EQF).

En prenant des bases on obtient I'isomorphisme entre algebres
de matrices : K(m) ® K(n) = K(mn).

L'importance des algébres anticommutatives conduit & définir
une variante qui leur est adaptée du produit tensoriel d’algébres.

Définition II1.1.C :

Soient A et B deux algébres sur le méme corps K graduées par
N, Z ou Zs.

On appelle produit tensoriel gauche de ces algebres et 'on note
A®B, 'espace gradué A ® B muni de la multiplication de I’algébre
A ® B modifiée comme suit : sur les éléments homogéne a, a’ € A
et b,b’ € B, on définit (a @ b) - (o’ ® b') = (—1)degbdeg 00/ @ bb.

Seuls interviennent pour le changement de signe les éléments b
et a/, qui échangent leur place, et seule intervient la parité de deg a’
et degb. Des calculs simples permettent de vérifier que si A et B
sont associatives, resp. anticommutatives, resp. avec des unités 1,
et 1g, A®B est associative, resp. anticommutative, resp. avec une
unité 15 ® 1g.

.12 - L’algébre tensorielle sur un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension finie ou infinie sur un
corps K. On peut former suivant le chapitre II toutes ses puissances
tensorielles ®PE et, en convenant que @’E = K et Q'E = E,
considérer la somme directe :

x 2
QFE = EBO(®pE)=K€BE€B(® E)®...
p:

C’est un espace vectoriel gradué par les entiers naturels sur
lequel la multiplication tensorielle définit une structure d’algebre

associative graduée avec unité. ®E est par définition l'algebre
tensorielle sur E.
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L'importance de l’algébre tensorielle réside dans sa propriété
universelle, qui la définit & un isomorphisme canonique pres :

Théoréme II1.12 : Toute application linéaire f de l’espace vecto-
riel E dans une algebre A associative, avec unité, sur le méme corps,
se prolonge de fagon unique en un homomorphisme d’algébres avec
unité f de ®E dans A.

Preuve : | est immédiatement déterminé sur ®°E par f(A-1) =
Ay et sur @'E = E par ?IE = f. Son extension 4 ®E est unique :
'application p-linéaire : (z1, %2, ...,Tp) — f(z1)f(z2) ... f(zp) de
E X E x ...E dans A détermine l'application linéaire 7 de QPE
dans A. Sur des tenseurs décomposables : ¢ € ®pE et u € QIE, la
définition que l'on vient de donner de f entraine f(tu) = f(t)f(u).
Par linéarité f est bien un isomorphisme de ®E dans A.

Corollaire II1.12 : Une application linéaire f d’un espace vecto-
riel E dans un espace vectoriel F sur le méme corps se prolonge en
un homomorphisme d’algébres unitaires graduées f® de ®F dans
QF. Cest la propriété «fonctorielle » de I’algébre tensorielle, car
si h est maintenant une application linéaire de F dans H, on a :

h® o f® = (ho f)®

Remarque : Si e = {e;;i € I} est une base de E. Il y a une
bijection entre les suites de p éléments de I : (i142...19p) et les
éléments de la base @’e de ®PE : ¢;; ®e;, ... ®e;,. Au produit des
suites obtenu par juxtaposition, correspond le prodult tensoriel des
éléments de base qui leurs sont associés. On a donc un isomorphisme
nature% ;antre QE et l'algébre libre sur K de 'ensemble I, puisque
E=KWO.

1I.13 — Problémes universels

N

Nous avons rencontré a plusieurs reprises des constructions
algébriques présentées comme solutions de problémes universels.
Cette notion de probléme universel est un concept éminemment
simplificateur, et son usage est tel qu’il n’est pas inutile d’en exposer
les éléments méme trés succintement. Cela concerne deux catégo-
ries différentes d’objets mathématiques. Pour nous une catégorie
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est formée d’'objets, qui sont des ensembles munis d’une certaine
structure : €k, espaces vectoriels sur K, 7, espaces topologiques,
M espaces métriques, Ak algebres associatives avec unité sur K,
gK algebres de Lie sur K, etc..., et de morphismes, qui sont les appli-
cations conservant la structure : applications linéaires, continues,
homomorphismes, etc... Soient deux catégories €g et €; et § une
famille d’applications f des objets A de €( dans les objets B de €,
de telle sorte que pour tout morphisme a dans €y ou bdans €1, foa
et bo f soient encore des applications de §. Dans ces conditions, on
a le Probléeme universel posé par (€g,€1,F) : faire correspondre a
chaque objet A de € un objet U(A) de €; et une application u € §
de A dans U(A) tels que pour tout f € §, de A dans B € ¢; il
existe un morphisme ¢ de U(A) dans B, unique tel que f = p o u.
Cela s’exprime par le « diagramme universel » :

f
A B

f=¢ ou
u\ /p avec {<p unique

U(A)
U(A) représente A dans l'autre catégorie € et u sert a représenter
toutes les applications de A dans €; par des morphismes de €;.
Si un probléme universel posséde une solution, elle est évidem-
ment unique & un isomorphisme canonique prés puisque du dia-
gramme universel :

Uy

A Uy(A)
u\ % avec{ﬂffﬁzgﬁl
=@ou;

Uy(A)

il résulte : ug = (p20¢p1)oug = (Id Ug)oug et uj = (p10p3)ou; =
(Id U; o u3. Mais la condition d’unicité entraine @9 o 3 = Id Uy
et 1 o o = Id U; ce qui montre que ¢; et o2, uniques, sont des
isomorphismes inverses 'un de l'autre.

Quelques exemples :

1) Si Ton prend pour € la catégorie des ensembles et pour €1
une sous-catégorie dont les objets sont des ensembles munis d’une
structure algébrique donnée, la solution du probléme universel ainsi
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posé, lorsqu’elle existe, associe & chaque ensemble X un objet U(X)

de €1 appelé objet libre de €1 engendré par X.

€1 = Bk, espaces K-vectoriels : U(X) = KX)

€; = {K-algebres associatives, commutatives, avec unité}

U(X) = K[X], algébre des polynémes en les éléments de X, sur K...
2) €9 = {couples d’espaces K— vectoriels (E,F) avec pour

morphismes les couples d’applications linéaires},

€1 = €k, § = {applications bilinéaires} : U(E,F) =E®F.

3) Le produit tensoriel de deux algébres associatives unitaires
A et B sur le méme corps K, est caractérisé par la propriété uni-
verselle suivante : quel que soit le couple (¢, 1)) d’homomorphismes
de A et B dans une algébre unitaire C qui commutent, il détermine
un homomorphisme unique ¢ ® ¥ de A ® B dans C, qui coincide
avec ¢ sur A ® 1g et avec 9 sur 1, ® B.

4) €¢g = {algebres de Lie sur le corps K}, €; = {algebres
associatives avec unité sur K}, § = {homomorphismes pour le
crochet f([z,y]) = [f(z), f(¥)] = f(2)f(y) — f(¥)f(z)}-

U(g) = algebre enveloppante de I'algeébre de Lie g.
U(g) est l'algébre unitaire quotient de l'algébre tensorielle ®g sur
lespace vectoriel g par I'idéal bilatére engendré par les éléments
(inhomogenes) : {z @y —yQ®z — [z,y]; Vz,y € g}

.14 - Invariants. Extensions tensorielles des représentations
linéaires d’algébres de Lie

Etant donnée une représentation d'un ensemble muni d’une
structure algébrique A par des endomorphismes d’un espace vec-
toriel E, on peut se demander si elle est susceptible de se prolonger
aux espaces tensoriels batis sur E et de donner ainsi naissance a
toute une famille de représentations linéaires associées. On a vu au
8I1.7, I11.8 et IIL.4 ci-dessus que c’est bien le cas lorsque A est un
groupe. Mais il n’en est pas de méme, par exemple pour la structure
d’algebre associative, qui ne permet pas I'extension tensorielle de ses
représentations linéaires. Les représentations linéaires d’algebres
associatives seront étudiées au §VI.4 a propos des algébres de Clif-
ford.

Parmi les algebres, seule la structure d’algebre de Lie autorise
cette extension tensorielle, et cela  n’est guére étonnant si I'on
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consideére la structure d’algébre de Lie comme une linéarisation de
celle du groupe! Rappelons la :

Définition II1.14.A :

Une représentation linéaire d’'une algeébre de Lie g dans un
espace vectoriel sur le méme corps E est un homomorphisme p de
g dans l'algebre de Lie £(E)_. On a donc :

Va,b € g : pl[a,b] = [p(a), p(b)] = p(a)p(b) — p(B)p(a).

En particulier, l'identité de Jacobi montre que les translations
a gauche de g : Va,z € g, ada - z = [a,z] définissent une
représentation linéaire de g dans elle-méme, dite représentation
adjointe.

La propriété universelle des algébres enveloppantes se traduit
dans le cas des représentations linéaires par le :

Théoréme II1.14.A : Soient g une algébre de Lie, U(g) son
algébre enveloppante (§111.13), quotient de 'algébre tensorielle ®g
par l'idéal bilatére engendré par les éléments {zQ@y—y®z—[z,y]}.
Toute représentation linéaire p de g dans un espace vectoriel E sur
le méme corps se prolonge de facon unique en un homomorphisme p
d’algébres (associatives) unitaires de U(g) dans £(E). Réciproque-
ment un tel homomorphisme détermine une représentation linéaire
de g dans E. Un g-module est donc automatiquement un U(g)-
module.

Preuve : D’aprés le théoréme III.12, p se prolonge de fagon
unique en un homomorphisme d’algébre unitaires p de ®g dans
£(E) qui s’annule sur les générateurs de l'idéal bilatére : p(z ® y —
yoz—[z,y]) = p(z)p(y) —p(y)p(z) —p([z,y]) = 0, et passe donc au
quotient. Réciproquement, si ¢ est un homomorphisme d’algébres
unitaires de U(g) dans £(E) la composée des applications :

s — ® — U(g) —— £(E)

est une représentation de g dans E.

Nous allons maintenant examiner successivement les notions
d’invariant et d’extensions des représentations dans le cas des
algébres de Lie.
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Lorsquun groupe G opére comme groupe de transformations
d’un ensemble E, un invariant est un élément = de E tel que gz = =
quel que soit g € G. Pour obtenir la définition correspondante pour
les algebres de Lie, on fait le raisonnement suivant : E étant un
espace vectoriel réel de dimension finie et G un sous-groupe fermé
de GI(E), on considére un chemin différentiable u(t) tout entier
contenu dans G et tel que u(0) = Id.

Si z est un invariant de G, on a u(t)z = z quel que soit t,
d’ott u/(0)z = 0 : z est annulé par tous les vecteurs tangents en
I’élément neutre de G. Dot la :

Définition I11.14.B :

Soient g une algeébre de Lie sur un corps K, p une représentation
linéaire de g dans un espace vectoriel E sur le méme corps. Un
vecteur © de E est dit Lie-invariant, ou simplement invariant si
p(X) -z = 0 pour tout X € g : x € NKer p(z). En particulier, tout
vecteur £ d’un espace vectoriel réel E, invariant par les opérateurs
d’une représentation linéaire p d’'un groupe de Lie G : p(g)z = z,
Vg € G est aussi un invariant de la représentation associée de
Palgébre de Lie g de G.

Dans tout ce qui suit E désigne un espace vectoriel de dimension
finie, E* son dual et (z,) le crochet de dualité entre z € E et
a € E*. Siu € £(E), son transposé tu € £(E*) est défini par
tu-a = aou,ou (ur,a) = (z,} ua).

Si u € GI(E), le contragrédient & = W définit la représenta-
tion contragrédiente de G1(E) dans E* de telle sorte que le crochet
de dualité entre E et E* soit invariant : (uz, @) = (z, @). A toute
représentation linéaire r d'un groupe G dans E est ainsi associée

la représentation contragrédiente : ¢ € G — r(g) dans E*.

Le passage (par «dérivation ») d’'une propriété des groupes a la
propriété correspondante des algebres de Lie entraine la définition
suivante :

Définition I11.14.C :

Si p est une représentation de 'algébre de Lie g dans E, la
représentation contragrédiente p de g dans E* est définie par :

B(X)-a=—tp(X) a=—aopX),
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de telle sorte que le crochet de dualité soit Lie invariant (voir ci-
dessous Exemple 2) :

(p(X)z,a) + (z,p(X)a) =0 VX €g,

(On vérifie bien que p([X,Y]) = ([p(X), p(Y)])-

Si r est une représentation linéaire du groupe G dans E,
geG— ®(“)T(g) est la représentation « puissance tensorielle
(v)&™e de 7', de G dans ®V)E.

Par «dérivation », on passe aux définitions et propriétés dites
«de Lie» :

Définition II11.14.D :

Extensions tensorielles et invariants de Lie d’un opérateur
linéaire.

Soit a € £(E). Lextension tensorielle «de Lie» de a 3 ®E,
notée é(v)a (ou le signe ~ distingue cette extension de l'exten-
sion tensorielle usuelle « multiplicative») : ® (”)a) est opérateur
linéaire de ®(?)E somme de |v| opérateurs : le j-éme est le produit
tensoriel des identités dans chaque facteur a I'exception du j-éme
ot I'on prend a si ce facteur est E, (?a) si ce facteur est E*. On a :
&Wa, 8] = [B®a, 8],

Les éléments du noyau de & a sont appelés les invariants de
Lie de variance (v) de lopérateur a.

Remarque : On peut rassembler les extensions « de Lie» de a €
£(E) dans toutes les puissances tensorielles ®”E. En complétant
par la condition a - 1 = 0, on obtient ainsi un opérateur linéaire Qa
de QE : c’est la dérivation de I’algébre tensorielle ®E associée a a
ce que Pon retrouvera au §IV.13.

Définition II1.14.E :

Extensions tensorielles d’une représentation linéaire et inva-
riants d’'une algébre de Lie.
Si p est une représentation linéaire d’une algebre de Lie g dans
E, elle détermine :
a) pour chaque variance (v) une représentation linéaire de g dans
®WE, extension tensorielle «de Lie» de p: X € g — ®®) p(X).
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b) une représentation ®p de g dans l'algébre QE ou elle opére
comme une algeébre de Lie de dérivations : VX € g :

®0(X)(a®b) = {®p(X)a} @b+ a® {®p(X)b}.
¢) d’une fagon analogue, une représentation ®p dans ®E*.

On a vu que le sous-espace Inv(p; (v)) = {r‘lKer®(”) p(X); VX €
g} de ®VE est appelé le sous-espace des invariants de variance (v)
de p. L'ensemble de ces sous-espaces forme les invariants tensoriels
de la représentation p. Réciproquement, si’'on se donne un ensemble
déléments f; € ®WE, les a € £(E) tels que ®ilqa - (fi) =
forment une sous-algébre de Lie de £(E)_ puisque ces conditions
sont linéaires et stables par le crochet.

Si p est la représentation adjointe, les éléments de NKer®ad a
dans ®(”)g sont les invariants de variance (v) de g. Leur ensemble
forme les invariants tensoriels de l'algébre de Lie g dans T (g).

Comme pour les extensions tensorielles du groupe Gl(E) aux
puissances tensorielles ®PE ou QPE* (théorémes II1.4.A et B), les
extensions tensorielles d’une représentation linéaire p d’'une algebre
de Lie g dans E 4 ®PE ou QPE* commutent avec les permutations de
facteurs, donc avec les opérations du groupe symétrique &, sur E
et @PE*. Si u est un invariant, le symétrisé : su, et Pantisymétrisé :
au, sont également des invariants.

Exemples d’invariants : (g et E de dimension finies)
1) Si (v) = (%), ®¥a = a®1d —Id ®¢ a. Sur un élément z® a.
@®"a) - (z®@a)=ar®a—z® (aca).

Si P'on interpréte un élément u de E ® E* comme un opérateur
linéaire de E, Iaction «de Lie » de ®¥)a sur u s’écrit :

(@Wa - u)(z) = au(z) — u(az)

et u est Lie-invariant par a si et seulement s’il commute avec a.

2) (v) = (xx). Un élément b de E* ® E* peut étre interprété
(8I1.3) comme une forme bilinéaire sur E. Soient ¢ et i les appli-
cations associées a droite et 4 gauche de E dans E* :

b(z,y) = (z,py) = (¥z,y)-
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Considérons d’abord le cas ot un groupe G opére dans E par
un homomorphisme G — GI(E), et dans E* par la représentation

contragrédiente : ¢ — § =! _gl. Dire que la forme bilinéaire b
est invariante par G est équivalent a dire que ¢ ou ¥ est un G-
morphisme de E dans E*.

En effet : b(gz,gy) = (92,09y)) = (z,'g9pgy) et Pégalité :
b(gz,gy) = b(z,y) quels que soient z,y € E est équivalente a
o =t gpg soit pg = g o.

Réciproquement, tout G-morphisme ¢ de E dans E* détermine
une forme bilinéaire invariante sur E :

b(z,y) = (z, ¢y) puisque b(gz, gy) =
(97, pgy) = (z,'gpgy) = (z,0y) = b(z,y).

Si b et b sont deux formes bilinéaires sur E, invariantes par G,
et si b est non-dégénérée (¢ inversible), b’ s'exprime a l’aide de b :

-1
V(z,y) = (z,¢'y) = (z,0 ¢ ¢'y) = bz, ¢ ¢'y)

etde vy = Tpl ¢/, qui est un endomorphisme du G-module E.

On dit aussi que -y appartient au « commutant » de E. Récipro-
quement tout élément v du commutant de E fait passer d’'une forme
bilinéaire quelconque invariante b & une forme ' (z,y) = b(z,vy)
également invariante.

Voyons maintenant le cas ou c’est une algebre de Lie g qui opére
dans E par un homomorphisme d’algébres de Lie p : g — £(E)_.
Pour simplifier I'écriture, notons simplement, (comme dans le cas
d’un groupe), par az 'image de z € E par p(a). La représentation
contragrédiente dans E* est donc (“%a) - @ = —a o a, et Popérateur

&g dans E* @ E* s’écrit, sur a ® B décomposable :
8o (a®B)=—(a0a)®B—a®(oa)
surb: (®"a-b)(z,y) = —blaz,y) — b(z, ay)
= —(z,%ap + pa)y)
= —((Ya +ay)z, ).

Il en résulte que les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
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1) b est un invariant de Lie : b(az,y) + b(z,ay) = 0;

2) ¢ est un morphisme de g-modules de E dans E* : pa = —tap;

3) 9 est un morphisme de g-modules : 1a = —taz).

Réciproquement, tout g-morphisme ¢ de E dans E* détermine
une forme bilinéaire Lie-invariante sur E : b(z,y) = (z, py)

Si b et b sont deux formes bilinéaires Lie-invariantes sur E,
et si b est non-dégénérée, on peut écrire b/(z,y) = b(z, Tpl ©'y) et

¢ ¢’ = <y est un endomorphisme du g-module de E, ou élément du
commutant de E. Réciproquement, tout élément v du commutant
de E fait passer d’'une forme bilinéaire Lie-invariante quelconque b
4 une autre b/(z,y) = b(z,yy) également Lie-invariante car :

b(az,vy) + b(z,vay) = b(az,vy) + b(z,ayy) = 0.

Les formes bilinéaires invariantes sur le g-module E forment
un espace vectoriel 9B ( identifiable au sous-espace des tenseurs in-
variants de E* @ E*, stable par la transposition et par les opérations
contragrédientes du commutant de E.

Il en résulte de ce qui précéde qu’aussi bien dans le cas d’'un
groupe G que d’une algebre de Lie g, il n’existe de forme bilinéaire
invariante non-dégénérée sur un module E de dimension finie que
si et seulement si le module E est isomorphe au module E* muni
de la représentation contragrédiente.

Si le G ou g-module est simple, c’est-a-dire ne posséde aucun
sous-module propre, tout G ou g-morphisme de E dans lui-méme
non nul ne peut étre qu'un automorphisme : tous les éléments non
nuls du commutant de E sont inversibles, et le commutant I" de E
est un corps, éventuellement non commutatif, extension de degré
fini du corps K initial.

Lorsque T se réduit au corps K, si B n’est pas nul, toute forme
bilinéaire invariante b’ se déduit de I'un d’elles b par multiplication
par un scalaire : b/ (z,y) = b(z,vy) = vb(z,y) et dimBy = 1.On a
en particulier si b # 0 : b(y, z) = \b(z,y) = A2b(y,z) dod A = +1:
b est symétrique, ou antisymétrique. Nous avons démontré la :

Proposition I11.14.A :

Soit E un module simple de dimension finie sur un groupe G ou
une algébre de Lie g dont le commutant se réduit au corps K de E.
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Si E est isomorphe & son module dual E*, il existe sur E

une forme bilinéaire unique a4 un scalaire pres, qui est ou bien
symétrique, ou bien antisymétrique.

3) si (v) = (.*x*), Pextension 8 EQ E* ® E* d’'une représentation
de l'algébre de Lie g dans E s’écrit sur un élément décomposable :

®a) - (z@a®pB)=az®a®B—2® (0oa)Rf
—-z®a® (Boa).

E ® E* ® E* est une
Y2 ® o ® B, plx,y)

Un élément p de lespace @ VE
multiplication bilinéaire sur E : si u
= > (i, 2)(Bis Y) -

Laction «de Lie» de ®")a sur p s'écrit :

(B™a) - p)(z,y) = au(z,y) — plaz,y) — p(z, ay)

et dire que | est Lie-invariant par a revient a dire que a est une
u-dérivation.
Si g est une algebre de Lie et o € ®(”)g son crochet, puisque

les ada, Va € g sont des dérivations, pu est toujours un invariant
de g.

4) les algebres de Lie classiques sont définies comme les sous-
algébres des algebres de Lie £(E)_ d’endomorphismes linéaires
ayant un invariant donné. Pour (v) = (**) b € E* ® E* représente
une forme bilinéaire sur E. Soit g(b) la sous-algébre de Lie de
£(E)- formée des a € £(E) laissant b invariant. Si b est
non-dégénérée symétrique, g(b) est l'algeébre de Lie orthogonale
S O(E;b), si b est non-dégénérée antisymétrique g(b) est I'algebre
de Lie symplectique Sp(E;b). Si (v) = (.x*) et u € EQE*®E*, la
sous-algebre de Lie g(u) formée des a € £(E) laissant p invariant
est l'algébre de Lie des dérivations de l'algebre (E; u).

Une sous-algebre de Lie de £(E)_ qui est identique a I'algébre
de Lie de ses invariants est dite algébrigue. Elle est en effet définie
par 'annulation d’expressions algébriques.

Remarque : On peut vérifier que é(v)p est une représentation

linéaire de g dans ®WE en utilisant la proposition suivante,
évidente, et qui a d’autres applications :
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Proposition I111.14.B :

Si p1,p2,---,pPp sont p représentations linéaires de g dans un
méme espace vectoriel qui commutent entre elles :

[pi(X), pj(X)] = 0 Vi # j, X € g, alors : X — p1(X) + p2(X)
+ ...+ pp(X) est une représentation linéaire de g somme des p;

car (X 0;)([X, Y]) = £ p;(X) - £ p;(¥) = £ p;(Y) - £ 9 (X)-

Exemples d’applications de la Proposition II1.14.B :

1) Si p et o' sont des représentations linéaires de g dans E
et F, p et o/ déterminent une représentation linéaire  de g dans
£(E;F):

si f € S(E;F), 0(X)f = o/(X) o f — f 0 p(X)

soit, si z € E : (0(X)f)(z) = p'(X) - f(z) — f(p(X)z) une
représentation 3 de g dans l'espace vectoriel B (E;F) des formes
bilinéaires sur E x F :

sib € B(EF), (B(X)-b)(z,y) = —b(p(X)z,y) — b(z, /' (X)y)
une représentation pQI+1® p' dans EQ F :

(pRI+I® ) (z®y) =p(X)zR@y+z® o' (X)y

qui redonne les deux précédentes lorsquon identifie £(E;F) a
FQE*et B(E;F) a E*Q F*.

2) dans l'espace vectoriel des applications p-linéaires de E X
EXE...EdansF, p et p/ déterminent une représentation linéaire
0 par :

siz1,22,...,zp €EE:

6(@)f) (@1 2p) = p'(X) - f(21,---,Zp)
p
- 'Zl f(xla oo aP(X)xu .- ,l'p)'
1=
Soient g € GI(E), a € £(E), t € ®WE, u € ®E. Le produit
de t et de u est un élément t ® u de ® YY)E. De la méme facon que

Tona:g-(t®u) = gt® gu par distribution de 'opérateur g a tous
les facteurs, on a pour I'extension de Lie de a :

@"a) . (teu) = (@Pa-t) @u+t® (@®Wa-u).

Il en résulte que :
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— le produit de deux invariants de Lie a est un invariant de Lie;

— sil’on se restreint aux tenseurs contravariants, 'extension de Lie
de a est une dérivation de I'algébre tensorielle QF;

— si l'on se restreint aux tenseurs covariants, ’'extension de Lie de
a est une dérivation de l'algébre QE*;

— d’une facon générale, I'extension de Lie de a est une dérivation
de lalgebre tensorielle compléte sur E : T(E) = > ®WE;

v

— si p est une représentation linéaire de l’algébre( c%e Lie g dans
Iespace vectoriel E, les extensions tensorielles de Lie de p réa-
lisent g comme une algebre de Lie de dérivations des diverses
algebres tensorielles sur E;

— puique le noyau d’'une dérivation d'une algébre unitaire est une
sous-algébre unitaire (vérification immédiate), les invariants de

l'algébre de Lie g dans ®g, ®g*, T(g) = Y ®(”)g, U(g) forment
(v)

des sous-algébres unitaires de ces diverses algébres.

De méme, les invariants d’une représentation linéaire p de g
dans E forment des sous-algébres unitaires de ®E, QE* et T(E).
Proposition I11.14.C

L’extension de Lie de a € £(E) a l'alggbre tensorielle compléte
TE)=> ®E commute avec les contractions. Le contracté d’un

(v)

invariant est donc invariant.

Preuve : C’est une conséquence de l'invariance du crochet de
dualité et il suffit de le vérifier sur un exemple. Soit 7y la contraction

des second et troisieme facteurs dans ®V)E avec (v) = (.. * *).
C’est 'application de ®(E dans ®*)E définie par :

1(z®Yy®a®ph) = (y,0)z®p
Ona:
(rRyYRa®P)=azRyRa®L+zRayRa®f
—x®y®taa®ﬂ—x®y®a®taﬂ

et Ya(z@y®a®p) = (y,a)(az@f -z af) = ay(z0y®a®f)
puisque

(ay,a) = (y,tac). c.qfd.
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Applications : soit u = Y u; ® o; ® (; 'élément de l'espace

tensoriel ®('**)g qui représente le crochet de l'algébre de Lie g :
,U(y, Z) = [y7 Z] = Z ui<a’i7 y) </B1,a Z).

On a vu ci-dessus que u est un invariant de g et ad y =

{0, y)u; ® Bs.

Sie = (e1,€2,...,€n) estunebasede g, u =3 ijek®e*i®e*j

ou les ij sont les constantes de structure associées a la base e,
composantes du tenseur L.

a)

b)

c)

le contracté yi13u = > (u;, B;)a; est la forme linéaire invariante
sur g : £ — Tr(ad z) puisque y;3u(z) = Trace de opérateur
Y (o, z)u; ® B;. Linvariance traduit la propriété : Tr(ad[a, z])
=0, Va.

Le double contracté v16734 (1 ® ) est la forme bilinéaire symétri-
que de Killing sur g. (z,y) — Tr(ad z o ad y). En effet :
pOu=>u;®a® B Qu;®B; ®a; et l'opérateur ad zoad y
est l'opérateur

(Z(az',ﬂﬁ)ui ® ﬁi) o (Z(aj, Y)u; ® Bj)
= > (g, z) (g, Y)(Bs, uj)u; ® B;

dont la trace est >_(a;, z)(aj, x)(B;, uj) (B, us)-

C’est bien la valeur pour (z,y) de la forme bilinéaire 16734
(b ®p) = 3 o ® (B, u;)(Bs, uj). Linvariance s’exprime par :
Tr([ad a,ad z]ad y) + Tr(ad z[ad a,ad y]) =0, Va.

En utilisant une base ¢ de g et les constantes de structures
associées, on obtient pour la forme de Killing : ) g;je™ ® e*/
avec g;j = > Cékcg?l.

Plus généralement, la forme p-linéaire sur g : Tp(zl, zo,..., a:p)
= Tr(ad z1ad z3...ad zp) est I'invariant, élément de ®g*, ob-
tenu par la contraction multiple : 734767 - - - Y3k, 3k+173p,1 (®P L),
les (p — 1)premiéres <y3j 3541 représentant la composition des

opérateurs, et la derniére 73y 1 représentant la trace. Cette forme
s’écrit dans une base e de g :

_ kp  ~ky kp—1_xi; *i1 i
zp_zcilklciQkQ“'C'kpe ®e" ... @M

p
L'invariance de cette forme p-linéaire sur g s’exprime par :

> Tr(adzjo...adz;_1oada,adz;ladz; 1 0...adzp)
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> Tr(adzjo...0(adaadz;—adz;ad a)o...adzp) =0Va € g.
%

Cette forme p-linéaire invariante n’a aucune raison d’étre symétri-
que. On en déduit une forme p-linéaire symétrique en la symétri-
sant :

1
Tp(z1,...,2p) = = Y. Tr(adzyioadzygo...adzgp)
p' O'E Gp
ou &, est le groupe symétrique de permutations de (1,2,...,p),
et une fonction polynomiale invariante sur g par :
Pp(z) = Tr(ad z)?

d) L'expression des invariants précédents a ’aide de la représenta-
tion adjointe conduit naturellement & une construction analogue
a partir, cette fois, d'une représentation linéaire de dimension
finie quelconque p de g dans un espace vectoriel E.
La forme p-linéaire Ry sur g définie par :

Rp(z1,%2,..-Tp) = Tr(P@l)P(@) e P(xp))

est invariante puisque, quel que soit a € g :
Rp(z1,- - [a, 74, - .. Tp)
(2

= ;Tr(p(xl) - p(zi—1)[p(a), p(x;)] - - - p(zp)) = 0.

On en déduit une forme p-linéaire symétrique et une fonction
polynomiale invariantes :

Rp(e1, 2,0, 3p) = 37 32 Tr(p(zs) --p(any),

PI(,p) (z) = Tr p(z)P.

Remarquons que R, s'obtient par composition a travers 'algébre
enveloppante U(g) de g.

®”g — U(e) £(E) K,

puisque p(z1,22, ..., Zp) = p(z1)p(22) - - - p(Tp)-
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Théoreme II1.14.B : Soit g une algébre de Lie. La représenta-

tion ad de g comme algeébre de dérivations de I'algébre ®g, exten-
sion tensorielle de sa représentation adjointe, (Définition III.14.)

passe au quotient et détermine une représentation ad de g comme
algébre de dérivations de I'algébre enveloppante U(g) = ®g/J. La
projection II de ®g sur U(g) est un épimorphisme de g-modules :
(ad a-t) = ad a - (IIt), Va € g, t € ®g. L'image par II d’'un
invariant de ®g est donc un invariant de U(g). La sous-algébre
unitaire des invariants de U(g) est le centre Z(g) de U(g). Si p est
une représentation linéaire de g dans E, les opérateurs de E ap-
partenant & 'image du centre Z(g) par p commutent avec tous les
opérateurs de la représentation : ils appartiennent au commutant
du g-module E.

Preuve : Lidéal bilatere J est engendré par les éléments

jz,y) =2y —y®zx — [z,y]- Quel que soit a € g, ada. J C J
puisque d’apres l'identité de Jacobi :

gElaj(x,y) =[0,2] ®y -y ® [a,z] — [[a, 2], 9]
+zQ[a,y] — [a,y] ®z — [z,[a,y]] € J.

Sit € g et u =IIt =t mod J, on définit Paction de @ sur u par:
ada-u=ada-IIt =ada(t modJ) = (ada-t)modJ = I(ada - t).

Sur un élément décomposable t = 71 ® T2 ® ... Tp de Rg :

ad a-71®Z2®. S Tp = [a,21]®22Q. .. zp+21®a, 22|®. .. 2p+. ..

Par souci de clarté, utilisons les mémes lettres pour désigner les
éléments de g C ®g et leurs images par II dans U(g). L'image de
[z,y] € g dans U(g) est ainsi, puisque j(z,y) € J, égale a zy — yz.

On a donc dans U(g), d’apreés de qui précede :

ada-z172...7p = (az1 — 210)T2 ... Tp + z1(az2 — T2a)T3 ... Tp
+z122. .. Zp_1(azp — Tpa)

qui se simplifie en :

Ea-xlzz...xp=axlxg...a:p—xlxg...xpa= la,z1z2 ... 2p)
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Quel que soit u € U(g)), on a donc ada - u = au — ua = [a, ul,
et ad a est une dérivation de U(g). Puisque g engendre ®g et U(g),
ada - u = 0 quel que soit a € g est donc équivalent a la propriété :
wv = vu, Yv € U(g), c.q.f.d.

Un raisonnement analogue conduit a l’extension suivante qui
illustre l'interdépendance des structures d’algebres associatives et
de Lie et dont la preuve est immédiate.

Théoréme III.14.C : Soient g une algébre de Lie et A une
algebre associative unitaire sur le méme corps. Un homomorphisme
p d’algeébres de Lie de g dans A_ détermine une structure de g-
module sur A, un élément z de g opérant sur A par : ad p(z)a
= [p(z),a] = p(z)a — ap(z). Deés lors, p, ainsi que les homomor-
phismes d’algébres unitaires p: ®g — A et p: U(g) — A associés,
sont des morphismes de g-modules (ils commutent avec, les opéra-
tions de g). Les invariants de g dans g, ®g, U(g) ont donc pour
images des invariants de g dans A.

Soit maintenant g une algébre de Lie dont la forme de Killing
B(z,y) = Tr(ad z 0 ad y) est non-dégénérée : g est alors dite semi-
simple, et I'application linéaire associée 4 B de g dans g*, définie
par B(z,y) = (z,0(y)) = (¢(z),y) est bijective. Puisque B est
invariante, c’est un isomorphisme de g-modules de g sur g* :

(z,0(la,4])) = B(z,ada-y) = B(-ada-z,y) = {z,~"(ad ) (y))

L'inverse ?pl est un isomorphisme de g-modules de g* sur g.
C’est aussi un élément I" de g ® g qui est donc invariant «inverse »
de B.

Linvariant I', ou son image C dans l'algébre enveloppante
U(g), également invariant, sont indifféremment appelés élément de
Casimir de g.

L’isomorphisme entre g* et g que définit B permet de trans-
former des invariants covariants, appartenant aux puissances ten-
sorielles de g*, en invariants contravariants, éléments des ®Pg.

(ainsi : ' = ( gol ® cpl) - B) et de prendre leurs images dans U(g).

On définit les éléments de Casimir d’ordre supérieur comme les
images dans ®g des formes p-linéaires symétriques invariantes T}
définies en c) :

r, = (®° 201) - Tp ou dans U(g) : C, = image de I'y par
l'application ®g — U(g).
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Si e est une base de g, e* sa base duale, soit |g;;| la matrice de

. . i . . -1
B, qui est aussi celle de ¢, et |g”| son inverse, qui est celle de ¢ .
Ona:

B = Zgije*i e et = Yge; ® ej = Z(ez ® Zg“ej)

=Ye @€t et C= Y epel = 3 Gij elleld = ZCmC e’J, ou

¢/ = ¢ e* est la base B-supplémentaire de e : B(e;,e7) = 6{ .

L'élément de Casimir Cp s’écrit dans U(g) :
kp—1 _ri1 _tio 1
Cp—zcllkp 7’2]‘:2 . CZ k e 16 ... € p.

Nous terminerons ce paragraphe par une notion particuliére
d’invariance qui généralise I'invariance des formes bilinéaires sur
les algeébres de Lie, et a ses applications :

Définition II1.14.F :

Soit A une algébre quelconque de dimension finie. Une forme bi-
linéaire symétrique b sur A est dite invariante, ou encore «associa-
tive » si quels que soient z,y,2z € A, on a : b(zy, z) = b(z, y=z).

Lorsque A est une algébre de Lie, la condition d’invariance :
b([y, z], z) + b(z, [y, z]) = 0 exprime que b est un invariant de A.

Exemples : les formes trace : Si u, v sont des opérateurs linéaires
d’un espace vectoriel de dimension finie E, la forme bilinéaire
symétrique b(u,v) = Tr(uov) est une forme invariante sur chacune
des trois alggbres : associative £(E), de Lie £(E)_, de Jordan
£(E)+. En effet :

b(uzx,v) = Tr((uz)v) = Tr(u(zv)) = b(u, zv) (associative)

b([u, z],v) = Tr(uzv) — Tr(zuv) = Tr(uzv) —Tr(uvz) = b(y, [z,v])
(de Lie)
bluoz,v) = % Tr(uzv) + % Tr(zuv) = b(u,z ov) (de Jordan)

Si p est un homomorphisme de l'algébre A associative, de
Lie, de Jordan, dans £(E), resp. £(E)_, resp. £(E)+, la forme
by(z,y) = Tr p(z)p(y) est invariante sur A : cest la forme trace de
la représentation.
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Remarque :

1) Lorsque b est non-dégénérée, 'invariance exprime que les
translations & gauche et a droite de A sont adjointes : L = Ry.
Les (Ly — Rz) sont donc antisymétriques.

Si b est une forme invariante, la relation d’orthogonalité qui lui
est associée est « compatible » avec la structure d’algébre. On a en
effet les propriétés suivantes :

Propriétés générales :
1) le sous-espace J 1 orthogonal d’un idéal J de A est également
un idéal.

si £€J1, yeJetac AonapuisqueayetyacJ:
b(z-a,y) =b(z,a-y) =0etb(y,a-z)=b(y-a,z) =0

dou z-a et a-xe’JJ'

3 N 3L est totalement isotrope : b y est identiquement nulle
2) en particulier le radical AL de (a;b) est un idéal de A.

Propriétés particuliéres lorsque b est non-dégénérée :
J = 3N 3L est un idéal de carré nul. En effet, si z et y € J, quel
que soita € Aona:b(z-y,a) =b(z,y-a) =0 puisque z et y sont
orthogonaux, d’ou 2y = 0.

Théoréme III.14.D. de la semi-simplicité. Soit A une algébre de
dimension finie possédant les deux propriétés :
a) il existe sur A une forme bilinéaire symétrique invariante non-
dégénérée.
b) A ne posséde aucun idéal non nul de carré nul.
A est alors somme directe d’idéaux bilatéres simples : A est dite
semi-simple.

Preuve : Soit J un idéal (bilatére) non nul minimal. Puisque
(Propriété ci-dessus) J N I+ est un idéal de carré nul, J N 3L =0
et A=J@Jt.

Tout idéal J étant un idéal de A, et J 2 gtant non nul, donc égal
a4 J, J est une algébre simple.

La restriction de b & J1 est une forme bilinéaire symétrique
invariante non-dégénérée, et tout idéal de 31 étant un idéal de A
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est de carré non nul. 31 vérifie les hypotheéses initiales faites sur A
et on achéve la démonstration par une récurrence sur la dimension.

De par leur structure, les algébres usuelles, associatives, de Lie,
ou de Jordan, sont munies de facon naturelle de formes bilinéaires
invariantes que 'on appelle fondamentales et pour lesquelles on
utilise la notion du produit scalaire : (|).

Définition II1.4.G. Formes fondamentales :

On les définit pour chacune des catégories d’algébres suivantes
(de dimensions finies) comme des formes traces liées aux transla-
tions a gauche de 'algeébre :
— algebres associatives : la forme fondamentale est la forme trace
de sa représentation par les translations & gauche :
(x | y) = Trace (LgLy) = Trace (Lzy). Elle est symétrique
puisque Tr([Lz,Ly]) = 0 et invariante au sens de la Définition
I11.14 ci-dessus.

Pour une algébre de Jordan, la forme fondamentale :

(z | y) = Trace Lgy |,

est la trace de l'opérateur linéaire de translation par (zy). L'identité
classique des algebres de Jordan, dont la démonstration est laissée
a titre d’exercice :

L:c(yz) - L(zy)z = [[LzaLz]’LyL

montre qu'elle est « invariante » (N.B. la forme bilinéaire Tr(LzLy)
est symétrique mais n’est pas invariante car £ — L n’est pas une
représentation).

Pour une algébre de Lie la forme fondamentale, dite forme de
Killing, est la forme trace de la représentation adjointe :

(z|y) =Tr(ad z - ad y)

Proposition I11.14.D :

Les formes fondamentales ont un caractére héréditaire : la
forme relative a4 un idéal J de I'algebre A coincide avec la restriction
a J de la forme fondamentale de A.
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Preuve : En effet, il suffit de prendre une base de A : e, ea,.. .,
en dont les p premiers vecteurs forment une base de J. Relativement
a une telle base, les matrices des translations & gauche L; pour

x € J, ont leurs termes (LQD)IH_z (Leepti)PT J =0, pour 4,5 >0

et les traces de Lzy ou de LxLy pour z,y € J, dans A, ou de leurs
restrictions a J, sont les mémes c.q.f.d.

Proposition I11.14.E :

SiI'algebre A est somme directe d'idéaux: A = J1©JT2D. .. Jp,
les idéaux sont orthogonaux pour la forme fondamentale, qui est
donc somme des formes fondamentale des J.

Preuve : En effet,siz € Jjety € Jpavecj # k, z-y = O et les
opérateurs Lyy ou ad z-ad y dans le cas de Lie, sont des opérateurs
nuls d’ou (z | y) = 0.

Théoréme de la forme fondamentale II1.14.E : Soit A une algebre
de dimension finie associative, de Lie, ou de Jordan dont la forme
fondamentale est réguliere. Alors :

1) A ne contient aucun idéal de carré nul et est donc semi-simple
d’apres le théoréeme I11.14. D.

2) L’application linéaire : z € A — L; € £(A) (o Lyu =z -u)
est injective (x — L est une représentation linéaire de A si A est
associative ou de Lie, ce n’est pas une représentation linéaire si A
est de Jordan).

3) Si A est associative ou de Jordan, elle posséde une unité
(algorithme de Casimir).

Preuve :

1) Soient J un idéal de carré nul de A, a € J et z,y deux
éléments quelconques de A. Nous allons prouver que J est néces-
sairement nul.

a) si A est une algebre de Lie, on a [J,3] =0 d’ou :

ad a ad z ad a
yeA —[a,y] €T — [z,[a,y]] €T — 0.

L'opérateur adroad a est de carré nul, donc de trace nulle, d’ou
il résulte que (z | a) = Tr(ad z o ad a) = 0 quel que soit z, et

puisque (|) est réguliere,a =0: 3 =0
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b) si A est associative ou de Jordan, JJ =0 et ax € J, dou :

La,g; LCLI
yeA — (ax)ye T — 0.

Lopérateur Ly, est de carré nul, donc de trace nulle, et (a | z)
= Tr Lgz = 0 quel que soit z, doua =0et J =0.

2)
a) Si A est de Lie, le noyau de la représentation adjointe est le
centre 3de A:3 = {z € A;[z,y =0VA}.
Le centre 3 est un idéal de carré nul, donc nul.
b) Si A est associative ou de Jordan L, = 0 signifie que zu = 0
quel que soit u € A et dans ce cas : (z | u) = TrLzy, = 0 dou
z =0, cq.fd.

3) Choisissons dans A deux bases e = (e1,€e2,...,¢ep) et € =
(¢}, €, ..., €p,) complémentaires relativement  la forme fondamen-
tale cest-a-dire telles que (e; | €;) = 6;5. (la base €/ est I'image
réciproque de la base e*, duale de e dans l'espace A*, par I'isomor-
phisme de A sur A* associé a (|)).

Si a est un opérateur linéaire de 'espace vectoriel A, on a :

Sloei | &) =2 (Sejal ) = Tai = Tra.

Si A est associative ou de Jordan, soit e = 3 e;e; € A. Quels
que soient z,y € A,on a:

(z | ye) = oy | eief) = L((zy)ei | €f) = Tr(Lay) = (z | ),

ce qui prouve que ye = y quel que soit y € A. Mais (z | ey) = (ze
| y) = (z | y) et on a aussi ey = y quel que soit y € A, c.q.f.d.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE III

EX III.1:

Soit E un espace vectoriel de dimension n. On considére pour chaque
entier p : 1 < p < n 'ensemble de composantes :

611---ip,j1~~~jp = dét |6ik’jh| les ii,jr variant de 1 & n.
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(exemple : &y ,j1ig,55 = iy ,j1 8ig,5p — 8iy,5p0ig,51)

1) Montrer que ce sont les composantes d’un tenseur et calculer les
contractés sur les p indices de 6i1,,,ip,j1“,jp avec les tenseurs t/19P et
ti) . ip-

2) Si (a§~) est la matrice des composantes d'un opérateur linéaire de E,

calculer } a ji...a;'?z 83)...niq...in €t en déduire les formules :

sin=2:déta= % [(Tra)? — Tra?),

sin=3:déta= % (Tra)® — 3Tra - Tra? + 2Tr a?).
3) Montrer que 8iy..injy...jn €St le tenseur de Kronecker (I1.6).
4) Calculer et interpréter les contractés :

Z il...in_lk Z il"‘ipkl'“kn—p

EX III.2 :

Soient a; ; les composantes d’'un tenseur une fois contravariant et une
fois covariant sur espace vectoriel E de dimension finie n > 1.

Les cofacteurs du déterminant dét a;'-l sont-ils les composantes d’'un

tenseur ? Méme question pour un tenseur a;; ou a*’ deux fois covariant ou
deux fois contravariant.

EX II1.3 :

Soit K(n) 'espace vectoriel des matrices n X n sur le corps commutatif
K. Montrer que toute forme linéaire f sur K(n) peut s’écrire d'une maniére
et d’'une seule : si X € K(n), f(X) = Trace FX ou F € K(n). Montrer que si
f posséde la propriété : f(XY) = f(YX) quels que soient X et Y € K(n),
alors F = Al et f(X) = X TraceX.

EX. 1114 :
Soit A une algebre de dimensions finie sur le corps K. Montrer que s’il

existe un élément a de- A tel que az = 0 ou za = 0 impliquent z = 0, A
posséde une unité et a est inversible.

EX IIL5 :

Soient A et B deux algebres unitaires sur le méme corps K, C le centre
de A, D celui de B: Montrer que le commutant de la sous-algébre A ® 1g
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dans A ® B est une sous-algébre qui s’identifie & C ® B, et que le centre de
A ® B s’identifie a C® D.

EX.II1.6 :

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, T son algéebre
tensorielle (§II1.12).

a) Montrer que si a et b sont des éléments de T tels que ab = 0, l'un au
moins de ces éléments est nul.

b) Montrer que si a,b,c,d sont des éléments de T tels que ac = bd, on a
nécessairement a = bh ou b = ak.

¢) En déduire que si le degré de a est > 0, les seuls éléments de T qui
commutent avec a sont les puissances de a.

d) Montrer si n > 1 le centre de T se réduit aux scalaires.

EX. IIL.7 :

Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur le corps K. Montrer
que :
a) si a est une forme bilinéaire invariante sur g, la forme trilinéaire
t(z,y, z) = b([z, y], z) est antisymétrique invariante sur g.
b) sila forme de Killing de g est non-dégénérée toute dérivation D de g est
intérieure : il existe a € g tel que Dz = ada - z = [a, z] quel que soit z.






CHAPITRE IV

Algebre extérieure et Algebre symétrique
d’un espace vectoriel de dimension finie
ou infinie

Dans le chapitre III précédent I'espace vectoriel de base E était
supposé de dimension finie ce qui permettait a4 son dual E* d’in-
tervenir systématiquement sur un pied d’égalité avec E. Dans ce
chapitre IV, les constructions sont effectuées sur le seul espace E,
sans intervention de E*, ce qui permet de n'imposer aucune res-
triction a la dimension de E qui peut étre infinie. PE désigne le
produit tensoriel de p copies de E suivant la définition du §II.7.

En analyse, les dérivées secondes et d’ordre supérieur des fonc-
tions différentiables de plusieurs variables sont symétriques.

L’antisymétrisation les élimine et permet de ne conserver que
les dérivées du premier ordre, pour lesquelles les changements de
variables sont linéaires : c’est un instrument de linéarisation.

IV.1 / Puissances extérieures et symétriques d'un espace vectoriel.
IV.2 / Bases de VPE et APE associées a une base de E.

IV.3 / Puissances extérieures et symétriques d’une application linéaire.
Extensions extérieures et symétriques des représentations.

IV4 / Multiplication extérieure et symétrique.

IV.5  / Dualité.

IV.6 / Développements de déterminants. Formules de Lagrange et de
Laplace.

IV.7 / Analogues des formules de Lagrange et de Laplace pour les
permanents (Binet, Cauchy, 1812).

IV.8 / Produit extérieur d’applications multilinéaires alternées sur un
espace vectoriel de dimension quelconque E.

IV9 / Algebres extérieures et symétriques.

IV.10 / Diverses manifestations de la dualité entre AE et AE* lorsque E
est de dimension finie. Produits intérieurs.
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IV.11 / Extensions d’'une forme bilinéaire aux puissances extérieures et
symétriques.

IV.12 / Bivecteurs et Pfaffiens.

IV.13 / Dérivations des algébres tensorielles, extérieures et symétriques.
Invariants. Cohomologie des algebres de Lie.

IV.14 / Champs de tenseurs, opérateurs différentiels et formes différen-
tielles extérieures sur un espace réel de dimension finie nu (sans
métrique). Gradient, divergence et rotationnel.

IV.1 — Puissances extérieures et symétriques d’un espace
vectoriel

Remarque préliminaire : Nous verrons que la puissance exté-
rieure p-eéme, APE, de l'espace vectoriel E est naturellement
isomorphe au sous-espace des tenseurs antisymétriques de ®PE,
tandis que la puissance symétrique p-éme, VPE est naturellement
isomorphe au sous-espace des tenseurs symétriques de ®PE. On
pourrait donc penser qu’il suffit de s’en tenir a ces sous-espaces, de
définition bien claire. Or, partout ou ils interviennent, APE et VPE
apparaissent bien plutét comme des quotients de ®PE. La struc-
ture d’espace quotient est moins simple que celle de sous-espace,
mais cette complication au départ est largement compensée par le
caractére naturel de toutes les constructions ultérieures.

Soient F un sous-espace vectoriel de QPE, H l'espace quotient,
t I'image dans H de ¢t € ®PE. Si 'on veut que le groupe symétrique
Sp opére de fagon triviale sur H : V € F, ot =1, il faut et il suffit
que F contienne tous les éléments de la forme t — ot. De méme, si
on veut que &, opere sur H par la signature : ot = €(0)t, il faut
et il suffit que F contienne tous les éléments de la forme ¢t —e(0)ot.

Définition IV.IA.

1) Le sous-espace vectoriel L, de ®”E engendré par les éléments
décomposables ayant deux facteurs égaux, est aussi engendré par
les éléments de la forme {t — e(0)ot; 0 € Sy} et est appelé le
sous-espace d’alternation ou d’antisymétrisation de ®PE. L'espace
quotient @E/L, = APE est la puissance extérieure p-iéme de E.
Limage de 1 ® 72 ® ...Zp est notée 1 A z2 A ... A Zp et est
appelée produit extérieur de z1,z2,...Tp.
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2) Le sous-espace vectoriel M, de ®E engendré par les éléments
de la forme {t — ot; 0 € G&p} est appelé le sous-espace de
symétrisation de ®PE. L'espace quotient ®’E/M, = VPE est la
puissance symétrique p-éme de E. L'image de 71 @ 9 @ ... Tp est
notée £1V T2 ...V zp et appelée produit symétrique de 1,2 ... Zp.
Les éléments de VPE sont aussi appelés polynémes de degré p
sur E, tandis que les éléments de VPE* sont appelés fonctions
polynomiales de degré p sur E.

Commentaire sur ces définitions :
1) Si t est décomposable avec deux facteurs égaux, la transpo-

sition 7 de ces deux facteurs laisse ¢ invariant, et ¢t = i(t + 7t).

Réciproquement, si 0 = 7172 ... Ty est le produit de m transposi-
tions, (o) = (—1)™, et t — (—1)Mot = (t +t11) — (tT1 +tm172) ...
—(=1)™(try ... Tm—1+1t7] ... Tm )t étant somme d’éléments décom-
posables, si 7 permute le i-eme et le j-éme facteur 1 ® ... ® 7p
+7(1®...®1p) =719 (T + ) ®...Q (2, +2j) ® ... 2p
—ZT1Q T Q... TQ .. Tp—T1Q--- TR0 ... T; Q... Tp.

11 en résulte que tout élément de la forme t — (o )ot est somme
d’éléments décomposables ayant deux facteurs égaux.

2) Si o est paire t —e(0)ot =t — ot appartient a la fois & Ly, et
M.

3) Ly et M, sont stables par les opérations du groupe linéaire
GI(E). Ces opérations passent donc au quotient ce qui représente
linéairement GI(E) dans VPE et APE. Ainsi g - (z1 Az2 A ... Zp)
=gr1ANgToN...gTpet g-(x1VIaV...2p) = g1V gTa V... gTp.

Proposition IV.1.A.
Dans QPE :
a) les sous-espaces Ly, d’antisymétrisation, et APE = a(®PE), des
tenseurs antisymétriques, sont supplémentaires. L, est le noyau
de a.

b) les sous-espaces My, de symétrisation, et SPE = s(®PE), des
tenseurs symétriques, sont supplémentaires. M, est le noyau
de s.

QPE = Kera®Ima = L,®APE et @E = Ker s®Im s = M,®SPE.
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Preuve :

1) Si u € Mp, soit u = X\;(t; — o;t;) on a su = L;(st; — st;)
=0, dou My C Kers. Sl’LLEMp SIJE u=su=0.

D’autre part, quel que soit ¢ € QPE, on a t = st + (t — st) et

1 1

t—st= H(p!t—Eat) = EZ(t ot), ce qui montre que t—st € My
et prouve b).

2) de la méme fagon, si u € Ly, N APE, au = u et
u = XA;(t; —e(0j)0;)t;, ce qui donne au = 0.

Pmsque t = at + (t — at), on a bien a).

Proposition IV.1.B.

Lapplication linéaire ¢ de ®PE sur son quotient APE
= ®PE/L;, détermine un isomorphisme naturel ® de APE, sup-
pléme)ntaire de Ly, sur APE, qui envoie 'antisymétrisé a(z; ® z2 ®

S Zp

= 2?25(0):1:01 ®Zs2 - . .@Top sur le produit extérieur £1AZ2A. . . Tp.

De la méme fagon, I'application linéaire 1) de ®PE sur son
quotient VPE = ®PE/M,, détermine un isomorphisme naturel 3
de SPE, supplémentaire de My, sur VPE, qui envoie le symétrisé

5(r1 @22 ® ...xp) = Hzxal ® Tgo ® ...Zgp sur le produit

symétrique £1 V 3 V ... Zp.
Ces isomorphismes linéaires sont aussi des isomorphismes de
GI(E) — modules.

Preuve :
1
Y2 HZ&(O‘)IEJI ® . ...’Eo’p
12 -
:]?agje €(0) ... Te1 ANTe2 N ... Top =TI AT N ... Tp
: P

1 1 P
et de méme ¥ <—,E$al ®.. .xap) == Y. Te1VZe2 V... TopT
p: P 0€6y
=r1VI2V...Zp
Nous allons maintenant obtenir une caractérisation de APE et
VPE comme solutions de problémes universels.



Tenseurs et spineurs 125

Soient E un espace vectoriel donné, V un espace vectoriel quel-

conque, tous deux sur le méme corps K. Considérons les applications
p-linéaires .

ExEx..xE —V
P

satisfaisant a 'une ou & l'autre des propriétés suivantes :
a) ¢ est symétrique : Vo € Gy, op = .
b) ¢ est antisymétrique : Vo € &p, op = (o).

¢) ¢ est alternée : ¢ est nulle sur tout p-uple d’éléments de E
présentant deux termes égaux.

Les conditions b) et ¢) sont équivalentes. En effet, si ¢ est
alternée, ©(z1,...%; + Tk, Tjs1,---, Tk + Tj,Tht1,---2Zp) = 0
entraine 7¢9 = — pour toute transposition de deux éléments
soit, puisque toute permutation est un produit de transpositions :
op = €(0)p et p est antisymétrique. Réciproquement supposons ¢
antisymétrique. Un p-uple (x1,Z2, ... Zp) qui présente deux termes
égaux reste inchangé par la transposition 7 qui les échange et
80(1?1,332, T xp) = SD(‘TTL Lr2;5--- 2"‘7'11') = —SO(«'L'l,fL'Q, s mp) = O’
et ¢ est alternée.

Ces applications p-linéaires satisfaisant 4 a) ou a b)c) posent un
probléme universel : trouver une application p-linéaire u dans un
espace vectoriel fixe H tels que pour toute application ¢ dans V,
il existe une application linéaire unique ® de H dans V telle que

p=®ou:
¢
E — =V
u & linéaire avec 9 =dou
unique
H

Or, puisque ¢ est multilinéaire, elle détermine une application
linéaire @ : @PE — V telle que sur les éléments décomposables
de ®E : 9(21 ® 22 ® ... 2p) = @(x1,%2,...%p). Dés lors, ¢ est
symétrique, resp. antisymétrique, si et seulement s’il en est de
méme de @, c’est-a-dire si et seulement si ¢ est nulle sur \,,, resp.

ExEx..x
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Ly et § se factorise alors par I'application de ®”E sur son quotient
par My, ou L, doti le

Théoreme IV.1.A. L'application naturelle u obtenue par la com-
position : ExEx...E — @E — ®PE/Ly = APE est p-linéaire an-
tisymétrique universelle : elle factorise toute application p-linéaire
antisymétrique (ou alternée) de E dans V :

9

v
\ /¢ p=¢ou

APE

ExEx..E
u

par une application linéaire unique ® de APE dans V telle que
®(zy ANz A ...xp) = @(T1,T2,...Tp). On a ainsi une bijection
canonique : Alt,(E; V) = £(APE; V).

De la méme fagon, Papplication p-linéaire symétrique v obtenue
par composition : EXE x...E — QPE — VPE est universelle. Elle
factorise toute application p-linéaire symétrique ¥ de E dans V par
une application linéaire unique ¥ de VPE dans V telle que

U(z1VzoV...2p) =P(x1,Z2,...Tp)-
On a ainsi une bijection canonique :

Sym,,(E; V) = £(VPE; V).

Proposition IV.1.C.

On a deux isomorphismes naturels de GI(E)—-modules, qui sont
utilisés 'UN ET UAUTRE :

a) A et @ de N\PE sur APE, par passage au quotient des applications
alternées A et a et ®PE sur APE :

A AzaA...2p) =A(Z1 Q@22 ® ... Tp)
=Xe(0)T51 Q252 ® ... Top
Gzi Az2N...zp) =a(z1 @ z2® ... Tp)

1
= HZ&‘(O‘).’IO{L ® $0'2 ® .o .xg-p.



Tenseurs et spineurs 127

b) S et 5 de VPE sur SPE, par passage au quotient des applications
symétriques S et s de ®PE sur SPE :

S(z1VzaV...2p) =ET61 ®ZT52 @ - - - Top,
— 1
S(x1VzaV...zp) = szal RZr2® ... Zop-

Il est clair que @ et 5 sont les inverses des applications ® et ¥
de la proposition IV.1.A.

IV.2 - Bases de VPE et APE associées a une base de E

Soit e = {ej; j € S} une base de I'espace vectoriel E indexée
par un ensemble totalement ordonné S. Notons, pour toute suite
J= {41,752, .jp},®Je =e;,®e;,Q...ej5, et €y =ej Ve V.. - €jp
son image dans la puissance symétrique p-éme VPE. Les ®je
forment la base ®@Pe de QPE.

Considérons sur cette base la relation d’équivalence déterminée
par l'action du groupe symétrique &, sur @PE. Deux éléments sont
équivalents si et seulement s’ils ne different que par l'ordre des
facteurs. Dans chaque classe il y a un éléments et un seul dont
les indices forment une suite croissante. Soient €, I'ensemble des
suites croissantes J = {j1 < j2 < ... < jp} Dp le sous-ensemble
des suites strictement croissantes | = {i; <ig < ... <ip} (Dp est
vide si p > dim E).

a) base de VPE. Les éléments d'une méme classe d’équivalence
de ®PE ont méme image dans VPE. Il en résulte que les é5 pour
J € ¢, engendrent VPE. Une application linéaire f de ®”E dans
F est entiérement déterminée par ses valeurs sur la base ®Pe, et
si elle est symétrique, elle prend la méme valeur sur les éléments
d’une méme classe d’équivalence. Mais cette condition, nécessaire,
est aussi suffisante puisqu’alors, quel que soit :

t = SAkyky. kpChy D€k, ® .-k,
flo-t) =ZXg g, flo €k, ® .. ek,)
=2k, kp fer, ® .. er,) = ().

Pour définir une application linéaire symétrique f de ®PE dans
F, on peut donc se donner arbitrairement la valeur de f sur les
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®je, J € €p. La propriété universelle de VPE montre alors que les
{€3;VJ € ¢} forment une base de VPE. Cette base est notée \/Pe.

Un élément ej, Vej, V...e; de la base VPE; avec j; < jz < Jp
s’écrit plus simplement, en remplacant la notation assez lourde du
produit symétrique : V par une simple juxtaposition, et en rassem-
blant les éléments égaux, sous la forme : (eil)]"1 ... (e;,,)*m avec
ki +ko +...kyn = p. Les éléments de VPE, combinaisons linéaires
finies des éléments de VPE, s’identifient donc aux polynémes de
degré p par rapport & U'ensemble « d’indéterminées » {ej; j €S}

Lorsque E est de dimension finie n, les fonctions polynémiales
sur E de degré p s’écrivent comme des polyndmes :

Y OREED YR Cod L Cup L
ki1+...kn=p

de degré p en les formes linéaires de base e*1, ... e*".

,

b) base de A\PE. Il est d’usage de noter e] = e;, Ae;, A. .. e;, pour
toute suite strictement croissante I = {i; < i < ... <ip} € Dp.

Les ej engendrent APE. Pour démontrer qu’ils sont linéairement
indépendants, on peut soit faire usage de la propriété universelle
comme on I'a fait pour VPE, soit, plus simplement, observer que les
images des e, I € €, par l'application A définie a la proposition
IV.1.B ci-dessus sont linéairement indépendants dans ®Pe puisque
sommes d’éléments de ®Pe tous distincts. Résumons :

Théoréme IV.2. Une base e de l'espace vectoriel E détermine
une base APe = {e; VI € D,}, ensemble des produits extérieurs
e = €j; Nejy ... e, dont les indices forment une suite strictement
croissante

- une base VPe = {Vje; VJ € €} ensemble des produits
symétriques Vje = ej, Vej, V.. €5, dont les indices forment une
suite croissante.

Corollaire IV.2. Si dim E = n est finie, la dimension de APE est
(Z) et dim APE = dim A" PE; dim A" E = 1. Si e est une base

de E, e; Aeg A ...ep est la base associée de la droite A"E.
La différence de comportement entre les puissances extérieures
et symétriques est mise en évidence dans la :
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Proposition IV.2.

Le produit extérieur de p vecteurs : £y Az A ... Tp est non nul
si et seulement si les vecteurs sont linéairement indépendants.

Le produit symétrique de p vecteurs : 1 V 22 V ... xp est non
nul si et seulement si les vecteurs sont non nuls.

Preuve : Si 'un des z; est combinaison linéaire des autres,
le produit extérieur est alors combinaison linéaire de produits
extérieurs comportant deux facteurs égaux donc nuls.

Réciproquement si x1, 2 . .. zn sont linéairement indépendants
il existe une base de E dont ils sont les p premiers éléments et leur
produit extérieur est un élément de la base associée de APE donc
non nul.

Quant au produit symétrique de vecteurs non nuls, 'ordre des
facteurs étant indifférent, on peut placer au début g des p vecteurs
de telle sorte qu’ils soient linéairement indépendants et que les
r = p — q autres en soient des combinaisons linéaires. On ordonne
ces g vecteurs : e1, €9, ... ¢eq et en écrivant les autres sous la forme
zj = X jer l'un des Ag ; # 0, on voit immédiatement que le
produit symétrique est non nul en vertu du théoréme de la base
V.1

Définition IV.2.

Les éléments de APE sont appelés les p-vecteurs de E. Un
p-vecteur qui est le produit extérieur de p vecteurs de E : 1 A z9
A...zp est appelé un p-vecteur décomposable. Les éléments du dual
(APE)* sont appelés les p-formes sur E, les éléments de APE* sont
les p-covecteurs.

VI.3 - Puissances extérieures et symétriques d’une application
linéaire

Soit a une application linéaire de E dans F. Les applications
p-linéaires :

(z1,%2,...,%p) — azx1 Aaza A ...axp
(z1,22,...,2p) — azx1 Vazra V...azp
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sont, la premiére, une application alternée, a valeurs dans APE, la
seconde une application symétrique, & valeurs dans VPE. Elles se
factorisent donc par des applications linéaires APa et VPa, appelés
respectivement puissance extérieure p-éme et puissance symétrique
p-éme de a suivant les diagrammes :

ExEx..E APE
(X1, X, - Xp) (ax; Aa)fz A...axp)
(APa)
®PE APE
X ® % ® ...xp) (x) Axy A...xp)
ExEx..E VPE
(Xg, X3, - Xp) (ax v a)_(ZV - 8Xp)
(Vra)
®PE VPE
(X1 D% .. Xp) (X] \' sz Xp)

[Les barres des notations V”a et APa sont essentielles : il faut
éviter de confondre, par exemple A2a avec A2a = a Aa = 0 carré
extérieur de I'élément a de I'espace vectoriel £(E;F).]

La construction précédente peut aussi s’interpréter par le fait
que la puissance tensorielle p-éme de a : ®a applique le sous-
espace d’antisymétrisation de ®PE dans celui de QPF et le sous-
espace de symétrisation de ®PE dans celui de @PF. ®”a passe donc
au quotient par chacun d’eux pour donner APa et Va.

Si b est une application linéaire de F dans H, on a : AP(boa) =
APboAPa et VP(boa) = VPboVPa. Il en résulte, en prenant H = E
et b = @l que si a est un isomorphisme, il en est de méme de APa
et de VPa. Si a est un automorphisme de I’espace vectoriel E, APa
est un automorphisme de APE. VPq un automorphisme de VPE, et

(RPa) = "P(d) (VPa) = VP(a).

Il résulte de ce qui précede que le groupe GI(E) ainsi que tous
ses sous-groupes sont représentés linéairement dans chaque APE
et chaque VPE. Plus généralement, si 6 est une représentation
linéaire d’'un groupe G dans E, les {AP(g); g € G} forment la
puissance extérieure p-2me de 0, représentation de G dans APE,
les {VP0(g); g € G} forment la puissance symétrique p-éme de 6,
représentation de G dans VPE.
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Si maintenant p est une représentation de 'algébre de Lie g
dans E (cf Définition III.14.), son extension p & ®E applique en eux-
mémes les sous-espaces d’alternation Ly, et de symétrisation My, (cf
Définition IV.1.A.) comme on le vérifie immédiatement. Elle passe
donc au quotient dans @PE /Ly et ®E/M),, et définit des extensions
p et p de p dans APE et VPE. Sur des éléments décomposables les
opérations de a € g sont (on écrit p(a)r = azx) :

pla)-zy ANz AN...Zp=ax1 A2 A\ ...Zp+T] NaT2 N\ ... Tp
+...T1 ANZ2 A\ ... azp,
pla)-z1VaaV...zp=ax1VIaV...Zp+...21 VT2 V...0Tp.

Les épimorphismes de ®PE sur ses quotients APE et VPE sont
naturellement des g-morphismes (Définition III.11.A). En rassem-
blant ces extensions, on obtient les représentations associées de g
comme algébre de dérivations des algébres AE et VE (voir les §
IV.9 et § IV.13). En particulier par extension de la représentation
adjointe, g opére dans Ag et Vg ainsi que dans Ag* et Vg*. Les
invariants de ces représentations sont appelés les invariants anti-
symétriques et symétriques de g.

On sait que l'on appelle rang d’une application linéaire a de
E dans F la dimension du sous-espace image Ima. Lorsque ce
rang est fini, dire que le rang de a est r signifie donc que l'on
peut trouver r vecteurs 1,9, ...Z, de E tels que az1,ax9,...azx,
soient linéairement indépendants, tandis que quels que soient
(r 4+ 1) vecteurs de E, leurs images par a sont liées. Le rang de
a est donc le plus grand entier p tel que APa # 0.

Lorsque la dimension de l'espace vectoriel E est finie, soit
dimE = n, dim A E = 1 : ATE est une droite. On appelle alors
déterminant d’'un opérateur a de E, et on note dét a le scalaire,
rapport de ’homothétie Aa de A"E. Quels que soient les n vecteurs
z1,%2,...Zn de E :

(A"a)(z1AZ2A. .. Tp) = az1AGT2A. .. aTn = (dét a)T1AZ2A. .. Tp.

Si z1,z92,...x, sont linéairement indépendants, cest-a-dire
forment une base de E, leur produit extérieur est non nul et il
résulte de la Proposition IV.2 que ax1,azs,...axy sont linéaire-
ment indépendants, autrement dit a inversible, si et seulement
si déta # 0. On a comme cas particulier de ce qui précéde,

_ -1
dét(boa) = détb- déta et dét @ = (dét a).
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SiA= |a§-| est la matrice de a, ae;, = Salke;,
et (ANa)letNeaA...en)=2Xay ay ...a}"ej; Nej, A...¢j,.

Les produits extérieurs de vecteurs de base apparaissant dans
la somme du second membre ne sont différents de zéro que si leurs
indices sont tous distincts, formant une permutation de (1,2,...7n):

1—j1=01,2— jo=02,...n — jp=0n.

Chaque permutation o de G, apparait ainsi une fois et une

seule et lexpression se réduit a: 3" aJ’ag?... a2 e 1 Aexa . . . €on
o

d’ou

déta = 3,5 e(0)ad ag?...ad"

A"E s'identifie évidemment & la droite des pseudoscalaires

contravariants et A"E* a la droite des pseudoscalaires covariants
(§ I1L6.).

Cas particulier : les puissances extérieures et symétriques de
I'injection ¢ d’'un sous-espace vectoriel F de E dans E sont des
injections : AP et VP qui permettent d’identifier les puissances
extérieures ou symétriques des sous-espaces de E, a des sous-
espaces des puissances, extérieures ou symétriques de E.

En effet le théoréme de la base incompléte affirme que I'on peut
compléter une base {e;; i € I} de F en une base e = {e;;j € J,
avec I C J} de E. Dés lors, chacune des puissances AP ou VP est
I'identité sur la base de APF ou VPF associée.

IV.4 — Multiplication extérieure et symétrique

Il existe deux formes (duales) de multiplication extérieure ou
symétrique : la multiplication directe d’éléments (des APE ou des
VPE), a laquelle est consacré ce paragraphe, et la multiplication des
applications multilinéaires, alternées ou symétriques, qui sera vue
aux § IV.8 et 9. En dimension finie, ces deux formes de multiplica-
tion peuvent étre identifiées et se réduisent donc a une seule.
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Théoreme IV.4.A. Soit E un espace vectoriel de dimension finie
ou infinie. Il existe des applications bilinéaires naturelles (multi-
plications) : APE x APE — APYIE : produit extérieur, noté A et
VPE x VIE — VPTIE : produit symétrique, noté V.

Si 71,29,...Tp,Y1,Y2,---Yg sont p + g vecteurs de E, ces
produits s’écrivent sur les éléments décomposables correspondants :

(I Az A x2p) AN (Y1 AYy2 A .. yg)
=TI ANT2N ... ZpANYL N ... Yq
(Z1VZaV...2p) V(Y1 VY2 V... Yq)
=x21VxaV...2pVY1V...Yq.

Ces produits sont associatifs. Le produit symétrique est com-
mutatif. Le produit extérieur est anticommutatif : si u € APE et
veENE,vAu=(-1)PluAv.

En particulier, si u € APE et p impair, u A u = 0.

Preuve : Considérons les applications composées de la multipli-
cation tensorielle : ®E x ®IE — ®PTIE et des projections de
®PHIE sur ses quotients APTIE et VPTIE,

Nous allons voir que ces applications bilinéaires passent au quo-
tient par les sous-espaces d’antisymétrisation et de symétrisation
respectivement. Cela va résulter du lemme suivant :

Lemme IV.4. Soient A, B, C trois espaces vectoriels sur le méme
corps, M un sous-espace de A, N un sous-espace de B, f une
application bilinéaire de A x B dans C telle que f(m,b) = 0
et f(a,n) = 0Va € A, b € B,m € M, n € N. f «passe
alors au quotient» et détermine une application bilinéaire f de
(A/M) x (B/N) dans C telle que f (a mod M, b modN) = f(a,b).

En effet, on a d’apres la bilinéarité de f :
fla+m,b+n) = f(a,b) + f(m,b) + f(a,n) + f(m,n) = f(a,b).

On peut donc définir : f(a mod M, b modN) = f(a,b).

Si maintenant L, est le sous-espace d’antisymétrisation de
®PE, il est engendré par les éléments {t — £(0)ot; Vt € QPE;
Vo € &p}. En appelant & la permutation de ®T9E égale a o sur
les p premiers facteurs et a l'identité sur les ¢ derniers, on a quels
que soient ¢t € QPE et u € QIE :

(t—e(o)-ot)Qu=tQu—e(d)7-tQu.
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Ce raisonnement et les raisonnements analogues montrent que
la multiplication tensorielle : ®PE x ®IE — QPTIE applique :
Ly x®7E et ®Ex Lg dans Ly 4 et pour les sous-espaces de symétri-
sation : Mp X QE et ®E x My dans My, c.q.f.d. L'associativité
de ces produits résulte de ’associativité de la multiplication tenso-
rielle. Il reste a vérifier I'anticommutativité du produit extérieur.
Or, si u € APE et V € APE sont décomposables, on passe de u Av &
v A u en faisant passer chacun des g facteurs de v au-dessus des p
facteurs de u, occasionnant a chaque fois p changements de signe.

Le raisonnement qui a servi de preuve au théoréme précédent
permet d’obtenir la généralisation suivante :

Théoréme IV.4.B. Soient E, E’, V trois espaces vectoriels sur le
méme corps, f une application (p + g)-linéaire : E x ...E x E/
x ...E' =V, soit :

(xla"'xp) ylv"‘yq) —)f(xl"'-xpa yla"-yq)a

telle que pour (yi,...yq) fixés, I'application partielle p-linéaire :
(z1,-.-2p) — f(x1,...Tp,Y1,...Yq) soit alternée (resp. symétri-
que) et que pour (1, ... Tp) fixés, I'application partielle : (y1, .. .yq)
— f(21,..-Tp, Y1, - - Yq) soit alternée (resp. symétrique).

f détermine alors une application bilinéaire ? de APE x APE/
(resp. de VPE x VIE') dans V telle que f(z1 A ...zp; y1 A

o Yq) = f(Z1,- - Tp, Y1,---Yq) (xesp. f(z1V...Zp; Y1V ...Yq)
=f(x17"'xp7 yl""yq)'

Preuve : On a un diagramme commutatif d’applications :

f
ExE..ExE'x..F v
o
(®PE) x (®IE)) (®FE) @ (RE)

p

Avec les notations précédentes, I’hypothése sur f entraine que
F s'annule sur les sous-espaces Ly x (®IE’) et (®PE) x Ly (resp.

M, x (®IE') et (RPE) x M;) et passe donc au quotient suivant le
lemme ci-dessus.
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Proposition IV 4.

-Soient 1, Z9, ... Tp p vecteurs linéairement indépendants de E,
F le sous-espace dont ils forment une base, u = z1 Azo A...zp €
APE. Alors :

a)pourunvecteur ctde E:z e F—xAu=0.

b) si y1,¥2,...,Yp sont p vecteurs linéairement indépendants
deE,onay Ay A...yp = AT1 Ax2 A ...Zp si et seulement si
les sous-espaces ayant pour bases (z1,%2,...%Zp) et (y1,%2,---Yp)
sont les mémes.

Preuve :

a) siz € F, z Au = 0; réciproquement, si zAu =0, z,71,22,...Tp
sont liés d’out il résulte que = € F.

b) Si y1,Y2,...Yp est une autre base de F, les y,; sont des com-
binaisons linéaires des xj d’ou une égalité : y1 A yo A ... yp
= Ar1 Az2 A ...Zp avec A non nul. Réciproquement une telle
égalité entraine que les y; appartiennent & F en vertu de a) et
ils en forment donc une base.

Remarque : on a une bijection naturelle entre les sous-espaces
de dimension p de E et les droites de APE portant des p-vecteurs
décomposables.

IV.5 — Dualité

Soient ay, @y, . .. ap, p formes linéaires sur E. Leur produit ten-
soriel en tant qu’applications de E dans le corps K : 01®2® ... 0p
est une forme linéaire sur ®”E, donc un élément de (R®PE)*, tandis
que leur produit tensoriel en tant qu’éléments de E* est 'élément
a1 ® oo @ ...0p de ®PE*. Lapplication : (a1,a2,...0p) —
a1®02® . .. ap étant p-linéaire détermine d’ailleurs une applica-
tion canonique de QPE* dans (®PE)* dont on voit aisément, en
prenant une base de E, que c’est une injection. C’est une bijection
lorsque la dimension de E est finie. Le crochet de dualité entre ®PE
et ®PE* C (®PE)* s’écrit sur les éléments décomposables :

(Z1®@22®...2p; 01 Q02 Q...0p) = (T1;071)(T2; 2) ... (Tp; Op).
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On peut aussi interpréter cette égalité comme l’expression de la
puissance tensorielle p-eme de la forme bilinéaire crochet de E x E*
sur les tenseurs décomposables. On peut enfin I'obtenir directement
en composant I’application linéairede EQR ... EQE*®...E* dans
K, associée a l'application 2p-linéaire : (z1,...2Zp,a1,...qp) —
(z1;01) ... (Tp; ap), avec la multiplication tensorielle de (®PE)
x (®PE)* dans (®PE) @ (QPE)*.

Soit 0 € &p. Dans le crochet précédent, il est équivalent

. . -1
d’effectuer la permutation o sur les z; ou la permutation ¢ sur
les oy, :

(- (£1Q...2p);01Q...ap) = H(x?fl.; aj) = I{zg; apk)
J

=(Z1®...2p; 0 (01 ®...p)).

-1 - -1
ors’écriteneffe1::<1 2 "'p)g g1 2.-- Op|.
o1 02 ...0p 1 9 p

En sommant I'égalité précédente sur I'ensemble &, on voit qu’il
est équivalent d’appliquer lopérateur de symétrisation
S = Yo = Y07 %, au premier argument ou au second. On obtient
ainsi le crochet symétrisé :

S-(x1®...2p);001 ®...ap) = (21 ®...2p;S(01 ® ... ap)).

Puisqu’une permutation et son inverse ont la méme signature,

. -1
en multipliant par €(0) = €(0) avant de sommer sur &;, on
voit de la méme fagon qu’il est équivalent d’appliquer l'opérateur

-1
d’antisymétrisation A = Ye(0)o = Xe(o) 0 au premier argument
ou au second, ce qui donne le crochet antisymétrisé :
A (21®...2p);01®...0p) = (21 ®...2p;A- (01 D ... 0p)).
Définition IV.5.A

On appelle déterminant de p vecteurs x1,%9,...Tp et de p
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covecteurs a1, @, - .. ap d'un espace vectoriel E le scalaire :

dét(z1,...zp;01,...0p) = (A(Z1®...2p); 01 @ ... 0p)
=(1®...2p A1 ® ... 0p))
= 5 e(0){zog:05)

= 2 &(0)l{z}, agj) = dét|(ai; ;)]

déterminant de la matrice des (;; ;).

On appelle permanent de p vecteurs et p covecteurs de E le
scalaire :

per(zy,...Tp;al,...ap) = (S(z1®...2p);1 ® ... ap)
=(Z1®...2p;5(1 ® ... p))
= ;H<$Uj; aj) = ;H<xj§aaj>
= perl{a;, z;)|,

en appelant permanent d’une matrice carrée |a;;| (notion définie
simultanément par Cauchy et Binet en 1812) le scalaire

per|a;;| = ; a1,61,02,62 - - - Op,op = za:aal,laa2,2 . Qopp-

Remarque : Ce sont les opérateurs d’antisymétrisation A et de
symétrisation S qui sont utilisés et NON a et s qui améneraient

1
avec eux d’insupportables coefficients —~ a trainer dans toutes les
p!

formules.

Par application immédiate du théoréme IV.4.B ci-dessus, les cro-
chets symétrisés et antisymétrisés passent au quotient définissant
ainsi des crochets de dualité entre APE et APE* et entre VPE et
VPE* qui s’écrivent sur les éléments décomposables de ces espaces :

<:r1 A...xp;0q /\...Ozp> = dét|<ai,xj)|
(T1V...2p;01 V... ap) = perl{a;, z;)|.

Supposons maintenant E de dimension finie n

Si e = {es;s € S} est une base de E, e* = {e*5;s € S} la
base duale de E* ou I’ensemble d’indices S est supposé totalement
ordonné, on a vu au § IV.2. que les e = ¢;; A ¢, A .- €, Ol

I = (i1 <12 < ...ip) parcourt 'ensemble Dy, des suites strictement
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croissantes d’éléments de S forment la base associée APe de APE
tandis que les {e*I; I € Dp} forment la base associée APe* de APE*.

! !
Ces bases sont évidemment duales : (e;;e*l) = 6% ={1sil=
I;0siI#T1}.
De la méme facon les bases VPe et VPe* de VPE et VPE* sont
«J )
«presque duales». On a en effet : (e;; V e;, V €y €1VeV

... e*i’) = 0 si les suites croissantes I = {i; < i3 < ...9p} et
J = {j2 < j2 <...jp} sont distinctes, et = my si I = J, mj étant le
nombre de permutations qui laissent I invariante ou « multiplicité
de I». Il en résulte que le crochet met «en dualité » APE et APE*,
VPE et VPE* suivant la définition suivante :

Définition IV.5.B.

On dit qu'une forme bilinéaire b sur le couple d’espaces vecto-
riels E XF les met en dualité si elle posséde les propriétés suivantes :

1) quel que soit le vecteur non nul z de E, il existe y € F tel
que b(z,y) #0

2) quel que soit le vecteur non nul y de F, il existe z € E tel
que b(z,y) # 0.

Si p est I'application linéaire de F dans E* associée a droite de
b par : b(z,y) = (z, p(y)) et v Papplication linéaire de E dans F*
associée & gauche de b par : b(z,y) = (7y(z),y), les conditions 1) et
2) expriment que 7y et p sont injectives. En dimension finie, puisque
v =t p, il en résulte qu’elles sont alors bijectives.

Dans les applications, la dualité intervient souvent non pas,
comme on vient de le voir, entre les puissances extérieures ou
symétriques de méme degré sur E et E*, mais directement entre
E et les puissances extérieures et symétriques de E*. Les éléments
de APE* et VPE* sont alors considérés comme des fonctions sur
E X E x ...E (p fois) p-linéaires, alternées ou symétriques, point
de vue développé au § IV.8. Dans le cas de VPE*, on préfere
méme considérer ses éléments f non pas comme des fonctions de
p vecteurs distincts de E : f(z1,z2,...2p) mais plus simplement
comme des fonctions d’un seul vecteur z : F(z) = f(z,z,...x)
ou fonctions polynomiales de degré p sur E. A partir de F, on
retrouve f, par I'algorithme de polarisation. Dans le cas p = 2, c’est
la relation usuelle entre formes bilinéaires symétriques et formes
quadratiques.
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IV.6 — Développement de déterminants. Formules de Lagrange et
de Laplace

Dans un espace vectoriel E de dimension finie 1, le détermi-
nant de n vecteurs x1, Z2, ... Zn relativement a une base ordonnée
e = (e1,€2,...en) est le déterminant de ces vecteurs et des n formes
coordonnées :

déte(z1, 22, ... zn) = dét(z1, z2, . . xps el e*2 ..e™)

=(z1AzaA...2p; e A2 AL eP)
= dét|z%| = dét X

ou X est la matrice dont la j-éme colonne X; est la matrice des
composantes 933 de z; dans e. On a donc :

TiNToaN...xn = (détX)eg Aea A...en
= déte(x1,...Zn)e1 ANea A...en.

Si a est un opérateur linéaire de E :

a(z1) ANa(z2) A...a(zp) = (déta)zy Azo A ... 2n
=détadétX-e1 Aea A...ep

dou : déte(a(zy),a(z2)...a(zn)) = déta - déte(z1,z2,...2n) et
déta = déte(a(er),a(e2),...a(en)). On retrouve sur A"E le fait
que lopérateur linéaire @ multiplie les «volumes algébriques»
(cf. IIL.6) par le scalaire dét a.

SiA= |a§~| est une matrice numérique a4 m lignes et n colonnes,
solent p < Inf(m,n), L = {1 < 41 < i2 < ...ip < M} une
suite strictement croissante de p indices définissant un ensemble
de lignes et C = {1 < j1 < j2 < ...Jp < n} une suite strictement
croissante de p indices définissant un ensemble de colonnes. On
appelle mineur de A pour les p-lignes de L et les p colonnes de C et
on note A% le déterminant de la matrice carrée partielle dont les
lignes et colonnes sont celles de L et C.

Si a est une application linéaire de l'espace vectoriel E, de
dimension n, dans 'espace vectoriel F, de dimension m, et A sa
matrice relativement a4 des bases e et f de E et F, les mineurs
d’ordre p de A sont les éléments de la matrice de APa relativement
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aux bases APe et AP f de APE et APF. En effet, les ec = e, Aej, A
... €j,, OU C ={1<j1 <j2<...jp < n} parcourt I'ensemble des
suites croissantes de p indices entre 1 et n, forment la base APe et
les ff = fi NN ..fi"; la base AP f* de APF*. D’ou :

(APafec), f*T) , . _
= (alej,) Nalej,) A...alej,); F N f2 AL f*) = AG.

Proposition IV.6

Le p-éme coefficient ¢, du polynéme caractéristique d'un opéra-
teur linéaire a d’un espace vectoriel E de dimension finie :

P,(t) = dét(tl —a) = t" + c1t™ L 4+ cot" 2+ ... cp
est cp = (—1)P Trace APa.

Preuve : Dans une base quelconque e de E, on a (te;j — ae1) A
(teg —aex) A ... A (tep, —aep) = dét(tl —a)-e1 Aea A...ep

Chaque terme du développement du premier membre est ob-
tenu en retenant les facteurs (—ae;) pour les indices d’une suite
J={1<j1 <ja2...jJp < n}. Enréordonnant les facteurs de fagon a
placer devant les ae; le terme s'écrit £(J)t"~P(—1)PAPa(ey) Aey, on
g(J) est la signature de la permutation faisant passer de (1,2, ...n)
a la suite obtenue en écrivant J' & la suite de J. Mais si A
est la matrice de a dans e, le produit APa(ej) A ey, est égal a
AﬂeJ Aey = E(J)A‘} e1Nex A ...ep, o0 Ag est le mineur de A
associé aux lignes et aux colonnes de J.

Pour un entier p fixé, la somme Ag = Trace/APa, on a donc :

J

dét(t-1 —a) =" — (Tra)t" 1 +...
+ (=1)P(Tr APa)t" P +...(-1)"déta

Plus généralement, si x1,z2,...Tp sont p vecteurs de l'espace
vectoriel E de dimension n,p < n et si X est la matrice & n lignes
et p colonnes de leurs composantes dans une base ¢, on a :

wl/\xg/\...xp=ZXLeL
L
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avec XL = (z1 Azg A. .Tp; €1 Ae*2 A ... e*"P) = mineur d’ordre
p de la matrice X correspondant aux p lignesde L = {1 < 41 <
i2 < ...ip < n}.

Les XL sont appelés les coordonnées grassmaniennes du p-
vecteur décomposable 1 A 2 A ...y dans la base e.

Si I'on désigne par a%’ la composante du vecteur z; dans le sous-
espace défini par les vecteurs de base €;,,€;,,...€;, de L,on a:

L L,..L L L AL L
X e, =7 AzZFA...Axp etx1/\x2/\...xp=%:x1 ANzgA.. . Nzp.

On peut dualement considérer p covecteurs ol, a?, ... aP et la

matrice & p lignes et n colonnes A de leurs composantes dans e*
la ligne A* étant celle des composantes de a : o' = 3 OzZ e*d. On a
alors :

A APA...aP = Age*©
C

ol Ac = (ej; Aejy A. .. €5, ;al Ao2 A...oP) = mineur d’ordre p de
A correspondant aux p colonnes de C = {1 J1<j2<...jp<n}
En développant le crochet de dualité entre APE et /\pE* :

(T1 A2 A ... Tp; o ANa? AL oP) = détl(:cj,ai)l
= (CXler; T Ace™) = TX AL,
L C L

Ordanslabasee: (zj,a') = (3 :c;?ek, Yafety =% a:?a}c est
obtenu en multipliant terme a terme la i-éme ligne de la matrice
(p X n)A par la j-eme colonne de la matrice (n x p)X.

Dout : [(zj;0")| = AX, ce qui donne la formule de Lagrange
exprimant le déterminant du produit d’'une matrice (p X n)A par
une matrice (n X p)X avec p < n.

dét(AX) = S A XD
L

ou L parcourt les suites {1 < j1 < jo < ...Jp < n}.
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Si I'on prend pour A la transposée de X, !X, = XL et

dét(*XX) = S (xL)?
L

Une interprétation euclidienne donne une généralisation du
théoréme de Pythagore.

Pour deux vecteurs z,y d’'un espace de dimension trois, c’est la
formule élémentaire :

212228 || 21y
dét 222 | = (212 — 22y1)2 + (224 — 23y?)>2
yly2y3 | | 2393

+ (zPy — z'y?)?

142 2\2 3\2 1,2 2\2 3\2
= ()" + @)+ () )N@)" + @) + @°))
— @'y + 222 + 23)2,

De la méme fagon, le développement de Laplace du détermi-
nant d’'une matrice (n X n)X s’obtient en considérant les colonnes
de X comme les composantes dans une base e de n vecteurs :
x1,%9,. .. %Iy, soit : dét X = déte(z1,x2,. .. Zn)-

Si J = {1 < j1 < j2 < Jp < n} est une suite strictement crois-
sante de p indices et J' 1a suite strictement croissante complémen-
taire, notons e(J) = (—1)J1tj2+-dp—(1+2+.P) 15 signature de la
permutation qui permet de passer de (1,2,...n) a la suite JJ'

formée de J suivie de J/, X(J) et X(J') les sous-matrices de X
formées respectivement des colonnes de J et de J’. On a :

TINT2 A ... xn = ()T Ao gy NEjr Az
n—p
Tj A...Tj, =Y XD epoul={1<i; <ig< .. ip < n}

i Aeegyy = Yo X(IVepou L={1<l <lp<...ln_p<n}.

Mais le mineur X(J)! de X(J) est le mineur Xf] de X, le mineur
X(J)L de X(J') est le mineur Xff, de X, d’ou :

TAZ2N...Tp = e(J)ZXﬁXff;eI Aer
L
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er ey, est nul sauf dans le seul cas o L = I et e Aep est alors
égal a €(I)e; Aea A ...ep. On obtient finalement le développement
de Laplace de dét X suivant les colonnes de J :

détX = £(3) % e(MXLXY,,

(sommation sur toutes les suites I = {1 <41 <ig < ... <ip < n})
somme multipliée par £(J), des produits de tous les mineurs de

X(J) par les mineurs complémentaires de X (J') affectés des signes
ad hoc.

Par contre, si H est une suite strictement croissante de (n — p)
indices différente de J’ I'expression " s(I)XIJX%_I est nulle puisque
le produit extérieur des vecteurs z;, j € J et zp, h € H contient
alors deux termes égaux, et est donc nul.

Un développement identique vaut naturellement pour les lignes.
Exemples :

Dpourp=1,J={j}:

. -1 ¢ i1 iyi _ §- iy

=1 =1
en notant pour simplifier X;- le déterminant de la matrice obtenue
en supprimant de X la i-éme ligne et la j-2me colonne (—1)*+J Xj-

est souvent appelé le mineur de 1’élément de xé avec son signe. La

matrice transposée ¢ = |§ZJ | avec (g = (-1)*H Xg- satisfait donc &
légalité : (X = dét X1. Si X est inversible, la matrice inverse est

donc 5{1 = Lg avec (X )i = (—1)7+7 X
dét X J dét X’

2) une application immédiate du développement de Laplace
donne les égalités ot A et C sont des sous-matrices carrées :

AB AO
OC DC

Nous allons maintenant procéder & une analyse plus détaillée
du développement de Laplace et démontrer qu’il revient & une
antisymétrisation effectuée en deux étapes.

Distinguons dans le groupe symétrique S,, de permutations de
n objets, numérotés (1,2,...n), les sous-groupes &,, permutant

dét

= dét A - dét C; dét =dét A -détC.




144  Algebre extérieure et symétrique

(1,2,...p) et laissant fixes les (n—p) derniers, et 6%_1, permutant
(p+1,p+2,...n) et laissant fixes les p premiers. Nous allons décrire

I'ensemble des classes a4 gauche de &, modulo le sous-groupe
produit &, x 6%_1, et montrer qu’il s’identifie & 'ensemble T} 4
des permutations 7 de (1,2,...,n) qui respectent 'ordre partiel
des p premiers éléments 71 < 72...7p ainsi que l'ordre partiel des
(n—p) derniers : 7(p+1) < ... < Tn.

La donnée d’une suite strictement croissante J = {1 < j; <

Jj2 < ... < Jp < n}, c’est-a-dire de p éléments distincts de

(1,2,...n) détermine la suite complémentaire J' et une permuta-
n!

tion 7 de Tp 4. L'ensemble Tp 4 contient donc (n) = ——

p pl(n —p)!

éléments. La signature £(t) de T est égale a £(J) suivant la nota-
tion ci-dessus puisque 7 applique (1,2,...n) sur JJ'.

Soit maintenant ¢ une permutation quelconque de (1,2,...n).
En placant dans lordre naturel les éléments (01,02,...0p) on
définit de facon unique une permutation y de (1,2,...p) telle que
opl < op2 < ...oup. De la méme facon il existe une permutation
unique v de (p+1,p+2,...n) telle que ov(p+1) < ov(p+2) <
...ov(n). Il existe donc un élément unique pu X v € &p x &7,

tel que o o (u X v) = 7 appartienne a Tp 4. Cela revient a dire
-1 -1
que o s’écrit d’'une facon et d’une seule : 0 = 70 (K4 X V) avec

-1 -1 . .

B X V€ &px 6),_, et démontre que &,/6p X &,,_, s'identifie
au sous-ensemble T, ; de &,. On a ainsi une application naturelle
bijective :

Sp — Tpg % (6p x &p_p),

qui permet de décomposer 'opérateur d’antisymétrisation A de &,
en antisymétrisation partielle par rapport aux p premiers et (n—p)
derniers éléments, suivie d’'une antisymétrisation « transverse » par
les éléments de T :

A= Y elo)o= ¥ e(n)r ¥ e(we)(uxv)

0EGn T7€Tp,q 14

Appliquons cette décomposition & 'expression du déterminant
de n vecteurs et de n formes :
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dét(ai,a9,...Tn;21,22,...ZTn)
=(A(01®a®...00);21 T2 ® ... Ip)

= > (T e(m)orp1 ® ... arup; 1 @ ... Tp)
T€T H

(%: E(V)aTV(p+1) ® e a‘ryn; $p+1 ® “ee :Z:n).

Dans le premier crochet, 7 étant fixe, on effectue 'antisymétri-
sation sur a1 ® ;2 ®. .. arp. Dans le second crochet, 7 étant fixe,
on effectue I'antisymétrisation sur o, (4 1) ® Qr(py2) ® - .. Q.

Compte-tenu des raisonnements faits au § IV.4 sur le passage
au quotient dans les crochets antisymétrisés, on obtient le dévelop-
pement de Laplace du déterminant de n vecteurs et de n formes :

(a1 ANag A ...ap;zy ANZo A ... Zp)

- Z E(T)(Olq—l/\...an;ZZ,'l/\....’Ep>
T7€Tp,q
= Y e AN...op;zr1 A...ZTrp)
T7€Tp,q
<ap+1 N... Qn; :Z’.T(p+1) N... $7n>

que l'on aurait pu obtenir directement en prenant les développe-
ments de dét|(c;,z;)| par rapport aux p premiéres colonnes, cor-
respondant & 1,2, ...Zp pour la premiére égalité, ou par rapport
aux p premiéres lignes correspondant a a1, 9,...ap pour la se-
conde.

IV.7 — Analogues des formules de Lagrange et de Laplace pour
les permanents (Binet, Cauchy, 1812)

Dans un espace vectoriel E de dimension finie n, le permanent
de n vecteurs zx1,z2,...x, relativement & une base
e = (e1,e2,...epn) est le permanent de ces vecteurs et des n
formes coordonnées, c’est-a-dire la composante du produit symétri-
que x1 V x9 V ...Zn relative au vecteur e; V ea V ... ep de la base
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Ve de VE associée 4 e :

per.(z1,z9,...%y) = per(z1, zo,. . Tn; et e, e*T)

=(z1VzaV...zp et Ve v.. )

—per|x l—perX— > xfag?. . 22"
oEG n

ou X est comme précédemment la matrice dont la j-éme colonne X ;
est formée des composantes mz de z;.

Plus généralement, si x1,x2,...Tp sont p vecteurs de E, la
propriété universelle de VPE du théoréme IV.1.A montre que toute
fonction numérique p-linéaire symétrique de 1,2, ... Tp s'obtient
par une forme linéaire sur VPE, donc par un élément de VPE*.
On a vu au § IV.2. qu'une base ¢ de E détermine une base {ér;
I ={1<1 <2 <...ip < n} de lespace vectoriel VPE* de ces
formes ou I parcourt 'ensemble Cp, des suites croissantes de p
éléments de (1,2,...n) et :

T VzaV...zp= Y Xep
1eCp,n

Les fonctions coordonnées pour les suites I de Cp

1 i

(z1,%2,...2p) — X! = ™ aezep le :1:02 xgp:v% T,

(ou mj est la multiplicité de I : si r; est le nombre de fois ou I'entier
j apparait dans I, m; = (r1!)(r2!) ... (rn!) en convenant que 0! = 1)
sont les analogues des coordonnées grassmaniennes d’un p-vecteur.
Si X est une matrice numérique

en interprétant les colonnes comme les composantes de p vecteurs
d’'un espace vectoriel de dimension 7, on peut lui associer les
fonctions : X — X! suivant la définition ci-dessus qui jouent,
dans le cas symétrique le role des mineurs. Ces derniers sont des
déterminants. On peut donner a X1 I’habillage d’'un permanent de
la facon suivante : en appelant X(I) la matrice p X p ayant pour
k-éme ligne la ligne d’indice %), de X (ce n’est donc une sous-matrice

5 1
de X que si I est strictement croissante), on a X! = —per X(D).

En interprétant de la méme facon une matnce numenque A
a p lignes et n colonnes comme la matrice des composantes de p
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covecteurs ai, a2, ... ap d'un espace vectoriel E de dimension n, on
a:

. . 1
odvalv...oP= ¥ Aje avec Ay = —per A(J)
JeCp,n my

ou A(J) est cette fois la matrice p X p ayant pour k-éme colonne la
colonne d’indice jj de A.

Comme précédemment la matrice p x p : [(c?, ;)| est le produit
des m matrices A et X. D'ou :

perl(ai,a:j)l = per (AX) = per(al,aQ, ...oPizy, e, .. zp)

= (alVa2v...ap;:c1Vx2v...v:cp)
= (T Aze7; o Xle)

ce qui donne l'analogue de la formule de Lagrange :

per(AX) = ¥ miAXl= & iperA(I)perX(I)
IeCp,n 1eCp,n ™1

et per((XX) = X i(perX(I))z.
IeCnp ™I
Le développement de Laplace du permanent d’une matrice
(nxn)X peut s’obtenir, comme pour le déterminant, en considérant
per X comme le permanent de ses vecteurs colonnes z1,29,...ZIn
relativement & la base e. Si J = {1 < j1 < j2 < ...jJp < n} est
une suite d’indices de colonnes de X, J’ la suite complémentaire,
X(J) et X(J') les sous-matrices de X formées des colonnes de J et
de celles de J/, on a :

:81Va:2V...:z:n=mj1V:vj2V...Va:ijwji,ijéV...a:j;_p

= X(J)Ién(zL: X(I"ley, = > XO)IX(Ile ver,

ou I et L parcourent les suites croissantes de p ou de (n — p) indices
de 1 & n. Pour qu'un terme appartienne a la composante suivant
e1 Ve V...epy il est nécessaire et suffisant que la réunion de I et
de L soit une permutation de (1,2,...n) ce qui impose que I et L
soient strictement croissantes et que L soit la complémentaire I’ de
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I. Dans ce cas m; = 1 = my - X(J)! est le permanent de la sous-
matrice de X : X(I,J) formée des éléments appartenant aux lignes

de I et colonnes de J, et de méme pour X (J/ )II.

On obtient ainsi le développement analogue au développement
de Laplace correspondant au choix des p colonnes de J :

perX =Y per X(I,J)per X(I', J')
I

ou la somme est étendue aux suites strictement croissantes de p
éléments de (1,2,...n).

IV.8 — Produit extérieur d’applications multilinéaires alternées sur
un espace vectoriel de dimension quelconque E

APE est défini comme le quotient ®E/L,, de ®PE par le sous-
espace d’antisymétrisation (ou alternation) Ly. Son dual (APE)* se
définit par conséquent comme un sous-espace de (QPE)* a savoir
le sous-espace des formes linéaires sur ®"E nulles sur L, ou p-
formes. Plus généralement, en vertu de la propriété universelle de
APE, les applications p-linéaires alternées de E dans un espace
vectoriel F, c’est-a-dire telles que, quel que soit 0 € &, on ait
foo =¢€(0)f, sidentifient aux applications linéaires de QPE dans
F qui s’annulent sur Ly, puisque ce dernier est engendré par les
éléments ot — €(0)t de QPE.

Si h est une application de QPE dans F, on appelle anti-
symétrisée de h lapplication composée de h et de Popérateur d’an-

1
tisymétrisation sur @E : A = Ye(0)o ou a = <A suivant les cas.
Par exemple, sur un élément décomposable, h-a(z] ®22®. .. zp) =
1 . P
—2e(0)h(T5, ®T0, ®. - - To,,) est la « moyenne antisymétrisée » des
p

valeurs de h. On a bien stir, (h 0 a) o a = h o a. D’autre part, toute
forme linéaire alternée sur QPE est une antisymétrisée puisque

foa=%2€(a)foa=f.

Soient maintenant E, F, H trois espaces vectoriels sur le méme
corps de scalaires K, f une application p-linéaire alternée de E dans
F, h une application g-linéaire alternée de E dans H : le cas le plus
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important est celui ou les espaces de valeurs F et H sont le corps
K, f et h étant des formes multilinéaires alternée.

Le produit extérieur f A h est lapplication (p + g)-linéaire
alternée de E dans le produit tensoriel F ® H, donc dans K si
F = H = K puisque K ® K = K, obtenue en complétant 'anti-
symétrisation partielle existant déja relativement aux p premiers
et g derniers arguments, par 'antisymétrisation transverse décrite
a la fin du § IV.6 du produit tensoriel de f et h. C’est la procédure
minimale, et aussi la plus rationnelle, d’obtention de I'antisymétri-
sation totale. On définit donc :

(f AR)(z1, 22, - - - Tptq)

= ;TE(T)f(xrly . 337'13) ® h(pr-i-l)a ...z7(p+q)

ot T = T 4 est, comme au § IV.6, le sous-ensemble de &4 formé
des permutations 7 qui respectent les ordres partiels des p premiers
et des derniers éléments :

M<mn<..<mpettlp+1l)<7(p+2)<...7(p+4q)

et ou le produit tensoriel est & remplacer par le produit ordinaire si
F=H=K.

Exemples :

Sip=g=1,(fAh)(z1,22) = f(z1) ® h(z2) — f(z2) ® h(z1).
Si p =1 et g quelconque :

q .
(f AR @0, 71,23,---70) = 3 (~1)*f () ®h(20,21, -1 o).
1=

Remarque : 1a décomposition de 'opérateur d’antisymétrisation
du § IV.6 montre que l'application f A h définie ci-dessus est
antisymétrique. Mais cela peut aussi se démontrer directement :
il suffit de vérifier que si deux arguments consécutifs, par exemple
zj et Tj;1 sont égaux, f A h s’annule. Or, pour une permutation 7

telle que 7 jet _7'1( j + 1) appartiennent tous deux a (1,2,...p),

cest f(z1,...Zrp) qui est nulle; pour 7 telle que 7 jet 7 (j+1)
appartiennent & (p + 1,...p + g), c’est h qui s’annule; enfin les
autres permutations T s’associent par paires de signatures opposées
donnant une somme nulle.
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La décomposition « de Laplace » du groupe symétrique &p,4q =
Tpq % (6p x &) permet également une définition du produit
symétrique de deux applications p et g-linéaires symétriques f et
g de E dans les espaces F et H, par une symétrisation transverse
«minimale » de leur produit tensoriel, soit :

(fVo)(x1,z2,...Tpiq)

= Z f(a:Tla"'pr) ® (w7@+1),x7,(p+q)
T€TDP,q

Cette application f V g est alors une application (p+ g)-linéaire
symétrique de E dans le produit tensoriel F ® H.

Plus généralement, considérons une partition de l’ensemble
(1,2,...n) en parties consécutives : P; = (1,2,...p1), P2 =
(1 +1,...p1+p2)...Pr = (1 +p2+...p-1+1,...,n) de
cardinaux respectifs p1,ps, ... pg. Soient & ;) le sous-groupe des
permutations de (1,2,...n) qui permute P; en laissant invariants
les éléments des P;, ¢ # j, et T la partie de S, formée des
permutations de (1,2,...n) dont les restrictions & chacune des P;
conserve l'ordre.

Le méme raisonnement que dans le cas ou £k = 2 montre
que &, se décompose de fagon naturelle en le produit cartésien :
Gn =T x (&) X &(g) ... & (x)). On peut ainsi définir le produit
extérieur f1 A fa A ... fi de k applications multilinéaires alternées
fif2,... fr de E dans des espaces vectoriels F1,F9,...F; comme
lapplication multilinéaire alternée obtenue par l'antisymétrisa-
tion «transverse» par les éléments de T, du produit tensoriel de
f1, f2, - fi soit:

(Ainfon. .. fi)(z1,22,...2n) = gTa(T)fl(Iﬂ, o Zrpy)

®(f2(Zr(p1+1)> - - Tr(prtp2) @ - e Tr(pr 4 pyy41) - Trm)
élémentde F'1 ® Fo ®...F.
Exemple : Produit extérieur de n formes linéaires a1, a2, ...an

sur E. Dans ce cas T = &, et on retrouve, en respectant la notation
antérieure

A (oqAagA. .. an)(z1, 22, ... Zy)

= Te;sns(T)al(xrl)aﬂx'ﬂ) .o an(Trn) = dét|a;(z;)|-
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Proposition IV.8.A.

Le produit extérieur d’applications multilinéaires alternées est
associatif.

Preuve : Soient f, g, h, des applications de E dans des espaces
vectoriels F, G, H respectivement p, q et r-linéaires alternées et soit
n = p+ g+ r. Nous allons montrer que (f A g) A h est identique 2
fAgAh.Ona:

((f ANg) AR)(z1,22,...25) =

> e A9 (@1, Ta2, - - Ty(pyg)) ® h(Ty(prgt1)s - - - Ttn)-
teTp+q,r

En posant z;; = yj,on a:

(fAg)(y1,-- -yp+q)
= Z E(T)f(yTla s yTp) ® g(y‘r(p-l,-]_)a o yq—(p+q))-
T7€Tp,q

En prolongeant la permutation 7 € Ty g C &4 par I'identité
sur (p+q+1),...n), on plonge Tp 4 dans &, et

(f A9 (1, - - Te(prq))

= z 2'-':(7-)f(:1/‘t7'].7 s xtrp) ® g(xtr(p-}-l)a s xtr(p+q))
T€TP,q

ce qui donne l'expression de ((f A g) A h)(z1,z2,...2Zp) :

Y e(tn)f(@ir1, - )®9(x ,.. ) ®h(z )
tGTp-l-q,T,TETp,q( ) (@er1,- - )@9(Zer(pr1) tr(p+g+1)

identique a lexpression de (f A g A h)(z129,...2n) :

S e()f @) @ 9@uprn)s - ) Buprgrnys )
T7€Tp,q,r

puisque toute permutation u € Tp 4 r peut s'écrire d’'une facon et
d'une seule sous la forme u = t7 avec t € Tpiqr et 7 € Tpg.
Il suffit en effet de placer les termes de la réunion des suites
(u1 < ug < ...up)et (u(p+1) < ... < u(p+gq)) dans lordre
naturel : uj; < uj2 < ...ujp+q pour obtenir la suite qui doit
obligatoirement s’identifierat; < t9 < .. i +q) € qui détermine .
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La permutation 7 telle que u = t7 est alors uniquement déterminée
par les équations : 7j1 = 1, 752 = 2,...,Tjp+q =P + q.

Vérifions que 7 appartient bien 4 'ensemble Tp 4 :sij < j "< p,
onauj < uj’ donctrj < tTj’ ce qui entraine 75 < 7j'. De la méme
fagon, si p < j < j/, on a uj < uj’ donc t1j < t7j soit 7§ < 75’
De la méme fagon, on montre que f A (gAh) = fAgAh.

Proposition IV.8.B.

Le produit extérieur de formes multilinéaires alternées est
anticommutatif : si f est une p-forme et g une g-forme sur E,

gAf=(-1Pf Ng.
Preuve : la permutation II :

(1,2,...,p+q) = (p+1,...p+¢,1,2,...p)

a pour signature (—1)P? et détermine une correspondance biunivo-
que: 7' € Tgp— 7= = Tp,q- Dot :

(fA9)(T1s- - Tptq)
= > e(m)f(zr1,---2rp)9(Tr(pt1)s - - - Tr(ptq))

T7€Tp,q
= > enf(zrm,--- xT’Hp)g(xT’H(p+1) .- z*r’l'l(p+q))
7'€Tq,p
=DM 2 e(M)g(@r1s T F(@r(pi)s - - ot (phg))
7'€Tq,p

= (=1)P(g A f)(z1,Z2, - Tp+tq)-

Des considérations analogues permettent de montrer 'associa-
tivité et la commutativité du produit symétrique d’applications mul-
tilinéaires symétriques.

Il reste a vérifier que lorsquune p-forme u et une g-forme v
sur E appartiennent aux sous-espaces A\PE* de (AIE)* et AYE* de
(NIE)* (Cest-a-dire sont «de type fini»), leurs produits extérieurs
en tant qu’éléments des puissances extérieures ou en tant que
formes coincident. Il suffit de le vérifier pour des éléments décompo-
sables a3 Aag A...ap et apr1 Aapia ... oprqoltles a; € E¥, en
montrant que le produit o3 Aag A. .. 0ptq est bien la (p+ g)-forme
sur E obtenue par symétrisation transverse du produit tensoriel
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de /\. ag A ...\petapn Aapya...aptq. Or Cest exactement ce
qu’exprime la formule de Laplace du § IV.7.

IV.9 — Algébres extérieures et symétriques

Soit E un espace vectoriel sur le corps K, de dimension quel-
conque. Convenons que A°E = K et que AIE = E, et notons
AE la somme directe de toutes les puissances extérieures de E :

X 2
AE = @OApEzK@E@/\ E®...

Un élément u de AE s’écrit donc d’'une fagcon et d’'une seule

comme une somme finie Yu; ou ug € AFE est appelé sa compo-
sante de degré k. u est homogéne de degré p s’il n’a qu'une seule
composante non nulle up, € APE. Le produit extérieur, qui a été
défini entre éléments homogenes, s’étend par linéarité et déter-
mine donc sur AE une structure d’algébre associative avec unité
(celle de K = A°E) : siu = Yuj, v = Zug, u Av = 2 uj Avg

7.k
=20 X ujAuvg).
m j+k=m
L'algébre AE est appelé l'algébre extérieure de I'espace vectoriel
E. C’est une algebre graduée anticommutative.
On peut donner de AE une définition globale, évitant la construc-
tion par les sous-espaces homogénes. En effet une construction ana-

logue a déja été faite pour 1’algebre tensorielle : E = %g’o(@p E),
p:

algébre associative universelle sur E. On peut alors définir sim-
plement l'algébre extérieure de E comme le quotient (®E)/y, de
Palgébre QE par l'idéal bilatére L engendré par I'ensemble des
éléments {z ® z;Vz € E} (c’est un idéal homogene).

Nous allons prouver 'isomorphisme canonique de AE = &(APE)
et de (®E)/1, en démontrant que ces deux algebres sont solutions
d’un méme probléme universel.

Convenons de dire qu'une application linéaire f de E dans une
algebre associative est alternée lorsque f(z)? =0, Vz € E.

Un couple (j, A) formé d’une algebre associative unitaire A sur
le corps K et d’une application linéaire alternée j de E dans A
est dit universel pour les applications alternées si quelle que soit
Papplication linéaire alternée f de E dans une algébre associative
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unitaire B, elle se factorise par j suivie d'un homomorphisme
d’algébres unitaires uniquement déterminé F, de A dans B :
f

E — = B

j\ /-‘ f=Foj; F unique

A

(La condition F unique peut étre remplacée ici par : j(E) et 1o
engrendrent A).

a) le couple formé de linclusion de E = AlE dans AE posséde
cette propriété. En effet, f étant donnée, définissons F sur A°E par
F(1,g) = 1p, sur AlE par F = f. Sur APE, F est obligatoirement
égal a AP f sur les éléments décomposables, donc uniquement déter-
miné. F respecte la multiplication sur les éléments décomposables
et c’est donc un homomorphisme d’algébres unitaires de AE dans
B.

b) le couple formé de I'application j composée de I'inclusion de
E dans QE et de la projection de ®E sur son quotient (®E)/L
posséde également la propriété universelle. En effet f s’étend en
un homomorphisme d’algébre unitaire ® de ®E dans B :

f
E B
inclusion c\ / & & unique
E

®

et puisque ®(z®z) = f(z)- f(z) = 0, @ est nulle sur L donc passe
au quotient pour définir F, c.q.f.d.

Remarque : on voit aisément que l'intersection de 1’idéal bilatere
L de QE avec QPE n’est autre que le sous-espace d’antisymétri-
sation Lp. La propriété universelle de 'algebre extérieure sur un
espace vectoriel entraine immédiatement les propriétés suivantes :

1) Une application linéaire f d’un espace vectoriel E dans un
espace vectoriel F' sur le méme corps K détermine un homomor-
phisme d’algebres unitaires graduées f” de AE dans AF. En effet,
par composition de f et de l'inclusion de F dans AF on obtient une
application linéaire de E dans AE telle que f(z)Af(z) =0,Vz € E.
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2) Si H est un troisiéme espace vectoriel sur K et si h est une
application linéaire de F dans H, on a (ho f)V = AV o fV. En

particulier, si f est inversible, en prenant H = Eet h = f, on

-1 -1
obtient : ( f )V = (f V) autrement dit si f est un isomorphisme,
fV Pest aussi.

Si F est un sous-espace de E, l'injection ¢ de F dans E se
prolonge en un homomorphisme i"* de AF dans AE. En prenant
une base de E dont une partie est une base de F, on voit que
7 est une injection de l'algébre extérieure de F : AF dans AE.
Par une construction analogue, la somme directe des espaces de
formes multilinéaires alternées sur E, ou p-formes : %30(/\? E)* (ou

p:
(AE)* = K et (ALE)* = E*) est, avec le produit extérieur des
p-formes étendu par linéarité, une algébre associative avec unité,
graduée, anticommutative. C’est Ualgébre des formes multilinéaires
alternées sur E.

3) l'application f de E dans AE qui a x € E fait correspondre
f(z) = —z est alternée : f(z) A f(z) = 0 donc se prolonge & un
homomorphisme F d’algébres unitaires de AE dans elle-méme. Mais
puisque fo f est 'identité de E, FoF est 'identité de AE. F est donc
un automorphisme involutif qui transforme un élément u homogéne
de degré p en (—1)Pu, et qui est appelé automorphisme principal
de AE.

Les éléments invariants forment la sous-algébre paire de AE :
o0
& (ATE).
p=0
Lorsque E est de dimension finie n, APE = 0 pour p > n et
dim AP E = (Z) L'algébre extérieure AE est alors de dimension
finie égale au cardinal de 'ensemble des parties de (1,2, ...n), soit

n
> (Z) = 2™ Lespace vectoriel des p-formes alternées sur E
p=0
s’identifie alors & la puissance extérieure p-éme du dual de E : APE*
et l'algebre des formes multilinéaires alternées sur E a ’algébre
extérieure AE*.

L’analogie entre puissances extérieures et symétriques persiste
dans la construction des algébres. Dans la somme directe VE =
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o0
690(\/p E), ou V°E = K et VIE = E, le produit symétrique entre
p=

éléments homogenes s’étend par linéarité. Il y définit une structure
d’algebre associative avec unité, graduée, commutative : VE est
lalgébre symétrique sur E.

On peut lappeler aussi l'algébre des polynémes sur lespace
vectoriel E.

Ici également, on peut donner de 'algébre symétrique sur E
une définition globale comme quotient de I'algébre tensorielle E
par l'idéal bilatere M (homogeéne) engendré par les éléments {z ®
y—y®uz; Vz,y € E} qui assurent la symétrisation du quotient.
L'isomorphisme canonique de VE = @(VPE) et de ® E/M peut étre
démontré par le fait que ces deux algébres sont solutions du méme
probléme universel.

Convenons de dire qu’une application linéaire f de E dans une
algebre associative est commutative lorsque f(z)f(y)— f(y)f(z) =
0, Vx,y € E, autrement dit lorsque les images des vecteurs de E
commutent entre elles.

Un couple (7,S) formé d’une algebre associative unitaire com-
mutative sur le corps K et d’'une application linéaire j de E dans S
est dit universel pour les applications commutatives de E si quelle
que soit 'application linéaire commutative f de E dans une algébre
associative unitaire B, elle se factorise par j suivi d'un homomor-
phisme d’algébres unitaires uniquement déterminé F, de S dans

B:

B
'\\ /= f=F o0j; F unique

(F unique peut &tre remplacé ici par : 1g et j(E) engendrent S).

Des démonstrations analogues aux précédentes montrent alors
que VE et ®E/M sont universelles pour les applications commuta-
tives de E, donc canoniquement isomorphes.

On peut d’ailleurs vérifier que l'intersection de I'idéal M et de
®PE est identique au sous-espace de symétrisation Mp.

Une application linéaire f de E dans F détermine un homomor-
phisme d’algébres unitaires fV de VE dans VF qui est un isomor-
phisme si f en est un.

f
E —m»
J
S
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Les formes multilinéaires symétriques peuvent également étre
rassemblées en un algébre, associative, avec unité graduée et com-
mutative, en formant la somme directe des espaces de formes

0
p-linéaires symétriques sur E : EBO(VPE)*. Lorsque la dimension
p:
de E est finie, VPE* s’identifie & (VPE)* et I'algébre des formes mul-
tilinéaires symétriques a I'algébre symétrique VE* sur le dual de
E.

Mais la grande différence entre AE et VE, c’est que l'algébre

symétrique est toujours de dimension infinie pour E # 0.

IV.10 — Diverses manifestations de la dualité entre AE et AE*
lorsque E est de dimension finie. Produits intérieurs

Pour éviter toute hésitation dans l’écriture des diverses for-
mules qui vont suivre, nous convenons chaque fois qu’apparais-
sent dans une expression des éléments de AE et de AE*, d’écrire a
gauche ceux de AE, a droite ceux de AE*. Pour représenter les pro-
duits intérieurs, il est d'usage d’employer les notations « équerre » :
Jd et L. Si par exemple u € AE et ¢ € AE*, nous définissons
ci-dessous u Jd ¢ et ul ¢. Il est donc indispensable dans ces no-
tations de pouvoir reconnaitre lequel des éléments est considéré
comme opérant sur 'autre. Un moyen mnémotechnique consiste a
considérer la branche horizontale comme une fleche : u — ¢, u opére
sur ¢, ul— ¢ ¢ opére sur u.
Rappelons que E étant de dimension finie, (A\PE)* = APE*, Vp,
d’ou il résulte que (AE)* = AE*.

Définition IV.10.A. Produits intérieurs

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et () le crochet
de dualité entre AE et AE*. Soient u € AE, ¢ € AE*. Le produit
intérieur par u : u Jd dans AE* est l'opérateur linéaire de AE*,
opérant & gauche sur AE*, transposé de la multiplication a droite
par u dans AE :

(z Nu,w) = (z,ud w), Vz € AE, w € AE*.

Le produit intérieur par ¢ : Lo dans AE est 'opérateur linéaire
de AE, que l'on fait opérer a droite, sur AE, transposé de la
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multiplication & gauche par ¢ dans AE* :

(b, w) = (z,p Aw), Yz € AE, w € AE*.

Remarques :

1) on trouve parfois dans la littérature des interversions de
facteurs dans les formules définissant les produits intérieurs, ce qui
revient a les considérer comme les transposés des multiplications
a gauche dans AE, ou a droite dans AE*. Ces transposés ont
naturellement parfaitement le droit 4 I'existence, et de toutes facons
lorsqu’on n’envisage que des éléments homogenes, ils ne different
des autres que par des signes.

2) puisque les éléments décomposables engendrent linéairement
AE et AE*, il suffit de prendre pour éléments quelconques z et w
dans les définitions des produits intérieurs des éléments décompo-
sables, ou simplement homogeénes.

3) On peut aussi observer que, puisque le crochet de dualité
entre éléments homogeénes de degrés différents de AE et AE* est
nul, le produit intérieur par des éléments homogénes u ou ¢ de
degré r ou bien est nul ou bien diminue le degré des éléments
homogeénes sur lesquels ils opérent de 7. En effet si ud w ou
zL ¢ n’est pas nul, on doit avoir d’aprés les égalités ci-dessus :
d°z + d°u = d°w et d°(ud w) = d°2 = d°w — d°u; de méme
d°z = d°¢p + d°w et d°(zL @) = d°w = d°z — d°p. Dés lors :
ud (APE*) =0sip<d®uet (APE)Lp=0sip<d.

Les définitions abstraites des produits intérieurs ci-dessus ne
nous renseignent pas immédiatement sur leur signification. Ob-
servons d’abord que u d ¢ et uL ¢ sont bilinéaires en (u, ), et
que l'associativité des algébres AE et AE* se manifeste grace aux
conventions choisies, par :

(zAuAv,w)y=(zAy,vd w)=(z,ud (vd w))
=(z,(uAv) d w))
(z,a NBAw) = (zL o, Aw) = {(2L a)L B,w)
= (zL (@ A B),w)

dou:| (uAv)dw=ud (vd w)etzL (aAB)=(zLa)L 3 |
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Ces égalités s’interprétent de la fagon suivante : le produit
intérieur définit sur AE* une structure de module & gauche sur
lalgébre AE, et sur AE une structure de module & droite sur
lalgebre AE*.

Une conséquence est que le produit intérieur par un élément
décomposable, par exemple a; Aag A ... ap € APE* est le composé
des produits intérieurs par les facteurs aj,as,...ap € E*.

Une autre, que le carré d’'un produit intérieur v d (v d w) ou
(zL ¢)L ¢ par un élément u ou ¢ homogene et de degré impair est
toujours nul, en particulier, pour z € Eeta € E*,zd zd =0et
LaL a=0.

Le calcul du produit intérieur d’'un élément décomposable par
un élément décomposable consiste simplement & écrire les dévelop-
pements de Laplace de la fin du § IV.6. sous une forme légérement
différente :

(TI ANZ2 Ao Zpyg; a1 Ao A ... optq) = dét|(z;; o )]
=((x1 Az N ... zprg)L (a1 Nag A...0p); app1 A ... 0ptq)
= (@1 AT2 N ... Tp; (Tpr1 A ... ZTprg) d (01 + a2 A ... apig))

=(( X e(m)zriA-..Trp; 1A ... 0p)Tr(ps1) N - - - Tr(ptq));
7€Tp,q

ap+1 A... an)>

=(@1 Az xp (Y E(T)(@pr1 A - Tptgs
7€Tp,q

Qr(p+1) N... aT(p+q)>a7—1 N O“l’p»

et 'on obtient ainsi en notant y; = x5y, =1,2,...,¢:

(1 Az N x2prg)L (a1 Ao A ... op)

= ¥ 6(7’)<1‘7-]_ N...Trp; Q1 N .. .ap)xT(p+1) N - Tr(p+q)
T€TP,q
(WiAy A yp)d (caNaa A .. apiq) ’

= > e™{yiN...yg Qr(pg1) N - Q)OI A Qrp
T7€Tp,q

qui montrent que le produit intérieur d'un élément homogeéne de
degré (p + ¢) par un élément homogéne de degré p de l'algébre
duale revient & une contraction partielle sur p indices distribuée
dans les (p + ¢) indices par antisymétrisation.
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Sie = (e1,e,...en) est une base de E, e* la base duale de
E*, {er} et {e*]} les bases associées de AE et AE* ot I parcourt
Iensemble des suites strictement croissantes de (1,2,...n), les
formules précédentes, ou une application directe des définitions
donnent les formules suivantes.

etk e*) = 0 si J n’est pas contenu dans I
eiL &) = ¢(J)ey si

ou J/ =1—1J et £(J) est la signature de la permutation 7 € Tgp qui

applique (1,2,...p)sur Jet (p+1,...p+q) sur lasuite J) =1—J
complémentaire de J dans I. Soit maintenant J/ = {k; < ko <

...kq}.
Ona:

ey d el =0 si J' n'est pas contenu dans I
ey del=e)esi) clavecJ=1-J

La différence des signes apparaissent dans les formules qui ex-
priment erL e*J et ejs d e*! provient naturellement du fait que les
produits intérieurs L et d sont les transposés, I'un d’une translation
a gauche, 'autre d’'une translation a droite.

Ces formules montrent également que le produit intérieur (L ou

d ) de deux éléments décomposables de AE et AE* est un élément
décomposable.

Cas particuliers :
1) produit intérieur par un vecteur ou un covecteur

Remarquons d’abord que le corps K, étant son propre dual, on
a,sir€EetacE*:

(zk a,1) = (z,a) dou zk a = (z,a)1l € AE
(1,zd a) = (z,a) douz d a= (z,a)l € AE*
Une permutation 7 de T; 4 est entierement déterminée par

limage 71 = m, avec (1) = (—1)™"! tandis que la suite
complémentaire est (1,2,...7,...q+1). En notant i(a) le produit
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intérieur par o € E* on obtient :

i(@)(z1Aze A zgp1) = (T1AZ2 A ... 2g41) L @

q+1

21(-1)m—1<xm,a>x1 Ao Bm ATl
m=

Nous verrons au § IV.11 que lopérateur i(c) sur AE est une
dérivation de l'algeébre AE (on dit aussi « antidérivation »).
C’est un opérateur de carré nul : ig = 0, et en écrivant que

i(a+ B)? = 0, on voit que i(3)i(a) = —i(a)i(B).
De la méme fagon on calcule si y € E :
yd (al/\agf\...ap+1)
p+1

= (—1)P Zl(—l)m_l(y,am)al A.iBm A opit
m=

que l'on peut écrire : (—1)Pi(y)(a1 Aag A ... api1).
2) isomorphismes entre les espaces vectoriels \PE et A" "PE*

Une base e = (e, €2, .. .en) de E détermine une base e} Aeg A
...en de la droite A”E et une base e*! A e*2 A ... e*" de la droite
ATE* e étant fixé, on définit une forme bilinéaire B sur AE par :

B(t,u) = (tAu; LA A ™ = (tud (A2 .. e ™))
dont l'application linéaire associée @ droite que nous notons H, de
AE dans son dual (AE)* = AE*, définie par B(t;u) = (¢t,H(u)),

s’écrit donc :

H(u) =ud (e A2 AL .e*T).

Proposition IV.10.A.
H est un isomorphisme (B est non-dégénérée).

Preuve : Si u est homoggne de degré p, H(u) est homogeéne de
degré (n — p). Pour chaque p = 0,1,2,...n, la restriction de H a
APE est ainsi une application linéaire de APE dans A" PE*. Pour
chaque partie I = {i < 41 < i3 < ...ip < n} de p éléments de
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(1,2,...n), de complémentaire I, la formule démontrée ci-dessus
donne :

Hiep) =erd (€7 A...e™) =e(T)e.

H détermine donc une bijection aux signes pres entre les
éléments de la base APe de APE et ceux de la base A" Pe* de
A""PE*, s’appuyant sur la bijection entre parties de p éléments et
parties complémentaires de (n — p) éléments de (1,2,...n). c.q.f.d.

Ona:epAef=c(l')ey Aea A...en dott : B(ep,er) =e(l') =
(epser d (e*1 A...e*™)) et on retrouve : H(ep) = e(I')e*!

On peut définir d’'une fagon analogue la forme bilinéaire B* sur
AE* :

B*(p,w)=(e1 AeaA...en;p Aw) = ((e1 Nea A...en)L p;w)
=H(p);w).

L’application linéaire de AE* dans AE associée & gauche de B*

-1
est 'inverse H de l'application H il suffit de le vérifier sur les
vecteurs des bases de /\E et AE* associées a la base e de E.
!
Puisque e*l' A el = g(I')e*l Ae*2 A...e*™, ona: e(l') =

(e Nea A...en; € el A e*I) (H(e*I ) @ou
i(e™) = e(U)er = H(e™).

Remarques :

1) Si dans l'égalité : (tAu)d w=1td (ud w) on remplace w
par e*! A e*2 A ...e*", on obtient :

H(tAu)=td H(u)

-1
soit, si H(u) = p:td ¢ = H(t A H(yp)).
L’application H permet ainsi d’exprimer le produit intérieur a
l'aide du produit extérieur.
-1
D’une fagon analogue on a : t d ¢ = H (H(t) A ).

2) Puisque les produits intérieurs conservent le caractére
«décomposable » (voir ci-dessus), il en résulte que tous les éléments
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de A""1E, ou de A" 1E* sont décomposables comme images des
éléments de E* ou de E.

3) Si Pon choisit une autre base de E: e’ =e-S, on a 6,1 A 6/2 A

..el = (détS)-e;NeaA...epete* ... M = (d_élt S)e*IA...e

dou B/(t,u) = (t Au, e A ... ) = (d—élt S),B(t,u) et H' (u) =
(dét S)H(w).

4) Si F est un sous-espace de dimension p de E, les formes
linéaires nulles sur F forment le sous-espace orthogonal FL de
dimension (n — p) de E*. Toutes les bases de F définissent &
un scalaire non nul prés le méme p-vecteur (Proposition IV.4. et
remarque consécutive). La droite de APE qui les porte a pour image
par H la droite de A" "PE* portant les (n — p)-covecteurs des bases
de FL.

Nous allons maintenant mettre en évidence un autre aspect,
cette fois purement tensoriel, des applications H. Développons pour
cela leur égalité de définition sur un élément décomposable de AE :

(xl/\...:cp/\pr/\...mn;e*l/\...e*n)
=(z1 N ...zp; H(Zpr1 A...21))
i =(21® ... Tp @ Tpt1 ® ... Tn; Al ®...e))
n oy p s n xok
= 3 Il{z;;e"7) = X (o) Il (z;€™7) I (zx;€™"))
oEGH j=1 oEGH j=1 k-:p-]-l

=(21®22®...7p; 3 ()€1 ®...e"P® e*o(pt+l) | grom)
(2

n

= dét

&(zp11 ® ... on))

ot Pon convient que le signe @ signifie la contraction, en respectant

Pordre, des (n — p) derniers «indices» de A (e*1 @ 2 ®...e*") et

de Zp11®... 2y (il 0’y a malheureusement pas de notation standard

satisfaisante et universellement admise, pour les contractions!).
On a vu au § I1.7 que la correspondance qui & chaque base e de

E associe lélément A - (e*1 @ ...e*?) = T e(0)e*l ®...e*"

TEGRH
de ®"E* définit le pseudotenseur covariant £, de Levi-Civita.
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D’autre part, puisque les tenseurs décomposables engendrent
toutes les puissances tensorielles, on peut étendre par linéarité a
®™PE D’égalité précédente et I'on obtient ainsi la :

Proposition IV.10.B.

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Pour chaque entier
p: 0 < p < n, il existe une application qui associe a chaque tenseur
t € Q" PE un pseudotenseur covariant antisymétrique d’ordre p,
$ (t) qui dépend du choix d’'une base e de E par sa variance scalaire
(—1). 11 est obtenu par contraction des (n — p) indices de t avec les
(n — p) derniers indices du pseudotenseur ¢4 de Levi-Civita.

D (E)igin...ip = 2 Eirig...ipjrjo-jnpl W2 IMTP

Exemple : Le produit vectoriel de n vecteurs z1,z2,...Z,—1 de
E est la pseudoforme linéaire déja mentionnée au § IIL.7. :

(11:1 X T9 X .. -xn—l)j = Zsjilig...in_lwllxlz R A
Pour n = 3, on obtient le produit vectoriel usuel de z,y € E :

zxy=(Te(0)e ! ® e % ®e* )@ (z @ y)
— 6*1(1132’3/3 _ x3y2) + e*2(:c3y1 _ $1y3) + 6*3($1y2 _ x2y1).
Plus généralement, on a 1’égalité :

4 - o j 81 .
dete(z, ml, . e xn_l) - Z 6]2122_"2”_1 ijl “e :L'zn_l)n_l

= (2;21 XT3 X ...Tp_1)-

IV.11 - Extensions d’une forme bilinéaire aux puissances exté-
rieures et symétriques

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ou
infinie sur le méme corps K et b une forme bilinéaire sur E x F.
Rappelons (§ II. 11) que la puissance tensorielle p-eme de b, &b
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est la forme bilinéaire sur (RPE) x (®PF) définie sur les tenseurs
décomposables par :

(@Pb) (21922 Q... Zp; Y1 QY2 @ ... Yp)
= b(z1,y1)b(2,y2) - - - b(zp, Yp)-

L’antisymétrisation, ou la symétrisation de I'un des arguments
entraine automatiquement, par bilinéarité I’antisymétrisation ou la
symétrisation de l'autre :

1) Commengons par I'antisymétrisation :

(@b)(A-21®...%0); Y1 ® ... Yn)

= Y e(o)b(z_1591)-..b(z_4 ,yp)
0EGn ol op

ce qui s’écrit en rangeant les produits des b(z_, ,y;) suivant ordre
a7

croissant des indices des vecteurs z, :

= Y €(0)b(z1,Y01) - - - 0(Tn, Yon)
oEG,

= (@"0)(z1®...2n; A(y1®...yn)) = dét |b(z;, 3;)|

La fonction obtenue est donc alternée par rapport aux z; comme
par rapport aux ¥, et, s’annulant ainsi sur les sous-espaces d’anti-
symétrisation de ®PE et ®PF, passe au quotient (théoréme IV.4.B)
en définissant une forme bilinéaire sur les espaces quotients APE
et APF appelé puissance extérieure p-éme de b, notée APb.

La valeur de APb sur un couple de p-vecteurs décomposables est
donc :

(APb) (1 A2 A ... Zp; Y1 AY2 A-..yp) = dét [b(z;; ;)]

Si p est 'application linéaire, associé a droite, de F dans E*, et 7y
Papplication linéaire associée & gauche de E dans F*, définies par :
b(z;y) = (z,p(y)) = (v(z),y), les puissances extérieures p-émes
A’p et N7~y sont définies sur les éléments décomposables par :

(APp)(y1 A - yp) = p(y1) A ... p(yp) et
(APy) (1 A ..zp) =y(z1) A .. y(zp)

d’otr il résulte, vue Pexpression de APb sur ces éléments, que APp et
p q p
AP~ sont les applications linéaires associées, & droite et & gauche
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de APb, a valeurs respectivement dans APE* C (APE)* et dans
NPF* C (APF)*.

Supposons maintenant finies les dimensions de E et de F. La
propriété pour b d’étre une forme bilinéaire réguliére (ou non-
dégénérée) est équivalente a la propriété pour p (ou 7y =t p)
d’étre un isomorphisme. Mais si p est un isomorphisme, toutes
ses puissances extérieures APp sont aussi des isomorphismes. Il
en résulte que toutes les puissances APb sont régulieres. De plus

- -1
-1 _ _ -1
puisque AP(P) = (AP p),ona (AP b) =7AP(b).
Lorsque les dimensions de E et F' sont finies, on peut considérer
la forme bilinéaire b comme un élément de E* ® F* et I'écrire

b= g oy ® Bi. Alors b(z,y) = 7an (z; ) (Br; y)
k=1 k=1

py) = 3 op(Bry) et A(z) = 3 (; o) B
k=1 k=1

Le rang de b, qui est celui de p ou de y est donc le plus grand
entier  tel que A’ b, ou, ce qui revient au méme, A’ p ou A7y, soit
non nul. Les expressions précédentes de p et de v montrent, que le
nombre m de termes o ® i nécessaires pour exprimer b est au
moins égal a r.

Sur des p-vecteurs décomposables, on a :

m
(APb)(z1 A2 A Zp; Y1 AY2 A yp) = dét| kzlm; o) (Br; y5)|
= dét AB
ol A est la matrice a p lignes et m colonnes |(z;; ;)| et B 1a matrice
a m lignes et p colonnes |(by;y;)|- SiAPb#0,p < T < m.

La formule de Lagrange (§ IV.6) exprime le déterminant du
produit des deux matrices A,B comme somme des produits des
mineurs d’ordre p des matrices A et B, soit :
dét AB =3 (z1 Az2 A...Zp; oy Aoy Ae..ayp)

I
(Biy N Big A -+ Bips y1 Ay2 A ... yp)

sommation étendue aux suites I = {1 < i1 <ig <...ip < m}.
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On en déduit I'expression de APb comme élément du produit
tensoriel

(/\pE*)®(/\PF*) A ;(azl/\azz aip)®(6i1 /\,32'2/\. ,sz)

Si e = (e;) et f = (f;) sont des bases de E et F, la matrice
de b relative & ces bases est B = [b;;| = |b(e;, fj)|. La matrice
de APb relative aux bases APe et APf a pour éléments (APb); ; =
(APb)(er; f3) = ZdeetI |b(es,; fj)| = mineur Bry de la matrice [b;;] ot

q

jreld
I={1<i1<iz2<. <dimE}etJ={1<j1 <j2a<...jp <
dim F}.

Les éléments de la matrice de APb sont donc les mineurs d’ordre
p de la matrice de b. _

Le cas le plus important est naturellement celui d'une forme
bilinéaire b sur un espace vectoriel E de dimension finie n.

Sie = (e1,€3,.-.6n) est une base de E, (A"b)(e1 A ...en;e1 A

..en) = dét|b(e;, ;)| est le déterminant de b dans la base e et
AMb=déteb- (X1 A...e P @e* A ... e ).

Si e diagonalise b, les bases associées APe a e dans les APE
diagonalisent APb.

D’autre part si b est symétrique, toutes ses puissances exté-
rieures sont symétriques, si b est antisymétrique, les puissances
extérieures impaires A2+ le sont aussi, alors que les puissances
extérieures paires sont symétriques.

2) Si S est maintenant 'opérateur de symétrisation . o, on
a pour chaque p :

(@b)(S~($1®...a;p);y1®...yp)= > b(lel,yl)-~b($}1p,yp)

= ezs b(xl,ygl)...b(xp,yap)=®pb(z1®...xp;8-(y1®...yp))
ocGp

= per|b(z;, y;)|-

Cette fonction étant symétrique aussi bien par rapport aux z;
que par rapport aux y; s'annule sur les sous-espaces de symétrisa-
tion de ®PE et QPF. Elle passe donc au quotient d’apreés le théoréme
IV.4.B et définit une forme bilinéaire sur le couple VPE, VPF des
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puissances symétriques p-émes de E et de F appelée puissance
symetnque p-eme de b et notée VPb. Les puissances symétriques
p-eme VPp et VP des applications linéaires associées a droite et
a gauche de b sont les applications associées de VPb puisque par
exemple :

(1V...zp; (VPp)(y1V...yp)) =(x1V...2p; p(y1)V-..p(Yp))
= per|(z; p(y;))| = per|b(z; ;)|

IV.12 — Bivecteurs et Plaffiens

Dans tout ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension
finie n.

Proposition IV.12.

Pour tout bivecteur non nul u de E, on peut trouver 2p vecteurs
linéairement indépendants : a1, a9, ..., agy tels que :

Du=ajANaz+agAag+...a2p—1/agy. Une telle écriture de
u est dite réduite.

2) Pentier p est caractérisé par la propriété d’étre le plus grand
entier tel que la puissance extérieure p-éme de u : uP soit non nulle;
2p est le rang de wu.

3) uP est un 2p-vecteur décomposable et a1, as,...agp, forment
une base du sous-espace F de E, de dimension 2p, associé a uP.

Preuve : dans une base quelconque e de E, u est une combmal-
son linéaire des {e; A ej; @ < j} qui forment la base associée A2e

de A2E. En renumérotant les vecteurs de e, on peut supposer que
le coefficient de e; A e9 dans 'expression de u est non nul, et en
remplacant éventuellement e; par Aej, que ce coefficient est égal
al.

On peut alors écrire u :

u—el/\eg+el/\(2 ajej)+62/\(Z3ﬁk€k)+p§3>‘pqep/\eq
= (e1 E Brex) N (e2 + Z ajej) + Zgﬂpqep/\eq
X
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Les vecteurs {a1 = e1— 3 Brex; a2 = ea+ Y, ajej; €3...en}
N j>3
forment une base de e, et u =aj Aag+ Y ppgep A €q-

p,g>3
Si 'un au moins des coefficients 1p g n’est pas nul, le bivecteur

non nul u; = Y upgep A eq appartient a la sous-algébre AE; de
P> 3

AE engendrée par le sous-espace E; de base (e3,ey,...€5), et on

peut lui appliquer le méme traitement qu’a u. En poursuivant ainsi,

on obtient finalement une base de E : {a1,a2, ... a2p, €2p+1; - - .en}

dans laquelle u s’écrit :

u=ajANaz+azNag+...a2p—1/\agp.

Puisque les éléments de degré pair de AE commutent et que
le carré d’'un multivecteur décomposable est nul, le calcul de la
puissance extérieure p-éme de u donne : u? = p! a; A ag A ag A
... a2p—1/\agp qui est non nul. On a alors uPt1 = 0 et Paffirmation
3) de la proposition résulte de la proposition IV.4.

Définition IV.12.A.

Soit E un espace vectoriel de dimension paire n = 2r. On
appelle pfaffien d’un bivecteur u de E relativement & une base e, le
scalaire P fo(u) défini par I'égalité :

u =rPfe(u)er Aea A...e9p

P fe(u) est non nul si et seulement si u est de rang maximum n =
2r. Dans ce cas, en écrivant u : u = aj Aag+agAaqg+...a9—1\a9,
ou (ay,as,...az,) forment une base de E, on peut définir P fe(u)
par:

aiNagA...Naor =Pfe(u)-eg Neg A...egr

On a : Pfe(u) = déte(a1,an,...ag,) qui vérifie la condition ci-
dessus.

Calculons P fe(u) en fonction des composantes u;; de u dans la
basee.On a:

u= >y, Ujj€; N\ €5
i<j
2 s T — . . - . . . . . - .
d’ot u" = 3 Ujy iy Uiggo - - - Uirjr€ip N €jp N €5 Nej .
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Seuls sont non nuls dans la somme du second membre les
termes pour lesquels 'ensemble des paires d’indices ordonnés (i <
ji) qui y figurent forment une permutation de (1,2,...2r). Soit
P Pensemble dont les éléments sont les ensembles P de r paires
d’indices ordonnés (¢ < j) dont la réunion est une permutation de
(1,2,...2r). Silon range les paires (i < j) appartenant & un méme
P en une suite, on obtient une permutation de (1,2,...2r) dont la
signature, que l'on peut noter £(P), ne dépend pas de 'ordre que
Ton a choisi pour les paires (i < j) dans la suite. En rétablissant
Tordre naturel des vecteurs de la base ¢ dans 'expression de u”, on
obtient :

Pfe(u) = E e(P)uiljlu'izjz <o Ugpge
Pegp

ol P est la suite des paires (171, - - irjr)-

Cette expression ressemble a celle d'un déterminant, mais c’est
en fait une sorte de « semi-déterminant ».

Par un changement de bases, ¢/ = €S, le pfaffien se transforme
ainsi :

-1
Pfo(u) = déter(ag,ag,...agr) = détS - déte(ay, ... azr)

-1
= détS - Pf.(u)

Si g est un automorphisme de E : P f, (K2g -u) = dét g- P fe(u).
Examinons maintenant le point de vue dual. Soient E un espace
vectoriel de dimension n et b une forme bilinéaire antisymétrique
sur E. Si b # 0, il existe z,y € E tels que b(z,y) = a # 0. Soit P; le

plan qu’ils engendrent : a; = > et ao = y en forment une base telle

que b(aj,a2) =1 et E est somme directe orthogonale (relativement

a b!) de Py et du sous-espace Eq = PiL. Par récurrence on construit
ainsi une suite d'un nombre pair 2p de vecteurs que l'on compléte
en une base a = (a1,a2,...ap) de E.

Désignons par (al, o?,...a") la base de E* duale de la base
a. Dans cette base, 'élément b de @%E* représentant b s’écrit donc
sous la forme réduite :
b=al®c?-a?’@al +ad®a* -t ®ad

+...aP1@a® - o @ %!
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2p est le rang de b comme de b.

Mais b étant alternee b est en fait une forme hnea1re sur le
quotient A°E de ®2E et s'identifie au b1-covecteur ﬁ de (A2E)* =
/\zE* écrit sous forme réduite : 3 = el Ao +ad Aot +...a2P7 1A
aP. _

Dans une base quelconque e de E, b s’écrit :

b= S b e*’@e J avec bj; = —bjjet f= Y b e*’/\e*J
(4.9) (i<7)

Définition IV.12.B.

Soient E un espace vectoriel de dimension paire n = 2r,
b une forme bilinéaire alternée sur E représentée par I'élément

b= Zb " @ ¢*J de ®2E* dans une base e de E. Le Pfaffien

Pfe(b ) de b relativement & la base e est par définition le pfaffien du

bi-covecteur 5 = > b; e"‘z A e*7 associé a b, relativement a e. On
1<J
lappelle aussi pfaffien de la matrice antisymétriqgue B = |b;;| des
composantes b;; = b(e;,e;) de b dans e - Pfe(b) n’est différent de
zéro que si le rang de b est n = 2r.
Le calcul précédent donne, avec les notations définies ci-dessus :

Pfe(b) =Pf(B) = qus E(P)biljlbi2j2 e birjr'

En supposant le rang de b égal & n = 2r, reprenons les écritures
réduites de b et de 3 :

5=a1®a2—a2®a1+a3®a4—a4®a3
+.Ha2r—1 ®a2r _a2r®a2r—1
,3=a1/\a2+a3/\a4+...a2"_1/\a2r

avec ol A2 A. =Pfe(B)e RN
Mais on a vu au paragraphe précédent IV11 que la pmssance
extérieure (2r)-éme de b s'écrit comme élément de (A%E*) ®

(A'E*) : (A% b = (al Ao A...a?") @ (a® A(—al) Aot A (—ad) A
.0 A (a?771) soit, puisque o?F A (—a?k~1) = o?k~1 A o2k .
(A%D) = (alAa?A...a2")®(alha? ... a%") = Pfo(b)2(e*L Ae*2 A
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e @ (el e AeT) = détebe* AL e Qe AL e
Dou le

Théoréme IV.12. Si B est une matrice antisymétrique d’ordre
pair, son déterminant est le carré de son pfaffien :

détB = Pf(B)?

0 a

. dé — 2
Exemples : dét —a 0|0
0 a b ¢
Ll—a 0 d el _ 9
dét b —d 0 f = (af — be + cd)“.
—c —e —f 0

IV.13 - Dérivations des algébres tensorielles, extérieures et symé-
triques. Invariants. Cohomologie des algébres de Lie

Nous allons d’abord expliciter la forme la plus générale de la
notion de dérivation.

Nous n’aurons pas a l'utiliser dans toute sa généralité, mais
elle servira de modéle pour la suite. On considére pour cela deux
algeébres quelconques A et B (pas nécessairement associatives) sur
le méme corps K, deux homomorphismes ¢ et 1) de A dans B, et
un espace K-vectoriel M sur lequel B opére a gauche et a droite
(bimodule). Dans cette situation une dérivation D de A dans M
associée au couple (p, 1)) est une application linéaire de A dans M
liée aux structures multiplicatives par la relation :

D(zy) = ¢(z) - Dy + Dz - %(y).
Exemples :

1) Si A et B possédent des unités et si ¢ et ¥ sont des
homomorphismes d’algebres unitaires, D(1.1) = D1 = 2D1 = 0.

2) Le cas le plus simple est celuiot M =B = A, p = ¢ =
identité de A : une dérivation «ordinaire» de A est ainsi une
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application linéaire de A dans elle-méme telle que :
D(ab) =a-Db+Da-b

Si A est associative, 4 tout élément a de A correspond une
dérivation dite intérieure, notée ada, par : ada(z) = az — za =
[a, x] (crochet de a et de ).

En effet : [a,zy] = azy — zya = (az — za)y + z(ay — ya).
Observons que si D et D’ sont deux dérivations de A, I'application
composée D’'D n’est plus une dérivation. Par contre le crochet
[D',D] = D'D — DD’ en est une, et cette loi de composition sur
I’espace vectoriel D (A) des dérivations de A en fait une algébre de
Lie (cf III. Définition III1.11.B).

Les dérivations intérieures sont stables par le crochet avec D,
VD € D(A) - [D,ad a] = ad Da. Elles forment un idéal de I'algebre
de Lie D (A).

3) Une famille importante de dérivations s’obtient en prenant
B = A, ¢ = identité de A, ¢ = automorphisme o de A. L’identité
de dérivation s’écrit alors :

D(zy) =Dz -y + a(z) - Dy.

Le cas particulier suivant, o0 B = M = A est une algebre
associative graduée permettra de cataloguer toutes les dérivations
usuelles des algebres extérieures :

Définition IV.13

Soient A une algébre associative graduée par les entiers positifs,
J Pautomorphisme involutif principal qui consiste a multiplier les
éléments homogeénes de degré p par (—1)P. Une J-dérivation de
A de degré r est une dérivation homogeéne de degré r associée a
la puissance r-eme de J : si z est homogéne de degré p, Dz est
homogeéne de degré p + r, et quels que soient z,y € A, on a:

D(zy) =Dz -y+J"z-Dy.
Si z est homogene, cette égalité s’écrit :
D(zy) =Dz -y + (—=1)" 982z . Dy,

Si r est pair, une J-dérivation est donc tout simplement une
dérivation homogeéne. Si r est impair une J-dérivation est parfois
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appelée une antidérivation, et I'on a alors pour £ homogeéne :
D(zy) = Dz - y + (—1)9%8%z . Dy.

L'intérét d’avoir une seule notion, de J-dérivation, rassemblant
dérivations et antidérivations homogeénes est la propriété suivante :
si D et D’ sont deux J-dérivations de degrés r et 7/, le «crochet

/
gradué» de D et D’ : DD’ — (—=1)"" D'D est une J-dérivation de
degré (r +1').

4) Si B = A et si M est un A-bimodule, tout élément m de
M détermine une dérivation D,,, dite intérieure, de A dans M,
par : Dy () = zm — mz. On a bien : Dy, (zy) = zym — mzy =
z(ym — my) + (zm — mz)y.

5) Si M/ est un autre A-bimodule et si f est un morphisme de
M dans M/, cest-a-dire une application linéaire telle que, quels que
soient a,b € A, f(a-m-b) = a- f(m)-b, alors pour toute dérivation
D de A dans M, fD est une dérivation de A dans M’ :

(fD)(ab) = f(a-Db+Da-b) =a- fDd+ fDa - b.

Si p est un homomorphisme d’une algébre A’ dans A, Pappli-
cation composée de p et d’'une dérivation D de A dans M est une
dérivation de A’ dans M, associée au couple (o p, % o p). En effet,
sia,be A :

Dp(ab) = D{(pa)(pb)} = ¢(pa)D(pb) + D(pa)y(pb).
Les dérivations peuvent donc se composer avec les morphismes.

6) Supposons maintenant P'algébre A associative avec unité. La
multiplication de A : A x A — A étant bilinéaire détermine une
application linéaire 1 : A ® A — A avec u(z ® y) = zy. Mais p
est un morphisme de bimodules : p(a -z ® y - b) = plaz ® yb) =
a(zy)b = ap(z ® y)b et son noyau N est donc un sous-bimodule de
A®A.

L’application Dy de A dans N :

T€EA-DA=2zQ1-1®z
est alors une dérivation puisque :

Do(zy) =zy®1-1Q@zy=2-(y®1-1Qy)+ (z®1— ®z)y
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Dg est une dérivation universelle pour les dérivations de A dans
les A-bimodules : si D est une telle dérivation de A dans M, la
restriction 4 N de Papplication f de A ® A dans M définie par
f(z ® y) = Dz - y est un morphisme de bimodules et D = f - Dy.
Lorsque les algébres A et B sont associatives une récurrence
immeédiate donne la dérivée du produit de m éléments de A :

m
D(z1z2...zm) = Zl o(z122 ... Zr—1)Dxr - Y(Tr41 - .- Tm)-
r=

D’autre part, le probléme de 'existence et de la construction des
dérivations est simplifié par l'observation suivante.
Les matrices triangulaires :
5

m
0 by avec b1,bp e Bet m e M

forment une algébre associative M, avec unité si B posséde une
unité. En effet, on a :

v rr/z'
0 b

by m
0 b

_ blbll blm'+mb'2
0 bgb'z

tandis que l’associativité résulte de ’égalité :
bioym” + (bym’ + mbh)by = by (Bym” + m/by) + mbhby.

Deés lors, il y a identité entre dérivatiggs D dans M associées a
(p,%) et homomorphismes D de A dans M associés a (¢, 7). Si

~ _|pz Dz
Dz = 0 yF

D est linéaire, et c’est un homomorphisme si et seulement si :

D(zy) =

e(zy) D(zy)| _&. 7. _|px Dz| |py Dy
0 w(xy)“D”” Pv=1"0 yz| |0 dzy’

soit si et seulement si D(zy) = px-Dy+ Dz - 9y, soit, si D est une
dérivation de A dans M associée a (¢, ).

Supposons maintenant que A soit ’algébre tensorielle ®E sur
I’espace vectoriel E. La propriété universelle de ®E affirme que
toute application linéaire de E dans une algébre associative avec
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unité se prolonge de facon unique & ®E en un homomorphisme
d’algebres unitaires, tout automorphisme de QE s’obtenant de cette
facon.

Il n’y a donc aucune contrainte aux dérivations de QE qui sont
obtenues par prolongement d’une application linéaire arbitraire de
E. En particulier tout opérateur linéaire u de E détermine une
dérivation D, de degré zéro des algebres QE et T(E).

Nous allons utiliser cette propriété pour construire les dériva-
tions des algébres quotients de QE : AE et VE, a l'aide de la re-
marque faite 4 I'exemple n° 5) ci-dessus.

Soient A une algebre quotient de ’algébre tensorielle ®E par un
idéal bilatére N, et D une dérivation de A dans elle-méme associée
a un couple d’automorphismes (¢, 1) de A. La composée de D et de
la projection : ¢ —>j de ®F sur A est une dérivation D de ®FE dans
A nulle sur N, et D(t ® u) = (%) - Du + Dt - ¢ ().

Réciproquement, pour construire les dérivations de A, il suffit
de trouver celles des dérivations de ®E dans A qui s’annulent sur

N.
1) Dérivations de lalgébre symétrique sur E : VE = QE/M.

Pour qu’une dérivation D de ®E dans VE s’annule sur l'idéal
M il est nécessaire qu’elle s’annule sur les générateurs de M :
{r®y —y®z; Vz,y € E}. Or, puisque VE est commutative
D(z®y—y®z)={p@) —¥(@)}DY + {¥(7) — ¢(7}Dz.

Il suffit donc que ¥ = ¢; et on vérifie alors immédiatement,
vue la commutativité de VE, que D est nulle sur tous les éléments
{t®(z®y—y®zx)®u} générateurs linéaires de M. En particulier,
pour ¢ = 9 = identité de VE, on obtient le :

Théoréme IV.13.A. Une application linéaire quelconque D de
Pespace vectoriel E dans son algébre symétrique se prolonge de
facon unique en une dérivation ordinaire de VE en elle-méme.

Si {e;; i € E} est une base de E, VE s’identifie a I'algébre
des polyndmes en les e; : combinaisons linéaires finies de mon6émes
€r1,i1€raip - - - Erg,ip- UNe application linéaire de E dans VE est
entierement déterminée par ses valeurs, qui peuvent étre arbi-
traires, sur les vecteurs de base ¢;.

La dérivation D; de VE obtenue par prolongement de I'applica-
tion linéaire de E dans VE : D;e; = 1, D;e; = 0 si j # i est appelée
la dérivation partielle par rapport a e;. Si E est de dimension finie n
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et si {ej,ea,...en} est une base de E, toute dérivation D de VE est
une combinaison linéaire des dérivées partielles D; a coefficients a;
n
dans VE: D = Y q;D;.
=1

2) Dérivations de lalgébre extérieure sur E : AE = QE/L.
Pour qu’une dérivation D de ®E dans AE s’annule sur l'idéal
L, il est nécessaire qu’elle s’annule sur les générateurs de L :
{z®y+y®z; Vz,y € E} soit que l'on ait : p(z) A Dy + Dz A
¥(y) + ¢(y) ADz + Dy A(z) = 0.

Supposons P'application D de E dans AE homogeéne et de degré
r soit : d°Dz = d°xz +7 = r + 1, Vx € E. Supposons également que
1) soit I'identité de AE. L’égalité précédente devient alors :

{o(z) + (1" 'z} ADy + {p(y) + (-1)" 'y} ADz =0

qui impose : p(z) = (—1)"z = J"(z) ou J est Pautomorphisme
principal de AE (voir définition IV.13 ci-dessus) :
L’anticommutativité de AE montre alors que D est nulle sur
tous les éléments homogeénes {t ® (z @y + y ® z) ® u} de L,
générateurs linéaires de L.
Nous avons donc démontré le :

Théoréme IV.13.B. Toute application linéaire homogene de degré
r,D de ’espace vectoriel E dans son algébre extérieure, donc de E
dans A"11E se prolonge en une J-dérivation de degré r, de ’algebre
AE en elle-méme suivant la définition IV.13.

On a ainsi pour deux éléments quelconques de AE : D(t Au) =
Dt Au+J7(t) A Du.

Les deux cas particuliers : 7 = —1, out 'application D de E dans
APE = K-1 est une forme linéaire a sur E, et 7 = 0, ot application
D de E dans Al =E = E est un opérateur linéaire de a de E, sont
les plus importants dans les applications.

Dans le premier cas, notons i(c) la dérivation prolongeant «.
Sur un p-vecteur décomposable, on a :

p .
la)(zr Az A...zp) = ) (=) Na,z)zi Azo A B A . ZTp
=1

et i(c) est le produit intérieur par « : L o, comme on I'a vu au
§ IV.10. On a i(a)? = 0 puisque (L a)? =0.
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Mais on peut également observer que le crochet gradué : DD’ —
/
(=1)"" D'D de deux J-dérivations de degrés r et r’ étant une J-
1
dérivation de degré r + 7/, i(a)? = §(i(a)i(a) — (-Di(a)i(a)) est
une dérivation de degré (—2) donc nulle sur E, donc identiquement
nulle.

De la méme fagon, chaque vecteur = de E étant une forme
linéaire sur E* définit une application i(z) : E* — K par i(z)a =
(z, ) et se prolonge en une dérivation de degré (—1) de I'algébre
AE*. On a pour une p-forme décomposable :

i(x) a1 ANagA...op = f:(—l)z_l@,ai)al/\ag/\...&i/\...ap.
i=1

1l faut bien prendre garde qu’avec les conventions choisies a la
définition IV.10.A (voir le cas particulier 1 qui suit cette définition)
on a sur APE* : i(z) = (—=1)P~ 1z J.

Lopérateur i(z) prend une forme simple si I'on interpréte la p-
forme f = a3 Aag A...ap comme une fonction p-linéaire alternée
sur E. En effet, si dans ’expression du crochet de dualité :

f(z1,22,...2p) = (@1 A2 /. ..ap; TIAT2A. .. Tp) = dét|{cy, ;)]

on développe le déterminant par rapport a la premiére colonne (1),
on obtient :
4 i-1 ~
f(z1,29,...2p) = 421(—1) (ag,z1)(01 AL .05 Nop; T A ... Tp)
1=

ce qui, comparé a la définition précédente, montre que :

(i(z) f)(z1, 22, - - - Tp-1) = f(=,71,Z2,. .- Tp-1)

L'égalité précédente s’écrit aussi :
(a1 AagA...ap; T1AZ2A. .. Tp) = (i(Z1)a1AQ2 ... 0p; T2A. .. Tp)

et rappelle que (1) est le transposé dans AE* de l'opérateur p(x;)
de multiplication & gauche par z; dans AE :

i(z) =" u(z)
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Dans le second cas, la J-dérivation D, de AE, de degré zéro,
associée a lopérateur linéaire a de E est une dérivation ordinaire
de 'algébre AE. Sur un p-vecteur décomposable :

p
Do(z1 Ao A...zp) = Y TIA...Tim1 NAT; ATjq1 - - - Tp.
=1

C’est I'extension de Lie de I'opérateur a & APE (cf § II1.14).
Si E est de dimension finie n, la restriction de D, a4 A™E est
I'homothétie ayant pour rapport la trace de a :

(Daler A...en); et AL &™)

n
=(Y e1A...ae; A ...en; e AT
=

3

= ae;, ey =S at = Tra.
. (3

2

Si a,b € £(E), le crochet [Dgy,Dp] = DDy — DpD, est une
dérivation de degré zéro de AE, déterminée par sa restriction a E
qui est Popérateur linéaire [a,b] = ab — ba. On a donc : [Dg, Dp] =
D[a,b]- L’application qui & chaque a € £(E) fait correspondre
D, € £(AE) est donc une représentation de I'algébre de Lie gl(E)
des opérateurs linéaires de E dans I'espace vectoriel AE et plus
précisément dans chaque sous-espace homogéne APE (cf § IV.3).
En utilisant des opérateurs diagonaux dans une base de E, on
prouve aisément que les représentations de gl/(E) dans les APE
sont irréductibles.

I
-

Application : Invariants des algébres de Lie

Nous allons examiner trés rapidement les algébres extérieures
Ag et Ag*™ associées i une algebre de Lie g, en raison de leur réle
important en algébre, en géométrie et en physique. Soit V un g-
module : espace vectoriel sur le corps K de g muni d'une représen-
tation p : g — £(V). Nous supposerons g et V de dimension finie.
L’espace vectoriel CP(g;V) = £(APg; V) des applications linéaires
de APg dans V est appelé I'espace des cochaines de degré p de g & va-
leurs dans V. On peut aussi le définir comme l’espace vectoriel des
applications p-linéaires alternées de g dans V-CP(g; V) = VQAPg*.

En particulier, si V = K et p = 0, CP(g;K) = APg*. En
définissant C°(g;V) = V, la somme directe ®CP(g;V) = C(g;V)
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est Uespace vectoriel gradué des cochaines de g a valeurs dans V. Ng*
posséde en plus une multiplication : c’est une algébre associative
unitaire.

La représentation p de g dans V et I'extension de la représen-
tation adjointe de g dans APg (ou dans APg*) déterminent une
représentation 6 de g dans £(APg;V) = VQ® APg*. Sia € g et
f € CP(g;V), 6(a) est Popérateur de degré zéro :

(O(G)f)(.’lfl,IEQ, cee xp)

=p(a) 'f($1,$2,...$p) - f:lf(mlv"‘|a7xj|a"'xp)
j=

g opére également dans C(g; V) par les opérateurs i(a) définis ci-
dessus, de degré (—1) (donc nuls pour p =0) :

(i(a)f)(z1,22,...2p_1) = f(a,21,%2,... Tp_1).

Sur C(g;V), on définit un opérateur homogéne de degré (+1),
noté d, directement inspiré de ’expression, en fonction du crochet
des champs de vecteurs, de la différentielle extérieure, qui sera vue
au paragraphe suivant (cf Théoréme IV.14.A). d est appelé pour cela
différentielle. Si f € CP(g; V).

(df (21,22, - Tp—1) = 2(-1)""1p(x;) - f(z1, .- Fiy - Tpt1)

+ 2 (D)™ f(lzs, 2l 21, By - By Tpa
<]

La différentielle est liée aux opérateurs 6(a), i(a) par un certain
nombre de relations dont la démonstration (par récurrence sur le
degré par exemple) est aisée :

0(z) = [i(z),d] = i(z)d + di(z)
i([z; 9]) = 0(z)i(y) — 1(y)0(x)
db(z) = 6(z)d

Montrons par récurrence que d est de carré nul. Tout d’abord,
pour f € C°(g;V) =V, ddf(z,y) = p(z)df(y) — p(y)df(z) —
df ([z, y]) = p(x)p(y) f — p(y)p(z)f — p([z,y]f = 0.

Supposons maintenant prouvé ddf = 0 pour tout f € CP~1(g; V),
et soit f € CP(g;V). i(z) commute avec dd en vertu des relations
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précédentes : i(z)ddf = ddi(z)f, qui est nul d’aprés I'hypothese de
récurrence, et i(z)ddf = 0 quel que soit = entraine ddf = 0, c.q.f.d.

Les éléments de I'image de d sont appelés cobords. Les éléments
du noyau de d sont appelés cocycles. Si ZP est le sous- espace de
CP que forment les cocycles de degré p, il contlent dCP~1, puisque
dd = 0. Le quotient HP(g;V) = ZP/dCP~1 est l'espace vectoriel de
cohomologie de degré p de g a coefficients dans V.

On a f(z)du = df(z)u : le sous-espace des cobords est stable
par la représentation  de g. Mais sidz = 0,ona 0(z)z = di(z)z :1le
sous-espace des cocycles est appliqué dans celui des cobords par 6.
Dans les quotients HP, la représentation quotient 6 de g est nulle :
les HP(g; V) sont des invariants naturels.

Considérons plus particuliérement le casou V = K et C(g; K) =
Ag*. On peut alors écrire la différentielle :

df($1,$2, .- -xp-l-l)

1 " ~ "
= 3 %(—l)z-l_jf([xi, xj],xl, e gy Ty :I?p+1)

= 5 DD T @) e B pra).

Si Ton prend une base (e, ...e,) de I'espace vectoriel g et la
base duale (e*1,...e*") de g*, z; = S(e*, z;)ep.
df (x1,22,...Tpy1)

= lZ(—l)i_l(e*k,:c,;)(é’(ek)f)(xl, By Tpi)-
2 ik

Or, le produit extérieur d’une forme linéaire o et d'une p-forme
g:aNg=u(a)g sécrit :

(N g)(y1,92,- - Yp+1) = 2(=1)i{a, ¥:)9(y1, - - - Ts» - - - Yp+1)-

On en déduit une expression de d en fonction des dérivations
6(x) et des multiplications extérieures u(z) :

df (z1,%2,...Tpy1) = %(Z w(e**)0(ex) ) (122, - . - Tps1)

= S S u(e)ler) |
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Cette expression de d permet de démontrer immédiatement les
propriétés suivantes :

a) d est une dérivation de degré +1 de I'algébre Ag*. Si u et v
sont homogeénes :

d(uAv) = Ze*k A (B(er)u) Av +u A B(eg)v)

= %{Z(e*k A B(ex)u) A + (~1)3E % A (e A B(er)0)}

= du Av+ (—1)%8 Yy A du.

Il en résulte que le produit de deux cocycles est un cocycle, le
produit d’un cocycle par un cobord est un cobord.

La multiplication des cocycles passe au quotient et fait de
I'espace vectoriel de cohomologie H*(g; K) une algébre associative
unitaire anticommutative.

b) les invariants de Ag* sont des cocycles : si 6(z)f = 0 quel
que soit x € g, df = 0.

Lorsque l'algébre de Lie g est semi-simple, on démontre que
toute représentation de dimension finie de g est semi-simple.

Cette propriété entraine que pour chaque p, le g-module des
cocycles ZP est somme directe du sous-module des bords dCP~!
d’un sous-espace IP : ZP = de_ o IP.

Puisque 0(z)ZP C dCP~L, Vz € g, 8(x)IP = 0, I? est un sous-
espace d’invariants de APg*, évidemment isomorphe & HP(g) =
Zi”/d(l‘p—1 Or, tout invariant de APg* est un cocycle, donc dans
ZP. Nous allons prouver c11u ’il est nécessairement dans IP. En effet,
g étant semi-simple, CP~* est somme directe : CP~1 = zP~1gBP-!
de deux sous g-modules avec BP~1 isomorphe, en tant que g-
module, 3 dCP~!

Un invariant de dCP~1 est 'image d’un invariant de BP~1, donc
nul puisque tous les invariants de CP~! sont dans Z?~1. Nous avons
prouvé le

Théoreme IV.13.C. Si g est une algebre de Lie semi-simple
de dimension finie, I'algébre unitaire des invariants de Ag* est
isomorphe a l’algébre de cohomologie de g : H*(g; K).

La topologie algébrique et la géométrie différentielle (théorie
des classes caractéristiques des espaces fibrés) ont mis en évidence
une relation étroite entre les invariants antisymétriques de g dans
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Ag*, et symétriques, dans Vg*. Or la détermination directe de ces
derniers est généralement facile. L'expression de cette relation uti-
lise le produit tensoriel des algébres extérieure et symétrique sur
g*, soit W = Ag* ® Vg*. Cest une algébre associative unitaire.
Si l'on se réfere a la situation géométrique qui en est lorigine,
Ng* représente les fibres (formes différentielles extérieures inva-
riantes 4 gauche sur le groupe de Lie G) et Vg* la base, (formes
différentielles extérieures de degré pair sur la base) des espaces
fibrés différentiables G-principaux). On définit sur W les structures
naturelles suivantes :

1) une graduation : Ag* et Vg* sont des algébres graduées. Sur
leur produit tensoriel, on choisit comme bidegré le couple (p,2q)
déterminé par le degré p sur Ag*®1 et le degré de 1QVg* multiplié
par deux. Le degré total sur W est m = p + 2¢q. W est engendrée
par son unité 1 = 1 ® 1, par ses éléments de degré un : g* ® 1, et
de degré deux : 1 ® g*.

2) des dérivations de W dans elle-méme. Leur construction et
la démonstration de leur existence résultent du schéma indiqué au
paragraphe précédent : une J-dérivation D de A®B est équivalente
4 un homomorphisme D d’algébres unitaires :

D

u —

A®B A®B

de A ® B dans l'algébre 0 A®B

Ju DU
0 U

et de la propriété universelle du produit tensoriel A ® B (§ I11.13).
Ces dérivations sont homogeénes et sont entiérement déterminées
par leur valeur sur les générateurs :

— dérivations i(x), Vz € g, de degré (—1), nulles sur 1 ® Vg* :

i(z)-a®l=(i(z) - 0)®1=(z,a)®1; i(z)(1®a) =0, Vo € g*

— dérivations 6(z), Vx € g, de degré zéro, extension des
représentations naturelles 6 de g dans A\g* ® 1 et 1 ® Vg* :

0(z)-a®l=(0(z)a)®@letb(z) - (1®a)=1® (f(z)a), Va € g*

3) une différentielle d de degré +1, analogue a la différentielle
définie plus haut sur l'algébre Ag*, que des raisons géométriques
conduisent & définir comme suit sur les générateurs de W :
-dla®1)=(do)®1+1®«
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- d(1® a) déterminé par la condition i(z)d(1® @) = 1® 6(z)c ce
qui s’explicite en prenant une base ¢; de g et la base duale (e*/)
de g* par:

d1®a) =Y e* @ 0(e)a

d se prolonge en une dérivation de degré +1 de W, et puisque les
6(z) sont des dérivations, de Vg*, on vérifie immédiatement que
quel que soit u € Vg*, on a toujours :

d1®u) =3 e* @ 0(er)u.
Les propriétés suivantes se vérifient sur les générateurs de W :
dd = 0; 0(z) = i(z)d + di(z); db(z) =0(z)d, Vz € g.

Une algébre associative munie d’une différentielle d, dérivation
de carré nul : dd = 0, est appelée une algébre différentielle.

Tout élément de W s’écrit Lu; ® 1 + T ® s, avec d°si > 0,
W est ainsi la somme directe de la sous-algébre Ag* ® 1 et de
I'idéal bilatere S engendré par les éléments de degré > 0 de 1 ® g*.
Le quotient W/S s’identifie & Ag* et on vérifie immédiatement
que lapplication II : W — Ag* = W/S commute avec tous les
opérateurs : i, 6, d.

Soient la,Is,Iw les algébres unitaires que forment les inva-
riants (annulés par tous les 6(z), z € g) de Ag*,Vg* et W. On peut
identifier I 4 I, ® 1, I 4 1 ® I; en multipliant les degrés par 2, et
considérer ainsi I, et I comme des sous-algébres de Iyy. L'expres-
sion de la différentielle sur 1 ® Vg* montre qu'un élément 1 ® a est
un cocycle si et seulement si a est un invariant : 1®Is = Z(1®Vg*).

Puisque df(z) = 0(z)d, Vz € g, 15,15, Iy sont des algebres
différentielles graduées. La propriété fondamentale des algebres
différentielles W ou de Iyy est que leur cohomologie est triviale :
tout cocycle de W ou de Iyy, de degré > 0, est le cobord : z = dw
d’un élément de cette algebre défini a un cocycle pres.

Ce résultat se démontre par récurrence descendante sur le
deuxiéme degré partiel. Si h est la dérivation de degré (—1) de
W, nulle sur Ag* ® 1 qui prolonge l'application : h(1®a) =a®1
de 1® g*, sur g* ® 1, dh + hd est une dérivation de degré zéro. Si
u est homogene de degré m > 0, et si g est le maximum du second
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degré partiel de ses termes non nuls, ce maximum est < ¢ — 1 dans
1
u— m—q(hd + dh). En itérant le procédé, on obtient finalement

zéro, et si u est un cocycle, on I’égale ainsi & un cobord dw.

Le passage des invariants symétriques de Vg* identifiés, avec
un degré doublé, a4 ceux de 1 ® Vg* dans W, aux invariants
antisymétriques se fait alors de la fagon suivante : si z € 1 ® I,
c’est que dz = 0, et 2 = dw ot w € Iyy n’est défini qu’a un cocycle
donc au cobord d’'un invariant prés : z = dw = d(w + da). Si
IT est la projection de W sur Ag*, II(w + da) = Nw + d(Ila).
Mais Ila est un invariant de Ag*, donc un cocycle, et d(Ila) = 0.
On obtient ainsi une application canonique II de lalgébre des
invariants symétriques dans celle des invariants antisymétriques.
En reprenant leurs graduations naturelles, on a :

I
B——12P~! pour,p > 1.

Soit P = Im II. On peut choisir une base de P formée d’éléments
homogeénes, de degré impairs et en prendre des images réciproques
dans I;. Soit T le sous-espace de Is dont ils forment une base.
On a alors le résultat remarquable suivant, dont la démonstration
dépasse les limites de cet ouvrage :

Théoréme IV.14.D. Si g est semi-simple, I, = AP est 'algébre
extérieure de P, I; = VT est l'algébre des polyndmes sur T. La
dimension commune de P et de T est le rang de g.

Exemples :

1) L’algébre de Lie 4(n) du groupe unitaire U(n) est formée
des matrices complexes n X n antihermitiennes. Si X € C(n) les
coefficients du polynéme en ¢t : dét(tl, — X) = t? — ¢ (X)t"~1 +
oo (=1)"en(X) avec cp(X) = dét X sont les traces des représenta-
tions dans les puissances extérieures de ’espace C" de départ (Pro-
position IV.6). Si X est antihermitienne, les c;(X) sont des fonctions
polyndmiales sur 4(n) invariantes par la représentation adjointe
du groupe U(n) donc aussi par 4(n). Elles sont algébriquement
indépendantes et engendrent I’algébre des fonctions polyndémiales

sur Y (n) invariantes par la représentation adjointe de {(n) et par
celle de U(n)).
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2) L’algebre de Lie O (n) du groupe orthogonal O(n) est formée
des matrices antisymétriques réelles n X n. De méme que dans 1),
si X € 9(n), les coefficients du polynéme en ¢ :

dét(tl, — X) = " + p1 (X)t" 2 + ...

sont, si n = 2r ou 2r + 1, r fonctions polynémiales sur O (n). Si
n.= 2r, pr(X) = dét X est le carré du pfaffien Pf (§ IV.12) de X.

Les r fonctions polyndmiales : pi,...pr sin = 2r 4+ 1,
D1,---Pr—1, Pf si n = 2r sont algébriquement indépendantes et
engrendrent l'algébre des fonctions polynémiales sur O(n) inva-
riantes par la représentation adjointe. Elles sont invariantes par
SO(n). Le groupe O(n) les laisse invariantes & exception de P f
qui change de signe par les éléments de O(n)—.

IV.14 - Champs de tenseurs, opérateurs différentiels et formes
différentielles extérieures sur un espace vectoriel réel de
dimension finie nu (sans métrique). Gradient, divergence
et rotationnel

Soit U un domaine d’un espace vectoriel réel E de dimension
finie. Soit F' un espace vectoriel fixe, par exemple R, E lui-méme ou
plus généralement un espace de tenseurs sur E : QWE.

Une fonction f sur U, & valeurs dans F, est ainsi appelée,
suivant les cas, une fonction scalaire, un champ de vecteurs, un
champ de tenseurs, ete. ... sur U. Rappelons (§ I1.2) que f est dite
différentiable en un point zg s’il existe une application linéaire D f
de E dans F telle que :

f(zo + h) — f(z0) = Dfzo(h) + ||Rllg(z0; h)

ot g(xg; h) tend vers zéro avec h.
Si (e1,e9,...en) est une base de E, il en résulte que :

. flwo+tej) = flmo) _ (Of\ _ ,
tm = = (51, =Dl
D fz(h) = D fzo(Ze;jh?) = TD fg(e5)h? = T(h, e*)D fz, (e;).
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On peut ainsi écrire la différentielle D f;, comme I’élément de
lespace E*Q F :

Dfzy = Ze™ ® Dfzy(e;) = Ze I® <3x1>

Il est ici d’'usage d’identifier 'espace £(E;F) des applications
linéaires de E dans F au produit tensoriel E* ® F, la valeur de la
différentielle D f;, pour un vecteur h s’obtenant par contraction a
gauche de D fy, par h. Ainsi, le contracté e; - D f;, est la dérivée

=)
0z ) 4,

La contraction de Df;, et d'un vecteur X se note X - f et est
appelé dérivée de f par rapport @ X. Le vecteur X est considéré
dans ce cas comme un opérateur de dérivation et le fait que cette
dérivation ait lieu en un point z( particulier, conduit a attacher le
vecteur X & ce point lorsqu’on lui attribue cette fonction et a lui
donner le nom de vecteur tangent en zg (cf § I11.2).

Soient X,Y deux champs de vecteurs sur U, f une fonction sur
U a valeurs dans F, X, Y et f étant supposés de classe €9. On a :

X (Y- f)=£X o5 (27 f)

aY af
9" Oxd

a2f
XY S

aYJ' ,0X7 . Of

N 7 _ (2 — .
Lopérateur f — Z - f = X (Y f) YY - (X f) est done,
en chaque point de U, un vecteur tangent, et sur U un champ de

, ,OY7 ax
vecteurs, de composantes Z7 = 3 XZ— -Y? o

=y Xi——Z

. Ce champ
de vecteurs Z est égal 4 : Z = DY (X) — DX(Y).

Définition IV.14.A.

Si X et Y sont deux champs de vecteurs de classe €, sur un
domaine U de E, leur crochet noté [X, Y] est le champ de vecteurs
de classe €,_1 :

[X,Y] = DY(X) — DX(Y).
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On vérifie aisément les propriétés suivantes du crochet :
1) antisymétrique : [X, Y] = —[X, Y].
2) identité de Jacobi : [X, [Y,Z]] +[Y, [Z,X]] + [Z, X, Y]] = 0.
3)SiX-f=0etY-f=0,alors X,Y]-f=0.

4) Les champs de vecteurs-dérivations par rapport aux vecteurs
d’une base « commutent » :

[88

mﬂ] =0,V5,k.

Définition IV.14.B.

Si X est un champ de vecteurs contintiment différentiable dans
un domaine U de E, Yopérateur L; qui associe & chaque champ de
vecteurs Y contintiment différentiable sur U le crochet [X,Y] =
LxY est appelé dérivée de Lie de Y par rapport a X. On verra
au chapitre IX.§ 2, la signification géométrique et I'extension de
Popérateur Lx aux champs de tenseurs.

Munis du crochet, les champs de classe €, sur U forment ainsi
une algébre de Lie dont les translations &4 gauche Lx sont des
dérivations : Lx - [Y,Z] = [LxY, Z] + [Y, LxZ] (identité de Jacobi).

L'opérateur de différentiation s’écrit dans une base e :

0
_ *k
D=3e ®@.

En mathématiques appliquées, on note V T'opérateur de déri-
vation ce qui se lit del, ou parfois «nabla»! et on le considére

comme un « vecteur covariant » de composantes —, ..., —. Cela
) ) : ,ozl’ oz
résente un avantage mnémotechnique dans I'’énoncé de certaine
t t tech d 1 d taines

formules. Son usage est d’ailleurs essentiellement limité a I'espace
euclidient Eg.
Si F est un champ de tenseurs d’ordre p, DF est un champ de

tenseurs d’ordre (p + 1) une variance covariante étant ajoutée a
celles de F.
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Exemples :

1) La différentielle d’'une fonction a valeurs réelles f différen-
tiable est un champ de covecteurs, le gradient de f : grad f =D f =
6f *xk
—=e
2 ozk
2) Si v est un champ différentiable de vecteurs, v = Zvj €j,

la différentielle Dv est un champ de tenseurs mixtes (c’est-a-dire
d’opérateurs linéaires) :

, qui s’écrit aussi Vf.

ov oI
ok~ = ok

dont les traces forment une fonction scalaire appelée divergence

Dv=Ye*g e*k®ej

. v’ .
du champ v : divy = Y, e L'opérateur V permet d’écrire la
x
divergence comme un produit scalaire divv = V - v.

3) Si a est un champ différentiable de covecteurs a = - aje*
la différentielle Da est un champ de formes bilinéaires :

o
ozk

dont antisymétrisé est appelé le rotationnel de a que 'on retrou-
vera ci-dessous :

Da:Ze*k® zzaaﬁ? *k®e*~7
ok

0 0a; i . .
rota = ;k(a;::?_-ax_i) (e @ e*F — ek @ 7).
J

On a : rot grad f = 0.

On a déja indiqué au § I1.2 la notation adoptée en géométrie
différentielle pour désigner les formes linéaires coordonnées ( *1
e*2...e*) d’une base e de E : on les représente par (dz!, dz?,
dz™), différentielles des formes linéaires coordonnées (z — z7)
auxquelles elles sont identiques. Avec cette notation, un champ
de covecteurs prend alors la forme : a = > a; dzl et le nom de
forme différentielle. Plus généralement nous allons considérer des
«formes différentielles extérieures» de tous les degrés p compris
entre 0 (fonctions numériques) et n, dimension de E. Ce sont les
expressions qui apparaissent dans les intégrales multiples :

— curvilignes : [ 3" a;dz’, que I'on intégre sur un arc de courbe;
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—de surface : [ [ 3" a;jdx*dz’, que I'on intégre sur un morceau
de surface etc... Les régles du calcul intégral sont celles du calcul
différentiel extérieur. Dans le plan R% par exemple, rapporté a
des coordonnées (z,y), un changement de variables conservant
Porientation : x = z(u,v), y = y(u, v) se traduit dans une intégrale
double par :

a(z,y)dzdy = a(z(u,v),y(u, v)D(x; y) dudv
D(u,v)

o: oy
22 4 . —_— 4 6u au . z
De légalité : dxdy = dét % By du dv il résulte que

ov Ov
dydx = —dzdy. Le produit des différentielles dzdy est bien un pro-
duit extérieur. Nous l’écrivons le plus souvent dz A dy pour éviter
toute ambiguité, mais I'usage en calcul intégral est de sous-entendre
le signe A du produit extérieur.

Définition IV.14.C.

Un champ de p-formes extérieures dans un domaine U de l'es-
pace vectoriel réel E est appelé une p-forme différentielle extérieure
sur U. Dans une base e de E, elle s’écrit :

a(z) = > aili?“ip(x)dmil Adz®2 A ... dgtP.
(7:1<Z2<...ip)

D’apres les propositions IV.1.B. et IV.1.C. il correspond canoni-
quement a une telle forme différentielle extérieure o un champ de
tenseurs covariants antisymétriques a qui s’écrit dans la base e :

W)= T i@ T @)t @e e, e P
(11<i2<...ip) g€Gp

I désignant une suite strictement croissante (1 < i1 <2 < ...9p <

n) de p indices, et Ay, I'opérateur d’antisymétrisation ) ¢(0) :
oEGy

o(z) = L ag(z)de’ et a(z) = T ar(z)Ap(®'e*)
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Si X1,Xg,...Xp sont p vecteurs tangents au point z :

a(r)(X1,Xs, ... Xp) = (a(z); X1 A X A ... Xp)
=Y ar(z)dét|Xy ;| = a(z) (X1, X2, ... Xp)

est le contracté de a(x), ou de a(z) et des p vecteurs. Si maintenant
X1,X2,...Xp sont p champs de vecteurs sur U, la forme « leur fait
correspondre la fonction numérique sur U qui a chaque x associe le
scalaire o(z)(X1z, Xog, - - - Xpz). @ détermine ainsi une application
o de X1 x X9 x X, & valeurs dans les fonctions numériques sur U.
Quelles sont les propriétés de cette application &? Supposons les
champs de vecteurs et les formes r-fois continiment différentiables
et soit §y Valgebre des fonctlons numériques 7 fois continiiment
différentiables sur U.
Si f1, fo,--- fp € Su, on a a(f1iXy,... fpXp) = f1... fra(X,
..Xp) @ est donc Fy-p-linéaire alternée. Réciproquement, ce sera
une conséquence du théoréme trés général de tensorialité (théoréme
IX.2) qu’'une telle application & détermine une forme différentielle
extérieure a. Cette identification, fort importante dans les applica-
tions, permet donc d’écrire une forme différentielle extérieure sur
U C E de deux maniéres :

1) comme une fonction o sur U & valeurs dans APE* =
L(APE;R) = Altp(E; R) (cf théoréme IV.1.A)

2) comme une fonction & Fyj-p-linéaire alternée des champs de
vecteurs sur U.

Si maintenant a est le champ de tenseurs covariants anti-
symétriques correspondant a la p-forme différentielle extérieure o,
sa différentielle Da est un champ de tenseurs (p+ 1)-fois covariants
mais qui ne sont plus antisymétriques. On a en effet :

dar .
Da:zak et @ Ay(a'e).
Le procédé canonique pour rendre Da antisymétrique est I'an-

tisymétrisation partielle Aj , du premier facteur e** avec les p au-
tres : Ap11 = Ay po Ap (cf 3 IIL6 et 8). Le résultat est la différen-

tielle antisymétrisée Da :
Bo=5 08 as (™ @ Ap(ae”))

=S 2% pp (@ (&e"))
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La forme différentielle extérieure qui lui correspond canonique-
ment est appelée la différentielle extérieure do: de o :

Sia=)>] aI(x)de, da=3" ga—}cda:k Adzl = dodap A dz!
z

Si l'on considére o comme une fonction sur U a valeurs dans
APE*, la différentielle ordinaire de cette fonction est :

oa oa
Da = Zd:ck ® % = Z—Ilgda:k ® drl = > dag ® dzl.
0x ox
La différentielle extérieure de la forme o en est ’antisymétrisée
par l'antisymétrisation partielle A; , dans le sens suivant : quels
que soient les vecteurs Xg,Xj,...Xp, on a:

p . ~
doa(Xg, X1, ... Xp) = .ZO(—I)ZDa(Xi; Xo,.--Xsr- .- Xp)
1=

Si « est une forme mondme, par exemple @ = adz! A ... A dzP,
I’égalité ci-dessus n’exprime rien d’autre que le développement du
déterminant : (da A dz! A ... A dzP)(Xg, X1, . . .Xp) par rapport &
la premiere ligne :

~

Y4 .
3 (—1)Y(Da, X;) - dz' (X5 Xo, . .. Xy, . .. Xp)
=0

La propriété remarquable est que I'expression de la différen-
tielle extérieure reste la méme quelle que soit la base de E, et, plus
encore, quel que soit le choix de coordonnées « curvilignes » dans U,
telles qu’elles seront définies au § VIL.9. On peut naturellement véri-
fier cette propriété par un calcul direct, permettant de constater que
Pantisymétrisation élimine les dérivées secondes d’'un changement
de coordonnées curvilignes. Mais on peut aussi remplacer le cal-
cul par un raisonnement basé sur les propriétés de la différentielle
extérieure d, que I'on peut démontrer en utilisant son expression
dans un systéeme de coordonnées particuliéres, soient :

1) d est R-linéaire : d(\a + pB) = Ada + udf
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2) si f est une fonction scalaire différentiable, considérée comme

une forme différentielle de degré zéro, df =Df =3 %dﬂ

3) si @ et B sont des formes différentielles extérieures de
degrés respectifs p et g, leur produit extérieur a A 3 est une forme
différentielle de degré (p + q) et d(a A B) =da A B+ (—1)P A dB.

Par linéarité, il suffit de prouver cette égalité sur des formes
mondmes : a = adz!, 8 = bdz?, dot a A B =abdz! Adz). On a:

Ao ) = 5 (oogd+ ) dok At do?
= <Z %dm Adzx ) Abdz? + (—1)Padz'A

b
(Z —aa—d:c Ndzx ) c.q.f.d.
4) d(da) = 0 (d? = 0) pour « de classe 5.
La encore il suffit de prouver cette égalité sur une forme
monéme o = adzl.

2
d(da) = 828 ]dwj/\dx A da!
620 62(1 ; k I
- j§k ((%kaxj B 3mj6:ck> de’ N da” N dz = 0.

Cette propriété a naturellement pour origine le fait que le carré
de l'opérateur de différentiation :

2

0 0 ;

2 xj o 9 xk o 9\ _ *j *xk
D-Z( ®<9J) Z(e axk)_ze ge ®8w’°6:cj
est symétrique et donne zéro par antisymétrisation.

Si la démonstration de ces propriétés a fait intervenir un
systéeme de coordonnées particulier, les propriétés elles-mémes
sont indépendantes d’un tel choix et déterminent la différentielle
exteneure complétement. Si une forme différentielle extérieure

éerit 1 oo = Y ap(u)du™ Adui2 A ... du' ou ul,u?, ... u" sont des

fonctions différentiables de z!, z2,... 2™, les propriétés précédentes

donnent immédiatement : do = 3 day(u) Adul = Z g IICdu Adul.
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Théoréme IV.14.A. Si Xg, X1, ... Xp sont (p+ 1) champs de vec-
teurs contintiment différentiables, on peut exprimer la différentielle
extérieure d’'une p-forme o dans l'interprétation des formes différen-
tielles comme fonctions multilinéaires alternées de champs de vec-
teurs, a ’'aide d'une somme de deux termes :

p . ~
da(Xg,X1,...Xp) = .zo(—1)zxi (X0, X1, .. Ksy ... Xp)
1=

+ ;l(—l)“'ja([xi, Xj], (Xo, .. Xi, ce ,Xj, .. .Xp)
1<J

En particulier pour p = 2 :

do(X,Y)=X-a(Y) - Y- a(X) - (X, Y]) |,

pour p =3:

do(X,Y,2) =X -a(Y,2)+ Y - a(Z,X) + Z - a(X,Y)
—a([X,Y],Z) — a([Y, Z],X) — a(Z,X],Y)

Preuve : Calculons la différentielle de la fonction scalaire :
z — f(z) = a(r)X1(x),X2(z),...Xp(z)) et prenons la valeur

de cette différentielle pour le vecteur Xo(x)
Xo - f=Xo-a(X1,Xg,...Xp) = Da(Xg; X1,...Xp)
+a(DX;(Xo), X2, ... Xp) + a(X1,DX2(Xp), - - - Xp)
+...a(X1,...DXp(Xp))

= Da(Xg; X1, - - - Xp) + (1) (DX (X0), X1, - - - X, - - . Xp)

En écrivant de facon analogue la valeur de la différentielle de

la fonction o(Xg,Xy,.. X, ..Xp) pour X;, on obtient en anti-
symétrisant :

p . ~
.ZO(—I)ZXZ' -0(Xo, X1, ... Xy, .. Xp) = da(Xg; X1, ... Xp)
7=
+ ¥ (-1 a(DX;(X;), Xo, - - - Xiy - .. X, ... Xp)
i<t

+ 3 (-1 1o(DX;(Xs), Xo, - - - Xy - - Xy - Xp)
1<J
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et puisque DX;(X;) — DX;(X;) = [X;,X;] en rassemblant les
termes correspondant au méme couple (i, j) dans les deux derniéres
sommes, on obtient la formule annoncée.

Exemple : le rotationnel d’'un champ de covecteurs a = Zaje*j
a été défini comme I'antisymétrisé de sa différentielle. En termes
de formes différentielles, a est une 1-forme : a = Zajd:BJ et le
. da 0a; :
rotationnel est la 2-forme da = X <—k — —fc) dzd A dzk.
0zl Oz

Définition IV.14.D.

Une forme différentielle extérieure a dont la différentielle
extérieure da est nulle est dite fermée.

Une forme a qui est la différentielle d'une autre : a = db est
souvent appelé un «bord » (terminologie un peu laxiste tenant de
la topologie algébrique).

Tout bord est naturellement fermé. Réciproquement.

Théoréme de Poincaré IV.14.B. Si a est une forme différentielle
extérieure fermée, de classe €5, p > 2, sur un ouvert U de R"
difféomorphe & une boule, il existe sur U, une forme b, de classe
€p—1 dont a est la différentielle extérieure.

Preuve : elle est classique mais assez longue : on intégre sur les
«rayons » issus d’'un point de U.

Plus brievement, toute forme fermée est localement un bord. En
particulier, si le rotationnel d'un champ de covecteurs a est nul, a
est localement la différentielle d’une fonction scalaire.

Nous reviendrons au chapitre V, sur les formes différentielles
extérieures, cette fois en présente d’une métrique.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV

EX. IV1:

Si I'espace vectoriel E est somme directe de deux sous-espaces F et H,
montrer que 'on a un isomorphisme naturel de A™E sur la somme directe
des (m + 1) espaces vectoriels : A’ FQ A" PHoup=0,1,2,...m.
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EX. IV2:

Le rang d’'un bivecteur b est le plus petit entier r tel que b soit somme
de r bivecteurs décomposables : b = 1 Ay +. . . - Ayr. Montrer qu’alors les
2r vecteurs z1,y1,. - - Tr, yr sont linéairement indépendants. Réciproque.

EX. IV3:

Trouver un systéme d’équations entre les composantes b;;(i < j) d'un
bivecteur b exprimant la condition nécessaire et suffisante pour que b soit
décomposable (de rang un).

EX IV4 :
Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Montrer qu’il n’existe

pas d’isomorphisme canonique entre APE et A""PE (p # n — p) c’est-a-dire
d’isomorphisme ¢ tel que pour tout a € £(E), on ait ¢ 0 APa = A" Pao .

EX. IV5:

Déterminer les éléments inversibles de I'algebre AE.

EX. IV6 :
En utilisant le développement de Laplace montrer que si a € £(E), on
n
a : dét(APa) - dét(A" Pa) = (déta)P).
EX. IV.7 :

Soit u € AE. Montrer que les covecteurs a € E* tels que ul o = 0 for-
ment un sous-espace ® de E* possédant la propriété suivante : 'orthogonal
F de ® dans E est le plus petit sous-espace de E tel que u € AF.

EX. IV8:

Montrer que lintégrale curviligne suivante prise sur un chemin
différentiable de R® ne dépend que des extrémités P et Q de ce chemin :

Q
/ (22 — y2)dz + (v° — 2z)dy + (2° — zy)dz
P
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EX. IV9:

On a vu que tout élément de A" E (avec dim E = n) est décomposable.
On peut se poser un probléme analogue (local) pour une (n — 1) forme
différentielle extérieure.

Dans R3, soit w = A dy Adz + Bdz Adz + Cdz A dy une 2-forme de classe
¢2 définie dans un voisinage U d’un point Mg out A, B, C sont non nulles.
Montrer qu’on peut trouver deux fonctions f,g au voisinage de zg telles
que : df Aw =0;dg Aw = 0; df Adg # 0 et qu’il existe alors une fonction h
telle que w = h df A dg. Montrer que 'on peut avoir h = 1 si et seulement
si dw = 0.

EX. IV10:

Déterminer une fonction f(y) telle que la 2-forme de R® : w = z dy A
dz — 2z f(y)dz A dy + y f(y)dz A dz soit telle que dw = dz A dy A dz.






CHAPITRE V

Les tenseurs restreints
par un produit scalaire symétrique

Tous les espaces vectoriels considérés dans ce chapitre sont de
dimension finie.

Les espaces vectoriels rencontrés dans les applications sont
généralement munis d’un produit scalaire naturel et par conséquent
ont une «structure géométrique» : euclidienne, minkovskienne,
symplectique, hermitienne, etc...

Un produit scalaire est un tenseur deux fois covariant, de rang
maximum, qui prend le nom de tenseur fondamental ou de tenseur
métrique.

Un tel tenseur définit un isomorphisme de ’espace sur son dual
et permet ainsi de les identifier. On peut alors identifier tous les
espaces tensoriels de méme ordre : il n’y a plus qu'un seul type
de tenseur d’ordre p dont on peut choisir les composantes avec
la variance que l'on veut. Avec cette identification, les tenseurs
prennent le nom de tenseurs restreints : euclidiens, minkovskiens,
etc... Leur groupe de structure est le groupe des opérateurs linéaires
de l'espace qui laissent invariant le tenseur fondamental, donc
les identifications. Ces groupes sont suivant les cas, le groupe
orthogonal, de Lorentz, symplectique, unitaire, etc...

Dans ce chapitre, on suppose simplement I’existence d'un pro-
duit scalaire bilinéaire symétrique. L'étude des tenseurs euclidiens
pseudoeuclidiens et symplectiques fera l'objet des chapitres VII et
VIII.

V.1 / Produit scalaire bilinéaire symétrique. Tenseurs restreints.
V.2 / Opérations tensorielles sur les tenseurs restreints.
V.3 / Pseudoscalaires et pseudotenseurs restreints.



200 Tenseurs restreints

V.4 / Extension de la métrique aux espaces tensoriels et pseudotenso-
riels.

V.5 / Dualité dans I'algébre extérieure d'un espace métrique (E; g).

V.6 / Représentations du groupe SO(E;g) dans les puissances extérieu-
res de E.

V.1 — Produit scalaire bilinéaire symétrique. Tenseurs restreints

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et
g une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur E, qui prend
le nom de produit scalaire. Nous noterons ¢(z) = g(z,z), la forme
quadratique associée.

La notation simplifiée (z | y) pour désigner g(z, y) sera souvent
utilisée. C’est le méme isomorphisme p de E sur son dual E* qui
sert d’application associée a droite comme & gauche de g :

9(z,y) = (z | y) = (z, py) = {pz,y)-
Rappelons que par les identifications de £(E,E*) = E* ® E*
et Bil(E) = E* ® E*, p et g sont deux aspects d’'un méme tenseur

de E* ® E* - p permet de définir le produit scalaire _gl sur E* :

-1 -1 -1
g (a,8) = g(P a, P B) (cf. §11.10). Chaque vecteur z de E est
identifié a la forme linéaire pz = (x|, produit scalaire par z, chaque
-1
covecteur @ € E* au vecteur P o qui représente o comme un
-1
produit scalaire : (a,y) = (P a|y).
L'isomorphisme linéaire p est aussi un isomorphisme pour la

structure que définissent g sur E et _gl sur E* puisque :
-1
g (pz, py) = g(z,y).

Soit a un opérateur linéaire quelconque de E. De :

(az | v) = {az, py) = (3, apy)) = (= | P tapy)

-1
il résulte qu’il lui correspond un opérateur linéaire a* = p tap, dit
adjoint défini par la condition :
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(az | y) = (z | a*y), Vz,y € E. L'adjonction * est une
antiinvolution de l'algébre £(E) : a** = a et (ab)* = b*a*.

Soit O(E; g) le groupe que forment les opérateurs linéaires de E
qui conservent le produit scalaire, ou groupe orthogonal de (E; g) :

a € O(E;g) & (az | ay) = (z | a*ay) = (z | y), Vz,y €E
@a*a=1doua*=711
-1 . t =1 -
& papa=Isoit pa=""ap=a,p

-1
D’ou, pour 'opérateur contragrédient de a : @ = pa P

Les opérateurs orthogonaux de (E;g) sont donc exactement
les opérateurs dont 'image par p dans E* est leur contragrédient

N -1 < 3 L g .. .
a="a, cest-a-dire ceux dont le contragrédient laisse invariant le

produit scalaire g sur E*. Il en résulte que p est aussi un isomor-
phisme de O(E; g)-modules, le groupe O(E; g) opérant directement
sur E, et par la représentation contragrédiente sur E*.

Soient e = (eg,e2,...,en) une base de E, ¢* sa duale. Le ten-
seur métrique g s'écrit dans e : g = Y g;;e™ ® € avec g;; =
g(e;,e5) = (e; | €;). Un vecteur = de E a deux ensembles de com-
posantes : les ordinaires zJ ou contravariantes, et ses composantes
en tant que forme linéaire pxr = (z |, ou covariantes, que 'on écrit
avec des indices inférieurs; x;, et qui sont obtenues par contraction
des 27 avec le tenseur métrique :

z; = (pz); = (pz;€0) = (z | &) = (X 2'ej | &) = X gij77.

Le produit scalaire de z et de y : (z | y) = 3_ g;;2°y’ peut donc

s'écrire (z | y) = Y z'y; = X z;1. La matrice de p relative aux

bases e, e* est celle de g soit |g;;|. La matrice de _gl est celle de _Pl,
matrice inverse de |g;;|. On la note |g*/ | avec des indices supérieurs.
Les g% sont les composantes du tenseur deux fois contravariant
_gl = Zgij e; ® €. Avec les identifications qui vont étre faites
ci-aprés, nous verrons qu’il ne s’agit pas 1a d’'un tenseur distinct
mais simplement de la forme deux fois contravariantes de g, les g%/

étant ainsi les composantes deux fois contravariantes du tenseur
métrique.
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S

Les zJ Sobtiennent de fagon symétrique a partir des z; par

. -1 ;
contraction avec le tenseur g. On a pr = Y.z, et 2 =
-1 . . -1 .. . ..
Sz p et douxt =Y zi(p e e =Y z;9Y.
-1

On voit apparaitre dans ce calcul 'image réciproque f = p e*
de la base duale. C’est une base de E dite base supplémentaire
de e caractérisée par les équations : (e; | fJ) = 6;; puisque
(ei | f7) = (ei, pf7) = (es,€").

Les composantes covariantes du vecteur  dans la base e sont
donc ses composantes relativement a la base supplémentaire f de
e. La matrice G = |g;;| est la matrice de passagede f ae:e = fG.

En effet, g;; = (e; | €j) = (e;, pej) dour pe; = Ze*igij et ej =

-1 . . -1 .
3 Pl e*9i; = f'gs;. Inversement f =€ G, et —Ql =Ye®fI.

g étant symétrique, il existe toujours des bases e de E diagona-
lisant g : g;; = 0 V(i # j), ou bases orthogonales.

Une telle base est caractérisée par le fait que sa base supplémen-
taire lui est «colinéaire » : f* = g“e;, Vi.

Pour qu’il existe une base e pour laquelle il y ait identité
entre composantes contravariantes et covariantes, il est nécessaire
et suffisant que f = e, soit que la matrice G soit la matrice
unité dans cette base : le produit scalaire est «de type euclidien »
(z | y) =X 2"y’ et la base e est orthonormale.

(]

Etant données deux espaces tensoriels sur E de méme ordre
mais de variances différentes : @ WE et ®E avec |u| = |v|
= p, soient pour chaque rang k = 1,2,...,p, pi celle des trois

-1
applications : I'identité, p ou £ qui applique (isomorphiquement) le
k-eme facteur de ® WE sur le k-eme facteur de @ WE, et P(v)(u) l&
produit tensoriel de ces applications : p1 ® p2 ® . .. pp. Par exemple :

EW —EQE*®E — > EV -EQEQE*

_ -1
p(v)(u) =Ild® P ®p

P(v)(u) Permet d’identifier @WE et ® V)E exactement comme p et

-1
P ont permis d’identifier E et E*. Si ® ¥)E est un troisi¢me espace
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tensoriel de méme ordre, on a évidemment Pw)(v) P () (w) = Plw)(w)

-1
tandis que pw)(w) = P @)(w)-

Ces formules montrent que les isomorphismes p(y)(,) détermi-
nent une relation d’équivalence dans la réunion des espaces tenso-
riels sur E de méme ordre p. L'ensemble quotient, en bijection avec
I'un quelconque des espaces tensoriels d’ordre p est un espace vecto-
riel appelé espace des tenseurs restreints d’ordre p de (E; g). Nous le

noterons Tp(E). Un tenseur affine, élément de ®WE avec [v] = p
détermine un tenseur restreint ¢t. Mais & un tenseur restreint ¢ cor-
respond 2P tenseurs affines, un pour chacune des variances d’ordre
P, qui sont appelés les représentants de t dans les diverses variances.
Dans une base quelconque e de E, il faut, pour déterminer le ten-
seur restreint ¢, choisir une variance (v), qui permet d’écrire les
composantes de variance (v) de t dans la base e. Si 'on connait les
composantes de ¢ d’'une certaine variance (v), on obtient ses compo-
santes d’une autre variance (w) en contractant avec g chaque indice

. . . . -1 . 1. .
qui de contravariant devient covariant, avec g chaque indice qui
de covariant devient contravariant.

11 en est ainsi, en effet, pour les tenseurs décomposables, puis-

que,siz €E, pxr =g-zetsiae€ E*, ,01 o= _gl -c. Cette opération
de changement de variance est souvent décrite comme descente ou
montée des indices.

Par exemple, les composantes de variance (x * .) : tfj d’un
tenseur restreint £ dont on connait les composantes de variance
(. * %), sont :

ti'gj =X gilgkmté'm'

Lorsque la base est orthogonale, le passage des composantes
d’un tenseur d’'une variance a une autre consiste en de simples
multiplications par des scalaires. Par exemple :

té“j = giigkktg-k (pas de sommation!).
Si le tenseur métrique est de type euclidien et la base e ortho-

normale, et seulement dans ce cas les composantes dans e d’un ten-

seur restreint ¢ sont les mémes quelle que soit la variance, puisque
-1
les matrices G et G sont les matrices unités.
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Proposition V.1

. . -1
Le tenseur métrique g, son inverse ¢ ,lestenseursI € EQE™* et
I* € E* ® E sont les quatre représentants de diverses variances du
méme tenseur restreint, usuellement appelé tenseur fondamental.

Preuve : Les identifications P(v)(u) s’expriment par les équiva-
lences :

I=Zej®e*j EZpej®e*j =g:Zgije*i®e*j
-1, a1 y
=>e;® pel =g =3 gije;®e;.

Si X et Y sont les matrices colonnes des composantes de = et
de y dans la base e : g(z,y) = Y x'g;;y’ S'écrit matriciellement
tXGQY. g est invariant par lopérateur a, de matrice A dans e, si
et seulement si {X!AGAY = !XGY quels que soient z et y, soient
tAGA =G.

Il en résulte (déta)? = (dét A)2 = 1, soit déta = +1.

Les opérateurs orthogonaux de déterminant +1 forment un
sous-groupe, dit spécial orthogonal : SO(E; g), de O(E; g).

V.2 — Opérations tensorielles sur les tenseurs restreints

1) Permutation des facteurs (ou des indices). Une remarque es-
sentielle est que 'ordre de tous les indices des composantes d’un ten-
seur restreint dans une variance donnée doit étre rigoureusement
préservé; contrairement au cas des tenseurs affines ot 'on ne pou-
vait passer d’'une variance a une autre. Ainsi, par exemple, il faut
noter a;, avec des indices décalés, les composantes d'un opérateur

linéaire a = - aze;®e™, ot ag- = a(e;)?, celles de son transposé *a,

ui composent la matrice transposée, étant notées a;* = a’;, soit :
7 J

ta = S a;te ® e;. Les tenseurs restreints qu’ils définissent sont
j 1 q

distincts. Leurs représentant deux fois covariants sont des formes
bilinéaires transposées 'une de I'autre b et tb avec b = 2" Gki - a§
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et (tb)kj = Zafcgij d’ou : (tb)jk = bjg. En effet :

a=Yadle;®e =Y alpe; ® e =Y algpeF ®e =b
a—Za e @e; = Zaj el @ pe; = Zajgke”@e*k tp.

Proposition V.2 :

Soit a un opérateur linéaire de E. Son transposé ta € £(E*) et
son adjoint a* sont deux représentants du méme tenseur restreint,

et af* = X" g algy.

-1 _1
Preuve : On a : a* = p tap, double contracté g -ta - g de ta.
Entre les matrices des composantes dans une base, A et A*, on a

-1
donc la relation A* = G tAG, ce que I'on peut calculer directement :

(az |y) = (X az‘xjei ly) = Za}xjyj = Za;-xjyi
=3 akgTFzg0)t
(z | a*y) = (z | T a**5ter) = 3 a*Fizpy’ do 1a relation.

Soient maintenant t € ®YE et t/ = Pw)(w)t € RWE des
représentants d’un tenseur restreint 7 € T, (E). Une permutation
0 € 6pde(1,2,...,p) opére sur chacun des symboles de variances
(u) et (v), qui deviennent (ou) et (ov) suivant le principe exposé

au §IIL.3 (o remplace les indices par (771(1), 771(2), ey Bl(p)), et
sur les facteurs des produits tensoriels de la méme facon.

Les tenseurs ot’ et ot sont donc reliés par :
ot = P(ow)(ou)Ct €t sont ainsi les représentants d’'un méme tenseur
restreint que l’'on note or.

Le groupe symétrique &, et son algebre K(&p) opérent donc
de fagon naturelle dans Iespace vectoriel Tp(E).

Le quotient de T, (E) par le sous-espace d’antisymétrisation est
la puissance extérieure APT1(E) qui sidentifie 2 APE et & APE*,
Iidentification entre ces derniers résultant des isomorphismes APp

—1
et AP p.
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De méme, le quotient de T;,(E) par le sous-espace de symétrisa-
tion s’identifie & VPE et & VPE*, les puissances symétriques p-éme

-1 -1
depet p : VPpet VP p identifiant ces deux espaces.

2) Action du groupe orthogonal sur les tenseurs restreints. Un
opérateur linéaire inversible a de E opére sur une puissance ten-

sorielle @ VE par laction de a sur les facteurs E et celle du
contragrédient @ sur les facteurs E*. On a vu que a est ortho-
gonal si et seulement s’il commute avec p : pa = ap, soit aussi

-1 -1
a P = P a. 1l en résulte que les opérations du groupe orthogonal
O(E; g) commutent avec les isomorphismes p(,)(,) et définissent

ainsi les opérations de O(E; g) sur les classes d’équivalence des ten-
seurs d'un méme ordre p par les P(v)(u)> c’est-a-dire sur l'espace vec-

toriel des tenseurs restreints T, (E). On peut aussi exprimer cette
propriété en disant que puisque les représentations de O(E; g) dans
E et dans E* sont isomorphes, toutes les représentations de O(E; g)

dans les ® Y)E d’un méme ordre |v| = p sont isomorphes, d’ou par
passage au quotient, la représentation naturelle de O(E;g) dans
Tp(E).
O(E; g) est le groupe de structure des tenseurs restreints de (E; g).
L'action de O(E; g) sur T,(E) commute avec celle du groupe
symétrique S, et de son algébre K(6,). Les sous-espaces des
tenseurs symétriques et antisymétriques de T (E) sont donc stables
par O(E; g) : ce sont des sous-(O(E; g)-modules de T(E). Le tenseur
g est invariant par O(E; g).

3) La multiplication tensorielle commute avec les isomorphismes

P()(u) *

QWE x ®W)E ®)E
P()©) ' P)w) P (w'Yuw)
®WE x ®V)E ®WIE

Pt ®Pw)w) U =Py t® T

ainsi qu'avec les opérations de O(E; g) et détermine une multipli-
cation tensorielle entre tenseurs restreints

Tp(E) X Tpl(E) — p+p’(E)
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qui commute avec les opérations de O(E;g) (multiplication de
O(E; g)-modules).

4) la contraction «sur deux indices» quelconques, ou entre
deux facteurs quelconques d’un tenseur restreint s’exprime sur un
représentant de variance (v) par le crochet de dualité si les indices
sont des variances opposés, par le produit scalaire si les variances
des indices sont les mémes.

En effet, on a la diagramme commutatif suivant ou les fleches
verticales sont les contractions :

P®1Id pl®ld p®Id
EQE —= E*®E ,EQE* — = E*Q®E*
X®y = PX®Yy = X ® py = pPX®py
(xly) = {px, ¥) = X,pY) = (pxlpy)

Si par exemple un tenseur restreint ¢ d’ordre p est donné par ses
composantes de variance (v), le tenseur restreint 7, d’ordre (p —2),
contracté de t sur les deux premiers indices, a pour composantes de
variances (w) = (v moins les deux premiers signes) suivant le cas :

=t =2t =gt =gty
Autrement dit, la contraction sur deux indices de méme va-
riance s’effectue par la contraction de cette paire d’indices avec le

tenseur métrique.
Le contracté de g :

.. -1
>97(eilej))=TrGG=n=dimE.

Dans le cas d’'un tenseur d’ordre deux, ses représentants dans
E®E* = £(E) et dans E*®E = £(E*) sont des operateurs linéaires

a et ta de composantes dans une base a% et aj , et la contraction

J
est alors la trace de ces opérateurs Tra = Trla = Y a’.

C’est pourquoi méme pour les tenseurs d’ordre supérieur, les
contractions sur les diverses paires d’indices sont souvent appelées
des traces.

Le diagramme précédent montre que ces contractions ou traces
commutent avec les opérations du groupe orthogonal.
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Chacune d’elles est donc un homomorphisme de O(E; g)-modules
de Tp(E) dans T;,_2(E), dont le noyau est un sous-O(E; g)-module
de Tp(E). (cf. §IV.4).

5) Nous terminerons ce paragraphe par une remarque évi-
dente mais importante. Lors d'un changement de base quelcon-
que : ¢ = €S, les formules de changement des composantes de
variance (v) de la base e 4 la base ¢’ restent évidemment les mémes
que ¢’il s’agissait d’'un tenseur affine. Rien n’est changé! L'obser-
vation essentielle est que les identifications p(,)(,) entre représen-
tants de diverses variances d’un tenseur restreint, sont définies in-
trinséquement, indépendamment du choix de toute base. Elles com-
mutent avec les transformations de composantes déterminées par
un changement de base, qui peuvent étre effectués sur les compo-
santes de n'importe quelle variance au choix.

Exemple : vérifier ce qui vient d’étre dit pour les composantes
contravariantes et covariantes d’'un vecteur.

11 faut cependant noter, et c’est cela qui peut étre a l'origine de
certaines ambiguités, que pour les tenseurs affines, les opérations
du groupe linéaire complet GI(E) et les changements de base de E
jouaient des réles équivalents. La situation est différente pour les
tenseurs restreints : les changements de bases restent arbitraires
tandis que seules les opérations du groupe de structure O(E; g) ont
un sens sur les tenseurs restreints.

On a ainsi trois catégories de formules : passage d’'une base
a4 une autre, d'une variance a une autre, transformation par un
opérateur orthogonal. En mathématique appliquée, en mécanique
par exemple, on se garde bien de compliquer la situation en prenant
des bases quelconques. On se limite aux bases orthonormales donc
aux changements de base obtenus par des opérateurs orthogonaux.
Cela rétablit 'équivalence entre changements de base et action du
groupe de structure mais ce n’est stirement pas de nature a clarifier
les concepts.

V.3 - Pseudoscalaires et pseudotenseurs restreints

Ainsi qu’on I'a vu 4 la fin du §IV.3, si dim E = n, les droites A"E
et A"E* s’identifient aux droites des pseudoscalaires contravariants
et covariants introduites au §III.6.
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L’isomorphisme p de E sur E*, défini par la métrique, détermine
un isomorphisme A"p qui identifie les pseudoscalaires contrava-
riants et covariants en un seul type de pseudoscalaire restreint :
P, qui a une composante contravariante p. et une composante cova-
riante pe+ dans chaque base e. On passe de I'une a l’autre par
P =peeiNea/...en = pe(per ... pen) = pe-g-e€* TAer?A.
ou g = dét G = dét |g;;| = dét.® |p|, soit :

Dex =DPe - g

Leffet d'un changement de base ¢/ = eS sur chacune de ces
composantes est, comme on l'a vu : pee; Aea A ...ep = por A
eh A ...l = pe détS -e1 Aea A ...en soit P = pe(dét™1S) et
Py = pe(détS).

On ap}, = psg = pe(dét™18)7, tandis que la relation G/ =t
SGS donne g’ = (détS)?

-1
Enfin, si a est un opérateur linéaire de E, et & = t'a son
contragrédient, on a dété = (détla). Si a est orthogonal, déta
= =1 d’ou il résulte que dét & = dét a. Cela revient au fait

que les représentations du groupe orthogonal O(E; g) dans A"E et
A"TE* sont isomorphes. Les éléments de SO(E; g) opérent comme
'identité, ceux de déterminant (—1) par retournement.

Plus généralement, un pseudoscalaire restreint d’ordre r est,
suivant la définition III.6 un élément de la droite D" = ®"(A"E)
identifiée par I'isomorphisme ® " (A" p) & la droite D*” = " (A"E*).
Un tel élément ¢ posséde donc une composante contravariante ge
et une composante covariante q‘,i dans chaque base e. Si I'on note
e=e NesN...epete" =e* ..€*" les bases de A"E
et AE* associées a e, avec, comme m-dessus A'p-e=79- € on
a ®"(A"p)e = ®"ge*” d’ou la relation entre composantes de ¢ :
dex =7 e

Par un changement de base ¢/ = €S on a vu au §IIL 6 que
Qe = Qe(détS) T et g * = gex(dét S)” tandis que g7 = (dét S)?'g

Nous noterons Q" la droite des pseudoscalaires restreints d or-
dre r. D’apres ce qui a été dit plus haut le groupe O(E; g) opére sur
Q" par la représentation : u — (dét u)", donc par la représentation
identique si r est pair.

L'identification des tenseurs de méme ordre et de variances
diverses par les isomorphismes P(v)(u) €t celle des pseudoscalaires
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de méme ordre r par les ®"(A"p) définit, suivant la définition
I11.7, les pseudotenseurs restreints (par g) dont on peut choisir les
représentants donc les composantes de la variance scalaire que I'on
veut.

Définition V3.A :

L'espace des pseudotenseurs restreints d’ordre p, d’ordre pseu-
doscalaire 7 est le produit tensoriel T,(E) ® Q" de I'espace des
tenseurs restreints d’ordre p par la droite des pseudoscalaires res-
treints d’ordre 7.

Le groupe O(E;g) y opére par le produit tensoriel de ses
représentations sur les facteurs. Cette représentation est identique
a la représentation de O(E;g) dans Ty(E) si 7 est pair. Si r
est impair, c'est la représentation associée suivant la définition
suivante :

Définition V.3.B :

Si p est une représentation linéaire du groupe orthogonal
O(E; g) dans un espace vectoriel de dimension finie F, il lui corres-
pond une autre représentation 1’ dans F, dite associée ainsi définie :
w'(a) = (dét a) - u(a), ¢’ est donc le produit tensoriel de u et de la
représentation de O(E; g) dans K : a — dét a.

Exemple : les pseudotenseurs € et €¢* de Lévi-Civita définies au
8II1.7 sont les représentants d’'un méme pseudotenseur restreint.

Les formules de passage des composantes de 'un aux compo-
santes de 'autre (descente ou montée des indices) sont simplement
des expressions des développements des déterminants g = dét|g;;|

-1 ..
et g = dét|g¥|:

-1 L
Eirig.in = 9 * 2 Giyj1 Ginja - - Yingn - - - € 72"
ghizin — g- zg ljlg 2J2 .g anEjl.’D---Jn'
Le choix d’'une unité 7 des pseudoscalaires détermine une bijec-

tion entre pseudotenseurs restreints et tenseurs restreints de méme
ordre p :

Tp(E)® Q" — Tp(E) par tQ@n" «t.
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Cette bijection est donc déterminée & un scalaire pres. Elle
peut I'étre de fagon beaucoup plus précise au signe prés dépendant
de lorientation lorsque E est un espace vectoriel réel, dont la
métrique g est euclidienne ou pseudoeuclidienne, cette derniére
d’indice (r, s).

Définition V.3.C :

Sur un espace euclidien ou pseudoeuclidien (E,g) orienté,
Lunité de volume orienté, qui peut également étre considérée comme
unité des scalaires orientés, est I'élément w de A"E = A"E* défini
dans toute base orienté positivement e de E par :

_=1/2— =
w= g% =g
_ |§|1/26*1 ANe2 A ... et

-1/2 1/24

e1NexA...ep = 17|

oug = dét|g; j| et ou le signe = indique que les éléments sont images
I'un de lautre par lisomorphisme A™p, puisque (A"p)é = ge*; w
est de carré scalaire égal a (—1)% : (w |w) = [g|" (€ | €) = |g|~ 7
= signe de § = (—1)°. Pour toute base e orthonormale, positive
w=€e=ejNexN...en.

w est invariant par tout changement de base e’ = €S de détermi-
nant positif, et est transformée en son opposé si détS < 0. En effet
7 = (détS)%g, et & = détS - e dour || 1/2%e = [g|71/2|aet S| -
dét Se = signe |dét S)|g|~1/2e. E étant orienté (§II1.8) on peut choi-
sir 'élément w comme base canonique de A\"E = A"E*, c’est-a-dire
comme base des pseudoscalaires restreints. Dans cette base les com-
posantes contravariante et covariante d'un pseudoscalaire restreint
sont égales.

w peut étre exprimée a l'aide des pseudotenseurs £ de Levi-
Civita (§II1.7). Les composantes de w dans une base e sont :

— composantes covariantes : w; 5. i, = |§|1/ 252-12-2.”2‘”

— composantes contravariantes : w'l%2-in = |g|=1/2gi1i2--in
-1
w ® w est un invariant absolu : W@ w =ge* ®E* = § eRE.
Rappelons a titre d’exemple les formules de changement de
base pour un pseudovecteur. Soit x € T;(E) ® Q". Ses compo-
santes 2/ contravariantes et de variance scalaire contravariante
dans une base e de E sont définies par : z = z'e; ® €.
On peut les rassembler en une matrice colonne X, soit x =
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e ® € - X, et dans une autre base ¢/ = €S, e ® .
X'. Puisqualors € = (dét S)"e", on a : z e ®er - X’
=e®e" - SX'(dét S)” dotr, 1 X’ = StX(détS)~" qui s'écrit :

s

'k — (a6tS)~" zgk,jxj.

Pour la méme contravariance scalaire, les composantes cova-
k

riantes de z dans e sont z; = }_ g;xz".
Si I'on choisit maintenant des composantes scalairement cova-
riantes zJ ou T.j, puisque € = g’ - €} on les obtient simplement

par zl =G 27 et Tyj = gl

V.4 - Extension de la métrique aux espaces tensoriels et pseudo-
tensoriels

Suivant les §II.11 et IV.11, la forme bilinéaire symétrique non-
dégénérée g sur E se prolonge en les formes bilinéaires symétriques

non-dégénérées @ Pg, ®P ?}1 & (V)g, APg, VPg, qui sont des produits
scalaires sur chacun des espaces concernés. Par exemple, sur des
éléments décomposables, on a :
@1 ®22®...2p |11 ® Y2 ® ... Yp)
= (z1 | y1)(z2 | ¥2) - .- (zp | Yp)
= (15 py1)(®2; PY2) - - - (ZTp; PYp)
=21 ®22®...7p; (®P0) Y1 ® Y2 ® ... yp)

dont Vapplication associée de ®PE dans QPE* est donc ®Pp.
(iAz2A . xp [ y1 Ay2 A yp) = dét|(z; | y3)| = dét|(zi; py;))|
=(xiAz2 A xp; NPp- (Y1 AY2 A - Yp))

dont I'application associée de APE dans APE* est donc APp.
En particulier, si e = (e, e3,...,en) est une base de E :

(e1NeaN...en|ertNeaN...ep) =

(i | €j)| = détlg;j| =7
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Puisque p et pl sont des isomorphismes entre les espaces métri-
ques (E, g), (E*, _gl), les p(y)(y) entre @WE et @ V)E, APp entre
APE et APE*, VPp entre VPE et VPE* sont également des isomor-
phismes d’espaces métriques, ce qui définit le produit scalaire et la
structure d’espace métrique sur les espaces de tenseurs restreints
Tp(E), APT1(E), VPT) (E).

Le produit scalaire s’étend également aux espaces de pseudoten-
seurs ((VE)®(&" (A"E)) et ((WE)®(®" (A"E*)) et par le méme
procédé aux espaces de pseudotenseurs restreints T, (E) ® Q". Ecri-
vons par exemple le produit scalaire de deux pseudovecteurs a I'aide

de leurs composantes contravariantes et scalairement contrava-
riantes :

(z]y) =2 2Iy"(e; @ | e, ®) =7 L gjra’y”
=7 .1 XGY.

On peut en vérifier le caractére intrinseéque par son invariance
par un changement de bases ¢/ = €S. On a vu au paragraphe
précédent que X = SX/(détS)", G/ =t SGS et g’ = (dét S)2g, d'our :

(z | y) = (d6tS)~2"g'" (dét S)tX"PSGSY’ (dét S)"
=g"X'G"Y’, cqfd.

Remarques

1) L'expression de ces produits tensoriels et leur caractere
multilinéaire entraine, par exemple, que si t,t' € QPE et u,u’ €
®IE,ona (t®u | t'®@u’) = (t | t/)(u | u') ce qui permet de définir le
produit scalaire partiel, qui n’est autre qu'une contraction, de t @ u
par t/, égal 4 (¢ | t')u. Ce procédé a déja été utilisé dans le cas de
l’algébre extérieure au §IV.

2) On a vu aux §IIL.7 et IV.10 la définition du produit vecto-
riel de (n — 1)vecteurs : z1,29,...,Zp—1 de E. Clest le pseudo-
covecteur z obtenu par contraction des (n — 1) derniers indices
du pseudotenseur ¢ de Levi-Civita par (z1,22,...,Zp—1) : zj =
3 €jirig.in1 1 TS - Tyl

Si l'espace E est muni de la métrique g, il correspond & z un
vecteur de E définir 4 un scalaire pres. La droite portant ce vecteur
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qui est, elle, intrinséquement déterminée, est alors orthogonale a
Z1,Z9,...et Tp_1.

En effet, pour chaque k = 1,2,...,n — 1, le produit scalaire de
Ti et de z, Zx est le déterminant dans la base e de n vecteurs
(xg, 1,22, ..,2Zn—1) dont deux sont égaux, et est donc nul.

Proposition V4.A :

Les opérations du groupe orthogonal O(E;g) sur les espaces
de tenseurs et de pseudotenseurs sur E, conservent la métrique,
extension de g, sur ces espaces.

Preuve : Le produit scalaire de deux tenseurs ou pseudotenseurs
défini par I'extension de g est une somme de produits de produits
scalaires de vecteurs de E qui sont invariants par les opérations de

O(E; g).

Proposition V.4.B :

Les opérations du groupe symétrique &, sur les espaces tenso-
riels ®PE, @PE*, et Tp(E) conservent le produit scalaire extension
de g.

Preuve : 11 suffit de vérifier que sur des tenseurs décomposables
t,u on a quel que soit o € & : (ot | ou) = (¢ | u), soit :

(6 21®...2p |0 Y1®...Yp) = (T_1 ®...T_; | Y1 @...Y_1)
ol op ol op

oy 19) @y [90)

ol op ol op

= (z1|y1)-.-(zp | yp) cafd.

Corollaire V.4 : Soit 7;; I'opérateur de permutation des facteurs
de rangs i et j de Tp(E). Tout tenseur (ij)-symétrique est ortho-
gonal a tout tenseur (ij)-antisymétrique. Il en résulte que le sous-
espace des tenseurs antisymétriques A,(E) est orthogonal au sous-
espace engendré par les tenseurs présentant une symétrie partielle.
De méme le sous-espace des tenseurs symétriques Sy(E) est ortho-
gonal au sous-espace engendré par les tenseurs présentant une an-
tisymétrie partielle.
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Preuve : Puisque le produit scalaire est invariant par permuta-
tion des facteurs, (7;;s | 735t) = (s | t).
Si 7;58 = s et 735t = —t on a donc (s | t) = 0 cqfd.

Proposition V4.C :

Le produit scalaire (z | y) de deux vecteurs z,y de E, qui
est, dans Ty(E), le contracté de z ® y, est aussi égal au produit
scalaire de z @ y et du tenseur métrique g, ou au produit tensoriel
doublement contracté de z ® y et de g.

Preuve : (zQy | Zgijei ®ej) = Zgij(o: | e;)(v | e5)

=C13Cu(z®y® Y (97e; ®€j)) = g9z = (z | y).

Proposition V.4.D :

La contraction C;; sur deux indices (i,j) de Tp(E) dans
Tp—2(E) est identique & la contraction de ce couple d’indices par
le tenseur métrique g et revient au «produit scalaire partiel »
par g. Réciproquement Iinjection 712 de Tp,_2(E) dans T,(E) :

u— =g ® u (n = dimE) est un inverse & droite de la contrac-

tion Cj2 et est une injection de O(E; g)-modules.

Preuve : La premiére partie est une application directe de la
proposition précédente. La seconde résulte du fait que le contracté

de g = Zgijei ® ej est égal a n = dimE, dou Ciov12(u) =

1 1
Ciz(- 98u) = u.Sia € O(B; ), ma(a-w) = - g@a-u = a-ma(u)
cara-g=g.

Naturellement il existe pour chaque contraction ¢;; du couple
d’indices (4, j) une application inverse 7;; de Tp_2(E) dans Tp(E)
analogue a celle qui vient d’étre indiquée pour Cy9. L’écrire de fagon
intrinséque par une multiplication tensorielle s’insérant dans les
deux indices (Z,j) n’est pas faisable avec les notations tradition-
nelles. On doit donc faire choix d’'une base e de E. Dés lors, pour
chaque couple d’indices (4, j), et chaque t € T;,(E) écrit, par exem-
ple, en composantes contravariantes, on a :

~ 7
(Cijt)rl'"rl'"r —Tp — Zgrirjtrl."rp
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et l'application inverse a droite 7;; de T, _2(E) dans Tp(E) est
définie par

1 ~ =
oA \T1-Tp TiTi o T1-eTgeuiT ..
(g} 177 = L g Ry |

Définition V.4 :

On appelle espace des tenseurs de traces nulles d’ordre p de
I'espace métrique (E;g) le sous-espace Tg(E) de Tp(E) formé par
les éléments ¢ de Tp(E) annulés par toutes les contractions c;; sur
les couples d’indices (i, j) de (1,2,...,p). To p(E) est stable par les
opérations du groupe orthogonal O(E;g) et du groupe symétrique
de permutation des facteurs &,

Proposition V4.E :
Quels que soient t € Ty(E), u € Ty_2(E), on a (¢ | vu) =

1
- (cijt | u). Il en résulte que le sous-espace des tenseurs de

traces nulles Tg(E) est Vorthogonal du sous-espace engendré par
les images de Tp,_2(E) par les applications -;;.

Preuve : Ecrivons les produits scalaires en utilisant des compo-
santes covariantes pour f, contravariantes pour u et g :

1 o
(¢t | 'Yz'ju) — - Ztrl...rpgrlrjUTI'"T"'"TJ'"TP
1 N
— - Z (Ztrl...rpgnr])Url"'n"'rj'"rp
1
=~ (Cyt | ).
Exemples :

1) Si un tenseur t est antisymétrique relativement au cou-
ple d'indices (7,j) : 735t = —t, son contracté par la contraction
¢;; est nul, puisque cette derniére est symétrique en 7 et j :
Cij(mit) = Cijt = Cyj(—t) = 0. Le sous-espace Ap(E) des ten-
seurs antisymétriques de T;(E), qui est stable par O(E; g) est donc
un sous-espace de Tq 2(E).
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1
2) Pour p = 2, y12(1) = " get To(E) =K- g@Tg(E) (somme
directe orthogonale).
D’aprés le corollaire V.4 : T(E) = Ay(E)@SY(E) ou SY(E) est
le sous-espace des tenseurs symétriques d’ordre deux de trace nulle.
T2(E) est de cette fagon, décomposé en la somme directe orthogo-

nale de trois représentations irréductibles du groupe orthogonal :
K- g, A2(E) et SY(E).

Remarque : Les propositions précédentes montrent comment
l'usage des contractions permet des décompositions du O(E;g)
module T;(E) en sous-modules. Mais pour p > 3 ces sous-modules
ne sont plus nécessairement irréductibles et des procédés plus fins
doivent étre utilisés pour poursuivre 'analyse. Le cas des sous-
espace de tenseurs antisymétriques peut se traiter simplement
comme nous allons le voir au paragraphe suivant.

V.5 — Dualité dans I'algébre extérieure d’un espace métrique (E; g)
de dimension finie. Irréductibilité des représentations de
O(E;g) sur les puissances extérieures APE. Commutant
d’un module

Soient e = (e1,e2,...,e,) une base de E, e* la base duale
de E*. Si p est l'isomorphisme de E sur E* associé au produit
scalaire g, 'isomorphisme de APE sur APE* associé a l'extension
de g 4 APE est la puissance extérieurs p-eme de p, APp, tandis que

-1
I'isomorphisme associé 4 'extension de g & APE* est AP p . Puisque,
quel que soit a € O(E;g), pa = dp, on a APp - APa = APa - APp
ce qui montre que les représentations de O(E;g) dans APE et

-1
APE* sont isomorphes : APp et AP p sont des isomorphismes de
-1
O(E; g)-modules. f = p e* = (f1,f2,..., f) est une base de E,

supplémentaire de e : (e; | f7) = (e;, pf7)) = (e;,e*7) = &
f*=pe=(ff,--., fr,) est une base de E*, supplémentaire de e* et

: -1 . -1 . . :
duale de f: (f*, f7) = (P €, pej) = (P " | &) = (e™,e;) = &}.
Ona:f = fifAfi...fi=7PperAea...en = (A"p)E =

— — -1
ge*lA...e" =g-e*. Dou: f =ge*etf = g ¢ avecg = dét|g;;].
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Pour une suite strictement croissante I de p indices pris parmi
(1,2,...,n) : I = {1 <4 < i2 < ...ip < n}, on note ef =
ey N ... €, fl = f1 A ...fi». Dans APE, le produit scalaire
(e1 | e3) = dét;g |(e; | j)| = g1 est le déterminant de la sous-
matrice de G = |g;;| formée des lignes de I et des colonnes de J.
(F1 f7) = (et | B ) = (% | ) = g et (1] f7) = gV
tandis que (f{ | fj) = g13-On a:

(Kpp)(el) = pej A s P, = Zgilkle
=Y g™

—1
(AP p)(e*!) = 1 = T gYe;. Les bases e et f! sont supplémen-

taires dans APE. Les bases e* et fj sont supplémentaires dans
NPE*.
Pour le produit scalaire étendu aux espaces vectoriels AE et

*xkq A *kp

M Z gZpkpe

-1

AE*, les applications linéaires associées, sommes des A p ou AP o,
_ _—-1

seront simplement notées Ap et A P, soit : (¢ | u) = (¢, ( p)u)

— ((Rp)t,u) dans AE et (p | w) = (@, (K P)w) = (K P)p,w)
dans AE*. -

—_ _—1
Ap et A p sont des isomorphes d’algébres.

Définition V.5.A :

Soit (E; g) un espace métrique dont on étend le produit scalaire
a lalgebre extérieure AE. L'opérateur adjoint de la multiplication
extérieure a droite est le produit intérieur a gauche : A, 'adjoint
de la multiplication extérieure a gauche est le produit intérieur a
droite : L :
tAu|v)=>Ctludv):(ud)=(Aw"
(wluAt)=(whku|t): (Lu) = @A)
Les éléments t, u, v étant supposés homogeénes, on a d°t + d°u
= d%v, soit d°(u Jd v) = d°(v L u) = d°v — d°u tandis que :

(whult)=@w|uAt)=(=1)F Ut Ay | )
_ (_1)d°u(d°v—d°u) (wdv|t)
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d’oti il résulte que, sur des éléments homogenes, Jd et L ne different
que par le signe: vLu = (_1)d°u(d°v—d°u)u d .

Il faut vérifier que les produits intérieurs que nous venons
de définir sont bien les mémes que les produits intérieurs de la

définition IV.10.A apres identification de AE et AE* par Ap et A Pl.
Or ces derniers sont les opérateurs transposés des multiplications
extérieures. Sid°v =p: (t,u d @) = A u,a) = (pt A pu | @)
=(pt|pud a)=(t,pud a)soitu d a=pu d «

On peut donc sans craindre d’ambigiiité, conserver la méme
notation.

L’associativité de la multiplication extérieure a pour conséquence
les égalités suivantes :

(sAtAu|v)=(sAt|ludv)=(s|td (udw))
dou:td (udv)=(tAu)dv

et de la méme facon : (vLt)bu =v L (¢t Au).

Nous allons maintenant examiner comment la dualité entre AE
et AE* devient, grace a l'identification par le produit scalaire, une
dualité interne a AE.

Soient € une base de A"E, €* 1a base duale de A"E* : (g,€*) = 1,

= ,01) et et [ = (A"p)-€

Les isomorphismes linéaires H et H* dits isomorphismes de
dualité entre AE et AE* sont définis par (Proposition IV.10.A)

(tAwE") = (G H(u) = (tu d &)
(@0 Aw) = (H (p);w) = (L piw) et H = H

soient : |H(u)=u d € et H*(p)=eloy

Or: (tAu|.8)=({tAu Pp- é) gt Au;E*) = g(t; H(u)).

Diou: (¢ | u d &) = (¢ | (A #)H(u).

Pour définir une dualité interne associée a la métrique g sur
lalgébre extérieure AE, on a le choix entre plusieurs automor-
phismes naturels, dépendant toujours du choix d’une base € de
A"E : )

1) Papplication oo = A p oH caractérisée par : t A u = (t | au)e;
2) lapplication interne 3 : f(u) = u d € =ga(u);
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3) l'application interne étoile x définie par 1’égalité :
tA*u=(t|u)e (aussiégal a u A x*t).
Exprimons cette derniére en fonction des autres :
tAxu=(t|axu)e=(t|u)e soit:axu=u.
Or, on verra ci-dessous que si d°u = p ou (n — p) le carré de o
est égal a: (aoa)(u) = (—1)p(”_p) _ﬁl u. On a donc :
s = (—1)P0 o = (1P 1 2

Cas particulier ou (E, g) est un espace pseudoeuclidien :

On a alors (définition V.3.C) une base canonique de A"E :
lunité de volume orienté w, invariant défini pour toute base orientée
positivement par : w = |§|_1/ 2¢. Les automorphismes de dualité de
AE précédents, dépendant de €, deviennent canoniques lorsqu’on
les rapporte & w. En gardant pour ces automorphismes canoniques
les notations «, 3, *, ils sont définis respectivement par :

tAu=(t|au)w); pu=u d w; tA*xu=(t|u)w

La comparaison avec les automorphismes attachés a € donne
a = [g]"%ag; B=[g]7V/?6s; + = [g"/?+¢

Il en résulte que o = (B et *x = (—l)p("'p)a.

Il n’y a donc plus en fait qu’un seul automorphisme naturel de
dualité de AE au signe pres.

La géométrie différentielle choisit traditionnellement * qui est

donc déterminé sur AE par |t A su = (t | u)w | soit aussi

*U = (_1)p(n—p)u Jdw

On a *x1l = w et xw = (—1)°%.

On verra au chapitre IX (§IX.3) que l'opérateur d’adjonction
* est surtout utilisé dans ’algebre extérieure des formes différen-
tielles.

Si(p e /\pE* : (*SO)JIJQJ’H‘P = (_1)p(n—p) Zwjljz..-jn—pil...ip(pilu.ip'

soit :

(¥0)j1..np = Zwil...ipjl‘..jn_pgoil"'ip i
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expression qui, en raison de sa simplicité, est souvent prise comme
définition de ’adjonction.

Revenons au cas dun corps quelconque et supposons € =
eg1NexN...éen.

Par un changement de base ¢/ = €S, dou & = (dét S) -e:

-1
aeg = (dét S)ae.
Si a est un opérateur orthogonal de E, prolongé a l'espace
vectoriel AE, on a : a(au) = a - o(u)dét a. Si op désigne la
restriction de o & APE, o est un isomorphisme de I'espace vectoriel

NPE sur l'espace vectoriel A"7PE : o =A pl -H qui transforme la
représentation de O(E; g) dans APE en la représentation associée
dans A" "PE. Géométriquement, si u est un p-vecteur décomposable
non nul auquel correspond un sous-espace U, de dimension p, de E,
ap(u) est un (n — p)-vecteur décomposable auquel correspond le
sous-espace UL orthogonal de U.

Théoréeme V.5.A : Le carré o de o est un automorphisme
linéaire gradué de degré zéro de I'espace vectoriel AE, égal sur APE
a une homothétie, soit :

-1
an—poapy = (-1)P""P) 3

Il en résulte que dans le cas d’un espace pseudoeuclidien d’in-
dice (r,s) on a :

x.x = (—1)P(n=P)+s |

Preuve : Comme p-vecteur décomposable non nul, il suffit de
prendre le produit de p vecteurs de la base e, soit e;; Aej, A...e;,.

-1
On a (cf. §IV.10) avec toujours f = P e* :

H(er) = e(T)er et| a(er) = e(I') fi |qui est bien décomposable.

De plus chaque vecteur de base e; de la base (e;,,€;,,...€;,) du
sous-espace associé au p-vecteur eg est orthogonal a chaque vecteur

./ .7 ./

f* delabase (f"1,..., f'» du sous-espace associé au (n—p)-vecteur
!

fI . En attribuant un indice f aux automorphismes de dualité
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associés & la base f, remarquons que H ¢( fII) = &(I) fs,1- Puisque,
ainsi qu'on I'a vu ci-dessus :

A = (LHW)E = (6Hpw) = T = (tH;(w) T2 ona
H(u) _§1 Hf(u )et H( fI )=¢(I )_§1 ff - En appliquant maintenant

-1
P pulsque P f* = P pej = ej, on obtient : an_p(f'l)
=e(I) § e, et
apoan—p=e(De(l’)
On passe de la permutation de (1,2,...,n) formée de (I, I')

a la permutation (I') en faisant passer successivement chaque
élément de I par dessus ceux de I' ce qui fait en tout p(n

— p) transpositions, et e(I)e(I') = (—1)P(*~P) cqfd. Puisque x =

(~1)PP) g1/ 20; on a s = (~1)*P)[g|. G = (~1)7("~P) signe
de g = (—1)P(n—P)+s,

Corollaire V.5 : Sur l'algébre extérieure AE de 'espace pseu-
doeuclidien E de type (r, s), 'opérateur d’adjonction * a pour adjoint

-1 -1
(-1)° * =(xulv) = (u| (-1)% x v).
Il en résulte que l'opérateur  est, au facteur (—1)° pres, une

isométrie : (xv | xv) = (—1)°(u | ¥ *xv) = (—=1)°(u | v).

Preuve : Soient u € A\PE et v € A" PE :

(u] ¥ Vw=uAv=_(— l)p("_p)v Au= (v ]| (=1)P("P)) 3 u)w

= (v ]| (=1)® *x u) cqfd.

Remarques :
1) Si n est pair, n = 2r, o, est un automorphisme de ’espace

vectoriel A"E de carré (—1)’"2( gl) -1d. Or (—1)’"2 =(-1)".

Si le scalaire (—1)"(g) est un carré dans le corps K, égal a
A2 par exemple, Aa” est un automorphisme involutif de \"E qui
le décompose en la somme directe de ses sous-espaces propres,

1 1
images et noyaux des pro;ecteurs = (Id + Aayr), 3 (Id = Xar).
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Un automorphisme orthogonal o de déterminant (—1) applique
chacun de ces sous-espaces sur l'autre. En effet : o(Id + elor)
= (Id—e)lay)o (ot € = £1). Mais les automorphismes orthogonaux
de SO(E;g) (dét = +1), appliquent chacun de ces sous-espaces en
lui-méme : ce sont des SO(E; g)-modules. Insistons sur le fait que
ces sous-espaces ne contiennent aucun r-vecteur décomposable non
nul.

En effet, un élément u d’'un de ces sous-espaces appartient au
noyau de l'un des projecteurs, ce qui s’écrit (Id 4+ e ay)u = 0 soit
u = poru. Si u était décomposable, il résulterait de cette égalité
que les sous-espaces de dimension r de E associés & u et & aru sont
les mémes. Or ils sont orthogonaux d’aprés le théoréme V.5.A et
c’est donc impossible.

2) la condition trouvée ci-dessus : « (—1)"(g) est un carré dans
le corps K », est évidemment indépendante du choix de la base e.

En effet, si e/ = e-S est une autre base, G’ =t SGS, d = (détS)%-g.

Cas particulier : le cas le plus simple est celui du plan euchdlen
muni d’une base e orthonormale. Dans ce cas, 7 = 1 et AlE = E.
L’automorphisme «j a pour carré moins lidentité et n’est autre

T
que la rotation de + (5) qui définit la structure complexe standard
associé au plan euclidien orienté.

Théoréme V.5.B : Soit (E; g) un espace vectoriel muni du produit
scalaire g. Les représentations du groupe orthogonal O(E; g) dans
les puissances extérieures APE sont irréductibles.

Preuve : Commencons par trois observations :

a) on vient de voir 4 la remarque précédente que si dimE
= n = 2r, la représentation du sous-groupe SO(E; g) de O(E; g)
dans A"E' peut ne pas étre irréductible. Les représentations
de SO(E; g) dans les puissances extérieures seront étudiées au
numéro suivant.

b) le seuls hypothéses sur (E;g) sont que le corps K est de ca-
ractéristique zéro et que la forme bilinéaire symétrique g est
non-dégénérée. Il faut bien se garder de vouloir adapter a cette si-
tuation trés générale les raisonnements simplistes valables dans
le cas d’un espace euclidien!
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¢) on peut écarter des raisonnements les casp = O et n: AE = K et

A™E étant des droites la représentation ne peut étre qu’irréduc-
tible.

Soient e = (e1,es,...,e,) une base orthogonale de E, A\Pe =
{er} 1a base associée de APE ou I parcourt 'ensemble Jj des suites
strictements croissantes de p indices pris dans (1,2,...,n) soient :
I={1<i1<ip<...<ip2n}

L'ordre lexicographique des suites I est, sur J,, un ordre total.
La preuve est basée sur deux lemmes :

Lemme V.5.A : Soient V un sous-espace de APE stable par les
opérations de O(E; g) et u un élément non nul de V. Quelle que
soit la base orthogonale e de E, si u = \jej, +Xoey, +...+Amey,,
avec J1 < J9 < ...Jm et A1, A9,..., Ay non nuls, les éléments
€J;,€Jys - - -1 €J,, delabase APe appartiennent nécessairement a V.

Preuve du lemme :sim =1,e3, € V.

Si m > 2, soient j un indice appartenant & Jo mais pas & J;;
et 0 la symétrie orthogonale de E qui change ¢; en (— eJ) et laisse
donc invariants tous les e;, 7.7 j.Ona: 0;-ej = ej,,0; €5, =
—ej, et d’'une facon générale, o - ey = *ey.

Va4 1

L’élément 5 (u+0j-u) = M\eg, +puzeg; + .- + umey,, avec
pr = A ou0 si3 < k < m, appartient & V et n’a, au plus, que
(m — 1) composantes non nulles dans la base APe. Une récurrence
évidente aboutit 4 e, € V. Le méme raisonnement avec des choix
différents des o; montre que e}, ..., e, appartiennent aussia V.

Il résulte du lemme que pour toute base orthogonale e de E,
certains des p-vecteurs ej de la base APe forment une base de V,
les autres formant une base de V1 qui est également stable par
O(E; g). Soient donc ej;, € V avec J; = (j1 < j2 < ... < Jp),
J € Jietk & Ji; e et e, forment une base orthogonale d'un
plan P;j de E. Soit J2 la suite strictement croissante obtenue en
remplacant j dans J; par k. Nous allons montrer que €3, € V. Pour
cela, nous allons démontrer le

Lemme V.5.B : Dans le plan P ;i de base orthogonale (€j,€x), on
peut construire une autre base orthogonale (ej ,er) e = ej + ey,
e & = € + peg ou les coefficients A et u sont non nuls
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953 .
; L . . Jkk
A non nul étant ainsi choisi, déterminons u par la condition :

(¢ | €}) = 0 = gjj + Mgy soit p = —-22

Preuve : (e;- | eg-) = gj; + M gpi est non nul si A2 # —

. Cette condition

Ikk
entraine automatiquement (e}, | €},) # 0.

On va maintenant remplacer la base orthogonale initiale e
par une autre base orthogonale e’ formée des mémes vecteurs a
lexception de e; et ej qui sont remplacés par eg- et e;c. Or:

e ==l —€f) et ;= (A—p) (A} — ue).

/.
. . - - . J
et qui est aussi, au signe prés le produit extérieur ej, ou lon

remplace ej. par e’:! De méme, notons e/ le produit extérieur e
k |Y 7 J 1 p J 1

Notons e ¥ le produit extérieur ey, ou l'on remplace e; par e

ou I'on remplace cette fois e; par e;c, et qui est aussi, au signe pres,
€J, ou l'on remplace ¢; par e;c. Les égalités précédentes donnent
ey = aey + ﬁejé et ey, = e + 6eJ/2 avec a, 3,7, 6 non nuls.
Le lemme précédent montre que, puisque ej, appartient & V, par
hypothese, e 3 ete 3 appartiennet & V donc aussi ej,. De proche

en proche, tous les éléments e; de APE appartiennent a V, et le
théoréme est ainsi démontré.

Remarque : nous avons en particulier démontré que la représen-
tation O(E; g) dans E est irréductible!

Définition V.5 :

Commutant d’'un module. Soit E un A-module, c’est-a-dire un
espace vectoriel E dans lequel on a distingué une partie A de
lalgébre £(E) (E est, par exemple, 'espace d’une représentation
linéaire A d’'un groupe G et A = R(G)). Le commutant de E est
la sous-algebre unitaire C de £(E) que forment les opérateurs qui
commutent avec tous ceux de A :

vy€C<=ay=1va, VacA.

C’est donc I’'algébre des endomorphismes du A-module E : Vz €
E, v(az) = ay(z). On retrouvera cette notion au §VI1.4.
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Exemples

1) si E est réductible en la somme directe de deux sous-modules
F et F9, sous-espaces stables par les opérations de A : E = F1®Ey,
les projecteurs p; et po sur ces sous-espaces appartiennent au
commutant.

2) si G est un groupe, le commutant d'un G-module E est la
sous-algébre des invariants de la représentation associée de G dans

-1
£(E) puisque YR (a) = R(a)7, s'écrit alors v = R(a) - YR(a).

Théoréeme V.5.C : Limage, le noyau, les sous-espaces propres
d’un élément v du commutant C d'un module E sont des sous-
modules. Il en résulte que si un module est simple, son commutant
est un corps (éventuellement non commutatif). Si de plus le corps

K de E est algébriquement clos, le corps C ne peut alors étre que
K-1d.

Preuve :

a) siyx =0, vyax = ayx =0,Va € A, dou A - Kery C Ker~.

b) siz =1y, ar =ayy =vay,Va € A, ot A -Im~y C Im~

¢) quel que soit le scalaire A\, siy € C,y— A | d € C et d’apres a)
Ker(y — A | Id), sous-espace propre de -y pour sa valeur propre
A, est un sous-module.

Si E est simple, cela signifie que les seuls sous-modules sont 0
et E. Si vy est un élément non nul de C, Imy # 0 donc Im~y = E,
Kervy # E, donc Kery = 0 d’ou il résulte que <y est inversible : C
est un corps.

De plus, les éléments de C qui ne sont pas des multiples
scalaires de l'identité ne peuvent avoir aucune valeur propre dans
le corps. Si le corps K de E est algébriquement clos tout opérateur
linéaire de E possédant au moins une valeur propre, on a alors

C=K-Id

Théoreme V.5.D : Le commutant de la représentation du groupe
orthogonal O(E; g) dans APE est formé des multiples scalaires de
Popérateur identique : C = K - Id.

Preuve : Soit e = (e1, e, . .., € ) une base orthogonale de E. Soit
0 la symétrie orthogonale de E qui change e; en —e; et laisse donc
invariants les e;, 1 # j. Les diverses o; commutent entre elles et
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leurs produits forment un groupe abélien fini T d’ordre 2" contenu
dans O(E;g). Chaque e; = e;; A ...e;, de la base A\Pe de A\PE
est un vecteur propre pour les 2™ opérateurs de T, qui s’écrivent
T =0j,0j,...0j avec 1< j1 <...<jg <n,associé & une valeur
propre collective 1, fonction sur T a valeurs 1 : 7 — £1(7), définie
par Té; = €1(7)er.

Il est clair que si I; # Ip, €, # €1, puisque si j € I et
J # I1, e1,(7) et e1,(0;) = —1. Les vecteurs e de la base APe
sont donc associés a des valeurs propres collectives distinctes des
opérateurs de T. Soit maintenant v un élément du commutant.
Si u est un vecteur propre de tous les opérateurs de T associé a
une valeur propre collective €, il en est de méme de yu puisque
T(u) = y(tu) = e(1)yu.

Il en résulte que tous les ey sont des vecteurs propres de 7y :
ver = Arer ou A\; € K. Mais si V est le sous-espace propre de
v dans APE pour la valeur propre A, V est stable par O(E; g) :
v(av) = a(yv), Ya € O(E; g). Puisque APE est un O(E; g)-module
simple d’apres le théoréme V.5.B ci-dessus, V est ou nul ou égal a
APE : tous les A1 sont égaux et v = A - Id avec ) € K, cqfd.

V.6 — Représentations du groupe SO(E; g) dans les puissances
extérieures de E

On a vu au théoréeme V.5.B que 'automorphisme o, «de dua-
lité », de I'espace vectoriel AE, définit pour chaque entier p avec
0 < p < dimE = n, un isomorphisme a. , du SO(E; g)-module APE
sur le SO(E; g)-module A" PE. Cet isomorphisme devient, lorsque
n est pair et égal & 2r, un automorphisme du SO(E; g)-module A"E,
ce qui signifie, comme on vient de le voir, que aer appartient au
commutant du SO(E; g)-module A"E.

En écartant d’abord ce dernier cas, on a le :

Théoréeme V.6.A : Les représentations du groupe spécial ortho-
gonal SO(E; g) dans les puissances extérieures A\PE :
a) sont toutes irréductibles si n = dim E est impair.

n
b) sont irréductibles pour tout entier p # 3 lorsque n est pair.

Preuve : elle est analogue a celle du théoréme V.5.B. Soit e une
base orthogonale de E. Si u = Ajej, + Azej, + ... + Amey,, est
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un élément d’un sous-espace V dans APE appliqué en lui-méme
par SO(E;g) avec J; < Jo < ... < Jp et A1, A9,..., A non
nuls, on peut, si m > 2, choisir un indice j appartenant a Jo et
n’appartenant pas a Ji, et un indice k£ qui, ou bien n’%ppartient ni

aJinialJgsip< 3 ou appartient aux deux si p > —.

Des lors, le produit 7 = oo des symétries orthogonales
correspondantes est un élément de SO(E; g). Si Tej, = eej, alors
T€J, = —E€J,.

1
Lélément 3 (u+€eTu) ne posséde plus que (m — 1) composantes
non nulles dans la base APe.
Par récurrence, €j,,€j,,- - -,€J,, appartiennent & V; le lemme

V.5.A est donc également valable pour SO(E;g) et pour p # g

Le reste de la démonstration se poursuit exactement comme au
théoréeme V.5.B a l'aide du lemme V.5.B.

Proposition V.6 :

Soient G un groupe, G4 un sous-groupe de G tel que G/G soit
le groupe a deux éléments (exemple : G = O(E; g), G4 = SO(E; g).
Soit V un G-module simple. Par restriction & G4, V est ou bien un
G4 -module simple, ou bien une somme directe de deux sous-G -
modules simples qu’échange tout élément o de G — G..

Preuve : Soit L un sous G4 -module de dimension minimale non
nul de V : L est un G4-module simple. Si 0 € G — G4, oL est

également un sous G4-module de V. En effet, oG 01 = G+ : quel
que soit a € G ; il existe a’ € G tel que ac = od’.

Il en résulte que acL = ga'L. Le sous-espace de V : L + oL est
appliquée en lui-méme par G. On I'a vu pour les éléments de G.
Puisque G = G4 U oG, un élément o' € G — G4 s’écrit 0/ = oa
et cal = oL, oacL = 02a'L = L car o2 € G2 € G, ce qui prouve
aussi que o(oL) = L.

Dés lors deux cas sont possibles. Puisque L est G4-simple, ou
bien oL = L, qui est alors un G-module simple identique a V, ou
bien LN oL = 0, la somme L & oL est directe et égale &4 V, c.q.f.d.

Lemme V.6 : Soient V un M-module et V=L1®Ly®...Lg une
décomposition de V en somme directe de sous-modules simples. Tout
sous-module simple L de V est isomorphe & I'un des L. Si les L;
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sont des M-modules deux & deux non-isomorphes, la décomposition
de V est unique a 'ordre prés des termes.

Preuve : Tout élément x de L s’écrit de fagcon unique comme
la somme de ses composantes suivant les L; : z = z1 + z2
+ ...+ zg avec z; € L;. L'application z € L — z; € L; est un
homomorphisme de M-modules puisque m - £ = mx1 + mxo + . ..
+ mxg.

Puisque L et Lj sont simples, c’est donc ou bien 0, ou bien
un isomorphisme. Comme les z; ne peuvent étre tous nuls, L est
isomorphe & au moins I'un des L;. Si les L; sont deux a deux non-
isomorphes, il en résulte que L ne peut étre que I'un deux.

Rappelons que si un espace vectoriel V est décomposé en somme
directe de sous-espaces V=L; @ Lo @®...L; 'étude d’'un endomor-
phisme f vis-a-vis de cette composition conduit & I’écrire comme
une matrice | fLiLj' (décomposition «en blocs ») ott f1,,; désigne la
restriction de f qui applique L; dans L;, soit avec les projecteurs
associés : fLiLj = p;fp;-

Si V est un M-module somme directe de sous-modules :

V =1L; &...Lg, deux a deux non-isomorphes, un élément y du
commutant de V étant un endomorphisme de M-modules applique
nécessairement chaque Lj en lui-méme et le commutant de V,
C(V) est donc la somme directe des commutants des L; : C(V) =

C(L1) ® C(L2) & ... C(Ly).

Remarque : Soient V un SO(E;g)-module et R I'homomor-
phisme : SO(E; g) — GI(V) définissant la représentation.

Un élément o € O(E;g) — SO(E; g) (autrement dit, détgo =
—1) détermine un automorphisme du groupe SO(E; g) par :

~ =1 .
a — 0(a) = oa 0 et une nouvelle représentation R, de SO(E; g)

dans V par : R(a) = (Ro)(a) = R(oa 73'1).
Les automorphismes de SO(E; g) définis par deux éléments o
et o/ de O(E; g) — SO(E; g) ne different que par un automorphisme

intérieur de SO(E;g). En effet 0/ = uo avec u € SO(E;g) et
d(a) =0o'a ' = uoa T .

Les représentations R, et R;, obtenues a partir de R et de ¢
et o/ sont donc équivalentes.

R,/(a) = R(u)Re(a)R(W).
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Définition V.6 :

La classe des automorphismes 5(a) = oa o de SO(E; g) par
les éléments 0 € O(E; g) — SO(E; g) modulo les automorphismes
intérieurs est appelé 'automorphisme miroir (“mirror automor-
phism”). La classe d’équivalence des représentations R, associées
a une représentation R de SO(E; g) est appelée la représentation
miroir de R.

L’automorphisme miroir est I'identité si et seulement s’il se
réduit 4 un automorphisme intérieur, c’est-a-dire s’il existe u €

SO(E; g) tel que oa T = ua 31, Va € SO(E;g). Cette condition

est équivalente a l'existence d’'un élément oy = 4o de O(E;9) —
SO(E; g) qui commute avec tous les éléments de SO(E; g). Un tel
élément existe si dim E est impaire : 09 = —Idg, mais n’existe pas
si la dimension de E est paire.

La représentation miroir de R est équivalente a4 R lorsque la
représentation s’étend & (ou est la restriction d’) une représentation

de O(E; g).

Exemple : Toutes les représentations irréductibles de SO(E; g)

n
dans les APE, p # 5 sont équivalentes a leur représentation miroir.

Théoréeme V.6.B : Soit (E; g) un espace vectoriel de dimension
paire n = 2r muni d’'un produit scalaire g. Si la puissance extérieure
r-éme de E se décompose sous ’action du groupe spécial orthogonal
en la somme directe de deux sous-modules simples, les représen-
tations de SO(E; g) dans ces sous-modules sont miroirs I'une de
Pautre et inéquivalentes.

Preuve : Notons R la représentation de O(E; g) dans A"E, et soit
ATE = L@®oL ot 0 est un élément quelconque de O(E; g)—SO(E; g)
suivant la proposition V.6.A et oL désigne R(o’)L. L’application o de
L sur oL est un isomorphisme d’espace vectoriel et un isomorphisme
de la représentation R de SO(E;g), sur L, sur la représentation

-1
miroir R, de SO(E; g), sur oL. En effet, siz € L, caz = (0a 0 ) -
ozT.

Si ces représentations étaient équivalentes, il existerait alors un
élément v du commutant de O(E; g) dans A"E, ce qui est impossible
d’apres le théoréme V.5.C. c.q.f.d.



CHAPITRE VI

Algebres de Clifford. Spineurs

Le chapitre précédent a commencé ’'examen des propriétés par-
ticuliéres aux tenseurs d’'un espace vectoriel E muni d’un produit
scalaire symétrique g, le corps K de E étant un corps de caractéris-
tique zéro non précisé. Dans cette méme hypothése générale sur K,
nous allons voir qu’il s’introduit un quotient de 'algebre tensorielle
sur E : algebre de Clifford de (E;g) qui traduit dans sa structure
algébrique la géométrie de E. Elle conduit directement aux défi-
nitions des spineurs et du groupe spinoriel associés a (E;g). Ces
notions, lorsque (E;g) est un espace euclidien ou pseudoeuclidien
sont d’importance essentielle en physique. Les définitions générales
qui sont données ici justifient les constructions et représentations
matricielles, souvent arbitrairement imposées, des physiciens qui
ne sont valables que dans des cas particuliers. Historiquement,
P’algébre de Clifford est ainsi intervenue comme sous-jacente a di-
verses constructions ou théories, comme celles des quaternions, du
spin non relativiste de Pauli, ou du spin relativiste de Dirac.

Ce chapitre se contente de donner succintement, les bases
algébriques et les théorémes fondamentaux de la théorie, appuyés
sur quelques exemples.

Algebre de Clifford d’'un espace quadratique. Exemples.
Structures sur les algebres de Clifford.

Groupes de Clifford et groupes spinoriels.

Nature des algebres de Clifford. Spineurs.

Un exemple de I'emploi des spineurs : le moment angulaire en
mécanique quantique.

.6 / Produits scalaires invariants sur les espaces de spineurs.

VL7 / Lopérateur de Dirac.

N.B. Tous les espaces vectoriels et algébres considérés dans ce chapitre
sont de dimension finie, & 'exception, bien entendu, de ’algébre tensorielle
intervenant dans la construction du théoréme VI.1.A.

5 sesss
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VI.1 - Algebre de Clifford d’un espace quadratique (cf. [DR]).
Exemples.

La donnée d’un produit scalaire symétrique g sur ’espace vecto-
riel E est équivalente & la donnée de la forme quadratique associée
g. En effet, si ¢(z) = g(z,z), on déduit g de g par :

o(z,9) = 5 {a@ +9) ~ a(z) - a)}.

La structure définie par la donnée de g sur E, qui fait de
celui-ci un «espace géométrique », est donc un cas particulier de
la structure d’espace quadratique : (E;q). En effet, cette derniére
désigne un espace vectoriel muni d’une forme quadratique g, mais
qui peut-étre dégénérée, ainsi, par conséquent, que la forme bi-
linéaire symétrique associée que nous continuerons & désigner par
g. Les espaces quadratiques sur un méme corps K peuvent étre
considérés comme une catégorie (cf. §II1.13) une fois définis les
«morphismes ». Un morphisme de (E; ) dans (E’; ¢’) est tout sim-
plement une application linéaire de f des E dans E’ conservant la
structure : ¢/(fz) = q(z), Vz € E.

La considération d’espaces quadratiques (E; ) ou ¢ est dégéné-
rée n’est nullement étrangére a I'étude des espaces (E;g) munis
d’'un produit scalaire. En effet, un sous-espace F d’un tel espace,
muni de la restriction gp de g, peut étre singulier comme par
exemple, les droites isotropes de 'espace de Minkowski.

L'injection de (F;gp) dans (E;q) est évidemment un mor-
phisme.

Si L est un surcorps (commutatif) de K (par exemple K = R,
L = O), l'application de E x L x E x L dans L : (z,\,y,u)
— Aug(z,y) est quadrilinéaire (sur K) et détermine une forme
L-bilinéaire g, extension de g, sur E Qg L : g(z ® \,y ® p)
= Aug(z,y). La forme quadratique § extension de ¢ 3 E ®k L est
3(z ® A) = Nq(x).

Un probleme, qui peut, & premiére vue, sembler n’étre qu'un
amusement, mais dont la solution a d’importantes conséquences, est
celui-ci : peut-on exprimer une forme quadratigue g sur E comme
le carré d’une fonction linéaire ¢ : g(u) = @(u)*?

Exemple : L'exemple concret, résolu par P.A.M. Dirac, et a la
base de sa théorie de I’électron, est celui ou ¢ est la métrique de
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Lorentz sur Pespace vectoriel R%. Peut-on écrire q(u) = t2 — z2
—y? =22 = (at + Bz +yy + 62)% = p(u)?.

La fonction ¢ doit é&tre linéaire et les coefficients «,3,7,6;
qui représentent les vecteurs de la base standard, doivent pouvoir
étre ajoutés, multipliés par R, et multipliés entre eux. ¢ doit donc
prendre ses valeurs dans une algébre sur R.

L'identification des deux membres conduit aux équations :

a2=_62=_72=_52=1
af+Ba=ay+ya=...=0

et les coefficients a, (3,7, 6 ne peuvent les satisfaire que s’ils appar-
tiennent a une algébre non-commutative. Comme nous le verrons,
on obtient une solution en prenant pour «, (3, Y, § des matrices com-
plexes d’ordre 4.

Définition VI.1.A :

Soient (E;qg) un espace quadratique sur le corps K, A une
algebre associative sur K possédant une unité notée 1. Une appli-
cation de Clifford de (E; q) dans A est une application linéaire ¢ de
E dans A telle que ¢(z)2 = q(z) - 15, Vz € E. Une algébre de CIif-
ford C = C(E; q) de Yespace quadratique (E; ¢) est une solution du
probléeme universel (cf. I1I1.13) posé par les applications de Clifford
de la catégorie des espaces quadratiques sur K dans la catégorie
des algeébres associatives avec unité sur K.

Rappelons la signification de cette derniére définition :

1) il existe une application de Clifford ¢, de E dans C;

2) l'unité 1¢ de C et 'image ¢ (E) engendrent l'algébre C;

3) quelle que soit 'application de Clifford ¢ de E dans A, il existe
un homomophisme d’algébres avec unité ® de C dans A tel que :

E ? A
9=9oo.: <p\ //4)

C
Cet homomorphisme ® est unique d’apres 2).
Si elle existe, I'algébre de Clifford C(E;g) est unique & un iso-
morphisme pres en vertu des considérations générales du chapitre
III, §13.
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Réciproquement, tout homomorphisme ® d’algébres unitaires
de C dans A détermine une application de Clifford de E dans
A:z € E — ®(pc(z)) € A puisque : ®(pc())? = ®(pc(z)?)
— 3(q(=) - 1) = a(x) - 1.

Si ¢ est une application de Clifford de E dans A, et @ un auto-
morphisme de algébre unitaire A, oo @ est encore une application
de Clifford de E dans A auquel correspond ’homomorphisme o o
de C dans A.

Remarquons que si A est une algébre de matrice m X m et si
X = @(z) est la matrice image de z € E, la propriété de Clifford
X2 = q(z). I entraine (détX)? = g(z)™.

La forme bilinéaire symétrique g associée a g peut, elle aussi,
étre exprimée 4 I'aide de la multiplication dans une algebre A dans
laquelle E est appliqué par une application de Clifford.

En effet, en remplacant  par = + y dans ¢(z)? = ¢(z) - 14, on
obtient : ¢(2)¢p(y) + (y)¢p(z) = 29(z,y) - 1A.

L’orthogonalité de z et y : g(z,y) = O est ainsi équivalente a
I'anticommunauté de leurs images ¢(z) et ¢(y). Cela interdit 4 A
d’étre commutative dés que dimE > 2.

D’autre part, p(z) = 0 entraine g(z,y) = 0 quel que soit y.

Si g est non-dégénérée, ¢ est donc nécessairement injective.

Exemples d’applications de Clifford :

1) Le plongement ¢ de la droite réelle R dans le corps complexe
C, considéré comme algebre réelle, défini par p(z) = iz est une
application de Clifford de R, muni de la forme quadratique ¢(z) =

—1,'2.

2) Plus généralement, la forme quadratique ¢ sur la droite K
étant définie par g(a - 1) = a)2, on obtient une application de

0 A

Clifford ¢ de (K;¢) dans K(2) par: p(A-1) = ‘/\ 0

3) l'application ¢ de I'espace euclidien E3 dans l'algébre C(2)

des matrices complexes d’ordre deux, considérée comme algebre
réelle :

z T —1y
u) = p(rey + yes + zez) =
o(u) = p(zer + yez + ze3) ctiy -z
et pu)?l=@2+y?+22)-1
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4) Les exemples ci-dessus ne font que montrer I'existence d’ap-
plications de Clifford dans quelques cas. Nous allons construire une
application de Clifford par une méthode standard valable pour tout
espace quadratique (E;q). Rappelons (théoréme IV.13.B) qu’une
forme linéaire o € E* détermine une antidérivation d, de degré
(—1) de lalgebre AE, de carré nul.

A chaque vecteur ¢ de E correspond la forme linéaire pz qui
lui est associée par ¢ : g(z,y) = (pz,y) et par conséquent une
dérivation, que nous noterons d, de AE, qui s’écrit sur un p-vecteur
décomposable :

de(Ui A2 A yp) = S(=1)" oz, vy A Ti A - Y,
=S(-1)" 9@ vy AT A Yp

En particulier, si  est orthogonal & chacun des vecteurs y;,
dz(y1 A - ..yp) = 0. Soit L, Yopérateur linéaire de AE de multipli-
cation a gauche par z : Lz(t) = z A t; Ly est aussi de carré nul.
Nous allons montrer que 'application ¢ :

2 €E —2 o(z) = dy + Ly € £(AE),

de E dans l'algébre des opérateurs linéaires de AE est une appli-
cation de Clifford. En effet, si u € AE, p(z)u = dgu+z Au et
o(x)?u=d2u+g(z,2)u —zAdgu+ T Adgu+z Az Au=q(x)u
soit (z)? = ¢(z) - Id

Cette application de Clifford est injective puisque, quel que soit
z € E, l'image de T'unité 1 de I'algeébre AE par ¢(z) est p(z)-1 = z.

Proposition V1.1 :

Soit ¢ une application de Clifford de (E;q) dans lalgébre
associative unitaire A. La sous-algébre engendrée par 15 et ¢(E)
est de dimension finie, inférieure ou égal 4 2" ou n = dimE.

Preuve : Soient e = (eg, e, ...,en) une base orthogonale de E
et u un élément de A de la forme : u = ¢(e;,)p(e;,) - - - p(€;,,,)

@) Si iy > i1, permutons p(e;, ) et o(e;, ) pour rétablir l'ordre
naturel des indices et multiplions par (—1) : u ne change pas
puisque ¢(e;,) et (e;,, ,) anticommutent.
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b) Siiy =ik+l: remplacons QO(eik)QO(eik_,’_l ) :(P(eik)2 par q(eik)'lA,
u ne change pas. A chaque opération a) le nombre d’inversions
de la suite des indices diminue d’une unité. A chaque opération
b) le nombre des facteurs diminue de deux. Au bout d’un nombre
fini d'opérations u sécrit : u = Ap(ej,) ... p(ej,) soit symboli-
quement Ap(ej) ou A € Ket J = {1 < j1 < jo...Jp < n}est
une suite strictement croissante, qui peut étre vide, avec p = m
mod 2.

Ainsi, tout élément de la sous-algébre de A engendrée par
I'unité 15 et l'image ¢(E) est une combinaison linéaire des 2"
éléments {14, ¢(ey)}, cqfd. '

Nous allons maintenant aborder le probleme de I'existence de
Falgébre de Clifford C(E;gq).

Théoréme VI.1.A : Tout espace quadratique (E;g) posséde une
algébre de Clifford C(E;q) qui peut é&tre définie comme le quotient
de l'algebre tensorielle sur E : QF par I'idéal bilatere Q engendré
par les tenseurs symétriques de la forme : {z®z—¢(z)-1;Vz € E}.

L’application ¢, de E dans (C(E;q) est alors la composée
de l'injection de E dans QE et de la projection de ®E sur son
quotient. Si E est de dimension n, C(E; g) est de dimension 2". Si
e = (e1,€e9,...,en) est une base orthogonale de E, les 2™ éléments
1c, e1 = e €y - .- €, avec (1 <41 <ig <...ip < n) forment une
base de C(E; q). En particulier, . est injective, ce qui permet de
considérer E comme plongé dans C(E;q) et de l'identifier ainsi a
son image @¢(E). (voir en complément le théoréme VI.2.A)

Si L est un surcorps commutatif de K et q ’extension de ¢ 8 EQL
(voir ci-dessus), I'algébre de Clifford C(E ®xk L;q) est évidemment
C(E; q) ®k L.

Preuve : Puisque ®E est engendré par 1 et E, (®E)/Q est
engendré par son unité, image ¢ (1) de 'unité de ®E, et par ¢ (E)
image de E. Si (®E)/Q n’est pas nulle, @, est une application
de Clifford de E dans (®E/Q) puisque ¢¢(z ® z — g(z) - 1) =
we(x) - pe(z) — g(x)pc(1) = 0. Si maintenant ¢ est une application
de Clifford de E dans A, 'application linéaire ¢ se prolonge en un
homomorphisme d’algébres unitaires ¥ de QE dans A (cf. III;12)
qui s’annulant sur Iidéal Q en vertu de la condition de Clifford :
YRz —q(x)-1) = p(z) - p(x) —g(z) - 1o = 0, passe au quotient
et détermine un homomorphisme d’algebres unitaires ® de (QE)/Q
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dans A tel que ® o p. = ¢; C(E;q) = (®E)/Q posséde donc la
propriété universelle vis-a-vis des applications de Clifford de (E;q).
Cette propriété va nous permettre de démontrer que non seulement
(®E)/Q n’est pas nulle mais quelle est de dimension 27, ce que
nous ferons a l'aide de 'application de Clifford standard de E dans
£(AE) de Yexemple 4 ci-dessus.

Puisque C(E;q) = (®E/Q) posséde la propriété universelle,
il existe un homomorphisme d’algébre unitaire ® de C(E;g) dans
L£(AE) tel que ®(z) = ¢(r) = dz +Lz. On a alors : ®(z122...7p)
= p(z1)@(x2) . .. @(xp). Or, si 1 est P'unité de AE et si = et y sont
orthogonaux, ®(zy) - 1 = ¢(z)p(y) - 1 = (dz + Lz)y = g(z,y)
+2 Ay = 2Ay. On va raisonner par récurrence. Soient €;, €;,, . . . €;,,
des vecteurs de la base orthogonale e = (e, e2,...,ep) de E avec
i1 <12 < ...ip. Supposons démontrée I'égalité : ®(e;,e;5,- .- €;,) -
1=-¢ej, NejzN...€j,.On a alors :

‘D(eileiZ, . eip) 1= go(eil) . <I>(ei2 e eip),
= (deil + Leil )ei2 N €y
=€ Nejp N...€,.
L’égalite est ainsi démontré pour toutes les suites strictement
croissantes de (1,2,...n). Les produits de vecteurs e; correspon-
dants dans C(E;q) pour lesquels nous adoptons la méme notation
er que pour 'algébre AE, en forment donc une base puisque leurs
images par ’application linéaire : u — ®(u) - 1 sont linéairement
indépendantes, c.q.f.d.

Corollaire VI.1 : Soient (E;q) un espace quadratique, e =
(e1,€2,-..,en) une base orthogonale de E, ¢ une application de
Clifford de E dans l'algébre associative unitaire A.

Si la sous-algébre C de A engendrée par 15 et @(E) est
de dimension 2", cest-a-dire si et seulement si les éléments
{1a,p(ei)p(esy) .- p(es,); 1 < 41 <dg < ... <idp <n}deA
sont linéairement indépendants, C est une algébre de Clifford de
(E; q) isomorphe a C(E; q).

Ce corollaire permet la détermination rapide de nombreuses
algebres de Clifford.
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Exemples :

1) Lorsque la forme quadratique g est nulle, une application de
Clifford n’est autre qu'une application alternée (cf. §IV.9) et 'algebre
de Clifford C(E; O) est l'algébre extérieure AE.

2) La droite K - e munie de la forme quadratique g(ue) = ulaa
pour algebre de Clifford la sous-algébre (commutative) de dimension
2 de K(2) formée par les matrices :

A ua
b

C’est un corps commutatif si et seulement si a ¢ K2. En
particulier C(R; ¢(z) = —22) = C.

3) Définition VI.1.B : On appelle algébre de quaternzons toute
algebre de Clifford d’'un plan quadratique régulier. Le plan R2 muni
de la forme quadratique g(ejz + eqy) = —z2 — y a pour algebre
de Clifford le corps non-commutatif H des quaternions d’Hamilton
généralisant le corps complexe. La représentation matricielle clas-
sique de H dans C(2) est la suivante. En désignant par E; et Eg
les matrices images des vecteurs e1, e2 de la base canonique de R2
et par Eg le produit E1Eo, on définit la représentation matricielle
d’un élément de H par :

a+ib [B+iy

h=ol+fB1+7Ea+0Es=\ 5 . o s

H peut donc s’identifier a la sous-algébre réelle, de dimension 4, de
C(2) formée par les matrices :

="

e <

v

et Papplication de Clifford de R? dans H C C(2) s’écrit :

0 B+ iy

e1 +veg — ,
Be1 + veo B+ iy 0

Cette application définit aussi une apphcatlon de Chﬁ'ord dans
C(2) du plan quadratique complexe (C?; g(e1z + egy) = —z2 —y?),
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complexifié du plan antieuclidien précédent. On en déduit sans
peine que l'algébre des quaternions complexes est isomorphe a
'algébre de matrices C(2).

4) Pour l'application de Clifford déja vue de I'espace euclidien
E3 dans C(2) :

z r—1
p(ze1 +yea + ze3) = Y

iy —z
I'image ¢(E3) est I'espace des matrices hermitiennes de trace nulle
de C(2).

Définition VI.1.C :

On appelle matrices de Pauli les matrices complexes d’ordre
deux images des vecteurs de la base canonique de E3 par I'applica-
tion de Clifford ci-dessus :

01
10

0 —i
1 0

1 0

o1 = 0o -1l

02 = 03 =

On note parfois og la matrice unité I. Plus généralement, on
peut appeler matrices de Pauli tout ensemble de trois matrices
01,09,03 complexes 2 X 2 vérifiant les relations : 012- =1, 0505 +
ojo; = 0Vi # j € (1,2,3) et 010903 = il. Il en résulte :
0109 = 103, 0203 = 101, 03092 = 109.

Les huit matrices g, 01, - . . , 010203 sont linéairement indépen-
dantes sur R. En vertu du corollaire VI.1. ci-dessus, I'algébre réelle
C(2) est donc une algebre de Clifford de I'espace euclidien de di-
mension trois.

5) La restriction au plan sous-tendu par (e1,e3) dans lappli-
cation de Clifford ci-dessus montre comment on peut obtenir une
application de Clifford, dans l'algébre des matrices K(2), du plan

quadratique sur K de type euclidien : (K2; g(e1z+egy) = 22 +32) :

Y . 01 1 0
= . S E = ) E = ’

o(err + ezy) |x | SiEr ‘1 ol E2 A
Es = E1Ep = 1 _O elles forment avec la matrice unité une

base de K(2) qui est donc 'algeébre de Clifford de ce plan quadrati-
que.
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6) L'espace antieuclidien de dimension trois, Eq 3 défini comme
lespace réel R3 muni de la forme %uadrathzue
glerz! + egx? + e323) = 23)2 posséde une
application de Clifford naturelle cp dans le corps des quaternions
d’Hamilton H, qui est de dimension 4 sur R, alors que C(Eq 3) est
de dimension 8 :

p(x) = <p(elx1 + 621‘2 + 63333) = Elxl + Eg:c2 + E;),m3

avec les notations du n°® 3) ci-dessus.
Si ¥ est 'application de Eq 3 dans l'algébre H(2) des matrices
quaternioniennes d’ordre deux définies par :

0 o(x)
e(z) 0

la matrice unité I et ¥(Eq3) engendrent alors une sous-algébre

réelle de dimension 8 de H(2) qui est une algebre de Clifford de
Eo,3. Elle est isomorphe 4 H & H.

z€Eg3 — ¥(z) =

7) Lespace de Minkowski E; 3 défini comme I'espace réel R4
muni de la forme quadrat1 ue :
a(u) = g(egz’ +e1a! +esa? +e32%) = (a9)2 - (21)2 — (2%)2 — ()
a pour algebre de Clifford C(Eq 3) une algébre réelle de dimension
24 = 16. En écrivant un vecteur u de E1 3 comme somme de egz?
et d’'un vecteur z de Eg 3 on obtient une application de Clifford ¥
de E1 3 dans H(2), extension de I'application du n° précédent :

01 0
U(u) = U(epz’ + ) = ’ OH _201,, + ¥(x)
_ 01y o)
o(z) —zln

et 'on prouve ainsi aisément que C(Ej 3) est isomorphe 4 l'algébre
réelle H(2).

Or, l’algebre réelle H(2) est une forme réelle de I'algébre com-
plexe C(4) : C(4) = H(2) ®:H(2), et on peut donc I'y plonger, ce qui
permet de réaliser C(E 3) comme sous-algébre réelle de 'algébre

C(4). On est ainsi conduit & rechercher les applications de Clifford
de Eq 3 dans C(4).
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Une telle application est entierement déterminée par les images
70,71,72,73 des vecteurs de la base canonique de E; 3, ce qui
conduit & la définition :

Définition VL1.D :

Un ensemble de matrices de Dirac est un ensemble de quatre
matrices complexes d’ordre quatre : g, y1, 72,73 satisfaisant aux
relations :

@) (10)2 =1 (m)?=m)?=(p)P=-1

b) d’anticommutativité deux & deux : v;v; + ;% =0, Vi # j qui
expriment qu’elles définissent une application de Clifford de E; 3
dans C(4).

On peut, par exemple, prendre pour vy l'une ou lautre des
1 0 01 ; ] ¢ 0 oy
0 -1 ou 10 et pour les autres ; —o; 0
ou les 0j, j = 1,2,3 sont les matrices de Pauli.

Les exemples précédents montrent I'intérét pratique de représen-
ter les éléments d’une algébre de Clifford C par des matrices, c’est-
a-dire de construire une « représentation matricielle », de C, isomor-
phisme de C sur une sous-algébre, ou quand cela est possible, une
algébre, de matrices.

Ce point de vue sera systématisé au §VI.4 ci-dessous.

matrices :

Dans les sept exemples développés ci-dessus, on a pu détermi-
ner les algebres de Clifford d’espaces quadratiques de petites dimen-
sions grace a des applications de Clifford astucieusement choisies
dans chaque cas. Nous allons, dans les deux exemples ci-dessous,
déterminer cette fois toute une famille d’algebres de Clifford.

8) Théoréme VI.1.B : L'algebre de Clifford C(H) de lespace
hyperbolique H de dimension 2r sur le corps K est isomorphe a
'algébre de matrices K(2"). Si l'on représente H comme somme di-
recte de deux sous-espaces totalement isotropes maximaux : H =
F @ F/, C(H) s’identifie naturellement & I'algébre £(AF) des endo-
morphismes de I'espace vectoriel AF(= C(F)).

Preuve : Tout vecteur x de H s’écrit de fagon unique :

z=(+a,avec( €F, a € F, et q(z)=29(c, ).
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Appelons p(¢) la multiplication extérieure par ( dans AF et
p(c) rantidérivation (Thm IV.13.B) de l'algébre AF déterminée par
la forme linéaire sur F : { — 2g(o;(). L'application de H dans
£(AF) :

z=(+a—p()=p()+p(a)

est alors une application de Clifford. En effet, si fi A foA... fp €
APF :

pQ)-fin-..fp=CANiN. fp 4
+ (=0 2g(a AN i A S

, Puisque p(¢%) = 0 et p(a)? =0, p(z)? = p(¢)p(e) + p()p(C),
e

PP FIA fa A fp = (-1 29(; fi)C A fr o i A fp
pl@)p(Q)fiNfan...fp=29(50)fiNfaN... fp

+3(=1)%29(05 f)CAFLA o Fi A fp.

En ajoutant, il vient p(x)? = gq(z) - I

p se prolonge donc en un homomorphlsme p d’algebres un1ta1res
de C(H) dans £(AF). Un examen des bases et lutilisation du
théoréme VI.2.A ci-dessous, ou le fait que la dimension de H étant
paire, I'algébre C(H) est simple (théoréme VI.4.A) avec dim C(H) =
dim (£(AF) montrent que p est un isomorphisme c.q.f.d.

9) La construction de Brauer-Weyl.

Cette construction généralise celle de ’algebre de Clifford C(E3)
a laide des matrices de Pauli 010903 (Définition VI.1.C). Soit E
I'espace quadratique complexe standard de d1mens1on n, de base
orthonormale (ej, e, ...,e,) avec g(z) = S (z9)2.

Sin = 2r ou 2r + 1, soit A le produit tensoriel d’algebres

complexes de r copies de P'algébre de matrices C(2). A s’identifie
aC2"):A=C(2)®C(2)®...C(2) =C(2").



Tenseurs et spineurs 243

Définissons une application p de E dans A. Pour 1 < j <7 :

Cj —_— pj=63®...03®01® I®I

(-1 (t-1)

Cryj —o Pi=03®..0;300, ®I®..I
et si n est impair (n =2r +1) :
en = €2r4+1 — Par+1 = 03 ® 03 @ 03  (r fois).

On vérifie immédiatement que c’est une application de Clifford :
pi =1 etsik#1:pgp = —ppy.

Lorsque n est impair, ’élément u = p;ps ...pn de A commute
avec tous les autres et est égal a il sin =4s+3,alsin =4s+1.

On voit alors directement que les p; engendrent toute l'algébre
A. Sin est pair, on a alors : C(Eg,) = C(27).

Mais si n est impair, Papplication de C(Eg,41) dans C(2") n’est
pas injective puisque les deux éléments de la base de C(Eg,41) :
lc et ejes ... en ont des images liées.

En composant la symétrie de E,, par rapport a 'origine avec
p, on obtient une autre application de Clifford p’ de E’ dans A :
ej — p} = —p;. Mais puisque l'image de ejez...en est pipy...p),
= —p1p2...Dn, cette représentation de C(Eg,;1) dans A est
inéquivalente a la premiére (elle ne peut résulter d'un automor-
phisme intérieur de C(2"), voir la Remarque, §VI.1.2.). Une vérifi-
cation élémentaire montre cette fois que C(Eq,41) = C(27)®C(2")
est la somme directe de deux algébres de matrices complexes.

VI.2 — Structures sur les algébres de Clifford

On peut jouer de la propriété universelle pour obtenir deux pro-
priétés importantes des algebres de Clifford : I'existence d’'un au-
tomorphisme II et d'un antiautomorphisme 7, involutifs, liés a la
structure, et appelés pour cela principaux. Soit C = C(E;q). Si u
est un automorphisme orthogonal de E : g(uz) = ¢(z), Yz € E,
Papplication composée ¥ : £ € E — V¥(z) = uzx dans C est
encore une application de Clifford : ¥(z)? = (uz)? = g(uzx) - 1
= g(z) - 1. 1l existe donc un automorphisme U de C qui prolonge
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u par U(z122...7p) = (uz1)(ux2) ... (uzp). On obtient ainsi une
représentation du groupe orthogonal O(E; ¢) comme groupe d’auto-
morphismes de I'algébre unitaire C. En particulier, en prenant pour
u : (—Idg), soit ¥(z) = —z, on obtient automorphisme involutif
de C. II peut donc étre défini comme "unique automorphisme de C
qui change les signes des vecteurs de E. Le sous-espace propre de
IT pour la valeur propre +1 est une sous-algébre, dite sous-algébre
paire de C et notée C4. Elle contient tous les produits en nombre
pair de vecteurs de E. Le sous-espace propre C_ contient tous les
produits en nombre impair de vecteurs de E et en particulier E lui-
méme. Si e = (e, eg,...,e,) est une base orthogonale de E, les ey,
|I| pair, forment une base de C, les ey, |I| impair de C_. On a donc

dimCy =¥ (2k) = 2°! = dimC_ = ¥ (2k+1). La décompo-
k k

sition de C en somme directe : C4+ @ C_ peut étre considérée comme
une graduation de l'algébre C dans Zs.

Remarque : il est utile dans les applications de savoir si 'auto-
morphisme II est, ou non, un automorphisme intérieur de C(E; q),

—1
c’est-a-dire ¢'il existe un élément u tel que Ila = wa u, Va €
C(E; 9).

. N -1
Or ceci entraine pour tout vecteur x de E : llx = —x = ux u
soit ur = —zu, ury = zYu, etc... : 'élément u, anticommute

avec les éléments impairs, commute avec les éléments pairs. De
tels éléments forment '« anticentre » de C(E; g). Lorsque (E; g) est
régulier de dimension impaire, 'anticentre est nul : II rn’est pas un
automorphisme intérieur. On a vu une application de ce fait dans
la construction de Brauer-Weyl (Exemple 9, fin du §VI.1)
Considérons maintenant une nouvelle algébre CO obtenue en
définissant sur I'espace vectoriel C une autre multiplication, notée
par un astérisque. Le nouveau produit a * b de deux éléments a et b
est Pancien produit de ces éléments dans l'ordre inverse : a*b = ba.
La nouvelle algebre C?, appelée lopposée de C, est, comme elle,
associative et unitaire, et contient E. On a, si x € E, z xx =
zz = 22 = g(x) - 1, et CY est donc aussi une algébre de Clifford
pour (E; g). La propriété universelle implique donc 'existence d’'un
isomorphisme 7 d’algebres unitaires de C sur C° que l'on peut plus
pratiquement interpréter comme une antiautomorphisme (involutif)
de C. C’est 'unique antiautomorphisme laissant fixes les éléments
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de E : 7(ab) = 7b- Ta. Si x1,%2,...2p € E, 7(z1,22,...,Zp)
= ZpTp—1---T1-

Puisque II o 7 et 7 o II sont deux antiautomorphismes de C
coincidant sur les générateurs : 1 et E, ils sont égaux.

v = IIT = 7II est I'unique antiautomorphisme de C qui change
le signe des vecteurs de E. Il est involutif et appelé conjugaison
de C. On note simpement % = vu le conjugué de wu.

Remarque : Une représentation matricielle de C est d’autant
plus maniable que I, 7 et v ont une expressions simple. (On verra
au théoréme VI.6.B que toute antiinvolution de K(m) est composée
de la transposition et d’'un antomorphisme intérieur).

Définition VI.2.A :

L’application quadratique de C = C(E; q) en elle-méme :
u — N(u) = ut est appelée la norme de C. Lapplication :
u — S(u) = u(ru) est la norme spinorielle. Elles coincident sur
+.
Si u est décomposable, c’est-a-dire le produit de p vecteurs
de E : u = z1,29,...,7p, S(u) = 21,%2,...,2ZpTp,...T2T] =
q(z1)q(z2) ... q(xp) et N(u) = (—1)PS(u) sont & valeurs scalaires.

Exemples :

1) Soient E un plan quadratique régulier, e1, es une base or-
thogonale de E, e3 = ejes le produit de ces vecteurs dans ’algébre
de Clifford C de E. C est donc une algébre de quaternions, et si
h=a-1+ Be; +vex+dez € C.IIh = a-1— Pe; — yea + des,
Th = a-14Pe1 +vez —de3 tandis que le conjugué vh = h est égal a
h=a-1—Fe; —vea—bes.Sig(e1) = aetg(ez) =b,lanorme de h
est le scalaire : N(h) = hh = a2 —a)2 —bu2 +abé?. Cest une forme
quadratique multiplicative sur C. N(kk') = hh/(kh') = RR'A'h =
N(R)N(R'). (Tous les quaternions non nuls sont décomposables.) Un
quaternion est inversible si et seulement si sa norme est non nulle.

-1
En effet, de h h = 1 on déduit N(h)N(h)~! = 1. Réciproquement,

-1 .
siN(h) #0, h = h/N(h).
Sur lalgebre K(2) des matrices 2 X 2 a coefficients dans K,

on a une antiinvolution canonique : A — A, que nous appellerons
conjugaison, définie par :
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abA_d

SIA=cd’ T | —c

-b . .~ _ |0 -1
,s01t,s1C—|1 O',par

-1
A=CtAC. o

Ona:AA=AA=(dét A)l =N(A).

Dans la représentation matricielle classique des quaternions
réels et complexes vues a l'exemple 3 du paragraphe précédent
la conjugaison de C(2) est celle des quaternions. Dans le cas des
quaternions réels, et seulement dans ce cas, A=tA .

La norme des quaternions d’Hamilton est N(h) = N(al+Be; +
veg + be3) = o2 + 32 + 42 + 62. Sous forme matricielle dans C(2) :

u v
~ 1L N(h) =dét h=um +vo = [u? + |v]?
-V U

et hh = hth = N(h)I

Tout élément non nul de H est donc inversible : H est un corps
non commutatif.

La propriété N(hh') = N(h)N(h') exprime le produit de deux
sommes de quatre carrés comme somme de quatre carrés (formule
d’Euler).

2) Si (e1, e2, e3) est une base orthogonale ordonnée de I'espace
euclidien Eg3, elle y définit une orientation.

Lélément J = ejeges de l'algebre de Clifford C de E3 a pour
carré J2 = —1 et définit donc une structure complexe sur C, qui
devient la structure opposée (—J) si I'on change lorientation. Sur
la réalisation matricielle C(2) de C(E3) construite au paragraphe
précédent : J = 010903 = il, ce qui est bien la structure complexe
naturelle de C(2). IT et 7 changent J en (—J) et sont donc anti-
linéaires. La conjugaison v laisse J invariant et change le signe des
matrices de Pauli :

v) = v(ereze3) = (—e3)(—e2)(—e1) = —e3eze; = erjezez = J

v est donc C-linéaire. On a : vA = A (voir 1); ci-dessus), TA =t A,
A =t A.
Une autre structure de l'algebre de Clifford C(E;q) = C est

celle de «filtration ». Appelons Cc) 1e sous-espace vectoriel de C
formé des combinaisons linéaires de produits d’au plus k vecteurs
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k
de E. C(¥) est I'image de (Z@kE) dans lexpression de C(E;q)
0

comme quotient (QE)/Q. Les C(¥), k = 0,1,... forment une suite
croissante de sous-espaces emboités : (C(O) =K-1) c (cV =
K-1+E) C... ou filtration de C.

Théoréme VI.2.A :

1) Sie = (e1,€9,-..,€n) est une base quelconque de I'espace
quadratique (E;q), les 2™ éléments de l'algébre de Clifford C =
C(E;q) : {l,e5 = €j,€j,---€j,5 L < j1 < ...Jp < n} en forment
une base.

2) Si F est un sous-espace vectoriel quelconque de E, g la
restriction de ¢ a F, la sous-algébre Cr de C engendrée par 1c¢
et F est une algeébre de Clifford pour (F;gp).

Preuve :

1) Si e = (e1,e2,...,epn) est une base orthogonale de E, on
peut exprimer les e; en fonction des €. En utilisant les relations
de Clifford'entre les gy : E% = q(e) - L et gjep +egej = 2g(gjeg) - 1
on prouve immédiatement que les ey, |I| = p sont des combinaisons
linéaires des €1, |I| = p modulo le sous-espace CP~1) défini ci-
dessus.

2) est prouvé immédiatement en prenant une base € de E dont
les p premiers vecteurs forment une base de F et en utilisant 1).

Théoréme VI.2.B : Si la forme quadratique ¢ n’est pas nulle,
la sous-algebre paire C; de C(E;q) peut étre considérée comme
I’algebre de Clifford de tout sous-espace E; = ef- de E, orthogonal
d’un vecteur régulier e; pour la forme quadratique g1 = —q(ej)gq.
Pour une telle structure d’algebre de Clifford sur C, la conjugaison
v1 est toujours la restriction de la conjugaison v de C, et 'automor-
phisme principal II; est 'automorphisme intérieur de C par e;.

Preuve : Pour tout y € ef', y et e; anticommutent dans
C. Si g(e1) # 0, ef est un sous-espace de codimension un
dans E supplémentaire de e;. L’application y € ef- — 1(y)
= e1y € C4 est une application de Clifford pour la forme quadra-
tique g1 = —q(e1)g sur i puisque ¢;(y)? = eryery = —efy? =
—q(e1)q(y)-
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On vérifie immédiatement que l'unité et ¢;(e;) engendrent
Cy, dou : C4 = C(ef;ql). La restriction de v a4 C;+ est un

N

antiautomorphisme dont la restriction a g (et) est : v(p1(y))

= v(ewy) = (—y)(—¢j) = ye1 = —e1y = —p1(y) = V1<Ple(y)

d'ott v = v; sur C4+. De la méme fagon, e1¢1(y)e] = e1(e1y) W})
1

= —e1y = —¢1(y). Lautomorphisme principal II; coincide donc

avec 'automorphisme intérieur par e, et dépend ainsi du choix de
e1, contrairement a vj.

Exemple : Soient E3 l'espace euclidien de dimension trois et
(e1,€9,€e3) une base orthonormale de E3. La sous-algebre paire
C+ de C(E3) est lalgebre de Clifford du plan ef' = (e2,e3)
muni de la forme quadratique q; = —gq, c’est-a-dire d'un plan
antieuclidien. C4 (E3) est donc isomorphe au corps non-commutatif
H des quaternions d’Hamilton, et puisque J = ejeqes définit la
structure complexe de C(E3) = C(2), on a C(2) = H & iH, ce qui
montre que H est une forme réelle de I'algebre complexe C(2) (R(2)
en est une autre).

On a déja observé au paragraphe précédent VI.1 quun pre-
mier probléeme dans ’étude des algebres de Clifford est un probleme
concret : étant donné un espace quadratique particulier, peut-on cal-
culer son algebre de Clifford ? Existe-t’il, par exemple, des procédés
généraux de récurrence sur la dimension permettant de déduire
la structure de C(E;q) de la connaissance des algébres de Clifford
des sous-espaces de E? Le théoréme VI.2.B et le théoréme suivant
permettent une approche théorique du probléme de récurrence :

Théoreme VI.2.C : Si (E;q) = (E1,91)®(E2; g2) est la somme
directe orthogonale de deux sous-espaces E1,Eo, son algébre de
Clifford C(E;q) est naturellement isomorphe au produit tensoriel
gauche (Définition II1.11.C) de leurs algebres de Clifford :

C(Ey Q) = C(Ela QI)®C(E2, QQ)

En particulier, si ¢ = 0 : AE = (AE1)®(AEy).

Preuve : Tout vecteur z de E se décompose en z = 7 + 9
suivant la décomposition de E en somme directe E = E; & Eo.
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L’application de E dans C(E1; q1)®C(Eo; g2) :
(7]
T—21Q01+1Qx9

est une application de Clifford puisque (Déf. II1.11.C) :

P2 =(2191+10z)(z1 ®1+1® x9)
=22®1+11 @z — 21 @72 + 1023
= (g(z1) + gq(22))1 ® 1 = ¢(z) - 1.

Elle se prolonge en un homomorphisme d’algébre ®. La réu-
nion de bases orthogonales de E; et de Eg est une base ortho-
gonale de E et les éléments des bases associées de C(E;q) et
C(E1;q1)®C(E2; g2) se correspondent par ®, c.q.f.d.

Remarque : la manipulation des produits tensoriels gauches
est malcommode et 'on recherche plutét des théorémes faisant
intervenir le produit tensoriel ordinaire! (cf. Exercices VI.3).

VI.3 - Groupes de Clifford et groupes spinoriels

Définition VI.3.A : Le groupe de Clifford G(E;q) d’un espace
quadratique régulier est le groupe que forment pour la multiplica-
tion les éléments de I'algebres de Clifford C(E; ¢) qui sont produits
de vecteurs réguliers de E. Le groupe de Clifford pair G+ (E; q) est
le sous-groupe de G(E; g) que forment les produits d’'un nombre pair
de vecteurs réguliers de E, soit : G4 (E;q) = G(E;¢) N Cy..

Puisque les éléments de G(E;q) sont décomposables par défi-
nition, les restrictions des normes N et S a G(E;q) sont a va-
leurs scalaires et par conséquent multiplicatives N(uv) = (uv)(uv)
= u(vd)% = N(u)N(v) et de méme S(uv) = S(u)S(v). N et S sont
donc des homomorphismes du groupe G(E; ¢) dans le groupe mul-
tiplicatif K* des éléments non nuls du corps des scalaires.

Définition VI.3.B : On appelle groupe spinoriel Spin(E;q) de
Vespace quadratique régulier (E;q) le sous-groupe du groupe de
Clifford pair G4 (E;¢) noyau de 'homomorphisme norme, c’est-a-
dire le sous-groupe de G4 (E;q) formé des éléments de norme un.
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Exemples :

1) Déterminons le groupe spinoriel de I'espace euclidien usuel
de dimension trois : Spin(E3) = Spin(3). Notons C = C(E3). La
sous-algébre paire C est le corps H des quaternions d’Hamilton.
Nous allons vérifier que tous les éléments non nuls de C4 = H
sont décomposables et, plus précisément, peuvent s’écrire comme
produit de deux vecteurs de E3. Le groupe de Clifford G4 (E3) est
donc le groupe multiplicatif HT des quaternions non nuls, et le
groupe spinoriel Spin(3) est le groupe des quaternions de norme
un. Désignons par 01, 02, 03 les éléments de C correspondant & une
base orthonormale orientée de E3 et simplement par i ’élément
010203 qui détermine une structure d’algébre complexe sur C.
Dans la réalisation de C comme C(2) vue au §VI1, les o; sont
des matrices de Pauli. {1,0903 = 101, 0301 = i09, 0102 = W03}
forment une base de C.

Si X = zloy 4 2209 + 2303 et Y = ylog + y209 + y303 sont
les éléments de C correspondant a des vecteurs x et y de E, leur
produit, élément de C., s’écrit :

XY = (z | y) - 1 +i{(e%° — 2°y?)o1 + (e%y' —2'y’)os
+(z'y? — 2%y)os};
si z = x X y est le produit vectoriel de x et de y, on a donc :
XY= (z|y) 1+1Z.

Réciproquement, tout élément non nul h de Cy s’écrit p-1+:U,
p et U non tous deux nuls, et les équations en z,y : (z | y) = p,
z X y = u possédent une infinité de solutions. h peut donc toujours
s’écrire h = XY. Calculons la norme quaternionienne de h = XY
=p-1+147Z:

N(h) - 1= YXXY = |lz|?|ly|® - I,

soit N(h) = [|z[?[ly[|* = p* + [|2I* = (z | 9)* + ||z x y|I.

Dans la représentation matricielle standard des quaternions
d’Hamilton : N(h) = détX détY = déth et N(h)I =! hh. Les
quaternions de norme un s’identifient donc aux matrices spéciales
unitaires de C(2) : thh = I et déth = +1.
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Le groupe spinoriel Spin(3) s’identifie ainsi au groupe spécial
unitaire SU(2) :

u v

h € Spin(3) <= h = avec uT + vU = 1.

—v

S

En identifiant E3 & son image dans C(2), les vecteurs de
E:x = elxl + 62.’132 + 63.’1:3 sont représentés par les matrices
hermitiennes de trace nulle :

3 1_ .2

z Tt — iz
— 2 _ 142 2\2 3\2y |

X i B et X={(z")*+ ()" + (2°)°} 1

= —détX-L

On obtient élémentairement I'épimorphisme canonique de
Spin(3) = SU(2) sur le groupe des rotations SO(3) en faisant cor-

respondre 4 tout élément k de SU(2) une rotation & de E3 par :
1

sih € SU2),Y = h(X) = kX hl. En effet les hX h parcourent
les matrices hermitiennes de trace nulle et Y2 = X2 (ou détY =
dét X).

2) Lextension & l'espace de Minkowski E; 3 des considéra-

tions élémentaire précédentes conduit a identifier E; 3 & I'espace

vectoriel des matrices hermitiennes 2 X 2 : & z = eoxo + ezt

+ egz? + e3x3 correspond

20+ 23 2l —iz?

Tzl 42 20— 48

L'application  — X n’est pas une application de Clifford mais
on récupére la métrique de E; 3 avec le déterminant de la matrice :
detX = (@)% — (c1)? = ()2 — (a3)2 = g(a).

Une analogie partielle avec ’exemple précédent conduit a
considérer le groupe S1(2; C) des matrices complexes 2 x 2 de déter-
minant +1, et de le faire opérer sur Eq 3 par : si g € SI(2;C),
Y = ¢X'g. En effet, les gX'g parcourent les matrices hermitiennes,
et puisque détg = 1, détY = ¢(y) = détX = g(z). On vérifie que
Porientation de 'axe des temps est conservée et on obtient un épi-

morphisme du groupe connexe et simplement connexe. S1(2; C) sur
SO(1,3), de noyau (—1,+1).
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Nous allons montrer que S1(2; C) s’identifie au groupe Spin(1, 3)
(définition VI.3.B). Pour cela formons une application de Clifford de
E1,3 dans C(4) a Yaide de I'application ci-dessus :

0 X
X 0

x€E1,3—>3€=‘ ou

a bl |d —b
c d|

—C a

(cf. §V1.2). On a bien X2 = q(z) - I puisque XX = XX = détX - I
= ¢(z) - I. Le produit X2 des matrices associées & deux vecteurs
séerit : X9 = XY vO
O XY

détX - détY = dét|XY].
On a vu au §VI.2 que 'automorphisme principal II de C(Eg,)
écrivait, dans la représentation de C(E3) par C(2), ATl =t A.
Puisque X et Y sont hermitiennes XY = (XY)I. On voit alors
immédiatement (cf. DR) que la sous-algébre paire C(Eq3), qui
s'identifie a l'algébre de Clifford C(E3) (Théoréme VI.2.B : E3 =
{eg” muni de la forme —g}) est ici réalisée comme la sous-algébre

et sa norme dans C(Eq 3) est N(zy) =

0
de C(4) que forment les matrices 11 |> et qui est bien isomorphe
a
a C(2).

C(E1,3) est réalisée comme la sous-algébre réelle de C(4)

formée des matrices g =

b%[ a% l Le groupe de Clifford pair
G+ (E1,3) sidentifie alors au sous-groupe de Gl(2;C) que forment
les matrices g de déterminant réel et Spin(1, 3) a SI(2;C).

La condition g € SI(2;C) est équivalente & § = Tgl, et 'action
de Spin(1,3) = SI(2;C) dans Eq 3 sécrit :

7 0

-1
0 gl_I

g O
OgH

OX‘

0 gth
X 0

(¢Xfg9)” 0

Elle se réduit & P'action trouvée ci-dessus : X — ¢gX'g.

Nous allons étudier les relations qui existent entre les groupes
de Clifford, spinoriel, et orthogonal d’'un espace quadratique régu-
lier. Observons d’abord que 'automorphisme principal II de C(E; q)
détermine un automorphisme involutif de G(E;q) dont G4 (E;q)
est le sous-groupe des éléments invariants.
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La symétrie orthogonale o, de (E;q) qui change le vecteur
régulier a en —a s’écrit, en reprenant la notation (z | y) pour le
produit scalaire g(z,y) associé a q :

,@la)
q(a)
Or, on peut écrire cette équation & l'aide de la multiplication

. a -1

de C(E;q), puisque 2(z | a) = az + za et que — = a

g(a)

Vz e E:oq(z) =2 —

,ce qui
donne :

-1 -1
oo(z) =z —(ax+2za) @ = —az a .

Ceci encourage a essayer de représenter plus généralement un
automorphisme quadratique de E a 'aide de la multiplication dans
C(E; q). Un tel automorphisme u peut toujours &tre écrit comme
produit de symétries orthogonales : u = 04,04, - .. 0q, et peut donc
étre représenté dans C(E;q) par l'application :

T — (—1)k(a1a2 ...ag) % (aag...ax) "L

On voit apparaitre les éléments du groupe de Clifford G(E;q),
produits de vecteurs réguliers de C(E;q), 'automorphisme II de
ce groupe, et un homomorphisme naturel ¥ de G(E;q) sur le
groupe orthogonal O(E;q) : g € G(E;q) — ¥(g) € O(E;q) avec

V(g)z = (Ilg)z ?}1, Vz € E.
On peut vérifier a priori que ¥(g) € O(E; g) en calculant :

1 ¥(g)a)1 = (¥(g)z)? = —(¥(g)z) (1T(g)c)
— _(llg)z 3 g(~2) g = 2° = g(z) - 1

De plus, ¥ applique G+ (E; g) sur SO(E; g), puisque les éléments
de ce dernier groupe sont des produits d’'un nombre pair de
symétries orthogonales, et G_(E; g) sur O_(E;q).

On vient de faire opérer le groupe de Clifford G(E;q) comme
groupe d’automorphismes quadratiques de E. Mais on a vu que
tout automorphisme quadratique de E s’étend naturellement en
un automorphisme de I'algeébre C(E;q). G(E;g) opére donc comme
groupe d’automorphismes de I'algébre C(E; q) par prolongement de
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son action sur E. Si g € G4 (E; q), ce prolongement est évidemment
l'automorphisme intérieur : a(g) -t = gt - _gl.
. -1 -1 -1
Sige G_(E;q)etz € E, lIg)z g = —gxz g = gz g)

= g(Ilz) gl; Cest donc P'automorphisme composé Il o a(g) =
a(g) o IT de C(E; q) qui prolonge I'action de g sur E.

On démontre sans peine la théoréme suivant dans le cas des
corps réel ou complexe (cf. DR) :

Théoréme VI.3.A :

a) Soit (E;q) un espace quadratique régulier complexe, ou réel
euclidien de dimension n > 2.
Le groupe spinoriel de E est alors le groupe que forment dans
C(E; q) les produits d’'un nombre pair de vecteur unitaires de
E. 11 est connexe et simplement connexe par arcs et c’est un
revétement & deux feuillets du groupe des rotations SO(E; q).

b) Soit (E;q) = Epm un espace pseudoeuclidien d’indice (p,m),
p et m non nuls. Le groupe spinoriel Spin(p,m) de E est le
groupe que forment dans C(Ep ) les produits d'un nombre pair
de vecteurs a; tels que g(aj) = +1 et d'un nombre pair de
vecteur by tels que g(by) = —1. Il est connexe et simplement
connexe par arcs si (p, m) # (1,1). Cest un revétement a deux
feuillets du groupe des rotations propres SO (p, m) (conservant
lorientation compléte de Ep m).

Par contre, le groupe spinoriel Spin(1, 1) du plan hyperbolique
a, lui, deux composantes connexes. Si (ej, e2) est une base hyper-
bolique : g(e1) = +1, g(ez) = —1 les éléments de Spin(1,1) dans
C(E1,1) peuvent s’écrire : +(ch#-1+sh@-ejep). Ils décrivent dans
le plan (1, eje2) les deux branches d’'une hyperbole.

Sous l'action du groupe orthogonal O(E;q), I'espace vectoriel
C(E; q) se décompose naturellement en une somme directe de sous-
modules que nous allons déterminer.

Théoréme VI.3.B : Soit (E; ¢) un espace quadratique régulier de
dimension n. Pour chaque p = 0,1,2,...,n on a un isomorphisme
naturel ®, de O(E; g)-modules de APE sur un sous-espace C, de
I'algébre de Clifford C = C(E; g).

C est somme directe des sous-espaces Cp, et ©®,, est un isomor-
phisme de O(E; g)-modules de AE sur C. Pour toute base orthogo-
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nale e = (e1,€2,...,€n), Pple;; Nej, A...€;,) = €565, ... €, = €]
pour i1 < ig < ...ip, et les eg; |I| = p forment une base de Cp. En
particulier quelle que soit la base orthogonale ¢’ = (€], €5, ..., ep,),

le produit €}e5...€), est un multiple scalaire de ejey...en. La
décomposition naturelle de C en @C,, est une graduation de I'espace
vectoriel de C dans Z.

Preuve : On a d’abord A°E = K - 1,5, Cp = K- (1¢) et
®(1pg) = 1¢. Sip > 1, considérons l'applicationde EXEXE ... E
(p fois) dans C définie par :

(z1,%2,...,2p) — —~ Y. €(0)x51%oy - - - Zap |
p‘ Ueﬁp

Elle est linéaire alternée et détermine une application linéaire
®p de APE dans C. Sie;), €55, - - -, €5, sont p vecteurs d’une base or-
thogonale de E dont les indices forment une suite strictement crois-
sante, ils anticommutent dans C, et €;,, - €;,, ... €;,, = €(0)e;, -
€y - --€ip- Onadonc: @p(e;; Ney A...e;,) = € €, ... €, douil
résulte que @, est injectif et que ®P, est un isomorphisme de AE
sur C. Siu € O(E; q), (APu) -1 AZa A...Tp = uz1 Auza2 A...uTp
tandis que, dans C, U(z122...2p) = (uz1)(uz2) ... (uzp). $p est
donc un isomorphisme de O(E; ¢)-modules.

Si €’ est une autre base orthogonale : ¢/ = €S, on a €€ ... €
= (dét S) - e1es ... en, en vertu de la multilinéarité.

/
n

Notation : Par un abus d’écriture commode, on peut noter
z1 A 22 A ...zp élément de C(E;q) image par @, de I'’élément
correspondant de APE. On matérialise ainsi I'isomorphisme cano-
nique de O(E;g)-modules entre AE et C(E;q) lorsque (E;q) est
régulier. On peut ainsi écrire dans C(E;q) avec cette notation :

1 1
Ty =3 (xy+yx)+§ (zy—yz)soit:zy=(z|y)-1+zAy.

Proposition VI.3.A :

Le noyau de ’homomorphisme ¥ du groupe de Clifford G(E; q)
d’un espace quadratique régulier sur O(E;q) est égal a K* - 1.,
sous-groupe que forment les scalaires non nuls, qui est contenu
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dans G4 (E;q). Cest donc aussi le noyau de ’homomorphisme
de G4 (E;q) sur SO(E;q). Le noyau de I'homomorphisme du
groupe spinoriel Spin(E; ¢) dans SO(E; g) est le sous-groupe a deux
éléments : (—1,+1) de K*, qui sont les scalaires de norme 1.

Preuve : Sig € G4 (E; q), U(g) est I'identité de E si et seulement

si gx _gl = x, soit gx = xg, pour tout z de E. Il en résulte que g
commute avec tous les éléments de C(E;q) : g est donc un élément
pair du centre Z de l'algebre. Si g € G_(E;q) cest gz = —zg que
Pon doit avoir pour tout z de E : g doit anticommuter avec tous
les éléments impairs : g est donc un élément impair de ce qui est
appelé Uanticentre A de C(E;q), donc nul et la proposition est une
conséquence de la suivante :

Proposition VI.3.B :

Soient (E;g) un espace quadratique régulier de dimension n,
e = (e1,e2,...,en) une base orthogonale de E, J =e1 -e3...ep le
produit des vecteurs de e dans C(E;q), Z le centre, A I'anticentre
de C(E;q).

1) Si n est pair, Z et A sont pairs et sont de dimension un :
Z=K-1,,A=K-J

2) Si n est impair, A = 0, Z = {Al. + pJ;\,pu € K} et
IM(Ale+ pd) = Ale — pd

Preuve : Soit z un élément du centre. Pour chaque %, il doit
commuter avec e; dont étre invariant par 'automorphisme intérieur

€
q(e;)
de quatre termes, o P, P/ sont pairs, Q, Q' impair :

z= > /\Pep+ z )\PICPI+ > doeo+ > Aoreor-
P,i€P QeQ A Q' igQ Ve

-1 .
t—ete; =et . Ecrivons z dans la base e comme somme

. —1 -1 ’ : :
Puisque e;ep € ; = —ep, ejeq €; = —e(y, et que I'on doit avoir

-1 . P
ejz € = z pour chaque ¢, on en déduit que :
(2

a) sin est pair, z = X - 1.
b) sin est impair, z = X\ - 1. + uJ.
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Un raisonnement analogue permet de calculer ’'anticentre.

Nous allons maintenant nous intéresser, lorsque le corps est
réel a l'algébre de Lie commune au groupe orthogonal O(E;q) et
au groupe spinoriel Spin(E;g) d’'un espace régulier (E;g). Un arc
différentiable issu de ’élément neutre 1 dans le groupe de Clifford
pair G4+ (E;q) : t — g(t) avec t € [0,0], g(0) = 1 vérifie quel que
soitzx € E:

-1
g(t)zg(t) =y(t) €E.
En dérivant par rapport a ¢, pour ¢ = 0, cette égalité ainsi que

-1
légalité g(t)g( t ) = 1, on obtient :

d'(0)+ ¢/(0) = 0 et ¢'(0)z — z¢'(0) = ¥/(0) € E.

Un vecteur tangent g’(0) en I'élément neutre de G est donc
un élément a de la sous-algébre C; qui satisfait a la condition :
Vz € E, [a,2] = ax — za € E. Cette condition s’analyse aisément
en prenant une base orthogonale (e, €2, ..., ey) de E et en écrivant
que [a, ej] € E, Vj, par un raisonnement analogue a la démonstra-
tion de la Proposition VI.3.B. On voit alors que a est nécessairement
de la forme a = A -1+ 3 Ajje;e;. Si larc différentiable g(t) est

<]
contenu dans le groupe Spin(E;g), la norme de g(t) est constam-
ment égale & un : §(t)g(t) = 1, dou : §'(0) + g(0) = 0. Un vecteur
tangent en 1'élément neutre de Spin(E; g) satisfait donc en outre a
Péquation & + a = 0, équivalente a A = 0.

Nous avons ainsi démontré que ’algebre de Lie de Spin(E; g) est
contenue dans le sous-espace Co(E; ¢) que forment les combinaisons
linéaires )  A;je;e; pour une base orthogonale e arbitraire et

i<j
prouvé la moitié de la

Proposition VI.3.C :
L’algebre de Lie du groupe spinoriel Spin(E; ¢) s’identifie natu-
rellement au sous-espace Co(E; q) de l’algébre de Clifford C(E;q).

Preuve : Vérifions d’abord que C2(E; g) est une sous-algebre de
Lie de Yalgebre de Lie associée a C(E;q).
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En effet, le crochet [e;e;, ex€;] est nul si les quatre indices sont
différents ou si ¢ = k et 7 = [. Et lorqu’il y a que trois indices
distincts :

leiej, eiex] = —2q(e;)ejex, et [eiej, ejex] = 2q(e;j)esey.

Soit maintenant P un plan régulier de (E;q). Son orthogonal
P en est un supplémentaire.

Les automorphismes quadratiques du plan P prolongés par
lidentité sur PL identifient le groupe orthogonal O(P) a un sous-
groupe de O(E;q). Il en est ainsi en particulier des rotations de
P qui se prolongent en des rotations de (E;q) appelées rotations
élémentaires «d’axe PL ». Une telle rotation est le produit de deux
symétries orthogonales 0,0, relatives a deux vecteurs réguliers a, b
de P.

Son image réciproque dans le groupe de Clifford pair G+ (E; q)
est 'ensemble des éléments {A\ba}, A scalaire non nul, qui défi-
nissent le méme automorphisme intérieur de C(E;q) : z —

-1
Abaz (X b a).

La rotation 0,0, se releve dans Spin(E;q) si a et b sont «de
méme signe» lorsque K = R. On peut alors normaliser a et b en
prenant g(a) = ¢(b) = +1 ou g(a) = ¢q(b) = —1 et la rotation 0,04
a pour relévements dans Spin E les deux éléments ba et (—ba).

Rapportons le plan P a4 une base orthonormale (ej,es2) et
considérons une rotation de P d’«angle » 8. Lorsque P est euclidien
ou antieuclidien on peut la décrire en prenant a = e, b =

0
e] cos 3 + eg sin 5 Ses relévements dans Spin(E) sont : +ba =

6 0 6 6
:I:(cos 5 l+e9eq sin 5) , s1 P est euclidien, et :i:(cos 3 l—ege;g sin 5)
si P est antieuclidien. Si P est hyperbolique, avec g(e;) = 1,

g(ea) = —1,onprenda =ej,b=ej ch 5—}-62 sh 7 Les relévements

0 0
de o0, dans Spin(E) sont :I:(ch 3 1+ egey sh 5)
En faisant varier 6 et en prenant les signes (+) on définit dans
chaque cas un chemin différentiable g(#) issu de 1’élément neutre
(9(0) = 1) dans SpinE dont le vecteur tangent & lorigine ¢’(0)

est — ege; dans les cas euclidien et hyperbolique,

5 3 ejeo dans
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le cas antieuclidien. On voit ainsi que chaque produit e;ej, i # j
représente une rotation infinitésimale attachée au plan (e;, ej) et un
élément de lalgébre de Lie de Spin(E) c.q.f.d.

Exemple : Dans la représentation de ’algebre de Clifford C(E3)
par les matrices de C(2), vue au §VI.1., les rotations infinitésimales
autour des axes Oz, Oy, 0z s’écrivent a ’aide des matrices de Pauli :

1 1
Oz : p1=—50203= 50

1 7
Oy: p2 = —5 0301 = —5 0%;

1 1
0z: p3 = —3 0102 = —5 03;

p1, P2, p3 forment une base de I'algébre de Lie O (3), commune aux
groupes SO(3) et Spin(3) = SU(2). Leurs crochets ou relations de
commutation sont :

[p1,02] = p3 [p2,03] = p1  [p3,p1] = p2-

ﬁ
Plus généralement, si [ estun vecteur unitaire de E3 représenté
—_—
dans C(2) par la matrice L, la rotation infinitésimale d’axe [ est

représentée par —-;— L (cf. DR).

Ces opérateurs de rotation infinitésimale sont antihermitiens
et leurs valeurs propres sont par conséquent imaginaires pures. On
préfere, en mécanique quantique, considérer les opérateurs cinéti-
ques correspondants, qui sont les opérateurs de rotation infinitési-
male multipliés par i, et qui sont hermitiens. Cela revient a com-
plexifier 'algébre de Lie SO(3). SiJ; = ipg, k = 1,2, 3, les relations
de commutation deviennent alors :

[Jl’ J?] = Z‘]3 [J2a']3] = ZJI [J3aJ1] = 1J2

En privilégiant 'axe 0z, on pose J4 = J1 +iJo et J— = J; —id2
ce qui donne les relations de commutation.

[J3) J'l'] =J4 [J37J—] =-J_ [J'H J"] = 2J3.

fort commodes pour la détermination des représentations complexes
irréductibles de l'algebre de Lie O(3) qui sera vue au §VL.5.
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V1.4 — Nature des algébres de Clifford. Spineurs

L'exposé qui vient d’étre fait des propriétés des algeébres de
Clifford n’est pas vraiment de nature a convaincre de leur utilité.
Du point de vue linéaire, par exemple, et des représentations du
groupe orthogonal, elles sont isomorphes aux algebres extérieures.
Par contre, lorsque I'espace est régulier, nous avons vu que leur
structure multiplicative fait apparaitre des extensions du groupe
orthogonal. C’est l'approfondissement de ce phénomeéne qui est
essentiel pour les applications.

Une fagon d’étudier un ensemble A muni d’une certaine struc-
ture consiste a tenter de le représenter comme un ensemble d’opéra-
teurs linéaires sur un espace vectoriel M, qui prend alors le nom de
A-module, en utilisant toutes les ressources de £(M). Ces derniéres
permettent ainsi de représenter : les groupes, les algebres associa-
tives de Lie et de Jordan (cf. IT1.11).

Définition VI.4.A :

Une représentation linéaire d'une algébre A associative unitaire
(resp. de Lie, resp. de Jordan) dans I'espace vectoriel de dimension
finie M est un homomorphisme p de A dans 'algébre associative
unitaire £(M) (resp. de Lie £(M)_, resp. de Jordan £(M)4 avec
les notations du §II1.11). Muni d’une telle représentation, M prend
le nom de A-module. Les sous-espaces de M stables, par A sont
appelés des sous-modules. On fait usuellement opérer une algébre
associative. A sur M & gauche, soit : p(ab) - m = p(a)(p(b) - m).
Si une partie G des éléments inversibles de A forme un groupe
pour la multiplication, la restriction de p 4 G est évidemment une
représentation linéaire de G dans M. D’autre p est également une
représentation linéaire d’algeébres de Lie, de A_ dans £(M)_ ou
de Jordan, de A dans £(M)4+ pour les structures multiplicatives
affaiblies de A et £(M) (cf. §III.11).

Remarque : L'existence de valeurs propres pour tout opérateur
d’'un espace vectoriel M sur un corps algébriquement clos impose,
pour des raisons de clarté, et de simplicité, 'usage systématique
de représentations linéaires dans ces espaces. Méme si A est une
algebre réelle, on consideére de fagcon privilégiée ses représentations
linéaires complexes, ce qui revient a étudier A® C au lieude A; A
est une forme réelle de A ® C mais il y en a généralement d’autres.
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Cela prouve que, I'on perd une certaine information par la seule
considération de A ® C!

Nous allons étudier les représentations linéaires des algebres de
Clifford des espaces quadratiques réguliers en commencant par le

Théoreme VI.4.A : Soient (E; q) un espace quadratique régulier,
C = C(E; q) son algebre de Clifford, le corps des scalaires K étant
de caractéristique nulle.

1) Si la dimension n de E est paire, C est simple, c’est-a-dire
qu’'elle n’admet aucun idéal bilatére propre, et puisque dans ce cas,
son centre est formé des multiples scalaires de l'unité, elle est dite
centrale simple.

2) Si la dimension n de E est impaire, deux cas sont possibles
suivant la nature algébrique du centre Z de C qui est une algébre
commutative de dimension deux sur K (prop. VI.3.B) :

a) si Z est un corps, C est une Z-algébre centrale simple. Z est un
corps si et seulement si (1)"g rn’est pas un carré dans le corps K,
oun =2r+1etg=dét|g;l

b) si Z n’est pas un corps, Z = Kej @ Kea ou les ¢; sont des
idempotents, et C est somme directe de deux sous-algébres
Cte1 & Cyeg toutes deux isomorphes a la sous-algébre paire
C4, donc simples, et échangées par II.

Remarque : Si le corps K de E est algébriquement clos, seul b)
intervient. Si K n’est pas algébriquement clos (K = R par exemple)
et si 'on est dans le cas @) la propriété pour C d’étre simple est
«instable ». Si 'on tensorise par la cldture algébrique L de K, elle
disparait et on se retrouve dans le cas b).

Preuve : Soit e une base orthogonale de E. Choisissons un ordre
total sur les vecteurs e de la base associée de C, en utilisant par
exemple l'ordre naturel des cardinaux |I| = p et pour chaque p
Pordre lexicographique. Soit J un idéal bilatére de C. Un élément
non nul b de J sécrit b = piey, + ... + pgey, . L'élément ey,

~

est inversible et J contient elJlb. Il en résulte que si J n'est
pas nul, il contient nécessairement un élément de la forme a =
Ao -1+ Ater; +... + Amer,, avec Ag,...,Am non nuls et I; < Ip
< ...Ip. Silj est pair et ¢ € Iy, ou si I est impair et ¢ & I, on

- . -1 N 1 s
a eer, € ; = —ey, tandis que e;e; e ; = *ej d'ou il résulte que
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1 -1
I'élément = (a + e;a € ;) est non nul, appartient 4 J, et contient

au plus (m — 1)coefficients non nuls. On en déduit immédiatement
que si J est non nul :

1) si la dimension de E est paire, J contient I'unité et coincide
donc avec C,

2) si la dimension de E est impaire, J contient nécessairement
un élément de la forme A1+ pJ avec J = ejen...en et A # 0, Cest-
a-dire un élément non nul du centre Z de C (proposition VI.2.B).
Deux cas sont alors possibles :

a) tout élément non nul de Z est inversible : Z est un corps,
extension quadratique de K. J contenant un élément inversible
contient 'unité et est égal & C, qui est donc centrale simple sur Z.

b) élément A - 1 + pJ n’est pas inversible. Or, le produit (A -
1+ pd)(X-1—puJ) = A2-1— 422 est un scalaire, puisque

n(n—1)

J2 = (e1en...en)? = (-1)" 2 qle1)g(ea)...qlen) - 15 1
e . . n(n—1)
étant impair, on peut l'écrire n = 2r + 1 dot ———— =

r(2r + 1) = r mod 2. D’autre part, la base étant orthogonale,

le produit g(ey)...q(en) n’est autre que le déterminant de la

matrice |g;;|, que nous avons appelé g. On a donc : J 2= (-1)"g-1

et (AL + pd)(AL — pJ) = (A2 (-1)7g-p?) -1

Lorsque 3 = A2 — (—1)"gu2 est non nul, A-1+ pJ est inversible
dinverse S~ - (A1 — pJ). Ainsi, Z est un corps si et seulement si
(—1)"g n’est pas un carré dans le corps K. Dans le cas ou le centre Z
n’est pas un corps, on a donc nécessairement J2 = o2 € K. Soient :

1 1 1 1
51—5 (1+EJ) et€2—§ (l—aJ)

On a e% = €1, 5% = g9, €169 = €9e1 = 0, €1 + 9 = 1,
J=afe; —e3).

Autrement dit €1 et €9 sont des idempotents algébriquement
orthogonaux formant une décomposition de I'unité. Puisque J est
impair, ce sont des éléments inhomogénes, échangés par II, car
I1J = —J. De plus, C_ = JC soit C = C4 & JC.. Tout élément u
de C s’écrit donc d’une fagon et d’'une seule sous la forme : u = a+Jb
aveca et b € C, soit :

=a(e1 +¢€3) + ae; —e2)b = (a + ba)e; + (a — ba)es
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donc d’une fagon et d’'une seule comme somme pe; + geg avee p et
g € C4. On a donc un isomorphisme : C = C1e1 @ Ce9, et C est
isomorphe a la somme directe de deux sous-algébres isomorphes
a la sous-algebres C4, donc simples, puisque C4 est, d’apreés le
théoreme VI.2.B, l'algébre de Clifford d’un sous-espace régulier de
E de codimension un, et par conséquent de dimension paire.

Exemples : Les exemples suivants illustrent les divers cas du
théoréme :

1) n = 2. Les algébres de Clifford (exemples 3) et 5) du §VI.1) :

C(K?; q(e1z + ezy) = 2% + %) = K(2)
C(R? g(e1z + ezy) = —z® —y?) =H
sont centrales simples.

2) n = 1 ou 3. Les algeébres de Clifford (exemples 2) 4) 6) du
§VL1) :

C(K;q(z-1) =2%) =K ®K; C(R-q< 1)=-2%)=C
C(R%; ge1z + egy + e32) = —a* — y - 22)) HeH
C(R3; q(e1z + egy + e32) = 22 + 3% + 22) = C(2)
sont centrales simples ou sommes directes de deux algébres cen-
trales simples.

3) Espaces quadratiques réels réguliers de dimension 4. On a
vu (Exemple 7 du §VI.1 et Théoréme VI.1.B) :

C(E1,3) =H(2); C(Egz) =R(4).

On prouve par un choix convenable d’applications de Clifford
(cf. DR)

C(Eq4,0) = C(Eo,4) = H(2).

4) Soit (E;q) un espace quadratique régulier réel (c’est-a-dire
euclidien ou pseudoeuclidien) de dimension n impaire. En choi-
sissant une base orthonormale e de E(g(e;) = =1), I'élément

J= e%eg . e, a pour carré J2 égal a plus un ou moins un. Lors-
que J —1, puisque J est impair, on a C = C & JC; et C est
isomorphe & la complexifiée de sa sous-algébre paire C4. Si I'on



264 Algebres de Clifford. Spineurs

1+14J 1—13J
complexifie alors C, les idempotents €; = Rl et g9 = :

décomposent C @ C en la somme directe de deux sous-algebres :
CRC=(C+®C)e1®(C+®C)ea=CaC

isomorphes a la complexifiée de C; cest-a-dire & C elle-méme
considérée avec J comme algébre complexe.

Dans une représentation linéaire complexe de C ® C dans M,
homomorphisme ¢ d’algébres unitaires : CQ C — £(M), p(g1) =0
est équivalent a ¢(J) = illg(\y) et (e2) = 0, équivalent & ¢(J) =
—ilg(y)- Les représentations linéaires complexes de C ® C telles
que p(g1) = 0 sont donc les représentations linéaires complexes

de (C;J), celles pour lesquelles ¢(g2) = 0 les représentations
antilinéaires complexes de (C; J).

5) Les algebres de Clifford des espaces pseudoeuclidiens E,, =
Epq se déterminent aisément par récurrence. Elles se classent
naturellement suivant les huit classes de (p — ¢) modulo 8

1 R(n) & R(n)
20u0 R(n)

3ou7 C(n)
40u6 H(n)
5 H(n) ® H(n)

tandis que les algébres de Clifford des espaces quadratiques com-
plexes sont tout simplement :

C(Egp ® C) = C(2%P) et C(Egpt1 ® C) = C(2%) @ C(2%).

Remarque : 11 est clair que la manipulation d’algébres de ma-
trices a coefficients quaternioniens n’a rien de particuliérement
attirant. C’est pourquoi, en géométrie et en physique, on com-
plexifie souvent les espaces quadratiques réels pour s’épargner des
désagréments. Ce procédé brutal a4 'inconvénient de faire diparaitre
une certaine structure fine associée 2 R. On peut obtenir un plon-
gement naturel dans des algébres de matrices complexes par le
théoréme suivant :
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Théoreme VI.4.B : Soit E,s un espace euclidien ou pseudo-
euclidien de dimension paire : 7 + s = 2p. Son algebre de Clifford
C(Er;s) (qui est une algebre compléte de matrices sur R ou sur
H), en s’identifiant & une sous-algébre de l’algébre de Clifford de
I'espace pseudoeuclidien de dimension 2p 4+ 1 : F = E; ;@Re, avec

r—s
g(e) = (=1)"2 + 1 se réalise comme une algebre de matrices
complexes, sous-algébre et forme réelle de 'algébre C(F) = C(2P).

Preuve : En effet si ej,eg,...ep est une base orthogonale de
Ers élément J — ey, e2,. .., expe de C(F) a pour carré :

2p(2p+1)
2

2=-1 (—=1)%q(e).

2p(2p+1)

r+s rT—8
Puisque +szp+s=L+SETmod2,on

2
a bien J2 = —1. D’aprés le théoréme VI.4.A, C(F) est une algébre
complexe simple et C(F) = C(E s) ® JC(Ers).

Définition VI.4.B :

Un A-module non nul M est dit simple s’il ne contient aucun
autre sous-module que lui-méme et 0.

On dit aussi que la représentation de A dans M est irréducti-
ble. M est dit semi-simple s’il est somme directe de sous-modules
simples. La représentation de A est dite dans ce cas complétement
réductible. Une algébre A est dite simple si elle ne contient aucun
idéal bilatére propre et si sa multiplication est non nulle.

Un A-module M est dit fidéle si Papplication de 'ensemble A
qui définit sa structure dans £(M) est injective.

Remarque : Sia € A, m € M, on note simplement a - m l'action
de a sur m.

Théoréme VI.4.C : Si un module M est engendré par un en-
semble (M;, ¢ € I) de sous-modules simples, il est semi-simple et
tout sous-module N est facteur direct : M = N @ N’ ou N’ est un
sous-module supplémentaire.

Preuve : Soit J C I une partie maximale pour la propriété : «la
somme S = N+ Y M, j € J, est directe », ou I'on peut prendre
N=0.
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Soit M; un sous-module quelconque de 'ensemble. Puisque M;
est simple, l'intersection de M; et de S est un sous-module de M;,
done 0 ou M;. Cela ne peut étre 0 puisqu’alors la somme M; + S
serait directe. C’est donc que M; C S qui est égal a M.

Si A est une algebre associative avec unité, elle opére sur
elle-méme par translations a gauche, et les sous-modules de cette
représentation sont les idéaux a gauche.

Théoréme VI.4.D : Soient A une algébre associative avec unité,
J un idéal a gauche non nul minimal de A, M un A-module.

a) sim €M, J-m est ou nul ou un sous-module simple isomorphe
ald.

b) si M est simple, ou bien JM = 0, ou bien il existe m € M tel que
J-m#0etJetM sont des A-modules isomorphes.

¢) si A est simple, tous les A-modules simples sont isomorphes :
il n’y a qu’une seule représentation linéaire irrédutible de A a
un isomorphisme preés. Toute représentation non nulle de A est
fidele.

d) si A est simple, tous les A-modules sont semi-simples.

Preuve :

a) Lapplication ¢ de J dans M : p(a) = am est un homomorphisme
de A-modules puisque quel que soit b € A, p(ba) = bp(a). Son
noyau est un sous-module de J, soit un idéal a4 gauche de A
contenu dans J : Vo € Kerp, Vb € A, bx € Ker .

Comme J est non nul minimal, c’est ou 0 ou J. Si Jm n’est pas
nul, c’est donc un sous-module de M isomorphe a J et simple.

b) AJ = J dou JM = AJM est un sous-module de M. Si M est
simple, ou bien JM = 0, ou il existe m tel que J - m # 0.

Deés lors, Jm, sous-module de M est égal a M, et isomorphe a J
d’apres a).

¢) Si maintenant A est simple, JA, qui est un idéal bilatére non
nul, est égal & A. Dés lors, M = AM = JAM. Si M est simple
M est isomorphe a J d’aprés b). Le noyau d’une représentation
linéaire p de A est un idéal bilatére, qui ne peut étre, puisque
A est simple, que A ou 0.

d) si M est un A-module, puisque A=J-A= ) J-a,M: AM =

acA
> J-a-m.
a€A
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M est donc engendré par les sous-modules J - a - m qui sont ou
nuls, ou simples.

Définition V1.4.C :

Une algebre A (d’un type quelconque) est dite semi-simple si

elle est somme directe d’idéaux bilatéres minimaux A = ‘él Aj,la
J:
multiplication dans chacun d’eux étant non nulle.

Le produit de deux éléments appartenant a des idéaux différents
de la décomposition devant appartenir a chacun d’eux, donc & leur
intersection, est nul.

Sia=a1+ag+...+ar,b=b1+b2+...+bretz € Aj,ona
donc axb = a;zb;. Il en résulte qu'un idéal bilatére de I'algébre A ;
est un idéal de A contenu dans A;.

Puisque A ; est minimal, c’est 0 ou A et A; est donc une algébre
simple. Pour ne pas allonger inutilement cette étude, nous nous
limiterons désormais aux seules algebres associatives avec unité.

Proposition VI.4.A :

Dans une algébre associative avec unité semi-simple : A =
r
0691 A; il n’y a d’autre idéal bilatére simple non nul que les A; et
J:
la décomposition de A est donc unique & l'ordre prés des facteurs.
Sily =e1+e2+...+er, e est l'unité de A,

Preuve : Soit I un idéal bilatére simple non nul de A : A;IA; C
AjAr =0sij #k, et I = ATA = 3°A;IA;. L'un au moins des

A, IA; n'est pas nul et dans ce cas est un idéal bilatére contenu
dans I, donc égal 4 A;. Sia; € Aj,ona:

aj =ajlp =1p-a; = %ekaj = %ajek dou : a; = aje; = eja;.
Théoréme VI.4.E : Soit A une algébre associative avec unité

semi-simple. @) Tout A-module est semi-simple. ) Tout idéal a
gauche de A est engendré par un idempotent.
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Preuve :

a) Soient A = GTB A;, A; simples et M un A-module M = AM

= @ AM = ZJAM ou, pour chaque ¢, J; est un idéal a
gauche simple de Ai;Dou:M= Y ,J;-a;,-m.OrJ;-m

z,ai,m
est ou bien nul ou bien un sous-module simple de M d’apres le
théoréme précédent. M engendré par des sous-modules simples
est semi-simple.

b) Pour les translations a gauche, A est elle-méme un A-module,
donc semi-simple. Les sous-modules sont les idéaux a gauche.

Si J est un idéal a gauche, il est facteur direct d’apres le

théoreme VI.3.B et A =JpJ,douly =e+e€. Siac],

=a-1lp = ae + ae.

L’élément ae =a—ae € JNJ est nul. En prenant a = e,
on obtient e = e2. Puisque J = Je, on a donc trouvé dans J un
idempotent qui l’engendre et puisque A = Ae @ Ae/, J = Ae.
Remarquons aussi que les idempotents e et €/ sont algébriquement
orthogonaux : ee/ = e’e = 0.

Théoréeme VI4.F : Soient A une algébre associative avec unité
semi-simple, somme directe de r algébres simples : A = A; & Ao
©...Ar,et1p =e;+ex+...+er avece; € Aj. Alors :

1) Tout A-module M est somme directe des sous-modules e;M.

2) Un A-module fidéle M contient au moins un Aj-module
simple M; pour chaque j =1,2,...,7: M; C e;M.

3) A un isomorphisme preés il n’y a qu'un seul A-module fidele
minimal S, qui est somme directe de r sous-modules simples _GTBI M;,
chaque M; étant un module simple de la sous-algébre A ;. .

4) Il n’y a d’autre sous-module simple de S que les M.

Preuve :

1) I'intersection de e; M avec la somme des e M, k # j est nulle :
il suffit de multiplier par e; une égalité : e;m = 3 epmy.
k#j
2) si 'homomorphisme p de A dans £(M) est injectif, p(A;) est
non nul. Si les opérateurs de p(A;) ne sont pas tous nuls, il existe
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m € M tel que A # 0. Si J; est un idéal a gauche minimal de
Aj,ona:A;= JJA et J;A; m # 0. Il existe donc un élément M
tel que J; m #0etJ;-m est un A-module simple contenu dans
ej - M.

3) Soit S = @1J Cest un A-module a gauche et si a =
im
ai+ag+...+ar €A, a-S=73a;-J;. Lopérateur p(a) est nul si
et seulement si tous les p(aj) sont nuls Mais la représentation de
A; dans J; est fidele et cela impose a; = 0, V.

S est donc un module fidéle, minimal d’apres 1). Réciproque-
ment, si M est un module fidéle minimal ejM est nécessairement
simple et isomorphe & J;.

4) Si P est un sous-module simple non nul de M, on a P =
1An-P=3%¢P

L'un au moins des ¢;P est non nul. On a Ae;P = Aje;P. Cest
un A-module non nul contenu dans les modules simples e; M = M,
et P et qui leur est donc égal.

Le théoréeme précédent entraine que l'algébre de Clifford d’un
espace quadratique régulier C(E; q) posséde un module fidéle mini-
mal unique S(E; q) qui est simple ou somme directe de deux modules
simples suivant que C(E; g) est simple ou non. Le groupe spinoriel
Spin(E; ¢) C C(E;q) opére donc dans I'espace vectoriel S(E;q) par
une représentation linéaire.

Cependant, Spin(E;q) est contenu dans la sous-algebre paire
C+(E;q). Si l'on s’intéresse essentiellement aux représentations
linéaires de ce groupe, il est naturel de considérer plutdt le module
fidele minimal Sy (E;q) de 'algébre C4(E;q). Il n’en est naturel-
lement plus de méme si I'on s’intéresse au groupe de revétement
RO(E; g) du groupe orthogonal tout entier!

En ce qui concerne C4 (E;g), on peut l'investir d’'une structure
d’algebre de Clifford (cf. théoréme VI.2.B), mais d’un espace qua-
dratique de dimension inférieure d’une unité a celle de E, donc de
parité différente. Il en résulte que si dim E est impaire, C+(E;q)
est une algebre simple et S (E;q) est simple. Si dimE est paire,
S+(E; g) est simple ou somme directe de deux modules simples. Les
points de vue différents qui viennent d’étre exposés montrent qu’il
existe un certain flottement dans ce que 'on appelle spineurs ou
semi-spineurs! Nous adopterons la définition générale suivante :
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Définition VI.4.D :

On appelle espace de spineurs tout module fidéle minimal de
lalgébre de Clifford d'un espace quadratique régulier. Lorsque ce
module est somme directe de deux modules simples, ces derniers
sont appelés espaces de semi-spineurs.

Exemples : 6) C(E3) est I'algebre réelle C(2) qui est simple. Elle
a donc un seul espace de spineurs : C2. Mais sa compléxifiée C(E3)®
C (Exemple 4) du §VI.4.) est somme directe de deux sous-algebres
complexes isomorphes & C(2), échangées par 'automorphisme II, et
posséde donc un espace de spineurs ct décomposé en somme directe
de deux sous-espaces de semi-spineurs. L’algébres C(E3) considérée
comme complexe (avec J) opére dans 'un par une représentation
linéaire complexe, dans l'autre par la représentation antilinéaire
complexe conjuguée.

7) On a vu a ’Exemple du §VI.3 que l'algébre de Clifford de
Pespace de Minkowski C(Ej 3) est I'algébre de matrices 2 X 2 sur H
dont la complexifiée est I'algébre des matrices complexes 4 X 4 :
C(E13) ® C = H(2) ® C = C(4). Ces algebres sont simples
et I'espace des spineurs complexes S(Ej3) est I'espace vectoriel
complexe C%. La sous-algebre Ci(E13) = C(E3) = C(2) est,
dans la représentation matricielle classique de C(Ej3) étudiée a
Pexemple 2 du §VI1.3. formée des matrices :

a O

0 € C(4) avec ac€C(2)

olt a — @ = (*a)" est lautomorphisme II de C(E; 3) déterminé par
la symétrie d’espace de Ej 3.
v

a b d -b
(Rappelons que = )
d —c a
S(E1,3) se décompose donc relativement & C(E3) e, la somme
directe de deux sous-espaces de semi-spineurs S = & @ 6. Le

groupe spinoriel Spin(1,3) = SI(2;C) C C4(Ey3) opére dans
I'un par la représentation linéaire complexe standard de Sl(2;C)
dans C2, dans lautre par la représentation antilinéaire complexe
conjuguée (qui est une représentation linéaire réelle inéquivalente
a la premiere).
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V1.5 — Un exemple de I'’emploi des spineurs : le moment angulaire
en mécanique quantique

Le postulat de la quantification du moment angulaire, énoncé
par Niels Bohr en 1913, et de sa direction, suggéré par Somme-
feld en 1916, ainsi que les regles empiriques du couplage des mo-
ments angulaires inspirées par la spectroscopie (Landé, 1923) ont
trouvé une explication trés naturelle dans le cadre de la mécanique
quantique et des représentations de I'algebre de Lie du groupe des
rotations.

Cette explication permet de rendre compte des spins demi-
entiers des particules, qui n’ont aucun droit a I’existence en méca-
nique classique.

Rappelons (Chap. 1) que la mécanique quantique représente les
systémes physiques par des fonctions et les grandeurs physiques
par des opérateurs agissant sur elles. Le résultat d'une mesure
est une valeur propre de l'opérateur. Elle représente un «état» du
systéeme. En particulier I'état dynamique relativement & un point
est déterminé par les opérateurs de moment angulaire en ce point.
Ces derniers forment l'algébre de Lie O (3) du groupe des rotations.
L'espace vectoriel des états du systéme est ainsi l'espace d'une
représentation linéaire de O (3).

La quantification du moment angulaire est alors tout simple-
ment conséquence du fait que le groupe SO(3) est compact, d’ou
il résulte que ses représentations irréductibles sont de dimension
finie : un opérateur de moment angulaire a des valeurs propres
discretes!

On peut passer des moments classiques aux moments quanti-
ques par un raisonnement élémentaire. La position relativement a
la coordonnée z’ étant représentée par l'opérateur de multiplica-
tion par z7, le moment linéaire p’ relativement a z7, par 'opéra-
teur —ih — (A = i h constante de Planck), leurs relations de

ozd ~~2I
commutation s’écrivent :

[xj,pk] f=2IpFf — pFad f = insTE . f, soit [:z:j,pk] = in7k.

Elles déterminent les relations de commutation des opérateurs
de moment angulaire, rassemblés en le produit vectoriel de 'opéra-
teur de position 7 et de l'opérateur de moment linéaire p soit :
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L = r X p. Dans la représentation précédente :

Lzz—ih(y 0 z 8)

9z "oy
. 0 0
Ly=—zh(z£—£)
Lz=—ih(x§y—y(%)

expriment les moments angulaires quantiques comme opérateurs
de rotations infinitésimales autour des axes (§VI.3, VIL.11 et IX.3)
multipliés par i#4. Les relations de commutation :

peuvent étre réunies en : L x L = 7AL.

Cette relation n’étant évidemment pas invariante par un éven-
tuel changement d’unité : L — AL, démontre I’existence d’'une unité
absolue pour la mesure du moment angulaire quantique, que I'on
choisit égale a4 h. L'opérateur J = — est opérateur cinétique et
J x J = 1J (tandis que si I'on pose M = —iJ ona M x M = M).

On a vu a la fin du §VI.3 que l'algeébre de Lie O(3) des
rotations infinitésimales de E3 s’identifie & l'algébre de Lie GU(2)
du groupe SU(2), formée des matrices 2 X 2 antihermitiennes de
trace nulle. La complexifiée de GU(2) est I'algebre de Lie complexe
61(2;C), formée des matrices complexes 2 X 2 de trace nulle.
Il est cependant préférable d’éviter l'utilisation d’une réalisation
matricielle particuliére pour la détermination des représentations
irréductibles de O (3).

La démarche suivie devient plus claire si I’on part, sans autre
précision, d’une algebre de Lie g, simple : g = [g, g], de dimension 3
sur un corps K,et qu’on analyse sa structure. Puisque tout élément
H de g peut s'écrire H = Y [A;, B;], il en résulte que l'opérateur
ad H(ad H- X = [H,X]) a une trace nulle. Ayant aussi un
déterminant nul (puisque [H, H] = 0), son polynéme caractéristique

Sécrit : dét (¢l — ad H) =3 — % Tr(ad H)2 - ¢.

Par exemple, un calcul simple pour ’algébre de Lie O (3) montre
que :



Tenseurs et spineurs 273

0 —c b
siH=|c 0 —a, dét(tI—adH)=1t(t2+a®+b+c?).
-b a 0

S'il existe dans g un élément H tel que 'opérateur ad H ait une
valeur propre o non nulle dans le corps K, (0,a, —a) sont alors
les valeurs propres distinctes de ad H qui est diagonalisable, et g
est dite diagonalisable. C’est toujours le cas si g est complexe. Par

contre O (3) ne 'est pas. Si X et Y sont des vecteurs propres de ad H
pour o et —q, ils sont définis 4 'addition de AH pres, et on peut les
choisir de telle sorte que pour le triplet (H,X,Y) la structure de g
se réduise a :

H,X] =aX; H,Y] = —aY; [X,Y] = pH.

Notons bien qu’'on peut choisir arbitrairement les coefficients a
et p (non nuls) du triplet & 'aide de multiplication de H et Y par
des constantes.

Les mathématiciens aiment prendre : @ = 2, p = 1. Les
physiciens préferent le contraire a =1, p = 2.

Ces derniers, depuis 1925, et a la suite d’Elie Cartan (1894),
diagonalisent 'algébre de Lie complexe des moments angulaires
G1(2;C), dont on a vu les relations de commutation : J x J = 4J,
soient [Jo,J3] = iJ1; [J3,J1] = iJ2; [J1,J2] = iJ3 a laide de
I’élément J3, représentant le moment angulaire relativement a I'axe
Oz. En définissant :

Jyr=J1+iJoetJ_=1J; —iJ9
ona:[J3,J4]=J4;[J3,J-]=—-J_et [J;J_] =2Js.

1
Lélément J2 = J2 +J2 + J% = 5 (J+d-+J-J4) + J%, de

lalgebre enveloppante, commute avec Ji, Jo, J3 et a donc pour
image, dans toute représentation irréductible complexe, un scalaire
(les phycisiens déclarent, sans humour, qu’ils « diagonalisent simul-
tanément » J3 et J211)

Soit 6 une représentation linéaire, dans un espace vectoriel E,
complexe, de dimension finie, de I’algébre de Lie g simple, complexe,
de dimension trois, rapportée au triplet (H, X, Y).

On a: [0(H),8(X)] = 6(H)O(X) — 0(X)0(H) = af(X), etc.

Les valeurs propres de 'opérateur 6(H) sont appelées les poids
de la représentation. Nous allons voir que ce sont toujours des
multiples demi-entiers de a.
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On remarque que si y est un vecteur propre de §(H) pour un
poids A, (X)y et 8(Y)y, s’ils sont non nuls, sont également des
vecteurs propres pour des poids (A + &) et (A — ). Par exemple :
B(H)B(X)y = {0([H, X)) + 0(X)0(H)}y = (A + 2)f(X)y.

Les opérateurs 6(X) et 6(Y) sont donc des opérateurs de
montée et de descente des valeurs propres. E étant de dimen-
sio