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Avant-Propos 

L'étude d'exercices de mathématiques ne doit pas être considérée 
comme un « gavage mémoriel » de résultats même si cet aspect inter­
vient, mais comme l'occasion de développer un esprit d'analyse du pro­
blème posé, des outils dont on dispose pour trouver la méthode permet­
tant de résoudre la question posée. 

Je me suis efforcé, en préambule, d'analyser ainsi un certain nombre 
d'exercices etje souhaite que vous puissiez appliquer pleinement cette 
façon de faire. 

Les nouveaux programmes permettent de disposer d'outils très effi­
caces pour étudier les fonctions définies par les intégrales impropres. 
Les derniers exercices du chapitre 9 sont donc rédigés en utilisant les 
Théorèmes de convergence dominée et de convergence monotone, ce qui, 
lorsqu'ils s'appliquent, donne des résultats facilement. 

Bien sûr, comme on ne peut pas banir par simple décret les intégra­
les semi-convergentes, les raisonnements à l'aide des limites uniformes 
d'intégrales sur des segments « croissants » de réunion l'intervalle 
d'intégration sont toujours d'actualité, et c'est pourquoi j'en ai gardé 
aussi. 

Une partie importante du programme est consacrée aux espaces 
fonctionnels, ainsi qu'aux séries entières et aux séries de Fourier, c'est 
pourquoi j'ai préféré mettre les exercices sur les espaces hermitiens ou 
préhilbertiens dans ce tome d'exercices d'analyse. 





TABLE DES MATIÈRES 

Tome 1. Algèbre 

1. Analyse d'énoncés. 
2. Algèbre générale, arithmétique. 
3. Polynômes. 
4. Algèbre linéaire. 
5. Formes quadratiques, espaces euclidiens et préhilbertiens réels. 

Tome 2. Topologie, Analyse 

6. Topologie. 
7. Analyse réelle et intégrales. 
8. Suites et séries numériques. 
9. Analyse fonctionnelle. 

10. Séries entières. 
11. Espaces hermitiens, séries de Fourier. 

Tome 3. Géométrie, géométrie diff érentieUe 

12. Calcul différentiel. 
13. Équations différentielles. 
14. Géométrie affine, géométrie métrique. 
15. Arcs paramétrés. 
16. Nappes paramétrées. 
17. Formes différentielles, intégrales multiples. 





Analyse d'énoncés 

1. SoitEunespacevectorielnonnéet(P}lapropriété: V'E>0,3ô e ]O, 1[, 

\7'(x,y) e E2 ,(llxll = llyll = 1 et llx-yll ;a. E)=> 11x;y11:s;;1-ô. 

Donner un exemple d'espace vectoriel normé où (P) est vraie. 

On suppose E complet et vérifiant (P). Soit L une forme linéaire 
continue sur E. Montrer qu'il existe x de nonne 1 tel que lllLlll = L(x). 

Donner un contre-exemple où lllLlll n'est pas atteinte. 

Comment y « voir » un peu plus clair dans cette condition apparem­
ment abstraite ? En pensant géométrie. Si vous avez x et y de norme 1, 
avec 0, c'est un triangle isocèle, ou deux points sur le cercle unité dans 
un plan euclidien, et si la corde est de longueur ;a. E , la hauteur issue de 
0 est de longueur :s;; 1-ô : c'est de la petite géométrie cela. 

Puis, dans E complet, avoir x tel que L(x) = lllLlll, c'est obtenir x 
comme limite d'une suite de Cauchy construite à partir des xn unitaires 
tels que IL(xn)I converge vers lllLlll . 

Enfin, un contre-exemple sera à chercher dans IR[X] , prototype des 
E.V.N.jamais complets. Si vous ne trouvez pas, allez en 6.6. 

2. Soit f e ~~(IR, IR), telle qu'il existe un polynôme P de IR[X], de 
degré impair, vérifiant : . 

V'n e IN, V'x e IR, lt(n)(x)I :s;; IP(x)I. 

Que dire de f? 

Secouons les ingrédients. La fonctionf est C~, on peut penser série 

entière, mais la classe C~ ne suffit pas, il faut s'assurer que dans un 
développement de Taylor-Lagrange, le reste tend vers zéro, ... , tiens mais 
les dérivées sont uniformément (en n) majorées par P, polynôme, donc 
localement borné ... 
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Et le degré impair, que fait-il là si ce n'est pour assurer l'existence 
d'un zéro x0 de P, donc d'un zéro commun à toutes les f (n) : si f est 
analytique, elle est nulle ! Voir 7.10. 

3. Soit f: IR ~IR, deux fois dérivable, telle que f( 0) = 0 et f" est 
bornée. 

Déterminer lim l f ( \) .· 
n~+ .. k=l n 

Les k2 , compris entre 0 et ! , s'accumulant sur l'origine, le compor-
n n 

tement de la fonction en 0 est primordial. 
Comme f est deux fois dérivable, je serai tenté d'écrire Taylor Young 

à l'ordre 2 en 0 pour/et devoir ... (en 8.1.). 

4. Soit/une application de IR dans IR, continue par morceaux et bor­
née, et ex un réel fixé. Déterminer la limite de : 

un= nf~f(x)exp(- n2(xicx)2)dx. 

. ( n2(t- ex)2) . , La fonction t ~ exp - 4 est paire en t - ex , et presente 

une «bosse » en ex car si lt- exl ;;:.: a> 0, lorsque n tend vers l'infini, la 
décroissance vers 0 des valeurs de l'exponentielle est rapide. 

Tout se « concentre » en ex, où f se comporte comme f( ex + 0) ou 
f( ex - 0) . Ceci m'incite à introduire : 

Jo: ( n2(x- ex)2) J+ .. vn = n /(ex-O)exp - 4 dx+n /(ex+O) ... , 
-oo o: 

(que je sais calculer, avec n(x-ex) = t ), puis à évaluer un -vn. Voir en 
7.11. 

5. Calculer l'intégrale 1 = J1 1
1- x dx . 

0 nx 
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Le lnx m'embête. Taupinalement, je pose x = e' et 1 conduit à 

Io I-e't . , . 1-/ 
--e dt, on applique Taylor-Lagrange a la fonction t ...- --, 

-- t t 
d'où un calcul taupinal donnant 1 sous forme d'une série. 

Ayons une approche moins statique, plus variationnelle, en intégrant 
une fonction« proche», pour voir, (c'est du poker en somme mais le 
bluff ne suffit pas : il faudra justifier). 

Le lnx m'embête, mais la dérivée, en y, de ;inx est lnx, et pour y 
proche de 0, et x fixé, ;inx est proche de l. 

Alors si je calculais <p(y) = J1 e"~"' -x dx, ... Si vous n'y parvenez pas, 
0 nx 

voyez en 9.9 tout l'intérêt de cette méthode où, pour étudier un pro­
blème, on le modifie pour voir ce qu'engendre la modification. 

6. Soit June fonction continue de IR dans IR telle qu'il existe un réel 
q vérifiant lql < 1 et: 

\::/xe IR, f(x) = (I-qx)f(qx). 

Montrer que f se développe en série entière de rayon de convergence 
infinie. 

Si on itère la relation, comme lql < l, f(x) va être un produit infini. 
Comment passer de là à une série entière, on ne sait même pas si f est 

dérivable, donc pas de Taylor ... Mais f intervient linéairement dans la 
relation, f est en fait connu dès que f( 0) est donné, on a un espace de 
solutions de dimension 1... et si parmi elles il y avait une série entière ? 
Cette démarche est proche de celle utilisée pour résoudre des équations 
différentielles linéaires, avec des séries entières. Voyez le détail en 10.2. 

7. Soit C une partie bornée génératrice de E espace euclidien. Soit 
.9'l'ensemble des endomorphismes symétriques positifs. Pouru dans .9' 
on pose: 

Pu= {xE E; (u(x),x) os; l}. 

Soit .91' = { u E .9'; C c Pu} . 
a) Montrer que .9/'est compact. 
b) Montrer que det u atteint son maximum sur .91' en un point unique. 

On est en dimension finie, donc avoir .91' compact, c'est avoir .91' fermé 
borné, et fermé s'obtient le plus souvent par des images réciproques de 
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fermés par des applications continues. Essayons de traduire la symétrie 
comme cela ... 

Pour l'unicité d'un point de Jafoù det u est maximum, si c'est atteint 
en deux points u et v, pourquoi ne pas considérer le milieu w = u ; v 

s'il est encore dans ~ et écrire det w .;;;; det u ... Voyez en 6.8. 

8. Soit une suite réelle décroissante convergeant vers 0, (an)ne IN • 

a) Montrer que, (Lancosnx converge)<=> (Lan converge). 

b) Montrer que, (Lansinnx converge uniformément)<=> (nan tend 
vers 0). 

Les an ~tant positifs, le a) ne pose pas de problème. 

Pour le b ), il est bon de se rappeler qu'une convergence est uniforme 
si et seulement si le critère de Cauchy est vérifié uniformément, ce qui 
permettra peut-être, avec l'inégalité due à la convexité : 

sinx;;;.: ~x sur [ 0, ~], de passer des ansinnx à des nan en choisis­

sant bien x. 

Enfin, quand rien ne marche, pensez à une transformation d'Abel 
pour débloquer la situation. Voir en 11.2. 

9. Soit/ continue, 21t périodique de IR. dans IR. et 'Y dans [O, 21t], tel 

que Xe: CQ. 
1t 

1 n-1 1 J27t 
Montrer que lim - Lf(x + ky) = 2 /. 

n-++oo n k=O 1t 0 

Une approche possible, quand on veut un résultat valable pour tout 
élément/ d'un ensemble g: (ici les fonctions continues 21t périodiques), 
est de se demander pour quelles fonctions il suffirait d'avoir le résultat. 

Les deux membres de l'égalité dépendent linéairement de f, sem­
blent stables par limite uniforme. Ne pourrait-on pas approcher f par 
des polynômes trigonométriques en appelant Stone Weierstrass à la 
rescousse ? Ou bien passer par les fonctions continues, 21t périodiques, 

C1 par morceaux? Allez voir en 11.3. 



Exercices de Mathématiques spéciales - Topologie, analyse 5 

10. Soit n un ouvert connexe de IR3 et (Dn)n e IN une famille de droi-
3 tes de IR . Montrer que Q\( U Dn) est connexe. 

ne IN 

On peut justifier la connexité par arcs, et même essayer de joindre 
deux points a et b de Q\( U Dn) = .91 par une ligne polygonale restant 

ne IN 

dans .sa(, car l'aspect ouvert de n va nous donner une sphère, des disques 
dans les plans, et les droites des segments à éviter : on pourra construire 
une ligne polygonale esquivant ces segments. Voyez en 6.9. la justifica­
tion. 

11. Montrer que l'ensemble Q des matrices carrées d'ordre n, réelles, 
de polynôme minimal de degré n, est un ouvert de ~(IR). 

Le tout est de caractériser l'appartenance d'une matrice M à Q par 
une condition donnant des images réciproques d'ouverts. 

Comme le polynôme minimal divise le polynôme caractéristique, 

(Cayley Hamilton), il est de degré n si et seulement si I, M, M2 , ••. , Mn- I 

est famille libre, ce qui, dans une base de ~(IR), en prenant la matrice 
des composantes, se traduit par ... Pour plus de renseignements, allez en 
6.13. chercher le mineur qui vous manque. 

2 Î 2 
12. Donner un équivalent en+ oo de f (x) = e-" J 

0 
e' dt. 

Si on y regarde d'un peu près, on a un produit de deux fonctions de 

oo -x2 J" t2 -x2 1 classe C , x ......-+ e et x ......-+ e dt , ou, comme e = 2 , un quo-
o " e 

2 

tient de deux fonctions qui tendent vers + 00, de dérivées ayant e" en 
commun, peut être qu'avec la règle de l'Hospital généralisée ... Allez-y, 
en 7.23, pas à l'hôpital. 

. (1 + Jf,)n 13. Soit an = - 2- et un = d(an, 7L). Que peut-on dire de la 

suite des (un) n e IN • 
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Les an tendent vers + 00, et il faut les placer par rapport aux entiers ? 

Dur dur ! Avez-vous pensé au conjugué 1 -2 J5 ? Avec 1 +2 J5 on a les 

deux zéros du trinôme X2 - X - 1 , à coefficients entiers et on a une 

valeur de (1 +2 J5r + e-2 J5r à l'aide des coefficients, entiers de ce 

polynôme. Avec un peu de chance, on va le calculer un ! Voir en 8.10. 

14. On considère une suite (an) de réels telle que: 
n 

lim an L ai = 1 . Comportement de an en+ oo. 
n~+oo 

k=l 

On est sur m, corps ordonné donc les carrés sont positifs, (faux sur 
n 

CC:), et la suite des L ai est croissante, donc a deux comportements : 
k=l 

elle est soit bornée, donc convergente, soit divergente vers+ oo. C'est une 
base de départ que j'exploite en 8.19. 

15. Soit cp une application de classe C2 de m dans m. On suppose que 

J+oo J+oo 
_

00 
cp2 et -oo cp"2 convergent. Montrer que: 

et que cette majoration est la meilleure possible. 

+oo 
Il y a la convergence de J cp'2 à obtenir, ceci sans doute en intégrant 

-oo 
par parties <pep'', ce qui reporte le problème sur <pep'', mais (identité, 

espace l2 ), on sait que : 

l2cp(x)cp"(x)I ~ lcp(x)l 2 + lcp"(x)l 2 • 

Il y a un travail de passage à la limite à partir d'une intégration par 
parties sur un segment. 
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J+oo J+oo 
De plus, ceci reliera _ .. <p<p" et _ .. <p'2 , d'où du Cauchy-Schwarz 

pour terminer, (et une idée de ce que doit être le terme « tout intégré » 
de l'intégration par parties). Allez voir si nécessaire en 7.12. 

16. Soit X métrique compact et Lk l'ensemble des applications k.lips­
chitziennes de X dans IR. Montrer que si une suite d'éléments de Lk 
converge simplement, la convergence est uniforme. 

La traduction de J k.lipschitzienne fait intervenir deux valeurs x et 
y de la variable : cela passe à la limite pour la convergence simple. 

Avec des fn qui convergent vers f, simplement, toutes les fonctions 
étant k.lipschitziennes, de la convergence en x fixé, on va déduire une 
convergence «localement uniforme», c'est-à-dire une boule ouverte 
~0(x, a.) et un entier n" tel que n ~ n" et y dans ~0(x, a") donnera 

1 /n(y)-/(y)I ~ E · 

Après, ce n'est plus qu'une question de recouvrement fini, traitée en 
9.7. 

17. Soient/ et g deux fonctions de ~0(IR., IR), g étant !.périodique. 
Montrer que : 1 ul 1 

lim J f(t)g(nt)dt = J<t>dt)U g(t)dt). 
n~+oo 0 0 0 

Peut-on étendre le résultat à des fonctions réglées ? 

«Diviser pour régner», ah que voilà une idée qu'elle est bonne! 
Pourquoi ne pas traiter le cas de Jet g réglées, g étant 1. périodique, et 
profiter de la linéarité de l'intégrale pour commencer par f constante, 
d'où le résultat pour J en escalier, et étendre ensuite par une interversion 
de limites bien justifiée. 

C'est ce que j'ai fait en 9.10. 

18. On pose un(x) = (- l)nsin(sin( ... (sinx) ... )). Montrer que la série 
des un converge simplement, mais pas normalement. 

Lepremier sinx estdans[-1, l],etsionestdans[-1,0],(resp. [O, l]) 
on y restera toujours en faisant agir encore et encore la fonction sinus, 
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donc on est en série alternée, et quitte à changer x en - x, on suppose 
sinx ;ai: O. Alors ( sinx :s:;; x pour x ;ai: 0 ), on doit pouvoir conclure. 

Pour la non convergence normale, je serais assez tenté de rechercher 
un équivalent de lun(x)I, en cherchant, (c'est à connaître) a tel que: 

lim !un+ 1 (x)Ja - Jun(x)la existe et est non nulle. 
n~+-

Du Césaro conduira, sauf erreur a du lun(x)I en }n : à vous de jouer 

en 9.17. 

19. On considère la série harmonique dans laquelle on supprime 
tous les termes dont le numérateur contient au moins une fois un chiffre 
fixé non nul a, dans son écriture décimale. Nature de la série. 

Les termes ne sont pas tous de même signe et je ne me sens pas 
capable de déterminer le rang des termes enlevés : comme on ne peut 
pas modifier l'ordre des termes d'une série semi-convergente, je vais 
chercher à justifier l'absolue convergence en sommant par paquets asso­
ciés au nombre de chiffres de n. Voir la suite en 8.5. 

20. Étude de la suite définie par la donnée de u 0 et u 1 strictement 
positifs, et de la relation de récurrence : 

un + 2 = ln (1 + un+ 1) + ln (1 + un) . 

Là il y a du «culturel» dans l'air. Un procédé d'étude des suites 
récurrentes doubles, (ou triples ... ) consiste, en justifiant tout ce qui 
intervient, à considérer les suites des an = inf{ up ; p ;ai: n} et des 

bn = sup{ up ; p ;ai: n }, suites vérifiant les inégalités : 

puis à parvenir à justifier que les limites a et b de ces suites, (monotones 
bornées) sont égales ! 

À vous de jouer et de conclure. Si vous n'y parvenez pas, voyez en 8.6. 

21. Soit une matrice B de ~(CC:), et k un entier non nul. Montrer 

qu'il existe une matrice A de ~(CC:) telle que A(A *Al = B. 
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La matrice A* A est hermitienne, positive, diagonalisable dans le 
groupe unitaire, si tout était diagonal, ce serait plus facile. 

C'est là qu'il est bon de savoir que B peut s'écrire B = UH avec U 
unitaire et H hermitienne positive. 

En diagonalisant H en H = V*DV avec V unitaire et D diagonale 
positive, on cherchera A telle que : 

A(A * A)k = B = UV*DV = WDV, avec W = UV* et V matrices 
unitaires. 

On les flanque de l'autre côté, on introduit A' = w- 1 A V 1 donc 
aussi A' = W* A V* , et peut-être que cela s'arrange ? Voir 11.13. 

22. Soit une fonction f indéfiniment dérivable de l'intervalle borné 
]a, b[ de IR dans IR. On suppose que : 

(i)/admet une infinité de zéros sur un segment [c, d] c ]a, b[ 

(ii) Sup 1 in)(x)I = O(n!). 
xe ]a,b[ 

Montrer que f est identiquement nulle. 

A partir d'un point d'accumulation, x0 , de l'ensemble des zéros de/ 
dans le compact [c, d], on peut construire une suite strictement mono­
tone de zéros de f, convergeant vers x0 , et par Rolle, en itérant, on aura 

des suites de zéros de chaque /(n), convergeant vers x0 , d'où la non 

vacuité de Q = {x E )a, b[, 'ifn, in)(x) = 0}. 
Sin avait la gentillesse d'être fermé, ouvert, (le (ii) peut servir) dans 

un intervalle, (donc dans un connexe ... ). Cela fonctionne très bien en 
10.15. 

23. Soit une suite complexe, de terme général an , telle que 

lim ~ = l existe, l > 0 . Quel est le rayon de convergence de la série 
n~+oo 

an n 
des 1 z . On note fla fonction somme. On suppose que 

n. 
une limite l' lorsque lzl tend vers+ oo. Montrer que l = l'. 

ln(jf(z)I) a 
lzl 

Vu la fin de l'énoncé, on doit avoir un rayon de convergence infini. 

De plus, avec e > 0 donné et lanl ...-,; (l + e)n pour n;;;;.: un certain n 0 , on 

doit pouvoir majorer ln(I /(z)I) pour déduire une inégalité entre let l'. 
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Quant à passer de lnl
1
{i(z)J :os;z• + E, pour lzl assez grand, à un résul­

tat sur '!}la.J , pensez aux formules intégrales de Cauchy qui donnent les 
an à l'aide de la fonction. 

Le reste n'est que question de mise en forme, faite en 10.20. 

24. Soit K = IR ou <I:: et E = .L,.(K) l'espace vectoriel des matrices 
carrées d'ordre n. Soit r :os; n. 

a) Montrer que l'ensemble des matrices de rang inférieur ou égal à r 
est fermé dans E. 

b) Montrer que l'ensemble des matrices de rang r est dense dans 
l'ensemble des matrices de rang inférieur ou égal à r. Traduire ce résul­
tat pour r = n. 

Le a) est facile: avoir A de .L,.(K) de rang :os; r c'est avoir tous les 
mineurs d'ordre s > r nuls, et on obtient des polynômes par rapport aux 
fl.;j, coefficients de A, qui doivent être nuls. 

Le b) se traitera en mettant A, de rang < r, sous une forme matrice 

bloc (~·~}avec A' carrée régulière d'ordre s = rang de A, et en 

adjoignant alors r - s éléments diagonaux, non nuls, sous A' , qui ten­
dront vers 0, cela doit être possible. 

Allez en 6.28 voir comment, en mettant les données sous une forme 
convenable, on se tire d'affaire. 

1 25. Soit f une application convexe dans C (IR+, IR) et n dans IN*. 
Montrer que : 

1 1 In 1 0 :os; 2f(l)+/(2)+ ... +J(n-l)+2f(n)- 1 /:os; s<J'(n)-f'(l)). 

On doit comparer une somme et une intégrale : il peut être judicieux 
de découper l'intégrale en la somme des n intégrales sur les segments 
[k, k + l], puis encadrer ces intégrales. 

Pour cela, on peut encadrer la fonction convexe par la corde et la 
tangente, éventuellement intégrer par parties pour faire intervenir la 
dérivée, croissante ... Il y a de nombreuses possibilités. Voir 7.22. 
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26. Soit E métrique compact et f: E 1-7 E telle que : 

V'(x, y) e E2 ,x :;i!: y, on ait d(f(x), /(y))< d(x, y). 

Montrer que f admet un point fixe, unique. 

On cherche a, (unique?), tel que f(a) = a, ou encore 
d(/(a), a) = 0. Avec E compact, ne serait-ce pas une borne inférieure 
atteinte pour x ~ d(f (x), x) ? 

Allez vérifier la rigueur de votre justification en 6.14. 

27. Soit E un espace vectoriel normé complet, n un ouvert borné non 

vide de E. On suppose que pour tout (x, y) de 0 2 , il existe une boule ouverte 
B contenue dans Q et contenant {x, y}. Montrer que n est une boule ouverte. 

Une boule, ouverte ou non, a un centre et un rayon. Ce rayon ne peut 
être que ... Voyons nos hypothèses. Il y a dans n des boules ouvertes, 
donc on peut penser au sup des rayons des boules ouvertes contenues 
dans n, borne supérieure r qui est limite d'une suite (rn)n e IN, d'où des 
centres (cn)n e IN. Et si cette suite était de Cauchy ... 

Il vous reste bien des vérifications ! Aidez-vous si besoin de 6.15. 

28. Soit A un automorphisme continu d'un Banach E et f une appli­

cation k.lipschitzienne de E dans E. Montrer que, si k < lllA~ 1lll 'l'appli-

cation A + f est un homéomorphisme de E sur lui-même. 

L'aspect bijectif de <p = A + f sera obtenu si on justifie que, pour y dans E, 
l'équation A(x) + f (x) =y a une solution unique, ou encore A étant un 

automorphisme, qu'il existe un et un seulx tel que x = A- 1 (y) -A- 1 of (x), 

maisc'estavoirunpointfixepour9: x ~A- 1(y)-A- 1 o f(x). 

Et un point fixe dans un Banach, on est en domaine connu, non ? 
Allez en 6.22 pour achever la résolution. 

29. Soit/une application de classe C1 de [a, b] dans IR. On pose: 

Jb b-a n ( b-a) 
un = t <t>dt - n I. t a+ kn . 

a k = 1 
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Déterminer la limite de la suite des nu.,. 

On ne compare bien que des choses de même nature ... Alors, une 
intégrale, une somme : coupons l'intégrale en somme. Avec 

k b-a F . . . d f, . , xk = a + · -- et prnmuve e , on parvient a : 
n 

n-1 

u., = L (F(xk+ 1)-F(xk)-(xk+ 1 -xk)F'(xk)), 
k=O 

et ma foi, allez voir en 7 .17 comment Taylor-Lagrange d'ordre 2 pour F 
peut intervenir ! 

30. Étude de la série de terme général u., = ~n· . 
n- ns1nn 

Le dénominateur devient positif pour n assez grand, mais on ne maî­
trise pas le signe des sin n. Alors, en mettant en évidence « l'équivalent » 

sinn , . 
-- , et en ecnvant : 

n 

u = sinn + ( sinn _ sinn) = sinn + w.,, 
" n n-./nsinn n n 

on est conduit à étudier la série des w., , pour conclure en 8.11. 

31. Soit une fonction g, 21t périodique de m. dans a::, paire, nulle sur 

[~. 1t J. valant cosx sur [ 0, ~] . Déterminer son développement en série 

de Fourier. 
Soit a réel, déterminer, s'il en existe, une solution 21t périodique de 

l'équation différentielle y" + ay = g. 

Comme g est continue, C1 par morceaux, la première partie n'offre 
aucune difficulté. 

Pour la deuxième, on cherche y deux fois dérivable, avec y" = g- ay, 

continue et C 1 par morceaux : il doit être possible de chercher y sous 
forme de somme d'une série de Fourier, de terme général 
x ---t u.,(x) = c.,(y)e;.,,.. Le problème est de justifier la dérivation terme 
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à terme, 2 fois, donc d'avoir une convergence uniforme de la série des 
u"n(x). Ceci fait on identifie terme à terme, comme pour les séries entiè­
res. Allez vérifier mes calculs en 11.8. 

32. Soit A dans .L,.(G:), de valeurs propres Â.1 , ... ,Â.n. Montrer que 

(trace(A*A)=i*
1

IÂ.i1 2) <=> (A*A=AA*). 

L'exercice fait intervenir valeurs propres, trace : voilà des notions 
stables par changement de base. On est sur .L,.(G:), donc on pense trigo-

nalisation de A, mais si P- 1 AP = T est triangulaire, qu'en est-il de 

P- 1(A*A)P ? Rien de remarquable sauf si Pest unitaire car on récupé­
rera au milieu du PP* = In ... Aussi, en 11.9, aije commencé par justi­
fier que A de .L,.(G:) est trigonalisable dans le groupe unitaire. 

33. Développement asymptotique en + oo de : 
+oo - t 

f (x) = J _e_dt. 
0 x+t 

Après l'étude du domaine de définition voyons comment développer 
1 f:" A Id en - : en a.Isant appara.Itre - ans : 
X X 

_1 = !._1_ = ![±c-1>';+ c-1r'(ff.'J, 
X+t X } t X X } t +- k=O +-

X X 

et en sachant qu'on a alors une identité. 
Il reste, en 9.18, à justifier la convergence des intégrales intervenant, 

(merci e - 1 ), et à voir si on a le développement voulu ... 

34. Soit E l'espace vectoriel des suites réelles bornées, muni de la 
norme: 

llull = sup{ lunl ; n e IN}. 

a) Montrer que E est complet. 
b) Existe-t-il dans E un sous-ensemble dénombrable partout dense ? 



14 Analyse d'énoncés 

Le a) n'offre pas de difficulté. Quant au b), prendre une partie 
dénombrable de E, c'est prendre une suite de suites, (ici bornées), et, ... 
mais c'est de la suite diagonale cela, on va construire une suite bornée 

ième . ième ième . dont lep terme sera « distant » du p terme de la p smte de la 
partie. Voir en 6.31 pour plus de détails. 

35. Quelle est l'adhérence, dans .L,.(<C), des matrices diagonalisa­
bles. 

Il faut déjà avoir une idée du résultat, et pour cela voir ce qui carac­
térise une matrice carrée A non diagonalisable dans .L,.(<C): c'est d'avoir 
des valeurs propres multiples, avec, pour l'une d'entre elles au moins, Â., 
une dimension de sous-espace propre insuffisante. 

On est sur <C ... A est trigonalisable, et si sur la diagonale, là où il y a 
Â., Â., ••• , Â., a fois, on ajoutait des petits chouïas distincts, ... on obtiendrait 
A' triangulaire « proche » de la forme triangulaire de A. .. et diagonali­
sable cela doit marcher. Il ne reste qu'un peu de rigueur dans la mise en 
forme, faite en 6.35. 

36. Existe-t-il, sur .L,.(IR), des normes telles que, pour tout A de 

.L,.(IR) et tout P de GL.,(IR), jjp- 1 API! = llAll . 

Déterminer toutes les semi-normes N sur .L,.(IR) telles que, pour tout 

A de .L,.(IR) et tout P de GL.,(IR), on ait N(P- 1AP) = N(A). 

En fait, si on secoue l'hypothèse \;;/A ... , 'VP ... , p- 1 (AP) ... on peut se 
dire que: 

llP- 1(PA)Pll = llPAll, or P- 1PAP = AP, donc on transforme en 
"l'égalité des normes de PA et de AP, ... \;;/A, ... , 'VP e GL.,(IR) donc aussi 

'VQ e GL.,(IR) ... , en fait AB et BA ont même norme mais là, ça ne va 
plus car un produit AB peut être nul sans que BA le soit. 

Pour une semi-norme, on passera aussi à N(AB) = N(BA) pour 
tout couple (A, B) de matrices, mais alors, comme la différence entre 
une norme est une semi-norme est l'existence d'éléments X de .L,.(IR) 
tels que N(X) = 0, il faut peut-être s'inquiéter de la structure de 
r ensemble de ces éléments. 

Aller en 6.36 si l'exercice vous résiste. 



Exercices de Mathématiques spéciales -Topologie, analyse 15 

37. Soit E un espace vectoriel normé réel, et A une partie non vide 
de E. Montrer que l'équivalence entre : 

n 
1°) V'E> 0, 3n e IN*, 3(ai)1 ._i._n e An, Ac U ~(ai, E); 

i = 1 

2°) de toute suite d'éléments de A, on peut extraire une suite de Cau­
chy. 

Analysons la situation. Si on a le 1°}, ce quantificateur V'E réel donne 
bien sûr du : « V'En, En tendant vers 0 » ; si A est dans un nombre fini 
de boules, l'une contient une suite extraite d'une suite de A, ... , en 
somme, on extrait en cascade, (indexée par IN}, des suites : il y a de la 
suite diagonale là-dessous ... 

Et pour 2°) => 1°) : par l'absurde, si on n'a pas 1°), on peut construire 
une suite avec des points distants les uns des autres d'une quantité fixe ... 
ça n'est pas du Cauchy! 

La solution est en 6.39. 

38. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, K une partie 
non vide, compacte et convexe de E. Soit A une partie de L(E) dont tous 
les éléments permutent entre eux, et telle que K soit stable par tout élé­
ment de A. 

Pour a dans A et n dans IN*, on pose an = .!(id+ a+ ... + an- 1). 
n 

a) Montrer qu'il existe x dans K tel que, pour tout a de A et tout n de 
IN*, on ait x e an(K). 

b) Montrer que a(x) = x, pour tout a de A. 

Le a) se formule en (l ( (l an(K)) non vide, or, si c'était vide, 
ae A ne IN* 

avec du compact, ne passerait-on pas à une intersection finie déjà vide ... 
C'est une piste possible, les an(K) images continues de compacts 

étant ... compactes contenues dans E séparé, donc fermées ... 
La forme des an fait penser aux isobarycentres, six est dans K, an(x) 

est dans K convexe ; or K est compact, tout ceci se met en place dans un 
raisonnement en deux temps: pour a fixé, montrer que ri an(K) est 

ne IN* 

non vide, puis faire varier a. Il y a encore bien du travail, effectué en 6.40. 
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. . Jitsin(2n + l)t 39. Soit, pour tout entier naturel n, 1., = 2 dt . 
o l+cos t 

+oo 

Convergence et calcul de la somme L (- l)"I.,. 
n= 0 

On peut évidemment se demander comment calculer 1., , mais on 

peut aussi se dire que 1., apparaît comme un coefficient de Fourier 
d'une fonction impaire, si on ramène le calcul de l'intégrale à [O, 1t]. 
Aussi peut-on essayer de retrouver cette fonction impaire et chercher à 
utiliser les résultats sur les séries de Fourier ... Voir en 11.15. 

40.Soit,pourtoutxréel, F(x) = J+
00 

dt 1 . 
0 l+t+t +x 

Étudier l'ensemble de définition, continuité, dérivabilité, limites de 
F en+ oo, en 0, et équivalent de F en O. 

La fonction intégrée est positive, et sur ]O, l[, ou sur ]l, + oo[, dépend 
de façon monotone de x. Mais cela va permettre de trouver une fonction 
majorante, indépendante de t dans un segment, intégrable. 

De plus, en coupant l'intégrale en l, on va ramener les limites par 

rapport à un n qui tend vers+ oo, ou un ! qui tend vers 0, et le Théorème 
n 

de convergence monotone nous donnera des résultats. Allons-y en ... 
9.29. 



CHAPITRE VI 

Topologie 

On peut, grossièrement, classer les propriétés topologiques en qua­
tre grandes catégories : la compacité, la connexité, les propriétés métri­
ques, et celles des espaces vectoriels normés, ce classement n'étant en 
rien exclusif. 

La compacité : l'idée choc est de construire un recouvrement de K 
compact, par des ouverts w(x), x e K, auxq_uels sont associés d'autres llé­
ments, des entiers n(x) par exemple, ou des réels r(x) > 0, ou des choses 
de nature différente ... 

Puis on extrait un recouvrement fini associé à des x dans une partie 
finie B de K, ce qui permettra, suivant le cas, de considérer l'entier 
n 0 = sup{n(x); (xe B)}, ou le réel r 0 = inf{r(x),xe B}qui étant 

l'un des r(x) sera >O. 

En somme, ceci permet d'échapper à un n0 = + oo, ou r0 = 0. C'est 
un procédé pour passer du cas« infini» au cas fini. Voir exercices 6.2, 
6.3. 

Nous verrons dans les métriques l'aspect séquentiel. 

La connexité : comme 0 et E sont les seules parties de E connexe, a 
être à la fois ouverte et fermée, pour justifier qu'une propriété .9'(x) est 
vérifiée pour tout x de E connexe, il suffit de vérifier que l'ensemble Q 
des x de E tels que .9'(x) soit vraie est ouvert, fermé non vide. C'est 
l'outil de base de la connexité. 

Les espaces métriques : ils permettront une traduction plus commode 
des propriétés topologiques, mais surtout, chaque point ayant une base 
dénombrable de voisinage, on aura une traduction séquentiell,e, (à l'aide 
des suites) des propriétés, c'est-à-dire, qu'à un passage à la limite près, 
on se ramène dans le cadre sécurisant du« cas fini», de la récurrence ... 

En particulier E métrique est compact si et seulement si de toute suite 
on peut extraire une suite convergente. 
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Cette caractérisation peut être le point de départ d'un raisonnement 
de type suite diagonale. De quoi s'agit-il. Et bien, si le mécanisme 
d'extraction d'une suite est lui-même itéré, en notant (un)ne IN la suite 

de départ, (Um (n)) IN , (um om (n)) , ••• , (um om 0 ,0 ( )) les 
TO ne TO Tl ne IN TO Tl··· Tk n ne IN 

itérées successives, souvent, en considérant an = ull>o 0 qi1 ... 0 ll>n(n), on peut 

conclure, (voir 6.25, 6.39). 

Les espaces métriques, et en particulier les espaces vectoriels normés, 
sont le cadre d'introduction des espaces complets, d'où les suites de Cau­
chy, critère de Cauchy, Théorème du point fixe, des fermés emboîtés ... 

Les espaces vectoriel,s normés, en plus de leur structure métrique, vont 
faire jouer un rôle fondamental aux applications linéaires continues, 
avec u e L,(E, F) si et seulement si u est bornée sur la sphère unité 
fermée deE. 

On introduit la norme d'application linéaire continue : 

lllulll = sup{ llj1~ii)ll ; x "* 0, x e E}, dont les deux propriétés de base 

sont les inégalités iiu(x)ll :s;; lllulll llxll et lllu o vlll :s;; lllulll lllvlll, qui inter­
viendront chaque fois qu'il s'agira de majorer. 

Qu.elgues rap_pel,s propres aux E. V.N. : 

- 2,;(E, F), normé par 111 Ill, est complet si F l'est; 
- équivalence des normes en dimension finie ; 
- continuité uniforme de+, de Il Il, mais uniquement continuité du 

produit par un scalaire ; 
- E, e.v.n., est de dimension finie si et seulement si sa sphère unité 

est compacte ; 
- IR.IN, normé, n'est jamais complet; (6.26); 

- les compacts de JR.n , e.v.n., sont les fermés bornés, et les complets 
sont les fermés ; 

- un sous-espace de dimension finie est fermé dans un E.V.N.; 

- le Théorème de Banach : si E et F sont des Banach et si u e Lc<E, F) 

en étant bijective, u - 1 aussi est continue, voir exercice 6.22. 
Dans le cadre des espaces préhilbertiens réels ou complexes, la struc­

ture topologique s'enrichira, avec, lorsqu'elles existent, les bases ortho­
normées, les familles totales, les projections orthogonales, (voir 6.25). 
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Il en sera de même dans le cadre réel, en liaison avec la structure 
d'ordre sur IR., d'où la monotonie des applications, des suites, et les liens 
entre monotonie et convergence. 

À propos de IR., ne pas oublier que ses sous-groupes additifs sont soit 
partout denses, soit du type cDI., (voir 6.18 et 6.19). 

Des prqpriétés générales gui doivent être présentes à l'esprit: 

- 0 ouvert <=> 0 voisinage de chacun de ses points ; 
- f continue <=>l'image réciproque de tout ouvert (resp. de tout 

fermé) est un ouvert, (resp. un fermé), c'est la manière la plus efficace 
de justifier la nature ouverte ou fermée d'une partie ; 

- f continue de K compact dans IR. est bornée et atteint ses bornes, 
(théorème existentiel); 

- f continue de K compact dans E, K et E métriques, l'est 
uniformément ; 

- la connexité par arcs implique la connexité, la réciproque, fausse 
en général devient vraie sur les ouverts des espaces vectoriels normés ; 

- le Théorème de Baire a pour conséquence le fait qu'un espace 
complet n'est jamais réunion dénombrable de fermés d'intérieur vide; 
(voir 6.10); 

- si l'existence d'un élément particulier dans E complet peut s'obte­
nir par le Théorème du point fixe, c'est souvent aussi la limite d'une 
suite de Cauchy convenablement construite, (voir 6.15); 

- en dimension infinie, il y a en général non équivalence des normes, 
ce qui fait que la même suite peut avoir des limites différentes pour des 
normes différentes, (voir 6.24); 

- dans la topologie produit, le projeté d'un ouvert est ouvert, (voir 
6.30). 
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Énoncés 

6.1. Soit/un morphisme additif de l'espace vectoriel normé réel, E, 
dans lui-même, borné sur la boule unité fermée de E. Montrer que f est 
linéaire. 

6.2. Soit X un espace métrique compact et L, l'ensemble des appli­
cations c.lipschitziennes de X dans IR. Montrer que la convergence sim­
ple d'une suite d'éléments de L, implique la convergence uniforme. 

6.3. Soit une suite <fn)n e IN*, décroissante, de fonctions en escalier 

positives ou nulles, avec fi à support compact. On suppose que la suite 
( fn)n e IN* converge simplement vers 0 sur IR. Montrer que : 

lim r-fn(t)dt = 0. 
n.~+oo -oo 

6.4. Soit A dans .Af,,(<C). On désigne par / 1,/2, ••• ,fn• n fonctions de 
A, à valeurs complexes, telles que le polynôme caractéristique XA(X) de 
A soit égal à : 

(- 1)\Xn + /1(A)Xn-l + ... + fn-1(A)X + fn(A)). 

a) Montrer que pour tout i compris entre 1 et n, et tout couple (A, B) 

de (Af,,(<C))2 , on a f;,(AB) = f;,(BA). 

b) Soit é1> une fonction polynomiale de .Af,, ( <C) dans <C vérifiant l' éga­

lité él>(AB) = él>(BA), pour tout couple de (Af,,(<C))2 • Montrer que é1> 
est un polynôme en / 1, ••• ,fn· 

6.5. Soit E un IR espace vectoriel normé, f une forme linéaire non 
nulle sur E et H = Ker f. Montrer que H dense dans E équivaut à f non 
continue. 

6.6. Soit E un espace vectoriel normé et (P) la propriété : 
2 'iE>Ü, 3ôe ]O, l[, 't(x,y)e E, 

( llxll = llyll = 1 et llx -yll ;;;;. E) => llx; Yll .;;;; 1 - Ô • 

Donner un exemple d'espace vectoriel normé où (P) est vraie. 
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On suppose E complet et vérifiant (P). Soit Lune forme linéaire con­
tinue sur E. Montrer qu'il existe x de norme 1 tel que lllLlll = L(x). 

Donner un contre-exemple où lllLlll n'est pas atteinte. 

6. 7. Soit un espace vectoriel normé E de dimension finie n, F un 
sous-espace de E et u une forme linéaire définie sur F, de norme : 

lllulllF = sup{lu(x)I; xe F, llxll:;:;;; l}. 

Montrer qu'il existe une forme linéaire ü définie sur E, prolongeant 
u, de même norme que u. 

6.8. Soit C une partie bornée, génératrice, de E espace euclidien. 
Soit .9' l'ensemble des endomorphismes symétriques positifs. Pouru 
dans .9' on pose : 

Pu= {xe E; (u(x)lx):;:;;; l}. 

Soit d = { u e .9' ; C c Pu} . 

a) Montrer qued est compact. 
b) Montrer que det u atteint son maximum sur den un point unique. 

6.9. Soit Q un ouvert connexe de IR.3 et (Dn)n e IN une famille de 

droites de IR.3 . Montrer que Q\( U Dn) est connexe. 
ne IN 

6.10. Soit Fun fermé de IR.n, et (jk)k e IN une suite d'applications con­
tinues de F dans IR.. 

On suppose cette suite simplement bornée sur F, c'est-à-dire que, 
pour chaque x de F, la suite (jk(x))ke IN est bornée. 

Montrer que, pour toute boule ouverte B de F, il existe une boule 
ouverte B' de F contenue dans B sur laquelle la suite (jk)k e IN est unifor-
mément bornée, B' non vide évidemment, ainsi que B. 

6.11. Soit A dans L,.(G:). Montrer que exp(A) est un polynôme en 
A, mais que la fonction exponentielle n'est pas polynomiale sur L,.(G:). 

6.12. Montrer que [O, 1] n'est pas réunion d'une suite (Fn>ne IN de 
fermés non vides deux à deux disjoints. 

6.13. Montrer que l'ensemble Q des matrices carrées d'ordre n, réel­
les, de polynôme minimal de degré n, est un ouvert de L,.(IR.). 

2 6.14. Soit E métrique compact et/: E ~E telle que V'(x,y) e E , 
x =J:. y, on ait d(j(x),/(y)) < d(x, y). 



22 Topologie 

Montrer que f admet un point fixe, unique. 

6.15. Soit E un espace vectoriel normé complet, Q un ouvert borné 

non vide de E. On suppose que, pour tout (x,y) de n2 , il existe une 
boule B contenue dans n et contenant X et y. Montrer que n est une 
boule ouverte. 

6.16. Soit E un Banach et (an)ne IN* une famille libre de E. 

a) Montrer que Fn = Vect(a1, ••• ,an) est un fermé dans E. 

b) Montrer qu'il existe une suite (µn>ne IN de nombres strictement 
positifs tels que pour tout n ;;;;.. 2 , 

µn+ illan+ iJJ::;;;; ~d(µnan, Fn-1) · 

Existence de .x = L µkak. Existe-t-il n tel que x soit dans F n ? 
k=l 

6.17. Quel est l'intérieur de 9!, ensemble des matrices diagonalisa­
bles de î.i(G::) ? 

6.18. Montrer qu'un sous-groupe additif de IR. est soit du type cDI., soit 
partout dense. 

6.19. Quels sont les sous-groupes ouverts de IR., pour l'addition. 

6.20. Soit/ continue périodique de IR. dans IR.. Que peut-on dire de 
l'ensemble T de ses périodes. 

Que dire de f continue périodique de IR. dans IR. ayant 1 et 1t pour 
périodes. 

6.21. Soient f et g continues non constantes de IR. dans IR., périodiques 
de plus petites périodes respectives a et 13. Condition nécessaire et suf­
fisante pour que f + g soit périodique. 

6.22. Soit A un automorphisme continu d'un Banach E et/ une appli­

cation k.lipschitzienne de E dans E. Montrer que, si k < lllA: 1lll 'l'appli­

cation A + f est un homéomorphisme de E sur lui-même. 
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6.23. Soit Kun compact de E espace vectoriel normé, et/une appli­
cation continue de K dans K telle que : 

\i(x, y) e K 2 , Il /(x)-/(y)ll ;a.: llx-yll. 
Montrer que f est un homéomorphisme. 

6.24. Soit Q un polynôme de IR[X] . Construire une norme sur 

IR[X] telle que la suite (Xn)n e IN converge vers Q pour cette norme. 

6.25. Soit H un espace de Hilbert réel. On suppose qu'il existe dans 
H une suite orthonormée ( e;);.,, 1 telle que l'espace Vect{ e; , i ;a.: 1 } soit 
partout dense dans H. 

Soit (xn)n.,, 1 une suite d'éléments de H, telle que, pour tout n, 

llxnll .;;;; l. 
Montrer qu'il existe une suite extraite (xcp(ni>n.,, 1 et x* dans H tels 

que: 

\iy e H, lim (xcp(n)> y) = (x*, y) . 
n--++oo 

Montrer que llx*ll .;;;; 1 . 

Que peut-on dire si llx*ll = 1. 

6.26. Soit E = IR[X] . On pose, pour f dans IR[X] , 

_ +•ït<k>co>I 
N(/) - L k! . 

k=O 

a) Montrer que N est une norme sur E. 

P xk 
b) On pose fp(X) = L 2 . Montrer que la suite (fp) est de Cauchy 

k=lk 
dans (E, N). Converge-t-elle? 

c) La dérivation est-elle continue? 

d) On pose, pour f dans E, 'Vn(/) = t<n>(O) ; 'Vn est-elle continue ? 

Calculer lllWnlll · 
e) On dit que/précède g, (noté j.s;g), lorsque, pour tout n, on a 

t<n>(O).;;;; g(n)(O). On considère pour g eth fixés dans E: 

G = {je E,f.s; g} et H = {je E, h .s;f}. 
Montrer que G et H sont des fermés de E, d'intersection compacte. 
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6.27. Soit E un espace vectoriel normé, A une partie fermée non vide 
de E, f une application continue de A dans lR. telle que Inf f = 1 et 

A 

Supf = 2. 
A 

Soit g: E ~IR définie par g(x) = f(x) si x e A et 

g(x) = inf{f(a)llx-all; ae A} si xŒ A. L'application g est-elle 
d(x,A) 

continue ? Calculer sa borne inférieure et sa borne supérieure. 

6.28. Soit K = IR ou a: et E = ~(K) l'espace vectoriel des matrices 
carrées d'ordre n. Soit r :;;;;; n . 

a) Montrer que l'ensemble des matrices de rang inférieur ou égal à r 
est fermé dans E. 

b) Montrer que l'ensemble des matrices de rang r est dense dans 
l'ensemble des matrices de rang inférieur ou égal à r. Traduire ce résul­
tat pour r = n. 

6.29. a) Soit E un espace métrique, (F n) une suite décroissante de 
parties compactes non vides. Montrer que n F n =F- 0 . 

ne IN 

b) Soit X une partie compacte de E, ifn) une suite décroissante de 
fonctions de X dans lR. continues, tendant simplement vers la fonction 
nulle. Montrer que la suite <llfnll .. ) admet une limite a, puis que a = O. 

c) Soit ifn) une suite monotone de fonctions continues de X dans lR. 
tendant simplement vers une fonction continue. Montrer que la conver­
gence est uniforme. 

6.30. Sur E = JR.n, un endomorphisme u est dit cyclique si et seule­

ment si il existe un vecteur x de Etel que la famille {x, u(x), ... ,un- I(x)} 
soit libre. 

Montrer que l'ensemble des endomorphismes cycliques est un 
ouvert de 2'(E). 

6.31. Soit E l'espace vectoriel des suites réelles bornées, muni de la 
norme: 

llull = sup{ !uni ; n e IN} . 
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a) Montrer que E est complet. 

b) Existe-t-il dans E un sous-ensemble dénombrable partout dense. 

6.32. Montrer que l'ensemble des polynômes de degré n, à coeffi­
cients complexes, ayant n zéros distincts, est un ouvert de <1:,,[X]. 

6.33. Soit A une algèbre de Banach complexe, d'élément neutre noté 
u, (pour unité). Pour x dans A- {O}, on pose: 

a(x) = {Â.e <!:; Â.u-x non inversible}. 
a) Montrer que a(x) est un compact de<!:. 

b} Montrer que a(x) est non vide, (on pourra utiliser le fait quef: 

x -----+ x - 1 est différentiable sur l'ensemble des éléments inversibles de 
A, et que df(x)(h) = - x- 1hx- 1 ). 

c) On suppose que tout élément non nul de A est inversible. Que dire 
de A. 

6.34. Démontrer que 1,, et - 1,, sont des points isolés de l'ensemble 
.9' des symétries, partie de l'espace vectoriel normé Af..(IR). 

6.35. Quelle est l'adhérence, dans Af..(<I:), des matrices diagonalisa­
bles. 

6.36. Existe-t-il, sur Af..(IR), des normes telles que, pour tout A de 

Af..(IR) et tout P de GL,,(IR), llP- 1 APll = llAll . 

Déterminer toutes les semi-normes N sur Af..(IR) telles que pour tout 

A de Af..(IR) et tout P de GL,,(IR), on ait N(P- 1 AP) = N(A). 

6.37. Démontrer que 1,, et 0 sont des points isolés de l'ensemble .9 

des matrices des projections de E = IR" , une base étant fixée. 

6.38. Soit E = IR[X], espace des polynômes à coefficients réels, 
normé par llPll .. = sup {!coefficients de Pl}. 

a) Est-il complet ? 
d 0 P d 0 P 

b}Ladérivationd: P = L a,,X,,-----+ L na,,x"- 1 ,est-elle continue? 
"= 0 "= l 

c) Construire sur E une norme rendant d continue. 
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6.39. Soit E un espace vectoriel réel normé, et A une partie non vide 
de E. Montrer l'équivalence entre : 

n 

1°) 'VE> 0, 3n e IN*, 3(a;)1 ,,.i,,.n e An, Ac U ~(a;; E) 
i = 1 

2°) de toute suite d'éléments de A on peut extraire une suite de Cau­
chy. 

6.40. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, K une partie 
non vide, compacte et convexe de E. Soit A une partie de L(E) dont tous 
les éléments permutent entre eux, et telle que K soit stable par tout élé­
ment de A. 

Pour a dans A et n dans IN*, on pose an = !(Id+ a+ ... + an-l). 
n 

a) Montrer qu'il existe x dans K tel que, pour tout a de A et tout n de 
IN*, on ait x e an(K). 

b) Montrer que a(x) = x, pour tout a de A. 

6.41. Soit Kun compact de IR.n et A l'algèbre ~o (K., IR.), algèbre pour 
les lois usuelles, normée par la norme de la convergence uniforme. 

Montrer qu'un automorphisme unitaire de A est une isométrie. 
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Solutions 

6.1. Par récurrence, à partir de: 

f(2x) = f(x + x) = f(x) + f(x) = 2f(x), on obtient, 
'r:f(p, x) E IN XE, f(px) = pf(x). 

Comme f(x - y) = f(x) - f(y) , avec /( 0) = 0 , (morphisme additif), 
ona, 'r:/(p,x)e INxE, f(px+(-p)x) = O,d'où 

f((- p)x) = - f(px) = - pf(x) et finalement: 
'r:f(p, x) e 1l XE, f(px) = p 'f(x) 

Enfin, avec r = P. e <61, q e IN*, et y = rx, on aura qy = px d'où 
q 

f(qy) = qf(y) = f(px) = pf(x) et f(y) = f(rx) = P. f(x) = rf(x), d'où 
q 

la« linéarité sur le corps <61 ». 

Pour utiliser la densité de <61 dans IR, on va justifier la continuité de f, 
(car ne sachant pas qu'elle est linéaire, et pour cause, l'aspect borné sur 
la boule unité ne donne pas directement cette continuité). 

Soient x et y distincts dans E, et r rationnel tel que, E > 0 étant donné, 

on ait llx-yll =:;;; r =:;;; llx-yll + E, alors !(x-y) est dans la boule unité fer­
r 

mée sur laquelle f est bornée par k ;;;... 0 . On a donc : 

Il f (~ (x - Y) )JI =:;;; k , d'où, comme ~ est rationnel positif, on tire : 

Il f(x -y )Il =:;;; rk =:;;; kllx - yll + ke, et E étant quelconque, on a finale­
ment, ((morphisme additif), quels que soient x et y : 

11/(x)-f(y)ll =:;;; kllx-yll, 
(inégalité évidente si x = y), d'où la continuité de f qui est k.lipschit­
zienne. 

Mais alors, avec une suite (rn)ne IN de rationnels qui converge vers À. 
réel, et x dans E, on aura : 

f(A.x) = f ( lim rnx) = lim f(rnx), ( f continue) 
n--t+oo n--t+oo 

= lim rnf(x) = À.f(x) d'où/linéaire. 
n~+oo 

6.2. La convergence simple des fn vers f, donne f c.lipschitzienne car 

1 f(x)-f(y)I = lim 1 fn(x)-fn(y)j =:;;; cd(x,y). 
n--t+oo 
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Soit alors E > 0 , à chaque x de X on associe n., dans IN, tel que : 

E 
'Vn;:; n.,' 1 l(x)-ln(x)i ,,.;;; 2 ; 

comme alors 1-ln est 2c.lipschitzienne, si d( x, y) < :c , on aura : 

E ,,.;;; 2cd(x,y) + 2,,.;;; E. 

En fait, à chaque x de X on associe n., entier, et la boule ouverte 

.sw0( x, :J tels que : 

Du recouvrement de X compact : X = U .sw0(x, 4e ) , on extrait un 
XE X c 

recouvrement fini, associé aux éléments x1 , x2 , ••• , Xp. Soit 
n 0 = sup{ n.,. ; 1 ,,.;;; i ,,.;;; p} . Pour tout n ;:; n 0 , 'Vy e X, comme il existe 

• 

i ,,.;;; p tel que y e .sw0( X;, :c) et que n ;:; n 0 ;:; n.,; , on a bien : 

1 l<Y) - ln (y )i ,,.;;; E : il y a convergence uniforme des ln vers f 

6.3.Justifions d'abord l'existence de chaque intégrale. 

Comme 11 est à support compact, il existe un segment [a, b] tel que, 
'V x ~ [a, b], 11 (x) = 0 . La décroissance de la suite des ln , qui sont à 
valeurs positives, donne alors : 

'Vx ~ [a, b], 'Vn;?; l, 0 ,,.;;;ln(x) ,,.;;;fi(x) = 0 donc ln(x) = 0 et les 
intégrales impropres sont en fait des intégrales sur [a, b]. 

L'idée va être ensuite de traiter séparément les points de continuité 
et de discontinuité, (en « quantité dénombrable ») des ln en englobant 

les points de discontinuité dans des ouverts de longueur Eun , avec L, un 

qui converge, et en utilisant l'aspect localement constant d'une fonction 
en escalier en un point de continuité. 
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Soit ~ = { points de discontinuité de ln } et Jil = U ~ : cet 
ne IN* 

ensemble dénombrable est indexé en une suite (an)ne IN' (ou 
(an)o,,. n,,. k s'il est fini). 

On introduit 1111 Il .. = sup { 111(x)1 ; x e [a, b]}, qui existe car 11 , en 
escalier est bornée. 

Soit E > 0 fixé . 
.Soit x e [a, b]. 

Si x e Jil, avec n dans IN tel que x = an , on considère l'ouvert 

ro(x) = Jan -~1 • an+ ~1 [ n [a, b], ouvert de [a, b] contenant x, de 
2n+ 2n+ 

longueur inférieure à ~ . 
2n 

Si x é Jil, chaque ln est continue en x. Or la convergence simple des 

ln vers 0 permet d'associer n(x) dans IN tel que 'Vn;;.: n(x), 

0 :;;;;,.ln(x):;;;;,. E, ce qui revient en fait à 0 :;;;;,.ln(x)(x):;;;;,. E, vu la décroissance 
de la suite des ln . 

Comme x é Jll, 3cx(x) > 0 tel que sur: 
ro(x) = ]x - cx(x), x + cx(x)[ n [a, b], 

la fonction ln(x) soit constante, et alors : 
"ift E ro(x), "ifn;;.: n(x), Ü :;;;;,_ln(t) :;;;;,_ln(x)(t) = ln(x)(x) :;;;;,_ E · 

Compacité = machine à extraire : du recouvrement ouvert 
[a, b] = U ro(x), on extrait un recouvrement fini associé à des x 

xe [a,b] 

dans une partie finie, B, de [a, b ], elle-même fractionnée en B 1 = B n Jil 

et B2 = B\B1 . Notons 0 1 = U ro(x) et 0 2 = U ro(x) : on a deux 
xeB1 xeB2 

réunions finies d'intervalles, et [a, b] = 0 1 u 0 2 • Comme les fonctions 
intégrées sont positives, et que 0 1 et 0 2 peuvent« se chevaucher», on 
a, 'Vn e IN* : 

b 

0 :;;;;,. J ln(x)dx:;;;;,. J ln+ J ln· 
a 0 1 0 2 

On a, (ici aussi les intervalles de réunion 0 1 peuvent se chevaucher) : 

J ln:;;;;,. L J ln(t)dt, avec: 0 :;;;;,.ln(t) :;;;;,.l1(t) :o;;;;,.1111 Il .. ; x qui est un 
01 xe B1 ro(x) 

ak, k e IN, et alors ro(x), intervalle de longueur majoré par Ek, donc 
2 
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J J.. est majoré par la somme d'un nombre fini de termes du type 
01 

Ek llJ1 11-, donc a fortiori par 2ellf1 11-, et ceci uniformément en n. 
2 

Puis 0 2 étant une réunion d'un nombre fini des ro(x) pour x e: ~. 
n0 = sup {n(x) ; x e B2 } existe et on a alors: 'Vt e 0 2, 'Vn ~ n0 , 

comme il existe x de B2 tel que te ro(x) et qu'alors n ~ n0 ~ n(x), il 
vient: 

0 .;;;;.f,.(t).;;;;. E, d'où sur 0 2 c [a, b], 'Vn ~ n0 , J f,.(t)dt.;;;;. (b-a)E. 
02 

En réunissant les deux majorants, on a : 

'VE> 0, 3n0, 'Vn ~ n0, 0.;;;;. f f .. (t)dt.;;;;. E(2llfi11- + b- a) 
a 

ce qui traduit lim J0J11(t)dt = 0. 
n-++oo a 

6.4. Le a) équivaut à justifier l'égalité XAB = XBA. Sur L,.(<C), (ou 
L,.(IR), ou même L,.(<61) ), on peut en donner une justification topolo­
gique en traitant le cas de A inversible d'abord, et en utilisant la densité 
de GL,.(K) dans L,.(K), (K = <61, IR ou <C). Pour A inversible, on a: 

XAs(X) = det (AB-XI,.)= det (A- 1(AB-Xl,.)A) 

= det (BA-XI,.) = XsA(X). 

Puis GL,.(K) est dense dans L,.(K), car si det A = 0, c'est que 
x = 0 est zéro du polynôme XA(x) = det (A-xi,.), mais les zéros de 
XA étant en nombre fini, il existe a > 0 , (a dans <61 ou IR), tel que 'V x e K, 

0 < lxl < a ~ XA (x) *- 0 , donc la matrice A - xi,. est alors inversible, or 
lim(A-xl,.) =A. 
x-+0 

x;<O 

Enfin, pour B fixé dans L,.(<C), (retour à l'exercice), l'application 

A --+/;(AB) est polynomiale par rapport aux <X.;j, termes généraux de 

A, donc continue: l'égalité /;(AB) =/;(BA) valable pour A dans 

GL,.(<C) «passe à la limite» en A, et elle est valable pour tout couple 

(A, B) de (L,.(<C))2 • 



Exercices de Mathématiques spéciales -Topologie, analyse 31 

On peut aussi établir le résultat algébriquement sur un corps K quel­
conque, en utilisant l'égalité entre matrices blocs: 

( In 0 ) ( - XIn - B ) = ( BA- XIn 
A In 0 AB-XIn 0 

-B ) (In 
-Xln A ~) 

= (-Xln -B )· 
-XA -Xln 

et en prenant les déterminants, que l'on simplifie par (- xt. 
Il faut aussi noter que les f;(A) sont des fonctions polynomiales par 

rapport aux coefficients de A, donc continues en A. 

b) Le a) est là pour remplacer les matrices par des formes plus com­
modes, et si possible diagonales. 

L'énoncé n'est pas clair: <I> polynomiale de î.i(G:) dans«: signifie 
fonction polynomiale des coefficients de A. 

D'abord, si Pest dans GLn(G:), on a: 

<l>(P- 1 AP) = <l>((P- 1 A)P) = <l>(P · P- 1 A) = <!>(A), 

donc l'expression de <I> est stable par passage à une matrice semblable. 

Ensuite si A est semblable à D = diag (J .. 1, Â.2, ... , Â.n) , avec les Â.j dis­
tincts, le polynôme caractéristique : 

n 

XA(X) = (- lt II (X-Â.i) 
i = 1 

1 n n n-1 xn-2 1 n = (- ) (X -0'1X +0'2 + ... +(- ) O'n), 

les O'i étant les fonctions symétriques des racines, donc dans ce cas 

O'i(Â.1, ... , Â.n) = O';(A) = (- l)'.J;(A). 

Considérons alors l'application 'If, définie de G:n dans «: par 
'lf(Â.1, Â.2, ... , Ân) = <!>( diag (Â.1, Â.2, ... , Â.n)) · 

Elle est polynomiale par rapport aux Â.i, puisque A ---+<!>(A) est 
polynomiale par rapport aux coefficients de la matrice A. 

De plus, si P est la matrice associée à une permutation O' des vecteurs 
de la base canonique de G:n , on aura : 

P- 1 diag (Â.1, ... , Â.n)P = diag (Âa(l)' ... , Âa(n» • 

donc, vu l'invariance de <I> par passage à une matrice semblable, on al' égalité : 
'lf(Â.O"(l)' ... , Âa(n» = 'lf(Â.1, ... , Â.n)' 

valable pour toute permutation O' de {l, 2, ... , n}. 
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Mais alors, on sait, (ou on devrait le savoir, au besoin consulter 
un cours sur les polynômes à plusieurs variables), on sait disais-je, que 
'Il est un polynôme par rapport aux fonctions symétriques 
0'10•·1• ... , Â.n) = Â.1 + Â.2 + ··· + Â.n ; 0'2, ... , O'n' avec O'j(Â.1, ... , Â.n) = la 

somme des produits des Â.k pris j par j. On a donc un polynôme Q den 

variables, tel que, V'(Â.1, ... , Â.n) E CCn, 'l'(Â.1, ... , Â.n) = Q( O' l• 0'2, ... , O'n) · 

Mais alors, pour toute matrice A ayant n valeurs propres, Â.1, ... , Â.n , 
distinctes, (notons9 l'ensemble de ces matrices) on aura: 

<!>(A) = <!>( diag (Â.1, ... , Â.n)) = 'l'(Â.1, ... , Â.n) 

= Q(- /1(A),f2(A), ... , (- l'/.fj<A), ... , (- l)nfn(A)) 

= R(/1(A),f2(A), ... ,fn(A)), 

où la fonction R, définie par cette égalité, est polynomiale en 
/1,/2, ... ,Jn · 

Le résultat est établi sur la partie 9 de .L,.(CC), or cette partie est 
partout dense d3ns .L,. (CC) , car si A de .L,. (CC) admet des valeurs propres 
multiples, Â.1, ... , Â.k de multiplicités a 1, ... , ak, avec P régulière telle que 

P- 1 AP = T soit triangulaire, avec sur la diagonale Â.1, ... , Â.1 ; 
Â.2, ... , Â.2 ; ... ; Â.k ... Â.k ; en introduisant, pour q dans IN, assez grand, (tel 

que ~ < ~ inf { IÂ.; - Â.jl ; i :F-j} en fait), la matrice triangulaire : 

Tq = T+diag C! l' ... , q}a1; q! l' ... , q}a2; ... ; q! l' ... , q}aJ• 
on a lim PTqP- 1 = A, et PTqP- 1 est dans 9. 

q-++oo 

Enfin, l'égalité <!>(A) = R(/1 (A),f2(A), ... ,fn(A)), où les deux mem­
bres sont fonctions polynomiales, donc continues, des coefficients de A, 
étant valable pour tout A de 9, partie de .L,.(CC) partout dense, donne, 
par passage à la limite, l'égalité pour tout A de .L,.(CC). 

6.5. Le « dense dans E » signifie partout dense en fait. 

Soit H l'hyperplan Ker f, son adhérence H est encore sous-espace 
vectoriel de E, car H c H ~ H :F- 0 , puis si x et y sont dans H , si Â. et µ 
sont deux réels, avec deux suites xn et Yn d'éléments de H qui conver­
gent vers x et y respectivement, les vecteurs Â.xn + µyn de H convergent 
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vers Â.x + µu qui est donc dans H, (continuité de l'addition et du pro­
duit par un scalaire). 

Comme H c H c E , avec H hyperplan, et H sous-espace vectoriel, 

on a soit H = H , (ou encore H fermé), soit H partout dense. 

Justifier l'exercice, (H = E <=> f non continue), revient donc à justi­
fier l'énoncé H fermé <=> f continue. 

Or f continue=> H = f- 1 ( { OE}) est fermé, (image réciproque d'un 
fermé). 

Si H est fermé, alors f est continue, sinon, f étant linéaire, la non con­
tinuité équivaudrait à la non continuité en 0, donc on aurait : 

3t > 0, 'Va> 0, 3x e E, llxll <a avec If (x)I ;;a. E, 

avec a = __!_1, ne IN, on construirait une suite (xn)n e IN d'éléments de 
n+ 

E qui converge vers 0, avec lf<xn)J ;;a. E. 

En introduisant une droite vectorielle IRa supplémentaire de H et en 
décomposant xn en Yn + tna, avec Yn e H, tn e IR, on a f(xn) = tnf(a), 

f( ) 0 ( H) d, , 1 1 ::,,, E • 1 l' 'l' avec a '* , a é , ou tn ..- lf(a)I' mais a ors e ement 

Yn Xn 
z = - = - -a est dans H <Yn e H), tend vers a, (xn ~ 0 et JtnJ 
n tn tn ' 

minoré par un nombre > 0), ce qui contredit H fermé puisque a é H. 
Par l'absurde on a bien justifié (H fermé) => (f continue) . 

6.6. Un peu de géométrie n'a jamais fait de mal. Dans E affine, le 

triangle de sommets 0, x et y est isocèle, et le milieu x ; Y , pied de la 

médiane, est aussi pied de la hauteur si E est préhilbertien réel, d'où 0, 
x et y dans un plan euclidien. Mais alors, par Pythagore, on a : 

2 112 

si llx -yll ;;a. E ; on a donc llx; 'Il :s;; ( 1 - ~) < 1 : on peut trouver ô 

dans ]O, l[ tel que llx; 'Il :s;; 1- ô, si E est préhilbertien réel. 
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Si E est complet et L, forme linéaire continue, 
lllLlll = sup {IL(x)I, llxll = l} existe, donc "ln e IN, 3xn e E, llxnll = 1 et 

lllLlll - _l_l ,;;;; IL(xn)I ,;;;; lllLlll. 
n+ 

Quitte à changer xn en - xn, on peut imposer L(xn) ;ai: 0 , et on dis­
pose donc d'une suite (xn)n e IN, d'éléments de la sphère unité, telle que 

lim L(xn) = lllLlll. 
n~+oo 

L'hypothèse E complet permettra, à partir d'une suite de Cauchy, 
(peut-etre celle des xn, ou extraite ... ), d'avoir un élément limite, et de 
passer à la limite. 

Si la suite (xn)n e IN n'est pas de Cauchy, alors: 

3E > 0, "'ln0, 3p ;ai: n0, 3q ;ai: n0, llxp - xqll ;ai: E. 

Mais avec le o associé à E par la propriété (P), comme Xp et xq sont 

unitaires, on a alors llxp; xqll ,;;;; 1 - o. De plus L(xp) ;ai: 0 et L(x9) ;ai: 0 

excluent Xp = - x9 sauf... SI L(xp) = L(xq) = 0 . Comme 

L(xp) ;ai: lllLlll - p ! 1 , ceci sera exclu, pour passez grand, si L '# 0. 

On remarque que pour L = 0, lllLlll = 0 est atteinte partout sur la 
X +X 

sphère unité, on écarte ce cas et alors pour p et q assez grands, T 
X +X 

est non nul, donc zn = Il P 9ll est unitaire, (p et q associés à n 0 ), d'où, 
0 Xp +Xq 

si n 0 est choisi assez grand pour avoir aussi lllLlll-~ > 0, les 
. , l" , no+ 
mega Ites: 

L(zn ) = Il l Il (L(xp) + L(x9)) ;ai: Il l Il (21llLlll -_l_1 - _!_1) 
0 Xp + Xq Xp + Xq P + q + 

;ai: 201_ 0) ( 2lllLlll - no~ 1). 

car pet q sont supérieurs à n0 et llxp + x9ll ,;;;; 2( 1- o), ne l'oublions pas. 

Donc, pour n 0 assez grand, on aurait zn unitaire avec : 
0 

L( ) ::.. lllLlll 1 · · d + zo ,,.... (l -o) - (no+ l)(l -o), ce qm, sI n0 ten vers oo, con-

duira à lllLlll ;ai: lil=I~ : c'est gênant. 
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Donc la suite des (xn)n e IN est de Cauchy dans E complet, elle con­
verge et sa limite x est sur la sphère unité, (fermée), de plus la continuité 

de Let la double inégalité lllLlll - __!_l :!50; L(xn) :!50; lllLlll, donnent, à la 
n+ 

limite, L(x) = lllLlll, avec llxll = 1. 

Un contre-exemple, avec L continue puisque l'on parle de JllLllJ, ne 
peut se trouver qu'avec E non complet, et, pour avoir la propriété P, 
préhilbertien par exemple. 

doQ 

Prenons E = IR[X], normé par llQ11 2 = L, a!, si le polynôme Q est 
n=O 

doQ a 
On définit L par L( Q) = L, ____!!_l . Par Cauchy-Schwarz dans 

n+ 
n=O 

1R.d0 Q, euclidien canonique, on a : 

( 
doQ )2 doQ doQ 

IL(Q)i2 :!50; L n! 1 Jan! :!50; L l 2 · L Jal 
n=O n=O (n+l) n=O 

~ 2 

:!50; L. 1 2 llQll 2 = ~ llQll 2• 
n=o(n+l) 

d'où lllLlll :!50; }6• et égalité en fait, car avec: 

X xn-1 n-1 1 rt2 
Q,. = 1 + '2 + ... + -- , on a L( Q,.) = L, 2 qui tend vers 6 

n k=o(k+l) 

alors que llQ..11 = [i:.1 1 
2)

112 
tend vers ~. 

=o(k+l) "'6 

d0 P 

Enfin, si lllLlll était atteinte en P unitaire, avec P = L, anXn et en 
n=O 

prenant des carrés, on aurait 
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lllLlll 2 = ""' l = (L(P))2 = ""' a · _l_ 
+~ (d0P )2 
~ ( 1)2 ~ " n+ 1 n=O n+ n=O 

~ L. (a,.>2 L. 1 2 = 1 . L. 1 2' ( 
d

0
P ) ( d

0
P ) d

0
P 

n=O n=o(n+l) n=o(n+l) 

ce qui est absurde, le reste d'ordre d0 P de la série des ll(k + 1)2 n'étant 
pas nul. 

6. 7. Si on sait justifier le résultat lorsque dim F = n - 1 , par une 
récurrence facile on passera au cas général. 

On suppose donc que F est un hyperplan de E, et soit a un vecteur 
tel que E = FE01Ra. 

Tout y de E se décompose de manière unique en y = x + ta , avec x 

dans F, t réel, et Ü sera une forme prolongeant u si et seulement si on 

se donne Ü(a) = a dans IR et si on pose Ü(y) = u(x) +ta. 
Il faut donc justifier que l'on peut choisir a tel que : 

111 -111 {iu(x) + tal } u E = sup llx+tall ; (x,t)e FxlR\{0,0} , 

et lllulllF = sup{'ïi~li)I ;xe F\{O}} soient égaux, et on comprend 

bien que pour cela, il faut et il suffit que les t =F 0 ne conduisent pas à 
des quotients supérieurs à lllulllF. 

Si lllulllF = 0, en posant a = 0, on obtient lllülll = 0, c'est gagné, 

et sinon, onremplaceu par lll:illF, ce qui revient à supposer lllulllF = l, 
ce qui simplifiera l'écriture. 

Soient x et x' dans F, on a : 
u(x) + u(x') ~ lu(x) + u(x')I = lu(x + x')I ~ llx + x'll avec, 
llx + x'll = llx +a+ (x' -a)ll ~ llx +ail+ llx' -ail d'où l'inégalité: 
u(x')- llx' - ail ~ llx + all -u(x), d'où l'on déduit: 

m = Sup {u(z)-llz-all}~M = Inf {liz+all-u(z)}. 
ze F ze F 

Si on choisit a dans [m, M], on a alors, pour tout z de F: 
- llz - ail + u(z) ~a~ llz +ail - u(z), et: 
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- llz + all -u(z) :s;; a :s;; llz-all + u(z), obtenue en changeant z en 
- z, d'où l'on déduit l'encadrement: 

(I) {- llz +ail :s;; u(z) +a :s;; llz +ail 
- llz-all :s;; u(z)-a :s;; llz-all, 

valable, pour tout z de F, pour un tel choix de a. 
Soit alors y = x + ta dans E, avec t =F- 0 et x dans F. On factorise ltl , 

d' ' 1 - 1_ ' - X - t (dan { 1 1}) l' , l" , 0 ou, avec y - ltl' x - jtj et e - jtj, s - , , ega ite. 

lu(y)I = Ju(y')I = lu(x') + eal 
llyll lly'll llx' + eall ' 

valeur dans [- 1, l], que e = 1 ou e = - 1, vu l'encadrement (1). 

Pour un tel choix de a, on a bien lllülllE = lllulllF. 

6.8. Une base orthonormée de E étant fixée, on identifie les opérateurs 
2 

de E et leurs matrices dans cette base, donc .W' est une partie de IR." , si 
n = dim E ; elle sera compacte si et seulement si elle est bornée et fermée. 

On a u symétrique si et seulement si u - u * = 0 , or g : u ~ u - u * 
est continue, (linéaire en dimension finie par exemple). 

Puis u est positif si et seulement si, pour chaque x de E, ( u(x) lx) ~ 0. 

Or les applications <i>x: u ~ (u(x)lx) sont continues de -L.i(O::) 

dans IR., (linéaire en u, ou polynomiale par rapport aux u;i coefficients 
deu). 

Enfin, l'inclusion Cc P,, équivaut à chaque inégalité (u(x)Jx) :s;; l, 
pour tout x de C. 

Mais alors on a : 

.W' = g- 1( {O}) n ( n <p; 1([0, + oo[)) n ( n <p; 1(]- oo, 1])), 
XE E XE c 

donc .W' est fermé comme intersection de fermés. 
C'est une partie bornée. En effet, si 91 = (e1, ••• , e,.) est la base ortho­

normée de départ, et si 'G' = (E1, ... , e,.) est une base contenue dans C, 
partie génératrice, on a des coefficients (Prs) 1 ,,.r,s,,.,. tels que 

" 
ei = L Pkjek . Puis u ayant pour matrice la matrice U des u;i dans la 

k=l 
base orthonormée~ on a u;i = (u(ei), e?J, ou encore: 
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n n 

k=ll=l 

Mais l'application <p: (x,y) ....- (u(x),y) = XUY, si X et Y sont les 
matrices colonnes des composantes de x et y dans la base ~ est bili­
néaire symétrique, de forme quadratique associée q : x ....- XUX , posi­
tive puisque u est positif. 

Par l'inégalité de Cauchy Schwarz appliquée à <p, on a donc, pour tout 
couple (x,y) de vecteurs: 

2 (<p(x,y)) ~ q(x)q(y), ou encore: 

((u(x),y))2 ~ (u(x), x) · (u(y),y). 

Cette inégalité, pour les couples ( Ek, E1) de vecteurs de la base ~. 
conduit à: 

Or, u étant dans .W, on a C c Pu , donc ( u( Ek), EJ ~ 1 et aussi 
(u(E1), ElJ ~ 1, et comme il s'agit de nombres positifs, on a 

i(u(Ek), ETJI ~ 1. 

Mais alors, en revenant aux uij, on aura : 
n n 

iuijl ~ L L IPkjl IPul ' 
k = 1 l= 1 

et comme les coefficients Pr,s ne dépendent que du choix des bases 91 

et~. et pas de u, en notant llPll 00 = sup {JPrsl ; 1 ~ r, s ~ n}, on aura: 

Ju;jJ ~ n2(llPll 00 )
2 , ceci pour tout i,j, d'où llUlloo ~ n\llPll..)2 , pour 

toute matrice U, associée à u de .W, dans la base 91 de départ. La partie 
Si( est bornée, d'où la compacité de .9f. 

b) L'application déterminant est continue, car polynomiale, de 
Af,,(JR) dans IR: elle atteint son maximum sur le compact.91. 

D'autre part ce maximum est strictement positif, car, avec m qui 

majore les llxll , pour tout x de C, l'opérateur u = ~ idE est symétrique 
m 
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positif et Cc P,.. car pour tout x de C, (u(x), x) = -\ llxll 2 :s;;; 1, donc 
m 

~2 idE E ~' avec det (~2 idE) = (~2r > Û · 

Supposons donc le maximum, (> 0), de det, atteint en u et v distincts, 
opérateurs défmis positifs : on sait qu'il existe p matrice régulière telle que : 

1pup = ln et 1pvp = diag 0 .. 1, ••• , Â.n) . 

De plus, l'égalité det u = det v , implique, après multiplication par 
n 

( det p )2 , l'égalité 1 = TI Â;. 
i = 1 

S . U +V , , , · · "f oit w = - 2- : c est un operateur symetnque, pos1t1 , et pour tout 

1 1 
x de C, (w(x)lx) = 2 (u(x)lx) + 2 (v(x)lx) 

:s;;; ~+~,donc CC p w• d'où W E .ef. 

On a det w :s;;; det u = det v , soit encore en multipliant par 

2 t • ( l+Â.; ) (det p) , et comme pwp = diag ... , - 2-, ... : 

ÎI c ~ Â;) :s;;; ÎI Â; . 
i=l i=l 

Mais les Â; étant positifs, on a 2 A :s;;; 1 + Â; , (car c'est 

0 :s;;; ( 1 - jÀ;) 2 ), inégalité stricte si Â.; * 1 . Mais alors on aura : 

( 
n )1/2 n n l + Â,. n 

1 = i~Â.; = i~Ji:;.s;;;i~T.s;;;i~Â.; = 1 
= 

il y a partout des égalités, donc Â.; = 1, pour tout i, et 1pup = 1pvp, d'où 
l'égalité U = V. 

6.9. Posons ;;g = U Dn et Q' = Q\f;g, on vajustifier que Q' est 
ne IN 

connexe par arcs donc connexe, en utilisant le fait que n ouvert connexe 
est connexe par arcs, et même en précisant la nature des arcs. 

Premier point. Sin est un ouvert connexe (non vide), et a et b dans 
n, il existe une ligne polygonale .9, entre a et b. 
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On fixe a et on considère l'ensemble .9f des x de Q tels qu'il existe une 
ligne polygonale entre a et x. 

Jlf est non vide : 3r > 0 tel que ~0( a, r) c Q , et tout point de cette boule 
est joint au centre a par le segment .9l = [a, x] c Q, donc ~0(a, r) c JJI • 

.9f est ouvert : si c e JJI, on a d'une part une ligne polygonale ,9J entre 
a et c, et un réel r' > 0 tel que ~0(c, r') c Q, d'où, pour tout x de 
~0(c, r'), une ligne ,9J' = .9l u [c, x], polygonale, entre a et x, dans Q, 
d'où ~0(c, r') c JJf : cette partie est voisinage de chacun de ses points. 

Enfin .9f est fermé : fermé dans Q, car si d de Q est adhérent à .9f, avec 
r" > 0 tel que ~0(d, r") c Q, on a en particulier .9f n ~0(d, r") -:F- 0. Soit 
y dans l'intersection, et ,9J une ligne polygonale entre a et y, alors 
.9l' = .9l u [y, d] est ligne polygonale entre a et d, dans Q, donc de JJI. 
Mais alors.9f, ouvert et fermé non vide de Q connexe est égal à Q, et on 
a bien une ligne polygonale de Q entre a et b. 

Deuxième point 

Soit a0 = a, a 1, ••• , an = b les sommets d'une ligne polygonale .9l 

contenue dans Q. Il existe E > 0 tel que en prenant a'; dans ~0(a;, E), 
pour i = 0, ... , n, la ligne polygonale .9J' soit encore dans Q. 

En faitg, union finie de segments, donc de compacts, est un compact 

de IR.3 , contenu dans Q, donc disjoint du fermé F = IR.3\Q, et la dis­
tance ô du compact ,9J et du fermé F étant atteinte, (se justifie en rempla­
çant F par une partie bornée fermée de F, donc compacte), elle est stric­
tement positive puisque F n .9l = 0 . 

Soit E avec 0 < E < ô, 'Vx e .9J, ~0(x, E) c Q car l'existence de y dans 
~0(x, E) n F entraînerait ô = d(Q, F) o;;;; d(x, y)< E < ô. 

Soient alors ,9J' la ligne polygonale réunion des [a' i• a';+ 1] , avec a' i 

choisi dans ~0(a;, E), on a ,9J' c Q, car avec t réel compris entre 0 et l, 

le point y = ta';+ (1-t)a';+ 1 est tel qu'avec x = ta;+ (1-t)a;+ 1 on ait 
xe.9l etx-y = t(a;-a';)+(l-t)(a;+ 1 -a';+ 1) 

donc llx-yll o;;;; tjja;-a'ill + (1- t)jja;+ 1 - a';+ 111 · 

On a liai - a' ;jj < E et liai+ 1 - a';+ 111 < E , on multiplie ces inégalités par 
t et 1 - t, positifs, non tous deux nuls, donc une inégalité reste stricte, 
et en sommant on a : 

llx-yll<tE+(l-t)E = E, 
d'oùye ~0(x,e)cQ. 
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Remarfj,ue: on obtient, avec U ~0(x, E), un voisinage tubulaire de .9! 
xe.9 

Troisième point. Soient a et b dans Q' = Q\.93", avec 9 = U Dn, et 
ne IN 

q-1 
.9 = U [a;, a;+ 1] une ligne polygonale dans n, entre a = a0 et 

i=O 

b = aq. On va construire une nouvelle ligne polygonale entre a et b qui 
« esquivera » d'éventuels points de 9. 

Pour cela, on fixe d'abord E > 0 comme au deuxième point, en lui 

imposant en outre d'être < ~ lla;a; + 111 • pour tout i = 0, ... , q - 1 , donc 

les boules ~0(a;, E) sont disjointes. 

Puis, toutes les normes étant équivalentes sur IR3 , on considère la 
norme euclidienne, (ce qui permettra de mieux reconnaître les objets 
géométriques introduits). Soit alors u ~ 9, v dans IR3 , et la boule 
ouverte ~0(v, E), avec llu-vll > E, il existe w dans ~0(v, E) tel que le 
segment [ u, w] ne rencontre pas 9. 

En effet, soit Q le plan perpendiculaire à la droite aff ( u, v) en v et 
à le disque, (ouvert de Q), à = ~0(v, E) n Q. 

~o(v,E) 
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Sim de Ll est tel que le segment [u, m] rencontre 9, il existe n dans 
IN et Pn E [u, m] lî Dn. 

Comme u E 9, le sous-espace affine aff (u, Dn) est un plan 1tn, dis­
tinct de Q car u E Q, ce plan 1tn contient m, et coupe Q suivant une 
droite dn , et tout point m' de Q, non sur dn , est tel que 

aff (u, m') lî Dn = 0. Mais dn lî Ll est un segment contenant m, 
(n'oublions pas que m est dans le disque Ll, ouvert de Q). 

On considère alors, "dn E IN, Kn = dn lî Ll, on a soit Kn = 0 , soit 

~ du type ]un, vn [, avec un'*- vn, et si m E Ll \( U ~) , on aura 
ne IN 

aff (u, m) lî Dn = 0, "dn de IN, a fortiori le segment [u, m] évitera les 

Dn. 

Il nous reste à justifier la non vacuité de Ll \( U ~) . Seuls intervien-
ne IN 

nent les ]un, vn [ non vides, or dans le plan affine Q, ils correspondent 
à des droites dn' ayant un angle polaire en E [O, 1t[' avec une direction 
fixe d du plan. 

Si 0 e [O, 1t[ - {0n, ne IN tel que Kn '* 0}, (il y en a de tels 0), et si 
on considère un« diamètre »]a, p[ de Ll, (disque ouvert), d'angle polaire 
0, on a Kn lî ]a, p [ vide ou réduit à un point, (non parallélisme des 

]un, vn [ et de ]ex., PD, donc card (]a, P [\( U ~)) est infini, (continu 
ne IN 

- dénombrable = continu) : on peut choisir plein plein plein de points 
m de Ll tels que [u, m] lî Dn = 0, "dn e IN. 

Concluons. On applique le résultat précédent au point a 0 = a , et à 
~0(a 1 , E) : il existe a' 1 e ~0(a 1, E) tel que [a0, a' i1 n 9 = 0. On pose 

a'o = ao. 

Puis, avec a' 1 et ~0(a2, E), on trouve a'2 dans ~0(a2, E) tel que 

[a' 1, a'2] lî 9 = 0. On poursuit et on arrive avec a'q- l et ~0(aq, E), à 

un choix de a'q dans ~0(aq, E) tel que [a'q- l• a'q] lî 9 = 0. 

Si a'q = b, c'est terminé, sinon on dispose de a'q E 9 et de b E 9. 

a' +b 1 
Soit c = T le milieu de [a' q , b] et Tl = 3 lia' q - bJJ . On consi-

dère la boule ouverte ~0(c, Tl), le plan Q, médiateur de [a'q, b] en fait, 

le disque ouvert dans Q, Ll = Q lî ~0(c, Tl), et on reprend le raisonne­
ment précédent avec la famille dénombrable des plans 
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1tn = aff (a'q, Dn) d'une part, et n'n = aff (b, Dn) d'autre part. On 
détermine encore une famille dénombrable d'intervalles du disque à à 
éviter, pour choisir m ~ans à tel que cette fois, [a' q , m] n 9 = 0 et 

[b, m] n 9 = 0. Un tel choix est possible, (on choisit e E [O, 1t[ \ 
{ensemble dénombrable}, puis un point sur un « diamètre » privé d'un 
ensemble dénombrable de points). 

On obtient ainsi une ligne polygonale dans Q\9; entre a et b, 
puisqu'à chaque étape les [a';, a';+ il sont dans n, (vu au deuxième 
point), qu'ils évitent 9, et qu'à la fin les deux segments éventuels sont 
dans ~o(b, E) C Q et qu'ils évitent 9. 

6.10. Un fermé F de IR.n donc un complet, une suite de fonctions 
donc du dénombrable : cela sent Baire à plein nez. Allons-y, en suppo­
sant F * 0 , sinon le jeu est sans intérêt. 

Soit p fixé dans IN. Pour k dans IN, l'ensemble: 
Up,k = {xe F; lfk(x)I ~p}, 

est un fermé (x ----+ 1 fk(x)I continue) de F, et: Up = k':"'IN Up,k, intersec­

tion de fermés, est aussi fermé. Puis, pour chaque x de F, la suite 
( fk(x))k e IN étant bornée, il existe p(x) dans IN tel que "i/k e IN, 

lfk(x)I ~ p(x), donc x e Up(.x) et F = U Up. 
pe IN 

Mais alors, F, complet, étant réunion dénombrable de fermés, l'un 
au moins est d'intérieur, (dans F), non vide : il existe une boule ouverte 
B', non vide, de F, contenue dans un Up, ce qui signifie que : 

"i/x e B', "i/k e IN, 1 fk(x)I ~ p : la suite des fk est uniformément 
bornée sur B'. 

Pour répondre parfaitement à l'énoncé, avec B, boule ouverte de F 
donc, du type, avec a e F et r> 0 : B = {x; x e F; d(a, x) < r}, on 

remplace F par F n ~(a,~) c B, par exemple, la boule fermée étant 

prise dans IR.n. C'est un fermé non vide, car contenant a, et ce qui pré­
cède donne une boule ouverte de F, B', contenue dans B. 

2 

6.11. L'espace vectoriel E = ~(<C) = IR.2n est vectoriel normé en 
dimension finie, donc toutes les normes sont équivalentes et il est com­
plet. 
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Pourla norme d'application linéaire continue, on a lll!~lll os;; lll~r, 
d'où une convergence absolue, donc une convergence, de la série des 
Am k Am 
- 1 , de somme eA. De plus eA = lim L -, . 
m. k~+- m. 

m=O 

Si on note Sk(A) ces sommes partielles, par Cayley-Hamilton, on sait 

que An E Vect (1, A, ... , An- 1) = FA ' donc par une récurrence immé­

diate, 'Vk ;;;;.. n, A k e FA, d'où les Sk(A) dans FA, sous-espace de dimension 

finie de E, donc fermé, mais alors eA e FA ; on a bien eA polynôme en A. 

Si la fonction exponentielle était polynomiale sur A'.,(CC:) il existerait 

Q dans CC:[X] tel que, pour tout A de A'.,(CC:) on ait eA = Q(A). 

Mais si d 0 Q;;;;.. 1 , avec À. zéro de Q dans CC:, (il y en a) on aurait 
Â.ln - Â.ln 

Q(À.In) = Q(À)ln = 0 = e , matrice inversible d'inverse e : c'est 
exclu. 

A Puis d 0 Q = 0 , soit Q constant, donnerait e constant en A or 
(Â.ln) Â. 

e = (e )ln n'est pas constant si À. varie. 

6.12. Famille dénombrable de fermés ... c'est Baire. On examinera le 
cas fini à la fin. 

Supposons que [O, l], fermé de IR, donc complet, soit réunion 
dénombrable stricte de fermés non vides et 2 à 2 disjoints. 

D'abord on a Fn u ( U Fn) = [0, l], avec les Fn non vides, cette 
o n;<no 

partition montre que Fn :F- [0, l]. Mais [O, l] est connexe, donc Fn , 
0 0 

différent de 0 et de [O, l], étant fermé, n'est pas ouvert, et sa frontière 
0 

est alors non vide car F n c F n • 
0 ;O 0 

0 

Considérons F = U (F n \F n>, cette réunion, non vide, des frontiè­
ne IN 

res notées Fr (F n) . 

Comme les Fn forment une partition de [O, l], pour chaque x de 
[O, 1 ], il existe un seul n tel que x e F n , et dire que x est dans F revient 

0 0 

alors à dire que X n'est pas dans F n' donc que Xe: u F n . 
ne IN 
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0 

On a F = [O, l]\( U Fn) est un fermé de [O, l] avec 
ne IN 

F = U Fr (Fn), ces Fr (Fn) étant des fermés de [O, l] contenus dans 
ne IN 

F, sont en fait des fermés de F. Mais F, fermé est complet, donc, (Théo­
rème de Baire), il existe un indice n0 tel que Fr (F n ) soit d'intérieur, 

0 

(dans F), non vide. Il existe donc un ouvert Q de [O, l] tel que: 
( Q n F) c Fr (F n ) c F n , avec Q n F non vide. 

0 0 

De plus, (QnF) = Qn( U Fr(Fn)) = ( U (QnFr(Fn)))cFn 
ne IN ne IN 0 

donc, '<in* n0 , on a, puisque Q n Fr (Fn) c Fn, 

(Q n Fr (Fn)) c Fn n Fn = 0 et finalement c'est 
0 

Q n F = Q n Fr (F no> qui est non vide, avec, '<in* n0 , 

Q n Fr (F n> = 0 . 
Soit alors 1 une composante connexe de Q, ouvert de [O, l], locale­

ment connexe, 1 est un ouvert de [O, l], non vide, et c'est un intervalle, 
et Q étant réunion de ses composantes connexes, on en choisit une telle 
que 1 n Fr (F n ) soit non vide. 

0 

0 

Pour tout n =#: n 0 , comme [ 0, l] = ( [ 0, l] \F n> u (Fr (F n)) u F n , et 
que 1 n Fr (Fn) c Q n Fr (Fn) est vide, on a: 

0 

1 = (1 n ([0, l]\Fn)) u (1 n Fn), est réunion de deux ouverts dis-
joints, avec 1 connexe : l'un est vide et l'autre égal à 1, mais 

0 0 

1 = 1nFn<=>1 c Fn, ce qui est exclu car alors 1 n Fr (Fn ) serait vide, 
0 

0 

(les F n sont disjoints), et 1 c F n c F n , pour n =t: n 0 => 1 n F n = 0 , exclu 
0 

par choix de 1. 

C'est donc que lc([O, l]\Fn), et ce pour tout n=t:n0 , donc 

1 c (Î ([0, l]\Fn) = [0, l]'J U Fn) = Fn0 : on a finalement I, inter-
n*no \n*no 

0 

valle ouvert de [O, 1 ], contenu dans F n , donc 1 c F n , ce qui contredit 
0 0 

1 n Fr (Fn ) non vide. 
0 

On a bien [O, l] non réunion dénombrable stricte de fermés non 
vides disjoints. 

En ce qui concerne le cas d'une réunion finie, de n fermés. Pour 
n = l, c'est possible, mais pour n > 1 c'est exclu, sinon 
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[ 0, 1] = F 1 u ( Ù F k) , avec Ù F k fermé, et on aurait une partition de 
k=2 k=2 

[O, l] connexe en deux fermés: c'est exclu. 

6.13. Le polynôme minimal d'une matrice M divisant son polynôme 
caractéristique, (Cayley Hamilton), il est de degré n au plus, et il sera de 

degré n si et seulement si la famille { 1, M, M2, ... , Mn - 1} est libre dans 
2 

E = L.i(IR.) ""IR.n . 

En prenant les composantes des ~.j = 0, ... , n - 1 dans une base de 

L.i(IR.), on obtient une matrice L(M), de n2 lignes et n colonnes, et M 
est dans Q si et seulement si L(M) est de rang n, donc si et seulement 
si un des déterminants mineur d'ordre n est non nul. 

Il y a Cn 2 tels mineurs, notés d;(M) , pour 1 :os;; i :os;; Cn 2 , (obtenus en 
n n 

2 prenant n lignes parmi les n lignes de L(M) ), et 
M E Q <=> 3i, d;(M) * 0 , 

en 
2 

n 1 
donc Q = U a; (IR*). 

i = 1 

Il suffit de remarquer que M ~ d;(M) est continue, car polyno­
miale par rapport aux termes généraux de M, pour conclure à Q ouvert 
comme réunion d'ouverts. 

6.14. C'est une question existentielle, (3a tel que f(a) = a), avec 
E compact : il y a sans doute une borne de fonction continue à valeurs 
réelles atteinte ! 

Soit la fonction x ~ 0(x) = d(f(x), x) de E dans IR.. Elle est conti­
nue, (composée de x ~ (f(x), x), continue car ses composantes,/ et 
idE le sont, suivie de l'application distance), de E compact dans IR., donc 
elle est bornée et atteint ses bornes : en particulier il existe a dans E tel 
que d(f(a), a) = inf {0(x); x e E} = 0(a). 

Si /(a)-:J:.a,onaura: 
d(f(f(a)), f(a)) = 0(/(a)) < d(f(a), a) = 0(a), et la borne 

inférieure ne sera pas 0(a). : c'est exclu, donc f(a) = a. 

Si b est point fixe, avec b -::F a , on aura : 
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d(j(b), f(a)) < d(a, b) mais aussi d(f(a), f(b)) = d(a, b) car 
f(a) = a et f(b) = b : c'es~ exclu. Donc il y a un seul point fixe. 

6.15. Soit A = {rayons des boules ouvertes contenues dans O.}. Si 
n contient x, (O. non vide), il existe une boule ouverte contenant x et x, 
contenue dans n, son rayon r est> 0, appartient à A qui est non vide. De 
plus A est majoré sinon n ne serait pas bornée. Soit r = sup (A), on a 
r > 0 et on va justifier que n est une boule ouverte de rayon r. 

Pour cela il nous faut son centre qui, dans E complet sera sans doute 
limite d'une suite de Cauchy ! 

Comme r = sup (A) , il existe des boules ouvertes (Bn)n e IN, de cen­

tres en , de rayons r n , avec Bn c O. et lim r n = r : il suffit de dire que 
n~+oo 

pour tout n de IN, r-_!_1 ne majore plus A pour avoir une boule 
n+ 

ouverte Bn , de rayon r n e [r -n ! 1, r J , contenue dans n. 

La suite des centres (cn)ne IN est alors de Cauchy. Sinon: 

3e > 0, 'v'N, 3p;;;;. N, 3q;;;;. N, d(cp, cq) > E. 

On peut formuler avec : 3e < r, car si la négation de « suite de 
Cauchy », se fait avec un E > r, pour n'importe quel E' > 0, avec E' < r, 
on aura a fortiori 

'v'N, 3p;;;;. N, 3q;;;;. N, d(cp, cq) > E > r> e'. 

Pour cet E > 0, supposé < r, on traduit la convergence des r n vers r, 

avec ~,(un peu de patience): 

3N0, \tn;;;;. N 0, lrn -ri<~, d'où a fortiori, 

E 
'v'p;;;;. No, \tq;;;;. No, lrp- rql < 3. 

Pour ce N0, 3p0 ;;;;. N0, 3q0 ;;;;. N0 tels que d(cPo' cq0 ) > E. 

. ( E) CPo - Cqo E 
Smt alors x = cp0 + r- 3 bo-cqoll' on a llx-cPoll = r-3, et 

N E d' ' comme Po;;;;. 0 , on a r- 6 < rp0 :;;;;; r, ou: 

11x- CPoll = r- ~ < r- ~ < rp0 :;;;;; r:::} XE ~o(cPo' rp0 ) C Q. 
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e r-3 
Enfin llx -yll = ( cPo - cqo) + 11cqo - cPoll ( cPo - cqo - cqo + Cpo) 

= (cPo -cqo) ( 1+2 (r-U llcPo ~ cqoll) 

d'oùllx-yll = b0 -cqoll+2(r-U>e+2r-~e = 2r+~. 

Mais alors, x et y sont dans n, à une distance de 2r + ~ l'un de l'autre. 

Or il existe une boule ouverte ~ contenue dans n, qui les contient : si p 

est le rayon de cette boule, par inégalité triangulaire on a 2r + ~ ...:;; 2p 

d'où p dans A avec p > r = sup A : c'est absurde. 

La suite (c1.)11 e IN des centres est de Cauchy dans E complet, donc elle 

converge, et sic est sa limite, on va prouver que 0 = ~0(c, r). 

Soit xe ~0(c,r),d = llx-cll <r, donc e = r-d est >0, et comme 
lim c11 = c et lim r 11 = r, à cet e > 0 on associe N tel que Vn;;;;.. N, 

n-++oo n-++oo 

e e llc11 - cJJ < 2 et Jr 11 - rJ < 2 . 

Mais alors JJc11 -xll ...:;; llc11 - cil +lie - xll 

<~+r-e = r-~<r 
2 2 11 ' 

donc XE ~o(C11, r11 ) C Q par hypothèse, d'où XE Q et ~o(c, r) C Q. 

Soit pour finir y dans n, si lie - yll ;;;;.. r, comme 0 est ouvert, il existe 
p > 0 tel que ~0(y, 2p) c 0. On peut imposer p < r. 

Soit y'= y+p 11;=~ll' on a llY-y'll = p donc y'e ~0(y,2p)c0, 
(on s'éloigne, en y', de c). 
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Puis lle-y'll = ll<e-y)+p ll~=;,1 11 = lle-yll (1+lle~yll) 
= lie - yll + p ;a. r + p. 

Dans l'alignement de e et de y' , on va choisir un x, « loin » de y' . 

Soitx = e+(r-U 11 :=~:11 ,onaxe~0(e,r)c0.Mais,commexet 
y' sont dans 0, par hypothèse il existe une boule ouverte B 1 qui les 
contient, et qui est contenue dans O. 

0 , , ( P) e-i rx-y =e-y+ r-- --
2 lle-y'll 

_ , ( r-p/2) . 
- (e-y) l+ lle-y'll ,donc. 

llx-y'll = lle-y'll+r-~;a.r+p+r-~ = 2r+~, 

donc le rayon de B1 est supérieur à r+ p/4, ce qui est difficilement 
compatible avec r = sup (A) puisque ce rayon est dans A. 

Donc, pour tout y de 0 on a lie -yll < r, d'où 0 c ~0(e, r) et l'égalité. 

6.16. a) Pour la norme sur Fn induite par celle de E, Fn, espace 
vectoriel normé de dimension finie, n, est complet, mais alors F n , com­
plet dans E est fermé de E. En fait le résultat est vrai même si E est non 
complet: six E Fn, il existe une suite (up)pe IN d'éléments de Fn con­

vergeant vers x, cette suite est bornée, et si, Vp, llupll ~ r, les up sont dans 
K = F n n ~/ 0, r) , fermé borné de F n , donc compact et dans ce com­
pact, la suite des up admet une suite extraite qui converge vers un x' de 
ce compact, mais aussi, comme toute suite extraite d'une suite conver­
gente, vers x. Donc x = x' est dans K c F n . 

b) Les conditions sur les µn n'interviennent que si n - 1 ;a. 1 soit 

n ;a. 2. On choisit donc µ0, µ 1 et µ2 > 0, puis µ2a2 n'étant pas dans F 1 , 

fermé, d(µ2a2, F 1) > 0 , (la nullité donnerait µ2a2 E F 1 = F 1 ), on peut 
poser: 

1 
µ3 = 3lla3ll d(µ2a2, F 1) ; 
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et plus généralement, avec µ0, µ1, ... , µn trouvés, > 0, comme 
µnan é Fn_ 1, (famille des ak libre et µn > 0 ), on a: d(µnan, Fn_ 1) > 0 

1 
et on peut poser µn+ 1 = 3llan+ 1ll d(µnan, Fn-1) · 

Soit alors une suite (µn) vérifiant les conditions. 

On a llµn+ 1an+ 111 = µn+ 1llan+ 111 os;;;~ d(µnan, Fn_ 1), or la distance 

est « positivement homogène » et µnF n- 1 = F n- 1 , donc : 

llµn+ 1an+ 111 os;;; ~n d(an, Fn-1) os;;; ~n llan - Oii puisque 0 est dans 

F n _ 1 , soit finalement, pour tout n ;;:;:: 1 : 

llµn+ lan+ 111 os;;;~ llµnanll os;;; :n llµ1a1ll 

la série des µnan est absolument convergente dans E complet, donc con-

vergente, et x = L µkak existe. 
k=l 

Supposons alors qu'il existe n tel que x e F n . On peut écrire 
n n 

x = L µkak + µn+ 1an+ 1 + µn+2an+2 + L µkak • avec x' = L µkak 
k=l k=n+3 k=l 

dans F n, et y' = L µkak de norme majorée, compte tenu de ce qui 
k=n+3 

précède, par : 

lly'll os;;; llµn+3an+311 ( 1 + ~ + ··· + :P + ···) = ~ llµn+3an+311 

3 1 1 
os;;; 2 · 3 llµn+2an+2ll = 2 llµn+2an+2ll· 

Mais alors on aura llµn+ 2an+ 2 + YÏI os;;; llµn+2an+2ll + ~ llµn+2an+2ll 

os;;;~ llµn+ 2an+ 211, et aussi: 

llµn+2an+2 + YÏI = llµn+lan+ 1 -(x-x')ll, avec x-x' E Fn. 

;;:;:: d(µn+ lan+ 1, Fn);;:;:: 3µn+2llan+2ll, 
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d'où l'inégalité : 

3µn+2llan+2ll :-s;; ~ µn+2llandl, difficilement compatible avec 

µn + 2 > 0 et an+ 2 1= 0 . C'est donc qu'il n'existe pas d'indice n tel que x e F n . 

6.17. Soit E = L,.(<C) et 9 = {matrices diagonalisables}. Une 
matrice diagonalisable peut être à racines toutes simples ou non. Soit donc 
A diagonalisable, mais ayant une valeur propre Â.1, multiple d'ordre q. Il 

existe P régulière telle que P- 1 AP = A = diag (Â.1, ... , Â.1 ; Â.9 + 1• ... , Â.n) , 

avec, 'Vj;;;;: q + l, Â.j 1= Â.1. 

Pour z 1= 0 dans <I:, la matrice 

0 
A(z) = 

0 '-}.,n 

est non diagonalisable, car Â.1 est valeur propre d'ordre q, et A(z)-Â.11n 
est de rang q - 1 + n - q = n - 11= n - q . 

Donc les matrices PA(z)P- 1 sont dans E\g; et comme 

limPA(z)P- 1 = A,onaAe E\9= E\9,d'oùAnonintérieureà g; 
z-+0 

(avecAe 9). 

0 0 --

Riciproquement soit A e (9\9) c (E \~ = E\9 : il existe une 
suite (Ak)ke IN de matrices de E\g; qui converge vers A. 

Comme Ak est non diagonalisable, Ak admet au moins une valeur 
propre multiple, notée Â.k, et si XA (z) est le polynôme caractéristique 

k 

de Ak' on a jXAk (Â.k)j2 + jX'Ak (Â.k)j2 = 0. 

Comme les Ak convergent vers A, ces matrices sont bornées, donc 
leurs valeurs propres sont bornées, (Théorème d'Hadamard : les valeurs 
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propres de M = (m;j) 1 .;; i,j.;; n sont dans la réunion des disques centrés 
n 

en m;;, de rayon A; = I, lm;jl , pour i = l, ... , n ). 
j = 1 
j'id 

Les Â.k étant dans un fermé borné de <C, donc un compact, il existe 
une suite extraite (Â.qi(klh e IN convergente vers Â., on a aussi 

lim Aqi(k) = A, (suite extraite d'une suite convergente), et comme 
k~+-

1' expression : 

IXA<p(k) (Â.qi(k))l 2 + lx'A<p(k) (Â.q>(k))l 2 = 0' 

est une expression polynomiale par rapport à Â.qi(k) et aux coefficients 
de Aqi(k) et leurs conjugués, tout ceci passe à la limite et donne 

IXA(Â.)1 2 + lx'A(Â.)1 2 = 0 : la matrice A admet Â. pour valeur propre dou­
ble au moins. 

0 

Donc ~ - ~ est l'ensemble des matrices diagonalisables ayant au 
0 

moins une valeur propre multiple, donc ~ est l'ensemble des matrices 
diagonalisables à valeurs propres simples. 

6.18. Soit H un sous-groupe additif de IR. Si H = {O}, il est égal à 

0 · 7L • Sinon, il y a des éléments non nuls, h, dans H, et quitte à changer 

h en - h, on peut dire que H+ = {x; x e H, x> O} est non vide. Cet 
ensemble est non vide, minoré par 0, dans IR, donc il admet une borne 
inférieure a.. 

Si a.> 0 , on va montrer que H = a.7L . En effet, 3: ne minore plus 

H+, donc il existe a.' e H+ lî [a., 32a. [ . Si a.' = a., on obtient 

a; E H+ c H. Sinon, on a a;< a;'< 3:, et a;' ne minorant pas H+, il 

existe a." E H+ lî [a;, a.' [ , mais alors a." et a;' sont dans H, donc 

a.' - a." e H avec 0 < a.' - a." < ~ ce qui contredit la définition de a.. Fina­

lement a; E H donc a;7L c H . 

Soit h E H, 3!p E 7L tel que pa. :s;;; h < pa. + a;, et comme pa. E H, on 
aura 0 :s;;; h - pa; < a; : l'hypothèse 0 < h - pa; impliquerait h - pa; dans 
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H+, avec h - pa <a, borne inférieure de H+ : c'est exclu, donc 
h = pae a.71., d'où H c a.71., et dans ce cas H = a.71.. 

Si a = InfH+ = 0, il existe une suite (hn)ne IN d'éléments de H+ 
qui converge vers 0, mais alors, si on se donne x réel quelconque, pour 
n fixé, comme hn > 0, 3!pn e 71. tel que Pnhn ~ x < Pnhn + hn, donc 

Xn = Pnhne H, avec lx-xnl ~hn, d'où 

sous-groupe H est alors partout dense. 

lim xn = x et x e H : le 
n~+oa 

6.19. Soit G un sous-groupe additif ouvert de IR. Pour l'équivalence 
x!JRy <::::> x - y e G , on sait que la classe de y est l'ensemble des x = y + g, 
g e G, que l'on note y+ G. 

C'est l'image de G par la translation t, : z ....- z +y, continue, donc 

aussi bicontinue puisque (t,f 1 est aussi une translation, t_ Y • Donc t, 
est ouverte. 

Mais alors, y + G est un ouvert de IR, et vu la partition : 
IR = Gu (u autres classes, distinctes de G, qui sont des ouverts), 

G devient complémentaire d'un ouvert donc ... fermé. 

Mais on a vu, (6.18), que soit G = a.71., ce qui n'est pas ouvert, soit 

G = IR, ce qui, avec G fermé conduit à G = IR : le seul sous-groupe 
ouvert de IR est IR lui-même. 

6.20. Soit T l'ensemble des réels t tels que, pour tout x de IR on ait 
f(x + t) = f(x). Il contient 0, donc il est non vide, et si t 1 et t 2 sont 
deux périodes de f, on a j(x + t1 - t2) = j((x + t1 - t2) + t2), (t2 e T) 

= f (x + t1) = f (x), 
ceci pour tout x, donc t1 - t2 e T, qui est sous-groupe de IR. De plus si 

te T, et si (tn)n e IN est une suite de périodes de f qui converge vers t, 

par continuité de f en x + t , on a : 
f(x + t) = lim f (x + tn) = f (x), 

n--++oo 

donc t e T : le groupe des périodes, T, de f continue est fermé, donc 
c'est IR ou un groupe du type a7l, (voir exercice 6.18). 

Si f continue, admet 1 et 1t pour périodes, T, qui contient 1 et 1t n'est 
pas du type a7l, sinon, il existe p et q dans 71.* tels que 1 = ap et 1t = aq 
d'où 1t = q rationnel. Donc T = IR et/ est constante. p 
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6.21. Les fonctions f et g étant continues périodiques de IR dans IR 
ont un groupe de périodes fermé, différent de IR, if et gnon constantes) 
donc du type a'll, et, avec a > 0 , a est plus petite période. On appelle ici 
a. et P les plus petites périodes respectives de f et g : ce sont des nombres 
strictement positifs. 

Si ~ e ();) , en écrivant ~ = I!. , on peut choisir p et q dans IN - { 0} , et 
~ ~ q 

l'égalité qa. = p~ montre que/admet y = qa. pour période, g admet 
pp = y pour période donc f + g admet y non nul pour période : elle 
est périodique. 

Si i é ();), montrons par l'absurde, que f + g n'est pas périodique, 

c'est-à-dire que T = {O}, (Tensemble des périodes de J+g). 
En effet supposons qu'il existe un élément non nul dans le groupe T, 

on peut le supposer > 0 : soit y un tel élément. 

S. a. "' , . a. r ( . ul ) 1 - e 'Dl, en ecnvant - = -, r et s entiers non n s , avec y y s 
O" =sa.= ry onauraito-périodedef,(multipledea.),etde /+g,(mul­
tiple de y), donc O" est aussi période de g d'où O" multiple de p: en écri-

vant O" = t~, (te IN*), l'égalité sa. = t~ = O" donne i dans ();) ce qui 

est exclu. 

Donc ~ é ();) . Mais on justifierait de même que ~ é ();) . y y 
On a alors, pour tout x réel : 

(f + g)(x +y) = (f + g)(x), d'où l'égalité : 

f(x +y)- f(x) = g(x) -g(x +y). On note h(x) cette expression, 
eth admet a. pour période, (vu l'expression f(x +y) - f (x) ), mais aussi 

~. donc le groupe des périodes de h contient a. et ~. avec i é ();) : ce 

groupe fermé n'est pas du type a'll, (sinon a. = pa et ~ = qa ~ ~ dans 

@},donc c'est IR, mais alors h est constante, notons c cette const!te. 

L'égalité f (x +y) - f (x) = c , donne, par une récurrence immé­
diate, l'égalité f(x + ny) = f(x) +ne, et, pour x fixé, si c :F- 0, 

lim IJ(x + ny)I = + oo : c'est incompatible avec le fait quef, continue 
n~+oo 

périodique est bornée sur IR. 
Donc c = 0, mais alors f(x +y) = f(x), pour tout x donc y est 

période de f; mais aussi de g, d'où y du type pa. et qp avec p et q entiers, 
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et pa. = qf3 ~ i dans <6>, ce qui est exclu. Finalement la fonction f + g 

n'admet pas de période non nulle, et on obtient f + g périodique si et 

seulement si i E <6> • 

6.22. Rappelons d'abord que si u est linéaire bijective d'un Banach 
dans un autre, u - 1 est également continue, ce qui justifie ici l'utilisation 

de la norme d'application linéaire continue, lllA- 1111, c'est le Théorème 
de Banach, que cet énoncé suppose connu. 

Comme f est k.lipschitzienne, elle est uniformément continue, donc 
A+ f est continue. Est-elle bijective ? Soit y E E, on veut résoudre 
l'équation en x : 

A(x) + f (x) = y, 

et pour utiliser l'aspect linéaire, bijectif de A, on met l'équation sous la 
forme équivalente : 

x = A- 1(y)-A- 1 of(x), 

forme qui incite à trouver x comme point fixe de l'application 0: E ~E, 

définie par 0(x) = A- 1(y)-A- 1 of(x). 
On a E complet, et : 

ll0(x)- 0(x')ll = llA- 1 (f(x')- f(x))ll 

~ lllA- 1lll11J(x')- f(x)ll 

~ (klllA- 1lll>llx-x'll. 

Comme k 11 IA- 1111 < 1 , l'application 0 est contractante donc admet un 
et un seul point fixe : pour y donné dans E, il existe un et un seul anté­
cédent x tel que (A+ j)(x) = y. 

L'application A+ f est bijective de E sur E, continue il reste à justifier 
la continuité de sa réciproque. 

Si on a A(x) + f (x) = y et A(x') + f (x') = y' .• c'est que : 

x-x' = (A- 1(y)-A- 1 (f(x)))-(A- 1(y')-A- 1(f(x'))) 

= A- 1(y-y')-A- 1(f(x)- f(x')) d'où: 

llx-x'll ~ lllA- 1llllly-y'll + klllA- 1lllllx-x'll, 
ce qui donne : 

(l -klllA- 1ill>llx-x'll ~ lllA- 1llllly-y'll. 
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En posant <p = A+f, on a x = <p- 1(y),x' = <p- 1(y') et l'inégalité 
précédente s'écrit encore: 

d'où <p- 1 lipschitzienne donc uniformément continue. 

6.23. L'hypothèse donne déjà f injective. Si elle est surjective, on 
aura f bijective de K compact sur K, séparé, avec f continue, donc f- 1 

sera continue car, pour tout fermé F de K compact, on a F compact, et 

(f- 1)- 1 (F) = f (F), image continue d'un compact dans un séparé est 
un compact, donc un fermé. 

Il reste donc à justifier que f (K) = K. 

SoitdoncadansK,lasuitedes J\a) = an,(avec fn =Jofo ... oj, 
n fois), est dans K, métrique compact, donc admet une suite extraite 
convergente, notée (acp(ni>n e IN, avec <p strictement croissante de IN dans 

IN. En particulier lim llJcp(n+ l)(a)- /cp(n)(a)ll = 0. 
n--i-+oo 

Or f cp(n+ l)(a) = f cp(n)(fcp(n+ l)-cp(n)(a)), et, par applications itérées 
de l'inégalité de départ, on a : 

llJcp(n+l)-cp(n)(a)-all ~ llJcp(n+l)(a)- /cp(n)(a)ll, 

et, en posant xn = fcp(n+ l)-cp(n)(a), on en déduit que 

lim llxn-all = 0 · 
n~+oo 

Comme les <p(n + 1)- <p(n) sont ;a. 1, les xn sont dans /(K), fermé 
car image continue d'un compact dans un séparé, d'où a, limite des xn, 

dans f (K) = f (K) : on a bien K cf (K) , et le côté surjectif de f 

q 

6.24. On se donne le polynôme Q = L akXk, avec q, degré de Q 
k=O 

si Q est non nul, et sinon, q entier laissé à votre choix. 

En posant ei = Xi pour i ~ q et ei = Xi - Q si i > q la famille des 

( ei)i e IN est une famille de polynômes de JR[X] de degrés échelonnés, donc 



Exercices de Mathématiques spéciales -Topologie, analyse 57 

c'estunebasedeE = IR.[X],et,enposantpourP = I, <X;e;.(lesa; étant 
ie IN 

presque tous nuls), llPll = sup {2- ;la;! ; i e IN}, ce sup existe, (famille 
finie de nombres positifs), et il est immédiat de vérifier que c'est une norme. 

De plus comme pour tout n > q on a Xn - Q = en, on a 

llxn - Q.11 = 2- n . i , donc lim llxn - Q.11 = o . 
n--i-+oo 

Pour cette norme, la suite (Xn)n e IN converge vers Q, et on peut choi­
sir Q au départ quelconque, donc la même suite peut avoir des limites 
différentes pour des normes non équivalentes. 

6.25. Notons .9(y) la propriété: 
lim (xcp(n)' y) = (x*, y) , 

n---+-+oo 

et F le sous-espace vectoriel Vect { e;, i ;;;;:: 1}. 

Si on a une suite extraite et x* tels que .9(e;) soit vérifiée pour tout 
i, par linéarité en y du produit scalaire y ..........+ ( u, y) , et combinaison 
linéaire de limites, on aura .9(z) vérifiée pour tout z de F. On peut 
passer à H par densité. Soit y dans H, et e > 0 fixé. Il existez de F tel que 
lly - zll :,;;;; E , d'où, par inégalité triangulaire : 
1 (x*, y) - (xcp(n)' y)i :,;;;; 1 (x*, y) - (x*, z)I + 1 (x*, z) - (xcp(n)' z)i 

+ 1 (xcp(n)' z) - (xcp(n)' y)i 

:,;;;; 1 (x*, y-z)I + 1 (x*, z) - (xcp(n)' z)i + 1 (xcp(n)' z-y)I 

:,;;;; <llx*ll + llxcp(n)ll>lly-zll + 1 (x*, z) - (xcp(n)' z)i 

:,;;;; (llx*ll + l)e + 1 (x*, z) - (xcp(n)' z)i, 

et, comme .9(z) est vérifiée pour z dans F, il existe n0 dans IN tel que, 

"i/n;;;;:: n0 , 1 (x*, z) - (xcp(n)' z)i :,;;;; E, d'où, "i/n ;;;;:: n0 , 

1 (x*, y) - (xcp(n)' y)i :,;;;; (2 + llx*ll)e, 

ce qui traduit bien lim (xcp(n)' y) = (x*, y) . 
n--i-+oo 

On est donc ramené à trouver x*, et la suite extraite de façon que 
.9(e;) soit vérifiée pour tout i. 

Dans le Hilbert H, Fi = Vect (e1, ... , ej), (je IN*), est sous-espace 

non isotrope de dimension finie, donc H = Fi E0 Ff , et ~a projection 
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j 

orthogonale de x de H, sur Fi, étant: p(x) = L (x, e;)e;, on a 
i = 1 

llxll 2 = llp(x)ll 2 + llx-p(x)\1 2 

j 2 2 
= L ((x,e;)) +llx-p(x)ll. 

i = 1 

De plus, pour tout y E Fj , on a : 
.L 

x-y=x-p(x)+p(x)-y, avec x-p(x)eFj et p(x)-yeFj, 

d'où llx-yll 2 = llx-p(x)ll 2 + llp(x)-y\1 2 , soit llx-yll;;;;;: llx-p(x)ll. 

Soit x quelconque dans H. 

Comme F = H, 'VE> 0, 3y0 E F, llx - Yoll .;;;; E. Puis, il existe j 0 tel que 

y0 E Fio' donc, 'Vj;;;;;: j 0,y0 E Fj, et, avecp(x) projetédexsur Fi, on aura, 

'Vj;;;;;: jo : 

0.;;;; llxll 2 - ± ((x, e;))2 = llx-p(x)\1 2 .;;;; llx-yoll 2 .;;;; E2 , 

i = 1 

.. 
d'où llxll 2 = L ( (x, e;) >2, (égalité de Bessel). 

i = 1 

Après ces généralités, passons à l'exercice. 

+oo 

Mais alors, 'Vn, on aura L ( (xn, e;) )2 = llxnll 2 .;;;; 1 . Pour i = 1 , et 
i = 1 

pour tout n on a: 1 (xn, e1)1 .;;;; 1 : la suite des (xn, e1) , dans le compact 
[- 1, l], admet une suite extraite ((xcp1 (n)' e1)} convergente vers x1 *. 

A son tour, la suite des (xcp1 (n)' e2) est à valeur dans [- l, l] compact, 

donc admet une suite extraite des (xcp1 0 cp2(n)• e2) qui converge vers x2 * . 
On itère, en extrayant pour chaque entier non nul i, une suite 

(xcp1 ocp2 o ... ocp;(n)' e;) qui converge vers X;*. 

Mais en fait, pour 1 .;;;; j < i , on peut écrire : 
cp1 o cp2 o ... o C?;(n) = cp1 o ... o cp/cpi+ 1 o ... o cp;(n)), 
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et, comme lim <pj + 1 o ... o <pi( n) = + oo , on aura, par construction de 
n~+oo 

<pj' n ~~ .. (x<i>1 o ... o <i>/<i>i +Io ... o <i>;(n))' ej) = x/ . 

i 

De plus, L ((x<p1 0 ••. 0 <p;(nl' ei) / :::::; 11x<1>1 0 •.• 0 <i>;Cnf :::::; 1 , donc en pas­
j = l 

i 

sant à la limite en n, on aura L (x/)2 :::::; 1. 
j=l 

j 

Posons Yj = L x/ei, comme la série des (x/)2 converge, (la suite 
i = l 

croissante des sommes partielles est majorée), la série des x/ei est 
« absolument convergente » dans H complet, donc convergente, vers un 

+oo 

élément x* de H avec llx*ll 2 = L (x/)2 :::::; 1 . 
j=l 

Si on pose alors x<p(n) = x<p1 0 ••. 0 'Pn(n) , (procédé de la suite 

diagonale), pour entier fixé, pour n;;;;: i, on aura 
(x<p(n)' ei) = (x<p1 o ... o<p;(<i>;+i o ... o<pn(n))' e;) qui tend vers x;* = (x*, e?J, 
d'où 90(e;) vérifiée, et finalement le résultat cherché, à ceci près qu'il 
faut justifier qu'une autre solution, obtenue autrement, conduit à 
llx*ll :::::; 1 . Or, avec y = x* , on aura : 

llx*ll 2 = (x*, x*) = lim (x<p(n)' x*), avec: 
n~+oo 

(x<p(n)' x*) :::::; 1 (x<p(n)' x*)I :::::; llx<p(n)ll llx*ll :::::; llx*ll 

d'où llx*ll 2 :::::; llx* Il~ llx*ll:::::; 1. 

Si de plus llx* 11 = 1 , les inégalités précédentes deviennent : 

(x<p(n)' x*) :::::; 1 (x<p(n)' x*)I :::::; llx<p(n)ll llx*ll = llx<p(n)ll :::::; 1 , et, le mino­

rant tendant vers llx*ll 2 = l, c'est qu'en fait on a lim llx<p(n)ll = 1, et 
n~+oo 

alors: 

llx<p(n) - x*ll 2 = llx<p(n)ll 2 - 2 (x<p(n)' x*) + llx*ll 2 tend vers 0, et x* est 
alors limite des x<p(n) • 
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6.26. a) Si f est un polynôme, il existe un entier p(f) tel que pour 

tout k > p(f),f (k) soit identiquement nulle, donc la somme définissant 
N (/) est finie en fait, et les propriétés de la valeur absolue donnent 

p(f) 

celles de norme pour f, d'autant que si f = L akXk, on a 
k=O 

p(f) 

f k(O) = k!ak, donc N(f) = L lakl : si N(f) = 0 on a bien f = 0. 
k=O 

b) Puisque la norme est la somme des valeurs absolues des coeffi­
q 

dents, pour q > p , on a N (/q - fp ) = L \ , et, la suite des sommes 
k=p+l k 

partielles de la série convergente des \ étant de Cauchy dans IR, on 
k 

justifie facilement que la suite des fp est de Cauchy dans E, pour N. Cet 
espace n'est jamais complet, (un peu de culture, par Baire et Toutatis, 
ne fait pas de mal!), car si la suite convergeait vers un élément/ de E, 
avec p (f) tel que les coefficients de degré k > p(f) , de f, soient nuls, on 

aurait, pour tout q > p(f), N (/q - f) ;;:.: 2p(~) + 1 , constant par rapport à q, 

ce qui contredit lim N (/q - f) = 0 . 
q~+-

c) Si d est la dérivation, on a d(Xn) = n(Xn-l), avec N(xn) = 1 et 

N(d(Xn)) = n : la dérivation, application linéaire, n'étant pas bornée 
sur la sphère unité n'est pas continue. 

d) On a l'l'n<f)i = l/n)(O)I :;;;;; n! IJ<n>~o)I :;;;;; n!N(f), donc 'lin, 
n. 

linéaire, est n! lipschitzienne, donc continue, avec lll'l'nlll:;;;;; n!, (norme 

d'application linéaire continue). De plus, pour le monôme fn = Xn, on a 

fn(n)(O) = n!, et comme N<fn) = l, lll'l'nlll = sup {i'l'n<f)i ; N(f) = l} 
est atteint en fn et vaut n! 

e) Pour g fixé, 
JE G <;::::} Vn, /n\O):;;;;; g(n)(O) 

<;::::} Vn, 'lln<f) :;;;;; 'lln(g), 
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donc G = fî 'I'~ 1(]- oo,g<n>(O)]} estfermécommeintersectiondesfer-
ne IN 

més, images réciproques par 'If n continue, des ]- oo, g<n> ( 0)] , fermés de lR. 

De même H = fî 'I'~ 1([h(n)(O), + oo[) est fermé de E aussi. 
ne IN 

Enfin, si, pour n > n0 , tous les coefficients de g eth sont nuls, on aura 

h(n)(O) = g(n)(O) = 0, et si Je G n H, on aura: 

0 = h<n>(O):;;;;,. in>(O):;;;;,. g<n>(O) = 0, d'où f <n>(O) = 0, et 

f E Vect (1, X, X2, •.• , Xn°)' sous-espace vectoriel de dimension finie, 

no 

dans lequel H n G devient fermé borné, puisque, si f (X) = L akXk, 

k=O 

no lfk)(O)I no <I (k)(O)I lh(k)(O)I) 
on a N(f) = L k! :;;;;,. A avec A= L sup g k!' . 

k=O k=O 
Un fermé borné en dimension finie, c'est un compact. 

6.27. En tant qu'application de E qans E, g, égale à/ sur A, avec/ 
continue de A dans E, est continue de A dans E. 

Sur l'ouvert n = E\A, d'abord d(x, A)> 0 si XE n car d(x, A) = 0 
impliquerait l'e~stence d'une suite d'éléments de A qui convergerait 
vers x, d'où x e A = A : exclu. 

Puis, à partir de l'inégalité triangulaire, on vérifie facilement que 
ld(x, A) - d(x', A)I :;;;;,. d(x, x') , donc l'application x ........+ d(x, A) est conti-

nue de n dans IR, sans s'annuler, la fonction x ........+ d(x~ A) est continue 

de Q dans IR. 

Comme g(x) = d(x~ A) inf {/(a)llx-all ; a e A}, voyons si 

cp : x ........+ cp(x) = inf {/(a)llx- ail ; a e A} est continue sur n. 
Or, si x et x0 sont dans n tels que llx - x0ll :;;;;,. e , pour tout a de A on 

aura: 

lllx-all-llxo-alll:;;;,. llx-x0ll:;;;;,. e d'où: 

llx0 - ail - e :;;;;,. llx - ail :;;;;,. llx0 - ail + e , ce qui se multiplie par f (a) , 
nombre compris entre 1 et 2, donc positif : 
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f(a)llx0 -all - Ef(a) =:;;; f(a)llx- ail =:;;; llx0 -allf(a) + ef(a), d'où: 

-2E+ f(a)llx0 -all =o;;j(a)llx-all =:;;; 2e+ f(a)llx0 -all, et en pas­
sant de « gauche à droite » aux bornes inférieures lorsque a varie dans A : 

- 2E + cp(x0) =:;;; cp(x) =:;;; 2e + cp(x0), 

soit lcp(x)-cp(~0 )1 =:;;; 2E. On a la continuité de cp sur Q, d'où celle de g, 
produit de deux fonctions continues. 

Il reste à examiner la continuité de g en un point x0 de la frontière de A. 
On a x0 e A. Or, 'VE > 0, ::Ir> 0 tel que 
'Vx e An ~0(x0, r), IJ(x)-f(x0)J =:;;; E, d'où lg(x)-g(x0)1 =:;;; E pour ces x 

de An ~0(x0, r), (en lesquels f et g coïncident). 

On va justifier que, pour des a et des x assez proches de x0 , les valeurs 
prises par le produit f (a) llx - ail seront plus petites que les 
f (a') llx - a'll , pour a' é ~0(x0, r) , ce qui permettra de prendre la borne 

inférieure définissant g(x), dans une zone où j(a) sera proche de 
f(xo) · 

On impose donc llx - x0 JJ =:;;; ~ . 

Si Jla' -x0ll ~ r, on a llx-a'll ~Ilia' -x0ll -JJx0 -xJJI ~ r- ~,et comme 

r 
f(a') ~ 1, on aura f(a')lla' -xll ~ 5 6. 

Par contre, toujours pour x fixé tel que 

lla-x0ll=:;;;~, comme j(a)=o;;2 et 

Il Il r 4r 5r 
f(a) a-x =:;;;2 3 = 6<6. 

JJx - x0JJ =:;;; ~ , si de plus 

lia - xll =:;;; ~ , on aura 

Il en résulte, que pour un x é A , tel que llx - x0ll =:;;; ~ , on aura : 

cp(x) = inf {j(a)llx-all; a e A} = inf {j(a)llx-all; a e An ~0(x0, r)}, 

et, pour ces a là, par définition de r, on a : 

f(x0)- E =:;;; f(a) =:;;; f(x0 ) + E, d'où: 

©: llx-all(f(xo)-E) =:;;; f(a)llx-all =:;;; (j(xo) + E)llx-all, 

et on voudrait bien passer aux bornes inférieures. 
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Or, les a' de A tels que llx0 - a'll ;;;;.: r, sont tels que : 

llx - a'll ;;;;.: i lla' - x0JI - llx0 - xll I ;;;;.: r - JJx0 - xll ;;;;.: r - ~ par choix de x, 

donc d(x, A) = inf { llx - ail ; a E An ~0(x0, r)} car parmi ces a figure 

r 
x0 , avec JJx - x0 JJ os;; 6 . 

Il en résulte, dans©, en passant aux bornes inférieures, que, (et parce 
que f (x0 ) - E sera positif si E < 1 , ce que je précise) : 

d(x, A)(f(x0 )- E) os;; /(a)llx- ail, (pour a E An ~0(x0, r)), donc 

os;; inf {/(a)llx-all ; a E An ~0(x0, r)}, 

puisque le minorant ne dépend plus de a, d'où: 

d(x, A)(f(x0 ) - E) os;; cp(x) os;; (f(x0 ) + e)llx-ail, 

ceci pour tout a de An ~0(x0, r) . Un dernier passage à l'inf donne : 

d(x, A)(f (x0 ) - e) os;; cp(x) os;; d(x, A)(f (x0 ) + e), 
et en divisant par d(x, A) , on obtient : 

'Vx E (E\A) n ~o( x0, ~), 

f(x0 ) - e = g(x0 ) - E os;; g(x) os;; g(x0 ) + e = f (x0 ) + e. 

Comme pour les x de An~0(x0,~)cAn~0(x0,r) on a 

lg(x0)-g(x)I os;; e, on a finalement justifié la continuité de g sur la fron­
tière de A. 

Les bornes de g, continue de E dans IR, sont faciles à obtenir car, sur 
A, g coïncide avec f, donc admet 2 pour borne supérieure sur A, et 1 
pour borne inférieure. 

Puis, si XE E-A, on a llx-all .s;;;J(a)llx-all .s;;; 2llx-all, ceci pour 
tout a de A, d'où, en passant aux bornes inférieures par rapport à a 
variant dans A : 

d(x, A) os;; cp(x) = inf {f(a)llx-all ; a E A} os;; 2d(x, A), 

et, en divisant par d(x, A) > 0 : 
1 os;; g(x) os;; 2, 

ceci pour tout x de E\A. Finalement, les bornes de g sont celles de f, 1 
et 2. 
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6.28. La topologie sur E n'est pas précisée, mais sur E, espace vecto­
riel réel ou complexe de dimension finie, toutes les normes sont équiva­
lentes. On note .rat; l'ensemble des matrices de rang r au plus. 

a) Une matrice est de rang :s;;; r, si et seulement si tous ses mineurs 
d'ordres> r sont nuls. Sir = n, l'ensemble .rat; est E entier: il est fermé. 

Si r < n , chaque application e,. ,· . 1. 1. , k > r, qui à la matrice M 
l' ... , k' 1 ... k 

associe le déterminant d'ordre k, extrait à partir des lignes i 1, i 2, •.. , ik et 
des colonnes h·h· ... ,jk, (distinctes), est polynomiale par rapport aux 

coefficients de M, donc continue, et (0il' ... , ik ;jl' ... ,jkf 1( {O}) est un 
fermé de E, (image réciproque d'un fermé par une application continue). 

Comme .rat; est l'intersection de tous ces fermés, obtenus pour k 

variant de r+ 1 à n, i 1, ... , ik eth ... jk étant des k-uplets d'éléments 
distincts compris entre 1 et n, on a bien .rat; fermé de E. 

b) Soit !fi= (e1, ... ,en) une base de E, et Mun élément de .rat;, de 
rang p :;;;;; r. Soit H un supplémentaire de Ker u, u endomorphisme de 

matrice M par rapport à /fi. On sait que u induit un isomorphisme Ü de 
H sur lm u. Soit G un supplémentaire de lm u, ~· une base de lm u, 
9J' une base de G, ~une base de H et 9J une base de Ker u. La matrice 
de u par rapport aux bases ~ u 9J dans E au départ, et ~· u 9J' dans 
E à l'arrivée, est matrice bloc : 

M' = ( ~P ~ ) , avec Mp régulière d'ordre p, donc il existe Pet 

Q matrices régulières d'ordre n, telles que M = Q ( ~P ~ ) p- 1 . 

(En prenant ~ = {E1, ... , Ep} et ~· = {Ü(e1), ... , Û(Ep)}, on peut 
même imposer Mp = lp , et ce résultat : « M de rang p est équivalente à 

une matrice bloc ( ~ ~ ) » est à connaître.) 

En posant Ap(k) = diag ( dJ, ... , dJ , 0, ... , 0), et 

r-p fois 

O ) p- 1 , on a des matrices M(k) de rang r, de 
Ap(k) 
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limite M si k tend vers+ oo, donc l'ensemble des matrices de rang r est 
partout dense dans celui des matrices de rang r au plus. 

Si r = n, on retrouve le résultat connu de GLn(K) partout dense 
dans L.,(K), (K = IR ou G:). 

6.29. Si ce n'est pas Dini, c'est sa sœur ! 

a) Si l'intersection des F n est vide, comme ce sont des compacts de 
E, donc des fermés, inclus dans F 0 , ce sont des fermés de F 0 , compact, 
d'intersection vide, donc il existe une famille finie de ces fermés d'inter­
section vide. 

Si N est le plus grand indice de cette famille finie, la décroissance 
montre que cette intersection, vide, est F N , non vide : il y a un os ! 

b) Commepourtoutxde Xon a 0:,.;;; fn+ 1 (x) ,..;;;ln(x), (décroissance 
de la suite et convergence simple vers 0), on en déduit que 
0 :,.;;; Il ln+ 111 00 :,.;;; Il lnll 00 , les normes infinies existant par continuité des ln 
sur X compact. 

La suite décroissante, minorée, des réels Il lnll 00 est donc convergente. 
Soit a sa limite. 

Soit E > 0, et Fn = l~ 1([a, a+ e]) n X. Les Fn, fermés de X com­
pact, sont compacts. De plus, si x e F n + 1 , on a a:,.;;; ln+ 1 (x) :,.;;; a+ E, 

d'où, (décroissance de la suite ln): a:,.;;; ln+ 1(x):,.;;; ln(x). 

Si n0 est alors associé à E > 0 , de façon que n ;;;;;. n 0 implique 

a:,.;;; 11 lnlloo:,.;;; a+ E, on aura, pour n;;;;;. n 0 , l'inégalité ln(x):,.;;; a+ E, 

d'où, pourtoutx de Fn+ 1 , l'encadrement a:,.;;; ln(x):,.;;; a+ E, et l'appar-

tenance de x à K nl~ 1([a, a+ E]) = Fn. 

Donc, pour n ;;;;;. n 0 , les (F n) forment une suite décroissante de com­

pacts non vides, (Il lnll 00 :,.;;; a + E) , d'après le a) on aura n F n :F- 0 . Soit 
n"" no 

t dans cette intersection pour tout n ;;;;;. n0, ln(t) ;;;;;. a. Si a> 0, on ne 
peut pas avoir lim ln(t) = 0. Donc a = 0 : il y a convergence uni-

n~+oo 

forme des ln vers O. 

c) C'est une formalité. Si les ln, (suite monotone), convergent sim­
plement vers f, la suite des fonctions continues, gn = l-ln , est mono­
tone, et converge simplement vers O. Quitte à remplacer les gn par les 
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- gn , on a donc une suite décroissante de fonctions continues qui con­
verge simplement vers 0: la convergence est uniforme, d'où la conver­
gence uniforme des fn vers f 

6.30. Soit~ l'ensemble des endomorphismes cycliques sur E. On 
considère l'application 0 de Ex 2'(E) dans IR, qui au couple (x, u) asso­
cie le déterminant de la matrice M carrée d'ordre n dont les n vecteurs 

1 n-1 co onnes sont x, u(x), ... , u (x). 

Si on note xi la lème composante de x, et u;j le terme général de la 
matrice associée à u dans la base canonique de E, les règles de calcul 
matriciel montrent que le terme général de la kième colonne, uk- 1(x), de 
M, est un polynôme par rapport aux xi et aux uij . 

Comme à son tour le déterminant de M est un polynôme par rapport 
aux coefficients de M, on a 0(x, u) qui est une expression polynomiale 
par rapport aux X; et aux u;j, donc 0 est une application continue de 
Ex 2'(E) dans IR, et: Q = {(x, u) ; x e E, u e2'(E), 0(x, u) * 0}, est un 
ouvert de Ex2'(E), comme image réciproque de IR*, ouvert, par 0 
continue. 

Dans la topologie produit de Ex 2'(E), soit p la projection sur 
2'(E), on sait que le projeté d'un ouvert est un ouvert: si Q, ouvert, est 
la réunion des ouverts élémentaires OO; x ro' i , pour i e I ensemble d'indi-

ces, et ro; ouvert de IRn = E, ro'; ouvert de 2'(E), on a: 

p(Q) = p( uro; x ro';) = u p(ro; x ro';) = uro'; , 
iel iel iel 

ouvert de 2'(E). Donc ici, le projeté de Q est ouvert et c'est l'ensemble 
des u e2'(E) tel qu'il existe x dans Etel que (x, u) e Q, donc c'est bien 
l'ensemble cherché ~des endomorphismes cycliques, qui est ouvert. 

6.31. a) Il est facile de vérifier que E est complet. Soit (u(p»pe IN une 

suite de Cauchy d'éléments de E, on notera u~> le terme général de la 

suite bornée uCPl. On a: 

© "ïlE > 0, 3p0, "ïlp;;;;.: p0, "ïlq;;;;.: p0, lluCPl -uCq>ii.;.;; E, 

et, en explicitant ce qu'est la norme de la suite bornée u(p) - u(q), on a: 

@ "ïlE > 0, 3p0, "ïlp;;;;.: p0, "ïlq;;;;.: p0, "ïln e IN, lu~> - u~q>i .;.;; E. 
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Pour n fixé, que signifie @ : que la suite des réels ( u~»P e IN est de 
Cauchy, dans IR complet, elle converge, et on peut noter an sa limite, 
lorsque p tend vers + oo. 

On reprend @, avec E donné, q fixé ;;;.: Po , n fixé, et on fait tendre p 

vers + oo, à la limite on a lan - u~q>i ::::;; E, donc on obtient, avec cette défi­
nition des an : 

@ 't/e > 0, 3p0, 't/q;;;.: p0, 'tin E IN, Jan - u~>J ::::;; E. 

Mais alors, en notant a la suite de terme général an , il résulte de @, 

que la suite a - u<q>, (avec q fixé, q;;;.: Po) est bornée, donc a est bornée 
aussi, et @ se lit alors : · 

't/e > 0, 3p0, 't/q;;;.: p0, lia - u<q>ll ::::;; E, 

c'est que la suite des (u<q»qe IN, converge, pour la norme de E, vers la 
suite a, élément de E. On a bien convergence de la suite de Cauchy vers 
un élément de E : l'espace est complet. 

b) Si on a une partie dénombrable.91' de E, on peut indexer ses éléments 
par IN, et considérer la suite des (a <P »P e IN , associée à une telle indexation. 

On va, par le procédé de la suite diagonale, construire une suite bor­
née qui ne pourra pas être dans l'adhérence de.91', ce qui justifiera la non 
existence dans E d'une partie dénombrable partout dense. 

Pour cela on définit la suite v par : 

vp = 2 si Jat>J:::;; 1, donc Jvp-at>J;;;.: 1, et 

vp = 0 si Jat>J > 1 , et là encore Jvp - at>J ;;;.: 1 . 

La suite v des Vp est évidemment bornée, et elle n'est pas adhérente 

à.91' car, pour tout élément a<P> de.91', on a: 

llv- a<P>il ;;;.: Jvp-at>J ;;;.: l, 
donc la boule ouverte de centre v de rayon 1 est disjointe de .91': on a 
d:;t:E. 

6.32. Soit P(X) = a0 + a1 X+ ... + anXn un polynôme de degré n 
(donc an :;t: 0 ). Si sur CC:, tous ses zéros sont distincts, cela équivaut à dire 
que P et P' sont premiers entre eux. 
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Or P et P' non premiers entre eux équivaut à l'existence d'un p.g.c.d, 
A, de degré ;;;.: l, donc aussi à l'existence de P 1 et Q1 , de degrés :s;;; n - 1 
et :s;;; n-2 respectivement, tels que P = AP1 et P' = AQ1 , ce qui impli­
que la relation : Q 1 P - P 1 P' = 0 , avec Q 1 et P 1 non nuls, bien sûr. 

Réciproquement, si on a Q1 de degré n - 2 au plus, et P 1 de degré 
n - 1 au plus, tels que Q 1 P - P 1 P' = 0 , on a P et P' non premiers entre 
eux, sinon P diviserait P 1 , avec d 0 P = n et d0 P 1 = n - 1 : c'est exclu, (on a 
P 1 et Q1 non nuls, ce qui est contenu, dans le fait qu'on précise leur degré). 

Donc P et P' non premiers entre eux équivaut à l'existence de 
n-2 n-1 

Q1 = L ukxk et de P1 = L vr xr' non nuls, et tels que: 
k = 0 r= 0 
n-2 n-1 

L uk(XkP) - L vr(XrP ') = 0 . 
k=O r= 0 

Mais les polynômes XkP sont de degré n + n - 2 au plus, et les poly­
nômes XrP' aussi, ( r :s;;; n - 1 ~ n - 1 + n - 1 au plus), et, dans l'espace 
vectoriel <r.:2n_ 2[X], de dimension 2n- l, l'existence des 
n- 1 + n = 2n - 1 scalaires uk et vr, non tous nuls, tels que: 

n-2 n-1 

L uk(XkP) - L vr(XrP') = 0, 
k=O r= 0 

équivaut à la dépendance des 2n - 1 polynômes xkp' pour 

0 :s;;; k :s;;; n - 2 et XrP ' , pour 0 :s;;; r :s;;; n - 1 . 
Et à son tour, cette dépendance équivaut à la nullité du déterminant 

des composantes de ces polynômes dans la base canonique 

1, X, ... , X2n-2 de <r.:2n-2[X]. 

Or les coefficients de ces colonnes sont du type : 
a0, a 1, a2, ... , an, 0, 0, ... 

0, ao, al, ... , an-1• an, 0, ... 

0, 0, a0, a 1, ... 

a 1, 2a2, 3a3, ... , nan, 0, 0, ... , 

0, a 1, 2a2, ... , (n - l)an- l• nan, 0, ... 
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c'est dire que finalement, ce déterminant est un polynôme 
R(a0, a 1, ••• ,an), dont la nullité traduit le fait que P et P' sont non pre­
miers entre eux. 

Mais alors, P(X) = a0 + a 1X + ... + anXn n'a que des zéros simples 
sur«:, si et seulement si R(a0, •.• ,an) =F- 0. Comme Rest un polynôme, 
l'ensemble des (a0, ••• ,an) tels que R(a0, ••• ,an) =F- 0 est un ouvert de 

«:n + 1 , (image réciproque, par R continue, de IR*). 
Nous avons ainsijustifié que l'ensemble des polynômes de degré n 

au plus, n'ayant que des racines simples, est un ouvert de «=n[X] ; quand 
n 

à ceux de degré vraiment n, l'application qui au polynôme L akXk, 
k=O 

associe son coefficient directeur est continue, (linéaire en dimension 
finie par exemple}, donc l'ensemble des polynômes de degré effective­
ment n, est un ouvert de «=n[X]. L'intersection de ces deux ouverts 
donne l'ouvert des polynômes de degré effectivement n, n'ayant que des 
racines simples. 

Vous pouvez comparer à l'exercice 12.13, où la solution passe par le 
calcul différentiel. 

6.33. Une algèbre est un ensemble muni d'une structure d'espace 
vectoriel, et d'une structure d'anneau. De plus A algèbre de Banach est 
un espace vectoriel normé complet, et pour le produit on a 
llxyll ~ llxll llyll · 

a) D'abord, U = {éléments inversibles de A est un ouvert}. En 
effet, si a est inversible, on veut prouver que pour llhll assez petit, a + h 

est inversible. Or c'est a(u + a- 1h) inversible et, si lla- 1hll < l, la série 
-1 n 

des (- a h) converge absolument dans A, complet, donc elle con-
verge. Si on note s sa somme, l'identité : 

[u-a- 1h + (a- 1h)2 + ... + (- l)n-I(a- 1h)n-I](u + a- 1h) 

= u+(-It(a- 1h)n, 

jointe à la convergence de (a- 1h)n vers 0, (terme général d'une série 

convergente}, et à la continuité du produit, de A 2 dans A, (bilinéaire, 
« ! lipschitzien » }, donne, à la limite : 

s( u + a - 1 h) = u . 
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On aurait de même ( u + a - 1 h )s = u , donc u + a - 1 h est inversible, 
d'inverses. 

Mais, comme lia - 1 hll os:; lia - 111 Jlhll , on peut finalement dire que, si 

Jlhll < lia~ 1ll' a+ h est inversible, d'inverse : 

+oo 

(u+a- 1h)- 1a- 1 = L (- l)\a- 1h)na- 1 . 

n=O 

Mais alors, comme pour z dans a::, l'application e : z - zu - X est 
continue, (ll0(z)-0(z')ll = lz-z'lllull : 0 est llull lipschitzienne), 

e- 1 (U) = { z E a:: ; zu - X inversible} est un ouvert de a::. Comme 

cr(x) = <I::-0- 1 (U), c'est un fermé de <I::. 

De plus, si z =t:. 0 est tel que 11~11 < 1 , (soit Jzl > Jlxll ), u - ~ est inversible 

+oo 

d'inverse L, (~r, mais alors z ( u - ~) = zu - x est aussi inversible, 
n=O 

donc z !ê cr(x). Il en résulte que cr(x) est contenu dans le disque fermé 
de centre 0, de rayon Jlxll : on a cr(x) partie fermée bornée de <I::, donc 
compacte. 

b) On nous dit que f: x - x - 1 , est différentiable, avec 

df(x)(h) = - x- 1hx- 1 , (voir en 12.10 une justification de ce résultat). 
Il en résulte que, sur le cercle de centre 0 de rayon r dans <I::, si on 
suppose le spectre cr(x) vide, on pourra considérer la fonction de deux 
variables réelles r et t : 

il -1 
cp(r, t) = (re u-x) . 

Elle est dérivable en r, et en t, comme composée de ( r, t) - reit u - x, 

dérivable, etdef, différentiable. De plus cp'r(r, t) = df(cp(r, t))(e;1u), car 

eit u est la dérivée par rapport à r, de r - reit u - x . On a donc : 
' it -1 it it -1 

cpr(r, t) = - (re u-x) (e u)(re u-x) 

it it -2 = -e (re u-x) , 

puisque eit est un scalaire, et que u est neutre pour le produit. 
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De même, on a : 

<p'1(r, t) = df(<p(r, t))(ire;1u) 

. it( it )- 2 . 1 ( ) = - zre re u - x = zr<p r r, t . 

On calcule alors, toujours avec l'hypothèse cr(x) = 0, 

cp(r) = s:lt <p(r, t)dt. 

C'est une fonction dérivable en r, par les théorèmes de cours, vala­
bles en fait pour les fonctions à valeurs dans un Banach, et : 

J21t J21t 1 
cp'(r) = <p'r(r, t)dt = -:- <p'1(r, t)dt, 

o o zr 

1 21t 
= -:- [<p(r, t)] 0 , 

zr 

1 -1 -1 
=-:- ((ru-x) -(ru-x) ), 

zr 
vu la 21t périodicité de t ~ e;1 • 

Donc cp(r) est constante. Or cp(O) = s:it<p(O,t)dt = s:1t(-xf 1dt 

soit cp(O) = - 2nx- 1 , alors que: 

cp(r) = s:1t(reit (u- r:i1)J 1dt = ~ (1te-it (u- r:itY 1dt. 

On a, pour r > llxll , 

ll(u- r:itY 1ll = lln~O(x e~;Jll 
.;;;; ~ (llxll)n __ l_ 

n = 0 r - l _llxll ' 
r 

d'où ll<i>(r)ll .;;;; ~ · 21t · 1 _1ilxll , ce qui tend vers 0 sir tend vers+ oo : dur à 

r 
avaler pour une fonction constante non nulle ! 

Ceci repose sur O'(x) vide, hypothèse qui a permis de définir<p: cette 
hypothèse est fausse. 

c) Soit x non nul dans A, six n'est pas proportionnel à u, pour tout 
z non nul de <C:, zu -x =F- 0, donc zu - x est inversible : z ~ cr(x). 



72 Topologie 

De plus x est inversible, (car non nul), donc 0 é cr(x), mais alors on 
aurait cr(x) vide, ce qui contredit le b). 

Donc x est du type À.u, cèci pour toutxnon nul de A. C'est vrai aussi pour 
x = 0 , donc dans ce cas l'algèbre est la droite complexe des À.u , À e Cl: . 

6.34. L'espace vectoriel ~(IR), des matrices carrées d'ordre n, est 
2 

isomorphe à IRn , donc toutes les normes sont équivalentes. On consi­
dère l'ensemble des matrices associées aux symétries sur E = IRn, une 
base de E étant fixée. 

Ce sont donc les matrices A telles que A 2 = In , elles annulent donc 

X2 -1, polynôme scindé à racines simples 1 et - 1, donc elles sont dia­
gonalisables. 

On veut montrer que In est isolé dans l'ensemble.Y de ces matrices, 
donc on cherche a. > 0 tel que la boule ouverte de centre In , de rayon 
a., dans ~(IR.), ne rencontre.Yqu'en In. 

Or si A = In + B est une symétrie, on a : A 2 = In + 2B + B 2 = In , 

donc B vérifie la relation 2B + B2 = 0 : c'est une matrice qui annule le 

polynôme 2X + X2 = 0 , elle n'a que - 2 et 0 pour valeurs propres pos­
sibles, et elle est diagonalisable. 

Prenons comme norme sur ~(IR) la norme d'application linéaire 

continue associée à une norme fixée de IRn . 
~ 

Si - 2 est valeur propre de B, et si V est un vecteur propre unitaire 

associé, on aura lllBlll ~ llB(V)ll = Il- 2vll = 2. 
Supposons alors que JllA-InJIJ = lllBlll < 1, avec A = In+ B dansS"; 

la matrice B est diagonalisable avec 0 pour seule valeur propre et donc 
B = 0, d'où A = In. On a justifié que ~o(ln, 1) lî 9= {ln}, donc In 
est isolé dans.?. On procéderait de même pour - In . 

Vous pouvez voir en 12.14, une justification liée au calcul différentiel 
et au Théorème du difféomorphisme local. 

6.35. Soit D l'ensemble des matrices diagonalisables dans ~ (Cl:) , on 
va montrer que dans cet espace vectoriel normé, D =~(Cl:). 
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Soit A une matrice carrée complexe d'ordre n. Si toutes ses valeurs 
propres sont distinctes, elle est diagonalisable, donc dans D. 

Sinon, soient Â.1, ... , Â.k les valeurs propres distinctes, de multiplicités 
respectives a.1, ... , a.k. Il existe P, matrice régulière carrée d'ordre n, telle 

que P- 1 AP = T soit triangulaire, avec, sur la diagonale : 

Â.1, ••• , Â.1 : a.1 fois ; 

Â.2, ... , Â.2 : a.2 fois ; 

Pour q entier, on introduit la matrice T q obtenue en ne modifiant 
que la diagonale de T, qui devient : 

1 1 1 1 1 
Â.1 + --1· Â.1 + --2· ... , Â.1 + -- ; Â.2 + --1· ... , Â.2 + -- ; ... ' 

q + q + q + a.1 q + q + a.2 

1 1 
Â.k + --1· ... , Â.k + --. 

q+ q+ a.k 

On a lim T q = T ; de plus, pour q assez grand, on a 
q~+oo 

Â.. + _l_ * Â.. + _l_ avec s :;;;; a. et t :;;;; a. car Â.. * Â.. si i *J. et s et t 
:J q+s ' q+t' :J ' :J ' 

, . , li 1 0 . . l" 1 etant majores par n, m -- = ainsi que im --
q~ + .. q + s q~+ .. q+t 

Mais alors, la matrice T q , pour q assez grand, ayant ses valeurs pro­
pres distinctes, est diagonalisable, il en est de même de la matrice 
PTqP- 1 qui est donc dans D. 

Comme l'application M ....- PMP- 1 , P étant fixé, est continue, 
(linéaire en dimension finie par exemple), on a finalement 
lim (PTqP- 1) = PTP- 1 = A : la matrice A, limite d'une suite de 
q~+oo 

matrices de D, est bien dans l'adhérence de D. 

6.36. Si une norme sur L,.(IR) vérifie la propriété, en l'appliquant 
avec PA, et P de GLn(IR), on a: 
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or P- 1(PA)P = AP, d'où finalement llAPll = llPAll. et ceci pour tout 
couple (A, P) de L,.(IR) x GLn(IR). 

Or GLn(IR) est partout dense dans L,.(IR), car si A est non régulière, 
c'est que 0 est valeur propre de A, donc si Â.1, ••• , Â.k sont les autres valeurs 
propres non nulles, dans <c:, de A, et si r> 0 est tel que r< JJ..jJ, pour 
j = 1, ... , k, les valeurs propres de A- rln sont - r et les Â.j - r, nombres 
tousdifférentsdeO,doncA-rlne GLn(IR) et lim(A-rln) =A. 

T °"' 0 

Mais alors, l'application P ~ llAPll - llP Ali étant continue, nulle sur 
GLn(IR), elle devient nulle sur L,.(IR) et finalement, pour une norme 
vérifiant la propriété on aurait llABll = llBAll pour tout couple (A, B) de 

2 (L,.(IR)) . 

Or, si n ;;;;. 2 , avec deux matrices de la base canonique, Eij et Ejj, avec 
i~j,ona: 

EiiEii = E;i et EiiEii = 0 , 

on devrait donc avoir JJE;jJJ = llOll = 0 : c'est gênant pour une norme. 

Par contre, si n = 1 , la norme est proportionnelle à la valeur abso­
lue, car llxll = llx · Ill = lxl li Ill , en posant a = li Ill on a donc llxll = alxl , 
d'où si p est inversible : 

llp - 1 xpll = lp - 1 xpl 111 li = lxl 111 li = llxll · 
Finalement, si n ;;;;. 2 , aucune norme ne vérifie la propriété, et si 

n = 1 , toutes la vérifient. 
Passons aux semi-normes. 
Une semi-norme vérifie l'inégalité triangulaire, comme une norme, 

donc on a aussi, pour une semi-norme N : 
IN(X)-N(Y)I :s;;N(X-Y), 

puisque c'est équivalent à la double inégalité: 
- N (X - Y) :;:;; N (X) - N (Y) :;:;; N (X - Y) , 

ce qui équivaut à : 
N(Y):;:;; N(X) + N(X- Y) = N(X) + N(Y -X), et à: 
N(X):;:;; N(X-Y) + N(Y), 

et là, on a les inégalités triangulaires. 

Puis, en écrivant X = L X;jEi,j, on a : 
1 ~ i,j~n 
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N(X) o;;; L, lxijlN(E;} 
} .e; i,j.e;n 

o;;; sup {N(E;,j), 1 o;;; i,j o;;; n} · L, lxijl· 
1 :S;; i,j:s;,. n 

En notant llXIJi = L, lxijl et k = sup {N(E;j), 1 o;;; i,j o;;; n}, on 
} .e; i,j.e; n 

a finalement, en remplaçant X par X - Y dans la majoration 
précédente : 

IN(X)-N(Y)I o;;;kllX-Yll1, 

donc N est k.Lipschitzienne de î,.(IR), normé par Il 11 1, dans IR. Si donc 

on a N (P- 1 AP) = N (A) , comme pour une norme, on en déduit 
d'abord que N(AP) = N(PA) pour tout couple (P, A) de 
GLn(IR) xL,.(IR), puis par continuité de N que N(AB) = N(BA) pour 

tout couple (A, B) de (L,.(IR.))2. 

Mais alors, avec n;;;.: 2, on a encore N(E;jEj) = N(EjjEi), donc pour 
i ::t:.j, N(E;) = N(O) = 0. 

Considérons l'ensemble2des X de L,.(IR) telles que N(X) = 0. Les 

matrices E;j, pour i =F- j sont dans 2; 

si Xe K. 'V'A. e IR, N('A.X) = l'A.IN(X) = l'A.IO = 0, donc 'A.Xe 2; 

puis si X et Y sont dans K. on a : 
0 o;;; N(X +Y) o;;; N(X) + N(Y) = 0, 

donc X+Ye2. 

Il en résulte que2est un sous-espace vectoriel de î,.(IR.) qui contient 
déjà les matrices E;j, pour i =F- j . 

Considérons alors la matrice E;; + E;j - Eji - Ejj, pour i =F- j . C'est la 
matrice d'une application linéaire f qui, dans la base canonique e1, ••• , en 

de IRn est telle que : 
'Vk é {i,j}, f(ek) = 0 ; 

f(e;) = e;-ej et f(ej) = e;-ej ; 

mais alors f(e; - ej) = 0 et f (e; + ej) = 2(e; - e), donc, dans la base 

{ek,k=F-i,j}u{e;-ej,e;+e),sionposeE; = e;-ej etej = e;+ej,ona: 

/(r-;) = O,f(e) = 2E;,f(ek) = 0, 'Vk=t:.i, 'Vk=t:.j: la matrice de/ 
est devenue M' ~ 2E;j· 
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On a donc N (M') = 0 , or M' est semblable à la matrice 
E.. + E .. - E.. - E.. qui est donc de semi-norme nulle 

tt 9 µ ll' . 

Mais alors Eii - Ejj + E;j - Eji est dans le sous-espace vectoriel.lr, ainsi 
que les E;i et Eji, finalement,?/' contient les Ew i =t:. j, et les En - Eii, 

j ;ai: 2 , cela fait déjà n 2 - n + n - 1 matrices indépendantes, on a un 
hyperplan dans 71'. 

Alors, soit ,?/' = E , et N = 0 , après tout, pourquoi pas ; soit ,?!'est 
l'hyperplan engendré par les E;j et les E11 - EH. On peut remarquer que 
ces matrices sont de trace nulle, or la trace est une forme linéaire, de 
noyau un hyperplan : ce noyau c'est 71'. 

Mais alors En e ,?/', et pour A e .l,.(IR), on aura A-(trace A)En 
de trace nulle, d'où: 
N(A) = N(A-(trace A)En +(trace A)En) 

=:;;;; N(A-(trace A)E11 ) + N((trace A)E11 ) =!trace (A)IN(E11), 

puis, avec: 
(trace A)E11 = A+ ((trace A)E11 -A), on a: 

!trace (A)IN(E11 ) = N((trace A)En) 

=:;;;; N(A) + N((trace A)En -A)= N(A), 

car (trace A)E11 -A est de trace nulle, donc dans71'. 

Finalement N est du type N(A) = !trace AIN(E11 ) : donc N est posi­
tivement proportionnelle à la valeur absolue de la trace. 

6.37. Cela rappelle curieusement l'exercice 6.34, et l'on pourrait 
procéder comme dans cet exercice, mais je vais en donner une autre 
justification. 

2 
Sur L,.(IR) =- IR.n , toutes les normes sont équivalentes : je prends 

celle d'application linéaire continue associée à une norme fixée sur IRn. 

Si P est matrice d'une projection, on a P2 = P , donc P qui annule le 

polynôme scindé à racines simples X2 - X = 0 , est diagonalisable, avec 
0 et 1 pour seules valeurs propres. 

Si P "# In , 0 est vraiment valeur propre de P, donc In - P admet 1 

pour valeur propre, et pour t vecteur unitaire de IRn , propre pour 
In - P pour la valeur propre 1, on a : 
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lllin-Plll = sup {llon-P)(~)ll; 11~11=1 }• 

;a. lion -P)( t>ll = lltll = l. 

Il n'existe donc pas de projecteur autre que In vérifiant 11 IIn - Pl 11 < 1 
on a ~O(ln, 1) n .9' = {ln} d'où In point isolé de.9. 

On procéderait de même pour P -:f:. 0 : alors 0 - P admet - 1 pour 
valeur propre et 1110-Plll ;a. l, d'où 0 point isolé de.9. 

]'espère que vous voyez une généralisation aux opérateurs annulant 
un polynôme scindé à plusieurs racines simples et qui, eux, n'ont qu'une 
valeur propre. 

6.38. Il n'est pas interdit, (conséquence de Baire), de savoir qu'un 
espace vectoriel normé de dimension dénombrable stricte n'est jamais 
complet. En fait, on va exhiber une suite de Cauchy non convergente. 

X Xn 
Si on pose Pn(X) = 1 + l! + ... + n!, pour tout n de IN et toutp de 

IN* on a: 

Il xn+ 1 xn+p Il 1 
llPn+p-Pnll .. = (n+l)!+ ... +(n+p)! .. = (n+l)!'donc: 

V'E > 0, 3n0, 'v'n ;a. n 0, (n ~ l)!:;;;;; E, d'où a fortiori: 

'v'n ;a. n 0, 'v'p E IN, llP n+p- P nll .. :;;;;; E · 

La suite des P n est de Cauchy dans E. Elle ne converge pas dans E, 

car si Q est un polynôme, avec q tel que Qn'ait aucun terme en Xn, pour 
n > q, (q est le degré de Q si Q-:t:. 0, un entier quelconque si Q = 0 ), on 

a, pour tout n > q ' p n - Q qui présente un terme en xq + 1 ' de coefficient 

(q.; l)!, donc llP n - QJI ;a. (q.; l)! · 

Comme q est constant, il est impossible que la suite des P n converge 
vers Q; ceci quelque soit Q de E. Donc E n'est pas complet. 

b) Les polynômes P n(X) = Xn sont dans la boule unité fermée de 

E, or d(P n) est le polynôme nXn-l de norme n: l'application linéaire 
d, de E dans E, étant non bornée sur la boule unité fermée de E, n'est 
pas continue. 
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p k 
c) En posant, avec P = L akX : 

k=O 

N(P) = sup {k!lakl; Oos;;;kos;;;p}, 

il est facile de vérifier que N est une nonne sur E, (car O! = 1 ), et avec 
p 

d(P) = L kakxk- I, on aura: 
k=l 

N(d(P)) = sup {(k- l)!klakl ; k = l, ... ,p} 

= sup {k!lakl; 1 os;;; k os;;;p} os;;; sup {k!lakl; 0,.;;; k os;;;p}, 

donc N ( d(P)) os;;; N (P) : on ad qui est l.lipschitzienne pour cette nonne, 
donc uniformément continue. 

6.39. Justifions 1°) => 2°). Soit u = (un>ne IN une suite d'éléments 
de A, et par ailleurs une suite de réels positifs convergeant vers 0, les 

1 
Ek = k par exemple. 

2 

Pour k = 0 , comme A est contenu dans un nombre fini de boules de 
rayon Eo = 1 , il existe une de ces parties, B0 , telle que le cardinal de 
{n; une B0 } soit infini, d'où en indexant ces indices en croissant, une 

suite extraite u o 'Po telle que 'V(p, q), d(ulflo<P» ulflo<q»,.;;; 2E0 • 

Pour k = 1 , comme A est contenu dans un nombre fini de boules de 
1 

rayon E1 = 2, l'une de ces boules, B1 , est telle que 

card {n; ulflo<n> e B1} soit infini: en indexant ces indices on construit 

ainsi une suite extraite de ulflo , notée ulflo 0 lfli , telle que : 

'Vp, 'Vq, d(ulflo 0 1f11<P>' ulfloolfl1(qi},.;;; 2E1 · 

On continue et par ce procédé, on a : 
'Vn e IN, 3 suite extraite ulflo 0 lfli 0 ••• 0 lfl,., telle que, pour tout p et q 

de IN on ait: 
1 

d( U (p)• U ( )) ,.;;; 2E = -- . lfloo ... olfl,. lfloo ... olfl,.q n 2n-l 
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Posons vn = ucp0 o ... ocpn(n) : la suite (vn)ne IN est extraite de u car 

vn+I = ucp0 o ... ocpn(cpn+i<n+l))• et comme cpn+I est injective, on a 

cpn+ 1(n+I);;a.n+l>n: le terme vn est un Up pour un 
P < cp0 o ... o cpn ( cpn + 1 ( n + 1)) : les indices croissent. 

Puis: 
1 Ve> 0, 3n0 tel que \ln ;;a. n0, -- :os;; e mais alors, \ln ;;a. n 0 , 

2n-l ' 

\lm ;;a. n0 , comme ona: 

cpoo ... ocpn(n) = cp0 o ... ocpn (cpn +1 o ... ocpn(n)), c'est du type 
0 0 

cp0 o ... o cpn (p) ; il en est de même de cpo 0 ··· 0 cpm(m) qui est du type 
0 

cp0 o ... o cpn (q), d'où: 
0 

1 
d( vn, vm) = d( UIPo o ... o cpn (p)' ucpo o ... o cpn (q)) :os;; no- 1 :os;; E. 

0 0 2 

On a bien extrait une suite de Cauchy de la suite u. 

Riciproquement 2°) ~ 1°) sinon, il existerait e0 tel que A ne soit recou­
vert par aucune famille finie de boules de rayon e0 > 0 . 

Soit a0 E A, en particulier A <Z~(a0, e) : il existe a1 dans A avec 
d(a0, a1) > e0 ; 

1 

puisA<Z U~(a;,Eo) doncilexistea2 avecd(a0,a1)>e0,d(a0,a2)>e0 
i = 0 

et d(a 1, a 2) > E0 . 

Si on suppose ainsi trouvés a0, ••• , an dans A tous à la distance e0 au 
n 

moins les uns des autres, (vrai sin = 0, l, 2 ), comme A <Z U~(a;, e0), 
i= 0 

il existe an+ 1 distant de plus de e0 de chaque a; , pour i :os;; n . 

Le procédé est récurrent, et on construit ainsi une suite (an)ne IN 

d'éléments de A, tous distants de e0 au moins les uns des autres: cette 
E 

suite n'admet pas de suite de Cauchy extraite, (en formulant avec e = ; 
on arrive à une contradiction). Ceci est absurde d'après le 2°), donc on 
ne peut pas supposer le 1° non vérifié, d'où 2°) ~ 1°) et l'équivalence 
cherchée. 
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6.40. a) L'application a, linéaire en dimension finie est continue, il 
en est de même de chaque application an, et, K étant compact, an(K), 

image continue d'un compact dans un séparé est un compact de E, donc 
un fermé. 

On doit justifier que (""\ ( r. an(K)) est non vide: on va procéder 
ae A ne IN* 

en deux temps, en pensant à des fermés dans un compact ... 

D'abord, site K., a(t), a2(t), ... , an- 1(t) sont dans K., stable para, donc 

l'isobarycentre de t, a(t), ... , an- 1(t) est dans K., convexe: ona an(K) c K. 

Les (an(K))ne IN*, sont alors des fermés de K, compact, s'ils étaient 
d'intersection vide, il existerait un nombre fini de ces fermés d'intersec­
tion déjà vide. S'ils sont associés aux entiers nj, 1 :s:;; j :s:;; p, on aurait: 

p 
(""\ a 71 .(K) = 0. 
j=l } 

Or, les an. commutent entre eux, donc en prenant t fixé dans K, (non 
} 

vide), on a, si p ;a. 2 : 

y = an o ... o an (t) = an. [Il an ](t), 1 p J T 

r = 1 
r'*j 

avec [h, a,,](t) e K, (K stable par a ... ), d'où y dans chaque an}K), et 

T°*J 
p 

a fortiori y e r. an.(K), ce qui contredit l'hypothèse. Si p = 1, on a un 
j= 1 J 

seul an.(K) vide : c'est faux car K * 0. 
} 

Finalement, Fa = r. (an(K)) est non vide, et c'est un compact, 
ne IN* 

convexe, chaque an(K) l'étant comme image continue d'un compact, et 
image linéaire d'un convexe. Si a varie, on a des fermés non vides dans 
K compact, les Fa . 

Montrons maintenant que r. Fa * 0 : sinon, il existerait une inter-
a e A 

section d'un nombre fini des Fa, déjà vide, et comme aucun Fa n'est 
vide, on peut prendre une intersection finie vide, associée au plus petit 
nombre possible, p, d'éléments de A tels que les Fa soient disjoints, 
(p ;a. 2). 
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On a donc a(l), ... , a(p) dans A, avec: 
p p-1 
(\ F a(r) = 0 et (\ F a(r) -::t:. 0 . 
r=l r=l 

p-1 
Soit a quelconque dans A, et y e (\ F a(r), pour chaque r variant de 

r= 1 

1 à p-1 on a: 
y e (\ (a(r))n(K), donc : 

ne IN* 

'Vn e IN*, y e (a(r))n(K), 

<=> 'Vn E IN*, 3yn E K,y = (a(r))n(Yn) · 

Mais alors a(y) = a(a(r))n(Yn) = (a(r))na(yn), puisque a et a(r), 

éléments de A, commutent: il suffit d'écrire ce qu'est (a(r))n. 

Comme a(yn) e K, finalement a(y) e (a(r))n(K). C'est vrai pour 

tout n de K*, donc a(y) e (\ (a(r))n(K) = Fa(r). Mais en itérant, 
ne IN* 

a2(y), a\y) ... , sont dans F a(r), convexe, et finalement, par isobarycen­
tre, on conclut à : 

'Vq E IN*, aq(y) E Fa(r) · 

Ceci est vrai pour r = l, 2, ... , p- 1, d'où: 
p-1 p-1 

'Vy E (\ F a(r)' 'V q E IN*, aq(Y) E (\ F a(r) ; 
r=l r=l 

p-1 
d'où l'on déduit, avec K' = (\ Fa(r) 

r= 1 

(\ a (K') c K' . 
q e IN* q 

Mais K' est un compact, convexe, non vide, (hypothèse sur p), donc 
la première partie s'applique et donne (\ aq(K') non vide, puisque 

qe IN* 

K' est stable par tout élément a de A, et : 

(\ aq(K') c Fan (P n1 
Fa Cr>) , 

q e IN* r= l 

car les an(K) sont dans K, donc les Fa sont dans K, d'où K' dans K; 

mais alors, 'Vq e IN*, on a aqCK') c aqCK) d'où 

(\ aqCK') c (\ aqCK) = Fa ; et on a justifié 
q e IN* q e IN* 
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p-1 
n aq(K') c K' = n Facr>. 

q e IN* r= 1 

On fait cela pour a = a(p) et cela donne : 

C-1 ) n a(p )q(K') c F a(p) lî n F a(r) = 0 , 
q E IN* = 1 

avec n a(p)q(K') non vide: c'est dramatique. On ne pouvait donc 
qe IN* 

pas supposer au départ n Fa = 0 . 
ae A 

On a ainsi justifié l'existence d'un élément x dans chaque an(K), le 
même x pour tout (a, n) e A x IN*. 

b) En particulier, x étant dans chaque an(K), si a est fixé dans A, il 
existe Yn dans K tel que: 

1 n-1 
X = an(yn) = - (Yn + a(yn) + ···+a (yn)) • n 

d'où: 

Mais an(yn) et Yn sont dans K., compact de E, espace vectoriel normé, 
donc partie de diamètre fini d, et on a : 

JJ(id- a)(x)JJ :;;; ~, 
n 

ceci, pour tout n de IN*, donc, en faisant tendre n vers + 00, on conclut à 
(id-a)(x) = O,soita(x) = x,etcecipourtoutadeA. 

6.41. On note n l'élément unité, (pour le produit), de l'algèbre A, 
c'est-à-dire la fonction constante égale à 1. 

L'automorphisme <p d'espace vectoriel A, vérifie en outre: 
<p(jg) = <p(f)<p(g) et <p(ll) = n, (d'où le mot unitaire). 

Analysons les données : f continue sur K compact, cela déclenche deux 
réflexes : la continuité uniforme, et bornée et atteint ses bornes ; le 
deuxième point semble plus en rapport avec la norme de la convergence 
uniforme. Disons donc que, pour f dans A, il existe x0 dans K tel que 

llJll .. = If (xo)I . 
Continuons l'analyse : l'aspect unitaire de l'automorphisme fait jouer un 

certain rôle à l'élément neutre, n, auquel il faut relier les éléments inver­
sibles de l'anneau. 
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Or, une fonction f, continue de K dans IR., est inversible dans A si et 

seulement si elle ne s'annule pas, puisqu'alors la fonction J est continue. 

Par ailleurs, pour/inversible, comme on a: 

<p ( f-}) = <p(ll) = n = <p(f)<p (}), 

en particulier, pour tout x de K, cp(j)(x) :F- 0, donc cp(j) aussi est inver­

sible, d'inverse cp(~) = cp G) d'ailleurs. 

Et si/ est non inversible? Alors cp(j) ne l'est pas, sinon avec l'auto­

morphisme cp - 1 lui aussi unitaire, on aurait cp - 1 ( cp(j)) = f inversible. 
Il est temps de synthétiser et de se dire que : 

pour f e A, on prend x0 tel que 11/11- = if(x0)i, et on considère la fonc­
tion g = f- f(x0)ll, qui s'annule en x0 , donc n'est pas inversible. 

Il en résulte que cp(g) = cp(j)- f(x0)ll, (aspect linéaire et unitaire 
de cp), n'est pas inversible, donc s'annule: il existe x 1 dans K tel que 

cp(j)(x1) = f (x0). Mais alors : 

licp(f)li_ ~ lcp(j)(x1)i = If (xo)I = llJll_ · 

On a obtenu : pour cp automorphisme unitaire, et pour f dans A, on 
a: llcp(f)ll_ ~ 11/11-. 

En appliquant ce résultat à l'automorphisme cp- 1 , et à la fonction 
cp(j) , il vient : 

llcp- 1(cp(J))11- ~ llcp(f)L soit 11111- ~ llcp(f)ll_, d'où cp isométrie 
de A. 





CHAPITRE VII 

Analyse réelle et intégrales 

Ne pas oublier que le corps des réels est le seul corps ordonné valué 
complet. C'est dire l'importance de la relation d'ordre sur les réels, et 
de l'aspect suites de Cauchy, convergence par critère de Cauchy. 

S'y ajoute bien sûr la connaissance de la topologie de IR, avec 
K compact de IR <::::> K fermé borné ; 

K complet de IR <::::> K fermé ; 

K connexe de IR <::::> K intervalle de IR. 

Voyons en quoi la structure d'ordre intervient. 

Par exemple, par l'étude du signe du trinôme, qui ne sert pas qu'à 
justifier Cauchy Schwarz, (voir 7.6). 

Ou bien, pour établir des inégalités du type u(a) :os;; v(a), en justi­
fiant u(x) :os;; v(x) pour x dans un intervalle contenant a, et ce en étudiant 
les variations de la fonction v - u , (7 .5 ). 

Dans les questions liées à la convexité, (7.2). 
Dans tout raisonnement où l'on procède par des encadrements pour 

obtenir des limites, (voir 7.3; 7.4), ce qui intervient en particulier dans 
les recherches d'équivalents. 

Dans la formule de Taylor Lagrange, (3c ... ), conséquence des accrois­
sements finis, donc de Rolle, donc du Théorème des valeurs 
intermédiaires : f continue sur un intervalle ne peut pas changer de 
signe sans s'annuler. 

Penser en particulier qu'un polynôme réel de degré impair s'annule. 

Penser aussi qu'une fonction f, n fois dérivable, ayant n + 1 zéros au 
moins, donnera n intervalles pour appliquer Rolle d'où n zéros de f' , 

n- I de f", ... ,et finalement 1 pour f <n>, (voir 7.1). 
Ne pas oublier enfin, les formules de la moyenne pour les intégrales 

sur un segment, qui toutes font intervenir des inégalités sur IR pour être 
justifiées ; mais surtout le fait que l'intégrale, agissant sur les fonctions 
considérées comme variables, est une forme linéaire positive, donc pré­
serve les inégalités entre fonctions. 
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Toujours penser que sur un compact métrique, la continuité est uni­
forme, (pour f à valeurs dans F métrique), et de plus si f est à valeurs 
réelles, les bornes sont atteintes. L'exercice 7.13 est un bon exemple de 
cette situation. · 

Ne pas oublier: 
- les formules, (même de trigonométrie, voir 7.18); 
- le bon vieux Taylor Young, et Liebnitz, (7.19); 
- les équivalents, cela s'intègre très bien, (7.21); 
- la convexité, avec la place de la courbe par rapport à la corde, et par 
rapport à la tangente, ainsi que la croissance de la dérivée, voilà une 
valeur sûre, (7.22) ; 
- la règle de l'Hospital généralisée sert souvent pour les équivalents, 
Gustifiez en bien les hypothèses), (7.23); 
- on obtient IR, à partir de IN, en symétrisant ce demi-groupe, (d'où 7l), 
en prenant le corps des fractions ((;) de 7l, et en complétant <61 : ce chemin 
se retrouve dans des exercices classiques de détermination de fonctions 
continues, voir 7.29; 
- la linéarité, (voir la bilinéarité) dans les intégrales, cela sert à simpli­
fier les calculs entre autre, (7.32). 
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Énoncés 

7.1. Soit/ de classe c2 de [a, b] dans IR telle que f(a) = f(b) = 0. 
Montrer que pour tout x de [a, b], il existe c,. dans ]a, b[ tel que 

f(x) = (x-a~(x-b) f"(c,.). 

Généraliser. 

Soit/ de classe C3 de [- 1, 1] dans IR, nulle en - 1, 0 et 1. Montrer 

JI 1 
que i/(x)idx os;; 12 sup {if"(x)I ; -1os;;xos;;1}. 

-1 

7.2. Soient x1, x2, ... , xn, n nombres réels >O. Montrer que 
Xi Xn-I Xn -+ ... +--+-;;;;..n. 
X2 Xn XI 

7.3. Soit f croissante de [x0, + oo[ dans ]O, + oo[, telle que 

lim f (2x) = 1 . 
x-Hoo f(x) 

Étudier pour c > 0, lim ff((cx)), puis lim lnlnf (x). 
x-++oo X x-++oo X 

7.4. Soit une application f de IR dans IR, continue en 0, telle que 

lim f( 2x)- f(x) = a, montrer que/ est dérivable en 0, calculer f'(O). 
x~O X 

7.5. Soit f e W1([0, l], IR), telle que /(0) = 0 et, 'Vt e [0, 1], 
0 <f'(t) os;; 1. Prouver que: 

u:f(t)dtr;;;;.: s:/(t)dt. 
7.6. Soit K = {(x1, ... , xn) E IRn -{(0, 0, ... , O)}; 0 os;; X1 os;; ... os;; xn}. 

Montrer que : 

~ 
~i~lxi 

et Sup ~ = 1. 
xeK ~ 

LJXi 

i = l 
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7. 7. Soit une constante k > 0 . Trouver les f: IR.+ ~IR. continues telles 

Jkx 

que f(t)dt soit constant par rapport à x. 

" 
7.8. Montrer que la fonction sinus, restreinte à un intervalle ]a, b[, 

n'est pas une fraction rationnelle. 

7.9. Soit <p une application de classe C 1 de IR. dans E euclidien, T 

périodique, <p' ne s'annulant pas. Montrer que l'application u = ll::ll , de 

IR. dans E, a son image qui rencontre tous les hyperplans vectoriels de E. 

7 .10. Soit f e C00 (IR, IR.) telle qu'il existe un polynôme P de IR.[X], de 
degré impair, vérifiant: 

'Vn e IN, 'Vx e IR, l/">(x)I :s;;; IP(x)I . 
Que dire de f? 

7.11. Soit/une application de IR. dans IR., continue par morceaux et 
bornée, et a. un réel fixé. Déterminer la limite de : 

u,. = n r .. f (x) exp (- n2(x i a.)2)dx. --
7.12. Soit <p une application de classe C2 de IR. dans IR.. On suppose 

+oo +oo 

que J <p2 et J <p"2 convergent. Montrer que: 
-oo -oo 

J+oo u+oo [.. )1/2 <p'2 :s;;; <p 2 <p"2 ' 
-oo -OO -oo 

et que cette majoration est la meilleure possible. 

7.13. Soit f de IR. dans IR., continue, et a> 0. On pose 
F(x) = Sup f (t). La fonction Fest-elle continue? 

te [x,x+a] 

7 .14. Soit f continue d'un intervalle 1 de IR. dans le cercle unité S 1 

de CC:. Montrer qu'il existe une fonction continue g de 1 dans IR. telle que, 
pour tout t de 1 on ait f(t) = eig(t). 

7 .15. Soient f et g deux homéomorphismes de [O, 1] dans lui-même 
dont 0 et 1 sont les seuls points fixes. Montrer qu'il existe un homéomor­
phisme h de [O, 1] dans lui-même tel que f oh = ho g. 
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7.16. Calculer J+ 00 sin3
3
X dx. 

0 X 

7.17. Soit f une application de classe C 1 de [a, b] dans IR. On pose : 

Jb b-a n ( b-a) 
un = j(t)dt-7 L J a+ k ·-;;- . 

a k=l 

Déterminer la limite de la suite des nun. 

7.18. Soient 13 réels distincts. Montrer qu'il en existe deux parmi 
eux vérifiant : 

7.19. Soit une suite de complexes (ck)k e z. On pose 

n 

j(x) = L ckeikx, et on suppose que pour tout x réel, j(x) est réel 
k=-n 

positif ou nul. On note Q le polynôme tel que J (x) = e - inxQ( ei") . Mon­
trer que les zéros de Q qui sont des complexes de module 1 ont, dans Q, 
une multiplicité paire. 

7.20. Soient a, b, c, trois réels distincts. Donner une condition néces­
saire et suffisante pour que : 

a b c 
'Vxe[O,l],l+x :s;;;(I+x). 

7.21. Trouver la limite, six tend vers 0 de la fonction: 

J3x sint 
j: X....-+ - 2- dt. 

X t 

7.22. Soit June application convexe dans c1(IR+, IR) et n dans IN*. 
Montrer que : 

1 1 Jn 1 0:,,.;;; 2 j(l) + j(2) + ... + f(n- I) + 2 j(n)-
1 

j=s;;; S (j '(n)- j'(l)). 

2 Î 2 
7.23. Donner un équivalent, en+ oo, de j(x) = e-., · Jo e' dt. 
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7 .24. Soit 1 = [ex., 13 ], a, u, b, q des applications continues de 1 dans 
IR. On suppose que b ;;;.: 0, q ;;;.: 0 et que : 

'Vt e I, u(t) :s;; a(t) + q(t) S: u(s)b(s)ds. 

Montrer que : 

'Vt e I, u(t) :s;; a(t) + q(t) S: a(s)b(s) exp u: q(cr)b(cr)dcr )ds. 
7.25. Montrer que toute application croissante de [O, l] dans [O, l] 

admet un point fixe. 

7.26. Soit be JO, 1 [ et n entier naturel. On pose: 

1 = Jit cosnx d 
n 2 X. 

o b + l-2bcosx 

a) Calculer ln+ 2 +ln -(b + j) ln+ 1 · 

b) Calculer In . 

7 .27. Pour f et g continues de [a, b] dans cr:, et p et q > 0 , tels que 
1 1 - + - = 1 , prouver que : p q 

Jit/2 d 
7.28. Calculer x a = l(cx.). 

o 1 + (tanx) 

7.29. Trouver les fonctions continues f de IR dans IR telles que, pour 
tout (x,y) de IR2 , on ait: 

2 2 
f(x+y)f(x-y) = (f(x)) (f(y)) . 

7.30. Soit/ continue de IR+ dans IR. On note M(x) la borne supé­
rieure des If (t)I pour t dans [O, x]. 

On suppose qu'il existe A ;;;.: 0 tel que : 

'Vx;;;.: 0, If (x)I :s;; A+ M~x). 
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Montrer que f est bornée. 

7.31. Soient a et b réels strictement supérieurs à l. Calcul de 

1 = J1C ln a - COSX dx . 
0 b- cosx 

n 

7.32. Soit P(X) = L akXk un polynôme de JR.[X]. 
k=O 

a) Montrer que J1 P2(x)dx = - i Jn P2(ei9)e;e d0. 
-1 0 

n 
akal 2 

b) En déduire que L k + l + 1 :;;;;; 1t L ak · 
O~~l~n k=O 

7.33. Soit (p, q) e (IN*)2 , pour n entier on pose : 

p (X) = X\p-qX)n 
n n! 

1°) Montrer que, pour toutk de IN*, P~k)(O) et P~k) (~) sont dans IN. 

2°) Soit f E ~o ([o. P.J. m) . Montrer que lim J111 
q p n f = 0 . 

q n~+~ 0 

3°) En déduire, par un choix convenable de f, que 1t est irrationnel. 



92 Analyse réelle et intégrales 

Solutions 

7 .1. Soit d'abord x dans ]a, b[, fixé, et A tel que la fonction <p définie 
(t-a)(t-b) 

sur [a, b] par <p(t) = f (t) - 2 A soit nulle en x, (A existe car 

(x-a)(x-b) 
on divise par 2 , non nul). 

La fonction <p est de classe C2 ' nulle en a, X et b, donc par deux 
applications du Théorème de Rolle, on a <p' nulle en x1 et x2 avec 
a<x1 <x<x2 <b, d'où <p" nulle en c,.e ]x1,x2 [. Comme 
<p"(t) = f"(t)-A, ona A = f"(c,.), et en écrivant <p(x) = 0 on obtient 
le résultat. Si x = a ou b, tout c de ]a, b[ convient. 

Généralisation. Soit/: [a, b] ~IR, de classe cP,p;;;:.: 2, tel qu'il existe 
a 1 = a< a 2 < ... < <Xp = b, avec /(aj) = 0 pour tout j entre 1 et p. 
Alors, pour tout x de [a, b], il existe c,. dans ]a, b[ tel que 

( 
p ) fP>(c) 

f(x) = TI (x-aj) ! " . 
J= 1 p 

Si x est l'un des aj, n'importe quel c,. de ]a, b[ convient. Sinon, avec 
p 

A tel que la fonction <p définie sur [a, b] par <p(t) = f(t)- ~ TI (t- a) 
p. j= 1 

soit nulle en x, (division possible pour calculer A), on dispose de p + 1 

points distincts, zéros de <p qui est de classe CP , d'où p segments consé­
cutifs pour appliquer Rolle, donc p zéros distincts de <p' , donc p - 1 
zéros distincts de <p", (toujours Rolle) et finalement un zéro, c,. dans 

]a, b[ de <p<Pl, avec <p<P>(t) = t<P>(t)-A, donc f<P>(c,.) =A. 

Application. Avec trois zéros de f, de classe C3 , tout X de [a, b] est tel 

que /(x) = ;, (x + l)(x)(x- l)i3>(c,.), pour un c,. convenable, d'où 

une majoration : 

l/(x)l o:::;; ~ lx(l-x2)lllt<3>ii .. , que l'on intègre, d'où: 
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i Il <3>11 i Il <3 >11 i J IJ(x)ldx.;;;; !!.L.Jl= J lx(l -x2)ldx = !!.L.Jl= J (l-x2)x dx 
-i 6 -i 3 0 

:<:'. ll/3>11 .. [- (l-x2)2Ji = ll/3>11 .. 
-...., 3 4 12 . 

0 

7 2 L b . if: Xi Xn- i Xn d d . • . es n nom res poslt s -, ... , --, - sont e pro ult constant 
X2 Xn Xi 

, al ' 1 s· l'" , al" , ' . tifi 1 c. 1 1 ~ xk eg a . 1 on met meg 1te a JUS er sous a J.Orme .;;;; - ~ -- , 
n k = i Xk+ i 

(en posant xn+ i = Xi), cela fait penser à du barycentre, à coefficients 
positifs ... donc incite à penser à la fonction logarithme qui est concave. 

Si Yi· ... , Yn sont des réels positifs, par concavité de la fonction loga­
rithme, on a : 

(se justifie par récurrence, par associativité du barycentre), donc avec 
xk n 1 n xk 

Yk = -- et ITYk = l, on obtient 0::;;;; ln - L -- , puis par 
xk + i k = i n k = i xk + i 

monotonie de la fonction exponentielle : 

1 (Xi Xn- i Xn) l=s;- -+ ... +--+-. 
n X2 Xn Xi 

7.3. Pour n fixé, si on a lim f( 2nx) = l, (vrai pour n = 1 ), 
x-++oo j(x) 

f( 2n+ix) f(2·2nx) f(2nx) 
comme = · , compte tenu de l'hypothèse on 

f (x) f (2nx) f (x) 

2n+i 
a lim f ( x) = 1 . 

x-++oo j(x) 

Ceci est donc vrai pour tout n de IN, (si n = 0, le rapport est constant 
égal à 1). 

Pour n entier négatif, en posant u = 2n x, on a : 
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lim /(2""x) = lun· _J~<u~)- 1 = , puisque - n est dans IN, 
x-H~ /(x) u-++~ /(2- nu) 

donc finalement lim f( 2nx) = 1 est vérifié pour chaque n de 7L. 
x~+oo X 

Soit alors e > 0 fixé, comme n ----4 2n est croissante strictement de 7l 

dans ]O, + oo[, avec lim 2n = 0 et lim 2n = + oo, il existe un, (et un 
n~-oo n~+oo 

seul), n tel que : 

2n :s;;; e < 2n + 1 , d'où, en multipliant par x supposé > 0, (non 
gênant pour traduire une limite quand x tend vers + oo ), par croissance 
de/, et comme f(x) > 0, on a: 

/(2nx),,:::: [(ex),,;;:. /(2n+ 1x) 
f (x) -.. f (x) -... f (x) ' 

donc, par encadrement : lim ff((ex)) = l. 
x~+oo X 

Soit maintenant E > 0 : 3 x1 ;;;;?: x0, 'Vx ;;;;?: x 1 , 

1 ?~~) -li :s;;; E, soit encore, puisque /(2x) sera supérieur à 

f(x) si on suppose x;;;;?: 0, en imposant x1>0, on peut dire que: 

3x [(2x) 
'VE> 0, 1 > 0, 'Vx;;;;?: X1, 1 :s;;; f (x) :s;;; 1 + E. 

a /(2x) a 
Posons 1 + E = 2 , ona E > 0 <=>ex> 0 et, 'Vx;;;;?: x1 : 1 :s;;; /(x) :s;;; 2 . 

Si on pose K = f <:i), on a /(2x1) :s;;; f (x1) · 2a = Kx~2a, puis 
X1 

f 22 a 2 2a a a a 22a , 
( x1) :s;;; 2 · /( x1) :s;;; • Kx12 = Kx1 , et par recurrence, on 

justifie que pour tout n de IN*, on a : 
j(2nx1) :s;;; Kx~2na. 

Soit alors x>x1, 3!p e IN tel que: 2Px1 :s;;;x<2P+ 1x1, (n'oublions pas 
l'hypothèse x 1 > 0 ), donc par croissance de f, on a : 

f(x1) :s;;; /(2px1) :s;;; /(x) :s;;; /(2p+ 1x1) :s;;; Kx~2(p+ I)a, 

d'où l'on tire, puisque ex > 0 : 
f(x1) :s;;; J (x) :s;;; K2a2pax~ :s;;; K · 2axa 
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donc, pour x > 1 et x > x1 , on aura a fortiori : 

ln(/(x1)) ,.;:.:: ln(/(x)) ,.;:.:: ln(K2a) -...,---....., ....., +a:, 
lnx lnx lnx 

le minorant tend vers 0 si x tend vers + oo, le majorant vers a:, et comme 
a: > 0 équivaut à E > 0 , on peut finalement dire que : 

Va:> 0, 3x2 ;;;;.: sup (0, x1, 1), Vx;;;;.: x2 : 

,.;:.:: ln(/(x)) ,.;:.:: 2 
- a:"""' ln(x) ....., a:' 

ce qui justifie que lim ln(/(x)) = O. 
x-++~ ln(x) 

7.4. Si on traduit la limite donnée, on a: 

Ve> 0, 3a: > 0, 0 < lxl::;;; a:~ a-E::;;; f( 2x)- f(x)::;;; a+ E. 
X 

0 b. '"l f: 1 "d' X X n sent 1en qu 1 aut a ors cons1 erer x, 2-, ... , - , et sommer ... , 
2n 

donc se débarrasser du x en dénominateur, ce qui conduit à supposer 
d'abord que l'on a : 0 < x <a:. 

X X X 
Alors 2' 4' ... , 2n sont dans ]O, a:[ et on aura : 

(a - E) ~ ::;;; f (x) - !(~)::;;; (a+ E) ~ 

(a - E) ..=__ :;;;;! (=)-!(-=-)::;;;(a+ E) ..=__ 
22 2 22 22 

et, plus généralement : 

(a-E) ..=__ :;;;;! (-x-)-! (-=-)::;;;(a+ E) ..=__,d'où l'on tire: 
2n 2n-1 2n 2n 

1 1--

x(a-E) ! · ~::;;; f(x)-f (-=-)::;;; x(a +E) (1-.!.). 
2 ! 2n 2n 

2 

Dans cet encadrement, pour x fixé, sin tend vers + oo, il vient, (/ 
continue en 0): 

x(a - E) ::;;; f (x) - f (0) ::;;; x(a + E), 
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donc on a justifié que, pour tout x de ]O, a[, on a : 

a - E :r;;;,. f (x) - f (0) :r;;;,. a+ E. 
X 

Pour x e ]- a, 0 [ , on parvient au même résultat, car la multiplica­
tion par x < 0 , au départ, puis la division par x à la fin, renversent deux 

fois les inégalités. Finalement, on a justifié que: lim f(x)- f(O) = a. 
x-+0 X 

.... o 
011. ~ donc f dérivable en 0, de dérivée f' ( 0) = a . 

7.5. On étudie en fait les variations de la fonction g définie sur (0, 1] 

par g(x) ;:: (Îf(t)dtY- [f 3(t)dt. Il s'agit d'une fonction dérivable, 
d d , . , 0 0 

e envee: 

g'(~) = f(x)[ 2 [f(t)dt- /(x)J. 
Comme f est strictement croissante, (/'(t) > 0), avec /(0) = 0, on 

a g'(O) = 0 et g'(x) du signe de h(x) = 2 [ f (t)dt- f 2(x) pour x dans 

]O, l]. Mais à son tour h est dérivable et: h'(x) = 2/(x)(l - f'(x)) : vu 
les hypothèses h' est à valeurs positives, h est croissante or h(O) = 0, 
donc h est positive, d'où g' positive, g croissante, et comme g(O) = 0, 

1 )2 1 
on a bien g(l);;;;;. 0' soit uof(t)dt ;;;;;. f / 3(t)dt. 

7.6. Comme le n.uplet nul est écarté, les quotients considérés sont définis 
n n n 

sur K. Comment considérer L x~ et L X; = L 1 · xi ? Peut-être, comme 
i=l i=l i=l 

dans la justification de l'inégalité de Cauchy Schwarz, en considérant le poly-
n n n 

nômeent,duseconddegréP(t) = l<I+tx/ = t2 lx~+2tlx;+n, 
i=l i=l i=l 

qui e(M~)i7~ IX>Utt, donc qill admet un <tisc(i :=)·2 t réduit négatif, on 

~ ~ 2 0 d \,./ K, i = 1 ,,;::: l"galité' 'tant a : .,4,,, xi - n ,4,,, X; :r;;;,. , one, v x e n ..... n , e e 
z=l i=l ~ 2 

,4,,, xi 
i = 1 
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n 

obtenue pour x1 = x2 = ... = xn = 1 . Comme L X; ;;;e: 0 , on a bien : 
i = 1 

n 

2,x; 
s i=l r: 

up n 112 = "'n. 
xe K (.Lx~) 

'= 1 

Le simple développement (;i x;)
2 = i x~ + 2 L x;xi, avec 

z = 1 i = 1 1 .;; i <j.;; n 

des ., ;. O , prouve par ailleurs que, Vx e K, on a : ·*
1 
•~ "' ( *

1 
X; J. 

avec égalité pour les n.uplets du type (0, ... , 0, X;, 0, ... , 0), d'où : 

L,x; ( 
n 2)1/2 

Sup i= ~ = 1. 
xe K L,x; 

i = 1 

7.7. Pour/continue de [O, + oo[ dans IR, et X ;;;e: 0 'lafonctiongdéfinie 

par g(x) = f"' f (t)dt a un sens, elle est de classe C1 , avec 
X 

g'(x) = kf(kx)- f(x), donc g sera constante si et seulement si/vérifie 

l'équation fonctionnelle: 'tlx e IR+, kf(kx) = j(x). 

On est incité à « itérer » cette relation. 

Si on suppose que kn f (knx) = f (x), (vrai si n = 1 ), on aura 

kf(k · knx) = f(knx), d'où en multipliant par kn, l'égalité: 

kn+lf(kn+lx) = knf(knx) = j(x), 

valable 'tin e IN, (c'est évident sin = 0) et 'tlx e [O, + oo[. 

Mais cette identité, avec 0 ==:;; k < 1 , donnera par passage à la limite,/ 
étant continue en 0, f(x) = 0, qui effectivement est solution. 

Pour k > l, il faudrait avoir k- n pour tendre vers O. En prenant 

z = k-nx dans l'égalité knf(knz) = f(z), il vient knf(x) = f(k-nx), 
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soit encore, pour k *O, l'identité f(x) = k- nf(k- nx), valable pour tout 
x positif et tout n entier, d'où, pour k > 1, sin tend vers+ 00, f(x) = 0. 

Enfin, si k = 1, comme pour/ quelconque [ f (t)dt = 0, est constant 

" en x, la réponse au problème posé est : pour k = 1 , toute fonction conti-
nue f convient ; pour k > 0 , k * 1 , seule la fonction nulle est solution. 

7.8. Si on suppose qu'avec a< b, on a sur ]a, b[ l'égalité 

sinx = ~~~ , P et Q polynômes premiers entre eux, en dérivant deux 

. . (P'Q- PQ')' P"Q- PQ" 2Q'P'Q- 2PQ'2 
fois on aura : - smx = 2 = 2 - 3 

Q Q Q 
d'où en égalant les deux valeurs du sinus, et en réduisant au même déno­
minateur, l'égalité : 

- PQ2 = P"Q2 - PQQ" - 2P'Q'Q + 2PQ'2 . 

On a PQ2 de degré d0 P + 2d0 Q, le second membre doit donc être 
un polynôme non nul de même degré, or il est de degré inférieur ou 
égal à d 0 P + 2d0 Q-2, ou c'est le polynôme nul si P etQsontconstants: 
dans tous les cas l'égalité est impossible. 

7.9. L'espace E étant euclidien, ses hyperplans sont exactement les 
orthogonaux des vecteurs non nuls de E. 

Si H = {a}.L, avec a dans E\{O}, on veut en fait prouver l'existence 

de x réel tel que (<p'(x)la) = 0, (la simplification par llcp'~x)ll ne chan­

geant rien. Or (<p'(x)la) est la dérivée de x ~ (<p(x)la) = 0(x), fonc­
tion T périodique : c'est fini. On a 0(T) - 0(0) = 0 = T0'(x) avec x 

entre 0 et T d'où un ll::~=~ll dans H n u(m). Ce sont ces bons vieux 

accroissements finis qui nous sortent de là. 

7.10. En quoi un polynôme P de m.[X] de degré impair diffère-t-il 
d'un autre ? En ce qu'il s'annule. 

Soit donc x0 tel que P(x0) = 0, 'Vn e IN on a 1 f (n) (x0)l =s;;; IP(x0)1 = 0 

donc f (n)(x0 ) = 0. 
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Mais alors, par Taylor Lagrange d'ordre n entre x et x0 , on a : 

n+l 
(x-x0 ) (n+l) i: i: 

f(x) = (n + l)! f (..,,) avec..,, entre x et x0 • 

Si donc x e [a, b] = K, compact contenant x0 , sur lequel llPll .. 
existe, on aura 

,,:::: lx - xol n + 1 ,,:::: ( b - a) n + 1 

IJ(x)I ...., (n + l)! llPIL...., (n + l)! llPll .. , 

et ce pour tout n, mais le majorant étant le terme général d'une série 
convergente, il tend vers 0 si n tend vers l'infini, donc f est nulle sur 
chaque [a, b] contenant x0 , d'où/nulle en fait. 

7.11. D'abord l'intégrale impropre converge car IJ(x)I os:; llJll .. sur 
2 2 

IR, et lim x2 exp (- n (~ - a) ) = 0, pour n > 0. 
lxJ-++oo 

2 

Puis, la fonction t ~ exp (- ~ t2) , décroissant « très rapidement » 

si ltl tend vers l'infini, le« poids» de l'exponentielle se concentre en a, 
où j(x) se comporte comme f(a+O) ou f(a-0). 

Si on tient compte de cela, on introduit : 

+oo ( 2 ) 
wn = n L (/(x)-/(a+O))exp -~ (x-a)2 dx.Ona: 

île> 0, 313 > 0, a<x< a+ 13 => IJ(x)- f(a+ O)I os:; e, 
d'où: 

a+P ( 2 ) lwnl:,;;;;; ne J exp - ~ (x-a)2 dx 
<X 

+2llJll .. nJ+ 00 

exp (- ~2 (x-a)2)dx. 
a+ p 

En posant n(x- a) = t, on obtient: 

lwnl :,;;;;; e s:p exp (- ~)dt+ 211/11 .. f: exp (- ~)dt· 

La convergence de l'intégrale impropre 1 = S: 00 

exp (- ~)dt, 
donne alors : 
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à E > 0 , on associe X0 > 0 tel que 1:00 

exp (- ~)dt< E , mais alors, f3 

étant associé à E précédemment, il existe n0 tel que 'Vn ;;;;.: n0, nf3 ;;;;.: X 0 , 

d'où, 'Vn;;;;.: n 0 : 

lwnl ==:; E(I + 211/lloo) ,ilenrésultequelasuitedes wn convergeversO. 

Comme 2 

wn = n (
00 

/(x) exp (- ~ (x- al)dx 

-nf(a+ 0) (
00 

exp (- ~2 (x-a)2)dx 

et que la deuxième intégrale se calcule, en posant n(x - a) = t, en : 

f( a+ 0) ( 
00 

exp (- ~)dt = ,fic f (a+ 0), on a finalement: 

fun nJ+
00

f(x) exp (- ~2 (x-a)2)dx = ,/ic /(a+O). 
n-++oo ex 

Le même calcul à partir de : 

w'n = nla (/(x)-/(a-O))exp(-~2 (x-a)2)dx,conduità: 
- OO 

n~~00nf f(x) exp (- ~2 (x-a)2)dx = ,/ic /(a-0), et finale-
- OO 

ment la suite des un converge vers ,fic (/(a+ 0) +/(a- 0)). 

7.12. On doit justifier la convergence de f ~ cp'2 . D'abord, l'inéga­

lité 2lcp(x)cp"(x)I ==:; cp2(x) + cp"2(x), (c'est (lcp"(x)l - lcp(x)l)2 ;;;;.: 0 ), donne 

la convergence absolue de l'intégrale l: ~ cp<p" . 

On considère, pour A< B , l'intégrale : 
B B lA cp(t)cp"(t)dt = cp(B)cp'(B)-cp(A)cp'(A)- lA (cp'(t))2dt. 

Si 1:00 

cp'2 diverge, (vers + oo puisque cp'2 ;;;;.: 0 ), on aurait donc 

fun cp(B)cp'(B) = + oo, et comme (cp2)' = 2cpcp', la fonction cp2 deve-
B~+oo 
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nant croissante, de dérivée tendant vers + oo, on aurait 
fun <p2(x) = + oo, (si pour x;;;. x0 on a ( <p2)' ;;;. 1 , par accroissements 

x-++oo 

finis entrexety >x, on aurait <p2(y);;;. <p2(x) + (y-x) ), ce qui estincom-
+-

patible avec la convergence de J <p2 . 

J+-
On a donc de <p' 2 , et aussi existence del = lim <p(B)<p'(B). 

B-++-

Mais alors l = 0 , sinon avec l > 0, E tel que l - E > 0 , et x0 tel que 
x;;;. x0 ~ <p(x)<p'(x);;;. l-E, on aurait, pour x;;;. x0 : 

[ <p<p' = ~ (<p2(x)-<p2(x0));;;. (l-E)(x-x0), 

"o 

et ia majoration <p2(x) ;;;. <p2(x0) + 2(l - E)(x-x0 ) est incompatible avec 

la convergence de J+ -<p2 ; 

de même l < 0 et E > 0 tel que l + E < 0 conduit à un x0 tel que 
<p(x)<p'(x) =:;;;; l + E pour x;;;. x0 d'où : 

[ <p<p' = ~ (<p2(x)-<p2(x0)) =:;;;; (l+E)(x-x0),etlàc'estpirecarle 
"o 

majorant tendant vers - oo six tend vers + oo, <p2(x) devrait en faire 
autant. 

On a donc lim <p(B)<p'(B) = 0. 
B..++-

Pour B fixé et A tendant vers - oo, on justifie de même la convergence 

de J __ <p' et la nullité de A~-<p(A)<p'(A), (ou bien on applique le 

Ier point à 'If définie par 'lf(x) = <p(- x) }, d'où finalement la conver­

gence de f: <p'2 et l'égalité f: <p<p" = - f: <p'2 • 

Mais alors, l'inégalité de Cauchy Schwarz donne : 
1 

f: <p'2 = If: <p<p"I =:;;;; u~: <p2f: <p"2f. 
et l'égalité étant obtenue pour <p = 0, c'est la meilleure majoration pos­
sible. 
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7 .13. Soit x fixé, on impose lx - yl .;;;;; 1 , alors tous les t entre y et y + a 
sont entre x - 1 et x + a + 1 , et sur le compact K = [x - l, x + a + l] la 
fonction f est uniformément continue. 

Soit E > 0, 3a. > 0 tel que 'V(s, t) e K2, ls - tl .;;;;; a~ IJ(s)- f(t)I .;;;;; E, 
et on peut imposer a < 1 . 

On va comparer F(y) et F(x), en remarquant que 
F(y) = sup {f(t); te [y,y+a]} est atteinte en un t0 de [y,y+a], et 
cette comparaison, on la fait pour un y tel que lx - yl .;;;;; a . 

Supposons y < x : 

E J 
x-l y X y+a x+a 

Si t0 e [y, x], on a lx- t01 .;;;;; a donc IJ(t0 ) - f (x)I .;;;;; E d'où 
F(y) = f(t0 ).;;;;; f(x) + E.;;;;; F(x) + E. 

Si t0 e [x,y+a], /(t0).s;;;sup { f(t); te [x,x+a]},soit: 
F(y).;;;;; F(x) < F(x) + E. 

Si on suppose x .;;;;; y : 

E J 
x+a+l 

1 

X y x+a y+a 

Si t0 e [y, x +a], on a encore F(y) = f(t0 ).;;;;; F(x).;;;;; F(x) + E, alors 

que si t0 e [x +a, y+ a], on a lt0 - (x + a)l .s;;; J(y +a)- (x + a)I .;;;;; a donc 

IJ<to)- f(x + a)l .s;;; E d'où: 

F(y) = f(t0 ).s;;;j(x+a)+e.s;;;F(x)+E. 

Dans tous les cas, l'hypothèse lx-yl .;;;;; a implique F(y).;;;;; F(x) + E. 
Mais on peut aussi dire que F(x) est atteinte en t1 e [x,x+a], et le 

même raisonnement conduit à l'inégalité F(x).;;;;; F(y) + E, et finale­
ment, 'VE > 0, 3a. > 0 tel que pour tout y vérifiant lx - yl .;;;;; a, on ait : 
F(x)-E.;;;;; F(y).;;;;; F(x) + E, d'où la continuité de F. 

7.14. Posons f(t) = u(t) + iv(t), avec u et v fonctions continues de 

1 dans IR. telles que u2 + v2 = 1 , pour chaque t de I, il existe un et un seul 
0(t), modulo 27t, tel que cos0(t) = u(t) et sin0(t) = v(t). 
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Soit t0 de 1 tel que 0(t0) e ]- ~· ~ [, modulo 21t. On a donc un entier 

Po tel que 0(t0)-2p01t e ]- ~· ~ [ ; (en fait on peut poser 

0(t0) e ]- ~· i [ en retranchant ce 2p01t ). 

On a donc u(t0 ) > 0, et u(t) reste localement> 0 par continuité: 
3a(t0) > 0 tel que sur le voisinage V(t0) de t0 défini par 
V(t0) = 1 ("\ ]t0 - a, t0 +a[, on ait: 

0(t) = Arcsinv(t), modulo 21t, 

donc la fonction cpt : t .......-+ Arcsin(v(t)) + 2p01t, sera continue sur 
0 

icp10 (t) 

V(t0), telle que cpt (t0) = 0(t0), et on aura e = f (t) sur V(t0). 
0 

On aurait de même, si 0(t0) e ]0, 1t [, une détermination continue 
du type 0(t) = Arccosu(t) + 2p1t ; valable localement; si 

0(t0) e J ~· 3 i [, une solution en 0(t) = 1t -Arcsinv(t) + 2p1t 

convient; enfin pour 0(t0) e ]- 1t, 0 [, 0(t) = -Arccosu(t) + 2p1t 
convient. 

Dans tous les cas on obtient donc : 

'Vt e I, 3V(t), voisinage de t dans I, (intervalle si on veut) et une 

fonction continue 0 de V(t) dans IR, telle que e;aci> = f(t). 

Il nous reste à passer de la détermination locale à une détermination 
globale sur 1. 

Pour cela soit t0 fixé dans l'intérieur de I, et considérons : 

11 = {b; be I, b > t0, 30 e ~0([t0, b], IR) telle que eia(t) = f(t)}, 

on va prouver que 11 = 1 ("\ [t0, + oo[. 

D'abord, l'existence d'un relèvement local en t0 nous donne 11 non 
vide. 

Il est facile de justifier que 11 est un intervalle, (si on a b1 et b2 dans 

11 , avec b1 < b2, 'Vb e [b1, b2], le relèvement continu de/ sur [t0, b2] se 
restreint à [t0, b] ). 

Soit alors m1 = sup 11 et m = sup 1, (bornes finies ou non, peu 
importe). 
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Si m1 < m, m1 e 1, on a donc un relèvement local 01 en m1 : 3a1 > 0 
i01 (t) 

tel que pour tout t de ]m1 - a 1, m1 + a 1 [ n I, e = f (t), avec 01 

continue. 
Puis, il existe b dans 11 n ]m1 -a, mi], (définition d'une borne supé­

rieure), donc il existe une fonction 0, continue de [to, b] dans IR. telle 
"0(t} 

que e' = f (t). 

i01 (b) i0(b) 
On a e = e , donc 3p e 1L tel que 0 1 (b)- 2p1t = 0(b), et sur 

[t0, b] n ]m1 - a 1, m1 + a 1 [ n 1, intervalle donc connexe, la fonction 
continue: 

t ---+ q>(t) = 0(t) - 01 (t) + 2p1t, 

à valeurs dans 1L discret est constante. Elle est nulle en b, elle est donc 
identiquement nulle. 

Mais alors la fonction 02 définie par : 

02(t) = 0(t) + 2p1t sur [t0, b], et par: 

02(t) = 01 (t) sur ]m1 - a 1, m1 + a 1 [ n 1, 

existe; elle est continue et on a e;eci> = f(t) sur cette fois 
[t0, m1 +a1[n1 : si m1 < m on peut trouver b1 dans 11 avec 
b1 > m1 = sup 11 : c'est absurde. 

Finalement 11 et 1 ont même borne supérieure, m, et dans le cas où 
m e 1 , l'existence d'un relèvement local en m, montre, par le même rai­
sonnement, que m est dans 11 . 

On procède de même avec : 

12 = {a ; a e 1, a< t0, 30 e lf0 ([a, t0], IR.) telle que eia(t) = f(t)}, 

d'où finalement existence de 01 : [t0, + oo[ ni HIR. 

et de 02 : ,]- oo, t0] ni HIR., 

i01 (t) i02(t) 
continues, avec e = f (t) et e = f (t). 

Comme il existe p dans 1L tel que 01 (t0) = 02(t0) + 2p1t, en posant 
0(t) = 0 1 (t) pour t ;;a. t0 et 0(t) = 02(t) + 2p1t pour t ~ t0 , on a trouvé 
une fonction continue sur 1 cette fois, (raccord continu en t0 ), à valeurs 

"0(t) 
dans IR., telle que e' = f (t). 
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7.15. Soit f bijective bicontinue de [O, l] dans lui-même, avec 
f(O) = 0,/(1) = 1 et,pourtoutxde]O,l[,/(x):;t:x.Onaalors/stric­
tement croissante, et sur ]O, l[, la fonction continue x - f (x) -x est de 
signe constant. 

Si elle est positive, pour a fixé dans ]O, l[, on peut définir, pour tout n 

de 7L, an par la relation ao = a et an+ 1 = /(an) ou an = f- 1(an+ 1)' 
forme équivalente puisque f est un homéomorphisme. 

De plus an+ 1 - an = f (an) - an > 0 dans ce cas, donc la suite des 
(an>ne IN est croissante, majorée par l, elle converge et sa limite vérifie 

l'égalité l = j(l), (f continue sur [O, l]), c'est 0 ou l, avec l;;;:. a> 0, il 
n'y a pas le choix, on a lim an = 1 . 

n--++oo 

Mais de même, sin tend vers - oo en décroissant, les an décroissent, 
et tendent vers O. 

On obtient donc le recouvrement, (en partition en fait): 
[O, l] = {O} v ( U ]f P(a),fp+l(a)]) v {l}, ou également: 

pe 71. 

[0, l] = {O}v( U [jp(a),/p+l(a)[)v{l}, 
pe 71. 

peu importe de quel côté on ferme l'intervalle. 

Si on avait supposé la fonction x - j(x)-x négative sur ]O, l[, la 

suite des an = f n(a) eut été décroissante, d'où lim an = 0 et 
n--++oo 

lim an = + oo , et un découpage analogue, les bornes f P (a) et 
n--+-oo 

f P + 1 (a) changeant de place. 
Ce qu'on a fait pour/se fait pour g, d'où une partition du même type 

faisant intervenir les intervalles de bornes consécutives du type / ( b) , 
avec b fixé dans ]O, l[. 

Il est temps de passer à l'exercice et de s'apercevoir qu'avoir 
f o h(x) = ho g(x) pour tout x de [O, l], équivaut à avoir: 

-1 -1 -1 . © f oh o g (x) = h(x), ou h(g (x)) = f (h(x)), pmsque f et g 
sont bijectives, et de se dire que, si les h(x) sont connus pour x entre 

l<b) et I+ 1(b), comme g- 1(x) variera entre l- 1(b) et l<b), en 

posant g- 1(x) = x', l'égalité h(x') = f- 1(h(x)) permet en fait de calcu­

ler h entre 1- 1 ( b) et / ( b) , d'où une définition possible de h, à partir 

de sa restriction entre deux points consécutifs de la suite des / ( b) . 
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Il ne reste plus qu'une question de mise en forme. Traitons-la en 
supposant, par exemple, la suite des f n(a) croissante, celle des gn(b) 
décroissante. 

On écrit alors : 

@: [O, l] = {O}u( U ]/P(a),fp+l(a)])u{l},avec: 
pe 71. 

lim f n(a) = 1 et lim fn(a) = 0 ; et aussi: 
n--++oo n--+-oo 

®: [0, l] = {O}u( U [/+ 1(b),/(b)[)u{l},avec: 
pe 71. 

lim l(b) = 0 et lim l(b) = 1. 
n--++oo n--.+-oo 

On se donne une application bijective, hi-continue e, de [g(b), b[ sur 
]a,f(a)], par exemple la restriction à [g(b), b[ de la fonction affine 

joignant les points (g(b), /(a)) et (b, a). En particulier, lim 0(x) = a, 

pour un tel choix. 

Puis, pour tout x E ]0, 1 [ , il existe un seul n de 'Il tel que 

xE [gn+l(b),l(b)[,doncg-\x) seraentreg(b) etb,carg-n eststric­

tement croissante commeget l'inégalité gn+ 1(b) os;; x<g\b) implique: 

g-n(gn+l(b)) = g(b) .s;;;g-n(x)<g-n(gn(b)) = b. 

Mais alors 0 (g- \ x)) E ] a, f (a)] , et, f n étant elle aussi strictement 
croissante, on aura : 

f n 0 e 0 g- n(x) dans ]/ n(a),f n+ l(a)]. 

Pour l'instant, en posant, pour x E [l + 1 ( b ), l ( b) [ : 

h(x) = f n 0 e 0 g- n(x), 

on envoie bijectivement et continûment [gn + 1 ( b ), l ( b )[ 

]f n(a),f n+ l(a)], (et hl[g(b),b( = e ). 
sur 

Vu les recouvrements@ et@ de [O, l], il est facile de voir que l'on 
envoie bijectivement par h, ]O, l[ sur ]O, l[. Il reste à trouver h(O), h(l), 
et à justifier la continuité de h, ainsi que l'identité f o h = h o g . 

Continuité: le problème se pose en chaque gn(b). 
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Si x tend vers g\b) par valeurs inférieures, il est dans 

[l+ 1(b),l(b)[, donc lim g-\x) = b-, vu le choix de 0, on a alors 
x-+l(bf 

lim 0(g- n(x)) = a, et: 
x-+l(b)-

lim fno0og-n(x) =Jn(a) = lim h(x). 
x-+l(bf x-+l(bf 

Puis si x tend vers gn(b) par valeurs supérieures, x varie dans 

[g\b), gn- l(b)[, et h(x) se calcule à partir de f n- l o 0 o l- l. On a: 

lim l- 1(x) = g(b), donc lim 0 o l- 1(x) = f(a), et: 
x-+l(b/ x-+l(b/ 

. n-1 0 n-1 n 
hm f o o g (x) = f (a) = lim h(x) : la fonction 

x-+gn(b)+ x-+gn(b)+ 

h est continue de ]O, 1[ sur ]O, l[. 

Il reste à la définir en 0, et en 1. Comme les (gn(b))ne 7L convergent 

vers 0 sin tend vers+ oo, et qu'alors h(gn(b)) = f \a) tend vers 1, on va 

poser h(O) = 1, et (en faisant tendre cette fois n vers - oo) h(l) = 0 : h 

devient continue sur [O, l]. En effet: 'Ve> 0, 3n0, 'Vn ~ n0 , 

n no 
0 os;; 1- f (a)< E, mais alors, pour tout x de ]0, g (b) [, le n tel que 

[ n+l n [ , ] n n+l ] x e g (b), g (b) est~ n0 , donc h(x) etant dans f (a),f (a) , 

no (no) 
on aura h(x)~f (a)>l-E d'où h(]O,g (b)[)c]l-E,l]: on a 

bien lim h(x) = 1 = h(O), d'où h continue en O. On justifierai de 
x-+0+ 

même la continuité en 1. Comme h est alors bijective continue de [O, 1] 
sur lui-même, sa réciproque est continue. 

Enfin on a foh = hog car, si x = 0, h(O) = 1 et 
f o h(O) = /(1) = 1, alors que h(g(O)) = h(O) = 1 ; d'où 
f o h(O) = ho g(O). Il en est de même en l, et, pour un x quelconque 

de ]O, l[, avec n, (unique) tel que: x e [l+ 1(b),gn(b)[ on a: 

h(x) = J no 0 o g- n(x), 

d'où f oh(x) =Jn+lo0og-n(x) 

_1 n+l 0 -n-1( ( )) - o og g X , 
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et comme g(x) e Cl+ 2(b),l+ 1(b)[, par stricte croissance de g, cette 
expression est en fait h(g(x)), d'où l'égalité voulue f o h(x) = ho g(x) . 

. 3 
· Sin X 7.16. La fonction x -7 f(x) = - 3- se prolonge en 0 par conti-

x 

nuité, (et /(0) = 1 ), et elle est 0 c3) en+ 00, donc l'intégrale impro-

f+- . 3 Sin X • 
pre 1 = - 3- dx existe. 

0 X 

Une intégration par parties, ( u = sin3x, dv = ~ d'où 

du = 3sin2xcosxdx et v = - ~) donne: 
2x 

[ 
• 3 ]+ - 3 J+ - . 2 3 f + - . 2 d 1 = - sm X - Sin XCOSX d = - Sin xcosx X 

2 +2 2 X 2 2 . 
2x O 0 X 0 X 

On peut encore intégrer par parties : u = sin 2xcosx et dv = d: 
X 

d'où du = (2sinxcos2x- sin3x)dx, v = - ! , et: 
X 

1 [ 3sin2xcosx]+- 3 J+-(2 . 3 . 3 ) dx = - + - smx - sin x -
2x 0 2 O X 

= 3 smx dx-- ~ dx. J+- . 9 J+- . 3 

O X 2 O X 

Or, J = s:- si:x dx = ~,(voir exercice 9.14), et: 

. 3 3sinx- sin3x d sm x = 4 , one on a : 

1 = 31 _~J+-(~ sinx_!. 3 .sin3x)dx 
2 0 4 X 4 3x 

= 3J - 27 J + ~ J = ~ . ~ = 31t 
8 8 8 2 8. 
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7.17. On introduit, pour k variant de 0 à n, les points 

xk = a+ k b- a, d'où x0 = a et xn = b, et un découpage de l'intégrale 
n 

n-1 "'k+ l 

en k~O J,.k f (t)dt. 

On a donc: 

n-1 [k+l n 
un= L f(t)dt- L (xk+l-xk)f(xk), 

k = 0 "'k k = 1 

ce qui fait diantrement penser à du Taylor Lagrange, pour une fonction 
dont f serait la dérivée. Soit donc F une primitive de f, on a : · 

n-1 n 

k=O k=l 

= F(x1) - F(x0 ) + 

n-1 (b-a) 
,L (F(xk+ 1)-F(xk)-(xk+l -xk)F'(xk))--- f(b), 

n 
k=l 

' bl" b-a car n ou ions pas que xk+ 1 -xk = -- . 
n 

Si on applique la formule de Taylor Lagrange à l'ordre 2 à F, entre 
xk+ 1 et xk, on peut dire qu'il existe Çk entre xk et xk+ 1 , tel que 

n-1 ( )2 
un = F(x1)-F(x0) + ,L xk+ 12-xk f'(Çk)- (b~a) f(b), d'où, avec 

k=l 
1 1 b-a 

n = (b-a) · -- = (b-a) · -- = , l'expression: 
b-a x1 -x0 xk+l -xk 

n 

et comme lim (x1 - x0) = 0, on a 
n_.+oo 
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n-1 b 

fun I, (xk+ 1 -xk) f'(Çk) = J f'(t)dt = f(b)- f(a), (som-
n-++- k= 1 a 

mes de Riemann, à un terme manquant près, terme qui tend vers 0). 
Finalement, 

(b-a) 
}~~~-nun = (b-a)f(a)+-2- (f(b)-f(a))-(b-a)f(b) 

b-a 
= - - 2- (/ (b)- f(a)). 

X-'11 tana-tanb 
7 .18. L'expression ..:..:..__.t._l rappelant un 1 b = tan (a - b) , 

+xy + tanatan 
on se donne les treize réels, indexés en croissant, sous la forme 
xk = tana.k, (1 .;;;; k.;;;; 13), avec les a.k entre - 1t/2 et 1t/2. On a treize 

nombres distincts, d'où quatorze intervalles déterminés dans ]- ~· ~ [, 

dont douze du type Ik = [ a.k, a.k + 1] , pour 1 .;;;; k .;;;; 12 . 

Si ces Ik consécutifs étaient tous de longueur ;;;;;.: ~ , leur réunion 

serait le segment [a.1, a.13], de longueur;;;;;.: 1t, avec [a.1, a.13] c ]- ~· ~ [ 
d'où a.13 - a.1<1t : c'est absurde. 

Il existe donc un indice k .;;;; 12 , tel que 0 < a.k + 1 - a.k < ~ , (> 0 car 

les a.k sont distincts, comme les xk ). 

La stricte croissance de la fonction tangente donne alors : 

tana.k + 1 - tana.k 1t 
0<tan(a.k+1 - a.k) = 1 <tan 12, 

+ tana.k+ 1 tana.k 

1t 1t 1t et comme 12 = 3 - 4, on a : 

1t 1t 
1t tan3- tan4 J3-1 (J3- l)2 -- 2- !o3 

tan12 = = -- = ,.j::J 
1t 1t l+J3 2 , 

1 + tan3tan4 

et on obtient finalement la double inégalité : 
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Ü< Xk+l -Xk <2-J3 
I+xk+Ixk 

vérifiée par deux des xi. 

n 

7.19. On a j(x) = e- inx L ckei(n+k)x, les exposants n + k variant 
k=-n 

n 

de 0 à 2n, en posant Q(t) = I, cktn+k on a bien un polynôme Q de 
k=-n 

degré 2n tel que j(x) = e- in"Q(eix). 

Supposons alors que Q admette un zéro, z0 , nombre complexe de 
module 1 et de multiplicité impaire, 2k + 1 . 

ix0 • - inx0 • 
En posant z0 = e , au aurait f (x0 ) = e Q(z0) = 0, mais en 

fait x0 est zéro multiple, d'ordre 2k + 1 aussi, def 

En effet, par le Théorème de Liebnitz, on a : 
j(x) = e- in"Q(ei")' 

d' , . J(j)() _ ~ C'.(-. )r -inxtf-r Q( ix) ou . x - L.. 1 zn e . e . 
r= 0 d:r!-r 

0 d (Q( i")) . i"Q'( ix) r dx e = ze e ; 

2 

~ (Q(ei")) = (iei")2Q'(eix) +proportionnel à Q(eix) 
dx 

3 
d (Q( i")) (. ix)3Q(3)( ix) l . , (Q"( ix) Q'( i")) - 3 e = ze e + « cop anaire » a e , e 
dx 

et ainsi de suite, ce qui prouve que si z0 est zéro d'ordre 2k + 1 de Q, 

toutes les dérivées jusqu'à l'ordre 2k de la fonction x ~ Q(ei") seront 
nulles, ainsi que les dérivées de f jusqu'à l'ordre 2k. 

Mais alors, un développement de Taylor Young de f, fonction de 
1 , 11 ' . bl , 11 ulan f,f' !" f <2k> va eurs ree es, a varia e ree e, en x0 ann t , , , ... , , 

conduit à: 
2k+ 1 

(x-xo) (2k+l) 
f(x) = (2k+l)! (f (xo)+o(l)), 
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et ceci, pour f <2k + l) (x0) =F- 0, conduirait à une fonction f s'annulant en 

changeant de signe en x0 , ce qui est du plus fâcheux effet, pour une 
fonction à valeurs positives. 

C'est que /(2k+l)(x0) = 0, ce qui, Liebnitz oblige, conduit à 

d2k+l ixo . . ' . ' (2k+l) 
dx2k + 1 Q( e ) = 0 , mais ce qw a son tour condwt a Q (z0) = O , 

avec z0 = /"o et cela est exclu si z0 est d'ordre impair, 2k + 1. Cette 

dernière hypothèse est donc fausse, et tout zéro de Q, de module 1, est 
donc zéro d'ordre pair. 

7.20. A priori, lim xa = ealnx, est supposée exister, ainsi que 
+ 

x~O 

lim i , ce qui suppose a ;;;.: 0 et b ;;;.: 0 . 
+ 

x~O 

En x = 1, on doit avoir 2 os;; (1+1)', soit e;;;.: 1. 

Peut-on avoir a = 0 ? Dans ce cas e01n" = 1, (avec par convention 

aussi o0 = 1 en passant à la limite: ce n'est pas très satisfaisant). 
Comme les nombres sont distincts, on a b > 0 , et si x tend vers 

O+, lim (1 + i)' = 1, n'est pas supérieur à 1+0° = ·2 ~ cela tombe 
+ 

x~O 

bien. On doit avoir a > 0 . 

Si b > 0, en 0, on a /(x) = (1 + i)' - (1 + xa) qui se développe en 
b a b ex -x +o(x ). 

a b-a b-a 
Si a< b, on a /(x) = - x (1- ex + o(x )) , avec 

lim /b-a)Inx = O,donc f(x) estlocalementstrictementnégative :c'est 
+ 

x~O 

exclu. On doit avoir b os;; a . 

Si b = 0 , on doit avoir, (avec o0 = 1 par convention !) 1 + xa os;; 2', 
avec xa variant de 0 à 1 et e;;;.: 1, c'est vérifié. 

La condition cherchée est donc e ;;;.: 1 et a > b ;;;.: 0 , (a > b car on 
suppose les nombres distincts), avec, en toute rigueur un problème en 

0 pour définir o0 ).J'aimerai mieux ne garder que e;;;.: 1 et a> b comme 
condition nécessaire. · 
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a b Comme pour x e [0, 1), avec a> b on obtient x :s;;; x , on a 
a b bC • b 1 + x :s;;; 1 + x :s;;; ( 1 + x ) pwsque 1 + x ;;.. 1 et c ;;.. 1 : la condition est 

suffisante. 

7 21 Q "l' . f il 1 s· d 0 sint , . . • ue vo1 a un exercice ac e . 1 t ten vers , - 2- est eqwva-
t 

lent à ! , dont l'intégrale, entre x et 3x, vaut [lnltl] !" = ln3, donc 
t 

lim/(x) = ln3. 
x~O 

Si vous ne savez pas que les équivalents s'intègrent, vous pouvez 

écrire : sint = .! (t- ~ + o(t4)) = ! - !.. + o(t2) ou encore 
t2 t2 6 t 6 

sint 1 t . 
- 2 = - - -6 (1 + E(t)), avec lunE(t) = O. 
t t t~O 

J3x (1 t ) 1 J3x On aura f(x) = ., t- 6 (1 + E(t)) dt = ln3-6 ., t(I + E(t))dt 

et la fonction Il+ E(t)I étant inférieure à 2 par exemple pour ltl :s;;; a., 
a. (donc pour lxl :s;;; '3 et t entre x et 3x), on aura 

If" t(l + E(t))dtl :s;;; 2 ( 9x2
2-x2) : est-ce que cela ne tend pas vers 0 ? 

7.22. On doit comparer une somme et une intégrale : le plus simple 

Jk+l 

est de couper l'intégrale en morceaux, et d'évaluer Ik = k j(t)dt, 

1, . ' . f . . . 1 ·1· k + k + 1 que on mtegre par parties en ai.sant mtervemr e rm 1eu, 2 

Ona: 

lk = [(e-(k+~)) /(t)J:+I -{+ 1(t-k-~)f'(t)dt 

= ~ (j(k + 1) + f(k))- lk· 



114 Analyse réelle et intégrales 

Comme f est convexe, f' est croissante, donc sur [ k, k + U , on a : 

t-k- ~os;; 0 et f'(k) o;;;;;f'(t) o;;;;;f'(k + 1), d'où: 

J k+!( 1) Jk+!( 1) J'(k+l) k 2 t-k-2 dt..:; k 2 t-k-2 f'(t)dt 

Jk+!( 1) 
o;;;;;f'(k) k 2 t-k-2 dt, 

1 

soit: _l'(k8+ l) os;; J:+ 2(t-k-~)f'(t)dt o;;;;; _f'~k). 

Sur l'autre moitié, on a t- k - ~ ~ 0, d'où cette fois l'encadrement: 

1 Jk+l( 1) 1 -J'(k)o;;;;; t-k-- f'(t)dto;;;;;-J'(k+l) 
8 k+! 2 8 ' 

2 

d'où en ajoutant : 

~ (J'(k)-J'(k+ 1)) os;; S:+\t-k-Uf'<t) os;;~ (f'(k+ 1)-J'(k)). 

Avec un = ~ /(1) + /(2) + ... + f(n - 1) + ~ f(n)- [ f 

n-1 1 n-1 

= L2 (/(k)+/(k+l))- I,Ik, ona: 
k=l k=l 
n-1 n-1 

= L ~ (/(k) + f(k + 1))- L G (/(k) + f(k + 1))-lk) 
k=l k=l 
n-1 

= I, J k> d'où l'encadrement de un : 
k=l 

n-1 n-1 

~ L (f'(k)-J'(k+l))o;;;;;uno;;;;;~ L (f'(k+l)-J'(k)),cequi 
k=l k=l 

donne déjà un os;;~ ( f'(n)-f'(l)). 

L'autre inégalité vient de l'inégalité: 
f (t) os;; (f(k + 1)- f(k))t + (k + l)/(k)- kf(k + 1)' 
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qui traduit la place du graphe de f, convexe, par rapport à sa corde, entre 
les points d'abscisse k et k + 1. 

En intégrant entre k et k + 1 , on obtient : 

lk = s:+ f (t)dt :s;; f(k + l~ - f(k) ((k + 1}2-k2) + (k + l)/(k)- kf(k + l~ 

1 
:s;; 2 (/(k + 1) + f(k)), et en sommant, on a: 

[ f(t)dt :s;; f~l) + /(2) + ... + f(n - 1) + f~n>, d'où un;;;., O. 

7.23. On pose g(x) = (/dt, on a une fonction de classe C00
, qui 

2 

tend vers+ oo en+ oo, de dérivée g'(x) = /' . 
2 

On la divise par h(x) = ex , elle aussi fonction de classe C00
, de déri-

2 

vée h'(x) = 2xex . 

La règle de l'Hospital généralisée s'applique lorsque, ayant g et h 
définies de [a,+ oo[ dans IR, dérivables, avec h'(x) > 0, 

et lim h(x) = + oo, alors si lim gh:((x)) = l, on a aussi lim gh((x)) = l. 
x~+oo x~+oo X x~+oo X 

Ici,~:~:~ = ;x tend vers 0, donc f(x) = f~:~ tend vers 0, ce qui ne 

donne pas l'équivalent, mais 2xf(x) = 2~f!;) est telle que 

(2xg(x))' = 2g(x) + 2xg'(x) 
2 

= 2g(x) + 2xex , 

d'où (2xg(x))' = g(x) + 1 = ! f(x) + 1 
h'(x) x2 X ' 

xe 

avec f(x) qui tend vers 0 en + oo. Ce rapport tend vers l, d'où 

lim 2x · g(x) = 1 = lim 2xf(x) et f(x) - _!_. 
x-Hoo h(x) x-++oo +oo 2x 

7.24. Si on multiplie l'inégalité vérifiée, par b(t);;;., 0, on a: 

u(t)b(t) :s;; a(t)b(t) + q(t)b(t) ( u(s)b(s)ds, 
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inégalité vérifiée pour tout t de 1. Posons F(t) = L u(s)b(s)ds, Fest 

dérivable de dérivée F'(t) = u(t)b(t), et on a donc : 

F'(t)-q(t)b(t)F(t) :s;;; a(t)b(t), soit encore: 

(F(t) exp (-r q(cr)b(cr)dcr ))' 
a. 

= [F'(t) - q(t)b(t)F(t)] exp (- s: q( O')b( O')dO") 

:s;;; a(t)b(t) exp (-r q( O')b( O')dO'). 
a. 

On intègre cette inégalité entre a et t, avec t ;a. a, en remarquant que 
F(a.) = 0, d'où: 

F(t) exp (- S: q(O")b(O')dO') :s;;; S: a(s)b(s) exp (- [ q(O")b(O')dO' )ds. 

L'inégalité de départ s'écrivant u(t) :s;;; a(t) + q(t)F(t), en utilisant le 
majorant: 

F(t) :s;;; exp u: q(O")b(O')dcr) · S: a(s)b(s) exp (- [ q(O')b(O')dO' )ds 
constante en s, qui rentre dans l'intégrale, d'où : 

F(t) :s;;; S: a(s)b(s) exp u: q(O")b(O')dO'- [ q(O")b(O')dO' )ds 

:s;;; S: a(s)b(s) exp u: q(cr)b(O")dO' )ds, 
on obtient bien : 

u(t) :s;;; a(t) + q(t) r a(s)b(s) exp ut q(O')b(O')dO' )ds. 
a. s 

7.25. Si /(0) = 0 ousi /(1) = l ,onaunpointfixedef,onsuppose 
donc m = f(O) et M = /(1) tels que 0 < m :s;;; M < 1. Soit 
E = {x e [0, 1] ; Vt e [O, x[, f(t) > t}. Si x e ]O, m], si te [O, x[, 
f (t) ;a. f (0) = m > t, donc ]O, m] c E c [O, 1] : l'ensemble E non vide et 
majoré admet une borne supérieure x0 et on va justifier que f(x0) = x0 • 
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Si /(x0) < x0 , f étant croissante, pour t dans [/(x0), x0], on aura 
f(t) ~ f (x0) ~ t, donc pour x e ]/ (x0 ), x0 [ on trouvera des te ]0, x [, 

avec f(t) ~ t, d'où x e: E. Mais ]/ (x0), x0 [ n E = 0 et x0 = sup (E) 
sont deux conditions incompatibles: c'est que f(x0);;;;. x0 • 

Si /(x0) > x0 , pour te [x0,f (x0)[, on a: 

t < f (x0) et aussi x0 ~ t d'où f (x0) ~ f (t), d'où t < f (t). Or si 

te [O, x0 [, il existe x de Etel que t < x ~ x0 , (x0 borne supérieure de E), 

mais alorst < f (t) par définition de E. 

Finalement, pour tout t < f(x0 ), on a t < f(t), d'où f(x0) dans E 

avec f (x0) > x0, x0 borne supérieure de E : c'est exclu, d'où f(x0) ~ x0 • 

Il me semble qu'il ne reste que f(x0 ) = x0 comme possibilité. 

7.26. Pour un x fixé, b2 - 2bcosx + 1 est un trinôme en b de discri­

minant réduit ô' = cos 2x - 1 = - sin 2x < 0 sauf si x = 0 ou 1t, et alors 

b2 -2bcosx + 1>0. Pour x = 0, le trinôme vaut (b-1)2 > 0 car 

be ]0, 1 [. Si x = 1t, il vaut (b+ 1)2. Dans tous les cas on a 

b2 - 2bcosx + 1 > 0 sur [O, 1t], donc In est une intégrale définie. 

Par linéarité de l'intégrale, In+ 2 + In -( b + i) In+ 1 est l'intégrale, 

sur [O, 1t] de la fonction un définie par: 

un(x) = 
1 2 

2 [b(cos(n + 2)x+ cosnx)-(b + l)cos(n + l)x], 
(b + 1- 2bcosx)b 

avec cos(n + 2)x + cosnx = 2cos(n + l)x cosx, d'où: 

1 2 
un(x) = 2 · cos((n+ l)x) (2bcosx-b -1) 

(b + 1- 2bcosx)b 

= - i cos ( n + 1 )x, fonction d'intégrale nulle entre 0 et 1t, 

d'où In+2-(b+i) In+l +In= O. 
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b) Les In vérifient une relation de récurrence linéaire, qui conduit 
à l'équation caractéristique : 

r2 -(b+i) r+ 1 = 0, 

de discriminant ( b + i ) 2 - 4 = ( b - i ) 2 , de zéros b et i distincts puis­

que b e ]0, 1 [ . 

On a donc In = a.bn + f3b- n, a. et f3 étant calculés à partir de I0 et I 1 . 

On a : I 0 = Jit dx , avec t = tan ~ d'où 
o b2 + 1 - 2bcosx 2 

2dt = (1 + t2 )dx on obtient: 

1 - 2 - 2 J+~ dt J+~ dt 
0 - 0 (l+t2)(b2+1)-2b(l-t2) - 0 t2(b+l)2+(b-1)2 

_ 2 . b+ 1 [Arctan b+ 1 t]+~ __ 2_ (- ~) _ _ n_ 
- (b + 1)2 b-1 b-1 o - b2 -1 2 - 1- b2. 

Puis 

I _ Jit cosxdx _ _!_ Jit 2bcosx-(b2 + 1) + (b2 + 1) d 
l - - x, 

o b2 + 1- 2bcosx 2b o b2 + 1- 2bcosx 
(l'art 

de faire apparaître ce que l'on connaît, quel délice), 

= - ~ + (b2+1) I = ~ (b2 + l -1) = ...E!_ 
2b 2b 0 2b 1- b2 1 _br 

On doit résoudre le système : 

l a.+ f3 = _1t - b-1 
1-b2 

a.b + f3b- l = .....E!_, 1 
1-b2 

1, 

-b 

d'où a. (b-!) = _n (-!+b) 
b l -b2 b 

1t soit a. = -- et f3 = 0 , donc 
1-b2 
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7.27. La condition ! + ! = 1 fait penser à de la convexité, (barycen­p q 
tre à coefficients positifs ... ), et pour passer d'un produit à une somme, 
il y a du logarithme. 

La fonction exponentielle, (de variable réelle) est convexe, donc: 

V'(x,y) e IR.2, V'(a, 13) e (IR./ avec a+ 13 = 1 on a: 
a.x+PY,,;:; x R.-' e ....., ae + 1-'e- , 

d'où l'on déduit, pour u > 0, v > 0, p et q > 0 tels que ! + ! = 1 , en pre­
p q 

nant u = exlp et v = e'1q, c'est-à-dire x = plnu et y = qlnv, 
l'inégalité : 

1 p 1 q 
uv=s;;- u +- v. 

p q 

Ub )llp ub )1/q 
Soit alors I = IJ(t)IP dt et J = lg(t)lqdt . 

a a 

Si I, ouJ, est nul, comme/est continue ainsi queg, c'est quef, (oug), 
est nulle, donc le produit f g est nul et l'inégalité est vérifiée. 

On suppose I etJ strictement positifs, on pose u = 1 f ~t)I , v = lgy)I , 

on a donc l'inégalité : 

o =;;;;; li (t)g(t)I =;;;;; _!_ If <t>IP + ..!.. lg<tW, 
IJ pIP qJq 

que l'on s'empresse d'intégrer, ce qui conduit à: 

0 =;;;;; fJ IJ:!~ =;;;;; fJ {l/gi =;;;;; p~P {lf(t)IPdt + ~q J:lg(tWdt 

=;;;;.f.+.f. = !+! = 1 
pIP qJq p q ' 

d'où l'inégalité cherchée : 

II:f(t)g(t)dtl =;;;;; IJ = u:IJ(t)lpdt)11pu:1g(t)lqdt)11q. 

7.28. Il s'agit d'une intégrale impropre a priori. En posant t = tanx 
+~ d 

d'où (1 + t2)dx = dt, on obtient: I(a) = J 2 t , ce qui 
0 (1 + t )(1 +ta.) 

est une intégrale convergente quelque soit a en fait. 
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Avec t = ! , donc dt = - ~ , on a aussi : 
s s 

a JO d J+oo 
!(a) = •-- ,' (1 + ~) (1 + ~f o -(l_+_s2-;-(l_+_sa->' 

d'où en sommant: 

21(cx) = J+.. (1 +sa)ds = J+oo ~ = ~ et l(cx) = ~4 : 
o (l+s2)(l+sa) o l+s2 2 

valeur indépendante de ex. 

7.29. Avec x = y = 0, on obtient (/(0))2 = (/(0))4 , d'où 
/(O)e {O, 1,-1}. 

On remarque que si f est solution, - f est aussi solution, donc on se 
borne à examiner le cas de /(0) = 0 et f(O) = 1 . 

Si/n'est pas identiquement nulle, avec a tel que f(a) -::1:- 0, en prenant 
x = a et y = 0 , on obtient : 

(j(a))2 = (j(a))2(/(0))2, d'où (/(0))2 = 1. 

On a donc, soit f(O) = 0 et alors/ est nulle; soit f(O) = 1 si/n'est 
pas nulle. On suppose désormais f(O) = 1 . 

Avec y = x, on obtient f(2x)f(O) = (j(x))4 = f(2x) ; ce qui 

donne aussi l'égalité: f(x) = (r (~)r. 
Mais alors, si pour x non nul on a f(x) = 0, on aura aussi 

!(~) = 0, d'où par récurrence 1(;n) = 0, et par continuité def, 

f(O) = 0, exclu car /(0) = 1 . 
Donc une telle solution ne s'annule pas. En repartant alors de 

f(2x) = (j(x))4,onobtient,avec2xetx: 

f(3x)f (x) = (f (2x))2(j(x))2 = (f (x))8(f (x))2 d'où 

f(3x) = (j(x))9 , (on peut simplifier par f(x) -::1:- 0 ). 
2 

Si on suppose f(kx) = (j(x))k vrai pour tout k::;;;;; n, (vrai si 
n = 2 ), avec nx et x on aura : 

f((n + l)x)f((n - l)x) = (f(nx))2(f(x))2 , d'où: 
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2 2 
f((n+ l)x) = (f(x))2n +2-(n-l) 

2 2 
= (f(x)t +2n+I = (/(x))(n+l). 

Il est temps de poser /(1) = a, et de dire qu'alors, pour tout n de 
2 

IN, on a, (par récurrence), /(n) = a<n l. 

Avec x = 0, y = n, et f (0) = 1, on a: 
2 

f(n)f(- n) = (/(n))2 , d'où/(- n) = f(n) = a<- n) , (toujours 
2 

f(n) =F- 0 : on simplifie), donc /(n) = a(n l est vrai sur 7l. 

Repartant de f(nx) = (/(x))n2
, pour x = !, ne IN*, ceci donne: 

n 

2 

/(1) = a = (r (~)r , donc f (~) = a11n
2

, et avec r = ~ nom-

bre rationnel, d'abord positif, on aura: 

Comme pour r rationnel positif, x = 0 et y = r donne encore 
2 

/(- r) = f(r), on obtient finalement /(r) = a(r l pour tout rationnel. 

Enfin tout réel x étant limite d'une suite de rationnels, par continuité 
<•h x21na c:l) de/ et de x--+ a = e , on aura /(x) = a sur IR. 

Les solutions sont donc la fonction nulle et les fonctions du type 
2 2 

x --+a<" l ou x --+-a<" l avec a>O. 

7 .30. Si/ est non bornée, chaque n de IN n'étant pas majorant de IJI , 
ona: 

\:/ne IN, In = {x e IR+ ; If (x)I ;a= n}, est non vide. 

Comme In , non vide, est minoré par 0, sa borne inférieure xn existe, 

et If (xn>I ;a= n, car In est fermé comme image réciproque de [n, + oo[ par 
1/1 , fonction continue, donc xn e In . 
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De plus, pourn vérifiant n > lf(O)I, on aura xn > 0, (car lf<xn)I ;;;.: n ), 
et pour tout x de [O, xn[ on aura lf(x)I < n, par définition de xn, borne 
inférieure de In : par continuité de lfl à gauche en xn , on aura 

If (xn)I :,;;;; n, donc If (xn)I = n. 

Mais alors M(xn) = n = lf<xn)I, et l'inégalité vérifiée s'écrit: 

M(xn) n 
n = M(xn):s;;;A+-2- = A+ 2, 

soit encore : 
n:s;;;2A, 

et ceci pour tout n : c'est absurde. 

7 .31. Comme a > 1 et b > 1 , pour tout x on a : 
a- COSX Ü 
b > ' -cosx 

donc la fonction à intégrer est définie continue sur [O, 1t] : l'intégrale 
existe. 

On introduit : 

I(a) = ( ln(a- cosx)dx = J:f(a,x)dx. 

La fonction f est continue par rapport au couple (a, x) et la dérivée 

partielle ~ est continue aussi sur ]l, + oo [ x [0, 1t] : la fonction 1 est 

donc dérivable et : 

I'( ) Jic dx 
a = a cosx· 0 -

E X 2dt d d' , n posant t = tan -2 , on a --2 = x, ou : 
1 +t 

J+oo 1 2 2d J+oo d I'( ) = + t __ t = 2 t 
a 2 2 2 2 

o a(l + t )- (1- t ) 1 + t o (a+ l)t +a - 1 

- 2 J+.. dt - 2 /a+î [Ar tan (t fa+î)J+ .. 
- a+ 1 0 t2 +a - 1 - a+ 1 ~~ c ~~ 0 

a+l 

1t 

- Ja2 -1. 
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Comme l'intégrale cherchée est 1 = 1( a) - 1( b) , on peut se contenter 
d'une primitive de la fonction a ---+ I' (a) , sans préciser la constante 
d'intégration. On a : 

l(a) = J 1tda . 
J(a- l)(a + 1) 

On pose t = Ja-l d'où a= l+t2 = -l+-2- donc 
a+l' 1-1 1-1' 

da = 4 tdt ; puis (a- l)(a+ 1) = __!l_ · - 2-, et comme 
(l-t2) 2 (l-t2) (l-t2) 

te ]0, 1 [,il vient J(a-l)(a+ 1) =~.d'où: 
1-t 

f 1t(l - t2) 4tdt f dt I(a) = 2 · 2 = 21t --2 = 21targtht + C, 
t (l -t2) 1-t 

d'où, en remplaçant t par sa valeur : 

l(a) = 21targth J:: ~ + C, et finalement, l'intégrale cherchée: 

Jx a-cosx ( ~ {b=I) 
1 = 0 ln b _ cosx dx = 21t argth ~ ;+I - argth ~ b+ï . 

1 

7.32. Si on pose cp(P, Q) = J P(x)Q(x)dx et : 
-1 

'lf(P, Q) = - i J: P(e;6)Q(e;6)i6 d0, 

on définit deux applications de IR.[X] dans IR et <C respectivement, qui 
dépendent linéairement, (et symétriquement) de P et Q. 

Si elles coïncident sur les monômes, (P(x) = i et Q(x) = xl ), elles 
coïncideront pour tout P et Q de IR.[X], et avec P = Q, on aura l'égalité 
voulue. 

Ona: 

Jl k + l 1 k + l + 1 
1 = _ 1 x dx = (k + l + l) (1-(- 1) ), et: 

J - . Jlt i(k + 1)0 i0d0 - . Jlt i(k + l + 1)0d0 
--i e e --i e 

0 0 

= -i [ei(k+t+ll6(= -1 ((-l)k+l+1_ 1). 
i(k + l + 1) 0 k + l + 1 . 

il y a bien égalité. 
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b) On a alors: 

o~t~n k=~a: 1 = s: (k~Oakl) [~0azxl) dx = s>2(x)dx 

..;;; f 1 P2(x)dx = 1- i s: (P(eie)) 2eia d01 

..;;; (1P(e;0)1 2 d0. 

Or Pétant à coefficients réels, on a IP(ei0)1 2 = P(e;8)P(e- ;e), expres­
sion stable par le changement de 0 en - 0, donc : 

J:IP(e;0)1 2d0 = s: P(e;8)P(e- ;e)d0 = - s: 1t P(e- ï8)P(e;8)d0 

= r P(ei0)P(e-i0)d0 = ~ r L aka/(k-l}0d( 
-it -it O~k,l~n 

- 1 ~ Jlt i(k-l}0d0 - 2 k,, akal e ' 
O~k,l~n -it 

et ces intégrales sont nulles pour k =F- l , valent 21t si k = l . On obtient 
finalement l'inégalité voulue : 

akal 1 n 2 
I, k + l + i ..;;; 2 . 21t. I, <ak> . 

O~k,l~n k=O 

7.33. 1°) Par la formule de Liebnitz, pour k entier non nul, on a, 
pour un produit uv de deux fonctions k fois dérivables : 

k 

( ) (k) ~ cr (r) (k-r) 
UV = k,, kU V • 

r= 0 

On applique ceci pour u = xn et V = (p-qX)n. 

Calcul en O. 

Si k < n, 0 étant zéro d'ordre n de P n, on a P~k)(O) = 0. 

Si k > 2n, comme P n est un polynôme de degré 2n, la dérivée kième 

est identiquement nulle. 
Soit alors k avec n..;;; k..;;; 2n. 
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Avec u(X) = Xn, la seule dérivée d'ordre r de u, non nulle en 0, est 

celle d'ordre n, et u(n)(X) = n! donc u<n>(O) = n! 

Il reste donc, v étant dérivée k - n fois, donc devenant de degré 
2n-k: 

P(k) 0 1 en k-n 2 2n-k n ( ) =-; kn!(- q) n(n-1) ... ( n-k+ l)(p-qO) , 
n. 

ce qui est bien un entier. 

Calcul en P.. 
q 

Comme P. est aussi zéro d'ordre n de P n , pour k < n , on a 
q 

P~k) (~) = 0 , ainsi que pour k > 2n , P~k) étant alors le polynôme nul. 

Pour nos;; k os;; 2n, avec v(X) = (p-qX)n, dans la formule de Lieb­

nitz, seule la dérivée d'ordre n de v est non nulle en P. , (elle vaut alors 
q 

n!(- q)n ), d'où: 

P~k> (~) = ~! c~n!(- q)nn(n- l) ... (2n-k + 1) (~)2n-k, 
puisque u est alors dérivée k - n fois, ce qui donne un polynôme de 
degré n-(k-n) = 2n-k. 

On a bien P~k) (~)entier, puisque 2n-k os;; n : le q2n-k disparaît. 

2°) Sur [ 0, ~], compact, llJll~ existe, (f continue), de plus 

JxnJ os;; (~r, et comme p-qx décroît de p à 0, lp-qxln os;; pn, d'où: 

IJ:19
Pn(x)f(x)dxl ... 11/11~ (~) · ~! (~r, 

tf_ 
le majorant est le terme général de la série de somme 11/11 ~ Œ) e q , il 

tend vers O. 



126 Analyse réelle et intégrales 

3°) Supposons 1t rationnel, écrit P.. On considère l'intégrale: 
q 

J
plq n( )n Jplq 

In = x P-, qx f (x)dx = P n(x)f (x)dx, 
o n. o 

et on va choisir f, de façon à faire des intégrations par parties avec les 

primitives de f prenant en 0 et 1t = P. des valeurs entières : f (x) = sinx 
q 

convient très bien. 
Ona: 

7t =P. flq = 7t plq 
In= [- Pn(x)cosx]0 q + Jo P'ncosxdx =entier+ J

0 
P'n(x)cosxdx 

On poursuit les intégrations par parties, et, à chaque étape, P~k)(O), 

P~kl (P.), cosO, cos P., sinO, sin P. sont des entiers. 
q q q 

Après 2n intégrations par parties, on obtient : 

J
plq (2n) ( 1t) In= un entier+ 
0 

Pn (x)sin x+2n 2 dx, 

or P~2n)(x) = constante = P~2n)(O) e IN, et: 

S: =~sin (x+ 2n ~) dx = (- l)n s: sinxdx = 2(- l)n, 

finalement In e IN . 

De plus, sur J 0, 1t = ~ [ , la fonction intégrée, P n(x)sinx, est conti­

nue strictement positive, donc In > 0 : on a In ;;;:.: 1 . (Le même calcul 
avec cosx donnerait ln entier, mais on pourrait avoir ln nul.) 

Mais le 2° donne lim In = 0, avec In;;;:.: 1 : c'est absurde. Donc 1t 
n-++oo 

est bien irrationnel. 



CHAPITRE VIII 

Suites et séries numériques 

Idées générales 
Le corps IR. étant le seul corps ordonné valué complet, la relation 

d'ordre joue un rôle très important dans l'étude des suites et des séries 
de terme général un réel. 

C'est pourquo~ pour les suites, une bonne démarche consistera à exa­
miner une éventuelle monotonie, que la suite soit du type 
« un = f(n) »,ou« un+ 1 = f(un) »,ou définie par une intégrale, (ne 
pas oublier l'aspect forme linéaire positive de l'intégrale agissant sur les 
fonctions de variable_ réelle, à valeurs réelles). 

L'étude des suites en« un+ 1 = f(un) »peut se faire par récurrence, 
ou par étude des variations de la fonction x ~ x - f (x). 

Ne pas oublier quand même le Théorème du point fixe, ni l'éventua-
lité de points répulsifs. 

La formule de la moyenne, cela existe, (8.2). 
Taylor Lagrange ou Young aussi, (8.1). 

Ne pas oublier le recours à la série de terme général wn = un+ 1 - un . 

QJ.tant aux séries numériques, ou de terme général dans un Banach E, 
on commencera par une étude de la convergence absolue éventuelle, 
(sur E, e.v.n. non complet cette démarche est à proscrire car la conver­
gence absolue n'implique pas la convergence). 

Avant d'appliquer un critère précis, (d'Alembert ... ), commencer par 
évaluer l'ordre de grandeur de lunl en le remplaçant par un équivalent. 

Ne pas oublier le côté « condition suffisante » des critères de conver­
gence, et n'allez jamais dire «puisque la série converge on a 

lim Un+ 1 A • s:: • -- ... », meme s1 vous en avez LOrtement envie. 
n--++oo un 

Pour la semi-convergence, bien sûr il y a les séries alternées, (soyez pré­
cis avec le critère), mais n'oubliez pas qu'avec un= vn, en écrivant 



128 Suites et séries numériques 

un = vn +(un -vn) on peut parfois conclure très facilement; mais ne 

pas se contenter d'un illicite un= vn lorsqu'il ne s'agit pas de séries à 
termes de signe constant. Cette technique, (ajouter et retrancher l'équi­
valent) s'emploie aussi pour les séries quelconques, (8.11). 

Quand un est du type /(n) avec/positive décroissante, ou même/ 
de signe quelconque, penser au lien avec les intégrales impropres. 

Des outils importants: la sommation par paquets, (8.5), 
la transformation d'Abel, 
les développements limités. 

En ce qui concerne /,a recherche d'équivalents du terme général un d'une 
suite qui tend vers 0, penser à chercher a tel que 

a a 
a a ~-~ lim (un+ 1 - un) = l '#- 0 . Par Césaro on aura --- tend vers l d'où 

n~+- n 
a l/a 

un""' nl donc un""' (nl) . 

Ceci s'applique, pour vn qui tend vers l, à un = vn - l, ou si vn tend 

l'"nfi . ' 1 vers 1 m1, a un = - . 
vn 

Si un est la somme partielle d'une série divergente, (ou le reste d'une 
série convergente) de terme général positif an, se rappeler qu'avec 
bn =an, on obtient vn =un, avec vn somme partielle, (ou reste d'ordre 
n) de la série des bn. 

Dans ce type de démarche, bn devient souvent du genre /(n) et les 
encadrements par les intégrales servent beaucoup. 

QJ.telgµes idées en vrac. 

Pour étudier des suites doubles réelles, on peut leur associer la suite 
des sup (un, n ~ p) et des inf (un, n ~ p), voir 8.6. 

Ne pas oublier aussi le Théorème d'interversion des limites, 
d'emploi facilité sur IR, par l'utilisation de la relation d'ordre et de la 
monotonie des suites, (8.15, 8.16). 

Penser aux liens entre suite et série, (voir 8.13), aux suites extraites, 
surtout dans des suites monotones, (8.14). 

Parfois, un calcul direct avec les formules liées aux suites arithméti­
ques ou géométriques conviendra très bien, (8.18). 

Stirling, ( n! = (;r J21tn), une valeur sûre qui peut encore servir, 

(8.20). 
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Quand on évalue une somme sn de termes u(n, k), k variant, et que 

l'on cherche la limite des sn : on a de« plus en plus de termes, chacun 
fonction de n ; on peut être tenté de se ramener à une somme finie, si 
on peut majorer uniformément la somme des autres, (voir 8.25). 

Quand on somme d'une façon, voir si on ne peut pas sommer autre­
ment peut servir, (8.26): c'est du Fubini en somme. 

Dans la recherche d'un équivalent du terme général un d'une suite mono­

tone qui converge vers 0, ou d'un équivalent de un - l si elle converge 

vers l, (ou de _!_ si elle diverge), l'utilisation d'un équivalent du terme 
un 

général xn = un+ 1 - un de la série associée peut servir. On suppose 
donc xn équivalent à Yn. 

1°) Si la série des xn converge, la suite des un converge. 

Supposons d'abord qu'elle converge vers O. Alors le reste de la série 
des xn , qui vaut : 

R,. _ 1 = L ( up + 1 - up) = - un est équivalent au reste 
p=n 

sn-1 = LYp· 
p=n 

Si la suite des un converge vers l :F- 0, en posant vn = un - l, on a 
vn+l-vn = un+l-un, donc Rn= - vn, et cette technique donne un 
équivalent de un - l. 

2°) Si la série des xn diverge, dans ce cas la suite des un diverge, vers 
+ oo si elle est croissante, - oo si elle est décroissante, mais dans ce cas les 
sommes partielles des séries des xn et des Yn sont des infiniments 
grands équivalents, d'où: 

n-1 n-1 

xn-1 = L Xp = L (up+1-Up) = un-Uo, 
p=O p=O 

n-1 

équivalent à Yn-l = L Yp. 
p=O 

Bien sûr ceci n'a d'intérêt que si le calcul d'un équivalent pour le reste 
(ou la somme partielle), de la série des Yp est facile, ce qui est le cas par 
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exemple des termes en Yn = f(n) avec/positive, décroissante, d'où une 
comparaison avec des intégrales. 

Voir en 8.28 un exercice de ce type. 
Dans ce raisonnement on a utilisé le résultat, qui doit être connu, sur 

les équivalents dans les séries : pour une série à termes de signe cons-
tant, un, si un - vn, les séries sont de même nature et : 

en cas de convergence, les restes d'ordre n sont des infiniments petits 
équivalents ; 

en cas de divergence, les sommes partielles d'ordre n sont des infiniments 
grands équivalents. 

Pour ce qui concerne la nature d'une série pas d'équivalent pour les 
séries de terme général un de signe quelconque, mais ... si un - an , avec 
an terme général d'une série plus facile à étudier, penser à écrire : 

un = an + (un - an) , et à étudier les deux séries de termes géné­
raux an et bn = un - an, pour éventuellement conclure. 
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Énoncés 

8.1. Soit/: lRHlR, deux fois dérivable, telle que /(0) = 0 et f" 

soit bornée. Déterminer lim i f ( k2) • 
.. ~+ook=l n 

8.2. Calculer lim ! Î, ln (!!.) , en déduire lim n,/iï!. 
n~+oo n n .. ~+ .. n 

P=l 

8.3. Nature de la série de terme général: 

a.(a.+ l) ... (a.+n- l)j3(j3+ l) ... (j3+n- l) ;;;,, 1 l3 
u,, = n!y(y + l) ... (y + n _ l) , n,,.... , avec a., 

et y réels. 

8.4. Soit (a,,),, e IN une suite de réels tendant vers + oo et telle que 

(a,,+ 1 - a,,) tende vers O. Montrer qu'il existe une application <p stricte­
ment croissante de IN dans IN telle que (aq>(n)-n) tende vers O. 

8.5. On considère la série harmonique dans laquelle on supprime 
tous les termes dont le numérateur contient au moins une fois un chiffre 
fixé non nul a, dans son écriture décimale. Nature de la série obtenue. 

8.6. Étude de la suite définie par la donnée de u 0 et u 1 , strictement 
positifs, et de la relation de récurrence : 

u,, + 2 = ln ( 1 + u,. + 1) + ln ( 1 + u,.) . 

8. 7. Soient a et b deux réels strictement positifs. Étudier les suites 
(a,.) et (b,,) définies par a0 = a, b0 = b et les égalités : 

'fine IN, b,.+ 1 = Ja,.+ 1b,.. 

8.8. Soit ( u,.) une suite réelle telle que, pour tout n, on ait 

u! +nu,. - 1 = 0 . Étude de cette suite. En donner un développement 
asymptotique avec deux termes. 
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8.9. Pour n ;;;.. 2 et x e ]0, 1 [ on pose : 

n 1 X+-
n 

X 
fn(x) = --1 . 

x+-
x 

Montrer que l'équation fn(x) = n, admet une seule solution xn 

dans ]O, l[. Étude de la suite (xn)n;;.. 2 . 

On pourra justifier que ln+ 1(xn) + fn_ 1(xn) > 2n. 

8.10. Soit an = (1 +2 ./5r et un = d(an, 1L). Que peut-on dire de la 

suite (un>neJN• 

8.11. Étude de la série de terme général un = ~n· . 
n- ns1nn 

8.12. Soit (un) une suite décroissante de limite nulle. On suppose 
qu'il existe une suite strictement croissante d'entiers naturels (nk) telle 

que, \:;/k E IN, un ;;;.. .!.. . Montrer que la série des un diverge. 
k nk 

8.13. Nature de la série de terme général: 

2 
u = ln ( (ln(n + 1)) ) . 

n Inn· ln(n + 2) 

8.14. Soit m un entier supérieur ou égal à 2. On considère la série: 

1 1 X 1 1 X 
l+-2+ ... +--1+-+--1+ ... +-2 1+-2 + ... m- m m+ m- m 

Montrer qu'il existe une unique valeur de x pour laquelle cette série 
converge. Calculer alors la somme. 

8.15. Soit (wn 5 ) 2 , une suite double à termes positifs 
' (n,s) e IN 

vérifiant: 

(1) pour chaque n fixé, la suite des wn,s converge vers ln en croissant; 
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(2) pour chaque s fixé, la série Lwn,s est convergente, de somme T 5 ; 

n 

(3) il existe M réel tel que, pour touts, T 5 .;:;;; M. 

Montrer que la série des ln est convergente, (de somme L), que la 
suite des T 5 est convergente, (de limite T) et que L = T. 

8.16. On considère la suite u,définie par la donnée de u0 = x > 0 et 

la relation de récurrence un+ 1 = J1 + (u0 + ... + un)2 • 

D , . 1 l" . d 2n 0 . e 1 etermmer a nmte es - . n pourra poser sm n = - . 
un un 

8.17. Soit une suite de nombres réels bn > 0. 

+oo b -n 

a) Existence, pour n;;;;;: 2, de an = L ( 1 + k :) 
k=I 

1 
b) Montrer que an;;;;;: -b-- et que anbn.;:;;; 2. 

en-I 

c) On suppose la suite des bn convergente vers b > 0 . Montrer que 
la suite des an a une limite > O. 

8.18. Étude de la suite des un, ne IN*, définie par: 

2n n-I ( ( "')n 
un = -;- _L (- IY cos ;) 

J=O 

8.19. On considère une suite (an) de réels telle que 
n 

lim an · L ai = 1 . Comportement de an en + oo ? 
n-++oo k= 1 

8.20. Existe-t-il une suite (un) telle que, pour tout n de IN*, 

8.21. Montrer que e est irrationnel. 
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1+! 

8.22. Limite de la suite de terme général un = n J 
1 

n ( 1 + tn) lin dt. 

8 23 0 l l l E' d" la l" . 
• • Il pose un = 3n + 1 + 3n + 4 + ... + 6n - 2 . tu ier lffilte 

Â. de cette suite et trouver un équivalent de un - Â. • 

. xn xn-1 
8.24. Soit Pn(X) = 1 +( -l)1 + ... +X+l. Montrer que Pn n. n . 

admet au plus une racine réelle. 

Soit a2k + 1 le seul zéro réel de P 2k + 1 , trouver lim a2k + 1 • 
k~+oo 

8.25. Étudier la suite de terme général : 

n (k)n 
dn = L. ;;: 

k=l 

8.26. On note d(j) le nombre de diviseurs de l'entierj. Que dire de 
la suite de terme général : 

1 n 

un = ;;: L. d(j>. 
j=l 

8.27. Soit une suite u = (un>ne IN de réels telle que: 

lrm. 1 l 
Un +-3 U3n = . 

n-++oo 

La suite est-elle bornée ? 

8.28. Déterminer la limite l de la suite de terme général : 

2n-1 l 

un= L 2k+ 1 · 
k=n 

Équivalent de un - l. 



Exercices de Mathématiques spéciales - Topologie, analyse 135 

Solutions 

8.1. Les valeurs k2 , majorées par ! , s'accumulent sur 0, donc du 
n n 

Taylor Young s'impose. En fait, la seule existence de f "(0) donne 
2 

f(h) = f (0) + hf'(O) + ~ f"(O) + o(h2) , d'où l'existence, pour tout net 

tout k :;;;; n , d'un nombre Ek, n tel que 
2 

f ( k2) = k2 f'(O) + ~ (Ek,n + f"(O)) les Ek,n étant bornés car 
n n 2n 

vérifiant fun (Ek n) = 0, (uniformément en k:;;;; n ). 
n--++oo ' 

Soit M tel que 'Vn e IN, 'Vk, 0 < k :;;;; n => IEk, n + f"(O)I :;;;; M, on a: 

Sn = /'(~) i k + ~ i k2(Ek,n + f"(O)) 
n k = 1 2n k = 1 

= /'(O) n(n + 1) _l_ 
2 + 4 un 

2n 2n 

avec !uni = lk~l k2(Ek,n + f'(O))I:;;;; M k~l k2 = Mn(n + ~(2n + 1). 

On a li un - 0 d' ' fun S _ [(O) m - - , ou n - --. 
n-++~ 2n4 n-++~ 2 

8.2. Pas de problème, c'est de la formule de la moyenne, pour 
x ----+ lnx, monotone sur ]O, l], d'intégrale impropre qui converge en 0, 

(fun .fxlnx = 0). Donc, (en justifiant au besoin l'emploi de la formule} 
x-+0 

ona: 
l n JI fun - I, ln P. = lnxdx = [xlnx-x]~ = - l. 

n-++~n n 0 P=l 
1 

Puis, avec un = ___..!!..:. = II c.. , on a lnun = - L ln c.. qui tend nFn"! ( n "")n 1 n ,,., 

n n n n 
p=l p=l 

vers - 1 donc fun un = ! . 
n--++oo e 
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8.3. Si y e 7L_, un n'existe pas pour n;;;.: lyl + 1. On écarte ce cas, 
mais alors si a. ou 13 e 7L_, un devient nul pour n assez grand, et la série 
converge. 

On suppose donc que ni a., ni 13, ni yne sont entiers négatifs. On pose 
a. - 1 = a, 13 - 1 = b et y - 1 = c, d'où : 

n ( 1 + i) ( 1 + ~) . . 
un = II , et, comme on aunerait prendre des 

k = 1 ( 1 + ~) 

logarithmes, on commence par se placer dans une zone où ( 1 + i) , 

( 1 + ~) et ( 1 + ~) sont positifs, ce qui est possible puisque ces quantités 

tendent vers l. 

Il existe k0 tel que '<:/k > k0, 1 + i > 0, 1 + ~ > 0 et 1+~>0, d'où : 

un = uk0 Il ( I + i) ( I + ~) ( I + ~r 1 = uk0 vn, 
k = ko + 1 

pour n > k0 , avec les séries des un et des vn de même natur~. On a : 

Logvn = i (Log(t+i)+Log(1+~)-Log(1+~)), 
k = k0 + 1 

ce qui s'évalue par développement limité. On a: 

wk = Log(t+i)+Log(1+~)-Log(1+~) 

a+b-c a 2 +b2 -c2 ak = - +-
k 2k2 k3' 

la suite des ak étant bornée car en fait, avec f (x) = Log ( 1 + x) , on 
2 3 

écrit f(h) = /(O)+hf'(O)+~ /"(O)+~ /<3>(0h) pour h = i·~ ou 

~ , borné par rapport à k, donc la dérivée troisième étant bornée sur un 

voisinage compact de 0, les 0k sont bornés par rapport à k. 



Exercices de Mathématiques spéciales - Topologie, analyse 137 

En sommant les wk , et en utilisant le fait que 1 + ~ + ... + ~ - Log n 

tend vers la constante d'Euler, on obtient 

Logvn = (a+b-c)Logn+Â.+o(l),doncsia+b-c:;t:O ona: 

Â. 
e 1 , . . 

vn "" -a-b+c' et a sene converge s1 et 
n~+~ n 

seulement si 

- a - b + c > 1 , soit pour 1 - ex -13 + 'Y> 1 , ou 'Y > a + 13 . 

Si a+ b - c = 0, soit a+ 13 = 'Y+ 1 , alors wk = 0 (:2) donc Log vn 

a une limite finie, l, et vn tend vers el :;t: 0 : la série des vn diverge. 
Comme la série des un est de même nature, il reste finalement conver­
gence pour 'Y > a + 13 . 

8.4. Comme les an divergent vers + oo, on peut, pour tout n, 
« dépasser n »,et sic' est pour des valeurs d'indices k telles que ak + 1 - ak 

soit « petit », en prenant les plus petits indices cp( n) et cp( n + 1) tels que 
acp(n) dépasse n et acp(n + l) dépasse n + 1 on aura des indices distincts ... 

Comme lim an+ 1 - an = 0, 3n0, "i/n ;;;;: n 0, !an+ 1 - an! < -31 , puis il 
n~+oo 

existe p dans IN avec p :s;;; an <p + 1. 
0 

L'ensemble A1 = {n ; n;;;;: n0, an;;;;: p + 1} est non vide, (an tend 
vers+ oo ), donc n 1 = inf A1 existe, (avec n 1 > n0 en fait car an < p + 1 ). 

0 

De plus: 

1 
an1 _ 1 :s;;; p + 1 :s;;; an1 , et comme jan1 _ 1 - an1j :s;;; 3 , on a : 

a 1 :s;;;p+l:s;;;a :s;;;p+l+! =p+2-~<p+2-!. n1- ni 3 3 3 

Avec A2 = {n; n;;;;: n 1, an;;;;: p + 2}, on aura A2 non vide, de borne 

• fi' • A 1 1 1 in eneure n2 ;;;;: n 1 , et meme, comme an1+1 - an1 < 3 , on a 

1 1 
an1+1 < an1 + 3 :s;;; p + 2 - 3 , donc n2 > n 1 + 1 . 

Plus généralement, pour tout k de IN*, on introduira : 
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Ak = {n;n;;::nk_ 1,an;;::p+k}, non vide, et nk = infAk, et 

comme on partait de nk-l tel que p + (k-1).;;;;; ank-l.;;;;; p + (k-1) + ~, 

et que la distance de deux an d'indices consécutifs est majorée par ~ , 
(strictement), on a : 

1 1 
an + 1 <an + -3 .;;;;; p + k- -3 , donc nk > nk- l + 1 : en posant 

k-1 k-1 

cp(p + k) = nk on a une suite strictement croissante d'entiers, telle que, 
vu le choix de nk, 

la<p(p + k) - (p + k >I .;;;;; la<i>CP + k) - a'P<P + k)- 11, 

majorant qui tend vers O. 

Mais on ne définit ainsi cp(r) que pour r> p. 

Or' à chaque étape entre nk et nk+ 1 , il reste un terme disponible, 
( nk > nk _ 1 + 1) , donc après p + 1 étapes on aura assez d'entiers pour les 
indexer en 2 (p + 1) entiers d'indices croissants. Cette modification des 
premiers termes de la suite ne modifie pas la limite des a<p(n) - n . 

8.5. La série initiale a pour terme général un = ( - l) n, n ;;;;;:: 1 , elle 
n 

est alternée convergente. 
Comme il ne sera pas facile, (c'est le moins qu'on puisse dire) de 

préciser les n contenant le chiffre fixé a, dans leur écriture décimale, il 
ne sera pas facile de connaître les changements de signe: on s'attend à 
de la convergence absolue. 

On considère donc la série des ( vk) k;. 1 , obtenu en prenant les ~ , n 

croissant, n ;;;;;:: 1 , n ne contenant pas le chiffre a dans son écriture déci­
male, et comme les vk sont positifs, on va sommer par tranches, en 
considérant les vk associés aux n s'écrivant avec p + 1 chiffres, (si p croît, 

les n augmentent), donc pour les n compris entre loft et loft+ 1 -1, (au 
sens large). 

Le premier chiffre (non nul) est choisi dans { 1, 2, ... , 9} - {a} , il y a 
donc 8 choix, les p autres sont choisis dans {O, 1, ... , 9}-{a} : il y a 

alors 9 choix possibles, d'où 8 · gP entiers n convenant, et fournissant 

des n ;;;;;:: loft, donc la somme Sp des vk de cette tranche est majorée par 
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8 · gP · 1~ = 8 · ( 1
9
0), terme général d'une série convergente, et fina­

lement la série obtenue est absolument convergente. 

8.6. On a, par récurrence, un > 0 , (donc un+ 1 existe), et ce pour tout n. 
Si la suite converge, c'est vers a. vérifiant l'égalité a. = 2 ln ( 1 + a.) . 

Existe-t-il un tel a. ? 

2 1-x Soitx -g(x) = 21n(l+x)-x,ona:g'(x) = -1--1 - --
+x - l+x' 

X 0 1 a. +OO 

g' + 0 -

g 

0 ------------
~-OO 

vu les variations il existe un et un seul a.> l, tel que a. = 2ln(l +a.). 

Soit alors a = inf (u0, u 1, a.) et b = sup (u0, u 1, a.), montrons que, 

pour tout n, a:;;;;; un:;;;;; b. C'est vrai sin = 0 ou l. Si c'est vrai jusqu'au 
rang n + 1 , on a, par monotonie de la fonction x - ln ( 1 + x) 

ln(l +a):;;;;; ln(l +un):;;;;; ln(l + b) 

ln(l +a):;;;;; ln(l +un+ 1):;;;;; ln(l + b), donc: 

2ln(l +a):;;;;; ln(l +un)+ ln(l +un+ 1):;;;;; 21n(l + b). 

Comme a:;;;;; a.:;;;;; b, on a alors g(a) ~ 0 et g(b):;;;;; 0, soit 
2ln(l + a)-a ~ 0 et 2ln(l + b)-b:;;;;; 0, d'où: 

a :;;;;; 2 ln (1 + a) :;;;;; un+ 2 :;;;;; 2 ln ( 1 + b) :;;;;; b . 

Donc par récurrence, la suite des un est bornée par a et b. 

On pose alors Â.n = inf { Up ; p ~ n} et µn = sup { Up ; p ~ n} . 

Pour n + 1, {up; p ~ n + 1} c {up; p ~ n}, d'où, pour les bornes, 

Â.n + 1 ~ Â.n et µn + 1 :;;;;; µn : les deux suites sont monotones majorées par 
a et b, donc elles convergent. 

Soit Â. et µ leurs limites. 

On a, 'Vp E IN, Ân:;;;;; Un+p:;;;;; µn 

Ân :;;;;; un+ 1 + p :;;;;; µn, d'où, (croissance du logarithme) 

2ln(l + Â.n):;;;;; ln(l + un+p) + ln(l + Un+p+ i):;;;;; 2ln(l + µn), 
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soit: 

2ln(l + Â.n) ===:;; Un+p+2 ===:;; 2ln(l + µn). 

Soit alors q ~ n + 2, 2ln(l + Â.n) minore l'ensemble des uk, k ~ q, 
donc 2ln(l + Â.n) ===:;; Â.q, pour tout q ~ n + 2, et de même 

µq ===:;; 21n(l + µn), pour tout q ~ n + 2. 

En fixant n, si q tend vers + oo, on a : 

2ln(l + Â.n) ===:;; Â. ===:;; µ ===:;; 2ln(l + µ), puis sin tend vers+ oo cette 
fois, 

2ln(l + Â.) ===:;; Â. d'où g(Â.) ===:;; 0 : on a Â. ~ a., 

et µ ===:;; 2ln(l + µ) d'où g(µ) ===:;; 0 etµ===:;; a. ; 

enfin, Â.n ===:;; µn donne Â. ===:;; µ à la limite, d'où a.===:;; Â. ===:;;µ===:;;a. et l'égalité 

Â. = µ = a. mais alors : îlE > 0, 3n0, îln ~ n0, a.- E ===:;; Â.n ===:;; µn ===:;; a.+ E, 

et vu la définition de Â.n et de µn , on a aussi : 

d'où finalement lim un = a.. 
n~+oo 

8. 7. On peut commencer par préciser, par récurrence, que les an et 
bn existent et sont strictement positifs, ceci pour tout n. 

Ona 2 1 
bn+ 1 = an+ ibn = 2 (an+ bn)bn et : 

2 12121 . 
an+ 1 = 4 an+ 4 bn + 2 anbn, donc 

2 2 1 2 2 . 
@ : bn+ 1 - an+ 1 = 4 (bn -an), soit encore: 

1 
(bn+ 1 -an+ i)(bn+ 1 +an+ i) = 4 (bn -an)(bn +an), 

et comme on a des nombres > 0, bn - an est finalement du signe de 
b0 -a0 = b-a. 

La relation @ donne également b2 - a2 = ..!.. (b2 - a 2) donc 
n n 4n 

lim (b!-a!) = 0. 
n~+oo 
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Puis, (recherche d'une monotonie), on considère 
b -a 

an+ 1 - an = T , de signe constant, celui de b - a , (ou toujours nul 

si b = a , mais alors les deux suites sont constantes, égales à a) : la suite 
(an) est monotone. Il en est de même de la suite des bn car: 

h!+1-b! = bn(an+1-bn) = ~ bn(an-bn) : de signe constant, celui de 

a - b , donc les deux suites sont de monotonie opposées. 

Il est temps de conclure: si a> b, la suite (bn) est croissante, celle 
des an décroissante, et bn - an< 0 : on a donc b0 < ... < bn <an< ... < a 0 , 

d'où deux suites monotones bornées donc convergentes vers la même 

limite l( a, b) puisque b! - a! tend vers O. 

8.8. Avant toute chose, une telle suite existe-t-elle, c'est-à-dire, pour 

un n donné peut-on résoudre l'équation x5 + nx- 1 = 0, (ce qui per­
mettra de prendre pour valeur de un , l'une des racines réelles de cette 
équation). 

Si ln(x) = x5 + nx - 1, ln'(x) = 5x4 + n est positif, strictement sur 
IR*, donc ln est strictement croissante sur IR, d'où l'existence et l'unicité 

de un . De plus, ln ( 0) = - 1 et ln ( 1) = n > 0 si n e IN* , donc u0 = 1 , 
et une ]0, 1 [,pour tout n de IN*. 

5 
Comme ln+i<un) = un+(n+l)un-1, 

5 = un+ nun - 1 +un = un> 0, on a : 

0 < un+ 1 < un , ( ln + 1 ( x) est < 0 si x < un+ 1 , et > 0 si x > un + 1 }, 

donc la suite (un) est décroissante minorée, donc convergente vers une 

limite l ;i:: 0. 

L'égalité 
l>O:>nun 

5 
nun = 1-un e [0, 1], montre que 
- nl, donc ne reste pas borné). 

n~+oo 

l = 0, (sinon, 

0 , . 1 1 1 d' ' , . 1 ' 1 n peut ecnre un = --4 - - _ 1 4 , ou un eqwva ent a -
n + un n 1 + n un n 

lim 1 4 0 car - un= . 
n-++oo n 
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En poursuivant, on a 
1 1 un = ----- = --------

( 1 )4 1 -1 4 -4 n + --4 n + 4 ( 1 + n un) 
n+un n 

= ~ l+~ (:+o(l)) = ~ (1-:5 +0(:5)) 

n 

= ! _ 16 + o (\),d'où les deux premiers termes du dévelop-
n n n 

pement asymptotique de un . 

8.9. Étudions les variations de gn, définie sur ]O, l[ par: 

x2n+l x2n-nxn+l_nxn-l+l 
gn(x)=fn(x)-n= n+l n-1-n= n+l n-1 

x +x x +x 
ou plutôt, comme cela va être horrible et qu'on cherche les zéros de gn, 
fraction rationnelle dont le dénominateur reste positif, cherchons le 
. d , h d'fi . h ( ) 2n n+ 1 n-1 1 signe u numerateur, n e in1 par n x = x - nx - nx + . 

Ona: h'n(x) = 2nx2n- 1-n(n+l)xn-n(n-l)xn- 2 

n-2 n+l 2 =nx (2x -(n+l)x-n+l), 

du signe de kn(x) = 2xn+ 1-(n + l)x2-n + 1 sur ]O, l[. 

On a: k'n(x) = 2(n + l)xn -2(n + l)x 
dans ]O, l[ d'où k'n < 0 

= 2(n + l)x(xn- l - 1) avec x 

sur ]O, l[, donc kn décroissante avec kn(O) = -n + l, (et n;;;. 2): on a 
kn négatif sur ]O, l[, donc h'n aussi; finalement hn décroît sur ]O, l[ 
strictement de hn(O) = 1 à hn(l) = 2(1- n) < 0 : il existe un seul xn 

dans ]O, l[ tel que hn(xn) = 0, avec hn(x) > 0 sur ]O, xn [ et hn(x) < 0 sur 
]xn, 1 [,d'oùuneseulesolution, xn,àl'équation fn(x) = xn,sur]O, l[. 

n+l -n-1 n-1 -n+l x +x +x +x Ona fn+1(x)+ fn-1(x) = ------_-1 ___ _ 
x+x 

n - n -1 = x +x = (x+x )fn(x), 
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I 
et comme lnCxn) = n, et que, sur ]O, I[, la fonction g: x ----+ x + -

X 

décroît de+ oo à 2, on a xn + ..!.. > 2, d'où ln+ 1(xn) + ln- 1(xn) > 2n. 
Xn 

2n I 
En fait ln est monotone sur ]O, I[, car avec f,n(x) = x 1 + 1 on n+ n-

X +X 
a: 

ln'(x)(xn+ 1 + xn-1)2 

= 2n(x3n + x3n-2)- ((n + I)xn + (n - I)xn-2)(x2n + I) 

= (n - I)x3n + (n + I)x3n- 2 - (n + I)xn - (n - I)xn- 2 

= (n-I)(x3n_xn-2)+(n+ I)(x3n-2_xn), 

]o I [ I 3n n - 2 3n - 2 n d' ' J, 1 0 or sur , , pour n ;;;.: , on a x < x et x < x , ou n < sur 
]O, I[, (ce qui au passage permettait d'avoir l'existence et l'unicité de xn : 
en croyant simplifier, j'ai allongé la solution). 

Justifions par récurrence la croissance de la suite. On trouve 
x2 = 0,435 et x3 = 0,5I8 donc x3 > x2. 

Supposons xk > xk-l pour k:;;;; n, (et k;;;.: 3 ). 

Ona ln+ 1(xn)>2n-ln- 1(xn),avec ln-l décroissante 

donc ln- l (xn) < ln- l (xn_ 1) = n - I, puisque xn- l < Xn, 

d'où ln+ 1(xn)>2n-(n-I) = n+I. 

Comme ln+ 1 décroît et que ln+ 1(xn+ 1) = n + I, c'est que: 

La suite (xn)n..,, 2 est donc croissante, majorée par I, elle converge. 
Vérifions que la limite est I. 

Soit a e ]0, I [ , on veut prouver que pour n assez grand on a xn > a , 

c'est-à-dire que ln(a) est> n, ou que ~ · ~ · (an+ In) devient supé-
a+ - a 

a 

. 'I .,, . , I I I Id neur a , or cette quantite eqwvaut a --I · -n avec - > one sa 
a+- na a 

a 
limite est + oo. 
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Elle devient supérieure à 1 pour n assez grand, donc \:/a e ]0, 1 [, 
3n0, \::ln ;a.. n 0, a os; xn < 1 : on a bien convergence des xn vers l. 

Ce fut laborieux ! Mais vous savez ce que c'est, il y a des jours où les 
raccourcis que l'on prend allongent le chemin ! 

8.10. Le nombre a = 1 +2 J5 fait penser à un zéro d'un trinôme, 

dont l'autre racine serait a' = 1 -2 J5 : on a a.a' = - 1 et a+ a' = 1 , 

cela ressemble aux zéros de X 2 - X - 1 . 

Justifions, par récurrence sur n, l'appartenance de an+ a'n à7Z. C'est 

vrai pour n = 0, l, (a+ a'= 1) et 2 car a.2 =a+ l, a.'2 = a'+ 1 donc 

a.2 + a.'2 = 2 + a+ a' e 7Z . 

Ef . n+2 n+l n n+2 n+l nd n ait a = a + a et a' = a' + a' , one en notant 

Sn = an + a' n, on a Sn+ 2 = Sn+ 1 + Sn , d'où par récurrence, l'apparte­

nance de Sn à 7Z. Mais alors an = Sn - a'n donc d(1l, an) os; lar, et 

même d('O., an) = d('O., a'n), la distance étant invariante par translation. 

. (./5 - 1)2 1 . , . ' En fait, pour n = 2 , on a - 2- < 2 car ceci eqmvaut a 

6-2./5 < 2 soit 4 < 2./5, ou 16 < 20 : c'est vrai, donc pour n ;a.. 2, 

d('O.' rvn) -- lrv'ln -- (./52- l)n d 1 . d d' A "" "" = un , one a suite es un ecroit et con-

verge vers O. 

sinn 8.11. Existence: on a un = existe pour tout n ;a.. l, 
Jn<Jn- sinn) 

(sinl:t=l etn;a..2~Jn-sinn>O). 

L d . . sinn 1 es un ne sont pas e signe constant, mais un - -- , a ors on retran­
n 

h . 1,, . al sinn . k c e et on ajoute eqmv ent, vn = -- , pour voir, comme au po er. 
n 
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0 sinn sinn ( 1 1] nau = --+-- . -
n n n 1-~ 

Jn 

. 2 
sin n 

avec wn = ---=---
n(,/n- sinn) 

On a wn = 0 (nI12) : la série des wn converge absolument, quant à 

sinn 1 . 
vn = -- , on a - qw tend vers 0 en décroissant, et les sommes 

n n 
q 

Sp, q = L sink, (p < q) qui sont bornées par rapport à pet q, donc, par 
k=p 

le critère d'Abel, la série des vn converge, celle des un aussi. 

8.12. Le critère de Cauchy n'est pas vérifié. En effet, soit E = ~,et 
n fixé dans IN. La suite (nk)ke IN étant une suite strictement croissante 

d'entiers, elle diverge vers+ oo, donc 3k tel que nk;;;.: 2n. 

nk 

Soit p = E (~k)+ 1, on a p;;;.: n, et L u,.;;a.. (nk-p+ l)unk' car la 
r=p 

suite des un est décroissante, et p = E (~k) + 1os;~k+1, donc 

nk 

nk + 1 - p ;;;.: ~k . A fortiori, on a : L u,.;;;.: ~ nk unk ;;;.: ~ , vu l'hypothèse 
r=p 

faite sur les nk. 

On a finalement : 

1 q 1 
3e = 2, "i/n, 3p ;;;.: n, 3q ;;;.: p, L u,.;;;.: 2, 

r=p 

on a bien nié le critère de Cauchy, d'où la non convergence de la série. 
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8.13. On peut penser à un développement limité en se disant qu'on 
a affaire à un de ces exercices rendus obsolètes par l'emploi du calcul 

. (ln(n + 1)) (ln(n + 2)) 
formel,mats ... ona: un= ln Inn -ln ln(n+l) = an-an+I 

si on pose an = ln (1n<::i: l)), et dans ce cas la série des un converge 

si et seulement si la suite des an converge, ce qui est le cas car 

lim ln(n + l) = 1 donc (an) converge vers O. De plus, la somme de 
n-++oo Inn 

1 ' · t 1 ln llnn3
2 -- ~ un. a sene vau a ors a 2 = ~ 

n=2 

814L ''l ldla'" 1 · . . e terme genera , un , pour n ;;.. , e sene vaut : un = - s1 
n 

n ;jll O(m), et umk = .,:k. Si la série converge, et a pour somme S, en 

particulier on aura : 

s = lim smk• 
k...++oo 

mk 1 k x-1 
Or smk = L - + L m 

p=lp q=I q 
x-1 

= ln(mk) + C + - (lnk + C) + o(k), 
m 

avec C constante d'Euler, ou encore : 

( x-1) ( x-1) smk = c 1 + m + lnm + 1 + m lnk + o(k). 

Cette expression admet une limite, lorsque k tend vers + oo, si et seu-

l · 1 x- l 0 · 1 ement s1 : + -- = , soit pour x = - m . 
m 

Donc, pour x -:t:. 1 - m , la série diverge, et pour x = 1 - m , il reste à 
justifier que la série converge, c'est-à-dire que lim Sn existe, (et pas 
seulement la suite extraite des skm ). n...++oo 

Or, pour n dans IN, il existe un seul k tel que : mk :e;; n < mk + m , et 
en utilisant le calcul précédent on obtient : 
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n 
1 

I. r' 
r= mk+ 1 

n 
1 = lnm + L - + o(n), compte tenu de la valeur de x et du 
r 

T" mk+} 
fait que k tend vers + oo si n tend vers + oo. 

La somme des ! , est une somme d'au plus m termes, tous positifs 
r 

majorés par ~k donc cette somme se majore par ~ et finalement 

ISn - ln(m)I :s;;; ~ + o(n) avec ~ qui tend vers 0 sin tend vers+ oo: on a 

lim Sn = ln(m), d'où la convergence de la série et sa somme. 
n~+oo 

8.15. Comme, pour s <s' on a wn,s :s;;; wn,s', d'après (1), et ceci pour 
tout n, on a T 5 :s;;; T 5., donc la suite des T 5 est croissante majorée donc 
convergente. On note T sa limite. 

Par ailleurs, pour touts fixé, et pour N fixé aussi, on a : 

N 

0 :s;;; L wn,s :s;;; L wn,s = T 5 :s;;; M, donc, pour N fixé, si s tend 
n=O n=O 

vers + oo, on en déduit que : 

N 

0 :s;;; L ln :s;;; T , par somme d'un nombre fini de limites. 
n=O 

La série de terme positif ln ayant la suite de ses sommes partielles 
majorée, converge, et sa somme L vérifie l'inégalité L :s;;; T . 

Repartant de l'inégalité 0 :s;;; wn, s :s;;; ln , quel' on peut maintenant som­
mer en n, on a T 5 :s;;; L, donc en prenant la limite en s, il vient T :s;;; L, 
d'où l'égalité. 

8.16. Les un sont définis,> 0, et même> 1 pour n ~ 1, on peut 

donc définir 0n E [ 0, ~] , tel que sin0n = ~n, pour n ~ 1 . 
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Pour exploiter la relation 
. 2 112 

introduitcosen+1=(1-smen+1> '(car cosen+l;;;.o puisque 

en+ l E [ 0, ~] ), soit : 

- ( 1 )112 cos0n+l - 1--2- = 
Un+l 

2 112 
(un+ I -1) 

Mais alors: 

cos(en+ l - en) = cos en+ l cos en+ sin en+ l sin en 

( Uo + ... + Un}( Uo + ... + Un- l) 1 = +---
un Un + I Un Un + I 

= 

avec 1 + (u0 + •.• +un_ 1)2 = u! ; soit encore: 

puis: 

= = cos0n+l 

sin(en+ l -en) = sin en+ l cos en - sinencosen+ l 

= 1 Uo + ··· + Un - l 1 Uo + ··· + Un 

1 
= - -- = - sin9n+l; 

Un+l 

d'où l'égalité: 

i(9n + 1 - en) • • - ;an+ 1 ' ' ' • 
e = cosen+1-zs1nen+I = e ,doulontrre: 

en+ l - en = - en+ l• modulo 27t, avec: 

9n+l-9n = -0n+l' ou encore que en+l = 
enfin la raison de ce changement de variable. 

1 2 en' et on comprend 
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0 0 01 . d ' d 1 n a = -- qw ten vers zero, one : - = 
n 2n-l Un 

. . 01 
smO = sm --

n 2n-l 

est équivalent à 
01 

et 
2n 

est équivalent à 201' 
2n-l avec 

un 

01 
Ar . 1 Ar . 1 = csin - = csin Jl;; 

Ul 1 +x2 

d fun 2n 2 Ar . 1 . 1 bl . one - = csm , expression va a e aussi pour 
n-t+ooUn JI+x2 

x = 0 , et même pour tout x, puisque les calculs sur les un commencent 

pour n = 1 et u 1 = J1 + u~;;;.: 1 . 

8.17. a) Si on pose uk,n = ( 1 + k!nrn = --1--, pour n fixé, 

(1+k~r 
si k tend vers + oo, uk, n est équivalent à (~r · :n : avec n ;;;.: 2 on a le 

terme général d'une série convergente, donc ~ (i + kbn)-n 
î.J n = an 

k=l 
existe. 

( b )n ntn(l+k ~) 
b) On a 1 + k ; = e , et en utilisant l'inégalité 

ln (1 + x) .;;;;; x , valable pour x > - 1 , on a : 

uk, n ;;;.: ()nJ, et, en sommant pour k ;;;.: 1 , 

a = n 
1 
-b 

1-e n 
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. ::::.. 1 soit a,. .... -b-- . 

en-1 

2 

L'inégalité ln(l + x) ;a.: x- ~ , (valable pour x ;a.: 0 ), ne conduit pas à 

a,.b,. :s.;; 2, (sauf erreur de ma part), mais, pour n fixé 

u,. = j(k) = ( l b r est fonction positive décroUsante de k, et 

l+k: 
l'inégalité : 

f(k):;;;; f(x), pour x e [k- l, k], conduit, en intégrant, à: 
k 

uk,n = f(k):;;;; J dx ,. , et en sommant, à: 

k-l(l+x~) 
+oo +oo 

•.= Lv"f ( ~ r 
k=I o 1+-!!x 

n 

soit, comme on a supposé n ;a.: 2 : 

.... :. . (n~ 1) · l (1+~1.rr 
ou encore: 

n 1 n n-1+1 1 
a :E;--·-,avec-- = --- = 1+--:s.;;2 

" n - 1 b,. n - 1 n - 1 n - 1 ' 

on a bien a,.b,. :;;;; 2 , pour tout n ;a.: 2 . 

+oo 1 p 1 
3°) Comme a,. = L ( kb )" = p~~00 L ( b )", et que 

k=l 1+~ k=l l+k: 

l'on cherche lim a,., on se retrouve à la tête d'un problème d'interver-
n~+oo 

sion de limite. 

p 1 
Posons f(p, n) = L b ,. . 

k=l (l+k :) 
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( 
b )n n!n(l+k ~) 

Pour p fixé, si n tend vers + oo, 1 + k : = e n , avec les bn 

bornés, tend vers /b car l'exposant est équivalent à n · k ~ = kb, puis­
n 

que les bn tendent vers b > 0 ; 

p 1 p (l)k 
donc lim f(p, n) = <p(p) = L Tb = L [; · 

n-++oo k=l e k=l e 

Pour n fixé, lim f (p, n) = 'If( n) = an , et cette convergence est uni­
p-+ + oo 

forme en n. Pour le justifier, nous allons justifier la convergence domi-

née, (en n), de la série des u,. = ( 1 b r 
l+k: 

D'abord, lim bn = b > 0, et les bn sont tous * 0, donc la suite des 
n--++oo 

bn est minorée par un 13 > 0 ; traduire la limite avec E = ~ , d'où n0 tel 

que n;;;;:.: n 0 ~ bn;;.: b- ~ = ~,puis prendre 13 = inf (b2, b3, ••• , bno• U. 
1 

On a donc 0 ,;,;;;; uk n ,;,;;;; · 

' ( kl3)n l+-
n 

Puis, x ~ g(x) = ( 1 + k!T" est monotone, 

_,.1n(1+~) [ kl3 x(-k~)l 
car g(x) = e " , donc g'(x) = - ln ( 1 +-;-)- ; 13 g(x) 

l+-
x 

est du signe de z(x) = x !~l3 - ln ( 1 + k!). 

kl3 
-2 

On a z'(x) = - kl3 x - kl3 kl3 
(x + kl3)2 - 1 + kl3 - x(x + kl3) - (x + kl3)2 

X 

= 
2 

(kl3) 2, fonction positive pour x > 0, 
x(x + kl3) 
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donc z est croissante, or lim z(x) = 0, donc z est négative et g' aussi 
x~+oo 

sur ]O, + oo[. 

Mais alors g est décroissante, et uk, n est majoré par g(2) pour n ;;;. 2 , 

. 0 1 4 b" l soit .;;;;; uk n .;;;;; 2 - 22 : on a 1en convergence norma e, 
' ( 1 + kf) k ~+OO ~ k 

(en n ), de la série des ( uk, n) k .. 1 , et le Théorème d'interversion des limi­

tes s'applique, (on est à valeurs dans IR complet), donc lim <p(p) et 
' p~+oo 

+oo 

li . , , al d' ' l" ~ ( 1 )k 1 1 m an existent en etant eg es, ou 1m an = L.i -;; = -;; · --1 
n~+.. n~+.. k-1 e e I--

- b 
e 

soit encore lim an = ~ , valeur strictement positive. 
n~+.. e - I 

8.18. Et si on calculait, avec les exponentielles? On a: 

un = ~ ~i\-1y(eiitj/n +2e- iitj/nr 

1=0 n-1 n 
= ~ L (- IY L e!eiitjklne-iitj(n-k)ln, 

j=O k=O 

n n - 1 iit (k . k ') 1 k ·.,. ,+, · 
= - L en L <- 1 >7 e <- 1 r, n 

k=O j=O 

car e- iitj = (- IY, donc (- IY(- IY = 1 disparaît, (comme 2n au 
départ) et: 

l n k n-1( 2i ~Jj 
un= - Len L e . n 

k=O j=O 

On a la somme des termes d'une progression géométrique de raison 
2ikitln s· k 0 k l . 1 l l . e . 1 = , ou = n , a raison vaut et a somme n, a ors que s1 

0 < k < n , la raison est différente de 1 et la somme est nulle, 

( = e:::::_\ = 0 J. 
Finalement, un = ! (e~n + e:n) = 2 : la suite est constante. 

n 
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n 

8.19. En posant Sn = I, a!, on définit une suite croissante, (les an 
k=l 

sont réels) qui sera : 

soit bornée, alors Sn converge vers S > 0 , (les an ne sont pas tous nuls 
n 

sinon les an I. a! le seraient), donc an converge alors vers ~ car ansn 
k=l 

tend vers 1 ; mais la convergence de la suite des Sn suppose que ak tend 
vers 0 : c'est exclu ; 

1 
soit non bornée, mais lim Sn = + oo et an = S- · anSn converge alors 

n~+ 00 n 
vers O. 

Finalement la suite des an converge vers 0, et la série des a! diverge. 

8.20. En fait si une telle suite existe, u 1 est non nul, puis u2 = _!_ , 
U1 

2 3 3 1 , 
u3 = - = 2u1 ; u4 = - = -2 · - : on sent une recurrence. Suppo-

u2 U3 U1 

sons 

1 1·3 · 5 · ... (2n-3)(2n- l) 
queu2 = -· 

n u 1 2·4·6· ... (2n-2) 

2 ·4· ... 2n 
etu2n+l = U1·1·3· ... (2n-1)' 

. . . 2 4 2 ·4 ce qui est vrai s1 n = , car u 5 = - = u1 · -1 3 . U4 . 

Al _ (2n + 1) _ 1 (2 l) 1 · 3 · ... (2n - 1) ors u2n + 2 - - - · n + · ----'-----'-
u2n + l Ul 2·4· ... 2n 

1 1 · 3 · ... (2n - 1)(2(n + 1)- 1) = ~·---~-~~~-~~ 
U1 2 · 4 · ... (2(n + 1)- 2)' 

(2n + 2) _ (2 2) 2 · 4 · ... 2n et u 2n+ 3 = - u 1 n+ · ------
u2n+2 1·3· ... (2n+1) 

2 · 4 · ... (2(n + 1)) , , 
= u 1 · 1 . 3 .... (2 (n + l)- l) : c est recurrent. 

On va arranger un peu cela en : 

1 (2n)!2n (2nn!)2 
u2 = - et U2n+ 1 = U1. (2n)' .. 
• n U1 (2nn!)2 
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On a alors: 

n 4 
U2n+ 1 _ 2 (2 n!) t. 
-- - Ul ·. 2 e. 

U2n 2n((2n)!) 

1 ((2n + 2)!)\2n + 2) 1 ((2n)!/(2n + 1)2(2n + 2)3 
2 n+l 4 = 2 n 4 4 4 
u1 (2 (n + l)!) u1 (2 n!) 2 (n + 1) 

Un peu de Stirling pour faire le ménage : rappelons que : 

n! -(~r ,J2nn' sin tend vers+ oo, d'où: 

24n 4n - 4n(2 2 
U2n + 1 2 n e 1tn) 2 1t 
-;-2 -U1· 2 24n 4n -4n4 = U1 2' 

n n n e nn 

alors que: 

U2n+2 1 24nn4ne- 4n · (41tn)25n5 2 
u2n+3 - u~ 24nn4ne-4n41t2n224n4 =nu~' 

d lim uk + 1 1 . ul . 2 2 d' , d on aura one -- = , s1, et se ement s1 u1 = - ou eux 
k-++oo uk 1t 

h .d 12 12 ·a· 'd · 1· c oix e u1, ~1i:. et - ~1i:., qm con msent a eux smtes so ut1ons. 

+oo 

8.21. On sait que e = I, fr. Sie est rationnel, en écrivant e = P., 
k=O • q 

sous forme de fraction irréductible, avec p et q entiers positifs, on aura 
n +oo 

p = qe,d'où,pourtoutn:p = I, fi+ I, fi,etaussi: 
k=O k=n+l 

1 n 1 

Pour k os;; n, q ~Ï est un entier, donc n!p- I, q ~Ï est un entier stric­
k = O 

tement positif, la somme des q ~;,pour k ~ n + 1 n'étant pas nulle. 
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n! Or, pour k ;;;:.: n + 1 , on a 
k! = 1 ,,;: 1 d 

1 2 --k-, one (n + )(n + ) ... k n -n 

OO n' q OO 1 q 1 
L q · kÏ :s;;; n · L -; = n · -1 

k=n+l r=O n l--

:s;;; _!]_ 
n-l' 

n 

majorant qui tend vers 0 si n tend vers + oo. En choisissant n tel que 

~ :s;;; ~ pour faire notre petit découpage, on obtient 

n 1 1 
0 < n!p - L q ~Ï = un entier :s;;; 2 : dur, dur à assumer ! Donc e est 

k=O 
irrationnel. 

Autre méthode. 
n 

En posant un = L i! , la suite des un est strictement croissante, de 
k=O 

1. . E 1 lffilte e. n posant vn = un+ I , on a : 
n. 

2 1 1-n 
Vn+i-vn = (n+l)!-n! = (n+l)!:s;;;Q pourn;;a.:l,(et<Osin;;a.:2). 

La suite des vn est décroissante, convergente verse puisque ~ tend vers O. 
n. 

On a donc, pour tout n ;;;:.: 2 , 
U1 < U2 < ... <Un< e < Vn < ... < V2 = V1 , 

d'où: un<e<vn,pourtoutn;;a.. 1. 

Si e est rationnel, avec e = P. , on aurait : 
q 

q!uq<P · (q-1)! <q!uq+ l, avec q!uq entier: c'est absurde, 
l' enti~r P.< q - 1) ! ne pouvant être compris strictement entre deux entiers 
consecuufs. 

1-n 

8.22. En posant tn = u , d'où ntn - 1 dt = du , donc ndt = u--;-du , 
on aura: 

( l)n 1 ( l)n f l+; (1 )lin ;-ld f l+; 1 ( (1 ))l/nd un = + u u u = - u + u u, 
1 1 u 
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et là, on y voit plus clair car lim (1 + !)n = e , limite obtenue par 
n~+oo n 

1 "nfi' . (1 l)n 1 1 lin . , . ' va eurs i eneures car + - :s;;; e ~ + - :s;;; e , ce qm eqmvaut a 
n n · 

ln ( 1 + ~) :s;;; ~,vrai par concavité de x --+ ln(l + x), et sur [l, e], il est 

vraisemblable que ( u + u2) lin converge uniformément vers 1. Comme 
on a, pour 1 :s;;; u :s;;; e , par croissance des fonctions intervenant : 

2 lin 2 lin 
1 :s;;; (u + u ) :s;;; (e + e ) , on a: 

1 
2 lin 1 2 lin . . 

(u + u ) - 1 :s;;; (e + e ) - 1, m3:Jorant qm tend vers O. 

1 2 lin 
Soit gn : u --+ - ( u + u ) , et g : 

u 
on a donc 

lim llgn -gll .. = 0, (norme infinie sur [l, e]). 
n--i-+oo 

Il en résulte que : 

un - s: g(u)du = un - [lnu]; = un - 1 

= J(l+ff(gn(u)-g(u))du-Je n g(u)du, 
1 0+~ 

d'où: 

lun - li :s;;; s: llgn -gjl .. du + llgil .. (e -( 1 + ~T) 

:s;;; <e - I>llgn -gll .. + llgil .. (e-( i + ~T)· 
majorant qui tend vers 0, d'où lim un = 1 . 

n...++oo 

8.23. En écrivant : 

un= 31n (~+~+ ... + 31n-2] 
l+- l+- l+--

3n 3n 3n 
1 n-1 1 

= 3n I. 
k=O 

l' 
k+-

3 l+-­
n 
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on reconnaît une expression qui conduit à la formule de la moyenne 
dans les intégrales. 

En posant j(t) = -1
1 , fonction définie continue, de classe C~ en 
+t 

fait, sur [O, l], on a: 

n-I [ 1) = ! ~ !1 k+- . un 3 L.i 3 . n --
k=O n 

. . . 1 JI dt ln2 c'est une somme de Riemann, de hm1te Â. = 3 
0 1 + t = 3 · 

Pout la recherche de l'équivalent, on doit comparer une intégrale et 
une somme : on coupe l'intégrale en somme pour obtenir : 

k+I [k 1) 1 n-1 - 1 n-1 1 + 3 
vn=Â.-un=3 L f~n j(t)dt-3· L ;,f-;---' 

k=O n k=O 

k+- k+I k+-[ 1) [ 1) 
et comme ~ f ~ = f ~ n f ~ dt, il vient : 

n 

[ [ 1)) n-I k+I k+-

Vn = ~ ~ f ! n j(t)- J ~ dt, 
k-0 n 

et le reste repose sur la formule de Taylor Lagrange à un ordre conve­
nable. 

. 1 
k+-

p k k + 1 ·1 . 3 1 our t entre - et -- , i eXJ.ste ck entre t et -- te que: 
n n n 

avec ck fonction de tetdek bien sûr, mais avec 1 /"(ck)I:;;;; llJ"ll~, norme 
prise sur [O, l], segment sur lequel /",continue, est bornée. 
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On a donc: 

[ 1] [ 1] n-1 k+- ~ k+-

Vn = ~ ~ J' -!- J~ n t--!- dt+ 
k-0 n 

n-1 

~l: 
k=O 

~ [ k+!]2 
J~ n t--!- f"(ck)dt. 

n 

La première somme vaut : 

_ 1 n - 1 1 [[ k + ~]2]k : 1 
1 [k + ~] _ 1 n - 1 

1 [k + ~] 
s - - l: - t--. ! - - - l: ! - , 

n 3 2 n ~ n 18n2 n 
k=O n k=O 

1 1 n-1 k + 3 [ 1] 
donc nsn = 18 · ;; L f' ---;--- , expression ayant pour limite 

k=O 

1 Jl 1 1 
18 0 

f'(t)dt = 18 (/(1)- /(0)) = - 36 , (somme de Riemann pour 

f'). 

La deuxième somme se majore : 

n-1 k+ 1 [ k + !]2 

ltnl ~ ~ llJ"ll .. L J~ n t--!- dt, 
k= 0 n 

.. 1~ 11!"11-% [[.-k:~rr. 
n 

n-1 

~ 118 llJ"ll.. l: ~, 
k=O 3n 

llJ"ll .. 
~--

54n20 
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On a donc v 11 = s11 + t 11 , avec fun ns11 = - 3
1
6 et lim nt11 = 0 car 

n~+oo n~+oo 

1 1 llJ"ll .. l" . 1 h ch' d 1 nt11 :s;;; 54n : eqmva ent c er e est one - 36n . 

Exercice à rapprocher de 7.17. 

8.24. On a P 0(X) = 1 , fonction toujours> 0, et P 1 (X) = X+ 1 , qui 
s'annule en a 1 = - 1 , en étant< 0 pour x < a 1 et > 0 pour x > a 1 . 

Supposons que l'on ait : 

{

";lx e IR, P2k(x) > 0 ; 

~: 3a2k+ 1 tel que, ";/x < a 2k+ 1, P2k+ 1(x) < 0; avec 

";/x>a2k+1,P2k+1(x)>O,etP2k+1(a2k+1) =O. 

L'hypothèse 2o est vraie. 

En supposant ~, comme P' 2k + 2 = P 2k + 1 , la fonction P 2k + 2 
décroît sur ]- oo, a2k + 1 [ et croît ensuite. 

2k+2 2k+2 
(a2k + 1) (a2k + 1) C 

Or P2k+2(a2k+1) = (2k+ 2)! +P2k+1(a2k+1) = (2k+ 2)! · e 

nombre est strictement positif car a2k+ 1 :;i!: 0, (P2k+ 1 (0) = 1), donc, le 
minimum de la fonction P 2k + 2 est strictement positif, on a bien : 
";/xe IR, P2k+ 2(x)>0. 

À son tour, P' 2k + 3 = P 2k + 2 , donc P 2k + 3 est strictement croissante 
de - oo à+ oo : ce polynôme s'annule une et une seule fois, en a2k + 3 , et 
on a bien P2k+ 3(x) < 0 six< a2k+ 3 , puis P2k+ 3(x) > 0. 

On a justifié~+ 1 vrai, d'où, par récurrence: les P211 ne s'annulent 
pas, et les P 211 + 1 ont un seul zéro. 

Soit alors a réel fixé, on a lim P211 + 1 (a) = ea > 0, donc: 
n~+oo 

";/ae IR,3n0, ";/n;;;;.:n0,P211 +1(a)>0. 

Mais alors, pour ces n, on doit avoir a211 + 1 < a , vu les variations de 
P 211 + 1 , donc on a : 

\;/a e IR, 3n0, ";ln;;;;;.: n 0, a 211 + 1 <a, 

ne serait-ce pas la traduction de lim a 211 + 1 = - oo ? Si fait ! 
n~+oo 
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8.25. Pour un indice k compris entre 1 et n, noté k = n - q , on aura 

n~~ .. (n~qr = n~~ .. (1 -~r = e-q. 

L'expression dn est donc une somme avec de plus en plus de termes, 
mais si on considère la somme d'un nombre fini de termes, pour 
k = n, n - l, ... , n - p , on pourra passer à la limite dans cette somme. Il 
y a donc un problème de majoration des autres termes, (et aussi un 
problème d'indexation en fait). 

En notant k = n - r, r variant de 0 à n - 1 , on a déjà : 

dn = nil(n:rr = nil(1-~r 
r=O r=O 

On fixe p, on suppose n - 1 > p , et on coupe la somme au rang p en 
posant: 

dn = ± ( 1 -~r + nil ( n: rr 
r=O r=p+l 

Soit xn,p = nil ( n: rr, en reprenant k = n - r, c'est encore : 
r=p+l 

n-~-l(n~)n 
xn,p = ~ 

k=l 

On a xn,p > 0 , et on va le majorer par une intégrale en remarquant 

que x ~ xn est croissante pour x > 0 , donc on a : 

d'où!· x os;;; J~ xndx = _l [(1-P.)n+ 1 -(!)n+ 1
], 

n n,p ! n+ 1 n n 
n 

ce qui donne l'encadrement : 

n [( ")n+ 1 (l)n+ l] Ü,;;;; X ,;;;; -- l-C. - - , 
n,p n+ 1 n n 

majorant qui tend vers e- P si n tend vers + oo. 
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Soit alors E > 0 , on choisit p tel que e - P < E , (possible car 

lim e - P = 0 ), puis, pour p fixé, on choisit n > 1 + p , et aussi assez 
p-t+oo 

grand pour que le majorant de xn, P soit inférieur à e - P + E , 

(sa limite + E), ce qui donnera un n0 > 0 tel que, 

'Vn ;a.: n 0, 0 < xn,p < 2E. 

Pourpfixé, pour chacun des p + 1 termes du type ( 1-~r, (r :=:;;; p), 

on a lim (1-.!:)n = e- r, donc, (somme.finie de limites): 
n-t+oo n 

. r _ -1 -r -p _ P ( )n lim L 1 - - - 1 + e + ... + e + ... + e - sp . 
n-t+oo r=O n 

I-e-p-l e e-p 
Cette expression vaut encore Sp = 1 _ 1 = -- - -- et on 

-e e-I e-I' 
peut écrire : 

d __ e_ 
n e-·I 

1 = dn-Sp--fJ---
e-(e-1) 

= (i (1-~T-sp)+xn,p- fJ 1 . 
r=O e-(e-1) 

Comme on a choisitp tel que e-p < E, on a aussi I 1 < ~ < E, et 
(e-1) e-

comme, 'Vn ;a.: n 0, 0 < xn,p < 2E, on a: 

Il existe alors n1 tel que n ;a.: n1 ::::) lr*O ( 1-~r -Spi < E, d'où 

'Vn ;a.: sup (n0, n 1), ldn - e ~ 1J :=:;;; 4E : la suite des dn converge vers e ~ 1 . 

8.26. Les diviseurs de j, entier inférieur à n, sont eux même des 
entiers k compris entre 1 et n. 
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La somme des d(j) représente le nombre de diviseurs de tous les 
entiers compris entre 1 et n. Au lieu de les sommer d'abord pour j fixé, 
comme dans l'énoncé, on peut se donner un entier k entre 1 et n, comp­
ter combien de fois cet entier est diviseur d'un entier inférieur à n, puis, 

n n 

si sk est ce nombre, sommer les sk : on aura I, d(j) = I, sk. 
j=l k=l 

Or k est diviseur d'un j ::;;; n si et seulement si il existe p entier tel que 

j = pk, avec pk::;;; n, soit p ::;;; i. Il y a donc E (i), (partie entière) 

entiers j de ce type, donc sk = E (i). 
On a!!_ 1 < E (!!)::;;; !! d'où en sommant· k k k' ' . 

( 1 1) n n . ( 1) n 1+2+ ... +~ -n< I,sk = _I,d(j)::o;;n l+ ... +~ , 
k=l J=l 

et en divisant par n : 

( 1 + ~ + ... + ~)- 1 < u,. ::;;; 1 + ~ + ... + ~ . 

Comme majorant et minorant se comportent comme ln n , on a 
lim u,. = +oo. 
n~+oo 

8.27. On a une hypothèse faisant intervenir u,. + ~ u 3,. , ce qui est 

linéaire par rapport à la suite. 
La conclusion, (suite bornée ou non), est linéaire aussi par rapport à 

la suite, alors ... on va d'abord se ramener à une limite nulle en sous­
trayant à u une suite constante, v,. = a pour tout n, tel que 

1 4 . 31 
a + 3 a = 3 a = l, soxt a = 4 . 

On considère donc la suite définie par w,. = u,. -!1, on a 

1 . d 0 . . & , b , Eh w,. + 3 w3,. qw ten vers , et on va vorr s1 w,. est LOrcement ornee. 
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bien non. Comme les indices interviennent de 3 en 3, on écrit n de façon 
unique sous la forme : 

a 
n = 3 n bn, avec an et bn entiers, bn et 3 étant premiers entre eux. 

Alors on aura : 
an+ 1 

3n = 3 bn, 

a a 
et si on posait wn = (-1) n3 nbn, on aurait lwnl = n : la suite est non 
bornée, et: 

1 an an an+ 1 an 
Wn + 3 W3n = (- 1) 3 bn + (- 1) 3 bn = 0, 

donc wn + ~ w 3n tend bien vers O. 

Finalement, les suites vérifiant l'hypothèse ne sont pas forcément 
bornées. 

8.28. En écrivant : 

un = ~ (~ + ~ + ... + 2
1n _ 1], on peut appliquer la 

2+- 2+- 2+--
n n n 

1 
formule de la moyenne à la fonction/ définie par: x -----+ f (x) = 2 + x, 

x variant de 0 à 2 : 

on a subdivisé le segment [O, 2] en n parties d'amplitude ~ , et on prend 
n 

2k pour valeur de f, entre xk = 2 + -
n 

2k+2 
et xk+I = 2 +--,la valeur au 

n 

·1· f (2 2k + 1) rm1eu: +-n- . 

lJZ dx 1 1 Onadonc lim un= - -- = -(ln4-ln2) = - ln2. 
n-Hoo 2 0 2+x 2 2 

Pour l'équivalent de vn = un -l, on remarque que: 

2n+ 1 l 2n-1 l 
Vn+l -vn = Un+l -un= L 2k+ 1 - L 2k+ 1 

k=n+l k=n 

1 1 1 =--+-----
4n + 1 4n + 3 2n + 1 
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_ (2n+l)(4n+l+4n+3)-(4n+l)(4n+3) 
Vn+I-vn - (2n+l)(4n+l)(4n+3) 

_ (2n + 1)(8n + 4)- (16n2 + l6n + 3) 
- (2n+ 1)(4n+ 1)(4n+3) 

1 1 
= (2n+l)(4n+l)(4n+3)"" 32n3 · 

La suite des vn, (et celle des un) est monotone, la série des 
1 

xn = vn+ 1 -vn est convergente, avec xn"" --3 = Yn, donc le reste: 
32n 

+oo +oo 

xn-I = L xk = L (vk+I -vk) = - vn, (car lim Vp = 0)' est 
k=n k=n P-++oo 

1 équivalent au reste de la série de terme général -- = f ( n) avec 
32n3 

1 
j(x) = -3· 

32x 
La fonction f est positive décroissante, donc : 

Jp+l d 
j(p + 1).;;;; : .;;;; f(p), d'où l'encadrement: 

p X 

r+I d:o;;;j(p)o;;;r d:. 
p X p- I X 

qui conduit à l'encadrement du reste d'ordre n - 1 
+oo +oo +oo _l_=J dx,.;:: ~_l_:,;;;J dx = 1 

2 --3 ....., k,,,, 3 3 2' 
64n n 32x p = n32p n- I 32x 64(n - 1) 

+oo 

fiai , "al ' ~ 1 d ' 1 et n ement, vn eqwv enta - k.. --3 , one a - --2 • 

p=n 32p 64n 

Ce procédé est très efficace, et sans douleur ! 



CHAPITRE IX 

Analyse fonctionnelle 

Il s'agit d'étudier les suites ou séries de fonctions. En fait, sur un 
espace vectoriel normé, on passe facilement d'un problème à l'autre en 
associant à la suite des un la série des un+ 1 - un . 

Si la convergence simples' obtient facilement, c'est la convergence uni­
forme qui donnera des résultats. Attention à la dérivation d'une limite : la 
convergence uniforme porte sur les dérivées, pas sur les fonctions. 

Il est bon de savoir que, si on a trouvé la convergence simple sur un 
ouvert, bien souvent sur les compacts contenus dans cet ouvert on aura 
convergence uniforme, ou sur des fermés « éliminant » les points 
curieux, (voir 9. 1). 

Ne pas oublier que pour une série, c'est la convergence normale que 
l'on justifie le plus souvent et que s'il s'agit de fonctions d'un intervalle 
dans IR, l'étude des variations permet de conclure facilement, surtout 
lorsque les fonctions sont monotones. 

Cette convergence uniforme sert souvent à justifier des interversions 
de limites mais attention : cela ne suffit pas pour intervertir une limite 
de fonctions, (ou une somme de série) et une intégrale sur un intervalle 
non borné, 1. 

En fait, pour justifier que JI (lim un) = lim JI un , dans ce cas, on uti­

lise un raisonnement basé sur la « convergence dominée » du Théorème 
de Lebesgue, c'est-à-dire la présence en facteur des un, (et de la limite 
u) d'une fonction indépendante den, qui assure la convergence des inté­
grales impropres. Voir l'exercice 9.14 par exemple. 

On peut aussi essayer de justifier le Théorème d'interversion des limites. 

Dans le cas particulier d'une intégrale de série, penser aux séries 
alternées ou aux progressions géométriques qui donnent un majorant, (ou 
un calcul) du reste, et permettent de conclure en justifiant directement 

que J ( L )- L J un tend vers 0 si N tend vers l'infini, voir 9.4, 9.5, 
1 nelN n=e;N I 

9.23 par exemple. 
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Un autre problème souvent posé est la recherche d'équivalents, de 
la somme d'une série ou de la limite d'une suite lorsque la variable tend 
vers une des bornes du domaine de convergence. 

Ne pas oublier qu'on les obtiendra souvent par des inégalités, pou­
vant elles-mêmes provenir de développements limités, ou d'encadre­

N 

ments de sommes du type SN = L f ( n) par des intégrales, lorsque f 
n=O 

est monotone, (pas seulement décroissante). Voir 9.1 par exemple. 

Un mot des fonctions définies par des intégrales, lorsqu'il s'agit 
d'intégrales impropres sur un intervalle 1. Une technique consiste à 
introduire des segments (ln)n e IN dont les bornes inférieures et supé-

rieures ont pour limites celles de I, d'étudier les fonctions fn obtenues 

en intégrant sur In , par Théorèmes de cours, et à justifier le bon type 
de convergence (uniforme le plus souvent) pour conclure, (voir 9.5). 

En ce qui concerne la convergence uniforme, elle est souvent obte­
nue par une convergence dominée de l'intégrale, mais si elle est non 
absolument convergente, il ne Feut pas être question de convergence 
dominée. Pensez alors aux découpages de l'intégrale associés aux chan­
gements de signe de la fonction intégrée, et à la majoration du reste 
d'une série alternée ! Voir 9.15, où j'ai employé les deux méthodes. 

Les problèmes portant sur les intégrales impropres et les interversions 
l . n+l 

de séries reposent souvent sur l'identité -1- = 1 + u + ... + un + ~l , si 
-u -u 

u *' 0 , (voir 9.19), ou sur la connaissance d'un majorant du reste dans les 
séries alternées qui convergent selon leur critère. 

Cette identité sert dans bien des situations, (9.21 par exemple). 

La transformation d'Abel permet d'obtenir des convergences uni­
formes lorsque les sommes Sp,q sont majorées uniformément par rap­
port au paramètre, (9.27). 

En fait, pour l'étude des fonctions définies par des intégrales impro­
pres, la méthode actuelle est de s'appuyer sur les Théorèmes de conver­
gence dominée, lorsqu'ils s'appliquent : on y gagne en efficacité. Voir 
9.28, 9.29, 9.30, 9.31. 

Avec le Théorème de convergence monotone, ils constituent les 
outils efficaces pour l'étude des intégrales impropres absolument 
convergentes. Le recours aux intervalles In , « segments croissants » de 
réunion l'intervalle I d'intégration ne se justifie plus que pour les inté-
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grales semi-convergentes. Voir en 9.29 un exemple d'emploi du Théo­
rème de convergence monotone, ou en 9.31. 

Mais il faut garder du bon sens : si la fonction définie par une inté­
grale se calcule facilement, il est inutile de recourir aux Théorèmes 
généraux ! Voir 9.32. 
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Énoncés 

9.1. On pose un(x) = --1-2-. Étude de la série de fonctions de 
n+n x 

terme général un. Si/ est la fonction somme, équivalents en O+ et en 
+ 00 def 

9.2. On pose f(x) = J: 00

e- 12 cos(tx)dt. Étude et calcul def 

1 

9.3. Étude de f(x) = J dt . Convergence, continuité, 
. o ,J(l + tx)(I - t) 

dérivabilité ? Calcul, développement en série entière. 

J+ OO ,/' 

9.4. Calculer lp = -"- dx pour p e IN* , sous forme d'une 
o e - I 

somme de série. 

, 1 J+ 00 cosxt 9.5. Etude de f: x ---+ f(x) = 2 0 
ch t dt. Montrer que 

+oo 

f(x) = L (- l)n 2n + 1 . 
n=O (2n+I)2+x2 

9.6. Soit q réel, avec lql < l. Montrer que la suite de fonctions défi­
nies sur <I: par : 

n 

un(z) = II (I -lz), 
k=l 

converge vers une limite continue en z. 

9. 7. Soit X métrique compact et Lk l'ensemble des applications k 

Lipschitziennes de X dans m. Montrer que si une suite (fn>ne m d'élé­

ments de Lk converge simplement vers f, alors la convergence est uni­
forme. 

9.8. Convergence et calcul, (sous forme de somme d'une série 
numérique) de 

I = ( 00

x(x-ln(e"-l))dx. 
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I 

9.9. Calcul de l'intégrale 1 = J <1
1-x) dx. 

0 nx 

9.10. Soient/etgdeuxfonctions de C 0 (1R, IR) ,gétant 1 périodique. 
Montrer que 

1 1 1 

lim J f(t)g(nt)dt = U f(t)dt) U g(t)dt). 
n~+- O 0 0 

Peut-on étendre le résultat à des fonctions réglées ? 

9.11. Soit/: [0, 1] HIR, continue, telle que pour tout entier k, 

( lf(t)dt = 0. Montrer que/ est nulle. 

9.12. Pour tout n de IN, on note Tn le polynôme défini par 
T n< cost) = cos nt, pour tout t de IR, et W n le polynôme unitaire pro­
portionnel à T n . On note ~n l'ensemble des polynômes unitaires de 
degré n. 

1°) On munit IR[X] de la norme de la convergence uniforme sur [- 1, 1 ]. 

a) Calculer an = llW nll . 

b) Montrer qu'il existe une suite de points, 
- 1 = y0 <YI< ... < Yn = 1 , en lesquels W n prend alternativement les 
valeurs an et - an . 

c) Soit V un élément de ~n. Montrer que llVll;;;;.. an. 

2°) Soit E = ~0([- 1, l], IR), muni du produit scalaire: 
I 

( f, g ) = J ~) dt , et de la norme euclidienne associée, 
- I 1-t2 

notée v. 
a) Montrer que les W n forment une suite orthogonale. 

b) Calculer (Wn, Wn). 

c) Pour f dans E, minimiser v( f- a 0 W 0 - aI W I - ... - an W n) suivant 
a 0, aI, ... ,an. On note c0, cI, ... ,en les valeurs des a; ainsi obtenues. 

d) La série L,Cn W n converge-t-elle pour V ? 

9.13. Déterminer un équivalent, lorsque a tend vers O+, de 

J+- dt 

o (1 + t4 )(t2 + a2 ). 
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J
+oo 

9.14. Calculer 
0 

e- ty sintdt, pour y> 0. Montrer que la fonctiong 

définie par g(y) = J+ 00 

e- ty sint dt est de classe C1 sur JO,+ oo[. Calcu-
o t 

Ier I = J+oo sint dt. 
0 t 

9.15. Soit 'Y dans JO, l[. Pour x dans [O, IJ, on pose : 
+00 n+l-y +00 n+y 

f(x) = L (- I)n X 1 + L (- l)n _x - . 
n=O n+ -'Y n=O n+y 

Continuité et dérivabilité de f Expression de /(1) à l'aide de 
l 

B(y) = Jo'-y(l-t)y-ldt. 

9.16. Pour A dans Af..(IR.) et p dans IN*, on pose fp(A) = (1 + iJ. 
a) Montrer que la suite des ( fp)p e IN*, converge uniformément sur 

tout compact de Af..(IR.). Quelle est la limite. 

b) Soit A et B dans Af..(IR.). Montrer que: 

p~oo (exp (i) exp (i)J = exp (A+ B), et que: 

2 

p~oo (exp (i) exp (i) exp (-i) exp (- i)J = exp (AB-BA). 

c) Soit ~un sous-groupe fermé de GLn(IR.), on note: 

.9f = {M; Me Af..(IR) ; '\/te IR, exp (tM) e ~}. 

Montrer que .9f est un sous-espace vectoriel de Af..(IR.). Est-il stable 
pour une autre loi ? 

n fois 

9.17. On pose un(x) = (- l)n sin(sin( ... (sinx) ... )). Montrer que la 

série de fonction L un converge simplement, mais pas normalement. 

J
+oo - tdt 

9.18. Développement asymptotique, en+ oo, de f(x) = _e - • 
0 x+ t 
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9.19. Trouver la limite, lorsque n tend vers + oo, de 

J+- n3x <p(x) 1 , 
ln = 2 2 2 dx, lorsque <p est C et bornee. 

--(l+nx) 

+- n 

9.20. Limite en 1- de (1-t) r _t - . 
n= 0 1 + tn 

9.21. On pose 
-t J+- 2 

K = e dt, et on définit f par 
O· 

+- - t2x 

f(x) = J ~dt. 
0 1 + t 

a) Domaine de définition de f Continuité, dérivabilité. 
b) Étudier la limite de f en + 00• 

c) Établirque, 'Vx>O,f(x) = 2Kex e-t dt.Endéduirelavaleur J+- 2 

.{x 
de K. 

J+-
9.22. Convergence et calcul de 

0 
ln(l -e- x)dx = 1. 

9.23. Soient a et b dans IR, avec 0 < a < b . On pose : 

J+ - e - at _ e - bt 
f(x) = cos(tx)dt. 

0 t 

Montrer que f est C1 . Calculer j'(x), f (0), puis f (x). 

, . . . . , J+- 1- costx - t 9.24. Defimt1on et contmmte de j(x) = 2 e dt. 
0 t 

9.25. Soit/l'application de IR dans IR définie par f(x) = 2x(l -x). 
Soit Kun compact de ]O, l[. 

On pose fn = f o ... of, (n fois). Étudier la convergence de la suite 
des fn sur K. 

En admettant le Théorème de Weierstrass, (toute fonction continue 
de [a, b] dans IR est limite uniforme sur [a, b] d'une suite de polynômes), 
montrer que toute application continue définie sur [a, b] c ]0, 1 [ , à 
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valeurs réelles, est limite uniforme, sur [a, b], d'une suite de fonctions 
polynômes à coefficients dans 7L. 

+oo 
9.26. Soit Sk(t) = L nkane-tn, pour k entier naturel et a réel. 

n=O 
Domaine de convergence. 

On pose f(t) = 1 . Montrer que, pour tout k, il existe un poly-
1 - ae- t 

nôme P k tel que f (k) = P k of, et trouver la loi de formation des P k . 

Déterminer P 3 et en déduire S3 . 

9.27. Soient a et b dans ]O, 21t[. Montrer que: 

+ 00 ikb ika b it 

L e ~ e = i J ~ dt. 
k=l a l-e 

+ 00 ika 

En déduire une expression de L T à l'aide de fonctions usuelles. 
k=l 

J+ 00 (Arc tanx)2 
9.28. Convergence et calcul de 1 = 

0 
x dx . On pourra 

. ~- d . J+oo Arctan(tx) d 
InuO urre 2 x. 

o x(x + 1) 

9.29. Soit, pour tout x réel, F(x) = J
0
+

00 

dt Étudier 
l+t+tl+x" 

l'ensemble de définition. Continuité, dérivabilité de F. Limites de Fen 
+ oo, en 0, et équivalent de Fen O. 

9.30. Étudier le domaine de définition, la continuité et la dérivabi­
lité de la fonction F définie par : 

F(x) = J+oo s:nxt dt. 
o e-l 

Calcul de F, sous forme d'une somme de série de fonctions. 

9.31. Ensemble de définition de: 

J
+oo t xt 

F(x) = _e_2 dt, 
0 1+2t 

continuité, dérivabilité de la fonction F. Limite de Feno-. 
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9.32. Étudier la fonction F définie par : 

montrer qu'elle est de classe C00 sur son domaine de définition. 
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Solutions 

9.1. Pour x ;a.: a> 0, on a 0:;;;;; un(x):;;;;; ; , terme général d'une 
an +n 

série convergente, d'où convergence normale donc uniforme de la série 
des un, donc continuité de la fonction somme,f, sur ]a, + oo[, et ce pour 
tout a> 0, d'où existence et continuité de/sur ]O, + oo[. 

En fait, on justifie facilement la classe C00 de f, par convergence nor­
male, donc uniforme, des séries des dérivées de tout ordre sur [a,+ oo[. 

1 1 (k) (- l)kk! 
Enécrivantun(x) = 2 ·--"'} ,ona, V'k e IN, un (x) = 2( l)k+I' 

n x+- n x+-
n n 

donc si x ;a.: a> 0, on a lun(x)I :;;;;; \ · :: 1 , terme général d'une série, 
n a 

(en n ), convergente d'où la convergence normale des séries des dérivées de 
tout ordre. 

Pour X = 0, la série des un(O) 1 >-: 1 d" = -, n ..- , iverge. 
n 

Pour x<O, si n'est pas définie; si 

x e {- ~ ; n e IN*} la série converge, et elle le fait uniformément sur 

tout compact K c (1- oo, 0 [ \ {- ~,ne IN*}). 

En effet F = {O} u {-~,ne IN*} est un fermé de IR., si K est un 

compact de n = ]- oo, O] \ F = ]- oo, 0 [ \ {-~;ne IN*} la distance 

d, de F à K est atteinte, donc est > 0 car F n K = 0 : 

V'n e IN*, V'x e K, lx+ !I ;a.: d > 0, donc lun(x)I :;;;;; ~. On a conver-
n dn 

gence normale, donc uniforme sur K, d'où continuité de la somme sur 
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0 

K. Ceci étant vrai pour tout comlact K, finalement f est continue, (et 

même c-) de IR* \ {- ~·ne IN* J dans IR. 

Équivalent en+ oo. 

1 Pour x > 1 , en écrivant un(x) = ----- et en utilisant la dou-

n2x (1 + ;J 
ble inégalité 1 1 1 1 ' ul . 1. . 1 - - < --1 < , apres m t1p icatton par - 2-

nx 1+- nx 
et som-

nx 
mation, on a : 

donc, en utilisant la fonction zêta : Ç(p) = L lp, définie pour p > 1 , 
n;;o In 

2 

et la valeur Ç(2) = ~ , on a la double inégalité: 

n2 1 n2 n2 
6-x Ç(3) ==:;; xf(x) ==:;; 6 qui prouve que }~_xf(x) = G et 

n2 
donne f(x) = 6x en+ 00• 

Éguivalent en 0 + • 

Pour x > 0 fixé, n ~ --1-2- est fonction positive décroissante de 
n+n x 

n, donc on peut encadrer un, et f(x). 

On a un+l =e;;In+I ~ = In+I (! __ x_)dt=e;;u d'où, pour 
n t + xt2 n t 1 + xt n• 

n ~ 2 , l'encadrement : 

In+ 1 dt In --=e;;u ==:;; 
n t+xt2 n n-1 

dt . d . ' 
--2 ,qwcon wta: 
t+xt 

JNl + 1 dt N 1 JN dt . 
--2 ==:;; L un(x) ==:;;-1-+ --2 , soit: 
t + xt n = 1 + X 1 t + xt 
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N 

1 N+l l 1 .,;:::: ~ ( ).,;:::: 1 l N ln 1 
n 1 (N 1) - n -1- """' ""' un x """' -1- + n -1 N - -1-' +x + +x +x +x +x 

n=l 

ce qui conduit, si N tend vers + oo, à l'inégalité : 

1 -lnx+ ln(l +x) os;, f(x) o;;;,-lnx+-1-+ ln(l +x), 
+x 

d'où l'on déduit que lim /(lx) = l, donc que f(x) == + (- lnx). 
. x~O+ - nx x~O 

- ,2 
9.2. La présence de la fonction t ~ e (~ « décroissance 

rapide ») va tout simplifier. 

• 2 - ,2 
D'abord, pour x quelconque fixé, hm t e icostxl = 0, donc l'inté-

t~ +oo 
grale impropre converge absolument, donc converge. 

Jn 2 

Enposant,pourndans IN, fn(x) = 
0

e- 1 cos(tx)dt ,onaunefonction 

2 

fn continue, ( (t, x) ~ e- 1 costx continue sur [0, n] x [x0 - l, x0 + l] 

J+oo 2 

compact ... }, de plus la majoration 1 f(x)- fn(x)j os;, e- 1 dt, uniforme 
n 

en x, prouve la convergence uniforme des fn vers f 
En fait, d'après les Théorèmes de dérivation et de convergence uni­

forme des dérivées, on a f de classe C00 car : 

f 'n(x) = S: e - 12 tcos (tx + ~) dt, et plus généralement, pour tout 

p de IN*,/~>(x) = J: t!' e- 12 cos (tx + ~ p) dt existent; 

J+oo 2 

puis, la convergence de chaque intégrale impropre 
0 

t!' e - 1 dt donne 

la convergence uniforme de la suite des f ~> vers la fonction 

x ~ J: 00 t!' e -12 cos (tx + ~ p) dt , d'où par récurrence, f de classe C00 
• 
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L'emploi des Théorèmes de convergence dominée, avec les fonctions 
2 

t .........+ t! e - 1 donne une conclusion immédiate, et rendent ce qui précède 
inutile. 

En particulier f'(x) = - s:-te- 1\intxdt existe. Cette intégrale se 

12 1 - 12 
calcule par parties: du = - te- dt, v = sintx d'où u = 2 e et 

dv = xcostxdt, d'où, chaque terme ayant un sens: 

[ l -t2 • ]+- X J+- -t2 X f'(x) = 2 e smtx 
0 

- 2 0 
e costxdt = - 2 f (x). 

La fonction f vérifie donc l'équation différentielle linéaire du pre­

mier ordre f'(x) + ~ f(x) = 0, dont les solutions forment un espace 
2 

" -4 
vectoriel de dimension l, engendré par g définie par : g(x) = e , donc 

f est du type 'Ag, avec /(0) = Â.g(O) = Â.. 

+- 2 Jir. 
Or /(0) = J

0 
e-" dx = 27t, car, sans entrer dans les détails, 

(/(0))2 = s:-e-"2dx s:-e-/dy = JJ
0

e-(x2 +,2)dxdy avec: 

D = {(x,y); x;;;;.: O,y;;;;.: O}, ce qui, en polaire, donne: 

~ = { (p, 0) e [0, + oo[ X [ 0, ~]}, 

donc (/(0))2 = (f-e-p2pdp) ult/2 de) = ~ [- e-;2]+- = ~,et on a 
0 0 0 

/(0)>0. 
2 

Jir. -~ 
Finalement, f (x) = 2 e . 

9.3. L'expression (1 + tx)(I - t) doit être positive ou nulle sur [O, l], 
ce qui est le cas six = 0. Pour x =/:. 0, c'est un trinôme qui s'annule en 1 

1 
et- - . 

X 
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Pour x > 0, il est positif sur [- ~· 1 J, segment contenant [O, l], et 

pour x < 0 , il est positif pour t extérieur au segment d'extrémités positi­

ves - ! et 1, on doit donc avoir - ! ;a., 1 soit x ;a., - 1 . 
X X 

Pour x = - 1 , on doit intégrer la fonction t ~ -1 1 , intégrale diver­
- t 

gente en 1; 

JI dt 
pour x >- l, f(x) = converge, (impropre en l, fonc-

o J(l + tx)(l -t) 

.. , , , "al 1' 1 1) t1on mtegree eqmv ente a ors a ,,.-:--:. · ,,----, . 
..tl+x ..tl-t 

En fait, la présence de ce facteur ~ nous donne une convergence 
..tl -t 

dominée pour f et pour les intégrales donnant les dérivées de f 

Pourx;a.,a>-1,pourte [O, l],ona ~:os;; k.·d'où,pour 
..tl + tx 1 +ta 

t dans ]O, l[, la majoration de 1 par 1 fonc-
J(l + tx)(l -t) J(l + ta)(l - t) 

tion d'intégrale impropre convergente: on a f continue sur ]a,+ oo[. 

En fait f est de classe C00 
, car à partir de : 

(1 t )- 112 
<p(t, x) = + x , on a: 

J1-i 
- 1+2p 

at'cp (t ) = (- !) (- ~) (- 2p-1) f'(l + tx) 2 

(),/ ' X 2 2 ... 2 J1-i 
donc, pour x ;a., a > - 1 et p ;a., 1 : 

lat'cp (t x)I :os;; l · 3 ..... (2p- l). 1 . _l_ majorant 
(),/ ' 2p 2p+ I J1-i' 

(1 +ta) 2 

uniforme en x, qui assure la dérivabilité à tout ordre de f, pour x > a , 
ceci pour tout a > - 1 , donc pour x > - 1 . 

Un calcul de f est possible, en posant 

(l+tx)s2 = l-t,soitt(l+xs2) = l-s2, 

J1-i s =---
JI +tx' 

d'où . 
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2 2 2 
d t 1 - s t dt - 2s( 1 + xs ) - 2xs( 1 - s ) d one = --2 e = 2 s 

1 +xs (1 +xs2) 

_ - 2s(l + x)ds 
- 2 2 • 

(l+xs) 

112 ( l -s2) Ona((l+xt)(l-t)) =s(I+tx) =s l+x--2 
1 +xs 

(1 + x)s 
= 2 , donc: 

1 +xs 
0 2 1 

f(x) = J- 2s(l +:)? +xs) ds = 2 J _ds_2. 
1 (1 + xs ) (1 + x)s o 1 + xs 

On a f (0) = 2, puis si x > 0, 

2 J1 ds 2,Jx r- 1 f(x) = x 
0 
21 = x [Arctans..tx]0 
s +-

X 

soit f(x) = }x Arctan,Jx, pour x > 0, 

. 2 J1 ds 2 J1 ds 
et pour x < 0 on obt:Ient x 0 s2 -(- ~) = - x 0 (- ~ )- s2 soit : 

f(x) = - ~./-X [Argths./-X]~ = ;_Argth ./-X. 
X .,f-X 

Les développements en série entière de Arc tan u , ou de Arg th u, sur 
]- l, l[, conduisent alors à l'expression 

n 

f(x) = 2 L (- l)n ~,valable sur]- l, l[. 
n;.o n+ 

9.4. Pour p = 0, - 1- = ! en 0 : l'intégrale diverge, alors que pour 
e"-1 x 

p ;;;. 1 , on a un prolongement par continuité. 

En+ oo, lim x2 l_LI = 0 : l'intégrale converge. 
x-++oo e" -1 
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0 , • f ( ) ,/' ,/' e - X n peut ecnre x = -- = --, 
ex -1 1-e-x 

et pour x > 0 , comme 

e - x e ]0, 1 [ , on a l'identité : 

n -(n+l)x 
1 ~ -kx e · d · ha · ' 1 --_-x = LJ e + _ x , ce qw con u1t, c que 1ntegra e 

l-e k=O l-e 
impropre intervenant étant convergente, à : 

n J+- 1+_ b - (n+2)x 
Ip = L ,/' e- (k + I)x dx + Xe - x dx. 

k=O 0 0 l-e 

Le«reste», rn,p = J+- x,/' e-(n+I)xdx vatendreversOsintend 
o e - l 

vers+ oo. 

En effetg: x ~ _.t_ est telle que lim g(x) existe, ( = 1 si p = l, 
ex-l x~O+ 

0 sinon) et lim g(x) = 0. Comme g est continue sur ]O, + 00[, on en 
x-++oo 

déduit que llgll_ existe, (on traduit les limites et il reste un compact). 

Mais alors, 1 1 ,,.:::: J+-llgll - (n+ l)xd = llgll_ 
rn,p ...., _e x n + 1, 

0 
donc 

lim rn,p = 0, (en faitg dépend de p, fixé). 
n-++oo 

Puis, des intégrations par parties itérées, avec ,/' nul en 0 si p > 0 et 
-(k+l)x ul d e n en + oo, onnent : 

J+-
b -(k+l)xd _ p! 

Xe X - , 
0 (k+ll+I 

+-
p! 

donclp = L p+i· 
k=o(k+l) 

cosxt I I 1 1 - i 9.5. En posant cp(x, t) = -h , on a cp(x, t) ~ -h et ch "" 2e 
c t c t t 

en + 00 : l'intégrale est absolument convergente donc f est définie sur IR, 
paire. 
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1 J" cosxt . Enposant,pourndanslN, ln(x) = 2 0 
ch t dt, on a ln contmue, 

et même de classe C00
, avec, Vp e IN* : 

n t1' COS ( xt + p ~) ic aP 
l~)(x) = ~ Io ch t dt = ~ Io aJ dt, par les théo-

rèmes généraux. 

Comme I~; (x, t)I :s;; ~ t et que l'intégrale impropres: .. c~ t dt 

converge, il y a convergence uniforme en x, des l~) vers la fonction 

l +oo l'cos (xt+p ~) 
X .......-? 2 Io ch t dt . 

Pour p = 0 , les ln , continues, convergent uniformément vers f, 
donc l est continue ; pour p = 1 , la convergence uniforme des ln' 

+ .. tcos (xt + ~) 
donne la dérivabilité del et l'égalité f' ( x) = ~ J 

0 
ch t dt , et 

par application itérée de ce résultat on obtient l de classe C00 
• 

Bien sûr, l'emploi des Théorèmes de convergence dominée coucir­
cuite cette justification, qu'il faut cependant savoir faire. 

, . . J+ 00 cosxt J+.. cosxt En ecnvant ensmte l(x) = 2h dt = 1 _ 21 dt, 
o c t o e (l + e ) 

- 21 1 l" al" , comme e * - , on a, pour tout n, eg 1te : 

n n+ I - 21 n+ l 
= ~ (- l)k(e- 21)k + (- 1) (e ) 

- 2t """ 1 - 21 l+e k=O +e 

1 , d'où l'on tire, 

chaque intégrale impropre intervenant étant convergente, l'égalité : 

n +oo 
~ k J -(2k + 1)1 l(x)= ""'(-1) e cosxtdt+ 

k= 0 0 

+oo - (2n+3)1 
(- lt+I J e cosxt dt. 

1 -21 o +e 
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La dernière intégrale se majore en module par J: 00 

e- <2n+ 3>1dt = 2n 1+ 3 , donc il y a convergence, (uniforme en x de 

plus) de la série vers f(x). 

0 - (2k + l)t tdt - (2k + l)t( ixt - ixt)dt J+oo 1 J+oo 
n a e cosx = 2 e e + e 

0 0 

1( -1 -1 ) 
= 2 ix-(2k+ 1) + -ix-(2k+ 1) 

2k+ 1 = ---.,....------.,. 
(2k + 1)2 + x2' 

+oo 
J<x) = 'L <-il 2k + i . 

k=O (2k+ 1)2+x2 
donc 

9.6. Le terme général n'est défini que pour n ;i.: l. Posons u 0 = 0, 
et introduisons la série de terme général vn = un - un_ 1 , pour n ;i.: 1 , 

n 

et v0 = 0, alors V n = L vk = un, et on est ramené à l'étude de la 
k=O 

convergence de la série de terme général, pour n ;i.: 2 , 

vn = (iîo-lz>) (l-qnz-1), 
k=l 

qui va se majorer en module. 
En effet, supposons z dans un compact K de«::, si M est une constante 

positive telle que lzl :;;;;; M , on aura, pour tout z de K : 
n-1 

lvn(z)i:;;;;; lqJn · M · TI (1 + JqJkM). 
k=l 

Or ln(l + lqlkM) est équivalent, (si k tend vers+ oo), à lqlkM, terme 
général d'une série convergente, (Jql < 1), donc le produit infini 

OO 

TI (1 + lqlkM) converge, et sa limite Pest atteinte par valeurs inférieu-
k = l 
res, d'où une majoration uniforme en z dans Ken fait: 

llvnll .. = sup {ivn(z)i ; z E K}:;;;;; MPJqJn, 

par le terme général d'une série convergente. 
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Il y a convergence normale, donc uniforme, de la série des vn, sur le 
. 0 

compact K, d'où continuité de la somme sur K, ceci pour tout compact 
K de <I:. On a bien convergence de la suite des un vers une fonction 
continue en z. 

9. 7. Tout d'abord, la propriété d'être k.Lipschitzien étant de cardinal 
fini, (2), elle passe à la limite pour la convergence simple : si les· fn sont 
k.Lipschitziennes et convergent simplement vers f, on a 
1 /(x)- /(y)I = lim 1 fn(x)- fn(Y)I, et chaque 1 fn(x)- fn(Y)I est infé-

n~+oo 

rieur à kd(x, y), d'où 1 /(x)- /(y)I .;;;; kd(x, y). 
Soit alors E > 0 fixé. 

À chaque x de X on associe n(x) dans IN tel que, 'Vn ;;a: n(x), on ait: 
E 

1 f (x) - fn(x)I .;;;; 3 · 

Mais alors, pour tout y dans la boule ouverte .sw0( x, 3ek) , (on suppose 

k > 0, sinon les fonctions sont constantes et le résultat est évident), et 
pour tout n ;;a: n(x), on a: 

1 /(y)- fn(Y)l o;;;; 1 /(y)- /(x)I + 1 /(x)- fn(x)I + 1 fn(x)- fn(Y)I 

Du recouvrement de K compact par les .sw0( x, 3ek) , on extrait un recou­

vrement fini associé à x1, x2, ••• , Xp ,et si n 0 = sup {n(x1), n(x2 ), ••• , n(xp)}, 

comme pour tout x de X il existe i .;;;; p tel que x e .sw0( X;, 3ek), si on a 

n ;;a: n 0 ;;a: n(x;), on aura 1 f (x) - fn(x)I .;;;; E : on a bien 
'VE> 0, 3n0, 'Vn ;;a: n 0, 'Vx e X, 1 f (x)- fn(x)l o;;;; E. 

À rapprocher de la justification du Théorème de Dini. 

9.8. Pourx>O,lafonction/: x ---+X(x-ln(e"'-l)) est continue. 

En O,f(x) = x(x-ln(x+o(x))), par développement limité, donc 
lim f(x) = 0 : la fonction est prolongeable par continuité. 

+ .. ~o 
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En+ 00,/(x) = x(x-lne''ü-e-x)) 

= x(x-x-ln(l-e-x)) est équivalente à xe-x, d'inté­
grale impropre convergente donc 1 existe, la fonction f étant, comme son 
équivalent, de signe constant vers + oo. 

Pour x > 0 , on a e - x e ]0, 1 [ , donc en utilisant le développement en 
série ëntière de ln ( 1 - t) , valable pour tout t de [- l, 1 [, on a, pour tout 
X de ]O, + oo[, 

- nx 
f(x) = 2, ~,expression valable aussi pour x = 0. 

n 
n=l 

Il nous reste à intervertir l'intégrale impropre sur un intervalle non 
borné, et la somme de la série. Pour cela, la convergence uniforme ne 
suffit pas : c'est de la convergence dominée que l'on prend. Aussi va-t-on 

« emprunter » e - x à e - nx , pour faire converger l'intégrale. 

xe-(n-l)x 
On pose vn(x) = , et on a: 

n 
~ -(n-l)x 

f(x) = e-x Lx _e __ 
n 

n=l 

-(n-l)x l 
Puis v'n(x) = e (1- (n - l)x), s'annule en --1 , la fonction 

n n-

vn croissant de 0 à vn (n ~ 1), puis décroissant de vn (n ~ 1) à 0 lorsque 

• d 1 ' 2 b" A x vane e --1 a + oo, et ce pour n ;;;;;. ien sur. 
n-

Donc JJvnJI~ = vn (n ~ 1) = en(~_ l) : on a convergence normale, 

donc uniforme, de la série des vn sur [O, + oo[. 

k 

Posons fk(x) = e- x 2, vn(x). 
n=l 

Pour tout E > 0, 3ko, 'Vk;;;;;. ko, 'Vx E [O, + oo[' 

J f(x)- fk(x)J.;;;; e- xE, donc: 

11-J:~ fk(x)dxl.;;;; s:~1 j(x)-fk(x)Jdx::s;;;E s:~e-xdx = E, 
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mais alors 1 = fun J+ 00 

( Î, e-xvn(x)) dx, 
k~+oo 0 n=l 

k +oo -nx 
= lim L J ~ dx, puisqu'on a une somme finie 
k~+oon=l 0 n 

de fonctions d'intégrales convergentes. 

+OO xe - nx xe - nx 1 +OO - nx [ ]
+oo 

Comme J -- dx = - --2- + 2 J e dx 
o n n 0 n o 

1 = 3, 
n 

on a finalement 1 = L \ . 
n= 1 n 

9.9. On peut aborder ce calcul de deux façons au moins, mais dans 
chaque cas, commençons par justifier la convergence de l'intégrale 

impropre. On pose f(x) = 11-x, en 0 on a lim f(x) = 0, donc l'inté-
nx x~O+ 

. _ (1-x) 
grale converge en 0, et en l, f(x) - ln(l -(l -x)) est équivalent à -

l, d'où un prolongement def, par continuité également. 

Un changement de variable, (x = e'), permet d'écrire 

JO 1-/ t 
1 = _ 

00 
-t- e dt, avec : 

1-e' n-1 tk tn ant 

-t- = - L (k + l)! - (n + l)! e 
k=O 

avec an entre 0 et l, ceci par Taylor Lagrange pour la fonction exponen­
tielle. 

JO le' (-l)k . , . 
Comme Jk = _

00 
(k + l)! dt = k + 1 , (on effectue k mtegrauons 

par parties), on a : 
n- 1 0 k t 0 n ant t 

1 = - k~O J_oo (kt+el)! dt- J_oo /ne+ l;! dt 

n-1 l k+l 

= L (-k 11 - Ln avec : 
k=O 
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..:: JO ltln · 1 · / _ 1 . 8n 1 

JLnJ"""' -~ (n + l)! dt - n + 1 , pmsque e est dans [O, l], 
~ k 

pour ant < 0. Donc Ln tend vers 0, et 1 = L (-;> = - ln2. 
k=l 

Autre calcul, (astuce dirons certains?): le lnx en dénominateur me 
gène, pour le faire « sauter », il faudrait dériver une fonction puissance 
ayant lnx en facteur dans l'exposant, c'est-à-dire du e'qqcchose) Inx ... On 

ex 
introduit la fonction de a., xi - x = cp( a., x) , soit encore 

nx 
exlnx 

cp( a., x) = e 1 - x , pour x e ]O, 1], fonction dérivable et de dérivée 
nx 

'( ) exlnx ex cpa.=e =x. 
1 ex 

Soit donc l(a.) = J xi -x dx, pour a. dans [O, l]. On vajustifier la 
0 nx 

continuité et la dérivabilité de cette fonction de a.. Le calcul de l'(a.) 
étant facile, il donnera l(a.). 

Convergence en 0: lcp(a.,x)I =:;;;; Jj:~:ll =:;;;; l~xl = ~!·fonction majo­

rante d'intégrale impropre convergente, et indépendante de a.. 

C 1 ex exlnx lnx onvergence en : x -x = e -e 

= (a.- l)(lnx)e', 
avec y entre a.lnx et lnx, et ce par accroissements finis, donc : 

lxex -xi=:;;;; la.- li=:;;;; 2, puisque y< O : 
lnx 

on majore par une fonction, (constante), d'intégrale impropre conver­
gente, et ceci uniformément en a.. Il en résulte d'abord que 1( a.) existe, 

1-! ex 
puis qu'avec ln(a.) = J n xi -x dx, on a convergence uniforme des In 

! nx 
n 

vers I, car: 

Jlln Jl 
JI(a.)-ln(a.)J =:;;;; 

0 
lcp(a.,x)ldx+ 

1
_!1cp(a.,x)ldx 

n 

=:;;;;- -=+ 2dx, Jlln 2d Jl 
0 lnx 1 _! 

n 

majorant indépendant de a. et qui tend vers O. 
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Mais In est fonction continue de a., donc la limite uniforme est aussi 
fonction continue de a.. Puis In est dérivable en a., (Théorème de cours), 
avec: 

, Jl-~ a 1 (( l)a+l (l)a+l) I(a.)= xdx=-- 1-- -- , 
n ! a+ 1 n n 

n 

qui converge vers J(a.) = _!__l. De plus, cette convergence est uni­
a. + 

forme, car pour a. e [0, l] et x e [0, l], lxal =::;;; 1, donc: 

J! Jl 2 
IT<a.>-rn<a.>I =::;;; ndx+ dx = -. 

o i-! n 
n 

Mais alors, (dérivation d'une limite), la fonction I est dérivable et 

l'(a.) = _!__l. 
a.+ 

Comme I(l) = O,ona: 

Ja dt ex 
I(a.)-I(l) = - 1 = [ln(l+t)] 1 = ln(l+a.)-ln2 

1 t+ 
et on retrouve I = I(O) = - ln2. 

. J tdt J dt Il y a une autre méthode. Comme les intégrales 
0 

lnt et 
0 

lnt 

convergent, on a : 

_ I = lim U" tdt -J" dt) 
x~C 0 lnt 0 lnt . 

En posant t = JS dans la première intégrale, elle devient : 
" 2 2 

J tdt _ J" ds _ J" ds d' , . 
o lnt - o 2. ! lns - o lns' ou. 

2 
2 2 

- I = lim - = lim t · - dt. J" dt f" 1 
x~c " lnt x~c " tlnt 

En appliquant une formule de la moyenne, il existe Ç entre x et x2 tel 
que: 

2 J" 1 x2 2lnx t -1- dt = Ç [ln(lnt)]" = Çln -1 - ; 
" t nt nx 

ce qui tend vers ln 2 six tend vers l, d'où finalement - I = ln2. 
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9.10. Les fonctions continues de IR dans IR étant réglées, traitons le 
cas réglées, en remarquant que f, réglée, est limite uniforme de fonctions 
en escalier, donc de combinaisons linéaires de fonctions constantes. 

Soit donc f constante, égale à Â., sur [a, b] c [0, 1], nulle sur 
[0, 1] \[a, b]. On a: 

1 b 

In = J f (t)g(nt)dt = Â. J g(nt)dt ; on pose nt = s, donc: 
0 a 

Â. Jnb = - g(s)ds. 
n na 

En introduisant p, entier tel que : na + p :s;; nb < na + p + 1 , on 
obtient: 

Â. (p -1 Jna + k + 1 Jnb ) 

In = ;:;: k~O na+k g(s)ds + na+p g(s)ds . 

Par 1 périodicité, on vérifie que Jna + k + 
1 g(s )ds = J1 g(s )ds , de plus, 

na+k 0 

en posant rn = rb g(s)ds on a lrnl :s;; 1 · llgll .. car nb-(na + p) < 1. 
na+p 

donc In = p ~ u1g(t)dt) + ~ avec lim ~ = 0, et l'encadrement 
n 0 n n-++oo n 

a + !!. :s;; b < a + !!. + ! qui conduit à : 
n n n 

lim !!. = b - a , et finalement, 
n-++oo n 

1 1 

lim J f(t)g(nt)dt = Â.(b-a) J g(t)dt 
n-++oo 0 0 

= u:f(t)dt) u>(t)dt). vu la valeur de/ 

Par combinaison linéaire de fonctions du type f, et linéarité de l'inté­
grale et du passage à la limite, on obtient l'égalité pour f en escalier. 

Soit alors f réglée, E > 0 donné, il existe <p en escalier telle que 
Il /- <i>ll .. :s;; E , (nonne infinie sur [O, 1 ]), donc, pour tout n, on forme : 
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1 1 1 

un = Jo f(t)g(nt)dt- Io f Io g 

1 1 1 1 

= Io ( f (t) - cp(t))g(nt)dt + U
0 

cp(t)g(nt)dt-J
0 

cp Io g) 

et on va étudier le comportement des trois termes de cette somme. La 
fonction réglée, 1 périodique, g, est bornée sur [O, l], donc sur IR., d'où 

lxnl = II: ( f (t) - cp(t))g(nt)dtl os; S: Ellgll .. dt = Ellgll .. , 

et aussi: 

Puis, pour cp en escalier, on a 
1 1 1 

lim J cp(t)g(nt)dt = J cp J g, donc au même E > 0, on asso-
n~+.. O 0 0 

de n0 tel que, 'r;;/n;;;;;.: n0 , 

1
1 1 1 J 

IYnl = Io cp(t)g(nt)dt- Io cp Io 51 os; E' 

et finalement, avec un = xn + Yn - Zn on a : 

'r;;/E > 0, 3n0, 'r;;/n;;;;;.: n0, !uni os; E(l + 2llgll .. ), 

ce qui, vous en conviendrez facilement, signifie que : 
1 1 1 

lim J f (t)g(nt)dt = J f (t)dt J g(t)dt. 
n~+oo 0 0 0 

9.11. Le Théorème de Stone-Weierstrass permet de savoir que f, 
continue sur [O, 1 ], est limite uniforme d'une suite P n de polynômes, et, 
par linéarité de l'intégrale, on a : 

1 J
0 

P n(t)f(t)dt = 0, pour tout n. 

Or, soit E > 0, 3n0, 'r;;/n;;;;;.: n0, llP n - /Il .. os; E, donc : 
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soit encore : 

0 os;; {/(t)dt os;; ellJll .. , et ce pour tout E > 0. 

1 

C'est que foJ 2(t)dt est nulle, avec / 2 fonction positive continue, 

elle est nulle donc f = 0 . 

On peut aussi dire que dans E = ~0([0, l], IR), préhilbertien réel 

( 1 )1/2 
normé par llcpll 2 = Io cp2(t)dt , la fonction/ est orthogonale à F, 

espace vectoriel des fonctions polynômes sur [O, l], donc aussi par 
continuité du produit scalaire, à l'adhérence de F dans E. 

Comme llcpll 2 os;; llcpll .. , la densité de F dans E pour Il Il .. , (Stone 

Weierstrass), implique sa densité pour 11 11 2 et finalement f est orthogo­
nale à l'espace entier donc f est nulle. Cet aspect « géométrique » lié à 
l'orthogonalité se retrouve dans l'exercice 5.14. 

9.12. En posant x = cost, on a, pour te [0, 1t] et x dans [- l, l], 
t = Arccosx, et la relation: 

cosnt =Re (cost+isintt =Re (:i C~(ilsinptcosn-pt) 
p=O 

"" k 2k 2 k n-2k = kJ (-1) en (1-cos t) cos t, 
2ko;;n 

donne l'égalité : 

Tn(x) = L c!\- l)k(l-x2)kxn-2k, 
2kE;n 

qui montre que T n est un polynôme en x, de degré n, le coefficient 

directeur de Tn étant L c!k<- l)k(- l)k = 2n-l. 
2ko;;n 

a) Pour tout x = cost e [- l, l], Tn(x) = cos(n Arccosx) est com­
pris entre - 1et1,1 valeur atteinte six = 1, d'où llTnll .. = l, et comme 

W n = 2nl-1 Tn' on obtient an = llW nll .. = 2nl-1. 
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b) De plus, si nt = k1t, cosnt = (- l)k, donc pour les valeurs 

xk = cos k1t, on aura Tn(xk) = cosk1t = (- l)k. Vu l'indexation sou-
n 

hai , 1 1 (n-k)1t 1 tee, - = y0 <y1 < ... <yn = ,enposantyk =cos , esyk 
n 

conviennent, pour k = 0, l, ... , n . 

c) Soit Ve ~n, comme W ne ~n, le polynôme W n - V devient de 
degré n - 1 au plus. 

Si on suppose llVll .. <an, en chaque Yk on a: 

JW n<Yk)J = an et JV(yk)J ~ llVll .. <an, 

donc la différence W n<Yk) - V(yk) est du signe de W n<Yk) : c'est alter­
nativement positif et négatif. On détermine ainsi n intervalles [y;, Yi+ 1] , 

0 ~ i ~ n - 1 , sur lesquels le polynôme W n - V , de degré n - 1 au plus, 

s'annule, donc il est nul, mais alors V = W n::::} llVll .. = JJW nJJ .. = an : 

c'est absurde. Donc llVll .. ;;;;.: an. 

2°) Pour/etgcontinues sur [- l, l], en l, (resp. - 1), on a~ 
. 1-1 

qui est 0 (J1
1_J (resp. 0 (Jll+ J). donc (f,g) existe, et dépend 

linéairement de f, de g; c'est symétrique en/ et g, et (v(/))2 = ( f,f) 
nul implique f, (continue) nulle. On a une structure préhilbertienne 
réelle. 

a) Ona: 

( ) _ J1 _l __ l_ Tp(x)Tq(x) 
Wp, Wq - 2p-l 2q-l r:----2. dx, et, en posant 

-1 ,.Jl -x-
x = cost, pour t = Arccosx variant de 1t à 0, il vient: 

0 
(W, W ) = J _l_ cosp~cosqt (- sint)dt 

P q it 2P+q-2 smt 

1 Jlt 1 = 2p+q- 2 0 2 (cos(p+q)t+ cos(p-q)t)dt. 

Comme pour n entier non nul, J: cosntdt = [~ sinntJ: = 0, si 

p *- q , n = p + q et m = p - q sont entiers non nuls donc (W p• W q) = 0 . 
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b) Si p = q = 0, p + q = p- q = 0 et 

1 Jlt 1 (Wo, Wo) = 2_2 0 
2 (1 + l)dt = 41t; alors que si p = q>O, 

p+q estnonnuletp-q = O,d'où 

1 Jltl 1t 
(Wp, Wp) = 22p-2 o 2 dt= 22p-1. 

, w 
c) Il resulte de a) et b} que les vecteurs Vp = ~ forment une 

famille orthonormée de polynômes de degrés échelonnés. 
En particulier, V 0, V 1, ... , V n est une base orthonormée de 

F n = Vect (1, X, X2, ... , Xn) , sous-espace ici des fonctions polynômes de 
degré n au plus, sur [- l, 1 ]. Comme il est sous-espace de dimension finie 
de E préhilbertien, on a E = F E0 F.L , et le projeté orthogonal p(j) de f 
sur F minimise la distance de /à un élément quelconque de F, (Pythagore). 

n 

Ce projeté est p(f) = L (f, vi )Vi 
i = 0 

n 1 
= L 2 (/, W; )W;, 

i=O (v(W;)) 

1 
d'où c; = 2 (/, W; ) . 

(v(W;)) 

d) Ici, une pincée de Stone-Weierstrass s'impose. 
On sait que, pour la norme de la convergence uniforme sur [- l, l], 

compact, l'algèbre des fonctions polynômes est partout dense dans 
E = ~0([- l, l], IR). Donc, 'v'e> 0, 3P, polynôme, tel que 11/-Pll .. =s: e, 
f donnée dans E. 

Si n0 est le degré de P, pour tout n ~ n0 , 

Pe Fn = Vect(l,X, ... ,Xn) et on a: 

(v(f-p(/)))2 = (v (1- ,t,'•w•)J 
==:;; (v(j - P))2, 

puisque le projeté p(j) , minimise cette quantité, soit encore : 
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11/-P~: dt 

J1-t2 

~E2·Jl ~­
-1 J1-t2 

Il n'est pas nécessaire de calculer cette intégrale pour conclure à la 
convergence de la série des en W n vers f, pour la norme préhilbertienne v. 

Cet exercice utilise deux propriétés des polynômes de Tchebychev. 
Le fait qu'ils constituent une famille orthonormée totale dans un espace 
préhilbertien : c'est le 2° ; et le fait que chaque polynôme T n , de degré 

n, atteigne en valeur absolue n + 1 fois sa norme, avec des signes + et -
alternativement, ce qui constitue une propriété utilisée en théorie de 
l'approximation, pour les familles dites de Tchebychev: c'est le 1°. 

1 9.13. Posons f(t, a) = 4 2 2 , en+ oo, f(t, a) est équiva-
(1 + t )(t +a) 

lente à i , donc l'intégrale impropre converge en+ oo, et pour a > 0 , elle 
t 

est définie en 0, (fonction continue en 0 par rapport à t), alors que si 

a = 0, f(t, 0) est équivalente à ~ en 0 donc l'intégrale impropre 
t 

diverge en ce cas, en O. 

J+~ dt 
Finalement, l(a) = 4 2 2 existe pour a> 0, et plus 

o (1 + t )(t +a ) 
précisément pour a :J:. 0, la fonction a ---+ l(a) étant paire. 

Par ailleurs, si t;;;:.: t0 > 0, f(t, a)~ 2 
1 

4 : on a une fonction 
t0(l + t ) 

majorante, d'intégrale impropre convergente, majoration uniforme en 

a, donc l'intégrale J+~ f(t, a)dt se majore par une constante en a. Par 
to 

contre, au voisinage de 0, <p: t---+ ~ se comporte comme 1, (conti-
1 + t 

. ') . , al d J'o dt 1 Ar to , . al nwte , et une mtegr e u type 22 = - ctg - est eqwv ente 
o t +a a a 

- 1t · d o+ ' , a 2a s1 a ten vers : c est gagne. 
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Traduisons cela. D'abord la continuité de cp. 

Soit E > 0, 3t0 > 0 tel que, pour tout te [O, t0] on ait 

1-E :os::;~ :os::; 1 (:os::; 1 + E en fait, par continuité). 
1 + t 

Donc, pour tout a > 0 , en multipliant par A , positif, et en inté­
t +a 

grant sur [0, t0], il vient: 

1 to Jto 1 to (1-E) · - Arctg - :os::; f(t, a) :os::; - Arctg - . 
a a 0 a a 

Puis, l'inégalité 0 :os::; f ( t, a) :os::; 2 
1 

4 , valable pour t ;;;;.: t0 , conduit à : 
t0(1 + t ) 

J+- 1 J+- dt 0 :os::; f(t, a)dt :os::; 2 --4 , 
t0 t0 t0 1 + t 

d'où en sommant : 

1 to J+ - 1 to 1 J+ - dt (1-E)-Arctg-:e:; f(t,a)dt = I(a):e:;-Arctg-+- --, 
a a o a a t~ to 1 + t4 

d'où, en multipliant par a, a > 0 , l'encadrement : 

t0 to a J+- dt (1-E) Arctg - :os::; aI(a) :os::; Arctg - + - -- . 
a a t~ to 1 + t4 

Mais alors, E étant fixé, d'où t0 aussi fixé, si a tend vers O+, le mino­

rant tend vers ~ ( 1 - E) , donc devient ;;;;.: ~ ( 1 - E) - E pour a proche de 

0, et le majorant, qui tend vers ~ , devient inférieur à ~ + E . Finalement 

ona: 
n n 'VE> 0, 3a > 0, tel que 0 <a :os::; a~ 2 (1-E)- E :os::; al( a) :os::; 2 + E : 

c'est que lim +al( a) = !!:2 , et I(a) = ~ 
a...+O a-+0+ 2a" 

À quoi tient l'exercice? De la convergence dominée vers+ oo, de la 
continuité en 0, vraiment peu de chose ... 
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9.14. Pour y > 0 , la fonction t ----+ e - ty sint est continue sur IR, et 

lim t2 · e - ty sint = 0, donc l'intégrale, impropre en + 00, 

t-++oo 

J = J: 00 

e - ty sintdt converge absolument, donc converge. 

Pour tout T > 0 , on a : 

- ty . tdt - ''< it - '')dt J:r lJT .. 
e sin = --: e e -e 

0 2t 0 

= _!_ [et(i-y) _ e-t(i+y)JT 

2i i-y -(i+y) 0 

= _!_ [(i+y)/(i-y)+(i-y)e-t(i+y)]T 

2i -(1+/) o' 

- yT iT Q l' - Ty - iT 0 'l · etcomme lime e = = rm e e ,cary> ,i vient: 
T-++oo T-++oo 

J = _!_ (i+y)+(i-y) = _l_ 
2i 1 + y2 1 + y2 . 

Étude de g(y) = J+ 00 

e - ty sint dt, intégrale impropre en+ oo, car en 
0 t 

0 la fonction intégrée se prolonge par continuité. 

La fonction h : t ----+ si:t est prolongeable par continuité en 0, elle 

tend vers 0 en + oo, elle est continue, donc JlhJJ 00 existe sur [O, + oo[, et 

pour y ;;a: a > 0 , on a « convergence dominée » de l'intégrale impropre 

· 1- ty sintl JJhJJ - ta l '- . . d'' , al . car e -t- :s;; ooe , et a 1.onction majorante est mtegr e impro-

pre convergente, donc g(y) existe. 

In - t sint . . 
En posant gn (y) = e Y -- dt, on a une fonction continue en y, 

0 t 

dérivable, de dérivée g' n (y) = - J: e - ty sintdt et, pour y ;;a: a > 0 , on a 

lg(y)-gn(y)i =If 00e-ty si:t dtl :s;; f 00e-taJJhJJ 00dt, 
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majorant uniforme en y, qui tend vers 0 si n tend vers l'infini, (inutile de 
le calculer), donc les gn convergent uniformément vers g sur [a, + oo[. On 
a continuité de g sur ]a, + oo[, et ce pour tout a > 0 , donc continuité de 
g sur ]O, + oo[. 

Pour la dérivation de g, on a de même, pour y ;;;;;= a > 0 , 

1-( 00 

e- ty sintdt-g'n(Y)I = If 00 e- ty sintdtl 

:os;; e-tadt = e __ J+oo - an 

n a 

majorant uniforme en y, qui tend vers 0, (le calcul était inutile), d'où 
convergence uniforme des g' n vers la fonction 

y ~ - J+ 00 e - ty sintdt = -~ . Mais alors g est dérivable sur ]a, + 00[, 

0 1 +y 
de dérivée cette fonction, et ce pour tout a > 0 . On a finalement 

g'(y) = -~ sur ]O, + oo[, doncgest bien de classe C1 sur ]O, + oo[ et 
1 +y 

g(y) = - Arctg y + constante. 
Les Théorèmes de convergence dominée s'appliquent évidemment, 

et donnent le résultat sans qu'il soit nécessaire de détailler la justifica­
tion. 

On a lim g(y) = 0. En effet, toujours avec h(t) = sint, bornée sur 
y~+oo t 

[O, + oo[, on a, pour y > 0 , la majoration : 

lg<Y>I :os;; J+ 00

e- 1"llhlloodt = llhlloo, d'où lim g(y) = o, et finale-
o Y y~+oo 

1t ment g(y) = 2-Arctg y. 

Enfin, g est en fait définie en 0, et continue sur [O, + oo[, ce qui don­

nera g(O) =. J:
00 s~t dt = ~ = 1, et terminera l'exercice. 

La convergence de g( 0) peut se faire par une intégration par parties 
sur [O, X], et une limite si X tend vers+ oo. D'abord, pas de problème en 
0, où h: t ~ (sint)/t est continue, puis, pour la borne infinie: 

J x ! . sintdt = [- cost]x -Jx co:t dt, 
1 t t 1 1 t 
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et le second membre a une limite si X tend vers+ oo, car c;:t est 0 (~) 
en +oo. 

Mais alors, on a g(y) = lim Jnit e - ty sint dt, qui est valable pour 
n-++oo O t 

tout y ;;;. 0 cette fois, et cette intégrale va apparaître comme somme par­
tielle d'une série alternée. En effet on a : 

nit . n - 1 kit+ 7t • 

Sn(Y) = J e- ty s1:t dt = L J e- ty s1:t dt 
0 k = 0 kit 

n-1 7t n-1 

= L J e- (kit+s)y(- l)k k:n:s ds = L (- Iluk, 

k=O 0 k=O 

Jit - (kit+s)y sins d 
avec uk = e -k-- s. 

o 1t +s 

On intègre un produit de deux fonctions positives, décroissantes en 

k, et lukl :E; ( 1·11t ds = Î : la série alternée des (- Iluk converge 

vers g(y) avec la majoration, uniforme en y ;;;. 0 , 

lg(y)-Sn(Y)I :E; lunl = ~ · 
Cette toute belle convergence uniforme donne la continuité de g sur 

1t J+oo sint [O, + oo[ et la valeur, 2 , de 1 = 
0 

-t- dt . 

n+l-y 

9.15. La série de terme général un(x) = (- l)n x 1 est alter-
n + -"( 

née pour x dans [O, l], et lun(x)I tend vers 0 en décroissant: cette série 
converge et, en notant Vn(x) la somme partielle de rang n et U sa 
somme, on a la majoration : 

n+2-y l 
IU(x) - Un(x)I :E; x 2 :E; 2 , d'où : 

n+ -"( n+ -"( 

llU - Unll .. :E; n + i- 'Y et la convergence uniforme de la série sur 

[O, l], un(O) valant 0 par continuité. 
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n+y 
Le même raisonnement s'applique pour la série des (- l)n _x_, 

n+y 
d'où finalement la continuité de la fonction/, sur [O, l]. 

Pour la dérivation, avec les un, on a u'n(x) = (- I)nxn-y, donc 

u'0 = .!. existe sur ]O, l], puis, pour n ~ 1 , la série des u'n(x) est alter-
xy 

née sur [O, l[, avec Ju'n(x)J qui tend vers 0 en décroissant, ce qui donne 
une convergence uniforme de la série des dérivées sur [O, a], pour 
a e ]0, 1 [ et n ~ 1 . 

Il en est de même des v'n(x) = (- l)nxn+y-l, pour n ~ l, et, avec 

v'0(x) = xy- l = 1
1_Y, on a finalement/ dérivable sur ]O, l[. 

X 

De plus, sur cet intervalle ouvert, on dérive terme à terme, donc : 

+oo +oo 

f'(x) = L (- Itxn-y + L (- l)nxn-(1-y) 

n=O n=O 

X-y Xy-l 
= --+--I+x I+x· 

On a alors,/ étant continue sur [O, l], avec /(0) = 0 : 

f(l) = /(1)- /(0) = lim+ [ j'(t)dt 
E~O E 

x~l 

Jl ( t- y t- 1 +y) 
= --+-- dt 

0 I+t I+t ' 

puisque cette intégrale impropre converge, ('Y e ]0, 1 [ et 1 - 'Y aussi). 

Elle se coupe en deux intégrales impropres convergentes. Dans la 

d ., 1 d' , d du ewoeme, on pose u = - , ou t = - 2 et : 
t u 

Jl t-l+y Jl ul-y ( du) J+oo u-y 
-- dt = - - = -- du 

O I+t +oo (u+l)u- 1 u 2 1 l+u ' 

+oo -y 
d'où /(1) = J -1u du. 

o +u 
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Un dernier changement de variable, u = ...L..1 , pour envoyer [O, + oo[ 
-y 

sur [O, l[, car y = -1 u , et on obtient : 
+u 

J1 f Y 1 1 
(1) = ·-· d f 0 (1-yf'Y _1_ (l-y)2 y, 

1-y 

soit encore : 
1 

/(1) = f/- 1(1-y)1 - 1dy = B(y), 

et le tour est joué. (Que je n'aime pas ces exercices« culturels»). 

2 
9.16. L'espace vectoriel Af.i(IR.), isomorphe à IR.n est normé, et tou-

tes les normes sont équivalentes. On prendre la norme d'application 
linéaire continue associée à une norme de IR.n, pour avoir 
lllABlll:s;;;lllAlll lllBlll. 

En calculant ( 1 + ~ J = f C~A:, on a : 
p k=O p 

llleA-fp(A)lll = l*Ji,-~) A')+ ,tz: 
P 1 ckl +~ :s;;; L fi-~ lllAlllk+ L fi lllAlllk. 

k=O p k=p+l 

k 

Or S = p(p - 1) ... (p - k + 1) · .!. :s;;; .!. , les valeurs absolues sont inu-
p1 P·P· ... ·P k! k! 

tiles, et on a : 

p ( d) +~ 
llleA - /p(A)lll :s;;; k~O i! -1 lllAlllk + k =7+ 1 i! lllAlllk · 

Si on suppose que A est dans un compact K de Af.i(IR.), donc dans un 

fermé borné, et si on a 11IAI11 :s;;; r, pour tout A de K, on majore a fortiori 

par f (i! -~) l + l ~ , donc par : / -( 1 + '!. J en fait. 
k=O p k=p+l p 
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Or, cette quantité positive vu son expression développée, a pour limite 

( )
p p1n(1+!) 

0, (résultat classique sur IR, avec 1 + j = e P , et la majoration, 

uniforme en A dans le compact K, llleA - /p(A)lll .;;; er -( 1 + jJ, donne 

la convergence, uniforme sur K., des fp vers la fonction exponentielle. 

b) On sent qu'il faut mettre (exp (i) exp (i) J sous la forme 

(1 + rr;:c r pour faire le lien avec ce qui précède. 

Si on suppose A et B donnés, on a : 

A A A2 1 (A)k- 2 
exp - = 1 + - +~(A), avec S(A) = 2 L k' -

p p ·. p k;;o2 • p 

donc lllS(A)iil .;;:; lllAlll2 ~ .! lllAilik-2 = _!_ ~ lllAiilk 
2 ~ k' 2 ~ k' p k;;o2 • p k;;o2 • 

.;;:; _!_ l iiiAllik = elllAlll = o (!), 
p2 k= 0 k! p2 p 

donc exp(~) = 1 + ~ + ~ avec lim lllUPlll = 0, et de même: p p p p~+-

donc: 

exp (~) = 1 + ~ + ~ avec lim lllVpJll = 0, p p p p~+-

exp (i) exp (i) = I+A;B +~, 
1 

avec Wp = Vp + Vp + p (AB+ AVp + UpB + Vp Vp), donc tel que 

1im IJIWpJll = 0 · 
p~+-

On a donc 

(exp(i)exp(i)J = (1+A+~+WpJ = /p(A+B+Wp)-

La suite des W P convergeant vers 0, est bornée, donc les A+ B + W p 

sont dans un compact K, sur lequel il y a convergence uniforme des fp vers 
la fonction exponentielle, qui est une fonction continue sur .L., (IR) , comme 

n k 

limite uniforme des sommes partielles, L ~! , fonctions continues en M. 
k=O 
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Donc, V'E>0,3a.>0 tel que lllXlll :s;; a., (X dans .L,.(JR)) implique 

lllexp (A+ B +X)- exp (A+ B)lil :s;; ~ ; puis il existe Po tel que 

P ~Po~ lllWPlll :s;; a., mais aussi, 3p1 tel que V'p ~ p 1, V'M E K, 
E 

iiiexp (M)- fp(M)ili :s;; 2 · 

On applique ceci avec M = A+ B + W p, pour p ~ sup (p0, p 1), et on 
obtient: 
lllexp (A+B)- fp(A+B + Wp)lll :s;; lllexp (A+ B)-exp (A+B + Wp)lll 

+ lllexp (A+ B + Wp)- fp(A + B + Wp>lll 

:s;;~+~=E 
2 2 ' 

ce qui achève la justification de 

/~~-(exp (i) exp (~)J =exp (A+B). 

On procède de même en poussant le « bouchon » du développement 
limité au cran suivant. 

(1-! (A+B)+.!. (A2 +AB+B2)+o (.!.)) p p2 2 2 p2 

= I+ \ ((A2 +2AB+B2)-(A+B)2)+o (\) 
p p 
1 w 

= 1+ 2 (AB-BA)+~,avec lim lllWPlll = 0, 
p p p~+-
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2 

et MP = f 2(AB - BA+ Wp), converge vers exp (AB- BA), par le 
A • p 

meme raisonnement. 
c) L'ensemble~n'est pas vide, car avec 0 matrice carrée d'ordre n, 

nulle, pour tout t de IR on a exp (tO) = 1 e ~. 

Puis, si M est dans Jil, pour tout Â. réel et tout t réel, 
exp (t · À.M) = exp ((tÀ.) · M) est dans~. donc À.M est dans.W: 

Enfin, si M et N sont dans Jil, pour tout t réel, et tout entier p non nul, 

exp a M) et exp a N) sont dans ~. groupe multiplicatif, donc les 

(exp ('~) exp e:Jf sont dans ~. fermé de GLn(IR) : la limite, 

exp (t(M + N)), est donc dans~-

Ceci étant vrai pour tout t, c'est que M + N est dans~qui est finale­
ment sous-espace vectoriel de .4,.(IR). 

On démontrerait de même, grâce au b ), que si M et N sont dans Jil, 
leur crochet de Lie, MN - NM = [M, N] est dans .W: 

9.17. La fonction sinus étant impaire et 21t périodique, on peut sup­
poser x dans [O, 1t], (quitte à changer un en - un six e [- 1t, O] ), d'où 
u 1 = sinxe [0, l]. 

On a par ailleurs, pour x e [O, 1t], sinx.;;;; x, d'où 
un+ 1 (x) = sin(un(x)).;;;; un(x) : la suite des un(x) est décroissante, 
minorée par 0, donc convergente vers l(x) dans [O, 1t], vérifiant 
l(x) = sinl(x) : il ne reste que l(x) = 0. 

Mais alors, la série des un(x) est alternée, le module tend vers 0 en 
décroissant : elle converge simplement. 

On peut trouver un équivalent de lun(x)I - En effet on a: 

iun+lla-lunla = lun (1- ~!+o(u!))la -lunla 

2 

= iunla( 1-cx ~n + o(u!)-1) 

a 1 la+2 =-6 un (l+o(l)), 
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( 3)1/2 
Il en résulte que lunl = n : il n'y a pas convergence absolue 

même simple, alors, la convergence normale, vous pensez bien qu'elle 
n'a pas lieu ! 

-t 

9.18. Pour x > 0, la fonction cp : t .........+ -8- est définie continue sur 
x+t 

[O, + oo[, et comme lim t2cp(t) = 0, l'intégrale impropre converge en 
t~+oo 

-t 

+ oo, donc /(x) existe pour x > 0. Pour x = 0, ~ est équivalent à! en 
t t 

0 : l'intégrale est impropre divergente en O. Enfin, si x < 0, il y a diver­
gence en 0, en - x, alors, f(x) n'existe pas. 

Étude en + oo. Pour x > 0 , on a : 

e-t 1 -t 1 t -- = - e · , et comme - - =F- 1 , pour tout t > 0, on a 
x+t x 1-(-D x 

une identité, valable pour tout N entier : 

( t)N+ 1 

8-t = 8-t ~(-!)k+ 8-t -x ' 
x+t X ""' X X l t k=O +-

X 

et comme on a une somme finie de fonctions d'intégrale impropre 
convergente sur [O, + oo[ (présence de e - 1 ), on a : 

N (- ll u+ .. k -t ) (- l)N+l J+ .. tN+le-t 
f(x) = L, ---;;:;:-i- t e dt + N + 1 dt. 

k=O X 0 X 0 t+x 

J+oo 

Des intégrations par parties successives donnent 
0 

tke- 1dt = k!, 

. (- 1t+1 J+ .. tN + 1 e - t 
par ailleurs, avec RN(x) = N + 1 dt, on a: 

X 0 t+x 
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IR (x)i ~-1-J+oo tN+le-t dt= (N+l)! 
N N+ 1 X N+2 

X 0 X 

d'où le développement asymptotique en+ oo: 

N (- l)kk! ( 1 ) 
f(x) = L k+I +o N+I · 

k=O X X 

9.19. L'intégrale In existe, (fonction majorée, en valeur absolue, par 

ll<i>ll~ en± oo). 
nlxl 

On remarque que, pour a> 0 fixé, on a : 

IJ
+oo n3x<p2(x; 2 dxl ~ JJ<pJJoo J+oo n:x4 dx = JJ<i>lloo J+oo d: 
a (1 + n x ) a n x n a x 

ll<i>lloo 1 fix' . dr 
~ --2 · - , et, pour un a e, ceci ten a 

2a n 

vers 0 sin tend vers+ oo. Il en est de même de [fa n3x<i>2<x; 2 dx[ qui 
- 00 (l+n x) 

conduit au même majorant. 
Il reste à fixer ex., uniformément en n, en considérant ce qui se passe 

au voisinage de 0, où la fonction <p étant dérivable, on a : 
'VE> 0, 3a > 0, Jxl ~a=> J<p(x)-<p(O)-x<p'(O)J ~ e.Jxl. 

On aura donc, avec u(x) = <p(x)- <p(O) - x<p'(O), 

IJ
a n3xu(x) d 1,,:::: Ja n3x2dx 

. 2 x-E 2' 
-a(l+n2x2) -a(l+n2x2) 

on pose nx = t dans l'intégrale majorante qui devient : 

fna t2dt J+oo t2 + 1- 1 J+oo dt 
---2 ~ 2 dt = 1t - 2 . 

- na (1 + t2 ) - 00 (1 + t2 ) - 00 (1 + t2 ) 

J
+oo dt 

En calculant 1 = 1t = --2- par parties, on a : 
-OO (l+t) 

1 = [t· _l_J+oo +J+oo 2i! dt 
(1 + t2 ) -OO -oo (1 + t2)2 

= 2 dt = 2 1t-J+ OO t2 + 1 - 1 ( J+ OO dt ) 
-oo (l+t2)2 -oo (l+t2)2 
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' , , • J+oo dt 1t d ou 1 on tire 2 2 = 2 . 
-OO (l+t) 

On a donc, pour tout n, IJa. n
3
xu2(x; 2 dxl ~ E ~. 

-a(l+nx) 

0rJa. n 3xu(x) dx=Ja. n 3xcp(x) dx-n3 (O) Ja. xdx 
222 222 cp 222 

-a.(l+nx) -a.(l+nx) -a.(l+nx) 

Ja. 3 2d 
_ '(O) n x X • 

cp 2 2 2 
-a.(l+nx) 

La deuxième intégrale est nulle, (on intègre une fonction impaire sur 
[-a, a] et vu le calcul fait précédemment, la troisième valant, 

J
na. t2dt 1t 

2 2 , converge vers 2 . 
- na. ( 1 + t ) 

On a donc, avec cet E et le a associé : 

11 .. - ~ cp'(O)I ~ 11- a. n3xcp2(x; 2 dxl + IJ+oo n3xcp2(x; 21 + 
2 - 00 (l+nx) a. (I+nx) 

I
Ja. n3xcp2(x; 2- ~ cp'(O)I 
-a.(l+nx) 2 

I I.,_~ cp'(O)I ~ 2 · 11~1 ... ! + IJa. u(x) + cp(O) + xcp'(O)(n3 x)dx _ ~ cp'(O)I 
2 2a n _a. (1 + n2x2)2 2 

~ llcpll; + E ~ + lcp'(O)I IJa. n3x2dx 2- ~1. 
na 2 - a. (1 + n2x2) 2 

et, pour a fixé, le premier et le troisième terme tendant vers 0 si n tend 
vers l'infini, leur somme devient inférieure à E pour n ;;:.: n0 : finalement 
ona: 

On a donc lim 1., = ~2 cp' ( 0) . Seule l'hypothèse cp bornée, dérivable 
n~+oo 

en 0 a servi. 
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tn 
9.20. Posons un(t) = -- , pour t réel. 

1 + tn 

Si ltl < l, lun(t)i = ltln : il y a convergence absolue de la série ; si 
ltl > l, un(t) tend vers 1 si n tend vers l'infini, d'où divergence. Si 

t = l, un(l) = ~ : divergence, et pour t = - 1 et n impair, un(- 1) 

n'existe pas. 
Pour tout t réel positif, et pour tout p entier, on a l'identité : 

P ,p+l n(p+l) 
~ = L (- Iltnk + (-Ir tn , donc un(t) devient 
I+t k=O I+t 

somme de p + 2 termes de séries absolument convergentes, (toujours 
parce que ltl < 1 ), d'où: 

f(t) = 
p +oo 

l c-1)\1-e) l tn(k+I> + 
k=O n=O 

+00 (p+2)n 
c-11+1<1-t) le __ _ 

n = 0 1 + tn 

~ k + 1 n 1 p k (1 t) 
Ona ~ (t ) = k+I donc Sp(t) = L (-1) 1 ~k+l · 

n=O 1-t k=O -

I-t 1 1 
On a k 1 = k qui tend vers k + 1 , lorsque t tend vers 

I-t + I+t+ ... +t 
p k 

1-, donc, pour p fixé, Iim_Sp(t) = L ~ ]~ , somme partielle d'une 
t~l k=O 

série de somme ln 2 . 
Il faut donc se débarrasser du reste, uniformément en t. On a, pour 

O<t<I: 
+oo 

I R(t)i:s;;;(I-t)~(l+ 2)n= I-t = l soit: 
p ~ 1-·"+2 .tl+l' n=O 1: I+t+ ... +T: 

IRp(t)i :s;;; 1 I 1, et on peut écrire, pour tout t de ]O, l[, et tout 
(p + 2) + 

entier p, avec ce majorant de IRp(t)i : 

1 /(t)-ln21 :s;;; lsp(t)- f ~ltl +If ~;t-ln21 + 1 l+l" 
k = 0 k = 0 (p + 2) 
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PourtoutE>O 3"0 'r:fp;;;;::p0 - 1-:s;;;!: etl~ (-l)k-ln21:s;;;!:. 
''l'' 'p+2 4 """k+l 2 

k=O 

Comme alors fun 1 t!' + 1 = _!_2 :s;;; ~ , pour un tel p ;;;;;:: Po fixé, 
Hl- (p+2) p+ 

il existe a. > 0 , a. < 1 , tel que t e [ 1 - a., 1 [ implique : 

1 
p (- l)kl 1 E 

Sp(t)- L k + 1 + tf + 1 :s;;; 2, d'où finalement 
k = 0 (p + 2) 

1 l(t)- ln21 :s;;; E pour t dans [1-a., 1[, ce qui achève la justification de 
fun I (t) = ln2. 

t-+ 1-

9.21. L'intégrale est impropre en + oo. Pour x fixé, x < 0, on a 
-xt2 

fun _e_ = + oo : l(x) n'existe pas, et pour x;;;;;:: 0, on a 
t-+ +OO 1 + t2 

2 
e- t X 1 

0 < -- :s;;; -- : l'intégrale impropre converge, donc I est définie sur 
1 + t2 1 + t2 

[O, + oo[. 
De plus, la majoration précédente, uniforme en x ;;;;;:: 0 , donne la 

continuité de I car, la fonction ln , définie, pour n entier fixé, par 

ln(x) = Jn e-
12

: dt est continue, (continuité de (t, x) .........+ e- ,~:) ; et 
o l+t l+t 

1 l(x)- ln<x>I :s;;; f 00 dt 2' majorant uniforme en X qui tend vers o. La 
n 1 + t 

convergence uniforme, des ln continues sur [O, + oo[, vers f, donne la con­
tinuité de f On conclut aussi par le Théorème de convergence dominée. 

La fonction ln est dérivable, (Théorèmes de cours), avec 
2 

Jn _ t2e- t x 

ln'(x) = 2 dt. 
0 1 + t 

2 
2 - t X 

Pour x > 0 , fun t2 · ~ = 0 , donc l'intégrale impropre définis-
t-+ +.. l+t 

2 J+oo _ t2e- t x 

sant g(x) = 2 dt converge absolument. 
0 1 + t 
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De plus, pour x ;;;. a > 0 , on a : 

J
+oo t2 2 J+oo 2 

ig(x)-/n'(x)I = --2 e- 1 "dt~ e-tadt, 
n 1 + t n 

majorant, uniforme en x, qui tend vers 0 si n tend vers + oo. 

La convergence uniforme des fn' vers g sur [a, + oo[, jointe à la 
convergence des fn vers f, implique la dérivabilité de f, et l'égalité 
f'(x) = g(x), sur ]a,+ oo(. Ceci étant vrai pour tout a> 0, on a finale-

2 

J
+oo t2 - t X 

ment/ dérivable sur ]O, + oo[, avec f'(x) = - e 2 dt. 
0 l+t 

Là encore, l'emploi de la convergence dominée permet de conclure 
plus vite. 

Dérivabilité éventuelle en 0 + • 

2 

f( ) f(O) J+oo e- t X -1 
Pour x > 0 , on a x - = dt . 

X 0 x(l + t2 ) 

Or,pourxréel, e";;;. 1 +x,d'où,pour x>-1, e-x ~ -1 1 , et comme 
+x 

ici xt2 ;;;. 0 est bien> - l, on aura : 

2 1 2 
- xt l l - xt d' , e - ~--- = --, ou: 

1 +xt2 1 +xt2 

J(x)- J(O) J+oo - t2 J+oo 1 ( 1 1 ) -"-'-"'--'---"-'--'--'- ~ dt = -- --- - -- dt 
x o (1 + t2)(1 + xt2 ) o x - 1 1 + xt2 1 + t2 

~ _l . ~ (_!_ - 1). 
x-1 2 Jx 

Le majorant tend vers - oo si x tend vers O+, d'où 

lim f(x)- f(O) = - oo. Il yanondérivabilitéde/enO, (maison a une 
x--+0+ X 

tangente verticale). 
2 

J
+oo -t X J+oo 2 K 

b) Comme f(x) = ~dt~ e- t "dt = c' la fonction/, 
0 1 + t 0 .JX 

à valeurs positives, tend vers 0 en + oo. 
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2 

J+ ~ (t2 1 1) - t " J+ ~ 2 
c) On a f'(x) = - + - 2 e dt= f(x)- e-t "dt, et, 

o I+t o 
un changement de variable, u = .fxt, (déjà utilisé au b) en fait), donne 
l'équation différentielle : 

f'(x) = f (x) - ~, 

vérifiée par f, pour x > 0 . 

L'équation homogène a pour solutions les fonctions x ~ Ae", et la 

méthode de variation des constantes, conduit, pour X ~ x > 0 , à : 
X -t 

A(X)-A(x) = - K J,. eJt dt. 

En posant u = Ji dans l'intégrale, on obtient : 

A(x) -A(X) = 2K J./X e- u.
2 du . 

.[x 

Comme A(X) = f(X)e-x est de limite nulle en+ 00, si X tend vers 
+ oo, on en déduit l'égalité: 

A(x) = 2K J+~e-u2du, d'où f(x) = 2Ke" J+~e-u2du . 
.[x .[x 

Si x tend vers 0, il en résulte, (continuité de j), que : 

J+~ 2 J1r. 
/(0) = ~ = 2K 

0 
e-u du= 2K2 d'où K = 27t. 

9.22. La fonction/: x ~ ln(l-e-") est définie continue sur 

]O, + oo[, équivalente à - e-" en + oo, donc x2J (x) tend vers 0 et l'inté­
grale converge (absolument) en+ oo. 

En 0, I-e-" = x+o(x) et ./XJ(x) = ./Xln(x+o(x)) tend vers 0, 
d'où la convergence en O. 

On effectue le changement de variable u = 1 - e - " , d'où 

du= e-"dx = (1-u)dx et: 
1 

1 = J (lnu) du. 
0 1-u 
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l n n+ 1 

Sur [O, l[, on a, pour tout n, l'identité -- - L uk + ~l , et 1-u - -u 
k=O 

1 

comme chaque intégrale impropre Ik = J
0 
uklnudu converge en 0, (la 

fonction intégrée tend vers 0 si u tend vers 0, pour k ;;:.: 1 , et se comporte 
comme lnu si k = 0 ), on a: 

n 

1 = L Ik+Rn, 
k=O 

JI un+Ilnu . . 
avec~ = 1 du, qw converge aussi. 

0 -u 

Posons, sur ]O, l[, g(u) = ulnu = uln(l -(1-u)), 
1-u 1-u 

on a 

lim g( u) = 0 et lim g( u) = - 1 , donc g se prolonge par continuité 
"""'o+ """' I 
sur [O, 1] et llgil .. existant, on a: 

JRnl :s;;; J1 unlg(u)idu :s;;; llgil .. l donc lim ~ = 0. 
0 n + n""'oo 

Un calcul par parties de Ik donne : 

JI k 
Ik = 

0 
u lnudu = [ uk + I JI JI uk _ 1 

-- lnu - -- du = ---
k + 1 0 0 k + 1 (k + 1)2 

1 2 
et finalement 1 = - L = - ~ · 

k;;.o(k+1)2 6 

- at - bt 
e -e 9.23. Si on pose g(t, x) = costx, pour x fixé, g(t, x) est 

t 
équivalent à (b-a) si t tend vers 0, donc l'intégrale impropre converge 

- at 

en O. Comme lg(t, x)I :s;;; e_, il y a aussi convergence en+ oo. 
t 

En fait g( t, x) est le produit de la fonction ( t, x) ~ cos tx et de la 
- at - bt e -e 

fonction (t, x) ~ t , pour t '* 0, et 0 ~ b- a ; les deux étant 

continues par rapport au couple ( t, x) , donc, en posant 
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ln(x) = J: g(t, x)dt, on a, pour n dans IN, une fonction continue en x, 

(Théorème de cours), qui converge uniformément vers l car 

J+- -at 
1 l (x) - ln(x)I :os; n T dt, majorant uniforme en x, qui tend vers 0 

- at 
si n tend vers l'infini par convergence de l'intégrale impropre de T . 
Mais alors f, limite uniforme de fonctions continues, est continue. 

D A dD' ( ) ( - 41 - bt) o o • e meme, on a ax t, x = - e - e s1ntx qw est continue par 

rapport au couple ( t, x) , donc, par le cours on sait que ln est dérivable 
et: 

Jn - at - bt . 
ln'(x) = -

0 
(e -e )sm(tx)dt. 

Ces fonctions convergent uniformément vers la fonction h avec : 

J+- - at - bt . 
h(x) = -

0 
(e -e )sm(tx)dt, car on a: 

lh<x>- ln'<x>I :os; f-e- 01dt =~·majorant qu'il était inutile 
n a(e ) 

de calculer pour justifier qu'il tend vers 0 si n tend vers + oo. 

La convergence uniforme des ln' , et celle, simple, des ln , justifie la 
dérivabilité de f, et l'égalité f'(x) = h(x), fonction continue comme 

limite uniforme des ln' qui sont continues. On a donc l de classe C 1 . 

On calcule facilement f'(x) car: 

f'(x) = s:-(e-bt_e-at) lm (eixt)dt =lm s:-(e(ix-b)t_e(ix-a)t)dt 

=lm (-1 ___ 1_) =lm (b+ix _ a+ix) d'où 
b - ix a - ix b2 + x2 a2 + x2 ' 

f'(x) = ~-~. 
b +x a +x 

On a ensuite l ( 0) = J+ - e - at - e - bt dt = lim Jn e - at - e - bt dt . 
0 t E~O E t 

n~+oo 
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0 I
n e - at - e - bt dt - In - at dt In - bt dt 

r, - e - - e -
e t e t e t 

= [ne-u du _ Jbne-u du 
ae U be U 

be-u bn-u 
= J ~du -J ~du 

ae U an U 

avec ce entre ae et bE et dn entre bn et an, par formule de la moyenne, 
soit encore : 

( b) -c -d = ln ~ (e E - e n). 

Si Etend vers 0, Ce tend vers 0 et e- ce vers l, alors que sin tend vers 
-d 

+ oo, dn tend vers + oo et e n vers O. 

b 
Donc f (0) = ln - . 

a 

Mais alors, f (x) = f (0) + [ f'(t)dt conduit à: 

1 b2 +x2 = 2 ln -2--2· 
a +x 

2 

9.24. Pour u;;;;;. 0, si on pose cp(u) = 1-~ - cosu, on a 

cp'(u) = sinu -u:;;;; 0, or cp(O) = 0, donc cp est négative sur [O, + oo[, ce 
qui conduit à l'inégalité : 
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2 

0 =:;;;; 1- cosu =:;;;; ~ , valable pour u;;;;.: 0, d'où, pour t > 0 et x réel 

positif, l'encadrement : 
2 

0 ,,;:: 1 - costx - e,,;:: x - e 
""""' t2 e """"'2 e 

valable aussi pour x < 0 , par parité du cosinus. 

1 - costx - e • x2 
Pour x fixé, cp{ t, x) = 2 e esttel que lim cp{ t, x) = -2 , donc 

t t~O 

l'intégrale impropre définissant l converge en 0, et le majorant donné 
de cp{ t, x) assure la convergence en + oo, (présence de e - 1 ), donc lest 
définie sur lR, et c'est une fonction paire. 

Posons ln(x) = J: cp(t, x)dt. 

n 

On a une fonction continue du couple (t, x) dans m. n J X IR' donc 

ln est continue sur IR. 

Puis, pour lxl =:;;;; a , on aura, compte tenu de l'encadrement de cp : 

Jl/n 2 J+~ 2 
Jl(x)-ln(x)J=:;;; ~ e- 1dt+ ~ e- 1dt 

0 n 

a 2 a 2 1 :s;;;;-+--
2n 2 en' 

majorant uniforme en x et qui tend vers 0, d'où la convergence uniforme 
sur [- a, a] , des ln continues, vers f, donc lest continue sur ]- a, a [ , 

et ce, pour tout a > 0 . On a bien continuité del sur IR. 
2 

La majoration, pour lxl =:;;;;a, de lcp{t, x)I par~ e- 1 , donne aussi sans 

effort le résultat grâce aux nouveaux théorèmes de cours. 

9.25. Pour tout n;;;;.: l, on a l n(O) = l n(I) = 0. 

1 La parabole d'équation l(x) = 2x(l -x) a son sommet en x = 2, 

et l (~) = ~. 
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Donc, pour tout x de [O, l], 0 os;; l (x) os;; ~. De plus, par concavité, 

l (x) ;;;;.: x pour x e [ 0, U, (/au-dessus de la corde joignant (0, 0) et 

G• ~) }. Donc, pour tout n ;;;;.: 1, ln(x) os;; l ( ln(x)) = ln+ 1 (x) os;; ~ : la 

suite croissante majorée des ln(x) converge vers un nombre l de [ 0, U 
vérifiant l(l) = l,àlalimite,avec,sixe )0, 1 [,l;;;.: l(x)>O :ilnereste 

que l = ~ comme candidat. 

Soit alors K un compact de ]O, 1 [, et r > 0 , (r < ~) , tel que 

K c [r, 1-r], pour toutx de K on a: r os;; l(r) os;; l(x) os;;~, (symétrie de 

la parabole par rapport à x = ~ }, d'où, par croissance del sur [ 0, U, 
pour tout n;;;;.: 1, ln(r) os;; ln(x) os;; -2

1 , et comme lim ln(r) = -2
1 on a 

n-++oo 

Il ln - ~Il- os;; ~ - ln(r), (norme infinie prise sur K}, majorant qui tend 

vers 0 et donne la convergence uniforme des ln vers la fonction cons-
1 

tante 2, sur chaque compact K de ]O, l[. 

Soit [a, b] c )0, 1 [ et <p dans ~0([a, b], IR). Soit E > 0. Il existe 

Q e IR[X], avec ll<i>-Qll .. os;;§, (norme infinie sur [a, b]). 

Soit n le degré de Q. Sur ~[X] , toutes les normes sont équivalentes, 

en particulier 11 11 .. et llPll = la borne supérieure des valeurs absolues 
des coefficients de P : il existe une constante en telle que pour tout P de 

IRn[X] on ait llPll .. os;; cnllPll . 
n n 

i = 0 i=O 

(avec E(u), partie entière de u). 

On a l2r ai - E(2r ai)I < 1 , donc : 
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On choisit r tel que en :s;; _3e , et pour l'instant on a déterminé un poly-
2r 

nôme p r de degré n et à coefficients entiers tel que ll<p - ;r P rll 
00 

:s;,; 2 ~ : 

on approche. 

En effet, la convergence uniforme sur [a, b], des polynômes fm(x) 

vers ~ , nous permet de dire qu'il existe un m tel que 

Il< fm)r - ;r11
00 

:s;,; 311;rlloo, (n'oublions pas que efixé, entraînen puis rfixés, 

et maintenant m fixé. 

Mais alors Il( fm)rP r- ;r P 11
00 

:s;,; llP rll 00 11( fm)r - ;r11
00 

:s;,; ~ et, avec 

P(X) = ( fm(X))rP r(X), polynôme à coefficients entiers, on a 

Il <p - Pli oo :s;; E : le résultat est justifié. 

9.26. Posonsun(t) = nkane-tn.Ilyaconvergencesia = O,(etdans 

ce cas Sk(t) = 0, bien que o0 pose problème !). On suppose a =F- 0, alors 

un+ 1(t) (n+l)ka a , · t 11 () = -- t tend vers t d' ou convergence absolue s1 e > a , 
un t n e e 

c'est-à-dire t > ln lai , divergence si t < ln lai , car dans ce cas le terme 
général ne tend pas vers zéro. 

Pour et = a, (si a> 0) ou et = - a, (si a< 0 ), lunCt>I = nk, ne tend 
pas vers 0, donc il y a divergence. On peut remarquer qu'avec 

+oo 
x(t) = ae- t, on a Sk(t) = L nk(x(t)t = go (x(t)), avec g somme de 

n=O 

la série entière des nkxn, de domaine de convergence]- 1, l[, et t doit 

être tel que lae - tl < 1 . 

La fonction f: t .......-+ 1 _ , est de classe C00 si lae - tl < l. 
1-ae 
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Onaf'(t)= -ae-t =-ae-t+l-1 

( 1 - ae - 1/ ( 1 - ae - 1) 2 

1 1 2 = _l ____ t - t 2 = f(t)- f (t). 
( - ae ) ( 1 - ae - ) 

SionposeP1(X) = X-X2 ,ona 1<1>(t) = P1 o/(t). 

Supposons l'existence d'un polynôme P k tel que f (k) = P k o f . 
Alors f (k + l) = (P'k o /) f'(t) 

= P'k(/(t))P1(/(t)). 

En posant Pk+ 1(X) = P'k(X)P1(X), on obtient bien un polynôme tel 

que /(k+l)(t) = (Pk+ 1 o/)(t). 

Par récurrence, à partir de P 1(X) = X-X2 et Pk+l = P'kP1 , on 

vérifie que Pk (k ~ 1) est de degré k + 1. 

OnaP2 = P' 1P1 =(l-2X)(X-X2)=2X3 -3X2 +X 

etP3 = P'2P 1 = (6X2 -6X+l)(X-X2) = -6X4 +12X3 -7X2 +X. 

Par ailleurs, pour lae - 11 < 1 , on a, (avec la convention o0 = 0 ) : 
+~ 

f(t) = 1 1 -t = Lane-nt= So(t). 
-ae n=O 

Or, le terme général nkane-tn = un(t) delasériedesomme Sk(t), 

est tel que u'n(t) = - nk+ 1 an e - tn, et pour lae- 'I .;;;; r < 1, la série des 

u' n ( t) converge uniformément, (la série des n k + 1 xn , a 1 pour rayon de 

convergence, d'où une convergence uniforme pour lxl.;;;; r< 1 ). 

On peut donc dériver terme à terme la série des Sk et constater que 

(Sk)' = - Sk+I · 

Partant de S0 = f, on a donc successivement S'0 = - S1 , 

S"0 = - S' 1 = S2 et S3 = - (S0)<3>, soit S3(t) = - f <3>(t) = - P3 o f(t), 
d'où l'expression : 

6 12 7 1 
S3(t) = 4 - 3 + 2 - - t • 

( 1 - ae - 1) ( 1 - ae - 1) ( 1 - ae - 1) 1 - ae 
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9.27. Pour faire apparaître une série dans l'intégrale définie 

J
b ieit . , . . 1 int · 
--it dt, on serait tente d'unliser --it = I, e , mais on a une 

al-e 1-e n;;.O 
it 

série divergente. Aussi va-t-on introduire l'expression f(r, t) = ~, 
1-re 

définie pour r e [O, 1 [ , et t entre a et b, avec cette fois un développement 
en série de fonctions de t : 

+oo 

!( t) _ """ n i(n + l)t r, - ~ r e , 
n=O 

et, pour r < 1 fixé, ( r ;;;=:: 0) , une convergence normale en t. On aura 
b +oo b 

d J "/( t)dt """ nJ . i(n+ l)tdt one : z r, = ~ r ze 
a n= 0 a 

+oo n 
""" r ( i(n+ l)b i(n+ l)a) = ~ -- e -e n+l 

n=O 

+oo ikb ika 

= L l-1 e ~e 
k=l 

Un passage à la limite, (si r ~ 1- ), devrait nous tirer d'affaire. On a 
d'abord: 

1 f(r, t)- /(1, t)I = leit (~ - ~)i 
l -re 1-e 

_ ·le2i1(r- d 
- l1-reitll1-eitl 

1-r 
= --;:============================ 

Jc(l-rcost)2 + r2sin 2t)((l - cost)2 + sin2t) 

1-r 
- 2 1/2 /â 112" 

(1 + r - 2rcost) ...J2(1- cost) 

Or te [a, b] c ]0, 21t [,(on peut supposer a< b, et avec a> 0 tel que 
[a, b] c [a, 21t-a], on a: cost :s;;; cosa donc 1- cost ;;;=:: 1- cosa, et: 

2 2 1 + r - 2rcost ;;;=:: 1 + r - 2rcosa, 

d'où, 'c;/t e [a, b] : 
1-r 

1 f (r, t) - /(1, t)I :s;;; ra 2 112 112, 
...J2(1 + r - 2rcosa) (1- cos a) 
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majorant uniforme en t, qui tend vers 0 si r tend vers 1- , ce qui prouve 
déjà que: 

b it b b . 

iJ ~dt = J i/(l, t)dt = lim_ J if(r, t)dt. 
a 1-e a r-d a 

Considérons alors la série : 
+oo ia k 

S(a,r) = L (rek) . 
k=l 

.. k 

La série entière L I admet 1 pour rayon de convergence, et, pour 
k=l 

a =F- 0(21t), converge en z = eia, (par transformation d'Abel: Î tend 

q . 

vers o en décroissant et les sommes sp.q = :L ezna sont majorées), 

donc, par une autre transformation d'Abel, o~ ]~stifie la convergence 
ika 

uniforme en re [0, 1] cette fois, de la série des i · T, donc la conti-

nuité de la fonction r - S(a, r). 

Le travail se fait aussi en b, d'où: 

et finalement l'égalité 

+ 00 ikb ika b it 

voulue : L e ~ e = i J ~ dt. 
k=l al-e 

+oo ~b b ft 

EnposantF(b) = L T ,cette égalité: F(b)-F(a) = i J ~dt, 
k=l al-e 

. it 

fait apparaître F comme une primitive de la fonction t - ~ . 
1-e•t 

0 ......!_ _ ( cost + isint)(l - cost + isint) 
r ï - 2 2 

1-e' (1- cost) +sin t 

= cost-1 +isint(l-cost+cost) 
2(1- cost) 2(1- cost) 

1 isint =--+----
2 2(1- cost)' 
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d' , Jb ie;'dt - . (a-b) 1 1 11- cosbl ou -- - z ---- n 
a 1 - eit 2 2 1 - cosa . 

Il en résulte qu'il existe une constante C telle que : 
+oo eikb ib 1 

F(b) = I, T = - 2 - 2 lnll - cosbl + C. 
k=l 

+oo k 

Or F(1t) = ~ (- l) = - ln2 = - i1t _ ! ln2 + C on a 
"°'k 22 ' 
k=l 

C Ï1t 1 ln2 d' ' . . ' 11 = 2 - 2 , ou une expression qui vaut ce qu e e vaut : 

i 1 
F(b) = 2 (1t-b)- 2 ln2(1-cosb). 

9.28. Posons f (x) = (Arctanx)2
, on a lim f (x) = 1 , et f(x) est 

X x-+0+ 

équivalent à (;xr en+ oo, dont l'intégrale impropre : 

i = ( .. (Arc:nx)2dx, 

est absolument convergente. 
Une intégration par parties entre E et X, E > 0 , donne : 

2 2Arctanx 
u = (Arctanx) , du = 2 ; 

l+x 

dv = ~. v = - ! ; d'où : 
X X 

1ce,x) = J~(Arc:nx)2dx 
2 X X 

= [- (Arctanx) J + 2 J Arctan2x dx. 
X E E x(l +x) 

2 2 
Or 1:_ - (ArctanX) 0 t (Arctanx) 

lllu X = , e comme 
X.-++oo X 

est équivalent 

2 
, 0 li (ArctanE) 0 . d' , axen , m = aussi, ou: 

e.-+O+ E 
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. J+ 00 Arc tanx 1 = lim l(E, X) = 2 2 dx = 2G(l), 
e~o+ o x(I +x) 
x~+oo 

si on pose: 

G(t) = J+oo Arctan(;x) dx. 
o x(I +x ) 

Pour étudier et calculer G, posons g(x, t) = Arctan(:x), pour x -::p O. 
x(I +x) 

On a g(x, 0) = 0 sur IR*, donc limg(x, 0) = 0. 
x~o 

Puis, si t -::P 0, g(x, t) est équivalent à ~ = t six tend vers 0, donc on 
X 

posera g(O, t) = t, pour tout t. 
L'intégrale définissant G est donc impropre en + oo seulement. 

On a G(O) = 0, G impaire, il reste à trouver son domaine de défini­
tion pour t ;;;::. 0 . 

Or, pour u ;;;::. 0, Arc tan u :;;;; u , donc on a : 
tx '<;/x e ]0, + oo [, "i/t ;;;::. 0, 0 :;;;; g(x, t) :;;;; 2 

x(I +x) 
te [0, a], avec a> 0, on a: 

a 0 :;;;; g(x, t) :;;;; --2 = cp(x), 
I+x 

avec cp positive, continue, telle que J: 00 

cp existe. 

t 
= --2 , et, pour 

I+x 

Commegest continue par rapport au couple (x, t) e ]0, + oo [ x [O, a], 
on en déduit l'existence et la continuité de G, sur [O, a], par le théorème de 
convergence dominée ceci pour tout a > 0 , donc G existe sur IR.et est continue. 

~ - X Pour la dérivabilité, on considère '.l (x, t) - 2 2 2 , 
ut x(I + x )(1 + t x ) 

avec x > 0, d'où la majoration : 
~ 1 "i/(x, t) e ]0, + oo [X IR, 0 :;;;; '.l (x, t) :;;;; --2 = 'lf(x), 
ut 1 +x 

et le Théorème de dérivation de Lebesgue s'applique, on a : 

J+oo d 
G'(t) = 2 X 2 2 ' 

o (I+x)(I+tx) 
intégrale qu'il nous reste à calculer. 
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On décompose la fraction rationnelle, par rapport à x2 comme 
variable. Pour t :F- 0 cela donne : 

1 
1 1 1--

1 1-t2 e2 ------ = --+---
(1 + x2)(1 + t2x2) 1 + x2 1 + t2x2 

1 ( 1 t
2 

) 
= 1 - t2 1 + x2 - 1 + t2x2 ' 

d'où, pour l'intégrale donnant G'(t) : 

G'(t) = ~ u+.. dx 2 - t2 J+.. d~ 2)• 
1-t o l+x o l+tx 

= _1_ (!!:-t2 [Arctantx]+ .. ), 
1- t2 2 t 0 

= l~t2 rn-t ~) = 2(t+t)" 

Compte tenu de G(O) = 0, ceci donne: 

1t G(t) = 2 ln(l + t), 

et comme 1 = 2G(l), on obtient 1 = 1tln2. 

1 9.29. Posons f(t, x) = la fonction est définie sur 
l+t+t1 +x' 

]0, + oo [ x IR., à valeurs positives. 

E 1 +x (1 +x)lnt n + oo, t = e tend vers : 

1°) 0 si 1 + x < 0 , la fonction est alors équivalente à -1
1 et l'inté­
+ t 

grale diverge ; 

2°) vaut 1 si x = - 1 , la fonction vaut -2 
1 : il y a divergence ; 
+t 

3°) si 0 < 1 + x .;;; 1 , t1 +"' tend vers + oo, mais la fonction équivaut à 

1 ' 1 1 d" t ou a 2t en+ oo : 1 y a ivergence ; 
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4°) nfi 0 1 fi . , . ' 1 d' ' 1 e n, pour x > , a oncuon eqmvaut a -1 - en + oo, ou a 
t +x 

convergence absolue de l'intégrale en + oo. 
Comme pour x > 0 , on a lim f ( t, x) = 1 , la fonction F est finale­

i ~ o 
ment définie pour x > 0 . 

Continuité : on suppose que l'on a : 0 < a :os; x :os; b . 

Pour t E ]O, 1], lnt :os; 0, d'où : 
(1 + b)lnt :os; (1 + x)lnt :os; (1 + a)lnt, donc 

et en passant aux inverses, pour (t, x) E ]O, 1] x [a, b] 
1 

0 """f(t,x) :os; l+b; 
1 +t+ t 

alors que pour (t, x) E [1, + oo[ X [a, b], on a: 

0 :os; f (t, x) :os; 1 1 ; 
l+t+t +a 

la fonction continue, cp, définie par : 
1 1 cp(t) = 1 6 sur ]O, 1] et cp(t) = 1 sur [l, + oo[, 

l+t+t + l+t+t +a 

permet de conclure à la continuité de F sur [a, b] par le Théorème de 
convergence dominée, et comme a et b sont quelconques, a > 0 , on a la 
continuité pour x > 0 . 

Pour la dérivée, on a de même : 

~ (t ) = - (lnt)tl+x t. 
'.l ,X 2 , e . 
uX (l+t+tl+x) 

l
a f° 1 tl +x 1 
~ (t x) """IIntl · · ----ax ' (l+t+tl+x) (l+t+tl+x>' 

:os; 'lf(t), avec, pour x E [a, b] : 

llntl IIntl 'lf(t) = -"'---'-1- 6 sur ]O, 1] et 'lf(t) = 1 sur [l, + oo[. 
l+t+t + l+t+t +a 

Cette fonction majorante est intégrable sur ]O, + oo[, d'où la dérivabi­
lité de F par le Théorème de Lebesgue, et : 

F'(x) = J+oo (- lnt)tl+x 2 dt. 
0 (l+t+tl+x) 
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Passons aux limites, en commençant par x tendant vers + oo. 

Le comportement différent de t 1 +x suivant la place de t par rapport 
à 1 incite à couper l'intégrale en 1. 

J
+oo dt J+oo dt 

Ona:O:s;;
1 

,,;::: -
I+t+tl+x....., 1 tl+x -

donc 

lim J+.. dt = 0 . 
x-++oo l l+t+tl+x 

Jl dt 
Pour la limite de G(x) = 1 +x, lorsque x tend vers+ oo, on 

o I+t+t 

peut remarquer que, six croît, t1+" décroît, (car te ]O, l], donc 
lnt < 0 ), la fonction intégrée croît, donc Gest croissante en fonction de 
x, et de ce fait on a lim G(x) = lim G(n) : on se ramène à une suite 

n~+oo 

d'intégrales. 

En posant gn(t) = 1 
1 , sur ]O, l[ ces fonctions convergent 

1 + t+ tn+ 

simplement vers g avec g(t) = -1 1 , la suite est croissante, et on a: 
+t 

l l 

]/n =:;;; J
0 
g(t)dt = [ln(l + t)]~ = ln2 : le Théorème de convergence 

monotone s'applique et nous donne, bien gentiment: 
l l 

lim G(x) = lim G(n) = lim J gn = J g = ln2, d'où 
x-++oo n-++oo n-++oo 0 0 

lim F(x) = ln2. 
x~+oo 

Venons-en à l'étude en O. 

Si x tend vers 0 en décroissant, pour t e ]0, 1 [ , si on a : 
, l +x l +x' d' , , , 1,. . , . 

x < x => t < t , ou apres passage a inverse, et mtegranon, 

G(x')<G(x) :vulamonotoniedeG,onaura lim G(x) = lim G (!), 
x-+0+ n-++oo n 

limites dans iR . 

Or G (~) = { 
dt 

et les fonctions hn 
i+!' 

avec: 

I+t+t 
n 

hn(t) 
1 convergent simplement vers h(t) 

1 
= =-- sur 

l + t + tl +lin 1 +2t 
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]O, l[, on a une suite décroissante de fonctions: comme 
1 J
0 1 ~t2 t = ~ [ln(l + 2t)]~ = 1~3 existe, on peut dire, par le Théorème 

ln3 de convergence monotone, que liin G(x) = -2 . 
x~o+ 

Soit alors K(x) = J+
1 

00 dt 
l+t+tl+x· 

Cette fois, six décroît vers 0, H(x) croît, on ramène donc la limite 

de K à celle des K (~), et la suite croissante des fonctions kn : 

1 1 
t ----+ 1 +lin, pour te ]l, + oo [,convergeant vers k: t ----+ 1 + 2t, 

l+t+t 

simplement, comme l'intégrale J~ 00 

1 ~t2 t diverge, la suite croissante 

des K (~) n'est pas majorée, (contraposé du Théorème de convergence 

monotone), donc diverge vers + oo : 

on a lim K(x) = lim K (!) = + oo, et finalement liin F(x) = + oo. 
x~O+ n~+oo n x~O+ 

Pour la recherche d'un éguivalent, G(x) tendant vers ~3 , constante, 

c'est K(x) qui nous donnera un infiniment grand. 

On constate que : 

K(x) :os; -- = __ t_ J+oo dt J+oo d 

1 t+tl+x 1 t(l+t"') 

1 

E X d' ' l/x d 1 X- l n posant t = u , ou t = u et t = - u du , on a : 
X 

!_1 

K(x) :os; - • u du = -J+oo 1 x 1 J+oo du 

1 x ullx(l+u) x 1 u(l+u) 

1 J+oo (1 1 ) 1 [ U J+oo ln2 
:os; x 1 u -1 + u du = x ln 1 + u 1 = -x-

En affinant, on a : 
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O:o;;;;;--K(x) = t ln2 J+- d 
X l t+tl+x 

- J+l - dt 
l+t+tl+x 

J+- dt J+- dt 
= l (l+t+tl+x)(t+tl+x) < l t2+2x' 

d'où, après calcul : 

0 :o;;;;; ln2 - K(x) :o;;;;; -2 
1 

1 , et le majorant tend vers 1 six tend vers 
X X+ 

0 + • On a donc l'encadrement 

ln2 __ l_ :o;;;;; K(x) :o;;;;; ln2 
X 2x+ 1 X ' 

d, , d. . ln2 1. K(x) 1 f: . K( ) F( ) ln2 ou, en 1v1sant par -, 1m -- = , et en ait x = x = -
X x~O+ ln2 X 

X 

si X tend vers Ü+. 

Le Théorème de convergence monotone, encore lui, donne plus, car : 

ln2 - K(x) = r dt = L(x)' 
X l (l+t+tl+x)(t+t1+x) 

avec L fonction décroissante de x, donc six décroît vers O+, L(x) croît, 

on se ramène à lim L (!) , la suite croissante des fonctions ln : 
n~+- n 

t ----+ ln(t) - -----1----­
- (1 + t + tl + lln)(t + tl +lin)' 

1 
converge simplement vers l: t ----+ l(t) = 2t(l + 2t) sur ]l, + 00[, et 

J+-
comme 

1 
l existe, on a : 

lim L (!) = lim L(x) = J+- dt . 
n~+- n .,~ 0+ 1 2t(l + 2t) 

Cette intégrale vaut : 

J+-(1 1 )dt- 1 [l t ]+- _ ln3-ln2 
1 2t - ( 1 + 2t) - 2 n 1 + 2t 1 - 2 ' 
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et finalement : 
ln2 ln2 
- - F(x) = - - G(x) - K(x) = L(x) - G(x), quantité qui 

X X 

tend vers ln3 _ ln2 _ ln3 = _ ln2 d'où F(x) = ln2 + ln2 + o(l) 
2 2 2 2' X 2 . 

sinxt 9.30. Pour t =J:. 0, posons f (t, x) = -t-. Pour x =J:. 0, on a: 
e -1 

xt f (t, x) = - = x, donc lim f (t, x) = x. 
t~O t t~O 

Comme, sur IR*, f(t, 0) = 0, on a aussi lim f(t, 0) = 0. L'inté­
i~o 

grale définissant F est donc définie en 0, impropre en + oo, mais conver­
gente absolument, car : 

1 f(t, x)I os; -f- = e- t en+ oo. 
e -1 

Y a-t-il convergence dominée ? 
En écrivant, pour x =J:. 0 et t > 0 : 

f (t x) = sinxt . ...E__ 
' xt e'-1' 

ona 
1 f (t, x)I os; lxl · <p(t), 

avec <p(t) = -1-t-, fonction continue de t, positive sur [O, + oo[, d'inté­
e -1 

grale convergente sur [O, + oo[. 
Pour lxl os; a, avec a> 0, on a donc convergence dominée (en x), de 

l'intégrale impropre, continuité de f par rapport au couple ( t, x) , d'où 
/,a continuité de F sur [ - a, a] , pour tout a > 0 , donc sur IR.. 

Passons aux dérivations : pour tout entier k non nul, on a : 

d'où: 

k l sin(xt + k !!:2) 
a 1 (t, x) - ----­

ai - e'-1 

lak, (t~ x)I os; 'l'k(t) = -!--- . 
dx e -1 
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fonction à valeurs positives, intégrable sur ]O, + oo[, d'où par le Théo­
rème de dérivation de Lebesgue, F de classe C00 sur IR, avec, pour tout k : 

F(k)(x) = f 00 et~ 1 sin (xt + k ~) dt. 

Passons au calcul de F(x). Une convergence uniforme sur un inter­
valle non borné étant de peu d'utilité, on cherche des évaluations pré­
cises du reste d'une série. 

C'est le cas de : 

1 - t n - (n + 2)t __ = _e __ = ~ e- (k+ l)t +e ___ _ 
t 1 1 -t k,,,, 1 -t, e- -e k=O -e 

identité valable pour tout t > 0 . 
Or les intégrales impropres : 

lk(x) = J: 00 

e- (k+ l)tsinxtdt, 

sont absolument convergentes, et : 
+oo - t J e - (n + l)t . tdt rn = --_-1 • e · smx , 
o 1-e 

est aussi absolument convergente, car la fonction intégrée s'écrit: 
sinxt -(n+l)t ( t) -(n+l)t 
- 1- e = gx, e , 
e -1 

et, pour x fixé, Iimg(x, t) = x, lim g(x, t) = 0, d'où comme cette fonc-
t ~ o t~+oo 

tion est continue, l'existence de llg(x, • )11 00 = sup {lg(x, t)I ; t > O}, d'où 
la majoration : 

I~ -(n + l)! . tl ,.:::: Il ( • )Il - (n + l)t - t e smx ...... g x, ooe • 
1-e 

Ceci donne l'existence de r n , et la majoration : 

d'où fmalement : 
n 

F(x) = L lk(x) + rn, 
k=O 
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qui donne, puisque r n tend vers 0 si n tend vers l'infini : 

k=O 

et ii" ne reste plus qu'à calculer, en intégrant par parties, les lk(x). 

Ona: lk(x) = s:-e-(k+I>tsinxtdt = 0 six= O,etpourx:;t:O: 

u(t) = sinxt, u'(t) = xcosxt ; 

'(t) - -(k+l)t (t) - 1 -(k+l)t. 
v -e ,v --k+le , 

comme sin(xO) = 0 et lim (sinxt)e- (k+ I)t = 0, il vient: 
l--io+oo 

1 X - (k+ l)t J
+oo 

k(x) = k + 1 0 
e cosxtdt, 

que l'on intègre encore par parties. 

Avec u(t) = cosxt, d'où u'(t) = - xsinxt, et v'(t) = e - (k + l)t, on a: 

1 ( ) = _x_ ([- cosxt - (k+ l)t]+oo - _x_ J+oo - (k+ l)t • tdt) 
k x k + 1 k + 1 e o k + 1 o e smx 

2 

= x 2 x 2 Ik(x), d'où: 
(k+l) (k+l) 

X 
lk(x) = 2 2, et finalement: 

X +(k+l) 
+oo 

F(x) = L A· expression valable aussi pour x = O. 
n=lx+n 

9.31. Posons, pour (t, x) dans [0, + oo[ x IR, 

te"' f (t, x) = --2. 
1+2t 

Cette fonction est continue par rapport à ( t, x) , donc l'intégrale est 
t 1 

définie en O. Si t tend vers+ oo, on a: pour x;;;..: 0, f (t, x) ;;;..: --= - : 
1+2t2 2t 
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il y a divergence de l'intégrale, alors que pour x < 0 , la fonction, posi­
xt 

tive, est équivalente à ~t si t tend vers+ oo, d'où la convergence de l'inté-

2 grale, (t f(t, x) tend vers 0 par exemple). 

Donc F est définie sur ]- oo, O[. 

Pour x :os;; - a , avec a > 0 , on a : 

- at 

1 f(t, x)I :os;;~ = cp(t), fonction positive, (continue), d'inté-
1+2t 

grale convergente sur [O, + oo[, donc, (Théorème de convergence domi­
née), Fest continue sur ]- oo,- a], pour tout a< 0, donc continue sur 
]- oo, 0 [. 

a f k tk+ lext 
Puis, pour tout entier k, on a ( !' x) - donc, pour ax - 1+2t2 ' 

x :os;; - a (avec a> 0 ), et pour tout t ;;;;:,: 0 , 

a f (t, x) :os;; t e = 'l'k(t)' 
1 

k 1 k+ 1 - at 

ai i + 2t2 

avec 'If k fonction continue, positive, d'intégrale convergente sur [O, + oo[, 

d'où, (Théorème de Lebesgue), F est de classe C00 
, sur ]- oo, 0 [ finale­

ment, avec: 

y(k)(x) = _t __ e'xdt. J+oo k+l 

0 1+2t2 

Cherchons la limite de Feno-. Six croît verso-, x ----+ ext croît, donc 

x ----+ f ( t, x) croît : la fonction F est croissante, donc la limite de F se 

ramène à celle de lim F (- !) = J+ 00 ~ dt , (limite dans iR. ). 
n-Hoo n 0 1+2t 

t 
n 

Or, avec fn(t) = ~,on a une suite de fonctions continues, suite 
1 +2t 

croissante, qui converge simplement vers f, continue, avec 
t 

j(t) = --2· 
1+2t 
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+-

Comme Io f(t)dt = + oo, par contraposée du Théorème de con-

J+-
vergence monotone, on en déduit que lim fn(t)dt = + oo 

n-++- 0 
donc 

lim F(x) = +oo. 

x-+0-

- t - tx e -e 9.32. Pour t =F- 0, on pose f (t, x) = --t-- six=l ona 

f(t, l) = O,donclim/(t,l) = 0 ;six=F-1,ona: 
t-+0 

-t - tx e -e 
t 

(x-l)t 
= , donc lim f(t, x) = x- l 

t-+0 t t-+0 

pour chaque x réel, la fonction est prolongeable par continuité en t = 0 . 
Comme f(t, 1) = 0, F(l) existe et F(l) = 0. 

Pour x =F- 1 , l'intégrale est définie en 0, et en + oo elle est convergente 
si et seulement si x > 0 . 

On peut recourir aux Théorèmes de convergence dominée pour étu­
dier la continuité, la dérivabilité mais ici ... il y a plus simple : on peut 
calculer F. 

+oo -t +oo -tx 

Pour E > 0 , les intégrales impropres J ~ dt et J e_ dt exis-
E t E t 

te nt. 
Si dans la deuxième intégrale on pose tx = s , on a : 

+oo - tx +oo -s J e_ dt = J ~ ds, donc : 
E t Ex S 

J+- e-t-e-t" Jex e-t -1; JE" dt 
----dt= -dt=e -, 

E t E t E t 

avec !; entre E et EX, par formule de la moyenne. 

C'est encore e - i;lnx, et, si Etend vers 0, !; tend vers 0 d'où, à la limite, 
F(x) = ln(x), pour x > 0. 

Il est alors facile de voir que F est de classe c- . 



CHAPITRE X 

Séries entières 

Le premier problème qui se pose est celui de la détermination du rayon 

de convergence, et du domaine de convergence, de la série des anzn. 

Comme pour lzl < R la convergence est absolue, on travaille sur un équi­
valent de lanl. Ne pas oublier de préciser le comportement de la série 
sur le bord du disque, souvent par le critère d'Abel, (voir 10.3). 

Les séries entières s'intégrant et se dérivant terme à terme sans modi­
fication du rayon de convergence, ne pas oublier que des encadrements 

même grossiers de lanl, du type 0 :s.;; un :s.;; lanl :s.;; vn, avec Lunzn diverge 

pour lzl >a et L vnzn converge pour lzl <a permettent de conclure à 

R = a, voir 10.9 par exemple. 

Il peut enfin se faire que la convergence, et la détermination du rayon 
de convergence d'une série entière provienne d'autres arguments, du 
type équation différentielle, ou fonctionnelle, (voir 10.2). 

Enfin Taylor Lagrange est toujours d'actualité, (voir 10.4). 

Vient ensuite /,a détermination de /,a somme, souvent à l'aide des fonc­
tions usuelles. 

On se tire d'affaire en utilisant les propriétés algébriques sur les 
séries entières : somme, (ou combinaison linéaire) de séries entières ; 
dérivation ou intégration de séries connues, produit de séries entières, 
tous ces procédés pouvant se combiner. En particulier la dérivée de 

Arctg u(x), ~,sera une fraction rationnelle si u en est une, d'où un 
l+u 

calcul possible, (10.10). 

À ce propos, si on veut « extraire » une série d'un,~ série entière, en 
prenant les termes de p en p, penser aux racines p•eme de l'unité qui 
peuvent introduire cette périodicité, (voir 10.5, 10.8). 

De même, si on considère Lanxn, avec an fraction rationnelle en n, 
on peut la décomposer en éléments simples ... 
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Se pose aussi le problème du développement en série entière d'une fonc­
tion f, et là, bien souvent les arguments liés aux équations différentielles 
interviennent,/ intervenant comme la solution répondant à une donnée 
initiale, et une série entière déterminée terme à terme convenant aussi. 
C'est la connaissance de Cauchy Lipschitz qui donne la réponse. 

Il reste toutes les questions liées à l'analycité, du type zéros isolés à 
l'intérieur du domaine de convergence, d'où les prolongements analyti­
ques, voir 10.1; 10.7; 10.22. 

Ne pas oublier la convergence uniforme sur tout compact contenu 
dans le domaine ouvert de convergence, ce qui conduit à la détermination 
intégrale des an sous la forme : 

an= 2~ J f(z~ dz,(formulesdeCauchy),avecycercledecen­
z1t 'Y Zn+ 

tre 0, de rayon r < R, dans G:, (voir 10.20) orienté dans le sens direct. 

Enfin un détour par les séries de Fourier vaut la peine, car si on a 
+oo 

une série entière S(z) = L anzn, de rayon de convergence R > 0, pour 
n=O 

chaque r e [O, R[ , on dispose d'une série trigonométrique 
+-
"" n in9 .&: • d l C .. Sr(0) = ~ anr e i.onctlon e casse en fait, dont on connaît la 

n=O 
série de Fourier, d'où Bessel ... , (voir 10.6). 

Qyelgues compléments. 
Définition du logarithme complexe : voir 10.1. 
Ne pas oublier qu'une transformation d'Abel, comme toujours dans 

les séries, peut servir. Elle est basée sur la présence d'un terme, un , 

différence de deux choses consécutives : un = an - an-1, et d'une inter­
version de deux sommations. Penser à 1 = ( n + 1) - n , (eh oui), ou bien 
à la différence de deux sommes partielles consécutives d'une série. 

Penser aux interversions de sommations dans les sommes doubles, 
(10.7). 

Les progressions géométriques ça c'est quelque chose! (10.9 par 
exemple). 
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Énoncés 

10.1. Soit a un endomorphisme de E espace vectoriel complexe de 
dimension finie. Montrer qu'il existe R > 0 tel que, pour tout s de 
]- R, R [ , on ait 

det (Id-sa) = exp (- Ï, ~trace (ak)). 
k=l 

10.2. Soit June fonction continue de IR dans IR telle qu'il existe un 
réel q vérifiant lql < 1 et : 

'r::/x E 'IR, f (x) = (1- qx)f (qx). 

Montrer que f se développe en série entière de rayon de convergence 
infini. 

10 3 D . d d l , . ~ n Inn • . omaine e convergence e a sene ~ x --a. 
n;;.1 I+n 

10.4. Soit P un polynôme de degré impair de IR[X], et June applica­
tion de classe C00 de IR dans IR telle que : 

'r::/n E IN, 'r::/xe 'IR, IJ(n)(x)I os;; P(x). 

Que dire de f? 

+oo 

10.5. On donne S(x) = L anxn, de rayon de convergence R > 0. 
n=O 

On donne deux entiers h et p fixés. 
+oo 

. ~ h+~ 
Exprimer Sh,p(X) = ~ ah+kp X 

k=O 

10.6. Soit (an) une suite d'éléments de 7L telle que la série I,anzn 

ait un rayon de convergence R ;a.: 1 , et que la fonction somme, f, soit 
bornée sur le disque ouvert { z E <I: ; lzl < 1} . Montrer que f est une fonc­
tion polynôme. 

10.7. Soit 1 un intervalle ouvert de IR. Une fonctionf de 1 dans IR est 
analytique sur 1 si elle est développable en série entière en chaque x de 1. 
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a) Soient g 1 et g2 analytiques sur I, et x0 dans 1. Montrer l'équiva­
lence de: 

i) gl = g2, 

ii) \::/n ~ O,gin)(xo) = g~n)(xo), 

iii) g1 et g2 coïncident sur un voisinage de x0 • 

+-

b) Soit Ç(x) = L lx pour x > 1 . Montrer que Ç est analytique sur 
n= 1 n 

]l, + oo[. 

Trouver un équivalent Q(x) de Ç(x) en 1. 

Analycité de Ç - Q ? 

+- 3n+ 1 

10.8. Calculer S(z) = L (;n + l)l. 
n=O 

10.9. On pose an = J~ (tg u)ndu. Rayon de convergence de la série 

entière des anxn , n ~ 0 , et calcul de la somme. 

10.10. Développer la fonction f: f(x) = Arctg -1
1 , en série 
+x 

entière en O. 

10.11. Soit (an)n e IN une suite réelle de limite 1. On définit une suite 

<Pn>ne IN en posant an = Î, (n~kk)!. Quelle est la limite des Pn ? 
k=O 

10.12. Soit une série entière f(z) = L anzn, de rayon de conver-
n= O 

gence R > 0 ; pour z avec lzl < R , et r tel que lzl < r < R, calculer 
l'intégrale: 

1( ) - J2it Imf (r/') dt 
r,z - -it . 

o r-ze 
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On suppose qu'il existe a dans ]O, R[ tel que f soit à valeurs réelles 
sur le cercler de centre 0, de rayon a. Que dire def? 

10.13. Soit f (x) = e" e - 1 dt. Trouver une équation différen-
2 J+oo 2 

" 
tielle vérifiée par f En déduire que f n'est pas développable en série 
entière au voisinage de + oo. 

10.14. Soit une série entière complexe, L anzn, de rayon de 
n=O 

convergence R, les an étant tous non nuls. Que dire du rayon de conver-
n 

gence de la série des ~ . 
(an) 

10.15. Soit une fonction f indéfiniment dérivable de l'intervalle 
borné ]a, b[ de IR dans IR. On suppose que : 

(i) fadmet une infinité de zéros sur un segment [c, d] de ]a, b[; 

(ii) Sup 1 f (n\x)I = O(n!) 
xe ]a,b[ 

Montrer que f est identiquement nulle. 

10.16. Soit S(a, b) = i an~ bn. Déterminer les couples (a, b) 
n= 1 n 

pour lesquels la série converge. 

Pour a = x et b = 1- x , étudier les x pour lesquels la série converge 
-X 

et calculer sa somme. Même question pour a = x et b = 1 - x . 

+oo 1 
10.17. Calculer S = L (5n)!. 

n=O 

10.18. Développement en série entière de la fonctionf: 

x ~ (Arcsinx)2 . 

10.19. Étude de la série L (n + l)(n + ~) ... (2n + l) xn. Calcul de sa 
somme. 
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10.20. Soit une suite complexe, de terme général a.,, telle que 
lim 1!/llï.J = l existe, l > 0 . Quel est le rayon de convergence de la 
n~+co 

a 
série des "-1 z" . On note fla fonction somme. 

n. 

On suppose que ln(J l{i(z)J) a une limite l' lorsque Jzl tend vers+ oo. 

Montrer que l = l'. 

JK/2 JK/2 dx 
10.21. Calculer 

0 
( cosx)"dx, puis calculer 

0 1 _ tcosx pour 

ltl < 1. 

En déduire le développement en série entière de (Arcsint)2 , (com­
parer avec le résultat de 10.18). 

10.22. Soit une fonction/, de classe c- de [O, b[ dans m.,/ et toutes 
ses dérivées étant à valeurs positives. 

1°) Justifier que f est analytique sur ]O, b[. 

2°) Prouver que la série de Taylor de f en 0 converge vers f sur [ 0, ~ [ , 
puis sur [O, b[. 

10.23. Montrer que la série entière de terme général a.,z" a un 

rayon de convergence non nul si et seulement si la suite des la.,I 11" est 
majorée. 

10.24. Soit H.,, k le nombre de permutations d'un ensemble à n élé­
ments ayant exactement k points fixes. On pose hk = Hk, 0 • 

" k ~ k Prouver: H.,,k = C.,h.,_k. Calculer ~ C.,hk. 
k=O 

- h k 
0 "d' 1 ' . ., D( ) ~ kz n cons1 ere a sene entiere z = ~ k! . 

k=O 

Minorer son rayon de convergence, R. 

Calculer D(z) pour lzl < R et en déduire que hk est la partie entière 
k! 1 

de e+ 2. 



Exercices de Mathématiques spéciales - Topologie, analyse 237 

Solutions 

10.1. Soit 8B une base de nigonalisation de a, si Â.1, ••• , Â.,. sont les 
éléments diagonaux de la manice niangulaire A de a dans cette base, 

" " 
on a det (Id-sa) = TI (1-sÂ.i) et trace Ak = trace ak = L ('>../, 

j=l j=l 
(avec n = dim E ). 

Si les Â.j sont tous réels, pour Jsl assez petit, 1 - M.j > 0 , ( 3R tel que 
Jsl < R ~ ls'A.jl < 1 pour j = l, ... , n) et dans ce cas : 

det (Id-sa) = exp (ln l~ (1 -sl.;>)) 

= exp (.i ln(l -sÂ.j)) 
;=1 

( " ( .. l<'A.l)) =expI,-I,7, 
,j=l k=l 

(puisque ls'A.jl < 1 : on peut développer en série entière ln(l -sÂ.j) ), 
donc, par somme d'un nombre fini, n, de séries entières, on a : 

det (Id-sa) = exp - L s tra~e (a) . ( .. k k) 
k=l 

Retour au cas général des Â.j pouvant être complexes. 

Si on veut, Z étant donné, trouver z = x + iy tel que l = Z , comme 

i =!:- 0, ce n'est possible que si Z =!:- 0, mais alors Z a un module, p, et un 
---+ ~ 

argument, 0 = (Ox, OM), angle de vecteurs, (avec M d'affixe Z), et on 

d . . " iy ia d' , ln 1 1 f: . a oit avoir : e e = pe , ou x = p par aitement connu, et ... y = 
(modulo 21t), avec une confusion entre l'angle de vecteurs 0, et une 
détermination de l'une de ses mesures en radians. 

Le problème, pour définir une fonction, va être de fixer ce « modulo 
21t ».Pourquoi? Si on ne faisait que considérer lnZ, (pour l'encadrer, 
le mettre dans une vinine par exemple), il n'y aurait pas de problème. 
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Mais ce logarithme, on veut le manipuler, le couper en morceaux, (en 5 
si on veut (Z)115 ... )et dans ce cas, ajouter 21t, 41t, - 21t, ... à une déter­
mination de y, modifiera les résultats. 

Définir un logarithme complexe, va donc consister à fixer un inter­
valle semi-ouvert d'amplitude 21t, où y variera. Pourquoi semi-ouvert, et 
bien parce qu'on veut définir une fonction, et qu'entre deux détermina­
tions a et a+ 21t, il faut en choisir une seule, (à un Z donné, on ne peut 
pas, par une fonction, associer deux valeurs). 

En général, on impose à l'argument de varier entre - 1t et 1t, de façon 
que pour Z = x réel positif, d'argument nul, le logarithme complexe soit 
lnx + iO, c'est-à-dire coïncide avec le logarithme des réels positifs. 

R.ègle de calcul. Une fois ce logarithme complexe défini, (avec par 
exemple un argument entre - 1t et 1t), on aura i = Z <::::> z = lnZ, et 
pour un produit de nombres complexes non nuls, µ 1, ... , µn , on aura : 

n n (lnµ.) n 

f1µj = f1 e 1 =exp L lnµj, 
j=l j=l j=l 

d'où ln (flµj) = ... = (.i lnµi)+2k1t,kétantchoisidefaçonàramener 
;=l ;=l 

l'argument du second membre entre - 1t et 1t, (et voilà pourquoi l'emploi des 
logarithmes complexes est délicat). 

fu, pour lsl assez petit, s pouvant d'ailleurs être complexe, les nom­
bres 1-s'J..i sont dans un disque centré en 1, de rayon 

r = lsl sup { l'J..il ; 1 ..:; j..:; n}, donc leur argument « principal » ai est 
tel que sina.j ..:; r, (faites un dessin) donc pour lsl assez petit, chaque ai 

sera dans - 21tn' 21tn par exemple, d'où une somme des arguments des 

ln(l -s'J..) comprise entre - ~ et ~, et une égalité 

det (fi (1-sÀj)) = exp (.i ln(l -sÀj)) valable pour touts complexe 
;=l ;=l 

tel que lsl < R, pour un R bien choisi. 
n 

Il reste à justifier l'égalité ln (1 - z) = - L :.._ , pour lzl < 1 , et ce 
n 

n=l 
choix de la détermination du logarithme complexe. 
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~ n 

Comme la fonction z ----+ ln(l - z) + L ~ = <p(z) est holomorphe, 
n 

n=l 
(voir après), donc analytique sur le disque ouvert de centre 0 de rayon 
1, identiquement nulle sur ]- 1, 1 [ : elle est identiquement nulle. (Rap-

pelons qu'avec <p(z) = I,anzn développement en série entière de <p, si 
les an ne sont pas tous nuls, avec n0 = inf { n ; an :F- 0} et en factorisant 

z no , on trouve un voisinage de 0, privé de 0, sur lequel <p ne s'annule pas, 
ce qui contredit <p = 0 sur ]- 1, 1 [). 

Il reste à justifier le caractère holomorphe de g : z ----+ ln( 1 - z) , 
c'est-à-dire dérivable en z, or pour h complexe assez petit, on a: 

ln(l-z-h) ln(l-z) ( ln(l-z-h)-ln(l-z) l) e -e ln(l-z) e -
h = e h 

et comme lim ln ( 1 - z - h) - ln ( 1 - z) = 0 , le second membre est équi­
h -t O 

1 t , ln(l-z) (ln(l-z-h)-ln(l-z)) 
va en a e h alors que le premier vaut 

(l-z-h)-(1-z) _ 
~---~-~--1 

h ' 

finalement lim ln(l - z - hh) - ln( 1 -z) = - e - In(l -z) = ..=..!._ : la fonc-
h-t O 1-z 

tion g est bien dérivable. 

10.2. Par une récurrence immédiate, on obtient, 

\tx e lR, \tn E Dl*, /(x) = l*' (1-ix>) f(q"x), 

et comme lql < l, le produit infini considéré converge, (pour x fixé etj 

assez grand, 1 - r/ x > 0 , on passe aux logarithmes, et la série des 

ln(l -qx), équivalente à celle des - r/x, je IN, converge). 

La seule hypothèse f continue en 0, jointe à lim qnx = 0 donne 
n-++oo 

alors l'égalité f ( x) = f ( 0) TI ( 1 - r/ x) : les fonctions vérifiant les don­
. - 1 

nées forment donc un espaJe-vectoriel de dimension un, engendré par 
~ 

g définie sur IR. par g(x) = TI (1-qx). 
j=l 
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Si on trouve une fonction h, somme d'une série entière, L, anxn, de 
n=O 

rayon de convergence infini, vérifiant les mêmes conditions, et si 
h(O) = f(O), on aura f = h, et ceci justifiera le côté développable en 
série entière de f 

Les an doivent être tels que : 

d'où les relations a 0(1- l) = 0 : a 0 est quelconque; et pour n;;;.: l, 

an(l -qn) = - an_ 1qn, donc, comme lql < l, 

n n k 

an= -~ an-I = (- l)na0 TI ~: une telle suite (an)nelN 
l-q k=l l-q 

existe, déterminée par la donnée de a0 , et comme lan+ 11 = 1 qn+ 1 
1 

a 1 n+l 
n -q 

tend vers 0, la fonction somme, h, a un rayon de convergence infini. La 
proportionnalité de h et de f, (appartenance à un espace vectoriel de 
dimension un) donne f = h si a0 = f (0). 

n Inn 
10.3. Pour n;;;.: 2, et x=t:O, avec un= x --a' on a: 

l+n 

l
u+ 11 llln(n+l) l+na d" ,. 11 .. _n_ = x 1 · , et on 01t prec1ser a 1m1te 

un nn 1 + (n + l)a 

de 1 +na a : c'est toujours 1, que a soit> 0, = 0 auquel cas le rap-
1 + (n + l) 

port est constant égal à l, ou< O. Donc le rayon de convergence est 1. 

Précisons le comportement sur le bord du disque. 

Pour a :s;;; 0 et lxl = l, jxn Inn al~+ oo sin tend vers l'infini: diver-
1 + n 

gence sur le bord du disque. 

Si a> 0 , il y a du Abel dans l'air. 
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D ' bord 1 d · ' d 1 ' · d Inn a a> con wt a une convergence e a sene es --a 
l+n 

, . 1 2 1 Inn ( 1 ) d' , ecnre a = + a et u,. = - 1- · 1 2 1 = o - 1- , ou 
n +a (n + a+ l)n- -a n +a 

une convergence sur tout le bord du disque, uniforme en fait. 

Il reste le cas de a e ]O, l], en posant /(x) = ln(x) , on a: 
1 +xa 

1 
f'(x) = a 

x(l +x ) 

<Xxa- llnx 

(1 +xa)2 
= 

1 + xa - axalnx 
a 2 

x(l +x ) 

du signe de g(x) = xa(l -alnx) + l, donc négatif pour x assez grand. 

A:. i0 "/ in9/ a 0 2 1 :vec z = e et u,. = z (n) = e (n), pour :F- ( 1t), es som-
q . 

mesSp,q = le"'9,(q;;.p),sontbornéesenpetq,et /(n) tendvers 

0 en décrois~~t: par transformation d'Abel la série converge. 

Pour 0 = 0, u,. = f(n) = Inn , terme général d'une série de 
n-++~ na 

Bertrand divergente, (a.;;;;; 1 ), d'où finalement, pour a dans ]O, l], la 
convergence sur le bord du disque privé de 1. 

10.4. La fonction f est déjà analytique sur IR, car soit x0 e IR., r > 0 
fixé, sur le segment [x0 -r, x0 + r], la fonction continue x ~ IP(x)I est 
bornée par M > 0 . En appliquant la formule de Taylor à l'ordre n, entre 
x et x0 , pour lx - x01 .;;;;; r, on al' existence de c( n, x) entre x et x0 , tel que : 

n ( )p n + 1J(n+1)( ( )) 
f(x)- Lf<P>(xo) x-~o = R,.(x) = (x-xo) ( l)' c n,x 

p=O 
p. n+ . 

n+1M 

et la majoration IR,.(x)l .s;;; [n + l)!, avec pour majorant le terme général 

de la série Mer, prouve la convergence de la série de Taylor de f en x0 

vers la fonction f, et ceci pour tout x de [x0 - r, x0 + r) . 

Donc f est analytique sur IR, le rayon de convergence en chaque x0 

étant+ oo. 
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Et l'hypothèse P de degré impair ? Eh bien, elle sert à justifier l'existence 
d'un zéro x1 de P, mais alors pour tout n, 

1 f (n)(x1)1 ::;;;; IP(x1)1 ~ f (n)(x1) = 0 : la série de Taylor de f en x1 est 
nulle, donc f est nulle. 

10.5. Il s'agit d'extirper de la série initiale, de somme S, les termes 
d'indices h, h + p, h + 2p, ... , h + kp , donc déjà de supprimer ceux 
d'indice n < h : c'est fait en considérant 

+oo 

S h-1 ~ " T(x)= (x)-a0 -a 1x- ... -ah_ 1x = ~a,.x ,puis, dans la 
n=h 

série de somme T en p~enant les termes de p en p, ce qui semble faire 
intervenir des racines p'eme de l'unité. 

Soit donc 1;1, ••• , l;p, les racines pième de l'unité, (ensemble réduit à 1 

si p = 1 ). Soit alors n -;;;: h . 
On divise n-h par p: il existe re [O,p[ et q, entiers tels que 

n = h + pq + r, et pour 1 ::;;;; j ::;;;; p , on a : 

(l;ix)" = i;Jc<l;il)9(1;/xh+pq+r 

= l;Jl;jl+pq+r. 

Comme pour lxl < R, on a convergence absolue de la série initiale 
(donc aussi de toute série extraite), on a: 

Si on somme alors par rapport à j, comme pour r = 1, 2, ... , p - 1 , 
p p 0 

on a L, Cl;/ = 0, il restera, avec p = L, (Çj) : 
j=l j=l 

p +oo 

L, l;jhT(l;jx) = p L, ah+pq xh+pq, donc: 
j=l q=O 

~ h+pq 1 ~ j: - h j: 
~ ah+pq x = - ~ (~) T(~jx), avec: 

q=O p j=l 

h-1 

T(x) = S(x) - L, a,.x". 
n=O 
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10.6. On pourrait être tenté d'utiliser les formules de Cauchy. Avec 
y, cercle de centre 0 de rayon r< 1, et A majorant 1 /(z)I sur le disque 

ouvert de rayon l, l'égalité a = - 1- J !J!:l dz conduit à 
n 2i1t n+I 

y z 

lanl ...,;; 2~ 21t ~ , donc à lanl ...,;; ~ , majorant qui tend vers ... l'infini si n 
r r 

tend vers+ co. Il faut autre chose, et c'est les séries de Fourier qui vont 
convenir. 

+oo 

""" n in0 i0 C' Pour r e [O, 1 [, on pose gr(O) = ""' anr e = f (re ) . est une 
n=O 

fonction de classe C00
, égale à sa série de Fourier: on applique l'égalité 

de Bessel. On a donc : 
+OO 2n: 
""" 2nl 12 1 J 1 i0 12 2 . . ""'r an = 21t f(re ) dO...,;; A , avec A qw maJore 

n=O 0 

1 f (z)I pour lzl < 1 . 
Mais en revenant à une somme partielle dans le premier membre, et 

en faisant tendre r vers 1- , on a 'VN e 1N : 
N 

L lai ...,;; A 2 : la série des entiers lai converge, (il est temps 
n=O 

de se rappeler que an e 1L ), c'est qu'ils sont tous nuls à partir d'un cer-
tain rang, donc f est un polynôme. 

10.7. Il est clair que i) ==> ii. Puis, la série entière dont la somme est 
égale, sur un voisinage V 1 de x0 , à g1 étant sa série de Taylor, 

+oo (n) 
""" gl (xo) ( )n .. ) ... ) 
""' 1 x - x0 , on a 11 ==> 111 • n. 

n=O 

Mais à son tour, l'égalité de g1 et de g2 sur un voisinage de V de x0 , 

donne, par dérivations successives, les égalités gin>(x0) = g~n>(x0), pour 
tout n, d'où iii) ==> ii). 

Il reste à justifier que ii) implique i). 

Pour cela, soit n = {x; XE 1; 'Vn E JN, gin>(x) = g~n)(x)}. 

D'après ii), n est non vide, (il contient x0 ). 
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Puis n = n (gin> - g~n>)- i ( { 0}) est un fermé de I, intervalle donc 
ne IN 

connexe. S'il est ouvert, on aura n = 1 et en particulier, pour n = 0, 
gi = g2 sur 1. 

Or si xi e n, en appliquant ü) <=> iü) en xi , on a gi et g2 qui coïn­
cident sur un voisinage de Xi , donc sur un intervalle ouvert 

]xi - a, xi+ ex [ dans ce voisinage, par dérivations gin) et g~n> sont éga­
les, donc ]xi - ex, X2 +ex [ c n qui est bien ouvert. Finalement ii) => i). 

b) Soit x0 > l, posons x0 = 1+2a, et justifions la convergence, 
pour lx-x01 :s.;; a, d'une série entière en x-x0 , vers Ç(x), (qui converge 
bien sûr pour x > 1 , x réel). 

_" - x0 - (x-x0) - "o - (x-x0)Logn 
Onan =n n =n e 

~ k n-"o(x-xo)\Logn)k , . qui converge en 
= ~ (-1) k! ,sene 

k=O 
fait pour tout x réel. 

r ~ -x ~ ( ~ (- l)kn-"0(x-x0)\Logn)k) 
Alors ~(x) = ~ n = ~ ~ k' 

n;;i.i n;;i.i k;;i.O • 

devient une somme double, I, un, k , et si on peut intervertir les somma-
n, k 

tions, on récupérera une série en (x-x0). Pour cela, il suffit de justifier 
la convergence en module dans un sens, (celui qui ne donne pas la série 
en (x-x0 ), sinon il n'y aurait pas de problème). 

k 

Or, avec Jx-x01 :s.;; a, on a I, lun,kl :s.;; n-"o I, (aLofn) , soit 
k;;i.O k;;i.O k. 

- "o aLogn a-xo 1 
encore un majorant égal à n e = n = 1+a , terme général 

n 
d'une série en n convergente, donc : 

I, ( I, !un, kl) converge : on peut intervertir les sommations, et 
n;;i.i k;;i.O 

écrire, pour lx - x0J :s.;; a, l'égalité : 

Ç(x) = k~O (- l)k C~i n- "o(Logn)k) (x~~o)k' 
d'où l'analycité de la fonction Ç sur ]l, + oo[. 
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Recherche d'un équivalent. 

La fonction t ..- .! , (x réel> 1 fixé), est positive décroissante, donc 
l 

on peut encadrer ~ avec des intégrales. On a : 
n 

1 Jn+ldt 1 
(n + l)"' ~ n t" ~ n"'' 

et on déduit l'encadrement, 

Jn+l dt 1 Jn dt 
- ~ - ~ - ce qui conduit à : 

X X X' 
n t n n-1 t 

J+ .. dt 1 J+ .. dt 1 - = --1 ~ Ç(x) ~ 1 + - = 1 + --1 , et donne Ç(x) 
1 t"' X- 1 t"' X-

, . 1 ' 1 1 d 1+ eqwva ent a x _ 1 orsque x ten vers 

R D 1• - al. _ In + 1 dt 1 ( 1 1 ) emargue. e eg 1te un = - = -1- 1 - --1 ' 
n t"' -X (n + 1)"'- n"'-

+00 n+l 

on déduit Ç(x)- x ~ 1 = L J (n - "' - t- "')dt, et en prenant un déve-
n = 1 n 

loppementensérieentière en x0 > 0, de vn(x) = Jn+I (n_., -t-"')dt, on 
n 

peut, comme précédemment, justifier l'analycité de Ç(x)-_!_1 pour 
X-

X> 0 . Mais je suis ridicule : Ç est analytique, ainsi que la fraction ration­
nelle Q, donc Ç - Q l'est ! 

10.8. C'est un exercice facile pour vous reposer du précédent. 
Comme on considère des termes de trois en trois, extraits de la série 
exponentielle, on considère les relations : 

+ 00 n + 00 .n n .2 + 00 .2n n 

i = L =-i ; ;• = L -'--=-- et e1 z = L Lf , donc 
n. ni n. 

n=O n=O n=O 

z .2 _iz ._;2z , • ., d , , al Zn (l .n+2 .2n+ 1) e + J e +Je estuneseneenttere etermegener 1 + J + J , 
n. 

et ceci avec j racine cubique de l'unité. Si n = 3k , la parenthèse vaut 
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l+/+j = O,sin = 3k+l,ellevautl+l+l = 3 etsin = 3k+2,elle 

1 . .2 O final S( ) 1 ( z .2 jz . }z) J . vaut + J + J = , ement z = 3 e + J e- + Jtr . e vous avaIS 
dit que ce serait facile. 

10.9. Sur [O, l], 0.;;;;; tg u.;;;;; tg 1 ~an.;;;;; (tg l)n, 

donc lanxnl.;;;;; (!xi tg l)n qui converge si lxl < _!_l : on a R ;a. _!_1 . 
tg tg 

La continuité de la fonction tangente donne : 
'VE> 0, 3a. > 0 tel que sur [1- a., l], (on impose a.< 1 et 

E < tg 1 ), on ait : 
1 

tg 1-E.;;;;; tg u.;;;;; tg l, d'où an ;a. J (tg u)ndu ;a. a.(tg 1-E)n 
1-a. 

~ lanxnl ;a. a.(lxl(tg 1-E)t, minorant qui tend vers l'infini quand n 

tend vers l'infini pour lxl > - 1
1 donc R.;;;;; - 1-

1- , et ceci pour tout 
tg -E tg -E 

Ede ]O, tg l[ en fait: finalement R = _!_l. 
tg 

+oo 

Passons au calcul de S(x) = L anxn. 
n=O 

1 1 1 n n 
Pour x <-1 et u e [0, l], on a un(x, u) = x (tg u) majoré en 

tg 
module par lxl tg 1 < 1 : on a convergence normale, donc uniforme en 

1 

u dans [O, l], de cette série vers 1 
1 donc S(x) = J du 

-xtgu 0 1-xtgu· 

Cette intégrale se calcule en posant tg u = t, donc (1 + t2)du = dt, 
et: 

S(x) = Jtgl dt = _l_ Jtgl (L +xt+ 1) dt 
o (l+t2)(1-xt) l+x2 o 1-xt l+t2 ' 

en décomposant en éléments simples, ce qui conduit à : 

[ 
X X 2 1 ]tg 1 

S(x) = - --2 ln(l -xt) + 2 ln(l + t ) +--2 Arctg t 
l+x 2(l+x) l+x o 

2 - xln(l -x tg 1) xln(l +tg 1) 1 = 2 + 2 +--2· 
1 +X 2(1 +X ) 1 +X 



Exercices de Mathématiques spéciales -Topologie, analyse 247 

Cette valeur montre que lim S(x) = + oo en fait: on pouvait se 
1 

x-+-
tg I-

l 1 contenter de R;;;.: - 1 , calculer S(x) pour lxl <-1 , et conclure alors 
tg tg 

R ' , . . ' 1 que n est pas supeneur stnctement a - 1 . tg 

10.10. La dérivée de 

rationnelle : 

1 
f(x) = Arctg -1- sera une fraction 

+x 

1 

f'(x) = (1 +x)2 1 - i/2 i/2 
1 + 1 = - x2 + 2x + 2 = x + 1 + i + x + 1 - i 

(1 + x>2 
- i 1 i 1 

= . + ·---
2(1 + Ï) } X 2(1- Ï) X 

+l+i l+l-i 

Jë. in/ 4 l . ro2 - in/ 4 I I ro2 Avec 1 + i = -JZ.8 et - i = -JZ.8 , pour x < -JZ., on a: 

+- · n ( -i(n+l) ~ i(n+l) ~) 
~ ntX 4 4 = ""'(-1) n+3 -8 +8 . 

n=O 2-2-

La parenthèse vaut 2isin(n + 1) ~,donc: 

+- n 
~ } n+l . } 1t X j'(x) = k.J (- ) sm(n + ) 4 --;;+I · 

n=O 2-2-

1t Comme /(0) = Arctg 1 = 4, et qu'une série entière s'intègre 

terme à terme à l'intérieur du domaine de convergence, on a : 
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+- l n+ 1 ( ) 1 
f(x) = ~ + n~O (-n 11 sin(n + 1) ~ }2. n+ , ou encore: 

+- k 1t (- 1) . ( 1t) (X )k 
f(x) = 4+ k~l-k- sm k 4 J2 . 

10.11. On a Po = a0 , et la connaissance de p0, p1, ... , Pn- l donne 
n-1 Pk 

Pn = an - L (n-k)! donc la suite des Pn est parfaitement connue. 
k=O 

L'expression Î, ( n ~kk) ! fait penser au terme général, (degré n ), du 
k=O 

n 

produit de deux séries entières, de termes généraux Pnxn et x 1 • 
n. 

On peutjustifiër que la série des Pnxn a un rayon de convergence non 

nul, car, en supposant IPol• IP11, ... , IPn-il majorés par mn-l •on aura, avec 
llall _ = sup { lakl ; k e IN}, (existe car une suite convergente est bornée) : 

n-l 

IPnl os;; llall- + mn-l L (n ~ k)! os;; llall- + emn- l • 
k=O 

Or IPol = laol os;; llall- os;; llall_ + e ; 

IP1I os;; liai!_+ e(ilall_ + e) os;; llall-<llall_ + e) + e(ilall- + e) 

soit IP11 os;; (iiall- + e)2 ; 

et si on suppose mn- los;; (iiall- + e)n, il vient: 

IPnl os;; llall- + e(iiall- + e)n os;; lla11-<lla11- + e)n + e(ilall- + e)n 

d'où IPnl os;; (liall_ + e)n+ 1, et on peut prendre mn os;; (iiall- + e)n+ 1, par 

récurrence; et la série entière des Pnxn a un rayon de convergence 

:;:,. 1 
~ e+ llall- · -

Pour lxl < e +~ail-, on peut effectuer le produit de P(x) = L pki 
k=O 

- r 
et de ex = L ; , on obtient une série entière de terme général en avec : 

r. 
r= 0 
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en= i (n~kk)! = an,d'où,avecA(x) = i anxn,(derayonde 
k=O n=O 

convergence ~ l, car la suite des an ' convergente, est bornée), l'égalité : 

A(x) = P(x)i, pour 
1 

lxl < e+ llaL' qui conduit à 

P(x) = A(x)e_.,, d'où, (produitdedeuxsériesentières), la valeur de Pn : 
n (- I)k 

Pn= L~an-k• 
k=O 

qui va permettre de trouver la limite. 
Pour cela, on analyse la situation en se disant que parmi toutes les sui­

tes qui convergent vers 1, il y a la suite constante, égale à l, qui fournirait 
n k 

Pn = L (-k~) qui converge vers ! : la suite doit sans doute converger 
. e 

k = 0 . 

vers ! . On le justifie en introduisant an-k - 1 + 1 et en considérant : 
e 

On a : 'Ve> 0, 3n0, 'Vn ~ n0, lan - Il .;;;; e. On suppose n ~ n0 

coupe la somme au rang n 0 , on a : 
n 0-l 

1 n 

lqnl.;;;; L lar- Il (n-r)! + L 
r= 0 

1 e·--­
(n-r)! 

.;;;; (1 + llall~> 

n=no 
n 

1 L 1 +ee, 
S. 

s=n-n0 +1 

et on 

n 

puis il existe n 1 tel que 'Vn ~ n 1, L ~ .;;;; e, (série des ~ convergente), 
S. n. 

s = n 1 

n 

donc si n-n0 + 1 ~ n1 , soit sin~ n0 + n 1 - I ,afortiori, 1 ~ -.s;e 
~ s! 

s=n-n0 +1 

et alors : lqnl .;;;; e(e + 1 + llall~>. 
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La suite des qn converge vers 0, celle des Pn converge donc vers ! . 
e 

Remarquons que la convergence des an vers l donnerait celle des Pn 

l 
vers - . 

e 

De même, l'utilisation de l'algèbre des séries formelles permet d'évi­
ter la justification de l'existence d'un rayon de convergence non nul 

pour la série des Pnxn au départ. 

10.12. On a: 

1 J2:1t 1 ( 00 n int - - int ) l(r,z) = -2 . . L r (ane -ane ) dt, 
z 0 ( z - '') r I-;.e n=O 

= _!_ J2:1t ! ( ; !._ - ipt) ( ; n( int _ - - int)) dt 
2i r ~ 1J e ~ r ane ane , 

0 p=Or n=O 

les deux séries étant uniformément convergentes, (car lzl < 1 et r < R ) 
r 

et donnant des fonctions bornées, ce qui permet d'intervertir, l'une 
après l'autre, les deux sommations, d'où: 

00 00 ( 2:Jt 2:Jt ) I( ) = _!_ ~ ~ z!' n-p J i(n-p)t _ - J -i(p+n)t dt r, z 2ir ~ ~ r an e an e . 
p=On=O 0 0 

Comme 1::1t eïkt dt = 21t si k = 0, et i~ [eikt]~:1t = 0, si k '* 0 , il 

reste: 

l(r, z) 
+oo 

1 n 21t -= 2· L z an21t--2. ao zr zr 
n=O 

1t --= -:-- (j(z)- f(O)). 
zr 

Si pour un a> 0 , avec a < R, on a f réelle sur le cercle de rayon a, 
pour lzl < a , (et a = r) le calcul précédent donne 1( a, z) = 0 , donc 

f (z) = f (0) sur le disque ouvert de rayon a> 0, mais alors, pour tout 

entier n;;;: 1, f (n)(z) est nulle sur ce disque ouvert, et la série de Taylor 
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1<n>(O) 
de f en 0 donne an = --1- = 0 , pour n ;;;;;.: 1 , donc f est en réalité 

n. 
constante, réelle, sur son domaine de convergence. 

10.13. L'intégrale impropre converge, ( lim t2 e - e2 = o), donc f(x) 
t-++oo 

existe. 

En posant f(x) = ex2 Uae- 12dt+ J+ 00e- 12dt). on constate que/est 
X a 

un produit de deux fonctions dérivables. 
2 J+oo 2 2 2 

On a f'(x) = 2xex e-t dt+ ex (- e-x ), soit: 
X 

f'(x) = 2xf (x) - 1. 

Il en résulte par récurrence que la fonction f est de classe C00 
• Dire 

que f est développable en série entière au voisinage de + oo revient à dire 
+oo 1 

qu'il existe A> 0, et des (an)n e IN tels que : "i/x;;;;;.: A, f (x) = L, an· -;; . 
n= 0 X 

+oo 
1 

Posons, pour ltl <A' g(t) = L, antn, cette série entière se dérive 
n=O 

terme à terme et on a, pour x >A, f (x) = g G) donc 

f'(x) = - : 2 g' G), d'où, compte tenu de l'équation différentielle, 

+oo +oo 

l'identité : - 1 + L, 2an xn = - 1
2 L, nan nl- 1 , soit encore : 

n=O X X n=l X 

~ 2an = _ ~ nan 
2aox + (2a1 - 1) + ~ n-1 ~ n+ 1. 

n=2x n=lx 

C 1 , . ., ~ 2 n-1 ~ n+ 1 omme es senes ent1eres ~ ant et ~ nant ont un rayon 
n;;o 2 n ;;.1 

de convergence ;;;;;.: :;k > 0 , elles définissent des fonctions continues sur 

]- A, A[, nulles si t = 0 , donc, en passant à la limite dans l'égalité pré­

cédente, six tend vers l'infini, on en déduit que a0 est nul, puis a 1 = ~ . 
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+oo +oo 

Onaalors I,2ant·- 1 + I,nant+ 1 = O,pourtouttde Jo.ï[.ce 
n=2 n=l 

qui conduit aux relations: 2a2 = 0 ; et, pour tout k ;a. 2, en prenant le 

coefficientdel,à:2ak+I+(k-l)ak-I = O,soit:ak+I = _k2l ak-I· 

Mais alors, les a2p sont tous nuls, et on a : 
- ( l)p. 1. 3. 5 ... (2p- l) 

a2p + I - - 2P + I . 

L'ennui, c'est que la série entière g, de rayon de convergence supposé 

strictement positif, (;;;;.. Î) , est alors de rayon de convergence nul, car 

l
a2P+ 11 = 2P2- l tend vers+ oo. Donc/n'est pa~ développable en série 
a2p-1 

entière au voisinage de+ oo, 

,n 

10.14. Si la série des z 2 converge, son terme général est majoré en 
an 

module, (car il tend vers 0), par une constante M'. 

Mais alors, pour lzl < R, on aura, avec lz'ln.;;:; M'JanJ2 : 

lz./iilln.;;:; JM•lznanl • 

et comme I,anzn converge, c'est que lz./iilln tend vers 0, donc est de 

module majoré par 1. Mais l'inégalité lzl M .;;:; 1 , valable pour tout z de 
,n 

module inférieur à R donne R./iil .;;:; 1 , et ce pour tout z' tel que I, z 2 
an 

converge : en appelant R' le rayon de convergence de cette série, on 

aura R.JR'.;;:; 1 d'où R'.;;:;-.;. 
R 

On ne peut pas Jaire mieux. En posant a2n = 2n et a2n + 1 = 3n, on a 
2n lëi. 2n 1 

a2nz = (..J2z) , qui converge si lzl < J2, et 

2n + I 1 ( ro3 )2n + 1 . . 1 1 1 d' , R 1 ( · a2n+ 1z = J3 ..J:JZ , qw converge SI z < J3, ou = J3, SI 
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1 1 1 1 1 2n + l d 0) . z2n /o3 < z < rc:. , es a2n + 1 z ne ten ent pas vers . Puis --2 
~~ ~2 (a2n) 

2n+ l 2 + I 

converge pour lzl < 2 , alors que z 2 = 3 · (§) n , ce qui converge 
(a2n+ 1) 

pour lzl < 3 , d'où R' = 2 < \ = 3 . 
R 

En fait, si on connaît le Théorème d'Hadamard, qui donne : 

1 
R = Il , 

lim sup lanl n 

1 
on a R' = ------

1. 1 1- 2/n unsup an 

1 
=---1---

lim inf <lai1n) 

et R' = (lim inf lai1n)2 os; (lim sup lai1n)2 = ~. 
R 

10.15. Soit A = {x e [c, d], j(x) = O}, cet ensemble infini de [c, d], 
compact, admet un point d'accumulation, x0 , donc on peut construire 
une suite strictement monotone (tn)ne IN de zéros de/ qui converge vers 

Xo· 
En effet, x0 point d'accumulation de A, donc il existe t0 de A tel que 

0 < lx0 - t01 < 1 , puis t 1 tel que : 

0 < lx0 - t11 < inf (~, lx0 - toi), (d'où t1 ":F- t0 ) et ainsi de suite, on a 

des tn de A tels que: 

Ce qui assure la convergence des tn vers Xo , et le fait qu'ils soient dis­
tincts. 

Puis on introduit N 1 = { n ; tn > x0 } et N2 = { n ; tn < x0}. Comme 
IN = N 1 u N 2 avec N 1 n N 2 = 0 , l'une des parties est de cardinal 
infini, et en réindexant les tn correspondants, on obtient une suite 
monotone, notée (yn)n e IN, de zéros distincts de f qui converge vers x 0 • 
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Mais alors, par Rolle, entre Yn et Yn + i on a un zéro de f' , d'où une 
suite strictement monotone de zéros de f' , qui converge vers x0 , ce qui 
donne d'une part f '(x0 ) = 0 par continuité, mais permet de passer à 

f" : finalement on obtient f (n) (x0 ) = 0, "ifn e IN, avec à chaque étape 

une suite strictement monotone convergeant vers x0 , de zéros de f (n) • 

Soit alors Q = {x e ]a, b [, "ifn e IN, f (n)(x) = O} : on a x0 dans Q. 

Comme f (n) est continue, ( f (n»- i (0) est un fermé de ]a, b[, donc 
(n) - i n = n ( f ) (0) est un fermé de ]a, b[. 

ne IN 

De plus Q est ouvert car si Xi e Q , la formule de Taylor Lagrange en 

/(n+i)(Ç ) 
Xi donnantunrestedutype (x-xit+i (n+l)~ = O((x-xit+i), 

vu l'hypothèse (ü), pour lx-xil < l, ce reste tend vers 0, la fonction/est 
donc localement égale à sa série de Taylor qui, en Xi dans Q est nulle. 
Mais alors f identiquement nulle sur un voisinage de V de Xi donne 

f <n\x) = 0 sur V, d'où V dans Q. 

Comme Q est non vide, ouvert et fermé de ]a, b[ connexe, c'est ]a, b[, 
d'où la nullité def 

10.16. L'énoncé ne précisant pas la nature de a et b, on les supposera 
complexes dans la première partie de l'exercice. Si lai'* lbl, et 

an+ bn rn . 
r = sup (lai, lbl), on a, avec un = --2-, !uni == 2, donc Il y a 

n n-++oo n 
convergence pour r :os;; 1 , divergence si r > 1 car un ne tend pas vers 0 
dans ce cas. 

De plus lai :os;; 1 et lbl :os;; 1 donne !uni :os;; ~,d'où une convergence 
n 

normale en fait pour (a, b) dans D x D , avec D disque unité fermé de CC:. 

Il reste à voir si, pour lai = lbl = r > 1 , il y a divergence ou non. En 
n ina ia. ;p r e in(P- a.) 

posant a = re et b = re , on a un = --2- ( 1 + e ) , et le coro-
n 

portement des einCP-a.>, pour n dans 7.l, qui forment un ensemble partout 
dense, ou fini, de valeurs du cercle unité montre que un ne tend pas vers 
0, (on a r> I, ne l'oublions pas). 
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Donc la série converge si et seulement si lai .;;;; 1 et lbl .;;;; 1 . Dans le 
n 

domaine réel, pour x dans ]- 1, l[, en posant g(x) = L x 2 , on a 
n= 1 n 

OO n-1 
g'(x) = Lx_ = - ln(l -x), (avec g'(O) = 1 par continuité), et 

n=l 
n X 

comme g(O) = 0, on a g(x) = J" - ln(l -t) dt sur [- l, l] en fait, d'où 
0 t 

S(a, b) = g(a) + g(b), pour a et b dans [- l, l]. 

Une intégration par parties dans g(x) : du = dt d'où u = Inltl et 
t 

v = - ln(l -t), donc dv = ldt , conduit à: 
-t 

g(x) = [- lnltlln(l-t)]~- jlnl ltl dt J0 -t 

J"Inltl = -lnlxlln(l-x)- - dt. 
01-t 

En particulier, par continuité de g si x tend vers 1 - , (convergence 
normale sur [- l, lj deg), on a: 

~ 1 n2 J1 lnt 
g(l) = ~ - = - = - - dt. 

~ 2 6 1-t 
n= 1 n O 

Dans g( 1 - x) , pour x tel que - 1 .;;;; 1 - x .;;;; 1 , soit 0 .;;;; x .;;;; 2 , défini 

Jl-x ln(l-t) . 
par g( 1 - x) = - dt, on effectue le changement de vana-

o t 
ble 1 - t = s, d'où : 

f, lns [ lns J1 lns sO-x) = - - (-ds) = - ds- - ds, 
1 1-s 0 1-s 0 1-s 

donc pour 0 .;;;; x .;;;; 1 , on aura : 
S(x, 1-x) = g(x)+g(l-x) 

[ lnt [ lns n2 
=-lnxln(l-x)- -dt+ -ds+-, 

0 1-t 0 1-s 6 

2 

soit encore S(x, 1-x) = ~ - lnxln(l -x). 
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Pour calculer f(x) = S (x, 1-_xx) on va exprimer f'(x). D'abord 

-X -1 
0(x) = -1- est tel que 0'(x) = 2 , donc 0 décroît sur JR.- { 1}. 

-X (1-X) 
Ona: 

1 1 +oo X - OO 

2 

+OO 
1~ 0 ---------1 

-1 - OO 

donc f est définie continue sur [- 1, U , dérivable sur J - 1, ~ [ , et 

comme f (x) = g(x) + g(0(x)) on a: 
f'(x) = g'(x) +g'(0(x))0'(x) 

ln (1+-x ) 
= _ln(l-x)_ 1-x ( -1 ) 

x - _x_ (1-x)2 
1-x 

= _ ln(l-x) + ln(l -x) = ln(l -x) (-1- - l). 
x x(l-x) x I -x · 

_ ln(l-x) 
- 1-x · 

rln(l-s) . 
Comme f (0) = 0, on a finalement f (x) = ds, soit 

0 1-s 

f(x) = [- ~ (ln(l -s))2J' = - ~ c1no -xn2 . 
0 . 

Tout ceci sans aucune garantie. A vous de vérifier les calculs. 

10.17. Si on compare à 10.5, cet exercice est un aimable divertisse-
2iit 

ment où vont intervenir les racines 5ième de l'unité. Soit w = e 5 , intro-
+ ~ 

duisons, pour k = 0, l, 2, 3 et 4, les sommes Sk = L (Sn~ k)! · 
n= 0 
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On a e = S0 + S1 + S2 + S3 + S4 

ew = S0 + wS 1 + w2S2 + w3S3 + w4S4 

w2 2 4 3 
e = S0 + w S1 + w S2 + wS3 + w S4 

w3 3 4 2 e = S0 +w S1 +wS2 +w S3 +w S4 

w4 4 3 2 
e = S0 + w S1 + w s2 + w S3 + wS4 , 

' 1 w w2 w3 w4 • 
d'ou S0 = 5 (e + e + e + e + e ) , pwsque 

2 3 4 w5 -1 
l+w+w +w +w = --1 =O. 

w-
Vn exercice comme cela, c'est facile, pas cher, et cela peut rapporter 

gros. Sur ce, je vais me promener« à la fraîche». 

10.18. Un exercice bientôt rendu obsolète par le calcul formel. Mais 
il faut quand même savoir le faire, en cas de panne d'ordinateur, ou bien 
si on est isolé sur une île déserte ... 

La fonction/: x ~ (Arcsinx)2 est de classe C00 sur]- 1, l[. On a 
2 - 1/2 . 

f'(x) = 2(1-x) Arcsmx, donc: 

( 1 1 2 - 3/2 . ) 
f"(x) = 2 --2 -2 (1-x ) (- 2x) Arcsmx 

I-x 

= ~+~f'(x), 
I-x I -x 

donc, f vérifie l'équation différentielle linéaire du 2° ordre : 

(l -x2) f "(x)-x j'(x) = 2. 

Comme f ( 0) = 0 et f ' ( 0) = 0 , et que le Théorème de Cauchy-Llps­
chitz nous assure de l'existence et de l'unicité d'une solution S de cette 
équation différentielle sur]- 1, l[, de donnée initiale S(O) = S'(O) = 0, 

silasommeSd'unesérieentière L anxn convient,ceseraf 
n=O 

Les an doivent être tels que a0 = a1 = 0 et : 

(l -x2) L n(n- l)anxn- 2 -x L nanxn-l = 2. 
n~2 n~l 
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On a 2a2 = 2 et 6a3 = 0, (termes de degré 0 et 1), puis, pour 

k ;a.: 2 , le coefficient de i est : 
(k + 2)(k + l)ak+ 2-k(k- l)ak -kak = 0, d'où: 

k2 
ak+2 = (k+l)(k+2) ak. 

On a donc a2n+ 1 = 0 pour tout n, a0 = 0, a2 = 1 et 

- 2(2n-l(n-1)!/ ::::.: 1 ·d 1 li ak+2 - 1 (k . ) a2n - ( 2 )' , pour n,.... , e pus m -- - , parr, 
n . k-++- ak 

donc S a un rayon de convergence non nul, (égal à 1 en fait) d'où 

(Ar . )2 _ ~ 2 · 4n- 1((n - 1)!)2 2n 
csmx - ~ (2 )' x . 

n;;.1 n · 

n! (n!)2 

10.19. Posons un = (n + l) ... (2n + l) = (2n + l)!, on a: 

Un+1 (n+1)2 n+l . 1 
--;::- = (2n + 2)(2n + 3) = 2(2n + 3), ce qm tend vers 4 donc 

la série entière a pour rayon de convergence 4. 
Soit S la fonction somme, comme rien de simple n'apparaît on va 

exploiter la relation 2(2n + 3)un+ 1 -(n + l)un = 0, ce qui va conduire 
à une équation différentielle vérifiée par S, si on se rappelle que S' a 

pour terme général nunxn- l. On cherche donc à faire apparaître les 
kuk. Ona: 

4(n+l)un+ 1 +2un+l-nun-un =O. 

On multiplie par xn , pour 0 < Jxl < 4 , et on somme, pour n ;a.: 0 , d'où 
la relation : 

4S'(x) + 2 S(x) - S(O) - xS'(x) - S(x) = 0, 
X 

ou encore, comme S(O) = u0 = 1 : 

(4-x)S'(x)+(~-1)s(x) = ~-
. . S' x-2 1 1 

Equation sans second membre : S = x( 4 -x) = 2( 4 _ x) - 2x, de solu-

tion S(x) = Â. 112 , ce qui conduit, par la méthode de variation 
Jx(4-x)J 
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des constantes, et pour x e ]0, 4 [ , (4-x)112 2 à ').,' 7 = x' ou encore 

'l• 2 2 d 
~ = = one 

J4x-x2 J4-(x-2)2 
expression : 

x-2 
À= 2 Arcsin - 2-+c, et une 

x-2 
c + 2 Arc sin - 2-

S(x) = sur ]O, 4[, c étant telle que S(O) = 1 , 
(x( 4-x))112 

ce qui conduit à prendre c = 1t . 

0 'rifi d Û+ 2 Ar . X - 2 n peut ve ier que pour x ten ant vers , 1t + c sm - 2- est 

équivalent à 2 .[x, car c'est 2 rn + Arc sin (~ - 1)) , quantité qui, ten­

dant vers Û est équivalente à 2 X sin rn + ... ) soit à : 

Pour x dans ]- 4, O[, on est conduit à À' = ~ , soit encore à 
t.Jx--4x 

-2 -1 
').,' = = --;::::==== 

J(x-2)2-4 j(~-1)2-1 
ce qui conduit à 

À = 2 Arg ch ( 1 - ~)- 2 Arg ch 1 , et à une expression de S qui est ce 

qu'elle est, à savoir: 

2 Arg ch ( 1 - ~)- 2 Arg ch 1 
S(x) = 2 112 sur]- 4, O[. 

(x -4x) 

Je ne serais pas étonné que cela soit faux! 

10.20. La suite des 1ifla:J étant convergente est bornée, donc si on a 

1ifla:[.;;;; M, pour tout n, on a alors la majoration lan z~I.;;;; (Ml~lt, 
n. n. 
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terme général de la série convergente de somme eMlzl , donc la série 
n 

entière des an =, converge pour tout z. De plus, la majoration précé-
n. 

dente fait penser qu'en remplaçant M par l + e, on aura, à une somme 
partielle près, (qui est un polynôme en z), une majoration de 1 /(z)I par 

/l+e)l•I, ce qui, dans lim In(I f(z)I) doit servir. 
lzl-+ + oo 1 zl 

Plus précisément, soit e > 0, 3n0, îln ;a.. n0, lanl :;,;;;; (l +et. En notant 
no 
~ an n 

Sn (z) = "-" 1 z , on a donc : o n. 
n=O 

d'où, par inégalité triangulaire : 
no n 

IJ.(z)l:s;;;e<l+E)izl+ L Clanl-(l+e))lzl 
. n! 

n=O 

no <lanl - (l + E))lzln 
On note~ (lzl) = ~ 1 , avec~ polynôme en lzl 

o "-" n. o 
n=O 

de degré n0 • On a alors : 

1 J (z)I :;,;;;; e(l+E)lzl(l + e - (l+ E)izlRn (lzl))' 
0 

d'où, avec u(lzl) = e- (l+E)izl~ (lzl), une fonction à valeurs réelles qui 
0 

tend vers 0 si lzl tend vers+ oo. La parenthèse devient positive : on prend 
les logarithmes et, pour lzl assez grand, on a : 

lnl J (z)I s:: (l ) ln(l + u(lzl)) 
lzl """ +e + lzl 

Comme le majorant tend vers l + e si lzl tend vers+ oo, on a l' :;,;;;; l + e, 
et ce pour toute> 0, d'où l':;,;;;; l. 

Pour l'autre inégalité, il faut exprimer les an uniquement à l'aide de 
f: c'est possible grâce aux formules de Cauchy. 

n int 
are 

Pour lzl = r, la série des fonctions de t définies par n 1 conver-
n. 

gent uniformément pour t variant dans [O, 21t], ainsi que, pour p fixé, la 
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n int - ipt 
anr e e 

série des 1 , (convergence normale en fait car on majore en 
n. 

module par lanl r~). On a donc : 
n. 

J
2it . . a rn J2it . 

f(re'1)e- •P1dt = L ~ e•(n-p)tdt 
0 n;;. 0 n. 0 

_ 21tapl 
- p! ' 

donc !api :s::; ~ J2
1t 1 f(re;1)ldt 

27tr o 

:s::; p! fJ 21t · sup {I /(z)I ; lzl = r}. 
27tr 

Supposons alors que lim lnl l~(z)I = l', soit E > 0, il existe r 0 tel 
lzl=+oo Z 

. 1 1 . 1 /( )1 (l'+E)r d' , que pour tout r ~ r 0 , s1 z = r, on ait z :s::; e , ou, pour tout 

r ~ r 0 , et pour tout p entier, 

1 1 
,.:::: pJ. (l'+ E)r 

ap ..... 1 e . 

Comme on va faire tendre p vers + oo dans .eJla;! , on ne garde que les 

p ~ (l'+ E)r0 , et pour un tel p, on prend r = 1,J!-, (donc r ~ r0 ), dans 
+E 

la majoration précédente, ce qui donne : !api :s::; p! P 1, d'où : 

(z.h) 
1 111p..:: _e_ <P'>11p ap ...... . . . 

(z.h) 
Comme, (formule de Stirling}, p! = (~J J27tp(l + o(l)), on a: 

(p!)11P = P. (27tp(l + o(1)))11P, donc: 
e 

1 
li - ln(2itp(l + o(l))) 

!api P :s::; (l'+ e)/ 
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Le majorant tend vers l' + E si p tend vers + oo, donc l =:;;; l '+ E , et ce 
pour tout E > 0 , donc l =:;;; l' et on conclut bien à l'égalité l = l' . 

J7t/2 

10.21. C'est un calcul classique de In= 
0 

cosnxdx. Une intégra-

. · 2 n-l d d d non par parues, pour n ;;;;.: , avec u = cos x et v = cosx x , onne 

du = - (n - 1)( cosn- 2x)sinxdx et v = sinx, donc 

. n-1 2 2 n-2 . 2 [ ] 

7C 7C 

In = smxcos x 0 + (n-1) J
0 

cos xsm xdx 

7C J2 n-2 2 
= (n-1) 

0 
(cos x)(l-cos x)dx = (n-l)(ln_ 2-In) 

d'où la relation nin = (n - l)In_ 2. 

Comme I0 = 1t/2 et I1 = 1, on en déduit les valeurs: 

I - 1·3· ... (2p-l) 1t - (2p)! 1t 
2p- -- -et 

2 · 4 · ... 2p 2 22P(p!)2 2' ' 

_ 2 · 4 · ... · 2p . _ 22P(p!)2 
I2p+l - 1·3 . ... (2p+ 1) 1 - (2p+ 1)!. 

Pour ltl < 1, 1 - tcosx ne s'annule jamais sur IR, donc 
7C 

f(t) = J2
1 dx existe. La recherche «d'invariants» n'aboutit pas 

0 -tcosx 
2 

d X d' , (l 2) dx d 1- U one on pose tan -2 = u, ou + u -2 = u, et cosx = --2 , ce 
l+u 

qui conduit à : 
1 1 

f (t) = J 2du = 2 J du 
o 2 ( 1-u2) o 1-t+u2(1+t) 

(l+u) 1-t--
1 +u2 

2 Jl du 2 {f+t [Ar tan [f+t]l 
= 1 + t 0 1 - t 2 = 1 + t ~î="t c u ~î="t 0' 

-1-+u +t 

f(t) = _2_ Arctan JI+ t_ 
J1-t2 1-t 
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Si on veut se débarrasser de la racine carrée dans Arctan, on passe 
aux« angles doubles» en posant t = cos2u, avec, pour te ]- 1, 1 [,un 

seul u dans J 0, ~ [ tel qu'il en soit ainsi. 

M . 1 1 2 2 1 2· 2 d'' {f+t ais a ors + t = cos u, - t = sm u, ou ~ï="i = cotanu 

car cotanu;;;:.: 0, et: 

f(t) = ~ Arctan(cotanu) = ~ (~2 -u) 
~1-t2 ~1-t2 

= J1~t2 rn-~ Arccost) = J1~t2 rn-~ rn-Arcsint)) 

2 (1t Arcsint) 1t 1 2 . 
= J1 -t2 4 + 2 = 2J1 - t2 + 2. J1 -t2 Arcsmt. 

Comme la dérivée de g(t) = (Arcsint)2 est g'(t) = 2 Ji5t, 
1-t2 

l'égalité f(t) = b + ~ g'(t) fournira un développement en série 
2 l -t2 

entière, (en 0), de g', (d'où de g), si on en connaît un de/ 

Or, pour ltl < 1 , pour tout x réel on a ltcosxl .;;;; ltl < 1 et : 
+oo 

1 
1 = I, tkcoskx, avec une convergence normale, (donc uni-

-tcosx 
k=O 

forme), en x, de cette série. On peut intégrer terme à terme, d'où: 
+oo ! +oo 

f (t) = I, tk J2 coskxdx = L 1/, relation valable si ltl < 1. 
k=O 0 k=O 

Puis, pour ltl < 1 , on a : 
2 n 

(l-t2f 112 = n~J- ~) (-U ... (-~-n+ i) (-~!) 
= L 1·3· ... (:n-l)·t2n = L ~l2nt2n. 

n;.o 2 n! n;.O 

On a donc: 

b + ~ g'(t) = L l2nt2n + ~ g'(t) = L 1/, 
2 2 n;.O k;oO 
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d'où g'(t) = 2 L 12p+ /P+ 1 , et, comme g(O) = 0, on obtient en inté­
p~ o 

t2p+2 
grant, g(t) = (Arcsint)2 = 2 L l2p+I 22 · 

p~O p+ 

, 22p(p!)2 t2p+2 
Cest encore L 2 · (2 l)' -2 2 , et, en posant n = p+ l, on 

obtient 
p~o p+ . p+ 

j(t) = L 22n- I ((n - 1)!)2 t2n, 
n~I (2n)! 

ce qui est bien le résultat de l'exercice 10.18, car 22n- I = 2. 4n- I. 

10.22. 1°) Soit x0 dans [O, b[, et [x0, x0 + 21], un intervalle contenu 
dans [O, b[. La formule de Taylor à l'ordre n entre x0 et x de [x0, x0 + 21] 
s'écrit: 

n ( k ( )n+ 1 
!( ) = ~ x-x0) f(k)( ) x-xo f (n+I)(i: ) 

x ,t,., k! Xo + (n + l)! ~n • 
k=O 

avec Çn entre x0 et x, et, comme f et ses dérivées sont à valeurs positives, 

n. (x-xo)k (k) 
la suite des sommes partielles Sn(x) = L k! f (x0 ) est crois-

k = O 
sante, majorée par f(x), donc convergente: on note g la fonction 
somme de la série entière sur [x0, x0 + 21]. 

Onveutprouver,quepourxprochedex0,g(x) = f(x) ,doncquelereste 

( n+I 
R.i(x) = ~::oi)! /(n+I)(Çn) tendvers0.0r,(/(n+2)~0=>/(n+I) 

( )n+ 1 
x-xo (n+l) 

croissante), pour x0 :e;; Çn :e;; x, on a 0 :e;; Rn(x) :e;; (n + l)! f (x), et, 

pour majorer ce terme, on va appliquer, pour un y avec x0 < x <y < x0 + 2 l, la 

formule de Taylor Lagrange entre x et y à l'ordre n + 2 : on a un Tln + 1 entre x 
et y tel que: 
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et comme tous les termes sont positifs, en particulier on a : 

(y-xt+IJ(n+I)( ):S::/() "t /(n+l)( ):S:: (n+l)! /() 
( 1) I X ....., )' , SOl X """' n + l )' • 
n+ . (y-x) 

Mais alors, avec x0 < x <y < x0 + 2 l, on obtient une majoration du 
reste dans la formule de Taylor d'ordre n entre x0 et x : 

(X - X )n + l } 1 (X - X )n + l 
R,.(x) .;;;; o (n + ). f ( ) = f ( ) . __ o 

(n+l)! (y-x)n+I Y Y y-x 

Si on prend x dans [ x0, x0 + l[ , on aura 0 .;;;; x - x0 < l et, comme 
x0 + 2 l - x > l, on pourra choisir y dans [x0 + l, x0 + 2l] tel que y - x > l, 

X - Xo (X - Xo)n + l 
d'où 0 <-- < l ,etpouruntelchoixdey, lim /(y) -- = 0. 

y-x n~+- y-x 

Il en résulte que, sur [x0, x0 + l[, la fonction somme de la série de 
Taylor de f en x0 est/, et donc que sur ]x0, x0 + l [ on a f analytique, 
comme somme d'une série entière. 

Mais alors, si x1 e ]0, b [, il existe x0 et l tels que l'on ait 

0 .;;;; x0 < x1 < x0 + l < x0 + 2l < b, on applique ce qui précède et/ est ana­
lytique en x1 . 

2°) On reprend le 1°) avec x0 = 0 , et l = ~ , on a déjà f égale à la 

somme de sa série de Taylor en 0, sur [ 0, ~ [ , mais aussi existence de g 

+- k 

définie sur [O, b[, par g(x) = L ~ f (k)(O). 
k=O 

De plus f et g sont analytiques sur [O, b[, connexe, donc /-g est 

analytique sur [O, b[ et identiquement nulle sur [ 0, ~ [ : elle est identi­

quement nulle sur [O, b[, car ses zéros ne sont pas isolés, et finalement f 
est somme de sa série de Taylor en 0, sur [O, b[. 

10.23. Si la suite des lai1n est majorée par A> 0 , l'inégalité 

lanl .;;;; An, implique la majoration de lanznl par (Alzi t, terme général 
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d'une série géométrique convergente pour lzl < l • donc le rayon de 

convergence de la série est non nul, car supérieur ou égal à l · 
Riciproquement, si la série entière a un rayon de convergence R > 0 , soit 

z0 tel que 0 < lzol < R, comme la série des anz~ converge, son terme géné­
ral tend vers 0, donc est borné : il existe une constante K > 0 telle que, 

\,./ IN 1 ni ,,;:: K d' ' · 1 11/n ,,;:: 1 (K)l/n M . l" Kl/n - 1 ·la vn e , anzo --. , ou. an --. -
1 

-
1 

. 31S lm - . 
Zo n~+oo 

suite majorante étant convergente vers 1; 01 , est à son tour bornée, donc la 

suite des <lanl) 11n est bornée. 

10.24. On a hk = Hk, 0 est le nombre de permutations sans point 
fixe d'un ensemble de k éléments, donc toutes les permutations ayant 
exactement k points fixes sont obtenues en choisissant ces points fixes, 

( c! choix), et en permutant, sans point fixe, les n - k autres, ce qui se 

fait de hn-k façons, d'où Hn,k = C!hn-k. 

On obtient ensuite toutes les permutations en les groupant suivant 
n 

leur nombre, k, de points fixes donc n! = I, c!hn-k. 
k=O 

Comme hk =;;; k! , ( hk ne représente qu'une partie des k! permutations 

de k éléments), on a lhZ~kl =;;; lzlk, série qui converge si lzl < 1, d'où R;;.. 1 . 

n k n n! hk 
On a calculé n! = L Cnhn-k = L (n-k)! k!, donc 

k=O k=O 
n h 

1 = L ( n 2 k) ! · k~ : voilà qui rappelle fortement le terme général de la 
k=O 

série produit /D(z). On a donc, pour lzl < R, iD(z) = Ï, zf' = -1 1 , 
-z 

p=O 
-z 

et l'égalité D(z) = -1e prouve que le rayon de convergence de la série 
-z 

Dest l. 
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n<kl(O) h 
On a enfin _k_!_ = k~, et la formule de Liebnitz nous donne la 

d , . , kième d d . D( ) envee u pro wt z , en : 

Or 

k ., 
D<k> ~ci z. k-i -z d 

(z) = ~ k i+l (-1) e , oncona: 
i=O (1-z) 

k k 

hk = D(k)(O) = L C~(- l)k-ii! = L (- l)k-i (k~!i)! 
i= 0 i=O 

k i 
= k' ~ (- 1) . ~ ., . z. 

i = 0 

! = ~ (- l)i donc 
~ ., ' e z. 

i = 0 

~ (- l)i 
~ ., z. 

i=k+l 

k . +• . 
~ (-_l)' = !_ ~ (-1)' 
~ z! e ~ i! 
i=O i=k+l 

d'où 

La série des (- -~) i est alternée, et converge suivant son critère donc 
z. 

1 
+ - (- 1) il 1 1 

k! L i! < k + 1 :s;;; 2 si k ~ 1, d'où: 
i=k+l 

1 k' 1 (k' 1) - - < hk - _: < - ~ - 1 < hk - _: + - < 0' 
2 e 2 e 2 

soit encore : 

0 < (~ + ~)- hk < 1, avec hk entier, c'est que hk est la partie 

., d k! 1 
ent1ere e e + 2 . 





CHAPITRE XI 

Espaces hermitiens, séries de Fourier 

L'étude des espaces hermitiens, d'un point de vue algébrique, res­
semble beaucoup à celle des espaces euclidiens. 

On y retrouve les notions de base orthonormée, le procédé d'ortho­
normalisation de Schmidt est encore là, ainsi que les projections ortho­
gonales et les symétries orthogonales associées à des décompositions du 

type E = F E0 F.L • On a encore droit à la signature d'une forme hermi­
tienne. 

Une grande importance est à accorder à la notion d'opérateur 
adjoint, avec les opérateurs auto-adjoints, (diagonalisables dans le 
groupe unitaire), et les opérateurs normaux, (c'est à dire u opérateur 
qui commute avec son adjoint). 

Mais l'essentiel du chapitre concerne les espaces préhilbertiens de 
dimension infinie, avec en particulier l'étude des séries de Fourier. C'est 
dire l'importance de la topologie dans ce cas. 

En prenant l'exemple de l'espace E des applications continues, 21t 
périodiques, de IR dans a::, il sera donc normé par 

11/112 = (2~ s:ltl /(t)l2dty
12 , norme associée au produit scalaire her-

mitien ( f, g) = ;1t s:1t f (t)g(t)dt, et aussi par la norme de la conver­

gence uniforme, 11/11 .. = sup {I /(t)I ; te [0, 21t]}. On a 11/112=:;;;11/11 .. , 
mais il n'y a pas équivalence des deux normes. 

Les fonctions (en)ne 7L avec en(t) = eint, forment une famille ortho­
normée de E, et, l'espace T des polynômes trigonométriques qu'elles 
engendrent étant partout dense dans E pour Il Il .. , (conséquence de 
Stone Weierstrass), l'est aussi pour Il 11 2 : on obtient une famille totale, 
chaque élément/ de E étant« égal» à la somme de la série des (en,f )en, 
pour n dans 7.l, mais attention, égal pour la norme Il 11 2 : c'est l'égalité de 
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:0:11: 

Bessel, qui, avec en = (en.f) = 2~ In f(t)e- intdt 

<11/11 2 ) 2 = L lcn<f)l 2 , et qui équivaut à: 

s'écrit: 

ne 7L 

lim Il/- ± cn<J)enll = 0. 
p~-oo - 2 
q~+oo n-p 

L'égalité de Bessel est aussi valable pour les fonctions continues par mor­
ceaux, 27t périodiques, de IR dans <e:, mais là, on a seulement une semi-norme. 

Un mot des autres types de convergence pour les séries de Fourier : 

1°) si/ est continue, de classe C1 par morceaux, il y a convergence 
uniforme de la série de Fourier vers f; 

2°) si f est dans l'espace D de Dirichlet des fonctions continues par 
morceaux, de discontinuités de première espèce, il y a convergence simple 
vers la régularisée de f, qui est ... f, (c'est le Théorème de Dirichlet) des 
sommes symétrigues ; 

3°} si f est continue par morceaux sans plus, il y a convergence au 
sens de Césaro des moyennes arithmétiques des sommes symétriques vers 
la régularisée de/: c'est le Théorème de Féjer. 

Du fait de ces différents modes de convergence, les séries de Fourier 
sont d'un emploi moins commode que les séries entières. Attention 
donc aux dérivations terme à terme. 

Se rappeler à ce sajet que, sif est 27t périodique de IR dans CC::, de classe cP , 

on a, cn<J) = (i~r en( f <P», (si n * 0 ), et comme lcn< f <P»I :s;;; Il f <P>ll 00 , 

cn<J) est 0 (:p). 
En posant un(x) = cn<J)einx, et si on dérive q fois, on aura 

u~q)(x) = (in); en( f <P», d'où une convergence uniforme de la série des 
(in) 

dérivées jusqu'à l'ordre p- 2, etmême p-1 car la série des!· cn(f <P» 
n 

est absolument convergente, puisque 2 · 1!1 lcn< f <P»I :s;;; : 2 + lcn( f <P»j 2 • 

Voir en 11.6 l'utilisation de cette dérivation, ou en 11.8. 
J'ai parlé des séries entières : ne pas oublier que la somme 

+oo 

S(z) = L anzn d'une série entière de rayon de convergence R, fournit 
n=O 
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des séries de Fourier d'un type particulier, les fonctions 
+oo 

fr(0) = L anrn eina, avec ck( fr) = 0 si k < 0 et ck( fr) = akl si 
n=O 

k ;;;;.: 0 : il y a un lien évident entre séries entières et séries de Fourier 
avec des cn<J) nuls sin< 0. 

Voici une liste de résultats à garder en mémoire : 

• en dimension infinie, l'adjoint n'existe pas forcément, mais s'il 
existe, il est unique ; 

• si u est auto-adjoint, ses sous-espaces propres éventuels (pensez à 
la dimension infinie) sont en somme directe orthogonale ; 

• Si F est sous-espace de dimension finie de E, espace préhilbertien, 
on a E = F E9 F.i, et si{e1, ... ,en} est une base orthonormée de F, le 

n 

projeté d'un vecteur x de E sur Fest PF(x) = L (ek,f }ek ; 
k=l 

• s'il y a égalité dans l'inégalité de Cauchy Schwarz, c'est que les 
vecteurs sont liés ; 

• si A est une matrice (p, q ), 'A.A est une matrice hermitienne posi­
tive carrée d'ordre q; 

• pensez à l'espace l 2(G:) des suites (un)ne IN (ou ne 7L) dont la 

série des Jui converge ; 

• n'oubliez pas le lemme de Lebesgue, (utilisé pour justifier le Théo­
rème de Dirichlet) : si f est réglée, on a : 

b 

lim J f(t)eintdt = 0, (voir 11.16); 
n~±oo a 

• il est bon de savoir que A dans Af,.(G:) est trigonalisable dans le 
groupe unitaire, (voir 11.9); 

• soyez sensible à l'indépendance du problème, (ou sa stabilité) si on 
remplace une matrice par une matrice semblable, ce qui permet souvent 
de prendre des formes adaptées, (voir 11.10); 

• comme dans le cas de Af,.(JR.), la décomposition polaire d'une 
matrice de Af,.(G:) existe, l'unicité étant laissée de côté si on ne part pas 
d'une matrice inversible, (voir 11.12); 

• pour ne garder _que les termes de p en p dans une série de Fourier, 
penser aux racines p'eme de l'unité, (11.5). 
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Énoncés 

11.1. Soit f continue, 21t périodique de IR dans IR, on note an et bn 
ses coefficients de Fourier. 

n 

Pour n dans IN* et x réels, on pose Dn(x) = I, sinkx et 

n 

Sn(x) = l:,(aksinkx-bkcoskx). 
k=l 

k=l 

Soit 'If .,(t) = f (x- t) - f (x + t). Donner une expression de Sn(x) 

sous forme d'une intégrale portant sur 'If"' et D n • On suppose l'intégrale 

J1t '11.,(t) dt absolument convergente, que dire de la suite des Sn(x) ? 
0 t 

11.2. Soit une suite réelle décroissante (an)ne IN' qui converge 
vers O. 

a) Montrer que : 

Vx e IR, I,an cosnx converge<=> I,an converge. 

b) Montrer que : 

I,ansinnx converge uniformément<=> nan tend vers O. 

11.3. Soit/ continue, 21t périodique de IR dans IR, et y dans [O, 21t] tel 

que '1. E <6L 
1t 

l n-1 l J27t 
Montrer que lim - I, f(x+ ky) = 2 /. 

n-++oo n k=O 1t 0 

11.4. Soit A une matrice carrée réelle et A' une matrice de même 
taille telle que AA'A = A. Soit U dans ~.p(IR.). 

On pose A = UU, V = A' - 1A' et W = UVU. Montrer que 
W =O. 

On pose P = UA'U, montrer que Pest un projecteur symétrique. 
Soient X dans ~.p(IR) et Y une matrice réelle symétrique définie posi-
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tive d'ordre n. On pose z = y+ XX. Montrer que lp- xz·x est symé­

trique définie positive, (on pourra mettre Y sous la forme TT ). 

11.5. Soit une fonction f, 2n périodique, continue par morceaux, de 
discontinuités régulières, de IR dans «:, que l'on suppose égale à sa série 
de Fourier. 

Quelle est la somme de la série trigonométrique des fonctions obte­
nues en ne gardant que les termes de la série de Fourier, d'indice dans 
p'll, p fixé dans IN*. 

11.6. Déterminer toutes les fonctions 2n périodique, de classe C2 

au moins, telles que f (2x) = 2 sinx f '(x). 

+- 2 

11.7. On pose, pour t > 0 fixé, f(x) = 2, exp (- (k ;;> ) . 
k=--

Définition, continuité, périodicité de f Coefficients de Fourier de f 
+- ( k2) (1) On pose 0(t) = 2, exp - 1t t . Relation ent~e 0(t) et 0 t . 

k=--

11.8. Soit une fonction g, 21t périodique de IR dans «:, paire, nulle 

sur [~. 1t J , valant cosx sur [ 0, ~] . 
Déterminer son développement en série de Fourier. 
Soit a réel, déterminer, s'il en existe, une solution 2n périodique de 

l'équation différentielle y" + ay = g. 

11.9. Soit A dans A;.(G:), de valeurs propres Â.1, ... , Â.n. Montrer que 
n 

trace (A*A) = 2, iÂ.;1 2 <=> A*A = AA*. 
i = 1 

11.10. Montrer que l'application H ~ eH établit une bijection 
entre l'ensemble .?!'des matrices hermitiennes et celui 9 des matrices 
hermitiennes définies positives. 

11.11. Soit sur E = G:n hermitien canonique, un endomorphisme 
hermitien u tel que lllulll:;;;; l. Montrer que h, opérateur défini par 
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h(x) = x-u*u(x) est hermitien positif, et que h(x0 ) = 0 équivaut à 
(h(x0), x0) = 0. 

11.12. Soient A et B dans -L.i(CC::) telles que AA* = BB*. Montrer 

qu'il existe U unitaire telle que B = AU. 

11.13. Soit une matrice B de -L.i(CC::) et k un entier non nul. Montrer 

qu'il existe une matrice A de -L.i(CC::) telle que A(A*A)k = B. 

11.14. Développer en série de Fourier la fonction f définie par 

f (x) = eiax sur ]- 1t, 1t [,par f (1t) = cosa1C ,f étant 21t périodique. 
+-

En déduire la somme L ~, pour a non dans 'O.*. 
n= in -a 

. Jlt sin(2n + l)t 11.15. Soit, pour tout entier naturel n, In = 2 dt. 
o l+cost 

Convergence et calcul de la somme L (- l)nln. 
n=O 

11.16. Montrer la convergence de la série de terme général 
1 

(- l)n J 
0 

cos(nt2 )dt, et calculer sa somme. 
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Solutions 

11.1. En remplaçant ak et bk par leurs valeurs, on a: 

1 n 2it 
Sn(x) = 1t L J f (t)( cosktsinkx- sinktcoskx)dt 

k = 1 0 

1 n 21t 
= 1t L J f(t)sink(x- t)dt. 

k = 1 0 

En utilisant la 21t périodicité des fonctions, on ramène l'intégrale à 

[~: = [ _ 1t + [ + 1t . Sur la première, on effectue le changement de 

variable x - t = u , u variant de 1t à 0, sur la deuxième, x - t = - u , u 
variant de 0 à 1t, après regroupement, il vient : 

Sn(x) = ~ r (f(x-u)- j(x + u)) ( :i sinku) du, soit 
0 k=l 

i(n+ l)u iu e -e = lm . , pour u :F- 0(21t), 
e'"-1 

.n 
' - u iu 2 2 .. n _ e · e ism 2 u 

=lm = 

. nu . (n+l)u 
sm 2 sm 2 

i~ • u 
22 .. U Sln -2 e ism 2 

(et, pour u = 0(21t), par continuité on trouve la valeur exacte, 0). 
Donc: 

. nt . n+ 1 
1 J1t sm 2 sm - 2- t 

Sn(x) = - 'If .,(t) dt, avec : 
1t 0 • t sm -

2 
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. nt . n + 1 _ 1 ( t (2n + l)t) d' , . 
Slil 2 Slil - 2- t - 2 COS 2 - COS 2 , OU • 

Sn(x) = _!_ Jit '11.,(t) [tcos ~] dt-_!_ Jit '11.,(t) cos 2n + 1 tdt. 
21t 0 t . t 21t 0 . t 2 

Slil 2 Slil 2 

0 , l'" , al . 0 Jlt '11.,(t) d b 1 n a suppose mtegr e rmpropre en , -- t a so ument 
0 t 

tcost/2 d 2 0 1 ., . , convergente, comme t - . 12 ten vers en , a prem1ere mte-
smt 

grale impropre converge, notons la I, elle ne dépend pas de n. La 
deuxième converge aussi, le cosinus étant borné et sint/2 étant équiva­
lent à t/2 en O. On a alors : 

ISn(x) - Il = _!_ Jit 'If .,(t) cos 2n + l t dt . 
21t 0 . t 2 

Slil 2 

Or, 'Ve> 0, 3a> 0, (a<~). J~ ~.,(t~ dt.;;;; e, d'où: 'Vn e IN : 

Slil 2 

E 1 Jit 'If .,(t) 2n + 1 
ISn(x)-11 .;;;;-+- -- cos -- tdt, 

21t 21t ~ . t 2 
~ sm 2 

(on écrit 1 J: 1 = 1 J~ + ( I .;;;; 1 J~ 1 + 1 ( 1 

.;;;; (1 1+1 ( J). 
Un peu de culture permet de savoir qu'on conclura grâce au lemme 

de Lebesgue: sur le segment [a, 1t], la fonction t - 'lf.,(t) est conti­
. t 

sm 2 

(d , l' ) d l" Jit 'lf.,(t) 2n + 1 d 0 nue, one reg ee , one : im -- cos - 2- t t = , et pour 
n°"'+- a. . t sm 2 

le même E > 0 , on peut trouver n 0 dans IN tel que 'Vn ;;;?: n 0 , la deuxième 
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intégrale soit majorée par E d'où 

t 
. 1 J7C \jf .,(t) cos 2 

lim Sn(x) = -2 . 12 dt. 
n~+~ 1t 0 s1nt 

Le lemme de Lebesgue se justifie en commençant par une fonction 
constante, puis en passant aux fonctions en escalier par combinaison 
linéaire, et en concluant pour les fonctions réglées par passage à la 
limite. 

11.2. a) Si la série des an cosnx converge pour tout x, elle converge 
pour x = 0 , donc la série des an converge. 

Si la série des an converge, comme an tend vers 0 en décroissant, les 

an sont positifs ou nuls, et, 'Vx e IR., lan cosnxl .,,;;; an : il y a convergence 
absolue de la série des ancosnx. 

b) C'est beaucoup plus délicat. 

Si la série des ansinnx = un(x) converge uniformément, en appli­
quant le critère de Cauchy uniformément on a : 

'VE> 0, 3n0 e IN, 'Vn ;;;:,: n 0, 'Vm;;;:,: n, 'Vx e IR, 1 :i un(x)I .,,;;; E · 

P=n 

1 Prenons alors n ;;;:,: n 0, xn = 2n , pour p = n + 1, n + 2, ... , 2n, on a 

0 1 ,.;: n + 1 ,.;: p ,.;: 2n _ 1 1t · , [o 1t] < 2....., ""'2n....., xn....., 2n - < 2, et par concav1te, sur , 2 , 

. 2 d . 2 " " s1nx ;;;:,: - x, one s1npx ;;;:,: - .L.... = .L.... • 
1t n 1t 2n 1tn 

On multiplie par ap;;;:,: 0, (toujours an tend vers 0 en décroissant), et 

pourn;;;:,.n0,m = 2n,ona: 
2n 2n 

E;;;:,: I, apsin(pxn);;;:,: I, ap · !;,, . 
p=n+l p=n+l 

Les ap sont tous supérieurs à a 2n, (décroissance de la suite), et 

même, on minore p par n, d'où, 'Vn;;;:,: n 0 : 

n 1 2 0 d'"' l" 2 0 E ;;;:,: n · a2 • - = 21t na2n ;;;:,: , on a eja : rm na2n = . 
n 1tn n~+~ 
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Comme 0 =;;;;; (2n + l)a2n+ 1 = (2n)a2n+ 1 +a2n+ 1 =;;;;; 2na2n + a2n, et 
que la suite des ak converge vers 0, on a également : 

lim (2n + l)a2n+ 1 = 0, et finalement lim kak = 0. 
n~+~ k~+~ 

Réciproquement, on suppose que an tend vers 0 en décroissant, et que 
nan tend vers 0 aussi. Cela, (an tend vers 0 en décroissant) fait penser 
à une transformation d'Abel. 

En introduisant 
n. ei(n+l)x_l 

Sn(x) = L smkx = lm . , 
k = o e'"' -1 

x -::F- 0(21t), on a encore : 

[ 

. n+ 1 ] •-2-x .. n+I 
e ·2zsm - 2- x 

Sn(x) = lm . x = . -
e 2 · 2isin ~ 

2 

d'où, pour x -::F- 0(21t), ISn(x)i =;;;;; -
1 

. 1 xi . 
sm 2 

On va majorer une somme du type : 

q 

sn.q<x> = l: aksinkx, 
k=n+l 

. n+ 1 sm - 2-x 
. nx 
sm-2 ---­

. X 
sm 2 

avec q > n , en procédant de façon différente suivant x. 

pour 

D'abord, on travaille pour x dans [O, 21t], (périodicité), et même 
[O, 1t], (imparité en fait). Pour x = 0(1t), la somme est nulle. Comment 
utiliser l'hypothèse nan tend vers 0 ? Peut-être en majorant 1 sinkxl par 
klxl ? 

Soit E > 0, 3n0, 'Vk ;;;.: n 0, 0 =;;;;; kak =;;;;; E, (n'oublions pas que les ak sont 
positifs). 

Donc pour n ;;;.: n0 , et p ;;;.: 1 , (on verra comment lier x et p ensuite), 
ona 

1 

n+p 1 n+p L aksinkx =;;;;; L kaklxl =;;;;; pelxl . 
k=n+l k=n+l 

Puis, si q ;;;.: n + p + 1 , en effectuant une transformation d'Abel, on a : 
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1 
i ak(Sk(x)-Sk-1(x))l 

k=n+p+l 

1 
q-1 1 = -an+p+1Sn+p+aqSq+ L (ak-ak+1)Sk, 

k=n+p+l 

soit, comme ak -ak+ 1 ;;;.: 0, et en majorant ISk(x)I par -
1

. 1 xi : 
sm -

2 

1 
i aksinkxl =::::; (an+p+I +a9 + 

9'i:,1 
ak-ak+IJ-, . 1 xi 

k=n+p+l k=n+p+l sm 2 

2an+p+l 

=::::; lsin ~I . 
On a donc, avec q ;;;.: n + p + 1 , et x-::/:. 0(21t) : 

1 
~ . k 1 1 1 2an + p + 1 ~ aksm x =::::; pe x + 

1 
. xi . 

k=n+l sm 2 

De plus, an+ P + 1 =::::; E 1 =::::; ~l , donc pour x dans ]O, 1t[, comme 
n+p+ p+ 

~ e J 0, ~ [ , intervalle où on a sin y ;;;.: ~ y , on a finalement, avec p ;;;.: 1 

et q;;;.: n +p+ 1 : 

1 
i aksinkxl =::::; pex + 2E 2 x' soit 

k=n+l (p+l) n 2 

=::::; E (px+ (p !~)x} 

Soit alors x e ]0, 1t [ et p = 1 + E G), on a: 

p - 1 =::::; ! < p d'où px =::::; 1 + x < 1 + 1t et (p + 1 )x > 1 + x > 1 , d'où 
X 

21t 
(p + l)x < 21t' 
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et la majoration : 

1 
± aksinkxl :s;;; E(l + 31t), valable pour tout x de ]O, 7t[, mais 

k = n+ 1 
aussi en 0 et 1t, donc le critère de Cauchy s'applique uniformément en x. 

11.3. Les deux membres de l'égalité dépendent linéairement de f et 
sont « stables » par convergence uniforme en f On peut donc établir le 
résultat pour les polynômes trigonométriques, l'étendre aux fonctions 

continues, C 1 par morceaux, puis aux continues. 

Pour f (x) = eipx = cos px+ isinpx, on a : 

2~ J:lt f (t)dt = 1 si p = 0, 0 si p :;t 0. 

l n-1 

Pour p = 0, (donc f = 1 ), on a - L f(x + ky) = l, d'où l'égalité 
n 

k=O 
dans ce cas. 

n- I ipx n- I 
n p ..... O 1 ~ ip(x+ ky) e ~ ( ipy)k rour ..... , - k.i e = - k.i e . 

n n 
k=O k=O 

Or eipy = 1 est exclu, sinon il existerait a dans 7l tel que py = 2a1t 

Y 2a "' d · ' ' · d · dif et - = - e \Dl ; on a one une progression geometnque e raison -
1t p 

férente del, donc: 
n-I ipx ipny ! L 8ip(x+ky) = ~. e. -1 

n k = o n e'P'Y - 1 

·p 'Y 
'n 2 pny 

8 ;px e 2isin 2 
=-·------

n ;p Y 
e 2 2isin ~ 

ipx ip(n- I) Y sin pny 
e 2 2 = -·e 
n sin X' 

2 

quantité, qui dans CC:, tend vers 0 si n tend vers + oo. 
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Il en résulte que l'égalité est valable pour les fonctions du type 
x ---+ cospx, ou x ---+ sinpx, donc, par linéarité, pour les polynômes 
trigonométriques. 

Puis, si f est limite uniforme de fonctions (gr)re IN continues, 21t 
périodiques, vérifiant l'égalité, alors/la vérifie. En effet, posons: 

: In dépend linéaire-

Soit E > 0, 3r0 tel que 'Vr ~ r0, Il/ -g~I .. .;;;; E, en particulier: 

1 1 II (f-g )l .s; - · 21t · E + - · n · E = 2E · n ro 21t n ' 

puis, pour r0 fixé, 3n0, 'Vn ~ n0, In(gr ) .;;;; E, d'où, 'Vn ~ n0 , 
0 

IInCf)I.;;;; 3E : on a bien lim In(/) = 0, c'est-à-dire l'égalité pour/ 
n~+oo 

Mais alors on peut conclure rapidement si on sait que f, continue, 21t 
périodique, est limite uniforme, sur [O, 21t ], de polynômes trigonométri­
ques, grâce au Théorème de Stone-Weierstrass. 

Sinon, on fait un détour en passant par des fonctions continues, de 

classe C1 par morceaux, qui sont alors sommes de leur série de Fourier 
qui converge uniformément. (Honnêtement,je ne sais si on n'utilise pas 
Stone-Weierstrass pour obtenir cela.) 

L'égalité est donc vraie pour f continue, C 1 par morceaux. 

Enfin, si f est bêtement continue sur m, 21t périodique, elle est unifor­
mément continue. Soit donc E > 0 et a> 0 tel que 

lx-yl .;;;; a:::} l/(x)- /(y)I .;;;; E, si 21t.;;;; a, en coupant [O, 21t] en n seg-
n 

ments, et en construisant g affine par morceaux, en joignant les points 

(2!1t./ ( 2!1t)) pour k = 0, l, ... , n' on obtientgcontinue, de classe C1 

par morceaux, avec Il/ - gll .. .;;;; E. 
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Pour conclure, f continue 21t périodique est limite uniforme d'une 
suite de fonctions continues, 21t périodiques, C 1 par morceaux pour 
lesquelles l'égalité est vérifiée, donc elle l'est pour f 

11.4. Comme on parle de matrices symétriques, on se placera sur 
IRn ou mP , euclidiens canoniques, de bases orthonormées notées !JI ou 
!JI' et on considère les applications linéaires a, a', p ... de matrices A, 
A', P ... relativement à ces bases. 

Ainsi, si !JI est base orthonormée de IRn , avec a linéaire de matrice 
A dans la base~ est-ce que a' existe, avec aa'a = a ? Il y a un problème 
de « simplification » par a à droite, (ou de définition de a' sur l'image 

lm a), or a induit un isomorphisme, noté ii , d'un supplémentaire F de 

Ker a sur lm a. Alors, allons-y en introduisant F tel que IRn = Ker a E9 F 

et G tel que IR.n = lm a E9 G . 

Sur lm a = lm ii = ii(F) , pourquoi ne pas poser : 

--1 
T/ye lma,a'(y) =a (y), 

et envoyer, par a', G sur O. 

Vérifions qu'alors aa'a et a coïncident sur IRn = Ker a E9 F. 

D'abord,pourtoutxdeKera, aa'a(x) = 0 = a(x),puis,sixestdans 

F, a(x) = ii(x), avec ii(x) dans lm a, donc : 

- --1 -(aa'a)(x) = aa'(a(x)) = aa (a(x)) = a(x), 

on a bien l'existence de a' . 

On considère maintenant U dans L,.,p(IR), donc A = U'u est une 
matrice carrée symétrique, positive, car avec X matrice colonne d'ordre 

n, et Y = TIX, matrice colonne d'ordre p, on a 

p 2 
XAX = (XU)(UX) = Yv = L Yi ;;;;.: 0 . 

i = 1 

Ce côté symétrique de A, si on l'exploite en transposant l'égalité 
AA'A = A,donneAtA'A = A,et,parlinéarité,avecV = A'-tA',on 
aura: 

AVA = AA'A-AtA'A =A-A= O. 
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Par ailleurs V = 'A' -A' = - V, donc V est antisymétrique, ainsi 

que W = UVU , donc la matrice iW est hermitienne, donc diagonalisa­
ble dans le groupe unitaire. 

Mais alors W aussi est diagonalisable dans .L,, (CC:) : elle sera nulle si 
et seulement si elle n'admet que 0 pour valeur propre, donc si et seule­
ment si elle annule un polynôme du type xk, ce qui conduit à calculer 
les puissances de W. 

On a W2 = UV(UU)VU = UVAVU, encore« un coup», et on 
aura du AVA =O. 

On a W3 = (UV A V)(UU)VU = (UVA V)A VU 

= UV(AVA)VU = uvovu = o, 
donc W, diagonalisable n'ayant que 0 pour valeur propre, est nul. 

Comme on ne connaît pas directement A' , on ne peut pas exhiber 

1A', donc calculer 1P = \UA'U) tout seul ne sert à rien, mais avoir P 

symétrique, c'est-à-dire 'p = P, c'est aussi avoir P- 'p = 0, (sachez 
«voir» les égalités sous différentes formes), or on a: 

P - 'p = UA'U - u 1A'U = U(A' - 1A')U = uvu = w = o. 
L'opérateur P, symétrique, est donc diagonalisable dans .Aj,(IR), 

(matrice carrée d'ordre p), il sera donc un projecteur si et seulement si 
il n'a que 0 et 1 pour valeurs propres, donc si et seulement si il annule 

un polynôme du type xa(l -x)r>. 

2 t.-T t t On a P = uA'(U U)A'U = UA'AA'U, et pour retrouver P, ou une 
puissance de P, il faudrait utiliser l'égalité AA' A = A, donc retrouver 

(UU) ... ,ce qui conduit à calculer: 

P3 = (UA'AA')(UU)A'U = 1UA'(AA'A)A'U 

= UA'AA'U = P2, 

donc P annule le polynôme x3-x2 = x2(x- l) : ses seules valeurs pro­
pres possibles sont 0 et l, donc Pétant symétrique, donc diagonalisable, 
est un projecteur, orthogonal d'ailleurs car ses sous-espaces propres sont 
orthogonaux entre-eux. 

Passons au dernier point. 

Comme Y est symétrique réelle, définie positive, elle munit IR.11
, (rap­

porté à sa base canonique, 9/), d'une structure euclidienne et si ~ est 
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une base orthonormée pour cette structure, avec P matrice régulière de 

passage de .91 à 'eff' on aura 1PYP = In, donc Y = 1(P- 1)P- 1 s'écrit TT 

t -1 
avec T = (P ) dans GLn(IR.). 

On a alors z = TT+ XX = T(ln + r 1XXT 1)T 

= T(ln + X1 X1)T, avec X1 = r 1X, 

et X1 X1 étant symétrique positive, donc de valeurs propres positives, 

les valeurs propres de In+ X1 X 1 sont;;;.: 1, et cette matrice est inversible, 

donc Z aussi, mais alors l'égalité ZZ'Z = Z donne Z' = z- 1. 

On a donc lp - XZ' X = lp - xz- 1X, avec Z = T(ln + X1 Xi}'T, 

donc Ip-XZ'X= Ip-XT 1(In+X1X 1f 1T- 1X, 

- 1 ' et comme X1 = T X, c est encore: 

lp- XZ'X = lp - X 1 (ln+ X1 X 1)- 1X1. 

Si on pose Z1 = In+ X1 X 1 , on a encore Z1 inversible, car symétri­

que de valeurs propres;;;.: l, donc (ln+ X1 X 1)- 1 = Z\, et on doit justi­

fier que lp- X 1Z\X1 est symétrique définie positive, avec Z\ associé à 

Z1 = In+ X1 X1' c'est-à-dire Z' 1 = Z]" 1. 

Ceci revient à prouver que les valeurs propres de lp- X1Z\X1 sont 

strictement positives, donc que celles de X 1Z'1X1 sont< 1. 

Or, si Â. est une valeur propre de la matrice symétrique X1Z\X1 , et 
si U est un vecteur colonne d'ordre p, vecteur propre non nul associé, 

on a X 1Z\X1U = Â.U d'où: 

X1 X1 Z'1 (X1 U) = Â.X1 u' 
et, si Â. ::F- 0, X1 U est non nul, (sinon Â.U = 0 : c'est difficile avec Â. ::F- 0 et 
U ::F- 0 ), donc U 1 = X1 U devient vecteur propre de 

(X1 X1)Z'1 = (-In+ Z1)Z]" 1 = - Z]" 1 +In' pour la valeur propre Â., d'où 

U1 - Z]" 1U1 = Â.U1, soit Z]" 1U1 = (l -Â.)U1. Comme Z]" 1 est définie 
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positive, comme Z1 , on a 1 - Â. > 0 d'où Â. < 1 , (ouf !), inégalité vérifiée 

aussi si Â. = 0 etfinalementlesvaleurspropresde X1Z\X1 sont bien< 1. 

11.5. Précisons d'abord les données. Pour f dans l'espace D de Diri­
N 

chlet, on a convergence simple de la suite des P N(f )(x) = L en (j)einx 
n=-N 

vers la fonction f ici. 
On suppose donc un peu plus, en supposant ici que l'on a 

lim L en<J)einx = j(x), (et non plus seulement un résultat pour les 
r-+-oo 

n=r 
s-++oo 

sommes symétriques). 

Cette hypothèse sera bien sûr vérifiée pour f continue, C 1 par mor­
ceaux par exemple, (convergence uniforme en ce cas). 

Soit alors p un entier fixé, et co une racine pième primitive de l'unité, 
2ilt 

co = e P par exemple. 
+oo 

Partant de l'expression f(x) = L en<J)einx, on a, pour tout k 
n=-oo 

compris entre 1 et p - 1 

f(x+k·~1t) = 
n=-oo 

+oo i 2lt kn 
~ (j) inx p "-' en e · e avec 

2 ~ kn 
e P kn = Q) ' 

d'où, (somme finie de séries), 
p-1 +oo 

'LJ(x+k 21t) = 'L 
k=O p 

(/)( 1 n 2n ( n)P-1) inx en + CO + CO + ... + CO e . 
n=-oo 

Pourn=O(p),onacon = 1 et l+con+ ... +con<p-l) = p ;puis, pour 
n du type rp +s avec 0 <s<p, on aura: 

n s n n p-1 
co = co -::F-1,et l+co + ... +(co) 

On obtient donc l'égalité : 
p-1 

L en<J)einx = ! 'LJ(x+2k1t). 
nep'D. p k=O p 

À rapprocher de 10.5 ou de 10.17. 

= (con/ -1 = 0. 
con -1 
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11.6. Comme f est 21t périodique, de classe C2 , elle est développable 
en série de Fourier, avec convergence uniforme de sa série de Fourier. 

De plus on sait que en(/)= (i~fen(f"), pour n:;t:O, avec 

len( f ")I :,,.-;; Il f "Il ... Si on note un la fonction x ~ eneinx, on a un déri­

vable et u'n(x) = ineneinx 

= _!. (/") inx in en e ' 

donc llu'nll .. :,,.-;; 1!1 len(/")1,etcommelasériedes : 2 converge,ainsique 

celle des len( /")1 2 , (égalité de Bessel pour/"), la série des 1!1 len( /")I 
est convergente, d'où la convergence normale de la série des u' n , et la 
dérivation terme à terme de la série de Fourier de f 

Plus généralement, avec f de classe cP, p ;a. 2, et 

en(/) = (i~r en( f (p»' pour n :;t: 0' on a : 

(p-1)() = (" )p-1 (/) inx = _!. (/{p)) inx d' , un x zn en e in en e , ou 

llu~- l)ll .. :,,.-;; 
1
!

1 
lcn< f <P»I. une série majorante convergente car 

on a deux séries dans l 2(CC:), d'où une dérivation terme à terme de la 
série de Fourier def,jusqu'à l'ordre p-1. 

Revenons à l'exercice et à l'expression f (x) = I, eneinx qui donne 
ne 7L 

f'(x) = I, ineneinx. La fonction f vérifie alors l'équation 
ne 7L 

ix - ix 
e -e f (2x) = 2 sinx f'(x) = . f'(x) si et seulement si on a: 

z 
~ 2inx ~k i(k+l)x ~k i(k-l)x 
L. ene = L. eke - L. eke , 

ne7L ke7L ke7L 

et la famille des (eir")re 7L étant totale dans l'espace vectoriel des appli­
cations continues, 21t périodique, pour le produit scalaire hermitien 
canonique, les coefficients de chaque eirx dans chaque membre sont 
égaux. 
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...., i(2p+l)x 0 2 2 2 C la . .1.erme en e , on a: = pc2p-( p + )c2p+ 2 . ette re tion 
donne c2p + 2 en fonction de c2p, (ou vice versa), sauf si 2p + 2 = 0 ou 
si 2p = 0. 

Pour p = 0, il reste - 2c2 = 0 d'où c2 = 0, puis, (p = 1) : 

4c4 = 2c2 donc c4 = 0, et par récurrence c2p = 0, îlp ;a.: 1 . 

Pour p = - 1 , on obtient - 2c_ 2 = 0, puis, (p = - 2) , on a : 

4c_ 4 = 2c_ 2 , donc c_ 4 = 0 , et par récurrence, c2p = 0 pour 
tout p :s;;; - 1 . On garde c0 comme paramètre. 

Passons aux coefficients de e2ipx. On a: 

cp = (2p- l)c2p- l - (2p + l)c2p+ 1. 

Pour p = 0, cela donne c0 = -c_ 1-c1. 

Pour p = 1 , on obtient c1 = c1 - 3c3 d'où c3 = 0, et on démontre 
la nullité des c2p + 1, p ;a.: 1 , par récurrence, car les Cp du premier mem­
bre sont associés soit à p pair ;a.: 2, donc Cp = 0 , soit à p impair ;a.: 3, et 
si on les suppose nuls jusqu'au rang 2p - 1 , avec p impair, p :s;;; 2p - 1 , 
ilresteO = (2p-l)c2p_ 1-(2p+l)c2p+l d'oùc2p+l =O. 

Enfin, si p = - 1 , on a c_ 1 = - 3c_ 3 + c_ 1 , donc c_ 3 = 0, et l' éga-

lité c2p- 1 = ~~ ~ ~ c2p + 1 , valable pour p :s;;; - 2 , (comme précédem­

ment, cp est nul soit parce que p pair :s;;; - 2 , soit p impair avec 

2p + 1 :s;;; p :s;;; - 3, donc Cp = 0) donnera c2p-l = 0 si c2p+ 1 l'est. 

On obtient donc pour solutions les fonctions f définies par : 

j(x) = Co+ c1eix -(co + c1)e-ix 

= co(I-e-i"') + c1(eix -e-i"') 

= c0( 1- cosx + isinx) + 2ic1 sinx 

= c0(1- cosx) + i(c0 + 2c1)sinx. 

Si on cherche des solutions à valeurs réelles, on prend c0 réel et c1 
tel que c0 + 2c1 soit imaginaire pur. 
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2 

11.7. Posons uk(x) = exp (- (k ;;) ) , avec t > 0 fixé. Pour x clans 

[-r,r],etpour lkl>r,ona: 

lk - xi ;;;. i lkl - lxl 1 = lkl - lxl ;;;. lkl - r > 0 , donc 

- (lkl - r)2 ;;;. - (k -x)2 et la majoration : 

( (!kl-r)2) 0 :s;; uk(x) :s;; exp - t = alkl. 

On a donc, pour la norme infinie sur [- r, r] , llukll .. :s;; alkl et comme 

lim k2 cxlkl = 0, il y a convergence normale sur [- r, r] de la série des 
lkl--++ 00 

uk , d'où existence et continuité de la fonction f sur [- r, r] , et ce pour 
tout r > 0 , donc sur IR finalement. 

.. k-x 
En fait/ est de classe C . En effet, u'k(x) = -- uk(x), donc, tou­

t 
jours sur [- r, r], on a, pour lkl > r : 

Il , Il ..::: lkl +r ( (!kl-r)2) _ R 
u k .. ""' -t- exp - t - t'lkl ' avec, là encore, 

lim k2Plkl = 0, d'où une convergence uniforme de la série des déri­
lkl --++oo 
vées et une dérivabilité terme à terme de la fonction f qui est de classe 
c1. 

La présence de l'exponentielle permet de poursuivre le raisonne­
ment : f est C00 sur IR en fait. 

Comme uk+ 1(x+ 1) = uk(x), et que l'on somme pour k clans 7l, on 
a: 

f(x+l)= ,Luk(x+l)= ,Luk'+I(x+l), 
ke7L k'e7L 

(avec k' = k - 1 qui parcourt 7l), soit encore : 

f(x+ 1) = L uk.(x) = f(x) : la fonction/est !.périodique, de 
k'e 7L 

classe C 1 : elle est égale à sa série de Fourier avec convergence uni­
forme. 

Calcul des coefficients de Fourier. 

Ona cn<f) = J1 (.L uk(x)) e- 2in:nxdx. 
0 ke 7L 
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La convergence uniforme de la série des uk, sur [O, !],jointe au fait 

que le - 2i1tnxl = 1, donne la convergence uniforme sur [O, 1] de la série 
des fonctions x .......-+ uk(x)e- 2i1tnx, donc, (laissons tomber le/): 

2 
1 (k-x) . 

en = L J e-~-2mnx dx 
ke 1L 0 

2 

Jk -~-2i1tn(k-u) 
= L e 2t du, 

ke1L k-1 
(on pose k - x = u, u varie de k à k - 1 , mais dx = - du) ; on a 

e- 2i1tnk = 1, exit l'exponentielle, et les intégrales se «recollent» car 
l'intégrale impropre qui suit converge absolument. On a : 

2 

J+- -~+2i1tnu 
2t 

en= e du. --
Cette intégrale, je vais la calculer de deux façons. 

2 

Première méthode. Je ne connais pas de primitive de e - " , mais, s'il y 
2 

-~ + 2i1tnu 
avait u en facteur ... Pour cela, il faudrait dériver e 2' par rapport 
àn ... 

Allons-y en introduisant la fonction g : 
2 2 

J+ - -~ + 2i1tyu Jp -~ + 2i1tyu 2t . 2t 
g(y) = e du = lim e du . 

-- p~+- -p 

En notant gp(y) cette intégrale, on a gp dérivable et 

g'p(y) = r 2i1tue- ~ e2i1ty"du' et cette suite des g'p converge uniformé­
- p 

2 J+- -~+2i1tyu 
ment par rapport à y, (car le2i1tyul = 1 ), vers __ 2i1tue 21 du, qui 

est donc la dérivée de g. Cette intégrale se calcule par parties : posons 
2 X 

" " - 2td 2i1tyu - 2t d 2 . 2i1tyud ue u = ds et 't = e , on auras = - te et 't = z1tye u , 

([ -.Z..+2i1tyu]+- +- _.Z..+2Ï1t.)IU ) 
donc g'(y) = 2i1t - te 2' · __ + 2i1tyt J __ e 2' du 

= - 41t2ytg(y). 
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Cette équation différentielle linéaire du premier ordre conduit donc 
2 

2 2 +oo - !.._ 

àg(y) = g(O)e- 2it' i,avecg(O) = J_
00

e 2tdu. 

Posons ~ = v 
,j2t ' 

on a g(O) = ,/2t f~e-v2dv = Jfiü, et 

2 2 2t 
g(y) = Jfiüe- it Y • 

(Rappel, si 1 = J: 00e-"2dx,12 = { 00 J: 00e-<x2 +l>dxdy, soit, en 

fit12U+ 00 2 ) 1 J+ 00 2 polaires, 12 = 
0 0 

re- r dr d0 = ~ · 2 0 
- d(e- r), soit 12 = ~ 

J1r. J+oo 2 et 1 = 21t d'où _ 
00 

e - " dx = J1c . ) 

2 2 

On obtient donc c .. (f) = g(n) = Jfiüe- 21t" t. Je termine l'exer-

cice, et après je vous calcule g( n) par résidus. Puisque f est de classe C 1 , 

il y a convergence uniforme de sa série de Fourier vers f, donc, pour tout 
xona: 

+oo (k-x)2 +oo 2 2 

f ( ) ~ e- -2t- ~ 'Ft - 21t n t 2iitnx 
x = ~ = ~ .J z;1tie e : 

k=-oo n=-oo 

il y a un lien évident avec t et ~ . Pour x = 0 , on a : 

+oo k2 +oo -lt .t_ +oo 2 
L e - 2t = L e 2itt = L Jfiüe - itn /(l/(2itt))' 

k=-oo k=-oo n=-oo 

soit l'égalité 0(21tt) = J2iü e (2~t)' et il suffit de poser 'C = 21tt' pour 

obtenir une formule classique (pour qui ?) de la fonction thêta : 

0(-c) = J-t a G). (avec 'C > o ). 
Acceptez-vous de m'accompagner encore un peu, pour calculer par 

2 
+oo - ~ 

, "d J 2t 2iitnud .., resz us c.. = _ 
00 

e e u ~ 
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C'est encore: 
1 . 2 222 

J
+oo - 2i ((u-2mnt) +47t n t ) 

en= e du 
- OO 

( u - 2 i1tnt)2 
- 27t2n2t J+oo - J2ï d = e e u, 

- OO 

u 
donc, avec v = Io.. , on a : 

-v2t 
2 2 J+oo Ïn". 2 _ ~t - 27t n t - (v-i1tn.,,2t) d 

cn--v~ie e v. 
-oo 

2 

Soit la fonction z ~ e - z : elle est holomorphe sur <C:, donc son inté-
grale sur le rectangle ABCD suivant est nulle. 

y 

A:(-R,O) B: (R, 0) 

~-------+--------~c: (R.- 1tn./2t) 
D: (- R.-1tn./2t) 

On a donc: 

J
R 2 s- 1tn./2t 2 [ R ro: 2 -xd -(R+iy).d -(x-i1tn.,,2t)dx e x+ e z y+ e 
-R 0 R 

+JO e-(-R+iy)2dy = 0 
- 7tn./2t 

Notons 11, 12, 13, et 14 ces quatre intégrales. 

1 - (R2 + 2iR~ -y2)1 - R2 _,2 - R2 27t2n2t Pour 12 , on a e ~ = e ~ :s;;; e e , d'où l'on 
déduit: 

2 2 2t R2 
J12J :s;;; 1tn./2te 7t n e- , 

majorant qui tend vers 0 si R tend vers + oo. 
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On a de même lim 14 = 0 , et finalement, on 
R~+-

aura 

. . '- . ' ' s+- -(x-i1tn../2t)2 
lim 11 + lim 13 = ..J1t+ hm 13 = O,dou e dx = 
R~+- R~+- R~+- __ 

~ - 27t2n2 t , , , 
et en = ..J-z.nte : on retrouve le resultat precedent. 

11.8. Comme la fonction g est continue, de classe C 1 par morceaux, 
il y a convergence uniforme de sa série de Fourier vers g. Elle est paire, 

+-

donc g(x) = ~o + L ancosnx avec: 
n=l 

1 J7t 2 J7t an = - g(t)cosntdt = - g(t)cosntdt' par parité de g. 
1t -7t 1t 0 

Vu la nullité de g sur m. 1t] , il reste : 

2 J7t/2 1 J7t/2 
an = - costcosntdt = - ( cos(n + l)t + cos(n - l)t)dt. 

1t 0 1t 0 

1 [sin(n + l)t sin(n - l)t]1t12 . Pour n =F- 1 , on a an = - 1 + 1 , donc s1 
1t n+ n- 0 

1t 1t 
n = 2p + l, p;:;. 1, (2p + 1+1) 2 = (p + 1)1t et (2p + 1-1) 2 = p1t : 

il reste a2p+ 1 = 0. 

1 J7t/2 1 1t 1 
Pour n = 1, on a a 1 = 1t 

0 
(1 + cos2t)dt = 1t · 2 = 2. 

P _ 2p _ ! [sin(2p+l)1t/2 sin(2p-1)1t/2J 
our n - , a 2p - 1t 2p + 1 + 2p _ 1 

= ! ((-1/ + (-1/+ 1) = 2(-1/+ 1 

1t 2p+l 2p-1 1t(4p2-1) 

En particulier a0 = ~ et finalement on a : 
1t 

+- p+l 
( ) _ 1 cosx "' (- 1) 2cos2px g X - -+--+ ~ - . 

1t 2 P=l 1t(4p2-l) 

Étude de l'équation différentielle y" + ay = g. On suppose que y est solu­
tion 21t périodique, y est déjà 2 fois dérivable, et y" = - ay + g est encore 
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continue, C 1 par morceaux. En notant c .. (y) les coefficients de Fourier de 

y = L c .. (y)einx, un calcul classique d'intégration par parties donne 
ne 7L 

( ) 1 ( ") A ( ) 1 ( "') 1 ( 1 ') c .. y = --2 c .. y et meme c .. y = --3 c .. y = --3 c .. g - ay , 
(~) (~) (~) 

ceci pour n -::/! 0 bien sûr. 

A ( ) ( ) inx 11 ( ) ( • )2 ( ) inx d :vec u .. x = c .. y e , on a u " x = zn c .. y e , one 

llu" .. 11 .. = n2 lc .. (y)I = ~ lc .. (y"')I ~ ~ (:2 + lc .. (y"')l 2) d'où, (égalité de 

Parseval Bessel pour y"' ), une convergence uniforme de la série de Fou­
rier des u" .. , et une dérivation terme à terme du développement de 
Fourier de y, à l'ordre deux. 

En travaillant sur la forme réelle, on a : 

y= c+ L a .. sinnx+ L b .. cosnx,d'où: 
.... 1 .... 1 

y" = L - n 2a .. sinnx+ L - n2b .. cosnx, donc: 
.... 1 .... 1 

y"+ay =ac+ L (a-n2 )a .. sinnx+ L (a-n2 )b .. cosnx, 
.... 1 .... 1 

expression à identifier au développement de g. 

On a donc ac = ! : si a = 0, pas de solution ; poursuivons avec a -::/! 0 , 
1t 

1 on prendra c = - . 
a1t 

Puis on doit avoir (a-n2 )a .. = 0, pour tout n;;;:. 1, ce qui conduit à 

distinguer le cas de a du type n~ ou non. 

Supposons a-::/! n~, Vn0 ;;;:. 1 : on doit avoir a .. = 0, pour tout n ;;;:. 1 , 

puis (a- l)b1 = ~, donc b1 = 2(al- l), et enfin, pour tout n impair, 

n = 2p+ l, (a-(2p+ 1)2)b2p+l = 0 d'où b2p+l = 0; et sin= 2p, 

2( 11+ 1 2( lf (a- 4p2)b2 = - , donc b2 = - et dans ce 
P 1t( 4p2- 1) P 1t( 4p2- 1)( 4p2-a) 

cas une solution particulière : 
1 1 +oo 2(-lf 

y(x)=-+ 2( l)cosx+I, 2 2 cos2px. 
a1t a- P=l1t(4p -1)(4p -a) 
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On suppose maintenant que a = n~ , avec n 0 ;;;:.: 1 . 

On devra avoir (a - n~)bn = 0 = le coefficient de cosn0x dans g. 
0 

Donc si n0 est pair c'est impossible : pas de solution. 

Si a = (2p0 +1)2 , il y a encore deux cas suivant la nullité ou non de 

Po . Si a = 1 , on doit avoir ( 1 - 1 )b1 = ~ : exclu, pas de solution. 

Si a = (2p0 + 1)2 = n~ avec Po;;;:.: 1, il reste les conditions : 

2 
(a -n )an = 0 qui conduisent à an gy.elconque et an nul si 

0 

n:F-n0 ; et 

(a- l)b1 = ~,donc b1 = 2(a~ l), puis: 

2 - 2(- l)p+l - 2(-1/ . 
(a-4p)b2p- 2 ,doncb2p- 2 2 ,et. 

1t(4p -1) 7t(4p -1)(4p -a) 

2 
(a-(2p+ 1) )b2p+l = 0 qui donnent b2p0 +1 guelcong.ue et 

b2p + 1 = 0 si p *-Po . 

Finalement, pour n~ = (2p0 + 1)2 = a, on garde la même expres­
sion de y(x), et on lui ajoute Â.cosn0x + µsinn0x, ce qui n'a rien d'éton­
nant car c'est l'intégrale générale de l'équation différentielle 

Il 2 0 y +noy = . 

11.9. Il est des exercices exigeant un peu de connaissances, par 
exemple celui-ci, où il peut être utile de savoir qu'une matrice complexe 
carrée A est trigonalisable dans le groupe unitaire. 

En effet, soit <Cn hermitien canonique rapporté à une base orthonor­
mée BI, et a. l'endomorphisme de matrice A dans cette base 
BI= {e1, ••• ,en}. 

On peut trigonaliser a.: il existe une base BI' = {e'1, ... , e'n} telle 
que, pour chaque j, a.( e'i) e Vect ( e' 1, ••• , e'i) . 

On orthonormalise BI' en ~ = {e1, ... ,En} par le procédé de 
Schmidt, donc, pour tout j, Vect (e' 1, ... , e'i) = Vect (e1, ... , ei). Mais 
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alors, a(Ej) e a(Vect (E1, .•. , Ej)) = a(Vect (e' 1, .•• , e'i)), avec chaque 

a( e' r), pour r os;;. j, dans Vect ( e' 1, .•. , e' r> c Vect ( e' 1, •.. , ej) , donc finale­
ment a(Ej) e Vect (e\, ... , e'i) = Vect (E1, ... , Ej) : dans la base ~' la 
matrice T de a est triangulaire. 

Comme ~ et ~ sont orthonormés, il existe U unitaire telle que 
u- 1AU = U*AU = T, d'où A = UTU* et A*A = UT*U*UTU* 
soit A*A = UT*TU* : les deux matrices A*A et T*T sont semblables 
et ont même trace. 

N 1 d la .ième l" .ième 1 d T 1 1 otons t;i e terme e z igne, J co onne e , es tii sont es 
Âi, valeurs propres de A, et les tjk sont nuls si j > k . 

La trace de T*T est ' J ~Ji:, '•l•;) soit encore ' 

trace (A*A) = iJl•nj' +:;y.t) 
= iJ1i./ + :;, 11,,j'} 

n 

On a donc trace (A*A) = I, IÂ/ si et seulement si chaque tki' 

j=l 
pour 1 ,.;;. k ,.;;. j - 1 , est nul, soit, (T triangulaire), si et seulement si T est 
diagonale, mais alors T et T* commutent, donc A et A* aussi. 

Réciproquement, si A et A* commutent, A est une matrice normale, 
donc diagonalisable dans une base orthonormée et, avec U unitaire telle 
que U*AU = diag (Â.1, ... , Ân), en transposant et en conjuguant on 

obtient U* A *U = diag (Â.1, ... , Ân), donc : 

(U* A *U)(U* AU) = U*(A * A)U, car UU* = ln, et c'est: 

= diag (Â1Â1, Â2Â2, ... , ÂnÂ.n), donc: 

n 

trace (A*A) = trace (U*(A*A)U) = I, IÂ/. 
j=l 
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A ooAp TAP 
11.10. Quand on définit e = I, 1 = lim I, 1 , si on rem-

p. T~+oo p. 
p=O p=O 

place A par une matrice semblable A' = Q- 1 AQ, on obtiendra 

eA' = Q- 1(eA)Q, semblable à eA. On va utiliser cette remarque pour 
prendre A sous une forme plus simple. 

Soit A hermitienne, il existe U unitaire telle que u- 1 AU = D soit 
diagonale réelle. Un calcul rapide montre que si D = diag (Â.1, ... , Â.n) , 

D di ( Â.l Â.n) A • h • • d 'fi • . . on a e = ag e , ... , e = il , matrice errmtienne e nie positive, 
A UDU- 1 D - 1 D t- . . . 

et e = e = U(e )U = U(e ) U est elle aussi herrmtienne, 
définie positive. 

Il y a plus. Si on note Â.1, ... , Â.k les valeurs propres distinctes de A, de 
multiplicités respectives a 1, ... , ak , avec Ej sous-espace propre pour A et 
la valeur propre Â.j , A induit sur Ej l'homothétie hi de rapport Â.j , donc 

eA induit sur Ej l'homothétie de rapport e Â.i. Comme les Â.j sont réels 
Â,. 

distincts, les e 1 sont réels positifs distincts, et de ce fait, comme 
k A 

E = . ffi Ei, les Ei sont exactement les sous-espaces propres de e , pour 
J = 1 

les valeurs propres ~. 

Mais alors, partant de A hermitienne définie positive, de valeurs pro­
pres µ 1, ••• , µk distinctes, de sous-espaces propres, (dans E = <Cn ) les Ej, 

en prenant hi homothétie de rapport Â.j = lnµj sur Ej, et H l'endomor-

phisme défini par H ( i xi) = i Â.ixi si x = i xi est décomposé 
J=l j=l j=l 

k 
dans E9 Ei, on aura eH = A , avec H opérateur hermitien en fait puis-

j = 1 

que les Ej sont en somme directe orthogonale. On a trouvé H tel que 

eH = A , etc' est la seule solution, toute matrice A telle que eA = A , avec 
A hermitienne, ayant les mêmes sous-espaces propres que A, et les rap­
ports d'homothétie étant définis de manière unique. 

Remargue: A ---+ eA n'est pas morphisme de groupe, car si A et B ne 
A+B A B commutent pas, on n'a pas e = e o e . 
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11.11. L'application linéaire h: x -----+ x-u* o u(x), a pour matrice 

dans une base orthonormée de E, H = In - 'AA, si A est celle de u, donc 

H est hermitienne, (1H = H), mais de plus 1A = A, (u est un endomor­

phisme hermWen), donc H = In -A 2 est un polynôme en A, et les 

valeurs propres de H sont les 1 - J..J , avec Âj valeurs propres réelles 
de A. 

Si ei est vecteur propre de u, (donc de A), pour la valeur propre Âi, 

on a JJu(ej)li = J'A.jJ JJejJJ :,;;;;; lllulll JJejJJ :,;;;;; JJejJJ , donc, (prendre ei non nul), on 

a !'A.il os:; 1 d'où 1 -ÂJ ;;;.: 0, et ei est également vecteur propre pour h, 

pour la valeur propre µj = 1 - J..J ;;;.: 0 : h est bien hermitien positif. 

Soit f1ll = {e1, ... ,en} une base orthonormée de vecteurs propres 
pour u, (donc pour h ), pour les valeurs propres Âj . 

n 

Si x0 est tel que h(x0 ) = 0 , en décomposant x0 en x0 = I, ali, on 
j=l 

n 

a : h(x0 ) = I, µpiei, donc h(x0 ) = 0 équivaut à la nullité des ai asso­
j = 1 

dés aux µj'f!: 0 . 
n n 

- 2 2 
Comme (h(x0)!x0) = I, µilail = I, µilail avec des µi;;;.: 0 ,lanul-

i= 1 j=l 
lité de (h(x0) !x0) est elle aussi équivalente à la nullité des ai associés 

aux µj'~ 0, d'où l'équivalence cherchée. 

11.12. Les matrices AA* et BB*, (égales), sont hermitiennes positi­
ves, donc il existe V unitaire telle que V*(AA *)V = V*(BB*)V soit une 
matrice D, diagonale, avec des coefficients diagonaux positifs, donc D 

peut s'écrire ll.2 avec A = diag (a1, a 2, ••• ,an), là encore les a; étant 
positifs ou nuls, indexés de façon que les r premiers soient strictement 
positifs, et les suivants nuls. 

On a V*A(A*V) = (A*V)*(A*V) = ll.2 • 

Posons C = A*V, matrice ayant pour colonnes C1, C2, ••• , Cn. La 
t-t- t-

matrice V*A = (A*V)* = C* a pour lignes C1, C2, ••• , Cn, et le terme 
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1 ième . .ième C 2 t-
de a k hgne,; colonne de *C = A est CkCi = (Ck, Ci), pro-

duit scalaire hermitien canonique sur <Cn . 
2 t- 2 

En particulier, si j > r, on a ai = 0 = CiCi = JICill , donc la 

/ème colonne de C est nulle. 

1 Soit alors les vecteurs W. = - C. pour j = l, ... , r : on a 
J a- J' 

J 

(Wk, W} = 0 si j*k, et (Wi, W} = \ (Ci, Ci) = l. On complète 
ai 

cette famille orthonormée {W1, W2, •.• , Wr} en une base orthonormée 

de <Cn, Y= {W 1, ... , W,, W r+ 1, ... , W nl. La matrice W ayant les Wi 
pour colonnes est alors unitaire et 

wa = (w1 w, ... w.J 
0 
' 

= (•1W1 ... a,W, 0 ... o] = C. 

On a donc trouvé V et W unitaires telles que W A = A *V . Mais on 
trouverait de même W' unitaire telle que W'.A = B*V, donc: 

V*B = .AW'* et V*A = .AW* d'où A= V*AW ce qui donne: 
V*B = V* A WW'* , et comme V*, unitaire, est régulière, il reste 

B = A(WW'*), avec WW'* unitaire comme produit de deux éléments 
du groupe unitaire. On a trouvé U = WW'* unitaire telle que 
B =AU. 

11.13. On va utiliser une décomposition de la matrice B du type 
B = UH , avec U unitaire et H hermitienne positive. Justifions cette 
décomposition. Si on suppose son existence, on aura : 

B*B = H*(U*U)H = H*H = H 2 , puisque U est unitaire et H 
hermitienne. 
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Or B*B est hermitienne positive, donc il existe V unitaire telle que 
B*B = V 1 diag 0 .. 1, ••• , Â.n) V, avec lesÂ.j ;a.. 0, d'où, en posant 

µj = ~ et D = diag (µ 1, ... , µn), l'égalité: 

B*B = V 1D2V = (V 1DV)2 , avec H = V 1DV = V*DV 
matrice hermitienne. 

Pour cette matrice H, on voudrait pouvoir écrire B = UH avec U 
unitaire, c'est-à-dire «factoriser» H dans B, et cela est possible si 
Ker H c ker B , puis factoriser avec une matrice unitaire. 

On a déjà Ker B c Ker (B*B). Puis si z e Ker B*B, on a 

llB(z)ll 2 = (B(z), B(z)) = (z, B*B(z)) = 0, donc B(z) = 0, d'où 
Ker (B*B) = Ker B. Supposons ce noyau de dimension n - r, c'est que 
rang (B) = rang (B*B) = r. 

Mais, revenant en arrière, ce rang r est le nombre de Â.j > 0 , donc de 

µj = ~> 0 : c'est aussi le rang de H, matrice semblable à D, que l'on 

peut supposer égale à diag (,/Ài_, ... , ,/):.,, 0, 0, ... , 0), avec les r premiers 
coefficients diagonaux non nuls. 

Comme alors B*B = V 1 diag (Â.1, ... , Â.r ; 0, 0, ... , 0) V, et que 

H = V 1 diag (,/Ài_, ... ,Ji:,,; 0, ... , 0) V, 

il est clair que Ker H = Ker B*B = Ker B . 

De plus lm (H) = (Ker H/, (V unitaire, et cette orthogonalité est 
évidente sous forme diagonale). 

Soit alors CC:n hermitien canonique, la base canonique l!4 étant ortho­
normée, on note b et h les endomorphismes de matrices B et H dans 
cette base, on a h hermitien et Ker h et lm h sont en somme directe 
orthogonale. On prend comme base orthonormée de lm h une base 

{E1, ... ,Er} telle que h(Ej) = ~Ej, (et b*b(Ej) = Â.jEj ), et soit une base 

orthonormée, {Er+ 1, ... ,En} de Ker h, d'où ~ = {E1, ... ,En} base ortho-

normée de E = CC:n , et on cherche u, opérateur unitaire tel que 

b = uoh. 

Comme h induit un is~morphisme de lm h, (supplémentaire de 
Ker h) sur lm h, en notant h cet isomorphisme, et en notant b' lares­
triction de b à lm h, on comprend que l'égalité voulue implique 

b' = u' oh, (avec u' restriction de u à lm h), ce qui impose u' = b' o ;,,- 1 

surlmh. 
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Vérifions qu'on a bien un opérateur« unitaire», (les guillemets car 
u' va de lm h dans E). Pour la base des Ej de lm h, on a : 

(u'(9, u'(Ek)) = (b'(h- 1(Ej)), b'(h- 1(Ek))), soit: 

(u'(Ej), u'(Ek)) = (b' (~). b' (Ek)> = - 1- (b(Ej), b(Ek))' 
µj µk µjµk 

car µi et µk sont réels, et b' est une restriction de b. 

C'est encore: 

Comme les Ej, pour 1 =s: j =s: r, forment une base orthonormée de 
Â. 

lm h, si j '# k on a 0, et si j = k , il reste ~ = 1 puisque µk = A . 
(µk) 

Donc les u' ( Ej) , pour 1 =s: j =s: r, forment une famille orthonormée 

qui engendre un sous-espace F de E = <Cn • 

En définissant u par u( E) = u' ( E) si 1 =s: j =s: r, et en envoyant la 
base orthonormée de Ker h, par u, sur une base orthonormée d'un sup­
plémentaire de F, on définit bien u opérateur unitaire tel que b = u o h , 
puisque b et u o h coïncident sur les bases de lm h et Ker h, sous-espaces 
en somme directe. 

On comprend alors qu'il n'y a pas unicité si b, (donc h), n'est pas de 
rangn. 

Retour à l'exercice. 

On écrit la matrice B sous la forme UH avec U unitaire et H hermi­
tienne positive. Il existe alors V unitaire telle que H = V*DV , avec D 
matrice diagonale des µj;;;.: 0, donc B s'écrit B = (UV*)DV = WDV 
avec W = UV* et V matrices unitaires. Chercher alors A telle que : 

A(A*A)k = B = WDV, équivaut à trouver A telle que: 

W 1A(A*A/V- 1 = D = W*A(A*AlV*. 

Si on introduit A' = w- 1 A V- 1 = W* A V* , on a 
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k k A'(A'*A') = W*AV*(VA*WW*AV*) , et, compte tenu de 
WW* = In = V*V, tous calculs faits, il restera 

A'(A'*A')k = W*(A(A*A)k)V*, donc si A' esttelque A'(A'*A')k = D, 
on aura A tel que A(A*A) = B. 

Or, on peut trouver de telles matrices A' , il suffit de poser 

A t di (< )2k ~ 1 ( )2k ~ 1 ( )2k ~ 1) . l . = ag µ 1 , µ2 , ... , µn pour avoir une so ut1on. 

11.14. Pour a dans 1.l*, le développement est tout trouvé: c'est ia", 
et la série n'existe pas. 

On suppose donc a non dans 1.l*. La fonction est C 1 par morceaux, 
O J O - ialt iait 

régulière car f(1t + ) + (1t- ) = e + e c'est cosa1t = /(1t). 
2 2 

Donc, par le Théorème de Dirichlet, en notant cn<f) les coefficients 
de Fourier, on a : 

N 

f (x) = lim L cn(f)einx, (il faut des sommes symétriques). 
N~+oo 

n=-N 

0 (!) = _!_ Jlt i(a-n)xd = 1 [ i(a-n)x]lt 
n a en 2 e x 2 "( ) e _ ic 1t -ic za-n1t 

= sin(a-n)1t _ (- Itsina1t 
(a-n)1t - (a-n)1t ' 

d, , f ( ) 1. sina1t 
OU X = lm --

N~+oo 1t 

N 

r, 
n=-N 

(- l)n inx 
--e . 
a-n 

Pour x = 1t, /(1t) = cosa1t étant réel, on a: 

. sina1t (1 ~ l n ( 1 1 )) cosa1t = lim -- · -+ ~ (- ) cosn1t --+-- , 
N~+oo 1t a a-n a+n 

n=l 

expression obtenue en prenant la partie réelle et en groupant les termes 
en net - n. C'est encore: 

li ( sina1t sina1t ~ 2a ) 
cosa1t = m --+ -- ~ - 2--2 

N ~+oo a1C 1t n = 1 a - n 
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puisque eimr. = cosn1t = (- 1)", donc 

cosa1t - sina1t = 2a sina1t ~ _1_ et 
a1t 1t .L.. 2 2 

n=l a -n 

""' _l_ = _l_ - ~ cotana1t expression valable pour 
.L..2 2 22 ' 

.. ~ 1 n -a 2a a 
a é 7l. 

11.15. On considère la fonction/, 21t périodique, impaire, valant: 

1 f(t) = 2 sur ]O, 1t[, 
l+cos t 

et avec par exemple f (0) = f (1t) = 0. 

Cette fonction est alors de classe C 1 par morceaux, donc sa série de 
Fourier converge simplement vers la régularisée de f, qui est/ici puisque 

1 1 

f(O) = 0 = f(O+); f(O-) = 2; 2' et f(1t+) = f(- 1t+) = - f(1t-)' 

(impaire), donc f(1t+) + f(1t-) = 0 et on a posé f(1t) = 0. 

Commefestimpaire, les a,. = ! J7C f(t)cosntdt, sont nuls, et on a: 
1t - 7C 

b,. = ! J7C f(t)sinntdt = ~ J7C f(t)sinntdt = ~ J7C sinnt 2 dt. 
1t -7C 1t o 1t ol+cost 

Pournpair, sinn(1t-t) =sin(- nt)= - sinnt, 
2 2 

et comme cos (1t- t) = cos t, 

la fonction est« impaire» par rapport à~, on ab,. nul. 

2 J7C sin(2n + l)t 2 Il reste donc les b2,.+ 1 = - 2 dt = - 1,.. 
1t o l+cos t 1t 

D'après le théorème de Dirichlet, on a donc: 
+oo 

'Vt e IR, f(t) = L ~ 1,. sin(2n + l)t, 
1t 

n=O 
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et en particulier, si t = ~· sin(2n + 1) ~ = (- lt, d'où la convergence 

de la série des ( - 1) nln , et la valeur : 

~ n 1t (1t) 1t ~ (- 1) In = 2 f 2 = 2. 
n=O 

11.16. Si on calcule les sommes partielles, on doit évaluer: 
N N 2 
~ n 2 ~ ln int UN(t) = ~ (- 1) cosnt = Re ~ (- ) e , 

n=O n=O 

( 
N } n) 

=Re L (- e' ) . 
n=O 

it2 • it2 i1t • 
On suppose - e * l, soit e * e , ce qm est le cas pour te [O, l], 

donc: 
l-(- l)N+lei(N+l)t2 

UN(t) = Re . 2 

1 +e'1 

Poursuivons le calcul pour N pair, N = 2p . Alors on a : 

iC2p + I>12 i (P + ~) i2 cos (P + _21) t2 
l+e e 

U2p(t) = Re . 2 = Re 2 • 2 
1 d .t t 

+e '2 cos-
e 2 

= 
cospt2 cos (P + U t2 

t2 
cos 2 

d'où la somme partielle d'indice 2p de la série à étudier: 

S2p = s: l t2 (cos ( 2p + u t2 + cos ~) dt 

2cos 2' 

cos (2p + -21) t2 

= ! +!JI 2 2 dt. 
2 0 t 

cos 2 



304 Espaces hermitiens, séries de Fourier 

En utilisant le développement : 

( 1) 2 t2 . 2 . t2 . cos 2p + 2 t2 = cos2pt cos 2 - sm2pt sm '2, on obtJ.ent: 

. 2 . t2 

1 1 JI 2 1 JI sm2pt sm '2 
S2p- 2 = 2 0 

cos2pt dt- 2 0 
t 2 dt. 

cos 2 

2 Jû En posant u = 2pt , on a t = ra;_ , et : 
.;2p 

JI 2 1 J2p COSU 
cos2pt dt = ra;_ c du. 

o .;2p o 2.;u 

Comme 1 = J+ 00 co~ du existe, (pas de problème en 0, la fonction 
o 2.;u 

intégrée est équivalente à 1 c , et en + oo on fait une intégration par 
2.;u 

parties), la présence du ~ en facteur donne lim J1 cos2pt2dt = O . 
.;2p p-Hoa 0 

• 2 • t2 

JI sm2pt sm '2 2 
Pour l'intégrale 

0 
dt, en posant t = u , elle vaut : 

t2 
cos 2 

. u 
I sm 2 J sin2pu du, 
o 2Jûcos ~ 

2 

. u 
Sln -

et, avec <p(u) = 2 , ( <p(O) = 0 par continuité), intégrable sur 
2Jûcos ~ 

[O, l], par le Lemme de Lebesgue, on a: 

lim J1 sin(2pu)<p(u)du = O. 
p~+oo 0 

Finalement, lim S2p - -2
1 = 0 . 

p~+oo 
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l 
C S 2p+l J 2 ( . omme 2p+ 1 = S2p + (- 1) 

0 
cos(2p + I)t dt, et que, voir le 

calcul pour s: cos2pt2dt ), on a: 

l 

fun J cos(2p + l)t2dt = 0, 
p~+- 0 

finalement la série donnée converge et a pour somme ~ . 
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' '7 

Ces exercices de topologie et d'analyse ont été choisis avec le souci de 

montrer comment faire usage de parties partout denses dans un espace, 
pour ramener la vérification d'une propriété ponctuelle sur l'espace à une 

telle partie, en présence de stabilité par continuité. 

Ce type de méthode présente certaines analogies avec l'utilisation de par­

ties génératrices pour caractériser les morphismes en algèbre. 

Dans le même esprit la notion de connexité a été développée pour mettre 

en évidence ses applications. 

Enfin, dans le cadre des espaces fonctionnels, si certains exercices sont 

rédigés en tenant compte des théorèmes de convergence monotone ou 

dominée, donc conformément aux nouveaux programmes, d'autres ont été 

rédigés en faisant usage des notions classiques de,semi-convergence. 
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