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Avant-Propos

L'étude d’exercices de mathématiques ne doit pas étre considérée
comme un « gavage mémoriel » de résultats méme si cet aspect inter-
vient, mais comme I'occasion de développer un esprit d’analyse du pro-
bléme posé, des outils dont on dispose pour trouver la méthode permet-
tant de résoudre la question posée.

Je me suis efforcé, en préambule, d’analyser ainsi un certain nombre
d’exercices et je souhaite que vous puissiez appliquer pleinement cette
facon de faire.

Les nouveaux programmes permettent de disposer d’outils tres effi-
caces pour étudier les fonctions définies par les intégrales impropres.
Les derniers exercices du chapitre 9 sont donc rédigés en utilisant les
Théorémes de convergence dominée et de comvergence monotone, ce qui,
lorsqu’ils s’appliquent, donne des résultats facilement.

Bien siir, comme on ne peut pas banir par simple décret les intégra-
les semi-convergentes, les raisonnements a I'aide des limites uniformes
d’intégrales sur des segments « croissants » de réunion lintervalle
d’intégration sont toujours d’actualité, et c’est pourquoi j'en ai gardé
aussi.

Une partie importante du programme est consacrée aux espaces
fonctionnels, ainsi qu'aux séries entieéres et aux séries de Fourier, c’est
pourquoi j'ai préféré mettre les exercices sur les espaces hermitiens ou
préhilbertiens dans ce tome d’exercices d’analyse.
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Analyse d’énoncés

1. Soit E un espace vectoriel normé et (P) la propriété : Ve>0,35 € 10, 1[,
V(ny) e B, (Id = Iyl = Tet |x—yl=e)= ’%2“ <1-3.

Donner un exemple d’espace vectoriel normé ou (P) est vraie.

On suppose E complet et vérifiant (P). Soit L une forme linéaire
continue sur E. Montrer qu'’il existe x de norme 1 tel que |||L||| = L(x).

Donner un contre-exemple ou |||L||| n’est pas atteinte.

Comment y « voir » un peu plus clair dans cette condition apparem-
ment abstraite ? En pensant géométrie. Si vous avez x et y de norme 1,
avec 0, c’est un triangle isocele, ou deux points sur le cercle unité dans
un plan euclidien, et si la corde est de longueur = £, la hauteur issue de
0 est de longueur < 1-39 : c’est de la petite géométrie cela.

Puis, dans E complet, avoir x tel que L(x) = [||Ll]|, c’est obtenir x
comme limite d’une suite de Cauchy construite a partir des x, unitaires
tels que |L(x,)| converge vers |||L]||.

Enfin, un contre-exemple sera a chercher dans IR[X], prototype des
E.V.N. jamais complets. Si vous ne trouvez pas, allez en 6.6.

2. Soit fe & (R, R), telle qu'’il existe un polynéme P de R[X], de
degré impair, vérifiant :
Vrne N Vxe R, [f™@)| < |P@).
Que dire de f?

Secouons les ingrédients. La fonction fest C™, on peut penser série

entiére, mais la classe C™ ne suffit pas, il faut s’assurer que dans un
développement de Taylor-Lagrange, le reste tend vers zéro, ..., tiens mais
les dérivées sont uniformément (en z) majorées par P, polynéme, donc
localement borné...
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Et le degré impair, que fait-il 13 si ce n’est pour assurer I'existence
d’'un zéro x, de P, donc d’un zéro commun a toutes les f ™ . si fest
analytique, elle est nulle ! Voir 7.10.

3. Soit f: R >R, deux fois dérivable, telle que f(0) = 0 et f" est
bornée.

n

Déterminer Lim Y f ( k)
n

n—> e

k . 1 ..
Les — » compris entre 0et o s’accumulant sur 'origine, le compor-
n

tement de la fonction en 0 est primordial.

Comme f est deux fois dérivable, je serai tenté d’écrire Taylor Young
al'ordre 2 en 0 pour f et de voir... (en 8.1.).

4. Soit fune application de R dans R, continue par morceaux et bor-
née, et o un réel fixé. Déterminer la limite de :

J' f(x) exp( M)dx

n2(t - a)?
4

une «bosse » en o car si [t—0of = a> 0, lorsque n tend vers I'infini, la
décroissance vers 0 des valeurs de I’exponentielle est rapide.

Tout se « concentre » en o, ou f se comporte comme f(o +0)ou
f(o—0). Ceci m’incite a introduire :

La fonction ¢ — exp(— ) est paire en ¢— 0., et présente

- nj_a f(a—O)exp(— ’ﬁ(";—“)z))dxmjmf(moy..,

(que je sais calculer, avec n(x— o) = t), puis a évaluer «, —v,,. Voir en
7.11.

5. Calculer I'intégrale I = 1o ~—Zdx.

o Inx
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Le Inx m’embéte. Taupinalement, je pose x = ¢ et I conduit 2

1-¢

t

2

0 t
J 1 ;e ¢'dt, on applique Taylor-Lagrange 2 la fonction ¢ ~—s

d’ou1 un calcul taupinal donnant I sous forme d’une série.

Ayons une approche moins statique, plus variationnelle, en intégrant
une fonction « proche », pour voir, (c’est du poker en somme mais le
bluff ne suffit pas : il faudra justifier).

Le Inx m’embéte, mais la dérivée, en y, de & est Inx, et pour y
proche de 0, et x fixé, ¢ % st proche de 1.

. . leylnx —x
Alors si je calculais @(y) = J OW

voyez en 9.9 tout I'intérét de cette méthode ou, pour étudier un pro-
bléme, on le modifie pour voir ce qu’engendre la modification.

dx, ... Si vous n’y parvenez pas,

6. Soit fune fonction continue de IR dans IR telle qu’il existe un réel
g vérifiant |g/ <1 et:

Vxe R, f(x) = (1-gx)f(gx).
Montrer que fse développe en série entiere de rayon de convergence
infinie.

Si on itere la relation, comme |g| <1, f(x) va étre un produit infini.

Comment passer de 12 a une série entiére, on ne sait méme pas sifest
dérivable, donc pas de Taylor... Mais f intervient linéairement dans la
relation, f est en fait connu dés que f(0) est donné, on a un espace de
solutions de dimension 1... et si parmi elles il y avait une série entiere ?
Cette démarche est proche de celle utilisée pour résoudre des équations
différentielles linéaires, avec des séries entieres. Voyez le détail en 10.2.

7. Soit C une partie bornée génératrice de E espace euclidien. Soit
S T'ensemble des endomorphismes symétriques positifs. Pour  dans %
on pose :

P, = {xe E; (u(x),x) <1}.

Soit & = {ue &, CcP,}.

a) Montrer que .%/est compact.

b) Montrer que det u atteint son maximum sur.#/ en un point unique.

On est en dimension finie, donc avoirs/ compact, c’est avoir.%/ fermé
borné, et fermé s’obtient le plus souvent par des images réciproques de
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fermés par des applications continues. Essayons de traduire la symétrie
comme cela...

Pour I'unicité d’un point de &/ou det u est maximum, si c’est atteint

. . 1z . u+v
en deux points u et v, pourquoi ne pas considérer le milieu w = ——

2
s’il est encore dans & et écrire det w < det u ... Voyez en 6.8.

8. Soit une suite réelle décroissante convergeant vers 0, (a,), . i -
a) Montrer que, () a,cosnx converge) < (Y a, converge).

b) Montrer que, (Zan sinnx converge uniformément) < (na, tend
vers 0).

Les a, étant positifs, le a) ne pose pas de probleme.
Pour le b), il est bon de se rappeler qu'une convergence est uniforme

si et seulement si le critere de Cauchy est vérifié uniformément, ce qui
permettra peut-étre, avec I'inégalité due a la convexité :

. 2 T . N ..
sinx = =x sur [O, —:| , de passer des a,sinnx a des na, en choisis-
T 2

sant bien x.

Enfin, quand rien ne marche, pensez a une transformation d’Abel
pour débloquer la situation. Voir en 11.2.

9. Soit f continue, 21 périodique de IR dans R et y dans [0, 2r], tel
Y
que g @.

1 n-1 1 21
Montr i - k = — .
ontrer que lim hgof(x+ v =5 . f

Une approche possible, quand on veut un résultat valable pour tout
élément f d’'un ensemble & (ici les fonctions continues 27 périodiques),
est de se demander pour quelles fonctions il suffirait d’avoir le résultat.

Les deux membres de I'égalité dépendent linéairement de f, sem-
blent stables par limite uniforme. Ne pourrait-on pas approcher f par
des polynémes trigonométriques en appelant Stone Weierstrass a la
rescousse ? Ou bien passer par les fonctions continues, 21 périodiques,

c! par morceaux ? Allez voir en 11.3.
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10. Soit Q un ouvert connexe de R” et (D,),, « i une famille de droi-

tes de IR>. Montrer que Q\( U D,) est connexe.
ne N

On peut justifier la connexité par arcs, et méme essayer de joindre
deux points a et bde Q\( \U D,) = & par une ligne polygonale restant
ne N

dans & car 'aspect ouvert de Q va nous donner une sphére, des disques
dans les plans, et les droites des segments a éviter : on pourra construire
une ligne polygonale esquivant ces segments. Voyez en 6.9. la justifica-
tion.

11. Montrer que ’ensemble Q des matrices carrées d’ordre 7, réelles,
de polynéme minimal de degré =, est un ouvert de .Z,(R).

Le tout est de caractériser 'appartenance d’'une matrice M a Q par
une condition donnant des images réciproques d’ouverts.

Comme le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique,
(Cayley Hamilton), il est de degré n si et seulement si I, M, M2 R Y !
est famille libre, ce qui, dans une base de .#Z,(IR) , en prenant la matrice

des composantes, se traduit par... Pour plus de renseignements, allez en
6.13. chercher le mineur qui vous manque.

X
t2

2
12. Donner un équivalent en + o de f (x) = ¢ j e dt.

0

Si on y regarde d’un peu pres, on a un produit de deux fonctions de

2 x 2 2
classe C7, x ~— ¢~ et x ~—>J ¢ dt, ou, comme ¢ = =, un quo-
0 X
e
x2
tient de deux fonctions qui tendent vers + =, de dérivées ayant ¢ en
commun, peut étre qu'avec la régle de 'Hospital généralisée... Allezy,
en 7.23, pas a I'hopital.

n
13. Soit a, = (1 +2“/5) et u, = d(a,, Z). Que peut-on dire de la

suite des (u,,), . -
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Les a, tendent vers + o, et il faut les placer par rapport aux entiers ?

1[,A 1+f

Dur dur ! Avez-vous pensé au conjugué on a les
P A 2 N
deux zéros du trinéme X" —-X -1, a coefficients entiers et on a une

valeur de (1 + JB) + (1 _2“/5) a 'aide des coefficients, entiers de ce

2

polynéme. Avec un peu de chance, on va le calculer «,, ! Voir en 8.10.

14. On consideére une suite (a,) de réels telle que :

lim a, z ak 1. Comportement de a, en + o,

On est sur R, corps ordonné donc les carrés sont positifs, (faux sur
n

. 2 .

C), et la suite des 2 a; est croissante, donc a deux comportements :
k=1

elle est soit bornée, donc convergente, soit divergente vers + c. C’est une

base de départ que j'exploite en 8.19.

15. Soit @ une application de classe C® deRdansR. On suppose que

+ oo + oo
J. (0} etj (p" convergent. Montrer que :

[Lor=( [T

et que cette majoration est la meilleure possible.

+ oo
Ily ala convergence de J (p'2 a obtenir, ceci sans doute en intégrant

par parties ©@", ce qui reporte le probleme sur ¢¢", mais (identité,
espace I%), on sait que:

120(x)"(x)| < o) + 19" (%)

Iy a un travail de passage a la limite a partir d’'une intégration par
parties sur un segment.
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+ oo + oo
De plus, ceci reliera j 00" et J. (p'2 , d’ou du Cauchy-Schwarz

pour terminer, (et une idée de ce que doit étre le terme « tout intégré »
de I'intégration par parties). Allez voir si nécessaire en 7.12.

16. Soit X métrique compact et L, ’ensemble des applications k.lips-

chitziennes de X dans IR. Montrer que si une suite d’éléments de L,
converge simplement, la convergence est uniforme.

La traduction de f k.lipschitzienne fait intervenir deux valeurs x et
y de la variable : cela passe a la limite pour la convergence simple.

Avec des f, qui convergent vers f, simplement, toutes les fonctions
étant k.lipschitziennes, de la convergence en x fixé, on va déduire une
convergence «localement uniforme », c’est-a-dire une boule ouverte
Hy(x, 0,.) et un entier n, tel que n =n, ety dans FB(x, o) donnera

| f0) -f)| <e.

Apres, ce n’est plus qu'une question de recouvrement fini, traitée en
9.7.

17. Soient f et g deux fonctions de 'R R), g étant 1.périodique.
Montrer que :

Tim_ J:f(t)g(nt)dt - (j:f(t)dt)(j:g(t)dt) .

Peut-on étendre le résultat a des fonctions réglées ?

« Diviser pour régner », ah que voila une idée qu’elle est bonne !
Pourquoi ne pas traiter le cas de f et g réglées, g étant 1.périodique, et
profiter de la linéarité de I'intégrale pour commencer par f constante,
d’oti le résultat pour f en escalier, et étendre ensuite par une interversion
de limites bien justifiée.

C’est ce que j’ai fait en 9.10.

18. On pose u,(x) = (- 1)"sin(sin(...(sinx)...)). Montrer que la série
des u, converge simplement, mais pas normalement.

Le premier sinx estdans [- 1, 1], etsion est dans [- 1, 0], (resp. [0, 1])
on y restera toujours en faisant agir encore et encore la fonction sinus,
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donc on est en série alternée, et quitte a changer x en - x, on suppose
sinx = 0. Alors (sinx < x pour x = 0 ), on doit pouvoir conclure.

Pour la non convergence normale, je serais assez tenté de rechercher
un équivalent de |u,(x)|, en cherchant, (c’est 2 connaitre) o. tel que :

lim |u,, 1(x)|a - |un(x)|a existe et est non nulle.
n—+eo

5 . 3 .. .
Du Césaro conduira, sauf erreur a du |u,(x)| en — :avous de jouer

7
en 9.17.

19. On considere la série harmonique dans laquelle on supprime
tous les termes dont le numérateur contient au moins une fois un chiffre
fixé non nul a, dans son écriture décimale. Nature de la série.

Les termes ne sont pas tous de méme signe et je ne me sens pas
capable de déterminer le rang des termes enlevés : comme on ne peut
pas modifier I'ordre des termes d’une série semi-convergente, je vais
chercher a justifier 'absolue convergence en sommant par paquets asso-
ciés au nombre de chiffres de n. Voir la suite en 8.5.

20. Etude de la suite définie par la donnée de u, et u, strictement
positifs, et de la relation de récurrence :

Uy,o =In(l4+u,, )+In(l+u,).

La il y a du « culturel » dans I'air. Un procédé d’étude des suites
récurrentes doubles, (ou triples...) consiste, en justifiant tout ce qui

N

intervient, a considérer les suites des a, = inf{ Uy p= n} et des
b, = sup{u, ; p = n}, suites vérifiant les inégalités :
a, san+l = bn+1 Sbn,

puis a parvenir a justifier que les limites a et b de ces suites, (monotones
bornées) sont égales !

A vous de jouer et de conclure. Si vous n’y parvenez pas, voyez en 8.6.
J yPpP P Y

21. Soit une matrice B de .Z,(T), et k un entier non nul. Montrer
qu’il existe une matrice A de .Z,(C) telle que A(A*A)k = B.
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La matrice A*A est hermitienne, positive, diagonalisable dans le
groupe unitaire, si tout était diagonal, ce serait plus facile.

C’est 1a qu'’il est bon de savoir que B peut s’écrire B = UH avec U
unitaire et H hermitienne positive.

En diagonalisant H en H = V*DV avec V unitaire et D diagonale
positive, on cherchera A telle que :

A(A*A)* = B = UV*DV = WDV, avec W = UV* et V matrices
unitaires.

On les flanque de 'autre c6té, on introduit A' = W~ AV~ donc
aussi A' = W*AV* et peut-étre que cela s’arrange ? Voir 11.13.

22. Soit une fonction f indéfiniment dérivable de I'intervalle borné
Ja, 5[ de R dans IR. On suppose que :

(i) fadmet une infinité de zéros sur un segment [¢, d] C ]a, b[ ;
) Sup | F™x) = 0(nt).
xela, b
Montrer que f est identiquement nulle.

A partir d’'un point d’accumulation, x,, de I’ensemble des zéros de f
dans le compact [c, d], on peut construire une suite strictement mono-
tone de zéros de f, convergeant vers x;, et par Rolle, en itérant, on aura

des suites de zéros de chaque f™ , convergeant vers x,, d’ou la non
0

vacuité de Q = {x e la, b[, Vn, f™(x) = 0}.
Si Q avait la gentillesse d’étre fermé, ouvert, (le (ii) peut servir) dans

un intervalle, (donc dans un connexe...). Cela fonctionne tres bien en
10.15.

23. Soit une suite complexe, de terme général a,, telle que

lim 7/|a,| = [ existe, 1> 0. Quel estle rayon de convergence de la série
n—+o0

des ‘:T"‘z", On note f la fonction somme. On suppose que ln(lz(lz)|) a

une limite {' lorsque |z| tend vers + c. Montrer que [ = ['.

Vu la fin de I'énoncé, on doit avoir un rayon de convergence infini.
De plus, avec £ >0 donné et |a,| < (I+¢€)" pour n = un certain n,, on
doit pouvoir majorer In(| f(z)|) pour déduire une inégalité entre et I'.
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Quant 4 passer de 1n||z|(z)| <l'+e¢, pour |z| assez grand, 4 un résul-

tat sur %/|a,|, pensez aux formules intégrales de Cauchy qui donnent les
a, alaide de la fonction.

Le reste n’est que question de mise en forme, faite en 10.20.

24.Soit K = R ou C et E = .Z,(K) I'espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n. Soit r < n.

a) Montrer que I’ensemble des matrices de rang inférieur ou égal a r
est fermé dans E.

b) Montrer que I'ensemble des matrices de rang r est dense dans
I'ensemble des matrices de rang inférieur ou égal a r. Traduire ce résul-
tatpour r = n.

Le a) est facile : avoir A de .Z,(K) de rang < r C’est avoir tous les
mineurs d’ordre s > r nuls, et on obtient des polyndémes par rapport aux
o, coefficients de A, qui doivent &tre nuls.

Le b) se traitera en mettant A, de rang <7, sous une forme matrice
bloc (A 0 , avec A' carrée réguliere d’ordre s = rang de A, et en
00

adjoignant alors r—s éléments diagonaux, non nuls, sous A', qui ten-
dront vers 0, cela doit étre possible.

Allez en 6.28 voir comment, en mettant les données sous une forme
convenable, on se tire d’affaire.

25. Soit f une application convexe dans C'(R,,R) et n dans IN*.
Montrer que :

0< %f(1)+f(2)+ ...+f(n—l)+%f(n)—J. f< %(f'(n)—f'(l)).
1

On doit comparer une somme et une intégrale : il peut étre judicieux
de découper l'intégrale en la somme des n intégrales sur les segments
[k, k + 1], puis encadrer ces intégrales.

Pour cela, on peut encadrer la fonction convexe par la corde et la
tangente, éventuellement intégrer par parties pour faire intervenir la
dérivée, croissante... Il y a de nombreuses possibilités. Voir 7.22.
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26. Soit E métrique compact et f: ESE telle que :

V(x,y) e E’ ,x#Yy,onait d(f(x), f(y))<d(x,y).
Montrer que fadmet un point fixe, unique.

On cherche a4, (unique?), tel que f(a) =a, ou encore
d(f(a),a) = 0. Avec E compact, ne serait-ce pas une borne inférieure
atteinte pour x ~— d(f(x),x) ?

Allez vérifier la rigueur de votre justification en 6.14.

27. Soit E un espace vectoriel normé complet, Q un ouvert borné non

vide de E. On suppose que pour tout (x, y) de Q?, il existe une boule ouverte
B contenue dans Q et contenant {x, y}. Montrer que Q est une boule ouverte.

Une boule, ouverte ou non, a un centre et un rayon. Ce rayon ne peut
étre que... Voyons nos hypothéses. Il y a dans Q des boules ouvertes,
donc on peut penser au sup des rayons des boules ouvertes contenues
dans €, borne supérieure r qui est limite d’une suite (7,,),, . v, 4’0ot des
centres (¢,), . - Et si cette suite était de Cauchy...

11 vous reste bien des vérifications ! Aidez-vous si besoin de 6.15.

28. Soit A un automorphisme continu d’un Banach E et f une appli-

cation k.lipschitzienne de E dans E. Montrer que, si k < m , Vappli-

cation A + f est un homéomorphisme de E sur lui-méme.

Laspectbijectifde ¢ = A + f seraobtenusion justifie que, pourydansE,
I'équation A(x) +f (x) = y a une solution unique, ou encore A étant un
automorphisme, qu’il existe un etunseulxtelquex = A~ 1(y) _A f(x)),
mais c’est avoir un point fixe pour 6 : x — A~ l(y) -A' f(x).

Et un point fixe dans un Banach, on est en domaine connu, non ?
Allez en 6.22 pour achever la résolution.

29. Soit f une application de classe C' de [a, b] dans IR. On pose :
pPp p

=J:f(t)dt— Zf( +k———)
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Déterminer la limite de la suite des nu,,.

On ne compare bien que des choses de méme nature... Alors, une
intégrale, une somme: coupons lintégrale en somme. Avec
b-a . T
X, =a+k- “ et F primitive de f, on parvient a :
n-1
U, = Z (Floxp 4 1) —Foxg) = (34 1 — %) F'(x3))
k=0

et ma foi, allez voir en 7.17 comment Taylor-Lagrange d’ordre 2 pour F
peut intervenir !

30. Etude de la série de terme général u,, = Snn

n— Jnsinn

Le dénominateur devient positif pour n assez grand, mais on ne mai-
trise pas le signe des sin n. Alors, en mettant en évidence « I'équivalent »

sinn L.
——, et en écrivant :
n

sinn sinn sinn sinn
n = + - - =
n n—Ansinn 7 n

on est conduit a étudier la série des w,, , pour conclure en 8.11.

tw,,

31. Soit une fonction g, 2% périodique de R dans C, paire, nulle sur

) T < . < -
[5’ n], valant cosx sur [O, 5} . Déterminer son développement en série

de Fourier.

Soit a réel, déterminer, s’il en existe, une solution 2r périodique de
I’équation différentielle y" +ay = g.

. 1 . .
Comme g est continue, C par morceaux, la premiere partie n’offre
aucune difficulté.

Pour la deuxieme, on cherche y deux fois dérivable, avec y" = g—ay,

. 1 A .
continue et C° par morceaux : il doit étre possible de chercher y sous
forme de somme d'une série de Fourier, de terme général

% ~—>uy(x) = ¢,(y)e”™ . Le probléme est de justifier la dérivation terme
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a terme, 2 fois, donc d’avoir une convergence uniforme de la série des
u",(x) . Ceci fait on identifie terme a terme, comme pour les séries entie-
res. Allez vérifier mes calculs en 11.8.

32. Soit A dans .#,(T), de valeurs propres A, ...,A,. Montrer que

[trace (A*A)= ¥ |x,.|2) & (A*A = AA¥).
i=1

L'exercice fait intervenir valeurs propres, trace : voila des notions
stables par changement de base. On est sur .#Z,(C), donc on pense trigo-
nalisation de A, mais si P"'AP = T est triangulaire, qu'en est-il de
P "(A*A)P ? Rien de remarquable sauf si P est unitaire car on récupé-
rera au milieu du PP* = I ... Aussi, en 11.9, aije commencé par justi-
fier que A de .Z,(C) est trigonalisable dans le groupe unitaire.

33. Développement asymptotique en + o de :

400 — 1t

f@) = jo 2 —de

Apres I'étude du domaine de définition voyons comment développer

n+1
(_1)n+l E
=%.L = 2( 1)_.,.__&
1+ 1+

t
X X
et en sachant qu’on a alors une identité.

1 . o1
en - :en faisant apparaitre = dans :

1
x+i

Il reste, en 9.18, a justifier la convergence des intégrales intervenant,
(merci ¢ '), et 2 voir si on a le développement voulu...

34. Soit E I'espace vectoriel des suites réelles bornées, muni de la
norme :

lul = sup{|u,|; ne N}.
a) Montrer que E est complet.
b) Existe-t-il dans E un sous-ensemble dénombrable partout dense ?
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Le a) n’offre pas de difficulté. Quant au b), prendre une partie
dénombrable de E, c’est prendre une suite de suites, (ici bornées), et, ...
mais c’est de la suite diagonale cela, on va construire une suite bornée

dont le pieme terme sera « distant » du p“° terme de la p“"° suite de la
partie. Voir en 6.31 pour plus de détails.

35. Quelle est I'adhérence, dans .Z,(C), des matrices diagonalisa-
bles.

Il faut déja avoir une idée du résultat, et pour cela voir ce qui carac-
térise une matrice carrée A non diagonalisable dans ./, (C) : c’est d’avoir
des valeurs propres multiples, avec, pour 'une d’entre elles au moins, A,
une dimension de sous-espace propre insuffisante.

On est sur €... A est trigonalisable, et si sur la diagonale, laouilya
A, A, ..., A, a fois, on ajoutait des petits chouias distincts, ... on obtiendrait
A' triangulaire « proche » de la forme triangulaire de A... et diagonali-
sable cela doit marcher. Il ne reste qu'un peu de rigueur dans la mise en
forme, faite en 6.35.

36. Existe-t-il, sur .Z,(IR), des normes telles que, pour tout A de
A,(R) et tout P de GL (R), [P'AP| = |A].

Déterminer toutes les semi-normes N sur .Z,(R) telles que, pour tout
A de #,(R) et tout P de GL,(IR), on ait N(P~ 'AP) = N(A).

En fait, si on secoue '’hypothese VA ..., VP .., P~ '(AP)...on peut se
dire que :

"P— l(PA)P" = |PA||, or P 'PAP = AP, donc on transforme en
Tégalité des normes de PAetde AP, ... VA, ..., VP € GL,(IR) donc aussi

VQe GL,(R)...,, en fait AB et BA ont méme norme mais 1, ¢a ne va
plus car un produit AB peut étre nul sans que BA le soit.

Pour une semi-norme, on passera aussi a N(AB) = N(BA) pour
tout couple (A, B) de matrices, mais alors, comme la différence entre
une norme est une semi-norme est I'existence d’éléments X de .Z,(R)

tels que N(X) = 0, il faut peut-étre s’inquiéter de la structure de
Iensemble de ces éléments.

Aller en 6.36 si I’exercice vous résiste.
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37. Soit E un espace vectoriel normé réel, et A une partie non vide
de E. Montrer que I'équivalence entre :

n
1°) Ve>0, 3ne N* I(a), ;. ,€ A", Ac U B (a,8);
i=1
2°) de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une suite de Cau-
chy.

Analysons la situation. Si on a le 1°), ce quantificateur Ve réel donne
bien sir du: « Ve, €, tendant vers 0 » ; si A est dans un nombre fini

de boules, I'une contient une suite extraite d’une suite de A, ..., en
somme, on extrait en cascade, (indexée par IN), des suites : il y a de la
suite diagonale la-dessous...

Et pour 2°) = 1°) : par I'absurde, si on n’a pas 1°), on peut construire
une suite avec des points distants les uns des autres d’'une quantité fixe...
ca n’est pas du Cauchy !

La solution est en 6.39.

38. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, K une partie
non vide, compacte et convexe de E. Soit A une partie de L(E) dont tous
les éléments permutent entre eux, et telle que K soit stable par tout élé-
ment de A.

Pour a dans A et n dans IN*, on pose a, = %(id+a+ tad !

).
a) Montrer qu’il existe x dans K tel que, pour tout a de A et tout n de
IN*, on ait x € a,(K).

b) Montrer que a(x) = x, pour tout a de A.

Le a) se formule en (M) ( (M) 2,(K)) non vide, or, si c’était vide,
ac A ne IN*
avec du compact, ne passerait-on pas a une intersection finie déja vide...

C’est une piste possible, les a,(K) images continues de compacts
étant... compactes contenues dans E séparé, donc fermées...

La forme des a, fait penser aux isobarycentres, six est dans K, a,(x)
est dans K convexe ; or K est compact, tout ceci se met en place dans un
raisonnement en deux temps : pour a fixé, montrer que M a,(K) est

ne IN*

non vide, puis faire varier a. Il y a encore bien du travail, effectué en 6.40.
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T -
39. Soit, pour tout entier naturel n, I, = I m-"—l)—tdt.

0 1+ cos’t
<+ oo
Convergence et calcul de la somme Y (- 1)"L,.
n=0

On peut évidemment se demander comment calculer I, mais on

peut aussi se dire que I, apparait comme un coefficient de Fourier

d’une fonction impaire, si on rameéne le calcul de I'intégrale a [0, «t].
Aussi peut-on essayer de retrouver cette fonction impaire et chercher a
utiliser les résultats sur les séries de Fourier... Voir en 11.15.

4+ o0
40. Soit, pour tout x réel, F(x) = J L“ .
0o l+¢+t ™"

Etudier 'ensemble de définition, continuité, dérivabilité, limites de
F en + o, en 0, et équivalent de F en 0.

La fonction intégrée est positive, et sur ]0, 1[, ou sur ]1, + e[, dépend
de facon monotone de x. Mais cela va permettre de trouver une fonction
majorante, indépendante de ¢ dans un segment, intégrable.

De plus, en coupant I'intégrale en 1, on va ramener les limites par
N . 1 . s
rapport a un 7 qui tend vers + e, ou un -, qui tend vers 0, et le Théoréme

de convergence monotone nous donnera des résultats. Allons-y en ...
9.29.




CHAPITRE VI

Topologie

On peut, grossierement, classer les propriétés topologiques en qua-
tre grandes catégories : la compacité, la connexité, les propriétés métri-
ques, et celles des espaces vectoriels normés, ce classement n’étant en
rien exclusif.

La compacité : I'idée choc est de construire un recouvrement de K
compact, par des ouverts w(x), x € K, auxquels sont associés d’autres élé-
ments, des entiers n(x) par exemple, ou des réels r(x) > 0, ou des choses
de nature différente...

Puis on extrait un recouvrement fini associé a des x dans une partie
finie B de K, ce qui permettra, suivant le cas, de considérer I'entier

ny = sup{n(x); (xe B)}, ou le réel r, = inf{r(x),xe B} qui étant
I'un des r(x) sera >0.

En somme, ceci permet d’échapperaun ny = +e,0our, = 0.C’est
un procédé pour passer du cas « infini » au cas fini. Voir exercices 6.2,

Nous verrons dans les métriques 1’aspect séquentiel.

La connexité : comme @ et E sont les seules parties de E connexe, a
étre a la fois ouverte et fermée, pour justifier qu'une propriété % (x) est
vérifiée pour tout x de E connexe, il suffit de vérifier que I'ensemble Q
des x de E tels que Z(x) soit vraie est ouvert, fermé non vide. C’est
I'outil de base de la connexité.

Les espaces métriques : ils permettront une traduction plus commode
des propriétés topologiques, mais surtout, chaque point ayant une base
dénombrable de voisinage, on aura une traduction séquentielle, (a I'aide
des suites) des propriétés, c’est-a-dire, qu’a un passage a la limite pres,
on se ramene dans le cadre sécurisant du « cas fini », de la récurrence...

En particulier E métrique est compact si et seulement si de toute suite
on peut extraire une suite convergente.
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Cette caractérisation peut étre le point de départ d’un raisonnement
de type suite diagonale. De quoi s’agitil. Et bien, si le mécanisme
d’extraction d’une suite est lui-méme itéré, en notant (u,), . o la suite

de départ, (u%(n))nem R (u<Po°<P1("))ne1N s ey (u%°‘91-~~°¢k(n))nem les

itérées successives, souvent, en considérant a, =
conclure, (voir 6.25, 6.39).

Les espaces métriques, et en particulier les espaces vectoriels normés,
sont le cadre d’'introduction des espaces complets, d’ou les suites de Cau-
chy, critere de Cauchy, Théoréme du point fixe, des fermés emboités...

Up00,...00,(n)» OD PEUL

Les espaces vectoriels normés, en plus de leur structure métrique, vont
faire jouer un réle fondamental aux applications linéaires continues,

avec ue€ L (E, F) si et seulement si u est bornée sur la sphére unité
fermée de E.

On introduit la norme d’application linéaire continue :

[llull| = sup{“u"iolcl)" ;x20,x€ E} , dont les deux propriétés de base

sont les inégalités [u(x)l| < [lulll lladl et [[[w o oll| < Illulll lllolll, qui inter-
viendront chaque fois qu’il s’agira de majorer.

Quelques rappels propres aux E.V.N. :
- Z(E,F), normé par ||| |||, est complet si F Iest ;
- équivalence des normes en dimension finie ;

- continuité uniforme de +, de || ||, mais uniquement continuité du
produit par un scalaire ;

- E, e.v.n., est de dimension finie si et seulement si sa sphere unité
est compacte ;

-rY , normé, n’est jamais complet ; (6.26) ;

- les compacts de R”, e.v.n., sont les fermés bornés, et les complets
sont les fermés ;

- un sous-espace de dimension finie est fermé dans un E.-V.N. ;
- le Théoréme de Banach :siE et F sont des Banach etsi u € L (E, F)

L .t . -1 . . - -
en €tant leCCthC, u aussl est continue, Volr €xercice 6.22.

Dans le cadre des espaces préhilbertiens réels ou complexes, la struc-
ture topologique s’enrichira, avec, lorsqu’elles existent, les bases ortho-
norméses, les familles totales, les projections orthogonales, (voir 6.25).
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Il en sera de méme dans le cadre réel, en liaison avec la structure
d’ordre sur R, d’ou1 la monotonie des applications, des suites, et les liens
entre monotonie et convergence.

A propos de R, ne pas oublier que ses sous-groupes additifs sont soit
partout denses, soit du type oZ, (voir 6.18 et 6.19).

Des propriétés générales qui doivent étre présentes a Uesprit :
- O ouvert < O voisinage de chacun de ses points ;

- f continue < l'image réciproque de tout ouvert (resp. de tout
fermé) est un ouvert, (resp. un fermé), c’est la maniére la plus efficace
de justifier la nature ouverte ou fermée d’une partie ;

- f continue de K compact dans IR est bornée et atteint ses bornes,
(théoreme existentiel) ;

-f continue de K compact dans E, K et E métriques, l'est
uniformément ;

- la connexité par arcs implique la connexité, la réciproque, fausse
en général devient vraie sur les ouverts des espaces vectoriels normés ;

- le Théoréme de Baire a pour conséquence le fait qu'un espace
complet n’est jamais réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide ;
(voir 6.10) ;

- si I'existence d’'un élément particulier dans E complet peut s’obte-
nir par le Théoréme du point fixe, c’est souvent aussi la limite d’une
suite de Cauchy convenablement construite, (voir 6.15) ;

- en dimension infinie, il y 2 en général non équivalence des normes,
ce qui fait que la méme suite peut avoir des limites différentes pour des
normes différentes, (voir 6.24) ;

- dans la topologie produit, le projeté d’un ouvert est ouvert, (voir
6.30).
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Enoncés

6.1. Soit f un morphisme additif de I’espace vectoriel normé réel, E,
dans lui-méme, borné sur la boule unité fermée de E. Montrer que f est
linéaire.

6.2. Soit X un espace métrique compact et L, I'ensemble des appli-
cations c.lipschitziennes de X dans IR. Montrer que la convergence sim-
ple d’'une suite d’éléments de L, implique la convergence uniforme.

6.3. Soit une suite (f,), . y«» décroissante, de fonctions en escalier
positives ou nulles, avec f; a support compact. On suppose que la suite
(f2), < y+ converge simplement vers 0 sur IR. Montrer que :

n—+oo

im | f(t)dt=0.

6.4. Soit A dans .Z,(C) . On désigne par f,,f, ..., [,, » fonctions de

A, avaleurs complexes, telles que le polynéme caractéristique x4 (X) de
A soit égal a:

- D"X " +AAX" 4+ L+ f, (AKX +,(A)).
a) Montrer que pour tout ¢ compris entre 1 et n, et tout couple (A, B)
de (#£,(C))*, ona f(AB) = /(BA).
b) Soit ® une fonction polynomiale de .Z,(C) dans € vérifiant I'éga-

lit¢ ®(AB) = ®(BA), pour tout couple de (/ﬁn((l:))“). Montrer que @
est un polynéme en fi, ..., f,.

6.5. Soit E un R espace vectoriel normé, f une forme linéaire non
nulle sur E et H = Ker f. Montrer que H dense dans E équivaut & fnon
continue.

6.6. Soit E un espace vectoriel normé et (P) la propriété :
Ve>0,35¢€ 10, 1[, V(x,y) € EZ,
<1-3.

(el = Iyl = 1 et Jx-yl =€) = ’%2

Donner un exemple d’espace vectoriel normé ou (P) est vraie.
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On suppose E complet et vérifiant (P). Soit L une forme linéaire con-
tinue sur E. Montrer qu’il existe x de norme 1 tel que |||L||| = L(x).

Donner un contre-exemple ou |||L||| n’est pas atteinte.

6.7. Soit un espace vectoriel normé E de dimension finie n, F un
sous-espace de E et u une forme linéaire définie sur F, de norme :

llulllg = sup{lu(x)| ; xe F, |lx| < 1}.

Montrer qu’il existe une forme linéaire % définie sur E, prolongeant
u, de méme norme que .

6.8. Soit C une partie bornée, génératrice, de E espace euclidien.
Soit # I'ensemble des endomorphismes symétriques positifs. Pour u
dans <~ on pose :

P, ={xeE; (u(x)|x) <1}.
Soit &/ = {ue &; CcP,}.
a) Montrer que.% est compact.
b) Montrer que det « atteint son maximum sur % en un point unique.

6.9. Soit Q un ouvert connexe de R’ et (D,), c n une famille de

droites de IR®. Montrer que Q\( U D,) est connexe.
nelN

6.10. Soit F un fermé de R", et (f;), .  une suite d’applications con-
tinues de F dans R.

On suppose cette suite simplement bornée sur F, c’est-a-dire que,
pour chaque x de F, 1a suite (f,(x)), .,y €st bornée.

Montrer que, pour toute boule ouverte B de F, il existe une boule
ouverte B' de F contenue dans B sur laquelle la suite (f;), . o est unifor-

mément bornée, B' non vide évidemment, ainsi que B.

6.11. Soit A dans .Z,(C). Montrer que exp(A) est un polynéme en
A, mais que la fonction exponentielle n’est pas polynomiale sur .Z,(C) .

6.12. Montrer que [0, 1] n’est pas réunion d’une suite (F,),  de
fermés non vides deux a deux disjoints.

6.13. Montrer que I’ensemble Q des matrices carrées d’ordre 7, réel-
les, de polynéme minimal de degré n, est un ouvert de .Z,(R).

6.14. Soit E métrique compact et f: E>E telle que V(x,y) e E?,
x#Yy, on ait d(f(x),f(y)) <d(x, y).
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Montrer que fadmet un point fixe, unique.

6.15. Soit E un espace vectoriel normé complet, Q un ouvert borné

non vide de E. On suppose que, pour tout (x,y) de Q?, il existe une

boule B contenue dans Q et contenant x et y. Montrer que £ est une
boule ouverte.

6.16. Soit E un Banach et (a,), . iy« une famille libre de E.

a) Montrer que F, = Vect(ay, ..., a,) est un fermé dans E.

b) Montrer qu’il existe une suite (,), .y de nombres strictement
positifs tels que pour tout n = 2,

1
My s l“an+ 1" = gd(“’nan’ Fn— l) .

oo

Existence de x = )’ W,a, . Existe-til n tel que x soit dans F,, ?
k=1

6.17. Quel est I'intérieur de 9, ensemble des matrices diagonalisa-
bles de .Z,(T) ?

6.18. Montrer qu’un sous-groupe additif de R est soit du type 0Z, soit
partout dense.

6.19. Quels sont les sous-groupes ouverts de R, pour 'addition.

6.20. Soit f continue périodique de R dans IR. Que peut-on dire de
Iensemble T de ses périodes.

Que dire de f continue périodique de R dans IR ayant 1 et T pour
périodes.

6.21. Soient f et g continues non constantes de IR dans R, périodiques
de plus petites périodes respectives o et . Condition nécessaire et suf-
fisante pour que f+ g soit périodique.

6.22. Soit A un automorphisme continu d’'un Banach E et fune appli-

cation k.lipschitzienne de E dans E. Montrer que, si k < m , l'appli-

cation A +f est un homéomorphisme de E sur lui-méme.
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6.23. Soit K un compact de E espace vectoriel normé, et fune appli-
cation continue de K dans K telle que :
V(xy) € K, | f) =fO)l = e -l -
Montrer que f est un homéomorphisme.

6.24. Soit Q un polynéme de R[X]. Construire une norme sur
R[X] telle que la suite (X")ne N converge vers Q pour cette norme.

6.25. Soit H un espace de Hilbert réel. On suppose qu’il existe dans
H une suite orthonormée (¢;)._ , telle que I'espace Vect{e;, i = 1 } soit

i=1
partout dense dans H.
Soit (x,),~, une suite d’éléments de H, telle que, pour tout 7,
[l < 1.

Montrer qu'il existe une suite extraite (xy,))
que :

et x* dans H tels

n=1

Vye H, lim (x(P(n),y) = (x*,9).
n—>+oco

Montrer que [lx*| <1.
Que peut-on dire si [|x*| = 1.

6.26. Soit E = R[X]. On pose, pour fdans R[X],
oo (k)
f (0
k=0

a) Montrer que N est une norme sur E.
P Xk
b) On pose f,(X) = Y = - Montrer que la suite (f,) est de Cauchy
-1k
k=1
dans (E, N). Converge-t-elle ?
c) La dérivation est-elle continue ?
d) On pose, pour fdans E, y,(f) = f ™) ; vy, est-elle continue ?
Calculer |||y,]|| -
e) On dit que f précede g, (noté f= g), lorsque, pour tout 7, on a
£™(0) < g™(0). On considere pour g et & fixés dans E :
G ={feEfsgletH={feEh=<f}.
Montrer que G et H sont des fermés de E, d’intersection compacte.
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6.27. Soit E un espace vectoriel normé, A une partie fermée non vide
de E, f une application continue de A dans IR telle que Inf f = 1 et

A
Sup f= 2.
A

Soit g: EBR définie par g(x) =f(x) si xeA et
g(x) = inf{ ((;z()’!x;)all ;ae A} si x¢ A. Lapplication g estelle

continue ? Calculer sa borne inférieure et sa borne supérieure.

6.28. Soit K = R ouCet E = .Z,(K) I'espace vectoriel des matrices
carrées d’ordre n. Soit r <mn.

a) Montrer que ’ensemble des matrices de rang inférieur ou égal ar
est fermé dans E.

b) Montrer que I'ensemble des matrices de rang r est dense dans
I’ensemble des matrices de rang inférieur ou égal a 7. Traduire ce résul-
tatpour r = n.

6.29. a) Soit E un espace métrique, (F,) une suite décroissante de

parties compactes non vides. Montrer que M F, #J.
ne N

b) Soit X une partie compacte de E, (f,) une suite décroissante de
fonctions de X dans R continues, tendant simplement vers la fonction
nulle. Montrer que la suite (|f,]|..) admet une limite o, puis que o = 0.

c) Soit (f,,) une suite monotone de fonctions continues de X dans IR

tendant simplement vers une fonction continue. Montrer que la conver-
gence est uniforme.

6.30. Sur E = R", un endomorphisme w est dit cyclique si et seule-

ment si il existe un vecteur x de E tel que la famille {x, u(x), ..., u"” 1(nc) }
soit libre.

Montrer que I'ensemble des endomorphismes cycliques est un
ouvert de Z(E).

6.31. Soit E I'espace vectoriel des suites réelles bornées, muni de la
norme :

lul = sup{|u,|; ne N}.
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a) Montrer que E est complet.

b) Existe-t-il dans E un sous-ensemble dénombrable partout dense.

6.32. Montrer que I'ensemble des polynémes de degré =, a coeffi-
cients complexes, ayant n zéros distincts, est un ouvert de €,[X].

6.33. Soit A une algébre de Banach complexe, d’élément neutre noté
u, (pour unité). Pour x dans A - {0}, on pose :

o(x) = {Ae € ; Au—x non inversible} .

a) Montrer que 6(x) est un compact de C.

b) Montrer que 6(x) est non vide, (on pourra utiliser le fait que f:
x —x | est différentiable sur 'ensemble des éléments inversibles de
A, et que df(x)(h) = — x 'hx" ).

c) On suppose que tout élément non nul de A est inversible. Que dire
de A.

6.34. Démontrer que I, et — I, sont des points isolés de 'ensemble
& des symétries, partie de I'espace vectoriel normé ./, (R).

6.35. Quelle est I'adhérence, dans .Z,(C), des matrices diagonalisa-
bles.

6.36. Existe-t-il, sur .Z,(RR), des normes telles que, pour tout A de
M,(R) et tout P de GL,(R), [P~'AP| = |A].

Déterminer toutes les semi-normes N sur ./Z,(IR) telles que pour tout
A de 4, (R) et tout P de GL,(R), on ait N(P~ 'AP) = N(A).

6.37. Démontrer que I, et 0 sont des points isolés de I'ensemble &
des matrices des projections de E = R", une base étant fixée.

6.38. Soit E = R[X], espace des polynémes a coefficients réels,

normé par ||P|., = sup {|coefficients de P|}.
a) Est-il complet ?

a°p a°p
b)Ladérivationd: P = Y a,X, — Y na,x"

, est-elle continue ?
n=0 n=1
c) Construire sur E une norme rendant d continue.
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6.39. Soit E un espace vectoriel réel normé, et A une partie non vide
de E. Montrer I’équivalence entre :

1°) Ve>0,3ne N*,3(a), ., ., € A", Ac U Z(q;; 8) ;
i=1
2°) de toute suite d’éléments de A on peut extraire une suite de Cau-
chy.

6.40. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, K une partie
non vide, compacte et convexe de E. Soit A une partie de L(E) dont tous
les éléments permutent entre eux, et telle que K soit stable par tout élé-
ment de A.

Pour a dans A et » dans IN*, on pose a, = %(Id+a+ cwa !

).

a) Montrer qu’il existe x dans K tel que, pour tout a de A et tout n de
IN*, on ait x € a,(K).

b) Montrer que a(x) = x, pour tout a de A.

6.41. Soit K un compact de R" et A I'algébre %O(K, R), algebre pour
les lois usuelles, normée par la norme de la convergence uniforme.

Montrer qu’un automorphisme unitaire de A est une isométrie.
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Solutions

6.1. Par récurrence, a partir de :
f(2x) = f(x+x) = f(x) +f(x) = 2f(x), on obtient,
V(p,x)e NXE, f(px) = pf(x).

Comme f(x—9y) = f(x)-f(y), avec f(0) = 0, (morphisme additif),
ona, V(p,x) e NXE, f(px+ (- p)x) = 0,dou

(= p)x) = — fpx) = — pf(x) et finalement :
V(p,x) € ZXE, f(px) = p - f(x)

Enfin, avec r = se ®, ge IN*, et y = rx, on aura gy = px d’ou

@) = gf(y) = fipx) = pfix) et f(y) = firx) = gf(x) = 1f(x), d'o
la « linéarité sur le corps @ ».

Pour utiliser la densité de @ dans IR, on va justifier la continuité de f,
(car ne sachant pas qu’elle est linéaire, et pour cause, I'aspect borné sur
la boule unité ne donne pas directement cette continuité).

Soient x et y distincts dans E, et r rationnel tel que, € > 0 étant donné,
. 1 .
onait [x -yl <7< |x-y| +¢, alors ;(x —y) est dans la boule unité fer-

mée sur laquelle f est bornée par £ = 0. On a donc:
1
f (; (x—y ))

| f(x—9)l <7k < kllx -yl + ke, et € étant quelconque, on a finale-
ment, (f morphisme additif), quels que soient x et y :

I f() = fll < Ellx - 11,
(inégalité évidente si x = y), d’ou la continuité de f qui est k.lipschit-
zienne.

N 1 . .. .
<k, d’ou, comme o est rationnel positif, on tire :

Mais alors, avec une suite (r,,), . de rationnels qui converge vers A
réel, et x dans E, on aura :

f(Ax) = f( lim r,x) = lim f(r,x), ( fcontinue)

= lim r,f(x) = Af(x) d’ou flinéaire.
n—+oo

6.2. La convergence simple des f, vers f, donne f¢.lipschitzienne car

| fx) =l = nlingwl o) =f(D)] < cd(x, y) .
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Soit alors £ >0, a chaque x de X on associe n, dans IN, tel que :
€
Vn=n,, | flx)-f(x)| < 55
comme alors f-f, est 2clipschitzienne, si d(x, y) < 4% ,On aura :

I(f—fn)(y)l = |(f_fn)(y) - (f_fn)(x)l + I(f—fn)(x)l

< 2cd(x, y) + g <e.

En fait, a chaque x de X on associe n, entier, et la boule ouverte

8 -
.%’O(x, 4_5) tels que :

Vye %(x, 4%) Vr=n,, | f)-f0)| <e.

£ .
Du recouvrement de X compact: X = U .%’o(x, Z:) , on extrait un
xeX
recouvrement fini, associé aux éléments x;, x5, ..., X, . Soit

ng = sup{n, ; 1 <i<p}. Pour tout n =n,, Vy € X, comme il existe
. € .
i<ptelqueye .@o(xi, ZE) et que n=ny >n, , on abien:

| f(9) —f,(y)| <€ :ily a convergence uniforme des f, vers f.

6.3. Justifions d’abord I'existence de chaque intégrale.

Comme f, estasupport compact, il existe un segment [a, ] tel que,
Vx ¢ [a,b], fi(x) = 0.La décroissance de la suite des f,, quisont a
valeurs positives, donne alors :

Vxé [a,0], V=1, 0<f,(x) <fi(x) = 0 donc f,(x) =0 etles
intégrales impropres sont en fait des intégrales sur [a, b].

Lidée va étre ensuite de traiter séparément les points de continuité
et de discontinuité, (en « quantité dénombrable ») des f, en englobant
les points de discontinuité dans des ouverts de longueur €u,, , avec Zun

qui converge, et en utilisant I'aspect localement constant d’une fonction
en escalier en un point de continuité.
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Soit &7, = { points de discontinuité de f,} et &= U &, : cet

nemr

ensemble dénombrable est indexé en une suite (a,),. ., (ou
(82)g < < Sl est fini).

On introduit || f .. = sup {|f;(x)]| ; x € [a, b]}, qui existe car f;,en
escalier est bornée.

Soit £> 0 fixé.

Soit x € [a, b].

Si xe, avec n dans IN tel que x = a,, on considére I'ouvert

o(x) = ]an - %, a,+ % [ N [a, b], ouvert de [a, b] contenant x, de

longueur inférieure a Q—Sn .

Si x ¢ &, chaque f, est continue en x. Or la convergence simple des
f. vers 0 permet d’associer n(x) dans IN tel que Vn=n(x),
0 <f,(x) <€, cequirevienten faita 0 <f, ,(x) < €, vula décroissance
de la suite des f, .

Comme x ¢ %, Jo(x) > 0 tel que sur:

o(x) = Jx—o(x),x+a(x)[N[a,b],
la fonction f, ., soit constante, et alors :
Vte @(x), Vn = n(x), 0 < f,(8) < fr0() = frx) S€.

a

Compacité = machine 2 extraire: du recouvrement ouvert

[a, 6] = U o(x), on extrait un recouvrement fini associé a des x
x € [a, b]

dans une partie finie, B, de [a, b], elle-méme fractionnée en B; = BN ¥
et B, = B\B;.Notons O; = U o(x) et O, = U ®(x) : on a deux
xe B

1 x€ 32
réunions finies d’intervalles, et [a, b] = O, U O,. Comme les fonctions
intégrées sont positives, et que O, et O, peuvent « se chevaucher », on
a, Vne IN* :

0= j:fn(x)dx < Iolfn + IO2fn .

On a, (ici aussi les intervalles de réunion O, peuvent se chevaucher) :

j LY fu(®dt, avec: 0 <f,(£) <f1(t) <|f1].. ;% quiestun
O, x€ B,

(x)

ay ke IN, et alors ®(x), intervalle de longueur majoré par i, donc
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j f. est majoré par la somme d’un nombre fini de termes du type
!

% |f1]|. » donc a fortiori par 2¢| f, .. , et ceci uniformément en 7.

2

Puis O, étant une réunion d’'un nombre fini des w(x) pour x ¢ %,
ng = sup {n(x) ; xe€ By} existe et on a alors: Vie O, Vn=n,,

comme il existe x de B, tel que t€ w(x) et qu’alors n = ny = n(x), il
vient :

0<f,(t) <e, d’ot sur O, [a, 6], Van = ny, J' fu(tydt< (b-a)e.
Oy

En réunissant les deux majorants, on a :

0
Ve >0, 3ng, Vn = ng, 0 < j fu(tydt <e@|fy].+b-a)

0
ce qui traduit lim J' f.()dt = 0.
no+ee J

6.4. Le a) équivaut a justifier I'égalité X, 5 = Yga- Sur Z,(C), (ou

4,(R), ou méme .Z,(®) ), on peut en donner une justification topolo-
gique en traitant le cas de A inversible d’abord, et en utilisant la densité
de GL,(K) dans .Z,(K), (K=®, R ou €C). Pour A inversible, on a :

xap(X) = det (AB-XI ) = det (A”'(AB-XI )A)
= det (BA-XI,) = xpa(X).

Puis GL,(K) est dense dans .Z,(K), car si det A = 0, C’est que
x = 0 est zéro du polynéme x,(x) = det (A—xI,), mais les zéros de
X €tant en nombre fini, il existe o0 > 0, (o dans ® ouIR), tel que Vx e K,
0<|xl <= y,(x)#0, donc la matrice A—xI, est alors inversible, or
lim (A-xI,) = A.
x—0
x#0

Enfin, pour B fixé dans ./, (C), (retour a I'exercice), I'application
A ~— f,(AB) est polynomiale par rapport aux o,;, termes généraux de
A, donc continue : I'égalité f;(AB) = f;(BA) valable pour A dans
GL,(C) «passe a la limite » en A, et elle est valable pour tout couple
(A, B) de (£,(©))°.
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On peut aussi établir le résultat algébriquement sur un corps K quel-
conque, en utilisant I’égalité entre matrices blocs :

I, 0)(-XI, -B )| _(BA-XI, -B (I, 0
A I, 0 AB-XI, 0 -xX1, )L A 1,

_[-XI, -B
-XA -XI, J
et en prenant les déterminants, que I'on simplifie par (- X)".

Il faut aussi noter que les  f;(A) sont des fonctions polynomiales par
rapport aux coefficients de A, donc continues en A.

b) Le a) est 1a pour remplacer les matrices par des formes plus com-
modes, et si possible diagonales.

Lénoncé n’est pas clair : ¢ polynomiale de .Z,(C) dans C signifie
fonction polynomiale des coefficients de A.

D’abord, si P est dans GL,(C),ona:
9(P™'AP) = 0((PT'A)P) = ¢(P-P'A) = 9(4),
donc I'expression de ¢ est stable par passage a une matrice semblable.
Ensuite si A est semblable 2 D = diag (A, Ao, ..., A,,) , avec les lj dis-
tincts, le polynéme cara%téristique :
2aX) = D" [TX-2)
i=1
= C1D)"X"-0,X"" " +6,X" 24+ (- 1)'0,),
les o; étant les fonctions symétriques des racines, donc dans ce cas
6;(Ay, s Ay) = G;(A) = (- 1)'fi(A).
Considérons alors I'application y, définie de € dans € par
\V(?\.l, 7\.2, veey ?\.n) = ¢(diag (A’l’ AQ, eeey A.n)) .
Elle est polynomiale par rapport aux A;, puisque A — ¢(A) est
polynomiale par rapport aux coefficients de la matrice A.
De plus, si P est la matrice associée a une permutation ¢ des vecteurs
de la base canonique de €", on aura :
P_ ! diag (;\«1, ceey Kn)P = d.iag (A'G(l)’ coey )“G(n)) ’
donc, vul'invariance de ¢ par passage a2 une matrice semblable, on al'égalité :
\V()"o(l)’ cees lo(n)) = \"(7\«1, ceey 7\.n) >
valable pour toute permutation ¢ de {1, 2, ..., n}.
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Mais alors, on sait, (ou on devrait le savoir, au besoin consulter
un cours sur les polynémes a plusieurs variables), on sait disais-je, que
Yest un polyndme par rapport aux fonctions symétriques
Gl(}'l’ ceey )\'n) = 7\,1 + ?\.2 +..+ 7»n N 62, ceey Gn , avec 6](7\,1, ceey Kn) =la

somme des produits des A, pris j par j. On a donc un polynéme Q de n
variables, tel que, V(A,, ..., A,,) € €, W(Ay, ..., X)) = Q(G, O, ..., G,,) .

Mais alors, pour toute matrice A ayant » valeurs propres, A, ..., A, ,
distinctes, (notons & I'’ensemble de ces matrices) on aura :
¢(A) = ¢(dlag (xl’ sy }"n)) = W(xl’ Rt )"n)

= Q- fi(A) fo(A), ey (= IYF(A), o (= 1) (A))

= R(f(A), fo(A), ... f,(A)),
ou la fonction R, définie par cette égalité, est polynomiale en
fufor s fo-

Le résultat est établi sur la partie & de .Z,(C), or cette partie est
partout dense dans .#,(C), car si A de .#,(C) admet des valeurs propres
multiples, Ay, ..., A, de multiplicités a.,, ..., o, , avec P réguliere telle que
P'AP = T soit triangulaire, avec sur la diagonale A, ..,A; ;
Ag, oy Ag ;o5 Ay ... Ay ; enintroduisant, pour ¢ dans N, assez grand, (tel

que % < % inf {|A; - 7\.].| ; #j} en fait), la matrice triangulaire :

(1 11 S| 1
T, = T+d1ag( +1""’q+a1’q+1""’q+a2""’q+1""’q+oc,,)’

ona lim PT,P"' = A, et PT,P"' estdans 9.

g+

Enfin, 'égalité ¢(A) = R(f1(A), fo(A), ..., f,(A)), ou les deux mem-
bres sont fonctions polynomiales, donc continues, des coefficients de A,
étant valable pour tout A de Z, partie de .#,(C) partout dense, donne,

par passage a la limite, I'égalité pour tout A de ./Z,(C).

6.5. Le « dense dans E » signifie partout dense en fait.

Soit H I’hyperplan Ker f, son adhérence H est encore sous-espace
vectoriel de E, car HCc H= H # @, puis si x et y sont dans H, si A et
sont deux réels, avec deux suites x, et y, d’éléments de H qui conver-
gent vers x et y respectivement, les vecteurs Ax, + Uy, de H convergent
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vers Ax + lu qui est donc dans H, (continuité de I'addition et du pro-
duit par un scalaire).

Comme HcHCE , avec H hyperplan, et H sous-espace vectoriel,
on asoit H = H, (ou encore H fermé), soit H partout dense.

Justifier I'exercice, (H = E & f non continue), revient donc a justi-
fier 'énoncé H fermé < f continue.

. -1 L s . . ,
Or fceontinue=H = f ({Og}) estfermé, (image réciproque d’'un
fermé).
Si H est fermé, alors f est continue, sinon, f étant linéaire, la non con-
tinuité équivaudrait a la non continuité en 0, donc on aurait :

Je>0,Va>0,3xe E, ||lx| <o avec |f(x)| = ¢,

1 .. . 12
avec 00 = 1" € IN, on construirait une suite (x,), . v 4’éléments de

E qui converge vers 0, avec |f(x,)| =&

En introduisant une droite vectorielle IRa supplémentaire de H et en
décomposant x, en y,+¢,a,avecy, € H,t, € R,ona f(x,) = t,f(a),

avec f(a)#0,(ag H), dou |t ZV%T’ mais alors 1’élément
z, = Z—" = I"_4 est dans H, (y,€ H), tend vers a, (x,—>0 et |t

minoré par un nombre > 0), ce qui contredit H fermé puisque a ¢ H.
Par I'absurde on a bien justifié (H fermé) = (fcontinue) .

6.6. Un peu de géométrie n’a jamais fait de mal. Dans E affine, le

triangle de sommets 0, x et y est isocele, et le milieu x_;_y , pied de la

médiane, est aussi pied de la hauteur si E est préhilbertien réel, d’ou 0,
x et y dans un plan euclidien. Mais alors, par Pythagore, on a :

e2
= - 1-2 h-sl*<1-5

_2” ) -

2

172
si lx—yl =¢€ ; on a donc ."__2“ (1—%) <1 : on peut trouver

dans ]0, 1[ tel que

"_22“ < 1-39, si E est préhilbertien réel.
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Si E est complet et L, forme Ilinéaire continue,
LYl = sup {IL(x)], llx| = 1} existe, donc Vrne N,3x, € E, |x,| = 1 et

LI = == < [LGx,)] < LI

Quitte a changer x, en — x,, on peut imposer L(x,) = 0, et on dis-
pose donc d’une suite (x,), . > d’éléments de la sphere unité, telle que
tim L(x,) = L.

Lhypothése E complet permettra, a partir d'une suite de Cauchy,
(peut-étre celle des x,, ou extraite...), d’avoir un élément limite, et de

passer a la limite.
Si la suite (x,), . v n’est pas de Cauchy, alors :

Je>0, Vng, 3p = ng, g = ng, |, —x | = €.

d
Mais avec le § associé a € par la propriété (P), comme x, et x, sont

unitaires, on a alors ’_c%i < 1-0. De plus L(xp) =0 et L(xq) =0

excluent X, = — X, sauf... si L(xp) = L(xq) =0. Comme
1

= _—

Leey) = Ll - 3

On remarque que pour L =0, [||L]|]] = O est atteinte partout sur la
X, +Xx

2

, ceci sera exclu, pour p assez grand, si L#0.

spheére unité, on écarte ce cas et alors pour p et g assez grands,

est non nul, donc z,, est unitaire, (p et g associés a n ), d’ou,

0 e+
si my est choisi assez grand pour avoir aussi |||L||| - 11 >0, les
inégalités :
L(z, ) = —— (L(x,) + L(x,)) = ——— (2|||L||| 1 _L)
0T [k, + ? 1 e + 2, p+1 g+1

1 2
> 5 (21U~ 5)

car p et g sont supérieurs a 7, et |x, + x| < 2(1-3), ne 'oublions pas.

Donc, pour 7, assez grand, on aurait z,,, unitaire avec :

1) v 1
L(z")’(l-a) (ng+ (A -3)’

ce qui, si n, tend vers + oo, con-

duira a |||L|]| = lll—ll_‘%l : C’est génant.
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Donc la suite des (x,), .y est de Cauchy dans E complet, elle con-
verge et sa limite x est sur la sphere unité, (fermée), de plus la continuité

de L et la double inégalité |||L||| - ﬁ < L(x,) <|||L|l|, donnent, a la
limite, L(x) = [|[L|l[, avec [|x]| =
Un contre-exemple, avec L continue puisque 'on parle de [||Ll|[, ne

peut se trouver qu'avec E non complet, et, pour avoir la propriété P,
préhilbertien par exemple.

a°Q

Prenons E = R[X], normé par IIQII2 = z ai , sile polyndme Q est

n=0
°Q
Y a,X".
n=0
a°Q a,
On définit L par L(Q) = ) -7 Par Cauchy-Schwarz dans

n=0
d°Q . .
R" *~, euclidien canonique, on a :

2 Q 1 2R 1 e 2
IL(Q)I" = ( Y 1 Ianl) <> s 1) - 2 laa]
= n=0 n=0
< Z ||Ql| IIQJI ,
=0 (n ].
d’ou |||Li|] = —, et égalité en fait, car avec :
e
X X! " 2
Q. =1+z+..+4=——,0ona L(Q,) = qui tend vers —
2 n Eo (k+1)° 6
o1 ; 1/2
T
alors que |Q,|| = tend vers — .
jd - (X 2] x
d4°P
Enfin, si |||L||| était atteinte en P unitaire, avec P = z a,X" eten
n=0

prenant des carrés, on aurait
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i = 3 ( :1)2 = @@’ -(
n

n=0
da°p 9 d°P l d°P 1

< =1- ,
[E“o(an) ) (ngo (n+ 1)2J ngo (n+1)°

ce qui est absurde, le reste d’ordre d°P de la série des 1/(k + 1 )2 n’étant
pas nul.

6.7. Si on sait justifier le résultat lorsque dim F = n—1, par une
récurrence facile on passera au cas général.

On suppose donc que F est un hyperplan de E, et soit a un vecteur
telque E = FO®Ra.

Tout y de E se décompose de maniere unique en y = x +¢a, avec x
dans F, ¢ réel, et u sera une forme prolongeant u si et seulement si on
se donne u(a) = o dans R et si on pose u(y) = u(x) +to.

11 faut donc justifier que I'on peut choisir o tel que :

lllallle = sup {M ;(xt) e Fle\{O,O}},

lx + tall

et |[|lulllg = sup {% ;X E F\{O}} soient égaux, et on comprend

bien que pour cela, il faut et il suffit que les ¢t # 0 ne conduisent pas a
des quotients supérieurs a |||ul||f .

Si |[lullleg = 0, en posant o = 0, on obtient |||&|” = 0, C’est gagné,
et sinon, on remplace u par ﬁ , ce qui revient a supposer |||ulllz = 1,
F
ce qui simplifiera I'écriture.
Soient x et x' dans F,on a:
u(x) + u(x') < Ju(x) + u(x)| = lu(x+x)| < |x+x| avec,
lx+x = |x+a+(x'—a)| <lx+al + |x —al| d’ot'inégalité :
u(x') - ||x' — af| < |x+ all - u(x), d’ou I'on déduit :
m = Sup {u(z)-llz—all} <M = Inf {|z+al —u(z)}.

ze F .ze F
Si on choisit o dans [m, M], on a alors, pour tout z de F :
~lz—a|l +uz) s a<|z+a| -u(z), et:
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~lz+ a| —u(z) < @ <|z—al| + u(z), obtenue en changeant z en
— z, d’ou 'on déduit ’encadrement :

—lz+al su@)+a<|z+ad|
@
—lz-al su(z)-a<|z-ad,
valable, pour tout z de F, pour un tel choix de o.
Soit alors y = x+ta dans E, avec t#0 et x dans F. On factorise |¢],

d’ou, avec y' = ﬁ, x' = ﬁ ete = |%|’ (dans {- 1, 1}), I'égalité :
lu@)l _ lu() _ |u(x) +eaql
liyll Iyl |«' +€af °
valeur dans [~ 1, 1], que € = 1 ou € = — 1, vul'encadrement (I).
Pour un tel choix de o, on a bien “|{¢”|E = |lfulllg-

6.8. Une base orthonormée de E étant fixée, on identifie les opérateurs

de E et leurs matrices dans cette base, donc % est une partie de lR"2 , sl
n = dim E ; elle sera compacte si et seulement si elle est bornée et fermée.
On a u symétrique si et seulement si u —u* = 0,0org: u ~—u—u*
est continue, (linéaire en dimension finie par exemple).
Puis u est positif si et seulement si, pour chaque x de E, {u(x)|x) =0.

Or les applications @, : u ~s (u(x)|x) sont continues de .Z,(TC)
dans IR, (linéaire en u, ou polynomiale par rapport aux u;; coefficients
de u).

Enfin, I'inclusion C c P, équivaut 2 chaque inégalité (u(x)|x) <1,
pour tout x de C.

Mais alorson a :

o =g AN (N0 (10, +=D) N (M 07 (== 1),

donc #Zest fermé comme intersection de fermés.

C’est une partie bornée. En effet, si & = (e, ..., ¢,) estlabase ortho-
normée de départ, etsi & = (g, ..., €,) est une base contenue dans C,
partie génératrice, on a des coefficients (p,), ., <, tels que

n
€ = Y, D€ - Puis u ayant pour matrice la matrice U des u;; dans la
k=1
base orthonormée %, ona u;; = (u(ej), e;) , ou encore :



38  Topologie

3
|

i = (u (z Ph]ek]’ Y. e

1 =1

Y, D baipuuley), €.

k=11=1
Mais I'application @ : (x,y) ~— (u(x),y) = ’XUY, si X et Y sont les
matrices colonnes des composantes de x et y dans la base %, est bili-
néaire symétrique, de forme quadratique associée ¢ : x ~— XUX, posi-
tive puisque u est positif.
Par I'inégalité de Cauchy Schwarz appliquée a @, on a donc, pour tout
couple (x,y) de vecteurs :

(o(x, y))2 < ¢(x)q(y) , ou encore :
((u(x), y)° < (u(x), %) - (uly),y) -

Cette inégalité, pour les couples (g, €;) de vecteurs de la base %,
conduit a :

((u(ey), €))7 < (u(ey), &) - (u(g), &) .

Or, u étant dans & on a CcP,, donc (u(g,), &) <1 et aussi
(u(g),ep <1, et comme il s’agit de nombres positifs, on a

[{u(ep), €| <1

Mais alors, en revenant aux «;, on aura :

1]’
|yl < Z Z i 1p2d]

k=11=1

et comme les coefficients p, ; ne dépendent que du choix des bases %
et &, et pas de u, en notant [P, = sup {|p,|; 1<7,s<n},onaura:

2 2 . . g s 2 2
|uy] <n"(IPl.)", ceci pour tout i, j, d’otr U], < n"(|P|.)", pour

toute matrice U, associée a u de %, dans la base % de départ. La partie
&est bornée, d’ou la compacité de &

b) Lapplication déterminant est continue, car polynomiale, de
,(R) dans R : elle atteint son maximum sur le compact ..

D’autre part ce maximum est strictement positif, car, avec m qui

: s 1. L.
majore les x| , pour tout x de C, I'opérateur u = ;1—2 idg est symétrique
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positif et Cc P, car pour tout x de C, {(u(x),x) = % lxl® <1, donc
m

ig idg € &, avec det (i? idE) = (i)n >0.
m

2
m m

Supposons donc le maximum, (> 0), de det, atteint en u et v distincts,
opérateurs définis positifs : on sait qu'’il existe p matrice réguliere telle que :

‘pup = 1, et "pup = diag (A, ... A,).
De plus, I'égalité det « = det v, implique, apreés multiplication par
(det p)*, Tégalité 1 = J] 2.
i=1

. u+v . Lo -
Soit w = —5— © Cest un opérateur symétrique, positif, et pour tout

x de C, (w(x)|x) = l (u(x)]x)+l (v(x)|x)

;+2,doncCcP d'ou we «.

On a detwsdetu = detv, soit encore en multipliant par
2 ¢ . 1+,
(det p)”, et comme pwp = diag (, - ) :

(5= 1T |

i=1

1+A;

Mais les A; étant positifs, on a 2 A/?T.z <1+4A;, (car Cest
0=<(1- J?Ti)? ), inégalité stricte si A; # 1. Mais alors on aura :

()= =T = T -

i=1 i=1 i=1

ily a partout des égalités, donc A; = 1, pour tout i, et tpup = tpvp ,d’ou
Iégalité u = v.

6.9. Posons 2 = U D, et Q' = Q\ I, on va justifier que Q' est
ne N

connexe par arcs donc connexe, en utilisant le fait que € ouvert connexe
est connexe par arcs, et méme en précisant la nature des arcs.

Premier point. Si Q est un ouvert connexe (non vide), et a et b dans
Q, il existe une ligne polygonale & entre a et b.
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On fixe a et on considere I'ensemble &/ des x de Q tels qu’il existe une
ligne polygonale entre a et x.

Hest non vide : Ir> 0 tel que FBy(a, r) € Q, et tout point de cette boule
est joint au centre g par le segment % = [a, x] c Q, donc H(a, r) C ¥.

&/ est ouvert : si ¢ € &, on a d’'une part une ligne polygonale & entre
a et ¢, et un réel v'>0 tel que Hy(c,r")cQ, d’ou, pour tout x de
Py(c, ), une ligne F#' = P U [¢, x], polygonale, entre a et x, dans Q,
d’out By(c,r") C & : cette partie est voisinage de chacun de ses points.

Enfin & est fermé : fermé dans €, car si d de Q est adhérent a %, avec
r">0 tel que %y(d,r") c Q, ona en particulier & N By(d,r") #D . Soit
y dans lintersection, et & une ligne polygonale entre a et y, alors
P =P Uy, d] estligne polygonale entre a et d, dans Q, donc d € .

Mais alors.#, ouvert et fermé non vide de Q connexe est égal a Q, et on
a bien une ligne polygonale de Q entre a et b.

Deuxiéme point

Soit ay = a,a,,...,a, = b les sommets d’'une ligne polygonale &
contenue dans Q. Il existe £> 0 tel que en prenant a'; dans %(a; €),
pour i = 0, ..., n, laligne polygonale &' soit encore dans Q

En fait.%, union finie de segments, donc de compacts, est un compact
de R®, contenu dans ©, donc disjoint du fermé F = R*\Q, et la dis-
tance § du compact Let du fermé F étant atteinte, (se justifie en rempla-
cant F par une partie bornée fermée de F, donc compacte), elle est stric-
tement positive puisque FN = @ .

Soit € avec 0 <e<d, Vx € P, By(x,€) cQ car l'existence de y dans
PBy(x,€) N F entrainerait § = d(Q, F) < d(x,y)<e<3d.

Soient alors &' la ligne polygonale réunion des [a',, a';, ;], avec a';
choisi dans %(a; €),ona P' cQ, car avec t réel compris entre 0 et 1,
le point y = ta';+ (1-t)a';,  esttel qu'avec x = ta;+ (1 -t)a;, , onait
xeP etx—y = tla;—a)+(1-t)(a;,—a';,,)
donc [lx -yl < t|a;—a' ||+ (1 -t)|a;, 1 —a'; | -

Ona |a;-a'|| <t et |a;,; - a';, | <€, on multiplie ces inégalités par
t et 1-¢, positifs, non tous deux nuls, donc une inégalité reste stricte,
et en sommant on a :

lx—9yll <te +(1-t)e = €,
d'ou ye By(x,e) Q.



Exercices de Mathématiques spéciales — Topologie, analyse 41
Remarque : on obtient, avec U (%, €) , un voisinage tubulaire de &
xeP

Troisieme point. Soient a et b dans Q' = Q\D,avec = U D, , et

nelN
g-1
P= Ula,a;, ;] une ligne polygonale dans &, entre a = a; et
i=0

b = a,. On va construire une nouvelle ligne polygonale entre a et b qui
« esquivera » d’éventuels points de <.

Pour cela, on fixe d’abord € >0 comme au deuxiéme point, en lui
. ' 1 .
imposant en outre d’étre < 5 |@;a; 4| » pour tout i = 0, ...,g—1, donc

les boules %(a;, €) sont disjointes.

. , L. 3 2 31s
Puis, toutes les normes étant équivalentes sur IR”, on considere la
norme euclidienne, (ce qui permettra de mieux reconnaitre les objets

géométriques introduits). Soit alors u¢ &, v dans IR?’, et la boule
ouverte Fy(v,€), avec |lu—v|| >¢, il existe w dans By(v, €) tel que le

segment [u, w] ne rencontre pas Z.

En effet, soit Q le plan perpendiculaire a la droite aff (u,v) env et
Ale disque, (ouvert de Q), A = By(v,€) N Q.

Z(v,E)
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Si m de A est tel que le segment [u, m] rencontre &, il existe » dans
Netp,e [u,m]nD,.

Comme u ¢ 9, le sous-espace affine aff (u,D,) estun plan &, dis-
tinct de Q car u ¢ Q, ce plan 7, contient m, et coupe Q suivant une
droite d,, et tout point m' de Q, non sur d,, est tel que
aff (u,m')"D, = @. Mais d,NA est un segment contenant m,
(n’oublions pas que m est dans le disque A, ouvert de Q).

On considére alors, Vne N,K, = d,N A, on a soit K, = @, soit
K, du type Ju,v,[, avec u,#v,, et si me A\(nng”)’ on aura
aff (u,m)ND, = @, Vn de N, a fortiori le segment [u, m] évitera les
D,.

Il nous reste a justifier la non vacuité de A\( ngm K,) . Seuls intervien-
nent les Ju,, v, [ non vides, or dans le plan affine Q, ils correspondent

a des droites d,,, ayant un angle polaire 0, € [0, i[, avec une direction
fixe d du plan.

Si®e [0,n[-{6,,ne Ntelque K,#D}, (il y en a de tels ), et si
on considére un « diametre » Jo, B[ de A, (disque ouvert), d’angle polaire
6, ona K,Nn]o, B[ vide ou réduit a2 un point, (non parallélisme des

lu,, v, [ etde Jo, B[), donc card (Ja, B [\( U K,)) est infini, (continu

- dénombrable = continu) : on peut choisir pleln plein plein de points
m de A tels que [u,m] "D, = @, Vne N.

Concluons. On apphque le résultat précédent au point g, = a, et a
By(a,€) :il existe a'; € By(a,, €) tel que [ay, ' 1ND = O. On pose
ay = a,.

Puis, avec a'; et Fy(ay, €), on trouve a's dans Fy(ay, €) tel que
[a'},d'9s]ND = @. On poursuit et on arrive avec a'q_1 et @O(aq, £),a
un choix de @', dans %(a,, €) tel que [@',_,,a' 1ND = O.

Sia g = b, C’est terminé, sinon on dispose de a' € D etdebe 9.

. a,+b a: 1 .

Soit ¢ = —72— le milieu de [a',,8] et = 3 ||a'q—b||. On consi-

deére la boule ouverte %(c, n), le plan Q, médiateur de [a' g’ b] en fé.it,

le disque ouvert dans Q, A = Q N %,(c, M), et on reprend le raisonne-
ment précédent avec la famille dénombrable des plans
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w, = aff (a'q ,D,) d’'une part, et «', = aff (b, D,) d’autre part. On
détermine encore une famille dénombrable d’intervalles du disque A a
éviter, pour choisir m dans A tel que cette fois, [a',, m]ND = O et
[6,mINZ = @. Un tel choix est possible, (on choisit 6 € [0, [\
{ensemble dénombrable}, puis un point sur un « diametre » privé d'un
ensemble dénombrable de points).

On obtient ainsi une ligne polygonale dans Q\ <, entre a et b,
puisqu’a chaque étape les [a';,a';,,] sont dans € (vu au deuxieme
point), qu’ils évitent 9, et qu’a la fin les deux segments éventuels sont
dans (b, £) c Q et qu’ils évitent L.

6.10. Un fermé F de R" donc un complet, une suite de fonctions
donc du dénombrable : cela sent Baire a plein nez. Allons-y, en suppo-
sant F# @, sinon le jeu est sans intérét.

Soit p fixé dans IN. Pour % dans IN, 'ensemble :
U, = {xe F; | fix)| <p},
est un fermé (x ~— | fk(x)| continue) de F, et : Uﬁ = mmU”’ & » intersec-

tion de fermés, est aussi fermé. Puis, pour chaque x de F, la suite
(fi(x)), . étant bornée, il existe p(x) dans IN tel que Vke IN,

| fu(®)| < p(x), donc xe Uy, et F = pkeJNUp.

Mais alors, F, complet, étant réunion dénombrable de fermés, I'un
au moins est d’intérieur, (dans F), non vide : il existe une boule ouverte
B', non vide, de F, contenue dans un U, , ce qui signifie que :

Vxe B, Vke N,| fi(x)| <p : la suite des f, est uniformément
bornée sur B'.

Pour répondre parfaitement a I'énoncé, avec B, boule ouverte de F

donc, du type, avec ac F et r>0: B = {x;xe F; d(a,x)<r}, on

remplace F par F N Z; (a, é) c B, par exemple, la boule fermée étant

prise dans R”. C’est un fermé non vide, car contenant a, et ce qui pré-
céde donne une boule ouverte de F, B', contenue dans B.

2
6.11. L'espace vectoriel E = ./Z,(C) ~R*" est vectoriel normé en

dimension finie, donc toutes les normes sont équivalentes et il est com-
plet.
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m Alll™
Pour la norme d’application linéaire continue, on a ‘i'. = Il ml !l ,
m! :
d’ou une convergence absolue, donc une convergence, de la série des
m LN
A A . A
—,desomme ¢ .Deplus ¢ = lim Y —.
m! k— +o0o 0 m!
m=

Si on note S,(A) ces sommes partielles, par Cayley-Hamilton, on sait
que A" e Vect (L A, ..., N F,, donc par une récurrence immé-
diate, Vk = n, AfeF a>d’otiles S,(A) dans F , sous-espace de dimension
finie de E, donc fermé, mais alors feF A ;onabien & polynéme en A.

Si la fonction exponentielle était polynomiale sur .Z,(C) il existerait
Q dans C[X] tel que, pour tout A de .Z,(C) on ait & = Q(A).

Mais si d°Q =1, avec A zéro de Q dans @, (il y en a) on aurait
Q(AL) = QMI, =0 = eM" , matrice inversible d’inverse ¢ Mo : C'est
exclu.

Puis d°Q = 0, soit Q constant, donnerait ¢* constant en A or

(L) A , . .
e = (e")I, n’est pas constant si A varie.

6.12. Famille dénombrable de fermés... c’est Baire. On examinera le
cas fini a la fin.

Supposons que [0, 1], fermé de R, donc complet, soit réunion
dénombrable stricte de fermés non vides et 2 a 2 disjoints.

D'abord on a F, u( U F,,) = [0, 1], avec les F, non vides, cette

n#* ng
partition montre que Fno;t [0, 1]. Mais [0, 1] est connexe, donc F"o’
différent de @ et de [0, 1], étant fermé, n’est pas ouvert, et sa frontiere
o
est alors non vide car Fn0 < Fn0

o
Considérons F = U (F,\F,), cette réunion, non vide, des frontie-
nelN

res notées Fr (F).

Comme les F, forment une partition de [0, 1], pour chaque x de
[0, 1], il existe un 'seul 7 tel que x € F,, et dire que x est dans F revient

alors a dire que x n’est pas dans F donc que xg¢ U F
ne N
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On a F=[0,1N(UF,) est un fermé de [0,1] avec
nelN

F= U Fr(F,), ces Fr (F,) étant des fermés de [0, 1] contenus dans
ne N

F, sont en fait des fermés de F. Mais F, fermé est complet, donc, (Théo-

réeme de Baire), il existe un indice n, tel que Fr (F"o) soit d’intérieur,

(dans F), non vide. Il existe donc un ouvert Q de [0, 1] tel que :
(QNF)cFr (F"o) c F"o , avec Q N F non vide.

De plus, (QNF) = QN (nngr F,)) = (ngm(Q NnFr (F,)))c Fn0
donc, Vn #n,, on a, puisque QN Fr (F,)cF,,
(QnFr(F))c Fn0 NnF, =0 et finalement C’est
QNF =QnFr (F"o) qui est non vide, avec, Vn#ng,
QNnFr(F, =0.

Soit alors I une composante connexe de €, ouvert de [0, 1], locale-
ment connexe, I est un ouvert de [0, 1], non vide, et c’est un intervalle,
et Q étant réunion de ses composantes connexes, on en choisit une telle

que InFr (F"o) soit non vide.

Pour tout n #n,, comme [0,1] = ([0, 1]\F,) U (Fr (F,)) UF,, et
que INFr (F,)cQnFr (F,) estvide,ona:

I=n{0,INFHUIN 1?‘,,) , est réunion de deux ouverts dis-
joints, avec I connexe: l'un est vide et lautre égal a I, mais

I=1In l?n elc f‘n, ce qui est exclu car alors I N Fr (F"o) serait vide,

(les F,, sontdisjoints), et I < Io"n cF,,pourn#n,=1NF, =0,excu
par choix de L.
C’est donc que Ic([0,1]\F,), et ce pour tout n#n,, donc

Ic M (0,11\F,) = [0,11\| U Fn) = Fn0 : on a finalement I, inter-

n#ng n#ng

valle ouvert de [0, 1], contenu dans Fn0 ,donc I c f“”o’ ce qui contredit
INnFr (F"o) non vide.

On a bien [0, 1] non réunion dénombrable stricte de fermés non
vides disjoints.

En ce qui concerne le cas d’une réunion finie, de n fermés. Pour
n =1, Ccest possible, mais pour n>1 cest exclu, sinon
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n n

[0,1] = F;u ( v Fh) ,avec U F, fermé, et on aurait une partition de
k=2 k=2

[0, 1] connexe en deux fermés : c’est exclu.

6.13. Le polynéme minimal d’une matrice M divisant son polynéme
caractéristique, (Cayley Hamilton), il est de degré » au plus, et il sera de

degré n si et seulement si la famille {I, M, M2, oM™ 1} est libre dans

2
E = #Z(R)=R" .

En prenant les composantes des M, j =0,..,n—1 dans une base de

A,(R), on obtient une matrice .Z (M), de n’ lignes et n colonnes, et M

est dans Q si et seulement si .Z(M) est de rang n, donc si et seulement
si un des déterminants mineur d’ordre » est non nul.

Ilya C", tels mineurs, notés d(M),pour 1 si=< C",, (obtenus en
n n

prenant 7 lignes parmi les n’ lignes de #Z(M)), et
Me Q& 3i,d,(M)#0,
c’y
donc Q = U d;I(IR*).
i=1
11 suffit de remarquer que M — d,(M) est continue, car polyno-

miale par rapport aux termes généraux de M, pour conclure a Q ouvert
comme réunion d’ouverts.

6.14. C’est une question existentielle, (Ja tel que f(a) = a), avec
E compact : il y a sans doute une borne de fonction continue a valeurs
réelles atteinte !

Soit la fonction x ~— 6(x) = d(f(x),x) de E dans R. Elle est conti-
nue, (composée de x — (f(x), x), continue car ses composantes, f et
idg le sont, suivie de 'application distance), de E compact dans R, donc
elle est bornée et atteint ses bornes : en particulier il existe a dans E tel
que d(f(a),a) = inf {0(x) ; xe E} = 06(a).

Si f(a)#a,onaura:

d(f(f(a)), f(a)) = 8(f(a))<d(f(a),a) = 6(a), et la borne
inférieure ne sera pas 6(a) : C’est exclu, donc f(a) = a.
Si b est point fixe, avec b# a, on aura:
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d(f(d), f(a))<d(a,b) mais aussi d(f(a), f(b)) = d(a,b) car
f(a) = a et f(b) = b : Cest exclu. Donc il y a un seul point fixe.

6.15. Soit A = {rayons des boules ouvertes contenues dans Q} . Si
Q contient x, (Q non vide), il existe une boule ouverte contenant x et x,
contenue dans £, son rayon r est > 0, appartient a A qui est non vide. De
plus A est majoré sinon Q ne serait pas bornée. Soit r = sup (A),ona
r>0 et on va justifier que Q est une boule ouverte de rayon .

Pour cela il nous faut son centre qui, dans E complet sera sans doute
limite d’une suite de Cauchy !

Comme r = sup (A), il existe des boules ouvertes (B,), . > de cen-

tres ¢, , de rayons 7, ,avec B, cQ et lim r, = r :il suffit de dire que
n—+oo

pour tout n de IN, - 1

—7 Pe majore plus A pour avoir une boule

1
ouverte B, , de rayon 7, € [r— =T

La suite des centres (¢,), . ¢ €st alors de Cauchy. Sinon :
Je>0,VN,Fp=N,3g=N, d(cp,cq)>8.

On peut formuler avec: Je<7, car si la négation de « suite de
Cauchy », se fait avec un € >r, pour n’importe quel €' >0, avec €'<r,
on aura a fortior:

VN,EIp>N,Elq>N,d(cP,cq)>e>r>e'.

r] , contenue dans Q.

Pour cet € > 0, supposé <r, on traduit la convergence des r, vers 7,
avec g , (un peu de patience) :
£ 5. -
3N, V= Ny, |r, - 1| < 5’ d’ou a fortiori,
€
Vp =Ny, Vg = N,, Irp—rq| <3
Pour ce Ny, 3p, = Ny, 3¢, = N, tels que d(cpp €q) > E-

on a |x—c¢,| =r-%, et
: = <edl =

8) sy~ 49
| 3’

Soit al = +( - |
it alors x = ¢, ICPO_C%“

3
€ N
commepozNO,onar-6<rp0<r,d’ou:

"x—cﬁo" = r—§<r—§<rposr$xe .@O(CPO, rPO)CQ.
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De mé 3 e\ 20~ ‘o 1 que -
€ meme, y = Cq0+('r—§) m est tel que :

"y 6‘10" 8<r—§<rq Sr=ye By, 1) Q.

€
r——=

Enfin lx—yl| = (¢ (cpo —Cgy =6, + cpo)

||090 - Cl’o"
1
= (L‘po—(,’qo) (1+2 ( ) m)

doit Jx -yl = e, — o +2 (r—§)>e+2r—% =2+

Mais alors, x et y sont dans Q, a une distance de 27 + g T'un de l'autre.
Or il existe une boule ouverte %, contenue dans L, qui les contient 1sip
est le rayon de cette boule, par inégalité triangulaire on a 2r + =2p
d’ou p dans A avec p>7 = sup A : c’est absurde.

La suite (¢,),, . v des centres est de Cauchy dans E complet, donc elle
converge, et si ¢ est sa limite, on va prouver que Q = %(c, 7).

Soit x € By(c,7),d = |x—c| <r, donc € = r—d est >0, et comme

lim ¢, = c et lim 7, = r,acet €>0 on associe N tel que Vn =N,
n—>+o0 n—+oo

lea=dl <5 et fra=r<
Mais alors llen = || < |, — | + llc—xl

<§+r—€ = r—§<rn,

donc x € Fy(c,, r,) < Q par hypothese, d'ou xe Q et Fy(c,r) Q.

Soit pour finir y dans Q, si |c—y| = r, comme Q est ouvert, il existe
p>0 tel que Fy(y, 2p) Q. On peut imposer p<r.

Soit ' = y+p ﬁ on a [y-y| = p donc y e By 2p) =,

(on s’éloigne, en y', de ¢).
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Puis [c -y

=9+ 0 =5 = el (1+ 25 )

le=sl+p=r+p.
Dans I'alignement de ¢ et de y', on va choisir un x, « loin » de y'.

Soit x = c+(r—g) ﬁ,onaxe%’o(c,r)cQ.Mais,commexet

y' sont dans L, par hypothese il existe une boule ouverte B; qui les
contient, et qui est contenue dans Q.

Orx—-9 =c¢c- '+(7~_B)Ly:
Y=y T eyl
= (¢c— )’)(1+1| p/"2) donc :
—9v'll = —9' _B/ _p P
lx—yl = lle—yl+7 5 THpHT-5 = 2r+g,

donc le rayon de B; est supérieur a r+ p/4, ce qui est difficilement
compatible avec r = sup (A) puisque ce rayon est dans A.

Donc, pour toutyde Qona [lc—y| <7, d’ott Q « B(c, r) etl'égalité.

6.16. a) Pour la norme sur F, induite par celle de E, F,, espace
vectoriel normé de dimension finie, %, est complet, mais alors F,, com-
plet dans E est fermé de E. En fait le résultat est vrai méme si E est non
complet : si x € F,, il existe une suite (p)pe d’éléments de F, con-
vergeant vers x, cette suite est bornée, et si, Vp, ||up|| <r,les u, sontdans
K=F,n .@I(O, 7), fermé borné de F, , donc compact et dans ce com-

pact, la suite des u, admet une suite extraite qui converge vers un x' de

ce compact, mais aussi, comme toute suite extraite d’une suite conver-
gente, vers x. Donc x = x' estdans KcF,.

b) Les conditions sur les W, n’interviennent que si n—1=1 soit
n = 2. On choisit donc W, U, et 1L, >0, puis loa, n’étant pas dans F,
fermé, d(noas, F1) >0, (la nullité donnerait pya, € F; = F;), on peut
poser :

1
= o d(KLeaq, Fy) ;
o = Blag] et Y
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et plus généralement, avec Wy Uy, ..., 1, trouvés, >0, comme
n.a,e F,_,, (famille des a, libre et p,>0),ona: d(u,a,F,_;)>0

1

et on peut poser W, .| = m d\u,a,, F,_1).
n+

Soit alors une suite (1,) vérifiant les conditions.

1 .
On a M,y 18,41| = Bpsr]@ned < 3 d(n,a,, F,_1), or la distance

est « positivement homogene » et u,F, _, = F,_,, donc:

TR A [ES L—;—” d(a,,F,_ )< %‘ |a,—0| puisque O est dans

F, _,, soit finalement, pour tout n =1 :

1 1
16l < 5 ol < - s

la série des n,a, est absolument convergente dans E complet, donc con-

+ oo
vergente, et x = Y |L,a, existe.
k=1
Supposons alors qu’il existe n tel que x€ F,. On peut écrire
n + 00 n
2= Y Mgty 18n1 F Raso@aiot Y, Hyly, aVvec &' = 3 Ia,
k=1 k=n+3 k=1
+ oo
dans F,,ety' = Y wa, de norme majorée, compte tenu de ce qui
k=n+3

précede, par :

' 1 1 3
1< P snea] (145 %% 54 ) = 3 Ihastns]

3 1 1
<53 [Far2ausa] = 5 [Har2anis]-

. 1
Mais alors on aura i, .o, 4o +3| < [ o8n el + 5 [irs2nss]

3 .
<3 K, + 2@ 1 o] €t auSSi :
"p‘n+2a’n+2 +y'" = “p'n+ 1%p4+1~ (x_x')“? avec x—x' € Fn'

= d(l"’n+ 1%+ 1 Fn) = 3]""n+2“an+2“’
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d’ou I'inégalité :

E TN (1N [ES g H,4ol@, .o, difficlement compatible avec

M,i2>0eta,, ,#0.Cestdoncqu’iln’existe pasd’indicentelquex € F, .

6.17. Soit E = /Z,(C) et 2 = {matrices diagonalisables}. Une
matrice diagonalisable peut étre a racines toutes simples ou non. Soit donc
A diagonalisable, mais ayant une valeur propre A, , multiple d’ordre ¢. Il

existe P réguliere telle que P~ 'AP = A = diag (A, ... Ay 5 A A,
avec, Vj= g+ 1, A #A,.

Pour z# 0 dans €, la matrice

7“1\\ Z O
Ny
0 \‘7"1 O

g+ 15 oo

A(z) =

O q\+1 O

est non diagonalisable, car A, est valeur propre d’ordre ¢, et A(z) - A1,
estderang g—-1+n-g=n-1#2n-gq.

Donc les matrices PA(z)P_l sont dans E\Z, et comme
limOPA(z)P-1 = A,ona Ae E\9 = E\Z, d'ou A non intérieure & 2,
z—

(avec A e 2).

Réciproquement soit Ae (2\Z)c(E\9) = E\D : il existe une
suite (A;), . i de matrices de E\Z, qui converge vers A.

Comme A, est non diagonalisable, A, admet au moins une valeur
propre multiple, notée A, , et si ) 4,(2) estle polynéme caractéristique

de A;,ona |XAh(}"k)|2 + |X'Ak(7~k)|2 =0.

Comme les A, convergent vers A, ces matrices sont bornées, donc
leurs valeurs propres sont bornées, (Théoreme d’Hadamard : les valeurs
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propresde M = (m), ij<n SODt dans la réunion des disques centrés
n

en m;;,derayon A; = Y |m;],pouri = 1,.., 7).
j=1
j#i
Les A, étant dans un fermé borné de €, donc un compact, il existe
une suite extraite (kq,(k)) renN cConvergente vers A, on a aussi

lim Ay, = A, (suite extraite d'une suite convergente), et comme
k=400

Pexpression :

|XA‘P(">OL“’(">)|2+|X'A 0”‘»(1:))|2 =0,

est une expression polynomiale par rapport a A,;, et aux coefficients
de Ay et leurs conjugués, tout ceci passe a la limite et donne

(k)

X A(?»)l2 +|x A(X)|2 = 0 :la matrice A admet A pour valeur propre dou-
ble au moins.
Donc & -~ est lensemble des matrices diagonalisables ayant au

o
moins une valeur propre multiple, donc 2 est’ensemble des matrices
diagonalisables a valeurs propres simples.

6.18. Soit H un sous-groupe additif de R. Si H = {0}, il est égal a
0-Z. Sinon, il y a des éléments non nuls, %, dans H, et quitte a changer

h en - h, on peut dire que H = {x;xe H,x>0} est non vide. Cet

ensemble est non vide, minoré par 0, dans R, donc il admet une borne
inférieure o.

Si 00> 0, on va montrer que H = oZ. En effet, 3—;

ne minore plus

. . ] 3a 3 1 1
H', donc il existe a'e H N [a, —2—[ . Si o =0, on obtient
+ . , 30 ' . + .
oge H cH. Sinon, on a a<o <7, et o' ne minorant pas H , il

existe o'e H N [o, o[, mais alors o' et o sont dans H, donc

1 " ] 1 a . : z tar .
o-o'e HavecO<a' -a'"< 5 cequi contredit la définition de o. Fina-

lement o € H donc oZc H.

Soit ke H,3!p e Z tel que pa <k <pa + ., et comme po.€ H, on
aura 0 <h-po<a : 'hypotheése 0 <k - po impliquerait 2 —po. dans
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H' , avec h—po <o, borne inférieure de H' : Cest exclu, donc
h = poe aL,dou HcoZ, etdans ce cas H = oZ.

Si o = InfH" = 0, il existe une suite (k,), _p d’éléments de H"
qui converge vers 0, mais alors, si on se donne x réel quelconque, pour
n fixé, comme k,>0,3'p, € Z tel que p,h,<x<p,h,+h,, donc
x, = pyh,€ H, avec |x-x,|<h,, dou li)n: x,=x et xe H: le

n—>+eo
sous-groupe H est alors partout dense.

6.19. Soit G un sous-groupe additif ouvert de R. Pour ’équivalence
xHy < x—y e G, on sait que la classe de y est 'ensemble des x = y+g,
g€ G,quelonnote y+G.

C’est I'image de G par la translation ¢, : z —z +y, continue, donc

aussi bicontinue puisque (z,)" ! est aussi une translation, ¢_ y- Donc ¢,
est ouverte.
Mais alors, y + G est un ouvert de IR, et vu la partition :
R = G U (Vv autres classes, distinctes de G, qui sont des ouverts),
G devient complémentaire d’'un ouvert donc... fermé.

Mais on a vu, (6.18), que soit G = oZ, ce qui n’est pas ouvert, soit

G = R, ce qui, avec G fermé conduit 2 G = R : le seul sous-groupe
ouvert de R est R lui-méme.

6.20. Soit T I'ensemble des réels ¢ tels que, pour tout x de IR on ait
f(x+1t) = f(x). Il contient 0, donc il est non vide, et si ¢; et £, sont

deux périodes de f, on a f(x+t;—ty) = f((x+t;—t5) +15), (o€ T)
= flx+1ty) = f(x),
ceci pour tout x, donc ¢, —t, € T, qui est sous-groupe de R. De plus si
te T,etsi (t,),c v €st une suite de périodes de f qui converge vers ¢,
par continuité de fen x+£f,ona:
fx+t) = lim f(x+t,) = f(x),
n—>+oo
donc te T : le groupe des périodes, T, de f continue est fermé, donc

c’est R ou un groupe du type aZ, (voir exercice 6.18).

Si f continue, admet 1 et T pour périodes, T, qui contient 1 et 7t n’est
pas du type aZ, sinon, il existe p et gdans Z* telsque 1 = ap et T = aq

dourw = 117 rationnel. Donc T = R et f est constante.
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6.21. Les fonctions f et g étant continues périodiques de IR dans R
ont un groupe de périodes fermé, différent de R, (f et g non constantes)
donc du type aZ, et, avec a > 0, a est plus petite période. On appelle ici
o et B les plus petites périodes respectives de fet g : ce sont des nombres
strictement positifs.

Si ge (D,enécrivant% = g,onpeutchoisirpetqdans IN-{0},et

I'égalité go. = pB montre que fadmet Y = go. pour période, g admet
pB = y pour période donc f+g admet y non nul pour période : elle
est périodique.

Si 2¢ @, montrons par l'absurde, que f+g n’est pas périodique,

C’est-a-dire que T = {0}, (T ensemble des périodes de f+g).

En effet supposons qu’il existe un élément non nul dans le groupe T,
on peut le supposer > 0 : soit Y un tel élément.

Si %‘ € ®, en écrivant % = E, (r et s entiers non nuls), avec
G = s = rY onaurait ¢ période de f, (multiple de o), etde f+ g, (mul-
tiple de ), donc G est aussi période de g d’ou 6 multiple de B : en écri-
vant ¢ = tf, (te IN*), I'égalité sa. = B = ¢ donne %‘ dans @ ce qui

est exclu.
Donc % ¢ ®. Mais on justifierait de méme que 5 ¢ ®.

On a alors, pour tout x réel :
(f+@(x+7v) = (f +g)(x), d’ouI'égalité :
fx+v)—-f(x) = g(x)—g(x+7).Onnote h(x) cette expression,
et h admet o, pour période, (vu I'expression f(x+7Y) — f(x) ), mais aussi

B, donc le groupe des périodes de % contient o et B, avec 2e@:ce

Lo . o

groupe fermé n’est pas du type aZ, (sinon o = pa et B = ga = - dans

®), donc c’est IR, mais alors k est constante, notons ¢ cette constante.

Légalité f(x+7v)— f(x) = ¢, donne, par une récurrence immé-

diate, T'égalité f(x+ny) = f(x)+mnc, et, pour x fixé, si c#0,
Llm [f(x+nY)| = + e : c’est incompatible avec le fait que f, continue

n—+o0

périodique est bornée sur R.

Donc ¢ = 0, mais alors f(x+7Y) = f(x), pour tout x donc 7y est
période de f; mais aussi de g, d’ou 'y du type pa et g avec p et g entiers,
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et po = gf= 2 dans ®, ce qui est exclu. Finalement la fonction f+g

n’admet pas de période non nulle, et on obtient f+ g périodique si et

.o
seulementsi — € @.

6.22. Rappelons d’abord que si u est linéaire bijective d’'un Banach
dans un autre, u~ ' est également continue, ce qui justifie ici I'utilisation

-1
la

de la norme d’application linéaire continue, ” , c’est le Théoréme

de Banach, que cet énoncé suppose connu.

Comme f est k.lipschitzienne, elle est uniformément continue, donc
A +f est continue. Est-elle bijective ? Soit ye E, on veut résoudre
I'équation en x :
A)+f(x) =y,

et pour utiliser 'aspect linéaire, bijectif de A, on met I'équation sous la
forme équivalente :

x=A"'9)-A"o f(x),
forme qui incite a trouver x comme point fixe de I'application 0 : E —»E,
définie par 0(x) = A”'(y)-A” "o f(x).
On a E complet, et :
18Cx)-0G) = A (f (=) - fen
<lla~ e - £l
< &llA~ Ml - 21
Comme k|“A_ 1||| <1, l'application 6 est contractante donc admet un

et un seul point fixe : pour y donné dans E, il existe un et un seul anté-
cédent x tel que (A +f)(x) = y.

Lapplication A +f est bijective de E sur E, continue il reste a justifier
la continuité de sa réciproque.

Siona A(x)+ f(x) =y et A(X)+ f(x') = y', Cest que :
x-x = (AT () -A" () - (AT ) - AT (fF()))
= A ' y-y)- AT (f(x) - f(x)) dou :

el < LA Iy — 0 + £l A= [ = 21,
ce qui donne :

(L =&lllA= e = < 1A=y -1
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En posant ¢ = A+f, ona x = (p'l(y), x = (p"l(y') et 'inégalité
précédente s’écrit encore :

||| lIII

d'otr ¢~ lipschitzienne donc uniformément continue.

6.23. L'hypothese donne déja f injective. Si elle est surjective, on

N L . -1
aura f bijective de K compact sur K, séparé, avec f continue, donc f
sera continue car, pour tout fermé F de K compact, on a F compact, et

f )y (F) = f(F), image continue d’'un compact dans un séparé est
un compact, donc un fermé.

Il reste donc a justifier que f(K) =

Soit donc a dans K, la suite des f"(a) = a,,(avec f" = fofo..of,
n fois), est dans K, métrique compact, donc admet une suite extraite
convergente, notée (%(n))n < > aVec @ strictement croissante de IN dans

N. En particulier lim "fq)(“l)(a)—fq’(")(a)" =0.
n—+oo

Or f e+ Digy = f <I>(")(f o+ D “*™(a)), et, par applications itérées

de I'inégalité de départ, on a:
7o 272" @) - ol <[ £*"* Pia) - ",

et, en posant x, = f*"*V Gy on en déduit que
lim |x,-a| = 0.
n—>+ o0

Comme les ¢(n + 1) — @(n) sont = 1, les x, sontdans f(K), fermé
car image continue d’'un compact dans un séparé, d’ou a, limite des x,,,

dans f(K) = f(K) :onabien K c f(K), et le c6té surjectif de f.

q
6.24. On se donne le polynéme Q = aka , avec ¢, degré de Q
E=0
si Q est non nul, et sinon, g entier laissé a votre choix.

En posant ¢; = X’ pour i<gq eteg; = Xi—Q si ¢>q la famille des
(e;); < v €st une famille de polynémes de R[X] de degrés échelonnés, donc
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Cestunebasede E = R[X], et, enposantpour P = Y’ ae;, (les o; étant
ieN

presque tous nuls), [P = sup {2~ i|oci| ;i€ IN}, ce sup existe, (famille

finie de nombres positifs), et il est immédiat de vérifier que c’est une norme.

De plus comme pour tout n>q on a X' -Q =¢,, on a
Ix*-@] =271, donc Iim [X"-Q] = 0.
n—+eo

Pour cette norme, la suite (X")»< w converge vers Q, et on peut choi-

sir Q au départ quelconque, donc la méme suite peut avoir des limites
différentes pour des normes non équivalentes.

6.25. Notons Z(y) la propriété :
hm <x(p(n)’ )’) = (x*, J’) ’
n—+oo

et F le sous-espace vectoriel Vect {¢;, ¢ = 1}.

Si on a une suite extraite et x* tels que % (¢;) soit vérifiée pour tout
i, par linéarité en y du produit scalaire y — (u,y), et combinaison
linéaire de limites, on aura %(z) vérifiée pour tout z de F. On peut
passer a H par densité. Soit y dans H, et £ > 0 fixé. Il existe z de F tel que
ly -zl < e, d’oti, par inégalité triangulaire :
[{2*, 9) = (Xgny M| = [<x*, 3) = (¥, 2] + |{x*, 2) = (%) 2|
+ I(x(p(n), z) — (xq)(n), y)l
< [{x*, 3 — 2| + [{x*, 2) = (Xpny D] + [Xgmyp 2= M)
< (e + gD lly = 2l + [<x*, 2) — (2 2)]
= ("x*“ + 1)8 + I(x*, Z) - <x(p(n), Z)l,
et, comme ZP(z) est vérifiée pour z dans F, il existe n, dans IN tel que,
Vn = ng, [(x*,2) - (Xp(ny z)| <e,don, Vn=n,,
I(x*a )’) - <x(p(n), }’)l = (2 + "x*")8 ’
ce qui traduit bien lim (x,,y, ) = (x*,9).
n-—>+o0
On est donc ramené a trouver x*, et la suite extraite de facon que
P(e;) soit vérifiée pour tout i.
Dans le Hilbert H, Fj = Vect (ey, ..., ej) , (je IN*), est sous-espace

non isotrope de dimension finie, donc H = F; ® Fjl, et la projection
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J
orthogonale de x de H, sur F;, étant: p(x) = 2 (x,e)e;, on a
i=1

2
Nl

Ipol® + lx— p(a)l®
J 2 2
3 ()’ + lx—pll*.

i=1

De plus, pour tout y € Fj ,ona:

x—y = x—p(x)+p(x)—y, avec x—p(x)e FJl et p(x)-yeF;,
o Jx—yl" = le=pG* +l1p(x) =31, soit =yl = I~ p(o)l
Soit x quelconque dans H.
Comme F = H, Ve >0, 3y, F, |x—y,| < &. Puis, il existe j;, tel que
Yo € Fj0 »donc, Vj = jo, yo € F;, et, avec p(x) projeté dexsur F;, onaura,

Vji=j, :

j
0<lxl®= 3 ((x,e))? = lx—p(2 < [x—yq|* <2,

i=1

don Jx]® = Y (=, e,})2 , (égalité de Bessel).

i=1
Apreés ces généralités, passons a Uexercice.
+ oo
Mais alors, Vn, on aura Y ({x,, ei))2 = ||xn||2 <1.Pouri=1,et
i=1
pour tout z on a: |{x,, ¢p)| <1 : la suite des (x,, ¢,), dans le compact
[~ 1, 1], admet une suite extraite (<x¢1(n)’ e,)) convergente vers x;*.

A son tour, la suite des (x<l>1(")’ e9) estavaleur dans [~ 1, 1] compact,

donc admet une suite extraite des (acq,1 0 9a(n e9) qui converge vers xo* .

On itére, en extrayant pour chaque entier non nul ¢, une suite
(%q, 00g0... 00 (n) e;) qui converge vers x;*.
Mais en fait, pour 1 <j<i, on peut écrire :
910930...00,(n) = 910...00;(Q;,10...09,(n)),



Exercices de Mathématiques spéciales — Topologie, analyse 59

et, comme nlin}ﬂ(pj +10--0@Q;(n) = + o, on aura, par construction de

x* .

9;, lim <x<l>1o..-o<pj(¢j+lo.-.o<p,~(n))’ &) = %;

n—+o0

2
2 2
De plus, (% o...opmy &) S "x(plo...o <Pi(")|| <1, donc en pas-
j=1

1
e 2
sant 2 la limite en », on aura ) (x*)"<1.
j=1

J
. ) .
= * & %
= z *e. . ,
Posons ;i x;*e;, comme la série des (x] )" converge, (la suite
i=1

croissante des sommes partielles est majorée), la série des x;*e¢; est

« absolument convergente » dans H complet, donc convergente, vers un

+ oo
élément x* de H avec ||x*|* = Y (xj*)2 <1.
j=1

Si on pose alors x,.,) = X 0. 00, ()’ (procédé de la suite

diagonale), pour ¢ entier fixé, pour =»=i{, on aura
= 1 * = *
(%geny ) = (Xg. 0. 00.(0;, 0..00,my s qui tend vers x* = (x*,¢),

d’ou P(e;) vérifiée, et finalement le résultat cherché, a ceci pres qu’il
faut justifier qu'une autre solution, obtenue autrement, conduit a
lx*| < 1. Or, avec y = x*, on aura:

o(n) x*) , avec :

le*]? = (x*,x%) = lim (x
n—+oo
(Xg(ny £*) =< [(Xg(ny £ < gl < lx*]
dou [x*]* < Ja* | = x| < 1.
Si de plus [lx* | = 1, les inégalités précédentes deviennent :
(Fg(my %) < [(Xg(ny ¥ < [Kqm|[ 6] = |#g(m)] < 1, et, le mino-
rant tendant vers |x*|% = 1, c’est qu'en faitona lim |x,,| = 1, et
n—+00
alors :
) ) )
%oy =2*[" = %ol —2{%peny #*) + llx*|” tend vers 0, et x* est

alors limite des x,,, -
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6.26. a) Si f est un polyndme, il existe un entier p(f) tel que pour

tout k> p(f),f ® soit identiquement nulle, donc la somme définissant
N(f) est finie en fait, et les propriétés de la valeur absolue donnent

(N
celles de norme pour f, d'autant que si f= Y ¢X, on a
k=0
X ()
F7(0) = kla;,donc N(f) = Y |ay| :si N(f) = 0 onabien f=0.
k=0

b) Puisque la norme est la somme des valeurs absolues des coeffi-

q
cients, pour ¢>p,ona N(f,—f,) = Z —lé , et, la suite des sommes
k=p+1

partielles de la série convergente des 12 étant de Cauchy dans IR, on
k

Justifie facilement que la suite des f, est de Cauchy dans E, pour N. Cet

espace n’est jamais complet, (un peu de culture, par Baire et Toutatis,
ne fait pas de mal!), car si la suite convergeait vers un élément f de E,

avec p(f) tel que les coefficients de degré k& > p(f), de f, soient nuls, on
aurait, pour tout ¢ > p(f), N(f,-f) = o (}) — » constant par rapportag,

ce qui contredit lim N(f,-f) = 0.
g+

c) Sid est la dérivation, on a d(X") = n(X"~ 1) ,avec N(x") = 1 et

N(d(X"™)) = n : la dérivation, application linéaire, n’étant pas bornée
sur la sphere unité n’est pas continue.

(n)
d On a |y, (f) = Ummﬂ<mﬁ_ﬁﬂ<mNU) donc v,

linéaire, est n! Lipschitzienne, donc continue, avec |||y, ||| < n!, (norme

d’application linéaire continue). De plus, pour le monéme f, = X", ona

£(0) = n!, etcomme N(f,) = 1, |||[W,/|| = sup {|w.(F)] s N(f) =
estatteinten f,, etvaut n!

e) Pour g fixé,
fe G e Vn, f™(0)<g"(0)
& Vn, v,(f) < W,(9),
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donc G = nQ]Nw; l(]— oo, (")(O)]) est fermé comme intersection des fer-
més, images réciproques par y,, continue, des ]— oo, ™(0)], fermés de R.
Deméme H = MV, L([A"™(0), + =[) est fermé de E aussi.
Enfin, si, pour n > n, tous les coefficients de g et 2 sont nuls, on aura
™(0) = g(")(O) =0,etsi fe GNH,onaura:
0=r"0)<f"0)=<g”0 =0, doa [fP0)=0, et

n
fe Vect (1,X, X2, v X 0) , sous-espace vectoriel de dimension finie,

o
dans lequel HN G devient fermé borné, puisque, si f(X) = Y, aka ,
k=0

P "o ) *)
0 0)i, |2 (0
0naN(f)=k=§0| k!( )lsA avec A = ) sup (g (kzl A )I).

k=0
Un fermé borné en dimension finie, c’est un compact.

6.27. En tant qu'application de E dans E, g, égale a fsur A, avec f
continue de A dans E, est continue de A dans E.

Surl'ouvert Q = E\A,d’abord d(x, A)>0 sixe Q card(x,A) = 0
impliquerait I'existence d’une suite d’éléments de A qui convergerait
vers x, dou xe A = A : exclu.

Puis, a partir de l'inégalité triangulaire, on vérifie facilement que
|d(x, A) —d(x', A)| < d(x, x') , donc I'application x — d(x, A) est conti-

nue de Q dans R, sans s’annuler, la fonction x ~— ﬁ est continue
de Q dans R. ’
Comme g(x) = _1_ inf { f(a)lx—al ;a€ A}, voyons si

d(x, A)
Q:x ~ @(x) = inf {f(a)|lx—al ; ae A} est continue sur Q.
Or, si x et x, sont dans Q tels que |x—x,| <€, pour tout a de A on
aura :
[lx—all - |xo — af| < ||x—x] <& d'ou:

| —a]| - € < llx—a| < |x;—a] +&, ce qui se multiplie par f(a),
nombre compris entre 1 et 2, donc positif :
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f(a)|xo—a||—ef(a) < f(a)lx—-al <|x,-a|f(a)+ef(a), dou:

-2¢+ f(a)|xo—a|| < f(a)lx—al <2e+ f(a)|x,—a|, et en pas-
sant de « gauche a droite » aux bornes inférieures lorsque a varie dans A :
— 28+ 0(xg) < O(x) < 2& + @(xp) ,

soit |¢@(x) - (p(k0)| < 2¢. On a la continuité de ¢ sur Q, d’ou celle de g,
produit de deux fonctions continues.

Il reste a examiner la continuité de g en un point x, de la frontiére de A.
On a xy€ A. Or, Ve>0,3r>0 tel que
Vxe AN By(xg, 1), |f(x) - f(x0)] <€, don |g(x) - g(xy)| < € pour ces x
de A N FBy(xy, 7), (en lesquels f et g coincident).

On va justifier que, pour des a et des x assez proches de x; , les valeurs
prises par le produit f(a)llx—a| seront plus petites que les
f(a)|x—a'|, pour a' ¢ By(x,, r), ce qui permettra de prendre la borne
inférieure définissant g(x), dans une zone ou f(a) sera proche de

Sf(xp) -

On impose donc |x - x| < % .

Si lla' x| =7, ona [x—al = [|a'~x)] ~[xo—x]| =7~ et comme

f(@)=1,onaura f(a')|a'-«|=5 g
Par contre, toujours pour x fixé tel que |x— x| Sé, si de plus
la - x| < % , comme f(a)<2 et |a—x=< g, on aura
_a =2l O
f@la-al<23=F<%.
1l en résulte, que pour un x ¢ A, tel que |x — x| < % ,onaura:

o(x) = inf {f(a)l|x—all ; ae A} =inf {f(a)lx—al ; a e A By(xp 1)},
et, pour ces a 13, par définition de 7, on a:

f(xg)—€< f(a) < f(xy) +€,dou:
@:  |x-all(f(xo)-€) < f(a)lx—al < (f(xp) +€)lx—all,

et on voudrait bien passer aux bornes inférieures.
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Or, les a' de A tels que |x,—a| = 7, sont tels que :

e all = [Ja ~ o] ~ o~ = r~ g~ =~ § par choix de

donc d(x, A) = inf {|x—al ; a€ AN FBy(xy, )} car parmi ces a figure
r
'6 .

Il en résulte, dans @, en passant aux bornes inférieures, que, (et parce
que f(xy)—€ sera positif si €< 1, ce que je précise) :

d(x, A)(f(xy) —€) < f(a)lx—al, (pour a € A N By(x,, 1)), donc
<inf {f(a)llx-al ; a € AN By(xp, 1)},
puisque le minorant ne dépend plus de a, d’ou :
d(x, A)(f(x%9) =€) < @(x) < (f(xg) +&)|x—al ,
ceci pour tout a de A N Fy(xo, ) . Un dernier passage a I'inf donne :
d(x, A)(f (x0) —8) < 9(x) < d(x, A)(f (x0) +€),

et en divisant par d(x, A), on obtient :

xg, avec [x —xof| <

Vxe (E\A) go(xo, g) ,

flxg)—€ = glxg) €< g(x) < g(xp) +& = f(xg)+€.

r
6
lg(x0) — g(x)| <€, on a finalement justifié la continuité de g sur la fron-
tiere de A.

Les bornes de g, continue de E dans IR, sont faciles a obtenir car, sur
A, g coincide avec f, donc admet 2 pour borne supérieure sur A, et 1
pour borne inférieure.

Puis, si xe E-A, on a [x—al < f(a)lx—al <2|x-all, ceci pour
tout a de A, d’ou, en passant aux bornes inférieures par rapport a a
variant dans A :

d(x,A) < @(x) = inf {f(a)lx—al ; ae A} =<2d(x,A),
et, en divisant par d(x, A)>0 :
l=sg(x)=2,

ceci pour tout x de E\A. Finalement, les bornes de g sont celles de f, 1
et 2.

Comme pour les x de Am.%’o(xo, )cAm%’o(xo, r) on a
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6.28. La topologie sur E n’est pas précisée, mais sur E, espace vecto-
riel réel ou complexe de dimension finie, toutes les normes sont équiva-
lentes. On note %, I'ensemble des matrices de rang r au plus.

a) Une matrice est de rang < 7, si et seulement si tous ses mineurs
d’ordre s > r sontnuls. Si r = n,l’ensemble &, estE entier : il est fermé.

Si r<n, chaque application 92-1, i k>r, qui a la matrice M

o Bp 3 g e
associe le déterminant d’ordre k, extrait a partir des lignes 4,, i, ..., i; et

des colonnes jy, jo, ..., f; » (distinctes), est polynomiale par rapport aux

sty 3 g ody) '({0}) est un
fermé de E, (image réciproque d’un fermé par une application continue).

Comme %7 est I'intersection de tous ces fermés, obtenus pour k
variant de r+1 a =, i;,..,4, et j; ... j, étant des k-uplets d’éléments
distincts compris entre 1 et n, on a bien &/ fermé de E.

coefficients de M, donc continue, et (9,-l

b) Soit & = (e, ..., ¢,) une base de E, et M un élément de &7, de
rang p < r. Soit H un supplémentaire de Ker u, u endomorphisme de
matrice M par rapport 4 %. On sait que % induit un isomorphisme u de

H sur Im u. Soit G un supplémentaire de Im %, %' une base de Im u,
' une base de G, Zune base de H et £ une base de Ker u. La matrice

de u par rapport aux bases & U 9 dans E au départ, et &' U ' dans
E a I'arrivée, est matrice bloc :

M = [ M, 0 ], avec M, réguliere d’ordre p, donc il existe P et
0 o

Q matrices réguliéres d’ordre 7, telles que M = Q ( M, 0 ] Pl
0 o

(En prenant % = {ej,...g,} et &' = {u(g), ..., u(g,)}, on peut
méme imposer M, = I, et ce résultat : « M de rang p est équivalente 2

une matrice bloc L, 0 ) » est 4 connaitre.)

0 0
E . 1 1
n posant Aﬁ(k) = d_]ag m, ceey m , 0, veey 0}, et
—_—
r—p fois
M 0 _1 .
M(k) = Q ? P™ ", on a des matrices M(%k) de rang 7, de
g
0 Ap(k)
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limite M si k tend vers + oo, donc I'ensemble des matrices de rang r est’
partout dense dans celui des matrices de rang r au plus.

Si r = n, on retrouve le résultat connu de GL,(K) partout dense
dans .Z,(K), (K=Rou @).

6.29. Si ce n’est pas Dini, c’est sa sceur !

a) Silintersection des F, est vide, comme ce sont des compacts de

E, donc des fermés, inclus dans F, ce sont des fermés de F;,, compact,

d’intersection vide, donc il existe une famille finie de ces fermés d’inter-
section vide.

Si N est le plus grand indice de cette famille finie, la décroissance
montre que cette intersection, vide, est Fyy, non vide :ilya un os !

b) Comme pourtoutxdeXona 0 =< f ., (x) <f,(x), (décroissance
de la suite et convergence simple vers 0), on en déduit que
0 <| fo+1]. =<| fu].. »les normes infinies existant par continuité des f,
sur X compact.

La suite décroissante, minorée, des réels || f,||.. est donc convergente.
Soit o sa limite.

Soit €>0, et F, fn [a,a+8])mX Les F,, fermés de X com-
pact, sont compacts. De plus, si xe F,,,,ona a=< f ,(x) So+¢g,
d’ou, (décroissance de la suite f,): o< f, 1(x) < f,(x).

Si n, est alors associé a €>0, de facon que n=n, implique
a<|f].<o+e, on aura, pour n=n,, l'inégalité f,(x) <o+,
d’ou, pour toutx de F, , ;,'encadrement o < f (x) < o+ ¢, et 'appar-

tenance de x 3 K £, ([0, oL+ €]) =

Donc, pour n = n, les (F,) forment une suite décroissante de com-
pacts non vides, (|| f,|.. < «+¢),d’apréslea)onaura M F,#@.Soit

n=n
0
t dans cette intersection pour tout n =ny, f,()=a.Si a>0, on ne
peut pas avoir lim f,(¢) = 0. Donc a0 = 0 : il y a convergence uni-
n—>+ 00

forme des f, vers 0.

c) C’est une formalité. Siles f,, (suite monotone), convergent sim-
plement vers f, la suite des fonctions continues, g, = f—f,, est mono-
tone, et converge simplement vers 0. Quitte a remplacer les g, par les



66  Topologie

— g, on a donc une suite décroissante de fonctions continues qui con-

verge simplement vers 0 : la convergence est uniforme, d’ou la conver-
gence uniforme des f, vers f.

6.30. Soit Z I'ensemble des endomorphismes cycliques sur E. On
considere 'application 8 de E X A(E) dans R, qui au couple (x, u) asso-
cie le déterminant de la matrice M carrée d’ordre » dont les n vecteurs
colonnes sont x, u(x), ..., u" l(x) .

Si on note x; la "™ composante de x, et u;; le terme général de la

matrice associée a u dans la base canonique de E, les regles de calcul
: -y i@ k-1

matriciel montrent que le terme général de la £ colonne, u" " (x), de
M, est un polynéme par rapport aux x; et aux ;.

Comme a son tour le déterminant de M est un polynéme par rapport
aux coefficients de M, on a 6(x, u) qui est une expression polynomiale
par rapport aux x; et aux u;;, donc 6 est une application continue de
ExAE)dansR,et: Q = {(x,u) ; x€ E,ue Z(E),0(x,u)#0}, estun
ouvert de Ex.Z(E), comme image réciproque de IR*, ouvert, par 6
continue.

Dans la topologie produit de Ex . #(E), soit p la projection sur
Z(E), on sait que le projeté d’un ouvert est un ouvert : si Q, ouvert, est
la réunion des ouverts élémentaires ®; X @'; , pour i € I ensemble d’indi-

ces, et w; ouvert de R"=E, ®'; ouvertde .Z(E),ona:
p(Q) = p(Uo;X0,) = Up(o; X)) = Vo, ,
iel iel iel

ouvert de .Z(E) . Donc ici, le projeté de Q est ouvert et c’est I’ensemble
des u €. Z(E) tel qu’il existe x dans E tel que (x, u) € Q, donc c’est bien
I'ensemble cherché % des endomorphismes cycliques, qui est ouvert.

6.31. a) Ilestfacile de vérifier que E est complet. Soit (u® ))p e N une
suite de Cauchy d’éléments de E, on notera uff’ ) le terme général de la

suite bornée «? . Ona:
@ Ve>0,3pg, Vp = po, Vg = po, [u® —u?| <,

et, en explicitant ce qu’est la norme de la suite bornée u?—u? ona:

@ Ve>0,3p, Vp=po, Vg=po, Vne N, |uff’) _ “iq)l <g.
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Pour n fixé, que signifie @ : que la suite des réels (uif ))pe n est de

Cauchy, dans R complet, elle converge, et on peut noter a, sa limite,
lorsque p tend vers + oo.

On reprend @, avec € donné, g fixé = p,, n fixé, et on fait tendre p

vers + oo, a la limite on a |an - u;q) =< ¢, donc on obtient, avec cette défi-

nition des a,, :
® Ve>0,3pg, Vg = po Vne N, |a,-u| <e.
Mais alors, en notant a la suite de terme général a,,, il résulte de @,

que la suite a - u?, (avec q fixé, g = p, ) est bornée, donc a est bornée
aussi, et ® se lit alors : ‘

Ve>0, 3[)0, Vq = po, Ia_u(q)" <g,

c’est que la suite des (u(q))qe N, converge, pour la norme de E, vers la
suite a, élément de E. On a bien convergence de la suite de Cauchy vers
un élément de E : I'espace est complet.

b) Sionaune partie dénombrable de E, on peut indexer ses éléments
par IN, et considérer la suite des (a(‘b )) »e IV, associée a une telle indexation.

On va, par le procédé de la suite diagonale, construire une suite bor-
née qui ne pourra pas étre dans I'adhérence de., ce qui justifiera la non
existence dans E d’une partie dénombrable partout dense.

Pour cela on définit la suite v par :

v, = 2 si Ia;f’)| <1, donc |vp—a;f)| =1,et
v, = 0 si |a;f’)|>l,etl:‘1encore |vp— ;f’) =1.

La suite v des v, est évidemment bornée, et elle n’est pas adhérente
a4/ car, pour tout élément a? des,ona:
“v—a(‘b)“ = |vp—a;,[’)l =1,

donc la boule ouverte de centre v de rayon 1 est disjointe de &: on a
H#E.

6.32. Soit P(X) = ay+a;X+...+a,X" un polyndme de degré n
(donc a, # 0). Si sur G, tous ses zéros sont distincts, cela équivaut a dire
que P et P' sont premiers entre eux.
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OrP et P' non premiers entre eux équivaut al’existence d'un p.g.c.d,
A, de degré = 1, donc aussi a'existence de P, et Q, ,dedegrés< n-1
et < n—2 respectivement, tels que P = AP, et P' = AQ,, ce qui impli-
quelarelation : Q,P-P,P' = 0,avec Q, et P, non nuls, bien sir.

Réciproquement, si on a Q; de degré n—2 au plus, et P; de degré
n—1 au plus, tels que Q,P-P,;P' = 0, onaP et P' non premiers entre
eux, sinon P diviserait P, ,avec d°P = n etd°P, = n—1 :c’estexcly,(ona
P, et Q, non nuls, ce qui est contenu, dans le fait qu’'on précise leur degré).

Donc P et P' non premiers entre eux équivaut a I'existence de

n-2 n-1
Q= Y uX etde P, = 3 v, X, non nuls, et tels que :
k=0 r=0
n-2 n-1
Y u(X'P)- ¥ v (X'P") = 0.
k=0 r=0

Mais les polynémes X*P sont de degré n +n—2 au plus, et les poly-
némes X'P' aussi, (r<n-1=n-1+n-1 au plus), et, dans 'espace
vectoriel @,,_o[X], de dimension 2n-1, lexistence des
n—1+n = 2n—1 scalaires u;, et v,, non tous nuls, tels que :

n-2 n-1
3 w(X'P) - Y v (XP) = 0,
k=0 r=0

N

équivaut a la dépendance des 2n-1 polynémes x'p, pour
O0s<ksn-2etXP',pour0sr<n-1.

Et a son tour, cette dépendance équivaut a la nullité du déterminant
des composantes de ces polynémes dans la base canonique

LX,..,X""? de Cy,_o[X].

Or les coefficients de ces colonnes sont du type :
ag, @y, Go, ..., @, 0,0, ...

0,ayay,...,a,_;,a,0, ..
0,0,aay, ...
ay, 2a4, 3as, ..., na,, 0,0, ...,

0,a,, 2a,, ..., (n-1)a,_;,na,,0, ...
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c’est dire que finalement, ce déterminant est un polynéme
R(ag, ay, ..., a,) , dont la nullité traduit le fait que P et P' sont non pre-
miers entre eux.

Mais alors, P(X) = ag+a;X+ ... +a,X" n’a que des zéros simples
sur C, si et seulement si R(ay, ..., a,) #0. Comme R est un polynéme,
Iensemble des (ay, ..., a,) tels que R(a, ...,a,)#0 est un ouvert de

ct, (image réciproque, par R continue, de IR*).
Nous avons ainsi justifié que 'ensemble des polynémes de degré n
au plus, n’ayant que des racines simples, est un ouvert de €, [X] ; quand

n
R P T . A k
a ceux de degré vraiment #, 'application qui au polynéme z a; X",
k=0

associe son coefficient directeur est continue, (linéaire en dimension
finie par exemple), donc I’ensemble des polynémes de degré effective-
ment 7, est un ouvert de €, [X]. Lintersection de ces deux ouverts
donne I'ouvert des polyndmes de degré effectivement n, n’ayant que des
racines simples.

Vous pouvez comparer a I’exercice 12.13, ou la solution passe par le
calcul différentiel.

6.33. Une algebre est un ensemble muni d’une structure d’espace
vectoriel, et d’'une structure d’anneau. De plus A algébre de Banach est
un espace vectoriel normé complet, et pour le produit on a
eyl < el iyl -

a) D’abord, U = {éléments inversibles de A est un ouvert}. En
effet, si a est inversible, on veut prouver que pour || assez petit, a + A

. . , “1,, . . - L.
est inversible. Or c’est a(u+a k) inversible et, si ||a lh" <1, la série

-1,.n
des (—a "h) converge absolument dans A, complet, donc elle con-
verge. Si on note s sa somme, I'identité :

[u—a k4@ B+ (- D" @) N a )
= u+ (D" B,
jointe a la convergence de (a~ 'h)" vers 0, (terme général d’'une série

convergente), et a la continuité du produit, de A? dans A, (bilinéaire,
« 1 lipschitzien »), donne, a la limite :

s(u+a—lh) =u.
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. R -1 -1 . .
On aurait de méme (u+a h)s = u,donc u+a "k est inversible,
d’inverse s.

Mais, comme “a' 1h" < "a_ l" |2l , on peut finalement dire que, si

2| < "%, a + h est inversible, d’inverse :
a

+ oo
@+a'm a7t = Y D W
n=0
Mais alors, comme pour z dans C, 'application 6 : z — zu—x est
continue, ([|0(z)-0(z")| = |z—z|lull : 6 est |u| lipschitzienne),
0 l(U) = {ze C; zu—x inversible} est un ouvert de €. Comme
o(x) = C-0 ! (U), c’est un fermé de C.

X

De plus, si z# 0 est tel que

<1, (soit |z| > ||xl| ), u _a;c est inversible

4 o0
n
. x . X .. .
d’inverse z (—) , mais alors z ( —-) = zu—x est aussi inversible,
z z
n=0

donc z ¢ 6(x). Il en résulte que G(x) est contenu dans le disque fermé

de centre O, de rayon || : on a 6(x) partie fermée bornée de €, donc
compacte.

b) On nous dit que f: «x ~—>x_1, est différentiable, avec

df(x)(h) = —x Tha ! , (voir en 12.10 une justification de ce résultat).
Il en résulte que, sur le cercle de centre O de rayon r dans C, si on
suppose le spectre c(x) vide, on pourra considérer la fonction de deux
variables réelles ret ¢ :

o(r,t) = (re“u -x) ! .
Elle est dérivable en 7, et en t, comme composée de (7, t) ~— re'u—x ,
dérivable, et de f, différentiable. De plus ¢' (7, t) = df(@(r, t))(eitu) , car
¢'u estla dérivée par rapportar,de r ~— re*u—x.Onadonc:

0, (r 1) = — (re"u—x)" (e u)(reé'u—x)"

. . —-9
= - e"(reuu—x) ,

. it . .
puisque ¢ est un scalaire, et que u est neutre pour le produit.
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De méme, on a:
@, (r 1) = df(9(r, ) (ire"u)
= - ireit(n’“u—x)_2 = ir@' (7, t).
On calcule alors, toujours avec I'hypotheése o(x) = O,

27
o(r) = J' o(r, t)dr.
0

C’est une fonction dérivable en 7, par les théorémes de cours, vala-
bles en fait pour les fonctions a valeurs dans un Banach, et :

27 27
00 = [ a= [ L oo,

1 2n
= [0, 0)],

1 -1 -1
o ((ru-x) "—(ru—-x) ),
vu la 2% périodicité de ¢ ~—se" .
27 27 1
Donc &(r) est constante. Or $(0) = j ©(0, H)dt = j (- %) 'de
0 0
soit ¢(0) = — 2nx ! , alors que :

e x )1 ) x 1
o(r) = J (re (u——t)) di = = J e (u——t) dt.
0 re' T Jo re'

On a, pour 7> ||x] ,

x -1 + o0 e—itn
(=2 =125
re n=0
+ oo
IIxII)" 1
= — =
ngo(r I—Hill’
r

) 1 1 . . R
dou |o(n)| < = 2 - T’ ce qui tend vers 0 si r tend vers + e : dur a
11X
r
avaler pour une fonction constante non nulle !
Cecirepose sur 6(x) vide, hypothése qui a permis de définir @ : cette
hypothese est fausse.

¢) Soit x non nul dans A, si x n’est pas proportionnel a u, pour tout
znonnulde C, zu—x#0, donc zu —x estinversible : z ¢ 6(x).
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De plus x est inversible, (car non nul), donc 0 ¢ 6(x) , mais alors on
aurait 6(x) vide, ce qui contredit le b).

Doncx est du type Au, ceci pour tout x non nul de A. C’est vrai aussi pour
x = 0, doncdans ce casI'algebre est la droite complexe des Au , A € @.

6.34. L'espace vectoriel .Z,(IR), des matrices carrées d’ordre n, est

2
isomorphe 2 R" , donc toutes les normes sont equlvalentes On consi-
dere I'ensemble des matrices associées aux symétries sur E = R", une
base de E étant fixée.

Ce sont donc les matrices A telles que A’ = I, elles annulent donc

x*-1, polynéme scindé a racines simples 1 et - 1, donc elles sont dia-
gonalisables.

On veut montrer que I, est isolé dans I’ensemble .~ de ces matrices,
donc on cherche o> 0 tel que la boule ouverte de centre I, de rayon
o, dans .#,(R), ne rencontre qu’en I, .

Orsi A = I, +B est une symétrie, on a: A% = I,,+2B+B2 =1,
donc B vérifie la relation 2B +B® = 0 : C’est une matrice qui annule le

polynéme 2X + X? = 0, ellen’a que - 2 et 0 pour valeurs propres pos-
sibles, et elle est diagonalisable.

Prenons comme norme sur .Z,(R) la norme d’application linéaire

continue associée i une norme fixée de R”.

->
Si - 2 est valeur propre de B, et si V est un vecteur propre unitaire
> >
associé, on aura |||B||| = "B(V)“ = “— 2V" =

Supposons alors que |||[A-L||| = [||Bll|<1,avec A = I, +B dans.%;
la matrice B est diagonalisable avec 0 pour seule valeur propre et donc
B = 0,dou A = I,. On ajustifié que Zy(I,,1) = {I,},donc L,
est isolé dans.% On procéderait de méme pour - I, .

Vous pouvez voir en 12.14, une justification liée au calcul différentiel
et au Théoréme du difféomorphisme local.

6.35. Soit D I’ensemble des matrices diagonalisables dans .Z,(C) , on
va montrer que dans cet espace vectoriel normé, D = .Z,(C).
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Soit A une matrice carrée complexe d’ordre n. Si toutes ses valeurs
propres sont distinctes, elle est diagonalisable, donc dans D.

Sinon, soient A, ..., A, les valeurs propres distinctes, de multiplicités
respectives oy, ..., 0, . Il existe P, matrice réguliere carrée d’ordre 7, telle

que P~ AP = T soit triangulaire, avec, sur la diagonale :
Ay oo Ay 1 0y fois ;
Ags ..y Ag : Ol fOiS ;

Apy ooy Ay 2 0, foOis.

Pour g entier, on introduit la matrice T, obtenue en ne modifiant
que la diagonale de T, qui devient :

1 1 1 1 1

xl+q+—1,xl+q+—2,..., l+q+a1’ 9 q+1""’7~2+q+a2""’
1 1

Kk+q—+1,..., k+q_+0tk'

On a lim T, =T; de plus, pour g assez grand, on a

g+
7\.j+L )»,.+L,avec s<o, ett<o; car A, #\; si i#j etsett
g+s g+t J J
étant majorés par n, lim —— = 0 ainsi que lim ——.
g+ q+5 g+ q+t

Mais alors, la matrice T, pour g assez grand, ayant ses valeurs pro-
pres distinctes, est diagonalisable, il en est de méme de la matrice

PT P ! qui est donc dans D.

Comme l'application M ~—>PMP'1, P étant fixé, est continue,
(linéaire en dimension finie par exemple), on a finalement

lim (PT,P"") = PTP"' = A : la matrice A, limite d’une suite de

g+
matrices de D, est bien dans I’adhérence de D.

6.36. Si une norme sur .Z,(IR) vérifie la propriété, en 'appliquant
avec PA, et Pde GL,(R),ona:

lp~*payp| = IpAj,
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or P~ 1(PA)P = AP, d’ou finalement |AP| = [PA|, et ceci pour tout
couple (A, P) de .,(R) x GL,(IR).

Or GL,(R) est partout dense dans .#Z,(R), car si A est non réguliere,
c’est que 0 est valeur propre de A, doncsi A, ..., A, sontles autres valeurs
propres non nulles, dans €, de A, et si 7>0 est tel que r< |?»j| , pour
j = 1, ..., k,les valeurs propres de A —rI, sont - retles Xj —r, nombres
tous différents de 0, donc A —rI, € GL,(IR) et }1_1}10 (A-rI) = A

Mais alors, I'application P — |AP|| - |[PA| étant continue, nulle sur
GL,(R), elle devient nulle sur .Z,(R) et finalement, pour une norme
vérifiant la propriété on aurait [AB| = [|BA| pour tout couple (A, B) de

)
(4,(R))".

Or, si n = 2, avec deux matrices de la base canonique, E et E” ,avec
i#j,ona:

on devrait donc avoir ||Ez]|| = ||0] = 0 : c’est génant pour une norme.

Par contre, si » = 1, la norme est proportionnelle a la valeur abso-
lue, car |lx| = [x- 1] = |x||1]|, en posant @ = |[1| ona donc || = alx|,
d’ou si p est inversible :

-1 -1
lp™ xpll = lp~ "splinl = il = Il

Finalement, si n = 2, aucune norme ne vérifie la propriété, et si
= 1, toutes la vérifient.

Passons aux semi-normes.

Une semi-norme vérifie I'inégalité triangulaire, comme une norme,
donc on a aussi, pour une semi-norme N :

IN(X) -N(Y)| S N(X-Y),

puisque c’est équivalent a la double inégalité :
-NX-Y)=sNX)-NY)=sNEX-Y),

ce qui équivaut a :
N(Y) s N(X)+N(X-Y) = NX)+N(Y-X), eta:
NX)=sNEX-Y)+N(Y),

et 1a, on a les inégalités triangulaires.

Puis, en écrivant X = ), x;E;;, 0

1<ij<n
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NX)< 3 |xNE;)

1s<ijsn

= Sup {N(Ez,])’ 1 = Z,j = n} : 2 |x2]|

1<ij<n
Ennotant [X]; = ) x| et k = sup {N(E;),1<4j<n},on
Isijsn

a finalement, en remplacant X par X-Y dans la majoration
précédente :

IN(X) -N(Y)| <k|X-Y],,
donc N est k.Lipschitzienne de .Z,(R) , normé par || |, dans R. Si donc

on a N(P_IAP) = N(A), comme pour une norme, on en déduit
d’abord que N(AP) = N(PA) pour tout couple (P,A) de
GL,(R) x 4,(R), puis par continuité de N que N(AB) = N(BA) pour

tout couple (A, B) de (/£,(R))”.

Mais alors, avec n = 2, on a encore N(E;;
i#j, N(E; ) = N@) =0.

Considérons '’ensemble Zdes X de ./, (IR) telles que N(X) = 0.Les
matrices E;;, pour i #j sont dans Z;
siXeZVhe R, NAX) = AIN(X) = |A|0 = 0,donc AX e Z;
puis si X et Y sont dans.Z, on a :

O0=sSNEX+Y)sSNX)+N((Y) =0,

donc X+Ye Z.

Il en résulte que #Zest un sous-espace vectoriel de .Z,(R) qui contient
déja les matrices E;;, pour i#j.

i) = N(E;E;;) , donc pour

Considérons alors la matrice E;;+ E;;—E;;—E;;, pour i#j. Cest la
matrice d’'une application linéaire f qui, dans la base canonique ¢, ..., ¢,

de R" est telle que :
Vke {i,j}, f(e,) = 0 ;
f(e;) = €= ¢ etf(ej) =¢;—¢
mais alors f(e;— e) =0 et f(e +e) = 2(e; - e~), donc, dans la base
{enkzijtu{e—e¢je; +e} sionpose g; = ¢;—¢; eLE; = ¢;+¢;,0na:
f(g) = 0’.f(€f) = 2¢, f(e,) = 0,Vk#4, Vk#j : la matrice de f
est devenue M' = 2E,;.
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On a donc N(M") =0, or M' est semblable 4 la matrice
E;+E;;—E;;—E;, qui est donc de semi-norme nulle.
Mais alors E;; — E;; + E;;— E;; est dans le sous-espace vectoriel 7 ainsi

que les E; et EJ,, ﬁnalement /"? contient les E;, i#j, et les Ej; —E;;,

j=2, cela fait déja n’-n+n-1 mamces indépendantes, on a un
hyperplan dans 7.

Alors, soit #= E, et N = 0, apres tout, pourquoi pas ; soit /Z est
I'hyperplan engendré par les E;; etles E;; —E;;. On peut remarquer que

ces matrices sont de trace nulle, or la trace est une forme linéaire, de
noyau un hyperplan : ce noyau c’est 7.

Mais alors E,; ¢ /&, et pour A € /Z,(R), on aura A —(trace A)E,,
de trace nulle, d’ou :

N(A) = N(A - (trace A)E;, + (trace A)E;)
< N(A - (trace A)E,;) + N((trace A)E};) = |trace (A)IN(Ey),
puis, avec :
(trace A)E;; = A+ ((trace A)E;; —A),ona:
[trace (A)IN(E;;) = N((trace A)E,;)
< N(A) + N((trace A)E;; — A) = N(A),
car (trace A)E,; — A est de trace nulle, donc dans 7.

Finalement N est du type N(A) = |trace A|N(E,;) : donc N est posi-
tivement proportionnelle a la valeur absolue de la trace.

6.37. Cela rappelle curieusement I'exercice 6.34, et I'on pourrait
procéder comme dans cet exercice, mais je vais en donner une autre
justification.

2

Sur .Z,(R)=R" , toutes les normes sont équivalentes : je prends

celle d’application linéaire continue associée 4 une norme fixée sur R”.

Si P est matrice d’'une projection, on a P’ = P,doncP qui annule le

golync‘)me scindé a racines simples X*-X =0, est diagonalisable, avec
et 1 pour seules valeurs propres.

Si P#I,, O est vraiment valeur propre de P, donc I, —P admet 1

pour valeur propre, et pour v vecteur unitaire de R" , propre pour
I, - P pour la valeur propre 1,0on a:
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1L, Pl]| = sup {I\an-m@)ll 2l - 1},

>”(1,,-P)(3)|| = "5" =

Il n’existe donc pas de projecteur autre que I,, vérifiant |||I, - P||| <1 :
ona %y(1,,1)n = {I,} doul, pointisolé de

On procéderait de méme pour P#0 : alors 0 —P admet - 1 pour
valeur propre et [||[0 - P||| = 1, d’ou 0 point isolé de #

Jespeére que vous voyez une généralisation aux opérateurs annulant
un polynéme scindé a plusieurs racines simples et qui, eux, n’ont qu’une
valeur propre.

6.38. Il n’est pas interdit, (conséquence de Baire), de savoir qu'un
espace vectoriel normé de dimension dénombrable stricte n’est jamais
complet. En fait, on va exhiber une suite de Cauchy non convergente.

X X”

Si on pose P (X) = 1+ + 7 pour tout n de IN et tout p de

1|
IN*ona:
Xn+l n+p " 1 ‘
IPusy =Pl = [y Gl = G one
1 .
> - =< N .
Ve>0,3ny, Vn = n,, D) e, d’ou a fortiori

Vn = g, VP € ]Na "Pn+p_Pn"m <Ee.

La suite des P, est de Cauchy dans E. Elle ne converge pas dans E,

car si Q est un polynéme, avec g tel que Q n’ait aucun terme en X", pour
n>q,(qgestle degré de Q si Q # 0, un entier quelconquesi Q = 0),on

- 1 :
a,pourtoutn>gq, P, - Q qui presente unterme en X?* ", de coefficient

1
m , donc “P Q“ (q + 1)'

Comme q est constant, il est impossible que la suite des P, converge
vers Q ; ceci quelque soit Q de E. Donc E n’est pas complet.

b) Les polynémes P, (X) = X" sont dans la boule unité fermée de

E, or d(P,) estle polynéme nX""! de norme n : I'application linéaire

d, de E dans E, étant non bornée sur la boule unité fermée de E, n’est
pas continue.



78  Topologie

4
¢) En posant, avec P = )’ a,,Xk :
k=0
N(P) = sup {k!|a,| ; 0 <k <p},

il est facile de vérifier que N est une norme sur E, (car 0! = 1), et avec

?
dp) = Y ka,,Xk'l,on aura :
k=1

N(d(P)) = sup {(k-1)'k|a,| ; k=1, ..., p}

sup {kl|ay| ; 1 <k<p}<sup {klla; 0<k=<p},

donc N(d(P)) =< N(P) :onad qui est 1.lipschitzienne pour cette norme,
donc uniformément continue.

6.39. Justifions 1°) = 2°). Soit » = (u,), ., une suite d’éléments
de A, et par ailleurs une suite de réels positifs convergeant vers 0, les

g = —1; par exemple.
2

Pour k = 0, comme A est contenu dans un nombre fini de boules de
rayon €, = 1, il existe une de ces parties, B, telle que le cardinal de

{n ; u, € By} soit infini, d’ou en indexant ces indices en croissant, une
suite extraite u o @, telle que V(p, q), At (py Ugy(g) < 280 -

Pour k = 1, comme A est contenu dans un nombre fini de boules de

rayon §; = I'une de ces boules, B;, est telle que

§ ’
card {n ; Ug(n) € B,} soit infini : en indexant ces indices on construit
ainsi une suite extraite de u,, , notée u telle que :

o’ Ppo®y’
VP, Vg, (g o 6,5y Yoo 0,() = 281-

On continue et par ce procédé, on a :
Vn € N, 3 suite extraite u
de N on ait :

009000, telle que, pour tout p et ¢
- n

1
2n-1'

d(u% 0..00,(py u(po 0.0 (pn(q)) <2¢, =
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Posons v, = u : la suite (v,), . est extraite de u car

9o 0@, (n)
Ups1 = Ug o 0g,(9,, (n+1)> € COMmME @, ; est injective, on a
Qpi(m+1)=n+1>n: le terme v, est un u, pour un
p<9y0..00,(9,,1(n+1)) :les indices croissent.

Puis :

Ve>0,3n, tel que Vn=n,, — SE, mais alors, Vn =n,,

Vm = ny, comme on a:

990 0@, (n) = Q40...00, (§, +10..0¢,(n)), cest du type
90 ...09, (p) ; il en est de méme de 9o ©---© @, (m) qui est du type
90 ...00, (¢),dou:

1
= =¢€g.
Ugyo... ° 9, (97 Ugpo.. otpno(q)) 2n0_1 €

d(v,,v,) = d(

On a bien extrait une suite de Cauchy de la suite .

Réciproqguement 2°) = 1°) sinon, il existerait €, tel que A ne soit recou-
vert par aucune famille finie de boules de rayon €,>0.

Soit ay€ A, en particulier A ¢ % (ay, €) : il existe a; dans A avec
d(ao, al) > 80 ;

1

puis A ¢ \U % (a,, &) doncil existe a, avec d(a, a;) > €, d(ag, as) > €
i=0

et d(a;, ay) > €.

Si on suppose ainsi trouvés a, ..., a,, dans A tous a la distance g, au

n
moins les uns des autres, (vraisinz = 0,1,2), comme A & \U%(a; &),
i=0
il existe a,, , ; distant de plus de &, de chaque a;, pour i <n.

Le procédé est récurrent, et on construit ainsi une suite (a,), .
d’éléments de A, tous distants de €, au moins les uns des autres : cette

s . . €
suite n’admet pas de suite de Cauchy extraite, (en formulant avec € = §°

on arrive a une contradiction). Ceci est absurde d’apres le 2°), donc on
ne peut pas supposer le 1° non vérifié, d’ou 2°) = 1°) et I'équivalence
cherchée.
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6.40. a) L'application g, linéaire en dimension finie est continue, il
en est de méme de chaque application a,,, et, K étant compact, a,(K),
image continue d’un compact dans un séparé est un compact de E, donc
un fermé.

On doit justifier que GQA(n Qq *an(K)) est non vide : on va procéder
en deux temps, en pensant a des fermés dans un compact...

Dabord, si € K, a(t), a*(£), ..., a"~ ' (t) sont dansK, stable par a, donc
l'isobarycentre de ¢, a(%), ..., a"” 1(t) estdans K, convexe :onaa,(K)cK.

Les (a,(K)), c y+» sont alors des fermés de K, compact, s’ils étaient

d’intersection vide, il existerait un nombre fini de ces fermés d’intersec-
tion déja vide. S'ils sont associés aux entiers n;, 1 <j < p, on aurait :

?

Na,(K)=0.

j=17

Or, les a,  commutent entre eux, donc en prenant ¢ fixé dans K, (non
J

vide), ona,sip=2 :

4
y = anlo...oanp(t) = anj H a, ),
r=1
r#j

avec | [] a,_|(#) € K, (K stable par a...), d’ou y dans chaque a,, (K), et
T J
r=1
T#]

P
a fortiori ye M anj(K) , ce qui contredit 'hypothese. Sip = 1,onaun
j=1
seul anj(K) vide : cC’est faux car K# @ .

Finalement, F, = M (a,(K)) est non vide, et c’est un compact,
ne IN*

convexe, chaque a,(K) I'étant comme image continue d'un compact, et

image linéaire d’'un convexe. Si a varie, on a des fermés non vides dans
K compact, les F, .

Montrons maintenant que M F,# @ : sinon, il existerait une inter-

ae A
section d’'un nombre fini des F,, déja vide, et comme aucun F, n’est
vide, on peut prendre une intersection finie vide, associée au plus petit
nombre possible, p, d’éléments de A tels que les F, soient disjoints,

@®=2).
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On a donc a(1), ..., a(p) dans A, avec :
p p-1
m Fa(r) = Q et m Fa(r) * Q .
r=1 r=1

p-1
Soit @ quelconque dans A, et ye M F,(,, pour chaque r variant de
r=1
lap-1ona:
ye N (a(n)),(K), donc:
ne IN*
Vn e IN*,y € (a(r)),(K),
© Vne N*, 3y, e K,y = (a(r)),(y,) -
Mais alors a(y) = a(a(7)),(y,) = (a(n)),a(y,), puisque a et a(r),
éléments de A, commutent : il suffit d’écrire ce qu’est (a(r)),, -
Comme a(y,) € K, finalement a(y) € (a(r)),(K). C’est vrai pour
tout n de K*, donc a(y)e N (a(n),(K) = F,(,,. Mais en itérant,
ne IN*
a2(y), as(y)... , sont dans F,,, convexe, et finalement, par isobarycen-

tre, on conclut a :
Vg e IN*, aq(y) € F,,-

Ceciestvraipour r = 1,2, ...,p—1,d’ou:
p-1 p-1
Vye MF,,,Vge N*,a (y)e NF,, ;
r=1 r=1

p-1
d’ou 'on déduit, avec K' = M Fa(r) :

r=1

N a,(K)cK'.
ge IN*

Mais K' est un compact, convexe, non vide, (hypothése sur p), donc

la premiére partie s’applique et donne M a,(K') non vide, puisque
gqe IN*

K' est stable par tout élément a de A, et :
p-1
N a,(K)cF,n ( N Fa(,)) ,
gqe IN* r=1
car les a,(K) sont dans K, donc les F, sont dans K, d’ou K' dans K ;

mais alors, Vge IN*, on a a,(K) ca,(K) d’ou

N aq(K')C N aq(K) = F, ; et on a justifié
ge IN* gqe IN*
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p-1
m aq(K') (e K‘ = m Fa(r) .
qG IN* r=1

On fait cela pour a = a(p) et cela donne :
p-1

avec M a(p)q(K') non vide : c’est dramatique. On ne pouvait donc
ge IN*

pas supposer au départ mAFa =0.
ac€

On a ainsi justifié I'existence d’'un élément x dans chaque a,(K), le
méme x pour tout (a,n) € AxXIN*.

b) En particulier, x étant dans chaque a,(K), si a est fixé dans A, il
existe y,, dans K tel que :

1 n-
% = a,(9,) = = 0u a0+ +a" (),
d’ou :
. 1 n
(id-a)(x) = > (9,-a" ().
Mais a”(y,) ety, sontdans K, compact de E, espace vectoriel normé,
donc partie de diametre finid, etona:

lid- )@l < £,

ceci, pour tout z de IN*, donc, en faisant tendre 7 vers + e, on conclut a
(id-a)(x) = 0, soit a(x) = x, et ceci pour tout a de A.

6.41. On note 1 I'élément unité, (pour le produit), de I'algebre A,
c’est-a-dire la fonction constante égale a 1.

Lautomorphisme ¢ d’espace vectoriel A, vérifie en outre:
o(fg) = 9(f)o(g) et (1) = 1, (d’ou le mot unitaire).

Analysons les données : f continue sur K compact, cela déclenche deux
réflexes : la continuité uniforme, et bornée et atteint ses bornes ; le
deuxiéme point semble plus en rapport avec la norme de la convergence

uniforme. Disons donc que, pour f dans A, il existe x, dans K tel que
Il = |f (=) -

Continuons I'analyse : Uaspect unitaire de l'automorphisme fait jouer un
certain réle a I'élément neutre, 1, auquel il faut relier les éléments inver-
sibles de I’anneau.
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Or, une fonction f, continue de K dans IR, est inversible dans A si et

: ) o .1 .
seulement si elle ne s’annule pas, puisqu’alors la fonction 7 est continue.

Par ailleurs, pour f inversible, comme on a :
j) = om = 1= 000 (3)
=]l=01)=1= -1,

® (f 7) = em oo |7

en particulier, pour tout x de K, @(f)(x) # 0, donc @(f) aussi est inver-

sible, d'inverse (P(Lf) =0 Gr) d’ailleurs.

Et si f est non inversible ? Alors @(f) ne I'est pas, sinon avec I'auto-
morphisme q)_l lui aussi unitaire, on aurait ¢~ l((P( f)) = f inversible.

11 est temps de synthétiser et de se dire que :
pour fe A, onprend x, tel que ||fl.. = |f(x,)|, et on consideére la fonc-
tion g = f- f(xy)1, qui s’annule en x,, donc n’est pas inversible.

Il en résulte que @(g) = @(f)— f(xy)1, (aspect linéaire et unitaire
de @), n’est pas inversible, donc s’annule : il existe x; dans K tel que
O(f)(x1) = f(xy). Mais alors :

lo(Hlle = o) x| = |f(x0)] = Ifll.c-

On a obtenu : pour ¢ automorphisme unitaire, et pour f dans A, on

a: lo()l.=Ifl..

En appliquant ce résultat 2 'automorphisme ¢~ ', et a Ia fonction
o(f),il vient :

lo~ (0 ll= = lo(f)l... soit Ifl. = lo(f)l.., dott ¢ isométrie
de A.







CHAPITRE VII

Analyse réelle et intégrales

Ne pas oublier que le corps des réels est le seul corps ordonné valué
complet. C’est dire I'importance de la relation d’ordre sur les réels, et
de I'aspect suites de Cauchy, convergence par critére de Cauchy.

S’y ajoute bien sir la connaissance de la topologie de R, avec
K compact de R < K fermé borné ;

K complet de R < K fermé ;
K connexe de R < K intervalle de R.
Voyons en quoi la structure d’ordre intervient.

Par exemple, par I'étude du signe du trinéme, qui ne sert pas qu'a
justifier Cauchy Schwarz, (voir 7.6).

Ou bien, pour établir des inégalités du type u(a) < v(a), en justi-
fiant u(x) < v(x) pour x dans un intervalle contenant g, et ce en étudiant
les variations de la fonction v—u, (7.5).

Dans les questions liées a la convexité, (7.2).

Dans tout raisonnement ou I'on procede par des encadrements pour
obtenir des limites, (voir 7.3 ; 7.4), ce qui intervient en particulier dans
les recherches d’équivalents.

Dans la formule de Taylor Lagrange, (3c...), conséquence des accrois-
sements finis, donc de Rolle, donc du Théoréme des valeurs
intermédiaires : f continue sur un intervalle ne peut pas changer de
signe sans s’annuler.

Penser en particulier qu'un polynéme réel de degré impair s’annule.

Penser aussi qu'une fonction f, n fois dérivable, ayant n + 1 zéros au
moins, donnera 7 intervalles pour appliquer Rolle d’ou1 z zéros de f',

n—-1de f",.., etfinalement 1 pour f(") , (voir 7.1).

Ne pas oublier enfin, les formules de la moyenne pour les intégrales
sur un segment, qui toutes font intervenir des inégalités sur IR pour étre
justifiées ; mais surtout le fait que I'intégrale, agissant sur les fonctions
considérées comme variables, est une forme linéaire positive, donc pré-
serve les inégalités entre fonctions.
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Toujours penser que sur un compact métrique, la continuité est uni-
forme, (pour f a valeurs dans F métrique), et de plus si f est a valeurs
réelles, les bornes sont atteintes. L'exercice 7.13 est un bon exemple de
cette situation. '

Ne pas oublier :
les formules, (méme de trigonométrie, voir 7.18) ;
le bon vieux Taylor Young, et Liebnitz, (7.19) ;
les équivalents, cela s’intégre tres bien, (7.21) ;

- la convexité, avec la place de la courbe par rapport a la corde, et par
rapport a la tangente, ainsi que la croissance de la dérivée, voila une
valeur sire, (7.22) ;

- la regle de 'Hospital généralisée sert souvent pour les équivalents,
(justifiez en bien les hypotheses), (7.23) ;

- on obtient R, a partir de N, en symétrisant ce demi-groupe, (d’ou Z),
en prenant le corps des fractions ® de Z, et en complétant ® : ce chemin
se retrouve dans des exercices classiques de détermination de fonctions
continues, voir 7.29 ;

- la linéarité, (voir la bilinéarité) dans les intégrales, cela sert a simpli-
fier les calculs entre autre, (7.32).
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Enoncés

7.1. Soit f de classe C? de [a, b] dans R telle que f(a) = f(b) = 0.
Montrer que pour tout x de [a, ], il existe ¢, dans Ja, b[ tel que

fx) = (x— a)(x b)f"( .

Generahser

Son f de classe C de [- 1, 1] dans R, nulle en - 1, 0 et 1. Montrer
que j |f(x)ldx< 15 SUP {If'@l;-1<x=<1}.

7.2. Soient x;,xo,...,%,, n nombres réels >0. Montrer que
x X, _1 X
el g
X9 Xn %

7.3. Soit f croissante de [x),+oo[ dans ]O,+eo[, telle que

f(2x) _
Jm e S b
Etudier pour ¢>0, lim u, puis lim M

x—>+o0 f() x—>+oo Inx

7.4. Soit une application f de IR dans IR, continue en 0, telle que

im (2x) () _ a , montrer que f est dérivable en 0, calculer f'(0).
x —)

7.5. Soit fe Z'([0,1],R), telle que f(0) = 0 et, Vte [0,1],
0<f'(t) < 1. Prouver que:

l f(nde [ Fat.
0 0

7.6. Soit K = {(x, ..., x,) € R"={(0,0,..,0)}; 0<x;<..<x,}.
Montrer que :

n n
pIE2 f2x2
i=1 »\/;L, z-l

et Sup —— =1.

ixf xe K zxi

i=1 i=1

Sup - =2——
xe K
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7.7. Soit une constante k> 0. Trouverlesf: R" >R continues telles

kx
que J. f(t)dt soit constant par rapport a x.

7.8. Montrer que la fonction sinus, restreinte a un intervalle ]a, 5[,
n’est pas une fraction rationnelle.

7.9. Soit ¢ une application de classe C' de R dans E eudlidien, T
périodique, ¢' ne s’annulant pas. Montrer que I'application . = “::%" ,de

R dans E, a son image qui rencontre tous les hyperplans vectoriels de E.

7.10. Soit fe C”(R, R) telle qu’il existe un polynéme P de R[X], de
degré impair, vérifiant :

Vne N, Vxe R, |[f™ @) < [P(x) .
Que dire de f?

7.11. Soit f une application de R dans IR, continue par morceaux et
bornée, et o un réel fixé. Déterminer la limite de :

u,=n J': f(x) exp (- M)dx.

7.12. Soit ¢ une application de classe C’? de Rdans R. On suppose

+ oo + oo
queJ. <p2 etJ- (p"2 convergent. Montrer que :

e +oo w172
o= [ o)

et que cette majoration est la meilleure possible.

7.13. Soit f de R dans IR, continue, et a>0. On pose

F(x) = Sup f(¢).Lafonction F est-elle continue ?
te [x,x+a)

7.14. Soit f continue d’un intervalle I de R dans le cercle unité s'
de €. Montrer qu'’il existe une fonction continue g de I dans R telle que,

pour tout t de I on ait f(¢) = L

7.15. Soient f et g deux homéomorphismes de [0, 1] dans lui-méme
dont 0 et 1 sont les seuls points fixes. Montrer qu’il existe un homéomor-
phisme % de [0, 1] dans lui-méme tel que foh = hog.
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o . 3
s X

3 dx.

+
7.16. Calculer I

0 X

7.17. Soit fune application de classe C' de [a, b] dans R. On pose :

j fode-2=2 2 f( +k- —)
Déterminer la limite de la suite des nu,, .

7.18. Soient 13 réels distincts. Montrer qu’il en existe deux parmi
eux vérifiant :

0<2=2 <2_./3.
1+xy

7.19. Soit une suite de complexes (c;),.z- On pose
f® =3 ckeikx, et on suppose que pour tout x réel, f(x) est réel

k=-n

positif ou nul. On note Q le polynéme tel que f(x) = ¢ "*Q(¢™) . Mon-
trer que les zéros de Q qui sont des complexes de module 1 ont, dans Q,
une multiplicité paire.

7.20. Soient a, b, c, trois réels distincts. Donner une condition néces-
saire et suffisante pour que :

Vxe [0,1], 1+x°<(1+x")’.

7.21. Trouver la limite, si x tend vers 0 de la fonction :

f: x~_)J‘ smt

7.22. Soit f une application convexe dans CI(IR+, R) et n dans IN*.
Montrer que :

03 f+f@+.+fu-D+3 fm)- [ f<3 (F'(m)=£11).
1

2 2
7.23. Donner un équivalent, en + o, de f(x) = ¢ ~ - J—'et de.
0
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7.24. Soit I = [a, B], @, u, b, ¢ des applications continues de I dans
R. On suppose que b= 0,4 =0 et que:
L
Vie Lu(t) < a(t) + q(t) j u(s)b(s)ds.
o
Montrer que :
' L
Viel, u(f)<a(t)+q(t) J a(s)b(s) exp U q(G)b(G)dG)ds
o s
7.25. Montrer que toute application croissante de [0, 1] dans [0, 1]

admet un point fixe.

7.26. Soit b€ 10, 1[ et n entier naturel. On pose :

Y
1n=j cosmx gy
0b"+1-2bcosx

a) Calculer In+2+In—(b+ %) 1.,
b) Calculer I,,.

7.27. Pour f et g continues de [q, b] dans C, et p et ¢>0, tels que

+= = 1, prouver que:

(rlf(t)l”dt)l/p( blg(t)lth)l/q

S |-
|-

b
j f(Dg)dd] <

/2
7.28. Calculer j 4 ya.

o 1+ (tanx)”
7.29. Trouver les fonctions continues f de IR dans R telles que, pour
2 .
tout (x,y) de R", on ait :

f+)fE-y) = FENFON’.

7.30. Soit f continue de R dans R. On note M(x) la borne supé-
rieure des |f(¢)| pour ¢ dans [0, x].
On suppose qu'’il existe A =0 tel que :

Vx>0, [f(x)<A+M® M(")
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Montrer que f est bornée.

7.31. Soient a et b réels strictement supérieurs a 1. Calcul de

I J‘l a-— cosx
= — cosx

7.32. Soit P(X) = ¥ ;X" un polyndme de R[X].
k=0

oo T 2. 0, i®
a) Montrer queJ. P (x)dx = — zj P*(e")e"de.
-1 0

P ol
b) En déduire que Osgs s Z a;.

7.33. Soit (p,q) € (IN"‘)2 , pour n entier on pose :

P, (X) = X'(p-qX)"

n!

1°) Montrer que, pour tout k de IN¥, Pi,k)(O) et Pf‘k) G}) sont dans IN.

p/q
2°) Soit fe #° ([o, g] m). Montrer que lm | P,f=0.

n—+e Jg

3°) En déduire, par un choix convenable de f, que T est irrationnel.
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Solutions

7.1. Soit d’abord x dans ]a, b, fixé, et A tel que la fonction ¢ définie
sur [a, 5] par o(t) = f(£) - W A soit nulle en x, (A existe car

(x—a)(x—b)
2

on divise par , non nul).

La fonction ¢ est de classe c? , nulle en a, x et b, donc par deux
applications du Théoreme de Rolle, on a ¢' nulle en x; et x, avec

a<x;<x<x9<b, dou ¢" nulle en c¢.,€lx;,x[. Comme
0"(t) = f"(t)-A,ona A = f"(c,), eten écrivant @(x) = 0 on obtient
le résultat. Si x = a ou b, tout ¢ de ]a, b[ convient.

Généralisation. Soit f: [a, b] R, de classe ct ,p =2, tel qu’il existe

o =a<0y<..<a, =b, avec f(a) = 0 pour tout j entre 1 et p.
Alors, pour tout x de [a,b], il existe ¢, dans Ja, 5[ tel que
4 (P)( c.)

f(x) = [H(x—aj)]f P =

j=1

Si x est 'un des o, n’importe quel ¢, de ]a, b[ convient. Sinon, avec
4
A tel que la fonction ¢ définie sur [a, b] par ¢(t) = f(¢) - ;% H (t-o))
i=1

soit nulle en x, (division possible pour calculer A), on dispose de p +1

points distincts, zéros de ¢ qui est de classe C?, dou p segments consé-
cutifs pour appliquer Rolle, donc p zéros distincts de @', donc p—-1
zéros distincts de ¢", (toujours Rolle) et finalement un zéro, ¢, dans

la, b de @, avec @ (1) = FP ()= A, donc fP(c,) = A.

Application. Avec trois zéros de f, de classe c? , tout x de [a, b] est tel
que f(x) = % (x+1)(x)(x-1)f (3)(0,‘) , pour un ¢, convenable, d’ou

une majoration :

If (%) < é Ix(l —x2)| |[f(3)||°° , que I'on intégre, d’our :
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1 (3) 1 3) 1
j If(x)ldxsll GII”J' |x(l—x2)|dx=" 3||“j(1—x2)xdx
-1 -1 0

o Vil ™ - ¢ —xﬁ‘ _ 174
3 : |7 12

cep %1 Xp_1 %y .
7.2. Les n nombres positifs —, ..., ——, — sont de produit constant
X9 Xn X1
. N . e £ Mg x s s 1 < X
égal a 1. Si on met l'inégalité a justifier sous la forme 1 < - P
k+1
E=1

en posant x = x, ), cela fait penser a du barycentre, a coefficients
P n+l = %) p y
positifs... donc incite a penser a la fonction logarithme qui est concave.

Si 94, ..., ¥, sont des réels positifs, par concavité de la fonction loga-
rithme, on a :

n n 1/n n
1 1
7_1 2 lnyk =In Hyk] = ln(y—L ZykJ,
k=1 =1 k=1

(se justifie par récurrence, par associativité du barycentre), donc avec

n n
X . 1 .
et [[y. =1, on obtient 0<In - . puis par
Xp+1 Ee1 LU TS|

monotonie de la fonction exponentielle :

1 /% X, 1 X
1= (24 +22lyTm)
n \x, x, %

e =

7.3. Pour n fixé, si on a lim [2x) =1, (vrai pour n = 1),
x> 400 f(x)

[@ %) _ 22" Q2"
f(x) f@% f®
) (2n+lx) _

a lm_ (® 1.

Ceci est donc vrai pour toutnde N, (si » = 0, le rapport est constant
égalal).

comme , compte tenu de 'hypothése on

Pour 7 entier négatif, en posant u = 2"x,ona:
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lim [Cx) _ lim AC) . 1, puisque - n est dans NN,
x> +e  f(%) “—’+°°f(2_nu)

n
donc finalement lim [@x) _ 1 est vérifié pour chaque = de Z.

x> +eo X

Soit alors ¢ >0 fixé, comme n —s 2" est croissante strictement de Z

dans 10, + oo, avec lim 2" = 0 et lim 2" = + oo, il existe un, (et un
n—-oo n—+o0
seul), » tel que :

2"<¢<2""", d'ou, en multipliant par x supposé >0, (non
génant pour traduire une limite quand x tend vers + o), par croissance
de f, et comme f(x)>0,ona:

@) _ flex) _ f(2" %)
& f® . f@

donc, par encadrement : lim L(ex) =1.
x—>+o00 f (x)

Soit maintenant £>0 : 3 x; = x, Vx = x;,

2,
7

f(x) sionsuppose x =0, en imposant x; >0, on peut dire que :

Ve>0,3x1>0,‘v’x>x1,l<%$l+s.

n+1

<¢g, soit encore, puisque f(2x) sera supérieur a

Posons 1 +¢& = 2%,0onae>0&a>0 et, Vx=x, :lsmSQa.

fx)
f(tl), on a f(2x;) < f(x;) 2% = Kx]2%, puis
X1
f(22x1) < 2% f(2%,) < 2% Kx]2° = Kx?22°‘, et par récurrence, on
justifie que pour tout n de IN*, ona:
f(2"x;) < Kx72"°.

Si on pose K =

Soit alors x> x;,3!p € IN tel que : 2Fx, <x<2t* 1x1 , (n’oublions pas
I'hypothese x; >0 ), donc par croissance de f, on a :
flxy) < f(2x;) < f(x) < £(20 'x)) < Raf2?* D%,
d’ou I'on tire, puisque 0.>0 :
) < f(x) <K2%2P%] < K- 2%"
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donc, pour x>1 et x> x,, on aura a fortiori :

In(f(n1)) _ In(f(x) _ In(K2%) ,
Inx  Inx  Inx ’

le minorant tend vers 0 si x tend vers + o, le majorant vers o, et comme
o> 0 équivaut a €> 0, on peut finalement dire que :

Va> 0, 3x2 = Sup (O, X1, 1), Vx = X9 :

Ca<IUE) oy
In(x)

ce qui justifie que lim (/@) _ 0
X —> 400 lll(x)

7.4. Si on traduit la limite donnée, on a :
Ve>0,300>0,0<|x <so=a-e< (Qx)x_ (x) <g+€.
X

. . .« 3, X
On sent bien qu’il faut alors considérer x, =, ..., —, et sommer...,
2 9"

donc se débarrasser du x en dénominateur, ce qui conduit a supposer
d’abord que l'ona: 0<x<o.

X X X

Alors Z, =, ..., — sont dans ]0, of et on aura :
2’4 2"

@-95<f@-f(3)<@+o}

x x x x
(-0 % sf(é)—f(?)s (@+e) 5
et, plus généralement :

(a-8) < X )-flE)<(a+e) X, doulon tire:

2" ! 2
1
x(a—¢) % 12"<f(x)_f(2£n)sx(a+s) (1-2—1).
2

Dans cet encadrement, pour x fixé, si n tend vers + oo, il vient, ( f
continue en 0) :

x(a-¢8)=< f(x)- f(0O)<x(a+¢),
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donc on a justifié que, pour tout x de ]0, o, on a:

a-€< (x); (O)sa+e.

Pour x€ }- o, 0 [, on parvient au méme résultat, car la multiplica-
tion par x <0, au départ, puis la division par x a la fin, renversent deux

®-f©) _,
X

fois les inégalités. Finalement, on a justifié que : lim
x—=0

x#0

On a donc f dérivable en 0, de dérivée f'(0) = a.

7.5. On étudie en fa.lt les variations de la fonction g définie sur [0, 1]

par g(x) = J-' f (t)dt ‘r S ()dt. 11 s’agit d’'une fonction dérivable,
de dérivée :

= ) Hde- f2(x) |.
g = @2 [ f0a-Fiw)

Comme f est strictement croissante, (f'(¢)>0), avec f(0) = 0, on
ag'(0) = 0 et g'(x) dusignede h(xj =2 J:f(t)dt —f2(x) pour x dans

10, 1]. Mais 2 son tour & est dérivable et : A'(x) = 2f(x)(1-f'(x)) : vu
les hypotheses &' est a valeurs positives, » est croissante or 2(0) = 0,
donc k est positive, d’ou g' positive, g croissante, et comme g(0) = 0,

on a bien g(1) = 0, soit ( j 1 f(t)dt)2 > jl iy
0 0

7.6. Comme le n.upletnul est écané;l les quotifnts considérés sont définis
sur K. Comment considérer Y, X et Y. x; = Y 1-x; ? Peutétre, comme
dans la justification de l’inég;fitlé de C;;éhy Sd;;z:rz, en considéram le poly-
noéme ent, dusecond degré P(¢) = Z(l+tx) =1 Ex +2t2x +n,

qui est positif pour tout ¢, donc qui admet un d15cnm1nant réduit neganf on

2
a: [in) —an <0, donc, Vxe K, =2
i=1 i=1 zxz?

<n, Pégalité étant
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n
obtenue pour x; = %y = ... = x, = 1. Comme Y x;=0, on a bien:

i=1

Sup —=1 — = /n.

1/
xe K " 2 2
2%

i=1

n 2 n
Le simple développement [Z xi] = 2x?+2 Y, xx;, avec

i%j
i=1 i=1 lsi<j<n
n n 2
. 2
des x; =0, prouve par ailleurs que, Vxe K, ona: Y x; < [z xi) ,
i=1 i=1
avec égalité pour les n.uplets du type (0, ...,0,x;,0, ..., 0), d’ou:

n 1/2
2
in
i=1

Sup 2L - 1.

xe K zxi

i=1

7.7. Pour fcontinue de [0, + [ dans R, et x = 0, 1a fonction g définie
par g(x) = J Rx f(@®)dt a un sens, elle est de classe c', avec
g'(x) =kf (kxx) — f(x), donc g sera constante si et seulement si f vérifie
I'équation fonctionnelle : Vxe R", kf (kx) = f(x).

On est incité a « itérer » cette relation.

Si on suppose que E"f(k"x) = f(x), (vrai si n = 1), on aura
Ef(k-E"x) = f(k"x), d’ou en multipliant par k", I'égalité :

k"“f(k"”x) = K f(kx) = f(x),
valable Vn € IN, (c’est évidentsin = 0) et Vxe [0, + oo .

Mais cette identité, avec 0 < k <1, donnera par passage a la limite, f
étant continue en 0, f(x) = 0, qui effectivement est solution.

Pour k> 1, il faudrait avoir & " pour tendre vers 0. En prenant
z = Kk~ "x dans Dégalité k" f(k"z) = f(z), il vient K" f(x) = f(k "x),
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soit encore, pour k # 0, l'identité f(x) = k~ " f(k” "x), valable pour tout
x positif et tout » entier, d’ou, pour k> 1, sin tend vers + oo, f(x) = 0.

Enfin,si k = 1, comme pour fquelconque JJ f(t)dt = 0, estconstant

en x, la réponse au probléme posé est : pour k£ = 1, toute fonction conti-
nue fconvient ; pour k>0, k # 1, seule la fonction nulle est solution.

7.8. Si on suppose quavec a<b, on a sur Ja,b[ légalité

sinx = g((ix)) , P et Q polynémes premiers entre eux, en dérivant deux
" ] ™ " " 1P l2
fois on aura: — sinx = (PQ'_QPQ) = P Q'_2PQ' —QQPQ;2PQ’ >
Q Q Q

d’ou en égalant les deux valeurs du sinus, et en réduisant au méme déno-
minateur, I'égalité :

~-PQ* = P'Q°-PQQ"-2P'Q'Q + 2PQ”.

On a PQ2 de degré d°P + 2d°Q, le second membre doit donc étre
un polynéme non nul de méme degré, or il est de degré inférieur ou
égala d°P +2d°Q - 2, ou C’estle polynéme nul si P et Q sont constants :
dans tous les cas I’égalité est impossible.

7.9. Lespace E étant euclidien, ses hyperplans sont exactement les
orthogonaux des vecteurs non nuls de E.

SiH = {a}J‘ , avec a dans E\{0}, on veut en fait prouver I'existence

de x réel tel que {(¢'(x)|a) = 0, (la simplification par " ne chan-

'( )|

geant rien. Or {(@'(x)|a) est la dérivée de x — (@(x)|a) = 6(x), fonc-
tion T périodique : c’est fini. On a 6(T)-6(0) = 0 = TO'(x) avec x
entre 0 et T d’ou un "(p( %) dans H N «(R). Ce sont ces bons vieux

(%)

accroissements finis qui nous sortent de la.

7.10. En quoi un polyndme P de R[X] de degré impair differe-t-il
d’un autre ? En ce qu’il s’annule.

Soit donc x,, tel que P(xy) =0,Vne IN ona |f(")(xo)| <|P(xp)| = 0
donc f(")(xo) =0.
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Mais alors, par Taylor Lagrange d’ordre n entre x et xy, on a:
n+1
(x—xg) *
f® = =D
Si donc xe€ [a,b] = K, compact contenant x,, sur lequel [P].,
existe, on aura
Jx 2 (b-a)""!
< O vl
reol < Tt - Bl

et ce pour tout n, mais le majorant étant le terme général d’une série
convergente, il tend vers O si » tend vers l'infini, donc f est nulle sur
chaque [a, b] contenant x,, d’ou f nulle en fait.

£ D) avec € entre x et x, .

n+1

1Pl <

7.11. D’abord l'intégrale impropre converge car |f(x)| <|fll., sur

(— ng(x - OL)2

. 2
R, et lim x" e
" Xp 4

—> + oo

)= 0,pour n>0.

n’ o
— 1
4
si |f| tend vers I'infini, le « poids » de I'exponentielle se concentre en a,
ou f(x) se comporte comme f(co+0) ou f(a-0).

Si on tient compte de cela, on introduit :

Puis, la fonction ¢ — exp (— ) , décroissant « trés rapidement »

oo 2
w, =n j (f(x) - f(0.+0)) exp (- % (x—oc)2)dx. Ona:

Ve>0,IP>0,a<x<a+P=|f(x)-f(a+0) <e,
d’ou:

o+ B n2 9
lw,| < nej exp (— Y (x—0) )dx
o

+ oo

e2lflnf  exp (- (emca

o+p
En posant n(x—a) = ¢, on obtient :

nf t2 + o0 t2
|w,| < eJ- exp (— Z)dt+ 2I|f||,,j exp (— Z)dt'
0 np

+ 0o
La convergence de lintégrale impropre I’—'J €xp (_ tZ)dt’
0

donne alors :
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+ oo 2
N . t .
a £>0, on associe X;,>0 tel que J exp (— Z)dt< €, mais alors, B
X
0
étant associé a € précédemment, il existe n, tel que Vn =ny, np =X,,
d’ou, Vn=n, :
|w,| < €(I+2|fl..),il enrésulte que la suite des w,, converge vers 0.
Comme

w, = nJ:mf(x) exp (—— %; (x— oz)2)dx

+ oo 2
_nf(o+ O)J exp (- A (x—a)ﬂ)dx
a
et que la deuxiéme intégrale se calcule, en posant n(x—o) = ¢, en:

+ oo 2.
f(o+ O)J. exp (— %)dt =Jr f(o+0), on a finalement :
0

n—+o0

+ oo 2
lim nJ f(x) exp (— % (x—a)2)dx = Jn f(a+0).
o
Le méme calcul a partir de :

o 2
w', = nj (f(x)- f(a—-0)) exp (— % (x—a)2)dx, conduit a :

o 2
lim nj f(x) exp (—- nz (x—a)2)dx = Jr f(a=0), et finale-

n—>+oo

- oo

ment la suité des u, converge vers Jr (f(e+0)+ f(a—-0)).

+ oo
7.12. On doit justifier la convergence de j (p'2. D’abord, I'inéga-
lité 2/Q()¢"(x)| < ¢*(x) + ¢"*(x), (c’est (1¢"(x)| - [p(x)])* = 0), donne
+ oo
la convergence absolue de I'intégrale j 00"

On considére, pour A < B, l'intégrale :

B B
J o()e"(1)ds = <P(B)(P'(B)—<P(A)(P'(A)—J. (9'(£)’dt.
A A

+ oo
Si I (p'2 diverge, (vers +co puisque (|>'2 =0), on aurait donc
A

Bli.m o(B)@'(B) = + «, et comme ((p2)' = 20¢', la fonction (p2 deve-
— 400
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nant croissante, de dérivée tendant vers +oo, on aurait
. 2 . 2 .
© (x) = +oo, (si pour x=x;, ona (¢ ) =1, par accroissements
+

x— 400
finis entre x et y > x, on aurait (p2(y) = (p2(x) + (y —x) ), ce qui est incom-

+ oo
patible avec la convergence de j <p2 .

+ oo
On a donc de J <p'2 , et aussi existence de [ = Blim o(B)o'(B).
—+o0

Mais alors I = 0, sinon avec >0, ¢ tel que [-£>0, et x, tel que
x = xy = @(x)@'(x) =l - €, on aurait, pour x = x; :

[ 09 = 3 @@ -0 = t-e)w-20),
*o

etla majoration (p2(x) = (p2(x0) +2(I-¢€)(x—x,) estincompatible avec
+ oo

la convergence de J' (p2 ;

de méme I<0 et €>0 tel que /+e<0 conduit 2 un x; tel que

O(x)¢'(x) <l+¢ pour x =x, d’'our :

f 09 = % ((p2(x) - (p2(x0)) < (I+¢&)(x—xp), etlac’est pire carle
*o

majorant tendant vers - oo si x tend vers + oo, ¢2(x) devrait en faire
autant.

Onadonc lim ¢(B)¢'(B) = 0.
Bo+oo

Pour B fixé et A tendant vers - oo, on justifie de méme la convergence
de j ¢' et la nullité de Alim ©(A)9'(A), (ou bien on applique le
e -
1¥ point 2 y définie par y(x) = @(- x)), d’ou finalement la conver-
+ oo + oo + oo
gence deJ‘ (p'2 et l’égalitéj 00" = —J' (p'2.

Mais alors, I'inégalité de Cauchy Schwarz donne :
1
+ oo + o0 + o0 + oo 2
[ o= ool (o

et I'égalité étant obtenue pour ¢ =0, c’est la meilleure majoration pos-
sible.
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7.13. Soitx fixé, onimpose |[x~y| <1, alors touslestentreyet y +a
sontentre x—1 et x+a+1, etsurle compact K = [x—-1,x+a+1] la
fonction f est uniformément continue.

Soit £>0,30>0 tel que V(s,t) € K s—tl<oa=|f(s)-f@)| <Ee,
et on peut imposer o< 1.

On va comparer F(y) et F(x), en remarquant que
F(y) = sup {f(¢); t€ [y,y+al} est atteinte en un ¢, de [y,y+a], et
cette comparaison, on la fait pour un y tel que |x—y| < a.

Supposons y < x :
| | [ ! 1
T 1 L I _J
x-1 'y x y+a X**a

Si tye(y,x], on a |x—t<a donc |f(t))-f(x)<e dou
F(y) = f(t) < f(x)+e<F(x)+¢.
Sitye [x,y+al, f(ty) s<sup{ f(¥);te [x,x+al},soit:
F(y) <F(x)<F(x)+¢.

St on suppose x < y :

x+a+1
—+ +—+—
x y x+ta yta

Si ty€ [y, x+a], on a encore F(y) = f(t,) < F(x) <F(x)+¢, alors
quesifye [x+a,y+al,ona |t,—(x+a)| <|(y+a)-(x+a)| < o donc
|[f(t) - f(x+a) <e dou:

F(y) = f(tp) = f(x+a)+e<F(x)+¢.

Dans tous les cas, I'hypothese |x—y| < o implique F(y) <F(x)+¢€.
Mais on peut aussi dire que F(x) est atteinte en ¢; € [x,x+a], et le
méme raisonnement conduit a l'inégalité F(x) <F(y)+¢€, et finale-
ment, Ve>0,30>0 tel que pour tout y vérifiant |x—y| <o, on ait :
F(x) —e <F(y) < F(x) + €, d’'ou la continuité de F.

7.14. Posons f(t) = u(t)+iv(t), avec u et v fonctions continues de

I dans R telles que Wit =1, pour chaque ¢ de I, il existe un et un seul
0(t) , modulo 2w, tel que cosO(t) = u(t) et sinO(t) = v(z).



Exercices de Mathématiques spéciales — Topologie, analyse 103

Soit ¢, deItel que 8(¢y) € ] - g, g [, modulo 2. On a donc un entier

po tel que O(to)—2pone]—g,g[; (en fait on peut poser

0(ty) € ]— g, g [ en retranchant ce 2p ).

On a donc u(¢)) >0, et u(t) reste localement > 0 par continuité :
Jou(ty) >0 tel que sur le voisinage V() de ¢, défini par
V() =Inlty-o,tp+ o[, onait:

0(¢) = Arcsinv(t), modulo 27,

donc la fonction 9, : t ~— Arcsin(u(t)) + 2p,T, sera continue sur
iQ, (1)

V(t,), telle que (p,o(to) = 0(t;), etonaura e o f(&) sur V().

On aurait de méme, si 0(¢;) € 10, & [, une détermination continue
du type 6(¢) = Arccosu(t)+2pn ; valable localement; si
0(ty) € ] g, 3 g [, une solution en 6(¢f) = m—Arcsinu(t) +2pn
convient; enfin pour 0(¢)e -7, 0[,0(¢) = —Arccosu(t) + 2pn
convient.

Dans tous les cas on obtient donc :

Vte I,3V(¢), voisinage de ¢t dans I, (intervalle si on veut) et une

fonction continue 6 de V(¢) dans IR, telle que %0 = fQ@).

Il nous reste a passer de la détermination locale a une détermination
globale sur I

Pour cela soit ¢, fixé dans I'intérieur de I, et considérons :

I, = {b;be 1 b>t,30 € Z°([ty, b, R) telle que £ = f(1)},
on va prouver que I, = I N[ty +oof.
D’abord, I'existence d’un relevement local en ¢, nous donne I; non
vide.
Il est facile de justifier que I, est un intervalle, (siona b, et b, dans
I,, avec by < by, Vb€ [by, by], le relevement continu de f sur [¢, by] se
restreint a [y, b]).

Soit alors m; = supI; et m = sup I, (bornes finies ou non, peu
importe).
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Sim, <m,m, €I, onadonc un relevementlocal 6, en m, : Jo,; >0

i0,()
tel que pour tout ¢ de Im; -0, my+0, [N, e ' = f(t), avec 0,

continue.
Puis, il existe b dans I; N Jm; —a, m,], (définition d’'une borne supé-

rieure), donc il existe une fonction 0, continue de [¢,, ] dans R telle

que &0 = f@.

i0,(b :
'@ _ %® donc 3p e T tel que 8;(b) - 2pT = O(b), ét sur

[ty 01 N Imy— 0y, my+ 0, [N], intervalle donc connexe, la fonction
continue :

t — () = 0(2)-06,(t) + 2pm,

a valeurs dans Z discret est constante. Elle est nulle en b, elle est donc
identiquement nulle.

Onae

Mais alors la fonction 6, définie par :
0o(t) = O(t) + 2pm sur [t b], et par:
existe ; elle est continue et on a %0 = f(t) sur cette fois
[tomy+o[NI: si m;<m on peut trouver b; dans I; avec
by>m; = supI; : c’est absurde.

Finalement I, et ont méme borne supérieure, m, et dans le cas ou

m € I, I'existence d’un relevement local en m, montre, par le méme rai-
sonnement, que m est dans I .

On procede de méme avec :
I, = {a;ae L a<ty,30e Z°([a, t,], R) telle que ¥ = f(1)},
d’ou finalement existence de 0, : £y, + o[ NI >R

etde 0, :,]- o, ;] N[ >R,

) 0, i05(1)
continues, avec ¢ = f(t) ete = f(1).

Comme il existe p dans Z tel que 0;(¢,) = 05(¢y) + 2pT, en posant
0(t) = 0,(¢) pour t =t, et 0(z) = 6,(t) + 2p® pour ¢ < ¢, on a trouvé
une fonction continue sur I cette fois, (raccord continu en t; ), a valeurs
dans R, telle que 00 = f@).
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7.15. Soit f bijective bicontinue de [0, 1] dans lui-méme, avec
f(0) =0, f(1) = 1 et, pour toutxde ]0, 1 [, f(x) #x. On aalors fstric-
tement croissante, et sur ]0, 1[, la fonction continue x ~— f(x) —x estde
signe constant.

Si elle est positive, pour a fixé dans J0, 1[, on peut définir, pour tout n
de Z, a, par larelation ay = a et a,., = f(a,) oua, =f'l(a,,+1),
forme équivalente puisque f est un homéomorphisme.

De plus a,,,—-a, = f(a,)—a,>0 dans ce cas, donc la suite des
(a,), . €st croissante, majorée par 1, elle converge et sa limite vérifie

I'égalité I = f(l), (f continue sur [0, 1]), Cest 0 ou 1, avec [=a >0, il

n’y a pas le choix,ona lim a, = 1.
n—+eo

Mais de méme, si n tend vers — = en décroissant, les a,, décroissent,
et tendent vers 0.

On obtient donc le recouvrement, (en partition en fait):
[0,1] = {0}uL (U ]fp(a),fp+l(a)]) U {1}, ou également :
pel

[0,1] = {0}U(Pker[f”(a),f””(a)[)u{1},

peu importe de quel c6té on ferme l'intervalle.
Si on avait supposé la fonction x — f(x) —x négative sur ]0, 1[, la

suite des a, = f"(a) eut été décroissante, dou lim a, =0 et
n—+oo

lim a, = +°, et un découpage analogue, les bornes f Pa) et
n—-oo

f b 1(a) changeant de place.
Ce qu’on a fait pour fse fait pour g, d’ou1 une partition du méme type

faisant intervenir les intervalles de bornes consécutives du type g" 0),
avec b fixé dans ]0, 1[.

Il est temps de passer a l'exercice et de s’apercevoir qu’avoir
foh(x) = hog(x) pour tout x de [0, 1], équivaut a avoir :

® fohog '(x) = h(x), ou h(g (x)) = f”'(h(x)), puisque f et g
sont bijectives, et de se dire que, si les 2(x) sont connus pour x entre
gp(b) et g‘“l(b), comme g_l(x) variera entre g”_l(b) et g‘ﬂ(b), en
posant g~ '(x) = x,T'égalité h(x') = f '(k(x)) permet en fait de calcu-
ler . entre g‘b - l(b) et g'b (b) , d’ou une définition possible de £, a partir
de sa restriction entre deux points consécutifs de la suite des g‘p (®).
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Il ne reste plus qu'une question de mise en forme. Traitons-la en

supposant, par exemple, la suite des f "(a) croissante, celle des g"(b)
décroissante.

On écrit alors :

®:[0,1] = {O}U(pker]f”(a),f’“l(a)])u{1},avec:

lim f (a) =1 et hmf (a) = 0 ;etaussi:

n— 4o

®:[0,1] = {0} v (pgz[g-"”(b),g"(b)[) U {1}, avec :

lim g "(b) = 0 et hm £ "(b) =

n—+oo

On se donne une application bijective, bi-continue 6, de [g(?), b[ sur
la, f(a)], par exemple la restriction a [g(), o[ de la fonction affine
joignant les points (g(b), f(a)) et (b, a) . En particulier, lim 6(x) = a,

x—b

pour un tel choix.

Puis, pour tout xe ]J0,1[, il existe un seul » de Z tel que
xe [g" * l(b), g"(b)[ ,donc g "(x) sera entre g(b) eth,car g " est stric-
tement croissante comme g et I'inégalité g"* "by<=x< g"(b) implique :

g () = gby<g "(x)<g "(g"(h)) = b.

Mais alors (g "(x)) € ]a, f(a)l,et, f " étant elle aussi strictement
croissante, on aura :

fn 00 og— n(x) dans ]fn(a)’fn+ l(a)]
Pour l'instant, en posant, pour x € [g" " l(b), PO
h(x) = f"0B0g "(x),

on envoie bijectivement et continiiment [g”+1(b), gn(b)[ sur
]fn(a),f“l(a)] , (et h|[g(b)’b[ =9).

Vu les recouvrements @ et @ de [0, 1], il est facile de voir que I'on
envoie bijectivement par 4, 0, 1[ sur ]0, 1[. Il reste a trouver ~(0), (1),
et a justifier la continuité de A, ainsi que I'identité foh = hog.

Continuité : le probléme se pose en chaque g"(?) .
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Si x tend vers g'(b) par valeurs inférieures, il est dans

g L), g'(®)[,donc lim g "“(x) = b, vule choix de 6, on a alors
x—g"(b)”
lim 6(g "(x)) = a,et:

x> g"(b)”
lim f"o0Bog "(x) = f"(a) = lm h(x).
x=g"(b) x—g"(b)
Puis si x tend vers g"(b) par valeurs supérieures, x varie dans
[g"(b),g"'(B)[, et h(x) se calcule 3 partirde f" '06o0g" . Ona:

lim g" '(x) = g(b),donc lim 0o0g" '(x) = f(a),et:
xog"(b)" x—g" ()

lim f" 'o8og" '(x) = f™a) = lim h(x) : la fonction
xog" () x=g" )
h est continue de ]0, 1[ sur ]0, 1.

Il reste a la définir en 0, et en 1. Comme les (g"(b))n e Z convergent
vers 0 si n tend vers + o, et qu’alors h(g"(b)) =f "(a) tend vers 1, on va

poser £(0) = 1, et (en faisant tendre cette fois z vers — ) (1) = 0 : &
devient continue sur [0,1]. En effet: Ve>0,3n),Vn=n,,

0=<1- f"(a) < €, mais alors, pour tout x de ]0, gno(b) [, le n tel que
"+ 1p), g"(b)[ est = ng, donc h(x) étant dans ] f"(a),f"" (a)],

xe g
on aura h(x)=f(@)>1-¢ dod k(10,g () c]l-¢1]: on a
bien lim A(x) = 1 = h(0), d’'ou A continue en 0. On justifierai de

x—0"
méme la continuité en 1. Comme # est alors bijective continue de [0, 1]
sur lui-méme, sa réciproque est continue.

Enfin on a foh=hog car, si x=0,A0)=1 et
foh(0) = f(1) =1, alors que h(g(0))=4r0)=1; dou
foh(0) = hog(0). Il en est de méme en 1, et, pour un x quelconque
de 10, 1[, avec n, (unique) tel que : x € [g"+ 1(b), gn(b)[ ona:

h(x) = f"oB0g "(x),
dot foh(x) = f* oBog "(x)

=fn+l Oeog—n—l(g(x))’

n+1
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et comme g(x) € [g" " (b),g"* ' (b)[, par stricte croissance de g, cette

expression est en fait 2(g(x)) , d’oul'égalité voulue f oh(x) = hog(x).

7.16. La fonction x ~— f(x) = 3
X

396 1 0 .
5~ s prolonge en 0 par conti-

nuité, (et f(0) = 1), etelle est O (13) en + oo, donc I'intégrale impro-
X

3

too . 3
sin’x .
prel = J dx existe.
0 X

Une intégration par parties, (u = sin’, dv= - dou
x
2 1
du = 3sin“xcosxdx et v =— —; | donne :
2x°

- kb o . 2 o . 2
- sin’x 3 (> sin“xcosx 3 ("~ sin“xcosxdx
I=|——| +5 — T dx == bl il
2 2 2 2
0 0 0

2x x X

., . 2 dx
On peut encore intégrer par parties : 4 = sin“xcosx et dv = —

2
X

N . 2 .3 1
d’ou du = (2sinxcos "x— sin x)dx, v = — p et:

2
[ = [ 3sin xcosx I (2sinx — 3sin x) _x

2x
_ SJ‘ wd __J‘ sin x
Or,] = j smx = 5 , (voir exercice 9.14), et :
.8 Ssmx sin3x
sin'’x = —————— doncona:
*> (3 sinx sin3x
LR,
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7.17. On introduit, pour k variant de 0 a =, les points

b-a ., . . —
%X, = a+k > d’ou xy = a et x, = b, et un découpage de I'intégrale

n-1 .

en Y f(t)dt.
k=0 "%k
On adonc:

-l ”
= 3 [ rwa- ¥ e -s0f G,
k=0 "%k k=1

ce qui fait diantrement penser a du Taylor Lagrange, pour une fonction
dont f serait la dérivée. Soit donc F une primitive de f, ona: -

n-1

Uy = Y, (F(xg, 1) —F(x)) - Z (41 = %) f ()
k=0 k=1

= F(x1) - F(x) +

n-1 (b )
Y, (F(xye1) = Flop) — (a1 = 2)F (1)) 2= f (),
k=1

) . b-a

car n’oublions pas que x, . —x; = -

Si on applique la formule de Taylor Lagrange a I'ordre 2 a F, entre
X,.1 €t x,, on peut dire qu’il existe &, entre x, et x,,,, tel que

4y = Fep)—Flsg)+ 3, Mf@k)—(” 2 £(b), dob, avec

k=1
_ 1, - 1  b-a , .
n = (b-a) b-a = (b-a) P = xk+1_xk,lexpre5510n.
n
- (b-a )F<x1) R,
0
(b—a) n-1
e Y, (g 1—%) (&) — (b —a) f(B),
k=1
et comme lim (x;-x;) = 0,ona
lim Flx) —F(xo) _ F'(xo) = f(x,) = f(a), mais aussi

n—+oo X1 —Xg
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n-1

b
fim_ 3 (a5 S ) = j F'(0)de = f(b)-f(a), (som:

n—+oo

mes de Rlemann, a un terme manquant pres, terme qui tend vers 0).
Finalement,

lim nu,
n—+00

@-af@+E52 (£ @ - f@)-G-a76)

-2 (f@- .

tana — tanb
——————— = tan(a-b
1 + tanatand ( )
on se donne les treize réels, indexés en croissant, sous la forme
x, = tano,,, (1 <k <13), avecles o, entre — n/2 et ©/2. On a treize

, . x—y
7.18. Lexpression T+x rappelant un

. . N . p . T T
nombres distincts, d’ou quatorze intervalles déterminés dans ] 335 [ ,
dont douze du type I, = [0, 0, ], pour 1 <k <12.
. L . zes T L.
Si ces I, consécutifs étaient tous de longueur = 5 leur réunion
. Tn
serait le segment [0, 0;5], de longueur = 7, avec [0}, 03] c} 33 [
d’out 03— 0y < T : C’est absurde.
11 existe donc un indice k <12, tel que O<ay,, | — 12 , (>0 car

les o, sont distincts, comme les x, ).

La stricte croissance de la fonction tangente donne alors :

tana,Hl—tanOLk T
<tanyg,
1+ tana,, ;tano, 12

0<tan(oy,;—0y) =

et comme _E—E ona
123 4’
tan®™ — tan >
A it _B-1_ (B 9.3,

2
1+ tanTtanz 1443
3 4

et on obtient finalement la double inégalité :
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X -X
0<._£il__£.<2_.J§
L+, 1%

vérifiée par deux des x; .

n
7.19. Ona f(x) =¢ ™ Y cke’(“k)x, les exposants 7 + k variant

k=-mn

de 0 2 2n, en posant Q(¢) = Y, ¢,"** on a bien un polynéme Q de
k=-n
degré 2n tel que f(x) = ¢ inxQ(eix) .
Supposons alors que Q admette un zéro, z,, nombre complexe de
module 1 et de multiplicité impaire, 2k + 1.

En posant z, = e " , au aurait f(xy) = ¢ WOQ(ZO) = 0, mais en
fait x; est zéro multiple, d’ordre 2k + 1 aussi, de f.
En effet, par le Théoreme de Liebnitz, on a:

f(x) =¢ anQ(elx)’
. j S
don: fP) = ¥ Ci(-in)'e ™Z— Q(e™).
r=0 dﬂ "

or Q™) = i Q™) ;

2 . . . .
dd_2 (Q(e™) = (ie"‘)2Q"(e”) + proportionnel 2 Q'(¢™)
X

3 . - . . .
% (Q(e™) = (i)’ Q) (¢"™) + « coplanaire » 3 (Q"(¢™), Q'(¢™)
X

et ainsi de suite, ce qui prouve que si z, est zéro d’ordre 2k +1 de Q,

toutes les dérivées jusqu’a I'ordre 2k de la fonction x ~ Q(e’) seront
nulles, ainsi que les dérivées de f jusqu'al'ordre 2k.

Mais alors, un développement de Taylor Young de f, fonction de
valeurs réelles, a variable réelle, en x, annulant ff'f", .., f (2k) ,
conduit a :

_ (x—"o)n+1 (2k+1) 1
f(x) —W(f (xg) +0(1)),
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(2k+1)

et ceci, pour f (x9) # 0, conduirait a une fonction f s’annulant en

changeant de signe en x;, ce qui est du plus ficheux effet, pour une
fonction a valeurs positives.

Cest que f @k+ 1)(xo) = 0, ce qui, Liebnitz oblige, conduit a
a**! &) (2k+1)
—5i5 Qe ) = 0, mais ce qui 2 son tour conduita Q (z9) = 0,
dx
ix,
avec zy = ¢ _ et cela est exclu si z, est d’ordre impair, 2k + 1. Cette

derniere hypothese est donc fausse, et tout zéro de Q, de module 1, est
donc zéro d’ordre pair.

7.20. A priori, lim x” = ¢, est supposée exister, ainsi que
x—0"
. b .
lim x”, ce qui suppose a =0 et 5=0.

x—0
En x = 1, on doit avoir 2 < (1+1)°,s0itc=1.

0lnx

Peut-on avoir ¢ = 0 ? Dans ce cas e = 1, (avec par convention

aussi 0° = 1 en passant a la limite : ce n’est pas- trés satisfaisant).
Comme les nombres sont distincts, on a 5>0, et si x tend vers
. by¢ , - R 0 _ o .
0", lim (1 +x°) = 1, n’est pas supérieur 3 1+0° =2 : cela tombe
x>0"
bien. On doit avoir a > 0.

Sib>0,en0,0ona f(x) = (1 +xb)c—(l +x%) qui se développe en
o —x" + o(xb) .

Si a<b, on a f(x)= —xa(l—cxb_a+o(xb_a)), avec
. (b—a)lnx
lim ¢
x—)0+

exclu. On doit avoir b < a

= 0,donc f(x) estlocalement strictement négative : c’est
8

Si b = 0, on doit avoir, (avec 0°=1 par convention !) 1 +x” < 2°,

a . ' N 2o fe 2
avec x variantdeOaletc= 1, c’est vérifié.

La condition cherchée est donc ¢=1 et a>b=0, (a>b car on
suppose les nombres distincts), avec, en toute rigueur un probléme en

0 pour définir 0%). .J'aimerai mieux ne garder que ¢ = 1 et a > b comme
condition nécessaire.
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Comme pour xe€ [0,1], avec a>b on obtient xasxb, on a

c . ..
L+’ <1+x"<(1+x") puisque 1 +x" =1 etc=1 :lacondition est
suffisante.

7.21. Que voila un exercice facile ! Si ¢ tend vers 0, sini

t2 est €quiva-

lent 2 %, dont l'intégrale, entre x et 3x, vaut [lnltl] zx = In3, donc

lim f(x) = In3.
x—0

Si vous ne savez pas que les équivalents s’intégrent, vous pouvez

P sint _ 1 t ) 1 ¢t 0
écrire : t_2 = t_2 (t—§+o(t )) = ;_B.H,(t ) ou encore
ﬂ?t =14 (1+¢(2)), avec lime(t) = 0.

t t 6 t—0

3x 3x
On aura f(x) = J' G-é (1 +s(t)))dt = lnS—% J' ¢(1 +e(2))de

et la fonction |1 +&(¢)| étant inférieure & 2 par exemple pour |f| < a,

(donc pour x| sg et t entre x et 3x), on aura

2 2
9x" —x
=2 ( ) : est-ce que cela ne tend pas vers 0 ?

3x
I ¢(1+£(2))dt .

7.22. On doit comparer une somme et une intégrale : le plus simple
k+1

est de couper l'intégrale en morceaux, et d’évaluer I, = J. f(®dz,
k

que I'on intégre par parties en faisant intervenir le milieu, IL;H'—I .
Ona:
1 R+l pk+1 1
I, = [(t—(k+—)) f(t)] - I (t—k——) f(tyde
2 k & 2

(fe+1)+ f(R) -]

Nl =
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' . 1
Comme f est convexe, f' est croissante, donc sur [k, k+ §] ,ona:

t—k—%so et f'(R)<f'()<f'(k+1),don:
k+- 1 k+% 1
f(k+1)j (t k——)dtsj (t—k——)f'(t)dt
2 i 2
k+— 1
<ro] e
1
. fk+1) Jk+§(‘ _1) s < LB
soit : —s < . t-k 5 fr@de= 3
Sur l'autre moitié, ona t -k — % = 0, d’ou cette fois ’encadrement :

k+1
Sf(k)<j (t k—-)f(t)dt< Flh+1),
d’ou en ajoutant :

k+1
§USW-fhe <[ (e-k-3) FO<G (S U+ D).

Avec u, = %f(l)+f(2)+...+f(n—l)+% f(n)—J:f

n- l n-1
= Z—<f<k>+f<k+1>>— 31, ona:
k= 1 k=1
"'11 n-1 1
= 33 U0+ kD)= 3 (F B+ 7+ 1))
k=1 k=1
n-1
= Z J d’oul'encadrement de u,, :
k=1

@li—‘

n-1 -
% 2(f'(k)—f’(k+l))< 2 f'(k+1)-f'(k)), ce qui
k=1 =
donne déja u, < % (f'm)-F(1)).
Lautre inégalité vient de I'inégalité :

FO<FGk+1)-fE)t+(k+1D)f(R)-kf(k+1),
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qui traduit la place du graphe de f, convexe, par rapport a sa corde, entre
les points d’abscisse k et k+ 1.

En intégrant entre k et £+ 1, on obtient :

k+1
1k=J’k f(Hde < (k+12)- ) (1 s 19—k + ko 1) f ()~ fh o 1
% (f(k+1)+ f(k)), et en sommant, ona:

rf(t)dts% + (@)t fnm 1)+@, dodu,=0.
1

2
7.23. On pose g(x) = ret dt, on a une fonction de classe C”, qui

0
2

tend vers + o en + oo, de dérivée g'(x) = ¢"
2
On la divise par h(x) = ¢, elle aussi fonction de classe C”, de déri-
vée h'(x) = 2xe"

La regle de 'Hospital généralisée s’applique lorsque, ayant g et &
définies de [a,+<o[ dans IR, dérivables, avec A'(x)>0,

et lim A(x) = +o,alorssi lim g = l,onaaussi lim g(x) =1.

x—>+o0 x—> 400 h'(x) x—>+°eh(x)
&) _ _ g&(x) .
Ici e 2 tend vers 0, donc f(x) 00 tend vers 0, ce qui ne
donne pas I'équivalent, mais 2xf(x) = Q’l—xgé% est telle que
(2xg(x)) = 2g(x) + 2xg'(x)
2
= 2g(x) + 2xe” |
oy (2X8() _ gx) 1 _ 1
d’ou 7 () xx2+l xf(x)+l,

avec f(x) qui tend vers 0 en +. Ce rapport tend vers 1, d’'ou

lim 25 &2 = = lim 2¢f(x) et f(¥) -~ l

X —> 400 ( )

7.24. Si on multiplie I'inégalité vérifiée, par 5(t) =0, ona:
t
u(8)b(t) < a(2)b(2) + q(2)b(2) J. u(s)b(s)ds,
o
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inégalité vérifiée pour tout ¢ de I. Posons F(¢) = J. u(s)b(s)ds, F est
dérivable de dérivée F'(f) = u(£)b(t), et onadonc:

F'(¢) — q(t)b(t)F(t) < a(t)b(2), soit encore :

(P exp (- j;q(wb(c)do))'
= [F'(t) - q(¢)b(¢)F(2)] exp (— J;q(cs)b(o)dc)

< a(1)b(t) exp (- I;q(c)b(c)dc).

On intégre cette inégalité entre o et ¢, avec ¢ = o, en remarquant que
F(a) = 0,dou:

F(¢) exp (- I;q(c)b(c)dq) < j;a(s)b(s) exp (- Lq(c)b(o)do)ds.

Linégalité de départ s’écrivant u(t) < a(t) + q(t)F(t), en utilisant le
majorant :

F()< exp U;q(o)b(o)dc) : j;a(s)b(s) exp (- L q(c)b(c)do)ds

- —_—
~

constante en s, qui rentre dans l'intégrale, d’ou :

F(t) < J' ;a(s)b(s) exp ( J' ;q(c)b(c)dc - J:q(c)b(c)dc)ds

< I;a(s)b(s) exp (j:q(c)b(c)dc)ds,

on obtient bien :

L 4
u(t) < a(t) + ¢(2) I a(s)b(s) exp U q(o)b(c)dc)ds.

7.25. Si f(0) = 0 ousi f(1) = 1, onaunpoint fixe def, on suppose
donc m = f(0) et M= f(1) tels que O<m=M<1. Soit
E={xe[0,1];Vte [0,x[, f(t)>t}. Si xe]0,m], si te[0,x[,
f(@®) = f(0) = m>t,donc J0,m] cE c [0, 1] :I'ensemble Enon vide et
majoré admet une borne supérieure x, eton vajustifier que f(xy) = x;.
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Si f(xy) <xy, f étant croissante, pour ¢ dans [f(xy), x,], on aura
f(®) = f(xy) <t, donc pour x € ]f(x,), xo [ on trouvera des te 10, x [,
avec f(¢)<t,dou x¢ E. Mais 1f(xy),x)[NE = @ et x, = sup (E)
sont deux conditions incompatibles : c’est que f(x,) = x;.

Si f(xy)>x,, pour te [x, f(x,)[,ona:

t< f(xy) etaussi xy <t d'ou f(xy)=< f(¢),dou t< f(¢). Or si
te [0, xy[, il existe x de E tel que ¢ < x < x;, (x, borne supérieure de E),
mais alorst < f(t) par définition de E.

Finalement, pour tout ¢< f(x,), on a t< f(¢), dou f(x,) dans E

avec f(xg) > xg, xo borne supérieure de E : c’est exclu, d’ou f(x,) < x; .

Il me semble qu’il ne reste que f(x,) = x, comme possibilité.

7.26. Pour un x fixé, b% - 2bcosx+ 1 est un trindme en b de discri-
minant réduit & = cosx—1 = — sinx<0 saufsix = 0 ou 7, et alors
b*—2bcosx+1>0. Pour x = 0, le trinébme vaut (b- 1)2> 0 car
be]0,1[. Si x =m, il vaut (b+ 1)2. Dans tous les cas on a
B2 - 2bcosx+1>0 sur [0, ], donc I, est une intégrale définie.

Par linéarité de lintégrale, I, 5+1, - (b + %) I,,, est lintégrale,
sur [0, 7] de la fonction u, définie par :
u,(x) =
1
(b + 1 - 2bcosx)b
avec cos(n +2)x + cosnx = 2cos(n + 1)x cosx, d’ou :
1

Un(%) = —5 - cos((n + 1)x) (2bcosx—b° 1)
(0" +1—-2bcosx)b

[6(cos(n + 2)x + cosnx) — (b2 + 1)cos(n + 1)x],

= - 1 cos(n + 1)x, fonction d’intégrale nulle entre 0 et 7,

5°
d'ou In+2 ( ) n+l+I
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b) Les I vérifient une relation de récurrence linéaire, qui conduit
n
aI’équation caractéristique :

72—(b+%)r+1=0,

o 1)? 1)? . 1 .
de discriminant b+Z -4 = b—z , de zéros b et 7 distincts puis-
que be 10,11.

OnadoncI, = ab”+Bb ", o et P étant calculés a partir de I, et I .

¥4
On a: IO=J —%—, avec t=tan~ dou
0 b +1-2bcosx 2
2dt = (1+ tz)dx on obtient :
+ oo
IO:QJ- 2 2dt 2=2J 2 ;lt 2
0 (1+)B " +1)-2b6(1-1¢) o B+ +((-1)
2 b+1[ b+1 ] 2 ( n) 14
Arctan —= ¢ —-=1= .
T (be1) b-1 b-1 Teo1\ 2 1o
Puis
JT T
1, =J’ . cosxdx - lJ‘ 2bcosx — (b +1)+(b +1)d (Part
0 b"+1—-2bcosx p2+1- 2bcosx

de faire apparaitre ce que I'on connait, quel délice),

__x, @+, _m (el ) _ _mb
=gt ap Lo 2b(1 B2 1)‘1_,,%'

On doit résoudre le systeme :

o+ B = 5 -b -b
1-b%
ab+pp ! = 2 1 1,
1-b
L 1
d’ou a(b——)= 2(——+b) soit o = 5 €t p =0, donc
1-5°\ b -
nb"
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7.27. Lacondition = 1 fait penser a de la convexité, (barycen-

|-

+1
q
-,

>

tre a coefficients positifs
ily a du logarithme.

et pour passer d’'un produit a2 une somme,

La fonction exponentielle, (de variable réelle) est convexe, donc :
V(x,y) e lRQ, Y(o, B) e (]R+)2 aveca+P =1 ona:
P < 0t + B,
d’ou 'on déduit, pour > 0,v>0,p et ¢>0 tels que 11) + % = 1, enpre-
nant u =¢’? et v=¢"9, Cestadire x = plnu et y = glnv,
I'inégalité :

uvsl u‘b+l‘0q.

Soit alors T = U ’ f(t)|”dt)w et] = (J' blg(t)lth)l/q.

Sil, ou], est nul, comme f est continue ainsi que g, c’est que f, (ou g),
est nulle, donc le produit fg est nul et I'inégalité est vérifiée.

2

On suppose I et ] strictement positifs, on pose . = I ;t)l ,U = l }t)l

on a donc l'inégalité :
0< I (tI)J (t)l < Lp If(t)lp + iq |g(t)|‘1’
2 qJ

que 'on s’empresse d’intégrer, ce qui conduit a :
b 1 ¢t 1 ¢ , 1 ¢ .
[r <% [ird <= [irracs — [lgwitar
a a pI' Ya q]’ Ja
Y g
d’ou I'inégalité cherchée :

Ef (et =1 = Ub f (‘)'Pd‘)l/p(f:Ig(t)l"dt)l/q.

1
Osﬁ

1

l+—=1,
P 9

7.28. 1l s’agit d’'une intégrale impropre a priori. En posant ¢ = tanx

+ oo
d'ott (1+£%)dx = dt, on obtient: I(a) = j 4
o (L+)(1+¢)
est une intégrale convergente quelque soit o en fait.

, ce qui
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2 b

Avec t = %,donc dt = W on a aussi :
s

0 ahe >
(a) = -L_;" (Hf)s(H%) - -[o m

d’oti en sommant :
+ oo o + oo
2I(or) = J % = j ds
0 (1+s)(1+s) 0
valeur indépendante de o.

7.29. Avec x =y =0, on obtient (f(0))° = (f(0))*, dou
f(0)e {0,1,-1}.

On remarque que si f est solution, - f est aussi solution, donc on se
borne a examiner le casde f(0) = 0 et f(0) = 1.

Si fn’est pas identiquement nulle, avec a tel que f(a) # 0, en prenant
x = a ety = 0, on obtient :
(f@)* = (F(@)*(f(0))", do (f(0)* = 1.
On adong, soit f(0) = 0 etalorsfestnulle ;soit f(0) = 1 sifn’est
pas nulle. On suppose désormais f(0) = 1.
Avec y = x, on obtient f(2x)f(0) = (f(:c))4 = f(2x) ; ce qui
x

donne aussi 'égalité : f(x) = (f (é))‘l .

Mais alors, si pour x non nul on a f(x) = 0, on aura aussi

f (g) = 0, d’ou par récurrence f (2—’;) = 0, et par continuité de f,

f(0) = 0,exclucar f(0) =1.
Donc une telle solution ne s’annule pas. En repartant alors de
f(2x) = (f(x))*, on obtient, avec 2x et x :

fBOf@) = (f@R) (f)* = (FEN(f(x)* don
f(Bx) = (f (*))°, (on peut simplifier par f(x)#0).

2
Si on suppose f(kx) = ( f(x))k vrai pour tout k<n, (vrai si
n = 2), avec nx et x on aura :

f(r+ D) f((n=1)x) = (f(rx)*(f(x))*, dou:
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f((n+ l)x) = (f(x))2n2+2—(n—1)2
2 2
= (fa)" T = (Fan™TY .

Il est temps de poser f(1) = a, et de dire qu'alors, pour tout n de
2
N, on a, (par récurrence), f(n) = ™).
Avecx = 0,y = m,et f(0) = 1,0na:

f(n)f(=n) = (f(m)?, d’on f(=n) = f(n) = a© ")2, (toujours

=

f(n)#0 : on simplifie), donc f(n) = a est vrai sur Z.

2
Repartant de f(nx) = (f(x))" , pour x = 7lz’ n € IN*, ceci donne :

2
o 1)\ 1) _ 4 _p
f(l)y=a-= (f(n)) , donc f(n) =a’" ,etavect =~ nom-
bre rationnel, d’abord positif, on aura :
2

-y -l P

q q

Comme pour r rationnel positif, x = 0 et y = r donne encore

2
f(=1) = f(r), on obtient finalement f(r) = ™’ pour tout rationnel.

Enfin tout réel x étant limite d’'une suite de rationnels, par continuité

=) _ xlna =3

defetde x —a e ,onaura f(x) =a ° surlR

Les solutions sont donc la fonction nulle et les fonctions du type

D) &)
x ~—a oux ~——a avec a>0.

7.30. Sifestnonbornée, chaque n de IN n’étant pas majorant de |f],
ona:

Vne N, I, = {xe R";|f(x)| = n}, est non vide.

Comme I, non vide, est minoré par 0, sa borne inférieure x, existe,
et|f(x,)| = n, car I, estfermé comme image réciproque de [#, + [ par
||, fonction continue, donc x, € I,,.
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De plus, pour n vérifiant n > |f(0)| , on aura x,, > 0, (car |f(x,)| =n),
et pour tout x de [0, x,[ on aura |f(x)| <7, par définition de x, , borne
inférieure de I, : par continuité de |f| a gauche en x,, on aura
|f(x,)] <m,donc |f(x,)| = n.

Mais alors M(x,) = n = |f(x,)|, et I'inégalité vérifiée s’écrit :
M(x,)

2

=A+2

n=M(x,) <A+ 5

soit encore :
n<2A,
et ceci pour tout 7 : c’est absurde.

7.31. Comme a>1 etb>1,pourtoutxona:
a-cosx
b— cosx

donc la fonction a intégrer est définie continue sur [0, ] : I'intégrale
existe.

On introduit :
T T
I(a) = J In(a - cosx)dx = Jf(a, x)dx.
0 0

La fonction f est continue par rapport au couple (a, x) et la dérivée

partielle _BI est continue aussi sur ]1, + [ X [0, 7] : la fonction I est

da
donc dérivable et :
T
I'(a)=J. dx
o @~ COsx
Enposantt:tan’—ﬁona%:dx,d’oﬁ:
2 1+¢
+ oo 2 + oo
I.(a)=J‘ 12+t - 2dt2=2j d2t
0 a(1+t)—(1—t)l+t 0 (a+1t +a-1
_ __2 fa+1 b+ 177"
_a+1,[ 1 a+1 a_l[Arctan(t a—l)]o

.._n

n

a2—1
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Comme l'intégrale cherchée est I = I(a)—I(b), on peut se contenter
d’une primitive de la fonction a —I'(a), sans préciser la constante
d’intégration. On a :

I(a) = J —_Tda
Ja-D@+1)

2
On pose ¢ = ’H, d’ou a=1+t2=—1+—2—2, donc

1;1: 1-¢
da=4t—d2t2, puis (a-1)(a+1) = 2t2 '—2—2—, et comme
(1-¢9) (l—t) (1-1%)
te ]0,1[,ilvient J(a-1)(a+1) = ——, dou:
I(a) = J“(I{tt ) 4tdt = 2margtht + C,

d’ou, en remplacant ¢ par sa valeur

I(a) = 2nargth / ﬂ + C, et finalement, I'intégrale cherchée :
a-cosx 4 a-1 b-1
I= I I cosx ‘2”(argﬂ‘«/a+1’argd‘ b+1)'

7.32. Sion pose ¢(P, Q)

1
J P(x)Q(x)dx et :
-1

U2 . . .
VP.Q) = - i [ PE)Q")e ae,
0
on définit deux applications de IR[X] dans IR et € respectivement, qui
dépendent linéairement, (et symétriquement) de P et Q.

Si elles coincident sur les mondémes, (P(x) = <" et Q(x) = x ), elles

coincideront pour tout P et Q de R[X], etavec P = Q, on aura I'égalité
voulue.

Ona:
1
Rely 1 E+l+1 .
I—j_lx dx—(k+l+l)(1 -1 ), et:
T ik+1)8 0 T ik+1+1)0
J=-ije"*>e’de=-ije‘(**)de
0 0

_ -1 e i(k+1+ 1)e]
i(k+1+1) 0
il y a bien égalité.

((_ 1)k+l+1_ 1) .

E+1+1
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b) On a alors :

1( = n 1
aa; k ! _ 2
2 AR ) ‘[0 [kgoakx} (zgoalx) e '[OP (s

O0<ikl=<

1
sj P2(x)dx =
-1

_; J " (B e de
0

< rlp(e"e)|2de.
0

Or P étant i coefficients réels, on a [P(¢*)|” = P(e°)P(¢” ™), expres-
sion stable par le changement de 6 en - 6, donc :

.[ “Tece) a0 = JRP(eie)P(e‘ )40 = — j- “p(e ®)P(eyde
0

j P(¢*)P(c *)do = 2] aa,6* P04

n 0<k Ilsn

T
=1 z aa; j e’(k-l)edG,
2 -n

O<klsn
et ces intégrales sont nulles pour k2 #1, valent 21t si £ = /. On obtient
finalement I'inégalité voulue :

a;a;

Y hrrisa ™ Z(“k)

0=k lisn =0

7.33. 1°) Par la formule de Liebnitz, pour k entier non nul, on a,
pour un produit v de deux fonctions & fois dérivables :

(uv)(k) z CT (€] (k f)

On applique ceci pour u = X" et v = (p-¢X)".

Calcul en 0.

Si k<n, 0 étant zéro d’ordre n de P,, ona P (0) = 0.

Si k>2n, comme P, estun polynéme de degré 2n, la dérivée K

est identiquement nulle.
Soit alors kavec n <k < 2n.
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Avec u(X) = X", la seule dérivée d’ordre r de u, non nulle en 0, est
celle d’ordre 7, et u(")(X) = n! donc u(")(O) = n!
Il reste donc, v étant dérivée k—n fois, donc devenant de degré

2n—k :
PP(0) = Ckn'( O "n(n-1)...2n-k+1)(p-q0)*"7F,

ce qui est bien un entier.
Calcul en s .

Comme P est aussi zéro d’ordre n de P,, pour k<n, on a
q
Pf,k) (5) = 0, ainsi que pour k>2n, Pflk) étant alors le polynéme nul.
Pour n <k =<2n, avec v(X) = (p- qX)" , dans la formule de Lieb-
nitz, seule la dérivée d’ordre 7z de v est non nulle en g , (elle vaut alors
n!(- q)n ), d'our :

p® @ = 1% Cinl(= q)"n(n—1)...(2n—k+1) @Qn-h,

puisque u est alors dérivée k—n fois, ce qui donne un polynéme de
degré n—(k-n) = 2n—-k.

2n-k

On a bien Pf,k) (g) entier, puisque 2n-k<n :le ¢ disparait.

2°) Sur [O, s], compact, |fl.. existe, (f continue), de plus

x" < (tt;) , et comme p —gx décroitdepa 0, [p—gx" <p”, dou:
2.1 (£Y
in-(8)- 5 (&)

le majorant est le terme général de la série de somme | f]., (g) e

J' P (x)f (x)dx| <

= [,

, il

tend vers 0.
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3°) Supposons & rationnel, écrit g . On considere I'intégrale :

/ n n /
I, = J'P ! "_(%9& f(x)dx = J‘p an(x)f(x)dx,
: 0

0
et on va choisir f, de facon a faire des intégrations par parties avec les
primitives de fprenanten O et T = 2 des valeurs entires : f(x) = sinx

convient tres bien.
Ona:

n=2 /qg=T p/q
I, = [- P,(x)cosx], ! +r P', cosxdx = entier + J P',(x)cosxdx
0 0
On poursuit les intégrations par parties, et, a chaque étape, Pik)(O) ,
P;k) (3), cos0, cos ‘g, sin0, sin g sont des entiers.

Apres 2n intégrations par parties, on obtient :

p/q
I, = un entier + J P®”(x)sin (x+ on g) dx,
0

or P?(x) = constante = P®”(0)e IN, et :

pet .
j Tsin (x+ on ’-‘) dx = (- 1)"j sinxdx = 2(— 1)",
0 2 0

finalement I, € IN.

De plus, sur ] O, = g [ , la fonction intégrée, P, (x)sinx, est conti-

nue strictement positive, donc I, >0 : ona I, = 1. (Le méme calcul
avec cosx donnerait ], entier, mais on pourrait avoir J,, nul.)

Mais le 2° donne lim I, = 0, avec I, =1 : c’est absurde. Donc &t
n—>+oo

est bien irrationnel.




CHAPITRE VIII

Susites et séries numériques

Idées générales

Le corps IR étant le seul corps ordonné valué complet, la relation
d’ordre joue un role trés important dans I'étude des suites et des séries
de terme général u,, réel.

C’est pourquoi, pour les suites, une bonne démarche consistera a exa-
miner une éventuelle monotonie, que la suite soit du type
«u, = f(n) »,ou«u,, ; = f(u,) », oudéfinie par une intégrale, (ne
pas oublier I'aspect forme linéaire positive de I'intégrale agissant sur les
fonctions de variable réelle, a valeurs réelles).

Létude des suitesen « u,,, ; = f(u,) » peut se faire par récurrence,
ou par étude des variations de la fonction x — x— f(x).

Ne pas oublier quand méme le Théoréme du point fixe, ni I’éventua-
lité de points répulsifs.

La formule de la moyenne, cela existe, (8.2).

Taylor Lagrange ou Young aussi, (8.1).

Ne pas oublier le recours a la série de terme général w, = u, - u,.

Quant aux séries numériques, ou de terme général dans un Banach E,
on commencera par une étude de la convergence absolue éventuelle,
(sur E, e.v.n. non complet cette démarche est a proscrire car la conver-
gence absolue n’implique pas la convergence).

Avant d’appliquer un critére précis, (d’Alembert...), commencer par
évaluer l'ordre de grandeur de |u,| en le remplacant par un équivalent.

Ne pas oublier le c6té « condition suffisante » des criteres de conver-
gence, et n’allez jamais dire «puisque la série converge on a

u
lim

no+e U,

n+1

.. », méme si vous en avez fortement envie.

Pour la semi-convergence, bien sir il y a les séries alternées, (soyez pré-
cis avec le critére), mais n’oubliez pas qu'avec u,=wv,, en écrivant
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u, = v, + (u,—v,) on peut parfois conclure tres facilement ; mais ne
pas se contenter d’un illicite u, = v, lorsqu’il ne s’agit pas de séries a

termes de signe constant. Cette technique, (ajouter et retrancher I'équi-
valent) s’emploie aussi pour les séries quelconques, (8.11).

Quand u,, est du type f(n) avec f positive décroissante, ou méme f
de signe quelconque, penser au lien avec les intégrales impropres.
Des outils importants :  la sommation par paquets, (8.5),
la transformation d’Abel,
les développements limités.

En ce qui concerne la recherche d’équivalents du terme général u,, d'une

suite qui tend vers 0, penser a chercher o tel que
o o

U, — U
. a o 2 N
lim (u,,;-u,) = [#0. Par Césaro on aura —— m % tend vers ! d’ont
—> 400

n

uy =nl donc u, ~ (nl)l/a .

Ceci s’applique, pour v, quitendversl,a u, = v,-1, ousi v, tend

C s 1
vers l'infini, a v, = —.
n
Si u,, estla somme partielle d’une série divergente, (ou le reste d’une
série convergente) de terme général positif a,, se rappeler qu’avec
b,=a,, on obtient v, = u, , avec v, somme partielle, (ou reste d’ordre
n) de la série des b,,.

Dans ce type de démarche, b, devient souvent du genre f(n) etles
encadrements par les intégrales servent beaucoup.

Quelques idées en vrac.
Pour étudier des suites doubles réelles, on peut leur associer la suite
des sup (u,, n = p) etdes inf (u,, n = p), voir 8.6.

Ne pas oublier aussi le Théoréme d’interversion des limites,
d’emploi facilité sur R, par l'utilisation de la relation d’ordre et de la
monotonie des suites, (8.15, 8.16).

Penser aux liens entre suite et série, (voir 8.13), aux suites extraites,
surtout dans des suites monotones, (8.14).

Parfois, un calcul direct avec les formules liées aux suites arithméti-
ques ou géométriques conviendra trés bien, (8.18).

Stirling, (n! = (2) J?nn) , une valeur siire qui peut encore servir,
(8.20).
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Quand on évalue une somme s, de termes u(n, k), k variant, et que

I'on cherche la limite des s, : on a de « plus en plus de termes, chacun

fonction de 7 ; on peut étre tenté de se ramener a une somme finie, si
on peut majorer uniformément la somme des autres, (voir 8.25).

Quand on somme d’une facon, voir si on ne peut pas sommer autre-
ment peut servir, (8.26) : c’est du Fubini en somme.

Dans la recherche d’un équivalent du terme général u,, d’une suite mono-
tone qui converge vers 0, ou d’'un équivalent de u, —! si elle converge

vers [, (ou de ul si elle diverge), l'utilisation d’un équivalent du terme
n

général x, = u,, ,—u, de la série associée peut servir. On suppose
donc x, équivalenta y,.

1°) Si la série des x,, converge, la suite des u, converge.
Supposons d’abord qu’elle converge vers 0. Alors le reste de la série
des x, , qui vaut :
+ oo
R, 1= Y (u,,1-uy) =—u, est équivalent au reste
p=n

+ oo
Sn—l = Zyp
p=n

Si la suite des u, converge vers /[#0, en posant v, = u,—[,ona
Vps1—Up = Uy,1—U,, donc R, = —v,, et cette technique donne un
équivalent de u,, 1.

2°) Si la série des x, diverge, dans ce cas la suite des u, diverge, vers
+ oo si elle est croissante, — o« si elle est décroissante, mais dans ce cas les
sommes partielles des séries des x, et des y, sont des infiniments
grands équivalents, d’ou :

n-1 n-1
Xoo1= D% = Y, (Uye1—%,) = u,—u,
p=0"  p=0

n-1
équivalenta Y, ; = Y y,-
p=0
Bien siir ceci n’a d’intérét que si le calcul d’un équivalent pour le reste
(ou la somme partielle), de la série des y, est facile, ce qui est le cas par
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exemple des termes en y,, = f(n) avec fpositive, décroissante, d’ol1 une
comparaison avec des intégrales.
Voir en 8.28 un exercice de ce type.

Dans ce raisonnement on a utilisé le résultat, qui doit étre connu, sur
les équivalents dans les séries : pour une série a termes de signe cons-

tant, u,,, si 4, ~v,,, les séries sont de méme nature et :

en cas de convergence, les restes d’ordre n sont des infiniments petits
équivalents ;

en cas de divergence, les sommes partielles d’ordre n sont des infiniments
grands équivalents.

Pour ce qui concerne la nature d’une série pas d’équivalent pour les
séries de terme général u,, de signe quelconque, mais... si u, ~ a,,, avec

a, terme général d’'une série plus facile a étudier, penser a écrire :
u, = a,+(u,—a,), et a étudier les deux séries de termes géné-
raux a, et b, = u,-a,, pour éventuellement conclure.
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Enoncés
8.1. Soit f: R, deux fois dérivable, telle que f(0) = 0 et f"

n—)+eok=l nQ

soit bornée. Déterminer Lm Y f ( k )

n n[
8.2. Calculer im + ¥ In (ﬂ) en déduire Tim 7.

n—+00 N =1 n n—+o N
8.3. Nature de la série de terme général :

_o(a+1)..(a+n-DBP+1)..B+n-1)
B nly(y+1)...(y+n-1)

- ,n=1,aveca, B

et 'y réels.

8.4. Soit (a,), . une suite de réels tendant vers + et telle que
(a,,1—a,) tende vers 0. Montrer qu’il existe une application @ stricte-

ment croissante de IN dans IN telle que (a n) tende vers 0.

o(n) —

8.5. On consideére la série harmonique dans laquelle on supprime
tous les termes dont le numérateur contient au moins une fois un chiffre
fixé non nul a, dans son écriture décimale. Nature de la série obtenue.

8.6. Ktude de la suite définie par la donnée de u, et u,, strictement
positifs, et de la relation de récurrence :

Up,o = In(14+u,, )+In(l+u,).

8.7. Soient a et b deux réels strictement positifs. Etudier les suites
(a,) et (b,) définies par a;, = a, b, = b etles égalités :

a,+b

n
VneN, a,, = 9 - b1 = A/an+1bn‘
8.8. Soit (u,) une suite réelle telle que, pour tout =z, on ait

uz +nu,—1 = 0. Etude de cette suite. En donner un développement
asymptotique avec deux termes.
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8.9. Pour n =2 et xe ]0,1[ on pose:
1

X"+ =
n
x

fu(®) =

x+=
x

Montrer que I'équation f,(x) = n, admet une seule solution x,
dans 10, 1[. Etude de la suite (x),29-

On pourra justifier que f, , ;(x,) + f,_1(x,)>2n.

8.10. Soit a, = (1 *2“/3) etu, = d(a,, Z) . Que peut-on dire dela

suite (©,), o -

8.11. Etude de la série de terme général u, = Sm7n

n-— «/r_zsinn'

8.12. Soit (u,) une suite décroissante de limite nulle. On suppose
qu’il existe une suite strictement croissante d’entiers naturels (n;) telle

1 - .
que, Vk e N, v, = — . Montrer que la série des u,, diverge.
k ny

8.13. Nature de la série de terme général :

_ (In(n + 1))?
U, = In (1nn~1n(n+2))'

8.14. Soit m un entier supérieur ou égal a 2. On considére la série :

l+l+...+ 1 + X 1 1 x

2 m-1 772+m+l+"'+2m—1+2_m

Montrer qu’il existe une unique valeur de x pour laquelle cette série
converge. Calculer alors la somme.

+ ...

8.15. Soit (w,, s)( Jew?’ une suite double a termes positifs
n,s) €

vérifiant :
(1) pour chaque = fixé, la suite des w,, ; converge vers [, en croissant ;
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(2) pour chaque s fixé, la série an, s est convergente, de somme T, ;
n

(3) il existe M réel tel que, pour touts, T, <M.

Montrer que la série des [, est convergente, (de somme L), que la
suite des T, est convergente, (de limite T) etque L = T.

8.16. On considere la suite u,définie par la donnée de uy = x>0 et

la relation de récurrence u, ., = J 1+ (ug+...+ un)2 .
fe L 2" . 1
Déterminer la limite des v On pourra poser sinf, = —.
n un
8.17. Soit une suite de nombres réels 5,> 0.

+ oo

b -n
. > = ’n .
a) Existence, pour n =2, de a, ,E’I(l +k n)
b) Montrer que a, = — 1 etque a,b,<2.

e"-1

¢) On suppose la suite des b, convergente vers b > 0. Montrer que
la suite des a, a une limite > 0.

8.18. Etude de la suite des u,, n € N*, définie par :
n n-1 «
=2 ' LAY
U, = — Y (-1Y (cos (n)) .
j=0
8.19. On considére une suite (a,) de réels telle que

n
. 2
l_1)n+1 a,- 2 a, = 1. Comportement de a, en + oo ?
n oo

k=1

8.20. Existe-t-il une suite (u,) telle que, pour tout n» de IN*,

. Uyl
Uy, =n et lim —— =1°7?
no+e Uy,

8.21. Montrer que ¢ est irrationnel.
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1

1+=
8.22. Limite de Ia suite de terme général u,, = n j "1+ "de.

1

_ 1 1 1 P .
8.23. On pose u, = STl + Snid +...+ 6 3" Etudier la limite

A de cette suite et trouver un équivalent de u,— A .

1

8.24. Soit P,(X) = %+(ni_l—)|+...+X+ 1. Montrer que P,

admet au plus une racine réelle.
Soit ay,, , | le seul zéro réel de Py, ; , trouver kl_i)n:ﬁagk 1

8.25. Ktudier la suite de terme général :
n k n
i, =Y (ﬁ) .

k=1

8.26. On note d(j) le nombre de diviseurs de I'entier j. Que dire de
la suite de terme général :

1« .
u, = = ¥ d().
ngl

8.27. Soit une suite u = (u,), ., de réels telle que :

lim un+% ug, = 1.
n—> 400

La suite est-elle bornée ?

8.28. Déterminer la limite / de la suite de terme général :
2n-1

1
Un = ;Z'n %k+1"

Equivalent de u,, — 1.
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Solutions

k - 1
8.1. Les valeurs —;, majorées par w s’accumulent sur 0, donc du
n

Taylor Young s’impose. En fait, la seule existence de f"(0) donne

fhR) = f(O)+Rf'(0)+ %f"(O) + o(h2) , d’ou I'existence, pour tout z et

tout k < n, d'un nombre g, , tel que
52

f(k) = 2f (0)+ i (&, .+ f"(0)) les g, , étant bornés car
n
vérifiant lim (8,,, =0, (umformement enk<n).

n—+o0

Soit M tel que Vne N, V&, 0<k<n=>|skn+f"(0)|sM,ona:

s, =[O zk+ . Zk(akn+f"(0))

n’ 2n" y o1
+1
2n° 2n
avec |un| = LH0) <M Z B = Mn(n + 16)(2n+ 1)‘
=1 k=1

8.2. Pas de probleme, c’est de la formule de la moyenne, pour
x ~ Inx, monotone sur ]0, 1], d’intégrale impropre qui converge en 0,

(liIll()Ja_clnx = 0). Donc, (en justifiant au besoin I’emploi de la formule)
x>

ona:
1
lim l£=jldx=1—l=—l.
[lim = ;ln Onx [xInx -]
1
. _am (el 1l P
Puis, avec u, = s Pl:[” ,onalnun—;pgllnn qui tend

vers - 1 donc lim %, =
n—>+o
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8.3. Si Ye Z_, u, n’existe pas pour n = |y| + 1. On écarte ce cas,

mais alors si @ ou B € Z_, u, devient nul pour = assez grand, et la série
converge.

On suppose donc que ni ¢, ni B, ni Y ne sont entiers négatifs. On pose
a-1=apf-1=bety-1=c,dou:

(15 (+)

, et, comme on aimerait prendre des

. N a
logarithmes, on commence par se placer dans une zone ou (1 + z),

(1 + %) et (1 + i) sont positifs, ce qui est possible puisque ces quantités

tendent vers 1.

Il existe k, tel que Vk>ko,1+;—:>0,l+£>0 et l+}£‘>0,d’oi1:
n
a b c\'!
u, = uko H (1"’;) (1+’_{) (1+’_t) = ukovn,
k=k0+l

our n >k, , avec les séries des u, et des v, de méme nature. On a :
0 n n .

n

Loguv, = Y, (Log (1+%)+Log(l+£)—Log(l+£)),

k=ky+1

ce qui s’évalue par développement limité. On a:

- a by _ ¢
w, = Log(l+k)+Log(l+k) Log(1+k)
_a+b-c a+b ¢ O
= E R
ok> &
la suite des 0, étant bornée car en fait, avec f(x) = Log (1+x), on
2 3
écrit f(h) = f(0)+hf'(0)+% 1 +% £ oh) pour b = ‘i,% ou

P borné par rapport a k, donc la dérivée troisieme étant bornée sur un

voisinage compact de 0, les 6, sont bornés par rapport a k.
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En sommant les w,, et en utilisant le fait que 1 + % +..+ ;l—z —Logn

tend vers la constante d’Euler, on obtient
Logv, = (a+b-c)Logn+A+o(l),doncsia+b-c#0 ona:

A
e

v, = ———, et la série converge si et seulement si
>t oo n—a—b+c

—a-b+c¢>1,soitpour 1-a-B+y>1,ouy>a+p.
Sia+b-¢c=0,soita+p =y+1, alorsw,,—O( )doncLogv

a une limite finie, /, et v, tend vers ¢ 20 : la série des v, diverge.
Comme la série des u, est de méme nature, il reste finalement conver-
gence pour y> o +f.

8.4. Comme les a, divergent vers +o, on peut, pour tout =,
« dépasser n », et si c’est pour des valeurs d’indices & telles que a; , , —a,
soit « petit », en prenant les plus petits indices ¢(n) et ¢(n + 1) tels que
Gg(ny dépassen et a, . 1) dépasse n + 1 on aura des indices distincts...

. 1 L
Comme nll,n}.,,a"* 1— @, = 0,3ny, Vo =ny,|a,,—a,|< 3> puis il

existe p dans IN avec p <a, <p+1l.

Lensemble A; = {n;n=nya,=p+1} est non vide, (a, tend
vers + =), donc n, = inf A, existe, (avec n, >n, en fait car a, <p+1 ).
De plus :

1

a, 1<p+1=<a, ,etcomme Ianl_l—anllsg,ona:

_1\p+1 a, <p+1+— _p+2——<p+2—-
Avec Ay = {n;n=n,a,=p+2},onaura Ay, nonvide, de borne

P N 1
inférieure ny = n,, et méme, comme |a,,l 1 a"1| <gz,ona

an1+1<anl+%<p+2—%,donc no>n;+1.

Plus généralement, pour tout k de IN*, on introduira :
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A, ={n;n=n,_j,a,=p+k}, non vide, et n, = infA,, et

comme on partait de n, _; tel quep+(k—1)sank_lsp+(k—1)+%,

. N P . 1
et que la distance de deux a, d’indices consécutifs est majorée par ,
(strictement), on a :

1
ank_1+1<ank_l+§Sp+k—§, donc n,>n,_;+1 : en posant

©(p + k) = m;, on a une suite strictement croissante d’entiers, telle que,
vu le choix de n;,
|20+ = @+ B)| < |agp 1y~ Goip -1l »
majorant qui tend vers 0.
Mais on ne définit ainsi ¢(r) que pour r>p.

Or’a chaque étape entre n, et n,_, il reste un terme disponible,
(n,>n,_;+1),doncapres p + 1 étapes on aura assez d’entiers pour les

indexer en 2(p + 1) entiers d’indices croissants. Cette modification des
premiers termes de la suite ne modifie pas la limite des gy, —n.

8.5. La série initiale a pour terme général u, = ,m=1, elle

(GRON
n
est alternée convergente.

Comme il ne sera pas facile, (c’est le moins qu'on puisse dire) de
préciser les n contenant le chiffre fixé a, dans leur écriture décimale, il
ne sera pas facile de connaitre les changements de signe : on s’attend a
de la convergence absolue.

. . 1
On considére donc la série des (v;), .. ; , obtenu en prenant les o
croissant, n = 1, n ne contenant pas le chiffre a dans son écriture déci-

male, et comme les v, sont positifs, on va sommer par tranches, en
considérant les v, associés auxn s’écrivantavec p + 1 chiffres, (si p croit,

les n» augmentent), donc pour les z compris entre 10” et 107" -1, (au
sens large).

Le premier chiffre (non nul) est choisi dans {1,2,...,9}-{a},ilya
donc 8 choix, les p autres sont choisis dans {0,1,..,9}-{a} :ilya

alors 9 choix possibles, d’ou 8- 9? entiers n convenant, et fournissant
des n =10, donc la somme S, des v;, de cette tranche est majorée par
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1 9y y , L .
8.9/. = =8. (i—O , terme général d’une série convergente, et fina-
1
lement la série obtenue est absolument convergente.

8.6. Ona, parrécurrence, u, >0 ,(donc u, , , existe), et ce pour toutn.

Si la suite converge, c’est vers o vérifiant 'égalité o = 2In(1+ ).
Existe-t-il un tel o ?

Soit x — g(x) = 2In(1 +x)—x,ona:g'(x) =

1+x 1+x’
x |0 1 o + oo

g + 0 -

go/ \‘_m

vu les variations il existe un et un seul a.>1, tel que o0 = 2In(1+ ).

Soit alors a = inf (ug, u;, &) et b = sup (ug, 4;, O) , montrons que,
pour tout n, a <wu, < b. Clestvraisi » = 0 ou 1. Si c’est vrai jusqu'au
rang n + 1, on a, par monotonie de la fonction x ~— In(1 +x) :

In(l+a)<In(l+u,)<In(l+5)
In(l1+a)<In(l+u,,;)<In(l+5) donc:
2In(l1+a)<In(l+wu,)+In(l+u%,, ;) <2In(1+5).

Comme a<<o<b>), on a alors g(a)=0 et g(b)<0, soit
2In(1+a)-a=0 et 2In(1+b)-b=<0,dou:
a<2In(l+a)su,,,<2In(l1+b)<5b.

Donc par récurrence, la suite des «,, est bornée par a et b.
On pose alors A, = inf {u,;p=n} et p, = sup {u,;p=n}.

Pour n+1, {up;p>n+l}c{up;p>n}, d’ou, pour les bornes,

Apo1=A, et U, , 1 =<MU, :les deux suites sont monotones majorées par
a et b, donc elles convergent.
Soit A et W leurs limites.

Ona Vpe N A, <u,,,<U,
Ay < Uy,14p S Uy, d'ol, (croissance du logarithme)
2In(1+A,)sIn(Q+u,, ) +In(1+u,, ) <2In(l+p,),
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SOit :
2In(1+A,) < Upipro S 2In(1+w,).

Soit alors ¢ =n+2,2In(1+A,) minore 'ensemble des u,, k=g,
donc 2In(l1+A,)<A,, pour tout g=n+2, et de méme
My <2In(l+p,), pourtout g =n+2.

En fixant n, si g tend vers + e, on a :

2In(1+A,)<A<p=<2In(l+p), puis si n tend vers + o cette
fois,

2In(1+A)<Adoug(d)<O:ona A=a,
etus<2In(l+p)doug(p)sletpsa;
enfin, A, <p, donne A <y alalimite, dou a <A< p < a et l’égalité
A = p = o mais alors: Ve>0,3ng, Vrn=ng,o-e<A,<p,<o0+¢,
et vu la définition de A, etde W,, on a aussi :

Vn=n;, o-esu,<0+e,

d’ou finalement lim u, = o.
n—>+o0

8.7. On peut commencer par préciser, par récurrence, que les a, et
b, existent et sont strictement positifs, ceci pour tout z.

Ona b:+1 =a,.1b, = % (a,+b,)b, et :

2 1

2
a =

e+l }1 n+‘11b +2anbn,donc
@: bn“ 3+1=i(b ai),soitencore:

1
(bn+l_an+l)(bn+l+an+l) = Z (bn_an)(bn+an)’

et comme on a des nombres >0, b,—a, est finalement du signe de
bo —Qay = b-a.

La relation @ donne également bi —-a, = ln (b°-4”) donc
' 4

lim (b2-a2) = 0.

n—+o0
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Puis, (recherche d’une monotonie), on considere
n Oy
2
si b = a, mais alors les deux suites sont constantes, égales a a) : la suite
(a,) est monotone. Il en est de méme de la suite des b, car:

bfwl—b: =b,(a,,1-b,) = % b,(a,—b,) : de signe constant, celui de

a,,,—-a, = , de signe constant, celui de b—a, (ou toujours nul

a-b, donc les deux suites sont de monotonie opposées.

I1 est temps de conclure : si a > b, la suite (b,) est croissante, celle

des a, décroissante, et b,—a,<0 :onadonc by<..<b,<a,<..<ay,
d’ou deux suites monotones bornées donc convergentes vers la méme

limite I(a, ) puisque bf, - ai tend vers 0.

8.8. Avant toute chose, une telle suite existe-t-elle, c’est-a-dire, pour
un 7 donné peut-on résoudre I'équation X +nx-1=0, (ce qui per-
mettra de prendre pour valeur de u, , I'une des racines réelles de cette
équation).

Si f.(x) = K +nx—1, foul(x) = 5x* +n est positif, strictement sur
R*, donc f, eststrictement croissante sur IR, d’ou I'existence et 'unicité
de u,.Deplus, f,(0) =-1et f,(1) =n>0sine N*,doncuy, =1,
et u, € 10, 1[, pour tout n de IN*.

Comme f,, ,(u,) u2+ (n+Du,-1,

5
u,+nu,—1+u, = u,>0,0ona:

O<u,, 1 <u,,( fri1(x) est<Osix<u, ,,et>0six>u,, )

donc la suite (u,) est décroissante minorée, donc convergente vers une

limite = 0.

Légalit¢ nu, = 1- uf’, € [0,1], montre que [ =0, (sinon,
{>0=nu, ~ nl,doncne reste pas borné).
n—+oo

1

-1 4’
1+n "u,

£ 1 N 4 5
On peut écrire u,, = == d’ou u, équivalent a
n

S

car lim 1u‘,t:O.

n—+0 N
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En poursuivant, on a

1
u, = =
n 4 -
n+( 1 4) n+l4(l+n_lu:) ¢
n+u, n
=1 1 =l(1_l+o(.1_))
n 1 n 5 5
1+—5(1+o(1)) n n
n

= 1lz - lﬁ +0 (lﬁ), d’ou les deux premiers termes du dévelop-
n n

pement asymptotique de u,, .

8.9. Etudions les variations de g, , définie sur ]0, 1[ par :
-1
+1

s

2 2 +1

x "+ 1 x—nx"T —nx"
n+1 n—l_n=
x +x

gn(x) =fn(x)—n =

+1 -1
x4 x”

ou plut6t, comme cela va étre horrible et qu’on cherche les zéros de g, ,
fraction rationnelle dont le dénominateur reste positif, cherchons le

. £ . 2 +1 -1
signe du numérateur, k, défini par k,(x) = x" —nx" " -nx"" +1.

Ona: PR, (x) ™" - n(n+1)x"—n(n- l)xn'z

nx"_2(2x"+l—(n+ 1)x2—n+ 1),
2x"+1—(n + 1)x2—n+ 1 sur 10, 1[.

Ona: K, (x) = 2(n+1)x"-2(n+1)x

du signe de k,(x)

w1 dans 10, 1[ d’'ou &', <0
= 2(n+ Dx(x " —1) avec x

sur ]0, 1[, donc k, décroissante avec k,(0) = —n+1,(etn=2):0ona
k, négatif sur ]J0, 1[, donc &', aussi; finalement %, décroit sur ]O, 1]
strictement de £,(0) = 1 a 2,(1) = 2(1-n)<0 : il existe un seul x,
dans ]0, 1[ tel que %,(x,) = 0,avec k,(x) >0 sur ]0,x,[ et 2,(x) <0 sur
]Jx,, 1 [, d’ot1 une seule solution, x, , al’équation f,(x) = x,,sur]0, 1[.

n+1 -n-1 n-1 —-n+1
X +x +x  +x
Ona’fn+l(x)+fn—l(x) = 1
x+x
CEE+DET e
(ac2+l)ac_1

=x"+x " = (x+x'l)fn(x),
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et comme f,(x,) = n, et que, sur ]0, 1], la fonction g: x ~—>x+;lc

décroitde +~a2,ona x, + 1 >2,dou f,, (x,)+ f,_1(x,)>2n.
xn

2n
En fait f, est monotone sur ]0, 1[, car avec f,(x) = xnicl—':ci_l on
a:
fn,(x)(xn+ 1 + xn— l)2
= 20"+ %" ) = ((n+ D& + (= 1x" D)= + 1)

3n-2

—(m+1Dx"—(n- l)x"-2

3n-2 n
—-X )’

(n- 1"+ (n + 1)x

= (n-1)(" %" ") + (n + 1)(x
orsur J0, 1[,pour  =1,0ona Xr<x" et " Icx” ,d’ou f,'<0 sur
10, 1[, (ce qui au passage permettait d’avoir I’existence et 'unicité de x,, :
en croyant simplifier, j’ai allongé la solution).

Justifions par récurrence la croissance de la suite. On trouve
%9 = 0,435 et x3=0,518 donc x3>x,.

Supposons x, >x,_; pour k<n, (et k= 3).

Ona f,, (x,)>2n- f,_,(x,),avec f,_, décroissante
donc f, _1(%,) < fr_1(%,_1)
dou f,, (x,)>2n—-(n-1)

n—1, puisque x,_;<x,,

n+1.

Comme f,,, décroit et que f,,(x,.1) = n+1,cestque:

X, <%, .1-

La suite (x,), ., est donc croissante, majorée par 1, elle converge.
Vérifions que la limite est 1.
Soit a € ]0, 1 [, on veut prouver que pour n assez grand ona x, >a,

c’est-a-dire que f, (a) est>n, ou que % - 1 (a" + lﬂ) devient supé-

a+-= a
a

rieur a 1, or cette quantité équivaut a

1 1
.— avec ->1 donc sa
n a

limite est + oo.
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Elle devient supérieure a 1 pour 7 assez grand, donc Vae 10,1 [,
Ing, Vo =ny,a <x,<1 :onabien convergence des x, vers 1.

Ce fut laborieux ! Mais vous savez ce que c’est, il y a des jours ot les
raccourcis que I'on prend allongent le chemin !

1+J3
2

8.10. Le nombre o = fait penser a un zéro d’un trinéme,

1-.5
2
cela ressemble aux zéros de X>-X—1.

dont 'autre racine serait o' =

:onaoo =-1etoa+a =1,

Justifions, par récurrence sur n, 'appartenance de o + o™ aZ. C’est

. ' 2 12 1
vraipour n = 0,1, (a+a'=1) et2car " =+ 1,0" = o' +1 donc
o+’ = 2+0+0eZ.

2 n

En fait "% = " '+ " et "2 = o™ *!

o +o'”, donc en notant
S,=o"+a",ona8,,, =S,,;+S,, dou par récurrence, 'apparte-
nance de S, a Z. Mais alors 0" = S, - o' donc d(Z, o) < |o|", et

méme d(Z, o) = d(Z,o'"), la distance étant invariante par translation.

2
J52_ 1) <! car ced équivaut 2

2
6-2/5<2 soit 4<2./5, ou 16<20 : Cest vrai, donc pour n=2,

En fait, pour n = 2, on a (

n
d(Z, ") = |ov|" = (%) = u,, donc la suite des u, décroit et con-

verge vers 0.

. inn .
8.11. Existence:ona u, = — 0% existe pour tout n =1,

Jn(fn - sinn)

(sinl#1 etn=2= Jn-sinn>0).

. . sinn
Les u, ne sont pas de signe constant, mais u,, ~ 0 alors on retran-

. 4o sinn .
che et on ajoute I'équivalent, v, = ——, pour voir, comme au poker.
n
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sinn  sinn 1
= +

Onau, = ——1
n n |,_sinn
Wn
= v, +w,,
.2
avec w, = S n
n =
n(Jn - sinn)

Onaw, = O ( 3 /2) :la série des w,, converge absolument, quant a

sinn 1
Up = ——,ona qu1 tend vers 0 en décroissant, et les sommes
q
Spq = Y, sink, (p <g) qui sont bornées par rapport a p et g, donc, par
k=p
le critere d’Abel, la série des v,, converge, celle des u,, aussi.

8.12. Le critére de Cauchy n’est pas vérifié. En effet, soit € = % , et

n fixé dans IN. La suite (n;), étant une suite strictement croissante
d’entiers, elle diverge vers + e, donc 3k tel que n, = 2n.
"k
Soit p = E(2)+1 onap=n,et y u =(n—-p+1lu, Y car la
r=p

suite des u, est décroissante, et p = E (2)+ 1= Ek +1, donc

ny+1—p=—. A fortiori, on a: Z u,?% 4, = 5, vu Ihypothése

Mll—l

faite sur les n, .

On a finalement :

N)ll—'

q
e Q,Vn,ﬂp/n,3q>p ;

on a bien nié le critere de Cauchy, d’ou la non convergence de la série.
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8.13. On peut penser a un développement limité en se disant qu'on
a affaire a2 un de ces exercices rendus obsoletes par I'emploi du calcul

In(n + 1)) —In (ln(n +2)

Inn In(n + 1)) = T ns1

formel, mais...ona: u, = In (

In(n+1)
Inn
si et seulement si la suite des a, converge, ce qui est le cas car

In(n+1) _

lim ————= =1 donc (a,) converge vers 0. De plus, la somme de
n—+oo Inn

sion pose @, = In ( ) , et dans ce cas la série des u,, converge

L In3
la série vaut alors a, = In s = Y uy,.

n=2

8.14. Le terme général, u,, pour n = 1, de la série vaut : u, = — si

S

X L.

n# O(m), et u,, = i Si la série converge, et a pour somme S, en
m

particulier on aura :

S= limS,,.
k> +oo

mk 1 k 1
OrS,, = ¥ -+3¥ =
p= 1? g=1
= In(mk)+C + ’%1 (Ink+C) + o(k),
avec C constante d’Euler, ou encore :
S,; = C (1 +";1)+1nm+(1 +";1) Ink + o(k).
m m

Cette expression admet une limite, lorsque & tend vers + oo, si et seu-
lement si: 1+%=1 = 0,soitpour x = 1-m.
m
Donc, pour x# 1 —m, la série diverge, et pour x = 1 -m, il reste a

justifier que la série converge, c’est-a-dire que lim S, existe, (et pas
seulement la suite extraite des S,,, ). nohee

Or, pour 7 dans NN, il existe un seul k& tel que : mk <n<mk+m, et
en utilisant le calcul précédent on obtient :



Exercices de Mathématiques spéciales — Topologie, analyse 147

(72}
]

n Smk+ z ;
r=mk+1
n

Inm + 2 % +0(n), compte tenu de la valeur de x et du

r=mk+1
fait que k tend vers + o si n tend vers + co.

1 ..
La somme des o est une somme d’au plus m termes, tous positifs

. 1 . 1
majorés par ﬂ donc cette somme se majore par 7 et finalement

S, - In(m)| < + o(n) avec < qu1 tend vers 0 si n tend vers + e : on a

lim S, = ln(m) ,d’oula convergence de la série et sa somme.
n—>+o0

8.15. Comme, pour s<s' ona w, ;< w, ,,dapreés (1), et ceci pour

tout n, on a T, < T, donc la suite des T, est croissante majorée donc
convergente. On note T sa limite.

Par ailleurs, pour tout s fixé, et pour N fixé aussi, on a :

Z w, < Z w, , = T, <M, donc, pour N fixé, si s tend
vers + oo, on en dedult que
N
0=< Y I,<T, par somme d’'un nombre fini de limites.
n=0

La série de terme positif /, ayant la suite de ses sommes partielles
majorée, converge, et sa somme L vérifie I'inégalité L<T.

Repartant de I'inégalité 0 < w, ; </, , que 'on peut maintenant som-

mer en 7, on a T, <L, donc en prenant la limite en s, il vient T<L,
d’ou I'égalité. :

8.16. Les u, sont définis, >0, et méme >1 pour n =1, on peut

donc définir 6, € [O, g’] , tel que sin6, = 1—3— ,pour n=1.

n
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Pour exploiter la relation (u, +1)2— 1= (up+.. +u,,)2 , on

. . .2 172 .
introduit cos®,,; = (1-sin"0,,;) , (car cos6,,,;=0 puisque

14 .
0,.1€ [O, §:| ), soit :

2 1/2
0 (1L 172 (Upy—1) wgtu+..+u,
cos0,,., = - = ” = ” .
Uy, 41 n+1 n+1
Mais alors :

cos(6,,,-6,) = cos@,, cos0, +sinb,, sinb,
(“o+~~-+un)(“o+---+“n-1)+ 1

UpUp 41 UpUp 41

_ (ug+ ... +“n-1)2 +u,(ug+ ... +u,_)+1
- >

UpUpy 41

2 2 .
avec 1+ (up+...+u,_;)° = u, ;soit encore :

_uy(ugt . tu,)  ugt..tu,

cos(9,,,-96,) = = = cos0,, ;
UpUy, 41 Uy 41
puis :
sin(0,,,-96,) = sin6, . ;cos6,—sin6,cosO,, , ;
_ 1 .u0+...+un_l_l'u0+...+un
Up 1 Up, Uy Up i1
u 1 .
=-—— == = —sin@,,;;
Upllp i Up+1
d’ou I'égalité :
i6,,1-6,) - =0, N .
e """ " =cosB,,,—-isinG,,; =e¢ "', doulon tire:
6,,1-9, = -6, ,, modulo 27, avec:
T T
6,,,-6, dans l:— §,§] et —0,,, dans |:— §,0] : Cest que
_1
6,.,1-90,=-6,,;, ou encore que 0,,, = 5 6,, et on comprend

enfin la raison de ce changement de variable.
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0 1

1 . p . .

Ona 0, = —— qui tend vers zéro, donc: — = sin6, = sin
2n -1 un 2n -1

. e n .

est équivalent a L et 2 est équivalent a 20,, avec
27!—1 un
1 . 1
0, = Arcsin vl Arcsin -
! l+x

2" . 1 . .

donc lim —=— = 2 Arcsin ———, expression valable aussi pour

n—>+e Uy /1+x2

x = 0, et méme pour tout x, puisque les calculs sur les u, commencent

pourn =1 etu; = A/1+u§>1.

kb, "
8.17. a) Si on pose u, , = (l +—") = ——lb—n, pour n fixé,

n
n

. Lo L (nY 1
si k tend vers + oo, u, , est équivalent a (b—) +— :avecn=2 onale
n/ k

+ oo
kb, "
terme général d'une série convergente, donc Y (1 +_") =a,
n
. k=1
existe.

b.\" nln(l+k ;—")
b) On a (1 +k ;") = , et en utilisant Iinégalité

In(1 + x) < x, valable pour x>-1,o0na:

b

b\ mhk kb
(1+k;") <¢ "=¢" don:

k
1
Up = (-Z, , €t, en sommant pour k=1,
e

+ 00 + o0 k
1 1 1
= = —_ = - —
@ = D U= 3 { , , =,
k=1 k=1\e e 1l-e
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soit a,, = o
e -1

2
Linégalité In(1 +x) = x— 5 (valable pour x = 0 ), ne conduit pas a

ab,<2, (sauf erreur de ma part), mais, pour = fixé

U, = f(k) = ——l—n est fonction positive décroissante de k, et
(1 rE
n
I'inégalité :
f(k) =< f(x), pour x € [k—1, k], conduit, en intégrant, a :
k
U, = f(R)< %, et en sommant, a :
k-1 (1 +x —")
n
+ 00 + 00
dx
a, = Z u’h,n = b P
k=1 0 (l +—= x)
n
soit, comme on a supposé n =2 :
+ o0
a, < n _1 -1
by

(n-T) b, \*~!
(1+— x)
n
0
ou encore :
n 1 n n-1+1 _

— _1 <
=01 bn’avecn—l_ n-1 _1+n—1\2’

on a bien a,b, < 2, pour tout n = 2.

+oo P
1 . 1
3°) C = — =l _ et
) Comme a, = Y W lim Y o et que
k=1(1+—) k=1(1+k—)
n n
I'on cherche lim a,, on se retrouve a la téte d’'un probléme d’interver-
n—+o0
sion de limite.
! 1

Posons f(p,n) = Y ————.
k=1 (1+k%)
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b.\" (l +k —)
Pour p fixé, si n tend vers + oo, (1 +k ;") = , avec les b,
. k , P N b .
bornés, tend vers ¢ b car I'exposant est équivalent a n - k - = kb, puis-

que les b, tendent vers >0 ;
. L1 Loy
donc lim f(p,n) = @(p) = 3 — = D (—b) .
n ke k=16 k=1 ¢

Pourn fixé, im f(p,n) = y(n) = a,, et cette convergence est uni-
-+
forme en 7. Pour le justifier, nous allons justifier la convergence domi-

b,\"
(1+k —)
n

D’abord, lim b, = >0, etles b, sont tous # 0, donc la suite des
n—+o0

née, (en n), de la série des u; , =

b, est minorée par un >0 ; traduire la limite avec € = b , d’ou ng tel

2
que n?noﬁbnzb—g = g,pulsprendre B = 1nf(b2,b3,. » b, ,g)
Onadonc 0 sy, , < ;n
-2
n
Pui RBY *
is, x ~—g(x) =1+ ~ est monotone,
kB
~xln 1+"B kB x _—2)
car g(x) = ¢ , donc g'(x) = [-1In (1 +_)___x_ g(x)
x 1 kB
+ —_—
x
. _ _kB @)
est du signe de z(x) = 1B %B In (1 + <)
_kB
2
Onaz(x) = - kB X _ - kB kB

(x+kB)? 14 EB  XEHEB) (x4 pp)?
X

_ kB

, fonction positive pour x> 0,
x(x + kB)?
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donc z est croissante, or lim z(x) = 0, donc z est négative et g' aussi
x—>+o0
sur 0, + oof.

Mais alors g est décroissante, et u, ,, est majoré par g(2) pour n = 2,

1 4 .
soit 0 su, ,<———= ~ —— :onabien convergence normale,

2 2,2
(1 + %B) kot Bk
(en n), de la série des (uy ,), - ; » €t le Théoréme d’interversion des limi-
tes s’applique, (on est a valeurs dans R complet), donc lim @(p) et
po+eo

'

+o0
. . . ) A 1V 1 1
lim a, existenten étant égales,d’ot lim a, = Y |5| = 5 - —
n—+00 n—>+oo e e 1
k=1 -=
b
. . 1 . ..
soitencore lim a, = ———, valeur strictement positive.
n—+oo
e —_—

8.18. Etsi on calculait, avec les exponentielles ? On a :
nn-1 L, imj/n

9 ¢ +e inj/n\n
j=

n-1 n
- 1 2 (- l)j z Czez’njk/ne— iuj(n—k)/n’
" j=0 k=0
"-1 L (ki + k) .
Z(_ )] " 1)1’
k=0 j=0

car ¢ ™ = (= 1Y, donc (-1Y(-1Y = 1 disparait, (comme 2" au
départ) et :

3as ]

kO j=0

0
Sy
M=

— inj

On ala somme des termes d’une progression géométrique de raison
2ikn/n Q. . .
e .Sik = 0,0uk = n,laraison vaut 1 et la somme 7, alors que si

O0<k<mn, la raison est différente de 1 et la somme est nulle,
2ikT
[ = :ikﬂ:/n_l =O]'
e -1

. 1 .
Finalement, «, = - (an +Cpn) = 2 : la suite est constante.
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n
8.19. Enposant S, = Y ai , on définit une suite croissante, (les a,,
k=1
sont réels) qui sera : ‘

soit bornée, alors S, converge vers S>0, (les a, ne sont pas tous nuls

n
. 2 . 1
sinonles a, Y, a; le seraient), donc a, converge alors vers g car a,S,
k=1

tend vers 1 ; mais la convergence de la suite des S,, suppose que a, tend
vers 0 : c’est exclu ;

. . o 1
soit non bornée, mais lim S, = +o et g, = s a,S, converge alors
n—+o0 n

vers 0.

. . L - 2 ..
Finalement la suite des a, converge vers 0, et la série des a, diverge.

o . . . 1
8.20. En fait si une telle suite existe, #; est non nul, puis 4y = —,

Uy
Us = z = 2u,; Uy = é = g’l : on sent une récurrence. Suppo-
57w, T T - SUPP
_ 1 1-3-5-..(2n-3)(2n-1)

et = T 24.6-..(2n-2)

w. - 2-4.-..2n
1'1.3...(2n-1)
2.4

. .. 4
cequiestvraisin = 2,car uy = — = Uy - —5
u4 N

sons
et Uop+1 =

1-3°
@n+l) _ 1 1:3-..@2n-1)
Uope1 U @n+ 1) — om
1 1:3-.@2n-1)Qm+1)-1)
u, 2-4-.. 2(n+1)-2)
2n+2) _

9.4...9
= u(@2n+2)- 1-3-...(2n21)

Alors uy, o =

€t Ug, .3 Uz ea
n+

2-4-..2(n+1))
1-3-..2(n+1)-1)
On va arranger un peu cela en :

1 (2n)!2n

on = g €l Ug,, = U
u n
. 1 (2"nY)

= up- : c’est récurrent.

(@)’
(2n)! -~
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On aalors :

4
Ugn+1 _ ul (2"n!)

et:
Usa ' 2m((2m))2

Usars _ 1 (2n+2))’(2n+2) _ 1 (2n))’(2n+1)*(2n+2)°
Ve u (@ m+DD' W (@) 2Ym+ 1)

Un peu de Stirling pour faire le ménage : rappelons que :

n
n . N
n! ~ (;) J271n, sin tend vers + oo, d’olx :

4n 4n -4n

2
Yomer 2 27m e (2mm)" _ oW
~ Uy - =uU 35
Uon 202" n* e " 4mn 2
alors que :
4n_4n -4 5
Upwrs 1 270" ¥ (4nn)2°n® 2

2,

2 odn 4n -4 2 2.4 4
Uonss u] 2%n e AWR2°n  mu

. Up 41
on aura donc lim ——

. . 2 2 N
= 1, si, et seulement si u; = = d’ou deux
E>+0 Uy T

choix de u;, «/?t et — J% , qui conduisent a deux suites solutions.

+ oo
8.21. Onsait que ¢ = 2 R Si e est rationnel, en écrivant ¢ = 14 s

k=0
sous forme de fraction irréductible, avec p et ¢ entiers positifs, on aura
n + 00

p = ge,d’oy, pourtoutn:p = Y %+ Y, %,etaussi:
R !

k=n+1

n ! + o0 !
nlp = 2q-%+ Y q%.
k=0

k=n+1

n
n! . n! . .
Pour k <, g 77 estun entier, donc n!p — Y q 77 €stun entier stric-
k=0

!
tement positif, la somme des ¢ % , pour k =n+1 n’étant pas nulle.
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n! _ 1 1
Or, pour k=n+1, on a i (n+1)(n+2)...ks P donc
- n! _q o 1 q 1
R N T
k=n+1l kLom =07 n 1—l
n
<9
n-1

majorant qui tend vers 0 si n» tend vers + co. En choisissant 7z tel que

1 . . < .
—9—- < 5 pour faire notre petit découpage, on obtient

: dur, dur a assumer ! Donc ¢ est

NO| =

O<n!p- 2 g k' = un entier <
1rrauonnel

Autre méthode.

n

1 . . .
Enposant u, = Y, Ak la suite des u, est strictement croissante, de
k=0

. 1
limite e. En posant v, = u, + Sjrona:

2 1 l1-n
Upo1—Up = CESNET =D <0 pourn=1,(et<0sin=2).
. L . 1
Lasuite des v,, est décroissante, convergente vers e puisque o tend vers 0.

Onadonc, pourtout n = 2,
u1<u2<...<un<e<vn<...<'v2 = vl,

dou: u,<e<wv,,pourtout n=1.
Si ¢ est rationnel, avec ¢ = 2 , on aurait :
q!uq<p.(q—l)!<q!uq+ 1, avec qlu, entier: c’est absurde,

Pentier p(q—1)! ne pouvant étre compris strictement entre deux entiers
consécutifs.

l-n

8.22. En posant t" = u,dou nt" 'dt = du,donc ndt = u ” du,
on aura :

L1 1 +1"
u, = J’(l )(l+ )l/n n ldu - j(l )—(u(1+u))1/"du,

1 1
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n
et 1a, on y voit plus clair car lim (1 + }L) = ¢, limite obtenue par
n—+o0

n
valeurs inférieures car (1 + %) Seel+ % = el/,n , ce qui équivaut a
In (1 + i) < 7—11 , vrai par concavité de x ~— In(1 +x), etsur[1, ], il est

. 2. 1/n . P
vraisemblable que (4 +u") ~ converge uniformément vers 1. Comme
on a, pour 1 =< u < ¢, par croissance des fonctions intervenant :

1/n 1/n
1 S(u+u2) s(e+e2) ,ona:

2

1/ 1/ . .
|(u+u ) " 1| < (e+e2) "1 , majorant qui tend vers 0.

2. 1/n

Soit gn:u->llt(u+u) , et g: u->11t, on a donc

lim |g,-g].. = 0, (norme infinie sur [1, €]).
n—>+oo

11 en résulte que :

u,— I:g(u)du

u, - [Inul] = u,-1

e

(g,,(u>—g(u))du—j

(l+i)n
du,
. (et 8O

d’ou :

iy~ 1| < J' 1 lg - g du+ ||g1|,,(e_ (1 + }z))
< (e-D)|ga—g|+ ||g1|,,(e_(1 + %)")

majorant qui tend vers 0, d’'ou lim u, = 1.
n—=>+o0

8.23. En écrivant :

1 1 1 1

T Heg e 143222

u
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on reconnait une expression qui conduit a la formule de la mdyenne
dans les intégrales.

En posant f(¢) = }'_ fonction définie continue, de classe C~ en

fait, sur [0, 1], on a :

- 1
1 1 k+=
U= 3 b 2|38
k=0 n
1
c’est une somme de Riemann, de limite A = 1 K = In2 .
3J),1+¢ 3

Pour la recherche de I'équivalent, on doit comparer une intégrale et
une somme : on coupe I'intégrale en somme pour obtenir :

k+z

_ k+1
ZJ' f@®di-1. Z =

3
OOI&—‘

ok

R+l e (g4l

et comme - f| — =j” | =2 | at, it vient

3 l

Bk

_ k+1 k+1

Zj” f@o-f|==2]a,

OOIi—l

et le reste repose sur la formule de Taylor Lagrange a un ordre conve-
nable.

ko k+1 keg
Pour ¢ entre . et ha , il existe ¢, entre ¢ et tel que :
2
k+% k+% k+% 1 k+%
JO-N=7) === )/ (= el ) /e

avec ¢, fonction de ¢ et de k bien siir, mais avec | f "(¢;)| <| f"|.., norme
prise sur [0, 1], segment sur lequel f", continue, est bornée.
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On a donc:
1 "ol k+s | Rkt E+z
Un =3 I T L t———|dt+
k=0 7
2
n-1 k+l k+=
1 n 3 "
. L t-—21 frepde,
k=0 %,
La premiere somme vaut :
2_k+1
n-1 k+l " k+l k+l
1 1 3 . 3 _ 3
| A e s
k=0 n 18" k=0
11 n-1 k+%
donc mns, = 8 n Z f! ) expression ayant pour limite

llg L:f'(t)dt = 1_18 (fFM)-£(0) = - %, (somme de Riemann pour
-

La deuxiéme somme se majore :

2
- k+1 };+%
It,| < -IIf"II,,Z i -—=| dt,
= n
5 b+l
1
<_ "
8llf Il 0[ L ,
1 "
<_8 I f"ll. ; '—3
||f"||°°

54n°
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Onadoncuv, =s,+t,,avec lim ns, = — — et lim nt, = 0 car

n—>+oo 36 n—+oo
|nt,| < I/ : équivalent cherché est donc - .
" 54n 36n

Exercice a rapprocher de 7.17.

8.24. Ona Py(X) = 1, fonction toujours >0, et P;(X) = X+ 1, qui
s’annule en a; = — 1, en étant < 0 pour x<a; et >0 pour x>a,.
Supposons que l'on ait :
Vxe R, Pyy(x)>0;
#Z, :{3ay, .| tel que, Vx<ay, , 1, Poy, 1(x) <0 ; avec
Vx> agy 41, Pogs1(%) >0, et Py, 1(agy 4 1) = 0.
Lhypotheése 7#; est vraie.

En supposant %, comme P, o =P, ., la fonction Py, ,
décroit sur ]- e, ay, . [ et croit ensuite.

2k +2 2k +2

(@9z41) (@9k+1)
Or Py, o(a9,,1) = —(222_:_—2)!"'1’2“1(“2“1) = _(22kk-:-2)! :

nombre est strictement positif car a,;, 1 #0, (Pg;, 1(0) =1), donc, le

minimum de la fonction Py, o est strictement positif, on a bien:
Vx e ]R, P2k+2(x)>0.

A son tour, P'y,, 5 = Py, o, donc Py, , 5 est strictement croissante
de - o0 2 + oo : ce polyndéme s’annule une et une seule fois, en ay, . 5, et
on a bien P2k+3(x) <0 si x<a2k+3, puiS P2k+3(x)> 0.

Ce

On a justifié 7 , ; vrai, d’ou, par récurrence : les P,, ne s’annulent
pas, etles Py, . ; ont un seul zéro.

Soit alors a réel fixé, ona lim Py, (a) = ¢*>0, donc:
n—+o

Va e R,3ny, Vn=ny, Py, ,1(a)>0.
Mais alors, pour ces n, on doit avoir a,,, . ; <a, vu les variations de
Py, .1,doncona:
Vae R, Ing, Vn=ny, as,,,1<a,

ne serait-ce pas la traduction de lim a,,,, = - ? Sifait!
n—>+oco
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8.25. Pour un indice k£ compris entre 1 et n, noté £ = n—gq, on aura
. n-—q\" . -
tim (224)" = tim (1-1) =t

n—>+o00 n n—>+oo n

L'expression d,, est donc une somme avec de plus en plus de termes,
mais si on considére la somme d’'un nombre fini de termes, pour
k=mn,n-1,..,n-p, onpourra passer a la limite dans cette somme. Il
y a donc un probléme de majoration des autres termes, (et aussi un
probléme d’indexation en fait).

Ennotant £ = n—r,rvariantde0an—-1,onadéja:

n-1 n n-1 n
w=3(5) = Z(-)
r=0 r=0

On fixe p, on suppose n— 1> p, et on coupe la somme au rang p en
posant :

p n n-1 n
n—-r
EDICHENCE
r=0 r=p+1
"\
Soit x,, p = z (—) , en reprenant k = n—r, c’est encore :
r=p+1 n
n-p-1
k n
Xnp = 2 (;) :
k=1

Ona x, ,>0, et on va le majorer par une intégrale en remarquant

n .
que x ~— x est croissante pour x>0, doncona:
k+1

(f’.)n - =< ijndx,
n) n Jk
n

n-p n+1 n+1
d’oﬁ-l--xnps"‘ ® dx = 1 [(1_2) _(l) :|,
n " 1 n+1 n n

n

ce qui donne I'encadrement :

n n+1
0<x s_n_. 1_2 +1_ 1 + ’
P n+1 n n

majorant qui tend vers ¢~ ? sin tend vers + oo.
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Soit alors €>0, on choisit p tel que el<e, (possible car

lim ¢ ? = 0), puis, pour p fixé, on choisit n>1+p, et aussi assez
p>t+ee

grand pour que le majorant de x,, soit inférieur a PRETH
(salimite +€), ce qui donmera un 1ny>0 tel que,
Vn =ng, 0<x, ,<2¢.

Pour p fixé, pour chacun des p + 1 termes du type (1 - %) ,(rsp),

ona lim (1 - Z:J = ¢ 7, donc, (somme finie de limites) :

n—>+o0
b r\* -1
lim 2(1——) =1+e +...+e"+...+e"’=sp.
n—)+eor=0 n

. 1-¢271 e et
Cette expression vaut encore s, = - = - , et on
1-¢ e-1 e-1

peut écrire :
1
dy- e = dymsy
e-1 Pl e-1)

(i(l_g)"_s,,]%_ e

r=0

Comme on a choisit p tel que ¢ ¥ <&, on a aussi ——— < 1 <g,et
de-1) ¢

comme, Vn = n, 0<xM,<28, ona:

4 n
e r
dn—m < ,§=:0(1_’_’) =Syl +2e+E.

Il existe alors 7, tel que n=n,= <g, dou

AT

r=0

Vn = sup (ng, n;), dn—eL

. e
1 < 4¢ :lasuite des d,, converge vers P

8.26. Les diviseurs de j, entier inférieur a n, sont eux méme des
entiers k£ compris entre 1 et n.
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La somme des d(j) représente le nombre de diviseurs de tous les
entiers compris entre 1 et z. Au lieu de les sommer d’abord pour j fixé,
comme dans I'énoncé, on peut se donner un entier k entre 1 et n, comp-
ter combien de fois cet entier est diviseur d’un entier inférieur a n, puis,

n n
si s est ce nombre, sommer les s, : onaura Y d(j) = Z Sy -
j=1 k=1

Or k est diviseur d’un j < n si et seulement si il existe p entier tel que
n

j = pk, avec pksn,soitp$%.llyadonc E(k

) , (partie entiére)

entiers j de ce type, donc s, = E (%) .

Ona%—l<E(%)<%‘,d’oi1, en sommant :

1 1 c o . 1
n (1+§+...+7—z)—n< Y s = ‘Zd(I)Sn(l"'n-'*;l)’
k=1 j=1
et en divisant par z :

(1+l+...+l)—1<u s1+l+...+l.
2 n " 2 n

Comme majorant et minorant se comportent comme Inzn, on a

m u, = +oo.
n—>+0

N . . . 1 .
8.27. On a une hypothese faisant intervenir u, + 3 Usn Ce qui est

linéaire par rapport a la suite.

La conclusion, (suite bornée ou non), est linéaire aussi par rapport a
la suite, alors... on va d’abord se ramener a une limite nulle en sous-
trayant 2 u une suite constante, v, = @ pour tout n, tel que

1 4 . 3l
a+za=a=1,soita = =.

3 3 ’ 4
3l

On considére donc la suite définie par w, = Un= G

on

1 . . 4 .
W, + 3 Ws, qui tend vers 0, et on va voir si w,, est forcément bornée. Eh
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bien non. Comme les indices interviennent de 3 en 3, on écrit n de facon
unique sous la forme :

a
n = 3"b,,avec a, etb, entiers, b, et3 étant premiers entre eux.

Alors on aura :
a +1
Sn=3""%p

n?
. . an an . .
et si on posait w, = (-1) "3 "b,, on aurait |w,| = n : la suite est non
bornée, et :
a,

1 %ngon a,+1 4,
wn+§ wg, = (-1) "3 b, +(-1) 3%,=0,

1 .
donc w, + 3 Ysn tend bien vers 0.

Finalement, les suites vérifiant ’hypothése ne sont pas forcément
bornées.

8.28. En écrivant :

1] 1 1 1

u, = = + +.+ , on peut appliquer la
mlasl 942 94+2n-1
n n n
formule de la moyenne 2 la fonction f définie par : x — f(x) = 5 }-x )

x variantde 02 2 :
on a subdivisé le segment [0, 2] en n parties d’amplitude % , et on prend

2k +2
n

pour valeur de f, entre x, = 2 + % et x,, 1 =2+ , la valeur au

2k+1)
— -

milieu : f (2 +

dx
2+x

1 Z
Onadonc lim u, = —j
0

n—>+o0

1 =1
= 5 (In4-1n2) = 5 In2.

Pour I'équivalent de v, = u,— [, on remarque que :
Ml -1
Uni1 T = a1~ = X g Xogp
R

k=n+1 =n
1 .1 1
T 4n+1 4n+3 2n+1
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0 - _2n+1)4n+1+4n+3)-(4n+1)(4n+3)
n+l= a7 2n+1)(4n + 1)(4n + 3)

_(2n+1)(8n+4)—(16n° +16n+3)
- 2n+1)(4n+ 1)(4n+3)

_ 1 1
T @n+1)(dn+1)(4n+3) 39,3

La suite des v,, (et celle des u,) est monotone, la série des

X, = U,,1—7U, €stconvergente, avec x, ~— = j,, donc le reste :

n
+ o0 +00
Xoc1= 2% = 3, (Be1-v) = -7y, (car lim 0,=0), est
k=n k=n

P - " 1
équivalent au reste de la série de terme général — = f(n) avec
32n

fx) =
32x
La fonction f est positive décroissante, donc :
P+ 1
fp+1) = I d_x < f(p), d’ou I'encadrement :
p+1 d d
j _x < f(p) < r _:,
) p-1x
qui conduit a l’encadrement du reste d’ordre n—1 :
1 _ ("7 dx < 1
— = Z — =<
64n . 32x° p= n32p n-132x" 64(n 1)
+00 1
et finalement, v, équivalenta - » ——, donca - —;
p=n 64n>

Ce procédé est tres efficace, et sans douleur !




CHAPITRE IX

Analyse fonctionnelle

Il s’agit d’étudier les suites ou séries de fonctions. En fait, sur un
espace vectoriel normé, on passe facilement d’un probléme a I'autre en
associant a la suite des u,, la série des u,, , | —u,.

Sila convergence simple s’obtient facilement, c’est la convergence uni-
forme qui donnera des résultats. Attention ala dérivation d’une limite : la
convergence uniforme porte sur les dérivées, pas sur les fonctions.

11 est bon de savoir que, si on a trouvé la convergence simple sur un
ouvert, bien souvent sur les compacts contenus dans cet ouvert on aura
convergence uniforme, ou sur des fermés « éliminant » les points
curieux, (voir 9. 1).

Ne pas oublier que pour une série, c’est la convergence normale que
I'on justifie le plus souvent et que s’il s’agit de fonctions d’un intervalle
dans IR, I’étude des variations permet de conclure facilement, surtout
lorsque les fonctions sont monotones.

Cette convergence uniforme sert souvent a justifier des interversions
de limites mais attention : cela ne suffit pas pour intervertir une limite
de fonctions, (ou une somme de série) et une intégrale sur un intervalle
non borné, 1.

En fait, pour justifier que I (limw,) = limJ- u, , dans ce cas, on uti-
I 1

lise un raisonnement basé sur la « convergence dominée » du Théoréme
de Lebesgue, c’est-a-dire la présence en facteur des u,,, (et de la limite

u) d’'une fonction indépendante de n, qui assure la convergence des inté-
grales impropres. Voir I'exercice 9.14 par exemple.

On peut aussi essayer de justifier le Théoréeme d’interversion des limites.

Dans le cas particulier d’'une intégrale de série, penser aux séries
alternées ou aux progressions géométriques qui donnent un majorant, (ou
un calcul) du reste, et permettent de conclure en justifiant directement

que J ( 2 ) - Z J u,, tend vers 0 si N tend vers I'infini, voir 9.4, 9.5,
I\ne N n<NYI

9.23 par exemple.
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Un autre probléme souvent posé est la recherche d’équivalents, de
la somme d’une série ou de la limite d’une suite lorsque la variable tend
vers une des bornes du domaine de convergence.

Ne pas oublier qu’on les obtiendra souvent par des inégalités, pou-
vant elles-mémes provenir de développements limités, ou d’encadre-
N
ments de sommes du type Sy = Y, f(n) par des intégrales, lorsque f
n=0

est monotone, (pas seulement décroissante). Voir 9.1 par exemple.
Un mot des fonctions définies par des intégrales, lorsqu’il s’agit
d’intégrales impropres sur un intervalle I. Une technique consiste a

introduire des segments (1,), ., dont les bornes inférieures et supé-
rieures ont pour limites celles de I, d’étudier les fonctions f, obtenues

en intégrant sur 1, par Théorémes de cours, et a justifier le bon type
de convergence (uniforme le plus souvent) pour conclure, (voir 9.5).

En ce qui concerne la convergence uniforme, elle est souvent obte-
nue par une convergence dominée de I'intégrale, mais si elle est non
absolument convergente, il ne peut pas étre question de convergence
dominée. Pensez alors aux découpages de I'intégrale associés aux chan-
gements de signe de la fonction intégrée, et a la majoration du reste
d’une série alternée ! Voir 9.15, ou1 j’ai employé les deux méthodes.

Les problemes portant sur les intégrales impropres et les interversions
n+1
si

- TP |
de séries reposent souvent sur I'identité T = l+u+..+u"+ T=a’

u# 0, (voir 9.19), ou sur la connaissance d’'un majorant du reste dans les
séries alternées qui convergent selon leur critére.

Cette identité sert dans bien des situations, (9.21 par exemple).

La transformation d’Abel permet d’obtenir des convergences uni-
formes lorsque les sommes S, , sont majorées uniformément par rap-
port au parametre, (9.27).

En fait, pour I’étude des fonctions définies par des intégrales impro-
pres, la méthode actuelle est de s’appuyer sur les Théorémes de conver-

gence dominée, lorsqu’ils s’appliquent : on y gagne en efficacité. Voir
9.28, 9.29, 9.30, 9.31.

Avec le Théoréeme de convergence monotone, ils constituent les
outils efficaces pour I'étude des intégrales impropres absolument
convergentes. Le recours aux intervalles I, « segments croissants » de

réunion l'intervalle I d’intégration ne se justifie plus que pour les inté-
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grales semi-convergentes. Voir en 9.29 un exemple d’emploi du Théo-
réme de convergence monotone, ou en 9.31.

Mais il faut garder du bon sens : si la fonction définie par une inté-
grale se calcule facilement, il est inutile de recourir aux Théorémes
généraux ! Voir 9.32.



168 Analyse fonctionnelle

Enoncés

9.1. On pose u,(x) = . Etude de la série de fonctions de

n+n x

7 2 . . , . +
terme général u, . Si f est la fonction somme, équivalents en 0 et en
+ oo de f

+o00 9
9.2. On pose f(x) = j e’ cos(tx)dt . Etude et calcul de f
0

1
9.3. Etude de f(x) = J ——dt—— Convergence, continuité,
oN(1+2x)(1-1t)

dérivabilité ? Calcul, développement en série entiere.

+ oo

9.4. Calculer I, = J. —— dx pour pe IN*, sous forme d'une

. 0 -1
somme de série.

+ oo
9.5. Etude de f: x — f(x) = %J. %S’;tdt. Montrer que
0

f(x) - 2 (_ l)n 2n+1

) @n+1)%+2°

9.6. Soit g réel, avec |g| < 1. Montrer que la suite de fonctions défi-
nies sur € par :

n
k
u,(2) = [[(1-¢2),
k=1
converge vers une limite continue en z.

9.7. Soit X métrique compact et L, I'ensemble des applications k
Lipschitziennes de X dans IR. Montrer que si une suite ( f,), . p d’élé-
ments de L, converge simplement vers f, alors la convergence est uni-
forme.

9.8. Convergence et calcul, (sous forme de somme d’une série
numérique) de

I= Jﬁmx(x—ln(ex—l))dx.
0
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1
9.9. Calcul de I'intégrale I = j (L=%) g
o Inx

9.10. Soient fet g deux fonctions de C°(IR, R), g étant 1 périodique.
Montrer que

lim j: f(Ogn)ds = U: f(t)dt) (I:g(t)dt).

Peut-on étendre le résultat a des fonctions réglées ?

9.11. Soit f: [0,1] >R, continue, telle que pour tout entier k,

1
j & f(t)dt = 0. Montrer que f est nulle.
0

9.12. Pour tout n de IN, on note T, le polynébme défini par
T,(cost) = cosnt, pour tout ¢ de IR, et W, le polynéme unitaire pro-
portionnel 2 T,. On note %, I’ensemble des polynémes unitaires de
degré n.

1°) On munit IR[X] de la norme de la convergence uniforme sur [- 1, 1].

a) Calculer o, = |W,].

b) Montrer qu’il existe une suite de points,
-1 =9,<y;<..<y, =1, en lesquels W, prend alternativement les

valeurs o, et — 0., .
c) Soit V un élément de %, . Montrer que ||V] = a,, .

2°) Soit E = &°([- 1, 1], R), muni du produit scalaire :

1
(fg)= j ()g(?) dt, et de la norme euclidienne associée,
-1

J1-¢
notée v.

a) Montrer que les W, forment une suite orthogonale.

b) Calculer (W, W, ).

c) PourfdansE, minimiser v( f— ¢aWy—0;W; —...—a, W) suivant
O, Oy, ..., O, . On note ¢y, ¢y, ..., ¢, les valeurs des o; ainsi obtenues.

d) Lasérie Y ¢, W, converge-t-elle pour v ?
9.13. Déterminer un équivalent, lorsque a tend vers 0, de

J‘*"’ d: _
o (L+eE+ad)
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+ oo

9.14. Calculer j ¢” ?sintdt, pour y > 0 . Montrer que la fonction g
0

+ oo
définie par g(y) = j e ? smt
0

T sint
lerI = j de.
0 t

d¢ est de classe C' sur 10, + o<[. Calcu-

9.15. Soit y dans ]0, 1[. Pour x dans [0, 1], on pose :

+oo n+l-v +eo n+'y
f(x)=ng( )" = 1{+7§< et

Continuité et dérivabilité de f. Expression de f(1) a l'aide de
1
By = [ £7a-0" .
0

V4
9.16. Pour A dans .#,(R) et p dans IN*, on pose f,(A) = (1+‘§) .

a) Montrer que la suite des ( f,) e x> CODVErge uniformément sur
tout compact de .Z,(R) . Quelle est la limite.

b) Soit A et B dans ./, (IR) . Montrer que :

lim (exp (%) exp G—?Dﬁ = exp (A+B), et que:

po+ee

i (o0(8) o B) oo - 3)m (- B)f - emcrn-nn)

¢) Soit & un sous-groupe fermé de GL,(RR), on note :
& ={M;Me #,(R); Vte R exp (tM) e &}.

Montrer que & est un sous-espace vectoriel de .Z,(IR) . Est-il stable
pour une autre loi ?

n fois
9.17. On pose u,(x) = (- 1)"sin(sin(...(sinx)...)) . Montrer que la
série de fonction Y u, converge simplement, mais pas normalement.

+o0 —1
9.18. Développement asymptotique, en + o, de f(x) = J t; +dtt.
0
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9.19. Trouver la limite, lorsque = tend vers +oo, de
+ oo 3
I, = nx Q) dx, lorsque ¢ est C' etbornée.
n 2 2.2
—= (14+n°x")

n

t

<+ oo
9.20. Limite en 1" de (1-1¢) 2 —.
noo 1+1

+oo 9
9.21. On pose K=J ¢'dt, et on définit f par
0-

— tzx

a) Domaine de définition de f. Continuité, dérivabilité.
b) Etudier la limite de f en + oo.

+ oo

o) Etablir que, Vx>0, f(x) = 2Ké* j
de K.

2
¢ ' dt.En déduire la valeur
x

+ oo
9.22. Convergence et calcul de I In(l-¢ ")dx = I.
0

9.23. Soient a et b dans R, avec 0 <a <b. On pose :
+o00 —at — bt
fx) = j ‘% cos(tx)dz.
0
Montrer que f est C'. Calculer f'(x), f(0), puis f(x).
+ oo

1-costx -:
— e

9.24. Définition et continuité de f(x) = j . dr.
t

0

9.25. Soit fT'application de R dans R définie par f(x) = 2x(1-x).
Soit K un compact de 10, 1[.

Onpose f, = fo...o f,(n fois). Etudier la convergence de la suite
des f, sur K.
En admettant le Théoreme de Weierstrass, (toute fonction continue

de [a, b] dans R est limite uniforme sur [a, b] d’'une suite de polynémes),
montrer que toute application continue définie sur [a,5]<]0,1[, a
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valeurs réelles, est limite uniforme, sur [a, 4], d’'une suite de fonctions
polynémes a coefficients dans Z.
+ oo
9.26. Soit S,(¢) = nta"e o pour k entier naturel et a réel.

n=0

Domaine de convergence.

On pose f(t) =

.- Montrer que, pour tout , il existe un poly-
1-ae”

N k . .
néme P, tel que f ® = P, o f, et trouver la loi de formation des P, .
Déterminer P; et en déduire Sg.

9.27. Soient a et b dans ]0, 2xn[. Montrer que :

+oo eikb _ ezka b eit
ALY
k=1 al—e
+o  ika
En déduire une expression de )’ eT a I'aide de fonctions usuelles.
k=1
** (Arctanx)?
9.28. Convergence et calculde I = J ( - ) dx. On pourra
0
+ oo
introduire [ AXCER) gy
o x(x"+1)
I
9.29. Soit, pour tout x réel, F(x) = j — Etudier
0 l+t+t

I’ensemble de définition. Continuité, dérivabilité de F. Limites de F en
+ o0, en 0, et équivalent de F en 0.

9.30. Etudier le domaine de définition, la continuité et la dérivabi-
lité de la fonction F définie par :

*> sinxt
F(x) = - dt.
0 e-1
Calcul de F, sous forme d’'une somme de série de fonctions.

9.31. Ensemble de définition de :

+ oo xt

F(x)=j e at,
o 1+2¢

continuité, dérivabilité de la fonction F. Limite de Fen 0.
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9.32. Etudier la fonction F définie par :

+ oo e-t_e—tx
F(x) = j e —¢ g4,
0 t

montrer qu’elle est de classe C” sur son domaine de définition.

173
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Solutions

9.1. Pourx=a>0,0ona 0 <uy,(x)< _1 , terme général d’'une
an" +n

série convergente, d’ou convergence normale donc uniforme de la série

des u,,, donc continuité de la fonction somme, f, sur ]a, + o[, et ce pour

tout @ >0, d’ou existence et continuité de fsur ]0, + oo[.

En fait, on justifie facilement la classe C~ de f, par convergence nor-
male, donc uniforme, des séries des dérivées de tout ordre sur [a, + oo[.

k
- !
En écrivant u,,(x) = l2~—1—,ona, Vk e ]N,uftk)(x) = —(—l)—kl;——l,
n® x4l 2( 1) *
nx+ =
n n
. 1 k! s ) 4
donc si x=a>0, on a |u,(x)| < = - — 5, terme général d’une série,
n a

(en n), convergente d’ou la convergence normale des séries des dérivées de
tout ordre.

1

Pour x = 0, la série des u,(0) = e n =1, diverge.
. 1 , P .
Pour x<0, si x=- w u,(x) n'est pas définie; si

1 , . . . )
xé {— - ; ne IN* ¢ la série converge, et elle le fait uniformément sur

tout compact K c []— o, 0\ {— 111’ ne ]N*}] .

En effet F = {0} u{— ;lz,ne ]N*} est un fermé de IR, si K est un

compact de Q = J— o0, 0]\ F = ]- o, 0 [ \{-— 111 ;mE lN*} la distance

d, de F a K est atteinte, donc est >0 car FNK =0 :
Vn e IN*¥,Vxe K,

1 1

x+==d>0, donc |u,(x)<—. On a conver-
n dn?

gence normale, donc uniforme sur K, d’ou continuité de la somme sur
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o
K. Ceci étant vrai pour tout compact K, finalement f est continue, (et

méme C™) de m*\{- %,ne N* | dans R.

Equivalent en + oo.

Pour x> 1, en écrivant u,(x) = 1 et en utilisant la dou-

x (1 +l)
nx

R S 1
<1, aprés multiplication par —- et som-
1+— nx

ble inégalité 1 lx <

mation, on a :

dong, en utilisant la fonction zéta : {(p) = , définie pour p>1,

3
v
—

n?
2
I

etla valeur {(2) = 5’ on a la double inégalité :

o

2 2
r_ 1 §(3)<xf(x)$n— qui prouve que lim xf(x) = T et
6 «x 6 x> 400 6
22
donne f(x)= B en+°o

Eguivalent en 0°.

Pour x>0 fixé, n —

est fonction positive décroissante de
n+n'x

n, donc on peut encadrer u,, et f(x).

7+ 1 1 x
= j (— - ) dt <u,, d’ou, pour

n+1
On a u“l\J.

t+xt t 1+xt
n =2, ’encadrement :
n+ 1 n
t dt . .
I d 5 S U, S —, qui conduita:
n t+xt n-1 1T+ xt

N+1 N N
j dt < Y u,(x)< 1 +J. de soit :

’
1 tvxtt S L+x )yt ud®
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N+1 1 N 1

N
1
Rl TG 1+xsnz_:l“"(’“)S Trx P ToaN P Taa

ce qui conduit, si N tend vers + oo, a I'inégalité :

—Inx+1n(l +x)<f(x)s—lnx+%c+ln(l +%),

d’ou 'on déduit que lim [ = 1,donc que f(x) = (- Inx).
: xo0" Inx x>0

2
9.2. La présence de la fonction ¢t —e ', (2 « décroissance
rapide ») va tout simplifier.

2
D’abord, pour x quelconque fixé, lim e’ |costx| = 0, donc l'inté-
t—>+o0

grale impropre converge absolument, donc converge.

n

2
Enposant, pourndans N, f,(x) = J ¢ ' cos(tx)dt, onaune fonction

0

2
f, continue, ((¢,x) ~—e¢ " costx continue sur [0, n] X [xy—1, x5+ 1]
+o0 9
compact...), de plus la majoration | f(x) - f,(x)| < J ¢ ' dt, uniforme

en x, prouve la convergence uniforme des f,, versf.

En fait, d’apres les Théorémes de dérivation et de convergence uni-
forme des dérivées, on a f de classe C” car:

n

2
¢ ' tcos (tx + E) dt, et plus généralement, pour tout

fu = | :

0

n 2
pde IN*,fg’)(x) = j e " cos (tx+gp) dt¢ existent ;
0

+ oo 2
puis, la convergence de chaque intégrale impropre J #e”* dt donne
0

;p ) vers la fonction

la convergence uniforme de la suite des f

+ 00 2
x -—>j fe cos (tx + g p) dt, d’ou par récurrence, f de classe C" .
0
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Lemploi des Théorémes de convergence dominée, avec les fonctions
2

- . . P T . Z N
t —#'¢"" donne une conclusion immédiate, et rendent ce qui précede
inutile.

+ o0 2
En particulier f'(x) = —J te”' sintxdt existe. Cette intégrale se
0

2
calcule par parties: du = —te ' df,v = sintx dou u = =

- t2
e et
2
dv = xcostxdt, d’ou, chaque terme ayant un sens :

f'x) = [l e t2sintx:|+m—§ J‘+me_ ‘2costxdt =-Z f(x).
2 o 21J, 2
La fonction f vérifie donc I'équation différentielle linéaire du pre-

mier ordre f'(x) +:’§c f(x) = 0, dont les solutions forment un espace

vectoriel de dimension 1, engendré par g définie par : g(x) = e
festdu type Ag, avec f(0) = Ag(0) = A.
+eo 9
or f(0) = J' e dx = AT

=5
0
2 _iP *e —y2 —("2"'?2)
(f(0)" = J e de. e’ dy = J.j e dxdy avec:
0 0 D

D = {(x,9) ;x=0,y= 0}, ce qui, en polaire, donne :

A= {(p,e) € [0, + oo X [o, ’—‘]}

2

done (£(0))" = (j:”e- p2pdp) (Jm/2d9) = I:_ . pﬂ]w:

¥

, donc

car, sans entrer dans les détails,
+ oo

0
£(0)>0.

Finalement, f(x) = gﬁ e_Z

9.3. Lexpression (1 + tx)(1-t) doit étre positive ou nulle sur [0, 1],

cequiestlecassi x = 0. Pour x# 0, c’est un trinéme qui s’annule en 1
1

et ——.



178 Analyse fonctionnelle

. - 1
Pour x>0, il est positif sur [— e l] , segment contenant [0, 1], et
pour x <0, il est positif pour ¢ extérieur au segment d’extrémités positi-

1 . . 1 .
ves — p et 1, on doit donc avoir — a_c> 1 soitx=-1.

Pour x = — 1, on doit intégrer la fonction ¢ — —
gente en 1 ;

1 dt
-1, = | —&
pourx>=1, /() Jo JA+my(1-0)

tion intégrée équivalente alors a

1o 1 2 intégrale diver-

converge, (impropre en 1, fonc-

11
J+x 1=t

En fait, la présence de ce facteur

1
e nous donne une convergence
-t

dominée pour f et pour les intégrales donnant les dérivées de f.

Pourx=a>-1,pourte [0,1],0ona ‘ou, pour

1
,d
ﬁ+—nc ﬁ+_uz
1

t dans ]0, 1[, la majoration de fonc-
J(A +tx)(1 - t) J(l + ta)(l )

tion d’intégrale impropre convergente : on a f continue sur Ja, + oo[.

En fait f est de classe C”,cara partir de :

(1+1tx) 1/2

o(t, x) = e

,ona:

-5
25 0n- (Y- (270

donc, pour x=a>-1letp=1:

iB_’(_p(t’x)sl-S-...-@p—l)_ 1
2? el J_
(1+ta)
uniforme en x, qui assure la dérivabilité a tout ordre de f, pour x>a,
ceci pour tout a>— 1, donc pour x>—-1.

majorant

Un calcul de f est possible, en posant s = 11 , dou
N1 +tx

(l+tx)s2 = 1-1¢,soit £(1 +x52) = 1—52,
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2

donc t = 1_52 et dt = —25(1 +a5°) = 2xs(1 —s%) ds
1+xs (1+xs)

- - 2s(1 + x)ds

1+ a«:sg)2

1-s°
s(l+tx) =s|1+x 5

1+xs

Ona ((1+xt)(1-1))""2

1+xs2
0 1
f) =J‘ 25(1+x)(1+xs)ds 2“‘ ds .
(1+xs)(1+x)s 0 1+xs
Ona f(0) = 2, puissi x>0,
1
-1 B 2k

1
05742

[Arc tansﬁc]

soit f(x) = 2 ArctanJ;c,pour x>0,

Jx
1 1
et pour x<0 on obtient gJ- _ds 2 ds g
0 2 ( 1) x 0( l) 2
s === -=]-s
x x
f(x)_-—J_ac[ArgmsJ_ac] =—Argﬂ1J_oc

Les développements en série entiére de Arctanu, oude Arg th u, sur
]- 1, 1{, conduisent alors a I'expression

f@®=2% D" nxTnl,valable sur ]- 1, 1[.

n=0

9.4. Pour p = 0, = ;lc en 0 : I'intégrale diverge, alors que pour

-1
p =1, on a un prolongement par continuité.

«
-1

. 2
En -+, lim x

= 0 :l'intégrale converge.
X +00
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—x
On peut écrire f(x) = L = ie__’_‘ , et pour x>0, comme
-1 1-¢
¢ “€]0,1[, on alidentité :
1 o ke g DR
— = Y ¢ +-———, ce qui conduit, chaque intégrale
1-¢ k=0 1-¢

impropre intervenant étant convergente, a

+ oo — (n+2)x
J xp_(k+1)xdx+‘[ xP —— dx.
0 1-e
Le «reste », 1, np = j xp -+ 1D%4x va tendre vers 0 si n tend

vers + oo,

Eneffetg: x — — ] est telle que lim g(x) existe, (= 1sip =
e — x=0"
0 sinon) et lim g(x) = 0. Comme g est continue sur ]0, + <[, on en
xX—+o0

déduit que |gll.. existe, (on traduit les limites et il reste un compact).

+ oo
. - (n+1)x _ "g"oe
Mais alors, |7, PI < Io lgll..e dx = a1 donc
lim 7, , = 0, (en fait g dépend de p, fixé).

n—+o0

Puis, des intégrations par parties itérées, avec ’ nul en 0 si p>0 et

—(k+1
e D% en + o, donnent :

j+wxpe_ (e Dxg _L’
0 (k+1)*1

+ oo

donc I, = .
? kgo (k+ 1)}

!

cosxt < 1 1 ¢
5 on2 Iq)(x,t)l\cht et cht =2¢

en + o : I'intégrale est absolument convergente donc f est définie sur IR,
paire.

9.5. En posant @(x,?) =
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cosxt

En posant, pour ndans N, f, (x) = 5 I dt ona f, continue,

et méme de classe C”, avec, Vpe N* :

t‘”cos(xt+p )
o _1(" P o
()_QJ T t—QJ.()axpdt,parlestheo

rémes généraux.

Comme

4 [0}
—a ) (x, 1)
®

converge, il y a convergence uniforme en x, des f,

1 oo tPCOS (xt+pg)

x-->§‘[0 Tdt

cht

_ ¢ o -
< —— et que l'intégrale impropre —— dt
o ¢cht

vers la fonction

Pour p = 0, les f,, continues, convergent uniformément vers f,
donc f est continue ; pour p = 1, la convergence uniforme des f,'

i
1 e tcos (xt+§)
2]

donne la dérivabilité de fetI'égalité f'(x) = e
0

di, et

par application itérée de ce résultat on obtient f de classe C~

Bien str, 'emploi des Théorémes de convergence dominée coucir-
cuite cette justification, qu’il faut cependant savoir faire.

+ oo + oo
P . t
En écrivant ensuite f(x) = ‘[ &;xt = j t_cosx__m de,
o 2cht 0o d(l+e
comme ¢ 2#-1 , on a, pour tout n, I'égalité :
n n+l, —2t,n+1
_ork (= .
;-2: = Z (- l)k(e 2l) + D (‘i 57 ) , d’'ou l'on tire,
1+e E=0 1+e
chaque intégrale impropre intervenant étant convergente, I'égalité :
n + oo
f(x) = 2 (- 1)" J e B D osxedt +
k=0 0
oo —(2n+3)t
n+l e cosxt
ot
0 l+e
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La derni¢re intégrale se majore en module par
O (2n+3) 1

e dt = ——
0 2n+3

plus) de la série vers f(x).

, donc il y a convergence, (uniforme en x de

+

+ oo
On aj e RV osxtde = 1 I
0 2J,

e- (2k + l)t(eixt + e— ixt)dt

_1(__ -1 -1
=3 (ix—(2k+ 1)+—ix—(2k+1))

_ 2E+1
2k +1)2 +x%
+ oo
2k +1
donc f(x) = ¥ (-1)f —=2F—
/ ,E'O 2k + 1)2+x2

9.6. Le terme général n’est défini que pour n = 1. Posons u, = 0,
et introduisons la série de terme général v, = u,—u,_,, pour n=1,
n

et vy = 0, alors V, = ¥ v, = u,, et on est ramené 2 I'étude de la
k=0
convergence de la série de terme général, pour n = 2,

n-1
v, = (H(l—qkz)] (1-4"2-1),
k=1

qui va se majorer en module.

En effet, supposons z dans un compact K de @, si M est une constante
positive telle que |zl <M, on aura, pour toutz de K :
n-1

loa)] < lgI"- M- TT (1 +1gI*M).

k=1

Or In(1+ IqlkM) est équivalent, (si k tend vers + o), a IquM , terme
général d'une série convergente, (lg/<1), donc le produit infini

H (1+ IquM) converge, et sa limite P est atteinte par valeurs inférieu-
k=1
res, d’ot1 une majoration uniforme en z dans K en fait :

[2a].. = sup {|v,(2)| ; z€ K} <MPlg|",

par le terme général d’une série convergente.
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Il y a convergence normale, donc uniforme, de la série des v,,, sur le

. o
compact K, d’ou continuité de la somme sur K, ceci pour tout compact
K de €. On a bien convergence de la suite des u, vers une fonction
continue en z.

9.7. Tout d’abord, la propriété d’étre k.Lipschitzien étant de cardinal
fini, (2), elle passe a la limite pour la convergence simple : siles f, sont
k.Lipschitziennes et convergent simplement vers f, on a

| f(x)=f(y)l = nlin:J Jo() = f,(9)|, et chaque | f,(x) — f,(y)| estinfé-

rieur 2 kd(x,y), d’ou | f(x) - f(y)| < kd(x,y).
Soit alors € > 0 fixé.

A chaque x de X on associe n(x) dans IN tel que, Vz = n(x), on ait :
€
| f)- ful0] <3

Mais alors, pour tout y dans la boule ouverte ﬂo(x, %) , (on suppose

k>0, sinon les fonctions sont constantes et le résultat est évident), et
pour tout 7 = n(x),ona:

| fFO)V= L <| fFO) = f@|+] f(x) = fu®)| +]| fo(x) = )|

(3
<% - =+f=¢

€ .

Du recouvrement de K compact par les .@O(x, 3_k) , on extrait un recou-
vrement fini associé a x;, x, ..., x, ,etsing = sup {n(x,), n(xy), ..., n(xj,)} ,
£
3k
n=n,=n(x;), on aura |f(x)- f(x))<e: on a Dbien

Ve>0,3ng, Vn=ny, Vxe X, | f(x) - f(x)| <e.
A rapprocher de la justification du Théoréme de Dini.

comme pour tout x de X il existe i <p tel que x € ﬂo(xi, ), sion a

9.8. Pour x>0, la fonction f: x ~ x(x—In(¢”— 1)) est continue.

En 0, f(x) = x(x—In(x+ o(x))), par développement limité, donc
lim f(x) = 0 :la fonction est prolongeable par continuité.
x0"
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En + oo, f(x) = x(x— .lnex( 1-¢ %)

= x(x—x—In(1—¢ ")) est équivalente & xe *, d’inté-
grale impropre convergente donc I existe, la fonction f étant, comme son
équivalent, de signe constant vers + .

Pour x>0,0onae ~€]0,1[, donc en utilisant le développement en

série éntiere de In(1 - ), valable pour tout ¢ de [- 1, 1[, on a, pour tout
x de ]0, + oo,

oo

f =YY%

n=1

, expression valable aussi pour x = 0.

Il nous reste a intervertir I'intégrale impropre sur un intervalle non
borné, et la somme de la série. Pour cela, la convergence uniforme ne
suffit pas : c’est de la convergence dominée que I'on prend. Aussi va-t-on

a

R - x — nx . 9o 42
«emprunter » ¢  ae ,pour faire converger l'intégrale.

xe— (n-1)x
On pose v,(x) = — etona:

- (n-1)x

fx) = Z

— (n-1)x
Puis 7', (x) = eT (1-(n-1)x), s’annule en

1 , la fonction
n-1

v, croissantde0a v, (n_il) , puis décroissant de v, (n i ) a0lorsque

1

1 L
x varie de 1 a + oo, et ce pour n = 2 bien sir.

= 1y__1 .
Donc ||v,|., = v, (n— 1) = oD ™ a convergence normale,

donc uniforme, de la série des v,, sur [0, + oof.
k

Posons fi(x) = ¢ © Y v,(x).

n=1
Pour tout € >0, 3ky, Vk = kg, Vx € [0, + o[,

| f(x) - fu(x)| <€ "¢, donc:
[ s

+ oo

<[T1/@- pwlar<e [ eax =,
0 0
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+oo (K
mais alors I = lim [ e xvn(x)] dx,

k>+e Jg =1
k

+ oo — nX
. xe . .
lim Y j dx, puisqu'on a une somme finie
k—+eo n=10 n

de fonctions d’intégrales convergentes.

+ oo xe-nx xe—nx +o0 1 + oo
Comme I dx = |- 5 += I e "dx
0 n n |, =n"Jo

_ 1
==,
n
on a finalement I = 2 1
3
n=ln

9.9. On peut aborder ce calcul de deux facons au moins, mais dans
chaque cas, commencons par justifier la convergence de l'intégrale

impropre. On pose f(x) = lln;: ,enOona lim f(x) = 0, donc l'inté-
x>0
(1-x)

In(1-(1-x))

1, d’ou un prolongement de f, par continuité également.

grale converge en 0; eten 1, f(x) = est équivalent a -
Un changement de variable, (x=¢'), permet d’écrire

0 t
I=J 1 te etdt,avec:

1-¢ ! - " 6,2

n

t
: 'E-O E+D! @+ ¢

avec 0,, entre 0 et 1, ceci par Taylor Lagrange pour la fonction exponen-
tielle.

k t k

0
= e =D
Comme J, —j_” G dt = T

par parties), ona:

, (on effectue k intégrations

n-1 o kot 0 n %%t
te t'e"e
--3 | arme ] GEr
n-1 k+1
=y (;1-)——Lnavec:

kE+1
k=0
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T BV 1 0,

L, SJ sl dt = T puisque ¢ est dans [0, 1],
—_—0 * oo k

pour 6,<0.Donc L, tendvers 0,et I = Y CD - e,

k
k=1

Autre calcul, (astuce dirons certains ?) : le Inx en dénominateur me
gene, pour le faire « sauter », il faudrait dériver une fonction puissance

b 9’ ~ . 1
ayant Inx en facteur dans I'exposant, c’est-a-dire du glagechose) nx

o
introduit la fonction de «, % = @(a,x), soit encore
x
ealnx_x
oo, x) = YL pour xe< ]J0, 1], fonction dérivable et de dérivée

(p'((l) — ealnx - xa.

1 o
Soit donc I(a) = I xln—xx dx , pour o dans [0, 1]. On va justifier la
0

continuité et la dérivabilité de cette fonction de a. Le calcul de I'(a)
étant facile, il donnera I(a).

1 _ 2 2
Lonvergence en L ,
Convergence en 0 : |@(a, x)| < Tina] |lnx| , fonction majo-
rante d’intégrale impropre convergente, et 1ndependante de o.

alnx Inx

Convergenceen 1 : —x=¢ —e
(o= 1)(Inx)e,

avec y entre alnx et Inx, et ce par accroissements finis, donc :

x"—x
Inx
on majore par une fonction, (constante), d’intégrale impropre conver-
gente, et ceci uniformément en c. Il en résulte d’abord que I(a) existe,

<|o-1| <2, puisque y<0 :

. nx —x .
puis qu’avec I (o) = jl e dx, on a convergence uniforme des I,

n
vers I, car :

I1(0t) 1, (00| <j

1/n
l@(0t, x)|dx + j lo(at, x)|dx

n

1/n 1
s-j 2d"+j 2dx,

o Inx 121
n

majorant indépendant de o et qui tend vers 0.
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Mais I,, est fonction continue de o, donc la limite uniforme est aussi

fonction continue de a. Puis I,, est dérivable en a, (Théoréme de cours),
avec :
1-1

o = | ae 2 (0374,

n

. - _ 1
qui converge vers J(o) = ot

forme, car pour o€ [0, 1] et xe [0, 1],

. De plus, cette convergence est uni-

xal =<1, donc:
1 1

(o) = ', (o0) sj"dx+j dx =2,
0 1-= n

Mais alors, (dérivation d’une limite), la fonction I est dérivable et

I'(a) = ﬁ

Comme I(1) = 0,0ona:
I(a)—I(l):Jl t‘:’ [In(1+#)]° = In(1 + o) - In2

eton retrouve I = I(0) = — In2.

tdt [ 4t

Il y a une autre méthode. Comme les intégrales € —
o Int o Int

convergent, ona:

. et [* de
-I = lim ——J — .
-\Jy Int J; Int

x—1

En posant ¢ = /s dans la premiére intégrale, elle devient :

x x2 x2
CIJY R R

o Int 0 2-1111 o Ins
5
_I= lim Id—t = lim J' - d.
x—>1 nt

En appliquant une formule de la moyenne, il existe & entre x et  tel
que :
2

r = tdt - & [(In(n)

ce qui tend vers In 2 si x tend vers 1, d’ou finalement - I = In2.

2lnx
= &ln nx ’
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9.10. Les fonctions continues de R dans IR étant réglées, traitons le
cas réglées, en remarquant que f, réglée, est limite uniforme de fonctions
en escalier, donc de combinaisons linéaires de fonctions constantes.

Soit donc f constante, égale a A, sur [a,5]c[0,1], nulle sur
[0,1]1 \[a,b].Ona:

1 b
I, = j f®g(nt)dt = A J. g(nt)dt ; on pose nt = s, donc :
0 a

A nb
= J.Mg(s)ds.

En introduisant p, entier tel que: na+p<nb<na+p+1, on
obtient :

nb

oy -1 sna+k+1
=2 (2 I g(s)ds+J. g(s)ds].
r=0"na+k na+p

na+k+1
Par 1 périodicité, on vérifie que j

na+k

1
g(s)ds = j g(s)ds, de plus,
0

nb

en posant r, = J‘ g(s)ds on a |r,| <1-|gl.. car nb-(na+p)<1.
na+p

1
donc I, = p :—: (J' g(t)dt)+% avec lim = = 0, et I'encadrement
0

n>+0 N
) s
a+£<b<a+£+; qui conduit a:

b_a_.l.<£sb—a, dou lim 2=b—-a, et finalement,
n n n—o+e N

1 1
lim J f(Ognt)ds = Mb—a) J g(t)ds
n—>+o0 0 0

= (ij(t)dt) (j:g(t)dt), vu la valeur de f.

Par combinaison linéaire de fonctions du type f, et linéarité de I'inté-
grale et du passage 2 la limite, on obtient I'égalité pour f en escalier.

Soit alors f réglée, €¢>0 donné, il existe ¢ en escalier telle que
I f- ¢l.. <€, (norme infinie sur [0, 1]), donc, pour tout z, on forme :
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4y = j: swgmnac- [ 1 ['g

= I:( (@) -e(2)g(nt)de + (Ecp(t)g(nt)dt - j:<P I:g)

(19 Je

et on va étudier le comportement des trois termes de cette somme. La
fonction réglée, 1 périodique, g, est bornée sur [0, 1], donc sur R, d’out

1 1
o = |[ (7O~ owgmnay < [ elel.ds = elel..

et aussi :

s = ([ 5= 0) [ = [ 1-ol. [ et =t

Puis, pour ¢ en escalier, on a

1 1 Ll
lim I o(t)g(nt)dt = J 0] j g, donc au méme £>0, on asso-
=+ Jg 0o Jo

cie n, tel que, Vn = n,,

j:q»(t)g(m)dt— J:q) j:g‘ <e,

et finalement, avec u,, = x,+y, -2, ona:
Ve >0, 3ng, Vn = ng, [u,| < e(l+2]gl.),

lynl =

ce qui, vous en conviendrez facilement, signifie que :

1 1 1
Tim_ jo f(Hg(ne)dt = IO fde jog(t)dt.

9.11. Le Théoréme de Stone-Weierstrass permet de savoir que f,
continue sur [0, 1], est limite uniforme d’une suite P, de polynémes, et,
par linéarité de I'intégrale, on a :

1
j P,.(¢) f(t)dt = O, pour tout n.
0

Or, soit £€> 0, Ing, Vo = n,, |P, - f||.. <€, donc:
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1
j0< O XONTOL

1 9 1
= ‘ j FAode sj |- lflde,
0 0

soit encore :

1
0= J fg(t)dt <eg|fl.., et ce pour tout £>0.
0

1
C’est que J. f 2(t)dt est nulle, avec f % fonction positive continue,
0

elle est nulle donc f = 0.
On peut aussi dire que dans E = #°([0, 1], R), préhilbertien réel

1 1/2
normé par |¢l, = ( J ¢2(t)dt) , la fonction f est orthogonale a F,
0
espace vectoriel des fonctions polynémes sur [0, 1}, donc aussi par
continuité du produit scalaire, 2 'adhérence de F dans E.
Comme |¢]l, <|¢l.., l1a densité de F dans E pour | |.., (Stone

Weierstrass), implique sa densité pour | |, et finalement f est orthogo-

nale a I'espace entier donc f est nulle. Cet aspect « géométrique » lié a
I'orthogonalité se retrouve dans I'exercice 5.14.

9.12. En posant x = cost, on a, pour ¢ € [0,%] et x dans [- 1, 1],
t = Arccosx, et la relation :

n
cosnt = Re (cost +isint)” = Re (z C‘:(i)ﬁsinptcos"-j’t}
p=0
k -
=Y (- l)kCZk(l—COSQt) cos™ 2,
2k<n

donne I'égalité :
T,5) = 3, Cik(_ l)k(l_xQ)kxn—2k’
2k<n
qui montre que T, est un polynéme en x, de degré =, le coefficient
directeur de T, étant Y, Ci'(- Df(-1)* = 2" 7",
2k<n

a) Pour tout x = coste [- 1,1], T,(x) = cos(n Arccosx) est com-
pris entre - 1 et 1,1 valeur atteinte si x = 1, d’ou
1

n-1"

T,|.. = 1, et comme

W, = ﬁ T,, on obtient o, = [W,_ =
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b) De plus, si nt = kx, cosnt = (— l)h, donc pour les valeurs
X, = COS ke ,onaura T,(x;) = coskn = (- l)k. Vu l'indexation sou-
n

(n—-k)m
n

haitée, - 1 = y5<y;<...<y, = 1, en posant y, = cos

,les y,
conviennent, pour k = 0,1, ..,n

c) Soit Ve Z,, comme W, € %, , le polynéme W, -V devient de
degré n—1 au plus.

Si on suppose [V, <, , en chaque y, ona:

[W0m)| = o, et [V(3p)| < [Vl.<a,,

donc la différence W, (y,) — V(y,) est du signe de W, (y,) : C’est alter-
nativement positif et négatif. On détermine ainsi z intervalles [y;, y;, 1],
0 <i=n-1,surlesquelsle polynéme W, -V, dedegré n—1 au plus,
s’annule, donc il est nul, mais alors V = W, = [V, = |W,|. =
C’est absurde. Donc [V], = o, .

2°) Pour fet g continues sur [- 1, 1], en 1, (resp. - 1), on a (D)g(®)

J1-£

qui est O (%t) (resp o ( Jﬁ))’ donc ( f,g) existe, et dépend

linéairement de f, de g ; c’est symétrique en fet g, et (V(f ) = ¢ L
nul implique f, (continue) nulle. On a une structure préhilbertienne
réelle.

a) Ona:
1 T,(x)T
_1 9771 9t /1 2
x = cost, pour ¢ = Arccosx variant de ® a 0, il vient :

0
_ 1 cosptcosqt .
(W, W) —j 2p+q—2 Sint (- sin#)dt

et, en posant

= zj 1 (cos(p+ )t + cos(p - )dt.

T T
Comme pour 7 entier non nul, cosntdt = [71» sinnt] =0, si
0
p#q,n = p+qetm = p—q sontentiersnonnulsdonc (W, W) = 0.
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b) Sip=¢q=0,p+g=p-q=0et
¥7
(Wp, Wy ) = 2—15"‘ %(1+1)dt = 4m ;alors quesi p = ¢>0,
0

p+q estnonnulet p—q = 0, dou

(W, W 2p2J.2 =2pl

w
¢) Il résulte de a) et b) que les vecteurs VP = V(_VVL) forment une
p

famille orthonormée de polynémes de degrés échelonnés.

En particulier, V,,V,,..,V, est une base orthonormée de
F, = Vect (1, X, X2, e X, sous-espace ici des fonctions polyndémes de
degré n au plus, sur [- 1, 1]. Comme il est sous-espace de dimension finie

de E préhilbertien,ona E = F® F'etle projeté orthogonal p(f) def
sur F minimise la distance de fa un élément quelconque de F, (Pythagore).

Ce projeté est p(f)

]
M
Py
=
2

|

M= !
fa—y

N

N

)

:

~~

=

d'o ¢; = 5 (L W)
(v (W )’
d) Ici, une pincée de Stone-Weierstrass s’impose.

On sait que, pour la norme de la convergence uniforme sur [- 1, 1],
compact, I'algébre des fonctions polynémes est partout dense dans

E = #°([- 1, 1], R) . Donc, Ve >0, 3P, polyndme, telque | f-P|, <€,
fdonnée dans E.

Si mn; et le degré de P, pour tout n=n,
Pe F, = Vect (1,X, .., X") etona:

n 2
wu—ﬂnﬁ=[vp—2qwm
i=0

< (v(f-P)),

puisque le projeté p( f), minimise cette quantité, soit encore :
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(V ( f_z",‘ociwiD J' I|f Pll,‘.
N Sy J“ dt

Il n’est pas nécessaire de calculer cette intégrale pour conclure a la
convergence de la série des ¢, W, versf, pour lanorme préhilbertienne v.

Cet exercice utilise deux propriétés des polynémes de Tchebychev.
Le fait qu'ils constituent une famille orthonormée totale dans un espace

préhilbertien : C’est le 2° ; et le fait que chaque polynéme T, , de degré

n, atteigne en valeur absolue n + 1 fois sa norme, avec des signes + et —
alternativement, ce qui constitue une propriété utilisée en théorie de
I'approximation, pour les familles dites de Tchebychev : c’est le 1°.

9.13. Posons f(t,a) = 1 ,en+oo, f(t,a) est équiva-

1+ 5@ +a?)
lente a = 1 , donc I'intégrale impropre converge en + e, et pour a > 0, elle
t

est définie en 0, (fonction continue en 0 par rapport a t), alors que si
=0, f(t,0) est équivalente a —1§ en 0 donc I'intégrale impropre
t

diverge en ce cas, en 0.

+ oo
Finalement, I(a) = J . S— existe pour a>0, et plus
0

1+t +dd)
précisément pour a # 0, la fonction a — I(a) étant paire.

. . 1 .
Par ailleurs, si t=1t,>0, f(t,a)=< < . on aune fonction
to(1+17)
majorante, d’intégrale impropre convergente, majoration uniforme en

+ oo
a, donc l'intégrale J' f(t,a)dt se majore par une constante en a. Par
t,

contre, au voisinage de 0, ¢ : t — se comporte comme 1, (conti-

+
- o o a1 ty
nuité), et une intégrale du type 35— = - Arctg — est équivalente
ot +a @ a

s . + 4
ag sia tend vers 0 : c’est gagné.
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Traduisons cela. D’abord la continuité de ¢.
Soit €> 0, 3t,> 0 tel que, pour tout ¢ € [0, £,] on ait

1
1+¢

l-e=< ;=1 (= 1+¢ en fait, par continuité).

. 1 .. .
Donc, pour tout a >0, en multipliant par t2+_2 , positif, et en inté-
a

grant sur [0, £,], il vient :

(1-¢)-1 Arct t—0<r0f(t o)<l Arctg
a 82 0 e 8§

Puis, I'inégalité 0 < f(t,a) < ﬁ ,valable pour ¢ = t,,, conduita :
to(l +1)
+ oo

o< s a)dt<—J.

t to 1+t

d’ou1 en sommant :

1

t e
(1—3)1Arctg—°sj f(ta)dt = I(a) < 7 Arcrg °+—j
a a 0 t l+t

d’ot1, en multipliant par @, a > 0, 'encadrement :

+ oo
(1- e)Arctg—<aI(a)<Arctg +_J‘ dr
% tn 1+t

. 2 2 N . 7 . + .
Mais alors, € étant fixé, d’ou ¢, aussi ﬁxe, sia tend vers 0 , le mino-

rant tend vers 5 (1 €), donc devient =T (1 €) — & pour a proche de

0, et le majorant, qui tend vers ¢, devient inférieur a T +¢. Finalement

2’ 2
ona:
Ve>0,3o>0, tel que 0<asa=>g(1—s)—£§al(a)sg+e:
’ i = E = —n—
c’est que 11m+aI(a) =3 et I(a) o 9a

a—>0

A quoi tient I'exercice ? De la convergence dominée vers + o, de la
continuité en 0, vraiment peu de chose...
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9.14. Pour y>0, la fonction ¢t — ¢ Ysint est continue sur R, et

L2 -ty s .
lim t“-¢ ?sint = 0, donc Ulintégrale, impropre en +oo,
Lt +o0

+ oo
-ty .
J= j ¢ ?sintdt converge absolument, donc converge.
0

Pour tout T>0,0na:

T _, 1Yy, it —at
Je Ysintdt = —.I e e - )dt
0 2i ),

1 l:et(i-y) e t(i+y) :IT
0

. ) T
-1 [(i+y)e“"”+(i—y)e‘ "“”]
21 - (1 +y2) 0
etcomme lim ¢ %t = 0 = lLm ¢ Ve iT,cary>0,il vient :
To+eo To+e
j= 1 G+y+CG-y) _ 1
2i 1 +y2 1 +y2
*= _1y sint
Etude de g(y) = I e ? - dt, intégrale impropre en + oo, car en
0

0 la fonction intégrée se prolonge par continuité.

La fonction b : t — % est prolongeable par continuité en 0, elle

tend vers 0 en + o, elle est continue, donc 4., existe sur [0, + o[, et

pour y =a>0, on a « convergence dominée » de I'intégrale impropre

_ ¢ty sint

car |e < |||l e, etla fonction majorante est d’intégrale impro-

pre convergente, donc g(y) existe.

n .
—ty sin . .
En posant g,(y) = j e ” STt dt, on a une fonction continue en vy,
0
" -t
dérivable, de dérivée g',(y) = - j ¢ ”sintdt et,pour y=a>0,0na
0

+ oo _ . ¢ + 0o e
6 -] = Ij e Sl <[ e nl.dr,
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majorant uniforme en y, qui tend vers 0 si » tend vers I'infini, (inutile de
le calculer), doncles g, convergent uniformément vers g sur [a, + o<[. On

a continuité de g sur ]a, + [, et ce pour tout a >0, donc continuité de
gsur ]0, + oof.

Pour la dérivation de g, on a de méme, pour y =a >0,

+ oo
_ I ¢ Ysintdt—g'(y)
0

ro
I e ?sintdt
n

~ an

+ oo ¢
sj e dt =
n a

majorant uniforme en y, qui tend vers 0, (le calcul était inutile), d’ou
convergence uniforme des g vers la fonction

+ oo
Yy~ J' ¢ Ysintdt = — 1 5 - Mais alors g est dérivable sur a, + o[,
0 1+y

de dérivée cette fonction, et ce pour tout a>0. On a finalement
. 1
g0) = -
1+y
g(y) = — Arctg y + constante.
Les Théorémes de convergence dominée s’appliquent évidemment,

et donnent le résultat sans qu’il soit nécessaire de détailler la justifica-
tion.

5 sur ]0, + e[, donc g est bien de classe c! sur 10, + o[ et

Ona lim g(y) = 0. En effet, toujours avec a(t) = %nt , bornée sur
y> 4o

[0, + e[, on a, pour y > 0, la majoration :

+ e h
lg() sJ. e Ylnl dt = %, d’ou yl_l)l{l g(y) = 0, et finale-
0 "

ment g(y) = g—Arctg Y.

Enfin, g est en fait définie en 0, et continue sur [0, + *[, ce qui don-
400 .
sint T

nera g(0) = J - dt = 5 = I, et terminera I'exercice.
Yo

La convergence de g(0) peut se faire par une intégration par parties
sur [0, X], et une limite si X tend vers + c. D’abord, pas de probleme en
0,ouk:t ~— (sint)/t est continue, puis, pour la borne infinie :

X . X X
J. 1 sintdt = [ cost} —J. __c02st de,
1 ¢t todr Jy ot
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t 1
et le second membre a une limite si X tend vers + oo, car % est O ( )
t t
en + oo,

nT
Mais alors, on a g(y) = lim b sint

n—+e0 Jg

dt, qui est valable pour

tout y = 0 cette fois, et cette intégrale va apparaitre comme somme par-
tielle d’'une série alternée. En effeton a:

nmn
J‘ oY smt 2 J‘ -ty smt de
0

Z flet et 2 g T - ',
k=0

S.(y)

%14 .
- (k sins
avec u, = J. ¢ T P d
0 T+s

On intégre un produit de deux fonctions positives, décroissantes en

k
vers  g(y) avec la  majoration, wuniforme en y=0,

850 =S, <] = 3.

79
ket lu/=<| 1- L ds = 1 : la série alternée des (- l)ku converge
K o kW k 8

Cette toute belle convergence uniforme donne la continuité de g sur

4 oo
[0, + o[ etla valeur, ,deI = I sin? dt.
2’ o ¢

n+l -y
9.15. La série de terme général u,(x) = (- 10 ———& est alter-

née pour x dans [0, 1], et |u,(x)| tend vers 0 en décroissant : cette série
converge et, en notant U,(x) la somme partielle de rang n et U sa
somme, on a la majoration :

n+2-y 1

X N,
|U(x)—Un(x)|<n+2_ysn+2_y,dou.

1 . L.
[U-U,. =< nT2oy et la convergence uniforme de la série sur

[0, 1], %,(0) valant O par continuité.
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n +
X Y
s

n+y

Le méme raisonnement s’applique pour la série des (- 1)"

d’ou finalement la continuité de la fonction f, sur [0, 1].
Pour la dérivation, avec les u,, on a u',(x) = (- 1)"xn_y, donc
, | . L.
Wy = — existe sur 10, 1], puis, pour n = 1, la série des u',(x) est alter-
x

née sur [0, 1[, avec |u',(x)| qui tend vers 0 en décroissant, ce qui donne
une convergence uniforme de la série des dérivées sur [0, a], pour
acl0,1[etn=1.

Il en est de méme des o', (x) = (- 1)"x" """, pour n=1, et, avec
vo(x) = x' '= %{ , on a finalement f dérivable sur ]0, 1[.
X

De plus, sur cet intervalle ouvert, on dérive terme a terme, donc :

+o0 + 00
TEDETTE Y DO

f'(x) =
n=0 n=0
_xt A
1+x 1+x

On a alors, f étant continue sur [0, 1], avec f(0) = 0 :

fQ) = f(1)-£(0)

lim | f'()dt
e—0 e

x—1

1 -y ~1+7;
G
o \1+¢2 1+t

puisque cette intégrale impropre converge, (Y€ 10, 1[ et 1 -y aussi).
Elle se coupe en deux intégrales impropres convergentes. Dans la

deuxiéme, on pose u = %, d’ou dt = — d_z; et:
u
1 t—1+'y 1 ul—y du + 00 u—y
—dt = — ——2 = —du,
o 1+t +oo (u+1)u u p 1+u

oo =Y

k) Y — u
don f(1) _J'O L du.
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Un dernier changement de variable, u = , pour envoyer [0, + oo

11—
— u 2 .
sur [0, 1[, car y = —1+u,etonobt1ent.
1 -
1 1
f(1)=,[ ) . . dy,
o (1-9)7" L a-y°
1-y

soit encore :
1
F) = [ 5 A-5""dy = By,
0

et le tour est joué. (Que je n’aime pas ces exercices « culturels »).

2
9.16. Lespace vectoriel .Z,(IR), isomorphe 2 R" est normé, et tou-
tes les normes sont équivalentes. On prendre la norme d’application

linéaire continue associée 2 une norme de R", pour avoir

HABII =< [HAII 1Bl -

» ?
En calculant (1+‘1;‘;) =y A

p—5-ona
k=0 Pk
j4 k ook
A 1 C k A
- gl - | (£ (3-%) 2t )+ 5 &
k=0 p k=p+1
p Ck + oo 1
<2 P LV Y Y[
k=0 P k=p+1
o S8 _ =1 kD) 11
r—+ = m E,les valeurs absolues sont inu-
. p pp-p
tiles, eton a:
+ oo
1
le*- peall< X [—- ]nlAm 3 gl
k=0 k=p+1

Si on suppose que A est dans un compact K de .Z,(R) , donc dans un
fermé borné, et si on a |||Al|| < r, pour tout A de K, on majore a fortiori

C - »
par Z(k‘—;fjr+ Z ',doncpar e_(1+p) en fait.

kp+1'
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Or, cette quantité positive vu son expression développée, a pour limite
b pln (1+-
0, (résultat classique sur IR, avec (1 +£) =e # , et la majoration,
r 4
uniforme en A dans le compact K, l”eA - f,,(A)”I <e¢ - (l +£) , donne
la convergence, uniforme sur K, des f,, vers la fonction exponentielle.
»”: A B\Y
b) On sent qu’il faut mettre | exp > exp s sous la forme

(I + tip-'lc) pour faire le lien avec ce qui précede.

Si on suppose A et B donnés, on a:

2 -2
A A A 1 /A
exp — = [+=+S(A), avec S(A) = = —(—)
Py p p? Sk p
Alll® 1 A
donc |||S(A>n|s”"% 3 it - - Z
+eo k 1Al
<1 ZIIIAIII oY)
P2 - k! PQ p
A A U
donc e (—):I 2+ -2 avec lim = 0, et de méme :
xp (5) = 15+ 22 avec lim U]
B) B V
e =] =I1+=+-2 avec lim =0,
xp (3) = 145+ 2 avec tim |||
donc : W
A) (B) A+B W,
exp|—|e —|=1+ +—L,
"p(p RV b P
avec W = U +V +% (AB+AVP+U1,B+UI,V?), donc tel que
W =
lim |[[w,| = o.
On a donc

A B\ A+B+W,\
(o (3) o () = (+==2) = seasmewp,
La suite des Wp convergeant vers 0, est bornée, doncles A +B + Wp

sont dans un compact K, sur lequel il y a convergence uniforme des f, vers

la fonction exponentielle, qui est une fonction continue sur .Z,(RR) , comme
n ik

limite uniforme des sommes partielles, 2 T
k=

fonctions continues en M.
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Donc, Ve>0,3a>0 tel que [|[X||| <a, (X dans .Z,(R)) implique
lllexp (A + B +X) - exp (A+B)ll sg ; puis il existe p, tel que
p=po=|||W,||| <, mais aussi, 3p, tel que Vp=p,,VMeK,
llexp M) - M| <5

On applique ceciavec M = A+ B + W, , pour p = sup (po, 1), eton
obtient :
|llexp (A +B)- f(A+B +W1,)||| <||lexp (A+B)-exp (A+B +W,,)|||
+|||exp (A+B +W,)- f,(A+B +Wp)|||
= E +E =g,

2 2
ce qui acheve la justification de

i on () en @) - e rv.

On procede de méme en poussant le « bouchon » du développement
limité au cran suivant.

A 2 1 B 2 1
On a e”=I+é+A—+o(—2), e"=I+—+§—§+o(—2),
P2t Ny 20" \p
-3 2 1\ . "3 B B’ 1
e? =I—é+i2+o(—2) ete ¥ = I-—+B—2+o(—2).
b 2p p P 2 p
11 en résulte que
AB_A_B
M =clele Pe ?
2 2
=1+1a+B)+ 2 (‘5—+AB+§—)+0(1)
22 2 5
2 2
(I—l(A+B)+%(%+AB+B?)+0(12))
4 p P
=I+l2((A2+2AB+B2)—(A+B)2)+0(—lé)
4 4

w
I+l2 (AB-BA)+—L,avec lim [|[W,]|| = 0,
P P po+o
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2
et M’ = fp (AB —BA+WP) , converge vers exp (AB-BA), par le
méme raisonnement.

¢) Lensemble &/ n’est pas vide, car avec 0 matrice carrée d’ordre =,
nulle, pour touttde Ron a exp (10) = Ie Z.

Puis, si M est dans &, pour tout A réel et tout ¢ réel,
exp (¢-AM) = exp ((tA) - M) est dans &, donc AM est dans &.

Enfin, si M et N sont dans %, pour tout ¢ réel, et tout entier p non nul,

exp (E M) et exp G) N) sont dans &, groupe multiplicatif, donc les
IN

P

tM ? . -
(exp (7) exp (7)) sont dans £, fermé de GL,(R) : la limite,
exp (t((M +N)), est donc dans Z.

Ceci étant vrai pour tout ¢, c’est que M + N est dans %/ qui est finale-
ment sous-espace vectoriel de ./Z,(R).

On démontrerait de méme, grice au b), que si M et N sont dans
leur crochet de Lie, MN —NM = [M, N] est dans ..

9.17. La fonction sinus étant impaire et 21t périodique, on peut sup-
poser x dans [0, ], (quitte a changer u, en — u, si xe [- &, 0]), dou
u, = sinxe [0, 1].

On a par ailleurs, pour xe[0,®], sinx<x, dou
U, 1(x) = sin(u,(x)) <u,(x) : la suite des u,(x) est décroissante,
minorée par 0, donc convergente vers I(x) dans [0, ], vérifiant
I(x) = sinl(x) : il ne reste que I(x) = 0.

Mais alors, la série des u,(x) est alternée, le module tend vers 0 en
décroissant : elle converge simplement.

On peut trouver un équivalent de |u,(x)| . En effeton a :

o
o
- |unl

2
U, 2
u, (1 % + o(un))
u?
u(1- 0 otud)-1)

|un+ lla" |un|a =

- %‘ ) * 21 +0(1)),
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donc, si =-2, lim ( 1 —-1—2) = %, et, par Césaro,
noEe Iun+d luA

n-1
.1 1 1 1 ... 1/ 1 1 1
lim = — || = z,s0it lim = — =
HIB“”LZ ((uk+1>“’ (uk)“’)] 37 H+°°"((u,,)2 (ul)“’) 3

=1

1/2
Il en résulte que |u,| =(2) : il n’y a pas convergence absolue

méme simple, alors, la convergence normale, vous pensez bien qu’elle
n’a pas lieu !

—t

9.18. Pour x>0, la fonction ¢ : ¢ — ;:Tt est définie continue sur
[0, + o[, et comme lim t2(p(t) = 0, l'intégrale impropre converge en

t—>+oo
e’ 1

+ oo, donc f(x) existe pour x>0.Pour x = 0, 5 est équivalent a 7 en
0 : I'intégrale est impropre divergente en 0. Enfin, si x<0, il y a diver-
gence en 0, en - x, alors, f(x) n’existe pas.

Etude en + o. Pour x>0,0na:
—t

e—=le_t-;,etcomme—£¢1,pourtoutt>0,ona
x+t x ¢ x
(]
x
une identité, valable pour tout N entier :
tN+1
- -t N e\ Tz
e ¢’ AN t( x)
xvt . x &\ x) e T
x k=0 1+-
x

et comme on a une somme finie de fonctions d’intégrale impropre

2 -
convergente sur [O + oo (presence dee "),ona:
N+1

f(x) = Z (k+1 (j;mtke_t ) (- }\1)” J'+°° tN;:i-tdt'

0

+ oo
., . . . E —
Des intégrations par parties successives donnent J t'e 'dt = k!,
0
N+1 o+ N+1 -t
1

. - t e
aill , R = dt,ona:
par ailleurs, avec Ry(x) N+l Jo Py
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1 (" tN”e“ _(N+I) 1
Ry ()| < N+1 J x N+2 ¢ ( N+l)’
x 0 x x

d’ou le développement asymptotique en + o :

N k
- 1)'k! 1
fe = ¥ S o (55).
X X

k=0

9.19. Lintégrale I, existe, (fonction majorée, en valeur absolue, par
lol..
nlx|

On remarque que, pour o> 0 fixé, on a:

J'“" n>x@(x) ax| < ol J'+°° L lol.. J'“" dx
o 2,2 2 = o

(1+n"x")

en + ).

el 1
2a2

vers 0 si n tend vers + . Il en est de méme de

, et, pour un o fixé, ceci tendra

- a
j __n x(p(x) dx| qui

-~ (1 +n2x2)

conduit au méme majorant.
Il reste a fixer o, uniformément en 7, en considérant ce qui se passe

au voisinage de 0, ot la fonction ¢ étant dérivable, on a:
Ve>0,30>0, |x| < o= |e(x)—-¢(0)-x¢'(0) <&lx|.
On aura dong, avec u(x) = @(x) - @(0) -x¢'(0),
o o 3 2
J’ nxu(x) dx<€j nxd‘:r
o« (1+n%3) a (1+n°x%)
on pose nx = t dans I'intégrale majorante qui devient :
no 2 + oo 2 + oo
J‘ tdi <j +1- 1dt=1l:—j dt22.
- na (l+t) - (1+t) - (1+12)

+ oo

Encalculant I = ©t = J- par parties, ona:

— oo (1+t)

oo + oo 2
1=[o— ][ g
A+t7) e Jow (1419

+oo 2 + oo
-2 t_ﬂ_;;dt=2(n_j __dt_g)
—= (1417 -= (1+1)




Exercices de Mathématiques spéciales — Topologie, analyse 205

+ oo
doulontre [ —% =%,
—e (1+8)° 2
o
On a dong, pour tout n,j —n——m—dx <81—2t
a(l+nx)
o 3
Or J' _nlwu(x) - dx= j 2EE g n®0(0) j —xdx
a(1+nx) a(1+nx) a (1+n°x")
—(P(O)I n’x*dx
0t(1+nac)

La deuxieme intégrale est nulle, (on intégre une fonction impaire sur
[-o, ] et vu le calcul fait précédemment, la troisieme valant,
2

ne o de T
—— 3 converge vers .
-ne (1+1¢7)

On a dong, avec cet € et le o associé :

L-T oo <|[ 20w g, [ AL ()
2 ‘ J‘-w (1+n2x2) Ja (1+nx)
* n x(p(x) T,
) e
j a(l+n’?)’ 2 ‘
2 - o
IlthI . 71; j u(x)+(p(0)+x(p(0)(n Sx)dx 1.-. (0)‘
-o (l+n x)
3 2
||(P||m+8 +|(p(0)| j n x dx 1_t’
no® o (1+nd) 2

et, pour o fixé, le premier et le troisieme terme tendant vers 0 si » tend
vers I'infini, leur somme devient inférieure a € pour n = n, : finalement

ona:
(1*2)

Onadonc lim I, = g ¢'(0) . Seule I’hypothese ¢ bornée, dérivable

n—+o

Ve >0, 3ng, Vn = n,,

en 0 a servi.
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9.20. Posons u,(t) = -, pour ¢ réel.
t

Si |t <1, |u,(2)| = [f* : il y a convergence absolue de la série ; si
l>1, wu,(t) tend vers 1 si n tend vers l'infini, d’ou divergence. Si

t =1,u,(1) = 5 : divergence, et pour ¢t = — 1 et » impair, u,(- 1)
n’existe pas.

Pour tout ¢ réel positif, et pour tout p entier, on a I'identité :
1)p+ ltn(p+ 1)

2( e EL 7 T Gone w(f) devient
1+ 2o 1+1¢"

somme de p+2 termes de séries absolument convergentes, (toujours
parce que ItI <1),dou:

teo (p+2)n
f@ = 2(— 1) (1- t)ztn(k+l) + (- 1)1""1(1 t)zt
k=0 n=0 1+¢"
5,0) ,,(t)
+ o0 »
Ona ¥ (**)" = - donc S,(1) = ¥ (- ! (l—k?l,
n=0 1- k=0 1-1¢
Ona 12t - L i tend vers ——, t tend ver
nal_tk+l = Trce. +tk qU.l €n versk+1, orsque €na vers

, donc, pour p fixé, lim S,(¢) = Z & 1) , somme partielle d'une
t—1" k=
série de somme In2.

I1 faut donc se débarrasser du reste, uniformément en ¢. On a, pour
O<t<1:

R, <(1-0 ¥ @' = =L < 1 soit :

nsb 1-£*2  1ae4. 8%V

|Rp(t)| =< m , et on peut écrire, pour tout ¢ de ]0, 1[, et tout

entier p, avec ce majorant de |R,(?)| :

S,(1) - 2( 2)

k=0

E

1

t)-In2 S S—
| f(&)-1n2| < Y

-1In2| +

V4
=1
k§0k+l
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R‘

Pour tout £> 0, 3p,, Vp = p,, 1 <

p+2
1 1 3 5
Comme alors t]lll'll (p+2)t"” = p+2sz,pouruntelp>p0ﬁxe,
—_

il existe 00>0, <1, tel que te [1-a, 1[ implique :

-In2| =<

1M
¢}
N)IO‘)

p
-1
t
k___0k+

DY, 1 _e o
S, (t)- d’ou finalement
? 2 k+1| P+t S35
| f(£)-In2| < 8 pour ¢ dans [1-a, 1[, ce qui acheve la justification de
lim f(¢) = In2.

t—>1

9.21. Lintégrale est impropre en + . Pour x fixé, x<0, on a

— xt2

Jim ¢ 5 =+ : f(x) n'existe pas, et pour x=0, on a
=1+t
Py t2x
0< < —— :I'intégrale impropre converge, donc f est définie sur
1+8 1+t
[0, + o[.

De plus, la majoration précédente, uniforme en x=0, donne la
continuité de f car, la fonction f,, définie, pour n entier fixé, par

n —-tx -t x
(x) = ¢ dt est continue, | continuité de (¢, x) ~— ¢ ; et
n 2
o l+t¢ e 1+¢

| f(x)— fu(x)| < I N itt2’ majorant uniforme en x qui tend vers 0. La
n

convergence uniforme, des f,, continues sur [0, + o[, vers f, donne la con-
tinuité de f. On conclut aussi par le Théoréme de convergence dominée.

La fonction f, est dérivable, (Théorémes de cours), avec

n t2e_ t2x
fo) = j dt.
0o 1+£

Pour x>0, lim ¢
t+eo 1+t

+ oo t2e- t2x

5 = 0, donc I'intégrale impropre définis-

dt¢ converge absolument.

sant g(x) = j

0 1+8
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De plus, pour x=a>0,0na:

t2 x e 2
5 € dtsj e
n

majorant, uniforme en x, qui tend vers 0 si n tend vers + .

lg@) — £ = j 1

La convergence uniforme des f,' vers g sur [a, + o[, jointe a la
convergence des f, vers f, implique la dérivabilité de f, et I'égalité
f'(x) = g(x), sur Ja, + eo[. Ceci étant vrai pour tout @ >0, on a finale-

+ o0 2 - x
ment f dérivable sur ]0, + o[, avec f'(x) = j :% de.
0 +1

La encore, 'emploi de la convergence dominée permet de conclure
plus vite.

Dérivabilité éventuelle en 0" .

+ oo —tx
Pour x>0, ona;& j _ldt.

x(1+t)
Or,pourxréel,exB1+x,d’oi1,pourx>—l,e_xsl_l'_x,etcomme
ici 2= 0 est bien > — 1, on aura:
2 2
c o111 - =® qou:
1+ xt 1+xt
+ oo 2 + oo
(x) — (O)<J‘ 2—t 2dt=j 1 ( 12_ 12)dt
x o (1+£)(1+xt) o *~1\14x?® 1+¢

. N + N
Le majorant tend vers -o si x tend vers 0, dou

m B0 _

— oo Il ya non dérivabilité de fen 0, (mais on a une
X

x—>0"
tangente verticale).

e e'tzx T K
b) Comme f(x) = j 5 dtsj e “dt = —, la fonction f,
o 1+t 0 Jx
a valeurs positives, tend vers 0 en + o,
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c) Onaf'(x) =—J:°°(t_.t%_

un changement de variable, u = J/xt, (déja utilisé au b) en fait), donne
I'équation différentielle :
K
(%) = f(x)-—=,
f f e

vérifiée par f, pour x> 0.

dt = f(x)- j “di, et,

L’équation homogene a pour solutions les fonctions x — A¢™, etla

méthode de variation des constantes, conduit, pour X=x>0, a:
X ot
AX)-A(x) = -Kj ¢ dt.

En posant 4 = /¢ dans I'intégrale, on obtient :

JSX 2
Ax)-AX) =2K | ¢ “du.
Jx

Comme A(X) = f(X)e X est de limite nulle en + oo, si X tend vers
+ oo, on en déduit I'égalité :

+ oo 2 + oo 2
A() = 2K [ ¢ “du,don f(x) = 2K J' e du.
N Jx
Si x tend vers 0, il en résulte, (continuité de f), que :
o2
f(0)—-—2Kj du=2K2d’of1K=§t.

9.22. La fonction f: x ~—In(1-¢ *) est définie continue sur

10, + oo[, équivalente & — ¢ * en + o, donc e f(x) tend vers 0 et I'inté-
grale converge (absolument) en + co.

En 0, 1-¢ " = x+o0(x) et Jxf(x) = JxIn(x+o(x)) tend vers 0,
d’oui la convergence en 0.

On effectue le changement de variable u = 1-¢*, dou
du = ¢ "dx = (1 -u)dx et:

I_j‘ (lnu)d
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n+l

Sur [0, 1[, on a, pour tout n, l’identite

et

1
comme chaque intégrale impropre I, = J w*Inudu converge en 0, (la
0

,_n

—-u’

fonction intégrée tend vers 0 si u tend vers 0, pour k& = 1, et se comporte
comme Inu sik =0),0ona:

n
I=YI,+R,,
k=0
1 n+l
u  Inu . .
avec R, = J ——— du, qui converge aussi.
o l-u
ulnu _ uln(1-(1- u))
Posons, sur 10,1[, g(u) = Tou = T on a
lim g = 0 et lim g(u) = — 1, donc g se prolonge par continuité

u—0" u—1"
sur [0, 1] et ||gll.. existant,ona:

R <I <. Y
n—>o0
Un calcul par parties de I, donne:
1 k+1 1 k
I, = j v*Inudu = |:u_ lnu] _I Y gy = =1 5
1 n
et finalement I = - 5= ——.
r=0(k+1) 6
- at — bt

9.23. Si on pose g(t,x) = e__;e_ costx, pour x fixé, g(t, x) est

équivalent a (b—a) sit tend vers 0, donc I'intégrale impropre converge
- at
en 0. Comme [g(¢, x)| < ¢

, il y a aussi convergence en + c.

En fait g(¢, x) est le produit de la fonction (¢, x) ~— costx et de la

- at — bt
fonction (2, x) ~ & ; ,pour t#0, et 0 ~—b—a ;les deux étant

continues par rapport au couple (f,x), donc, en posant
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n
folx) = j g(t,x)dt, on a, pour n dans N, une fonction continue en x,
0

(Théoreme de cours), qui converge uniformément vers f car

+ oo e— at
|f0- <[ 5

dt, majorant uniforme en x, qui tend vers 0

— at

. NP Ny . e
si n tend vers I'infini par convergence de I'intégrale impropre de b

Mais alors f, limite uniforme de fonctions continues, est continue.
o 0 - _ bty . . .
De méme, on a 55 (t,x) = — (e “_e t) sintx qui est continue par

rapport au couple (, x) , donc, par le cours on sait que f,, est dérivable
et:

fil(x) = - j:(e‘ *_ ¢ ")sin(tx)dt.

Ces fonctions convergent uniformément vers la fonction & avec :

+ oo
h(x) = - (¢ - ")sin(tx)dt, caron a:
0
e a 1
|R(x) - f,'(x)| SJ‘ e “dt = -, majorant qu’il était inutile
n a(ea)

de calculer pour justifier qu’il tend vers 0 si n tend vers + oo,

La convergence uniforme des f,', et celle, simple, des f,, , justifie la
dérivabilité de f, et I'égalité f'(x) = h(x), fonction continue comme
limite uniforme des f,' qui sont continues. On a donc f de classe cl.

On calcule facilement f'(x) car:

+ oo ) oo )
f'(x) = J (e- bt_e- at) Im (ezxt)dt - Imj (e(zx—b)t_e(zx—a)t)dt
0 0
e R e L
b-ix a-ix b +x" a +x
x x
f'(x) = - .
B +x’ aP+x’
+ oo e—at_e—bt n e—at_e—bt
On a ensuite f(0) = J ———dt = lim — dt.
0 t €—0 e t
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be e—u bn —u
= J — du - J — du
ag an
- (*% du -d, (" du
= ¢ _—— —_—,
at u an u

avec ¢, entre a€ et b€ et d, entre bn et an, par formule de la moyenne,
soit encore :
b) - -d,
=|ln-)(e "—¢ .
(n %) )

-c
Si€ tend vers 0, ¢, tend vers O et ¢ ° vers 1, alors que si n tend vers
-d
+oo, d, tendvers+oete  versO.

Donc f(0) = In g

Mais alors, f(x) = f(0)+rf'(t)dt conduit a :
0
b 1 2t 2t
m2sl f(___) dt
a 2J0\p?+¢ QP+4°

b 1[. 2+
In2+2|m 2 *E
a 2 z12+t20

f(x)

1, 8
2 a2+x2.

2
9.24. Pour u=0, si on pose @(u) = 1—%—cosu, on a

¢'(u) = sinu—u<0,or ¢0) = 0, donc @ est négative sur [0, + o[, ce
qui conduit a I'inégalité :
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2

0<1l-cosu<s % , valable pour « =0, d’ou, pour >0 et x réel

positif, I’encadrement :

1-costx —:_x° —:
0Ss—5—e¢ <5¢,
2
t
valable aussi pour x <0, par parité du cosinus.
P 1—costx -: . 2
Pour x fixé, ¢(t, x) = —5— ¢ est tel que im (¢, x) = 5 donc
t t—>0

I'intégrale impropre définissant f converge en 0, et le majorant donné

2 — ¢
de o(t,x) assure la convergence en + oo, (présence de ¢ "), donc f est
définie sur IR, et c’est une fonction paire.

Posons f,(x) = J.:(p(t, x)dt.

n
On a une fonction continue du couple (z,x) dans [%, n] xR, donc

f, est continue sur R.

Puis, pour |x| < a, on aura, compte tenu de I'encadrement de @ :
)

1/n o0
- x -

|f(x)—fn(x)|$j = e tdt+I e fde

0 2 n 2
g, a1
2n 2
majorant uniforme en x et qui tend vers 0, d’ot1 la convergence uniforme
sur [- a,a], des f, continues, vers f, donc f est continue sur ]- g,a [,
et ce, pour tout a > 0. On a bien continuité de f sur R.

=

22
La majoration, pour |x| < a, de |@(¢, x)| par 5 ¢ ', donne aussi sans

effort le résultat grice aux nouveaux théoremes de cours.

9.25. Pourtout n=1,0na f"(0) = f"(1) = 0.

La parabole d’équation f(x) = 2x(1 -x) a son sommet en x =

«s(l)=1.

1
2’
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Donc, pour tout x de [0, 1], 0 =< f(x) = % . De plus, par concavité,

f(x)=x pour xe [O, %] , (f au-dessus de la corde joignant (0, 0) et
(%, %) )- Dong, pour tout =1, f (x)< f(f,(x)) = f,,1(x)< % 1la

. . . 1
suite croissante majorée des f,(x) converge vers un nombre / de [O, §:|

vérifiant f(l) = [/,alalimite,avec,sixe ]0,1[,1= f(x) >0 :ilnereste

que [ = % comme candidat.

Soit alors K un compact de 10, 1[, et >0, (r<%), tel que

Kc([r,1-r],pourtoutxde Kona:r=< f(r) < f(x) < %, (symétrie de

la parabole par rapport a x = % ), d’ou, par croissance de f sur [0, -;-] ,

pour tout n=1, f(r) < f (x)< % , €t comme nl_iﬂl,.,f"(r) = % on a
fmgl <3

< 5~ J2(7), (norme infinie prise sur K), majorant qui tend
vers 0 et donne la convergence uniforme des f, vers la fonction cons-

tante % , sur chaque compact K de ]0, 1.

Soit [a,6]c]0,1[ et ¢ dans %°([a, b],R). Soit €>0. Il existe
Qe R[X], avec [[¢-Q].. < g , (norme infinie sur [a, 5]).

Soit n le degré de Q. Sur R, [X], toutes les normes sont équivalentes,
en particulier || [, et |P| = la borne supérieure des valeurs absolues
des coefficients de P : il existe une constante ¢, telle que pour tout P de
R,[X] onait [|P|., <¢,|P|.

Si Q(X) = Y aX',onpose P(X) = ¥ EQ27a)X’,
i=0 i=0
(avec E(u), partie entiere de u).

On a |27a,-— E(2'ai)| <1, donc:
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1

1
Q__,Pr
2

=— et

27

1
Q_—,Pr
2

=<1,dou

et pour I'instant on a déterminé un poly-

On choisit 7 tel que 2— 3 ’

néme P, de degré n et a coefficients entiers tel que <2

oo

E.
3

(p_l,.Pr
2

on approche.

En effet, la convergence uniforme sur [a, b], des polynémes f, (x)

1 . . .
vers 5, nous permet de dire qu’il existe un m tel que

(fm __,

et ma.mtenant m ﬁxe.

r 1
m Pr__P
P 4

75— » (Woublions pas que € fixé, entraine n puis r fixés,

€
=- et, avec

3

P(X) = ( fm(X))'P,(X), polynéme a coefficients entiers, on a
o —Pl., <& :le résultat est justifié.

Mais alors <|P,

oo

r 1
f; o

oo

9.26. Posons u,(t) = nta"e .1 y a convergence si a = 0, (et dans

cecas S;(t) = 0,bien que 0° pose probleme !). On suppose a # 0, alors

® n+1 R
ntl = ( ) = tend vers — d ol convergence absolue si eé>lal,
u, (1) n ¢ ¢

c’est-a-dire ¢> In|a|, divergence si t<Inla|, car dans ce cas le terme
général ne tend pas vers zéro.

Pour ¢ = a,(sia>0)oue = -a,(sia<0), |u,(8)] = n"*, ne tend
pas vers 0, donc il y a divergence. On peut remarquer qu’avec
-+ oo
x(t) = ae ',ona S.(t) = z nk(x(t))" = go(x(?)), avec g somme de
n=0
la série entiere des n"x" , de domaine de convergence ]- 1, 1], et ¢ doit
étre tel que Iae_ 'l <1.

La fonction f: t — Il—-z est de classe C”™ si |ae_ ll <l1.
—ae
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- —t
Ona fv(t) = '—ae-t 5 = —ae +_1t—21
(l1-ae ) (1-ae )
1 1

= — - = f(O- f3(®).
(1-ae’) (1-aeh?

Si on pose P;(X) = X-X*,ona f (1) = P,o f(2).
Supposons I'existence d’un polynéme P, tel que f ® = P,of.
Alors f**V = (P, o f) £'(®)
= PL(F )P (F(2)).
Enposant P, (X) = P',(X)P;(X), on obtient bien un polynéme tel
que fE 0@ = By, 10 N@).

Par récurrence, a partir de P(X) = X-X? et Py,1=P}Py, on
vérifie que P, (k=1) estdedegré k+1.

OnaP, = PP, = (1-2X)(X-X%) = 2X°-3X*+X
et Py = PP, = (6X2-6X+1)(X-X?) = -6X*+12X>-7X* + X.

. — ¢ . 0
Par ailleurs, pour |ae | <1, on a, (avec la convention 0" = 0):

)= —L— = T a% ™ = 540
n=0

1-ae

tn

Or, le terme général nta"e ™ = u,(t) de la série de somme S,(1),

k+1 -t — 1 P
est tel que u' (t) = —n ' a"¢ ", et pour lae | <7 <1, la série des

k+1 n
x ,a 1 pour rayon de

convergence, d’oll une convergence uniforme pour |x| <r<1).

u',(¢) converge uniformément, (la série des n

On peut donc dériver terme a terme la série des S, et constater que
(Sw)' = = Sps1-
Partant de S, = f, on a donc successivement S'; = -S§;,

"y = =S = Sy etS; = - (59, s0it S3(1) = - F D) = — P50 f(1),
d’ouI'expression :

Sy(t) = 0 12 7 1

(l—ae-t)4 (l—ae't)s (l—ae")2 1-ae

-t°
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9.27. Pour faire apparaitre une série dans lintégrale définie

b . it
? . . - 1 int .

j o dt, on serait tenté d’utiliser - = z ™", mais on a une

al-e l1-e n=0

it

L. . . . . e

série divergente. Aussi va-t-on introduire I'’expression f(r,t) = =)
1-7e

définie pour 7 € [0, 1[, et ¢ entre a et b, avec cette fois un développement
en série de fonctions de ¢ :
+ oo

f(r, t) - 2 r’nei(n+l)t’

n=0

et, pour r<1 fixé, (r=0), une convergence normale en ¢. On aura

b +eo
donc :J if(r,o)dt = Y r"J AR
a n=0 a

+o0

- z 7'n (ei(n+l)b_ei(n+l)a)
n+1
n=0
+oo ikb ika
_ zrk-le —-e
k=1

Un passage a la limite, (si r — 17 ), devrait nous tirer d’affaire. On a

d’abord :
lf(r’t)_f(19t)| = eit( L it 1 z't)

1-r¢e 1-e¢
_ -1

- |1 —reitHI -e“'

_ 1-7r
J((1 = reost)? + rsin %) ((1 = cost)? + sin’t)
1-7r
(1+ - 2rcost)l/2ﬁ(l - cost)l/2

Orte [a,b] ]0,27 [, (on peut supposer a < b, etavec o.> 0 tel que
[a,b] c [0, 2R -], 0ona: cost < cosa donc 1-cost=1-cosa, et:

1+7°—2rcost=1+ - 2rcosaL,
d’ou, Vte [a,b] :

| f(rt)-f(L, 0 < 1-r

2(1+ P - 2rcosa)l/2(1 - cosoc)l/2 ,
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majorant uniforme en ¢, qui tend vers 0 si » tend vers 1, ce qui prouve
déja que :
b it b b
if o= [irode= tm [ifenoar.

1-¢ a ro>1"va

Considérons alors la série :

+ 00 iak
S(a,r) = z (Ek_) .
k=1
=
La série entiere 2 % admet 1 pour rayon de convergence, et, pour
k=1

a#0(2w), converge en z = ¢, (par transformation d’Abel : % tend

9 .
vers 0 en décroissant et les sommes S,, = Y ¢ sont majorées),

. n=p .
donc, par une autre transformation d’Abel, on justifie la convergence
ika
. . L. ke .
uniforme en r € [0, 1] cette fois, de la série des 7 - 5 donc la conti-

nuité de la fonction r ~— S(a, 7).

Le travail se fait aussi en b, d’ou :

o1 GMO_ e T kb ke

lim r- — = - et finalement I'égalité
)Y > g

- k
=1 k=1 k=1

+ oo ez'kb ezka b eit
voulue : Z —_— = - dt.
k 1-¢
k=1 a €

+ o0

~

ikb

+oo b
EnposantF(b) = ¥, &, cette égalité : F(b) - F(a) = zj
k=1 a

it

it dt ’
1-¢
i
fait apparaitre F comme une primitive de la fonction ¢ — -
1-¢

e - (cost + isint)(1 — cost + isint)
1-¢" (1- cost)2 +sin’t
_ _cost— 1 + isint(1 — cost + cost)
2(1 - cost) 2(1 - cost)
1 + isint
2 2(1- cost)’
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doit J‘b iei'd? ==y 1, .l—cosb
al-é" 2 2 1 - cosa
Il en résulte qu’il existe une constante C telle que :

< b1
F(d) = ZT =—§—§ln|1—cosbl+C.
k=1

Or F(m) = +Eﬁjﬂ!=—ln2——iir'—lln2+C on a
Sk 2 2 ’
C= %r,_% In2, d’ol une expression qui vaut ce qu'elle vaut:

F(b) = % (u—b)—% In2(1 - cosb) .

9.28. Posons f(x) = ,ona lim f(x) = 1,et f(x) est

.
x—0

(Arc I:a.nac)2
x

2
équivalent a (2%) en + o, dont I'intégrale impropre :

+ oo 2
Arctanx
1= [ (A,
0 x
est absolument convergente.
Une intégration par parties entre € et X, £> 0, donne :

u = (Arctanx)2, du = 2Ar_cta2nic ;
1+x
dv = d—':,v = 1 ;d’ou :
x x

I(e,X) = J‘T(AL;“—’-‘)?dx

2_X X
- [— (Arctanx) ] +2 Arctaan dx.
x € e x(1+x°)
2 2
Or xlim —_(_Aic)t(ani = 0, et comme (Arctanx) est équivalent
-+ oo
(Arctam.s)2

axen0, lim
.
e—0

= 0 aussi, d’ou:
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I *+° Arctanx

= lim I(g,X) = 2 5. dx = 2G(1),
5—-)0+ 0 x(l +Xx )
X+
si on pose :
+ oo
G(t) = j érﬂ(?‘x_) dx.
o x(1+x")
Pour étudier et calculer G, posons g(x,t) = A&(;x) ,pour x#0.
x(1+x7)

On a g(x,0) = 0 sur R*, donc limog(x, 0)=0.
x>

Puis, si t#0, g(x, t) estéquivalenta t;x = ¢ six tend vers 0, donc on
posera g(0, t) = ¢, pour tout ¢.
Lintégrale définissant G est donc impropre en + o seulement.

Ona G(0) = 0, G impaire, il reste a trouver son domaine de défini-
tion pour ¢ =0.

Or, pour % = 0, Arctanu < u,doncona:
tx
x(1+x%)  1l+x

Vxe 10,+[[Vt=0,0<g(x,t) < , €t, pour

2
te [0,a],aveca>0,0na:
a

0<g()<—25 = 900,
X

+ oo
avec @ positive, continue, telle que J ¢ existe.
0

Comme g est continue par rapport au couple (x, ) € 10, + [ X [0, a],
on en déduit I'existence et la continuité de G, sur [0, ], par le théoréme de
convergence dominée ceci pour tout a > 0 , donc G existe sur R et est continue.

X
x(1+x2)(1 +2x%)

Pour la dérivabilité, on considére %% (x,t) =

avec x>0, d’oui la majoration :

Ve 10,+ [ xR, 0<% (55)< — = yw),
ot 1+x
et le Théoréme de dérivation de Lebesgue s’applique, on a:

, +e dx
0 (I1+x)(1+¢t'x")
intégrale qu’il nous reste a calculer.
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On décompose la fraction rationnelle, par rapport a % comme
variable. Pour ¢# 0 cela donne :
1
! s 1 _12
1 1-¢ ¢
2

A+:2)(1+82%2)  1+x2 14642

_1 (1
1-21+x2 1452/

d’ou, pour I'intégrale donnant G'(¢) :

1 e ode 2 (YT dx
cw=5 (] 5, )
1-2\Jo 1447 0 1+
1 (1_!: _2 |:Arctantac:|+ “)
1-2\2 t 0o /)

T 2\2 2 2(1+¢)
Compte tenu de G(0) = 0, ceci donne :

G(t) = g In(1+1),

etcomme I = 2G(1), on obtient I = wIn2.

9.29. Posons f(t,x) = —lm, la fonction est définie sur
1+2+1¢

10, + = [ X R, a valeurs positives.

1+ 1+x)Int
En+oo, ¢ x=e( #)n tend vers :

1°) 0si 1+x<0, la fonction est alors équivalente a 1L+t et I'inté-
grale diverge ;

2°) vaut 1si x = — 1, la fonction vaut % :il y a divergence ;

. 1 . . . . <
3°) silO<l+x=<1,t ** tend vers + o, mais la fonction équivaut a
1

n oua T en + oo : il y a divergence ;
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. L1 , s
4°) enfin, pour x>0, la fonction équivaut a 4 en teo d’ou la
t

convergence absolue de I'intégrale en + oo.
Comme pour x>0, ona linz f(t,x) = 1, la fonction F est finale-
t—

ment définie pour x> 0.

Continuité : on suppose que 'ona: 0<a<x<b.
Pour te€ ]0,1],Int <0, d'ou:
(1+b)Int<(1+x)Inz=<(1+a)lnt, donc

tl+b$t1+x$tl+a,

et en passant aux inverses, pour (t,x) € ]0, 1] X [a, b] :
1
0<f(t,x) S ———— ;
1+t+'%°
alors que pour (¢,x) € [1,+ [ X[a,b],0na:
1
0= f(t,x) S ———— ;
4 1+e+¢*°
la fonction continue, ¢, définie par :
;b sur 10, 1] et @(t) = 1
1+t

T sur [1, + eof,

o) =
1+e+¢'"

permet de conclure a la continuité de F sur [a, 5] par le Théoreme de
convergence dominée, et comme a et b sont quelconques, a>0,onala
continuité pour x> 0.

Pour la dérivée, on a de méme :

al(t x) = _(hl—t)tmc et:
ox A+t++%)°
1+x
9 (¢, )| <ind - —* et L R
ox (Q+t+87% Q+t+t
< y(t), avec, pour x € [a, b] :
y(t) = —l%sur]o, 1] et y(?) =—|l-nL|lzsur [1, + oo[.
1+¢+¢ 1+¢t+1¢

Cette fonction majorante est intégrable sur ]0, + e[, d’ou1 la dérivabi-
lité de F par le Théoréme de Lebesgue, et :

+ oo 1+x
F'(x) = J‘ (— lnt)t

 dr.
0 (1+t+t ')
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Passons aux limites, en commencant par x tendant vers + oo.

Le comportement différent de t'** suivant la place de ¢ par rapport
a 1 incite a couper l'intégrale en 1.

+ oo + oo +oo
On a: Osj sz dz = [—l 1:| =l, donc
1 1

T+t+ " £ x x
—+ oo
im [ —9 _ -o.
xo+eedy 1 +t+1
. ! dt
Pour la limite de G(x) = I — lorsque x tend vers + e, on
ol+t+t

peut remarquer que, si x croit, i décroit, (car te ]0,1], donc

Inz < 0), la fonction intégrée croit, donc G est croissante en fonction de

x,etde cefaitona lim G(x) = lim G(n) : on se rameéne i une suite
n—>+oo

X —> 400
d’'intégrales.
En posant g,(f) = ————, sur 10, 1[ ces fonctions convergent
1+t+1¢
simplement vers g avec g(t) = % , la suite est croissante, eton a :

1 1
j J: SJ g(t)dt = [In(1 +t)]1 = In2 :le Théoreme de convergence

monotone s apphque et nous donne, bien gentlment

lim G(x) = lim G(n) = lim gn J'g = In2, d’ou
X —>+ oo n—> 400 n—+oo
lim F(x) =

x> +00

Venons-en_a Uétude en 0.

Si x tend vers 0 en décroissant, pour t€ ]0,1[, si on a:

1+ 1+x N N PR P :
xX<x=>t "<t ", dou aprés passage a l'inverse, et intégration,

G(x') < G(x) :vulamonotonie de G,onaura lim G(x) = lim G ( )
x>0 Bt
limites dans IR.

1
Or G (—) =j L, et les fonctions &k, avec:

1
0 l+;—l

1+t+1¢
h,(t) =

convergent simplement vers h(t) = sur

1
T+e+e " 1+2¢
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10,1, on a wune suite décroissante de fonctions: comme

1
d: _ In3
1 " 2t [ln(l + 2t)] > existe, on peut dire, par le Théoréme
. In3
de convergence monotone, que lim G(x) = 5
x=0"
e dt

Soit alors K(x) = I s
1 1+t+t

Cette fois, si x décroit vers 0, H(x) croit, on raméne donc la limite
N 1 . . .
de K a celle des K (;z)’ et la suite croissante des fonctions k,

t~—>——1——,pourte 11, + o= [, convergeant vers k : ¢ ~_>1+2t’

L+z+etY"

+ oo

simplement, comme l'intégrale J 1+ 9 2t
1

1) , s P
des K (; n’est pas majorée, (contraposé du Théoréme de convergence

diverge, la suite croissante

monotone), donc diverge vers + oo :

ona limK(x) = lim K (1) = + oo, et finalement lim F(x) = +co.

-
x—0" n=>tee x>0

Pour la recherche d’un équivalent, G(x) tendant vers % , constante,

c’est K(x) qui nous donnera un infiniment grand.
On constate que :

+ oo
K(x)<j l+x=j dtx .
t+t 1 t(1+¢t)
1
x 1/x 1 ;_l
Enposant £ = u,dout = u etdt=’—cu du,ona:
1,
1 u” 1
=] 2 38
() x 1/"(1+u) u(1+u)

IJ ( ) 1 u 1"  In2
1__1 du=—[ln —] = Inz
u l+u x 1+u1 x

En affinant, on a :
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+ 00 + oo
0<¥_K(x)=‘[ —dt—-J' de
1

1+t 1+t+*"

J'+°° de < J‘*“’ de
1 (Q+t+ )+ o A
d’ou, apres calcul :

0= In2 _ K(x) = 1 , et le majorant tend vers 1 si x tend vers
x 2x+1

0". On a donc I'encadrement

m2_ 1 _po_in2
x 2x+1 <K@= ’
o, en divisant par 22, Tim 23 -1, eten fait K(x) = F(x) ~ 22
x—0" —I-l—2 x
X

. +
six tend vers 0 .
Le Théoréme de convergence monotone, encore lui, donne plus, car :

In2 dt
__K = = L >
x J-: (L+t+8 )@+ %% )

. , . . 2z A + A
avec L fonction décroissante de x, donc si x décroit vers 0 , L(x) croit,

T 1 . . .
on se ramene a lim L (— , la suite croissante des fonctions /,, :
n—+o0

1

t —1,t) = 1+1/n

1+1/n,’

)

(1+t+t Y+t

1

converge simplement vers [: t —I(t) = S+ 97)

sur ]1, + oo, et

+ oo
comie J ! existe,on a:
1

. 1 . +e de
nliTwL (r_z) B :T}ux) B ,[ L 2t(1+20)°

Cette intégrale vaut :

1 1 _1 t 7"" _ In3-1In2
L (Q_t_(l+2t))dt_§[lnl+2t]l T2
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et finalement :
In2 In2

—x——F(x) = T—G(x)—K(x) = L(x) - G(x), quantit¢é qui
In3 In2 In3 _ In2 ., . _In2 In2
tend vers 5 "5 "5 = 5 ,dou F(x) = p + 5 +o(1).
sinxt

9.30. Pour t#0, posons f(t,x) =

- .Pour x#20,ona:

e—
xt .

t,x) = = = x,donclim f(¢,x) = x.
f( )t—)o t z—)Of( )

Comme, sur R*, f(¢,0) = 0, on a aussi linz f(t,0) = 0. Linté-
t—

grale définissant F est donc définie en 0, impropre en + <, mais conver-
gente absolument, car :

| ftml<——=cen+ew.
e—

Y a-til convergence dominée ?
En écrivant, pour x#0 et >0 :
sinxt  xt
ft,x) = :

I
xt G

ona

| £ %) <|x - @(2),

avec @(t) = - , fonction continue de ¢, positive sur [0, + o[, d’inté-

e —_—
grale convergente sur [0, + oo[.
Pour |x| < a, avec a >0, on a donc convergence dominée (en x), de
I'intégrale impropre, continuité de f par rapport au couple (¢, x), d’ou
la continuité de F sur [— a, a], pour tout a >0, donc sur R.

Passons aux dérivations : pour tout entier k non nul, on a:

k. T
ka (%) _ t sm(xt+k §)
ox" £-1 ’
d’ou :
k k
D <yy) =,
ox* e-1
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fonction a valeurs positives, intégrable sur ]0, + [, d’ou par le Théo-
réme de dérivation de Lebesgue, F de classe C” sur R, avec, pour toutk :

+ oo k
FP(x) = _[ L in (xt+k ’-‘) d.
0 é-1 2

Passons au calcul de F(x). Une convergence uniforme sur un inter-
valle non borné étant de peu d'utilité, on cherche des évaluations pré-
cises du reste d’'une série.

C’est le cas de :

—¢ n —(n+2)t
1 e _ e-(k+1):+e

et—l— 1—e-t k=0 l—e-t

identité valable pour tout ¢>0.
Or les intégrales impropres :

+ oo
I(x) = I ¢ ** Visinxede,
0

sont absolument convergentes, et :
+ oo -1
e —(n+1 .
T, = J — e ¢+ D! Sinxedt,
0o l-¢

est aussi absolument convergente, car la fonction intégrée s’écrit :
sinxt o (n+ 1)t

-1

et, pour x fixé, limg(x, t) = x, lim g(x, t)
t—0 t— +oo

PGB

= g(x,t)

2

0, d’ou1 comme cette fonc-

tion est continue, I'existence de |g(x, )|,
la majoration :

sup {lg(x, )| ; t>0},dou

e —te-(n+l)t
1-¢

Ceci donne I'existence de r,,, et la majoration :

sinxt| < ||g(x, *)l..e” (m+ 1

|rn| = "g(x, ')

b

+ oo .
lmJ‘ oDy, lg(x, ).
0 n+1

d’ou finalement :

F(x) = 3 L(x)+7,,

k=0
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qui donne, puisque 7, tend vers 0 si n tend vers I'infini :
+ oo
F(x) = 3 L(x),
k=0
et il ne reste plus qu’a calculer, en intégrant par parties, les I,(x) .
T ks
Ona:Ik(x)=I e )sinxtdt=Osix=0,etpourx¢0:

0
u(t) = sinxt, u'(f) = xcosxt ;

, —(k+1)t 1 -+
v(l) = e t) =—-———e 5
® L o) = -
. . . — (k+ 1)t -
comme sin(x0) = 0 et lim (sinxt)e = 0, il vient :
t—+oo

+ oo
I(x) = ’% I e U’””cosxtdt,
0

que l'on intégre encore par parties.
- (k+1)t

Avec u(t) = cosxt,d’ou u'(t) = — xsinxt, et v'(t) = ¢ ,ona:
_x —cosxt —k+ DT x (M7 e, )
L(x) = il ([ el ¢ :lo i1 -[o e sinxtdt
x x
= - I,(x),d’ou:
G+1)° E+1)2 "
I(x) = ﬁ, et finalement :
x“+(k+1)
+ oo
F(x) = —— €xpression valable aussi pour x = 0.
n=1% +n

9.31. Posons, pour (¢, x) dans [0, + [ XIR,

xt

te
fax = 2.
1+2¢
Cette fonction est continue par rapport a (¢, x) , donc I'intégrale est

t 1.
1+922 2t

définie en 0. Sittend vers + oo,ona:pourx =0, f(t,x)=
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il y a divergence de I'intégrale, alors que pour x< 0, la fonction, posi-
e_xt
2t
grale, (t2 f(t,x) tend vers 0 par exemple).

Donc F est définie sur ]- oo, O[.

tive, est équivalente a - sit tend vers + oo, d’ou1 la convergence de I'inté-

Pour x<-a,aveca>0,o0na:

— at
te

| f(t, %) <
s 1+27

grale convergente sur [0, + e[, donc, (Théoréme de convergence domi-
née), F est continue sur ]- o, — a], pour tout a <0, donc continue sur
]_ 2, 0 [ .

= @(?), fonction positive, (continue), d’inté-

afh(t,x) _ tk+lext

Puis, pour tout entier k, on a : 5 donc, pour

ox 1+2¢
x<-a (avec a>0), et pour tout t =0,
a I3 tk+le—at
—L(i’ %) S —— = W),
ox 1+2¢

avec v, fonction continue, positive, d’intégrale convergente sur [0, + e[,
d’ou, (Théoreme de Lebesgue), F est de classe C”, sur J- 0, 0 [ finale-
ment, avec :

+ oo k+1

F®(x) =J’ ¢

5 rde.
o 1+2¢

Cherchonslalimitede Fen 0™ . Sixcroitvers 0, x — & croit, donc

x ~ f(t,x) croit: la fonction F est croissante, donc la limite de F se
t

+ oo n
ramene 2 celle de lim F (— l) = J te 5 dt, (limite dans R).
B +eo n o 1+2¢

Or, avec f,(t) = te
1+

S

, on a une suite de fonctions continues, suite
21>

croissante, qui converge simplement vers f, continue, avec

t
t) =
r® 1+2¢

5
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+ oo
Comme j f(t)dt = + oo, par contraposée du Théoréme de con-
0

+ oo
vergence monotone, on en déduit que lim fo()dt = + e donc
n+ Jg
lim F(x) = +oo.
x—0"
e— t _ e— tx
9.32. Pour t#0, on pose f({,x) = ———— :si x=1 on a

t
f(, 1) = 0,donc lin‘:)f(t, 1) =0;six#1,ona:
t—>
—t — Ix
e —e¢ (x-1)t .
—_— = =l t,x) =x—1:
; o ; donc }E)I})f( x) =x-1
pour chaque x réel, la fonction est prolongeable par continuitéen ¢ = 0.
Comme f(¢,1) = 0, F(1) existeet F(1) = 0.
Pour x# 1, I'intégrale est définie en 0, et en + « elle est convergente
si et seulement si x> 0.
On peut recourir aux Théorémes de convergence dominée pour étu-
dier la continuité, la dérivabilité mais ici... il y a plus simple : on peut
calculer F.

+o0 —1 +o00 —Ix
Pour £ > 0, les intégrales impropres J %_ dt et J ¢ ; dt exis-
€

€
tent.

Si dans la deuxieéme intégrale on pose tx = s,ona:

+ oo e—tx + oo e—S
I dt = I — ds, donc:
€ t Ex s

too -t —tix ex —t £x
j Ldt:j e—-dt=e_F’J' de.
. t t .t

€

avec  entre € et &x, par formule de la moyenne.

C’est encore ¢ Elnx , et, si € tend vers 0, £ tend vers 0 d’ou, 2 1a limite,
F(x) = In(x), pour x>0.

11 est alors facile de voir que F est de classe C™ .




CHAPITRE X

Séries entiéres

Le premier probléme qui se pose est celui de la détermination du rayon
de_convergence, et du domaine de convergence, de la série des anz" .
Comme pour |z| <R la convergence est absolue, on travaille sur un équi-
valent de |a,|. Ne pas oublier de préciser le comportement de la série
sur le bord du disque, souvent par le critére d’Abel, (voir 10.3).

Les séries entiéres s’intégrant et se dérivant terme a terme sans modi-
fication du rayon de convergence, ne pas oublier que des encadrements
méme grossiers de |a,| , dutype 0 < u, < |a,| < v, ,avec Y u,z" diverge

pour |z >a et Y v,z" converge pour |z| <a permettent de conclure 2
R = a, voir 10.9 par exemple.

Il peut enfin se faire que la convergence, etla détermination du rayon
de convergence d’une série entiere provienne d’autres arguments, du
type équation différentielle, ou fonctionnelle, (voir 10.2).

Enfin Taylor Lagrange est toujours d’actualité, (voir 10.4).

Vient ensuite la détermination de la somme, souvent a I’aide des fonc-
tions usuelles.

On se tire d’affaire en utilisant les propriétés algébriques sur les
séries entieres : somme, (ou combinaison linéaire) de séries entieéres ;
dérivation ou intégration de séries connues, produit de séries entieres,
tous ces procédés pouvant se combiner. En particulier la dérivée de

Arctg u(x), —— , sera une fraction rationnelle si u en est une, d’ou un
1+u

2 )
calcul possible, (10.10).

A ce propos, si on veut « extraire » une série d’une série entiére, en
prenant les termes de p en p, penser aux racines " de I'unité qui
peuvent introduire cette périodicité, (voir 10.5, 10.8).

De méme, si on considere Zanx" , avec a, fraction rationnelle en %,
on peut la décomposer en éléments simples...
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Se pose aussi le probléme du développement en série entiére d’une fonc-

tion f, et 13, bien souvent les arguments liés aux équations différentielles
interviennent, fintervenant comme la solution répondant a une donnée
initiale, et une série entiére déterminée terme a terme convenant aussi.
C’est la connaissance de Cauchy Lipschitz qui donne la réponse.

Il reste toutes les questions liées a l'analycité, du type zéros isolés a
I'intérieur du domaine de convergence, d’ou les prolongements analyti-
ques, voir 10.1; 10.7 ; 10.22.

Ne pas oublier la convergence uniforme sur tout compact contenu
dans le domaine ouvert de convergence, ce qui conduit a la détermination
intégrale des a,, sous la forme :

a, = 2m . % dz, (formules de Cauchy), avec Y cercle de cen-

tre 0, de rayon r <R, dans G, (voir 10.20) orienté dans le sens direct.
Enfin un détour par les séries de Fourier vaut la peine, car si on a
+ oo
une série entiere S(z) = Y a,z", de rayon de convergence R >0, pour
n=0
chaque re [0,R[, on dispose d'une série trigonométrique

S,(0) =Y a,r"¢™ fonction de classe C™ en fait, dont on connait la
=0
série de l?‘ourier, d’ou Bessel..., (voir 10.6).

Quelques compléments.

Définition du logarithme complexe : voir 10.1.

Ne pas oublier qu'une transformation d’Abel, comme toujours dans
les séries, peut servir. Elle est basée sur la présence d’'un terme, u,,
différence de deux choses consécutives : 4, = a,—a,_;, et d’'une inter-

version de deux sommations. Pensera 1 = (n + 1) — n, (eh oui), ou bien
a la différence de deux sommes partielles consécutives d’une série.

Penser aux interversions de sommations dans les sommes doubles,
(10.7).

Les progressions géométriques ca c’est quelque chose ! (10.9 par
exemple).
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Enoncés

10.1. Soit a un endomorphisme de E espace vectoriel complexe de
dimension finie. Montrer qu’il existe R>0 tel que, pour tout s de
I-R,R[, on ait

© k
det (Id-sa) = exp [— Y % trace (ak)).
k=1

10.2. Soit f une fonction continue de R dans R telle qu’il existe un
réel g vérifiant |g| <1 et:

Vxe R, f(x) = (1-¢gx)f(gx).
Montrer que f se développe en série entiere de rayon de convergence
infini.

» Inn

10.3. Domaine de convergence de la série Y. x 5
n=1 l+n

10.4. Soit P un polynéme de degré impair de IR[X], et f une applica-
tion de classe C” de IR dans R telle que :

Vne N, Vxe R, | f™(x)| <P(x).
Que dire de f?
<+ oo
10.5. On donne S(x) = Z a,x", de rayon de convergence R>0.

n=0
On donne deux entiers & et p fixés.

+ 00

. btk
Exprimer S, ,(x) = Y @455 % ?,
k=0

10.6. Soit (a,) une suite d’éléments de Z telle que la série Zanzn

ait un rayon de convergence R =1, et que la fonction somme, f, soit

bornée sur le disque ouvert {z€ € ; |z| <1} . Montrer que f est une fonc-
tion polynéme.

10.7. Soit I un intervalle ouvert de IR. Une fonction fde I dans R est
analytique sur I si elle est développable en série entiére en chaque x de I.
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a) Soient g, et g, analytiques sur I, et x, dans I. Montrer 'équiva-
lence de :

1) g1 =g

0 Vn = 0. 0P (x) = o™

i) Vn=0,g1"(x) = g (%),

iii) g, et g, coincident sur un voisinage de x, .

+ 00

b) Soit {(x) = Y lx pour x> 1. Montrer que { est analytique sur
n=1M
J1, + oo,

Trouver un équivalent Q(x) de {(x) en 1.
Analycité de {-Q ?

+oo 3n+1

z
10.8. Calculer S(z) = E,O GnrDl’

10.9. On pose a, = J. (tg u)"du. Rayon de convergence de la série
0

entiere des a,x", n =0, et calcul de la somme.

10.10. Développer la fonction f: f(x) = Arctg 1—};, en série
entiere en 0.

10.11. Soit (a,), . iy une suite réelle de limite 1. On définit une suite

. Quelle est la limite des p,, ?

J4
~ (n—k)!

n
k
(Pr)pew €D POsSANt @, = Y
k=0

oo

10.12. Soit une série entiere f(z) = Y, a,z", de rayon de conver-
n=0
gence R>0 ; pour z avec |zl <R, et r tel que [z|<r<R, calculer
I'intégrale :

27 it
I(r,2) = J Iﬂ% de.
0 r—ze
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On suppose qu’il existe o dans J0, R[ tel que f soit a valeurs réelles
sur le cercle I" de centre 0, de rayon o. Que dire de f?

2 ptee 2
10.13. Soit f(x) = ¢ J ¢ ' dt. Trouver une équation différen-
x
tielle vérifiée par f. En déduire que f n’est pas développable en série
entiére au voisinage de + co.

10.14. Soit une série entiere complexe, 2 anzn, de rayon de

n=0
convergence R, les a,, étant tous non nuls. Que dire du rayon de conver-

n
Z

(an)

gence de la série des 5

10.15. Soit une fonction f indéfiniment dérivable de I'intervalle
borné ]a, b[ de R dans IR. On suppose que :

(i) fadmet une infinité de zéros sur un segment [c, d] de ]a, [ ;
@ Sup | ™)l = o)
xela,b[

Montrer que f est identiquement nulle.

oo

10.16. Soit S(a,b) = Y,
=1 N
pour lesquels la série conv?erge.

a“+b"

. Déterminer les couples (a,b)

—*
1-x
et calculer sa somme. Méme question pour a = x et b = 1-x.

Poura = x et b = , étudier les x pour lesquels la série converge

1

+o0
10.17. Calculer S = ngo(—5—n—)' .

10.18. Développement en série entiére de la fonction f:

X ~> (Arcsin:’c)2 .

10.19. Etude de la série z CES) x" . Calcul de sa
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10.20. Soit une suite complexe, de terme général a,, telle que
hm n./ = | existe, I>0. Quel est le rayon de convergence de la

a
série des — z". On note fla fonction somme.

n!
On suppose que In |z|(2)|) a une limite ' lorsque |z| tend vers + oo,

Montrer que [ = I'.

/2 /2 dx
(cosx)"dx, puis calculer J

10.21. Calculer J' . T 7coss Pour

0
lt<1.

En déduire le développement en série entiere de (Arc sint)2 , (com-
parer avec le résultat de 10.18).

10.22. Soit une fonction f, de classe C” de [0, 5[ dans R, f et toutes
ses dérivées étant a valeurs positives.
1°) Justifier que f est analytique sur ]O0, 5[.

2°) Prouver que la série de Taylor de fen 0 converge vers fsur [O,
puis sur [0, 5[.

[

10.23. Montrer que la série entiére de terme général a,z" a un

1/
" est

NI

rayon de convergence non nul si et seulement si la suite des |a

al
majorée.

10.24. Soit H,, , le nombre de permutations d’'un ensemble a n €lé-
ments ayant exactement k points fixes. On pose &, = H, ;.

n
Prouver: H, , = Cth,_,. Calculer Y Cih,.
k=0
hkz
On consideére la série entiére D(z) = Z
k=0
Minorer son rayon de convergence, R.

Calculer D(z) pour |z] <R et en déduire que k, est la partie entiére
k! 1
de ; + §
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Solutions

10.1. Soit & une base de trigonalisation de q, si A, ..., A, sont les

éléments diagonaux de la matrice triangulaire A de a dans cette base,
n

n
on a det (Id-sa) = H(l—skj) et trace A" = trace d* = Y (?\.j)k,
j=1 ’
(avec n = dim E).

Si les A; sont tous réels, pour |s| assez petit, 1-sA;>0, (3R tel que
[sl<R= |s?»j| <1 pourj = 1,..,n)etdans ce cas :

oo Flr-av)

j=1

det (Id -sa)

Jj =

n Ll kx‘k
- exp 2_(2%1}),

j=1 \k=1

(puisque |sA|<1 : on peut développer en série entiere In(1-sA))),
donc, par somme d’'un nombre fini, 7, de séries entieres, on a :

det (Id-sa) = ( Z st trace (a ))

Retour au cas général des ); pouvant étre complexes.

Si on veut, Z étant donné, trouver z = x + iy tel que ¢ = Z,comme

& #0, cen’est possible que si Z # 0, mais alors Z a un module, p, et un
—_— —
argument, 6 = (Ox, OM) , angle de vecteurs, (avec M d’affixe Z), et on

doit avoir : ¢%¢” = pe ,d’oll x = In|p| parfaitement connu, et...y = 6
(modulo 2r), avec une confusion entre 'angle de vecteurs 6, et une
détermination de I'une de ses mesures en radians.

Le probleme, pour définir une fonction, va étre de fixer ce « modulo
2r ». Pourquoi ? Si on ne faisait que considérer InZ, (pour 'encadrer,
le mettre dans une vitrine par exemple), il n’y aurait pas de probleme.
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Mais ce logarithme, on veut le manipuler, le couper en morceaux, (en 5
si on veut (Z)l/5 ...) et dans ce cas, ajouter 2m, 4%, — 27, ... 2 une déter-
mination de y, modifiera les résultats.

Définir un logarithme complexe, va donc consister a fixer un inter-
valle semi-ouvert d’amplitude 27, ou1 y variera. Pourquoi semi-ouvert, et
bien parce qu'on veut définir une fonction, et qu’entre deux détermina-
tions o et o + 27, il faut en choisir une seule, (2 un Z donné, on ne peut
pas, par une fonction, associer deux valeurs).

En général, on impose a’argument de varier entre — 7t et 7T, de facon
que pour Z = x réel positif, d’argument nul, le logarithme complexe soit
Inx +i0, c’est-a-dire coincide avec le logarithme des réels positifs.

Regle de calcul. Une fois ce logarithme complexe défini, (avec par

exemple un argument entre — T et 1), on aura & =7oz=1InZ,et
pour un produit de nombres complexes non nuls, W, ..., L, , on aura :

n n (Ing) n
Hp.j= He = exp Zlnp.j,
j=1

j=1 j=1

n
d’ou In (H u.j) =

= ( 2 In uj] + 2k, k étant choisi de facon a ramener
y=1 J

j=1

Uargument du second membre entre — T et &, (et voila pourquoi I’emploi des
logarithmes complexes est délicat).

Ici, pour |s| assez petit, s pouvant d’ailleurs étre complexe, les nom-
bres 1 —s?\.j sont dans un disque centré en 1, de rayon

= |s| sup {|A ; 1 <j=<n}, donc leur argument « principal » o; est
tel que sino,; <7~ (faites un dessin) donc pour |s| assez petit, chaque o

sera dans — 2 2 par exemple, d’ou une somme des arguments des

In(1 —s?\.j) comprise entre —g’ et g, et une égalité

det [H 1- slj)J = exp (z In(1- s?»j)J valable pour tout s complexe
j=1 j=1

tel que |s| <R, pour un R bien choisi.

* n
Il reste 2 justifier I'égalité In(1-z) = - Y, %, pour |z| <1, et ce

n=1
choix de la détermination du logarithme complexe.
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*® n
Comme la fonction z — In(1-2)+ ) z; = @(z) est holomorphe,
n=1
(voir apres), donc analytique sur le disque ouvert de centre 0 de rayon
1, identiquement nulle sur ]- 1, 1 [ : elle est identiquement nulle. (Rap-

elons quavec ¢(z) = Y a,z" développement en série entiere de @, si
p q n PP

les a,, ne sont pas tous nuls, avec n, = inf {n ; a, #0} et en factorisant

n,
z °, on trouve un voisinage de 0, privé de 0, sur lequel @ ne s’annule pas,
ce qui contredit ¢=0 sur - 1,1[).
Il reste a justifier le caractére holomorphe de g: z ~— In(1-2),
c’est-a-dire dérivable en z, or pour 2 complexe assez petit, on a:
n(=z=h) _ In(1-2) _ jma-» (¢P(1--m-Ind-0 4y

h h
et comme ;imoln(l —z—-h)-In(1-2z) = 0, le second membre est équi-
-

LIRS (In(1-z-h)-In(1-2))
h

valent a

(Q-z-h)-(A-2) _
- =

alors que le premier vaut

1,

finalement lim
h—0

tion g est bien dérivable.

In(Q-z-h)-In(A-2) _ _-wa-» _ -1 o
A 1-z°

10.2. Par une récurrence immeédiate, on obtient,
n

Vxe R, Vne N*, f(x) = (1‘[(1 -g"x)] (g%,

j=1

et comme |g| < 1, le produit infini considéré converge, (pour x fixé et j
assez grand, 1-¢/x>0, on passe aux logarithmes, et la série des
In(1 - ¢'x), équivalente 2 celle des — ¢'x, j € N, converge).

La seule hypothése f continue en 0, jointe 2 lim ¢"x = 0 donne
n—+o0

alorsI'égalité f(x) = f(0) H (1- q’ x) :les fonctions vérifiant les don-
=1
nées forment donc un espac]e vectoriel de dimension un, engendré par

g définie sur R par g(x) = [](1-¢%).
j=1



240 Séries entieres

©o
Si on trouve une fonction %, somme d’une série entiére, Y a,x",de

n=0
rayon de convergence infini, vérifiant les mémes conditions, et si
h(0) = f(0),onaura f = h, et ceci justifiera le c6té développable en
série entiere de f.

Les a, doivent étre tels que :

Z anxn_ Z anqnxn_'_ z anqn+lxn+l - 0,

n=0 n=0 n=0

d’ou les relations ay(1-1) = 0 : g, est quelconque ; et pour n=1,
a,(1-¢") = —a,_,4", donc, comme |g| <1,

n

n k
a, = — _q—n a,_1 = (-1)a, II —q—k : une telle suite (a,), .y

1-¢ k=11-¢

n+1
Ay 41 |

a

existe, déterminée par la donnée de a;, et comme

n 1 - q
tend vers 0, la fonction somme, %, a un rayon de convergence infini. La
proportionnalité de % et de f, (appartenance a un espace vectoriel de
dimension un) donne f = & sia, = f(0).

n+l|

10.3. Pour n =2, et x#0,avec u, = x" lnna, ona:
1+n
o
Uns1| = || In(ntl) 1+n - » €t on doit préciser la limite
u, Inn 1+(n+1)
o
de ﬂ— : C’est toujours 1, que a soit > 0, = 0 auquel cas le ra;
P | q q p-
1+(n+1)

port est constant égal a 1, ou < 0. Donc le rayon de convergence est 1.

Précisons le comportement sur le bord du disque.

n Inn
X

Pouro<Oet|x =1, =| = + e sin tend vers l'infini : diver-

l+n
gence sur le bord du disque.

Si o> 0,ilya du Abel dans I'air.
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Sy - Inn
D’abord 0.>1 conduit a une convergence de la série des -
l+n
- 1 Inn 1 N
écrire o0 = 1+2a et u, = - =0 , d’ou
+a 1+2a -l-a l+a
n (n +1)n

une convergence sur tout le bord du disque, uniforme en fait.

Il reste le cas de o.€ 10, 1], en posant f(x) = ll(—x—zl,ona:
1+x
) = 1 _axa_llnx - 1+x%— ox®Inx
2(1+x%)  (1+x%)’ (1 +x%)

du signe de g(x) = x"(1 - alnx) + 1, donc négatif pour x assez grand.
Avec z = ¢ et u, = 2" f(n) = ei"ef(n), pour 6 #0(2mx), les som-

7 .
mes S, = Y ¢, (¢ = p), sont bornées en p et ¢, et f(n) tend vers

.n=p . , -
0 en décroissant : par transformation d’Abel la série converge.

Pour 6 =0, u, = f(n) = _l_nTn , terme général d’une série de
no+o0 g
Bertrand divergente, (o< 1), d’ou finalement, pour o dans ]0, 1], la
convergence sur le bord du disque privé de 1.

10.4. La fonction f est déja analytique sur R, car soit x5 € R,7>0
fixé, sur le segment [x,— 7, x, + 7], la fonction continue x ~ [P(x)| est

bornée par M > 0 . En appliquant la formule de Taylor a I'ordre =, entre
xet x,, pour |x — x| <r,onalexistence de ¢c(n, x) entrexet x,, tel que :

n+l r(n+1)
@, - xo) _(x=x0) " f ' (e(n, %))
- Zf () T = Ry(o) = .
rn + lM
etla majoration |R,(x)| < 1)1’ 2vecpour majorant le terme général

de la série Me', prouve la convergence de la série de Taylor de fen x,
vers la fonction f, et ceci pour tout x de [xy—7, Xy + 7] .

Donc f est analytique sur R, le rayon de convergence en chaque x,
étant + oo,
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Et Uhypothése P de degré impair ? Eh bien, elle sert a justifier I'existence
dun  zéro xq de P, mais alors pour tout =,
If(")(xl)l < |P(x;)| = f™(x;) = 0 : la série de Taylor de f en x, est
nulle, donc fest nulle.

10.5. Il s’agit d’extirper de la série initiale, de somme S, les termes
d’indices A, h+p,h+2p,...,h+kp, donc déja de supprimer ceux
d’indice n <k : C’est fait en considérant

+ oo

r-1 .
=y a,x", puis, dans la

T(x) = S(x)—ag—ax—...—a;,_1x
n=h
série de somme T en prenant les termes de p en p, ce qui semble faire
intervenir des racines p'eme de l'unité.
Soit donc &, ..., &P , les racines p'éme de l'unité, (ensemble réduit a 1
sip =1).Soitalorsn=h.
On divise n—h par p: il existe re [0,p[ et ¢, entiers tels que
n=h+pg+r,etpour I<j<p,ona:
h T T
Ex)" = E(EY €Y
her kb T
= &j E.y’x MAASS

Comme pour |x] <R, on a convergence absolue de la série initiale
(donc aussi de toute série extraite), on a :

p-1 + o0
T(Ep) = (€)' [ &) (Z Ty pgar x’””“’))-
0

r= q=0

Si on somme alors par rapport a j, comme pour r = 1,2,....,p-1,

4 »
ona Y (§)" = 0,il restera,avec p = Y (gj)o .
j=1 j=1

? 4o

Z&;hT(E_,jx) =P Y Ghapg x"*?% donc:
j=1 g=0

< htp 12 -k

Y Ahapg ® 7= 5 Y (&) "T(§x), avec:
g=0 j=1

h-1
T(x) = S(x)- Y, a,x".

n=0
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10.6. On pourrait étre tenté d’utiliser les formules de Cauchy. Avec

Y, cercle de centre 0 de rayon r< 1, et A majorant | f(z)| sur le disque

ouvert de rayon 1, Dégalité a, = l [@) dz conduit 2a
n 21“ y zn +1

L

2n

tend vers + . Il faut autre chose, et c’est les séries de Fourier qui vont
convenir.

=
Ianl =

A N A . . . ..
2n =, donc a an| < =, majorant qui tend vers... I'infini si »
r r

<+ oo
Pour re [0, 1[, on pose g,(0) = anr"eme = f (re’®) . Clest une
n=0

fonction de classe C”, égale 2 sa série de Fourier : on applique I'égalité
de Bessel. On a donc :

+oo 27 .
Y 7a,? = 2%1: | f(re’e)IQdG <A®, avec A qui majore
n=0 0
| f(z)| pour |z <1.
Mais en revenant a une somme partielle dans le premier membre, et
en faisant tendre rvers 1 ,ona VN e N :

N
> |an|2 < A? : la série des entiers [an|2 converge, (il est temps
n=0

de se rappeler que a, € Z), c’est qu’ils sont tous nuls a partir d’'un cer-
tain rang, donc f est un polynéme.

10.7. 1l est clair que i) = ii. Puis, la série entiere dont la somme est
égale, sur un voisinage V,; de x;, a g; étant sa série de Taylor,

+ oo (n)
3 g’n—(!x") (x—%,)", on a ii) = iii).

n=0
Mais a son tour, I'égalité de g, et de g, sur un voisinage de V de x,,

donne, par dérivations successives, les égalités g(ln)(xo) = g(gn)(xo) , pour
tout n, d’ou iii) = ii).
Il reste a justifier que ii) implique i).

Pour cela, soit Q = {x;xe I;Vne N, g(ln)(x) = g(Q")(x)}.

D’apres ii), Q est non vide, (il contient x, ).
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. -1 . .
Puis Q = N (g(l") - g(Q")) ({0}) est un fermé de I, intervalle donc
nelN
connexe. S’il est ouvert, on aura Q = I et en particulier, pour » = 0,
g1 = g surL.

Orsi x; € Q, en appliquant ii) <> iii) en x;, on a g; et g, qui coin-
cident sur un voisinage de x;, donc sur un intervalle ouvert
Ix; — 0, x; + o[ dans ce voisinage, par dérivations g(ln) et gf?") sont éga-
les, donc ]x; — @, xo + & [ € Q qui est bien ouvert. Finalement ii) = i).

b) Soit x,>1, posons x, = 1+2a, et justifions la convergence,
pour |x — x| < a, d’une série entiére en x —x, , vers {(x) , (qui converge
bien sir pour x> 1, x réel).

x -xg = (x-xp) - x5 — (x—xy)Logn
= e

Onan n n =n

on xo(x-—xo)k(Logn)k » qui converge en

-+ oo
Y (-1 T , série
k=0

fait pour tout x réel.

k_~ %o k k
Alors {(x) = Y n "= Y ( (-1)n “(x—x5) (Logn) J
E=0

!
n=1 n=1 k!

devient une somme double, Zun, & » €t si on peut intervertir les somma-
nk

tions, on récupérera une série en (x — x,) . Pour cela, il suffit de justifier

la convergence en module dans un sens, (celui qui ne donne pas la série

en (x—x,), sinon il n’y aurait pas de probleme).

_ k
Or, avec |x—xg|<a, on a Y |u,,<n o Z%ﬁ)—, soit
k=0 :

k=0

. £ s~ %0 alogn a-x L.
€ncore un maJorant egal an e =n = i3’ terme general
n

d’une série en n convergente, donc :
Y ( Y, Ju,, kl) converge : on peut intervertir les sommations, et
n>1 %=0

écrire, pour |x - xol <a,légalité :

¥ ey (x—x )k
g(x) = Eo(_l)k (2 n (Logn)" |~

n=1

d’ou I'analycité de la fonction { sur ]1, + oo[.
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Recherche d’un équivalent.

La fonction ¢ ~— =, (x réel > 1 fix€), est positive décroissante, donc
t

1 s
on peut encadrer — avec des intégrales. On a:

n
__1_<J‘"“d_t<l
n+1)* Jd. & aF

et on déduit I'’encadrement,

n+ 1 n
I d—:\lxs —xt,cequiconduitz‘l:
n t n n-1 1
S U TTde 1
? = x_l\g(x)\1+ 1 F = 1+x—1’ et donne {(x)
1
équivalent a xél lorsque x tend vers 1"
n+1
. de _ 1 1 1
Remarque. De Tégalité u, = J' ( )
w0 Imx gyl gl
1 n+1
on déduit {(x)— 3= z I —¢ )dt, et en prenant un déve-
n=1

7+ 1
loppement en série enti¢re en x,> 0, de v,(x) = J (n” *—t ")dt,on
n

peut, comme précédemment, justifier I'analycité de {(x)— L pour

x> 0. Mais je suis ridicule : { est analytique, ainsi que la fraction ration-
nelle Q, donc { - Q l'est!

10.8. C’est un exercice facile pour vous reposer du précédent.
Comme on considére des termes de trois en trois, extraits de la série
exponentielle, on considere les relations :

+oo zn X +eoo jnzn 2 +eo j2nzn
Z Z z
e-zm, e’-Z—J et e’—zn!, donc
n=0 n=0

n=0

. 2 n
2 . g L . :s 4 z n+2 2 +1
¢ +j°¢" +jé * estune série entiere de terme général - 1+ i "

)

et ceci avec j racine cubique de I'unité. Si n = 3k, la parenthése vaut
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147247 = 0,sin = 3k+1,cllevaut1+1+1 = 3 etsin = 3k+2,elle
2
vaut 1+j+5° = 0, finalement S(z) = % (€ +5°¢° +jé *). Je vous avais

dit que ce serait facile.

10.9. Sur[0,1],0<stgus<tgl=a,<(igl)",

| n . . 1 1
< —_ = —,
donc Ianx I (Ixl tg 1)" qui converge si |x| < g1 onaR w1
La continuité de la fonction tangente donne :
Ve>0,300>0 tel que sur [1-a,1], (on impose o<1l et
£<tgl), onait:
1
tgl-e<tgu<tgl, dou a, >I (tg w)"du = o(tg 1 —¢g)"
l1-a

= Ian_x"I = o(|x|(tg 1 - £))", minorant qui tend vers l'infini quand n

tend vers I'infini pour x| > 1 donc R < 1 , et ceci pour tout
tgl-¢ tgl-¢
¢ de ]0, tg 1[ en fait : finalement R = tng .

+ oo
Passons au calcul de S(x) = 2 anx".
n=0
Pour |x| <Eé1_1 et ue [0,1], on a u,(x,u) = x"(tg u)" majoré en
module par |x| tg 1<1 : on a convergence normale, donc uniforme en

1
u dans [0, 1], de cette série vers . S donc S(x) = j —du .
l-xtgu o l-xtgu
Cette intégrale se calcule en posant tg u = t, donc (1 + £)du = dt,

et:
tg 1 tg 1 2
S(x) =J‘ 2dt _ 1 QJ' x +xt+§ dt,
o 1+ 1-xt) 1+x°Jdo (I-%t 144

en décomposant en éléments simples, ce qui conduit a :

S(x)

- m(-an + —E - m1 4+
1+x 2(1+x7) 1+x

—xln(l—xtg1)+xln(1+tg21)+ 1
1+ 2(1+x%)  l+x

tgl
5 Arctg t]o

5°
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Cette valeur montre que lim S(x) = +co en fait : on pouvait se
1
x——

gl
contenter de R = tng , calculer S(x) pour |x| < tgil , et conclure alors

que R n’est pas supérieur strictement a gl

10.10. La dérivée de f(x) = Arctg %c sera une fraction

rationnelle :

1
. 1+x)° 1 —i/2 i/2
f(x)=l+( 1) =_x2+2x+2=x+1+z'+x+l—z‘

(1+x)°
__ -t . 1 + i 1
2(1+7) 142 2(1-19) 1+1L_
-1

1+

Avec 1+i = ﬁeinM et 1-i = /2 m/4’ pour|x| <J2,0na:

7 1: inZ
T 4o - in} i n "q
f()——e42(1) +ﬁe 2(1)"“,_,
2 n=0 2?
+oo . n —ia+1) T imen T
=YD ;x+3(-e tie 4).
n=0 2
2

La parenthese vaut 2isin(n + l) =, donc:

n

f@®= D sinm+) § 2.
n=0 2 2

Comme f(0) = Arctgl = 4 , et qu'une série entiére s’intégre
terme a terme a l'intérieur du domaine de convergence, on a
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n+1l

Z( 1) — sin(n+1) (L

)
f(x)——+2( 0 sm(k )(ﬁ)k

+1
, Ou encore :

flx) =

n-lkl?-l

10.11. On a po = a,, et la connaissance de p, p,, ..., p,_; donne

2 ( k)' donc la suite des p,, est parfaitement connue.

L’ expression Z fait penser au terme général, (degré n), du

(7 k)'

n
produit de deux séries entiéres, de termes généraux p,x" et =

On peut justifiér que la série des p,x” a un rayon de convergence non
nul, car, en supposant |pg|, |py, ..., |p,,_ 1| majorés par m,_;,onaura, avec
lall. = sup {|a,| ; ke ]N} (existe car une suite convergente est bornée) :

|t <lall.+m,_, Z <lal.+em,_,.
k=
Or |po| = |ag| <llal..= IIaII,,+ e;
|p1] < llall.. + e(llall.. + &) < llall.(lall. + &) + e(llall.. + )

soit |p| < (llall.. + e)
et si on suppose m,,_; < (|lal. + e)", il vient :

1b.] < lal.. +e(llall.. + &)" < lall .(lal.. + &)" + e(llall . + )"
dou |p,| < (lal.. + e)"+l , et on peut prendre m, < (|al., + e)"+1 , par

2 2 s n
récurrence ; et la série entiere des p,x° a un rayon de convergence
1
= —— .
e+ |al.

Pour |x| < ﬁ , on peut effectuer le produit de P(x) = 2 pkxk
i E=0

* 7
x X . o s 2 4
etdee = Y = , on obtient une série entiére de terme général ¢, avec:
T

r=0
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2 (n k)' = a,,dol,avec A(x) = Y, a,x", (de rayon de

n=0
convergence 1, car la suite des a, , convergente, est bornée), I'égalité :
1 . . N
A(x) = P(x)ex ’ pour x| < m , qu conduit a

P(x) = A(x)e ™, d’ou, (produit de deux séries entieres), lavaleurde p,, :

7 k
-1
pn = 2 ( k') Qy_k>
E=0
qui va permettre de trouver la limite.

Pour cela, on analyse la situation en se disant que parmi toutes les sui-
tes qui convergent vers 1, il y a la suite constante, égale a 1, qui fournirait

1 . .
Z ( qui converge vers — : 1a suite doit sans doute converger

vers ; . On le justifie en introduisant @, _, — 1 + 1 et en considérant :

no ok n -1 3
‘In=Pn—Z( k}) = 2( k!) (a,_z-1).
k=0 k=0
_ _ ( l)n I
= Z(a D (n-n"

On a: Ve>0,3n,, Vn =ny, |a,— 1| <&. On suppose n =n, et on
coupe la somme au rang n,,ona:
ng-1

. 1
|| < Ela 1 G r).+ _Zs'm
n=mng

n

<@+lal) Y Lie,

e 1 - 1
puis il existe n, telque Vo =n;, Y ] < g, (série des i convergente),
$=7ll : :
o 1
doncsin—ny+1=n,soitsin = ny+n,—1,afortiori, Y, S<¢€
s=n-ng+1l

etalors: |g,| <e(e+1+|al..).
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. 1
La suite des g, converge vers 0, celle des p, converge donc vers o

Remarquons que la convergence des a, vers ! donnerait celle des p,,
l
vers - .
e

De méme, l'utilisation de I'algebre des séries formelles permet d’évi-
ter la justification de I'existence d’'un rayon de convergence non nul

pour la série des p,x" au départ.

10.12. Ona:

1 2n 1 - n int — —int

I(r,2) = = —— | Y. (g, —a,e ) | dt,
2i J, r(l—ée_it) ns0

r

1 B i el it i @™ —ane ™) | dt
2i ), r ” " " ’
p=0 n=0
e & . p z
les deux séries étant uniformément convergentes, (car g <1 etr<R)
et donnant des fonctions bornées, ce qui permet d’intervertir, I'une
apres l'autre, les deux sommations, d’ou:

I(r,z) = 1 i i z”r""’(a J’Q"ei(n—p)t_a— J‘2"e— i(p+n)t) s
’ - Qirp_o = n n o .

0

2% .
Comme [ ¢*dr=2m si k=0, et L LML =0, si k=0, il
0
reste :
1 $ on —
I(r,z) = 5 nz_"oz “"2“'2z‘r a,

. __
= 2 (f@-FO).

Si pour un &> 0, avec <R, on a fréelle sur le cercle de rayon 0,
pour |zl <o, (et o = r) le calcul précédent donne I(o,z) = 0, donc

f(z) = f(0) surle disque ouvert de rayon ¢ > 0, mais alors, pour tout
entiern=1, f ™(2) est nulle sur ce disque ouvert, et la série de Taylor
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n!
constante, réelle, sur son domaine de convergence.

de fen 0 donne a, =

= 0, pour » =1, donc f est en réalité

2

10.13. Lintégrale impropre converge, ( lim e " = 0) ,donc f(x)

t—+oo
existe.

2 a 2 + oo 2
En posant f(x) = ¢ U e ' dt +j e dt), on constate que f est
x a
un produit de deux fonctions dérivables.

12 +°°—12 x2 —x2
Ona f'(x) = 2xe j e dt+e (—e "), soit:

f'(x) = 2xf(x)-1.

11 en résulte par récurrence que la fonction f est de classe C” . Dire
que f est développable en série entiére au voisinage de + o revient a dire

quil existe A> 0, etdes (a,), . telsque: Vx= A, f(x) = Y a,- ln
x

1 - - L.
Posons, pour |¢| <y 80 = Y a,t”, cette série entitre se dérive

terme a terme et on a, pour x>A, f(x)= g(’—lc) donc

1 ,/71 ) )l . pes .
fl(x) = - —2 (’—C), d’ou, compte tenu de I'équation différentielle,
+00 1 +00 1
9, X —_ M .
lidentité: -1+ Y 2a, — = -5 Y ma, ——, soit encore :
n=0 x" X p=1 x
+ 00 + o0
2a, na,
2a0x + (2a; - 1)+ Y, —% = - —=.
n=2% n=1%

£ . s -1 +1
Comme les séries entieres 2a,t" " et na t"* " ontun rayon
n n
n=2 n=1

de convergence = —- >0, elles définissent des fonctions continues sur

1
A
]- A, A[, nulles si ¢t = 0, donc, en passant a la limite dans Iégalité pré-

cédente, si x tend vers l'infini, on en déduit que a, est nul, puis a; = 5
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+ 00 +00
n-1 n+l l

On a alors nz-',22ant + nglnant = 0, pour tout ¢ de ] 0, % [ , ce
qui conduit aux relations : 2a, = 0 ; et, pour tout k = 2, en prenant le
coefﬁcientdetk,inz2ak,rl +(k-1)a,_; = 0,s0it:a,,; = - % a,_1-

Mais alors, les as, sont tous nuls, etona:

1-3-5...(2p-1
A2p41 = (- l)P' 2;:+(1 £ )

Lennui, c’est que la série entiere g, de rayon de convergence supposé

. .. 1
strictement positif, (> x) est alors de rayon de convergence nul, car
a2g +1
92p-1 C.
entiére au voisinage de + co.

=2-1 tend vers + . Donc f n’est pas développable en série

2"

10.14. Sila série des —; converge, son terme général est majoré en

n
module, (car il tend vers 0), par une constante M'.

Mais alors, pour |z| <R, on aura, avec |2|" < M'|an|2 :
e i1" < Mz,

et comme Zanzn converge, c’est que |zJ|z_1 |n tend vers 0, donc est de

module majoré par 1. Mais I'inégalité |z| J/|z| < 1, valable pour tout z de
i

. Yo N ] \ z
module inférieur 2 R donne R./|z| <1, et ce pour tout 2' tel que 2—2
n
converge : en appelant R' le rayon de convergence de cette série, on

aura Rjﬁ <l douR' =< l2
R

On ne peut pas faire mieux. En posant a,, = 2" et as,,; = 3", 0ona

2 . . 1
a2n22" = (J22)7", qui converge si |zl < —, et

J2

(J?;z)2" *1 , qui converge si |z| < 1 ,douR = L , (si

3 3

1
J3

2n+1 _
Qon+1% -
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1. |z| < L lesa,,, 122" netendent pas vers 0). Puis 22l = (5)%
A/‘_;) ,ﬁ s 2n+1 (a2n)2 2 s
22" +1 2n +1
converge pour |z| <2, alors que — =3 (§) , ce qui converge
(@9n4+1)

pour [zl <3 ,douR' = 2<l2 =3.
R

En fait, si on connait le Théoréeme d’Hadamard, qui donne :

R = —1-_1/71, , onaR' = __lm
lim sup |a,| lim sup |a,)|
1
1
lim inf (|a,|>")

et R' = (lim inf |an|l/")2 < (lim sup |an|1/")2 = lQ
R

10.15. Soit A = {x € [¢,d], f(x) = 0}, cet ensemble infini de [c, d],
compact, admet un point d’accumulation, x,, donc on peut construire

une suite strictement monotone (t,),, . v de zéros de f qui converge vers
Xq -

En effet, x, point d’accumulation de A, donc il existe ¢, de A tel que
0<|xg—1ty| <1, puis ¢, tel que:

0 <|xo—t)| <inf (%, | — t0|) , (d’or ¢, #¢,) et ainsi de suite, on a

des ¢, de A tels que :

. 1
0 < |xo—t,| <inf (m, %o — 2, _ 1[) ,

ce qui assure la convergence des ¢, vers x,, et le fait qu’ils soient dis-
tincts.

Puis on introduit N; = {n;t,>x,} et Ny = {n; ¢, <xy}. Comme
IN = N;UN, avec NN Ny = @, I'une des parties est de cardinal
infini, et en réindexant les ¢, correspondants, on obtient une suite
monotone, notée (y,), . - de zéros distincts de f qui converge vers x .
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Mais alors, par Rolle, entre y,, ety, ., onaunzérode f', d’oti une
suite strictement monotone de zéros de f', qui converge vers x, , ce qui
donne d’une part f'(x,) = 0 par continuité, mais permet de passer a
f" :finalement on obtient f (")(xo) = 0, Vn e IN, avec a chaque étape

une suite strictement monotone convergeant vers x, , de zéros de f ™

Soit alors Q = {x€ Ja,b[,Vne N, f(")(x) =0} :ona x, dans Q

Comme f ™ est continue, ( f ("))_ 1(0) est un fermé de Ja, 5[, donc
Q= A (f™ (0) estun fermé de Ia, .
ne N

De plus Q est ouvert car si x; € Q, la formule de Taylor Lagrange en
(n+1)

n+1 f (&n) _ n+1
mrDl O((x-x;)" " ),

vu I'hypothése (ii), pour |x —x,| <1, ce reste tend vers 0, la fonction f est

donc localement égale a sa série de Taylor qui, en x; dans Q est nulle.

Mais alors f identiquement nulle sur un voisinage de V de x; donne

F™(x) = 0 sur V, d’ot1 V dans Q

Comme Q est non vide, ouvert et fermé de Ja, b[ connexe, c’est la, 5[,
d’ou la nullité de f.

x, donnant un reste du type (x—x,)

10.16. L'énoncé ne précisant pas la nature de a et b, on les supposera
complexes dans la premiére partie de l'exercice. Si la| #[b|, et
a"+b" r

r = sup (lal, |8), on a, avec u, = ——, |u,| = >
n

CE doncilya
n n—+oo

convergence pour 7 < 1, divergence si r>1 car u, ne tend pas vers 0
dans ce cas.

De plus |a| <1 et || <1 donne |u,| < 32 , d’ol1 une convergence
n

normale en fait pour (a, ) dans D x D, avec D disque unité fermé de C.

Il reste a voir si, pour |a| = [| = r>1, ily a divergence ou non. En
n _ino

i ; r'e
osant @ = r¢* et b = re'P,ona u, =
n

— (1+ ¢"P-%y et le com-
n

portement des P , pour n dans Z, qui forment un ensemble partout
dense, ou fini, de valeurs du cercle unité montre que u,, ne tend pas vers

0, (ona r> 1, ne I'oublions pas).
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Donc la série converge si et seulement si |a| <1 et |5 < 1. Dans le

i n
domaine réel, pour x dans ]- 1, 1[, en posant g(x) = Y :72, on a
n=1
o x" In(1-x)
gx) = 2 - - b (avec g'(0) = 1 par continuité), et

n=1
comme g(0) = 0, ona g(x) = j - h‘Lt") dt sur [- 1, 1] en fait, d'oit
0
S(a, b) = g(a) +g(b), pour a et b dans [- 1, 1].

Une intégration par parties dans g(x) : du = th d’ott u = Inlf et

v=-In(l-¢),donc dv = li_t-t,conduité:

g(x) = [- In|¢{In(1- t)]g_rin__lﬂt dt
0

—lnlxlln(l—x)—‘[ Injd 4,
It

En particulier, par continuité de g si x tend vers 17, (convergence
normale sur [- 1, 1] de g), ona:

oo

1 n? Int
gH=3 5=%=- jl—_tdt

n=1"7

Dans g(1-x),pourxtelque ~1<1-x<1,soit 0 <x=<2, défini
1-x
par g(1-x) = J' ln(l ) dt, on effectue le changement de varia-
0

ble1-¢t =5,dou:

?(l—x)=J’:__1£( ds) = rlns ds J‘lns

donc pour 0 <x<1,onaura:
S(x,1-x) = g(x)+g(1-x)
Int Ins

L
= —InxIn(1-x) - J:l_ JI- Sds+E,

2
soit encore S(x, 1 —x) = % —InxIn(1-x).
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Pour calculer f(x) = S (x, %c) on va exprimer f'(x). D’abord

0(x) = —= est tel que 0'(x) =

1-x
Ona:

5 donc 0 décroit sur R—{1}.
1-x)

Nl =

donc f est définie continue sur [— 1, %] , dérivable sur ]_ 1,%[’ et

comme f(x) = g(x)+g(6(x)) ona:
f'(x) = g'(x) +g'(6(x))0'(x)

_ ma-xm (“Ti—x)( -1 )
(

x __x 1-x)°
—-X

x x(1-x) x 1-x

In(1-%)
T 1-x

_1n(1—x)+1n(1—x) - ln(l—x)( 1 _1).

Comme f(0) = 0, on a finalement f(x) = Jdlﬂil:ss—) ds, soit
o 1-

1 * 1
f@) =[-5 an@-9)] = -3 (m1-x)".
0 :
Tout ceci sans aucune garantie. A vous de vérifier les calculs.

10.17. Si on compare a 10.5, cet exercice est un aimable divertisse-
2in
N . . . ie NP 5.
ment ol vont intervenir les racines 5 de I'unité. Soit w = ¢ ~ , intro-

1

+ 00
duisons, pour k = 0,1, 2, 3 et 4, les sommes S, = 2 —_—
o 0(5n +k)!
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Onae = Sy+S;+S,+S3+8S,

2 3 4
e’ = Sy+wS;+w' Sy +w Ss+w S,
2

2 4 3
ew =So+w Sl+w S2+w83+w S4
3
3 4 2
ew =So+w Sl+w82+w Sg+w S4
4
4 3 2
e’ =Sy+w Sy +w sy +w Sy +wS,,

. 1 2 3 4 i
dou s, = ¢ (e+e”+e” +¢” +¢” ), puisque
5
w -1 _ 0
w-1 ’
Un exercice comme cela, c’est facile, pas cher, et cela peut rapporter
gros. Sur ce, je vais me promener « a la fraiche ».

2 3 4
l+tw+w +w +w =

10.18. Un exercice bient6t rendu obsolete par le calcul formel. Mais
il faut quand méme savoir le faire, en cas de panne d’ordinateur, ou bien
si on est isolé sur une ile déserte...

La fonction f: x — (Arcsimc)2 est de classe C” sur - 1,1[. Ona
@) = 2(1-x%""* Arcsinx, donc:
" 1 1 -3/2 .
f'(x) =2 (—2 -5 (1 —x2) (- 2x) Arcsmx)

1-x

2, =

1—.1c2 1-x

S '),

dong, f vérifie I'équation différentielle linéaire du 2° ordre :
(1-2") f(x)—x f'(x) = 2.
Comme f(0) = 0 et f'(0) = 0, etquele Théoréme de Cauchy-Lips-
chitz nous assure de I'existence et de l'unicité d’une solution S de cette
équation différentielle sur ]- 1, 1[, de donnée initiale S(0) = S'(0) = 0,

oo

. P s n .
silasomme S d’'une série entiére Y a,x" convient, cesera f.

n=0

Les a, doivent étre tels que ay = a; = 0 et:

(1-%) Y n(n—l)anx"'2—x Y, nanx"—l =2.

n=2 n=1
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On a 2ay = 2 et 6a; = 0, (termes de degré 0 et 1), puis, pour
k=2, le coefficient de X" est:
(+2)(k+1)a,,o—k(k-1)a,—ka, = 0,dou:
bz = e a
2T R+ )(R+2) F

On a donc ay,,; =0 pour tout =», a3=0,a,=1 et

n- 2
_ 2@ m-1)) . . Ghap
ag, = e pour n =1 ; de plus klirilm 2

donc S a un rayon de convergence non nul, (égal a 1 en fait) d’ou

n-1 2
(Arcsinx)2 = Z 2-4 ((n—l)') x2n.

= 1, (k pair),

= (2n)!
10.19. P - n! _ @) :
S OO e = A D)@t D) @D
2
Znsl (n+1) - _ntl , ce qui tend vers 1 donc

u, (2n+2)(2n+3) 2(2n+3)

la série entiére a pour rayon de convergence 4.
Soit S la fonction somme, comme rien de simple n’apparait on va
exploiter la relation 2(2n + 3)u,, ;- (2 + 1)u, = 0, ce qui va conduire

a une équation différentielle vérifiée par S, si on se rappelle que S' a

4

P -1 s o .
pour terme général nu,x"” . On cherche donc 2 faire apparaitre les
ku,.Ona:

4(n+Nu,,+2u,, ,—-nu,-u, = 0.

On multiplie par x” , pour 0 < |x| < 4, et on somme, pour n = 0, d’ou
la relation :

4S'(x) +2 w—xS'(x)—S(x) =0,
ou encore, comme S(0) = ug = 1 :
(4-—x)S'(x)+(§— 1) S(x) = %
S x-2 11

Equation sans second membre : = , de solu-

S x(4-x) 2(4-x) 2x

tion S(x) = 75> €€ qui conduit, par la méthode de variation

lx(4 - x)|
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4_x 172 9
= —, Ou €ncore

des constantes, et pour x€ 10,4[, a A' (T
x

A = 2 - 2
A/4x—x2 Jél—(oc—?)2

expression :

x—2
T+c, et une

donc A = 2 Arcsin

¢+ 2 Arcsin ’%2
S(x) = sur ]O, 4[, ¢ étant telle que S(0) = 1,

(x(4-x))""
ce qui conduit a prendre ¢ = T.

Py . X
On peut vérifier que pour x tendant vers 0, T + 2 Arcsin —2—2 est

équivalent a 2J;c, car c’est 2 (g’ + Arcsin (;—c - 1)), quantité qui, ten-

dant vers 0 est équivalente a 2 X sin (g + ) soita:

2cos (Arcsin (g - 1)) =2 (1 —(g - 1)2)1/2 =2./x.

Pour x dans ]- 4, O[, on est conduit 2 A' =

, Soit encore a

A/:vc2 —4x

A 2 = -1 ce qui conduit a

T

A= 2Argch(l—"2—c)—2 Arg ch 1, et a une expression de S qui est ce

qu’elle est, a savoir :

2 Arg ch (1-3)-2 Argch 1
S(x) = > s sur ]- 4, O[.
(x" - 4x)

Je ne serais pas étonné que cela soit faux !

10.20. La suite des %/|a,| étant convergente est bornée, donc si on a

- (MED)"
n!

n
zZ

n n!

"./|an| <M, pour tout n, on a alors la majoration

b
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iz £ M -
terme général de la série convergente de somme ¢ i , donc la série
n

s Z . . s 2
entiere des a, 5] Comverge pour tout z. De plus, la majoration précé-

dente fait penser qu’en remplacant M par [/ + €, on aura, a une somme
partielle pres, (qui est un polyndme en z), une majoration de | f(z)| par
Pl , ce qui, dans lim In(l /@) doit servir.

lz = +e0 |2

Plus précisément, soit &> 0, 3ng, Vn = ny, |a,| < (I+¢)". En notant
o
S, () = Y, Zn 4 onadonc:
noMl T n! "’ ’

n=0

b

| f@ =8, )| < 2, ((l+s)|z|) Jrold 2(l+€)|z|

n=mng+1
d’ou, par inégalité triangulaire :

| ol <&My Z (aa - @+ D"

n!
n=0

2 (la - @ +eNl"
y |,

On note Rno(|z|) = ]

,avec R, polynome en ||
n=0

de degré n,. On a alors :

| f@] <"+ R, (1d)),

d’ou, avec u(lz]) = ¢ (He)lz'Rno(lzl) , une fonction 2 valeurs réelles qui

tend vers O si [z| tend vers + . La parenthése devient positive : on prend
les logarithmes et, pour |z| assez grand, ona:

In| |[I(Z)I <(+e)+ 04 ﬁt(IZI))'
Z Z

Comme le majorant tend vers [ + € si |z|] tendvers+e,0nal'<l+e,
etcepourtout£>0,doul'</.

Pour l'autre inégalité, il faut exprimer les a,, uniquement a I'aide de
f: c’est possible griace aux formules de Cauchy.

n int
a,r e

n!
gent uniformément pour ¢ variant dans [0, 27], ainsi que, pour p fixé, la

Pour |z| = r, la série des fonctions de ¢ définies par conver-
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n int —ipt
a,re
série des "T , (convergence normale en fait car on majore en
n

module par |a,| :7) .Onadonc:

2n ity - ipt a,r (2" i(n—p)t
J. f(re)e Pdt=2-—;7.[e Prye
0 - Jo

n=0

_ 21ta91?

- b

p!
27 A
donc |a,| < é%" jo | f (re")ldt

< Qn’# on - sup {| f(2)| ; Il = r}.

Supposons alors que | llim In| IzI(Z)I =1",soit £> 0, il existe 7, tel
z| = 4+ o0
que pour tout 7 =7, si |zl = 7, on ait | f(z)l < e(l'+€)r

7 = 1), €t pour tout p entier,

Iap| < %: e(z'+ &)r .

, d’oui, pour tout

Comme on va faire tendre p vers + e dans 2/|a,| , on ne garde que les
p=(I'+¢€)ry, et pour un tel p, on prend r = lT{_e , (donc r = 1), dans

la majoration précédente, ce qui donne: |a,| < _bL_p , dour:
(l'+ e)
1/p e 1/p
lay| F < —— (pH"".
)
I'+e

Comme, (formule de Stirling), p! = (é)ﬂ/?np(l +0o(l)),ona:

(p!)l/P = g 2mp(1 +0(1)))1/p’ donc :

1

In(2rp(1 +0(1)))
la,)'? < @'+ e)e .
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Le majorant tend vers !'+ ¢ si p tend vers + o, donc I<I'+¢, et ce
pour tout £>0, donc I <1' et on conclut bien a I'égalité [ = I'.

/2
10.21. C’est un calcul classique de I, = J cos"xdx . Une intégra-
0

. . n-1
tion par parties, pour n = 2 ,avec 4 = cos x etdv = cosxdx,donne

du = - (n- l)(cos"-2x)sinxdx et v = sinx, donc

T T
. -1 (2 2 -2 . 2
I, =[s1nxcos" x] ot(n-1) j cos” “xsin “xdx
0

T
= (n-1) jQ(cosn-2x)(l—cos2x)dx = (n-1)(1,_,-1,)
0
d’ou la relation nl, = (n—-1)I, _,.

Comme I, = n/2 et I; = 1, on en déduit les valeurs :

L. = 1-3-..(2p-1) T _ (2[))' L et
2p 242[) 2 22?(17!)22, ’

Lo 2:4-..-2p o _ 2N’
2p+1 7 1.3...(2p+1) 2p+ 1)

Pour [f<1,1-tcosx ne s'annule jamais sur IR, donc

n
2 . ” . , .

f@) = J _dx existe. La recherche « d’invariants » n’aboutit pas
ol—tcosx

2

donconposeta.ng=u,d’oﬁ(1+u2)d?x=du,etcosx: - 5, Ce
1+
qui conduit a : . 1 u
fo = | A s
0 9 1-u? 0 l-t+u"(1+1¢)
(Q+u")|[1-2 5
1+u
_ 2 J‘l du__ _ 2 1+t[mcmujz”]l
4ty 1t 2 1+tAN1-t 1-¢l)
1+¢
2 1+1
f(t) = 1—t2 Arctan m.
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Si on veut se débarrasser de la racine carrée dans Arctan, on passe
aux « angles doubles » en posant ¢ = cos2u,avec,pourt€ }-1,1[,un

seul « dans ] 0, g [ tel qu’il en soit ainsi.

Mais alors 1+t = 2cos2u, 1-t= 2sin2u, d’ou i—"': = cotanu

car cotanu =0, et :

f@ = 2 Arctan(cotanu) = 2 (E_u)

1-7 J1-2\2
.2 2 _(n_l(m_
_Afl—(Q 2Arccost) H(Q 2(2 Arcsmt))

2 (Tl: +Arcsmt 1

= ) T 1 2
Ji-g\t 2 9J1-12 "2 J1-¢

Comme la dérivée de g(t) = (Arcsint)2 est g'(t) =

Arcsint.

2 Arcsint
J1-¢

T 1 . .
+ 5 g'(?) fournira un développement en série
2i-¢ 2

Tégalité f(t) =

entiere, (en 0), de g', (d’ou1 de g), si on en connait un de f.

Or, pour |ff<1, pour tout x réel on a [tcosx|<[<1 et:
+ oo
1

E__k .
T tcosn = Zt cos x, avec une convergence normale, (donc uni-

forme), en x, cie cette série. On peut intégrer terme a terme, d’ou :

+ o0

f@ = Z ¢ j cos'xdx = Y Ikt relation valable si || < 1.
k=0
Puis, pour ItI < 1 ,ona:

Ay Vr o oy (L3 (L1 £
a5 = (D) ()
1-3-..2n-1)- £ 2 9
= = Y 25,2
n§0 2nn! ngo 2
On adonc:

T 1 k
+58@®) =Y I2nt + g = Y Lt,
9 /1 _2 2 2

n=0 k=0
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doug'(t) =2 ¥ Iy, 7", et, comme g(0) = 0, on obtient en inté-
$>0

grant, g(t) = (Arcsint)® = 2 ¥ | PP
p=0

21’
, 2 @H” ¢
C’est encore 2. @% 21’ +9

t2p+2

2p+2°

2p+2
, et, en posant n = p+1, on

obtient

2z-1 ((n 1)) 1))
f(t) = n§12 (2 )| >

2n-1

ce qui est bien le résultat de I'exercice 10.18, car 2 =2.4"""

10.22. 1°) Soit x, dans [0, &[, et [x,, x, + 2{], un intervalle contenu
dans [0, 5[. La formule de Taylor a I'ordre = entre x,, etx de [x,, x, + 2]
s’écrit :

n k n+1
(x—xp) (x—xg)

fx =Y Tf(k)(xo)+mf(n+l)(§n),

k=0
avec §n entre x, etx, et, comme f et ses dérivées sont a valeurs positives,
’ k
Ia suite d felles $,(x) = 3 F20)
a suite des sommes partielles S, (x) = Z o
k=0
sante, majorée par f(x), donc convergente : on note g la fonction
somme de la série entiére sur [xg, xy + 21] .

f (k)(xo) est crois-

On veut prouver, que pour x proche de x,, g(x) = f(x),doncquelereste

n+1
(x—x0)

") = e

FOE,) tendvers 0.0r, (f"*P = 0= f Y
@=2)""" sy

RN
pour majorer ce terme, on va appliquer, pour unyavec x, <x <y < xy + 2/,1a

formule de Taylor Lagrange entrexetyal'ordre n + 2 :onaunn,, ; entrex
etytelque:

croissante), pour xy < §, <x,ona 0 < R, (x) <

n+2
f) = 2 -Lx)f(k)(x)+%f(n+2)(ﬂn+l)
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et comme tous les termes sont positifs, en particulier on a :

%f(n+l)(x)<f(y) soit f ™ V(x )<((n+1n)+l f-

Mais alors, avec x,<x<y<x,+2[, on obtient une majoration du
reste dans la formule de Taylor d’ordre n entre x; et x :
)+l

Si on prend x dans [xg, xo+ [, on aura 0 <x-x,<! et, comme
%o+ 2l —x>1, on pourra choisir y dans [xy +/, x, + 2] tel que y—x>1,

X% . . x - xg)"*!
d’'out 0 < ——<1,etpouruntel choixdey, lim f(y) ( )
y—x n—>+00 y—x
Il en résulte que, sur [x,, x, + [, la fonction somme de la série de

Taylor de f en x, est f, et donc que sur Jxy, xo+ [ on a f analytique,
comme somme d’une série entiere.

(x-x)""" (n+1) _
R,(x) < CE3 S I—— Mf() f(y)(

=0.

Mais alors, si x;€]0,6[, il existe x, et [ tels que l'on ait
0=xy<x;<xy+I<xy+2l<b, on applique ce qui précede et f est ana-
lytique en x; .

2°) On reprend le 1°) avec xy = 0, et I = g, on a déja fégale ala

somme de sa série de Taylor en 0, sur [O IE)[ mais aussi existence de g

+o00

définie sur [0, [, par g(x) = Z k' f(k)(O)
k=

De plus f et g sont analytiques sur [0, 5[, connexe, donc f-g est

analytique sur [0, §[ et identiquement nulle sur [0, g[ : elle est identi-

quement nulle sur [0, 8], car ses zéros ne sont pas isolés, et finalement f
est somme de sa série de Taylor en 0, sur [0, &[.

10.23. Si la suite des |an|l/" est majorée par A>0, l'inégalité

|la,| < A", implique la majoration de |anz"| par (Alz])", terme général
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e aderrdfe 1
d’une série géométrique convergente pour |z| < A

- - foo1s 1
convergence de la série est non nul, car supérieur ou égal a A

, donc le rayon de

Réciproquement, sila série entiere a un rayon de convergence R > 0, soit
z, tel que 0 < |zg| <R, comme la série des a,z; converge, son terme géné-
ral tend vers 0, donc est borné : il existe une constante K> 0 telle que,

Vne N, lanZB‘l <K,dou:|e)"" < (K)“" Mais lim K" =1 :1a

 Jzal n—>+ oo

. . . 1 N P
suite mapra.nte €tant convergente VErs m , est a son tour bomee, doncla
0

. 1/ B
suite des (|a,|)""" estbornée.

10.24. On a k, = H, , est le nombre de permutations sans point

fixe d’'un ensemble de k éléments, donc toutes les permutations ayant
exactement k points fixes sont obtenues en choisissant ces points fixes,

(Cf, choix), et en permutant, sans point fixe, les n — k autres, ce qui se
: N k
fait de &, _, facons,d’'ou H,, , = Gk, _;.

On obtient ensuite toutes les permutations en les groupant suivant
n

leur nombre, k, de points fixes donc n! = Y Cf,hn_ k-

Comme h, < k!, (h, nereprésente qu'une partie des k! permutations
) ) P q P P

k
dek éléments), ona h" < |z|*, série qui convergesi |z <1,dou R=1.
, hy
On a calculé 2 Cih,_, = 2 (n k)' gi» donc

h
Y, oD k—': : voila qui rappelle fortement le terme général de la
= ! k!

série produit ¢'D(z) . On a donc, pour |zl <R, ¢'D(z) = 2 2 = %z ,
p=0

-z
—, prouve que le rayon de convergence de la série

etI'égalité D(z) =
Destl.
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(k)
k'(O) k' , et la formule de Liebnitz nous donne la
dérivée £™ du prodmt D(z),en:

On a enfin

DP(z) = Z Ck )z+l (-1)* "% *, doncona:

k
- p® k—iny _ k-i k!
hy =D (0>-2‘,Ck( D= 3D g
i=0 i=0

s (- 1)
= k! 2 T

i=0

+ oo i k i + i
1_ =1 =1 _1 (G Y] -

- -1 ) . .
La série des ( i ) est alternée, et converge suivant son critere donc

+0o i
(G Y) 1 1 -
Y = <i—=sssik=1,don
i=k+1 : k+1 2
1 k' 1 k1
—§<hk'——£<§:—1<hk"(;+§)<0,

soit encore :
o<(®+n <1 h, entier, ¢ h, est la parti
<[= +§ —-h,<1, avec k, entier, c’est que h; est la partie

1
entiere de k! + 1 .
e 2







CHAPITRE XI

Espaces hermitiens, séries de Fourier

Létude des espaces hermitiens, d’'un point de vue algébrique, res-
semble beaucoup a celle des espaces euclidiens.

On y retrouve les notions de base orthonormée, le procédé d’ortho-
normalisation de Schmidt est encore 13, ainsi que les projections ortho-
gonales et les symétries orthogonales associées a des décompositions du

type E = F® F'. On a encore droit 2 la signature d’'une forme hermi-
tienne.

Une grande importance est a accorder a la notion d’opérateur
adjoint, avec les opérateurs auto-adjoints, (diagonalisables dans le
groupe unitaire), et les opérateurs normaux, (c’est a dire  opérateur
qui commute avec son adjoint).

Mais I'essentiel du chapitre concerne les espaces préhilbertiens de
dimension infinie, avec en particulier I'étude des séries de Fourier. C’est
dire 'importance de la topologie dans ce cas.

En prenant I'exemple de I'espace E des applications continues, 21
périodiques, de R dans €, il sera donc normé par

/2
IAls = ( j | F(OI dt) , norme associée au produit scalaire her-

2n
mitien { f,g) = 2l1t f(2)g(t)dt, et aussi par la norme de la conver-
0

gence uniforme, | fl.. = sup {| f(8)l ; te [0,2x]}. Ona |fls<|fl..
mais il n’y a pas équivalence des deux normes.

Les fonctions (e,), . 5 avec e,(t) = emt forment une famille ortho-

normée de E, et, I'espace T des polynémes trigonométriques qu’elles
engendrent étant partout dense dans E pour | |.., (conséquence de

Stone Weierstrass), I'est aussi pour | ||, : on obtient une famille totale,
chaque élément f de E étant « égal » ala somme de la série des {e,, f e, ,
pour 7 dans Z, mais attention, égal pour la norme || [, : cC’est l’égalité de



270 Espaces hermitiens, séries de Fourier

Bessel, qui, avec ¢, = (e,f) = j f@)e et | s’écrit :
(fle)? = 3 |ea(H)]?, et qui équivaut a :
nel

q
lim | f- 3 c.(f)es

g—>+0oo n=p

=0.
2

L’égalité de Bessel est aussi valable pour les fonctions continues par mor-
ceaux, 21 périodiques, de R dans €, mais 13, on a seulement une semi-norme.

Un mot des autres types de convergence pour les séries de Fourier :

1°) si f est continue, de classe c! par morceaux, il y a convergence
uniforme de la série de Fourier vers f;

2°) si f est dans I'espace D de Dirichlet des fonctions continues par
morceaux, de discontinuités de premiere espece, il y a convergence simple
vers la régularisée de f, qui est... f, (C’est le Théoréme de Dirichlet) des
sommes symétrigues ;

3°) si f est continue par morceaux sans plus, il y a convergence au
sens de Césaro des moyennes arithmétiques des sommes symétriques vers
la régularisée de f: C’est le Théoréme de Féjer.

Du fait de ces différents modes de convergence, les séries de Fourier
sont d’'un emploi moins commode que les séries entiéres. Attention
donc aux dérivations terme a terme.

Se rappeler a ce sujet que, sifest 21t périodique de IR dans €, de classe c?,
1Y .
ona, ¢,(f) = (E) el £ ), (si n0), et comme |e,( £ )| < £ P,
co(f) estO (lp)
"

En posant u,(x) = c,(f )e™, et si on dérive q fois, on aura

() = (m)

c.(f @ )) , d’ot1 une convergence uniforme de la série des

dérivées jusqu’él I'ordre p— 2, et méme p — 1 carla série des l e ( f @y
est absolument convergente, puisque 2 - Irlzl | (S @ ))| |cn( f @ ))I

Voir en 11.6 I'utilisation de cette dérivation, ou en 11.8.
Jai parlé des séries entiéres: ne pas oublier que la somme
+ oo

n s s .
S(z) = Y a,z" d’une série entiere de rayon de convergence R, fournit

n=0
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des séries de Fourier dun type particulier, les fonctions
+ oo
8 = 3 a, "™, avec ¢(f,) = 0 si k<0 et ¢(f,) = ap" s

k=0 :ily a un lien évident entre séries entiéres et séries de Fourier
avec des ¢,(f) nulssi n<0.

Voici une liste de résultats a garder en mémoire :

+ en dimension infinie, I'adjoint n’existe pas forcément, mais s’il
existe, il est unique ;

+ si u est auto-adjoint, ses sous-espaces propres éventuels (pensez a
la dimension infinie) sont en somme directe orthogonale ;

+ SiF est sous-espace de dimension finie de E, espace préhilbertien,

L . p

ona E =F®F, etsi{e,...,e,} est une base orthonormée de F, le

projeté d’un vecteur x de E sur F est pr(x) = Y (e, )e; ;
k=1
+ 8’il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy Schwarz, c’est que les
vecteurs sont liés ;

. . t~ . - .
+ si A est une matrice (p, g), AA est une matrice hermitienne posi-
tive carrée d’ordre ¢ ;

+ pensez a I'espace [ 2((1:) des suites (u,), . (ou n€ Z) dont la
série des Iunl2 converge ;

- n’oubliez pas le lemme de Lebesgue, (utilisé pour justifier le Théo-
reme de Dirichlet) : si f est réglée, on a :

b
lim f(t)e"“dt 0, (voir 11.16) ;

n—teo

« il est bon de savoir que A dans .#Z,(C) est trigonalisable dans le
groupe unitaire, (voir 11.9) ;

- soyez sensible a I'indépendance du probléme, (ou sa stabilité) si on
remplace une matrice par une matrice semblable, ce qui permet souvent
de prendre des formes adaptées, (voir 11.10) ;

« comme dans le cas de .Z,(R), la décomposition polaire d'une
matrice de .Z,(C) existe, 'unicité étant laissée de c6té si on ne part pas
d’une matrice inversible, (voir 11.12) ;

+ pour ne garder que les termes de p en p dans une série de Fourier,
penser aux racines pl "¢ de l'unité, (11.5).
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Enoncés

11.1. Soit f continue, 2% périodique de R dans R, on note a,, et b,
ses coefficients de Fourier.

Pour n dans IN* et x réels, on pose D,(x) = Y sinkx et
k=1

S,(x) = Y (a,sinkx—bjcoskx).
k=1
Soit y,(t) = f(x—t)— f(x+t). Donner une expression de S,(x)
sous forme d’une intégrale portant sur y, et D, . On suppose I'intégrale

t
J‘ W"t( ) dt absolument convergente, que dire de la suite des S, (x) ?

11.2. Soit une suite réelle décroissante (a,), . qui converge
vers 0.
a) Montrer que :

Vxe R, Y a,cosnx converge < Y a, converge.
b) Montrer que :

Y a,sinnx converge uniformément <> na,, tend vers 0.

11.3. Soit f continue, 27 périodique de R dans IR, et Y dans [0, 27] tel
que ;{e Q.

27
Montrer que lim z flx+ky) = o J S

11.4. Soit A une matrice carrée réelle et A' une matrice de méme
taille telle que AA'A = A. Soit U dans .Z, p(]R)

On pose A = UU,V=A-A" e¢ W="UVU. Montrer que
W =0.

On pose P = ‘UA'U, montrer que P est un projecteur symétrique.
Soient X dans .4, ,(R) et Y une matrice réelle symétrique définie posi-



Exercices de Mathématiques spéciales — Topologie, analyse 273

tive d’ordre n. On pose Z = Y + XX . Montrer que I, - XZ'X est symé-

trique définie positive, (on pourra mettre Y sous la forme T°T ).

11.5. Soit une fonction f, 27 périodique, continue par morceaux, de
discontinuités régulieres, de R dans €, que I'on suppose égale a sa série
de Fourier.

Quelle est la somme de la série trigonométrique des fonctions obte-
nues en ne gardant que les termes de la série de Fourier, d’indice dans
P, p fixé dans IN*.

11.6. Déterminer toutes les fonctions 2rn périodique, de classe c?
au moins, telles que f(2x) = 2sinx f'(x).

+ 00

2
11.7. On pose, pour t>0 fixé, f(x) = Y, exp (_ & ;tx) )
k=—o0

Définition, continuité, périodicité de f. Coefficients de Fourier de f.
+ oo

2
Onpose 6(1) = Y exp (— T k?) Relation entre 6(¢) et 6 (%)

k=—oo

11.8. Soit une fonction g, 2r périodique de R dans €, paire, nulle

T T
sur [5, u] , valant cosx sur [O, §:|

Déterminer son développement en série de Fourier.

Soit a réel, déterminer, s’il en existe, une solution 2r périodique de
Iéquation différentielle y" +ay = g.

11.9. Soit A dans .#,(C), de valeurs propres A, ..., A,,. Montrer que

trace (A*A) = Y [A)? & A*A = AA*.

i=1

11.10. Montrer que l'application H ~> ¢ établit une bijection

entre I’ensemble ## des matrices hermitiennes et celui & des matrices
hermitiennes définies positives.

11.11. Soit sur E = €* hermitien canonique, un endomorphisme
hermitien u tel que |[||ull| <1. Montrer que h, opérateur défini par



274 Espaces hermitiens, séries de Fourier

h(x) = x—u*u(x) est hermitien positif, et que k(x,) = 0 équivaut a
(h(xg), %) = 0.

11.12. Soient A et B dans .Z,(C) telles que AA* = BB*. Montrer
qu’il existe U unitaire telle que B = AU.

11.13. Soit une matrice B de .Z,(TC) et k un entier non nul. Montrer
qu’il existe une matrice A de .Z,(C) telle que A(A*A)k =B.

11.14. Développer en série de Fourier la fonction f définie par
f(x) = ¢ sur ]-m, [, par f(mn) = cosam, f étant 2n périodique.
+ o0

En déduire la somme z 55
n=1M —a

pour a non dans Z*.

T .
11.15. Soit, pour tout entier naturel n, I, = j sin(2n + 1)¢ dt.

n 2
0 l+cos’t
+ o0

Convergence et calcul de la somme 2 (- l)"In .

n=0
11.16. Montrer la convergence de la série de terme général

1
-D" I cos(nt2)dt, et calculer sa somme.
0
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Solutions

11.1. En remplacant a, et b, par leurs valeurs, ona:

1 n 21
- Y J f(£)(cosktsinkx — sinktcoskx)dt
k=10

S,(%)

1w (..
- E’Jo f(t)sink(x —t)dt.

En utilisant la 21 périodicité des fonctions, on raméne l'intégrale a

+7 +T
r = r + r . Sur la premiére, on effectue le changement de
x-T xX—-T x

variable x—¢ = u, u variant de ® a 0, sur la deuxiéme, x—¢t = —u, u
variant de 0 a &, aprés regroupement, il vient :

S, (x) = 11: j:(f(x— u) = f(x+u)) [kz;’l sinku) du, soit

T
S,(x) = 3 J' v, (u)D,(u)du.
0
Puis D,,(x) = Im Lz e"”“)
=1
G Du _ i
= Im T pour u # 0(2x),
i ) 2 2isin g u  sin % sin (n+21)u
= Im i 2 - .U ’
e 22isin = s 5
2
(et, pour u = 0(2m), par continuité on trouve la valeur exacte, 0).
Donc :
. nt . n+l
1 * sin 5~ sin —5 t
S,(x) = - I V. (D) dt, avec :
0 sin <

2
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sin nt sin n+l t = 1 (cos t_ cos @n+ 1)t l)t) d’ou :
2 2 2 2 2 ’ ’
tcos ¢
1 (") 2 1 (V) 2n+1
S,.(x) = 5n : — dt—2—1‘_'J.0 —, o8 5 tdt.
sin 5 sin =

" t
On a supposé l'intégrale impropre en 0, j \'% dt¢ absolument
0

tcost/2

sint/2
grale impropre converge, notons lal, elle ne dépend pas de n. La
deuxiéme converge aussi, le cosinus étant borné et sint/2 étant équiva-
lenta t/2 en 0. On a alors :

convergente, comme t ~—

tend vers 2 en 0, la premiere inté-

1 (T 2n+1
IS.(x) -1 = om Io — 08 = tde.
sin 5

V()
t

2
T \Vx(t) 2n+1
j n COs t

2
]
)

dt<e,dou:Vrne N :

o
Or, Ve>0,3a>0, (a<g),j
0

d:

b

€ 1
|Sn(x)-I| s2—n+2—n

NI
< J:| |+ J: )

Un peu de culture permet de savoir qu’on conclura grice au lemme

t
de Lebesgue : sur le segment [a, ©t], la fonction ¢ — lli(—) est conti-

sin =

2

« Sin§

5

(on écrit +

J‘n Wx(t) 2n+1
7 cos

nue, (donc réglée), donc: lim 5

n—+o0

tdt = 0, et pour
o sin_

2
le méme € >0, on peut trouver n, dans IN tel que Vn = n,, la deuxiéme
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intégrale soit majorée par & dou |Sn(x)—I| < 1§t’ et

t
1 (" v, (t) cos 5

= — —dt.
noste 2rn J, sint/2

Le lemme de Lebesgue se justifie en commengant par une fonction
constante, puis en passant aux fonctions en escalier par combinaison

linéaire, et en concluant pour les fonctions réglées par passage a la
limite.

11.2. a) Sila série des a,cosnx converge pour tout x, elle converge
pour x = 0, donc la série des a, converge.

Sila série des a, converge, comme a, tend vers 0 en décroissant, les
a,, sont positifs ou nuls, et, Vx € R, |a,cosnx| < a, :ilya convergence
absolue de la série des a, cosnx.

b) C’est beaucoup plus délicat.

Si la série des a,sinnx = u,(x) converge uniformément, en appli-
quant le critere de Cauchy uniformément on a :

Ve>0,Inpe N, Vo =np, Vm=n,Vxe R, | Y, u,(x)| <&

p=n
Prenons alors n = ng, x 2in ,pour p =n+1,n+2,..,2n,0na
1 _n+1 2n T o, 4
s o< = = =
0< 5 5n px, 2n 1< 3 et par concavité, sur [O, 2] s
sinx = =2 x, donc sinpx, = =2p L
b1] T 2n Tn

On multiplie par a, = 0, (toujours a,, tend vers 0 en décroissant), et
pour n =ngm = 2n,ona:

2n 2n
Y asin(px,)= Y a,- 1—%
p=n+l p=n+l
Les a, sont tous supérieurs a a,,, (décroissance de la suite), et
méme, on minore p par n, d’'ou, Vu =n, :
n 1

= = 2nay,=0,onadéa: lim 2na,, = 0.

E=Zn-ay, — =
™ nn 2n no+oeo



278 Espaces hermitiens, séries de Fourier

Comme 0= (2n+1)ag,,; = (2n)ag, 1 +ag,,1 < 2nay, +4ay,, et
que la suite des a, converge vers 0, on a également :

lim (2n+1)ay,,; = 0, et finalement lim ka, = 0.

n—+oo k=400

Réciproquement, on suppose que a, tend vers 0 en décroissant, et que

na, tend vers 0 aussi. Cela, (a, tend vers 0 en décroissant) fait penser
a une transformation d’Abel.

n i(n+1)x
En introduisant S,(x) = Y sinkx = Im ¢ — 1—1 , pour
k=0 ¢ -
x#0(2n), on a encore :
.n+1
R R | . n+1l
e - 2isin 5 x nx sin 5 x
S,(x) = Im =sin - —————,
ig x 2 sin =
e ~-2isin 5 2
d’ou, pour x # 0(2m), |S,(x)| < 1
sin 5

On va majorer une somme du type :

q
S,q(®) = Y, asinkx,
k=n+1

avec ¢ >n, en procédant de facon différente suivant x.

D’abord, on travaille pour x dans [0, 2x], (périodicité), et méme
[0, ], (imparité en fait). Pour x = 0(w), la somme est nulle. Comment
utiliser I'hypothése na, tend vers 0 ? Peut-étre en majorant |sinkx| par
klxl ?

Soit € >0, 3ng, Vk = ny, 0 < ka, < €, (n’oublions pas que les a, sont
positifs).

Donc pour n = n,, et p = 1, (on verra comment lier x et p ensuite),
ona

n+p n+p
Y apsinkx| < Y kaylx] < pel] .
k=n+1 k=n+1

Puis, si ¢ = n + p + 1, en effectuant une transformation d’Abel, ona :



Exercices de Mathématiques spéciales — Topologie, analyse 279

q

Y, a(Si(x)-S;_1(x))

k=n+p+1
g-1
= _an+p+lsn+p+aqsq+ z (@, — a5, 1)Sy,
k=n+p+1
soit, comme @, —a, ., = 0, et en majorant |S,(x)| par ik
sin ©
2
q g-1 1
Z a,sinkx| < Apipr1tagt 2 A= Q41 .
k=n+p+1 k=n+p+1 sim §
sQan+2+l'
sin =
2

Onadonc,avec g=n+p+1,et x#0(2m) :

k4 2a
Y, a,sinkx| < pelx| + Zmtpsl
k=n+1 sin g

I3 < _E
De plus, Cpipr1S nTpTl \p_'_ 1 , donc pour x dans ]0, %[, comme

ge ] O,g[, intervalle o on a siny = 1% ¥, on a finalement, avec p = 1
etg=n+p+1:

q
Y. a;sinkx

k=n+1

< pex +

Soitalors x€ 10, [ et p = 1+E(’-lc),ona:
p—l<%<pdbﬁpx<1+x<1+net@+ln>1+x>l,&d1

2n
G+Dx-2

b
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et la majoration :

Y. asinkx| <g(1+3m), valable pour tout x de ]0, 7[, mais
k=n+1
aussi en 0 et &, donc le critere de Cauchy s’applique uniformément en x.

11.3. Les deux membres de I'égalité dépendent linéairement de f et
sont « stables » par convergence uniforme en f. On peut donc établir le
résultat pour les polynémes trigonométriques, I’étendre aux fonctions

. 1 . .
continues, C Par morceaux, puls aux continues.

Pour f(x) = & = cospx +isinpx,ona:
1 ZTC
%I f()dt = 1sip=0,0sip=0.
0

n-1

Pour p = 0, (donc f =1), Ona}L Y, f(x+ky) = 1, d’oulégalité
E=0
dans ce cas.
ln—1 plx+hY) _ P k
1 ip(x+ky ¢ ;py
Pour p#0, kgoe - g ) -

Or ¢?" = 1 est exclu, sinon il existerait a dans Z tel que pYy = 2an
et ¥

2a . PP . .
et =—-¢ ® ; on a donc une progression géométrique de raison dif-
férente de 1, donc :

ipx ei[m‘y -1

fu—

n-1
2 ezp(x+k'y) — e

n eiP'Y -1

S

Y
ipn o
ipx € 22isin %Y

= .
n ip Y
e % 2isin %
e,’px ip(n— 1)'Y sin u
=T —
sin %

quantité, qui dans €, tend vers 0 si n tend vers + co.
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Il en résulte que I'égalité est valable pour les fonctions du type

X ~— cospx, ou x ~ sinpx, donc, par linéarité, pour les polynémes
trigonométriques.

Puis, si f est limite uniforme de fonctions (g,), . continues, 2%
périodiques, vérifiant I'égalité, alors f1la vérifie. En effet, posons :

n-1

L(f) = ( f(t)dt)-l S f(x+ky) : I, dépend linéaire-

k=0
ment de f.

Onal,(f) =L (f-g)+1.(g,),et:

on n-1

1 1
IIn(f—gr)l = 2_“ 0 "f_gr"ee + 1_2 Z If(x"' k‘Y) —g,(x+ kY)I .

k=0
Soit €> 0, 3r, tel que Vr =1, ||f - g,|.. < €, en particulier :

II f- g,o)l\— 2% - e+l n-g = 2¢;

puis, pour 17, fixé, dngy Vn=n,, L(g,)<¢, d’ou, Vn=n,,

|L.(f)| < 3¢ : on a bien nlin:”In( f) = 0, c’est-a-dire I’égalité pour f.

Mais alors on peut conclure rapidement si on sait que f, continue, 2%
périodique, est limite uniforme, sur [0, 27}, de polynémes trigonométri-
ques, grace au Théoreme de Stone-Weierstrass.

Sinon, on fait un détour en passant par des fonctions continues, de

1 . L. .
classe C* par morceaux, qui sont alors sommes de leur série de Fourier
qui converge uniformément. (Honnétement, je ne sais si on n’utilise pas
Stone-Weierstrass pour obtenir cela.)

. ce s . . 1
L’égalité est donc vraie pour f continue, C* par morceaux.

Enfin, si f est bétement continue sur R, 2% périodique, elle est unifor-

mément continue. Soit donc €>0 et oa>0 tel que
. 21

x—yl <a=|f(x)-f(y)l<e,si 27 < o, en coupant [0, 27] en n seg-

ments, et en construisant g affine par morceaux, en joignant les points
(2kn

n of (2kn)) pour k = 0,1, ..., n, on obtient g continue, de classe c!

par morceaux, avec ||f —gl.. <€
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Pour conclure, f continue 2r périodique est limite uniforme d’une
. . . i 1
suite de fonctions continues, 21 périodiques, G’ par morceaux pour
lesquelles I’égalité est vérifiée, donc elle I'est pour f.

11.4. Comme on parle de matrices symétriques, on se placera sur

R” ou R? , euclidiens canoniques, de bases orthonormées notées % ou
' et on considere les applications linéaires a, a', p... de matrices A,
A', P... relativement a ces bases.

Ainsi, si % est base orthonormée de R”, avec a linéaire de matrice
A dans la base %, est-ce que a' existe, avec aa'a = a ?Ilyaun probleme
de « simplification » par a a droite, (ou de définition de a' sur I'image

Im a), or a induit un isomorphisme, noté a,dun supplémentaire F de
Ker a sur Im a. Alors, allons-y en introduisant F tel que R” = Ker a ® F
etGtelque R" = Ima®G.

Sur Im a = Im a = a(F), pourquoi ne pas poser :

Vye Ima,a'(y) = a l(y) ,
et envoyer, par a', G sur 0.

Vérifions qu'alors aa'a et a coincident sur R” = Kera ®F.
D’abord, pour tout x de Ker a, aa'a(x) = 0 = a(x), puis, six est dans
F, a(x) = a(x), avec a(x) dans Im a, donc:

(ad'a)(x) = ad'(a(x)) = aa (a(x) = a(x),

on a bien 'existence de a'.

On considére maintenant U dans ./, p(IR) ,donc A = U'U est une
matrice carrée symétrique, positive, car avec X matrice colonne d’ordre

n,etY = 'Ux , matrice colonne d’ordre p, on a

p
KAX = (XU)(UX) = YY = ¥ 5 =0.
i=1
Ce coté symétrique de A, si on I'exploite en transposant I'égalité
AA'A = A, donne A‘A'A = A , et, par linéarité, avec V = A'— ‘A ,on
aura:

AVA = AAA-A'AA = A-A=0.



Exercices de Mathématiques spéciales — Topologie, analyse 283

Par ailleurs 'V = ‘A'— A" = -V, donc V est antisymétrique, ainsi

que W = ‘uvu , donc la matrice {W est hermitienne, donc diagonalisa-
ble dans le groupe unitaire.

Mais alors W aussi est diagonalisable dans ./, (C) : elle sera nulle si
et seulement si elle n’admet que 0 pour valeur propre, donc si et seule-

. A k . .
ment si elle annule un polynéme du type x°, ce qui conduit a calculer
les puissances de W.

Ona W? = tUV(ULU)VU = tUVAVU, encore « un coup », €t on
auradu AVA = 0.

OnaW? = ('UVAV)(U'U)VU = (UVAV)AVU
= ‘UV(AVA)VU = UVOVU = 0,

donc W, diagonalisable n’ayant que 0 pour valeur propre, est nul.

Comme on ne connait pas directement A', on ne peut pas exhiber
‘A’ , donc calculer P = t(’UA‘U) tout seul ne sert a rien, mais avoir P
symétrique, c’est-a-dire ‘P=p , C’est aussi avoir P — 'P=0 , (sachez
« voir » les égalités sous différentes formes), or on a :

P-P = 'UAU-UAU = UA'-A)U = ‘UVU = W = 0.

Lopérateur P, symétrique, est donc diagonalisable dans .Z,(R),

(matrice carrée d’ordre p), il sera donc un projecteur si et seulement si
il n’a que 0 et 1 pour valeurs propres, donc si et seulement si il annule

un polynéme du type x*(1 - ac)B .

OnaP? = tUA'(UtU)A'U = '"UA'AA'U , et pour retrouver P, ou une
puissance de P, il faudrait utiliser 'égalit¢é AA'A = A, donc retrouver
(ULU) ..., ce qui conduit a calculer :

P’ = (‘UA'AA)(UU)A'U = ‘UA'(AA'A)A'U
= "UA'AA'U = P?,

donc P annule le polynéme x—x = x2(x —1) : ses seules valeurs pro-
pres possibles sont 0 et 1, donc P étant symétrique, donc diagonalisable,
est un projecteur, orthogonal d’ailleurs car ses sous-espaces propres sont
orthogonaux entre-eux.

Passons au dernier point.

Comme Y est symétrique réelle, définie positive, elle munit R”, (rap-
porté a sa base canonique, %), d’'une structure euclidienne et si & est
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une base orthonormée pour cette structure, avec P matrice réguliere de

passage de % a & on aura PYP = I,,donc Y = t(P_ YP ! sécrit T'T
avec T = '(P™') dans GL,(RR).

Onaalors Z = TT+XX = T(I,+ T~ 'XXT )T
= T(I, +X,X,)T,avec X; = T~ 'X,

et XltXI étant symétrique positive, donc de valeurs propres positives,
les valeurs propresde I, + XltXl sont = 1, et cette matrice est inversible,
donc Z aussi, mais alors I'égalité ZZ'Z = Z donne Z' = Z~ '

OnadoncI,-XZ'X = I,-XZ™'X, avec Z = T(I,+X,X))'T,
donc I,-'XZ'X = L- X'T (I, +X,X)) T X,
etcomme X; = T X, C’est encore :

1L,-XZ'X = I,- X,(L, + X, X)) X, .

Sionpose Z, = I, + XlzX1 , on a encore Z; inversible, car symétri-
-1 s
que de valeurs propres = 1, donc (I, + XILXI) = Z';, et on doit justi-
fier que I, - XIZ'IXI est symétrique définie positive, avec Z'; associé a
Z, = I, +X,'X,, Cesta-dire Z'; = Z; .
Ceci revient & prouver que les valeurs propres de I, - X,Z', X, sont

strictement positives, donc que celles de £XIZ'1X1 sont < 1.

Or, si A est une valeur propre de la matrice symétrique X,Z',X,, et
si U est un vecteur colonne d’ordre p, vecteur propre non nul associé,
ona X,Z'X,U = AU d'our:

X,%X,2(X,U) = AX,U,

et,si A# 0, X,U estnonnul, (sinon AU = 0 : c’est difficileavec A# 0 et
U#0), donc U; =X,U devient vecteur propre de
(XltXl)Z'l =(-1,+Z)Z, e Z, Ty I, , pour la valeur propre A, d’ou
U,-7Z; 1U1 = AU, soit Z; lUl = (1-2)U,. Comme Z]I est définie
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positive, comme Z;,ona 1-A>0 d’ou A< 1, (ouf!), inégalité vérifiée

aussisi A = 0 etfinalementles valeurs propres de ‘xl Z'X, sontbien< 1.

11.5. Précisons d’abord les données. Pour f dans I'espace D de Diri-
N

chlet, on a convergence simple de lasuite des Py (f)(x) = Y, ¢,(f)e™
n=-N
vers la fonction f ici.

On suppose donc un peu plus, en supposant ici que l'on a
$

lim Z ¢, (f )ei"x = f(x), (et non plus seulement un résultat pour les
r—-—o0

n=r
s 400

sommes symétriques).

Cette hypothese sera bien siir vérifiée pour f continue, c! par mor-
ceaux par exemple, (convergence uniforme en ce cas)

Soit alors p un entier fixé, et ® une racine p € primitive de I'unité,
2in

o=e? par exemple.
Partant de l'expression f(x) = E‘: c,(f)e™, on a, pour tout k
compris entre l et p—1 : nhc;
- . 2n in
f(x+k 27“) - +2 cn(f)einx.ez7kn, ee ST o
d’ou, (somme finie de s’é;ic_egé:
Zf(x+k —) = Y (NHl+e"+ 0¥+ ...+ (@ ™.
n=—
Pour n=0(p),ona " = let1+0"+..+0"?™ D = p ; puis, pour
n du type rp +s avec 0<s<p,onaura:
O =0'#l,et 1+o)"+...+(o)")17-1 = (—%Zi_l—l =0.

On obtient donc l’égalité
inx 2k1t
3, ()™ = z f( 2r).
ne pl
A rapprocher de 10.5 ou de 10.17.
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11.6. Comme fest 21t périodique, de classe C?, elle est développable
en série de Fourier, avec convergence uniforme de sa série de Fourier.

2
De plus on sait que ¢, (f) = (z%) ¢,(f"), pour n#0, avec

len( ™| =<1 £"l... Si on note u, la fonction x — e, onau, déri-

. _ inx
vable et u',(x) = inc,e

1 ny Linx
= = e(f ™,

donc |u',|,, < l%l le.( f™)], et comme la série des l2 converge, ainsi que
n

celle des |c,( f ")|2 , (égalité de Bessel pour f"),la série des % lea (™)

est convergente, d’ou la convergence normale de la série des u',, et la
dérivation terme a terme de la série de Fourier de f.

Plus généralement, avec f de classe cp=2, et

V4
c,(f) = (%z) cn(f(P)),pour n#0,ona:
u? V() = (in) e, (f)e™ = z_}; ¢, (f P)é™, don

- 1 - .
"uﬁf 1)",, = ] |cn( f @ ))l , une série majorante convergente car
on a deux séries dans [/ 2((1:) , d’olt une dérivation terme a terme de la
série de Fourier de f, jusqu'a 'ordre p—1.

evenons a I'exercice et a I'expression f(x) = c,¢e quidonne
R ar tal " d
nel
f'x) = Y inc,e™. La fonction f vérifie alors I'équation
nel
ez'x —e ix
f(2x) = 2sinx f'(x) = Tf'(x) si et seulement si on a :

2i ik +1 k-1
Y e =Y keye DT - Y, kee' D%,
nel kel kel

et Ia famille des (¢*),< z étant totale dans I'espace vectoriel des appli-
cations continues, 21 périodique, pour le produit scalaire hermitien

canonique, les coefficients de chaque ¢ dans chaque membre sont
égaux.
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Terme en ¢ 22+ D%

sona: 0 = 2pcy,—(2p + 2)cy, . 5. Cette relation
donne ¢y, ., en fonction de ¢y, (ou vice versa), sauf si 2p+2 = 0 ou
si2p =0.

Pour p

0,ilreste —2¢y = 0 d'olt ¢y = O, puis, (p=1) :
4cy = 2¢y donc ¢4 = 0, et par récurrence ¢y, = 0,Vp=1.
Pour p = — 1, on obtient — 2¢_y = 0, puis, (p =—2),0na:

4c_4 = 2¢_y, donc c_y = 0, et par récurrence, ¢y, = 0 pour
tout p < - 1. On garde ¢, comme parametre.

Passons aux coefficients de ¥ Ona:
Cp = (2P - 1)6217_1 - (2p + 1)62P+1 .
Pour p = 0, celadonne ¢y = —c_;—¢;.

Pour p = 1, on obtient ¢; = ¢;— 3¢ d’ou ¢3 = 0, et on démontre
la nullité des ¢y, , 1, p = 1, par récurrence, car les ¢, du premier mem-
bre sont associés soit a p pair = 2, donc ¢, = 0, soit & p impair = 3, et
si on les suppose nuls jusqu'au rang 2p — 1, avec p impair, p < 2p -1,
ilreste 0 = (2p—1)cg,_1—(2p +1)cgp,y dOU Cgp,y = 0

Enfin,sip =-1,onac_; =-3c_g+c¢_;,doncc_g = 0, et I'éga-
2p+1
2p-1
ment, ¢, est nul soit parce que p pair <-2, soit p impair avec
2p+1<p=<-3,doncc, = 0)donnera cy,_; = 0 sicy,,; l'est.

lité ¢gp_; = C9p+1, valable pour p<-2, (comme précédem-

On obtient donc pour solutions les fonctions f définies par :

f(x)

ix

cot+ e —(co+cy)e
co(l=€ M) +c¢y(e" = ™)

¢o(1 — cosx + isinx) + 2ic;sinx

¢o(1 - cosx) +i(cy + 2¢;)sinx.

Si on cherche des solutions a valeurs réelles, on prend ¢, réel et ¢,
tel que ¢y + 2¢, soit imaginaire pur.




288 Espaces hermitiens, séries de Fourier

2
11.7. Posons u,(x) = exp (— (k ;:) ), avec t>0 fixé. Pour x dans
[- 7], etpour |k|>r,ona:
lke—x=| K~ |x | = |kl ~|x| = [kl -7>0, donc

— (| - r)2 =-(k —x)2 et la majoration :
Bl — )2
0 < uy(x) < exp (‘ (lle)) = Ol -

On a donc, pour la norme infinie sur [- 7, 7], |uy],, < o et comme

. 2 . L .
| Ihm k"o = 0,ily a convergence normale sur [~ 7, r] de la série des
k| = + o0

u; , d’ou existence et continuité de la fonction fsur [- 7, r], et ce pour
tout r > 0, donc sur R finalement.

En fait f est de classe C” . En effet, u'y(x) = k——t'ic u,(x) , donc, tou-

jours sur [— 7, 7], on a, pour |k| > 7 :

2
' kl + k| - .
sl < LEa lt " exp (— ik -r) It n) ) = By, avec, la  encore,

| |hm k"B = 0, d’ol une convergence uniforme de la série des déri-
k| — + oo

vées et une dérivabilité terme a terme de la fonction f qui est de classe
cl.

La présence de I'exponentielle permet de poursuivre le raisonne-
ment : fest C” sur R en fait.

Comme u;, ;(x+1) = u,(x), et que 'on somme pour k dans Z, on
a:

flx+1) = Y ux+1) = Y up, (x+1),

ke Z kel
(avec k' = k—1 qui parcourt Z), soit encore :
flx+1) = 2 uy(x) = f(x) :lafonction f est 1.périodique, de
Fel
dasse C' : elle est égale a sa série de Fourier avec convergence uni-
forme.

Calcul des coefficients de Fourier.

Ona c,(f) = Il (Z uk(x)) ¢ B

0 “keZ
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La convergence uniforme de la série des u,, sur [0, 1], jointe au fait

— 2innx| . P
que |e | = 1, donne la convergence uniforme sur [0, 1] de la série

. ~ 9 .
des fonctions x ~ u,(x)e” """, donc, (laissons tomber le f) :
2
1 -k ;;‘) -2innx
&= |e dx

e du,
keZ YE-1
(on pose k—x = u, u varie de k a2 k-1, mais dx = ~du); on a
o~ 2innk

2
u .
Jk T 2inn(k-u)

= 1, exit 'exponentielle, et les intégrales se « recollent » car
I'intégrale impropre qui suit converge absolument. On a :
2

u

+oo ——+2innu
2
C, = j e du.

Cette intégrale, je vais la calculer de deux facons.

2
LY pa . . o) - U . .
Premiére méthode. Je ne connais pas de primitive de ¢ =~ , mais, s’il y
u2 .
- o +2innu

avait u en facteur... Pour cela, il faudrait dériver ¢ par rapport
an..

Allons-y en introduisant la fonction g :
2 2

+ oo —%+2i1tyu p —u—+2i1l:yu

gly) = J- e du = lim e 2 du.

— e po+ed_yp

En notant g,(y) cette intégrale, on a g, dérivable et
2

P -
_ . 2t 2imyu . N . £
g'p(J’) = J‘ , 2inue “e du, et cette suite des g , converge uniformé-
2
2imyul e —u—t+2z'1|:yu
ment par rapport a y, (car Ie 7 | = 1), vers J 2imue du, qui
est d?nc la dérivée de g. Cette intégrale se calcule par parties : posons
P b4

u
2i 2 . 2um
% onauras = —te - etdt = 2inye " du,

2
L

2 + o0
2t+2i1tyu + oo -%+2i1:yu
2im | |- te ’ + 2imyt J e du

— o

v
2t
d

ue u=dsett =¢

donc g'(y)

- an’ytg(y).
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Cette équation différentielle linéaire du premier ordre conduit donc
2

400 —

22 -
a g(y) = g(0)e Myt avec g(0) = J e 2du.

— o0

4o 9
Posons — =v, on a g(0)= JQ_tI e "dv = J2nt, et
J_t -

g(y) = J2mte 2y t.

— oo 2 + oo
(Rappel, si I-j ¢ dx, I? j j - )dxdy, soit, en

/2
polaires, I J (J s )de 22 —d(e_'),soitl

»1a

etl=§d’oﬁj e_xdx= ﬁ.)

2% n2t

On obtient donc ¢,(f) = g(n) = J2nte . Je termine I'exer-

cice, et apres je vous calcule g(n) par résidus. Puisque fest de classe c',
il y a convergence uniforme de sa série de Fourier vers f, donc, pour tout
xona:

+oo _ (k=x)" x) 29 .
f(x) - 2 ¢ 2 Z Onte 21" n te2z1mx .
k=—o0 n=—o0

ilyaunlienévidentavectet-:—.Pourx =0,ona:

2 2

Y e % _ z . 2m _ z 2nte—nn2/(l/(21tt))

k=—o k=—oo n=—oc0

soitI'égalité 6(2nt) = J2mt © (2%“) , etil suffit de poser T = 2wt , pour
obtenir une formule classique (pour qui?) de la fonction théta:

8(t) = JT 0 ()(avec'l:>0)

Acceptez-vous de m’accompagner encore un peu, pour calculer par
2

Sl T
L . t 2innu
résidus ¢, = J e e du ?
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C’est encore :

J-+ - _ 2lt ((u-2innt)® + 4n°n?s®)
= e

c, = du
(u—2i1mt)2
+oo — | T =——
— 21:27;2! J2r
=e e du,
-— 00
u
donc,avec v = —,ona:

2t
2 2 + oo . 2
¢, = J2—te_ 21 n tJ. e (v—mn@) dv.

oo

2
Soitla fonction z ~ ¢ * : elle est holomorphe sur €, donc son inté-
grale sur le rectangle ABCD suivant est nulle.

A
b
A:(-R,0) 0 B: (R, 0)
> x
) A
C:(R,- nnﬁ_t)
D: (- R, -nn./2t)
On a donc:
R 2 - nnA2t 2 -R . 2
j e dx+j e B idy+j ¢ im0 g
-R 0 R

0 12

+J P (-R+iy) dy =0
- mnd2t

Notons I, I, I3, et I, ces quatre intégrales.

2 . 2 2 2 2 2 2
- (R +2iRy- _R -R? 2n®n% .
Pour I,, on a |e ( Y y)| =e¢ & <e¢ """, dou l'on

déduit :
22 2
|12| = un@en migo R ,

majorant qui tend vers 0 si R tend vers + oo,
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On a de méme lim I, = 0, et finalement, on aura
Ro+e

+ o0 o302
lim I+ lim Iy = JR+ lim I = 0, d’ouj oG g

R+ R+

-2 : ‘oz
etc, = J2mte wut : on retrouve le résultat précédent.

11.8. Comme la fonction g est continue, de classe c! par morceaux,

il y a convergence uniforme de sa série de Fourier vers g. Elle est paire,
+ oo

29
donc g(x) = ) + Y a,cosnx avec:

n=1

v ¥4
a, = 1 j g(t)cosntdt = 2 j g(t)cosntdt, par parité de g.
Td_x T Jo
Vu la nullité de g sur [g, n] , il reste :

2 /2 1 /2
a, == j costcosntdt = = j (cos(n+ 1)t+ cos(n—-1)t)ds.
T Jo T Jo

1 .
Pour n;tl,onaan=1—t[ , donc si

sin(n + 1)t | sin(n - 1)t]"/2
+
n+1 n-1

0
n= 2p+1,p>1,(2p+1+1)’§‘= (p+ ) et(2p+1—l)g'=p1t:

il reste ag,,; = 0.

/2
Pour n = 1,onaa, = %J (1+ cos2t)dt = %g = %
0
_ _17sin@p+1)r/2  sin(2p—-1)n/2
Pourn—2p,a2p-il: 25+ 1 + 251 :|
G V 1)’”) 21
2p+1 2p-1 n(4p _1)

En particulier a, = 1% et finalement on a :

p+1
g(x) = %_ﬁ_ co;x J(-1) 2c032px
s mEp -1)

Etude de Uéquation différentielle y" + ay = g.On suppose que y est solu-
tion 27 périodique, y est déja 2 fois dérivable, et y" = —ay + g est encore
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continue, C' par morceaux. En notant ¢,(y) les coefficients de Fourier de

y= 3 c”(y)emx, un calcul classique d’intégration par parties donne
nel
1 1 " 1 \ \
¢ (3) = — ¢,(9") etméme ¢, (y) = —= ¢, (") = —= ¢, (g'-ay),
(in)’ (in) (in)
cecipour n # 0 bien sir.
inx inx

Avec u,(x) =c,(y)e, on a u" (x)= (z’n)zcn(y)e , donc

" 1 " 1 7"t ’ N Z e 2
"] = n2|cn(y)| == e, (™) <§ (n-l—2+|cn(y )|2) d’ou, (égalité de

"

Parseval Bessel pour y" ), une convergence uniforme de la série de Fou-
rier des u",, et une dérivation terme a terme du développement de
Fourier de y, a 'ordre deux.

En travaillant sur la forme réelle, on a :

y=c+ Y a,sinnx+ Y b,cosnx,dou:

n=1 n=1
2 2
y'= Y —-n'a,sinnx+ Y —nb,cosnx, donc:
n=1 n=1
2 . 2
y'+ay = ac+ Y, (a-n")a,sinnx+ Y (a—n")b,cosnx,
n=1 n=1

expression a identifier au développement de g.
| . .
Onadonc ac = - :sia = 0, pas de solution ; poursuivons avec a # 0,

on prendra ¢ = ‘%:.
Puis on doit avoir (a - ng)an = 0, pour tout n = 1, ce qui conduit a

distinguer le cas de a du type ng ou non.
Supposons a # ng, Vny=1 : on doit avoir @, = 0, pour tout =1,
. _1 1
puis (a—1)b; = 5 5a-1)
n=2p+1, (a—(2p+1))bg,,; = 0 dot by,,; = 0 ;etsin=2p,

donc b, = , et enfin, pour tout » impair,

p+1 V4
(a- 4p )by, 2(—1)—— donc by, = 22(_ ) 5 et dans ce
n(4p - 1)’ n(4p’ - 1)(4p" - a)
cas une solutlon particuliére : .
iy V4
y(x) = = cosx+ Y, 21 cos2px.

n2w1> ST im(4p” - 1)(4p° - a)
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. 2
On suppose maintenant que a = ngy, avec ny = 1.

On devra avoir (a—ng)bn = 0 = le coefficient de cosnyx dans g.
0

Donc si n est pair c’est impossible : pas de solution.

Sia = (2p,+ 1%, il y a encore deux cas suivant la nullité ou non de

po-Sia = 1, on doit avoir (1-1)b, = % : exclu, pas de solution.

Sia = (2py+ 1)° = ng avec po = 1, il reste les conditions :

2 . . N .
(@-n")a, = 0 qui conduisent a a, guelconque et a, nul si

n#mng ; et
(a-1)b; = =, donc by = ————, puis:
1= 17 2(a-1)’
p+1
(a—4p2)b2p = %,donc by, = 22(_ 1y 3 ,et:
n(4p”-1) n(4p" - 1)(4p" - a)

(a-(2p+1)")bgy,, = 0 qui donment by, ,, guelconque et
bopse1 = 0 sip#pg.

Finalement, pour ng = (2po+ 1)> = a, on garde la méme expres-
sion de y(x), et on lui ajoute Acosnyx + Usinnyx, ce qui n’a rien d’éton-
nant car c’est l'intégrale générale de I'équation différentielle
y" +n§y = 0.

11.9. 11 est des exercices exigeant un peu de connaissances, par
exemple celui-ci, ou il peut étre utile de savoir qu'une matrice complexe
carrée A est trigonalisable dans le groupe unitaire.

En effet, soit € hermitien canonique rapporté 4 une base orthonor-
mée %, et o l'endomorphisme de matrice A dans cette base
-@ = {el, caey en} .

On peut trigonaliser o : il existe une base &' = {¢',...,¢,} telle
que, pour chaque j, o(¢';) € Vect (¢'y, ..., €)) .

On orthonormalise %' en % = {¢,..,¢,} par le procédé de
Schmidt, donc, pour tout j, Vect (¢, ..., ¢;) = Vect (g, ..., €;) . Mais
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alors, a(sj) € o(Vect (g, ..., ej)) = a(Vect (¢'y, ..., e'j)) , avec chaque
o(e',), pour r < j, dans Vect (¢', ..., ¢',) < Vect (¢, ..., €') , donc finale-
ment a(ej)e Vect (¢, ..., e'j) = Vect (g, ..., sj) : dans la base %, la
matrice T de o est triangulaire.

Comme Z et % sont orthonormés, il existe U unitaire telle que
U 'AU = U*AU = T, dou A = UTU* et A*A = UT*U*UTU*
soit A¥*A = UT*TU* : les deux matrices A*A et T*T sont semblables
et ont méme trace.

Notons t le terme de la i™¢ ligne, ]iéme colonne de T, les t;; sont les
A;, valeurs propres de A, et les ¢; sont nulssij>k.

La trace de T*T est : 2 2 t;tyj | soit encore :

j=1\k=1

n j-1
trace (A*A) = Z('tﬁl2+ > I‘kj|2]

j=1 k=1

n 0 j-l 0
- z[lx,-l 23 1o ]
j=1 k

=1

n
On a donc trace (A*A) = ) |7»j|2 si et seulement si chaque ¢,
j=1
pour 1 <k =<j-1, est nul, soit, (T triangulaire), si et seulement si T est
diagonale, mais alors T et T* commutent, donc A et A* aussi.

Réciproguement, si A et A* commutent, A est une matrice normale,
donc diagonalisable dans une base orthonormée et, avec U unitaire telle

que U*AU = diag (A, ..., A,), en transposant et en conjuguant on
obtient U*A*U = diag (4;, ..., 1,), donc:
(U*A*U)(U*AU) = U*(A*A)U,car UU* =1, ,etClest:
= diag (A, Ay, Aghg, ... A,A,), donc :

trace (A*A) = trace (U*(A*A)U) = ¥ A%,
j=1
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oo

e .. A A? . AP
11.10. Quand on définit ¢” = ) — = lim Y —, si on rem-
R TRt Y]

place A par une matrice semblable A' = Q~ 1AQ, on obtiendra
e = Q l(.e‘A‘)Q_, semblable 3 ¢*. On va utiliser cette remarque pour
prendre A sous une forme plus simple.

Soit A hermitienne, il existe U unitaire telle que U™ 'AU = D soit

diagonale réelle. Un calcul rapide montre que si D = diag (A}, ..., A,),

1

D . A A . .. P ..
onae = diag(e ,...,e ') = A, matrice hermitienne définie positive,

-1 - = . .
et & =P = U(eD)U - U(eD) U est elle aussi hermitienne,
définie positive.
Ily a plus. Si on note Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de A, de
multiplicités respectives a;, ..., & , avec E; sous-espace propre pour A et
la valeur propre A;, A induit sur E; 'homothétie /; de rapport A;, donc

AL , . A; p
¢ induit sur E; 'homothétie de rapport ¢ 7. Comme les A; sont réels

A,
distincts, les ¢’ sont réels positifs distincts, et de ce fait, comme
k
A
E = .(-Bl E;,les E; sont exactement les sous-espaces propres de ¢, pour
] =
les valeurs propres A;.
Mais alors, partant de A hermitienne définie positive, de valeurs pro-
pres Wy, ..., 1, distinctes, de sous-espaces propres, (dans E = C")lesE,,

en prenant k; homothétie de rapport A; = Iny; sur E;, et HI'endomor-

k k R
phisme défini par H (Ex]} = Y hx; si x = Y x; est décomposé
=1 j=1 j=1
k
dans @ E;, onaura e’ = A,avecH opérateur hermitien en fait puis-
j=1
que les E; sont en somme directe orthogonale. On a trouvé H tel que

&= A , et c’est la seule solution, toute matrice A telle que = A , avec

A hermitienne, ayant les mémes sous-espaces propres que A, et les rap-
ports d’homothétie étant définis de maniere unique.

Remarque : A — ¢* nest pas morphisme de groupe, car si A et B ne

A+B _ A _ B
commutent pas, on n’a pas e =¢ oe
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11.11. Lapplication linéaire 4 : x ~ x—u* o u(x), a pour matrice
dans une base orthonorméedeE, H = I, — tKA , 81 A est celle de u, donc

H est hermitienne, (tITI = H), mais de plus tK = A, (u est un endomor-
phisme hermitien), donc H = I,,—A2 est un polynéme en A, et les

valeurs propres de H sont les 1 —7&]2 , avec A; valeurs propres réelles
de A.

Si ¢; est vecteur propre de u, (donc de A), pour la valeur propre 2,
ona ||u(ej)|| = A ||| || < [|lulll||e || lle || donc, (prendre ¢; non nul), on
aAj<1 doul —kj =0, et ¢; est également vecteur propre pour #,
pour la valeur propre p; = 1- 7\,]? =0 : k est bien hermitien positif.

Soit % = {ey,...,e,} une base orthonormée de vecteurs propres
pour u, (donc pour k), pour les valeurs propres A;.

n
Si x, est tel que k(xy) = 0, en décomposant x, en x, = Y, oLe; , on
j=1

a:h(xg) = Y ujoue;, donc h(xy) = 0 équivaut a la nullité des o; asso-

ciés aux M, 0.

Comme (h(x,)|%) = Y, |Ij|a- Z Ko ] avecdes i, = 0, lanul-
j=1
lité de (h(xo)|xo) est elle aussi equlvalente a la nullité des o associés

aux p;# 0, d’ou I’équivalence cherchée.

11.12. Les matrices AA* et BB*, (égales), sont hermitiennes positi-
ves, donc il existe V unitaire telle que V*¥(AA*)V = V*(BB*)V soit une
matrice D, diagonale, avec des coefficients diagonaux positifs, donc D

Lo 2 p : N p
peut s’écrire A" avec A = diag (ay, @y, ..., @,) , 1a encore les a; étant

positifs ou nuls, indexés de fagcon que les r premiers soient strictement
positifs, et les suivants nuls.

On a V¥A(A*V) = (A*V)*(A*V) = A?
Posons C = A*V, matrice ayant pour colonnes C;, C,, ...,C,. La

matrice V¥A = (A*V)* = C* apour lignes t(Tl, t(TQ, s tC—n , etle terme
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de la K™ ligne, ]jéme colonne de C*C = A’ est t(_]ij = (C;, Cp , pro-

. . o . n
duit scalaire hermitien canonique sur " .

En particulier, si j>7, on a a; = 0 = GG; = |CJJ?, donc la

- J 777
jéme

j  colonne de C est nulle.

. 1 .
Soit alors les vecteurs W; = py Cj, pour j=1,..,r: on a
J

(Wp, W) =0 sij#k, et (W, W) = 12 (C;Cp) = 1. On complete
a:

cette famille orthonormée {W;, W, ..., W,} en une base orthonormée

de €', #'= {Wy,.., W, W,,y,..,W,}. La matrice W ayant les W,
pour colonnes est alors unitaire et

WA

W, Wo...|w

n

a;Wy|...|la,w,l0]..0| = C.

On a donc trouvé V et W unitaires telles que WA = A*V . Mais on
trouverait de méme W' unitaire telle que W'A = B*V, donc:

V*B = AW™ et V¥A = AW* d'ou A = V¥AW ce qui donne :
V*B = V¥AWW'* | et comme V*, unitaire, est réguliere, il reste
B = A(WW™), avec WW™ unitaire comme produit de deux éléments

du groupe unitaire. On a trouvé U = WW™ unitaire telle que
B = AU.

11.13. On va utiliser une décomposition de la matrice B du type
B = UH, avec U unitaire et H hermitienne positive. Justifions cette
décomposition. Si on suppose son existence, on aura :

B*B = H*(U*U)H = H*H = H? , puisque U est unitaire et H
hermitienne.
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Or B*B est hermitienne positive, donc il existe V unitaire telle que
B*B = V! diag (A, ...,A,) V, avec les),j =0, dou, en posant
W = JA; et D = diag (1, ..., B, , I'égalité :

B*B = V' ID?V = (V' 'DV)’, avec H = V' DV = V*DV
matrice hermitienne.

Pour cette matrice H, on voudrait pouvoir écrire B = UH avec U
unitaire, c’est-a-dire « factoriser » H dans B, et cela est possible si
Ker H c ker B, puis factoriser avec une matrice unitaire.

On a déja KerBcKer (B¥B). Puis si ze KerB*B, on a

IB@)I* = (B(2), B(2)) = (2 B*B(x)) = 0, donc B(z) =0, dou
Ker (B*B) = Ker B. Supposons ce noyau de dimension n — r, c’est que
rang (B) = rang (B*B) = 7.

Mais, revenant en arriére, ce rang r est le nombre de lj >0, donc de
B = A/l—.] >0 : c’est aussi le rang de H, matrice semblable a D, que I'on
peut supposer égale a diag ( JA:, s A/?T,, 0,0,..,0), avec les r premiers
coefficients diagonaux non nuls.

Comme alors B*B = V! diag (A, .., A, 0,0, ...,0) V, et que

H = V"' diag (\/As, . /A,  0,..,0) V,
il est clair que Ker H = Ker B¥B = Ker B.

De plus Im (H) = (Ker H)l , (V unitaire, et cette orthogonalité est
évidente sous forme diagonale).

Soit alors €" hermitien canonique, la base canonique % étant ortho-
normée, on note b et k les endomorphismes de matrices B et H dans
cette base, on a & hermitien et Ker 2 et Im 2 sont en somme directe
orthogonale. On prend comme base orthonormée de Im % une base
{&y, ..., €,} telle que h(ej) = J)Tjej, (et b*b(ej) = stj ), et soit une base
orthonormée, {¢,, ;,...,€,} deKer h,d’ou @ = {g,, ..., €,} baseortho-

normée de E = €, et on cherche u, opérateur unitaire tel que
b=uoh.

Comme % induit un isomorphisme de Im %, (supplémentaire de

Ker #) sur Im &, en notant % cet isomorphisme, et en notant 5' la res-
triction de b a2 Imhk, on comprend que I'égalité voulue implique

b =uwoh, (avec u' restriction de v a Im %), ce qui impose u' = b'o P
sur Im &.
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Vérifions qu’on a bien un opérateur « unitaire », (les guillemets car
u' va de Imk dans E). Pour la base des €& de Imk, on a:

(u(g), w(e)) = (B(R () Bk (80, soit:

€; € 1
uw'(g), u'(g,)) = (b (—l),b' (—k?) = — (b(€)), b(g,)),
et = ¢ (Zho (G = g (e
car ; et W, sont réels, et &' est une restriction de b.

C’est encore :

(e, w(ey) = u—]l@ (&, b*b(ey)

1 My
= —_——— 8,, l £ = —_— 8.’ £,.).
“-]lvlvk ( 2 Mk h) l-l-]l-l-k ( ’j k>

Comme les &;, pour 1<j<r, forment une base orthonormée de
Mk
(Me)

Donc les w'(g)), pour 1 <j <r, forment une famille orthonormée

Imbh,sij#k ona0,etsij = k,il reste

5 = 1 puisque i, = m.

qui engendre un sous-espace Fde E = ©".

En définissant u par u(sj) = u'(aj) si 1=<j=<r, et en envoyant la
base orthonormée de Ker £, par u, sur une base orthonormée d’un sup-
plémentaire de F, on définit bien u opérateur unitaire telque b = uoh,

puisque b et u o h coincident sur les bases de Im % et Ker £, sous-espaces
en somme directe.

On comprend alors qu’il n’y a pas unicité si b, (donc k), n’est pas de
rang n.

Retour a Uexercice.

On écrit la matrice B sous la forme UH avec U unitaire et H hermi-
tienne positive. Il existe alors V unitaire telle que H = V*DV, avec D

matrice diagonale des M= 0, donc B s’écrit B = (UV*)DV = WDV
avec W = UV* et V matrices unitaires. Chercher alors A telle que :

A(A*A)* = B = WDV, équivaut a trouver A telle que :
W AA*A)'V ! = D = W*A(A*A) VE .
Si on introduit A' = WAV ! = W*AV* ,ona
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A'(A'*A')k = W*AV*(VA*WW*AV*)k, et, compte tenu de
WW* = [ = V*V, tous calculs faits, il restera

A'(A'*A')k = W*(A(A*A)k)V* ,doncsi A’ est tel que A'(A'*A')k =D,
on aura A tel que A(A*A) = B

Or, on peut trouver de telles matrices A', il suffit de poser

1 1 1
= diag [(ul)%+ ! (|.l2)2k+ l, v (;,Ln)zk+ IJ pour avoir une solution.

11.14. Pour a dans Z*, le développement est tout trouvé : c’est ¢"*"
et la série n’existe pas.

’

On suppose donc a non dans Z*. La fonction est c! par morceaux,
frR+0)+ f(m-0) _ & “"+e"
2 - 2

réguliere car c’est cosam = f(m).
Donc, par le Théoréme de Dirichlet, en notant ¢,(f) les coefficients
de Fourier,on a :
N .
f(x) = N]im Y. ¢, (f)e™, (il faut des sommes symétriques).
— 4o
n=-N

za nx 1 i(a—n)x T
Onac(f)-—j o —2z(a n)n[( )]"‘

_ sin(a-n)® _ (- 1)"sinan
T (a-m)m  (a-nm)m

>

dou f(x) = Jim DA% z CLE o

Pour x = ®, f(%) = cosan étantréel, ona:

. sinam 1 1
= 1
cosam Nlun ( 2 (- 1)"cosnn ( + )J

— 400 T -n a+n

expression obtenue en prenant la partie réelle et en groupant les termes
enn et — n. Cest encore :

. ; N
. sinan | sinamw 2a
cosam = lim + T
N> +00 atm ne1@ -1
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puisque ¢™" = cosnn = (- 1)", donc

. . +eo

sinarn sinam 1
cosan———— = 2a Y — et

am a—-n
n=1
1 1 = .
= — —5— cotanam, expression valable pour
2 2 2 2a

n=1Nn —a 2a

11.15. On consideére la fonction f, 2n périodique, impaire, valant :
£ = —— sur 10,
1+ cos’t
et avec par exemple f(0) = f(n) = 0.

. 1 -
Cette fonction est alors de classe C* par morceaux, donc sa série de

Fourier converge simplement vers la régularisée de f, qui est fici puisque
1

f0 =0=LOIIO) _ 22 oy = f-7) = - £,

(impaire), donc f(n+)+f(1t') = 0 etonaposé f(m) =0.

T
Comme fest impaire, les a,, = 1_1t J f(t)cosntdt,sontnuls, etona:

b, = 117,,[ f(t)sinntdt = 2 J. f(t)sinntdt = _J‘ _sinnt
-

0 1+ cos t
Pour n pair, sinn(n—t) = sin(- nt) = — sinnt,

2 2
et comme cos (T—t) = cos’t,

. L N
la fonction est « impaire » par rapporta ;,ona b, nul

2
T -
1l reste donc les by, ., ; = %I %m;gl)tdt = 1%1",
+ cos’t

D’apres le théoreme de Dirichlet, on a donc :

+ oo

Vie R, f(¢) = Y, %In sin(2n + 1)¢,

n=0
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et en particulier, si ¢ = g, sin(2n + 1) g = (-1)",doula convergence

dela série des (- l)nI , et la valeur :

Z( y'L=3/(3) = 5

11.16. Si on calcule les sommes partielles, on doit évaluer :

N
Un(®) = ¥ (- D'cosnt® = Re Y (- 1",

n=0 n=0

N 2 n
Re(Z(—e")].

n=0

.2 .2 .
On suppose — ¢ # 1, soit e e, ce qui est le cas pour ¢ € [0, 1],
donc :

1- ( l)N+l KN+1M

Ux(?) = Re =
1+¢"
Poursuivons le calcul pour N pair, N = 2p. Alorson a:
(L 1) 2 1
1+ i@2p+ 1) z(P+§)‘ cos (p+§) t2
Uy, () = Re e_i_ = Re? " 5
1+¢" i £
2 cos =
e 2

cospt2 cos (p + %) £

2 ’

cos &
2

d’oui la somme partielle d’indice 2p de la série a étudier :

1 1 2
Sy = Jo — (cos (2p+§) t” + cos 5) dit

2cost§
1) 2
_ 1+1 , cos (2p+§)t N
T2 2-[0 £ '
cos =
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En utilisant le développement :
2

2
cos (2}7 + %) £ = costt cos %— sm2pt sin = 2 , on obtient :

2
S _l = lj cos2 t2dt—— J-l szpt n g dt
2p 2 - 2 p t .

°3

Ju

En posant u = 2pt2,onat = —,et:
~2p

? cosu

1 2
2pids = L cosu
Jocos pt-di JQ—IJIO >/

+ oo
O%% du existe, (pas de probleme en 0, la fonction

Commel =
0o 2Ju

intégrée est équivalente a ﬁ , et en + o on fait une intégration par
u

1 2
arties), la présence du — en facteur donne lim cos2ptdt = 0.
parties), lap % ,im_ | cos2p
2
1 sin2pt2sint§
Pour l’intégralej' —_—_—
0 £

cos =
2

dt, en posant £ =u , elle vaut :

. u
sin -

2

2. Jucos g

1
I sin2pu du,
0

sin g
——, (¢(0) = 0 par continuité), intégrable sur
2 Jucos 5
[0, 1], par le Lemme de Lebesgue, on a:

et, avec Q(u) =

1
lim sin(2pu)@(u)du = 0.
P+ dy

1
Final t, lim S,,—z = 0.
inalemen Pin}w %5
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1
Comme S, ,; = Sg,+ (= *? J' cos(2p + 1)£2de, et que, (voir le
0

1
calcul pour j cos2pt2dt ),ona:
0

1
lim | cos(2p+1)i’dt = 0,

p—o+=Jyg

4 4 1
finalement la série donnée converge et a pour somme 5
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Ces exercices de topologie et d’analyse ont été choisis avec le souci de
montrer comment faire usage de parties partout denses dans un espace,
pour ramener la vérification d’une propriété ponctuelle sur I'espace a une
telle partie, en présence de stabilité par continuité.

Ce type de méthode présente certaines analogies avec Iutilisation de par-
ties génératrices pour caractériser les morphismes en algebre.

Dans le méme esprit la notion de connexité a été développée pour mettre
en évidence ses applications.

Enfin, dans le cadre des espaces fonctionnels, si certains exercices sont
rédigés en tenant compte des théoremes de convergence monotone ou
dominée, donc conformément aux nouveaux programmes, d’autres ont été
rédigés en faisant usage des notions classiques de:semi-convergence.
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